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Vorwort des Verfassers.

Uber die Determinanten sind, zumal in der letzten Zeit, sehr
viele besondere Untersuchungen angestellt worden, die aus mannig-
fachen Qriinden in den Lehrbiichern noch nicht haben Beriicksich-
tigung finden konnen.

Ich habe es mir zur Aufgabe gemacht, auf knappem Raum alles
derartige, soweit es mir moglich, zusammen zu bringen, damit im
vorliegenden Buche alle diese Untersuchungen mehr oder weniger aus-
fiihrlich an der ihnen gebithrenden Stelle behandelt wiirden.

Aus diesem Gesichtspunkte hege ich das Zutrauen, dass mein
Buch denen einige Hilfe wird bieten kénnen, die sich von den man-
cherlei Fortschritten, die in diesem Zweige der Analysis bisher ge-
macht worden sind, eine Vorstellung bilden wollen. Und es geniigt
ja, das Inhaltsverzeichniss dieses Bandes zu durchlaufen, nm gewahr
zu werden, dass hier eine ganze Menge von Gegenstinden vereinigt
ist, die nun zum ersten Male in einem Lehrbuche iiber Determinanten
ihren Platz finden. Es erscheint dies um so bedeutsamer, wenn man
daran denkt, dass gar oft der Grund dafilr, dass ein Schriftsteller
Dinge, die schon lingst bekannt sind, als etwas Neues verdffentlicht,
vorziiglich in der Thatsache zu suchen ist, dass solche Gegenstinde
eben noch nicht in die Lehrbiicher aufgenommen worden sind, denn
die vermitteln wohl ohne Zweifel die Verbreitung der Forschungs-
ergebnisse am Besten. Beispiele hierzu giebt es gerade in der Lehre
von den Determinanten genug; brauchen wir uns doch nur der
mancherlei Arbeiten zu erinnern, die einander gefolgt sind bei der
Behandlung der Klasse von Determinanten, die mit den Unterdeter-
minanten einer anderen- gegebenen gebildet sind.

Das vorliegende Buch ist in zwei Abschnitte geschieden: inner-
halb des ersten ist alles das enthalten, wornm ein Anfiinger in diesem
Gebiete sich wilrde zu bemiihen haben; im zweiten, sehr viel aus-
gedehnteren Theile finden sich mit allen Einzelheiten bibliographischer
Am::;erkungen die besonderen Forschungen, von denen oben gesprochen
worden.
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Iv Vorwort des Verfassers,

Ich bin auf die geometrischen Anwendungen nicht allzu sehr
eingegangen, weil ja die Determinantenlehre gewissermassen bei jedem
Schritt, den man in der analytischen Gieometrie zu thun hat, sich an-
wenden lidsst, und weil ich denke, wie auch Giinther es schon in der
Vorrede zu seiner werthvollen Behandlung unseres Gegenstandes gesagt
hat, ein Buch iiber Determinanten sollte nicht ein Buch iiber analy-
tische Geometrie werden, J

Pavia, im Frithling des Jahres 1896.
Ernesto Paseal.

Fiir die vorliegende deutsche Ausgabe meines im Jahre 1897 in
italienischer Sprache (im Verlage von Hoepli in Mailand) erschienenen
Buches habe ich verschiedene Zusitze und Anderungen verfasst und
desgleichen einen kurzen Abriss von der geschichtlichen Entwicklung
der Determinantenlehre beigegeben.

Herrn Dr. Leitzmann spreche ich meinen lebhaften Dank aus
und hege die Hoffnung, dass die Ubersetzung, die von ihrem Heraus-
geber mit wirklicher Liebe und vielem Verstéindniss besorgt worden
ist, bei mathematischen Lesern des gelehrten Deutschlands giinstige
Aufnahme finden werde.

Pavia, im April 1900.

Ernesto Pascal.

Vorbemerkung des Herausgebers.

Der wachsende Umfang der mathematischen Wissenschaften, ihre
Vielseitigkeit in Lehrgegenstiinden und Methoden hat naturgemiss
ein Streben zur Folge, das darauf ausgeht, den einheitlichen Zu-
sammenhang der gesonderten Wissenschaftszweige erkennbar zu er-
halten und ihre gegenseitige Wechselwirkung zu beleben. Es sind
Erscheinungen gesellschaftlicher und literarischer Art, die von der
Bedeutung dieses Zielpunktes ftir den Entwicklungsgang der neueren
Mathematik Zeugniss ablegen und unter den letzteren treten hervor
die Bemithungen um die Erkenntniss der Geschichte der Wissenschaft
und die Werke von enzyklopidischer Art, im Anschluss hieran auch
B. G. Teubners neueste Sammlung von Lehrbtichern, der der vorliegende
Band eingereiht worden ist.



Vorbemerkung des Herausgebers. v

In Hinsicht auf Bestrebungen, die den Zusammenschluss der
mathematischen Forschungen zum Ziele haben, nimmt die Determi-
nantenlehre wohl eine bevorzugte Stellung ein, insofern sie an und
fiir sich vermoge der weitgehenden Anwendbarkeit ihrer Algorithmen
und Ergebnisse zu einem Bindeglied zwischen den verschiedensten
Lehrgebieten befihigt und bestimmt scheint. Als ,Werkzeug der
Algebra nnd Analysis“ haben die Determinanten in stetig erweitertem
Umfange die hohen Erwartungen gerechtfertigt, mit denen ihr Erfinder
Leibniz vor zweihundert Jahren seinen (Gredanken gelehrten Freunden
angekiindigt hat. Und damit ist die Lehre von den Determinanten
auch zu einem Hauptabschnitte der Propiideutik des htheren mathe-
matischen Unterrichts geworden, denn von der niheren Bekanntschaft
und der Leichtigkeit im Gebrauche dieses Werkzeuges hiingt zu einem
wesentlichen Theile fiir den Jiinger der Wissenschaft ein leichtes und
sicheres Fortschreiten ab.

Die vorliegende deutsche Ausgabe der ,I determinanti“ Ernesto
Pascals schliefst sich, abgesehen von mehreren umfinglichen Ande-
rungen und Zusitzen des Herrn Verfassers, im Texte so eng, als thun-
lich schien, der Urschrift an, Text und Literaturberichte habe ich
durchgearbeitet und insonderheit den letzteren eine aufmerksame Prii-
fung zu Theil werden lassen. Mir schwebte dabei lange Zeit als Ziel
vor, der Leser solle in dem Buche wenn auch nur anhangweise die
gesammte erreichbare Determinantenliteratur vorfinden, nach Stoffen
geordnet und mit kurzen inhaltlichen Vermerken versehen. Meine
dahin gehenden bibliographischen Bemiihungen konnte ich jedoch bis-
her nicht abschliessen und ein Anhang, der nicht in diesem organischen
Zusammenhange mit dem abhandelnden Texte des Buches stiinde,
scheint mir neben den von Anderen gegebenen, chronologisch geordneten
Literaturiibersichten entbehrlich. Ich hoffe, dass es mir méglich sein
wird, meine Vorarbeiten bald zu Ende zu fithren und in einer beson-
deren Veroffentlichung vorzulegen. Uberdiess bietet sich dem, der den
angezeigten Quellen nachgeht und die zum Vergleiche aufgefiihrten
Lehrbiicher*) benutzt, von selbst der Zugang zu einer grossen Zahl
von weiteren einschligigen Aufsitzen. Bemerkt sei hier, dass Muir
im Quarterly Journal of pure and applied mathematics, Bd. 18 (1882)
[110—149] und Bd. 21 (1886) [299—320] eine ,list of writings on
determinants” in zeitlicher Folge und eine ,supplementary list* ge-
geben hat, dass in den Jahrbiichern iiber die Fortschritte der Mathe-

1) Scott in A treatise on the theory of determinants (1880) nennt allein
etwa 120 die Determinanten betreffende Abhandlungen, die hier nicht vorkommen.



Vi Vorbemerkung des Herausgebers,

matik, anfangend mit dem Jahre 1868, in der Revue semestrielle des
publications mathématiques seit 1892 regelmiissige Anzeigen iiber die
neuesten Erscheinungen der Determinantenliteratur sich finden. Muir
verzeichnet in seiner ersteren Vertffentlichung die Arbeiten aus der
Zeit von 1693—1880 einschliesslich, er liefert in der zweiten einen
Nachtrag und fithrt die Ubersicht bis zum Jahre 1885 fort.

Dem Lernenden wird es in mancher Hinsicht forderlich sein,
wenn er sich an Hand der vorliegenden Darstellung mit den Deter
minanten erst vertraut gemacht hat, auf Abschnitte des viel erwihnten
Baltzerschen Buches zuriickzugreifen. In letzterem sind in grisserer
Breite gewisse Anwendungs- und Grenzgebiete unseres Stoffes behandelt,
g0 beispielsweise Beziehungen zur Integration der linearen Differential-
gleichungen § 9. 3—5, zu den linearen, insbesondere den orthogonalen
Substitutionen § 14. 7—8, 10—14, zu den bilinearen und quadratischen
Formen § 6.5—9, § 7. 3—5 (Kroneckers Subdeterminantenformel),
§ 13, danm Anwendungen im Gebiete der Geometrie und zwar in § 15:
Die Dreiecksfliche und das Tetraedervolum, in § 16: Produkte von
Strecken, Dreiecken, Tetraedern, in § 17: Polygonometrische und polye-
drometrische Relationen. An die von Baltzer zu Ende seines § 16
angezeigten Abhandlungen, insonderheit Frobenius, Anwendungen
der Determinantentheorie auf die Geometrie des Mansses, Journ. f. Math.
Bd. 79 (1875) [185—247] schliesst sich an Study, Uber Distanz-
relationen, Zeitschr. f. Math. Jahrg. 27 (1882) [140—159].

Was die Geschichte der Determinanten betrifft, so mochte ich,
die Bemerkungen des Herrn Verfassers ergiinzend, hier noch auf
einen Aufsatz von C. I. Gerhardt aufmerksam machen, der unter
dem Titel: Leibniz tiber die Determinanten sich findet in den Sitzungs-
berichten der Akademie der Wiss. zu Berlin. Jahrg. 1891. I. [407~423]
und auf das umfangreiche Unternehmen von Muir: The theory of
determinants in the historical order of its development. Part 1. De-
terminants in general, durchgefiihrt bis zum Jahre 1844 in einer
Reihe von Aufsitzen in den. Proceedings der Royal Society of Edin-
burgh vol. 13, 14, 15, 16 (1886—1890), gesondert erschienen unter
gleichem Titel London (Macmillan 1890). (Vergleiche Fortschr. d.
Math. Bd. 22. 1890. 8. 41.)

Zum Schluss mdchte ich den Leser bitten, im voraus die nach-
stehend verzeichneten Zusiitze und Berichtigungen des Textes zu be-
achten, und auf die beiden anhangweise von mir gegebenen Verzeich-
nisse aufmerksam machen, aus deren einem die benuntzten oder ange-
fithrten Quellen zu ersehen sind, wihrend das zweite dem Uberblick
und theilweise der inneren Anordnung des Stoffes dienen will.



Vorbemerkung des Herausgebers. ViI

Herrn Professor E. Pascal spreche ich meinen aufrichtigen Dank
aus fiir die Geneigtheit, mit der er mein Vorhaben der Ubersetzung
seines Werkes begriisst und fiir die thidtige Theilnahme, die er der
Ausgabe durch Mittheilung von Zusitzen und Anderungen und mit
Durchsicht der Korrekturbogen gewidmet hat. Desgleichen danke ich
den Herren Professoren Beke, Engel, Gutzmer und Herrn Privat-
dozenten Dr. H. Grassmann fiir mancherlei Rathschlige und Firderung
bei meiner Arbeit, Herrn Prof. Engel insonderheit fiir seine Miihe-
waltung bei Lesung der Korrekturen, der Verlagshandlung aber fiir
ihre gefillige und thatkriftige Beforderung.

Halle-Giebichenstein, Pfingsten 1900.

Hermann Leitzmann,



Berichtigungen und Zusitze.

Als Zusatz zu S, 36 diene: Die Regel von Sarrus lautet urspriinglich wie
folgt. Ist die Determinante der dritten Ordnung

TR TRT
Agy Ggy Gy
Oy Ggy gy

vorgelegt, so bilde man durch Wiederholung der beiden ersten Spalten hinter
der dritten das Schema:

N N Y ¥ X K
@y Oy Gy ) Qyy Gyy
Agy Qg Oqy Qg Gy

Qgy Ogy Gyy Oy gy
¥ ¥ ¥ N N X

wobei durch die Pfeile sechs schiefe Schnittlinien angedeutet sind. Man ver-
binde die einer jeden zugehsrenden Elemente unter einander durch Multiplika-
tion und gebe den dadurch entstehenden sechs Gliedern das Zeichen 4 .oder —,
jenachdem die betreffende Schnittlinie von der Linken zur Rechten oder von der
Rechten zur Linken geht.

Die im Text gegebene Anweisung zur Bildung der sechs Glieder weicht
nur im Ausdruck ab,

8. 41 Zeile 8 lies A statt A.

8. 85 Zeile 5 und 6 lies: der sich leicht auch auf den Fall nicht diago-
naler Minoren ausdehnen lisst.

B. 71 Zeile 7 von unten ist anzufiigen: = Cayley, Coll. math. pap. vol. 4.
Cambridge 1891. §. 43 u. 53.

8. 114 Zeile 8 und 9 lies: kniipfen auch zwei Arbeiten von Siacei an.

8. 119 Zeile 8 lies: ferner statt n#imlich.

3 169 ff Hier wird der Leser an mehreren Stellen leicht die Bezeichnung
Komplement durch das Attribut algebraisch ergiinzen.

8. 185 Zeile 10 fiige hinzu: (1868). — Ausserdem ist in diesem Literatur-
bericht aus Versehen ausgefallen und an gehoriger Stelle nachzutragen:

v. Sziits, Zur Theorie der kubischen Determinanten. Math Ber, aus Ung.
Bd. 8 (1890) [199—217).
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M. A, (Math. Ann) — Mathematische Annalen,
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Phil. Trans. — Philosophical Transactions of the Royal Society of London.
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X Verzeichniss der angefiihrten Zeitschriften.
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Abriss der geschichtlichen Entwicklung der Determinantenlehre.

Erst um die Mitte des Jahrhunderts hat sich die Lehre von den
Determinanten zu dem systematischen Gebilde eines Wissenschafta-
zweiges verdichtet. Jedoch hatte auch sie, wie alle Lehrbegriffe, ihre
entfernten Vorliufer und ihre Entwicklung nahm einen langsamen
Verlauf. -

Wie dies auch bei anderen Lehrgebieten begegnet, wie zum Beispiel
die Variationsrechnung bekanntermassen bei Gelegenheit des berithmten
Problems der Brachistochrone ihre Entstehung fand, so begann auch
die Beschiftigung mit Determinanten aus Anlass einer bestimmten
Aufgabe; und dies war die Elimination der Unbekannten aus linearen
Gleichungen.

Zuerst nahm Leibniz den Vortheil wahr, der sich bei der Eli-
mination eines Systems von linearen Gleichungen dadurch gewinnen
liess, dass man als Koeffizienten ,des nombres au lieu de lettres®, wie
er selbst sich ausdriickt, benutzte. Und er verstand hierunter im Grunde
das Verfahren, Zahlen nicht als Grossen, sondern als Indices zm
verwenden, bei deren angemessener Vertauschung er voraus shnte,
von einem @lied der Eliminante zum anderen iibergehen zu konnen.
Aufzeichnungen von Leibniz, in denen er diese Gedanken angedeutet
und benutzt hat, sind: ein Brief an seinen Freund I’Hospital vom
28. April 1693, eine Mittheilung an ihn {iber die Methode der Tan-
genten, Ende 1694, und eine Abhandlung in den Acta Eruditorum
vom Jahre 1700 (Responsio ad Dn. Nic. Fatii Duillierii imputationes).

Die Schriftsteller nach Leibniz, welche denselben Gedankengang
befolgten, waren der Ordnung der Zeit nach: Cramer (Introduction
a I'analyse des lignes courbes algébriques, Gendve 1750), der die
Regel zur Bildung des Ausdrucks der Wurzeln eines Systems linearer
Gleichungen fand, Bezout (Recherches sur le degré des équa-
tions résultantes de 1’évanouissement des inconnues. * Hist. de
I'académie de Paris 1764), Laplace (Recherches sur le ealcul inté-
gral ete. Hist. de V'acad. de Paris 1772), der eine andere Bezeichnungs-
weise anwandte, indem er nimlich einen Zahlenindex in der Héohe
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zur Linken jedes Buchstaben setzte, Vandermonde (Mémoire sur
I’élimination, Hist. de I'acad. de Paris 1772), der noch eine weitere
verschiedene Bezeichnung benutzte, die in ihrer Anwendung zu sym-
bolischer Darstellung einer Determinante an die sogenannte ,umbral
notation von Sylvester erinnert.

Lagrange kam bei seinen Untersuchungen tiber die Rotations-
bewegung eines Korpers und iber die Anziehung der Sphirgide (Mém.
de Berlin 1773) auf gewisse Bildungen, die Determinanten dritter
Ordnung sind. Es gelang ihm, einige grundlegende Eigenschaften
derselben aufzudecken, der Art, wie wir sie jetzt von den sogenannten
reziproken Determinanten aussprechen, und in denselben Gedanken-
gang trat ein wenig spiter Gauss ein, indem er binire und terniire
quadratische Formen und deren Transformationen behandelte. Die
Diskriminante einer solchen Form wurde von Gauss ,Determinante®
genannt und hier fand der Name seinen Ursprung, der danach in der
Folge stets gebraucht worden ist.

Aber Cauchy war der Ruhm vorbehalten, das Erbe seiner Vor-
ginger zusammen zu fassen und einen so ansehnlichen Beitrag dazn
zu liefern, dass er gewissermassen der wahre Begriinder der Deter-
minantenlehre geworden ist.

Ausgangspunkt filr diesen mathematischen Genius war die Theorie
der alternierenden Funktionen in einer Abhandlung vom Jahre
1812 (Journal de l'école polytechnique, Cah. 17. 1815). In dieser
Abhandlung stellte der Verfasser in allgemeiner Form alle grund-
legenden Eigenschaften der Determinanten s-ter Ordnung auf, die
Regeln fiir die Entwicklung, die Eigenschaften der Reziproken, die er
Adjunkte nannte, die Anweisung fiir die Multiplikation zweier De-
terminanten, und mehreres Andere. Indem er einem schon von Gauss
fiir besondere Fille gegebenen Beispiele folgte, begann er auch damit,
die n* Elemente der Determinante in einer quadratischen Matrix an-
zuordnen, doch benutzte er sehr viel 6fter die Darstellung durch das
andere Symbol S(4-ay, g ... Gun)-

Was jedoch die Regel fiir die Multiplikation anlangt, so haben wir
za bemerken, dass diese auf einem verschiedenen Wege gleichzeitig
auch von Binet gefunden worden war und verdffentlicht in einer
Arbeit, die abgedruckt steht im vorausgehenden (16.) Heft des Journal
de T'école polytechnique. Deshalb wird diese Anweisung auch von
Einigen die Regel von Binet genannt.

Die Lehre von den Determinanten war somit in ihren wesent-
lichsten Punkten abschliessend begriindet, doch blieb sie noch 25 Jahre
unbeachtet, bis 1841 die beriithmten Abhandlungen von Jacobi (Crelles
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Journal Bd. 22) erschienen: De formatione et proprietatibus
determinantium und De determinantibus functionalibus, die
die Aufmerksamkeit der Mathematiker wiederum auf die Wichtigkeit
dieses Lehrbegriffs lenkten und auf die Vortheile, die sich mit seiner
Hilfe fiir andere Zweige der Analysis und der Geometrie erwarten
liessen. Auf die Abbandlungen Jacobis folgten zwei andere Einzel-
darstellungen, eine von Cayley (Transactions of the Cambridge Phil.
Soc. vol. 8 (1849) Part I) und die andere von Spottiswoode (Crelles
Journal Bd. 51) und dansach kamen zum Schluss systematische Schriften.
Die erste vollstindige Bearbeitung dieser Art war die von Brioschi
(Pavia 1854), der die von Baltzer (Leipzig 1857) und von Trudi
(Napoli 1862) folgten. Von Baltzers Werke hat man noch vier weitere
Auflagen (1864, 1870, 1875, 1881) und eine Ubertragung ins Fran-
zosische zu verzeichnen, von Brioschi eine franzdsische und. eine
deutsche Ubersetzung.

Von den neueren Schriften wollen wir anfiihren die von Studniéka
(Prag 1871, 2. Aufl. 1899), von Hoiiel (Paris 1871), von Hesse
(Leipzig 1872), von Dislp (Darmstadt 1874), von Mansion (Eléments
Paris 1875, Introduction. Gand 1876, von beiden neueste deutsche
Ausgaben: Leipzig 1900 und 1899), von Giinther (2. Aufl, Erlangen
1877), von Dostor (Paris 1877), von Scott (Cambridge 1880), von
Muir (London 1882), von Gordan (1. Bd. der Vorlesungen iiber
Invariantentheorie. Leipzig 1885).

Das Buch von Giinther enthdlt ausfiihrliche bibliographische An-
zeigen fiir jeden Theil des Lehrgebietes und eine historische Ubersicht
iber seine Entwicklung. Diese Darstellung, sowie die schitzbaren
Abhandlungen von Studnitka (Uber die Entwicklung des Determi-
nantenbegriffs, Prag 1876 und Aug. Cauchy als formaler Begriinder
der Determinantentheorie, Prag 1876) sind zur Abfassung dieser
wenigen geschichtlichen Angaben benutzt worden.



Erster Theil
Grundlagen .des Rechnens amit Determinanten.

§ 1. Grundlegende Erkliirungen.

Es sei # eine ganze, pesitive Zahl, und, eine Anzahl von.n® Gréssen
gegeben. Die Buchstaben zur Bezeichnung dieser Girissen sollen ,in
dem Raum eines Quadrates jyertheilt werden, indem man (auf einer
ersten Zeile n von.ihnen anordnet, auf einer zweiten Zeile und zwar
spaltenweise :den vorausgehenden wrugeordnet.wiederum = ,derselben
mand so: fortfahrt, bis man die n-te Zeile gebildet hat.

Um in den weiteren Betrachtungen desto deichter und ven; einpm
‘gewissen Ebenmaass begiinstigt vorwartsschreiten zu kinnen, erscheint
es von Vortheil, die gedachten n® gegebenen (rdssen auf eine be-
stimmte Weise darzustellen. Wir werden.im Besonderen mit. 4,, die-
Jjenige unter ihnen bezeichnen, welche bei der Anordnung im ,qua-
dratischen Schema die s-te Stelle auf der r-ten Zeile einzunehmen
haben wird.

Das Quadrat wird dann diese Glestaltung aufweisen:

5

Gyy Cyg - - - G1n
(g gz « .. Gan

EREREY
On1 Qng ... Gy

Wir nennen die Grossen a .die Elemente des Quadrates.

Wir wollen nun von diesen  Elementen % hervorheben, und zwar
sollen sie der Art ausgewihlt sein, dass. lkeinesfalls zwei von ihnen
derselben Zeile eder derselben Spalte angehdren. Diese . Elemente
~wollen .wir'zu einem Produkt werbinden. Priifen; wir, auf wievielfach
verschiedene Weise wir ein solches Produkt bilden kionmen. ; Erstlich
leuchtet vor Allem ein, dass.die # Zeilen simmtlich werden vertreten

Pascal, Determinanten. 1
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sein, da man » Elemente zu wiithlen hat und nicht zwei unter ihnen
derselben Zeile angehdren diirfen. Mit anderen Worten: es wird
unter den n Zeilen keine sein, der nicht eines und eben ein einziges
von den ausgewihlten Elementen angehort; und dasselbe kann man
fiir die % Spalten behaupten.

Wir kbnnen jetzt diese n Elemente in der Weise ordnen, dass
das erste von ihnen ein der ersten Zeile angehiriges Element ist, das
zweite der zweiten Zeile zugehdrt, ... das n-te aus der n-ten Zeile
herrithrt. Es wird dann das Produkt der ausgewiihlten » Elemente

Q1r,sr, + -+ Gnr,

sein, wo (r;7; ... r,) eine Permutation der Zahlen 1,2, ... n vor-
stellt. Die Frage: Wie viele, von einander verschiedene, Pro-
dukte dieser Art lassen sich bilden? entspricht genau der andern
Frage: Wieviel Permutationen (r,7; ... r,) sind mit den Ele-
‘menten der Zahlenreihe (1, 2, ... n) m6glich? Bekanntlich wird
diese Anzahl dargestellt durch »! und daraus lésst sich schliessen, dass
man #n! Produkte der vorbezeichneten Art bilden kann.

Man versehe nun jedes derartige Produkt mit einem Vorzelchen,
und zwar mit dem Zeichen -} oder —, jenachdem die Permutation
der Indices (r,7y ... 7,) eine gerade oder ungerade Permutation ist.
Wie man aus der Lehre von den Kombinationen weiss, werden dann
hier % (n!) Produkte mit dem Zeichen + und eben soviele mit dem
Zeichen — auftreten,

Die algebraische Summe aller so gebildeten Produkte
mit den ihnen zugehdrigen Vorzeichen nennt man die Deter-
minante der n* gegebenen Gréssen.

Einer durch Cayley eingefithrten Bezeichnungsweise gemiiss pflegt
man die Determinante mit dem Symbol

Gy Gy + - Qun
Qg1 Ogg - .- Osn
Apt Ong + . - Ana
darzustellen oder auch, Cauchy zufolge, durch:
2oyt - G
Man nennt die Zahl #» die Ordnung der Determinante.
Es lésst sich leicht bemerken, dass alle Glieder der Determinante

aus dem einen
Gy Og3 + -+ Onn
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hervorgehen, wenn man die ersten Indices unberiihrt lisst, die zweiten
Indices auf jede mdgliche Weise #indert und dabei jedem Gliede das
passende Vorzeichen nach der hiefiir aufgestellien Regel zutheilt.

Die Gesammtheit der »* Elemente, wie sie in dem quadratischen
Schema vertheilt sind, pflegt man eine quadratische Matrix zu
nennen.

Die Elemente, deren beide Indices einander gleich sind, wie
@y, Qg -.. heissen gewihnlich die Hauptelemente, und die diagonale
Gerade des Quadrats, welche der eingefiihrten Bezeichnungsweise zu-
folge eben diese Elemente enthiilt, pflegt man die Hauptdiagonale
za nennen. Die andere Diagonale des Quadrates filhrt den Namen der
zweiten Diagonale,

a
o j: =y, — iyt
a
| ::1 am z:s Oy OggOgy — Oyy Qg Qgg — (g Agy gy 4
1o T Ay Oy gy Byg Uiy gy — g Byg Uiy,
gy Ogg (gy

§ 2. Verschiedene Bemerkungen iiber Determinanten und deren
wesentliche Eigenschaften.

Wir gehen dazu iiber, einige Eigenschaften der Determinanten
darzulegen, die sich unmittelbar aus der begrifflichen Erklirung her-
leiten lassen.

1. Setzen wir eine Determininte voraus, in der simmtliche Ele-
mente, abgesehen von den der Hauptdiagonale angehtrenden, Null sind:

a,0 0...0
0 a50...0
00 0...a,

Der Werth solcher Determinante ist gleich dem Produkte der
Elemente der Hauptdiagonale mit positivem Vorzeichen.

Wenn dem entsprechend in einer Determinante alle Elemente mit
Ausnahme derer der zweiten Diagonale Null sind, so ist diese Deter-
minante gleich dem Produkte aller in der zweiten Diagonale enthaltenen
Elemente, multipliziert mit dem zur Potenz 4 (n — 1) erhobenen
Faktor (— 1).

1'
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. IES wird nimlich dann die 'Determinante nugenschemhc"h “suf das
einzige Glied emgeschra:ikt

aj'g aﬂf’u_l .. 03,1.

'Das Zeichen desselben wird nach der Anzahl der Invérsionen bestimmt,
welche in der Permutation
(m, n —11, ln. ~2...1
enthalten sind., Dies sind genau 1}ﬂ (n—1).
Ganz dieselben Ergebnisse gewinni man, wenn in einer Determi-
nante nur alle. Elemente Null sind, die auf einer Seite der Haupt-

diagonale oder der zweiten Diagonale sich befinden.
Und so erhellt anch der Satz:

Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Reihe
(Zeile oder Spalte) verschwinden, so ist die Determinante
gselbst Null

Denn jedes Glied der Determinante soll stets ein Element dieser
Reihe als Faktor enthalten, folglich wird jedes beliebige Glied Null sein.

2. Wir haben die_verschiedenen Faktoren jedes Gliedes der De-
terminante in der Weise angeordnet, dass ihre ersten Indices die Zahlen
1,2, ... n in jhrer natiirlichen Folge darstellen.

“Das “Vorzeichen, welches dem Gliede dann zukommt, st ein -
oder ein — jenachdem in der Permutation (r, 7y ... r,) der zweiten
Indices eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen ent-
halten ist. )

Wir wollen nun annehmen, es werde die Anordnung der Faktoren
eines Gliedes auf beliebige Weise verindert und man habe somit aus
dem Gliede

Qiy, A2y oo o Ony,
das Glied

Gaty, Caty - -+ Fagty

(S8 o), (Wt .. t)
gwei Permutationen der Zahlen 1,2 ...n vorste]len.

Bedenken wir, nach welcher 'R.egel man' dag Zeichen dieses
Gliedes, wenn es in der letzteren’ Ausdrucksform auftritt, zu finden
‘haben wird.

Um von der ersten zur zweiten Form ﬁberzugehen, benul:zen wir
pine’ gewisse Substltutlon mit Bezug auf die Elemente a oder, was
damit ﬁbaremkommt wir wenden auf die ersten Indices eine Sub-
stitution an und eine @hnliche Substitution auf die zweiten Indices.

erhalten, wobei:
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Man kann nun jede Substitution auf eine gewisse Anzahl von
Transpositionen (Vertauschﬁngen zweier Elemente) zuriickfiihren,
und jede Transposition ldsst die Anzahl der Inversionen um eine
ungerade Zahl sich #ndern. *Wenn demnach die Substitution, die
ich an den Elementen vornehmen will, m Transpositionen entspricht,
so wird das folgende Verhalten ersichtlich: die Anzahl s der in der
Permutation (s, sy ... s,) enthaltenen Inversionen, vermindert um die
Zahl der zur Permutation (1,2,...n) gehdrigen Inversionen (und
diese letztere Zahl ist Null) setzt sich zu s Malen aus einer unge-
raden Zahl zusimmen; und so besteht auch die Differenz zwischen
der Anpzahl ¢ der Inversionen von (4 4 ...¢,) und derjenigen der
(ry7g...7,), nimlich #, m mal aus einer ungeraden Zahl. Es wird also:

s=m @A+ 1)
t—r=m@B4)

§ + t = r 4 (gerade Zahl)
v, . N

[ .
Also sind die in (r, 7, ... r,) enthaltenen Inversionen gerade oder
ungerade, jenachdem die Summe der Inversionen von (5 s ... 5,)
und, (1, &, ... ¢,) gerade oder ungerade ausfillt.
Wir wollen daraus entnehmen, dass man, um das Zeichen unseres
Gliedes unter der Form: )

und daraus folgt:

a,,,, a,’g, N a‘,‘;ﬂ

festzustellen, nur zu beachten hat, ob die Summe der Inversionen
gerade oder ungerade ist, die in der Permutation der ersten Indices
und in derjenigen der zweiten vorkommen.

Auf diese Weise erscheint die begriffliche Bestimmung der De-
terminante nun unabhiingig von der Anordnung, nach der man’ sich
innerhalb jedes Gliedes die Faktoren vertheilt denken méchte, és wird
damit jene einschriinkende Voraussetzung bestimmter Folge der Faktoren
wieder aufgehoben, welche 'wir' um der” grosseren’ Einfichheit' und
Deutlichkeit willen im vorigen Paragraphen’ umserér Darstellung auf:
erlegt hatten.

3. Wenn man in einer Determinante die Zeilen mit den
Spalten vertauscht, oder mit andern Worten, wenn man in
der ersten Spalte die Elemente anordnet, die die erste Zeile
bildeten, in der zweiten Spalte die Elemente der zweiten
Zeile und so weiter, erhilt man eine neve und der urspriing-
Iicileu"glei‘chfverthigle Determinante. '

Denn, nehmen wir



6 Theil I: § 2. Wesentliche Eigenschaften der Determinante,

alrl a!r, ‘e anr”

als ein Glied der urspriinglichen Determinante an, so ist dies augen-
fillig, abgesehen vom Vorzeichen, auch ein Glied der neuen Deter-
minante. Nur stellen jetzt, wenn man die ¢ als Elemente der neunen
Determinante betrachtet, die ersten Indices nicht mehr die Ordnungs-
zahl der Zeile vor, welcher das einzelne Element zugehért, sondern
der Spalte und ebenso wird der zweite Index im Gegensatz gegen
die friihere Auffassung des Gliedes die Ordnungszahl der Zeile sein.
Das/ oben bezeichnete Glied, zugehdrig gedacht zur Entwicklung der
zweiten Determinante, wird das Zeichen -+ oder — erhalten mijissen,
jenachdem die Summe der Inversionen, die in den beiden Permuta-
tionen der ersten und der zweiten Indices vorkommen, gerade oder
ungerade ist. Nun ist offenbar diese Zahl dieselbe, wie die der In-
versionen innerhalb der Permutation (7, #; ... #,) allein, und daher ist
dad Zeichen, womit man dies Glied als der zweiten Determinante an-
gehorig zu versehen hat, ganz dasselbe, mit dem man es auch als Glied
de# urspriinglichen Determinante auszuzeichnen hatte.

Da man die namliche Betrachtung bei jedem -einzelnen Gliede
wiederholen kann, so erscheint die Richtigkeit der Behauptung ein-
leuchtend.

4, Wenn man in einer Determinante zwei parallele Reihen
mit einander vertauscht, so erhilt man eine neue Deter-
minante, die der urspriinglichen gleich und im Zeichen ent-
gegengesetzt ist.

Offenbar ist, abgesehen vom Zeichen, ein Glied der urspriinglichen
Determinante auch ein Glied der neuen und umgekehrt.
Zudem, wenn
a.b.c.d...

ein Glied der Determinante vorstellt, und die Indices der Stellen,
welche @, b, ¢. . . in der alten Determinante einnahmen, beziehungsweise
8 1
5 Ty

Sp Ta

sind, so werden die Indices, die den Elementen desselben Gliedes
innerhalb der neuen Determinante zukommen, in ihrer Gesammtheit
durchaus dieselben sein, aber wohl zu bemerken ist, dass unter ihnen
ein Wechsel eintrat zweier 3 oder zweier », jenachdem wir zwei Zeilen
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oder zwei Spalten mit einander vertauscht haben. Daher wird die
Summe der Zahlen, welche die in beiden Permutationen, der s und
der r, bestehenden Inversionen angeben, um eine ungerade Zahl ver-
mehrt oder vermindert sein, und darum hat man in der neuen De-
terminante demselben Gliede das entgegengesetzte Zeichen zuzutheilen
wie in der ersten.

5. Aus dem vorangehenden Lehrsatze leitet man leicht diesen
weiteren ab:

Wenn in einer Determinante zwei parallele Reihen
identisch tibereinstimmen, so ist die Determinante Null

Wirklich wird ja die Determinante D, wenn man die beiden
Reihen unter einander vertauscht, ihr Zeichen wechseln milssen, aus
D wird — D werden. Aber andrerseits bleibt die Determinante die-
selbe wie zuerst, da doch die beiden Reihen iibereinstimmen. In Folge
dessen ist D = — D und mithin D =0.

6. Wenn die Elemente einer Reihe mit ein und derselben
Zahl % multipliziert werden, so erscheint die ganze Deter-
minante mit ¥ multipliziert.

Es wird nidmlich hiebei jedes Glied der Entwicklung, da es stets
eines und nur eines der Elemente jener Reihe enthilt, mit % multi-
pliziert sein.

7. Bine Determinante wird nicht geiindert, wenn man
das Zeichen bei allen den Elementen wechselt, welche un-
gerade Stellen inne haben. Wir verstehen hier unter un-

geraden Stellen diejenigen, bei denen die Summe der Indices
eine ungerade Zahl ist.

Gedachtes Verfahren ist doch in Wirklichkeit gleichbedeutend
damit, die 2-te, 4-te, ... Zeile.und iiberdies auch die 2-te, 4-te, ...
Spalte mit (— 1) zu multiplizieren, So zum Beispiel wiirde werden:

a b ¢ a, —b G
a by ¢ | =|—a; b —qg
ay by ¢ a —b, o

Dem entsprechend und noch allgemeiner gilt der Satz:

Eine Determinante éandert sich nicht, wenn jedes a;: mit

p'—* multipliziert wird, wobei man unter p eine beliebige
Zahl versteht.

8. Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer
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Reihe die gleichen Vielfachen der Elemente einer parallelen
Reihe sind.

Sind piimlich die Elemente einer Reihe gleich denjenigen einer
andern, wenn diese mit ¥ multipliziert gedacht werden, so erhilt man,
wenn man die Elemente dieser letzteren Reihe mit % multipliziert,
einel Determinante mit zwei parallelen  identischen Reihen, die dem-
zufolge Nult ist. Inzwischen ist solche, durch Mult:phka.tmn abge-
leitete Determinante, gerade der urspriinglichen und mit % multipli-
zierten Determinante gleich.

9. Wir wollen voraussetzen, dass die Elemente einer Reihe zu-
sammengesetzte Ausdriicke von gleicher Gliederzahl sind. Es sei also
eind Determinante von folgender Gestalt gegeben:

ay by ey, Ay, 0, Qi
021+b21+081+"'r Bagy """y O3

anl+bnl+cu1+"', gy *** 5 Qan

In jedem Gliede der Entwicklung wird sich hier immer als Faktor
ein|Element der ersten Spalte finden; das heisst, ein Glied der Ent-
wiei:lung wird im Allgemeinen die Form haben:

(@1 +bis+ea+ -+ )4
und dabei A ein Produkt von (n — 1) Elementen vorstellen, die aus
derl tbrigen Spalten ausgewiihlt sind und den {ibrigen Zeilen (ausge-
schlossen bleibt die i-te Zeile sowie die erste Spalte).
Nun ist dies Glied:
ﬂruA--I- bnd~+ e A+ -
und die Determinante wird sein:

EiatlA+2ibi1A+"'

wobei das Zeichen jedes Gliedes nach der gewdohnlichen Regel be-
stimmt wird. Der erste Theil des betreffenden Ausdruckes ist nichts
andres, als die gegebene Determinante filr den Fall, dass an Stelle
der Elemente der ersten Spalte einzig die:

Oyy Ggy * * * Gl

belassen sind; der zweite Theil dem entsprechend fithrt uns auf die
gegebene Determinante zurdick, nur dass in dieser an Stelle der
Elemente der ersten Spalte die:

byg by ++ < b



§ 2. Wesentliche Eigenschaften der Determinante. 9

eingesetzt werden, und so des Weiteren. Wir konnen schliessen, dass
die vorgelegte Determinante der Summe einer gewissen Anzahl von
Determinanten gleich ist, die alle aus der gegebenen in der angezeigten
Weise zu bilden sind.

Eine Determinante, in der die Elemente einer Reihe
zusammengesetzte Ausdriicke sind, ist gleich einer Summe
von Determinanten, bei welchen jene Elemente einfache sind.

Sind die Elemente der betreffenden Reihe aus » Gliedern zusammen-
gesetzt, so werden gem#ss dem geschilderten Verfahren der Zerlegung
r Theildeterminanten entstehen. Diese werden in den iibrigen Reihen
vollig mit der gegebenen Determinante iibereinstimmen, der Reihe
der r-gliedrigen Elemente dort wird aber jede von ihnen noch eine
Reike mit gleichstelligen Gliedern der gedachten Elemente ent-
lehnen.

Wenn wir nun annehmen, dass in der vorgelegten Determinante
such die Elemente der anderen Reihen (Zeilen oder Spalten) viel-
gliedrige Ausdriicke sind, so wird man durch Wiederholung desselben
Verfahrens mit Bezug auf jede der schon erhaltenen Theildeterminanten
schliesslich auf-eine Summe von Determinanten gefiihrt werden, in
denen nur eingliedrige Elemente vorkommen. Dabei wird erforderlich,

alle die ersten, zweiten ... (lieder der Elemente etwa der ersten
Spalte auf alle mdglichen Arten mit denjenigen in der zweiten,
dritten ... Spalte zu verbinden. Ist jedes Klement ein zusammen-

gesetzter Ausdruck in r Gliedern, so wird man im Ganzen aus der
urspriinglichen Determinanté n-ter Ordnung #* Theildeterminanten mit
einfachen Elementen erhalten.

Zum Beispiel diene:

a+4a, b+b| a, b
c+¢,d+d | ¢, d

Es ist von Vortheil, zn beachten, dass, wenn einige Elemente
nicht gerade r-gliedrige Polynome sind, sondern aus einer geringeren
Zahl von (iedern bestehen, um dann doch denselben Satz anwenden
zn kinnen, man sie als r-gliedrige betrachten darf, indem man nur
die erforderliche Anzahl von Gliedern mit Null ergiinzt. Man erhilt
dann Theildeterminanten, bei denen einzelne Elemente Null sind.

a, v
e oa |t

a, b|
c,d|+

a,b 4
¢, d

10. Eine Determinante dndert sich nicht, wenn man den
Elementen einer Reihe diejenigen einer parallelen Reiheg,
multipliziert mit einer beliebigen Zahl, hinzufiigt.
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Wir bilden im besonderen Falle aus der Determinante:

Ay Ayg *** Ugn
Oy Qg -+ - A3n
QApy Opz - Ay

diese andere:
ay +kag, ag, - - tia

Ogy - kyy, gy, -+ G2n

a1 + kﬂae, Angy *** Qun
Wenn wir nach dem vorausgehenden Lehrsatz bei dieser letzten
Determinante die Zerlegung der binomischen Elemente der ersten
Spalte vornehmen, so erscheint die urspriingliche Determinante wieder
und dazu tritt eine andre Determinante, in welcher die Elemente der

ersten Spalte gleich sind denen der zweiten, multipliziert mit %, und
die darum Null ist.

11. Wenn in einer Determinante die Elemente einer
Reihe die nimlichen linearen Verbindungen der Elemente
paralleler Reihen darstellen, so ist die Determinante Null

Wenn in der Determinante:

A+ Cn

An1-** Onn

ay =rkay 4 hay + lay, + - -
Gy = kag + hagy + lag, + -+

sich findet:

Ay = kang —|— hﬂi,,g + za‘ml + e

so wird nach der Zerlegung in die entsprechende Anzahl Determi-
nanten mit eingliedrigen Elementen eine jede von diesen als ver-
schwindend sich herausstellen, weil sie in einer Reihe Elemente ent-
halten wird, welche die gleichen Vielfachen zu denen einer parallelen
Reihe sind.

Auch die Umkehrung dieses Lehrsatzes ist giltig, wie bei einer
anderen (lelegenheit gezeigt werden soll. (Im § 55.)
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§ 8. Unterdeterminanten oder Minoren.

Nach Darstellung einiger grundlegender Eigenschaften, die sich
unmittelbar aus der begrifflichen Erklarung der Determinante ergeben,
liegt es uns ob, die Mittel in Erwiigung zu nehmen, mit denen man
in noch einfacherer Weise eine Deferminante berechnen kann.

Wir werden uns dabei durch den Gedanken leiten lassen, die
Berechnung einer Determinante von gewisser Ordnung n auf die Be-
rechnung anderer Determinanten niedrigerer Ordnung zurtickzufiihren.

Wir haben aus diesem Grunde die Lehre von den sogenannten
Unterdeterminanten vorauszuschicken.

Denken wir uns eine Determinante der Ordnung » vorgelegt. In ihr
wollen wir m nach Belieben gewihlte Zeilen und desgleichen m Spalten
unterdriicken. Es bleibt dann eine Determinante von der Ordnung
{n— m) tibrig; diese Determinante heisst in Riicksicht auf die gegebene
ein Minor von der Ordnung (#n — m), oder eine Unterdetermi-
‘nante, auch Partialdeferminante, oder endlich abgeleitete De-
ferminante.

Wenn nun ein System von #* Elementen im quadratischen Schema
geordnet vorliegt, so ist es angezeigt, neben der einen Determinante,
die aus allen Elementen gebildet ist, auch diese simmtlichen Unter-
determinanten zu betrachten, welche man mit einem Theil jener
Elemente herstellen kann, indem man diese in der ihnen zugewiesenen
Ordnung und Vertheilung beldsst.

Erhilt der Minor zu Elementen seiner Hauptdiagonale solche
Elemente, die der Hauptdiagonale der gegebenen Determinante ange-
horen, so heisst er Hauptminor oder Diagonalminor.

‘Wir wollen damit beginnen, zu priifen, wieviel Unterdeterminanten
von einer gegebenen Ordnung sich vorfinden.

Es leuchtet ein, dass es von der Ordnung (» — 1) nur soviel
giebt, als Elemente vorhanden sind, némlich #®. Es lisst sich ja eine
Zeile auf n-fach verschiedene Weise unterdriicken, da es gerade n Zeilen
giebt, und ebenso kann man auf » verschiedene Weisen die Tilgung
einer Spalte vornehmen; jedesmal erhiilt man einen anderen Minor,
Daher giebt es % .7 = n* Minoren der Ordnung (» — 1).

Durch eine entsprechende Uberlegung stellen wir fest, dass man
m Zeilen auf

n
()

verschiedene Arten unterdriicken kann, wobei mit dieser Klammer-
bezeichnung der Binomialkoeffizient gemeint ist:
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() n(n—-l) (n—-m-j-l)

m/ Tm

Des Nimliche gilt fiir den Fall der Tilgung von m Spalten. Wir
finden, somit die Anzahl der Unterdetermmanten von der Ordnung

gﬂ m), niémlich:
()]

Wir werden nun leicht die Zahl der Hauptminoren von ge-
g'ebener Ordnung bestimmen. Um solchen Hauptminor von der Ord-
nung m zu bekommen, braucht man nur (» — m) Paare von Zeilen
und Spalten, die sich auf der Hauptdiagonale treffen, zu unterdriicken,
und gdies kann geschehen auf '

n
(%)

verschiedene Weisen. Also sind gerade in dieser Anzahl Haupt-
mindten der Ordnung # vorhanden,

‘Wir werden sagen, ein Minor sei von gerader oder ungerader
Klapse, jenachdem die Summe der Ordnungszahlen gerade ist oder

erade, welche den Zeilen und den Spalten entsprechen, die d1esen
Minor bllden

|80 bleibt, wenn wir in der Determinante:

1 ju Qs Fia

- T

[ Oy Ogg-Ggg By

Gy G Gy 0,
die p-te und 3-te Zeile und die 2-te und 4-te Spalte tilgen, der Minor
2-tet Ordnung zurfick:

Ay Oy

0y Oy
Derselbe ist aus Elementen der Spalteu 1, 3 und der Zellen 1,4
geb det; die Summe dieser vier Zahlen 1st 9; also ist dles ein Mmor
von| ungerader Klasse.
Im Gegentheil ist der andere Minor gleicherweise 2-ter Ordnung
Qyy Oy

Ay Gy

von| gerader Klasse.
Die m Zeilen und m S_pqlten die wir in einer Determinante
untgrdriicken, schneiden sich in m® Elemepten dieser Deferm.mante
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und diese_bilden ihrerseits wiederum eine D?terminante,{welche eben-
falls "ein Minor dér gegebenen Detefminante séin “wird; “dénn ‘foan
wird ja auch sie darstellen konnen, indem man die Zeilen und Spalten,
‘die vorhin unterdriickt worden waren, bestehen lisst und im Gegen-
theil diejenigen Zeilen und Spalten tilgt, die zuerst &ibrig gelassen
waren. Dieser Minor ist von der m-tén Ordnung. Er enthilt Ele-
mente, welche in dem andern Minor, den wir vorher betrachteten,
‘nicht auftraten. 'Mit Vortheil widmet man solchen Paaren von Minoren
eine Fgel'zmimwl:na Untersuchung, man nennt dabei den einen kom-
plementér zum andern oder sein Komplement.

Zum Beispiel sind die komplementéren Minoren zu den zwei kitz
vorher verzeichneten beziehungsweise:

gy Qgy
Qg Ggy

und L
Ogg Cyy
Ogy gy _

Vor Allem leuchtet zunichst ein, dass die Summe der Ord-
nungen zweier Minoren, wovon der eine komplementir zum andern,
stets gleich = ist.

Ausserdem werden wir von den Zahlen, durch ‘die der Klassen-
charakter zweier komplementiiren Minoren bestimmt wird, leicht nach-
weisen kdnnen, dass entweder beide gerade dder beide ungerade sind.

Denn addiert man die Ordnungszahlen der Zeilen und der Spalten,
die in dem einen und dem andern Minor vorkommen, so wird man,
da ja in der Gesammtheit der beiden Minoren alle Zeilen und alle
Spalten und zwar jede ein einziges Mal dargestellt sind, immer als
Ergebniss erhalten:

214243+ - +n)
das heisst, eine gerade Zahl, und somit wird unsere Behauptung
erwiesen.

Es ist von Nutzen, folgende Bezeichnung einzuftihren. Bei ge-
gebenem Minor haben wir erklirt, was unter dem zu ihm kom-
plementiren (dem Komplemente) verstanden werden soll; betrachten
wir den letzteren aber mit einem Vorzeichen versehen und zyar als
positiv oder negativ, jenachdem er von gerader oder ungerader Klasse
Jist, dann wollen wir ihn adjungiert nennen ‘oder 'das algebraische
Komplement des gegebenen Minors.
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§ 4. Entwicklung einer Determinante nach Determinanten niedrigerer
Ordnung.

Heben wir einen Minor einer gegebenen Determinante und sein
algbbraisches Komplement hervor.

Wir wollen das Produkt der beiden so erhaltenen Unterdeter-
minanten bilden.

Der eine Minor (von der Ordnung # — m) wird, wenn er gemiss
unserer Erklirung der Determinante entwickelt ist, (n — m)! Glieder
begreifen und der andere (von der Ordnung m) m! Glieder. In dem
Produkte der beiden werden also

(n — m)! m!
Glieder enthalten sein.

. Wir werden zeigen, dass jedes dieser Glieder mit demselben Vor-
zeichen, wie wir es behufs seiner Einfilhrung in die Rechnung hier
festgesetzt hatten, auch in der Entwicklung der vorgelegten Determi-
nante erscheint.

Nehmen wir an, der Minor von der Ordnung m sei gebildet aus
des Zeilen mit Ordnungszahlen

51 s’ R sm
und aus den Spalten, deren Ordnungszahlen
Fi7g - Tmy

wobei man nach den Erkliirungen des vorigen Paragraphen (siehe S.11)
wdiss, dass:
31 <sg< b <3m
"'1<fs< ver <rm
Der komplementire Minor wird sus Elementen zusammengesetzt
sein, die den Zeilen und Spalten entnommen sind, deren Ordnungs-

zahlen unter den Zahlen (s) und (#) nicht auftreten.
Mogen beziechungsweise und in richtiger Folge die Zahlenreihen:

,gl' <32’ - <s;‘__m
<1y <fam
die Ordnungszahlen der Zeilen und Spalten des komplementdren Minors
der Ordnung (» — m) vorstellen.
Die Zahlen (s) und (&) bilden zusammen genommen eine Per-
mutation der Zahlen 1, 2, ... n, desgleichen die Zahlen (r), (r).
Ein Glied des Produktes der beiden Minoren wird augenschein-
lich ein Produkt von » Elementen der gegebenen Determinante und,
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weil unter diesen, in ihm vereinten Elementen nicht zwei derselben
Spalte oder Zeile angehtren, wird es zugleich, abgesehen noch vom
Vorzeichen, ein Glied der Entwicklung der gegebenen Determinante
sein. Ein solches Glied wird im Allgemeinen die Form haben:

/
gy gy Qaygy * " Ospppn >< Oy Oy *** Oy 0y

- wobei unter (g, 03 * +* @m) eine Permutation der Zahlen 7, 7y -+ s
zu verstehen ist und unter (g, @y +*- 0h—m) eine Permutation der
Zahlen 7, 7y’ -+ ran—m. Vorausgesetzt, die Permutation (g, g3 - - - @m)
enthalte ¢ Inversionen und die andere (p," @y - -+ @n—m) deren @', so
wird das Zeichen jenes Gliedes insoweit iibereinstimmen mit dem
Zeichen von

(— Dete
und weiterhin wird das endgiltige Zeichen jenes Gliedes demjenigen von
(— 1etetat o Fmbndk

gleichkommen, wenn wir nimlich an die Ubereinkunft denken, nach
der wir das Vorzeichen des Produktes zweier Minoren umkehren
wollten, falls diese Minoren der ungeraden Klasse angehoren, das heisst
hier im Besonderen, wenn

$i+8s+ -+ttt +rm
eine ungerade Zahl ist.

Wir wollen nun andrerseits priifen, welches Zeichen fiir dies Glied
za wihlen sein wird, wenn man es als zugehirig zur Entwicklung
der gegebenen Determinante betrachtet.

Sein Zeichen wird von der Anzahl der Inversionen abhiingig sein,
die sich finden in den Permutationen: ’

(5085 "~ 5m s 8 - Su—m)
(0105 @m @ @ *** @n—m)

Es bilden nun die (5) und desgleichen die (s") unter einander
keine Inversionen, da sie ja in aufsteigender Folge geordnet sind.
Dagegen konnen die (s) Inversionen mit den (s) bilden. Die Zahl
dieser Inversionen kann man in folgender Weise berechnen: s, wird
in Inversion stehen zu den (s, — 1) kleineren Zahlen und da doch
83 ++ < 8y simmtlich grdsser sind als s, , 8o werden sich die betreffenden
Zahlen allein unter den s’ vorfinden. Ebenso wird s, mit (s, — 1)
kleineren Zahlen Inversion bilden, doch da s, schon eine von diesen
ist, so werden ihrer unter den § nur noch (s; — 2) bleiben. Und
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fihrt man so fort, so erhilt man endlich die Zahl der Inversionen,
‘welche zwischen den s und den s -bestehen, dargestéllt durch:

=145 —2+8—3+ - +on—m=s,+8+ - Fsm—gm(m+1)

Wir wollen jetzt die Inversionen innerhalb der Zahlreihe (g) (")
untersuchen. Das sind erstens solche, die dem Theil (¢) angehéren,
und deren Zahl wir itn ‘Vordngehéndén ‘mit-o bezeichnet haben; datin
die, ‘welche die ¢’} mit einander bilden, der Zahl nach g'; *endlich sind
es golche, die zwischen den (@) und den (p”) bestehen.

Die ‘letzteren kann man bérechnen, wenn fnan bemetkt, dass ihre
Zahl sich bei 'beliebiger ”Vertauschung der ‘p unter einander nicht
#ndert, und so zum Beispiel, wenn man diese der Grdsde nach in
aufsteigender Reihe ordnet. Danach bestimmt man ihre Anzahl mit
Hilfe derselben Betrachtung, die zuletzt moch bezilglich der s ange-
stellt wurde, und man findet dafiir:

1
eotest - +em—gmmit1)
Also wird das gesuchte Vorzeichen dasjenige von:
(~ 1)e+e'+-.+ oot tom

indem man beachtet, dass m (m -} 1) sicher eine gerade Zahl ist.
Da nun

o tout - Foa=r+rnt -t

weil die g dieselben Zahlen sind, wie die 7, und nur in verschiedener
Ordnung, erfdhrt man schliesslich, dass das Zeichen, welches man
dem Gliede

Tgr **° Ao T’ * " W'y o €'—m

in der Entwicklung der gegebenen Determinante beizulegen hat, das
nimliche ist, womit dieses Glied, nach geschehener Uberemkunﬂs in
dem Produkte der beiden komplementa.ren Unterdeterminanten erschelnt

Hiermit ist erwiesen, dass ein solches Produkt mit dem
Zeichen 4+ oder — versehen, jenachdem die Unterdetermi-
nanten gerader oder ungerader Klasse sind, einen Theil der
gegebenen‘Determinante darstellt.

Wir betrachten nun m Zeilen oder m Spalten. Die -Zahl der
Unterdeterminanten von der Ordnung ‘m, die in' diesen-Zeilen oder
Spalten enthalten sind, betrigt offenbar:

(w):
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Multiplizieren wir jede von ihnen mit der zu ihr gehdrigen
komplementiren Unterdeterminante und geben dem Produkte nach
der gewohnten Regel das Zeichen 4 oder —, so erhalten wir im
Ganzen

(:;) (n — m)! m! = n!

Glieder, lauter unter einander verschiedene, da ja zwei in den m aus-
gewihiten Zeilen enthaltene Minoren stets wenigstens in einer Spalte
sich von einander unterscheiden. Indessen gehdren alle diese Glieder,
wie vorher nachgewiesen, der gegebenen Deferminante an, und diese
andrerseits hat nur %! Glieder und nicht mehr. Demnach kénnen wir
schliessen, dass wir auf solche Art simmtliehe Glieder der vor
gelegten Determinante erhalten.
Wir sagen deshalb:

Eine Determinante ist gleich der Summe der Produkte
ihrer Minoren, enthalten in m Zeilen oder Spalten (wobei m
beliebig); #m deren komplementiresMinoren, wenn man jedem
Produkte dag Zeichen - oder — giebt, jenachdem die Mi-
noren, die man multipliziert, von gerader oder ungérader
Klasse sind.

Kiirzer noch nach der vorher eingefiihrten Bezeichnungsweise:

Eine Determinanteé ist gleich der Symme der Produk te |
ihrer Minoren, enthalten in m Reihen, $a~deren algebraischen
Komplementena

Dieser Zerlegungssatz fiir Determinanten (Laplacescher Batz)
wird in § 9 in erweiterter Fassung uns wiederum beschiftigen.

Setzen wir im Besondern m = 1, so filhren wir die Betrachtung
auf alle in einer einzigen Reihe enthaltenen Minoren zurtick. Solche
Minoren sind die Elemente selbst und ihre Klasse wird festgestellt,
wenn man die Indices addiert, die die Stelle des betreffenden Ele-
mentes anzeigen.

Wir gewinnen daher den Satz:

Eine Determinante ist gleich der algebraischen Summe
der Produkte, in denen die Elemente einer Zeile oder

Spalte mit den zugehdrigen algebraischen Komplem enten
verbunden sind.

Pascal, Determinanten. 2
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8§ 5. Eigenschaften der Minoren einer Determinante.

Bemerkenswerth ist der folgende Lehrsatz iiber Minoren einer

Determinante.
Wir haben gezeigt, dass die Summe der Produkte der Elemente

einer Zeile (oder Spalte) in ihre entsprechenden algebraischen Kom-
plemente gleich der gegebenen Determinante ist. Nennt man die
Determinante ) und

Ary Qrg = * - Qpy
die Elemente einer Zeile, sowie

Arl -A-r! e -Aru
ihre algebraischen Komplemente, so erhilt man die Beziehung:

arl-‘{rl + a’riAr! + e + a’rn-A-rn = -D

Wir wollen nun eine weitere, zu der eben bezeichneten parallele
Zeile, ndmlich
Uy Qsz * ~ - s
hervorheben. Es sei also s verschieden von . Dazu gehoren die
entsprechenden algebraischen Komplemente:

Ayy Aos -+ Ayn
Es lisst sich leicht zeigen, dass:

GrlAal"' oot dyy =0

Die linke Seite dieser Gleichung kann man nimlich als Ent-
wicklung einer Determinante auffassen, die man aus der vorgelegten
Determinante erhilt, wenn man darin die s-te Zeile tilgt und dafiir
die Elemente der r-ten Zeile einsetzt; man bekommt alsdann die Ent-
wicklung einer Determinante, die identisch Null ist, weil sie zwei
parallele iibereinstimmende Zeilen besitzt.

Wir konnen demnach den Satz aussprechen:

Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile (Reihe)
in die algebraischen Komplemente der entsprechenden Ele-
mente einer parallelen Zeile (Reihe) ist Null

Dieser Lehrsatz lasst sich in gehdriger Verallgemeinerung fiir die
Summe der Produkte von Minoren aufstellen.

Nehmen wir in Betracht m parallele Zeilen, die in ihnen ent-
haltenen Minoren und die zugehrigen algebraischen Komplemente.
Daneben heben wir ein andres System von m Zeilen hervor gleicher
Richtung mit jenen, ein von dem ersteren System verschiedenes, das
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also wenigstens eine Zeile enthilt, die in dem andern nicht vor-
kommt. Die in diesen neuen m Zeilen enthaltenen Minoren kann man
zu den Minoren der m erstgewihlten Zeilen in eine eindeutige Be-
ziechung setzen, indem man diejenigen Minoren als entsprechende be-
trachtet, die von denselben Spalten gebildet werden. Man kann nun
zeigen, dass hier der Satz gilt:

Die Summe der Produkte der in m Zeilen (Reihen) ent-
haltenen Minoren in die algebraischen Komplemente der
entsprechenden-Minoren, die in m anderen parallelen Zeilen
(Reihen) enthalten sind, ist Null

Wir machen die Annahme, wir hitten es im Besonderen mit den
Minoren zu thun, welche in den m Zeilen der Ordnungszahlen

By By o0 fom
vorkommen, und weiterhin sei das zweite System aus m Zeilen auf-
gestollt gemiiss den Ordnungszahlen:

7 1;2 e Yy
wobei einige der (v) auch mit einigen der (p) ibereinstimmen
konnen. Bezeichnen wir durch M, M, ... die in den Zeilen u, - - - gm

enthaltenen Minoren und durch M,” M, ... deren algebraische Kom-
plemente, so wird der Werth der Determinante

_ M, M + M, My + - -
gleichkommen.
Benennen wir andrerseits die in_den Zeilen », - - - v, enthaltenen
Minoren mit N, N, ---, so bedeutet der Ausdruck:

N M+ N, M A

nichts andres als den Werth einer Determinante, die aus der gegebenen
hervorgehen wiirde nach Tilgung der Zeilen g, - - - g , wenn an deren
Stelle Zeilen eingesetzt werden, die in jhren Elementen mit denjenigen
der Ordnungszahlen », - - - v,, tibereinstimmen. Eine solche Determi-
nante wird dann nothwendig wenigstens zwei gleiche parallele Zeilen
aufweisen, da ja die beiden Systeme von je m Zeilen wenigstens
in einer Zeile sich unterscheiden. Demnach hat sie den Werth
Null und in Folge dessen wird auch der Ausdruck:

N M4 N My 4

wie wir es beweisen wollten, verschwinden.
Eine weitere Eigenschaft der Minoren wird im Folgenden be-
sprochen.
2!
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Wir wollen mit A4,, das algebraische Komplement eines Ele-
mentes @,, bezeichnen. Es soll also in dem Symbol 4,, das ge-
dachtem Minor zugehirige Zeichen eingeschlossen verstanden werden.

Nun gilt der Sate:

Ist die Determinante gleich Null, so werden die alge-
braischen Komplemente der Elemente einer Zeile (oder
Bpalte) proportional sein denen der Elemente einer be-
liebigen andern parallelen Zeile (oder Spalte).

Es spricht sich dies in der Formel aus:
-A-rl. Ar! Ars

4, 4, T 4.,
Das algebraische Komplement 4,, lifst sich auf folgende Weise
schreiben:

TR T R T
g1 Ogs SR T

A, = Ar—1,10r—1,3 * " Gr—_1,n
1 0 e 0

Apd-1,1 Cr4-1,8 * °* Grig1,n

Un1 Ay 2 vt Qan
und ist eine Determinante, die aus der gegebenen hervorgeht, wenn

man dort die r-te Zeile unterdriickt und an deren Stelle eine Zeile
einsetzt, die mit den Elementen

1040
gebildet ist.

Wenn wir eine beliebige Spalte mit A,; multiplizieren, erhalten
wir das Produkt A4,; 4,;. Nehmen wir andrerseits an, die k-te Spalte
werde mit A,; multipliziert und nach dieser Verinderung zu den
Elementen derselben hinzugefiigt die Elemente der ersten Spalte, mul-
tipliziert mit 4,;, die der zweiten multipliziert mit 4,3 und so fort,
dann werden die Elemente solcher k-ten Spalte alle bis auf eines
verschwinden, weil die Gleichungen gelten:

a'nA-\ll._.'_"' +all‘.Alk+"' +a1”A‘”=0
G.L--Au +"-' + @ di - + Gy i =D =0
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Das auf der rten Zeile stehende Element wird im 6egentheil
einfach 4,;. ‘

Mithin wird die Entwicklung selecher Determinante zufolge der
vorbezeichneten Umwandlung sich einschrinken auf das Produkt vom
A,y mit dem algebraischen Komplemente desjenigen Elementes, welches
der k-tem Spalte und der r-ten Zeile angehdrt, das heisst 4,z Daher
ergiebt sich die Beziehung:

Ay A=A,y A

Arl. — -A-rl
Aal -A-xk
Durch Einfithrung der Werthe k=2, 3, ... n erhilt man alle
oben angedeuteten Verhiltnisse.

oder

§ 6. Multiplikation zweier Determinsnten.

Das Produkt aus zwei Determinanten derselben Ordnung ldssk
sich mittelst einer Determinante von gleicher Ordnung ausdriicken.
Der Nachweis dieser Eigenschaft und die einfache Regel zur Bildung
der verschiedenen Elemente der neuen Determinante sind das Ziel
unsrer Betrachtungen in diesem Paragraphen.

Mégen die beiden Determinanten bezeichnet sein durch:

Gy * v Oy
Qpy = - Gpy
und
by <o Buaf
- - . e - r
bnl"'bsn

Ihr Produkt wird man durch die einzige Determinante der
Ordoung 2n:
@y - @ 0 -0 0

On1-++ Gug 0 .0

—1:0 0 by ---by,

0 «ve—1 By -b,,

ausdrilcken konnen. Hierbei ist gemeint, dass das Quadrat von Ele~
menten zuy rechten Seite des Quadrates der a. durchaus nur Elemente
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Null enthélt, das Quadrat aber zur Linken der b die Elemente auf
der Hauptdiagonale gleich — 1 und alle iibrigen Elemente gleich Null.

Wenn man diese Determinante nach Produkten der in den ersten
# Zeilen enthaltenen Minoren entwickelt und beachtet, dass von diesen
Produkten nur das eine von Null verschieden ist, welches die De-
terminante der & enthdélt und als zweiten Faktor das algebraische
Komplement derselben mit positivem Zeichen, die Determinante der b,
so ergiebt sich, dass eine nach obigem Schema zusammengesetzte De-
terminante genau dem Produkte der beiden gegebenen gleich ist. Nun
konnen wir aber durch eine leichte Umwandlung diese Determinante
2n-ter Ordnung wiederum auf eine Determinante von der Ordnung n
zurlickfiihren.

Fiigen wir namlich den Elementen der (» + 1)-ten Spalte die
der ersten Spalte hinzun, multipliziert mit b,,, dann die der 2-ten
Spalte, multipliziert mit b, ..., die der n-ten endlich nach Mul-
tiplikation mit b,;, so wird die Determinante hierdurch nicht geéindert
und die Elemente der (n -4 1)-ten Spalte gehen beziehungsweise tiber
in die folgenden:

Ay by + ayg by Ao A Gaabay
A9y by + g5 byy + - -+ + Ganbma

An1byy + @An2bay -+— “e- + Gnnbn1

0
0
Addieren wir nun noch zu den Elementen der (n < 2)-ten Spalte
die der ersten, zweiten, - : - nten, entsprechend muitipliziert mit

by bgg, -+ - bug, 50 werden die Elemente dieser (» 4 2)-ten Spalte
sich darstellen in der Reihe:
@y by + Ay by + - o+ Gaabas
g1 byg + Ggg by + - -+ + Ganbas
anlbll + Gnsbss + et + a’ﬂnbnﬂ
0
0 ,
Wenn man hiermit fortfihrt, so ersieht man, dass unsere De-

terminante auf diese Weise in eine andere, auch 2x-ter Ordnung, ver-
wandelt wird; in der jedoch an der Btelle, die zuerst die b einnahmen,
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Elemente Null erscheinen und in dem Bereich der Elemente Null, die
anfinglich rechtsseitig zu dem Quadrate der a sich befanden, bilineare
und homogene Ausdriicke in den @ und b sich einstellen. Setzt man
némlich

Gk == @irhix 4 @gbsr 4 - -+ - Winbix
so zeigt unsere Determinante nach geschehener Umwandlung die
folgende Gestalt:

@i -+ Qia €y - C1w

Qpy **+ Opn Ca1° - Cpn

-—1..- 0 0-.-0

Q +..—1 0 -0

Wenn man nun diese Determinante nach Produkten der in den
letzten » Spalten enthaltenen Minoren entwickelt und dabei beachtet,
dass in den betreffenden Spalten iiberhaupt nur ein von Null ver-
schiedener Minor sich findet, nimlich die Determinante der ¢, und
dass das algebraische Komplement dieses Minors durch die De-

terminante
—1... 0 |
= (—1y

o ]
gebildet wird, die jedoch (nach der Erklirung am Ende von § 3)
mit dem Vorzeichen von:

(— 1ttt D4 e ()t — (1)

zu versehen ist, so ist der Schluss gestattet: Unsere Determinante der
Ordnung 27 stimmt dem Werthe nach genau fiberein mit der De-
terminante:

€ - Cin

Cai*** Can

und dies ist eine Determinante n-ter Ordnung.
Hiermit ergiebt sich auch das

Bildungsgesetz fiir die Produktdeterminante: Die Glieder
ihrer ersten Zeile entstehen, wenn man die Summe der Pro-
dukte herstellt, in denen die Elemente der ersten Zeile der
einen der gegebenen Determinanten nacheinander mit den
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Elemepten der ersten, zweiten, ..., der n-ten Spalte derx
sndern Determinante verbunden sind; es ist dabei gemeint,
dase nur die Elemente mit einander multipliziert werden
sollen, die je auf ihrer Zeile und auf ihrer Spalte gleich-
namige Stellen inne haben; gleicherweise entstehen dann
die Glieder der zweiten Zeile, wenn man die Summe der Pro-
dukte aufstellt, in denen Elemente der zweiten Zeile erster
Determinante mit Elementen erster, zweiter, ... n-ter Spalte
der andern Determinante zusammentreten, und dem ent-
sprechend ist fortzufahren.

Nach dieser Regel hat man die Zeilen der ersten Determinante
mit den Spalten der zweiten zu verbinden; natiirlich kann man jedoch
aus dieser Regel sogleich eine weitere herleiten, bei der in gewohnter
Weise die Zeilen der ersten Determinante mit den Zeilen der
zweiten, oder auch die Spalten mit den Spalten verbunden werden.

Wirklich kdnnen wir, wenn es uns beliebt, in der zweiten De-
terminante die Zeilen mik dem Spalten, vertauschen und| danach wird
die, Verbindung der Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten
der zweiter anf eine Verbindung der Zeilen der ersten und der Zeilen
der zweiten in ihrer fritheren Gestaltung hinauskommen.

Auf solche Art kann die Produktdeterminante vier verschiedene
Formen annehmen, da man ja verknmiipfen kann die Zeilen der einen
Determinante mit den Zeilen der anderen oder die Zeilen der ersten
mit den Spalten der zweiten, oder die Spalten der ersten mit den
Zeilen der letzteren oder endlich die Spalten jener wmit den Spalten
dieser.

Die hier nachgewiesene Regel gilt zuniichst fiir das Produkt
zweier Determinanten derselben Ordnung. Wenn aber die beiden
Faktoren von verschiedener Ordnung sind, so kann man die nimliche
Regel in Anwendung bringen, vorausgesetzt nur, man habe die beiden
Determinanten erst zur gleichen Ordnung iibergefiihrt, das heisst, durch
geeignete Hinzuftigung einer Anzahl von Zeilen und ebensoviel Spalten
bewirkt, dass die Determinante niederer Ordnung ohne Anderung ihres
‘Werthes die Ordnung der andern erreicht hat.

Durch ein Beispiel wird die Sache deutlicher erscheinen.

Setzen wir den Fall, es sei eine Determinante 5-ter Ordnung mit
einer 2-ter Ordnung
ab

cd

zu multiplizieren.
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Diese lisst sich sogleich auf die Form einer Determinante 5-ter
Ordnung bringen, indem man sie anf folgende Weise schreibt:

b000

[== R T -1
OO O %
SO O
O OO
= oo O

l

Nach der bekannten Anweisung fiir die Entwicklung einer De-
terminante ist diese letzte Determinante gleich der vorgelegten von
2-ter Ordnung.

Wenn die beiden gegebenen Determinanten identisch sind, so er-
hélt man nach dem angezeigten Verfahren das Quadrat einer Deter-
minante. Mogen die Elemente der gegebenen Determinante &,, heissen
und die des Quadrates ¢,,.

Das Element c,, ist, Beispiels halber, die Summe der Produkte
der Elemente sus der r-ten Zeile, multipliziert in die Elemente der
s-ten Zeile, wihrend ¢,, die Summe der Produkte darstellt, in welchen
die Elemente der s-ten Zeile mit denen der s-tem Zeile vereinigt sind.
Demgemiss ist

Cry == Cyy

Nennen wir diejenigen zwei Elemente einer beliebigen Determi-
nante konjugierte, bei denen die Indices dieselben, aber unter ein-
ander vertauscht sind, so gewinnen wir den Satz:

Das Quadrat einer gegebenen Determinante ist eine De-
terminante, deren konjugierte Elemente zu zwei und zwei
einander gleich gind.

So gestaltete Determinanten heissen symmetrische, von ihnen wird
in der Folge (§ 16) die Rede sein.

Die Regel fiir die Multiplikation der Determinanten findet man
zum ersten Male dargestellt in den beiden Abhandlungen:

Binet, Sur un systéme de formules analytiques, et leur application & des
considérations géométriques. Journ. de I'éc. pol. cah. 16 (mai 1813) [280—354].

Cauchy, Sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales
et de signes contraires par suite des tramspositions opérées entre les variables
qu'elles renferment. Journ. de I'éc. pol. cah. 17 (janv. 1815) [29—112].

Beide Abhandlungen sind am gleichen Tage, dem 80. Nov. 1812, im Institut
de France verdffentlicht worden.

Man vergleiche hierzu Baltzer, Det. 1881, 8, 49 Anm,, Giinther, Det.
1877. 8. 24f und die Bemerkungen Stdckels in der deutschen Ausgabe von
Jacobis De formatione et proprietatibus determinantium. Leipzig 1896. Ostwalds
Klassiker der exakten Wissenschaften N. 77. 8. 72.
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§ 7. Die Produktdeterminante zweier rechteckiger Matrices.

Die Beschiftigung mit der Bildung der Produktdeterminante zu
zwei gegebenen Determinanten veranlasst uns, eine Bezeichnung und
einen neuen Begriff einzufiihren.

Mégen ¢., die Elemente des Produktes C, entsprechend a.,, b,,
diejenigen der vorgelegten Determinanten A, B heissen, Wir betrachten
pun im Besonderen den folgenden Minor von C:

€y Cg *° Om
Cay Cog " COzm
Cn1Cugz: " Cmm

Nehmen wir an, das Produké C sei hergestellt worden, indem
man die 4 und B nach Zeilen multipliziert habe. Dann ist das
Element ¢,, durch die Formel gegeben:

Cry == Or1 b1 4 Greb,s + R @y nDyn

Der obige Minor kann nun auf folgende Art symbolisch dar-
gestellt werden.

Wir wollen ein Verzeichniss von m . % Elementen, in dem diese
in Gtestalt eines Rechtecks angeordnet sind, eine rechteckige Matrix
nennen; und zwar sollen m Zeilen vorhanden sein, dabei eine jede
aus # Elementen bestehen. Wird m = n gesetzt, so erhilt man die
quadratische Matrix, wie wir sie schon in unserem einleitenden
Paragraphen eingefithrt haben.

Wir wollen zwei solche rechteckige Matrices, nimlich:

@y Qg "' * Qan
Qgy Qg * -+ C2n
Om1 Opz * * * Ana

und:
by by o+ bia
by by - - Dan
bml. bmi.‘ . bmu

in Betracht nehmen.

Verbinden wir nun die erste Zeile der einen Matrix mit der

ersten Zeile der andern, in derselben Weise, in der wir vorgingen,
das Produkt zweier Determinanten herzustellen, mit andern Worten,
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bilden wir die Summe der Produkte; in welchen die Elemente der
ersten Zeile jener Matrix mit denen der ersten Zeile dieser multi-
plikativ verbunden sind, verbinden dann ebenso die erste Zeile der
einen mit der zweiten, dritten, ..., m-ten der andern Matrix und wieder-
holen das Verfahren gleicherweise riicksichtlich aller folgenden Zeilen
der ersteren Matrix, so erhalten wir augenscheinlich im Ganzen
m , m = m® Elemente, die genau mit denen des obigen Minor von C
tibereinstimmen,

Es ist dies eine Bemerkung von grundlegender Bedeutung, weil
uns hierdurch gewissermaassen ein Weg gezeigt wird, den Minor von C
mittelst der zwei rechteckigen Matrices, wie sie oben gekennzeichnet
sind, darzustellen.

Dies leisten wir durch die Erklirung:

Es heisse die Determinante:

011 P clm

Cn1 ' Cmm

das zeilenweis gebildete Produkt der beiden rechteckigen
Matrices.

Daher gewinnen wir nun den Satz:

Jeder Minor der Produktdeterminante aus zwei De-
terminanten ist das Produkt zweier rechteckiger Matrices.

Der Name ,rechteckige Matrix“ bedeutet an und fiir sich durch-
aus nicht eine Grossenbestimmung; erst das Produkt zweier solcher
#hnlicher Matrices erwirbt nach der eben gegebenen Erklirung eine
in diesem Sinne wohl umschriebene Bedeutung.

Ausserdem 18§, um von einem Produkte zweier rechteckiger
Matrices sprechen zu kinnen, unseren Erérterungen zufolge néthig,
dass sie beide aus gleichviel Zeilen, beide aus gleichviel Spalten zu-
sammengesetzt sind.

In Ubereinstimmung mit dem, was oben ausgefithrt worden ist
mit Bezug auf das Produkt zweier Determinanten, kann das von uns
vorher aufgestellte Produkt ein nach Zeilen gebildetes Produkt
genannt werden. In diesem Fall erhilt man eben eine Determinante
von der Ordnung m, da die Zahl der Zeilen der Matrices m (m < %)
betriigt.

Unwillkiirlich bietet sich hier der Gedanke, das Produkt nun
auch einmal nach Spalten auszufiihren. Wir wiirden dann eine De-
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terminante der Ordnung % gewinnen, da doch die Zahl der Spalten
sich auf #n belduft. Dieselbe Determinante wiirden wir erhalten, wenn
wir zuerst in beiden Matrices die Zeilen mit den Spalten vertauschien
und danack das Produkt wiederum nach Zeilen herstellten; aber dann
bitten die beiden Matrices, von denen wir ausgehen, eine héhere An-
zahl von Zeilen als von Spalten.

Es liegt hierin die Aufforderung an uns, eine allgemeine Unter-
suchung der auf die angezeigte Weise hervorgegangenen Determinante
zu widmen, hervorgegangen nimlich durch zeilenweise Multipli-
kation aus zwei rechteckigen Matrices von m Zeilen und n Spalten,
wobei m kleiner oder grisser sein mag als .

Zwei Lehrsitze, die wir finden werden, sind #usserst bemerkens-
werth. .
Zum Beginne ist darauf aufmerksam zu machen, dass das Pro-
dukt zweier Matrices, sofern es nach Zeilen gebildet, jedenfalls in
der Form der folgenden Determinante von der Ordnung (m -+ =)
sich schreiben lisst:

au"'aml‘_l 0... 0
g *** Opg O —1-.- 0
P = Qip' " Apn 0 O..._]_i
0 -~ 0 by by byn

0 -+ 0 bmi bua-- bun
Sardi, Nuova dimostrazione del prodotto di due matrici. Giorn. di Batt.
vol. 5 (1867) [174-—177).

Gordans Vorlesungen iiber Invariantentheorie (Kerschensteiner) 1. Bd.
Leipzig 1885. 8. 79 ff.

Verfahren wir nidmlich mit diesem Schema &hnlich, wie wir es
im vorhergehenden Paragraphen gethan haben, das heisst, fiigen wir
zur ersten Spalte hinzu die (m -4~ 1)-te, maultipliziert mit a,,, die
(m <+ 2)-te, multipliziert mit a,, ..., so erkennen wir sogleich,
dass. diese Determinante P sich in eine andre verwandelt, die ohne
‘Weiteres sich auf eine Determinante m-ter Ordnung einschriinkt. Letztere
stellt aber nach unserer begrifflichen Erklirung das zeilenweise Pro-
dukt der beiden Matrices vor.

Wir wollen nun die beiden Fille m << % und m > n unterscheiden.
Wir entwickeln vorliegende Determinante nach Produkten der Minoren,
die in den- ersten m Spalten enthalten sind. Ist m >, dann trifft
es bei all diesen Minoren zu, dass sie eine Zeile einschliessen, die aus
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Elementen Null besteht. Mithin sind sie selbst alle Null und wir
konnen daher ohne Weiteres schliessen:

Ist m >n, so wird das Produkt der beiden rechteckigen
Matrices von m Zeilen und n Spalten, zeilenweise gebildet,
gleich Null

Setzen wir im Gegentheil den zweiten Fall voraus, m < #, dann
ist es viel leichter, auf andere Weise vorzugehn.

Die Produktdeterminante der beiden Matrices kann (nach dem
Lehrsatze tiber Determinanten mit zusammengesetzten Elementen, § 2, 9)
in eine Summe von n™ Determinanten zerlegt werden, die folgende

Glestalt besitzen:

air. blr. ] alr; b&r,, e alrm bmr,,n

Q1r, A1, * a‘lrm
A2y, blr,’ A3y, bir,y ccc Qe bmrm

== blr,bir, A bmrm
a‘mr,blr,) a‘mr,bSr,; e amrmbmrm Ormry G amrm
wobei (7, 73 ... 7,) eine Variation m-ter Klasse mit Wiederholungen
zu den n Indices 1, 2, ... n vorstellt. Lassen wir die (v, 75 ... )
sich auf jede mogliche Art #ndern und summieren dann die ent-
stehenden Ausdriicke, so erhalten wir die Produktdeterminante.

Wir bemerken nun in erster Linie, dass, wenn zwei oder mehrere
der r unter einander gleich sind, das Ergebniss Null wird; also wird
es geniigen, sich auf diejenigen Variationen der » Indices zu je m zu
beschriinken, fiir die Wiederholung ausgeschlossen ist. Ferner
wollen wir die Summierung dergestalt ausfithren, dass wir sie zu-
niichst auf alle moglichen m! Permutationen derselben Gruppe von
Indices r ausdehnen. Der absolute Werth der Determinante der a
bleibt in jedem solchen Falle, wo die Entwicklung bei ein und der-
selben Gruppe von Indices verweilt, ungeiindert, es wechselt nur ihr
Zeichen. Dies wird ~po8itiv oder negativ sein, jenachdem die Per-

mutation der r zur Klasse der geraden oder ungeraden Permutationen
gehort,

Man erhilt dann:

Bip, ++ o O1rp,
> Ei blrlbﬂr, e bmrm
Qupyy =" amrm

das heisst, das Produkt:
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drpy == 1z, blr. e blrm
Ay~ ° a‘mrm bmrl e bmrm

Dies ist aber das Produkt zweier homologen Minoren (bestehend
aus gleichnamigen Spalten) innerhalb der beiden gegebenen Matrices.
Lasst man auf jede migliche Art die Indices », 7y ... r, bei Aus-
wahl derselben unter den Zahlen 1, 2, ...#% sich #ndern und summiert,
so ergiebt sich die Summe der Produkte der homologen Minoren, die
in den zwei Matrices enthalten sind, oder mit andern Worten:

Das Produkt zweier rechteckiger Matrices mit je =
Spalten und m Zeilen (m <) ist, wenn es zeilenweise aus-
gefithrt wird, gleich der Summe der Produkte, in denen die
in der einen Matrix enthaltenen Minoren m-ter Ordnung
mit den homologen Minoren der andern verbunden sind.

Wir haben schon gesagt, dass jeder Minor der Produktdetermi-
nante, die zu zwei vorgelegten Determinanten gehdrt, sich als Pro-
dukt zweier rechteckiger Matrices ausdriicken lisst, die aus den beiden
Determinanten zu wihlen sind. Es ist nun das Gesetz leicht festzu-
stellen, nach welchem man diese beiden Matrices auszuwihlen hat.
Nehmen wir einmal an, es handle sich um ein Produkt, das durch
Verbindung der Zeilen mit Zeilen erhalten worden.

Wir betrachten den Minor von der Ordnung m, der zu Elementen
seiner Hauptdiagonale die Elemente

hat. c":l‘:." cfa's’ e c"m‘m

Man fiihrt leicht den Nachweis dafiir, dass dieser Minor aus der
zeilenweisen Multiplikation der zwei rechteckigen Matrices hervorgeht,
wovon die eine, in der ersten Determinante enthalten, zu Zeilen die
der Ordnungszahlen 7, 7, - - - r,, hat, und die andere, eine in der zweiten
Determinante vorkommende Matrix, von Zeilen gebildet wird, die den
Zahlen s, s, - - - s,, entsprechen.

Wenn wir daher in der Determinante der ¢ einen Minor be-
trachten, dessen diagonale Elemente simmtlich auch diagonale Elemente
der gesamten Determinante sind (ein Minor, wie wir ihn schon oben
als diagonalen Minor oder Hauptminor bezeichneten, siche 8. 11),
dann sind die s, s; - - - s, alle entsprechend gleich den #, #y -~ - #, und
demzufolge die rechteckigen Matrices aus beiden Determinanten, deren
Auswahl zu treffen ist, aus Zeilen mit denselben Ordnungszahlen ge-
bildet, es sind dies, mit andern Worten, homologe Matrices.
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§ 8. Regiproke Determinanten,

Jedem -einzelnen Elemente einer gegebenen Determinante ent-
spricht ein algebraisches Komplement. Es giebt mithin n? algebraische
Komplemente; wir werden sie A4,, nennen.

Die aus diesen gebildete Determinante, néimlich:

-An A‘IS o din

Anl -Anﬂ v —A-nn
heisst die zur gegebenen reziproke Determinante. Nun gelten recht
bemerkenswerthe Lehrsitze, die die Beziehungen zwischen der rezi-
proken und der vorgelegten Determinante feststellen.

Von Vortheil ist hier die Anmerkung, dass die Determinante dem
Werthe und dem Zeichen nach dieselbe sein wiirde, wenn die 4,,
nicht die algebraischen Komplemente, sondern statt dessen nur die
Komplemente zu den Elementen darstellen wiirden. Es wiirde diese
Anderung nimlich gleichwerthig sein einem Zeichenwechsel bei den
Elementen an ungerader Stelle. (Siehe § 2,7.) Fiir die folgenden
Darlegungen erscheint es jedoch angemessen, wenn die 4 die alge-
braischen Komplemente darstellen.

Zundchst vor Allem wissen wir, dass, wenn die gegebene Deter-
minante den Werth Null hat, die algebraischen Komplemente der
Elemente einer Reihe proportional sind denen der Elemente einer
parallelen Reihe. (Siehe 8.20.) Damit ergeben sich fiir die reziproke
Determinante die Elemente zweier Zeilen oder Spalten als proportional
und dies genfigt zu dem Schlusse, dass die reziproke Determinante
verschwindet. (Siehe § 2, 8.)

Ubrigens sind dann fiir jeden beliebigen Minor, der der rezi-
proken Determinante zugehort (natiirlich mit Ausnahme der Minoren
erster Ordnung, die die Elemente selbst vorstellen), gleichfalls die
Elemente zweier beliebigen Reihen unter einander proportional und
wir konnen daher schliesslich den Satz aussprechen:

Wenn eine Determinante Null ist, so haben die zu
ihr reziproke Determinante und auch alle Minoren derselben
(bis zur 2-ten Ordnung) den Werth Null

Es giebt einen recht einfachen Lehrsatz, der ohne Weiteres den
Werth der Reziproken zu einer vorliegenden Determinante angiebt.
Stellen wir einmal das Produkt einer Determinante und der zu ihr
reziproken dar. Der gebriuchlichen Regel zufolge wird
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Qy o Qg A—n"’All
An* = Qyp Any v Aua

a11A11+L +alnAIz}a11An+ +ﬂr1,|Ai," * @y ”1+ +a1aA_n.
Oy Ay +ﬂ3uA1n,a“An+ +a2.Ag“’ an_A_M_f_ +“'In -

ﬂ'nlAu"I* +ausA1n,au1Ag1+ +am|A2», a'ul-An1+ +a:u-A-4u

Nach bekannten Lehrsitzen (Siehe § 5, zu Beginn) iiber die Minoren
einer Determinante ist nun ersichtlich, dass in dieser Produktdeter-
minante, abgesehen von den Elementen der Hauptdiagonale, alle fibrigen
Null sind. Die Elemente der Hauptdiagonale sind hingegen dem
Werthe der gegebenen Determinante gleich; der letztere mag mit D
bezeichnet werden.

Daher erhilt man, wenn die Reziproke mit R benannt wird,

RD =D
und daraus:
R = Dr—1

So folgt dieser wichtige und einfache Lehrsatz (Cauchy):

Die Reziproke zu einer vorgelegten Determinante ist
dem Werthe nach deren (% — 1)-te Potenz

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Minoren von R mit
Hilfe derer von D ausdriicken lassen.

Wir konnen eine gegenseitige Beziehung zwischen den Minoren
von D und denen von R feststellen, indem wir diejenigen Minoren
als entsprechende auffassen, welche in D und in R von Zeilen und
Spalten je mit den nimlichen Ordnungszahlen gebildet werden. Zwei
so gestaltete Minoren werden wir homologe nennen.

Der grosseren Einfachheit wegen betrachten wir zunichst den
Minor m-ter Ordnung, der in den ersten m Spalten und den ersten
m Zeilen der Reziproken R enthalten ist. Er wird dargestellt durch:

Ay - dim
M= . ... .
Any - Amn

Wir werden ihn mit der gegebenen Determinante multiplizieren, natér-
lich nach geeigneter Hinzufiigung von Zeilen und Spalten, sodass wir
die Ordnung dieses Minor erst auf » erhghen.
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Es empfiehlt sich nun hier im Besondern, das Produkt in der
folgenden Form aufzustellen:

A:l A].m -A-].,m.+1 e Aln

. . " . . a‘u_ a]_.,
Amm m,m=4-1""" Amn . Qg *++ QGga

0 .« O 1 e 0

. aaa . . vea s Gny < Gun

0 --- 0 0 -1

Von diesen zwei Determinanten ist die erstere, wie man unmittelbar
einsieht, dem Minor M gleichwerthig; das Produkt beider wird:

D o ... 0 0 e 0
0 D ... 0 0 e 0
0 0 ... D 0 cee 0

A,m+1 Ag,m41 *°° Gmym+1 Tkt m41 = ° * G mt
01, m42 @, m4-2 ' Cmymt2 AFmt1,m438 **° g ond3

Gin  Ox - Oma  @miim ‘'Y Gan

Entwickelt man diese Determinante nach ‘den Minoren, die in
den ersten m Zeilen vorkommen, so erhilt man:

Ant-1,m41 *** @n,m41
Dm . . -

Om4-1, 5 <t Qra

und die hier auftretende Determinante ist abgesehen vom Vorzeichen
nichts andres, als eine Unterdeterminante N, die innerhalb der vor-
gelegten Determinante als homologer Bestandtheil dem Komplemente
von M in der Reziproken entspricht.

BEs ergiebt sich daher:

M.D=D".N
und daraus:
M= N.Dr—1

Dies Ergebniss haben wir mit Benutzung des besonderen Minor M
erbalten, konnen es aber auf den Fall eines beliobigen andern Minor
erweitern; denn da jeder beliebige andere Minor in R von der Ord-
nung m bei passender Verrlickung von Zeilen und Spalten (die nur
hochstens das Zeichen von R zu #indern vermag) sich dahin bringen

Pascal, Determinanten. 3
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lisst, die Stellung von M in R einzunehmen, so wird man, wenn man
dann noch auf @hnliche Weise und mit der gleichen Wirkung im
Zeichenwechsel die Zeilen und Spalten von D umstellt, das nimliche
Ergebniss erschliessen kénnen. Wir diirfen mithin ohne Beschriinkung
den Satz (Jacobi) aussprechen:

Ein beliebiger Minor M von m-ter Ordnung, innerhalb
der reziproken Determinante R, ist gleichwerthig dem alge-
braischen Komplemente innerhalb D zu dem Minor, der
homolog ist zu M, multipliziert noch mit der (m — 1)-ten
Potenz der gegebenen Determinante.

Fiir die Minoren (» — 1)-ter Ordnung ergiebt sich:
Das algebraische Komplement eines Elementes 4,, von R

ist gleich dem entsprechenden Elemente a,, von D, multi-
pliziert mit der (n — 2)-ten Potenz desselben D.

Dieser letzte Lehrsatz zeigt, dass, wenn man zu einer Determi-
nante D die Reziproke R bildet und dann zu dieser wiederum ihre
Reziproke R’, die Elemente a,,, sllerdings in Begleitung des Faktors
Dr—2, an gleichnamiger Stelle, wie in D, jetzt in R’ erscheinen,
sodass D und R’, abgesehen von dem Faktor D»®»—% in ihrer Bil-
dung iibereinstimmen.

Und hierdurch eben wird die Bezeichnung ,reziproke Determi-
nante“, die wir dem R beilegten, gerechtfertigh; die beiden Determi-
nanten D und R stehen eine zur anderen in einem gewissen Wechsel-
verhiiltniss, das sich leicht zu einem vollkommenen wiirde ausgestalten
lassen, wollte man etwa mit Kronecker zwei Elementensysteme als
reziproke bezeichnen, sobald ihre Zusammensetzung dem Produktsatze
gemiiss das sogenannte Einheitssystem entstehen ldsst. Nach dieser
Auffassung wiirde System e, resiprok zu System a,, heissen, wenn
e, = A, : D ist.

Aus obigem Hauptsatze entspringt auch sogleich der weitere Satz:

Wenn in D ein Minor Null ist, so ist das Komplement
des zu ihm homologen Minor in R auch Null

Ein andrer Lehrsatz tiber reziproke Determinanten ist der folgende:

Hat man zwei Determinanten derselben Ordnung D und I
und multipliziert sie mit einander auf eine von dem vier
moglichen Arten, oder, um durch ein Beispiel bestimmteren
Vorstellungen Raum su gewihren, multipliziert sie nach
Zeilen (also durch Verbindung der Zeilen mit den Zeilen),
stellt dann auf dieselbe Weise das Produkt ihrer Reziproken
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dar, R und.R, so wird man zwei Determinanten P, Q er-
halten, von welchen die zweite die zur ersten reziproke ist.

Dass das Produkt @ seinem Werth nach reziprok sein muss zu P,
das erkennt man sofort, wenn man an die Gleichungen denkt:

R=D"*
R = D"!
und ihre unmittelbare Folge:
Q=R.R=(D.Dy'= P!

Wir wissen ja doch, dass die Reziproke zu P gerade den Werth
P! besitat.

Fraglich bleibt eben nur, wie zu beweisen, dass sich @ auch
in seinen einzelnen Elementen als zu P reciprok darstellt.

Die Elemente von .D mogen heissen a,,, a',, die von D, die
Elemente von R, R’ beziehungsweise A4,,,4,,. Wir bezeichnen noch
in entsprechender Weise mit b,,, B,, die Elemente der Produkte P, Q.

Wie man vom vorigen Paragraphen her weiss (Siehe S. 30), ist
das Komplement von b,, in P eine Determinante, die sich aus zwei
rechteckigen Matrices als ihr Produkt nach Zeilen bilden lisst.
Die beiden Matrices gewinnt man aus D und I, wenn man darin be-
ziehungsweise die r-te und die s-te Zeile unterdriickt. Um dann das
algebraische Komplement zu erhalten, bedarf es noch der Multiplika~
tion mit (— 1y+>.

Nach einem unserer Sitze iiber Multiplikation der Matrices er-
giebt sich, dass ein Produkt, wie es hier gefordert wird, gleich kommt
der Summe der Produkte aus allen Paaren homologer Determinanten
von der Ordnung (» — 1), die in jenen Matrices vorkommen.

Weil nun die in jenen Matrices enthaltenen Determinanten be-
ziehungsweise die folgenden sind:

(— D +idy, (— 14,
(—1y+id,, (—1p+id,

so ergiebt sich das Komplement von b,, in P als:
(—1yte[dgAy+ Al s+ - 4 A,.4,,]
und nach Multiplikation mit (— 1)+, um das algebraische Kom-

plement zu gewinnen, erhilt man genau das Element B,, von ¢.
Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen.

3.



Zweiter Theil.

Besondere Untersuchungen iiber Determinanten; Anwendungen.

§ 9. Andere Methoden fiir die Entwicklung einer Determinante.
Die Regel von Laplace.

Unter dem Namen der Regel von Sarrus ist eine Anweisung
zur Entwicklung einer Determinante der dritten Ordnung bekannt:

gy Gyg Oqg
Qg Qg Ogg
gy Qg Oy

Man denke sich die Elemente hervorgehoben, welche auf schnei-
denden Linien gelegen sind, die zu den beiden Diagonalen parallel
verlaufen, und nenne komplementiir diese Schnittlinien, wenn sie sich
auf entgegengesetzten Seiten einer Diagonale befinden und wenn zudem
die in beiden enthaltenen Elemente der Anzahl nach drei sind. So
sind komplementir die beiden Schnittlinien:

a
und Gy3 Ogg
Ohgy
Man multipliziere mit einander alle in dem Hauptschnitt (Haupt-
diagonale) enthaltenen Elemente und diejenigen auf den paarweis zu
einander komplementéren Schnittlinien, soweit sie zur Hauptdiagonale
parallel verlaufen. Man erhilt auf diese Weise drei Glieder der Ent-
wicklung der gegebenen Determinante. Das nimliche Verfahren wende
man auf die zweite Diagonale an und auf die zu ihr komplementéiren
Schnittlinien; so ergeben sich drei weitere Glieder der Entwicklung
und diese letzteren drei hat man mit negativem Zeichen zu versehen.

Die Gesammtheit der sechs Glieder stellt die Entwicklung der

vorgelegten Determinante dar. Man bildet also die Summe der Pro-
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dukte (mit positivem Vorzeichen genommen) der in der Hauptdiagonale
enthaltenen Elemente und in den Paaren von komplementiiren Schnitt-
linien, die zu ihr parallel, und dann die Summe der Produkte (mit
negativem Zeichen) aus den Elementen der Nebendiagonale und der
zu ihr parallelen Paare komplementéirer Schnittlinien.

Eine Erweiterung dieser Methode auf Determinanten beliebiger
Ordnung ist in einer Arbeit von Bonolis gegeben. Gleichwohl ist
es nicht ndothig bei dieser Betrachtung zu verweilen, da sie von wenig
Belang ist.

Bonolis, Di un nuovo e semplice modo di sviluppare i determinanti di

grado qualunque, e sua applicazione alla ricerca della risultante di due equazioni
qualsivogliano. Giorn. di Batt. vol. 21 (1883) [336—342].

Wir fithren hier noch an:

Teixeira, Processos expeditos para achar os desenvolvimentos de alguns
determinantes. Jorn. de sc. math. vol, 11 (1892—93) [88—98].

Teixeira, Novo methodo de desenvolver os determinantes. Jorn. de sc.
math. vol. 11 (1894) [178—187].

Eine Frage von nahe verwandter Art ist auch in einem Paragraphen des
Aufeatzes von Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad elementi polinomi.
Giorn. di Batt. vol. 13 (1875) [1—32] 8. 16 ff. besprochen.

Es bhandelt sich darum, brauchbare Anweisungen aufzustellen fiir
die Bildung der verschiedenen Glieder der Deferminantenentwicklung.
Unter allen Umstéinden aber, das wollen wir wiederholen, sind dies
Untersuchungen, denen man nur geringe Bedeutung beimessen kann.

Die Entwicklung einer Determinante betreffend miissen wir jedoch
noch eine weitere Bemerkung hervorheben.

Wir haben oben dargestellt (Siehe S. 17), wie eine Determinante
gsich in eine Summe von Produkten entwickeln lisst, worin die in #,
parallelen Reihen eingeschlossenen Minoren und die ihnen zugehdrigen
algebraischen Komplemente paarweise verbunden auftreten. Wenn
man dann zu wiederholten Malen diesen Lehrsatz anwendet, so ge-
langt man naturgemiiss zu dem folgenden:

Sind n, my +-- n; ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dass
Moyt e =,

und wihlen wir in einer Determinante n-ter Ordnung », Zei-
len, dann weitere n,, danach n; andere und so fort, heben
eine beliebige Determinante, die in den ersten =, Zeilen
enthalten ist, heraus, dann gleicherweise eine aus den
gweiten 7y, Zeilen hervorgehende, deren Elemente jedoch
nicht Spalten angehdren dirfen, die schon bei Bildung der
ersteren Determinante Beriicksichtigung fanden, und setzen
dies Verfahren ununterbrochen fort, so wird die Summe der
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Produkte aller derartigen Kombinationen von % Determi-
nanten, jedes mit geeignetem Zeichen versehen, die Ent-
wicklung der gegebenen Determinante vorstellen.

Man wiirde auch ohne Schwierigkeit die Regel auffinden, nach
der einem jeden so gebildeten Theilprodukte von % Faktoren sein
Vorzeichen zu geben ist.

Ein jedes Glied der Entwicklung wird das Zeichen 4
oder — erhalten, jenachdem dem Produkte aller Haupt-
elemente der k¥ Determinanten, die Faktoren dieses Gliedes
sind, positives oder negaftives Zeicher zukommt.

Diese Anweisung zur Entwicklung der Determinante fiihrf den
Namen der Laplaceschen Regel, sie ist indess in der vorliegenden
(gegeniiber dem Satz auf S. 17), erweiterten Fassung erst von Jacobi

behandelt worden. Man vergleiche:

Vandermonde, Mémoire sur I'élimination. Mém. de Pae. Paria, Année
1772. Bec. partie (1776) [616—b32] S. 518,

Laplace, Recherches sur le calcul intégral et sur le systéme du monde,
Mém. de I'ac. Paris. Année 1772. Bec. partie (1776) [267—376] Article 4, 8, 297
g*iader abgedruckt in Qeuvr. de Laplace t. 8. Paris 1891 (863—477] article 4.

. 895—406.

Jacobi, De formatione et proprietatibus determinantiam. Journ. f. Math,
Bd. 22 (1841) [286—3818] B. 298 f., wieder abgedruckt in Jacobi, gesammelte
Woerke, Bd. 8. Berlin 1884 [357—392] 8. 870f (Deutsche Ausgabe mit An-
merkungen durch Stickel in Ostwalds Klassikern der exakten Wissen-
schaften N. 77.)

Schering, Analytische Theorie der Determinanten. (Art. 4: Zerlegung in
Unterdeterminanten.) Ges. d. Wiss. Gottingen, Abhandl. Bd. 22. 1877 [3—42],

§ 10. Umwandlung einer Determinante.

Werden Minoren zweiter Ordnung eingefithrt, so kann
jede Determinante D der Ordnung » in der Gestalt einer
Determinante der Ordnung (» — 1) dargestellt werden.

Denn ziehen wir von der letzten Spalte, nachdem sie mit @y ,—y
multipliziert worden, die vorausgehende, ihrerseits mit a;, , multipliziert,
ab, vermindern darauf die vorletzte Spalte nach Multiplikation mit
Gy, w—3 um die (n — 2)-te multipliziert mit a, ,—, und so weiter, so
eutsteht eine Determinante, in der die Elemente der ersten Zeile bis
auf das erste Null sind und, weil ferner durch dies Verfahren die
urspriingliche Determinante mit @y a—; @1,u—s <+ a1, multipliziert
erscheint, so ergiebt sich nach Tilgung des Faktors a,, auf beiden
Seiten der Gleichung:
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(G330y — g4 845), -+~ (A3.01,0—1 = Gan—1014)’
a::"'a()g—1D= . e .

Demnach wird D, abgesehen von einem Faktor, durch eine De-
terminante (» — 1)-ter Ordnung ausgedriickt, deren Elemente Minoren
der zweiten Ordnung sind. Also gilt der Satz:

Unter der Voraussetzung, dass alle Minoren zweiter
Ordnung einer vorgelegten Determinante durch p theilbar
sind (ohne dass die Elemente selbst diese Eigenschaft haben),
ist die gegebene Determinante durch p*=! theilbar.

Janni, V., Dimostrazione di alcuni teoremi sui determinanti. Giorn. di Batt.
vol. 12 (1874) [142—145] 8. 148,

Dieser Lehrsatz kann als Erweiterung jenes anderen angesehen
werden, welcher aussagt, dass eine Determinante der Ordnung # durch
p* theilbar ist, wenn alle jhre Elemente durch p theilbar sind.

Fiir die Determinante I gewinnt man noch eine Umwandlung,
die der soeben angezeigten #hnlich ist, auf die folgende Weise. Von
den Elementen der zweiten, dritten, ... Zeile zieht man, nachdem man
sie mit a;, multipliziert hat, diejenigen der ersten Zeile ab, beziehungs-
weise mit ay, ay, ... multipliziert. Beachtet man, dass dann die
Elemente der ersten Spalte, mit Ausnahme des ersten, alle ver-
schwinden, so erhiilt man:

(ﬁuass — Qg3 Gn), (auﬂis - ﬂrmﬂm); (a‘iiaiu — ya 031)

_D=

n—y
1 (a‘ua;s - Gnsﬂal), (ﬂnana - auaui), (aua,,,. - ﬂuﬂu)

In dieser Formel stellt sich noch einmal das obige Ergebniss dar,
dass nimlich die vorgelegte Determinante vermittelst einer anderen
von der Ordnung (n» — 1) ausdriickbar ist, deren Elemente als Minoren
zweiter Ordnung jener, der gegebenen, zugehoren. Der Unterschied
zwischen dieser Formel und der vorausgehenden besteht in Folgendem.
Die Minoren zweiter Ordnung, welche hier als Elemente der umge-
wandelten Determinante auftreten, enthalten simmtlich das Element a,,.

Es ist diese Formel noch verallgemeinert worden durch Studnitka,
der die neue Gleichung aufgestellt hat:

(@ yg - Gy a—1080) (ByGag -+ Bam s, s—10n41,3) 4o

p=_1 (@41 G55 - On—2,A—108, 241), (Gy1 Ggg ** G2, 3—1Gn 41,3 41)y "
-

oy . . aae

(O Gyg - Onmt,a—10nyn) 5 (B Oy~ Baeg,mm1@apr,m) 5o
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wo im Allgemeinen mit

. . (@yy @gg **+ BGa—1,a—1 Bif)
die Determinante:

Gy Q43 cee Oy p—1 Y]
51 L) tec Oz p—1 Qg
ap_11 Qp—1,3°*** Op—1,h—1 Gr—1,} '
@41 a2 e Qi a—1 @ij

bezeichnet sein soll, bei 4,j = h,h -+ 1,.--n, und mit a; ihre erste
Unterdeterminante der Ordnung (b — 1)

(@yy @gg + v OGh—1,h—1)-
Obige Formel lehrt:

Eine Determinante n-ter Ordnung lisst|sich umwandeln
in den Quotienten zweier Determinanten, |wovon die eine
von der Ordnung (»—h 1) ist und als Elemente ihrerseits
Determinanten h-ter Ordnung hat, wihrend die andere von
der Ordnung (b — 1) ist.

Studnidka, Uber eine neue Determinantentransformation. Bthm. Ges. Ber.
Jahrg. 1879, Nr. 49 [489—494].

Eine weitere Art der Umwandlung einer Determinante besteht
darin, dass man sie in die Form der sogenannten Differenzen-
determinanten iiberfiihrt.

Wir bezeichnen, wie man das gewohnlich thut, mit

day, dayg, -+ 40,2
die Differenzen erster Ordnung der Grissen
Gy Gy =+ ° Gin

das heisst, die Differenzen auf einander folgender Elemente der ge-
dachten Reihe, also:
O3 — @1y Ggg — Grgy =" O = 01,01,

des Weiteren mit
. Aay, Loy, -
die Differenzen zu der Reihe der ersten Differenzen (man nennt sie
Differenzen zweiter Ordnung oder zweite Differenzen). Dem-
gemiiss fahren wir dann fort.

Ziehen wir nun von den Elementen einer jeden Spalte der ge-
gebenen Determinante die Elemente der vorausgehenden Spalte ab,
so ergiebt sich:
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Qg Ay AGyg + -+ Ay, 1
D=ay day dag --- dag 41

Hieran wiederholen wir dasselbe Verfahren, indem wir bei der
dritten Spalte Halt machen, danach wieder behandeln wir die so ent-
standene Determinante auf entsprechende Weise, bis wir bei solchem
Fortschreiten zu der Determinante gelangen:

ay, da, Lay - d1ay,
— 2 —1
D=|ay da, Aay --- 4" la,

. #

Hieraus ergiebt sich leicht der Lehrsatz:

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer
jeden Zeile eine arithmetische Reihe darstellen, deren Ord-
nung nicht grésser ist, als (n — 2).

Da niémlich eine arithmetische Reihe als Reihe n-ter Ordnung
benannt wird, wenn ihre n-ten Differenzen konstant sind, so werden
bei gedachten Voraussetzungen die Differenzen von der Ordnung (n — 2)
oder von niedrigerer Ordnung konstant, die Elemente der letzten
Spalte in der Umwandlungsform unserer Determinante also Null sein,

Wendet man iiberdies das nimliche Verfahren zur Darstellung
von Differenzdeterminanten auf die Determinanten A-ter Ordnung an,
die bei der vorausgehend besprochenen Umwandlung einer Determi-
nante als Elemente erscheinen, so tritt dieser weitere bemerkens-
werthe Lehrsatz hervor:

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente von
h Zeilen oder Spalten arithmetische Reihen bilden, deren
Ordnung nicht grisser ist, als (h — 2).

Studnilka, Neuer Beitrag zur Theorie der Determinanten. Bthm. Ges.
Ber. Jahrg, 1896. Nr. 6 [1—5].

§ 11. Potenz-Entwicklung einer Determinante nach besonderen in
ihr vorkommenden Grodssen.

In einer allgemeinen Determinante mit den Elementen a;, denken
wir uns zu allen Hauptelementen 2 hinzugefiigt.

Wir wollen bei Entwicklung dieser Determinante eine Ordnung
der Glieder gemiss den Potenzen von z eintreten lassen.

Der gewdhnliche Weg, den man zu diesem Ziele wihlen kann,
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ist der folgende. Man denkt sich die Determinante in der Form ge-

schrieben:
oy + %, a3+ 0, -+ 41240
an‘l‘o:“sa‘l"x "'Gn+0

am-l—O a,,,,+0 A

und zerlegt nach der tiblichen Regel (§ 2,9) diese Determinante mit bino-
mischen Elementen in andere Determinanten mit einfachen Elementen.

Der Theil, der von z frei ist, wird durch die Determinante der
a;; geliefert, der den Faktor z in der ersten Potenz enthaltende Ab-
schnitt ergiebt sich, wenn man bekanntermaassen die zweiten Glieder
der Elemente jeder einzelnen Spalte je mit den ersten Gliedern der
Elemente aller andern verbindet.

Zum Beispiel wird eines der Glieder, in denen z im ersten Grade
vorkommt, durch die Determinante

Z @y v Qg
0 ay -+ asa
0 Gug -+ Qun
dargestellt, deren Werth
Ggg ** - Ozn
z
Grg = ** Onn

ist. Hier ist der zweite Faktor ein Hauptminor (diagonaler
Minor) von der Ordnung (n— 1) der gegebenen Determinante.
Die iibrigen Glieder mit 2 enthalten als Koeffizienten alle die andern
(n — 1) diagonalen Minoren der Ordnung (» — 1). Wir konnen
daher behanpten: Der Koeffizient der ersten Potenz von z in der Ent-
wicklung unserer Determinante wird durch die Summe simmtlicher
Hauptminoren (# — 1)-ter Ordnung aus der Determinante der a;; ge-
bildet. Desgleichen ist der Koeffizient des Gliedes mit 2* die Summe
aller diagonalen Minoren (# — 2)-ter Ordnung und so weiter.

Eine Entwicklung der Determinante, die bei einiger Verschieden-
heit doch viel Aehnlichkeit mit der hier besprochenen zeigt, findet
man in Mittheilungen von Capelli.

. Eine noch allgemeinere Entwicklung enthilt eine neuere Arbeit

von Cazzaniga.
Capelli, Sopra certi sviluppi di determinanti, Ace. ai Nap. Rend. ser, 2,
vol. 8. anno 28 (marzo 1889).
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Capelli, Sur les déterminants dont les éléments principaux’ varient en
Pprogression s.nt-hmétaque Nouv, ann, de math. 8¢, sér. t. 14 (1895) [62—63].

Cazzaniga, Sopra i determinanti di cui gli elementi principali variano
in progressione aritmetica. Ist. Lomb. Rend. ser. 2, vol. 29 (maggio 1896)
[541—558).

§ 12, Entwicklung der gerénderten Determinanten. Darstellung
einer Determinante durch die Elemente einer Zeile und einer Spalte.

. Man pflegt eine Determinante D gesiumt oder auch gerindert
zu nennen, wenn sie aus einer andern Determinante 4 von niedrigerer
Ordnung durch Hinzufiigung einer gewissen Anzahl von Zeilen und
ebensoviel Spalten gebildet ist.

Wir wollen zuniichst voraussetzen, es handle sich dabei nur um
eine Zeile und um eine Spalte. Wir bilden also:

Ay - s &y
“!l ces Agp a’
Api *** Opp Oy
B - Ba ¥
Nun wollen wir fir eine solche Determinante eine Entwicklung

suchen dergestalt, dass die Produkte der « mit den B hervortreten.
Augenscheinlich ist das Glied, welches y enthilt,

A.y

wenn unter 4 die urspriingliche Determinante verstanden wird; denn
in keinem einzigen andern Gliede erscheint der Faktor y. Prifen
wir, von welcher Art der Faktor ist, der in der Glesammtentwicklung
zu dem Produkte «:8 (3,5 ==1,2,...#%) hinzutritt. Wir betrachten
den Minor 2-ter Ordnung
Qij
B; ¥
Erinnern wir uns der Anweisung fiir die Entwicklung der De-
terminanten nach Produkten von Minoren, so sehen wir unmittelbar,
dass den andern Faktor, mit dem dieser Minor in gedachter Ent-
wicklung multipliziert erscheint, das Komplement des Elementes a;;
innerhalb der Determinante A da.rste].lt Dies werden wir mit 4,; be-
zeichnen. Uberdies wird das Zeichen, welches dem Produkte

KT
-A,,
B ¥
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in der Entwicklung unserer Determinante gebiihrt, dem Zeicher von
(— L)ywtibitadt — (— 1)+
entsprechen.
Nun leuchtet ohne Weiteres ein, dass die Verbindung (&;.8)
einzig und allein in Gliedern vorkommt, die dem soeben verzeichneten
Produkte zugehoren, und zwar darin mit dem Koeffizienten erscheint:

—(— 1)+ 4,
Wenn wir bedenken, dass in der Entwicklung der Determinante I
jedes Glied entweder den Faktor y enthalten wird, oder ein Produkt

nach Art von (e;f,), kénnen wir schliesslich die Entwicklung von I
in der Form (Cauchy) niederschreiben:

D—ya— S(—1)+up 4y

wobei wir die Summierung ausdehnen auf alle 4,j=1,2, ...

Man wird nun eine dhnliche Untersuchung anstellen kinnen, wenn
man, anstatt nur eine Zeile und eine Spalte hinzuzufiigen, die Matrix
der Determinante um » Zeilen und » Spalten erweitert.

Man ersiecht hiernach, wie eine Determinante sich in der Art
entwickeln lisst, dass (abgesehen von dem Gliede yA4) ein bilinearer
Ausdruck in den Elementen einer Zeile und einer Spalte hervorgeht.

Wir haben hier den folgenden Satz von Hesse anzumerken, der
den Fall betrifft, wo ein solcher bilinearer Ausdruck sich in das Pro-

dukt zweier linearen Funktionen zerfillen lisst.
Hesse, Ein Determinantensatz. Journ. f. Math. Bd. 69 (1868) [319—322],
wieder abgedruckt in Hesse, Gesammelte Werke. Miinchen 1897 [56567—560],

Hierzu kann man noch vergleichen

Weierstrass, Uber ein die homogenen Funktionen zweiten Grades be-
treffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die Theorie der kleinen
Schwingungen, Akad. Berlin. Monatsber. 1858 (Mirz 1858) 207—220] 8. 211,
‘Wieder abgedruckt in Weierstrass, Mathem. Werke. Bd. 1. Berlin 1894
[233—246].

Wenn das Komplement A4,; eines Elementes a; der ge-
gebenen Determinante 4 Null ist, so ist diesein zwei Faktoren
zerlegbar, von denen jeder linear und mit gebrochenen Ko-
effizienten zusammengesetzt ist aus den mit a;;in einer Reihe
befindlichen Elementen, der eine aus den Elementen:

Ay Big vov Giyj—1 Qi1 - oo Rin
der andere aus: -
Qf Ogj o oo Fi—1,j @1, « .. Oy

Setzen wir einmal der Einfachheit wegen voraus, 4,, sei Null und
betrachten in der zur gegebenen reziproken Determinante den Minor
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l 'All Ali
A!l AE?

der also dem Produkt

. . - AuA-n
gleich sein wird.

Nach den Eigenschaften der reziproken Determinante ist dieser
Minor gleich 4.A4,,,,, wenn wir mit 4,,,, den Minor bezeichnen,
der aus A hervorgeht, wenn man darin die erste und zweite Zeile und
die ersto und zweite Spalte unterdriickt. Mithin erhalten wir die
Gleichung:

A Ay, gy =— Ay 4y,

Entwickeln wir nun 4, 4;, nach den Elementen der ersten
Spalte und der ersten Zeile, so erhalten wir bei gleicher Bezeich-
nungsweise:

Ay =g A9 — gy Asn,s3 + -+ - = Gu1dig s
An = auAn,ns —_ aqu-n,es '|“ e i alnAAl,Sn
Die Ay, enthalten nicht mehr die Elemente:
Qgq = Guy

al’ LR a].ﬂ

und so ergiebt sich fiir 4 eine Darstellung als Produkt zweier
linearen Funktionen der gedachten Elemente mit Koeffizienten, welche
das Verhiltniss von Grossen ausdriicken, in denen nur die andern
Elemente vorkommen.

Uber die geriinderten Determinanten lese man noch eine Arbeit
von Arnaldi und vergleiche § 52 dieses Buches. '

Arnaldi, Sui determinanti orlati e sullo sviluppo di un determinante per
determinanti orlati. Giorn. di Batt. vol 34 (1896) [209—214].

§ 13. Anzahl der Glieder, die besondere Elemente enthalten.

Eine Untersuchung, die mit der in den vorangehenden Para-
graphen dargestellten nahe verwandt ist, bezieht sich auf die Zahl
derjenigen Entwicklungsglieder einer n-reihigen Determinante, in denen
nur k diagonale Elemente (also auf der Hauptdiagonale befindliche)
vorkommen.

Wir wollen die Berechnung in folgender Weise ausfilhren. Wir
betrachten den ersten Hauptminor k-ter Ordnung. Eines seiner Glieder
wird das Produkt der ersten & Hauptelemente sein. Alle Glieder, die
diese & Hauptelemente als Faktoren enthalten, werden der Zahl nach
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durch die Anzahl der Entwicklungsglieder gegeben, die dem Kom-
plemente jenes ausgewihlten Hauptminors zugehdren, das heisst, sie
werden durch die Zahl (» — k)! bestimmt. Nun kann man % Haupt-
elemente auf so vielfache Weise auswihlen, als der Binomialkoeffizient

()~

Einheiten hat, folglich wird durch
n nl

die Anzah] der Glieder gegeben, die k¥ oder mehr Hauptelemente ent-
halten. Jedoch ist zu bemerken, dass bei dieser Berechnung gewisse
Qlieder mehrere Male gezihlt sind. Diejenigen Glieder, in denen nur
k und nicht mehr Hauptelemente vorkommen, sind nur einmal ge-
zahlt, aber die (¥ 4 1) Hauptelemente enthaltenden sind (k 4 1), mal
gezahlt, und so (k -+ 2), mal die, welche (% | 2) Hauptelemente ent-
halten. Bezeichnen wir mit s die Zahl der Glieder, in denen sich

nur k Hauptelemente finden, so bekommen wir daher die Rekursions-
formel:

3i+(k41-1)sk+1 (’“"‘2)8»“ e nik)3-=;—:=3*

Aus dieser Formel geht hervor, was iibrigens an und fiir sich
auch einleuchtet, dass s, =1, s5,_; =0.
Wir setzen nun der Reihe nach k= 1,2,...n und bilden das

Aggregat:
B, — 8+ 8 —8,+8— - —(— 18 =
1 L1
'="’!( 21+s| gt o E0n
In diesem Ausdruck ist der Koeffizient von s

(k—kl)_(ki2)+(kig)—'--=l—(1—1)k=1

das heisst, es erhalten darin alle s; zu Koeffizienten - 1. Es wird
daher:

1 1 1
ats+at o ta—=n(l—gtg— - —(=1ry)
Mithin ldsst sich behaupten:

Die Anzahl ¢, der Glieder ohne Hauptelemente betrigt n!,
vermindert nm die durch das zuletzt verzeichnete Aggregat
dargestellte Zahl, also
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ol (= A (—1pd

Was die Literatur iiber diesen Gegenstand anbetrifft, so kann

man einsehen:

Cayley, Sur les déterminants gauches. Journ. f. Math, Bd. 38 (1849) [93—96]
wieder abgedruckt mm Cayley, The collected mathematical papers, vol. 1. Cam-
bridge 1889 [410—413].

Weyrauch, Zur Theorie der Determinanten. Journ, f Math. Bd. 74
(1872) [273—276].

onro, Baltzer on the number of terms in a determinant with a vani-
shing diagonal. Mess. of math. vol. 2 (1872) 8, 38 f.

Baltzer, Mathematische Bemerkungen in den Ber. d. Ges. d. Wiss, Leipzig.
1873. Bd. 26. [523—b37] 8. 534 1.

Baltzer, Determ. 1881. S. 89 ff.

v. Bziite, Zur Theorie der Determinanten, M. A. Bd. 33 (1889) [477—492].

§ 14. Die Abgeleitete einer Determinante. Determinanten wvon
‘Wronski,

Denken wir uns einmal, jedes Element einer Determinante stelle
eine unabhiingige Verinderliche vor. Dann erhellt gemiiss der An-
weisung zur Entwicklung der Determinante ohne Weiteres die folgende
Eigenschaft:

Die mit Bezug auf ein beliebiges ihrer Elemente ge
bildete Abgeleitete der Determinante ist gleich dem alge-
braischen Komplement dieses Elementes.

Nehmen wir nun an, alle Elemente der Determinante wiren
Funktionen einer Verinderlichen z.
Es mogen also in der Determinante:

Uy Ugg ** 0 Uin
U= - - “ 4 -
Uny Ung * * ¢ Upp
die 4 Funktionen von z sein.

Nach dem Lehrsatze tiber die Differentiation zusammengesetzter
Funktionen ist im Allgemeinen:

au ou du,, du,,
dx e~ Ju,, dz =ZU;" dx

wenn wir mit U, das algebraische Komplement zu u, in U be-
zeichnen.
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Fithren wir die Summation mit Bezug auf s aus und sefzen:

du"‘ ’
az Urs

so erhalten wir:

“il ul'.!""u’;u Usy Ugg * * - Upn
%’= “iu "‘-s::::“'?n + u-;u u':'isu;r. R
Uny Upg - * * Upn Uny Ung - - - Upn

Die Regel zur Bildung der Abgeleiteten lantet also:

Man bilde die Summe von n Determinanten der Art,
dass eine jede aus der gegebenen hervorgeht, wenn man an
Stelle der Elemente einer Zeile (Reihe) die entsprechenden
Ableitungen dieser Elemente einsetzt.

Besondere Beachtung verdienen auch Determinanten, die auf
folgende Weise gebildet sind. Auf einer Zeile (Reihe) stehen da
als Elemente #» Funktionen von z, auf einer zweiten Zeile die Ab-
geleiteten dieser Funktionen, auf einer dritten Zeile die zweiten Ab-
leitungen und so weiter bis zur n-ten Zeile, wo sich die Abgeleiteten
(n—1)ter Ordnung der niimlichen Funktionen finden.

Solche Determinante der » Funktionen (auch Determinante des
Funktionensystems genannt) pflegt man neuerlich nach dem Namen
des Philosophen und Mathematikers Wronski zu bezeichnen; sie ist
von Nutzen bei der Untersuchung der linearen Abhingigkeit oder
Unabhiingigkeit von » gegebenen Funktionen.

Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen
mit einer unabhiingigen Variablen. Leipzig 1894 8. 46 ff.

Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen.
Bd. 1. Leipzig 1895. 8, 86 ff,

Kritische Anmerkungen zu dem Hauptsatze tiber die Wronskischen De-
terminanten lieferte Peano. Man lese

Peano, Sur le déterminant wronskien. Mathesis. vol. 9 (1889) [756—786,
110—112].

Pea:il.no, Sul determinante wronskiano Roma Ace. Linc. Rend. ser. b, vol. 6,
1° sem. (1897) [4183—415].

Es ist zuniichst eine wichiige Eigenschaft solcher Determinanten,
dass ihre erste Ableitung mit Bezug auf x sich ergiebt, wenn man
einfach an Stelle der Elemente jener Zeile, wo die Abgeleiteten
{(n—1)-ter Ordnung stehen, die Abgeleiteten n-ter Ordnung derselben
Funktionen einsetzt.

Malmstén, Moyens pour trouver I'expression de la mitme intégrale parti-
culidre de I'équation lindaire y™ 4 Py~ 4 Qg™ ... L Sy + Ty =0
& laide des (n — 1) valeurs 4, , %,, ... yn—1 qui satisfont a cette équation.
Journ. f. Math. Bd. 39. (1850) f91—93] 8. 93.
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Es ser:
ul u’ e u‘
r r ’

We u, Ug cee By
ugn—l) “g‘_l) e ﬂ_s‘n—-n

Bildet man ihre Ableitung mit Bezug auf z nach der vorher
gegebenen Regel, so werden, wie man leicht erkennt, die (n—1) ersten
Determinanten Null, da ja in ihnen stets zwei identische Zeilen auf-
treten, und es bleibt von dem ganzen Aggregat einzig die letzte
Determinante tibrig, also wird:

Uy Ug cor Uy

ulf u” - uﬂ!
ug-n—ll “gu-—i] A u‘('u—s)
T Y

Eine zweite Eigenschaft der Wronskischen Determinanten spricht
sich in folgendem Satze aus:

" Wenn man die Funktionen u, - - - %, mit einer beliebigen
Funktion w multipliziert, so erscheint die ganze Determi-
nante dadurch mit »* multipliziert.

Wirklich werden die Elemente der zweiten Zeile hierdurch ver-
wandelt in:

d da
7 ww) g (uw)
die der dritten Zeile werden:
d! d!
T ) g (wuy) e

Entwickeln wir diese Abgeleiteten nach der bekannten Leibnitz-
schen Regel und zerlegen die Determinante mit mehrgliedrigen Ele-
menten, die dabei entsteht, in ein Aggregat der entsprechenden Anzahl
von Determinanten mit einfachen Elementen, so finden wir, dass
einige davon Null sind, weil bei ihnen die Elemente einer Zéile als
die gleichen Vielfachen derer einer parallelen Zeile auftreten, und
dass eine einzige von Null verschieden ist und zwar der urspriing-
lichen Determinante gleich, wenn man nur in dieser alle Elemente
mit » maultipliziert denkt.

Pascal, Determinanten. 4
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Die zuletzt erdrterte Eigenschaft der Wrounskischen Determi-
nanten (daneben auch ihre S. 48 einleitend erwihnte Bedeutung fiir
das zugehérige Funktionensystem) finden sich bei:

Hesse, Uber die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen
Integrale, Journ. f Math Bd. 54 (1857) [227—273] 8. 249. Wieder abgedruckt
in Hesse, Gesammelte Werke, Miinchen 1897 [413—467],

Christoffel, Uber die lineare Abhéingigkeit von Funktionen einer einzigen
Veriinderlichen. Journ. f. Math. Bd. 55 (1858) [281—299] S. 298.

Frobenius, Uber den Begriff der Irreduktibilitit in der Theorie der
linearen Differentialgleichungen. Journ. f. Math. Bd. 76 (1873) [286—270] S. 238,

Frobenius, Uber die Determinante mehrerer Funktionen einer Variabeln,
Journ. f. Math. Bd. 77 (1874) [245—257).

Pasch, Note iiber die Determinanten, welche aus Funktionen und deren
Differentialen gebildet werden. Journ. f. Math. Bd. 80 (1875) [177—182].

Studni¢ka hat neuerdings eine besondere Art von Wronski-
schen Determinanten behandelt, die der Klasse der Determinanten
Hankels (Siche § 19) zugehdrt. Es wird zu ihrer Bildung die An-
nahme gemacht, die Elemente g, ug,...u, der ersten Zeile unserer
Wronskischen Determinante wiiren die auf einander folgenden Ab-
leitungen ', u,”, ... 4,1 des Anfangselementes u,.

Studnitka, fhmr eine nene Art von Derivationsdeterminanten. Monatsh.
f. Math. Jahrg. 10 (1899) [838—342].

§ 16. Eigenschaften der Minoren, welche der Produktdeterminante
aus gwel gegebenen angehbren.

Es ist mitgetheilt worden, dass, wenn die zwei zu multiplizieren-
den Determinanten nicht von derselben Ordnung sind, es zuerst nithig
sein wird, sie auf dieselbe Ordnung zu bringen, und das geschieht
auf sehr einfache Weise, indem man der Determinante niedrigerer
Ordnung passend Zeilen und Spalten mit Elementen 0 und 1 hinzu-
fiigt. Danach wird das Produkt nach der gewihnlichen Anweisung
hergestellt.

Nun ist es von Wichtigkeit, die folgende Bemerkung iiber die
Bildung der Produktdeterminante zu machen, die gerade auch fiir den
Fall gilt, wo eine der Determinanten niederer Ordnung als die andere
ist, eine Bemerkung, die dazu dienen kann, auf eine neue Art den
Lehrsatz von der Multiplikation der Determinanten nachzuweisen.

Man vergleiche

Kdnig, Ein Beweis des Multiplikationstheorems fiir Determinanten. Math.
Ann. Bd. 14 (1879) [607—509].

Wir wollen mit der Voraussetzung beginnen, es handle sich um
das Produkt einer Determinante zweiter Ordnung und einer von der
Ordoung n.



§ 15. Eigenschaften der Minoren der Produktdeterminante. 51

Gy Gy by v bia
Qg g bgy + - bsm | — A®. B

bnl "'bnu

Wir multiplizieren die Elemente der ersten Zeile der Deter-
minante B mit a,; und fiigen dann die Elemente der zweiten Zeile,
mit ag, multipliziert, hinzu; wenn wir ausserdem die Elemente der
zweiten Zeile mit A® multiplizieren, so erhalten wir:

@y byy + Qg byyy Gy byg - Qg By, <+ - @y bin F dg baa
A® g B=— A® by, A® by - A®b,,

bnl bﬂﬂ T brrn

Zu den Elementen der zweiten Zeile ftigen wir diejenigen der
ersten, nachdem wir sie mit a,, multipliziert. Danach tilgen wir
den Faktor a,, auf der rechten und linken Seite der Gleichung und
es bleibt:

@y by + Gy by, gy by - gy bygy - v - gy bin - gy Bsg

" Gyg byy + Ggg by, yg byg - @y g, + -+ Gy5 bin + agg by
A®. B = bsy beg e bsn
bnl but e bnn
Wir bezeichnen nun mit A® die Determinante:
Ay Gy Oyg
A®) = | ay, G35 @y
gy (g Ugg

Figen wir zu den Elementen der ersten und zweiten Zeile im
vorausgehenden Produkt die Elemente der dritten, multipliziert be-
ziehungsweise mit ay,, a3, und multiplizieren dann noch die Elemente
der dritten Zeile mit 4®, so geht hervor:

gy byy + g byy 1 Gy byy, @y byg + gy byg + @y By, - - - -

Gys byy + Ogg byy + Byg by, @yg byg - gy byg - agg Bygy -+ -
A® by A® by,

b

A®. A®, B—

4 bis

4*
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Und wenn wir nun zur dritten Zeile die Elemente der ersten
und der zweiten Zeile addieren, beziehungsweise mit den algebraischen
Komplementen der Elemente @y, @,y innerhalb der Determinante 4®
multipliziert, so erhalten wir zum Schluss nach leichter Umwandlung:

@y by + gy byy + @y byyy @y byg + gy byg - By byg, o+ -

Oyg byy + Ggg byy - Gyg byyy Byg byg + Gy byg + Gy bygy 4+

AP B =1 a5 by + Gy byy + Gys byyy Gyg big + s by + Gy by, -+ -
by by

Wir wiirden immer nach derselben Methode fortfahren kénnen
und die Produkte von B mit A¥, mit 4®), ... finden. Das Bildungs-
gesetz dieser Produkte leuchtet ein; es wiirde sich nachweisen lassen,
dass es, wenn fiir den Index ¢ giltig, auch fiir den Index (¢ 4 1)
noch zu Recht besteht. Wenn die erste Determinante die Ordnung »
erhilt, kommt man demnach zuriick auf die gewdhnliche Anweisung
fiir das Produkt zweier Determinanten derselben Ordnung.

Die gedachten Produkte von A®, A® ... in B kénnen auch
unmittelbar nach der gewdhnlichen Regel hergestellt werden, indem
man zuerst das Verfahren anwendet, an das wir im Anfang dieses
Paragraphen erinnert haben. Die Wichtigkeit der hier erirterten
Betrachtungen beruht jedoch darauf, dass man anf diesem Wege ohne
Weiteres zu der gebriuchlichen Regel fiir die Produktbildung gelangen
kann, die gemeiniglich auf eine abweichende Art nachgewiesen wird.
Und hierzu ldsst ja auch Kdnig am angefiihrten Orte seine Be-
trachtung dienen.

Andere Arbeiten, in denen sich eine Darlegung der Produktbildung

zweier Determinanten vorfindet, sind:
g Janni, V., Sul prodotto di due matrici. Giorn, di Batt. vol. 11 (1873)
. 867, 368.
Le Paige, Sur la régle de multiplication des déterminants. Bull. soc.
math, de Fr. vol. 9 (1881) [6?—69&.
De Presle, Multiplication de deux déterminants de méme degré. Bull.
soc. math. de Fr. vol. 14 (1886) S. 157. 168.

Das Produkt zweier Determinanten von derselben Ordnung
A~la|, B=t|

ldsst sich, wie wir wissen, auf vierfache Weise ausfithren; némlich
entweder verbindet man die Zeilen der einen Determinante mit den
Zeilen der andern, oder die Zeilen der ersten mit den Spalten der
zweiten, oder die Spalten der ersten mit den Zeilen der zweiten, oder
schliesslich die Spalten der einen mit den Spalten der andern.
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Wir wollen das Produkt einmal nach der ersten und einmal
nach der letzten dieser vier Verfahrensweisen ausfiihren und an-
nehmen, dass wir in den beiden Fillen beziehungsweise die Ergeb-
nisse bekommen:

Cp * 0 Gn
0= Cop ' Cuin
Cai *** Cnx
Y11 ' Yin
= Yar "7 Van
Va1 Yan

Dabei sind:
Crg = arlb.rl + ar!brs + e

Vrs = G101 + Az bs, + - - -

Diese beiden Determinsnten sind natiirlich einander gleich, ob-
schon ihre gleichliegenden Elemente verschieden sind.

Wir machen nun die werthvolle Beobachtung, dass zwischen ge-
wissen Unterdeterminanten von C und den ihnen entsprechenden in I"
sehr einfache lineare, homogene Beziehungen bestehen.

Wir wollen jetzt andeutungsweise von derartigen Beziehungen,

wie sie Weltzien gegeben hat, berichten.
Weltzien, Uber das Produkt zweier Determinanten. Math, Ann. Bd. 42
(1898) [698—600].

Dabei kommt die, von uns schon auf 8. 11 eingefiihrte, bequeme
Benennung zur Anwendung fiir Minoren, deren simmtliche Haupt-
elemente auch Hauptelemente der vorgelegten Determinante sind.

Es lisst sich dann der folgende elegante Lehrsatz beweisen:

Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung %
in C ist gleich der Summe der diagonalen Minoren der Ord-
nung k in I'

Dieser Lehrsatz sagt fir den besonderen Fall % = die That-
sache aus, dass €' = I" wird.

Fir k=1 ergiebt sich im Besonderen auch, dass die
Summe aller diagonalen Elemente von C gleich der Summe
der diagonalen Elemente von I' ist.

Fir diesen letzteren Satz wird der Nachweis sofort erbracht,
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wenn man beachtet, dass die Summe der diagonalen Elemente von C
sich in der Form
2_' @ribr;

darstellen lisst, wobei die Indices 7,4 alle moglichen Werthe 1,2,...n
annehmen sollen, und dass in gleicher Gestalt auch die Summe der
diagonalen Elemente von I' erscheint,

Nehmen wir ferner der Einfachheit wegen # = 4 an, so ergiebt
sich gemiiss dem oben angefilhrten Lehrsatze das Bestehen der fol-
genden Gleichungen:

€y €13 Cy1 C3 €1 Ciy Cag Cas Cs3 Caq Css Coa | __
Cay Cag Csy g3 Cy Cy Cag 33 Gy Cyy Cys Cy
__ Y1 [ ViV + P11 Vs Ves Vs Vs Vas r Vss Vs
Va1 Vas Vs1 Vss YuVu Vsa Vss YaaPu Vis Vu
€11 C13 Ci5 i1 C1g C1y P11 718 V18 11 V13 P1a
CorCag Cog | | Cor Con Coq |+ = | Pay Voo Vas |+ | Vo1 Vas Vau |+ -
Cs1 Cs3 Css Cy Cy3 Cyy | 781 738 Vss Va1 Vas Y

Zum Beweise unseres Lehrsatzes haben wir einer Eigenschaft zu
gedenken, die schon im Anschluss an die Erorterung der Produki-
bildung aus zwei Determinanten aufgezeigt wurde; wir wissen nim-
lich, dass ein Minor des Produktes zweier Determinanten gleich dem
Produkt zweier Matrices ist, die in den beiden gegebenen Determi-
nanten enthalten sind, und man kann hinzufiigen, dass, wenn es sich
um einen diagonalen Minor handelt, dann die zu multiplizierenden
Matrices gerade zwei homologe Matrices in den beiden Determinanten
darstellen, (Siehe den Schluss von § 7.)

Nach dieser Bemerkung ist ein jeder der diagonalen Minoren
k-ter Ordnung von C nichts andres, als die Summe der Produkte von
Minoren k-ter Ordnung von A in ihre homologen Minoren in B, und
die Summe aller diagonalen Minoren k-ter Ordnung von C ist nichts
andres, als die Summe der Produkte, in denen simmtliche in 4 ent-
haltenen Minoren k-ter Ordnung mit den zu ihnen homologen aus B
multipliziert erscheinen. Da man demnach dasselbe von der Deter-
minante I"' behaupten kann, so ergiebt sich, dass die beiden Summen
won Diagonalminoren k-ter Ordnung, in C und in I, unter einander
gleich sind.

Bei Gelegenheit unserer Beweisfilhrung ist ersichtlich geworden,
und wir wollen dies in der Form eines Lehrsatzes hervorheben:
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Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung %,
enthalten in der Produktdeterminante C—= 4.B ist der Summe
der Produkte gleich aller Minoren der Ordnung % aus A,
multipliziert ein jeder mit seinem homologen aus B.

Dieser Lehrsatz, der leicht auch fiir den Fall nicht diagonaler
Minoren sich als giltig aufzeigen lisst, findet sich wohl zum ersten
Male in einer Abhandlung von Picquet.

Mit Bezug auf die Darstellung eines Minors des Produktes mit
Hilfe der Minoren gleicher Ordnung der das Produkt bildenden Fak-

toren kann man einen Aufsatz Hesses vergleichen.
Picquet, Mémoire sur 1'application du calcul des combinaisons & la théorie
des déterminants. Journ. de I'éc. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] 8. 203.
Hesse, Uber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie, ins-
besondere auf Kurven vierter Ordnung. Journ. f, Math. Bd, 49 (1856) [243—264)
IS. 243 ff. ]Wieder abgedruckt in Hesse, Gesammelte Werke, Miinchen 1897
319—343].

§ 18. Symmetrische, schiefe, halbsymmetrische Determinanten.

Es sei eine Determinante vorgelegt, von Elementen a gebildet.
Wenn nun darin
Qyy == Qyr
ist, so heisst die Determinante symmetrisch; es sind dann die Ele-
mente gleich, die mit Bezug auf die Hauptdiagonale symmetrisch
angeordnet sind.
Wenn
Qry == — Uygr (1“ + S)
dann nennt man die Determinante schief, und wenn zudem
Apy = 0
angenommen wird, schiefsymmetriseh. Diese Determinante wird
auch halbsymmetrisch (hemisymmetrisch) genannt. Die Elemente
a,,, @, kann man als konjugierte bezeichnen.

Jeder diagonale Minor einer symmetrischen Determi-
nante ist auch symmetrisch;
denn man leitet ja aus der urspriinglichen Determinante einen diago-
nalen Minor her, wenn man Zeilen und Spalten, die sich auf der
Hauptdiagonale kreuzen, unterdriickt, und wenn diese das Element a,,
enthalten, so werden sie auch @, enthalten. Es werden also auf
.diese Weise lauter Elemente fortgenommen, die zu zwei und zwei
konjugiert sind; die zuriickbleibenden werden auch paarweis kon-
jugiert sein und mit Bezug auf die Diagonale symmetrisch geordnet.
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Aus der begrifflichen Erklirung der symmetrischen Determi-
nante erhellt sogleich, dass diese auch dem sinnbildlichen Schema
nach unveréindert bleibt, wenn man ihre Zeilen und Spalten vertauscht.
Beachtet man dann, dass in jeder beliebigen Determinante der kom-
plementére Minor zu a,, dieselbe Lage einnimmt, wie andernfalls der
zn dem Elemente a,, gehirige Minor, wenn man nur erst an der ge-
gebenen Determinante die Vertauschung der Zeilen und Spalten vor-
genommen hat, so ergiebt sich:

In einer symmetrischen Determinante sind die kom-
plementiren Minoren zu zwei konjugierten Elementen gleich.

Und daraus folgt:

Die zu einer symmetrischen Determinante reziproke ist
wieder eine symmetrische Determinante.

Dem Vorangehenden entsprechend kinnen wir behaupten:

Die diagonalen Minoren einer schiefen Determinante
sind ihrerseits auch schiefe Determinanten.

Wenn man in einer schiefsymmetrischen Determinante die Zeilen
und Spalten vertauscht, so sieht man, weil ja im Allgemeinen das
Element @,, mit a,, die Stelle wechselt. und weil a,, = — a,, und
a,, = 0, dass jedes Element mit (— 1) multipliziert erscheint. Mul-
tipliziert man nun in einer Determinante n-ter Ordnung alle Elemente
mit (— 1), so erhiilt dadurch die Determinante selbst den Faktor (— 1)=.

Hierauns ergiebt sich, falls » ungerade, dass die Determinante nach
dem Wechsel von Zeilen und Spalten mit verwandeltem Vorzeichen
erscheint und mithin nur Null sein kann. Wir sagen also:

Einehalbsymmetrische Determinante von ungerader Ord-
nung ist Null

Dem entsprechend wollen wir den komplementéren Minor eines
Elementes a,, betrachten. Wechseln wir bei allen Elementen die
Zeichen, so erhalten wir den komplementiren Minor des konjugierten
Elementes a,,, weil ja Zeichenwechsel bei allen Elementen dem Ver-
tauschen der Zeilen mit den Spalten entspricht. Daher kionnen wir
aussprechen: Dor komplementire Minor von a,, ist gleich dem wmit
(— 1)*—* multiplizierten komplementiren Minor von a,,. Also:

In einer halbsymmetrischen Determinante der Ordnung
n sind die komplementiren Minoren zweier konjugierten
Elemente dem absoluten Werthe nach gleich; sie sind aber
mit dem némlichen oder dem entgegengesetzten Zeichen ver-
sehen, jenachdem » ungerade oder gerade ist.
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Hieraus folgt auch:

Die zu einer halbsymmetrischen Determinante reziproke
ist selbst symmetrisch oder aber halbsymmetrisch, jenach-
dem fiir jene die Ordnung eine ungerade oder gerade Zahl ist.

Da wir wissen, dass fiir eine Determinante mit dem Werthe Null
die komplementiiren Minoren der Elemente einer Reihe proportional
sind denjenigen der entsprechenden Elemente einer parallelen Reihe
(Siehe 8. 20), so konnen wir mit Anwendung des letzten Lehrsatzes
behaunpten:

Wenn fiir eine halbsymmetrische Determinante unge-
rader Ordnung mit 4,, die komplementiren Minoren der
verschiedenen Elemente bezeichnet werden, so folgt die Be-
ziehung:

ArrAu = -A-’n

Wir gehen nun dazu iiber, diese weitere Eigenthiimlichkeit klar
zu legen:

Jede halbsymmetrische Determinante von gerader Ord-
nung stellt sich dar als ein vollstindiges Quadrat einer
ganzen rationalen Fanktion ihrer Elemente.

Fir eine halbsymmetrische Determinante zweiter Ordnung, also:
0a

2
== (0
—a 0

ist dies einleuchtend.

Wir werden zeigen, dass, wenn gedachte Behauptung sich fiir
die Ordnung (» — 2) bewiihrt, sie auch fiir die Ordnung » richtig ist.

Wir bezeichnen nun wieder mit 4,, den komplementiren Minor
Zu @, in einer vorgelegten Determinante gerader Ordnung .

Dann ist A4,, eine halbsymmetrische Determinante ungerader Ord-
nung, mithin gleich Null.

In ijhr wollen wir mit «,, das algebraische Komplement des Ele-
mentes a,, bezeichnen; es wird dann:

gy gg + Ggslay + -+ + Aantize = 4, =0
- %2“n+asa“ss+ Tt +a81¢8n_0

Wenn wir in der gegebenen Determinante die Elemente der
zweiten Spalte mit ey multiplizieren und fiigen zu ihnen der Reihe
nach die der dritten Spalte hinzu nach Multiplikation mit «,, die
der vierten desgleichen, mit dem Faktor e, versehen, ..., so ergiebt



B8 'Theil II: § 16. Symmetrische, schiefe, halbsymmetrische Determinanten,

sich dann nach den vorausgehenden Gleichungen fiir die Elemente der
zweiten Spalte mit einziger Ausnahme des ersten Elementes der Werth
Null. Man erhélt also, wenn R die gegebene Determinante be-
zeichnet

(g dgg - - O3y
a .. n
e R = — (a9 + -+ + t1n0s,) fl cf“ o a“'
Ayt Gpg* -+ Gpp

Entwickelt man nun die Determinante nach den Elementen ihrer
ersten Spalte, so wird

v R = (an“n + -+ “u“h)s

da nach der Voraussetzung @y — — @y, *+, Gny = — &1, und da
iberdies die Gleichungen bestehen:

ass = “3’) . .., a’sn=-_a-’

némlich zwischen Minoren der halbsymmetrischen Determinante un-
gerader Ordnung 4,,.
Nach dem oben bewiesenen Lehrsatze (Siehe 8.57) wird nun

o = Ven Vim
con =V Vi
und daraus:
B = (aysVosy + a5 Vey + -+ + 612V )’

Nach unserer Voraussetzung, der zu beweisende Lehrsatz sei bis
zu den Determinanten der Ordnung (» — 2) als richtig erkannt, und
in Folge der Bemerkung, dass die wgy ... ttaa gerade halbsymmetrische
Determinanten (n — 2)-ter Ordnung sind, erhellt, dass die in unserer
Formel erscheinenden Wurzelgrssen rationale Ausdriicke sind und
daher ist R als das Quadrat eines rationalen Ausdrucks dargestellt.
Man hat in obiger Formel die Wurzeln mit solchen Vorzeichen
zu versehen, dass das Produkt zweier unter ihnen, zum Beispiel

Veii Ve, genau + oy ergiebt. Mithin wird, nachdem tber das Zeichen
einer der Wurzelgrossen Bestimmung getroffen ist, das Zeichen einer
beliebigen andern auch bestimmt sein.

Wir wollen jetzt eine halbsymmetrische Determinante von gerader
Ordnung betrachten, die auch mit Bezug auf die zweite Diagonale
symmetrisch ist.
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Damit ist angezeigt, dass wir neben den Voraussetzungen:
;=0 a,=—a,
noch die Annshme zu machen haben:
Qij == Op—j4 1, n—i41

Eine bestimmtere Anschauung zu gewinnen, betrachten wir diese
Determinante 4-ter Ordnung:

0 a b ¢
—a 0 d b
—b—d O a
—¢ —b—a 0

Zur ersten Spalte fiigen wir die letzte hinzu und danach zur
ersten Zeile die letzte Zeile, so erscheint:
0 a—bb—ac
b—a O d b
a—b —d 0 a
—e¢ —b —a 0

Nun addieren wir zur zweiten Spalte die dritte und darauf zur
zweiten Zeile die dritte Zeile. FEs ergiebt sich:

0 0 b—a ¢
0 0 d b+4a b—a ¢ |?
a—b —d 0 a =' d b+a
—¢ —b—a —a 0

Dasselbe Verfahren wiirden wir bei beliebiger Ordnungszahl
n = 2m der vorgelegten Determinante anwenden kénnen; wir konnen
daher urtheilen:

Wenn eine halbsymmetrische Determinante gerader Ord-
nung iiberdies mit Bezug auf ihre zweite Diagonale symme-
trisch ist, so lisst sie sich als das Quadrat einer Determi-
nante ausdriicken, deren Ordnungszahl die Hilfte betrigt.

(Siehe Giinther, Det. 1877. S, 91f)
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8§ 17. Pfaffsche Funktionen.

Der Ausdruck, dessen Quadrat sich als halbsymmetrische Deter-
minante gerader Ordnung herausgestellt hat (Siehe S. 57f), tritt hier
(nach Cayleys Bezeichnung: Pfaffian) unter dem Namen ,Pfaffsche
Funktion® auf, weil er nimlich bei der Losung des Pfaffschen
Problems eine Rolle spielt.

Scheibner hingegen hat diesem Ausdruck noch den Namen
Halbdeterminante gegeben.

Von der Literatur iiber den Gegenstand kann man einsehen:

Jacobi, Uber die Pfaffache Methode, eine gewdhnliche lineiire Differential-
gleichung zwischen 2n Variabeln durch ein System von # Gleichungen zu inte-
griren. Journ. f. Math. Bd. 2 (1827) [347—367] S. 354, wieder abgedruckt in

acobi, Gesammelte Werke, Bd. 4. Berlin, 1886 [19—29],

Jacobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium
vulgarium applicandi, caput tertium: Theoria multiplicatoris systematis aequa-
tionum differentialium ad varia exempla applicata. Journ. f Math. Bd. 29
(1845) [2183—279] 8. 236, wieder abgedruckt in Jacobi, Ges W., Bd. 4. Berlin
1886 [3956—4656].

ayley, Sur quelques propriétés des déterminants gauches. Journ. f. Math.
Bd. 82 (1846) [119—123], wieder abgedruckt in Cayley, The collected mathe-
matical papers. vol. 1 Cambridge 1889 [332—336).
Aut Cayley, Journ. f. Math. Bd. 38 8. 95 (der oben 8. 47 schon angefiihrte
ufsatz).

Cayley, Recherches ultérieures sur les déterminants gauches. (Suite du
mémoire t. 32 p. 119 et t. 38 p. 93.) Journ. f Math. Bd 50 (18556) [299—313],
wieder abgedruckt in Cayley, Coll. math, pap. vol. 2. Cambr. 1889 202—215}.

Scheibner, Uber Halbdeterminanten. (Er'e er. Bd. 11
(1859) [161—169].

Grassmanna Untersuchungen iiber das Pfaffsche Problem (in der Aus-
dehnungslehre von 1862) und deren eingehende Wiirdigung durch Engel lese
man in Grassmanns gesammelte math, und phys. Werke, Bd. 1. Th. 2.
Leipzig 1896. 8. 341 ff. und 8. 471 ff.

eltmann, Beitriige zur Theorie der Determinanten, Zeitschr, f. Math,
16. Jahrg. (1871) [616—525].

Schering, a. a. 0. Ges. d. Wiss. Gottingen, Abh. Bd. 22. 1877.

Man sehe auch nach in den Lehrbiichern:

Trudi, Teoria dei determinanti. Napoli 1862.

Baltzer, Det. 1881, B. 45, 46. 47.

Giinther, Det. 1877. 8. $0. 91.

Nach Jacobi bezeichnen wir mit dem Symbol
1,2 ...n)

die Pfaffsche Funktion n-ter Ordnung. Und wir werden mit diesem
Symbol gerade diejenige der beiden Quadratwurzeln der halbsymme-
trischen Determinante meinen, welche das Glied a,; ag, . .. Gy—y, » mit
dem positiven Vorzeichen enthilt.

Man findet dann leicht eine Rekursionsformel, die die Entwicklung
der Pfaffschen Funktion #-ter Ordnung mit Hilfe derer von niederer
Ordnung angiebt.

6. d. Wiss. Leipzig,
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Um dies zu leisten, miissen wir auf die Formel zurtickgehen, die
von uns letzthin fiir die Entwicklung einer halbsymmetrischen Deter-
minante R gefunden war. Mit ihrer Benutzung erfihrt die Pfaffsche
Funktion die Darstellung:

a3 Vetgy + @y Vegy + -+

und hier sind o, @y ... die algebraischen Komplemente der
Hauptelemente jener Determinante, die man aus der gegebenen De-
terminante R durch Tilgung der ersten Zeile und ersten Spalte (Kom-
plement von a,,) erhilt. g’berdies muss dem ersten Wurzelausdruck
Vg sein Vorzeichen in dem Sinne ertheilt werden, dass ag, ... Gy,
ein Glied, das jenem angehort, mit positivem Zeichen erscheint, end-
lich sind den andern Wurzelgrissen ihre Zeichen dergestalt zuzu-

weisen, dass
Ve Vg = + ass

wird, wobei «s; das algebraische Komplement von ay; darstellt
innerhalb des Komplementes R,, von a,, in R.

Es ist oy, die halbsymmetrische Determinante der Ordnung (n — 2),
die aus der gegebenen nach Tilgung der beiden ersten Zeilen und
Spalten hervorgeht, mithin ist }/w,, nichts andres, als die Pfaffsche
Funktion der Elemente 3, 4, ... n, die wir mit (3, 4,...n) be-
zeichnen wollen, indem wir der Wurzelgrésse das Zeichen - zu-
ertheilen.

Es lisst sich erweisen, dass bei Annahme des positiven Zeichens
fir simmtliche Wurzelausdriicke das Produkt /e )/ej; genau nach
Werth und Zeichen das Komplement von ai; in R, ergiebt. Um
also in dem Produkte nicht das Komplement, wohl aber das alge-
braische Komplement zu erhalten, hat man mit (— 1)t/ z
multiplizieren. Somit konnen wir schliessen, dass im Allgemeinen
(wenn dem Wurzelausdruck )/ep, das Zeichen - beigelegt worden)
erforderlich wird, }e; mit dem Zeichen von (— 1)’ zu versehen.

Ein jeder der Wurzelausdriicke ]/a: ist eine Pfaffsche Funktion
der Ordnung (n — 2). Man erhilt also gemiss der Bezeichnungs-
weise Jacobis:

Ve =(—1y(2, 8, ...i—1,i4+1,... %)

oder auch, wenn man die Elemente 2, 3,...7— 1 nach dem Ende
hin schafft, ergiebt sich genan:

Veu=(i+1,...n23,...i—1)
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Es geht danach sogleich die folgende Rekursionsformel hervor:

(1,2 --n)=(1,2) (34 - n)+
+(1’ 3) (41 5 --- n, 2) +
+@,n) (23 ---n—1)
Die Ausdriicke (1, 2), (1,3), ... sind eben gerade die Elemente
g, 49, - .., also die Pfaffschen Funktionen zweiter Ordnung.
enden wir diese Formel auf die Pfaffschen Funktionen (n — 2)-ter
Ordnung fortgesetzt wieder an, so erscheint (1, 2, ... #) vermittelst
der Pfaffschen Funktionen (n — 4)-ter Ordnung dargestellt und so
weiter. Man gewinnt hierdurch ein Mittel fiir die Entwicklung einer
Pfaffschen Funktion.
So wird zur Pfaffschen Funktion vierter Ordnung (1, 2, 3, 4) die
Entwicklung gehéren:

(1! 2, 31 4) = (]: 2) (3, 4) =+ (1: 3) (45 2)+ (1’ 4) (23 3) =
= Gy lyy + Q1304 + Q405

Wenn ¢,—3 die Anzahl der Glieder einer Pfaffschen Funktion
von der Ordnung (% — 2) bezeichnet, so wird die Gliederzahl einer
solchen von der n-ten Ordnung

Cp = (ﬂ — 1) Cn—3
sein, daher allgemein:
tho=Mm—1)(n—3)(n—>5)...3.1
Demzufolge erscheint die Gliederzahl einer Pfaffschen Funktion
durch Rechnung ermittelt.
Es ist ohne Weiteres klar, dass das Zeichen einer Pfaffschen

Funktion wechselt, wenn man zwei Indices mit einander vertauscht.
So wird zum Beispiel

1,238 ...00=—(2,1,3, ... n)
Denn, wihrend doch im Ausdruck linker Hand das Glied
—I_ a’lﬁ dgg « o+ a""_ls"
erscheint, wird auf der andern Seite der Gleichung das Glied

Qg gy .. Qu—1,n

vorkommen, und da a5 = — a,,, so stimmt dieses mit jenem iiberein.
Folgende Eigenschaft ist bemerkenswerth:
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Jeder nicht diagonale Minor der Ordnung (» — 1) in der
vorgelegten halbsymmetrischen Determinante ist gleich dem
Produkt der Pfaffschen Funktion (1, 2, ... #), multipliziert
in eine andere Pfaffsche Funktion (» — 2)-ter Ordnung, die
aus jener hervorgeht, wenn man zwei ihrer Indices tilgt.

Betrachten wir niimlich Beispiels halber das Komplement von
a,y, also:
gy oy ... Ogg

ag, 0 ... ag,

Any Apg ... O

so sind die algebraischen Komplemente der Elemente erster Spalte
genau die vorher mit a,; verzeichneten Grdssen.
Entwickeln wir diese Determinante, so erhalten wir also:
Bgy0gy + Oyt + < - -+ Bartinz

das heisst, zufolge den bereits gefundenen Beziehungen

i“n(an o33 + ay Vg 4 - - + anllfﬂ’m)
Nun ist aber:

I’“""=(i+1: o123, .. "_1)

daher ergiebt sich fiir gedachten Minor die Darstellung:

(3:4‘;"'”’)[(2;1)(3!41"'")+(371)(4;5a"'”s2)+
+ . R
+(’n;1)(2;31"'"_1)]

_(3!41"'”)(11213:"'”)

Hierdurch ist der Nachweis fiir obigen Lehrsatz erbracht. Wenn
wir durch 4;; das Komplement von a@; in R bezeichnen, so erhalten
wir in der That dem Werth und Vorzeichen nach diese Formel:

A-‘J’:’_(1)2:"'”)(1:2:""5—17i+1:"'j_1:j+17"'”‘)

Das Zeichen dieses Ausdrucks erkennt man auf folgende Weise.
In A;; ist der Koeffizient von a;; das Quadrat der Pfaffschen Funktion,
die aus (1,2, ... %) nach Tilgung der Indices ¢, j entsteht und zwar
mit dem Zeichen von (— 1)*+/—1 versehen. Wollen wir rechts den
Koeffizienten von a,;, das heisst den von — a;; aufsuchen, so ent-
wickeln wir (1, 2, - - - n) mittelst der bekannten Rekursionsformel, nach-

oder
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dem wir Sorge dafiir getragen, die Indices 4,5 an den Anfang hin zu
versetzen. Nun ist doch:

(112?”'”):(_ l)i+1_'(i:jxl’2: R 1:i+1:"'j_ Lj+ 1’ "'”)

Daher wird auf der rechten Seite der Koeffizient von — a,; oder
von — (3,§) genau

(— 1+H-3(1,2,---i—1,i41,---j—1,4+1,---n)
also derselbe, wie auf der linken Seite der Gleichung.

§ 18. Lehrsiitze iiber symmetrische und iiber schiefe Determinanten.

Wir wollen jetzt fiir die symmetrischen Determinanten eine Eigen-
schaft nachweisen, die wegen ihrer Anwendungen auf Geometrie und
Mechanik bemerkenswerth ist, eine Eigenschaft, die zwar schon seit
den Zeiten Cauchys bekannt ist, aber von Sylvester zuerst in einer

leicht fasslichen Weise nachgewiesen wurde,

Sylvester, A demonstration of the theorem that every homogeneous qua-
dratic polynomial is reducible by real orthogonal substitutions to the form of
& sum of positive and negative squares. Phil. Mag. ser. 4. vol. 4. 1852 [138—142].

Man vergleiche den weiter unten (§ 49) angefiihrten Aufsatz von Siacei,
Ace. Tor. vol. 7. 8. 782 sowie den geschichtlichen Uberblick tiber die hier be-
rilhrten Fragen bei Baltzer, Det. 1881. 8, 212 f und Bemerkungen bei Giinther,
Det. 1877, 8, 152f.

Wir betrachten die Determinante:

Ay — T, Gy R T
Qg Qg — X, * ' (gn
2791 [ %] it Oy — &

und setzen dabei voraus, dass a@,, = a,,. Wir wollen diese Determi-
nante mit f(— x) bezeichnen und das Produkt f(z)-f(— =) bilden.
Wenn wir uns nun gegenwirtig halten, dass die Determinante der a
eine symmetrische ist, so gewinnen wir durch Multiplikation:

¢y — 2% €y Tt G
(@) flegy= | G o
€n1 Ca3 vt Oy — &P

Es ist dabei die Bezeichnung gewihlt:



§ 18, Lehrsiitze tiber symmetrische und iiber schiefe Determinanten. 65
rr =2 agrj
3

Crs =2arjaaj
J

Wir denken uns diese Determinante in eine Reihe nach steigenden
Potenzen von (— 2*) entwickelt. Das Glied ohne 2* wird dann augen-
scheinlich durch die niémliche Determinante dargestellt, in der nur
#* =0 zu setzen ist, oder auch durch das Quadrat der gegebenen
Determinante fiir den Fall, dass in ihr # den Werth Null erhilt
Nennen wir C die Determinante der ¢, wenn darin 2* =0, und 4
die Determinante der @, wobei wiederum z = Q vorausgesetzt ist, so
wird C = A? sein. Um zu erkennen, welcher Art die andern Ko-
effizienten der Entwicklung sein werden, stellen wir uns vor, einem
jeden Elemente, das nicht ein Hauptelement ist, werde eine Null
hinzugefiigt, so dass die ganze Determinante die Gestalt einer solchen
mit binomischen Elementen annimmt. Nun mag die Zerlegung in die
betreffende Anzahl anderer Determinanten mit einfachen Elementen
ausgefilhrt werden. Es wird dann (wie in § 11 dargestellt ist) der
Koeffizient von (— %) durch die Summe aller Hauptminoren gebildet
von der Ordnung (» — 1) innerhalb der Determinante C; dem ent-
sprechend wird der Koeffizient von (— %) die Summe aller Haupt-
minoren (% — 2)-ter Ordnung von C und so fort. Bekannt ist aber
sus allgemein giiltigen Betrachtungen (Siehe § 15), dass die Summe
der Hauptminoren »-ter Ordnung in C, dem Produkte zweier anderen
Determinanten, einem Aggregate gleich kommt, dessen Glieder nach-
einander je einen Minor v-ter Ordnung des einen Faktors jenes Deter-
minantenproduktes durch Multiplikation verbunden’ zeigen mit dem
Minor gleicher Lage aus dem zweiten Faktor, bei Ausdehnung dieses
Verfahrens auf alle vorhandenen Minoren der »-ten Ordnung. Weil
nun hier im Besondern ¢ das Quadrat der Determinante der a ist,
so findet sich: Fiir die Determinante C ist die Summe der Haupt-
minoren von der Ordnung » gleich der Summe der Quadrate aller
Minoren »-ter Ordnung in 4.

Es ergiebt sich demnach, dass alle Koeffizienten der Entwicklung
nach Potenzen von (— 2%) der Determinante f(«).f(— «) Summen von
Quadraten sind von Ausdriicken, die sich aus den a zusammensetzen.
Nehmen wir die @ als reelle Zahlen an, so wissen wir hierdurch, dass
alle so gestalteten Koeffizienten wesentlich positive Zahlen sind.

Die Gleichung F5) (=) = 0

kann dann nicht durch ein rein imaginires z, also ein # von der Form
Pascal, Determinanten, b



66  Theil II: § 18. Lehrsiitee {iber symmetrische und schiefe Determinanten,

gV — 1 befriedigt werden, weil, wenn — 2* = ¢*, man bei Einfithrung
dieses Werthes in die Gleichung eine Summe von wesentlich positiven
Zahlen erhalten wilrde, die also nicht Null sein kann. Hierdurch
wird ersichtlich, dass weder f(z) =0 noch f(—z)=0 durch einen
Werth # = q)/— 1 befriedigt werden. Dem entsprechend kann auch
ein # von komplexer Form

p+aqV—1

diesen Gleichungen nicht gentigen, weil dann, wenn man beispiels-
weise setzt:
4y — P =an
Gyy — P = Gss
die Determinante B .
aflrl ha x; cer Oy
sy “re Ga

Gy e Gge—a

wiederum fiir # ==¢)/— 1 Null werden miisste. Dies ist aber, wie
wir gesehn, unmdglich.
Also kann x nur reell sein, mit andern Worten:

Wenn man die symmetrische Determinante von obiger
Gestalt nach Potenzen von z entwickelt, so hat die Gleichung,
die das Verschwinden dieses Polynoms in x aussagt, nar
reelle Warzeln,

Auf diesen Gegenstand beziehen sich die beiden Arbeiten Syl-
vesters:

Sybvester, Preuve instantanée d’aprds la méthode de Fourier, de la réalité
des racines de l'équation séculaire. Journ. f Math. Bd. 88 (1880) 8. 4. 8.

8ylvester, Sur un déterminant symétrique qui comprend comme cas par-
ticulier la premiére partie de l'équation séculaire. Journ. f. Math. Bd. 88
(1880) [6—9].

Wir wollen nun einen Lehrsatz mittheilen fiber schiefe Deter-
minanten, deren Hauptelemente gleich 1 sind. Es lisst sich nim-
lich zeigen:

Jede schiefe Determinante, deren Hauptelemente gleich
1 sind, besteht aus einer Summe von Quadraten.

Setzen wir an Stelle der Hauptelemente Nullen, so erhalten wir
eine halbsymmetrische Determinante, die bekanntermassen entweder
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verschwindet oder ein vollstindiges Quadrat darstellt. Setzen wir im
Gegentheil Werthe z ein, so entsteht eine andere und zwar schiefe
Determinante, die sich auffassen lisst als entstanden aus der halb-
symmetrischen Determinante durch Hinzufiigung von & zu ihren Haupt-
elementen, Fiir den Fall # =1 hat man dann die vorgelegte De-
terminante. Man kann dann eine &hnliche Entwicklung, wie im
Vorangehenden, vornehmen und das dabei entstehende Polynom nach
den aufsteigenden Potenzen von # ordnen,

‘Wie oben wird ersichtlich, dass die Koeffizienten der Pofenzen
von z sich als Summen der Hauptminoren einer gewissen Ordnung
aus der halbsymmetrischen Determinante darstellen.

Da nun solche Hauptminoren doch ihrerseits wiederum halb-
symmetrische Determinanten sind, so ergiebt sich, dass die Koeffizienten
der verschiedenen Potenzen von # innerhalb der gedachten Entwicklung
Summen von Quadraten sind. Fiir # =1 schriinkt sich die ganze
Entwicklung auf eine Summe von Quadraten ein.

§ 19. Die Determinanten Hankels und mit ibhnen verwandte.

Wir kommen zur Untersuchung einiger besonderen Klassen von
symmetrischen Determinanten.

Die von Hankel behandelte Determinante wird mit Hilfe von
(2n — 1) gegebenen Elementen in folgender Weise gebildet:

a, Gy« Qpy
P— a, Tg *+* Oy
An—1 Qn *** Ogn—3

Eine solche Determinante wurde von Hankel orthosymmetrisch
genannt, von Sylvester persymmetrisch; Frobenius Bezeichnung zu-

folge diirfte sie die rekurrierende Determinante heissen.

Hankel, Uber eine besondere Klasse der symmetrischen Determinanten.
(Inaug. Diss. Lelspmg Gottingen 1861. Vgl auch Baltzer, Det. 1881. 8. 26 f.
und Netto in Encycl. d. math. Wiss,, I A 2. Kombinatorik, Art. 27,

Es ist dieser Determinante eigenthfimlich, dass man sie durch
eine andere, gleichartige ausdriicken kann, deren Elemente den
Differenzen-Reihen der auf einander folgenden Griossen a, ... @sx—3
entlehnt sind und zwar jene Reihen ertffnen.

Setzen wir niimlich, #hnlich wie oben 8. 40

b.
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dﬁ” =0 — g,
4 = as — gy AP = 4" — 4"

A=t — Gy A=AV — ALy o AP = A0 — AP

und ziehen von den Elementen der letzten Spalte die der vorletzten
ab, von denen der vorletzten die der drittletzten und so des weiteren.
Dann erhalten wir:

a, 40 4P ... 40,

0,  AD AD ... 40

Gams 4D Ay oo ),

Behandeln wir jetzt diese letztere Determinante mit Anwendung
desselben Verfahrens, beginnend mit der 3-ten Spalte, dann wiederum
in gleicher Weise die so gewonnene Determinante von der 4-ten Spalte
aus und so weiter, so erhalten wir:

a A AP Ao
a A A 4D

Gy A APy oo AT
Wenn wir nun zum Schluss von der zweiten Zeile die erste ab-
ziehen, ebenso von der 3-ten Zeile die 2-te und so fort, so ergiebt sich:

w A AP A

4D 4D 4D 4™

A0 A0 AT - A
eine Determinante, die aus allen den Differenzen 4, welche gleiche
obere und untere Indices haben, gebildet ist.

Es ist bemerkenswerth, dass thatsiichlich diese Determinante mit
Bezug auf die Grossen 4§ in derselben Weise zusammengesetst ist,
wie unsere vorgelegte Determinante beziiglich der Grossen a. Der
Ubereinstimmung in der Schreibung wegen kann man die Grosse a,
mit dg’) bezeichnen.
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Im besonderen Falle, bei der Annahme, dass die Ele-
mente @,...a3,—3 eine arithmetische Reihe (» — 1)-ter Ord-
nung darstellen, oder also ihre Differenzen der (n — 1)-ten Ord-
nung unter einander gleich sind, mithin die Differenzen héherer Ord-
nung als (» — 1) verschwinden, erhellt, dass alle Elemente, die
unterhalb der zweiten Diagonale stehen, also alle 4{’, bei denen
k> (m—1), Null werden; in Folge dessen wird die voraus-
gehende Determinante auf das Produkt der Elemente der
zweiten Diagonale eingeschrinkt und zwar mit dem Zeichen,
welches der Potens

(___ 1)§n(n—1)

entspricht. Mit andern Worten, es ergiebt sich unter diesen Um-
stinden fiir die Hankelsche Determinante der Werth

(— e [
Wenn dagegen die gegebenen Elemente eine arith-

metische Reihe von niederer Ordnung als (» — 1) bilden,
dann wird die Determinante gleich Null

Und weiter ist die Hankelsche Determinante auch gleich
Null, wenn ihre Elemente eine geometrische Reihe dar-
stellen, da ja dann die Klemente der zweiten Zeile gleiche Vielfache

derer in der ersten Zeile sind.
Siehe Giinther, Det. 1877. 8. 80.

Wird a, als eine Funktion von z gedacht und sind @, ... ax—y ...
ihre auf einander folgenden Ableitungen nach dieser unabhingigen
Veriinderlichen, so nimmt unsere Hankelsche Determinante, wie oben

(Siehe 8. 50) schon erwiihnt worden, die Gestalt der Wronskischen
Determinante an.

Eine Determinante, in deren Aufbau sich eine gewisse Verwandt~
schaft mit denen Hankels zeigt, ist die folgende:
laya, ...0p—y 1
G &G ... | _
| On Oudg1 o2 Qep—1 xn

Fiir dieses D, lidsst sich eine bemerkenswerthe Rekursionsformel
auffinden, die seine Berechnung von den entsprechenden Determinanten
der Ordnungen (n— 1) und (» — 2) abhingig macht. Man lese:
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Jacobi, De eliminatione variabilis ® duabus aequationibus algebraicis.
Journ. . Math. Bd. 16 (1836) [101—124]. Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges.
‘Wearke. Bd. 8. Berlin 1884 8297-320] . 815 ff.

Frobenius, Uber das Trigheitagesetz der quadratischen Formen (Fort-
setzung und Schluss). Math. Mitth. Sitzber. Berlin 1894 [1356—169] in § 10.
8. 142—146 = Akad. Berlin. Ber. (1894) [407—431] in § 10 8. 414—418,

Netto, Zur Theorie der Resultanten. Journ. f. Math. Bd. 116 (1896)
[33—49] 8. 44.

Der Minor, welcher das Komplement zum Elemente z* darstellt,
ist eine Hankelsche Determinante, die wir H, nennen werden.

TGy Gy ... Gy
H—|% 0. 0
Ap—1 An « .. Aan—3

Wir werden dann mit H, das Komplement des Elementes 271 be-
zeichnen, also die Determinante, welche man aus der lefzthenannten
erhiilt, wenn man ihre Endzeile mit den Elementen ay @ats-..83u—1
besetzt:

Gy a4y vee Oy
a; Ay caa Oy
H=|. -« ...
Qn—38 Qp—1 .« O2u—3
oy a'u-l-l ve. Qgy—y

Die Rekursionsformel, von der wir sprachen, ist die folgende:
ns—l-Dn + (Hn—IH: —_ HnHa'—l —_ u—lHnw) Du—l + H:Dn-i =0

Wenn wir die Gréssen a als die Koeffizienten bindrer Formen
auffassen, so erhalten die Hankelsche Determinante H, und die De-
terminante D, fiir die Invariantenlehre der Formen eine hervor-
ragende Bedeutung.

Nehmen wir im Besonderen eine binire Form von ungerader
Ordnung (2n — 1)

f= Z (2" i_ 1) P AL P

Diese Form lisst sich stets als Summe von n Potenzen
‘linearer Formen mit dem Exponenten (2» — 1) schreiben:

by (@, — ey — 1+ by (7, — ey 2y~ 4 v e ba (2 — eyt
und dabei sind die « die Wurzeln der Gleichung D, =0;
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die Determinante D, heisst dann die Kanonizante der ge-
gebenen Form.
Schreiben wir die letzte Spalte von D, (in homogener Be-

zeichnungsweise)
(— 1)
— (—1prar—ia

z,"
go ist D, eine Kovariante von f und sie ist auch der Determi-
nante gleichwerthig, die aus den Abgeleiteten der Ordnung (2n — 2)

von [ gebildet ist.
Betrachten wir nun die andere Form gerader Ordnung (2n — 2)

e

Diese Form ist darstellbar als Summe von (» — 1) Po-
tenzen linearer Formen, wenn die Determinante H, gleich
Null ist. Die letztere heisst die Katalektikante der gege-
benen Form und ist eine Invariante derselben. Es ist die Deter-
minante aus den Ableitungen von der Ordnung (2n — 2) von F.

Wir kénnen uns hier auf Erliuterungen dieser Gegenstiinde nicht
einlassen, weil wir dann auf ein fremdes Gebiet iibergehen wiirden,
namlich auf das Gebiet der Invariantenlehre der algebraischen Formen.
Es mag mit dem hier gegebenen Hinweis sein Bewenden haben, wir

wollen verweisen auf:

Sylvester, Sketch of a memoir on elimination, transformation and cano-
nical forms. Cambr. Dubl. math Journ. vol. 6 (1851) [186—200].

Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms
and of hyperdeterminants. Phil. Mag. ser. 4 vol. 2 (1851) [891—410].

Sylvester, On the prineiples of the calculus of forms. Cambr. Dubl,

math, Journ. vol. 7 (1852) part 1, sect. 1—3 [62—97] sect. 4—6 [179—217). -
Cayley, Mémoire sur la forme canonique des fonctions binaires. Jowrn.
f. Math. Bd. 54 (18567) [48—58] und Addition au mémoire . .. ebenda 8. 292.
Man vergleiche Meyer in Encycl. d. math. Wiss. I B 2. Invariantentheorie,
Art. 10.

§ 20. Zyklische Determinanten.

Wir kommen nun zu den sogenannten Zirkulanten oder
zyklischen Determinanten. s sind dies symmetrische Determinanten,
aber nur aus # Grossen gebildet. Auf der ersten Zeile ordnen wir
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diese n Grossen selbst an, auf die zweite Zeile setzen wir die nim-
lichen Grossen, nachdem wir sie mit einander zyklisch vertauscht
haben, auf die dritte Zeile kommen wieder dieselben Grossen, die auf
der zweiten standen, aber auch sie einmal zyklisch vertauscht und so
geht es fort.

Eine zyklische Determinante hat also die Gestalt:

Gy Qg ... Gy

g g ... &

4= Gy ay ... Gy

a,. a’] ees Oy—3

Es leuchtet ein, dass dies eine symmetrische Determinante ist,
ja sie kann als ein besonderer Fall der Hankelschen, der rekurrierenden
Determinante aufgefasst werden. Wir wollen sehen, wie sich der
Werth einer beliebigen zyklischen Determinante bestimmen ldsst.

Mogen o, o ... e, die » Wurzeln (einschliesslich der Einheit)
der binomischen Gleichung sein

»—1=0
Dann multiplizieren wir unsere zyklische Determinante mit:
n—1 1

1“1“2"'“1

D= 1 g IZ;-"(!;-[

3 -1
1 e, ap ... cp

und setzen im Allgemeinen:
9(@) = o, + 07 + 02’ + - -+ + an2" !

Beachten wir, dass
et =1
und daher:

ag + age 4+ a6 + - a0t 4 g el = o lgp(a)
a4 + o+ aget + - - 4 a0 - ager ! = arip(w)

so ergiebt sich nach Ausfilhrung des angedeuteten Produktes (Zeilen
mit Zeilen verbunden gedacht):
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o (r) o(a;) e @(e)

A.D=|d o), 7 p(es), - wn p(e) | =
@), @e(e), - aap(an)
1 1 .1
=) ) | B S (—pplemnesy

n—1 —1 n—1
oy e ... 0y

und daraus:
A= (— =000 ... g(a)

Diese Gleichung ist insofern bemerkenswerth, als sie die Be-
rechnung der zyklischen Determinante von der Kenntniss der n-ten
‘Wurzeln der Einheit abhingig macht.

Man kann sie auch in Worten auslegen:

Eine zyklische Determinante von der Ordnung = spaltet
sich in # Faktoren, welche aus ihren Elementen mit Hilfe
der n-ten Einheitswurzeln rational zusammengesetzt sind.

Ein Verzeichniss tiber zyklische Determinanten gelieferter Arbeiten
folge hier:
‘ er:armona, Intorno ad un teorema di Abel, Ann. da Tort. t. 7 (1856)
39—106].

Souillart, Note sur une décomposition de carrés. Nouv. ann. de math. t. 19
(1860) [320_322,1[1;
Zehfuss, Anwendungen einer besonderen Determinante. Zeitschr, f. Math,
7. Jahrg. (186% [439—445].

Stern, Einige Bemerkungen iiber eine Determinante. Journ. f. Math.
Bd. 78 (1871) [374—380],

Minozzi, Sopra un determinante. Giorn. di Batt. vol. 18 (1878) [148—151].

Glaisher, On the factors of a special form of determinant. Qu.J. vol. 16
(1878) Eau-—sas]

Glaisher, On a special form of determinant, and on certain fonctions of
n variables analogous to the sine and cosine. Qu. J. vol. 16 (1879) [15—33].

Scott, Note on a determinant theorem of Mr, Glaishers. Qu. J. vol. 17
(1881) [129—182].

nir, On new and recently discovered properties of certain symnetric

determinants. Qu. J. vol. 18 (1882) [166—177].
: Torelli, Sui determinanti eircolanti. Acc. Napoli, Rendic. anno 21 (1882)
B3—91].

Solche Determinanten begegnen uns in Fragen der Zahlentheorie
und bei geometrischen Untersuchungen.

Kummer, Mémoire sur la théorie des mombres complexes composés des
racines de I'unité et de nombres entiers. Journ. de math. (Liouv.) sér. 1. t. 16
(1851) [377—498) S. 881.
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Schiitz, Untersuchungen diiber functionale Congruenzen (Inang. Diss.
Gﬁtt.ingen%‘ Frankfurt a. M. 1867.

Diekmann, Einleitong in die Lehre von den Determinanten und ihrer
Anwendung. Essen 1876, 8. 62 ff.

Bevor wir einige der Lehrsitze i{iber zyklische Determinanten
aussprechen, wollen wir bemerken, dass vielfach eine Umwandlungs-
form unserer zyklischen Determinante als Zirkulante auftritt dergestalt,
dass in ihr die Symmetrie der Elemente sich nicht auf die Haupt-
diagonale, sondern auf die zweite Diagonale bezieht, und die erste
Spalte die Elemente in der Folge a,, an, Ga_1, ..., ay aufweist.
Diese Zirkulante C kann natiirlich nur im Vorzeichen von jener 4
verschieden sein. Wir werden jetzt noch eine Bezeichnungsweise
einfithren.

Im Zusammenhange mit der zyklischen betrachten wir diese andere
Determinante:

a, Gy Gy ... Gy
a, Gy @y ... —ay
g By G ... — 0O

. ssa -

Ay — @ Qg .o —0p_y

welche man aus der zyklischen durch Einfilhrung des Zeichenwechsels
bei allen Elementen, die auf der unteren Seite der Nebendiagonale
stehen, ableiten kann. Diese neune Determinante nennen wir eine
schiefzyklische, denn es ist dieser Name fiir die hdchstens im Vor-
zeichen von A’ abweichende Determinante gebriuchlich, die auf ent-
sprechende Weise aus der Zirkulante C hervorgeht.

Es gelten nun folgende Lehrsitze:

1. Eine zyklische Determinante von der Ordnung (rm)
ist mittelst einer zyklischen m-ter Ordnung ausdrickbar,
in der jedes Element eine algebraische Summe ist von m !
Minoren r-terOrdnung der gegebenen Determinante. (Torelli.)

Der besondere Fall, der der Annahme y = 2 entspricht, bildet
einen Lehrsatz von Glaisher. .

Glaisher a.'a. 0. Qu. J. vol. 16 8. 30f Man vergleiche den Nachweis
dieses Satzes durch Muir a. a. 0., Qu. J. vol. 18 8. 167f.

2. Eine schiefzyklische Determinante von der Ordnung
(rm) ldsst sich mittelst einer schiefzyklischen m-ter Ord-
nung ausdriicken, in der jedes Element eine algebraische
Summe von m —! Minoren r-ter Ordnung, enthalten in der
gegebenen Determinante.
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3. Eine zyklische Determinante von der Ordnung (2m)
ist das Produkt einer zyklischen m-ter Ordnpung in eine schief-
zyklische derselben Ordnung m. (Scott)

Der Einfachheit wegen werden wir den Lehrsatz 1. nur fiir den
Fall » = 2 beweisen. Der Nachweis kann dann ohne neue Schwierig-
keit auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden. (Siehe Torelli a.a.0.)

Wir wissen, dass die zyklische Determinante der Ordnung (2m)
gleich igt:

(— 1)"‘“1n(01 + g -+ agmednY)

i=1
wo a; (i=1,2,...2m) eine beliebige Wurzel der binomischen Gleichung
. aim — 1
Bezeichnen wir mit
Y (j=1?2,...m)
die Wurzeln der Gleichung
. am =1
so werden die e; zu zwel und zwei dem absoluten Werthe nach den

Vy; gleich sein, jedoch die eine das entgegengesetzte, die andere das-
selbe Vorzeichen haben. Daher kénnen wir schreiben:

0" [] @t @ Vit o+ an Vi) <
>< (@, — ay Vi + - - — sm Vyi™—1)

oder:

(=" [ (a4 oy + a2 + - + Gameaym—1) —
J=1
- (ai + Yy, -+ a’ayf + -4 a’mme—l)’yj]

Erinnert men sich, dass y™ =1, so kann man den in Klammer
eingeschlossenen Theil in ein Polynom verwandeln, geordnet nach
Potenzen von y; bis zur (m — 1)-ten Potenz. Priifen wir die ver-
schiedenen Koeffizienten der Entwicklung. Wie sich leicht erkennen
lisst, werden diese Koeffizienten Summen von Minoren zweiter Ord-
nung aus der gegebenen zyklischen Determinante sein.

‘Wenn zum Beispiel m ungerade ist, 8o wird der erste Koeffizient:

a,' + 20383 m—1 + 20509m—3 4+ * * + 2namyy —
— g1 — 20n—10n 43 — 20m—30mps— * * » — 2030am
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und wenn m gerade, wird im Gegentheil der erste Koeffizient:

a* + 2a30sm—1 + 2a503m—35 4+ + 20m—18nts + @Pnps —
— Ot — 20— 98mps — 20Oy s — +— 20303 — A Ompg

und ein jeder dieser Ausdriicke stellt die algebraische Summe von
Minoren zweiter Ordnung dar, die in der gegebenen Determinante
enthalten sind.

Eine entsprechende Beobachtung wiirde man nun mit Bezug auf
die andern Koeffizienten machen kdnnen.

Wenn man dann diese Koeffizienten mit p, p;...ps bezeichnet,
so ergiebt sich fir die gegebene zyklische Determinante, abgesehen
vom Vorzeichen, der Werth:

H(Pl + pots 4+ - - -+ pmy™ )

oder auch, es wird unsere zyklische Determinante die zyklische m~ter
Ordnung, gebildet aus den Elementen p.

In #hnlicher Weise wird man mit der schiefzyklischen verfahren
konnen und dann den Lehrsatz 2. erhalten.

Wir werden nun gradewegs den Lehrsatz 3. erweisen.

Setzen wir eine zyklische Determinante von der Ordnung (2m)
voraus:

a G, G ...0m  Guyy ... Gip
g Gy O .o Omtt Omdg oo Oy
A Ant1 Xpng-8 -+ Bgm—1 Agm + oo Gy
Bnt1 Omifg Onis .. Gam ay . Onm

d3m Gy ag cos Op—1 Qp cee O2p—1

Wir fiigen zur (m + 1)-ten Zeile die erste hinzu, zur (m -} 2)-ten
die zweite und so weiter. Danach ziehen wir von der ersten Spalte
die (m - 1)-te ab, von der zweiten die (m 4 2)-te und so fort. Es ist
leicht zu bemerken, dass dann alle Elemente, die zugleich in den letzten
m Zeilen und den ersten m Spalten enthalten sind, gleich Null werden.
Damit verwandelt sich die Determinante der Ordnung (2m) in das
Produkt zweier Unterdeterminanten m-ter Ordnung, wovon die eine
sich als eine zyklische Determinante darstellt, die andere als schief-
zyklische Determinante. Setzen wir nimlich:
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@ + Gpy1 =10, O — Ony1 =06
ar, +am+i—b Ay — Qi3 = Gy
am+az.,. —bm Ap — G = Cm
so erscheint dies Produkt in der Gestalt:
¢ g G +v. Cm b, by by ... by
g G ... —¢ by by b, ... B

G € €5 ... —C |><|Dbg b, by ...Dh

Cm —C —C -c. —Cn—1 [/ bl b’ .- bm-—l

Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen,

In der angefiihrten Arbeit von Torelli ist dieser Lehrsatz auf
den Fall der Ordnung (rm) verallgemeinert.

Wir wollen noch andere Betrachtungen tiber zyklische Determi-
nanten hinzuftigen, die dem genannten Aufsatze von Stern ent-
nommen sind.

Wir bezeichnen mit

4, A, :
die algebraischen Komplemente der Elemente a, a4...a., die die
erste Zeile einer zyklischen Determinante C von der Ordnung =
darstellen. )
Dann gelten augenscheinlich die Gleichungen:
a1A1+alA1+ +a’nn =C
aiA + %As + + a1 =0

anA1 + alA'i + + an—l-“l = 0
und daraus erhilt man durch Summation:
@+ Oyt ) (4 + Ay + oo+ 4) =
Wenn man nun daran denkt, dass C sich als das Produkt simmt-
licher Faktoren nach Art von:
o + age + - -+ Gt

darstellen lisst, wobei & eine n-te Wurzel der Einheit bedeutet (die
Zahl 1 selbst inbegriffen), so leuchtet ein, dass die Minorensumme
A, + Ay + - - - + A, nichts andres ist, als das Produkt aller Faktoren
der eben bezeichneten Form, aber unter Ausschluss des Falles ¢ = 1.
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Wir konnen folgenden Lehrsatz beweisen:
Sind @, ...a, ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dass

a=a,+a,+- -+ a,=0
so ist der Ausdruck

A=A+ A+ + 4,
durch » theilbar.

Und wirklich kann man zuniichst sofort erkennen, dass das
algebraische Komplement 4, des Elementes a,, welches in der ersten
Zeile erscheint, genau gleich ist demjenigen von a,, das in der zweiten
Zeile steht und so fort, das heisst, die »* Minoren der Ordnung (n — 1)
sind zu je n untdr einander gleich.

Danach wird die Abgeleitete von C in Bezug auf ein Element
a, gleich dem mit % multiplizierten algebraischen Komplement von a,,
als Element der ersten Zeile angesehen, also

4, =12C
n Dar
und weil
C=%a.4
so ergiebt sich
oC 4 04
jo A+ ag5g,

und daraus
dar Oas
Ist @ =0, dann wird 4, = A4, fir jede beliebige Kombination
der Indices » und s, also:

n(d, —4)=a(fe— 72

4, =2
n
und weil 4, augenscheinlich eine ganze Zahl ist, wenn die @, ... a,
ganze Zahlen sind, so erfihrt man, dass 4 durch # theilbar ist.
Beachtung verdient auch diese weitere Bemerkung iiber zyklische
Determinanten.

Das Produkt zweier zyklischen Determinanten der-
selben Ordnung lisst sich wiederum als zyklische darstellen.
(Souillart.)

Zum Beweis dieses Lehrsatzes geniigt es, die Gestalt der einen
von beiden zyklischen Determinanten abzuindern, ndmlich in ihr an
zweiter Stelle die letzte Zeile zu setzen, an dritter Stelle die vor-
letzte und so fort, also die Ordnung der Zeilen von der zweiten be-
ginnend umzukehren,
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Dann lauten die beiden zyklischen Determinanten:
Ay Qg Gy . .i Gu—y Qn
Gy O3 Gy ... G @ | _ 4

Ap @y Ag ... Ap_3 On_—3

b bﬂ bs ves bn—l bll
b by by ... by buy —(— 1),;(..ﬁ1)(..—s)B.

und:

[%

by by b, ... bs b
Das zeilenweis gebildete Produkt von A und B wird danach:
€ Cg oo Co

A.B=(— 1)!(-—1)(u—2) Cg G ... €
clci .. cﬁ—l

& =ab + aby 4+ - - 4 asbs
Cg = aghy + ayby + - -+ + a,ba
g =a3b + aby + -+ - + aybs

wobei:

Das Zeichen wird 4, wenn # von der Form (4p + 1) oder
(4p + 2) ist und wird —, wenn » die Formen 4p, (4p 4 3) annimmt.

Die mit der zyklischen B vorgenommene Verwandling kommt
damit tberein, die auf die erste folgenden Zeilen der Art zu bilden,
dass man' die Elemente im umgekehrten Sinne vertauscht, dem
gegeniiber wie sie in A4 vertauscht worden sind,

§ 21. Determinanten von Puchta und Noether,

Wir schreiten zur Betrachtung von gewissen anderen und zwar
besonderen symmetrischen Determinanten, die durch Puchta und

Noether untersucht worden sind.

Puchta, Ein Determinantensatz und seine Umkehrung. Akad. Wien,
Denkschr, 38. Bd. 2. Abth. (1878) [216—221].

Noether, Zur Theorie der Thetafunktionen von beliebig vielen enten.
Math. Ann. Bd. 16 (1880) [270—344]. Siehe § 15 [322—3825): Kine besondere
Klasse von Determinanten.

Noether, Notiz iiber eine Klasse symmetrischer Determinanten. Math
Ann, Bd. 16 (1880) [661—5665].
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Puchta, Ein neuer Satz aus der Theorie der Determinanten. Akad. Wien,
Denkschr. 44, Bd. 2. Abth, (1882) [277—282].
Muir, a. a. 0. Qu. J. vol. 18 (1882) [166—177] Art. 6—8 8. 169—172.

Solche Determinanten werden in ihrer einfachsten Form folgender-
maassen dargestellt.
Es sind Determinanten von der Ordnung 2# und ihre Elemente
a,, befriedigen ilberdies fiir jedes k< p und fir rs<2* die
Gleichungen
Ay gb—1 4 gk—1 = Ors == Gy

wobei die Indices mod. 2% reduziert werden.
Eine derartige Beziehung zwischen den Elementen bewirkt, dass
die Matrix dieser Determinanten sich aus vier quadratischen Matrices

A B
B A

zusammensetzt, dergestalt also, dass die, welche sich in diagonaler
Richtung entsprechen, gleich sind und dass iiberdies jede dieser
quadratischen Matrices eine Determinante vorstellt, welche ihrerseits
an derselben Eigenthiimlichkeit Theil hat, die die gelam.mte Determi-
nante geniesst. KEs lisst sich diese Betrachtung fortsetzen.

Die Gestalt einer solchen Determinante ist die folgende:

ay @3 Gy @ G5 Qg Oy (g
Ay @, Gy Gy G Oy Qg Gy ...
Gy @y Gy Gy Gy G G5 Qg ...
Gy Qg Gy @y O3 O7 (g G

G5 G5 Q7 Qg Oy Og Oy @
g s Ag A Gy Gy @y g
a4y Gg Gy @ Qg Gy Gy Qg ...

ag G; Gg A5 @y Qg Gy Gy

In der zweiten der oben angefiihrten Arbeiten von Puchta und
in der zweiten Noethers verallgemeinern die Verfasser diese Deter-
minantenform noch und stellen so Determinanten her von der Ordnung
(n g ...n,), deren Bildung der soeben angezeigten &hnlich ist.

Wir wollen den wichtigen Lehrsatz beweisen:

Die Determinante o lisst sich als Produkt von 2# Fak-
toren darstellen, die in den Elementen a linear sind.
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Wirklich erhilt man fiir eine Determinante zweiter Ordnung
a, ag
ay @

Eine Determinante 4-ter Ordnung erfihrt, wenn wir zur dritten
Zeile die Elemente der ersten Zeile hinzufiigen und zur vierten die
Elemente der zweiten und danach von den Elementen der ersten Spalte.
die der dritten abziehen, von den Elementen der zweiten Spalte die
der vierten, eine Umwandlung in die neue Form:

A — 03 Gy — 0y g y
Gy — Gy Gy — Gy a, g
0 0 a + a a3+ a,
0 Y @+ a, a, + a

@ +ay ay + a,
Gy — Gy O — a +a, a, + ag

Man sieht daher, dass die Determinante vierter Ordnung sich auf
das Produkt zweier Determinanten der zweiten Ordnung zuriickfithren
lisst, die auf gleiche Weise gebildet sind. Fiir die Determinante
vierter Ordnung ist also unser Lehrsatz bewiesen. Man erkennt jedoch
leicht, dass man dasselbe filr einen beliebigen Fall durch ein #hnliches
Verfahren nachweisen kann, insofern nimlich stets die Determinante
gich in der Weise umwandeln ldsst, dass das gesammte quadratische
Feld in der unteren und linken Hilfte des Schemas aus Elementen
Null bestehend erscheint, und die beiden anderen Theilfelder, das
obere zur Linken und das untere zur Rechten, Determinanten der
halben Ordnungszahl werden, die jedoch in ihrer Bildung der vorge-
legten Determinante ganz gleichartig sind. Damit ist dann der Lehr-
satz im Allgemeinen erwiesen.

Dieselbe Eigenschaft bleibt auch gewahrt bei den &hnlichen und
viel allgemeineren Determinanten (némlich nicht nur von der Ord-
nung 2¢), wie sie von den oben genannten Verfassern untersucht
worden.

Es folge hier eine andere Kigenthiimlichkeit der besprochenen
Determinanten, die leicht zu erkennen ist:

Die algebralschen Komplemente zweier gleichen Ele-
mente innerhalb einer solchen Determinante sind aunch
gleiche Determinanten, und mithin ist die zugehdrige rezi-
prokeé Determinante w1ederum eine Determinante dersel-
ben Art.

Pascal, Determinanten. 6

=a} —a} = (2, — a5) (o, + a,)

oder such:
a4y — a4y Gy —ay
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Und iiberdies:

In einer Determinante von der angezeigten Art sind die
komplementiren Minoren mit der halben Ordnungszahl, ab-
gesehen vom Vorzeichen, stets unter einander gleich.

Die erstere dieser beiden Eigenschaften ist ihnen mit den zyklischen
Determinanten gemeinsam.

Es sind andere Determinanten untersucht worden, deren Bildung
viel Entsprechendes zu denen Noethers anfweist.

W. Voigt behandelt auf dem Gebiete der Physik in einem Auf-
satze Determinanten der Ordnung (2#) und zwar der Beschaffenheit,
dass ihre Elemente in den Beziehungen stehen:

A3, 2a—1 = A3x—1,22
O2x, 2 == —— Ogr—1,84—1

Fidr # =2 erhilt man dann zum Beispiel eine Determinante

folgender Gestalt:
a b ¢ d

b —a d—e
e f g h
f—e h—g

Es wird der Nachweis erbracht, dass eine solche Determi-
nante die Summe von zwei Quadraten ist.

Den néimlichen Gegenstand betreffend kann man auch eine Arbeit
von Drude und eine Mittheilung von Baltzer vergleichen.

Gegenbauer behandelt in zwei Noten andere, diesen entsprechende
Determinanten und zwar findet er eine, die der Summe eines Qua-
drates und eines dreifachen Quadrates gleich kommt, und eine andere;
die sich als Summe von vier Quadraten darstellt.

Voigt, Allgemeine Formeln fiir die Bestimmung der Elasticititskonstanten
von Krystallen u. s. w. Annalen der Physik und Chemie (Wiedemann) Neue
Folge, Bd. 16 (1882) [273—321, 398—416] 8. 814,

Drude, Ein Satz aus der Determinantentheorie. Ges. d. Wiss. Gottingen
Nachr. (1887) [118—122].

Baltzer, Uber einen Satz aus der Determinantentheorie. Ges. d. Wiss.
Gottingen Nachr. (1887) [389—391].

Gegenbauer, Note iiber Determinanten. Akad. Wien, Ber. Bd. 96. Abth. 2
(1887) 8. 5—7; Uber eine specielle Determinante. Ebenda S, 489f,

Die hier besprochenen Determinanten (wir nannten sie nach
Puchta und Noether) sind in gewisser Weise verwandt mit den
zyklischen. Wie diese, besitzen auch sie die bemerkenswerthe Eigen~
schaft, sich in ein Produkt von soviel rationalen linearen Faktoren
zerlegen zu lassen, als ihre Ordnungszahl es angiebt.
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Man wird viel allgemeinere Determinanten untersuchen kénnen,
die als besondere Arten sowohl die zyklischen, als die in diesem
Paragraphen behandelten in sich begreifen werden.

Stellen wir uns n Grossen vor und eine Gruppe von Substitu-
tionen mit Bezug auf diese Grdssen, eine Gruppe, die nur n Sub-
stitutionen enthalte; das heisst, wie man sich in der Lehre von den
Substitutionen ausdriickt, ihre Ordnung und ihr Grad seien einander
gleich. Dann ordnen wir auf eine erste Zeile die » Elemente, auf
die andern Zeilen vertheilen wir dieselben Elements, nur in fort-
laufender Reihe den Substitutionen der Gruppe gemiss vertauscht,
Auf diese Weise gelangt man dazu, eine Determinante herzustellen,
die im besonderen Fall die zyklischen und die von Puchta und Noether
aus sich hervorgehen lisst.

§ 22—24, Uber Determinanten, die aus Minoren einer andern
gebildet sind.

§ 22, Lehrsiitze von Spottiswoode (Sylvester) nnd Franke.

Wir haben gesehen, wie die zu einer vorgelegten Determinante
reziproke mit Hilfe der algebraischen Komplemente zu den Ele-
menten der gegebenen Determinante (also der Minoren (n — 1)-ter
Ordnung) gebildet wird (Siehe § 8), und es ist ferner deutlich ge-
worden, dass einfache Beziehungen zwischen der reziproken,und der
gegobenen Determinante bestehen und desgleichen zwischen den Minoren
der reziproken und denen der gegebenen.

Nun geht eine ganz natiirliche Verallgemeinerung dieser Betrach-
tung darauf aus, sich mit Deferminanten zu beschiiftigen, die nicht
mehr allein aus Minoren der Ordnung (n — 1) gebildet sind, sondern
aus Minoren von beliebiger Ordnung.

So gestaltete Determinanten, die zusammengesetzten Determinanten
(compound determinants) sind von einer grossen Zahl von Schrift-
stellern behandelt worden.

Es folge hier, der Zeit nach geordnet, ein Bericht tiber die Lite-
ratur dieses Gegenstandes, soweit seine Erorterung uns in diesem Para-

graphen und den folgenden bis einschliesslich § 25 beschiftigen wird.

Cauchy in der oben 8. 26 angefiilhrten Abhandlung vom Jahre 1812 theilt
den ersten der Lehrsiitze mit, die im Folgenden abgeleitet werden. Journ. de
1'éc. pol. cah, 17 8. 102,

lﬁie Hauptsiitze dieses Lehrgebiets sind zuerst, allerdings ohne Beweis, durch
Sylvester bekannt gegeben worden. Sie erscheinen in der von ihm ausgebil-
deten und als Werkzeug der Forschung hochbewertheten Schreibweise der
umbral notation.

6‘
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Sylvester, On the relation between the minor determinants of linearly
equivalent quadratic functions. Phil. Mag. ser. 4-vol. 1 rf<1861) [295—306].

Verbesserungen zu diesem Abdruck giebt der Verfasser im Cambr. Dubl.
math. Journ. vol. 8. 8. 62.

Spottiswoode, Elementary theorems relating to determinants. Journ.
f. Math. Bd. 51 (1856) [209—271. 328—381], darin § 10. On compound deter-
minants [350—372]. Dieser Abhandlung (geschrieben 1853) war im Jahre 1851
unter gleichem Titel eine gesondert erschienene Schrift vorausgegan

Janni, G., Nota sopra i determinanti minori di un dato determinante.
Giorn. di Batt. vol. 1 (1863) [270—275].

Franke, Uber Determinanten aus Unterdeterminanten. Journ. f. Math.
Bd. 61 (1863) [360—355].

Borchardt, Anmerkungen zum eben genannten Aufsatze Frankes, ebenda
B. 853 und 855, wieder abgedruckt in Borchardts Werken [479—482].

Reiss, Beitrige zur %[‘heorie der Determinanten. Leipzig 1867.

Mit einer der gy lvesterschen dhnlichen Bezeichnungsweise und auf Grund
einiger Sitze dber Determinantenerweiterung (Rﬁ.nderunga wird hier die Lehre
von den zusammengesetzten Determinanten aus einem Gesichtspunkte wesent-
licher Verallgemeinerung behandelt und in einem Anhange auf ihre fruchtbare
Anwendung 1m Gebiete der Geometrie hingewiesen.

D’0Ovidio, Nota sui determinanti di determinanti. Acc. Tor. vol. 11
(1876—76) (949—966).

D'Ovidio, Addizioni alla nota sui determinanti di determinanti. Acc. Tor.
vol. 12 (1876—77) [331—833].

Picquet, Sur les déterminants dont les éléments sont tous les mineurs
possibles d'ordre donné d'un déterminant donné. C. R. t. 86 (1878) [810—812).

Picquet, a. a. 0. Siehe oben B. 56, Journ. de I'ée. pol. cah. 45 t. 28 (1878)
[201—243) 8. 2071,

Frobenius, Uber die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen
Form. Journ. f. Math. Bd. 86 (1879) [44—71],in § 8 Sylvesters Determinanten-
satz B. 63 f.

Sylvester, Sur des déterminants composés. Journ f. Math. Bd. 88 (1880)
[49—67] 8. 51.

Borchardt, Remarque relative au mémoire de M, Sylvester sur les déter-
minants composés. Journ. f. Math. Bd. 89 (1880) [82—85], wieder abgedruckt
in Borchardts Werken [494—497).

" .. Hunyady, Sitze, welche sich auf Determinanten beziehen, deren Elemente
aus den Elementen adjungierter Systeme zusammengesetzt sind. (Magyarisch.)
Budapest Ertek. Bd. 7. (1880) Nr. 19 [1—27].

Scott, On compound determinants. London Math. Soc. Proc. vol. 14
(1882—88) [91—102].

Barbier, Sur une formule de Lagrange déjd généralisée par Cauchy.
Nouvelle généralisation. C. R. . 96 (1888) [1845—1849).

Barbier, Généralisation du théoréme de Jacobi sur les déterminants partiels
du systéme adjoint. C. R t. 97 (1883) [82—85].

VanVelzer, Compound determinants, Amer. Journ. vol. 6 (1884) [164—172].

D’Ovidio, Altra addizione alla nota »sui determinanti di determinanti¢.
Ace. Tor. vol. 26 (1890—91) [181—133].

Netto, Zwei Determinantensiitzé, Acta math. Bd. 17 (1893) [199—204].

Musso, Sui determinanti reciproci, Giorn. di Batt. vol. 31 (1893) [201—209].

In letzterem Aufsatze ist der Verfasser aus Unbekanntschaft mit den voran-
gega.ngenen Untersuchungen zu einems nur unvollstiindigen Lehrsatze gelangt, er

at dann in einer zweiten Vertffentlichung iiber denselben Gegenstand haupt-
sichlich die Arbeiten von D'Ovidio verwerthet.
- M:}l“o' Ancora sui determinanti reciproci. Giorn. di Batt. vol. 32 (1894)
[81—85
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Frobenius, tiber das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen. Math.
Mitth. Sitzber. Berlin 1894 [79—94, 1356—159] in § 1 Sylvesters Determinanten-
satz 8. 80—83 — Akad., Berlin, Ber. 1894 [241—256, 407—431] § 1 8. 242 ff.
Wieder abgedruckt in Journ. f. Math. Bd. 114 (1895) [187—280] § 1 S. 189 ff.

Netto, Erweiterung des Laplaceschen Determinanten-Zerlegungssatzes.
Journ. f. Math. Bd. 114 (1895) [3456—352).

Igel, Beweis einiger Determinantentheoreme von Sylvester. Monatsh.
f. Math. 9. Jahrg, (1898) [47—Db4).

Bezeichnen wir die Binomialzahlen durch das Symbol

n nn—1).--(n—m- 1)
(m = 12.--m = ("n

so gehtren zu einer Determinante ) von n-ter Ordnung

n\2
()

Minoren der Ordnung m <#. Denn ein Minor m-ter Ordnung ent-
steht ja, wenn wir m horizontale und m vertikale Reihen auswihlen.
Nun konnen wir die m horizontalen Reihen auf genau ebensoviel
verschiedene Weisen wihlen, wie die m vertikalen Reihen; die Anzahl
der moglichen Wahlergebnisse ist in beiden Fillen der Binomial-
koeffizient (%)m.

Wir bilden mit diesen ()7 Minoren als Elementen eine Deter-
minante, deren Ordnung wiederum diesem Binomialkoeffizienten gleich
kommt. Auf dieselbe Zeile setzen wir alle die Minoren, die mittelst
derselben m Zeilen von D hergestellt sind, und auf dieselbe Spalte
diejenigen, zu deren Bildung dieselben m Spalten von D Verwendung
fanden.

Wir kinnen diese Elemente in solcher Anordnung voraussetzen,
dass anf der Hauptdiagonale der neuen Determinante die Hauptminoren
m-ter Ordnung der gegebenen erscheinen; dann erkennt man leicht
riicksichtlich der Herkunft konjugierter Elemente die Richtigkeit der
folgenden Beschreibung. Wenn das Element in der neuen Determi-
nante, welches seine Stellung gemiss den Indices r,s einnimmt, der
Minor ist, der durch die Zeilen mit Ordnungszablen [ 1;,...7, und
die Spalten mit Ordnungszahlen ¢ ¢, ...c¢n gebildet wurde, so wird
das Element, das die Stelle mit den Indices s, r erhiilt, aus den Zeilen
€, Cg...Cn und den Spalten 1, 1, ...1, entstanden sein.

Um zu einer bestimmteren Vorstellung iiber die Anordnung der
Elemente zu gelangen, diirfen wir annehmen, dass innerhalb der ersten
Zeile zundachst alle Minoren gerader Klasse und dann in der Folge
alle der ungeraden Klasse angehdrenden aufzureihen sind. Es wird.
dann leicht ersichtlich, dass die Matrix in vier Abtheilungen zerlegt.
werden kann, in zwei quadratische, welche durch die Hauptdiagonale
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halbiert werden, und zwei rechteckige, dergestalt, dass im ersten Qua-
drate, dem oberen zur Linken, lauter Minoren gerader Klasse sich be-
finden, im unteren Quadrate, auf der rechten Seite, wiederum simmt-
liche Minoren der geraden Klasse angehtren und dass in den beiden
Rechtecken, dem oberen zur Rechten und dem unteren zur Linken,
nur Minoren ungerader Klasse vorkommen. Diese sind demnach in
8 Zeilen und s Spalten vertheilt, deren s* Schnittpunkte Minoren
der geraden Klasse entsprechen.

Wir diirfen willkiirlich annehmen, dass die Minoren der ungeraden
Klasse in dieser Determinante mit negativem Zeichen auftreten oder
auch mit positivem Zeichen gleich den andern. Der Werth der De-
terminante wird in jedem Fall derselbe sein, ob nun in dem einen
oder anderen Sinne Verfiigung getroffen wird, da ja eine Determinante
unverindert bleibt, wenn man die Vorzeichen bei den Elementen
andert, die auf s Zeilen stehen und zugleich bei denen, die sich auf
s Bpalten befinden, aber nicht bei denen, welche die Schnittstellen
dieser 8 Zeilen und s Spalten einnehmen.

Wir wollen die so gebildete Determinante D, nennen.

Auf &hnliche Weise kénnen wir die Determinante D,_, her-
stellen und in dieser die Elemente so vertheilen, dass in D,, und in
Dy die komplementiren Minoren von I) homologe Stellen ein-
nehmen.

Bei einer dieser beiden Determinanten werden wir das Zeichen
der Elemente, die Minoren ungerader Klasse sind, indern und dann
das Produkt von D, in D,_,, bilden.

Es ist leicht einzusehen dass in dem Produkte alle Elemente,
mit Ausnahme derer, die die Hauptdiagonale der Produktdeterminante
bilden, verschwinden. Und zwar folgt dies nach dem Lehrsatze, dass
die Summe der Produkte in m Reihen enthaltener Minoren in die
algebraischen Komplemente der entsprechenden Minoren, die m paral-
lelen Reihen angehdren, Null ist. (Siche 8. 19.) Die Elemente der
Hauptdiagonale im Gegentheil werden siimmtlich der vorgelegten De-
terminante D gleich. Also diirfen wir schliessen:

Doy Dy — D)

Dies FErgebniss findet sich bei Cauchy in seiner Abhandlung
vom Jahre 1812,

Beachten wir, dass D, sowohl als D,_,, ganze Funktionen der
Elemente von D sind, und D, solange es eine allgemeine Determi-
nante vorstellt, nicht in Faktoren zerfallen wird, die als ganze ratio-
nale Funktionen seiner »* Elemente anzusehen wiren, so erkennen
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wir, dass die vorangehende Beziehung nur dann bestehen kann, wenn
jeder der Faktoren des ersten Gliedes der Gleichung seinerseits eine
Potenz von D ist.

Zu bestimmen, mit welcher Potenz von D der Faktor D, iiber-
einkommt, bedarf es nur eines Blickes auf die Gradzahl eines beliebigen
Gliedes von Dy,.

Nun geht jedes Glied von D, aus (n), Faktoren hervor, von
denen ein jeder den Grad m besitzt, folglich gehdrt zu einem beliebigen
Gliede von D, die Gradzahl:

m(ﬂ)_n(»—l)---(n—m—t—l)

m) 12 .. (m—1)

wihrend in D ein jedes (lied vom Grade #» ist. Mithin wird D,
gleich sein der Potenz

m(n

2 ()

n—1

von D), also:
Dy — D(m—-l

and folglich auch:
Dy = D(n;].)

Um sich zu iiberzeugen, dass diese Gleichungen auch dem Vor-
zeichen nach bestehen miissen, geniigt es, in D fiir alle Elemente,
mit Ausnahme der Hauptelemente, den Werth Null vorauszusetzen.
Dann verschwinden auch in D, alle Elemente bis auf die Haupt-
elemente, und die beiden Glieder der Gleichung werden ohne Weiteres
im Werthe und im Zeichen gleich.

Wir konnen daher sagen:

Ist eine Determinante D von #-ter Ordnung vorgelegt,
und bildet man in der angezeigten Weise die Determinante
der Ordnung (n)m, deren Elemente die simmtlichen Minoren
m-ter Ordnung der gegebenen Determinante sind, so erhilt
man eine Determinante, die die Potenz (n — 1),—y der ge-
gebenen darstellt. (Spottiswoode, — Sylvester.)

Dieser Lehrsatz ist in der oben angefiihrten Abhsndlung von
Spottiswoode (1856) ausdriicklich erdrtert worden, neben ihm findeé
dort der vordem vou Sylvester ausgesprochene allgemeine Determi-
nantensatz Erwidhnung, den wir in § 23 darlegen werden. Wenige
Jahre spiter (1863) tritt in dem Frankeschen Aufsatze der uns vor-
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liegende Satz wie ein neues Ergebniss auf und Borchardt fiigt die
Bemerkung hinzu, er sei als besonderer Fall eines Sylvesterschen
Satzes aufzufassen, womit ersichtlich auf jene allgemeinere Sylvestersche
Formel, die wir im folgenden Paragraphen mittheilen werden, ange-
spielt ist. Spiiter ist der nimliche Lehrsatz noch ein zweites Mal
und zwar durch D’Ovidio (1876) als neu veriffentlicht worden. Doch
hat bald darauf dieser Verfasser in einer ergiinzenden Notiz erklirt,
dass Spottiswoode das Verdienst der ersten Mittheilung gebiihre.
Sylvester bekundet dann im Jahre 1880 in einer Anmerkung, der
gedachte Satz sei in seinem Aufsatze von 1851 enthalten. Danach
hat Barbier (1883) einen besonderen Fall unseres Lehrsatzes mit
dem Anspruch des Neuen verdffentlicht und D’Ovidio hierauf wiederum
(1890) in einer wesentlich geschichtlichen Anmerkung Bezug genommen.

Die Vorarbeiten, die diesem Gegenstande gewidmet worden sind,
haben demnach das eigenthiimliche Schicksal gehabt, wiederholentlich
unberiicksichtigt zu bleiben, wiewohl die Determinantenforschung derzeit
mit vorwiegendem Interesse sich auf dem Gebiete der aus Minoren
einer gegebenen Determinante zusammengesetzten Systeme bethitigte.

Wie man sieht, schliesst dieser Lehrsatz als besonderen Fall den
iiber die reziproken Determinanten (Siehe S.32) in sich.

Wir wollen nunmehr untersuchen, ob hier auch ein entsprechender
Lehrsatz zu dem zweiten, den wir im Fall der reziproken Determi-
pante gefunden haben, sich aufstellen lisst, und der dort den Werth
eines Minors der reziproken Determinante aus den Minoren der
vorgelegten zu bestimmen erlaubte.

Um ganz bestimmte Vorstellungen zu erwecken und um die Dar-
legung deuntlicher zu gestalten, ist es bei weitem besser, wenn wir
einen besonderen Fall voraussetzen und an diesem unser Verfahren
ausfithren. Dasselbe ist, wie man leicht erkennt, von der Art, dass
es stets auf einen umfassenderen Fall ausgedehnt werden mag.

Es sei die Determinante D) von 4-ter Ordnung und m = 2. Die
beiden Determinanten D, und D,_, werden von 6-ter Ordnung sein:
Die Minoren A®), das heisst die Elemente von D, bezeichnen wir mit

G 1)
kh/,
indem wir unter (ij), (k) beziehungsweise die beiden Indices der
Zeilen und der Spalten verstehen, die an der Bildung des Minors be-
theiligt sind.

Danach wird die Determinante D, sich darstellen in der Gestalt:
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(12) (12

(12
12) () 3
12) (23) (34
12) () (5
(12) G3) G

(i2) (38) G
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() (1)
) (13) G

t
i) (1) G
) (13) 2
3) (19)

5) (21)
3) ()
13) (21
1) (a4
3) (21
13) (24)

Die Determinante D,_,, ist dieselbe wie D;, wobei jedoch die Ord-
nung aller Elemente in angemessener Weise geiindert erscheint, nimlich:

(24) (
(14

(54) (
()
(54

(54) (4

_.m—.D’ ==

1) (12)

) ¢ (&
4 () ) 63 )
(D) () @ (3
D ()@ E
1 69 &) G G

@ (3

(i2) (s

Wir wollen nun einen beliebigen Minor von D, betrachten und
zwar wollen wir dazu im Besonderen den ersten Hauptminor 3-ter

Ordnung wihlen und diesen, wie
(i3
(12) (28) (8
(2) (s) G

0 0
0 0
0 0

@) ¢

: (’f?f) )
D @) @) (
@ C (

(20)
23
24

34

24
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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Auf solche Art ist der gedachte Minor in die Form einer Deter-
minante 6-ter Ordnung, D, entsprechend, tibergefihrt. Wir multi-
plizieren ihn mit D', nachdem in D;’ bei allen Elementen, die Minoren
ungerader Klasse vorstellen, die Zeichen geindert worden. Demnach
haben Zeichenwechsel erfahren die Elemente der Stellen:

15, 16,
256, 26,
35, 36,
45, 46,
51, 61,
52, 62,
53, 63,
b4, 64.
Fihren wir nun die Multiplikation nach Zeilen aus, so ergiebt sich:

D 0 0 0 0 0
¢ Db O 0 0 0
0

) () 6 6 & 6
) € 62 63 G 63
18) (13) (13) (33) (i) (13)

und dies ist gleich:
(35) (z3) (o5
i)

. (gi) (24

23\ [24)\ /13
13) 13) (13
Also lautet das Ergebniss in Worten: Das Produkt des Minors 3-ter
Ordnung N, den wir hervorgehoben, und der Determinante D,_, ist
gleich der dritten Potenz von D, multipliziert mit dem Komplement
des zu N homologen Minors in der Determinante D,_,. Unser Ver-
fahren, das nur die angemessene Erweiterung des fiir den entsprechenden
Fall der reziproken Determinanten angewandten darstellt (Siehe § 8),
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ist durchaus allgemein und man erkennt daher, dass der Lehrsatz aus-
gesprochen werden kann:

Das Produkt eines Minors N%! von k-ter Ordnung aus
der Determinante D, mit D,_, ist gleich der k-ten Potenz
von D, multipliziert mit dem algebraischen Komplemente
des homologen Minors zu N aus D,_,.

Also ist:

NB D, . — Dt er;(;,.;z—k]
N'[(:’)_i]

n—m

wenn wir mit

das Komplement des homologen Minors zu N in D,_, bezeichnen.
(Die eckige Klammer mag dabei zu leichterer Unterscheidung von
Potenzexponenten die Ordnung der Unterdeterminante andeuten helfen.)
Wir wissen weiter, dass:

D'_m _ D ﬂ;l)
und daher ergiebt sich:
v = yle= p=Ca)

m
Hieraus erhellt der Lehrsatz:

Ein Minor N von D, lisst sich als Produkt darstellen,
in welchem eine gewisse Potenz von D mit dem algebraischen
Komplement des zu N homologen Minors in D,_, multi-
pliziert erscheint. (Dies der Lehrsatz von Franke in dessen oben
angefithrter Abhandlung.)

Uber die Bezichung dieses Lehrsatzes von Franke zu dem Jacobischen’
Satze von den Minoren der reziproken Determinante siche Reiss a. a. 0. 8. 50
und Kronecker, Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Ak. Berlin Ber.
Juni—Dec. 1882 [821—824]. Wieder abgedruckt in Kroneckers Werken Bd. 2
[391—396).

8§ 23. Weitere Lehrsiitze: von Sylvester, D'Ovidio und Anderen.

An diese beiden grundlegenden Lehrsiitze gliedert sich eine grosse
Zahl anderer Lehrsitze an, die von verschiedenen Schriftstellern auf-
gefunden sind und zu deren Erbrterung wir jetzt schreiten.

Wir bilden eine Determinante 4 der Ordnung (n),. Es

sollen deren Elemente die Produkte der homologen Elemente
aus den beiden Determinanten D, und D,_, sein. Wir
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machen hierbei tiber diese Determinanten die Annahme, dass
ihre homologen Elemente komplementire Minoren von D
sind und dass in einer von beiden Elemente, die Minoren
ungerader Klasse vorstellen, mit veriindertem Vorzeichen
geschrieben stehen. Eine solche Determinante o ist gleich
einem Vielfachen von D. (D’Ovidio).

Und wirklich ergiebt sich, wenn man in derselben zur erstenm
Spalte alle die andern hinzufiigt, eine Spalte, deren simmtliche Ele-
mente gleich D sind, mithin erscheint die Determinante durch D
theilbar.

Wenn man, bevor 4 gebildet wird, bei einer der Determinanten
Dy, D, die Zeilen derart vertauscht, dass wenigstens eine Zeile
auf ihrem Platze bleibt, so ist das Ergebniss dasselbe, weil man doch
bei Anwendung des niimlichen Verfahrens in der ersten Spalte ent-
weder Elemente Null oder Elemente D erhilt; behilt im Gegentheil
keine einzige Zeile ihre urspriingliche Stelle bei, dann tritt augenfillig
fir die fraglichen Elemente der Werth Null auf, das heisst, es wird
dann . selbst verschwinden.

Innerhalb der Determinante D wollen wir 4 Zeilen und 4 Spalten
durch unsere Aufmerksamkeit auszeichnen: es sei I);; der Minor von
D, welcher bei Tilgung der A Zeilen und 1 Spalten hervorgeht. In
der zu D reziproken Determinante, nimlich in D, _, betrachten wir
die homologen i Zeilen und Spalten und C; heisse der Minor von
D,_,, der durch die Schnittstellen dieser A Zeilen und Spalten ge-
bildet wird, also das Komplement des zu D;; homologen Minors
in D,‘._j,.

Wir wissen, dass unter diesen Umstéinden sich die Gleichung
ergiebt:

Cz = .Di_lDu.

Die 1 Zeilen und Spalten, die in D ausgewihlt wurden, verbinden
wir nun unter sich zu je m und unterdriicken nacheinander die m
Zeilen und m Spalten einer jeden solchen Kombination. Wir erhalten
im Ganzen (i);; Minoren von D, lauter Minoren von der Ordnung
(n—m), und diese lassen sich in gewohnter Weise so anordnen, dass
sie die Matrix einer Determinante von der Ordnung (1), bilden, die
nichts andres ist, als ein besonderer Minor der Determinante D,_,,.
Der so gewonnene Minor heisse D;,,. Multipliziert man jedes einzelne
Element dieses Minors von D, _,, mit D™—!, so erhellt aus dem Lehr-
satze iiber die Minoren reziproker Determinanten, dass allemal das
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Ergebniss der Multiplikation ein Minor m-ter Ordnung der Determi-
nante C; wird, und man gewinnt in Folge davon die Determinante
aller Minoren m-ter Ordnung der Determinante Cj.

In Anwendung des oben bewiesenen Lehrsatzes (Siehe S. 87) kommt
diese Determinante aber dem Werthe nach tiberein mit der Potenz:
-1
C}m_l

mithin wird:
2 i—1 i1 1—1
(m—1 A—1
-D.im- D(m) ) — Cg(m_l) — D(m—l)" )Djj(m_l
und daraus geht hervor:
¢2) p, (44
Dim=D"""D;;""
(Der hier von uns gegebene Nachweis ist der oben angefithrten
Arbeit von D'Ovidio Bd. 11 8. 953 f der Atti di Torino entnommen.)

Wir gewinnen hierdurch den folgenden Lehrsatz Sylvesters
(a. a. 0. 8. 304):

Innerhalb der Determinante D,_,, ist ein Minor i, von
der Ordnung (1)s (1 >m), dessen Elemente Minoren von D
sind, gebildet aus (n — 1) festen Zeilen und Spalten und allen
Kombinationen von (4 — m) der iibrigen, gleich der Potenz
(A—1)n von D, multipliziert in die Potenz (A —1),—, des-
jenigen Minors von D, der aus den (» — 1) festen Zeilen und
Spalten hervorgeht.

Vorstehender Lehrsatz ist durch Sylvester (1851) ohne Beweis
verdffentlicht worden, ein zweites Mal durch D’Ovidio.

Fiir 4 = » und mit der Ubereinkunft D,, — 1 ergiebt sich aus
ihm der Satz des vorigen Paragraphen (Siehe 8. 87). Will man tibrigens
diese kiinstliche Bestimmung D,,=1 vermeiden, so lisst sich der
frithere Lehrsatz auch in der folgenden strengen Weise auf das vor-
liegende Ergebniss zurtickfilhren. Wir wollen der Determinante D
eine Zeile und eine Spalte hinzugefiigt denken, die mit Nullen
besetzt sein mogen, an deren Kreuzungsstelle aber das Element 1
auftreten soll. Der Werth von D bleibt hierdurch ungeiindert, doch
wird die Ordnung der Determinante auf (n + 1) erhtht. Setzen wir
nun 4 =mn, so haben wir unseren Lehrsatz dergestalt anzuwenden,
dass wir fiir die (» — 1) festen Reihenpaare (es wird hier (n — 1)
doch w4+ 1—1), also @+ 1—m)=1) gerade das beigefiigte
Reihenpaar wihlen. Damit ergiebt sich Di; =1 uwnd Dipn = D,_p,
in der Bezeichnungsweise des § 22.
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Frobenius hat (a. a. 0. Siehe unser Literaturverzeichniss 8. 84f)
auf vollig abweichende Art einen besonderen Fall des vorliegenden
Sylvesterschen Satzes erwiesen, niamlich den Fall, wo m =1 — 1
gesetzt wird, desgleichen Netto in § 3 (auf Seite 201) seines Auf-
satzes: Zwei Determinantensitze. Auf unsern allgemeinen Lehr-
satz ist Netto erst spiter zu sprechen gekommen, bei Gelegenheit
éiner anderen Betrachtung, die wir in Kurzem werden zu erdrtern
haben. (Siehe 8. 97 )

Eigenartig ist das Verfahren von Reiss, der (a. a. 0. Art. 14,
8. 34f) den vorliegenden Determinantensatz aus dem Sylvesterschen
Satze des vorigen Paragraphen unmittelbar durch Erweiterung der
Elemente des Minorensystems ableitet, wie er auch den genannten
besonderen Fall unseres Lehrsatzes (Art. 6. S. 15f) aus einer noch
einfacheren Identitit auf gleichem Wege gewinnt. Villig abweichend
ist eine Begriindung des Sylvesterschen Satzes durch Picquet,
wovon in § 28 noch eine Andeutung gegeben werden wird.

Der Unterdeterminante D), in D,_,, konnen wir in D, das
Komplement der zu ihr homologen zuordnen, das von der Ordnung
(n)m — (A)m ist und nach einem oben bewiesenen Lehrsatze (dem Lehr-
satz von Franke, siche S.91) gleichkommt:

Do D)3
oder, mit Anwendung des vorausgehenden Satzes, gleich:

pn HG-G)-C2Y) pa=i) _ pa=)-6=)) pa=

Der Minor von D,, um den es sich hier handelt, hat zn Ele-
menten solche Minoren m-ter Ordnung von D, gebildet also mit
m Zeilen und m Spalten jener Determinante, die nicht durchaus
alle unter den i in Betracht gezogenen Zeilen und Spalten vorkommen.
Denn der homolqge Minor zu Dim in D, ist doch mittelst aller der
Minoren m-ter Ordnung von D hergestellt, die simmtlich in den be-
stimmten 4 Zeilen und Spalten enthalten sind, also mit andern Worten
mittelst aller Minoren m-ter Ordnung des Komplementes von D;;, und
mithin kann sein Komplement als Element keinen einzigen Minor
dieser Herkunft enthalten.

Wir gewinnen hierdurch den Lehrsatz von D’Ovidio:

Ein Minor von der Ordnung (#)n — (A)n innerhalb der
Determinante D, (2> m), als dessen Elemente sich alle Mi-
noren m-ter Ordnung von D darstellen, zu deren Bildung
weder die Zeilen noch die Spalten sémmtlich unter be-
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stimmten i Zeilen und 2 Spalten ausgewihlt wurden, ist

gleich der Potenz
(=0 —(=1)]

von D, multipliziert mit der Potenz

( P—1

m—1
desjenigen Minors von D, der bei Tilgung jener 4 Zeilen
und 4 Spalten sich ergiebt.

Dem entsprechend wird man eine Formel auffinden kénnen fiir
das Komplement von I);,, in D,_,, welches in D,_, der homologe
Minor zu dem zuletzt betrachteten Minor von D,, ist. Man erhilt
auf diesem Wege wieder eine Formel von D’Ovidio (a. a. 0.). \

Und auf dhnliche Art wiirde man weitere Lehrsiitze von D’Ovidio,
von Picquet und Anderen finden, die wir der Kiirze wegen iiber-
gehen wollen.

§ 24. Die allgemeinere Aufgabe Sylvesters.

In der oben (Siehe 8. 84) angefithrten Abhandlung von Sylvester
(Journ. f. Math. Bd. 88) will der Verfasser nach Einfihrung einer
schwierigen und unnéthig verwickelten Bezeichnung die folgende Auf-
gabe lGsen. .

Es sei eine Determinante vorgelegt von der Ordnung:

my oy o=

Unter den ersten n, Zeilen withlen wir m, , unter den n, folgenden

my und so fort und verfahren dann auf #hnliche Weise in Hinsicht

suf die Spalten. Alle Elemente, die sich auf den Schunittpunkten der

m, <+ my - « - - ausgewihlten Zeilen und der gleich vielen Spalten be-

finden, bilden ihrerseits eine Determinante derOrdnung m, + my -+ =m,
die augenscheinlich ein Minor der vorgelegten sein wird.

Wir stellen nun alle moglichen Minoren dieser Art her; ihre

Anzahl wird sein: ]
[Ga) G) -]

Aus ihnen als Elementen wiirde es erlaubt sein, wiederum eine
Determinante entstehen zu lassen, und diese nennt Sylvester im
allgemeineren Sinne die zusammengesetzte Determinante. Wenn
im Besonderen 7y ==#y — ... =0, n, == n ist, dann kommt man,
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wie ohne Weiteres einleuchtet, auf den vorher betrachteten Fall zuriick.
Fir diesen besonderen Fall wissen wir aber, dass die Determinante,
die man bilden will, eben eine Potenz der urspriinglichen ist.

Nun stellt sich Sylvester die Aufgabe, diesen Lehrsatz auf den
allgemeineren Fall auszudehnen.

Nennen wir (N,), (V) -+« die Determinanten, welche durch die
Kreuzungen der ersten %, Zeilen mit den ersten %, Spalten entstehen,
dann der folgenden n, Zeilen mit den n, Spalten und so fort, und be-
zeichnen wir iiberdies mit (N, N,), (IV;N,)--- diejenigen Determi-
nanten, die mit Hilfe der (n, 4 n,) Zeilen und Spalten, der (n, + n;)
Zeilen und Spalten, ... hergestellt sind, so fand Sylvester eine
Formel, mittelst deren die allgemeine zusammengesetzte Determinante
sich als Produkt von Potenzen der (NN,), (INy), - - - (N, Ny), (N, Ng), - - -
(N, N Ny), - - - ausdriicken liess. Und dies sind im Grunde gewisse
besondere Hauptminoren der vorgelegten Determinante.

Die Formel Sylvesters ist jedoch irrig, und es wurde dies bald
danach, im folgenden Bande des Crelleschen Journals, an Hand eines
Beispiels von Borchardt (im Namen Sylvesters) anerkannt. (Siehe
oben 8. 84.)

Um einzusehen, dass es thatsichlich nicht méglich ist, diese zu-
sammengesetzte Determinante in Form eines Produktes solcher Haupt-
minoren, wie: (N,), (N} N,), - - - darzustellen, wollen wir einen beson-
deren Fall berechnen.

Wir nehmen an:

n=2, ng=y2, n 40 =n=4=%
m=myg=1 m, 4 myg=m =2
Dann hat man es mit einer Determinante D der vierten Ordnung zu

thun, deren Matrix man sich in vier Quadrate getheilt vorstellen darf.
Wir benennen, wie aus folgendem Schema

N, Ny
Ny, N,
ersichtlich wird, der oben eingefithrten Bezeichnungsweise gemiiss die
durch jene vier Theilmatrices vorgestellten Determinanten.
Verkntipfen wir nun paarweise die erste und zweite Zeile mit
der dritten und vierten und machen entsprechende Kombinationen bei
den Spalten, so erhalten wir im Ganzen 16 Minoren der zweiten Ord-
nung, die ihrerseits eine Determinante D§’ von 4-ter Ordnung bilden,

und sie ist ein Minor 4-ter Ordnung der Determinante 6-ter Ordnung
Dmn = D, nach der vorher angenommenen Bezeichnung.
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Die Determinante D,_,, ist dasselbe D;, wobei jedoch passende
Vertauschungen von Zeilen und Spalten vorgenommen sind. Leicht
erkennt man (an Hand der schematischen Darstellungen auf Seite 89),
dass das Komplement des homologen Minors zu D5’ in Dn_n genau
der Determinante 2-ter Ordnung

(N1Ns - N;:N'n)

gleichkommt und mithin ergiebt sich, nach der im Lehrsatz Frankes
aufgestellten Formel, dass die zusammengesetzte Determinante (weil
D = (N, N,) zu setzen) gleich ist:

(NlNz) (NiNs - Nn-Nsn)

und sich daher nicht einzig als Produkt der (N,N,), N,, N; dar-
stellen ldsst, wie es die Formel Sylvesters verlangen wiirde.
Bemerkenswerth ist die Beobachtung, dass allerdings in beson-
deren Fillen der durch die Sylvestersche Formel gewiinschte Ausdruck
miglich wird.
Setzen wir zum Beispiel voraus, es handle sich um eine Deter-
minante der Ordnung #, 4+ n, =% und man nehme

my=n=n—21, ng=A4, mg=24i—m.

Dann kommt man zu den Voraussetzungen eines oben bewiesenen
Satzes, der eben auch von Sylvester herrithrt, zuriick (Siehe S. 93),
und die zusammengesetzte Determinante geht in die von uns als Dy,
bezeichnete fiber. Diese ldsst sich aber, wie wir wissen, als Produkt
ausdriicken von Potenzen der ganzen Determinante und des Haupt-
minors, der aus den ersten 7, Zeilen und Spalten gebildet ist.

§ 25. Neue Untersuchungen von Netto und von Pasoal.

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, haben wir Untersuchungen
von Netto einzuschalten, die sich den bisher entwickelten Betrach-
tungen ganz nahe anschliessen. Wir beabsichtigen von jenem Aufsatze
Nettos zu sprechen, der betitelt ist: Erweiterung des Laplaceschen
Determinanten-Zerlegungssatzes. (Siehe S. 85.)

Wir wollen den Minor, den man aus einer vorgelegten Determi-
nante n-ter Ordnung erhilt, wenn man die Zeilen mit Ordnungszahlen
4 % ... % und die Spalten mit Ordnungszahlen j, j, . . . j» unterdriickt,
bezeichnen:

Aiiy...
Nia g
Pascal, Determinanten 7
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Es wird dann die Entwicklung der Determinante dargestellt durch
dﬂ) Zi Al'ln."l. " A"l-l—l""'n

Hreedp Je41+In

wo (4;...4), (j;...Jn) zwei Permutationen der Zahlen L2...
bedeuten.

Wir betrachten nun eine Determinante A von der Ordnung
(n + m), die als ersten Hauptminor die bisher besprochene De-
terminante #n-ter Ordnung enthalte. Nach der obigen Bezeichnungs-
weise wird das Symbol

Sath atm
zur Darstellung der letzteren dienen.

Fiir unsere neue Determinante A wollen wir einen Summenaus-
druck, entsprechend dem unter (a) soeben niedergeschriebenen, auf-
stellen, wobei jedoch gegenwiirtig die Symbole

A; g
PPN

die Minoren der neuen Determinante bezeichnen und daher die altext
Minoren sind, wenn man dort m Zeilen und m Spalten hinzufiigt.
Nun ist die Frage, was fiir einen Werth dann jene Summation
annehmen werde?
Netto erweist die Richtigkeit der folgenden Aussagen:

Der Werth jener Summation ist schlechthin gleich der
Determinante von der Ordnung (» + m), multipliziert in die
erste Potenz der Determinante m-ter Ordnung, die mit den
m hinzugefiigten Zeilen und Spalten gebildet ist, namlich
des Minors

Al, 2 ..n
L2 ..n
Wenn man aber, anstatt mit der Formel (a) zu beginnen,
eine allgemeinere Formel der Zerlegung (Siehe § 9) zum
Ausgangspunkt nimmt, némlich die Summation von Pro-
dukten von & Minoren, die beziehungsweise in

mot g b=

Zeilen und Spalten ausgewihlt sind, dann stellt sich das
Produkt von A in die Potenz (k— 1) von

Ays, .
1,2..n
als Ergebniss heraus.
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Netto lasst diesen Lehrsatz (a. a. O. 8. 351) zur Beweisfilhrung
bei jenem Hauptsatze Sylvesters dienen, den wir schon besprochen
haben, nimlich den Satz beziiglich der Minorensysteme von der Art
des D;,. "(Siehe § 23.)

Die beiden hier ausgesprochenen Sitze (der erstere ist als be-
sonderer Fall im zweiten enthalten) finden sich auch in dem ein-
leitenden Abschnitt der Schrift von Reiss: Beitrige zur Theorie der
Determinanten (dort als 5. Satz S. 13 und 6. Satz 8. 14) und dienen
daselbst gleicherweise zur Ableitung der Sylvesterschen Sitze.

Wir haben die Absicht, den vorliegenden Lehrsatz auf eine
leichtere Art, als es durch Netto geschehen ist, nachzuweisen, und
indem wir uns genau derselben Grundsétze bedienen, die fiir den an-
gefilhrten Satz Sylvesters gebraucht wurden. Neben jenem werden
wir noch einen andern Lehrsatz finden, der als mif ihm eng znsammen-
gehorig betrachtet werden kann.

Wir wollen zuniichst einen Hilfssatz vorausschicken.

Eine gegebene Determinante A von der Ordnung # kann bekannt-
lich als algebraische Summe der Produkte von % Minoren entwickelt
werden, deren erster in der Matrix der ersten m, Zeilen, der zweite
in der der folgenden my Zeilen und so fort enthalten ist, wobei

my oy =,

Bezeichnet man also solche Minoren mit 4, so ergiebt sich:
Eidmldml""dmk=‘d'

und man weiss, in welcher Art hier die Ausdehnung der Summierung
verstanden werden muss.

Wir stellen uns nun folgende Aufgabe.

In dem vorangehenden Summenausdruck setzen wir an
Stelle eines jeden o dessen Komplement und fragen: Welches
wird dann der Werth der Summation? Wir werden nach-
weisen, dass dieser Werth die Potenz (k — 1) von 4 sein wird.

Fir k=2 erhilt man also A selbst wieder, ein selbstverstind-
liches Ergebniss, da ja dann, wie man leicht erkennt, die verschiedenen
Glieder der Summierung ungeéindert bleiben und nur die beiden
Faktoren jedesmal mit einander vertauscht werden.

Wir wollen die reziproke Determinante zu A bilden und diese
A’ nennen. In A’ heben wir die zu den 4; homologes Minoren
hervor und entwickeln daher A" nach der Formel

S Ay Ay Ay = A
7.
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Wir wissen aber, dass A" = A4"—! und dass tiberdies ein jedes
Apm dem mit A™—1 multiplizierten Komplemente des zu 4, homo-
logen Minors, also des 4, gleichkommt. Gedachtes Komplement ist
nun aber A,_, Also kdnnen wir schreiben:

A"‘l+"‘|+“ +mp—k Ei A —m Au—m. o Aﬁ—mi — A1
und daraus folgt, weil

- my oy =
diese Gleichung: '

+ Ay, Doy - oo An—, = A* 1
- m my E

womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Wir betrachten nun eine Determinante der Ordnung (n + m)
und die ihr zugehdrige reziproke Determinante und werden beide im
schematischen Bilde, wie folgt, zur Anschauung bringen.

n m

n N

=D’ = Drim—1
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Wir wollen die Entwicklung von N nach Produkten von % Mi-
noren der Ordnungen m,, my, ... m; ausfilhren und diese Minoren
mit der vorher angewandten Bezeichnung kenntlich machen. So er-
giebt sich: )

I P N S

My oy =

und wo 4, denjenigen Minor darstellen mag, den man in N ent
stehen ldsst durch Unterdriickung der Zeilen mit Ordnungszahlen:

wobei

W
und der Spalten mit Ordnungszahlen:
R
Ahnliches gilt fir 4, ... Ay .
Verstehen wir nun unter A, ,... Minoren, die man bei Tilgung

der angegebenen Zeilen und Spalten erhilt, jedoch nicht von der De-
terminante N, wohl aber von der Gesammtdeterminante D, dann wird
A, die Ordnung (m 4 m,) annehmen und dem entsprechend die
andern Minoren.
Wir multiplizieren jetzt den Summenaunsdruck mit

Dn—m.—l . Dn—m,—l _D"—”’J.-_l

und beachten, dass nach dem Lehrsatze tiber die Minoren der rezi=
proken Determinanten das Produkt
&m; Dn—m—1

nichts andres ist, als das Komplement des zu A, homologen Minors
in D, nimlich 4,_, und ein Minor von N ist. Wenn wir auf
einen Augenblick in A, die letzten m Zeilen und m Spalten aus-
scheiden, so wird es wieder der Minor von N und 4,_, ist dann
eben das Komplement seines homologen Minors in N'.

Also ist der ganze Summenausdruck, nach Ausfilhrung des an-
gedeuteten Produktes, genan derselbe, wie man ihn erhalten haben
wiirde, wenn man die Entwicklung von N’ als Summe von Produkten
der k Minoren hergestellt und dann in dieser Summe an Stelle eines
jeden Minors sein Komplement innerhalb N’ eingesetzt hiitte.

Nach dem oben bewiesenen Hilfssatze wird also das Ergeb-
niss sein:

N'k—1

Nun ist zufolge des oft angefiihrten Satzes von den Minoren der

Reziproken:
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N = Dr—1. Al,l,...n

1,2 ...n

also ergiebt sich:
DTl DT L DT (S Ay, A, Ap) =

und hieraus ohne Weiteres (weil m, + my + - - - + mx = n)
S+ Bp... By =D B3

1,2 ..n
Damit erscheint der angefiihrte Lehrsatz Nettos bewiesen.

Wir kénnen jedoch daraus sogleich noch einen weiteren gleich-
artigen Satz herleiten.

Zu der gegebenen Determinante N werden wir zunichst die
Summation bilden, die ihrer Entwicklung entspricht, werden dann an
Stelle eines jeden Minors sein Komplement setzen und gelangen auf
diese Weise zu dem Summenausdruck:

St Ao D,

Nun wollen wir, wie frither, die 4 in diesem Ausdrucke der-
gestalt umdeuten, dass mit ihnen, den Minoren von N, die letzten
m Zeilen und m Spalten von D verbunden werden; demnach werden
aus den 4 Minoren von D, und zwar von den Ordnungen:

ntm-—my, n-fm—my, -

Der Unterschied zwischen dieser neuen Summe und der im Lehr-
satze von Netto behandelten besteht darin, dass wihrend die Faktoren
jedes Gliedes bei der Nettoschen Formel nicht irgend ein Element
von N mit einander gemein haben oder, wie wir sagen wollen, nicht
in N, sondern nur ausserhalb von N mit einander verflochten sind,
hier im Gegentheil die Minoren, welche die Faktoren eines und des-
selben Gliedes darstellen, innerhalb von N und ausserhalb von N in
Verflechtung stehen.

Mittelst eines dem fritheren entsprechenden Verfahrens konnen
wir diesen neuen Summenausdruck berechnen. Es geniigt, ihn zu
multiplizieren mit

Dml—l . Dm.—l. e Dmk_l
und zu beachter, dass

’ Aa-—ml.Dm‘_l
gerade den Minor von D’ darstellt, der zu dem Komplement von
Ay, homolog ist, also den zu 4, homologen Minor oder auch,
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was damit gleichkommt, den Minor von N’, der homolog ist zu dem
Minor 4, in N.

Es wird daher die Summe in ihrer jetzigen Fassung eben nichts
andres vorstellen, als die Entwicklung von N' nach Produkten von
%k Minoren und hiernach ergiebt sich mit Benutzung des bekannten
Werthes von N':

St A Bam =D Bys .

1,2 ...m
Also in Worten:

Es sei eine Determinante von der Ordnung (» 4 m) vor-
gelegt und ihr erster Hauptminor der Ordnung #. Wenn
man in der Entwicklungsformel dieser Determinante n-ter
Ordnung, nach den Produkten von k Minoren, jeden Minor
durch sein Komplement ersetzt und fiir dieses wiederum den
Minor aus der Determinante der Ordnung (n 4 m) einsetzt,
den man dadurch erhilt, dass man Zeilen und Spalten der-
selben Ordnungszahlen unterdriickt, wie man sie auszn-
scheiden néthig hatte, um das gedachte Komplement zu ge-
winnen, so erscheint als Ergebniss die Potenz (k—1) der
gesammten Determinante der Ordnung (» - m), multipliziert
mit der Determinante, die durch die Schunittstellen der
letzten m Zeilen und m Spalten gegeben ist. (Pascal)

Beziiglich der Betrachtungen dieses Paragraphen hat man zu

vergleichen

Pascal, Bu di un teorema del Sig. Netto relativo ai determinanti, e su
di un altro teorema ad esso affine. Acc. Linc. Rendic. 1896 ser. 5. vol. b,
1° gem. [188—191].

Der Zusammenhang der von uns mitgetheilten beiden Lehrsitze unter sich
und mit dem Laplaceschen Zerlegungssatze (Siehe 8. 37 f) bestatigt sich iiber-
dies in einfacher Weise, wenn man ein allgemeines Verfahren zur Umwandlung
von Determinantensitzen befolgt, das Muir in zweifacher Richtung unter dem
Namen des law of complementaries und des law of extensible minors
dargestellt hat.

Muir, The law of extensible minors in determinants. Edinburgh Trans.
vol 30. part. I (1880—81) [1—4].

§ 26. Lehrsatz von BScholtz (Hunyady).

Es erscheint angemessen, den vorher erdrterten Lehrsitzen noch
den folgenden hinzuzufiigen, den wir den Lehrsatz von Scholtz nennen
wollen, weil er sich zuerst in einer geometrischen Arbeit dieses Ver-
fassers vorfindet. Kurze Zeit danach ist er von Hunyady ausge-
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sprochen und zu dem gleichen Zwecke verwerthet worden. Man
vergleiche

Scholtz, Die auf dem Kegelschnitt liegenden sechs Punkte und der Satz
des Hexagrammum mysticum. (Magyarisch.) Miiegyetemi Lapok (Polytechnische
Blatter) Bd. 2 (1877) S. 65 ff.

Scholtz, Sechs Punkte eines Kegelschnittes. Arch. d. Math. 62. Th. (1878)
[317—324) S. 319f.

Hunyady, Zur Theorie der Flichen zweiter Ordnung. (Magyarisch.) Buda-
pest Ertek, Bd. 7 (1880) Nr. 5.

Hunyady, Die Bestimmung der Kurven und Flichen zweiter Ordnung.
(Magyarisch) Budapest Ertek. Bd. 7 (1880) Nr. 18 [1—39],

Hunyady, Bei zur Theorie der Flichen zweiten Grades. Journ. f. Math.
Bd. 89 (1880) [47—69] S. 68.

Von diesem Lehrsatze handeln dann auch:

Igel, ZurTheorie der Determinanten. Monatsh. f. Math.3.Jahrg.1892[56—67].

Escherich, Uber einige Determinanten. Monatsh. f Math. 3. Jahrg.
1892 [68—80].

Es sei eine Determinante n-ter Ordnung mit den Elementen
a,, gegeben.

Wir bilden 7 lineare Funktionen mit ebenso vielen Unbekannten,
die zu Koeffizienten der Reihe nach die Elemente der verschiedenen
Zeilen besitzen.

Wir stellen also auf:

A&y + Qg Xy + - -+ A1an
gy Ty + Ugq Ty = -+ - Agan

a’ulwl + Qg +_ e + Q5 Tn

und danach bilden wir zu diesen Ausdriicken alle ihre Quadrate und
die Produkte zu je zweien. Nun stellen wir eine Determinante auf,
die zu Elementen der ersten n# Zeilen die Koeffizienten der n Quadrate
und zu Elementen der folgenden Zeilen die Koeffizienten der iibrigen
3n (n — 1) Produkte zu je zweien enthilt, natiirlich in der Weise
geordnet, dass in derselben Spalte aus Quadraten und aus Produkten
die Koeffizienten der niimlichen Grossen erscheinen. -

Man erhilt auf diese Weise eine Determinante von der Ordnung

n_,_-n(ng—- 1)=ﬂ(n2+‘l)

die bisher als Determinante Hunyadys benannt worden ist.
Fiir n = 2 ergiebt sich zum Beispiel die Determinante

| oayt ey’ 20,y ay

Qg gy’ 2a4, ag

@yy Oy OygOgg Uyy Ogg - Gy gy
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Nun sagt der Lehrsatz, auf den wir anspielten, aus:

Der Werth der so gebildeten Determinante ist gleich
der (n - 1)-ten Potenz der gegebenen Determinante.

Diesen Satz werden wir auf demselben Wege beweisen, den
Scholtz und Hunyady an den angefiihrten Stellen eingeschlagen
haben.

Setzen wir beispielsweise den Eall n =3 voraus, dann wird die
gedachte Determinante

H=
ay®  a' oy’ 2a40, 20,0, 2a.,,0,
Gg* gy ag” 20y g 204,09 2a5005
g g’ Gy’ 2ay, a5 2ay, a4, 2ag5ay,

Qg1 0gy, Qqgllyy Ogleyy Gy Ogg | Qig01, Gy Ogg - Q30 Giglgy | Gyglag
Gy gy, Gygllyg, Oyglyg, Gyylyg “1s%u @y Oy + Gi30yy, Gglgs | Bygdgy
Qgy Uy, Oggllyg, Oggllygy, Oy Ogg | OgoQyy, Ggy Oyg - Gy llyy, Gagliyg + Ggy By

Wir bezeichnen nun mit 4,, das algebraische Komplement von
a,, in der vorgelegten Determinante dritter Ordnung D.

Wir wollen dann hier zur erstren Zeile, nachdem wir sie mit
A,, multipliziert, die vierte Zeile hinzufiigen, multipliziert mit 4,
und die fiinfte, desgleichen mit Aﬁgerbunden, sodann zur zweiten
Zeile, die vorher mit 4,, multipliziert wird, die vierte, multipliziert
mit A,, und die sechste, desgleichen mit Ay, verbunden, und addieren
endlich zur dritten, mit 4,, multiplizierten Zeile, die fiinfte und die
sechste, beziehungsweise mit 4,, und 4, multipliziert.

Danach werden die ersten drei Zeilen:

ayD, 0, 0, ﬂuﬁ; ay D, 0
anD, 0, 0, apl), auyD, O
ay, D, 0, 0, a3, D, agD, 0
und mithin findet sich, wenn die Determinante nach Produkten ent-

wickelt wird, in denen die den ersten drei Zeilen angehdrenden Mi-
noren mit ihren Komplementen verbunden sind,

Oiglsy  Oy3llyg  (y3Qoy | Qy3lgy
DA | a0y Qiytyy @4y - 45044
Gggllyy  (gglyy  Oggllay - (yg Qg
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Diesem Ausdrucke gleich ergiebt sich also das Produkt der De-
terminante von Hunyady in die drei algebraischen Komplemente

"A'l:l! Aﬂl! Ali‘

Man wiirde zu zeigen vermdgen, dass das Produkt dieser drei
algebraischen Komplemente genau gleich ist der zuletzt geschriebenen
Determinante 3-ter Ordnung, doch auch ohne zu dieser neuen Beweis-
filhrung iberzugehn, bemerken wir, dass das Produkt 4.4, .4,
nicht D als Faktor enthalten kann, weil ja keines der A in Faktoren
zerlegt werden kann und desgleichen D selbst unzerlegbar ist. Also
kann der Faktor D*, der sich in dem letzteren Ausdrucke findet, nur
ein Faktor der Determinante 4 Hunyadys sein und wenn wir dann
vergleichsweise den Girad eines Gliedes dieser Determinante und eines
Gliedes von D* priifen, so findet sich, dafs nur

H=cI*
gein kann. Hier bedeutet ¢ eine Konstante, deren Werth man iibrigens
zu 1 bestimmt, indem man im Besondern annimmt, es verschwinden
alle Elemente von D, mit einziger Ausnahme der Elemente der Haupt-
diagonale.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass dies Verfahren der Beweis-
fihrung sich auch im Allgemeinen durchfiihren lisst, mithin ganz
uneingeschrinkt

H = Dr+1

wird.
In Betreff solcher Determinanten, die zuniichst in der Lehre von
den Kegelschnitten auftreten, kann man neben den oben schon an-

gefihrten noch folgende Arbeiten einsehen:

Hunyady, Uber die verschiedenen Formen der Bedingungsgleichung, welche
ausdriickt, dals sechs Punkte auf einem Kege]schnitt liegen. Journ. f. Math.
Bd. 83 (1877) [76—85]. Ein JZusatz des Verfassers im Journ. f Math. Bd. 92
(1882) [307—310].

Unter dem gleichen Titel finden sich zwei Aufsitze von Hunyady in
magyarischer Sprache: Budapest Ertek. Bd. 4 (1875) Nr. 6 [1—23] und Budapest
Ertek. Bd. 6 (1877) Nr. 4 [1—20], der letatere als Fortsetzung des ersten.

Mertens, Sitze iiber Determinanten und Anwendung derselben zum Be-
weise der Siitze von Pascal und Brianchon. Journ. f Math. Bd 84 (1878) [366—85:}.

Pasch, Uber gewisse Determinanten, welche in der Lehre von den Kegel-
schnitten vorkommen. Journ. f. Math. Bd. 89 (1880) [247—251],

Hunyady, Uber eine Fliche vierter Ordnung. (Magyarisch.) Budapest
Ertek. Bd.'8 (1881) Nr. 12 [1—20].

Hunyady, Uber den geometrischen Ort der Kegelspitzen der durch sechs
Punkte gehenden Kegelflichen zweiten Grades, Journ. f. Math. Bd. 92 (1882)
[804—306].

Caspary, Uber die Umformung gewisser Determinanten, welche in der
Lehre von den Kegelschnitten vorkommen. Journ, f. Math. Bd. 92 (1882) [123—144].

Miiller, E., Anwendung der Grassmannschen Methoden auf die Theorie
der Curven und Flichen zweiten Grades. Journ. f Math. Bd. 1156 (1895)
[284—253] §2. 8. 239f
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§ 27. 28. Determinanten, deren Elemente aus den Elementen
gweier gegebener Determinanten gebildet sind.

8§ 27. Kroneckers Lehrsatz.

An die im vorausgehenden Paragraphen durchgefiihrten Uber-
legungen mag hier eine Erérterung der Determinanten sich anschliessen,
deren Elemente aus den Elementen zweier vorgelegter Determinanten
zu bilden sind.

Von diesem Gegenstande findet man vielfiltige Lehrsitze in ver-

schiedenen Arbeiten. Wir verweisen auf:

Sylvester, On a certain fundamental theorem of determinants. Phil. Mag,
ger. 4 vol. 2 (18561) [142—145].

Sylvester, On Staudts theorems concerning the contents of polygons
and polyhedrons, with a note on a new and resembling class of theorems.
Phil. Mag. ser. 4. vol. 4 (1852) [335—345].

Im Anhang dieses Aufsatzes macht der Verfasser auf geometrische An-
wendungen seines im Jahre 1851 veriffentlichten Lehrsatzes aufmerksam.

Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten-Theorie. (B uszug aus Briefen
an Herrn Baltzer.) Journ. f. Math. Bd. 72 (1870) [152—175] 8. 162 f. — Wieder
abgedruckt in Kronecker, Werke Bd. 1. Leipzig 1895. [237—269].

Siacci, Teorema sui determinanti ed alcune sue applicazioni. Ace. di
Tor. Atti vol. 7 (1871—72) [772—1788].

Siacei, Intorno ad alcune trasformazioni di determinanti. Ann. di mat.
ger. 2 t b (1871—73) [296—304].

Piequet, Analyse combinatoire des déterminants. C. R. t. 86 (1878)
[1118. 1119].

Picquet, a. a. O. (Siche oben Ende von § 16 und Anfang von § 22) Journ.
de I'ée. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] 8. 214 f, 216—218, 234—241.

Hunyady, Sitze iiber eine besondere Gattung komponierter Determinanten,
(Magyarisch) Budapest Ertek. Bd. 7 (1880) Nr. 21 [1—15].

Hensel, Uber die Darstellung der Determinanten eines Systems, welches
aus zwei andern componirt ist. Acta math. Bd. 14 (1890-91% [817—319].

Ferner die oben 8.104 angefiihrten beiden Aufsiitze von Igel und Escherich
aus dem Jahre 1892 und

Netto, Act. math, Bd. 17 (1893) 8. 200 in dem schon 8 84 beriihrten
Aufsatze.

Frobenius, a. a. O. (Siehe Literaturverzeichniss 8. 85.) Journ. f. Math.
Bd. 114 (1895) [187—230], dort wird 8. 190 der Kroneckersche Satz auf den
Sonderfall des Sylvesterschen (Siehe oben 8. 94) zuriickgefiihrt.

Ein besonders eleganter Satz aus diesem Lehrgebiet ist der folgende,
sogenannte Lehrsatz Kroneckers.
Sind die beiden Determinanten gegeben:
A von der Ordnung #, in den Elementen a;, und
B von der Ordnung m, in den Elementen b;,
und bilden wir alle Produkte

Cpg = ijbus,

an Zahl #?m? und mit diesen Elementen (a,;;;) die Determi-
nante der Ordnung (nm), indem wir auf dieselbe Zeile alle
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die stellen, bei denen die Indices (i, h) dieselben sind, und
auf dieselbe Spalte alle Elemente mit den gleichen zweiten
Indices (j, k) bringen, so wird die Determinante C aus den ¢

dann gleich sein
A™ . B,

Ein leichter Nachweis dieses Lehrsatzes ist von Netto (a.a. 0.)
gegeben, der ihn auf die Entwicklung der Determinante begriindet.
Um das Verstindniss des Verfahrens, das man auch fiir den
allgemeinen Fall anwenden kann, zu erleichtern, wollen wir im Be-

sondern n = 3, m = 2 voraussetzen.
Dann wird die Determinante C die folgende:

@by, @byg, Aigbyy, Gigbig,  aghy,, aby
@41 Dg1, Biibsgy  @igbary Bisbss, aygbsy, ai5by,
Gy byyy Baybys,  ggbyy, Ggebyy,  aggbyy, agshyy
G301, Qg1byy,  Aggbyy, Asebeg,  aggbyy, Asybyy
A5 by, aybyg,  Ogabyy, yebis,  aggbyy, agybyy
g bsy, Ogibsg, Agobyyy Ggabyg,  agehs, aggby,

Nun wollen wir unter den Zeilen dieser Determinante drei Systeme
von je zwei Zeilen unterscheiden (im Allgemeinen » Systeme von
je m Zeilen), indem wir in demselben System diejenigen Zeilen be-
greifen, deren Elemente, soweit sie auf ein und derselben Spalte
stehen, den gleichen Faktor a;; enthalten. Es wird dann ein Minor,
der innerhalb der Matrix der beiden ersten Zeilen ausgewshlt ist,
stets das Produkt zweier a zum Faktor haben und der andere Faktor
wird entweder Null sein oder die Determinante der b. Dasselbe trifft
zu fiir einen Minor, der innerhalb der Matrix der dritten und vierten
Zeile herausgehoben wird und fiir einen solchen aus der Matrix der
5-ten und 6-ten Zeile.

Zerlegen wir die Determinante in eine Summe von Produkten
der Minoren, die innerhalb der zwei ersten Zeilen, der 3-ten und 4-ten
und der 5-ten und 6-ten vorkommen, so wird jedes Glied mithin ent-
weder Null oder es enthdlt als Faktor die Determinante der b, zur
dritten Potenz erhoben (im Allgemeinen B"). Daraus ziehen wir die
Folgerung, dass in C der Faktor B* enthalten ist. Mit Riicksicht auf
die Symmetrie zwischen den a und den b schliessen wir, dass C
gleicherweise auch 4™ zum Faktor haben muss. Mithin ergiebt sich:

C=s5.4"™, B,
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Wenn wir hier den Grad von C beziiglich der @ oder b priifen, so
leuchtet unmittelbar ein, dass s nur eine Konstante sein kann und
nicht mehr von den Elementen a@,b abhingen darf. Nehmen wir
weiter an, dass alle a,;, bei denen die Indices (3, ) verschiedene sind,
verschwinden und desgleichen alle b;; mit verschiedenen Indices (, k),
so folgt ohne Weiteres s == 1; und daher wird schliesslich

C= Am.B»

‘Wegen anderer Beweise fiir denselben Lehrsatz kann man einsehen:

Hensel und Escherich (a. a. 0.) und

Rados, Zur Theorie der Determinanten. Math. Ber. aus Ung. 8. Bd.
(1891) [60—64]. Hier kommt Grassmanns Methode zur Anwendung.

lgel, a. a. O. Monatsh. f Math. 1892 weist fiir den besonderen Fall, wo
A und % Determinanten gleicher Ordnung und auch ihre homologen Elemente gieich
sind, die Hunyadysche Determinante als Theiler der Kroneckerschen nach,

§ 28. Lehrsiitze von Picquet, von Sylvester und Anderen.

Wir gehen jetzt zu einem andern Lehrsatze, der von Picquet
nachgewiesen ist, iiber. (Siehe S. 214 der im Journ. de I'éc. pol. ent-
haltenen Abhandlung.)

Es mégen zwei Determinanten 4 und B von der Ord-
nung # vorgelegt sein. In einer von beiden, zum Beispiel
in 4 wollen wir an Stelle von m Spalten, die auf jede nur
irgend mogliche Weise ausgewihlt sein sollen, m Spalten
aus B einsetzen.

Jedes Mal erhalten wir dann eine Determinante von der
Ordnung % und im Ganzen ergeben sich deren (»)%, genau
soviel, als das Quadrat der Binomialzahl (n). angiebt. Die
Determinante D, nun, die wir aus ihnen bilden kénnen,
indem wir in derselben Zeile alle Determinanten vereinigen,
die bei Ausscheidung der niimlichen m Spalten von 4 ent-
standen, und in derselben Spalte alle die Determinanten,
welche nach Unterdriickung von je m auf jede mdgliche
Weise ausgewihlten Spalten von 4 der Uberfiilhrung der
nimlichen m Spalten von B in die frei gewordenen Plitze
ihr Entstehen verdanken, die so gebildete Determinante

D, ist gleich
AC=Y g

Aus diesem Lehrsatze lisst sich in einem besonderen Falle seiner
Anwendung der nach Sylvester benannte Satz herleiten, den wir in
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einem vorausgehenden Paragraphen (Siehe § 23) nachgewiesen haben,
Es ist dies durch die Ausfithrungen Picquets auf Seite 216—218
seiner oben angefiihrten Arbeit ersichtlich geworden.

Der Beweis des Picquetschen Lehrsatzes ist nun einfach.

Jedes Element von D, ist eine Determinante, die (» — m) Spalten
aus 4 und m Spalten aus B enthilt. Eine solche Determinante kann
man entwickeln als algebraische Summe von Produkten, worin Minoren
der Ordnung (» — m) von A mit Minoren der Ordnung m von B
multipliziert auftreten. Es wird dann zum Beispiel jedes Element
der ersten Zeile von D, einzeln sich darstellen als Summe von Pro-
dukten, die dieselben Minoren der Ordnung (» — m) von A in die
(n)m Systeme von Minoren m-ter Ordnung aus B multipliziert ent-
halten, jedes solche System bestehend gedacht aus allen den (), Mi-
noren, die in denselben m Spalten, wie in einer Matrix, einge-
schlossen sind.

Auf diese Weise erkennt man, dass D, als Produkt zweier De-
terminanten erscheint, von denen die eine die Minoren der Ordnung
(n — m) von A zu Elementen hat und die andere die Minoren m-ter
Ordnung von B, wenn man Sorge trigt, bei einer von ihnen das
Zeichen derjenigen Elemente zn #ndern, welche Minoren ungerader
Klasse entsprechen (was ja bekanntlich den Werth der Determinante
ungedndert lisst).

Wir wissen aber (Siehe § 22), dass die Determinante A4,_,, die
die Minoren der Ordnung (#» — m) von 4 zu Elementen hat, den Werth

n—1
A( » )
besitzt und dass der mit den Minoren m-ter Ordnung von B gebildeten
Determinante, also B, der Werth
e
zukommt. Damit ist also unser Lehrsatz bewiesen.

Im Zusammenhang mit dem Determinante D, kann man die De-
terminante D,_,, betrachten, die man auch bei Vertauschung von
A und B in dem Eingangs des Paragraphen dargestellten Verfahren
erhiilt, das heisst, indem man an Stelle von m auf jede mdgliche
Weise in B ausgewiihlten Spalten m Spalten von A einsetzt.

Man gewinnt daher:

Dﬂ-—-m = A(;::ll) . B(n;].)
Das Produkt der beiden D, und D,_, wird sein

A 5o
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Ordnen wir die Elemente der beiden Determinanten D), D,_n
auf passende Weise, némlich so, dass homologe Elemente in ihnen
stets zwei Determinanten entsprechen, von demen die eine (n — m)
Spalten von 4 und m Spalten von B, die andere die iibrig-
bleibenden m Spalten von 4 und die tibrigbleibenden (» — m)
von B enthilt. Dann lésst sich das folgende Verhalten aufzeigen:

Wenn man mit den beiden Determinanten D, und D,_,,
ihr Produkt nach Zeilen bildet, so werden die Hauptelemente
des Produktes gleich dem Produkte -4.B und die andern
Elemente werden Null

Dies bildet den Inhalt eines Lehrsatzes von Sylvester, der von
ihm schon im Jahre 1851 (in der im Anfang des § 27 angefithrten
Arbeit S. 143) verdffentlicht worden ist.

Wir wollen eine Matrix herstellen, die als erste Spalten (n — m)
Spalten von 4 enthilt und als weitere Spalten alle die B zugehdrigen
und so auch eine zweite Matrix, die an erster Stelle die ibrig-
bleibenden m Spalten aus A und im Anschluss daran alle Spalten
von B in sich begreift.

Wir bilden alle Determinanten n-ter Ordoung, die innerhalb der
ersten Matrix liegen und stets die festen Spalten von A einschliessen,
und verfahren desgleichen mit Bezug auf die zweite Matrix. Es ge-
lingt dann, jene ersteren Determinanten mit diesen letzteren paarweise
und eindeutig in Zusammenhang zu bringen, indem wir diejenigen als
auf einander bezogen (korrespondierend) betrachten, die nicht eine
einzige Spalte von B gemeinsam haben. Dann werden die homologen
Elemente zweier homologen Zeilen in D, und D,_, zu korrespon-
dierenden Determinanten. Die Summe der Produkte solcher Paare
wird (wenn man den Determinanten aus der zweiten Matrix das
negative Zeichen giebt, im Fall sie ungerader Klasse angehoren) ein
Hauptelement der Produktdeterminante D, .D,_, sein.

Nennen wir e @, ... die Minoren von der Ordnung (x — m),
enthalter in den (» — m) Spalten von 4 und «fas... ihre alge-
braischen Komplemente; es sind dies die Minoren m-ter Ordnung, die
in den andern Spalten vorkommen (und negativen Zeichens, wenn zur
ungeraden Klasse gehdrig).

Bezeichnen wir weiter mit

ﬂl.l ﬁli ..
ﬁﬂl ﬁ!! v
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die Minoren der Ordnung m, die in B enthalten sind, und mit

Bi Pis . ..
Pt Pes .

deren algebraische Komplemente von (n — m)-ter Ordnung.
Danach wird das Hauptelement des Produktes D, .D,_,, sich
darstellen in der Form:
Z(Z“J'ﬁji?a;:ﬁ;k) = ?aﬂi :‘Z‘ﬁp‘ﬁ;’k
7 T K

Fiir ¢ =k erhalt man:
Sael ;ﬁjiﬁ;i

was dem Produkte 4.B gleichkommt und fiir i% k ergiebt sich der
Werth Null, da ja nach einer bekannten Determinanteneigenschaft

?ﬁﬁﬁ:’t =0

wenn i 2 k. (Siehe 8. 19.)

Dem entsprechend wiirde man nachweisen, dass die nicht aof
der Hauptdiagonale befindlichen Elemente Null sind.

Die beiden hier betrachteten Determinanten D,, und D,_,, haben
zu einander éhnliche Beziehungen, wie zwei Determinanten, von denen
die eine aus den Minoren der Ordnung m, die andere aus denen der
Ordnung (n — m), die zu ein und derselben vorgelegten Determinante
gehoren, gebildet sind.

Die Ahnlichkeit erstreckt sich noch bis auf die Beziehungen
zwischen ihren Minoren. Mar kann da den folgenden Lehrsatz
(von Picquet, a. a. O. Journ. de 'éc. pol. 8. 238 ff.) nachweisen:

Ein Minor von D, ist gleich dem algebraischen Kom-
plemente des zu ihm homologen Minor in D,_,, multipli-
ziert mit einer Potenz von 4 und einer Potenz von B.

Den Beweis dieses Lehrsatzes konnen wir auf folgende, hichst
einfache Weise durchfiihren.

Es moge bezeichnen d,; die Elemente von D, und dj; die
von D, .

Wir betrachten, um bestimmte Vorstellungen zu erwecken, den
ersten Hauptminor von #-ter Ordnung in D,. Ihn kénnen wir unter
Aunwendung der Bezeichnung ¢ = (#). schreiben:
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dr1

dll

0 ...

0 ---

dlr dl.r—l-.l

drr df r+1°
0 1

0 0

e 0

-1

dli

-

Das Produkt dieser Determinante in D,_, wird in Folge des
zuletzt bewiesenen Lehrsatzes:

4.B 0 0 &g - dis
0 4B 0 By oo di
0 0 ABd,—,-+1 o dpy
0 0 0 digaris o g
0 0 0 dfr+1 - die
oder
Grgs,rit *** Brgae
.- Ar. B

Boyrg1 o die
und, da man weiss, dass D,_,, seinerseits gleich einer Potenz von 4
multipliziert mit einer Potenz von B ist, so erscheint der Lehrsatz
bewiesen. In der That findet man, dass der Minor r-ter Ordnung

von D,, gleich dem algebraischen Komplemente des ihm entsprechenden
Minor in D,_,, ist, multipliziert mit

r—(m=) (=Y

Wir wollen zum Schluss dieser Betrachtungen noch anmerken,
dass, wenn man im Besonderen die zweite Determinante B in
der Gestalt voraussetzt:

100...0
010...-0
001...0(|=1
000...1

Pascal, Determinanten 8
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dann die Lehrsitze dieses Paragraphen jene von § 22 in Wied%rholung
ergeben, und die Determinanten D, Dy unserer jetzigen Erorterung
in umgekehrter Folge die aus Minoren der Determinante 4 von
m-ter und (» — m)-ter Ordnung dargestellten Determinanten werden,
die wir in jenem Paragraphen mit denselben Buchstaben bezeichnet
haben. -
An die Gruppe von Erwigungen, die sich auf Determinanten
beziehen, die mit den Elementen zweier andern hergestellt sind, kniipft
auch eine Arbeit von Siacci an, die von uns bereits (8. 107) an-
gefithrt wurde.

Siacei, Ace. di Tor, Atti vol. 7 8. 772; Ann. di mat. vol. 5 S. 206.

Sind zwei Determinanten gegeben: ;

-A-= |afl|
B = |b|

und bildet man die Determinante P, deren allgemeines Element

Aay, + f-‘brl
so sagt der erste der Lehrsitze von Siacci aus:

Die Determinante P ist gleich dem Produkt der beiden
Determinanten 4, B, multipliziert mit einer Determinante,
deren allgemeines Glied sich darstellt als

F*A-rn + ;-Bro

wo A,, B, die Komplemente der Elemente a,,, b, in
A, B sind.

Wir werden nicht auf Einzelheiten bei diesem und den andern
Lehrsitzen eingehen. Es mag geniigen, nur einen Hinweis darauf
zu geben.

Man lese mit Bezug auf den Gegenstand dieses Paragraphen auch:

Pascal, Sulle varie forme que possono darsi alle relazioni fra i determi-
nanti di una matrice rettangolare. Ann. di mat. ser. 2 t. 24 (1896) [241—258}
in § 3 8, 246 ff

Es werden dort mit Benutzung des Ergebnisses der folgenden Paragraphen
29—31 den hier erdrterten Picquetschen Sitzen drei neue hinzugefiigt und diese
als erweiterte Gestaltungen fritherer Lehrsiitze erwiesen, des Satzes von Minoren
der reziproken Determinante (5. 83f) und der Sitze aus § 23 von Sylvester
und D’Ovidio.

* Man vergleiche zu dem Inhalte unserer §§ 22, 23, 28 Scott, Det. 1880.
chap. & [66—66].



§ 29. Untersuchung von Vahlen. 115

§ 20—31. Besiehungen gwischen den Determinanten, die in einer
Matrix enthalten sind.

§ 29. TUntersuchung von Vahlen.

Es mag eine Matrix von m Zeilen und #» Spalten vorgelegt
sein (m <n), ‘

Mit den in ihr enthaltenen Elementen lassen sich (#), Determi-
nanten m-ter Ordnung herstellen. Man frage nun: Wie viele von
diesen sind unabhiingig? Oder mit andern Worten: Wie viele von
einander unabhiingige Gleichungen bestehen zwischen ihnen?

Es seien a,, die Elemente dieser Matrix:

dyy Qg v Qip
g Ggg ... (g
Amt e . .« Apn

Zunichst haben wir anzumerken, dass eine identische Gleichung
zwischen den in dieser Matrix enthaltenen Determinanten m-ter Ord-
nung sich immer in Theile wird zerfillen lassen, deren jeder aus
solchen Determinanten homogen zusammengesetzt sein muss; eine
jede von diesen Determinanten ist homogen vom Grade m in den
Elementen @ und jeder einzelne der gedachten Theile, gleich Null
gesetzt, wird fiir sich eine identische Beziehung darstellen.

Also werden sich alle oben geforderten Gleichungen stets dazu
bringen lassen, dass sie in den (%), Determinanten homogen erscheinen.,

Wenn wir iiberdies simmtliche Elemente a,, vermdge der linearen
Substitution

m

.-

Ary = Z“Arahs
h=1

umformen, dann wird jede in der Matrix der & enthaltene Determi-
nante gleich der entsprechenden, die man in einer Matrix der ¢’ an-
zunehmen hat, multipliziert mit der Determinante der «; es bleiben
daher die homogenen Bezichungen zwischen jenen Determinanten un-
verindert und die Grissen & treten darin nicht auf.

Inzwischen kdnnen wir iiber die m? beliebigen Grossen « in der
Weise verfiigen, dass gleichviele von den Elementen a” bestimmte
Werthe annehmen. Danach werden die (n), — 1 Verhiltnisse der
Determinanten Funktionen von nur nm — m? = m (n — m) beliebigen
Elementen und hieraus ersieht man, dass héchstens nur

8.
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(;)—l—m(n—-m)

(leichungen zwischen diesen Verhiltnissen bestehen konnen. Das
kommt aber mit dem Vorhandensein der gleichen Anzahl von homo-
genen Beziehungen zwischen denselben Determinanten ilberein.

Wir werden nun zeigen, dass sich wirklich ebenso viele Be-
ziehungen und zwar simmtliche von einander unabhingig her-
stellen lassen.

Betrachten wir die Determinante D, die aus den m ersten Spalten
gebildet ist, und dazu ihre Reziproke, deren Element wir mit A4,, be-
zeichnen,

Danach richten wir unsere Aufmerksamkeit auf eine beliebige
Determinante A, die aus den Spalten der Ordnungszahlen r, ry... 7,
besteht.

Wir wollen nach Spalten das Produkt der beiden Determinanten
bilden:

Ay Oty o - Bipy, Ay Ay ... Aim

gy, O3y, + -« Agr, | Az Ags ... Asp

Amry Cmry + « - Qmr, Ani Aps ... Ao
~ Ein beliebiges Element der Produktdeterminante, in der Stellung
1,8 wird dann:
alr,-A-ll + aﬁr‘ASr + v + a'mr'»Ama

und dies ist nichts andres, als die Determinante

A1 voe Ui

_D=
ﬂ»,m... amm

wenn man an Stelle der s-ten Spalte die Spalte der Ordnungszahl #;
aus jener vorgelegten Determinante A einsetzt.

Das Ergebniss der Multiplikation ist also eine Determinante, deren
Elemente ihrerseits wiederum Determinanten sind, und zwar werden die
letzteren aus D dadurch hergeleitet, dass man die Spalten dieser aus-
gezeichneten Determinante nacheinander und einzeln durch diejenigen
der Ordnungszahlen 7,7, ... 7, ersetzt.

Nun weiss man aber, dass die Determinante der A ihrerseits der
Potenz (m — 1) von D gleich ist, also lisst sich, wie leicht ersichtlich,
durch eine jede der aufgestellten Gleichungen eine Beziehung zwischen
den Determinanten der Matrix darstellen.

Priifen wir inzwischen diese Beziehungen.
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Wenn A mit der Determinante I} tibereinstimmt, dann erhilt
man augenscheinlich eine Identitit.

Wir nehmen weiterhin alle A von der Beschaffenheit in Betracht,
dass (m — 1) ihrer Spalten aus der Zahl der Spalten von D ent-
nommen und nur eine unter den (» — m) fibrigbleibenden der ge-
gebenen Matrix ausgewilhlt ist. Es leuchtet ein, dass A von solcher
Beschaffenheit der Anzahl nach m (% — m) vorhanden sind. Sie
nun geben identischen Beziehungen ihren Ursprung, weil die Deter-
minante, die dabei auf der rechten Seite erscheint, némlich

DOO.--- 0
ODO.--0
00D .--0
000..-4A

oder eine auf Reihenvertanschung beruhende Umwandlungsform hierzu
nach ihrem Werthe: D™—!, A mit der linken Seite {ibereinstimmt.

Die anderen Beziehungen, die man erhilt, wenn man A auf jede
weitere mogliche Art sich #ndern lasst, der Zahl nach

(:; —1—m(n—m)

Gleichungen, sind sicherlich alle von einander unabhingig, weil bei
einer jeden von ihnen linksseitig ein Faktor (und zwar ist dies A)
erscheint, der von einer dieser Beziehungen zur andern wechselt und
niemals auf der rechten Seite vorkommt. Wirklich wird die rechte
Seite in jedem Falle von Determinanten gebildet, die sich aus der
urspriinglichen Determinante D) mit Verinderung einer einzigen
Spalte herleiten lassen, wihrend das linker Hand auftretende A stets
eine Determinante ist, hei der wenigstens zwei Spalten von denen
in D abweichen, da man ja andernfalls identische Beziehungen erhilt.
Es stellt sich hiernach als erwiesen herans:

Unter den (#), Determinanten m-ter Ordnung einer Matrix
aus n Spalten und m Zeilen bestehen

(::;)-—1 — m(n — m)
unabhiingige Gleichungen.

Dieser Nachweis ist in einem neneren Aufsatze von Vahlen
enthalten:

Vahlen, Uber die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix.
Journ. f. Math. Bd. 112 (1893) [3806—310].
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8§ 30. Formel von Netto, eine verwandte von Pascal.

Es ist von Wichtigkeit, den Grad der im vorangehenden Para-
graphen aufgefundenen Gleichungen hier anzumerken.
Nehmen wir zunichst an, dass nur zwei von den Ordnungszahlen

Ty Ty ou. Tay
verschieden sind von den Zahlen

Demgemiiss mégen zum Beispiel die Ordnungszahlen r, s unter den:
m—+1, m+2,..-n
goewihlt sein.

Die den gedachten beiden Zahlen entsprechenden Spalten wiirde
man an die Stelle derer mit den Ordnungszahlen ¢ und j zu setzen
haben.

Dann wird suf der rechten Seite die erste Zeile in ihrem ersten
Elemente dem Werthe von D gleichkommen und in den andern
Elementen allen dem Werthe Null; die zweite Zeile im zweiten Ele-
mente dem Werthe von D und in den andern der Null und so wird
es mit allen den andern Zeilen gehen, ausgenommen nur die i-te und
Jte Zeile, in denen in guter Ordnung, wie folgt, die Determinanten

r2.--m) Ar3--om .. 12...7)
s2---m (1s3---m) --- (L2---59)
erscheinen werden, wenn wir mit dem Symbol
(r2-...m

die Determinante andeuten, die aus den Spalten mit Ordnungszahlen

r’ 2 ’ DR (/]
besteht und so fort.
Die Entwicklung der rechten Seite wird nunmehr (da ja die
Elemente D simmtlich auf der Hauptdiagonale stehen) sich darstellen
in dem Produkt

(1,2---i—1,r,s’—|—1---m)(l,?»--j—1,r,j+1.~-m)

Dn—%,
Pe--.i—1Lsi41---m(1,2---j—1,85j+1---m)

Wenn wir daher mit der linken Seite vergleichen und den ge-
meinsamen Faktor D™—2 unterdriicken, so erhalten wir eine Beziehung
zweiten Grades in den Determinanten. Dergleichen Beziehungen er-
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geben sich der Zahl nach (n — m); - (#);. Entsprechend erhilt man
ihrer (n — m)g - () dritten Grades und so weiter.

Wenden wir nimbeh beiderseits die symbolische Bezeichnung an,
die wir fiir die in Rede stehenden Determinanten soeben eingefiihrt
hatten, so wird die gefundene Bezichung die folgende:

(1,2,---‘i—1,9",‘5—|— Leeej—L85+1,---m) (L2 -m=
=(1,2---i—1,rni4+1,---m)(,2,---j—1,55j+1,---m)—
_'(112: ---i—l,s,i+1,v--m) (1,2,---j—-l,r,j+1,---m)

Lassen wir nun die Werthe der Ordnungszahlen 7, s unverindert,
vertauschen aber die Stellen, in die wir sie einsetzen, das heisst,
stellen wir uns vor, dass wir die r-te Spalte nicht mehr an die ¢te
Stelle bringen, sondern an die k-te. Dann ergiebt sich diese weitere
Gleichung:

L2,--bh—Lrh+1,-- j—Ls5j+1,---m)(1,2,--em) ==
=(1:2:"'h_"1r"rh+ 1:"'m)(1727"'j_1:5Jj+ 1;"'m)—'
—(172:"';‘ —Lsh+ 11""’") (1:2:"'.7.—1,’3.7-"}"1)"'”3)

und so wiirde man auch wieder eine andere Gleichung erhalten, ver-
wandelte man dann % in %.

Diese drei Beziehungsgleichungen enthalten nun alle dieselben
drei Koeffizienten:

(1,2 - m)
1,2 ---j—1,85+1--m
12 --j—=1nj+1. m)

Betrachten wir einmal die Determinante 3-ter Ordnung, gebildet
aus den neun andern Grossen, die in gedachten drei Gleichungen auf-
treten. Diese Determinante muss verschwinden, wie wir es im All-
gemeinen zeigen werden, wenn wir uns mit der Lehre von den linearen
Gleichungen werden zu beschiftigen haben. Ubrigens wiirde man
auch hier dies sogleich einsehen, wenn man die drei Gleichungen mit
den algebraischen Komplementen der Elemente der ersten Spalte, die
der genannten Determinante angehdrt, multiplizieren und dann die
Summe bilden wiirde.

Ziehen wir die Matrix der ersten m Spalten und der zwei andern,
der r-ten und der s-ten in Betracht und deuten einfacher durch

A

die Determinante an, welche aus dieser Matrix durch Tilgung der e-ten
und g-ten Spalte gewonnen wird, so ergiebt sich, dass die Determinante
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A:‘j Ai: Air
Anj A.i'u Air
AkJ Ah &h—r

identisch Null werden muss.

Dies Ergebnies findet sich im Beginn des Aufsatzes von N etto, Zwei De-
terminantensitze. (Act. math. Bd. 17 8. 199 {)

Dasselbe kann auch leicht verallgemeinert werden.

Es ist eine wichtige Bemerkung, dass auf dem von uns ver-
folgten Wege sich ein Ergebniss gewinnen lisst, welches von dem
dort erhaltenen abweicht, das aber mit ihm eng verwandt erscheint.

Wenn wir in der Gleichung zweiten Grades, von der wir aus-
gegangen sind, anstatt die Kennziffer ¢ zu verwandeln, » in 4 um-
wandeln und in %, und dann dasselbe Verfahren anwenden, so erhalten
wir eine Determinante der dritten Ordnung, die von der soeben nieder-
geschriebenen verschieden ist.

Betrachten wir die Matrix der ersten m Spalten mit Hinzunahme
der weiteren Spalten srhk und bezeichnen mit Agpys die Determi-
nante, welche aus solcher Matrix bei Tilgung der Spalten gy her-
vorgeht, so ergiebt sich:

Ak Dok Djank
Aijkr Aukr A.takr =0
Ac}ri Ailrh Ajlrﬁ

Diese Gleichung lisst sich in einer Férm darstellen, die ihre
Verwandtschaft mit der schon angefiihrten Nettoschen Formel besser
erkennen lisst. Stellen wir uns ndmlich eine Matrix vor, die aus
allen den betrachteten Spalten gebildet wird, die sechs Spalten
mit den Ordnungszahlen 4, j, s, 7, h, k ausgenommen und bezeichnen
mit A,z eine Determinante, die man erhilt, wenn man zu den (m — 2)
Spalten jener Matrix die Spalten «, 8 hinzufiigt, so nimmt die
vorausgehende Determinante genau dieselbe Gestalt wie die Determi-
nante von Netto an, nur dass den Elementen eine abweichende Be-
deutung zukommt. Wihrend nidmlich bei der Determinante Nettos
die Elemente Minoren sind, die eine Matrix von (m - 2) Spalten bei
Tilgung zweier Spalten entstehen lisst, sind in unserer Determi-
nante die Elemente Minoren, die einer Matrix von (m — 2) Spalten
entstammen, indem zwei Spalten hinzugefiigt werden.

Mit Bezug auf den Inhalt dieses Paragraphen vergleiche man
wiederum den oben am Ende von § 28 angefiihrten Aufsatz von
Pascal, Ann. di mat. 1896 in seinem § 2.
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§ 81. Grundform der Beziehungen zwischen den Determinanten
einer Matrix.

An diese Erdrterungen tiber die Beziehungen zwischen den De-
terminanten einer Matrix schliessen sich solche an, die bei der Be-
schéftigung mit der symbolischen Berechnung algebraischer Formen
in # Veriinderlichen vorkommen,

Die Gleichungen, die wir gefunden haben, sind zum Theil vom
zweiten Grade in den Determinanten, andere dritten Grades und so fort.

Nun ist es von Wichtigkeit zu bemerken, dass sie alle auf eine
einzige Grundform, die beziiglich der Determinanten vom zweiten
Grade ist, sich zuriickfilhren lassen. Die Gleichung, die man auf
diese Weise erhilt, pflegt man in der Lehre von der symbolischen
Berechnung der algebraischen Formen eine fundamentale Identitat
zu nennen.

Man sehe die Abhandlung:

Pascal, Sopra le relazioni che possono sussistere identicamente fra forma-
zioni simboliche del tipo invariantivo nella teoria generale delle forme algebriche.
Acc. Line, mem. ser. 4. vol. b (1888) [376—387].

Wir wollen, wie oben, mit (i, 45...4s) die Determinante aus den
Spalten der Ordnungszahlen 4, 4, .. .4, bezeichnen.

Die allgemeine Beziehungsgleichung, die auf einer der voran-
gehenden Seiten (Siehe 8. 116) gewonnen wurde, lisst sich dann in
dieser Form schreiben:

(%2 -my(A4, 8- m)---(12.--4,)
) (o) (12 mp=i=| : S
(tm2-om) (133 m)eee (120 4y)

Wir werden nun zeigen, dass alle Gleichungen dieser Hauptform
sich mittelst gewisser anderer Bezichungen zweiten Grades bestitigen
lassen, die man in folgender Weise erhiilt.

Betrachten wir die Determinante von der Ordnung (m 4 1), die
wir mit dem zundchst zu beschreibenden Verfahren herstellen. Wir
wihlen in der vorgelegten Matrix die Spalten mit den Ordnungs-
zahlen 4, 45 ...%n tny1 aus und bilden mit diesen die Matrix von
m Zeilen und (m -+ 1) Spalten, auf eine weitere letzte Zeile jedoch
stellen wir die Determinanten von der Form:

G e Gmer)
(3.2 jl. j: R jm—l)

(im+1 jl je ‘e jm—l)
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wobei die Ordnungszahlen j, j; ... jm—1 denen von (m — 1) andern,
aus der gegebenen Matrix ausgewihliten Spalten entsprechen (im Be-
sonderen konnen einige der j einigen der schon herangezogenen i
gleich sein). Die auf diese Weise dargestellte Determinante ist iden-
tisch Null, weil ja augenscheinlich die Elemente der lefzten Zeile
ein und dieselbe lineare Verbindung aller entsprechenden Elemente
der parallelen Zeilen vorstellen. .

Entwickeln wir diese Determinante nach den Elementen ihrer
letzten Zeile, so ergiebt sich also

b) 24 Gty im) (mgrfydy =+ dme) =0

worin sich die Summation iiber alle zyklischen Permutationen der
Zahlen ¢, %y ... %, im41 erstreckt und das Zeichen der verschiedenen
Glieder zu wechseln ist oder micht, jenachdem m ungerade ist oder
gerade.

Um leichter verstanden zu werden, wollen wir die Elemente
iy i3 . . . tm tm41 2yklisch wechselnde nennen, die andern aber feste
Elemente. Wenn die festen Elemente simmtlich verschieden sind
von den zyklisch wechselnden, so enthdlt Formel b) (m + 1)
Glieder. Wenn # feste Elemente gleich ebenso vielen zyklisch
wechselnden Elementen sind, dann verschwinden r Glieder der all-
gemeinen Formel und es bleiben demzufolge nur (m — r 4 1) Glieder
iibrig.

gSeltsamer Weise hat Fiirstenau sich gentthigt gesehen, eine
ziemlich lange Beweisfilhrung dieser besonderen Identitit zu widmen,
wihrend er doch von der allgemeinen Identitit seinen Ausgang nahm,

Fiirstenau, Beitrige zur Theorie der Determinanten. Journ. f Math.
Bd. 89 (1880) [86—88).

Mit Hilfe dieser fundamentalen Identitit vom zweiten Grade
kann man nun alle im Vorangehenden aufgefiihrten Identititen dar-
stellen; man kann nimlich zeigen, dass von derselben alle die andern
herstammen.

Setzen wir im Besondern voraus,

JeJds vt Jm—1
wiren gleich den
% 's RRRI PR
Dann werden (m — 2) Glieder in b) verschwinden, da ja in ihnen

Determinanten mit zwei tbereinstimmenden Spalten auftreten. Xs
bleiben nur drei Glieder, nimlich:
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Gt oo e et n ) (bt Gy iy o ) F
+ (’il 1’ SRR S 'im+1) (im—l jl il e l:m_g) +
+ (iy 23 -+ Gmesg Imgt 1) (bn  Jy & v In—y) =0
Wenn wir im Besonderen i, %, ... %=1, 2,...m setzen und
lassen die Ordnungszahlen ¢my,j; auf jede mégliche Art wechseln,
80 ergeben sich Gleichungen, die nichts andres sind, als eben die Be-
ziehungen vom zweiten Grade, die man aus der allgemeinen Formel a)
gewinnt. Wirklich war ja oben (am Anfang von § 30) gezeigt worden,
dass die Beziehungen zweiten Grades aus a) hervorgehen, wenn nur
zwei der Zahlen ¢, 4y ... 4, von den 1, 2,...m verschieden sind. Man
erhilt dann auf der rechten Seite den Faktor (1,2,...m)"—? und
wird dieser Faktor gestrichen, so ergeben sich genau die Beziehungen
der eben verzeichneten Art. Wir wollen nun zu solchen Gleichungen
dritten Grades tibergehen. Sie entstehen aus a), wenn drei der Ord-
nungszahlen 4, 4 ...%, von den 1,2,...m verschieden sind.
Von diesen wird die eine beispielsweise:
(1) 27 e im-—? Jl'm-—l 'im) (1J 27 e m)s =
(L2, gy m—1,m) (1,2, m—2,0p_g,m) (1,2,---m—2,m—1,%pns)
= (1,2, im—g,m—1,m) (1,2, m—2,ip_g,m) (1,2, m—2,m—1,%—1)
(1,2, +im ,m—1,m) (1,2,- -m—2,d, ,m) (1,2,--m—2,m—1,in )
Wir wollen diese Determinante nach den Elementen ihrer letzten
Spalte entwickeln und dabei Bedacht nehmen auf die mit der zuletzt
hingeschriebenen verwandten Beziehungen.
Die Minoren zweiter Ordnung, die in den zwei ersten Spalten
dieser Determinante enthalten sind, sind beziehungsweise gleich:

+ (1: 2; EEE M - m) (1: 2} e m):
— (4,20 dpgin m) (1,2,---m),
+(112;"'1:m—1'im m) (172J"'m)
und daher entsteht, wenn wir den gemeinsamen Faktor (1,2,:..m)
tilgen, diese Gleichung:
(1,2 tm—ztm—rtn) (1,2, m—2,m—1m )—
— (1:2,"":7'!—9':?"—1”3) (1;2:' "m_2:m_ Il?'.m )+
(1,2 imegim m) (1,2, m—2,m— 1, ipg) —
— (L2 tm—rta m) (L,2,---m—2ym—1Lin_g) =0

die man auch aus b) darstellen kann, indem man setzt:
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=1 =2 - jni=m—1
und
=1 -+ dng=m—3, inpr1=m
Demgemiiss wird sich auch nachweisen lassen, dass das Namliche
fiir die Gleichungen 4-ten Grades eintritt, die in der Formel a) ent-
halten sind, und daher gilt der Satz:

Im Allgemeinen sind alle Formeln der Gattung a) immer
auf Formeln der Gattung b) (fundamentale Identitdten)
zurfickfiihrbar, dergestalt dass schliesslich in solche die
simmtlichen zwischen den Minoren einer rechteckigen Matrix
vorhandenen Beziehungen umgewandelt erscheinen.

Eine Untersuchung fiiber eine sehr grosse Zahl der aus jener
Gattung b) hervorgehenden Identititen findet sich bei Hunyady.

Hunysady, Uber einige Determinantensiitze. (Magyarisch.) Budapest Ertek.
Bd. 9 1882) Nr. 10 [1—19].
unyady, Uber einige Determinantengleichungen, welche mit verschie-
denen Abhandlungen von Hesse und Cayley in Zusammenhang stehen. Journ.
f. Math. Bd. 94 (1883) [171—178].

§ 82. Bezichungen swischen den Determinanten, die aus denselben
Elementen gebildet sind.

Verwandt mit der Untersuchung des vorigen Paragraphen ist die,
welche den Inhalt des hier beginnenden ausmacht.

Mit denselben n® gegebenen Elementen lassen sich »?! Determi-
nanten der Ordnung # herstellen. Unter diesen sind einige dem
absoluten Werthe nach einander gleich, ndmlich alle die, welche aus
einander hervorgehen, wenn man die Zeilen oder die Spalten unter
sich vertauscht.

Wir werden hier Lehrsétze behandeln, die von Bagnera und von
Pascal gefunden sind. Sie betreffen Bemehungen zwischen Determi-

«nanten, die verschieden sind, aber aus denselbén Elementen dargestellt.

Bagnera, Sopra i determma.nh que si possono formare cogli stessi m*
elementi. Giorn. di Batt. vol. 25 (1887) [228—231].

Pascal, Sopra le relazioni fra i determinanti formati coi medesimi elementi,
Ist. Lomb. Rendic. ser. 2 vol. 29 (1896) [436—438].

Es sei die Determinante %n-ter Ordnung aus den Elementen a.; vor-
gelegt. Vertauschen wir auf jede mégliche Weise die Elemente der
i-ten Zeile, so ergeben sich n! verschiedene Determinanten. Ist nun
A eine von diesen und A, eine andere, die man aus A gewinnt, wenn
man zwei Elemente der ¢-ten Zeile, beispielsweise @;; und a;; mit
einander vertauscht, so kann man leicht einen Ausdruck fir die
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Differenz von A und A;; angeben. Es gentigh niimlich dazu die Be-
merkung, dass man bei Entwicklung von A npach den Elementen der
i-ten Zeile erhilt: .
A=+ a;Ai;+ axdi
Hierbei sind mit A4;;, 4 die algebraischen Komplemente jener Ele-
mente der ¢-ten Zeile benannt und durch & ist die Gesammtheit aller
tibrigen Glieder angedeutet.

Man erhilt dann:

Ary=2 + axdi; + t;di
und daraus
A — A= (ay — au) (Aig — Aix)

Wenn man hier j,% auf alle (r), moglichen Arten in dem Be-
reich der Zahlen 1...#n wechseln lisst und alle diese Gleichungen
multipliziert, so ergiebt sich:

H (A—Ap = H (@i — air) g (4ij — Air)

Das Symbol J[ erstreckt sich hier augenfillig auf (n); Faktoren.

Wiihlen wir nun als Ausgangspunkt unserer Betrachtung nicht A,
sondern eine andere von den %! Determinanten, die sus A mittelst
einer beliebigen Permutation der Elemente der i-ten Zeile hervorgeht,
zum Beispiel D, so erhalten wir

H (D — Djx)

suf entsprechende Weise ausgedriickt, das heisst, abgesehen vom Vor-
zeichen ergiebt sich die Gleichheit der beiden linken Seiten

T —ay =j:];[(1>—1>,a

j‘k
Damit ist der Lehrsatz gegeben:

Bildet man %! Determinanten, indem man in vorgelegter
Determinante auf jede mogliche Weise die » Elemente einer
beliebigen Zeile mit einander vertauscht, wihlt dann eine
derselben aus und stellt alle (n); Differenzen her zwischen
ihr und den aus ihr durch Vertauschung nur zweier ein-
zelner Elemente abgeleiteten Determinanten, so ist das Pro-
dukt von allen diesen Differenzen konstant, wiewohl die
Determinante, die man zu Anfang ausgewihlt hat, eine ganz
beliebige sein mag. (Bagnera.)

Demselben Verfasser verdanken wir auch diesen weiteren Lehrsatz:
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Bildet man n! Determinanten, indem man in vorgelegter
Determinante auf jede mégliche Weise die n Elemente einer
Zeile vertauscht, wihlt (» + 1) unter ihnen aus und fihrt
dann bei jeder von diesen Determinanten auf die Elemente
der betreffenden Zeile » dhnliche Substitutionen aus, so
wird die Determinante von der Ordnung (n 4 1), deren Ele-
mente die Ergebnisse gedachten Verfahrens sind, gleich Null

Bezeichnen wir mit 4;; A, ... 4,, die algebraischen Komplemente
der Elemente der i-ten Zeile.

Die Elemente a;y...a;, der iten Zeile unterwerfen wir (n 4 1)
Substitutionen, wir erhalten damit (» 4 1) Permutationen dieser
Elemente. Solche Permutationen sollen angedeutet werden durch
P, Py... P ny1 und jeder von ihnen wird eine Determinante
Ap,, entsprechen. (h=1,2,...n+4 1)

Wenn wir auf die P wiederum #hnliche Substitutionen anwenden,
so erhalten wir andere (» 4 1) Permutationen, die man mit Py, be-
zeichnen kann und so weiter.

Es seien

%11 @ia v Ol

0gy [ ca Oy

Ont1,10nf1,8... Gnt1m
die Elemente a;,...a;,, gemiiss den Permutationen P, ... Py at1
vertauscht,
Die Determinante

an vew Up ﬁpu

Cnt1,1 -0 Ong1,m AP,’,_H
ist Null, weil die Elemente ihrer letzten Spalte dieselben linearen
Verbindungen der Elemente der tibrigen Spalten darstellen.
Wenn wir gleicherweise
Apy oo Bpy oy

in Betracht ziehen, so erhalten wir eine gleichartige Determinante,
worin die ersten » Spalten, abgesehen von jhrer Anordnung, dieselben
sind, da sie nimlich aus jenen mittelst einer #hnlichen Substitution
sich herleiten lassen, die sich jedoch auf die ersten » Elemente der
Zeilen bezieht.

Nennen wir also

R PO
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die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte
in vorausgehender Determinante, so erhalten wir die identischen
Gleichungen:

MAp, + - +Au+lﬁr‘1,,.+1 =0
a AJ"su + - 4 J""HA”: n41 =0

A a‘*“n+1 1 + -+ A"+]Apn+1, ngl 0

und diese Gleichungen zeigen, dass die Determinante der A iden-
tisch verschwindet, weil die Elemente einer Spalte dieselben
linearen Verbindungen aus denen der parallelen Spalten sind.

Diese beiden Lehrsitze liefern zwei Hauptformen von Beziehungen
zwischen solchen Determinanten, wie man sie durch alle méglichen
Vertauschungen der Elemente einer Zeile innerhalb einer vorgelegten
Determinante darstellen kann.

Jedoch kinnen wir Formen von Beziechungen auffinden von einer
noch allgemeineren Art. Wir sondern zu diesem Zwecke die Matrix
der ersten (» — 2) Spalten aus. Es mégen dann « &’ «” drei Spalten
sein, die man aus der (» — 1)-ten durch Vertauschung der Elemente
nach drei verschiedenen Weisen erhilt und mdgen § g’ 8" drei Spalten
sein, die unabhingig davon aus der n-ten hervorgehen, wenn man
ihre Elemente auf dreifache Art vertauscht.

Deutet dann A.p anf die Determinante hin, die gewonnen wird,
wenn man mit den (» — 2) ersten festen Spalten die Spalten o,
vereinigt, so ergiebt sich die bekannte Beziehung (Siehe § 30)

Dog Dapr Dopn
Do Dag Dogr | =0
Aa"ﬂ Aanﬂl A&"ﬂ”.

Es stellt sich hierin eine Beziehung dar zwischen den Determinanten,
die man aus einer gegebenen gewinnt, wenn man die Elemente einer
Spalte und desgleichen die Elemente einer zweiten Spalte unter ein-
ander vertauscht.

Man wiirde auf diese Weise andere Beziehungen herstellen kénnen
zwischen Determinanten, die ihren Ursprung der Vertauschung von
Elementen innerhalh, dreier Spalten verdanken. Aus so gestalteten
Beziehungsgleichungen lisst sich fiir den besonderen Fall die Gleichung
vom Grade (» + 1) zwischen den Ap,, herleiten, die wir oben ge-
wonnen haben. Wir werden uns hier nicht bei Einzelheiten derartiger

Betrachtungen aufhalten. Man sehe diesheziiglich
Pascal, Ist. Lomb. Rend. 1896,
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k 83—45, Berechnung von Determinanten mit besonderen Elementen.
§ 83. Die Determinante von Vandermonde oder Cauchy und ihre

Verallgemeinerung.
Wir betrachten die Determinante
1 1 1 |
a, Ay Gy - A,
D=lai & o - a
a',:_l a'g——l a:;-—-l e a:—l

Augenscheinlich liefert ihre Entwickelung einen rationalen ganzen
Ausdruck in den a. Fiir @, = a; werden zwei ihrer Reihen identisch
und mithin wird sie selbst Null. Also ist sie durch (a; — a,) theil-
bar. Da man 4,5 und zwar jedes auf n-fache Weise sich éndern lassen
kann, so erhilt man im Ganzen 4 » (» — 1) in diesem Betracht mog-
liche Differenzen und die Determinante D ist stets durch eine jede
von diesen theilbar. I) muss also als Faktor enthalten dies Produkt:

(@, — a;) (0, — @) -+ (& — @)
(0 — a5) - (@3 — an)
(an—i - an)

Man sieht leicht, dass der andere Faktor nur eine Konstante sein
kann. Dieses Produkt ist nimlich in Riicksicht auf jedes der a vom
Grade (n — 1) und die Entwicklung der Determinante ist mit Bezug
auf jedes a genau desselben Grades.

Um die Konstante zu berechnen, geniigh es seine Aufmerksamkeit
dem Koeffizienten des Gliedes:

Gy @3 Q3 -+ Gp
zuzuwenden, das aus den Elementen der Hauptdiagonale entspringt.

Dieses Glied gewinnt man aus dem oben niedergeschriebenen
Produkte, wenn man die zweiten Bestandtheile aller der Binome mit

einander multipliziert. Es ergiebt sich dann der niimliche Ausdruck
mit dem Koeffizienten

(_ 1)(1—1)+(n—2)+---+1 - (_ 1).& :(3—1)
also:
D=—1""""J[@—a) (i<j).

LY
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Wir deuten mit dem Symbol JJ das Produkt aller Differenzen der a
an und meinen, dass hierbei stets # <j sein soll.

Wenn man die @ als die Wurzeln einer algebraischen Gleichung
vom Grade # sich vorstellt, so wird D die Quadratwurzel der soge-
nannten Diskriminante der Gleichung. Man pflegt D auch die
Determinante der Wurzeln einer Gleichung zu nemnen. Auch
heisst sie Potenzdeterminante oder Determinante yon Cauchy.
Der letztere Verfasser stellte iiber sie Betrachtungen von uneinge-
schriinkter Giltigkeit an, wihrend Vandermonde sie fiir einen be-
sonderen Fall untersucht hatte.

Man vergleiche:

Jacobi, De functionibus alternantibus earumque divisione per productum
e differentiis elementorum conflatum. Journ. f. Math. Bd. 22 (1841) F:];ﬁo-au R
wieder abgedruckt in Jacobi, Gesammelte Werke, Berlin 1884, Bd. 8 [441—452].
(Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Stéckel in Ostwalds Klassikern der
exakten Wissenschaften N. 77.)

Baltzer, Det. 1881. 8.85 Anm und die Anmerkungen Sthckels zu Artikel 1
des Jacobischen Aufsatzes in der soeben angezogenen deutschen Ausgabe.

Wir bilden nun das Quadrat der Determinante Vandermondes.
Bezeichnen wir im Allgemeinen mit s, die Summe der gleichen Potenzen
der a, so dass also

Sp=10 + a? + v+ + af
so ergiebt sich, dass gedachtes Quadrat gleich ist
Sy 8 8 vee Sp—1

S, Sy 8 ... 8

Sn—1 Sn s‘n-l-l ves Sap—2
also gleich einer Hankelschen Determinante. (Siehe § 19.)

Man kann eine weit allgemeinere Determinante, als die von
Vandermonde, auf folgende Art zur Untersuchung stellen:

In der von uns behandelten Determinante haben die auf einander
folgenden Zeilen zu Elementen der Reihe nach die Potenzen von n
Grossen a, ag, ... ax.

Wir wollen im Gegensatz hierzu eine Determinante bilden, bei
der die Elemente der auf einander folgenden Zeilen beliebige Potenzen
von n Grissen darstellen. Dem entspricht zum Beispiel die Zusammen-
setzung der nachstehenden Determinante:

” [
a,l‘ as' - - - a’;l

7 r;

al. a@s A a:z
n _Tn n

a1 dag -+ Qg

Pascal, Determinanten. 9
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Es scheint hier nicht die geeignete (felegenheit, bis ins Einzelne
auf die Behandlung solcher Determinanten einzugehen; wir werden
uns auf einige besonders Fille beschriinken. Wir wollen einzig an-
merken, dass dieselben sich mittelst der sogenannten vollstindigen
homogenen Funktionen der » Grossen @, ... a, und vom Grade r
ausdriicken lassen. Man gelangt zu diesen Funkfionen, wenn man
die r-te Potenz der Summe jener Grossen entwickelt und an Stelle
der Zahlen-Koeffizienten, die in dieser Entwicklung auftreten, die
Einheit einsetzt.

Diese Funktionen erhielten durch Wronski, der tiber sie eine

Untersuchung durchgefiihrt hat, den Namen der Funktionen Aleph.

(Vergl, Dickstein, Sur les découvertes mathématiques de Wronski. Bibl.
math. 1892, Neue Folge 6 [48—b52, 85—90] S. 85 ff)
Vahlen in Encyel. d. math. Wiss. I B 3 b. Symmetrische Funktionen, Art. 12.

Schriften, die man beztiglich der hier beriihrten Aufgaben ein-

sehen mag, sind:

Borchardt, Uber ein die Elimination betreffendes Problem. Akad. Berlin,
Ber. 1859 (1860) [876—388] S. 878. Dasselbe unter dem Titel:

Borchardt, Uber eine der Imterpolation entsprechende Darstellung der
Eliminations-Resultante. Journ. f. Math. Bd. 67 (1860) [111—121], wieder ab-
gedruckt in Borchardts Werken [133—144].

Borchardt, Uber eine Imterpolationsformel fiir eine Art symmetrischer
Funktionen und iiber deren Anwendung. Akad. Berlin. Abh. 1860 [1—20], wieder
abgedruckt in_Borchardts Werken [1563—172].

Trudi, Intorno ad un determinante pid generale di quello delle radici
delle equazioni, ed alle funzioni omogenee complete di queste radici, Giorn. di
Batt. vol. 2 (1864) [152—158, 180—186]. Dieser Aufsatz findet sich mit fast dem
gleichen Titel in Acc. Nap. Rend. anno 8 (1864) [121—134].

Stern, Uber einen Satz aus der Determinantentheorie. Journ. f. Math.
Bd. 66 (1866) [285—288].

Rubini, Su talune formole relative a determinanti. Giorn, di Batt. vol. 4
(1866) [187—192].

aegelsbach, Uber eine Klasse symmetrischer Funktionen. Zweibriicken
1871. Gymn. Progr.

Fiore, Dimostrazione d'una trasformazione di determinanti. Giorn. di
Batt. vol. 10 (1872) 8. 170,

Naegelsbach, Studien zu Firstenaus neuer Methode der Darstellung und
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determinanten der
Koeffizienten. Arch. d. Math. 59, Th. (1876) [147—192].

Garbieri, Nuovo teorema algebrico e sua speciale applicazione ad una
maniera di studiare le curve razionali. Giorn. di Batt. vcﬁ. 16 (1878) [1—17,
108—147].

Crgcchi, Sopra le funzioni Aleph e il determinante di Cauchy. Giorn.
di Batt. vol. 17 (1879) [218—231].

g Del Re, Relazione tra, due determinanti. Giorn, di Batt. vol. 19 (1881)
. 116. 117,

Besso, Di alcune proprietd dell’ equazione differenziale lineare omogenea
del second’ ordine, e di alcune equazione algebriche. Acec. Linc. mem. ser. 8.
vol. 14 (1882—83) [14—29].

Marcolongo, Generalizzazione di un teorema sui determinanti. Giorn.
di Batt. vol. 25 (1887) [298—802].
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Anglin, Théordmes sur les déterminants. Bull soc. math. de Fr. vol. 15

(1887) [120—129].
" Loria, Nota su una classe di determinanti. Giorn. di Batt. vol. 26 (1888)
329—338].

Die ]beiden lotzten Verfasser stellen als neue Ergebnisse dar, was schon
von Anderen vorher gefunden worden war.

Studnitka, Uber Potenzdeterminanten und deren wichtigste Eigenschaften.
Bohm. Ges. Ber. 1896 No. 22. N

Btudnitka, Beitrag zur Theorie der Potenz- und Kombinationsdetermi-
nanten. Bohm. Ges. Ber. 1897 No. 1 und Neuer Beitrag . . . ebenda 1897 No. 16.

Borchardt, Stern a. a. O. und Andere beschiftigen sich mit einer andern
Art der Verallgemeinerung der Determinante von Cauchy.

Der Leser mbge tiiberdies auch die Schriften iiber Determinanten von
Ginther, Scott, Baltzer und Anderen einsehen. Gilnther, Det. 1877, 8. 69.
Scott, Det. 1880. chap. 9 [116—128]. Baltzer, Det. 1881. § 10 [85—109].

Zunichst leuchtet vor Allem ein, dass die oben gekennzeichnete
allgemeinere Determinante durch das Produkt der gegenseitigen Diffe-
renzen aller der Grossen a theilbar ist; daraus schliessen wir also,
dass sie durch die Determinante D von Vandermonde theilbar ist.
Wir heben nun den besonderen Fall hervor, man habe aus der De-
terminante Vandermondes eine Zeile (die mit den r-ten Potenzen der a)
weggenommen und dort die Zeile mit n-ten Potenzen der a eingesetzt.

Man erhilt hiermit die Determinante:

1 1 - 1
a, A

alf‘—l a’r—l PRI anf'—l

a’l" a’n ... a,."
a,_""‘i agr-l-l .« a,,"+1

aln—l aﬂa—l ., C!:,."_l
Offenbar muss R theilbar sein durch D, also:
R=D.Q
wo @ nothwendig eine ganze Funktion der Elemente ist.
Bezeichnen wir mit ¢ ¢ ... ¢, die einfachsten symmetrischen
Funktionen der »n Grdssen a, also die mit abwechselnden Vorzeichen
versehenen Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln die a sind, so
sehen wir deutlich, dass identisch sein muss:
ar — ot ga — o (— 1)t =0
0" — 0"+ Gag"t — e (— 1o =0

. . . ...

gl
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Wenn man daher die Werthe von @, a;*...a,*, die man hierans
erhilt, in die Determinante R einfithrt, so ergiebt sich eine Determi-
nante, deren Elemente in der (r 4 1)-ten Zeile Polynome sind, die
mithin in ein Aggregat einer gewissen Anzahl Determinanten mit
eingliedrigen Elementen zerfallt. Diese Determinanten sind, mit Aus-
nahme von einer, alle Null, weil sie zwei parallele identische Zeilen
enthalten. Es verschwindet aber im Gegentheil die Determinante
nicht, in der die r-ten Potenzen der ¢ vorkommen.
Man erhilt demnach

R— (_ 1)"—'—10,._,1)

Der Quotient: R getheilt durch D hat mithin den Werth
(= 1)*—r—1¢,_,, stellt sich also dar als die Summe derjenigen Pro-
dukte der Gréssen a, worin jedesmal (» — ) von ihnen vereinigt sind.

§ 84. Determinanten, die aus Binomialkoeffizienten gebildet sind.
Determinante von Zeipel.

Man erkennt leicht, dass die Determinante:
1 e 1

M ) ()

CE) CF) Y

m4+n—1y m4+n\ (m+2n—1
" n n
den Werth 1 besitzt.
Denn zieht man von jeder Spalte die vorausgehende ab, so er-
halt man eine Determinante derselben Gestalt, aber von niederer Ord-

nung. Also wird unsere Determinante der &hnlichen von der zweiten
Ordnung gleichkommen, namlich:

1 1
0T
und diese ist gleich 1.

Desgleichen besitzt den Werth + 1 die auf folgende Weise aus
Binomialkoeffizienten gebildete Determinante:
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(4 (HEEY e e
(AT (Rt L B

(2mﬂ':|- n) (2m +’;:a + 1) (3m’;;|— n)

Sie ist eine Determinante der Art, wie sie von Hankel unter-
sucht wurden, und ihr Werth lisst sich mit Hilfe der Lehrsiitze, die
wir seiner Zeit abgeleitet haben, finden.

Die Determinante von Zeipel wird auf folgende Weise dargestellt:

(@ @iﬂ”'@i&
e |3 GEY - G

"3 G- GE)
» +1 p+r
Zeipe], Om determinanter, hvars elementer iro Binomialkodfficienter.

Lunds Univ, Areskr. t. 2. 18656 (Act. Univ. Lund. 18656. 3. Nr 2.)[1—68] S.4ff. Man
sehe auch Giinther, Det. 1877. 8. 80ff. Scott, Det. 1880. chap. 6. art. 21, 27—30,

Beachten wir, dass die Elemente der ersten Zeile zum gemein-
samen Faktor m haben und die Elemente der ersten Spalte des-
gleichen (1:p).

Stellen wir diese Faktoren voran, so wird das erste Element

(9;& —1

—1/.

So kinnen wir die entsprechenden gemeinsamen Faktoren bei dem
Elementen der andern Zeilen auch loslésen und voransetzen, und

gleicherweise bei den Spalten.
Es ergiebt sich demnach:

m— 1 m— 1
A=m(m+1)"'(m+") (P-—l) ' P+f—].
p@+1) - (p+1 ﬁ

+r—1 ::.(m-|-r—1
r—1 p+r—1
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und der zweite Faktor ist hier wiederum eine Determinante genau
derselben Form, wie die, von der wir ausgingen, mit dem einzigen
Unterschiede, dass m in (m«— 1) und p in (p — 1) verwandelt sind.
Fahren wir mit dieser Behandlung fort und beachten, dass

momt 1) ) (r41)
p(pfl) e (pt) (33_-'_#{)

go ergiebt sich zum Schluss:

W_CED (1Y) (o)

CE) etTh CE)
(5% - @‘)

|<m—é:+'> (pt),

>

>

Nun gewinnen wir fiir diese letztere Determinante aus unserer
Erorterung zu Beginn dieses Paragraphen den Werth 1, also erscheint A
einzig mittelst des vorher aufgezeichneten Ausdrucks in den Binomial-

koeffizienten dargestellt.
Eine andere aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinante ist

von Studniéka behandelt worden.
Es ist die folgende:

(’i‘) 1 0 ... 0
) @
G G @
()62 (7)- (ﬂ

o

<




§ 84, Determinante von Zeipel, 135

(4

Studnitka, Notiz iiber einige Determinanten, in welchen Binomialkoeffi-
zienten als Elemente auftreten. Bohm. Ges. Ber. Jahrg. 1879 N. 28 [202—295].

Noch eine weitere @hnliche Determinante behandelte Studniéka,
nimlich:

ihr Werth ist

(’g) —1 0 ... 0
B (5 -t
('%") (""::Tl) (m_z_z)::: e
GE)CEH G (Y

Ihr Werth ist %! 3¢, wenn man unter ¢, die Summe der Pro-
dukte zu je k Faktoren der Zahlen 1,2,...(n — 1) versteht.
Studnitka, Uber eine neue Formel der Kombinatorik. Bohm. Ges. Ber.
Jahrg. 1879 N. 29 [295—298].
Uber diese aus Binomialkoeffizienten gebildeten Determinanten
hat man, ausser den angefithrten Arbeiten, noch einzuschen:

Janni, Nota sullo sviluppo di un determinante. (Eine gesondert erschienene
kleine Schrift, vergl. Bull. di bibl. e di stor. Bonc. t. 11. 1878. 8. 296.)
Stern, a. a. 0. BSiche oben 8. 180, Journ. f Math. Bd. 66. 8. 287f.
Caldarera, Su talune proprietd dei determinanti, in ispecie di quelli a
Enatrici u(])mpost.e con la serie dei numeri figurati. Giorn. di Batt. vol. 9 (1871)
223—232].
( Bon]olis, Sviluppi di aleuni determinanti. Giorn. di Batt. vol 15 (1877)
113—134].

Stern fand neben Anderem diese Formel:

D

= 21;_’ . 31|-l R 411-—4. e (”_ 1)1
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wo D die Determinante Cauchys ausdriicken soll, diese aus den
Grossen x, ; ...z, zusammengesetzt. (Siehe § 33.)

§ 85. Die Zahlen Bernoullis und Eulers, durch Determinanten
dargestellt.

Mit Hilfe von Determinanten, die aus Binomialkoeffizienten ge-
bildet sind, kann man die sogenannten Bernoullischen und
Eulerschen Zahlen darstellen.

Wir wollen setzen

!m-—l
t““Zﬁ“‘@m_l

00

_ adm
sec & = 2 Fom @

dann heissen die Zahlen:

-Bzm ﬁsm ] Eﬂm

22111(22?11

beziehungsweise Bernoullische und Eulersche Zahlen.

Bedient man sich der Rekursionsformeln, die fiir solche Zahlen
bestehen (Siehe des Verfassers Repertorium der héheren Mathematik L
Leipzig 1900. Kap. 18, § 8.), so kann man fiir sie eine Darstellung
durch Determinanten finden.

Und zwar ergiebt sich:

1 0 0 1

@) 1 ... 0 1
Q@ oo
e R 1
e ) G

= (_ 1)m—1
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11 0 .- 0 0
1 (;) 1 .. 0 0
o L A
1 (2m2-— 2) (2m4— 2) gg:i) 1

1 2m 2m . 2m 2m
2 4 2m —4) \2m — 2

Uber diesen Gegenstand vergleiche man:

Scherk, Von den numerischen Coefficienten der Secantenreihe, ihrem
Zusammenhange und ihrer Analogie mit den Bernoullischen Zahlen. Mathe-
matische Abhandlungen. Berlin 1825. 1. 8. 1—380.

v, Standt, De numeriz Bernoullianis, Erlangen 1845.

Schlémilch, Neue Formeln zur independenten Bestimmung der Sekanten-
und Tangentenkoeffizienten. Arch. d. Math. 16. Theil. (1851) [411—418].

Naegelsbach, Zur independenten Darstellung der Bernoullischen Zahlen.
Zeitschr. f. Math. 19. Jabrg. (1874) [219—233] 8, 227 ff,

Lucas, Théorie nouvelle des nombres de Bernoulli et d’Euler. Ann. di
mat, ser. 2 t. 8 (1877) [66—79].

Giinther, Det. 1877. 8. 101 f,

Saalschitz, Vorlesungen tiber die Bernoullischen Zahlen. Berlin 1893.

Haussner, Zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. Ges.
d. Wiss. Gottingen Nachr. 1893 [777—809].

Haussner, Independente Darstellung der Bernoullischen und Eulerschen
Zahlen durch Determinanten. Zeitschr. f. Math. 39. Jahrg. (1894) [183—188].

Fiir dieselben Koeffizienten lisst sich’ auch eine Ausdrucksform
angeben mittelst Determinanten, die aus Fakultiiten gebildet sind, wie
wir im folgenden Paragraphen zeigen wollen.

§ 88. Determinanten, aus Fakultiten gebildet.

Die Determinante

1

g 1 0 ---0
1 1

TR 1] r -0
1 1 1 1
nl m— 1! m—21 11

hat den sehr einfachen Werth
i

n!



138 Theil II: § 87. Determinanten aus Wurzeln der Einheit.

Hieritber kann man einsehen:
D’Ovidio, Due teoremi di determinanti. Giorn. di Batt. vol. 1 (1863) [186—139).
So wird auch:

10 0 0 -
1 1 0 0

L s ’ o " Amy, 112181 ...
13 3.2 31 = A%y, 11218! ... nl
1 2 n(n—1) a(n—1)(n—2) --- u,

indem man unter A"w, die Differenz n-ter Ordnung der (» + 1)

Grissen wyu, ...u, versteht.

Janni, Algebra. Napoli 1876. 8. 23.

Mit Hilfe von Determinanten aus Fakultaten lisst sich noch eine
Darstellung der im vorausgehenden Paragraphen besprochenen Zahlen
Bernoullis und Eulers geben. Man erhiilt:

i
37 1 0 -+ 0
1 1
By = @m)!| T a1 1 .0
1 1 1 l
em)! (@m —2) @m— &)1 21
1
37 1 0 - 0
1 1
Bow—(— 1" @m)t| 3 @ 1 .0
1 1 1 1
@m F 1! @m)t @m—1n1 2
Man sehe:
Glaisher, Expressions for Laplaces coefficients, Bernoullian and Eulerian
numbers as determinants. it Fortsetzungen unter dem Titel: On a class of

determinants) Mess. of math. vol. 6 (1877) [49—68], vol. 7 (1878) [160—165],
vol. 8 (1879) [158—167].

§ 87. Determinanten aus Wurzeln der Einheit, besondere Systemse.

Es sei eine zyklische Determinante vorgelegt, gebildet aus den
n-ten Wurzeln der Einheit (r als Primzahl gedacht). Ist « eine n-te
Einheitswurzel und r eine sogenannte primitive Wurzel der Zahl »,
so sind:
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o o @t

die simmtlichen » verschiedenen Wurzeln der Einheit.
‘Wir bilden die Determinante:

“,.u—ﬂ o - “,,n—a

Diese Determinante ist von Stern untersucht worden.

Stern a. a. 0. Siehe oben 8. 78, Journ. f. Math. Bd. 73 (1871) S. 378 ff.

Setzen wir
Skmi

a=¢e"

so findet sich der Werth der Determinante 4 gleich

k n—2
— )
wenn
n=4m-+41
oder gleich
n—32
- (B
wenn
w=4m -+ 3

Wir betrachten nun Determinanten, die einzig aus den Elementen
1 und — 1 zusammengesetzt sind.
Die folgende

-1 —-1... —141+41:-. 41
—1 -1+ 41+41+41...—1
B P I |
ist eine zyklische Determinante, in der p Elemente (p <4n) der ersten
Zeile den Werth — 1 haben und die iibrigen (n — p) gleich 41 gind.
Sie wurde erortert von Catalan, und ihr Werth ist:
(— D e=92" " (n — 2p)

Catalan, Recherches sur les déterminants. Acad. de Belg. Bull. t. 13,
1°¢ partie. (1846) [634—b555].
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Nehmen wir p =1 an und setzen die letzte Zeile an die zwoite
Stelle, die vorletzte an die dritte . .., so erhalten wir die Determinante:

—1 41.-- 41
0|+l =141
il

worin alle Elemente gleich 1 sind mit Ausnahme derer der Haupt-
diagonale, die den Werth — 1 erhalten.

In einem Aufsatze von Fouret wird diese Determinante unter
der Bezeichnung C, nach zwei anderen behandelt, die beziehungsweise
4., B, heissen:

111.-..1
101..-1
Ay=[110...1
111...0
o011--.1
B—=101-1
111.-.0

In der ersteren sind alle Elemente gleich 1 mit Ausnahme der
(n — 1) letzten in" der Hauptdiagonale und diese gleich Null, in der
zweiten sind alle ausserhalb der Hauptdiagonale befindlichen Elemente

gleich 1 und in der Hauptdiagonale stehen nur Null-Elemente.

Fouret, Sur un mode de transformation des déterminants. Bull. soc.
math. de Fr. t. 14. 1885—1886 (1886) [146—151].

Fouret, Remarque sur certains déterminants numériques. Bull. soc. math.
de Fr. t. 16. 1886—1887 (1887) S. 146 f.

Wenn man in 4, von der ersten Spalte die zweite abzieht, so
ergiebt sich:
-A-ll =—Ad, ,
und setzt man dasselbe Verfabren fort, schliesslich:
A= (— 1yt
Wenn man bei der zweiten Determinante die tibrigen (» — 1)
Spalten zur ersten addiert, so erhilt man:
By=(n—1)4,
und daraus weiterhin:
B,=(n—1)(— 1)1
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Und fiigt man schliesslich in C, zu allen andern Spalten die
erste hinzu, so ergiebt sich:

C” =g v— 2"_1-85—"1
mithin:
Cp = (— 1)*—12*—1(n — 2)

Man kann die Determinante C,, wie es Fouret gethan hat, zn
dem Nachweis der folgenden geschmackvollen Umwandlung einer
Determinante benutzen.

Es sei eine Determinante der Ordnung m (m = n) gegeben.

Wir wihlen # Spalten aus und innerhalb der dadurch
susgezeichneten Matrix ziehen wir von den Elementen einer
jeden Spalte die entsprechenden Elemente der andern ab.
Die neue Determinante, die dabei entsteht, kommt der ur-
sprilnglichen, wenn diese erst mit ~ (n— 2)2*—! multi-
pliziert wird, gleich.

Es lisst sich wirklich die neue Determinante als Produkt der
vorgelegten und des Faktors (— 1)*C, ansehen, wenn man dieser
letzteren in passender Weise Zeilen und Spalten hinzufiigt, so dass
man sie zur Ordnung m {iberfithrt, wenn man némlich schreibt:

1—1---—1 0---0
—1 1.3-—1 0-.-0
(—1)*Cpm=| —1—1--. 1 0.0
0 0--- 0 1..-0

o 0... 0 0...1
Da man den Werth von C, kennt, erscheint danach der Lehrsatz
erwiesen.

Eine weit allgemeinere Determinante, als die C,, ist die folgende,
welche von Studniéka erdrtert worden ist.

1 1 1... 11
-1 1 1... 11
1—-1 1-.- 11
1 1 —1-.. 1 1
1 1 1..-—11
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Fiir sie ergiebt sich als Werth 21,
Studnidka, tU'ber eine neue Determinanteneigenschaft. BShm. Ges. Ber.
Jahrg. 1880. N. 7 [50—b64].

Im Zusammenhang mit diesen Determinanten konnen wir gewisse
andere hier betrachten, die Roberts (Nouv. ann. 2. ser. t. 3. S.139f.)
vorgelegt hat, nimlich solche wie:

g1l 1---1
1“91"'1
111---a

Man lese dariiber:

Ferrara, Soluzione della questione 694 dei Nouvelles Annales. Giorn. di
Batt. vol. 2. (1864) 8. 951,

Torelli, Soluzione della questione 694 dei Nouvelles Annales. Giorn. di
Batt. vol. 2. §1864) 8. 191.

Smet-Jamar, Question 694. Nouv. ann. 2. sér. t. 3 (1864) 8. 395 f.

Diese Determinanten werden auf die vorangehende C, zuriickge-
fithrt, wenn die « alle gleich — 1 angenommen werden.
Der Werth dieser Determinante ist:

(g — 1) (g — 1) -+ (tn— 1)+ ) (s — 1) (et — 1) -+ (er,_, — 1)

(‘1“3 - ".n—l)

wobei (4, 4y ...4n—1) suf jede mogliche Weise unter den Zahlen
1,2, ... n ausgewihlte (» — 1) Kennziffern vorstellen.

enn man an Stelle der Elemente 1 andere Elemente mit dem
Werthe z einsetzt, so erhilt man eine weit allgemeinere Determinante,
die von Torelli (a. a. O.) behandelt wurde. Siehe auch

Cesiro, Corso di analisi algebrica. Torino 1894. 8. 18,
Die folgende Determinante stellt einen noch hioheren Grad der
Allgemeinheit dar:
oy wg xs ces By
Xy Oy Xy - Tn
Xy Tg g =~ Ty

Xy Wy Ty v Cn

Sardi, Un teorema su’ determinanti. Giorn di Batt. vol. 6 (1868) [367—360].
Siehe auch Capelli-Garbieri, Algebra. Padova 1886 8. 826.

Thr Werth ist:
(ul __ml) (‘xi '—27,) v (“n_ xn) +2${,(0¢;1 - .’D;l') (a:,-‘—a:ﬁ) .. .(“'-n-l— w‘n—l)
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Wenn die &, & ... e, die Form haben:
nt(@—4), A=z 4o+ +a
so erhalten wir dann das Ergebniss:
z(x — A)P—1

g Siefhe Lucas, Sur une formule d’analyse, C. R. t. 70. janv.—juin 1870,
. 1167 1.

§ 88. Eine ganze Funktion von & wird in Form einer Determi-
nante ausgedriickt.

Es ldsst sich leicht nachweisen, dass die Determinante:
an GI a’ e Oy aﬁ
—1 = 0 .--0 0
0—1 z ---0 0

0O 0 0 ...z 0
o o0 0...—1

eine Darstellung des Polynoms ist:

aga" + Gzt - o

Man lese:

Ginther, Uber aufsteigende Kettenbriiche. Zeitschr. f. Math. 21. Jahrg.
(1876) [178—191] 8. 187. Desgleichen Giiinther, Det. 1877. 8. 204,

Laisant, Sur un détermimant remarquable. Bull. soc. math. de Fr. vol. 17
(1889) [104—~107].

Denn wirklich, entwickeln wir diese Determinante nach den Ele-
menten ihrer ersten Spalte, so erhalten wir:

Ay G - - Gn—y On

P 1z .--0 0
00 ...—1=x

und diese zweite Determinante hat die ndmliche Gestalt, wie die, von

der wir ausgegangen, ist jedoch von niedrigerer Ordnung. Bei Fort-
setzung des angedeuteten Verfahrens wird die Behauptung erwiesen.



144 Theil II: § 88. Ganze Funktion von @ in der Form einer Determinante,

Zu demselben Ergebniss gelangt man, und sogar noch leichter,
wenn man die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile
entwickelt,

Setzt man an Stelle der Elemente — 1 Elemente — y ein, so
ergiebt sich eine binire Form in # und y.

Eine verwandte Determinante betrachtet Mansion (Elemente der
Theorie der Determinanten. Leipzig 1878. 8. 17), niimlich:

111..-10---00
110..-00.-.00
011..-00..-00
000..-00.-.11
Diese Determinante erhiilt man aus der vorangehenden D, wenn
man # = — 1 annimmt, die Determinante mit (— 1) multipliziert
d einige von den ersten @ gleich 1 setzt, die ibrigen aber
gleich Null.

Es findet sich dann, dass der Werth dieser Determinante Null
oder auch 1 ist, weil er gleichkommt:

=1+ 1.(—1)yt4-]

Mit einer Determinante von ziemlich #hnlicher Gestalt, die jedoch

noch allgemeiner ist, beschiiftigt sich Escherich.
Escherich, Bestimmung einer Determinante. Monatsh. f. Math, 8. Jahrg,
(1892) 8. 191

An Stelle der z innerhalb der Hauptdiagonale setzen wir der
Reihe nach 2, 2 ...2, und an Stelle der — 1 in gleicherweise ge-
ordneter Folge — 4, — %, ... — y,, dann entsteht die von Esche-
rich erdrterte Determinante:

a o an
—y Ty e 0
0 —y - 0
0 0o ... Zn

Diese Determinante wird gleich dem Ausdruck:
Goy * * &n = Oyt Ty v Tn b QY Ygy - Tt -
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§ 89, Potenzsummen der Wurzeln in der Form von Determinanten.

Die Summen gleicher Potenzen der Wurszeln in der Form
von Determinanten.

§ 39.

Es sei die Gleichung vorgelegt:

gz + a4 - Fa,=0.
Man weiss, dass bei Einfiihrung der Bezeichnungen s, s; ... 8, (m < 1)
fir die Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln dieser @leichung
die (nach Newton benannten) Beziehungen Geltung haben:

@S+ a =0
@Sy + a5 + 24, =0
85 + ;85 + a8, + 3a; =0

Wir betrachten nun die Determinante:

a, 0 0 e 0 gy
a, @ 0 - 0 2a
a, a, @y vv0 0 3ay

Un—3 Gn—s OGm_s -+ G (M —1)an_,
n—1 Om—3g Om—3 -** G Map

Wenn wir die erste Spalte mit s, multiplizieren, die zweite mit
8 und so fort, die (m — 1)-te mit s,._; und zu der m-ten Spalte
addieren, so werden in dieser die (m — 1) ersten Elemente, in Folge
der Newtonschen Formeln, gleich Null und das letzte Element wird
— @ySm. Die Entwicklung der Determinante schrinkt sich also auf
das Produkt der Hauptelemente ein, weil alle Elemente auf der einen
Seite der Hauptdiagonale verschwinden, und man erhilt demzufolge
als Werth dieser Determinante

— @y Sm

Es erscheint also, abgesehen vom Faktor a,”, unter der Form einer
Determinante die Summe s, der m-ten Potenzen der n Wurzeln der
vorgelegten Gleichung. (m <)

Finige Erorterungen iiber Deferminanten dieser Gestalt findet
man bei:

Vito Eugenio, Considerazioni intorno a taluni determinanti particolari.
Giorn. di Batt. vol. 8 (1870) [285—290].

Giinther, Det. 1877 8. 110f.

Janni, V., Sopra una formola di Waring. Acec. di Napoli, Rendic. anno 17

(1878) [27—31).
Garbieri in dessen Bericht iiber das Lehrbuch der Determinanten-Theorie

gon Giinther. 2. Aufl. 1877. Bull. di bibl. e di stor. Bone. t. 11. 1878 [257—318]
. 303 f.
Pasoal, Determinanten. 10
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§ 40, Deoterminanten, die von dem Werthe gewisser Elemente
unabhinglg sind.
-Beachtung verdient die folgende Determinante m-ter' Ordnung,
die von Dostor behandelt worden ist,

e a a -G
—a a aga"'ai:n
D=|_ag—a a - aae

—a —a —a --- a

wo die Elemente der ersten Zeile simmtlich gleich a sind, desgleichen
die in der Hauptdiagonale befindlichen.

Die Elemente unterhalb der letzteren sind aber alle gleich —a
und die iibrigen Elemente a5 ... @s...a3x... sind ganz beliebig.
Von den Werthen dieser letztgenannten Elemente ist die Determinante
unsbhiingig. Und wirklich lisst sich zeigen, dass das Komplement
eines jeden dieser Elemente Null ist.

Wir kénnen demnach den Werth der Determinante berechnen,
indem wir alle die Elemente @y ...ds,... gleich Null setzen, und
dann findet sich:

' D = 2n—1gn,

t Dostor, Propriété des déterminants. Arch. d. Math. 56. Theil (1874)
238—240).

§ 4]1. Determinanten gebrochener ¥Funktionen,

Man nennt Determinanten gebrochener Funktionen solche,
die in der Gestalt auftreten:
a1 0 0 ...0
@@ 1 0 ..o 0
dn=\a, a, a 1 ---0

Opn Ap—1 Ap—2 Aneg « .« 01

Sie filhren diesen Namen, weil mit ihrer Hilfe, wie sich ohne Weiteres
zeigen lisst, die Koeffizienten der rationalen gebrochenen Funktionen
oder der Bruchfunktionen ausdriickbar sind.
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Wenn wir solche Determinanten nach den Elementen der ersten
Spalte entwickeln, erhalten wir sogleich die folgende Rekursionsformel

An=04n_1 — @ An_3+ 05 dr_s— -+ au
Setzen wir jetzt
a(@) =1+ 0,2+ 67 + 62® + -
80 liisst sich leicht darthun, dass [1:a(x)] gleich ist
A@W) =1 — Az + 44® — Aya+ -
wobei die 4 die Gestalt der oben niedergeschriebenen Determinante
haben.

Multiplizieren wir nimlich a(x) mit 4(x), so ergiebt sich:
A@).a(@) = 1 — (4 — )5 + (4 — Ay0, + a)7* + - -
und da nach der Rekursionsformel auf der rechten Seite simmtliche

Koeffizienten verschwinden, so erhalten wir einfach:
Ax).a(z)=1
womit die Behauptung erwiesen ist.
Wegen dieser und anderer #hnlicher Betrachtungen lese man

Dietrich, Uber den Zusammenhang gewisser Determinanten mit Brach-
funktionen. Journ. f. Math. Bd. 69 (1868) [190—196].

§ 43, Die Determinante von Smith.
Wir betrachten die folgende Determinante, die ihren Namen
nach Smith erhalten hat,
(1: 1) (1r 2) o (1:”)

(nr 1) (”’r 2) Ut ("’: ”)
()
der grisste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen ¢, j zu

verstehen.,

In der Zahlentheorie bezeichnet man mit dem Symbol ¢ () die
Anzahl der Zahlen, welche kleiner sind als » und dabei zu n relativ
prim, und bekanntlich ist der Werth der Summe

293(%),

Hier ist unter

10*
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wenn die Summation sich auf alle Zahlen m erstreckt, die Theiler
von » sind, gleich #, also

Dl p(m)=mn

- Dabher lisst sich der grosste gemeinschaftliche Theiler (i, j) zweier
Zahlen 4,j in der Form einer Summation darstellen iiber eine Anzahl
von ¢(m), ausgedehnt auf alle m, die gemeinschaftliche Theiler der
beiden Zahlen 4,j sind. Wir kénnen nimlich schreiben:

(4,0) = Gaap (1) + asa,s9(2) + - -+ + Finynp (1)
wobei a,;, @;; die Einheit oder Null darstellen, jenachdem % ein Theiler
von 4 und j ist, oder nicht. Daher sind @, @,z Null, wenn %> ¢
oder aber & > j.
Danach stellt sich die Determinante der @ wie folgt dar:

10 0-...0
110---0
101-..-0

und ihr Werth betrigt 1, weil alle Elemente auf einer Seite der
Hauptdiagonale Null sind.
Da man die vorgelegte Determinante nun als das Produkt auf-
fassen kann von
Ay Gyg ..
(gy Oy - - .

und
4y 9(1) a39(2) - - a1np(n)
ag @ (1) a'f”(p(z) tee

und weil die erstere Determinante gleich 1 ist, die zweite gleich
1.9(1)p(2) - p(n), so ergiebt sich schliesslich der Werth der De-
terminante von Smith zu

o(1) ¢(2) -+ @(n)

Es giebt tiber so gestaltete Determinanten Untersuchungen von

Smith, On the value of & certain arithmetical determinant. Proc. Lond.
math. soc. vol. 7 (18756—76) [208—212].

Mangion, Démonstration d'un théoréme relatif & un déterminant remar-
quable. Acad. de Belg. Bull. (2) t. 46 (1878) [892—899],
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Mansion, Généralisation d’'un théoréme de M. Smith. Ann. soc. sc. Brux.
t. 2 (1878) [211—224]. Auszugsweise in Mansion, Sur la théorie des nombres.
Gand 1878. § 3.

Catalan, Théordme de MM. Smith et Mansion. Nouv. corr. math. t. 4
(1878) [103—111].

Le Paige, Sur un théoréme de M. Mansion. Nouv. corr. math. t. 4
(1878) [176—178].

Cesaro, Determinanti in aritmetica. Giorn. di Batt. vol. 23 (1885) [182—197].

Cesaro, Considérations nouvelles sur le déterminant de Smith et Mansion.
Ann. de I'éc. norm. 3° sér. t. 2 (1885) [426—485).

§ 43. Determinanten aus Differenzen.
Es sei eine Reihe von Grdssen
Gy Gy Oy ... Gy Gyyy .
vorgelegt.
Man bilde die ersten Differenzen
AD AL AL LAD L,
danach die zweiten, die dritten und so fort, also die Reihen:
AP AP AD L A®
AP AP AD L. AP ..
Agu—l) A(;_l) A;(»,"_“ AS::—I) .
und man setze voraus, dass diese letzte Reihe nur eine Konstante von
dem Werthe C enthiilt.

Bildet man mit den ersten » Spalten aus dem Schema
der vorstehend verzeichneten #» Zeilen eine Determinante, so
wird diese ihrem absoluten Werthe nach der n-ten Potenz
der Konstanten C gleich sein.

Siehe Raimondi, Un teorema sui determinanti di differenze. Giorn. di
Batt. vol. 26 (1888) [185—188].

Dieser Satz ist (der Meinung des genannten Schriftstellers ent-
gegen, der ihn anscheinend fiir neu ansah) seit lange bekannt, ist er
doch derselbe, den wir bei Gelegenheit der Hankelschen Determi-
nante (Siehe 8. 69) besprochen haben.

Eine andere Art der Differenzendeterminante haben wir schon
auf 8. 40f. behandelt und zu ihr bildet die hier betrachtete Determi-
nante wiederum einen besonderen Fall.

Es moge die Reihe der n Grossen

gy Qgy - Gg
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vorgelegt sein und dazu die Reihen ihrer ersten, zweiten . . . Differenzen
gebildet werden. Die Anfangsglieder dieser Reihen sind:

ay, Aay, Aay, ... Aty
Dem entsprechend gehdrt zu der Reihe der n Grossen
by, byy ve. ba
die Reihe
b, &b, A%, ... A*1h,

und dasselbe Verfahren der Zuordnung lisst sich fiir Elemente ¢, d, ...
wiederholen. Es besteht dann die Determinantengleichung:

Gy Gy ... Gy a, Aa, Ala ... Ar1q,
by by ... by |=|b, Ab, A%, ... Ar—1p,

Setzen wir aber
@y = b,
@y = by =¢,
ay="by=¢;=d

80 erhalten wir im Besonderen die vorhin besprochenen Determinanten
wieder. Allgemeinere Siitze, die sich im Anschluss hieran von Deter-
minanten aussprechen lassen, lese man auf S. 41.

Der Ubergang, der sich von hier aus zu Determinanten machen
lisst, wie sie in § 34 vorkamen, ist dort angedeutet; tiberdies ver-
gleiche man

Scott, Det. 1880. 8. 20 und 81. Baltzer, Det, 1881, 8. 27.

Raimondi behandelt a. a. O. eine Determinante, deren Elemente
figurierte Zablen sind.

§ 44. Besondere eyklische Determinanten.
Es ist vortheilhaft, hier auch der folgenden besonderen zyklischen
Determinante Erwihnung zu thun:
r+a,p+2q - ptng
p+2¢, p+3q, - p+g

p+ng, p+qg, - p+Mm—1)g
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Ihr Werth ist:
Jn(n—1) P nmn -y,
(—1 Q"[";-l'—g—]” :

Fiir
p=0: Q=1
erhilt man:
123..-.
234... 1 =(_1)%"”—" r-(n2+ D yn—s

nl2...n—1
Uber diese Determinanten vergleiche man:
Cremona, Solution de la gllestion 465. Nouv, ann. £, 19 (1860) [161—158].
Siehe wegen der Fragestellung dieselbe Zeitschrift Bd. 18 8. 117 und weiter die
8. 78 angezeigte Note von Cremona.

Lemonnier, Calcul d'un déterminant. Bull soc. math. de France. vol. 7
(1879) [176—177).

§ 45. Determinanten der Kettenbriiche. EKontinuanten.
Eine Determinante von der Form:
g 1 0 .-.0 0
—1 a 1 ..-0 .0
0—1 a.--0 0
0 0 0 .---a,11
o 0 0 ...—1 a,

in der also alle Elemente Null sind, ausgenommen die der Haupt-
diagonale, die beliebigen Grossen gleichgesetzt werden, und ausge-
nommen weiterhin die in den beiden der Hauptdiagonale benachbarten
und parallel verlaufenden Linien enthaltenen Elemente, die auf der
einen Seite simmitlich gleich 41, anf der andern aber gleich — 1
angenommen werden, heisst eine Kettenbruch-Determinante oder
Kontinuante. (Muir.)

Man kann jedoch auch weit allgemeinere Kontinuanten in Be-
tracht ziehen, wenn man nur zum Beispiel an Stelle der Elemente
— 1 oder der Elemente -+ 1 beliebige Grossen b, ... b,—; einfiihrt.

Wenn man jene Determinante nun nach den Produkten von Mi-
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noren entwickelt, die innerhalb der ersten m Zeilen enthalten sind,

so ergiebt sich:
on == Cmo;—m + Cm—lo'—m—lg

wobei durch C,_, die Kontinuante bezeichnet wird, deren Haupt-
elemente a@,}i...a, sind.

Hieraus erhalten wir bei m =% — 1 eine Rekursionsformel, der
die Kontinuanten Geniige leisten, némlich

U,. = a’ucs—l + C!l-—ﬂ

Wir wollen die Anzahl der Glieder berechnen, die eine allgemeine
Kontinuante enthalt.

Zuniichst lisst sich leicht nachweisen, dass die Entwicklung der
Kontinuante von gerader Ordnung auf eine Summe zuriickzufiihren ist,
bestehend aus der Einheit und einer Reihe von Gliedern, wovon ein
jedes eine gewisse gerade Anzahl der ¢ mit dem Koeffizienten 1 zum
Produkt vereinigt enthdlt, und wenn % ungerade ist, dieselbe Ent-
wicklung auf die Summe von Produkten einer ungeraden Anzahl der
@ hinaus kommt. Und wirklich, bleibt dieses Gtesetz bis zu den Kon-
tinuanten (% — 1)-ter Ordnung erhalten, so wird es auch fiir die von
n-ter Ordnung zu Recht bestehen, wie man aus der oben aufgestellten
Rekursionsformel ersieht. Nun ergiebt sich eben fir n =3

G =aa30y + 03+ a,

Oy =a0,+ 1
Daher wird das Gesetz stets giltig sein.

Hieraus leiten wir ab, dass, wenn man an Stelle aller a die Ein-
heit setzt, jedes Glied der positiven Einheit gleich wird, und in Folge -
davon erhalten wir in jedem Fall eine ganze Zahl, die die Anzahl der
Glieder der allgemeinen Kontinuante darstellt. Diese Zahl wird also
durch die Determinante

und fiir n =2

1 1 0...0

—1 1 1.--0

bn = 0—1 1-.--0
O 0 0..-1

gegeben,
Die Rekursionsformel liefert fiir diese Determinante die Gleichungen:

Cn = Cn—1+ Ca—sz
Die Zahlen ¢, bilden salso eine Folge von ganzen Zahlen, von
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denen jede der Summe der beiden vorangehenden gleich ist. Diese

Folge pflegt man die Reihe von Fibonaceci zu nennen.
Lucas, Théorie des nombres. t. 1. Paris 1891. B. 4571
Es lidsst sich nun leicht erweisen, dass im Allgemeinen

c“=(f3)+ ﬂ——l) (n-—? - n—-k

wo k=74n fir den Fall: n gerade, oder aber k= (n— 1) fir
den Fall: » ungerade.

Wenn nimlich dieses Gesetz bis zu (n — 1) seine Geltung be-
wahrt, das heisst, wenn:

= (0 )+ T+ (20
oy — n-—2)+ n-—3)+ n—-4)+__

8o erkennt man, bei Beachtung der identischen Beziehung

m m \_ (m41
) +G2)=C17),
leicht, dass auch fiir ¢, dasselbe Bildungsgesetz giltig bleiben muss.
Die Determinanten dieses Paragraphen heissen Kontinuanten,

weil sie in Beziehung zu den kontinuierlichen oder Ketten-
briichen stehen. Man sieht ja ohne Weiteres ein, dass:

a, 1
1 —1 a,
wta= e
g 1 0
—1 u,l
0—1
a; +
ate _e

und so wird im AJlgemeinen der Kettenbruch

a +
“:+
“s+ +_

gleich dem Quotienten zweier Kontinuanten, von denen die eine zu
Hauptelementen die Elemente a, ... a, besitzt, die andere, im Nenner,
die Hauptelemente g, ... a,
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Zn demselben Ergebniss gelangt man, wenn man anstatt der oben
eingefiihrten Kettenbrilche diese weit allgemeineren in Betracht zieht:

o +
a,+
“n‘l" +

Ein solcher Kettenbruch ist gleich dem Quotienten der zwei
Determinanten:

a b 0 ---0

_1 ai bs"'O
0—1 ay---0 von der Ordnung »
O 0 0 ---a,

und

a b 0 ..-0

—1 ag b‘...O
0—1 a4--- 0 von der Ordnung (n — 1).
0 0 0 cee Qg

Die letztere Determinante ist das Komplement des Elementes a,
in der ersten,

Solche Determinanten sind Kontinuanten viel allgemeinerer Art,
als die vorher befrachteten, und man wird leicht einsehen, dass sie
mit entsprechenden Eigenschaften ausgestattet sind. Entwickelt man
gum Beispiel die erste von ihnen, die wir A4, nennen werden, nach
den Elementen der letzten Horizontalreihe, so ergiebt sich

_A.,. == a,.An_1 + bnAn—i
Diese Rekursionsformel zeigt Ahnlichkeit mit der oben angefiihrten.
In einem der vorigen Paragraphen sahen wir, wie die Summe
gleicher Potenzen der Wurzeln einer Gleichung sich in Gestalt einer
Determinante darstellen lisst (Siehe § 39). Ist die gegebene Gleichung
ayz® + a 2"t .. -+ a, =0
so ergiebt sich in der That:
a a 0 ... 0
(—Draps,—=| B & b O

My Op—1 Op—g *** O
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Setzen wir nun im Besonderen
aa=a4=--- =r.ﬂ,"=0
%=11

dann werden (n — 2) Wurzeln der vorgelegten Gleichung gleich Null
und die dibrigen beiden sind Wurzeln der Gleichung

4 azr+a,=0
Es wird demnach angenscheinlich s, nur die Summe der m-ten

Potenzen der zwei Wurzeln dieser quadratischen Gleichung und sein
Ausdruck in der Form einer Determinante

al 0 ...0
250y 1 --- 0
(—D"n=| 0 gya, ---0 |=
000 - ¢
el ---0 al -.-0
| B0 | gy |0
00 ...qa 00 -.-a
m—1 m— 2

Man ersieht hieraus, dass s, die Darstellung mittelst zweier Kon-
tinuanten zulisst, wovon die eine (m — 1)-ter Ordnung, die andere
(m — 2)-ter Ordnung ist.

Nimmt man a, < 2a; an und stellt dann die zwei (komplexen)
Whurzeln der oben verzeichneten Gleichung in der Form auf:

#, = Vag (cos @ + i sin &),
80 kann man hieraus die bemerkenswerthe Formel gewinnen:
cose 1 o ... 0
1 2¢08¢ 1 .. 0
cosme =} ( 1 2cose-.- 0

0 0 0 -..2cose
S8tudnidka, Eine neue Anwendung der Kettenbruch-Determinanten, Bthm.
Ges. Ber, Jahrg. 1886 [3—6].
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Eine andere Determinante, die man aus der vorangehenden ab-
leitet, indem man fiir das erste Element 2 cos « an Stelle von cos «
einsetzt, hat ihrerseits den Werth

8in mo
gin o

Studnidka, Beitrag zur Theorie der Potenz- und Kombinations- Determi-
nanten. Bohm. Ges. Ber. Jahrg. 1897 I N. 1 [1—20] 8. 11.

Und dies entspricht der nachstehenden, schon von Jacob Bernoulli
(Mém. de 1’'acad. de Paris 1702) gegebenen Formel:

T = @eos iyt — (" T 7) @eoswp—t 4.

sin «

Man kann die Lehre von den Kettenbriichen in der Weise auf-
bauen, dass man zum Ausgangspunkt der Betrachtung ihren Ausdruck
mittelst der Determinanten wiihlt. Wir werden hier bei solchen Er-
Orterungen nicht verweilen und jetzt {iber diesen Gegenstand nur noch
eine bibliographische Anmerkung beifiigen.

Die ersten, welche sich mit dem Stoff beschiftigt haben, Waren

Sylvester, On a remarkable modification of Sturms theorem. Phil. Mag,
ser. 4. vol. 5 (18633) [446—456).

Sylvester, On a fundamental rule in the algorithm of continuved fractions,
Phil. Mag. ser. 4. vol. 6 (18568) [297—2089]. ’

Ramus, Determinanternes Anvendelse til at bestemme Loven for de con-
vergerende Briker. Danske Forh. 1856 [106—119).

Spottiswoode, a. a. 0. Journ. f. Math. Bd. 51 (1856) 8. 874.

Painvin, Sur un certain systéme d'équations linéaires. Journ. de Math.
(Liouv.) 2° sér. {. 8 (1868) [41—46].

eine, Auszug eines Schreibens {iber die Laméschen Funktionen an den
Herausgeber. Journ. f. Math. Bd. 56 (1859) [79—B86] 8. 80 f.

Thiele, Bemaerkninger om kjaedebrgker, Tidsgkr.f math. Tychsen. 2. Rackke.
5. Aarg. (1869) [144—146].

Ginther, Darstellung der Niherungswerthe von Kettenbriichen in inde-
pendenter Form. Erlangen 1873,

Von diesem letzteren Schriftsteller mag man mit Riicksicht auf weitere
Bemerkungen und historische Hinweise das Kapitel 5 (Kettenbruchdeterminanten)
in der zweiten Ausgabe seiner Theorie der Determinanten (Erlangen 1877)
nachiesen.

Von Giinther vergleiche man weiter die Aufsfitze: Beitrige zur Theorie
der Kettenbriiche. Arch. d. Math. 5. Theil (1873) [892—404] 8. 897. — Uber
die allgemeine Auflésung von Gleichungen durch Kettenbriiche. M. A, Bd. 7
(1874) [262—268], endlich die Schrift: Giinther, Beitrige zur Erfindungs-
geschichte der Kettenbriiche, Weissenburg 1872.

Von demselben Gegenstande handelt auch:

Muir, A theorem In continuants. Phil. Mag. ser. 5. vol. 8 (1877) B. 1371

Muir, Extension of a theorem in continuants, with an important a]i})licntion.
Phil. Mag. ser. 5. vol. 3 (1877) {360—-566] die Benennung ,,Kontinuanten* betreffend
Muir in einem Briefe an Sylvester, Americ. Journ. vol. 1 (1878) S. 844.

Eine Determinante von der Art der Kontinuanten ist in neuester Zeit von
Mollame untersucht worden.
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Mollame, Bviluppo del determinante

w10...0
1Tu1..--0
O1w%-.---0
000...u

e relazioni notevoli che ne derivano, Riv. di mat. vol. 8 (1893) [47—53].

Man vergleiche auch Scott, Det. 1880. chap. 13 [169—179], Baltzer,
Det. 1881, § 8,11 und § 8, 3 sowie Pringsheim in Encycl. d. math. Wiss. L. A, 3.
Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. Art. 46.

§ 46—50, Uber die Determinanten der orthogonalen Substitutionen.
§ 46. Allgemeine Eigenschaften.

Eine Determinante
| @, |
heisst Determinante einer orthogonalen Substitution oder
kiirzer orthogonale Determinante, wenn zwischen ihren Elementen
die folgenden Beziehungen bestehen:

mdtalt4- Faf=1
@101, + @905 + - - -+ Cpitlny =10

Die Elemente einer orthogonalen Determinante sind eben die
Koeffizienten einer orthogonalen Substitution, das heisst einer Sub-
stitution, welche die besondere quadratische Form a7 + 23 4+« - + i
unveriindert isst.

Die erste Eigenschaft, die unmittelbar aus dieser Begriffsbe-
stimmung hervorgeht, ist in dem Satze enthalten:

Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub-
stitution ist die positive Einheit.

Es geniigt namlich, das Quadrat der Determinante nach der ge-
wohnten Regel herzustellen, um zu finden, dass dann alle Elemente
der Hauptdiagonale gleich 1 werden und alle iibrigen Elemente ver-
schwinden. Daher ergiebt sich der Werth einer orthogonalen Deter-
minante stets zu 4 1.

Eine zweite grundlegende Eigenschaft ist folgende:

Das algebraische Komplement eines Elementes ist gleich
dem Element selbst, multipliziert mit der Determinante.
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Gehen wir nimlich von den Gleichungen aus:
Gy Gg; + On1 03 + - +au1a.¢==0

1581 + agias; + - +Gm' On¢ == 1

L)

GOy + Agnlgi + -+ A Gunlny = 0

und bezeichnen beziehungsweise mit 4;; das algebraische Komplement
von a;, multiplizieren dann diese Gleichungen der Reihe nach mit
Ajy Ajs ... 4ji. .. Ajp und summieren, so ergiebt sich, wenn man die
vorgelegte Determinante I} nennt,

D. Ay = A.f.l'

Man muss hierzu bedenken, dass die Summe der Produkte von Ele-
menten einer Zeile in die algebraischen Komplemente der Elemente
einer parallelen Zeile Null ist.

In der gewonnenen Formel ist unser Lehrsatz erwiesen.

Nach der begrifflichen Erklirung ist die Determinante einer
orthogonalen Substitution eine solche, bei der die Quadratsumme der
Elemente aus einer und derselben Spalte gleich 1 ist, die Summe der
Produkte aus den Elementen einer Spalte in die homologen Elemente
einer parallelen Spalte Null. Nun lisst sich aber zeigen:

Wenn diese Eigenschaft beziiglich der Spalten gilt, so
bestitigt sie sich auch fir die Zeilen, das heisst, zwischen
den Elementen gelten auch diese Beziehungen:

@i i o Fat=1
Gi1 0y + GieGig + - -+ = Ginlin =0
Da nimlich allgemein
D Q;p = A;h
und hieraus sich ergiebt
D. Asp Oy = Aoz 3

erhiilt man durch Summation aller dieser Gleichungen fir k=1,2,...n

-D(a'ilajl + e + a‘inaju) == A—olajl + e + Ainaj-

und der Ausdruck hier auf der rechten Seite hat den Werth D oder
aber Null, jenachdem j — ¢ oder j verschieden von ¢ ist.

Die im zweiten Lehrsatze ausgesprochene Eigenschaft lisst sich
auf die Minoren beliebiger Ordnung ausdehnen.

Man kann den Satz erweisen:
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Jeder Minor ist gleich seinem algebraischen Komplement
multipliziert mit der gegebenen Determinante D.

Multipliziert man nimlich mit D alle Elemente sines Minor der
Ordnung m, so erscheint derselbe mit D™ multipliziert. Indessen geht
das Produkt eines jeden Elementes mit I in sein algebraisches Kom-
plement iiber und daher erhilt man den homologen Minor in der zur
gegebenen reziproken Determinante. Dieser homologe Minor ist
aber bekanntlich gleich dem algebraischen Komplemente des gegebenen
Minor, multipliziert mit D™~ Aus der Gleichsetzung beider Aus-
driicke geht unser Lehrsatz hervor.

Auch dieser weitere Lehrsatz ist noch bemerkenswerth:

Das Produkt zweier orthogonaler Determinanten ist
wiederum eine orthogonale Determinante.

Und wirklich, wenn
| oy | =4, |by|=DB
die zwei gegebenen orthogonalen Determinanten sind, so wird ihr

Produkt
A.B =] ayby;~+ -+ anibyy |

Bilden wir aber nun die Quadratsumme der Elemente einer Zeile,
so ergiebt sich

by, 201:" + -+ bmszaﬂ'j + 2b1_,bg;20uﬂn G
t i :

und das ist gleich
S
also gleich 1. ’

Dem entsprechend erkennt man leichi, dass die Summe der Pro-
dukte, in denen die Elemente einer Zeile in die homologen Elemente
einer andern multipliziert erscheinen, gleich Null ist. Daher ist 4. B
eine orthogonale Determinante.

§ 47. Die Aufgabe von Cayley.

Bei der Beschiiftigung mit orthogonalen Determinanten ist die
folgende Untersuchung von besonderer Wichtigkeit.

Die n* Elemente sind durch {» (» + 1) Gleichungen mit einander
verbunden, daher bleiben unter ihnen unabhingige nur der Zahl nach:

n—innt+1)=%nn—1)
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Wie kinnen wir nun aber eine orthogonale Determinante auf-
stellen, in der die simmtlichen Elemente durch 4% (n — 1) unab-
hingige Grossen ihren Ausdruck finden? Euler und Cauchy haben
als die Ersten sich mit der Nachforschung hieriiber beschiftigt. Sie
wurde jedoch im allgemeinen Sinne von Cayley durchgefiihrt.

Das von Cayley nufgefundene Ergebniss ist das folgende.

Wir betrachten eine schiefe Determinante von der Ordnung =,
bei der simmtliche Hauptelemente unter sich gleich sein sollen. Thre
Elemente mogen b;; heissen und es sei

b by by bia
by b by v bea
bai bag bug--- b
Da b;= —b,; ist, sind unter einander verschiedene Elemente
-vorhanden der Anzahl nach
tn(n—1)41

Bezeichnen wir mit B,; das algebraische Komplement zu b,; und
bilden die Elemente

2b B:j
a,‘-, = B s

9 — L,
- bBuB B — 2b;3" —1

8o lisst sich zeigen, dass die a die Elemente einer orthogonalen
Determinante sind und diese gleich -+ 1.
Wir stellen ein System von 3# Grdssen auf:

By 8y + U
Ly Ty v+ Tn
Yo Y3 * ' Yn

fiir das die Gleichungen bestehen:
Ti="bii# + - + baita
Yi=buz + -+ + bintn

Bei der Annahme
b;_,' _ — bj‘
bi="b

worgiebt sich
@€; + y; = 263{
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Multiplizieren wir die # der Reihe nach mit
B;y _B.’s .+ By,

und summieren, indem wir die Beziehungen zwischen den b und den B
beriicksichtigen, so erhalten wir augenscheinlich:

Bz, + Bjsws + -+ - -} Bjawa = By
und entsprechend
By + Ba,ys + - -+ + Bajyn = By
Wenn wir dann auf der rechten Seite in beiden Gleichungen an Stelle
von Bz einsetzen
pitY
so wird
By = 2bBa1 + -+ - + (2B — B)gy + - - + 26 B,z
By =2bBy + - -+ (20By; — B)y, + - - + 26 By
und fithren wir die a ein, so ergiebt sich:
Yi==aj%1 + <+ + Gua
=014+ + CnsYn
Wenn wir nun hier in die zweite Gleichung die Werthe der y aus

der ersteren einsetzen und dann die Koeffizienten der # gleich Null
annehmen, so erhalten wir:

aftaf 4 =1
@y, + Gg,09; + <+ - Cpyn; = 0
Hierdurch erweisen sich die a als Elemente einer orthogonalen
Determinante. Wir konnen sogleich die Untersuchung dahin vervoll-
stindigen, dass wir fiir diese Determinante den Werth - 1 aufzeigen.

Die Determinante der Grissen a lisst sich ja in der Form des
Produktes:

2bB, — B, 2bB, .+ 2bBya
1 |28B, 2bBy, — B, --- 2bByn
B" . . cee
26 B,, 2bB, s ..+ 2bB,,— B

schreiben. Wir multiplizieren dessen zweiten Faktor mit der Deter-
minante der b. Dabei haben wir zu beachten, dass

Bibji+ -+ 4+ Bubi+ -+ - + Biabja=0

B&lbil_" e "I"Bnb + "'+-B|'nbl'u=B

Pascal, Determinanten 11
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woraus nach Multiplikation mit 25 und weil
bjf = - b;‘j
folgt:
2bB,1bs + -+ + (2bB;; — B)byi + - - - + Binb,n = Bby
EbB“bu + e + (2!1.3‘{ - B)b + .. + B;,‘b,‘,.= Bb

Es geht.aus diesen Formeln hervor, dass, wenn man gedachtes

Determinanten-Produkt nach Zeilen ausfilhrt, man als Ergebniss er-
hilt B*, multipliziert mit der Determinante der b, also noch einmal
multipliziert mit B. Es ergiebt sich daher im Ganzen B*+!. Deshalb
ist die oben, innerhalb der Produktdarstellung der Determinante | a; |
auftretende Determinante gleich B, mithin jene selbst gleich - 1.
*  Auf diesem Wege erhilt man eine orthogonale Determinante,
deren Elemente sich rational darstellen lassen durch {n(w —1)
unabhiingige Grdssen, nidmlich die b;;. Die Griosse b kann man der
Einfachheit wegen gleich 1 annehmen.

Beziiglich einer wichtigen Bemerkung, die Kronecker zu dieser
Losung des Problemes durch Cayley gemacht hat, kann man die vor-

letzte Seite einer Arbeit von Netto einsehen.

Netto, Uber orthogomale Substitutionen. Act. math. Bd. 9 (1887)
[295—800] S. 299 f.

Fiir m==2 sind die Elemente der Determinante’ der @ (wenn
byg = — by, = 4 gesetzt wird)

1—4ar 21

i+ L4
_ 24 1— A2

1§ i+

Wenn man filr den Fall # == 3 ansetzt:

1 v — U
B=|—w» 1 A
w—2a 1
so ergeben sich fiir die Elemente a die folgenden Werthe:
1 44— p* — o 2v+1,u. 2—;1.-]—17
B B B
2—v+7.p 14 p?— 9t — A2 21+pv
B B B

g bt iv g —r+ur 14 98— 20— gt
—B B -~ B
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Die orthogonalen Determinanten treten im Besonderen bei geo-
metrischen Fragen hervor und gerade fiir n == 2 zeigen sie sich bei
der Verwandlung rechtwinkliger Koordinatenaxen in der Ebene von
Bedeutung, sowie fir » =3 bei der entsprechenden Aufgabe fiir
den Raum.

Wenn man ein System rechtwinkliger Axen in ein anderes,
gleicherweise rechtwinkliges zu verwandeln hat, ohne den festen
Anfangspunkt der Koordinaten zu #indern, so werden die Koeffizienten
der Umwandlungsformeln genau die Elemente einer orthogonalen De-
terminante. In dieser Grestalt stellte sich unsere Aufgabe zum ersten
Male Euler dar.

Die Aufgabe Cayleys kann auch in dieser Form ausgesprochen
werden: Es soll mit Hilfe von 4% (» — 1) Grossen ein Ausdruck fitr
die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution gefunden werden,
einer Substitution also, die die besondere quadratische Form

@l 42} + -+ ad
unverandert lisst oder, wie man auch sagt, in sich selbst iberfiihrt.

Mit Riicksicht auf diese Auffassung ist die Aufgabe in dem Sinne
erweitert worden, dass man an Stelle der vorausgehenden besonderen
quadratischen Form: eine allgemeine quadratische Form zu Grunde

gelegt hat.

Mit dem Fall der ternfiren und quaterniren Formen hat sich zuerst Hermite
beschiiftigt. : :

Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques ternaires indéfinies.
Journ. f. Math. Bd. 47 (1854) [307—512].

Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques. Journ. f Math. Bd. 47
(1864) premier mémoire [318—342] second mémoire 5343—368 .

Hermite, Remarques sur un mémoire de M. Cayley relatif aux déterminants
gauches. Cambr. Dubl. math. Journ. vol. 9 (1854) [63—67].

B d]'*lltrweiterungen der gedachten Aufgabe sind ferner in den Aufsiitzen be-
andelt:

Cantor, G., De transformatione formarum ternariarum quadraticarum
Halle 1869, (Habilitationsschrift.)

Bachmann, Untersuchungen iiber quadratische Formen. Journ. f. Math.
Bd. 76 (1873) [331—841].

Tannery, Sur les substitutions linéaires par lesquelles une forme guadra-
Eique ternaire se reproduit elle-méme. Bull, se. math. t. 11. sec. sem. (1876)
221—2838].

Frobenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Journ,
f. Math. Bd. 84 (1878) [1—63]. .

Prym, Uber orthogonale, involutorische und orthogonal-involutorische Sub-
stitutionen. Ges. d. Wiss. Gdttingen, Abhandl. Bd. 88 (1892) [1—42].

Loewy, Sur les formes quadratiques définies & indéterminées conjugudea
de M. Hermite. C. R. t. 123. juill. —dée. (1896) [168—1T71]. -

Loewy, Uber bilineare Formen mit konjugirt imagingren Variablen. Nova
Act. Leop. Bd. 71. Nr. 8 (1898) [879—446]. (ﬁa ilitationsschrift.)

Man vergleiche Meyer in Bncyecl. d. math. Wiss. IB 2. Invariantentheorie
Art. -3

11*
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Die Literatur iiber orthogonale Determinanten betreffend wollen
wir die folgenden Arbeiten anfiihren:

Euler, Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile.
Novi Comm Petrop. . 156 pro anno 1770 (1771) [76—106].

Euler, Formulae generales pro translatione quacunque corporum rigidorum,
Novi Comm. Petrop. t. 20 pro amno 1776 (1776) [189-—238] 8. 217.

Cauchy, Sur Yéquation & l'aide de laquelle on détermine les inégalités
séculaires des mouvements des plandtes. Exercices de mathématiques, quatridme
année (1829) [140—160] = Oenvres complétes d’Augustin Cauchy. 2. sér. t. 9.
Paris 1891 [174—195).

Jacobi, De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis per
substitutiones lineares in alias binas transformandis, quae solis quadratis varia-
bilium constant; una cum variis theorematis de transformatione et determina-
tione integralium multiplicium. Journ, f. Math. Bd. 12 (1834) [1—69] 8. 7.
Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 8. Berlin 1884 [193—268].

Jacobi, Bulla condizione di uguaglianza di due radici dell’ equazione
cubica, dalla quale dipendono gli assi principali di una superficie del second’ ordine.
Journ. f. Math. Bd. 30 (1845) [46—50], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke
Bd. 8. Berlin 1884 [461—465].

Cayley, a.a.0. Siehe Literaturbericht auf 8. 60. Journ. f. Math. Bd. 32 (1848).

Schlaefli, Uber die Relation zwischen den neun Kosinus, durch welche
die gegenseitige Lage zweier rechtwinkliger Koordinaten-Systeme bestimmt wird.
Arch. d. Math. 13. Theil (1849) ]i276—281]. .

Sylvester, On the principles of the calculus of forms, part 1. sect. 1—6.
Camb, Dubl. math., Journ. vol. 7 (18562) [62—97, 179—217].

Brioschi, Note sur un théoréme relatif aux déterminants gauches. Journ.
de math. (Liouv.) t 19 (1854) [263—2566].

Hesse, Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene

homogene Funktionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die
Quadrate der Variabeln enthalten. Journ. f. Math. Bd. 57 (1860) [175—182].
‘Wieder abgedruckt in Hesse, Ges Werke, Miinchen 1897 [489—496].
' Schlaefli, Uber invariantive Elemente einer orthogonalen Bubstitution,
wenn dieselbe als Ausdruck einer Bewegung jeder Gruppe von Werthen der
Variabeln aus dem identischen Zustande in den transformirten gefasst wird.
Journ. f. Math, Bd. 66 (1866) [185—187].

Veltmann, a a. 0. Siehe Literaturbericht auf 8. 60. Zeitschr. f Math.
16. Jahrg. (1871) S. 525.

Siacci, Quistioni. Giorn. di Batt. vol. 10 (1872) B. 188.

Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad elementi binomii ed appli-
g&zioneﬁa]le questioni 1% 23, 3% 4 Giorn. di Batt. vol. 10 (1872) [279—293]

. 285 ff.

Siacci, . a. O. BSiehe Literaturbericht auf S. 107. Ann. di mat. ser. 2.
t. 5. 8. 302.

0 Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. M. A. Bd. 13 (1878)
320—374).

Stigltjes, Un théoréme d’algébre. Act. math. Bd. 6 (1885) 8, 819 f,

Loria, Su una proprietd del determinante di una sostituzione ortogonale.
Jorn. de sc. math. vol. 7 (1885) [129—132].

Netto, Uber orthogonale Substitutionen. Act math. Bd. 9 (1887) [205—300].

Voss, Uber bilineare Formen. Ges. d. Wiss. Gottingen Nachr. (1887
424 —-433].

! Kro]ne cker, Uber orthogonale Systeme. Math. Mitth. Sitzber. Berlin 1890
359376, 389—895, 457465, 667—579, 6561—668] = Akad. Berlin Ber. 1890
b25b—bH41, 601—607, 691—699, 873—885, 1063—1080].

Kronecker, Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der Determinanten-

theorie. Journ. f Math. Bd. 107 (1891) [254—261].
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Netto, Anwendung der Modulsysteme auf eine Frage der Determinanten-
theorie. Journ f. Math, Bd. 108 (1891) 144—148].
Nge , & a. 0. Monatsh. f Math. 3. Jahrg. 1892, 8. 60f,
tto, Zur Theorie der orthogonalen Determinanten. Act. math. Bd. 19
(18H5) 105—114]
an vergleiche iiberdies Scott, Det. 1880. chap. 11 [146—159]. Baltzer,
Det. 1881. § 14 [183—2186].

Im Folgenden werden wir noch verschiedene der wichtigeren
Lehrsiitze verzeichnen, die iiber orthogonale Determinanten aufgefunden
worden sind.

§ 48. Der Lehrsatz von Brioschi.

Es seien die a,; die Elemente einer orthogonalen Determinante
D (= -+ 1) und man bilde daraus die Determinante

ay+ 2,85 - o

o mEET S =1

7%} [ %] te amo"" &

Die Gleichung
flz)=0
ist eine reziproke Gleichung, die fiir ein ungerades » die
Whurzel 2 = — D besitzt und ausserdem keine reelle Wurzel
und filr ein geradesn und fiir D= —1 die Wurzeln 2 =41
und susserdem keine reelle Wurzel. (Brioschi a.a.0. SieheS.164.)

Entwickeln wir nimlich f(z) nach den Potenzen von z mit Hilfe
der Anweisung, die wir frither mitgetheilt (Siehe § 11), so erkennen
wir folgendes. Die Koeffizienten von z* und #*—* sind die Summen
der Hauptminoren beziehungsweise der Ordnungen (» — k) und k.
Jeder Hauptminor von der Ordnung % hat zum Komplement einen
Hauptminor der Ordnung (» — %) und nach einem oben bewiesenen
Satze, der sich auf orthogonale Determinanten bezieht, ist der eine
von ihnen gleich dem anderen, multipliziert mit 7). Also sind die
Koeffizienten von z* und 2"—* unter einander gleich abgesehen von
einem Faktor D (= -4 1). Man erhilt dann genau:

D. f() 1

Wenn also die Gleichung z zur Wurzel hat, wird sie auch eine

Waurzel (1:2) besitzen oder sie wird eine reziproke Gleichung sein,
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Setzen wir in der letzten Gleichung
Z=—D
so ergiebt sich, weil doch auch (1:2) = — D ist (da ja D = —I_—.I)
f(=D)=(—1pD!f(~ D)
Ist % ungerade, so kann diese Gleichung nur befriedigt werden,

wenn f(— D) verschwindet, mithin wird dann z = — D eine Wurzel
von f(z).

Ist » gerade und D= —1, so kann die némliche Gleichung
auch nur, wenn sich wieder dieselben Nebenumstiinde verwirklichen,
bestehen, das heisst, es musa wiederum f(— D) verschwinden. Dann
wird also — D == -} 1 eine Wurzel von f sein. Und es wird dann
auch £ = — 1 eine Wurzel von f sein, weil, setzen wir in der all-
gemeinen (leichung oben

D=—1 und z=—1 y
hervorgeht:
(=) =(=1r(=1

Daraus folgt aber fiir ein gerades » f(— 1) =0.

Nun ertibrigt noch zu zeigen, dass alle die andern Wurzeln
nicht reell sind.

Wir bilden das Produkt f(x)f(— z). Hiezu setzen wir

2 a;j’ == ;¢
)

Zaijau = Cik
J

Gemiiss den Eigenschaften der orthogonalen Determinanten er-
giobt sich
ci=1 cip =0

wonach das Produkt in der Gestalt erscheint
1—a? 3 (“13_%1)3; e (alu—%l)w
(@1 — @)z, 1—2* - - (G0 — Gus)®
(s — 1)y (s — a2y - 12

Dividieren wir durch 2 die Elemente aller Zeilen, so erhalten wir:
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(% - ) y (@ — ag)), -+« (G1n — 1)
flx).f(—=) — (an - a’l!) ’ (‘;:' - ) y " (“3" - a’ﬂﬂ)
" . . . .

l(ﬂm-‘am), (g — @2n), **- (i:.r._ )

Wir bemerken, dass alle Hauptminoren innerhalb einer Determi-
nante, die man aus der vorliegenden erhilt, wenn man an Stelle der
Hauptelamente Null einsetzt, durchgingig halbsymmetrlsohe De-
terminanten sind und dass sie demzufolge gleich Null sind, sobald
ihre Ordnungszahl ungerade, vollstindige Quadrate a,ber sobald
die Ordnungszahl gerade ist. (Siehe § 16.)

Erinnert man sich der Anweisung zur Entwicklung dieser Deter-
minante nach Potenzen von

=)=

80 lenchtet hier ein, dass diese Entwicklung nur Glieder mit Potenzen,
#,(n—2),(n —4)... jenes Binomes enthalten wird, deren Ko
effizienten Bummen von Hauptminoren gerader Ordnung sind und
folglich als Summen von Quadraten stets positiv ausfallen.

Die Entwicklung wird also diese (festalt zeigen:

(o= 2+ =k

wo Ay A, ... positive Zahlen sind.

Fiir einen beliebigen reellen Werth von # wird mithin die linke
Beite dieser @leichung stets einen positiven Werth erhalten und wird
daher nicht Null sein ktnnen oder wenigstens nur dann, wenn im ihr
das Jetzte Glied den Faktor § enthilt. Dies erfordert aber, dass 4,, der
Koeffizient von ° verschwinde. Mithin muss entweder # eine unge-
rade Zahl gein oder aber, im Fall # als gerade angenommen witrde,
80 miisste, wie dies oben auf andere Weise deutlich gemacht wurde,
D der Werth — 1 beigelegt werden.

In diesen Fillen gerade kionnen einzelne von den Wurzeln. mit
Wurzeln der Gleichung

Z—t=0
x
zusammenfallen, nimlich die Wurzeln - 1.

Und wirklich wiirde man nachweisen konnen, wenp D =—1
und » gerade, dass dann 4,, also
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0 Ayg — Qgy -+
Ggy — Gy 0

gleich Null ist. Dies ergiebt sich hier aber auf mittelbare Weise
aus den obigen Darlegungen, denn, wenn 4, von Null verschieden
wiire, so wiirde f(#).f(— «) keine reellen Wurzeln haben k&nnen,
withrend wir doch wissen, dass fiir ein gerades » und fir D= —1
dies Produkt sicher -1 zu Wurzeln hat.

8§ 49. Lehrsétze von Siascci.

Es ist hier der rechte Ort, verschiedene Lehrsiitze aus den oben
(Siehe 8. 107) angefithrten Abhandlungen von Siacei vorzutragen,
Determinanten betreffend, die aus den Elementen anderer Determi-
nanten gebildet sind.

Wenn man die Elemente der Zeilen einer orthogonalen
Determinante n-ter Ordnung, deren Werth e== 41 ist, der
Reihe nach mit e, a,...a, multipliziert und dann mit den
Elementen der Zeilen einer andern orthogonalen Determi-
nante derselben Ordnung, die denselben Werth & hat, additiv
verbindet, nachdem diese Elemente gleicherweise mit
By, Bs, ... Bn multbipliziert sind, so erhdlt man die Elemente
einer Determinante, die sich nicht indert, wenn man die «
und die § mit einander vertauscht.

Mogen die Elemente der ersteren Determinante a;; heissen und
bi; die der zweiten.
Es wird bei gedachtem Verfahren die Determinante hervorgehen:

‘ @y + By, - epain+ Babin

i %y Any + ﬁlbﬂlr ‘et Oplnp + ﬁnbnu

Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen nach
der bekannten Regel (Siehe § 2, 9), so erhalten wir eine Summe von
Determinanten nach Art des folgenden Ausdrucks:

iy * ¢ Ay b1‘1+1 tee bn,,

(_I)I“il...a‘t ﬁﬁ-+1“'ﬁ'. . see e B v
am'l e am'k bnik+1 e bni,'
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wobei durch (% 4,...%,) eine Permutation der Zahlen 1,2,...% dar
gestellt wird. Eigentlich erscheinen die Spalten der Determinante
nicht in der Reihenfolge, wie wir sie verzeichnet haben, sondern im
Gegentheil der Art geordnet, dass die Ordnungszahlen 4, 4 . .. 4, nach
wachsender Grosse auf einander folgen. Wir haben deshalb den Faktor
(— 1) vorangestellt, wobei s die Anzahl der Inversionen anzeigen
soll, die innerhalb der Permutation (%, ... ¢,) vorkommen.

Wir entwickeln nun die vorher niedergeschriebene Determinante
nach Produkten der Minoren, die in den ersten % Spalten enthalten
sind, in ihre Komplemente. Ein jeder solcher Minor ist, gemiiss den
Eigenschaften orthogonaler Determinanten, gleich seinem Komplement
innerhalb 4 oder B, beziehungsweise multipliziert mit &, womit der
gemeinsame Werth der beiden Determinanten A und B bezeichnet
wird. Da & =1, ergiebt sich also, dass der Werth der oben ver-
zeichneten Determinante derselbe ist, wie fiir diese Determinante:

bugy - -+ bii, Qrig g "7 A,

bm'l tre bﬂ:‘t a"“-t-|-1 e a’aiﬁ
Multiplizieren wir sie mit
(— 1y By -+ By Ciggy """ O,

so erhalten wir augenscheinlich ein anderes Glied aus der Entwicklung
unserer vollstindigen Determinante mit binomischen Elementen und
dies Glied wird, nach unseren Erérterungen, dem oben aufgezeichneten
Gliede gleich werden, wenn darin die ¢ mit den 8 vertauscht werden.
Wir diirfen also behaupten, dass bei geeigneter Entwicklung obiger
Determinante mit binomischen Elementen die Glieder der Entwicklung
sich dergestalt zu zwei und zwei zusammenordnen lassen, dass man
das eine von ihnen aus dem andern durch Vertauschung der ¢ mit
den § gewinnt, In Folge dessen #ndert sich die ganze Determinante
bei dieser Vertauschung nicht. Aus dieser Beweisfithrung entspringt
auch der Satz:

Wenn die gegebenen orthogonalen Determinanten nicht
beide den Werth s besitzen, sondern die eine &, die andere
— ¢ gleich kommt, dann dndert die aus ihnen hervorgehende
Determinante bei Vertauschung der « mit den g ihr Zeichen.

Setzt man:

Oy ==gg=" =, =1 B=p= . =§=-—1
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und beachtet, dass dann bei Vertauschung der « und 8 jedes Element
sein Zeiohen wechselt, so ergiebt sich:

Wenn man von den Elementen einer orthogonalen De-
terminante ungerader Ordnung die einer andern abuzieht,
welche denselben Werth haben mag, so entsteht eine De-
terminante, deren Werth Null ist.

Und setzt man im Gegentheil

a1=a$="'=“"=1 ﬁ1=pi-=-..=ﬁ”==1
g0 erhilt man den Satz:

Wenn zu den Elementen einer orthogonalen Determi-
nante von beliebiger Ordnung und dem Werthe s(=+1)
die einer andern orthogonalen Determinante von derselben
Ordnung und dem Werthe — & hinzugefiigt werden, so ent-
steht eine Determinante mit dem Werthe Null

Auf dhnliche Art lisst sich der weitere Lehrsatz nachweisen:

Wenn zu den Hauptelementen einer orthogonalen De-
terminante & von beliebiger Ordnung einmal die Gréssen

Gy, Og, voo Oy
hinzugefigt werden, ein andres Mal die Grissen
101 1
4’ gl a,
so ergeben sich zwei gleiche Determinanten, wenn
O O ... Oy ==&.

Denn entwickeln wir die erste Determinante nach den Produkten
der «,...a,, 8o wird ein beliebiges Glied dieser Entwicklung lauten
(Siehe § 11)

— oy ey ... 0 M

wo M derjenige Hauptminor der vorgelegten urspriinglichen Deter-
minante ist, der weder Zeilen noch Spalten mit den Ordnumgszahlen
3, % ...5% enthilt.

Auf Grund der Lehrsiitze von Minoren orthogonaler Determinanten
ergiebt sich, dass M gleich ist seinem Komplement, multipliziert
mit & (da doch s den Werth der gegebenen Determinante vorstellt).
Nun geht aber aus

O Oy 0. Gy ==&
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hexvor:

&
a;. e a’;k—"'

" e
“k+l oy

n
also kdnnen wir sagen, das oben verzeichnete Glied komme (inso-
forn & =1)

1 oM

[+4 . e O,
‘k-{-l i

gleich, wenn mit M’ das Komplement von M bezeichnet wird. In-
dessen ist dies ein Glied der Entwicklung der zweiten dargestellten
Determinante und somit erscheint unsere Behauptung erwiesen. Diese
Lehrsiitze werden in der oben (Ende des § 47) angefiihrten Arbeit
von Albeggiani (auf Seiten 285—280) mittelst eines Verfahrens be-
wiesen, welches im Wesentlicher mit dem tibereinstimmt, dessen wir
uns hier bedient haben, das aber in seiner Form unndothiger Weise
mehr verwickelt ist.
Ein anderer Lehrsatz von Siaceci ist der folgende:

Zu den Hauptelementen einer orthogonalen Determi-
nante & fiige man die Einheit hinzu. In der so hergestellten
Determinante R betrachte man das Komplement eines Haupt-
elementes und zwar heisse dies Rix. Man wird dann die
Beziehung gewinnen

R= (1 + E)Rkk.

Denn entwickeln wir R auf gewohnte Art, ndmlich als Summe
all seiner Hauptminoren und der Einheit (Siehe § 11), so ergiebt sich

R.===-I+jau+2"’

=1 f,y=1

Wy iy
Qji Gjj

4.4

wobei die Summierung {iberall auf alle Werthe der Zahlreihe 1,2,...%
ausgedehnt verstanden werden soll. '
Die rechte Seite der Gleichung ldsst sich auch, wie folgt, um-

wandeln.
! Pl i Ay i
RB=|1 ;
[+2‘_,’m+§ a,ia,,l+ J

+[E+au+2 e s ]

ik Aig
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Man soll hier bei dem Symbol >’ daran denken, dass von den
Werthen der Kennziffern 4,j immer der Werth % auageschlossen sei,
dergestalt dass dann der erste Theil des rechtsseitigen Ausdruckes
den wir (4) nennen wollen, nichts andres ist, als die Entmcklung
von .

Der zweite Theil, wir nennen ihn (B), ist nun, abgesehn von
einem Faktor &, gleich dem ersten.

Multiplizieren wir ihn némlich mit &, so ergiebt sich

Qrx Ok

.

14 eam+ ¢ 2

@iy Gy

Nun ist gemiiss den geliufigen Bezichungen zwischen den Minoren
einer orthogonalen Determinante &a;: gleich dem Komplement von
arx innerhalb der gegebenen orthogonalen Determinante, also gleich
dem letzten Gliede von (4) und so ist auch jedes der Produkte

Qg Axg
ix Ay

(G=1,2,...k—Lk+1,...90)

einem unter den Gliedern der vorletzten Summation in (4) gleich.
Im Verfolg dieser Uberlegung erkennt man, dass

#(B) = (4)
oder auch
(B) = S(A) = E.R“-_

und daraus geht die im Lehrsatz verzeichnete Formel hervor.
Hieraus ergiebt sich:

1. Wenn ¢ =<1, so sind simmtliche Komplemente der
Hauptelemente von R unter einander gleich und gleich {R.

2. Wenn s =—1, so wird R=0.

Dieser Lehrsatz, allerdings unter abweichender Form und mit anderer
Beweisfiihrung, findet sich bei Siacci (a. 8. 0. Ann. di mat, vol. 5. 8. 802). Da-
egen kommen bei Anwendung der nimlichen Da.rat.ellungsform noch Einzelheiten
iervon in einem neueren Aufsatze Nettos zur Sprache (a. a. 0. Act. math.
Bd. 19. 8. 109 f£).

Netto spricht diesen Lehrsatz bei Gelegenheit eines anderen
Lehrsatzes von Stieltjes aus, zu dessen Erdrterung wir nun ilber-
gehen wollen.
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8§ 50. Lehrsatz von Stieltjes,

Das Ergebniss unserer Untersuchung ist das folgende. Wenn wir
zu den Hauptelementen einer orthogonalen Determinante & die Einheit
hinzufiigen, so stellt sich eine Determinante R heraus, die mit einem
beliebigen ihrer Hauptminoren R von der Ordnung (» — 1) durch

die Beziehung
R = (1 + 6) R}k
verbunden ist.
Wir wollen nun die entsprechende Untersuchung fiir einen Minor
unternehmen, der kein Hauptminor R,; ist.
Man erkennt leicht mittelst eines dhnlichen Verfahrens, wie wir
es oben benutzt haben, dass

By = —:&Ry;
Indessen erhiilt man vermége der Eigenschaften der reziproken

Determinanten (Siehe S. 33f), wenn man mit Ry, das Komple-

ment von
ar+ 1 an

ik an—+ 1
einen der Hauptminoren (» — 2)-ter Ordnung bezeichnet,
Bix By
Rﬁk -RH
und daraus ergiebt sich die Formel:
.RLE (1 —I— E)’ =R [(1 + -E)s-Ru, [} A R]

. Es liefert nun diese Formel im Verein mit der fritheren das
Ergebniss:

Ist e= -1, dann werden, wenn R =0, auch alle seine
Minoren der Ordnung (» — 1) gleich Null sein.

—R.Rusn

Und zwar ist dieser Satz nur ein besonderer Fall des Lehrsatzes,
den Stieltjes ohne Beweis in Bd. 6 der Acta math. gegeben, der in
seiner allgemeineren Fassung folgendermaassen auszusprechen ist:

Es seien a;;, b;; die Elemente zweier orthogonalen De-

terminanten vom Werthe ¢ = 41, dann werden, wenn die
Determinante mit dem allgemeinen Elemente

a5 + by

verschwindet, auch alle ihre Minoren der Ordnung (n — 1)
verschwinden
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In dieser allgemeinen Form ist der Lehrsatz durch Netto (a.8.0.
Act. math. Bd. 9 und 19) hewiesen worden.

Wir wollen jotzt sehen, wie man den allgemeinen Satz aus dem
schon erwiesenen besonderen Falle heraus ableiten ksan.

Bilden wir das Produkt von

oy + by, - “l~+ bin

D=
(7% + ba!p . aﬂn'l‘bnn
und
by -+ bin
Bae| o« e =1
bnl"' bnn

Wenn man an die Beziehungen zwischen den Elementen einer
orthogonalen Determinante denkt, so ergiebt sich:

;alfbh' +1, > by RN zﬂnbue

g by y Soabyid1, -0 Sagba
R=D.B= * P L

‘z‘auibli ) za'nibic‘ y " Ea‘ntbni + 1

und diese Determinante R wird, da B =1 ist, ihrerseits der Deter-
minante I} gleichkommen. Die zuletzt verzeichnete Determinante R
hat nun die Gestalt unserer Determinante R, wie sie in den voraus-
gehenden Betrachtungen vorkam, da eine Determinante, die man aus
ihr ableiten wiirde durch Subtraktion der Einheit von ihren Haupt-
elementen, nichts andres ist, als das Produkt der beiden vorgelegten
Determinanten 4, B und daher bekanntlich auch wiederum eine ortho-
gonale Determinante. (Siehe S. 159.)

Machen wir die Annahme D =0, so ist die letztere Determi-
nante B auch Null und daher werden nach dem vorangehenden Lehr-
satze alle ihre Minoren der Ordnung (n — 1) verschwinden.

Betrachten wir nun zum Beispiel den Minor, der Komplement
des ersten Elementes in D ist. Wir diirfen ihn schreiben:

1 0 0
Qg + by 5 Ggg FDggy -+ - A2u+ ban

anl"}"z’nly am!"'bn!, e aﬂﬂ+b1lll
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Mit B wmultipliziert liefert er:

| bn 621 e b1
zanbu, Eﬁz;bzc <41, .- Zuzebni

Zambu, Za‘nlbﬂi g za’nibnl' + 1

Entwickeln wir hier nach den Elementen der ersten Zeile, so er-
halten wir eine Summe von Produkten, in denen diese Elemente mit
Minoren von R der Ordnung (n — 1) verbunden erscheinen, und daher
verschwindet, wenn D = O ist, auch diese letzte Determinante. In
Folge dessen ist der von uns herausgehobene Minor von D gleich
Null. Hiermit erscheint der Lehrsatz von Stieltjes erwiesen.

Dieser Satz ist iibrigens ein besonderer Fall eines schon von
Frobenius (Journ. f. Math. Bd. 84. 1878) ausgesprochenen Satzes.
Man vergleiche

Vose, Uber die cogredienten Transformationen einer bilinearen Form in
sich selbst. Akad. Miinchen. Abh. Bd. 17 1890—91 (1892) [287-—356] 8. 256 ff.

Muth, Theorie und Anwendung der Elementartheiler. Leipzig 1899.
8. XITf. Anm.

§ 51. Determinanten, deren Ordnung unendlich ist.

Es ist noch nicht lange her, dass man Determinanten von der
Ordnung unendlich in Betracht genommen hat, Determinanten also,

die mit einer unendlichen Zahl von Zeilen und Spalten gebildet sind.

Einen Anfang in dieser Richtung der Forschung bezeichnet der Aufsatz:

Ko6tteritzsch, Uber die Anflosung eines Systemes von unendlich vielen
linearen Gleichungen. Zeitschr. f. Math. 15. Jahrg. (1870) [1—15, 229—268].

Demniichst wurde zu einer Untersuchung sieaer Art der Astronom Hill

durch eine Aufgabe aus dem Gebiete der Astronomie gefiihrt.
' Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is a fonction
of the mean motions of the sun and moon. {reprinted, with som additions, from
a paper published at Cambridge U. 8. A. 1877.] Act. math. Bd. 8 (1886) [1—36]
8. 19 ff. und spiiter.

Poincaré, Remarques sur 'emploi de la méthode précédente. (Es geht ein
Aufsatz von Appell voraus.) Bull. soc. math. de Fr. t. 13 1884—1885 [19—27].

Endlich machte wiederum Poincaré daraus den Gegenstand emes beson-
deren Aufsatzes: Sur les déterminants d’ordre infini. Bull. soe. math. de Fr.
t. 14 1885—1886 [77—90].

Danach ist derselbe Stoff noch einmal durch Helge.von Koech auf-
genommen worden bei Gelegenheit einer Frage bezliglich der linearen Differens
tialgleichungen. In einer zweiten Abhandlung dieses Verfassers finden sich die
lll)eterminanten von der Ordnung unendlich in einer gewissen Ausdehnung be-

andelt.
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Helge von Koch, Sur une application des déterminants infinis & la
théorie des équations différentielles linéaires. Act. math. Bd. 16 (1891) [53—63].

Helge von Koch, Bur les déterminants infinis et les équations différen-
tielles linéaires. Act. math. Bd. 16 (1892, 1893) [217—295].

Eine neuere zusammenfassende Darstellung bietet

Cazzaniga, Sui determinanti d’ordine infinito. Ann. di mat. ser. 2. t. 26
(1897) [143—217].

Cazzaniga, Intorno ad un tipo di determinanti nulli d'ordine infinito.
Ann. di mat. ser. 3. t. 1 (1898) [83—94].

Cazzaniga, Appunti sulla moltiplicazione dei determinanti normaloidi.
Ann. di mat. ser. 8. t. 2 (1899) [229—308].

Cazzaniga, Intorno ai reciproci dei determinanti mormali. Acec. Tor.
vol. 34 1898—99 [4956—b14].

Man vergl. auch Pringsgheim in Encycl. d. math. Wiss. I A. 3. Irrational-
zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. Art. 58 u. 59.

Betrachten wir eine Matrix, bei der die Elemente der Haupt-
diagonale gleich 1 sind,
1 ay ag

ag, 1 ag

Wir wollen davon » Spalten und n Zeilen herausheben und die
diesen zugehdrige Determinante bilden. Lassen wir darauf » sich
#indern, so erhalten wir filr letztere eine unbegrenzte Folge von
Werthen. Besteht tiberhaupt fiir diese Folge ein Grenzwerth, so
werden wir ihn als Determinante der Ordnung unendlich bezeichnen.
Poincaré hat eine hinreichende Bedingung dafiir aufgefunden, dass
eine so gestaltete Determinante konvergent ist.

Diese Bedingung wird in der folgenden einfachen Fassung sus-
gesprochen:

Wenn die Doppelreihe

E}Gﬁl

wobei ¢ von j verschieden ist, konvergiert, dann konvergiert
auch die Determinante, deren Hauptelemente gleich 1 sind

Es wiirde sich ja die Determinante D fiir den Fall eines end-
lichen Werthes # aus dem Produkt:

IT =11+ |ay |+ |ay | +-+-1<
X1 A [ay| + |og| + -1

darstellen lassen, indem man dies Produkt entwickelte und dann den
verschiedenen Gliedern der Entwicklung Koeffizienten 1, —1, oder
Null je nach den Umstinden beifiigte. Wir leiten hieraus ab, dass
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sicherlich 1) dem absoluten Werthe nach kleiner ist, als 77, Wir
wollen die beidlen D und die beiden IZ, welche zwei verschiedenen
Werthen von » entsprechen, vergleichen.

Setzen wir in D,4, oder auch in IT,, gewisse Elemente gleich
Null, so erhalten wir D,, IT,. Die hierbei verschwindenden Glieder
stellen also die Differenzen: D,4, — Dy, I+, — IT, dar. Andrer-
seits sind die Glieder, die in IT,y, zu Null werden, simmtlich positiv,
und einige von ihnen stimmen, wenn sie theils mit negativem Vor-
zeichen, theils mit positivem versehen werden, mit denjenigen Gliedern
fiberein, die innerhalb D, , gleich Null gesetzt werden sollten.

Wir kinnen also schliessen, dass dem absoluten Werthe nach
auch die Differenz der beiden D kleiner ist, als die der beiden ent-
sprechenden I7, also:

|D1+,n_DH| < Hu-i—p'— Hu

und daraus entnehmen wir, dass, wenn II zu einem Grenzwerth hin
konvergiert, auch D) einen Grenzwerth besitzt, weil ja dann die Grenze
von (IT — IT") Null ist und also auch die Grenze von (D — D’)
verschwindet.

Nun ist das unendliche Produkt IT konvergent, wenn die Reihe

21“-J|

konvergiert, mithin erscheint der Lehrsatz bewiesen.
Fiir den Fall, wo die diagonalen Elemente nicht gleich 1 sind,
hat von Koch den allgemeineren Lehrsatz gefunden:

Die Determinante konvergiert, wenn die Reihe der nicht
diagonalen Elemente absolut konvergiert,.und das Produkt
der Diagonalelemente absolut konvergiert.

Und wirklich, konvergiert das unendliche Produkt
Ia.:

i =aiu+ 1, aij
so folgt, dass die einfache Reihe
2 | ag; I

konvergent ist, mithin desgleichen die vollstindige Doppelreihe

= ai |
wo ¢ gleich oder verschieden ist von j, und hiernach gelangt man

bei Wiederholung der oben angestellten Uberlegungen ohne weiter
Pasoal, Determinanten. 12

und setzen wir

[

Gij
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die Beschrinkung einzufiihren, dass ¢ von j verschieden sei, zu dem
Nachweise der Konvergenz unserer Determinante.

Von Koch behandelt in der angefiihrten Arbeit die von ihm so
benannten Determinanten der Normalform, und das sind solche, die
den folgenden beiden Bedingungen Geniige leisten: Erstens, es soll
die Reihe X |a;, | (¢ von j verschieden) konvergent sein und zweitens,
das Produkt I7|a:| soll konvergieren.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so weiss man, dass die
unendliche Determinante konvergiert. Ausserdem wird nachgewiesen,
dass nach einer Umstellung der Spalten und der Zeilen, bei der die
diagonalen Elemente diagonale bleiben und mithin die nicht
diagonalen auch nicht diagonale, man wiederum eine konvergente
Determinante erhilt, die auch denselben Werth besitzt. Und deshalb
kann man sie unbedingt konvergent nennen. (Siehe Acta math.
Bd. 16 8. 228f) Uberdies beschiftigt sich derselbe Verfasser auch
mit dem Produkt zweier normalen Determinanten und findet, dass
dies nach demselben Bildungsgesetz auszufiihren ist, wonach man das
Produkt zweier Determinanten einer endlichen Ordnung herzustellen
hat, und dass gedachtes Verfahren zu einer neuen und wiederum einer
normalen Determinante fiihrt. (a. a. O. 8. 231.)

§ 62, Uber geréinderte Determinanten, Lehrsatz von Le Paige.

Wir haben bereits in einem fritheren Paragraphen (Siehe § 12)
von einem Lehrsatz Kunde gegeben betreffs der Entwicklung einer
gerinderten Determinante, das heisst, einer Determinante, die man
aus einer andern durch Hinzufiigung einer gewissen Anzahl von Spalten
und desgleichen von Zeilen erhilt. Man filhrt die Entwicklung einer
so gestalteten Determinante aus, indem man die Elemente der hinzu-
gefiigten Zeilen und Spalten zu Entwicklungsgrossen macht.

Es ist nun von Wichtigkeit, von derartigen Determinanten diesen

weiteren Lehrsatz darzustellen, der von Le Paige gefunden ist.

Le Paige, Note sur les déterminants bordés. Bull. soc. math. de Fr.
t. 8 (1880) [128—1382].

Der Deutlichkeit und Einfachheit der Erdrterung zu Liebe setzen

wir eine Determinante von der dritten Ordnung und zwar eine sym-
metrische gegeben voraus

ayy Gyg Qg
D=|ay ay ay
gy Ggy g
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Figt man ihr zwei Zeilen und zwei Spaltsn in der Weise hinzu, dass
man dabei eine symmetrische Determinante behiilt, so ergiebt sich etwa:
Oyy Gyg Oqg 2y Y
g Agg A3 Ty Y3
A =0y @y dgy T3 Ys
x, xg x5 0 0

Y1 ¥ Y 0 O
Wir nehmen nun die zu D reziproke Determinante in Betracht,
nimlich
Ay Ay Ay
R=D'—| Ay Ay, A,
Agy Ayy Ay

und multiplizieren D* mit o, nachdem wir in I*, ohne eine Anderung
des Werthes der Determinante zu verursachen, wie folgt, geeignete
Spalten und Zeilen hinzugefiigt haben:

Ay Ay 4,500
Ay Agy 455 00
D=4y Ay Ay 00
0 0 010
0 0 001

Es ergiebt sich sodann

DO O Eﬁle-ﬁ', 2#41-'9'"
0 D 0 21[3;2.‘;, Eﬁgiy,'
Dd=|9 0 D DAy, > Ay | =

Ty Ty Ty 0 0

Y Y5 % O Y
D SAum ZAsw 2 Asiy 2, Ty %
SdAuy DAy S Asi [ Y1 Y3 Us

Fiihren wir das Produkt der beiden Matrices nach der bekannten
Regel (Siehe S. 30) aus, so erhalten wir nach Unterdrtickung eines

gemeinsamen Faktors D
12%
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- S Az, DAy,
Zﬁﬁyix:) .21Av'fy=yj

Im allgemeinen Falle wird ein entsprechender Ausdruck fiir das
Produkt

D.g

4.0

hervorgehen, wenn hiebei D eine symmetrische Determinante und p
die Anzahl der Zeilen und der damit iibereinstimmenden Spalten be-
deutet, die zur Erzielung der Determinante 4 mit D verbunden
wurden. Die Determinante, in der ein solches Produkt dann seine
Darstellung findet, ist von der Ordnung p.

Diese Eigenschaft wird bei Fragen der analytischen Geometrie

benutzt. Man vergleiche beispielsweise:

Hesse (Gundelfinger), Vorlesungen iiber analytische Geometrie des
umes, fsbesondere iiber Oberflichen 2 Ordnung. 8. Aufl. Leipzig 1876. 8. 179.
Clebgeh (Lind emann), Vorlesungen iiber Geometrie I. Leipzig 1876. S. 909.

§ B3, Maximalwerth einer Determinante. Untersuchung von
Hadamard.

Von nicht geringer Wichtigkeit ist die folgende Frage:

Nehmen wir an, dass die Elemente einer Determinante
alle dem absoluten Werthe nach kleiner sind, als eine
Grisse a; welches wird dann die obere Grenze fiir den abso-

Iuten Werth der Determinante selbst sein?

Sylvester, Thoughts on inverse orthogonal matrices, simultaneous sign-
successions, and tessellated pavements in two or more colours, with applications
to Newtons rule, ornamental tile-work and the theory of numbers. part 1:
Matrices and sign-successions. Phil. Mag. 4. ser. vol, 84 (1867) [461—475]

Hadamard, Résolution d’une question relative aux déterminants. ~Bull.
sc. math. 2° sér. &. 17 (1893) 1° p. [240—246].

Augenscheinlich ist der Ausdruck
n! a*
sicher grosser als die obere Grenze des Werthes der Determinante,
denn ihn wiirde man erhalten, wenn man alle Glieder der Determi-
nante positiv annihme (wihrend es in der Entwicklung einer Deter-
minante stets positive und negative Glieder giebt) und wenn man
dann an Stelle jedes einzelnen Elementes den Hiochsthetrag der Element-
werthe a einsetzte. Offenbar ist ein solcher Grenzwerth zu hoch, da
er ja niemals durch die Entwickelung der Determinante erreicht
werden kann.
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Um uns von einem allgemeineren Gesichtspunkte aus unserm Ziele
zu ndhern; wollen wir annehmen, die Elemente seien beliebige kom-
plexe Grissen.

Es sei 4 eine mit den gegebenen Elementen gebildete Determi-
nante und 4’ die auf gleiche Weise dargestellte, jedoch aus Elementen,
die zu jenen konjugiert sind. Dann werden offenbar 4 und A4° zwei
konjugierte QGrossen sein, der Art, dass ihr Produkt dem Quadrate
des Moduls von 4 gleichkommt, mithin in jedem Falle eine reelle
und positive Grosse ist.

Betrachten wir die ersten p Zeilen von 4 und die entsprechenden
Zeilen von 4’. Das Produkt der beiden solchergestalt ausgehobenen
Matrices wird der Summe der Produkte gleichkommen, in denen die
Minoren der einen mit den entsprechenden Minoren der andern ver-
bunden sind (Siehe 8. 30), also gleich der Quadratsumme der Moduln,
die den Minoren der ersteren Matrix zugehdren.

Sind @;; die Elemente von 4 und a;; die von 4, so wird das
Produkt der beiden Matrices von n Spalten und p Zeilen mit der
Determinante

Py = |sy] (j=12...p)
gleichwerthig sein, wobei
8,5 = G1Gj1 + sty -+ - - - + Ana),

und augenscheinlich sind s,; und s;; konjugiert und die Hauptelemente
s;¢ sind die Quadratsummen der Moduln, die den Elementen innerhalb*
einer Zeile von 4 angehiren.

Sondern wir innerhalb P, den Theil ab, der das letzte Haupt-
element als Faktor enthilt, so ergiebt sich:

Py=sppPps+ @
Hierbei wurde gesetzt:

311 e sl,p—l sl,p
O Sp—1,1 « - Sp—1,p—1 Sp—1,p
Sp1 - ee Spp—1 0

Man gewinnt also die Determinante @, aus P,, indem man darin Null
an die Stelle des letzten Hauptelementes einsetzt.

Das Komplement zu einem Hauptelemente in ¢, (abgesehen vom
letzten, wo es P,_, betriigt) ist ein gewisses Q,—_;, das man erhilt,
wenn man das Produkt der beiden Matrices bildet von » Spalten und
gewissen (p — 1) in 4 und 4’ ausgewihlten Zeilen und sodann in
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der Determinantenform dieses Produktes an Stelle des letzten Haupt-
elementes Null treten lisst.

Wir wollen nun die zu @, reziproke Determinante betrachten,
deren Elemente S;; heissen mogen, und aus ihr im Besonderen den
Minor
Sln\ Sﬁp
Spb ’Sp?

Dieser Minor wird gleichkommen ¢),, dies multipliziert mit dem
Komplement des zn ihm homologen Minors in ¢, (Siehe 8. 34), einem
gewissen P,_5. .

Indessen ist S, konjugiert zu S, und iberdies

Sip = Qp—1
‘Spp = Pp—i

(h=1,2,...p—1)

Daraus erhilt man
Qo Pyp—s = Qp—1Pp—1 — [ |?
wenn man unter
| Spa |
den Modul der betreffenden Grésse S,, versteht.

Wie aus dieser Formel unmittelbar ersichtlich ist, wird, wenn
Qp,—: eine negative Grosse ist (da ja die P wesentlich positive
_Gréssen sind), auch @), negativ sein. Nun ist @, = — | 839 [t wirk-
lich negativ, also wird es ebenso sein mit ¢, @,,... und endlich
auch mit @,.

Wir konnen also schliessen, dass die @, simmitlich negative
Grdssen sind.

Ausserdem kénnen die ¢, nur dann Null sein, wenn alle
Elemente der letzten Spalte Null sind.

Augenscheinlich kann, wenn ¢,_., von Null verschieden ist und
mithin eine wesentlich negative Grosse, @, nicht verschwinden.

Soll also ¢, Null sein, so muss sicher auch @,_; Null sein;
nehmen wir an, dass Q,—_; nur verschwindet, wenn alle Elemente

S1p S2p * " Sh—1,p Sa+1,9 """ Sp—1,p

Null sind, so ist die Folge davon, dass @, nicht Null sein kann ausser,
wenn die genannten Elemente verschwinden. Mit andern Worten,
@, wird nur dann Null, wenn alle Elemente der letzten Spalte, ab-
gesehen von s, , verschwinden. Nun ist aber % ein beliebiger Werth
des Index; ldsst man ihn sich #indern, so gewinnt man dabei die Be-
dingung, dass simmtliche Elemente der letzten Spalte verschwinden
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iissen, wenn das nimliche bei @, eintritt. Nun trifft es in der
That bei

81 Sig
8, 0

Q! =

zu, dass 8, = 0 sein muss (oder auch, was dasselbe ist, dass s, =0,
indem ja s; konjugiert zu s,), damit @, verschwinde, also ist der
Lehrsatz erwiesen.

Nachdem wir dies festgestellt, kénnen wir zeigen, dass P, héch-
stens dem Produkte seiner Hauptelemente gleichkommt.

Wirklich erkennt man aus der Formel

Py = 5ppPp—1+ @5,
wenn man annimmt, jene Eigenschaft bestitige sich fiir Pp_;, und
wenn man daran denkt, dass ¢, negativ ist, dasselbe Verhalten auch
als Eigenschaft von P,.
Fir P, =5,,8; — |8,5[* ist angenfillig
Py < 51485

das heisst, fir p =2 wird thatséichlich diese Eigenschaft bestatigt.
TUberdies ist zu dem Bestehen der Gleichung

Po= 55 - Spp
erforderlich, dass @, Null sei und weiter noch
Pp1=158;84 ... Sp—1,p—1

Nun wird aber damit herbeigefithrt, dass alle Elemente innerhalb @,
die nicht Hauptelemente sind, verschwinden miissen.
Man erhilt fir p =», da P, = |4
| AP < 81855 - Saya

Wenn wir andrerseits fiir alle Elemente in @,, die nicht Haupt-
elemente sind, den Werth Null voraussetzen, also s;; == 0 bei i ==j,
so liegt auf der Hand, dass dann @, = 0, und in Folge dessen er-
reicht P,=|d|® seinen Maximalbetrag. Also gilt der Satz:

Wenn wir annehmen, dass die Moduln aller Elemente
der Determinante hiéchstens gleich 1 sind, dann wird der
Maximalbetrag des absoluten Werthes der Determinante
gleich der Potenz 4% von u, und als die nothwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dass die Determinante dann
diesen Werth erreicht, ist das Verschwinden simmtlicher
Grossen §; fir ¢==j anzuschen.
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Diese Bedingungen bestimmen die @ als Elemente einer Determi-
nante, die durch Sylvester den Namen umgekehrt orthogonal er-
halten hat.

Wir werden hierdurch zur Losung der folgenden Aufgabe gefiihrt:

Mit Elementen, deren Modul den Werth 1 hat, soll eine
Determinante dargestellt werden, die bei bestimmter Ord-
nungszahl den Maximalwerth erreicht.

Es beschiiftigt sich mit dieser Aufgabe Sylvester in der ange-
fithrten Arbeit, doch vergleiche man seine Ergebnisse mit den Be--
merkungen von Hadamard (a. a. O. 8.243).

Mit Vortheil machen wir die folgende Anmerkung. Wenn die
Elemente im-Allgemeinen komplex sind, dann ist der hochste Werth,
den, wie wir gesehen haben, der Modul der Determinante annehmen
kann, die Potenz {n von n. Eine Determinante, deren Modul wirk-
lich einen solchen Werth annimmt, wird schlechthin aus komplexen
Elementen bestehen. Ist n eine Potenz von 2, dann kann man eine
Determinante mit Maximalbetrag in reellen Elementen herstellen,
welche dann eben nur von den einzigen Werthen 4 1 und — 1 ge-
liefert werden kéonnen. Fiir andere Werthe von »n wiirde es moglicher
Weise Determinanten mit reellen Elementen, die den Maximalbetrag
in Hehe der Potenz 4nm von = erreichten, tiberhaupt nicht geben.
Jedoch wird man in jedem Falle diese beiden Aufgaben sich vorlegen
kénnen, die Hadamard am Schluss seiner beachtenswerthen Arbeit
ausspricht und die wir hier wiederholen:

1. Fiir welche Werthe von # giebt es Determinanten mit Ele-
menten -4 1, — 1 oder tiberhaupt reellen Elementen, die den Werth:
Potenz yn von n, erreichen?

2. Wie wiirde man fiir jedes beliebige # Determinanten mit
reellen Elementen, insbesondere +4 1, — 1 darzustellen haben, damit
sie zwar nicht den Werth: Potenz 4# von %, erreichen, aber dem
absoluten Betrage nach dem hdchst moglichen Werthe gleichkommen?

Man vergleiche hierzu eine neuere Arbeit von Secarpis

Scarpis, Sui determinanti di valore massimo. Ist. Lomb. Rend. (1898)
[1441—1446).

§ 54. Kubische Determinanten und solche, deren Elemente von
mehreren Indices abhingen.

Der Gedanke, Determinanten in Betracht zu ziehen, deren Elemente von
mehr als zwei Indices abhiingen, ist, wie Giinther in seiner oftmals angefiihrten
Schrift (S. 11 Anm,) bemerkt, ein Verdienst Vandermondes.

Doch hat man fiir den Ersten, der hierin einen bestimmteren Schritt vor-
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whrte gethan, De Gasparis anzuerkennen mit einem besonders und zwar unter
dem Pseudonym Jean Blaise Grandpas vertffentlichten Schriftchen: Sur les
déterminants dont les éléments ont plusienrs indices. (25. SBept. 1861.)

Zwei Jahre spiiter verdffentlichte Dahlander in Stockholm den Aufsatz

Dahlander, Om en klass funktioner hvilka ega flera egenskaper analoga
med determinanternes. Stockh. Vet. Ak, Forh. 20. Jahrg. (1863) [295—304].

Im Jahre 1868 folgten die Arbeiten von:

Armenante, Sui determinanti cubici. Giorn.diBatt. vol. 6 (1868) [176—181].

Padova, Sui determinanti cubici. Giorn. di Batt. vol. 6 (1868) [182——189 .

Zehfuss, Uber eine Erweiterung des Begriffs der Determinanten. Frankfurt.

De Gasparis, Sopra due teoremi dei determinanti a tre indici, ed un’
altra maniera di formazione degli elementi di un determinante ad m indiei.
Ace. Napoli Rendie. t. 8 (1868) %18—121].

Eine Darstellung der bis dahin erhalienen Ergebnisse dankt man Garbieri,

Garbieri, Determinanti formati di elementi con un numero qualunque
d'indici. Giorn. di Batt. vol. 15 (1873 [89—100].

Gleicherweige bildet eine Darstellung Garbieris den Hauptbestandtheil
der Seconda parte della quattordicesima rivista di giornali del Giusto Bella-
vitis, Atti Ist. Ven. t. 4 ser. 5, 1877—1878, wo 8. 251—273 im Anschluss an
obigen Aufsatz aus Giorn. di Batt. vol. 15 die ,,Determinanti formati di n* ele-
ment:1* behandelt werden.

Endlich kann man auch mit Vortheil die Schrift von Giinther tiber De-
terminanten nachschlagen (Erlangen 1877, Kap. 9. 8. 185—194.), desgleichen
Scott, Det. 1880. chap. 7 [89—98].

ber kubische und hhere Determinanten giebt es noch neuere Arbeiten von

Tanner, Notes on determinants of n dimensions. Proc. Lond. math. soec.
vol. 10 (1879) [167—180].

Scott, On cubic determinants and other determinants of higher class,
and on determinants of alternate numbers. Proc. Lond. math. soe. vol. 11
(1880) [17—29].

Zajaczkowski, (Siche Fortschr. der Math. Bd. 18. 8. 121) Theorie der De-
terminanten von p Dimensionen. 1881. Warschau. (Polnisch.)

Escherich, Die Determinanten htheren Ranges und ihre Verwendung zur
Bildung von Invarianten. Akad. Wien, Denkschr. 43. Bd. 2. Abth. (1882%) [1—1z].

Gegenbauer, Uber Determinanten hoheren Ranges. Akad. Wien. Denkschr.
43. Bd. 2. Abth. (1882) [17—82].

Gegenbauner, Zur Theorie der Determinanten héheren Ranges. Akad.
Wien. Denkschr. 46. Bd. 2. Abth. (1883) [291—298].

Gegenbauer, Uber Determinanten hheren Ranges. Akad. Wien. Denkschr.
49. Bd. 2. Abth. (1885) [226—230].

Gegenbauer, Zur Theorie der Determinanten hoheren Ranges. Akad.
Wien. Denkschr. 50. Bd. 1. Abth. (1885) {145—152].

Gegenbauer, Uber windschiefe Determinanten hoheren Ranges. Akad.
Wien. Denkschr. 65. Bd. 1. Abth. (1889) [39—48].

Gegenbauer, Uber einige arithmetische Determinanten hiheren Ranges.
Akad. Wien, Ber. Bd. 101. Abth. 2a (1892) [425—484].

Wir wollen hier nicht auf Einzelheiten beziiglich der Lehre von
den Determinanten mit mehreren Indices eingehen, sondern nur aus-
einandersetzen, was dabei die Grundlage bildet.

Stellen wir uns eine Anzahl #n* von Elementen a;;: vor, so dass
die Indices 4,7, k die Werthe 1, 2, ... n annehmen kénnen. Vertheilen
wir solche Elemente in dem Raum eines Wiirfels auf entsprechende
Weise, wie wir es frilher zur Herstellung einer quadratischen
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Matrix gethan, so erhalten wir nun das Schema, dem der Name
kubische Matrix beigelegt werden darf.

Diese Matrix wird sich auf drei verschiedene Weisen in # hori-
zontale oder vertikale Ebenen zerlegen lassen, wobel in einer jeden
von ihnen eine gewisse quadratische Matrix dargestellt erscheint.

Innerhalb der gedachten kubischen Matrix hat man vier Diago-
palen zu betrachten; wir werden diejenige als die Hauptdiagonale be-
zeichnen, auf der sich die Elemente mit drei gleichen Indices befinden,
nimlich:

G131 Oggg =+ - Gnnn

Wir wollen nun das Produkt dieser n Flemente bilden und
danach auf jede mogliche Weise die zweiten Indices und desgleichen
die dritten Indices mit einander vertauschen. Wir erhalten dann aus
jenem Anfangsgliede im Ganzen n!n!= (n!)? Glieder und werden
einem jeden von ihnen das Vorzeichen 4 oder — zutheilen, jenach-
dem gerade oder ungerade ist die Anzahl der Inversionmen, welche in
der Permutation der zweiten Indices enthalten sind, vermehrt um die
entsprechende Anzahl mit Bezug auf die dritten Indices.

Die Summe aller so erhaltenen Glieder nennen wir die Ent-
wickelung der kubischen Determinante.

Augenscheinlich werden sich in jedem Gliede der Entwicklung
nur solche Faktoren vereint finden, von denen nicht zwei derselben
vertikalen oder horizontalen Ebene angehoren, weil sie ja um der-
selben Ebene anzugehtren entweder in den ersten oder den zweiten
oder in den dritten Indices iibereinstimmen miissten.

Ein wesentlich abweichendes Verhalten gegeniiber gewGhnlichen
Determinanten zeigt sich bei den kubischen darin, dass, wihrend durch
eine quadratische Matrix nur eine einzige Determinante bestimmt wird,
durch die kubische Matrix im Gegentheil drei Determinanten von
verschiedenem Werthe bestimmt sein kinnen, und zwar erhalten wir
diese damit, dass wir die Summation der Glieder, die sich aus dem
Hauptgliede

Oy1y Uggg -+ - Bunn
herleiten lassen, auf dreifache Weise ausfilhren, indem wir einmal die
ersten Indices fest belassen und die andern vertauschen, oder aber
wihrend der Vertauschung die zweiten oder endlich die dritten Indices
als unverinderlich ansehen.

Um sich hiervon zu iiberzeugen, geniigt ein Blick auf das ein-
fachste Beispiel, in dem #==2 die Ordnung der Determinante darstellt.

Das Hauptglied wird sein

Gq11 Pagg
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mit positivem Vorzeichen. Lassen wir die ersten Indices fest, ver-
tauschen die anderen und wenden die angegebene Regel an, so er-
halten wir die vier Glieder:

= Qi Bggs — Qugy Ggig — Bysglagy + Gyl
Lassen wir im Gegentheil die zweiten Indices fest oder auch die
dritten, so erhalten wir Ausdriicke, die ihrem absoluten Betrage nach
Jjenen gleich sind, aber abweichende Vorzeichen haben. Beziehungs-
weise ergeben sich die Aggregate:

- GyyyOge9 - G513 Bygy — By1s Bgey — Ggyi Gy
Tt ByyyGpgg — Bygy Qgys + Oggy Gy1g —— Gagy Oygg -

Wir werden als erste Determinante diejenige bezeichnen, welche
in Folge der Vertauschungen der zweiten und dritten Indices entsteht,
als zweite Determinante, die durch die Vertauschungen der dritten
und ersten Indices zur Darstellung gelangt und die dritte Determi-
nante soll Vertauschungen der ersten und der zweiten Indices ent-
sprechen. )

Jedes Element a;,; innerhalb der kubischen Determinante gehort
einer horizontalen Ebene an und zwei vertikalen, gegen einander senk-
recht gelegenen, gleichwie bei der gewdhnlichen Determinante jedes
Element einer Spalte und einer Zeile angehort. Wir wollen diese
Ebenen Schichten nennen.

Um eine bestimmtere Vorstellung herbeizufithren, nehmen wir an,
der erste Index bezeichne die Ordnungszahl der horizontalen Schicht,
der zweite Index die Ordnungszahl von einer der beiden vertikalen
Schichten, die wir die erste vertikale Schicht nennen wollen und
somit entspreche der dritte Index der tibrig bleibenden zweiten ver-
tikalen Schicht.

Wenn wir zwei horizontale Schichten unter einander
vertauschen, so bleibt diejenige Determinante, die dadurch
bestimmt ist, dass man allein die zweiten und dritten Indi-
ces im Hauptgliede wechseln lisst (man sehe die oben ge-
gebene Erklirung), unverindert.

Denn, wenn wir die Faktoren eines jeden Gliedes immer in der
Weise angeordnet sehen wollen, dass die ersten Indices in der matiir-
lichen Reihenfolge erscheinen, so werden wir zwei Elemente in der
Permutation der zweiten Indices und ebenso in der Permutation der
dritten Indices mit einander ihre Plitze miissen wechseln lassen.

Wenn man nun innerhalb einer Permutation zwei Elemente mit
einander vertauscht, so @ndert sich die Anzahl der Inversionen um
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eine ungerade Zahl, mithin erscheint fiir das Ganze von zwei Ver-
tauschungen innerhalb der zweiten und der dritten Indices die Anzahl
der Inversionen um eine gerade Zahl verindert und hiernach wird
das Glied, um das es sich handelt, dasselbe Vorzeichen beibehalten.

Wenn wir im Gegentheil zwei vertikale parallele Ebenen mit
einander vertauschen, dann tritt nur ein Wechsel zwischen zwei Ele-
menten ein innerhalb der Permutation der zweiten Indices oder aber
nur in der der dritten Indices und mithin wird das Zeichen des
Gliedes veriindert; also gilt der Satz:

Wenn wir zwei vertikale parallele Schichten mit einander
vertauschen, so #indert die in gewohnter Weise bestimmte
Determinante ihr Zeichen.

Wie man sieht, besteht dieser grundlegende Unterschied zwischen
dem Falle der gewthnlichen Determinanten und dem der kubischen;
bei diesen giebt es stets eine Richtung der Folge paralleler Ebenen
von der Beschaffenheit, dass, wenn man zwei unter ihnen beliebig
auswihlt und vertauscht, die Determinante ungeéindert bleibt. Es lisst
sich bewirken, dass diese Eigenschaft sich fiir eine beliebige unter
den drei verschiedenen Richtungen von Ebenen, der horizontalen und
der vertikalen verwirklicht und dies zwar entsprechend den drei ver-
schiedenen Determinanten, die sich mittelst der kubischen Matrix be-
stimmen lassen.

Augenscheinlich besteht auch die folgende Eigenschaft:

Jede kubische Determinante kann man als Summe von
n! gewéhnlichen Determinanten darstellen.

Und wirklich, stellen wir einmal eine Permutation der zweiten
Indices innerhalb des (liedes

Qy1y Qggg -+ - Onnn

fest und vertauschen dann die dritten Indices auf jede mégliche Weise.
Der Inbegriff aller Glieder, die man so erhalten wird, mit dem Zeichen
+ oder — gedacht, wird eine gewdhnliche Determinante sein. Hier-
mit erscheint der Lehrsatz bewiesen.

Eine weitere Eigenthlimlichkeit, die dann auf andere Weise die
Darstellung einer kubischen Determinante mittelst gewthnlicher De-
terminanten liefern kann, ist die folgende:

Das Produkt zweier gewShnlichen Determinanten lisst
sich als knbische Determinante ausdrilcken. (Padova.)
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Sind namlich a,;,b,; die Elemente der zwei vorgelegten Deter-
minanten, so ist das allgemeine Element des Produktes

ﬂr,-1b.,1 + arzbai + e + Crn Dy .

Solch ein Produkt ldsst sich, nach der Regel fiir die Zerlegung
einer Determinante mit vielgliedrigen Elementen, in #! Determinanten
spalten, die in ihrer Gesammtheit die kubische Determinante ergeben,

deren Hauptglied
(@11D11) (a3by5) - - - (Gnnbun)
ist, und deren allgemeines (lied

(a14,b15) (@2i3039) - -+ (@niybas,),
wobei
Gy By -us g
JiJs - Jn
als zwei Permutationen der Zahlreihe 1, 2,...#%n aufzufassen sind.
Die so gebildete kubische Determinante hat zum allgemeinen
Element
s biy,
die drei Indices %, 7, j &ndern sich von 1 zu .
Fithrt man das Produkt der beiden gegebenen Determinanten auf
eine der andern drei mdglichen Arten aus, so ergeben sich wiederum
kubische Determinanten, und deren Elemente sind beziehungsweise

(277 b_u:
Qip bkj
(%) b;l:

Unser Lehrsatz giebt das Mittel an die Hand, symbolisch eine
kubische Determinante als das Produkt zweier gewdhnlichen Deter-
minanten auszudriicken.

Wir wollen voraussetzen, dass die a und die b Zeichen sind,
welche die Bedeutung von Grossen nur in dem Falle haben, wenn sie
sich in den Verbindungen

ari by
vereinigt finden, das heisst, wenn das Produkt aus zweien von ihnen
vorliegt, deren erste Indices gleich sind. Das allgemeine Element
einer gegebenen kubischen Determinante

Qrij
kann dann in symbolischer Absicht dem Produkte dieser @ und b
gleichgesetzt werden und umgekehrt, ist das symbolische Produkt
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ax; by; gegeben, so kann ihm nur ein einziges Element der gegebenen
kubischen Determinante entsprechen.

Es erscheint mithin erwiesen, dass sich die letztere symbolisch
als das Produkt zweier gewihnlichen Determinanten ausdriicken lésst.
Diese sind jedoch nur als symbolische und nicht als wirkliche auf-
gufassen und gewinnen die Bedeutung der wirklichen nur erst dann,
wenn sie mit einander multipliziert werden, indem man deshalb Sorge
triigt, dass ihr Produkt nach der gewdhnlichen Regel ausgefiihrt
werde.

Wenn man von einer kubischen Determinante alle Elemente der
drei Ebenen unterdriickt, die in einem Elemente azs; zusammentreffen,
go erhilt man eine neue kubische Determinante, die man als den
komplementiéiren Minor des Elementes ax;; wird ansprechen diirfen
und bezeichnen durch 4.

Multipliziert man ihn mit (— 1)*+/, vorausgesetzt, dass es sich
um die erste Determinante handelt, die aus der kubischen Matrix
beraus ihre Bestimmung findet, so erhilt man, was den Namen des
algebraischen Komplementes dieses Elementes triigt.

Es lisst sich zeigen, dass @hnlich wie bei gewdhnlichen Deter-
minanten der Satz gilt:

Der Werth der kubischen Determinante ist der Summe
der Produkte gleich, worin die Elemente einer Schicht mit
den ihnen entsprechenden algebraischen Komplementen ver-
bunden sind.

Hierfiir wiirde der Beweis in #hnlicher Weise zu fithren sein,
wie bei gewohnlichen Determinanten.

Wir gehen nun zur Multiplikation der kubischen Determi-
nanten iiber.

Betrachten wir das Produkt einer kubischen Determinante |a, |
mit einer gewdhnlichen Determinante |b,,|.

Die kubische Determinante konnen wir als die algebraische Summe
von n! gewdhnlichen Determinanten ansehen, wovon eine jede gleich ist

-+ 2 = Guigy Gaiggy -+ - Buigg,
J

Hier erstreckt sich die Summation auf alle Permutationen der In-
dices 7, jg...ja» und ausserdem stellt (i, 4y...4,) eine Permutation
der Indices 1,2,...%n dar. Fiir die Summe als Ganzes ist positives
oder negatives Zeichen zu wihlen, jenachdem die Permutation der %
der geraden oder ungeraden Klasse angehort.
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Das allgemeine Element einer solchen Determinante ist
Akirg

wobel sich % und j andern. Die Elemente, denen dasselbe & zugeordnet
ist, bilden die Elemente einer Zeile und die mit demselben j stellen
die Elemente einer Spalte dar. Das Produkt einer solchen Determi-
nante mit |b,,| wird das allgemeine Element

Ckr == : akfklbr'l
L]

enthalten, Wird nun die Permutation (4, 4, ...14,) der Zahlen 1,2, ... %
der Anderung unterworfen und fiir jeden méoglichen Fall dieser Wand-
lung das Ergebniss der Produkthildung festgestellt, so ergiebt sich in
der algebraischen Summe der simmtlichen | ¢, | das Produkt der beiden
gegebenen Determinanten. Richten wir jetzt unser Augenmerk auf
die kubische Determinante, deren allgemeines Glied

Cpiy = 2 ; a’lc:ybra
s

sein mag, und zerlegen diese kubische Deferminante in eine Summe
von gewdohnlichen Determinanten, so erhalten wir, was leicht ersicht-
lich, genau die Summe der Determinanten, deren Elemente die ¢ sind.
Fiir unveriinderliches % leitet man die quadratische Matrix der ;.
(wo einzig #,r sich indern) aus den quadratischen Matrices der
@xiy,0,, mach der bekannten Regel her, die fiir das Produkt zweier
quadratischen Matrices gilt. Also konnen wir aussprechen:

Um das Produkt einer kubischen Determinante und einer
gewohnlichen Determinante zu erhalten, hat man eine
kubische Determinante zu bilden, deren Schichten entstehen,
wenn man nach der gebriuchlichen Regel die quadratischen
Matrices, welche die Schichten der gegebenen kubischen
Determinante darstellen, mit der quadratischen Matrix der
Multiplikator-Determinante multipliziert.

Siehe Armenante, a. a. O. 8. 181.

Wir kénnten nun zur Darlegung gewisser Lehrsitze von De
Gasparis und Padova schreiten, wollen uns aber bei diesem Gegen-
stande nicht linger aufhalten. Man mag hierfiir die schon angefithrten
Werke vergleichen.
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§ 55. Determinanten und Matrices, die verschwinden.
Rang einer Matrix.

Wir werden sagen, eine Matrix von # Zeilen und m Spalten
(m > n) sei Null, wenn alle Determinanten n-ter Ordnung innerhalb
dieser Matrix verschwinden.

In einer quadratischen oder einer rechteckigen Matrix konnen
Null sein alle Determinanten von der Ordnung =, alle die von den
Ordnungen (» — 1),(n — 2), ... Es sei p die hochste Ordnungszahl
von Determinanten, die in jener Matrix enthalten und nicht simm#-
lich Null sind. Wir setzen also voraus, dass alle Determinanten
der Ordnung (p 4+ 1) und mithin auch die von hoherer Ordnung
simmtlich verschwinden und dass es unter allen denen p-ter Ord-
nung wenigstens eine von Null verschiedene giebt. Die Zahl p
heisst der Rang (auch Charakteristik) der gegebenen Matrix.
Augenscheinlich haben eine Determinante oder eine Matrix, die gleich
Null sind, héchstens (» — 1) zur Rangzahl.

Wir wollen jetzt die nothwendigen und die hinreichenden Be-
dingungen dafiir aufsuchen, dass eine Matrix den Rang (» — 1) habe,
also dafiir, dass sie verschwinde, ohne dass alle Determinanten (» — 1)-
ter Ordnung Null sind. Es wird uns gelingen, einen Lehrsatz auf-
zustellen, der zu einem in den ersten Paragraphen bewiesenen Satze
die Umkehrung bildet. Wenn nimlich die Elemente einer Zeile
innerhalb einer rechteckigen Matrix die gleichen linearen Verbindungen
der Elemente paralleler Zeilen sind (die Zahl der Zeilen wird kleiner
als die Zahl der Spalten vorausgesetzt), so sind (wie nach § 2,11 be-
kannt) alle in jener Matrix enthaltenen Determinanten #-ter Ordnung
offenbar gleich Null und mithin die Matrix selbst gleich Null. Und
nun wollen wir nachweisen, dass umgekehrt, wenn die Matrix Null
ist, die Elemente einer Zeile dieselben linearen Verbindungen derer
von parallelen Zeilen sein miissen. Wir beginnen mit der Annahme,
dass wenigstens einer von den Minoren der Ordnung (n — 1) von
Null verschieden gei. Ohne die Allgemeinheit aufzuheben, kénnen wir
voraussetzen, solch ein Minor sei der aus den ersten (» — 1) Zeilen
und den ersten (» —.1) Spalten bestehende Minor:

yq ces Qg p—1

Op—1,1 -+ Op—1,n—1
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Ist unsere Matrix gleich Null, dann werden die Determinanten
Null sein, die man aus diesem Minor durch Hinzuffigung einer Spalte
und einer Zeile ableiten mag, also alle Determinanten der Form

% vee O m—y ayr
Op—1,1 -+ Oy—1,n—1 Gn—1,r
2781 v aﬂ, n—1 Qo r

Wenn man diese nach den Elementen der letzten Spalte entwickelt
und bezeichnet mit
'A'I? A’, .. A”

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte, also
die Determinanten (» — 1)-ter Ordnung, welche innerhalb der ersten
(n — 1) Spalten der gegebenen Matrix enthalten sind, jede mit dem
passenden Zeichen versehen, so ergiebt sich fiir einen beliebigen Werth

des Index »
a’lfA-l. + aﬂrAs + v + Anp A, =0

Diese Beziehung gilt, wie hervorgehoben worden, fiir einen be-
liebigen Werth des Index 7, der aus den Zahlen 1,2,...m gewahlt
gein kann; denn wenn » <n — 1 ist, so wird die vorausgehende De-
termmante aus dem Grunde verschwinden, weil sie ja zwei gleiche
Spalten enthiilt und wenn r>n —1, dann verschwindet sie mach
unserer Annahme.

Die vorangehende Gleichung giebt uns also zu erkennen:

Wenn die Matrix von # Zeilen und m Spalten Null ist
und zum Rang (n — 1) hat, so besteht zwischen den Ele-
menten .einer Spalte stets dleselbe lineare und homogene
Beziehung.

Nun wollen wir sehen, wie man diesen Lehrsatz verallgemeinern
kann im Fall, dass der Annahme nach die Matrix nicht den
Rang (» — 1) habe, sondern im Allgemeinen p.

Dann wird wenigstens ein Minor der Ordnung p von Null ver-
schieden sein. Es sei dies

Wir wollen eine Spalte und eine Zeile beliebig hinzufiigen und
damit die Determinante bilden:

Pascal, Determinanten. 13
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Ayg +os Q1p Oyy

Gp1 + v« Qpp Gpp

Q1 oo Qgp Qgp
die identisch verschwinden wird, wie auch die Indices 7,3 gewdhlt
sein mdgen. Entwickeln wir also nach den Elementen der letzten
Spalte, so ergiebt sich die Gleichung:

aerla + aSrA-SU + e + aprA-pc + acrA =0
wenn wir mit A;,...4,, die mit geeigneten Vorzeichen versehenen
Minoren der Ordnung p bezeichnen, die man aus A der Reihe nach
durch Unterdrtickung der Zeilen 1,2,...p und Beifiigung der s-ten
Zeile gewinnt.
Lassen wir s sich von (p 4 1) bis » #ndern und addieren alle
so erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich

e (g o+ A+
+a!r (—Ai,p+1 + e “I"A-Sn)'l'

+ @pr (dp,p+1 + oo 4 Apa) +
+ Gpis,rd + Gpisrd+ -+ Gpd =0

Diese Gleichung ist giiltig fiir jedes beliebige r=1,2,...m,
ist also eine lineare und homogene Gleichung mit unverinderlichen
Koeffizienten zwischen den Elementen einer beliebigen Spalte. Hier-
mit ist der Lehrsatz als allgemeingiltig erwiesen.

Als besondere Fille sind augenscheinlich aus diesen Lehrsitzen
fiber verschwindende Matrices die entsprechenden fiir verschwindende
Determinanten abzuleiten.

Aus der letzten Beweisfithrung ergiebt sich diese Folgerung.

Eine der Determinanten von der Ordnung p, die nicht ver-
schwindet, wollen wir die Hauptdeterminante nennen und wollen
diese, wie oben geschehen, mit A bezeichnen.

Damit die Matrix Null sei und den Rang p habe, geniigt
es vorauszusetzen, dass alle Determinanten verschwinden,
die aus A durch Hinzufiigung einer Zeile und einer Spalte
hervorgehen.

Das Verschwinden siimmtlicher anderen Determinanten von der
Ordnung (p 4 1) ist eine Folge des Verschwindens der hier ange-
deuteten. Hat man nimlich eine beliebige Determinante von der Ord-

nung (p 4 1)
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Gryoy v v Orgag
A= - cee .
Grogt10 *+* Propatpt

und multipliziert man jedes Element mit 4, so ergiebt sich mit
Riicksicht auf die gefundene allgemeine Beziehung:

AAr+1 =
—a‘.lll-A-lrl e ""a‘pllApr'l " l’_al’p-l-lAl"l e _aP‘H-IAP'l

. , e ,
- anlAnp_H —— “psiApf,+1! T al'p+1“il g ” T a?"’p+1A'-"p+l

Jedes Element einer solchen Determinante ist eine Summe von
p @liedern, withrend die Determinante von der Ordnung (p + 1) ist.
Zerlegen wir diese Determinante mit vielgliedrigen Elementen in die
entsprechende Zahl von Determinanten mit einfachen Elementen, so
leuchtet ein, dass eine jede von diesen stets wenigstens mit zwei
Spalten versehen erscheint, wovon die Elemente der einen beziehungs-
weise gleiche Vielfache der entsprechenden Elemente der andern sind
und mithin ist eine jede solche Determinante gleich Null. Hieraus
ergiebt sich, wenn 4 von Null verschieden ist, dass A — 0, wie auch
behauptet wurde.

Es giebt noch einen anderen wichtigen Lehrsatz iiber verschwin-
dende Matrices, der als Verallgemeinerung eines von uns im § 5
(Siehe 8. 20) fiir verschwindende Determinanten entwickelten Satzes
angesehn werden kann und zwar ist dies der folgende:

Wenn eine verschwindende Matrix den Rang p besitzt,
80 sind die aus p Zeilen genommenen Minoren p-ter Ordnung
proportional denen von gleicher Lage, genommen aus anderen
p Zeilen, die im Ganzen oder nur theilweise von den ersteren
verschieden sind.

Wir wollen hier nicht auf den Beweis dieses Lehrsatzes eingehen
und statt dessen auf die Schrift von Capelli-Garbieri (Analisi
algebrica, Padova 1886. S. 398) verweisen.

Wenn wir hier Halt machen, um der Zahl p, die als Rang
einer Matrix eingefiihrt war, noch besondere Aufmerksamkeit zn
widmen, wird uns der Nachweis fiir eine grundlegende Eigenschaft
dieser Zahl leicht sein, die in gewisser Weise dazu dient, deren
Wichtigkeit darzuthun.

Ist uns eine Matrix vorgelegt, so werden wir sagen, eine andere
138*
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soi aus jhr abgeleitet, wenn man sie durch eine oder mehrere der
folgenden einfachsten Verfahrensweisen aus jener erhilt (Siehe die
eben angefiihrte Schrift Analisi algebrica):

1. Vertauschen zweier Zeilen oder zweier Spalten.

2. Die Elemente einer Zeile oder Spalte multiplizieren mit
einer beliebigen Zahl.

3. Zu den Elementen einer Zeile oder Spalte die Elemente einer
parallelen Reihe hinzufiigen, nachdem letztere mit einer beliebigen
Zahl multipliziert sind.

Es ist von Wichtigkeit zu beachten, dass, wenn eine Matrix aus
einer anderen abgeleitet ist, die zweite auch wiederum als aus der
ersten abgeleitet zu gelten hat.

Wiirde es sich um eine quadratische Matrix handeln, so wiirde
eines dieser Verfahren nur die Wirkung haben, die aus jener Matrix
bestimmte Determinante héchstens mit einer Zahl multipliziert er-
scheinen zu lassen.

Nun ist der folgende Lehrsatz bemerkenswerth:

Zwei Matrices, wovon eine die abgeleitete der andern
ist, haben gleichen Rang.

Wenn man im Besonderen mittelst einer Behandlung, wie sie
vorher angedeuftet worden, aus einer Determinante eine andere von
derselben Ordnung erhilt, so wird beiden Determinanten der némliche
Rang zugehiren.

Fiir den Fall der beiden ersteren Verfahren ist der Lehrsatz ein-
leuchtend. Wir wollen zeigen, dass er sich auch fiir das dritte be-
wahrheitet. Setzen wir néimlich voraus, dass wir aus der gegebenen
Matrix eine andere Matrix hergeleitet haben, indem wir zu den Ele-
menten einer Zeile oder Spalte die einer parallelen Reihe, mit 1 mul-
tipliziert, hinzufiigten, so wird dann ein Minor der zweiten Matrix
entweder einem Minor gleicher Ordnung der ersteren Matrix gleich
sein (wenn zu seiner Bildung die verinderte Reihe gar nicht beige-
tragen hat) oder aber, er wird in der Form

A+ iB

zerlegbar sein, wo 4, B zwei Minoren derselben Ordnung ans der
urspriinglichen Matrix sind. Gleicherweise wird vermége der Wechsel-
beziebung, die zwischen einer Matrix und der abgeleiteten Matrix be-
steht, jeder Minor der ersteren Matrix auf entsprechende Art vermittelst
solcher der zweiten sich ausdriicken lassen. Hieraus folgt sofort, wenn
nicht alle Minoren der Ordnung & in der ersten Matrix Null sind,
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dass dann auch nicht alle Minoren gleicher Ordnung der zweiten
Matrix Null sein werden, und wenn alle Minoren der Ordnung (% + 1)
innerhalb der ersten Matrix verschwinden, dasselbe aunch fiir alle diese

Minoren der zweiten gelten wird.
Und damit ist der Nachweis unseres Lehrsatzes erbrachf.

§ 56. Lineare Gleichungen.
Es sei ein System von m Gleichungen zwischen # Unbekannten
vorgelegt:

(1

Gy &y + Qg Ty + G Za =Y,

Am1&1 + CmeZs 4+ - -+ Oma®n = Yn

Man darf stets die Annahme machen, dass m grosser sei als n,
weil, wenn dies nicht stattfinde, man sich vorstellen konnte, es wiirden
zn diesem Systeme von Gleichungen soviele weitere identische hinzu-
gefiigh, Gleichungen némlich mit verschwindenden Koeffizienten und
desgleichen verschwindenden bekannten Gliederns

Wir wollen uns die Aufgabe stellen zu priifen, in welcher Weise
die Werthe der Unbekannten z, ...z, durch solche Gleichungen be-
stimmt sind oder nicht.

Wir werden als Matrix der Koeffizienten die Matrix bezeichnen:

Gy +ov Gan
@ S =)
Any .o Ompn
Es sei p der Rang dieser Matrix (Siehe den vorangehenden Para-
graphen) und, um eine bestimmtere Vorstellung zu erméglichen, nehmen
wir an
1 v Qg
A= ] @Sw
Apy « o Qpp
gei eine der Determinanten p-ter Ordnung, die in der Matrix enthalten

und die von Null verschieden sind.
‘Wir bilden die Determinanten:

an_ LI a']p yl

_A,

@p1 « .. Gpp Yp
Qry <o Grp Yy
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Fir ein r < p sind diese Determinanten augenscheinlich gleich
Null; fiir ein > p» kionnen sie im Gegentheil beliebige Werthe an-
nehmen.

Wir beginnen mit der Darlegung des Satzes:

Wenn die gegebenen Gleichungen nicht unter einander
widersprechend sein sollen, oder wenn sie, wie man sich
auch ausdrtickt, mit einander vertriiglich sein sollen, so ist
erforderlich, dass alle A, verschwinden.

Wir schreiben die vorgelegten Gleichungen in folgender Gestalt:
Gy & -+ Gp T =1y1
3) . e . .
An1Z1 + +++ + CnpZp = Ym
indem wir setzen:

Y1 =Y —Qpp1&pg1— - — Qi &n

Yn =% Ym — Omp+1%p41 — * ** — GmaZn

Wenn wir in den A, an Stelle von y, ...yn einsetzen yy...yn,
so erhalten wir Determinanten, deren letzte Spalten mehrgliedrige
Elemente enthalten; zerlegen wir sie nach der bekannten Regel, so
ergiebt sich als ein erstes (Hlied- das némliche A,, von dem wir aus-
gingen, und danach andere Glieder, die, abgesehen von Faktoren, De-
terminanten der Ordnung (p + 1) sind, ausgewihlt innerhalb der ur-
spriinglichen Matrix, die mithin unserer Annahme nach gleich Null
sind. Es erhellt daher, dass die A, ungeiindert bleiben, wenn man
fiir die y die y’ einsetzt.

Wir betrachten die ersten p Gleichungen unter den (3) ‘und daza
die rte, nennen A, 4™, ... 4,0 A die algebraischen Komple-
mente der Elemente der letzten Spalte in A,, multiplizieren beziehungs-
weise die (p + 1) angedeuteten Gleichungen mit 4,®, 4,®,... 4,0, 4
und addieren sie dann, Leicht erkennt man, dass der Koeffizient von
z, zu Null wird und mithin auf der rechten Seite nur die Determi-
nante tibrig bleibt, die aus A, entsteht, wenn man fiir die y die y’
einsetzt, eine Determinante, die, wie besprochen wurde, gleich A, ist.
Also muss die Bedingung A, =0 fiir jeden beliebigen Werth des
Index » giltig sein.

Man beachte, dass es Determinanten A,, wie wir sie aufgestellt‘.
hatten, der Zahl nach m giebt, und alle gebildet wurden, indem wir
von der Determinante 4 ausgingen. Wenn wir nun eine beliebige
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andere Determinante der Ordnung (p 4 1) in Betracht ziehen, die
dem oben dargestellten A, in der Spalte der y wohl entspricht,
sich aber von ihm durch die ersten p Spalten unterscheidet, so wird
es auch stets diesen weiteren, entsprechend gestalteten Deter-
minanten eigen sein, den Werth Null anzunehmen, wenn die
Gleichungen mit einander vertriglich sind und wenn die
Charakteristik von (4) gleich p ist.

Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, dass die m Determi-
nanten A,, wie sie oben dargestelll wurden, verschwinden. Dann
muss zuniichst jede Determinante A, die man aus A, durch Ein-
setzen der y’ filr die y erhilt, gleicherweise verschwinden, weil ja die
Qleichungen &, = A, gelten,

Nach den Lehrsitzen iiber verschwindende Determinanten (man
vergleiche den vorangehenden Pa-ragraphen 8. 192 ff) miissen die Ele-
mente der letzten Zeile in A, die gleichen linearen und homogenen
Verbindungen der Elemente ihrer parallelen Reihen darstellen, oder
mit anderen Worten:

Welches auch die Werthe der #,44...2, sein mdgen, so
werden nothwendig fiir jedes beliebige r =p -+ 1,...m Glei-
chungen bestehen von der Form:

Gy = ady + fag + -+ + pap
Qrg == G0y5 +lgaes+"'+l‘%!.

Grp = €1y + fasp + -+ + Py
yr =ayr +Py: + - + s

In der letzten Gleichung hier wollen wir fiir die ¥’ ihre Werthe
einsetzen und beachten, dass diese Beziehungsgleichung bestehen
bleiben muss, welche Werthe immer den 2,41 ..., zugetheilt werden
mogen. Damit 16st sich die letzte Gleichung in die folgenden weiteren
Gleichungen auf:

Y- =Y, + By, + o wd
Qrpt1 = da;,p+1 -+ ﬁaa p+1 + "}‘ H“p,p-l-l

Orn = al, +ﬂa'2n + +P’a!”'

Durch die Gesammtheit dieser Gleichungen wird angezeigt, dass,
wenn wir die ersten p unter den Gleichungen (1) beziehungsweise
mit @, B, ... multiplizieren und dann addieren, genau die r-te Glei-
chung des Systems (1) hervorgeht; also ist diese r-te Gleichung eine
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Folge der p ersten. Da nun # irgend einer unter den Zahlen
(p+1)...m gleich sein kann, so ergiebt sich:

Wenn alle A, gleich Null sind, so erscheint das System
der m vorgelegten Gleichungen auf das System der p ersten
zuriickgefihrt; oder auch die letzten (m — p) Gleichungen
des Systems sind dann nur lineare Verbindungen der p ersten.

Wir wollen uns somit nur mit den p ersten Gleichungen in der
Form (3) beschiftigen.

Wir multiplizieren sie beziehungsweise mit den algebraischen
Komplementen der Elemente der i-ten Spalte innerhalb der Determi-
nante 4 und addieren dannm,

Die Koeffizienten von #;...2;—1 @,41... %, werden Null, weil
sie als die Summen von Produkten erscheinen, in denen die Elemente
einer Spalte von A mit den algebraischen Komplementen der Elemente
einer parallelen Spalte multipliziert sind. Der Koeffizient von x; er-
giebt sich gleich der Determinante 4 und in Folge dessen wird

Az, = AO

wobei 4®¥ die Determinante bezeichnet, die man aus A4 durch Ein-
setzen der Elemente y; ...y, fiir die Elemente der i-ten Spalte erhilt.
Da A von Null verschieden ist, so geht ans dieser Formel hervor:
@ 5=
Verweilen wir einen Augenblick bei der Betrachtung dieses Er-
gobnisses. Ist p =, so befindet sich auf der rechten Seite der
Gleichung eine Grosse, die von den 2 nicht mehr abhiingig ist, und
mithin liefert diese Formel dann fiir die #,...2, bestimmte end-
liche Werthe.
Uberdies lisst in dem Fall das System nur eine Ldsung zu,
weil ja die Gleichungen (4) fiir #; einen einzigen Werth darbieten.
Ist p < n, dann erscheint die rechte Seite als ein linearer Aus-
druck in %,4y...2,. Theilen wir diesen Verinderlichen beliebige
endliche Werthe zu, so ergeben sich endliche und bestimmte Werthe
fiir die , ...2,. Das System der vorgelegten Gleichungen bestimmt
dann die Unbekannten nicht auf eine einzige Weise, sondern (» — p)
von ihnen kénnen beliebige Werthe zugewiesen werden und die
titbrigen p erscheinen dann eindeutig bestimmt. Losungen des Systems
giebt es dann in unendlicher Anzahl und eigentlich (#» — p)fach un-
endlich viele, weil wir ja (# — p) Unbekannten beliebige Werthe zu-
weisen diirfen. Jede mogliche Lisung des Systems kann dann nur



§ 56. Lineare Gleichungen. 201

inbegriffen sein unter den auf diese Weise erhaltenen Losungen, weil
vorausgesetzt, dass

Ty =0, ... Tp=qpy Tpp1 == Gpp1, .+. Tn =0qp

eine Losung, des gegebenen Systems sei, diese gleichzeitig den ersten
p Gleichungen von der Form (3) Geniige leisten muss und auch den
Gleichungen (4). Wenn man in diesen letzteren Tpy1==0Opp1y...Tn=0n
setzt, kann man nur den einen Werth a; fiir «; erhalten, da die Glei-
chungen (4) fiir 2; (¢=1,2,...p) einen einzigen Werth liefern,
Wenn Zp4...7%, festgelegt sind.

Man sicht, es geniigt die Voraussetzung, alle A, seien gleich
Null, um behaupten zu kénnen, dass stets wenigstens eine Liosung
des Systems vorhanden sei; andrerseits ist die Bedingung A, =0
auch nothwendig dafiir, dass die Gleichungen mit einander vertriiglich
sind, oder dass eine Losung iiberhaupt moglich ist. Also sind die
Bedingungen A, =0 (r=1,2,...m) nothwendig und hin-
reichend fiir die Vertriglichkeit der Gleichungen (1).

Eine Folgerung, die diesem Lehrsatze in Verbindung mit der
Bemerkung auf 8. 1981, entstammt, ist es, wenn wir sagen:

Verschwinden die oben dargestellten m Determinanten’
A,, so werden auch, bei der dann eintretenden Vertriglich-
keit der vorgelegten Gleichungen, alle die fibrigen Deter-
minanten der Ordnung (p -+ 1) verschwinden, die den 4, ent-
sprechen, jedoch in den ersten p Spalten von ihnen ab-
weichen.

Wir konnen den gedachten Bedingungsgleichungen eine knappere
und geschmackvollere Gestalt verschaffen.

Capelli, Sopra la compatibilita o incompatibilita di piu equazioni di
primo grado fra piu incognite. Riv. di mat, t. 2 (1892) [64—58].

Betrachten wir die Matrix

@yq +-« Qip ?/1
= (B)
dpi ««+ Omg ym

Es kann diese Matrix nicht zum Rang eine Zahl besitzen, die
kleiner als p wire, weil ja wenigstens die Determinante der ersten
p Zeilen und Spalten von Null verschieden ist, nimlich die Deter-
minante 4.

Die (B) zugehérigen Determinanten der Ordnung (p + 1) sind
entweder in der Matrix (4) der Koeffizienten enthaltene Determinanten
oder aber Determinanten von der Form der A,. Doch im einen wie
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im andern Falle sind sie Null, wenn (4) vom Range p ist, und
wenn die Gleichungen mit einander vertriglich sind.

Wir konnen mithin aussprechen, dass bei dieser Voraussetzung
auch der Matrix (B) der Rang p zugehdrt. Andrerseits, wenn ihre
Rangzahl p ist, so leuchtet ein, dass alle A, Null sind, weil es ja
Determinanten der Ordnung (p 4 1) sind. Somit ist der Schluss
erlaubt:-

Sollen die gegebenen Gleichungen mit einander ver-
triglich sein, oder, was damit {bereinkommt, sollen sie
eine oder mehrere Lisungen zulassen, so ist nothwendig
und hinreichend, dass die Matrix der Koeffizienten und die
Matrix (B) die nimliche Rangzahl besitzen.

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist, wie wir zeigten, das
System von m (leichungen auf ein System von nur p Gleichungen
zurlickgefithrt und die iibrigen (m — p) sind von diesen abhiangig.
Die p Gleichungen sind sicher unabhiingig, das heisst, es besteht
nicht zwischen ihnen irgendwelche lineare homogene Beziehung, da
ja andernfalls zwischen den Elementen der Spalten von A eine gleiche
lineare homogene Beziehung statthaben wiirde und 4 damit gegen die
Annahme verschwinden wiirde.

Also konnen wir den Satz aussprechen:

Der Rang p der Matrix des Systems stellt die grisste
Anzahl von unter einander unabhingigen Gleichungen dar,
die in dem gegebenen Systeme enthalten sind.

Nun ist es niitzlich, den besonderen Fall anzumerken, wo die
Zahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten iibereinstimmt,
m = n.

Wenn dann die Determinante der Koeffizienten von Null
verschieden ist, wird die Rangzahl p gleich n sein und das
System wird stets eine einzige Liosung gestatien; wenn im
Gegentheil die Determinante der Koeffizienten Null ist und
den Rang p besitzt, und p auch als Rang derjenigen Matrix
zugehdrt, die entsteht, wenn man zur Matrix der Determi-
nante der Koeffizienten die Spalte der rechtsseitigen Glieder
der vorgelegten Gleichungen hinzufiigt, so sind diese ver-
triglich, kommen auf nur p von einander unabhingige zu-
riick und lassen unendlich viele Lésungen zu. (co*—?),

Ist m = n - 1, tbersteigt also die Zahl der Gleichungen die der
Unbekannten um eine Einheit, dann wird die Matrix (B) zur Matrix



§ 56. System homogener Gleichungen. 203

einer Determinante der Ordnung (» 4 1). Die Matrix der Koeffizienten
enthélt Determinanten h&chstens von der Ordnung ». Es muss also,
damit die (% 4 1) Gleichungen zusammen bestehen kinnen, die Matrix
(B) eine Rangzahl besitzen, die kleiner als (» 4 1) ist, und hiernach
muss die Peterminante der Ordnung (% - 1) Null sein, mit andern
Worten:

Damit (» 4+ 1) Gleichungen zwischen # Unbekannten
neben einander bestehen kénnen, muss die Determinante der
Koeffizienten und der bekannten Glieder verschwinden.

Wir wollen nunmehr den Fall in Betracht zichen, wo in den
'gegebenen Gleichungen auf der rechten Beite ilberall Null erscheint,
also m lineare Gleichungen vorgelegt sind der Gestalt:

Ay T3+ F Ga =0

. Om1ZT1 + ++ + CpnZa =0

Solche Gleichungen pflegt man homogen zu nennen.

Es sind dann die oben behandelten Determinanten A, sicher alle
Null, mithin giebt es stets wenigstens eine Losung des Systems. Dem
entsprechend wird ja thatsichlich in diesem Fall immer wenigstens
die Losung

..’f,‘1=0 a:,=0 . Zyp=0
vorhanden sein.

Aus der vorausgehenden Erdrterung ergiebt sich auch, dass,
wenn der Rang der Matrix der Koeffizienten den Werth p = n hat,
dann eine einzige Losung besteht, und diese kann daher nur die
soeben angegebene sein, sodass wir schliessen diirfen:

Damit ein System von homogenen Gleichungen eine
Lisung gestatte, die verschieden ist von der augenfilligen
Losung o) =2y ==+- - =g, =0, ist nothig, dass der Rang der
Matrix der Koeffizienten kleiner sei als #, also kleiner, als
die Anzahl der Unbekannten.

Offenbar kann der Rang dieser Matrix weder grisser sein, als m,
noch als » und wird hochstens der kleineren dieser beiden Zahlen
gleich kommen konnen. Ist m'<n, dann werden sich, da doch sicher-
lich die Rangzahl p kleiner als # sein wird, mit Bestimmtheit fiir die
Unbekannten Werthe finden lassen, die micht simmtlich Null sind
und die allen Gleichungen Geniige leisten.

Fir m = n erhilt man den Satz:
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Damit ein System von # linearen homogenen Gleichungen
in # Unbekannten durch Werthe der Unbekannten, die nicht
sammtlich Null sind, befriedigt werde, muss die Determi-
nante des Systems Null sein.

Fiir ein System von solcher Beschaffenheit kann also ler Hichst-
betrag der Rangzahl p gleich (n — 1) sein. Aus unserer allgemeinen
Darlegung geht hervor, dass dann hier filr die # eine einfach unend-
liche Schaar (n — (# — 1) = 1) von Werthen auftritt, die den Glei-
chungen Geniige leisten, und dass fiberdies (# — 1) Gleichungen un-
abhiingig sind und die letzte eine Folge der ersteren.

Ein Minor von der Ordnung (n — 1), und von Null verschieden,
sei der in den ersten (» -— 1) Spalten und Zeilen enthaltene; es sind
dann unabhingig die (» — 1) Gleichungen:

@y Tyt ot 0m =0
(6) . e . .
Gn—1,121 F -+ F Gye1,aZp =0

Wir wollen mit
Anl; AHS, - & - A’"ﬂ

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Zeile be-
zeichnen innerhalb der Determinante n-ter Ordnung der a.

Diese algebraischen Komplemente sind nichts andres, als die De-
terminanten von der Ordnung (» — 1), welche in der Matrix der Ko-
effizienten aus den Gleichungen (6) vorkommen.

Nach den Eigenschaften der Determinanten werden offenbar, wenn
wir an Stelle der  im System (6) die Grdssen

0An1, 0Ars, ... 9Ana

einsetzen, wobei g eine beliebige Grosse vorstellt, die Gleichungen (6)
alle identisch befriedigt. Diese Grissen sind hiernach die Lisungen
des Systems, der Zahl nach eine einfach unendliche Schaar.

Mithin gilt der Satz:

Hat man (n — 1) lineare homogene Gleichungen in n Un-
bekannten, deren Matrix verschieden von Null und vom
Range (n — 1) ist (siehe den vorausgehenden Paragraphen),
so sind die Unbekannten proportional den Minoren der Ord-
nung (» — 1), die in solcher Matrix enthalten sind.

Nach der kirzlich geschehenen Anmerkung, dass die Rangzahl p

die kleinere der beiden Zshlen m und » nicht tiberschreiten kann,
und in Erinnerung dessen, dass p gerade die Anzahl der linearen
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Gleichungen vorstellt, die von einander unabhiingig sind, kommen wir
zu dem Ausspruch:

Es kann nicht mehr als # von einander unabhingige,
lineare homogene Gleichungen mit # Unbekannten geben.

Die Frage, die wir in diesem Abschnitt behandelt haben, nach
der Auflosung der linearen Gleichungen, ist namentlich fiir die Lehre
von den Determinanten von hoher geschichtlicher Bedeutung. Ks ist
die Frage, die gewissermaassen zu dem Gedankengebilde der Deter-
minanten selbst die Veranlassung gegeben hat.

Die Formel (4) heisst die Formel von Cramer, weil sie in gewissem
Sinne als von diesem Schriftsteller aufgestellt gelten darf in einer zu seiner Zeit
beribhmten Schrift:

Cramer, Introduction & I'analyse des lignes courbes algébriques. Gendve
1760. Appendice: De l'évanouissement des inconnues. S. 658.

Die Frage wurde dann, zugleich mit der andern der Elimination, der sie
nahe verwandt ist, von Euier, Bezout, Vandermonde und Laplace be-
handelt.

Euler, Nouvelle méthode d'éliminer les quantités inconnues des équations.
Mém. de l'ac. Berlin, t. 20. année 1764 (1766) [91—104].

Bezout, Recherches sur le dégré des équations résultantes de I'évanouisse-
ment des inconnues, et sur les moyens qu'il convient d’employer pour trouver
ces équations. Mém. de l'ac. Paris t. 83. année 1764 (1768) 8° [483—568].

Yandermonde, & a. 0. oben 8. 38, Mém. de I'ac., Paris. Année 1772.
Sec. partie (1776) [516—532].

aplace, a, a. O, oben 8. 88, Mém. de l'ac. Paris. Année 1772. BSec.
partie (1776) [267—3878] Article 4.

Bezout, Théorie générale des équations algébriques. Paris 1779.

Die Einfithrung des Begriffes Rang (Charakteristik), mittelst
dessen sich die Behandlung der Aufgabe so allgemein und geschmack-
voll gestalten lisst, ist neueren Ursprungs. Von deutschen Schrift-
stellern haben hauptsichlich Frobenius und Kronecker sich dieses
fruchtbaren Begriffes bedient. (Siehe Encyecl. d. math. Wiss. IB1b.
Art. 12. Anm. 46.) Man vergleiche iibrigens

Baltzer, Det. 1881. 8. 73 Anm.

Rouché, Bur la discussion des équations du premier degré. C. R. &, 81.
juillet — décembre 1875 [1060—1052].

D’Ovidio, Ricerche sui sistemi indeterminati di equazioni lineari, Ace,
di Tor. vol. 12. 1876—177 [334—349].

Capelli, in seiner oben (8. 201) angefithrten Note.

Garbieri, a. a. 0. Siehe Literaturbericht zu § 57. Atti Ace. Gioenia vol. 6.
ser. 4 (1893), sowie die schiitzbaren Behandlungen der Algebra von Cesaro
{Torino, 1894) und Capelli (Napoli 1895).

Es lassen sich die Determinanten auch verwerthen bei Aufldsung
eines Systems von Gleichungen, die nicht alle linear sind. Fir den
Fall eines Systemes, das aus (» — 1) linearen und einer quadratischen
Gleichung besteht, vergleiche man:

Baur, Aufltsung eines Systems von Gleichungen, worunter eine quadratisch,
die andern linear. Zeitschr. f. Math. 14. Jahrg. (1869) [129—140].
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Versluys, Applications des déterminants & l'algébre et & la géométrie
analytique, Arch. d, Math. 53, Theil (1871) [137—187].

Zur Auflosung eines Systems von (# — 2) linearen und zwei

quadratischen Gleichungen ist nachzulesen:
Gundelfinger, Auflosung eines Systems von Gleichungen, worunter zwei
quadratisch und die tbrigen linear. Zeitschr. f. Math. 18, Jahrg. (1873) [643—561].

§ 57. Die Resultante zweier Gleichungen.
Die Diskriminante einer Gleichung.

Die Resultante zweier Gleichungen ist eine ganze rationale
Funktion in den Koeffizienten der beiden Gleichungen und zwar eine
solche, deren Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir ist, dass die beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel haben.

Die Resultante wurde zuerst von® Euler aunfgestellt.

Euler, Demonstration sur le nombre des points, ou deux lignes des ordres
quelconques peuvent se couper. Mém. de lac. gerh’n. t. 4. année 1748 (1750)
[234—248].

Euler, a. a. 0. oben 8. 205. Mém. de I'ac. Berlin. t. 20. année 1764 (1766)
[91—104] . 96 ff.

Bezout, 8. & O. oben 8. 206. Mém. de I'ac. Paris. année 1764. t. 83.
Amsterdam 1768 [483—b568].

Lagrange, Sur I'élimination des inconnues dans les équations. Mém. de
I'ac. Berlin. t. 26, année 1769 (1771) [3083—318] = Oeuvr. de Lagrange t. 8, Paris
1869 [141—154).

acobi benutzte zu diesem Zwecke die Determinanten. Man vergleiche

Jacobi, De eliminatione variabilis e duabus aequationibus algebraicis.
Journ. f. Math. Bd. 15 (1835) [101—124], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges.
Werke, Bd. 3. Berlin 1884 [297—320].

‘Weiterhin ist noch hinzuweisen auf:

Sylvester, A method of determining by mere inspection the derivatives
from two equations of any degree. Phil. Mag. vol. 16 (1840) [132—135].

Richeglo t, Nota ad theoriam eliminationis pertinens. Journ. f. Math. Bd. 21
(1840) [226—234]. .

esse, Uber die Bildung der Endgleichnng, welche durch Elimination
einer Variabeln aus zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht, und die Be-
stimmung ihres Grades. Journ. f. Math. Bd. 27 (1844) [1—5], wieder abgedruckt
in Hesse, Gesammelte Werke. Miinchen 1897 [83—88].

Rosenhain, Exercitationes analyticae in theorema Abelianum de inte-
gralibus functionum algebraicarum. Journ. f, Math. Bd. 28 (1844) [249—278].

Rosenhain, Neue Darstellung der Resultante der Elimination von s aus
zwei algebraischen Gleichungen f(2) = 0 und @(g) = 0 vermittelst der Werthe,
welche die Funktionen f(z) und ¢(z) fir gegebene Werthe von # annehmen.
Journ. f. Math. Bd. 30 (1845) [157—165].

Sylvester, On a theory of the syzygetic relations of two rational integral
fonctions. Phil. Tr. 1853. vol, 143. part. 1 [407—548]. -

Hermite, Extrait d'une lettre de Mr, Ch. Hermite de Paris & Mr. Borchardt
de Berlin sur le nombre des racines d'une équation algébrique comprises entre
des limites données. Journ, f. Math. Bd. 52 (1856) [89—51].

Cayley, Memoir on the resultant of a system of two equations. Phil,
Trans, vol. 147, part. 8 (1857) [708—715] = Coll. math. pap. vol, 2. Cambridge
1889, N. 148 [440—453].
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Cayley, Note sur la méthode d'élimination de Bezout. Journ. f. Math,
Bd. 53 (1857) S. 866 f. = Coll. math. gap. vol. 4. Cambridge 1891. S. 38f.

Borchardt, Remarque relative & la note précédente (de M. Cayley). Journ.
f. Math. Bd. 53 (1857) S. 867f,, wieder abgedruckt in Borchardts Werken 8. 478 £,

Brioschi, Sur une nouvelle propriété du résultant de dess équations.
Journ. f. Math. Bd. 53 (1857) [372—376).

Fad di Bruno, Note sur un théoréme de M. Brioschi. Journ. f. Math.
Bd. 54 (1857) 8. 283 f.

Borchardt, a a. 0. Siehe oben 8. 130. Akad. Berlin, Ber. 1859 [876—388]
= Journ. f. Math. Bd. 57 (1860) [111—121].

Borchardt, Vergleichung zweier Formen der Eliminations-Resultante,
Journ. f. Math. Bd. 57 (1860) [183—186], wieder abgedruckt in Borchardts Werken

147—1560].
L Cayley, Note sur 1'élimination. Journ. f. Math. Bd. 60 (1862) 8. 3781,
wieder abgedruckt in Cayleﬁ. Coll. math, pap. vol. 5. Cambridge 1892 [157—159].

Clebsch, Uber die Elimination aus zwei Gleichungen dritten Grades.
Journ. f. Math, Bd. 64 (1865) [95—97].

Kronecker, Uber einige Interpolationsformeln fiir ganze Funktionen mehrer
Variabeln. Akad. Berlin, Ber. 1865 [686—691], wieder abgedruckt in Kronecker
Werke, Bd. 1. Leipzig 1895 [135—141].

Baltzer, Mathematische Bemerkungen. Ber. d. Ges. d. Wiss. Leipzig.
Bd. 25. 1878 [623—b537] 8. 630f. (Vergl. auch Baltzer, Determ. § 11.)

Darboux, Sur la théorie de I'élimination entre denx équations & une in-
connue. Bull. sc. math. t. 10, prem. sem. (1876) [66—64].

Darboux, Sur l'élimination entre deux équations algébriques & une in-
connue. Bull. sc. math. 2¢ sér. t. 1 (1877) [64—64]. .

Igel, Einige Biitze und Beweise zur Theorie der Resultante. Akad. Wien.
Ber. Bd. 76. 2. Abth, (1877) [145—168).

Lemonnier, Mémoire sur 1'élimination. Ann. de l'éc. norm. 29 sér. t. 7
(1878) [77—100, 151—2142;

ronecker, Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus zwei alge-
braischen Gleichungen. Akad. Berlin, Ber. 1881 [635—600], wieder abgedruckt
in Kronecker, Werke. Bd. 2. Leipzig 1897 [116—192].

Hioux, Racines communes & deux équations algébriques entidres. Ann.
de I'éc. norm, 2°. sér, t. 10 (1331% [883—3890]; t. 11 (1882) 8. 13561.

Stéphanos, Mémoire sur la théorie des formes binaires et sur 1'élimina-
tion. Ann. de I'éc. norm, 3°, sér. t.1 (1884) [829—3888). Siehe S, 376, Abschn. 8:
Sur la théorie du plus grand commun diviseur.

Scheibner, Mathematische Bemerkungen (Ausziige aus Briefen an Prof.
Balizer) Ber. d. Ges. d. Wiss, Leipzig. Bd. 40. 1888. 8, 1—38. — Die Darstellung
der Theorie des gréssten gemeinschaftlichen Theilers zweier ganzen Funktionen
angehend in Baltzer Det. 1881 8. 117. — -

Stahl, Uber eine neue Darstellung der Resultanten zweier Formen gleicher
Ordnung. M. A. Bd. 35 (1890) [895—400],

Garbieri, Introduzione & una teorica dell' eliminazione. Giorn. di Batt.
vol. 30 (1892) [41—105].

Garbieri, Sulla teoria della eliminazione fra due equazioni, Attl ace.
Gioenia, anno 70. vol. 6. ser. 4 (1898) [1—9].

Liiroth, Kurze Ableitung der Bedingungen, dass zwei algebraische Glei-
chungen mehrere Wurzeln gemein haben. Zeitschr. f. Math., 40. Jahrg. (1895)
247—251)

C Mayler, Uber die Struktur der Diskriminante nnd Resultante von binkren
Formen, Act math. Bd. 19 (1895) [885—395].

Noether, Uber den gemeinsamen Faktor zweier binéren Formen, Erlangen.
Ber. 27. Heft 189%[110—11511.‘2

Netto, Zur Theorie der Resultanten. Journ. f. Math. Bd. 116 (1896) [38—49]
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Zur Erg&nzmig dieses Quellenverzeichnisses benutze man als Wegweiser in
dem vorliegenden Forschungsgebiete Eneycl. d. math. Wiss. IB 1 a. Art. 16—19.

Die Beschiiftigung mit der Resultanten erscheint von besonderer
Wichtigkeifpim Hinblick auf die Lehre von den Invarianten, wenn
man ihren Ausdruck vermittelst der fundamentalen Invarianten des
Systems zweier gegebenen algebraischen Formen beachtet. Es sind
in dieser Richtung sehr viele Untersuchungen durchgefiibrt worden,
wir kionnen uns jedoch hier auf deren Krorterung nicht einlassen.

Wir werden uns darauf beschrinken, die Resultante von dem
Gesichtspunkte der Determinanten aus zu behandeln.

Es giebt mancherlei Formen fiir die Determinante, durch die die
Resultante zweier Gleichungen sich darstellen lisst, und dies rithrt
von der Verschiedenheit der Wege her, die man dabei verfolgen kann.
So lasst die Methode von Bezout eine Determinante #n-ter Ordnung
entstehen (wenn % nimlich die grossere der beiden Zahlen ist, die
die Grade der gegebenen Gleichungen ausdriicken), die Methode von
Euler lisst zu demselben Ergebniss gelangen, auf das man mit der
sogenannten dialytischen Methode Sylvesters gerith, sie giebt aber
eine Determinante der Ordnung (m -+ %), wenn m, % die Grade der
beiden Gleichungen sind.

Die vorgelegten Gleichungen mogen sein:

o(x) = ay2™ 4+ a,a™ 4 gz 4 - + @, =0
1}!(&")=bom" +b1xu—t +62€C"_’ + - + b, — 0

Multiplizieren wir die erste mit

gn—l, gmt, gl
und die zweite mit

am—t, gm—2t ... g1,
so erhalten wir im Ganzen (n -4 m) Gleichungen, die gleichzeitig be-
stehen mfissen, wenn die beiden gegebenen Gleichungen von einer

und derselben Wurzel z befriedigt werden. Diese (n - m) Gleichungen
sind linear und nicht homogen in den

wﬂ-}-m—l’ artm—2 .2

die der Zahl nach (n 4 m — 1) sind.

Damit diese (» -} m) linearen Gleichungen mit einander ver-
triglich sind (Siehe S. 202 f), muss die folgende (n - m)-reihige
‘Determinante der Koeffizienten @, ... an by ... by verschwinden:
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a’l) al al

0 a a ...

0 0 a ...
B=12 5 b
b, b,
0 b,

Diese Determinante ist vom Grade » in den Koeffizienten von ¢
und vom Grade m in denen von .

Das Verschwinden dieser Determinante ist nun, wie wir leicht
zeigen konnen, auch die hinreichende Bedingung dafiir, dass die
beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel besitzen.

Wir wollen also nachweisen, dass, wenn R = 0 ist, sicherlich die
beiden Gleichungen wenigstens eine gemeinsame Wurzel haben. Der
Einfachheit wegen nehmen wir an m =3, »=2; dann wird die
Determinante B werden:

a a, ag ag 0
0 a a, a;, a
R=|b b b 0 0
0 b b b O
0 0 b b b

Wir wollen nun die linearen und homogenen Gleichungen auf-
stellen:

o4y + oy =0

Wy dy + agdy + by Ay + byl =0

Gady 1+ aydy + bydy + by, + bods =0

aydy + agdy + bgd, + b4y =0

a3 4g + bl =0
Die Determinante dieser Gleichungen ist gerade unser R. Wenn also
R gleich Null wird, so ergiebt sich, nach den Erorterungen iiber
lineare homogene Gleichungen (Siehe 8. 203{f.), dass es Werthe der
Unbekannten A4 giebt, die nicht simmtlich Null sind und die alle
Gleichungen befriedigen. Sind dann die Werthe der 4 auf solche Art

bestimmt, so multipliziere man beziehungsweise
Pascal, Determinanten. 14
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zo(z) mit Ay
p(z) mit 4
2y(z) mit A
zy(x) mit i,
P(z) mit 4

und addiere darauf. Man sieht leicht ein, dass man als Ergebniss
identisch Null erhilt. Also wird identisch:
x4+ ) p(x) + (2522 + 4,2 + 4;)¢(2) =0

und hieraus folgt (da @(x) vom 3. Grade ist), dass wenigstens eine
der Wurzeln von ¢(z) =0 auch eine Wurzel von ¢ (z) =0 sein
muss, da ja der andere Faktor im zweiten Gliede dieser (leichung
nur vom 2. Grade ist in # und daher nicht alle drei Wurzeln von ¢
auch seine Wurzeln sein kionnen.

Aus dieser Betrachtung gewinnen wir die weitere wichtige Fol-
gerung, eine Eigenschaft der Determinante R betreffend. Ist R =0,
80 bestehen nicht nur neben einander die linearen homogenen Glei-
chungen:

@iy + aipy + Gps + Ay, =0
Gotty + a1ty + Gty + Gyt = O
bopty + by g + gy =0
botts + bypy + by, =0

bouy + bypy + byps =10

sondern aus der oben angedeuteten Beweisfithrung ergiebt sich auch,
dass sie befriedigt werden, wenn man setzt:

py=2at, pg=20a =2 p,—=z, py=1

wobei x jene gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen ¢ = 0 und
9 = 0 ist. Indessen folgt aus der Lehre von den linearen Gleichungen,
dass die Werthe p, die dem vorangehenden Systeme geniigen, pro-
portional sind den algebraischen Komplementen (diese von Null ver-
schieden vorausgesetzt) der Elemente einer beliebigen Zeile innerhalb
der Determinante R des Systems. Also gilt der Satz:

Wenn R gleich Null ist, so sind die algebraischen Kom-
plemente der Elemente aus einer seiner Zoeilen (wenn sie nicht
Null sind) proportional den auf einander folgenden Potenz-
werthen einer und derselben Grisse, das heisst, sie bilden
eine geometrische Reihe.
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Uberdies konnen wir auch den Werth der gemeinsamen Wurzel
beider Gleichungen herleiten, da doch angenscheinlich nach unserer
Darlegung der Werth der gemeinsamen Wurzel gleich
kommt dem Verhdltniss der algebraischen Komplemente von
zwel auf einander folgenden Elementen innerhalb einer be-
liebigen Zeile von R.

Machen wir nun die Annahme, dass alle algebraischen Komple-
mente der Elemente von R verschwinden, dann lassen die linearen
Gleichungen beziiglich 4 eine doppelt unendliche Schar von Lésungen
zu. Daher konnen wir fiir 4, 4,, 44, 4,, 4; zwei verschiedene Werth-
systeme sauffinden, welche sich von einander nicht blos um einen
Proportionalititsfaktor unterscheiden. In Folge davon erhalten wir
zwei Identititen der Gestalt:

(4,2 + ) 9(2) + (42° + 4,2 + 4;) Y(2) = 0

(iiz + 1) 9(z) + (452° + 2iz + 1) ¥(x) = O
und wenn wir die erste mit i3 multiplizieren, die zweite mit 4, und
subtrahieren, so ergiebt sich:

[(A14s — Aids)2 + (Asds — Aids)] (%) +
+ [(A4ds — Aids)z + (Ashs — A5ds)] ¥(2) = O

Hierans kann man entnehmen, dass wenigstens zwei Wurzeln von
@(x) = 0 (und dies ist vom 3. Grade) unter denjenigen von ¢ (z) =0
enthalten sein miissen, weil ja der Faktor, der in dieser Identitit
mit ¢ multipliziert erscheint, nur vom 1. Grade ist.

Fihrt man so fort, so erhilt man schliesslich dies allgemeine
Ergebniss:

Wenn R =0 ist, so haben die beiden Gleichungen sicher
wenigstens eine gemeinsame Wurzel; es éindert sich aber
nach dem Werthe des Ranges von R die Anzahl der beiden
Gleichungen gemeinsamen Wurzeln; im Besonderen, wenn
die Rangzahl von B (m 4 n — k) betrigt, also alle Minoren
von hoherer Ordnung als (m 4+ n —%) Null sind ohne dass
die von der Ordnung (m -+ #» — k) simmtlich verschwinden,
dann werden die beiden Gleichungen % gemeinsame Wurzeln
besitzen.

Auf diese Weise sind wir dazu gefithrt, diese weitere, noch all-
gemeinere Frage aufzuwerfen: Welches sind die nothwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass zwei Gleichungen
k gemeinsame Wurzeln zulassen? Die kurz vorher aufgefundenen

14*
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Bedingungen stellen sich hier nur als die hinreichenden, nicht als
die nothwendigen dar.

Diese Bedingungen werden sich uns in einer Gestalt darbieten,
die ziemlich einfach und derjenigen der oben aufgefundenen hin-
reichenden Bedingungen entsprechend ist, wenn wir eine andere Form
der Resultante in Betracht ziehen und zwar gerade die nach Bezout
benannte Form. Wir werden hierin den beiden schon (Siehe 8. 207)
angefithrten Aufsitzen von Darboux folgen.

Wesentlich ist es, hier anzumerken, dass man eine entsprechende
Untersuchung, die jedoch die Resultante nicht in der Form von
Bezout, sondern in der von Euler behandelt, Garbieri zu verdanken
hat, in seinem Aufsatze: Sulla teoria dell’ eliminazione fra due
equazioni (Siehe oben 8. 207). Die nothwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, dass p gemeinsame Wurzeln vorhanden sind, wurden
von Kronecker gegeben, indem er die Determinanten einer gewissen
Folge, an deren Anfang die Resultante steht, gleich Null setzte.
(Siehe Kronecker, Akad. Berhn Ber. 1881; Netto, Journ. f.
Math. Bd. 116.)

Wir wollen die Methode von Bezout nach ihren Hauptziigen
angeben.

Wir beginnen mit der Voraussetzung, dass die beiden Gleichungen
desselben Grades sind, also m = n.

Multiplizieren wir die erste mit b, und die zweite mit @, und
subtrahieren, so ergiebt sich eine Gleichung vom Grade (» — 1) der
Gestalt:

(a,by — Gpb)a"—* + (aghy — aghs)2™ =2 - -+ 4 (@nby — Gpbs) = 0
Multiplizieren wir nun die erste Gleichung mit

byx + B,

@ 1 0y
und subtrahieren, so erhalten wir noch eine Gleichung vom Grade
(n — 1) und zZwar:

(agby — agby) 2~ + [(ayby — agbs) + (2,03 — azby)]a—* + - -
Wir konnen in dieser Weise fortfahren, indem wir die erste
Gleichung mit
by2® + b,z + by
multiplizieren und die zweite mit

a,2® + a2 + ay
und dann subtrahieren, und so des Weiteren.

und die zweite mit
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Wir erhalten dann im Ganzen # Gleichungen vom Grade (n — 1)
und damit diese alle zusammen bestehen kionnen, muss die Determi-
nante der siémmtlichen Koeffizienten gleich Null sein. Setzen wir im

Allgemeinen: 3
(@b — a)b) = (ij)

8o gewinnen wir die Determinante:

(10)  (20) - (n0)
20) BO+@Y - M) |_,
(n0) (1) s (mym—1)

Wir haben hierin eine symmetrische Determinante n-ter Ordnung,
deren Entwicklung in Bezug auf die Koeffizienten einer jeden der
beiden Gleichungen vom Grade  ist.

Sind unsere beiden Gleichungen nicht desselben Grades, so lassen
sie sich auf denselben Grad bringen, indem man die von niedrigerem
Grade mit einer passenden Potenz von z multipliziert. Man wird auf
solche Weise alle die # (leichungen herstellen kionnen, die man in
dem andern Fall erhilt; daher wird sich auch nach dieser Methode
eine Determinante des némlichen Grades beziiglich der Koeffizienten
der beiden Gleichungen ergeben. Da wir wissen, dass die Resultante
vom Grade % sein muss in den Koeffizienten der G(Heichung m-ten
Grades und vom Grade m in den Koeffizienten der Gleichung n-ten
Grades, so muss demgemiiss augenscheinlich in diesem Falle sich ein
Faktor abscheiden vom Grade (n — m) (»n > m) in den Koeffizienten
der Gleichung niedrigeren Grades.

Wir kinnen itbrigens zu dem Ergebniss auch ohne fremden Faktor
gelangen, wenn wir anstatt » Gleichungen nach der angegebenen
Methode aufzustellen nur # davon nach einander bilden und fiir die
tibrigen (n — m) Gleichungen die folgenden wiihlen:

x”_m'—IQJ(x) —_— O
a—m—ig(z) =0

a0 p(x) =0

alles Gleichungen, deren Grad gleich oder kleiner ist als » — 1.

Man wird dann nicht mehr eine symmetrische Determinante er-
halten, sondern die m ersten Zeilen werden wie vorher gebildet sein,
die andern (n — m) aber im Gegentheil aus den Koeffizienten der
Gleichung niederen Grades.
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Fir n =4, m =2 erhilt man zum Beispiel die folgende De-
terminante:

(@B, — apby) , (aghy — aydy) ’ — bya, s — b4,
@by — agby) , (agdy — a,by — ayby), (— a.by — ad), — ba
@, ’ ay ’ a, ’ 0
0 ’ @y » a, ] Qg

Nach der Methode von Bezout gelangt man also in jedem Fall
stets zu Determinanten von der Ordnung s, wihrend man mit dem
Verfahren Eulers Determinanten der Ordnung (» 4 m) bekommt,
Diese zweierlei Determinanten sind von gleichem Grade mit Bezug
auf die Koeffizienten der beiden Gleichungen und lassen sich eine in
die andere iiberfithren.

Wir wollen nicht auf die Einzelheiten dieser Umwandlung ein-
gehen, woriiber man nachlesen mag: Trudi, Teoria dei determinanti.
Napoli 1862. S. 101, Baltzer, Det. 1881. S. 123 ff.

Wir gehen statt dessen dazn iiber, folgenden Lehrsatz von
Darboux (a. a. 0.) nachzuweisen:

Nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
die beiden Gleichungen vom Grade m,n (m <n)p gemein-
same Wurzeln haben, ist es, dass die Matrix der Determi-
nante von Bezout (» — p) zum Rang hat.

Zum Beweis, dass diese Bedingung hinreicht, kann man durchaus
denselben Weg gehen, der im Fall der Eulerschen Determinante
eingeschlagen wurde.

Die Uberlegung wird dieselbe sein wie dort, wir wollen uns mit-
hin deren Wiederholung erlassen.

Was aber den Nachweis dafiir anbetrifft, dass die angezeigte Be-
dingung wirklich nothwendig ist, so folge hier die Beweisfilhrung
von Darboux.

Wir setzen:

byp(2) — a,¥(2) = fo(2)
(Goc + by ) 9(2) — (a2 + 4y ) ¥(2) = f,(2)

(Bpam =2 4 ) @(@) — (@™ + -+ - ) $(2) = fa—1(2)

Die Determinante von Bezout wird durch die Koeffizienten der

folgenden Gleichungen gebildet, deren Grad gleich oder geringer ist,
als (n —1):
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' fo(x) =0
ﬁl.(x) =0
(1) fm-—l(x) = 0

gr—m— qu(.’L')==0

m”q:(x) = O
Setzen wir nun voraus, dass ¢ und ¥ einen gemeinsamen Faktor
vom Grade p besitzen und sei dies F(z), so werden offenbar alle auf

der linken Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdriicke F(x) zum
Faktor haben und es wird darum geschrieben werden konnen:

fo(2) = Fy(z) F(z)

filz) = F,(z) F(z)

(2) 1 fm—-](x) = Fm_l(ﬁﬂ) F(x)
= lg(x) =2l (z) F(7)

p(x) =2° ¢, (2) F(2)

Es mag iiberdies noch
¥(2) = ¥,(2) F(z)
sein, @, und ¥, keinen weiteren gemeinsamen Faktor enthalten.
Setzen wir dann:
2 F(x) = g,
2 F(z) =g,

.’JS"_?_]'F(.Z‘) = #”-.-p—]_
so wird offenbar, dass alle die # Polynome (1) sich linear und homogen
vermiftelst der 2, 2, ... 2,—p—, susdrilcken lassen, die aber ihrerseits
lineare Ausdriicke in den
20 gl gt ... gn—1
sind.
Somit diirfen wir behaupten, dass in Absicht des Zusammen-
bestehens der Gleichungen (1) die ¢ identisch verschwinden miissen.
Setzen wir:
Py = 62" ot 4,
Uy =" ? 4 fia"Pl - - Buy
I = y,o* +pnart et
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80 finden wir:
Fy=19, [ﬂo‘Pl(x) — Yy (:U)]
Fy = p,[(Boz + By 9y () — (002 — )9 (2)] + 7, [Bo 9, () — oo, ()]

Also ist das System der (leichungen
F,=0, Fi=0, --- Fu_p1=0
auf das folgende Gleichungensystem zuriickfiithrbar:
Fy = fyp1(2) — avy (2) =0
Fi = (Boz + B) 91 (7) — (22 + &)y () = O

Frpi1= Bz 271+ ) g (2) — (gpam 21 ... Y gy (&) = O
Will man nach dem Verfahren von Bezout die Resultante der
Gleichungen vom Grade (m — p) und (n —p), ¢, =0 und ¢, =0
aufsuchen, so hat man die Determinante der Koeffizienten gerade von
diesen (n — p) Gleichungen:
Fo=0 Fi=0 -+ Fp_pq1=0
Pmip @) =0 . g,(5) =0
zu bilden.
Diese Determinante ist daher von Null verschieden, weil ¢, und
%, der Annahme nach keinen gemeinsamen Faktor besitzen; indessen
stimmt, nach den soeben geschehenen Bemerkungen, die Determinante
iiberein mit der zu den folgenden (leichungen gehdrigen:
Fym0  ovi Fyp =0
P @ =0 o 4@ =0
Multiplizieren wir in diesen Gleichungen jede Potenz von z mit
F(x), so erhalten wir ebensoviele lineare Gleichungen in #,2, ...
und deren Koeffizienten sind augenscheinlich dieselben, wie sie diesen
némlichen Gleichungen als linearen Gleichungen beziiglich der ver-
schiedenen Potenzen von # zukommen. Wir erfahren also, dass (n — p)
lineare Gleichungen in den (» — p) Grossen # eine von Null ver-
schiedene Determinante besitzen, dass mithin keine weiteren Werthe
fiir die # vorhanden sind, die gleichzeitig jenen (leichungen Geniige
leisten konuten, als nur die Werthe Null.
Die # Gleichungen (1) sind daher simmtlich lineare Verbindungen
der iibrigen Gleichungen, die zwischen denselben Veriinderlichen be-
Ptehen, und deren Anzahl (» — p) betriigt, nimlich:

7=0, =0, -, 2ayp1=0.
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Mithin sind von jenen 7 Gleichungen wenigstens p eine Folge der
fibrigen und nach einem Lehrsatze tiber lineare Gleichungen ersieht
man, dass die Rangzahl der Determinante der Koeffizienten aus dem
Gleichungensystem (1) nicht grosser sein kann als (n — p); sie kann
jedoch auch nicht kleiner sein, widrigenfalls man bei Wiederholung
des ersten Theiles des Nachweises (soweit er sich niimlich auf die
Erkenntniss des hinreichenden Charakters der Bedingungen bezieht)
den Schluss zu machen haben wiirde, dass die vorgelegten beiden
Gleichungen mehr als p gemeinsame Wurzeln hitten und dies zwar
im Widerstreit gegen die Annahme.

Wenn man, wie oben gesagt (Siehe S.212), Garbieri zufolge
eine ihnliche Untersuchung anstellt, wobei man jedoch die Eulersche
Determinante in Betracht zieht, so findet man Bedingungen, die den
hier erdrterten entsprechen, die sich zwar nicht auf eine quadratische
Matrix beziehen lassen, aber wohl auf eine gewisse rechteckige Matrix,
die in der Eulerschen Determinante enthalten ist.

Das ist nimlich eine rechteckige Matrix, die man aus der
Eulerschen Determinante herleitet, wenn man die ersten (n — p - 1)
Zeilen der a und die ersten (m — p 4 1) Zeilen der b heransnimmt
und die letzten (p — 1) Spalten unterdriickt, die dann nur mit Ele-
menten Null besetzt erscheinen.

Bedingung dafiir, dass hier p gemeinsame Wurzeln vorhanden
sind, ist, dass diese Matrix (nach der Bezeichnung Garbieris) einfach
Null wird, das heisst, dass sie zum Rang (m 4 #» — 2p 4 1) habe
oder dass alle in ihr vorkommmenden Determinanten hdchster Ordnung
(deren Ordnungszahl gerade (m 4 n — 2p -+ 2) betrigt) verschwinden
und nicht alle von niedrigerer Ordnung Null werden.

Die Bedingungen fiir das Vorhandensein von p gemeinsamen
Wourzeln sind rein aus dem Gesichtspunkte der Determinantenlehre,
abgesehen also von jeder Beziehung zu Invarianten, behandelt durch
Liiroth und Noether. (Siche Literaturverzeichniss auf S. 207.)

Andere Methoden zur Untersuchung der Resultanten sind gegeben
von Rosenhain (a. a. O. Journ. f Math. Bd. 30), Cayley (a. a. O.
Journ. f. Math. Bd. 53) und von Borchardt (a. a. O. Journ. f. Math.
Bd. 57).

Dzs Cayleysche Verfahren besteht in einer gewissen Abwandlung
des Bezoutschen, Sind ¢@(z) =0, ¢(z) =0 die beiden in Rede
stehenden Gleichungen und vom gleichen Grade, so betrachten wir
den in # und y symmetrischen Ausdruck
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F(z,y) = tﬂ{m)ﬂ’(ﬂ;: ;(y} ¥(2)
Fiihren wir die hier angezeigte Division aus, so lisst sich F schreiben

n—1

F(z:y) "=: gﬂcﬂwiyk: (c-‘l == ch’)

Haben pun ¢ =0, ¢ = 0 eine gemeinschaftliche Wurzel, so miissen
fir den Werth von #, der dieser Wurzel entspricht, die Koeffizienten
der verschiedenen Potenzen von y in diesem Ausdrucke verschwinden,
man erhdlt dann also die Gleichungen:

Zﬂm =10
Z"cu =0

2 01,.--1-%“ — 0
Daraus folgt das Verschwinden der Determinante

B—= 2t ooy Oag - v+ Ontynnt

und diese Determinante ist die Resultante. Der vorliegende dus-
druck fiir die Resultante ist von besonderer Bedeutung, weil ihre Be-
handlung innerhalb der Invariantentheorie der bindiren Formen, wie
Gordan gezeig_tbehat, hier jhren Ausgang nimmt,

Gordan, r die Bildung der Resultante zweier Gleichungen. M. A.
Bd. 8 (1871) [355—414).

Schreibt man F in seiner sogenannten symbolischen Form (Siehe
Clebsch, Theorie der biniren algebraischen Formen. Leipzig 1872;
Gordan, Vorlesungen iiber Invariantentheorie, Bd. 2. Biniire Formen.
Leipzig 1887 oder in zusammenfassender Darstellung Pascal, Reper-
torium der hoheren Mathematik I. Leipzig 1900. Kap. 12.)

n—1 n—1 n—1 n—1
F=fz sy =9‘1' S],, == s e

80 zeigt Gordan, dass die Resultante R symbolisch durch

R=-]h1(r.-n)(s.-sk) (4k=0,1,...n—1)
ausgedriickt wird. "

Aus dem Gesichtspunkte der Formenlehre betrachtet, beruht die
grosse Bedentung der Resultante anf dem Umstande, dass sie ein aus
den Koeffizienten der beiden Gleichungen gebildeter Ausdruck ist, der
die sogenannte Invarisnteneigenschaft besitzt oder dass sie eine
Invariante ist. (Siehe die vorher angefithrten Schriften.)
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Wir diirfen uns hierauf nicht weiter einlassen, weil es uns von der
Determinantenlehre, unserem Hauptgegenstande weitab fiihren wiirde
und wollen nur noch einige Bemerkungen und Hinweise hinzufiigen.

Es lasst sich nachweisen (und dies hat Gordan gethan), dass die
invarianten Bedingungen fiir das Vorhandensein von zwei (nicht einer)
zweien Gleichungen gemeinsamen Wurzeln nicht durch das Verschwinden
zweier Invarianten susgedriickt werden konnen, sondern durch das
Verschwinden aller Koeffizienten einer gewissen Kovariante, die von
Gordan @ genannt worden ist. .

Im Gegensatz hierzu lassen sich die invarianten Bedingungen fiir
das Auftreten von drei gemeinschaftlichen Wurzeln zweier Gleichungen
darstellen, indem man zu der Bedingung, die das identische Ver-
schwinden von @ ausspricht, die Bedingung des Verschwindens einer
weiteren Invariante hinzufiigh. Hierfilr ist der Nachweis durch
Pascal gefiihrt. .

Pascal, Sopra certi covarianti simultanei dei sistemi di due quartiche e
di due guintiche. Ann. di mat. 2 ser. vol. 16 (1888) [85—99].

An diesem Satze ist bemerkenswerth, dass die neue Beziehung
zwischen den Koeffizienten, die in Verbindung mit @ = 0 die Be-
dingung liefort, unter welcher die beiden Gleichungen drei gleiche
‘Wurzeln haben, sich in die Form einer Invariante bringen lisst. Diese
Form erhilt man beispielsweise nicht, wenn man von der Bedingung
filr die Gleichheit einer Wurzel (R = 0) zu der fiir die Gleichheit
gweier Wurzeln iibergeht.

Zum Schluss weisen wir auf einige Berechnungen hin, die seither
(aus dem Gesichtspunkte der Invariantenlehre) fiir die Resultante

zweior Gleichungen von bestimmtem Grade angestellt worden sind.

Fir eine Gleichung beliebigen Grades und eine quadratische: Clebsch,
Journ. f. Math. Bd. 58 (1861) ﬁ[2?3-—1291] und Theorie der bin#ren algebraischen
Formen. Leipzig 1872. 8. 84 fi.

Fiir eine Gleichung beliebigen Grades und eine kubische: Pascal, Giorn,
di Batt. vol. 26 (1887) [257—280].

Fiir zwei Gleichungen, deren Grad miedriger als 4: Clebsch, a. a. Q.

Fiir eine biquadratische Gleichung und eine kubische: Brioschi, Collectanea
mathem. in memoriam Chelini. Mailand 1881 [213—219].

Fiir zwei Gleichungen 4-ten Grades: D' Ovidio, Ace. di Tor. vol. 15. 1879—80
13856—389). (Siehe auch Brioschi, Acc. di Tor. vol. 81. 1895—96 [441—446])

Fiir eine Gleichung vom 5-ten Grade und eine quadratische oder kubische:
D’Ovidio, Mem. d. soc. ital. d. scienze (detta dei XL) vol. 4. (1882) Nr. 2 [1—19].

Fiir eine Gleichung 5-ten Grades und eine zweite vom 4-ten oder 5-ten
Grade: D’QOvidio, Roma Ace. Linc. mem. ser. 4 vol. 4 (1888) [607—622].

Weiterhin lese man beziiglich der Berechnung der invarianten Bedingungen
fiir das Auftreten zweier oder dreier gemeinschaftlicher Wurzeln bel zwei
Gleichungen 4-ten oder 5-ten Grades Gordan, a. a. O. Math. Ann. Bd. 8 und
Pascal, a. a. 0. Ann. di mat. vol. 16, sowie Acc. Nap. Rend. ser. 2. vol. 2 (1888)
[402—409].
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Eine Untersuchung, die in enger Beziehung steht zu derjenigen
ither die Resultante, hat zum Gegenstande die Diskriminante einer
Gleichung.

Diskriminante einer Gleichung heisst diejenige rationale
ganze Funktion der Koeffizienten, welche der Null gleich
gesetzt die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir
darstellt, dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln besitzt.

Aus der Algebra ist bekannt, dass, wenn eine Gleichung zwei
gleiche Wurzeln hat, diese Wurzel auch Wurzel der ersten Ableitung
der linken Seite der Gleichung ist, und umgekehrt, wenn die Gleichung
eine Wurzel gemeinsam hat mit ihrer ersten Ableitung, dass sie dann
eine doppelte Wurzel besiizen wird. Es folgt daraus, dass die Unter-
suchung der Diskriminante sich zuriickfihren lisst auf die Unter-
suchung der Resultante der vorgelegten Gleichung und ihrer ersten
Ableitung, diese gleich Null gesetzt.

Der Name Diskriminante riihrt von Sylvester her

Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms
and of hy'perdeterminants. Phil. Mag, ser. 4. vol. 2. (1851) 8. 4086.

Man wird die Diskriminante leicht mit Hilfe der Wurzeln dar-
zustellen vermdgen, weil ja offenbar, wenn man das Produkt aller
Quadrate der Wurzeldifferenzen zu je zweien bildet, sich ein Ausdruck
ergiebt, der in den Wurzeln symmetrisch, sich in Folge dessen ver-
mittelst der Koeffizienten der Gleichung darstellen ldsst, der andrer-
seits, wenn er gleich Null ist, die Gleichheit zweier Wurzeln anzeigt
und der, im Fall, dass zwei Wurzeln gleich sind, sicher verschwindet.

Nun ist bekanntlich

1 1 a1

a @y ... O
2 ] 2
al “! vew O
. . c
071“'_1 a""-_l P an”_l

gleich dem Produkte der Differenzen der Gréssen &, zu zwei und
.Zzwei genommen, also diirfen wir schliessen, dass die Diskriminante
das Quadrat dieser Determinante ist.

Stellen wir dies Quadrat durch zeilenweigse Multiplikation her und
lassen fiir die Summe der gleichen Potenzen der Wurzeln die Bezeichnung

=af t+af 4o

in der Rechnung 'auftreten, so ergiebt sich, dass dasselbe seinen Aus-
druck findet in der Determinante (von der Art der nach Hankel be-
nannten, siehe § 19)
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S 8 Sg ... 8p—1
8 83 & vee Sy
Sn—1 8n Sat1 ... Sga—1

Die Diskriminante, wenn sie als die Resultante von f und seiner
ersten Ableitung berechnet wird, ergiebt sich in der Determinante der
Ordnung (2n — 1):

y % g

0 @ ay

0 0 a,

na,, (n —1)a,, (n—2)a, .

0 na, (n—1)a, ..
0 0 na ...

bei der die Zeilen von der ersten Art in der Anzahl (» — 1) und
die Zeilen zweiter Art in der Anzahl n vorhanden sind. Man hat es
mit einem Ausdruck zu thun, der aungenscheinlich durch a, theilbar
ist, und, wird dieser Faktor unterdriickt, so bleibt jedes Glied vom
Grade (2n — 2) besziiglich der Koeffizienten der Gleichung.

Gleich der Resultante hat naturgemiss auch die Diskriminante
die Veranlassung zu wichtigen Untersuchungen auf dem Gebiete der
Lehre von den bindiren Formen gegeben. Fiir die Diskriminante
besteht die wesentliche Eigenschaft, dass sie eine Invariante
ist fiir die linke Seite der vorgelegten Gleichung.

Wie wir es bei der Resultante gethan, geben wir noch einige
Hinweise auf Schriftsteller, die Diskriminanten von Gleichungen ver-
schiedener Grade berechnet haben. .

Fiir die ersten vier Gradzahlen verliuft die Untersuchung ohne Schwierig-
keiten. Man vergleiche beispielsweise die oben (Siehe 8. 219) angefiihrte Schrift
von Clebsch.

Fiir den 5-ten Grad: Salmon, Camb. Dubl. math. Journ. vol. 5 (1850).

Fir den 6-ten Grad: Brioschi, Journ. f. Math. Bd. 53 (1857) [372—376]
und Ann. di mat. ser. 2 t 1 (1867—68) S, 159. — Maisano, Math. Ann. Bd. 30
(1887) [442—452].

Fir den 7-ten Grad: Gordan, Math, Ann. Bd. 31 (1888) [666—600] —
Brioschi, Ann. di mat. ser. 2 vol. 26 (1897) [266—239].

Fiir den 8-ten Grad: Maisano, Rend. Cire. mat. Palermo t. 3 (1889) [63 —59]
und . 4 (1890) [1—8].

Weitere Quellen fiir das vorliegende Forschungsgebiet finden sich in Pascals

Repertorium der hoheren Mathematik I Leipzig 1900. Kap. 12, § b oder aus-
fiihrlicher in Encycl, d. math. Wiss, IB 1a. Art. 20—22 und IB 2 Art. 25.
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§ 568, Allgemeine Eigenschaften der Funktionaldeterminanten.
Lehrsiitze von Jacobi.

Mit den Funktionaldeterminanten hat eich zuerst Jacobi beschiftigt, und
aus diesem Grunde sind sie auch von Sylvester als ,Jacobians® und danach
als Jacobische Determinanten bezeichnet worden.

Jacobi, a. a. 0. (Siehe Literaturbericht anf 8. 164) Journ. f. Math. Bd. 12.

Jacobi, De determinantibus functionalibus. Journ. f. Math. Bd. 22 (1841)
319—359], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 8. Berlin 1884
395—438]. (Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Stiackel in Ostwalds

assikern der exakten Wissenschaften N. 78.)

Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik. Ges. Werke, Supplementband, Berlin
1884. 8. 100 ff.

Weitere Arbeiten iiber die Funktionaldeterminanten sind die folgenden:

Bylvester, a. a. 0. (Siehe Literaturbericht auf 8, 206) Phil. Tr. 1853. vol.
143, part 1 [407—548] 8. 476,

Donkin, On & class of differential equations, including those which ocenr
in dynamical problems. Phil. Tr. 1854, vol. 144, part 1 [71—113].

Cayley, Note sur une formule pour la reversion des séries.” Journ. f. Math.
Bd, 52 (1856) [276—284], wieder abgedruckt in Cayley, Coll. math. pap. vol. 4.
Cambridge 1891 [30~37).

Clebsch, Uber eine Eigenschaft won Funktionaldeterminanten. Journ.
f Math. Bd. 69 (1868) [355—358].

g Nfeum ann, C., Zur Theorie der Funktionaldeterminanten. M. A, Bd. 1 (1869)
. 208 f.

Eronecker, Bemerkangen zur Determinanten-Theorie. Journ. f Math.
Bd. 72 (1870) 8. 153 ff. (Bemerkungen zu § 12 von Balizers Determ. Siche Lite-
raturbericht auf 8. 107.)

Casorati, Sui determinanti di funzioni. Ist. Lomb, Mem. vol. 13 (ser. 8.
vol. 4) (1877) — fasc. 2. 1876 [181—187].

Torelli, SBui determinanti di funzioni. Rend. Circ. mat. Palermo. tom. 7.
1898. parte prima [76—84].

ir unterlassen es, zahlreiche andere Arbeiten anzufiihren, die mit diesem
Lehrgebiet in mehr oder weniger enger Beriihrung stehen und verweisen moch
auf gcott, Det. 1880 chap. 10 [129—145], Baltzer, Det. 1881. § 12 [189—162],
Gordan (Kerschensteiner), Vorlesungen tiber Invariantentheorie. 1. Bd. Leipzig
1885 [120—1381] und auf Nettos Darstellung in Encycl. d. math. Wiss. IB1b.
Rationale Funktionen mehrerer Veriinderlichen. Art. 21.

Es miogen gegeben sein # Funktionen y, 4;...%, von n Ver-
inderlichen x, 2, ...2,. Man bilde die Determinante

dx, Ox, ox,
J= - . . .
On Yy ... Y
oz, Oz, oz,

Diese heisst die Funktionaldeterminante oder Jacobische
Determinante der y. Der griossere Theil der Lehrsiitze, die wir fir
solche Determinanten vorfinden werden, lisst eine hemerkenswerthe

ereinstimmung hervortreten, die zwischen ihnen und den Ableitungen
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der Funktionen einer einzigen Verdnderlichen besteht. . Deshalb be-
dient man sich anch fiir derartige Determinanten des Symboles:

a(yu Yoy« + - yn)
ORI AR

Aus der Gestalt von J geht augenscheinlich hervor, dass auch
seine Minoren Funktionaldeterminanten sind, mit der einzigen Ab-
weichung, dass einige der gegebenen Funktionen darin nicht mehr
vorkommen und einige der Veriinderlichen nicht mehr als solche an-
gesehen werden.

Eine erste wichtige Eigenschaft der Jacobischen Determinanten
ist die folgende:

Wenn wir uns die y;, ¥, ..,y als Funktionen der

2 By ... Zn
vorstellen und diese ihrerseits als Funktionen der z,...z,,
dann ist die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf
die z gleich dem Produkte der zwei Jacobischen Determi-

nanten, einer der y riicksichtlich der 2 und einer der ¢ riick-
sichtlich der .

Diese Eigenschaft der Funktionaldeterminanten entspricht der
dhnlichen, die an der Ableitung zusammengesetzter Funktion'en
kenntlich wird.

* Wir wollen mit einander multiplizieren die beiden Determinanten:

o3 0z, o, o,
. - . und . .. .
0y, oy, oz, 02,
T =

und zwar wollen wir dies Produkt in der Weise herstellen, dass wir
die Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten der zweiten ver-
binden. Es wird dann das Element der Produktdeterminante, dem
die Ordnungszahlen %,j zukommen, ausgedriickt durch

0y, 02, 0y; 02,
und dies ist gleich
0y,
o%;

Hierdurch erscheint der Lehrsatz erwiesen.
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Es mdgen die y,,...,y, als Funktionen der 2, ...z, be-
stimmt sein und diese wiederum sich als (inverse) Funk-
tionen der y betrachten lassen. Dann haben die Jacobische
Determinante der y mit Bezug auf die # und die Jacobische
Determinante der # mit Bezug auf die y reziproke Werthe.

Betrachten wir namlich die y als Funktionen der # und die #
als Funktionen der y und beachten mithin, dass die Determinante
der y beziiglich der y gleich 1 ist, weil ja

Y, o0y,

P

=0
2y, oy, Y;

so ergiebt sich bei Anwendung des vorausgehenden Lehrsatzes

B(y,...y").a(ml... 1,‘)_1
0% .. %) (YY)

und hiermit die vorangestellte Behauptung.

Dieser Lehrsatz entspricht augenscheinlich demjenigen fiber die
Ableitung der inversen Funktionen.

Wir kommen nun zu einem weiteren Lehrsatze, der mit dem
iiber die Ableitung implicite gegebener Funktionen verglichen
werden mag.

Es mbgen die Funktionen y von 2 implicite gegeben sein durch
die n Gleichungen

Fy(yy oo otny oo 2y) =0

Fu(tyeooYny Zyooo ) =0

Die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf die z
ist dem absoluten Werthe nach gleich dem Quotienten der
beiden Jacobischen Determinanten, einer, die den I riick-
sichtlich der z und einer, die den I" riicksichtlich der y zu-
gehort, im Besonderen

0 (F - F,)
gE:: - yn; (_ 1) g((;t . ... n))
0 (yl . 1‘/:)

Und wirklich, nehmen wir an, dass innerhalb der F' an Stelle
der y ihre Ausdriicke in den 2 gesetzt werden, so werden jene Gleich-
ungen identisch Null.
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Man erhilt also die Beziehungen:
¢F, 0F,dy, 0F,dy, oF, oy,

o2, By, 0, Ty, 0m, T T Ty,
Diese zeigen aber, dass das Produkt
O ---¥,) O(F,...F)

O(@ @) T(% -+ V)
genau gleich kommt

JO(F, ... F,
SRk e

. Ein Lehrsatz, der den Funktionaldeterminanten eine besonders
hohe Wichtigkeit verleiht, ist der folgende:

Als nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass zwischen n Funktionen von » Verinderlichen eine Be-
ziehung besteht, ist es anzusehen, wenn ihre Jacobische De-
terminante identisch verschwindet.

Sind gegeben
Y= (% ... %)
Yo =2Pa(2y - @)
und verschwindet, wenn man (» — 1) Veriinderliche z eliminiert, auch
die letzte noch, so erhilt man eine Bezichungsgleichung zwischen den y
F@y..-9)=0
Aus dieser Gleichung ergiebt sich:
oF 0y, oF oy, oF oy,
F,05, T 33,05, ¥ T ay 05,0
giltig fiir einen beliebigen Index 4. Hiernach sieht man, dass zwischen
den Elementen ein und derselben Spalte innerhalb der Funktional-
determinante stets dieselbe lineare homogene Gleichung bestehf, mit-
hin diese Determinante identisch verschwindet.
Setzen wir nun umgekehrt voraus, es sei die Determinante
gleich Null.
Wir wollen dann aus den Gleichungen fiir die y die (# — 1) Ver-
dnderlichen &, ...x, eliminieren. So erscheint eine Gleichung:

Y =92 Y. Yn)

in der, wie wir werden zeigen konnen, die Verinderliche z, nicht

vorkommt. Mit andern Worten, es wird die Ableitung von 3 mit
Pascal, Determinanten. 15
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Bezug auf z; verschwinden und damit wird dann der Lehrsatz er-
wiesen sein,
Betrachten wir némlich

Yis) Y2, «++3 Yn

als Funktionen von z, #,...2, und lassen diese dann wiederum als
Funktionen der «; %;...y. gelten. Augenscheinlich ist ja z, eine
Funktion von sich selbst, und was 2,2, ..., anlangt, so konnen
diese als Funktionen von @, y;...y. betrachtet werden, indem man
die letzten (n — 1) Gleichungen y, = g@;,..., ¥, = @, nach x, ...z,
auflst.

Wendet man dann den ersten der oben bewiesenen Lehrsiitze an,
80 ergiebt sich:

oY - .- Y,) =m&(yl ...y,,)- E)(aa1 a:ﬂ)
O Y-+ ¥) O(%...am,) 0% ¥ - - 9,)"
Der erste Faktor auf der rechten Seite ist der Annahme zufolge
Null, also wird auch der Ausdruck auf der linken Seite Null sein oder

oy, 0y, 2y,
dy, 2y, oy,
oz, 3y, 0y, |=0
oy, 0y, ay,

Nun sind bei der Bildung dieser Determinante die ¥, ¥; ...y, als

Funktionen von

Zy Yg .o Yn
gedacht. y, als Funktion dieser Veriinderlichen ist nichts anderes als
die oben aufgefundene Funkfion ¢ und die andern sind durch die
identischen Gleichungen y, =y, ..., ¥» = y» gegeben.

Daher werden alle Elemente dieser Determinante unterhalb der
Hauptdiagonale Null und die Elemente der Hauptdiagonale beziehungs-
weise

gg;, 1,1,...1.
Die Entwicklung unserer Determinante ergiebt hiernach einfach %P .

Hierdurch ist unsere Behauptung bewiesen. '

Wir kinnen von diesem Lehrsatze eine Anwendung machen bei
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der Untersuchung dariiber, wann eine Funktion von z,, @, diese Ver-
#nderlichen stets in der Verbindung

@ =k + kg
enthilt, dergestalt, dass man sie ohne Weiteres als Funktion dieses
Binoms ansehen kann. Es muss, wie wir jetzt erfahren haben, damit
die Funktion f eine Funktion von ¢ sei, die Jacobische Determinante
der gegebenen Funktion und von ¢ Null sein. Also erhélt man:

of of
oz, Oz,
ke Ry
Oder mit andern Worten, es muss die Funktion von der Beschaffenheit
sein, dass

== 0

) é
byt =kt

Ist k, =1, k; — i =7)/—1, dann ergiebt sich die Bedingung
of _ . of
omy axl
Und dies ist die Bedingung dafiir, dass f Funktion der kom-
plexen Veriéinderlichen z, 4 ix, sei.

§ 59. Lehrsiitze, die sich auf den Fall beziehen, wo die Funktionen
sich in Faktoren spalten.

Wir nehmen an, dass die gegebenen Funktionen y; simmtlich
zurlickfihrbar sind auf die Form

u .
y‘=‘-‘—' (‘i=1‘2c.-ﬂ)
Da dann die Gleichung besteht
o, ou,
ays “0 ‘rj - “ig‘i’;
3-‘27 = u)
8o lisst sich die Funktionaldeterminante der y schreiben:
04, duy Ouy o,
Uy » “03_.,; uoax:"'“og_%'_“oa_x“
. ou, Bu ou, ou,
et o uoa‘” ula  Yega, T s,
0 - . - .
ou, Ouy ou, u»auo
Uny Upmr— — Unz—2, =+ Ugme — Uni—
" oz "o’ 05z, o=z,

15*
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wenn wir eine erste Zeile mit den Elementen

u, 0 0..-0
und eine erste Spalte mit den Elementen

Uy Uy Ug ... U

hinzufiigen und durch %, dividieren.

Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen in
andere mit eingliedrigen und beachten, dass auf solche Weise alle die
entstechenden Determinanten bis auf eine Null werden und dass diese
einzige von Null verschiedene Determinante den Faktor w? bei sich
hat, so ergiebt sich schliesslich die Funktionaldeterminante der y in
der Gestalt:

du ou

. —2 ... 20

by, ., W o oz =,

R R

(1) - o . = u_H_"+l 12 axl 3.'.\:“
Byn ayn 0 . e e

7o, " 7m, ouy 2w,

Y Fw 1 7,

Hiermit erscheinen diese neuen Determinanten eingefithrt; sie
sind auf eine von den Jacobischen abweichende Art gebildet, in-
sofern sie nimlich eine Spalte enthalten, deren Elemente (n 4 1)
gegebene Funktionen sind. Die letztere Formel (1) stammt von
Jacobi

Jacobi a. a. 0. Siehe 8. 164. Journ. £ Math. Bd. 12. (1834) 8. 4.

Mit diesem Gegenstande sind noch einige Untersuchungen von
Casorati (a. a O. Ist. Lomb. 1875) und andere noch neuere von
Torelli (a. a. O. Rend. Palermo 1893) verkniipft.

Man pflegt durch K (u,u, . ..%,) die Determinante zu bezeichnen,
die auf der rechten Seite obiger Formel vorkommt; sie ist augen-
scheinlich eine lineare Verbindung von (n -} 1) Jacobischen Determi-
nanten. Jacobi und nach ihm Casorati haben der Formel (1) eine
entsprechende fiir K an die Seite gestell. Nehmen wir an, die
%y Uy .. . U,y seien alle von der Gestalt:

=" (i=0,1,2,...n)
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Dann wird:
o, ou,
Uy , 3;; PP é?”
K(uy...u,) = I =
ou, ou,
Uy, E “es B_x;
dv, dv dv, ov
%, v-é—aj—l—voé-i, re @a—i-c;—vob?.
1
="g(—“+l—) - - e -
ov, ov dv, v
Vv, ‘UBT.—U,E, e vm—v.a—x-’-.

und zerlegt man, wie gewdhnlich, in Determinanten mit eingliedrigen
Elementen, oder einfacher, fiigt man zu den Elementen einer jeden
Spalte die der ersten hinzu, nachdem man sie beziehungsweise mit

190 tdv | 19w

vox,’ ©oxy’ = oz,
multipliziert hat, so erhilt man schliesslich:

1

(2) K(“ﬂ Uy o ﬂm) = p"_‘i'IK(UO V... 1_)”)

Hieraus wird ersichtlich, dass im Unterschied zur Jacobischen Deter-
minante die Determinante K einer in gewissem Sinne viel einfacheren
Gleichung Gentige leistet, insofern als abgesehen von dem Faktor
(1:em+1) die beiden Seiten dieser Gleichung auf dieselbe Weise ge-
bildet sind, die eine néimlich aus den u, die andere aus den v.

Natiirlich wird man aus (1), (2) Formeln herleiten konnen filr
den Fall, wo u,, v nicht Divisoren der y,u sind, sondern Faktoren.
Es wiirde za dem Ende geniigen, u, in (1:%,) und v in (1:9) zu
verwandeln.

Die Determinante K besitzt Eigenschaften, welche @hnlich sind
denen der Jacobischen Determinante. So gilt zum Beispiel der Lehr-
satz (Casorati):

Wenn K identisch verschwindet, so ist die Gleichung,
die die (r + 1) Funktionen uy, u,, ..., u, der n Veréinderlichen
%, Ty ... %, unter einander verbindet, eine homogene Gleichung
und umgekehrt.

Von Bedeutung ist hier die Bemerkung, dass diese Eigenthitmlich-
keit des K stillschweigend schon in einer Arbeit von Clebsch (a. a. O.
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Journ. £ Math. Bd. 69) benutzt ist. Man lese dieserhalb weiterhin
den § 61 nach.

Zum Beweise des Satzes setzen wir einmal zuniichst voraus, dass
die Beziehung unter den % homogen ist und es sei @ (uyu,...u,)=0
vom Grade . Dann haben wir doch:

P o, 0P ou,

Qu, 0, Tt du, 0,
3) .

oD Ou, 0P 3u

e el b P

=0

=0

und in Folge der Eulerschen Gleichung weiter noch:
3@
@ “o+ +"a—“-=0m=0

Die Determinante dieser Gleichungen ist mithin Null und eben diese
Determinante ist es, die mit K benannt worden ist.

Nehmen wir umgekehrt an, die Determinante K verschwinde.
Alsdann ergiebt sich, dass, wenn nicht alle Minoren s-ter Ordnung
in K Null sind, die linke Seite der Gleichung (4) Null sein muss.
‘Wir erhalten also eine Beziehungsgleichung zwischen den %, und diese
kann nur, wenn wir von einem Faktor absehen, die angenommene
Gleichung @ = 0 sein, die als eine irreduzibele Gleichung zwischen
den w vorausgesetzt worden. Demgemiiss wird der Ausdruck linker
Hand in (4) @ als Faktor enthalten und nach Berechnung der Grad-
zahlen folgt weiter, dass das Verhiltniss nur eine Konstante sein kann,
Hieraus erhellt, dass @ einer (leichung Gentige leistet, wie sie beim
Eulerschen Satze vorkommt, und mithin homogen ist.

Ohne Schwierigkeit wiirde man den Nachweis dahin vervoll-
stindigen, dass auch der Fall einbegriffen wiirde, wo alle Minoren
n-ter Ordnung in X Null sind, und dies wiirde sich entsprechend fort-
setzen lassen.

Diese Betrachtungen haben letzthin eine breite Ausdehnung ge-
wonnen in einer Arbeit von Torelli (a. a. 0.). Wir wollen ohne
Woeiteres einige der wichtigeren Lehrsitze anfiihren, die von diesem
Verfasser gefunden worden sind.

Wir setzen von den gegebenen Funktionen y, ...y,, anstatt sie
saimmtlich mit demselben gemeinsamen Faktor versehen zu denken
(in dem von Jacobi besprochenen Fall war (1:u,) dieser Faktor),
lieber voraus, dass eine jede in zwei Faktoren, wie folgt, zerfallt:
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Y= 0%
Yp = Uy
Yn = QrUy

Dann ergiebt sich, dass die Jacobische Determinante der y sich
in der Determinante darstellt:

0, 0 —u 0
0 . o, 0 oo U
o,  Ow, O ou,
oz, oxr, oz, = 9=,
Oa, oo, du ou,
o=, = o=, o0z, ' 0=,

‘Wiirde man die o alle unter einander gleich annehmen, so wiirde
man hieraus wiederum die Jacobische Formel gewinnen. (Siehe 8. 228.)
Ahnlich wiirden sich fir den Fall, wo ein jedes der % in drei
Faktoren zerfiillt und so fort, andere Formeln suffinden lassen.
Um einen besonderen Fall noch anzufiihren, suchen wir die be-
treffende Formel, wenn

Yy, = ¥y,
y“ E aguun
Es geniigt, nur zu setzen o, = o1, ..., @, = ¢* und die Um-

wandlung der Determinante in passender Weise durchzufiibren.
Man findet als Ergebniss:

& 0% T Qnlha

fa du, - ou,

N Gz, T Bm, Gfrtte,—t
da o, du,

oz, oz, ' @s,

Man kann shnliche Formeln fiir die Determinante K entwickeln,
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Setzen wir:
Uy = 0y,

Uy = CpVy
Die Determinante K geht dann fiber in die folgende:

¢ +++ 0 —y, ... O
0O ... ¢ 0 ...—u0,
0 -« 0 v, -+ v,
de, du, Ov, dv,
oz, " bm fa  Om
LA de, oo, ov,
oz, ' Gsz, 9z, = o=,

und dies giebt Veranlassung zu einer noch allgemeineren Formel, als
die von Casorati ist, die wir oben angefiihrt haben.
Setzen wir
ay =00, -+, o= am

so ergiebt sich nach der Umwandlung auf der rechten Seite:

€ —Qolp *~* — Qaln
0 9 ... o,
da  Ov, ov,
3_271 3_.5, “e 3_5:1_ ¢;¢90+' .+9~-—1
de  dv, dv,
oz, 9z, = 7Oz,

§ 60. Umwandlung eines vielfachen Integrales,

Eine weitere Ubereinstimmung zwischen den Ableitungen der
Funktionen einer Verdnderlichen und den Funktionaldeterminanten
kommt zu Tage bei der Umwandlung von Integralen.

Um ein einfaches Integral mit Bezug auf die Veriinderliche y in
ein anderes umzuwandeln, bei dem z die Rolle der Veriinderlichen
spielt, hat man bekanntlich die Funktion unter dem Integralzeichen
mit der Ableitung der fritheren Veriinderlichen in Riicksicht auf die
neue zu multiplizieren.
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Eine ihnliche Anweisung bestebht nun fiir vielfache Integrale,
nimlich: Hat man ein vielfaches Integral mit Bezug auf die
Verinderlichen g y,...¥%, in ein anderes umzuwandeln mit
den neuen Verinderlichen z;2,...z,, die mit den y durch
gegebene Gleichungen verbunden sind, so ist hierzu erforder-
lich, die Funktion unterhalb des Zeichens zn multiplizieren
mit der Jacobischen Determinante der friiheren Veridnder-
lichen in Riicksicht auf die neuen.

Es sei gegeben das vielfache Integral

fff"'f'R@ﬁ'--!/u)dyl...dy,,

Man setfze:
Y= (2.0 20)

Yn=@n (2, ...2)

In der zweiten dieser Gleichungen wollen wir an Stelle von z,
den aus der ersten Gleichung zu entnehmenden Werth einfiihren;
dann wird y, allein durch y, , ...z, ausgedriickt erscheinen. Weiter
wollen wir in der dritten Gleichung an Stelle von 2, #, die Werthe
einfithren, welche aus den beiden ersten Gleichungen sich ergeben; es
wird damit y, durch y, y, 75 ...z, seinen Ausdruck finden. Indem
wir so fortfahren, konnen wir also stets die vorgelegten Gleichungen
in der folgenden Form uns dargestellt denken:

y1=ﬁ(x1xs'--$n)
="V (% 2. .. %)
Ys =y (V1 Y2 %5 . . . )

Yn=1n (¥ Y5 ... Yn—1 Tn)

Es sei hierbei bemerkt, dass f; dieselbe Funktion ist, wie g,.
Wir beginnen nun damit, in dem vorgelegten vielfachen Integrale
die Integration beziiglich y, auszufiihren. Dann kbnnen wir mittelst
der letzten dieser Gleichungen die Veriinderliche z, einfithren und
haben, um in #, umzuwandeln, nur die Funktion unter dem Integral-
zeichen mit
OF
O,
zu multiplizieren,
Weiter konnen wir iu entsprechender Weise mit Hilfe der vor-
letzten der vorausgehenden Gleichungen die Veriinderliche x,_; ein-
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fiihren, wobei einfach mit (0fa—1 : 82s—3) zu multiplizieren sein wird,
und so fahren wir dann fort. .
Nach der Umwandlung wird das Integral beziiglich der x schliesslich:-

of, ofy of,
[ [nE2 e, gy

und hierbei ist nicht ausser Acht zu lassen, dass in B die geeigneten
Substitutionen geschehen, die dasselbe zu einer Funktion der 2 machen,

Die Grosse, mit welcher man demnach die Funktion unter dem
Integralzeichen zu multiplizieren hat, ist

o oh A

Die Funktionen f sind nicht unmittelbar diejenigen, die vorgelegt
wurden. Wir werden aus diesem Grunde suchen, den letzten Aus-
druck dergestalt umzuwandeln, dass die unmittelbar gegebenen Funk-
tionen ¢ sichtbar werden. Wir wollen zeigen, dass das eben ver-
zeichnete Produkt der Jacobischen Determinante der y gleich kommt,
die man mit Riicksicht auf die z aus den gegebenen Funktionen ¢
ableitet.

Wir multiplizieren die Jacobische Determinante

oo ., P
0z, oz,
29, de,
mit der Determinante

1 0

_ 9
oy,

M Wy
oy’ 0y

deren Werth gleich 1 ist.

Fiihren wir die Produktbildung in der Art aus, dass wir die Spalten
der ersteren Determinante mit den Zeilen der zweiten verbinden, so
erhalten wir die Determinante, deren allgemeines Glied mit den Ord-
nungszahlen 34, j sich ausdriickt durch:

o9, of,  dw, Of, d9,_, of
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Wenn wir uns nun die Bildungsweise der Gleichungen f ver-
gegenwirtigen, und wenn wir aus ihnen die Ableitung von y; mit
Bezng auf #; herzuleiten unternehmen, also die, welche man aus den
¢ gewinnen wiirde, néimlich

09;
o,

so erhalten wir, von f; ausgehend

o9 B_{, fﬁ- oy, of; oy _

dz,_ 0x, ' oy, 0%, + et dy;_, ox;

ﬁf;- 6;} atp,_ 3f} a%_;
—mtaes T oy s

Mithin wird ersichtlich, dass

, cf;
(i5) = 7z,

Hier hat man auf der rechten Seite die Ableitung von f, mit Bezug
auf 2; nur insofern gebildet sich vorzustellen, als a; explicite in f; ent~
halten ist. Wenn daher ¢ < j, dann ist diese Ableitung gleich Null.
Man erhilt hiernach die Produktdeterminante in der Gestalt:

%h 0 0 ... 0

oz,
of, f,
o g 0 e 0

of, ofy ofy af,
7z, 9, 5%, @w

und dies ist gleich
of, ofy of,

Hiermit ist unser Lehrsatz bewiesen.

Besondere Untersuchungen iber das Verschwinden von Funktionaldetermi-
nanten findet man bei

Hahn, Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobische Form oder
Hermitesche Form identisch verschwindet. M. A. Bd. 15 (1879) [111—121].

Pasch, Notiz iiber ternére Formen mit verschwindender Funktionaldeter-
minante. M. A. Bd. 18 31831) S.93f.

Pasch, Verschwindende Determinanten dritten Grades aus terniiren linearen
Formen, M. A. Bd. 44 (1894) [89—96].
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§ 6l. Systeme von Jacobischen Determinanten aus (# 4 1) Funk-
tionen von % Verinderlichen. Tangentenkoordinaten. Jacobische
Determinanten von Jacobischen Determinanten,

Lehrsatz von Clebsch.

Nehmen wir an, dass die homogenen Koordinaten y, y, ¥, eines
Punktes einer ebenen Kurve proportional drei homogenen ganzen
Funktionen der zwei Parameter z,,x, vorgelegt sind in folgenden
Gleichungen:

0y = @, (2, 25)

0% = 3 (%, %)

oYy = @5 (2, 7;)
weiter, dass man durch Elimination der beiden homogenen Veriinder-
lichen =z,,a, erhilt:

F(yyy395) =0

Hiermit ist die Gleichung der gegebenen Kurve in homogenen Ko-
ordinaten dargestellt. Wenn wir in ihr an Stelle der y deren Werthe
¢ einsetzen, so erhalten wir eine Funktion von z,, #;, die identisch
verschwindet.

Daher konnen wir die Ableitungen von F' mit Bezug auf 2, und
a3 gleich Null setzen, also schreiben:

0F 0g, , 0F 0@, | 0F 0oy
53 0m T by, 95, T Gy, 0w, — ©
0F 29, | OF 09 | 0F 05, _

oy, 00y Gy, 0my T Oy, 0y
Aus diesen beiden Gleichungen leiten wir her, dass die Gréssen
OF oF oF
Y 0y’ 0Oy,
proportional sind den Determinanten der Matrix

0, 09, O9y

Px, dm oz,
29, 291 29
ox, ©om 0w,

und dies sind Jacobische Determinanten der drei Funktionen ¢, diese
zu zwei und zwei genommen. Nun ist aus der analytischen Geometrie
bekannt, dass die Koordinaten der Tangente an die Kurve den drei
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Ableitungen von F gerade proportional sind, mithin diirfen wir
schliessen, dass die Koordinaten der Tangente nun auch den drei
Jacobischen Determinanten proportional sein werden, die aus je zwei
von den drei Funktionen e,,q@,, g, gebildet sind, was sich in den
Gleichungen ausspricht:

ou, = J (py p3) = ¥y (7, 75)
oy = J (g ;) = Py (, 75)
ouy = J (p; py) = vy (2, 2,)

Wir bezeichnen mit dem Symbol J die Jacobische Determinante.

Die u erscheinen hiermit durch z,, 2, ausgedriickt.

Nach dem Gesetz der Dualitit hat man, um von den % auf die
y tiberzugehen, auf die u dieselben Verfahrensweisen anzuwenden; es
werden sich dann die y ihrerseits proportional den Jacobischen De-
terminanten aus den 3 ergeben.

Hier nimmt Clebsch seinen Ausgangspunkt, um folgenden noch
allgemeineren Lehrsatz beziiglich der Jacobischen Determinanten fest-
zustellen:

Bd. 6E)S)ie}:le den oben 8. 222 angefiihrten Aufsatz 4on Clebsch, Journ. f. Math.

Es mégen (# 4 1) homogene Funktionen von n Verinder-
lichen gegeben sein und man bilde aus ihnen, indem man
je n verbindet, die (n 4+ 1) Jacobischen Determinanten; aus
diesen bilde man aber wiederum (n 4 1) Jacobische Deter-
minanten, indem man sie zu je n vereinigt; es miissen dann
bis auf einen gemeinsamen Faktor diese letzteren Funk-
tionen dieselben sein, wie die, von denen wir ausgegangen
gind

Der Nachweis des Lehrsatzes geschieht auf folgende Weise.

Es seien f f; ... a1 die gegebenen (» + 1) homogenen Funk-
tionen, @, @5...Par1 ihre Jacobischen Determinanten und ¢, ¥5... ¥ny1
die Jacobischen Determinanten der ¢.

Wir stellen die Determinante auf

LA o9,
75 ' m ™ by
R = acpﬂ_'_l L 3"’»-}-1 % b
am.l am" n41 a1
0 Tt 0 zaiﬁ .Z'blfl'
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Entwickelt nach den Produkten der Minoren, die in den beiden letzten
Spalten enthalten sind, und der ihnen zugehirigen algebraischen Kom-
plemente, ergiebt diese Determinante den Ausdruck:

'zbeﬁ .ké’am — .'Zﬂf:ﬂ?bklbk = gbiafk (five — frv)

Zieht man indessen von der letzten Zeile die vorausgehenden ab,
beziehungsweise multipliziert mit

filh - fatr,
so werden die beiden letzten Elemente der letzten Zeile Null und die
andern Elemente nehmen die Gestalt an:

o9 .
_Zf'-a—w; (=1,2...n

of;
_3_3,;21‘;'9’-"‘29’:'3_“;'

Von diesen beiden Summenausdriicken ist der zweite Null, denn,
erinnern wir uns, dass jedes ¢; eben die Funktionaldeterminante fiir
n Funktionen unter den f vorstellt, so ist diese Summe nichts andres,
als die Entwicklung einer Determinante, deren Elementenschema aus
der Matrix der # (» 4 1) Ableitungen der f hervorgeht, wenn man
diese mittelst einer Zeile vervollstéindigt, deren Elemente die Ab-
leitungen der f riicksichtlich z, darstellen; gedachte Summe stellt
mithin gerade die Entwicklung einer Determinante mit zwei identischen
Zeilen dar.

Auch die erste Summe verschwindef, weil

YR

genau der Entwicklung der Determinante K (f, ... fa+1) (Siehe § 59)
gleichkommt, die doch bekanntlich (Siehe 8. 229) verschwindet, sobald
die f homogen sind, wie wir es hier gerade annechmen. Es wird da-
her auch die Ableitung dieser Summe mit Bezug auf z; Null sein.
Wir erfahren hieraus, dass R nach jener Umwandlung alle Stellen
der letzten Zeile mit Nullwerthen besetzt enthalten wird und kinnen
daher schliessen, dass R unabhiingig von den a und den b verschwindet.

In der Entwicklung von R miissen also verschwinden alle Ko-
effizienten der verschiedenen Verbindungen von a und b; das heisst,
wir konnen aussprechen, dass man filr eine beliebige Kombination

i, k stets erhilt:
fir—figi =0

dies ist aber gleich
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Darauns folgt:
f; Y

i "

oder es fallen die f, abgesehen von einem gemeinsamen Faktor, mit

den 4 zusammen.

Clebsch bemerkt in seinem oben angefiihrten Aufsatz anf 8. 356, von
grosser Wichtigkeit sei eine Untel‘ﬂlichllnﬁ iiber den Faktor, durch den sich die
f von den 9 unterscheiden und er fiihrt diese Untersuchung auch fiir die Fille
#n+41=3 und n 4 1 = 4 durch.

Derselbe Schriftsteller beschiiftigt sich dann mit der niimlichen Nach-
forschung noch unter dem Titel: Note zu dem Aufsatze ,U/ber eine Eigenschaft
von Funktionaldeterminanten* im Journ. f. Math. Bd. 70 (1869) [176—181].

Eine #hnliche Untersuchung fiihrt Rosanes in seiner Abhandlung: Uber
Funktionen, welche ein den Funktionaldeterminanten analoges Verhalten zeigen.
Journ. f. Math. Bd. 76 (1873) [166—171]. Hier handelt es sich um Determinanten,
die aus den zweiten Ableitungen von drei gegebenen Funktionmen zweier Ver-
finderlichen gebildet sind.

§ 63, Systeme Jacobischer Determinanten von % Funktionen
(n 4 1) Vertinderlicher.

Wihrend wir im vorangehenden Paragraphen einen bemerkens-
werthen Lehrsatz tiber Systeme Jacobischer Determinanten von (n 4 1)
Funktionen # Verénderlicher mitgetheilt haben, wollen wir hier im
Gegentheil gewisse Systeme von » Funktionen (# 4 1) Verinderlicher
betrachten.

Es seien vorgelegt die # Funktionen

Yras Yoy ooy Yn
der (» 4 1) Veriinderlichen
Ty Xy ... Lngr
Lassen wir jedesmal eine Veriinderliche bei Seite, so konnen wir

(n + 1) Jacobische Determinanten darstellen; es sind die in der
folgenden rechteckigen Matrix enthaltenen.

dv, o dm  _du |
FET N oz, 0T,y
% 0 04 0%
dx, 0z, 0z, 0%,y
b, by, oy, G,
dxz, o, 0,4,
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Nennen wir nun der Reihe nach

#’1 ﬂpa e ﬂ’a-{-l

die (» 4 1) Determinanten, die aus dieser Matrix hervorgehen, wenn
man einfach die 1-te, 2-te, ... (n 4 1)-te Spalte unterdriickt, so be-
steht dann die Formel:

0 0
am—l'f&—'a—w"f’:‘i““+ (— 1)

Diese Formel findet sich bei

Jacobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium
vulgarium applicandi. Journ. f. Math. Bd. 27 (1844) [199—268],

man kann von ihr auch nachlesen

Neumann, C, Zur Theorie der Funktionaldeterminanten. M. A. Bd. 1 (1869)
8. 208 f

Es folgt hier der Beweis, den wir fiir diese Formel geben wollen.
Wie sich leicht zeigen lisst, werden die Glieder, die man ge-
winnt, wenn man die angedeuteten Ableitungen mit abwechselnden
Vorzeichen summiert, zu zwei und zwei sich zu Null aufheben.
Wirklich wird das Glied, das zum Beispiel
A
0x, 0%,

2
amﬂ-f-l

1l"ﬂ.-}-l =0

enthilt, zwei Mal vorhanden sein, einmal wenn von ¢, die Ableitung
nach 2z, und einmal, wenn von ¥, die Ableitung nach z, gebildet wird.
Die Koeffizienten dieser beiden Glieder sind beziehungsweise:

oYy . _0Yy
LA R
oy, o oY,
ﬁ: axn-i-l
und
% . Yy
amﬂ amn-l-l
T
% . %
oz, a"ﬂn-i-l

ihre Summe gleich Null. Auf shnlichem Wege lisst sich erkennen,
dass die Koeffizienten der verschiedenen zweiten Ableitungen simmt-
lich Null sind und damit ist die oben angegebene Formel bewiesen,
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§ 63. Die Jacobische Determinante dreier Kurven.

Die Beschiftigung mit der Funktionaldeterminante gewinnt eine
besondere Wichtigkeit in der Lehre von den algebraischen Kurven.
Wir konnen hier natiirlich bei diesem Gegenstande nicht lange ver-
weilen, sondern werden uns darauf beschrinken, nur die haupisich-
lichen Eigenschaften zu erwihnen.

Es secien gegeben drei algebraische Kurven durch ihre Gleichungen
in den homogenen Koordinaten =z, a3, xg:

¢P=0, ¢=0’ Z="‘0

Wir wollen die Jacobische Determinante dieser drei Funktionen
bilden und sie gleich Null setzen; wir werden damit die Gleichung
einer Kurve erhalten und diese heisst die Jacobische Kurve fiir
das System der drei Kurven.

Sie besitzt in Hinsicht auf die drei Kurven viele einzigartige
Eigenschaften. Zuniichst ist sie offenbar, wenn m, m’, m” die Ord-
nungszahlen der drei gegebenen Kurven darstellen, selbst eine Kurve
von der Ordnung

m-+4m +m" —3

Uberdies geht sie durch alle gemeinschaftlichen Punkte
der drei Kurven hindurch. Denn multiplizieren wir die zwei
ersten Spalten der Determinante

99 29 99
ox, 0z, o
oy 0y 0w
ox, 0z, 0w
ox o1 o1
o, Oxy, 0,

mit x; und x, und fiigen sie zur dritten hinzu, nachdem diese mit x;
multipliziert wurde, so ergiebt sich in Folge der homogenen Beschaffen-
heit der Funktionen ¢, v, 1:

o9 09

dx;, Oz, me
oy v
dx, om, my
oy 0% v
0w, fmy "X

Pascal, Determinanten, 16
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Betrachtet man nun einen den drei Kurven gemeinschaftlichen
Punkt, so werden fiir diesen die Elemente der letzten Spalte Null,
mithin verschwindet auch die Determinante.

Man kann die Jacobische Kurve leicht als einen geometrischen
Ort bestimmen.

Ziehen wir die Polaren eines Punktes (y, y; y;) mit Bezug auf
die drei Kurven. KEs ergiebt sich dafiir:

P

%&+ X+ 72X =0
X e+ g2 X, =0
31 az

E‘E 1+3_y: 3 -B_y_,X‘EO

Nehmen wir an, diese drei Geraden gingen durch einen und den-
selben Punkt, das heisst also, diese drei Gleichungen wiirden von dem-
selben System der Werthe fir die X befriedigt werden. Dann muss
die Determinante des Systems Null sein und es ergiebt sich daher,
dass der Punkt (y) der Gleichung der Jacobischen Kurve Geniige
leisten muss. Wir konnen also schliessen:

Die Jacobische Kurve des Systemes dreier Kurven ist
der Ort solcher Punkte, deren Polargeraden mit Bezug auf
die drei Kurven sich in ein nund demselben Punkte treffen.

Stellen wir uns vor, die drei Kurven wiren von derselben Ord-
nung. Dann kann man mit ihnen ein sogenanntes Netz bilden

Ap +pyp +vy=0.
Man hat, wenn man 4, g, v sich @ndern ldsst, hierin eine doppelt un-
endliche Schaar von Kurven.

Die Jacobische Kurve des Systems dreier Kurven wird man dann
nennen kdnnen Jacobische Kurve des Netzes. Befrachtet man
sie von diesem Gtesichtspunkte aus, so kann man fiir sie zwei recht
beachtenswerthe geometrische Begriffshestimmungen geben.

- Damit eine beliebige Kurve des Netzes einen Doppelpunkt habe,
ist nothig, dass die drei Bedingungen erfiilll werden:

3_1,‘-'— 3m£+”""'="0 (i=1:2:3)

Wenn die Koordinaten eines Punktes (z) diesen drei Bedingungen
geniigen, so geniigen sie auch der weiteren Bedingung, die dargestellt
wird, indem man die Determinante der Koeffizienten von 4 g, v gleich
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Null setzt. Nun bildet diese Determinante gerade die linke Seite
in der Gleichung der Jacobischen Kurve. Also gilt der Satz:

Die Jacobische Kurve eines Netzes ist der Ort der
Doppelpunkte der Kurven des Netzes.

Die an eine Kurve ¢, gezogene Tangente wird ausgedriickt durch

a'P:. 1+3‘Px Xi-l-a%X‘=0
die Tangente zur Kurve ¥, durch
B‘P:X +3¢: a“f’;xﬂ_o

und hierbei werden d:e X als die laufenden Koordinaten angesehen,
(z) als Berithrungspunkt. Wenn die beiden Kurven gemeinschaftliche
Tangenten haben sollen, so muss, abgesehen von einem Faktor, die
linke Seite der zweiten Gleichung denselben Betrag haben, wie die
der ersten, oder also, es miissen die Ableitungen von 3, proportional
sein denen von @, und zwar fiir den Berlihrungspunkt (z).

Mit anderen Worten, es miissen alle Determinanten der Matrix

09, 09, 09y |

dx, Oz Oxg
AN UL
ox, odx, 0O

verschwinden.
Sind ¢, =0 ¢, =0 die Gleichungen von zwei Kurven des
Netzes, sind sie also von der Form

Q=49+ u ¥+ g
Uy =249 + us¥ + v51

dann hat das Verschwinden aller Determinanten der angefiihrten
Matrix das Verschwinden der Determinante, die die Jacobische Kurve
darstellt, zur weiteren Folge.

Denn wenn wir in

99 99 I9
ox, 0%, 0o,
J|2e v 0w
ox, ©xy 0x,
dr 9y oz
aac, o0x, 0x,

zur dritten Zeile, nachdem sie mit v, multipliziert wurde, die zweite
und erste hinzufiigen, bezichungsweise mit g, und ; multipliziert, so
16°*
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erhalten wir auf der dritten Zeile genau die Ableitungen von .
Weitérhin wollen wir zur zweiten Zeile, nachdem wir sie mit

e =35,
multipliziert haben, die erste hinzufiigen, mit dem Faktor

Iy— s

versehen und die dritte, nach Vornahme der oben besprochenen Ande-
rung, multipliziert mit

%

vy
So werden in der zweiten Zeile dann genau die Ableitungen von g,
erscheinen. Also wird sich J in eine andere Determinante verwandeln,
bei der zwei Zeilen mit der vorangehenden Matrix tbereinkommen,
Ist diese Matrix Null, so wird auch die Determinante Null sein. Also
diirfen wir aussprechen: !

Die Jacobische Kurve des Netzes lasst sich als der Ort
der Punkte ansehen, in denen zwel Kurven des Netzes sich
beriihren.

§ 64. Hessesche Determinanten. Wendepunkte der Kurven.
EKriimmung der Oberflichen.

Wir wollen zu einer Funktion von »n Veréinderlichen ihre n ersten
Ableitungen bilden. Wird aus diesen % Ableitungen die Funktional-
determinante dargestellt, so ergiebt sich eine symmetrische De-
terminante, zusammengesetzt aus den Ableitungen zweiter Ordnung
der gegebenen Funktion, und diese heisst Hessesche Determinante
der vorgelegten Funktion, weil Hesse zuerst ihre Eigenschaften
untersucht hat.

Hesse, Uber die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen Glei-
chungen vom zweiten Grade mit zwei Variabeln. Journ. f Math. Bd. 28 (1844)
[68—96], wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Miinchen 1897 [89—122].

Bylvester, Sketch of a memoir on elimination, transformation and cano-
nical forms. Cambr. Dubl. math. Journ. vol. 6 (1851) %86-200].

Hesse, Uber die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze Funktion
von 7 unabhiingigen Variabefr‘: gurch linefire Substitutionen von n andern un-
abhiingigen Variabeln auf eine homogene Funktion sich zuriickfilhren lhsst, die
eine Variable weniger enthilt. Journ. f Math. Bd. 42 (18561) [117—124], wieder
abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Miinchen 1897 [289—296).

Hesse, Zur Theorie der ganzen homogenen Funktionen. Journ f Math.
Bd. 56 (1859) [268—269], wieder abgedruckt in Hesse, Ges, Werke, Miinchen
1897 [481—488].
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Die Beschiftigung mit der Hesseschen Determinante gewinnt im
Besonderen in der Lehre von den Kurven und Oberflichen ihre Be-
deutung.

Sei gegeben eine ebene Kurve von der Ordnung m und zwar
durch die Gleichung in homogenen Koordinaten

F(z zy2y) = 0.
Die Hessesche Determinante wird augenscheinlich vom Grade
3(m — 2);
setzen wir sie gleich Null, so erhalten wir die Gleichung einer Kurve
der Ordnung 3 (m-—2). In:welchen Punkten trifft diese Kurve unsere
gegebene Kurve?

Wir wollen einmal zunichst die Gleichung der Kurve nicht in

homogenen, sondern in rechtwinkligen Koordinaten uns vorstellen, also

flay)=0

Bekanntlich wird der' Kriimmungshalbmesser in einem Punkt der
Kurve gegeben durch die (leichung

Rty
wo wir unter g, y” die erste und zweite Ableitung von y mit Bezug
auf z verstchen. Wollen wir diesen Halbmesser B mittelst der Ab-

leitungen von f beziiglich # und y ausdriicken, so haben wir uns der
Gleichungen zu bedienen:

_|_af._0

af 4"
axl_i_ 3x ay yrg_'_ = ’

woraus hervorgeht:

A+ =[G+ (j’)']"

2
3_
==l ) e+ G

Daher wird:

@+t

T o1\ _, O°F_of 0f | o°F
7at (By) ox 0y 0% 0y + (
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Wir wollen nun diese Formel durch die Einfihrung homogener
Koordinaten nmwandeln.
Wir bemerken, dass der Nenner des Ausdruckes fiir R sich auf
folgende Weise in Gestalt einer Determinante schreiben lasst:
af  f_ of |
ot 0z oy ox
' off  of

dx oy dy* By

of of
s oy
Setzt man indessen:
x, &y
= V=

so ergiebt sich
F (@, 2, ) = m’;’f(a:y) .
Fiir 2y = 1 werden z,y iibereinstimmen mit ,, #; und die Ab-
leitungen von ¥ nach z,,x; werden genau die entsprechenden Ab-
leitungen von f mit Bezug auf z,y.
Wir kénnen leicht nachweisen, dass die Hessesche Determinante
*F *F *F
ox,* ox dx; O, 0y
o*F o r *F
EREN oyt 0Ty 0,
PP _SF  OF
ox, 0%, Oxy 07 02,3

abgesehen von einem Faktor der oben niedergeschriebenen Determi-
nante genau gleich kommt, wenn von homogenen Koordinaten der
Ubergang zu Cartesischen gemacht, wenn also zy = 1 gesetat wird.
Denn nach der FKulerschen Formel ergiebt sich ja:

mF=°=%§§+%%+%%§

oF oF o'F o'F

(e — l)ﬁ = 1 a7 +x’3xl o2, + 7 dx, oz,

und so fort.

Multiplizieren wir also die Elemente der ersten Spalte mit z,,
die der zweiten und dritten mit #, und z,, verbinden die entsprechenden
Ergebnisse additiv and besetzen damit die Stellen der letzten Spalte,
so verwandelt sich die vorausgehende Determinante in diese:
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0*F NF oF

oz 0w 0wy Ox,

Hom—1| &F P*F F
z, | Om 0z, Oz Om,

*F #*F  oF

ox, 0z, Oy 025 0%,

und wenden wir nun dieselben Formeln an und addieren zur dritten
Zeile, die wir mit 2, multipliziert haben, die erste und die zweite
beziehungsweise multipliziert mit z, und 2,, so ergiebt sich:

' F *F oF
dx* 9z 0w, dx,
g_m—0'| #F  @#F oF

il e ral F B T
oF oF
%  om O

Wie man sieht, wiirde bei Annahme von z,==1 die Funktion F
ibergehen in f und die Ableitungen beziglich x;,; iibergehen in
die auf z, y sich beziehenden, also wiirde H abgeschen von dem Faktor

1
ERCESSL

gerade mit der oben (Siehe 8. 246) niedergeschriebenen Determinante
iibereinkommen.
Wir konnen demnach in homogenen Koordinaten schreiben:

eF\ (D &
R = (m — 1)!.%‘[(3?1) 2(—3}12)']

Hierans wird ersichtlich, dass an den Punkten der Kurve, wo
H=20, also an den Punkten, die Schnittpunkte der Kurve H=0
und der Kurve F = 0 sind, von der wir ausgingen, der Kriimmungs-
halbmesser unendlich wird. Das heisst aber, diese Punkte sind Wende-
punkte fir die vorgelegte Kurve.

Wir erhalten also den Satz:

Die Hessesche Kurve schneidet die urspriingliche Kurve
in den Wendepunkten der letzteren, mithin giebt es im
Allgemeinen 3(m — 2)m Wendepunkte,
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wenn man bedenkt, dass die beiden Kurven F == 0, H = 0 beziehungs-
weise die Ordnungen m, 3 (m — 2) haben, sich daher in
3m (m —2)
Punkten schneiden.
Wir kommen nun zu den Oberfliichen.
Es sei eine Oberfliche durch die Gleichung f(xy#) = 0 gegeben.
In diesem Fall wird die Kritmmung durch die Formel ausgedrilckt:
€ = rt — 8?
A+ '+ g
wobei p, ¢ die ersten Ableitungen von # sind nach # und y, und
7, 8, ¢ bezichungsweise die zweiten Ableitungen, also:

P=gz> =7
po e @ e @ _p_ 0
=P ox? T oyt oy’ dx 0y gy oz

Wir werden nun hier die Ableitungen von f einfithren, die wir
mit £, s, fs3 fu, fas) figs - - - bezeichnen. Da

1’=_%: q=_£:
ist, so findet sich:
fooh O
ép op 1 9z 0y
o — r s _ ox oy 1 o, o
dx oy ﬂ; % %&
x Dy
Nun ist:

‘Qf‘l =fu+fsp
afl =fis+ f1s ¢
af’ =f;1 + fasp

und hiernach kann obige Determinante geschrieben werden:
o 0 0 £ 0O £ hi'h
1 i futhsp fia+fis? Fus —_ 1 hi fu fa hs
B fatfup fa+tlse fi K\ fa fa fo
fs futrfup fuatfad fu fs fa Fa Tos
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Durch eine Uberlegung, die der vorher angewendeten genau ent-
spricht, zeigt man, dass diese Determinante, von einem Faktor ab-
gesehen, sich als die Hessesche Determinante von f darstellt, wenn
man darin homogene Verinderliche einfithrt.

Setzen wir némlich '

X = % ] Yy= ;‘:‘ y 8 == %
und
F(o, 2y 2y2,) = 27 (zy2)
go ergiebt sich dann
V. z,*
C=—m—vorrr+arh

wenn wir mit H die Hessesche Determinante von F' bezeichnen.
Diese Formel entspricht durchaus derjenigen, die man fiir Kurven
erhilt. Die Oberfliche H = 0 heisst die Hessesche Fliche und ist
von der Ordnung
4(m—2).

Die Punkte der verschwindenden Kriimmung von F =0 sind
auf der Hesseschen Fliche gelegen, man nennt sie die parabolischen
Punkte der Oberfliche.

§ 85. Weitere Untersuchungen iiber die Hesseschen Determinanten,

Wir kommen jetzt daza, im Allgemeinen die Hessesche Determi-
nante auszurechnen fiir den Fall, dass man von homogenen Ver-
anderlichen zu nicht homogenen {ibergeht.

Es sei F(xz, ...z, eine homogene Funktion vom Grade m in
den n Veriinderlichen x, ..., und indem man setzt:

Ty

.=

—=X
12 =+ %2
" x?l

sei
F(zl...m..)=x’:'f('Xl...X,._1)

also sei f im Grunde dieselbe Funktion, wie die vorgelegte, nur in
nicht homogenen Veriinderlichen geschrieben.

Wir bilden die Hessesche Determinante von F' beztiglich der n.
Veréinderlichen
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Fi... Fia

Foi... Fua
Fiigen wir zur letzten Spalte, nachdem wir sie mit x, multipli-
ziert haben, die vorausgehenden hinzu, diese bezichungsweise mit

&, . .. Ty—y1 multipliziert, und nehmen dabei Bedacht auf die Eulerschen
Gleichungen, so erhalten wir, abgesehen von einem Faktor,

F, R F

E—l,i e Fn—-l,u—l Fn—-l
F’,] ‘e Fl‘,n—], FB
Verfahren wir nun auf dhnliche Weise mit den Zeilen, multipli-
zieren also die erste, zweite, ... Zeile beziehungsweise mit z,, 2,,.. .,
addieren sie dann alle zur m-ten Zeile, nachdem diese letztere vorerst

mit , multipliziert worden, und nehmen wiederum auf die Eulerschen
Gleichungen Riicksicht, so ergiebt sich, abgesehen von einem Faktor,

Fy, ...F,.1 F

Fn—l.l Fn—l,n—l Fn—l
F, ...Fo, =7

m—1

Wie man sieht, ist also jede Spur, die an die Ableitung nach
x, erinnern konnte, verschwunden. Setzen wir nun z, =1, so ver-
wandeln sich die Ableitungen von Fin die entsprechenden Ableitungen
von f beziiglich der nicht homogenen Veriinderlichen und es erscheint
die Determinante:

f 11 e f L,n—1 f 1
fa—1,1 « v+ [amt,m—1 fa—1
m
f 1 e f n—1 m — 1f
Hiernach wird diese Determinante bis auf einen Zahlenfaktor mit der
Hesseschen Determinante der vorgelegten Funktion iibereinstimmen.

Wir wollen nun in zweiter Linie priifen, welche Form die
Hessesche Determinante einer homogenen Funktion in # Verinder-
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lichen annimmt, wenn diese Veriinderlichen einer linearen Transfor-
mation unterworfen werden.

Wir werden finden, dass abgesehen von einem Faktor, der von
den Koeffizienten der Transformation abhingig ist, die Hessesche De-
terminante unveriindert erhalten bleibt; es kommt dies damit @iberein
zn sagen: die Hessesche Determinante ist eine zur vorgelegten Funk-
tion kovariante Bildung.

Man verwandle die 2; durch die Substitutionen

x;=;'a.-,y_, (4i=12,...%)
und setze die Determinante
| @y | =24
Dann behaupten wir: Werden die Bezeichnungen

H(z), H(y)
gewihlt beziehungsweise fiir die Hesseschen Determinanten

der Funktion F(z) in # und der aus ihr durch Umwandlung
entstandenen Funktion in y, so ergiebt sich einfach

H(y) = H(z).A’

Setzen wir fest, es werde F'(z) in den y ausgedriickt zu @(y).
Man hat nun
o e oz, o
oy, ayj - k oY, 3;1 5!7.; - k 0Y; 0%, s

und daraus ersicht man nach Anwendung der Regel fiir die Multi-
plikation der Determinanten, dass die Hessesche Determinante von @
gleich ist dem Produkte der aus den Elementen a;; gebildeten De-
terminante und einer Determinante aus den Elementen

Lo
0Y; 07,
Nennt man diese Determinante £, so ergiebt sich also
Hy)=R.A.
Nun hat man wiederum die Formel:

L Po iz, *F

0y; oz, < Zx, 0%, 0y; = D7, O,
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und mithin ist die Determinante & gleich der Hesseschen Determi-
nante von F multipliziert mit A. Daraus folgt schliesslich

H(y) = H(z) &
wie wir es nachweisen wollten.

Wenn nach der Umwandlung der # in die y die Funktion @
eines der y, zum Beispiel y. nicht enthalten soll, so ist ihre Ab-
leitung mit Bezug auf y, gleich Null zu setzen, dann werden also
alle Elemente einer Zeile von H(y) Null, mithin H(y) und in Folge
davon auch H(z) gleich Null sein.

Man sieht hieraus, ist die gegebene Funktion von der Be-
schaffenheit, dass die Zahl ihrer Verinderlichen um eine
Einheit verringert wird, wenn sie jene lineare Transforma-
tion erleidet, dann ist ihre Hessesche Determinante Null

Man stand eine Zeit lang in dem Glauben, es sei auch der um-
gekehrte Lehrsatz allgemein wahr, mit andern Worten, es bilde das
Verschwinden der Hesseschen Determinante die nothwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dass die gegebene homogene Funktion von
n Verinderlichen sich in eine andere von (n — 1) Verinderlichen
umwandeln lasse,

In den beiden zu Anfang des § €4 angefiihrten Aufsatzen (Journ.
f. Math, Bd. 42 u. Bd. 56) hatte Hesse geglaubt, diesen Lehrsatz be-
wiesen zu haben.

Es ist jedoch im Gegensatz hierzu festgestellt worden, dass der
Lehrsatz nicht bestehen bleibt fiir homogene Funktionen
von mehr als vier Verdnderlichen. Hieritber kann man eine

Arbeit von Gordan und Noether einsehen.

Gordan und Noether, Uber die algebraischen Formen, deren Hessesche
Determinante identisch verschwindet. M. A. Bd, 10 (1876) [647—568).

Andere Aufsiitze iiber denselben Gegenstand finden sich moch von:

Pasch, Zur Theorie der Hesseschen Determinante. Journ. £ Math. Bd. 80
(18176) [169—1761.

Gordan, Uber einen Satz von Hesse. Phys. Med. Soc. Erl. Ber. 8. Heft
(1876) [89—94].

oether, Uber die algebraischen Formen mit identisch verschwindender

Hessescher Determinante. Phys. Med. Soe. Erl. Ber. 8. Heft (1876) [61—56].

Die Moglichkeit der Umwandlung in eine homogene Funktion,
bei der die Anzahl der Veriinderlichen geringer ist, hingt mit dem
Bestehen einer linearen Beziehung zusammen zwischen den #n ersten
Ableitungen der Funktion und zwar mit konstanten Koeffizienten,

Denn wirklich, besteht die identische Gleichung:

oF, e Fy+ o4 Fy=0
worin die ¢ Konstanten sind und die F; die ersten Ableitungen der



§ 66. Verschwinden der Hesseschen Determinante. 253

Funktion F darstellen, dann wird, wenn man die folgende lineare
Transformation ausfithrt:

2=y, 4+ Y
Zg=1Y; +C Yn

Xyt ="Yn—1 + Ca—1Yn
Tn = CplYn
die Ableitung von @ (der umgewandelten Funktion) mit Bezug auf
Y, lauten:

o oF o oF oz,
dy, o=, Byl +ooe oz, 0y, =alfi+- -t al=

also, es wird @ die Veriinderliche y, nicht mehr enthalten. Umge-
kehrt, wenn nach der Transformation

= Eauy;
= Ea,.y.

die Funktion @ die Veriinderliche y, nicht mehr enthilt, dann wird
ihre Ableitung beziiglich g, verschwinden, also wird sein

0® 9F
dy, oz U +3x »=0

oder
aluF1+"' +a'moFu=0

Wenn also der Hessesche Lehrsatz zu Recht bestiinde, so wiirde
auch dieser Satz giltig sein, dass die Beziehung, die sicherlich zwischen
den ersten Ableitungen vorhanden sein muss, im Fall die Hessesche
Determinante gleich Null ist (da ja die Hessesche Determinante nichts
andres ist als die Jacobische fiir die n abgeleiteten Funktionen), auch
stets als eine lineare homogene Gleichung bestehen milsste. Nun
erweist sich dies als falsch fiir # > 4. Der Lehrsatz von Hesse ist
aber im Gegentheil richtig fiir » <4. (Siehe die oben angefiihrien
Aufsitze von Pasch, Gordan, Noether.)

Wenden wir dies Ergebmss auf geometrischem Gebiete an, so
konnen wir aussprechen:

Eine Kurve, deren Hessesche Determinante identisch
verschwindet, zerfillt in Gerade, die von einem Punkte aus-
gehen. Eine Oberfliche, bei der die Hessesche Determi-
nante identisch verschwindet, ist ein Kegel.
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Zahlreiche Untersuchungen sind {iher die Hessesche Determinante
von dem (esichtspunkte der Geometrie und der Lehre von den Formen
aus angestellt worden.

In dem Fall der biniren Formen (homogenen Funktionen von
zwei Veriinderlichen) erhilt man, wenn man die Wurzeln der Hesseschen
Determinante mit Riicksicht anf die der gegebenen Form behandelt,
bemerkenswerthe Ergebnisse. Hierzu vergleiche man die Arbeiten

von Gerbaldi und Schoute.

Gerbaldi, Un teorema sull’ Hessiana d'una forma binaria. Rend. Cire.
mat, Pal. t. 3. 1889. parte prima [22—26].

Schoute, Bur un théordme relatif 4 1'Hessienne d’une forme binaire.
Rend. Circ. mat, Pal. t. 3. 1889, parte prima [160—164].
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Die Zahlen bezeichnen die Beiten, der gesperrie Druck weist anf die Btelle dieses Verzeichnisses,
wo der betreffende Gegenstand niiher behandelt ist.
Abkirzungen: Det. == Determinante, Gl. = Gleichung, L. = Lehraat

Adjungierte Unterdet. (Adjunkte). Siehe algebraisches Komplement.
Algebrais ches Komlplemen‘t. (= adjungierter Minor), unterschieden von dem Kom-
plemente (komplementiren Minor) 13.

: das Produkt eines Minors in sein algebraisches Komplement einem Aggregate
von Determinantengliedern gleichwerthig 14 ff.

: proportionale Beziehung der algebraischen Komplemente, die zu den Ele-
menten zweier parallelen Reihen gehoren, in einer nullwerthigen Det. 20 f.

— als Abgeleitete der Det. 47.

— bei der kubischen Det. 190,

Bagneras Lehrsiitze iiber Beziehungen zwischen Det. aus denselben Elementen
124 ff, Fortfilhrung dieser Untersuchung durch E. Pascal

Bernoullische und Eulersche Zahlen, durch Det. dargestellt § 85 und 138.

Besondere Systeme: aus Elementen, die fiir jede Spalte zwei Werthe aufweisen,
einen in der Kreuzung mit der Hauptdiagonale und einen ausserhalb 142f,,
aus den Elementen 0 und 1 140. 144, zur Darstellung ganzer Funktionen 143,
binérer Formen 144, .

Bezout, Methode zur Darstellung der Resultante 212 ff.

Binet und Cauchy, Produktsatz (Multiplikationstheorem) der Determinanten 25.
Siehe Produktdet.

Binomialkoeffizienten, verschiedene Det., deren Elemente — § 84. Siehe auch § 35.

Brioschis L. § 48. Siehe orthogonale Det.

Casorats, L. diber Funktionaldet.

Cauchy, siche Binet.
L. iber die reziproke Det.
L. iiber das Produkt zusammengesetzter Det.

Ca#ley, Aufgabe mit Bezug auf orthogonale Determinanten § 47.

erfahren zur Aufsuchung der Resultante 217f.

Clebsch, L. tiber Fupktionaldet. ‘

Cramers Formel 205, die Auflésung der linearen Gleichungen betreffend.

Derivationsdeterminanten — Wronskische Det.

Determinante, begriffliche Erklirung 2, Erweiterung dazu 5.

: symbolische Bezeichnung nacgh Cayley, Cauchy 2, umbral notation Syl-
vesters 83.

: zugehdrige Bezeichnungen: Schema, Ordnung 2.

: Vorzeichenbestimmung eines Gliedes 2, allgemeiner (§ 2,2.) 41,

Anzahl der Glieder mit positivem, negativem Vorzeichen 2.

:+ Anzahl der Glieder, tﬁe besondere Elemente (¢ Hauptelemente, kein Haupt-
element) enthalten (§ 18.) 46 ff. Literaturbericht 47.

: ihre Abgeleitete, wenn ein Element, wenn alle Elemente als verfinderlich
gelten 47 f.

: ihr Maximalwerth § 53,

: allgemeine und wesentliche Eigenschaften: Einschrinkung auf ein Glied,
Wirkung der Vertaunschung der Zeilen mit den Spalten, der Vertauschung
von zwei parallelen Reihen, Multiplikation mit einer Zahl ¥, Unveriinder-
lichkeit, Nullwerden, Zerlegung in ein Aggregat von Determinanten
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(Additionstheorem), Entwicklung nach Minoren, nach Randelementen (zwei
sich kreuzenden Reihen), Multipliiation mit einer anderen Det. (Produkt-
determinante), Verfahren der Umwandlung.

t Verhalten unter besonderen Umstéinden: Zerlegung in Faktoren, Null-
werden, Theilbarkeit, Entwicklung nach Potenzen, Darstellung als
Aggregat von Quadraten bei der Det. von Voigt, von Gegenbaner.

: Bezichungen zwischen den aus denselben n! Elementen hervorgehenden
Det.,, Bagneras, Pascals Lehrsiitze,

+ Beziehungen zwischen den in einer rechteckigen Matrix enthaltenen Det.,
Vahlens Untersuchung.

: Besondere Bildungsformen

a) mit Bezug auf eine Anzahl gegebener Elemente: symmetrische, schiefe,
halbsymmetrische Det., zyklische, Puchta und Noethersche Det.,
Differenzendeterminante, Hankelsche Det., Det, von Voigt, von Gegen-
bauer, | Det. von Vandermonde, Wronskische, Jacobische (Funktio-
naldet), Hesseache Det, | aus Binomialkoeffizienten, aus Fakult#iten,
aus Einheitswurzeln, Det, besonderer Systeme, Kettenbruchdet., Det.
von Smith, von Dostor. | Det. durch .eine Substitutionengruppe beherrscht,
als allgemeiner Fall iiber den zyklischen und Puchta-Noetherschen Det. 83.

b) mit Bezug auf eine gegebene Det. als erzeugende: die Reziproke, su-_
sammengesetzte Det., Hunyadys Det.

¢) mit Bezug auf zwei gegebene Det. als erzeugende: Kroneckers, Pic-
quets, SBiaccis Lehrsitze.

— der Ordnung ,unendlich®, kubische und hthere Det.

— dient zur Darstellung fiir Bernoullische und Eulersche Zahlen, fiir
eine ganze Funktion von z, fir Potenzsummen der Wurzeln einer
algebraischen @(leichung, fiir Koeffizienten gebrochener Funktionen, fiir
Kettenbriiche.

Diagonalen im S8chema der Det.

Differenzendeterminante, siehe Umwandlung der Det., im Besonderen der
Hankelschen Det. Siehe auch & 43.

Dostors Det. § 40, Beispiel einer Determinantenform, fiir die eine gewisse
gbt,hﬁ,iltung von Elementen des Schemas ohne Einfluss sind auf den Werth

er Det.

Diskriminante einer Gleichung, Erklirung 220, ihr Verhiltniss zur Vander-
mondeschen Det., dem Differenzenprodukt der Wurzeln 129, 220.

¢ ihr zwiefacher Ausdruck in Determinantenform 220 f.: als Hankelsche
Det. aus Potenzsummen der Wurzeln und aus den Koeffizienten der Gleichung
(die Diskriminante als Resultante).

~— als Invariante 221,

: berechnet fiir gewisse Gleichungen, Literaturbericht 221.

Einheitswurzeln, Det. aus — 1881, Siehe ferner zyklische Det.

Kinschrinkung der Det. auf ein Glied aus Diagonalelementen 3. 4.

Elemente des quadratischen Schemas, der Matrix der Det. 1.

: Hauptelemente, die der ersten Diagonale (Hauptdiagonale) des Schemas 8.
Konjugierte — 25, Siche auch kubische Det.

Entwicklung der Det., nach Minoren (§ 4) 14—17: Laplacescher Satz 17, nach
Elementen einer Reihe 17, nach Produkten eines k-fachen Minorensystems:
allgemeiner Laplacescher Satz (Jacobi) 87f.

: Regel von Sarrus zur — von Det. 8. Ordnung 86, erweitert durch Bonolis 37.
Fernere Literaturnachweise 37.

— der kubischen Det. nach den Elementen einer Schicht 190.

— nach Randelementen (Cauchy) 43 f. Siehe geriinderte Det.

-—— nach Potenzen bei besonderer Beschaffenheit ihrer Hauptelemente (§ 11)
41 ff. Koeffizienten sind dabei die Summen der Hauptminoren vonm verschie-
dener Ordnung 42 (angewandt 65, 165. 167).

17%
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Eulersche Zahlen, siche Bernoullische —,

Fakulidten, Det. aus ~— § 86,

Fibonaccis Reihe 163, siche Kettenbruchdeterminante,

Frsaﬂkes L., sieche zusammengesetzte Det., seine Beziehungen zu einem Jacobischen

atze 91.

Funkiionaldeterminante, auch Jacobische Det., Erklirung und symbolische Be-
zeichnung 222 f. Literaturbericht 222.

: allgemeine Eigenschaften nach Sitzen Jacobis § 63.

: ihr Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Ab-
hingigkeit von Funktionen mehrerer Veriinderlichen 225 f.

: thre Umformung im Fall, wo die Funktionen einen gemeinsamen Faktor
haben, in die Det. K 227f.

: bei K = 0 Bestehen einer homogenen (Hleichung zwischen den (n 4 1)
Funktionen % der n» Veriinderlichen x, Casoratis L. 229 f.

: Sitze von Torelli, die Jacobische Det. und die Det. K betreffend in Fillen,
wo die einzelnen Funktionen in Faktoren zerfallen 230 ff.

— bei der Umwandlung vielfacher Integrale diemlich § 60.

: L. von Clebsch, Jacobische Det. von Jacobischen Det. betreffend 237 ff.

: Systeme Jacobischer Det. yon » Funktionen (n 4 1) Veriinderlicher § 62.

Funktionen einer Veriinderlichen. Siehe Wronskische Def.
: rationale — mehrerer Verinderlichen. Biehe Funktionaldet.
Ganze Funktion von & durch eine Det. dargestellt § 88.
Gebrochene Funktion (rationale) oder Bruchfunktion, ihre Koeffizienten in Deter-
minantenform § 41.
Gegenbauers Det. als Aggregat von Quadraten darstellbar 82.
Glaisher, L. iiber zyklische Det.
Halbdeterminante, Scheibners Bezeichnung fiir Pfaffache Funktion.
Halbsymmetrische Det. (auch hemi- oder schiefsymmetrische) Erklérung 55.

: wenn ungerader Ordnung, die — Det. gleich Null 56, ihre Reziproke
eine symmetrische Det. 67.

: wenn gerader Ordnung, die — Det. gleich dem Quadrat einer ganzen
rationalen Funktion (Cayley) 67 (Siehe Pfaffsche Funktion 60), ihre Reziproke
eine halbsymmetrische Det. 57, ein jeder ihrer nicht diagonalen Minoren gleich
dem Produkte zweier Pfaffschen Funktionen 63.

: wenn zugleich symmetrisch mit Bezug auf die zweite Diagonale, so dem
Quadrate einer Det. der halben Ordnungszahl gleichwerthig 59.

Hankelsche Det. (auch orthosymmetrische, persymmetrische, rekurrierende Det.)
§ 19. Erklirung 67,

— darstellbar als Differenzendet. (Hankel) 68.

— verschwindet, wenn ihre (2n — 1) Elemente eine arithmetische Reihe
bilden, deren Ordnung niedriger als (n — 1) 69, oder wenn sie in geometrischer
Reihe fortachreiten 69,

— einer Konstanten gleichwerthig, wenn jene Elemente eine arithmetische
Reihe der Ordoung (n — 1) darstellen 69.

s U'ber%?ng zu den Wronskischen Det. 69.

— als Katalektikante (Invariante) der biniren Form gerader Ordnung T1.

: der — Det. verwandte 69 f, als Kanonizante (Kovariante) der bin#ren Form
ungerader Ordnung 70 f.

Hesse, L. Siehe Zerlegung der Det.

: Hessesche Dat. § 64 1. Erklarun%‘ 244, eine symmetrische Funktionaldet.
aus den » ersten Ableitungen einer Funktion. Literaturbericht 244.

: ihr Verhalten beim Ubergang von homogenen zu nicht homogenen Ver-
inderlichen 248 f,

: sie bleibt bei Anwendung einer linearen Transformation bis auf das Qua-
drat der Substitutionsdet. ungeindert 250 ff,, eine Kovariante 251.

: ihr Verschwinden in Beziehung zu der Eigenschaft der gegebenen Funk-
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tion, in Folge einer linearen Transformation von einer Veriinderlichen unab-
hiingig zu werden 252f.

: Hessesche Kurve schneidet die ibr zugehdrige Kurve in ihren Wende
punkten 245 ff

: Hessesche Fliche, in ihr die Punkte verschwindender Krimmung der zu-
gehtrigen Fliche 248 f.

Hunyadys Det. Erklirung 104, ibhr Verhiiltniss zu der sie erzeugenden Det. nach
dem ]Y von Scholtz (Hunyady) 105, Literaturbericht 104. 1086.

Jacobt, Lehrsiitze: Siehe reziproke Det., Funktionaldet., Fassung des allgemeinen
Laplaceschen Satzes, i

¢+ Jacobische Det., siche Funktionaldet.

: Jacobische Kurve zu dem System dreier Kurven § 63, ihre Ordnung 241,
geht durch die gemeinschaftlichen Punkte der drei Kurven 241, als geo-
metrischer Ort 242.

: Jacobische Kurve eines Netzes 242, als Ort der Doppelpunkte desselben 243,
als Ort der Berihrungspunkte zweier Kurven des Netzes 244.

Identitit, fundamentale, als Grundform der Beziehungen zwischen den Det. einer
rechteckigen Matrix 121 f
Invarianten, siche Hankelsche Det., Resultante, Diskriminante.

: Invariante Bedingungen fiir das Vorhandensein zweier, dreier gemein-
schaftlicher Wurzeln zweier Gleichungen 219.

: fandamentale — zum Ausdruck der Resultanten dienend.

Kanomizante, siche Hankelsche Det.

Katalektikante, siehe Hankelsche Det.

Kettenbruchdeterminanten oder Kontinunanten § 45. Erklarung 151. Literatur-
bericht 1566 f.

: Rekursionsformel 152, fir Kontinuanten allgemeinerer Art 164.

: ibre Gliederzahl (Reihe von Fibonacei) 152 f.

+ Quotient zweier — als Niaherungswerth eines Kettenbruchs 153,

Komplementire Minoren 12 f., siehe Minor,

— Bchnittlinien (Transversalen) im Schema 36, der Hauptdiagonale parallel
und paarweise mit dieser gleichviele Elemente enthaltend, dienen zur Aus-
sprache der Regel von Sarrus.

Konjugiert, siche Elemente.

Kontinuanten, siche Kettenbruchdet.

Kovariante, Hessesche Det, eine — 251, desgleichen die Kanonizante, Nebenform
der Hankelschen Det.

Kroneckers L., den Werth einer Det. betreffend, deren Elemente die Produkte
der Elemente zweier gegebensr Det 107 ff,

Kubische Det. § 64. Erklirung, n® Elemente mit dreifacher Indexbezeichnung
bilden die kubische Matrix 185f Literaturbericht 184 f.

: vier Diagonalen, Hauptdiagonale, Anfangsglied 186.

: ihre Entwicklung, Vorzeichenbestimmung ihrer Glieder 186, zur kubischen
Matrix gehbren drei verschiedene Determinanten 186 f.

: Schichten, eine horizontale und zwei vertikale 187, Wirkung der Ver-
tauschung paralleler Schichten 187 f.

— als Summe von n! gewdhnlichen Det. 188,

: symbolische Darstellung des Produktes zweier gewbthnlicher Det. (Pa-
dova) 188 ff.

: algebraische Komplemente 190,

: Entwicklung der — Det. entsprechend dem Laplaceschen Satze mach den
Elementen einer Schicht 190.

: Produkt einer — Det. und einer gewdhnlichen Det. (Armenante) 190 f.

Laplacescher Satz (auch Determinanten-Zerlegungssatz) 17, seine allgemeine
Fagsung durch Jacobi 37 f, Literaturbericht 38.
: seine Erweiterung §25. Sitze von Reiss, Netto 98f, Satz von E. Pascal 102f.
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Law of complementaries, of extensible minors 103, zwei allgemeine Verfahren
von Muir zur Umwandiung von Determinantensitzen.

Le Paige, L. iber geriinderte Det., siche Riinderung.

Lineare éleichungen § 56, System von m Gl. in » Unbekannten (m > m) 197.
Literaturbericht 205,

¢ Bedingungen der Vertriiglichkeit der Gl. 198 ff., in anderer Form nach
Capelli 202, Siehe Matrix,

: ahl der unabhingigen Gl p 199 f., grbsste Zahl der im Systeme un-
abhiingigen Gl. 202.

: Lbsung des Gleichungensystems 200f., Fiille: m = n, 202. m =u 4 1, 202f.

¢ homogene Gl. 208, gestatten sicher eine Lisung in Nullwerthen (identische
Lisung) 203, ob noch mehrere, ist abhingig von der Rangzahl der Matrix
der Koeffizienten 208. Fille: m <% und m = n 208 f.

: Werthe der m Unbekannten fiir (n — 1) unabhiingige homogene Gl 204,
(n — 1) in diesem Falle der Hochstbetrag der Gleichungenzahl 205.

: Gleichungensystem, in dem statt einer, zweier linearem Gl. quadratische
auftreten 205 f.

Matriz, quadratische —, die Gesammtheit der Elemente des Schemas 8,
: kubische 185 f,, bestimmt drei kubische Det, 186 f.
: rechteckige —, Erkliirung 26, symbolische Bedeutung 27. Multiplikation
zweier rechteckiger Matrices (§ 7) 26 ff., siehe Produktdet. Beziehungen der
Det. innerhalb emmer Matrix, sieche Vahlen.
: ihr Verschwinden und das ihrer Unterdet. § 55. Rangzahl p (Charakteristik)
192, eine der nicht verschwindenden Unterdet. p-ter Ordnung £B Hauptdet. 194,
in verschwindender Matrix besteht zwischen den Elementen jeder %e]iebigen
Bpalte dieselbe lineare homogene Bezichung (Umkehrung des Satzes § 2, 11)
192 ff. — besteht zwischen den Det. eines Systemes von p Zeilen und den
gleichliegenden Det. eines zweiten solchen Systemes das Verhiltniss der Bro-
portionalitit 195.
: Matrices, auseinander abgeleitet 196, haben den gleichen Rang.
: Matrix (A) der Koeffizienten eines Systems linearer Gl. vom Range p 197.
Matrix (B), auch Matrix des Systems == Matrix (4) vermehrt um eine Spalte
aus den bekannten Gliedern ges Gleichungensystems 201. A, = Hauptdet.
aus (Ad) gerfindert mit der letzten Spalte aus (B) und einer beliebigen, r-ten
Zeile der Matrix (B) 197. 198 f. — A, = 0 nothwendige 198, hinreichende 201
Bedingung fiir die Vertriiglichkeit der 1. des Systems, nach Capelli tritt dafir
die Bedingung ein, dass Matrix (4) und Matrix (B) vom gleichen Rang 202.
Maximalwerth einer Det. § 53. Sylvesters umgekehrt orthogonale Det. 183 f.
Untersuchung und Aufgaben von Hadamard 184
Minor, auch Unterdet., Subdet., Partialdet., abgeleitete Det., durch Unterdriickung
einer Anzahl von Reihenpaaren (Zeilen und Spalten) entstehend 11, die letz-
teren kreuzen sich in den Elementen des komplementiiren Minors 12 f,
: Ordnung des Minor 11, Hauptminoren oder diagonale Minoren 11, Anzahl
der Minoren einer gegebenen Ordnung 11, der Hauptminoren desgleichen 12.
: ibr Klassencharakter 12, der nimliche fiir den komplementdren Minor 13.
: Beziehung der Minoren einer Reihenkombination und der zn den Minoren
einer parallelen Reihenkombination gehérigen Komplemente, wenn beide Kom-
binationen aus gleichvielen, nicht durchaus iibereinstimmenden Reihen be-
stehen 18 f.
— der Produktdet. als Produkt rechteckiger Matrices.
: Minoren in Verflechtung 103.
Multiplikation der Det. mit einer Zahl k (§ 2, 6) 7; zweier Det. Siehe Produktdet.
Netto. Siehe Laplacescher Satz, Vahlen.

: Nachweis fiir den L. von Stieltjes 174.
Nocthersche Det., siehe Puchta.

¢ Einschriinkung eines Hesseschen Satzes 252 f,
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Nullwerden der Det., allgemein unter Bedingungen: (§2,1)4. (§2,5)7. (§ 2,8) 7f.
§ 2, 11) 10,

( : wenn die Elemente jeder Zeile eine arithmetische Reihe bilden, deren Ord-
nung nicht grdsser, als (n — 2) 41. .

: wenn die Elemente von A Zeilen arithmetische Reihen bilden, deren Ord-
nung nicht grdsser, als (h — 2) 41.

: fibrigens sieshe Hankelsche Det.

Orthogonale Det. (= Det, der orthogonalen Substitution) § 46—50, Erklirung
157. Literaturbericht 164 f., ihre allgemeinen Eigenschaften (§ 46) 157 ff.: be-
treffend ihr Quadrat 167, den Werth ihrer Minoren 157 ff., das Produkt zweier
1569. Anwendung bei geometrischen Fragen 163.

: Bestimmung ihrer Elemente durch die Werthe von 4im (» — 1) unab-
hiingigen Elementen, Aufgabe Cayleys § 47. Erweiterung dieser Aufgabe im
Hinblick aunf allgemeine quadratische Formen 163. Literaturbericht 163. Die
schiefe Det. jener unabhiingigen Elemente 160.

: Brioschis L. iiber die Natur der Gl., deren linke Seite durch die Ent-
wicklung einer orthogonalen Det. mit um z vermehrten Hauptelementen dar-
gestellt wird § 48.

+ Lehraiitze Siaccis dber Det., die aus zwei orthogonalen Det. zusammenge-
setzt erscheinen 168f. 170.

: Biaccis L. iiber zwei gleichwerthige Det., die aus einer und derselben
orthogonalen Det. entspringen 170 f.

: Siaccis L. dber die aus einer orthogonalen hervorgehende Det., falls die
Hauptelemente um die Einheit vermehrt werden 171 f., Beziehung dieses Satzes
zum Satze von Stieltjes 172 f.

3 L. von Stieltjes iiber Det., die aus zwei orthogonalen Det. vom Werthe
<+ 1 entstehen (§ 50) 173 ff.

: umgekehrt orthogonale Det., siche Maximalwerth.

Parabolische Punkte einer Fliche oder Punkte verschwindender Kriimmung. Siehe
Hessesche Fliche.

Pascal E., siehe Erweiterung des Laplaceschen Satzes, Vahlen, Bagnera.

Persymmetrisch, siehe Hankelsche Det.

Pfaffsche Funktionen (Pfaffians nach Cayleys Bezeichnung, Halbdet. Scheibners)
§ 17, Erklirung, Vorzeichenbestimmung 60. Literaturbericht 60. Symbolische
Bezeichnung Jacobis 60.

: Rekursionsformel, Darstellung durch Pfaffsche Funktionen niederer Ord-
nung 60 ff. Zahl der Entwicklungsglieder 62

: 1hr Zeichenwechsel 62,

¢+ Produkt zweier Pfaffschen Funktionen, siehe halbsymmetrische Det.

Picquet, L. den Werth einer Det. betreffend, deren Elemente aus der Gesammt-
matrix zweier n-reihiger Det. nach gewissem Verfahren zusammengesetzte Det,
sind 108 f. und zwar Dy oder Dy—m, jenachdem m oder (m — m) Spalten der
ersteren Det. durch ebenso viele aus der zweiten ersetzt worden sind 109f.
‘Werth des Produkts dieser Det. Dm und Dn—ys in einem Sylvesterschen Satze
111 f. ausgesprochen.

— L. emen Minor der Det. D betreffend 112 f.

Potenzdeterminante, siehe Vandermondesche Det.

Potengzsummen der Wurzeln einer Gl. § 39. Newtonsche Beziehungen 145.

: ibre Darstellung durch Det. 145, im besonderen Fall durch Konti-
nuanten 154 f.

Produkideterminante zweier gegebener Det., eine Det. 2n-ter Ordnung 21, ihre
Zuriickfiihrung zur n-ten nung 22 f.

: ihr Bildungsgesetz 28 f., vier Formen 24, Bezichung zwischen den Haupt-
minoren der in verschiedener Form dargestellten — 53 ff,

: ihr Minor als Produkt zweier rechteckiger Matrices (von je m Zeilen,
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n Spalten) 27. 80. Fille: m > n 29, m <n 29f Summe der Hauptminoren
von gewisser Ordnung 55.
— zweier iibereinstimmender Det. eine symmetrische Det.
— zweier_reziproker Det., siche reziproke Det.
- einer kubischen Det. und einer gewthnlichen Det.
(K: ih;e E;tetehung, wenn die Faktoren Det. von ungleicher Reihenzahl
tnig) 50 ff.

Pychta, Det. von Puchta und Noether. Erklirung 80. Literaturbericht 79 f,
Verwandtachaft mit der zyklischen Det. 82, verwandte Klasse noch allge-
meinerer Det. 81.

: als Produkt von n = 2 Faktoren, die aus den Elementen linear zusammen-
gesetzt sind 80 f.
: ihre Regiproke eine Det. derselben Art, wie bei den zyklischen Det. 81,
: ihre komplementiiren Minoren von der halben Ordnungszahl paarweise ein-
ander gleich 82.
Rdinderung, geriinderte, gesiumte Det. § 12.
: Satz von Le Paige iiber gerinderte Det. § 52.
Rang, Rangzahl 205, Siehe Matrix, lineare Gleichungen.
: auch als Bezeichnung der Det. nach der Zahl der Indices ihrer Elemente
(Dimensionen der Det.),
Reiss, L., siehe Laplacescher Satz.
: allgemeinerer Begriff der zusammengesetzten Det. 84.

Resultante zweier Gl Erklﬁmx;? 206. Lateraturbericht 206 ff. Ihre Bedeutung
fiir die Formenlehre, die — als Invariante 218, ausdriickbar durch fupndamen-
tale Invarianten 208, symbolizche Darstellung nach Gordan 218,

: ihre verschiedenen Formen nach den Methoden von Euler 208, Bezout,
Cayley, Sylvester. Umwandlung der Eulerschen Form in die von Bezout 214.
: ihr Verschwinden nothwendige 208 f., hinreichende 209 f, Bedingung fiir
das Vorhandensein einer gemeinsamen Wurzel beider Gl. Bestimmung des
Werthes dieser Wurzel 211. Gesammtzahl der gemeinsamen Wurzeln ab-
hingig von dem Range der — 211, Bedingungen fiir p gemeinsame Wurzeln
%14-—21?, hierher gehtrende Untersuchungen von Darboux, Kronecker, Gar-
ieri 212.

Reziproke Det. § 8. Erklirung (beruht auf dem System der Komplemente oder
der algebraischen Komplemente zu den Elementen einer gegebenmen Det.) 31.
Sonderfall der zusammengesetzten Det. 83,

~— wird Null sammt ihren Minoren bis zur 2-ten Ordnung 31. Verschwinden
]e)in:elner Minoren als Folge des Verschwindens von Minoren der erzeugenden

et. 84, i

: ihr Werth ausdriickbar durch die erzeugende Det. (Cauchy) 32. Werth
eines ihrer Minoren desgleichén durch die erzeungende Det. und einen Minor
in dieser von komplementiirer Lage (Jacobi) 83f., beide Siitze enthalten in
Siitzen von zusammengesetzten Deb. 88, 91,

: die reziproke Det. zur Reziproken 34, reziproke Systeme nach Kronecker.

: Produktdet, zweier Reziproken als Reziproke der Produktdet. ihrer er-
zeugenden 34 f,

Sékulargleichung, ihre Wurzeln reell (Sylvesters Darlegung) 64 ff. Siehe sym-
metrische Det.

Sarrus, siche Entwicklung der Det,

Schema, quadratisches 1, die anschauliche Grundlage fiir die Begriffsbestimmung
der Det, seine Elemente 1, Diagonalen: Hauptdiagonale, zweite Diagonale 3.

Schichten der kubischen Det.

Schiefe Det. Erklirung 65 (verwandte Form: die schiefsymmetrische oder halb-
symmetrisehe Det., fiir beide Formen kommt auch die umfassende Be-
nennung symmetrale Det. vo‘?.

: ihre Hauptminoren sind desgleichen schiefe Det. 56.
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— mit Hauptelementen = 1 darstellbar als Summe von Quadraten 66 f.
— aus den unabhingigen Elementen der orthogonalen Substitution 160.

Seholtz, L. § 26, die nach Hunyady benannte Det. betreffend 105.

Seott, L. dber zyklische Det.

Siaces, L. die Det. betreffend, deren Elemente aus den Paaren ‘gleichliegender
(homologer) Elemente zweier gegebener Deb. linear zusammengesetzt sind 114.

: Lehrsiitze iiber orthogonale Det.

Smithsche Det. § 42, eine symmetrische Det.

Sowillart, L. tiber zyklische Det,

Stern, L, {iber gewisse zyklische Det,

Stieltjes, L. Siehe orthogonale Det.

Sylvesters Determinantensatz 93. Spottiswoodes oder Sylvesters Satz 87. Siehe
zusammengesetzte Def.

: L. 111, siehe Picquet.
-— umbral notation, symbolische Bezeichnung der Det. 83:
— dialytische Methode zur Darstellung der Resultante 208 f.
Symmetrische Det., Erklirung 25. 55 (verwandte Formen: die schiefe, halb-
symmetrische Det.). Das Quadrat einer beliebigen Det. ist eine — Det. 25.
: ihre Hauptminoren desgleichen symmetrisch 55,
¢ ihre Reziproke eine — Det. 56.
: Beispiele, die zyklische, Puchta und Noethersche, Smithache Det.,
die Resultanfe nach Bezout 218, die Hessesche Det.

Theiibarkeit der Det. durch die (m — 1)-te Potenz einer Zahl, die Theiler ibrer
siimmtlichen Minoren zweiter Ordnung ist (Janni) 39.

Torelli, Lehrsiitze iiber ayklische Det., iiber Funktionaldet.

Umwandlung der Det. (in gleichwerthige) § 10.

: in die Det. niichst niederer Ordnung aus Minoren 2-ter Ordnung nach
zweifachem Verfahren 38 f.

: in den Quotienten zweier Det. (Studnitka) 39 f.

: in eine Differenzendet. von gleicher Ordnung 40 f.

: nach Verfahren von Fouret 141. .

Unendlich, Det. der Ordnung — § 51. Erklitru.n% 176. Literaturbericht 175 f,

: Konvergenzbedingung fiir die unendliche Det. mit den Hauptelementen 1
(Poincaré) 176 f.

: Konvergenzbedingung fiir den allgemeinen Fall (v. Koch) 177f.

+ Normalform dieser Det. 178. Produkt zweler normaler Det. 178.

Unterdeterminante, siche Minor. )

Unwerdinderlichkeit der Det., allgemein bei Verfahren: (§ 2, 8) 5f.; (§ 2, 7) Janni,
Firstenau 7; (§ 2, 10) 9 £,

: tibrigens siehe Umwandlung, Dostors Det.

Vahien, Untersuchung dber die Det. innerhalb einer rechteckigen Matrix § 29.
Anzah) der zwischen ihnen bestehenden unabhingigen Gl 116 f. Betrachtung
iiber den Grad dieser Gl. § 80. Identische Bezichungen, ausgedriickt in_ einer
Formel Nettos und einer verwandten E. Pascals 120. Zuriickfiihrung jener
Determinantengleichungen auf eine Grundform 2-ten Grades § 81, die funda-
mentale Identitdit b) 122.

Vandermondesche Det., auch Det. Cauchys, Potenzdet., Det. der Wurzeln einer
Gl § 83. Erklirung 128f Literaturbericht 130f,

¢ ibr Quadrat, die Diskriminante, eine Hankelsche Det. 129.
. : ihre allgemeinere Form 129f., ausdriickbar durch die vollstindigen homogenen
%nnktionen, die Aleph Wronskis 130, theilbar durch die Vandermondesche
et. 131.
+ ibr Ausdruck, im Fall die Reihe der r-ten Potenzen durch die Reihe der
n-ten Potenzen ersetzt wird 131 f.
Vertauschung zwischen gleichnamigen Zeilen und Spalten der Det. (auch Trans-

Pascal, Determinanten. 17
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position) (§ 2, 8) b £, gwischen parallelen Reihen (§ 2, 4) 6 £.;-zwischen horizon-
talen 187, vertikalen 188, elen Schichten der kubischen Det...

Foigt, Det. von —, Erklirung 82, Darstellung durch die Summe zweier Qua-
drate 82.

Wendepunkie einer Kurve sind ihve Schnittpunkte mit der Hesseschen Kurve.

Wronski, Det. von — oder Det. der # Funktionen, des Funktionensystems 48 ff.
Erkliirung 48, ihre wesentliche Bedentung fiir die Frage, ob die Funktionen
des Systems linear abhiingig sind von einander oder wpicht. Literatur~
bericht 48.

: zwei Eigenschaften dieser Det., einmal ihre Ableitung betreffend 487,
dann ihr Verhalten, wenn jede Funktion des Funktionensystems mit ein und
derselben Funktion multipliziert wird 49f

: Aleph Funktionen, sieche Vandermondesche Det.
wvon Zeipels Det., siche Binomialkoeffizienten.

Zerlegung der Det.s in ein Aggregat von Det. (Additionstheorem), bei Anwesen-~
heit mehrgliedriger Elemente (§ 2, 9) 8£.

— in zwei lineare Faktoren, wenn das Komplement eines Elementes ver-
pchwindet (Hesse) 44 f. -

— in Faktoren, entsprechend der Ordnungszahl der Det., im besonderen Fall
der zyklischen Det., der Det. von Puchta und Noether.

— 1n ein Aggregat von Quadraten, siche Det. von Voigt, Gegenbauer.
Zirkulanten, siehe zyklische Det, o
Zusaﬂmwngesetste Det. (= compound determinants) Erkliirung und Verhiltniss

zur Reziproken 83, ordnung ihrer Elemente 85f Erweiterter Begriff, all-
gemeinere Aufgabe Sylvesters § 24. Literaturbericht 83 ff.

: Beziehung zur erzeugenden Det., Lehrsatz von Spottiswoode (S{(lvester) 87f,

¢ ihre Minoren in Bezichung zur erzeugenden Det. und derenm Minoren 88 f,
Frankes Lehrsatz 91.

: ihre Minoren bei beschriinkter Auswahl der an ihrer Bildung betheiligten
Reihenpaare der erzeugenden Det., dargestellt als Produkt von Potenzen der
erzeugenden Det. und gewisser Minoren der letzteren 92 ff, Sylvesters Deter<
minanteneatz 93 f. Lehrsiitze von D'Ovidio 941,

+ Paar zusammengesetzter Det. Dm, Da—m den Systemen paarweise kom-
plementéirer Minoren entsprechend 85f., ihr Produkt nach é):uchy 86, aus
lﬁelc‘,imé ﬂur(:hf Multiplikation der homologen Elemente gebildete Det. Satz von

'Ovidio 94 f.

Zyklische Det. (auch Zirkulante, doppelt-orthosymmetrische Det.) § 20. Erklirung
71f, Bonderfall der Hankelschen Det. 72. Nebenform 74. Schiefzyklische
Det. 74. Literaturbericht 73 £

— als "‘Produkt von s rationalen Funktionen mit Hilfe der m-ten Einheits-
wurzeln 72 f,

Ste_ aus einer Reihe ganzer Zahlen, deren Summe gleich Null. Lehrsatz von

m 78.

; Produkt zweier zyklischer Det. (Souillart) 78 f.

¢ Zuriickfithrung dor zyklischen (schiefzyklischen) Det. anf gleichartige Det,
niedrigerer Ordnung. Lehrsiitze von Glaisher, Torelli 74 ff.

: Darstellung der zyklischen Det. (n = 2m) als Produkt emer zyklischen
und einer schiefzyklischen der halben Ordnungszahl. Lehrsatz von Scott 76 ff,.
erweiferb durch Torelli 77.

: besondere Formen des Schemas der — Det., aus Elementen 4 1 Catalan
139, Fouret 140f., Studni¢ka 141f, aus Gliedern einer arithmetischen Reihe
Cremona und Lemonnier § 44.
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