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Sechster Abschnitt.
Hydrodynamik.
§ 48. Die Ansitze der Hydrodynamik.

Bei allen Naturvorgingen spielen viele Umsténde mit, von
denen einige von grollem, andere von weit geringerem Ein-
flusse sind. Um zu einer einfachen und doch hinreichend
genauen Theorie zu gelangen, muB man sich daher vor allem
ein Urteil dariiber verschaffen, welche von jenen Umstiinden
im gegebenen Falle die wichtigsten sind, und welche anderen
man ohne Schaden auBler acht lassen darf. Die Antwort aunf
diese Frage wird nicht in allen Fillen dieselbe sein. Was in
einem I'alle auBer Ansatz bleiben durfte, wird vielleicht in
einem anderen Kalle so viel mehr hervortreten, dal man un-
- bedingt darauf achten muB, um die Theorie in hinreichende
Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu bringen.

Iech erinnere daran, daB das schon in der Mechanik der
festen Korper gilt. Hiufig geniigt es, einen festen Korper als
starr zu betrachten; ein andermal muf man auf die Form-
inderungen achten, die er erfihrt; es geniigt aber noch, diese
als vollkommen elastische zu betrachten und das Hookesche
Elastizitiitsgesetz darauf anzuwenden, wihrend man in einem
dritten Falle genotigt sein kann, auf bleibende Forminderungen,
auf Abweichungen vom Hookeschen Gesetze, auf Eigenspan-
nungen u. dgl. einzugehen. Ebenso paBt auch in der Hydro-
dynamik nicht jeder Ansatz auf alle Fillee Man muB dies
wohl beachten, wenn man sieht, wie weit sich oft die Schluf-
folgerungen der hydrodynamischen Theorien, die sich auf zon
eng gefaBte Ansiitze griindeten, von der Wirklichkeit entfernten.

Im ersten Bande dieser Vorlesungen habe ich schon ein-
mal die iiblichen Annahmen besprochen, die man der theore-
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tischen Behandlung der Fliissigkeitsbewegungen gewdhnlich
zugrunde legt. Insbesondere erinnere ich daran, daB man auf
zwei physikalische Eigenschaften der tropfbaren Fliissigkeiten
gewdhnlich nicht zn achten braucht, ndmlich auf die Volumen-
anderungen elastischer und thermischer Art, die durch Ande-
rungen des Fliissigkeitsdruckes’ oder der Temperatur hervor-
gerufen werden. Von wenigen besonderen Fillen abgesehen,
die eine darauf eingehende Betrachtung erforderlich machen
kionnen, sind wir daher berechtigt, die tropfbaren Fliissigkeiten
und inshesondere das Wasser unter dem zwar nicht mehr ganz
aber doch hinlinglich genauen, vereinfachten Bilde einer raum-
bestéindigen Fliissigkeit in unseren theoretischen Ansatz ein-
gehen zu lassen.

Mittelbar freilich tragen die durch Temperaturunterschiede
herbeigefiihrten Unterschiede in der Dichte sehr wesentlich zu
einer Erscheinung bei, die man nicht immer mit dem gleichen
Rechte vernachlissigen darf. Betrachtet man niimlich ein mit
Wasser gefiilltes Glas, das ruhig auf einem Tische steht, so
wird man zwar in erster Anniherung sagen konnen, daB sich
die Wassermasse im Gleichgewichte und in Ruhe befinde. Bei
genauerem Zusehen bemerkt man aber an kleinen Teilchen, die
darin hernmschwimmen, daB die Wassermasse dauernd in lang-
samen Stromungen begriffen ist. Der Grund dafiir ist in ge-
ringen Temperaturunterschieden zu erblicken, die sich unter
gewohnlichen Umstinden nicht leicht vermeiden lassen und die
entsprechend geringe Dichteunterschiede und hiermit -eine
Storung des Gleichgewichts hervorbringen. Die Meeres-
strémungen, wie z B. der Golfstrom geben uns ein Beispiel
von sehr miichtigen Wirkungen, die von dieser Ursache her-
riilhren. Bei den meisten Anwendungen der Hydrostatik sind
aber diese Wirkungen so unmerklich, dall man mit Recht ganz
von ihnen absehen darf. Immerhin miissen wir jedoch aus
dieser Betrachtung den wesentlichen Unterschied eines fliissigen
Kérpers gegeniiber einem festen entnehmen, daB bei ihm schon
durch die geringfiigigsten Ursachen ein fortwihrender langsamer
Platzwechsel und Austausch der einzelnen Teilchen innerhalb
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der ganzen Masse hervorgerufen wird, der beim festen Korper
fehlt. '

Der Kiirze halber wollen wir die durch zufillige Um-
stinde hervorgerufenen langsamen Strémungen der bezeichneten
Art als die ,Mischbewegung“ bezeichnen. Durch den Ge-
brauch dieses Wortes soll zugleich angedeutet werden, daB es
sich um einen an sich unerheblichen Vorgang handelt, der
einer Beachtung nur insoweit bedarf, als er zu einer Durch-
einandermischung benachbarter Teile der Fliissigkeit fiihrt.

Auch in einer strémenden Wassermasse fehlt die Misch-
bewegung nicht. Die Beobachtung der Wasserbewegung in
einem Flusse liBt erkennen, daB ,Mischbewegungen® dabei vor-
kommen. Man bemerkt auch, daB diese weit groBer sind
als in einer ruhenden Masse unter sonst gleichen Umstinden,
also groBer etwa als in einem langhin gestreckten Teiche von
der gleichen Breite und Tiefe. Die Mischbewegung lagert sich
iiber die Hauptbewegung, die das Wasser fluBabwirts fiihrt und
die eben angefiihrte Beobachtung lehrt, daf sie von ihr beein-
fluBt wird. Sie ist zwar verhiltnismiBig geringfiigiz gegen-
iiber der Haupthewegung. Ahber vernachlissigt darf sie darum
doch nicht werden, und zwar deshalb nicht, weil sie auch selbst
wieder die Hauptbewegung sehr wesentlich beeinflussen kann.

Der EinfluB, den die Mischbewegung auf den Hauptvor-
gang auszuiiben vermag, wird um so geringer, je weniger sich
innerhalb eines gegebenen Bezirks die durch den Hauptvorgang
bedingten Gteschwindigkeiten der einzelnen Massenteilchen von-
einander unterscheiden. Denn eine wesentliche Anderung des
Hauptvorgangs kann' nur dadurch hervorgerufen werden, daB
die zum Austausche gegeneinander gelangenden Teilchen merk-
lich verschiedene Bewegungszustinde mit sich bringen.

Wenn die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen benach-
barten Teilchen nur sehr gering sind, wird man also von einer
Beachtung der Mischbewegung iiberhaupt absehen diirfen. In
diesem Falle kommt aber iiberdies auch die Eigenschaft der
Zihigkeit der Fliissigkeit nicht zur Geltung und man wird,
wenigstens innerhalb des betreffenden Bezirks, die Fliissigkeit
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mit geniigender (fenauigkeit unter dem Bilde einer reibungs-
freien oder ,vollkommenen“ Fliissigkeit in den theoreti-
schen Ansatz eintreten lassen konnen.

Zwischen der Zihigkeit und dem FKEinflusse, den die
Mischbewegung ausiibt, ist aber im iibrigen wohl zu unter-
scheiden. Schon Newton hatte erkannt, dal man in der
Hydrodynamik auf die physikalische Eigenschaft der Zihigkeit
in vielen Fillen Riicksicht nehmen muB und von ihm riihrt
der erste Ansatz her, durch den sie in die Rechnung eingefiihrt
wird, Bei den ziihen Fliissigkeiten treten, wie schon in Band I
besprochen wurde, withrend der Bewegung Schubspannungen
oder ,innere Reibungen® auf, die man, und zwar wie es
scheint mit geniigender Genauigkeit, als linear abhingig von
den Differentialquotienten der Geschwindigkeit nach den Koor-
dinatenrichtungen betrachten kann. Darauf wird spiter noch
niher einzugehen sein.

Aber je ziher eine Fliissigkeit ist, um so geringer fillt
bei ihr unter sonst gleichen Umstéinden die Mischbewegung
und hiermit auch deren EinfluB auf den Hauptvorgang aus.
Es ist daher nicht méglich, beide Umstiinde zusammenzuwerfen
und sie etwa beide durch einen einheitlichen Ansatz zum Aus-
druck zu bringen. Sie miissen vielmehr getrennt behandelt
werden.

Die iibliche Hydrodynamik der zihen Fliissigkeit sieht in
der Regel von der Mischbewegung vollstéindig ab und in zahl-
reichen Fillen mit vollem Rechte. Man muB indessen beachten,
daB eine theoretische Lisung, die auf diesem Wege gewonnen
wurde, fiir ein dickes Ol noch sehr genau richtig sein kann
unter Umstiinden, bei denen dieselbe Lisung fiir eine weniger
zihe Fliissigkeit, etwa fiir Wasser, schon vollstindig versagt.
Und zwar selbstverstiindlich auch dann, wenn man in die gleiche
Formel die sehr verschiedenen Werte des Zihigkeits-Koeffi-
zienten fiir beide Fliissigkeiten einsetzt. Der Grund dafiir liegt
darin, daB im ersten Falle die Vernachlissigung des Einflusses
der Mischbewegung berechtigt, im anderen Falle aber unzu-
lissig war.
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Meiner Meinung nach geht aus diesen Bemerkungen her-
vor, daB auBer den iiblichen Ansiitzen fiir die vollkommene und
die zihe Fliissigkeit noch ein Ansatz fehlt, der unter gewissen
Umstinden an deren Stelle zu treten hitte und bei dem der
EinfluB der Mischbewegung in geeigneter Weise zum Ausdruck
kommt. Oder genauer gesprochen: ich wiirde es als einen
groBen Fortschritt der Hydrodynamik betrachten, wenn es ge-
lingen sollte, schon fiir den ersten Ansatz, also fiir die Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung eine Form zu finden, die den
Einfluf der Mischbewegung mit einer fiir die iiberwiegende
Mehrzahl aller Fille geniigenden Genauigkeit derart zum Aus-
druck bringt, da man sich, nachdem dies geschehen ist, weiter-
hin nicht mehr um sie zu kiimmern braucht. In einzelnen
Fillen lassen sich solche Ansiitze zwar verhiltnismiBig leicht
ausfindig machen. Das Ziel, einen brauchbaren allgemein giil-
ligen Ansatz zu finden, wird freilich nicht leicht zu erreichen
sein. Als der erste Schritt dazu darf es aber immerhin gelten,
wenn dieses Ziel zuniichst einmal aufgerichtet wird.

§ 49. Die Darstellungsmittel der Hydrodynamik.

Abgesehen von den physikalischen Eigenschaften und ihrer
Beriicksichtigung oder Vernachlissigung wird die Fassung der
Theorie der Fliissigkeitsbewegungen auch noch von der Wahl
der Darstellungsmittel beeinflubt, die man zur Untersuchung
anwenden will. Am einfachsten fillt die Betrachtung aus,
wenn man sich mit der Untersuchung der durchschnittlichen
Bewegung einer gréBeren, in bestimmter Weise abgegrenzten
Wassermasse begniigt. Dabei muf man freilich auf die Be-
sprechung der feineren Hinzelheiten und auf wichtige Erkennt-
nisse, die sich darauf stiitzen, verzichten. Immerhin sind aber
die Ergebnisse, zu denen man auf diesem Wege gelangt, von
groBer Bedeutung und in bezug auf ihre praktische Nutzbar-
keit stellen sie iiberhaupt den wertvollsten Schatz dar, den
wir zurzeit auf dem Gebiete der Mechanik der fliissigen Korper
besitzen. Was auf diesem Wege gefunden werden kann, ist
aber schon im ersten Bande hinreichend besprochen worden.
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Hier werde ich daher zur Erginzung der fritheren Be-
trachtungen den anderen Weg einschlagen, der von der Unter-
suchung der Beziehungen zwischen den Geschwindigkeiten, den
Beschleunigungen und den Kriiften an einem unendlich kleinen
Fliissigkeitselemente ausgeht. Man fiihrt dadurch die ver-
wickelten Erscheinungen in endlichen Raumgebieten auf ein
Zusammenwirken der einfachsten gesetzmiBigen Vorgiinge
zwischen benachbarten Teilen zuriick.

Thren Ausdruck finden die Elementargesetze, auf die man
in solcher Weise das gesamte Verhalten der Fliissigkeit zuriick-
zufiihren sucht, durch partielle Differentialgleichungen. Diese
werden natiirlich verschieden ausfallen miissen, je nachdem man
die Fliissigkeit als ,vollkommen® oder als ,zih® betrachtet oder
auch je nachdem man den Einfluf der Mischbewegung ver-
nachlissigen oder ihn in passender Weise von vornherein be-
riicksichtigen will.

Als letztes Ziel gilt freilich auch hier die Erkenntnis der
Bewegung endlicher Wassermassen in ihren wichtigsten Einzel-
heiten. Von den Differentialgleichungen aus kann dieses Ziel
nur durch eine Integration unter Beriicksichtigung der im
einzelnen Falle niher vorgeschriebenen Bedingungen erreicht
werden. Der ganze Untersuchungsplan schlieBt sich sehr eng an
jenen an, der den Lesern des dritten Bandes schon von der mathe-
matischen Elastizititstheorie her bekannt ist. Er hat den Vor-
zug, daB er wenigstens den Grundziigen nach alle Fliissigkeits-
bewegungen zu umfassen gestattet und auf Sitze von sehr
allgemeiner Giiltigkeit zu fithren vermag. Freilich werden die
Iitegrationen, die zur Ableitung brauchbarer Ergebnisse aus
den Differentialgleichungen erforderlich sind, immer nur in einer
beschrinkten Anzahl einfacherer Fille wirklich ausfiihrbar
bleiben. Ganz wird daher die sich auf die Differentialgleichungen
stiitzende ,héhere” Theorie die im ersten Bande wiedergegebenen
elementaren Betrachtungen niemals entbehrlich machen konnen,
selbst wenn es in der Folge gelingen sollte, das Gebiet, in
dem sie zu wirklich richtigen (d. h. zu physikalisch genauen)
Losungen fiihrt, erheblich zu erweitern.
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Der Bewegungszustand in- einer Fliissigkeit kann -auf zwei
verschiedene Arten analytisch dargestellt werden. Wir kénnen
zuniichst unser Augenmerk auf eine bestimmte Stelle des Raumes
richten, in dem die Fliissigkeitsstromung erfolgt. Der augen-
blickliche Zustand der Stromung an dieser Stelle wird voll-
stindig durch die Geschwindigkeit b beschrieben, mit der die
Bewegung hier gerade nach Richtung und Grofe vor sich geht.
Bezeichnen wir den von einem festen Anfangspunkte nach dieser
Stelle gezogenen Radiusvektor mit r-und die Zeit mit ¢, so
wird durch eine Funktion

=gt (217)

die Geschwindigkeit fiir jede Stelle des von der Fliissigkeit
eingenommenen Raumes und fiir jeden Augenblick angegeben
werden kinnen. Will man in Koordinaten rechnen, so kann
man dafiir auch

v =221

Vg= 1y (.Z‘, Y, 4 t) (2‘18)

vy = @3(2, 9, 2, £)

schreiben und das ganze Problem wird nun darauf hinaus-
kommen, die Vektor-Funktion ¢ oder ihre Komponenten-Funk-
tionen ¢, @, @; zu ermitteln, denn damit wird zugleich die
Bewegung in allen Einzelheiten und fiir den ganzen Verlauf
des Vorgangs bekannt.

" Der durch diese Betrachtung angewiesene Weg zur Unter-
suchung des ganzen Vorgangs ist zuerst von Euler beschritten
worden. Die Gleichungen, zu denen man auf diesem Wege
gefiihrt wird, bezeichnet man daher als die Eulerschen
hydrodynamischen Gleichungen. Gewdhnlich ist diese
Untersuchungsmethode die bequemste. Zuweilen fithrt aber
auch eine zweite, die von Lagrange weiter ausgearbeitet
wurde, besser zum Ziele und die Gleichungen, die sich auf
diese beziehen, bezeichnet man als die hydrodynamischen (flei-
chungen von Lagrange, obwohl auch Euler selbst, der um
ein Menschenalter frither lebte, mit diesem zweiten Wege eben-

falls schon ganz gut hekannt war.
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 24
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Das zweite Verfahren besteht nimlich darin, daB
man das Augenmerk nicht auf eine bestimmte Stelle
des Raumes richtet und zusieht, wie sich die Ge-
schwindigkeit hier im Laufe der Zeit indert, sondern
indem man die Schicksale eines hestimmten Fliissig-
keitsteilchens im Laufe des Bewegungsvorgangs ver-
folgt. Um anzugeben, was fiir ein Teilchen man meint, zieht
man einen Radiusvektor r, von einem festen Anfangspunkte
nach jener Stelle, die das Teilchen zu einer gewissen Zeit, die
zum Ausgange der Untersuchung gewiihlt wird, inne hatte.
Nach Verlauf einer Zeit ¢ wird es sich an einer anderen Stelle
befinden, deren Radiusvektor r sei. Die Gleichung

) (219)

gibt dann bei konstantem r, die Bahnkurve des Teilchens an.
Wenn die Funktion y fiir alle méglichen Werte von t, be-
kannt ist, hat man ebenfalls eine erschipfende Beschreibung
des ganzen Bewegungsvorgangs. Auch bei der Untersuchungs-
methode von Lagrange handelt es sich daher im wesent-
lichen um die Bestimmung einer Funktion 3. Natiirlich kann
auch Gl (219) durch drei Komponentengleichungen ersetzt
werden.

§ b0. Die hydrodynamischen Gleichungen von Euler.

Bis jetzt ist die Untersuchungsmethode, die hier einzuhalten
ist, nur im allgemeinen geschildert worden, ohne jede Riick-
sicht auf die Bedingungen, denen eine Fliissigkeitshewegung
unterworfen ist. Die Formulierung- dieser Bedingungen wird
uns zu den hydrodynamischen Gleichungen fithren. Die Be-
dingungen sind von zweifacher Art. Wenn die Fliissigkeit als
unzusammendriickbar anzusehen ist, mufl die Strémung jeden-
falls immer in solcher Weise erfolgen, daB aus einem ge-
gebenen Teile des festen Raumes, der ganz im Innern der
Fliissigkeit liegt, jederzeit ebenso viel ausstrémt, als durch andere
Teile der Grenzfliche einstromt. Diese Bedingung ist eine
rein kinematische oder geometrische; sie wird als die Konti-
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nuititshedingung bezeichnet und die Gleichung, die ihr
Ausdruck gibt, spielt bei hydrodynamischen Untersuchungen
stets die Hauptrolle. Hierzu kommt aber noch die fernere
Bedingung, daBl die Bewegung des Wassers den allgemeinen
Siitzen der Mechanik, also namentlich der dynamischen Grund-
gleichung, unterworfen ist. DaB die Gleichungen, die dies aus-
sprechen, erst in zweiter Linie, nfimlich nach der Kontinuitits-
gleichung, in Betracht kommen, riihrt davon her, daf die an
den Wasserteilchen wirkenden Kriifte auch erst nachtriiglich
so gewithlt werden komnen, dall irgendeine an sich (d.h. geo-
metrisch) mogliche Bewegung zustande kommt, wihrend eine
Bewegung, die der Kontinuitits-

bedingung nicht von vornherein vy ggl a2z
geniigt, {iberhaupt nicht verwirk- “
licht werden kann.

Zur Ableitung der Konti-
nuititsgleichung in der Euler-
schen Form betrachte man das
in Abb. 70 gezeichnete Raum-
element mit den Kantenlingen
dz, dy, dz. Wir fragen uns
zunichst, wie viel Wasser, auf
die Zeiteinheit bezogen, im Augen-
blicke durch das in der Y.Z-Ebene liegende Rechteck ein-
stromt Die Geschwindigkeit b sei ebenfalls in ihre recht-
winkligen Komponenten »,, v,, v; zerlegt. Die Komponenten
v, und v, tragen hier zur Einstromung nichts bei; es kommt
bei dem fraglichen Rechtecke nur auf die Normalkomponente
v, an. Wenn diese positiv ist, also im Sinne der positiven
X-Achse geht, findet eine Einstrémung statt, die wihrend der
Zeiteinheit dem Parallelepipede das Wasservolumen v, dy dz
zufithrt. Gleichzeitig stromt durch die gegeniiberliegende Seiten-
fliche eine Wassermenge aus, die ebenso grofl wiire, als die
zugefiihrte, wenn sich ¢, mit # nicht éinderte. Im allgemeinen

Abb. 70.

- . L)
wiichst aber », um das Differential a—;dm, wenn man um dx

24*
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weiter geht. Wenn man beide Flichen zusammenfaBt, hat man
daher einen Uberschufl der Ausstromung iiber die Einstromung
vom Betrage

%‘dm-dydz.

In gleicher Weise kann man auch eine Zusammenfassung fiir
die beiden zur ¥-Achse senkrecht stehenden Seitenflichen vor-
nehmen und erhiilt dann als UberschuB der Ausstromung iiber
die Einstrémung

o
5}} dy-dxdz

und ebenso fiir die beiden zur Z-Achse senkrechten Seiten-
flichen. Im ganzen stromt daher auf die Zeiteinheit bezogen
aus dem Parallelepiped das Fliissigkeitsvolumen

(%lm + +%) dzdydz

0z

mehr aus, als ein. Wenn die Fliissigkeit als unzusammen-
driickbar (und unausdehnbar) angesehen wird, kann jedoch
nur ebenso viel ausstromen, als einstromen und man erkennt
daraus, dafl b in diesem Falle keine ganz willkiirliche Funktion
von t sein kann, sondern nur eine solche, die den vorher-
gehenden Ausdruck zu Null macht. Es macht aber hier gar
keine Schwierigkeit, die Betrachtung gleich noch etwas all-
gemeiner zu fassen und wir wollen daher die Voraussetzung
der Unzusammendriickbarkeit fiir den Augenblick fallen lassen.
Dann kann withrend eines Zeitelementes df in der Tat mehr
Fliissigkeit aus dem Raumelemente ausstrémen, als einstrémt,
und zwar geschieht dies auf Kosten des darin enthaltenen
Vorrats an Fliissigkeit, die sich dabei ausdehnt. Zur niiheren
Verfolgung dieses Zusammenhangs fithre ich den Begriff der
bezogenen Masse w ein, also jener Masse, die bei iiberall
gleicher Dichte auf die Raumeinheit kiime. Fiir die zusammen-
driickbare Fliissigkeit ist w nicht konstant, sondern nach der
Eulerschen Darstellung eine Funktion von v und ¢

Die durch eine Seitenfliche des Raumelementes strémende
Fliissigkeitsmasse wird aus deren Volumen durch Multiplikation

av,

oy
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mit u gefunden. Hiernach erhdlt man fiir die im ganzen
wihrend des Zeitelementes d¢ aus dem Raumelemente mehr
aus- als einstromende Fliissigkeitsmasse den Wert

((swo n (;w,) i @ws)) dzdydz-dt.

Andererseits kann die Anderung, die der Fliissigkeitsvorrat
pdzdydz in dem Raumelemente withrend der Zeit d¢ erfuhr,
auch durch

du
5t dt -dxdydz

ausgedriickt werden. Dieser Ausdruck wiirde indessen bei
positivem Vorzeichen eine Zunahme, der andere eine Abnahme
des Fliissigkeitsinhalts angeben; beide sind daher von gleichem
Werte, aber entgegengesetztem Vorzeichen. Hiermit erhilt
man sofort die Kontinuititsgleichung in der Form
G_(aﬂxi) 3 0(;:2) el (!”}s) —_— aal:' (220)
Setzen wir dagegen welterhm die Fliissigkeit wieder als
unzusammendriickbar voraus, so ist u konstant und die Konti-
nuititsgleichung vereinfacht sich zu

% ¢ ?ﬁi’= TRA (221)

Bei der Ableitung dleser Glelchung wurden allen GréBen
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen. Man er-
kennt aber, da die Summe der drei Differentialquo-
tienten auf der linken Seite von der speziellen Wahl,
die man fiir dieses Koordinatensystem getroffen hat,
ganz unabhingig ist, oder daB sie, wie man sich aus-
driickt, eine invariante Grofie ist. Dies folgt aus der
physikalischen Bedeutung, die dieser Summe zukommt: wir
sahen niimlich, daB das Produkt der Summe mit dem Volumen
des Raumelementes, die wilhrend der Zeiteinheit ausstromende
Fliissigkeitsmenge angibt. DaB dies auch fiir jedes anders ge-
staltete Raumelement noch zutrifft, folgt daraus, daB sich ein
solches aus Elementen hiherer Ordnung von parallelepipedischer
Gestalt zusammensetzen lifit. Die Summe der drei Differential-
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quotienten gibt demnach an, wieviel Fliissigkeit, auf die Raum-
einheit und auf die Zeiteinheit bezogen, aus irgendeinem
Volumenelemente an der betreffenden Stelle und zur gegebenen
Zeit ausstromt.

Es ist wiinschenwert, diese GriBe, die an sich mit einem
Koordinatensysteme gar nichts zu schaffen hat, wenn sie auch
auf ein solches bezogen werden kann, in einfacherer Weise zu
bezeichnen. Man hat dafiir die Bezeichnungen Divergenz
oder Quelle eingefiihrt. In der Tat divergiert ja die Fliissig-
keit — indem sie sich ausdehnt — an der betreffenden Stelle,
wenn die Summe der drei Differentialquotienten positiv ist und
man kann auch sagen, dafl die Strimung nach auBen hin so
ist, als wenn sie durch eine im Inneren gelegene Quelle her-
vorgerufen wire. In den Formeln schreibt man Divergenz ab-
gekiirzt div, setzt also

ov, |, v,

dive =54 + 5% 4 0% (222)
womit der Begriff der Divergenz seine niihere Feststellung er-
hilt. Mit Benutzung dieser Bezeichnung kann die Eulersche
Kontinuititsgleichung fiir die unzusammendriickbare Fliissig-
keit auch in der einfachen Form

dive =0 . (223)
angeschriehen werden.

Die Fliissigkeitsbewegung mufl ferner auch dem dynami-
schen Grundgesetze unterworfen sein. Um dies in einer Glei-
chung aussprechen zu konnen, miissen wir zuniichst einen
Ausdruck fiir die Beschleunigung und einen fiir die Resul-
tierende der an einem Massenteilchen der Fliissigkeit wirken-
den Krifte aufstellen. Die Beschleunigung wird hier nicht
dadurch gefunden, daB man die durch die Gl (217)

b= g(r,i)
als Funktion der Zeit ¢ dargestellte Geschwindigkeit b nach ¢
differentiiert. Der Differentialquotient %’; gibt vielmehr nur

an, wie sich die Geschwindigkeit an dem gerade ins Auge ge-
faBten Orte im Laufe der Zeit @indert, withrend die Beschleuni-
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gung die Geschwindigkeitsiinderung eines bestimmten Massen-
teilchens darstellt. Man bedenke, daB sich ein zur Fliissig-
keit gehdriger materieller Punkt im Laufe der Zeit df um bd¢
verschoben hat. Wenn nun, wie in der Eulerschen Unter-
suchungsmethode, v als Funktion der Zeit und des
Ortes dargestellt ist, setzt sich die Anderung der Ge-
schwindigkeit v des bestimmten Massenteilchens zu-
sammen aus der Anderung wegen der Verschiebung
pdt nach einem anderen Orte und aus der Anderung,
die v auch ohne diese Verschiebung wihrend der Zeit
dt schon am gleichen Orte erfihrt. Wir wollen dies in

der Form P
= 7z 4+ (bdt- V)b

anschreiben, zu deren Erklirung die Bemerkung geniigt, daB
das Zeichen V/ einen Differentialoperator vorstellt, der nach
Hinzutritt des Faktors vdf die durch die Verschiebung um, bd¢
hervorgebrachte Anderung von b angibt. Die Beschleunigung
mag im Gegensatze zu dem vorher schon eingefithrten par-
tiellen Differentialquotienten als totaler Differentialquotient von
b nach ¢ angeschrieben werden. Man findet dann aus der vor-
hergehenden Gleichung nach Division mit d¢

dy _ ob
at = 5t +(®V) -0 (224)

Ich habe diese Beziehung zunichst in Gestalt einer Vektor-
gleichung angeschrieben, weil sie so am anschaulichsten her-
vortritt. Da aber die vollstindige Durchfiithrung der Rechnung
mit Vektoren den damit weniger vertrauten Lesern Schwierig-
keiten bereiten wiirde, ziehe ich es vor, weiterhin die ge-
wohnte Kartesische Darstellungsweise zu beniitzen.

Ich spalte also Gl (?24) in drei Gleichungen, von denen

die erste den Wert von m , also die Beschleunigungskompo-
nente in der Richtung der X-Achse anzugeben hat. Man er-
hilt dafiir
du,
i

avl+ 18@,+ sa'vl_l_ saaz;l_ (225)
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Dieses Resultat kann entweder unmittelbar aus Gl. (224) ab-
gelesen werden, indem man sich des zuvor angegebenen Sinnes
der Operation (8%/) erinnert oder man kann auch auf Grund
derselben Uberlegung, die schon zu Gl. (224) fiihrte, un-
mittelbar zu Gl. (225) gelangen. Auch die Anderung der Ge-
schwindigkeitskomponente v, wihrend eines Zeitelementes d¢
fiir einen bestimmten materiellen Punkt setzt sich zusammen
aus der Anderung, die », unabhiingig von der Verschiebung
withrend dt erleidet und aus der Anderung, die mit dem Orts-
wechsel verbunden ist. Da sich der materielle Punkt in den
Richtungen der Achsen withrend d¢ um die Strecken v, dt, vydt,
vydt verschiebt, setzt sich auch die mit dem Ortswechsel ver-
bundene fmderung von v, aus drei Gliedern zusammen, die
durch Multiplikation dieser Wege mit den Differentialquotienten
von v; nach den drei Achsenrichtungen erhalten werden. Divi-
diert man die auf solche Art erhaltene Gleichung mit d#, so
erhiilt man Gl (225). Dieser lassen sich natiirlich noch zwei
andere fiir v, und v, anreihen und im ganzen wird daher
Gl. (224) durch den Verein der folgenden drei Gleichungen
ersetzt

: i

¢ o
=ttty

év,

oz
df}, 8@,+viat,+txau,+vsov, . (226)
dv, rw, 0 v, , cw, 00y
dt g ox 0 By Us s

Wir kommen jetzt zu den Kriiften, die diese Beschleuni-
gungen hervorbringen. Von auflen her wirkt anf die im Innern
liegenden Teile der Fliissigkeit in der Regel nur das Gewicht
ein; allgemein mdgen aber die drei Komponenten der auf die
Volumeneinheit bezogenen #uBeren Kraft nach den Koordinaten-
achsen mit X YZ bezeichnet werden. AuBerdem wirkt an
jedem Massenteilchen noch der Druck der ringsum angrenzen-
den Flissigkeit. Man denke sich wieder ein Parallelepiped wie
in Abb. 70 aus der Flissigkeit abgegrenzt. Wenn wir uns
zuniichst auf die Betrachtung einer reibungsfreien Fliissigkeit
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beschriinken, steht der Druck auf jede Seitenfliche senkrecht
zur Seitenfliche und geht durch deren Schwerpunkt, also auch
durch den Mlttelpunkt des Parallelepipeds. Die Druekkriifte
auf allen Seitenflichen lassen sich daher zu einer Resultieren-
den zusammensetzen, die ebenfalls durch den Mittelpunkt des
Parallelepipeds geht. Auch die #uBere Kraft, also in den ge-
wohnlich vorliegenden Fillen das Gewicht, geht durch diesen
Mittelpunkt. Hieraus erkennt man schon, daB die Kriifte an
dem in der angegebenen Weise abgegrenzten Wasserkorper
keine Drehung, sondern nur eine Translation hervorzubringen
suchen; auf diesen Punkt wird in der Folge noch zuriick-
zukommen sein.

Wir wollen jetzt die in der Richtung der X-Achse gehende
Komponente der Resultierenden aller an dem - betrachteten
Wasserkorper angreifenden Krifte berechnen. Sie setzt sich
zusammen aus der Komponente Xdxdydz der iiuBeren Kraft
und aus dem Unterschiede des Fliissigkeitsdruckes auf den beiden
" zur X-Achse senkrecht stehenden Seitenflichen. Der Fliissig-
keitsdruck auf die Flicheneinheit bezogen sei p; falls p wiichst,
wenn man in der X-Richtung weitergeht, iiberwiegt der Druck
auf jener Seite, deren duBere Normale in die positive X-Rich-
tung fillt und auf der der Druck daher dieser positiven Rich-
tung entgegengesetzt ist. Demnach erhilt man fir die X-
Komponente der Resultierenden

Xdzdydz — -0;,% dz - dydz.

Diese Kompo'nente bringt die Beschleunigungskomponente
dv‘ der Masse udzdydz hervor. Nach der dynamischen Grund-

glemhung hat man daher bei Weglassung des gemeinsamen
Faktors dzdydz die Beziehung

dv, ap

o s o (227)
und fiir die beiden anderen Koordinatenrichtungen gilt eine
entsprechende Gleichung. Setzt man noch die Werte der Be-
schleunigungskomponenten aus den Gl. (226) ein, so erhilt man
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die Eulerschen Gleichungen in der Form
0 o, du A2
R A A +@z,32-) )

p ]
-X— == (V+p)

0 v, G0y r'vg v,

s(Frtase +nge +ug) (@28)
i op _
= _a_y ay(V+P)

(av,+ lov,_l_ 2ovs+ 335)

2
=Z—az‘=_az'(7+f’)

Die Umformung, die noch mit den rechten Seiten vorgenommen
wurde, bezieht sich auf den Fall, dafl die #uBere Massenkraft
mit den Komponenten XY Z von einem Potentiale 7 abge-
leitet werden kann, was in dem gewdhnlich vorliegenden Falle,
daB diese Kraft nur in dem Gewichte besteht, stets zutrifft.
Dabei ist die Flissigkeit als unzusammendriickbar voraus-
gesetzt. Man erkennt iibrigens leicht, wie die vorausgehende
Entwicklung auch fiir den Fall einer elastischen Fliissigkeit
benutzt werden kann. — Durch die Kontinuititsgleichung in
Verbindung mit den Gl (228) und auch in Verbindung mit
den Grenz- und Anfangsbedingungen ist die Bewegung der
unzusammendriickbaren Fliissigkeit dynamisch vollstindig ge-
kennzeichnet; bei den elastischen Fliissigkeiten muB noch eine
aus der Erfahrung zu entnehmende Beziehung zwischen w und
p hinzutreten, um das Problem eindeutig zu umgrenzen.

"Schlieflich mége noch bemerkt werden, daf sich die
Gl. (228) auch in eine einzige Gleichung zwischen gerichteten
* GroBen zusammenfassen lassen, ndmlich in die Gleichung

o
in der P die Resultierende der X YZ bedeutet.
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§ bl. Wirbelbewegung und wirbelfreie Bewegung.

Die in der Uberschrift angedeutete Einteilung der Fliissig-
keitsbewegungen in zwei wesentlich voneinander verschiedene
Klassen ist von groBter Bedeutung fiir die Hydrodynamik.
Man betrachte den augenblicklichen Bewegungszustand der
Fliissigkeit zu irgendeiner Zeit. Jedem Punkte des von der
. Fliissigkeit erfiillten Raumes ist dann eine bestimmte aungen-
blickliche Geschwindigkeit v zugeordnet (die auch gleich Null
gein kann). Man grenze ferner in der Fliissigkeit noch einen
einfach zusammenhiingenden Raum von im iibrigen beliebiger
Gestalt ab und ziehe innerhalb dieses Raumes eine zum An-
fangspunkt zuriicklaufende, sonst aber beliebige Linie. Ein
Element dieser Linie sei mit d8, die Geschwindigkeit an der
betreffenden Stelle mit v bezeichnet. Aus b und 48 soll das
innere Produkt genommen und dann soll die Summe dieser
Produkte fiir alle Linienelemente der geschlossenen Linie ge-
bildet werden. Diese Summe heiBt das Linienintegral
von b lings des durch die beliebig gewihlte ge-
schlossene Linie dargestellten Integrationsweges.
Wenn das Linienintegral stets gleich Null wird, wie man auch
den Integrationsweg innerhalb des Bezirks, den wir zu diesem
Zwecke willkiirlich abgegrenzt hatten, wiihlen mdige, wird die
Bewegung innerhalb des Bezirks als wirbelfrei bezeichnet.
Trifft dasselbe Kennzeichen auch noch zu fiir jeden Bezirk,
den man abgrenzen mag und auch fiir den ganzen von der
Fliissigkeit eingenommenen Raum, so ist die Bewegung iiberall
wirbelfrei. In Form der Gleichung

0
Jfvas=o, (230)
0

die sich auf einen beliebigen, vom Anfangspunkte O .ausgehen-
den und nach diesem wieder zuriickfiihrenden Integrationsweg
bezieht, liBt sich demnach die Bedingung, der die wirbelfreie
Bewegung gentigen mubB, in einfachster Weise aussprechen.
Warum man diese besondere Art der Wasserbewegung als
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eine ,wirbelfreie“ bezeichnet, ergibt sich aus einer einfachen
Betrachtung. In der Umgangssprache bezeichnet man als
, Wasserwirbel® eine Bewegungsform, bei der die einzelnen
Wasserteilechen in sich zuriicklaufende Bahnen beschreiben.
Allgemein bekannt ist die Erscheinung aus der Beobachtung
der Stromung in FluBliufen, bei der sich namentlich in der
Niihe von Bewegungshindernissen, etwa von Briickenpfeilern,
leicht Wirbel ausbilden, die sich an den Bewegungen kleiner
Kirper, die von dem Wasser mitgefiihrt werden, leicht erkennen
lassen. Hs macht dabei auch nichts aus, wenn zu dieser wir-
belnden Bewegung noch andere Bewegungskomponenten hinzu-
treten, die etwa den Wirbel fluBabwirts fithren. Beschriinkt
sich die Wasserbewegung auf die Bewegung lings geschlossener
Bahnen und wihlt man eine dieser Bahnen als den Integra-
tionsweg fiir die Bildung des Linienintegrals von u, so ist
dieses jedenfalls positiv, da b mit d8 iiberall gleichgerichtet
ist. Die in Gl (230) als Kennzeichen fiir die wirbelfreie Be-
wegung aufgestellte Bedingung ist daher im vorliegenden ein-
fachsten Falle schon in bester Ubereinstimmung mit dem ge-
wohnlichen Sprachgebrauche. Wir bemerkten aber schon, daB
zu der wirbelnden Bewegung auch noch andere Bewegungs-
komponenten hinzutreten kénnen, die zu den Wirbeln selbst
nichts beitragen. Diesem Umstande triigt die vorher aufgestellte
Definition Rechnung. Sie weist uns an, jeden geschlossenen
Integrationsweg gewissermaflen als wirbelverdiichtig zu be-
trachten. Zu einer in sich ldngs einer solchen Bahn zuriick-
laufenden Bewegung tragen nur jene Geschwindigskomponenten
etwas bei, die tiberall in die Bahnrichtung fallen und nur diese
sind es auch in der Tat, die in dem inneren Produkte vd8
zur Geltung kommen. Hat also das Linienintegral von b einen
von Null verschiedenen Wert, so zeigt dies wenigstens einen
UberschuB der tangentialen Bewegungskomponenten in einem
Umlaufssinne iiber die im entgegengesetzten Sinne an und man
kann sagen, daB im ganzen genommen die Wasserbewegung
mit einem bestimmten Umlaufsinne lings des Integrationsweges
tibereinstimmt. — Freilich ist das durch Gl (230) angegebene
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Kennzeichen mit dem Begriffe der Wirbelbewegung in der
Umgangssprache, der keine strenge Abgrenzung besitzt, nicht
geradezu identisch; es widerspricht ihm aber nirgends
und kann als eine Verfeinerung oder als eine schir-
fere Fassung dieses Begriffes betrachtet werden.
Bei der wissenschaftlichen Untersuchung einer allgemein be-
kannten und vom Volksmunde nach seiner Art schon beschrie-
benen Erscheinung ist man nur selten in der gliicklichen Lage,
wie hier, ohne weiteres an den gewdhnlichen Sprachgebrauch
ankniipfen zu konnen.

Zur Vermeidung von MiBverstindnissen betrachte ich noch
die Bewegung einer Fliissigkeit lings eines ringformig in sich
geschlossenen Rohres. Die Bewegung kann in diesem Falle so
erfolgen, das etwa fiir jeden kugelférmigen Bezirk, den man
im Innern der Fliissigkeit abgrenzen mag, Gl (230) erfiillt ist.
Fiir eingn Integrationsweg, der dem Rohre folgt und sich in
dieser Weise schlieBt, ist sie aber natiirlich nicht erfiillt. Der
Grund fiir den scheinbaren Widerspruch liegt darin, daB der
Sitz des Wirbels in diesem Falle an den Fliissigkeitsgrenzen
liegt. Im ganzen genommen ist die Bewegung jedenfalls nicht
wirbelfrei, wenn sie auch fiir jeden einfach zusammenhiingen-
den Bezirk im Innern der Fliissigkeit wirbelfrei sein kann.

Die allgemeinste Bewegung einer Fliissigkeit ist natiirlich
eine solche, mit der Wirbel verbunden sind; die wirbelfreie
Bewegung stellt nur einen besonders einfachen Ausnahmefall
dar. Ganz streng ist die Bewegung der Wirbelfreiheit bei
einer wirklichen Wasserbewegung iiberhaupt niemals erfiillt.
Die Bewegung kann sich aber der wirbelfreien unter gewissen
Umstiinden sehr néhern und es ist daher von Interesse, die
Gesetze dieser einfachsten Bewegungsart kennen zu lernen. In
der Tat beziehen sich auch ihrem Umfange nach die meisten
Untersuchungen der heutigen Hydrodynamik auf die wirbel-
freie Bewegung. DaB eine solche Abgrenzung des Unter-
suchungsgebietes moglich und in sich einwandfrei ist, beruht
auf einem von Lagrange aufgestellten Satze, der hier ahge-
leitet werden soll.
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In einem bestimmten Augenblicke sei in der Wassermasse
eine beliebige geschlossene Linie gezogen und fiir diese das in
Gl. (230) vorkommende Linienintegral von b berechnet. Die
Bewegung braucht jetzt nicht wirbelfrei zu sein und das Linien-
integral wird daher im allgemeinen irgendeinen von Null ver-
schiedenen Wert 4

A= [vas

annehmen. Nach Ablauf eines Zeitelementes d¢ haben sich die
einzelnen Wasserteilchen um Strecken vd¢ verschoben und jene,
die vorher auf dem gewiihlten Integrationswege lagen, werden,
wenn keine diskontinuierlichen Bewegungen vorkommen, aber-
mals auf einer stetigen geschlossenen Linie liegen. Fiir diese
und fiir den jetzt herrschenden Bewegungszustand soll das
Linienintegral von v ebenfalls berechnet sein. Der Unterschied
gegeniiber dem fritheren Werte sei mit 9 4 bezeichnet. Dann ist

84 = [‘ovas + [vads, (231)
wobel zunichst
v =2 a1

d

gesetzt werden kann. Die Beschleunigung d—: folgt aus dem

dynamischen Grundgesetze, und zwar, wenn wir zur Ab-
kiirzung die im vorigen Paragraphen erklirten Bezeichnungen
benutzen, zu

= B—VD=— V(7 +D).

Hierbei ist vorausgesetzt, daf die #uBere Kraft $ von
einem Potentiale ¥ abgeleitet werden kann.

Um dds zu berechnen, beachten wir, daB sich der Vek-
tor d8 durch eine Parallelverschiebung nicht éndert, und daB
daher 0d8 nur von dem Unterschiede der Verschiebungen der
Endpunkte von d8, dieser aber von dem Geschwindigkeits-
unterschiede abhiingt. Wir konnen daher setzen

dds — (d8V)vdt,
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wenn wir das Operationszeichen (d$%/) in dem durch den Zu-
sammenhang selbst schon geniigend erkléirten Sinne verwenden.
Ferner wird aber, wenn wir beachten, daB es sich dabei um
eine Differentiation nach einer bestimmt vorgeschriebenen Rich-
tung handelt

vods = n(dsV)vdt = (d8V) " at

und im ganzen erhilt man daher fiir §.4
04 =—Lat @)V +p) +at [(@s7)"

Die Summe der Anderungen einer stetigen und eindeutigen
Funktion lings der Linienelemente einer Kurve ist aber gleich
dem Unterschiede der Funktionswerte im Endpunkte und An-
fangspunkte des Kurvenstiicks und daher fiir eine geschlossene
Kurve gleich Null. Wir erhalten daher unter den gemachten
Voraussetzungen, von denen noch besonders hervorzuheben ist,
daB u konstant, die Fliissigkeit reibungsfrei und das Kraftfeld
der duBeren Kriifte wirbelfrei sein sollte,

34 =0. (232)

Das gilt auch noch von einer Wirbelbewegung unter den
angenommenen Voraussetzungen. War aber 4 anfiénglich fiir
jeden geschlossenen Integrationsweg gleich Null, "so bleibt es
auch dauernd gleich Null.

Wenn die Bewegung einer raumbestindigen und
reibungsfreien Fliissigkeit, auf die von auBen her nur
solche Massenkriifte einwirken, die sich (wie das Ge-
wicht) von einem Potentiale ableiten lassen, zu irgend-
einer Zeit wirbelfrei war, so bleibt sie auch weiter-
hin wirbelfrei. Insbesondere ist die Bewegung wirbelfrei,
wenn sie unter dem Einflusse von Kriften der bezeichneten
Art aus dem Ruhezustande hervorgegangen ist.

Das ist der Satz von Lagrange, fiir den sein Urheber
freilich keinen stichhaltigen Beweis gegeben hatte. Der hier
wiedergegebene Beweis riihrt (den Grundziigen nach) von Lord
Kelvin her.
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Erst durch diesen Satz erlangen die Untersuchungen iiber
die wirbelfreie Bewegung die ihnen in der Hydrodynamik mit
Recht eingeriumte Bedeutung. Es ist nur zu billigen, daB
man sich zuniichst Rechenschaft dariiber zu geben sucht, was
geschehen miifite, wenn weder die Zihigkeit noch die durch
Dichteunterschiede hervorgerufene Mischbewegung in Betracht
kime. Freilich darf man aber dabei nicht vergessen, daB
keine genaue Ubereinstimmung zwischen diesem einfachsten
Falle und dem wirklichen Bewegungsvorgange erwartet werden
darf.

Um zu zeigen, welche Vereinfachungen der theoretischen
Behandlung entstehen, wenn man sich auf die Unter-
suchung wirbelfreier Stromungen beschriinkt, erinnere ich
an die Betrachtungen des ersten Abschnittes iiber die Kraft-
felder.

An die Stelle des Linienintegrals der Kraft ist hier nur
das Linienintegral der Geschwindigkeit getreten, wiihrend sich
sonst nichts geéindert hat. Es ist daher nicht nétig, die in § 3
durchgefiihrten Betrachtungen iiber das Potential hier nochmals
zu wiederholen; wir konnen vielmehr die Schliisse, zu denen
wir damals gelangten, auf den jetzt vorliegenden Fall ohne
weiteres iibertragen. Von diesen ist fiir uns namentlich von
Wichtigkeit; daB sich im wirbelfreien Felde der Vektor des
Feldes durch Differentiation aus einer richtungslosen GriBe ab-
leiten 1iRt, die frither als das Potential des Kraftfeldes be-
zeichnet wurde. Auch bei der wirbelfreien Wasserbewegung
muB sich aus denselben Griinden wie damals zu jedem Punkte
des Raumes in einem gegebenen Augenblicke eine GriBe ohne
Richtung angeben lassen, aus der die Geschwindigkeitskompo-
nente nach irgendeiner Richtung durch Differentiation nach
dieser Richtung abgeleitet werden kann. Man bezeichnet diese
GroBe, um die enge Verwandtschaft mit den friiheren Betfrach-
tungen iiber die Kraftfelder ausdriicklich hervorzuheben, als
das Geschwindigkeitspotential, obhschon die sprachliche
Herkunft des Wortes Potential mit der Verwendung, die das
Wort hier findet, nichts zu tun hat. Das Geschwindigkeits-
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potential sei in der Folge mit @ bezeichnet; ich setze dann
LT ST 3 (233)

=5 Ty BT g,

Hier findet freilich eine Abweichung im Vorzeichen
von den fritheren Festsetzungen iiber das Potential
der Kraftfelder (vgl. Gl (12), S. 21) statt. Damals war
es mir von Wichtigkeit, an dem negativen Vorzeichen des
Differentialquotienten des Potentials festzuhalten, weil das Po-
tential des Kraftfeldes nur bei dieser Vorzeichenfestsetzung
mit der potentiellen Energie des Feldes gleichbedeutend werden
kann. Beim Geschwindigkeitspotential fillt aber ein solcher
bestimmender Grund weg und wir konnen uns daher das Vor-
zeichen von @ von vornherein so gewiihlt denken, daB die
Differentialquotienten, ohne daf ein Vorzeichenwechsel voraus-
zugehen brauchte, unmittelbar die Geschwindigkeitskomponenten
angeben. In der Tat ist es allgemeiner Brauch, das Geschwindig-
keitspotential mit der durch die Gl (233) bereits zum Aus-
drucke gebrachten Vorzeichenfestsetzung zu benutzen.

Differentiiert man die erste der Gl (233) nach y und die
zweite nach # und subtrahiert, so erhiilt man

ov, _ 0vy _
oy ox 2
und dazu treten noch zwei andere Gleichungen, die in der-
selben Weise gewonnen werden konnen. Diese Gleichungen
geben die Bedingung an, der die Geschwindigkeitskomponenten
geniigen miissen, wenn ein Geschwindigkeitspotential bestehen
soll. Damit werden wir in den Stand gesetzt, die Bedingung
fir die wirbelfreie Bewegung noch in anderer Form aus-
zusprechen, als dies schon mit Hilfe des Linienintegrals in
Gl (230) geschehen war. Man bilde niimlich eine gerichtete
GroBe w, deren Komponenten nach den Achsenrichtungen
gleich den Differenzen von Differentialquotienten sind, die in
dem vorausgehenden Ausdrucke vorkommen, niimlich
. (0vs 8V, . (00, vy vy v,
v =il =) i -5 +1GE—5)- @80
Foppl, Dynamik, 3. Audl, 25
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Die Griofe w wird nur dann zu Null, wenn alle drei
Komponenten fiir sich verschwinden. Wenn ein Geschwindig-
keitspotential bestehen soll, also wenn die Bewegung wirbelfrei
sein soll, miissen aber diese Komponenten, wie aus dem Ver-
gleiche mit den Gl (233) hervorgeht, simtlich zu Null werden.
Als Bedingung fiir die wirbelfreie Wasserbewegung kann man
daher auch die Gleichung

w=20 (235)

an Stelle von Gl (230) aufstellen. Jedenfalls ist diese Be-
dingung eine notwendige; daBl sie auch hinreichend ist, 1iBt
sich aus den vorhergehenden Betrachtungen noch nicht er-
kennen. Da dieser Nachweis fiir die Folge nicht nétig ist,
werde ich davon absehen, ihn hier ebenfalls zu fithren; niheres
dariiber findet man in meiner ,Geometrie der Wirbelfelder,
Nur dies mochte ich noch erwiihnen, daB man mit Hilfe eines
von Stokes aufgestellten Satzes den unmittelbaren Zusammen-
hang zwischen den GI. (230) und (235) in einfachster Weise
erkennen kann.

Wenn das Feld nicht wirbelfrei ist, entsteht das Bediirf-
nis nach einem Mafe fiir den Wirbel, oder vielleicht besser
gesagt, nach einem MaBe dafiir, in welchem Grade und in
welcher Art die Bewegung von der wirbelfreien abweicht.
Hierzu kann die durch GL (234) definierte gerichtete GroBe w
ohne weiteres beniitzt werden, da ihr Verschwinden die Be-
dingung fiir das Nichtvorhandensein von Wirbeln innerhalb
eines Bezirks bildet, der der gerade betrachteten Stelle eng be-
nachbart ist. An Stelle der Grofle w selbst kann auch irgend-
ein Vielfaches davon als MaB des Wirbels benutzt werden.
Helmholtz, dem man die ersten Untersuchungen iiber die
Wirbelbewegungen verdankt, hat dazu die Hilfte von w ge-
wihlt, und zwar auf Grund eines Vergleichs der Wasser-
bewegung in einem engen Bezirke mit der Bewegung eines
starren Koérpers. Die Hilfte von w entspricht dann der Winkel-
geschwindigkeit des starren Korpers.

Die grofle Bedeutung des Wirbelbegriffes beschinkt sich
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iibrigens nicht auf die Hydrodynamik, sondern sie tritt in der
Elektrizititslehre fast noch mehr hervor. Es hat sich daher
die Notwendigkeit herausgestellt, eine einfache Bezeichnung
fiir den analytischen Zusammenhang zwischen dem Wirbel mw
und der Geschwindigkeit b einzufithren. Gl (234) gestattet
zunichst, w unter Zugrundelegung eines Koordinatensystems
zu berechnen, wenn b iiberall gegeben ist. Aus der physika-
lischen Bedeutung des Vektors w folgt aber schon, daB m
von der besonderen Wahl des Koordinatensystems unabhingig
sein muB. Es ist daher zweckmiBiger, bei der Angabe des
Zusammenhangs zwischen w und v die Bezugnahme auf ein
Koordinatensystem zu vermeiden. Man nennt w den Quirl
von b, und setzt mit Benutzung der urspriinglichen englischen
(von Maxwell eingefiihrten) Bezeichnung

w = curlb (236)

(curl = Quirl). Bei der wirklichen Ausrechnung von w ist
man freilich sehr oft genotigt, auf die mit Gl (236) gleich-
bedeutenden Gl. (234) wieder zuriickzugehen.

§ 2, Allgemeine Integration der Bewegungsgleichungen
fiir die wirbelfreie Bewegung.

Die Eulerschen hydrodynamischen Gleichungen werden
fir den Fall der wirbelfreien Bewegung am besten so um-
geformt, daB alle Geschwindigkeitskomponenten im Geschwin-
digkeitspotentiale @ mit Hilfe der Gl (233) ausgedriickt
werden. Sie vereinfachen sich dann erheblich. Die Kontinui-
titsgleichung (221) nimmt dann die Form

7Rl o o*P &
et ot o —0 (237)
, wofiir man mit Benutzung des schon von friiher her he-
kannten Laplaceschen Operators V/* kiirzer
Vi =0 (238)
schreiben kann. Ferner findet man fiir den in Gl (225) an-

gegebenen Ausdruck fiir die Beschleunigungskomponente in
25*

an
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der X-Achse, nimlich
dv, _ov , 0% , 0% ,  0v
dat ot + Yoz + 4 oy + v oz
nach Einsetzen von
80 _ o0 . _ oo
Ll—ﬁs 2_33": 8_3'2
dv, _ 0@ | 9008 | 90 20 00 20
dt  oxzét | pmox® | oyowxdy | 0z owos
Die drei letzten Glieder in diesem Ausdrucke bilden den
partiellen Differentialquotienten nach x von

jetzt

;[(gi)g-}- (’;_;5)9—}- (%_z)i] oder von ;_nﬂ’

wenn b wieder die Gesamtgeschwindigkeit an der betreffenden
Stelle nach Grofle und Richtung bedeutet, wobei man beachten
mige, daf das Quadrat (oder das inmere Produkt mit sich
selbst) einer gerichteten GroBe eine Grifle ohne Richtung
angibt. Setzt man dies ein, so erhilt man die erste der drei
folgenden Gleichungen

dv, 0 (¢ Lo

T gei T

dv, @ (09 | 1,

3t ~aglm v (289)
dv, o (¢ 1

T = %

Die in Gl (228) zusammengestellten Eulerschen Glei-
chungen gehen nun — immer unter der Voraussetzung, daB
die Hduflere Massenkraft von einem Potentiale ¥ abgeleitet
werden kann — iiber in

- . .
bl T30 = — 5P +2)

2 (0@ | 1 0
'u@{ét +§n9}=—3§(V+p) * (240)
A 1 ¢
bt 3 =~ wm T+ D)

Da nun g fir die raumbestindige Fliissigkeit, um die es
sich bei diesen Betrachtungen allein handelt, konstant ist,
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lassen sich die Gl (240) zu einer einzigen Integralgleichung
zusammenfassen. Sie sprechen ja in der Tat nur aus, daB
sich die GroBen, deren Differentialquotienten nach z, y und 2
miteinander {ibereinstimmen, nur um eine Grofe voneinander
unterscheiden konnen, die von diesen Veriinderlichen unab-
hiingig ist, wiihrend sie von ¢ abhiingig sein kann. Bezeichnen
wir diese GroBe mit f(¢), so liefert die Integration der Gl. (240)

w0+ 20 V4 p =10 (241)

Besonders einfach gestaltet sich diese Beziehung bei der
stationiiren Fliissigkeitsstromung, also bei einer Bewegung, die
sich davernd in der gleichen Weise fortsetzt. Dann sind b,
@, p zwar immer noch mit dem Orte veriinderlich, an jedem
Punkte des festen Raumes bleiben sie aber der Zeit nach kon-
stant. Der Differentialquotient von @ verschwindet dann in
der vorausgehenden Gleichung und auch f(#) muB der Zeit
nach konstant, also iiberhaupt eine Konstante sein, weil alle
iibrigen in der Gleichung vorkommenden Gréfen von ¢ unab-
hingig sind. Fiir die stationéire wirbelfreie Stromung hat man
daher die einfache Beziehung

TV 4p=0C (242)

~ oder in Worten: die Summe aus der kinetischen Energie,
dem Potentiale der duBeren Krifte (d h. der poten-
tiellen Energie) und dem Fliissigkeitsdrucke hat zu
jeder Zeit und fiir alle Stellen des Raumes denselben
Wert, wenn man diese GriBen auf die Raumeinheit bzw. auf
die Flacheneinheit bezieht. Dieses Resultat stimmt nahezu
iiberein mit einem, das schon im ersten Bande § 58 auf viel
einfacherem Wege gefunden und durch Gl. (139), 3. Aufl., aus-
gedriickt wurde. In einer Hinsicht besteht indessen zwischen
beiden Resultaten doch ein sehr wesentlicher Unterschied.
Das frithere Resultat galt nar fiir die Verdnderlichkeit des
Druckes in dem gleichen Stromfaden und es bleibt in
diesem begrenzten Umfange, wie aus der Ableitung hervor-
geht, auch dann noch giiltig, wenn die Bewegung nicht wirbel-
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frei ist, falls dabei nur von der Fliissigkeitsreibung abgesehen
werden kann. Gl (242) ist insofern viel allgemeiner giiltig,
als sie die Verinderlichkeit des Druckes auch dann noch an-
gibt, wenn man von einem Punkte eines Stromfadens zu einem
Punkte irgendeines anderen Stromfadens iibergeht.
Andererseits ist dagegen die Giiltigkeit dieser erweiterten Be-
ziehung an die Bedingung gekniipft, dall die Bewegung wirbel-
frei ist. Ich bitte auf diesen wesentlichen Unterschied sorg-
filtig zu achten, da der Zusammenhang zwischen kinetischer
Energie, potentieller Energie und Fliissigkeitsdruck bei der
Theorie der hydraulischen Motoren in der theoretischen Ma-
schinenlehre sehr hiiufig zum Ausgangspunkte der ganzen Ent-
wicklung gemacht wird.

§ 53. Bewegung einer Kugel in einer vollkommenen

' Fliissigkeit.

Ein fester kugelformiger Korper moge sich in einer
Fliissigkeit geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.
Es fragt sich, was fiir eine Kraft von auBen her an ihm
wirken mufl, um diese Bewegung aufrecht zu erhalten. Dabei
soll angenommen werden, daB sich der Korper hinlinglich
weit von den Grenzflichen der Fliissigkeit entfernt bhefindet,
um den EinfluB benachbarter Winde usf. vernachlissigen zu
kénnen. Wir driicken diese Voraussetzung am einfachsten
dahin aus, daP wir die Fliissigkeit nach allen Seiten hin als
unbegrenzt ansehen. In groBerer Entfernung von der sich
bewegenden Kugel soll die Fliissigkeit ruhen; in der Nachbar-
schaft der Kugel treten natiirlich Stromungen auf, da die
Flissigkeit der Kugel wihrend ihres Fortschreitens vorn aus-
weichen mufBl, wihrend sie sich hinter ihr wieder zusammen-
schlieBt.

Wenn die Kugel in Ruhe wire, wiirde die Fliissigkeit
einen hydrostatischen Auftrieb an ihr ausiiben und es miiite
daher, um sie in Ruhe zu erhalten, eine lotrechte Kraft an
ihr angebracht werden, die mit dem Gewichte der Kugel und
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dem hydrostatischen Auftriebe Gleichgewicht herstellte. Denken
wir uns nachher die Kugel in horizontaler Richtung durch die
Fliissigkeit bewegt, so wird immer noch, um ein Verschieben
in der lotrechten Richtung zu verhiiten, durch eine #uBere
Kraft Gleichgewicht zwischen dem Auftriebe und dem Kugel-
gewichte hergestellt werden miissen. Diese Kraft ist einfach
zu ermitteln und sie interessiert uns hier weiter nicht; von
Interesse ist fiir uns nur die Kraft, die man in der Be-
wegungsrichtung aufwenden muB, um den Widerstand der
Fliissigkeit gegen die Bewegung zu iiberwinden. Wir wollen
uns deshalb die Kugel von vornherein von gleichem spezi-
fischem Gewichte mit dem Wasser vorstellen, so daB sie im
Ruhestande darin von selbst schwimmt. Wir konnen dann
von der Einwirkung der Schwerkraft auf die Kugel und die
Flissigkeit ganz abgesehen; der Vorgang erfolgt so, als wenn
die Schwere {iberhaupt nicht vorhanden wiire.

Wenn die Aufgabe in dieser Weise gestellt wird, haben
wir es nicht mit einer stationfiren Stromung zu tun, da die
Geschwindigkeit der Fliissigkeit in einem bestimmten Punkte
des festen Raumes wechselt, wenn die Kugel auf ihrer Bahn
fortschreitet. Relativ zu einem Raume, der sich mit der Kugel
ohne Drehung gleichformig weiter bewegt, wird die Bewegung
dagegen, nachdem sie schon lingere Zeit angedauert hat, sta-
tioniir sein. Man vereinfacht daher die Aufgabe, wenn man
die Bewegung von einem solchen Raume aus beobachtet; Zu-
satzkriifte der Relativhewegung brauchen dabei nicht angebracht
zu werden, da sich der Raum weder dreht, noch eine Trans-
lationsbeschleunignng besitzt. Einfacher 1aBt sich dies auch
dahin ausdriicken, daB man sich die Kugel von vornherein an
ihrer Stelle festgehalten denkt, wiihrend die Fliissigkeit an ihr
voriiberstromt. Man kann sich die Kugel etwa in das Wasser
eines Flusses versenkt denken, so dal sie hinreichend weit
von dem Umfange des FluBbettes und der Wasseroberfliche
entfernt bleibt. Bewegte sich das Wasser an dieser Stelle vor
dem Einsenken der Kugel gleichformig, so nimlich, daB die
Geschwindigkeit v sowohl dem Orte als der Zeit nach in
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diesem Bezirke konstant war, so wird dieselbe Kraft an der
Kugel angebracht werden miissen, um sie vor dem Fortreifien
mit der Stromung zu schiitzen, als wenn das Wasser ruhte
und die Kugel sich im entgegengesetzten Sinne mit konstanter
Greschwindigkeit bewegte. In dieser Form laBt sich die Auf-
gabe am einfachsten weiter behandeln.

Wir betrachten die Fliissigkeit als reibungsfrei und
nehmen hiermit zugleich an, daB die Bewegung wirbelfrei
sei. Die Wasserstromung ist dann vollstindig bekannt, wenn
man das von der Zeit unabhiingige Geschwindigkeitspotential
@ anzugeben vermag. Da das Problem durch die auferlegten
Bedingungen physikalisch vollstindig bestimmt ist, muBl auch
@ bis auf eine willkiirliche Konstante, die man ihm nach Be-
lieben zufiigen darf, ohne an den daraus abgeleiteten Geschwin-
digkeitskomponenten etwas zu #ndern, vollstindig bestimmt
sein. Falls man daher einen Ausdruck von @ kennt, der
allen Bedingungen geniigt, ist dieser — abgesehen von jener
willkiirlichen Konstanten — der richtige. Wenn man will,
kann man dies auch noch strenger beweisen, indem man zuerst
annimmt, es wiren zwei Werte von @ moglich, die allen Be-
dingungen geniigen, dann ihre Differenz bildet und zeigt, daB
diese notwendig eine Konstante sein muf. :

Dirichlet hat den Ausdruck von @, der den Be-
dingungen unserer Aufgabe geniigt, gefunden, nimlich

@ =as(%, +1). (243)

Dabei ist angenommen, dall die positive Z-Achse in jene
Richtung gelegt ist, in der die ungestirte Stromung der
Fliissigkeit erfolgt; a ist die Geschwindigkeit dieser Stromung,
o der Radius der festgehaltenen Kugel und # die. Entfernung
jenes Punktes in der Fliissigkeit, fiir den @ durch Gl (243)
angegeben wird, vom Kugelmittelpunkte, der als Koordinaten-
ursprung dient. Auf die Orientierung der X- und der Y-Achse
kommt offenbar nichts an, da rings um die Z-Achse alles sym-
metrisch ist. Fiir » hat man iibrigens nach dem pythagoreischen
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Lehrsatze die Gleichung

=21y 2, (244)
mit deren Hilfe sofort die partiellen Differentialquotienten
oFr S Ngr Y o ErtTE
dz rv2'dy v! 98 r (245

gebildet werden konnen. Um zu beweisen, daB der fir @
angegebene Ausdruck in der Tat die Lésung unseres Problems
bildet, ermitteln wir zuniichst die Geschwindigkeitskomponenten,
die sich daraus ergeben. Wir erhalten mit Riicksicht auf die
Gleichungen (245)

Bl L g B S
1 gz 2rt Oz 2rt
v, =('7_¢=._azﬁu..a_r=.,_a3_9:yz
27 oy 2rt Qy 2rs (246)
vy = i ( — 1) —az e or

2z “\apm “9rtpz

3
_a2gr3+a_a2§%22

Diese Geschwindigkeitskomponenten miissen vor allem der
Kontinuititshedingung geniigen. Um dies zu priifen, stellen
wir die Differentialquotienten nach x, y, # auf, nimlich

00, 30° 159 or 30% (6a®
Ta=—agmatags oos=asgh (e —1),
81}, ay

y as g7 (3% )

0 307 3p° 150" 3¢ (b2t
Fz'-——ag 33—26152’_ + a r7z 224’_5(?—3)‘

Die Summe dieser drei Differentialquotienten oder v7*® muB
Null ergeben. In der Tat findet man aber beim Zusammen-
zithlen
5x* 4 by*+4 527
Vo - ardl (I

und dies wird mit Riicksicht auf GL (244) identisch zu Null
Damit ist zunichst gezeigt, daB die durch @ angegebene Fliissig-
keitshewegung in einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit geo-
metrisch mdglich ist.
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Hierzu kommen noch die Grenzbedingungen. An der
Kugeloberfliche mufl die Fliissigkeit der Kugel ausweichen,
d. h. die Geschwindigkeit der Fliissigkeit kann dort iiberall
nur tangential gerichtet sein. Um dies zu untersuchen, denke
man sich an irgendeiner Stelle der Kugeloberfliche eine Nor-
male n nach auflen hin gezogen. Die Geschwindigkeitskom-
ponente in der Richtung dieser Normalen wird erhalten, wenn
man @ in der Richtung der Normalen differentiiert, und wenn
die Losung richtig sein soll, mull dieser Wert iiberall gleich
Null sein. Wir bilden den Differentialquotienten

3 .
mefmt ) m e
Wenn man in der Richtung der Normalen um ¢n von der
Kugelfliche weiter geht, wichst » um #n und man hat daher
or _
an
Projiziert man ferner #n auf die Z-Achse, so erhilt man das
zugehdrige ¢2, und da ¢n mit dem zur betreffenden Stelle
gezogenen Radius », dessen Projektion z ist, gleiche Richtung

hat, besteht die Proportion
L L.
.=

Setzt man diese Werte ein, so wird
P z
2 (s + 1) —aagh = 55(0* + 2r°— 3¢Y)

an 1
und an der Kugeloberfliche wird dies in der Tat iiberall zu
Null, weil dort » = ¢ ist.

SchlieBlich muB noch in groBerer (oder streng genommen
in unendlicher) Entfernung von der Kugel die Fliissigkeit
iiberall parallel zur Z-Achse mit der Geschwindigkeit a strémen.
In der Tat wird aber, wie man aus den Gleichungen (246)
erkennt, fiir » = co

v, =0, v,=0, w=a.

Die Fliissigkeit stromt demmach iiberall so, wie es den geo-
metrischen Bedingungen der Aufgabe entspricht. HEs bleibt
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jetzt nur noch iibrig, auf die Erfiilllung der aus der dynami-
schen Grundgleichung hervorgegangenen Eulerschen Glei-
chungen zu achten. Fiir den Fall der stationiren Strémung
sind diese bereits in der Integralgleichung (242) zusammen-
gefaBt. Da wir auf die Veriinderlichkeit des Druckes mit der
Hiohe jetzt nicht zu achten brauchen, weil der Vorgang, wie
bereits bemerkt, im iibrigen so erfolgt, als wenn die Fliissig-
keit und die Kugel der Schwere iiberhaupt nicht unterworfen
wiren, konnen wir diese Gleichung hier noch dadurch verein-
fachen, daB wir das Potential konstant setzen und es in die
Konstante ¢’ mit einrechnen. Wir haben dann

%‘ub’—l—p=0.

In unendlicher Entfernung von der Kugel wird v*= @ und
wir erkennen daraus, daB dort auch iiberall derselbe Druck
herrscht, so als wenn die Kugel nicht vorhanden wire. Be-
zeichnen wir diesen Druck an den fernen Grenzen mit p,, so
findet man damit auch die Konstante C, niimlich

1
und der Druck an irgendeiner anderen Stelle ist
1
P =p, + 5 u(a?—v?). (247)

Hiermit ergibt sich auch der Druck, den die Fliissigkeit auf
irgendeine Stelle der Kugeloberfliche ausiibt, indem man
0 =} 4 v} 4 v}

bildet und die Werte aus den Gleichungen (246) einfiihrt, wo-
bei mnoch darauf zu achten ist, daB an der Kugeloberfliche
r =g zu setzen ist und zyz Koordinaten eines Punktes der
Kugelfliche bedeuten. Fiihrt man dies aus und bezeichnet
man die Geschwindigkeit irgendwo in niichster Nihe der Kugel-
fiiche mit v,, so wird

wp=22 (1~ ;—,) (248)

Dort, wo die Z-Achse die Kugeloberfliche schneidet, wird 2=
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und daher v, gleich Null, was schon von vornherein zu er-
warten war. Am griBten wird die Geschwindigkeit am Aquator
der Kugel, der in die X Y-Ebene fillt und fiir den 2z = 0 ist.

Die Fliissigkeit stromt dort mit der Geschwindigkeit % an der

Kugel voriiber. Der Druck p, an der Kugelfliche ist nach
Gl (247)

2 2
po=p+ 5 (95— 5): (249)

In den Endpunkfen des in der Richtung der Stromung ge-
zogenen Durchmessers nimmt 'p'9 seinen grofiten Wert pp.. an,
niamlich

Pmax = Py + %;

und zwar wird der Druck, worauf wohl zu achten ist, an der
der Stromung abgekehrten Seite ebenso groB als an der der
Stromung zugekehrten. Der kleinste Druck pmin herrscht am
Aquator der Kugel, nimlich

bua®
_pm.in = Po == 'g i

Wir setzen dabei voraus, daB p, groB genug ist, damit
Pmin positiv bleibt, weil sonst die Ausbildung eines Hohlraumes
zu erwarten wiire.

Im iibrigen ist p, eine gerade Funktion von 2. Es ist
daher fiir p, gleichgiiltig, ob das Vorzeichen von s positiv
oder negativ ist, d. h. der Druck ist an entsprechenden Stellen
der der Stromung abgewendeten Halbkugel genau ebenso groB
als auf der ihr zugewendeten Halbkugel. Daraus folgt ohne
weiteres, daB sich alle von der Fliissigkeit auf die Kugel iiber-
tragenen Druckkrifte im Gleichgewichte miteinander halten.
Wir kommen daher zu dem unerwarteten Resultate,
daf man iiberhaupt keine Kraft an der Kugel an-
zubringen braucht, um sie bei der wirbelfreien Stro-
mung in der vollkommenen Fliissigkeit an ihrer Stelle
festzuhalten; sie bleibt vielmehr von selbst stehen und liBt
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die Fliissigkeit um sich herumflieBen, ohne sich von der Stelle
zu riihren.

Zugleich folgt daraus auch, daB sich der geradlinig gleich-
férmigen Bewegung einer Kugel durch eine vollkommene Fliissig-
keit kein Widerstand entgegensetzt. Wenn das Wasser eine
vollkommene Fliissigkeit wiire, in der auch keine Misch-
bewegungen vorkémen, brauchte man keine Arbeit anfzuwenden,
um darauf zu fahren; nur zu Beginn der Fahrt wire ein An-
stoB erforderlich, um die Anfangsgeschwindigkeit herzustellen.

Das wirkliche Verhalten des Wassers ist natiirlich ganz
anders. Wir sind mit dem Widerstande, den das Wasser der
Fortbewegung eines in ihm schwimmenden Korpers entgegen-
setzt, so bekannt, daB wir unwillkiirlich geneigt sind, diesen
Widerstand mit der Eigenschaft des Fliissigseins in Verbindung
zu bringen und ihn daher auch bei einer vollkommenen Fliissig-
keit vorauszusetzen. Unsere Untersuchung lehrt uns aber, dall
diese Meinung irrig ist. Der Widerstand, den das Wasser
schwimmenden Korpern entgegensetzt, kommt nicht davon her,
dafl das Wasser an sich ein fliissiger Korper ist, sondern davon,
daB es nicht vollkommen fliissig ist, sowie ferner auch von den
Mischbewegungen, auf die bei unserem Ansatze nicht gerechnet
wurde. Uber solche Fragen kann daher ein mit der Erfahrung
iibereinstimmendes Resultat nur aus Betrachtungen gewonnen
werden, die auf diese Umstiinde Riicksicht nehmen. Ich mdchte
hier nur erwihnen, daB man die Aufgabe der sich durch das
Wasser bewegenden Kugel auch mit Beriicksichtigung der
Zihigkeit geldst und hierbei gefunden hat, daB das Wasser der
Bewegung einen Widerstand entgegensetze, der der Geschwindig-
-keit (bei gleichformiger Bewegung) proportional sei. Das gilt
aber nur fiir sehr geringe Geschwindigkeiten und auBerdem
auch nur unter der Voraussetzung, daf die Mischbewegungen
vernachlissigt werden diirfen. Die Erfahrung hingegen lehrt,
daB bei groBeren Geschwindigkeiten der Widerstand pro-
portional mit dem Quadrate der Geschwindigkeit angenommen
werden kann. '

DaB die vollkommene Fliissigkeit der gleichférmigen Be-
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wegung eines in ihr schwimmenden Korpers beim Fehlen von
Mischbewegungen kein Hindernis zu bereiten vermag, 4Bt sich
iibrigens auch auf Grund einer ganz einfachen Betrachtung
erkennen. Wiire ein solcher Widerstand zu iiberwinden, so
miifte an dem Korper, um ihn in seiner Bewegung zu er-
halten, eine Arbeit von auBen her geleistet werden. Wohin
sollte aber diese Energie gelangen? Bel der zihen Fliissigkeit
wird Energie zur Uberwindung der inneren Reibungen ver-
braucht und in Wirme verwandelt. Dasselbe gilt von dem
StoBverluste, der durch die Michbewegung hervorgerufen wird.
Bei der vollkommenen Fliissigkeit ist aber in unserem Falle
kein solcher Energieaufwand mioglich; sie vermag iiberhaupt
keine mechanische Energie aufzuzehren, aufler wenn eine
Mischung von Wasserteilchen mit verschiedenen Geschwindig-
keiten stattfindet, bei der ebemso wie beim StoBe plastischer
Kérper mechanische Energie vernichtet werden kann. Auch
die lebendige Kraft des ganzen Systems behilt fortwihrend
denselben Wert und ins Unendliche vermag sich ebenfalls die
Energie nicht zu zerstreuen. Da kein Energiebedarf vor-
liegt, um die Bewegung zu unterhalten, braucht dem
bewegten Korper auch keine Energie zugefiihrt zu
werden, d. h. der Widerstand der Fliissigkeit ist gleich
Null. Diese Uberlegung hat zugleich den Vorteil, daB sie
sich nicht auf den kugelfsrmigen Kérper beschriinkt, sondern
auch auf Korper von beliebiger Gestalt anwendbar ist.

Vor allem interessiert natiirlich den Techniker bei diesen
Betrachtungen der Widerstand, den ein Schiff auf seiner Fahrt
findet. Fiir ein unterseeisches Boot, das nicht zu nahe
an der Oberfliche schwimmt, konnten fiir die Bewegung in der
vollkommenen Fliissigkeit ohne Mischbewegung die voraus-
gehenden Schliisse ohne weiteres angewendet werden. Bei
einem gewdhnlichen Schiffe, das nur zum Teile im Wasser
schwimmt und sich im iibrigen im Luftraume fortbewegt, mufl
aber noch eine wichtige Ergiinzung hinzutreten. Der Luftwider-
stand mag dabei iibrigens gegeniiber dem viel griBeren Wider-
stande des Wassers vernachlissigt werden. Wir gehen wieder
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auf die Bewegung der Kugel in einer vollkommenen Fliissig-
keit zuriick. Die Kugel mag sich in horizontaler Richtung
bewegen; durch die Z-Achse, die mit der Bewegungsrichtung
zusammentfiel, sei eine horizontale Ebene, etwa die Y Z-Ebene,
gelegt. Diese teilt die Kugel und die Fliissigkeit in zwei
symmetrisch zueinander liegende und sich in jeder Hinsicht
genau gleich verhaltende Hiften. Es strémt auch niemals
wihrend des Bewegungsvorgangs Fliissigkeit aus der einen
Hilfte in die andere iiber. Es #ndert daher nichts, wenn wir
uns die eine, und zwar die obere Hiilfte ganz beseitigt denken.
Wir behalten dann eine Halbkugel, die sich auf der Oberfliche
der Fliissigkeit, mit der sie gerade abschneidet, forthewegt. Man
kann sich diese Halbkugel etwa als ein Schiffsgefill denken,
das sich auch noch iiber die Wasseroberfliche erheben darf,
wenn der Luftwiderstand, den der emporragende Teil findet,
vernachliissigt werden kann. Es scheint zuniichst, als wenn
fiir den Bewegungswiderstand des an der Oberfliche schwim-
menden Schiffes dasselbe gelten miifite wie fir den Wider-
stand an der vollstindig eingetauchten Kugel.

Man muB aber bedenken, daB der Druck in der ¥YZ-Ebene
verinderlich ist, wie aus Gl. (247) hervorgeht. Solange die
Fliissigkeit zusammenhing, war dies gleichgiiltig, da der Druck -
auf beiden Seiten der Y Z-Ebene um gleich viel abnahm.
Wenn sich aber nur auf der einen Seite Wasser und auf der
anderen Luft befindet, deren Druck auf die Wasseroberfliche
tiberall fast genau denselben Wert hat, kann der Druckunter-
schied in der YZ-Ebene nicht so weiter bestehen, wie er vor-
her berechnet war. An den Stellen, wo p nach der friiheren
Rechnung seinen gréfiten Wert annahm, also an .den End-
punkten des in der Bewegungsrichtung gezogenen Durchmessers,
mull die Wasseroberfliche nach oben hin ausweichen, da ihr
dort kein geniigender Gegendruck widersteht und an den End-
punkten der Y-Achse, wo der Druck nach Gl. (249) am kleinsten
wird, senkt sich der Wasserspiegel. Der Bewegungsvorgang
bei einem an der Wasseroberfliche schwimmenden Schiffe ist
aus diesem Grunde recht erheblich von dem bei einem unter-
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seeischen Boote oder bei einem Fische verschieden. Wenn das
Schiff weiterriickt, miissen sich die Hebungen und Senkungen,
die der Wasserspiegel erfuhr, wieder ausgleichen und hierbei
entsteht eine weitere Bewegung, die sich in Form einer Welle
iiber die Wasseroberfliche ausbreitet. Ein an der Wasser-
oberfliche schwimmendes Schiff miite hiernach
auch selbst in einer vollkommenen Fliissigkeit einen
Bewegungswiderstand finden; es miifte ihm nimlich
fortwihrend Energie zur Neubildung der Oberflichen-
wellen wihrend der Fahrt zugefiihrt werden. Die Ober-
flichenwellen wiirden bei der seitlich unbegrenzten vollkom-
menen Fliissigkeit die Energie stetig ins Unendliche hinaus
fortfiithren. )

Die zuletzt gezogenen Schliisse stimmen nun auch in der
Tat wieder ganz gut mit den Beobachtungen am Wasser {iber-
ein. Jedermann kennt die Oberflichenwellen, die ein in der
Fahrt befindliches Schiff hervorruft und man weiB auch, daB
die Kraft der Maschine bei grifleren Geschwindigkeiten zum
groBten Teile zur Erzeugung dieser Wellen verbraucht wird.
Im iibrigen aber miissen wir aus dem Ergebnisse der hier
durchgefiihrten Untersuchung schlieBen, daB eine physikalisch
genaue Liosung der gestellten Aufgabe, den Widerstand eines
im Wasser bewegten Kérpers zu finden, von vornherein einen
anderen Ansatz erfordert, als er bis jetzt in der Hydrodynamik
iiblich ist. Dieser Ansatz wird so gestaltet werden miissen,
daB darin auf den Einflull der Mischhewegungen in geeigneter
Weise Riicksicht genommen wird.

§ H4. Strémung in Rohren; Zihigkeit.

Bei der Stromung des Wassers in Rohrleitungen erfolgt
die Bewegung jedenfalls der Hauptsache nach in geraden Linien
parallel zur Rohrachse. Daneben kann und wird freilich auch
eine ,Mischbewegung” einhergehen, die ihrerseits auch den
Hauptvorgang je nach den Umstinden mehr oder weniger zu
beeinflussen vermag.

Aus den Beobachtungen ist zu schliefen, daB die Fliissig-
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keit unmittelbar an der Rohrwand gegen diese nicht gleitet,
sondern von ihr festgehalten wird. Das hiingt, wie man als-
bald sehen wird, von den besonderen Gesetzen der Fliissigkeits-
reibung ab. Wenn nun von dieser ein so wesentlich bestim-
mender Einflub ausgeiibt wird, folgt daraus, daB man bei der
Theorie der Stromung in Rohren von vornherein auf die Zihig-
keit der Fliissigkeiten Riicksicht nehmen muB.

Die Zihigkeit ist eine Eigenschaft, die allen physikalischen
Flissigkeiten in mehr oder minder hohem MaBe zukommt. Sie
duBert sich darin, daB in der stromenden Fliissigkeit Schub-
spannungen auftreten, die man in diesem Falle auch als innere
Reibungen bezeichnet. Uber die Gesetze der inneren Rei-
bungen hat man sich auf Grund der dariiber vorliegenden Er-
fahrungen die folgenden Vorstellungen gebildet. Man nimmt
an, daB sie — im Gegensatze zur Reibung zwischen festen
Korpern — unabhingig vom Drucke sind, daB sie dagegen
von den Geschwindigkeitsunterschieden zwischen verschiedenen
Stellen abhiingen und proportional mit ihnen wachsen. AuBer-
dem hiingen sie von der Art der Fliissigkeit und auch von
ihrer Temperatur ab. Um diesem Umstande Rechnung zu
tragen, filhren wir eine Konstante i, den Zihigkeitskoeffi-
zienten ein, dessen Wert fiir jede Fliissigkeit bei jeder Tem-
peratur durch Versuche zu ermitteln ist. Wenn nun die Stro-
mung innerhalb eines kleinen Bezirks iiberall in der Richtung
der Z-Achse mit einer Geschwindigkeit » erfolgt, die sich der
GriBe nach #ndert, wenn man von einem Stromfaden zu einem
benachbarten iibergeht, so wird in einem Flichenelemente das
senkrecht zur X-Achse gelegt ist, eine auf die Flicheneinheit
bezogene Schubspannung oder innere Reibung r iibertragen,
die man p

v
T=k (250)
setzt. Auf jener Seite der Schnittfliche, nach der hin » kleiner
ist, geht die Schubspannung in gleicher Richtung mit », auf
der anderen Seite daher in der entgegengesetzten Richtung.

Sie wirkt also, wie man sagen kann, in solchem Sinne, daB
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 26
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sie die bestehenden Geschwindigkeitsunterschiede auszugleichen
sucht.

Dieser Ansatz riihrt schon von Newton her. Er schlieBt
die Vorstellung in sich, daB in den Grenzflichen zwischen zwei
benachbarten Stromféden kein Gleiten vorkommen kann, da

sonst gz und hiermit auch die Schubspannung unendlich groB

wiirde. Derselbe Ansatz wie fiir die innere Reibung wird aber
auch fiir die Berechnung der #ufleren Reibung, d. h. fiir die
Berechnung der Schubspannung an der Grenzfliche zwischen
der Fliissigkeit und einem rauhen Korper (also etwa der Rohr-
wand) benutzt. Daraus folgt dann, dafl auch an dieser Grenz-
fliche kein (leiten stattfinden kann, was schon vorher als ein
Ergebnis der Erfahrung angefiihrt wurde.

Die Folgerungen, die man aus der auf dieser Grundlage
aufgebauten Theorie der zihen Fliissigkeiten gezogen hat,
stimmen recht gut mit der Erfahrung iiberein, so lange der
Einfluf der Mischhewegungen, auf den dabei keine Riicksicht
genommen ist, mit Recht vernachlissigt werden darf Was
nun die Mischbewegungen anbetrifft, so ist daran zn erinnern,
daB sie den Hauptvorgang stets um so mehr beeinflussen, je
grofer die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen benachbarten
Stellen werden. In dieser Hinsicht gleichen sie den inneren
Reibungen. Andererseits treten aber im Gegensatze zu den
inneren Reibungen die Mischbewegungen um so mehr hervor,
je geringer die Zihigkeit ist und auBerdem werden sie auch
durch geometrische Bedingungen eingeschriinkt. Die an die
Rohrwand grenzende #uBerste Fliissigkeitsschicht kann iiber-
haupt nicht in einen Austausch mit benachbarten Stromfiden
treten, da sie daran durch die Kontinuititshedingung gehindert
wird, nach der an der Rohrwand eine Geschwindigkeitskompo-
nente senkrecht zur Rohrwand aus geometrischen Griinden aus-
geschlossen ist. Auferdem wird auch unter sonst gleichen
Umstéinden die Mischbewegung in einem weiten Rohr mehr
ausmachen, als in einem engen, bei dem sie durch die iiberall
nahe benachbarten Wiinde in ihrer Ausbildung gehemmt wird.
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In der Tat haben nun auch die Versuche gelehrt, daB der
Einfluf der Mischbewegungen gering ist und daher vernach-
lissigt werden darf, wenn die Geschwindigkeit der Haupthewe-
gung in einem Rohre nicht zu groB ist, und zwar kommt es
dabei ferner noch in Ubereinstimmung mit den vorhergehen-
den Uberlegungen auch auf den Rohrdurchmesser und die
Zihigkeit der Fliissigkeit an. Nach den Versuchen von
0. Reynolds dndert sich die Bewegungsart plétzlich, wenn
die Geschwindigkeit einen gewissen kritischen Wert v iiber-

schreitet, der

kK -
gesetzt werden kann, wenn man den Rohrdurchmesser mit d
und die auf die Raumeinheit bezogene Masse der Flissigkeit
mit w bezeichnet. Die Konstante K ist, wie aus den Dimen-
sionen der in der Formel auftretenden GroBen hervorgeht, eine

absolute Zahl, die zu 1900 bis 2000 ermittelt ist. Fiir Wasser

von 15°C ist & ungefithr 140 . 10-55% sec, u = 100k Sfc! und
m* : 981 m

mit K = 2000 erhilt man

o= 2810742 .1
sec o’
also z. B. v =028 " fir d=1cm oder v —0,0028 — fiir
sec sec
d=1m.

Man erkennt daraus, daBl die kritische Geschwindigkeit
bei engen Rohren verhiltnismiig groB, bei groBen Wasser-
leitungsréhren aber so klein ist, daB die ohne Beriicksichtigung
der Mischbewegungen aufgestellte Theorie fiir sie ganz ohne
Bedeutung ist. Anders ist es aber freilich bei der Strémung
von ziheren Fliissigkeiten, wie Ol, Masut u. dgl.

Fiir den Fall, dafi die Mischbewegung vernach-
lissigt werden kann, liBt sich die folgende einfache Theorie
der Stréomung in einem Rohre aufstellen.

Der Querschnitt des Rohres wird als kreisformig vorausgesetzt,

so dall der Symmetrie wegen die Geschwindigkeit nur von dem
26*
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Abstande von der Rohrachse abhéingig ist. In Abb. 71 stelle
der duBere Kreis den inneren Umfang des Rohres im Quer-
schnitte dar. Wir betrachten die Bewegung
des Wassers innerhalb des durch Schraffierung
hervorgehobenen Kreises von dem beliebigen
Halbmesser #. Die Geschwindigkeit am Um-
fange dieses Kreises sei gleich +. Wenn z
um dz wichst, #ndert sich » um dv. Die-
sem (Geschwindigkeitsgefille ist die Reibung
an dem Umfange des schraffierten Kreises zwischen den
innerhalb und den auBerhalb liegenden Stromfiden propor-
tional zu setzen. Am Rohrumfange wird das Wasser durch
die Reibung an der Rohrwand festgehalten; daher wird die
Geschwindigkeit von der Mitte aus mit wachsendem z ab-
nehmen, d. h. dv ist als negativ zu erwarten. Fiir die inner-
halb des schraffierten Kreises liegenden Stromfiden ist die
Reibung daher eine verzigernde Kraft.

Abb. 1.

Die Wasserbewegung erfolgt nach Voraussetzung gerad-
linig und daher der Kontinuititshedingung wegen auch mit
konstanter Geschwindigkeit. Demnach miissen sich alle von
auBen her auf ein beliebig abgegrenztes Volumenelement iiber-
tragenen Kriifte im Gleichgewichte miteinander halten. Der
Kreis vom Halbmesser # bilde den Querschnitt eines Wasser-
zylinders, dessen Linge dz sei. Parallel zur Z-Achse, die mit
der Rohrachse zusammenfillt, wirken auf diesen Wasserzylinder
die Reibungen am Umfange verziogernd ein, Ihre Summe ist
gleich

— 2nzde - k %-
HH

Damit Gleichgewicht bestehe, mul zwischen beiden Zylinder-
grundflichen ein Druckunterschied von derselben Gréfe auf-
treten. Da ferner v unabhiingig von z ist, folgt, daB auch der
Druckunterschied proportional mit dz ist. Daher ist
dp Py —P,
dz i

zc’
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wenn p, der Druck im Anfange und p, der Druck am Ende
der Rohrlinge ! ist und die Druckabnahme auf die Liingen-
einheit zur Abkiirzung mit ¢ bezeichnet wird. Fiir das Gleich-
gewicht der Kraftkomponenten im Sinne der Z-Achse erhalten
wir hiernach die Bedingungsgleichung

cdz - nx® = — 2mxde - k%
z
oder kiirzer
dv ¢ H
o -— (252)

Durch Integration folgt daraus

v="C— :—k 2 (253)

Die Integrationskonstante ' ist aus der Grenzbedingung am
Rohrumfange zu ermitteln, nach der v =0 wird fir z =7
Damit folgt

und hiermit

v =45 (' — 22). (254)

Trigt man in jedem Punkte eines Durchmessers die
zugehorige Geschwindigkeit v in einem passenden MaB-
stabe rechtwinklig ab, so erhiilt man als Geschwindig-
keitsverteilungsdiagramm einen Parabelbogen.

Die durch jeden Querschnitt der Réhre in der Zeiteinheit
flieBende Wassermenge sei mit ¢ bezeichnet. Man findet @,
indem man jedes Flichenelement des Querschnitts mit der zu-
gehorigen Geschwindigkeit multipliziert und hierauf iiber den
ganzen Querschnitt integriert. Man hat daher

r

Q= |v2nzda = 2426‘[(?‘256 — 2%dz = ggr‘. (255)
0 0

Unter der mittleren Geschwindigkeit v, der Stromung
versteht man jene Geschwindigkeit, die allen Stromfiiden zu-
kommen miifite, wenn sie bei allen gleich grof sein und die-
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selbe Fliissigkeitsmenge ¢ durch den Querschnitt fithren sollte.
Man hat daher

Q cr? &
- ”—r, = ﬁ = (206)
Die Geschwindigkeit in der Mitte ist daher doppelt so
grofB als die mittlere Geschwindigkeit.

Man verwendet diese Formeln gewdhnlich entweder, um
bei gegebenem / den Druckhdhenverlust ¢ fiir die Léngenein-
heit zu berechnen, der erforderlich ist, um eine verlangte Fliissig-
keitsmenge @) durch die Rohre zu treiben, oder um % aus den
tibrigen Werten, die bei einem Versuche direkt beobachtet sind,
zu ermitteln. Durch Auflésen nach ¢ findet man aus Gl (256)

p,—p Sk'vm I el

¢c="-2 i = PO (")5‘)

d. h. das Druckgefill wird hiernach proportional der
ersten Potenz der Geschwindigkeit und umgekehrt
proportional der zweiten Potenz der Rohrweite ge-

funden.
Bei den zuerst von Poiseuille angestellten und spiiter

sehr oft wiederholten Versuchen iiber die Stromung von Fliissig-
keiten in engen Réhren treffen diese Folgerungen sehr gut zu.
Hierin ist die wichtigste Bestitigung fiir die Zulissigkeit des
gewiihlten Ansatzes zu erblicken. Oberhalb der kritischen
Geschwindigkeit erfolgt aber die Bewegung nach ganz anderen
Gesetzen. Die Erfahrung lehrt niimlich, daB in diesem Falle
das Druckgefill ¢ ungefiihr proportional der zweiten Potenz
der Geschwindigkeit und umgekehrt proportional der ersten
Potenz des Rohrdurchmessers gesetzt werden kann. Der Zihig-
keitskoeffizient & scheint nur insofern von Bedeutung zu sein,
als der Wert der kritischen Geschwindigkeit von ihm abhiingt,
wihrend er, falls diese einmal iiberschritten ist, keinen wesent-
lich bestimmenden Einfluf auf den Bewegungsvorgang mehr
zu haben scheint. Bei Wasserleitungen ist der Druckhéhen-
verlust fiir eine Réhrenlinge, die etwa das 40- bis 50-fache
des Rohrdurchmessers betriigt, so groB wie der Druck, der
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erforderlich ist, um dem Wasser beim Ausstromen aus dem
Gefiifle in die freie Luft die Geschwindigkeit v, zu erteilen.
Die Beobachtungen lehren ferner, daB die Geschwindigkeit v
im mittleren Teile des Rohres nahezu konstant ist und erst
in der Nihe der Wand einen starken Abfall his auf den Wert
Null an der Rohrwand erfihrt.

Eine befriedigende Theorie dieses Stromungsvorgangs be-
sitzt man bis jetzt nicht. Nur so viel ist klar, daB man, um
zu ihr zu gelangen, jedenfalls auf die Mischbewegungen Riick-
sicht nehmen muB. Diese bewirken, dall der Fliissigkeitszylinder,
dessen Gleichgewicht wir vorher betrachteten, auBer durch die
Reibung auch noch durch den Austausch mit den auBerhalb
liegenden und langsamer flieBenden Wassermassen eine Ver-
zogerung erfihrt. Die Schwierigkeit besteht nur darin, einen
geeigneten Ansatz fiir diese verzogernde Kraft ausfindig zu

machen. Jedenfalls wird darin das Geschwindigkeifsgefﬁll ::i

und die Masse u der Fliissigkeit als Faktor vorkommen miissen,
auBerdem aber auch noch die Geschwindigkeit, mit der sich
der Austausch der Wassermassen vollzieht. Fiir diese fehlt es
aber zundchst an jedem Anhalte. Wenn es sich ausschlieflich
um die Erkliirung des einen Vorgangs der Stromung in Riohren
handelte, kénnte man z. B. an Stelle von Gl. (252)

d 1 ¢ ”
kki??: - ;;zrv;{;-. - (258)

setzen, worin der durch die Mischbewegungen hervorgebrachten

Verzigerung durch das zweite Glied der linken Seite Rech-
nung getragen werden soll.

Die Integration der Gleichung mit Beriicksichtigung der

Grenzbedingungen liefert nach Auflésung fiir das Druckgefill ¢

4kv, | o bVE &

e="c +2¢8%0, (259)

wenn die Geschwindigkeit in der Rohrmitte mit v, bezeichnet

wird. Die Konstante ¢ hat die Dimension einer absoluten

Zahl, die fiir verschiedene Fliissigkeiten verschieden sein kann.
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Bei kleinem ¢, und kleinem » iiberwiegt das erste Glied der
Gleichung, das dem Poisenilleschen Strémungsgesetze entspricht,
wihrend es im entgegengesetzten Falle auf das zweite Glied
ankommt, das mit den Beobachtungen an weiten Wasser-
leitungsrohren in Ubereinstimmung steht.

Dieser einfache Ansatz kann aber nicht als eine Losung
der Frage betrachtet werden. Erst wenn er sich auf alle
anderen Fille der Wasserbewegung sinngemif iibertragen
lieBe und dort ebenfalls zu einer Ubereinstimmung mit der
Erfahrung fiihrte, kénnte ein Ansatz von dieser Art als eine
befriedigende Losung bezeichnet werden. Einige Bemiihungen,
die ich in dieser Richtung machte, haben mich nicht zu dem
gewiinschten Erfolge gefiihrt; das schlielt aber nicht aus, daB
doch noch ein allen berechtigten Anspriichen gentigender An-
satz gefunden werden konnte.
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