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Zweiter Abschnitt.
Dynamik des Punkthaufens.

Vorbemerkung. Schon im ersten Bande dieser Vorlesungen
wurde die Mechanik beliebiger Korper dadurch an die Mechanik des
materiellen Punktes angekniipft, daB wir diese Korper als Punkt-
haufen auffaten. Denselben Weg miissen wir auch hier wieder ein-
schlagen. Die Beziechungen, die zwischen den Punkten des Haufens
anzunehmen sind, richten sich nach den physikalischen Eigenschaften
des Korpers oder des Verbandes verschiedener Kérper, mit dem wir
es gerade zu tun haben, sowie nach der Genauigkeit, mit der wir
dem wirklichen Verhalten im hesonderen Falle Rechnung tragen
wollen. Halten wir es z. B. fiir geniigend, von der Gestaltiinderung,
die ein fester Korper in einem bestimmten Falle erfihrt, abzusehen,
so gelangen wir zu dem Bilde des starren Korpers, unter dem wir
uns einen Punkthaufen von unveriinderlicher Gestalt zu denken haben.
In diesem Abschnitte soll aber zuniichst ganz allgemein von Punkt-
haufen die Rede sein, die beliebigen Bedingungen unterworfen sind,
und von starren Korpern, die freilich das wichtigste Anwendungs-
gebiet der hier anzustellenden Betrachtungen ausmachen, nur neben-
her und insoweit, als es sich um die Anfithrung von Beispielen zur
Erliuterung der vorgetragenen Lehren handelt Im folgenden Ab-
schnitte wird erst der starre Korper ausfithrlich fiir sich behandelt
werden.

§ 15. Das Prinzip von d’Alembert.

Wir betrachten einen Punkthaufen, der in beliebiger Be-
wegung begriffen sein soll, also so, daB sich auch seine Gestalt
dabei im allgemeinen fortwihrend dndert. An einem einzelnen
Punkte des Haufens, auf den wir unser Augenmerk richten
wollen, greifen verschiedene Kriifte an, die sich in #uBere und
innere einteilen lassen. Das ist schon im ersten Bande ndher
besprochen worden und in Ubereinstimmung mit den damals
gebrauchten Bezeichnungen sei P die Resultierende der iiuBeren
und XJ die Resultierende der inneren Kriifte. Wenn man
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unter m die Masse des Punktes und unter r den von einem
festen Anfangspunkte nach ihm gezogenen Radiusvektor ver-
steht, hat man nach der dynamischen Grundgleichung

mit—p+23, (88)

und eine Gleichung von dieser Form gilt fiir jeden Punkt des
Haufens.

Wir wollen uns ferner den Punkthaufen in seiner augen-
blicklichen Gestalt und Lage und unter Aufrechterhaltung aller
iibrigen Bedingungen jetzt noch ein zweites Mal gegeben
denken; nur mit dem Unterschiede, daB an jedem Punkte noch
eine fernere dufere Kraft § willkiirlich zugefiigt sein soll, die
nach Grofe und Richtung entsprechend der Gleichung

2
o——mis (89)
gewiihlt ist, in der die Beschleunigung ‘;?; 80 einzusetzen ist,

wie sie bei der wirklichen Bewegung des ersten Punkthaufens
im Augenblicke der Betrachtung gerade stattfindet.

Im zweiten Punkthaufen haben wir dann, da die Kriifte
P und ¥ unveriindert beibehalten wurden, die aus der Ver-
bindung der beiden vorhergehenden folgende Gleichung

P+2Z3+9=0, (90)
d. h. alle Kriifte halten sich jetzt an dem Punkte im Gleich-
gewichte, und zwar gilt dies fiir jeden Punkt des zweiten
Punkthaufens.

Endlich wollen wir uns drittens noch einen starren Kérper
denken, der groBl genug ist, um den ganzen Punkthaufen in
seiner augenblicklichen Gestalt darauf abbilden zu konnen.
Damit ist gemeint, dab jedem Punkte des Punkthaufens ein
Punkt des starren Korpers zugewiesen werden soll, so daB die
zugewiesenen Punkte ein dem Punkthaufen in seiner augen-
blicklichen Gestalt kongruentes und parallel liegendes Gebilde
ausmachen. An jedem dieser Punkte des starren Korpers
denken wir uns hierauf alle Kriifte P, § und J angebracht,
die vorher an dem entsprechenden Punkte des zweiten Punkt-
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haufens vorkamen. Die Kriifte § sollen dabei ebenso wie die
P und § als dubere Krifte am starren Korper angebracht
werden, ohne jede Riicksicht darauf, daB sie bei dem ersten
Punkthaufen sich unter den gegebenen Bedingungeén von selbst
als innere Kriifte in dieser Grofe und Richtung einstellten.

Da sich alle Kriifte, die wir anbrachten, an jedem Angriffs-
punkte fiir sich im Gleichgewichte befinden, wird der starre
Korper, wenn er vorher in Ruhe war, auch weiterhin in Ruhe
bleiben. Zwischen den Kriiften ¥, § und J miissen ferner
auch alle Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein, die wir fiir
Kriifte am starren Kérper schon im I. Bande niiher besprochen
haben.

Hierbei ist aber zu beachten, daf nach der allgemeinen
Fassung des Wechselwirkungsgesetzes auf jeden Fall die Krafte
J unter sich ein Gleichgewichtssystem am starren Korper
bilden miissen (vgl. § 21, Bd. I, 8. 134 d. 3. Aufl.) Daher
miissen auch die P und $ unter sich im Gleichgewichte stehen
und allen frither hierfiir aufgestellten Bedingungen geniigen.
Insbesondere muf 5P+ 2 —0

sein, wenn man die Summe iiber alle P und $ an allen
Punkten des starren Korpers erstreckt. Diese Bedingung ist
indessen nur eine notwendige und nicht zugleich eine hin-
reichende. Vielmehr mufl aullerdem fiir jeden Momentenpunkt
die Summe der Momente aller P und $ gleich Null sein und
ebenso muB fiir jede virtuelle Verschiebung des starren Kéorpers
die Summe der Arbeitsleistungen aller ¥ und § gleich Null sein.

In der zuletzt gegebenen Form wird das d’Alembertsche
Prinzip gewdhnlich in den Lehrbiichern der analytischen Me-
chanik dargestellt. Denkt man sich néimlich irgendeine un-
endlich kleine virtuelle Verschiebung des starren Korpers vor-
genommen, und bezeichnet man den Weg, den der zuniichst ins
Auge gefaBite Punkt dabei zuriicklegt, mit 08, so lautet die
notwendige und zugleich auch hinreichende Gleichgewichts-
bedingung fiir die Kriifte $ und $ an allen Punkten des

starren Korpers (P + )08=0
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giiltig fiir jede virtuelle Verschiebung. Setzt man $ aus
Gl (89) ein, so geht sie iiber in

5(B - m?{t-:)ds - (91)

Bezeichnet man die Komponenten von P nach den Rich-
tungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit XY 7,
die Komponenten von r mit xyz, und die Komponenten von
08 mit 0z, dy, dz, so liBt sich dafiir auch schreiben

2‘[()(—-911(;;)61:—]—(1’ mdt-,)d‘y-i-(Z—mdtg)az] 0, (92)

und das ist die Formel, die gewdhnlich als die Aussage des
d’Alembertschen Prinzips angegeben wird. Es entspricht
aber eigentlich mehr dem urspriinglichen Sachverhalte, das
d’Alembertsche Prinzip darin zu erblicken, da man durch
die Zufiigung der Kraft  an dem Punkthaufen ein System
von Kriiften ¥ und $ erhilt, das allen Gleichgewichtsbedin-
gungen an einem starren Korper geniigt. Ob man dieses
Gleichgewicht nachher mit Hilfe des Prinzips der virtuellen
Geschwindigkeiten oder mit Hilfe des Satzes von den statischen
Momenten untersucht — was oft bequemer ist —, bleibt neben-
siichlich.

Die Hauptleistung von d’Alembert bei der Aufstellung seines
Prinzips kann freilich vielleicht darin gefunden werden, daB er er-
kannt hat, daB sich die inneren Kriifte, weil sie fiir sich im Gleich-
gewichte stehen, aus den Gleichgewichtsbedingungen fortheben. Aber
darum zu sagen, daf hierin der Kern des d’Alembertschen Prinzips
zu erblicken sei, halte ich fiir unzweckmibig, weil eben die Tatsache,
daf die inneren Kriifte fiir sich ein Gleichgewichtsystem bilden, schon
durch das Wechselwirkungsgesetz ihrem vollen Inhalte nach zum Aus-
drucke kommt. Und dariiber hinaus lehrt das Prinzip nur noch, daf
man durch den Kunstgriff der Einfithrung der Kriifte § ein Gleich-
gewichtssystem der B und $ herstellen kann, wodurch es miglich
wird, Aufgaben der Dynamik auf statische Aufgaben zurtickzufiihren,

Die Kriifte  werden gewdhnlich als ,Trigheitskrifte
bezeichnet und ich werde mich dieser Bezeichnung ihrer Kiirze
wegen anschliefen. Man hat freilich gegen den Gebrauch
dieses Wortes oOfters eingewendet, daB es zu MiBdeutungen
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oder falschen Vorstellungen Veranlassung geben kinne, da
hiermit eine GriBe als Kraft bezeichnet wird, die als solche
physikalisch gar nicht existiert und die nur zur Vereinfachung
der Betrachtungen zu den wirklich vorhandenen Kriiften will-
kiirlich zugefiigt wird. DaB die Trigheitskrifte in der Tat
nur in diesem Sinne als Hilfsgréfen und nicht als an dem
ersten Punkthaufen, den wir eigentlich untersuchen wollen,
wirklich angreifende Krifte aufzufassen sind, darf man freilich
nicht aus den Augen verlieren. Sofern dies geschieht, wird
man aber jene Bedenken fallen lassen kiomnen, und ich habe
auch, gerade um nach dieser Richtung keinen Zweifel zu lassen,
ausdriicklich von zwei Punkthaufen und einem starren Korper
gesprochen, von denen der erste Punkthaufen den unmittel-
baren Gegenstand unserer Untersuchung bildet und an-dem
die Krifte  fehlen, wihrend der zweite und der starre Kérper,
an dem die Kriifte § angreifen sollen, nur zum Vergleiche mit
dem ersten gebraucht werden. Ich trage auch um so weniger
Bedenken gegen die gewiihlte Bezeichnung, als schon die ,fin-
gierte“ Zentrifugalkraft, von der im ersten Bande die Rede
war, unter den Begriff der Triigheitskrifte fillt und man schon
mit Riicksicht auf den in diesem Falle fest eingewurzelten
Sprachgebrauch genétigt ist, zwischen den fingierten oder von
uns willkiirlich zugefiigten Kriiften und den physikalisch nach-
weisharen oder, wie wir sagen, wirklich vorhandenen sorgfiltig
zu unterscheiden.

Man sieht leicht ein, wie den vorgehenden Betrachtungen
noch eine allgemeinere Form gegeben werden kann. Anstatt
den ganzen Punkthaufen auf einem starren Korper abzubilden,
wie es vorher geschehen war, kionnen wir sebenso mit einem
beliebig herausgegriffenen Teil verfahren. Der starre Korper,
der diesen Teil abbildet und an dem alle zugehdrigen Kriifte
P, ® und J angebracht sind, ist unter dem Einflusse dieser
Kriifte jedenfalls im Gleichgewichte. Dagegen bilden jetzt nicht
mehr alle Kriifte § ein Gleichgewichtssystem, sondern nur jene
davon untereinander, die auch fiir den in dieser Weise heraus-
gegriffenen Teil des Punkthaufens noch als innere zu bezeich-
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nen sind. Rechnen wir aber die ibrigen, also die von den
fortgelassenen Teilen des Punkthaufens auf die beibehaltenen
iibertragenen Kriifte jetzt zu den dufleren, so daf sie an dem
starren Korper mit unter den P erscheinen, so bleiben die
vorhergehenden Schliisse und Aussagen ohne Anderung auch
fiir das Teilstiick bestehen.

Davon kann man z B. Gebrauch machen bei einer Ma-
schine, die aus Teilen zusammengesetzt ist, von denen jeder
fiir sich genommen genau genug als starrer Korper betrachtet
werden kann, wihrend sich die Teile gegeneinander hewegen.
Man kann dann eine zweite Maschine angeben, die im iibrigen
vollstindig mit der vorigen iibereinstimmt, die aber in Ruhe
ist und dauernd in Ruhe bleibt, wenn man an jedem Teile der
Masehine dieselben Kriifte P wie bei der ersten Maschine und
aullerdem noch die Trigheitskriifte  anbringt. Zu den Kriften
P gehoren dann auch die Krifte zwischen den einzelnen Ma-
schinenteilen, also etwa Gelenkdriicke o. dgl.,, die bei der
ruhenden Maschine ebenso anzunehmen sind, wie bei der be-
wegten. Wenn man dann aus der Gleichgewichtshetrachtung
an der ruhenden Maschine die Gelenkdriicke usw. gefunden
hat, kennt man sie zugleich fiir die bewegte Maschine.

Entsprechend liBt sich auch das Anwendungsgebiet von
Gl (91) oder (92) erweitern. Zuerst war gesagt, dafl sich die
Formeln nur auf eine Bewegung ohne Gestaltinderung beziehen
sollten, denn darauf kam es ja hinaus, wenn wir den Punkt-
haufen auf einen starren Korper abbildeten.

Die Formeln gelten aber auch noch in einem allgemeineren
Falle, nimlich immer dann, wenn zwar eine Gestaltinderung
eintritt, die inneren Krifte aber dabei trotzdem keine Arbeit
leisten. Denn in der Tat bestand ja der einzige Gebrauch, den wir
vorher von der Voraussetzung der unveriinderlichen Gestalt ge-
macht hatten, nur darin, dab wir die Summe der Arbeiten der
inneren Krifte gleich Null setzen konnten. Das ist immer erfiillt
bei Bewegungen ohne Gestaltinderung; es kann aber auch noch
in anderen Fillen erfiillt sein. Sobald es aber zutrifft, bleibt
auch die Giiltigkeit der Gleichungen (91) oder (92) bestehen.
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Man denke sich z B. zwei starre Korper, die in einem
Gelenke ohne Reibung drehbar miteinander verbunden sind.
Das System beider Korper kann als ein Pankthaufen von ver-
inderlicher Gestalt aufgefaBt werden. Betrachten wir nun
eine virtuelle Verschiebung des Punkthaufens, bei der zwar
jeder starre Korper unverinderlich bleibt, wihrend sich aber
die beiden Korper gegeneinander drehen, so ist die Summe der
Arbeiten aller inneren Kriifte immer noch Null, wenigstens
dann, wenn zwischen beiden Korpern nur im (elenke eine
Kraft iibertragen wird. Triigen beide Korper Magnete, die
Fernkriifte aufeinander ausiibten, so wire dies freilich nicht
mehr richtig und die Gleichungen (91) oder (92) blieben
nicht mehr anwendbar. Man konnte sich in diesem Falle
jedoch dadurch helfen, dall man die magnetischen Fern-
kriifte nicht als innere Krifte des Systems, sondern als un-
mittelbar gegebene iufere Krifte auffaite und sie daher in
die P mit einrechnete, womit die Anwendbarkeit der Formeln
gewahrt bliebe. !

In der analytischen Mechanik denkt man bei der Anwen-
dung von Gl (92) gewdhnlich an solche virtuelle Verschie-
bungen, fiir die die inneren Kiiifte keine Arbeit leisten, ob-
schon Gestaltiinderungen dabei nicht ausgeschlossen sein sollen.
Man kann dies, weil man sich die Korper, die das System
oder den Punkthaufen ausmachen, nur in solcher Weise mit-
einander in Verbindung gebracht denkt, daB bei den hier-
durch zugelassenen Verschiebungen der Teile gegeneinander
in der Tat keine inneren Arbeiten geleistet werden. Um
dies zum Ausdrucke zu bringen, pflegt man zu sagen, daB
unter den in Gl (92) auftretenden Verschiebungskomponenten
nur solche zu verstehen seien, die zwar sonst willkiirlich,
aber dabei mit den Systembedingungen vertriiglich
selen. Das kommt aber darauf hinaus, da XXJd8 gleich
Null sein soll. Insbesondere sollen keine elastischen Form-
inderungen mit der virtuellen Verschiebung verbunden sein
und keine Reibungen an den Beriihrungsstellen der verschie-

denen Korper auftreten.
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 9
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§ 16. Festigkeitsberechnungen fiir bewegte Korper.

In der Festigkeitslehre untersucht man die Spannungen
und die Forminderungen eines elastischen Korpers unter der
Voraussetzung, daf die an ihm angreifenden dufleren Kriifte im
Gleichgewichte miteinander stehen und der Korper in Ruhe
ist. In der Technik mufl man aber auch ofters Festigkeitsauf-
gaben fiir bewegte Korper losen. Dazu dient das d’Alembert-
sche Prinzip, mit dessen Hilfe man diese Aufgaben auf solche
an ruhenden Korpern zuriickfiihren kann.

Bei einem beliebig bewegten Korper stehen nimlich die
an einem Volumenelemente angreifenden Spannungen und die
an ithm wirkenden duBeren Kriifte nicht im Gleichgewichte mit-
einander, sondern sie liefern eine Resultierende, durch die die
Beschleunigung der in dem Volumenelemente enthaltenen Masse
herbeigefiihrt wird. Sobald man sich aber die Trigheitskraft
als fernere #uBere Kraft an dem Volumenelemente angebracht
denkt, herrscht wieder iiberall Gleichgewicht. Dadurch wird
die Moglichkeit erdtinet, die inneren Kriifte, die man in diesem
Zusammenhange als Spannungen bezeichnet, am ruhenden
Korper untersuchen zu konnen, der neben den Lasten $ auch
noch die Lasten $ triigt.

Um streng zu sein, muB man hierbei jedoch noch eine
weitere Erwiigung eintreten lassen. Man weil nimlich aus der
Festigkeitslehre, daB es nicht méglich ist, die Spannungen, die
zu gegebenen Lasten gehoren, ausschlieflich auf Grund von
Gleichgewichtsbetrachtungen zu ermitteln. Es kénnte daher
vorkommen, dal in dem ruhenden Kiorper, der die Lasten P
und  triigt, ein anderes System von Spannungen zustande
kiime, wie bei dem ihm entsprechenden bewegten Korper. Zu-
niichst wenigstens konnen wir nur behaupten, daB die Span-
nungen, die am Umfange jedes Volumenelements angreifen, in
beiden Fillen statisch gleichwertig sein miissen, d.h., daB sie
dieselbe Resultierende ergeben miissen. Darum brauchen sie
aber noch nicht notwendig auch in den Einzelheiten mitein-
ander iibereinzustimmen. Vielmehr kinnten sich heide Span-
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nungssysteme derart voneinander unterscheiden, daB ihr Unter-
schied einem Systeme von Eigenspannungen entspriiche, also
einem Systeme von Spannungen, das auch in einem unbe-
lasteten Korper unter gewissen Umstéinden auftreten kann, wie
es z B. bei den sogenannten GuBspannungen zutrifft.

Um hieriiber eine Entscheidung treffen zu kiénnen, miissen
wir nochmals auf die allgemeinen Betrachtungen des vorigen
Paragraphen zurtickkommen.

Wir hatten neben dem ersten Punkthaufen, auf den sich
die Untersuchung bezog, einen zweiten eingefiihrt, an dem die
Trigheitskriifte $ zugefiigh waren, withrend sich sonst nichts
geindert haben sollte. Jetzt wollen wir an Stelle des starren
Korpers, auf den wir hierauf alle Kriifte iibertrugen, einen
dritten Punkthaufen annehmen, der sich von dem zweiten da-
durch unterscheidet, daB seine Punkte zur gegebenen Zeit in
Ruhe sein sollen. Die Kriifte ¢ und  wirken an ihm gerade
so wie vorher an dem zweiten Punkthaufen. Dagegen diirfen
wir jetzt nicht willkiirlich annehmen, daB die Kriifte § bei ihm
genau dieselben seien, wie bei dem ersten Punkthaufen. Bei
dem starren Korper konnten wir dies in den Betrachtungen des’
vorigen Paragraphen unbedenklich tun, da fiir ihn die Krifte ¥
iiberhaupt nicht als innere aufzufassen waren, sondern gerade
so wie die #uBleren nach Belieben angebracht werden konnten,
indem es nur darauf ankam, dafl sie sich, wenn dies geschieht,
nach dem Wechselwirkungsgesetze aus den Gleichgewichts-
bedingungen hinwegheben. Das wird aber ganz anders, wenn
wir die inneren Krifte selbst und ihre nihere Verteilung am
dritten Punkthaufen berechnen wollen, und zwar nicht auf
Grund von Gleichgewichtsbetrachtungen allein, sondern auch
auf Grund von anderen Erwigungen, und wenn wir sie dann
spiter denen im ersten Punkthaufen gleich setzen wollen.

Diese anderen Erwiigungen bestehen darin, daf der Span-
nungszustand durch die iibrigen Bedingungen schon im ein-
zelnen mitbestimmt ist. Wir haben uns also zu fragen, ob
nach den besonderen physikalischen Eigenschaften der Korper,

die durch die Punkthaufen dargestellt werden sollen, beim
9*
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dritten Punkthaufen dieselben inneren Kriifte zu erwarten sind,
wie beim ersten. Offenbar ist diese Frage nur dann zu be-
jahen, wenn wir es als Erfahrungstatsache ansehen diirfen, daB
die inneren Krifte nur von jenen Bedingungen abhiingen, in
denen beide Punkthaufen miteinander iibereinstimmen und nicht
von jenen, in denen sie sich voneinander unterscheiden. Die
Punkthaufen unterscheiden sich in dem Augenblicke, auf den
sich unsere Betrachtung bezieht, dadurch voneinander, daB der
eine in Bewegung begriffen, der andere aber in Ruhe ist. Hat
man es also mit einem Ké&rper von solcher Beschaffenheit zu
tun, daB die inneren Kriifte nicht nur von der augenblick-
lichen Gestalt, sondern auch von der Geschwindigkeit der Ge-
staltinderung abhingen, so ist die aufgeworfene Frage zu ver-
neinen.

Bei allen Korpern, die elastische Nachwirkungen erkennen
lassen, trifft dies zu. Gewdhnlich aber darf man bei den zu
praktischen Zwecken vorzunehmenden Festigkeitsberechnungen
annehmen, daB die Geschwindigkeiten ohne EinfluB auf die
Ausbildung der inneren Krifte sind. Soviel wir bis jetzt
wenigstens wissen, héingen die Spannungen in den elastischen
Kérpern, solange die Elastizitiitsgrenze nicht iiberschritten ist
und daher merkliche elastische Nachwirkungen nicht in Frage
kommen, nur von den Formiinderungen selbst und nicht von
deren Anderungsgeschwindigkeiten ab.

Mit den ausgesprochenen Vorbehalten diirfen wir daher
die vorher aufgeworfene Frage bejahen. Hiermit sind wir
aber in der Tat berechtigt, die Festigkeitsbetrachtung
am ruhenden Kérper vorzunehmen und die Rechnungs-
ergebnisse ohne Anderung auf den bewegten Kérper
anzuwenden. Einige Beispiele unter den Aufgaben werden
den Rechnungsgang, der dabei einzuschlagen ist, noch niher
erliiutern.

§ 17. Das physische Pendel.

Im vorigen Abschnitte wurde die Pendelbewegung unter
Voraussetzung eines einfachen Pendels untersucht. Man dachte
sich die ganze schwingende Masse in einem einzigen Punkte
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vereinigt, der in unveriinderlicher Entfernung vom Aufhiinge-
punkte gehalten und dadurch zur Ausfithrung einer kreis-
formigen Bewegung gendtigt sein sollte. Mit diesem Bilde
reicht man aber nur in seltenen Fillen aus. Gewdhnlich
sind die Massen von Korpern, die Pendelschwingungen aus-
fithren, riiumlich so ausgedehnt, und namentlich in so verschie-
denen Abstinden von der festen Drehachse verteilt, dall es von
vornherein an jedem Anhaltspunkte dafiir fehlt, wo man sich
etwa die ganze Masse vereinigt denken miilte, um das Pendel
als ein einfaches behandeln zu Konnen. Hier hilft nun —
obschon auch andere Wege zum Ziele filhren — am besten
das dAlembertsche Prinzip zur Liosung der Aufgabe.

In Abb. 22 sei O der Drehpunkt, d. h. die Projektion der
Drehachse auf die senkrecht dazu gedachte Zeichenebene, Sder
Schwerpunkt des Pendels und m irgend-
ein Massenteilchen im Abstande z, das
wir als einen der materiellen Punkte des
ganzen Haufens auffassen. Wenn alle
iibrigen Massen gegeniiber m vernach-
liissigt werden konnten, hitten wir ein
einfaches Pendel von der Linge 2 vor
uns und die Schwingungsdauner kinnte
aus 2z nach den Lehren des vorigen Ab-
schnitts berechnet werden. Jene Massen m,
die nahe bheim Drehpunkte O liegen,
suchen, fiir sich genommen, eine kleine, Ab. 33
die weiter abstehenden eine grofere Schwingungsdauer des
Pendels herbeizufiihren, und die wirkliche Schwingungsdauer
wird einen gewissen Mittelwert annehmen.

Die augenblickliche Stellung des Pendels sei durch den
Winkel ¢ beschrieben, den der vom Aufhidngepunkte nach
dem Schwerpunkte gezogene Radiusvektor 8 mit der Lotrich-
tung bildet. In der Gleichgewichtslage des Pendels ist hier-

nach ¢ = 0. Die Winkelgeschwindigkeit ist (flq; und die Winkel-

. da? - : . .
beschleunigung 'dﬂtf‘ Kehren wir nun zum Massenteilchen
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zuriick, so kann dessen Geschwindigkeit gleich x%‘f und die

Tangentialkomponente der Beschleunigung, die es im Augen-
blicke erfiihrt, gleich z %g—g gesetzt werden. Dazu kommt dann

noch eine Normalkomponente der Beschleunigung wegen der
Richtungséinderung der Geschwindigkeit. — Wir fiihren jetzt
die Trigheitskraft
p=—m2t
= de?
ein, die wir ebenso wie die Eeachleunigung in eine Tangential-
komponente " und eine Normalkomponente @ spalten kénnen.
Die letzte ist nichts anderes als die Zentrifugalkraft. Die
Tangentialkomponente §” hat den Absolutwert
e Ts d";‘
H =mz PrE
Sie ist, wie in Abb. 22 eingetragen, nach auflen und obenhin
gerichtet. Schwingt nfimlich das Pendel nach auBien, so ist

%‘? positiv. und der Absolutbetrag nimmt ab; schwingt es da-
gegen nach der Gleichgewichtslage hin, so ist f;i negativ und

der Absolutbetrag nimmt zu. In jedem Falle ist daher 'ﬁ,i‘f

negativ und die Tangentialbeschleunigung nach innen und ab-
wiirts gerichtet. Die Trigheitskraft hat aber die entgegen-
gesetzte Richtung wie die zu ihr gehtrige Beschleunigung; sie
ist also stets nach oben und auflen gerichtet.

Nachdem die Trigheitskriifte " und € iiberall zugefiigt
sind, haben wir ein System von Kriften vor uns, die sich an
dem Korper im Gleichgewichte halten. Zur Untersuchung des
Gleichgewichts betrachten wir den Kérper, da er sich um eine
feste Achse dreht, als einen Hebel. Wir schreiben daher die
Bedingung an, daB die Summe der statischen Momente fiir
den Drehpunkt gleich Null sein muf. In dieser Momenten-
summe kommen die Normalkomponenten G der Trigheitskriifte
nicht vor, da sie alle durch den Momentenpunkt gehen. Die
Tangentialkomponenten $ haben alle gleiches Momentenvor-
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zeichen und die Summe ihrer Momente mufl daher gleich dem
Momente der entgegengesetzt drehenden Kraft @ sein. Wir
erhalten damit die Gleichung

2
— Zma? %‘f = @ssing. (93)

Das Minuszeichen auf der linken Seite ist beigefiigt, weil wir

d*g ; £ pr, d*e
erkannt hatten, dafl 5 an sich negativ ist. Der Faktor —-&

ist allen Gliedern gemeinsam und kann daher auch vor das
Summenzeichen gestellt werden. Die dann noch zuriickbleibende

Summe Xmaz? stellt das Triigheitsmoment fiir die Drehachse
dar und soll, wie frither, mit @ bezeichnet werden. Hiermit
geht die vorige Gleichung iiber in
— 6 %‘f = Qs sing. (94)
Aus dieser Differentialgleichung liBt sich ¢ als Funktion
von ¢ ermitteln, womit die Pendelbewegung bekannt ist. An-
statt dessen verfihrt man aber einfacher und umgeht ausfiihr-
liche Rechnnngen, die jetzt von neuem anzustellen wiiren, wenn
man die Theorie des physischen Pendels auf jene des einfachen
Pendels zuriickfiihrt. Man gibt nimlich ein einfaches Pendel
an, das mit dem gegebenen genau gleich schwingt, so daB es
zur Berechnung der Schwingungsdauer usw. an die Stelle des
zusammengesetzten Pendels gesetzt werden kann. Die Linge
des gleichwertigen einfachen Pendels wird die reduzierte
Pendellinge des zusammengesetzten Pendels genannt. Trigt
man die reduzierte Pendellinge ! vom Drehpunkte O aus auf
dem durch den Schwerpunkt gehenden Radiusvektor & ab, so
wird der Endpunkt dieser Strecke der Schwingungsmittel-
punkt des Pendels genannt. Denkt man sich némlich alle
iibrigen Massen des Pendels verschwindend klein gegeniiber
einer in diesem Punkte vereinigten Masse m, so geht das Pendel
in ein einfaches iiber, das gleiche Schwingungen wie das ge-
gebene ausfithrt. Man kann also sagen, daB die an dieser
Stelle befindliche Masse von den iibrigen nicht beeinfluBt wird,
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sondern daB sie gerade so schwingt, als wenn die anderen nicht
vorhanden wiren.

Um nun das gleichwertige einfache Pendel wirklich zu
finden, wenden wir Gl (94) auf den Fall an, daB nur eine
Masse m auf dem Radiusvektor 8 im Abstande /! vom Dreh-
punkte vorhanden sei. Auch auf den Fall dieses einfachen
Pendels lift sich Gl (94) anwenden, da sie nach ihrer Ab-
leitung fiir jede beliebige Massenverteilung giiltig bleibt. In
diesem Falle ist ® = mi* und s =1, also geht Gl. (94) iiber in

— ml? L.

5 = mgl sing
oder kiirzer o
—1 Eg =g sing. (95)

Von dieser Gleichung kennen wir aber die Losung bereits, da
¢t schon in § 12 als Funktion von ¢ dargestellt wurde.

Soll nun das zusammengesetzte Pendel genau gleich mit
dem einfachen schwingen, d. h. so, dafl zu gleichen Zeiten
stets auch gleiche Ausschlige gehdren, so geniigt es, dafl die
Anfangsbedingungen bei beiden gleich waren, und da8 ferner
die Gleichungen (94) und (95) in den konstanten Koeffizienten
miteinander iibereinstimmen. Freilich ist dazu nicht nétig,
daf die Koeffizienten jeder Seite einzeln gleich sind; es ge-
niigt vielmehr die Gleichheit der Verhiltnisse zwischen den
Koeffizienten auf beiden Seiten. Man itberblickt dies am besten,
wenn man beide Gleichungen in der Form

— (f;g = % singg und — %1?- - % sing
anschreibt. Beide Gleichungen werden miteinander identisch,
wenn man Qs _9

@ l
setzt und hieraus folgt fiir die reduzierte Pendellinge [
= %(3 (96)

Fithrt man an Stelle des Triigheitsmomentes den Trigheits-
radius ¢ ein, so geht GL (96) iiber in

2

I==Z, (97)

)
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Wie schon vorher bemerkt wurde, kann man das Problem
des physischen Pendels auch ohne Benutzung des d’Alem-
bertschen Prinzips nach mehreren anderen Methoden ldsen.
Namentlich der Satz von der lebendigen Kraft fiihrt in allen
Fillen, bei denen es sich, wie hier, um Bewegungen eines
Kérpers oder eines Systems von Korpern handelt, die nur
einen Freiheitsgrad besitzen oder die, wie man sagt, zwang-
liufig erfolgen, schnell zum Ziele. Es sei daher noch gezeigt,
wie sich die Losung auf diesem Wege gestaltet. Bezeichnet
man den gribten Ausschlag mit «, so liefert die Gleichsetzung
der von dem Gewichte @ geleisteten Arbeit mit der lebendigen
Kraft, gerade so wie frither beim einfachen Pendel, die Gleichung

% 2} (flf)? = Qs (cosg — cosa), (98)

die hierauf entweder unmittelbar weiter integriert oder so wie
vorhin mit der entsprechenden Gleichung fiir das gleich-
schwingende einfache Pendel verglichen werden kann. Gl (98)
ist, wie man sich leicht iiberzeugt, ein erstes Integral von
Gl (94), wobei die auftretende Integrationskonstante schon der
Grenzbedingung, daf der grifite Ausschlag « sein soll, an-
gepaBt ist.

Dieser Weg ist vielleicht noch kiirzer und einfacher als
der vorher eingeschlagene. Wenn aber z. B. zugleich verlangt
wiirde, die Biegungsbeanspruchung zu berechnen, die das Pendel
erfihrt, miifte man doch wieder zur Benutzung des d'Alem-
bertschen Prinzips zuriickgreifen und schon aus diesem Grunde
ist es niitzlich, die Aufgabe von vornherein mit dem d’Alem-
bertschen Prinzip zu behandeln; ganz abgesehen davon, daB
hier auch an einem moglichst einfachen Beispiele der Gebrauch
dieses Prinzips erliutert werden sollte.

§ 18. Schwerpunkts- und Flidchensitze fiir den Punkthaufen.

Die Schwerpunktssiitze sind schon im ersten Bande be-
handelt; des Zusammenhangs wegen werde ich aber hier Einiges
noch einmal kurz wiederholen, was dariiber friiher ausgemacht
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wurde. — Zuniichst erinnere ich .daran, daBl die Lage des
Schwerpunkts, der dabei als Massenmittelpunkt aufzufassen ist,
durch die Gleichung

M8§ = Zmr (99)

definiert wird, in der r der Radiusvektor fiir irgendeinen mate-
riellen Punkt m des Haufens, M die Gesamtmasse des Haufens
und 8 den Radiusvektor des Schwerpunkts bedeuten. Diese
Gleichung gilt fiir beliebige Punkthaufen in jedem Augen-
blicke, auch dann, wenn sie wihrend der Bewegung ihre Ge-
stalt verindern. Durch Differentation nach der Zeit folgt

M d8 dr

% 20

oder mit Einfithrung der Geschwindigkeit v und der Schwer-
punktsgeschwindigkeit b,

My, = Zmy, (100)

d. h. die Bewegungsgrofle des ganzen Haufens ist ebenso groB,
als wenn die ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt wire
und sich mit dessen Geschwindigkeit bewegte. FEine noch-
malige Differentation nach der Zeit liefert

M _zn x4y -2,  (101)
und diese Gleichung sagt aus, daB sich der Schwerpunkt stets
so bewegt, als wenn die ganze Masse in ihm vereinigt und
alle iuBeren Krifte parallel nach ihm verlegt wiiren.

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich zur Uber-
tragung des im vorigen Abschnitte fiir einen einzelnen mate-
riellen Punkt bewiesenen Flichensatzes auf einen beliebigen
Punkthaufen. Fiir jeden Punkt des Haufens besteht nach
Gl (2) oder (3), § 2 die Beziehung
@=;thu.r= VB + 2er=VPr+ V23e.

dt

Gegeniiber der fritheren Formel war hier nur nétig, alle Kriifte,
die an dem Punkte angreifen, in #duflere und in innere Krifte

des Haufens einzuteilen, jene zu P und diese zu XY zu-
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sammenzufassen und daher die Resultierende P + X3 an die
Stelle der in § 2 mit P bezeichneten Kraft, die allein an dem
materiellen Punkte angreifen sollte, treten zn lassen. Die
vorstehende Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Momenten-
punkt und fiir jeden Punkt des Haufens. Wir wollen sie uns
fiir alle Punkte des Haufens unter Zugrundelegung desselben
Momentenpunktes angeschrieben denken und alle so erhaltenen
Gleichungen addieren. Wir finden dann

;tEVmb  f = 2V + z2xV3ar.

Nach dem Wechselwirkungsgesetze verschwindet aber das letzte
Glied auf der rechten Seite und wir behalten daher

%Eth-t:EV!Br, (102)
oder auch in kiirzerer Schreibweise
% E
S = ZVsr. (103)

Der Ausdruck X Vv -t oder B stellt die geometrische
Summe der statischen Momente der BewegungsgriBen aller
Punkte des Haufens dar; wir wollen diese Summe als das
statische Moment der BewegungsgroBe des ganzen Haufens
oder als dessen Drall bezeichnen. Dabei ist indessen wohl zu
beachten, daB man sich, um dieses statische Moment zu bilden,
nicht etwa zuvor die BewegungsgriBe nach Gl. (100) im Schwer-
punkte vereinigt denken darf, um dann von ihr das Moment
zu nehmen. Das ist deshalb nicht zuliissig, weil der Faktor r
nicht fiir alle Glieder der Summe konstant ist, sondern fiir
jeden materiellen Punkt einen anderen Wert annimmt. In
der ,Theorie des Kreisels“ von Klein und Sommerfeld, in
der auf die Anwendung des Flichensatzes ein besonderes Ge-
wicht gelegt ist, wird die GréBe X Vmb -t als der »Jmpuls-
vektor” bezeichnet. Ich glaube aber die Bezeichnung ,Drall“
vorziehen zu sollen.

Der durch Gl (102) ausgedriickte Flichensatz 1iBt sich in
Worten wie folgt aussprechen:
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Fiir jeden beliebigen Momentenpunkt ist die Ande-
rungsgeschwindigkeit des Dralls irgendeines Punkt-
haufens gleich der geometrischen Summe der stati-
schen Momente aller duBeren Kriifte.

In dieser allgemeinsten Form wird indessen seltener von
dem Flichensatze Gebrauch gemacht als von den einfacheren
Formen, in die er iibergeht, wenn besondere Bedingungen vor-
liegen. Namentlich durch eine geeignete Wahl des Momenten-
punktes libt er sich hiufig erheblich vereinfachen, obschon
damit freilich andererseits die allgemeine Giiltigkeit eingeschriinkt
wird. Ich werde die hiinfigst vorkommenden Fille dieser Art
hier einzeln durchsprechen.

a) Punkthaufen, der zu Anfang rubte und auf den keine
duperen Kriifte wirken.

Durch die inneren Kriifte konnen in diesem Falle Be-
wegungen hervorgerufen werden, die zu Gestaltinderungen des
Haufens fiihren. Wir schlieBen zunichst nach dem Schwer-
punktsatze Gl (101), daB der Schwerpunkt jedenfalls stets in
Ruhe bleibt. Ferner folgt aus dem Flichensatze, dafl B kon-
stant und daher stets gleich Null bleihen muff, da es zu An-
fang Null war. Auch die Projektion von 8 auf irgendeine
Ebene oder irgend eine Achse mufl daher zu jeder Zeit gleich
Null sein. — Die Projektion eines statischen Moments auf eine
Achse kann nach den Lehren des ersten Bandes stets als das
statische Moment der Projektion auf eine zur Achse senkrecht
stehende Ebene aufgefalt werden. Projiziert man also -alle
Punkte des Haufens auf eine beliebige Ebene, so ist auch fiir
jeden Punkt dieser Ebene als Anfangspunkt die Summe der
mit den Massen m multiplizierten Flichenriiume oder Sektoren-
geschwindigkeiten stets gleich Null. Man kann dies einfach
so ausdriicken, daB ein Teil der materiellen Punkte den be-
liebig gewiithiten Punkt im Sinne des Uhrzeigers, ein anderer
Teil ihn im entgegengesetzten Sinne umkreisen mull, und zwar
so, daB die statischen Momente der BeweguugsgréBen fiir beide
Umkreisungsrichtungen gleich grofl sind.
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b) Punkthaunfen mit sonst belichiger Anfangsbewegung, dessen
Schwerpunkt aber zu Anfang ruhte und auf den keine duferen
Krifte wirken.

Der Schwerpunkt mufl hier wie im vorigen Falle danernd
in Ruhe und das statische Moment der Bewegungsgrile muf
konstant bleiben. Dieses ist aber jetzt nicht gleich Null, sondern
gleich dem durch den Anfangszustand gegebenen Werte. Be-
zeichnen wir diesen mit €, so ist

EVmp-r=6 oder B—6.

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, dafl im vorliegenden
Falle die Konstante € unabhiingig von der Wahl des Momenten-
punktes ist. Um dies zu beweisen, wihle man einen zweiten
Momentenpunkt, von dem die Hebelarme 1 gerechnet werden.
Dann ist fiir diesen -
EVmp.v'=6"

Fiir v’ kinnen wir aber schreiben

t'=1+a,
wenn mit a der Radiusvektor vom zweiten zum ersten Momenten-
punkte bezeichnet wird. Damit erhalten wir

¢ =3Vm. (r+a)= SVmo .-t +ZVmo -a.
In der letzten Summe ist a konstant und man hat daher
XVmo-a =V(2‘mb) a=0

nach Gl (100) und der Voraussetzung, daB der Schwerpunkt
ruhen sollte. In der Tat wird also
6 ==Vmp-+=@6.

Der Drall eines Punkthaufens, dessen Schwerpunkt
ruht, ist daher eine von der Wahl des Momentenpunktes
unabhingige und iiberdies, wenn keine dulleren Krifte
wirken, der Zeit nach konstante GroBe. Die Bedeutung
dieses Satzes moge noch an einer seiner bekanntesten und
wichtigsten Anwendungen niher erliutert werden.

Wir wiihlen das Sonnensystem, also die Sonne samt ihren
Planeten und deren Trabanten u. dgl. als den Punkthaufen, auf
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den wir den Satz anwenden wollen. Zugleich setzen wir vor-
aus, dafl der Schwerpunkt dieses Haufens gegeniiber einem
festen Raume, fiir den das Triigheitsgesetz gilt (vgl. Bd. I, 8. 20)
zu Anfang in Ruhe war, und dafl die duBeren Kriifte, die von
den fernen Weltkérpern des Fixsternhimmels ausgehen, so
gering sind, daB sie vernachlissigt werden diirfen. — Zugleich
sei iibrigens bemerkt, daB man diese Voraussetzungen zum
Teile auch fallen lassen kann; man wiirde dann auf Grund der
unter ¢) und e) folgenden Betrachtungen zu ganz iihnlichen
Schliissen gelangen. Hier beschriinke ich mich aber auf die
Besprechung des einfachsten Falles.

Die Wahl des Momentenpunktes ist, wie bewiesen, gleich-
giiltig und wir konnen dazu etwa den Sonnenmittelpunkt
nehmen. Um diesen bewegen sich die Planeten alle in dem-
selben Sinne und auch die Sonne besitzt eine Drehung in der
gleichen Richtung. Jedenfalls wird also der Drall des Sonnen-
systems nicht gleich Null sein. Dagegen muf er nach GriBe
und Richtung konstant sein. Hierdurch ist eine, trotz aller
Lageniinderungen, die vorkommen mégen, konstante Richtung
gegeben. Wenn die Planetenbahnen alle in einer Ebene ent-
halten wiren und auch die Drehbewegungen usf. alle parallel
zu dieser Ebene erfolgten, wire der Drall, als ein statisches
Moment, senkrecht zu dieser Ebene gerichtet. Diese Voraus-
setzung ist zwar nicht erfiillt, aber die meisten Planetenbahnen
usf. treten doch auch nicht sehr erheblich aus einer gewissen
mittleren Ebene: heraus. Hiernach liegt es nahe, nach einer
solchen mittleren Ebene zu suchen, die unbeweglich im Raume
festliegt, trotz aller Abweichungen und Schwankungen, die bei
den einzelnen Bestandteilen der Bewegungsgrife des Haufens
vorkommen mégen. Diese Ebene wird durch den Flichensats
gegeben; es ist jene, die senkrecht zu der unverinderlichen
Richtung von € steht. Sie heiBt nach Laplace, von dem
diese Betrachtung herriihrt, die unveriinderliche Ebene
des Sonnensystems. Natiirlich kommt es, wenn man von
ihr redet, nur auf ihre Stellung, nicht auf ibre besondere Lage

(=}
an. Am einfachsten ist es zwar, sie sich durch den Schwer-
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punkt des ganzen Haufens gezogen zu denken; aber auch jede
zu dieser parallele Ebene kann als unveriinderliche Ebene im
Sinne unseres Satzes angesehen werden.

) Punkthaufen wmit beliebiger Anfangsbewegung ohne Wirkung
duferer Kriifte.

Der Schwerpunkt beschreibt eine geradlinige Bahn mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Der Drall bleibt fiir jeden Momenten-
punkt der Zeit nach konstant, fiir verschiedene Momenten-
punkte ist er aber verschieden. Zwischen € und @' besteht
die Beziehung (vgl. die Ableitung unter b)

6 =6+ VM. a.

Das letzte Glied auf der rechten Seite ist stets senkrecht zur
Schwerpunktsgeschwindigkeit »,, also auch senkrecht zur
Schwerpunktshahn gerichtet. Daraus folgt, daBl alle € gleiche
Projektionen anf die Schwerpunktsbahn haben. Ferner ist €
fir alle Momentenpunkte gleich, die auf einer Parallelen zur
Schwerpunktshahn liegen, denn fiir zwei solche Momenten-
punkte ist der Abstand a parallel zu v, und das duBere Pro-
dukt aus beiden wird daher zn Null.

Zum Begriffe der unverinderlichen Ebene gelangen wir
hier, wenn wir von jedem Punkte des Haufens nur die Relativ-
geschwindigkeit zum Schwerpunkte betrachten, also den Ausdruck

R=2Vm@d—n)-r

bilden. Dieser ist fiir alle Momentenpunkte gleich; denn fiir
einen zweiten Momentenpunkt hat man

K =2Vm@®—1) (r + a)
=ZVm@m—v)r+V Zmo-a —VMoa=8,
da sich die beiden letzten Glieder nach GI. (100) gegeneinander
fortheben. Die unverinderliche Ebene steht senkrecht zur
Richtung von &.
Wenn & zu Anfang Null war, muB es auch Null bleiben.

Man kann dies dahin ausdriicken, daB ein unverinder-
licher Kérper, der zu Anfang keine Rotation aus-
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fihrte, sich nicht von selbst (durch innere Krifte)
umdrehen kann. Ein verinderlicher Kérper kann es aber,
wenn auch fiir ihn immer noch & gleich Null bleiben muB;
auf diesen interessanten und auch praktisch sehr wichtigen
Fall werde ich nachher ausfithrlicher eingehen.
d) Punkthaufen, auf den duflere Krifte einmwirken, die alle
von einem festen Punlkte ausgehen.

In diesem Falle bezieht man den Flichensatz gewdhnlich
nur auf den festen Punkt als Momentenpunkt. ,Da fiir ihn das
Moment der duBeren Kriifte immer noch gleich Null ist, bleibt
auch der auf ihn bezogene Drall konstant. Als unveriinder-
liche Ebene wird auch hier oft jene bezeichnet, die senkrecht
zu diesem statischen Momente steht. — Hierher gehort
namentlich die Bewegung eines starren Kérpers, von dem ein
Punkt festgehalten ist (Kreisel), solange man die Wirkung
der Schwere vernachlissigen kann. Als einzige dufiere Kraft
kommt dann der Auflagerdruck an dem festgehaltenen Punkte
in Betracht.

e) Punkthaufen, auf den parallele duflere Krifte wirken.

Zu einer einfachen Aussage gelangt man in diesem Falle
dadurch, daB man den Punkthaufen auf eine Ebene projiziert,
die senkrecht zur Richtung der duBeren Krifte steht und nun
die Bewegung in dieser Projektionsebene verfolgt. Die Pro-
jektion von v sei »” und t’ sei ein von einem beliebigen
Momentenpunkte in der Projektionsebene nmach der Projektion
von m gezogener Hebelarm. Dann ist Vm v’ - t' zugleich das
statische Moment von mb in bezug auf eine durch den ge-
withlten Momentenpunkt senkrecht zur Projektionsebene ge-
zogene Achse. Ebenso ist VP't" zugleich das Moment der
Kraft P fiir diese Achse. Nun gilt fiir jeden Momentenpunkt
im Raume der Flichensatz in der Form

(?£2V1nn-r=EV!Br.

Aus jeder Gleichung zwischen gerichteten Groflen laBt sich
aber sofort eine Gleichung zwischen den Projektionen auf
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irgendeine Achse ableiten. Projizieren wir also auf eine
Achse, so gilt auch

&V v — ZYWY
Dies gilt zuniichst fiir jede beliebig gerichtete Achse. Fiir die
parallel zu den Kriiften ¥ gewidhlte Achse wird dagegen das
statische Moment der Kriifte P zu Null, da die Projektion P’

auf die zur Achse senkrecht stehende Projektionsebene ver-
schwindet. Hiernach geht die Gleichung iiber in

EVmy -v' =G.

Wiihlt man einen anderen Momentenpunkt in der Projektions-
ebene, setzt also an Stelle von 1’ etwa ' 4+ a, so kommt ein
neues Glied in den Ausdruck fiir € hinein, das gleich

EVmy -a=V(Zmv) -0 =V Mo} 0

gefunden wird,. War die Schwerpunktsgeschwindigkeit von
vornherein entweder Null oder parallel zur Richtung der
Krifte B, so beibt v stets gleich Null und der in der Pro-
jektionsebene genommene Drall € hat fiir jeden Momenten-
punkt denselben Wert. Natiirlich kommt es dabei nicht auf
die Richtung von € an, die selbstverstiindlich ist (niimlich
rechtwinklig zur Projektionsebene), sondern nur aunf die GroBe
von @.

§ 19. Einfache Anwendungen des Flichensatzes,

Die einfachste und eine der wichtigsten Anwendungen des
Flachensatzes besteht in der Entscheidung der Frage, ob und
unter welchen niiheren Umstinden ein sich selbst iiberlassener
Punkthaufen, zwischen dessen einzelnen Teilen beliebige innere
Krifte auftreten, sich selbst im Raume umzudrehen vermag.
Fast immer wird hierbei der Flichensatz in Verbindung mit
dem Schwerpunktssatze gebraucht. Nach diesem vermag sich
der Punkthaufen durch innere Kriifte nicht selbst fortzubewegen,
da trotz aller relativen Bewegungen zwischen den einzelnen
Punkten des Haufens der Schwerpunkt stets in Ruhe bleiben

mufl. Frither hat man &fters in Anlehnung hieran den Flichen-
Foppl, Dynamik. 3. Aunfl. 10
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satz dahin ausgesprochen, daf sich ein Punkthaufen ohne
fremde Beihilfe, d. h. ohne Auftreten #uferer Krifte an ihm,
auch nicht selbst umzudrehen vermdge. Dies war aber nur eine
irrige Deutung des Flichensatzes, die freilich lange Zeit fast
allgemein verbreitet war und als Irrtum erst erkannt wurde,
nachdem ein Widerspruch zwischen ihr und den Erfahrungs-
tatsachen festgestellt war. An der Aussage des Satzes selbst,
an den Formeln, Ableitungen und Beweisen dafiir brauchte
iibrigens nicht das Geringste gefindert zu werden; nur bei der
Anwendung auf den konkreten Fall muBl, wie sich hierbei
herausstellte, mit groBerer Vorsicht verfahren werden als frither.

Diese Frage wurde erst vor nicht sehr langer Zeit —
nimlich im Jahre 1894 in der Pariser Akademie der Wissen-
schaften — angeregt und entschieden. Es handelte sich darum,
eine mechanische Erklirung dafiir zu finden, wie es eine Katze
fertig bringt, beim Fallen aus griBerer Hohe stets mit denm
Fiifen voran auf den Boden zu kommen. Von den Vertretern
der Mechanik wurde auf Grund der iiblichen ilteren Deutung
des Flichensatzes zuniichst die Ansicht ausgesprochen, daB die
Drehung nur die Folge eines Abstofies sei, der im Augenblicke
des Herabfallens, so lange also die Katze noch mit anderen
Korpern in Beriihrung war, erteilt wurde. Man schlof auf
Grund des Flichensatzes ungefihr so: Wenn der Korper
wihrend des Herabfallens zunéichst keine Drehbewegung hitte,
so konnte etwa die Katze den Vorderkorper nach einer ihr
genehmen Richtung umdrehen. Hierbei miiite aber dem
Flichensatze zufolge gleichzeitig auch eine Drehung des
Hinterkorpers in entgegengesetzer Richtung zustande kommen.
* Wenn nun etwa vorher alle vier Beine der Katze nach oben
gestanden hiitten, so miillte sie, um nachher alle vier nach
unten zu bringen, Vorder- und Hinterkdrper nach Art eines
Schraubenumlaufs gegeneinander verdreht haben.

Diese Betrachtung war an sich nicht unrichtig; es wurde
dabei nur iibersehen, daB noch andere Moglichkeiten einer
relativen Drehbewegung der Korperteile gegeneinander be-
stehen, als die hier allein in Aussicht genommene zwischen
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Vorder- und Hinterkorper. DaB solche noch méglich sein
muBlten, ergab sich alsbald durch einwandfreie Versuche, in-
dem man Katzen mit den Beinen nach oben an Schniiren auf-
hing und diese vorsichtig durchschnitt, so daB die Katze auBer
Beriihrung mit anderen Koérpern kam, bevor sie sich noch
durch einen AbstoB eine Rotationsgeschwindigkeit zu erteilen
vermochte. Sie fiel dann in einen dunklen Raum hinab, dessen
Fallhthe sie nicht vorherzusehen vermochte und kam trotzdem
bei sehr verschiedenen (nicht zu kleinen) Fallhéhen stets mit
den Fiilen zuerst auf dem Boden an. AuBerdem hat man
auch die Korperbewegungen, die sie wihrend des Fallens aus-
fiihrte, noch durch eine Reihe schnell aufeinanderfolgender
Momentphotographien ermittelt.

Nachdem erst die Tatsache des Umdrehens einwandfrei
festgestellt war, kam man auch bald auf die mechanische Er-
klirung dafiir. Es hiitte natiirlich keinen Zweck, wenn ich
diese gerade an dem historischen Beispiele geben wollte; ich
werde vielmehr, um das Wesen der Sache zu erkliren, ein
einfacheres withlen. — Der Fehler, den man friither begangen
hatte, bestand vor allem darin, daf man nicht beachtet hatte,
daB sich Teile eines Korpers gegen den Rest beliebig oft im
gleichen Sinne zu drehen vermdgen, ohne daf sich nach jedem
Umlaufe die Gestalt des Kérpers irgendwie veriindert hiitte.
FaBt man z B. mit der rechten Hand eine Stange, einen
Sibel oder dgl., streckt hierauf den Arm senkrecht nach oben
aus und fithrt mit der Stange in horizontaler Richtung eine
kreisformige Bewegung um das Handgelenk herum aus, so
vermag man diese Bewegung beliebig oft im gleichen Sinne
zu wiederholen. KEin Mensch, der allen duBeren Kriften ent-
zogen frei im Raume schwebte und vorher in Ruhe wiire,
miilite, wenn er die beschriehene Bewegung ausfiihrte, sich
selbst im entgegengesetzten Sinne umdrehen, als die Stange,
die er iiber seinem Kopfe rotieren lifit. Denkt man sich ihn
etwa auf eine Ebene projiziert, die senkrecht zu seiner Lings-
achse oder senkrecht zur Rotationsachse des Stabes steht, so

bestimmt sich die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, die er
10%
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selbst ausfithrt, sehr einfach aus der Bedingung, daB fiir jeden
Momentenpunkt, also etwa fiir die Projektion der Lingsachse,
das Produkt aus den Sektorengeschwindigkeiten und den Massen
seines Korpers ebenso grof ist, als das gleiche fiir die Massen
des Stabes gebildete Produkt. So lange der Stab weiter herum-
geschwungen wird, dreht sich auch der Mensch im entgegen-
gesetzten Sinne; sobald aber der Stab angehalten wird, hért
auch der Mensch auf, sich weiter zu drehen. Er kommt dann
wieder ganz zur Ruhe, sieht aber jetzt nach einer ganz anderen
Richtung als zu Anfang. Durch das angegebene Mittel hiitte
er es also in der Hand, sich nach Wunsch jede beliebige
Stellung im Raume zu geben.

Setzt man etwa an die Stelle des Stabes im vorigen Bei-
spiele bei der herabfallenden Katze den Schwanz, der ebenfalls
beliebig oft um die Lingsachse des Korpers herumgedreht
werden kann, so hat man schon eine Miglichkeit fiir die
Wendung des Korpers nach abwiirts. Xs ist aber nicht ein-
mal die einzige, wie aus den folgenden Betrachtungen leicht
hervorgehen wird.

Man nehme jetzt niimlich an, daB ein seiner (restalt nach
veriinderlicher Kiorper auf irgendeine Art schon eine gewisse
Rotationsgeschwindigkeit erlangt hat. AuBere Krifte sollen
entweder ganz fehlen oder wie bei einem herabfallenden Korper
parallel und den Massen proportional sein. Auf die Umdrehung
des Korpers konnen sie dann keinen Einfluf haben und wir
konnen daher, wenn es sich nur um die Drehbewegungen
handelt, von ihnen absehen. Wenn keine HuBeren Krifte
wirken, muB das Moment der Bewegungsgréfen konstant
bleiben. Stellen wir uns jetzt vor, dall sich der Korper zu-
sammenzieht, so. nehmen die etwa von der DProjektion des
Schwerpunkts gezogenen Hebelarme ab, und da das Produkt
aus ihnen und den Bewegungsgrifien konstant bleibt, muB die
Winkelgeschwindigkeit der Drehung zunehmen. Wir kénnen
z. B. daraus sofort schlieflen, dafi ein Himmelskirper, der um
seine Achse rotiert, seine Winkelgeschwindigkeit vergriBert
sobald er sich zusammenzieht. Wiirde sich etwa unser Erd-
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ball infolge von Abkiihlungen zusammenziehen, so miifite die
Dauer eines Tages dadurch verkiirzt werden.?)

Man betrachte ferner einen Gymnastiker, der sich bei
einem Sprunge in der Luft iiberschligt (sog. Salto mortale).
Der Schwerpunkt beschreibt in der Luft eine Parabel. Schon
beim Absprunge hat der Springer seinem Korper eine gewisse
Winkelgeschwindigkeit um eine durch den Schwerpunkt gehende
horizontale Rotationsachse gegeben. Diese wiirde aber nicht aus-
reichen, den Korper withrend des Fluges durch die Luft so
weit umzudrehen, daf er wieder mit den Beinen auf den Boden
kime. Der Gymnastiker, der diese Bewegung freilich nur auf
Grund seiner Erfahrung und ohne Kenntnis des Flachensatzes
ausfiihrt, hat es aber in der Hand, die Winkelgeschwindigkeit
seiner Drehbewegung betriichtlich zu steigern, dadurch, daB er
seinen Korper wihrend des Sprunges stark zusammenzieht
(durch Anziehen der Arme und Beine usf). Hierdurch ge-
lingt es ihm, withrend der fiir das Durchlaufen der Wurf-
parabel gegebenen Zeit eine hinreichende Drehung des Korpers
zu veranlassen, die ihn wieder mit den Beinen den Boden er-
reichen laBt.

Betrachtet man ferner einen vorher ruhenden Korper, der
aus zwei ungefihr gleichen Teilen besteht, die sich nicht voll-
stindig, sondern nur um einen gewissen Winkel gegeneinander
zu drehen vermégen, so kann eine Umdrehung des ganzen
Korpers, an deren SchluB die Anfangsgestalt wieder erreicht
wird, auch auf folgende Art bewirkt werden. Man drehe zu-
erst den Hauptteil I in dem gewiinschten Sinne, wobei frei-

1) Diese Aussage setzt natiirlich voraus, daB eine Zeiteinheit an-
gegeben werden kann, die als unverinderlich betrachtet werden darf.
Um die etwaige Veriinderlichkeit der Tagesdauer withrend eines lingeren
Zeitraumes zu prifen, kann man sich etwa die Aufgabe stellen, die
Anzahl der Lichtschwingungen fiir Licht von einer genau definierten
Farbe oder Wellenléinge abzuziihlen, die in die Dauer eines Tages hinein-
fallen. Hiermit ist zunfichst wenigstens theoretisch die Moglichkeit ge-
geben, Abweichungen in der Tagesdauer nachzuweisen. Auller dem an-
gegebenen gibt es indessen auch noch eine Reihe anderer Mittel, die zu
dem gleichen Zwecke benutzt werden konnten.
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lich der Hauptteil II eine entgegengesetzte Drehung ausfiihrt.
Wiihrend dieser ersten Periode soll aber durch passende An-
ordnung (bei einem lebenden Wesen etwa durch Ausstrecken
oder Anziehen der Arme und Beine) der Hauptteil I miglichst
zusammengezogen, der Hauptteil IT moglichst auseinander-
gespreizt sein. Dann wird I eine viel gréfere Winkelgeschwin-
digkeit erlangt haben als II. Nach einiger Zeit wird die
relative Drehung beider Korperteile gegeneinander eingestellt.
Sofort hirt damit die weitere Drehbewegung auf. Der Haupt-
teil I hat aber jetzt schon einen groflen Winkel in dem
gewiinschten, der Hauptteil II nur einen kleinen Winkel im
unerwiinschten Sinne duzchlaufen. Hierauf werde umgekehrt
der Hauptteil I mioglichst ausgespreizt und der Hauptteil II
moglichst zusammengezogen. Wenn jetzt eine Drehung beider
Teile gegeneinander vorgenommen wird, die Hauptteil II im
erwiinschten Sinne dreht, so wird dieser eine groBe und Haupt-
teil I eine kleine Winkelgeschwindigkeit im entgegengesetzten
Sinne annehmen. Wenn diese Drehung so weit vorgeschritten
ist, daB beide Teile wieder in ihrer normalen Lage »zueinander
sind, wird sich der ganze Korper bereits um die Differenz des
im erwiinschten Sinne zuriickgelegten grofien und des im un-
erwiinschten Sinne zuriickgelegten kleinen Winkels gedreht
haben. Man sieht nun ein, daB durch geniigend hiufige
Wiederholung beider aufeinanderfolgender Relativbewegungen
jede beliebige Wendung des Kérpers herbeigefiihrt werden kann.

Die Zahl der Beispiele, bei denen man auf dhnliche Art
also bloB auf Grund der einfachsten Uberlegungen ohne jede
Rechnung wenigstens zu einem qualitativen Resultate kommt,
ist sehr groB. Hinige davon sollen noch zur weiteren Kr-
lduterung angefiihrt werden.

Man nehme an, dall die Insassen eines Luftballons den
Wunseh haben, ihr Fahrzeug so zu drehen, dal etwa eine
andere Seite des Ballons oder der Gondel die Richtung nach
der Sonne hin einnehme. Sie kiunen dies ausfiihren, indem
sie etwa selbst im entgegengesetzten Sinne im Korbe herum-
laufen oder sich auch nur um ihre Achse drehen oder, wenn
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ihnen dies zu unbequem ist, indem sie einen Stab iiber dem
Kopfe so herumschwingen, wie dies frither beschrieben wurde.
Wenn dies oft genug geschehen ist, wird die gewiinschte Wen-
dung des Fahrzeugs ausgefiihrt sein, und sobald mit der Dreh-
bewegung aufgehort wird, verharrt auch der Ballon in seiner
neuen Stellung zur Sonne.

Ein Schiff, das ruhig auf dem Wasser liegt, kann auf
einfachere Weise gewendet werden, da es leicht mdglich ist,
mit Hilfe von Rudern oder von Stangen, die bis auf den
Grund reichen, #uBere Kriifte von hinreichendem Betrage
daranf wirken zu lassen, um es bald in die gewiinschte Rich-
tung zu bringen. Aber auch wenn solche Mittel nicht vor-
handen oder nicht zuginglich wiiren, lieBe sich die Wendung
auf dieselbe Art bewirken, wie beim Lufthallon. Hitte man
etwa ein Rad, das auf dem Schiffe um eine vertikale Achse
drehbar angebracht wiire, so brauchte ein Passagier dieses Rad
nur hinreichend oft in einem gewissen Sinne umzudrehen, um
eine Wendung des Schiffes nach der entgegengesetzten Rich-
tung herbeizufithren. Wenn das Rad etwa in der Kajiite ohne
jede Verbindung nach auflen hin angebracht wiire, brauchte
man diesen Raum gar nicht zu verlassen, um die gewiinschte
Richtungsinderung des Schiffes zu bewirken. Man kinnte
sogar, um einen extremen Fall zu nennen, behaupten, da schon
die geniigend oft im gleichen Sinne wiederholte Drehung eines
Fingerrings um den in lotrechter Richtung gehaltenen Finger
mit der Zeit eine Wendung des Schiffes herbeifiihren miiite,
wenn die Wirkung nicht so gering wire, dall sie neben den
niemals ganz zu vermeidenden zufilligen iuBleren Einfliissen
verschwindet und daher durch die Beobachtung nicht bestitigt
werden kann.

Zu den als ,zufilligh bezeichneten HuBeren Einfliissen ge-
hort iibrigens bei den jetzt erwihnten Beispielen einer, der
fiir den Erfolg sehr wesentlich ist und auf den, da er stets
zu erwarten ist, hier noch besonders aufmerksam gemacht
werden soll. Der Luftballon oder das Schiff werden nimlich,
sobald sie sich infolge der auf ihmen ausgefiihrten Dreh-
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bewegungen selbst in umgekehrter Richtung drehen, hierbei
auf einen Luft- oder Wasserwiderstand stofen, der die Be-
wegung zwar zunichst nicht verhindert, ihre Geschwindigkeit
aber allmiihlich verringert. Man kann diesem Ubelstande auch
nicht ohne weiteres dadurch abhelfen, daf man die Dreh-
bewegung auf dem Fahrzeuge selbst einstellt und sie spiiter
von neuem wieder aufnimmt. Hat sich néimlich nach der ersten
Ausfithrung der Drehbewegungen die Winkelgeschwindigkeit
des Fahrzeugs durch den Luftwiderstand usf. vermindert, und
man stellt hierauf die Drehbewegung ein, so verharrt das
Fahrzeug nun nicht mekr in seiner augenblicklichen Stellung,
sondern es dreht sich sofort entgegengesetzt der urspriinglichen
Bewegungsrichtung mit einer Geschwindigkeit, die gleich dem
durch Reibung oder dgl. verursachten Verluste an der urspriing-
lichen Winkelgeschwindigkeit ist. Wenn man von den vorher-
gehenden Ausfithrungen praktischen Gebrauch machen wollte,
miiBte man dies wohl im Auge behalten. Durchfiihrbar wiire
aber, wie man leicht erkennt, die gewiinschte Wendung immer,
wenn andere Huflere Einfliisse auBer einem derartigen Be-
wegungswiderstande nicht vorkiimen.

Wenn alle Eisenbahnziige der Erde und alle Schiffe, die
sich auf der Fahrt befinden, die Erde stets parallel zum Aquator,
etwa in der Richtung von Westen nach Osten, also im gleichen
Sinne mit der Rotationsbewegung der Erde umkreisten und
keine im entgegengesetzten Sinne, so miiBte dadurch die Winkel-
geschwindigkeit der Krde ‘etwas herabgesetzt werden, d. h. die
Dauer eines Tages miiBte sich vergroBern. Sobald die Schiffe
und die Ziige zur Ruhe gebracht wiirden, miilte aunch der
Tag seine frithere Linge wieder annehmen. Der EinfluB wire
freilich gering; er konnte aber fiir genaue astronomische
Messungen merklich werden, wenn es sich um die bewegten
Massen von Meeresstromungen oder von Winden handelte, die
eine stetige Umkreisung der Erde im gleichen Sinne ohne
Kompensation durch andere damit zusammenhiingende Stré-
mungen in der entgegengesetzten Richtung ausfiihrten.

Auch wenn ein Knabe eine Schaukel, auf der er vorher
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in Ruhe saB, ohne #ufleren Anstol in Bewegung setzen will,
beginnt er damit, durch Anfassen der Aufhiingeschniire mit
den Hinden, Ausstrecken der Beine in horizontaler Richtung
und Uberneigen des Oberkirpers nach hinten sich selbst eine
Drehbewegung zu erteilen. Betrachtet man den Aufhiinge-
punkt der Schniire als Momentenpunkt, so mul} fiir ihn das
Moment der Bewegungsgrifie vorliufig noch Null bleiben, da
die Schnurspannung durch den Momentenpunkt geht und die
einzige andere duflere Kraft an der Schaukel, das Eigengewicht,
zuniichst ebenfalls noch. Der einen Drehung muB daher eine
entgegengesetzte entsprechen und diese besteht in einer Drehung
des ganzen Punkthaufens um den Aufhingepunkt, womit die
gewiinschte Pendelbewegung zuniichst einmal eingeleitet ist. —
Ieh begniige mich hier mit diesen Andeutungen, mdchte aber
die Bewegungen, die zum Ingangsetzen der Schaukel fiihren,
einem genaueren Nachdenken empfehlen, da das Beispiel nach
manchen Richtungen hin lehrreich ist. Man mache sich
namentlich auch dariiber klar, daB die Schaukel iiberhaupt
nicht ohne duBeren Anstofl in regelmiBige Pendelbewegungen
gebracht werden kionnte, wenn die Aufhiingeschniire unendlich
lang wiiren. Anstatt dessen kann man, um bei praktisch zu -
verwirklichenden Verhiltnissen zu bleiben, auch sagen, daB es
nur sehr schwer und nach sehr lange fortgesetzten zweck-
mifigen Bewegungen mioglich wire, Pendelschwingungen von
groflerem Ausschlage herbeizufithren, wenn die Schniire sehr
lang wiren, wie etwa die Seile in einem Glockenturme bei
festgehaltener Glocke. ‘

§ 20. Massenausgleich bei Schiffsmaschinen nach dem
Verfahren von Schlick.

In einem Kahne, der von mehreren Personen besetzt ist,
kann man sehr deutlich wahrnehmen, wie jede Bewegung eines
Insassen zu einer Bewegung des Fahrzeuges fiihrt, die auf
Grund der Schwerpunkts- und Flichensiitze mit Beriicksich-
tigung der besonderen Bedingungen, denen der hier als duBere
Kraft auftretende Auftrieb des Wassers unterworfen ist, leicht
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vorausgesehen werden kann. Man weill auch, daf selbst un-
merkliche Bewegungen, die nur in gleichen Zwischenriumen
wiederholt werden, mit der Zeit zu einem starken Schaukeln
des Bootes fithren kinnen. Das Boot fiihrt dann erzwungene
Schwingungen aus, die im Falle der Resonanz sehr grof werden
konnen.

Auf einem groflen Dampfschiffe macht es nichts aus, wenn
einer oder mehrere Fahrgiiste darin auf und ab gehen. Einer-
seits sind hier die bewegten Massen zu klein im Vergleiche
zur Masse des ganzen Schiffes und andererseits dauert es auch
zu lange, bis die herumgehenden Personen etwa von einer
Schiffsseite zur anderen gelangen. Sie miiBten schon sehr
schnell laufen, um im gleichen Takte mit den Kigenschwin-
gungen des Schiffes heriiber und wieder hiniiber gelangen zu
konnen, um es so zu kriiftigeren erzwungenen Schwingungen
anzuregen.

Anders ist es aber mit den groBen Dampfmaschinen, die
zur Forthewegung des Schiffes dienen. Die bewegten Teile
sind hier einerseits sehr schwer, so daB sie selbst gegeniiber
den Massen des ganzen Schiffes nicht vernachlissigt werden
konnen und andererseits bewegen sie sich auch mit grofien
Geschwindigkeiten. Es 1iBt sich daher leicht voraussehen,
daB die Schiffe durch die Massenverschiebungen, die sich in
regelmiifigem Wechsel in ihnen wiederholen, zn Schwingungen
veranlaBt werden, die sich oft sehr unangenehm bemerkbar
gemacht haben. Man hat daher auf Abhilfe gesonnen und diese
ist in praktisch befriedigender Weise durch das von Schlick
angegehene Massenansgleichsverfahren gefunden worden.

Die Forderungen, die erfiillt sein miissen, damit die be-
wegten Massen ganz ohne Einfluf auf die Bewegungen des
Schiffes bleiben, lassen sich auf sehr einfache Weise in folgen-
den beiden Sitzen aussprechen:

1. Der Schwerpunkt der beweglichen Massen muB
stets in relativer Ruhe zum Schiffe bleiben.

2. Der Drall der beweglichen Massen mubB fiir
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jeden auf dem Schiffe liegenden Momentenpunkt in
jedem Augenblicke gleich Null sein.

Denkt man sich ndmlich ein Schiff zuerst in Ruhe auf
ruhigem Wasser und hierauf die Maschinen im Leerlaufe (mit
abgekuppelten Schaufelridern oder Schrauben) in Bewegung
gesetzt, so muBl nach dem Schwerpunktssatze der Gesamt-
schwerpunkt des ganzen Punkthaufens nach wie vor in Ruhe
bleibhen. Wenn nun dafiir gesorgt ist, daB sich auch der
Schwerpunkt der beweglichen Teile fiir sich genommen nicht
verschiebt, so folgt, dal sich auch der Schwerpunkt des Schiffs-
korpers nicht verschieben kann. — Ferner muB nach dem
Flichensatze der Drall des ganzen Punkthaufens fiir jeden
Momentenpunkt gleich Null bleiben, da sich die #uBeren
Kriifte (Gewicht und Anftrieb) gegenseitic aufheben. Wird
diese Bedingung aber schon von den beweglichen Massen fiir
sich genommen erfiillt, so mufl auch das Moment der Be-
wegungsgrofie des Schiffskérpers dauernd gleich Null bleiben.
Das ist aber fiir den als starren Korper aufzufassenden Schiffs-
kérper nur méglich, wenn er keine Rotationshewegung um
eine durch den Schwerpunkt gehende Achse annimmt.

Hiermit ist bewiesen, daB der Schiffskorper, der vorher
in Ruhe war, auch dauernd in Ruhe bleibt, wenn die Maschinen
zu laufen beginnen. Eine Massenausgleichung, die die vorher
aufgestellten beiden Forderungen erfiillt, ist demnach eine voll-
kommene. — Es mige hier die Bemerkung eingeschaltet werden,
daf der Flichensatz (bis vor kurzem wenigstens) in technischen
Kreisen lingst nicht die Beachtung gefunden hat, die er in
Wirklichkeit verdient. Am deutlichsten geht dies aus dem
Umstande hervor, daB in den zahlreichen Arbeiten, die iiber
den Massenausgleich bald nach seiner Einfithrung in deutschen
und auslindischen Zeitschriften erschienen sind, niemals von
dem Flichensatze Gebrauch gemacht wurde. Man kann diesen
Satz freilich auch vermeiden; er ist niemals unentbehrlich, liBit
sich vielmehr stets, wenn es verlangt wird, durch die An-
wendung anderer Sitze ersetzen. Und zwar ist es im vor-
liegenden Falle das Prinzip von d’Alembert, mit dessen Hilfe
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die Aufgabe ebenfalls ohne Schwierigkeit gelost werden kann.
Bringt man nimlich an den bewegten Maschinenteilen die
Trigheitskrifte an, so miissen diese fiir jede Stellung der
Maschine den Gleichgewichtsbedingungen fiir Kriifte an einem
starren Kérper geniigen, wenn der Massenausgleich vollkommen
sein soll. Fiir die rasche und iibersichtliche Durchfiihrung der
Rechnungen und fiir die anschauliche Fassung ihrer Ergebnisse
eignet sich aber bei diesem Beispiele der Flichensatz besser,
als das d’Alembertsche Prinzip. Zugleich sei noch bemerkt,
daB man iiberhaupt in vielen Fillen bei der Behandlung einer
Aufgabe die Wahl hat, ob man sich dazu des Prinzips von
d’Alembert oder des Flichensatzes bedienen will. Dabei ist
aber nicht immer der Flichensatz im Vorteile. Man muB sich
vielmehr mit beiden wichtigen Hilfsmitteln vollstindig vertraut
machen, um im einzelnen Falle das am schnellsten zum Ziele
filhrende anwenden zu kdnnen.

Das Schlicksche Verfahren entspricht den aufgestellten
Forderungen nicht streng, sondern nur annihernd. Es laBt
sich ferner (von gewissen Ausnahmefillen abgesehen) nur an
Maschinen zur Anwendung bringen, die mindestens vier Zylinder
haben. Solche kommen bei den groBen Dampfern, die Maschinen
mit dreistufiger Expansion besitzen, ohnehin gewdhnlich vor,
da an Stelle eines einzigen Niederdruckzylinders, der zu groB
ausfallen wiirde, besser zwei genommen werden. Bei den
groBen Schnelldampfern hat man neuerdings auch Maschinen
mit sechs Zylindern ausgefiihrt. In diesem Falle kann man
sich dem vollkommenen Massenausgleiche noch mehr nihern,
als bei vier Zylindern. Hier geniigt es aber, wenn ich das
Verfahren fiir den einfachsten Fall der vierzylindrigen Ma-
schinen bespreche.

Abb. 23 gibt eine schematische Darstellung der Maschine
in zwel Ansichten, mit den Zylindern I bis IV. Geachtet wird
nur auf die Bewegungskomponenten der Kolben, Kolbenstangen,
Pleuelstangen und Kurbeln in der Richtung der Zylinderachsen.
Die dazu senkrechten Bewegungskomponenten fithren gegen-
iiber den anderen nur zu kleinen Bewegungsgrifien, die ebenso
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wie die Bewegungsgrofen der Steuerungsteile, Pumpen usw.
vernachlissigt werden sollen, da es sich nur um die Gewinnung
einer angenitherten Losung handelt.

Der Kolbenweg =, des ersten Kolbens, von dessen Totpunkt-
lage aus gerechnet, kann wie frither im I Bande, S. 210 der
8. Auflage in erster Anniiherung

Xy =17, — 1, COSQ, (104)
gesetzt werden, wenn » und ¢ die aus der Abbildung ersicht-
liche Bedeutung haben. Will man sich mit dieser Anniherung
nicht begniigen, so kann man, wie hier eingeschaltet werden
mag, nach den in § 32
des ersten Bandes ange-

stellten Entwicklungen
in zweiter Anniiherung

s et st i

A =r1(1 —cos @, +
(105)

;;1‘ (1 — ; cos 299))

setzen, wenn die Linge
der Pleuelstange mit 7 be-

T
i

wi

|

|

[

zeichnet wird. Manspricht
von einem Massenausglei-
che ,zweiter Ordnung®,
wenn bei der Berechnung von dieser genaueren Formel aus-
gegangen wird. Bei der vierzylindrischen Maschine, auf deren
Betrachtung wir uns hier beschriinken, kann aber nur der
Ausgleich ,erster Ordnung® durchgefithrt werden, der sich auf
die vorhergehende einfachere Formel fiir z stiitzt.

Aus dieser Formel fiir 2 folgt fiir die Geschwindigkeit v, der mit
M, bezeichneten Masse des ersten Kolbens und seiner Zubeharteile

Alle Kurbeln sind auf derselben Welle aufgekeilt und daher ist
B9 0% 00 20

dt — dt — dt  ar "
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Von der Winkelgeschwindigkeit u der Schiffswelle wird an-
genommen, dal sie als konstant betrachtet werden kénne.
Gestiitzt wird diese Annahme durch die Uberlegung, daB
schon geringe Anderungen in der Winkelgeschwindigkeit » zu
erheblichen Anderungen in dem Drucke zwischen der Schiffs-
schraube und dem Fahrwasser filhren, also auch eine groBe
Mehrarbeit des Dampfes gegeniiber der durchschnittlichen ver-
langen. Wie groB die Schwankungen von u sind, die etwa
erwartet werden kénnen, soll jetzt nicht weiter untersucht, jedenfalls
soll aber an der Schickschen Annahme festgehalten werden.?)
Fiir die Bewegungsgrofie der Masse J, hat man
M,v, = M, ur, sing, .

Die Richtung ist hier nicht besonders hervorgehoben; sie ist
in jedem Falle als lotrecht anzusehen und geht nach oben
oder unten, je nachdem sing positiv oder negativ ist. — Fiir
die Bewegungsgrofle der zum Zylinder II gehirigen verschieb-
lichen Massen erhilt man ebenso

Myvy = Myur, sing,

oder, wenn man den konstanten Winkelunterschied ¢, — ¢,
mit «, bezeichnet,

Myv, = Myury(sing, cos ¢, + cosg, sine,)
und ebenso fiir die Massen M, und M.

Die Bedingung, daB der Schwerpunkt der verschieblichen
Massen in Ruhe bleiben soll, kommt darauf hinaus, daB die
geometrische Summe der BewegungsgriBen fortwithrend gleich
Null ist. Mit Riicksicht darauf, daB hier nur gleich oder
entgegengesetzt gerichtete Geschwindigkeiten in Betracht zu
ziehen sind, was schon durch die Vorzeichen von sing,, sing,
usf. beriicksichtigt ist, haben wir daher die Gleichung

1) Im tibrigen kommt es auf die Veriinderlichkeit von «, wie aus
den Siitzen 1. und 2. auf S. 154 hervorgeht, solange es sich nur um die
Frage des Massenausgleichs handelf, iiberhaupt nicht an. Wenn jene
Bedingungen fiir irgendeine Geschwindigkeit erfiillt sind, bestehen sie
auch bei jeder anderen und daher auch bei einer beliebig veriinderlichen
Geschwindigkeit.
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M, ur, sing, + Myur, (sing, cosa, + cosg, sine,) +
+ Mgury (sing, cose; + cosg, sine,) +
+ M ur, (sing, cose, + cosg, sine,) = 0
Ordnen wir nach sing, und cosg, und streichen den ge
meinsamen Faktor u, so geht die Gleichung iiber in
sing, { M,r, + M,yr;cosey + Myr cosey + M,r, cose, | +
+ cosg, | O + M, sine, + Myry siney + M,r, sing, } =0.

Diese Gleichung muf} fiir jede Kurbelstellung, also fiir
jeden Wert des Winkels ¢, erfiillt sein, damit der Schwer-
punkt jederzeit in Ruhe bleibe. Dazu gehort, daB die beiden
Klammerwerte einzeln verschwinden. Wir gelangen damit zu
zwel Bedingungsgleichungen zwischen den Konstanten der
Maschine, die sich kiirzer in der Form

EZMrcose =0 und ZMrsine =0 (106)
anschreiben lassen. Die Summierung erstreckt sich hierbei
jedesmal auf alle vier Massen und Winkel, «, ist gleich Null
zu setzen, indem unter ¢, nach den vorausgehenden Fest-
setzungen immer der Winkel zu verstehen ist, den die nte
Kurbel mit der ersten bildet (diese Winkel im Sinne der Um-
laufrichtung der Maschine geziihlt). — Selbstverstindlich bleiben
iibrigens die Bedingungsgleichungen (106) auch fiir Maschinen
mit beliebig vielen Zylindern hestehen, von denen verlangt
wird, daB keine Schwerpunktsverschiebungen vorkommen, so-
lange man nur einen Massenausgleich erster Ordnung herbei-
fihren will. Fiir einen Ausgleich zweiter Ordnung wiren da-
gegen die vorhergehenden Betrachtungen unter Zugrundelegung
von Gl (105) an Selle von (104) in derselben Weise zu wieder-
holen und die Gleichungen (106) durch vier Gleichungen zu
ersetzen, in die die Bedingungsgleichung fiir den Schwerpunkt
zerfillt, wenn sie wiederum fiir jeden Wert des Winkels ¢,
erfiillt sein soll.

Wir bilden jetzt die statischen Momente der Bewegungs-
grofen. Die Wahl des Momentenpunktes ist hierbei gleich-
giiltig, denn wenn der Schwerpunkt ruht, ist, wie wir friiher
fanden, das Moment fiir jeden Momentenpunkt gleich groB. —
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Wir wiihlen den in Abb. 23 mit O bezeichneten Punkt oder
iiberhaupt irgendeinen Punkt auf der Achse des Zylinders I.
Das statische Moment der Bewegungsgrife der Massen I ver-
schwindet fiir diesen Momentenpunkt. Das Moment fiir II ist
M,yvya, = Mourya, (sing, cose, + cosg, sing,),
wobei mit a,, wie aus Abb. 23 ersichtlich, der Abstand der
Zylinderachse II von der Zylinderachse I bezeichnet ist. Die
Richtung des Moments ist nicht besonders ersichtlich gemacht;
sie steht in jedem Falle senkrecht zu der Ebene, in der alle
vier Zylinderachsen enthalten sind und zwischen der Richtung
nach vorn oder hinten wird durch das Vorzeichen des voraus-
gehenden Ausdrucks schon unterschieden. — Wenn die Summe
der Momente der Bewegungsgrifen fiir den Momentenpunkt
O und hiermit auch fiir jeden beliebigen Momentenpunkt ver-
schwinden soll, mufl auch die algebraische Summe der nach
dem vorigen Muster gebildeten Ausdriicke fiir alle Massen
gleich Null sein. Ordnen wir wieder wie vorher nach sing,
und cosg,, so lantet die Gleichung
sing, {0+ M,rya, cosey + Myrya, cosey + M,r a,cose, |+

+cosg, {0+ Myr,a, sine, + Myrya, siney + Mr,a, sine, } =0
und da diese fiir jedes ¢, erfiillt sein soll, zerfillt sie in die
beiden Bedingungsgleichungen

EMracose =0 und ZMrasine=0. (107)

Auch hier muB man sich die Summierung wieder auf alle vier
Zylinder erstreckt denken; fiir die erste Zylinderachse ist niim-
lich sowohl @, als «; gleich Null und hiermit fallen die zu-
gehorigen Ausdriicke, wie aus der vorigen Schreibweise zu er-
sehen, von selbst fort.

Das Schlicksche Verfahren beruht nun darauf, die Winkel
ayoge, und die Abstinde ayaya,, die dadurch freilich noch
nicht vollig bestimmt sind, jedenfalls so zu wiihlen, daB die
Gleichungen (106) und (107) erfiillt werden. Die Massen M
und die Kurbelhalbmesser » sind bei der Vornahme des Massen-
ausgleichs durch andere Riicksichten bereits als vorgeschrieben
zu betrachten. Die drei Winkel « sind dagegen zuniichst ganz
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zur Verfiigung des Konstrukteurs und von den drei Abstinden
a wenigstens die Verhiltnisse % und %, die ja auch in der
2 2

Tat aus den Gl (107) allein ermittelt werden konnen. Einer
von den Winkeln « kann also willkiirlich (oder auf Grund
anderer Anforderungen) gewiihlt werden. Dann folgen die
beiden anderen aus den Gl. (106) und hierauf die Abstands-
verhiiltnisse aus den Gl. (107). Man wird natiirlich die Wahl
des ersten Winkels « so einrichten miissen, daB die sich aus
Gl (107) ergebenden Abstandsverhiltnisse auch wirklich aus-

gefithrt werden kionnen. Wenn nidmlich etwa *:4 sehr groB

aus der Rechnung gefunden wiirde, so lieBe sich dies nicht
ausfithren, weil fiir @, ein gewisses Mindestmall wegen der
Abmessungen der Maschinen und fiir @, ein gewisses Hochst-
mafl wegen der Dimensionen des Schiffes vorgeschrieben ist.

Die sogenannten Schlingerbewegungen, d. h. die pendeln-
den Bewegungen des Schiffes werden dann zustande kommen,
wenn die vorher unter 2. angefiihrte Bedingung, also niherungs-
weise wenn die Gl (107) nicht erfiillt sind. Man erkennt
hieraus, dall gerade auf diese Gleichungen viel Wert zu legen
ist. Den Schwerpunkt unveriinderlich festzuhalten, hat man
sich auch frither schon ofters bemiiht; die grofle Bedeutung
der Gl. (107) fiir einen praktisch befriedigenden Massenausgleich
hat aber erst Schlick erkannt und damit einen wichtigen
Fortschritt im Baue der groBen Ozeandampfer herbeigefiihrt. —
Zugleich erkennt man iibrigens leicht aus den Gl (106) und
(107), dall eine Maschine mindestens vier Zylinder haben muB,
wenn der Ausgleich erster Ordnung allgemein moglich sein soll.

Anmerkung. Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist
vorausgesetzt, dal die ganze Maschine ein Gestell hat, das hin-
reichend widerstandsfithig ist, um die zwischen den einzelnen Teilen
auftretenden inneren Krifte ohne merkliche Formiinderung iiber-
tragen zu kinnen. Anderenfalls wiirden auch bei einem vollkommenen
Massenaunsgleiche Schwingungen entstehen konnen, die nicht in Be-
wegungen des Schiffes als starrer Kérper, sondern in Form#inderungs-
bewegungen des Schiffskorpers bestehen wiirden.

Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 11
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§ 21. Anwendung des Fldachensatzes auf die Theorie der
Turbinen.

Wiihrend des gleichférmigen Ganges einer Turbine besitzt
der aus dem Laufrade samt Welle und Wasserinhalt be-
stehende Punkthaufen stets dieselbe Bewegung. Daher behilt
auch der auf die Umdrehungsachse bezogene Drall B dieses
Punkthaufens immer denselben Wert, falls man in jedem
Augenblicke immer jene Wasserteilchen in Betracht zieht, die
sich grade im Laufrade befinden. Bei der Anwendung des
Flichensatzes kommt es aber nicht auf den in dieser Weise
berechneten Drall an, sondern auf jenen, der stets auf die-
selben materiellen Punkte bezogen wird. Dieser erfihrt
wegen des Weiterstromens der Wassermasse durch die Turbine
eine Anderung, die fiir ein Zeitelement d# berechnet werden soll.

Bezeichnet man mit M die Masse des die Turbine in der
Zeiteinheit durchstromenden Wassers, so tritt wihrend d¢ eing
Wassermasse Md¢ mit irgendeiner absoluten Geschwindigkeit.
v, in das Laufrad ein und eine ebenso grofie Masse verlifit
das Rad mit einer Geschwindigkeit v,. Die Anderung dB
des auf dieselben Mgssen wie zu Anfang von d¢ bezogenen
Dralls ist dann, da sich im iibrigen nichts gefindert hat, gleich
dem Unterschiede zwischen den statischen Momenten der Be-
wegungsgroBen fiir die austretende und fiir die eintretende
Wassermasse Mdt.

Am einfachsten ermittelt man diese Momente, indem man
die Geschwindigkeiten », und v, auf die Richtungen der zu-
gehorigen Umfangsgeschwindigkeiten des Laufrads projiziert.
Bezeichnet man diese Projektionen mit v, cose;, und v, cose,
(wobei also unter ¢, und « die Winkel zwischen den Rich-
tungen der v und der Bewegungsrichtung des Laufrads an
der gleichen Stelle zu verstehen sind) und die Abstinde von
der Umdrehungsachse mit », und »,, so hat man

dB = Mdt(v, coseyry, — v, COB&, 1y).
Nach dem Flichensatze ist dann das ebenfalls auf diese Um-
drehungsachse bezogene statische Moment K der duBeren Krifte,
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die (etwa durch Vermittlung einer aufgekeilten Riemenscheibe)
auf die Laufradwelle iibertragen werden miissen, um diese in
gleichformigem Gange zu unterhalten,

K= ‘fglf = M(v, cosayry, — v, cOSet, 7,). (108)

Aus K folgt die Arbeit 4, die von der Turbine in der

Zeiteinheit nach auflen hin abgegeben wird, durch Multipli-
kation mit der Winkelgeschwindigkeit u, also

A = Mu(vycoseyr, — v, cose,r,). (109)

Durch einfache Umrechnungen, auf die hier nicht weiter
eingegangen zu werden braucht, kann man die absoluten Ge-
schwindigkeiten », und v, auch in den Relativgeschwindig-
keiten gegen das Laufrad in Verbindung mit den Umfangs-
geschwindigkeiten wur;, und wr, des Laufrads ausdriicken. Die
in dieser Weise umgeformte Gleichung wird von Zeuner als
die erste Hauptgleichung der Turbinentheorie bezeichnet.
Eine zweite Hauptgleichung, die zur vorigen hinzutreten muB,
um alle in der Aufgabe vorkommenden Grifien berechnen zn
konnen, erhilt man nach Zeuner, indem man fiir 4 noch einen
zweiten Ausdruck auf Grund des Satzes von der lebendigen
Kraft aufstellt und ihn dem vorigen gleichsetzt. Aus der so
erhaltenen zweiten Hauptgleichung berechnet man die Ge-
schwindigkeiten, mit denen das Wasser das Rad durchstromt
and hierauf nach der ersten Hauptgleichung die Leistung A
der Turbine, auf deren Ermittlung es namentlich ankommt.

Die weitere Durchfithrung der Rechnung wiirde iiber den
Rahmen dieses Buches hinausgehen; es handelte sich hier nur
darum, zu zeigen, auf wie einfache Art man mit Hilfe des
Flichensatzes zur ersten Hauptgleichung gelangen kann, die
sonst auf viel umstiindlicherem Wege abgeleitet wird.

Die Aufgaben
zu diesem Abschnitte sind mit denen der beiden folgenden vereinigt
und am Schlusse des vierten Abschnitts abgedruckt.

10:%



	[Seite]
	Seite 124
	Seite 125
	Seite 126
	Seite 127
	Seite 128
	Seite 129
	Seite 130
	Seite 131
	Seite 132
	Seite 133
	Seite 134
	Seite 135
	Seite 136
	Seite 137
	Seite 138
	Seite 139
	Seite 140
	Seite 141
	Seite 142
	Seite 143
	Seite 144
	Seite 145
	Seite 146
	Seite 147
	Seite 148
	Seite 149
	Seite 150
	Seite 151
	Seite 152
	Seite 153
	Seite 154
	Seite 155
	Seite 156
	Seite 157
	Seite 158
	Seite 159
	Seite 160
	Seite 161
	Seite 162
	Seite 163

