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Elfter Abschnitt.

Grundziige der mathematischen Elastizititstheorie.

§ 67. Ableitung der Grundgleichungen.

Zwischen den Spannungskomponenten an irgendeiner Stelle
des Korpers bestehen nach den allgemeinen und jedenfalls
streng richtigen Lehren der Statik zuniichst nur die im ersten
Abschnitte abgeleiteten Gleichungen (4) und (5). Durch die
Gleichungen (4) werden die neun Spannungskomponenten auf
sechs zuriickgefithrt und diese sind dann nur noch durch die
drei Gleichungen (5) miteinander verbunden. Aus drei Glei-
chungen kann man aber sechs unbekannte Gréfen unter keinen
Umstiinden eindeutig bestimmen; die Aufgabe, die Spannungs-
verteilung zu ermitteln, ist daher, wie wir schon friither ge-
schlossen haben, statisch unbestimmt, so lange keine weiteren
Angaben hinzutreten. Diese Unbestimmtheit zu heben, haben
wir in den vorausgehenden Abschnitten verschiedene Hypo-
thesen zugrunde gelegt, die nur durch Berufung auf die Uber-
einstimmung der aus ihnen gezogenen Folgerungen mit der
Erfahrung gerechtfertigt werden konnten. Wenn nun auch
ein solches Verfahren den Anspriichen, die man vom Stand-
punkte der praktischen Anwendung an die technische Mechanik
stellen kann, ganz wohl geniigt, so befriedigt es doch nach
anderer Richtung nicht vollstindig. Unser Erkenntnisdrang
verlangt eine Zuriickfithrung der zusammengesetzteren Hrschei-
nungen auf die einfachsten und méglichst einwandfrei feststell-
baren Erfahrungstatsachen. Diesem Verlangen sucht die mathe-
matische Theorie der Elastizitit zu entsprechen. Sie stellt
sich die Aufgabe, die Forminderung und den Spannungs-
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zustand eines von gegebenen i#uBeren Kriften beanspruchten
elastischen Karpers ohne Zuhilfenahme besonderer Hypothesen
zu berechnen, indem sie sich dabei aufer auf die allgemeinen
Gleichgewichtshedingungen nur noch-auf das Elastizititsgesetz
stiitzt. Fiir verschiedene Korper ist nun freilich, wie im zweiten
Abschnitte auseinandergesetzt wurde, das Elastizifitsgesetz oder
der Zusammenhang zwischen den Spannungskomponenten und
den Formiinderungen von verschiedener Gestalt. Viele der fiir
die praktische Anwendung wichtigsten Stoffe befolgen indessen
das Hookesche Gesetz und auf diese allein beziehen sich die
Entwicklungen der mathematischen Elastizititstheorie, soweit
sie bis heute abgeleitet wurden.

DaB es iiberhaupt moglich ist, die gestellte Aufgabe zu
Issen, ergibt sich aus folgender Betrachtung. Die elastischen
Verschiebungen, die ein Punkt des Koérpers mit den Koordi-
naten w, y, # unter dem Einflusse der Belastung erfiihrt, seien
fiir die Richtungen der Koordinatenachsen mit §, , ¢ bezeichnet.
Da es uicht auf die Bewegungen ankommt, die der Korper
etwa als Ganzes erfihrt, sondern nur auf die relativen Ver-
schiebungen einzelner Teile des Korpers gegeneinander, wird
es sich empfehlen, das Koordinatensystem, auf das die z, ¥, 2
und die & 1, §{ bezogen sind, auf dem K&rper selbst festzulegen,
also etwa so, daB der Ursprung stets mit einem beliebig aus-
gewihlten Punkte des Korpers zusammenfillt, die X-Achse
stets durch einen zweiten und die X Y-Ebene durch einen
dritten Punkt des Korpers geht. Wenn sich der Korper ohne
Forminderung nur als Ganzes bewegt, bleiben dann %, £ in
jeder Lage gleich Null; die drei Groflen sind also bei diesen
niheren Festsetzungen sehr geeignet, die elastische Form-
inderung zu beschreiben. Hiufig ist es am bequemsten, den
zweiten und dritten der vorher angefiihrten drei Punkte, die
nicht in einer Geraden liegen diirfen, deren Auswahl aber sonst
beliebig getroffen werden kann, unendlich nahe bei dem ersten
anzunehmen. Nach dem Elastizititsgesetze sind die Spannungs-
komponenten von den Formiinderungen an der betreffenden
Stelle des Kérpers abhiingig. Wenn £, %, { als Funktionen von
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@, y, z bekannt und hiermit die elastische Forminderung, die
der Kérper erfihrt, in allen Einzelheiten gegeben wiire, kinnte
man nach dem Elastizitiitsgesetze auch die Spannungskom-
ponenten an jeder Stelle des Korpers angeben. Jedenfalls ist
es also moglich, alle Spannungskomponenten in den drei un-
bekannten Verschiebungskomponenten £, 1,  anszudriicken. Damit
werden aber die sechs unbekannten Griofen des Problems auf
drei zuriickgefiihrt, zu deren Ermittelung die durch die drei
Gleichungen (5) ausgesprochenen (Gleichgewichtsbedingungen
im Zusammenhange mit den Grenzbedingungen an der Ober-
fliche des Korpers gerade hinreichen.

In einem Falle haben wir von diesem Verfahren schon Gebrauch
gemacht, niimlich bei der Untersuchung der dickwandigen Rihren
in § 56. In der Tat handelte es sich dort nur um einen besonders
einfachen Fall, der nach den Methoden der mathematischen Elastizi-
tiitstheorie, ohne daBl von diesen bis dahin die Rede war, sofort voll-
stindig gelost werden konnte. Dasselbe Verfahren ist jetzt ganz
allgemein auszuarbeiten und wer sich mit jener fritheren Unter-
suchung hinreichend vertraut gemacht hat, wird nun mit geringer
Miihe den Erweiterungen der dort durchgefiihrten Betrachtung, um
die es sich hier handelt, folgen koénnen. Darin besteht ja tiberhaupt
der groBe Vorzug des Ganges von den einfacheren Erscheinungen zu
den verwickelteren, daB man von vornherein ein ungefihres Bild
davon besitzt, was man zu erwarten hat und nahezu erraten kann,
welche Wege der Vortrag einschlagen wird. Deshalb habe ich diese
allgemeineren Betrachtungen an das Ende meiner Vorlesungen, und
nicht, wie es in den von den Mathematikern ausgearbeiteten Lehr-
biichern zu geschehen pflegt, an den Anfang gestellt. Darin wiirde
nur eine nutzlose, dem Verstiindnisse der Sache aber sehr gefiihrliche
Erschwerung liegen.

Die elastischen Verschiebungen &, %, ¢ sollen als sehr klein
im Vergleiche zu den Abmessungen des Korpers im natiirlichen
Zustande, also gegeniiber den Koordinaten z, ¥, 2, vorausgesetzt
werden. Wir wollen zunichst die bezogenen Dehnungen ¢,
¢, & in den Richtungen der Koordinatenachsen ausdriicken.
Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei Punkte, die urspriing-
lich um dz auseinander lagen. Die Koordinaten dieser beiden
Punkte im natiirlichen Zustande sollen also
z,y, 2 und z+dz, y, 2
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gewesen sein. Nach der Forminderung gehen sie iiber in

$+§,9+7’h3+§

und
x+dx+£+a§dx y+'-+n“ z, z+§+a§dx

wobei darauf zu achten war, daB sich &, 4, { um die angegebenen
Differentiale findern, wenn man zum Nachbarpunkte weiter riickt.
Aus der Strecke da ist also durch die Form#nderung die

Strecke dz + ,g dx geworden. Unter Benutzu.ng unserer frii-

heren Schrelbwelse haben wir also fiir die elastische Anderung

Addx der Strecke dz 2¢
Addz = Er dx

Die bezogene Dehnung &, ist aber das Verhiltnis zwischen
Adz und der urspriinglichen Linge dx, also finden wir die
erste der drei folgenden Gleichungen

engri, sy=g—;, 8, = fg (276)
Die beiden anderen folgen auf demselben Wege, wenn man
die Schicksale einer in der Richtung der Y-Achse gezogenen
Strecke dyodereinerinder Rich-
tung der Z-Achse gezogenen
Strecke dz verfolgt. g b= g_‘? dy

Eineganzihnliche Betrach- | 4

tung liefert uns auch den Aus-

v

dy

druck fiir die kleine elastische

Anderung y,,, die der urspriing- | %—L'l dx

lich rechte Winkel zwischen | “r

zwei Strecken dz und dy er- ‘."0 : =X
<—— dpr —>

fihrt,die von dem Punkte zyz
in den Richtungen der X- und
Y-Achse gezogen wurden. Um die GriBe dieses Winkels nach
der Forminderung mit der urspriinglichen zu vergleichen, denke
ich mir den einen Winkel parallel verschoben, so daB beide
Scheitel zusammenfallen. So sind sie in Abb. 82 gezeichnet.
Wir brauchen dabei nur auf die kleinen Abweichungen jedes

Abb. 82.
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Schenkels in der Richtung des anderen Schenkels zu achten,
denn wenn auch ein Schenkel in einer Richtung senkrecht zur
Ebene der Abb. 82 ein wenig abgelenkt wird, so triigt dies zur
Winkelinderung nichts bei; eine solche Ablenkung, die etwa
der in der Richtung der X-Achse verlaufende Schenkel erfihrt,
kommt némlich auf eine Drehung des Winkels um die ¥Y-Achse
hinaus, die zu keiner Anderung der GriBe des Winkels fiihrt.
Auch die Dehnung in der Richtung der X-Achse kann keinen
Beitrag zur kaelanderung Y2y liefern.  Wir brauchen also
nur darauf zu achten, ‘daB sich der Endpunkt der Strecke da
relativ zum Anfangspunkte um eine kleine Strecke in der Rich-
tung der Y-Achse verschoben hat, die wir schon vorher zu

Bn‘ dx berechnet haben und daB sich ebenso der Endpunkt von

dy um A'E dy gegen den Winkelscheitel in der Richtung der ‘

X-Achse verschoben hat. Die Betriige beider Ablenkungen
sind in Abb. 82 eingeschrieben. Zugleich sehen wir noch, daf
der urspriinglich rechte Winkel in einen spitzen iibergeht, wenn
beide Differentialquotienten positiv sind.

Die Richtungséinderungen sind sehr klein; wir kinnen da-
her die zugehorigen Winkel in Bogenmall gleich ihren trigono-
metrischen Tangenten setzen. Die Richtungsiinderung von daz

triigt daher g—z zu y,, bei und ihnlich ist es mit dy. Im
ganzen haben wir daher

- + @ },
und diese Formel ist als streng richtig zu betrachten, falls &
1, & unendlich klein gegeniiber z, y, # sind. Diese Voraus-
setzung trifftt nun freilich bei der wirklichen Forminderung
eines elastischen Korpers nicht genau zu; sie ist aber in der
Regel nahezu erfiillt und man sieht ein, daB ein Fehler, der
etwa hieraus entspringen konnte, gewohnlich gar nicht in Be-
tracht kommen wird. — Natiirlich 1d8t sich dieselbe Betrach-
tung auch fiir die Winkelinderungen zwischen den Richtungen
von dz und dz und von dy und dz wiederholen. Es ist aber
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gar nicht nétig, dies wirklich auszufiihren, da keine Koordi-
natenrichtung vor der anderen etwas voraus hat, so daB sich
das vorige Resultat ohne weiteres auch auf ., und y,, iber-
tragen liBt. Mit Wiederholung der vorigen Formel haben wir
daher den Gleichungssatz

_0E |, an _ 0& . OF __0n , 9%
?zy_3y+a_;c? yzz_g£+a_xi ?yz_az +afy' (277)

AuBerdem soll noch die bezogene Volumeniinderung be-
rechnet werden, die der Korper an der betrachteten Stelle er-
fihrt. Man denke sich ein rechtwinkliges Parallelepiped von
den Kantenlingen da, dy, dz. Mit diesem denken wir uns
zuerst die Winkelinderungen p, —usf. zwischen den Kanten
vorgenommen. Wenn p, endliche Griofen wiren, wiirde da-
durch das Volumen geiindert. So wiirde z. B. die Rechteck-
fliche dz-dy in ein Parallelogramm von der Kliche

dx-dy - cos Vay
iibergehen. Wenn ., klein von der ersten Ordnung ist, weicht
aber der Kosinus dieses Winkels nur um eine Grobe zweiter
Ordnung von der Einheit ab. Die Anderung des Volumens
durch diese Richtungsinderungen kann daher vernachlissigt
werden; streng ist dies freilich auch wieder nur dann zulissig,
wenn £, 5, { wirklich unendlich klein sind.

" Hierauf sollen die Kantenlingen um Adz usf. geiindert
werden. Dadurch tritt eine Anderung des Volumens ein, die
im Vergleiche zum urspriinglichen Volumen nur von der ersten
Ordnung klein ist. Diese Anderung kommt daher allein in
Betracht. Das Volumen nach der Streckung der Kanten ist

de(l + &)dy(l +¢,)dz(1 + ¢,)
oder, wenn wir ausmultiplizieren und die kleinen Gr&Ben hiherer
Ordnung fortlassen
dedyds(1 + ¢, + ¢, + &,).
Als bezogene Volumeniinderung e bezeichnen wir das Verhilt-
nis zwischen der Anderung des Volumens und dem urspriing-
lichen Volumen und wir haben daher

6==E, &+ &

Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufi, 93
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oder nach den Gl (276)

o& a¢

e_3x+ e (278)

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt auch die
Spannungskomponenten in £ %, { ausdriicken. Am einfachsten
gelingt dies mit den Schubspannungen, denn nach Gl (12), die
wegen des Superpositionsgesetzes ohne weiteres auf unseren
Fall iibertragen werden kann, ist z. B.

Txy

?].ty TG

und mit Riicksicht auf die Gl (277) erhalten wir daher
(23 £ §

Tx,'_u= ux_G( + ) z:=' _G( +a)

x

I ofy, (279
r!:: e 7ry = (ag E;"y) )
Nach dem Hookeschen Elastizititsgesetze bestehen zwischen
den Dehnungen und den Normalspannungen die Gleichungen

Ee,=6,—  (6,+0,)
Es,=6,— (6,4 6) - (280)
Fe,= 6, — :l (6.+6,)

Wenn wir sie addieren und fiir die Summe der bezogenen
Dehnungen die bezogene Volumeniinderung e einfithren, er-

halten wir daraus
m

6+ 6,4 6, =~ ——. Fe. (281)

Die erste der vorausgehenden Gleichungen liBt sich aber
schreiben

m—+ 1 m 1 Fe
E81= :;_6_ (6+6+6) ';:t_o"’—m—ﬂ

und deren Auflosung nach 6, liefert

mbB ¢
O = m1 (EJ’ + m— 2)‘ (282)
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Man kann diesen Ausdruck noch etwas vereinfachen, wenn
man sich erinnert, daB nach Gl (32)
mI
&= 3+
gesetzt werden kann. — Die Gl (280) waren fiir o, o,, 6,
ganz symmetrisch gebaut; wir konnen daher die Liosung (282)
ohne weitere Bemiihungen sofort auch auf die beiden anderen
Unbekannten 6, und ¢, tibertragen. Mit Benutzung der ange-
fithrten Vereinfachung und mit Riicksicht auf die Gl (276) er-
halten wir daher die Ausdriicke fiir die Normalspannungs-
komponenten

e 2G(gi+ n;f—2)
6, =26 (?Z ot (283)
i 2(;(2—5 + o)

Damit ist die Aufgabe, die wir uns zunichst gestellt hatten,
gelost. Wir haben jetzt die unbekannten Spannungskompo-
nenten auf nur noch drei unbekannte Gréfen g %, § zuriick-
gefiihrt und es bleibt uns nur noch iibrig, diese Ausdriicke in
die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen, die durch die GI1. (5)
ausgesprochen werden, einzusetzen.

Die GL (5) lauteten

36.1: Ez!!-? arzz _
3z T oy T2 T X0

aﬂy afxy azzy o
By+ o 0z + ¥ =0

EG: ar.z:, 31792 A
75 T 7z ay o e

Durch Einsetzen der durch die Gl (279) und (283) ge-
gebenen Werte geht die erste von ihnen {iber in
o0& 1 ge o0& a*n
26 (53 + m—3°5a) + & (o T 22sy)

role )+ Xm0
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Um diese auf eine iibersichtlichere Form zu bringen, nehmen
wir noch einige kleine Anderungen mit ihr vor. Zunichst er-
hilt man durch Division mit & und etwas geéinderte Zusammen-
fassung der einzelnen Glieder

a2 a2 2 a2 2 2 9 o e
(ot e 328) + (Gt g+ 53) + s g+ 5 = O

Fiir die drei in der ersten Klammer zusammengefaBten
Glieder benutzen wir eine in der mathematischen Physik sehr
hiiufig gebrauchte Bezeichming. KEs macht sich nimlich fast
in allen physikalischen Theorien nétig, von den unbekannten
Funktionen, die in ihnen auftreten, die Summe der drei
zweiten Differentialquotienten nach den drei Achsenrichtungen
zu nehmen. Zuerst geschah dies in der Potentialtheorie von
Laplace. Man bezeichnet daher die Rechenvorschrift, die
Summe dieser drei zweiten Differentialquotienten nach den
Achsenrichtungen zu bilden, als die Laplacesche Operation.
Um diese Rechenvorschrift anzugeben, setzen wir vor die Funktion,
auf die sie Anwendung finden soll, das Zeichen ¢* Oft wird
dafiir auch nur einfach A geschrieben; wegen des Zusammen-
hanges mit anderen Lehren, auf die es hier nicht weiter an-
kommt, entscheide ich mich aber fiir das zuerst genannte
Zeichen. Um kurz anzudeuten, was ich eben ausfiihrlicher
auseinandersetzte, kann man

0* G* 0*

V=gt o (284)
schreiben. Natiirlich ist dies in solcher Form noch keine
(leichung im eigentlichen Sinne; man hat vielmehr in Ge-
danken iiberall hinter die Operationszeichen die Veréinderlichen
zu setzen, auf die sich die Operationen beziehen sollen.

Iech komme jetzt zu den in der zweiten Klammer zu-
sammengefafiten Gliedern der vorausgehenden Gleichung. Jedes
dieser Glieder ist ein Differentialquotient nach =z, und ihre
Summe kann daher gleich

9 (6§ , on |, 0§ .. ge
B.%(BE_I_ oy - B—z) oder gleich 5=
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gesetzt werden. Diese Summe kann daher mit dem nichst-
folgenden Gliede der Gleichung zusammengefaBt werden. Hier-
mit nimmt die Gleichung, die die Gleichgewichtshedingung
zwischen den Spannungen gegen ein Verschieben nach der
X-Richtung ausspricht, die iibersichtlichere Form an
ce X
2& + " Dw 4 G- 0,

m—ﬂ
X R
vz+m_, E+G20, (285)

2§+ —=9 3z+G 0.

Ich habe sofort die fiir die beiden anderen Koordinaten-
richtungen geltenden Gleichungen hinzugefiigt, die genau auf
dieselbe Weise gefunden werden wie die erste.

Die Gl (285) bilden die Ausgangsgleichungen fiir alle
ferneren Untersuchungen der mathematischen Elastizititstheorie.
Ich mochte noch einmal betonen, daB sie nichts anderes sind,
als die Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben, die friiher
in den Gl (5) ihren Ausdruck gefunden hatten. In der neuen
Form sieht man den Gl (285) ihre physikalische Bedeutung
nicht so leicht an; es ist aber durchaus nétig, daB man-sich
diesen Sinn der Gleichungen stets vor Augen hiilt, und es ist
daher sehr anzuraten, daf man sich die vorausgegangene Ab-
leitung so lange genau im einzelnen iiberlegt, bis man nicht
mehr dariiber im Zweifel sein kann.

SchlieBlich bemerke ich noch, daf man die drei Komponenten-
gleichungen (285) auch zu einer einzigen Gleichung zwischen ge-
richteten GroBen zusammenfassen kann, deren physikalische Bedeu-
tung dann darauf hinausliuft, daB die geometrische Summe aller an
dem Umfange eines Kirperelementes auftretenden Spannungen gleich
Null sein muB. Wird niimlich die Verschiebung des Punktes xyz
der GréBe und Richtung nach mit b bezeichnet, so also, daB &,7,¢
die Komponenten von b sind, ferner die #uflere Kraft mit B, so
gehen die Gl. (285) iiber in

v+ e +q3 (286)

Ich mache von dieser Form in der Folge nicht Gebrauch und
will mich daher nicht damit aufhalten, die Bedeutung des Zeichens
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v noch nither, als schon aus dem Zusammenhange hervorgeht, zu
erkliven. In der Dynamik wird dies geschehen. Auch nur ganz
gelegentlich erwiihne ich fiir Leser, die schon niher mit der mathe-
matischen Physik auf anderen Gebieten (namentlich mit der Elek-
trizitiitslehre) vertraut sind, daB Gl (286) auch noch

Vi + Mg dive + E’f =0 (287)

geschrieben werden kann. Obschon ich iibrigens in diesem Bande
von dem Rechnen mit gerichteten GriBen keinen Gebrauch gemacht
habe, wird man doch schon bei einem einfachen Vergleiche der
Gl. (286) oder (287) mit (285) begreiflich finden, daB es Leute
gibt — zu denen ich gehdre — die es als cinen Fortschritt der
Theorie betrachten, wenn mit den gerichteten Griflen unmittelbar
gerechnet wird, anstatt daB man jede einzelne Tatsache durch drei
verschiedene Gleichungen zum Ausdrucke bringt.

§ 68. Wellenbewegungen in elastischen Korpern.

Bei den meisten Aufgaben der Festigkeitslehre spielt die
auf die Masse des Korpers iibertragene Fernkraft §§ mit den
Komponenten X, Y, Z gar keine Rolle. (Gewdhnlich besteht sie
nur aus dem Gewichte des Korpers und hiiufig genug wiirde
sich der Spannungszustand kaum merklich #ndern, wenn der
Korper ganz gewichtslos wire und nur die an der Oberfliiche
iibertragenen #ufleren Krifte an ihm wirkten. In solchen
Fillen vereinfachen sich die Gl (285) entsprechend, indem die
letzten Glieder auf der linken Seite fortfallen. Mit derartigen
Fillen werde ich mich in den folgenden Paragraphen aus-
schlieBlich beschiiftigen; hier soll aber auf eine Anwendung
der G1. (285) aufmerksam gemacht werden, bei der diese Glieder
beibehalten werden miissen.

Wenn der Korper nicht im Gleichgewichte, sondern in
ungleichférmiger Bewegung begriffen ist, miissen sich die an
dem Umfange eines Korperelementes iibertragenen Spannungen
samt dem Gewichte des Elementes zu einer Resultierenden zu-
sammensetzen, die nach dem dynamischen Grundgesetze aus
der Beschleunigung des Elementes berechnet werden kann.
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Ein rechtwinkliges Parallelepiped von den Kantenlingen dz,

dy, dz hat die Masse
I wdzdydz,

wenn mit u die spezifische Masse (das spezifische Gewicht,
geteilt durch die Beschleunigung der Schwere) bezeichnet wird.
Die elastischen Verschiebungen £, v, { sollen jetzt nicht nur
Funktionen des Ortes, sondern auch Funktionen der Zeit ¢
sein. Die Komponenten der Beschleunigung, die das Korper-
element in einem gegebenen Augenblicke erfihrt, werden durch
die Differentialquotienten

2 m ot

ot*’  gt*?  ot?
dargestellt und die Resultierende aller an dem Kéorperelemente
angreifenden Krifte muB nach dem dynamischen Grundgesetze
die Komponenten

,ugazt-,da:dydz, u.ac.;_‘dxdydz, yg;irlxdydz,
haben. Anstatt die Aussage in dieser Form zu machen, kann
man sich auch eine Kraft an jedem Korperelemente zugefiigt
denken, deren Komponenten den soeben angegebenen entgegen-
gesetzt sind. Die wirklich vorhandenen Kriifte mit HinschluB
dieser willkiirlich zugefiigten miissen dann im Gleichgewichte
stehen. Das ist die Uberlegung, nach der man jeden TFall
der Bewegung auf einen Gleichgewichtsfall zuriickfithren kann.
In der Dynamik wird davon weiter die Rede sein; ich will
aber jetzt schon erwihnen, daB man eine solche SchluBweise
mit dem Namen des d’Alembertschen Prinzips bezeichnet.
Die willkiirlich zugefiigte Kraft, durch die wir den Fall
auf einen Gleichgewichtsfall zuriickfiihren, ist wie das Gewicht
und wie andere Fernkrifte dem Volumen des Korperelementes
proportional. Es ist daher am einfachsten, wenn wir sie un-
mittelbar mit B, oder ihre Komponenten mit X, Y, Z ver-
einigen. Man hat dann nur den Faktor dxdydz von den
vorausgehenden Ausdriicken zu streichen, um die Kraft auf
die Volumeneinheit zu beziehen und die zuriickbleibenden Fak-
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toren mit gewechselten Vorzeichen zu X bzw. Y oder Z zu
addieren.

Gegeniiber diesen nach dem d’Alembertschen Prinzip zu-
gefiigten Massenkriiften, die bei schnellen Schwingungen sehr
grofl werden konnen, ist das Eigengewicht des Korperelements
gewGhnlich unbedeutend. Dieses hat {ibrigens ohnehin auf die
elastischen Schwingungen, die wir untersuchen wollen, keinen
EinfluB, da es keinem periodischen Wechsel unterworfen ist,
sondern stets unter den gleichen Bedingungen und in gleicher
Richtung und GriéBe auf den Korper einwirkt. Wir kinnen
uns daher den Korper ebenso gut auch als gewichtslos —
aber nicht als masselos! — denken, d. h. wir kénnen uns ihn
etwa auf den Mond oder an eine andere Stelle mit noch klei-
nerer Beschleunigung der Schwere versetzt denken, ohne daf
sich an den elastischen Bewegungen etwas dndern wiirde, vor-

ausgesetzt, dall nur alle iibrigen Bedingungen ungeéndert
blieben.

Dann bleibt als Massenkraft nur die Kraft — u” 5 in der
Richtung der X-Achse usf. zuriick, und die Gl (285) nehmen
die Form an

2 m_ de w0
Vit S 6 o
2, 4 M de _p 01 g
Vit dy G ot (288)
m ce p 0%

Vita s m—¢

Diese Gleichungen sprechen das Gesetz aus, nach dem sich
eine elastische Forminderung im Verlaufe der Zeit innerhalb
eines elastischen Korpers ausbreiten mufl. Wir wissen schon
aus der Erfahrung, daB dies in Form einer Welle geschieht;
eine besondere Art dieser Wellen kennen wir als die Schall-
wellen. Wir wollen zuniichst sehen, was aus den Gl (288)
iiber die Schallwellen zu schlieBen ist.

Betrachten wir eine ebene Schallwelle, die sich in der
Richtung der X-Achse ausbreitet und erinnern wir uns, daB
nach den Lehren der Experimentalphysik die Schallbewegung
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als eine periodische Bewegung aufzufassen ist, die bei einem
einfachen Tone als eine Sinusfunktion der Zeit dargestellt
werden kann, so werden wir zu der Ansicht gefiihrt, daB

g;Asiﬁu(f—g); 7=0, £¢=0  (289)

eine mogliche Schwingungsform des elastischen Korpers dar-
stellen miisse. Wenn ich vorher sagte, daB eine Sinusfunktion
aus den Versuchen zu entnehmen wire, so ist damit natiirlich
nur gemeint, daB sich die Versuchsergebnisse ungefiihr so dar-
stellen lassen. Ob der gewdhlte Ansatz genau richtig ist,
kann erst geschlossen werden, indem man priift, ob er die
G1. (288) erfiillt. Im iibrigen bemerke ich noch zu den Kon-
stanten, die in den Ausdruck fiir £ aufgenommen wurden, daB
A den grifiten Wert darstellt, den £ wihrend der Schwingung
erreicht; man nennt A die Amplitude oder den Ausschlag der
Schwingung. Die Konstante 1 hat die Bedeutung der Wellen-
linge der Schwingung, denn wenn man z um A vermehrt,
ohne die Zeit zu dndern, vergroBert sich der Winkel, von dem
der Sinus genommen werden soll, um 2x, die friihere Wert-
reithe des Sinus wiederholt sich also von diesem Punkte an
wieder, wenn wir dariiber hinausgehen. Ebenso hat t die Be-
deutung der Dauer einer vollen Schwingung, da die Anderung
von £ um t oder um ein Vielfaches davon nichts an dem Sinus
oder an £ #ndert. Denkt man sich gleichzeitig 2 und ¢ ein
wenig vermehrt, so kann & denselben Wert beibehalten; man
sagt dann, die Welle habe sich in der Zeit /¢ um die Strecke
Az fortbewegt. In der Tat finden sich nach ¢ alle Zustinde
(alle Phasen, wie man zu sagen pflegt) in derselben Auf-
einanderfolge, aber um die Strecke A4z in der Richtung der
X-Achse, verschoben, falls nur

dx At
=0

ist. Man kann nun auch von der Geschwindigkeit reden, mit
der sich die Welle fortpflanzt. Dabei muB man nur beachten,
dafl hier nicht, wie sonst in der Mechanik, darunter die Be-
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wegung eines Korpers, also etwa die Bewegung gemeint ist,
die das Volumenelement im gegebenen Augenblicke ausfiihrt,
sondern nur die Geschwindigkeit, mit der ein gewisser genau
definierbarer Zustand fortschreitet. Bezeichnet man die Fort-
planzungsgeschwindigkeit der Schallbewegung mit v, so ist »
bestimmt durch >
V= At
oder, wenn man das Verhiltnis der Werte 42 und A¢ aus
der vorausgehenden Gleichung entnimmt,

o="*. (290)

T

Nach diesen Vorbemerkungen miissen wir priifen, ob der
durch die akustischen Erscheinungen nahegelegte Ansatz (289)
die Gl (288) befriedigt. Dabei ist wohl zu bedenken, daB
diese Gleichungen auf allgemeinen Gesetzen der Mechanik, an
deren strenger Giiltigkeit kein Zweifel bestehen kann und
auBerdem nur noch auf dem Hookeschen Elastizititsgesetze
beruhen. Sofern anch dieses letzte bei dem betreffenden Stoffe
erfiillt ist, konnen wir den Ergebnissen der Gleichungen (288)
unbedingtes Vertrauen entgegenbringen. — Wir bilden zuniichst
die spezifische Volumeniinderung e. Durch Einsetzen der Werte
(289) in Gl. (278) finden wir

2 @ t
e=4A Wcos?u(rfv—-—)
i A T

und hiermit werden die Differentialquotienten von ¢

= — A sin2x( — L) L—0; =0

cx 2 2 T oy ' @9z

Die zweite und dritte der Gleichungen (288) sind erfiillt, da
sich jedes der in ihnen vorkommenden Glieder auf Null redu-
ziert. Ferner ist nach (289)

0k 2= @ t\, 0§
ﬁ—ATeos2n(-l —1), T

Daher reduziert sich in diesem Falle y?¢ auf

V= — A () smaa(E - L),

0; %<0,
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_d. h. auf denselben Wert wie g?i' Auch nach ¢ laBt sich §

ohne weiteres differentiieren und wenn man alle diese Werte
in die erste der Gl (288) einsetzt, geht sie iiber in
2m—2 , /27\2 . z ity n 2m\2 . @ t
e A(-j_ ) sm?:t(l — ;)———(;-A(—;--) sin 2 ('1' — r)-
Man sieht, daB diese Gleichung in der Tat identisch er-
fiillt ist, ohne Riicksicht auf den Wert der Amplitude A4,
d. h. der Stiirke des Schalls, falls nur die Bedingungsgleichung

2m — 2 1\2 i 1\2
m,;‘z”(_i_) m_é.(r')

zwischen Wellenlinge 1 und Schwingungsdauer z befriedigt
ist. Beide miissen notwendig voneinander abhiingen und zwar

so, daB das Verhéltnis i oder die Fortpflanzungsgeschwindig-

keit v unabhiingig von der Wellenliinge und nur von den phy-
sikalischen Kigenschaften des Stoffes abhiingig ist. Durch

Auflésen der Gleichung nach i erhilt man

i G 2m—2
vt z]/y N (291)

Diese Folgerung der Theorie ist nun in der Tat in bester
Ubereinstimmung mit der Erfahrung; namentlich der SchluB,
daP lange und kurze Wellen ebenso wie schwache oder starke
Wellen mit derselben Geschwindigkeit fortgepflanzt werden
miissen, hat sich bisher vollstindig bewiihrt.

Natiirlich gilt diese ganze Ableitung nur fiir die Schall-
wellen in den elastischen festen Korpern; fiir die Schallwellen
in der Luft LBt sich eine idhnliche Entwicklung anstellen,
die ebenfalls zu einer mit Gl (291) verwandten Gleichung fiir
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit » fiihrt. — Nimmt man fiir

FluBeisen m = -130, G = 8b0000 atm und das spezifische Ge-

wicht = 7,7, d. h. die spezifische Masse
0,0077 kg o _gkgsec?

——— = T8H.10 8-_Eﬁl‘ ’

1 em? . 981 -
sec”

c
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so wird oy
850 ooo-lfn% .
p= akg =) - 3,5 =616 . 103 = 6160
78510~

g - -

Die Schallgeschwindigkeit in der Luft ist bekanntlich 333 ::c

Die im FluBeisen haben wir fast 20 mal so groB berechnet.
In der Tat zeigt aber auch der Versuch, daf die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit des Schalles in festen Korpern viel groBer
ist als in der Luft.

Der Umstand, daB die Fortpflanzungsgesetze fiir
den Schall auch bei Steinen, Maunerwerk usf. ganz gut
mit den aus dem Hookeschen Gesetze abgeleiteten
Folgerungen iibereinstimmen, gibt den stiirksten Grund
fiir die Vermutung ab, daB auch diese Kérper bei sehr
kleinen elastischen Forminderungen, wie sie bei
Schallschwingungen vorkommen, ziemlich genau dem
Hookeschen Gesetze gehorchen, obschon sie bei gréBe-
ren Forménderungen erheblich davon abweichen.

Setzt man in Gl (291) m = 2, so liefert sie » = oo.
Wir sahen schon frither (sieche S.51), daB m nie kleiner als
2 werden kann, und daB bei m =2 der Korper keine Volumen-
inderungeu unter dem Einflusse des Spannungszustandes er-
fahrt, daB er also unzusammendriickbar ist. In einem un-
zusammendriickbaren (raumbestindigen) Kiérper wiirde sich
also eine longitudinale Welle, wie wir sie jetzt behandelten,
mit unendlich groBer Geschwindigkeit fortpflanzen, d. h. von
einer eigentlichen Wellenbewegung konnte gar nicht mehr die
Rede sein, sondern nur von einer augenblicklichen Ubertragung
der an einer Stelle hervorgebrachten Stérung iiber den ganzen
Raum, den der Korper einnimmt.

AuBer den longitudinalen kommen in der Physik noch die trans-
versalen Wellenbewegungen vor. Um eine Transversalwelle analytisch
darzustellen, setze ich

s—dsin2n(y— ) 5=0; ¢=o. (292)
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Die Schwingungen erfolgen hier immer noch, wie bei den Gl. (289),
in der Richtung der X-Achse; dagegen fillt der Wellenzug jetzt in
die Richtung der Y-Achse. Weil die Schwingungsrichtung senkrecht
zur Fortpflanzungsrichtung der Welle steht, wird die Welle als
Transversalwelle bezeichnet. Fiir die Konstanten 4, 4 und ¢ gelten
dieselben Bemerkungen wie vorher; namentlich ist auch hier immer
noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v
Ay A
VS AT e

Wir iiberzeugen uns, ob der Ansatz (292) die Gleichungen (288) er-
filllt. Fiir e erhalten wir hier

28 , on , 9t _
c=x oy T o~

Die Transversalwellen haben also die Eigentiimlichkeit, daB sie ohne
Anderung des Volumens vor sich gehen. Die longitudinalen Wellen
werden daher im Gegensatze zu ihnen auch als Kompressionswellen
bezeichnet. Ein unzusammendriickbarer Korper, wie man sich bei der
Elastizititstheorie des Lichtes den Lichtiither dachte, kann daher
wohl transversale, aber keine longitudinalen Wellen fortpflanzen.

Damit stimmte iiberein, daB das Licht aus den Polarisationserschei-

nungen als transversale Wellenbewegung erkannt wurde. Im Sinne
dieser #lteren theoretischen Optik beschrieben die Gleichungen (292)
einen einfarbigen, eben polarisierten Lichtstrahl; einfarbig, weil nur
Schwingungen von derselben Wellenlinge A vorkommen und eben
polarisiert, weil die Schwingungen nur in der Richtung der X-Achse,
oder, wie man auch sagen kann, in der XY-Ebene erfolgen. Als
Polarisationsebene wurde nach der Theorie von Fresnel die XZ-Ebene,
nach der Neumannschen dagegen die XY-Ebene selbst angesehen.
Mit Riicksicht auf e = O vereinfachen sich fiir die Transversalwellen
die Gleichungen (288) zu

w 0%

29

a!
vzng.at Ji j

72
Vs'*.' =g : B‘t?:‘ vg: =& 8 (293)

und diese bilden die Grundlage der theoretischen Optik und zwar
nicht nur der #lteren, sondern auch der neueren elektromagnetischen
Lichttheorie. Merkwiirdigerweise fiihrt niimlich die letzgenannte
Theorie von ganz verschiedenen Ausgangspunkten doch zu fast genau
denselben Gleichungen wie die Elastizititstheorie. Die Gleichungen
(293) sind daher auch allgemein unter dem Namen der Wellen-
gleichungen bekannt.

Durch den Ansatz (292) sind die beiden letzten der Wellen-
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gleichungen ohne weiteres befriedigt. Fiir die in der ersten vor-
kommende Grifle 725 erhalten wir
a’.ﬁ N

V=g = - A Y sin2x(Y - 1)

T

L T A (E})zsin 2-:::(y — t)-

ot? 2 T

und ebenso

Die Wellengleichungen sind also identisch erfiillt, wenn

2m\?  p /2x)\?
(7)=6(%)
gesetzt wird und daraus folgt fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

v, der Transversalwellen
G
v, =VT . (294)

Diese ist also immer kleiner als die Fortpflanzung der Schall-
wellen. Flissigkeiten konnen keine Transversalwellen, sondern nur
longitudinale Wellen fortleiten; so kommt es, dall die Transversal-
schwingungen der gewdhnlichen festen elastischen Korper zu keinen
Sinnesempfindungen AnlaB geben, weil sie durch die Luft nicht zu
den Sinnesorganen (also etwa zum Ohre) fortgepflanzt werden.

§ 69. Die Eindeutigkeit der Losung des Problems.

Bei allen folgenden Untersuchungen nehme ich an, daB die
Kiérper in Ruhe sind und dafl das Eigengewicht jenes Kérpers, dessen
Spannungs- und Formiinderungszustand untersucht werden soll, uner-
heblich gegeniiber den Lasten ist, die an seiner Oberfliche auf ihn
iibertragen werden. Diese Lasten sind auflerdem iiberall als gegeben
zu betrachten.

Man nehme nun an, daB irgend ein System von Verschiebungen
&, n, & vorgeschlagen sei, von dem sich nachweisen lifit, dafl es die
Grundgleichungen befriedigt. Diese Grundgleichungen selbst lassen
sich hier iibrigens mit Riicksicht auf die ausgesprochene Voraus-
setzung in der einfacheren Form

24 m_ de _
Vs ~+~'m—2 ox 0
m ge -
v21] + ?;i_—_2 . ay = (29:))

0
Pkt E
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anschreiben. Wir wollen der kiirzeren Ausdrucksweise wegen ein
solches System von Verschiebungen, das diese Gleichungen befriedigt,
ein mdgliches nennen. Damit wird nur gesagt, daB dieses System
nicht gegen die allgemeinen Gleichgewichtshedingungen verstoBt, die
zwischen den Spannungen an jedem Kirperelemente bestehen miissen,
— unter der Voraussetzung natiirlich, dall der Stoff, aus dem der
Korper besteht, dem Hookeschen Elastizititsgesetze gehorcht. Die
wirklichen Verschiebungen miissen also jedenfalls zu den miglichen
gehoren; es fragt sich aber noch, ob die vorgeschlagenen Werte von
& m, £ mit den wirklichen iibereinstimmen,

Um dies zu priifen, erinnern wir uns, daB nach den Gl (279)
und (283) zu jedem Zwangszustande — wie wir den durch dié Ver-
schiebungen &, #, ¢ beschriebenen Zustand nennen kiimnen — ein ein-
deutig bestimmter Spannungszustand gehort. Mit der Annahme
eines Zwangszustandes £, %, { erhalten wir daher auch iiberall an
der Oberfliiche des Kérpers Spannungen, die dort mit den von auBen
her iibertragenen Lasten im Gleichgewichte stehen miissen. Diese
Gleichgewichtsbedingungen an der Kirperoberfliche werden durch
die Gleichungen (6) ausgesprochen und sie miissen ebenfalls an jeder
Stelle des Umfanges erfiillt sein, wenn der mogliche Spannungs-
zustand mit dem wirklichen, der der besonderen Art der Belastung
entspricht, iibereinstimmen soll. Wir wollen jetzt annehmen, dafi der
aus dem vorgeschlagenen Zwangszustande abgeleitete Spannungs-
zustand auch dieser Bedingung iiberall gentige. Dann lifit sich in
der Tat behaupten, daB der vorgeschlagene Zwangszustand mit dem
wirklichen dbereinstimmt. Mit anderen Worten heiBt dies, daf es
nur ein einziges System von Verschiebungen &, %, §{ gibt, das die
Grundgleichungen (295) befriedigt und zugleich zu Spannungen
fithrt, die an der Oberfliche des Kirpers den dort bestehenden Grenz-
bedingungen geniigen.

Um dies zu beweisen, wollen wir zunichst annehmen, es wire
noch ein zweites System von Verschiebungen &', %', ¢" méglich, das
alle Bedingungen ebenfalls erfiillte. Dann geben auch die Differenzen

E"=(—85 n'=q—7n; "=t
ein mogliches System von Verschiebungen an, wie man durch Einsetzen
dieser Werte in die Grundgleichungen (295) erkennt. Denn man
hitte z. B.
e"=e—e¢ uwd V' =v%6— v
und die erste der Grundgleichungen wiirde fiir das neue Verschie-

bungssystem iibergehen in ) )
iy by, B cde B 08
ViE— Vs +m—2 ox m—2 oz 9
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Nach der Voraussetzung, daB schon £ und &" mégliche Verschiebungen
waren, muB aber fiir sich

d 7
V§+ — a_e._o und V§—|— m2 ai_:O

sein. In der Tat ist also dann auch
m oe”

v’ a3 9z 0
und ebenso bei den beiden anderen Gleichungen. Der Grund fiir die
Méglichkeit dieser Superposition liegt darin, dafl die Grundgleichungen
linear sind.

Dem méglichen Verschiebungssysteme §”, 4", ¢ entspricht nun
auch ein bestimmter Spannungszustand des Korpers. Auch diese
Spannungen folgen auns den fritheren, fiir beide Fille bestehenden
durch Bildung der Differenzen, wie aus den (ileichungen (279) und
(283) hervorgeht. Man hat also z. B

I ’
Gz == Gy — Oz

usf. Wir nahmen ferner an, daB &, 4, { und &', %", ¢’ auch allen
Grenzbedingungen geniigen sollten. An jeder Stelle der Kérperober-
fliche bilden also sowohl die Spannungen ¢, usf. als die ¢ usf. ein
Gleichgewichtssystem mit den von auBlen her iibertragenen Druck-
kriften. Die Spannungen o usf. verlangen daher, wenn sie an der
Oberfliche des Korpers auftreten sollen, daB dort gar keine Druck-
kriifte von auBen her iibertragen werden. Gehorte zn den Grenz-
bedingungen, dal ein bestimmter Punkt des Kirpers festgehalten sei,
so muBte dort sowohl § = 0 als £ = 0 usf. und daher auch £” =
£ — & =0 sein.

Wir haben also in dem Zwangs- und Spannungszustande, der
durch die Werte £” usf. und o, ust. beschrieben ist, einen Zustand des
Kérpers vor uns, bei dem gar keine iuBeren Kriifte auf diesen iibertragen
werden; mit anderen Worten, dieser Zustand entspricht dem natiir-
lichen Zustande des Korpers. Nun habe ich freilich schon frither
einmal darauf aufmerksam gemacht, daB selbst im unbelasteten Zu-
stande des Korpers unter Umstinden Spannungen bestehen kinnen,
z. B. die sogenannten GuBspannungen. Diese hiingen abér von Um-
stiinden ab, die mit unserer Aufgabe nichts zu tun haben und deren
Berechnung daher auch nicht verlangt werden kann. Wir wollen nur
jene Spannungen ermitteln, die durch die Lasten hervorgerufen werden.
Wir nehmen daher an, daB im natiirlichen Zustande keine
Spannungen auftreten und setzen ¢, usf. = 0. Ausdriicklich
miissen wir uns dabei freilich daran erinnern, daB etwaige Eigen-
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spannungen von unserer Untersuchung tiberhaupt nicht beriihrt werden.
Mit £” =0, " = 0, £” = 0 folgt aber
=y =g =

d. h. die beiden vorgeschlagenen Zwangszustiinde, die alle Bedingungen
mit EinschluB der Grenzbedingungen erfiillen sollten, miissen identisch
miteinander sein. Die Lisung der Aufgabe ist daher eine eindeutige,
und wir sind sicher, den wahren Spannungszustand ermittelt zu haben,
wenn wir nachweisen kinnen, daB er allen aufgestellten Bedingungen
entspricht,

Anmerkung. Auf einen Nachweis dariiber, unter welchen Um-
stiinden man sicher sein kann, daB im unbelasteten Zustande des
Korpers keine Spannungen auftreten konnen, habe ich hier verzichtet,
anstatt dessen vielmehr ausdriicklich vorausgesetzt, dafi dies im ge-
gebenen Falle zutreffe. Manche Kritiker haben mir daraus einen
schweren Vorwurf gemacht. Aber fiir die Zwecke, die ich hier zu
verfolgen habe, reicht man mit demn unter der einschrinkenden Vor-
aussetzung gegebenen Beweise vollstiindig aus, und ich sehe mich
daher nicht veranlaBt, an dieser Stelle weiter auf den (Gegenstand
einzugehen.

§ 70. Die Losung von de Saint-Vénant.

Als in den vorausgehenden Abschnitten die Biegung und
die Verwindung eines Stabes untersucht wurde, nahm ich
iiberall ohne weiteren Beweis an, daB die parallel zur Stab-
achse verlaufenden Fasern keinen merklichen Querdruck oder
Querzug und auch keine Schubspannungen in der Richtung quer
zur Stabachse aufeinander iibertriigen. Mit anderen Worten,
wenn wie seither stets die X-Achse in die Richtung der Stab-
mittellinie gelegt ist, wurde

6,=6,=1,, =0 (296)

gesetzt. Weun dies auch nicht gerade ausdriicklich ausge-
sprochen wurde, so wurde doch auf Spannungen in diesen
Richtungen weder bei der Biegung noch bei der Torsion
jemals Riicksicht genommen. Sie wurden stillschweigend ent-
weder als nicht vorhanden oder doch als unerheblich gegen-
iiber jenen Spannungen angesehen, deren Berechnung durch-
gefithrt wurde.

Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl. 24
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Man kann sich jetzt nachtriiglich dariiber Rechenschaft
geben, inwiefern dies nach der strengen Theorie zulissig ist
und zu welchen weiteren Schliissen diese strenge Theorie fiir
einen solchen Spannungszustand fiihrt, bei dem die Gl (296)
genau erfiillt sind. Diesen Weg hat de Saint-Vénant bei seiner
berithmten Untersuchung eingeschlagen.

Zuniichst ist klar, daB ein solcher Spannungszustand genau
nur dann verwirklicht sein kann, wenn anf die Mantelfliche
des Stabes keine Druckkrifte und auch keine Reibungen oder
iiberhaupt keine tangentialen Krifte in der Richtung quer zur
Stabachse iibertragen werden, denn sonst miiBten, zunichst
wenigstens an der Mantelfliiche selbst, wo solche #ufiere Kriifte
angebracht wiren, die in GL (296) aufgefiihrten Spannungs-
komponenten von Null verschieden sein, um die durch die
Gl. (6) ausgesprochenen Grenzbedingungen zu erfiillen. Die
Saint-Vénantsche Theorie kann daher nur fiir solche Stibe
genau richtig sein, bei denen nur an den beiden Endquer-
schnitten von auflen her Lasten iibertragen werden; allenfalls
konnten dazu noch tangentiale duflere Kriifte an der Mantel-
fliche treten, die der Stabachse parallel sind. Der letzte Fall
kommt aber bei den Anwendungen kaum in Frage.

Wenn wir die Spannungen mit Hilfe der Gl (279) und
(283) in den Verschiebungen ausdriicken, kénnen wir die Gl
(296) auch durch die folgenden

7 ¢ a e (

?;_{—m—2=0; "_g-{--m =0; g_j_

oz m— 2

o¢

dy
ersetzen oder mit Riicksicht auf die Bedeutung von e auch durch

m—2 o0& ﬁnhag 1 0§ on ot
il | - a0, (207)

m dx?' 0y 22 " m Pz’

Die Grundgleichungen (295) gehen hiermit iber in

25 %+ 2 f.+az ]
—1 o'

i Ui, L% _ ol 298
F)x’+az‘+ 3m5§_0 (296)
ot m—1 0 0
iE m oxdz
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Hier sind die Werte von e, von g—; und von gi aus den Glei-

chungen (297) schon eingesetzt. Dagegen ist auf die letzte
der Gl (297) noch keine Riicksicht genommen. Wir miissen
uns jetzt davon iiberzeugen, ob die Gl (298) mit den G1. (297)
in der Tat vereinbar sind, ob also kein Widerspruch zwischen
beiden besteht und welche Bedingungen erfiillt sein miissen,
damit dies zutreffe. Zu diesem Zwecke ist es am besten, zu-
niichst alle Differentialquotienten nach Méglichkeit in solchen
von £ auszudriicken, um zu Gleichungen zu gelangen, die diese
Veriinderliche allein enthalten. Wir beginnen mit denen von 7.
Nach der letzten der Gleichungen (297) ist

on _ _ 9%, o'n _ _ 0%
9z oy’ also gz Oyoz

und daher, unter Beriicksichtigung der zweiten der Glei-
chungen (297),

aen 1 ,E’E

i

¢=+‘

0z m  ox

G (299)
Setzen wir diesen Wert in die zweite der Gleichungen (298)
ein, so geht sie {iber in

ik . (300)

e oxoYy

Gerade so verfahren wir, um die Differentialquotienten
von { in § auszudriicken. Aus der letzten der Gl (297)

o¢ an 0%t o*n
rama ¥ oder 7 iy
folgt mit Riicksicht auf die zweite der Gl (297)
Pt 1 %

0y T " 2225 (301)

und, wenn wir dies in die letzte der Gl (298) einsetzen, auch
0%t _ 0%
™= " 3a7s" (302)
AuBerdem liefert die letzte der Gl (297), wenn wir sie
zweimal nach x differentiieren,
Pn |, 8
datdz T datoy =
24 %
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und hier kinnen wir fiir die zweiten Differentialquotienten
nach z ihre Werte aus den Gl (300) und (302) einsetzen.
Die Gleichung geht dann iiber in
TYIVT (303)
und damit haben wir schon eine sehr einfache Bedingung ge-
funden, der die Verschiebung & parallel zur Stabachse jedenfalls
geniigen mufl, wenn der durch die Gl (296) ausgedriickte
de Saint-Vénantsche “Gleichgewichtszustand verwirklicht sein
soll. Wir konnen aber sofort auch noch einige andere Be-
ziehungen angeben, demen die dritten Differentialquotienten
von £ unterworfen sein miissen.
Zuniichst ist nach GL (300)
P 0%
dx*oy cxoy*
und andererseits nach der zweiten der Gl (297) bei zweimaliger
Differentiation nach z

o, IR
dx*oy  m ozt
Der Vergleich beider Werte liefert
" _ 1 0%
dwoy* ~ m ozt (304)
In derselben Weise finden wir aus GL (302)
o M - |
0x*0z ~  owmoz*
und aus der zweiten der Gl. (297) dnrch Differentiation
as;_ _ 1 aﬂ-g
ax*oz  m 9z’

also aus dem Vergleiche heider Werte
Al 1 9%
9205 —m ' 9% (305)
Bis jetzt haben wir noch keinen Gebrauch von der ersten
der Gleichungen (298) gemacht, die iiberhaupt nur Differential-
quotienten von § enthiilt. Da wir schon ziemlich viel iiber
die dritten Differentialquotienten dieser Veriinderlichen aus-
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gemacht haben, wollen wir diese Gleichung noch einmal nach
a differentiieren; wir finden dann

g% 0% v, o0

ey dxdy? t Fza8 — 0
und hier kénnen wir fiir das zweite und dritte Glied auf der
linken Seite die in den Gl. (304) und (305) gefundenen Werte
einsetzen. Die Gleichung geht dann iiber in

s (306)

ox®
und damit folgt zugleich auch
0§ a'§ .
Durch die Gl. (303), (306) und (307) wird iiber die Eigen-
schaften der Unbekannten £ schon ein recht genauer Einblick
gewonnen. Wir konnen diese Gleichungen iibersichtlich in
folgender Weise zusammenfassen:

o (28 _ 0t (aky _ o (k) _ o' (08) _
52 (52) = 0y Gz) = 52(52) = 5y2: (G2) =0 (308)
Die Form der Funktion £ selbst 1Bt sich daraus zwar

noch nicht bestimmen, wohl aber, was fast noch wichtiger ist,

der analytische Ausdruck von g—i d. h. von der spezifischen

Dehnung in der Richtung der Stabmittellinie. Diese kann
nimlich, wie aus den GL (308) hervorgeht, # nur in der ersten
Potenz enthalten (denn der zweite Differentialquotient nach
verschwindet nach diesen Gleichungen) und ebenso muf sie
linear in Bezug auf y und auf z sein. AuBlerdem kann auch
kein Glied darin auftreten, das y und z zugleich enthielte Der
allgemeinste Ausdruck. der mit den Gl (30%) vertriiglich ist,
lautet daher

g—i =ay+ a2 + Y + azz + axy + azze, (309)

in der die a konstante GrioBen, also unabhingig von z, y, 2
sind, wihrend sie von der Grofle der Belastung des Stabes
abhiingig sein kénnen und miissen.
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Betrachten wir nun noch etwas niher, was wir hiermit
gefunden haben. Nach dem Elastizititsgesetze ist

B 0§
ﬁz—EEz—Ea—x,

da die anderen Spannungen 6, und 6, Null sind. Durch Mul-
tiplikation von Gl. (309) mit F finden wir daher auch die
Normalspannungen 6,. Uns interessiert jetzt nur der
Umstand, daB ¢, hierdurch als eine lineare Funktion
der Querschnittskoordinaten dargestellt wird Das
war aber die Annahme, von der wir willkiirlich bei
den Untersuchungen des dritten Abschnittes iiber die
Biegungsfestigkeit der Stibe ausgingen und wir fin-
den jetzt nachtriglich, daB diese Annahme gar nicht
so willkiirlich ist, wie sie damals hingestellt wurde,
daB sie vielmehr fiir Kérper, die dem Hookeschen
Gesetze folgen, eine notwendige Folge aus der an-
deren Annahme ist, daB kein AnlaB zur Ubertragung
von Spannungen 6, 6, und 7,, zwischen den einzelnen
Fasern gegeben sel

Damit ist fiir den Fall der Biegung jede weitere Unter-
suchung iiberfliissig gemacht. Wir miiten, wenn wir die
Betrachtung nach dieser Richtung hin fortsetzen wollten, not-
wendig wieder zu den fritheren Krgebnissen gelangen, denn
nachdem die Annahme von der linearen Spannungsverteilung
einmal hypothetisch eingefithrt war, schloB sich daran das
Ubrige folgerichtig und es zeigte sich namentlich, daB sich
iiberall Gleichgewicht herstellen 1at, ohne daB Kriifte 6,, 6,, 7,6
zu Hilfe genommen werden muBiten. Wir brauchen daher jetzt
nicht noch einmal nachzuweisen, daf die Gl (297) und (298),
falls man die notwendige ~": ::~ung (309) erfiillt, in der Tat
in Ubereinstimmung miteinander sind und einem méglichen
Gleichgewichtszustande entsprechen, der bei passender An-
bringung der #uBeren Krifte an den Endquerschnitten des
Stabes auch sofort verwirklicht werden kann.
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§ 71. Riickblick auf die vorige Entwicklung.

Wer die Entwicklungen des vorigen Paragraphen zum
ersten Male kennen lernt, wird sie zuniichst umstindlich und
langwierig finden. Nachdem man sich aber einmal dazu ent-
schlossen hat, Schritt fiir Schritt die ganze Betrachtung nach-
zupriifen, wird man sich {iberzeugen, daB jeder Schritt fiir sich
genommen ganz einfach und leicht verstindlich ist. Nur die
Aufeinanderfolge der einzelnen Schliisse liegt nicht so klar zu
Tage; man sieht zuerst nicht recht ein, zu was es niitzen soll,
die verschiedenen Differentiationen auszufiihren und die Er-
gebnisse in der Weise, wie es geschehen war, miteinander zu
vergleichen. Man bedenke aber, daB es sich darum handelte,
die Vertriiglichkeit von sechs Gleichungen zwischen drei Un-
bekannten miteinander zu priifen. Auch wenn es sich gar
nicht um Differentialgleichungen, sondern um gewdhnliche
Gleichungen der Algebra gehandelt haben wiirde, hiitte man
in diesem Falle danach streben miissen, zwei der Unbekannten
zu eliminieren, um zu Beziehungen zu gelangen, die fiir die
dritte Unbekannte erfiillt sein miissen. Von diesem Bestreben
ist der ganze Gedankengang des vorigen Paragraphen beein-
fluft und es kann nach den Erfahrungen, die man schon in
der gewohnlichen Algebra beim Auflésen von Gleichungen
macht, nicht iiberraschen, dal gewisse Verbindungen, die den
Eindruck von Kunstgriffen machen, schneller zu dem gewiinsch-
ten Ziele fiihren, als wenn eine solche Anleitung fehlte.

Es fragt sich ferner, was nun mit dem Resultate, zu dem
wir gelangt sind, fiir die Biegungstheorie gewonnen ist. Dabei
miissen wir uns vor allen Dingen daran erinnern, daB nach
den Untersuchungen von § 69 jede mégliche Losung zur wirk-
lichen Lésung wird, sobald die von auBen her auf die Kérper-
oberfliiche iibertragenen Lasten an jeder Stelle in Uberein-
stimmung mit dem Spannungszustande stehen, der zu dieser
Losung gehort. Denken wir uns etwa einen Balken, der auf
der einen Seite eingemauert ist und an dem frei hinaus-
kragenden knde eine Last trigt. Wenn die Saint-Vénantsche
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Losung die wirkliche fiir diesen Balken sein soll, muB zunichst
die ganze Mantelfliche des Balkens frei von Lasten sein, was
hier von vornherein erfiillt ist. Ferner darf aber auch an dem
Endquerschnitte die Last nicht in beliebiger Weise angebracht
sein, sie mufl vielmehr iiber die ganze Fliche dieses Endquer-
schnittes in der Weise verteilt sein, wie wir sie frither fiir die
Verteilung der Schubspannungen im gebogenen Balken ge-
funden haben. Und schlieBlich muB auch die Befestigung an
der Einmauerungsstelle so beschaffen sein, daf die zu der mog-
lichen Losung gehorigen Formidnderungen, also die Querdehnung
der gedriickten Fasern und die Querverkiirzung der gezogenen
dadurch nicht gehindert wird.

Wenn alle diese Bedingungen genau erfiillt wiiren, auBer-
dem auch der Stoff, aus dem der Balken hergestellt ist, dem
Hookeschen Gesetze gehorchte, kinnte kein Zweifel dariiber be-
stehen, daf die Saint-Vénantsche Lisung streng richtig wiire.
In den praktisch vorkommenden Fillen kann aber von einer
strengen Erfiillung der genannten Bedingungen kaum jemals
die Rede sein und die ganze Betrachtung wiirde durch diesen
Umstand sehr an Wert verlieren, wenn man nicht zeigen
konnte, daf eine Verletzung dieser Bedingungen bis zu einem
gewissen (rade ohne wesentlichen EinfluB auf den wirklichen
Spannungszustand ist.

Man achte z B. auf die Bedingung, daf sich die Last
iiber den Endquerschnitt nach dem fiir die Schubspannungen
giilltigen Gesetze verteilen muB. Wenn anstatt dessen ein
Strick um das freie Stabende geschlungen ist, an dem die Last
aufgehiingt wird, kann kein Zweifel dariiber bestehen, daB in
unmittelbarer Nachbarschaft des Stabendes die Spannungsver-
teilung durchaus von der de Saint-Vénantschen verschieden
ist, da der wirkliche Spannungszustand hier jetzt ganz anderen
Grenzbedingungen unterworfen ist. Je weiter man aber von
dem Stabende abriickt, desto weniger Unterschied macht es
aus, wie die Last in Wirklichkeit am Stabende angreift. Um
dies zu erkennen, stelle man sich ein Gleichgewichtssystem
dullerer Lasten vor, so daB ein Teil mit der de Saint-Vénant-
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schen Angriffsweise der Last am Endquerschnitte tibereinstimmt,
wiihrend der Rest iiberall genau entgegengesetzt mit den von
dem Stricke iibertragenen Oberflichenkriften ist. Wenn man
das so zusammengesetzte Lastensystem zu dem durch den Strick
verursachten hinzufiigt, kommt genau die de Saint-Vénantsche
Belastungsweise heraus. Der Unterschied zwischen den Span-
nungszustinden in beiden Fillen der Angriffsweise der Last an
dem Ende wird daher durch jenen Spannungszustand angegeben,
der dem angefiihrten Gleichgewichtssysteme der Lasten ent-
spricht. Nun ist aber von vornherein klar, daB ein am Stab-
ende dicht zusammengedriingtes Lastensystem, das dort im
Gleichgewichte steht, zwar in der Nachbarschaft erhebliche
Forminderungen und Spannungen hervorrufen kann, daB aber
der Einfluf schnell verschwinden mufl, wenn wir uns von dem
Stabende entfernen. Mit anderen Worten: wenn ich etwa eine
Schiene von einigen Metern Liinge am einen FEnde in einem
Schraubstocke der Quere nach zusammendriicke oder sie sonst
in irgend einer Weise beanspruche, so daBl die hier iiber-
tragenen Kriifte unter sich im Gleichgewichte stehen, so muB
der EinfluB der Behandlung, die dieses Schienenende er-
fihrt, schnell verschwinden, je weiter entfernt von dem Ende
gelegene Teile man ins Auge faBt. Damit ist aber gezeigt,
daBl die genauere Art der Lastiibertragung von wesentlichem
Einflusse nur in der nichsten Nachbarschaft der Angriffsstelle
der Last ist. Auch bei einer anderen Art des Lastangriffs
kann daher in einiger Entfernung von der Belastung die Saint-
Vénantsche Losung noch als hinreichend genau zutreffend an-
gesehen werden. Bei einer Entfernung, die etwa das Drei- bis
Vierfache der groBten Querschnittsabmessung bildet, ist jeden-
falls keine merkliche Abweichung mehr zu erwarten. Durch
diesen Umstand gewinnt die im vorigen Paragraphen vor-
getragene Theorie erst ihren vollen Wert.

Die Absicht, die uns bei dem HNintritte in die Unter-
suchungen der strengen Elastizitiitstheorie leitete, néimlich eine
befriedigendere Grundlage fiir die Formeln der Festigkeitslehre
zu gewinnen, als sie die hypothetische Aufstellung von Form-
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inderungs- oder Spannungsverteilungsgesetzen fiir die besonderen
Fiille bildet, ist jetzt erreicht. Freilich handelt es sich dabei
bis jetzt mehr um eine nachtrigliche bestitigende Kritik, als
um die Gewinnung neuer Ergebnisse. Immerhin ist wohl
zu betonen, daB nur das lineare Spannungsverteilungs-
gesetz Naviers und nicht etwa die Bernoullische An-
nahme, daB die Querschnitte eben blieben, nachtrig-
lich als richtig erkannt wurde.

§ 72. Reine Verdrehungsbeanspruchung,.

Die Untersuchungen in § 70 bezogen sich auf einen Stab,
der gleichzeitig auf Biegung und auf Torsion beansprucht sein
konnte. Nachdem wir die Folgerungen hervorgehoben haben,
die sich aus der allgemeinen Untersuchung fiir die Biegungs-
spannungen ergeben, ist es besser, wenn wir jetzt weiterhin
die Aufgabe dadurch vereinfachen, dafl wir die Beanspruchung
auf Verwinden fiir sich untersuchen. Zu diesem Zwecke setze
ich also jetzt iiberall ¢,= 0, oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt,

i

]
oee

—0, (310)

XD
]

Mit Gl (309) ist dieser Ansatz vertriiglich; er geht aus dieser
Gleichung hervor, wenn man annimmt, daB in dem besonderen
Falle, den wir fernerhin betrachten wollen, alle mit a bezeich-
neten Konstanten verschwinden.
Aus Gl (310) folgt

E=9, 2, (311)
wenn @ irgend eine bis jetzt unbekannte Funktion der Quer-
schnittskoordinaten bedeutet. Mit G1. (310) gehen ferner die

Gl (297), die den von de Saint-Vénant untersuchten Spannungs-
zustand niher beschreiben, in die einfachere Form

—Q: 2 _0% __o. 0n 7 315
e=0; Fr)y_(cz_ﬂ’ Bz+3y_0 (312)
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iiber. Auch die durch die Gl (298) ausgesprochenen allge-
meinen (leichgewichtsbedingungen vereinfachen sich hier er-
heblich. Sie lauten jetzt

SE 2*E

it =0

u e g ) (313)
5 T oy~ 0

AuBerdem gelten auch alle iibrigen Gleichungen, die wir in
§ 70 gefunden haben, da der hier zu behandelnde Fall in dem
fritheren mit enthalten ist. So erhalten wir aus den Gl. (299)
und (300)

%—2’3 = 0; ;—x"; =0 (314)
und aus den Gl (301) und (302)

ol T (315)

ay cx?

Wir wissen jetzt soviel von den Differentialquotienten der
Funktionen 4 und ¢, daB wir deren analytische Form im all-
gemeinen angeben konnen. Die Funktion % muB nimlich nach
G1. (312) unabhiingig von y sein und nach GL (314) muB sie
linear sein in bezug auf z und z. Sie ist daher von der Form

N ="by+ bz + 2(by + byx), (316)

in der die & unbekannte, aber konstante Grofien sind. Ebenso
folgt fiir ¢

E=cy+ e,z + y(c + ¢y). (317)
Fiigen wir dazu noch die Gl (311)
E=o2),

so ist damit ein Wertsystem der Verschiebungen &, %, & an-
gegeben, das zuniichst einem moglichen Zwangszustande ent-
spricht, falls nur die unbekannte Funktion ¢(yz) so gewihlt
wird, daB sie der partiellen Differentialgleichung

4 qo(yz) g 6 o* g:g@ = ) (318)
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geniigt, und das aulerdem auch die Bedingungsgleichungen (312)
befriedigt, falls wir die Konstanten b und ¢ so wiihlen, daf

on , 0§

2t oy~
wird. Nach Einsetzen aus Gl (316) und Gl. (317) geht diese
Bedingungsgleichung iiber in

b+ bz + g+ cz=0,
und da diese identisch erfiillt sein mufl, folgt fiir die Kon-
stanten
cg=—0b, und ¢=—0. (319)

Die Verschiebungen &, 7, { wollten wir (vgl. § 67) auf ein
Koordinatensystem beziehen, das auf dem Kérper selbst fest-
gelegt ist. Im Ursprunge ist daher

g=07 n=0, §=0.

Da ferner die X-Achse stets durch denselben unendlich
benachbarten Punkt gehen sollte, so wird im Ursprunge auch
n : % _ g
5z @m0
und da schlieBlich die X Y-Ebene dufch einen dritten unend-
lich benachbarten Punkt gefiihrt sein sollte, mufl im Ursprunge
auch

g

F 0
sein. Diese Festsetzungen gestatten die Bestimmung der meisten
Konstanten b und ¢. Aus der ersten Reihe folgt niimlich

by=0; ¢ =0,
aus der zweiten
by=0; ¢ =0,
und aus der dritten Bedingung
cg = 0.
Hierdurch und durch die Gl (319) werden alle Konstanten b
und ¢ bis auf eine, ndmlich b, = — ¢; bekannt. Diese eine

noch unbekannt gebliebene Konstante sei kurz mit ¢ bezeichnet.
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Dann vereinfachen sich die Werte fiir die Verschiebungskom-
ponenten wie folgt

n=caz; §=—cay; £=o(ys). (320)
Die im Verhiltnisse zu y und z nach Voraussetzung sehr
kleinen Verschiebungskomponenten # und ¢ lassen sich hier-

nach als Projektionen eines Kreishogenelementes auf die Y-
und Z-Achse auffassen, dessen Mittelpunkt auf der X-Achse
liegt und das zum Zentriwinkel ¢z gehort. Die Konstante ¢
bedeutet daher den auf die Liingeneinheit der Welle bezogenen
Verdrehungswinkel.

Die einzige erhebliche Schwierigkeit des Problems besteht
jetzt noch in der Bestimmung der Funktion £ = ¢@(yz), die
der Differentialgleichung (318) geniigen muB. Man beachte,
daB £ = @(yz) fir # =0 die Gleichung der Fliche angibt,
in die der Querschnitt # =0 durch die Formiinderung iiber-
geht. Alle anderen Querschnitte nehmen dieselbe Gestalt an,
da & unabhiingig von z ist. Friiher, als die heute als richtig
erkannte de Saint-Vénantsche Theorie der Torsion noch nicht
bekannt war, nahm man an, daf die Querschnitte eben blieben.
Wir wollen zusehen, inwiefern dies richtig sein konnte. Nach
dieser Annahme mﬁBte'g? eine lineare Funktion von y und z
sein; wir setzen also versuchsweise

E=o9(y2) =ay + a2, (321)
ein Ansatz, der die Differentialgleichung (318) in der Tat be-
friedigt, also zu einem mdglichen Spannungszustande fiihrt.
Nun haben wir aber noch die Grenzbedingungen an der Ober-
fliche der Welle zu erfiillen. Bei gewdhnlichen Torsionsauf-
gaben ist die Mantelfliche der Welle, abgesehen von den
Stellen, wo Riider oder Riemenscheiben aufgekeilt sind, frei
von iuBeren Kriften. AuBer den schon von vornherein gleich
Null gesetzten Spannungskomponenten 6,, 6, 7,, mub also an
der Oberfliche auch noch jene Schubspannungskomponente
gleich Null sein, die in der durch die Stabachse und die Nor-
male zur Oberfliiche bestimmten Ebene liegt. Oder mit anderen
Worten: die Schubspannung muB iiber den Querschnitt jeden-
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falls so verteilt sein, daB sie den Umfang iiberall beriihrt:
Das war die Grenzbedingung, die wir bei der Behandlung der
Torsionsfestigkeit im neunten Abschnitte iiberall voranstellten
und sie muf} natiirlich auch hier noch beriicksichtigt werden.
Bisher war von ihr noch nicht die Rede; sie ist es aber ge-
rade, die die noch ausstehende Bestimmung der unbekannten
Funktion & oder ¢ ermdglicht oder die umgekehrt lehrt, unter
welchen Umstiinden eine solche Lésung der partiellen Diffe-
rentialgleichung (318) wie die in Gl. (321) gegebene der Wirk-
lichkeit entspricht.

Um diese Bedingung in Form einer Gleichung ausdriicken
zu kénnen, gehe ich auf die Werte fiir die Spannungskom-
ponenten z,, und 7,, in den Gl (279) zuriick. Danach war

= 0+ 2 wm 05
Wenn die Gleichung des Querschnittsumrisses (oder auch eines
Teiles des ganzen Querschnittsumrisses) in der Form
z=1(y)
angeschrieben wird, so muB, damit die aus den Komponenten
7., und 7, resultierende Schubspannung den Querschnittsum-
fang beriihrt,

xrz

Tes dz

Tuy - dy

(322)

sein. Also haben wir noch fiir den Querschnittsumfang die
Bedingungsgleichung

o (29

0z + dx dz

oy + ix
oder, wenn man die Werte von 5 und § aus Gl (320) einsetzt,
0§
— ey .
gz : ==g;. (324)
3y + ez

Dieser Gleichung mufl £ iiberall an der Oberfliche geniigen,
wenn die Oberfliche frei von #HuBeren Kriiften sein soll und
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zwar nicht nur fiir den besonderen Fall, den wir hier unter-
suchen, sondern ganz allgemein.

Wir priifen jetzt, unter welchen Umstiinden der in GL (321)
aufgestellte Wert von £ auch dieser Grenzbedingung geniigt.
Gl. (324) geht hier iiber in

ay,—cy _ dz
a, ez dy

Diese gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung kann
~ sofort integriert werden. Durch Trennung der Variablen er-

hilt man
(ay — cy)dy = (a, + co)dz

oder nach Integration

a2z + ;zzﬁasy+ ;y’=K.

Das ist aber, wie man aus der Gleichheit der Koeffizienten
von %* und 2 erkennt, die Gleichung eines Kreises. Damit
ist bewiesen, dafl nur bei kreisf6rmigen Querschnitten
nach der Torsion alle Punkte, die vorher auf einem
Querschnitte lagen, anch nachher noch in einer Ebene
enthalten sein konnen. In allen anderen Fiillen geht die
Querschnittsebene in eine gekriimmte Fliche iiber. Die Kritik,
die wir jetzt iiben, fiilllt daher bei der Verdrehung ganz anders
aus als bei der Biegung. Wihrend dort wenigstens die Span-
nungsverteilung der Navierschen Theorie bestitigt wurde, er-
kennen wir hier, daBl die &ltere Theorie der Torsion falsch
war mit einziger Ausnahme des kreisférmigen Querschnittes
und man muBl wohl beachten, dafl dieser wichtige AufschluB,
der inzwischen freilich schon auf die ganze Gestaltung der
elementaren Theorie der Torsion zuriickgewirkt hat, erst durch
die strenge Elastizitiitstheorie gegeben wurde. — Zugleich
bildet iibrigens das eben gewonnene Resultat eine
willkommene Bestiitigung der frither vorgetragenen
Theorie der Torsion fiir Wellen von kreisférmigem
Querschnitte.
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§ 73. Fortsetzung fiir den elliptischen Querschnitt.

Fir Gl (318) kann man beliebig viele Lisungen angeben.
Jede dieser Lisungen entspricht einem miglichen Spannungs-
zustande. Damit dieser wirklich zustande komme, muf man
aber noch fiir die Erfiilllung der Grenzbedingungen an der
Kérperoberfliche Sorge tragen. Besteht die Grenzbedingung
an der Mantelfliiche des Stabes darin, daB diese frei von #iuBeren
Kriften sein soll, so wird sie, wie wir schon sahen, durch
Gl (324) zum Ausdrucke gebracht. Man kann nun entweder
so verfahren, daB man irgendeine beliebige Lisung der partiellen
Differentialgleichung (318) annimmt und dann nach Gl (324)
die Gestalt des Querschnittes bestimmt, fiir die diese Lisung
zutrifft oder man kann umgekehrt verlangen, fiir eine gegebene
Querschnittsform die passende Liosung der Gl (318) zu finden.
Die letzte Aufgabe ist indessen weitaus schwieriger zu liosen
und fiir beliebig gegebene Querschnittsformen, also z. B. fiir
einen I-formigen Querschnitt oder dgl. ist sie bisher iiberhaupt
nicht streng geldst worden. Fiir den rechteckigen Querschnitt
ist dies allerdings gelungen. In Band V kann man die Lisung
finden; sie ist aber zu schwierig, als daB sie hier hiitte Platz
finden konnen.

Viel einfacher ist dagegen das andere Verfahren, zuniichst
irgendeine Losung der Gl (318) anzunehmen und dann die
Gestalt des Querschnittes aufzusuchen, fiir die diese Lisung
zutrifft. Die allgemeinste Losung der Gl (318) ist niimlich
wohlbekannt; sie lautet

E=oy2) =1fily +i2) + fily — i2), (326)
wenn ¢ die imaginire Einheit und f; und f, ganz beliebige
Funktionszeichen sind. DaBl Gl. (325) die Differentialgleichung
(318) befriedigt, folgt durch Einsetzen des Wertes, und daB
Gl (325) zugleich die allgemeinste Losung angibt, folgt daraus,
daB sie zwei willkiirliche Funktionen enthilt. Je nach den
Formen der Funktionen f; und f, kann man nun beliebig viele
partikulire L&sungen angeben und zwar bildet sowohl der
reelle als der imaginiire Teil von Gl. (325) fiir sich genommen
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eine Losung. Man kann also z. B. auch die allgemeinste Form
von Potenzreihen, die mit Gl. (318) vertriiglich ist, hiernach
ohne weiteres anschreiben, nimlich, wenn wir uns auf ganze
positive Exponenten beschrinken,

E=a0+“1(?/"‘7:5)‘1'“':(3’4“.5)2‘*"“'[

+h(y—ie) +byly—igf .- U

in der die @ und b ganz beliebige Koeffizienten sein konnen.

In diesen vielgestaltigen Formen ist als eine der einfach-
sten auch die folgende enthalten

E=o(ys) =ays. (327)

DaB sie iiberhaupt die Gl (318) befriedigt, erkennt man beim

Einsetzen in diese Gleichung sofort. DaB sie aber auch in der

Form (326) mit enthalten ist, folgt daraus, dal man sie als
den imagindren Anteil von

(326)

E= Ly +in) — Ly — is)

betrachten kann. Wir wollen fiir diese besondere Form des
Wertes von § den zugehorigen Querschnittsumrif nach Gl (324)
bestimmen. Diese Gleichung geht hier iiber in

(a—e)y dz

@t or = ay’ HEE)
die sich auch in der Form
(@ +c)edz + (¢ — a)ydy =0
schreiben lift. Die Integration liefert
iae 2
@+0% +(—a¥% =K,
wofiir man auch
Yoo el e M L L (329)
atec "c—a (atelc—a)

schreiben 'k;mn, wenn K’ irgendeine meue unbekannte Inte-
grationskonstante bedeutet. In Gl (329) erkennt man aber
die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse, deren Achsen in die

Richtungen der Koordinatenachsen fallen. Das Achsenverhiiltnis
Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl. 25
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ist Ve +a:Ve—a. Voraussetzung ist, dab ¢ dem Absolut-
werte nach jedenfalls kleiner ist, als c.

Fiir die Schubspannungskomponenten erhilt man durch
Einsetzen in die fritheren Formeln
Ty = G(gf’ o 3—2) = G(gi £l cz) = G(a+ ¢)z,

9 | 0t ok (650
%, = G(3; + 52) = G(5: —ev) = — G(e—a)y.

Damit diese Lisung eine wirkliche sei, 18t jetzt nur noch er-
forderlich, daf an den Endquerschnitten des Stabes das ver-
drehende Moment der #uBleren Kriifte in derselben Verteilung
iiber den Querschnitt angebracht sei, wie wir sie hier fiir die
Schubspannungsverteilung in irgendeinem anderen Querschnitte
gefunden haben. Tatsiichlich wird dies freilich in praktisch
vorkommenden Fillen nicht zutreffen. Man muBl sich aber
dann an die Auseinandersetzungen in § T1 erinnern, nach
denen es fiir solche Stellen, die weit genug vom Lastangriffe
entfernt liegen, ziemlich gleichgiiltig ist, auf welche besondere
Art die Last angebracht ist.

Wenn wir das Resultat, zu dem wir jetzt gelangt sind,
mit der fritheren Untersuchung iiber die Verdrehungsfestigkeit
der elliptischen Welle vergleichen, finden wir, daB die damals
hypothetisch angesetzten Gleichungen (227), S. 303

T, = ka’z; T, = — kb

der Form nach vollstindig mit den Gl (330) iibereinstimmen.
Jener willkiirliche Ansatz hat sich daher bei der ein-
gehenderen Untersuchung jetzt als genau richtig er-
wiesen. KEs ist daher nicht nitig, hier noch weitere Folge-
rungen aus den Gl (330) zu ziehen; vielmehr geniigt es, auf
die friiheren Darlegungen im neunten Abschnitte zu verweisen.

Nur eine Bemerkung méoge hier noch Platz finden. Gl. (327)
ist zugleich die Gleichung der krummen Fliche, in die der
vormals ebene Querschnitt durch die Verdrehung iibergeht.
Das ist aber die Gleichung eines hyperbolischen Para-
boloides. Denkt man sich, nachdem die Verwindung erfolgt
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ist, von neuem eine Anzahl ebener Schnitte senkrecht zur Achse
gelegt, so schneiden diese die krummen Flichen, in die die vor-
her ebenen Querschnitte iibergegangen sind, in gleichseitigen
Hyperbeln; Schnitte, die durch die Achse gelegt sind, ergeben
Parabeln.

§ 74. Hydrodynamisches Gleichnis.

Oft genug liBt sich eine Aufgabe aus einem Gebiete der
theoretischen Physik auf eine Aufgabe aus einem ganz anderen
Gebiete zuriickfiihren. Jeder Vergleich dieser Art ist lehrreich
und niitzlich. Eine strenge Losung wird zwar, da sie bei jeder
von beiden Aufgaben gleich schwer zu finden ist, durch den
Vergleich vielleicht nicht erleichtert. Dagegen sind niherungs-
weise Losungen bei einer von beiden Aufgaben oft mit Leich-
tigkeit anzugeben und hiermit auf die andere Aufgabe zu iiber-
tragen, bei der sie sonst viel schwerer zu finden gewesen
wiiren.

Fiir das Torsionsproblem hat man zwei Vergleiche dieser
Art aufgestellt, die sich als sehr fruchtbar erwiesen haben.
Den einen davon, das ,hydrodynamische Gleichnis“, werde ich
hier kurz besprechen, wiihrend ich mir vorbehalte, im 5. Bande
daranf von neuem zuriickzukommen und auch den anderen von
Prandtl herriihrenden Vergleich des Torsionsproblems mit der
Gestalt einer belasteten Membran beizufiigen. Indessen ist auch
hier schon von der Arbeit von Prandtl einiges beniitzt.

Man denke sich, von einem Punkte des Querschnittes aus-
gehend, eine Linie gezogen, die in der Richtung der resul-
tierenden Schubspannung = immer weiter verlingert wird. Alle
Linien, die sich in dieser Weise ziehen lassen, wollen wir uns
in den Querschnitt eingetragen denken, so daBl durch jeden
Punkt eine davon geht. Der einfacheren Bezeichnung wegen
sollen diese Linien die Spannungslinien und die Gesamtheit
der Linien, die den ganzen Querschnitt ausfiillen, das Span-
nungsfeld genannt werden. Von solchen Konstruktionen
macht man oft Gebrauch, um sich iiber die Verteilung einer

gerichteten Gréfe von irgend einer Art in einem gegehenen
26*
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Gebiete Klarheit zu verschaffen. Am meisten bekannt ist dieses
Verfahren in der Lehre vom Magnetismus, wo man die in
dieser Weise gezogenen Linien als die Kraftlinien bezeichnet.

Immer, wenn man von dieser Veranschaulichung Gebrauch
 macht, ist es niitzlich, sich noch eines damit zusammenhiin-
genden Bildes zu erinnern. Man kann sich nimlich eine
Fliissigkeit vorstellen, die fiberall in der Richtung der Kraft-
linien, oder hier der Spannungslinien strémt, so daB zugleich
die Geschwindigkeit der Strémung iiberall proportional der
GroBe der Kraft oder der Spannung ist. Diese Fliissigkeits-
bewegung ist ebenfalls sehr geeignet, ein anschauliches Bild
von dem Felde zu entwerfen, mit dem man es gerade zu tun
hat und in der Lehre vom Magnetismus spielt der daraus her-
vorgegangene Begriff des ,Kraftflusses eine groBe Rolle.

Wir wollen jetzt sehen, wie wir die allgemeinen Bedingungs-
gleichungen, denen unsere Aufgabe unterworfen ist, umformen
miissen, um sie der neu gewihlten Darstellungsweise anzu-
passen. Am einfachsten gelingt dies mit der Grenzbedingung,
die durch Gl. (324) ausgesprochen war. Wir kinnen sie jetat
einfach dahin in Worte fassen, daB die Fliissigkeitsstromung
am Umfange iberall in der Richtung der Tangente erfolgen
mufl, d. h. gerade so wie eine Fliissigkeitsstromung ohnehin
erfolgt, wenn sie rings von festen Wiinden eingeschlossen ist.

Bezeichnet man die Geschwindigkeitskomponenten der
Stromung mit v, und v, und versteht man unter m einen
Proportionalititsfaktor, durch den der bei der Abbildung zu-
grunde gelegte MafBstab zum Ausdrucke gebracht wird, so

hat man i
v, =m7,, =mG (;_5 + cz)]

| v, = mrt,, = mG(g-% — cy)]

(331)

Die Gleichgewichtsbedingung der Spannungen am Volumen-
elemente gegen Verschieben in der Richtung der X-Achse er-
fordert, daB

a'fn:'y

0Ty
2y + 9z =0
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ist, woraus sofort

e =0 (332)

folgt. Setzt man in diese Gleichung die Werte aus (331) ein,
so erhilt man Py N e O
: dy* T et

womit auch Gl (318) erfiillt ist. -

Gl. (332) spricht die ,Kontinuititsbedingung® der Hydro-
dynamik aus, wie im 4. Bande niher erortert wird. Sie sagt
daher aus, daB eine gewthnliche Wasserstromung zur Abbildung
des Spannungsfeldes ausreicht, ohne da es nétig wire, Quellen
oder Sickerstellen anzunehmen, um den FluB in dieser Form
zu ermoglichen.

Um ferner noch die Bedingung auszusprechen, daB sich
v, und v, nach den Gl (331) in derselben Funktion & dar-
stellen lassen miissen, differentiieren wir die erste dieser Glei-
chungen nach 2z und die zweite nach y und subtrahieren hier-
auf beide voneinander. Dadurch erhalten wir

T 2mGe (333)
Die linke Seite dieser Gleichung stellt die Intensitiit des
»Wirbels“ der Fliissigkeitsstromung dar und die Gleichung
spricht aus, daB die Fliissigkeit an allen Stellen mit derselben
Stirke 2m (¢ wirbelt.

Hiermit ist die Fliissigkeitsbewegung vollstindig bestimmt;
nur auf eine einzige Art ist es namlich moglich, daB die
Wirbelstirke iiberall einen gegebenen konstanten Wert hat,
wenn die inkompressible Fliissigkeit in dem durch den Quer-
schnitt angegebenen Raume stetig herumflieffen soll und dabei
rings von festen Wiinden eingeschlossen ist. :

Die Vorstellung unserer Aufgabe unter diesem Bilde kann
nun insofern von Nutzen sein, als dadurch gewisse Schiitzungen
oder auch genaue Rechnungen nach den Lehren der Hydro-
dynamik erleichtert werden. Als Beispiel dafiir wollen wir zu-
niichst ein auf Verwindung beanspruchtes Flacheisen betrachten,
also einen Stab von rechteckigem Querschnitt, von dem eine
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Querschnittsseite viel groBer ist, als die andere. Die Stromungs-
oder Spannungslinien miissen wegen der ihnen auferlegten Be-
dingungen ungefihr so im Querschnitte verlaufen, wie in
Abb. 83 angegeben ist. Die duferste Stromlinie fillt némlich
mit dem Umrisse zusammen und auch die etwas weiter nach
innen zu liegenden laufen den Langseiten auf lingere Strecken
21 - hin ohne merkliche Kriimmung nahezu
i parallel. An diesen Stellen kann daher
]

|

v, und auch %? genau genug gleich Null
gesetzt werden, woraus nach Gl. (333)

0% — _ 2m@Ge (334)
oy
ey b 1L _Y folgt. Wegen der Bedeutung von v, kann
“ dies auch in der Form
b Ve 260 (335)

J geschrieben werden. Die Spannung liings
1 der Y-Achse wiichst daher proportional
_.Ila bgis mit dem Abstande von der -Z-Achse
und das Spannungsverteilungsdiagramm -
nimmt die in Abb. 83 eingetragene ge-
radlinige Gestalt an. — DaB die Spannung in der Mitte der
Langseite grofer wird, als an irgend einer anderen Stelle des
Querschnittes, folgt daraus, dafll sich die Stromlinien an dieser
Stelle dichter zusammendringen miissen, als in der Nihe der
Schmalseiten; die Geschwindigkeit der Stromung und hiermit
die Spannung ist daher grifer, als dort.
Man betrachte ferner zwei unendlich benachbarte Span-
" nungslinien, die auf der Y-Achse um dy voneinander entfernt
sind. Die Spannung 7., an dieser Stelle ist

Abb. 83.

1

%, = ;’ ’ (336)

wenn y den Abstand vom Ursprunge bedeutet. Alle Spannungen,
die in dem zwischen beiden Spannungslinien liegenden schmalen
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Streifen iibertragen werden, setzen sich zu einem Kriiftepaare
zusammen, dessen Moment mit d M bezeichnet werden moge.
Um dM zu berechnen, beachte man, daB durch jeden Quer-
schnitt des Streifens dieselbe Fliissigkeitsmenge flieBt und dafB
daher in jedem Lingenelemente ds eine Spannung iibertragen
wird, die iiberall mit ds proportional ist und gleich

Tmax g dy ds

gesetzt werden kann, wenn hier immer noch dy den Abstand
der beiden Spannungslinien oder die Streifenbreite auf der
Y-Achse bedeutet. Diese Spannung geht iiberall in der Rich-
tung der Tangente an die Spannungslinie und wenn man den
senkrechten Abstand der Tangente vom Ursprunge, der als
Momentenpunkt gewidhlt wird, mit p bezeichnet, hat man

d]'[ == Tmax * gp dy (33 = Tmax Z dyjp ds

wobei die Integration iiber den ganzen Umfang der Spannungs-
linie auszudehnen ist. Das Integral hat aber eine einfache
Bedeutung, denn pds gibt den doppelten Inhalt des Dreiecks
an, dessen Grundlinie s ist, wihrend der Ursprung die gegen-
iiberliegende Ecke bildet. Die Summe aller dieser Dreiecke
stellt den Inhalt der Fliche dar, die von der im Abstande y
vom Ursprunge die Y-Achse treffenden Spannungslinie einge-
schlossen wird. Bezeichnet man diesen Flicheninhalt mit F,
so erhélt map

AM = Tmax :Z dy -2F und daher M= 2’ma“nyc?y,
0

wobei M das Torsionsmoment ist. Nun kann freilich die
Integration nicht ausgefiihrt werden, solange man F' nicht als
Funktion von y darstellen kann, d. h. solange man nicht genau
weill, wie die Spannungslinien verlaufen. Ungefiihr kennt man
aber ihren Verlauf; man wei namentlich, daB die #uBeren
Spannungslinien, auf die es hauptsichlich ankommt, weil bei
thnen sowohl die Spannungen als die Hebelarme am griBten
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sind, nicht viel von Rechtecken verschieden sein kénnen.
Setzt man daher niherungsweise

F = 4yb,

so wird man zwar F' sicher zu groB rechnen, aber bei einem
sehr schmalen Rechtecke (schmaler als es in Abb. 83 der
Deutlichkeit wegen gezeichnet war) kann der Fehler nicht
sehr grofl ausfallen. Es mag noch bemerkt werden, daB eine
genauere Theorie, auf die erst im 5. Bande eingegangen werden
kann, lehrt, dal man an Stelle von b in dem vorhergehenden
Ausdrucke eigentlich b — 0,63a setzen sollte. Wenn b weit
grioBer ist, als a, kommt es aber auf diese geringfiigige Ver-
besserung nicht an. Ich setze also F' so ein, wie angegeben
und erhalte

Tmax s 8
M=38="= bjy’dy = 3 Tmax@’D,
1]

hiermit wird endlich
3 M 3 M :
Toax = govp = o %, (887)
wenn mit @, und b, die ganzen Rechteckseiten bezeichnet
werden.

Diese Formel liefert, wie aus ihrer Ableitung hervorgebt,
die Spannung fm.. sicher etwas zu klein. Bei sehr schmalen
Rechtecken kommt dieser Wert aber der Wahrheit erheblich
niher, als die in § 59 abgeleitete Formel (238)

9 M
Foax = 50,78,
die im iibrigen bei Rechtecken, die sich nicht allzuviel von
Quadraten unterscheiden, den Vorzug vor Gl. (337) verdient.

Auch die Konstante ¢, die nach § 72 den auf die Lingen-
einheit der Welle bezogenen Verdrehungswinkel angibt, kann
jetzt leicht berechnet werden. Nach Gl. (336) hat man fiir
die auf der Y-Achse gelegenen Punkte

Br“ o Tmax 3M

oy a  8a'b
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und nach Gl. (335) folgt daraus fiir ¢, vom Vorzeichen, das hier

gleichgiiltig ist, abgesehen

Fiir die Linge | wird daher der Verdrehungswinkel A,
wenn man noch die ganzen Rechteckseiten @, und b, einfiihrt,

A9 = g (339)

Indessen ist auch diese Formel nur fiir schmale Rechtecke zu
verwenden; bei Rechtecken, deren Seiten von gleicher GroBen-
ordnung sind, ist die auf S. 317 fiir 4¢ abgeleitete Niherungs-
formel als genauer zu betrachten.

Als zweites Beispiel betrachten wir ein sogenanntes E-Eisen,
d. h. einen Stab von der in Abb. 84 gezeichneten Querschnitts-
gestalt. Auch hier miissen die Stromlinien ihrem allgemeinen
Verlaufe nach den UmriBlinien
des Querschnittes folgen. In den
geradlinigen Teilen des Quer-
.schnittes gleicht daher der Ver-
lauf der Spannungslinien und hier-
mit auch die Spannungsverteilung
der im vorigen Beispiele bespro-
chenen, Die Torsionssteifigkeit
des Stabes kann daher nicht
hoher veranschlagt werden, als
die eines Flacheisens, das aus ihm
durch Umbiegen der beiden Flant-
schen erhalten werden konnte.
Damit sie auch nur so hoch werden
kann, muB iiberdies vorausgesetzt werden, daB die nach innen
zu einspringenden Fcken eine hinreichende Abrundung erhalten
haben, um eine stirkere Zusammendriingung der Stromlinien,
und hiermit eine grifere Spannung an diesen Stellen zu ver-
meiden.

Weit hoher fillt dagegen die Torsionssteifigkeit aus, wenn
der Querschnitt eine ringformig geschlossene Figur bildet, etwa

Abb. 84.
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wie in Abb. 85. Bei einem solchen Rohre kénnen die benach-
barten Stromlinien alle im gleichen Sinne weiterflieBen, ohne
durch denselben Schenkel auch wieder zuriicklaufen zu miissen.

|
o —>
V.

Abb. 85.

Das sich hiernach er-
gebende Spannungsver-
teilungsdiagramm ist in
die Abbildung einge-
tragen. Man sieht, daB
bei sehr diinner Rohr-
wand die Spannung an
allen Stellen mnahezu
gleich groB wird. Der -
Mittelwert = der Span-
nung folgt fiir den in
der Abbildung darge-
stellten Fall aus der
groBten Spannung .
an der dubBeren Kante zu

13
T = Tmax ' a—|——-¥h

und die Momentenglei-

chung fiir das Gleichgewicht zwischen den Spannungen und
dem Verdrehungsmomente kann genau genug in der Form
v-4bh-a+ 7 -4dah-b=M

angeschrieben werden, woraus

Tmax =

a -+ +h
S8abh

i (340)

folgt. Auch hierbei ist eine hinreichende Ausrundung der
nach innen hin einspringenden Ecken vorausgesetzt, da sonst
die Spannung an diesen Stellen erheblich grifer werden kdnnte,

als an den #AuBleren Kanten.

Sobald aber ein solches Rohr der Liinge nach aufgeschlitzt
wird, womit der Querschnitt die in Abb. 86 (s. 8. 395) darge-
stellte Gestalt annimmt, verliert es den griBten Teil seiner
Torsionssteifigkeit. Die Stromlinien miissen jetzt an der Schlitz-
stelle wieder umkehren; ihr Verlauf ist daher ganz ihnlich wie
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in Abb. 84 und die Torsionsfestigkeit ist ungefihr ebenso
niedrig einzuschétzen, wie bei einem Flacheisen von derselben
Dicke, dessen Breite gleich der Liinge des Umfanges ist.

Auch auf die vielfach angewendeten I- und L-Eisen konnen
diese Betrachtungen sofort iibertragen und zur Abschitzung
ihrer Torsionssteifigkeit verwendet werden.

Zu einem bemerkenswerten Resultate gelangt man durch
die hydrodynamische Betrachtung auch, wenn man sie auf den
Fall anwendet, daB irgendwo
im Querschnitte ein kleiner
Sprung (GuBfehler od. dgl.)
auftritt.  Wir wollen an-
nehmen, dafl dieser Fehler
durch ein kleines kreis-
formiges Loch im Quer-
schnitte dargestellt werden
kann. Dadurch wird das Span-
nungsfeld pur in der Um-
gebung des Loches merklich
geiindert; die Spannungslinien
konnen jetzt nicht mehr durch
die Fliche des Loches weiter
gehen, sondern miissen aus- .
biegen und um den Rand des |
Loches herumflieBen. Man |
sieht schon ohne weiteres ein, P
dafl an den Riindern des Loches
die Geschwindigkeit dadurch gesteigert werden muB. Diese
Geschwindigkeit entspricht aber der Spannung und damit der
Beanspruchung des Materiales in der verdrehten Welle. In
der Tat kann man auch zahlenmiiBig den EinfluB des Sprunges
leicht nachweisen; es zeigt sich, daB die Spannung am
Rande dadurch gerade auf das Doppelte erhdht wird.
Auf die Durchfiihrung der Rechnung verzichte ich hier, da sie
auf hydrodynamischen Betrachtungen beruht, die ich hier noch
nicht als be annt voraussetzen kann.
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§ 75. Die Hiirte.

Die Hiirte ist eine Oberflichenfestigkeit, die dann hervor-
tritt, wenn man zwei Korper, die sich anfinglich nur in einem
Punkte oder lings einer Linie beriihrten, aufeinander driickt,
so daB sie sich abplatten, bis sie eine Beschiidigung, also ent-
weder einen Sprung oder einen bleibenden Kindruck erfahren.
Die elastische Formiinderung, die bei dieser Art der Belastung
eintritt, wmide von Hertz nach den Methoden der mathemati-
schen Elastizititstheorie untersucht. Hier beschriinke ich mich
auf die Angabe der wichtigsten Resultate dieser Untersuchung,
withrend ich mir vorbehalte, im fiinften Bande ausfiihrlicher
darauf zuriickzukommen. '

Als streng richtig sind iibrigens die Hertzschen Formeln
nicht anzusehen, weil sie auf einen Umstand keine Riicksicht
nehmen, der, wie es scheint, bei den Hiirteerscheinungen eine
erhebliche Rolle spielt. Die oberflichlichen Schichten eines
festen Korpers verhalten sich némlich anders, als die nach
innen hin liegenden. Bei den fliissigen Korpern sprechen sich
die besonderen Higenschaften der Oberflichenschichten in den
Kapillarerscheinungen aus; sie sind daher schon seit langer
Zeit bekannt und genauner untersucht. Bei den festen Kérpern
bestehen aber, wie aus den Hirteversuchen hervorgeht, solche
Unterschiede offenbar ebenfalls. DaB sie nur bei der Hirte
und nicht bei den anderen Beanspruchungsarten eines festen
Kérpers hervortreten, liegt daran, dall die Hiirte in erster
Linie auf der Festigkeit der Oberflichenschicht beruht und die
inneren Teile dabei nur wenig in Mitleidenschaft gezogen
werden, wihrend sich bei allen anderen Beanspruchungsarten
die Spannungen tief ins Innere des Korpers hinein erstrecken,
so dafl die Oberflichenschichten nur einen kleinen Teil davon
aufzunehmen haben.

Immerhin haben sich die hier mitzuteilenden Formeln von
Hertz im wesentlichen bewihrt und sie werden daher in der
Technik neuerdings hiufig benutzt.

Beide Korper seien zuniichst ohne Druck in cinem Punkte
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zur Beriilirung gebracht. Man denke sich alle Punkte beider
Oberflichen in der niichsten Nachbarschaft des Beriihrungs-
punktes aufgesucht, die einen sehr kleinen konstanten Abstand
e in der Richtung der Beriihrungsnormalen voneinander be-
sitzen. Bei ihrer Projektion auf die Beriihrungsebene geben
diese Punkte im allgemeinen eine Ellipse, die aber in den
Fillen, von denen jetzt die Rede sein soll, in einen Kreis
iibergeht.

Bei der Abplattung, die die Korper erfahren, wenn man
sie mit einer Kraft P aufeinander driickt, beriihren sie sich
in einer kleinen Fliche, die man als die Druckfliche be-
zeichnet. Auch die Druckfliche wird ein Kreis, wenn die vorher
besprochene Kurve ein Kreis war. Man kann nun fragen, wie
groB die Druckfliche ist, die zu einer gegebenen Last P ge-
hort, wie sich ferner die Last P iiber die Druckfliche verteilt,
wie grofl also inshesondere der Druck in der Mitte wird, wo
er am groBten ausfillt, und wie groB endlich die Abplattung
ist, d. h. um wieviel sich beide Korper infolge der elastischen
Forminderung einander niihern.

Diese Fragen werden durch die Untersuchung von Hertz
beantwortet, wobei jedoch, abgesehen von dem zuvor be-
sprochenen verschiedenen Verhalten der oberflichlichen und
der inneren Schichten, auf das keine Riicksicht genommen
wird, selbstverstiindlich auch vorausgesetzt werden muB, daf
die Last P nicht so groB werden darf, um an irgendeiner
Stelle eine ﬁberschreitnng der Proportionalititsgrenze herbei-
zufiihren. Unter dieser Voraussetzung gilt zunichst, daB der
auf die Flicheneinheit bezogene Druck ¢ am Rande der Druck-
fliche gleich Null ist und nach der Mitte hin anwiichst wie
die Ordinate einer iiber der Druckfliche konstruierten Halb-
kugel. Der grifite Wert 6, von ¢ ist daher 1!,mal so groB
als der Durchschnittswert fiir die ganze Druckfliche. Ferner
wiichst der Halbmesser der Druckfliche proportional mit der
dritten Wurzel aus der Last P. In demselben MaBe wiichst
daher auch die Spannung 6, und hiermit die Beanspruchung
des Materials. Die Anniherung « beider Korper infolge der
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Abplattung wichst dagegen proportional mit der zweidrittelten
Potenz von P.

Fiir zwei Kugeln aus demselben Materiale vom Elasti-
zititsmodul E mit den Halbmessern », und », erhiilt man,

wenn die Poissonsche Verhiltniszahl m = 1—30 gesetzt wird, fiir

den Halbmesser a der Druckfliche

P/ P "
a = l,ll‘l/E"T'i’:g (341)

Das untere Vorzeichen im Nenner ist zu nehmen, wenn die
eine Kugel eine Hohlkugel ist. Ferner wird

3 g
6= 0388)/ P (17 (342)
«—128)/ L. e (343)

Praktisch wichtig ist namentlich der Fall, dab an Stelle der
einen Kugel eine Platte tritt. Man braucht dann nur den be-
treffenden Halbmesser in den vorausgehenden Formeln unend-
lich groB zu setzen. Dadurch erhidlt man fiir eine Platte
und eine Kugel vom Halbmesser »

i
B ih)'T, (344)
3/ e
0, — 0388/ "7, (345)
Byl
«=12Y 2 - (346)

Ferner erhiilt man fiir zwei rechtwinklig gekreunzte
Zylinder von demselben Halbmesser »

8/ e
6= 0388)/ TE. (847)

Praktisch wichtig ist ferner noch der Fall, daB sich
zwei Zylinder von den Halbmessern 7, und r, lings
einer Erzeugenden beriihren. Man muf sich die Zylinder
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unendlich lang denken. Die eine Halbachse der Druckellipse
wird dann auch unendlich groff und fiir die andere erhilt man

a=152]/%. P  (348)
0 = 0A18]/ P EER. (349)

Die Wurzeln sind hier Quadratwurzeln, worauf ich ausdriick-
lich aufmerksam mache; unter P’ ist der Druck auf die Liingen-
einheit der Zylinder zu verstehen; P’ hat daher die Dimension
kg/em. :

Wenn einer der Zylinder durch eine Platte ersetzt wird
(z. B. bei den Walzenlagern der Briickentriiger) wird
Py

a =152 IR

(350)
a=0418)/TE. (351)

Vorausgesetat wird dabei, daB die Platte hinreichend dick ist,
so dafl die Spannungen sich nahezu so verteilen, als wenn die
Dicke unendlich grofi wiire.

Wenn man die Walzenlager eines Briickentriigers nach diesen
Formeln berechnet, darf man iibrigens, wie die Erfahrung
lehrt, wegen der besonderen Umstinde des Falles die zulissige
Beanspruchung ¢, in der Mitte der Druckfliche weit hiher
annehmen (vielleicht 8000 atm oder selbst noch mehr) als
sonst ratsam wiire.

Wegen des besonderen Einflusses der Oberflichenschichten
auf die Hirte ist es nicht moglich, die Hirte eines Korpers
im voraus zu berechnen, wenn seine iibrigen Festigkeitseigen-
schaften, insbesondere seine Zug- und Druckfestigkeit gegeben
sind. Man muB die Hirte vielmehr durch einen besonderen
Versuch ermitteln. Hertz schlug vor, zwei Korper, etwa
zwei Kugeln oder eine Kugel und eine Platte aus dem auf
seine Harte zu priifenden Stoffe herzustellen, sie aufeinander
zu driicken, bis eine Beschiidigung entsteht und hierauf die
Hérte in der zugehorigen Spannung o, nach den vorher an-
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gefiithrten Formeln auszudriicken. Das hat sich aber als nicht
ausfiihrbar herausgestellt. Zuniichst 1dBt sich beim Versuche
gewihnlich nicht genau erkennen, bei welcher Last die erste
Beschiidigung entsteht. Bei einem sehr spréden Korper kann
man zwar annehmen, daB die erste Beschidigung in einem
Sprunge besteht, der deutlich wahrnehmbar ist. Aber auch
fiir solche Korper, wie z. B. Glas, gelingt es nicht, die Hirte
nach dem Vorschlag von Hertz zu bestimmen. Der Versuch
zeigt niimlich, daB der beim Eintreten des Sprunges auftretende
Wert von ¢, von den Kriimmungshalbmessern der aufeinander
gedriickten Kugeln abhiingt, was mit der Hertzschen Theorie
im Widerspruche steht. Gerade diese Erfahrung ist der deut-
lichste Beweis dafiir, daB die Hirte von den besonderen Higen-
schaften der Oberflichenschicht abhiingt, die in der Hertzschen
Theorie nicht beriicksichtigt sind.

Bei den Metallen ist es iiberhaupt nicht moglich, das
Eintreten der ersten Beschiidigung, die in einem sehr kleinen
bleibenden Eindrucke bhesteht, mit halbwegs ausreichender
Sicherheit zu erkennen. Um zu einem zahlenmiBigen Aus-
drucke fiir die Hirte eines Metalls, z. B. einer Stahlsorte zu
gelangen, mufl man daher auf andere Weise vorgehen.

Die beste Versuchsanordnung besteht darin, daB man zwei
Zylinder aus dem betreffenden Metalle herstellt, sie kreuzweise
aufeinander legt und der Reihe nach mit verschiedenen Lasten
P aufeinander driickt, so daB bleibende Eindriicke von ver-
schiedener Griie entstehen. Wegen des verschiedenen Hin-
flusses der Oberflichenschicht bei verschiedenen Zylinderdurch-
messern soll der Durchmesser stets gleich 4 cm gewihlt werden,
um zu vergleichbaren Ergebnissen zu gelangen. Die Lasten P
wiihlt man so, daB dadurch bleibende Eindriicke von 2%, bis
4 mm Durchmesser hervorgerufen werden. Jede dieser Lasten
dividiert man durch den Inhalt der zugehorigen Druckfliche.
Aus den dadurch erhaltenen Zahlen, die nicht viel voneinander
abweichen, nimmt man das Mittel und betrachtet dieses als
MaB fiir die Hiirte des Karpers. '

Da dieser Versuch immerhin etwas umstindlich ist, hat
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man sich neuerdings hiufig damit begniigt, die Hirte eines
Schienenstahls dadurch zu bestimmen, daB man eine sehr harte
GuBstahlkugel darauf driickt und die Hirte aus den dabei ver-
ursachten Eindriicken, ihnlich wie beim vorigen Versuche, er-
mittelt. Die Hiirte eines Schienenstahls stellt sich nach dem
vorher besprochenen genaueren Verfahren im Mittel auf etwa
120 kg/qmm oder 12000 atm, wihrend gehirteter GuBstahl
auf ungefihr das Dreifache kommt. Bei der Priifung von
Schienenstahl kann daher die GuBstahlkugel ihm gegeniiber
nahezu als unendlich hart angesehen werden, d. h. auf die be-
sonderen Kigenschaften der GuBstahlkugel, die man zu dem
Versuche verwendet, kommt es nicht mehr wesentlich an.
Darin liegt die Rechtfertigung des abgekiirzten Verfahrens,
das fiir die praktischen Versuche bei der Abnahme von Schienen-
material als ausreichend genau angesehen werden kann.

Anmerkung: Nach einem neueren Vorschlage soll die GuBstahl- .
kugel durch’ einen Kegel aus gehirtetem Stahl ersetzt werden, der in
den zu priifenden Kérper eingedriickt wird. Hierdurch soll erreicht
werden, daB die Hiirtezahl unabhiingig von der GriBe des Eindrucks ist.
(Vgl Dr. P. Ludwick, Z. d. sterr. Ing. u. Areh.-Ver. 1907 Nr. 11 u.12.)

Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl. 26
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