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Achter Abschnitt.

Die Festigkeit von GefiBen unter innerem oder iuBerem
Uberdrucke.

§ H4. Kugelkessel und zylindrische Kessel unter
innerem Uberdrucke.

Ich betrachte zuniichst einen kugelférmigen Kessel,
dessen Wandstiirke % als klein gegeniiber dem innern Halb-
messer » betrachtet werden kann. Eine Durchmesserebene zer-
legt ihn in zwei Halbkugeln. Als iduBere Kriifte treten an der
Halbkugel die Druckkriifte der eingeschlossenen Fliissigkeit
auf die Kesselwand auf. Diese setze ich zu einer Resultierenden
zusammen. Schon bei der Losung von Aufg. 31 wurde darauf
hingewiesen, dal man die Resultierende von hydrostatischen
Druckkriften, die gleichmiilig iiber einen Teil einer geschlosse-
nen Fliche verteilt sind, durch die Resultierende fiir den Rest
dieser geschlossenen Flidche ersetzen kann. Der Rest ist hier
die kreisformige Fliche des Schnittes durch den Innenraum
des Kessels. Wenn der Fliissigkeitsdruck, in atm ausgedriickt,
mit p bezeichnet wird, bildet demnach die Resultierende der
duberen Kriifte eine Kraft, die durch den Mittelpunkt geht,
senkrecht zur Schnittebene steht und die GriBe

wrip

hat. Dabei ist vorausgesetzt, dafl der Druck in der Tat tiberall
gleich groB ist, daB also die Druckunterschiede, die durch das
Gewicht der Fliissigkeit in verschiedenen Héhen bedingt sind,
vernachliissigt werden konnen. Bei den praktisch vorkommen-
den Fillen ist dies fast immer zulissig.
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Mit dieser @ubBeren Kraft miissen die in der Schnittfliche
iibertragenen Wandspannungen im Gleichgewichte stehen. Der
Symmetrie wegen sind diese Wandspannungen Normalspan-
nungen ¢ und lings des Umfanges sind sie gleichmiBig ver-
teilt. Aber auch in der Richtung des Radius miissen sich die
Spannungen 6 nahezu gleichférmig iiber die Blechdicke ver-
teilen. Um dies zu erkennen, bedenke man, daBl sich der
Kessel unter dem Einflusse des inneren Uberdruckes etwas
ausdehnt; der Radius wiichst also etwa von » auf » + A
Durch diese elastische Dehnung werden erst die Spannungen
¢ hervorgerufen. Nun kann sich aber der #uBere Kesselradius
nicht merklich weniger dehnen, als der innere, denn der etwaige
Unterschied wiirde gleich der elastischen Verkiirzung der Wand-
stirke /: sein und diese ist sicher sehr gering, da schon h selbst
klein war. Freilich lehrt diese Uberlegung zugleich, daB bei
Wandstiirken, die nicht klein im Vergleiche zum Radius # sind,
eine gleichformige Spannungsverteilung iiber die ganze Wand-
dicke nicht zu erwarten ist und daf daher die hier abzu-
leitenden Formeln immer nur auf diinnwandige GefiiBe ange-
wendet werden diirfen.

Fiir diese aber gestaltet sich die Gleichgewichtsbedingung
sehr einfach. Der Schnitt durch die Wand hat den Inhalt
2xrh, wenn man auf den kleinen Unterschied zwischen dem
mittleren Radius und dem Innenradius keine Riicksicht nimmt.
Daraus folgt

2arhe =zr®p oder &= 12);1 (199)

Durch einen gegeben Punkt einer Kugelfliche kann man
sehr viele Durchmesserebenen legen und jeder dieser Schnitt-
richtungen entspricht dieselbe Normalspannung 6. Nach der
Mohrschen Theorie der Bruchgefahr gibt der Wert von ¢ un-
mittelbar die Anstrengung des Materials an. Nach der ge-
wohnlichen Annahme wird diese dagegen durch die reduzierte
Spannung gemessen, die sich zu

_m—1 _ m—1 pr g DY ..
Oroa = —— 0 =—_— o2 = 0355 (i'ur m = 3) (200)
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berechnet. — Wo Nietungen vorkommen, muf natiirlich bei
der Berechnung des Kessels auf die dadurch veranlaBte Schwii-
chung Riicksicht genommen werden; ebenso auf die etwa in
Aussicht zu nehmende Verminderung der Wandstiirke durch
Rosten usw. Aus diesen Griinden liefern die fiir die Bemessung
der Kesselstiirke in der Praxis gebrduchlichen Formeln griBere
Werte, als sie aus GL (200) hervorgehen wiirden.

Von dem zylindrischen Kessel setze ich voraus, daB
er nicht zu kurz im Vergleiche zum Durchmesser sei. Die an
die Kesselbiden stoBenden Teile des Mantels sind niimlich mehr
oder weniger gegen eine Ausdehnung gestiitzt und sie nehmen

hig, hld
Abb. 63,

daher geringere Wandspannungen auf als die in der Mitte ge-
legenen Teile. Dieser EinfluB kann sich aber nur auf eine
geringe Strecke hin bemerklich machen, da sich das diinne
Blech leicht um so viel abbiegt, als dem Unterschiede zwischen
den Dehnungen » in der Mitte und am Ende entspricht.
Ich betrachte jetzt nur einen ans der Mitte herausgegriffenen
Streifen von der Linge ! in der Richtung der Zylinderachse.
Diesen zerlege ich noch durch einen Lingsschnitt in zwei Halb-
zylinder.

An einem dieser Halbzylinder (Abb. 63) greifen zunichst
Kriifte an, die parallel zur Achse gehen, niimlich in den beiden
Querschnitten. Diese stehen unter sich im Gleichgewichte und
es ist vorerst nicht nétig, auf sie zu achten. Auflerdem miissen
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die in dem Lingsschnitte iibertragenen Wandspannungen, die
sich auf zwei rechteckige Streifen vom Flicheninhalte Al ver-
teilen, im Gleichgewichte mit dem Fliissigkeitsdrucke auf die
Innenwand stehen. Dieselbe Uberlegung wie beim Kugelkessel
liefert die Gleichgewichtsbedingung

2hle, = 2rlp oder g, =P; . (201)

Die Wandspannung 6, in der Richtung der Tangente an
den Kreisumfang ist daher beim zylindrischen Kessel doppelt.
so groB als beim Kugelkessel von demselben Durchmesser.

Fiir die Spannungen 6, in der Richtung der Zylinderachse
die in einem Querschnitte iibertragen werden, gilt dagegen die-
selbe Gleichgewichtshedingung (199) wie fiir den Kugelkessel.
Fiir die reduzierte Spannung hat man daher

- 1 _2m—1 pr Py L. 10 AN
ool 0 = = B, e e 0,85 ?(ful m = ?) (202)

Wenn die Kesselbdden Halbkugeln bilden, ist ihre Be-
rechnung schon durch jene des Kugelkessels erledigt. In
anderen Fillen wird man sie als Kugelhauben ansehen kinnen
und man berechnet dann die Wandspannung in ihnen so, als
wenn sie Bestandteile eines ganzen Kugelkessels von dem be-
treffenden Halbmesser wiiren. Unter Umstéinden kiime auch,
wenn die Boden etwa durch ebene gulieiserne Platten gebildet

sein sollten, die Berechnung nach den Lehren des vorigen Ab-
schnitts in Betracht.

Anmerkung. Hierzu muBl jedoch bemerkt werden, daB an
den Ubergangsstellen des zylindrischen Kesselteils in die Kesselbiden,
die etwa als Kugelhauben ausgebildet sind, unter dem Einflusse der
Belastung nicht nur Dehnungen, die sich gleichmiifiig iiber die ganze
Blechdicke erstrecken, sondern auBerdem anch Verbiegungen auftreten,
die eine erheblich hohere Materialbeanspruchung herbeifithren kinnen.
Die Ubergangsstelle bildet daher, namentlich wenn der unendlich
groBe Kriimmungshalbmesser des geradlinigen Teiles des Kesselliings-
schnittes plotzlich in einen sehr kleinen Kriimmungshalbmesser bei
der Umbdrdelung des Kesselbodens iibergeht, den schwiichsten Punkt
des Kessels. Durch einen allmihlichen Ubergang aus dem einen
Krimmungshalbmesser in den anderen kann man die zusiitzliche Be-
anspruchung durch die Verbiegung vermeiden. Niheres hieriiber findet.
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man in einer im Zentralblatte der Bauverwaltung 1903, S. 146 von
mir verdffentlichten Abhandlung.

4§ 55. Rohren von ovalem Querschnitte und Rohren von
kreisférmigem Querschnitte unter &uBerem Uberdrucke.

Eine Réhre von ovalem Querschnitte kann genau so berechnet
werden, wie es im fiinften Abschnitte fiir einen Ring auseinander-
gesetzt wurde. Der durch Abb. 48, S. 209 dargestellte Fall entspricht
fast vollstindig dem hier vorliegenden; man muB sich nur die Lasten
gleichfirmig iiber den ganzen Umfang verteilt denken. Die Durch-
fithrung der Rechnungen bietet auch keine besonderen Schwierig-
keiten. HEs wiire daher nicht notig, hier noch niher darauf einzu-
gehen — umso weniger, als R6hren von ovalem Querschnitte, wegen
des geringen Widerstandes, den sie einer Verbiegung entgegensetzen,
zur Herstellung von Gefilen, die einem griBeren Fliissigkeitsdrucke
ausgesetzt sind, nur ganz selten verwendet werden — wenn nicht
eine Frage von gaunz eigener Art dazu fithrte. Man denke sich niim-
lich ein urspriinglich genau kreisrundes Rohr durch einen zufiilligen
Umstand in der einen Richtung etwas elastisch zusammengedriickt, so
daB der Querschnitt eine lingliche Gestalt annimmt. Wenn die Ver-
anlassung zur Verbiegung wegfillt, geht das Rohr ohne Zweifel wieder
in seine urspriingliche Gestalt zuriick, wenn es einem inneren Uberdrucke
ausgesetzt ist. Man kann aber im Zwmfel sein, ob dies auch zutrifft,
wenn das Rohr unter einem
iuBeren Uberdrucke steht.
Denn ohne jede Rechnung sieht
man schon ein, daf ein fiullerer
Uberdruck die vorher bewirkte
Abplattung aufrecht zu halten
und noch zu vergriBern sucht.
Es fragt sich also, ob diese
Wirkung des iuBeren Uber-
drucks oder ob die elastischen

Kriifte, die dem Rohre die
urspriingliche Gestalt zurtick-
zugeben suchen, die Ober-
hand behalten. Diese prak-
tisch recht wichtige Frage
{man denke nur an die Flammrohren der Dampfkessel) erfordert zu
ihrer Beantwortung eine eingebende Rechnung.

In Abb 64 ist eine Hilfte des Rohrquerschnitts gezelchnet von
dem ich annehme, daB er nur wenig von der gleichfalls gestrichelt

Abb. 64.
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eingetragenen urspriinglichen Kreisform abweiche. Ich nehme ferner
an, daf der Rohrumrifl nach der Formiinderung zwei zueinander senk-
rechte Symmetrieachsen besitze, so dall es geniigt, die Betrachtung
auf den einen Quadranten 4 B zu beschrinken. Uber die besondere
Gestalt des Rohrumrisses’ wird dagegen im iibrigen keine nihere An-
nahme gemacht; vielmehr wird sie sich aus der weiteren Untersuchung
von selbst ergeben. Tch betrachte einen Streifen von der Liinge 1 in
der Richtung der Rohrachse, um die Mitschleppung eines konstanten
Faktors in allen Gliedern der Gleichungen, der sich nachher doch
wieder weghebt, von vornherein zu vermeiden.

Die an der Schnittstelle A iibertragenen Spannungen lassen sich
genau so wie bei der bereits in § 41 durchgefiihrten Berechnung eines
(nur in etwas anderer Weise belasteten) Ringes durch eine zentrisch
angreifende Druckkraft pa und ein Biegungsmoment M ersetzen, das
vorliufig unbhekannt ist. Auch das Biegungsmoment A/ an der Stelle
C' erhiilt man in der schon von frither bekannten Weise zu

2

M=ﬂln+pa£-—p82~

Hierbei ist der Flassigkeitsdruck auf den Bogemumfang A C' durch
den auf die zugehirige Sehne s ersetzt; p gibt den #uBeren Uberdruck
auf die Flicheneinheit an. Aus dem Dreiecke 4 CO folgt

2 2 . 1 s? L=

r®=3s" 4+ a* — 2aeg, also 5 e s

Setzt man dies ein, so geht der Wert von M iiber in
T’ - ai

M=M,—p"

Nun kann r = ¢ -+ y und a = ¢ + y, gesetzt werden, wobei zu be-
achten ist, dafi alle y kleine Griflen sind gegeniiber dem Kreishalb-
messer ¢ und dal} ferner y positiv zihlen soll, wenn es iiher den Kreis
hinaus reicht (so daB also die Strecke y, in der Zeichnung einen ne-
gativen Wert bedeutet). Die vorige Gleichung geht damit tiber in

2ey 4y —2ey, — v, * :
=¥ Pyt y T "t My — pe(y — o), (203)

M= M, .

wenn y gegeniiber ¢ vernachliissigt wird.

Fiir y besteht nach Gl. (114), 8. 189 die Beziehung
d*y
dax? F f’) -1 M.

E@(

Das frither unbestimmt gelassene Vorzeichen von M richtet sich nach
den Festsetzungen, die iiber die Vorzeichen der Momente 1/ und der
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Strecken y getroffen sind. Man erkennt aus Abb. 64, dafi y mit wach-
sendem = innerhalb des ganzen Quadranten fortwiihrend zunimmt, daB

also g—g iberall positiv ist; nur an den Enden des Quadranten bei A

und bei B hat :—;? den Wert Null, weil die deformierte Kurve an
diesen Stellen eine zur Kreistangente parallele Tangente hat. Hier-

. d .
nach nimmt (-[%'i_ von A aus mit wachsendem x zuniichst zu und spiiter
: ~ . : ; 1y .
wieder ab. So lange x nicht zu grofl wird, ist daher :Fa;yg jedenfalls

positiv. An diesen Stellen ist aber auch 1 positiv, da ein rechts-
drehendes Moment als positiv angesehen wurde. Wir haben daher in
Gl (114) in diesem Falle das positive Vorzeichen zu wihlen. Setzen
wir auflerdem den vorher festgestellten Wert von M ein, so erhalten .
wir
vtk
20 (345 + %) = My — pey + pey,,
wofiir auch
s E® . !
wd;i = M, + pcy, — (PC T ).f/ (204)

gesetzt werden kann.

Diese Differentialgleichung spricht das Gesetz aus, nach dem
sich eine Formiinderung des urspriinglich kreisformigen Rohrquer-
schnittes vollzogen haben muB, wenn die neue Form unter der Ein-
wirkung der vorhandenen Lasten eine Gleichgewichtsfigur hilden soll.

Die allgemeine Losung von Gl (204) lautet

y = s +1;§-g)1 + A sinex + B eos wx, (205)
pe+- s

in der A und B die heiden willkiirlichen Integrationskonstanten sind,
withrend « eine Konstante ist, die so ermittelt werden mull, daB die
Losung richtig ist. Durch Einsetzen in die Differentialgleichung findet
man, dafl diese durch den angegebenen Ausdruck identisch befriedigt
wird, sofern man der Konstanten « den Wert

_1/pe 1
«=V 3o+ (208)

beilegt. Die Integrationskonstanten sind aus den Grenzbedingungen
zu bestimmen. Am Anfange des Quadranten. also filr » = 0, mufd



§ 55. Rohren von ovalem und kreisférmigem Querschnitte usw. 285

‘;g = 0 und y = y, werden. Die erste Bedingung liefert 4 = 0 nund
aus der zweiten folgt
: e
e Yo — Mo
_[} = L]
Ee
pe+ -,

womit Gl. (:?(l.")) tibergeht in

Mﬁ + bey, + (-Ec!@ Yo — -""I(,) cos wax
y=——""" — (207)

. E®e
pe

AuBerdem muB auch noch am anderen Ende des Quadranten,
also fiir 2 = % der Differentialquotient :i:’ zu Null werden. Diese

Bedingung liefert

. TERC

sin~, " =0 oder we=2 (208)

Der Wert von « hiingt niimlich, wie aus Gl (206) hervor-

geht, vom #uBeren Flissigkeitsdrucke p ab. Wenn dieser all-
miihlich steigt, nimmt auch « zu. Anfinglich ist der Druck
nicht ausreichend, um die verbogene Form des Rohrquerschnittes
aufrecht zu erhalten. Wir sehen jetzt aus Gl. (208), wie groB « und
daher auch p geworden sein muf}, damit die verbogene Form eine
Gleichgewichtsfigur bilden kann. Die Fille «c = 4 usf., bei denen
der Sinus ebenfalls verschwinden wiirde, kommen daher nicht in Be-
tracht. Nach Einsetzen von « aus Gl (206) und auflisen nach p
findet man aus Gl (208) den kritischen Uberdruck p,
p, = 3EE (209)

p

Ist p kleiner als p,, so kann sich die deformierte Gestalt des
Rohrquerschnittes nicht aufrecht erhalten, sondern die Verbiegung
wird, sobald die stérende Ursache entfernt ist, von selbst wieder
riickgiingig. Umgekehrt wird bei groBerem p die Abplattung von
selbst weiter fortschreiten und zu einem Zusammenbruche des Rohres
fithren, — Fir das Trigheitsmoment @ ist noch der Wert einzusetzen.

Da es sich auf einen Streifen von der Linge 1 in der Richtung der
13

Rohrachse bezieht, ist es gleich ?1—0, wenn die Wandstiirke des Rohres

mit h hezeichnet wird, und daher

N o
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Der hier behandelte Fall ist der erste, bei dem ein labiles elas-
tisches Gleichgewicht bisher vorkam; ihnliche Fiille werden uns
spiiter noch begegnen, der wichtigste unter allen ist jener, der bei
der Knickfestigkeit vorliegt. In Ankniipfung daran bezeichnet man
die hier untersuchte Erscheinung, die jener bei der Knickfestigkeit
genau gleicht, als ein Ausknicken der Rohrwand.

Wenn das Rohr nur kurz und an den Enden durch Biden oder
in anderer Weise versteift ist, kann die hier besprochene Ausknickung
der Rohrwand nicht zu Stande kommen. Bei dem Flammrohre eines
Dampfkessels ist die Linge immer so grofl gegen den Durchmesser,
daB diese Versteifung das Ausknicken des mittleren Teiles nicht zu
verhiiten vermag. Dagegen sucht man in solchen Fiillen dfters da-
durch eine groBfere Steifigkeit der Rohrwand herbeizufithren, daf
man in gewissen Abstinden Ringe aus Winkeleisen usw. hernmlegt.
In solchen Fillen muf man sich zur Berechnung an Stelle vou Gl
(210) der Gl (209) bedienen, indem man den Zuwachs des Triig-
heitsmomentes durch den Ring auf einen Streifen von der Liinge 1
ausschligt.

§ b6. Dickwandige Rohren.

Der Einfachheit wegen betrachte ich nur den Fall, daB
das Rohr einem inneren Uberdrucke ausgesetzt ist; fiir fiuBeren
Uberdruck gelten die Betrachtungen ebenfalls, wenn man nur
iiberall die Vorzeichen der Dehnungen und Spannungen umkehrt.

Aus Symmetriegriinden  folgt, daB von den drei Haupt-
achsen des Spannungszustandes fiir jede Stelle der Rohrwand
eine parallel zur Rohrachse geht, eine zweite in die Richtung
des Radius und eine dritte in die Richtung der Tangente an
den Kreis fillt, der durch den gegebenen Punkt von der Rohr-
achse aus gelegt werden kann. Um die Spannungen und Deh-
nungen in der Richtung der Rohrachse will ich mich jetzt nicht
kiimmern; man kann sie nachtriiglich ermitteln und in Beriick-
sichtigung ziehen. Wichtiger sind die beiden anderen Haupt-
spannungen und namentlich die in der Richtung der Tangente &,,
denn man weifl schon aus den vorausgehenden Untersuchungen,
daB die Bruchgefahr in erster Linie von ihr abhiingt.

Um dieser Behandlung der Aufgabe den geeigneten Aus-
druck zu geben, setze ich jetzt voraus, daB das Rohr an den
Enden nicht geschlossen sei und sich in der Richtung der
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Rohrachse beliebig ausdehnen und zusammenziehen konne,
wihrend zugleich auf die Innenwand der spezifische Druck p
ausgeiibt wird. Um das Mitschleppen eines iiberfliissigen
Faktors zu vermeiden, betrachte ich wieder ein Stiick des
Rohres von der Linge = 1.

Unter dem Einflusse des inneren Druckes erweitert sich
das Rohr und die elastische VergriBerung, die ein Radius z
erfihrt, der nach irgend einem Teilchen der Rohrwand ge-
zogen ist, sei mit u bezeichnet. Wenn u als Funktion von 2
bekannt wiire, konnte man darauns die Dehnungen &, und ¢, in
der Richtung der Tangente und des Radius und hiermit auch
die zugehdrigen Spannungen 6, und 6, berechnen: die Aufgabe
wiire also geldst. Es wird sich also vor allen Dingen darum
handeln, diese Funktion » zu bestimmen.

In Abb. 65 ist ein Querschnitt des Rohres gezeichnet und
durch zwei Radien, die den Zentriwinkel d e« miteinander bilden,
sowie durch zwei Kreishdgen mit den
Halbmessern 2z und x4+ da ist ein
Flichenelement abgegrenzt. Diesem
Fliichenelemente entspricht ein Volumen-
element des Rohres, fiir das wir die
Bedingung fiir das Gleichgewicht der
daran angreifenden Spannungen an-
schreiben wollen; dies wird uns zur
Losung der Aufgabe fiihren. In Abh. 66
(s. B. 288) ist das Volumelement noch
besonders herausgezeichnet mit der Angabe der daran an-
greifenden Spannungen.

Zunichst bemerke ich, daB die spezifische Dehnung in der
Richtung der Tangente 1 (211)

¢ &

Abb. 65.

gesetzt werden kann, denn die Linge eines Kreisumfangs
wichst proportional mit dem Radius. Fiir die spezifische
Dehnung in der Richtung des Radius erhilt man dagegen

du ’

6=, 1 (212)
§ e Rz
ot % S+ jat X

-.‘,\'_.‘.é\l

ATy

-
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denn aus dz wird nach der Formiinderung dx + du. Man
sieht sofort ein, daB in Wirklichkeit in der Richtung des
Radius eine Verkiirzung eintreten, daB also du und hiermit
&, negativ werden muB. Ich lasse indessen die Gleichung in
der angeschriebenen Form stehen. Die weitere Untersuchung
mubf dann von selbst zu einem negativen Werte von &, fiihren.
Damit hiingt es auch zusammen, daB ich 6, in Abb. 66 mit
einem Pfeile eingezeichnet habe, der eine Zugspannung bedeutet.
Wenn nicht ausdriicklichjetwas anderes verabredet wird, haben
wir die vorkommenden Spannungen zuniichst immer als Zug-

spannungen und die
Jue spezifischen Liingen-
5 inderungen als Deh-
et G<— lkudesl le 2749, nungen zu betrachten
N Vi und als solche positiv
. in die Rechnung ein- ,
L +Y4 zufiihren. Das Ergeb-
nis der Rechnung gibt
dann durch das schlieBlich herauskommende Vorzeichen zu er-
kennen, welche der vorkommenden Spannungen in Wirklichkeit
Druckspannungen sind.

Die Spannungen &, in Abb. 66 fassen wir zuniichst zu
einer Resultierenden zusammen. Auf jeder der beiden Seiten-
flichen haben wir dz -6, und wenn wir diese beiden Kriifte
mit Hilfe eines Kraftdreiecks zu einer Resultierenden vereinigen,
erhiilt diese die Grifle

Rea = dwode v
Nun betrachten wir die Spannungen 6,. Auf der inneren Fliche
haben sie die Grobe o

6.4 Fe= gxde, ’:-'ﬂ_,_

denn der zum Radius 2z und zum Zentriwinkel de gehirende
Bogen ist gleich #de. Gegeniiber liegt die Spannung 6, + dg,, *
die sich iiber die Fliche (x 4+ da)dea erstreckt. Beide
Krifte gehen in entgegengesetzter Richtung; es kommt also
nur auf ihren Unterschied an, der auch unmittelbar als

.
Co ¥ AR —[5,Xdx + CAXAL+de La

st . 6, Ardd d6,y.x Ao
D .
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Differential des vorausgehenden Ausdruckes, also in der
Form

d"iE (6,z)dzde

angeschrieben werden kann. Wenn ¢, und der Differential-
quotient positiv sind, bedeutet dies eine Resultierende, deren
Pfeil nach auBlen hin geht. Die Resultierende der @, geht da-
gegen bei positivem Werte von ¢, nach innen. Das Gleich-
gewicht gegen Verschieben in der Richtung des Radius er-
fordert daher, daB

d
6, = L (0,9) (213)

ist. Um diese Gleichung zur Ermittelung von u verwenden zu
kénnen, miissen wir zuniichst die Spannungen in den Dehnungen

ausdriicken. Nach dem Elastizititsgesetze ist lu..;‘\L'"“‘ a E .
1 1 1 1
EtﬁE(ﬁt—J,ﬁﬁr); & = E(Gr_ m 6#) El §!+ﬂ§h‘l
und durch Auflésen nach 6, und o, erhilt man daraus g A*_‘U“
6z=ﬂ::!11(m5:+ 8); O,= m-E1 (me, + &), e -':t é -I-A.té
-'E A= H‘-“
oder, wenn man die Werte* der Dehnungen aus den GL 7211)

und (212) einsetat,

mE u o, duy. _ mE duw | u
?—?1-—’——_-1( ;+Ei}i’)’ '_1F'k1(mﬁ+a:)'7ﬂ
Diese Ausdriicke fiihren wir in GL (213) ein. Sie geht dann

iiher in
= IM d“k' .2.‘(' - at‘-’
0 A £t ks
Ich méchte noch ausdriicklich die Aufmerksamkeit auf
~den Zweck hinlenken, der diesen Umrechnungen zugrunde
liegt. Gl (213) gilt ndmlich offenbar ganz allgemein, gleich-
giltig, ob dér Korper dem Hookeschen Gesetze folgt oder
nicht. Sie enthilt aber zwei unbekannte Grifen 6, und 6,
und da andere Gleichgewichtsbedingungen nicht zur Verfiigung
stehen, wiire es nicht méglich, beide Unbekannten aus dieser

6, =

u du d du
m s+ e = as (Mo v)

Foppl, Festigkeitslehre, 4. Aufl. w119
AKX 5 = E (G, ) (k)
N2 petion | it r-u 2
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einen (leichung zu bestimmen. Das Problem ist und bleibt
statisch unbestimmt, so Jange man nicht auf Grund der elasti-
schen Eigenschaften des Korpers noch eine andere Beziehung
angeben kann. In der Tat hat die Untersuchung der elasti-
schen Forminderung hier und in allen solchen Fillen nur den
Zweck, die in grioBerer Zahl vorkommenden Spannungskom-
ponenten auf eine kleinere Zahl unbekannter Forminderungs-
groBen zuriickzufithren und dadurch die Losung der (ileichungen
zu ermoglichen. So sind wir hier jetzt dazu gelangt, die GI.
(213) so umzuformen, daB nur noch die eine Unbekannte u
in ihr vorkommt.
Die letzte Gleichung vereinfacht sich nach Ausfithrung
der Differentiation auf der rechten Seite zu '
Pt eI _u—o. (214)
Sie stimmt fast genau iiberein mit der Differentialgleichung (155)
fiir die Meridiankurve der elastischen Fliche einer kreisformigen
Platte und in der Tat gleicht auch die vorausgehende Ent-
wickelung in vielen Punkten und namentlich in dem ganzen
Plane der Untersuchung der damals durchgefiihrten. Man
braucht in Gl (155) nur N = O zu setzen und die urabhingige
Veriinderliche mit « anstatt mit ¢ zu bezeichnen, um sie in
Gl. (214) iiberzufithren. Daher gilt hier auch das frithere Inte-
gral, GL. (156), in der Form
w=Bz+ °. (215)

Es fehlt jetzt nur noch die Ermittelung der Integrationskon-
stanten B und . Fiir # selbst sind hier gar keine Grenz-
bedingungen vorgeschrieben, wohl aber fiir 6,, denn fiir z=a,
also an der Innenfliche, muB 6. = — p und fiir z =5, also
auBen, muBl ¢, =0 werden. Um diese Bedingungen zur Be-
rechnung der Integrationskonstanten verwerten zu kdnien,
mufl man zunichst den Ausdruck fiir ¢, aufstellen. Durch
Einsetzen von u aus Gl (215) geht dieser iiber in

_— mE ,, mE C

rom—1 m—41 z?

/ /
G A o
L] fz"“ )\2...-



§ 56. Dickwandige Réhren. 291
¢ = ._....—E-—, B
Zur Abkiirzung wollen wir dafiir

v

’
: e e _,._.—(2{/)
schreiben. Fiir die neuen Konstanten B’ und €’ hat man
nun die Gleichungen I MW. :
~ i W 5 O -

——
aus denen durch Auflésen folgt o = -
- . ﬂ, ‘ 21!
B =pg—s O =pu—s- (217)
Fiir « hat man daher jetzt Gt b._‘b_:ta_
2
J‘* i !t:—pﬂcE(;’—a’)(( 1).’1: + (m + 1)—9 f’ §1£ 1atd 5
¢ 2, 6%
Berner folgt fir ¢, und o, C= b,-\-gh;i
a®  af — b A 6‘--4 L
i a® xt
a® x* 4 b
o, =pb2'; 2’ l

Je kleiner # ist, desto groBere Werte nehmen beide Haupt-
spannungen an. Das Material wird also am meisten an der
Innenseite des Rohres beansprucht, was sich iibrigens schon
auf Grund einer einfachen Uberlegung, die in § 54 angestellt
wurde, voraussehen lieB. Nimmt man an, daB die Anstrengung
des Materials von der grifiten Dehnung, also von 6,.q abhiinge,
so findet man hierfiir

e

Ouoa = B[t = E(2) (" e+ ). (220)

=33
2=q D*—a

Aufgaben.

41. Aufgabe. Fine biegsame Membran verschlieft eine kreis-
formige Offnung und ist einem Uberdrucke von der einen Scile her
ausgesctzt.  Man soll die entstchende Ausbauchung und die Spannung
berechnen.

Lisung. Die Mittelebene geht in eine Kugelhaube iiber, deren
Pfeil / als klein gegeniiber dem Halbmesser » der Offnung angesehen

19%
x . I
%uwmm.al P
“ G, = _ T i i
7 éa_&'z v
2 gz
RS b

o B i3, Y P T
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werden kann (vgl. Abb. 67). Wenn man den Radius der Kugelhaube
mit R bezeichnet, hat man nach dem Pythagoriischen Satze

R =4 (R— (),
woraus genau genug
r!
f=sr

folgt. Der Winkel, den der &uBerste Radius der Kugelhaube mit der
Symmetrieachse bildet, sei mit ¢ bezeichnet, dann ist auch, da ¢
klein ist,

. r= Rsing = Rg
und daher

Der zu @ und zum Radius B gehirige Bogen ist gleich Re; ur-
spriinglich war diese Liinge gleich r, also gleich R sing. Hier diirfen
' wir nicht sing mit ¢ vertauschen, weil

es gerade darauf ankommt, die kleine

_~ I Dehnung, die dic Membran bei der Form-
; :

= > f#nderung erfiihrt, zu berechnen. Bezeich-

7/ men wir die spezifische Dehnung mit ¢,

f
| 7 h
| 7 so wird
/
/ Rg— Rsing ¢ —sing 2
, 4 E &= q) = o= 1 .
IJ?V / Ry P 6
4 Den letzten Wert erhiilt man durch

| : ks
l/ Entwicklung der Sinusreihe, von der es

geniigt, die beiden ersten Glieder beizu-

A 81, behalten. Aus der Dehnung folgt die

Spannung ¢ der Membran in der Richtung des Meridians. Es ge-
niigt, wenn wir setzen

6= FE¢=

2

Eg
6

Andererseits miissen aber die Spannungen im Gleichgewichte mit den
Druckkriiften stehen, denen die Membran ausgesetzt ist. Dazu kénnen
wir uns der Gl (199) bedienen, da es hierfiir keinen Unterschied
macht, ob die Kugelhaube zu einer ganzen Kugel gehirt oder ob sie
in anderer Weise gestiitzt ist. Wir haben also auch

p R

==k
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und die Gleichsetzung beider Ausdriicke liefert, wenn wir vorher noch
beiderseits mit g multiplizieren,

pr Eg?
[ e
woraus
. 3pr
=V En

folgt. Man braucht diesen Wert nur in die vorher schon aufgestellten
Formeln fiir / und ¢ einzusetzen, um die Aufgabe zu ldsen, also

_r1/ser.  __{/PE
=9V aEr: =V 3 "

Die Losung ist freilich nicht streng richtig, weil ¢ nicht nur
von der Dehnung ¢ in der Richtung des Meridians, sondern auch von
der in der Richtung des Parallelkreises abhiingt, iiber die sich nur
aussagen lift, daB sie am Umfange gleich Null ist. Ebenso ist auch
nicht sicher, ob¥ffie Dehnung  in der Tat iiber die ganze Fliche hin
gleich grof ist, wie es bei der Berechnung angenommen wurde. Fiir
die praktische Anwendung sind die Formeln aber jedenfalls genau
genug.

42. Aufgabe. Ein dimnwandiges Gefifp hat die Gestall eines
Rotationsellipsoides und ist einem inneren Uberdruclke ausgesetzt; man
soll den Spannungszustand der Gefiifiwand untersuchen.

Anmerkung. Ein Ellipsoid und iiberhaupt jedes Gefiii von
iiberall endlicher Kriimmung (bei dem also an keiner Stelle einer der
Hauptkriimmungsradien unendlich grof wird) kann einem inneren
oder #uBeren Uberdrucke wider-
stehen, wenn die Wand auch so

Y
o
x X

diinn ist, daB sie keinen merklichen
Widerstand gegen Biegung leisten b
kann, wihrend ein Zylinder dazn | J

IA
im allgemeinen nicht imstande ist. . i \\P
Lisung. In Abb 68 ist ein &a\//
Meridianschnitt durch das Ellip- |4

soid gezeichnet; die X-Achse sei
die Rotationsachse. Ich lege zu- Ak, B8

nichst einen Parallelkreisschnitt

A A und betrachte das Gleichgewicht der dadurch abgegrenzten Haube.
Der Symmetrie wegen sind die Spannungen ¢, (wie ich sie nennen
will) dem ganzen Umfange nach gleichférmig verteilt. Bezeichnet
man den Winkel, den die Tangente an den Meridianschnitt bei
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dem betreffenden Parallelkreise mit der Rotationsachse bildet mit ¢,
so0 ist
6, 2myh - cos @ = my’p

die Gleichgewichtsbedingung, aus der sich 6, zu

AR
t 2hcosqg
berechnet.

So weit gleicht also das Verfahren vollstindig dem hei der Be-
rechnung des Kugelkessels angewendeten. Um aber auch die Ring-
spannungen 6, zu finden, die in einem Meridianschnitte {ibertragen
werden, geniigt es nicht, das Gleichgewicht der einen Hilfte des Ge-
fibes ins Auge zu fassen, weil man nicht wissen kann, wie sich die
Ringspannungen iiber

Y P a den Umfang des Meri-
: E 2 dianschnittes verteilen.
Ws o;_‘/%_o; Man grenze daher (vgl.

o el MR P ¥~ g+dd, Abb.69) aus der Kessel-

wand ein Element ab,
das zwischen zwei Meri-
dianschnitten, die den
Winkel d« miteinander
bilden, und zwischen
zwei  Parallelkreis-
schnitten, im Abstande
dx voneinander, liegt.
An den vier Umfangs-
Abb. 9. seiten des Elementes
wirken die Spannungen
6, und ¢,, und dazu kommt der Flilssigkeitsdruck auf die Fliche des
Elementes. Die fiinf Krifte miissen im Gleichgewichte miteinander
stehen; wir brauchen dabei nur auf die Gleichgewichtsbedingung
- gegen Verschieben in der Richtung der Y-Achse zu achten, denn die
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben parallel zur Rotations-
achse ist zur Berechnung von ¢, schon verwendét worden.
Das zwischen heiden Parallelkreisen liegende Element des Meri-
dians (also das Bogenelement der Ellipse) sei mit ds bezeichnet. Die

Spannungen ¢, an beiden Meridianschnittfliichen geben zusammen die
Resultierende

oo da

6. hds - de

mit dem Pfeile nach unten zu gerichtet. Die Spannung 6, im ersten
Parallelkreisschnitte (vom Radius #) hat die GriBe ¢,hyde und die
Komponente ist gleich ¢,hydea sing; der Pfeil ist nach aullen gekehrt.
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Entgegengesetzt gerichtet ist aber die Komponente am zweiten Parallel-
kreisschnitte. Der Unterschied zwischen beiden Komponenten ist das
Differential des vorhergehenden Ansdruckes, also

‘%’(o’,y sing)hdadz

und bedeutet eine nach abwiirts gekehrte Kraft. Der Fliissigkeits-
druck auf die Fliche endlich hat die Kompounente

pdsydea cosqp oder pydadax,

die nach aulen hin gewendet ist. Die Gleichgewichisbedingung lautet
demnach, wenn man mit do - do dividiert und vorher den Wert von
6, einsetat,
ds d y*t
o ho —py + ﬁ(p y 2”) =0,
woraus man mit dz = ds cos g

d 2
)

erhilt. — Bis dahin gilt die Betrachtung fiir jede beliebige Gestalt
des Meridianschnittes. Nachtriiglich kann man aus der Ellipsen-
gleichung

m? 2
a® i ;I' =1
den Winkel ¢ mit Hilfe der Beziehung

dy
tgg = — 32

in den Koordinaten ausdriicken und durch Einsetzen in den vorher-
gehenden Ausdruck ¢, als Funktion von  darstellen.

43. Aufgabe. Die Berechnung der Spannungen eines ditnn-
wandigen ringformigen Gefifes von kreisformigem Querschnitte, das
unter einem inneren Uberdrucke steht, soll in allgemeinen Umrissen
angegeben werden.

Liésung. Ein Schnitt mm (Abb. 70) senkrecht zur Rotations-
achse trifft die Gef#iBwand nach zwei Kreisen. Wenn man nun aber
auch aus Symmetriegriinden schlieBen kann, daf die Spannungen g,
lings des Umfanges jedes dieser Kreise gleichtormig verteilt sind, so
sind sie doch sicher im inneren Kreise verschieden von denen lings
des #uleren Kreises, und man kommt daher mit der Betrachtung des
Gleichgewichtes des oben abgeschnittenen Teils nicht aus. Deshalb
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denken wir uns den oberen Teil noch durch einen Ringschnitt ## in
zwei Hilften geteilt In diesem Ringschnitte treten nur horizontal
gerichtete Kriifte auf; wir kénnen daher eine Gleichgewichtsbedingung
fiir Verschieben jeder Hiilfte in vertikaler Richtung aufstellen, in der
das zugehorige o, als einzige Unbekannte auftritt. So hat man fiir

Abb. 70.

den nach auBen hin liegenden Teil unter Benutzung der in die Ab-
bildung eingeschriebenen Bezeichnungen

6,2n(x + a)h cosgp = pw ((a + z)* — a’) 4

woraus mit Beriicksichtigung der Beziehung cos ¢ — ;c

P 2a -+
t= Py 9t e

folgt. Nachdem die Spannungen ¢, bekannt sind, konnen die Ring-
spannungen genau auf die Art wie bei der Lisung der vorigen Auf-
gabe ermittelt werden.

44. Aufgabe. Wie stark muf dic Wand cines Flammrohres
von 80 em Durchmesser gewdhlt werden, wenn der dupere Uberdruck
10 atm betrigt und fiinffache Sicherheitl gegen Ausknicken verlangt wird?

Liésung. Der kritische Uberdruck ist nach Gl (210)

E rh\%
=)
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Wir setzen in diese Gleichung, der verlangten fiinffachen Sicherheit
wegen, p, = 50 atm, r = 40 ¢m und E = 2 - 10° (fiir SchweiBeisen)
ein und losen sie nach k auf; wir erhalten
Yip, 3/ 300

k=?' E=40 2‘1@:

1,856 cm.

Bei Anwendung von Versteifungsringen kann h schwicher ge-
wiihlt werden; es mufl nur dafiir gesorgt werden, daf die Ringe nicht
zu weit auseinander sitzen und daB das Trigheitsmoment des Ver-
steifungsringes das Triigheitsmoment des Blechs von der berechneten
Stirke A auf eine Linge, die gleich dem Abstande der Versteifungs-
ringe voneinander ist, mindestens ersetat.

45. Aufgabe. DMan soll die in § 56 fiir die dickwandigen
Rihren gegebene Rechnung auf den Fall eines kugelformigen Gefiifes
von griferer Wandstirke iibertragen.

Lisung. Abb. 65 bedeute jetzt den Querschnitt durch die
Kugel; in diesem Sinne verwenden wir alle dort eingeschriebenen
Bezeichnungen. Die Gl. (210) und (211) fiir die Dehnungen bleiben
bestehen. Das Element, an dem das Gleichgewicht der Krifte be-
trachtet wird, gehére zu einem Kreiskegel mit dem Winkel da an
der Spitze. Die Komponente der ¢, in der Richtung des Radius
ist dann

1
g Gmadada®.

Die Spannungen ¢, an der zum Radius # gehirigen Basisfliiche be-

tragen zusammen a,,z-(xda)"’, und das Differential davon ist

?‘I . % (w%,_) dxde

-

An Stelle von: GI. (21.}) erhalten wir daher
|

d 2
6, & = % a}(ﬂﬁ Gr.)‘

Dié¢ beiden Unbekannten ¢, und ¢, sind jetzt in » auszudriicken.
Dabei ist zu beachten, dafi hier

1 /m—1 1 1 2
a=z(m v w%) =gl w®)
ist, weil die Spannungen o, hier von allen Seiten her wirken (d. h.
zwei der drei Hauptspannungen sind gleich 6,). Die Auflésung liefert

m K mk
O W w—1 (me, +¢&,); o, = mz_'m'_-'g((m_ l)e, + 25:)
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oder mit Riicksicht auf die GL (211) und (212)

mE u dw m
m’—m—‘l(ma:-l_dm); Or ™ ¥ — (('m—l) )

Die Differentialgleichung geht nach Einfiihren dieser Werte tiber in
2x(m -+ das) ((m — l)m’du + zum)

6, =

oder nach Ausfithrung der Differentiation, Wegheben der Glieder,
die gegeneinander fortfallen und Division mit (m — 1)

.:;:-1—2 -——-—2n=0.

Die allgemeine Lisung dieser Differentialgleichung ist

= Bx 4 g
Damit folgt fiir ¢,

ml o 20

G ey 2((’"!« - I)B = (’Hl = 2) ,'r.'é)
_ m o 2mE £
m— 2 m+1 z?

Wenn der Uberdruck von innen her wirkt (im entgegengesetzten
Falle wiire ganz ibnlich zu verfahren) ist 6. = O fiir 2 = b und
6, = — p fir x = a, also

B A il B W __p
m—2 (m41b ' m—2 (mdDa*® mE
und hieraus
B_m—-2 a® P (,_m-+-1 a®b? P
T oom b —a® I T om b —ad B

Nachdem die Integrationskonstanten bestimmt sind, findet man alle
Spannungen und die Anstrengung des Materials genau so wie bei
den dickwandigen Réhren in § 56.
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