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Siebenter Abschnitt.

Die Festigkeit von ebenen Platten, die am ganzen Umfange
unterstiitzt sind.

§ 48. Genauere Theorie der kreisformigen Platte mit
symmetrischer Belastung.

Als Belastung nehme ich hier entweder eine Hinzellast in
der Mitte oder einen gleichférmig iiber die ganze Fliche ver-
teilten Druck an, obschon die Aufgabe in ganz gleicher Weise
auch fiir eine andere Lastverteilung gelost werden kann, wenn
diese nur symmetrisch ist, d. h. wenn sie in gleichen Abstinden
von der Mitte ringsum gleich ist.

Ferner setze ich voraus, daBl auch die Stiitzung der Platte
am Rande iiberall in der gleichen Weise erfolgt und zwar ent-
weder so, dafl die Platte am Rande eingeklemmt ist, oder so,
daB sie frei aufliegt. Der letzte Fall ist im Gegensatze zur
Biegungstheorie des Balkens schwieriger zu behandeln, als der
andere. Bei der frei aufliegenden Platte beteiligen sich nim-
lich auch die iiber den Auflagerkreis hinausreichenden Teile
der Platte an der Kraftiibertragung, und es ist daher keineswegs
gleichgiiltig, um wieviel die Platte iibersteht. Ich werde indessen
annehmen, dal} sie nur wenig iibersteht, so dal} die Spannungen
in dem iiberstehenden Teile unberiicksichtigt bleiben kénmen.

Von vornherein ist klar, dafl die Untersuchung in einer
gewissen Verwandtschaft mit der Biegungstheorie des Balkens
steht. An die Stelle der elastischen Linie tritt hier die elastische
Fliche, in die die Mittelebene der Platte (so soll die in der
halben Plattendicke parallel zu den Grenzflichen gezogene Ebene
genannt werden) durch die Forminderung iibergefithrt wird.
Wie friiher beim Balken nehmen wir an, daB die Ordinaten y
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der elastischen Fliche, von der urspriinglichen Lage der Mittel-
ebene an gerechnet, klein bleiben. Der Symmetrie wegen
hingt ¥ nur von dem Abstande # von der Symmetrieachse
(d. h. von der im Mittelpunkte der Mittelebene zu dieser er-
richteten Senkrechten) ab; die elastische Fliche ist also eine Um-
drehungsfliche. Dann sollen auch die etwa parallel zur Mittel-
ebene auftretenden elastischen Verschiebungen von Punkten der
Mittelebene gegeniiber den Ordinaten y vernachlasmgt werden, wie
es schon beim Bal- :
- ken geschehen ist. i R

Auch eine Vor- 1

aussetzung iiber die dgp\-::/ X
besondere Art der ]
Formiinderung, die .
der Bernoullischen -
Annahme entspricht, i

daB dieQuerschnitte

des Balkens bei der
Biegung eben blei-
ben, ist hier erfor-
derlich. Wir setzen
als hinreichend ge-
nau zutreffend voraus, daB alle Punkte der Platte, die vorher
auf einer zur Mittelehene senkrecht gezogenen Geraden lagen,
auch nach der Formiinderung noch auf einer Geraden liegen, die
der Symmetrie wegen die Symmetrieachse der Platte schneiden
muB (wenn sie nicht parallel zu ihr bleibt). Ein ringférmig um
die Symmetrieachse gezogener zylindrischer Schnitt, der etwa
dem Querschnitte beim Balken entspricht, soll also durch die
Formiinderung nur in eine Kegelfliche iibergehen konnen.
Nach diesen Festsetzungen miissen wir, wie es frither beim
Balken geschehen ist, zuniichst einen Ausdruck fiir die Léngen-
inderungen aufstellen, die bei der Biegung eintreten, und daraus
einen Schluf iiber die Spannungsverteilung ziehen. In einem
Punkte, der den Abstand z von der Symmetrieachse und den
Abstand z von der Mittelebene hat (vgl. Abb. 58), treten Deh-

Abb. 58,
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nungen in tangentialer und in radialer Richtung auf, die wir
mit & und &, bezeichnen. Der durch den Punkt gehende Kreis
vom Radius # hat sich nimlich wegen der Neigung ¢, die die
Normale zur elastischen Fliche gegen die Symmetrieachse an-
genommen hat, um den Betrag zg vergriofiert. Der Neigungs-
winkel @ wird als hinreichend klein vorausgesetzt, um den
Bogen an Stelle des Sinus nehmen zu kénnen. In demselben
Verhiltnisse wie der Radius wiichst auch der Umfang eines
Kreises und hierdurch kommt die spezifische Dehnung &, in
tangentialer Richtung zustande. Man hat daher

=22 (147)

Um die Dehnung in radialer Richtung zu ermitteln, ziehe
ich im Abstande dz eine zweite Normale zur elastischen Fliche.
Der Winkel zwischen beiden Normalen ist mit dg zu bezeichnen.
Die durch den Punkt z gehende Faser ist zwischen beiden Nor-
malen um zdg linger geworden, als die Faser in der Mittel-
ebene, die unveriindert blieb. Die bezogene Dehnung & folgt
daraus durch Division mit der urspriinglichen Linge dz, also

zdg
e

(148)

Dieser letzte Ausdruck entspricht genau dem frither fiix
den Balken festgestellten; dagegen kommt bei der Platte die
Dehnung ¢ hinzu, die beim Balken gleichgiiltig blieb. Es
treten daher hier neben den Spannungen in radialer Richtung @,
(entsprechend den Biegungsspannungen des Balkens) auch noch
solche in tangentialer Richtung 6, auf, die mit den Dehnungen
nach dem Elastizititsgesetze durch die Gleichungen

. € S 1o, 1

& = E (Ur - mﬁr 3 &= B (6;- m 6:)
zusammenhiingen. Durch Auflgsen dieser Gleichungen nach g,
und 6, erhilt man

m il m 1y

b= o (me, + ¢,); 6, = i i(m.eT +¢), (149)
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oder nach Einfiihrung der Werte fiir die Dehnungen aus den
Gleichungen (147) und (148)

e -JJ::‘_J—EIZ(mg + g—z) e S 'mTf Iz(m:—i% + :) (150)

Die Spannungsverteilung liings einer Normalen, sowohl
die von @, als die von g,, befolgt daher ein lineares Gesetz;
die Spannungen sind den Abstiinden von der Mittelebene pro-
portional.

Nachdem diese Ausdriicke fiir die Spannungen ermittelt
sind, miissen wir das Gleichgewicht eines Plattenelementes
untersuchen. Zu diesem
Zwecke denke ich mir durch Tpe—doe— "«, [
die Symmetrieachse zwei = A
Meridianebenen gelegt, die " ’
einen beliebigen unendlich h
kleinen Winkel de mitein- Y o
ander bilden; von der Form- v
inderung bleibt dieser un- z
berithrt. Zwischen beiden
Ebenen lege ich ferner zwei
zylindrische Schnitte mit
den Radien z und z + daz.
Hierdurch wird das in
Abb.59 in AufriB und Grund-
rifl gezeichnete Plattenele-
ment abgegrenzt. An den
vier Schnittflichen treten zunichst die Spannungen 6, und 6, auf,
die sich an jeder Schnittfliche zu einem Kriftepaare zusammen-
setzen lassen. AuBerdem kommen aber an den zylindrischen
Schnittflichen noch die Schubspannungen z vor, durch die die
Last im mittleren Teile der Platte nach dem Auflager iiber-
tragen wird. Wir haben eine Gleichung aufzustellen, durch
die die Bedingung fiir das Gleichgewicht aller dieser Krifte
an dem Plattenelemente zum Ausdruck gebracht wird.

Zuniichst fasse ich die Spannungen o, ins Auge. Zu jedem
Flichenelemente dF' des einen Meridianschnittes gehort ein

Alb. 59.
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Flichenelement des anderen, in dem die Spannung &, ebenso
grof ist. Die Richtungslinien beider Kriifte 6,d F' schneiden
sich in der Symmetrieebene des Plattenelementes, und ich will
mir beide an diesem Angriffspunkte zu einer Resultierenden
vereinigt denken. Diese fillt selbst in die Symmetrieebene, und
sie hat die GroBe o,dF'-de. In der Symmetrieehene lassen
sich alle diese Krifte, die zu den verschiedenen Flichen-
elementen dF eines Meridianschnittes gehoren, zu einem resul-
tierenden Kriiftepaare vereinigen, dessen Moment leicht fest-
gestellt werden kann. Fiir einen auf der Mittelebene gelegenen
Momentenpunkt hat ndmlich die Kraft ¢,d F'de das Moment
6,dFde, und im ganzen ist daher, mit Beriicksichtigung von
Gl (150), . ‘ .
Mom. der 6, = ddﬁ‘zdﬁ‘= dtxm’ff . (m?: + ﬁj)[zgd‘F

Das hier noch vorkommende Integral ist das Triigheitsmoment
der Meridianschnittfliche und daher

ﬁ*dF —da®.
12
Damit erhalten wir schlieBlich
3@11’] h?

d 3
Mom. der 6, = -1 (mj 4 dgj) dzde.  (151)

112
Hier muB noch eine Bemerkung iiber das Vorzeichen beigefiigt
werden. Die Ordinaten z rechnete ich nach abwiirts positiv.

Wenn ¢ und j: positiv sind, treten im unteren Teile Zug-

spannungen ¢, auf, und die Resultierende solcher Zugspannungen
in beiden Meridianschnitten hat in der Symmetrieebene des
Plattenelementes den Pfeil nach der Plattenmitte hin gerichtet,
wie er in Abb. 59 eingetragen ist. Oben, d. h. bei negativem
2, kehren sich die Richtungen um, und das aus den Spannungen
6, resultierende Kriiftepaar sucht das Plattenelement entgegen-
gesetzt dem Uhrzeigersinne zu drehen. Daher ist der in G1. (151)
festgestellte Wert des Momentes spiiter mit negativem Vor-
zeichen in die Momentengleichung einzufiihren.

Jetzt komme ich zu den Spannungen ¢,. In der Schnitt-



§ 48. Genauere Theorie der kreisférmigen Platte usw. 249

fiiche, die zum Radius # gehort, bilden die Spannungen 6, ein
Kriftepaar, dessen Moment sich mit Riicksicht auf Gl. (150) zu

‘ m K dg @ 2
jGrsz =ﬁ3:-i(m(1x -+ Cﬂ)ﬁ dF

berechnet. Das Integral ist das Trigheitsmoment eines Recht-
eckes von der Breite zde und der Hohe %; der vorige Aus-
druck geht daher iiber in

m i h? d

= ﬁ(mwc% + cp)dtx.
Dazu kommt das Kriftepaar der Spannungen ¢, an der gegen-
iiberliegenden Schnittfliche, das den entgegengesetzten Dreh-
sinn hat. Es kommt also nur auf den Unterschied zwischen
beiden Momenten an. Dieser Unterschied ist das Differential
des vorausgehenden Ausdrucks, das einem Anwachsen des
Abstandes  um dx entspricht. Dureh Ausfithrung der Differen-
tiation finden wir
mE h*

dgilp
mi*—1 12

Mom. aller 6, = 5
7 dax

1 (!
(mal S+ m S 4+ 9%) dwda.  (152)

In bezug auf das Vorzeichen ist zu bemerken, daf bei
positivem ¢ und j—i die Spannungen 6, in der unteren Hilfte

Zugspannungen sind und daB das Kriiftepaar im Schnitte «
daher entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne dreht. Im Schnitte
 + dx dreht es also im Uhrzeigersinne. Wenn das vorher
- berechnete Differential positiv ist, gibt es demnach ein im
positiven Sinne drehendes Moment an, d. h. Mom. aller o, ist
ohne Vorzeichenwechsel in die Momentengleichung einzufiihren.

Endlich fithren auch noch die Schubspannungen zu einem
Kriiftepaare, dessen Moment berechnet werden mufl. Hier
miissen wir nun eine nihere Bestimmung dariiber
treffen, fiir welche Belastung die Rechnung weiter
durchgefiithrt werden soll, wibrend alle vorausgehenden
Betrachtungen bei jeder symmetrisch verteilten Belastung in
Giiltigkeit bleiben. Wir wollen jetzt annehmen, daf die Be-
lastung in einem gleichférmig iiber die Fliche der Platte ver-
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teilten Drucke p auf die Flicheneinheit bestehe. Dieser Fall
liegt z. B. vor, wenn ein Zylinderdeckel einem Fliissigkeitsdrucke
ausgesetzt ist. — Zur Berechnung der iibertragenen Scherkraft
"denken wir uns einen ringférmigen Schnitt mit dem Halb-
messer z gefithrt. Der dadurch nach innen hin abgegrenzte
Teil der Platte triigt dann eine Belastung von der GroBe
zzip

und ihr muB durch die Scherkrifte im Ringschnitte das Gleich-
gewicht gehalten werden. Auf den zwischen die beiden
Meridianschnitte mit dem Zentriwinkel de fallenden Teil des

Ringﬁchnittes kommt davon der Bruehteilg—z, so daB also an

dem Plattenelemente im Schnitte # die Scherkraft

x*p
= de

&

iibertragen wird. Im Schnitte z 4 dx ist die iibertragene
Scherkraft um ein Differential gréfer, so daB der Unterschied
der auf das Plattenelement selbst kommenden Belastung ent-
spricht. Bei Feststellung des Momentes kommt es aber auf
den von hoherer Ordnung unendlich kleinen Unterschied nicht
an und wir haben

Mom. der 7 = :v;:p dedz. (153)

Das Vorzeichen dieses Momentes ist, wie schon ein Blick
auf Abb. 59 lehrt, positiv.

Das Gleichgewicht des Plattenelementes gegen Drehung
erfordert, daB die algebraische Summe aller dieser Momente
gleich Null ist, also

Mom. der ¢,+ Mom. aller 6, + Mom. der 7 = 0,

oder wenn wir die dafiir berechneten Werte einfiihren und zu-
gleich auf die Bemerkungen iiber die Vorzeichen achten,

mE _h" mE h"( e

P nle ; |
m?—1 12 (m x s dw) + m2—1 12 ma dx*

de  do
Tt E)

px?
PE _
+22 0.
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Die gemeinsamen Faktoren de und dz sind hier schon fort-
gehoben. Die Gleichung vereinfacht sich weiter zu
mE W/ d'p 9\ , pat
mE—1 '12( dz? + x) +5 =9
Zur Abkiirzung beim Anschreiben der folgenden Formeln
setzen wir

6(m*— 1
N = _:,;e"}_;jis')' b, (154)
so daB also N einen konstanten Wert bezeichnet, der als gegeben
zu betrachten ist. Die vorige Gleichung geht dann iiber in

#%9 L 2% _ g4 Nat—o. (155)

Man kennt die allgemeine Li:'usung dieser Differentialgleichung;
sie lautet

tp=—%x3+Bx+—g, (156)

worin I3 und C die beiden willkiirlichen Integrationskonstanten
sind. Durch Einsetzen des angegebenen Ausdrucks in Gl (155)
tiberzeugt man sich leicht, dal er diese Gleichung befriedigt,
und daB er die allgemeinste Losung bildet, folgt daraus, daB
er zwei unbestimmte Konstanten umfaft.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Grenz-
bedingungen dient zunichst die Bemerkung, daB ¢ fiir z =0
verschwinden muB. Daher ist (/=0 zu setzen. Die Kon-
stante B hingt von der Bedingung ab, der die Platte am Rande
unterworfen ist. Wir wollen zuniichst annehmen, daB
die Platte eingespannt sei, daB also die elastische Fliche
lings des Kreises # = r von der horizontalen Ebene, mit der
die Mittelebene urspriinglich zusammenfiel, berithrt wird. Dann
mufl ¢ auch fiir x = verschwinden und aus

U=%2{r5+ﬂfr

folgt B = 1;7 r%. Wir kennen jetzt ¢ vollstindig, niimlich

\ 3
= 8 (Tﬂx - xa) = iﬁs};ﬂhn P(’J" r— ) (15?)
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Nach den Gl (147) und (148) findet man hiermit auch die
elastischen Dehnungen und damit die Beanspruchung des
Materials. Durch Einsetzen erhilt man

& =%(r2~x2)z; s,.=1-:(r‘“’- 3z%) 2. (158)

t

In der Mitte der Platte, also fiir 2 = (0, werden ¢ und &, ein-
. 5 N 5
ander gleich und zwar gleich = r?z. Dies war auch von vorn-

herein zu erwarten, denn dieselbe Dehnung, die fiir einen
Meridianschnitt als & zu bezeichnen ist, d. h. die zu dieser
Meridianebene senkrecht steht, gilt hier fiir einen anderen
Meridianschnitt, der in der Richtung der Dehnung gelegt ist,
als ¢,. Nach auBen zu (bei wachsendem 2) nehmen sowohl ¢,

N oo o
1 772, also

dem Absolutbetrage nach doppelt so groB als in der Mitte. Am
Rande tritt also die griBte Beanspruchung des Materials auf;
man hat zu erwarten, daB der Bruch der Platte durch die
Bildung eines ringformigen Risses lings des Auflagers ein-
geleitet wird. Betrachtet man, wie es gewihnlich geschieht,
die reduzierte Spannung als Maf fiir die Beanspruchung des
Materials, so findet man fiir diese aus ¢., nachdem darin

als ¢, ab; am Rande wird & zu Null und ¢ = —

z=r und 2z = ’: gesetzt ist, durch Multiplikation mit dem
Elastizititsmodul F

Ny b 3(m*—1) r*

— 1-; = 2 ]
Gra=E", -, amd R

p=068p i:“ fiir m = 130- (159)

Die Spannungen 6, und 6, kann man nach den Gl. (149)
oder (150) ebenfalls sofort anschreiben, nachdem ¢, bzw. die
Dehnungen ¢, und ¢, ermittelt sind.

Nur die FKrage nach der Gestalt der elastischen
Fliche bleibt jetzt noch zu beantworten. Dazu bemerke ich,
daB ¢ zugleich den Neigungswinkel angibt, den die Tangente
an die Meridianlinie der elastischen Fliche mit der Richtung
der X-Achse bildet. Mit Riicksicht auf die aus Abb. 58 ein-
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zusehenden Festsetzungen iiber die positiven Richtungen hat
man daher

d
il 12

Da der Winkel ¢ klein ist, kann an Stelle der Tangente

auch der Winkel selbst gesetzt werden; mit Riicksicht auf
Gl (157) hat man daher

dy N
dj: 5 @ —1r"2). (160)

Durch Integration erhiilt man daraus
LY 4
y = ('Z —rZ ) +C

und die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Be-

dingung, dall fir # = die Einsenkung y zu Null werden
muB. Dies liefert

;, Nr!
O="g
und daher schlieBlich
Y= (@ — 2% 4 ) = (B — L (161)

Von besonderem Interesse ist die Einsenkung, die die Platte
in der Mitte ertihrt, also die Ovrdinate y fir 2 =0. Wir

wollen sie, wie frither beim Balken, den Biegungspfeil f nennen
und erhalten

Nr*

32

f=
Nach KEinsetzen des Wertes von N aus GL (154) und mit

10 i .
m =", geht dies iiber in

g = ?((;:ln’;fll)p =, 17 i‘rl"z (162)

§49. Fortsetzung fiir den Fall einer Einzellast P in der Mitte.
Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen bleiben
giiltig bis nach Gl. (152). Die Scherkraft, die in einem ring-
férmigen Schnitte ibertragen wird, ist aber hier gleich P und
auf den zu dem Plattenelemente gehdrigen Teil dieses Schnittes
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kommt davon Pg: Fiir das Moment des aus den Scher-

spannungen gebildeten Kriiftepaares hat man daher

Mom. der v = L dada (163)

an Stelle von Gl (153). Die Momentengleichung, die die Be-
dingung fiir das Gleichgewicht des Plattenelementes gegen
Drehen ausspricht, lautet daher hier

mb Wi ¢ do mE h d* g do
— e W S bt o e S +m~)
P
+ -2; == Oj

woraus man, wie frither, nach Einfiihrung der abkiirzenden

Bezeichnung i
i " am*ERh? (lb4)

fiir ¢ die Differentialgleichung zweiter Ordnung
d? =
ﬂdm‘f+x —p+Qz=0 (165)

erhiilt. Auch die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung
ist bekannt; sie lautet

g=—Y%lgz+ Ba+Y, (166)
wie man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugt. Die Integra-
tionskonstante ' muBl wieder gleich Null gesetzt werden, da-
mit @ in der Mitte zu Null wird, und fiir B erhiilt man, falls
die Platte am Rande eingespannt ist, aus der Bedingung
p=0 fir x=r

Q
=Elgr.

Damit geht Gl (166) iiber in

g="2alg!. (167)
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Aus den Gl (147) und (148) erhdlt man fiir die spezi-
fischen Dehnungen

s,=gzlg;; e,=-gz(lg;—1)- (168)

Fiir £ = 0 werden diese Ausdriicke unendlich groB, d. h.
die Platte miifite zerbrechen, wenn es mdglich wire, den
Druck P in einem einzigen Punkte zu konzentrieren, wie es bei
Ableitung der Formeln vorausgesetzt war. In Wirklichkeit
wird sich aber die Belastung immer auf eine kleine Fliche
verteilen und die Gl. (168) sind daher zur Berechnung der
Beanspruchung des Materials in der Mitte unbrauchbar. Fiir
das Verhalten der Platte am Rande ist es dagegen gleich-
giiltig, ob die Last genan oder nur angenihert in der Mitte
konzentriert ist; wir konnen also die Formeln zur Berech-
nung der Beanspruchung am Umfange benutzen. Mit z =

erhalten wir &, =0 und ¢, = — ?z, also ist dort mit 2z = :
und m = 130

Bn'—1) P
2xm?® R

— 043 . (169)

Ored =

Die Beanspruchung am Rande ist also ganz unabhingig vom
Radius der Platte.

Um iiber die fatsiichlich in der Mitte zu erwartende Be-
anspruchung des Materials ins Klare zu kommen, nehmen wir
an, daB sich die Last P iiber einen kleinen Kreis vom Halb-
messer o gleichformig verteile. Die Meridianlinie der elasti-
schen Fliche setzt sich aus zwei Asten zusammen, von denen
der eine von # =0 bis 2 =a reicht und der Gl (156) ent-
spricht, wihrend fiir den anderen von z=a bis z=1r Gl (166)
gilt. Fiir den ersten Ast hat man also

(p=-—l:m3—1—Bm

und fiir den zweiten Ast, wenn man jetzt die Integrations-
konstanten mit anderen Buchstaben bezeichnet,

qp=—§:clgm—}—1)w—|—i—,-
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Beide Aste miissen sich ohne Knick aneinanderschlieBen; zwischen
den Konstanten B, D, F' besteht daher die erste der heiden
Gleichungen '

—1:(:3+Ba=~ galga—{—Dm-i-%,

3N

et mmYiga—L4n-F

Die zweite Gleichung folgt daraus, dab zu beiden Seiten des
ringformigen Schnittes # = a die Spannung 6, nach dem Ge-
setze der Aktion und Reaktion von gleicher Grifle sein muf.

Dazu gehirt aber mach GL (150), daB auch %% an der An-

schluBstelle fiir beide Aste gleich grof ist.
Man erhiilt durch Auflésen nach F und D

F=%(Na*—29Q),

Na? Q Q

Dann muBl noch beim zweiten Aste @ = 0O sein fiir 2 = », also

. . F
0= 2rlDT+Dr+r

Setzt man hier die Werte von F und D ein und lost dann
die Gleichung nach B auf, so erhiilt man

@ r Na? a® Q)
B=Zl 4 + a0~ D)) — -

Nun ist noch auf die Beziehung zu achten, die hier zwischen
N und @ besteht. Der Ausdruck N in Gl (154) geht hier,

el

weil p = “ig zu setzen ist, iiber in

_6m*—1) P

T mPER xa
und der Vergleich mit dem Ausdrucke @ in Gl (164), der
hier keine Anderung erleidet, zeigt, daB

Na*= @
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ist. Fiir die Integrationskonstante B hat man daher auch

g 2
p= e’ + ) i
und schlieBlich fiir den ersten Ast (von z =0 bhis z = a)
q,=igz(4lg; + 35— 7)° (171)

Damit sind wir in den Stand gesetzt, auch die Dehnungen
und die Beanspruchung des Materials in dem kleinen Mittel-
stiicke anzugeben. Nach den Gl. (147) und (148) wird nimlich

. 2 s
b= s(a1gl + 4 - 5) A
o =Fe(tlg + 5~ 5)

Beide Dehnungen nehmen den griBten und zwischen beiden
iibereinstimmenden Wert an der Stelle # = 0 an. Die redu-
zierte Spannung in der Mitte ist daher

Ored = ESQ z(4 lg : + ri:)

oder nach Einfiithrung des Wertes von ¢ und mit 2z = g
IR et 0.3 (41g "+ “)

8am? h® a. .. r

Das letzte Glied in der Klammer kann gegen das erste ver-
nachlissigt werden, wenn @ in der Tat klein gegen » ist;

hiermit und nach Einfiihrung von m = ;‘? wird

T
Oreq = 0743 Bt lg a (173)
Mit der Spannung am Rande wiirde dies iibereinstimmen, wenn

r=2118..a wire; wenn a kleiner ist, wird aber das Material
am meisten in der Mitte beansprucht. Fiir ¢ = 0,1» z. B. wird

P
Ored = 1’00 j!i
und fiir & = 0,017
IJ
6r('(1 . 1,99 h:'

Fippl, Festigkeitslehre. 4. Aufl, 17
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Man sieht daraus, daB die Beanspruchung allerdings erheblich
zunimmt, wenn sich die Last mehr konzentriert, daf aber ein
Unendlichwerden, wie es nach den Gl (168) zu erwarten ge-
wesen wire, in Wirklichkeit nicht zu befiirchten ist. Auf be-
sondere Zuverliissigkeit kinnen iibrigens die zuletzt angeschrie-
benen Formeln keinen Anspruch machen, weil in der Nihe
der Lastangriffsstelle noch lokale Wirkungen und infolgedessen
Abweichungen von den sonst hinreichend genau zutreffenden
Annahmen iiber die Forminderung und die Spannungsvertei-
lung hinzutreten, die in der Theorie nicht beriicksichtigh sind.
Die Formeln sollen vielmehr nur ein ungefihres Bild von der
Beanspruchung geben, die man etwa zu erwarten hat.

SchlieBlich sei noch die Gestalt der elastischen Fliche
und der Biegungspfeil fiir diesen Belastungsfall ermittelt.
Dabei ist es nicht notig, den inneren Ast der Meridianlinie
besonders zu beriicksichtigen, da das Gesetz der Meridianlinie
lings dieses kleinen Abschnitts nicht von merklichem Ein-
flusse auf den Biegungspfeil sein kann. Aus Gl (167) schlieBen
wir, wie im vorigen Paragraphen

dy _ _ @

E——ialg (174)

Durch Integration folgt daraus
)8 2 2 i G
y=—1gr+ ¥, 9, 0 (175)

Die Integrationskonstante bestimmt sich durch die Bedingung,
da y am Rande verschwinden mufl. Daraus folgt

Qe
(=g

und man hat -

rd— 22 Qa? r
y=0q 5= g~ (176)
Diese Gleichung lassen wir aus dem vorher angegebenen Grunde
bis zur Mitte hin gelten. Fiir # = 0 nimmt das zweite Glied
der rechten Seite die unbestimmte Form 0 - oo an; der rich-
tige Wert ist aber, wie man leicht einsieht, Null, denn ein
Logarithmus wiichst viel langsamer als der Numerus, zu dem
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er gehort. Darum wird schon zlgz zu Null fir 2 =0 und

2*1g # umsomehr. Fiir den Biegungspfeil f erhalten wir dem-

nach aus Gl (176)

_ 8(m*—1) Pr*
dmm? En?

Pr?
Eh®’

wenn m = If gesetzt wird. Der Vergleich von GL (177) mit

f= =022 (177)

Gl (162) lehrt, daB der Biegungspfeil viermal so groB wird,
wenn die Last P in der Mitte konzentriert ist, als wenn sie
sich gleichmiiBig iiber die ganze Fliche der Platte verteilt.

§ 50. Fortsetzung fiir den Fall, daB die Platte am Rande
frei aufliegt.

Fiir den Fall einer gleichfirmig verteilten Belastung
bleiben hier alle Betrachtungen von § 48 bis nach Gl (156)
giiltig. Die Integrationskonstante C von Gl. (156) ist auch
hier gleich Null zu setzen; dagegen nimmt die Integrations-
konstante B in

¢o=—"4 4 Ba (178)

einen anderen Wert an als dort. Vorausgesetzt, daB die Platte
am Rande nur knapp iibersteht, muB dort 6, zu Null werden
und diese Bedingung gestattet uns, B zu ermitteln. Im anderen
Falle, wenn die Platte um ein griBeres Stiick iiber den Auf-
lagerkreis hinausreicht, muB noch der fiuBere Ast der Meridian-
kurve der elastischen Fliche niiher untersucht und zuletzt die
Bedingung eingefiihrt werden, daB am Rande der Platte die
Spannungen in radialer Richtung zu Null werden. DaB o,
hier verschwindet folgt daraus, dafl der ringférmige Schnitt
hier die Grenze des Kérpers bildet und daB der Voraussetzung
zufolge #uBere Krifte an dieser Stelle nicht einwirken.

Die hier angedeutete Rechnung bietet nun zwar an und
fiir sich keine besonderen Schwierigkeiten, vielmehr kann das
Gesetz des #uBeren Meridianastes leicht aus den Formeln fiir
den inneren Ast entnommen werden, wenn man darin N =0

setzt. Immerhin erfordert aber die Durchfiihrung einige Zeit,
17*
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da man auBer B in GL (178) auch noch zwei Integrations-
konstanten fiir den #uBeren Ast aus den Grenzbedingungen
ermitteln muB. (Zu diesen Grenzbedingungen gehirt natiir-
~ lich auch der stetige U'bergang aus dem inneren Aste in den
duBeren). Ich sehe deshalb von dieser umstéindlicheren Be-
trachtung ab und nehme an, daBl 6, schon fiir z =r (oder
schon unmittelbar nach z = r) verschwinden muB, weil die
Platte dort zu Ende ist und keine Auflagerkriifte an der ring-
férmigen Schnittfliche iibertragen werden.
Fiir 6, hat man nach Gl (150)

6, = rie(miZ+ 7).
Der Klammerwert muB also fiir # = » verschwinden. Nun ist
nach GL (178)

N:r

S -—(3m+1 + (m + 1) B.

u,'.'r

Fiir = » hat man daher die Bedingungsgleichung

3m+1 Nr®

womit dle Konstante B ermittelt ist. Hiermit geht Gl (178)
iiber in

m 41

Fiir die Dehnungen & und &, erhilt man
& = lgrz(am tls_ a:g); &, = Jle(am_i_ Ly 312) (181)

i —(-37’” L P :cf’)A (180)

m 41 m-+4 1
Die grifte Dehnung tritt in der Mitte auf; man hat dort
&, = & — od z;:rll #

und daraus folgt fiir die reduzierte Spannung, wenn man den
Wert von N aus Gl. (154) einfiihrt, 2 = ’2' und schliefilich noch

10
A M= setzt:

3m*—1)8m -+ 1) »?

s 1.2
Ored = " gmimt 1 - wP= 08T (182)
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Im Gegensatze zu der Platte mit eingeklemmtem Rande wird
hier das Material in der Mitte am meisten angestrengt; der
Bruch wird also von hier aus beginnen. Die Beanspruchung
wird hier im Verhiltnisse 87:68 = 1,28 mal groBer an der
ungiinstigsten Stelle als im fritheren Falle.

Um noch den Biegungspfeil zu berechnen, setze ich wieder

dy gl 3m+1
3. =P (z ey r’x) (183)
woraus durch Integration folgt
N («* 8m—41 riz? :
= e 0 (135

Fiir £ =» muB y verschwinden; daraus erhilt man die Inte-

grationskonstante C
8m+41 ot e
Oﬁ_(m—j—l T2 __1_)'
Wenn in Gl (184) 2z = 0 gesetzt wird, erhilt man y = C,
~d. h. die Integrationskonstante C gibt zugleich den Biegungs-
pfeill f an. Setzt man den Wert von N ein und spiter auch

10 .
noch m = so wird daher

8
f=1_;;"’::::;h]a.v'19 5??3_":-11 4_070 P Ls (185)

Der Biegungspfeil wird also hier, wie ein Vergleich mit
Gl. (162) lehrt, etwas mehr als viermal so groB, als bei ein-
geklemmtem Rande. Bei Versuchen iiber das Verhalten kreis-
formiger Platten bei gleichformiger Belastung kann die Wirk-
samkeit einer Einspannung am Rande am besten dadurch be-
urteilt werden, daf man den Biegungspfeil mift und ihn mit
den Formeln (162) und (185) vergleicht.

SchlieBlich soll auch noch eine frei aufliegende Platte be-
trachtet werden, die eine Einzellast in der Mitte trigt. Dabei
will ich mich aber auf die Ermittelung der Gestalt der elas-
tischen Fliche und die Berechnung des Biegungspfeiles be-
schrinken, da im anderen Falle die etwas weitliufige Unter-
suchung von § 49 wiederholt werden miiBte, ohne daB ein
besonderer Gewinn dabei herauskime.
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DaB die Platte am Rande eingespannt sei, setzte ich in
§ 49 erst nach der Ableitung von Gl (166) voraus, um die
Konstante B zu ermitteln. Ieh habe also hier auszugehen von
der GIl. (166)

rp=—§m]gm—|—}3m,

denn € ist auch hier gleich Null zu setzen. Wie im Eingange
dieses Paragraphen haben wir zur Bestimmung von B die Be-
dingung zu benutzen, daB fiir # = der Ausdruck

dg | @
. o Pl

verschwinden muB. Setzt man den hier giiltigen Wert von ¢
ein, so erhiilt man )
m““"+*”—_~—(m+1)91 g4+ (m+1)B—m
de ' o 2 '8 "2
und die Grenzbedingung liefert
Bl 2404 i e %

m -I— 12
Damit wird nun

¢

w=§x1g;+m:‘—1'(‘f

z. (186)
Das Negative davon ist gleich ﬁ—y zu setzen und die Inte-

&
gration liefert
m

z* .
J*_“lg m+1'2'}+(" (184
Fiir # = » muB y wieder zu Null werden; daraus folgt fiir die
Integrationskonstante C
y @ [r® i i
(’:"a (4 + ‘m+1'2).
Dies ist zugleich der Wert von y fiir 2 = 0; also der Biegungs-
pfeil. Nach Einsetzen von ¢ aus Gl (164) und mit m =%
erhilt man daher
F= 2 e =08 e (188)
- Der Biegungspfeil wird also bei dieser Belastung fiir die
frei aufliegende Platte, wie ein Vergleich mit GL (177) lehrt,
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etwa 2%, mal so groB, als bei unwandelbar fest eingespanntem
Rande.

Anmerkung. Nachdem durch Gl (187) die Einsenkung y an
jeder Stelle filr eine in der Mitte angreifende Last dargestellt ist,
kann man nach dem Maxwellschen Satze von der Gegenseitigkeit der
Verschiebungen umgekehrt auch den Biegungspfeil in der Mitte fiir
Jjede beliebige Lastverteilung, die nicht symmetrisch zu sein braucht,

angeben. Man hat dafiir
_ [4dFy
i

zu bilden, wo g die beliebig gegebene Flichendichte der Last an dem
Flichenelemente d F' und die Integration iiber die ganze Plattenfliche
auszudehnen ist. Fiir y ist der aus Gl (187) zu entnehmende Aus-
druck einzusetzen.

§ 51. Bachsche Niherungstheorie fiir kreisformige Platten.

Dieselbe Aufgabe, die in den vorhergehenden Paragraphen
eine genauere Untersuchung erfahren hat, soll jetzt noch ein-
mal auf einfachere Art behandelt werden. Bei vielen Aufgaben
iiber die Festigkeit von Platten wird néimlich eine genauere
Untersuchung nach dem Muster der vorhergehenden, falls sie
iiberhaupt durchfithrbar ist, zu verwickelt, als daf man fiir
den praktischen Gebrauch darauf zuriickgreifen kénnte. Man
ist dann auf eine mehr schitzungsweise Berechnung angewiesen.
Wie man zu diesem Zwecke vorzugehen hat, erkennt man aber
am besten, wenn man das Niherungsverfahren zuerst fiir einen
Fall entwickelt, mit dessen Einzelheiten man sich vorher schon
durch eine eingehende Betrachtung bekannt gemacht hat.

Wir wollen uns die Platte als frei aufliegend vorstellen.
Dies rechtfertigt sich dadurch, daB bei dieser Auflagerung, wie
wir uns vorher iiberzeugten, eine groBere Anstrengung des
Materials zustande kommt, als bei einer Einspannung am Rande.
Da man nun gewdhnlich im Zweifel sein wird, bis zu welchem
Grade sich die Einspannung als wirksum erweist, ist es zweck-
miiBig, bei der Berechnung den ungiinstigeren Fall zugrunde
zu legen. Man nimmt auch in der Tat bei der Berechnung
von Balken, die an den Enden eingespannt sind, sehr hiufig
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keine Riicksicht auf diesen Umstand, weil man unsicher dar-
iiber ist, ob die getroffenen Vorkehrungen wirklich ausreichen,
um ganz kleine Winkeldrehungen der Stabenden zu verhiiten.
Durch die frei aufliegende Platte (Abb. 60) denke man
sich einen Meridianschnitt 4B gezogen und betrachte das
Gleichgewicht der in dem Schnitte iibertragenen Spannungen
mit den an der linken Hilfte der Platte angreifenden #uBeren
Kriften. Schubspannungen gind der Symmetrie wegen in
‘R |4 dem Meridianschnitte nicht zu er-
RR warten und die Normalspannungen
sind die in den vorausgehenden Para-
graphen mit ¢, bezeichneten. Alle
Normalspannungen fiir die ganze
Schnittfliche lassen sich zu einem
Kriiftepaare zusammenfassen, gerade
80, wie etwa die Spannungen in dem
Querschnitte eines auf Biegung be-
anspruchten Balkens. Nehmen wir
ferner an, daB die Platte eine gleich-
formig verteilte Belastung zu tragen
hat, so lifit sich die davon auf die
eine Plattenhilfte entfallende zu
einer Resultierenden K zusammen-
setzen, die durch den Schwerpunkt der Halbkreisfliche geht,
von der GriBe

nr
R: 2 pJ

wenn die Buchstaben die frithere Bedeutung behalten. Von
duferen Kriiften kommen dann noch die lings des Auflager-
kreises fiibertragenen Auflagerkriifte in Betracht. Der voll-
stindigen Symmetrie wegen miissen diese gleichformig iiber
den ganzen Umfang verteilt sein. Die an der einen Platten-
hiilfte angreifenden Auflagerkrifte denken wir uns ebenfalls
zu einer Resultierenden R’ vereinigt. Diese geht dann der
gleichférmigen Verteilung wegen durch den Schwerpunkt des
Halbkreisbogens und sie ist ebenso grof}, aber entgegengesetut
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- gerichtet, wie die von der Plattenhiilfte aufgenommene Be-
lastung. Alle #uBeren Krifte des einen Plattenstiicks sind da-
mit auf ein Kriftepaar zuriickgefiihrt, das mit dem Kriiftepaare
der Spannungen im Gleichgewichte stehen muf. Das Moment
des Kriftepaares der duBeren Krifte wollen wir, wie frither bei
der Untersuchung des Balkens, als das Biegungsmoment M be-
zeichnen. Es ist gleich dem vorher festgestellten Werte der
Belastung der Plattenhiilfte multipliziert mit dem Abstande der
beiden Schwerpunkte, die als Angriffspunkte der beiden Kriifte
des Paares dienen.

Der Schwerpunkt eines Halbkreisbogens hat den Abstand
2{ und der Schwerpunkt der Halbkreisfliche den Abstand ;;

von dem Durchmesser. Der Abstand beider Schwerpunkte von-
2r

einander ist daher gleich ¢ ; mit r ist der Radius der Platte
bezeichnet. Demnach ist das Biegungsmoment
nr? 2r r®
M=Tp 2 B (189)

und ebenso groB mubl das Moment der Spannungen ¢, oder
wie wir sie hier der Kiirze halber nemnen wollen, der Span-
nungen ¢ sein.

Bis dahin ist die Betrachtung durchaus streng und ein-
wandfrei; man kann sie aber in so untagglhafter Weise nicht
zu Ende fithren, weil man von vornherein nicht wissen kann,
nach welchem Gesetze sich die Spannungen ¢ mit der Ent-
fernung z von der Plattenmitte &ndern. Die fritheren Unter-
suchungen sollen zur Ergiinzung dieser Liicke nicht benutzt
werden, da die Bachsche Naherungstheorie ganz selbstindig
vorgeht. Jedenfalls kann man aber eine untere Grenze fiir die
- groBte Kantenspannung finden, die mindestens erreicht werden
muf. Man setze nimlich willkiirlich voraus, daB die Span-
nungen 6 unabhingig von 2 seien. Die Verteilung der Span-
nungen iiber den Meridianschnitt gleicht dann vollstéindig jener,
die fiir den Querschnitt eines auf Biegung beanspruchten Balkens
gilt. Daher kann auch zur Ableitung der Kantenspannung aus
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dem Biegungsmomente unmittelbar die fiir den Balken mit
rechteckigem Querschnitte bekannte Formel '

el 6 M

bh*

benutzt werden. An Stelle von b tritt hier der Durchmesser 2
der Platte, withrend % stehen bleiben kann, da wir mit diesem
Buchstaben ohnehin schon die Dicke der Platte bezeichnet
hatten. Nach Einsetzen von M aus Gl (189) folgt daher

a=2i (190)

Dies ist nun freilich nur eine untere Grenze fiir die in
Wirklichkeit zu erwartende grofite Spannung ¢, denn wenn
die Kantenspannungen in verschiedenen Entfernungen von der
Mitte verschieden groB sind, miissen sie notwendig an einigen
Stellen grofier, an anderen kleiner sein als der berechnete
Durchschnittswert. Khe man in die Anwendung von GIl. (190)
hinreichendes Vertrauen setzen kann, muB man sich daher auf
irgend eine Art ein Urteil dariiber verschaffen, ob der Uber-
schuf des grifiten Wertes iiber den Durchschnittswert nicht
so erheblich ist, daB die Berechnung nach Gl (190) zu ganz
groben Fehlern fiihrt. Es ist ganz gerechtfertigt, wenn man
dazu Versuche iiber die Festigkeit solcher Platten zu Hilfe
nimmt. Man kann dann etwa so vorgehen, daB man an Stelle
von Gl (190) -

2

.
6=7].pb2

schreibt, wo nun % ein Erfahrungskoeffizient ist, von dem von
vornherein bekannt ist, daB er jedenfalls gréBer als 1 sein
‘muB. Herr v. Bach hat in der Tat die Anwendbarkeit seiner
Formel auf dem Wege des Versuches nachgewiesen und es
zeigte sich, daB es geniigt, % gleich 1 zu setzen, die Abwei-
chung von diesem kleinsten Werte, der iiberhaupt in Frage
kommen kann, also zu vernachliissigen.

Natiirlich bleibt ein solcher Versuch immer nur fiir solche
Bedingungen beweiskriftig, die mit den Bedingungen des Ver-
suches ganz oder nahezu iibereinstimmen Unter anderen Ver-
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hiiltnissen, die wicht besonders gepriift sind, kénnten die Ab-
weichungen leicht grofer werden. Es ist daher angenehm, daB
wir hier in der Lage sind, die Bachsche Formel (190) mit der
aus der genaueren Theorie abgeleiteten zu vergleichen. In
§ 50 ist die Spannung o, nicht berechnet; wir kénnen dies
aber leicht nachtriiglich tun. Nach den Gl (150) ist niimlich

ml - d!p
= g ( 7”+ )

und nach GL (180) werden in unserem Falle ¢ und sein Dif-
ferentialquotient durch die Ausdriicke

P = N (3;:‘:'11 ip . xs) ’

de 3m -+ 1

dz = (m-{—l = 3:"“2)
dargestellt. Setzt man dies ein und macht z =0, um die

groBte Spannung ¢, in der Mitte zu erhalten, ebenso z = Z,

s0 findet man wE b N

O g (OWf L
Mit dem Werte von N aus Gl (154) und schlieBlich mit
m =y geht dies iiber in

iy ST l)p- -] 243)) . (191)

= 8m

Damit ist die GrioBe der Abweichung des Wertes aus
Gl (190) von der genaueren Formel fiir die grifite Spannung 6,
festgestellt.

Geht man von der Annahme aus, daf die Bruchgefahr
von der reduzierten Spannung abhiinge, so ist iibrigens die
Niherungsformel (190), nach der die Beanspruchung des Ma-
terials unmittelbar bemessen werden soll, nicht mit Gl (191),
sondern mit Gl (182)

Orea = 087p %

zu vergleichen, und es zeigt sich, daB die Anstrengung des
Materials sogar noch kleiner ist, als sie von der Niherungs-
formel angegeben wird.
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Freilich ist nach der Mohrschen Theorie der Material-
heanspruchung, die mit den Erfahrungstatsachen besser iiber-
einstimmt, als die Bemessung nach den reduzierten Spannungen,
die Bruchgefahr hier, wo es sich um ein Zusammenwirken
von Spannungen des gleichen Vorzeichens handelt, unmittelbar
nach dem Werte von ¢, zu beurteilen. Andererseits ist aber
auch von der Beriicksichtigung einer Einspannung am Rande
ganz abgesehen, wihrend sich bei den gewdhnlichen Befesti-
gungsarten wenigstens eine teilweise Einspannung geltend
machen wird. In der Regel wird es daher gar keinen Be-
denken unterliegen, nach Gl. (190) zu rechnen.

Falls die frei aufliegende Platte eine Einzellast P in der
Mitte triigt, hat man fiir das Biegungsmoment
P 2r Pr
£ w2

Wi

und die Spannung ¢ wird nach dem ‘Niiherungsverfahren

3P

0= 0 (192)
Wir sahen indessen friiher, daf die grifite Anstrengung
des Materials hier wesentlich davon abhingt, wie die Last P
in der Mitte sich innerhalb eines kleinen Bereiches verteilt.
Ein unmittelbarer Vergleich mit fritheren Rechnungen ist daher
hier nicht wohl durchfithrbar, und leider sind auch ausreichende
Versuche, die zur Priifung der Formel (192) dienen kinnten,
nicht bekannt. Man wird daher jedenfalls nur mit Vorsicht

davon Gebrauch machen kénnen.

§ H2. Naherungstheorie fiir die gleichformig belastete
elliptische Platte.

Hier wird die Aufgabe schwieriger, weil man nicht von
vornherein anzugeben vermag, wie sich der Auflagerdruck lings
des Umfangs verteill. Um einen Anhaltspunkt dafiiv zu ge-
winnen, denke man sich die elliptische Offnung durch zwei
sich rechtwinklig kreuzende Stibe A I und CI) (Abb. 61) von
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gleichem Querschnitte iiberdeckt. In der Mitte sollen diese
Stibe miteinander verbunden sein, oder man kann sich anstatt
dessen auch das Kreuz ABCID aus der Platte selbst aus-
geschnitten denken, wie es in der Zeichnung angedeutet ist.
Nach den Lehren des dritten Abschnitts kann man leicht be-
rechnen, wie groB die Auflagerkriifte sind, die an den vier
Stiitzpunkten 4, B, O, D iibertragen werden, wenn die Stibe
irgendwie gegebene, also z. B. gleichférmig verteilte Lasten
tragen. (Man vergleiche z B. Aufgabe 22)) Auch ohne diese
Rechnung durchzufithren, erkennt |

man bereits, daB der Auflager-
druck bei C und D griofer sein
muB als bei 4 und B, weil der Stab
ADB der griofieren Spannweite wegen
viel biegsamer ist als der kiirzere
Stab CD. Wenn eine Einzellast im
Kreuzungspunkte der Stibe aufge-
bracht wiire, miiiten sich z. B. die
Anteile, die von beiden Stiben auf-
genommen wiirden, wie aus der
Lésung von Aufgabe 22 hervorgeht,
umgekehrt wie die dritten Potenzen
der Stablingen oder der Halbachsen
a und b verhalten. Nicht so grof ist
der Unterschied zwischen den Auf- |
lagerkriiften bei der gleichformig verteilten Belastung, die von
der Platte in Wirklichkeit getragen wird.

Natiirlich kann diese Betrachtung nicht dazu dienen, dag
Verhiltnis der Auflagerkriifte, die bei der elliptischen Platte
an den Enden der Durchmesser 4 B und C'D iibertragen werden,
genauer zu berechnen. Bei der Platte wird der Streifen AB
nicht nur von dem mittleren Querstreifen C'I) gestiitzt, sondern
auch noch von einer Reihe anderer, die man sich zu beiden
Seiten von C'D und parallel zu CD hinzugefiigt denken muf.
Andererseits sind auch diese Querstreifen ') nicht von dem
Liingsstreifen A B allein belastet, sondern auch von anderen,
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die neben diesem parallel zu ihm gezogen sind. Die genaue
Losung kann daher nur durch eine verwickelte Betrachtung
und zwar durch Integration einer partiellen Differentialgleichung
gefunden werden.s Im 5. Bande ist dies niiher besprochen; hier
geniigt es aber, wenn man sich nur klar dariiber geworden ist,
daf der Auflagerdruck der gleichformig belasteten elliptischen
Platte jedenfalls am kleinsten an den Enden der groBen Achse
ausfallen mufl und daB er von da aus nach den Endpunkten
der kleinen Achse hin zunehmen wird. '

Wir wollen jetzt annehmen, daB die Ellipse sehr lang-
gezogen, die Achse A B also sehr viel griBer sei, als die kleine
Achse CD. Dann kann in dem Streifen ' und den sich
beiderseits an ihn anschlieBenden mittleren Teilen der Platte
die Steifigkeit oder der Biegungswiderstand der Platte in der
Liingsrichtung AB gegen den in der Querrichtung CD ver-
nachlissigt werden. Die Platte wird sich, wenigstens in diesen
mittleren Teilen, nahezu so verhalten, als wenn sie durch eine
Reihé von Schnitten parallel zur kleinen Achse in eine Schicht
nebeneinander liegender Balken CD usf. getrennt wiire. Fiir
diesen Fall liBt sich daher die Beanspruchung in der Platte
ohne weiteres auf die eines einzelnen Balkens C'D zuriick-
fithren, der ohne Zusammenhang mit den iibrigen Teilen der
Platte steht und die auf ihn treffende Last selbstiindig auf-
zunehmen hat. In der Tat macht sich hier nur insofern ein
Unterschied geltend, als der Balken C'D an jenen Stellen seines
~Querschnitts, die gezogen sind, gleichzeitig eine Verkiirzung
der Quere nach, an den gedriickten dagegen eine Querdehnung
erfahren wiirde, die in der Platte durch den Zusammenhang
mit den benachbarten Streifen verhindert oder wenigstens er-
schwert wird. Dies kann aber nur zur Folge haben, daB die
Platte widerstandsfihiger ist als der einzelne Balken, und da
es uns jetzt nur darauf ankommt, die Beanspruchung unter
den ungiinstigsten Voraussetzungen zu ermitteln, wollen und
diirfen wir von diesem Unterschiede absehen.

Bezeichnet man die willkiirlich gewiihlte Breite des Bal-
kens CD mit ¢ so trifit auf ihn die Oberfliche 2b¢ der
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Platte und daher die Last 2bep. Das Biegungsmoment in der
Mitte ist

2
M = 2bep - 28b=cp?;-

Die Biegungsformel fiir den Balken liefert daher die Kanten-

spannung
5.5, S

Ll < Rl <

(193)

Die Streifenbreite ¢ ist aus der Formel wieder fortgefallen, wie
man von vornherein erwarten mufite. — Zugleich ist auch klar,
daf man hiermit in der Tat die grifite in der Platte zu er-
wartende Spannung gefunden hat, denn ein Streifen, der in der
Richtung A B herausgeschnitten wire, wiirde zwar in der Mitte
denselben Biegungspfeil aufweisen wie C'D; wegen der gréBeren
Spannweite wire er aber viel weniger gekriimmt als CD. Von
dem Kriimmungshalbmesser héingen aber die spezifischen Lingen-
inderungen der #uBersten Fasern ab, und daher sind auch die
Spannungen in CD am groBten. Diese sind also jedenfalls
am groBten im mittelsten Querschnitte des Balkens CD, oder
mit anderen Worten in dem lings der groflen Achse A B ge-
zogenen Querschnitte der Platte. Lings der Linie A B muB
man daher auch den Bruch der Platte bei entsprechender
Steigerung der Belastung erwarten. Dies wurde auch durch
Versuche v. Bachs bestiitigt.

Wenn die Ellipse weniger langgestreckt ist, als bisher
angenommen wurde, kommt eine Entlastung der' Balken CD
durch die Liingssteifigkeit der Platte und hiermit eine Ver-
minderung der Spannung o zustande. TIm allgemeinen gibt
daher Gl (193) die Spannung und damit die Bruchgefahr zu
groB an. Geht die Ellipse in einen Kreis iiber, so konnen
wir nach den vorigen Paragraphen

6=p%,—=pfg (194)
setzen, und je mehr sich die Ellipse dem einen oder dem
anderen Grenzfalle nihert, um so mehr wird sich auch die in
Wirklichkeit auftretende grofte Spannung dem einen oder
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anderen der durch die Gleichungen (193) und (194) gegebenen
Werte nihern.
Im allgemeinen Falle wird man daher setzen konnen
b2
=0 P, (195)
wo nun « ein Faktor ist, von dem man zuniichst nur weiB,
daB er gleich 1 wird fiir

und gleich 3 fiir

Man denke sich fiir jedes andere Achsenverhiltnis 2 das zu-

gehorige « gefunden und « als Funktion von % durch eine
a

Kurve dargestellt. Solange man nichts niheres iiber die
wirkliche Gestalt dieser Kurve weil, von der wir nur die
beiden Endpunkte kennen, liegt es fiir den Zweck einer ersten
ungefiihren Abschidtzung am nichsten, sie zwischen diesen
Punkten als geradlinig vorauszusetzen. Die lineare Funktion

b . . . R
von -, die den beiden Bedingungen an den Grenzen geniigt,

lautet b
e=3—2—-,
a

und wenn man dies in Gl (195) einsetzt, erhilt man als
Niherungsformel fiir die gleichformig belastete elliptische Platte
3a—20b b*

G = “ * p’? (196)
Mehr als eine ungefihre Schiitzung bietet diese Formel freilich
nicht; gewdhnlich verlangt man aber auch nur eine Abschiitzung,
wenn die Festigkeit elliptischer Platten in Frage kommt, und
dafiir wird die Formel, wie aus der Art ihrer Ableitung her-
vorgeht, immerhin brauchbar sein. Fiir die beiden Grenzfiille
ist sie ohnehin schon verbiirgt.

Anmerkung. FEinige Versuche mit guBleisernen elliptischen
Platten, die bis zum Bruche helastet wurden, sind von v. Bach aus-
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gefithrt worden. Berechnet man aus diesen die Bruchspannung nach
GI. (196), so erhilt man Werte, die bis auf 5200 atm hinaufreichen,
wihrend die an Stitben aus demselben GuBieisen durch einen Biegungs-
versuch ermittelte und nach der gewthnlichen Biegungsformel be-
rechnete Bruchspannung nur 2760 atm betrug. Bei diesem Ver-
gleiche ist indessen zu beriicksichtigen, da bei der vorhergehenden
Ableitung die Einspannung des Randes ganz vernachlissigt wurde,
wiithrend bei jenen Versuchen durch die Art der Auflagerung und Ab-
dichtung bis zu einem gewissen Grade eine Einspannung bewirkt wurde.

& H3. Niaherungstheorie fiir quadratische und rechteckige
Platten.

Hier ist man fiir den Zweck der Abschiitzung wieder in
etwas giinstigerer Lage. Zuniichst betrachte ich eine quadra-
tische Platte von der Seite 2a; die Diagonale — 2a}/2 sei
mit d bezeichnet. Die Belastung ist = 4pa® und auf jede
Seitenfliche kommt daher der Auflagerdruck pa®. Dieser ist
jedenfalls so verteilt, daB er von der Seitenmitte nach den
Ecken hin abnimmt. Wir untersuchen zwei Schnittflichen,
eine parallel zu zwei Seiten und die andere in der Richtung
der Diagonale. Fiir den ersten Schnitt haben wir zuniichst
den Auflagerdruck auf der dem Schnitte gegeniiberliegenden
Quadratseite ins Auge zu fassen. Er hat die GriBe pa® und
das Moment pa®. Dann kommen die Auflagerkriifte an den
beiden Halbseiten, die zusammen auch gleich pa® sind. Die

Resultierende steht sicher um weniger als Z von der Schnitt-
fliche ab; bezeichnen wir diesen unbekannten Abstand mit z,
so ist deren Moment = pa*z und das Biegungsmoment
M = pa® + pa*z — pa® = pa’x
und die Biegungsspannung ¢ nach der gewdhnlichen Formel
6 M o OX
= 3p

6=2ah-’_ R’

Da 2 jedenfalls kleiner als : ist, wird

3 af
6<2-Fp.

Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl, 18
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Bei dem Schnitte in der Richtung der Diagonale kommen
zwei Auflagerkriifte vor, die beide den Abstand i von der

Schnittfliche haben. Der Angriffspunkt der Belastung féllt
mit dem Schwerpunkte des Dreiecks zusammen, das die eine

Hiilfte des Quadrats bildet; er hat daher den Abstand ‘:— von

der Schnittfliche. Wir kénnen das Biegungsmoment M daher
in diesem Falle genau angeben; es ist

d pa’d
T A L
M =2pa®- 3 6
und die Biegungsspannung 6 wird
_6M a*

= =D (197)

G
also in diesem Falle ebenso groB als bei einer kreisformigen
Platte von dem Halbmesser a. Der zuletzt gefundene Wert
ist kleiner als die obere Grenze fiir die Spannung in dem
Schnitte parallel zu zwei Seiten. So lange man nichts ge-
naueres iiber den wirklichen Wert von « anzugeben vermag,
befindet man sich daher im Zweifel, ob Gl (197) den grofiten
Wert der Beanspruchung angibt oder die Beanspruchung fiir
den anderen Schnitt gréBer ist. Hier tritt wieder ein Bach-
scher Versuch in die Liicke, bei dem quadratische Platten lings
der Diagonale aufrissen. Man kann daher Gl (197) fiir die
Berechnung anwenden.

Auch fiir rechteckige Platten, die von der quadratischen
Form nicht viel abweichen, wollen wir einen in der Richtung
der Diagonale gefithrten Schnitt als den gefihrlichen Bruch-
querschnitt betrachten. Die Rechteckseiten bezeichnen wir
mit 2a und 2b, die Diagonale mit d und die zu d gehdrige
Hohe des Dreiecks, das die eine Hilfte des Rechtecks bildet,
mit ¢. Wie sich nun auch der Auflagerdruck iiber die Recht-
eckseiten verteilen mag, jedenfalls kommt auf die beiden
Katheten des Dreiecks der Anunflagerdruck 2pab und die

Resultierende hat den Abstand ; von der Diagonale. Der Ab-
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stand des Dreiecksschwerpunkts ist ; und daher das Biegungs-

moment

__pabe
M
Die Biegungsspannung wird daher
o~ 6M o 2 )u_bc
T anr T Paps
Da c¢d = 4ab, und d* = 4a’ 4 4b* ist, geht dies iiber in
Mg i i 198
Gzzﬂpﬁ_i__l;z'hz'_‘pm' ( )

Eine rechteckige Platte, deren Langseite weit groBer ist,
als die Schmalseite, verhilt sich so wie eine elliptische Platte
von demselben Achsenverhiiltnisse.. Wir konnen daher Glei-

chung (193) il b2
o h*

auch fiir die Berechnung der sehr langgestreckten rechteckigen
Platte benutzen.

Aufgaben.

38. Aufgabe. [Eine frei auflicgende kreisformige, gufeiserne
Platte von beliebigem Durchmesser hat 2 em Stivke. Wie grof darf
eine auf cine kieine Fldche in der Mitte konzentrierte Belastung
seim, wenn man eine nach dem Ndherungsverfahren in § 51 be-
rechmete Biequngsspannung des Guficisens von 200 atm als zuldssig
ansieht?

Lisung. Man braucht nur die Zahlenwerte in Gl. (192) ein-
zusetzen. Man findet

2
P:?";":’,;--:zs-200=837kg.

Auf den ersten Blick erscheint es vielleicht auffillig, dafl der
Durchmesser der Platte gleichgiiltig ist, denn bei einem Stabe spielt
die Grofe der Spammweite eine Hauptrolle. Bei der Platte ist es
aber deshalb anders, weil in demselben Verhiltnisse, in dem bei
griBerer Offnung die Hebelarme wachsen, auch die Breite des Quer-
schnitt zunimmt, iiber den sich die Biegungsspannungen verteilen.

Bei gleichfirmiger Verteilung iiber die ganze Platte diirfte die
Last dreimal so groB sein, wie aus dem Vergleiche von Gl (192)
mit Gl. (190) hervorgeht.

18*
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Anmerkung. Da die GroBe des Auflagerkreises gleichgiiltig
ist, kann es auch nichts ansmachen, wenn sich der Auflagerdruck
auf mehrere konzentrische Auflagerkreise verteilt. Wenn die Platte
auf einen nachgiebigen Boden gelegt ist, bleibt daher die zulissige
Belastung P ebenso grof als vorher. Auch die Tragfihigkeit der
Fisdecke eines Teiches oder Flusses kann nach derselben Formel
berechnet werden, falls man die zulissige Spanuung ¢ des Eis-
materials kennt.

39. Aufgabe. Fine Platte von grofer Ausdehnung trigt (wie
z. B. die Feuerbiichsenplatte eines Lokomotivkessels) cine gleichfirmig
verteilte Belastung p und ist in gleich weit voneinander entfernten
Reilen  wvon  Sliitzpunkten aufgelagert.
Man  soll die Biegungsbeanspruchung
der Plaite abschiitzen!

Lisung. In Abb. 62 ist ein Teil
der Platte gezeichnet; die Stiitzpunkte
sind durch kleine Kreise hervorgehoben.
Auf eine Stiitze trifft die Belastung

pat

und chenso groB ist daher auch der Auf-’

lagerdruck auf jede Stiitze. Man kann

nun auch umgekehrt diesen Stiitzen-

druck als die Belastung des zugehirigen

Plattenstiicks und die gleichfirmig ver-

Abb. 2. teilten Lasten als die dadurch hervor-

gerufenen Auflagerkriifte ansehen. Dann

gleicht der Fall innerhalb des Bezirks, der auf eine einzelne Stiitze

trifft, dem in der vorhergehenden Aufgabe behandelten, Mit Riicksicht

" auf die Ausfithrungen in der Anmerkung kann daher die Biegungs-
beanspruchung der Platte nach Gl (192) zu

3pa*
o xh*
eingeschiitzt werden. — Es mag vielleicht sein, dafl diese Schiitzung

etwas zu hoch gegriffen ist. Ich glaube aber kaum, daB sie sehr weit
von der Wahrheit abweicht, was ich gegeniiber einer anderen Ein-
schiitzung, die ich fiir viel zu niedrig halte, hier noch ausdriicklich
betonen michte,

Anmerkung. Ein Kohlenbunker, der im Grundrisse ein lang-
westrecktes schmales Rechteck bildet, bestehe aus Seitenwiinden in
Maunerwerk und eisernen Ankern, die in gewissen Abstinden verteilt
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sind, um die Lingswiinde zusammenzuhalten. Nachdem der Seiten-
druck der in dem Bunker aufgeschiitteten Kohlen gegen die Wiinde
berechnet oder eingesehiitzt ist, handelt es sich bei der weiteren Be-
rechnung um eine Aufgabe von derselben Art, wie sie hier besprochen
wurde. Die gegebene Lisung kann daher ebenfalls benutzt werden.
Durch einen praktischen Fall dieser Art, ither den ich ein Gutachten
abgeben mubBte, wurde ich darauf aufmerksam gemacht, daB ein Hin-
weis auf diese Anwendung manchem Leser recht niitzlich werden
konnte.

40. Aufgabe. Eine quadralische Platle von 2 m Seitenldinge
und 10 cem Dicke ist an allen vier Seiten gleichmdifpig gestitzt. Wie
grop ist nach der Nilierungstheorie die Biegungsbeanspruchung durch
cine Belastung von 12000 kg, die den Ordinaten einer iiber dor Platte
errichieten regelmiBigen Pyramide proportional iiber die Fliche ver-
feilt ist?

Lisung: Eine Diagonalebene zerlegt die Pyramide in zwei
Tetraeder. Der Schwerpunktsabstand eines Tetraeders von einer
Seitenfliiche ist gleich § der dazu gehirigen Hihe. Bezeichnet man
die ganze Belastung mit P und die Diagonale des Quadrats mit d,
so wird das statische Moment der Belastung der einen Plattenhilfte
in bezug auf die Diagonale des Quadrats gleich

r d

2 '8
Das statische Moment des Auflagerdrucks ist ebenso grof, als wenn
die Last gleichmiiBig iiber die Platte verteilt wiire, also gleich 1: ‘ ‘1

und das Biegungsmoment wird

rd
M=

womit die Biegungsbeanspruchung zn
3 P . kg
C=3gn= *2om?
gefunden wird.
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