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Fiinfter Abschnitt.

Stibe mit gekriimmter Mittellinie.

§ 36. Die ebene Biegung von schwach gekriimmten Stidben.

Ein Stab, dessen Kriimmungshalbmesser im spannungs-
losen Zustande weit groBer ist, als die in die Biegungsebene
fallende Querschnittshohe, verhilt sich bei der Biegung ganz
ihnlich wie ein urspriinglich gerader Stab. Fiir einen solchen
sschwach gekriimmten® Stab wollen wir zunichst berechnen,
in welchen Wert ¢" der Kriimmungshalbmesser ¢ an einer
bestimmten Stelle {ibergeht, wenn fiir diese Stelle das Biegungs-
moment M, die achsiale Belastung N und die Schubkraft ge-
geben sind. Dabei wird der Fall der ebenen Biegung voraus-
gesetzt, d. h. die Mittellinie des Stabes soll vor der Form-
inderung eine ebene Kurve gewesen sein, in deren Ibene alle
an dem Stabe angreifenden #uBeren Kriifte enthalten sind und
jeder Querschnitt soll von dieser Ebene nach einer Querschnitts-
hauptachse geschnitten werden. Dann bleibt die Mittellinie,
jedenfalls auch nach der Biegung noch eine ebene Kurve.

Die Schubkraft hatte schon beim geraden Stabe nur ge-
ringen Einfluf auf die Forminderung. Beim gekriimmten
Stabe ist dieser Einfluf in der Regel noch viel geringer, weil
bei den gewihnlichen Anwendungsarten des ,Bogentrigers® die
Schubkraft an sich viel kleiner bleibt, als bei einem Balken
unter sonst #hnlichen Bedingungen. Es ist daher fast aus-
nahmslos zulissig, den EinfluB der Schubkraft auf die Form-
inderung zu vernachlissigen.

Eine gleichmifig iiber den Querschnitt verteilte Normal-
spannung wird den ,Winkel zwischen zwei aufeinander folgen-
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den Querschnitten etwas iindern; der Kriimmungshalbmesser
wird aber davon nicht beriihrt. Denn jede Faser des Stab-
elementes verkiirzt oder verlingert sich proportional zu ihrer ur-
spriinglichen Linge und nach der Form-
inderung schneiden sich die beiden auf-
einander folgenden Querschnitte daher
immer noch an derselben Stelle wie vor-
her (vgl. Abb. 43). Ubrigens ist auch die
elastische Winkeliinderung 4/ dg immer
nur sehr klein im Verhiiltnisse zur ur-
spriinglichen Grifle dg des Winkels,
denn man hat dafiir )

ddeg Ads G

dg ~— ds B’ (110)
wobhei ds die elastische Liingeniinderung irgend einer Faser
ds des Balkenelementes bezeichnet. In den praktisch vor-

kommenden Fillen ist das Verhiiltnis ; héchstens etwa gleich

1
20007

Momente hervorgebrachten Winkelinderungen sind im allge-
meinen weit grofer.

also auch Adg unerheblich gegen dg. Die durch die

Bei der Berechnung von ¢’ brauchen wir also nur auf

das Biegungsmoment M zu achten und selbst fiir die Berech-
Jung von Adg geniigt dies in den meisten Fillen. Aus den

weiteren Entwickelungen wird hervorgehen, in welchen Fillen
es notig ist, auch den EinfluB von N auf ddg zu beriick-
sichtigen.

Wir kinnen jetzt zur Berechnung von ¢” von dem Kunst-
griffe Gebrauch machen, uns den Stab als einen urspriinglich
geraden vorzustellen, der durch ein fingiertes Biegungsmoment
M, zuerst zum Krimmungsradius ¢ und dann noch weiter
durch das wirklich vorhandene Biegungsmoment } zum Kriim-
mungsradius o’ gebogen wurde. Natiirlich miissen wir dabei
annehmen, daB diese ganze Biegung vorgenommen werden
kann, ohne daB die Proportionalititsgrenzg iiberschritten wird.
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Diese Annahme ist indessen nicht bedenklich, so lange nur bei
der Verbiegung von ¢ zu ¢’ keine Abweichung von dem Pro-
portionalititsgesetze” vorkommt und so lange die Liingen ds
der einzelnen Fasern zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quer-
schnitten von vornherein nur wenig voneinander verschieden
waren. Denn der Stab muB sich bei der wirklich mit ihm
vorgenommenen Biegung dann ebenso verhalten, wie der andere
urspriinglich gerade, den wir an seine Stelle setzen wollten
und von dem wir immer voraussetzen konnen, daB die Pro-
portionalititsgrenze des Materials, aus dem er besteht, ent-
sprechend hoch liegt, um ihn ohne deren Uberschreitung so-
wohl zum Kriimmungshalbmesser ¢ als zu ¢" biegen zu kénnen.

Durch diese Bemerkung wird die Aufgabe der Berechnung
von o auf die in § 27 geliste zuriickgefiihrt. Die Anwendung
von Gl (75) auf die Belastungszustinde M, und M, + M liefert

. M i M4+ M
=L und =5 =-L .
0 e 0 E®e

Durch Elimination der HilfsgroBe M, aus beiden Gleichungen
erhalten wir die gesuchte Beziehung
1 1 M
¢ o L0 (111)
Auch die durch das Biegungsmoment M bewirkte Ver-
drehung 4dg der beiden Querschnitte gegeneinander folgt auf
demselben Wege aus Gl. (74) zu

M

E@’ (112)

dde = ds

wenn unter s der Abstand beider Querschnitte, lings der
neutralen Faser gemessen, verstanden wird.

In den Gleichungen (111) und (112) muB man iibrigens,

wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, dem Biegungsmomente M

- das positive Vorzeichen geben, wenn es in demselben Sinne

wirkt, wie M, d. h. wenn es die urspriinglich schon vor-

handene Kriimmung zu vergrofern sucht. Wirkt dagegen ein

nach anderen Festsetzungen positiv gerechnetes Biegungs-

moment M tatsiichlich auf eine Verminderung der Kriimmung
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hin, so muf man bei der Benutzung der vorstehenden Glei-
chungen vorher auf der rechten Seite noch ein Minuszeichen
beisetzen. ‘

Die Differentialgleichung der elastischen Linie ldBt sich
hier freilich im allgemeinen nicht mit {ibernehmen. Nur in
einem Falle, nimlich dann, wenn die Stabmittellinie im span-
nungslosen Zustande einen Kreisbogen bildet, kann man fiir
Formiinderungen, die nur unerhebliche Verschiebungen der zur
Mittellinie gehdrigen Punkte mit sich bringen, eine Gleichung
aufstellen, die der Differential-
gleichung (76) fiir den ge-
raden Stab, nimlich

2
EO Y~ _ M
4

entspricht und von der man
einen ihnlichen Gebrauch
machen kann, wie von dieser.
— In Abb. 44 sei AB ein
Stiick der Rreisférmigen Stab-
achse im urspriinglichen Zu-
stande und AC die Gestalt
o dieses Stiickes nach der Form-
inderung. Wir denken uns
die Gleichung der Kurve AC in Polarkoordinaten, also in
der Form

r=f(p)

angegeben. Fiir den Kriimmungshalbmesser der Kurve, der
mit ¢" bezeichnet werden soll, wird in der analytischen Geo-
metrie der Ausdruck
" dr\* i
_ [+ G)]
” dr\? Cd¥r
r —|—2(d(p) — 7 dot
abgeleitet. Setzt man hier » = a + y, beachtet, daB y sehr
klein gegen a sein soll und vernachldssigt im Zihler und
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Nenner die von der zweiten Ordnung kleinen Glieder, so erhiilt
man zunichst

2 | g d*y
B a*+2ay—a i
e a4 3a’y
und hieraus weiter
d*y
1 1 Y dgt

¢  a a*+3ay
Im Nenner kann nachtriiglich auch noch das von der ersten
Ordnung kleine Glied 3ay gegen a® gestrichen werden. Mit
Riicksicht auf Gl. (111) erhilt man daher

EO($Y+y) =+l (118)

deg?

Die Wahl des oberen oder unteren Vorzeichens auf der
rechten Seite kann erst nachtriiglich auf Grund der Festsetzungen
iiber jene Richtungen, die als positiv gelten sollen, getroffen
werden, ganz #hnlich wie schon frither bei der Differential-
gleichung der elastischen Linie des geraden Stabes.

Versteht man unter # = ag (vgl. Abb. 44) die Linge des
zum Zentriwinkel ¢ gehorigen Kreisbogens, so liBt sich die
vorhergehende Gleichung auch in der Form

Eo(SY+ %) =1 M (114)

dax?

anschreiben, die mit a = oo sofort in die Gleichung der ela-
stischen Linie des geraden Stabes iibergeht. Uberhaupt darf
das zweite Glied in der Klammer gegen das erste stets ver-
nachlissigt werden, wenn sich die Ausbiegung nur auf einen
kleinen Teil des Kreisumfanges erstreckt. Im anderen Falle
muBl es aber beibehalten werden, weil bei gleichen Werten
von dy/dz und d?y/dz? die Ordinaten y um so groBer aus-
fallen, je grioBer die Abszissen # im Vergleiche zu o werden.
Namentlich dann, wenn es sich um die Untersuchung der
Formiinderung eines in sich zusammenhiingenden Ringes handelt,
wiirde die Vernachlissigung des zweiten Gliedes in der Klammer
gegen das erste zu einem sehr merklichen Fehler fiihren.
Wir haben ferner beim schwach gekriimmten Stabe ebenso-
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viel Grund als beim urspriinglich geraden Stabe zu der Ver-
mutung, daf die Spannungsverteilung mindestens nitherungs-
weise dem Geradliniengesetze entspricht und konnen daher die
Formeln fiir die Spannungen, die durch die dufleren Kriifte
hervorgerufen werden, ohne jede Anderung aus den fritheren
Betrachtungen iiber die Biegung des geraden Stabes iiber-
nehmen. .

§ 37. Der Bogen mit zwei Gelenken,

Ein Stab von gekriimmter Mittellinie stiitze sich an beiden
Enden auf zwei Zapfen, um die er sich frei drehen kann.
Man soll die Auflagerkriifte berechnen, die von diesen Zapfen
- aufgenommen werden, wenn beliebig gegebene Lasten an dem
Stabe angreifen. Die Aufgabe ist einfach statisch unbestimmt,
da jeder Auflagerdruck erst durch zwei Komponenten vollig
bestimmt ist, wihrend die Statik starrer Kirper nur drei Gleich-
gewichtsbedingungen zur Verfiigung stellt.

Die Zapfen, auf die sich der Bogen stiitzt, bezeichnet man
als Gelenke; bei der Berechnung treten sie nur als Punkte auf,
unter denen man sich die Zapfenmittelpunkte zu denken hat.
Der Bogen mit zwei Gelenken kommt in der Praxis nament-
lich als Briickentriger vor (heute freilich seltener als friiher,
da man jetzt den Fachwerktriigern vor den vollwandigen Kon-
struktionen den Vorzug zun geben pflegt). Da er nur auf
Grund der Elastizititstheorie berechnet werden kann, wird er
auch hiufig als elastischer Bogentriiger bezeichnet. Abb. 45
zeigt die iibliche Anordnung: beide Gelenke liegen in gleicher
Hohe und der Bogen nimmt nur senkrecht gerichtete Lasten
auf. Die senkrechten Komponenten beider Auflagerkrifte
konnen in diesem Falle ohne weiteres mit Hilfe von Momenten-
gleichungen fiir die Gelenke als Momentenpunkte berechnet
werden: sie sind ebenso grof als die Auflagerkriifte eines
Balkens, der dieselben Lasten triigt. Dazu tritt aber noch die
Horizontalkomponente jedes Auflagerdrucks, von der man nach
den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen nur aussagen kann,
daB sie an beiden Gelenken gleich groB, aber entgegengesetzt
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gerichtet sein mufl. Die GriBe dieser Horizontalkomponente
bezeichnet man als den Horizontalschub H des Bogens; dieser
bildet die statisch unbestimmte Griéfe, auf deren Ermittelung
es vor allen Dingen ankommt. Denn man sieht ein, dafl die
Biegungsmomente, die Schub- und die Normalkrifte fiir alle
Querschnitte und daher auch die Spannungen an allen Stellen
sofort angegeben werden kimnen, wenn H bekannt ist. Wir
kionnen uns daher
hier darauf beschriin-
ken, die Berechnung
von H auseinander
zu setzen.

Diese Aufgabe
soll zunichst auf
Grund des Satzes von
der kleinsten Formiinderungsarbeit gelost werden. Wenn die zur
Abszisse z gehorige Ordinate der Stabmittellinie mit 2 bezeichnet
wird, hat man fiir das Biegungsmoment im Querschnitte z

M= M, — Hs. (115)

Hierbei ist das Biegungsmoment, das ein Balkentriger bei der-
selhen Belastung im Querschnitte z aufzunehmen hiitte, zur Abkiir-
zung mit M, bezeichnet, d. h. M, ist ein Ausdruck von der Form

M, = Az —ZWP(,’E —p),
0

ST R S——-
Abb. 45,

also bei gegebenen Lasten eine bekannte GriBe. Die dem
Biegungsmomente 3 im Bogenelemente entsprechende Form-
inderungsarbeit kann nach Gl (87) berechnet werden, wenn
man darin da durch ds ersetzt, denn fiir die Verdrehung der
benachbarten Querschnitte gegeneinander gilt beim Bogen die-
selbe Formel wie heim geraden Stabe. Vernachlissigt man
neben dieser Formiinderungsarbeit die durch die achsiale Be-
lastung N und die durch die Schubkraft hervorgerufene, so
wird fiir den ganzen Bogen

A=y as—1 f“"b‘”z) ds, (116)
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worin die Integration iiber die ganze Bogenlinge auszu-
dehnen ist.

Wir bilden den Differentialquotienten dieses Ausdrucks
nach der statisch unbestimmten Grofle H und setzen ihn gleich
Null. Dies liefert

-394 M,—Hz o [y ..
04 __[Modeygy (Mg uf 2 s,

und durch Auflésen der Gleichung nach der Unbekannten H

finden wir
fﬁ"zds
H= . (117)

J Ee

Der Elastizititsmodul F kann fast in allen Fillen, die
iiberhaupt vorkommen, als konstant iiber die ganze Bogenlinge
angesehen werden. Fiir den besonderen Fall, daB auflerdem
auch das Triigheitsmoment des Querschnitts iiberall dieselbe
GriBe hat, vereinfacht sich Gl (117) zu

bezds

Rt (118)

Die Integrale in diesen Formeln konnen immer ohne
Schwierigkeit berechnet werden, sei es durch gewdhnliche Inte-
gration, sei es durch eine mechanische Quadratur. Im wesent-
lichen ist also die Aufgabe hiermit als gelist zu betrachten.

Wir wollen ‘diese Formeln jetzt auf ein einfaches Beispiel
anwenden. Die Bogenmittellinie sei ein Parabelbogen, und die
Belastung sei iiber die ganze Spannweite gleichformig verteilt,
d. h. so, daB zu Bogenabschnitten von gleicher Horizontal-
projektion gleiche Lasten gehdoren. Dieser Fall hat iibrigens
eine allgemeinere Bedeutung, als es nach dem Wortlaute der
Aufstellung scheinen konnte. Jeder flache Bogen von symme-
trischer Gestalt kommt nimlich dem Parabelbogen nahe, z. B.
auch ein flacher Kreishogen. Niherungsweise kann daher jeder
flache Bogen als ein Parabelbogen aufeefafit werden, und man
macht davon bei solchen Berechnungen mit Vorliebe Gebrauch,
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weil sich die Ausfiihrung der Rechnung heim Parabelbogen
am einfachsten gestaltet.

Bei gleichférmiger Belastung ist das Biegungsmoment M,
eines Balkens im Abstande # vom linken Auflager

ql qa®
= = —_—

b 2

und die Momentenfliche ist selbst eine Parabel, die bei ge-
eigneter Wahl des Malistabes, in dem M, aufgetragen wird,
zum Zusammenfallen mit der Bogenmittellinie gebracht werden

kann. In der Mitte geht 3, in " und 2 in die Pfeilhohe A

des Bogens iiber, daher kann auch iiberall

2
b A L.

k 2
gesetzt werden. Kiihrt man dies in Gl (118) ein, so erhilt

man .
ql*

H=8h’

(119)
da sich der Nenner gegen den ihm gleichen Faktor des Zihlers
weghebt.

Mit diesen Werten von M, und H wird die Forminde-
rungsarbeit 4, wie aus Gl. (116) hervorgeht, zu Null. Wenn
iiberhaupt der Wert Null fiir die Forminderungsarbeit bei
passender Wahl der statisch unbestimmten Griofe moglich ist,
entspricht er immer einem Minimum, da 4 niemals negativ
werden kann. Wir hitten daher auch schon auf Grund dieser
einfachen Uberlegung den Wert von H bestimmen konnen.
Zugleich werden wir aber hierdurch aufmerksam darauf, dafl
die Gl (118) oder (117) nicht den genauen Wert von H
liefern konnen, denn eine kleine Formiinderung wird beim
Aufbringen von Lasten auf einen elastischen Korper immer
eintreten, und 4 wird also nicht genau gleich Null sein kinnen.

Der Grund fiir den Widerspruch liegt darin, daf wir
bei der Berechnung von A nur auf die Arbeitsleistung durch
die Biegungsmomente Riicksicht genommen haben. Um zu

genaueren Resultaten zu gelangen, mufi auch auf die Arbeits-
Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl. 13
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leistung der Normalkraft N Riicksicht genommen werden. Die
Arbeit der Schubspannungen kann dagegen, wenn man auf
Kleinigkeiten nicht zu achten braucht, immer noch vernach-
lissigt werden, und zwar mit viel groBerem Rechte als beim
Balkentriiger, weil beim Bogen die Schubkriifte an sich viel
geringer ausfallen als beim Balken. Wenn man will, kann
man indessen auch dieses Glied, gerade so wie es frither beim
Balken gezeigt wurde, in Ansatz bringen; da es praktisch ganz
bedeutungslos ist, sehe ich aber hier davon ab.

Eine iiber den Querschnitt ' gleichformig verteilte Normal-

spannung ¢ von der GroBe .
7
leistet beim Zusammendriicken des Bogenelementes ds eine
Arbeit, die auf die Volumeneinheit bezogen nach Gl. (39)
6‘2
~ 2F

g =

gesetzt werden kann. Multipliziert man dies mit dem Volumen
Fds des Bogenelementes, so findet man
i{‘-Yds‘ s
2K 2EF

Nachdem diese Forménderung vollzogen ist, denken wir
uns das Biegungsmoment zur Wirksamkeit gebracht. Dabei
dreht sich der eine Querschnitt relativ zum anderen um eine
durch den Schwerpunkt gehende Achse. Dahei verschieben

sich auch die Angriffspunkte der schon vorher angebrachten

dA = ds.

=

Normalspannungen ¢ = 1‘} von neuem, und wir miissen zunichst
herechnen, wie groB die bei dieser Drehung von ihnen ge-
leistete Arbeit ist. Fiir ein Flichenelement d 7' im Abstande y
von der Schwerlinie ist die Verschiebung des Angriffspunktes
der an ihm von Anfang an wirkenden Normalspannung gleich
yddy
und die gesamte Arbeitsleistung dieser Normalspannungen
daher gleich .
Nddg

JadFydd<p= 299 [ yarF.
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Nach der Eigenschaft der Schwerlinie ist aber das letzte
Integral gleich Null. Im ganzen genommen leisten daher die
schon vorher in gleichformiger Verteilung aufgehrachten Normal-
spannungen wihrend der Drehung keine Arbeit; es bleiben also
nur die Arbeitsleistungen der durch das Biegungsmoment selbst
hervorgerufenen Normalspannungen bei dieser Bewegung iibrig,
und diese sind ebenso grofl, als wenn zu Beginn ihres Auf-
“ tretens das Triigerelement spannungslos gewesen wiire.

Auch umgekehrt kénnte man zeigen, daB die vom Biegungs-
momente fiir sich hervorgerufenen Spannungen keine Arbeit
mehr leisten, wenn nach ihnen die Normalkraft N angebracht
wird. Jedenfalls kann also die durch das Zusammenwirken
von M und N geleistete Forminderungsarbeit gleich der Summe
der beiden Ausdriicke gesetzt werden, die fiir M und N fiir
sich gefunden wurden. An Stelle von Gl (116) schreiben wir
daher jetzt .

M2 * N2
o~ ‘J{/E@ds + %’L/E}f’ds
Wenn wir jetzt dieselbe Rechnung wiederholen, die zu
G1. (117) fiihrte, erhalten wir

3.«1_ sz 22 N aN
B—H__f """ ds + H | zgds+ | gy 3% =0

Hier ist noch N als Funktion von H auszudriicken, was
leicht geschehen kann. Um langwierige Formeln zu vermeiden,
von denen man spiter doch keinen Gebrauch macht, weise ich
darauf hin, daB bei einem sehr flachen Bogen, fiir den diese
Rechnung hauptsiichlich von Wichtigkeit ist, weil bei ihm der
Horizontalschub A und daher N besonders groff ausfiillt, nahe-
zu N = H gesetzt werden kann. Mit dieser Vereinfachung er-

hilt man AN
g1
und die Auflésung der vorigen Gleichung liefert
sz i
H= . (120)

fho "'[EI«

13*
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Wenn neben £ auch @ und F als konstant angesehen
werden kinnen, vereinfacht sich dies noch weiter zu

[Myzads
~ [+ ivas

Unter ¢ ist der Trigheitshalbmesser des Querschnitts, unter

i* also f. zu verstehen. Der Vergleich dieser Formel mit GL. (118).
zeigt uns nun auch, welchen Einfluf die Beriicksichtigung der
Normalspannungen neben den Biegungsmomenten auf den Wert
von H ausiibt. Solange i klein gegen den Durchschnittswert
der Ordinaten # ist, unterscheiden sich die beiden Werte von H
nach (118) und nach (121) nur unerheblich voneinander. Dieser
Fall liegt gew6hnlich vor, und man kann dann unbedenklich
die einfachere Formel zur Berechnung des Horizontalschubs

verwenden.

(121)

§ 38. Zweites Verfahren zur Berechnung des Horizontalschubs.

Die Wichtigkeit dieser Untersuchungen fiir viele praktische
Anwendungen macht es wiinschenswert, noch einen zweiten,
von dem vorigen vollig verschiedenen Weg zur Losung der-
selben Aufgabe zu kennen.

Ich denke mir den Bogen platt auf den Boden gelegt, das
linke Ende festgehalten und ein Element von der Linge ds
zum neuen Kriimmungsradius verbogen, wiihrend alle iibrigen
Teile des Bogens inzwischen ihre Gestalt behalten sollen. Der
rechte Teil des Bogens dreht sich dann gegen den festgehal-
tenen linken um den Winkel #4dg@ und jeder zu ihm gehérige
Punkt beschreibt einen kleinen Kreishogen von diesemn Zentri-
winkel um den Mittelpunkt von ds. Der Radius des Kreis-
bogens, den das rechte Bogenende beschreibt, ist in Abb. 46,
in der die neue Lage des rechten Bogenstiicks durch eine
punktierte Linie (natiirlich sehr stark iibertrieben) eingetragen
ist, mit w bezeichnet. Die Linge des Kreisbogens ist daher
gleich wddg zu setzen. Um nun zu erkennen, um wieviel
sich die Sehne des ganzen Bogens durch die an ds vorge-
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nommene Verbiegung vergréfert hat, denke ich mir nachtrig-
lich den ganzen Bogen ohne Forminderung um den linken
Endpunkt so lange gedreht, bis der rechte Endpunkt wieder
auf die frithere horizontale Linie fiilll. Die beiden nachein-
ander erfolgten kleinen Wege des rechten Endpunktes bilden
die Hypotenuse und
dieeine Kathete eines
unendlich kleinen
Dreiecks, dessen : =
zweite Kathete die R &ty
gesuchte Sehnenver- '
lingerung d.41l angibt. In diesem Dreiecke ist ein Winkel
gleich dem Winkel «, den der Radius w mit der vertikalen
Richtung einschlieBt. Man hat also

dAl = wddeg cos e = z2Adg.

Dieselbe Betrachtung gilt auch fiir die Verbiegung jedes
anderen Bogenelementes, und die dabei auftretenden Anderungen
der Bogensehne oder der Spannweite / addieren sich zueinander
algebraisch. Die ganze elastische Spannweiteniinderung ist daher

Al = J sAdp = [ 2 ds. (122)

Hierbei ist nur der Einfluf der Biegungsmomente beriick-
sichtigh. Als verhiiltnismiiBig unbedeutendes Korrektionsglied
kann man nachtriglich noch die durch die Normalkrifte N
bewirkte Spannweiteniinderung hinzufiigen. Bei flachen Bégen
geniigt es, diese etwa gleich

IH

EF
zu setzen. Dieses Glied ist natiirlich negativ, da ein Hori-
zontalschub den Bogen verkiirzt; dagegen ist 41 in Gl (122)
positiv, wenn M positiv ist, denn ein Biegungsmoment, das
wir positiv nennen, biegt einen Balken nach unten hin konvex
und vermindert bei dem Bogen die urspriingliche Kriimmung,
streckt also den Bogen gerade und vergriBert dabei die
Bogensehne.
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Bei den Formiinderungen, die der Bogen in Wirklichkeit
ausfiithrt, bleibt die Spannweite unveriindert; wir haben also
dafiir die Bedingungsgleichung

Mz | {H

JEe¥ —gr=0
Setzt man hier noch den Wert von M aus Gl (115) ein und
16st nach H auf, so wird man wieder auf die fritheren For-
meln fiir H gefiihrt, nidmlich auf Gl (117), wenn man das
zweite Glied vernachlissigt, oder mit dessen Beriicksichtigung
auf Gl (120). DaB hier die Spannweite / an Stelle der Bogen-
linge J'ds steht, kommt nur von der willkiirlichen, hier etwas
abweichenden Schitzung des Korrektionsgliedes her, auf die es
nicht ankommt.

Man kann die Sache auch so auffassen, daBl der Bogen
zuerst am rechten Ende auf ein horizontales Rollenlager ge-
setzt sel. Als Biegungsmoment bleibt dann nur M, und die
Bogensehne verlingert sich dabei um
M,z
E6

Dann denkt man sich nachtriiglich eine Horizontalkraft H
an dem beweglichen Auflager angebracht, die so groB gewiihlt
wird, daBl dieses wieder um ! zuriickgefiihrt und der Bogen
dadurch in seine endgiiltige Gestalt gebracht wird. Die Hori-
zontalkraft / bringt negative Biegungsmomente von der GriBe
Hz hervor und zur Berechnung des dadurch bewirkten 71
kann Gl. (122) ebenfalls in der Form

"Hz®
) Ee

Al = {s.

Al = ds,
benutzt werden. Wenn es fiir nitig gehalten wird, kann dazn
die Verktirzung durch die achsiale Belastung gefiigt werden,
Durch Gleichsetzen der Werte von 41 kommt man wieder auf
die fritheren Resultate.

Diese Betrachtungsweise hat vor der Benutzung des Satzes von

der Formiinderungsarbeit den Vorzug, daB sie anschaulicher ist und
einen unmittelbaren Einblick in den physikalischen Sinn gewiihrt, der
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den einzelnen in der Rechnung vorkommenden Gliedern beizulegen
ist. Bei der Methode von Castigliano verfihrt man mehr summarisch,
man verzichtet auf einen Uberblick iiber die Bedeutung der einzelnen
Glieder, erlangt aber andererseits dadurch den Vorteil, daB man ganz
von selbst zu dem richtigen Resultate gefiihrt wird, ohne sich iiber
den Vorgang in allen Einzelheiten Rechenschaft geben zu miissen.
Jedes Verfahren hat also seine Vorziige und man tut daher gut, sich
mit beiden vertraut zu machen und nicht das eine einseitig vor dem
anderen zu bevorzugen.

§ 39. EinfluB von Temperaturinderungen.

Bei einem statisch bestimmten Triiger sind Temperatur-
inderungen ohne Einfluf auf die Spanmungen. Denn die Auf-
lagerkriifte kinnen bei ihm auf Grund der allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingungen berechnet werden und sie sind daher
immer gleich Null, wenn keine Lasten an dem Triiger an-
greifen, gleichgiiltig welche Temperaturinderungen der Triiger
erfahren mag. Beim Fehlen aller fufleren Kriifte miissen da-
her auch innerhalb jedes Querschnitts alle etwa vorkommenden
Spannungen unter sich ein Gleichgewichtssystem miteinander
bilden und dies fiihrt nach der Voraussetzung der linearen
Spannungsverteilung zu dem Schlusse, daB sie iiberall gleich
Null sind.

Bei ungleichtformiger Erwiirmung eines Kiérpers kann es freilich
vorkommen, dafl eine von der linearen abweichende Spannungsver-
teilung auftritt und der SchluBl, dafi die Spannungen beim Fehlen
duBerer Kriifte iiberall verschwinden miiBten, ist dann nicht mehr zu-
lissig. Dahin gehoren auch die sogenannten Gufispannungen, die in
GuBstiicken vorkommen, die sich nach dem Gusse ungleichmiiBig ab-
gekiihlt haben, so daBl einzelne Teile schon erstarrten, withrend andere
noch fliissig waren. Unter Umstéinden erreichen diese Gufispannungen,
ohne dafl irgend eine Belastung von dem GuBstiicke aufgenommen
wiirde, eine Hohe, die bis nahe an die Festigkeitsgrenze heranreicht,
so daB eine geringfiigige #uBere Veranlassung geniigt, den Bruch
herbeizufithren. Durch nochmaliges Ausglithen kinnen sie beseitigt
oder wenigstens vermindert werden; auch eine hiiufig wiederholte Be-
anspruchung wirkt, wie neuere Versuche gelehrt haben, in iihnlichem
Sinne.

Von solchen Fiillen soll aber hier nicht die Rede sein. Wir
nehmen vielmehr an, dafl der Kirper im urspriinglichen Zustande frei
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von solchen Spannungen war und dafl auch nachher seine Tempera-
tur sich iiberall gleichmiiBig #ndert und der Ausdehnungskoeffizient
iiberall dieselbe Grifie hat. Wenn keine #HuBeren Kriifte an dem
Korper wirken, ist dann der Kérper bei Wirmeschwankungen dhnlich
veriinderlich, d h. in jedem Augenblicke ist seine Gestalt der ur-
spriinglichen geometrisch éihnlich. Damit fillt auch jede Veranlassung
fiir ein Auftreten von Spannungen fort.

Ein statisch unbestimmter Triiger kann aber durch den
Zwang der Auflagerbedingungen, die ihm vorgeschrieben sind,
daran verhindert werden, sich gleichmiiBig auszudehnen. Diese
Verhinderung kann nur von Auflagerkriiften ausgehen, die un-
abhiingig von der Belastung auftreten. Die statisch unbe-
stimmten Grofen, die bei der Berechnung solcher Triger vor-
kommen, hiingen dann nicht nur, wie bisher angenommen
wurde, von den Belastungen, sondern auch von den Temperatur-
schwankungen ab.

In diesem Falle befindet sich auch der Bogen mit zwei
Gelenken. Wenn er erwirmt wird, kann er sich nicht geo-
metrisch ihnlich ausdehnen, da die Bogensehne unverinderlich
ist. Es wird also ein Horizontalschub entstehen, der sich der
VergrioBerung der Spannweite widersetzt. Diese Auflagerkraft
hat Biegungsmomente usw. und damit Spannungen zur Folge,
die zu den durch die Belastung hervorgerufenen hinzutreten.
Diese Spannungen sind gewdhnlich so betriichtlich, daB sie
bei der Festigkeitsberechnung nicht aufiler acht gelassen wer-
den diirfen.

Zuniichst muB man sich dariiber klar werden, zwischen
welchen Grenzen etwa Temperaturschwankungen zu erwarten
sind. Bei Briickentriigern, die im Freien aufgestellt sind, nimmt
man gewdhnlich an, da die Temperatur nach oben oder unten
um ungefihr 40° C. von der dem spannungslosen Zustande
entsprechenden abweichen kann. Wenn der Triiger statisch
bestimmt wire, wiirde sich, falls er aus Eisen besteht, jede
Linge um ,j, findern. Bei einem Bogen mit zwei Gelenken
von 50 m Spannweite hiitte man also mit einer Spannweiten-
inderung 4! von 25 mm zu rechnen. Um diese wieder riick-
gingig zu machen, mufl man einen Horizontalschub H an-
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bringen, dessen Grife aus den Untersuchungen des vorigen
Paragraphen ohne weiteres folgt. Ersetzen wir allgemein die
Dehnung um ,, durch den Buchstaben 3 und beriicksichtigen
wir bei der durch H bewirkten Forminderung nur den Ein-
flufl der Biegungsmomente, so folgt aus der Gleichung

Haz?
der durch die Temperaturinderung hervorgerufene Horizontal-
schub zu

s .;,?’I : (128)
as
L2 E@

Ahnlich ist natiirlich auch der EinfluB eines etwaigen
Nachgebens der Widerlager zu beurteilen.

Ubrigens konnen die* Werte der durch Temperaturschwan-
kungen hervorgerufenen statisch unbestimmten Auflagerkrifte
auch nach der Methode von Castigliano leicht berechnet wer-
den. Denkt man sich nidmlich den Zwang an den Auflager-
stellen, der die Ubertragung dieser statisch unbestimmten Kriifte
vermittelt, beseitigt, so ist der Triiger statisch bestimmt und
er kann sich bei den Temperaturinderungen geometrisch @hn-
lich verindern. Dabei wird sich der Angriffspunkt einer dieser
Auflagerkomponenten, die etwa mit U/ bezeichnet werden mag,
in deren Richtung um eine Strecke u verschieben, die wie bei
dem vorher betrachteten Beispiele leicht berechnet werden kann,
wenn 1 gegeben ist. Hierauf bringe man die Lasten und die
statisch unbestimmten Kriifte [/ an, letztere in solcher GriBe,
dafi die durch die vorausgehende Temperaturinderung hervor-
gerufenen Verschiebungen u wieder verschwinden. Nach Gl. (93)
ist dann
A
sy=— (124)
zu setzen. Diese Gleichung tritt hier an Stelle der Gleichung

dA
eU G
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die wir frither unter der Voraussetzung, daf keine Temperatur-
schwankungen vorkéimen, zur Berechnung der U benutzten. Mit
GL (124) und den entsprechenden fiir die iibrigen statisch un-
bestimmten Gréflen ist aber nun genau so zu verfahren, wie
friher; die Auflosung liefert die Unbekannten U. Ubrigens
kann unter U/ auch ein unbekanntes Kriiftepaar (ein Einspann-
moment) verstanden werden; dann bedeutet u die Winkel-
drehung der Angriffsstelle, wenn der Triger statisch bestimmt
gemacht wurde. Auch diese 1iBt sich in jedem Falle ohne
weiteres fiir eine gegebene Temperaturiinderung ermitteln.
Diese allgemeine Betrachtung sei gleichfalls an dem Bei-
spiele des Bogens mit zwei Gelenken nither erliutert. Hs ge-
niigt, wenn wir den Horizontalschub fiir den Fall herechnen,
daB gar keine Lasten angreifen. Mit U= H und u = — yl
schreibt sich GI. (124)

04 :

om — "

Fiir A nehmen wir den in Gl (116) angegebenen Wert,
nachdem darin M, = O gesetzt ist. Wir erhalten

oA 22 e
s geds =,

woraus fiir H wieder derselbe Wert wie in Gl (123) ge-
funden wird.

§ 40. Der beiderseits eingespannte Bogen.

Dieser ist dreifach statisch unbestimmt. Wir withlen als
Unbekannten U die vertikale Auflagerkomponente B, den
Horizontalschub A und das Einspannmoment 3, alle drei fiir
das linke Auflager. Von der Beriicksichtigung des Einflusses
der Normalkrifte anf die Forminderung wollen wir der Ein-
fachheit halber absehen. Fiir das Biegungsmoment M im Quer-
schnitte 2 erhalten wir, wenn wir im iibrigen die friiheren
Bezeichnungen beibehalten,

M= M, + Bz — Hz ~21’(w —p);
0
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also z B. fiir eine gleichférmige Belastung des Bogens
M= M, + Bz — Hr — 2.
Wir bilden jetzt s
2w ; ;1@ s
‘und setzen die drei partiellen Differentialquotienten nach M,

B und H gleich Null. Dies liefert

GA M oM M

oM, E@'&'Md E@d's_o
BA M 4.11(1}

2B —.) Ee B s “I 548 =0,
24 M M . Mz

55— 5o 57 95— — | Fads = 0.

Nach Einsetzen von M konnen diese drei Gleichungen ohne
weiteres nach den drei Unbekannten aufgelést werden, so daB
in dieser Losung nur noch Integrale vorkommen, die mindestens
auf mechanischem Wege stets leicht berechnet werden konnen.
Um zu untersuchen, welche Werte von M,, B, H einer
Temperaturinderung entsprechen, beachte man, daB beim Frei-
geben des linken Bogenendes (falls beide Auflager in gleicher
Héhe liegen) nur der Angriffspunkt von H eine Verschiebung
in der Kraftrichtung erfihrt. Man hat daher hierfiir die drei
Gleichungen 7

‘M ‘Mz ‘Mz
l/E@ds=(), E@d.‘;:(), e 95 =—mnl,

in denen fiir M der Wert
M=M,+ Bx— Hz

einzusetzen ist. Nachdem dies geschehen ist, kinnen die drei
Gleichungen wiederum leicht nach M, B und H aufgeldst
werden.

Als beiderseits eingespannter elastischer Bogentriiger ist
ein Tonnengewdlbe aufzufassen, das aus einem Materiale nuf-
gefiihrt ist, von dem man annehmen kann, dall es wenigstens
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niherungsweise dem Hookeschen Gesetze gehorcht. Die Lehre
von den Gewdlben behandle ich in der graphischen Statik und
ich begniige mich daher hier mit diesen kurzen Andeutungen.

§ 41. Berechnung eines Ringes oder einer Rohre auf Druck
oder Zug in einer Durchmesserebene.

In Abb. 47 ist ein Korper von ringformiger Gestalt dar-
gestellt, der zwischen zwei Platten in der Richtung des senk-
rechten Durchmessers mit der Kraft P zusammengedriickt

75 wird. Auf diese Art wird
| z. B. ein zur Entwiisserung
‘ l - in einen StraBenkdrper ein-
L gelegtes  Tonrohr bean-
sprucht, wenn ein Wagen
dariiber wegfiihrt. AnStelle
des Druckes kann auch
ein Zug treten, ohne daB
sich die Sache wesentlich
inderte. In dieser Lage
befindet sich ein Ketten-
glied von kreisrunder Ge-
stalt bei einer Belastung
der Kette. Alle Form-
inderungen und alle Span-
nungen sind gleich groB,
abervonentgegengesetztem
Wirkungssinne, als wenn der Ring mit einer ebenso groBen Kraft
zusammengedriickt wiirde. Es geniigt daher, wenn wir immer
nur von diesem Falle reden; der andere ist dadurch zugleich
mit erledigt.

Es geniigt, die Forminderung eines einzigen Quadranten
zu betrachten, da die drei iibrigen alle in der gleichen Lage
sind; ich wiihle dazu den in der Abbildung nach links oben
hin gelegenen. Wenn ich diesen Quadranten aus dem ganzen
Ringe loslise, mufl ich an den beiden Schnittstellen iuBere
Kriifte anbringen, die die vorher dort iibertragenen Spannungen

N

P
Abb. 47.
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ersetzen. In der horizontalen Schnittfliche kann ich mir alle
dort iibertragenen Spannungen zu einer durch den Schwer-
punkt des Querschnitts gehenden Resultierenden und . einem
resultierenden Kriiftepaare zusammengesetzt denken. Die Re-
sultierende muB aus Symmetriegriinden rechtwinklig zum Quer-
schnitte stehen. Die untere und die obere Ringhiilfte, die dort
aneinander stoBen, befinden sich niimlich in genau gleichen Um-
stinden; der zwischen ihnen iibertragene Druck und Gegendruck
muf} daher gegen die eine ebenso liegen; wie gegen die andere,
und das ist nur moglich, wenn der Winkel ein rechter ist. Aus
dem Gleichgewichte der einen Ringhiilfte fiir sich betrachtet, folgt
ferner, daf der in jeder horizontalen Schnittfliche iibertragene

Druck gleich 1; ist. Das unbekannte Moment der Spannungen

im Anfangsquerschnitte sei mit M, bezeichnet.

Fiir irgendeinen Querschnitt des Quadranten, dessen Ebene
mit der horizontalen Richtung den Winkel ¢ bildet, hat man
das Biegungsmoment, also das Moment der links vom Quer-
schnitte liegenden iuBleren Kriifte, die am Quadranten wirken,

M= M, + ;)(r — recos @),

denn das Anfangsmoment M, behiilt fiir jeden neuen Momenten-
punkt den urspriinglichen Wert. Auch die Normalkraft N
fiir den Querschnitt ¢ 1aBt sich leicht angeben; man hat dafiir

P

N =/ cosgp.

Zunichst soll aber nur auf den Einflub der Biegungsmomente
auf die Forminderung geachtet werden, da dieser, wie ge-
wohnlich bei solchen Aufgaben, erheblich iiberwiegt, so daB
es in der Regel geniigt, ihn bei der Durchfithrung der Rech-
nung ausschlieBlich zu beachten.

Die Bedingung, der die Forminderung hier unterworfen
ist, besteht darin, daB die beiden Schnittflichen des Quadranten
immer senkrecht zueinander bleihen miissen. Allgemein gehort
nimlich der ganze Umfang der Mittellinie zu einem Zentri-
winkel von 360° und dieser Winkel kann sich nicht #ndern,
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solange die Mittellinie fortfihrt, eine in sich zuriickkehrende
Kurve zu bilden, solange also kein Bruch erfolgt. Da nun
hier der Ring in vier sich ganz gleich verhaltende Quadranten
zerfillt, kann sich auch der zu einem dieser Quadranten ge-
horige Zentriwinkel nicht éindern. Die Bedingungsgleichung,
die zur Ermittelung der einzigen unbekannten GriBe M, fiihrt,

lautet daher ganz einfach
b

2
! fddrp ==
0
Man braucht nur fiir 4dg seinen Wert

Pr Pr
» fHds_(M"-'__?‘_?cO“p)rd(p
= Fo — )

einzusetzen und zu integrieren. Da F und ©® konstant sind,
kann man diese Faktoren streichen, ebenso den konstanten
Faktor » im Zihler; es bleibt also

n
2

f(Mo-l-%‘%g;rcosq;)qu:an 4+ P:”—%T=0
0

und durch Auflésen erhilt man
My 22 P . (182 P
2m

Am Ende des horizontalen Durchmessers ist das Biegungs-
moment demnach negativ, d. h. es bringt eine stiirkere Kriim-
mung hervor. Dies war auch schon auf Grund der oberflich-
lichsten Betrachtung zu erwarten und wir kénnen auf Grund
derselben Betrachtung des ganzen Vorganges sofort voraus-
sagen, dall das Moment im Scheitel positiv werden muB, also
eine Verminderung der Kriimmung an dieser Stelle bewirkt.
Auch in Abb. 47 ist iibrigens der Drehpfeil von M, fiir den
betrachteten Quadranten in Voraussicht dieses Resultates schon
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne eingetragen worden.

Das andere Glied in dem Ausdrucke fiir M ist bei jedem
weiteren Querschnitte des Quadranten positiv; demnach ist M,
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zugleich das groBte Biegungsmoment von negativem Vor-
zeichen. Das gribte positive Moment mufl dagegen im Scheitel
eintreten.  Mit q;=g; geht M, das wir dann mit M. be-

2
zeichnen, iiber in

M, =21 —0318Pr.
2
Im Scheitel tritt also zugleich das absolut groBte Moment
und damit die groBte Beanspruchung des Materials auf. Die
Spannung ¢ liBt sich daraus sofort berechnen. Wenn der
ringformige Korper z B. ein Rohr von der iiberall gleichen
Wandstirke 7 und der Linge [ ist, bildet der Querschnitt ein

7 1h® %
Rechteck vom Widerstandsmomente —Gi und fiir ¢ erhilt man
6 1}{ .
wlh?®

Wenn der Einfluf der Normalkraft N auf die Forminde-

rung nicht zu vernachlissigen ist, hat man nach Gl (110)

N Mrd
: ady = s + %58t

¢ = (125)

oder nach Einsetzen der Werte von N und M
P M,r P
dde ={2?Fcosqa + %o T m(r — rcos ) r}d(p.

Integriert man dies zwischen () und 7; und setzt das Integral

gleich Null, so erhilt man

P Myr = Pr* = Pyt
26F T B0 2 T ere 2 " ome Y
und hieraus durch Auflésen nach M

h ®— 2 Pt

M, =—(Prig + 37)
wenn man mit i den Trigheitsradius des Querschnitts be-
zeichnet. Speziell fiir den rechteckigen Querschnitt des Rohres

2
5t 380 > und. hiermit

12
__ pafr—2 h* ).
My=—1 ’P( i 129%x

27
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Das zur Beriicksichtigung des Einflusses der Normalspan-
nungen gegen friiher hinzugetretene letzte Glied der Klammer
ist nur dann von merklicher Grife, wenn die Wandstiirke der
Rohre ziemlich grof gegen den lichten Durchmesser ist.

Fiir das Moment im Scheitel findet man

Pr Pr( h? )

Me=M+~ =2 (1— 5 (126)
2

T
Auf das Moment im Scheitel kommt es bei der Festigkeits-
berechnung an. Dieses wird etwas geringer, als wir es bei
der vorausgehenden einfacheren Betrachtung fanden, d. h. das
Rohr kann etwas mehr Druck aushalten, als es nach Gl (125)
scheinen kinnte. Diese Gleichung ist vielmehr ebenfalls, wenn
man genauer rechnen will, durch
o= ri(1— o) (127)

T mlk\" T 120
zu ersetzen. Mit 7 = ; macht indessen das Korrektionsglied

nur ',% aus und ist daher zu vernachldssigen. Erst bei ganz
dickwandigen Réhren kommt es in Betracht. ®

Anmerkung. Die vorausgehenden Berechnungen setzen vor-
aus, daB die Elastizitiitsgrenze nicht iiberschritten wird. Driickt man
einen Ring aus einem dehnbaren Metalle zusammen, so bildet sich
sofort nach dem ersten Auftreten bleibender Formiinderungen ein
anderer Spannungszustand aus. Am Scheitel, wo die gréBiten Span-
nungen auftreten, geniigt schon eine sehr kleine bleibende Form-
iinderung, um den Wert des Biegungsmoments an dieser Stelle herab
und hiermit zugleich den Wert von M, hinauf zu setzen. Dies hat
zur Folge, daB ein solcher Metallring griflere Lasten zu tragen ver-
mag, als sich aus der vorausgehenden Berechnung ergibt, bevor er in
merklicher Weise bleibend zusammengedriickt wird. Einige Versuche,
die ich mit Rohrabschnitten anstellte, haben dies bestiitigt.

Wir wollen jetzt noch berechnen, um wieviel sich der
horizontale Durchmesser der Rohre bei der Belastung vergriBert.
Dazu konnen wir uns der in § 38 fiir die Vergriferung 1 der

Spannweite eines Bogentriigers abgeleiteten Formeln bedienen.
Nach Gl (122) war
Mz
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Da 1 hier schon in einem anderen Sinne (als Liinge des
Rohres) gebrancht ist, schreibe ich 4d fiir die VergroBerung des
Durchmessers d. An Stelle von M ist im linken Quadranten

P iy ; :
M= M, + , (r—rcosp) und fir z ist # = r sing zu setzen.

Die Integration wird nur iiber den linken Quadranten aus-
gedehnt und dann das Doppelte des Resultats genommen, da
der Quadrant rechts ebensoviel zu Ad beitriigt. Diese Spal-
tung des Integrals ist nitig, weil der fiir M angegebene Aus-
druck in dieser Form nur fiir den linken Quadranten giiltig

3
ist. Fiir @ setze ich noch @:ll};, um die Betrachtung fiir

ein Rohr (oder iiberhaupt fiir einen rechteckigen Querschnitt)
vollstiindig durchzufithren. Man findet nach Ausfithrung der
Integration P 4w L6950 Py

E® “2x ~ 77 ElhY

(128)

Natiirlich hiitte man alle diese Berechnungen auch auf Grund
des Batzes von der kleinsten Formiinderungsarbeit durchfithren kimnen.
Iech will hier noch zeigen, wie dieser Satz selbst noch in einem viel
allgemeineren Falle zur Liosung der Aufgabe benutzt werden kann.
Abb. 48 gibt den ringférmigen Kor-
per unter dem Einflusse beliebig  m.
lings des Umtfangs verteilter Druck-
kriifte (an deren Stelle auch Zug-
kriifte treten kiinnen) an. Von diesen
dulleren Kriiften wird nur verlangt,
dafl sie sich an dem Ringe im Gleich-
gewichte halten sollen. Man soll die
dadurch hervorgerufenen Spannungen
berechnen.

Um die Aufgabe zu lésen, fithre
man irgend einen Querschnitt mm
durch den Ring. Die in diesem
Schnitte iibertragenen Spannungen
kann man zusammensetzen zu einer
Normalkraft N, einer Schubkraft 7; und einem Anfangsmomente 2.
Wenn diese drei GroBen fiir den Anfangsquerschnitt bekannt wiiren,
knnte man fiir irgend einen anderen Querschnitt, der mit dem ersten
einen Winkel ¢ bildet, die entsprechenden Griofilen N, 7, M sofort
angeben, und darans liefen sich alle Spannungen berechnen. Die

Fiappl, Festigkeitslehre, 4. Aufl. 14

s ‘4-‘1{

Abb. 48.
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Aufgabe ist also dreifach statisch unbestimmt oder mit anderen Worten:
der in dieser Aufgabe vorkommende Ring bildet nur einen besonderen
Fall des in § 40 besprochenen beiderseits eingespannten Bogens. Die
beiden Bogenenden fallen hier miteinander zusammen. In der Tat
kann nun auch die Aufgabe, die drei Unbekannten N, 7\, M, zu
berechnen, genau so geltst werden, wie es dort gezeigt wurde. Man
stellt zuerst den Ausdruck fiir die Forminderungsarbeit A auf, wobei
es in der Regel geniigen wird, nur auf den Einfluf der Biegungs-
momente M zu achten. Dann setzt man die drei Differentialquotienten
von A nach Ny, T und M, gleich Null und 16st diese Gleichungen nach
den Unbekannten auf. Denn die Bedingung, daB der Ring im Quer-
schnitte mm in Wirklichkeit zusammenhiingt, kommt darauf hinaus,
daf sich der Angriffspunkt von N, und 7, nicht verschieben und daf
sich die Angriffsstelle von M auch nicht drehen kann, wenn man
sich das jenseits des Querschnitts gelegene Ende des aufgeschnittenen
Ringes festgehalten denkt. Diesen Verschiebungen und Drehungen
sind aber die Differentialquotienten von 4 nach N,, 7,, M, nach
dem Satze von Castigliano gleich und die Differentialquotienten von A4
sind daher gleich Null zu setzen.

Man bemerkt hier wieder, wie der Satz von der kleinsten Form-
inderungsarbeit ohne vieles Nachdenken ganz mechanisch von selbst
zu der richtigen Lisung fiihrt.

Die Glieder von Ketten sind gewéhnlich von linglicher Gestalt.
Wenn man die Mittellinie als eine Ellipse betrachtet, kann man die
Berechnung auf ganz dbnliche Art durchfiithren, wie es im Eingange
des Paragraphen fiir den kreisformigen Ring gezeigt wurde. Bei der
Ausfithrung der Integration kommt man aber in diesem Falle auf
elliptische Integrale. Es ist daher besser, wenn man in solchen Fillen
zum Ersatze der Integration durch eine Summierung endlicher Teile,
also zu einer mechanischen Quadratur seine Zuflucht nimmt. Abge-
sehen von der dadurch veranlaBten etwas langwierigeren Rechnung
macht die Losung der Aufgabe aber auch in diesem Falle gar keine
Schwierigkeiten von grundsiitzlicher Art.

§ 42. Berechnung der ebenen Spiralfedern.

Eine ebene Spiralfeder (vgl. Abb. 49) ist als ein Bogen-
triiger zu betrachten, der am einen Bogenende eine auf Drehung
dieses Endes hinwirkende Belastung aufzunehmen hat. Die Be-
lastung besteht ndmlich in dem Kriiftepaare, mit dem die in der
Federmitte liegende Spindel beim Aufzichen der Feder gedreht
oder nach dem Aufziehen festgehalten wird.
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Wenn das iuBere Federende eingespannt ist, bildet
die Feder einen zweifach statisch unbestimmten Bogentriiger.
Als statisch unbestimmte GriBen sind das Einspannmoment M
am HuBeren Federende und der von diesem Auflager iiber-
tragene , Horizontalschub“ H, d. h. die in die Verbindungslinie
beider Auflager fallende, hier also,
wie wir sagen konnen, in radialer
Richtung gehende Auflagerkompo-
nente zu betrachten. Zur Berechnung
der beiden Unbekannten bedient man
sich am einfachsten des Verfahrens
von Castigliano.

Hier soll die Berechnung nur fiir
den anderen Fall durchgefiihrt werden,
daB sich nidmlich das #uBere Federende um den Be-
festigungspunkt frei zu drehen vermag. Dann ist der
Bogentriiger nur einfach statiseh unbestimmt und die statisch
unbestimmte Grife H kann iiberdies gleich Null gesetzt werden.
Dies folgt ndmlich sofort aus Gl (118), denn fiir M, hat
man hier

Abb. 49.

M, = Py und daher [:W,,zrl.\' — P[_;/z'ds

und dies wird, da y fiir jedes Bogenelement das gleiche Vor-
zeichen, z dagegen fiir die zu verschiedenen Seiten des in der
y-Richtung gezogenen Durchmessers liegenden Bogenelemente
entgegengesetzté Vorzeichen hat, ungefihr zu Null, oder doch
jedenfalls sehr klein gegen J'z?ds. Daraus folgt, dal H gegen
die andere Auflagerkomponente P vernachliissigt werden kann.
Hiernach ist auch das Biegungsmoment M

M= M, = Py.

Das Vorzeichen von A ist fiir alle Lingenelemente dasselbe.

Bei der in der Abbildung angenommenen Richtung von P

wiire es eigentlich nach den iiblichen Festsetzungen negativ zu

nehmen; es geniigt aber hier, wenn wir nur mit den Absolut-

betriigen rechnen, da ein Zweifel iiber den Sinn, in dem die
14*
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auftretenden Forminderungen zu nehmen sind, ganz ausge- '
schlossen ist. Nach Gl (112) erhalten wir:
Py

Adp = 56 ds,

und wenn wir dies iiher die ganze Ausdehnung der Mittellinie
integrieren und konstanten Querschnitt voraussetzen:

Ag = EP@f yds. (129)

Das hier vorkommende Integral hat eine einfache Bedeu-
tung; es gibt das statische Moment der Mittellinie in bezug
auf die Richtungslinie der Kraft P an. Dafiir kénnen wir
auch das Produkt aus der Linge ! der Mittellinie und dem
Abstande des Schwerpunktes setzen. Offenbar fillt nun der
Schwerpunkt der Mittellinie ziemlich genau mit der Mitte der
Spindel zusammen und wir haben daher auch, wenn p die Ent-
fernung des duBeren Federendes von der Spindelmitte angibt,

)

Ap =221, (130)

Bei der Anwendung solcher Federn hat man die Absicht,
mechanische Fnergie von einem durch die hesonderen Umstiinde
des Falles bedingten Betrage in Gestalt von Forménderungs-
arbeit aufzuspeichern. Die Berechnung der Formiinderungs-
arbeit A ist daher hier von besonderer Wichtigkeit. Am ein-
fachsten stellt man zu diesem Zwecke fest, wieviel mechanische
Arbeit beim Aufziehen der Feder, also bei der Umdrehung der
Spindel geleistet wird. Dazu beachte man, dafl die an der
Spindel angreifenden i#uBeren Krifte mit der Kraft P am
iuberen Ende ein Gleichgewichtssystem bilden miissen. Die
Kriifte an der Spindel lassen sich daher zu einer Einzelkraft P,
die durch die Spindelmitte geht, und einem Kriftepaare vom
Momente Pp zusammensetzen. Die Einzelkraft wird von der
Lagerung der Spindel aufgenommen, das Moment nur dann,
wenn eine Hemmung in das auf der Spindel sitzende Sperrad
eingreift. Beim Aufziehen der Feder muB aber ein Kriifte-
paar M angebracht werden, daB die Drehung der Spindel er-
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zwingt. Die Arbeitsleistung eines Kriftepaares bei einer
Drehung ist gleich dem Produkte aus dem Momente und dem
in BogenmaB ausgedriickten Drehungswinkel. Hier ist noch
der Faktor } beizufiigen, weil es auf den Mittelwert des Mo-
mentes withrend des Aufziehens ankommt. Man hat daher
)2
A=3Mag=C00 . (@as1)
Dieser Ausdruck kann noch etwas umgeformt werden.
Man sucht nimlich die Leistung der Feder méglichst auszu-
nutzen, d. h. soviel Arbeit als méglich in ihr aufzuspeichern.
Die Grenze dafiir ist durch die zuliissige Beanspruchung des
Materials gegeben. Diese wiihlt man bei den Federn, die
meistens aus bestem Stahle hergestellt werden, aus demselben
Grunde gewdhnlich sehr hoch, viel hoher als es der Sicher-
heit wegen bei anderen Konstruktionen zu geschehen pflegt.
Jedenfalls darf man aber nicht iiber die Elastizitiitsgrenze oder
die damit in der Regel zusammenfallende Proportionalitits-
grenze des Materials gehen. Bezeichnen wir die hiernach als
zuliissig anzusehende grifite Biegungsspannung mit G, S0 ist
2 Pp

6="5 6

denn das groBte Biegungsmoment tritt in der dubersten Win-

dung diametral gegeniiber der Befestigungsstelle auf und der

Hebelarm der Kraft P kann dort gleich 2p gesetzt werden

Mit Hilfe dieser Gleichung kann das grifte Moment Pp, das

an der Spindel angreifen darf, in ¢ ausgedriickt und dieser
Wert in Gl. (131) eingefiihrt werden. Man findet

¢* @ :

A=yl (132)

Wenn der Querschnitt der Feder, der hier stets als kon-

stant vorausgesetzt wurde, gegeben ist, kann dies noch weiter

ausgerechnet werden. Fiir einen rechteckigen Querschnitt von

den Seiten b und & wird ® — 1{1{;3 und e = 2, also
6ihhl : :
Ad="0r = 2:E' V. (135)
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In der letzten Formel bedeutet V' = bhl das Volumen der
Feder und man erkennt daraus, daB die Formiinderungsarbeit
nur von dem Volumen, also dem Materialaufwande abhiingt
und nicht davon, wie sich das Volumen aus den drei Faktoren
b, I und [ zusammensetzt.

§ 43. Stiéibe von starker Kriimmung.

Alle Betrachtungen dieses Abschnitts beruhten aunf der
Voraussetzung, daf der Kriimmungshalbmesser der Stabmittel-
linie als sehr grofl gegeniiber der in die Biegungsebene fallen-
den Querschnittshéhe angesehen werden kinne. In den meisten
praktisch vorliegenden Fillen trifft dies auch mit hinreichender
Anniherung zu. In manchen Fillen aber, so namentlich bei
den Lasthaken der Hebezeuge und den Zughaken der Kisen-
bahnfahrzeuge ist die genannte Voraussetzung keineswegs erfiillt. |

In solchen Fiillen sind die Liéngen ds der zwischen zwel
aufeinander folgenden Querschnitten liegenden Fasern in ver-
schiedenen Abstinden vom Kriimmungsmittelpunkte von vorn-
herein erheblich verschieden voneinander, und die Lingeniinde-
rungen Ads sind daher nicht mehr ausschlieflich dem zu-
gehorigen Werte von ¢ proportional, sondern sie hiingen auBer-
dem auch von der urspriinglichen Linge ds, also von der
Entfernung der Fasern vom Kriimmungsmittelpunkte ab. Dies
hat, wie man sofort sehen wird, zur Folge, daB entweder, wenn
die Querschnitte bei der Biegung eben bleiben, die Spannungen ¢
iiber den Querschnitt nicht mehr nach einem Geradliniengesetze
verteilt sein konnen, oder dafl umgekehrt, wenn man diese
Spannungsverteilung voraussetzt, die Querschnitte bei der Form-
inderung nicht mehr eben bleiben kénnen. Man muB daher
von diesen beiden Annahmen, die bei der Berechnung des ge-
raden oder des schwach gekriimmten Stabes miteinander iiber-
einstimmen, die eine fallen lassen. Ich will mich hier nicht
in eine Erdrterung der meiner Meinung nach noch keineswegs
hinreichend gekldrten Frage einlassen, welche von beiden An-
nahmen (die ja an sich beide willkiirlich sind, so daBl nur auf
Grund von Versuchsergebnissen eine Entscheidung zwischen
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ihnen moglich ist) den Vorzug verdient, da eine ausfiihrliche
Erorterung streitiger Fragen mit dem Zwecke eines Lehrbuchs
nicht wohl vereinbar ist. Ich begniige mich daher mit der
Bemerkung, daB man heute gewdhnlich bei der . ;

Berechnung stark gekriimmter Stibe die An-

nahme zugrunde legt, daB die Querschnitte NY ‘V'As

eben bleiben. Die nachfolgenden Berechnungen
beruhen ebenfalls auf dieser Voraussetzung.

In Abb. 50 ist ein zwischen zwei auf-
einander folgenden Querschnitten liegendes Stab-
element dargestellt. Mit NN ist die neutrale
Faserschicht bezeichnet, also jene, die sich bei
der Biegung weder verlingert noch verkiirzt.
Der Kriimmungsmittelpunkt O gelangt durch o
die Formiinderung nach 0. Fiir die urspriing- Abb. 50.
Tiche Liinge ds irgendeiner Faser im Abstande,y von NN hat
man mit Bengutzung der in Abb. 50 eingeschriebenen Be-
zeichnungen ) _
ds = (r + y)deg,

und fiir die zugehorige Lingeninderung 1ds

Adds =yAdde.
Daraus folgt fiir die b'pannung ¢ nach dem Hookeschen Gesetze
_pdds_ ¥y |\pdds))

‘ .’E\ d.s r+y | U do
In der Tat ist also ¢ keine lineare Funktion von »; wenn man
die Abhingigkeit der Spamnung von y durch eine Kuarve ver-
anschaulicht, erhiilt man vielmehr einen Hyperbelbogen.

Da der betrachtete Forminderungszustand durch ein
Biegungsmoment hervorgerufen sein sollte, muB JedF = 0 sein
und dies liefert fiir die Ermittelung der Lage der neutralen
Faser nach Einsetzen des Wertes von ¢ die Bedingungsgleichung

Yy ; -
f'r_}_de—O.

Hieraus folgt, daB NN nicht durch den Schwerpunkt des Quer-
schnitts geht. Bei der Behandlung eines Beispieles in Auf-
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gabe 27 wird noch niher gezeigt werden, wie man mit Hilfe
der vorstehenden Gleichung den Abstand von NN bis zum
Schwerpunkte ermitteln kann. Nachdem auf diese Weise » be-
rechnet ist, erhiilt man die Spannungen ¢ nach dem Momenten-
satze, also auf Grund der Gleichung

[yodF = M,
die nach Einsetzen des Ausdruckes fiir ¢ iibergeht in

;49 f ¥ aF—
E > vl 4 +yd1‘ M.
Wenn y gegen r im ganzen Querschnitte klein wiire, wiirde
das Integral in das Triigheitsmoment @ des Querschuitts, geteilt
durch » iibergehen. Entwickelt man den Bruch ubter dem
Integralzeichen in eine Reihe, so erhiilt man auch

fr?:de=iLfy2dF_:J‘y3dF+?—Lfy‘dF—---],l

—

»
7

von der man so viele Glieder beriicksichtigen kann; als gerad

notig erscheint. Setzt man fiir den Klammerwert, der bei

grofem r in @ iibergeht, den Buchstaben @', so erhilt man
aus der vorhergehenden Gleichung

ddp _ Mr

E de — &

und damit geht der Ausdruck fiir ¢ iiber in
_ry M
T rty €

Fiir ein grofes r stimmt diese Gleichung mit der friiher
fiir den geraden Stab abgeleiteten iiberein.

6 (134)

Aufgaben.

27, Aufgabe. Der Querschnitt cines gelriimmten Stabes sei ein
Rechtecl: von 2 em Breite und 4 em Hohe (diese Seite in der Rich-
tung des Kriimmungshalbmessers gemessen), und der Kriimmungshalb-
messer der Mittellinie sei gleich 5 em. Uwm wieviel wnterscheidet sich
die nach § 43 berechnete grifite Spannung, die dwrch ein Biegungs-
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moment M hervorgerufen wird, von der nach der einfachen Formel
M )
6= 159 gefundenen?

Lisung. Nach Gl (134) hat man fiir die Spannung ¢ einen

Ausdruck von der Form y

ry

worin jetzt ¢ eine konstante (d.h. von y unabhiingige) GroBe ist, die wir
berechnen werden. Die Abstéinde y sind von der Nullinie NN aus ge-
rechnet, deren Lage zunichst ermittelt werden muB. Dafiir dient uns
die Gleichung

G=¢C-

/adﬁ‘: 0 oder /f Y T 0,

. Jrty

die ausspricht, daB die Spannungen zu einem Biegungsmomente ge-
horen. Mit Riicksicht auf die in
Abb. 51 eingeschriebenen Bezeich-
nungen ist ¥ + r = ywund dF = bdu
zu setzen. Daher geht die vorige
Gleichung iiber in

Hy

T WU
f"’u du = h T*Igul =0,

ity

a

aus der »r = /i: lgff ‘folgt Setzt man

die im vorhegenﬂen Beispiele gewiihl-
ten Zahlenwerte ein, so findet man

re=4: 1g3=%\:&m.

Die Nullinie NN liegt also um 0,28 em : 17350
von der Mitte entfernt. A B i‘? L 03>
Um jetzt noch ¢ zu berechnen, schreibe ich die Momenten- =

gleichung an:
M— /o'dFJ—~c j_ cichbf( L T

Fir das Integral erhilt man:

J

ty

— 2 2
I(u ar dn:—fwdu—2)fdu+¢fdu Y —“2‘ — 2vh

+ 1% 1g e S ,r,( ,:,sz,",”’l o ,.)‘

L
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Demnach ist

. M
bh(u’ :!_u‘ — 'r‘)
Die Spannung an der Innenkante (w = u,) sei mit ¢;, die an
der AuBenkante mit ¢ bezeichnet; man hat dann
Uy =T Jl{ '1,_72__ ~
G1=°C¢ u T T8E—472) 3 0,206 M,
e N A M 22
Op ==L "= s@—agm 1 — 0146,

wobei als Lingeneinheit 1 em zugrunde gelegt ist. Die Vorzeichen
der Spannungen 6; und ¢;; richten sich natiirlich nach dem Dreh-
sinne des Biegungsmoments M und kommen hier nicht weiter in Be-
tracht. Die groBte Spannung tritt an der Innenkante auf. Nach der

einfachen Formel ¢ = gy werden die Spannungen an heiden Kanten

gleich grof und zwar
6= Oy = ae = o = 0,187 M.

Der Unterschied der grdfiten Kantenspannung nach heiden Annahmen
betriigt daher 0,069 M oder 37°%, von dem nach der einfachen Formel
berechneten Werte. Bei den Haken liegen die Verhiiltnisse #hnlich;
dort kommt aber zu der Beanspruchung durch das Biegungsmoment
noch eine Normalkraft, und dadurch werden die Unterschiede etwas
herabgemindert.

28. Aufgabe. Ein Flufeisenstab hat quadratischen Querschnitt
von 6 cm Seite und cine gekriimmie Mittellinie von 1.20 m Spann-
weite und 20 em Pfeil.  Fr wird als elastischer Bogentriger auf-
gestellt und trdgt in der Mitte eime. Einzellast von 3000 kg. Wie
grofp ist der Horizontalschub wund wie grofi diec Beanspruchung des
Materials?

Lisung. Fir ein Koordinatensystem der X7, dessen Ursprung
mit dem linken Auflager zusammenfiillt und dessen X-Achse hori-
zontal gerichtet ist, lautet die Gleichung einer Parabel von der Spann-
weite [ und dem Pfeile f:

g = %‘r(lm — ).

Von der Mittellinie des Stabes ist zwar nicht gesagt, daB sie
einen Parabelbogen bilde; man weiBl vielmehr nur, wie groB Spann-
weite und Pfeil ist. In solchen Fillen legt man aber immer die fiir
die Rechnung bequemste Annahme iiber die genauere Gestalt der
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Mittellinie zugrunde. Fiir das Biegungsmoment Mb eines Balkens
infolge der Einzellast P in der Mitte hat man M, = fx, und nach
Gl (118) findet man den Horizontalschub H

G o j'szdw'
J[erax

Hierbei ist an Stelle von ds in Gl (118) das Differential dz gesetzt.
Auch dies ist eine zur bequemeren Ausrechnung dienende, praktisch
zuliissige Vernachlissigung, mit der man sich bekannt machen muB.
Zur Rechtfertigung dafiir erwithne ich zuniichst, daBl sich die Bogen-
linge nicht viel von der Liinge der Sehne unterscheidet. Hier ist
aber nicht nur im Zihler, sondern auch im Nenner an Stelle von ds
der kleinere Faktor dz getreten, und man sieht ein, daB dadurch der
Fehler, der im Werte von H begangen wird, noch weiter herab-
gemindert wird. Wenn M, {iiberall proportional mit # wiire, wiirde
H von der Vertauschung des Differentials ds mit d fiberhaupt nicht
beriihrt. In anderen Fiillen ist aber der Fehler hiichstens etwa von
der Ordnung des Unterschieds zwischen Bogen und Sehne, und dieser
fallt bei einem flachen Bogen innerhalb der Genauigkeitsgrenzen, die
man bei Festigkeitsberechnungen iiberhaupt anstrebt, nicht ins Gewicht.

Beim Kinsetzen der Werte von M, und ¢z findet man:

1
2

P oaf 5
bezda: = 2'j_ Eﬂ?i'g'(lﬂ: —gh)dx = T

0

Das Integral mufite in zwei Teile gespalten und ein Teil nur iiber
die linke Bogenhiilfte ausgedehnt werden, weil der Ausdruck fiir M
nur fiir diese Bogenhilfte gilt. Das Integral im Nenner von H kann
dagegen sofort von O bis / ausgedehnt werden. Man findet

i

L
9 -
f'sgd:c = 1—;’ [(l”a?? — 212 4 at)dz = 1—85,{'23.
0 0

Fiir H erhilt man demnach:

5

> P

48 26 1 LY -
15 A
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Das Biegungsmoment M ist:

M= ‘I?x — Hz = 1500x — 3520:.

Um das Maximum zu finden, differentiieren wir nach x:

aM _ 1500 — 3520 fz;f = 1500 — 3520 5/ f(1— 24).
dx

Dies wird zu Null fiir 2 = 22 em, und die Ordinate : wird an
dieser Stelle z = 12 em, das Vorzeichen des Momentes an dieser
Stelle ist negativ. Wir haben also Mu;, = — 9200 emkg. Da-
neben kommt aber auch das Biegungsmoment im Bogenscheitel in
Betracht, das kein analytisches Maximum ist, aber wegen der bis
zum Bogenscheitel begrenzten Giiltigkeit des Ausdrucks tiir M trotz-
dem den absolut gréBten Wert annimmt. Man hat niimlich

M; = 1500 - 60 — 3520 - 20 = + 19 600 em kg.
: B
An der getshrlichst beanspruchten Stelle wird daher
_6M 619600

Qs gt~ H44 atm.

Dazu kommt noch die sich gleichtormig iiber den Querschnitt ver-
teilende Druckspannung durch die achsiale Belastung von der Grife
H, also &izu = 98 atm. Die griBte Druckspannung, die das Material
aufzunechmen hat, wird also gleich 544 + 98 = 642 atm und die
groBte Zugspannung gleich 544 — 98 = 446 atm.

29. Aufgabe. Derselbe Triger wird mit 10000 kg gleichformig
belastet; wie grof wird der Hovizontalschub a) ohne, b) mit Beriick-
sichtigung des Einflusses der Normalkraft auf die Formdnderungen?

Lisung. Wir brauchen hier nur die Zahlenwerte in die For-
meln von § 37 einzusetzen. Im Falle a) haben wir nach Gl. (119)

ql* _ 10000 - 120
8h 8.20

al®
Fiir den Fall b) wenden wir GL (121) an. Mit M, = % -2 wird

" 91“
/Mzdaswsff

mit Benutzung eines schon bei der Liésung der vorausgehenden Auf-
gabe gefundenen Resultats. Fir i* ist
s O bh*  h* 36

3= o == — e -— = 3 e¢m?
I 1200 12 12

H =

= 7500 kg.
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s setzen. Nach Gl (121) hat man daher (nach Vertauschung von

ds mit dz) "y
SM, zdx 15 10000 - 120 - 20
- = - = = = 7396 kg.
.!Z’d;r +.!t’d.‘r lsy)le_l_,l'z], h'2”g+15' 3

Der Unterschied zwischen den Fillen a) und b} ist daher unerheblich.
30. Aufgabe. Um wieviel vergrifert sich die Spannweite, wenn
der in den vorhergehenden Aufgaben angefiihrte Stab als Balkentriger
aufgestellt wird, unter dem Einflusse der in Aufgabe 28 angegebenen
Belastung.
Losung. Nach Gl. (122) ist, wenn anstelle von I hier M,
gesetzt und ds mit dx vertauscht wird,

Atth"z 5PfI*  5-3000-20-120*

=i8E® — 48.22.105.108 — 038 em.

Dabei ist fiir das Integral der schon in der Lésung von Aufg. 28
gefundene Wert und fir den Elastizititsmodul F des FluBeisens

22 - 10° atm eingesetzt. — Wenn die Widerlager um 1 mm nach-

geben, wird dadurch in jedem Belastungsfalle der Horizontalschub

um 535;0 = 926 kg vermindert.

31. Aufgabe. Nach welchem Geselze muf die Stirke eines vor-
her auf einen grifleren Duwrchmesser abgedrehten Kolbenringes wvon
der Schlitzstelle aus nach beiden Seiten hin zunehmen, wenn der Ring
nach dem Einpassen in den Zylinder iiberall mit demselben spezifischen
Drucke p in radialer Richtung an der Zylinderwand anliegen soll?

Lisung. Man betrachte einen Querschnitt im Winkelabstande ¢
von der Schlitzstelle (vgl. Abb. 52). Die #uBeren Krifte am einen
Stabteile geben eine Resultierende, die
ebenso groB und ebenso gelegen ist, als
wenn sich der Druck p auf die Sehne s
verteilte. Dies folgt némlich aus einer
hydrostatischen Betrachtung, von der
man bei solchen Untersuchun-:ren oft Ge-
brauch macht. Ein Wasserkﬁrper, der
den Raum des Segmentes ausfiillte, wiire
im Gleichgewichte, wenn von allen
Seiten her der Druck p auf ihn wirkte.
Daraus folgt sofort, dafl die Resultie-
rende des Drucks am Bogenumfang
glemh der Resultierenden des Drucks lings der Sehne ist. Wenn
wir die Breite des Ringes (senkrecht zur Ebene von Abb. 52) mit b

Abb. 52.
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bezeichnen, ist diese Resultierende gleich pls und das Biegungs-
moment im Querschnitte ¢

2

M=pbS = 2pbrisin?? .

2 2
Vorher sei der Ring auf einen um A» griBeren Radius abgedrebt
gewesen; durch die elastische Forminderung muB sich der Radius
itberall auf » vermindern, wenn der Ring nachher iiberall satt an-
liegen soll. Nach GL (111) haben wir daher

1 1 M

_ — 12 ¥
r drtr K@ EI® ’

- 2prisin? §

Fiir die linke Seite kann man, da A» klein gegen » ist, kiirzer f};’

setzen. Die Gleichung kann dann nach der unbekannten veriinder-
lichen Stiirke /i des Kolbenringes aufgelost werden und giht

3
h = c]/sinﬂtg-

wenn unter ¢ der fiir den ganzen Ring konstante Wert

" =]3/ 24pr!
E-Aar
verstanden wird. Die erste von beiden Gleichungen gibt das all-
gemeine Gesetz an, nach dem 2 mit @ zunehmen mufl; ¢ dagegen
‘ist die grofte Stirke, die der Ring an der der Schlitzstelle gegen-
iiberliegenden Stelle erhilt. Die letzte Gleichung kann daher auch
umgekehrt dazu benutzt werden, die Stirke des Drucks p, mit dem
der Ring an der Zylinderwand aufliegt, zu berechnen, wenn ¢ und
Ar gegeben sind.

Tiir ¢ = 0 und fiir ¢ = 360° = 2x gibt die Formel & = 0,
d. h. der Ring miifite dort in einer Schneide endigen. Davon sieht
man bei der praktischen Ausfithrung ab; dagegen ist es allgemein
gebriuchlich, die Stirke des Ringes sonst in ungefihrer Uberein-
stimmung mit der abgeleiteten Formel nach der Mitte hin zunehmen
zu lassen. ;

Bei der Berechnung ist iiberall % als klein gegen » voraus-
gesetzt worden, so dafl » als Radius der Mittellinie genommen werden
konnte. Mit Riicksicht auf den Zweck der Rechnung war diese Ver-
nachliissigung zulissig. Man hiitte natiirlich auch fiir » den ge-

l;
naueren Wert » — : setzen konnen: man glaube aber nicht, daB

=

dies in Wirklichkeit eine Verbesserung wiire. Es handelt sich bei
solchen Untersuchungen immer darum, die Hauptziige einer Erschei-
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nung in moglichst einfach gebauten Formeln wiederzugeben und auf
Kleinigkeiten zu verzichten. Freilich will diese Kunst, an der rechten
Stelle die angebrachte Vernachlissigung einzufiihren, geiibt sein, da-
mit man nicht einmal ein Glied unterdriickt, das von griBerer, viel-
leicht sogar von ausschlaggebender Bedeutung ist.

Anmerkung. Der Ausdruck fiir M in der vorausgehenden Rech-
nung kann auch noch in der folgenden Weise umgestaltet werden:

M = 2pbr? sin”lz = pbr(r — rcos @) = pbrz,

wenn in dem letzten Aundsrucke unter ¢ der senkrechte Abstand des
zam Winkel ¢ gehérigen Punktes von der an der Schlitzstelle ge-
zogenen Tangente des Kreises verstanden wird. Das Biegungsmoment
ist demnach tberall so grofi, als wenn die Belastung durch den
Umfangsdruck p entfernt und durch eine Kraft P = pbr ersetat wiire,
mit der die beiden Enden des Ringes an der Schlitzstelle gegen-
einander gezogen wiirden. — Hieraus folgt ganz allgemein die
folgende Vorschrift fiir die Herstellung eines Kolbenringes, dessen
Stirke /i eine ganz willkiirliche Funktion

des Winkels ¢ sein darf und der nachher
trotzdem iiberall mit dem gleichen Drucke |_
p aufliegt. Man schneide den gegossenen
Ring zuniichst auf, ziehe dann die Enden
mit einer Kraft  gegeneinander und drehe
ihn in diesem gespannten Zustande auf
einer Drehbank auflen kreisrund zum
Halbmesser des Zylinders ab, in den er
spiiter passen soll. LBt man, nachdem
dies geschehen ist, die Enden wieder frei,
so federt er auseinander und der Umfang
ist dann nicht mehr genau kreisrund. So- .¥..[
bald er aber nachher in den Zylinder
eingesetzt und ihm dadurch die Gestalt
wieder aufgezwungen wird, die er bei ke b —5

der Bearbeitung auf der Drehbank an- Abb. 53.
genommen hatte, liegt er nun mit einem

gleichférmigen Drucke p an der Zylinderwand an, der aus der
Gleichung P = pbr ohne weiteres berechnet werden kann.

32. Aufgabe. Ein U-formiger Biigel von konstantem Quer-
schnitte wird mit Hilfe einer zwischen den Schenkeln angebrachten
Schraube in der Hohke a auseinandergebogen (vgl. Abb. 53). Die itber
a hinausliegenden Teile der Schenkel bleiben hierbei geradlinig wnd
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zwar dreht sich jeder 1eil beim Auseinanderbicgen wn einen festen
Punkt O. Man soll dessen Lage ermilteln.

Liésung. Der Korper ist als ein Bogen aufzufassen, dessen
Mittellinie aus drei Seiten eines Rechtecks zusammengesetzt wird.
Wir berechnen zuniichst, um wieviel sich die Spannweite unter dem
Einflusse eines Horizontalschubs oder Horizontalzugs veriindert und
dann, um welchen Winkel sich die oberen Teile der Schenkel drehen
wenn beide Werte bekannt sind, kann daraus leicht die Lage des
Drehpunktes ermittelt werden. Vorausgesetzt wird, daB der Biigel
withrend der Formiinderung so festgehalten wird, daB die Symmetrie-
achse ihre Lage beibehiilt; auf die Bewegungen, die der Biigel da-
neben etwa noch im ganzen ausfithren kinnte, kommt es natiirlich
nicht an. '

Zur Berechnung von A1 verwenden wir Gl. (122):

‘Mz
Al = | pgds.

Die Integration ist iiber die eine Hiilfte der Bogenmittellinie
anszudehnen und dabei in zwei Teile zu trennen, von denen der eine
sich anf die horizontale Strecke und der andere sich auf die vertikale
Strecke der Mittellinie bezieht. In der ersten Strecke ist z iiberall
gleich «, in der zweiten ist ds = dz und daher

Al-—]]a arh-{— P"'za’z I”(!—}— )

Die Drehung A¢ des oberen Teiles des Schenkels ist gleich
der Summe aller elastischen Winkeliinderungen 4./¢ benachbarter
Querschnitte, die zwischen dem Bogenanfange und der Mitte liegen,
also nach Gl. (112)

b a
Mds Pads /‘Pz _ Pa a
/1«~ _fao * E@'dz*h'@(b'l'e)'
0

In seine neue Lage kann der obere Teil des Schenkels auch
dadurch gebracht werden, daB man ihn um einen auf der urspriing-
lichen Lage der Schenkelmitiellinie gelegenen Punkt um den Winkel
A dreht, wenn dieser Punkt im Abstande u von der Angriffsstelle
der Kraft P nach abwiirts liegt. Man braucht den Abstand # nur
so zu wihlen, daB der Angriffspunkt von I’ bei der Drehung einen
Weg A1 zuriicklegt. Daraus folgt die Bedingungsgleichung
6b 4 2a

uAdg = Al, also u = 6bF3sa @
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Da u unabhiingig von P ist, folgt, daB sich der iiberstehende Teil des
Schenkels in der Tat fortwihrend um denselben Punkt dreht, dessen
Lage zugleich ermittelt ist. — Rechnungen dieser Art sind zuweilen
notig, um sich tiber die Art der elastischen Bewegungen, die in Mef-
instrumenten oder auch in Maschinen auftreten und dabei leicht
- einen stirenden EinfluB aus-
itben, rasch Rechenschaft
geben zu kinnen. :
33. Aufgabe. Ein
Bogentriger wvon halbkreis-
formiger Gestalt (Abb. 54)
ist gelenkformig aufgelagert.
Am  rechten Bogenende ist
eine Stange in radialer Rich-
tung angebracht, an der ein
Krdiftepaar Pp angreift. Die Kb L
Stange iibertrigt diese Be-
lastung auf den Bogen. Man soll die Komponenten A und H des Auf-
lagerdrucks am linken Trdgerende berechnen, wobei anzunehmen ist, daf
der Triger iiberall gleichen Querschnitt hat. Ferner soll noch angegeben
werden, fiir welchen Querschnitt das Biegungsmoment zu Null wird.
Lisung. Aus einer Momentengleichung tiir das rechte Auf-
lager erhilt man sofort Pp

=
Zur Berechnung von H dient Gl (118), wobei

s

1 i
M, = A(r — rcosp) = Pp —Q-GOSQJ
zu setzen ist. Man. erhiilt

[ ’lf,,zds 1 Pp[(l — cosq)rsingrdg

fz ds 2 fr’sm(p rdg :

 wobei die Integrale zwischen O und m zu nehmen sind.
Nach Ausfiihrung der Integration findet man
_2Pp
-

Das Biegungsmoment wird zu Null fiir den Schnittpunkt der
Stabmittellinie mit der Resultierenden aus 4 und H. TFiir den
Winkel «, den diese Resultierende mlt der Wagerechten bildet,
erhiilt man

oA Pp 2Pp “=n -
tgoc—H TRk = 0,7854.
Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl, 15
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Der zugehorige Winkel « ist gleich 38° 9. Hieraus folgt der Zentri-
winkel @ jenes Querschnitts, in dem keine Biegungsspannungen auf-
treten zu,

@ = 180° — 2@ = rund 104°.

Anmerkung. Hinsichtlich der Lagerung und der Belastung
stimmt der hier behandelte Bogentriiger vollstindig mit der in § 42
untersuchten Spiralfeder iiberein. Es besteht nur der Unterschied,
daB die Spiralfeder eine Reihe von Windungen enthilt, withrend
hier die Mittellinie, wie man sagen kann, nur einen halben Um-
lauf macht.

34. Aufgabe. Ein winkelférmiger Rahmen ABC (Abb. 55)
ist aus zwei Stangen AB wnd B C zusammengeseizt, dic im Punkte B
steif miteinander verbunden sind, so daf sie sich nicht gegeneinander
drehen konnen. Der Rahmen ist in den Punkten A wund C nach Art
eines Bogentrigers mit zwei Gelenken drehbar aufgelagert. Man soll

die Auflagerkrifte in A
P =1000kg wnd C berechnen, die
durch eine im Scheitel B
angreifende  horizontale
Last P von 1000 kg her-
vorgerufenwerden. Dabei
soll nur auf den Eimfluf
der Biegungsmomente
anf die Formdinderung
geachtet werden.

Erste Losung. Man
denke sich zuniichst C
auf ein Rollenlager gesetzt, so daB sich dieses Ende in horizontaler
Richtung frei verschieben kann. Dann wird in € ein senkrecht nach
oben gerichteter Auflagerdruck iibertragen, der aus einer Momenten-
gleichung fiir den Punkt A gleich 4 P gefunden wird. Den Auflager-
druck in A zerlegen wir in eine vertikale Komponente von der GriBe -
+ P, die nach abwiirts geht und in eine horizontale nach links ge-
richtete Komponente von der Grifle P. Fiir einen Querschnitt der
Stange A B mit der Abszisse x ist das Biegungsmoment

Abb, 55,

M, = — §Pz + Px = }Pa.
Ebenso wird fiir die zweite Stange B

P 5
M, o= = (2a — 2)
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gefunden. Nach GI. (122) erhiilt man hiermit die horizontale Ver--
schiebung von C, néimlich

a 2a
Al — rﬁv(J Myzdz + | My(2a — ”)dx)
0 ('3

Hierbei war darauf zu achten, daB ds = dx]/§ ist. Nun bringen wir
an C eine horizontale Kraft Z an, die diese Spannweitentinderung
wieder rickgiingig macht. Das von Z im Querschnitte # der Stange
A B hervorgerufene Biegungsmoment ist (vom Vorzeichen abgesehen)
gleich Zz. Die Forminderung der Stange BC ist symmetrisch zu
der von A B und fiir die durch Z hervorgerufene Spannweiteniinderung
erhilt man daher nach Gl. (122) (wiederum abgesehen vom Vor-
zeichen )

23

1 oagnye . BYE e
Al=2-_h.@f£a: ar)2 ="FoZ5 -
0

Die Gleichsetzung mit dem vorigen Werte von A7 liefert

Z=1P

Im ganzen haben wir daher am linken Ende eine nach links gehende
horizontale Komponente von der GroBe 4 P und eine ebenso groBe
nach abwirts gehende vertikale Komponente, d. h. die Resultierende
aus beiden liefert eine in die Verlingerung der Stange A B fallende
Auflagerkraft. Ahnliches gilt fiir die Stange BC. Die Biegungs-
momente werden daher iiberall zu Null.

Zweite Lisung. Wir betrachten die schon vorher mit Z be-
zeichnete Komponente der Auflagerkraft am rechten Ende als die
statisch unbestimmte GriiBe, die nach dem Satze von Castigliano die
Forminderungsarbeit zu einem Minimum machen mufl. Der von den
Biegungsmomenten herriihrende Teil der Forminderungsarbeit wird
aber zu Null, wenn wir P einfach nach den Richtungen der beiden
Stangen zerlegen und die beiden Komponenten durch die Stangen auf
die Auflager weiter leiten. Wir finden damit ohne weitere Rechnung
das schon in der vorigen Lisung abgeleitete Resultat.

15%
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