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Dritter Abschnitt.

Biegung des geraden Stabes.

§ 16. Begriff der Biegung.

An einem stabformigen Korper, der auch an einigen Stellen
mit rechtwinklig dazu aufgesteckten Handhaben oder Kurbeln
versehen sein kann, mogen sich beliebig gegebene iuBere
Krifte im Gleichgewichte halten. Man denke sich den Stahb
durch irgendeinen Querschnitt in zwei Teile zerlegt. Jeder
dieser Teile mufl dann immer noch im Gleichgewicht bleiben,
wenn man den anderen Teil entfernt, dafiir aber in der Schnitt-
fliche #uBere Kriifte anbringt, die mit den vorher im Quer-
schnitte iibertragenen Spannungen an jeder Stelle genau iiber-
einstimmen.

Um die daraus hervorgehenden Gleichgewichtsbedingungen
zur Berechnung der Spannungen zu verwerten, faBt man zu-
nidchst an dem betrachteten Teile des Stabes die gegebenen
duferen Kriifte nach den Lehren der Statik zusammen. Je
nach dem Ergebnisse der Zusammensetzung unterscheidet man
verschiedene Beanspruchungsarten des Stabes. Irhilt man eine
Resultierende, die durch den Schwerpunkt des Querschnitts
geht und mit der Stabachse zusammentfillt, so ist der Stab an
dieser Stelle anf Zug oder Druck beansprucht, ein Fall, mit
dem wir uns schon frither beschiftigt haben. Ergeben die
Lasten eine Resultierende, die in der Ebene des Querschnitts
liegt und durch den Schwerpunkt geht, so ist der Stab in
diesem Querschnitte auf Schub oder Abscheren beansprucht;
dieser Fall kann aber immer nur in einzelnen Querschnitten
~eintreten. Der Fall der reinen Biegung liegt vor, wenn sich
die #uleren Krifte zu einem Kriiftepaare zusammenfassen lassen,
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dessen Ebene durch die Stabachse geht. Endlich wird der
Stab auf Torsion, Verwindung oder Verdrehung bean-
sprucht, wenn die #uBeren Kriifte ein Kriiftepaar liefern, dessen
Ebene zur Querschnittsebene parallel ist.

Im allgemeinen konnen alle diese vier Beanspruchungs-
arten oder wenigstens einige von ihnen zusammen wirken.
Man spricht dann von einer zusammengesetzten Festig-
keit. Man denke sich néimlich jede @uBere Kraft parallel mit
sich selbst nach dem Schwerpunkte des Querschnittes verlegt.
Bei der Parallelverlegung tritt jedesmal ein Kriiftepaar auf.
Dann kann man alle nach dem Schwerpunkte verlegten
Kriifte zu einer Resultierenden und alle Kriiftepaare zu einem
resultierenden Kriiftepaare vereinigen, wie dies in Band II
niher besprochen ist. Die im Schwerpunkte angreifende
Resultierende liBt sich hieranf in zwei Komponenten zer-
legen, von denen eine in die Richtung der Stabachse und
die andere in die Querschnittsebene fillt. Auch das resul-
tierende Kriiftepaar zerlegt man in zwei Kriiftepaare, von denen
die Ebene des einen durch die Stabachse geht, wihrend die
Ebene des anderen entweder mit der Querschnittsebene zu-
sammenfillt oder, was auf dasselbe hinauskommt, parallel mit
ihr ist. Im allgemeinsten Falle ist daher der Stab gleichzeitig
auf Zug oder Druck, anf Schub, auf Biegung und auf Ver-
windung beansprucht.

In allen Fillen der zusammengesetzien Festigkeit berechnet
man die zu jeder der einfachen Beanspruchungsarten fiir sich
gehorigen Spannungen und nimmt an, daB sich alle ohne
Storung iibereinander lagern. Das setzt natiirlich voraus, daB
das Material dem Superpositionsgesetze gehorche. Trifft dies
nicht zu, so verfihrt man trotzdem gewihnlich ebenso, muf
aber dabei in Erinnerung behalten, daB die Losung nur un-
gefihr richtig sein kann.

Ein Fall der zusammengesetzten Festigkeit liegt auch
dann vor, wenn sich die duBeren Kriifte zu einem biegenden
Kriftepaare und einer Scherkraft zusammensetzen lassen.
Dieser Fall kommt aber so hiiufig vor, daB er die Regel bildet,
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und er wird daher als der allgemeine Fall der Biegung
im Gegensatze zu dem vorher besprochenen Falle der reinen
Biegung bezeichnet.

Ein Kriiftepaar wird durch sein statisches Moment ge-
messen. Beansprucht das Kriftepaar den Stab auf Biegung,
geht also seine Ebene durch die Stabachse, so wird sein sta-
tisches Moment als das Biegungsmoment bezeichnet. Wir
gebrauchen dafiir den Buchstaben 3 und rechnen es positiv,
wenn es an dem linken Teile des in horizontaler Lage ge-
zeichneten Stabes im Sinne des Uhrzeigers dreht. Die Scher-
kraft bezeichnen wir mit ¥ und rechnen sie positiv, wenn sie
am linken Teile des Stabes nach oben gerichtet ist.

§ 17. Willkiirliche Annahmen von Bernoulli und Navier.

Die niichste Aufgabe, die uns gestellt ist, hesteht darin,
die Spannungen zu berechnen, die in den einzelnen Teilen des
Querschnitts auftreten, wenn M und V' gegeben sind. Wir
wollen sie zuerst noch dadurch vereinfachen, da wir den Fall
der reinen Biegung voraussetzen,

-P_ <—E—>
also V' =0 annehmen. Auf den <
allgemeineren Fall werden wir p e PI Ap
dann leicht dadurch gelangen, daB
wir die durch V fiir sich bewirkten = == x
Spannungen hinzufiigen. Der Fall 1 l’" A
der reinen Biegung (ohne Scher-
beanspruchung) liegt z B. im mitt- A
leren Teile einer Eisenbahnwagenachse vor oder auch bei der
in Abb. 16 schematisch gezeichneten Belastung des Stabes.
Fiir den Querschnitt mm, der irgendwo im mittleren Ab-
schnitte des Stabes gezogen sein kann, bilden die AuBeren
Krifte am linken Teile des Stabes ein Kriiftepaar, dessen
Moment = Pp und das nach den vorausgehenden Vorzeichen-
bestimmungen positiv zu rechnen ist.

Die Aufgabe, die Spannungen zu berechuen, ist statisch
unbestimmt. Wenn wir auf die elastischen Forménderungen




76 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes.

keine Riicksicht zu nehmen hiitten, kénnten wir jede beliebige
Verteilung der Spannungen iiber den Stabquerschnitt als gleich
gut moglich ansehen, wenn sie nur zu einem Kriiftepaare vom
Momente M fiihrte.

Uber die elastische Forminderung, die der Stab unter
dem Einflusse der in Abb. 16 angegebenen Kriifte erfithrt, liBt
sich zundchst nur aussagen, daB sich die Angriffspunkte der
Krifte im Sinne dieser Kriifte relativ gegeneinander etwas ver-
schieben miissen. Denkt man sich diese Angriffspunkte alle
auf der Stabachse gelegen, so werden die Verbindungslinien
der aufeinanderfolgenden Angriffspunkte nach der Formiinderung
einen Linienzug bilden, der nach oben hin hohl ist. Wegen
der Stetigkeit des Zusammenhanges kann aber die Stabachse
selbst an keiner Stelle einen Knick erfahren; die urspriinglich
gerade Stabachse wird daher in eine flache Kurve iibergehen.
Diese Kurve heilit die elastische Linie des gebogenen Stabes.

Diese allgemeinen Bemerkungen sind noch zu unbestimmt,
um ein Urteil iiber die Verteilung der Spannungen iiber den
Querschnitt darauf griinden zu kionnen. Um diese Unbe-
stimmtheit zu heben, nimmt man an, daB jeder Quer-
schnitt, der senkrecht zur Stabachse gezogen wurde,
nach der Forminderung eben bhleibt. Diese Annahme
wird zuniichst rein willkiirlich eingefiihrt; sie ist zuerst von
Bernoulli aufgestellt worden und dient seit den Arbeiten von
Navier allgemein als Ausgangspunkt der Biegungslehre in der
technischen Mechanik.

(egen die Einfihrung einer solchen Annahme ohne jede
weitere Begriindung ist natiirlich ein ernstes MiBtrauen am
Platze. In der Tat wird man sich durchaus nicht befriedigt
fiihlen konnen, wenn diese Annahme, wie es oft genug ge-
schieht, in der Form eines Axioms eingefiihrt wird. Besser
ist es, sie als einen Satz hinzustellen, der seine Rechtfertigung
dadurch findet, daB die aus ihm gezogenen Folgerungen im
Einklange mit der Erfahrung sind.

In einem spiteren Abschnitte werden wir sehen, daBf man
die Zulissigkeit der Bernoullischen Annahme auch noch einer
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strengeren Priifung unterwerfen kann. Fiir Korper, die dem
Hookeschen Gesetze gehorchen, werden wir sie bei jener Ge-
legenheit wenigstens fiir den Fall der reinen Biegung be-
stitigt finden. Fiir andere Korper kann indessen nur durch
eine unmittelbare Beobachtung festgestellt werden, ob und
bis zu welchem Grade der Genauigkeit sie in Wirklichkeit er-
fiillt ist.

Eine solche Priifung habe ich auf folgende Weise vor-
genommen. Ein Steinbalken von 20><30 em Querschnitt wurde
auf 150 em Spannweite frei aufgelagert und in der Mitte be-
lastet. Die Lastebene war parallel der gréBeren Querschnitts-
seite. Auf den Ansichtsflichen des Balkens lieB ich mehrere
Reihen von kleinen Stiften einkitten, auf die man Spiegel auf-
schraubte. Wenn der Balken belastet wurde, drehten sich diese
Spiegel zusammen mit dem Teile des Balkens, an dem sie be-
festigt waren. Die kleine Drehung der Spiegel wurde mit Hilfe
eines Fernrohrs beobachtet. Dabei zeigte sich, daB alle Spiegel,
die zu demselben Querschnitte gehdrten, ziemlich genau die-
selbe Drehung ausfithrten. Das ist aber in der Tat nur mog-
lich, wenn der Querschnitt — mit dem gleichen Grade der
Anniherung — eben bleibt. Zum mindesten ist zu schlieBen,
dall die Umfangsseiten des Querschnittsumrisses geradlinig ge-
bliecben sind. Denn wenn sich eine dieser Seiten merklich
kriimmen sollte, miiiten verschiedene Linienelemente der Seite
verschiedene Winkel mit der Anfangslage bilden, und die ver-
schiedene Drehung hiitte sich bei der Beobachtung der Spiegel
verraten miissen.

Es kann daher als nachgewiesen gelten, dall auch selbst
bei solchen Materialien, die dem Hookeschen Gesetze nicht
gehorchen, die Bernoullische Annahme als hinreichend genau
zutreffend angesehen werden kann. Unter ,hinreichend“ genau
ist hier ein solcher Grad der Anniiherung zu verstehen, der
die weiteren Schliisse aus der Bernoullischen Annahme vor
den grébsten Fehlern schiitzt; namentlich ist die Kriimmung
der Querschnitte im allgemeinen nicht erheblich gegeniiber der
Kriimmung, die die Stabachse erfihrt.
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Fiir den Fall der reinen Biegung (Scherkraft V' = 0) haben
wir keine Veranlassung, ein Auftreten von Schubspannungen
im Querschnitte zu vermuten. Zum mindesten miiBten alle
Schubspannungen unter sich im Gleichgewichte miteinander
stehen. Wenn der Querschnitt in der Tat genau eben bleiben
soll, konnen aber iiberhaupt keine Schubspannungen iibertragen
werden, denn diese hiitten Winkelinderungen 3 zur Folge, die
an verschiedenen Stellen nicht nur von verschiedener GriBe,
sondern auch von entgegengesetztem Vorzeichen sein miiBten.
Es handelt sich dabei um die urspriinglich rechten Winkel
zwischen -der Querschnittsebene und den zur Stabachse parallel
gezogenen Linien. Wenn sich diese an verschiedenen Stellen
um verschiedene Betriige #nderten, kionnte der Quersehnitt
offenbar nicht eben bleiben.

Wir werden also festhalten, daf fiir den Fall ¥ = 0 auch
die Schubspannungen z iiberall im Querschnitte gleich Null
zu setzen sind. Daraus folgt dann sofort weiter, daB der
Querschnitt nach der Forminderung senkrecht zur elastischen
Linie steht.

Man betrachte jetzt ein Lingenelement des Stabes, das
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Querschnitten liegt. Nach
der Form#inderung schneiden sich die beiden Querschnittsebenen
in einer (reraden, die durch den Kriimmungsmittelpunkt der
elastischen Linie geht. Jedem Flichenelemente dF des Quer-
schnitts entspricht ein Teil des Stabes, den wir als eine Faser
bezeichnen wollen. Die zwischen den aufeinanderfolgenden
Querschnitten liegenden Fasern waren urspriinglich gleich lang;
nach der Forménderung sind aber die auf der Hohlseite der
elastischen Linie liegenden kiirzer als die auf der konvexen
Seite — und zwar verhalten sich die Lingen unmittelbar wie
die Abstinde der Fasern vom Kriimmungsmittelpunkte der
elastischen Linie. Den Lingeniinderungen, die diese Fasern er-
fuhren, entsprechen nach dem Elastizitiitsgesetze die Normalspan-
nungen 6, die in den Querschnittselementen iibertragen werden.

Wir wissen schon, daB sich die Normalspannungen ¢ zu
einem Kriftepaare vom Momente M zusammensetzen miissen.
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Daraus folgt, daB im Querschnitte sowohl Zug- als Druck-
spannungen iibertragen werden. Die Fasern auf der konvexen
Seite sind also jedenfalls linger geworden, als sie urspriinglich
waren und die auf der Hohlseite haben sich verkiirzt. Da-
zwischen liegt eine Faserschicht, die sich weder verkiirzt noch ver-
lingert hat. Die ihr im Querschnitte entsprechende Linie wird die
neutrale Achse oderanch dieNullinie des Querschnitts genannt.

Proportional mit dem Abstande von der neutralen Achse
wachsen die elastischen Lingeninderungen der Fasern. Wenn
aufer der Bernoullischen Annahme auch noch das Hookesche
Gesetz gilt, miissen wir daher schliefien, daB auch die Nor-
malspannungen &, die im Querschnitte iibertragen
werden, ihrem Abstande von der neutralen Achse pro-
portional zu setzen sind. Diesen wichtigen SchluB hat
zuerst Navier aus der Bernoullischen Annahme gezogen.

Diese ganze Betrachtung liiit sich auch noch durch eine
andere ersetzen. Ohne uns auf die an sich willkiirliche Ber-
noullische Annahme zu stiitzen, kionnen wir davon ausgehen,
daB im Querschnitte jedenfalls sowohl Zug- als Druckspan-
nungen iibertragen werden miissen. Die Normalspannung ¢
in irgend einem Punkte des Querschnitts kann dann als eine
zuniichst unbekannte Funktion der Koordinaten dieses Punktes
in bezug auf zwei im Querschnitte rechtwinklig zueinander
gezogene Koordinatenachsen der y und z betrachtet werden.
Wir setzen also

o = f(y2).

Immer wenn man keinen bestimmten Anhaltspunkt fiir
die Form einer solchen unbekannten Funktion hat, versucht
man zuniichst mit den einfachsten Annahmen dafiir auszu-
kommen. DaB ¢ nicht konstant sein kann, folgt schon daraus,
daB sich alle 6 zu einem Kriiftepaar zusammensetzen lassen
miissen. Die hiernach noch mégliche einfachste Annahme be-
steht darin, daB ¢ eine Funktion ersten Grades der Querschnitts-
koordinaten y, ¢ ist. Das ist aber gerade die von Navier
vorausgesetzte oder aus der Bernoullischen Voraussetzung ge-
folgerte Spannungsverteilung.
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Diese Art der Begriindung unseres Ansatzes hat den Vor-
zug, daB sie nicht den Anschein erweckt, als ob es sich dabei
um ein streng giiltiges Naturgesetz handle; wir treten in die
weitere Untersuchung sofort mit dem BewuBitsein ein, daB
unsere Biegungstheorie nur angendherte Giiltigkeit hat und
werden dadurch vor dem hiufig vorkommenden Fehler bewahrt,
alle Folgerungen, die daraus flieBen, als buchstidblich genau
anzusehen. Der fortwiihrende Vergleich unserer Rechnungen
mit den Beobachtungstatsachen allein kann uns zeigen, wie
weit wir diesen Rechnungen vertraunen diirfen.

Eine Funktion ersten Grades wird auch als eine lineare
Funktion bezeichnet, weil sie durch das Bild einer geraden
Linie — oder bei zwei unabhingigen Verinderlichen durch
eine Ebene — zur Darstellung gebracht werden kann. Denken
wir uns also in jedem Punkte des Querschnitts die dort auf-
tretende Normalspannung 6 durch eine in deren Richtung ge-
zogene Strecke in einem beliecbigen MuaBstabe dargestellt, so
liegen die Endpunkte aller dieser Strecken nach Navier auf
einer Ebene, die die Querschnittsebene in der Nullinie schneidet.
In Anlehnung an jenen Sprachgebrauch bezeichnet man das
Naviersche Spannungsverteilungsgesetz auch als das lineare
oder als das Geradliniengesetz.

§ 18. TFolgerungen aus dem Geradliniengesetze.

Wir denken uns die Koordinatenachsen der y und z im
Querschnitte so gelegt, daB die Z-Achse mit der Nullinie zu-
sammenfillt. Dann ist ¢ iiberall unabhiingig von 2z, und da
es zu Null wird fiir y =0, verschwindet auch das konstante
Glied, das in der linearen Funktion im allgemeinen auftritt.
Bezeichnen wir die Spannung in irgend einem bestimmten
Punkte, der den Abstand y, von der Nulllinie hat, mit g,, so
hat man fiir jeden anderen Punkt nach dem Geradliniengesetze

o Yy 5,

. = oder ¢ = g (43)
Im Falle der reinen Biegung miissen die Normalspannungen
ein Kriiftepaar liefern; die Summe der Zugspannungen muB
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daher gleich der Summe der Druckspannungen sein. Dabei
ist zu beachten, daB Gl. (43) die Spaunung ¢ auch schon dem
Vorzeichen nach richtig angibt, indem die nach verschiedenen
Seiten der Nullinie gerichteten Abstinde y mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen zu rechnen sind. Wir kénnen daher auch
einfacher sagen, daf die algebraische Summe aller Normal-
spannungen fiir den ganzen Querschnitt gleich Null sein mub.
In Form einer Gleichung heifit dies

JodF =0,

wenn die Summierung iiber den ganzen Querschnitt ausgefiihrt
wird. Nach Einsetzen von ¢ aus Gl. (43) wird daraus

f ydF = (yaF =0  oder fde 0. (44)

Die Summe f ydF stellt aber das statische Moment der Quer-
schnittsfliiche in bezug auf die Z-Achse dar, und die Bedingung,
daB dieses Moment Null sein muB, lehrt uns, daB die mit der
Z-Achse zusammenfallende Nullinie durch den Schwer-
punkt des Querschnittes geht.

Ferner mufl das statische Moment des aus den Spannungen
gebildeten Kriiftepaares gleich dem Biegungsmomente M sein.
Dabei geniigt es indessen nicht, daB beide nur der GroBe nach
einander gleich sind; beide Kriiftepaare miissen vielmehr auch
in derselben Ebene liegen —- und wir werden nachher sehen,
daB diese letzte Bedingung ebenso wichtig ist, als die andere.
Wenn der Querschnitt des Stabes, wie es sehr hiufig bei den
Anwendungen der Fall ist, symmetrisch gestaltet ist und alle
duBeren Krifte in der Symmetrieebene liegen, ist diese Be-
dingung freilich von selbst erfillt, sobald man die Nullinie,
wie es wegen der Symmetrieeigenschaften nicht anders sein -
kann, senkrecht zur Symmetrieebene annimmt. Wir wollen
hier zunichst den einfachsten Fall behandeln, nimlich den Fall,
daB die Nullinie in der Tat senkrecht zur Ebene des Kriifte-
paares M steht. Dagegen wollen wir nicht gerade von vorn-

herein annehmen, daB der Querschmitt symmetrisch gestaltet
Foppl, Festigkeitslehre, 4. Aufi, 6
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sei; vielmehr wollen wir ganz allgemein untersuchen, unter
welchen Bedingungen jener einfachste Fall eintritt. ‘
Die Momentengleichung fiir die Nullinie (oder die Z-

Achse) liefert
] cdl'y = M

oder wenn man ¢ aus Gl (43) einsetzt,
& f V2aF = M. (45)
Die iiber den ganzen Querschnitt ausgedehnte Summen-

grife f y*d I ist nur noch von der Gestalt des Querschnitts

abhiingic und kann, wenn diese gegeben ist, entweder durch
Ausfithrung der Integration oder, wenn diese zuviel Schwierig-
keiten machen sollte, durch eine mechanische Quadratur immer
leicht berechnet werden. Sie wird das Trigheitsmoment
des Querschnitts fiir die Z-Achse genannt. Bezeichnet man
dieses mit @, so folgt ans Gl. (45)

Gy = Jé Yo- (46)

Damit ist die Aufgabe gelst, fiir irgend einen vorher ins
Auge gefaBten Punkt des Querschnitts mit dem Abstande g,
von der Z-Achse die Spannung 6, zu berechnen. Mit Riick-
sicht auf Gl (43) kann man auch die Zeiger O in Gl (46)
nachtriiglich noch streichen.

Gewdhnlich will man die groBte Spannung ¢ berechmen,
die iiberhaupt im Querschnitte auftritt. Man hat dann unter
Yo in GL (46) den groBten Abstand von der Nullinie zu ver-
stehen, der im Querschnitte vorkommt. In diesem Falle kann
man die beiden nur von der Querschnittsgestalt abhiingigen
GrioBen in Gl (46) zu einer einzigen zusammenfassen, indem

man setzt
. Ww. (47)

Di. GriBe W wird das Widerstandsmoment des Quer-
schnitts genannt. Hiermit geht Gl. (46) iiber in

M

6 =7 (48)
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wobei der Zeiger der Einfachheit wegen weggelassen ist, ob-
schon man sich wohl zu erinnern hat, dal diese Spannung ¢
nur an der duBersten Kante auftritt. Aus der Bedeutung von
@ folgt, dab es eine Grifie von der Dimension em* ist, d. h.
daB es die vierte Potenz einer Liinge darstellt. Die Dimension
von W ist cm® In den von den Hiittenwerken herausgegebenen
Verzeichnissen der von ihnen gewalzten Eisentriiger ist zur
Bequemlichkeit des Benutzers fiir jedes Profil sowohl @ als W
angegeben. Gewohnlich beziehen sich diese Angaben auf 1 mm
als Lingeneinheit; will man in em rechnen, wie es hier immer
geschieht, so muB man demnach bei ® vier und bei W drei
Stellen abschneiden.

Um uns zu iiberzeugen, da Gl. (46) den Dimensionen nach
richtig ist, setzen wir die Benennungen der auf der rechten
Seite vorkommenden Griéflen ein, indem wir die zugehorigen
Zahlenwerte unbeachtet lassen. Wir erhalten dann, da M in
em kg anzugeben ist,

cm kg

kg
cm* n

F o =y,

und dies ist in der Tat die Dimension einer bezogenen Spannung.
Die vorausgehenden Gleichungen gelten aber nur unter
der Voraussetzung, von der aus sie abgeleitet sind, daB nidm-
lich die Nullinie senkrecht zur Ebene des Biegungsmoments M
steht. Ob und unter welchen Umstéinden diese Voraussetzung
zutrifft, lehrt uns eine zweite Momentengleichung, die aus-
spricht, daf die Ebene des aus den Spannungen ¢ zusammen-
gesetzten Kriiftepaares mit der Ebene des Biegungsmoments
zusammenfillt. Dazu bilden wir die statischen Momente in
bezug auf die Y-Achse des Querschnitts. Diese Achse sei in
der Ebene des Biegungsmoments angenommen, also durch den
Querschnittsschwerpunkt senkrecht zur Nullinie gezogen, und
das statische Moment der &uBeren Kriifte ist daher fiir sie
gleich Null. Dasselbe mufl also auch von dem statischen
Momente der Spannungen zutreffen. Wir haben also

fﬁsz =0 oder fzdem 0, (49)
6
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wobei die letzte Form der Gleichung wieder durch Einsetzen
von ¢ aus GL (43) aus der vorhergehenden gefunden wird.

Auch die Summengrifie f yzdF hingt nur von der Ge-
stalt des Querschnitts und von der Richtung der Schwerpunkts-
achse ab, die mit der Nullinie zusammenfillt. Alle Summen-
griBen, die iiber den Querschnitt zu erstrecken sind und die
Produkte aus den Fliachenelementen und den Querschnitts-
koordinaten enthalten, bezeichnet man als Momente und be-
miBt deren Grad nach der Zahl der Querschnittskoordinaten,
die als Faktoren in jenen Produkten auftreten. Wie das Trig-
heitsmoment ist daher auch f yzdF als ein Moment zweiten
Grades des Querschnitts zu bezeichnen. Man hat ihm noch
die besonderen Namen ,Zentrifugalmoment” oder auch
yDeviationsmoment® gegeben. Es soll mit @ bezeichnet
werden, wobei die besonderen Achsenrichtungen durch ange-
hiingte Zeiger kenntlich gemacht werden konnen. Gl (49) kann
hiernach auch in der Form

@, —0 (50)

v
ausgesprochen werden. Damit ist die gesuchte Bedingung ge-
funden; nur dann, wenn das Zentrifugalmoment des
Querschnitts fiir ein durch den Schwerpunkt gelegtes
rechtwinkliges Achsenkreuz, von dem eine Achse in
die Ebene des Moments der #“uBeren Krifte fiillt,
gleich Null ist, konnen die Spannungen nach den ein-
fachen Formeln (46) oder (48) berechnet werden.

Ein Trigheitsmoment kann nie zu Null werden, da es
sich aus lauter positiven Gliedern zusammensetzt. Dagegen
tragen alle Flichenteile des Querschnitts, die im ersten und
dritten Quadranten des Achsenkreuzes liegen, positive, alle im
zweiten und vierten Quadranten negative Glieder zum Zentri-
fugalmomente bei. Das Zentrifugalmoment kann daher eben-
sowohl negativ als positiv oder gleich Null werden. Der letzte
Fall wird, wie man ohne weiteres einsieht, immer bei sym-
metrischen Querschnitten eintreten, wenn eine Achse des
Achsenkreuzes mit der Symmetrieachse zusammenfillt, denn
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die Beitrige von je zwei spiegelbildlich zueinander liegenden
Flichenteilen heben sich gegeneinander gerade auf.

Ehe wir die Berechnung der Spannungen auf den Fall
ausdehnen, daB @,, nicht gleich Null ist, miissen wir einige
geometrische Betrachtungen iiber die Momente zweiten Grades
einschalten.

§ 19. Trigheits- und Zentrifugalmomente von Quer-
schnittsflichen.

Wir wollen uns zuniichst die Aufgabe stellen, die Trig-
heitsmomente eines Querschnitts fiir alle Achsen, die man in
der Querschnittsebene ziehen kann, untereinander zu vergleichen.
In Abb. .17 gebe die schraf-
fierte Fliche eine Querschnitts-
fliche von beliebiger Gestalt
an; A A sei die Achse, fiir die
man das Trigheitsmoment be-
rechnen soll und S sei der
Schwerpunkt der Fliche. Man
ziehe durch S eine zweite
Achse, die zu A4 A parallel ist.
Das Trigheitsmoment fiir diese
Schwerpunktsachse sei einfach mit @, das fiir die Achse 4.4,
die den Abstand a« von S hat, mit @, bezeichnet. Der Ab-
stand eines Flichenelementes «J' von der Schwerpunktsachse
sei' gleich y, das positiv oder negativ gerechnet werden soll,
je nachdem es in entgegengesetzter oder in gleicher Richtung
mit a liegt. Dann hat man:

@, = [(y+ aPdF = [y*dF + 2a [ydF + a* [dF.

Das erste Glied gibt das Trigheitsmoment @ fiir die
. Schwerpunktsachse an. Das zweite Glied ist gleich Null, denn
f ydF ist das statische Moment der Querschnittsfliche fiir eine
durch den Schwerpunkt gehende Achse und dieses verschwindet
fir alle Schwerlinien. Im dritten Gliede kann man [dF zur

~dF

Abb. 1T.
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ganzen Querschnittsfliche F' zusammenfassen. Die vorige Glei-
chung vereinfacht sich daher zu
0,=0+aF. (51)

Man kann hiernach auf sehr einfache Weise fiir alle
iibrigen Achsen die Triigheitsmomente angeben, sobald man sie
fir alle Schwerpunktsachsen kennt. Dieser Satz wird hiunfig
gebraucht, um das Trigheitsmoment eines Querschnitts zu be-
rechnen, der sich aus verschiedenen Flichen von einfacher
Gestalt, z. B. aus lauter Rechtecken, wie der I-formige Quer-
schnitt zusammensetzt, wovon bei den Aufgaben noch weiter
die Rede sein wird.

Es handelt sich jetzt nur noch darum, die Trigheits-
momente fiir die in ver-
schiedenen Richtungen
durch den Schwerpunkt
gezogenen Achsen mit-
einander zu vergleichen.
A Wir legen in Abb. 18
A durch den Schwerpunkt
Y in beliebiger Richtung

ein rechtwinkliges

Achsenkreuz der YZ

und und ziehen noch

eine dritte Schwerlinie

T AA, die mit der ¥-

Richtung den beliebigen

Winkel « bildet. Die Koordinaten eines Flichenelementes dF'

seien v, 2, der Abstand zwischen dF und A4 mit » und der

Abschnitt, den » auf 44 von S an gerechnet bildet, mit »
bezeichnet. Dann ist

=@ cos e - 7 8in «,

v=—ysine + 2 cos .

Fir das Trigheitsmoment @, in bezug auf die Achse 4.4
erhalten wir

e, = f?;de =J'(z cos ¢ — ¥ sin a)*d F.
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Beim Ausquadrieren geht dies iiber in
6, = cos’u fz”dF + sin”u.j'yde— 2 sin « cos afyzdF.
Die hier noch vorkommenden SummengréBen bilden aber
die Momente zweiten Grades fiir die Koordinatenachsen der y

und z. Versteht man unter ®, das Triigheitsmoment in bezug

auf die Y-Achse, also

6, = [#dF
und entsprechend bei den anderen Momenten, so hat man auch
0, = cos’e @, + sin*a @, — sin 2¢ D, . (52)

Wir bilden sofort auch das Zentrifugalmoment @, fiir
die Achse 44 und eine zu ihr senkrecht gezogene. Nach der
Definition des Zentrifugalmoments ist

D, =J'uuc£F =J'(y cose + z sine) (—y sine + 2 cos a) dF.

Nach Ausmultiplizieren und Einsetzen der Werte fiir die dabei
auftretenden SummengriBen geht dies iiber in

>, — €3—8s 4in24 + @,, cos 2. (53)

2

Mit Hilfe der Gleichungen (52) und (53) vermigen wir
die Momente zweiten Grades fiir alle anderen Schwerpunkts-
achsen anzugeben, wenn sie fiir irgend zwei zueinander senk-
rechte Achsen bereits bekannt sind. Wir wollen jetzt unter-
suchen, fiir welche Richtungen der Schwerpunktsachse das
Trigheitsmoment zu einem Maximum oder Minimum wird.
Dazu differentiieren wir @, nach « und erhalten

(22“ =—2cosesine®, + 2sine cosa®, — 2 cos2a P,
=(0,—0,)sin20¢ — 2 cos2a¢ D,
=—20,.

Fiir ein Maximum oder Minimum von @, mufl der Diffe-
rentialquotient verschwinden und wir sehen, daB} dies bei jenen
Achsen zutrifft, fiir die das Zentrifugalmoment verschwindet.
Durch Auflésen der Gleichung @, — O erhalten wir fiir diese
ausgezeichneten Richtungen

3 2 d’.’l: -
tg 20! s g: _jQ,, . li}':L)
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Welchen Wert auch der Bruch auf der rechten Seite
haben mige, man kann immer zwei zwischen 0 und 2z lie-
gende Winkel, die sich um zwei Rechte voneinander unter-
scheiden, angeben, deren Tangente gleich diesem Werte ist.
Es gibt also auch immer zwei zwischen 0 und =« liegende
Winkel «, von denen der eine um einen Rechten grifer ist,
als der andere, fiir die das Zentrifugalmoment zu Null wird
und @ einen griobten oder kleinsten Wert annimmt. Ob der
eine oder der andere Fall vorliegt, vermag man leicht mit
Hilfe des zweiten Differentialquotienten zu entscheiden. Es
geniigt aber auch, darauf aufmerksam zu machen, daB sich @
stetig indert, wenn man die Achse 44 eine Umdrehung aus-
fiihren liBt, und daB daher von den beiden ausgezeichneten
Werten notwendig der eine ein Maximum, der andere ein
Minimum sein mufl. Die beiden zueinander senkrechten Rich-
tungen, die durch Gl. (54) bestimmt sind, werden die Haupt-
achsen des Querschnitts genannt.

Jeder beliebig gestaltete Querschnitt hat also immer min-
destens zwei durch den Schwerpunkt gehende Hauptachsen.
War zufillig @,, =0, so sind die Koordinatenachsen nach
Gl. (b4) selbst die Hauptachsen. KEs kann aber auch vor-
kommen, daB jede Schwerpunktsachse des Querschnitts zugleich
eine Hauptachse ist, nimlich dann, wenn @ = O und zugleich
6, = 0, ist. Der Bruch auf der rechten Seite von Gl (54)

0 .
o an; wir erkennen aber

aus GL (53), daB in diesem Falle @, fiir jede Achse A4 zu
Null wird, und aus GL (52) folgt, daBl dann alle Trigheits-
momente @, untereinander gleich sind. Dieser Fall liegt z. B.
bei einem Quadrate oder iiberhaupt bei jedem regelmiBigen
Vielecke vor.

nimmt dann die unbestimmte Form

Um die Zentrifugalmomente brauchen wir uns in der
Folge nicht weiter zu kiimmern. Dagegen wollen wir noch
eine geometrische Darstellung ableiten, mit deren Hilfe man
die in den vorausgehenden Formeln ausgesprochenen Gesetz-
miBigkeiten leicht zu iiberblicken vermag. Zu diesem Zwecke
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kénnen wir uns die Koordinatenachsen der y und # von vorn-
herein in die Richtungen der Hauptachsen gelegt denken.
Gl. (52) vereinfacht sich unter dieser Voraussetzung zu

@, = cos’a®, + sin*a O, (55)

An Stelle der Triigheitsmomente selbst wollen wir in
diese Gleichung die Trigheitsradien einfithren. Dividiert
man namlich jedes Trigheitsmoment durch die Fliche des
Querschnitts, so erhilt man eine Grife, die das Quadrat einer
Linge darstellt. Setzt man also

i3=e, (56)
so bedeutet i, den quadratischen Mittelwert der Abstéinde aller
Fliichenelemente des Querschnitts von der Achse. Dieser Mittel-
wert wird als Triigheitshalbmesser bezeichnet; man rechnet,
da er eine Strecke bildet, mit ihm oft viel bequemer als mit
dem Trigheitsmomente selbst. Durch Division mit F geht
Gl (Hb) iiber in
i, = cos*ai,} i sin’es”. (A7)

Um i, als Funktion des Richtungswinkels « geometrisch
darzustellen, wiirde es am nichsten liegen, die GrioBe von i,
auf jeder Schwerpunktachse abzutragen und alle Endpunkte
durch eine Kurve zu verbinden. Wenn auch gegen diese Dar-
stellung nichts einzuwenden ist, so wire sie doch nicht be-
quem, da die erhaltene Kurve vom vierten Grade wiire und iiber
deren Kigenschaften nichts als bekannt vorausgesetzt werden
kinnte. Man muB bei solchen Darstellungen immer suchen, mit
wohlbekannten Kurven, also namentlich mit Kurven zweiten
Grades auszukommen. Dies ist hier auch leicht mdglich, wenn
man auf jeder Schwerpunktsachse nicht ¢, selbst, sondern eine
Strecke abtriigt, die ihr umgekehrt proportional ist. Zu diesem
Zwecke wihle man eine beliebige Strecke m und bilde zu
jedem Triigheitshalbmesser ¢ den Wert

2
=" (58)



90 . Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes.

Setzt man den Wert von i aus dieser Gleichung in Gl (57)
ein, so geht sie nach einer einfachen Umformung iiber in

{ = ('_«__‘i““_"_‘_)’ L = “‘,)2 (59)

Ty 7
und dies ist, wenn 7, als Radiusvektor auf jedem Strahle «
abgetragen wird, die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse, auf
der die Endpunkte
der Radienvekto-
TV renenthaltensind.
i Der MaBstab, in
dem die Ellipse
gezeichnet  ist,
M héingt von der
e« y Wahl des belie-

Z

helwy

=]
-

-
5]

i bigen Faktors m
s = .
in Gl (58) ab.
Noch etwas
tibersichtlicher
A ~— wird die Darstell-
ung, wenn man
sich einer bekann-
ten  Eigenschaft
der Ellipse erinnert. Zieht man nimlich in Abb. 19 zu dem
Durchmesser 4 A einer Ellipse eine parallele Tangente 77, so
ist das Perpendikel p vom Mittelpunkte auf die Tangente durch
die Gleichung

Abb. 19.

p? = a*sin?« + b eos*« (60)
gegeben und aus dem Vergleiche mit Gl (57) folgt, daB p
den zu A4 gehirigen Trigheitshalbmesser angibt, wenn man
die Halbachsen ¢ =4, und b =/, macht. Die auf diese Art
erhaltene Ellipse ist {ibrigens unter jenen enthalten, die bei
der vorigen Darstellung gefunden wurden. Es ist niimlich

jene, fiir die 2

m- = ty?:

gewiihlt wird, denn heide stimmen sowohl in den Richtungen
als in den Gréfen der Hauptachsen miteinander iiberein. KEs
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ist zweckmiBig, auch wenn man an der ersten Darstellung
festhalten will, m stets in dieser GriBe zu wihlen. Die so
bestimmte Ellipse heiBt allgemein die Trigheitsellipse.
Man kann nimlich die ganze vorausgehende Betrachtung mit
geringer Anderung auch fiir alle Strahlen durchfithren, die
nicht durch den Schwerpunkt, sondern durch einen anderen
beliebig gewiihlten Punkt des Querschmitts gezogen sind; ich
habe hier davon abgesehen, da ich nicht unnétigerweise um-
stiindlicher in der Darstellung werden wollte, als es durch den
Zweck geboten ist. Fiir die durch den Schwerpunkt gehenden
Achsen fiihrt die Triigheitsellipse den besonderen Namen
Zentralellipse.

Wenn die Zentralellipse gegeben ist, findet man den zu
irgendeiner Achse gehorigen Triigheitshalbmesser am einfachsten,
indem man eine parallele Tangente an die Ellipse zieht und
deren Abstand vom Mittelpunkte mit dem Zirkel abmifit. Man
hat dann keine Umrechnung nétig, wie sie nach GL (58) er-
forderlich wird, wenn man von dem Radiusvektor r ausgeht,
der von der Zentralellipse auf dem Strahle abgeschnitten wird.

Die Aufgabe, das Trigheitsmoment fiir irgendeine in der
Querschnittsebene enthaltene Achse moglichst schnell anzugeben,
ist durch die vorausgehe;den Betrachtungen als geldst anzu-
sehen, sobald die Zentralellipse bekannt ist. Es bleibt noch
iibrig zu zeigen, wie man diese selbst erhilt. Hat der Quer-
schnitt eine Symmetrieachse, so kennt man sofort die Richtungen
der Hauptachsen, und man braucht nur die Trigheitsmomente
durch unmittelbare Ansfiihrung der Summierung aufzusuchen,
um die Haupttrigheitsradien und damit die Hauptachsen der
Zentralellipse zu erhalten. Im anderen Falle zieht man drei
Schwerpunktsachsen in beliebigen Richtungen, berechnet fiir
diese unmittelbar die Trigheitsmomente, findet daraus die
Trégheitsradien und zieht dann zu beiden Seiten jeder Achse
eine Parallele, deren Abstand gleich dem Trigheitsradius ge-
macht wird. Man hat damit sechs Tangenten der Zentral-
ellipse gefunden. Nach dem Satze von ‘Brianchon kann man
dann noch beliebig viele andere Tangenten in einfachster Weise
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konstruieren. Die Ellipse selbst wird damit ebenfalls als die
von diesen Tangenten umhiillte Kurve bekannt. Darin besteht
eben der Vorteil, den die Darstellung mit Hilfe einer Kurve
zweiten Grades gewiihrt, daf man bei allen weiteren Kon-
struktionen unmittelbar an bekannte Eigenschaften und be-
kannte Sdtze ankniipfen kann. — Natiirlich kann man anstatt
dieses Verfahrens auch das Zentrifugalmoment neben den beiden
Trigheitsmomenten fiir zwei zueinander rechtwinklige Achsen
berechnen und die Lage der Hauptachsen nach Gl (54) be-
stimmen.

Fiir die in der Technik viel gebrauchten Walzeisenprofile
sind die Richtungen der Hauptachsen und die zugehdrigen
Triigheitshalbmesser oder Trigheitsmomente ein fiir allemal
vorausherechnet, und in den in allen Zeichenstuben zu fin-
denden Verzeichnissen angegeben, so daB man in der Mehrzahl
aller Fille die Zentralellipse auf Grund dieser Angaben ohne
weiteres auftragen kann.

Ich habe bisher immer nur von den Trigheitsmomenten
fiir solche Achsen gesprochen, die in der Querschnittsebene
selbst enthalten sind. Man kann diese Untersuchung leicht
auch auf solche Fiille ausdehnen, bei denen die Achse einen
beliebigen Winkel mit der Querschnittsebene bildet (oder ihr
parallel ist). In der Festigkeitslehre kommt indessen nur
noch einer von diesen Fillen in Frage, néimlich das Triigheits-
moment fiir eine zur Querschnittsebene senkrechte Achse.
Dieses wird als das polare Trigheitsmoment bezeichnet.
Gebraucht man dafiir den Buchstaben ®,, so ist es definiert
durch den Ansatz

6, = [1*dF,

wenn » der senkrechte Abstand zwischen dF und der Achse
ist. Zieht man durch den Schnittpunkt der Achse mit der
Querschnittsebene wieder zwei Koordinatenachsen, so hat man

pr — y? _I_ 22

W' (61)

und daher -



{3

§ 20. Berechnung der Spanm;ngsverteilung bei’ schiefer Belastung. 93

©, ist also mit gegeben, wenn man die Zentralellipse kennt.
Bezeichnet man die Haupttrigheitsmomente mit @, und @,
und beachtet, daB die Koordinatenachsen jetzt in beliebiger
Richtung gezogen sein durften, so erhdlt man aus Gl (61)

noch die einfache Beziehung
*@y_:ft‘.@.;_‘_e_)kj‘_@z; —————

d. h. die Summe der Trigheitsmomente fiir irgend zwei auf-
einander rechtwinklige Achsen, die in der Querschnittsfliche
durch einen gegebenen Punkt gezogen sind, ist konstant.

Anmerkung. Denkt man sich die Fliche, von der hier die
Rede war, gleichmiilig mit Masse belegt, so werden die Trigheits-
und Zentrifugalmomente dieser Massenverteilung aus denen der Fliche
durch Multiplikation mit der auf die Flicheneinheit bezogenen
Massendichte gefunden. Wir sind daher berechtigt, spiter in der
Dynamik von den hier nachgewiesenen GesetzmiBigkeiten ebenfalls
Gebrauch zu machen, ohne sie nochmals von neuem ableiten zu
miissen.

§ 20. Berechnung der Spannungsverteilung bei schiefer
Belastung.

Schief nennt man die Belastung eines anf Biegung be-
anspruchten Stabes, wenn die Ebene der duBeren Kriifte oder
die Ebene des Biegungsmomentes nicht durch eine Hauptachse
des Querschnitts geht. In diesem Falle zerlegt man jede Kraft
in zwei Komponenten parallel zu den beiden Querschnittshaupt-
achsen und setzt die Komponenten von jeder Richtung zu
einem Biegungsmomente zusammen, dessen Ebene dann eben-
falls durch eine Hauptachse geht. Man kann auch, wenn die
gegebenen Kriifte schon vorher zu einem Biegungsmomente
vereinigt waren, dessen Ebene nicht durch die Hauptachse
ging, dieses nachtriiglich in zwei durch die Hauptachsen gehende
Kriiftepaare zerlegen. Wird der Winkel, den in diesem Falle
die Ebene des Biegungsmomentes 3/ mit einer der Haupt-
achsen bildet, mit « bezeichnet, so sind die Momente der beiden
Komponenten gleich M cose und gleich Msine. Dann be-
rechnet man die Spannungen, die durch jede Komponente
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fiir sich genommen im Querschnitte hervorgerufen werden,
nach Gl (46) oder Gl (48), die hier anwendbar sind. Die
durch das Zusammenwirken beider Komponenten entstehenden
Spannungen findet man daraus durch algebraische Summierung
der beiden Werte. Im ganzen hat man daher
M cose M sine . (62)

‘———-—-Q.______* By :

Eine einfache Betrachtung liBt nachtraglich erkennen, an
welcher Stelle des Querschnitts ¢ seinen gréften Wert an-
nimmt.

Zur Begriindung dieses Verfahrens kann man sich ent-
weder auf das Gesetz der Superposition verschiedener Span-
nungszustinde berufen oder man kann auch darauf hinweisen,
daB die durch Gl (62) angegebene Spannungsverteilung linear
ist und dabei das Gleichgewicht zwischen den #ufleren und
inneren Kriitten herstellt. Bei linearer Spannungsverteilung
ist ein solches Gleichgewicht nur auf eine einzige Art moglich,
denn die Richtung der Nullinie bestimmt eindeutig die Ebene
des aus den Spannungen resultierenden Kriiftepaares und die
GroBe der Spannung in einem gegebenen Abstande von der
Nullinie bestimmt ebenfalls eindeutig die GriBe des statischen
Moments dieses Kriiftepaares. — Wenn das Gesetz der Super-
position fiir den betreffenden Stoff nicht giiltig ist, verliert
die zuerst gegebene Begriindung ihre Bedeutung. In diesem
Falle ist aber auch kaum anzunehmen, dafl die Spannungs-
verteilung linear ist, und die andere Begriindung versagt daher
ebenfalls. In der Tat darf man in diesem Falle nicht darauf
rechnen, daB Gl (62) ziemlich genau richtig ist; ihre An-
wendung kann vielmehr zu erheblichen Abweichungen von der
Wirklichkeit fihren. Indessen gilt dies, wie schon &fters be-
merkt, bei allen Festigkeitsherechnungen, die sich auf solche
Stoffe beziehen.

Ein einfaches Beispiel mége mnoch die Anwendung von
Gl. (62) zeigen. Ein Holzbalken sei als Dachpfette verwendet,
so daB eine Querschnittsseite in die Neigung der Dachfliche
fallt. Der Querschnitt des Balkens ist in Abb. 20 gezeichnet.
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Nimmt man an, da die Belastung ¢ des ganzen Balkens (samt
Eigengewicht) gleichmiifiig iiber die o o g sl
ganze Spannweite [ verteilt ist, so | ‘
hat man zunichst fiir das Biegungs- '
moment in der Mitte, wie man leicht
findet,

Q1
M=2.

Die Ebene von M steht lot-
recht und bildet daher Winkel von «

und :—a mit den Hauptachsen. Die

Komponenten von M in den durch
die Hauptachsen gelegten Ebenen sind = . ¥
in die Abbildung eingeschrieben.

Das Trigheitsmoment @, eines Rechtecks folgt aus

h
+ 3

0, = [ydF = b[ygdy -
“a

bh®
12

und das Widerstandsmoment W, daher
bh®
W jmmi s
Die Momente fiir die andere Hauptachse findet man daraus
durch Vertauschung von b mit h. — Durch das Achsenkreuz
der ¥ und Z wird das Rechteck in vier Quadranten zerlegt,
von denen zwei durch die Komponenten M sine und M cose
Spannungen entgegengesgtzten Vorzeichens erfahren, wiihrend
sich bei den beiden anderen die Spannungen addieren. Man
erkennt daraus, daB an der Kcke A die gréBte Druck- und
bei B die grifte Zugspannung auftritt und daB beide von
einerlei GroBe sind. Diese grifite Spannung folgt daher aus
M cose £ M sin« __ 6Mcose £y 6 Msine
W, Wy bh* b*h
Die in Abb. 20 mit ¢ bezeichnete Breite der Horizontal-
projektion des Balkens ist i
¢c="bcosa + hsing,
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und man kann daher fiir den vorausgehenden Ausdruck auch

einfacher 6 Me

— L
schreiben, was fiir die Ausfiihrung der Berechnung am be-
quemsten ist. Fir M hat man entweder den vorher an-
gegebenen Wert einzusetzen, oder wenn die Belastung nicht
gleichférmig verteilt sein sollte, das anderweitig in der Kraft-
ebene berechnete Biegungsmoment. Mit ¢ =54 geht der Fall
in den einfacheren iiber, daB die zu 4 parallele Symmetrie-
achse in die lotrechte Kraftebene fillt. Seinen groften Wert
nimmt ¢ an, wenn eine Diagonale des Rechtecks in horizontaler
Richtung geht. Wenn die Lasten gegeben sind, erfihrt nach
Gl (63) der Balken bei dieser Lage die grifite Beanspruchung.

©3) [

§ 21. Exzentrische Zug- oder Druckbelastung eines Stabes.

Wir nehmen jetzt an, daB die HuBeren Kriifte am einen
Teile des Stabes sich auf eine einzige Kraft zuriickfiihren
lassen, die senkrecht. zum Querschnitte steht, dabei aber nicht
durch den Schwerpunkt geht. Dieser Belastungsfall fithrt die
in der Uberschrift angegebene Bezeichnung. Offenbar handelt
es sich hierbei um einen Fall der zusammengesetzten Festig-
keit, nimlich um das Zusammenwirken einer achsialen Be-
lastung mit einer reinen Biegungsbelastung. Denn nach den
frither gegebenen Vorschriften ist die #uBere Kraft zu er-
setzen durch eine ihr gleiche und parallele, die im Schwer-
punkte angreift und durch das bei_ dieser Parallelverlegung
auftretende Kriiftepaar, dessen Ebene durch die Stabmittellinie
geht. Dieses Kiiiftepaar zerlegen wir noch, wie im vorigen
Paragraphen, in zwei Komponenten nach den Richtungen der
Hauptachsen.

In Abb. 21 ist von dem Querschnitte nur die Zentral-
ellipse gezeichnet; man kann sich den Querschnittsumriff be-
liebig hinzudenken. A sei der Angriffspunkt der &uBeren
Kraft P mit den Koordinaten # und v in bezug auf die Haupt-
achsen. Dann ist noch irgendein Flichenelement d ' des Quer-
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schnitts mit den Koordinaten y und # angegeben. Die Span-
nung ¢ am Orte y# setzt sich aus drei Gliedern zusammen, nimlich

2Tl A3
Das erste Glied riihrt von dr
der achsialen Belastung her;
im zweiten Gliede ist Pv das
Moment des Kriiftepaares,

Pv Pu r)”'“'
g F+@ = o, im.««./ A cf;

T —

dessen HEbene parallel zur
Hauptachse Z ist, und ahn-
lich im dritten Gliede. Durch
Einfithrung der Trigheitshalb-
messer, die gleich den Halb-
achsen @ und b der Zentral-
ellipse sind, an Stelle der Trigheitsmomente geht die vorige
Gleichung uber in

Abb, 21.

-1+ +3) (64)

In der neutralen Achse des Querschnitts mubl dieser Aus-
druck verschwinden, wir erhalten daher als Glemhuno’ der Nulhme

"3’+ = — 1. (65)

Darin sind y und 2 “die Koordinaten von Punkten der
Nullinie, die selbstverstindlich — namlich weil dies schon bei
der Aufstellung der Ausdriicke fiir die Spannungen voraus-
gesetzt wurde — eine gerade Linie ist. Die Koeffizienten von
y und z in Gl (65) hingen von den Koordinaten # und o,
also von der Lage des Angriffspunktes der exzentrischen Be-
lastung ab. Jedem Punkte A ist durch Gl (65) eine be-
stimmte Nullinie zugeordnet. Wir wollen uns jetzt die Auf-
gabe stellen, diesen Zusammenhang niiher zu ergriinden.

Zu diesem Zwecke sei zuniichst angenommen, der Angriffs-
punkt 4 liege auf der Zentralellipse. Die Koordinaten irgend-
eines Punktes dieser Ellipse seien mit 5, ¢ bezeichnet. Dann
hat man die Ellipsengleichung

2 2
Tefat (50

Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl, 7
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Setzt man nun wu =% und » =¢§, so wird GL (65) be-
friedigt, wenn wir y = — % und 2 = — { annehmen, denn diese
Gleichung geht dann in Gl (66) iiber. Wir erkennen daraus
zuniichst, daBl die Nullinie durch den dem Angriffspunkte dia-
metral g_genubellleggndm Punkt der Zentralellipse geht, falls
der Angriffspunkt selbst auf der Zentralellipse liegt. Weiter
folgt aber noch, dal die Nullinie in diesem Falle die Zentral-
ellipse beriihrt. Um dies zu beweisen, differentiieren wir die
Gleichungen beider Linien. Wir finden

v dz
=
a’+b dy )

§ dg
rr’+b’dn 0

’

und wenn wir in die erste Gleichung die vorher angenommenen
Werte von « und v einsetzen und die zweite Gleichung auf den
auf der Zentralellipse liegenden Punkt der Nullinie anwenden,
finden wir in der Tat, daB an dieser Stelle
dz __ df
dy ~ dn
ist, daf also die Nullinie und die Zentralellipse an dieser Stelle
gleich gerichtet sind. Damit ist die Lage der Nullinie voll-
stindig bestimmt, fir den Fall, daB der Angriffspunkt der Be-
lastung auf der Zentralellipse enthalten ist.
Wir denken uns jetzt den Angriffspunkt aus seiner ersten
Lage lings des durch den Schwerpunkt gezogenen Strahles
verschoben. Dann #indern sich «# und ¢ beide in demselben

Verhiiltnisse. Auf den Wert des Differentialquotienten g; ;

also auf die Richtung der Nullinie, ist dies ohne Einfluf.
Die Nullinie verschiebt sich also dabei parallel zu sich selbst.
Wenn etwa « und » doppelt so groB geworden sind als vorher,
miissen wir y und z iiberall halb so grof§ als vorher annehmen,
um GL (65) wieder zu befriedigen. Daraus folgt, daB die Null-
linie um so niher an den Schwerpunkt heranriickt, je weiter

sich der zugehorige Angriffspunkt entfernt, und zwar so, daB

das Produkt der Abstiinde beider vom Schwerpunkte konstant

i
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bleibt. Die Nullinie schneidet die Zentralellipse, wenn der
Angriffspunkt auBerhalb der Ellipse liegt, und sie geht auBen
vorbei im umgekehrten Falle. Wenn der Angriffspunkt ins
Unendliche riickt, geht die Nullinie zuletzt durch den Schwer-
punkt selbst. — Dieses Resultat war schon nach dem Fritheren
zu erwarten, denn in diesem Falle kommt die achsiale Be-
lastung gegeniiber dem biegenden Kriiftepaare nicht mehr in
Betracht, und wir konnen geradezu den Fall der reinen Biegung
als jenen Sonderfall der exzentrischen Belastung betrachten, bei
dem diese Belastung durch eine unendlich ferne und dabei un-
endlich kleine Kraft von endlichem Momente hervorgebracht
wird. Dies fiihrt uns nur wieder auf eine aus der allgemeinen
Statik bekannte Deuntung eines Kriftepaares. — Wenn um-
gekehrt der Angriffspunkt mit dem Schwerpunkte zusammen-
fallt, riickt die Nullinie ins Unendliche, d. h. wir haben eine
gleichformige Spannungsverteilung iiber den ganzen Querschnitt.

Wir sind jetzt imstande, mit Hilfe der Zentralellipse fiir
jede beliebige Lage des Angriffspunktes die zugehérige Null-
linie sofort anzugeben. Wir brauchen dazu nur einen Strahl
vom Schwerpunkte nach dem Angriffspunkte zu ziehen, uns
zuerst den Angriffspunkt auf dem Schnittpunkte dieses Strahles
mit der Zentralellipse zu denken, die dazu gehdrige diametral
gegeniiberliegende Tangente zu ziehen und diese schlieflich
parallel zu verschieben, bis sich ihr Abstand vom Mittelpunkte
im umgekehrten Verhilltnisse geiindert hat, wie der Abstand
des Angriffspunktes.

Wir wollen aber die Untersuchung noch um einen Schritt
weiter fiithren. Der Angriffspunkt soll niémlich jetzt eine be-
liebige gerade Linie beschreiben. Zu jeder Lage gehirt eine
bestimmte Nullinie, und es fragt sich, wie sich die Lage der
Nullinie dndert, wiihrend der Angriffspunkt lings seiner Bahn
fortriickt. Die Gleichung dieser Bahn sei

v = au + f3,

wobei « und B beliebig gegebene konstante Grifen sind. Wir
fassen zunichst irgend zwei Lagen u,, v, und u,, v, auf dieser
71!
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Bahn ins Auge, suchen die zugehdrigen Nullinien auf und
ermitteln, in welchem Punkte beide sich schneiden. Die Glei-
chungen beider Nullinien sind nach Gl (65), wenn man
v, = au, + f setzt und ebenso fiir v,

1’221,+::(au1+ﬂ)t_1a

Wy 1 -4
,f:", + gelauy + ) =—1.

Um die Koordinaten des Schnittpunktes beider Nullinien
zu erhalten, miissen wir diese Gleichungen nach y und 2 auf-
losen. Wir finden

y=as; PR, (67)

g’ g’

wie man sich auch nachtriglich leicht durch Einsetzen dieser
Werte in die Gleichungen iiberzeugt. Die Abszissen u, und u,
der auf der Bahn des Angriffspunktes beliebig herausgegriffenen
beiden Punkte sind aus den gefundenen Werten vollstiindig
herausgefallen. Daraus folgt, daB es gleichgiiltig ist, welche
besonderen Punkte man auf der Bahn ausgewiihlt hat; alle
Nullinien, die zu den Angriffspunkten auf dieser Bahn ge-
horen, schneiden sich gegenseitig in demselben Punkte, dessen
Koordinaten durch die Gl. (67) angegeben sind. Mit anderen
Worten heiBt dies: Wenn sich der Angriffspunkt lings
einer beliebigen Geraden verschiebt, dreht sich die.
Nullinie um einen dieser Geraden zugeordneten Punkt.

Die Art dieser Zuordnung stimmt mit jener iiberein, die
wir schon vorher kennen lernten. Denn denkt man sich jetat
umgekehrt den durch die Gl (67) angegebenen Punkt als An-
griffspunkt, setzt also- '

u=a g I
g’ f
und fiihrt diese Werte in die Gleichung der Nullinie Gl. (65)
ein, so geht diese iiber in
¢ =ay + p.

Wenn man also den Punkt, um den sich vorher die Null-

linie drehte, nachher als Angriffspunkt wihlt, so fallt die ihm
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zugehorige Nullinie mit jener Linie zusammen, die vorher als
Bahn des Angriffspunktes gedient hatte.

Wir sehen, daB hierdurch jedem Punkte der Ebene eine
Gerade und umgekehrt eindeutig zugeordnet ist. Dies erinnert
an die Lehre von den Polaren in der Geometrie der Kegel-
schnitte. Nur insofern besteht hier ein Unterschied, als nicht
wie bei den Polaren, einer den Kegelschnitt (die ,Ordnungs-
kurve“) beriihrenden Geraden der Berithrungspunkt, sondern
der diametral gegeniiberliegende Punkt zugeordnet ist und
dhnlich in jedem anderen Falle. In Anlehnung an den Sprach-
gebrauch in der Geometrie der Kegelschnitte bezeichnet man
daher die einander entsprechenden Punkte und Geraden als die
Antipole und die Antipolaren. .

Mit diesen Bezeichnungen konnen wir die vorausgehenden
Ergebnisse in den Sitzen zusammenfassen:

1) Jedem Punkte der Querschnittsebene, der als
Angriffspunkt der Belastung gedacht wird, ist die
Antipolare dieses Punktes in bezug auf die Zentral-
ellipse als Nullinie zugeordnet, und umgekehrt ent-
spricht jeder als Nullinie beliebig gewidhlten Geraden
der Querschnittsebene der Antipol dieser Geraden als
Angriffspunkt der Belastung.

2) Wenn sich der Angriffspunkt auf einer belie-
bigen Geraden verschiebt, dreht sich die zugehdrige
Nullinie um den Antipol dieser Geraden.

3) Wenn sich die Nullinie um einen beliebigen
Punkt dreht, schreitet der zugehdrige Angriffspunkt
auf der Antipolaren dieses Punktes weiter.

Man kann noch hinzufiigen:
4) Wenn der Angriffspunkt auf einer Kurve zweiter

Ordnung fortschreitet, hiillt die Nullinie einen an-
deren Kegelschnitt ein und umgekehrt.

Bei der Anwendung dieser Sitze ist es gleichgiiltig, ob
die Nullinie die Querschnittsfliiche durchschneidet oder auBer-
halb verliuft. Im letzten Falle kommen iiberhaupt nur Span-
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nungen ¢ von gleichem Vorzeichen im Querschnitte vor. Man
kann sich nun noch die- Aufgabe stellen, alle Lagen des An-
griffspunktes anzugeben, bei denen nur Spannungen von einer-
lei Vorzeichen im Querschnitte auftreten. Alle diese Angriffs-
punkte liegen innerhalb einer Fliche, die als der Kern des
Querschnitts bezeichnet wird. Um den Kern des Querschnitts
zu erhalten, denke man sich alle moglichen Linien gezogen,
die den Querschnittsumfang entweder berithren oder iiberhaupt
mindestens einen Punkt mit ithm gemeinsam haben, ohne ins
Innere der Fliche einzutreten. Wir wollen den Inbegriff aller
dieser Linien den den Querschnitt umhiillenden Tangenten-
biischel nennen. Jedem Strahle dieses Biischels entspricht ein
Punkt des Kernumrisses, niimlich der Antipol des Strahles.
Wiihrend der Strahl alle moglichen Lagen des Tangenten-
biischels durchlauft, beschreibt der Antipol den Umfang des
Kerns. Denkt man sich, nachdem der Kernumfang konstruiert
ist, den Angriffspunkt in die Fliche des Kerns geriickt, so
riickt die zugehorige Nullinie weiter nach auBlen und man er-
kennt daraus, dab in der Tat nur Spannungen gleichen Vor-
zeichens bei dieser Lage des Angriffspunktes auftreten konnen.
Dies gilt auch noch, wenn der Angriffspunkt auf dem Umfange
des Kernes liegt; dabei sinkt nur an einer oder auch an einigen
Stellen des Querschnittsumfanges die Spannung bis auf Null
herab. Sobald aber der Angriffspunkt iiber den Kern hinaus
geriickt wird, kommen Spannungen von entgegengesetztem Vor-
zeichen im Querschnitte vor.

Diese Betrachtungen werden namentlich bei der Berech-
nung von Mauerpfeilern angewendet. Da Mauerwerk in ge-
wohnlicher Ausfithrung wenig  widerstandsfihig gegen Zug-
beanspruchung ist, muB man diese zu vermeiden suchen, und
man stellt daher als Regel auf, dall der Angriffspunkt der
Belastung, die in einem Querschnitte des Mauerpfeilers iiber-
tragen wird, nicht auflerhalb des Querschnittkernes liegen soll.
Diese Forderung beruht auf der allen diesen Untersuchungen
zugrunde liegenden Voraussetzung, dafl die Spannungsverteilung
linear ist. Man kann freilich Bedenken tragen, ob diese Vor-
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aussetzung gerade bei Mauerwerk, das dem Hookeschen Ge-
setze sicher nicht gehorcht, hinreichend genau zutrifft. In-
dessen hat sich die Regel ganz wohl bewiihrt und man braueht
daher kein Bedenken gegen ihre Anwendung zu tragen.
SchlieBlich soll die Aufsuchung des Kerns noch an einigen
einfachen Beispielen, zuniichst fiir den rechteckigen Quer-
schnitt erliiutert werden. Die
«

Querschnittsseiten seien wie — &
in Abb. 22 angegeben, mit «
und b bezeichnet. Wie schon
vorher gefunden (8. 95), ist
das Triigheitsmoment des
Rechtecks fiir die zur Seite a
parallele Hauptachse gleich

ab® s v .
19 » der Tragheitsradius also |

gleich Vz’z —0,2887b. Fir

| —

die andere Hauptachse hat
man nur « an die Stelle von b | f
zu setzen. Wir haben damit !
die Halbachsen der Zentral- !
ellipse gefunden, tragen diese :
auf den Symmetrieachsen des x
Querschnitts auf und kon- Abb, 22.

struieren die Ellipse. Von dem Tangentenbiischel, der den
Querschnitt einhiillt, kommen vier ausgezeichnete Lagen in
Betracht, niimlich jene, die mit je einer Querschnittsseite zu-
sammenfallen. Bei den iibrigen Lagen geht der Strahl durch
eine der Ecken des Rechtecks. Aus einer Hauptlage geht der
Strahl daher in die niichste iiber, indem er sich um die da-
zwischen liegende Ecke dreht. Dabei beschreibt der Antipol,
wie wir frither fanden, eine gerade Linie. Wir erkennen dar-
aus, daB der Kernumrif ein Viereck und zwar, der Symmetrie
wegen, ein Rhombus ist. Es geniigt daher, die auf den Haupt-
achsen liegenden Eckpunkte aufzusuchen. Dem Strahle ee des
Tangentenbiischels entspricht der Antipol A. Der mit z be-

—_——

<— -
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zeichnete Abstand dieses Punktes vom Schwerpunkte multipliziert

mit dem Abstande der Linie e, also mit Z ist gleich dem

Quadrate des Triigheitsradius, also
z-—b—=bg oder #=".
718 6

Jede Diagonale des Kerns ist daher gleich dem dritten
Teile der zu ihr parallelen Rechteckseite. Dies entspricht der
Regel, daf bei Mauerpfeilern der Angriffspunkt der Belastung,
falls er in einer Symmetrieebene enthalten ist, im mittleren
Drittel der Fuge bleiben soll. — Der Kern ist in Abb 22
durch Schraffierung hervorgehoben.

Fiir eine kreisformige Querschnittsfliche ist der
Kern natiirlich selbst wieder ein Kreis. Um das Trigheits-
moment einer Kreisfliche zu berechnen, geht man am ein-
fachsten von dem polaren Trigheitsmomente aus. Ein Ring
vom Radius » und der Breite dr triigt, da alle seine Flichen-
elemente gleichen Abstand vom Mittelpunkte haben, 2a¢®dr
za @, bei. Wird der Radius des Kreises mit a bezeichnet, so
hat man daher

[

b wat
0, = 2mjr3dr= 5

0

Fiir alle in der Querschnittsebene enthaltenen Achsen ist
@ gleich groB und nach dem in Gl (61) ausgesprochenen Satze
daher halb so groB als @, Wir haben daher fiir ® und den
Trigheitsradius ¢

mwat . a
M) = — .
] r und ¢ 5

Das Produkt aus dem Kernradius z und dem Abstande
einer den Querschnittsumfang beriihrenden Tangente ist gleich

dem Quadrate des Tragheitsradius, daher z =
Aufgabe gelost ist.

Ein elliptisch begrenzter Querschnitt wird am ein-
fachsten als Projektion eines Kreises aufgefaBit. Ist a die
groBe, b die kleine Halbachse und setzt man b = a cos «, ver-
steht also unter « den Neigungswinkel jener Kreisfliche gegen

a . .
4> Wwomit die
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die Projektionsebene, so hat man fiir das Trigheitsmoment &,
in bezug auf die groBe Hauptachse
] £l 4 4
e, =jz”rlF = cos"aJ 2*dF, = cos’a- 7‘: = ?aTb .
Dabei sind unter 2z, und dF, jene GroBen zu verstehen,

deren Projektionen z und dF bilden. Ebenso hat man

(] 4 3
0, = [y2(1F= cosufy12dFl=cos a?rfw=.“: b,

denn hier sind die Abstiinde y, und y einander gleich, da y,
parallel zur Projektionsebene geht. Fiir die Trigheitsradien
findet man hieraus durch Division mit dem Flicheninhalte der
Ellipse '

. b .
i, =5 und 4=

Die Zentralellipse ist daher dem Querschnittsumrisse #hn-
lich. Auch der Kern ist eine hierzu idhnliche und #hnlich
liegende Ellipse, deren Halbachsen, die sich ganz wie beim
Kreise berechnen lassen, den vierten Teil jener vom Quer-
schnittsumrisse ausmachen.

§ 22, Berechnung der Biegungsspannungen mit Hilfe
des Kerns.

Schon frither wurde darauf hingewiesen, daf der Fall der
reinen Biegungsbeanspruchung als ein Sonderfall der exzen-
trischen Belastung aufgefaBit werden kann. Wir kénnen daher
die Entwicklungen des letzten Paragraphen benutzen, um noch
eine andere Losung der schon in § 20 behandelten Aufgabe
daraus abzuleiten.

In Abb. 23 ist der Querschnitt als Rechteck gewiihlt; er
konnte aber ebenso gut auch irgend eine andere Gestalt haben.
Zentralellipse und Querschnittskern sind ebenso wie in Abb. 22
eingetragen. Mit BE ist die Spur der Ebene bezeichnet, in
der das Kriiftepaar vom Biegungsmomente M liegen moge.
Wir fassen dieses Kriftepaar als eine unendlich kleine und
unendlich ferne Kraft auf, deren Angriffspunkt daher der un-
endlich ferne Punkt der Geraden BB ist. Die zugehorige



106 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes.

Nullinie NN ist die Antipolare dieses Punktes und sie geht
daher in der Richtung des zu BB konjugierten Durchmessers
der Zentralellipse. Wir finden diese Richtung, indem wir im
Durchschnittspunkte von BB mit der Zentralellipse eine Tan-
gente konstruieren. Zu dieser geht NN parallel. Die groBite
] Spannung tritt an den
Kanten auf, die den groB-
ten Abstand, niimlich den
Abstand e von der Null-
linie haben. Um diese
Spannung, die mit g, be-
zeichnet werden soll, zu
berechnen, schreiben wir
noch die Bedingung an,
daB das Moment aller
Spannungen gleich dem
Momente des biegenden
Kriiftepaares fiir die Mo-
mentenachse NN sein
muf. DaB die Spannungen
ein Kriiftepaar liefern, das
in der Ebene der duBeren
Kriifte liegt, ist schon
durch die Festsetzung der
richtigen Lage der Null-
linie verbiirgt; wir brau-
chen uns also nur noch
um die GroBe der Mo-
mente zu kiimmern.
Hierbei ist zu beachten,
daB die Nullinie NN nicht senkrecht zur Ebene des Biegungs-
momentes M steht, sondern einen Winkel « mit ihr bildet.
Das _Moment des biegenden Kriiftepaares in bezug auf die
Achse NN _jst daher nicht gleich M, sondern gleich Msing...
zu setzen. Fiir die Spannung in irgend einem Flichenelemente d F,
das den Abstand y von NN haben mige, kinnen wir nach dem

Abb. 23,
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Navierschen Spannungsverteilungsgesetze Ge” y setzen und die
Momentengleichung lautet daher

<]

Msing = Z“J y'dF = -'Z" Oy,

wenn mit @y das Trigheitsmoment fiir die Achse NN be-
zeichnet wird.
Andererseits ist aber nach der Definition des Kerns

km = 1%

oder, wenn wir an Stelle der drei auf BF liegenden Strecken
ihre Projektionen auf eine zu NN senkrechte Linie einfithren,
Oy
F?
denn i ist nach der Definition der Zentralellipse der zu NN
gehorige Trigheitshalbmesser. Setzt man den hieraus folgen-
den Wert von @y in die erste Gleichung ein und lést sie
nach ¢, auf, so erhilt man das einfache Resultat
%= gy (68)
Man kann diesem noch eine etwas andere Fassung geben,
wenn man dem durch Gl (47) zuerst eingefiihrten Begriffe des
Widerstandsmoments W eine erweiterte Bedeutung verleiht,
niimlich darunter das Produkt aus der Querschnittsfliche F
und der ,Kernweite®“ & versteht. Diese neue Definition steht
nimlich nicht im Widerspruche mit der durch Gl (47) ge-
gebenen, die nur fiir den Fall giiltig war, daB die Biegungs-
ebene durch eine Querschnittshauptachse geht. In der Tat ist

keing-e =i =

in diesem Falle /Ly, =i* und daher §=F-!r. Im Sinne

0
dieser erweiterten Definition liBt sich Gl (68) auch in der Form
M

G, = W (69)
schreiben und sie stimmt dann genau mit der fiir die gerade

Belastung abgeleiteten GI. (48) iiberein. ‘
Die Berechnung nach diesen Formeln ist an sich viel ein-
facher als die in § 20 gegebene. Indessen wird dabei voraus-
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gesetzt, dall der Querschnittskern bereits bekannt sei. Wenn
in den Profiltabellen der Hiittenwerke der Kern in jedes Walz-
eisenprofil eingezeichnet wire, was schon oOfters vorgeschlagen
wurde und nichstens vielleicht auch einmal ausgefiihrt wird,
wiirde sich die Anwendung der Gl (68) und (69) schnell ein-
biirgern. Solange der Kern aber nicht von vornherein ge-
geben ist, wird man mit der Rechnung schneller auf dem
frither Engegebenen Wege fertig.

Mit Hilfe dieser Betrachtung kann man auch leicht be-
urteilen, welche Richtung der Biegungsebene BB die grofite
Gefahr fiir die Festigkeit des Stabes bedingt, d. h. bei welcher
Richtung die Kantenspannung o, den gréBten Wert annimmt,
wenn das Biegungsmoment M ein fiir allemal gegeben ist
(also etwa bei gegebemen Lasten). HEs ist jene Richtung, zu
der die kleinste Kernweite /& gehort, beim rechteckigen Quer-
schnitte also die zu einer Diagonale senkrechte Richtung.

Dieses letzte Ergebnis stimmt iibrigens mit einer schon
am Schlusse von § 20 gemachten Bemerkung iiberein.

§ 23. Berechnung der Schubspannungen im gebogenen Stabe.

Bisher stand immer der Fall der reinen Biegungsbean-
spruchung im Vordergrunde und fiir diesen hatten wir Grund
genug zu der Annahme, daB iiberhaupt keine Schubspannungen
im Querschnitte iibertragen werden. Wir betrachten jetzt den
allgemeineren Fall, daB die dulleren Krifte am einen Stabteile -
neben einem Biegungsmomente auch noch eine Scherkraft 7,
liefern. Nach dem Grundsatze der Superposition verschiedener
Spannungszustiinde wird dadurch an der Verteilung der Normal-
spannungen ¢ iiber den Querschnitt nichts geindert. Wir
konnen daher die frither durchgefiihrte Berechnung von ¢ auch
im allgemeinen Falle ohne weiteres anwenden. Dagegen
bleibt hier noch die Frage zu entscheiden, wie sich die Schub-
spannungen, die zusammen die Resultierende V¥ geben, iiber
den Querschnitt verteilen. Wir sind dabei in etwas giinstigerer |
Lage als bei der Frage der Verteilung der Normalspannungen,
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die wir ungefihr in der gleichen Weise lésen muBten wie
Alexander, als er den Gordischen Knoten durchhieb. In der
Tat ist die Verteilung der Schubspannungen durch die Ver-
teilung der Normalspannungen schon bis zu einem gewissen
Grade mit bedingt. Man erkennt dies schon aus den allge-
meinen Betrachtungen des ersten Abschnitts. Die erste der
Gleichungen (5), die das Gleichgewicht der Spannungen an
einem unendlich kleinen Parallelepiped aussprechen, lautet, wenn
wir die Komponente X der duBeren Kraft gleich Null setzen,
06, , O0Tyx or,

B:s+ r; + r?zx=0'

Denken wir uns die X-Achse in die Stabmittellinie und
die Y-Achse in die Ebene der #uBeren Kriifte, also in die Rich-
tung von V gelegt, so spricht diese Gleichung den notwendigen
Zusammenhang zwischen der Verteilung der Normalspan-
nungen ¢ und der Schubspannungskomponenten z,, und 7,
iiber den Querschnitt aus, denn nach den Gleichungen (4) ist
T,y = 7,, und 7, =7 .. Freilich reicht diese Gleichung allein
noch nicht vollstindig aus, die Schubspannungskomponenten
zu berechnen. Es muB immer noch eine mehr oder minder
willkiirliche Annahme hinzutreten.

Wir wollen zuniichst den Fall behandeln, daB der Quer-
schnitt des Stabes ein Rechteck ist und die Kraftebene durch
eine Hauptachse geht. Dann liegt es nahe, 7,, = 0 zu setzen,
denn es ist kein Grund zu der Vermutung gegeben, dab Schub-
spannungen im Querschnitte rechtwinklig zur Ebene der duBeren
Kriifte auftreten sollten. Wir wissen vielmehr sicher, daB an
den zur Kraftebene parallelen Querschnittskanten 7., = 0 sein
muBl, weil an den dazugehorigen Seitenflichen des Balkens
von auBlen her keine Krifte 7, einwirken. — Mif dieser An-
nahme, die schlieBlich darauf hinauskommt, daf alle Schichten,
in die man sich den Balken parallel zur Kraftebene zerlegt
denken kann, gleiche Formiinderungen ausfithren, oder daB
iiberhaupt alle Formiinderungs- und Spannungsgrifien von der
Querschnittskoordinate 2 unabhiingig sind, geht die vorige
Gleichung iiber in
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0try T do,

oy oz’
und da ¢, schon iiberall als bekannt vorauszusetzen ist, lilit
'sich aus ihr die Verteilung der Schubspannungen der Héohe
des Balkenquerschnitts nach leicht ableiten.

Es kommt zwar auf dasselbe hinaus, ist aber anschau-
licher, wenn man diese Betrachtung durch eine andere ersetat.
Die Gl. (5) bezogen sich auf das Gleichgewicht eines unend-
lich kleinen Parallelepipeds. Wir wollen dieselbe SchluBfolge-

dr

P L = .
T

“ tw
P N s R

SVONSE: (. -

P

Abb. 24.

rung, die zu ihnen fithrte, jetzt auf das Gleichgewicht eines
etwas groBer abgegrenzten Korperteiles anwenden. In Abb. 24
ist links ein Stiick der Ansichtszeichnung des Balkens, rechts
der Querschnitt dargestellt, und der scheibenformige Teil des
Balkens, dessen Gleichgewicht
wir untersuchen wollen, ist in

m

p Bip 5
o U P’ K B I beiden Projektionen durch Schraf-
t. P2y by £ fierung hervorgehoben. AuBer-
dem gibt Abb. 25 noch eine Ge-
I samtiibersicht des Balkens und
m der an ihm angreifenden Lasten.

Abb. 3b. . - o
Wir stellen zuniichst eine Be-

ziehung auf, die zwischen dem Biegungsmomente M und der
Scherkraft V' fiir irgendeinen Querschnitt mm besteht. Nach
der Bedeutung dieser GroBen hat man

; N
V=4 —ZP und M= Az —% P(x — p).

Differentiiert man M nach z, so erhiilt man

dx
0
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Dabei wird vorausgesetzt, daB man beim Weiterriicken
des Querschnitts um die Strecke dz nicht iiber den Angriffs-
punkt einer Einzellast hinausriickt, denn an einer solchen

Stelle ist zwar M selbst stetig, (fif erleidet aber einen plétz-

lichen Sprung. Tritt indessen eine stetig verteilte Belastung
an die Stelle des Systems der Einzellasten, so bleibt die Glei-
chung immer noch giiltig, da der Zuwachs, den M dann auBer-
dem noch erfiihrt, weil ein Belastungsdifferential, das vorher
zur rechten Seite zihlte, auf die linke Seite iibertritt, nur von
der zweiten Ordnung unendlich klein ist und daher nicht in
Betracht kommt. '

Man hat daher, wie aus dem Vergleiche der vorstehenden

Formeln hervorgeht, allgemein
g (70)
I 1 R
denn auch ¥ teilt mit dem Differentialquotienten von M die
Eigenschaft, seinen Wert sprungweise zu #ndern, wenn der
Querschnitt iiber den Angriffspunkt einer Einzellast hinaus-
geriickt wird.

Man kann sich diese. einfache, aber sehr wichtige Be-
ziehung auch noch in anderer Weise klar machen. Fiir den
Schnitt mm waren die #uberen Krifte links vom Schnitte auf
die Scherkraft V' im Querschnittsschwerpunkte und das Kriifte-
paar vom Momente M zuriickgefiihrt. Gehen wir um dz
weiter, so muf ¥ parallel um dz verlegt werden. Dabei tritt
aber noch ein Kriiftepaar Vdx auf, das die Anderung von M
darstellt; aus d M = Vdx folgt aber Gl (70) sofort.

An dem in Abb. 24 angegebenen scheibenférmigen Kdrper-
teile greifen die Spannungen an den drei Schnittflichen an.
Wir wollen dabei nur anf das Gleichgewicht gegen Verschieben
in horizontaler Richtung achten. Von den Spannungen an
den quer zur Stabachse gehenden Schnittflichen kommen dann
nur die Normalspannungen ¢ in Betracht. Nach Gl (46) ist

in dem Schnitte mit der Abszisse

M
G='§y;
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und an dem Schnitte mit der Abszisse x + dz kommt noch
ein Differential hinzu, das sich durch Differentiieren, also aus
2% 0M 'y Vy
dx dx © O
leicht feststellen liBt. Die Normalspannungen an beiden Schnitt-
flichen wirken in entgegengesetzter Richtung; fiir das Gleich-
gewicht gegen Verschieben kommt also nur ihr Unterschied
in Frage. Im ganzen erhalten wir dafiir

] )
fdadF= dz gjde,

wenn die Integration iiber den schraffierten Teil des Quer-
schnitts ausgedehnt wird.

In der dritten Schnittfliche wirkt nur die Schubspannung
7,, in horizontaler Richtung und zwar iiber die Fliche bdaz.

Die Gleichgewichtsbhedingung liefert

w0 =

7,bds = dz —g-fde,

u

woraus 7,, und damit auch die gesuchte Schubspannung 7,

im Querschnitte und zwar in der Entfernung u von der Nulhme

| >

14 5
v WJ vk (11)

q__,___________”

folgt. Das Integral stellt das statlsche Moment des iiber u
hinaus llegenden Querschnittsteiles in bezug auf die Nullinie

dar. Fiir den rechteckigen Querschnitt ist
h
2

j ydF =b("y —') und daher ©= ("0 —5)-
Wir wollen aber fiir dieses statische Moment aullerdem noch
den Buchstaben S setzen, also Gl (71) in der Form

Vs 2
Toy ™ 35 (72)

e e

e
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schreiben, denn offenbar kann die vorausgehende Betrachtung
auch dann angewendet werden, wenn der Querschnitt zwar
nicht ein einfaches Rechteck bildet, aber doch dort, wo wir =
berechnen wollen, durch zwei parallele Seiten begrenzt wird,
wie z. B. der Steg eines I-Trigers. Auch fiir solche Fille ist
durch Gl (72) die Aufgabe gelost, denn das statische Moment S,
das zu einem gegebenen u gehdrt, kann immer leicht gefunden
werden. '

Durch Gl (72) ist v als Funktion von « bestimmt und
damit die Spannungsverteilung gegeben. Wir erkennen aus
dieser Gleichung, daB r am Rande des Querschnitts verschwindet,
also gerade dort, wo die Normalspannung ihren griéBten Wert
annimmt, und daf umgekehrt 7 am grofiten wird in der Null-
linie, also da, wo die Normalspannung verschwindet. Fiir den
rechteckigen Querschnitt ist r eine Funktion zweiten Grades
von u. Wenn wir diese Funktion durch eine Kurve darstellen,
wie wir es friiher taten, um die Verteilung der Normalspan-
nungen vor Augen zu fithren, erhalten wir jetzt eine Parabel.
Das lineare Spannungsverteilungsgesetz gilt also nur fiir die
Normalspannungen und nicht fiir die Schubspannungen.

Es bleibt jetzt noch die Verteilung der Schubspannungen
iiber einen anders gestalteten Querschnitt zn hesprechen. Wir
wihlen zur Erliuterung des Verfahrens einen kreisformigen
Querschnitt. Bei diesem diirfen wir nicht, wie vorher beim
rechteckigen Querschnitte, die Schubspannungskomponenten 7,
die quer zur Kraftebene gehen, gleich Null setzen. Vielmehr
mup am Umfange die resultierende Schubspannung in die
Richtung der Querschnittstangente fallen, wenigstens dann, wenn
am Umfange des Stabes keine fduBeren Kriifte in der Richtung
der Stabachse auftreten. Dies folgt aus dem Gleichgewichte
eines unendlich kleinen Parallelepipeds, von dem eine Kante
mit einem FKElemente des Querschnittsumrisses zusammenfillt,
Wenn die Schubspannung am Umfange eine Komponente in
der Richtung der Normalen zum Querschnittsumrisse haben
sollte, miilite, um das Gleichgewicht gegen Drehen zu sichern,

notwendig auch eine Kraft auf der Mantelfiiche des Stabes in
Foppl, Festigkeitslehre, 4. Autl, 8
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Richtung der Stabachse iibertragen werden, aus demselben
Grunde, aus dem wir friiher 7, = 7, , fanden.

Es sei jetzt ausdriicklich vorausgesetzt, dal am Umfange des
Stabes, wenigstens in der Umgebung des Querschnitts, fiir den
wir die Schubspannungen berechnen wollen, keine derartige
duflere Kraft auftritt. Dann miissen notwendig die Schub-
spannungen am Rande des Querschnitts in die Richtung der
Tangente fallen. Fiir einen Punkt auf der Y-Achse miissen

sie der Symmetrie wegen

in die Richtung dieser

Achse fallen und da-
zwischen werden sie

irgend eine mittlere Rich-

tung einnehmen. Man

wird nicht viel von

der Wahrheit abweichen,

_____ Z wenn man annimmt, da
die Schubspannungen in

jedem Punkte einer zur
Y-Achse senkrecht ge-

! zogenen Sehne alle durch
E jenen Punkt P in Abb. 26

R gehen, in dem die Tan-

gente die Y-Achse trifft. Bedenklicher ist freilich die andere An-
nahme, die man hiermit verbindet, nimlich daf die in der Rich-
tung der Y-Achse gehende Kompomnente z,, auch hier noch
unabhiingig von der Querschnittskoordinate # sei. Sie ist in-
dessen die einfachste, die man machen kann, und sie wird daher,
um zu einem Nitherungsresultate zu gelangen, zugrunde gelegt.

Auf Grund dieser Annahmen liBt sich die Aufgabe jetzt
leicht lisen. Man berechnet zuerst 7, nach Gl (72), wobei
S wieder das statische Moment des in Abb. 26 schraffierten
Querschnittsteiles bedeutet, der oberhalb der Stelle liegt, fiir
die 7,, aufgesucht wird und fiigt die Komponenten 7., ent-
sprechend der Bedingung hinzu, daB die Resultierende durch
den Punkt P gehen soll.
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Anmerkung. Fiir die Berechnung der Nietbolzen, die auf Ab-
scheren beansprucht werden, ist die vorhergehende Betrachtung nicht
anwendbar, weil am Umfange dieser Bolzen von den sie umschliefen-
den Blechen her Kriifte, nimlich Reibungen, iibertragen werden konnen,
die in der Richtung der Stabachse gehen, wihrend hier ausdriicklich
vorausgesetzt war, daB solche Kriifte fehlen sollten. — Fiir die Be-
rechnung der Nieten stiitzt man sich besser auf die Ergebnisse von
Festigkeitsversuchen, die mit Nietverbindungen angestellt werden.
Nach diesen Versuchen stellt sich die Festigkeit der Nieten ungefiihr
so hoch, als wenn sich die Schubspannungen gleichférmig iiber den
Querschnitt verteilten. .

§ 24. Die Spa.hnungstrajektorien.

Da bei dem allgemeinen Falle der Biegungsbeanspruchung
eines Stabes auBer den Normalspannungen auch noch Schub-
spannungen iibertragen werden, ist die Normalspannung keine
Hauptspannung. Die Hauptrichtungen des Spannungszustandes
sind vielmehr im allgemeinen gegen die Lingsachse des Stabes
unter irgend einem Winkel geneigt.

Es ist daher wiinschenswert, noch eine Ubersicht dariiber
zu erlangen, in welchen Richtungen die Hauptspannungen an
den verschiedenen Teilen des Stabes auftreten. Man konstruiert
zu diesem Zwecke Linien, die iiberall in die Richtungen der
Hauptspannungen fallen. Diese Linien werden als Spannungs-
trajektorien bezeichnet. Um sie zu erhalten, legt man eine
Anzahl Querschnitte durch den Stab, berechnet fiir verschiedene
Stellen dieser Querschnitte die Normalspannung und die Schub-
spannung, wie es in den vorausgehenden Paragraphen gelehrt
wurde, und bestimmt dann nach GL (11) die Winkel ¢, die
die Hauptrichtungen des Spannungszustandes mit der Stabachse
bilden. Nachdem man so eine geniigende Zahl von Tangenten
der Spannungstrajektorien konstruiert hat, kann man diese
leicht freihindig in die Zeichnung des Stabes eintragen. An-
statt dessen kann man auch die Gleichungen dieser Kurven mit
Hilfe einer Integration erhalten, da die Tangente ihres Neigungs-

winkels, also der Differentialquotient gz fiir sie bekannt ist.
8*
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Ich werde diese Rechnungen hier nicht durchfiihren, son-
dern mich damit begniigen, in Abb. 27 den Verlaut der
Spannungstrajektorien fiir den Fall eines Stabes von recht-

eckigem  Quer-

schnitte, der an

einem Ende ein-

T’ gemauert ist und

‘| 7 1 am freien Ende

7 o eine Einzellast

7 _ triigt,anzugeben.

% e NS NS BN N % In der neutralen

7 & Schicht schnei-

den die Span-

7 i nungstrajekto-

7 : rien die Stab-

achse unter Win-

keln von 459 da

r hier der Fall der

reinen  Schub-

spannung vorliegt, und an der oberen und der unteren Be-

grenzung steht die eine senkrecht zur Kante und die andere

beriihrt sie. Selbstverstiindlich steht die eine Schar iiberall
senkrecht zur anderen.

N

Abb. 27. Y

/ § 25. REinfluf der Schubspannungen auf die Bruchgefahr.

Unter gewdhnlichen Umstiinden hiingt die Beanspruchung

i des Stabes nur von dem grofiten Werte ab, den die Normal-
spannung ¢ an den #uBersten Fasern annimmt. Da dort die
Schubspannung verschwindet, braucht man auf sie bei der
Festigkeitsberechnung in der Regel gar nicht zu achten. Das
andert sich aber, wenn der Stab sehr kurz und dick ist. Wegen

der geringen Liinge sind die Hebelarme und daher die Biegungs-
momente und mit diesen auch die Normalspannungen ¢ klein,
withrend die Schubspannungen davon nicht bertihrt werden.

Bei kurzen, dicken Stiben kann daher die Beanspruchung auf

- luul A

+

f\“—T“"“" e

R S

——————
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Schub in der Querschnittsmitte gefidhrlicher werden, als die
Beanspruchung auf Zug oder Druck in der uBersten Faser.

Hierzu bemerke ich noch, daB die Beachtung der Schub-
spannungen namentlich dann von Wichtigkeit werden kann,
wenn das Material eine besonders geringe Schubfestigkeit hat,
wie es beim Holze in Schnittrichturigen, die parallel zu den
Fasern laufen, zutrifft. Es kommt nicht selten vor, da ein
Holzbalken, dessen Spannweite selbst zehnmal so grofl sein kann,
als die Querschnittshihe, durch die Uberwindung der Schub-
festigkeit in der neutralen Schicht bricht, wenn er in der Mitte
belastet wird.

Es moge daher noch berechnet werden, von welchem
Werte dieses Verhiiltnisses ab die Bruchgefahr nur noch durch
die Normalspannungen bedingt ist. Ich setze dabei einen Holz-
balken von der Linge ! und der Querschnittshéhe _k voraus,
der in der Mitte die Last I’ trigt. Dann ist V= P/2 und
M = Pl/4 zu setzen. Fiir die grifte Normalspannung 6 er-
hélt man 6 Pl

¢ = o

und fiir die Schubspannung r in der neutralen Schicht nach
Gl. (72) P ' bhﬂ
2 8 38 P
"= e T abn
Wenn das Verhiiltnis zwischen der Druckfestigkeit (die
beim Holze gewihnlich etwas kleiner ist als die Zugfestigkeit,
beide fiir Schnittrichtungen senkrecht zur Faser gerechnet) und
der Schubfestigkeit zwischen den Fasern mit »n bezeichnet wird,
bestimmt sich das Verhiiltnis zwischen 7 und % aus der Gleichung

6Pl g5 P I n
abht ~ Mg g WSO 5=y

Nun wird % nicht leicht grifler als etwa 10, die Spann-
weite darf also nur etwa fiinfmal so groB sein, als die Quer-
schnittshéhe, wenn eine Bruchgefahr durch die Schubspan-
nungen gegeben sein soll; ausnahmsweise (wie es scheint,

besonders bei Weifitannenholz) kann » aber auch noch groBer
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werden. So abnorm groBe Werte von # kommen indessen bei
anderen Materialien als Holz iiberhaupt nicht vor, auch nicht
bei gewalztem SchweiBeisen, das sich dem Holze noch am
‘meisten nihert, und es ist daher gerechtfertigt, wenn man bei
gewdhnlichen Biegungsherechnungen die Schubspannungen ganz
unberiicksichtigt lafit.

Ein Fall mufl indessen noch erwiihnt werden. Bei einem
Balken von I-férmigem Querschnitte ist niéimlich das statische
Moment S in GL (72) unmittelbar unterhalb des Flantsches
fast ebenso groB als fiir die neutrale Schicht. Die Schub-
spannungen erreichen daher an dieser Stelle schon betricht-
liche Werte, withrend die Normalspannung gegeniiber dem
groBten Werte an der #uBersten Faser noch nicht viel ab-
genommen hat. Es kann daher vorkommen, daBl die Haupt-
spannung an dieser Stelle grifer wird als in der #uBersten
Faser, und zwar wird dieser Fall auch hier wieder um so eher
vorkommen konnen, je betriichtlicher die Schubspannungen im
Vergleiche zu den Normalspannungen ausfallen, also bei Stiiben
von geringer Linge und grofer Héhe Eine Berechnung, die
sich hierauf bezieht, befindet sich unter den Aufgaben am

Schlusse des Abschnitts.

§ 26. Genietete Tréger.

Ein Stab, der eine Biegungsbelastung aufnehmen soll,
wird oft aus mehreren Teilen zusammengesetzt, derart, daB
der Querschnitt aus der Summe der Querschnitte der einzelnen
Teile besteht. Wenn die Teile des Stabes fest miteinander
zusammenhingen, wiirden in den Flichen, in denen diese Teile
aneinander grenzen, Schubspannungen iibertragen werden. Diese
Spannungen fallen hier fort, — soweit sie nicht etwa durch
Reibungen in den Grenzflichen ersetzt werden. Damit sich
aber der zusammengesetzte Stab doch #hnlich verhalten kann,
als wenn er aus einem Stiicke wiire, miissen die sonst durch
die Schubspannungen iibertragenen Kriifte durch die Verbin-
dungsteile aufgenommen werden, die das Ganze zusammenhalten.
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Sehr hiiufig verwendet man genietete Blechbalken, denen
man einen den gewalzten I-Trdgern dihnlichen Querschnitt gibt,
um wie bei diesen mit moglichst wenig Materialanfwand ein
moglichst groBes Trigheits- oder Widerstandsmoment zu er-
zielen. Der Steg und die rechtwinklig dazu verlaufenden Gurt-
platten werden durch Winkeleisen anemander geschlossen, und
alle Teile werden durch Vernietung
miteinander verbunden. Hier sind es
die Nieten, durch die alle Schubspan-
nungen iibertragen werden miissen. Wir
wollen berechnen, wie groBl die Kraft
ist, die auf einen solechen Niet trifft,
der den Anschlufl der Winkeleisen an
den Steg bewirkt. In Abb. 28 ist ein P
kleines Stiick von der Ansichtszeichnung
eines genieteten Blechtriigers gegeben. Die Entfernung zwischen
zwei aufeinander folgenden Nieten sei gleich e. Der durch
einen schwarzen Kreis angegebene Niet N mull fiir den Unter-
schied der Normalspannungen & in den durch ihn angeschlossenen
Winkeln und Gurtplatten fiir zwei um e voneinander entfernte
Querschnittsflichen aufkommen. In der Tat gleicht der Fall
ganz dem in § 23 behandelten; es ist nur an die Stelle des
Abstandes d in Abb. 24 hier der endliche Abstand e getreten.
Man hat wie dort

M M Ve
6=y und A6 = —gl = -4,

wobei nur die endliche Differenz ¢ fiir das Differential do

eingetreten ist. Die von dem Niete zu iibertragende Kraft P
folgt daraus . )

P=/dﬁdF=Elde=Ve-S (13)

5 @, e S

wenn mit S das statische Moment des durch den Niet an-

geschlossenen Querschnittsteiles in bezug auf die Nullinie be-

zeichnet wird.
Frither hat man auch Ofters aus Holz sogenannte ver-
zahnte oder verdiibelte Triger zusammengesetzt. Jetzt macht
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man seltener davon Gebranch, und ich will daher nicht niher
darauf eingehen, bemerke vielmehr nur noch, daB deren Be-
rechnung ebenfalls nach GL (73) erfolgen kann.

§ 27. Die elastische Linie des gebogenen Stabes.

Bisher war unser Augenmerk nur auf die Berechnung der
Spannungen gerichtet. Um die Formiinderungen kiimmerten
wir uns nur so weit, als es nétig war, um daraus Anhalts-
punkte fiir wahrscheinliche Annahmen iiber die Spannungs-
verteilung zu erlangen. Jetzt wollen wir uns die Frage nach
der Gestalt der elastischen Linie vorlegen, also jener Linie, in
die die Stabmittellinie durch die Biegung iibergeht. Dabei soll
aber von vornherein vorausgesetzt werden, dafl der Biegungs-
pfeil gering bleibt, da andere Fille fast ganz ohne Bedeutung
fiir die Anwendungen sind.

Zu diesem Zwecke berechnen wir zuniichst, wie groB der
Winkel dg ist, um den sich zwei im Abstande dz aufeinander
folgende Querschnitte bei der Biegung gegeneinander drehen.
Eine Faser, die den Abstand y von der Nullinie hat, erfihrt
eine Lingeninderung ydg, die nach dem Elastizititsgesetze
mit der spezifischen Spannung ¢ an dieser Stelle in einem Zu-
sammenhange steht, der durch die Proportion

ydgp o
dz  E

ausgesprochen wird. Fiir ¢ fithren wir den durch Gl (46) an-
gegebenen Wert ein und erhalten

M
do = d""E@ . (74)

Diese Gleichung kann noch auf zwei andere Formen ge-
bracht werden, die fiir die Anwendung meistens bequemer sind.
Zunichst fithren wir den Kriimmungsradius ¢ der elastischen
Linie mit Hilfe der Beziehung 9d¢ = dz ein und erhalten

1 M e -
e e W =y (1)
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Andererseits hat man aber fiir ¢ nach den Lehren der
analytischen Geometrie den Ausdruck

dy\? i
4]
o= —
dx*
wenn jetzt y mnicht mehr die Koordinate eines Punktes des
Querschnitts, sondern die Ordinate der elastischen Linie be-
deutet. In unserem Falle weicht aber die Kurve, deren Kriim-
mungshalbmesser wir betrachten, nur sehr wenig von einer
Geraden ab. Wenn wir die Ordinaten ¥ von der urspriinglichen

Lage der Stabachse aus rechnen, ist daher zi die Tangente

eines sehr kleinen Winkels,. und das Quadrat dieses sehr kleinen
Bruches kann daher ohne merklichen Fehler in dem voraus-
gehenden Ausdrucke gegen die Einheit vernachlissigt werden.

2
Dadurch geht ¢ in den reziproken Wert von jag iiber, und
GL (75) liefert, wenn man dies einsetzt,

a2 .
B0, —— M. (76)

Das Verzeichen von ¢ ist nimlich zunichst unbestimmt,
da im Zihler des Ausdrucks fiir ¢ eine Quadratwurzel steht.
Es muB daher nachtriglich so gewihlt werden, daB es mit
den fibrigen Festsetzungen in Ubereinstimmung steht. Nun
wird M dann positiv gerechnet, wenn es den in horizontaler
Lage gezeichneten Stab so kriimmt, daB sich die Hohlseite
nach oben hin kehrt. Zugleich wollen wir die Hinsenkungen y
positiv rechnen, wenn sie, wie gewthnlich, nach abwirts gehen.
In diesem Falle ist aber bei dem auf zwei Stiitzen ruhenden

Balken :% am grofiten am linken Auflager des Balkens; es wird

dann, wenn wir weiter nach der Mitte hin gehen, allmihlich
kleiner, wird dann zu Null, nimmt hierauf negative Werte an
und erlangt den gréBten negativen Wert am rechten Auflager.

Uber die ganze Spannweite hin ist daher g;y, negativ, wih-
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rend M iiberall positiv ist, und in GL (76) mufite daher ein
Minuszeichen beigegeben werden.

Gl. (76) wird die Differentialgleichung der elastischen
Linie genannt. Um die Gleichung dieser Kurve daraus in end-
licher Form zu finden, driickt man zundchst mit Hilfe der ge-
gebenen Lasten M als Funktion von # aus und integriert GL (76)
zweimal nach z. Dabei treten zwei Integrationskonstanten auf,
deren Werte mit Hilfe der Grenzbedingungen an den Enden des
Balkens ermittelt werden.

Dieses Verfahren soll an einigen einfachen Fillen erldutert
werden. Zunidichst sei ein Balken von iiberall gleichem Quer-
schnitte gegeben, der an beiden Enden frei aufliegt und eine
gleichmiiBig iiber die ganze Linge verteilte Belastung von ¢ kg
auf die Liéngeneinheit triigt. Fiir -irgendeinen Querschnitt im
Abstande x vom linken Auflager hat man fiir das Biegungs-
moment, also fiir das Moment der links vom Querschnitte
liegenden #ufleren Kriifte,

ql gzt .
M=Cy 12 (1)

Mit 7 ist dabei die Spannweite bezeichnet. Der Auflager-
druck auf beiden Seiten ist gleich q; , das erste Glied stellt

daher das Moment des linken Auflagerdrucks dar. Die Be-
lastung des linken Balkenteils ist gz und der Hebelarm da-

von gleich gc . Das Biegungsmoment ist iiber die ganze Spann-

weite positiv. und wird an den beiden Auflagern zau Null
Denkt man sich M in jedem Punkte der Stabachse rechtwinklig
dazu in irgendeinem MaBstabe aufgetragen, so erhilt man eine
Parabel. Allgemein heiBit die in dieser Weise gefundene Kurve
die zu der gegebenen Belastung gehiorige Momentenkurve
und die zwischen ihr und der Stabachse eingeschlossene Fliche
die Momentenfliche.

Mit dem hier festgestellten Werte von M geht Gl (76)
ither in

oy gxt  qlz
E®gs="5 —"5"
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Nach zweimaliger Integration erhiilt mun daraus
_gqla?

.
Eoy=""0 1" + Cz+ C,

wenn mit C und C; die beiden Integrationskonstanten be-
zeichnet werden. Nun muf nach den Bedingungen der Auf-
gabe y zu Null werden fiir 2 =0 und fiir # =/, da beide
Enden des Balkens durch die Auflagerung gegen vertikale Be-
wegungen geschiitzt sind. Die erste Bedingung lehrt, daB die
Konstante C; gleich Null zu setzen ist. Zur Ermittelung von ('
haben wir die Gleichung
4 4 3

0= 101, alo 0=2,
und fiir die Gleichung der elastischen Linie in endlicher Form
folgt daher

; gzt qla® | qlPx o
EOy="3 —"12 T au" (78)

Die Linie ist also vom vierten Grade. Hs mag noch er-
wihnt werden, daB sich die hier analytisch vorgenommene
Integration allgemein auch mit Hilfe einer geometrischen Kon-
struktion, néimlich mit Hilfe eines Seilpolygons, ausfiihren liBit.
Diese Betrachtungen gehdren indessen zur graphischen Statik,
und sie werden dort eine ausfithrliche Darstellung erhalten.

Von besonderem Interesse ist der Wert der Einsenkung
y in der Balkenmitte, also zugleich der griBte Wert, den y
annimmt. Man nennt diese Strecke den Biegungspfeil, der

hier stets mit dem Buchstaben [ bezeichnet werden soll. Mit

z— ! ehilt man aus GL (78)

3 5 glt ) Qe
yi= 384 KO 384 K@ (79)

In der letzten Form dieser Gleichung ist unter @ die Gesamt-
belastung des Balkens, also gl zu verstehen.
Zweitens sei ein Balken betrachtet, derin der Mitte
der Spannweite eine Einzellast P trigt. Man hat hier
11

M="is (80)
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und daher a2 Pz’
i Pe
i - Faliata

oder nach zweimaliger Integration
P 3
E@y = — 7+ Cg+ C,.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten mull aber
hier ein anderes Verfahren eingeschlagen werden. GI (80) ist
niimlich nur fiir solche Querschnitte giiltig, die links von der
Mitte liegen; rechts davon wire

oy plp ) P09

zu setzen. Infolgedessen gilt auch die vorausgehende end-
liche Gleichung nur fiir die linke Hilfte der elastischen Linie,
Diese Linie selbst setzt sich aus zwei Asten zusammen, die
sich in der Mitte stetig und ohne Knick aneinander schlieBen.
Hier wird die Losung dadurch vereinfacht, daB die Last in
der Mitte angenommen wurde. Dadurch sind beide Aste der
elastischen Linie symmetrisch zueinander gestaltet und sym-
metrisch gelegen und es geniigt, den einen Ast zu betrachten.
Dieser muB niimlich der Symmetrie wegen in der Mitte eine
horizontale Tangente haben. In

dy Pr?
E QE; = e St C
mubl daher die rechte Seite fiir x=; verschwinden, also
Bl
C = 75 gesetzt werden.

Fiir die andere Integrationskonstante C| erhiillt man wie
vorher C, = 0, weil y fiir # =0 verschwinden muB. Fiir den
linken Ast der elastischen Linie hat man daher schliefilich die

Gleichun 2 -
¢ Boy="5" "% (81)
Mit z = 3) erhilt man fiir den Biegungspfeil f
.pr .
I'=isEe: )

eine bei den Anwendungen sehr hiufig gebrauchte Formel.
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Trigt der Balken zwei Einzellasten P, und P, in den
Abstinden p;, und p, vom linken Anuflager, so zerfiillt die
elastische Linie in drei sich stetig und ohne Knick aneinander
schlieBende Aste. Man berechnet zuniichst die Auflagerkriifte.
Wird der Auflagerdruck am linken Ende mit A bezeichnet,
so hat man :

M, =Az; My =Ax— P (z —p,);
My, = Az — Py(z — p;) — Py(@ — py).

Von diesen Ausdriicken gilt M; zwischen 2 =0 und z =p,,
der zweite zwischen # = p, und # = p, und der dritte zwischen
#=p, und ¢ = /. Man hat der Reihe nach jeden dieser Aus-
driicke in die Gleichung der elastischen Linie einzusetzen und
diese jedesmal zu integrieren. Dadurch erhilt man die end-
lichen Gleichungen der drei Aste, in denen zusammen sechs
unbekannte Integrationskonstanten auftreten. Zu deren Be-
stimmung hat man zuniichst die beiden Bedingungen, daB y
an den beiden Auflagerstellen zu Null werden mufl. AuBer-

dem muB an jeder Ubergangsstelle  und t:% fiir beide Aste

gleich werden. Dadurch erhilt man nochmals vier Bedingungs-
gleichungen, die mit den vorigen zusammen zur Ermittelung
der Konstanten geniigen.

Dasselbe Verfahren bleibt auch noch anwendbar, wenn
der Balken drei oder beliebig viele Einzellasten triigt. Es
macht dann freilich an sich zwar ganz einfache, durch den
Umfang, den sie annehmen, aber sehr listige Rechnungen zur
Bestimmung der verschiedenen Integrationskonstanten der ein-
zelnen Aste ndtig. In solchen Fillen kann man sich aber
dadurch helfen, daB man die Gleichungen fiir die einzelnen
Aste der elastischen Linie in geeigneter Weise zusammenfaBt.
Fiir den schon vorher besprochenen Fall, daB der Balken zwei
Einzellasten P, und P, trigt, kann man némlich die drei dort
aufgestellten Ausdriicke fiir die Biegungsmomente My, M, M,
in den drei Balkenabschnitten in der einzigen Form

M=Adxz , — Pi(x—p) , — Py(x —py)
I I 1T
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zur Darstellung bringen. Durch die Bezeichnung I, II, ITI, die
unten beigefiigt ist, wird vorgeschrieben, wie weit der Aus-
druck zu entwickeln ist, wenn man sich im ersten, zweiten
oder dritten Abschnitte der Balkenlinge befindet. Auf die
Notwendigkeit, den Ausdruck an der geeigneten Stelle abzu-
brechen, wird iiberdies durch das hinter jedes Glied und vor
das Vorzeichen des nichsten gesetzte Komma hingewiesen.
Setzen wir diesen Ausdruck in die Differentialgleichung
der elastischen Linie ein, so erhalten wir diese ebenfalls sofort
fiir alle drei Aste in der gleichen Art der Zusammenfassung,
nimlich
EOYY — Az, + P(x—p) , + Py(z —py).
dat ] 1 1/ 2 2 2
I II T
Integrieren wir diese Gleichung einmal, so finden wir

Eejl=C— 4%, + RERY, 4 pea),
z 1 I 111

Hierbei bedeutet (' eine Integrationskonstante. Eigentlich
wire fiir jeden Ast eine besondere willkiirliche Integrations-
konstante anzunehmen gewesen. Wenn wir aber, wie es bereits
durch die Art der Anschreibung ausgedriickt wird, (' als den
gleichen Wert fiir alle drei Aste betrachten, so sind damit
zwei willkiirliche Integrationskonstanten bereits so bestimmt,
daB die drvei Aste der elastischen Linie sich ohne Knick an-
einanderschlieBen. In der Tat erkennen wir niimlich, daB mit
dieser Verfiigung iiber die Integrationskonstanten an den
Grenzen der Gebiete I und II und IT und III keine sprung-

weise Anderung von :;—‘Z vorkommt. Sobald wir das Gebiet I

verlassen und in das Gebiet I eintreten, haben wir zwar noch
ein neues Glied in der Gleichung zu beriicksichtigen. An der
Stelle # = p,, also an der Grenze selbst, wird dies Glied aber
zu Null, und es ist daher gleichgiiltig, ob wir die Grenzstelle
noch zum Gebiete I oder schon zum Gebiete II rechnen; an

dem Werte von ;—g wird dadurch nichts geindert und die vor-

geschriebene Grenzbedingung ist erfiillt. Auf diesem Umstande,
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dall sich die Integrationskonstanten ohne weiteres von selbst
den Grenzbedingungen anpassen, bernht der Vorteil des Ver-
fahrens.

Eine zweite Integration liefert
_Ps)$

6
1 I

und auch hier tritt mur eine, fir alle Aste gemeinsame, neue
Integrationskonstante (| hinzu, withrend zugleich an den Grenzen
die Bedingungeun erfiillt sind, daB sich y nicht sprungweise
indern kann. Die weitere Behandlung der Gleichung und die
Ermittelung der beiden Integrationskonstanten €' und O, aus
den Bedingungen an den Enden des ganzen Balkens kann nun
genau so erfolgen, als wenn es sich um eine elastische Linie
mit nur einem einzigen Aste handelte.

Besser freilich als die Rechnung eignet sich in solchen
Fillen das graphische Verfahren zur Ermittelung der Gestalt
der elastischen Linie, woriiber man im II. Bande niiheres
finden wird.

Ahnlich liegt der Fall, wenn der Balken zwar nur eine
stetig verteilte Belastung oder eine einzige Last in der Mitte
triigt, der Querschnitt aber nicht konstant ist, sondern in ver-
schiedenen Absiitzen wechselt, wie es z B. bei Blechbalken
vorkommt, deren Querschnitt nach der Mitte zu durch Auf-
nieten von Gurtungsplatten verstirkt wird. Auch dann setzt
sich die elastische Linie aus einer Anzahl verschiedener Aste
zusammen. Veriindert sich der Querschnitt stetig, so ist @
als Funktion von x in die Differentialgleichung einzusetzen.
Insofern die Ausfithrung der Integration dadurch nicht er-
schwert oder unmoglich gemacht wird, erleidet das Verfahren
hierdurch keine Anderung.

Die vorausgehenden Rechnungen beruhen auf der still-
schweigenden Voraussetzung, daB die Kraftebene durch eine
Hauptachse des Querschnitts geht. Trifft dies nicht zu, so hat
man die Lasten, wie in § 20, in Komponenten nach den Rich-
tungen der Hauptachsen zu zerlegen und die Biegungslinie fiir

Efly= Ozt G—A% , 4+ 2 E=8) 4 p@
1
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die Komponenten in beiden Ebenen zu ermitteln. Die gesamte
Formiinderung ergibt sich durch geometrische Summierung der
zu diesen beiden Komponentensystemen gehirigen elastischen
Verschiebungen.

§ 28. EinfluB der Schubspannungen auf die Biegungslinie.

Bei den vorausgehenden Betrachtungen ist noch keine
Riicksicht auf die Formiinderungen genommen, die durch die
Schubspannungen. bewirkt werden. Diese haben zur Folge, daf

<~—dx—> der Biegungspfeil noch etwas vergroBert
= du wird und daB iiberhaupt die elastische Linie
von der vorher berechneten Gestalt ein
—x— =yl 77> wenig abweicht.
In Abb. 29 ist ein Lingenelement des

_______ Balkens gezeichnet. Wenn sich die Scher-
2le kraft ¥ gleichmiflig iiber den Querschnitt
verteilte, hiitte sie zur Folge, dafl sich der
urspriinglich rechte Winkel zwischen dem Querschnitte und der
Stabachse um einen kleinen Betrag »’ #nderte, der nach dem
Elastizititsgesetze leicht berechnet werden kann. Man hat niim-
lich fiir den durchschnittlichen Betrag 7, der Schubspannung
v

fm == F

und nach Gl (31)

’ Tm
Y =6~ arF
Die Winkelinderung 3" bewirkt eine Parallelverschiebung
der beiden Querschnitte gegeneinander, die mit du’ bezeichnet
werden mag; man findet dafiir
Vdz
G I
So einfach liegt die Sache in Wirklichkeit aber nicht.
Die Schubspannungen verteilen sich nach einem anderen Ge-
setze iiber den Balkenquerschnitt, das in § 23 festgestellt
wurde. In der Mitte wurden die Schubspannungen griBer als
der vorher berechnete Durchschnittsbetrag =, gefunden, withrend

du' = y'da =



§ 28. Einflub der Schubspannungen auf die Biegungslinie. 129

sie nach der oberen und der unteren Kante hin bis auf Null
abnehmen. Infolge davon wird auch die Winkelinderung y
zwischen der Stabachse und dem Balkenquerschnitte in der
Mitte grofier, wihrend der Winkel an den Kanten ungeiindert
bleibt. Man erkennt daraus nebenbei, daf die Bernoullische
Annahme, die Querschnitte blieben bei der Formiinderung eben,
nicht streng erfiillt sein kann. In der Tat ist auch schon im
vorhergehenden diese Anmahme nur als niherungsweise richtig
vorausgesetzt worden.

Hier handelt es sich besonders um den Héhenunterschied
aufeinanderfolgender Punkte der Stabachse, der auf Rechnung
der Schubspannungen- zu setzen ist. Wir bezeichnen diesen
mit du und setzen

du = xdu’ = x l;d; . (83)
Unter » ist dann eine Verhiltniszahl zu verstehen, die nach
den vorausgehenden Bemerkungen jedenfalls griBer als 1 ist.
Der genaue Wert von x hiingt von der Gestalt des Quer-
schnitts ab, da durch diese die Verteilung der Schubspannungen
und hiermit das Verhiltnis zwischen dem Werte von 7 in der
Mitte und dem Durchschnittswerte 7, bedingt ist. Hs wiire
indessen nicht zulissig, » unmittelbar gleich dem zuletzt ge-
nannten Verhiltnisse zu setzen, denn die Verschiebungen du
verschiedener Fasern, die in verschiedenen Abstinden von der
Nullinie liegen, konnen nicht unabhiingig voneinander erfolgen,
weil sonst eine Zerrung in der Richtung der Héhe des Quer-
schnitts zustande kime. In der Tat ist der Vorgang durch
die Querschnittskriimmung, die notwendig auftreten mub, ziem-
lich verwickelt. Man hilft sich daher damit, den Wert von x
auf Grund einer Betrachtung zu ermitteln, die sich auf den
Begriff der Forminderungsarbeit stiitzt. Hs kommt dies darauf
hinaus, dal man einen Durchschnittswert du fiir alle Fasern
berechnet.

Fiir den Fall der reinen Schubspannung ist die spezi-
72

fische Formiinderungsarbeit nach Gl. (42) gleich ;- Fir das
9

¥ioppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl.
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Balkenelement von der Liinge d« ist daher die Forminderungs-

= AP

arbeit gleich g
dz J sa?

su setzen, wobei die Integration iiber den ganzen Querschnitt
zu erstrecken ist.

In diesem Ausdrucke kann fiir z der in GL (72) auf-
gestellte Wert eingesetzt werden. Der so ermittelten Form-
inderungsarbeit ist die von der Scherkraft V (die fiir das

Balkenelement eine dufere Kraft bildet) geleistete Arbeit 3V du
gleich zn setzen. Man erhilt dadurch

dmf;—G AF = 3Vdu = 3 Vadu = x ;_,é_}'..rias
und hiermit
Fl2d F
g S SE (34)

Fiir den rechteckigen Querschnitt soll die Rechnung zu
Ende gefiihrt werden. In § 23 war dafiir
V (h* 2®
e @(s - 2)
gefunden, wobei zur Vermeidung von MiBverstindnissen hier

2z an Stelle des dort mit » bezeichneten Abstandes der be-

3
treffenden Faser von der Nullinie gesetzt ist. Mit @ = b:;

wird dies v
T = ps (% h* — 62%)

und daher

h
T3
1qF =V [(212 — 6404
T = peps (3h 32%)*bd 2.

Nach Ausfithrung der Integration erhiilt man

6 vV
ftZdF=.")7J—]_l--

Setzt man dies in Gl (84) ein und beachtet, daB ' = bh ist,
so erhilt man fiir den rechteckigen Querschnitt

= 8 o 6
R—g—]’_)..
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Es mige noch bemerkt werden, dafi die Berechnung von
% nach GL (84) immer leicht durchgefithrt werden kann, auch
wenn sich die Integration nach den gewdhnlichen Methoden
nicht vornehmen lift, indem man den Querschnitt in schmale
Streifen zerlegt und an die Stelle der Integration eine Sum-
mierung treten lédBt. Das Resultat dieser mechanischen Qua-
dratur wird immer genau genug, auch wenn man eine Ein-
teilang in nur wenige Streifen vornimmt.

Fiir die besonders hiufig verwendeten gewalzten Bisen-
triiger von dem I-Profile hat man % ein fiir alle Male berechnet,
Fiir den I-Triiger Nr. 8 (d. h. von 8 em Hohe) wurde % — 24,
fiir den hochsten Triiger, der noch verwendet zu werden pflegt,
Nr. 50 % = 2,0 gefunden. Fiir die dazwischen liegenden Triiger-
héhen &ndert sich % allmihlich von dem einen zu dem anderen
dieser Werte. GroBer als bei den I-Triigern wird x nicht leicht
bei einer anderen Querschnittsgestalt.

Bei den jetzt durchgefiihrten Rechnungen ist nur auf den
EinfluB von ¥ auf die Biegungslinie geachtet worden, d. h. 2/
wurde bei dem betrachteten Balkenelemente als Null voraus-
gesetzt. Wirken M und V gleichzeitig ein, so summieren sich
die Wirkungen von beiden. An irgend einer Stelle im Ab-
stande # vom linken Anuflager hat man daher die gesamte
Durchsenkung #’

Y=y —I—‘/.‘ciu, (85)
0

wenn unter y die im vorigen Paragraphen berechnete Kin-
senkung verstanden wird. Das letzte Glied in diesem Aus-
drucke ist indessen gewohnlich klein gegen das erste und es
geniigt daher meistens y" == y zu setzen, den Einfluff der Schub-
spannungen also zu vernachlissigen. Nur bei kurzen Stiiben
von groflem Querschnitte, bei denen, wie wir schon friiher
fanden, die Schubspannungen iiberhaupt mehr hervortreten, oder
fiir Stellen, die den Balkenenden benachbart sind, wird es nitig,
das zweite Glied in Gl (85) zu beriicksichtigen. Um uns da-
von zu iiberzeugen, betrachten wir noch als Beispiel einen

beiderseits frei aufliegenden Balken von konstantem recht-
g#



132 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes.

eckigen Querschnitte, der eine Kinzellast in der Mitte trigt.
Der Biegungspfeil [ war dafiir im vorigen Paragraphen in
Gl. (82) z Pis PI®

I=&Ee = imw
berechnet. Fiir du hat man hier nach Gl (83) mit % = 1,2

V:ﬁ’ and F = bk
Pdzx

Gbh

!
2
Pl
fd'u . 0’3 Gb’h s
0

Fiir den mit Riicksicht auf den EinfluB der Schubspan-
nungen verbesserten Wert /” des Biegungspfeiles findet man
also nach GL (85)

¢ 3 I 2

' = e+ O3 Gor = cza e+ 3)- (86)
Bei der letzten Umformung ist G = 0,4 IV gesetzt, also vor-
ausgesetzt, daB fiir den Stoff, aus dem der Balken hesteht, die
Verhiltniszahl m =4 sei. Nimmt man an, daf die Spannweite
etwa zehnmal so groB sei, als die Balkenhihe %, so macht
das zweite Glied in der Klammer, das vom Einflusse der Schub-
spannungen herriihrt, nur 3%, von dem ersten aus. Gewdhnlich

ist das Verhiiltnis ;
Schubspannungen herriithrende Glied macht dann einen noch
kleineren Bruchteil des anderen aus Mit dem Verhiltnis

i = b steigt indessen der Bruchteil aunf 12°; und von da ab

wird es notig, die genauere Formel (86) an Stelle von Gl. (82)
zur Berechnung des Biegungspfeiles zu verwenden.

du,= 0,6
und daher

noch grofer als 10, und das von den

§ 29. Durchlaufende Triiger.

Fiir einen Balken, der iiber mehrere Offnungen hinweg-
reicht, kann man, wie schon frither hervorgehoben wurde, die
Auflagerkrifte nur anf Grund der elastischen Forménderungen,
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die er erfihrt, berechnen. Wenn die Auflagerkriifte bereits
bekannt wiiren, wiirde sich die Berechnung der Spannungen
genau so wie bei dem Tréger iiber einer einzigen Spannweite
ausfithren lassen. Man konnte ohne weiteres fiir jeden Quer-
schnitt das Biegungsmoment und die Scherkraft angeben und
die Spannungen daraus nach den bereits dafiir aufgestellten
Formeln finden. Es handelt sich also in der Tat nur noch
darum, zu zeigen, wie man die Auflagerkrifte oder iiberhaupt
die statisch unbestimmten Grifen, die auch in anderer Weise
gewiihlt werden konnen, berechnen kann.

Man nehme zuniichst an, daf der Triiger iiber zwei Off-
nungen von gleicher Grifle ! hinwegreicht und eine gleich-
mibBig verteilte Last ¢ auf die Lingeneinheit trigt. Wenn
die Mittelstiitze entfernt wiire, wiirde sich die Triigermitte um
den in GL (79) angegebenen Betrag durchbiegen, wobei nur 21
an Stelle von [ zu setzen ist. Auf den EinfluB der Schub-
spannungen braucht man in der Regel keine Riicksicht zu
nehmen; wenn es gewiinscht werden sollte, kann dies aber
nach dem im vorigen Paragraphen angegebenen Verfahren
leicht geschehen.

Hierauf denke man sich an dem Balken in der Mitte eine
nach aufwérts gerichtete Kraft angebracht. Dadurch wird die
Balkenmitte wieder gehoben und zwar um den in Gl (82) fest-
gestellten Betrag, wenn an Stelle von ! wieder 2/ gesetzt und
unter P die GroBe der aufwirts gerichteten Kraft verstanden
wird. Wenn wir P so bestimmen, daB die vorher erlittene
Durchbiegung in der Mitte gerade wieder riickgingig gemacht
wird, erhalten wir damit die GroBe des Auflagerdrucks an der
Mittelstiitze, denn nur bei diesem Werte des Auflagerdrucks
kann die elastische Linie des ganzen Stabes durch den vorge-
schriebenen Punkt gehen. Die Gleichsetzung der Werte von
fin Gl (79) und GL (82) liefert

wenn jetzt @ die iiher beide Offnungen verteilte Last bedeutet.
Man sieht daraus, dafl der durchlaufende Triiger einen groBeren
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Teil der ganzen Last auf die Mittelstiitze {ibertrigt, als zwei
getrennte Triiger, von denen jeder eine der beiden Offnungen
iiberdecken wiirde, denn in diesem Ialle kiime auf die Mittel-

stiitze g und aunf jede Endstiitze g. Der Auflagerdruck des

durchlaufenden Trigers an jedem Ende stellt sich auf
(@—3@=%@

Diese Betrachtung setzt voraus, dal alle drei Stiitzen ge-
nau in gleicher Hihe liegen und daB sie auch unter dem Hin-
flusse der Belastung nicht nachgeben, selbstverstindlich auch,
daB der Triger vorher genau geradlinig war. Senkt sich etwa
die Mittelstiitze um den Betrag 0 oder muBte sich der Triger
schon vorher in der Mitte um o durchbiegen, ehe er die Mittel-
stiitze erreichte, so findet man den Auflagerdruck P aus der

Gieichung 5 Q@3 _ P21
388" 6 —° T wsre:
also A6
P= % Q - 4 L T

Wenn die Mittelstiitze zu hoch lag, ist hierin 0 negativ zu
setzen.

Man sieht leicht ein, daB dasselbe Verfahren auch noch
anwendbar bleibt, wenn die Offnungen von verschiedener GriBe
sind. Man braucht dann nur an die Stelle von f die fiir irgend
eine andere Abszisse z giiltigen Werte von y aus § 27 einzu-
setzen. Auch fiir Triiger, die iiber mehr als zwei Offnungen
hinwegreichen, liBt sich die Berechnung der Auflagerkriifte in
derselben Weise durchfiihren; bei drei Offnungen hat man zwei
nach aufwiirts gerichtete unbekannte Kriifte an den Mittel-
stiitzen anzunehmen, die sich aus den beiden Bedingungen be-
rechnen, daf die elastischen Verschiebungen der zugehirigen
Angriffspunkte im ganzen verschwinden miissen.

§ 80. Der auf beiden Seiten eingespannte Triiger.

Ein Triiger sei an den Auflagern so gestiitzt, daB jede
Drehung des Stabendes unmoglich gemacht ist. Die elastische
Linie hat dann horizontale Tangenten an den Stabenden und
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man erkennt daraus schon, dall sie zwei Wendepunkte haben
muf, zwischen denen sie, wie beim frei aufliegenden Triiger,
hohl nach oben hin gekriimmt ist, wiithrend sie zwischen einem
Wendepunkte und dem benachbarten Auflager ihre Hohlseite
nach unten kehrt. In den Wendepunkten ist die Kriimmung
Null, daher muB dort auch das Biegungsmoment M verschwinden.

Eine Einzelkraft wiirde nicht ausreichen, das Ende des Triigers
gegen eine Drehung schiitzen zu konnen. AuBler einem Auf-
lagerdrucke muf daher an jedem Trigerende noch ein Kriifte-
paar von der Stiitze her iibertragen werden. Das Moment
dieses Kriiftepaares am linken Auflager sei mit M, bezeichnet,
denn es stellt zugleich das Biegungsmoment fiir einen Quer-
schnitt dar, der unmittelbar in der Nihe des Auflagers ge-
zogen ist. Wenn wir der Einfachheit halber voraussetzen, daB
der Balken eine gleichmiiflig verteilte Last triigt, ist M fiir
irgend einen anderen Querschnitt mit der Abszisse z

M= M,+Az— 1%
Die Differentialgleichung der elastischen Linie geht damit iiber in
EeTY 1% 44 W,
dxt 2 0

Fiir den Auflagerdruck 4 kann in unserem Falle auch noch
q; gesetzt werden. Eine einmalige Integration liefert

dy _ gz* z* ;

Die Integrationskonstante ¢/ mufi aber hier verschwinden,

4 0 fir 20 bleibt. Auch fir z—/ mub der

Ausdruck verschwinden, da der Balken auch am rechten Ende
eingemauert sein sollte. Dies liefert die Bedingungsgleichung

gl gl
0=1 1 — Dy,

weil

WOraus
ql®
12
folgt. Das griBte positive Biegungsmoment in der Mitte wird

ql*
947

My = —

gleich die groBte Bruchgefahr ist also an den Auflager-
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stellen vorhanden. — Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch
fiir den durchlaufenden Triger anstellen.

Natiirlich kann man auch hier auf den EinfluB der Schubspan-
nungen Riicksicht nehmen; es lohnt sich aber nicht, niiher darauf ein-
zugehen, da alle diese Rechnungen bei der Anwendung mit einer
groBen Unsicherheit behaftet sind. Man kann sich niemals sicher
darauf verlassen, daf der Triger wirklich so gut eingespannt sei, daB
. jede Drehung des Stabendes ausgeschlossen wiire. Das wirkliche Ver-
halten der Stabenden kann vielmehr von dem bei der Rechnung voraus-
gesetzten weit abweichen, und es wiirde nur ein irrtiimliches Gefiihl
der Sicherheit erwecken, wenn man sich unter solchen Umstinden mit
der Berechnung kleiner Korrektionsgrifien befassen wollte, die gegen-
iiber den zu erwartenden Fehlern des Hauptwertes kaum in Betracht
kommen.

§ 31. Vergleich der Biegungslehre mit der Erfahrung.

Zur Priifung der in diesem Abschnitte entwickelten Formeln
hat man schon gar viele Belastungsversuche vorgenommen.
Unter der selbstverstindlichen Voraussetzung, daB dabei die
Elastizitiitsgrenze nicht iiberschritten werden darf, stimmen die
Versuchsergebnisse hinsichtlich der Forminderung der dem
Versuche unterworfenen Probekdrper meist recht gut mit den
theoretischen Folgerungen iiberein. Auf die Forminderungen,
die nach Uberschreiten dieser Grenze eintreten, bezieht sich
dagegen die Theorie nicht, und man kann daher auch nicht
erwarten, daB dariiber hinaus eine Ubereinstimmung der Formeln
mit der Erfahrung bestehe.

Aus demselben Grunde kann auch keine unmittelbare Be-
stiitigung der fiir die Spannungen aufgestellten Formeln durch
einen Belastungsversuch, der bis zum Bruche hin fortgesetzt
wird, erwartet werden. Vor dem Bruche treten bei den meisten
Korpern griBere bleibende Forminderungen ein, die mit den
Spannungen in einem ganz anderen Zusammenhange stehen, als
die elastischen Forminderungen bei kleineren Lasten. Hier-
durch wird die Spannungsverteilung iiber den Querschnitt er-
heblich geiindert, und zwar derart, daB die Spannungen von
der #uBeren Kante aus nicht mehr proportional mit den Ab-
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stinden von der Nullinie abnehmen, sondern — namentlich in
der Niihe der Kante, wo die Uberschreitung der Elastizitiits-
grenze zuerst stattfindet — erheblich langsamer. Dies hat zur
Folge, daB bei einem gegebenen Werte der Kantenspannung
das Moment des aus den Zug- und Druckspannungen gebildeten
Kriiftepaares einen griBeren Wert annimmt, als wenn sich die
Spannungen nach dem Geradliniengesetze verteilten. Der Stab
vermag daher etwas groBeren Lasten zu widerstehen, als nach
den unter Voraussetzung des Geradliniengesetzes abgeleiteten
Formeln zu schlieflen wire. Das bestitigt auch die Erfahrung.
Fiir die Festigkeitsberechnungen, die man einer Bau- oder
Maschinenkonstruktion zugrunde legt, kommt aber der hier be-
sprochene Umstand nicht in Betracht, weil es sich dabei nicht
nur um die Vermeidung eines Bruches, sondern auch um die
Verhiitung einer merklichen bleibenden Verbiegung handelt.
Beim GuBeisen sind die dem Bruche vorausgehenden
bleibenden Formiinderungen zwar nur sehr gering; immerhin
diirften sie auch hier zun einer Abiinderung der Spannungs-
verteilung vor dem Bruche und damit zu einer Erhohung der
Bruchlast nicht unwesentlich beitragen. Zugleich kommt hier
noch der andere Umstand zur Geltung, daf das GuBeisen auch
schon innerhalb der Elastizititsgrenze dem Proportionalitits-
gesetze nicht gehorcht. Die Spannungsverteilung weicht daher
schon von Anfang an von der ge- |

radlinigen ab und fillt ungefihr r ¥ = ]
so aus, wie es Abb. 30 zeigt. Unter y =
der wenigstens niherungsweise zu- g —

treffenden Annahme, daB die Quer-
schnitte bei der Biegung eben bleiben, ——
tritt nimlich an die Stelle der ge-
radlinigen Begrenzung des Span-
nungsdiagramms die Dehnungskurve, die fiir GuBeisen ganz
dhnlich aussieht, wie sie in Abb. 9 und 10, S. 45 fiir Granit
und Sandstein gezeichnet ist.

Da die Dehnungskurve auf der Zugseite anders verliuft
als auf der Druckseite, kann man auch nicht mehr erwarten,

Abb. 30.
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daB die Nullinie mit einer Schwerlinie des Querschnitts zu-
sammenfalle. Sie wird sich vielmehr ein wenig nach der Zug-
seite hin verschieben, wodurch ebenfalls eine Verminderung
der Kantenspannung auf der Zugseite, von der die Bruchgefahr
abhiingt, herbeigefithrt wird. Unmittelbare Messungen, die ich
an gebogenen GuBeisenstiben angestellt habe, liefen in der
Tat eine, freilich nur recht geringe Verschiebung der Nullinie
nach der Zugseite hin erkennen.

Berechnet man aus der beobachteten Bruchlast eines auf
Biegung beanspruchten GuBeisenbalkens die Kantenspannung
~auf der Zugseite nach der einfachen Formel, Gl. (46), so findet
man sie gewdhnlich ungefihr doppelt so groB wie die durch
einen Zugversuch mit derselben GuBeisensorte ermittelte Zug-
festigkeit. Zum Teile erklirt sieh der Widerspruch zwischen
diesen Werten durch die zuvor erirterten Umstinde. HEs kommt
dabei aber auch noch ein anderer Umstand in Betracht. Guf-
eisen ist ndmlich ein ziemlich unzuverlissiges Material, in dem
ofters kleine Fehler, Schlackeneinschliisse u. dgl. vorkommen,
die die Festigkeit herabsetzen. Ein Zugstab, der auf die ganze
Liénge hin der gleichen Beanspruchung unterworfen ist, bricht,
wenn ein solcher, wenn auch nur ganz kleiner Fehler vor-
kommt, an der schwiichsten Stelle, withrend der Materialfehler
bei einem auf Biegung beanspruchten Balken nur dann von
EinfluB ist, wenn er sich zufiillig in der Nihe der stiirkst be-
anspruchten Stelle findet. Auch dieser Umstand trigt dazu bei,
daf der Zugversuch im Mittel einen kleineren Festigkeitswert
liefert als der Biegungsversuch.

Steine sind noch weit sproder als Gufieisen. Bei ihnen
kann sich daher eine Verzerrung des Spannungsverteilungs-
diagramms durch die dem Bruche vorausgehenden bleibenden
Liingeniinderungen weniger bemerklich machen als beim Guf-
eisen. Dafiir ist es aber bei Steinen noch weit schwieriger,
den wahren Wert der Zugfestigkeit durch einen Zugversuch
zu ermitteln, als fiir GuBeisen, weil es kaum gelingt, bei einem
Zugstabe aus Stein eine gleichférmige Verteilung der Span-
nungen iiber den Querschnitt herbeizufiihren. Angaben iiber
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die Zugfestigkeit von Steinen sind daher, wenn sie aus Zug-
versuchen abgeleitet wurden, immer mit MiBtrauen aufzufassen.
Zuverlissiger ist hier der aus einem Biegungsversuche auf
Grund der gewshnlichen Formel hergeleitete Wert der Kanten-
spannung, obschon er aus den zuvor besprochenen Griinden
immer etwas grofer ausfillt als der wahre Wert der Zug-
festigkeit.
Aufgaben.

11. Aufgabe. Man soll die Zentralellipse fiir cin gleichschenk-
liges Winkeleisenprofil von 70 mm Schenkelldnge und 10 mm Schenkel-
stiirke Tkonstruieren (Abb. 31).

Lisung. Eine Hauptachse Z

des Querschnitts ist die Sym- e
metrieachse Y'Y, Das zugehorige » [~ ] e ,'/:
Triigheitsmoment 6, ist X, o ’
7+ g i
9y=12—12=92,1 em?,
da sich der Querschnitt als Dif-
ferenz zweler Quadrate ansehen
liBt, fir die beide Y Y eine
Schwerpunktsachse ist. Den Ab-
stand @ des Schwerpunkts S von

der Diagonale des umschriebe- =~ '\_\
den Quadrats findet man aus Y~ N
ner Momentengleichung Abb.31.  *
a-13 = 0,707 - 36,
also
a= 1,96 cm.

Auch das Triigheitsmoment @, setzt man aus den Trigheits-
momenten der beiden Quadrate zusammen, wobei aber darauf zu
achten ist, daBl die Achse ZZ nicht durch die Schwerpunkte dieser
beiden Quadrate geht. Man hat

4 : &
6, =1, + 7 1,96 — (f2 + 6% 2,67%) = 23,7 et

Fiir die Triigheitsradien folgt hieraus

o Vgg 1 = 2,66 cm; i, = V23 L = 1,35 em.

Man triigt die Trigheitsradien auf den Hauptachsen ab und kon-
struiert die hierdurch bestimmte Ellipse.
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12. Aufgabe. Fiir das Z-Eisen N. P. 16 findet man im deui-
schen Normalprofilbuche fiir die Hauptachsen Y'Y wnd ZZ angegeben
tge=0,39; 6, = 1193 cm*; 6, = 58,8 em®,

Die Mape sind aus der Abb. 32 zu entnehmen. Ein Balken von diesem
Querschnitie ist am cinen Ende eingemauert (so, daf der Steg aufrecht

Y
\-
LA -
s R 4
Ve A A
\ \ A-%
F \ B e
\ 1
B ‘
\ \ ‘\ }
\ . \ |
3 H
: \ 73,2 i
\ L I
: A y |
\ 2 : |
98,5 \ i i
\ % & 1
Y k .
\ \ ‘\ z 1
\ \ 1/ /) 1
\ e i
\ s :
\\ 45\- + o 760
v P |
\\ i 2 I
Y. ‘.
_Z/"' \ j
.\ i
: H
. ;
\ !
ek \ :
\ 3 i
\ 1 |
N =< Yo
<£- —— 0 e o
Abb. 32. \Y

steht, in derselben Lage wie in der Abbildung) wnd trigt an dem um
1,20 m vorkragenden Ende eine Last von 500 kg. Wie groff wird
die grifite Spannung 6, wenn das freie Fnde des Balkens an kleinen
horizontalen Ausbiegungen nicht verlindert wird?

if Losung. Aus tg e = 0,39 folgt « = 21°20"; sin « = 0,36;
cos @ = 0,93. Das Biegungsmoment an der Einmauerung hat die



Aufgaben. 141

GriBe 500><120 = 60000 em kg; wir zerlegen es in die Kompo-
nenten 60000><0,93 = 55800 und 60000><0,36 = 21600 in den
Richtungen der Hauptachsen. Zur ersten Komponente gehiirt die
neutrale Achse ZZ, und die zugehdrigen Spannungen ¢, sind

55 800 ; 21 600
0= yig5 ¥ =468y, ebenso ox= "oy

-g=367¢.
Die in irgendeinem Fliichenelemente des Querschnitts mit den Ko-
ordinaten » und z im ganzen auftretende Spannung ¢ ist daher

¢ = 6; + o — 46,8y + 367:z.

Dabei ist die positive Y-Achse nach oben, die positive Richtung der
Z-Achse nach rechts hin zn nehmen; » und z sind, wie alle iibrigen
Mafle, in em auszudriicken, man erhilt dann ¢ in atm. An der
Kante 4 ist y = 7,32 und z = 3,29 em, man hat daher

¢ = 46,8><7.32 4 367><3,29 = 1550 atm.
An der Kante B sind 6, und ¢;; von verschiedenem Vorzeichen und
6= 46,8><9,85 — 367><3,48 = — 818 atm.

- Die gréBte Spannung tritt daher an der Kante A auf und ist gleich
1550 atm, das Material ist also an dieser gefihrlichsten Stelle bis
etwa zur Elastizititsgrenze beansprucht.

Die elastische Verschiebung des freien Balkenendes unter der
senkrecht gerichteten Belastung erfolgt in schriiger Richtung. Wird
das Balkenende dagegen so gestiitzt, daB es sich nur in lotrechter
Richtung bewegen kann, so tritt noch eine horizontale Kraft auf, die
von der Stiitze auf das Balkenende iibertragen wird. In diesem Falle
ist die Nullinie horizontal gerichtet und man erhilt die Spannung o
aus der gewdhnlichen Biegungsformel, wenn darin das Triigheits-
moment auf die horizontale Achse bhezogen wird.

Anmerkung. Die Folgerungen der Theorie fiir die horizon-
talen und vertikalen Verschiebungskomponenten eines in der an-
gegebenen Weise eingespannten und belasteten Z-Triigers habe ich
durch einen Versuch gepriift, den ich bei den Ubungen in meinem
Laboratorium regelmiilig zu wiederholen pflege. Die Ubereinstim-
mung zwischen Rechnung und Beobachtung ist ganz befriedigend.

13. Aufgabe. Den Querschnitiskern fitr die in den beiden vorigen
Aufgaben vorkommenden beiden Profile zu konstruieren.

Lisung. Bei dem Winkeleisenprofile kann man finf Linien
zeichnen, die mit dem Umfange mindestens zwei Punkte gemeinsam
haben und die Fliche nicht durchkreuzen. Von diesen fallen vier
mit den nach auflen gekehrten Umfangsseiten zusammen und die
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fiinfte ist die parallel zur ZZ-Achse gezogene Verbindungslinie der
beiden nach rechts oben gekebrten Ecken. Alle dibrigen Strahlen
v des den Querschnitt einhiillen-
, den Tangentenbiischels gehen
' aus diesen Hauptlagen durch
Drehung um eine der Ecken
des Querschnitts hervor. Daraus
folgt, daf der Kern ein Fiinfeck
bildet, dessen Ecken die Anti-
pole jener fiinf Geraden und
dessen Seiten die Antipolaren
der genannten Querschnittsecken
sind. In Abb. 33 ist der Quer-
schnitt mit der Zentralellipse und
dem durch Schraffierung her-
vorgehobenen Kerne gezeichnet.
Ganz #hnlich findet man aunch
den” in Abb. 34 angegebenen
Kern des Z-Profils, fiir das man die Zentralellipse nach den Angaben
iiber die Trigheitsmomente ohne weiteres auftragen kann.

Abb. 33.

14. Aufgabe. Zentralellipse und Querschnitiskern fiir eine hohle
gufeiserne Sdule von 20 cm duflerem Durchmesser und 2 cm Wand-
stdrke zu bestimmen.

Lisung. Das Trigheitsmoment des ringtérmigen Querschnitts
fiir eine Sehwerpunktsachse ist

& =7 (10* — 8%) = 4635 cm*

und die Querschnittsfliiche ¥’ = 113 em?, woraus

. 46356
a,_.]/m = 6,40 em

folgt. Die Zentralellipse ist ein Kreis von diesem Radius. Auch der
Querschnittskern wird hier durch cinen Kreis begrenzt, dessen Radius
I aus der Proportion

ko 64
6,4 10
also k= 4,1 cm

folgt.

=

15. Aufgabe. Fin Balken (oder eine Tragachse, wie man solche
Stibe im Maschinenbaue zu nennen pfleglt), der an beiden Fnden ge-
stiitet ist wund cine Einzellast avfzunchimen hal, soll als Rotationskirper
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ausgefithrt werden, so daf in jedem Querschnitte die zuliissige Span-
nung des Materials crreicht wird. Nach welchem Gesetze muf der Me-
ridianschnitt — gekriimmt
werden?

Lisung. Der Auf-
lagerdruck am linken
Ende betrage A4; dann
ist das Biegungsmoment
im Abstande z davon
M= Az und die Span-
nung

M Az
B = W 4azr3’
wenn »r der Radius des
Querschnittskreises ist.
Die Spannung ¢ soll
in allen Querschnitten
gleich groff werden, da-
her muB auch der Aus-
druck auf der rechten
Seite unabhingig von x
sein und 7 wird dadurch
als Funktion von z be-
stimmt. Man erhilt

1/441.’13
r = —
TG

als Gleichung der Me- ;
ridiankurve. Man sieht \
daraus, daf das Liings- Gt ¥

profil der Tragachse

durch eine kubische Parabel gebildet werden mufl, wenn die Trag-
achse ein Korper von iiberall gleicher Festigkeit sein soll.

Hierbei ist noch keine Riicksicht auf die Schubspannungen ge-
nommen, die in der Nihe der Stiitzen das Ubergewicht iiber die
Normalspannungen erlangen. So wiirde fiir # = O nach der Formel
=0 sein, der Querschnitt an der Stiitze also his auf Null ab-
nehmen kénnen. Das ist natiirlich ein TrugschluB, denn der Quer-
schnitt muf iiberall mindestens noch so groB bleiben, daf die Schub-
spannungen fiir sich genommen die zuliissige Beanspruchung des
Materials nicht tiberschreiten.
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16. Aufgabe. Ein I-Balkén wvon beistehendem Querschnitte
(Abb. 35) ist am ecinen Ende eingemauert und trigt an dem wm
0,8 m vorkragenden Ende cine Belastung von
5000 kyg. Man soll die grifte Spannung und
die Anstrengung des Materials wnmittelbar
unter dem Flantsche des Finspannungsquer-
schnitts berechnen.

Liésung. Das Trigheitsmoment fiir
die horizontale Achse herechnen wir, indem
wir uns den Querschnitt durch Wegnahme
von zwei Rechtecken aus dem umschriebenen
Rechtecke entstanden denken, also

12 - 243 5,5-21%

M) = - e —
e 12 - 12

= 5335 em*.

Das statische Moment § des Flantschenguer-
schnitts fiir die horizontale Schwerpunkts-
achse ist

S=|ydF =15-12 11,25 = 202,5 cm®.

L2
Fiir die Normalspannungen ¢ im Einspannquerschnitte hat man

_ M _ 500080 _ .
C=9YT s YT 0¥

Am oberen Rande ist ¥ = 12 em und daher ¢ = 900 atm. Dagegen
ist unmittelbar unter dem Flantsche y = 10,5 und ¢ = 787 atm.
Fir diese Stelle berechnen wir auch die Schubspannung 7. Nach

Gl (72) findet man

VS 5000 - 202,56
T = -

5O 1.5385

Aus ¢ und 7 ergibt sich die Hauptspannung an dieser Stelle nach
Gl (12)

= 787 3 —
Omax = g + 2 V475 + 6,0 ="' + 11/380° + 787 = 830 atm.

= 190 atm.

Die Hauptspannung ist also an dieser Stelle trotz des Hinzutretens
von 7 noch kleiner als ¢ an der oberen Kante. Daran wird auch
nicht viel gelindert, wenn man die reduzierte Spannung, von der die
Beanspruchung des Materials abhiingt, berechiet. Nach Gl (37) ist
fitr m = 34 die reduzierte Spannung

Grea = 0,356, + 0,65 Y/'41® + 6,? = 844 atm.
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Diese Rechnung lehrt, daB man in der Tat auch bei I-Profilen
in der Regel nicht nétig hat, die Spannungen an anderen Stellen
als an der oheren Kante zu herechnen, also tiberhaupt nicht nitig
hat, auf die Schubspannungen zu achten. Anders wird die Sache
indessen, wenn der Hebelarm der Kraft noch kleiner wird, als hier
angenommen war. Denn 7 behilt dann — bei gleicher Belastung —
-seinen Wert, wihrend ¢ abnimmt, und man kommt dann bald zu
einem Hebelarme, bei dem die Beanspruchung des Materials un-
mittelbar unter dem Flantsche groBer wird als an der iuBeren Kante.

SchlieBlich sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daB
diese ganze Betrachtung nur einen Anspruch auf ungefihre Giiltig-
keit machen kann, denn Gl. (72) ist aus einer recht unsicheren Vor-
aussetzung {iber die Verteilung der Spannungen z abgeleitet, die
gerade an der Stelle unmittelbar unter dem Flantsche des I-Profiles
keineswegs genau zutreffen kann. Man sieht aber auch, daB diese
Formel in der Tat nur zu einer mehr schitzungsweisen Bestimmung
des Ortes der groBten Beanspruchung gebraucht wird. Gegen einen
solchen Gebrauch liit sich nichts einwenden.

17. Aufgabe. Die Verteilung der Schubspannungen t iiber
einen kreisfirmigen Querschnilt zu berechnen.

Lisung. Man hat zunichst das statische Moment S des in
Abbildung 36 schraffierten Kreisabschnitts zu berechnen. Wegen

Z =171 — y? hat man
/de = 2]3'/]/12 — i dy.
u

Allgemein ist aber

S —gray=—3V( -,

wovon man sich durch Dif-
ferentiation leicht iiberzeugt.
Nach Einsetzen der Grenzen
wird daher

e bﬂ
Jyar = 2y0r =y =",

wenn mit b die Liinge der Sehne
im Abstande % vom Mittel-
- punkte hezeichnet wird, fiir den
man die Schubspannung be-
rechnen will. Abb. 36.
Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufi. 10
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Nach Gl (72) wird jetzt
Vo? Vbt
Tey = 120 ~ 3art’

Die Komponente 7z, bestimmt sich am Umfange aus der Be-
dingung, daB die resultierende Spannung in die Richtung der Tan-
gente fiillt. Darans folgt

T u 20 2Vubd

rs . — —
30’ Tee = T2yt p T Bmrt?

i
und fiir die resultierende Spannung r selbst erhiilt man nach dem
Pythagoriiischen Satze
VB dd = 20

3mrd

Vb
= et
Die Schubspannungen nehmen, wie man hieraus erkennt, ihren griBiten
Wert in der Mitte an. Dort wird b = 2» und daher
iV
3ard’

d. h. die gréfite Schubspanmung verhilt sich zu der durchschnittlichen
Schubspannung, die bei gleichformiger Verteilung iiber den ganzen
Querschnitt iiberall zustande kiime, wie 4 zu 3.

18. Aufgabe. Wieviel Schubkraft hat ecin Niet N am Fnde
des in Abb. 37 gezeichneten Blechbalkens aufzunehmen, wenn der Awf-
lagerdruck 6000 kg betrdgt?

Tmax =

200 = io

- Pt )
‘ s = = {
1‘ 107010 || VO o °
i -< 120 >
00 o
| ©
o] (o] o] )
P o~ ]
=¥ T ~— = !

Gooo Iy
Abb. 37.
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Lisung. Nach Gl (73) ist

Ve
P= 0 8.
Fiir @ findet man mit hinreichender Anniiherung
1-483
0 =2.46-235" + 1‘,8 = 60022 cm*.

Hierbei ist der mittlere Abstand der Gurtfliiche von der horizontalen
Schwerlinie gleich 23,5 einfach geschiitzt, wobei freilich die Dezimal-
stelle ganz unsicher ist. Fir Rechnungen dieser Art geniigt aber
die dadurch gegebene Genaunigkeit gewdhnlich vollauf; andernfalls
mufl ® in der frither besprochenen Weise berechnet werden. Fiir
S hat man ebenso
S = 46 - 23,5 = 1081 em®.
Hiermit folgt, da 17" = 6000 kg und ¢ = 12 cm ist,
6000 - 12

P = 60000 1081 = 1300 kg,

eine Kraft, die sich auf zwei Scherfliichen des Niets verteilt.

19. Aufgabe. Wie dndert sich der Wert des Bicgungspfeiles [
in Gl. (82), wenn @ nicht konstant, sondern iiberall proportional dem
Biegungsmomente M ist?

Lisung. Setzt man

N oo
E®~ 9
so geht die Differentialgleichung der elastischen Linie GI. (76) iiber in
d*y
dzt= — ¢
und durch zweimalige Integration folgt daraus
2
y=—"% +az+b,

wenn « und b die Integrationskonstanten sind. Diese Gleichung gilt
fiir die ganze Spannweite, da es hier gleichgiiltig ist, welchen Wert
M an jeder Stelle annimmt; sie gilt aus demselben Grunde auch fiir
jeden beliebigen Belastungsfall, wenn nur die fiir die Veriinderlich-
keit des Triigheitsmoments ausgesprochene Bedingung iiberall erfiillt
ist. Die elastische Linie bildet daher in diesem Falle eine gemeine
Parabel. Die Konstanten @ und b folgen aus den beiden Grenzbedin-
gungen, daB y fiir = 0 und fiir = { verschwinden muB. Dies liefert

b = 0 und aus ol

)
10%-

0=—“‘;“+az folgt @ =
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Hiermit wird
y= 50—

. 4
und der Biegungspfeil / fiir die Balkenmitte folgt daraus mit z =
cl?

==

Werden das Biegungsmoment und das Triigheitsmoment in der
Balkenmitte durch Anhiingen des Zeigers m gekennzeichnet, so folgt
durch Kinsetzen des Wertes von ¢

M,
'=%e, s
Speziell fiir den Belastungsfall, zu dem Gl (82) gehdrte, ist
M, = i und daher
m 4 Pzﬂ
=2 k6,

Wiire das Trigheitsmoment nicht veriinderlich, sondern iiberall
gleich @, so wiirde an Stelle dieses Wertes der in G1. (82) gegebene
treten, d. h. der Faktor 32 im Nenner wiire durch 48 zu ersetzen.
Der Biegungspfeil ist daher hier um 509, groBer als bei konstantem
Triigheitsmomente.

Die Voraussetzung, daB ® proportional mit M sein soll, wird
nitherungsweise erfiillt bei einem Blechtriiger, dessen Querschnitt nach
der Mitte hin durch Aufnieten von Platten verstirkt wird, so daB
itberall ungefiihr dieselbe Spannung ¢ auftritt. Die Triigerhohe wird

niimlich durch das Aufnieten der Platten nicht erheblich getindert,
so daB in der Tat die Spannung ¢ = lg y tberall ungefiihr dem Ver-
.4
e

hiiltnisse proportional ist.

20. Aufgabe. Die Konstante » der Gl (83) fir den kreis-
formigen Querschnilt zu berechnen.

Lisung. Nach Gl (84) ist
FfdF
VE
Beim kreistsrmigen Querschnitte war in Aufgabe 17
Vb®
Tey = Zapt

%

gefunden. Achtet man bei der Berechnung von x nur auf die zur
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Lastrichtung parallele Komponente 7,, der Schubspannung, so wird
demnach bei Benutzung derselben Bezeichnungen wie in Abb. 36

bﬂ
% = mr? o578 O F-

Zur Ermittelung des Momentes vierten Grades der Quersehuiﬁtsﬂiiche
f b d F setzen wir

+r :
fb‘*dF = 32J;54y - 64j(r’ — ) dy.
-r 0

Nun ist allgemein

J‘(,.s - yz}‘z‘ dy = ggr’_—___y__?i-_{—_}ﬂfs(r“_i y?) + 15¢f g]/rg — ;172

6 ¢ .y
-6 .
+ g7 arcsin

Setzt man die Grenzen ein, so wird daher
St dF = 1078

und hiermit endlich 10
=

9

In idhnlicher Weise kann x auch unter Beriicksichtigung der zweiten
Komponente z,, von = berechnet werden; es wird dann etwas grifer
gefunden. In jedem Falle handelt es sich indessen nur um eine Ab-
schitzung des Wertes, die auf besondere Genauigkeit keinen Anspruch
macht. _

21. Aufgabe. Ein durchlaufender Balken iiberdeckt drei Off-
nungen von gleicher Grifle und ist gleichfirmig belastet: man soll die
Auflagerkrifte berechnen.

Lisung. Der Symmetrie wegen ist der Druck auf jede der
beiden Mittelstiitzen gleich groB: er sei mit C' bezeichnet. Der Auf-

lagerdruck A am linken Triigerende ist dann A = 3? — C, wenn,

p die Last fiir die Léngeneinheit und a die Weite einer Offnung be-

deuten. )
In der ersten Offnung hat man

(Bap paxt
M=o (P9 g) 22,

Die Differentialgleichung der elastischen Linie wird daher fir diesen Ast

Bof - 4 (0—"P)
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und hieraus durch Integration

BogY =22 1 T (0" + K

pat

E@y — -—+’°s(0—3"p)+1{x+1{

Wegen y =0 fiir =0 ha.t man K’ =0 und wegen y = 0 fiir
x = a folgt
Spa’ at

—

T L (C————)-I—Ka oder K —="b¢ L

24

In der zweiten Offnung ist
2
et (12— 0) 4 com 0%

baz o Pﬂ'

== 9 + .7’“ Ca’ 9 1
wenn hier die Abszissen @ von der Mittelstiitze aus gerechnet wer-
den. Die Differentialgleichung fiir den Mittelast der elastischen Linie
lautet daher dty 2t —_—
EO Y =12 ¢ ca — 22— pa?

und hieraus durch Integration

3
E@dy:p:- + Cax —

ax o
dz !  —pale + K,

4
pax® pa’

12 +K'z+ K

.
Eoy="7 + Ca? —

Tiir # = 0 und fiir # = @ verschwindet wieder y und daraus folgt
K" =0 und
__ pat a®* et at r . w18 4, a*
0—2‘14—02 Pig p2—|—](aode1 K = g  pa 6'2
Wir haben jetzt noch die Bedingung, daB sich die beiden Aste
der elastischen Linie an der Mittelstutze ohne Knick aneinander
achhoﬁen miissen. Dazu gehort, daB J fir # = a im ersten Aste
gleich , J fiir =0 im zweiten Aste wn‘d Dies liefert die Gleichung
ra

é—+2(c 8‘””)-|-K B

oder nach Einsetzen der Werte von K und K"

Ty b 3 ne 18, o8
§ 0 qgp% tgps —Og =g pa— 0y
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In dieser Gleichung ist ' die einzige Unbekannte. Die Auflisung
liefert .1
C = ‘1—‘0 pa.

Auf jede Mittelstiitze kommt also um 10°/, mehr als die Last
einer Offnung. Da die gesamte Belastung des Triigers 3pa betrigt,
bleibt fiir den Druck auf jede Endstiitze 0,4 pa.

20 Aufgabe.  FEin tm Grundrisse rechteckiy gestalteter Rawmn
wird von zwei sich in der Mitte kreuzenden und an dicser Stelle mit-
eiander verbundenen Trigern mit den Ordnungsnummern 1 und 2
itberdeckt.  An der Kreuzungsstelle ist eine Last P aufgehingt; wie-
viel kommt davon auf jeden Triger?

Lisung. Der Biegungspfeil f in der Mitte muB fir beide
Triiger gleich sein. Nimmt der erste Triiger den Anteil (', der andere
also P — € der ganzen Last auf, so hat man die Bedingungsgleichung

Lt (P—O)?

18E®,  48E6, °’
woraus
1,° 6,
C=Pive, 11,78,

folgt. — Ganz iihnlich liBt sich die Aufgabe auch fiir den Fall losen,
daB sich die Triiger nicht in der Mitte, sondern an irgend einer
anderen Stelle kreuzen. An Stelle von f ist daun die zur betreffenden
Abszisse gehorige Ordinate y der elastischen Linie jedes Triigers
einzusetzen.
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