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Erster Abschnitt.

Allgemeine Untersuchungen iiber den Spanmungszustand.

§ 1. Aufgabe der Festigkeitslehre.

Bei vielen Untersuchungen der Mechanik geniigt es, die
festen Korper als durchaus unveriinderlich oder als starr zu
betrachten. In anderen Fiillen aber, mit denen wir uns hier
zu beschiiftigen haben, reicht dieser Grad der Annidherung an
das wirkliche Verhalten der in der Natur vorkommenden festen
Korper nicht aus.

Man kann diese Fille in zwei Gruppen einteilen. Bei
der ersten Gruppe handelt es sich um die Entscheidung der
Frage, ob sich ein gegebener Korper unter gewissen Umstiin-
den in der Tat ungefihr wie ein starrer verhalten wird oder
ob man im Gegenteile grifere Formiinderungen oder einen
Bruch zu erwarten hat. Aufgaben von dieser Art werden hiiufig
zur Festigkeitslehre ,,im engeren Sinne“ gerechnet.

Die zweite Gruppe wird von jenen Fillen gebildet, bej
denen man schon vorher weifl, daB der betrachtete Korper
gegen griofiere Formiinderungen oder gegen Bruch widerstands-
fihig genug ist, um ihn anniihernd als starr betrachten zu
konnen, bei denen aber trotzdem die Lehren der Mechanik
starrer Korper nicht ausreichen, gewisse Fragen, die sich an-
scheinend ganz innerhalb ihres eigenen Gebiets bewegen, zu
beantworten. Einfache Beispiele dafiir sind folgende. Ein
Balken, der auf zwei Stiitzen aufruht, iibertrigt auf diese,
wenn er belastet ist, Auflagerkriifte, die sich nach den Lehren
der Mechanik starrer Korper berechnen lassen. Das ist aber
nicht mehr méglich, wenn der Balken an drei Stellen gestiitat

ist. Ebensowenig vermag man anzugeben, wie grof der Druck
Fiappl, Festigkeitalehre, 4. Aufl, 1
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ist, den jedes Bein eines beliebig belasteten vierbeinigen Tisches
auf den Boden ausiibt, wenn man von der in diesem Falle
nicht zutreffenden Voraussetzung ausgeht, daf es geniige, den
Tisch als starren Korper zu betrachten. Zu iihnlichen Schwierig-
keiten gelangt man bei der Untersuchung des StoBes der Kor-
per, wenn man diese als starr ansieht.

Friiher, als man noch annahm, daB bei manchen Kérpern,
z. B. bei den Bausteinen, das Bild des starren Kérpers zur
Beschreibung ihres Verhaltens geniigen miisse, hat man sich
ofters bemiiht, die scheinbar vorhandene Liicke der Mechanik
starrer Korper durch Aufstellung besonderer Gesefze (z. B. des
sogenannten Gesetzes des kleinsten Widerstandes in der Ge-
wolbetheorie) zu schlieBen, ohne von dem Bilde des starren
Korpers abzuweichen. Heute weif man, daB diese Bemiihungen
verfehlt waren. Es gibt keine Kérper in der Natur, die wirk-
lich starr wiren. Alle vermégen ihre Form etwas zu #indern,
ohne deshalb sofort zu zerbrechen, und alle Fragen, auf die
man bei der fritheren Anschauung keine Antwort zu geben
vermochte, finden ihre Losung, sobald man auf diese Higen-
schaft der Naturkorper Riicksicht nimmt.

Aus jener Zeit, in der man sich iiber diesen Punkt noch
nicht klar geworden war, stammt auch die Bezeichnung jener
Aufgaben. Man nennt auch heute noch solche Aufgaben sta-
tisch unbestimmt, bei denen kein Zweifel dariiber erhoben
werden kann, daf die Korper nur geringe Gestaltinderungen
erfahren, daf} sie sich also auf den ersten Anschein wie starre
verhalten werden, bei denen aber trotzdem die Mechanik der
starren Korper zur Losung nicht ausreicht.

Mit der zuerst genannten Gruppe von Fillen teilt diese
zweite Gruppe die Eigentiimlichkeit, daf man auf die Gestalt-
inderungen, wenn sie auch noch so klein seien, Riicksicht
nehmen muf, um zu einer Losung zu gelangen. Beide Gruppen
werden daher am besten gemeinsam untersucht. Man macht
zwar, wie schon bemerkt, ofters insofern einen Unterschied,
als man nur die Fille der ersten Gruppe der eigentlichen
Festigkeitslehre, die der zweiten Gruppe der ,Theorie der
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Elastizitit zuweist. Ich werde aber von einer solchen Unter-
scheidung hier vollstindig absehen. Unter der Festigkeitslehre
im weiteren Sinne verstehe ich vielmebr ganz allgemein jenen
Teil der Mechanik fester Korper, bei dem auf die Betrachtung
der gewGhnlich nur sehr kleinen Forménderungen dieser Kior-
per eingegangen wird. ,Fest® steht daher hier ausdriicklich
im Gegensatze zu ,starr, braucht aber darum noch nicht mit
yelastisch® zusammenzufallen. Die Untersuchung des Verhaltens
eines plastischen Korpers, also etwa eines Klumpens aus knet-
barem Tone, wiirde vielmehr auch als eine Aufgabe der Festig-
keitslehre aufzufassen sein. Mit solechen Fillen hat man aber
nur selten zu tun und es ist daher nicht nitig, in diesem Buche
ausfiihrlicher darauf einzugehen.

§ 2. Die inneren Kriifte.

Durch die kleine Formiinderung, die ein Korper an irgend
einer bestimmten Stelle unter dem Einflusse der Belastung er-
fihrt, werden an dieser Stelle innere Krifte wachgerufen, die
die Formiinderung wieder riickgiingig zu machen suchen und
sich ihrer Vergriflerung widersetzen. Man ist daher genitigt,
bei allen Aufgaben der Festigkeitslehre, zu welcher Gruppe sie
nun auch gehdren mogen, sowohl in eine Untersuchung der
Form#nderung als auch in eine Untersuchung des mit ihr ver-
bundenen Spannungszustandes einzutreten. Will man die zu-
letzt genannte Seite der Betrachtung besonders hervorheben,
so kann man die Festigkeitslehre auch als die Mechanik der
inneren Kriafte bezeichnen. Man darf dabei freilich nicht
vergessen, dall die vollstindige Losung aller bei der Behand-
lung der inneren Krifte auftretenden Fragen ohne Beriick-
sichtigung der damit verbundenen Forminderung ebensowenig
miglich ist, wie eine Untersuchung der Formiinderung ohne
Betrachtung der dazu gehorigen inneren Kriifte. Kinige der
wichtigsten GesetzmiBigkeiten, denen die inneren Krifte unter-
worfen sind, lassen sich indessen auch schon ohne nihere Kr-
orterung der Formiinderung behandeln und mit ihnen haben

wir uns in diesem ersten Abschnitte vorwiegend zu beschiiftigen.
1 ®
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Wenn auch die Festigkeitslehre mit anderen Aufgaben zu
tun hat und andere Verfahren anwendet, wie die Statik starrer
Kérper, so steht sie darum doch nicht im Gegensatze zu dieser.
Die Festigkeitslehre stiitzt sich vielmehr auf die Mechanik
starrer Korper und ergénzt deren Lehren nur so weit, als nétig
ist, um das wirkliche Verhalten der festen Korper in der Natur zu
beschreiben. Wenn néimlich auch die Mechanik starrer Korper
nur einen Teil des ganzen Erfahrungsgebietes nmfafit, so gelten
doch ihre Lehren innerhalb ihres Bereichs genau fiir alle
Korper, auch wenn sie an sich nicht starr sind. Fiir die An-
wendung dieser Lehren geniigt es stets, wenn sich der Kérper
nur im gegebenen Falle so verhdlt, als wenn er starr wire.
Dies trifft namentlich zu, wenn der ganze Korper ruht, denn
die Ruhe des ganzen Korpers und hiermit aller Teile, aus
denen er besteht, schlieBt in sich, daB keine Gestaltinderung
eintritt, daB sich also der K&rper wenigstens wiihrend der
Zeit, in der wir ihn betrachten, so wie ein starrer verhilt.
Wir brauchen daher, um von der Statik starrer Korper
Gebrauch machen zn kénnen, nur abzuwarten, bis sich
die Forminderung, die ein Korper unter einer Belastung
erfuhr, vollzogen hat und der Korper wieder zur Ruhe ge-
langt ist.

Der wichtigste Grundsatz, von dem die Festigkeitslehre
ausgeht, liBt sich in die Worte fassen: Jeder Teil eines
Kérpers, wie er auch in Gedanken aus diesem abge-
grenzt werden maoge, ist selbst wieder als ein Kérper
anzusehen, auf den sich die allgemeinen Sitze der
Mechanik anwenden lassen. Mancher wird vielleicht ge-
neigt sein, diesen Grundsatz einfach als selbstverstindlich hin-
zunehmen. Er ist es auch ohne Zweifel, wenn man die
Trennung nicht nur in Gedanken, sondern in Wirklichkeit vor-
nimmt. Er soll aber nicht nur anf wirkliche Bruchstiicke an-
gewendet werden, sondern auch auf Teile des Korpers, die
dauernd mit dem Reste verbunden bleiben und die wir nur
deshalb fiir sich genommen betrachten, weil wir dadurch Auf-
schliisse iiber das Verhalten des ganzen Kdrpers zu gewinnen
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suchen. In dieser Form kann der Satz nur als ein Erfahrungs-
gesetz hingestellt werden, zu dessen Rechtfertigung es voll-
stiindig geniigt, daB es swh bisher unter allen Umstiinden un-
bedingt bewihrt hat.

In der Mechanik der starren Kiorper wird in der Regel
nur auf die duBeren Krifte geachtet, also auf jene, die von
anderen Korpern her auf den gegebenen einwirken. Bei allen
Siitzen, die fiir das Gleichgewicht solcher Kirper aufgestellt
sind, kommen die inneren Kriifte, die den Zusammenhang des
Korpers aufrecht erhalten, tiberhaupt nicht vor. Sobald wir
nun einen beliebig abgegrenzten Teil des Korpers zum Gegen-
stande unserer Untersuchung machen, miissen wir beachten,
daf Kriifte, die zwischen diesem Teile und dem Reste des
Korpers auftreten, zwar fiir den ganzen Korper immer noch
als innere, fiir jenen Teil — oder auch fiir den Rest — aber
als dubBere aufzufassen sind. Wir werden uns also, um die
Sitze der gewdhnlichen Statik auf das Gleichgewicht eines
Teiles des Korpers anwenden zu konnen, vor allen Dingen zu
fragen haben, von welcher Art die Kriifte sein konnen, die
zwischen dem Teile und dem Reste des Korpers wirken.

Zu diesem Zwecke erinmern wir uns daran, daf die ir-
dischen Korper, die wir untersuchen, in der Regel nur dann
Kriifte von meBbarer GrioBe aufeinander iibertragen, wenn sie
miteinander in Beriihrung kommen. Ausnahmsweise kommen
allerdings auch Krifte vor, die dem Anscheine nach ohne ver-
mittelndes Bindeglied in die Ferne wirken. Wenn wir also
z. B. einen Teil eines Magneten betrachten, miissen wir auch
auf die magnetischen Fernkrifte achten, die von dem Reste
auf das betrachtete Stiick i{ibertragen werden und an diesem
Stiicke als #uBere Krifte auftreten. Mit solchen Fillen hat
man sich aber nur ganz ausnahmsweise zu beschiiftigen und
wir wollen daher, um die Betrachtung nicht verwickelter zu
machen, als es in der Regel nétig ist, weiterhin ganz von
ihnen absehen.

Wenn dies geschieht, bleiben zwischen einem gegebenen
Teile eines Korpers und dem Reste nur soleche Krifte iibrig,
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die mit den Druckkriiften bei der Berithrung verschiedener
Kérper zu vergleichen sind, die also ihren Sitz (d. h. ihre
Angriffspunkte) an den Grenzflichen zwischen beiden Teilen
haben. - Freilich ist hier von vornherein darauf zu achten, daB
diese Kriifte nicht notwendig Druckkrifte zu sein brauchen,
- sondern auch Zugkriifte sein ktnnen oder iiberhaupt jede be-
liebige Richtung und Gréfe haben kénnen, da ein fester Kor-
per nicht nur einer Anniéherung, sondern auch einer Entfernung
seiner einzelnen Teile und iiberhaupt jeder Formiinderung einen
Widerstand entgegensetazt.

Diese in den gedachten Grenzflichen iibertragenen Krifte
bezeichnet man als Spannungen des Kérpers. Da man sich
anf jede beliehige Weise einen Teil des Korpers von dem
Reste abgegrenzt denken kann, vermag man die Spannung an
jeder Stelle und nach jeder Richtung hin als fiuBlere Kraft an
einem Teile des Korpers aufzufassen. Dadurch werden alle
Spannungen der Untersuchung zugiinglich und aus den Gleich-
gewichtsbedingungen, die fiir jedes beliebig abgegrenzte Korper-
element erfiillt sein miissen, folgen sofort die Beziehungen
zwischen den Spannungen nach verschiedenen Richtungen und
an verschiedenen Stellen des Korpers, die zur Grundlage fiir
alle weiteren Untersuchungen dienen miissen.

Wird ein Stick des Kérpers so abgegrenzt, daB seine
Oberfliiche mit der Oberfliche des ganzen Korpers zum Teile
zusammenfillt (also so, daB das Stiick nicht ganz aus dem
Innern des Kirpers herausgeschnitten ist), so treten an diesen
Stellen keine Spannungen auf, dagegen konnen hier Druck-
krifte von auBlen, also von anderen Korpern her iibertragen
werden. Die iduBeren Krifte miissen im Gleichgewichte mit
den an den {ibrigen Teilen der Oberfliche des Korperstiicks
(also an den Schnittfliichen) tibertragenen Spannungen und mit
den etwa auf die Masse des Korperstiicks selbst wirkenden
Fernkriiften stehen. Da die #uBeren Kriifte gewohnlich als
gegeben angesehen werden konnen, erhilt man durch diese
Gleichgewichtsbedingung ein Mittel, um die Grife der Span-
nungen unter gewissen Umstinden zu berechnen.
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§ 3. Die spezifische oder bezogene Spannung.

Wir betrachten zuniichst den in Abb. 1 dargestellten Fall
einer Zugstange, die durch die an beiden Enden angreifenden

Kriifte P in Spannung ver- mn

>

setzt wird. Denkt man sich P E b

durch einen Schnitt mm den
links davon liegenden Teil
des Korpers von dem Reste
abgetrennt, so erfordert die (Gleichgewichtshedingung fiir diesen
Teil, daB im Schnitte mm Spannungen iibertragen werden,
deren Resultierende gleich P ist und in die Richtung der Stab-
mittellinie fallt.

Freilich kennt man damit zunichst nur die gesamte durch
die Schnittfliche mm {ibertragene Spannkraft, und man weif
noch nicht, wie sie sich auf die einzelnen Teile des Querschnitts
verteilt. Solange man den Korper, was hisher immer noch
zulidssig war, als starr ansieht, fehlt in der Tat jedes Mittel,
um selbst fiir diesen einfachsten Fall der Zugbeanspruchung
einen Anhaltspunkt fir die Verteilung der Spannungen iiber
den Querschnitt zu finden. Die Aufgabe ist statisch un-
bestimmt, genau in demselben Sinne wie jene iiber die Druck-
verteilung auf die vier Beine eines Tisches, von der vorher
die Rede war.

Wenn die Stange wirklich starr wire, hiitte es allerdings
auch kaum ein Interesse, niiheres iiber die Verteilung der
Spannungen im Querschnitte zu erfahren, da sie fiir das phy-
sikalische Verhalten des Kirpers ganz belanglos wiire. Der
Widerstand, den ein Korper dem Zerreifien entgegenzusetzen
vermag, ist aber immer nur begrenzt. Wenn ein Bruch ein-
tritt, ist von vornherein mnicht zu erwarten, dall dieser sich
gleichzeitig iiber den ganzen Querschnitt erstrecke. Er kann
auch an einer Stelle, an der die giinstigsten Bedingungen dafiir
vorliegen, heginnen und sich dann erst iiber die iibrigen Stellen
ausbreiten. Um ein Urteil dariiber zu erhalten, ob bei einer
bestimmten Belastung ein Bruch zu erwarten ist, miissen wir

im
Abb. 1.
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daher niiheres iiber die Verteilung der gesamten Spannung
iiber den Bruchquerschnitt zu erfahren suchen.

Dazu kann uns nur eine Untersuchung der Formiinderungen
verhelfen, die dem Bruche vorausgehen. Denn diese hiingen
in bestimmter Weise mit der Verteilung der Spannungen zu-
sammen. Die Art dieses Zusammenhanges wird durch die be-
sonderen Eigenschaften des belasteten Korpers bedingt und
kann nur auf Grund der Erfahrung festgestellt werden. Wenn
der Korper elastisch ist und der Schnitt mm von den Enden
der Stange weit genug entfernt ist, liBt sich erwarten und
findet sich auch durch den Versuch bestitigt, daf die elastische
Dehnung in der Richtung der Stabachse fiir alle Punkte des
Querschnitts mm ungefiihr konstant ist, und daB dasselbe da-
her auch fiir die Spannungen zutrifft. Man findet dann, wie-
viel Spannung in der Flicheneinheit des Querschnitts iibertragen
wird, wenn man die ganze Kraft P durch die MaBzahl des
Querschnitts F dividiert. Die in dieser Weise berechnete
Spannung fiir die Flicheneinheit

6= 1 (1)
wird die spezifische oder bezogene (nimlich die auf die
Fliicheneinheit bezogene) Spannung genannt. Es hingt von
dem Stoffe ab, aus dem die Zugstange besteht, wie groB die
bezogene Spannung werden darf, ohne daB die Gefahr eines
Bruches nahe geriickt ist. Die Berechnung der bezogenen
Spannung ist daher in allen solchen Fillen eine der wichtig-
sten Aufgaben der Festigkeitslehre.

Nicht immer darf man indessen darauf vertrauen, daB diese
einfachste, gleichfirmige Verteilung der Spannungen eintritt. Ein
wichtiges Beispiel dafiir liefert die Priifung von Zementkirpern auf
Zugfestigkeit. Um einen Zement auf seine Zugfestigkeit zu priifen,
pflegt man einen Gewichtsteil mit drei Gewichtsteilen einer beson-
deren Sandsorte (sog. Normalsande) zu mischen, eine bestimmte
Menge Wasser zuzusetzen, das Ganze gehirig durchzuarbeiten und
den erhaltenen Mortel in eine Metallform zu bringen, in der er durch

Schliige eines (gewissen vereinbarten Anforderungen entsprechenden )
Sehlagwerks stark zusammengedriickt wird. Der so erhaltene Probe-
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kiorper von der in Abb. 2 angegebenen Gestalt wird dann spiter,
nachdem er erhiirtet ist, in eine Maschine gebracht, in der der Kérper
von zwei Zangen erfaBt und durch eine abgewogene Belastung P ab-
gerissen wird. Der Bruch erfolgt zwischen den Linien aa und bb
in Abb. 2. Auch in diesem Falle pflegt man aller-
dings gewidhnlich die Festigkeit des Zements nach
Gleichung (1) zu berechnen. Man erh#ilt aber dabei
nur einen Durchschnittswert der bozogenen Span-
nung ¢ fiir den ganzen Bruchquerschnitt und bleibt
im Unklaren dariiber, wie groB die bezogene Span-
nung an jener Stelle ist, an der der Bruch beginnt.
Um sich davon zu iiberzeugen, daB diese viel héher
ist, als der nach Gl. (1) berechnete Durchschnitts-
wert, geniigt es, ein Stiick von derselben Gestalt i

aus Kautschuk herzustellen und dieses in der- Abb. 2.
selben Weise auf Zug zn beanspruchen, wie es -

mit dem Zementkérper bei der Priifung geschieht. Zieht man auf
einer der ebenen Seitenflichen zwei feine Linien @a und bb, so be-
merkt man, daB die Dehnung in der Nihe der Kanten viel griBler
wird als in der Mitte, Die vorher geraden Linien aa und bb werden
etwas gekriimmt und zwar so, dall sie sich ihre konvexen Seiten zu-
kehren. Bei einem Versuche, den ich in dieser Weise ausfiihrte,
wobei ich die Dehnungen zwischen aa und &b in verschiedenen Ab-
stinden von der Mitte mit dem Mikroskope maB, fand ich, wenn die
Dehnung in 11,5 mm Abstand von der Mitte, d. h. in !/, mm Abstand
von der Kante gleich 100 gesetzt wird,

im Abstande von der Mitte = 0 4 8 11,5mm
die Dehnungen =24 34 53 100.

Die Dehnung an der Kante ist also mehr als viermal so groll
als jene in der Mitte und daraus folgt, dab jedenfalls auch die Span-
nung in der Nidhe der Kante viel griBer ist als in der Mitte.

Bei einem Zementkorper sind die elastischen Dehnungen, die
dem Bruche vorausgehen, weit geringer als bei einem Kautschuk-
korper und daher einer unmittelbaren Messung, wenigstens bei so
kleinen Korpern, wie sie zu den iiblichen Festigkeitspriifungen her-
gestellt werden, nicht zugiinglich. Jedenfalls wissen wir aber aus
anderen Versuchen, daB auch Zementkérper vor dem Bruche Deh-
nungen erfahren, die der Art nach in ganz ihnlicher Weise mit den
Spannungen zusammenhiingen, wie bei dem Kautschuk. Wir miissen
daher schliefen, daB der Vorgang der elastischen Dehnung, wenn
auch die absoluten Betriige viel kleiner sind, als beim Kautschuk,
doch im ganzen ein #hnliches Gesetz befolgt wie hei dem vorher be-
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schriebenen Versuche. Freilich kann man aus den Ergebnissen dieses
Versuches nicht unmittelbar erkennen, in welcher Weise sich die
Spannung bei einem Zementkérper in Wirklichkeit genau {iber den
Querschnitt verteilt. Dariiber kann man sich auf andere Art ein Urteil
verschaffen. Hier kommt es aber nur darauf an, zu zeigen, erstens
mit welcher Vorsicht man bei der Berechnung der Spannungen ver-
fahren muB, und zweitens, dafl ein zuverliissiges Urteil iiber die Art
der Spannungsverteilung immer erst aus einer Untersuchung der damit
verbundenen Forminderung des Koérpers gewonnen werden kann.

Mit der eigentlichen Berechnung der Spannungen haben
wir es an dieser Stelle noch nicht zu tun. Ich habe diese
Betrachtungen nur angestellt, um den Begriff der bezogenen
Spannung in das rechte Licht zu setzen. Wenn eine gleich-
formige Verteilung der Spannungen iiber eine grofere Fliche
nicht zu erwarten ist, miissen wir, um die bezogene Spannung
an einer hestimmten Stelle dieser Flache zu erhalten, einen
kleinen Teil 4F der Fliche an dieser Stelle abgrenzen und
jenen Teill 4P der ganzen Kraft P, der in AF iibertragen
wird, nach GL (1) durch 4F dividieren. Wir erhalten dann
den Durchschnittsbhetrag von ¢ fiir die Fliche 4/ und dieser
fillt um so genauer mit dem Werte von ¢ an der ins Auge
gefaBten Stelle zusammen, je kleiner wir 4F wihlen. Als
Definition der bezogenen Spannung an einem bestimmten
Punkte des Querschnitts haben wir daher hei ungleichformiger
Spannungsverteilung den Grenzwert

. i B el
o= lim 5%~ 7 @
anzusehen, woraus auch umgekehrt
dP = e¢dF (3)

folgt.

Bisher setzte ich in Anlehnung an das einfache zur Er-
liuterung gewithlte Beispiel stillschweigend voraus, daB die
Spannungen ¢ senkrecht zum gewiihlten Querschnitte gerichtet
seilen. Im allgemeinen ist dies aber keineswegs der Fall
Wenn die in einem Flichenelemente dF iibertragene Kraft
irgendeinen Winkel mit der Normalen zu dF bildet, konnen
wir uns die Kraft und daher auch die bezogene Spannung in
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zwei Komponenten zerlegt denken, von denen eine in die
Richtung der Normalen, die andere in die Fliche dF selbst
fallt. Die erste heift Normalspannung und zwar Zug-
oder Druckspannung, je nachdem sie einer Entfernung oder
einer Anniherung der beiden Teile des Korpers, zwischen
denen der Schnitt gelegt ist, widerstrebt, und die andere die
Schubspannung. Fiir jene werde ich den Buchstaben g, fiir
diese den Buchstaben v gebrauchen. Wenn das Flichenelement
gegeben ist, wird die in ihm iibertragene Normalspannung
vollstindig durch die Angabe der Grifle von ¢ und eines
Vorzeichens beschrieben, durch das zwischen Zug- und Druck-
spannung unterschieden wird. Ich werde den Zugspannungen
stets das positive Vorzeichen geben. Zur Beschreibung der
Schubspannung muf dagegen noch eine niahere Angabe iiber
die Richtung von 7 in der Fliche dF gemacht werden. Ge-
wohnlich ist es am bequemsten, zu diesem Zwecke auf der
Fliche d F' zwei zueinander senkrechte Richtungen zu ziehen
und 7 in zwei Komponenten nach diesen beiden Richtungen
zu zerlegen. lm ganzen ist dann die Angabe von drei Kom-
ponenten erforderlich, um die durch die Fliche ¢ F' iibertragene
Spannung zu kennzeichnen.

Bs wire freilich ein Irrtum, wenn man annehmen wollte,
daB der Spannungszustand des Korpers an der fraglichen Stelle
durch die Angabe dieser drei Komponenten vollstindig fest-
gesetzt wiire. Dies ist keineswegs der Fall: um vollstindig
dariiber unterrichtet zu sein, miissen wir diese Komponenten
nicht nur fiir die Fliche dF, sondern auch fiir jedes andere
Flichenelement anzugeben vermogen, das in beliebiger Stellung
durch den gegebenen Punkt des Korpers gelegt werden kann.

Auf den ersten Blick erscheint es nun, als wenn dazu
unendlich viele Angaben erforderlich wiiren. Man tberzeugt
sich aber leicht, dab es schon vollstindig geniigt, wenn man
die Spannungskompoventen fiir drei verschiedene Stellungen
von dF' anzugeben vermag; fiir jedes vierte Flichenelement,
das man durch den gegebenen Punkt legen mag, ist die
Spannung dadurch schon mitbestimmt. Um dies zu erkennen,
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denke man sich ein unendlich kleines Tetraeder aus dem Korper
abgegrenzt, so daB der gegebene Punkt etwa die eine Ecke
dieses Tetraeders bildet. Dieses Tetraeder sei der Teil des
Korpers, auf den wir nach unserem gewdhnlichen Verfahren
die Gleichgewichtssitze der Statik in Anwendung bringen
wollen. Auferdem sollen die drei an den gegebenen Punkt
angrenzenden Flichen in jenen Stellungen gezogen sein, fiir
die wir die Spannungskomponenten bereits als gegeben be-
trachten, wihrend die vierte Fliche ganz beliebige Stellung
haben kann. Diese vierte Fliche geht nun zwar nicht durch
den gegebenen Punki, und bei einigem Abstande von ihm wird
auch die Spannung, die durch sie iibertragen wird, etwas ver-
schieden sein von der Spannung einer parallel zu ihr durch
den gegebenen Punkt gelegten Fliche, die wir eigentlich be-
rechnen wollen. Wenn wir uns aber die Kanten des Tetraeders
immer mehr verkleinert denken und die vierte Fliche dadurch
dem Punkte immer niiher riicken, wird der Unterschied immer
mehr abnehmen und in der Grenze ganz verschwinden. Dies
ist der Grund, weshalb wir uns das Tetraeder unendlich klein
denken miissen, denn im anderen }alle konnten wir offenbar
auch die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein Tetraeder von
endlicher Kantenlinge mit demselben Erfolge untersuchen. In
der Tat mull hier schon allgemein gesagt werden, daB es
in der Festigkeitslehre sehr oft zuldssig ist, sich jene Kérper,
die als unendlich klein bezeichnet werden, auch in endlichen
Abmessungen vorzustellen, ohne daB dadurch der Genanigkeif
der Betrachtung ein erheblicher Abbruch geschehen wiirde.
Im einzelnen Falle wird man sich immer leicht ein Urteil
daritber verschaffen kinnen, wie klein man die Kantenlingen
mindestens wihlen muf}, ohne einen merklichen Fehler dadurch
zu begehen, daB sich der betrachtete Spannungszustand etwas
indert, wenn man von der gegebenen Stelle um ein endliches
Stiick abriickt.

An dem vorgelegten Tetraeder wirken nun fiinf duBere
Krifte, die im Gleichgewichte miteinander stehen miissen,
nidmlich die Spannungen, die auf den vier Seitenflichen iiber-
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tragen werden, und die Fernkraft, die von auBen her auf die
Masse des Tetraeders einwirkt. Bei den gewdhnlichen Anwen-
dungen der Festigkeitslehre wird diese nur durch das Gewicht
des Tetraeders gebildet. Will man Schwingungshewegungen
oder iiberhaupt Bewegungen untersuchen, die der Kérper aus-
filhrt, so kommt noch eine Kraft hinzu, die man, wie im
vierten Bande niher auseinandergesetzt werden wird, nach dem
d’Alembertschen Prinzipe anbringen muB, also z. B. eine Zen-
trifugalkraft — oder allgemein eine sogenannte Triigheitskraft
— um den Fall der Bewegung auf den Gleichgewichtsfall zu-
riickzufiihren.

Wie dies aber auch sein moge, jedenfalls ist die an der
Masse des Tetraeders unmittelbar angreifende Kraft dem Vo-
lumen des Tetraeders proportional, wihrend die Spannungen
an den Seitenflichen den Flicheninhalten proportional sind.
Nun haben wir vorher schon gesehen, daB wir uns, um ge-
nauere Resultate zu erhalten, die Abmessungen des Tetraeders
immer mehr verkleinert denken miissen, so daB sie in der
Grenze zu Null werden. Bei dieser Verkleinerung nimmt aber
das Volumen viel schneller ab, als die Inhalte der Seiten-
flichen, da jenes der dritten, diese aber nur der zweiten Potenz
der Lingen proportional sind. Durch hinreichende Verkleinerung
werden wir es also immer dahin bringen kinnen, daB die
dem Volumen proportionale Kraft gegeniiber den Spannungen
an den Seitenflichen ganz unmerklich wird.

Wir haben es hier mit einer Uberlegung zu tun, die iiberall
anwendbar ist, wo der EinfluB von Kriiften, die dem Massen pro-
portional sind, mit dem verglichen werden soll, der von Oberflichen-
kriften herriihrt. So wird z B. ein kleiner Stein im flieBenden
Wasserleicht fortgerissen, wiihrend ein ihm geometrisch &hnlicher von
groflen Abmessungen unter den gleichen Bedingungen liegen bleibt,
weil der Wasserdruck nur mit der zweiten Potenz, das Gewicht des
Steins aber mit der dritten Potenz der Liingen abnimmt. Derselbe
Grund bedingt auch, dafl ein Elefant im allgemeinen schwerfiilliger
sein muB, als ein Tier von geringer Korpergrifle, denn das Eigen-
gewicht, mit dem der Elefant bei seinen Bewegungen zu tun hat,

steht bei ihm in einem ungiinstigeren Verhiiltnisse zu den Quer-
schnitten der Muskeln, durch die die bewegende Kraft iibertragen wird.



14 Erster Abschnitt. Allg. Untersuchungen iiber den Spannungszustand.

Ubrigens ist in der Tat bei den meisten Anwendungen
der Festigkeitslehre das Eigengewicht des vorher betrachteten
Tetraeders selbst dann schon ganz unmerklich, wenn die Kanten-
lingen noch nach Zentimetern zihlen. Das Higengewicht des
Tetraeders berechnet sich dann auf Gramme, wihrend die
Spannungen an den. Seitenflichen sich oft genug auf tausende
von Kilogrammen belaufen., Um die Spannungen an solchen
kleinen Stiicken unmittelbar miteinander zu vergleichen, braucht
man daher in erster Anniherung auf das Eigengewicht keine
Riicksicht zu nehmen. Erst dann, wenn man etwa auf sehr
kleine Unterschiede achten will, die dadurch bedingt werden,
daB man um ein kleines Stiick in einer gewissen Richtung
weiter geht, wird es ndtig, auch auf die den Massen proportio-
nalen Kriifte zu achten.

Mit Riicksicht auf diese Erwigungen bleibt daher nur
noch das Gleichgewicht der Spannungen an den vier Seiten-
flichen des Tetraeders fiir sich genommen zu untersuchen
Das Gleichgewicht erfordert, dafl die geometrische Summe
dieser vier Spannungen gleich Null ist. Wenn drei Spannungen
gegeben sind, folgt daher GréBe und Richtung der vierten
durch Zeichnen eines windschiefen Kriftevierecks oder nach
dem Satze vom Parallelepiped der Kriifte oder nach irgend
einer anderen Methode der gewdhnlichen Statik.

Die genannte Bedingung geniigt freilich noch nicht, um
das Gleichgewicht eines Korpers unter der Wirkung dieser
vier Kriifte sicher zu stellen. Dazu gehirt noch, dafl sich die
vier Richtungen entweder in einem Punkte schneiden oder daB
wenigstens auf andere Art auch ein Gleichgewicht gegen
Drehung gesichert ist. Dies weist uns darauf hin, daB schon
die Spannungen auf drei gegebenen Flichenelementen dF' ge-
wisse Bedingungen erfiillen miissen, wenn sie iiberhaupt mit-
einander vertriglich sein sollen. Man kann diese Bedingungen
fir das Tetraeder ableiten, indem man Momentengleichungen
anschreibt. Wir wollen aber dazu einen bequemeren Weg
wiihlen, indem wir an Stelle des Tetraeders ein unendlich kleines
Parallelepiped betrachten.
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§ 4. Gleichgewichtsbedingungen zwischen den Spannungs-
komponenten.

Wir sahen vorher, daB der Spannungszustand, in dem
sich der Korper an einer gewissen Stelle befindet, durch An-
gabe der Spannungskomponenten fiir drei beliebige Fliichen-
elemente von verschiedener Stellung, die man durch den ge-
gebenen Punkt legen kann, eindeutig beschrieben wird. Es
steht uns frei, diese Flichenelemente so auszuwihlen, wie es
fiir die weitere Untersuchung am bequemsten ist. Dieser Um-
stand weist uns von selbst auf die Benutzung eines recht-
winkligen Koordinatensystems hin. In der Festigkeitslehre
wird nicht viel damit gewonnen, wenn man an Stelle von
Koordinaten oder Komponenten mit den gerichteten GréBen
selbst rechnet, was in den meisten ibrigen Teilen der Mechanik
von Vorteil ist. Ich werde daher hier iiberall der ohnehin be-
kanntesten Cartesischen Methode, der Untersuchung mit Koordi-
naten und Komponenten den Vorzug geben und nur ganz ge-
legentlich einmal auf die andere Art der Darstellung hinweisen.

In Abb. 3 sei O der Punkt des Korpers, fiir den der
Spannungszustand nntersucht werden soll. FEr mige die Ecke
eines unendlich kleinen Parallelepipeds bilden, dessen aufein-
ander senkrecht stehende Kanten in die Richtungen der Ko-
ordinatenachsen 0X, 0OY, OZ gelegt sind Unendlich klein
miissen wir uns das Parallelepiped wieder deshalb denken, weil
sonst die Spannungen an verschiedenen Stellen der von O aus-
gehenden Seitenflichen merklich von einander abweichen kinnten.
So aber konnen wir ohne in Betracht kommenden Fehler an-
nehmen, daB die Spannungen iiber jede Seitenfliche gleichmiBig
verteilt sind. Die Resultierende der Spannungen fiir jede Seiten-
fliche geht dann auch durch deren Schwerpunkt, also durch
die Mitte, und die GréBe ist nach Gleichung (3) gleich dem
Produkte aus der bezogenen Spannung fiir die betreffende
Flichenstellung und dem Inhalte des Rechtecks.

Die Normalspannungen gehen auf allen Seitenfliichen schon
von selbst in den Richtungen der Koordinatenachsen, und auch
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die Schubspannungen wollen wir uns an jeder Fliche in zwei
Komponenten zerlegt denken, die in die Richtungen der Koor-
dinatenachsen fallen. Wir haben dann an den sechs Seiten-
fliichen des abgegrenzten Korperstiicks zusammen 18 Spannungs-
komponenten, deren Gleichgewicht zu untersuchen ist, denn
in erster Anniiherung brauchen wir aus den in § 3 auseinander-
gesetzten Griinden anf die Massenkraft, die sonst noch dazu
kiime, nicht zu achten.

Z

\
+

X
Abb. 3a.

Wir miissen uns zunichst dariiber klar werden, in welchen
Beziehungen die Spannungen auf zwei gegeniiberliegenden
Seitenflichen des Parallelepipeds zueinander stehen. In jeder
Trennungsfliche, die wir uns in einem Korper gezogen denken
kinnen, grenzen zwei Teile des Korpers aneinander, zwischen
denen sich die Spannungen durch die Trennungsfliche iiber-
tragen. Nach dem Gesetze der Wechselwirkung ist die Kraft,
die etwa A auf B iibertriigt, ebenso groB, aber entgegengesetzt
gerichtet wie die Kraft, die von B auf 4 wirkt. Wir wollen
uns, um beide Teile deutlich voneinander unterscheiden zu
kénnen, eine Normale zur Trennungsfliche nach einer der
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beiden moglichen Richtungen gezogen denken. Fiir den einen
Teil geht diese Normale dann nach auBlen hin und fiir den
anderen nach innen. FEine Zugspannung ist fiir jeden der
beiden Teile eine Kraft, deren Pfeil mit der Richtung der
duBeren Normale dieses Teiles iibereinstimmt. Betrachten wir
nimlich den anderen Teil, so kehrt sich nach dem Wechsel-
wirkungsgesetze der Pfeil der iibertragenen Spannung um,

leichzeitie ist aber
Eun die eft 0-+a_6.&d‘y
gegenge- Y 4 )0y
setzte Richtung der 7,
T, o+ d
Normalen als die SRS S T J

auBere zu bezeichnen,
und wir konnen da-
her in der Tat die
fir beide Teile zu-
treffende, eindeutige
Aussage machen, daf
eine  Normalspan-
nung immer als Zug-
gpannung, also posi-

tiv zu rechnen ist, 6.¢
() . . OO ~—
wenn sie in die Rich- T
tung der &ufleren 2
. \ i
Normale fallt. ot

Nun fasse man
in Abb. 3 etwa die beiden sich gegeniiberliegenden Seiten-
flichen ins Auge, die senkrecht zur X-Achse stehen. Die
dubere Normale der einen geht in der Richtung der positiven
X-Achse, die der anderen in der entgegengesetzten Richtung.
Denkt man sich beide Flichen immer ndher aneinander geriickt,
so wird zuletzt die in der einen Fliche iibertragene Spannung
nur einfach die nach dem Gesetze der Aktion und Reaktion
auftretende Geegenwirkung der zur anderen gehdrigen Spannung
sein. In erster Annilherung kénnen wir daher bei je zwei sich
gegeniiberliegenden Flichen des Parallelepipeds die Spannungen
als gleich groB und entgegengesetzt gerichtet hetrachten.” Nur

Foppl, Festigkeitslehre, 4. Aufl. 2
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wenn man absichtlich auf die kleinen Unterschiede achten will,
die dadurch zu Stande kommen, daBl die eine Fliche etwas ent-
fernt von der zu ihr parallelen ist, wird man die in Abb. 3 ein-
geschriebenen genaueren Ausdriicke zu benutzen haben.

In Bezug auf die Richtungen, die als positiv an-
zusehen sind, ist noch folgendes zu beachten. Bei jenen
Seitenflichen, deren #uBlere Normalen in den Richtungen der
positiven Koordinatenachsen gehen, zihlt die Normalspannung ¢
ebenfalls in dieser Richtung positiv, denn wir haben schon
vorher festgesetzt, dall Zugspannungen immer positiv gerechnet .
werden sollen. Wir kommen daher zur einfachsten [berein-
kunft iiber die Wahl der Vorzeichen, wenn wir bestimmen,
daB nicht nur ¢, sondern auch die beiden Komponenten der
Schubspannung r auf jenen Flichen in den Richtungen der
positiven Koordinatenachsen positiv geziihlt werden sollen, deren
iubere Normalen in die positiven Achsenrichtungen fallen. Bei
den gegeniiberliegenden Flichen sind dann natiirlich alle Pfeile
umzukehren, wenn die Spannungskomponenten positive Werte
haben. Nach diesen Grundsidtzen sind die Pfeile in Abb. 3,
mit der man sich recht vertraut machen méoge, eingetragen.
In der axonometrischen Zeichnung sind die Spannungen auf
den drei verdeckt liegenden Seitenflichen weggelassen. Von den
drei sichtbaren Seitenfliichen hat die in der XZ-Ebene liegende
eine iubere Normale, die der positiven ¥-Achse entgegengesetzt
gerichtet ist. Daher sind hier auch die Pfeile von ¢ und den
beiden Komponenten von r den Koordinatenachsen entgegen-
gesetzt gerichtet gezeichnet. Bei den beiden anderen sichtbaren
Seitenflichen gehen dagegen die Pfeile in den positiven Achsen-
richtungen, weil dies auch von den iiuBeren Normalen zutrifft.

Die den Spannungskomponenten ¢ und v angehiingten
Ordnungszeiger reden eine leicht verstindliche Sprache. Jedes
¢ trigt nur einen Zeiger, denn hier geniigt es, die Stellung
des Flichenelementes anzugeben, zu dem ¢ gehort, und dies
geschieht, indem die Achsenrichtung angemerkt wird, zu der
das Flichenelement senkrecht steht und zu der ¢ daher paral-
lel geht. Auch der erste der beiden Zeiger der Schubspannungs-
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komponenten 7 bezieht sich auf die Stellung des zugehérigen
Flichenelementes und stimmt daher auf jeder Fliche mit dem
Zeiger von ¢ tiberein. Der zweite Zeiger gibt dagegen an,
welcher Achsenrichtung die betreffende Komponente parallel geht.
Zur Erliuterung von Abb. 3 muf ich endlich noch auf
einen Umstand aufmerksam machen, an den der Leser freilich
schon lingst gedacht haben wird. Von den drei sichtbaren
Seitenflichen geht nur eine durch den Punkt O, in dem der
Spannungszustand untersucht werden soll. Hier konnte man
sich damit begniigen, die Spannungskomponenten einfach mit
6,,7,, und 7, zu bezeichnen. Freilich sieht man dabei schon
von unendlich kleinen Unterschieden ab, die sich daraus er-
geben, daB der Spannungszustand nicht iiber die ganze Recht-
eckfliche genau mit dem in O tibereinstimmt. Auf der gegen-
iiberliegenden Seitenfliche kommen aber dieselben Unterschiede
ebenfalls vor und gerade weil von beiden Flichen in dieser
Hinsicht dasselbe gilt, ist es nicht nétig, auf diese unendlich
kleinen Unterschiede weiter zu achten. Dagegen kann es
notig werden, den Unterschied hervorzuheben, der dadurch
entsteht, dall die gegeniiberliegende Seitenfliche um das Stiick
dy in der Richtung der Y-Achse gegen die vordere verschoben
ist. Wir wmiissen, um diese feinen Abstufungen zu beriicksich-
tigen, der Normalspannung ¢, auf der gegeniiberliegenden
Seitenfliche noch ein Differential zufiigen, so dall wir dort

g, .
Gy -I- :-U\y ay

erhalten und #hnliches gilt fiir die anderen Komponenten.
Aus dem Grundrisse in Abb. 3b ist dies ersichtlich. Ebenso
sind in der axonometrischen Figur die Spannungskomponenten
auf den beiden sichtbaren Seitenflichen, die nicht durch den
Punkt O gehen, schon mit den Zuwiichsen versehen, die den
Abstiinden von den gegeniiberliegenden Flichen entsprechen.
Wo der Platz nicht ausreichte, sind diese Differentiale auch

nur durch Punkte angedeutet, wie in z,, + --- an Stelle von
' %0
Yo T 5% -de. S

2*
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Nachdem man sich mit allen diesen Einzelheiten, die in -
Abb. 3 zu beriicksichtigen waren, hinreichend vertraut ge-
macht hat, ist schon der erste und wichtigste Schritt zum
Verstiindnisse der Grundgleichungen der Festigkeitslehre ge-
schehen; diese ergeben sich nimlich aus den Bedingungen fiir
das Gleichgewicht der Kriifte am Parallelepiped. Zuniichst
wollen wir das Gleichgewicht gegen Drehung ins Auge fassen,
da wir schon in § 3 erkannten, daB wir hierdurch zu den Be-
dingungen gefiihrt werden, die zwischen den neun Spannungs-
komponenten ¢, 6, o, 7,, 7,, 7,, 7,, 7, 7,, fiir die drei durch
den Punkt O gelegten Flichenelemente bestehen miissen, damit
sie miteinander vertriglich sind. Um z. B. zu erkennen, welche
Bedingung erfiillt sein muB, damit keine Drehung um eine
zur Z-Achse parallele Grade eintreten kann, projizieren wir den
Korper mit allen daran angreifenden Kriften auf die X Y-Ebene,
wie dies in Abb. 3b bereits geschehen ist. Wir sehen dann,
daB zwei Kriiftepaare vorkommen, die eine solche Drehung
in entgegengesetzter Richtung anstreben. Ein Kriftepaar wird
durch die Spannungen 7,, auf den beiden Rechteckseiten ge-
bildet, deren Normalen zur Y-Achse parallel gehen. Die GriéBe
jeder Kraft dieses Paares wird gefunden, wenn wir die be-
zogene Spannung 7,, mit dem Inhalte des Flichenelementes,
iiber das sie verteilt ist, multiplizieren; sie ist also gleich
7,.+dads zu setzen. Das statische Moment des Kriiftepaars

ist daher gleich <,.- dzdyde.
Ebenso finden wir fiir das Moment des Kriftepaares der
Schubspannungen 7, , die iiber die beiden zur X-Achse senk-
rechten Seitenflichen verteilt sind,
T,y dxdydz.

Die Gleichgewichtshedingung gegen Drehen erfordert da-

her, dafl '
Ty ™ Tyn

ist¥). Natiirlich 1Bt sich dieselbe Betrachtung auch fiir eine

*) Im Innern eines Magneten ist dieser SchluB nicht zuliissig, da
hier auBer den Schubspannungen noch ein auf Verdrehen des ganzen
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Drehung um jede der beiden anderen Koordinatenachsen wieder-
holen, und wir erhalten daher im ganzen die drei Gleich-
gewichtsbedingungen

ra:y = Ty.r.; Tos = Tsah rys = Zsy! (4)

die einen der wichtigsten Siitze der Festigkeitslehre aussprechen,
den wir als den Satz von der Gleichheit der einander
zugeordneten Schubspannungen bezeichnen wollen.

Man kann ibn auch noch in etwas allgemeinerer Form aufstellen,
wenn man an Stelle des rechtwinkligen Parallelepipeds in Abb. 3
ein schiefwinkliges untersucht; ich sehe aber davon ab, dies weiter
auszufithren, da nicht viel dabei herauskommt. Ferner erwiihne ich
noch, daB viele Schriftsteller fiir die einander gleichen Schub-
spannungskomponenten 7,, und 7,, eine einheitliche Bezeichnung,
niimlich 7, einfiihren, wobei jetzt der Zeiger z darauf hinweisen soll,
daB jene Schubspannungen gemeint sind, die sich im Gleichgewichte
gegen eine Drehung um die Z-Achse halten, und #hnlich fiir die
iibrigen. Man spart hierbei zwar das Anschreiben eines zweiten
Zeigers; es will mir aber scheinen, daB dieser Vorteil nicht erheblich
genug ist, um die anschaulichere Schreibweise mit zwei Zeigern auf-
zugeben. Ich werde daher diese beibehalten.

Wir haben jetzt erkannt, daB zur vollstindigen Be-
schreibung des Spannungszustandes des Korpers in einem ge-
gebenen Punkte O die Angabe von sechs Zahlen erforderlich
ist. Diese Anzahl kann auch durch weitere Betrachtungen
nicht herabgedriickt werden. Man pflegt diese Tatsache auch
wohl mit den Worten auszusprechen, daB oo® verschiedene
Spannungszustinde moglich sind, oder daB die Reihe aller
Spannungszustéinde eine Mannigfaltigkeit von sechs Dimen-
sionen bildet.

Wir wollen jetzt noch das Gleichgewicht des Parallel-
epipeds gegen Verschieben in den drei Achsenrichtungen be-
trachten. Dieses wird schon durch das Gesetz der Aktion und
Reaktion verbiirgt, wenn wir auf die sehr kleinen Unterschiede

Volumenelementes hinwirkendes Moment der magnetischen Kriifte anf-
tritt, das von derselben GroBenordnung sein kann. Von solchen aus-
nahmsweise vorkommenden Fillen soll aber hier stets abgesehen werden.
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der Spannungen an gegeniiberliegenden Seitenflichen keine Riick-
sicht nehmen, wie es bei der vorigen Betrachtung geschehen
konnte. Wir wollen aber dabei nicht stehen bleiben, weil wir
bei dieser (ielegenheit moch erfahren kinnen, in welchen Be-
ziehungen die Zuwiichse der Spannungskomponenten bei ver-
schiedenen Fortschreitungsrichtungen zueinander stehen miissen.
Natiirlich ist es jetzt, wo wir nur auf die kleinen Unterschiede
der Spannungen auf gegeniiberliegenden Flichen zu achten
haben, nicht mehr zuldssig, die dem Volumen des Parallel-
epipeds proportionale Fernkraft, also etwa das Gewicht des
Korperchens, zu vernachlissigen. Dieses ist zwar unendlich
klein gegen die Spannungen selbst, aber durchaus vergleichbar
mit den kleinen Unterschieden zwischen den Spannungen auf
gegeniiberliegenden Seiten. Ich denke mir die auf die Raum-
einheit bezogene Massenkraft in drei Komponenten nach den
Koordinatenachsen zerlegt, die ich mit X, Y, Z bezeichne und
positiv. rechne, wenn sie mit den positiven Achsen gleich-
gerichtet sind.

In der Richtung der X-Achse kommen jetzt an dem
Kérperchen sieben Kriifte vor, deren Summe gleich Null sein
muB, damit das Gleichgewicht gesichert sei. An jeder Seiten-
fliche des Parallelepipeds haben wir eine zur X-Achse parallele
Spannungskomponente, und dazu kommt die Komponente der
Massenkraft im Betrage Xdzdydz. Die Spannungskompo-
nenten kann man paarweise zusammenfassen. Auf dem durch
den Punkt O gehenden, zur X-Achse senkrechten Rechtecke
haben wir die Komponente ¢, der bezogenen Spannung, also
im ganzen den Betrag 6, - dyd¢ einer Kraft, die der positiven
X-Achse entgegengesetzt gerichtet ist. Auf der gegeniiber-
liegenden Seitenfliche kommt dazn die um ein Differential
verschiedene und nach der positiven X-Achse hin gerichtete
Normalspannung. Fassen wir beide zusammen, so behalten
wir einen Uberschuf von der GriBe

06, ,
T dedydz
in der Richtung der positiven X-Achse. Kbenso tragen die
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beiden zu Y-Achse senkrechten Seitenflichen zusammen ge-
nommen das Glied

or,,
By dadydz

zur Komponentensumme in der Richtung der X-Achse bei und
ihnlich die beiden letzten Seitenflichen. Schreiben wir nun
die Bedingung an, daB die algebraische Summe aller parallel
zur X-Achse gehenden Komponenten verschwinden muB, so er-
halten wir nach Wegheben des gemeinsamen Faktors dxzdydz
die erste der drei folgenden Gleichungen

36 or i, X =0
e ‘
aﬁ aﬂ?ﬂ B/

o+ S 7ol ®
ao'

.rz Et_r.':
+ 0% ' ++ oy +Z2=0

Die beiden letzten sind ebenso gebildet, wie die erste, die
wir eben ableiteten, und sprechen die Gleichgewichtsbedin-
gungen gegen Verschieben in den Richtungen der Y- und
der Z-Achse aus. Es ist zwar niitzlich, sie zur Ubung eben-
falls aus Abb. 3 abzulesen, aber nicht notwendig, da keine
Koordinatenachse vor den anderen etwas voraus hat und was
fiir die eine bewiesen ist, daher auch fiir die anderen gelten
muf. Ks geniigt daher vollstandlc, sich davon zu tiberzeugen,
daB die beiden anderen Gleichungen aus der ersten hervorgehen,
wenn man die Koordinaten z, , # zyklisch miteinander vertauscht.

§ . Das Gleichgewicht am Tetraeder.

Wir wollen jetzt die am Schlusse von § 3 in allgemeinen Um-
rissen angestellte Betrachtung auch noch in einen Satz von Glei-
chungen umpriigen. Dazu beziehe ich mich auf Abb. 4, in der das
Tetraeder in AufriB und Grundril} gezeichnet ist. Als gegeben werden
die Spannungskomponenten betrachtet, die zu den Stellungen der drei
Koordinatenebenen gehéren; verlangt wird die Berechnung der Span-
nungskomponenten auf der in beliebiger Stellung gezogenen vierten
Tetraederfliche, deren fuBere Normale mit » bezeichnet ist. Es ist
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am bequemsten, lil;%parmung fiir diese Fliche, die mit p, bezeichnet
werden mige, zuafichst in drei Komponenten zu zerlegen, die den
Koordinatenachsen parallel lanfen. In der Abbildung sind diese Kom-
ponenten mit p_ . pn yi Pas bezeichnet; die Zelger haben also dieselbe
Bedautung wie bei den fritheren Be-
trachtungen. Nachdem diese Kompo-
nenten gefunden sind, kann man leicht
auch die Normalspannung ¢, und die
in gegebenen Richtungen verlaufenden
Schubspannungskomponenten daraus ab-
leiten, wenn sich dies als ndtig heraus-
Py stellt.

Die Fliche der
Y _ vierten Tetraederseite
0 SILAN ST | gleich d I die Flii-
chen der drei anderen
bilden die Projektionen
von d F auf die Koordi-
natenebenen und wer-
den daher aus d F'durch
> Pny Multiplikation mit den
Kosinus der Neigungs-
winkel gefunden. Der Winkel zwischen
dF und der YZ-Ebene ist aber nach
einem bekannten Satze der Stereometrie
auch gleich dem Winkel zwischen den
Normalen auf beiden Ebenen, der kurz
als Winkel (nz) bezeichnet werden soll.
X An der in die Y Z-Ebene fallenden
ABDAL Seitenfliche des Tetraeders kommt eine
in der Richtung der negativen X-Achse
verlaufende Spannungskomponente ¢, vor, die nach Multiplikation
mit dem Flicheninhalte dieser Tetraederseite den Beitrag

o, dF cos (ni)
zur Komponentengleichung liefert. Von der Seitenfliche in der

X Z-Ebene stammt ehenso, wie man aus Abb. 4 unmittelbar ablesen
kann, der Beitrag

=

]
). -
AR
=Y
.

7,, A F cos (ny)
und von der Seitenfliiche in der X Y-Ebene der Beitrag
t,,dF cos (nz),

wobei zu beachten ist, daB alle diese drei Komponenten, sofern die
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Spannungskomponenten ¢ und 7 alle das positive Vorzeichen haben,
nach der iiber die Richtungsbezeichnungen getroffenen Ubereinkunft
in der Richtung der negativen X-Achse gehen. Die Spannungskom-
ponente p, . auf der vierten Tetraederseite wollen wir, da hieriber
bisher noch nichts festgesetzt ist, als positiv betrachten, wenn sie in
die Richtung der positiven X-Achse fillt. Die Gleichgewichtsbedingung
gegen Verschieben in der Richtung der X-Achse erfordert nun, da8
die Komponente p,,dF der Summe der vorher aufgefithrten Kriifte,
die in entgegengesetzter Richtung gehen, gleich ist. Nach Wegheben
des gemeinsamen Faktors dF' erhalten wir daher die erste der drei
folgenden Gleichungen

Pug = 0, c0s (nz) + 7, cos (ny) + 7,, cos (ns)

Puy = 0, cos (ny) + 7,,, cos (nz) + 1, cos(nzx) |. (6)

Py, =0, cos (nz) + 1, cos(nz) + 7,, cos (ny)

Die beiden folgenden ergeben sich aus der ersten durch zyklische
Vertauschung von z, , # und sprechen die Gleichgewichtshedingungen
gegen Verschieben in den Richtungen der Y- und Z-Achse aus.

Damit ist die Aufgabe geltst. Man wendet die Gleichungen (6)
namentlich dann an, wenn die vierte Tetraederseite in die Oberfliiche
des ganzen Korpers fillt. Unter den p sind dann die Druckkriifte
zu verstehen, die von auBlen her auf den ganzen Kérper iibertragen
werden. Diese sind gewohnlich gegeben; sehr hiiufig sind sie gleich
Null und die vorigen Gleichungen geben dann in der Form

o, cos (nx) + 7, cos (ny) + 1, cos (nz) =0
6, cos (ny) + z,, cos (nz) + ., cos (nz) = 0 (D)
6, cos (nz) + 1, cos(n :c') + 1, cos (ny) =0
die Beziehungen an, die zwischen den Spannungskomponenten in der
Niihe einer freien Oberfliche des ganzen Kiorpers bestehen miissen.

Der denkende Anfinger wird leicht auf die Frage verfallen,
weshalb ich dabei stehen bleibe, die Gleichgewichtsbedingungen fiur
Korperelemente von der Gestalt eines Parallelepipeds oder eines Tetra-
eders zu untersuchen. Fiir ihn bemerke ich hier noch, daB in der
Tat nichts im Wege steht, das Gleichgewicht eines beliebig gestalteten

Korperelements in derselben Weise zu behandeln Man kommt aher
dabei zu keinen neuen Resultaten.

§ 6. Der ebene Spannungszustand.
Bisher haben wir den allgemeinsten Spannungszustand
untersucht, der iiberhaupt in einem Korper auftreten kann.
Die Fille, mit denen man praktisch zu tun bekommt, sind aber
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gewohnlich viel einfacher. Aus diesem Grunde wollen wir die
weitere Untersuchung an dieser Stelle auf den Fall des soge-
nannten ebenen Problems beschrinken. Man versteht darunter
einen Spannungszustand, bei dem nach einer bestimmten Rich-
tung hin iiberhaupt keine Spannungskomponenten auftreten.
Um diesen Fall weiter zu untersuchen, wollen wir uns das
Koordinatensystem so gewihlt denken, daB die Z-Achse in die
soeben bezeichnete Richtung fillt. A Der Fall des ebenen Prob-
lems wird dann durch die Aussagen

6,=0, z,=0, 7,=0 (8)

T ys

gekennzeichnet. Von den sechs Spannungskomponenten, die
im allgemeinen zur Beschreibung des Spannungszustandes er-
forderlich sind, unterscheiden sich demnach hier nur noch drei
von Null, niimlich g, g, und 7, =7, wofir wir jetzt, da
keine Verwechslung mehr moglich ist, kurz = schreiben kénnen.
Wir wollen jetzt die Frage aufwerfen, wie man beim
ebenen Problem die Schnittrichtung wihlen mufl, damit die
Spannungen ihre groBten Werte annehmen. Dabei geniigt es,
nur solche Schnittrichtungen in Betracht zu ziehen, die parallel
¥l L ) zur Z-Achse gehen. Wir .
£ denken uns ein dreisei-
tiges Prisma abgegrenat,
dessen Grundfliche in
Abb. 5 angegeben ist,
-Awihrend die zur Z-Achse
# parallelen Kanten die Liin-
" gen dzhaben mégen. Auf
" x die beiden Grundflichen

z r wirken nach den Glei-
Lo .' chungen (8) iiberhaupt
i % ,{ . (3 keine Krifte. Die Span-

nungskomponenten  an
den drei Seitenflichen sind in die Abbildung nach jenen Rich-
tungen eingetragen, die als positiv gerechnet werden. Die
Spannung auf der unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse ge-
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neigten Seitenfliche ist in die Normalkomponente ¢’ und die
Schubspannung ©" zerlegt. Die letzte kann ebenfalls keine
Komponente in der Richtung der Z-Achse haben, weil an den
iibrigen Seitenflichen keine Kraft in dieser Richtung, die mit
ihr Gleichgewicht halten kinnte, vorkommt; sie ist also ebenso
wie ¢" und alle iibrigen Spannungen parallel zur X Y-Ebene.
Das Gleichgewicht der Kriifte gegen Verschieben nach der
X-Achse liefert, wenn wir den Inhalt der schief zu den Achsen
stehenden Seitenfliche mit @/ bezeichnen, die Bedingungs-
gleichung . ;

6’ dFsing + ¢t dF cos g — 6,dF singp — vd F cos p=0,
aus der man den gemeinsamen Faktor dF wegheben kann.
Ebenso liefert die Komponentengleichung fiir die Richtung der
Y-Achse

6" cosp — 1’ sing — @, cos ¢ — 7 sing = 0.
Beide Gleichungen lésen wir nach den Unbekannten ¢’
und 7" auf. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit
sin g, der zweiten mit cos @ und Addition erhélt man zuniichst

6" =6, sin’p + 6, cos’p + 27 sin ¢ cos @.

Bequemer ist es fiir das Folgende, diesen Ausdruck da-
durch noch etwas umzugestalten, daB man den doppelten Win-
kel einfiihrt, also z. B.

. 1—cos2
sinfgp = i

2
setzt. Dadurch geht der vorige Wert iiber in

[ [ 5., —'0
.6 = = 5’+r“ “cos2¢ +rsin2¢
2 2 (9)

[} 0!’

i

"

T e

sin2¢ + 7 cos 2¢.

In der zweiten Gleichung ist der Wert von =’ angegeben,
der -auf dieselbe Weise erhalten wird. Die Spannungskompo-
nenten ¢ und 7z’ sind damit als Funktionen des Winkels ¢
gefunden, den wir uns veriinderlich denken kionnen, wodurch
wir zu allen Schnittrichtungen gelangen, die zur X Y-Ebene
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senkrecht stehen. Um die Maximalwerte zu finden, differen-
tileren wir zunichst ¢" nach @ und setzen den Differential-
quotienten gleich Null. Aus der so entstandenen Gleichung

G —

0=—""_".25sin2¢ + 2 cos 29 (10)

erhalten wir zuniichst tg 2¢ und daraus auch ¢ selbst, nimlich
2 b4
cp=;a.rctg6:[r +ny, (11)
v €T

wenn # eine beliebige positive oder negative ganze Zahl be-
deutet. Durch die Zufiigung eines Vielfachen von z wird
nimlich der Wert von tg2¢ nicht geiindert; man kann also nx

beliebig zu 2¢ und daher ﬁ-:; beliebig zu ¢ addieren, ohne

die Bedingung fiir ein Maximum oder Minimum von ¢’ zu
indern.

Die rechte Seite von Gl. (10) stimmt genau mit dem
doppelten Werte von =" in GL (9) iiberein. Wir erkennen daraus,
daB ¢" in jenen Schnittflichen seinen gréBten oder kleinsten
Wert annimmt, fiir die ¢* verschwindet. Zugleich folgt aus
Gl (11), daB dies immer mindestens in zwei Schnittflichen zu-
trifft, die aufeinander senkrecht stehen (fiir die sich ¢ um
einen rechten Winkel unterscheidet). Daneben ist nur noch
ein Ausnahmefall moglich, der dann eintritt, wenn 7 = 0 und
=06, war. Dann ist auch fiir alle anderen Schnittrichtungen
7 =0 und ¢’ ist unabhingig von ¢, d. h. fiir alle Schnittrich-
tungen gleich grof.

Von diesem Ausnahmefalle abgesehen, kommen aber beim
ebenen Probleme immer nur zwei, aufeinander senkrechte und
zur Z-Achse parallele Schnittrichtungen vor, fiir die = ver-
schwindet, auf denen also die gesamte Spannung senkrecht
steht und fiir die zugleich ¢” seinen kleinsten und seinen gréBten
Wert annimmt. Man nennt jene Richtungen die Haupt-
richtungen und die zugehtrigen Spannungen die Haupt-
spannungen des Korpers an der betreffenden Stelle.

Die GroBe der Hauptspannungen findet man aus GL (9)
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durch Eintragen des durch Gl (10) oder (11) bestimmten Wertes
von @. Am einfachsten ist es, zuerst Gl. (10) nach sin2¢ und
cos 2¢ aufzulésen. Man erhilt dann

¥ 2
sin2¢ = + f i c0820 =+

% :
T Va6, — o)
Aus Gl (9) findet man dann weiter
st dl—e)+ar

me T8 Ty, e
und, wenn man beachtet, daB im letzten Bruche der Zihler
die Hilfte vom Quadrate des Nenners bildet, kiirzer

dlmux_o' +au+%V4t +(6 _5) (12)

Daf der eine Wert ein Maximum, der andere ein Mini-
mum liefert, kann auf gewohnlichem Wege durch Bilden des
zweiten Differentialquotienten von 6” nach ¢ nachgewiesen
werden; es folgt aber auch schon daraus, daBl jede stetige
Funktion des Winkels ¢, die nicht konstant ist, bei einmaligem
Umlaufe des ganzen Kreises mindestens ein Maximum und ein
Minimum haben muf.

Wenn ¢ =0 ist, fallen die Richtungen der Koor-
dinatenachsen mit den Hauptrichtungen zusammen
und 6,, 6, sind selbst die Hauptspannungen. Einander
gleich kénnen die Hauptspannungen nur dann werden, wenn
zugleich 7 = 0 und 6, = ¢, ist. Dann kann jede Richtung in
der X Y-Ebene als Hauptrichtung angesehen werden.

Wir wenden uns jetzt zur Ermittelung der Maximalwerte
der Schubspannungskomponente r'. Aus Gl (9) erhalten wir
j; = 6’;6‘" -2 cos 2¢p — 27 sin 2¢.

Die Bedingung fiir ein Maximum oder Minimum wird da-
her ausgesprochen durch die Gleichung '

By, (13)
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Dieser Wert ist das Negative der Kotangente von 2¢,
die aus der Bedingungsgleichung (10) gefunden wird. Daraus
folgt, daB der nach Gl. (13) bestimmte Winkel sich von dem

aus Gl (10) abgeleiteten um einen Rechten oder um 7; unter-

scheidet. Die Winkel ¢ selbst, fiir die einerseits ¢¥ und anderer-
seits 7’ die Maximal- oder Minimalwerte annehmen, unter-

scheiden sich demnach um ’; Die griBten Schubspan-

nungen erhilt man also fiir solche Schnittrichtungen,
die mit den Hauptrichtungen Winkel von 45° ein-
schlieBen. Beachtenswert ist, daB die Normalspannungen
auf diesen Ebenen im allgemeinen nicht verschwinden, wie
man auf Grund des Vorausgegangenen hiitte vermuten kénnen.
Setzt man 2¢ aus Gl (13) in die erste der Gl (9), so findet
man fiir die zugehérige Normalspannung 5 :—Gy , und dieser
Wert gilt fiir jede der beiden zueinander senkrechten Schnitt-
ebenen, auf denen z’ zum Maximum oder Minimum wird. Nur
wenn 6, = — ¢, ist, wird diese Normalspannung zu Null.
Aus Gl (13) folgt

GP—Gy 27

s 2(]3 =+ V4'rg +?6x"6-;5.§, cos Q(p = 4 Vi + \G;;:;)T"
und wenn man diese Werte in die zweite der Gleichungen (9)
einsetzt, erhiilt man

z'ma‘.x = i'&'-l/é;t"s + (61. = Gy)z. (14)

Die heiden Werte 7’n.x und z'min unterscheiden sich also
nur durch das Vorzeichen voneinander. Dieses Ergebnis ist,
soweit es sich um die absoluten Griofen handelt, selbstver-
stiindlich nach dem in den Gleichungen (4) ausgesprochenen
Satze iiber die Gleichheit der in senkrechten Schnittflichen
einander zugeordneten Schubspannungen. Die Vorzeichen da-
gegen sind in-Gleichung (14) gleichgiiltig, da sie nur durch
die willkiirliche Festsetzung dariiber bedingt sind, in welcher
Richtung ¢’ als positiv gerechnet werden sollte.
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§ 7. Der lineare oder einachsige Spannungszustand.

Setzt man beim ebenen Spannungszustande eine der Haupt-
spannungen gleich Null, so gelangt man auf den einachsigen
oder linearen Spannungszustand, der z. B. bei der in § 3 be-
sprochenen Zugstange unter den dort angegebenen Voraus-
setzungen auftritt. Man nehme etwa an, daB die Koordinaten-
achsen schon von vornherein in die Hauptrichtungen gelegt
gewesen seien, setze also 7 =0 und, um auf den linearen
Spannungszustand zu kommen, auBerdem noch 6, = 0. Die
(leichungen (9) gehen dann iiber in :

¢’ =0, 1__-2032‘;) =6, sin’gp
15
7 = 62”' sin 2 g. il

Wir merken uns fiir- diesen Fall, daB nach der zweiten
der Gleichungen (15) bei ihm die gréfite Schubspannung halb
so groB ist als die Zug- oder Druckspannung in der Haupt-
richtung.

Den ebenen Spannungszustand kann man sich durch das
Zusammenwirken von zwei einachsigen Spannungszustinden
hervorgebracht denken, deren Hauptrichtungen rechtwinklig zu-
einander stehen. KEbenso kann auch, wie in Band V niher
besprochen werden wird, der allgemeinste Spannungszustand
auf drei rechtwinklig zueinander stehende einfache Zug- oder
Druckbeanspruchungen, also auf drei nebeneinander auftretende
einachsige Spanmungszustinde zuriickgefithrt werden.

§ 8. Spannungskreis und Spannungsellipse.

Zur Veranschaulichung der durch die Formeln in § 6 aus-
gesprochenen Eigenschaften des ebenen Spannungszustandes
bedient man sich mit Vorteil der von Mohr angegebenen
graphischen Darstellung durch den Spannungskreis. Denkt
man sich die Koordinatenachsen in die beiden Hauptrichtungen
gelegt, setzt also 7 =0, so daB 6, und 6, die Hauptspannungen
bedeuten, so gehen die Glelchungen (9) iiber in
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Pt ‘?z']’_“y . Oy
2

;—ﬁcos?(pl
e l (16) -

T
5 Y sin 2 @.

T

Man trage auf einer Aszissenachse in Abb. 6 vom Ur-
sprunge O aus die beiden Hauptspannungen 6, = OB und
6,= 0A ab und schlage iiber AB als Durchmesser einen
Kreis. Zieht man dann vom Mittelpunkt M aus den Halb-
messer M C, der den Winkel 2¢ mit der Abszissenachse ein-
schlieBt, so gibt, wie ein Vergleich der Figur mit den Glei-
chungen (16) sofort erkennen liBt, die Abszisse des Punktes C'
die Normalspannung ¢’ und die Ordinate die Schubspannung 7’
fiir eine Schnittrichtung an, die den Winkel ¢ mit der Rich-
tung der Hauptspannung ¢, bildet. Der Mittelpunkt M des

Spannungskreises hat némlich die Abszisse ﬂ'*'_gﬁ" , und der

Oy

Radius ist gleich 7;-- - Hieraus folgt auch, daB die in diesem

Schnitt iibertragene, aus ¢" und 7’ resultierende Gesamtspan-
nung o der GriBe nach durch die Verbindungslinie OC dar-
gestellt wird und daB sie mit der
G, 9C Normalen zur Schnittfliche einen
L7

Winkel einschlieBt, der dem Winkel
AT COM in der Abbildung gleich ist.
Al i B In der Abbildung war ange-

nommen, dafl beide Hauptspan-
nungen Zugspannungen seien und
unter 6, die griBere von beiden
@_J verstanden. Sollte 6, eine Druck-
spannung sein, so ist 04 von O aus
nach links hin abzutragen; ebenso
sind beide nach links abzutragen, wenn auch noch 6, eine
Druckspannung (und zwar in diesem Falle die dem Absolut-
betrage nach kleinere von beiden) ist. Im iibrigen findert sich
dadurch an der gewiihlten Darstellung nichts.

IR,

C

Abb. 6.

Eine andere Art der Darstellung wird durch die Spannungs-
ellipse gewonnen. Man denke sich fiir eine Reihe von Schnitten
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die Resultierende ¢ aus ¢" und z" ermittelt und sie von einem Punkte
O aus in jener Richtung, die sie tatsiichlich einnimmt, abgetragen.
Die Endpunkte aller dieser Strahlen liegen auf einer Ellipse, deren
Mittelpunkt O ist und die man als die Spannungsellipse bezeichnet.
Auf den Beweis dafiir kann hier verzichtet werden, da mit dieser
Darstellung ohnehin nicht viel gewonnen wird.

§ 9. Die reine Schubbeanspruchung.

Ein besonderer Spannungszustand, mit dem man hiufig
zu tun hat, wird dadurch gekennzeichnet, dal man einen kleinen
Wiirfel abgrenzen kann, an dem auf vier Seitenflichen aus-
schlieBlich Schubspannungen senk-
recht zur Z-Richtung vorkommen,
withrend die beiden zur Z-Achse
senkrechten Seitenflichen ohne
Spannung sind (Abb. 7). Dieser,
als der Fall der reinen Schub-
beanspruchung bezeichnete Spann-
ungszustand ist zunicht ein ebener
und daher in den allgemeinen For-
meln von § 6 mit enthalten. Man
kommt auf ihn, wenn man die beiden Hauptspannungen gleich-
grof und von entgegengesetztem Vorzeichen wihlt Die Haupt-
richtungen des Spannungszustandes fallen dann mit den Diagonal-
ebenen des Wiirfels, die durch die Z-Richtung gelegt werden
kénnen, zusammen, und die Schubspannung auf der Wiirfelseite
ist ebenso groff als jede der beiden Hauptspannungen.

Diese Behauptungen folgen auch, ohne dafl man auf die
Formeln von § 6 zuriickzugreifen braucht, sehr einfach aus
dem Mohrschen Spannungskreise, dessen Mittelpunkt in diesem
Falle mit dem Ursprunge O in Abb. 6 zusammenfillt.

06

Abb. 7.

Aufgaben.
1. Aufgabe. Leite die den Gleichungen (5) entsprechenden
Gleichgewichisbedingungen fiir das ebene Problem ab!
Lisung. Streicht man die nach den Gleichungen (8) beim
ebenen Probleme wegfallenden Spannungen aus den Gleichungen (5),
Foppl, Festigkeitslehre. 4. Aufl. a
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so gibt die letate Z =0, d. h. dieser Spannungszustand ist nur
méglich, wenn die #uBere Kraft senkrecht zu der als Z-Achse be-
zeichneten Richtung steht (oder wenn die HuBere Kraft iiberhaupt
verschwindet), und die beiden ersten (leichungen liefern

f/ﬁ“. 0T 4 aa_n . 6T o
TE+W+X=O’ 3y T+t Y=0.

Grenzt man ein rechtwinkliges Parallelepiped ab, von dem eine
Kantenrichtung mit der Z-Richtung zusammenfiillt, und trigt die
beim ebenen Spannungszustande daran angreifenden Spannungen
ein, so kann man die vorstehenden Gleichungen auch unmittelbar
aus der Figur ablesen; es wird empfohlen, dies auszufiihren,

2. Aufgabe. Aus den Gleichungen (6) ist der Wert der Nor-
malkomponenter. 6, der spezifischen Spannung p, 2u ermitteln!

Lisung. Anstatt die Spannung p, selbst anf die Normale »
zu projizieren, kann man, um ¢, zu erhalten, auch ihre drei Kom-
ponenten nach den Koordinatenachsen auf »n projizieren und auns den
Projektionen die algebraische Summe nehmen. Dies liefert

6, = P08 (nz) + Doy €08 (ny) + p,, cos (nz),
oder nach Einsetzen der Werte aus den Gleichungen (6)
6, = @, cos*(nz) + ¢, cos*(ny) + o, cos™(nz) 4 27, cos(nax)cos(ny)
+ 21, cos (nx) cos (nz) + 217, cos (ny) cos (ne).

3. Aufgabe. Eine Welle, dic gleichzeitig auf Biegung und auf
Verdrehen beansprucht wird, erfahre an der geféhrlichsten Stelle eine
Biegungsspannung rechtwinklig zum Querschnitte von der Grifie 300 atm
und eine Schubspannung infolge der Verdrehung von 400 aim. Wie
grof ist ¢ max und t'max?

Lisung. Der Spannungszustand ist ein ebener. Die Richtung
der Stabachse wiihle man zur Richtung der X-Achse, die Y-Achse
lege man in die Richtung der Schubspannung im Querschnitte. Dann
ist 6, = 300, =400 und 6,=0 in die Gleichungen (12) und (14)
einzusetzen. Man erhiilt ¢ max = 4+ 577,2 atm, ¢ pin = — 277,2 atm,
T max = 427,2 atm.
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