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Fiinfter Abschnitt.

Das Fachwerk im Ranme.

§ 42. Notwendige Stéibe und Auflagerbedingungen.

Im vorigen Abschnitte handelte es sich nur um den Wider-
stand, den ein ebener Stabverband gegen Forminderungen
innerhalb seiner eigenen Ebene zu leisten vermag und um die
Spannungen, die in den Stdben durch Lasten hervorgerufen
werden, die selbst alle in der Konstruktionsebene enthalten
gind. Gegen Forménderungen, bei denen die Knotenpunkte
aus der Konstruktionsebene heraustreten, sind jedoch die ebenen
Fachwerke an sich ganz widerstandslos oder sie vermégen
wenigstens einen gewissen, geringen Widerstand gegen solche
Formiinderungen nur insoweit zu leisten, als der Biegungs-
widerstand der Stdbe und die Steifigkeit der Knotenpunkte
dazu fithren. Daher sind auch die Lehren des vorigen Ab-
gchnittes fiir die Beurteilung der Steifigkeit eines Stabverbandes
nur unter der ausdriicklichen Voraussetzung anwendbar, daB
auf irgendeine Art ausreichende Fiirsorge dafiir getroffen ist,
daB die Knotenpunkte nicht auns der Konstruktionsebene heraus-
treten konnen.

Hieraus erhellt, daf die Theorie des Fachwerkes erst da-
durch zu einer allgemeineren Fassung gelangen kann, die allen
bei ihrer praktischen Anwendung auftretenden Bedingungen
gerecht wird, daf man die Fachwerke als Gebilde des dreifach
ausgedehnten Raumes auffaBt. Dies hindert nicht, da man,
wie es auch hier geschehen ist, zuerst die einfacheren Betrach-
tungen iiber das ebene Fachwerk erledigt und sich erst nachher
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in die verwickelteren Bedingungen vertieft, die sich im dreifach
ausgedehnten Raume oder kiirzer im ,,Raume* geltend machen.

Wir haben hier vor allem wieder die Frage zu beantworten,
wieviel Stibe erforderlich sind, um » Knotenpunkte, die jeden-
falls nicht alle in derselben Ebene liegen diirfen, zu einer raum-
lichen Figur von unveréinderlicher Gestalt zu verbinden. Dabei
sind wieder verschiedene Bildungsgesetze mdglich, entsprechend
jenen, die wir schon beim ebenen Fachwerke kennen lernten. Wir
gehen aber wie dort zundchst von der einfachsten Art des Auf-
baues oder wenigstens von jener aus, die sich bei der ersten
Betrachtung als die einfachste darbietet.

Zunichst verbinden wir wieder drei der Knotenpunkte durch
drei Stibe zu einem Dreiecke, denn das Dreieck ist bei unver-
dnderlichen Seitenlingen auch im dreifach ausgedehnten Raume
keiner Gestaltinderung fahig. Ein vierter Knotenpunkt, der
mit den vorigen nicht in derselben Ebene liegen darf, kann
hierauf durch drei Stdbe mit diesen steif verbunden werden.
Hierbei entsteht ein Tetraeder, dessen Gestalt ebenfalls unver-
anderlich ist, solange sich die Stablingen nicht &ndern. Der
Ausnahmefall kann hier nur eintreten, wenn die vier Ecken in
eine Ebene fallen, das Tetraeder selbst also als solches ver-
schwindet und einer in der Ebene geometrisch iiberbestimmten,
im Raume aber unendlich wenig verschieblichen, ebenen Figur
Platz macht. Diesen Fall hatten wir aber schon ausgeschlossen.

Auch jeder folgende Knotenpunkt kann an die vorigen
durch drei Stdbe unverschieblich angeschlossen werden, wenn
nur darauf geachtet wird, daB die drei AnschluBstibe niemals
in einer Ebene liegen diirfen. Dies folgt sowohl aus der geo-
metrischen Betrachtung, wie aus der statischen Bedingung, daB
die Spannungen in den AnschluBstiben ausreichen miissen, um
gegen jede Last, die an dem angeschlossenen Knotenpunkte
angreifen mag, das Gleichgewicht zu sichern.

Fiir jeden anzuschlieBenden Knotenpunkt miissen wir hier-
nach drei Stibe aufwenden und nur im Anfange geniigten zur
Verbindung der drei Ausgangsknotenpunkte drei Stibe. Hier-
nach ist die Zahl m der notwendigen Stibe

16*
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. m = 3n — 6. (54)
Natiirlich konnen auch hier wieder nachtriiglich iiberziihlige
Stibe zwischen die bereits steif miteinander verbundenen
Knotenpunkte eingeschoben werden, wodurch das ridumliche
Fachwerk in ein geometrisch iberbestimmtes und zugleich
statisch unbestimmtes iibergeht. Die hieriiber bereits beim
ebenen Fachwerke durchgefithrten Betrachtungen bleiben auch
hier giiltig und brauchen nicht nochmals wiederholt zu werden.
In diesem Abschnitte soll iibrigens nur von den geometrisch und
statisch bestimmten rdumlichen Fachwerken die Rede sein.
Ferner kann man auch beim réumlichen Fachwerke von den
nach dem soeben besprochenen Plane aufgebauten zu Fach-
werken von abweichender Gliederung dureh das schon friiher
angewendete Mittel der Stabvertauschung itbergehen. Beseitigt
man nimlich einen Stab, so erhilt man einen zwangliufigen
Mechanismus und der damit gegebene Freiheitsgrad kann wieder
beseitigt, die Steifigkeit also wieder hergestellt werden, indem
man irgend zwei Knotenpunkte, die bei einer Bewegung des
Mechanismus ihren Abstand @ndern miiffiten, durch einen neuen
Stab miteinander verbindet.
Die Zahl der durchschnittlich von einem Knotenpunkte
ausgehenden Stibe folgt aus Gl. (54) zu
2%" oder 6 —1’?-

sie bleibt also stets kleiner als sechs. Bei den gewohnlich vor-
kommenden Fachwerkformen, die eine grofie Zahl von Knoten-
punkten enthalten, gehen von den meisten Knotenpunkten je
sechs Stibe aus, wihrend bei einigen Knotenpunkten die Zahl
geringer ist. Jedenfalls miissen bei einem statisch bestimmten
riumlichen Fachwerke Knotenpunkte vorkommen, von denen
héchstens fiinf Stibe ausgehen. Andererseits diirfen von keinem
Knotenpunkte weniger als drei Stibe ausgehen und auBerdem
diirfen die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stébe nie-
mals alle in derselben Ebene enthalten sein.

Wie beim ebenen Fachwerke die Scheibe, kann man hier
den starren Korper als Fachwerkelement mit einfithren. Man
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kann sich darunter selbst wieder ein in sich steif verbundenes
riumliches Fachwerk oder auch einen zusammenhingenden
Korper vorstellen. Namentlich die ganze feste Irde kann als
Fachwerkbestandteil aufgefaBt werden und man gewinnt damit
auf einfachste Weise den Ubergang von den nicht festgehal-
tenen, sondern nur in sich unverschieblichen Fachwerken zu
zahlreichen Fachwerktrigern, ndmliech zu allen, bei denen keine
verschieblichen Auflager vorkommen.

Hat ein ridumliches Fachwerk ein e n starren Korper und
n freie (d. h. nicht zu jenem gehorige) Knotenpunkte, so betrigt
die Zahl der notwendigen Stébe

m = 3n, (55)

denn jeder freie Knotenpunkt wird durch je drei Stibe unver-
schieblich angeschlossen. Dabei ist es aber nicht notig, dalB
auch wirklich von jedem Knotenpunkte drei Stibe unmittelbar
zum starren Korper gefithrt sind. Man kann, nachdem schon
ein Knotenpunkt angeschlossen ist, einen der Verbindungsstibe
zum zweiten Knotenpunkte auch von jenem aus fithren und
spiter braucht man {iberhaupt keine Stibe mehr unmittelbar
vom starren Korper ausgehen zu lassen. AuBerdem kann man
nachtriglich auch noch Stabvertauschungen vornehmen. Es
kommt also im wesentlichen nur auf die Zahl der Verbindungs-
stibe an, obschon natiirlich MiBgriffe in der Verteilung der
Stibe, wie sie schon beim ebenen Fachwerke besprochen wurden,
oder Ausnahmefille, die nicht durch die Gliederung im all-
gemeinen, sondern dadurech bedingt sind, daB ein Stab im
Maximum oder Minimum seiner Lénge steht, hierbei vermieden
sein miissen.

Enthilt das Fachwerk mehr als einen, also etwa » starre
Koérper, so kann man sich zuniichst zwei derselben verbunden
denken. Hierzu braucht man sechs Stiibe. Dies geht einerseits
daraus hervor, daB ein starrer Korper gegen den andern sechs
Freiheitsgrade hat, so daB sechs Fesseln nétig sind, von denen
jede einen Freiheitsgrad aufhebt, und andererseits auch daraus,
daB jede an dem einen Korper auftretende Last nach sechs
Richtungslinien eindeutig zerlegt werden kann. Natiirlich miissen
dabei die schon im dritten Abschnitte besprochenen Ausnahme-
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fille vermieden werden: es darf sich also keine Gerade ziehen
lassen, die alle sechs Stabrichtungen schneidet und namentlich
diirfen nicht mehr als drei Stabrichtungen durch denselben Punkt
gehen und nicht mehr als drei diirfen in derselben Ebene ent-
halten sein.

Auch jeder folgende starre Korper kann durch sechs Stibe
an die vorigen und jeder freie Knotenpunkt durch drei Stibe an-
geschlossen werden. Im ganzen betriigt daher die Stabzahl in
diesem allgemeinen Falle

m=23n+46(r—1)=23n— 6 + 67, (56)
womit auch Gleichung (54) fiir » = 0 mit umfaBt wird. Auch hier
ist es natiirlich nicht notig, daB die Stibe genau so verteilt sind,
wie wir jetzt annehmen; man kann vielmehr nachtriiglich noch
Stabvertauschungen vornehmen. Jedenfalls diirfen aber von keinem

starren Korper weniger als sechs und von keinem freien Knoten-
punkte weniger als drei Stiibe ausgehen.

In Verbindung hiermit soll sofort auch die Frage der A uf-
lagerbedingungen erledigt werden. Notigt man einen
Knotenpunkt, auf einer bestimmten Fliche zu bleiben, die
man gich fiir eine unendlich kleine Verschiebung auch durch
ihre Beriihrungsebene ersetzt denken kann, so schreibt man
ihm eine Auflagerbedingung vor. Von den sechs Freiheitsgraden
des starren Korpers wird ndmlich dadurch, wenn sonst keine
Bewegungsheschrinkung vorliegt, nur einer vernichtet. Wird
der Knotenpunkt gendtigt, auf einer Linie zu bleiben, so ent-
spricht dies zwei Auflagerbedingungen und der Kérper hat, wenn
kein anderes Hindernis vorliegt, noch vier Freiheitsgrade.
Wihlt man ndmlich den Auflagerknotenpunkt als Anfangspunkt
fiir die Beschreibung der Bewegung, so miissen von den sechs
Komponenten der Vektoren v, und u, durch die der Geschwindig-
keitszustand gekennzeichnet wird, zwei Komponenten von v,
verschwinden, da p, nur in die Richtung der Auflagerbahn
fallen kann. — Einem vollstindig festgehaltenen Knotenpunkte
sind drei Auflagerbedingungen vorgeschrieben.

Die Zahl der Auflagerbedingungen, die man einem starren
Korper im ganzen vorschreiben muB, um ihn festzuhalten,
betrigt sechs, nimlich soviel als die Zahl der Freiheitsgrade,
die aufzuheben sind. Die sechs Auflagerbedingungen miissen
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sich auf mindestens drei Knotenpunkte verteilen. Wollte man
zwei Knotenpunkte vollstindig festhalten, so wiirde dies nur
finf voneinander unabhiingigen Auflagerbedingungen ent-
sprechen. Denkt man sich nimlich einen Knotenpunkt festge-
halten und den andern lings irgendeiner Linie beweglich, so
kann sich dieser schon nicht mehr bewegen, da er wegen des Zu-
sammenhanges im starren Korper seinen Abstand von dem
festgehaltenen Punkte nicht zu &ndern vermag.

Man kann also etwa einem Knotenpunkte eine, einem
zweiten zwei und einem dritten drei Auflagerbedingungen vor-
schreiben. Oder man kann auch die sechs Auflagerbedingungen
auf sechs Knotenpunkte verteilen, von denen dann jeder auf
einer Fliache gelagert ist, lings deren er sich, wenn sonst kein
Hindernis vorlige, frei zu verschieben verméchte. AuBerdem
vermag man auch, wie schon bei den ebenen Trigern, eine
groBere Zahl von Auflagerbedingungen einzufiihren, ohne den Tri-
ger dadurch statisch unbestimmt zu machen, falls man dafiir eine
entsprechende Zahl von Stiben aus dem Verbande herausnimmt.

Bezeichnet man die Zahl der Auflagerbedingungen mit p,
so erhilt man an Stelle von Gl (54)

m= 3n— p, (57)

denn um ebensoviel als p grifer wird als 6, ist m zu vermindern,
damit der Tridger nicht statisch unbestimmt wird.

Die Auflagerbedingungen vermag man
iibrigensstetsauch durchStidbe vonhinrei-
chender Linge zu erfiillen, die von der
festen Erde nach den Auflagerkmnoten-
punktengefihrtsind. Ist ein Knotenpunkt nur durch
einen Stab mit der festen Frde verbunden, so wird er dadurch
genotigt, auf einer Kugelfliche zu bleiben, deren Halbmesser
gleich der Lange des Stabes ist. Zwei Stabe fithren den Knoten-
punkt auf einer Linie; er mubB ndmlich auf dem Kreise bleiben,
in dem sich die den beiden Staben zugehérigen Kugelflichen
schneiden. Drei Stibe halten den Knotenpunkt vollstindig fest.
Jeder Stab entspricht daher einer Auflagerbedingung.
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Infolgedessen vermag man auch die
nihere Untersuchung der Auflagerbedin-
gungenganzzuumgehen,indemmansiesich
alle durch Stibe ersetzt denkt; abgesehen von
den festgehaltenen Knotenpunkten, die man unmittelbar als
Punkte der festen Erde betrachtet. Man kann dann jeden rdum-
lichen Fachwerktriger auch als ein Fachwerk auffassen, das
die Erde als starren Korper enthilt und in dem nur Verbindungs-
stabe, sonst aber keine Bewegungsfesseln, die als Auflagerbe-
dingungen zu bezeichnen wiren, vorkommen.

SchlieBlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB man
bei der Theorie des ebenen Fachwerkes jedem Knotenpunkte im
Grunde genommen eine Auflagerbedingung vorschreibt, von der
dort freilich gar keine Rede ist. Man setzt n#mlich voraus, daf
die Knotenpunkte gendtigt seien, in der Konstruktionsebene zu
bleiben und dies entspricht in der Tat, sobald wir den Stabverband
als ein rdumliches System auffassen, einer Auflagerbedingung.
Diese n Auflagerbedingungen bewirken einerseits, daB die Figur
auch im Raume ihre Gestalt nicht findern kann und sie fithren
andererseits zugleich eine Beschriinkung in der Bewegungsfreiheit
des unveriinderlichen Stabgebildes herbei. Es kann sich nachher
nur noch in der gemeinsamen Auflagerebene bewegen, hat also nur
noch drei Freiheitsgrade. Beriicksichtigt man dies, so gehen die
Formeln fiir die notwendige Stabzahl beim riiumlichen Fachwerke
ohne weiteres in die beim ebenen Fachwerke iiber.

§ 43. Das Flechtwerk.

Die Formen, in denen das riumliche Fachwerk, namentlich
bei einer griferen Zahl von Knotenpunkten, aufzutreten ver-
mag, sind iiberaus mannigfaltig. Unter ihnen zeichnet sich
aber eine bestimmte Art des Aufbaues ihrer einfachen Gesetz-
maligkeit wegen besonders aus. Auch fiir die Anwendungen
sind Fachwerke von der Gliederung, die ich hier meine, von
besonderer Wichtigkeit und es rechtfertigt sich daher, eine be-
sondere Bezeichnung fiir sie einzufithren: ich nenne sie Flecht-
werke.

Ein Flechtwerk ist einrdumliches Fach-
werk, dessen Knotenpunkte wund Stdbe
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simtlich auf einem Mantel enthalten sind,
der einen einfach zusammenh@ngenden
inneren Raum umschlieBt.

Um zu erkennen, daB raumliche Fachwerke von dieser Art
moglich sind, geht man von dem Satze aus, den Euler iiber die
Zahl der Ecken, Kanten und Seitenflichen in einem Polyeder
aufgestellt hat. Der Satz gilt nur fiir Polyeder mit einfach zu-
sammenhingendem Innenraume und kann fir diese durch eine
einfache Uberlegung bewiesen werden.

Beginnt man nimlich beim Aufbaue des Polyeders zuniichst
mit einer Seitenfliche, so hat man damit schon eine Seitenfliche,
eine Anzahl Kanten und ebensoviel Ecken des Polyeders. Setzt
man eine neue Seitenfliche daran, so kommt eine neue Kante mehr
dazu, als neue Ecken, weil diese zwischen jenen liegen. Dies gilt
auch beim Ansetzen weiterer Seitenflichen und wir kdnnen sagen,
daB die Zahl der neu hinzukommenden Kanten ebensogrofl ist,
als die Zahl der neu hinzukommenden Ecken, vermehrt um die Zahl
der hinzukommenden Seitenflichen. Nur zuletzt, wenn der Mantel
des Polyeders durch Einfiigen der letzten Seitenfliche geschlossen
wird, tritt weder eine neue Ecke, noch eine neue Kante, wohl
aber eine neue Seitenfliche auf. Die Zahl der Ecken und Seiten-
flichen bleibt also sonst immer gleich der Zahl der Kanten, mit
Ausnahme des Anfanges und des Endes, wo jedesmal eine Seiten-
fliche mehr auftritt, als zur Herstellung des Ausgleiches zwischen
jenen Zahlen erforderlich wire. Wird also die Zahl der Kanten
mit m, die Zahl der Ecken mit n, die Zahl der Seitenflichen
mit f bezeichnet, so hat man

m=mn-+f—2 (58)
und diese Gleichung spricht den Eulerschen Satz aus.

Wir wollen den Satz auf den besonderen Fall anwenden,
daB alle Seitenflichen Dreiecke sind. In diesem Falle besteht
noch ein leicht nachweisbarer Zusammenhang zwischen m und f.
Das Dreifache von f gibt nimlich die Zahl der Kanten an, die
man erhilt, wenn man in jedem Dreiecke die Kanten von neuem
zéhlt. Hierbei wird aber jede Kante, die immer eine Grenze
zwischen zwei Dreiecken bildet, doppelt gezihlt und die Anzahl
der Polyederkanten betrigt daher gerade die Hilfte von 3f.

Mit m = 5 oder /= 2 geht aber GL. (58) iiber in
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m

3
und damit ist, wie ein Vergleich mit Gl. (54) lehrt, nachgewiesen,
daBl die Zahl der Kanten in einem von lauter Dreiecken um-
schlossenen Polyeder mit einfach zusammenhéngendem Innen-
raume gerade ausreicht, um bei unverinderlicher Liinge die
Ecken unverschieblich miteinander zu verbinden. Hiermit ist
auch die Moglichkeit der Flechtwerke erkannt und zugleich nach-
gewiesen, daf sie nicht nur stabile, sondern zugleich auch sta-
tisch bestimmte Fachwerke bilden. Man muB sich nur vorbe-
halten, daB Ausnahmefille, die hier natiirlich ebenso gut, wie
beim ebenen Fachwerke vorkommen kénnen, vermieden werden.
Dann kann man sagen:

=n—2 oder m=38n—6

Jede aus Dreiecken zusammengesetzte
Mantelfliche, die eineneinfachzusammen-
hingenden Raum vollstdndig umschlieBt,
liefert im allgemeinen, wenn man die Kan-
ten alg Stdbe und die Ecken als Knoten-
punkte auffafit, ein stabiles und statisch
bestimmtes Fachwerk, das man ein Flecht-
werk nennt.

Hierbei ist nicht notig, daB alle Dreiecke des Mantels in
verschiedenen Kbenen liegen; nur diirfen nicht alle Dreiecke,
die von einer Ecke ausgehen, in derselben Ebene liegen, weil
dies sonst auch von den Stdben an dieser Ecke zutriife und weil
der Knotenpunkt gegen Verschiebungen senkrecht zu jemer
Ebene alsdann nicht gentigend abgestiitzt wire. — Ob im iibrigen
ein Ausnahmefall vorliegt oder nicht, entscheidet man am ein-
fachsten dadurch, daB man die Stabspannungen berechnet.
Bleiben diese fiir beliebige endliche Lasten stets endlich, so ist
der Ausnahmefall vermieden.

Flechtwerkméntel vermag man selbst wieder von sehr ver-
schiedenen Gestalten anzugeben und man erkennt daraus leicht
den Formenreichtum im Gebiete des riumliches Fachwerkes.
Von den regelmiBigen Polyedern sind z. B. das Tetraeder, das
Oktaeder und das Tkosaeder ohne weiteres Flechtwerke; beim
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Wiirfel und beim Dodekaeder muB man jede Seitenfliche durch
Einschalten von Diagonalen in Dreiecke zerlegen, um Flecht-
werke zu erhalten. s

Zieht man auf einer Kugel eine Anzahl von Meridianen
und Parallelkreisen, wie bei der Gradeinteilung auf einem Erd-
globus, betrachtet die Schnittpunkte als Knotenpunkte und die
zu den Kreishogen zwischen zwel aufeinander folgenden Knoten-
punkten gehorigen Sehnen als Stébe, so braucht man nur noch
in jedes vierseitige Fach einen Diagonalstab einzuschieben, um
zu einem Flechtwerke zu gelangen. Bei einem Ellipsoide oder
einer geschlossenen Fliche von #hnlicher Art fihrt dasselbe
Verfahren, das leicht auch noch ein wenig abgeindert werden
kann, falls man dabel nur zu einem aus Dreiecken zusammen-
gesetzten Mantel gelangt, ebenfalls zum Ziele.

Ubrigens macht es auch nicht viel aus, wenn man bei dem
in der beschriebenen Weise erhaltenen Kugelflechtwerke die
Stibe nicht geradlinig ausfiihrt, sondern sie nach den Meridian-
und Parallelkreisen, denen sie folgen, kriimmt. Denn auch ein
Stab, der zwischen seinen beiden Knotenpunkten ein wenig gekriimmt
ist, vermag Entfernungsinderungen seiner Endpunkte zu verhiiten,
ohne dabei wesentlich auf Biegung beansprucht zu werden, solange
nur die kreisformige Stabachse sich von der zugehorigen Sehne
nicht viel entfernt. Die Zahl der Knotenpunkte oder, was auf
dasselbe hinauskommt, die Zahl der Meridiane und Parallelkreise, -
darf also in diesem Falle nicht zu klein gewiihlt sein. Anderer-
seits soll freilich die Zahl der Knotenpunkte auch nicht zu groB
gein, weil sich sonst die von einem Knotenpunkte
ausgehenden Stibe zu wenig von der Tangential-
ebene an die Kugel abheben. Liegen die Stibe
niimlich nahezu in einer Ebene, so nihern wir
uns dem Ausnahmefalle und wir erhalten fiir Einzel-
lasten an einem solchen Knotenpunkte, die eine
Komponente rechtwinklig zur Tangentialebene
haben, groBe Stabspannungen.

Ein anderer Fall wird durch das in Abb. 121
vorgefiithrte Zylinder- oder Tonnenflecht-
werk gebildet. Wie vorher die Kugel, kann Abb. 121,
man sich auch einen Zylindermantel durch eine Anzahl von
Parallelkreisen und durch Zylindererzeugende in vierseitige
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Fiacher zerlegt denken, die durch Einschalten von Diagonalen in
Dreiecke geteilt werden kénnen. Um einen geschlossenen
Flechtwerkmantel zu erhalten, muf man aber dann auch noch
die beiden Basispolygone durch Diagonalen in Dreiecke zerlegen.

Da die Bogen, wenn man urspriinglich von einem Zylinder
ausging, nachtriiglich durch die zugehdrigen Sehnen ersetzt werden
milssen, wenn man nur geradlinige Stibe anwenden will, erscheint
der Flechtwerkmantel schlieBlich in der Gestalt eines Prismas.
Bemerkenswert ist dabei, daB man sich dieses Flechtwerk auch
durch Aneinanderfiigen von lanter ebenen Fachwerken entstanden
denken kann. Die auf jeder Seitenfliche des Prismas liegenden
Stiibe bilden niimlich fiir sich genommen ein ebenes Fachwerk mit
parallelen Gurten. Dabei haben je zwei aufeinander folgende ebene
Fachwerke die dazwischen liegende Gurtung gemeinsam. Von diesem
Umstande kann man Gebrauch machen, um die Berechnung der
Stabspannungen im Tonnenflechtwerke bei gegebenen Lasten auf
die Berechnung der Stabspannungen in den ebenen Fachwerken
zuriickzufithren.

SchlieBlich kann, um noch einen andern einfachen und
wichtigen Fall hervorzuheben, das Prisma in Abb. 121 auch
durch eine abgestumpfte Pyramide ersetzt werden, ohne daf
sich sonst etwas dnderte. AuBerdem steht auch nichts im Wege,
diese Pyramide bis zur Spitze hin durchzufithren. Das eine
Basispolygon fillt dann fort und wird durch die Spitze ersetst.
"Man gelangt so zu den bei neueren Kirchturmbauten oft zugrunde
gelegten Pyramidenflechtwerken, die sich von
den ilteren Konstruktionen, wie alle Flechtwerke, durch den
Umstand unterscheiden, daB der von dem Mantel umschlossene
Innenraum von keinen Stdben durchsetzt wird.

Um von einem Flechtwerke zu einem
Flechtwerktriger zu gelangen, kann man
zwel verschiedene Wege einschlagen. Zu-
néchst kann man sechs voneinander unabhéngige Auflagerbe-
dingungen vorschreiben, durch die das Flechtwerk gegen die
Erde festgehalten wird, wodurch es in einen Triger iibergeht,
der beliebige Lasten, die nun nicht mehr in derselben Ebene zu
liegen brauchen, aufnehmen kann. Am einfachsten werden
diese Auflagerbedingungen gewéhnlich durch Stdbe, die von
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der Erde nach dem Flechtwerke gefiithrt sind, ersetzt. Von
frither her ist schon bekannt, welche Ausnahmefille bei der An-
ordnung der sechs Verbindungsstibe vermieden werden miissen,
um eine steife Verbindung herzustellen. Ein Beispiel fiir einen
in dieser Weise gewonnenen Flechtwerktriger wird in § 47 be-
handelt werden. Zieht man mehr als sechs Verbindungsstibe,
so wird der Triger statisch unbestimmt; man kann aber dann,
ebenso wie es schon in der Lehre vom ebenen Fachwerke be-
sprochen wurde, durch Fortlassen einer entsprechenden An-
zahl von Stiben des Flechtwerkes die statische Bestimmtheit
auch wieder herstellen.

Ein anderer Weg zur Gewinnung von Flechtwerktrigern
wird durch die folgende Uberlegung gewiesen. Man denke sich
ein Flechtwerk durch einen beliebigen Schnitt in zwei Teile
getrennt. Jeder Teil fiir sich ist dann nicht mehr steif, wenig-
stens dann nicht, wenn der Schnitt, wie es gewohnlich der Fall
sein wird, mehr als sechs Stibe trifft. Nimmt man aber den
einen Teil und verbindet ihn durch die vom Schnitte getroffenen
Stibe mit der festen Erde, so erhidlt man auf jeden Fall einen
unverschieblichen Stabverband. Denn schon der Zusammenhang
mit dem fiir sich nicht steifen Reste, der bei der Fithrung des
Schnittes wegfiel, reichte aus, um Gestaltinderungen auszu-
schlieBen. Um so mehr muB also der Zusammenhang mit einem
starren Korper denselben Iirfolg herbeifithren.

Zugleich macht uns diese Betrachtung freilich auch darauf
aufmerksam, dall der Flechtwerktriger, den man auf solche Art
erhilt, geometrisch iiberbestimmt und darum zugleich auch
statisch unbestimmt ist. Wenn man darin einen Mangel erblickt,
so kann man ihm nachtriglich wieder dadurch abhelfen, daB
man noch eine entsprechende Anzahl von Stiben aus dem I'lecht-
werkverbande entfernt.

§ 44. Die Schwedlersche Kuppel.
Das ilteste und bis auf den heutigen Tag wichtigste Bei-
spiel fiir die praktische Ausfiihrung eines folgerichtig aufge-
bauten Flechtwerktriigers bildet die von Schwedler herrithrende
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Kuppelkonstruktion. Man gelangt zu ihr, indem man von
einem Kugelflechtwerke eine Haube abschneidet und sie mit der
Erde durch die vom Schnitte getroffenen Stibe verbindet. Ent-
fernt man nachtriglich noch die Spitze mit den von ihr ausgehen-
den Stiben, so daB die Tragkonstruktion in einem ,,Nabelringe®
endet, so wird der Flechtwerktriger statisch bestimmt. Auf
die besondere Gestalt des Meridians kommt es hierbei nicht an:

Abb, 122,

ebenso gut als nach der Kugel, kann man den Flechtwerkmantel
auch nach irgendeiner andern Rotationsfliche gestalten. Der
Meridian kann selbst geradlinig sein und das alsdann entstehende
Kegeldach ist nur als ein besonderer Fall der Schwedlerschen
Kuppel aufzufassen.

Abb. 122 zeight eine Sehwedlersche Kuppel mit offenem
Nabelringe in Aufrif und Grundrif. DaB sie die zur Herstellung
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eines steifen Verbandes erforderliche Zahl von Stiiben umfaft,
kann durch Nachzihlen leicht festgestellt werden. Man hat
némlich ebensoviel Ringstibe, ferner ebensoviel Sparrenstibe
(so sollen die lings der Meridiane verlanfenden genannt werden)
und auch ebensoviel Diagonalstibe, als freie Knotenpunkte vor-
kommen, also die nach Gl. (55) erforderliche Zahl. Wird auBer-
dem noch ein Auflagerring
ausgefiihrt, der die Auflager-
punkte miteinander ver-
bindet, wie es gewohnlich
geschieht, so wird dadurch
an der statischen Bestimmt-
heit der Kuppel nichts ge-
andert, denn die Stibe des
Auflagerringes dienen nur
zur Verbindung von Punkten der festen Erde, helfen also die
von vornherein vorausgesetzte Starrheit des Widerlagers her-
stellen, die ohne sie vielleicht nicht geniigend gesichert wire.

DaB kein Ausnahmefall vorliegt, daB also die Knoten-
punkte durch die Stibe auch wirklich steif miteinander und mit
der Erde verbunden sind, wird sich daraus ergeben, daf jedem
beliebigen Lastensysteme durch endliche Werte der Stabspan-
nungen entsprochen werden kann.

Bei symmetrischer Belastung der Kuppel geniigt es, die auf
einer Kuppelseite liegenden Stabspannungen zu kennen, da die
auf allen andern Seiten ebenso groB sind. Ferner kann man
Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte herstellen, ohne die
Spannungen der Diagonalstibe dabei in Anspruch zu néhmen.
Da in einem statisch bestimmten Fachwerke nur ein einziges
System von Stabspannungen maglich ist, das den Gleichgewichts-
bedingungen geniigt, folgt daraus, daB die Diagonalstibe bei
symmetrischer Belastung auch wirklich spannungslos sind.

In Abb. 123 ist ein einzelner, aus vier Sparrenstibéen mit
den dazwischen liegenden Knotenpunkten bestehender Meridian
einer Schwedlerschen Kuppel herausgezeichnet. Die Lasten P,
P, usf. an den Knotenpunkten konnen und werden auch im all-

s

Abb. 123,
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gemeinen voneinander verschieden sein; zur symmetrischen Be-
lastung gehort nur, daB sie sich an allen andern Meridianen in
der gleichen Weise wiederholen. An jedem Knotenpunkte greifen
zwei Ringstiabe an, die gleiche Spannungen von gleichem Vor-
zeichen haben und die man sich durch eine in der Meridianebene
liegende Resultierende ersetzt denken kann. Die Resultierenden
miissen zugleich in den Ringebenen liegen, also horizontal ge-
richtet sein. Sie wurden in der Ab-
bildung mit R, R, usf. bezeichnet
und die Pfeile sind so eingetragen,

& I Fexs

Fd 77
/

o wie sie bei Druckspannungen in
2 den Ringstiben ausfallen.
Zur Ermittelung der Resul-
tierenden R und der Spannungen
2 S, 8, usf. in den Sparrenstiben

dient der Krifteplan in Abb. 124.
Man beginnt ihn mit dem Krifte-

ARtk dreiecke P,R,S, fiir den Knoten-
punkt des Nabelringes, reiht daran das Krifteviereck 8,P,R,S,
fiir den Knotenpunkt des unteren Ringes und fihrt in dieser
Weise fort. Die Sparrenstibe sind simtlich gedriickt und ihre
Spannungen wachsen von oben nach unten. Auch die Resul-
tierenden R entsprechen bei dem gewéhlten Beispiele iiberall
Druckspannungen in den Ringstidben, die aber nach unten hin
abnehmen. Es kann aber auch vorkommen, daB die Stabspan-
nungen in den unteren Ringen Null werden oder in Zugspan-
nungen iibergehen, wenn die Gestalt des Meridians etwas anders
gewihlt wird, oder wenn die Lasten P nach unten hin nicht so
schnell zunehmen, als hier vorausgesetzt wurde. Aus dem Krifte-
plane wird der Pfeil der R und hiermit das Vorzeichen der Ring-
gpannungen immer leicht zu erkennen sein.

Die Seitenzahl des GrundriBpolygons, zu dem die Kuppel
gehort, ist bis dahin ganz gleichgiiltig. Um aus den Resultieren-
den R die Spannungen der Ringstibe selbst zu finden, mufl man
aber die Seitenzahl kennen. Jedes R ist dann in der Ringebene
oder, was auf dasselbe hinauskommt, im Grundrisse nach den
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Richtungen der zugehorigen Ringstiabe zu zerlegen. Man kann
die sich hierfiir ergebenden Kriiftedreiecke auch an die Strecken
R in dem bereits gezeichneten Krifteplane unmittelbar an-
reihen.

7 Um ein Urteil dariiber zu gewinnen, wie sich das Span-
nungshild bei unsymmetrischer Lastverteilung gestaltet, muB
man vor allem untersuchen, welche Spannungen durch eine
Einzellast, die an einem beliebigen Knotenpunkte angreift,
hervorgerufen werden.

Zu diesem Zwecke muB ich aber zuniichst eine Bemerkung
iiber die sogenannten Gegendiagonalen vorausgehen lassen. Zur
Aussteifung geniigt es, wie wir sahen, wenn in jedes vierseitige,
aus Sparren- und Ringstiiben gebildete Fach eine einzige Diagonale
eingeschaltet wird, die das Fach in zwei Dreiecke zerlegt. Bei
symmetrischer Belastung sind die Diagonalen spannungslos, bei
unsymmetrischer haben sie aber Spannungen aufzunehmen. Daraus
folgt schon, daB sie bei manchen Belastungen gezogen, bei andern —
namentlich also bei jenen, die die vorigen zu symmetrischen Be-
lastungen erginzen — gedriickt sein werden. Nun vermeidet man
es gerne, solche Stibe, die nur verhilltnismiBig geringe Spannungen
aufzunehmen haben, auf Druck in Anspruch zu nehmen, weil sie
dann auf Zerknicken berechnet werden miiBten und daher bei groBerer
Liinge einen erheblichen Materialaufwand erforderten. Man kann
dies dadurch umgehen, dafl man jedes Fach mit zwei Diagonalstiben
versieht, die nur auf Zug widerstandsfihig zu sein brauchen, so dall
die Knickgefahr aufler Betracht bleiben kann.

Freilich erhilt man damit streng genommen iiberziihlige Stibe
und ein statisch unbestimmtes Fachwerk, Die statische Unbestimmt-
heit ist aber hier von besonders einfacher Art und sie hindert nicht,
daB die Berechnung im wesentlichen gerade so erledigt werden
kann, wie fiir den statisch bestimmten Triiger. Denkt man sich
niimlich zunfichst nur in einem einzigen Fache zwei Diagonalen
angeordnet, so konnen dadurch die Spannungen aller auBerhalb
dieses Faches liegenden Stiibe {iberhaupt nicht geiindert werden,
wie auch der Triger belastet sein mioge. Man erkennt dies, wenn
man sich den iiberziihligen Diagonalstab durchschnitten und die in
ihm herrschende Spannung durch #uBere Krifte an den beiden
Endknotenpunkten ersetzt denkt. Nach Durchschneidung der Dia-
gonale wird der Triiger wieder statisch bestimmt und die zu
den beiden neu auftretenden Lasten gehorigen Stabspannungen
verteilen sich nur auf die zu démselben Fache gehdrenden Stiibe,

Foppl: Graphische Statik, 3, Aufl, 17
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weil man hierdurch bereits Gleichgewicht an allen Knotenpunkten
herstellen kann. Daraus folgt, daB es fiir alle iibrigen Stiibe
ganz gleichgiiltig ist, ob die zweite Diagonale vorhanden ist
oder nicht und welche Spannung in ihr auftritt, wenn sie vor-
handen ist.

In Abb. 125* ist ein einzelnes Fach herausgezeichnet. Die
gestrichelt angegebene Linie 6 sei als die iiberziihlige Diagonale
angesehen. Herrscht in dieser eine beliebige Spannung, so findet
man die Spannungen in den Stiben 1 bis 5, die zum statisch be-
stimmten Triiger gehoren, wenn 6 durch Lasten an den Endknoten-
punkten ersetzt wird, aus dem Krifteplane in Abb. 125°. Diese
Spannungen stellen in der Tat Gleichgewicht an allen Knotenpunkten
mit den Lasten 6 her, ohne daB die iibrigen Stiibe des ganzen Triigers
dabei in Mitleidenschaft gezogen wiirden. Der Kriifteplan ist zur
Figur des einzelnen Faches rezipok und zugleich ihr auch #hnlich,
wenn sich auch die einzelnen Seiten dabei nicht in der gleichen

Abb, 125a. Abb. 125D,

Weise entsprechen, wie sie sonst einander zugewiesen sind. Jeden-
falls kann man aber hieraus leicht erkennen, wie grofl die Spannungen
in den fiinf tibrigen Stiiben des Faches sind, die zu den Spannungen
im statisch bestimmten Triiger noch hinzutreten, wenn auch 6 in
irgendeine Spannung geriit.

Uber die GrioBe der Spannung in 6 kann man zuniichst nichts
aussagen; sie hiingt vor allem davon ab, wie der Triiger hergestellt
wurde. Ist nimlich etwa die Diagonale 6, falls sie zulefzt ein-
gesetzt wird, anfiinglich ein wenig kiirzer als die Entfernung der
Knotenpunkte, so miissen diese gewaltsam ein wenig zusammen-
geriickt werden, um die Diagonale zwischen ihnen befestigen zu
konnen. Die Diagonale 6 geriit dann in Zugspannung und auch
in den iibrigen Stiiben des Faches treten Montierungsspannungen
auf, die dem Spannungsbilde in Abb. 125 entsprechen. Uber diese
Montierungsspannungen vermag die Theorie natfirlich nichts aus-
zusagen, solange iiber den Hergang bei der Montierung nichts
bekannt ist,

Nimmt man an, daB die Montierungsspannungen durch genaues
Einpassen vermieden sind und dafl beide Diagonalen nur gegen
Zug widerstandsfiihig sind, so behalte man fiir die Berechnung der
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Stabspannungen im Fachwerktriiger zunichst nur eine von beiden
Diagonalen bei und fiihre die Berechnung fiir den auf diese Weise
erhaltenen statisch bestimmten Triiger durch. Zeigt sich dann,
dafl die beibehaltene Diagonale hbei der gegebenen Belastung auf
Druck beansprucht wiirde, so schalte man sie aus und setze die
andere an ihre Stelle. Diese muB dann, um die Druckspannung
in der vorigen zu tilgen, gezogen sein und zwar ebenso stark, als
jene gedriickt war. Dabei iindern sich auch die Spannungen der
zu demselben Fache gehirenden Stibe um die aus Abb. 125° zu
entnehmenden Betriige.

Das gilt unter der Voraussetzung, daB der nach Fortnahme
einer der beiden Diagonalen erhaltene Triger statisch bestimmt ist.
Aber auch wenn er unbestimmt ist, gelten die vorhergehenden
SchluBifolgerungen in den gewdhnlich vorkommenden Fiillen immer
noch mit hinreichender Anniiherung.

Um dies zu erkennen, nehme man an, von den beiden Diagonalen
5 und 6 in Abb.125* sei zuerst 5 beibehalten, die Spannung berechnet
und als eine Druckspannung gefunden worden. Dann denke man
‘sich, wie in der vorhergehenden Betrachtung, lings der Richtungs-
linie von 6 zwei entgegengesetzt gleiche Kriifte als Lasten angebracht.
Der Unterschied gegeniiber dem vorhergehenden Falle besteht darin,
daB durch diese Lasten jetzt nicht nur die zu dem gleichen Fache
gehdrenden Stibe in Spannung versetzt werden, sondern auch der
ganze iibrige Stabverband, der nach Voraussetzung fiir sich schon
ausreicht, einer Entfernungsinderung der Endknotenpunkte von 6 zu
widerstehen, wenn auch die beiden Diagonalen des betrachteten Faches
beseitigt sind. Die Zuglasten lings der Linie 6 werden zu einem
gewissen Bruchteile von diesem iibrigen Verbande und nur der Rest
von dem Fache selbst aufgenommen. Aber in ziemlich allen praktisch
vorkommenden Fillen wird der erste Teil viel kleiner sein als der
zweite. Die beiden Teile verhalten sich niimlich umgekehrt zuein-
ander wie die Lingeninderungen der Strecke 6 unter der Voraus-
setzung, daB die Lasteinheit entweder an dem ,iibrigen Verbande“
oder an dem Fache fiir sich genommen angebracht wird. Der iibrige
Verband, der nach Herausnahme der beiden Diagonalen erhalten
wird, ist ohne Zweifel viel nachgiebiger gegen eine Entfernungsiinderung
der Endpunkte von 6 als der eng zusammengeschlossene Verband der
zu dem gleichen Fache gehorigen Stibe. Man wird daher in den
meisten Fillen nur einen geringen Fehler begehen, wenn man auf
den von dem iibrigen Verbande aufgenommenen Anteil der lings 6
wirkenden Zuglasten gar nicht achtet, sondern annimmt, daB sich
der Ausgleich wie in dem fritheren Falle nur innerhalb eines Faches
vollziehe.

17*
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Alsdann geniigt es fiir die Berechnung der Stabspannungen,
in jedem Fache nur eine der beiden Gegendiagonalen beizubehalten,
die Spannungen unter dieser Annahme zu berechnen und hierauf nach-
triiglich die gedriickten Diagonalen durch ihre auf Zug beanspruchten
Gegendiagonalen in der vorher besprochenen Weise zu ersetzen. In
der Folge wird daher immer nur von Triigern mit einer einzigen
Diagonale in jedem vierseitigen Fache diec Rede sein.

Zunéchst suche man jene Stibe auf, die durch die gegebene
Einzellast itberhaupt nicht in Spannung versetzt werden. Man
beginne mit einem unbelasteten Knotenpunkte des Nabelringes.
Von einem solchen gehen vier Stibe aus, von denen drei in der-
gelben Ebene liegen (ndmlich die
zu demselben trapezformigen Fache
gehorenden). Der vierte, der nicht
in dieser Ebene enthalten ist, muB
notwendig spannungslos sein, weil
einer etwa in ihm auftretenden
Spannung durch die Resultierende
der drei andern Stabspannungen,
die mit diesen ebenfalls in der-
selben Ebene liegen, nicht Gleich-
gewicht gehalten werden konnte.

In dem Kuppelgrundrisse der
Abb. 126 betrachte man z. B. das
Gleichgewicht der Krifte am Kno-
tenpunkte 4. Aus der soeben an-
gestellten Uberlegung folgt dann,
daB der mit den drei iibrigen nicht in derselben Ebene liegende
Ringstab BA spannungslos sein muB. Derselbe SchluB 148t sich
auch fiir die iibrigen unbelasteten Knotenpunkte des Nabelringes
wiederholen. Wenn die gegebene Last iiberhaupt nicht an einem
Punkte des Nabelringes angreift, wie in Abb. 126 angenommen
wurde, sind alle Stibe dieses Ringes spannungslos. Nachdem
man dies erkannt hat, gehe man zum Knotenpunkte 4 zuriick.
An ihm kommen jetzt nur noch zwei Stabspannungen vor, nim-
lich die Spannung des Sparrenstabes 4C und die Spannung des
Diagonalstabes. Da diese beiden Krifte in verschiedene Rich-

Abb. 126,
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tungslinien fallen, miissen sie, damit Gleichgewicht bestehen
kann, notwendig beide gleich Null sein.

Wiederholt man diese Betrachtung fiir die iibrigen Knoten-
punkte des Nabelringes, so findet man, daB alle zum obersten
Kuppelgeschosse gehorigen Stibe an der Aufnahme einer weiter
unten angebrachten Belastung unbeteiligt sind. Man kann sich
daher dieses KuppelgeschoB auch ganz entfernt denken und
nun den nichst unteren Ring als Nabelring ansehen. Tiir ihn
wiirden sich genau die gleichen Schliisse wiederholen lassen,
wenn nicht der Angriffspunkt der gegebenen Last zu ihm ge-
horte. In der Abbildung ist jener Punkt, an dem die Belastung
angebracht sein soll, durch einen kleinen schwarzen Kreis her-
vorgehoben. Zugleich sei noch bemerkt, daf alle spannungs-
losen Stidbe durch feine Linien, die in Spannung versetzten durch
starke Striche gekennzeichnet sind.

Immerhin lassen sich die fritheren Schliisse wenigstens
fiir alle nicht belasteten Knotenpunkte, also z. B. fiir den Knoten-
punkt € wiederholen. Da das obere KuppelgeschoB nicht mehr
in Betracht kommt, greifen an € nur noch vier Stabspannungen
an, von denen drei in einer Ebene liegen, so daB die vierte_'gleich
Null gein muB. Auch von diesem Ringe sind daher alle Stibe
mit einziger Ausnahme des durch einen starken Strich angegebe-
nen ohne Spannung. Fir diesen liaBt sich nimlich derselbe
Schlufl nicht wiederholen, da zwar die iibrigen Stibe an dem
belasteten Knotenpunkte ebenfalls in einer Ebene liegen, dafiir
aber die gegebene Last noch hinzukommt, von der vorausgesetzt
wird, daB sie nicht ebenfalls in dieselbe Ebene fillt.

Kehren wir nun wieder zum Knotenpunkte C' zuriick, so
greifen daran jetzt nur noch zwei Stabspannungen an, die nicht
in dieselbe Gerade fallen und die daher beide gleich Null sein
miissen. Wiederholt man diese Schliisse nicht nur fiir die Knoten-
punkte desselben Ringes, sondern auch fiir die tiefer liegenden,
so findet man nach und nach alle spannungslosen Stibe heraus,
wobei nur noch die stark ausgezogenen iibrig bleiben.

Nachdem man soweit ist, kann man alle Stabspannungen
durch einfache Kriftezerlegungen finden. Man beginnt mit
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dem Knotenpunkte, der die gegebene Last aufnimmt und an
dem jetzt nur noch drei, nicht in derselben Ebene liegende Stab-
spannungen vorkommen. Diese erhilt man mit Hilfe eines
windschiefen Kriifteviereckes nach einer der im ersten Ab-
schnitte dargelegten Methoden. Von da aus kann man dann,
wie bei einem einfachen ebenen Fachwerke, der Reihe nach zu
den iibrigen Knotenpunkten iibergehen, an denen immer nur
noch entweder drei nicht in derselben Ebene liegende oder auch
nur zwei unbekannte Stabspannungen vorkommen. Der einzige
Unterschied gegeniiber dem ebenen Fachwerke besteht darin,
dal der Krifteplan ein rdumlicher ist und daher in zwei Pro-
jektionen gezeichnet werden muB. Dies macht zwar mehr Miihe,
bereitet aber keinerlei Schwierigkeiten von grundsitzlicher Art.
Die Aufgabe kann daher als gelost betrachtet werden.

Die Anordnung reziproker Kriftepline, oder genauer ge-
sagt solcher Kriftepline, in denen jede Stabspannung nur ein-
mal vorkommt, scheint {brigens im Raume nur in wenigen
Fillen moglich zu sein. Diese Frage ist, soviel mir bekannt, bis-
her noch nicht genauer untersucht worden. Jedenfalls liBt sie
sich nicht mit Hilfe des Nullsystems und @iberhaupt nicht in der-
selben Weise wie beim ebenen Fachwerke entscheiden. Fiir die
praktische Ausfithrung des Verfahrens kommt es aber darauf
nicht an.

Hat die Kuppel Gegendiagonalen, so ist sie symmetrisch
und wenn die Last selbst in der durch den belasteten Knoten-
punkt gehenden Symmetrieebene enthalten ist, kann man nur
ein symmetrisches Spannungsbild erwarten, wihrend das in
Abb. 126 vorkommende sicher unsymmetrisch ist. Symmetrisch
wird es erst nach den frither beschriebenen Umrechnungen inner-
halb jener Ficher, in denen gedriickte Diagonalen vorkommen.

Um diese nachtriglichen Umrechnungen zu vermeiden,
kann man auch von vornherein die Wahl der beizubehaltenden
Diagonalen so treffen, dafi diese alle in Zugspannung versetzt
werden. Welche dies sind, 1aBt sich allerdings von vornherein,
d. h. ohne ndheres Eingehen auf den Spannungszustand nicht
wohl voraussehen. Da solche Betrachtungen schon 6fters durch-
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gefithrt wurden, weif man aber, welche beizubehalten sind. In
Abb. 127, die sich im iibrigen auf denselben Fall bezieht, wie
Abb. 126, ist der Tausch in dieser Weise vollzogen. Auch hier
sind die in Spannung versetzten Stébe durch starke Striche an-
gegeben. Man erzielt bei dieser Auswahl der Diagonalstibe, auch
abgesehen davon, daB die spiteren Umrechnungen vermieden
werden, auch noch den weiteren Vorteil, da der Krifteplan
nur auf die eine Tragerhilfte (mit

EinschluB der Mitte) ausgedehnt

zu werden braucht und sich er-

heblich einfacher gestaltet.

Anmerkung. Im wesentlichen
ist hiermit das Spannungsproblem,
soweit es iiberhaupt in das Gebiet
der Mechanik gehort, als geldst zu
betrachten. Es wird aber gut sein,
wenn ich noch einige Bemerkungen
iiber die praktische Brauchbar-
keit dieser Lehren hinzufiige.

In der Theorie des Fachwerkes
— des ebenen, wie des riumlichen —
zieht mdn nur den Widerstand in
Rechnung, den die Stibe einer An-
niherung oder Entfernung ihrer End-
punkte entgegenzusetzen vermdogen.
Infolgedessen ist jede Stabspannung in
der Richtungslinie des Stabes anzunehmen. In Wirklichkeit ver-
mogen aber die Stibe in den Fachwerkkonstruktionen, die an den
Knotenpunkten miteinander vernietet sind, auch einen Biegungswider-
stand zu leisten. Es ist daher nicht niotig und im allgemeinen
auch nicht zu erwarten, daB die Stabspannung genan mit der
Mittellinie des Stabes zusammenfillt. Denkt man sich zwei Quer-
schnitte in der Nihe der Endpunkte durch den Stab gelegt, so
migen sich die in jedem dieser Querschnitte iibertragenen Spannungen
zu einer Resultierenden vereinigen lassen, deren Angriffspunkt einen
gewissen Abstand von dem Querschnittsschwerpunkte hat. Verbindet
man beide Angriffspunkte durch eine gerade Linie, so gibt diese
die ,,Kraftachse' des Stabes an. Der Abstand der Kraftachse
von der Stabachse mit der Stabspannung multipliziert ist gleich
dem Biegungsmomente, das von dem Stabe in dem zugehirigen
Querschnitte aufgenommen wird.

Abb, 127.
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Wenn die Stibe, wie es gewdhnlich der Fall ist, ziemlich
lang im Verhiiltnisse zu ihren Querschnittsabmessungen sind, kénnen
sie freilich nur geringe Biegungsmomente aufnehmen und die Unter-
schiede zwischen den Richtungen der Kraftachsen und der Stabachsen
konnen, wie es hier immer geschah, vernachliissigt werden. Freilich
kommt auch dann die Zusatzspannung, die durch die Biegung her-
vorgerufen wird, neben der Lingsspannung in Frage, wenn es sich
um die groBte Beanspruchung des Materials handelt. Auf die Be-
rechnung dieser ,,Sekundiirspannungen®, wie man sie zu nennen
pflegt, gehe ich indessen hier nicht ein, da diese Betrachtungen hesser
der Konstruktionslehre vorbehalten hleiben.

Abgesehen davon, daf noch Sekundiirspannungen hinzutreten,
die eine Erhohung der Beanspruchung des Materials an gewissen
Stellen zur Folge haben, wird aber unter gewbhnlichen Umstiinden
an den Hauptspannungen, d. h. an den Liingsspannungen der Stiibe,
die ohne Riicksicht auf die Stabbiegungen berechnet sind, nicht viel
geiindert. In einem Falle, der namentlich bei den Schwedlerschen
Kuppeln vorkommt, bringen aber die Richtungsunterschiede zwischen
Kraftachsen und Stabachsen auch grofle Abweichungen in den Liings-
spannungen der Stibe hervor. Und zwar fallen die Abweichungen,
um die es sich hier handelt, im Gegensatze zu den Sekundiirspannungen,
zugunsten der Tragfihigkeit der Konstruktion aus. Manche Flecht-
werkkonstruktionen verdanken die verhiiltnismiiBlig grofle Steifigkeit,
die sie der Erfahrung zufolge gegeniiber einer Belastung durch eine
Einzellast besitzen, ganz iiberwiegend den Abweichungen zwischen
Kraftachsen und Stabachsen, d. h. dem an sich freilich gar nicht
groBen Biegungswiderstande ihrer Stiibe.

Der Fall, von dem ich sprach, tritt immer dann ein,
wenn die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stibe
nahezu in einer Ebene liegen. Liigen sie genau in derselben
Ebene, so wiirden die Stabspannungen, wenn man den Biegungswider-
stand auBer Ansatz lieBe, bei einer Belastung dieses Knotenpunktes
unendlich groff. Auch dann, wenn sie nur nahezu in einer Ebene
liegen, erhiilt man sehr grofie Stabspannungen. Wenn es aber, wie
man sieht, in solchen Fiillen sehr wesentlich auf die geringen Ab-
weichungen der Stabrichtungen von der im Knotenpunkte an den
Flechtwerkmantel gelegten Beriihrungsebene ankommt, spielen ihnen
gegeniiber auch die an sich freilich ebenfalls nur geringen Abweichungen
zwischen den Richtungen der Kraftachsen und Stabachsen eine wich-
tige Rolle.

Durch die von einem Knotenpunkte eines Flechtwerkmantels aus-
gehenden Stiibe wird ein Vielkant bestimmt, dessen korperlicher Winkel
durch den Ausschnitt auf einer von dem Knotenpunkte als Mittel-
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punkt gezogenen Kugelfliche gemessen werden kann. Liegen die Stibe
in einer Ebene, so wird der in das Flechtwerkinnere fallende Kugel-
ausschnitt zu einer Halbkugel. Liegen sie nur nahezu in einer Ebene,
so unterscheidet sich der Kugelausschnitt nicht viel von einer Halb-
kugel. Fiir die Kriiftezerlegung an dem Knotenpunkte kommt aber
nicht das Vielkant aus den Stabachsen, sondern das aus den Kraft-
achsen gebildete in Betracht. Der zu diesem Vielkante gehtrige Kugel-
ausschnitt kann sich schon erheblich mehr von einer Halbkugel unter-
scheiden, wenn der andere Kugelausschnitt sich der Halbkugel niihert.

Bei einer flachen Schwedlerschen Kuppel, die iiber einem Grund-
risse von grofer Seitenzahl errichtet ist und deren aufeinanderfolgende
Sparrenstiibe sich in der Richtung nicht viel voneinander unterscheiden,
liegt der besprochene Fall vor. Wenn man hier keine Riicksicht auf
die Abweichungen zwischen den Kraftachsen und den Stabachsen nimmt,
rechnet man viel zu ungiinstig. Schon fiir eine verhiiltnism#Big geringe
Einzellast an einem Knotenpunkte findet man unter dieser Annahme
sehr groBe Stabspannungen. Es darf als ein Gliick bezeichnet werden,
daB Schwedler von diesen Folgerungen nichts wubte, da er sonst
wahrscheinlich Bedenken getragen hiitte, seine Kuppelkonstruktionen
auszufithren. Die Erfahrung lehrt aber, daB diese Kuppeln solche
Lasten ganz gut aufzunehmen vermogen, die ohne die geringe Bie-
gungssteifigkeit der Stéibe und die dadurch bewirkten Abweichungen
zwischen Kraftachsen und Stabachsen einen Zusammenbruch herbei-
fithren miiBten.

§ 456. Die Netzwerkkuppel.

Ein sehr lehrreiches Beispiel fiir die Berechnung der Stab-
spannungen in rdumlichen Fachwerken liefert die Netzwerk-
kuppel, die sich von der Schwedlerschen Kuppel in der An-
ordnung nur wenig unterscheidet. Sie geht aus dieser dadurch
hervor, daf man jeden Ring gegen den vorhergehenden etwas
dreht, so daB jedem Stabe des einen Ringes ein Knotenpunkt des
andern gegeniibersteht. Hierdurch féllt zugleich der Unterschied
zwischen Sparrenstiben und Diagonalen fort; die an ihre Stelle
tretenden sollen als ,,Netzwerkstibe‘ bezeichnet werden.

In Abb. 128 ist ein einzelnes Stockwerk einer Netzwerkkuppel
iiber einem unregelmifBig sechsseitigen Grundrisse dargestellt.
Es moge zunichst besprochen werden, wie man die Stabspan-
nungen findet, die durch eine an einem Knotenpunkte des oberen
Ringes angreifende Last P hervorgerufen werden.
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Man betrachte den Knotenpunkt des oberen Ringes, von
dem die Stdbe 1 und 2 ausgehen. Im Gegensatze zur Sechwedler-
schen Kuppel liegen von den vier Stiben dieses Knotenpunktes
keine drei in einer Ebene; daher kommen auch keine spannungs-
losen Stébe vor. Dagegen weill man, dafl die Resultierende der
Stabspannungen 1 und 2 mit der
Resultierenden aus den Spannungen
der beiden Netzwerkstibe im Gleich-
gewichte stehen und daher in die
Schnittlinie der durch beide Stab-
paare gelegten Ebenen fallen muB.
Diese Schnittlinie geht parallel zur
GrundriBseite 5. Wenn aber die Re-
sultierende aus zwei Stabspannungen
nicht in dem von den Stdben ein-
geschlossenen Winkelraume (oder im
Scheitelwinkelraume), sondern im
Nebenwinkelraume liegt, miissen
beide Stabspannungen von ent-
gegengesetztem Vorzeichen sein.

Von den beiden Ringstiben 1
und 2 ist also einer gezogen und der
andere gedriickt. Derselbe SchlufBl
liBt sich auch fir die dbrigen un-
belasteten Knotenpunkte des inneren -
Ringes wiederholen und man er-
kennt daraus, dafl die Ringstibe abwechselnd gezogen und
gedriickt sind.

Es fragt sich jetzt, wie sich die Vorzeichen der Spannungen
der von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Ringstibe
zueinander verhalten. Dies hingt offenbar davon ab, ob der
Ring ein Polygon mit gerader oder mit ungerader Seitenzahl
bildet. Es ist ein merkwiirdiger Umstand, daB sich die Netz-
werkkuppeln in diesen beiden Fillen ganz verschieden ver-
halten. Netzwerkkuppeln mit ungerader Seitenzahl sind weit
steifer und tragfahiger, als die mit geraden Seitenzahlen.

Abb, 128.
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Bei gerader Seitenzahl, wie in dem Beispiele der Abb. 128,
haben die von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Ring-
stibe 1 und 6 Spannungen von ungleichem Vorzeichen, wie
aus dem vorher besprochenen regelmifBigen Wechsel folgt. Die
Resultierende aus beiden Stabspannungen muB daher ebenfalls
in den Nebenwinkelraum des von beiden Stdben eingeschlossenen
Winkels fallen. Hierbei kann es auch vorkommen, daB die
Resultierende zur GrundriBseite a parallel geht, also mit den
beiden Netzwerkstiben in einer Ebene liegt. In diesem Falle,
der z. B. immer bei regelméBigen Kuppeln von gerader Seiten-
zahl eintritt, hat die Last P unendlich groBe Stabspannungen
zur Folge, d. h. der Ausnahmefall liegt vor. RegelmiaBige
Netzwerkkuppeln mit gerader Seitenzahl
sind alsonicht steif und diirfen daher nicht
ausgefihrt werden. Ubrigens wird auch schon dann,
wenn die Kuppel nicht regelmiBig ist, die Resultierende aus den
beiden Ringspannungen 1 und 6 leicht wenigstens nahezu in
derselben Ebene mit den beiden Netzwerkstiben liegen und auch
dann treten schonverhéltnismiBig sehr groBe Stabspannungen auf.

Ganz anders ist es bei einer Netzwerkkuppel iiber einem
Grundrisse von ungerader Seitenzahl. Die beiden vom be-
lasteten Knotenpunkte ausgehenden Ringstibe haben bei ihr
Spannungen gleichen Vorzeichens und die Resultierende fillt
in den von den Stabrichtungen gebildeten Winkelraum. Sie
liegt dann weit ab von der durch die Netzwerkstibe gelegten
Ebene und die Stabspannungen fallen klein aus. So sind be-
sonders Netzwerkkuppeln iiber regelmiBigen Grundrissen von
ungerader Seitenzahl durchaus stabil.

Bisher) habe ich nur :auf die Vorzeichen der in den Ring-
stiben auftretenden Spannungen geachtet. Man kann aber auch
die verhiltnismaBigen GréBen dieser Spannungen leicht finden.
Dazu zeichnet man den Krifteplan in Abb. 128, indem man
zuniichst die Stabspannung 1 in beliebiger GroBe abtrigt. Das
kommt darauf hinaus, dall man tber den MaBstab des Kriifte-
planes keine Angabe macht. Unter dem Vorbehalte, daB der
MaBstab nachtriglich richtig ermittelt werden muB, kann jede
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beliebige Strecke zur Darstellung der Spannung 1 dienen. Auch
das Vorzeichen dieser Spannung mufBl zunichst unentschieden
bleiben.

Nachdem 1 aufgetragen ist, erhidlt man 2 aus dem Krifte-
dreiecke 1, 2, b’, wo b’ eine Parallele zur GrundriBseite b be-
deutet. Hieran schlieBt sich das Kriftedreieck 2, 3, ¢/, durch
das ausgesprochen wird, dafl die Resultierende der Ringspan-
nungen 2 und 3 an dem zwischen ihnen liegenden Knoten-
punkte parallel zu ¢ gehen muf. Man fihrt in dieser Weise
fort, bis man zum letzten Ringstabe 6 gelangt ist. DaB die
Stabspannungen abwechselnd Zug und Druck bedeuten, wird
durch den Krifteplan ebenfalls schon mit ausgesprochen, wenn
man vorldufig auch noch nicht weill, welche dieser Stibe ge-
zogen und welche gedriickt sind.

Jedenfalls haben aber wegen der geraden Seitenzahl des
Grundrigses die erste und die letzte Ringspannung 1 und 6 ent-
gegengesetzte Vorzeichen und wenn man beide an dem be-
lasteten Knotenpunkte zu einer Resultierenden H vereinigen
will, muBl man die Strecke 1 an den Endpunkt von 6 so antragen,
wie es in der Abbildung geschehen ist. Bei ungerader Seiten-
zahl des Grundrisses hitte die Strecke 1 an den Endpunkt
der letzten Ringspannung in entgegengesetzter Richtung an-
getragen werden miissen, um die Resultierende H zu erhalten.

Dieser Kunstgriff, den Krifteplan zundchst einmal im un-
bestimmt gelassenen MaBstabe aufzutragen, kann auch in andern
Fiillen, bei denen die iibrigen Knotenpunkte bis auf einen un-
belastet sind, manchmal mit Vorteil gebraucht werden und
zwar nicht nur beim riumlichen, sondern auch schon beim
ebenen Fachwerke. Hier erfahren wir dadurch, wie die Resul-
tierende aus den Stabspannungen 1 und 6 am belasteten Knoten-
punkte gerichtet ist. Am belasteten Knotenpunkte haben wir
es daher nur noch mit vier Kriiften zu tun, die sich Gleichgewicht
halten und von denen P vollstindig gegeben ist, wihrend man
von den drei iibrigen die Richtungslinien kennt. Wir brauchen
daher nur P nach den drei Richtungslinien mit Hilfe eines wind-
schiefen Krifteviereckes zu zerlegen und finden damit die Span-
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nungen der beiden Netzwerkstéabe, sowie die absolute GréBe und
den Pfeil der Resultierenden H. Damit ist auch der MaBstab
des vorher gezeichneten ebenen Krifteplanes bekannt und man
kann daraus alle Ringspannungen entnehmen. Indem man
schlieBlich noch die Resultierenden &, ¢’ usf. nach den Richtungs-
linien der zugehérigen Netzwerkstibe zerlegt, findet man alle
Stabspannungen.

Wenn der Grundrifl regelmiBig ist, gestaltet sich der Krifte-
plan ebenfalls regelmiBig. Der Endpunkt von 6 fillt dann mit
dem Anfangspunkte von 1 zusammen, d. h. der Krifteplan bildet
ebenfalls ein geschlossenes, regelmifBiges Sechseck. Daraus folgt
auch, daf die Richtungslinie von H in der Tat parallel zur Grund-
riseite @ werden muB. H liegt daher mit den beiden Netzwerk-
stiben in einer Ebene und die Last P kann durch diese drei
Krifte nicht im Gleichgewichte gehalten werden. Damit ist die
vorher schon aufgestellte Behauptung bewiesen, daB eine
regelmidBige Kuppel bei gerader Seitenzahl
einen Ausnahmefall bildet.

Bemerkenswert ist iibrigens, daf eine solche Kuppel nicht
nur unendlich kleine, sondern sogar endliche Bewegungen aus-
fithren kann, ohne daB sich die Stab-
lingen zu dndern brauchten, obschon
deren Zahl bei Vermeidung des Aus-
nahmefalles ausreicht, um die Unver-
schieblichkeit aufrecht zu halten. Der
ganze Stabverband bildet hier einen
zwangldufigen, ,siibergeschlossenen*
Mechanismus.

Aus Abb. 129, die eine Netzwerk-
kuppel iiber quadratischem Grundrisse
darstellt, ist dies leicht ersichtlich.
Man betrachte das dureh eine Schraf-
fierung hervorgehobene Dreieck mit der Spitze 4. Denkt man
sich alle andern Stibe weggeschnitten, so kann sich das Dreieck
um seine Grundlinie drehen und die Spitze bewegt sich dabei auf
einem Kreisbogen. Nun nehme man das Dreieck B und den
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Ringsté.b zwischen 4 und B hinzu. Es ist klar, daf die vorige
Bewegung von 4 immer noch méglich ist; nur muB sich das
Dreieck B heben, wenn sich 4 senkt, damit die Entfernung der
Dreiecksspitzen nicht geéindert wird. Durch punktierte Linien
sind in der Abbildung die neuen Lagen der Stibe nach einer
kleinen Bewegung dieser Art angegeben.

Mit dem AnschlieBen der iibrigen Dreiecke kann man in
der gleichen Weise fortfahren. Man behilt dabei immer einen
zwangliufigen Mechanismus, bei dessen Bewegung sich die
Dreiecksspitzen abwechselnd heben und senken. Nun fehlt noch
der letzte Ringstab, der das letzte Dreieck in der Kuppel mit
dem ersten verbindet. Ist der Kuppelgrundril von ungerader
Seitenzahl, so miissen sich die Spitzen von 4 und vom letzten
Dreiecke in dem zuvor besprochenen Mechanismus gleich-
zeitig heben oder gleichzeitig senken. Dabei vergrifert
oder verkleinert sich ihr Abstand. Sobald man also den
letzten Ringstab einfigt, der beide Spitzen in unveranderlichem
Abstande hilt, wird damit die zuvor noch bestehende Be-
wegungsfreiheit aufgehoben und man erhélt eine steife Kuppel-
konstruktion.

Bei gerader Seitenzahl des Grundrisses senkt sich dagegen
die letzte Dreiecksspitze, wenn sich die erste hebt und umgekehrt.
Dabei kann es vorkommen, daB sich der Abstand beider Spitzen
ohnehin nicht dndert, wenn auch der letzte Ringstab gar nicht
eingeschaltet ist. Wenn die Kuppel regelmiBig ist, wie in Abb.
129, folgt schon aus Symmetriegriinden, daB sich der Abstand
beider Spitzen nicht &ndern kann. Die Einschaltung des letzten
Ringstabes dndert daher {iberhaupt nichts an der vorher be-
stehenden Bewegungsmiglichkeit und die Kuppel bleibt ein
Mechanismus von endlicher Beweglichkeit. Eine Anordnung
wie in Abb. 129 ist daher unbedingt zu vermeiden.

RegelmaBige Netzwerkkuppeln mit un-
gerader Seitenzahl sind dagegen vollkom-
men stabil. Das Verfahren fiir die Berechnung der Stab-
spannungen sei an dem Beispiele der Abb. 130, die eine sieben-
seitige Kuppel darstellt, erliutert.
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Zuniichst weiB man, daB die Stébe des Nabelringes abwechselnd
gezogen und gedriickt sind und zwar sind diese Spannungen des
regelmiifligen Grundrisses wegen alle von gleicher Grife. Die Re
sultierende der Stabspannungen 1* und 7* an dem belasteten Knoten-
punkte 1* fillt also in die durch diesen Punkt gelegte Symmetrie-
ebene der Kuppel. Die Kriiftezerlegung an diesem Punkte kann daher
ohne weiteres vorgenommen werden. Abb.131 (8.272) zeigt den Krifte-
plan in Aufrif und
GrundriB. Man be-
ginnt im Aufrisse mit
dem Dreiecke aus P,
der horizontalen Re-
sultierenden von 1?*
und 7* und einer zu
8* und 212, die sich
im Aufrisse decken,
parallelen Seite. Das
Dreieck ist zugleich
als Aufrif  eines
riumlichen Kriifte-
fiinfeckes aufzufas-
sen, dessen Grundril ...
gefunden wird, in-
dem man die aus
dem Aufrisse herab-
getragene Resultie-
rende von 1% und 7*
nach den Richtungen
dieser beiden Stibe
zerlegt und aus den ;

Endpunkten von P Abb. 150.

und 7* Parallelen zu

8* und 21* im Grundrisse zieht. Projiziert man die Ecken, in
denen 1* und 7* sowie 8* und 21" aneinander stoBen, nach oben,
so geht auch das Dreieck im Aufrisse in ein Fiinfeck iiber, von
dem nur zweimal zwei Seiten in eine Gerade fallen.

Hierauf geht man zum Knotenpunkte IT* iiber, indem man im
Grundrisse 2* an 1* in gleicher GriBe anreiht und dann die Parallelen
zu 9* und 10* zieht. Die gestrichelt gezogene Resultierende aus
1* und 2° geht parallel zum Stabe 2° des unteren Ringes. Auch
in den Aufrif kann das Krifteviereck 1*2*9210* sofort fibertragen
werden und fiir die Priifung der Genauigkeit der Zeichnung dient
dabei die Bemerkung, daB die Eckpunkte, in denen 9* und 10* an-
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einander stoBen, in Aufrif und GrundriB senkrecht {ibereinander liegen
miissen.

Es ist nicht nitig, noch weitere Knotenpuunkte des Nabelringes
ins Auge zu fassen, da an allen dieselben Stabspannungen wie an IT*
auftreten, nur mit dem Unterschiede, daB vom einen zum andern jedes-
mal die Vorzeichen der Stabspannungen wechseln.

Wenn wir jetzt zum unteren Stockwerke tibergehen, kénnen
wir uns das obere Stockwerk ganz hbeseitigt und die Spannungen
der Netzwerkstiibe des oberen Geschosses an dem dazwischen liegenden
Ringe als iuBere Krifte angebracht denken. Freilich greifen dann
an allen Knoten-

punkten dieses
Ringes fiinf Kriifte,
niimlich die Resul-
tierende der #ube-
ren Kriifte und vier
Stabspannungen an
und direkt 148t sich
daher die Zerlegung
nicht weiter fithren.
Man kommt aber
fiber diese Schwie-
rigkeit leicht hin-
weg. — Zuniichst
stelle man GriBe
und Richtung der
in Abb. 131 mit @
bezeichneten Resul-
tierenden der dubBe-
Abb. 131, ren Krifte am

Knotenpunkte IITP
fest, indem man an 10* die nach GroBe und Vorzeichen gleiche
Netzwerkspannung 11* antriigt. Die Richtung von @ muB iibrigens,
wie man leicht einsieht, in der durch ITI* gelegten Symmetrieebene
der Kuppel enthalten sein und daher mit der Schnittlinie dieser
Ebene und der durch die beiden Netzwerkstibe gelegten Ebene
zusammenfallen.

Am Knotenpunkte IV® trifft in bezug auf GriéBe und Richtung
der zugehodrigen Resultierenden ¢) dasselbe zu; nur der Pfeil ist ent-
gegengesetzt und wenn wir zum folgenden Knotenpunkte weiter gehen,
kehrt er sich immer wieder um. Nur die Knotenpunkte I und II*
machen eine Ausnahme. An ihnen stéBt jedesmal ein gezogener und
ein gedriickter Netzwerkstab zusammen und die Resultierende Q' an
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II® aus 8 und 9* konnte in dem hesonderen Kriifteplane Abb. 132
aus den bekannten Strecken sofort gefunden werden.

Man untersucht nun, welche Spannungen in den Stiben des
unteren Stockwerkes durch eine einzige Last ¢, die am Knotenpunkte
III® angreift, hervorgerufen werden. Dies geschieht genau so wie
vorher die Ermittelung der Stabspannungen im oberen Geschosse
unter der Last P. Die Resultierende aus den Stabspannungen 11
und 12" unter der Last @ fillt in die Richtung der Winkelhalbierenden
des von beiden Stiben gebildeten Winkels, die leicht gefunden werden
kann. Die Resultierende aus den Ringspannungen 2® und 8% ist
horizontal und fillt ebenfalls in die Durchmesserebene. Hiernach
konnte das Dreieck aus @, der horizontalen Richtung und der vor-
her konstruierten Richtung der Resultierenden von 11® und 12® im
Aufrisse gezeichnet werden. Im Grundrisse projiziert sich das Drei-
eck als Gerade. Dann zerlegt man die Resultierenden nach den Rich-
tungen der Stabspannungen 2° 3P und 11, 12% aus denen sie zu-
sammengesetzt waren. AuBerdem ist in Abb. 131 noch ein Krifte-
viereck fiir den Knotenpunkt IV® angeschlossen. Weiter zu gehen,
ist nicht mehr nitig, da man wie im vorigen
Falle nun schon alle durch @ hervorgerufenen
Spannungen anzugeben vermag.

Hierauf wiederhole man in Abb. 132 dieselbe
Untersuchung fiir die am Knotenpunkte IT® an-
greifende Belastung @', die als Resultierende der
Stabspannungen 8* und 9* gefunden war. Auch
hier geniigt es, die Kraftecke fiir die Knoten-
punkte II® und I aufzutragen.

Nun bleibt uns nur noch iibrig, die Span- Abb. 132,
nungen aus allen Lasten @ und ¢’ zusammen-
zuziihlen. Die Spannung jedes Stabes im unteren Kuppelstock-
werke wird als eine Summe von sieben Gliedern gefunden, deren
Werte sich aus den gezeichneten Kriifteplinen siimtlich ent-
nehmen lassen. Man betrachte z. B. den Stab 3%. Die Last @ am
Enotenpunkte ITI® versetzt ihn, wie aus dem Kriifteplane Abb. 131
hervorgeht, in eine Zugspannung, deren Betrag mit s bezeichnet sein
moge. Am Knotenpunkte IV® greift eine Last — ) an, deren Pfeil
nach oben hin gekehrt ist und die, da sich sonst alles gleich bleibt,
die Spannung — s in Stab 3" hervorbringt. Am folgenden Knoten-
punkte VP geht der Pfeil von ¢ wieder nach abwiirts und der
Ringstab 4® erfiihrt daher eine Zugspannung vom Betrage s. Der
Stab 3°, den wir jetzt ins Auge gefaBt haben, wird daher ge-
drtickt und der vom Knotenpunkte VP herriihrende Beitrag zur
Spannung in 3% ist gleich —s. Dieselben Uberlegungen lehren,

Foppl: Graphische Statik, 8. Aufl, 18
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daB auch von VI® und VII® her die Spannungen — s in 3" erzeugt
werden.

Die Last @' am Knotenpunkte II® bringt in 3%, wie aus dem
dem Krifteplane folgt, eine Zugspannung hervor. Die entsprechende
und symmetrisch zur vorigen liegende Last ¢' am Knotenpunkte IP
versetzt den Stab 1P in Druckspannung, daher 2® in Zug- und 3°
wieder in Druckspannung und zwar vom gleichen Betrage wie vor-
her die Zugspannung.

Zihlen wir alle sieben Posten zusammen, so finden wir die
Spannung des Stabes 3P gleich — 3s, d. h. der Stab 3® wird im
ganzen mit einer dreifach so groBen Kraft gedriickt, als sie aus Abb.131
zu entnehmen ist. — Ahnlich 148t sich die Betrachtung auch fiir
alle tibrigen Stibe durchfiihren. AuBlerdem kann man auch, nachdem
die Spannung eines Stabes auf diese Art ermittelt ist, den Kriifte-
plan fiir das untere KuppelgeschoB unter gleichzeitiger Beriicksich-
tigung aller darauf von oben her iibertragenen Lasten konstruieren.
Man umgeht dadurch die Zusammenziehung der sieben Posten, von denen
vorher die Rede war, fiir alle iibrigen Stiibe, wofiir man freilich die
Konstruktion eines neuen Kriifteplanes mit in den Kauf nehmen muB.

§ 46, Das Tonnenflechtwerkdach.

Abb. 133 zeigt einen Teil eines Tonnenflechtwerkdaches
in axonometrischer Zeichnung. Nach vorn hin muf man sich

Abb, 183,

den Stabverband in derselben Weise bis zu einer zweiten Stirn-
mauer hin, an der er ebenso wie an der hinteren aufgelagert
wird, fortgesetzt denken. ‘ :
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Die Konstruktion entsteht aus dem geschlossenen Tonnen-
flechtwerke auf die schon in § 42 niher beschriebene Weise. Die
statische Bestimmtheit kann durch nachtrigliche Fortlassung
der Diagonalstibe in den beiden untersten Seitenflichen der
Tonne und durch lingsverschiebliche Auflagerung der Knoten-
punkte auf einer der beiden Stirnmauern herbeigefithrt werden.
Diagonalen, die etwa in den Fachern der unteren Tonnenseiten
beibehalten werden, machen den Triger zwar statisch unbestimmt,
die Unbestimmtheit erstreckt sich aber dann nur auf die zu
diesen unteren Tonnenseiten gehdrigen Stébe, da eine Spannung
in einer solchen iiberzihligen Diagonale, wenn sie als Last an
dem statisch bestimmten Triger aufgefaBt wird, nur in diesen
Stiben Spannungen hervorrufen kann. Daher ist es fiir den Gang
der Berechnung ziemlich gleichgiiltig, ob der Triger auf diese
Art wirklich statisch bestimmt gemacht wurde, oder ob man die
tiberzahligen Diagonalen auch in den untersten Féchern bei-
behiilt.

In der Abbildung sind in allen Fichern Gegendiagonalen
angenommen und auch hierdurch wird nach den Ausfihrungen
in § 43 iber die Gegendiagonalen nichts wesentliches ge-
andert.

Wenn nur eine der Lingsrichtung nach gleichformige Be-
lastung, also z. B. die Eigenlast des Daches in Frage kidme,
kénnte man etwa das Sparrenpolygon (also den Querschnitt des
Daches) nach einem Seilpolygone fiir die an den Knotenpunkten
angreifenden Lasten gestalten. Dann geniigten schon die in den
Sparrenstiben auftretenden, aus dem Krifteplane des Seileckes
zu entnehmenden Druckspannungen, um an jedem Knotenpunkte
Gleichgewicht herzustellen und die in horizontaler Richtung
verlaufenden ,,Pfettenstibe* blieben ebenso wie die Diagonalen
spannungslos. Wie bei allen Flechtwerken, bei denen die von
einem Knotenpunkte ausgehenden Stibe nicht allzuviel von einer
durch den Knotenpunkt gelegten Ebene abweichen, werden aber
auch hier durch Einzellasten verhiltnisméBig groBe Spannungen
hervorgerufen und auf die Berechnung fiir einen solchen Be-
lastungsfall kommt es daher vor allen Dingen an.

18*
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Der Knotenpunkt B, an dem die Einzellast P angreifen soll,
ist in Abb. 134 in einem rechtwinklig zur Léngsrichtung des
Daches stehenden Risse besonders herausgezeichnet. Die Strecken
BA und BC sind die Projektionen der sich an B beiderseits an-
schlieBenden Tonnenseiten. Man zerlege die Last P mit Hilfe
eines Krifteparallelogramms in die Komponenten P, und P,, die
in die Ebenen der Tonnenseiten fallen. Beachtet man nun, daB
die auf jeder Tonnenseite liegenden Stiibe unter sich ein ebenes
Fachwerk, nimlich einen auf den beiden Stirnmauern aufgelagerten
ebenen Fachwerkbalken mit parallelen Gurtungen bilden, so kann

¢ 7 Wan leicht die Stabspannungen

el berechnen, die in jedem dieser

Fachwerkbalken durch die in

die zugehdrige Ebene fallende

Lastkomponente P, oder P,

hervorgerufen werden. Die sich

im Punkte B projizierende Reihe

der Pfettenstibe bildet eine gemeinsame Gurtung fiir die beiden

sich in ihr aneinander schlieBenden ebenen Fachwerkbalken. Man

muf} daher, um die in diesen Pfettenstiben auftretenden Spannungen

zu erhalten, die Gurtspannungen in beiden Fachwerkbalken zu-
einander addieren.

Durch diese Kriiftezerlegung liBt sich an jedem Knotenpunkte
Gleichgewicht herstellen und da der Triiger im wesentlichen statisch
bestimmt ist, erhilt man hiermit auch das richtige Spannungsbild.
Alle andern Stibe, die nicht zu den beiden an den helasteten
Knotenpunkt sich anschlieBenden Tonnenseiten gehéren, bleiben
demnach unter dem Einflusse der Einzellast spannungslos.

Bei einer praktischen Ausfithrung liBt sich nicht vermeiden,
daB die Winkel zwischen je zwei aufeinander folgenden Sparren-
stiiben nur wenig von gestreckien abweichen. Die beiden Last-
komponenten P; und P, werden dann, wie man aus Abb. 134
erkennt, verhiltnismifiig grof und mit ibnen auch die Stab-
spannungen, namentlich jene der Pfettenstiibe, wenn iiberdies die
Linge des Daches, die zugleich die Spannweite der einzelnen
ebenen Fachwerkbalken darstellt, ziemlich grof ist. Aber auch
hier gelten die gegen den Schluf von § 43 gemachten Bemer-
kungen. Infolge der, wenn auch nur verhiltnismiifiig geringen,
Biegungssteifigkeit der Stibe wird die Tragfihigkeit der Konstruk-
tion viel grofer, als es nach dieser Berechnung scheinen kinnte.
Ich habe mich davon auch direkt durch ausfiihrliche Versuche
itberzeugt, die ich mit einem, in ziemlich groBem MaBstabe aus-
gefiihrten Tonnenflechtwerke in meinem Laboratorium vornahm,

Abb. 134,
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woriiber in den ,Mitteilungen® des Laboratoriums, Heft 24, 1896
eingehend berichtet ist. Ich erwiihne davon hier nur, daB die
Einsenkung, die der in der Mitte der Firstpfette gelegene Knoten-
punkt unter einer an ihm angebrachten Einzellast erfuhr, nur 17
Prozent von jener betrug, die bei Vernachlissigung der Biegungs-
steifigkeit der Flechtwerkstibe zu erwarten gewesen wire. Die
Lingsspannungen der Stibe werden sogar in noch hoéherem Mafe
vermindert.

Fiir den Fall einer der Liingsrichtung des Daches nach gleich-
férmigen Lastverteilung, die aber von einem Knotenpunkte des-
selben Querschnittes zum andern beliebig wechseln kann, lassen
sich die Stabspannungen ebenfalls sehr leicht berechnen, ohne daf
man ndtig hitte, die von den einzelnen Lasten fiir sich hervor-
gebrachten Spannungen getrennt zu berechnen und sie dann zu

X

Abb, 185a.

Abb, 135b.

summieren. In Abb, 135* seien die Lasten P;, P, usf. beliebig
gegeben. Man entwerfe den Krifteplan Abb, 185", indem man
zuerst P, nach 1 und 2 zerlegt, hierauf P, nach 2 und 3 wusf
Durch die Strecken ab, be, ¢d werden dann jene Lasten ange-
geben, die man an den ebenen Fachwerkbalken auf den Tonnen-
seiten 1, 2, 3 anzubringen hat und durch die diese Fachwerk-
balken auf Biegung in ihrer Ebene beansprucht werden. Hierbei
hat man zuletzt wieder darauf zu achten, daB jede Pfettenreihe
(abgesehen von der im Firste) gleichzeitig als Obergurt des einen
und als Untergurt des andern Fachwerkbalkens auftritt. Die zu-
gehorigen Zug- und Druckspannungen gleichen sich dann zum
groBen Teile gegeneinander aus.

In Abb. 136* und 136" ist dasselbe fiir den Fall einer Be-
lastung durch Winddruck ausgefiihrt. Dabei ist vorausgesetzt, daB
die Widerlagsmauer nicht hinreichend widerstandsfihig gegen hori-
zontale Kriifte ist, so daB auch in den Auflagerpunkten noch ein
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Winddruck P, von dem Triger aufzunehmen ist. Natiirlich diirfen
in diesem Falle die Diagonalen in den Fichern der untersten
Tonnenseite nicht fehlen. — Auch hier werden die von den ebenen
Fachwerkbalken aufzunehmenden Lasten durch die Strecken ab, be,cd
des Kriifteplanes angegeben, und die Pfeile, nach denen sie an diesen

Abb. 1364,

Abb. 136b.

Balken biegend angreifen, sind in Abb. 136* eingetragen. Die
weitere Berechnung der Stabspannungen, die zu diesen Lasten ge-
horen, erfolgt wie im vorigen Falle.

Ein von Lihle in Ziirich zur Anwendung gebraches Flecht-
werkdach mdge hier auch noch erwiihnt werden. Zur Uberdachung
eines griferen Werkstattraumes verwendet man gewdhnlich der
besseren Lichtzufithrung wegen ein sogenanntes ,Sigedach von dem
aus Abb. 137 ersichtlichen Umrisse. Nach der ilteren Bauart unter-
stiitzte man die Dachflichen durch eine Reihe kleiner Binder, die die
Spannweiten 4 bis C
usf. iiberdecken wund
sich bei 4 und C auf
Unterziige stiitzen, die
] zwischen den in griBe-

ren Abstinden stehen-

den Pfeilern angeord-
net sind. Anstatt dessen fithrt Lohle auf den Tonnenseiten, die
sich in den Strecken 4B, BC usf. projizieren, ebene Fachwerk-
balken aus, von denen je zwei aneinander grenzende die dazwischen
liegende Gurtung gemeinsam haben. Hierdurch werden nicht nur die
Binder, sondern auch die vorher erwihnten Unteraztige entbehrlich
gemacht und fiir den Fall von groBen (zur Zeichenebene senkrecht
gemessenen) Pfeilerentfernungen wird eine ziemlich erhebliche
Materialersparnis erzielt.

Gegeniiber der in Abb. 133 gezeichneten Anordnung besteht ein
Unterschied nur in der abweichenden Querschnittslinie der Tonne;

B

Abb, 187,
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die vorher auseinandergesetzte Berechnung kann daher auf diesen
Fall ohne weiteres iibertragen werden.

§ 47. Flechtwerktriger eines Krangeriistes.

In Abb. 24a, S. 52 war ein ebenes Traggeriist fiir einen
Kran dargestellt und im zugehérigen Krifteplane Abb. 24°
waren die Stabspannungen ermittelt worden, die darin durch
eine am Ausleger angreifende Last 9 hervorgerufen werden.

Dabei muBte aber vorausgesetzt werden, daB die Rich
tungslinie der Last % in der Ebene des Binders liege, denn
gegen Krifte, die senkrecht zur Binderebene gerichtet sind,
ist ein ebener Stabverband, wenigstens in seiner Eigenschaft
als Fachwerk, nicht widerstandsfihig.

Nun ist freilich bei einem Krane der bei jener Gelegenheit
vorausgesetzte Belastungsfall der wichtigste., Es kann aber
immerhin auch vorkommen, daf die am Ausleger angreifende
Kraft entweder selbst eine zur Binderebene senkrechte Kom-
ponente hat oder dafl daneben andere Lasten (Winddruck u. dgl.)
vorkommen, die zu dieser Ebene senkrecht stehen. Man mulB
daher auch fiir eine gewisse Steifigkeit der Konstruktion senk-
recht zur Binderebene sorgen. Dies kann nun zwar auf ver-
schiedene Art geschehen; am wirksamsten geschieht es aber
durch den Ubergang vom ebenen zum riumlichen Fachwerke.

Man kann sich hier die Aufgabe stellen, aus der ebenen
Binderfigur heraus einen riumlichen, stafisch bestimmten
Fachwerktriiger zu entwickeln, der gegeniiber Lasten, die in der
Symmetrieebene liegen, im wesentlichen ebenso wirkt, wie
vorher der ebene Binder, dabei aber zugleich noch imstande
ist, gegeniiber Lasten, die senkrecht zu jener Ebene gerichtet
sind, als Fachwerktriger, d. h. unter ausschlieBlicher Bean-
spruchung der Stibe auf Zug oder Druck zu widerstehen. Auch
diese Aufgabe liBt noch verschiedene Lisungen zu. Die ein-
fachste wird durch Abb. 138 in axonometrischer Zeichnung
angegeben. Dabei sei bemerkt, dall auch die gestrichelten
Linien Stdbe vorstellen, die nur bei dem betreffenden Be-
lastungsfalle spannungslos sind.
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DaB der Triger statisch bestimmt ist, erkennt man am
einfachsten daraus, daB sich die zu dem oberen Teile gehorigen
Stibe zu Dreiecken zusammenschlieBen, die einen inneren Raum
vollstindig umgrenzen. Der obere Teil bildet daher ein voll-
stindiges Flechtwerk, das durch die sechs unteren Stibe starr
mit der festen Erde verbunden ist. Mit Ausnahme der ge-
strichelt ausgezogenen Diagonale in dem nach unten gekehrten
trapezformigen Fache des Flechtwerkmantels ist die ganze An-
ordnung symmetrisch. Man kann aber die Symmetrie auch
vollstindig machen, indem man in dieses Fach eine zweite
Diagonaleeinschiebt. Wir
wissen schon, dafl die
7 statische Unbestimmt-
heit, die hierdurch ein-
gefithrt wird, unerheblich
ist, da sie sich nur auf
die zu demselben Fache
gehorenden Stidbe er-
streckt und dal auch
gelbst fiir diese Stébe
sofort klare Verhaltnisse

87 geschaffen werden, so-
Abb, 138. bald man annimmt, daB
beide Diagonalen als
Gegendiagonalen ausgebildet, d. h. nur gegen Zug widerstands-
fihig konstruiert werden. '

Der Aufrif des rdumlichen Trigers stimmt genau mit der
fritheren Binderfigur iiberein. Daher kann auch die Berechnung
der Stabspannungen fiir soleche Lasten, die in der Mittelebene
liegen, aus der frither fir den Binder durchgefiihrten Berechnung
ohne weiteres abgeleitet werden. Wenn sich nidmlich Krifte
an einem Punkte im Raume im Gleichgewichte halten und man
projiziert sie alle auf eine Ebene, so ist auch die geometrische
Summe ihrer Projektionen gleich Null. Auf die Linien der
Binderfigur projizieren sich aber die Stabspannungen des rdum-
lichen Trigers und die im Krifteplane der Abb. 24" erhaltenen
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Strecken geben daher ohne weiteres die Summe der AufriB-
projektionen der Spannungen jener Stéibe an, die sich in der
Binderfigur, als Aufri des rdumlichen Trigers betrachtet,
iibereinander decken.

Der symmetrischen Anordnung und Belastung wegen, li8t
gich ferner an jedem Knotenpunkte dadurch Gleichgewicht
herstellen, dal man die Spannungen der spiegelbildlich zu-
einander liegenden Stdbe gleich groB und von gleichem Vor-
zeichen annimmt, die einzelne, unsymmetrisch vorkommende
Diagonale dagegen spannungslos liBt. Da der Triger statisch
bestimmt und daher nur ein einziges Gleichgewichtssystem von
Spannungen mdoglich ist, mufl die genannte Diagonale hiernach
auch wirklich spannungslos sein. Die aus dem Krifteplane
der Abb. 24" entnommenen Strecken geben sofort die in der
Mittelebene liegenden Resultierenden der Stabspannungen an,
die sich in den entsprechenden Seiten der Binderfigur iiber-
einander decken. Man braucht daher nur nachtriglich noch
eine Zerlegung der durch den Krifteplan gelieferten Resul-
tierenden nach den Richtungen der betreffenden Stibe vorzu-
nehmen, was etwa im Grundrisse geschehen kann.

Von jenen Stiben, die selbst in der Mittelebene liegen
und die sich daher im Aufrisse nicht mit andern iiberdecken,
liefert der ebene Krifteplan schon unmittelbar die Spannung,
ohne dal} eine weitere Zerlegung notig wiire. Fir jene Stibe
endlich, die senkrecht zur Mittelebene stehen und sich daher
im Aufrisse als Punkte projizieren, findet man die Spannungen
nachtriglich durch Zeichnen von Kraftecken fiir einen ihrer
Endpunkte im Grundrisse. Da die iibrigen Stabspannungen
schon sdmtlich bekannt sind, kénnen diese Kraftecke ohne
weiteres aufgetragen werden.

Da alle diese Zerlegungen sehr einfach sind, habe ich die
Beigabe einer besonderen Zeichnung des Krifteplanes fir ent-
behrlich gehalten. Dagegen sind in Abb. 138 jene Stibe, die
fiir den Fall einer senkrechten Last am Ausleger gedriickt
gind, durch Schattenstriche hervorgehoben und die spannungs-
losen durch gestrichelte Linien angegeben.
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Wenn die Last am Ausleger eine beliebige Richtung im
Raume hat, hort die symmetrische Spannungsverteilung auf
und das bigsher besprochene Verfahren ist daher nicht mehr
anwendbar. Man zerlegt die Last in diesem Falle am besten
in zwei Komponenten, von denen eine in der Mittelebene liegt
und die andere senkrecht zu ihr steht, und berechnet die von
jeder dieser Komponenten fiir sich hervorgerufenen Spannungen,
die man dann nachtriglich summieren kann. Fiir den ersten
Belastungsfall ist die Losung schon bekannt; es bleibt also
nur noch der zweite zu untersuchen.

In Abb. 139 ist zun#ichst wieder eine axonmometrische Zeichnung
des Krangeriistes gege-
ben, in der genau wie
vorher die bei dem jetzt
vorliegenden Belas-
tungsfalle spannungslos
bleibenden Stiibe durch
gestrichelte Linien an-
gegeben sind. Wir
wollen uns zuniichst
iiberzeugen, daB diese
in der Tat spannungslos
bleiben miissen.
Denkt man sich die
sechs Stibe, die den
Abb, 189, oberen Flechtwerk-
korper mit der festen
Erde verbinden, durchschnitten, so miissen die an den Schnittstellen
als #uBere Kriifte anzubringenden Stabspannungen mit der Last P am
Ausleger ein Gleichgewichtssystem bilden. Fiir eine Momentenachse,
die durch die Auflagerpunkte X und XI gelegt ist, verschwinden
die Momente von B und von den vier von diesen Punkten ausgehen-
den Stabspannungen. Die Summe der Momente der beiden am Knoten-
punkte I angreifenden Stabspannungen VIII, I und IX, I muB da-
her ebenfalls gleich Null sein. Nun kann man sich diese beiden
Spannungen zu einer am Knotenpunkte I angreifenden Resultierenden
vereinigt denken. Die Resultierende mufl in der Ebene I, VIII, IX
enthalten sein, die zur Momentenachse parallel ist, und damit ihr
Moment zu Null wird, muB sie selbst zur Momentenachse parallel sein.
Nachdem man dies erkannt hat, wende man den Momenten-
satz nochmals fiir eine durch den Knotenpunkt V.II in lotrechte~
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Richtung gelegte Momentenachse an. Awuch fiir diese Achse ver-
schwinden die Momente von ¥ und von den zu den Auflagerpunkten
X und X7 gehorigen Stabspannungen. Dies erkennt man aus dem
in Abb. 140" gezeichneten Grundrisse, aus dem hervorgeht, daB
sich die Ebenen X, II, VI und XI, IV, V in der jetzt als Mo-
mentenachse gewiihlten Geraden schneiden. Demnach muB auch
fiir diese Momentenachse das Moment der am Knotenpunkte I ge-
bildeten Resultierenden aus den Stabspannungen VIII, I und IX, I
gleich Null sein. Wir erkannten aber schon vorher, daB diese
Resultierende, falls sie iiberhaupt besteht, nur parallel zur vorigen
Momentenachse gehen kann. Wire sie von Null verschieden, so .
konnte ihr Moment fiir die jetzt gewihlte Momentenachse nicht
verschwinden, da die beiden Linien windschief zueinander liegen.
Die Resultierende muf also Null sein und daher miissen auch die
Stibe, aus deren Spannungen die Resultierende gebildet war, beide
spannungslos sein.

Die drei tibrigen Stibe, die noch vom Knotenpunkte I aus-
gehen, miissen nun auch spannungslos sein, da zwischen drei Kriiften,
die nicht in derselben Ebene liegen, nur dadurch Gleichgewicht
hergestellt werden kann, daB man sie alle drei gleich Null setzt
Wir kommen ferner zum Stabe III, VII. DalBl dieser spannungs-
los ist, folgt daraus, daB die Kraft # am Knotenpunkte VII mit
den beiden andern von diesem Knotenpunkte ausgehenden Stiben
in einer Ebene liegt. Die vierte, mit den drei andern nicht in
derselben Ebene liegende Kraft muB daher gleich Null sein. SchlieB-
lich bleibt noch der Stab II, VI. Auch bei ihm folgt der SchluB,
daB er spannungslos sein muB, daraus, daB die drei andern vom
Knotenpunkte I7 ausgehenden Stabspannungen in einer Ebene liegen.
Dabei ist zu beachten, daB man vorher schon erkannte, daf Stab
II, I spannungslos ist.

Um ferner die Spannungen der bei dem betrachteten Belastungs-
falle in Titigkeit kommenden Stibe zu ermitteln, erwiige man vor-
erst, daB der Triger in den Punkten X und XTI Auflagerkrifte
U und B iibertriigt, die mit der Last P ein Gleichgewichtssystem
bilden. Zugleich mufl % in der Ebene der beiden sich in X an-
schlieBenden Stibe enthalten sein, da U auch mit den Spannungen
dieser Stibe im Gleichgewichte sein mufl. Entsprechendes gilt fir B.
Daraus folgt, daB die Richtungslinien von A und B sich mit P
im Knotenpunkte VII schneiden miissen.

Nach diesen Vorbemerkungen kann man zu der in Abb. 140°
in GrundriB und AufriB ausgefiihrten Kriiftezerlegung schreiten.
Die Kraft § zerlegt man zuerst im Grundrisse nach den Richtungen
von b, und b, oder auch von U und PB, denn diese Richtungen
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Abb, 140a . ...

Abb, 140b ., ..

Abb. 1400 .. ..

Abb. 140e.

Abb. 1404d.
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decken sich hier. Im Aufrisse decken sich sowohl b, und by, wofiir
kurz b geschrieben ist, als auch U und B.

Dann folgt Abb. 1409, Man zerlegt hier %, das von der
vorigen Zeichnung {ibernommen wird, in die Stabspannungen &
und 7. Der Grundrif des Kriiftedreieckes bildet eine Gerade. Auch
die von B am andern Auflagerpunkte hervorgerufenen Stabspan-
nungen sind hiermit bekannt; sie sind ebenso groB, als die ihnen
auf der Vorderseite entsprechenden, aber von entgegengesetztem
Vorzeichen. Dies folgt schon aus der bereits beim vorigen Be-
lastungsfalle angestellten Uberlegung iiber die Stabspannungen in
der Binderfigur, die den AufriB des riumlichen Triigers bildet. Die
Projektion von f im Aufrisse ist niimlich im vorliegenden Falle
gleich Null; daher sind auch die Stabspannungen im Binder gleich
Null, d. h. die sich im Aufrisse auf denselben Linien iiberdeckenden
Projektionen der Stabspannungen des riumlichen Trigers sind von
gleicher Grifle und entgegengesetztem Vorzeichen. Auch schon
auf Grund dieser Uberlegung hiitte man den Nachweis erbringen
konnen, daB die in der Mittelebene selbst liegenden Stiibe @ und d
spannungslos sein miissen. Im iibrigen ist darauf auch bei den
weiter folgenden Zerlegungen Riicksicht zu nehmen.

Wir kommen nun zu Abb. 140°, die zwei verschiedene Grund-
risse und einen zu beiden gehorigen, gemeinsamen Aufrif umfaBt.
Der obere GrundriB samt dem Aufrisse bildet das Krafteck fiir den
Knotenpunkt V1 (sieche wegen der Numerierung der Knotenpunkte
die zugehdrige axonometrische Zeichnung in Abb. 139); der untere
Grundriff gehért zu dem hinter VI, symmetrisch dazu liegenden
Knotenpunkte V. Vom Kraftecke fiir den Knotenpunkt VI kennt
man bereits die Stabspannungen i; und b;. Diese sind im Auf-
risse im Sinne ihrer Pfeile aneinander gereiht; im Grundrisse tiber-
decken sie sich, Dann zieht man im Aufrisse die Parallelen zu ¢
und #. Im Grundrisse tritt dazu noch die Stabspannung [, die
sich im Aufrisse als Punkt projiziert. Damit sind die Projektionen
des windschiefen Kriiftefiinfeckes fiir den Knotenpunkt VI bereits
gefunden.

Fiir den Knotenpunkt V gilt derselbe Aufrif; nur hat jetzt
die vorher mit » bezeichnete horizontale Seite bei ihm die Be-
deutung von g,. Auch hier ergibt sich die Stabspannung ! von
neuem und sie mufl natiirlich ebenso grof ausfallen als im vorigen
Kraftecke.

Nun fehlt nur noch die Spannung der mit e bezeichneten
Stibe. Sie folgt aus dem Kriftedreiecke fiir den Knotenpunkt IT.
Dieses ist in Abb. 140% in umgeklappter Lage, also in wahrer
Gestalt, und zwar mit punktierten Linien eingetragen. Dazu wurde



286 Fiinfter Abschnitt. Das Fachwerk im Raume.

schon im Aufrisse ¢ in die Mittelebene umgeklappt und zu der
hierdurch gefundenen, punktiert ausgezogenen Richtung (e) die
Parallele (¢) in Abb. 1409 gezogen.

Nachtriiglich hat man noch die wahren Léingen der im Auf-
risse und Grundrisse gegebenmen Stabspannungen zu ermitteln und
sie nach dem gewihlten KriftemafBstabe auszumessen. Die dazu
notigen Linien sind in der Zeichnung weggelassen.

§ 48. Anwendung des Stabvertauschungsverfahrens
auf die Berechnung ridumlicher Fachwerke.

Wenn andere Mittel zur Berechnung der Stabspannungen
in statisch bestimmten rdumlichen Fachwerktrigern versagen,
kann man stets durch das schon in § 35 fiir das ebene Fachwerk
auseinandergesetzte Hennebergsche Verfahren der Einfiihrung
von Hrsatzstiben zum Ziele gelangen. Dieses Verfahren -ist
nimlich fir rdumliche Fachwerke genau ebenso wie fiir ebene
anwendbar und Henneberg hat es auch schon von Anfang
an fiir beide Fille angegeben, obschon er es zuniichst nur fiir die
Berechnung ebener Fachwerke wirklich verwendet hat. Dies
ist spiter von Miiller-Breslau geschehen.

~ Schon in einigen andern Fillen, die in diesem Abschnitte
behandelt wurden, kann man die Untersuchung auch mit Hilfe
des Stabvertauschungsverfahrens durchfiihren. Man gewinnt
aber dadurch nichts. Vielmehr beschrinkt man die Anwendung
des Verfahrens am besten auf solche Fille, in denen einfachere
Wege nicht mehr zum Ziele fiihren.

Ein soleher Fall liegt bei einer Kuppel vor, die von Zim-
mermann, dem hervorragenden Techniker im PreuBischen
Ministerium der offentlichen Arbeiten fir das Reichstagshaus
in Berlin entworfen und ausgefiihrt wurde. Abb. 141 zeigt den
Grundrif der Zimmermannschen Kuppel in etwas verallge-
meinerter Darstellung. Auf den AufriB kommt es vorliufig
nicht an, wenn man nur beachtet, daB die Kuppel aus zwei
Stockwerken besteht, da8 ferner der FuBring und der mittlere
Ring achteckig sind, wihrend der Nabelring quadratisch ge-
staltet ist. Die 12 Knotenpunkte der beiden oberen Ringe werden,
wie man durch Abzihlen findet, gegen den zur festen Erde
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gehorigen Fufring durch 36 Stdbe abgestiitzt. Das Stabgeriist
ist daher statisch bestimmt. DaB kein Ausnahmefall vorliegt,
schlieBt man, wie gewoOhnlich, aus der weiterhin folgenden
statischen Berechnung..

Der in Abb. 141 mit X bezeichnete Knotenpunkt des
Nabelringes moge eine beliebig gegebene Last P tragen, wihrend
alle iibrigen Knotenpunkte unbelastet sind. Man soll die zu
dieser Belastung gehorigen Stabspannungen berechnen.

Zu diesem Zwecke denke man sich irgend zwei passend aus-
gewiihlte Btibe, die in der Abbildung mit X und Y bezeichnet
sind, durchschnitten

und die in ihnen 26

auftretenden, vor- Z\L 13 5

liufig unbekannten 2 o5 15 13 N9

Spannungen  durch X \J
0.1} 16 8

#uBere Kriifte, die 2 — N

an den Endknoten-
punkten als Lasten

23 7
anzubringen sind, er- K 8 [ X I 3 5
19

setzt. Dadurch kann
an dem Gleichge-
wichtszustande des 21
ganzen  Verbandes 22
nichts gefindert wer-
den, falls nur vor-
ausgesetzt wird, daB die Spannungen X und Y passend gewiihlt
wurden. Um die Ersatzstibe, die wir an Stelle der Stibe X und
Y ecinzufithren hitten, um das Fachwerk zu einem einfachen zu
machen, brauchen wir uns vorliufig nicht zu kiimmern; spiiter
wird sich von selbst herausstellen, wie diese Wahl getroffen
werden kann.

Nun beginne man mit dem Zeichnen der Kriftepline fiir den
nach Wegnahme der beiden Stibe verbliebenen Kuppelrest. DaB
man die wahren GriBen der Stabspannungen X und Y und der
ihnen an dem Kuppelreste entsprechenden Lasten noch nicht kennt,
stort dabei nicht viel, indem man sich des schon bei der Be-
rechnung der Netzwerkkuppel in § 43 benutzten Mittels bedienen
kann, den MaBstab des Kriifteplanes einstweilen unbestimmt zu
lassen, so daB man die erste Kraft, die man beim Zeichnen des

#Kriifteplanes aufzutragen hat, durch eine beliebig lange Strecke
zur Darstellung bringen kann.

20

Abb. 141,
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Freilich kommen hier zwei Lasten, X und ¥, vor, die man
beide noch nicht kennt und deren Verhiltnis ebenfalls unbekannt
ist. Man kann daher nicht beide in denselben Kriifteplan ein-
tragen. Dagegen steht nichts im Wege, zuerst nur X am Kuppel-
reste ,anzubringen und hierfiir einen Kriifteplan in unbestimmt ge-
lassenem Mafistabe zu zeichnen und hierauf mit ¥ ebenso zu
verfahren, wobei der dazu gehirige Krifteplan in irgendeinem
andern unbestimmt gelassenen MaBstabe aufzutragen ist. Sei nun
etwa 1 mm = m kg der Mallstab des ersten und 1 mm = » kg
der Maflstab des zweiten Kriifteplanes, so ist die in irgendeinem
Stabe ¢ durch das Zusammenwirken beider Lasten hervorgerufene

S;
Stabspannung By i Nl
wenn mit #; und y; die aus beiden Kriifteplinen zu entnehmenden
Spannungen bezeichnet werden, die dem Stabe ¢ entsprechen. Es
kommt also dann nur noch darauf an, nachtriiglich die beiden
Unbekannten m und # zu ermitteln, um die Aufgabe vollstéindig
zu lésen. Hierbei ist zu beachten, daB m und » sowohl positive
als negative GriBen sein konnen; denn beim Zeichnen beider
Kriiftepline setzt man einstweilen voraus, da X und Y Zug-
spannungen seien. Ist aber eine von ihnen in Wirklichkeit eine
Druckspannung, so sind nachtriiglich noch alle Vorzeichen in dem
betreffenden Kriifteplane umzukehren, was dadurch geschieht, dafB
man m oder »n einen negativen Wert beilegt.

Nachdem man beide Kriiftepline vollstindig durchgefithrt hat,
ergeben sich am Schlusse von selbst die Bedingungen, denen die
Unbekannten m und % geniigen miissen und aus denen sie sich
berechnen lassen. Ist man néimlich zum belasteten Knotenpunkte
gelangt, so findet man, daB dort in jedem der beiden Kriftepline
nur noch zwei Stabspannungen nicht vertreten sind. Man zerlegt
daher die Resultierende der iibrigen Spannungen nach diesen beiden
Richtungslinien und nach der Richtungslinie der gegebenen Last P.
Bezeichnet man die in die Richtung von P fallenden Krifte in
beiden Kriifteplinen mit P, und P,, so muB

P=mP,+ nP,

sein und hiermit hat man schon eine der beiden Bedingungs-
gleichungen zwischen den Unbekannten m und .

Die zweite ergibt sich, nachdem man zum letzten Knoten-
punkte (XII in Abb. 141) gelangt ist. Dort sind die Spannungen
24 und 28 in beiden Kriifteplinen schon vertreten. Da aber an
diesem Knotenpunkte nur vier Stibe angreifen, mufi die Resul-
tierende aus den Spannungen Sg¢ und Sgs in die Schnittlinie der
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durch sie und der durch die beiden andern Stibe gelegten Ebenen
fallen. Hiernach kann das Verhiltnis beider Stabspannungen
durch Zeichnen eines Kriiftedreieckes ermittelt werden. Bezeichnet
man dieses Verhiltnis mit «, so lautet die zweite Bedingungs-
gleichung, der m und » geniigen miissen,

Si4 _ MTyy + MYy _
Ssg  MTgg - NYgg

Die Auflésung beider Bedingungsgleichungen liefert m und % nach
GroBe und Vorzeichen. ‘

Die Bezeichnungen in Abb. 141 sind so gewiihlt, daB die
Aufeinanderfolge der Stabnummern zugleich angibt, in welcher
Reihenfolge die zugehdrigen Stabspannungen in den Krifteplinen
X und Y gefunden werden.

In Abb. 141 war der bequemeren Ubersicht wegen voraus-
gesetzt, daB die Seitenflichen des unteren Kuppelgeschosses eben-
falls in geneigten Ebenen liegen sollten. Dadurch sollte vermieden
werden, daB sich im Grundrisse einzelne Stabprojektionen iiber- .
einander deckten. Bei der im Reichstagshause ausgefiihrten Zimmer-
mannschen Kuppel liegen die Seitenflichen des unteren Kuppel-
geschosses in lotrechten Ebenen. Dadurch #ndert sich aber nichts
im Gange der Untersuchung; die Ausfiihrung der Zeichnung wird
dadurch nur noch etwas erleichtert.

In den Abb. 142 bis 148 (8. 292) ist die ganze Kriifte-
zerlegung fiir das wirklich zur Ausfithrung gebrachte Stabgeriist
im MaBstabe durchgefithrt. Die Zeichnung wurde zuerst in
groBerem (etwa doppelt so groBem) MabBstabe aufgetragen und
dann auf das hier zur Verfiigung stehende Format verkleinert.

Abb. 142* und 142" stellen die Kuppel in Aufrif und
GrundriB dar; die Bezeichnungen sind hier etwas anders gewiihlt,
als in Abb. 141. Im Aufrisse sind die nach hinten zu liegenden
Stibe durch stark gestrichelte Linien dargestellt. Als Stab X ist
der Diagonalstab 11, als Stab ¥ der Nabelringstab 3 ausgewiihlt,
Knotenpunkt I triigt eine lotrecht gerichtete Last von 1000 kg.

In die Risse der Kuppel sind auch alle Schnittlinien von
Ebenen eingetragen, die man bei den nach dem Culmannschen
Verfahren vorgenommenen Kriiftezerlegungen nitig hatte. Dagegen
sind die Hilfslinien, die zur Ermittelung dieser Ebenenschnitt-
linien dienten, in der Zeichnung weggelassen worden. Jene
Schnittlinien, die man zum Auftragen des Krifteplanes X braucht,
sind als feine Linien durchgezogen, die zum Krifteplan Y ge-
horigen sind fein punktiert angegeben; wo zwei davon zusammen-
fallen, steht eine durchgezogene Linie. Sowohl in der Kuppelfigur

F6ppl: Graphische Statik. 3. Aufl, 19

.
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als in den Kriifteplinen sind die Ebenenschnittlinien mit kleinen
lateinischen Buchstaben bezeichnet, wobei zur besseren Unter-
scheidung den zum Kriifteplane Y gehorigen ein Strich beigesetzt wurde.

Zuerst wurde der Kriifteplan X in Abb. 143 aufgetragen.
Er wurde mit der in beliebiger GriBe gewihlten Strecke X be-
gomnen. Aus der Betrachtung des Knotenpunktes III erkennt
man zuniéichst, daB Stab 10 in diesem Kriifteplane spannungslos
ist, da die drei iibrigen Stibe 2, 8, 9 in einer Ebene liegen.
Am Knotenpunkte XI greifen daher, aufler X, das vorliufig als
Zugspannung vorausgesetzt wird, nur noch die Stabspannungen 20,
21, 32 und 31 an, von denen aber die drei letztgenannten in
einer Ebene liegen. Man ermittelt die Schnittlinie b dieser Ebene
mit der durch X und 20 gelegten Ebene und zerlegt im Kriifte-
plane X nach b und 20. Damit hat man das erste Kriiftedreieck
im Kriifteplane X. Dann geht man zum Knotenpunkte X iiber.
Hier kann man 20 ohne weiteres nach 9, 19 und 30 zerlegen
(die Diagonale 29 geht so wie in Abb. 141 die dort mit 11 be-
zeichnete Diagonale, greift also hier an Knotenpunkt IX an).

Es wird gentigen, wenn ich hier nur die Reihenfolge der
Knotenpunkte anfithre, an denen sich dann die weiteren Kriifte-
zerlegungen abspielen; es sind dies, mit EinschluB der schon
angefithrten, die Knotenpunkte I1I, XI, X, III, II, IX, VIII, II,
I, VII, VI. Wo hier eine Ziffer zweimal vorkommt, ist dies
dahin zu deuten, daB man beim erstmaligen Vorkommen noch
nicht alle zugehrigen Stabspannungen ermitteln kann, sondern
jene, die unter sich in einer Ebene liegen, einstweilen unbestimmt
lassen mufl. Beim zweitmaligen Auftreten des betreffenden Knoten-
punktes vermag man dann auch die vorher unbestimmt gelassenen
zu ermifteln. So konnte gleich zu Anfang bei Betrachtung des
Knotenpunktes III nur geschlossen werden, daB die Spannung 10
gleich Null ist. Nachdem man aber aus Knotenpunkt X inzwischen
die Spannung von 9 gefunden hat, kann man zu III zuriickkehren
und dort 2 und 8 ermitteln. Geradeso verhiillt es sich auch mit
dem zweimaligen Auftreten von Knotenpunkt II

Nachdem der Krifteplan X in Abb. 143 bis zum Knoten-
punkte VI fortgefithrt ist, muB man zu dem andern Endknoten-
punkte des Stabes X, niimlich zu IV zuriickkehren und von dort
aus die Kriftezerlegungen nach der andern Seite hin weiterfiihren.
Diese Fortsetzung ist in einer besonderen Figur, Abb. 144, dar-
gestellt. Man zerlegt erst X im Knotenpunkte IV nach 4, 13,
12 und geht von da zu den Knotenpunkten XII und V weiter.

Hiermit ist der erste Teil der Aufgabe erledigh. Der zweite
Teil besteht in dem Auftragen des Krifteplanes Y, wobei man
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ganz &hnlich wie vorher verfihrt. Der Deutlichkeit wegen ist
jedoch dieser Krifteplan in 3 Teile, Abb. 145, 146 und 147 aus-
einandergezogen, von denen die beiden ersten Teile zusammen-
genommen der Abb. 143 des vorigen Kriifteplanes entsprechen,
withrend sich Abb. 147 auf dieselben Knotenpunkte wie
vorher Abb. 144 bezieht. Begonnen wurde mit Abb. 145,
bei der sich Aufrif und Grundrif der Platzerspurnis wegen zum
Teil tiberdecken. Die in beliebiger GriBe aufgetragene und zu-
niichst als Zugspannung vorausgesetzte Spannung Y wird am
Knotenpunkte IIL nach 10 und der Ebenenschnittlinie o' zer-
legt. Dann folgt am Knotenpunkte XI die Zerlegung von 10
nach 20 und der Ebenenschnittlinie b'. Im ganzen kommen in
Abb. 145 die Kraftecke fiir die Knotenpunkte in der Reihen-
folge III, XI, X, III, II, IX vor. Man sieht, daB diese Reihen-
folge genau mit der schon beim Kriifteplane X eingehaltenen iiber-
einstimmt.

Am Knotenpunkte IX haf man, wie noch beispielsweise er-
withnt werden mag, zuerst die schon vorher ermittelten Span-
nungen 19, 8 7, die alle drei Zugspannungen sind, zu einer
Resultierenden R, zusammenzufassen, deren Richtungslinie in die
Kuppelzeichnung einzutragen, hierauf durch sie und 18 eine Ebene
zu legen, deren Schnittlinie mit der durch 19 und 29 gehenden
Lotebene mit d' bezeichnet ist, und nach diesen Vorbereitungen
R, nach 18 und @ im Krifteplane zu zerlegen. Stab 18 erfihrt
hiernach eine Druckspannung.

Die Stabspannung 18 wird in Abb. 145 schon durch eine
verhiiltnismiBig grofle Strecke dargestellt. Wollte man in der-
selben Weise fortfahren, so wiirde man, da die folgenden Span-
nungen noch gréBer ausfallen, in Abb. 145 bald mit dem Platze
nicht mehr ausreichen. Deshalb ist die weitere Fortsetzung des
Kriifteplanes in Abb. 146 in '/, der vorhergehenden GriBe ge-
zeichnet. Abb. 146 umfafBt in diesem neuen MaBstabe die Kraft-
ecke fiir die Knotenpunkte VIII, I, I, VII, VI in der angegebenen
Reihenfolge, wobei dem Knotenpunkte VIII das Dreieck aus 18,
6 und der Ebenenschnittlinie ¢ entspricht. Der MaBstab fiir
Abb. 146 sei 1 mm = n kg; dann ist der MafBstab fiir Abb. 146

1 mm=w’4l kg.

SchlieBlich gibt noch Abb. 147 den Kriifteplan fiir die nach
der andern Seite hin liegenden Knotenpunkte IV, XIl und V an.
Dieser ist in demselben MaBstabe wie Abb. 145 aufgetragen, also

s0, daB 1 mm = % kg bedeutet.
19*
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Nun kommt der dritte Teil des Verfahrens. Man entnimmt
aus den Kriifteplinen X und Y die Resultierenden aus den Stab-
spannungen 15 und 24 am Knotenpunkte VI. Diese sind in den
Abbildungen durch strichpunktierte Linien dargestellt und mit 7
und ' bezeichnet. Auch die Pfeile dieser Resultierenden sind mit
einzutragen, so wie sie sich aus den zuvor festgestellten Pfeilen
der Stabspannungen ergeben. Andererseits weiB man aber, daB
die Resultierende jemer Stabspannungen 15 und 24, die in Wirk-
lichkeit zustande kommen, in die mit 2% bezeichnete Ebenen-
schnittlinie am Knotenpunkte VI fallen mufl, Man kann daher
das in Abb. 148 im Grundrisse gezeichnete Kriftedreieck auftragen,
von dem eine Seite in die Richtung % A' fillt, wiihrend die beiden
andern Seiten parallel zu ! und ! gezogen sind. Auf die GriBe
dieses Kriftedreieckes kommt es nicht an, da man mit seiner
Hilfe nur das Verhdltnis der beiden zuletzt genannten Seiten er-
mitteln will. Diese Seiten sind in Abb. 148 mit L und L' be-
zeichnet und man mift aus ihnen die Strecken I = 38,5 und
I! = 8,3 ab, wobei es aber nur auf das Verhiiltnis

L' 83
L ~ 885
angommt. Zugleich erkennt man, daf die Pfeile der durch L
und L' dargestellten Krifte, die in dem Kriiftedreiecke aufeinander-
folgen miissen, entweder beide mit den in den Krifteplinen X
und Y festgestellten Pfeilen von ! und 7' dbereinstimmen oder
ihnen beide entgegengesetzt sein miissen. Der Anteil I der Re-
sultierenden aus 15 und 24 muB nun aus dem im Spannungsbilde
X vorkommenden ! und der Anteil L' aus dem zu Y gehorigen '
unter Beriicksichtigung der verschiedenen MaBstiibe gebildet werden.
Dabei brauchen wir uns nur um die Grundrisse dieser Strecken zu
kiimmern, da auch schon Abb. 148 einen Grundriff darstellte. Im
Grundrisse findet man nun durch Nachmessen in Abb. 143%
!=11,9 mm und aus Abb. 146" /' = 78,6 mm. Hiernach erhilt
man die Bedingungsgleichung
86-n L
11,9-m L

= 0,2155

= 0,2155,

womit zuniichst wenigstens das Verhiltnis beider KriiftemaBstibe
bekannt ist.

Die zweite Bedingungsgleichung folgt aus den Kraftecken
fir den mit der Last von 1000 kg behafteten Knotenpunkt I.
Diese Kraftecke setzen sich in den Aufrissen beider Pline aus den
Spannungen der Stibe 1, 14, 15, 16 und den Strecken P, bezw.
P, zusammen. Die Stabspannung 4 fehlt, da sie senkrecht zur
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AufriBebene steht. Der Pfeil von P, ergibt sich senkrecht nach
abwiirts, der von P, dagegen senkrecht naeh oben hin. Durch
Ausmessen beider Strecken erhiilt man

Po=-+112,1l mm ; P,=—41,7 mm.
Die Bedingungsgleichung lautet
Pr-m+ Py-n=1000 kg
oder nach Einsetzen der Zahlenwerte
112,1 - m — 41,7 - n = 1000

und durch Auflésung dieser Gleichung in Verbindung mit der
vorher aufgestellten erhiilt man fiir die bis dahin unbekannten

KriiftemaBstibe
m=901 kg ; n=03 kg

Beide Zahlen ergeben sich als positiv und dies sagt aus, daB
die von vornherein als Zugspannungen angenommenen Spannungen
X und Y der Stibe 3 und 11 auch in Wirklichkeit Zugspannungen
sind. Eine Umkehrung der Pfeile in einem oder in beiden Kriifte-
plinen ist daher im vorliegenden Falle nicht mehr erforderlich. Man
findet jetzt die Spannung S; irgendeines Stabes i aus den beiden
Spannungsanteilen @; und y;, die in den Kriifteplinen X und ¥ vor-
kommen, nach der schon zuvor aufgestellten Formel

;= ma; + ny;
Die Aufga.be ist also hiermit vollstindig geldst.

Um ein Urteil iiber die Genauigkeit des graphischen Verfahrens
im vorliegenden Falle zu erlangen, lieB ich, nachdem alle Stab-
spannungen auf Grund der im grifleren MaBstabe ausgefiihrten Zeich-
nung ermittelt waren, dieselben Spannungen auBerdem auch noch
nach den Zimmermannschen Formeln berechnen. Dabei ergab sich
in Kilogramm fiir die

Spannung des Stabes 1 2 3 4
durch Rechnung .. — 368,55 + 53,8 -+ 0,6 — 480
graphisch . . . . .. — 367,9 — 52,2 + 0,7 — 48,1

Spannung des Stabes 5 6 7 8
durch Rechnung . . -+ 427,0 —200,0 — 1352 — 1034
graphisch . . . . .. + 426,1 —1985 — 1325 — 101,2

Spannung des Stabes 9 10 11 12
durch Rechnung ., - 884 — 1,7 41080 — 188,0

graphisch . . . . .. + 89,0 -10 41072 — 189,0
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Spannung des Stabes 13 14 15 16
durch Rechnung .. + 1248 — 3920 — 2770 — 568,0
graphisch . . . . . . +121,5 — 38935 — 2767 — 5680

Spannung des Stabes 17 18 19 20
durch Rechnung . . 1344 < 161,2 —355 — 63,9
graphisch . . . . .. + 1344 41580 —36,0 — 64,8

Spannung des Stabes 21 22 23 24
durch Rechnung .. -+ 1263 4 151,8 + 111,0 <+ 200,0
graphisch . . . . . . +126,6 +151,6 <+ 114,56 + 201.5.

Man erkennt aus dem Vergleiche, da die auf dem angegebenen
Wege durch einen geiibten Zeichner gefundenen Werte eine fiir prak-
tische Zwecke mehr als ausreichende Genauigkeit gewihren,

Mit den fertig ausgerechnet vorliegenden Zimmermannschen
Formeln kommt man freilich fiir jene Anordnung, auf die sich diese
beziehen, schneller zum Ziele, als mit der Zeichnung. Die Zeich-
nung liefert aber die Lsung ebenso schnell auch fir andere Fille,
die durch die Zimmermannschen Formeln nicht mehr umfaft werden.

Das hier eingeschlagene Verfahren weicht zwar von dem Stab-
vertauschungsverfahren etwas ab; aber der Unterschied ist doch nur
unerheblich. Auch nach dem Stabvertauschungsverfahren nimmt
man zuerst zwei Stibe X und Y heraus, genau so wie es hier ge-
schehen war. Als Ersatzstiibe wihle man hierauf einen von der
festen Erde nach dem belasteten Knotenpunkte (X in Abb. 141)
in der Richtung der Last P gefithrten Stab und einen Stab, der
auch von der festen Erde nach dem Knotenpunkte XIT in Abb. 141,
etwa in der Ebene der Stibe 21 und 28 gefiihrt ist. In dem so
erhaltenen einfachen Fachwerke nimmt nur der erste Ersatzstab die
Last P auf, alle iibrigen Stébe sind spannungslos. Nun bringt man
die Spannungen X und Y als #uBere Lasten an dem einfachen Fach-
werke an und zeichnet die -zugehérigen Kriiftepline X und Y, die
genau mit den vorher konstruierten iibereinstimmen. Zuletzt sind X
und Y so zu wiihlen, daB die Spannungen in den Ersatzstiiben ver-
schwinden. Aber auch diese beiden Bedingungen stimmen genau
mit jenen iiberein, die vorher zur Ermittelung der unbekannten Mag-
stibe m und » benutzt wurden.

Man sieht daher, daB das hier augewendete Verfahren und
das Stabvertauschungsverfahren im Grunde genommen auf dasselbe
hinauskommen. Nur die Uberlegung, die zur Losung fiihrt, stellt
sich ein klein wenig anders dar, wiihrend sich an den Kriifteplinen
nichts indert. Der Unterschied besteht darin, daB man sich nicht
vorher zu iiberlegen braucht, wie die Stabvertauschung vorzunehmen
ist, um auf ein' Fachwerk zu kommen, fiir das sich ohne weiteres
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ein Kriifteplan zeichnen 1i8t. Man kann vielmehr irgend zwei passend
gewiihlte, benachbarte Stibe herausnehmen und findet withrend des
Zeichnens der Kriiftepliine von selbst, wie die Ersatzstibe zu wiihlen
sind oder anstatt dessen, welche Bedingungen von den Stabspannungen
X und Y erfiillt werden miissen.

Aufgaben.

38. Aufgabe. Der in Abb, 149 dargestellte, (nach einer Aus-
fithrung in der Markthalle zu Leipzig als ,, Leipziger Kuppel® be-
eeichnete) raumliche Fachwerktrdger wird an dem durch einen kleinen
schwarzen Kreis im Grundrisse hervorgehobenen Knotenpunkte durch
die beliebig gerichtete Last P belastet; man
soll die Stabspannungen ermitteln. }‘ Z

Liosung. Zunichst sei darauf hin-
gewiesen, dall diese Kuppel aus der
Schwedlerschen dadurch hervorgeht, daB
die Stiibe des zweiten Ringes durch einen
in ihrer Mitte liegenden Knotenpunkt
unterbrochen sind, nach dem die Diago-
nalen hingefithrt werden. Man gewinnt
durch diese Zwischenschaltung noch einen
weiteren Punkt auf jeder Kuppelseite, "
der unverschieblich fest gehalten ist und
der als Stiitzpunkt fiir die Auflagerung
der Dachhaut verwendet werden kann. Sad
Eine solche Einschaltung neuer Knoten-
punkte ist fiir den Konstrukteur oft sehr Abb. 149,
wertvoll.

Ferner iiberzeugen wir uns durch Abzihlen der Knotenpunkte
und Stiibe, dafl der Triger statisch bestimmt ist, Auf jedem Sparren-
zuge kommen 2 freie Knotenpunkte vor und mit den im zweiten
Ringe eingeschalteten haben wir daher im ganzen 12 Knotenpunkte,
zu deren Verbindung mit der festen Erde 36 Stiibe erforderlich sind.
So viele sind aber auch vorhanden, nimlich 4 im inneren Ringe,
8 im zweiten Ringe, 8 Sparrenstibe und 16 Diagonalstiibe, im
ganzen 36.

Hierauf suchen wir die bei dem gegebenen Belastungsfalle span-
nungslos bleibenden Stibe auf. Man betrachte das im Grundrisse
der Abb. 149 durch eine Schraffierung hervorgehobene Stabdreieck.
Wir wollen uns dieses Dreieck aus dem ganzen Verbande losgeldst
denken, indem wir alle nicht dazu gehdrigen, von den drei Ecken
ausgehenden Stibe wegschneiden und dafiir deren Stabspannungen
als #uflere Kriifte an diesen Ecken anbringen. Diese #uBeren Kriifte

-,
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miissen dann ein Gleichgewichtssystem miteinander bilden. Nun liegen
aber an jeder Ecke die dort weggeschnittenen Stibe unter sich in
einer Ebene. Denken wir uns also deren Spannungen zu einer Resul-
tierenden vereinigt, so muB diese auch in derselben Ebene enthalten
sein. Anderseits muB aber die Resultierende in der Dreiecksebene
liegen, da sie an dem betreffenden Knotenpunkte mit den Spannungen
der heiden Dreiecksstiibe im Gleichgewichte steht. Die Resultierende
kann also nur in die Schnittlinie der beiden Ebenen fallen und da-
mit kennen wir sofort die Richtungslinien der #uBeren Krifte, die
an den drei Ecken des Dreieckes anzubringen sind. Bei den zum
inneren Ringe gehorigen beiden Knotenpunkten fallen diese Richtungs-
linien mit den Sparrenstiiben zusammen und an dem zum zweiten Ringe
gehorigen Knotenpunkte fiillt die Richtungslinie der Resultierenden
auf die Ringstibe.

Diese drei Richtungslinien liegen in einer Ebene; sie schneiden
sich aber nicht in einem Punkte. Damit Gleichgewicht zwischen den
drei Resultierenden miglich sei, miissen sie daher alle drei gleich
Null sein. Demnach sind auch die zu dem Dreiecke selbst gehdrigen
Stiibe spannungslos.

Dieselbe Betrachtung kann auch noch fiir das sonst ehenso
liegende Dreieck auf der nach rechts hin anstoflenden Kuppelseite
durchgefithrt werden und auch fir die
zwischen beiden Kuppelseiten liegenden
Stiibe findet man hierauf leicht, daB sie
spannungslos sind. Das Ergebnis dieser
Betrachtungen ist in Abb. 150 zusammen-
gestellt, in der die spannungslosen Stiibe
durch feine, die in Spannung ver-
setzten durch starke Striche kenntlich
gemacht sind.

Wir betrachten ferner das an den

! belasteten Knotenpunkt anstoBende und
Abb, 150 dem  schraffierten  gegeniiberliegende

Dreieck 1, 2, 3 in Abb. 149 und

stellen dafiir die gleiche Betrachtung an. Diese fiihrt nur an dem
belasteten Knotenpunkte zu einem andern Ergebnisse. Denn da
hier zu den BSpannungen der weggeschnittenen Stiibe noch die
Last P als #uBere Kraft hinzutritt, kann die Resultierende aus den
duBeren Kriiften vorerst jede beliebige Richtung haben. Dagegen
muB die Resultierende der Spannungen der weggeschnittenen Stibe
an dem Knotenpunkte, in dem 1 und 3 aneinander stoBen, immer
noch in die Richtung des Sparrenstabes und die Resultierende an dem
Enotenpunkte, in dem 2 und 3 zusammmenstoBen, in die Richtung
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des Ringes fallen. Suchen wir den Sehnittpunkt dieser beiden Richtungs-
linien auf und verbinden ihn mit dem belasteten Knotenpunkte durch
die punktiert angegebene Linie, so finden wir damit auch die vorher
unbestimmt gelassene Richtungslinie der Resultierenden der fiuBeren
Krifte an der dritten Ecke des Dreieckes. Mit dieser Richtungslinie
mufl auch die Resultierende der Stabspannungen 1 und 2 an dem
belasteten Knotenpunkte zusammenfallen.

Dieselbe Betrachtung lifit sich auch fiir die andere, an den be-
lasteten Knotenpunkt anstoBende Kuppelseite durchfithren und man
findet so, daB die Resultierende der Stabspannungen 4 und 5 am
belasteten Knotenpunkte in die auf dieser Seite angegebene punktierte
Linie fallen muB.

Hiermit sind wir aber in den Stand gesetzt, ohne weiteres die
Kriiftezerlegungen vornehmen zu kionnen, die zu den Stabspannungen
fithren. Denn von den fiinf Stabspannungen am belasteten Knoten-
punkte haben wir 1 mit 2 und ebenso 4 mit 5 in zwei Resultierende
von bekannten Richtungslinien zusammengefafit, so dafl wir nur noch
nitig haben, P nach diesen beiden Richtungslinien und nach der
damit nicht in derselben Ebene liegenden Richtung des Sparrenstabes
zu zerlegen. Die Zerlegung wird noch durch die Bemerkung ver-
einfacht, daB sich das windschiefe Kriifteviereck im Aufrisse als Drei-
eck projiziert, da sich zwei der Richtungslinien im Aufrisse iiber-
decken. Nachdem die Projektionen des Viereckes gezeichnet sind,
findet man auch die Stabspannungen 1 und 2, sowie 4 und 5, indem
man ihre Resultierenden nach den Stabrichtungen zerlegt.

Vom belasteten Knotenpunkte kann man dann zu den iibrigen
fortschreiten und findet auch bei diesen die Stabspannungen durch
einfache Zerlegungen nach drei Richtungen im Raume oder nach
zwei Richtungen in der Ebene. Da alle diese Zerlegungen keinerlei
Schwierigkeiten machen, sehe ich davon ab, die Kriiftepline hier mit
aufzunehmen.

39. Aufgabe. In den Abbildungen 151° bis ° ist in drei Rissen
eine Kuppel diber einem unregelmdpigen Finfecke mit offenem Nabel-
ring gezeichnet. Die eine Seitenwand der Kuppel steht lotrecht. An
dem mit I bezeichneten Knotenpunkte greift eine lotrecht nach abwdrts
gehende Kraft P von 1000kg an. Man soll zundchst die spannungs-
losen Stibe ermitteln und hierawf den Krifteplan zeichnen.

Lisung. Der Stabverband ist als eine Schwedlersche Kuppel
zu betrachten, da es fiir die Berechnung der durch eine Einzellast
hervorgebrachten Stabspannungen nichts ausmacht, ob die GrundriB-
gestalt regelmiifig ist oder nicht. Die Stiibe des Nabelringes sind
aus den in § 43 besprochenen Griinden alle spannungslos bis auf den
zwischen den Knotenpunkten I und II verlaufenden Stab 1. Die von
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den iibrigen Knotenpunkten des Nabelringes ausgehenden Sparren
und Diagonalstibe miissen alsdann ebenfalls spannungslos sein. Alle
spannungslos bleibenden Stibe sind in den Abbildungen 151 mit
diinneren Linien, die in Spannung geratenden mit dickeren aus-
gezogen, wobei die spiiter als gedriickt erkannten tiberdies noch durch
beigesetzte Schattenstriche hervorgehoben wurden.

Am Knotenpunkt I muB auch noch der zum Knotenpunkt IV
gehende Sparrenstab spannungslos sein, weil P mit den beiden
Stiben 1 und 2 in einer Ebene enthalten ist, wihrend jemer Stab

- |
A~
el

Abb. 151a bis 151¢.

nicht in dieser Ebene liegt. Den in Abb. 152* im Aufrisse und in
Abb. 152" im Grundrisse gezeichneten Kriifteplan kann man nun mit
dem durch starke Striche hervorgehobenen Kriiftedreiecke fiir Knoten-
punkt I beginnen. Im Grundrisse projiziert sich das Dreieck als
eine Gerade.

Hieran schlieBt sich ein zweites Dreieck fiir den Knotenpunkt I7
mit den Seiten 1, 3, 4. Ferner liBt sich am Knotenpunkt II7T die
bereits bekannte Stabspannung 2 nach den Richtungen der Stibe 5,
6, 7 zerlegen. Da die Seiten 6, 7 in einer zum Aufrisse und Grund-
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risse lotrecht stehenden Ebene enthalten sind, klappt man das Drei-
eck, das von diesen Seiten und der zugehdrigen Vierecksdiagonale
gebildet wird, in den GrundriB um, womit man die wahren Lingen
von 6 und 7 erhdlt und auflerdem den zwischen 6 und 7 liegenden
Viereckspunkt in GrundriB und Aufrif eintragen kann. Anstatt
dieses Umklappens hiitte man iibrigens den Kriifteplan von vornherein
noch in einem dritten Risse zeichnen kénnen.

Nun kann man zum Knotenpunkt IV iibergehen. Einer von
den daran angreifenden sechs Stiben ist als spannungslos erkannt
und von den Stiben 3 und 5 sind die Spannungen bereits ermittelt.
Beide Stdbe sind gezogen und die Seiten ¢
3 und 5 findet man im Kriifteplane bereits
in solcher Lage vor, daB die Pfeile richtig
aufeinanderfolgen. Die Verbindungslinie ?’

N,
.,

~
o7

der Endpunkte liefert Gréfe und Richtung (__L- X P
der Resultierenden, die man in der Zeich- Y\ ~-.__ N )
nung des Stabverbandes am Knotenpunkt  \ A NE
IV eintrigt. Dann ist durch diese Resul- V., i/ I5\N
tierende und Stab 8 eine Ebene gelegt, \e i ‘13’;4 V15
deren GrundriBspur aufgesucht und mit \ i 8~

aa bezeichnet wurde. Die GrundriBspur \/ ”// '
der durch die Stibe 9 und 10 gelegten v

Ebene fillt mit der zu 10 parallelen Seite l;/(::zéii?"y
des untersten Ringes zusammen. Der <= 7 P

Schnittpunkt mit aa liefert einen Punkt N e
der Schnittlinie beider Ebenen, die mit L__v,/af"lq'r;\\“ (42
R

R ;v bezeichnet wurde. Hierauf kann im ('?? ‘" W
Kriifteplane zuerst die Resultierende aus ¥ Ry F
8 und 5 nach R;y und 8 zerlegt und daran \'\L‘.—-"f' il

ein zweites Dreieck aus Ky, 9 und 10 an- Abb. 158s und 153b.
gereiht werden.

Dann geht man zum Knotenpunkt V iiber, an dem die Resul-
tierende aus 4 und 10 nach den Stiben 11, 12, 13 zu zerlegen ist,
was wiederum nach dem Culmannschen Verfahren ausgefiihrt wurde
und endlich folgt noch ein Dreieck fiir Knotenpunkt VI, Aus dem
Kriifteplane findet man fiir die mit 1 bis 15 bezeichneten Stibe der
Reihe nach die folgenden Spannungen:

— 920; — 1350; + 830; — 830; + 660; + 320; — 1160;— 990;
+ 1200; — 680; + 860; — 1060; + 220; — 250; + 110 kg.
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