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Zweiter Abschnitt.
Das Seilpolygon oder Seileck.

§ 10. Zusammensetzung von Kriiften in der Ebene mit Hilfe
des Seileckes.

In Abb. 33" seien die Krifte P, und P, gegeben. Man
findet ihre Resultierende R, falls sie nicht parallel sind, am
einfachsten durch Aufsuchen des Schnittpunktes 4 ihrer Rich-
tungslinien, Konstruktion des Kriftedreieckes P, B, R in Abb. 33"
und Ziehen einer Parallelen zu i durch A. Schon wenn der
Schnittpunkt 4 weit wegfillt, ist dieses Verfahren aber nicht
mehr anwendbar. Man fiigt dann zwei neue Krifte T und T’
hinzu, vereinigt T mit P, zu &,, dies mit P, zu &, und schlieB-
lich &, mit ¥’ zu R. Mit Hilfe des Kriifteplanes in Abb. 33°
kann dies leicht ausgefiihrt werden.

Abb. 33a. Abb. 83b.

Der Linienzug £&,&, in Abb. 33" wird ein Seilpolygon
(oder Seileck, auch Seilzug) genannt, weil ein Seil von dieser
Gestalt unter den Lasten P, und P, im Gleichgewichte bleibt,
wenn die beiden Enden mit Kriften von der GréBe T und &,
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angespannt werden. Die Spannung des mittleren Seilstiickes
ist gleich &;. Fiir ein Seil hat freilich &, keinen eindeutig be-
stimmten Pfeil, da dieser am Knotenpunkte TP, S, entgegen-
gesetzt zu nehmen ist, wie am andern Knotenpunkte ©,%R,S,.
Ebenso wiire auch der Pfeil der von auBlen her am letzten Seil-
stiicke anzubringenden Kraft €, entgegengesetzt dem in Abb. 33"
eingetragenen zu wihlen. Gewdhnlich denkt man aber bei der
Benutzung des Seileckes gar nicht an ein wirkliches Seil, das die
Lasten B aufzunehmen hétte, sondern man benutzt es nur zur
Kriftezusammensetzung. Die anschauliche Bezeichnung be-
hilt man trotzdem bei; man muB nur beachten, daB den ,,Seil-
spannungen” ¥, &,, &, in diesem Falle eindeutig bestimmte Pfeile
zukommen, nimlich jene, die aus dem Krifteplane hervorgehen.

Abb. 33* gibt an, wie die Krifte, die man zusammensetzen
soll, zueinander liegen. Man nennt daher diese Figur auch den
,,Lageplan“ im Gegensatze zum ,,Krifteplan“ Abb. 33°. Beide
Pline sind reziproke Figuren.

Man kann sich die eine Figur willkiirlich hingezeichnet denken
und nachtriglich die andere so konstruieren, daB sie zu ihr paBt.
Hat man Abb. 33® beliebig angenommen, so kann man in Abb. 33?
eine Seite, etwa %P,, noch in beliebiger GriéBe (aber in der vor-
geschriebenen Richtung) withlen, von den Endpunkten Parallelen zu &,
und ¥ (oder ') ziehen und dann Parallelen zu P, und &, anreihen.
Die letzte Linie R ergibt sich aber dann als Verbindungslinie der
beiden bereits vorhandenen Endpunkte. Jedenfalls muB sie aber, wenn
sie so gezogen wird, von selbst in die ihr durch die reziproke
Figur vorgeschriebene Richtung fallen. Dasselbe trifft zu, wenn
man zuerst Abb. 33 willkiirlich annimmt und dann Abb. 33* dazu
konstruiert: in jedem Falle ist die letzte Linie, die man zu ziehen
hat, schon als Verbindungslinie von zwei Punkten bestimmt wund
zugleich mufB sie der ihr in der reziproken Figur zugehdrigen
parallel gehen.

Diese Eigenschaft kann zunéchst als eine willkommene Ge-
legenheit zur Priiffung der Genauigkeit der Zeichnung betrachtet
werden. Man bemerkt aber zugleich, daB sie eine rein geometrische
Eigenschaft beider Figuren darstellt, da sie auch noch giiltig bleibt,
wenn man ganz von der mechanischen Bedeutung, die wir den
Figuren gaben, absieht. Der Beweis beruht zwar auf dieser
Deutung; die dadurch herausgefundene geometrische GesetzmiBigkeit
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ist aber von ihr unabhingig. Wir kdnnen sie in dem Satze aus-
sprechen: Laufen in zwei vollstindigen Vierecken fiinf
Seiten (oder Diagonalen) paarweise parallel, so trifft
dies auch fir das letzte Paar zu.

Der Schnittpunkt 4 in Abb. 33* kann auch ins Unend-
liche riicken, d. h. die beiden Krifte ¥, und 8, konnen parallel
gein, ohne daB dadurch an dem besprochenen Verfahren, noch
an dem daraus soeben abgeleiteten Satze etwas gedndert wiirde.
Drei Eckpunkte und drei Seiten des Kriifteplanes in Abb. 33°
fallen dann in eine Gerade. — AuBerdem sieht man auch leicht
ein, daB mehr als zwei Krifte P in derselben Weise zusammen-
gesetzt werden konnen, wie hier die beiden. Das Seilpolygon
erhilt dann nur entsprechend mehr Seiten und im Krifteplane
gehen alle dazu parallel gezogenen ,,Polstrahlen* durch den-
selben Punkt O wie jetzt schon T, &, und &,. Dieser Punkt O
wird der Pol des Krifteplanes genapnt. In jedem Falle
gehtdieResultierende aller P in Abb.33* durch den
Schnittpunkt der letzten Seilspannung mit der Richtungslinie
von T’ oder, wie wir auch sagen konnen, durch den Schnit t-
punkt derduBersten Seilpolygonseiten.

§ 11. Seilecke zu verschiedenen Polen.

Zu gegebenen Kriften 3 kann man beliebig viele Seilecke
zeichnen. Wir wollen uns irgend zwei gezogen und die ihnen ent-
sprechenden Kréftepline aufeinander gelegt denken, so daB sie
die Seiten B (und daher auch i) gemeinsam haben. Man kann
dann sagen, daf sich beide Kriftepline nur durch eine ver-
schiedene Wahl des Poles O voneinander unterscheiden. Mit O
andern sich auch die Richtungen aller von ihm ausgehenden
Polstrahlen. Wie nun auch die zu beiden Kriifteplinen geho-
rigen Seilpolygone im iibrigen gezogen sein mogen: auf jeden
Fall besteht zwischen ihnen eine beachtenswerte geometrische
Beziehung. Die Schnittpunkteentsprechender
Seilstrahlen (oder BSeileckseiten) liegen
namlich duf einer Geraden und diese Ge-
rade geht parallel zur Verbindungslinie
beider Poleim Krafteplane.
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Der Satz gilt fiir zwei zu beliebig vielen Kriften P konstru-
ierte Seilecke. In der nachstehenden Abbildung sind zwar nur
zwei Krifte P angenommen, aber die nachfolgenden Betrach-
tungen gelten unveréndert auch fiir den Fall, daB die Seilecke
beliebig viele Krifte 8 miteinander verbinden. Der Lageplan in
Abb. 34* gibt die beiden Seilpolygone ¥, &,, &, und T*, S,*,
S,* und Abb. 34® die zugehérigen Kriftepline mit den Polen O
und O* an. Man suche zunichst die Schnittpunkte 4 von T
und T* und B von &, und &;* in Abb. 34* auf und verbinde
beide durch eine Gerade. Dann muB nach der Behauptung des
Satzes auf dieser Geraden auch der Schnittpunkt C von &,
und &,* liegen.

Um den Beweis zu fithren, beachte man, daB die Anfangs-

spannung T* des einen Seilpolygons aus der Anfangsspannung &
des andern dadurch erhalten werden kann, daf man eine neue
Kraft zufiigt, die wir mit & bezeichnen wollen. Nach GroBe und
Richtung findet man & aus einem Kriiftedreiecke, in dem ¥
und T* die andern beiden Seiten bilden. Im Krifteplane Abb. 34b
ist dieses Dreieck schon von vornherein vorhanden und die
dritte Seite O*0O gibt daher die Kraft & an. Im Lageplan muf
® durch den Schnittpunkt 4 von & und T* gehen.

Nun betrachte man irgend zwei andere entsprechende
Seileckseiten, also etwa &, und &,*. Hiervon ist &,* die Resul-
tierende der links davon liegenden Krifte T*, B,, B, oder auch
von T, &, B,, P,. Andererseits ist aber auch &, die Resultierende
von T, PB,, P, und wenn man beide Aussagen miteinander ver- -
gleicht, folgt, daB &,* auch die Resultierende von &, und & ist.

L]
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Hiernach muB sich &,* mit €, auf der Richtungslinie von
schneiden. Wir sahen aber vorher, daf die Richtungslinie von
& eine durch den Punkt 4 parallel zu O*O gezogene Gerade
war. Auf dieser miissen sich daher auch &,* mit &, und iiberhaupt
je zwei einander entsprechende Seileckseiten schneiden, womit
der Satz bewiesen ist.

Man macht von diesem Satze mit Vorteil Gebrauch, wenn
man gendtigt ist, zu gegebenen Lasten nacheinander mehrere Seil-
polygone zu konstruieren. Dies kommt, wie man spiiter sehen wird,
namentlich bei der Konstruktion der Drucklinien von Gewdlben
vor. Man erspart dann, nachdem ein Seilpolygon gezeichnet ist,
bei den iibrigen das Ziehen der Parallelen zu den Polstrahlen im
Kriifteplane, das miihsamer ist als das Ziehen von Verbindungs-
linien nach den Schnittpunkten der Seilstrahlen des ersten Seil-

eckes mit der zu OO¥* parallelen Linie.

§ 12. Zerlegung von Kriften nach parallelen Richtungslinien.

Eine gegebene Kraft B la8t sich in eindeutiger Weise nach
zwei zu ihr parallelen Richtungslinien zerlegen, die mit ihr
in derselben Ebene liegen. Man kann diese Aufgabe als einen
Sonderfall der schon in § 2 behandelten Aufgabe ansehen, eine
Kraft nack zwei Richtungslinien zu zerlegen, die sich mit ihr
in einem Punkte schneiden und mit ihr in derselben Ebene
liegen. Der gemeinsame Schnittpunkt ist hier nur ins Unendliche
gertickt. Mit Hilfe eines Kraftedreieckes liB8t sich die Aufgabe
freilich nicht mehr losen. Am einfachsten fithrt gewdhnlich die
Anwendung des Momentensatzes zum Ziele. Man bedenke,
daB die geometrische Summe beider Krifte gleich der gegebenen
sein muB und daB beide fiir einen auf der Richtungslinie der
gegebenen liegenden Momentenpunkt gleich groBe und ent-
gegengesetzt gerichtete Momente haben miissen. Liegen die
vorgeschriebenen Richtungslinien zu verschiedenen Seiten der
gegebenen Kraft 3, so sind beide gesuchten Krifte gleich-
gerichtet mit 93 und sie teilen sich in die GréBe von P im um-
gekehrten Verhiltnisse ihrer Abstinde von . Im andern Falle
ist die ‘B zunichst liegende Kraft mit ihr gleichgerichtet und
groBer als 9B, die andere entgegengesetzt gerichtet und gleich
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dem Unterschiede der vorigen. Dabei verhalten sich auch hier
die GroBen beider Krifte umgekehrt wie ihre Abstinde von .
Aus der Verbindung beider Bedingungen folgt sofort die Liosung
der Aufgabe. — Sollen die gesuchten Kriifte mit der gegebenen
im Gleichgewichte stehen, so kehren sich natfirlich ihre Pfeile
gegeniiber den vorher angegebenen um.

Wenn es sich nur um die Zerlegung einer einzigen Kraft
nach gegebenen parallelen Richtungslinien handelt, wird man
kaum von dem soeben besprochenen Verfahren abgehen. In
andern Fillen kann aber die Losung mit Hilfe des Seilpolygons,
die ich jetzt, und zwar zunichst fir die Zerlegung einer einzigen
Kraft geben werde, mit
Vorteil benutzt werden.
In Abb. 35" sei P die
Kraft, die nach den
Richtungslinien 1 und 2
zerlegt werden soll. Man
ziehe die Richtungslinien
3, 4, 5 sonst beliebig,

Abb, 864, Abb. 35D gher go, daB die Ecken
des von ihnen gebildeten Dreieckes auf den gegebenen Geraden
liegen. Dann sehe man den Linienzug 3, 4, 5 als ein Seilpolygon
an, mit dessen Hilfe sich die lings 1 und 2 wirkenden gesuchten
Krifte wieder zu ihrer Resultierenden 8 vereinigen lieBen.
Zu diesem Seilpolygone laBt sich der Krifteplan in Abb. 35
ohne weiteres zeichnen, indem man P im MaBstabe abtrigt
und durch Ziehen der Parallelen zu 3 und 5 den Pol O auf-
sucht. FEine Parallele von O zu 4 schneidet dann auf §f die
beiden gesuchten Krifte 1 und 2 ab. Der Beweis folgt daraus,
daB in der Tat zwei Kréfte von dieser GroBe lings 1 und 2 mit
Hilfe des Seilpolygons zur Resultierenden 8 vereinigt werden
konnen.

Liegen 1 und 2 auf derselben Seite von %, so éindert sich
die Figur so ab, wie es in Abb. 36* und 36" angegeben ist; das
Verfahren bleibt aber sonst dasselbe. Die Kraft 2 ist gleich-
gerichtet mit  und 1 entgegengesetzt gerichtet. Sollen die
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Krifte 1 und 2 mit § Gleichgewicht halten, so sind ihre Pfeile
umgekehrt zu nehmen.

Fiir einen Balken, der an zwei Stellen unterstiitzt ist und
eine Einzellast 3 trigt, kann man nach diesem Verfahren die
Auflagerkrifte ermitteln. Vorausgesetzt wird dabei, daB die Auf-
lagerung des Balkens so er-
folgt, daB unter senkrechten ~; 2
Lasten auch nur senkrecht o
gerichtete  Auflagerkrifte
iibertragen werden konnen. 4
Trigt der Balken eine be- 7
liebige Zahl senkrecht gerich-
teter Lasten, so kann man
diese erst zu einer Resultierenden vereinigen und diese nach
den beiden Auflagervertikalen zerlegen. Die Zusammensetzung
zur Resultierenden bewirkt man ebenfalls mit Hilfe des Seil-
polygons, wie dies bereits niher auseinandergesetzt wurde.

In Abb. 37* und 37" ist dies ausgefilhrt. Man trigt in
Abb. 37" die Lasten 1, 2, 3, 4 auf einer Lastlinie mit aufeinander-
folgenden Pfeilen im MaB- )
stabe auf, wihlt einen be-
liebigen Pol O und zieht die
Polstrahlen. Zu diesenwerden
in Abb. 37* die Seilstrahlen
parallel gezogen. Der Schnitt-
punkt E der duBersten Seil-
strahlen liefert einen Punkt
der Resultierenden :. Diese
wird dann so wie in Abb. 35 Abb. 37a. Abb. 37b.
in die Auflagerkrifte 4 und B
zerlegt. Den Linien 3 und 5 in Abb. 35 entsprechen hier bereits
die duBersten Seilstrahlen; man braucht daher nur noch die
Verbindungslinie C¢D der Schnittpunkte der #duBersten Seil-
strahlen mit den Auflagervertikalen zu ziehen, um die mit 4 in
Abb. 35 bezeichnete Linie zu erhalten. Eine Parallele zu dieser
im Krifteplane vom Pole O aus schneidet daher, wie schon

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl, b

Abb. 36a. Abb, 36b.
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frither gezeigt wurde, auf der Lastlinie die Auflagerkrifte A
und B ab. — Zugleich erkennt man, daf zur wirklichen Aus-
fihrung der Konstruktion die Ermittlung der Richtungslinie
von R in Abb. 37" ganz entbehrlich ist. Sie wurde nur zur Zuriick-
fithrung der hier behandelten Aufgabe auf die frithere, also zum
Beweise, aber nicht zur Aufsuchung von CD und zur Ermittlung
von A und B im Krifteplane gebraucht. Bei der Anwendung
des Verfahrens liBt man daher die Linie %, die deshalb auch
nur gestrichelt angegeben wurde, ganz fort.

Man kann dieses Verfahren auch noch auf andere Art be-
griinden, ohne auf die in Abb. 35 ausgefithrte Kriftezerlegung
zuriickzugreifen. Dazu bedenke man, dafl die Lasten 1, 2 usf.
mit den beiden Auflagerkriften jedenfalls ein Gleichgewichts-
gystem bilden. Fiigt man nun zu Kriften, dieim Gleichgewichte
stehen, eine neue Kraft T willkiirlich zu, vereinigt diese mit
der ersten zu einer Resultierenden &,, diese mit der folgenden
zu &, usf.,, so muB, wenn alle gegebenen Krifte zusammen-
gesetzt sind, die letzte Resultierende wieder mit T nach Lage,
Richtung und GroBe tibereinstimmen. Denn wenn alle Krifte,
die mit ¥ zusammengesetzt waren, im Gleichgewichte mit-
einander stehen, muB ihre Vereinigung mit ¥ auf T selbst wieder
zuriickfithren. Mit andern Worten heifit dies, daB das zu
einem Gleichgewichtssysteme von Kriaften
konstruierte Seileck ein geschlossenes Poly-
gon bilden muB.

Wenden wir diese Uberlegung auf Abb. 37 an, so finden
wir, dafl dort die durch die Wahl des Poles O niher bestimmte
Kraft & der Reihe nach mit den Lasten 1, 2 . . . vereinigt war.
Ziehen wir nun noch die Auflagerkrifte 4 und B in das Seil-
polygon herein, so muB die letzte Resultierende wieder T ergeben.
Die Resultierende aus der vorher letzten Seilspannung mit dem
Auflagerdrucke B muB aber durch den Schnittpunkt D gehen,
und damit sich diese Resultierende mit 4 wieder zu T ver-
einigen kann, mufl sie auch durch den Schnittpunkt C' gehen.
Die Richtungslinie dieser Resultierenden ist daher durch die
Verbindungslinie ¢D bestimmt, d. h. CD ist die letzte Seite
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des zu dem Gleichgewichtssysteme gehorigen geschlossenen
Seileckes. Man bezeichnet daher diese Linie auch als die
SchluBseite. ;

Die Beschreibung des ganzen Verfahrens lift sich hiernach
in die einfache Vorschrift zusammenfassen: Manvereinige
alle Lasten durch ein Seileck, trage die durch
die Schnittpunkte der dullersten Seileck-
seiten mit den Auflagerkraftrichtungen
gehende SchluBlinieeinund ziehe zu dieser
vom Pole des Kriafteplanes auseine Parallele;
diese schneidet dann auf der Lastlinie die
beiden Auflagerkrifte ab. '

§ 13. Die Seilkurven.

Die vorausgehenden Betrachtungen sind nur so lange an-
wendbar, als es sich um die Zusammensetzung einer endlichen
Anzahl von Einzelkriiften handelt. Es kommt aber auch hiufig
vor, daB z. B. ein Balken eine stetig verteilte Belastung trigt.
Man spricht dann von der Belastungsintensitiat
oder der Belastungsdichte an einer bestimmten Stelle.
Ist die Belastung an dieser Stelle auf eine gewisse Strecke hin
gleichformig verteilt, so versteht man unter der Belastungsdichte
jene Belastung, die auf die Lingeneinheit kommt, d.h. also
jenen Wert, der durch Multiplikation mit der Lénge der Strecke
die zugehorige Belastung liefert. Bei ungleichformiger Verteilung
ist jener Wert darunter zu verstehen, der durch Multiplikation
mit einem Lingenelemente des Balkens die Belastung dieses
Lingenelementes angibt. Es ist dies zugleich die auf die Léngen-
einheit bezogene durchschnittliche Belastung des Langenelementes.

Trigt man in einer Zeichnung des Balkens iiber jedem
Punkte der Mittellinie die Belastungsdichte in einem beliebig
gewihlten MaBstabe ab, so erhidlt man durch Verbinden der
Endpunkte die Belastungslinie, die mit der Mittellinie
selbst und den beiden Endvertikalen die Belastungs-
fliche einschlieBt. Diese bildet die einfachste graphische
Darstellung der Lastverteilung.

5*
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Eine stetig verteilte Belastung kann auch als ein Verband
von unendlich kleinen Lasten aufgefalit werden, die in unendlich
kleinen Abstinden aufeinanderfolgen. Wegen der unendlich
groBen Anzahl dieser Einzellasten geht das zugehorige Seileck
in ein Polygon mit unendlich vielen Seiten iiber, von denen
sich je zwei aufeinanderfolgende wegen der unendlich kleinen
Last, die zwischen ihnen liegt, nur unendlich wenig in der
Richtung voneinander unterscheiden. Man erhiilt daher an Stelle
des Seilpolygons eine stetige Seilkurve.

Eine Kurve kann, abgesehen von besonderen Fillen, wie
beim Kreise, zu dessen Konstruktion man sich des Zirkels be-
dienen kann, nur durch Aufsuchen einer geniigenden Zahl von
Punkten oder Tangenten gezeichnet werden, zwischen die man
die Kurve freithéindig oder mit Hilfe eines Kurvenlineals ein-
tragt. So genau, als es hiernach zeichnerisch tiberhaupt aus-
fithrbar ist, 1iBt sich auch die zu einer gegebenen Belastungs-
fliche gehorige Seilkurve ermitteln.

Zur Begriindung des Verfahrens nehme ich zunichst an,
die in Abb. 38" angegebene Seilkurve sei bereits bekannt. Man
teile hierauf die durch Schraffierung hervorgehobene Belastungs-
fliche in eine Anzahl senkrechter Streifen ein, die in der Ab-
bildung mit den Ziffern 1 bis 4 bezeichnet sind. Verlingert
man die Grenzlinien der Streifen nach abwiirts, so wird auch
die Seilkurve dadurch in eine Anzahl Abschnitte eingeteilt,
von denen jeder als eine besondere Seilkurve angesehen werden
kann, die zu dem dariiber liegenden Abschnitte der Belastungs-
fliche gehort. Man denke sich ferner alle Lasten, die zu einem
solchen Abschnitte gehdren zu einer Resultierenden vereinigt.
Diese mufl dann durch den Schwerpunkt des Streifens gehen.
Zugleich findet man aber einen Punkt dieser Resultierenden
im Schnittpunkte der &uBersten Seilspannungen des betreffenden
Abschnittes der Seilkurve. Die Richtungen dieser duBersten
Seilspannungen werden durch die Endtangenten des Seilkurven-
abschnittes angegeben. Denkt man sich also in den Punkten 4, B,
C usf. Tangenten an die Seilkurve gelegt, so fallen deren Schnitt-
punkte F', G'usf.auf die Schwerlinien, 2 usf. def Belagtungsstreifen.
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Bei dieser Betrachtung war angenommen worden, daB die
Seilkurve bereits gegeben sei, und es wurde gezeigt, wie man
mit ihrer Hilfe das Tangentenpolygon 4 F BG usf. finden kénnte.
Man kann aber auch umgekehrt verfahren. Das Tangenten-
polygon bildet namlich zugleich ein Seileck fiir die Einzel-
lasten 1, 2 usf. und es kann daher mit Hilfe des Kriifteplanes
in Abb. 38" sofort konstruiert werden, ohne daB die Seilkurve
vorher schon bekannt zu sein brauchte. Dazu ist nur notig,
daB man die Schwerlinien der Belastungsstreifen und ihre
- Inhalte angeben kann. Wenn die Zahl der Streifen, in die man
die Belastungsfliche einteilte, nicht zu klein ist, kann man sie
mit so groBer Genaunigkeit,
als sie in einer Zeichnung
itberhaupt erreichbar ist,

als Trapeze ansehen und ¥ VA 2
dementsprechend Schwer- 1 0
punktund Inhalt ermitteln. I
Fiir einen geiibten Zeichner %
geniigt es oft vollstindig, : b
den Abstand des Schwer- _

Abb. 38a. Abb. 38b.

punktes von der Streifen-
mitte einfach einzuschitzen. Um die Inhalte méglichst
einfach zu finden, nimmt man die Streifen am besten alle
von gleicher Breite. Die Inhalte sind dann den mittleren
Hohen der Trapeze proportional. Da es nun gar nicht auf den
MaBstab des Krifteplanes ankommt, konnte man diese mittleren
Hohen ohne weiteres als MaB fiir die Streifengewichte in den
Krifteplan eintragen. Damit dieser nicht eine unbegueme
GroBe erlangt, zieht man indessen vor, von allen Hohen nur
einen bestimmten Bruchteil im Krifteplane aufzutragen. Der
Pol des Krafteplanes kann wieder beliebig gewdhlt werden,
da man zu einer stetig verteilten Belastung ebensogut beliebig
viele Seilkurven konstruieren kann, wie beim Zusammensetzen
von Einzellasten beliebig viele Seilecke.

Nachdem das Seileck auf diese Weise konstruiert ist, ver-
lingert man die Streifengrenzen bis zu den Schnittpunkten
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A, B usf. mit den Seileckseiten. Man weiB dann, daB diese
Punkte der gesuchten Seilkurve angehéren und kennt zugleich
die Tangentenrichtungen an diesen Punkten. HEs bedarf gar
keiner besonders groBen Anzahl von Punkten und Tangenten,
um die Seilkurve so genau, als man es fiir praktische Zwecke
nur irgend wiinschen kann, freihéindig oder mit Hilfe des Kurven-
lineals dazwischen einzulegen.

§ 14. Differentialgleichung der Seilkurve.

In Abb. 39* ist oben eine beliebige Belastungsfliche, unten
eine zugehorige Seilkurve gezeichnet. Im Abstande = vom linken
Ende der Belastungsfliche sei die Belastungsdichte mit ¢, die
vonirgendeiner Hori-
zontalen aus senk-
recht nach abwirts
gerechnete Ordinate
der Seilkurve mit y
bezeichnet. AuBer-
dem ist an dieser
Stelle eine Tangente
an die Seilkurve ge-
legt, deren Winkel
mit der Horizontalen gleich ¢ sei. Dieser Tangente entspricht
eine gewisse Seilspannung, deren GriBe in Abb. 39® durch
einen parallel dazu gezogenen Polstrahl dargestellt wird.
Sie liBt sich in eine senkrechte Komponente ¥V und eine hori-
zontale Komponente H zerlegen, die im Kriifteplane ersichtlich
gemacht sind. Der Winkel ¢ kommt im Krifteplane ebenfalls

v

vor und man hat tg ¢ = -

Nun gehe man um dz weiter. Man erhilt einen neuen
Punkt der Seilkurve und eine ihm zugehérige Tangente, die in
Abb. 89* nicht besonders angegeben ist, weil sie sich mit der
vorigen nahezu decken wiirde. Dagegen ist im Krifteplane
die zugehorige Parallele eingetragen.

Abb. 89a. Abb. 89D,
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Beachtet man, daB nach den ILehren der analytischen
Geometrie tg @ im Differentialquotienten von y ausgedriickt
werden kann, so ldBt sich die vorige Gleichung auch

.
dz H
schreiben und fiir die Anderung von tg ¢ beim Weitergehen
um dz erhilt man daher

- +(3)

Nun dndert sich A iiberhaupt nicht, wihrend V sich, wie aus
dem Krifteplane entnommen werden kann, um das Gewicht
des Belastungsstreifens gdz vermindert. Man hat daher '

dyy _
Hd (d—m) = — gdx
oder nach Divigion mit da

d’
HZ = —q¢. 2

Dies ist die Differentialgleiechung der Seil-
kurve. Wenn ¢ analytisch als Funktion von « gegeben ist,
findet man daraus die endliche (leichung der Seilkurve durch
zweimalige Integration. Hierbei treten zwei willkiirliche In-
tegrationskonstanten auf. Da auch der Horizontalzug H des
Seilpolygons willkiirlich gewihlt werden kann, enthilt die
allgemeine Gleichung der Seilkurve drei willkiirliche Konstanten.
Dies entspricht dem Umstande, daB zu einer gegebenen Be-
lastungsfliche beliebig viele Seilkurven gezeichnet werden
konnen. Um eine unter ihnen nidher zu kennzeichnen, miissen
noch besondere Bedingungen hinzutreten, die zur Ermittelung der
Integrationskonstanten und des Horizontalzuges H ausreichen.

Fir den besonders haufig vorkommenden Fall einer
gleichférmigen Lastverteilung soll die Rech-
nung sofort weiter durchgefithrt werden. Wenn ¢ konstant ist,
erhilt man aus Gl (2) durch zweimalige Integration

dy
HRE’ gz + C,.

gt 3
Hy=—q5+ Oz + Gy
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wenn die Integrations-Konstanten mit C; und C, bezeichnet
werden. Die Seilkurve bildet demnach eine Parabel.

Seile, Ketten oder diinne Driihte, deren Biegungswiderstand
vernachliissigt werden kann und die eine der horizontalen Richtung
nach wenigstens annihernd gleichformig verteilte Belastung zu tragen
haben, kommen bei Ketten- oder Kabelbriicken, bei Telegraphen-
leitungen und bei Drahtseilbahnen vor. Ein Telegraphendraht z. B.,
der zwischen zwei weit voneinander entfernten Stiitzen ausgespannt
ist, hat seine Eigenlast, zuzliglich einer im Winter bei Rauchfrost
oder Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen, die als der
ganzen Liinge nach gleichférmig verteilt angenommen werden kann.
Freilich ist die Kigenlast streng genommen der Bogenlinge und
nicht der Abszisse # proportional. Wenn der Draht, wie es ge-
wohnlich zutrifft, ziemlich flach gespannt ist, ist der Unterschied
aber geringfiigig und er kommt um so weniger in Betracht, als die
Schneebelastung, die unter Umstéinden erheblich mehr ausmachen
kann als das FEigengewicht, eher proportional mit 2 als mit der
Bogenlinge angenommen werden kann. Der Biegungswiderstand
des Drahtes kommt in solchen Fillen gar nicht in Betracht; der
Draht kann vielmehr bei den groBen Kriimmungshalbmessern, um
die es sich dabei handelt, als ein vollkommen biegsames Seil an-
gesehen werden.

In Abb. 40, die sich auf einen solchen Fall bezieht, sind
A und B die beiden Stiitzen, zwischen denen der Draht aus-

5 Z 7 gespannt ist. Dabei ist angenommen,

ATE . daB beide gleich hoch liegen. Der

Ursprung des Koordinatensystems ist

auf die linke Stiitze 4 und die X-Achse

in die Verbindungslinie A B gelegt. An beiden Stiitzen gilt

die Grenzbedingung, daB y zu Null werden muB. Hieraus

folgen die Werte der Integrationskonstanten C; und C, in
Gl (3); C, muB zu Null werden und C, folgt aus

Abb. 40.

0=—%1'+ Cil zua 01=Q2J.7
Die Parabelgleichung geht damit iiber in
__qlz  g=*
Hy=%5—5%- @
Den Pfeil f der Seilkurve in der Mitte findet man hieraus zu
_qlr Q1
== ®)
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wobei in der letzten Form unter @ die Gesamthelastung ¢l
des Seiles oder Drahtes zu verstehen ist. Umgekehrt hat man

auch I
H=¢ (®)

und damit ist der Horizontalzug der Seilkurve bekannt fiir

den Fall, daB die Durchhingung f des Seiles gegeben ist.

So wird die Aufgabe gewohnlich gestellt. Es kann aber
auch vorkommen, daf zur Ermittelung von H nicht f, sondern
die Linge des Seiles, das zwischen den Punkten 4 und B auf-
gehdngt werden soll, gegeben ist. Dafiir ist die Aufstellung
einer Gleichung zwischen f und der Bogenlinge der Parabel
erforderlich, also die Lidsung einer rein geometrischen Aufgabe.
Von dieser kann hier abgesehen werden; dagegen soll eine
Naherungsformel, von der man bei flachen Parabelbigen mit
Vorteil Gebrauch machen kann, abgeleitet werden.

Versteht man unter ds die Liinge eines Bogenelementes, so

hat man
ds = dzx '/ 1+ (%i)3

Bei einem flacken Bogen ist :—z iiberall ein kleiner Bruch. Ver-

nachlissigt man das Quadrat davon ganz gegen die Einheit, so
kann in erster Anniherung ds =dz und die ganze Bogenliinge
gleich der Entfernung ! der beiden Stiitzen gesetzt werden. Diese
Anniherung geniigt aber bei manchen Aufgaben nicht, némlich
immer dann nicht, wenn es sich gerade um den Unterschied der
Bogenlinge b von ! handelt. Man erhilt dann eine bis auf kleine
GroBen hiherer Ordnung genaue Anniherung, wenn man die Wurzel
nach dem binomischen Satze entwickelt und sich auf die Beibehal-
tung der beiden ersten Glieder beschriinkt. Man setze also

doman (144 (22)

Fihrt man hier den Wort von 97 aus dor Parabelgleichung ein

und integriert von O bis I, so erhilt man

b_j = H, x)’]dm.
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Die Integration kann leicht bewerkstelligt werden und liefert

- q! lﬂ
SchlieBlich kann auch noch der Wert von H aus Gl. (5) oder
Gl (6) eingesetzt werden, womit die vorige Gleichung iibergeht in

8 f*

Von diesen Nitherungsformeln kann man z. B. mit Vorteil Gebrauch
machen, um den Einflu, den eine Temperaturinderung des Drahtes
auf f und damit auch auf H ausiibt, zu berechnen. Hierbei kann
es (bei sehr flachen Bogen) auch nitig werden, die elastische Ver-
lingerung des Drahtes unter dem Einflusse des Horizontalzuges H
in Beriicksichtigung zu ziehen. Alle Aufgaben dieser Art kénnen
mit Hilfe der Formeln (5), (6) und (7), nétigenfalls unter Heran-
ziehung des Elastizitiitsgesetzes, leicht geldst werden.

§ 15. Die Kettenlinie.

Wenn ein Seil, das nur sein Eigengewicht zu tragen hat,
stirker durchhiingt, als bisher vorausgesetzt war, geniigt die
vorige Annaherung nicht mehr. Man muf dann von vornherein
Riicksicht darauf nehmen, daB die Belastung jedes Seilelementes
nicht dem zugehérigen Abszissenelemente, sondern dem Bogen-
differentiale proportional ist. Die einer solchen Belastung ent-
sprechende Seilkurve wird als eine Kettenlinie bezeichnet,.

Man kann die Theorie der Kettenlinie zwar unmittelbar
an die vorher schon abgeleitete Differentialgleichung der
Seilkurve ankniipfen; da sich aber die Rechnungen bei einer
etwas andern und fir diesen Fall zweckmiBigeren Wahl des
Koordinatensystems einfacher gestalten, soll von den voraus-
gehenden Entwicklungen kein Gebrauch gemacht werden.

In Abb. 41* ist eine Kettenlinie gezeichnet. Die Y-Achse
des Koordinatensystems fillt mit der Symmetrieachse zu-
sammen, wiahrend die horizontale X-Achse um einen spiter
noch nidher anzugebenden Abstand a unterhalb des Scheitels
der Kurve liegen soll. Die Ordinaten y werden hier im Gegen-
satze zu der bei der Ableitung der allgemeinen Differential-
gleichung der Seilkurven getroffenen Festsetzung nach oben
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hin positiv gerechnet. Im Punkte xy der Kettenlinie ist eine
Tangente gezogen, die den Winkel ¢ mit der X-Achse bilden
moge. Parallel zu ihr ist
im Kriifteplane, Abb. 41",
ein Polstrahl gezogen, der
die  Seilspannung im
Punkte y angibt. AuBer-
dem ist auch noch ein
zweiter Polstrahl  ge-
zogen, der zu einem dem
vorigen . unendlich nahe
benachbarten Punkte ge-
horen soll.  Zwischen
beiden Punkten liegt das S i A iR,
Bogendifferential ds der

Kettenlinie, dessen Gewicht gleich pds gesetzt werden kannm,
wenn man unter p das Gewicht der Liangeneinheit des Seiles
versteht. Man hat wieder, wie bei der @hnlichen Entwicklung
des vorigen Paragraphen

tgq;::% oder auch H:—Z: V

und wenn wir zum nichsten Punkte iibergehen,

Hs -,!/"Z)f"“fjv

d
Ha(3Y) = av = pds ¢
oder in Form einer Differentialgleichung geschrieben ~ Mo // [+ /‘i})
d*y ds ok
T Vg (9

Da H und p konstant sind, kann die Gleichung sofort einmal
integriert werden. Man erhilt

H j—g = yps 4 C.
Die Integrationskonstante C' bestimmt sich aus der Bedingung,
daB im Scheitel j—i’: gleich Null ist. Zihlen wir also die Bogen-
linge s bis zum Punkte 2y vom Scheitel aus, so mul ¢ =0
sein und die Gleichung geht iiber in

d
Hd_g = ps. (10)
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Diese Gleichung lehrt uns bereits eine merkwiirdige Figen-
schaft der Kettenlinie kennen: sie zeigt, dall die Tangente
des Neigungswinkels ¢ proportional der
Bogenlinge s wiachst.

Um zur endlichen Gleichung der Kettenlinie zu gelangen,
miissen wir aber zu Gl (9) zuriickkehren und darin ds durch
dx und dy mit Hilfe des Pythagoriischen Satzes ausdriicken.
Die Gleichung geht dann iiber in

a% = Y1+ (&), 1% W
Die Variable y selbst kommt in dleser Gleichung nicht vor.

Bezeichnen wir den ersten Differentialquotienten von y nach z
voriibergehend mit p, so liBt sie sich in der Form

d
Hy=pV1+p

anschreiben, die in bezug auf die Variable p von der ersten
Ordnung ist. Um die Gleichung zu integrieren, ordnen wir
sie wie folgt:

dp
;e O
Vite 14
und von da konnen wir unmittelbar zur Stammgleichung ge-

langen, indem wir beiderseits integrieren. Dabei ist die In-
tegralformel

d e
]/—lq_p—;;= g (p+ V1 + p?)

zu beachten, von deren Richtigkeit man sich leicht durch Aus-
fihrung der Differentiation an dem Logarithmus iiberzeugt.
Die vorhergehende Gleichung liefert daher

Hig(p + V1 + p?) = pa+C,.

Auch die hierbei auftretende Integrations-Konstante €, ist
wegen der Grenzbedingung p= 0 fir 2 = 0 gleich Null zu
setzen. Geht man ferner vom Logarithmus zum Numerus iber,

so erhidlt man e

P+ V14 pt=e"
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Diese Gleichung losen wir nach p auf; sie ist, wie man dabei
findet, nur scheinbar vom zweiten Grade, in Wirklichkeit viel-
mehr vom ersten Grade in bezug auf p und die Losung lautet

e 1=
p= g(eﬂ —é E)' (12)
Die auf der rechten Seite stehende Funktion von g kommt

ofters vor und man hat ihr wegen der Verwandtschaft, in der
gie zu den goniometrischen Funktionen steht, die Bezeichnung
des hyperbolischen Sinus gegeben. Gebraucht man dafir die
Bezeichnung sinh und erinnert man sich zugleich der Bedeu-
tung von p, so laBt sich die Gleichung auch in der kiirzeren
Form

% — ginh%? (18)

anschreiben. Setzt man diesen Wert von g—‘: inGl. (10) ein,

so findet man auch die Bogenlinge s als Funktion von «,
namlich . % e y_; 14

Um auch y zu erhalten, miissen wir Gl. (13) noch einmal
integrieren. Wer mit den Hyperbel-Funktionen ein wenig be-
kannt ist, weill schon, daB das Integral von sinh den hyper-
bolischen Kosinus liefert. Im andern Falle braucht man aber
nur auf Gl (12) zuriickzugehen und die leicht auszufiihrende
Integration an den Exponential-Funktionen vorzunehmen.
Man erhélt dann

H1(%2 -2
y=?.?(65+e %) + Oy (15)

Der Faktor von %I bildet jene Funktion, die man den hyper-

bolischen Kosinus nennt. Die neu aufgetretene Integrations-
Konstante C, ist aus der Bedingung zu ermitteln, dall y = a
wird fiir x = 0. Wir wollen nun den Abstand a, dessen GroBe
bisher unbestimmt gelassen wurde, so wihlen, daf auch die
Integrations-Konstante C, verschwindet, damit wir zn moglichst
einfachen Formeln gelangen. Fiir z = 0 geht Gl. (15) iber in

H .
=240
a 7—i— 2
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und C, verschwindet daher, wenn wir
4= % (16)
wihlen. Hiermit nimmt die Gleichung der Kettenlinie die

einfache Form .
y=a cosh—a - 17

an. Der Wert von e liBt, wie aus Gl. (16) hervorgeht, wenn
man sie in der Form H = ay schreibt, eine anschauliche Deutung
zu. Es ist ndmlich jene Seillinge, deren Gewicht gleich dem
Horizontalzuge der Kettenlinie ist.

Auch fiir die Seilspannung § an irgendeinem Punkte zy
der Kettenlinie kann man einen einfachen Ausdruck aufstellen.
Zuniichst hat man, wie aus Abb. 41° hervorgeht,

V=Hf:g(p und S=Hyl+tg2 =HV]_—|—p9,
wenn die vorher schon gebrauchte Abkiirzung p fiir % oder
tg @ wieder benutzt wird. Setzt man p aus Gl (12) ein, so

erhilt man
FEeg Ve (Y

=-—( + e H) co&h?"‘

Setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein und driiekt
zugleich H nach Gl. (16) in e aus, so findet man

S=ay eosh-z—
und mit Riicksicht auf Gl (17) geht dies tiber in
8= 9yy. (18)

Die Seilspannung ist daher an jeder Stelle der Ordinate y pro-
portional und die Gleichung H = ay ist nur als ein besonderer
Fall von Gl. (18) anzusehen, da der Horizontalzug H zugleich
die Spannung im Scheitel der Kettenlinie angibt.

Fir die Hyperbelfunktionen hat man Tafeln ausgerechnet,

die ganz iihnlich eingerichtet sind wie die Tafeln der goniometrischen
Funktionen. Sie sind zwar nicht so hiufig verbreitet, wie die ge-
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wohnlichen Sinustafeln, aber doch in manchen Logarithmentafeln und
in vielen anderen Tabellenwerken wenigstens in auszugsweiser Form
zu finden. Auch das bekannte Werk ,Hiitte, Des Ingenieurs
Taschenbuch® enthiilt solche Tafeln. Mit deren Hilfe gestalten sich
die Zahlenrechnungen iiber Kettenlinien auf Grund der voraus-
gehenden Formeln in manchen Fillen fast noch einfacher, als wenn
man — bei flachen Kurven — Parabeln an Stelle der Kettenlinien
annimmt.

§ 16. Die Momentenfliche.

In Abb. 42* sind die Krifte B, B, . .. durch ein Seilpolygon
©,&; ... verbunden, wozu der Krifteplan Abb. 42® gehért.
Man lege irgendwo
einen Schnitt ¢¢ durch
das Seilpolygon, der
dieses im Punkte C
trifft. Es handle sich
darum, das statische
Moment aller links
vom Punkte C liegen-
den Krifte 3, P, B,
in bezug auf diesen
Punkt als Momenten-
punkt - festzustellen.
An diesem Momente wird nichts gedindert, wenn wir auch die
Krifte &, und &', die sich gegenseitig aufheben; mit einrechnen.
Nun war aber &, mit allen links vom Schnitte liegenden Kriften 3
zur Resultierenden &, vereinigt, die durch den Momenten-
punkt C geht und deren Moment daher verschwindet. Das
Moment der links von € liegenden Krifte P ist daher dem
Momente von &, gleich. Zerlegen wir noch &,’ im Punkte D,
in dem es von dem in senkrechter Richtung gefithrten Schnitte
66 getroffen wird, in eine horizontale Komponente H und eine
vertikale Komponente ¥, so verschwindet das Moment von ¥V
und das gesuchte Moment M der links von C liegenden Krifte 8

kann daher M—H (19)
gesetzt werden, wenn unter y der Abschnitt CD auf der durch

Abb. 42b.




80 Zweiter Abschnitt. Das Seilpolygon oder Seileck.

den Punkt C in lotrechter Richtung gefiilhrten Linie zwischen
den Richtungen der Seilstrahlen &; und &," verstanden wird.

Von dieser Anwendung des Seileckes zur Ermittelung der
statischen Momente gegebener Krifte wird namentlich Ge-
brauch gemacht, wenn die Krifte B alle parallel zueinander
gerichtet sind. Geht dann der Schnitt 66 ebenfalls parallel zu
ihnen, so ist es gleichgiiltig, welchen Punkt der Richtungs-
linie von g6 man als Momentenpunkt wihlt. Man spricht daher
in diesem Falle oft nur von dem Momente M aller links von
einem Schnitte liegenden Kriifte, ohne einen bestimmten Momen-
tenpunkt zu bezeichnen, auf

I , T’ 13 den sich das Moment bezichen
A ! i-H—= goll. Da ferner H fiir alle
! 1 E Schnitte g6 denselben Wert
% 3 |, hat, so ist M iiberall der

(5]

AN
'F Strecke y proportional. Die
l/ zwischen dem Seilecke und
; ’ dem Seilstrahle &," liegende
5 Flachewird aus diesem Grunde
o als die Momentenfldache

Abb. 43a. Abb. 43b. bezeichnet.

Die wichtigste Anwendung dieser Betrachtungen wird durch
Abb. 43 dargestellt. In Abb. 43" ist ein Balken gezeichnet, der
auf zwei Stiitzen aufruht und die Lasten 1, 2 ... trigt. Diese
und die zugehorigen Auflagerkrifte sind durch das geschlossene
Seileck, das darunter gezeichnet ist, miteinander verbunden.
Wie man die Auflagerkrifte 4 und B im Krifteplane Abb. 43
“findet, ist schon von frither her bekannt.

Das statische Moment aller links von irgendeinem Schnitte
6o liegenden Krifte, mit EinschluB des Auflagerdruckes A4,
ist von Wichtigkeit, weil von ihm die Biegungsbeanspruchung
des Balkens in diesem Querschnitte abhingt. Es wird als das
Biegungsmoment bezeichnet. Damit der Auflagerdruck
A von vornherein in das Seilpolygon mit eingeschlossen ist, be-
trachten wir die SchluBlinie als den ersten Seilstrahl &,, der
dann mit 4 zu &, zusammengesetzt ist. Den Momentenpunkt C

Kg!

AT

i
Sl |
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withlen wir wiederum auf dem Schnitte der Linie g6 mit dem
Seilpolygone. Wie vorher kann dann das Biegungsmoment
gleich dem Momente von &, oder gleich Hy gesetzt werden,
wenn die Buchstaben dieselbe Bedeutung behalten, wie im
vorigen Falle. Die Momentenfliche ist die von dem geschlossenen
Seilecke umgrenzte Fliche; sie ist in der Abbildung schraffiert.
Das Biegungsmoment ist fiir jeden Querschnitt dem in die
Momentenfliche hineinfallenden lotrechten Abschnitte y pro-
portional. Man kann daher z. B. sofort erkennen, an welcher
Stelle das Biegungsmoment bei der gegebenen Laststellung
geinen groBten Wert annimmt, indem man mit dem Zirkel in
der Hand den groBten Abschnitt y aufsucht. Gerade darauf,
daB man nicht nur fiir einen bestimmten Querschnitt, sondern
sofort fiir alle Querschnitte die zugehorigen Biegungsmomente
findet, beruht der Vorteil des graphischen Verfahrens gegeniiber
der Aufsuchung des Biegungsmomentes durch Rechnung, die
freilich an sich auch gar keine Schwierigkeiten macht.

Man nehme z B. an, daB es sich darum handele, fiir jeden Quer-
schnitt eines Briickentriigers das griBte Biegungsmoment festzustellen,
das in ihm wihrend der Uberfahrt eines Eisenbahnzuges von gegebener
Zusammensetzung auftritt. Man hat es dann mit einem Systeme
fest miteinander verbundener Lasten zu tun, dessen Stellung
zur Briicke alle moglichen Lagen annehmen kann. Man vereinigt
zuniichst die Lasten durch irgendein Seileck. Dann denkt man
sich das Lastensystem in Ruhe und den Briickentriiger dagegen
verschoben, wobei man eine hinreichende Anzahl aufeinander-
folgender Stellungen herausgreift. Die jeweilige Stellung des
Briickentriigers relativ zum Eisenbahnzuge wird schon durch zwei
in lotrechter Richtung gezogene Linien, die durch die Stiitzpunkte
gehen und deren Abstand daher gleich der Spannweite des Balkens
ist, hinreichend gekennzeichnet. Man triigt die zugehorige SchluB-
linie ein und hat damit sofort die Momentenfliche fiir die be-
treffende Stellung gefunden. Jeder andern Stellung entspricht eine
andere Momentenfliche, zu deren Ermittelung wiederum schon das
Einzeichnen einer neuen SchluBlinie geniigt. Man kinnte nun mit
Hilfe des Zirkels fiir jeden Querschnitt den groBten Wert von y
in allen diesen in derselben Zeichnung vereinigten Momenten-
flichen aufsuchen. Ubersichtlicher wird es aber, wenn man in einer
zweiten Figur den Balken in unveriinderlicher Stellung zeichnet
und alle Momentenflichen, auf dieselbe Schlufllinie bezogen, niimlich

Foppl: Graphische Statik, 2, Aufl. 6
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von der Balkenachse selbst aus, iibereinander abtriigt. Man hat
dann nur nitig, eine Umhiillungslinie freihiindig einzutragen, die
alle diese Momentenflichen umschlieBt. Dadurch erhilt man die
Maximal-Momentenfliche, deren Ordinaten fiir jeden Quer-
schnitt das grofte in ihm wiihrend des Passierens des Eisenbahn-
zuges auftretende Biegungsmoment angeben. Man kann auch durch
Rechnung nachweisen, daBl der Umri der Maximal-Momentenfliche
durch Parabelbiogen gebildet wird, die sich polygonartig aneinander
schliefen.

§ 17. Besondere Fille fiir die Konstruktion
der Momentenfliche.

Bei groBeren Briickenkonstruktionen wird die bewegliche
Last nicht unmittelbar von den Haupttrigern selbst auf-
genommen. Dazu
dient vielmehr eine

,,Fahrbahnkon-

struktion®, die sich
O ihrerseits auf die

Haupttriger stiitzt.

Die  Stiitzpunkte

sind gewdhnlich in

gleichen Abstinden
voneinander angeordnet. Als Lasten an den Haupttrigern sind
hier nicht die unmittelbar gegebenen Lasten, sondern die von der
Zwischen- oder Fahrbahnkonstruktion darauf iibertragenen
Auflagerkrifte anzusehen. Die diesem Falle der ,mittelbaren
Belastung' entsprechende Momentenfliche kann indessen
aus dem Seilecke der gegebenen Lasten stets leicht gefunden
werden.

In Abb. 44* ist ein auf zwei Stiitzen ruhender Balken ge-
zeichnet, dessen ganze Lénge durch die Zwischentriger a, b, ¢
in drei Teile geteilt ist. Auf die Zwischentriger wirken die Lasten
1,2, 3. .. und der Balken ist nur an den Auflagerstellen I und IT
durch die dort iibertragenen Auflagerdriicke der Fahrbahn-
konstruktion belastet. Man soll die dazu gehérige Momenten-
fliche konstruieren.

Abb, 44D,
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Zu diesem Zwecke zeichnet man zundchst mit Hilfe des
Kriifteplanes Abb. 44" ein Seilpolygon, das die gegebenen Lasten
verbindet und trigt die SchluBlinie ein. Man hitte damit schon
die Momentenfliche, wenn die Lasten direkt und nicht indirekt,
durch Vermittelung der Fahrbahnkonstruktion, an dem Balken
angriffen. Hierauf zieht man lotrechte Linien durch die Knoten-
punkte I, IT, wodurch das Seilpolygon in ebensoviele Abschnitte
getrennt wird, als Zwischentriger a, b, ¢ vorhanden sind. Jeder
dieser Beilpolygonabschnitte kann als ein dem betreffenden
Zwischentriger und den von ihm unmittelbar aufgenommenen
Lasten entsprechendes, besonderes Seilpolygon aufgefaBt werden.
Man trage auch die zu diesen Abschnitten gehorigen, in Abb. 44*
durch starke Striche hervorgehobenen SchluBlinien ein. Parallelen
dazu in Abb. 44°, die ebenfalls durch starke Striche gekenn-
zeichnet sind, schneiden auf der Lastlinie die Auflagerkrifte ab,
die von der Zwischenkonstruktion auf den Haupttriger tber-
tragen werden. Mit I* ist in der Abbildung der Auflagerdruck
bezeichnet, der vom Zwischentriiger a auf den Stiitzpunkt I
iibertragen wird und I gibt den auf denselben Stiitzpunkt
vom Zwischentriiger b her gelangenden Druck an.

Die vom Haupttriger selbst aufgenommenen Lasten be-
stehen hiernach am Punkte I aus I* + I® und am Punkte II
aus IT° 4 TI° Zu diesen Lasten wire von neuem ein Seilpolygon
zu konstruieren. Man sieht aber, daB dieses schon fertig vor-
liegt, ohne daB man noch weitere Linien zu ziehen braucht.
Denn die stark ausgezogenen Polstrahlen im Krifteplane, die
wir vorher als SchluBlinien der kleinen Seilpolygonabschnitte
aufzufassen hatten, bilden sofort schon den Krifteplan, der zu
den Lasten I* 4 I" und II® 4 II° gehort, und ihm entspricht
im Lageplane auch der Zug der stark ausgezogenen Linien als
Seilpolygon. Die SchluBlinie ist dieselbe wie beim Seilpolygone
fiir die unmittelbar gegebenen Lasten 1, 2 ... Hiernach stellt
die in der Abbildung durch Schraffierung hervorgehobene
Fliache zwischen dieser SchluBlinie und dem durch starke
Striche angegebenen Seilpolygone die gesuchte Momentenfliche
des Haupttragers dar. Die weiB gelassenen Flichen zwischen

6‘
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beiden Seilpolygonen bilden die Momentenflichen fiir die
Zwischentriger a, b, ¢. Man erkennt hieraus auch, in welcher
Weise sich das gesamte Moment der links von irgendeinem
Schnitte liegenden duBeren Krifte an der ganzen Konstruktion
auf ein durch die Biegungsfestigkeit des Haupttrigers aufzu-
nehmendes Moment und auf ein anderes verteilt, das von dem
durch den gleichen Schnitt getroffenen Zwischentriger auf-
zunehmen ist.

Zugleich bemerkt man, daB das Eintragen der Parallelen
zu den SchluBlinien der einzelnen Seilpolygonabschnitte in den
Krifteplan nur fiir den Zweck des Beweises nitig war. Nachdem
dieser einmal gefiihrt ist, braucht man die Parallelen bei den
Anwendungen gar nicht mehr zu ziehen. Es geniigt dazu,
nach Konstruktion des Seilpolygons, das die unmittelbar ge-
gebenen Lasten verbindet, von den Knotenpunkten, in denen
zwel Zwischentriger zusammenstoflen, Senkrechte zu ziehen
und deren Schnittpunkte mit den Seileckseiten durch Linien zu
verbinden. Das auf diese Weise gewonnene, dem Seilecke ein-
geschriebene Polygon schlieBt dann in Verbindung mit der
SchluBlinie des ganzen Seileckes die Momentenfliche fir den
Haupttriger ein.

Ist z. B. eine gleichformig verteilte stetige Belastung auf der
Fahrbahn gegeben, so geht das dieser zugehirige Seileck, wie aus
den TUntersuchungen in § 14 folgt, in eine Parabel {iber, und die
Momentenfliche fiir den Haupttriger wird durch das in der an-
gegebenen Weise der Parabel eingeschriebene Polygon gebildet.

In Abb. 44® waren nur drei Zwischentriiger angenommen.
Trotzdem wich auch hier schon die Momentenfliche fiir die indirekte
Belastung nur wenig von jener ab, die der unmittelbaren Belastung
des Haupttriigers durch die gegebenen Lasten entsprochen hitte.
Die Abweichung wird um so geringer, je groBer die Zahl der
Zwischentriiger oder je groBer die Zahl der Knotempunkte I, IT ...
ist, an denen der Haupttriger die Fahrbahnkonstruktion stiitzt. Da
nun diese Zahl in der Regel ziemlich groB ist (gewdhnlich min-
destens 8 oder 10), kommt der Unterschied zwischen beiden
Momentenflichen meistens gar nicht in Betracht und man behandelt
daher den Fall gewiohnlich so, als wenn die Lasten unmittelbar
am Haupttriger angriffen. — Wenn einer der Zwischentriiger gar
keine Last trigt, #illt fibrigens der zugehbrige Seilpolygonabschnitt
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von selbst schon gerade mit dem Umrisse der Momentenfliche fiir
den Haupttriger zusammen.

Ein anderer Fall wird durch Abb. 45" dargestellt. Ein
Triger reicht iiber zwei Offnungen, ist aber, um die statische
Unbestimmtheit, die sonst hereinkdme, zu vermeiden, bei D
in zwei Teile getrennt, die durch ein Gelenk miteinander zu-
sammenhingen. Hiernach wird die rechts liegende Offnung
durch einen Balken
iiberdeckt, der bis D
in die linke Offnung
hinein vorkragt und
auf den sich bei D g
ein nur von A bis D
reichender, kiirzerer
Balken stiitzt. Tri-
ger - Kombinationen
dieser Art werden im Abb. 45a. Abb. 45D,

neueren Briicken-
baue hiufig angewendet; man bezeichnet sie als Kragtrager
oder nach dem Konstrukteur, der sie zuerst in sorgfiltiger Aus-
bildung und in groBerem MaBstabe zur Anwendung brachte,
als Gerbersche Trager. Der Vorteil, der mit dieser An-
ordnung verbunden ist, wird sich aus der weiteren Betrachtung
alsbald ergeben.

Um die Momentenfliche zu konstruieren, verbindet man
zunichst die Lasten 1, 2. .. durch ein Seilpolygon. Dieses wird
durch eine vom Gelenke D aus gezogene Senkrechte in zwei
Abschnitte geteilt und der linke Abschnitt davon bezieht sich
sofort auf den die Spannweite von A bis D selbstindig iber-
briickenden Balken. Trigt man fiir diesen Abschnitt die Schlufi-
linie ein, so hat man ohné weiteres die zu dem linken Balken
gehorige Momentenfliche, die durch eine Schraffierung hervor-
gehoben ist.

Man denke sich ferner auch die Auflagerkrifte 4, B, C
in das Seilpolygon mit einbezogen. Da sie mit den gegebenen
Lasten im Gleichgewichte stehen, muB das Seilpolygon zu einem

A
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geschlossenen werden. Der Auflagerdruck, den der linke Balken
auf den rechten im Gelenke D iibertrigt, kommt hierbei nicht
in Betracht, weil ihm nach dem Wechselwirkungsgesetze ein
gleich groBer, aber entgegengesetzt gerichteter Druck vom
rechten auf den linken Balken gegeniibersteht und beide als
innere Krifte ohne EinfluB auf die Gleichgewichtsbedingungen
zwischen den #uleren Kriften sind, sobald man die Krifte an
dem ganzen Trigerverbande ins Auge faBit. Das Gelenk D
hat nun zur Folge, daB das Biegungsmoment an dieser Stelle
zu Null werden muB, und beim Eintragen der SchluBlinie fiir
den linken Abschnitt des Seileckes ist von dieser Bedingung
bereits Gebrauch gemacht.

Die Schluflinie des linken Seileckabschnittes betrachten
wir, wie schon im Falle der Abb. 43, als die erste Seilspannung,
die mit_ dem Auflagerdrucke 4 zu &, zusammengesetzt ist.
Fiir jeden Querschnitt in der ersten Offnung, wenn er auch
rechts vom Gelenke D liegt, konnen dann alle Krifte links vom
Schnitte durch die davon getroffene Seilspannung und die
Gegenkraft €, von &, ersetzt werden. An der Mittelstiitze
greift der nach oben gerichtete Auflagerdruck B an. Da B in
dem zuerst konstruierten Seilecke nicht vorkam, denken wir
uns B mit &' zu einer Resultierenden vereinigt, von der wir
zuniichst nur wissen, daB sie durch den Schnittpunkt beider
Richtungslinien gehen muB. Dann kionnen auch in der rechten
Offnung fiir jeden Querschnitt alle links davon liegenden &uBeren
Krifte durch diese Resultierende und die von dem Schnitte
getroffene Seilspannung ersetzt werden. Denkt man sich ferner
die letzte Seilspannung mit dem Auflagerdrucke € zu einer
Resultierenden vereinigt, die jedenfalls durch den Schnittpunkt
der beiden Richtungslinien gehen muf, so sind nachher alle
Krifte an der ganzen Konstruktion auf diese Resultierende
und auf die vorher besprochene Resultierende aus B und &,
zurickgefithrt. Da aber alle Kréfte ein Gleichgewichtssystem
bilden, miissen sich auch die beiden Resultierenden im Gleich-
gewichte halten, d. h. ihre Richtungslinien miissen zusammen-
fallen. Man findet daher diese Richtungslinie durch Verbindung
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der beiden Punkte, die wir von ihr bereits kennen. Nach Eintragen
der Verbindungslinie ist das Seilpolygon geschlossen und die
Momentenfliche wird durch die zwischen den SchluBlinien und
dem Seilpolygone eingeschlossenen, durch Schraffierung hervor-
gehobenen Flichen gebildet. Dabei ist zu beachten, daB die
mittlere Fliche, deren Schratfierungsstriche von links nach rechts
fallen, negativen Momenten entspricht. Alle links liegenden
Kriifte ergeben namlich fiir einen an dieser Stelle gefithrten
Schnitt ein Moment, das dem Uhrzeigersinne entgegengesetzt
ist, und der Balken wird von diesem Momente so gebogen, dal
er seine Hohlseite nach unten hin kehrt, wihrend die Hohlgeite
bei positiven Momenten, die in der Abbildung durch von rechts
nach links fallende Schraffierungsstriche gekennzeichnet sind,
nach oben hin gerichtet ist.

Auch hier ist die Uberlegung, die zur Losung fithrt, weit-
liufiger als die wirkliche Ausfiihrung der Konstruktion. Bei dieser
braucht man nur darauf zu achten, daB zu jeder Offnung des Krag-
trigers eine besondere SchluBlinie gehort, daB diese SchluBlinien
auf den Richtungslinien der Auflagerkriifte aneinander stoBen und
daB sie auf den durch die Gelenke gezogenen Vertikalen und den
Vertikalen durch die beiden #uBersten Stiitzpunkte die Seileckseiten
gchneiden. Diese Bedingungen genfigen in allen Fillen dieser Art,
um alle SchluBlinien einzutragen. Die zwischen ihnen und dem
Seilpolygone eingeschlossenen Flichen bilden die Momentenflichen.
Um die Vorzeichen festzusetzen, braucht man uur zu beachten, daB
solche Triigerteile, die eine Spannweite fiir sich iiberdecken, ohne iiber
die Stiitzen vorzukragen (wie hier der zwischen A und D liegende),
nur positive Biegungsmomente aufzunehmen haben und daB bei
jeder Uberschneidung einer SchluBlinie mit dem Seilpolygone ein
Wechsel im Momentenvorzeichen eintritt.

Wiirde jede der beiden Offnungen in Abb. 45* durch einen
Triger fir sich fiberdeckt, der ohne Zusammenhang mit dem andern
wiire, wobei natiirlich das Gelenk in D wegfallen miiBte, so hiitte
man fiir jede Offnung ohne Riicksicht auf die andere die Momenten-
fliche so wie in Abb. 43 zu konstruieren. Fiir die linke (ffnung
wiirde man also z. B. die Schnittpunkte der Richtungslinien von 4
und B mit den Seileckseiten zu verbinden haben, um die SchluB-
linie und hiermit die Momentenfliche fiir diese Offnung zu erhalten.
Denkt man sich diese Linie in die Abbildung eingetragen, so er-
kennt man sofort, daB die Momentenfliche dann viel gréBer aus-
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fillt, als vorher. Von der Grofle der Momente hiingt aber die
Biegungsbeanspruchung des Balkens ab. Der Kragtriiger wird dem-
nach durch die gegebenen Lasten weniger stark beansprucht, als
wenn jede Offnung fiir sich #berdeckt wiire und in diesem Um-
stande ist der Vorteil begriindet, der sich durch die Gerbersche
Anordnung erzielen liBt.

§ 18. Die graphische Ermittelung von Trigheitsmomenten.

Das Beilpolygon kann auch dazu verwendet werden, das
Trigheitsmoment einer Querschnittsfliche fiir irgendeine in
deren Ebene enthaltene Achse (und zwar gewdhnlich fiir eine
Schwerlinie als Achse) zu ermitteln. Zur Begriindung des Ver-
fahrens diene Abb. 46. Die Belastungsfliche ist hier genau
der in Abb. 38 (8. 69) nachgebildet und die Seilkurve, deren
Konstruktion dort erliutert wurde, ist hier ebenfalls von dort
iibernommen. Nur die Einteilung in die Belastungsstreifen und
das den Einzellasten entsprechende, aus Tangenten der Seil-
kurve bestehende Seilpolygon ist in der neuen Figur weggelassen,
weil diese Linien zwar zur Konstruktion der Seilkurve nétig
sind, nachher aber nicht mehr gebraucht und daher fortgeloscht
werden kinnen. Verlingert man die duBersten Seileckseiten,
also die Endtangenten der Seilkurve, bis sie sich schneiden, so
geht durch diesen Punkt die Resultierende der das Seil be-
lastenden Gewichte, d. h. die Linie 88 ist die Schwerlinie der
Belastungsflidche. '

Man betrachte ferner einen unendlich schmal zu denken-
den Streifen dF der Belastungsfliche im Abstande y von SS8.
Verlingert man die Grenzlinien des Streifens bis zur Seilkurve
und zieht an beiden Punkten der Seilkurve Tangenten, so
schliefen diese mit 88 das in der Abbildung schwarz hervor-
gehobene, schmale Dreieck ein. Die auf S8 liegende Grund-
linie des Dreieckes sei mit dg bezeichnet. Der gegeniiberliegende
Eckpunkt, also der Schnittpunkt beider Tangenten liegt auf
der Schwerlinie des Streifens dF. Die zu dg gehorige Hohe
des Dreieckes ist daher gleich y und der Inhalt des Dreieckes

gleich —;- dg - y.
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Im Krifteplane Abb. 46° kann man durch Ziehen von
Parallelen zu den beiden Tangenten ein ebenfalls schwarz her-
vorgehobenes Dreieck abgrenzen, das dem in Abb. 46 &hnlich
ist, weil die Seiten parallel zueinander gehen. Man hat daher die
Proportion dF _dg
: H

Um auf die Momente zweiten Grades zu kommen, multi-
pliziere man die Gleichung mit y. Damit erhilt man

y*dF = Hydg wund daher fyzdF = H | ydg.

oder Hdg = ydPF.

Die Summierung auf der rechten Seite kann aber unmittelbar
ausgefithrt werden. Denn
das Integral gibt das Doppelte
aus der Summe aller jener
Dreiecke an, von denen vor-
her eines besprochen wurde.
Diese Dreiecke folgen alle
stetig aufeinander und fiillen
den zwischen der Seilkurve,
der Anfangstangente und der
Linie 88 liegenden Raum
aus. Dabei ist iibrigens gar
nicht einmal notig, daB S8
die Schwerlinie sei; auch fiir
irgendeine andere, parallel zu Abb. 46a. Abb, 46
88 gezogene Linie @6 bleibt

die Betrachtung anwendbar, und die zwischen ihr, der Kurve
und der Anfangstangente abgegrenzte Fliche gibt nach Mul-
tiplikation mit 24 das Moment zweiten Grades fiir ¢6 von dem
links davon liegenden Teile der Belastungsfliche an.

Um das Moment fiir die ganze Belastungsfliche zu erhalten,
braucht man nur das Moment fiir die rechte Hilfte hinzuzu-
fiigen. Fiir dieses gilt dieselbe Betrachtung; es kann auch gleich
dem Produkte aus 2H und dem zwischen der Seilkurve, der
Endtangente und der Linie 88 oder 66 liegenden Flichenstiicke
gesetzt werden. Dabei ist zu beachten, dafl jedes Flachenelement
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der Belastungsfliche nur positive Beitrige zum Trigheitsmomente
liefern kann; die von links und rechts her stammenden Beitrige
gind daher ohne Vorzeichenunterschied zusammenzuzihlen.

Ein Blick auf Abb. 46* lehrt, daB das Trigheitsmoment
unter allen parallel zueinander gezogenen Achsen fiir die Schwer-
linie S8 am kleinsten ausfillt. Es ist namlich gleich dem Pro-
dukte aus 2 H und der zwischen der Seilkurve und ihren beiden
Endtangenten eingeschlossenen Fliche. Fiir eine Achse g¢

vergroBert sich

| «
~ dagegen  diese
e \\ . Fliche um das
| % zwischen g6 und
/1/; v 0 den beiden End-
- 7 // 2 tangenten abge-
N, - # i 2~ — gschnittene Drei-
’ eck, das in
Abb. 46* durch

)/f/ \ eine horizontale

W /%m Schl‘a.fﬁerllng
g el ausgezeichnet
ist.

Der Horizon-
talzug H der
Seilkurve hat die
Bedeutung eines
Flacheninhaltes. Als Lasten dienten ndmlich die Flidchen-
inhalte der Belastungsstreifen und mit diesen muB H von
gleicher Art sein. Am besten wihlt man H im Krifteplane
so, daB es die Hilfte der Belastungsfliche F darstellt. Dies
wird sofort erreicht, wenn man die beiden #duBersten Polstrahlen
in Richtungen von 45° zieht. Dann bildet ndmlich H die Héhe
eines rechtwinklig gleichschenkligen Dreieckes, dessen Hypo-
tenuse die Summe aller dF, also F selbst angibt. Bezeichnet
man ferner die zwischen der Seilkurve und ihren beiden End-
tangenten liegende Flache mit F’ und das Trigheitsmoment
fiir die Schwerlinie SS mit &, so hat man, unter der Voraus-

Abb. 47.
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setzung, daB H in der eben angegebenen Weise gewihlt wurde,
@=F-F. (20)

Die Inhalte der Flichen F und F' ermittelt man am besten
mit Hilfe eines Planimeters.

In Abb. 47 ist das Verfahren auf ein Schienenprofil an-
gewendet. — Um die Zentralellipse oder den Querschnittskern
einer Querschnittsfliche zu
erhalten, muB man dasselbe
Verfahren fiir die andere
Hauptachse wiederholen.

AuBer dem bisher be-

7
///

gprochenen  Verfahren, k Z / {;«/’%

das von Mohr herriihrt, = ¢ (IRSER 7/ s —-:'513- —
ist noch eine andere ?/?

graphische Methode zur p. 5? / /
Bestimmung von Trig- ?f'é /-' ¢ P
heitsmomenten zu er- ] - ./

wahnen, die von Nehls //:3

angegeben ist. Freilich 4 4 P ///////// //// |

hat diese mit dem Seil-
polygone  nichts zu
gehaffen; sie soll aber an
dieser Stelle ebenfalls besprochen werden. Die Nehlssche
Methode beruht auf einer einfachen Umformung des fiir das
Trigheitsmoment aufgestellten Summenausdruckes, némlich

6— f y*dF — a’.f (L) ar,

wobei a irgendeine beliebig zu wihlende Strecke bedeutet.
Man formt jeden Fliachenstreifen dF so um, daB er in ( ) dF

iibergeht, und erhilt dann @ als Produkt aus der Summe dieser
umgeformten Flachenstreifen und aus a2

Gewthnlich wird bei der Anwendung des Verfahrens der
Schwerpunkt der Querschnittsfliche noch nicht bekannt sein. Man
zieht dann irgendwo eine Parallele A4 zur Schwerlinie, fiir die
das Trigheitsmoment gesucht wird und bestimmt sowohl das sta-
tische Moment als das Triigheitsmoment der Querschnittsfliche fiir
diese Parallele als Achse. Bei einem Schienenprofile, das in Abb. 48

i
Abb. 48,
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wiederum als Beispiel gewithlt wurde, kann man etwa die Basis-
linie dazu benutzen. Dann zieht man in einem Abstande a, der
beliebig angenommen werden kann, eine Parallele BB zu A4A.
Den Querschnitt denkt man sich in Streifen eingeteilt, die parallel
zu AA und BB gehen. Ein solcher Streifen, der in der Abbil-
dung durch Querschraffierung hervorgehoben ist, mége die Breite
(oder auch die halbe Breite bei einem symmetrischen Profile) 2,
die Héhe dy und den Abstand ¥ von A4 haben. Dann kann
dF =zdy und der Beitrag von dF zum statischen Momente S
gleich yzdy gesetzt werden. Nun konstruiere man eine Strecke 2'

so, daB
, z’=z%

ist, was durch Ziehen der aus der Abbildung ersichtlichen Linien
ohne weiteres geschehen kann. Dann ist

S=fde=fyzdy=afz’dy=aP,

wenn jetzt unter F' die Fliche verstanden wird, die von der durch
die Endpunkte der z' gefiihrten Kurve umschlossen wird. Diese
Kurve kann nach Ermittelung einer geniigenden Zahl ihrer Punkte
nach dem angegebenen Verfahren eingetragen und die von ihr
umschlossene Fliche mit Hilfe eines Planimeters ermittelt werden.
Andererseits ist aber, wenn s den Schwerpunktsabstand von 4 A4
bedeutet, auch -
§=sF und daher s=a7. (21)

Hierbei ist unter F'"der Inhalt der Querschnittsfliche zu verstehen.
Der Schwerpunkt ist hiermit bekannt und damit auch die Schwer-
linie, fiir die das Trigheitsmoment gesucht wird. Anstatt die Kon-
struktion fiir diese Schwerlinie unmittelbar weiter zu fithren, tut
man aber besser daran, auch das Trigheitsmoment zuniichst fiir
die Achse AA zu ermitteln. Es sei zum Unterschiede von dem
fiir die Schwerlinie giiltigen mit @ bezeichnet.

Zu jedem 2 konstruiert man nun auf dieselbe Weise wie
vorher ein £, so daB

2
i

=7, also " =2L
a a

ist. Nachdem dies fiir eine geniigende Zahl von Punkten ausgefiihrt
ist, erhiilt man durch deren Verbindung eine zweite Kurve, die in
der Abbildung durch eine gestrichelte Linie angegeben ist, wihrend
die vorige punktiert ausgezogen war. Die von dieser neuen Kurve
umschlossene Fliche, die ebenfalls mit Hilfe des Planimeters aus-
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zumessen ist, sei mit F'” bezeichnet. Man hat nun

@ =fy’dF =fy’zdy =a | dy=a’F". (22)

Hiermit ist also in der Tat ® bekannt. Um daraus ® zu finden,
beachte man, daB

bk
6= 6+sF und daher 0=a® (F'—7F% )  (23)
ist. Damit ist die Aufgabe geldst.

§ 19. Die elastische Linie als Seilkurve.

Ein Balken, der auf Biegung beansprucht wird, erfihrt eine
elastische Forminderung, durch die seine vorher geradlinige
Langs-Achse in eine Kurve iibergeht, die man als die elastische
Linie des Balkens bezeichnet. Wie Mohr gezeigt hat, kann die
Gestalt der elastischen Linie durch Konstruktion von zwei Seil-
ecken gefunden werden.

Rechnet man die Abszissen z im Sinne der Stabachse und
bezeichnet man die Ordinate der elastischen Linie fiir den Quer-
schnitt z mit y, so gilt nach Gl. (78) des dritten Bandes, auf den
ich mich hier beziehen muB, um Wiederholungen zu vermeiden,
die Differentialgleichung

d!
Eo%Y— M. (24)

Hierin ist M das Biegungsmoment fiir den Querschnitt =z,
wihrend £ den Elastizititsmodul und @ das Trigheitsmoment
des Querschnittes bedeutet.

Vergleicht man mit Gl. (24) die in § 14 abgeleitete Diffe-
rentialgleichung einer zu einer Belastungsfliche von der In-
tensitit ¢ an der Abszisse x gehdrigen Seilkurve (Gl (2), 8. 71

L
thl_:g =2
so erkennt man, daB beide leicht zur Ubereinstimmung mit-
einander gebracht werden kinnen. Falls @ konstant ist, braucht
man nur g iberall proportional mit M anzunehmen und zu-
gleich durch geeignete Wahl von H dafiir zu sorgen, daf}

M
76— (25)

Wb 4w

Au _ w
f ("1 & )
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ist. Dann stimmen beide Gleichungen véllig miteinander iiberein
und daraus folgt, daB die elastische Linie zugleich eine jener
Seilkurven ist, die man zu einer Belastungsfliche konstruieren
kann, deren Ordinate an jeder Stelle proportional mit M ist.
Um unter allen, die moglich sind, gerade jene herauszusuchen,
die sich mit der elastischen Linie deckt, muf man noch die
Grenzbedingungen beachten, die der elastischen Linie durch
die Art der Auflagerung des Balkens vorgeschrieben sind.

Eine Fliche, deren Ordinaten proportional mit M sind,
ist uns schon aus § 16 bekannt. Achten wir zunichst nur auf
einen Balken, der beiderseits frei (d. h. ohne Einspannung)
aufliegt, so erhilt man durch Konstruktion eines Seilpolygons,
das wir hier als das ,erste’ Seilpolygon bezeichnen wollen
und dessen Horizontalzug gleich H; sein mag, sowie nach Ein-
tragung der SchluBlinie die ,,Momentenfliche*, also eine Fliche,
deren Abschnitte auf lotrechten Linien mit H; multipliziert
an jeder Stelle das zugehorige Biegungsmoment M liefern.
Jene Abschnitte waren in § 16 mit y bezeichnet; da der Buch-
stabe hier in anderer Bedeutung gebraucht wird, mogen sie jetzt
mit % bezeichnet werden. Man hat dann

M=H 1U. (26)
Ist der Balken in anderer Art aufgelagert, z. B. wie bei den
in § 17 besprochenen Gerberschen Trigern, so wird sich eben-
falls eine Momentenfliche konstruieren lassen, von der vor-
stehende Gleichung gilt.

Diese Momentenfliche sehe man nun als Belastungsiliche
fiir ein ,zweites Seileck an, dessen Belastungsrichtung mit
jener des ersten iibereinstimmt und dessen Horizontalzug jetzt
Hy heiBen soll. Um der vorher genannten Bedingung zu ge-
niigen, setzen wir M aus Gl. (26) in Gl. (25) ein, beachten, daB
g nun durch » und H durch Hy zu ersetzen sind und 16gen die

Gleichung nach Hy auf. Wir finden dann
E®
Hy = i 27
Die Dimension von Hy geht aus der Gleichung ebenfalls
hervor; sie ist
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1‘3__’ -om*
[Hn] = T: cm?,
Hyp ist daher eine Fliche und dies muB auch so sein, weil auch
die Lasten, die mit Hy; vereinigt werden sollen, durch Flichen,
nédmlich durch den Inhalt der Momentenfliche gebildet werden.

Die Aufgabe, die elastische Linie zu konstruieren, kommt
demnach darauf hinaus, zu einer gegebenen Belastungsfliche
eine Seilkurve zu konstruieren, deren Horizontalzug durch
Gl. (27) angegeben ist und die zugleich die Grenzbedingungen
an den Auflagern erfiillt. In dieser Form wiire aber die Losung
der Aufgabe aus verschiedenen Griinden unbequem und man
dndert sie daher noch ein wenig ab. Man kann namlich leicht
darauf verzichten, die wahre Gestalt der elastischen Linie auf
der Zeichnung zu erhalten — um so mehr als sich diese nur sehr
undeutlich von der vorher geraden Stabachse abheben wiirde —,
wenn man nur anzugeben vermag, wie groB die Ordinate y an
jeder Stelle ist.

Zunichst #ndert man daher die Grenzbedingungen ab.
Anstatt darauf zu bestehen, daB die elastische Linie durch die
Auflagerpunkte gehen miisse, konstruiert man beim frei auf-
liegenden Balken irgendeine .Seilkurve, die im iibrigen den
Bedingungen geniigt, und triigt in sie eine Schluflinie ein, so
als wenn sie selbst wieder zur Konstruktion einer neuen Mo-
mentenfliche benutzt werden sollte. MiBt man nun die Ab-
schnitte zwischen der SchluBlinie und der Seilkurve, die auf
lotrechten Linien gebildet werden, so geben diese die gesuchfen
Ordinaten y der elastischen Linie an. Man kann dies auf ver-
schiedene Art nachweisen, am einfachsten, wenn man bedenkt,
daB das Produkt Hyy, wie auch die Seilkurve im iibrigen kon-
struiert sein mag, immer denselben Wert behalten muB, da es
das Biegungsmoment darstellt, das in einem Balken hervor-
gerufen wiirde, der die durch die erste Momentenfliche angegebene
Belastung wirklich zu tragen hitte.

Auf einer ganz dhnlichen Erwigung beruht auch die zweite
Anderung, zu der man sich aus Riicksicht auf die bessere Aus-
fithrung der Zeichnung veranlaBt sieht. Rechnet man némlich
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Hy nach Gl (27) aus, so erhélt man in praktisch vorliegenden
Fillen eine Fliche, die ganz bedeutend groBer ist, als der Inhalt
der Momentenfliche. Wahlt man nun den MaBstab im Krifte-
plane so, daB Hy; die Grenzen des verfiigharen Raumes nicht
iiberschreitet, so fallen die Lasten, die durch die Momentenfliche
dargestellt werden, zu klein aus, als daB sie noch genau genug
aufgetragen werden konnten. Dies kann auch nicht iiberraschen;
denn man weif ja in der Tat, daB sich der Balken unter den ge-
wohnlich vorliegenden Umstinden verhiltnismdfBig nur sehr
wenig durchbiegt. Die elastische Linie ist daher eine sehr flache
Seilkurve, deren Horizontalzug sehr grofl gegeniiber ihren Lasten
sein muB. Wollte man darauf bestehen, die Ordinaten ¥ der
elastischen Linie in der richtigen verhiltnismiBigen GriBe zu
konstruieren, so wiirden sie daher in der Zeichnung so klein
ausfallen, dal man sie mit dem Zirkel kaum noch abstechen
konnte.

Man umgeht diese Schwierigkeit, indem man das zweite
Seileck gar nicht mit dem Hotizontalzuge Hyy, sondern mit einem
erheblich kleineren Hi; konstruiert, der etwa Y/, von Hy be-
tragen mag. Dies hat zur Folge, dafi dann alle y in n-facher
GroBe, etwa als y’, erscheinen. Man bedenke nimlich, daB auf

jeden Fall Huyy = Hiy'

sein muB, da, wie vorher schon bemerkt, jedes dieser Produkte
die Bedeutung eines Biegungsmomentes fiir einen Balken hat,
der die durch die erste Momentenfliche angegebenen Lasten
wirklich zu tragen hitte.

Am besten richtet man es gewdhnlich so ein, daB die ¥’
die wahren Werte der y in natiirlicher GroBe darstellen, wiahrend
alle iibrigen Léngen, also namentlich die Spannweite des Balkens
in stark verkleinertem MaBstabe aufzutragen sind. Hat man
also die Zeichnung urspriinglich in !/, der natiirlichen GroBe
angefertigt, so setze man an Stelle von Hy in Gl. (27)

Hil=_ﬂ——- (28)

und man findet dann die elastische Linie in verzerrter Gestalt,
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go daB ihre Abszissen im MaBstabe 1 : n, die Ordinaten y aber
in wahrer GréBe auszumessen sind.

In Abb. 49 ist die Konstruktion fiir einen bestimmten
Fall im MaBstabe durchgefithrt. Ein I-Triger von 30 cm
Hihe, dessen Trigheitsmoment nach den - Profiltabellen
9888 cm* betriigt, iiberdeckt eine Spannweite von 11 m, iiber

4000 kg 3500 kg 2560 g 2500 Imm =200 Ry

Abb. 49,

die er nach rechts hin noch um 3 m vorkragt, und nimmt die

in die Zeichnung eingetragenen Lasten auf, von denen eine

senkrecht nach oben gerichtet ist. Unmittelbar unterhalb der

Ansichtszeichnung des Trigers ist mit Hilfe eines Seileckes,

dessen Horizontalzug Hy zu 5000 kg gewihlt ist, die Momenten-

fliche konstruiert. Der rechte Teil stellt negative Momente dar,
Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 7
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und die ihm entsprechenden Lasten sind daher mit nach oben
gerichtetem Pfeile in das zweite Seileck aufzunehmen.

Wenn der Elastizititsmodul E = 2 100 000 atm angenom-
men wird, erhélt man fiir Hy; nach Gl (27)

2100 000 % . 9888 cm*
== = 2
Hn 5000 kg 4150 000 em?

Beim Ausmessen der Belastungsflichen des zweiten Seil-
polygons ist zu beachten, daB} die Spannweite des Trigers im
Mafistabe 1 : 200 aufgetragen ist. Hiernach bedeutet 1 qmm
der Momentenfliche in der Zeichnung in Wirklichkeit das
40 000 fache oder 400 em?. Eine zweckmiBige GriBe des zweiten
Krifteplanes erhdlt man bei der Wahl des Mafstabes 1 mm
= 2500 cm?. Hiernach wiirde freilich H;; gleich 1660 mm auf-

: . . 1
zutragen sein. Hiervon nehmen wir aber nur —, setzen also

1007
HH= 16,6 mm

im Krifteplane. Die Ordinaten der elastischen Linie erscheinen
dann in hundertfacher Verzerrung oder, da der MalBstab der
Lingen 1 : 200 ist, in der Hilfte der natiirlichen GroBe. Hitte
man Hy; nur halb so grof gewihlt, so hiitte man die Durch-
biegungen in natiirlicher Griofie gefunden.

Fiir die Konstruktion des zweiten Seileckes wurde die Mo-
mentenfliche in Dreiecke und Trapeze zerlegt. 1In den Schwer-
punkten waren Einzellasten anzubringen, die den Flicheninhalten
proportional sind. Durch deren Zusammensetzung erhielt man
das Tangentenpolygon, in das nachtriiglich die Seilkurve selbst
mit Hilfe eines Kurvenlineals eingetragen werden konnte. Die
SchluBlinie geht durch die Schnittpunkte der beiden Auflager-
vertikalen mit dem Seilpolygone und von ihr aus sind die Ordi-
naten der elastischen Linie auf lotrechten Linien abzumessen. Mit
dem Zirkel findet man leicht die Stelle der groBten Durch-
biegung ¥max des Trigers heraus. In dem Beispiele ergibt sich
diese auf der Zeichnung zu 15 mm; wegen des vorher besprochenen
MaBstabes bedeutet dies aber in Wirklichkeit eine Durchbiegung
von 30 mm. — Der nach rechts vom rechten Auflager aus vor-
kragende Teil des Triigers hebt sich, wie aus der Zeichnung zu
erkennen ist, nach oben hin auf und ist mit der Hohlseite nach
unten hin gekrtimmt, wie es den negativen Biegungsmomenten ent-
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spricht. Auf der durch den Schnittpunkt des ersten Seilpolygons
mit seiner SchluBlinie gezogenen Vertikalen liegt der Wendepunkt
der elastischen Linie.

Bisher war angenommen, daB das Trigheitsmoment ® konstant
sei. Die Konstruktion wird aber nicht wesentlich geiindert, wenn &
in beliebiger, aber gegebener Weise veriinderlich ist. Man muf
dann nur, um die Ubereinstimmung der Differentialgleichung fiir
die elastische Linie mit der Gleichung der Seilkurve herzustellen,
dafiir sorgen, da nun ¢ nicht mehr mit M, sondern mit %
iiberall proportional ist. Man wilhle irgendeinen Querschnitt des
Trigers, etwa den in der Mitte aus, um dessen Trigheitsmoment @,
mit dem Triigheitsmomente ©® an irgendeiner andern Stelle zu
vergleichen. Dann forme man die Momentenfliche so um, daB ihre
Ordinaten u iiberall durch

Y L

e
ersetzt werden. Da @ iiberall gegeben sein sollte, ist dies leicht
auszufithren. Die so umgeformte Fliche ist dann als Belastungs-
fliiche des zweiten Seilpolygons anzunehmen, dessen Horizontalzug H g

nun an Stelle von GL (27)

zu withlen ist.

Unter manchen Umstiinden kann auch noch ein anderes Ver-
fahren am Platze sein, das in Abb. 50 zur Ausfithrung gebracht
wurde. Ist das Trigheitsmoment des Triigers niimlich absatzweise
konstant, so kann man die elastische Linie zu jedem Abschnitte
von gleichem Triigheitsmomente genau wie in Abb. 49 konstruieren.
Zu jedem andern Abschnitte gehort ein anderer Ast der elastischen
Linie, der zwar ebenfalls als Seilkurve, aber unter Anwendung
eines andern Horizontalzuges konstruiert werden kann. Die elastische
Linie setzt sich dann aus der Aneinanderreihung aller dieser Seil-
kurvenstiicke zusammen, die sich ohne Knick aneinanderschlieBen
und die Grenzbedingungen an den Auflagerstellen erfiillen miissen.
Man beginnt mit der Konstruktion etwa am linken Ende, indem
man den Pol O, im Krifteplane beliebig wiihlt. An der Uber-
gangsstelle zum niichsten Aste mufl der Seilstrahl eine gemeinsame
Tangente an beide Aste bilden. Im Kiriifteplane verlingert (oder
verkiirzt) man daher den zugehdrigen Polstrahl so lange, bis der
Polabstand gleich dem fiir den zweiten Ast nach Gl. (27) berech-
neten Horizontalzuge Hyr geworden ist. Den hierdurch bestimmten
Punkt wiihlt man als Pol O, fiir die Konstruktion des zweiten

7*
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Astes. Auch fiir jeden folgenden Ast wird auf diese Art ein neuer
Pol gewihlt; also so, daB je zwei aufeinander folgende Pole auf
dem Polstrahle liegen, der zu dem Seilstrahle an der Uberga.ngs-
stelle parallel ist und so, dall der Abstand des Poles von der Last-
linie fiir jeden Abschnitt des Triigers gleich dem nach Gl (27)
berechneten Horizontalzuge wird. Zuletzt triigt man die SchluB-

| 2000 kg 2000 kg L
1 m —>p—— LIm Imam. = 200 kg
y ‘ -
e—m.—» :—-—f‘mr—b
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Abb. 50.

linie so ein, daB die Grenzbedingungen an den Auflagerstellen er-
fiillt sind; von ihr aus sind dann die Ordinaten der elastischen
Linie abzumessen.

In dem Beispiele der Abb. 50 sind die Lingen im MaBstabe
1:100 aufgetragen. In dem durch einen Doppelstrich hervor-
gehobenen mittleren Teile des Triigers ist das Trigheitsmoment zu
17350 ¢cm® an den beiden Enden zu 10000 cm?® angenommen.
Der Horizontalzug Hy, mit dem die Momentenfliche konstruiert ist,
betrigt 6000 kg. Fiir den Horizontalzug des ersten Astes der
elastischen Linie erhilt man nach Gl (27) 3500000 cm® Hier-
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von ist aber nur der 200. Teil als H'yy; genommen. Ebenso
findet man

' 1 21000000 - 17 350
Hye=

— e e TR 2
200 6000 =D E6S war

die durch 30,4 mm im Krifteplane des zweiten Seilpolygons dar-
gestellt werden; als Elastizititsmodul ist dabei wieder K =
2100000 atm angenommen. Die elastische Linie erscheint in
200facher Verzerrung. Da aber zugleich alle Li#ngen 100fach
verkleinert sind, werden die Ordinaten der elastischen Linie in
doppelter GriBe aus der Zeichnung genommen. Die griBte Durch-
biegung #max findet hier in der Mitte statt; die Zeichnung liefert
dafiir 11 mm, in Wirklichkeit betriigt daher der Biegungspfeil
5.5 mm.

SchlieBlich mufl noch auf einige andere Fille hingewiesen
werden, die gelegentlich vorkommen kénnen. Geht niémlich zu-
niichst die Belastungsebene nicht durch eine Querschnittshauptachse
des Triigers (vgl. hierzu die einschligigen Lehren des dritten
Bandes), so zerlegt man die Biegungsmomente in zwei recht-
winklige Komponenten, so daB die Ebene jeder Komponente durch
eine Querschnittshauptachse geht, fithrt dann fiir beide Kompo-
nenten die vorher beschriebene Konstruktion durch und findet
nachtriglich Gréfe und Richtung der gesamten Durchbiegung als
geometrische Summe der Durchbiegungen in jenen beiden Haupt-
richtungen.

Derselbe Weg filhrt auch zum Ziele, wenn die am Balken
angreifenden Lasten tiberhaupt nicht in einer Ebene enthalten sind.
Bei Maschinenwellen kommt es z. B. vor, daf sie durch mehrere
Kriifte auf Biegung beansprucht werden, die zwar alle recktwinklig
zur Wellenachse stehen, aber nicht parallel zueinander sind (einige
etwa lotrecht, andere wagrecht). Die elastische Linie wird dann
eine doppelt gekriimmte Kurve. Man findet ihre Projektionen,
indem man zuerst nur die lotrechten Komponenten aller Lasten
beriicksichtigt, hiernach die Momentenfliche und das zweite Seil-
polygon konstruiert, womit man die Durchbiegungskomponenten im
lotrechten Sinne findet, und dann die Untersuchung fiir die wag-
rechten Lastkomponenten wiederholt. Hierbei ist ein kreisférmiger
Stabquerschnitt vorausgesetzt oder wenigstens ein Querschnitt, von
dem jede Schwerpunktsachse zugleich eine Hauptachse ist. Aber
auch im andern Falle entsteht keine Schwierigkeit; man zerlegt
dann alle Lasten anstatt in lotrechte und wagrechte in solche Kom-
ponenten, die in die Richtungen der Querschnittshauptachsen fallen.
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§ 20. Ermittelung von Flicheninhalten mit Hilfe
des Seileckes.

Flicheninhalte ermittelt man am hesten mit Hilfe eines Plani-
meters oder, wenn ein solches nicht zu Gebote steht, durch Zer-
legen der Figur in einfachere Teile, deren Inhalte auf Grund geo-
metrischer Sitze sofort berechnet werden kionnen. So gelangt man
z. B. auf jeden Fall zu einem hinreichend genauen Resultate, indem
man die Figur in schmale Streifen zerlegt, die sich als Trapeze
ansehen lassen, den Inhalt fiir jeden Streifen berechnet und alle
addiert oder anstatt dessen durch Anwendung der Simpsonschen Regel.

Aus diesem Grunde ist eine Anwendung des Seileckes zur
Berechnung von Flicheninhalten, die von Culmann angegeben worden
ist, nur von geringer Be-
deutung. Man macht in-
dessen immerhin zuweilen
davon Gebrauch und sie soll
daher hier nicht ganz iiber-
gangen werden.

Das Verfahren ist durch
Abb. 51, in der es auf die
Ermittelung desInhalteseines
Kreisquadranten angewendet
wurde, erliutert. In Wirk-
lichkeit wiirde man es natiir-
lich bei so einfachen Fillen
nicht gebrauchen; man wird
aber sehen, daf es in der-
selben Form auch zum Ziele
fithrt, wenn der Kreishogen durch irgendeine andere Kurve er-
setzt wird.

Man teilt den Umfang der Grenmzkurve (also hier den Kreis-
bogen) in eine Anzahl von gleichen oder auch ungleichen Teilen.
Eigentlich sollte diese Anzahl unendlich groB sein; in der Abbil-
dung sind aber nur drei Teile genommen, und wenn dies auch etwas
wenig ist, so geniigt es doch fast schon zur Erzielung einer ge-
niigenden Genauigkeit. In der Mitte jedes Bogenelementes bringt
man eine in lotrechter Richtung gehende Kraft an, die der Pro-
jektion des Elementes auf die lotrechte Richtung proportional ist.
Diese Kriifte setzt man mit Hilfe eines Seilpolygons zusammen.
Der zugehorige Kriifteplan kann nebenan leicht aufgetragen werden,
indem man durch die Teilpunkte auf der Kurve Horizontalen zieht,
die auf der lotrechten Lastlinie die Lasten in der gewiinschten
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Grofe ohne weiteres abschneiden. Den Pol O withlt man auf der
X-Achse; der Horizontalzug H kann beliebig angenommen werden.
Nachdem hierauf das Seilpolygon zu den Lasten unterhalb kon-
struiert ist, kann man auch noch die Seilkurve freihiindig eintragen,
da man wei, daB diese die Polygonseiten auf den durch die Teil-
punkte der Begrenzungskurve der gegebenen Fliche gezogenen Lot-
rechten beriihrt. Man kann nun leicht beweisen, daB die Ordinate y
der Seilkurve, von der horizontalen ersten Seilspannung aus ge-
messen, mit dem Horizontalzuge H multipliziert den bis zur zu-
gehdrigen Abszisse x reichenden Teil der gegebenen Fliche angibt.

Zu diesem Zwecke denke man sich im Punkte xy der Seil-
kurve eine Tangente konstruiert, die den Winkel ¢ mit der Hori-
zontalen bilden moge. Diesen Winkel bildet auch der zur Tangente
parallel gezogene Polstrahl im Kriifteplane mit der Horizontalen.
Bezeichnet man die Ordinate der Grenzkurve der gegebenen Fliiche
mit 2, so hat man fiir tg ¢ die beiden Werte

wo=2-%

Hieraus folgt Hdy = pda
und daher nach Summierung von 0 bis «

x

Hy =fz dz. (30)

0

Das Integral gibt aber in der Tat den bis zur Abszisse ® reichen-
den Teil des Flicheninhaltes an und der Satz ist damit bewiesen.
Fiir den Inhalt des ganzen Quadranten hat man natiirlich das
Produkt aus der letzten Ordinate ¥’ und dem Horizontalzuge H
zu nehmen.

Aufgaben.

11. Aufgabe. Ein Triger ist am einen Ende fest, am andern
Ende auf einem in schiefer Richtung gehenden Rollenlager aufgelagert
man soll die durch gegebene Lasten hervorgebrachten Auflagerkrifie
ermitteln (vgl. Abb. 52).

Lisung. Denkt man sich die gegebenen Lasten zu einer
Resultierenden vereinigt, so mufl diese mit den beiden Auflager-
kriiften im Gleichgewichte stehen. Von dem Auflagerdrucke am
beweglichen Auflager kennt man von vornherein die Richtung, da
diese senkrecht zur Auflagerbahn stehen mufl. Verlingert man
diese Richtungslinie bis zum Schnittpunkte mit der Richtungslinie
der Resultierenden aller Lasten, so muB durch den Schnittpunkt
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auch die Richtungslinie des am festen Auflager iibertragenen Auf-
lagerdruckes gehen. Die GroBen beider Auflagerkriifte ergeben
sich nach Feststellung der Richtungen einfach durch Zeichnen eines
Kriiftedreieckes, in dem die Resultierende der Lasten die dritte
Seite bildet.

Anstatt dessen kann man aber auch die Auflagerkriifte un-
mittelbar mit Hilfe eines Seilpolygons bestimmen. Durch dieses
verbindet man zuniichst die Lasten; durch Einbeziehen der beiden
Auflagerkriifte muB es nachher zu einem geschlossenen werden.
Hat man die SchluBlinie, so findet man die Auflagerkriifte aus
dem Kriifteplane. Insofern gleicht das Verfahren vollstindig dem
in § 12 beschriebenen. Nur das Eintragen der SchluBlinie erfordert
hier noch eine besondere Uberlegung. Da niimlich die Richtung

Abb. 52a. Abb, 52 b,

des Auflagerdruckes am festen Auflager zuniichst unbekannt ist,
mufl man die erste Seileckseite durch den festen Auflagerpunkt
hindurch legen, damit man den Schnittpunkt der ersten Seilspannung
mit dem Auflagerdrucke angeben kann.

In Abb. 52 ist dies durchgefiihrt. Zuniichst wurden die Lasten
1, 2, 8 im Krifteplane (52") aufgetragen und der Pol O beliebig
gewiihlt. Das Seileck wird dann in Abb. 52* vom festen Auflager-
punkte A aus gezeichnet. Die letzte Seileckseite trifft die durch
den Auflagerpunkt B zur Richtung der Auflagerbahn gezogene
Senkrechte B in einem Punkte C, der mit A verbunden die SchluB-
linie S des Seilpolygons liefert. Dann triigt man S in den Krifteplan
(parallel zur SchluBlinie) ein und beachtet, daB die letzte Seilspannung
mit dem Auflagerdrucke B eine in die Richtung der SchluBlinie
fallende Resultierende ergeben muB. Man zieht daher die Parallele
zu B, die S im Punkte O' trifit. Auch U ergibt sich dann sofort.

Man kann nachtriiglich auch den Punkt O' als Pol eines
neuen Seilpolygons wiihlen, das mit gestrichelten Linien in Abb. 52*
eingetragen ist. Bei diesem Seilpolygone wird die Anfangsspannung
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durch den Auflagerdruck gebildet. Man braucht hier keine Kraft
willkiirlich beizufiigen, um das Seilpolygon zu konstruieren, sondern
kann die in Wirklichkeit schon vorhandenen benutzen. Legt man
nachher einen Schnitt durch den Triger, so werden alle Kriifte
links vom Schnitte durch eine einzige, niimlich durch die vom
Schnitte mitgetroffene Seilspannung ersetzt. Ein Seilpolygon von
dieser Art wird auch als eine Drucklinie bezeichnet.

Ein Seil konnte die zum Pole ' gehirige Gestalt des Seil-
eckes unter dem Einflusse der gegebenen Lasten freilich nicht auf-
recht erhalten, weil in den Seilstrecken Druckspannungen vor-

Abb. 53 a. Abb. 53b.

kimen, die das Seil nicht aufzunehmen vermag. Man kann sich
aber das Seil durch Stangen ersetzt denken, die an den Last-
angriffspunkten gelenkfirmig miteinander verbunden sind. Manche
nennen daher das Seilpolygon in diesem Falle ein Gelenkpolygon;
ich werde aber an der Bezeichnung Seilpolygon oder Seileck auch
in solchen Fiillen festhalten.

SchlieBlich bemerke ich noch, daB man ganz #hnlich wie
hier auch dann zu verfahren hat, wenn der Triger zwar als ge-
wohnlicher Balkentriger mit einem horizontal verschieblichen Rollen-
lager aufgelagert ist, dabei aber schief gerichtete Lasten trigt, wie
z. B. ein Dachbinder, der durch Winddruck belastet ist. Auch dann
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ist das Seilpolygon mit der Anfangsseite durch den festen Auflager-
punkt zu fithren, damit man von hier aus die SchluBlinie ein-
tragen kann.

12. Aufgabe. Das Gewicht @ einer Lokomotive (ohne KEin-
rechnung der Radsdtze) soll auf 4 Achsen so wverteilt werden, daf
das zu den beiden vordersten Achsen gehirige Drehgestell den Anteil
P, davon aufzunehmen hat, wihrend auf die beiden hinteren Achsen
die Anteile Py und Py entfallen. Die Federaufhingung ist aus
Abb. 53 (S. 105) su entnehmen. Der Schwerpunlt der Lokomotive und die
Stellung der beiden hinteren Achsen sind gegeben. Man soll die
Lage der vorderen Achsen so bestimmen, daf die verlangte Lasten-
verteilung eintritt.

Lisung. Im Krifteplane Abb. 53" trage man zuniichst die
Lasten P;, P,, P, ab, beachte dann, daB der Druck auf dem
Stiitzpunkte I aus der Hilfte von P; besteht und iihnlich bei II
und III. Dann wiihle man einen Pol O und konstruiere zu den
Lasten I, II, III das Seileck mit den Seilstrahlen 1, 2, 3, 4. Die
Richtung der Last IV oder P, ist dann so in die Zeichnung der
Lokomotive einzutragen, daf der Schnittpunkt 4 der #uBersten
Seileckseiten 1 und 5 auf die gegebene Richtungslinie der Resul-
tHerenden ¢ fillt. Dieser Punkt A ist aber durch 1 und @ bereits
bekannt, und eine Parallele durch ihn zum Polstrahle 5 im Kriifte-
plane liefert den Schnittpunkt B der Seilstrahlen 4 und 5, durch
den die Last 1V gehen muBl. Hiermit ist die Lage der vorderen
Achsen bekannt.

13. Aufgabe. Ein Telegraphendraht (von wungefihr 4 mm
Stirke) wiegt 100 gr fiir den laufenden Meter. Er soll iiber einer
Spannweite von 100 m ausgespannt werden, aber so, daf die durch
das Eigengewicht hervorgebrachte Anspannung nicht mehr als 80 kg
ausmacht; um wieviel muB man ihn in der Mitte durchhingen lassen?

Lisung. Man setze I = 100 m, @ = 10 kg, H = 80 kg in
Gl (5) ein, so erhilt man f= 1,56 m.

14. Aufgabe. Um wieviel dndern sich H und [ im vorher-
gehenden Falle infolge eimer Temperaturerniedrigung wm 20° C,

wenn der Ausdehnungskoeffizient zu ?87)%% und der Elastizitdlsmodul

zu 2200000 atm angenommen werden?
Lisung. Wir berechnen zuniichst die Bogenlinge b fiir den
Pfeil f= 1,56 m nach GL (8)

b_z+ii_100065 m,

Diese Drahtlinge wird durch die Abkihlung um 20° um Lo,
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also um 25 mm verkiirzt. Gleichzeitig wird sie aber durch die
elastische Ausdehnung, die mit der Erhohung des Horizontalzuges H
verbunden ist, wieder etwas verlingert. Eine Spannung von 1 kg
verlingert den Draht nach dem Elastizitiitsgesetze um

Pl 1 kg - 100000 mm
Al= =

kg
cm *

= 0,36 mm.

2200000 - 0,1256 ¢m?®

Bezeichnen wir den Horizontalzug, der sich nachher einstellt, mit z,
so wird durch die Erhohung um (z — 80) kg eine Verlingerung
des Drahtes um 0,36 (z — 80) mm herbeigefiihrt, und im ganzen
wird aus b

V' = 100065 — 25 + 0,36 (z — 80) = (100011 + 0,362) mm.

Anderseits ist aber nach Gl (7)

oder nach Einsetzen der hier zutreffenden Werte
' 102
b = 100000 (1 +E§) mm,

Setzt man beide Werte von b’ einander gleich, so erhilt man fiir
die kubische Gleichung
107

11 + 0,36 %= ‘2—@'
Am einfachsten erhiilt man deren Lésung durch Probieren und
findet genau genug
x = 95,8 kg.
Der zugehirige Biegungspfeil f' folgt aus GL (5) zu
10 kg 100 m

’ —_——
=% sy —1,30m

und die Bogenlinge b' wird
b = 100045,5 mm.

15. Aufgabe Ein Drahtseil, von dem ein laufender Meter
2 kg wiegt, dberspannt eine horizontale Emtfernung von 40 m. Es
hémgt in der Mitte wm 2 m durch; wie lang ist das Seil und wie
stark ist es gespannt?
Lisung. Man sucht zuniichst die Konstante @ in der Gleichung
der Kettenlinie
€T
¥ = a cosh =

(Gl 17, 8. 78) oder den sogenannten Parameter der Kettenlinie
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auf. Man weil, daB fir =20 m, y=a + 2 m ist; a folgt
daher aus der Lisung der transzendenten Gleichung

3N\ a+2=acosh2;q,

die mit Hilfe der Tafeln der Hyperbelfunktionen aufgelist werden
kann. Um zuniichst einen Niherungswert fiir @ zu erhalten, be-
| trachte man die Seilkurve als eine Parabel, setze @ = 80 kg und
berechne nach Gl. (6)

' 80 kg - 40 m
N\ H=""2"%— 200 kg

3
/ ) Nach Gl (16) wiirde dies einem Werte @ = 100 m entsprechen.
- _~ - Wir konnen daher @ =100 + 0

setzen, worin ¢ einen Wert bezeichnet, der jedenfalls klein gegen
100 ist. Anstatt nun die Gleichung

2 20 2
Lu cosh-;==1-|—--g

unmittelbar durch Probieren aufzuldsen, was bei Verwendung der
gewihnlich zur Verfiigung stehenden vierstelligen Tafeln nicht
genau genug mdglich wire, beachte man, daB

+
\::i % cosh 2z = sinha
™ 3‘: ist, wovon man sich auf Grund der fiir die Hyperbelfunktionen
N> giiltigen Exponentialausdriicke leicht fiberzeugt, und daB daher
cosh%=cosh%+sinh%-a%(2£)-a‘ g
= cosh 0,2 — sinh 0,2 - 0,0020 - ¢
. gesetzt werden kann.

Verfihrt man ebenso mit dem andern Gliede der Gleichung,
so geht diese iiber in

cosh 0,2 — 0,0020 - § - sinh 0,2 — 1,02 + 0,0002 - § = 0.
Aus den Tafeln entnimmt man, daB
cosh 0,2 = 1,0201 und sinh 0,2 = 0,2013

ist. Setzt man dies in die vorausgehende Gleichung ein und 1lost
nach d auf, so erhilt man

d =049 und daher a = 100,49 m.

Freilich sind auch diese Zahlen wegen Verwendung von vier-
stelligen Tafeln nicht sehr genau; fiir die praktische Verwendung
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reicht die (Grenauigkeit aber immerhin aus. Nachdem @ bekannt ist,
findet man leicht alle fibrigen Griflen. Der Horizontalzug H ist

H=ay = 200,98 kg.

Die griBte Seilspannung tritt indessen an den Aufhiingepunkten
auf und ist nach Gl (18)

= 102,49 - 2 = 204,98 kg.

Die Liinge des halben Seiles betrigt nach Gl. (14)
20
100,49
Betrachtet man dagegen die Seilkurve als eine Parabel und berechnet

den Bogen b nach der Niherungsformel Gl (8), so erhilt man

8 4
b =40 + T T
gegeniiber 40,256 m bei der Kettenlinie. Der Unterschied betrigt
nur 11 mm; wenn keine besondere Genauigkeit verlangt wird,

geniigt es daher im vorliegenden Falle noch, die Seilkurve als
Parabel zu betrachten.

16. Aufgabe. An dem in der vorigen Aufgabe besprochenen
Drahiseile soll nachirdglich eine Last von 300 kg in der Milte auf-
gehingt werden. Wie grofs wird die Seilspannung und wm wieviel
hiingt das Seil nachher in der Mitte durch, wenn von der elastischen
Liingendnderung, die das Seil infolge der hiheren Spannung erfihrt,
abgesehen wird?

Erste Losung. Die Seilkurve setzt sich aus zwei symmetrisch
zueinander liegenden Asten zusammen, von denen jeder einen Ketten-
linienbogen bildet. Es geniigt daher, einen von beiden zu betrachten.
Dort, wo beide zusammenstofien, bilden beide Endtangenten einen
Winkel 2 ¢ miteinander, wenn hier ¢ dieselbe Bedeutung hat, wie
in § 15. Aus dem Kriiftedreiecke, das fiir beide Seilspannungen
und die Last P = 300 kg gezeichnet werden kann, folgt

§ = a sinh % = 100,49 sinh = 20,128 m.

= 40,267 m

P _dy .. =z

89 =3g =z =ty
In dieser Gleichung kommen als Unbekannte der Parameter a der
Kettenlinie und die Abszisse x des zur Seilmitte gehorigen Ketten-
linienanfanges vor. Rechnet man auch den Bogen s vom Scheitel

der Kettenlinie bis zu diesem Bogenanfange, so liBt sich nach
Gl (14) die vorige Gleichung ersetzen durch

2,£=-s oder §= 175 m.
Y
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Fiigt man hiersu die in der vorigen Aufgabe bereits berechnete

halbe Seillinge, so ist der vom Scheitel bis zum Aufhiingepunkte
!

berechnete Bogen s § = 95128 m.

Anderseits ist aber nach Gl (14) fiir diese Stelle auch
¢ = o gih 2T,
Wir haben demnach die beiden transzendenten Gleichungen
asinh £ =75 und asinh 272 — 95,198

a
nach den Unbekannten @ und z aufzulésen. Um die Unbekannte 2
zu eliminieren, schreibe man die Gleichungen

z 95,128

. 0 :
2 — aresinh L und : = aresinh
a a a

Man erhiilt dann fiir @ die Gleichung

95,128
a

Durch einfaches Probieren mit Hilfe der Tafeln fiir die
Hyperbelfunktionen, aus denen natiirlich auch deren Umkehrungen
entnommen werden kdnnen, lifit sich die Gleichung nicht gut auf-
losen. Setzt man z. B. a = 100, so liefert die linke Seite 15,34,
setzt man a = 500, so wird sie 19,90 und fiir @ = oo geht sie
erst in 20,128 iiber. Man weill also zwar, dafl @ zwischen 500
und oo liegen muB; zu einer genaueren Bestimmung reichen aber
wenigstens die gewdhnlich zur Verfiigung stehenden vierstelligen
Tafeln nicht aus.

Man hilft sich am besten durch eine Reihenentwickelung fiir
arcsinh. Fiir kleine Werte von z ist néimlich die Reihe

1 2* 1-3 ot 1-8.5 27

2 8 2450 2-4:6 17

sehr schnell konvergent und es geniigt gewdhnlich, nur die beiden
ersten Glieder beizubehalten. Fiihrt man dies aus, so geht die
vorige Gleichung iiber in

1
20,128 —?{\

a (a.rcsinh — aresinh %) = 20.

arcsinh 2 = ¢ —

95,128°  75°
= —) — 20.

a® a®
Diese 1iBt sich nach a sofort auflisen und liefert ¢ = 756,0 m.

Nachdem a bekannt ist, findet man leicht auch alle iibrigen GriiBen,
nach denen gefragt ist. Zun#chst erhiilt man z aus

€

. 75
sinh 'ng = ﬁ m r= 74,88 m,
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Die zu « gehirige Ordinate y ist

74,88

y = 756 cosh 756

= 759,70 m

und die zum Aufhiingepunkte, d. h zur Abszisse x 4 20 gehirige

¥ = 1756 cosh 200 — 761,97 m,
Der Unterschied von ' und y gibt die Durchhingung des Seiles
in der Mitte an; diese betriigt daher jetzt 2,27 m, wobei freilich
die letzte Stelle wegen Verwendung von vierstelligen Tafeln ganz
unsicher ist.

Die groBte Seilspannung ist nach Gl (18)
k
S=ypy =22 761,97 m = 1524 kg.

Nachtriglich kann man iibrigens, wenn man will, auch noch
den Einflu der elastischen Dehnung des Seiles beriicksichtigen,
indem man die zu S = rund 1500 kg gehirende elastische Dehnung
berechnet und §' = 95,128 m in der vorhergehenden Rechnung ent-

rechend groBer nimmt. Freilich ist dann die ganze Rechnung
noch einmal mit dem neuen Werte von s’ zu wiederholen.

Zweite (angendherte) Lisung von Aufgabe 15. Man
achte nicht auf die Kriimmung des Seiles, sondern setze die Sehne
gleich dem Bogen. Die Sehne ist zwar etwas kleiner als der Bogen;
da sich das Seil auflerdem aber auch etwas streckt, so ist der
Fehler um so geringer anzuschlagen. In Aufgabe 14 war die Bogen-
linge des halben Seiles zu 20,128 m gefunden. Sieht man dies
nun als Sehne des Kettenlinienbogens an, so erhiilt man die Durch-
hiingung f nach dem Pythagoriiischen Satze

f = 720,1287 — 20? = 2,26 m,

also fast genau dasselbe wie vorher. Die Spannung ist im tiefsten
Punkte < Pl 500 40
I T XY
Im hochsten Punkte wiirde sie sich um etwa 2 -2,26 = 4,52 kg
erhéhen. Das ist nun freilich zu niedrig. Das Eigengewicht der
Seilstiicke trigt, wie der Vergleich der Werte zeigt, verhiltnis-
miifiig viel zur Spannung des Seiles bei.

Man kann sich des Niherungsverfahrens auch nur zur Er-
mittelung von f bedienen und nachdem dies gefunden ist, mit den
Kettenlinienbogen weiter rechnen.

= 1330 kg.
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17. Aufgabe. Die Belastungsfliche eines Balkentrigers ist
ein rechtwinkliges Dreieck; ermittele die zugehirige Momentenfliche!
(S. Abb. 54.)

Lisung. Es geniigt schon, die ganze Spannweite in vier
gleiche Teile zu teilen; will man genauer verfahren, so nimmt man
sechs oder acht Teile, aber
nicht leicht mehr, da eine
Einteilung in noch mehr Teile
der Genauigkeit der Zeichnung
kaum noch forderlich wire.
Die Schwerpunkte der Tra-
peze, in die das Dreieck zer-
legt wurde, liegen einerseits
simtlich auf der Schwerlinie
des Dreieckes, anderseits liegt
jeder auf einer Linie, die
nach dem in Band I, § 27,
8. 174 der 4. Auflage an-
gegebenen Verfahren gefunden werden kann. '

Nachdem dies geschehen ist, legt man Kriifte durch die Schwer-
punkte, die den Flichen proportional sind. Im Kriifteplane werden
sie durch die mittleren Hohen der Trapeze dargestellt. Dann wiihlf
man einen Pol, zeichnet das zugehdrige Seilpolygon und sucht die

Bertihrungspunkte auf,
] | A A l l‘ die zwischen diesem

und der eingeschriebe-
nen Seilkurve  be-
stehen. Nachher bleibt
nur noch iibrig, die
Seilkurve mit Hilfe
des Kurvenlineals oder
aus freier Hand ein-
zutragen,

18. Aufgabe. Ein
iiber drei Offnungen
reichender Gerberscher
Kragtriger trigt ge-
gebene Lasten (Abb. 55); man soll die zugehirige Momentenfliche
konstruieren. .

Lisung. Man vereinigh zuerst die gegebenmen Lasten durch
ein Seilpolygon und triigt in dieses ein System von SchluBlinien
ein, die an den Auflagervertikalen aneinander grenzen und auf den
Gelenkvertikalen das Seilpolygon durchschneiden, Zwischen diesen

Abb. 55.
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SchluBlinien und dem Seileckzuge liegt die Momentenfliche, die in
der Abbildung durch Schraffierung hervorgehoben ist und zwar so,
daB auch den verschiedenen Vorzeichen der Momente dabei Rech-
nung getragen ist.

19. Aufgabe. FEin Wagen von 5 m Radstand und je 5t
Raddruck fihrt iiber einen Balkentriger von 8 m Spannweite; er-
mittele graphisch die Maximalmomentenfliche (Abb. 56).
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Abb, 56.

Liosung. Man setzt die zwei Einzellasten durch ein Seil-
polygon zusammen, in das man eine Anzahl von SchluBlinien ein-
trigt, die verschiedenen relativen Stellungen
des Lastensystems zum Triger entsprechen, Die
Momentenfliichen sind entweder Dreiecke (wenn
nur eine Last iiber dem Triiger steht) oder
Vierecke (wenn beide Lasten iiber dem Triiger b §5
stehen). Auf ihre besondere Gestalt kommt
es nicht an, sondern nur auf die Abschnitte, die sie auf lot-
rechten Transversalen bilden. Man triigt nachtriglich alle diese
Momentenflichen in Abb. 57 von einer gemeinsamen Grundlinie

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 3 8




114 Zweiter Abschnitt. Das Seilpolygon oder Seileck.

aus ab und sucht die Umhiillungslinie auf Wie diese ungefihr
austillt, ist aus der Abbildung zu entnehmen.

20. Aufgabe. Fin I-Balken vom Normalprofile 30, dessen
Triigheitsmoment @ = 9888 em* ist, iberbriicki eine Spanmweite von

2000 kg
A )
A Jm Jm ————>
(

F N A
B, i
% / !
Z 7 4, i

\

|
|
i
I
!

s e _!.__ .
I
il

o

A
Abb. 58,

6 m und trigt in der Mitte eine Last von 4000 kg. Man konstruiere
die elastische Linic des Balkens, so daff die Abszissen in Yy, der
natiirlichen Grife und die Ordinaten in natiirlicher Grife erscheinen
(Abb. 58).

Lisung. Als Horizontalzug fiir das erste Seilpolygon ist
H; = 2000 kg gewiihlt, Die Momentenfliche wird ein Dreieck,
das wir nur in zwei Teile zerlegen wollen, die in der Mitte an-
einander stoBen. Jeder Teil hat in natiirlicher GréfBe eine Fliche
?._OOéSOQ oder 45000 ecm®. — Wird der Elastizitiitsmodul zu
2000000 atm angemommen, so erhilt man fiir den Horizontalzug
des zweiten Seilpolygons mach Gl. (27).
kg
ze % 10Gm
H; 2000 kg

von

- 9888 cm*

Hy = = 9888000 cm?




Aufgaben. 115

Der verlangten 100fachen Verzerrung wegen nehmen wir aber
anstatt dessen nur den Horizontalzug

.H-’]:[= 98 880 sz

an. Der Kriifteplan zum zweiten Seilpolygone konnte hiernach
aufgetragen und das Seilpolygon selbst dazu konstruiert werden.
Als MaBstab wurde 1 mm = 5000 e¢m? gewiihlt. — Allerdings hat
man damit nur einen Punkt, niimlich jenen in der Mitte genau
erhalten. Man findet, daB die Durchbiegung an dieser Stelle
0,91 cm betrigt. Oft geniigt dies aber schon; im andern Falle
steht natiirlich nichts im Wege, die Momentenfliche in eine griBere
Zahl von Teilen einzuteilen, womit man auch eine entsprechend
groBere Zahl von Punkten der elastischen Linie erhilt.

St
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