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Potentialtheorie.

Die Lehre vom Potential hat sich seit Ende des vorigen Jahrhunderts ent-
wickelt, insbesondere durch die Untersuchungen von LAGRANGE 1), LAPLACE2),
Gauss 3), GREEN?) u. A.

Bei der Untersuchung der Kriifte, welche nach dem reciproken Quadrat der
Entfernung wirken, also insbesondere bei der NewToN'schen Attraktion, ferner
bei den elektrostatischen und magnetischen Kriften ergab sich, dass diese Krifte
und ihre Componenten sich einfach darstellen lassen durch eine Grosse, die man
eben das Potential dieser Krifte nennt.

I. Definition des Potentials.

Sind 7 und p zwei Massentheilchen, die in der Entfernung » von einander
sich befinden, so ist nach Newron die anziehende Kraft, die von = aus an p
angreift, gleich derjenigen, die von p aus an m angreift und diese beiden Krifte
haben die Grosse

m
| K=k>%,
worin % eine Constante ist.

Sind andererseits m und p zwei magnetische Massenpunkte, d. h. die
Magnetismusmengen, welche man in zwei magnetischen Massentheilchen sich
concentrirt denkt, so ist die magnetische Kraft zwischen ihnen nach CourLoms

und diese Kraft ist eine abstossende, wenn Z positiv und eine anziehende, wenn
P negativ ist. Die Einheiten der Magnetismusmengen sind so gewihlt zu denken,
dass fir m=p=1 und » =1 auch P=1 wird.

Sind m und p. zwei elektrische Punktg, d. h. die Elektricititsmengen, welche
man sich in zwei elektrischen Massentheilchen concentrirt denkt, so gilt fiir die
Kraft zwischen ihnen dasselbe (CouLomp’sche) Gesetz

") LAGRANGE, Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps, qui s’attirent en
raison inverse des carrds des distances. Nouveaux Mémoires de 'Académie d. Scienc, de
Berlin 1777.

?) LAPLACE, Théorie des attractions des sphéroides etc. 1782,

3) Gauss, Allgemeine Lehrsitze itber die im umgekehrten Quadrat der Entfernung wirkenden
Kriifte. Gauss Werke, Bd. V. Abgedruckt in OsTwALD’s Klassiker der exakten Wissenschaften No. 2.

) GREEN, An Essay on the application of math. analysis to the theories of electricity 1828.

*



4 Potentialtheorie.

Auch hier ist P eine Abstossungskraft, wenn es positiv ist. Wir konnen,
um Uebereinstimmung in der Bezeichnung hervorzubringen, den Faktor £ fiir die
NEwrton'sche Attraktionskraft gleich — f setzen, wo f eine positive Constante

ist und die NewToN'sche Kraft dann stets
negativ rechnen, indem das positive Zeichen

(%, z) eine Abstossungskraft anzeigt. Dann ist in
jedem Falle

Zan
E=s2F

und X ist eine Abstossungskraft, wenn f posi-
tiv ist, und / ist gleich 1 bei magnetischen
und elektrischen Massen, gleich — %2 bei
m ponderablen Massen.
(a, b, ) Die Kraft & wirkt in jedem Falle in der
(P.1) Richtung » der Verbindungslinie. Wenn ein
beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem
der xyz eingefilhrt wird, in welchem der Punkt p die Coordinaten xyz, der
Punkt 2 die Coordinaten aé¢ habe, so ist (Fig. 1).
r=Y@E—a'+ =0 +G—0",
und die Kraft X, die von s aus am Punkt p. angreift, sucht die Coordinaten
von p zu vergrossern und hat die Componenten in Richtung der drei Axen
X = Kcos (r, x)
V= Kcos(r, y)
Z = K cos (7, 2),
wo (7, x), (#,¥), (r, 2) die Winkel bedeuten, welche die Linie » mit den 3 Coordinaten-
axen bildet.

¢ . :
ist, so 1st

— —} _
Da ;as(r:r)=£r—a, cos(r,y}:yT, cos (v, 2) = -

mp x —a m b my 3—¢
x=s2F12% y=rF2="; z=s2F :
Nun ist aber
x—a d (1Y, y—2b d (1Y, 3—¢ e (1
-zl HZ--356) S =—5(?)'
also ist ,
x=—u5(7)

Die drei Componenten der Kraft, die am Punkt p (xy2) angreift, sind also
die negativen Differentialquotienten einer Funktion nach den drei Coordinaten

dieses Punktes. Entsprechend sind die Componenten der Kraft, die am Punkte
angreift

B=—¥Y=—m ab(fp)

cm—zm—ml (02).
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Die Funktion, deren negative Differentialquotienten die Kraftcomponenten
sind, bezogen auf die Einheit der Masse des angegriffenen Punktes, nennt man
das Potential der Kraft. Zuweilen unterscheidet man zwischen Potential-
funktion und Potential und nennt Potential diejenige Funktion, deren negative
Differentialquotienten die Kraftcomponenten an irgend einem angegriffenen Punkt
angeben, wihrend man unter Potentialfunktion das Potential versteht, wenn der
angegriffene Punkt die Masse (oder Magnetismusmenge oder Elektricititsmenge)
1 hat. Also

il

r

ist das Potential der Kraft, die vom Punkte m ausgeht und am Punkt p angreift
und es ist oU 2T 2 U
X=_F'é; Y=—-[.I.5 .Z=—p_5—é—.

Dieser Ausdruck ldsst sich sofort erweitern. Sind nidmlich eine Reihe ge-
trennter anziehender Punkte vorhanden mit den Massen s, m,m, und den Coor-
dinaten @, &,¢,, @gb,¢y, agbycy u. s. w. und wirken diese alle nach dem ange-
fiilhrten Gesetz auf einen Punkt p. mit den Coordinaten xyz, so sind erstens die
Entfernungen der einzelnen Punkte von p

rl:_-"/(x-—al)3+(y—ﬁl)3+(z-—(.‘l)2
’2=V(x—“3)2+(}'—bz)2+("—52)2
ra=V@E—a)?+ (0 —b3)T+ (5 — c5)?

und es ist entsprechend dem fritheren

¢ 7y my My
X_“Paxf(rl—l_rg_'_ r3+ T

¢ My Mg WMy
Y_.-vp'a}'f("n_i—”z_i_ "u+ o
5 ¢ my mgy My
Z__P'E’zf(rl_'— 7o r9+ R

Sind also 7 solche anziehende Punkte vorhanden und setzt man

(e s _ 2: m;
U_f(’1+"2+"3+'”)_ f"i'

so ist
1% oU oU
X=—tom Tk PTG

Die Grosse U, welche von den als fest angenommenen Coordinaten a;é; ¢i
und den variablen Coordinaten xysz abhingt, nennt man wieder das Potential
der Krifte, welche am Punkte p. angreifen.

Man sieht ohne Weiteres, dass die Kraftcomponente nach irgend welcher
Richtung s dargestellt wird durch

oU

S=—p e
So lange der Punkt p nicht mit einem der Punkte a; zusammenfillt, sind
alle »; von Null verschieden und daher hat U einen endlichen Werth. Fillt
aber der Punkt p mit einem der Punkte #; z. B. mit #, zusammen, d. h. sucht
man das Potential des Systemes auf einen Punkt des Systemes selbst, so wird

7 =0 und daher das Glied %’? in dem Ausdruck des Potentials unendlich gross,
£
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falls m, nicht selbst unendlich klein von derselben oder hioheren Ordnung ist,
als 7.

Wenn man nun von der Abstraktion der materiellen Punkte iibergeht zu
wirklichen Kraft ausiibenden Kérpern, so ist bei diesen ja die Dichtigkeit der
Masse stets endlich, d. h. in einem unendlich kleinen Volumen des Kérpers ist
auch blos eine unendlich kleine Masse enthalten. Es sei 24d¢ ein Dbeliebiger
Punkt eines Korpers A, und es sei an diesem Punkte ein unendlich kleines
Parallelepiped construirt mit den Seiten da, 44, dc, so ist dessen Volumen
dadbde, und wenn p die Dichtigkeit des Kérpers ist, so ist die Masse d in
diesem Volumenelement

dm =pdadb dec.

Dabei kann die Dichtigkeit p in jedem Punkte des Korpers einen andern
Werth haben, oder sie kann auch constant sein. . In letzterem Falle nennt man
den Kérper homogen. Ist nun wieder p der Punkt, auf den der Kérper mit
Kriften wirkt, die eben berechnet werden sollen, so ist die Entfernung des obigen
Volumenelementes von diesem Punkte -

=VyY(x—a)+(— 82+ (z —¢)?
und es ist das Potential dieser Volumenelemente an der Stelle xyz
dU__iff=Pdad6dz:

Indem wir diesen Ausdruck fiir alle Punkte @é¢ des Kérpers bilden, d. h.
iiber den ganzen Korper integriren, erhalten wir das Potential des ganzen Kérpers

U=Lffv<x~a)*:?;jébf:+(z—c)” '

Fiir die Integration ist xyz constant, blos aé¢ variabel. Hat man integrirt,
so erhilt man fiir ¢ eine Funktion von xyz, welche noch abhingt von der Form
und Dichtigkeitsvertheilung des Korpers.

Einfacher geschrieben lautet der obige Ausdruck, wenn man unter dr ein
Volumenelement des Kdorpers X und unter 7 dessen Abstand von dem ange-

griffenen Punkt versteht
U= pd=c
R

®
Die Kraftcomponenten am Punkte p (xyz) sind wieder
ol o ou
X=—pgy Y=—pyy Z==pzmp-

Das Potential bleibt endlich, auch wenn man einen Punkt des K&rpers selbst
als den angegriffenen betrachtet. Denn es wird zwar dann in der Summe, die das
Potential darstellt, ein 7 gleich Null, ndmlich dasjenige, das von dem angegriffenen
Punkt selbst herriihrt, aber da die Masse in diesem Punkt unendlich klein ist und

dadbd
%—c selbst gleich Null.

Auch die Kraftcomponenten X ¥'Z bleiben endlich, selbst fiir einen Punkt p im
Innern des Korpers. Denn es ist z. B

X'——I-l-ﬁdfa . fpdt (x—a)'

Da nun ?{,:7 den Cosinus des Winkels (7, a) vorstellt, also endlich ist und

zwar von der dritten Ordnung (p da dé d¢), so bleibt
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Ef—:— gleich 0 bleibt auch fiir » =0, weil Zr unendlich klein von der dritten
Ordnung ist, so bleibt auch X ¥Z endlich, d. h. die Kraft, mit der ein solcher
mit Masse erfiillter Korper auf einen seiner eigenen Punkte einwirkt, ist endlich.

Das Potential war bisher eingefiihrt nur fiir die NEwron'sche oder CouLowms-

7
sche Kraft: v ,p'
=

und definirt als diejenige Grisse, deren negativer Differential-

quotient nach irgend einer Richtung gleich der Kraftcomponente nach dieser
Richtung ist. Wir kénnen diese Definition erweitern und sagen: Jede Kraft hat
ein Potential, wenn sich ihre Componenten nach 3 Coordinatenrichtungen dar-
stellen lassen als die Differentialquotienten einer Funktion nach diesen Richtungen.

Also immer wenn — fiir die Einheit der Masse der angegriffenen Punkte —
oU oU oU
X=_3x’ Y=—3y’ Z=——§;

ist, hat die Kraft ein Potential, auch wenn die Kraft nicht die NEwTon'sche oder
CouLoms'sche ist. Man kann daraus ersehen, dass stets, wenn eine Kraft zwischen
zwei Punkten nur abhingt von der Entfernung zwischen ihnen und in der Richtung
der Verbindungslinie wirkt — aber sonst eine ganz beliebige Funktion der Ent-
fernung ist — dass dann die Kraft ein Potential hat. Denn es sei die Kraft, X
= (), wo

r=yY@x—a?+0—0)+(E—0)?
und ¢ eine ganz beliebige Funktion ist. Dann ist

x—a — & 88—
X=¢() " Y=9()T" Z=9(",
also
ar ar ar
X=9() 7, Y=‘P(")5 Z=9("7;"
Setzt man nun U= — [¢(#)d7, so ist
dU
T =—%0),
also
au or . a’UB_r aUu or
X=—Z oz Y=~ T o °=— % o
also .
: oU o o
X=-—a?, Y-_"—'@, z:.—‘a—z‘.

Das Potential dieser Kraft ist also U= — f @(#)dr. Solche Krifte, die in
der Verbindungslinie zwischen zwei Punkten wirken und deren Grésse nur von
der Entfernung abhiingen, nennt man Centralkrifte. Centralkrifte aller
Art haben also ein Potential.

Das oben definirte Potential, welches fiir die allgemeine Attraktion und die
magnetischen und elektrischen Kriifte gilt, nennt man speciell das NEwToNsche
Potential.

Man kann fiir das Potential noch eine andere Definition geben. Wenn
eine Kraft X einen Punkt verschiebt um die Strecke s, welche mit der Richtung
der Kraft den Winkel ¢ bildet, so ist die Elementararbeit 6.4, welche die

Kraft leistet, definirt durch
64d=Kdscose.

Wenn nun die Winkel, welche X mit drei Axen der xyz bildet, mit aB7,
diejenigen, welche 45 mit den 3 Axen bildet, mit /m»~ bezeichnet werden, so ist
cos e == cos a cos [ + cos B cos m + cos | cos n.
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Ferner ist aber Kcosa =X, KcosB=1Y, Kcosyv=2Z und dscos!=dx,

ds cos m = dy, ds cos n = dz, also auch
84 =Xdx + Ydy + Zdz.
Haben nun die Kriifte ein Potential I, so ist
8Ad=— (gd:«:+ %de+ %a’z):—a’(}

also die Elementararbeit der Kraft (aut unendlich kleinem Wege) ist gleich der
Abnahme des Potentials.

Fiihren wir unsern Punkt von irgend einer Stelle 1 nach einer Stelle 2, um

endliche Strecken fort, so ist die Arbeit, die die Kraft dabei leistet
2
A=—[dU=U,— U,

1

Diese Arbeit hidngt also nur von den Endpunkten 1 und 2 der Verschiebung,
gar nicht von dem Wege zwischen 1 und 2 ab.

Die Arbeit, welche man gegen die Kraft leisten muss, um den Punkt von
1 nach 2 zu bringen ist

W=U,—-U,. -~

Wenn wir nun als 1 einen festen Punkt Z, als Ausgangspunkt, annehmen,

in dem das Potential constant = C ist und fiir 2 irgend ecinen beliebigen Punkt

xyz nehmen, so wird
W+ C=U.

Diese Gleichung besagt: Das Potential & an irgend einer Stelle xyz ist bis
auf eine Constante gleich der Arbeit, welche man gegen die Krifte des Systemes
leisten muss, um den Angriffspunkt von einem fest gewihlten Ausgangspunkt bis
an die betrachtete Stelle zu bringen, oder es ist gleich der Arbeit, welche die
Krifte des Systemes leisten, um den Angriffspunkt von der betrachteten Stelle
aus bis zu einem fest gewdhlten Punkt Z zu bringen.

Ist an der Ausgangsstelle das Potential Null, so giebt diese Arbeit direkt
das Potential.

Fiir die NEwton'sche und CouLomp’sche Kraft wihlt man als Ausgangspunkt
zweckmiissig einen unendlich entfernten Punkt, weil fiir diesen alle'» = oo, also
C=0 wird.

Handelt es sich um die Erdschwere, welche vertikal abwirts wirkt, so ist,
wenn die z-Axe vertikal nach oben geht

X=0 V=0 Z=—¢g.

Das Potential also U= gz.

Als Ausgangspunkt wird man hier einen Punkt an der Erdoberfliche nehmen,
fiir welchen 2 =0 also /= 0 ist, es ist also das Potential der Erdschwere in
einer Hohe z liber dem Erdboden gleich der Arbeit, welche man gegen die
Schwere leisten muss, um die Einheit der Masse vom Erdboden bis zur Hohe z
zu bringen.

II. Eigenschaften des NEwWTON’schen Raumpotentials.
Das Potential eines Systemes von kraftiussernden Punkten hat an jeder Stelle
des Raumes also einen bestimmten Werth, ¢ ist eine Funktion von xyz. Alle
diejenigen Punkte, an welchen U denselben Werth hat, liegen auf einer Fliche,

deren Gleichung eben ist
U(xyz) = const.

Jede solche Fliche nennt man eine Fliche gleichen Potentials oder
Niveaufliche. Wenn man die ganze Kraft X, die an irgend einem Punkte an-
greift, zerlegt in Componenten nach den drei Richtungen, von denen die eine die
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Normale /V der Niveaufliche ist, die durch den Punkt xyz geht, die beiden andern
s, und s, also in der Niveaufliche liegen, so sind diese Kraftcomponenten resp. gleich

oU oU o U
_'EN’ _351. _352'
In der Niveaufliche ist aber {/ constant, also %7= 0, g—? =0, folglich ist
1 2
o R
— = X

Die Kraft, die an einem Punkte angreift, hat die Richtung der
Normalen der Niveaufliche, die durch diesen Punkt geht und ihre
Grosse ist _g-j-(‘vj'

Denkt man sich lauter Linien gezogen, welche die ganze Schaar von Niveau-
flichen senkrecht schneiden, so giebt die Richtung dieser Linien also in jedem
Punkte die Richtung der wirkenden Kraft an. Man nennt deswegen diese Linien
die Kraftlinien des Systems.

Diese Siitze gelten allgemein fiir jedes Potential, nicht blos fiir das der
NewTon'schen Krifte.

Wir berechnen wegen des Folgenden das Potential einer mit Masse homogen
erfiillten Kugel vom Radius & auf einen Punkt P (xyz), wobei wir zu unterscheiden
haben, ob dieser Punkt ein #dusserer 2, oder
ein innerer 7 ist. In jedem Falle ist

dz
U=Pf7’

wo p die constante Dichtigkeit ist, und die
Integration auszudehnen ist iiber alle Punkte
der Kugel. Fiihren wir Polarcoordinaten ein
(Fig. 2), indem wir die Linie 02, als Axe
des Systems annehmen und bezeichnen wir den variablen Radius Vektor O.A
mit g, mit ¢ die geographische Linge und mit # das Complement der geogra-
phischen Breite, d. h. den Winkel 2,04, endlich die Entfernung des ange-
griffenen Punktes /£, vom Mittelpunkt der Kugel mit Z, so ist

dr=a?dasinY dt de¢

#?=FE2 4+ ¢?— QMacos

(P.2)

und
~

X R
_____9d<r smi} ffiﬂ’f - * a?dasin 3dd
*ij VE*+ ot —2Eccos 8 Q“Pffwfz +a>—2Eacosd”
o 0 o0 0 ¢
Nun ist, wenn man sich auf eine Kugelschale vom Radius ¢ und der Dicke
ds beschrinkt nur ¥ variabel mit », also
rdr =+ Fosin® db,
und es ist bei einem Punkte ganz ausserhalb der Kugel fir § =0 » = £ — g,
fiir == »= E+ 5, also
!r.’ k4o

2 24 4 3
rp s?ds rdr 4rp Qdcr— p_.&i
B 3 £
i 0 E—o
Da :;pR‘* gleich der Masse M der I\ugel 1st, so ist

M M
=g =Y+t 4 2%
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Wire der Korper eine Hohlkugel von den Radien R, und R, (R, > R,),

S0 wire
Ry

U=4;.‘Pf 22q _4_“3.(_‘.?_3_5;)_.-..11.

Ry
Wenn aber der Punkt 7 in dem Hohlraum der Hohlkugel liegt (Fig. 3),
so ist fiir 8 =0, r =0 — £, fiir 8==, »r =0+ £, also

Ry o+E R
*ds rd
U};""2ﬂ fcr Eaat 41tpjadc-—21:p{ﬁ'2 RA).
Ry o—FE

Das Potential aller Punkte des Hohlraums ist also das gleiche.
Fiir einen Punkt #; im Innern der Masse einer Vollkugel mit der Entfernung
£ vom Kugelmittelpunkt, finden wir das Po-
tential, indem wir die Kugel in 2 Theile zer-
legen dadurch, dass wir mit dem Radius £
eine Kugel um den Mittelpunkt o legen.
Dann liegt 7 fiir die innere Kugel (vom
Radius £) ausserhalb, das Potential dieser
Kugel ist also
4= 4n
Ul_? E.E '-"“?TPEE

Fiir die iibrig bleibende Hohlkugel von
den Radien R und £ (R > £) ist der Punkt
£; ein Punkt im Hohlraum, also ist das Po-
tential dieses Theils

U, =2np(R? — E?),

das gesammte Potential U; ist daher

(P.3)

Ui=U,+ U2=2npﬂa—?ﬁ’.

Gehen wir zuriick zu dem Potential eines Korpers X mit variabler Dichtig-
keit p, also
pdz

U=Kf'|/(x‘—““)’+ (y =82+ (z—0c)?’

so konnen wir fiir dieses Potential leicht eine Differentialgleichung bilden. Unter-
suchen wir ndmlich die zweiten Differentialquotienten von & nach xyz erst fiir
einen angegriffenen Punkt, der ausserhalb des Korpers liegt. Es ist dann 7 nie-

mals Null und wir haben
U fpd'r (x —a) a)

ox 72 r

orU fpa’-: fpdr (:c'—a)2
= 3
ox

2 —
oY iy eyt

also

ebenso

r3 rt 7

U pdt pdz (z — ¢)*
7=—fr3 +3f7—r*'



Die LApLACE'sche und die Porsson'sche Gleichung. I

Durch Addition ergiebt sich
U U *U
= R~ alal
oder abgekiirzt geschrieben A U = 0.
Das ist die Differentialgleichung des NEwTon'schen Potentials fiir einen
ausserhalb der wirkenden Masse liegenden Punkt. Man nennt sie die LAPLACE-

sche Gleichung. Fiir einen innerhalb der Masse liegenden Punkt wird » = 0

'\QU
% . .. a
und man muss desshalb untersuchen, ob nicht die Gréssen sz WS W andere

Werthe bekommen.

Es sei A die Stelle des Kérpers K, fiir welche AU bestimint werden soll.
Man kann den Koérper in 2 Thle. X und X, sich getheilt denken, indem man
um 4 mit einem beliebig grossen oder kleinem Radius & eine Kugel beschreibt.
K, sei der Theil des Koérpers ausserhalb der Kugel, &, die Kugel, U; und U,
die Potentiale, die von K, und X, herriihren. Es ist dann &, und seine Diffe-
rentialquotienten stets endlich, weil 4 endlich von allen Punkten entfernt ist. Nur
in U, konnten Unstetigkeiten vorkommen. = Es ist auch

AU=AU,+ AU,
und A U, =0, weil A4 fiir K| ein dusserer Punkt ist, also bleibt
AU=AU,.

Nun ist &/, das Potential einer Kugel auf einen inneren Punkt, nimlich auf
ihren Mittelpunkt und es ist also, wenn wir die Kugel so klein annehmen, dass
wir die Dichtigkeit in ihr als constant ansehen k&nnen:

U,=2npR2 — 2? £2,

=0

$0 aU. 4 aU. 4 U 4
st (... L s __._ =FP
ox g oy 3 2z 3 %
U, oy, oUu, _ Amp
dx2 —  dy? 922 37
also
AU, = — 4mp.
Daher haben wir fiir einen Punkt innerhalb der wirkenden Masse
AU = — 4mp.

Diese Gleichung nennt man die PoissoN’'sche Gleichung. Wenn man
also fiir jeden Punkt des Raumes das Potential & kennt als Function von xy z,
ohne zu wissen, wie die Massen vertheilt sind, von denen es herriihrt, so findet
man durch Bildung der Operation A umgekehrt die Dichtigkeit an jedem Punkte
des Raumes. Da, wo keine wirkenden Massen sind, ist AU = 0, also auch die

Dichtigkeit = 0, da, wo wirkende Massen vorhanden sind, ist p = — 4%13(},

Diese Beziehung gilt aber nicht fiir jedes beliebige Potential, sondern nur
fiir das NEwton’sche Potential, d. h. fiir Krifte, die umgekehrt proportional
dem Quadrat der Entfernung. wirken.

Aus der Differentialgleichung A &/ = — 4=p lisst sich umgekehrt, indem man
sie integrirt, das Potential fiir jeden Punkt finden. Dabei ist nur zu bemerken, dass
U selbst gleich 0 wird fiir » = co und diese Bedingung ist jeder Losung der
Gleichung AU = — 4=p aufzulegen. Ferner aber ist fiir einen unendlich ent-
fernten Punkt zwar U.. = 0, aber

Ui too=— fpde‘ = M,
wo M die Masse des Korpers, von dem die Krifte ausgehen, ist. Diese Glei-
chung dient oft zur Bestimmung von Integrationsconstanten.
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Dass man aus der Gleichung AU = — 4=p die Werthe des Potentials selbst
finden kann, soll fiir das Beispiel einer homogenen Kugel gezeigt werden. Bei
dieser kann das Potential an jedem Punkt ausserhalb oder innerhalb nur von dem
Radiusvektor & abhingen, der vom Mittelpunkt der Kugel aus gezogen ist, die
Niveauflichen miissen Kugelflichen sein. Es hingt also ¥ nicht von xyz, sondern
nur von £ = }/a?+ y? + 52 ab. Daher ist

a2U 240 1 4 auv
AM=0m+Ea2— B 4 (lrl )

Fiir einen dusseren Punkt ist also

d alU
— - fﬂ —
AU=0, d.h. IF (C dE)_n'
sh dl (&
7y [ PROEL - e
E a’E_(” U= E+‘D

worin C und D Integrationsconstanten sind. Da U Eo = M sein muss, so
folgt D == 0, — C = M, also

M
= R
wie oben abgeleitet.
Fiir einen inneren Punkt ist
d a0 dU 4mp
= —_ 2 ; O R o ol o
dE(ﬁ dE) 4npf?, also K - C — 3 FaAR
Wendet man diesen Ausdruck fiir £ =0 an, so ergiebt sich C = 0, also
dU 41':p
dE = 5 &

mithin
Ues D= -2;‘? £,

D ist eine Constante, die in unserer fritheren Betrachtung gleich 2np #? ge-
funden wurde.

In derselben Weise lassen sich durch Umformung des Ausdrucks A in
Cylinder-, Kugel-, elliptische Coordinaten u. s. w. die Werthe des Potentials
fiir homogene und inhomogene Kugeln, Cylinder, Ellipsoide finden.

Es moge nur das Potential eines homogenen Ellipsoids angefiihrt, nicht ab-
geleitet werden. Das Ellipsoid hahe die Gleichung

2 2
e +y5, +5=1
Dann ist
U= N — A4Ax?* — By?*— (32,
worin die Grossen WV, 4, B, C' fiir einen &dusseren und einen inneren Punkt je
durch bestimmte Integrale definirt sind. Es ist nidmlich fiir einen inneren Punkt

oo

No=mabe L
1/(42 + NG+ N (e + )
A,= -r:abc-[ £}
J @+NY@@+n@+0(+ )
Bi=rmnabec ol
(&2 + ) V(a? + 2 (62 + x) (c2+ 1)
dh
Ci=mabc

@+ 0V@ENE Y
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Fiir einen dusseren Punkt werden AV, 4, B, C durch dieselben Integrale darge-
stellt, nur ist die untere Grenze nicht 0, sondern eine Grdsse # und diese ist
bestimmt als die grosste Wurzel der Gleichung

22 2 4
+u Pxut Bxu

Sobald die Dichtigkeit p eines Kérpers gegeben ist, kann man durch Aus-
flihrung der Integration, die entweder in geschlossener Form oder durch Ent-
wicklung in Reihen moglich ist, das Potential an jeder Stelle finden. Der Weg
der Forschung war aber ein umgekehrter. Man hat Losungen der Gleichung
AU=0 gesucht, die fiir unendlich entfernte Punkte /= 0 ergaben, hat dann
diejenigen Stellen aufgesucht, in denen AU Ausnahmswerthe bekam, also nicht
gleich 0 war, und indem man diese Ausnahmswerthe gleich — 4=p setzte, hatte
man umgekehrt das Potential eines Systemes gefunden, das an diesen Ausnahms-
stellen die so bestimmte Dichtigkeit p hatte.

Bei Attraktionsproblemen kommen nur allein Massen vor, die in Kérpern
enthalten sind, also auch nur Potentiale, wie die bisher betrachteten, die von
Korpern ausgehen. Man nennt sie auch Raumpotentiale. Solche haben wir
untersucht. Auch ist bei Attractionsproblemen die Dichtigkeit p eine unverinder-
liche Grosse und gewohnlich bekannt. Dasselbe ist der Fall bei den Potentialen
von permanent magnetischen Korpern und bei elektrischen Isolatoren, bei denen
die Dichtigkeit der Elektricitit oder des Magnetismus als bekannt anzunehmen sind.
Andere Verhiltnisse aber treten ein bei den Problemen der Elektrostatik in
leitenden Kérpern und des Magnetismus in inducirbaren Koérpern.

1.

III. Potentialtheorie in der Elektrostatik (Oberflichenpotential).

Fiir die Anziehungskrifte zwischen Elektricititsmengen gilt das oben ange-
fiilhrte CouLomp’sche Gesetz. Es haben also diese Kriifte an jeder Stelle ein Poten-
tial & und es sind die Componenten die Krifte, die auf eine Elektricititsmenge
1 wirken:

o U oU
X=—% Y=—% 4=~ %
Zugleich ist an jeder Stelle, wo keine wirkende Elektricititsmenge ist A U= 0,
an jeder Stelle, wo eine solche vorhanden ist AU = — 4=p. Darin bedeutet p

die Volumendichtigkeit der Elektricitit, d. h. die Elektricititsmenge, die in einem
Volumelement enthalten ist, dividirt durch die Grosse dieses Elements. Soll die
Elektricitidt im Gleichgewicht in einem Korper sein — der Fall, den die Elektro-
statik allein untersucht — so miissen die Componenten aller wirkenden Krifte
zusammen gleich Null sein. In Isolatoren wirken auf die Elektricititsmengen
ausser den elektrischen Kriften noch solche, die von den Kérpermolekiilen aus-
gehen. In Leitern aber sind die Elektricititsmengen nicht von den Korper-
molekiilen beeinflusst, sie folgen also nur den elektrischen Kriften. Im Fall des
Gleichgewichts der Elektricitit muss also in einem Leiter sein,
X=0, Y=y, Z=0,

e oU oy
?=0, T =0, =0,

d. h.

also U = const.
In jedem Leiter muss im Falle des Gleichgewichts an allen seinen
Punkten das elektrische Potential denselben Werth haben.

_ Daraus folgt aber, da fiir einen inneren Punkt des (geladenen) Leiters
AU— =4rp ist, dass p =0 ist.
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Im Innern eines Leiters kann also keine freie Elektricitit vor-
handen sein.

Es kann sich daher, wie es auch die Erfahrung zeigt, die Elektricitit nur
auf der Oberfliche des Leiters befinden, und wir sind vor die neue Aufgabe ge-
stellt, das Potential eines elektrisirten Kérpers zu bestimmen und seine Eigen-
schaften zu finden, bei dem die wirkende Masse, d. h. hier die Elektricititsmenge,
sich nur auf der Oberfliche befindet. Ein solches Potential nennt man ein
Oberflichenpotential. Nun sei &s ein Oberflichenelement des Leiters und
de die Elektricititsmenge, die sich auf ihm befindet, dann definirt man % =j—;
als die Dichtigkeit der Elektricitdt an dieser Stelle der Oberfliche. Die
Dichtigkeit wird im Allgemeinen von Punkt zu Punkt verschieden sein und es

ist, wenn ¢ die gesammte Elektricititsmenge auf dem Leiter bedeutet
f hds = ¢,
Q

das Integral ausgedehnt iiber die ganze Oberfliche Q des Korpers.

Das Potential, das von der Elektricititsmenge &z auf dem Element &s (dessen
Coordinaten af¢ seien) ausgeiibt wird auf einen Punkt # mit den Coordinaten

xyz in der Entfernung »[r = V(x — a)?+ (y — &) + (5 — ¢)?] ist:

de  hds
" S
A folglich das Potential des ganzen Leiters
N _ [tds
L =3
Q

Dies ist der Ausdruck fiir das Oberflichenpotential.
Es sollen die Eigenschaften desselben ermittelt werden.

Nun kann man erstens leicht beweisen, dass ¥ an
einem Punkt 4 (Fig. 4) der bebelegten Fliche selbst endlich bleibt. dak

Denn alle Punkte der belegten Fliche haben von 4 endlichen Abstand, der
von ihnen herriihrende Potential ist also endlich, mit Ausnahme der Punkte, die
ganz nahe rings um A4 herum liegen. Wir legen um A einen Kreis mit dem
sehr kleinen Radius £ und wollen das Potential dieser kleinen Kreisfliche auf
4 bestimmen. Es sei /. Das Potential des iibrigen Theils der Fliche sei V,;
dieses ist endlich fur den Punkt 4. Es ist dann V= V| + V.

Nun betrachten wir statt des Punktes 4 einen andern unendlich benachbarten
A', der auf der Normalen V im Punkte 4 nach links zu liege. Es sei /V der Ab-
stand A4.A', dann ist, wenn ¢ der variable Abstand eines Punktes # der Kreis-
fliche von 4 ist, die Entfernung PA4' =7,

r =71 N?+qo?,
also wenn wir Polarcoordinaten ¢ und 9 einfiihren:
R an R

;‘ff cdadd = ok cdo
- YV?+a? Y N+ o2
0
V, = 2xi [y NT + o¥], = 2 (Y NI+ RE— Y/ V3)

Fiir #=0 und =0, also fiir den Punkt 4 wird also »; =0, d. h. ¥
hat am Punkte 4 den endlichen Werth 7,. Dagegen ist die Kraft, die an jedem

(P. 4.)
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Punkte 4 nach der einen und der anderen Richtung der Normale der Fliche
wirkt, verschieden. Denn es ist ja
oV _ov, oV,

IN= N IN’
und es ist fiir £ =0

also ist fiir die eine Seite der Fliche WV (IV positiv)
oV
Ty 2xnh,
fiir die andere Seite der Fliche (/V negativ) ist
oV,
=7 2nh.
Unterscheiden wir die beiden Richtungen der Normale mit V; und &, rech-
nen also beide positiv von der Fliche aus, so ist

i Vl or,
BTN,k
Da g; fiir beide Richtungen denselben Werth hat, 50 ist also
ov ov
N, -+ F ¥, e —Axh

Kennt man also von einem System das Potential #, so kann man die
Dichtigkeit # fiir jeden Punkt der Fliche finden. In der Elektrostatik muss bei

. . N . oV .
elektrisirten Leitern das Potential im Innern constant sein, also v . e 0 sein,
'

: av
es bleibt dann also nur TN = dnh.

In jedem Punkte des Raumes muss hier A =0 sein.

Als Beispiel nehmen wir eine elektrisirte Metallkugel an. Die Niveauflichen
miissen bei dieser Kugeln sein, wenn keine iHusseren influenzirenden Krifte
vorhanden sind. Die Losung der Gleichung A =0 fiir eine Kugel ist, wie

wir sahen
M

V=— ’
g
wo M die gesammte Elektricititsmenge der Kugel ist.
An der Kugeloberfliche (vom Radius &) ist
M
B F= = G
und ebenso gross ist es im Innern der Kugel.

Die Normale A, ist der Radiusvektor ¢ selbst, also ist

b M
_4“k=(w =—__§?'
=R
also
M
Ao 4nR?2 -

Die Dichtigkeit ist also hier constant, was von vornherein zu erwarten war.
Bei anders gestalteten Korpern ist sie nicht constant.
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Fiir die Untersuchung des Potentials ist ein allgemeiner Satz von grosser
Wichtigkeit, welcher von GREEN abgeleitet und den man den GrEEN'schen Satz
nennt.

Bedeuten ndmlich /2 und @ zwei beliebige Functionen, die in einem abge-
schlossenen Theile S des Raumes selbst stetig sind und deren erste Differential-
quotienten auch stetig sind, so ist nach GREEN

0P 3Q eP3Q 9P 8Q pag
f(G.J: ax =+ b}T *ay —1-'02 as)d‘f—l—/‘dtPﬁQ—- — d.f

s 5 Q
Darin bedeutet Q die Oberfliche des Raumes S.
Da nun 2 und Q mit einander vertauscht werden kénnen, so ergiebt sich auch

jdr(PAQ—QAP)=— (P 91% —~¢ f;)

s Q

Aus diesem Satz folgen durch Specialisirung eine grosse Reihe von Sitzen,

welche bei den verschiedensten Problemen der Potentialtheorie in Anwendung
kommen.

5P
1) Ist P=1, also AP=0, —

oN
. - @80
TAQ = — |ds =
.s”Id uj o
Ist in dem betrachteten Raume .S keine freie Elektricitit vorhanden (sondern
blos ausserhalb), so*ist AQ fiir all seine Punkte = 0 und daher auch
9Q
Qfd.f W = 0,
2Q

N ist aber die Componente der elektrischen Kraft nach der Normale der

=0, so folgt

a
Fliche Q. Die Grosse ds 8_1%'_ nennt man das Element der Kraftstromung und die

Gleichung sagt also aus, dass die gesammte Kraftstrémung, die durch die Ober-
fliche in einen solchen Raum hineingeht, gleich der aus ihm herausgehenden
sein muss.

Sind dagegen in dem betrachteten Raume elektrisirte Punkte (stetig oder
diskret) vorhanden, so ist fiir jeden dieser Punkte AQ = — 4mp, also

JdrAQ = —4nfpdt=—4x M,
) i 5

wo M die gesammte Menge der Elektricitit in dem Raume .S ist und es folgt
daraus
V=
Die gesammte Kraftstromung durch die Oberfliche (die Normale nach dem
Innern gerechnet) ist = 4n 4.

2) Falls 2 und Q Functionen sind, die in dem ganzen betrachteten Raume den
Gleichungen A =0 und AQ =0 geniigen, so ist fiir die Oberfliche dieses Raumes

[lei-ctfa)—o
Q

Wir nehmen nun irgend einen festen Punkt ¢4¢ in dem Raume S an und
bezeichnen seiner Entfernung von einem beliebigen andern Punkt dieses Raumes
oder seiner Oberfliche (xyz) mit », dann ist

r=YGE= P+ O+ =P

8
farl2 i,
#%




GREEN'scher Satz. 17

Und nun nehmen wir fiir 2 den Werth % an. Da an der Stelle ab¢ der

1 : ; Fi 3
Werth von A(;) von Null verschieden ist, so kénnen wir die Gleichung 1 nur

anwenden, wenn wir den Punkt @2¢ aus dem Raume S ausschliessen. Das ge-
schieht, indem wir um den Punkt adc¢ eine Kugel X vom Radius £ und der
Oberfliche & legen. Dann ist im Raume .S — X (wenn ein Element der Kugel-

fliche mit 48 bezeichnet wird 1
3_
a8 aR 0Q ds 8Q
\/";3 Q- Ty dr ds Q IN | 7 N
L ® Q Q

Das zweite Integral links verschwindet, wenn A& unendlich klein wird, das
erste giebt, wenn Q.;. den Werth von Q im Punkt @é¢ bedeutet,

4“@&;64‘:
so dass die Gleichung wird 4
o=
1 r ds 0Q
g o2 2
Qase 4nfd‘QaN 4:tfr N @
d
Daraus ergiebt sich, dass man den Werth von Q in einem beliebigen Punkte

8Q

abc des Raumes .S berechnen kann, wenn man nur die Werthe von Q und N

an der Oberfliche dieses Raumes kennt.
3) Eine hidufig verwerthbare Folgerung aus dem GREEN'schen Satz ergiebt
sich, wenn man P= @ setzt. Dann wird

JelGE) (@)~ G- foame

Aus dieser Formel folgt allgemein, dass wenn f‘ur einen Theil der Ober-

é
fliche 2 = 0, fiir den tibrigen Theil der Oberfliche ﬁia 0 ist, dass dann Zin

dem ganzen Raume gleich Null sein muss.
Daraus folgt, dass in der Gleichung (2) zur Berechnung von Q,;. nicht die

Werthe von ¢ und von F AN allen Punkten der Fliche gegeben sein kénnen.

Denn diese sind nicht unahhingig von einander. Vielmehr gentigt es, wenn fiir
0

alle Punkte von Q entweder Q oder 00 gegeben sind. Im letzteren Falle ist

oV
Q.s. nur bis auf eine additive Constante bestimmt.

Eine weitere Folgerung aus der Gleichung (2) ist folgende:

Es werde um den Punkt @4¢ eine Kugel vom Radius R gelegt, welche ganz
innerhalb des Raumes S liege und auf die Oberfliche & dieser Kugel mdgen
die Oberflichenintegrale von (2) angewendet werden. Dann ist

1

P
1 711 2Q
Q““=Efd‘QETV_EE =) ¥ N
& &
Das letzte Integral ist gleich Null (nach Satz 1), im ersten ist
I
o
oN — R2’
Qese =14z Rﬂf 4 Q-

WinkeLMANN, Physik. 1IL P

also wird
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Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen stellt aber den Mittelwerth von
@ auf der Oberfliche der Kugel dar, so dass der Satz folgt:

Der Werth von Q im Mittelpunkt einer Kugel ist gleich dem arithmetischen
Mittel der Werthe von @ an der Oberfliche dieser Kugel.

Daraus folgt, dass in dem ganzen Raum, in welchem AQ = 0 ist, Q kein
Maximum und kein Minimum haben kann, da es immer zwischen den Werthen
von Q auf der Oberfliche einer beliebigen Kugel liegen muss.

Anwendungen dieser Sidlze werden in der Elektrostatik gegeben werden.1)

IV. Potential einer Doppelschicht.

In der Theorie des Elektromagnetismus, wie auch in anderen Gebieten der
Physik, kommt eine Grosse vor, welche der Potentialgleichung A 7= 0 geniigt,
welche aber bei dem Durchgang durch eine bestimmte Fliche sich sprungweise
andert. Ein solches Potential wird von einer Doppelschicht ausgeiibt. Eine
solche Doppelschicht ist auf folgende Weise definirt:

Eine beliebige Fliche /' sei in beliebiger Weise mit Masse belegt (elektrischer
oder magnetischer Masse). Es sei 4s ein Element dieser Fliche und & die eine
Richtung seiner Normale. Wir denken uns auf den Normalen der einzelnen
Flichenelemente kleine Stiicke #/V abgeschnitten, die stetig an Grésse variiren
konnen und denken uns durch die Endpunkte dieser Normalen eine zweite Fliche 7,
gelegt, die der ersten also unendlich benachbart ist. Jedem Element ds von F
entspricht dann ein Element 45, von #;. Und nun sei die Fliche #; so mit
Masse belegt, dass auf jedem Element s, gleich viel, aber entgegengesetzte
Masse liege, wie auf dem entsprechenden Element @s von #. Es sei p die
Dichtigkeit der Masse auf dem ersten, — p die auf dem zweiten Element. Dann
iiben diese beiden Elemente (deren Coordinaten aé¢ sein mégen) auf einen Punkt
£ (mit der Einheit der Masse) ein NEwToN'sches Potential aus und zwar das erste

Vi=+ PTdS,
das zweite

, %
Das Gesammtpotential beider Elemente ist also
7]
d
oV
Die Grosse — pdJV bezeichnet man als die Dichtigkeit der Doppelschicht
an dem Element &s. Wir setzen sie gleich v, dann ist das Potential der

ganzen Doppelschicht

W=V,—V,=—pdsdN

Die Grésse — v wird auch als das Moment der Doppelschicht bezeichnet.?)

') Weitere allgemeine Folgerungen aus dem GREEN'schen Satze in Bezug auf die Be-
stimmung von Potentialwerthen findet man in CLausis »Die Potentialfunction und das Potentiale.
Leipzig 1879.

?) Moment der Doppelschicht nennt sie v. HELmMHOLTZ. Ges. Abh., pag. 489 u. 856.
Dichtigkeit der Doppelschicht nennt sie KIRCHHOFF, Mechanik, pag. 180. Das Vorzeichen
ist bei beiden Autoren entgegengesetzt.
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Das Potential einer elektrischen Doppelschicht lisst sich in einfacher Weise
geometrisch darstellen.
Es ist

Darin ist (», V) der Winkel, welchen die vom Punkte £ nach #s gezogene
Gerade mit der positiven Richtung von /V bildet. Zieht man vom Punkte # aus
eine Kugel mit dem Radius 7, so ist @s ces (», V) die Projection von ds auf diese
Kugelfliche, welche Grosse wir mit == Zo bezeichneten. dw ist positiv, wenn
cos (r, V) positiv ist, und negativ, wenn cos (», V) negativ ist.

Also ist

Legen wir nun um den Punkt 2 eine concentrische Kugel mit dem Radius
1, so wird von dem Kegel, dessen l.eitstrahlen das Flichenstiick 4z umfahren,
aus dieser Einheitskugel ein Flichenstiick von der Grosse 4X herausgeschnitten,
so dass

dK:“"—‘;’
pe

ist. Die Grosse 4K ist dann die scheinbare Grésse des Flichenstiicks &s,
gesehen vom Punkte 2 aus. Und daher wird das Potential der Doppelschicht

W==x [vdk.
F

Das DPotential einer elektrischen Doppelschicht ist an einem Punkte /2
(wenn v constant ist) gleich der scheinbaren Grésse der massebelegten Fliche
(oder der Kegelecke am Punkte /), multiplicirt mit dem Moment der Doppel-
schicht, und wenn v nicht constant ist, gleich dem Integral {iber das Produkt
von v und der scheinbaren Grosse jedes einzelnen Elementes von 7.

Aus dieser geometrischen Darstellung von 7 kann man leicht entnehmen,
wie gross das Potential einer solchen Doppelschicht an der belegten Fliche selbst
ist. Es wird sich zeigen, dass auf beiden Seiten der Fliche der Werth von W
verschieden ist. Es liege also der Punkt 2 auf der einen Seite der Fliche (nach
dem positiven /V hin) unendlich nahe an ihr. Wir schneiden aus # einen kleinen
Kreis vom Radius & rings um £ (mit 2 als Mittelpunkt) heraus. Das Potential
dieses Kreises sei /#}, das der iibrigen Fliche I#,. Es ist dann

W= Wl -+ Wz,
und W kann nur dann unendlich oder unstetig werden, wenn I es wird.

Nun ist aber die scheinbare Grosse dieses Kreises von seinem Mittelpunkt
aus gesehen, 2x und folglich ist /#;, wenn 2 auf der positiven Seite von /V liegt,
gleich — 2nv, und wenn 2 auf der negativen Seite liegt, gleich 4+ 2nv. Es nimmt
also /| sprungweise um 4zv zu, wenn 2 von der negativen zur positiven
Seite der Fliche fibergeht. Denselben Sprung erleidet auch das ganze Potential ¥,

Dagegen haben die Kraftcomponenten einer solchen Doppelschicht nicht
an beiden Seiten derselben verschiedene Werthe. Es brauchte dazu nur bewiesen

oW, ; . . oW .
zu werden, dass S stetig bleibt, dann versteht sich von V4 das Gleiche
von selbst.
Wir legen unsern Punkt 2 unendlich nahe an die Fliche /4, im Abstand &V
von ihr. Es sei & der Radius des kleinen Kreises. Dann ist
2'
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KRan
W,= f d.r_vfﬁdpdﬂ ( 1 )
Ve?+ N?
R
= — 271V —-—.E._L_EL=+2R\J[ — __jv_] .
(V? + ?)3 VV: YR+ N,
4]

Daraus ergiebt sich zunichst das vorhin abgeleitete Resultat, dass, je nach-
dem J/V? positiv oder negativ genommen wird, W/, = ==2xv ist. Ferner ist
oW, R? 27y
Py =+or Y o
wenn man V= 0 werden ldsst. Es ergiebt sich daraus, dass 2—;{ unabhingig
von JV ist, also auf beiden Seiten der Fliche denselben Werth hat, mithin stetig ist.

Solche Doppelschichtpotentiale kommen z. B. vor bei der Behandlung magne-
tischer Schalen nach der PoissoN’schen!) Theorie des Magnetismus. Unter einer
magnetischen Schale versteht man einen diinnen, schalenférmigen Korper,
welcher an allen Stellen senkrecht zu seiner Begrenzungsfliche magnetisirt ist.
Das Produkt aus der positiven Magnetismusmenge auf einem Element in die
Dicke der Schale heisst die Stirke der magnetischen Schale an diesem Element.?)
Ist diese Stirke constant, so heisst die Schale einfach, variirt sie auf der Schale,
so heisst sie complex.

Die zwei unendlich benachbarten Flichenelemente, die mit den Magnetismus-
mengen -+ p. und — p. belegt sind, iiben an einem Punkt 2 einé Kraft aus, die
sich aus dem Potential 1

95
wdNds 5,

ableitet. Die Grosse pd/N= @ ist die Stirke der Schale an diesem Element.
Das Potential der ganzen Schale ist daher

i
F

also das Potential einer Doppelschicht mit allen Eigenschaften derselben.

V. Die charakteristische Gleichung des Potentials in der Theorie des
inducirten Magnetismus und der Dielektrika.
Die charakteristische Gleichung fiir das Oberflichenpotential,
ov oV
3_1\71 -+ -a_j\—f'a = —4=xn4k,
erfihrt eine Aenderung, sobald man aus der Erfahrung die Thatsache hinzu-
nimmt, dass die Substanz des Mediums, in welchem die Kriifte wirken, selbst
einen Einfluss auf diese Krifte hat. Das ist bei den magnetischen Kriften der
Fall, sobald man auf die magnetische Induction Riicksicht nimmt und das ist
bei den elektrostatischen Kriften der Fall, sobald man auf die dielektrische
Polarisation Riicksicht nimmt. Dann ist an den beiden Seiten der Fliche, fiir welche

die Gleichung . -

oy, T v, =
) PoissoN, Mémoires de 'Académie 1811.
2) MaxweLL Treatise on Electricity and Magnetisme. Bd. II, No. 410.

— 4w A,
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sonst gilt, nicht mehr dasselbe Medium vorhanden, und die Gleichung muss da-
her eine Modifikation erfahren. Diese wird am deutlichsten erkennbar in der
Poisson’schen Theorie der magnetischen Induction, die sich, Gleichung fiir
Gleichung, auch auf die Theorie der dielektrischen Polarisation {ibertragen ldsst.
Es seien zwei magnetische Pole, d. h. zwei Magnetismusmengen = und p in der
Entfernung » gegeben. Ihr Potential ist

e
r

Der angegriffene Pol . habe die Coordinaten xyz, wihrend der anziehende
Pol p. einem kleinen magnetischen Kérper angehére und die Coordinaten aé¢
habe. Das Potential des ganzen kleinen magnetischen Korpers (des magnetischen
Molekiils) ist also

— =30
Q_mzr

Das magnetische Molekiil besteht aus einer Reihe von magnetischen Polen und
zwar derart, dass ebenso viel 4+ wie — Magnetismus in ihm enthalten ist, also
Zp =0 ist. Bezeichnet p die Entfernung des Poles m vom Mittelpunkt des
Molekiils, so ist

y g B b B
g eyl ~rgs+

wobei man, da das Molekiil sehr klein sein soll, bei den mit @d¢ multiplicirlten
Gliedern stehen bleiben kann. Es ist daher

1

e=n(y k- mzw——*’ zuf—ffzu)

Die Grossen Zp.a =a, Zp.b =B, Zp. ¢ =7, nennt man die Componenten
des magnetischen Moments des Molekiils. Das Molekiil bat ein bestimmtes mag-
netisches Moment M = }/a? + B2 +72 in bestimmter Richtung, die gegeben ist
durch die Gleichungen

a = Mcos (M, x), B = Mcos (M, y), Y= Mcos (M, z).

Diese Richtung heisst die magnetische Axe des Molekiils.

Besteht das magnetische Molekiil aus einer ganz kleinen Magnetnadel von
der Linge /, an deren beiden Enden die Magnetismusmenge -+ p. und — p. vor-
handen sind, so ist die Lingsrichtung der Nadel die magnetische Axe und das

magnetische Moment ist M = p/. Es wird nun das Potential eines magnetischen
Molekiils auf den Pol xyz

al al, a1

Q=- m(ai%—?x—f—f-; -?-)

ox 0z

Betrachten wir dieses Molekiil jetzt als Theil eines ausgedehnten Korpers,
von dem es ein Volumenelement Z7 einnehme und beziehen wir das magnetische
Moment auf die Volumeneinheit, d. h. setzen wir

o = Ad{, B = pdy, 1= vdi
so wird das Potential eines magnetischen Korpers A auf einen Pol xyz (mit der
Magnetismusmenge 1)
1

—f(la—x—!— i i & v )dr,
2
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worin » die Entfernung des Volumenelements 4t von xysz ist. Ist der Korper
gleichmissig magnetisirt, d. h. sind Apv constant, und fiihren wir das NEwToN'sche

Potential des Kérpers (mit der Dichtigkeit 1)

v= %
S
Vs
ein, so wird
oU oU aU
Q=_(l_§;+}tﬁ+v_éz_)' (1)
Eine magnetisirte Eisenkugel, z. B. vom Volumen J/, hat U—-i, wo

_— P
p = Va2 + y2+ 52 ist, also
. ol Y el
Q=+(ljF+P~j :P—3+Vjp—3').

Da fiir eine Hohlkugel das NEwToN'sche Potential im Innern des Hohlraumes
constant ist, so hat eine magnetisirte Hohlkugel an einem Punkte des Hohlraumes
das Potential 0. Der obige Ausdruck fiir Q giit sowohl fiir einen nicht in der
magnetisirten Masse liegenden Punkt, als fiir einen inneren Punkt. Nun ist das
Potential & einer Kugel (Radius &) mit der Dichtigkeit 1 auf einen inneren
Punkt (in der Entfernung ¢ vom Centrum)

U= 2nR2— %— o2,
also ist bei einer homogenen magnetisirten Kugel das magnetische Potential
4r
Q=5 Qx+ py + va).

Daraus folgt
Q@ 4= ¢Q 4= éQ 4x
3% dy—3P 3"
Aus diesem speciellen Fall kann man leicht auf den allgemeinen schliessen,
dass man einen beliebigen, nicht gleichmissig magnetisirten Kérper hat. Fiir
irgend einen inneren Punkt Z wird ¢ auch durch die obige Gleichung (1) ausge-

driickt. Dagegen ergiebt sich 290 dadurch, dass wir um 7eine kleine Kugel schlagen,

ox
den iibrigen Theil des Korpers mit X, bezeichnen, sein Potential mit Q,. Dann ist
0Q 4= Qs 6Q 4= 7Q? Q@ 4= Q
x=38 3 ay 3 rtT 5y Friml A

wo hpv die magnetischen Momente am Punkt 7 selbst bedeuten.

Wirken nun magnetische Krifte auf einen weichen Eisenkorper, so erzeugen
sie erfahrungsgemiss in diesem selbst Magnetismus, sie induciren ihn magnetisch.
Die an einem Punkt erzeugten magnetischen Momente a3+ sind zu bestimmen.
Man nimmt nach Poisson!) in erster Linie an, dass das inducirte magnetische
Moment an irgend einer Stelle dieselbe Richtung habe wie die gesammte magne-
tische Kraft, die an dieser Stelle angreift und ihr an Grésse proportional sei.

Es sei ¥V das Potential gegebener magnetisirender Krifte, die auf einen
weichen Korper inducirend wirken. Die Kraft, die davon an einem Punkt xyz
des Korpers wirkt, hat dann die Componenten

ov v oV
—321 =g —g
Ausserdem ist aber der Eisenkorper selbst magnetisch geworden und iibt

1) PoissoN, Sur la Théorie du magnétisme Mém. de I'Acad. frang. Bd. V. u. VL
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ein Potential Q aus. Die Kraft, die dadurch auf denselben Punkt xyz wirkt,
hat die Componenten
99 2Q 2Q

ox' T~ 9y' ~ 9z’
Es wirkt also im Ganzen an der Stelle xys:
v . d¢
“\ez T o

oV 2Q\ v 8Q\.
“(33?4“?5)’ —(‘?7J7+517)’

Der Annahme nach sollen Apv diesen Kriiften proportional sein. Bezeichnet
also % eine Constante, die Magnetisirungsconstante, und setzt man V4 Q =g,
so ist

l=—xa—? [.o.=—~a<?—CFE Yy = — 0?

ox' oy’ 3z
Darin ist aber 2 noch erst zu berechnen Es ist allgemein

o1 1
0= [ Frr gy v it)e

worin » die Entfernung u-ge:nd eines Punktes des Kérpers von dem angezogenen
bedeutet, also jetzt, da 4t selbst die Coordinaten xyz hat

r 0? 8% é 87
s s ol P L
Q= fd (ax fx By é)y+ez Bz)'
Aus dieser Glerchung in Verbindung mit
V+Q=¢

ist @ zu berechnen, dann ¢ und endlich ergeben sich die gesuchten magnetischen
Momente durch 5 2 P
S | .. | R |
A= oo P xfs‘y’ Ve
Die Grosse Q ist das Potential eines magnetisch inducirten Kérpers
Diese Gleichungen lassen sich umformen.

Nach dem GreEN'schen Satze ist

6Uor dUV U 4
fdf(gzgz+g}...5y = V) fa’sU-aN-— dxUAV.

. 1 :
Setzen wir U = =% V = ¢, so wird also

d
Q=+xf: ) f—Aq:

Die beiden Integrale lassen sich auftassen als Potentiale, das erste von einer
Oberflichenbelegung mit der Dichtigkeit 2 = = Ea}%, das zweite von einer raum-

erfiillenden Masse mit der Dichtigkeit xA¢ am Element dt. Es ist daher
AQ = — 4nxlg.
Da aber @ + V=19, und da AF =0 ist, weil ¥ ein Potential Husserer
Massen ist, so AQ = Ag, also ist AQ = 0, Ap = 0 und es wird
ds 39
e=x] o
Nach dem allgemeinen Satz vom Oberflichenpotential ist daher

¢ & 00 3?
o, FA *eN

= — 4=
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In '3?_?\,7 ist, wie aus dem Green'schen Satze folgt, V nach dem Innern des

inducirten Kérpers gerechnet. Also bleiben die Grundgleichungen der magne-

. : oV vV .
tischen Induktion, wenn man TN 4 ;—M adc!irt und bedenkt, dass Q@+ ¥V

== ¢ ist, folgende:

D sw EV 3; + (14 4%x) 777 BN - Bi’?} = 0 fiir die Oberfliche des induci-
renden Korpers.

2) Ap = 0 fiir alle Punkte des inducirten Korpers.

0 dop bl

3)1__132 !"'=""*5;: v= 3:

Die Aufgabe, aus diesen Gleichungen fiir einen gegebenen inducirbaren
Kérper die magnetischen Momente zu bestimmen, ist allgemein nur gelést fiir die
Kugel, fiir ein Rotationsellipsoid, fiir einen unbegrenzten Cylinder!) und bei einer
bestimmten Art der magnetisirenden Krifte ¥ fiir einen Ring?) und einen strom-
durchflossenen Eisendraht.?)

Die Gleichung .

oV vV
m BN +(I+4mc)aN+a; 0
ist die erweiterte Gleichung, von der oben die Rede war.

Fiir einen Isolator, der von elektrischen Kriiften inducirt wird, gelten ganz
dieselben Gleichungen. Die Constante 1 + 4=zx ist dann die Dielektricitits-
constante. GRAETz.

Elektrostatik.

I. Grunderfahrungsthatsachen.

Manche Korper kommen, wenn sie gerieben werden, in einen eigenthiim-
lichen Zustand, in welchem sie gewisse Krifte auszuiiben im Stande sind, die
sie sonst nicht zeigen. Eine mit Tuch oder Leder geriebene Glasstange, oder
eine Stange aus Siegellack, Ebonit u. A erlangen, wenn sie gerieben sind, die
Eigenschaft, leichte Kérperchen, wie Papierschnitzel, Markkugeln oder dergl. an-
zuziehen. Diesen durch Reibung erzeugten Zustand, den man durch die erwiihnte
Kraftiusserung erkennt, nennt man den elektrischen und sagt, es sei durch
das Reiben auf dem Stab Elektricitit entwickelt, ohne jedoch mit diesem Worte
etwa andeuten zu wollen, dass ein gewisser Stoff in dem Stabe entwickelt sei.
Durch Beriihrung mit einem bereits elektrisirten Korper kann man andere Korper
an den Stellen, an denen sie beriihrt werden, elektrisch machen. Beriihrt man
also mit einem und demselben elektrisirten Stab, z. B. einem Glasstab, zwei an
Fdden nebeneinander aufgehingte Markkiigelchen, so werden beide in gleicher
Weise elektrisirt und es zeigt sich, dass diese beiden gleich elektrisirten Kérper
sich davernd abstossen. Ebenso werden sie beide von dem Glasstab abge-
stossen. Dagegen werden sie von einer elektrisirten Siegellackstange angezogen.
Sind sie umgekehrt durch Beriihrung mit der Siegellackstange elektrisirt worden,

1y F. NEUMANN, CrRELLE's Journal, Bd. 33.
3) KIrcHHOFF, Ges. Abhandl., pag.193.
3) KIRCHHOFF, Ges. Abhandl., pag. 223.
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