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Die kinetische Theorie der Gase.

Einleitung.

Stellt man sich, wie es die moderne Theorie thut, die Wirme als eine Art
der Bewegung der kleinsten Korpertheilchen vor, so hat man sich unter der
Wirmemenge, die in einem Korper enthalten ist, einen entsprechenden Betrag
von kinetischer Energie zu denken, welchen die kleinsten Theilchen des Korpers
besitzen. Diese Energiemenge ist durch die Bewegungsform der kleinsten
Theilchen bedingt. Zwar liegen bereits fiir die verschiedenen Aggregatzustinde
entsprechende Anschauungen iiber diese Bewegungsform vor, aber einer er-
weiterten und vertieften Bearbeitung hat sich vorliufig nur der gasférmige, zum
Theil der fliissige Zustand zu erfreuen.
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Diese Art, die Gase zu betrachten, nennt man, entsprechend den einleitenden
Ausfithrungen, die »mechanische« oder »dynamische«, gewdhnlich aber
die »kinetische« Theorie der Gase.

Als bedeutendsten Begriinder derselben konnen wir mit Recht R. Crausius
ansehen, welcher in seiner Abhandlung »Ueber die Art der Bewegung, welche
wir Wirme nennen«!), die wichtigsten Erscheinungen, die wir am gasférmigen
Zustand wahrnehmen, erklirt und zum Theil schon mathematisch behandelt.

Kurz zuvor, im Jahre 1856, verdffentlichte A. Kronic die »Grundziige einer
Theorie der Gase«?). Wenn auch mit zum Theil fehlerhafter mathematischer
Behandlung, sind in dieser Schrift doch die wichtigsten Eigenschaften der Gase
geniigend erklirt.

Beide Forscher entwickelten ihre im Wesentlichen iibereinstimmenden
Theorien ohne Kenntniss der vorhergegangenen einschligigen Arbeiten, die mit
Unrecht vollstindig in Vergessenheit gerathen waren. Es sei, weil von besonders
hervorragender Bedeutung, hier Danier. Bernournr's Werk »Hydrodynamica« er-
wihnt, welches im Iahre 1738 erschien. In demselben ist in klarster Form die
kinetische Anschauungsweise des Gaszustandes entwickelt?).

Neben HeEraPATH (1821)%) und JourE (1851)°) wurde noch eine ganze Reihe
von Schriftstellern ausfindig gemacht, bei welchen sich Anfinge der Theorie
nachweisen lassen®). Die Namen jener Forscher, welche sich mit dem weiteren
Ausbau der Theorie beschiftigt haben, werden wir bei den entsprechenden
Artikeln kennen lernen.

MaxweLL's Gesetz.

Die kleinsten Theilchen, aus welchen man sich einen Korper zusammen-
gesetzt denkt, die sogen. Molekeln, sind im gasformigen Zustand vollstindig
von einander getrennt und bewegen sich geradlinig vorwirts. Die Bewegungs-
richtungen sind fiir ein ruhendes Gas iiber die Gesammtheit der Gasmolekeln im
Raum gleichmiissig vertheilt, so dass sich also nach jeder Richtung des Raums gleich
viel Molekeln bewegen. Da man den Molekeln eine gewisse Ausdehnung zu-
schreiben muss, so sind natiirlich Zusammenstdsse derselben nicht ausgeschlossen;
damit aber der Zustand des Gases unverdandert bleibt, ist erforderlich, dass die Mole-
keln in Folge der Zusammenstésse weder in ihrer Durchschnittsgeschwindigkeit,
noch in ihrer Durchschnittsbewegungsrichtung eine Aenderung erfahren. Um diesen
Bedingungen Geniige zu thun, ist es am bequemsten, die Molekeln als voll-
kommen elastische Kugeln von gleicher Grosse und gleicher Masse anzusehen.
Fiir deren Zusammenstoss gilt dann das Gesetz von der Erbaltung der gemein-
samen Bewegungsgrosse als auch der kinetischen Energie, und entsprechend dem
Zustand vor dem Stoss ist auch nachher die Bewegung der Molekeln nach jeder
Richtung des Raums gleich wahrscheinlich.

Anm: Im folgenden ist unter »CLAUSIUS Gasth.« sdie kinetische Theorie der Gase von
R. Cravstus, 2, Aufl, Braunschweig 1889—1891« und unter »0. E. MEVER Gasth.« sdie kine-
tische Theorie der Gase von O. E. MEYER, Breslau 1877« zu verstehen.

) PocG. Ann. Bd. 100, pag. 353. 1857.

%) Zuerst als besondere Schrift bei A. W. HAGEN erschienen, dann in PoGe. Ann. Bd. g9,
pag. 315.

3) Siehe PoGG. Ann. Bd. 107, pag. 490—494. 1859.

4) Annals of philosophy New series Vol. 1, pag. 273, 340, 401. 1821.

% Mem. of the Manchester lit. and phil. society, 2. series, vol. g, pag. 107; spiiter im
Phil. mag. 4, ser. vol. 14, pag. 211. 1857.

) Siehe Crausivs, Gasth., pag. 2 - 3.
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Es geniigt in den meisten Fillen, und es vereinfacht die mathematische
Behandlung bedeutend — thatséichlich wurde es anfinglich von Seite der Forscher
auch stets so gepflogen — wenn man allen Molekeln eine bestimmte Geschwindig-
keit zuschreibt. Diese ist aber nur ein Mittelwerth aus allen mdéglichen Ge-
schwindigkeiten, welche nach einem bestimmten Gesetz iiber die Molekeln ver-
theilt sein miissen, so dass fiir jeden Zeitpunkt immer einer gewissen Anzahl
von Molekeln auch eine gewisse Geschwindigkeit zukommt. Nach Verlauf
einer entsprechend langen Zeit wird eine Molekel alle moglichen Geschwindig-
keiten besessen haben, da sie dann eine sehr grosse Zahl von Zusammenstossen
mit andern Molekeln erfahren hat. Ersichtlichermaassen verhilt sich die Zeit,
wihrend welcher eine Molekel eine bestimmte Geschwindigkeit besitzt, zu der
in Betracht gezogenen Gesammtzeit wie die Zahl der Molekeln, welche in einem
gegebenen Augenblick diese Geschwindigkeit besitzen, zur Gesammtzahl der
vorhandenen Molekeln.

Das Gesetz der Vertheilung der Geschwindigkeiten wurde fiir den Fall eines
aus gleichartigen, einatomigen Molekeln bestehenden Gases, die sich bei einem
Zusammenstoss wie vollkommen elastische Kugeln verhalten, zuerst von
J. Cl. MaxweLL aufgestellt und ungefihr in folgender Weise entwickelt?).

Die Componenten der Geschwindigkeit ¢ einer Molekel, auf ein rechtwinkliges
Coordinatensystem bezogen, seien #, #, 7, also
¢? = u? + 22 4 w?, (1)
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Componente nach der x-Axe zwischen »
und # -+ du liege, sei durch eine bestimmte Function f (#) gegeben. In gleicher
Weise sind dann fiir die y- und z-Axe die Wahrscheinlichkeiten, dass die Com-
ponenten zwischen z und 2 + 2 beziiglich w und w + dw liegen, f() und f(w).
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Componenten gleichzeitig vorhanden sind,
ist mithin f(«) /(@) « f(w). Da es aber willkiirlich ist, in welcher Weise wir
unser Coordinatensystem legen, so muss
S @)f(w) = 9@ + v* + w?) (2)
sein, wobei ¢ eine bestimmte Function von ¢? ist. Fiir ein bestimmtes ¢ muss
natiirlich das Produkt f(#z)/(¢)/(w) constant und daher dessen Differential

@) (@)f (w)du + f(u)f @©)f @w)dv + f(u)f(@)f' (w)dw = 0
sein, welche Gleichung, durch f(#)/(2)f(w) dividirt, in die Form
f@, SO, f@,
/(%) /@) Sf@)

iibergeht. Ferner erhalten wir durch Differentiation der Gleichung (1)

du ~+ dv +

udu + vdv + wdw = 0,
mithin auch

(3 v e o 5 ] =

unter A einen constanten Faktor verstanden. Wegen der Willkiir unserer obigen
Annahmen kann diese Gleichung nur bestehen, wenn

) Phil. mag. (4) 19, pag. 22, 1860.
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1O
3 =0
’;((;')) +A\w =0

ist. Die leicht durchzufithrende Integration dieser Gleichungen ergiebt nun
A
Uw) = — 5#*—1— = /4,
unter 4 eine Constante verstanden, und weiter

Fl) = Ae= 5.

f@) = A4e=3™,
Sf(w) = Ae—a‘w’.

A ist natiirlich eine unendlich kleine Grosse, da ja die Wahrscheinlichkeit
eines bestimmten Falls bei unendlich viel moglichen Fillen unendlich klein sein
muss. Wir kionnen daher 4 = Bdu setzen. Schreiben wir ferner
1

2

In gleicher Weise ist

ro| >

so wird
u?2

S(u) = Be™ «* du.
Da nun immer die Summe der Wahrscheinlichkeit der giinstigen und der
Wahrscheinlichkeit der ungiinstigen Fille gleich Eins ist, so muss auch

+ o0
ij?a du— 1

sein, da ja die Geschwindigkeitscomponente von # alle méglichen Werthe von
— oo bis + oo annehmen kann, und unser Integral dann einfach die Summe
aller Wahrscheinlichkeiten darstellt Selbstverstindlich ist auch

Bf a'-‘dz.r-—]

Daraus folgt aber auch durch Multiplikation beider Gleichungen

=4 00 =00

w2+
B’f [ dudzu—]

Setzen wir nun
7 ]
e *y i oy
so wird unsere Gleichung
+ o0+ 00
B’a’[ Je—("" ) dxdy = 1.
— OO — O

Betrachten wir &« und yp als Coordinaten eincs ebenen, rechtwinkligen
Coordinatensystems, so konnen wir sie in Polarcoordinaten verwandeln, indem wir
x? + y? = 72,
dxdy = rdrde

setzen, Dadurch verwandelt sich unser Integral in
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+ 00 =+ oo oo
.Bﬂuf f_(’s+yﬂjdxdy—39 ff_x‘rdrdtp,

wobei sich die Grenzen 0 und ec auf den Radlusvector #, 0 und 2= auf ¢ be-
ziehen. Zuerst nach ¢ und dann nach 7 integrirt, ergiebt dles

2n B? aﬂfe"’rdr = — [ﬁB’u’ e"‘"’] =nBta? = |,
¢ 0
mithin
1
B =
aya
und

f@) = a}l/; 8_1;_: du,

1 v?
1) = = do,

SR .
Slw) = a]/;e a? duw .

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Componenten #, v, 2 gleichzeitig
auftreten, erhalten wir demnach

F@S@fw) = 6™

Da es in der Regel nicht so sehr von Interesse ist, die Wahrscheinlichkeit
gewisser Componenten, als vielmehr die Wahrscheinlichkeit einer gewissen abso-
luten Geschwindigkeit zu kennen, so wollen wir wiederum #, », @ als die
Raumcoordinaten der absoluten Geschwindigkeit ¢ ansehen, sodass also

2 = u? 4+ p? + w?

#% 92 4wl

a2 du dv dw.

™

und

dudvdw = c2de sin Yd¥de
wird, wenn # der Winkel ist, welchen ¢ mit der s-Axe, und ¢ jener, welchen
die Projection von ¢ in der (x y)-Ebene mit der x-Axe einschliesst. Daraus
folgt dann fiir die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeit ¢ von ganz be-

stimmter Richtung i

TE%G.

Sehen wir jedoch von der Richtung der Geschwindigkeit ¢ ab, so erhalten

wir die Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens, wenn wir nach # von 0 bis =,
nach ¢ von 0 bis 2 =, das heisst iber den ganzen Raum integriren. Auf diese

Weise ergiebt sich schliesslich
® 2n

o |
u’dc Ydbdde = CPANCEY 3
o fni = S

Dieser Ausdruck ist mlthm die Wahrscheinlichkeit, dass eine Molekel eine
Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ + de besitzt; oder wenn wir eine sehr grosse
Zahl V' von Molekeln in Betracht ziehen, so ist die Zahl jener, welche eine

Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ + dc besitzen,
4N <3
——¢2¢ aide. 3)
VY rad
Fragen wir nach der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit, so brauchen wir
bloss jenen Werth von ¢ suchen, fiir welchen unser Ausdruck (3) ein Maximum

2
e wycide sin ¥ddde.
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wird. Bilden wir dzher den Differentialquotienten dieses Ausdrucks nach ¢ und
setzen ihn gleich Null, so ergiebt sich
c=a,

a bedeutet also nichts anderes als die wahrscheinlichste Geschwindigkeit,
welche unter den .V Gasmolekeln vorkommt.

Fiir die Wahrscheinlichkeit anderer Geschwindigkeiten finden wir, dass mit
wachsendem ¢ dieselbe sehr rasch abnimmt, so dass fiir ¢ = 3« sie schon so
klein wird, dass sie gar nicht mehr in Betracht kommt. Dasselbe findet sich
bei Geschwindigkeiten, welche kleiner als « sind. Dafiir, dass eine Molekel
eine unendlich kleine Geschwindigkeit hat, d. h. dass sie ruht, erhalten wir die
Wahrscheinlichkeit Null, ebenso fiir unendlich grosse Geschwindigkeiten. Es
zeigt sich also, dass weitaus die meisten Molekeln Geschwindigkeiten besitzen,
welche wenig von der wahrscheinlichsten abweichen, so dass man in den meisten
Fillen, wie wir spiiter dfter zu bemerken Gelegenheit haben werden, keinen
erheblichen Fehler begeht, wenn man allen Molekeln dieselbe Geschwindigkeit
ertheilt.

Der wahrscheinlichste Werth ist natiirlich nicht mit dem Mittelwerth der
Geschwindigkeit zu verwechseln. Diesen erhalten wir, wenn wir alle moglichen
Werthe der Geschwindigkeit addiren und durch die Zahl derselben dividiren.
Zu dem Zweck brauchen wir also bloss den Ausdruck (3) mit ¢ zu multipliciren,
zwischen den Grenzen ¢ = 0 und ¢ = oo zu integriren und durch AV zu divi-
diren. Also

o0 oo oo

4 _led 4a 4a x”e—-"ﬁ
= e wlde = —= | xleFlde = — g | e gy __2.1’
Vrad Y V= V=
'] L1} o
wenn wir o = setzen. Hs ist mithin die mittlere Geschwindigkeit grosser als

die wahrscheinlichste.
Bilden wir noch den Mittelwerth von ¢2. Derselbe wird sein

o0

43[(“!—:_:&'—‘/_ x‘:—*‘dx—]/ffuxe ”a’x#]/fe r({x—a_?_g?
ﬁao

0

indem

oo

fe_-"’dx = %

o
ist, was sich leicht nachweisen ldsst, wenn man nach dem Obigen iiberlegt, dass

i

= 2
f fe =3+ dxdy = [fe—x“dx] — [ fe*f%’lx] =K
1]

— 0 — oo

ist. Der Mittelwerth von ¢2? ist also grosser, als das Quadrat des Mittelwerths
3 4 :
von ¢, da ja 0} for_J = ist. Wir haben also zu beachten, dass der Grosse nach

zuerst der Mittelwerth des Geschwindigkeitsquadrats, dann das Quadrat des
Mittelwerths der Geschwindigkeit und hierauf erst das der wahrscheinlichsten
Geschwindigkeit kommt.

Was wir hier fiir ein einfaches Gas mit einatomigen Molekeln abgeleitet
haben, gilt auch fiir Gase mit mehratomigen Molekeln, sowie fiir Gasgemische.
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Fiir letztere wollen wir noch auf einen ebenfalls schon von MAxweLLl) her-
riilhrenden wichtigen Satz hinweisen. Haben wir zwei verschiedene Gase
gemischt, so bewirken die gegenseitigen Zusammenstdsse der
Molekeln, dass jede Molekel im Mittel dieselbe kinetische Energie
besitzt. Beim Zusammenstoss zweier vollkommen elastischer Kugeln von ver-
schiedener Masse werden nur jene Geschwindigkeitscomponenten geindert, welche
in der Richtung des Stosses liegen?). Seien dieselben vor dem Zusammenstoss
fiir die Massen m und M beziiglich » und #, nach demselben p' und 7, so
gilt nach den Sitzen von der Erhaltung des Schwerpunkts und der kinetischen
Energie
mp + MP = mp' + MP'
mp? i MP? mp'?  MP'?

2 2 g t 3
Aus diesen Gleichungen erhalten wir
MP':  mp [ 8 Mm mp?  MP? A Mm(M — m)Pp 3)
3 2 = |@r+m? — e T 8 )T T m+mp

Da nun £ und p ebenso gut positiv als negativ sein kann, so folgt daraus,
dass das letzte Glied im Mittel gleich Null ist. Wir erhalten daher

MP'S  mp'? [ 8Mnm mp? MP’)
2 T 2 = [(M+§5=T_ ](T_ 2 )
Da wir M > m setzen, so ist
8Mm

m — 1<
Fiihren wir das nidmlich weiter aus, so

4 Mm
T+ my? <l
4Mm < M3+ 2.Mm + m?,
IMm < M2+ m?,
Setzen wir schliesslich

M= m—+ p,

so erhalten wir
o<y,

was zu beweisen war. Daraus folgt der wichtige Schluss, dass in Folge der
Zusammenstosse der Unterschied der kinetischen Energieen der Molekeln immer
kleiner wird, dass also in einem Gasgemenge die Molekeln der verschiedenen
Gase im Mittel dieselbe kinetische Energie der fortschreitenden Bewegung haben,
ein Satz, der schon von Crausius ausgesprochen wurdel).
" Das, was wir iiber den Vertheilungszustand der Molekulargeschwindigkeiten
gesagt haben, mdoge geniigen. Nichst MaxwgLL befasste sich mit der Weiter-
bearbeitung dieses Gegenstandes, der eine ziemlich umfangreiche Literatur auf-
weist, besonders L. BoLTzmann, welcher die Frage zuerst in allgemeinster Form
angriff und sowohl innere als dussere Krifte, welche auf die Molekeln wirken,
in Betracht zog.

) 1. c., pag. 25.

%) Siehe Bd. I, pag. 293.

%) Siehe auch v. LaNG, Theoret. Phys. 2. Aufl., pag. 691.
%) Pocc. Ann. 100, pag. 370. 1857.
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Apm, Zur Orientirung iiber die Literatur dieses Gegenstandes mbgen folgende Angaben
dienen.

J. C. MaxweLrr, Phil. Mag. (4) 19, pag. 19; (4) 35, pag. 129, 185. — Cambridge Phil.
Trans. 13, part 3, pag. 547.

L. BoLTzMANN, Wien. Ber. 58, pag. 517; 63, pag. 307; 66, pag. 275; 72, pag. 427;
74, pag. 503; 77. pag. 373; 78, pag. 7: 84, pag. 136; 44, pag. 891. — Phil. Mag. (5) 23,
pag. 305; (5) 35, pag. 153. — WIED. Ann. 8, pag. 653; I1, pag. 529.

J. Loscamibt, Wien. Ber. 75, pag. 287; 77, pag. 209.

O. E. MEvER, Gasth. 31, pag. 259. — WIED. Ann. 7, pag. 317; IO, 296.

P. G. Tart, Phil. Mag. (5) 21, pag. 343, 433; 25, pag. 38, 172. — Proc. Roy. Soc.
Edinb. 13, pag. 21; 15, pag. 140.

S. H. Bursury, Phil. Mag (5) 21, pag. 481; 25, pag. 129; 30, pag. 298; 37, pag. 143.

N. PiroGow, Journ. d. russ. phys. chem. Ges. (4) 18, pag.93; 21, pag. 44; (5) 21,
pag. 76; (8) 17, pag. 281; 18, pag. 205. — EXNER’s Rep. Phys. 27, pag. 515,

L. NaransoN, WIED. Ann. 33, pag. 683; 34, pag. 970.

H. A. LorenTz, Wien. Ber. 95, pag. 115,

‘W. BURNSIDE, Trans. Roy. Seoec. Edinb. (2) 33, pag. 50I.

Lord RavLEIGH, Phil. Mag. (5) 32, pag. 424; 33, pag. 356.

H. W. WaTsoN, A Treatise on the kinetic theory of Gases. Oxford, Carendon Press 1876.
Nature 45, pag. 512; 46, pag, 29, 76.

— und S. H. Bursury, Nature 46, pag. 100.

E. P. CuLvERWELL, Nature 46, pag. 76.

F. RicHARZ, WIED. Ann. 48, pag. 467.

Lord KeLviN, Phil. Mag. (5) 33, pag. 466.

A. H. Leany, Proc. Cambr. 7, pag. 322.

C. CeLLERIER, Arch. Genév. (3) 6, pag. 337

J. D, vax pER WaaLs, Arch, néerl. 12, pag. 201.

J. WisCHNEGRADSKY, Nachr. d. Petersb. technol. Inst. 1880—81. St Petersburg 1882,
pag. 32I.

J. J. THomsoN, Proc. Roy. Soc. 39, pag. 23.

J. BucHANAN, Phil. Mag. (5) 25, pag. 165.

B. W. StankewiTscH, WIED. Ann. 29, pag. I53.

Mittlere Weglinge.

Wie wir bereits wissen, kann eine Molekel ihren Weg nicht ungestort
zurticklegen; haben wir ja gerade die Zusammenstisse der Molekeln als Ursache
eines bestimmten Vertheilungszustandes der Geschwindigkeiten hingestellt. Es
liegt daher daran, zu erfahren, wie viel Zusammenstisse eine Molekel im Mittel
in der Secunde erfihrt, und wie gross der mittlere Weg ist, welchen die Molekel
zwischen zwei aufeinander folgenden Zusammenstdssen zuriicklegt. Der erste,
welcher diese Frage loste, war Crauvsius!), dem wir auch im grossen Ganzen
folgen wollen.

Ein Punkt bewege sich mit der Geschwindigkeit # in einem allseits ge-
schlossenen Raum, legt daher in der unendlich kleinen Zeit 47 den Weg wdt¢
zuriick. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft auf diesem unendlich kleinen Weg
der Punkt das Element der Begrenzungsfliche des Raums #s? Die Frage bleibt
dieselbe, wenn der Punkt ruht, und der Raum sich in entgegengesetzter Richtung
bewegt. Das Flichenelement &s besitzt dabei als Spur einen unendlich kleinen
prismatischen Raum von der Linge #d/ und dem Querschnitt s cos{, wenn
# der Winkel ist, welchen die Flichennormale mit der Bewegungsrichtung ein-
schliesst. Die Wahrscheinlichkeit nun, dass unser Punkt in dem prismatischen

) PocG. Ann. 105, pag. 239. 1858, — Erginzungsbd. 7. — Gasth., pag. 46.
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Raum #cos § dsdt liegt, ist auch die Wahrscheinlichkeit des Zusammenstosses.
Natiirlich hat das nur einen Sinn fiir den Fall, dass sich unser Flichenelement
gegen das Innere des in Betracht gezogenen Raums bewegt, indem fiir die ent-
gegengesetzte Richtung die Wahrscheinlichkeit eines Zusammenstosses gleich
Null ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass unser Punkt in dem unendlich kleinen
Raum liegt, ist aber gleich dem Quotienten aus diesem Raum und dem Ge-
sammtraum M, innerhalb dessen sich der Punkt iiberhaupt bewegen kann, also

u cos V ds dt
=y

Die Bewegungsrichtung unseres Punktes sei nun ganz willkiirlich. Um jetzat
die Wahrscheinlichkeit des Zusammenstosses zu erhalten, haben wir fiir cos § den
Mittelwerth aus allen moglichen Winkeln zu nehmen.

Zu dem Zweck denken wir uns von einem Punkt nach allen Richtungen
des Raumes Strahlen ausgehend. Um diesen Punkt schlagen wir eine Kugel
vom Radius Eins, so durchstechen unsere Strahlen
die Kugeloberfliche in gleichmissig vertheilten
Punkten. Strahl OA (Fig. 566) sei die Bewegungs-
richtung unseres Punktes, so versinnlichen die andern
Strahlen alle moglichen Richtungen, welche die
Normale des Flichenelements &s besitzen kann.
Ist die Zahl aller Richtungen /&, so liegen alle
jene, welche mit 04 einen Winkel zwischen #
und & + Z% einschliessen, auf einer Kugelzone, die
wir erhalten, wenn wir den Winkel § um 4% wachsen
und das so erhaltene Peripherieelement 7% um O 4
rotiren lassen. Die Fliche derselben ist dann —

2nadld = 2= sin 3d9,
und die Zahl simmtlicher Richtungen, welche zwischen & und # + 4# liegen,
ist mithin

Nsintdd
21rsin8d8--j—v= L.
4n 2
da =¥ die Zahl der Richtungen ist, welche die Flicheneinheit der Kugelober-

4
fliche treften. Multipliciren wir diese Zahl mit cosf und integriren wir von

=0 bis ¥ = —g , s0 haben wir die Summe simmtlicher moglichen cos #, indem

ja negative cos# nach dem Obigen ausser Betracht fallen. Diese Summe,
durch die Zahl /V dividirt, ergiebt mithin den Mittelwerth von cos®. Derselbe
wird also

™

2
1 . 1 [sin?d 1
Eﬁas&smn‘}dﬂ = 2—[ 3 ] =
d 0

Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, dass unser Punkt auf dem Wege #d# mit
dem Flichenelement s zusammenstosst, gleich
wds dt
4w -
Wir sehen also, dass die Wahrscheinlichkeit einfach dem Flichenelement ds
proportional ist. Wir erhalten daher die Wahrscheinlichkeit eines Anstosses fiir
ein beliebiges Stiick der Oberfliche, also auch fiir die ganze Oberfliche .5, wenn

w3l
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wir an Stelle von s das entsprechende Fldchenstiick einsetzen. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass unser Punkt in der Zeit 47 daher iiberhaupt die Oberfliche
des ihm zur Verfligung stehenden Bewegungsraumes trifft, ist
%S
aw
Je grosser wir 47 nehmen, desto wahrscheinlicher wird ein Zusammenstoss.
Machen wir d¢ = t so, dass

dt.

uS
="
wird, also
4 W
T =

uS '’
so heisst das: t ist die mittlere Zeit, innerhalb welcher der Punkt mit der Ober-
fliche zusammenstossen muss.
1
T AW
ist mithin die Zahl der Zusammenstisse in der Secunde, wenn wir etwa voraus-
setzen, dass sich der Punkt beim Aufstossen auf die Begrenzungsfliche des
Raumes wie eine unendlich kleine, vollkommen elastische Kugel verhilt, welche
gegen eine starre Wand fliegt. Da der Gesammtweg, welchen der Punkt in
der Zeiteinheit zuriicklegt, gleich # ist, so ist der mittlere Weg, welcher zwischen
zwei aufeinander folgenden Zusammenstdssen zurilickgelegt wird,
4W
It = 5

Diese allgemeine Betrachtung wollen wir nun auf ein Gas anwenden, indem
wir nach der mittleren Weglinge fragen, welche eine Molekel zuriicklegt.
Nehmen wir der Einfachheit halber vorerst an, alle Molekeln seien in Ruhe und
gleichmissig im Raum vertheilt, wihrend nur eine einzige sich in Bewegung be-
findet. Gleichzeitig wollen wir die Vorstellung, die Molekeln seien wollkommen
elastische Kugeln, aufrecht erhalten. Ist p der Radius einer Molekel, so kann
sich der Mittelpunkt der beweglichen Molekel dem Mittelpunkt einer ruhenden
nicht weiter als auf 2p = 5, d. i. auf den Durchmesser einer Molekel nihern.
Unser Problem erfihrt also keine Aenderung, wenn wir annehmen, simmtliche
ruhenden Molekeln wiren Kugeln von doppeltem Radius — eine solche Kugel
wollen wir die Wirkungssphire einer Molekel nennen — wihrend die beweg-
liche Molekel nur ein Punkt ist. Unsere Aufgabe hat sich jetzt auf die bereits
oben geldste reducirt. Ziehen wir die Volumeinheit, welche /& Gasmolekeln
enthalten soll, in Betracht, so ist diese, vermindert um das Volumen von N
Wirkungsphiren, der zur Bewegung freie Raum, wihrend die Begrenzungsfliche
dieses Raumes gleich der Oberfliche von /N Wirkungssphiren ist. Wir haben
also zu schreiben

W=1— %RNGS,
S = Ndns?,
wonach die mittlere Weglinge der Molekel
1 — % N3
b= (4)

wird. Angenommen, dass das Volumen von /V Wirkungssphiren im Vergleich
zur Volumeinheit verschwindend klein ist, so wird
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1
/= w V62’
und die Zahl der Zusammenstésse in der Secunde
P=nNsu

Etwas anders gestaltet sich die Formel, falls wir uns, wie es ja der Wirk-
lichkeit entspricht, simmtliche Molekeln in Bewegung denken. Wiederum sei
der Einfachbeit halber vorerst angenommen, alle Molekeln besitzen dieselbe
Geschwindigkeit #. Unsere Formel muss dann lediglich insofern abgeindert
werden, als fiir die absolute Geschwindigkeit # die mittlere relative Geschwindig-
keit », welche eine Molekel gegeniiber den anderen besitzt, einzusetzen ist.
Die Zahl der Zusammenstisse wird also

P = nwNa?r.

Dividiren wir den Weg #, welchen eine Molekel in der Zeiteinheit thatsich-
lich zuriicklegt, durch die Zahl der Zusammenstsse, so haben wir wieder die
mittlere Weglinge

= Nma? " 7° ©)
Was nun die relative Geschwindigkeit »;, welche zwei Molekeln gegen ein-
ander besitzen, anbelangt, so erhalten wir dieselbe, wenn wir die Geschwindig-
keiten als Strecken, welche den Winkel { der Bewegungsrichtungen einschliessen,
von einem Punkte aus auftragen und die Endpunkte derselben durch eine Ge-
rade verbinden. Diese Verbindungsgerade stellt dann in ihrer Linge die relative
Geschwindigkeit beider Molekeln dar. Es muss demnach
rd =2+ u? — 2u® cos ¥ = 222 (1 — cos®)
sein. Um nun den Mittelwerth simmtlicher »; zu finden, gehen wir wieder
genau so vor wie friiher (pag. 527) bei der Bildung des Mittelwerths von cos .
sintdd
2
umfassen, von # = 0 bis # = =, woraus sich der Mittelwerth

" | Ly
" :ﬁiﬂﬂgdﬁ = uf‘l/l_%ﬁsjﬂﬂdﬂ = U Siﬂ% -”‘uﬁd&
o 0

0

Wir multipliciren also »; mit und integriren, um alle moglichen § zu

o

L i3 —
8 9 [“" 2] 4u
— 12— —f — — e —_——
-4‘:‘/;m 25052(12_4:4 5 1,3

ergiebt. Mithin ist

| 02

%
-

und die mittlere Weglinge 3
= 4 Nma?" (6)

Das ist die von CrLAusius entwickelte Formel, bei welcher also keine Riick-
sicht auf den Vertheilungszustand der Geschwindigkeiten genommen ist.

Beachten wir das MaxweLL'sche Geschwindigkeitsgesetz, so gestaltet sich
die Rechnung folgendermaassen. Haben zwei Molekeln die Geschwindigkeiten
% beziiglich », und schliessen ihre Bewegungsrichtungen den Winkel 9 ein, so
ist die relative Geschwindigkeit

7y =Vu? + v? — 2uv cos b.
Wi nkeLMANN, Physik, 11, 2. 34

/
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Den Mittelwerth von r, finden wir nach der oben angefiihrten Weise. Also

p= rlﬂsﬁ-—l ]/z;?+z:9—2uwosﬂsmﬁa'§}_Giy[(u*'-i- 39—21:'0::053)"}] .
[

n

2

0 0
Fiihren wir dies weiter durch, so haben wir zu unterscheiden, ob # > v oder

# < v. Da wir nimlich » immer als positive Grésse auffassen, so erhalten wir
durch Einsetzung der Grenzen fiir den ersten Fall

3u?+ v?
r= 3“ ? (7)
fiir den zweiten Fall
302 4 22

Setzen wir # = #, so ergiebt sich natiirlich aus beiden Formeln der bereits
frilher berechnete Werth

= g U

3
Etwas verwickelter wird die Rechnung fiir den Ausdruck ;r{ in Gleichung (6),

wenn wir das MaxweLL'sche Vertheilungsgesetz der Geschwindigkeiten einfiihren.
Es sind dann # und 7, die Mittelwerthe der absoluten beziiglich relativen Ge-
schwindigkeiten, zu bilden. Was ersteren betrifft, so fanden wir bereits (pag. 524)

= 2a

U = —=.

V=
Den Mittelwerth 7 der relativen Geschwindigkeiten # finden wir aus den
Gleichungen (7) und (8), indem wir zuerst fiir eine bestimmte absolute Ge-
schwindigkeit # einer Molekel den Mittelwerth der relativen Geschwindigkeiten
berechnen und von dem so erhaltenen Ausdruck abermals das Mittel fiir
simmtliche # nehmen. Wir wissen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein be-

stimmtes # durch die Gleichung (pag. 523)

4
Tag
gegeben ist. Das ist natiirlich auch die Wahrscheinlichkeit fiir ein bestimmtes
», wenn # constant bleibt und nur fiir # das Vertheilungsgesetz angenommen
wird. Multipliciren wir daher » it dieser Wahrscheinlichkeit und integriren
zwischen den Grenzen 0 und oo, so erhalten wir den entsprechenden Mittel-
werth von ». Dabei ist zu beachten, dass fiir ¥ << # Gleichung (7), fiir 2 > %
Gleichung (8) zu nehmen ist. Unser Mittelwerth besteht daher aus zwei Inte-
gralen und besitzt die Form

72
p2¢ aidy

o0

%
= 4 3u?4 v? ik 3v? + u? 4
Faim =y —— vt W dy + | —5—vie @F dy|.
Vxa 3u 3o
0

~

Durch theilweise Integration findet man ohne Schwierigkeit
3 7 ul »

= A (e i) [t R (engl) e

Fu= CWdp=" u—+ e dx,
v = ,, 0 :

wenn wir ;—x setzen.

Beziiglich der weiteren Losung unserer Aufgabe wollen wir mit O. E. MEYER1)
folgenden Weg einschlagen. Es ist

1) Gasth., pag. 295.
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—x? _xr w2
5 € l =3 +i3— 1323+
aher
»
g, ® (1 1# 1 lat 1 14
nf" ’f"_a(l '3 "1 5al 12378 *°°°)

Entwickeln wir ferner den Ausdruck ¢ #* im ersten Glied der Gleichung 9)

in eine Reihe, so ergiebt sich ohne Schwierigkeit
1 1 22 1 1zt 1 ) L

”‘=1/?(1 1 T30 T2 35 V12857 a8 )

Das wire demnach die mittlere relative Geschwindigkeit, welche eine
Molekel von der absoluten Geschwindigkeit # gegeniiber den andern Molekeln
besitzt.

Beachten wir nun, dass fiir eine bestimmte Molekel die Geschwindigkeit #
im Lauf der Zeit alle moglichen Werthe annimmt, und dass die Wahrscheinlich-
keit fiir ein bestimmtes z wiederum durch den MaxweLL'schen Ausdruck

23
—— ul¢ oide

]/ mad
gegeben ist, so erhalten wir schliesslich den Mittelwerth » der relativen Ge-
schwindigkeit, welche eine Molekel gegeniiber den anderen hat, wenn wir 7y
mit diesem Ausdruck multipliciren und von 0 bis o integriren. Das fiihrt zu
einer Reihe von Integralen von der Form

oo

oo 1- 2n—1) ,—
fx2 e dx = 2,!_“( )]/ (10)
o
Von der Richtigkeit dieses Integrals kann man sich leicht durch wiederholte
partielle Integration mit Benutzung der bereits (pag. 524) entwickelten Integrations-
methode iiberzeugen, So gelangt man schliesslich zur Reihe

c_2e( 1 1 1.3 1-3-5 )
== 8§ 54T 846 8468 ")

Da nun ;
(l+:€3)-7=1———1-.x5 ;i 4—%22 x4 ...,
also
o A —f-———' L, 8 e P
nf(l—t—x) A =2 |-
1 1 1.3 1-3:5
- id T 5d8 9208
ist, so folgt
1 1 13 1.3:5 —Va
l+5—g33+t316 32468 "= V¥="

und

2924a
V= °
-V

Nach Gleichung (5) wird also die mittlere Weglinge
1

T Y2 Nrar

¥

l

&8I %l
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Diese Formel, welche MaxweLL!) gefunden hat, unterscheidet sich von der

1
Cravsius'schen Form dadurch, dass sie anstatt % den Werth ﬁ enthilt. Nun

ist aber

3 o, L =070

4 Ve

Der Unterschied ist also ein unwesentlicher.

Man ersieht aus diesem Beispiel, wie vortheilbaft es ist, von vornherein fiir
alle Molekeln gleiche Geschwindigkeiten anzunehmen, da die Rechnung eine
erheblich einfachere, die Resultate qualitativ gleich, quantitativ fast dieselben sind.

Die mittlere Geschwindigkeit ¢ einer Molekel, dividirt durch die mittlere
Weglinge /, ergiebt die Zahl der Stosse, welche die Molekel in der Secunde
erfihrt. Dieselbe ist daher gleich

ﬁNﬂGsc.

Es ist also zu beachten, dass die mittlere Weglinge verkehrt proportional
der Zahl der Molekeln &V in der Volumeinheit ist. Nun ist aber ein Gas um
so dichter, je grosser &V, es ist daher die mittlere Weglange einfach verkehrt
proportional der Dichte des Gases. Im selben Sinn proportional ist sie auch
dem Querschnitt einer Molekel. ANVwo? ist die Summe der Querschnitte der
Wirkungssphdren. Wir koénnen daher auch sagen: die mittlere Weglinge ist
verkehrt proportional dem Gesammtquerschnitt der in der Volumeinheit ent-
haltenen Molekeln. Entgegengesetzt verhilt es sich mit der Zahl der Zusammen-
stosse, welche die Molekel in der Secunde macht. Diese ist jedoch auch noch
der mittleren Geschwindigkeit proportional.

Wie wir bei der Geschwindigkeit ein Vertheilungsgesetz fanden, welches
uns angiebt, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Geschwindigkeit
vorhanden ist, so konnen wir auch nach der Wahrscheinlichkeit fragen, mit
welcher eine Molekel einen bestimmten Weg zuriicklegen wird. Crausius?) loste
zuerst diese Aufgabe auf etwa folgende Weise. Wir denken uns wiederum
saimmtliche Molekeln in Ruhe, wihrend nur eine einzige sich vorwirts bewegen
soll. Zur Vereinfachung der Rechnung kénnen wir die bewegliche Molekel
abermals punktf6rmig annehmen, wiithrend die ruhenden den doppelten Radius
erhalten. Beziiglich der Zahl der Zusammenstdsse als auch des zuriickzulegenden
Weges wird dadurch nichts geindert. Ist die Wahrscheinlichkeit, mit welcher
unser Punkt den Weg x ohne anzustossen zuriicklegen kann,

W= f(x),
so ist die Wahrscheinlichkeit, mit welcher er den Weg & + &« zuriicklegt,

W' = f(x + da) = f (%) + ' (x) dx = W + ‘fi—fdx.

Diese Wahrscheinlichkeit ist aber auch nach den Regeln der Wahr-
scheinlichkeitsrechnrung gleich dem Produkt aus der Wahrscheinlichkeit f(x)
und jener, mit welcher der Weg d« zurlickgelegt wird. Die Wahrscheinlichkeit
fir den Weg dx konnen wir aber leicht ermitteln. Denken wir uns um die
Bahn des Punktes einen Cylinder von der Querschnittseinheit gelegt. Senkrecht
auf die Cylinderaxe legen wir zwei Ebenen, welche um 4x von einander ab-
stehen. Diese schneiden aus dem Cylinder ein Element vom Volumen dx
heraus. Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit &V, so wird das Volum-

) Phil. Mag. (4) 19, pag. 28.
?) PoGG. Ann. 105, pag. 239.
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element NVdx Molekeln enthalten und die dem wandernden Punkt entgegen-
gestellte Fliche NVwo2dx sein, wenn wir mit ¢ den Radius der Wirkungssphire,
d. i. den Durchmesser der Molekel bezeichnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
der Punkt das Volumenelement passiren, d. h. den Weg dx zuriicklegen kann,
ist nun gleich dem Verhiltniss des zum Passiren freien Theils — derselbe ist

1— Nno?dx —
zum ganzen; derselbe ist aber gleich Eins. Es ist daher diec Wahrscheinlichkeit,
mit welcher der Weg #x zurtickgelegt wird, gleich

1 — Nrno?dx,
folglich
W' = W({1 — Nno?dx) = W+ %de.

Daraus folgt

aw

e 2

772 Nro?dx,
IW=— N=no2x 4+ IC.
W=Ce—N1tc’.z’.

Da die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt den Weg Null zuriicklegt, gleich
Eins ist, so folgt fiir die Constante
C=1,
also
W:= e—N:c’:

fir die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt, beziiglich unsere Molekel den Weg
x ohne anzustossen, zuriicklegt.

Ziehen wir eine sehr grosse Zahl von Wegen in Betracht, welche ent-
sprechend ihrer Wahrscheinlichkeit vorhanden sind, so finden wir die mittlere
Weglinge, wenn wir die Summe dieser Wege durch die Zahl derselben divi-
diren. Ist /V die Gesammtzahl der Wege, so ist die Zahl der Wege, deren
Linge grosser als « ist,

Ne—Nnci,r,

da wir ja flir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Molekel den Weg & ohne anzu-

stossen zurlicklegt, die Grosse
e-Nn glx

fanden. Die Zahl der Molekeln, welche den Weg x + 4« zuriicklegen, ist dann
N[é’_ Nmoly woReT Nnc?.rdx] .

mithin die Zahl der Wege, deren Linge zwischen x und x + Zx liegt, gleich

der Differenz obiger Ausdriicke, also gleich

—_ ca? —
Nrae V™% gy = ae™ "* dax,

wenn wir
Nro?2=a

setzen. Die Gesammtlinge dieser Wege wird dann
axe Fdx

sein. Integriren wir die gewonnenen Ausdriicke von x = 0 bis ¥ = o0, s0 er-
halten wir die Gesammtzahl, sowie die Gesammtlinge aller mdglicken Wege,
Letztere, durch erstere dividirt, ergiebt die mittlere Weglinge. Also ist
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[-=]
Jxe " dx
j=0 1 _ 1
T ee T a  Nue?!’
fe_”tz’x
0

da nidmlich

wetdpe| L p L gyl L el L
o a a? a?
0 0 1]
1
fc_”dx = —
o
0

ist. Wir erhalten also fiir die mittlere Weglinge dieselbe Formel wie friiher
(pag. 529). Diese ist sodann in gleicher Weise zu verbessern, indem man von
ruhenden zu bewegten Molekeln fibergeht. Wir miissen also, so wie oben,
unsere Formel noch mit dem Verhiltniss der absoluten zur relativen mittleren
Geschwindigkeit der Molekeln multipliciren.

Auf einfache Weise gelangen wir zur mittleren Weglinge, wenn wir uns
die bewegliche Moleke: von doppeltem Radius und die ruhenden als Punkte
denken. FErstere hinterlisst dann in der Secunde als Spur einen Cylinder vom
Volumen =ne?¢. Innerhalb dieses Volumens liegen Nno2c Molekeln. So viel
Zusammenstosse haben also stattgefunden. Dividiren wir die Geschwindigkeit ¢
durch die Zahl der Zusammenstiésse, so haben wir wiederum die mittlere
Weglinge

und

1
= Nro?’
welche dann wie oben fiir bewegte Molekeln zu verbessern ist.
Fir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Molekel den Weg x zuriicklegt,
fanden wir
x
é

— 2 ==
W=¢ Nnu:=e ,

wobei die Gleichung

~|%

W=
fiir alle Fille giiltig ist, auch wenn wir das MaxweLL'sche Vertheilungsgesetz

der Geschwindigkeiten einfiihren. Diese Formel sagt: »Von 100 Theilchen
durchlaufen, ohne anzustossen,

99 den Weg von 0:01 / 61 den Weg von 05/
98 ,, . . 002 / 8 & @ = 1 i
90 4, 5 o 0L 7 ¥ . w2
82 ,, » g 02 I P
8, n ow 0257 - ORI U
2 , ., . 03331 Y e ow o 464

Die Tabelle lehrt, dass die mittlere Weglinge nur in #dusserst seltenen Fillen
erhieblich {iberschritien wird1).

Bisher haben wir bei unseren Untersuchungen {iber die mittlere Weglinge
das Gas immer in einem derart verdiinnten Zustand betrachtet, dass wir das
Volumen der Molekeln gegeniiber dem zur Verfiigung stehenden Bewegungsraum

) O. E. MEYER, Gasth. pag. 116.



Druck der Gase. 535

vernachlidssigen konnten. Dies ist jedoch nicht mehr gestattet, sobald das Gas
eine gewisse Dichte erreicht. Es hat darauf zuerst vax DER WaaLs?!) hingewiesen.
Doch ist sein Resultat nicht richtig. Er leitet fiir die mittlere Weglinge die

Formel
1—4 u

= Nro? 7
ab, wobei unter 4 das vierfache Volumen der in der Volumeinheit enthaltenen
Molekeln zu verstehen ist. Crausius?) und mit ihm G. Jicer®) finden, dass fiir
4 nur das 24fache Molekularvolumen zu setzen ist. O. E. MEever?%) hingegen
glaubt, & sogar als das 4 /2 fache Molekularvolumen ansehen zu miissen, doch ist
an seiner Rechnungsweise dasselbe auszusetzen, wie an der van DER WaaL'schen.
Wir diirfen nun nicht vergessen, dass auch die mit Beriicksichtigung des
Molekularvolumens erhaltene Gleichung fiir die mittlere Weglinge nur dann
anwendbar ist, wenn die in der Volumeinheit enthaltene Zahl V der Molekeln
nicht zu gross wird.
Das Problem, einen Ausdruck fiir die mittlere Weglinge ohne Vernach-
lissigungen zu finden, ist bis jetzt noch nicht gelost worden.

/

Anm. Nidheres f{iber obigen Gegenstand werden wir noch bei der Theorie der Diffusion
der Gase kennen lernen. Ferner sei noch auf folgende Abhandlungen aufmerksam gemacht:

J. C. MaxweLL, Phil. Mag. (4) 20. 1860.

R, Crausws, PoGG. Ann, 115. 1862; WIED. Ann, 10, pag. 92. 1880.

D. J. KORTEWEG, Arch. nécrl. 12, pag. 241—253. 1877,

J. D. vaAN DER WaALs, Arch. néerl. 12, pag. 201—216 217—228. 1877,

N. D. C. Hopges, Phil. Mag. 9, pag. 177—180; Sill. J. 19, pag. 222—225. 1880.

H. A. LorENTz, WIED. Ann. 12, pag. 127—136 660—661, 1881.

Tarr, Trans, Roy. Soc. Edinb. 33, pag. 65—95. 1886.

Druck.

Bisher betrachteten wir das Gas immer ohne Riicksicht darauf, ob es von
einem Gefiss umschlossen ist oder nicht. Aus der kinetischen Theorie folgt
ohne weiteres, dass sich ein Gas, welches sich nicht in einem allseits geschlossenen
Gefdss befindet, oder auf welches keine dusseren Krifte, wie z. B. die Schwer-
kraft, wirken, immer mehr ausdehnen muss, da sich ja die umherfliegenden
Molekeln immer weiter zerstreuen. Befindet sich hingegen das Gas in einem
Gefiss, so werden die Molekeln ebenso, wie sie sich gegenseitig stossen, auch
auf die Gefisswinde stossen. Damit nun der Zustand im Gefiss ein stationdrer
bleibe, d. h. damit das Gas constant dieselbe Dichte behalte, miissen wir an-
nehmen, dass ebensoviel Molekeln von der Wand gegen das Innere des Gefisses
fliegen, als umgekehrt aus dem Innern gegen die Wand. Dieses Erforderniss
kann in der mannigfachsten Weise erfiillt werden, am einfachsten wiederum
dadurch, dass wir annehmen, die Molekeln werden von der Wand nach den
Gesetzen des vollkommen elastischen Stosses zurlickgeworfen.

Wirkt auf einen Korper eine Kraft, so ist das Maass derselben die Be-
wegungsgrosse, welche in der Zeiteinheit auf den Kérper iibertragen wird.
Stosst eine Molekel von der Masse s mit einer Geschwindigkeitscomponente
# senkrecht gegen die Wand, so hal sie nach dem Stoss ebenfalls senkrecht

) Over de continuiteit van den gas- en vloeistoftoestand, Leiden 1873. (Deutsch von
F. Roth. Die Continuitit des gasférmigen und fliissigen Zustandes. Leipzig 1881, pag. 42.)

) Gastheorie, pag. 57.

9) Wien. Ber. 105.

4) Gastheorie, pag. 298.
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gegen die Wand die Geschwindigkeit — z. Es muss also wihrend des Stosses
auf die Molekel ein Gegendruck von der Grisse mu ausgeiibt werden, welcher
sie vollstindig zur Ruhe bringt, ferner muss ein weiterer Gegendruck m# vor-
handen sein, welcher ihr die Geschwindigkeit — # ertheilt. Der Gegendruck,
welchen also die Molekel von der Wand empfingt, lisst sich durch die Be-
wegungsgrosse 2mu darstellen. Denselben Druck hat aber auch die Wand nach
dem Gesetz der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung von der Molekel
zu erleiden.

Haben wir in einem Gefdss vom Volumen 7 ein nicht zu sehr verdichtetes
Gas, so dass wir das Volumen der Molekeln gegeniiber dem Raum 2z ver-
nachldssigen konnen, ist ferner » die Zahl der Molekeln im Gefass, / die mittlere
Weglidnge, ¢ die mittlere Geschwindigkeit, so erfihrt eine Molekel in der Secunde

;—Zusammenstﬁsse. Beziiglich der Berechnung der Stosszahl dieser Molekel

kénnen wir, wie wir aus dem Abschnitt tiber die mittlere Weglinge wissen, annehmen
die Molekel selbst sei ein Punkt, wihrend alle iibrigen Molekeln den doppelten
Durchmesser haben. Die Zahl der Stosse, welche der Punkt auf die Flichen-
einheit des Gefisses ausiibt, wird sich zur Gesammtzahl der von ihm vollfithrten
Stosse verhalten, wie Eins zur Summe der Oberfliche simmtlicher Wirkungs-
sphiren, d. h. simmtlicher Molekeln mit doppeltem Durchmesser, vermehrt um
die Oberfliche O des Gefisses. Somit erhilt die Flidcheneinheit von einer

Molekel in der Zeiteinheit i
¢

7 dnna®+ O
Stosse, wobei wir O gegen 4zms® vernachlissigen kénnen, sodass die Zahl der
Stosse, welche eine Molekel auf die Flicheneinheit des Gefisses in der Secunde

ausfiihrt, gleich
¢

dnno?l
wird. Von den z Molekeln in unserein Gefiss empfingt demnach die Flichen-

einheit
4

4ma?/
Stosse.
Die Bewegungsrichtungen sind im Raum gleichmiissig vertheilt. Es stossen
daher gegen die Flicheneinheit in der Zeiteinheit

4%:',1 sin 3d B

Molekeln, deren Bewegungsrichtungen mit der Flichennormale den Winkel §
einschliessen. Dazu gelangen wir auf dieselbe Weise, wie (pag. 527) zur Zahl der
Molekeln, deren Bewegungsrichtung mit einer gegebenen Richtung einen
bestimmten Winkel §# einschliesst. Nur haben wir jetzt unsere simmtlichen
Bewegungsrichtungen nicht iiber eine Kugel, sondern iiber eine Halbkugel zu
vertheilen, da es sich nur um die Richtungen gegen die Gefisswand handelt.

Nach dem Obigen bewirkt eine solche Molekel auf die Gefisswand bei
jedem Stoss einen Druck von der Grisse

2mic cost,
da die Geschwindigkeitscomponente senkrecht gegen die Wand
u = ¢cost
ist. Daraus folgt fiir den Gesammtdruck p auf die Flicheneinheit
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T

2
2 mc?
p:-;ni—wfsinﬂcafﬂdﬁ—_"m' (11)
0
Nun ist aber nach Gleichung (6)
3
4 4 Nra?’
mithin
o YD 12
= 3 2 ( )
Da nun die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit
p,
]
ist, so kénnen wir auch schreiben
nmc?
pv= 3 ’ (13)

Bei der Ableitung dieser Gleichung fiir den Gasdruck machten wir die
Voraussetzung, simmtliche Molekeln besitzen dieselbe Geschwindigkeit ¢. Lassen
wir diese Annahme fallen, so bezieht sich unsere Formel nur auf jene Molekeln,
welche die gegebene Geschwindigkeit ¢ besitzen, deren Zahl in der Volumen-
einheit nach Gleichung (3)

cld
45\7 e alde
ZTE
2
ist.  Multipliciren wir diesen Ausdruck, wie Gleichung (12) lehrt, mit mTc,

und integriren wir von ¢ = 0 bis ¢ = oo, so erhalten wir die mit Beriick-
sichtigung des MaxweLL'schen Gesetzes verbesserte Druckformel

oo

=——— [ cte Bdc= ;
4 3Yrad 2
0
wenn wir die Integration nach Gleichung (10) durchfiihren.
Fiihren wir anstatt der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit « die mittlere ¢,
ein, so wird, da (pag. 524)

4 Nm f c? Nma?

2a
= ?_'T;
_wVme
T8

Oder wenn wir schliesslich «? durch das mittlere Quadrat der Geschwindig-
keiten, welches wir wieder ¢? nennen wollen, ersetzen, so wird, da (pag. 524)

ist,

ist,

In dieser Gleichung, welche sich mit (12) deckt, ist also ¢ nicht die mittlere
Geschwindigkeit, sondern die Wurzel aus dem mittleren Quadrat der Geschwindig-
*keiten.

Halten wir die Gasmenge im Gefidss constant, d. h. bleibt #» constant, so
kénnen wir, da ja die Masse m einer Molekel auch eine constante Grésse und ¢2
nichts anderes als ein constanter Mittelwerth ist,
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v = C’
oder, wie man es gewohnlich thut,

27 =po% (14)
schreiben. Das ist aber nichts anderes als das bekannte BovLE-MARIOTTE'sche
Gesetz, wobei p, und 7, die entsprechenden Werthe von p beziigl. # fiir irgend
einen Anfangszustand sind.

Dieses Gesetz war es auch, welches den Ausgangspunkt fiir die kinetische
Theorie der Gase bildete. In sehr einfacher Weise verfuhren bei der Herleitung
desselben JouLe!) und KroNiG?), indem sie von vornherein annahmen, dass das

Gefiss die Form eines Wiirfels von der Seite @ habe. Je ;i Molekeln bewegen
sich parallel zu einer der drei auf einander senkrecht stehenden Wiirfelkanten mit

4 ¢ . .
der Geschwindigkeit ¢. Demnach ist g die Zahl der Stosse in der Secunde,

. ne
welche eine Fliche von einer Molekel erféhrt. 6a Stosse erfihrt sie iiberhaupt,
und da der Werth eines jeden Stosses 2 mc¢ betrigt, so ist

mnc?
£ 3a
der Druck auf eine Wiirfelfliche, auf die Flicheneinheit also
P
P =5
und da
al=u,
SO
N nme?
- 3

Kronic unterlief dabei der Fehler, dass er den Werth eines Stosses gleich m¢
anstatt 2m¢ setzte, weshalb sich auch sein Resultat mit dem obigen nicht deckt.

Besonders zu bemerken ist vielleicht, dass schon Danier BernouLLi$) das
BovLE-MaArIoTTE sche Gesetz in prdciser Form aus der kinetischen Theorie
hergeleitet hat.

Cravusius?) verfuhr auf die Art, dass er annahm, das Gas befinde sich
zwischen zwei parallelen Winden, deren Ausdehnung so gross ist, dass die
iibrigen Dimensionen des Gefisses dagegen vernachlissigt werden kénnen, und
dass sich die Molekeln so bewegen, als wiirden keine Zusammenstésse unter-
einander vorkommen. Ist der Abstand der beiden Gefisswinde 2, und schliesst
die Bewegungsrichtung einer Molekel mit der Wandnormale den Winkel # ein,

so ist
¢ cos D

2a
die Zahl der Stdsse, welche eine Molekel auf cine Wand in der Secunde aus-

iibt, und
’ nc? cos?9

a
der Druck. Die Zahl der Molekeln, denen der Winkel § zukommt, ist
nsin®dd
1) Phil. Mag. (4) 14. 1857.
) PocG. Ann. g9.
%) Hydrodynamica. Argentorati 1738, Deutsch PoGe. Ann. 107. 1859,
4) Poce. Ann. 100. 1857,
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(pag. 527 und 536), daher der Gesammtdruck auf eine der beiden parallelen
Flichen

T

2 L3
2 2 3972 2
p_mne f:osﬁﬂa-ifaﬂJﬁ-_: mane [_ cos ] _ mne*
a a 3 1o 3a
[

Ist / der Flicheninhalt einer unserer Ebenen, so ist der Druck auf die
Flicheneinheit

j il
=F
und daher, da
Jfa=7,
__ nme?
bv 3

Joure, Kronic und Crausius und andere noch gingen bei der Ableitung
der Gasdruckformel, wie wir sahen, von der Annahme aus, dass sich die
Molekeln in ihrer Bewegung nicht stéren, oder was dasselbe ist, sie sehen von
den Zusammenstossen der Molekeln unter einander ab. Von selbst fillt diese
Voraussetzung bei der Darstellungsweise Steran’s!) weg, der gleichzeitig gezeigt
hat, dass die Gleichung (13) fiir jede Geschwindigkeitsvertheilung der Molekeln
giltig ist, wofern man nur unter ¢2 immer das mittlere Quadrat der Geschwindig-
keit versteht.

»Befinden sich ndmlich in der Volumeneinheit gleichmissig vertheilt
XN Molekeln, welche sich mit der Geschwindigkeit £ parallel zur x-Axe bewegen,
so ist die Anzahl der Molekeln, welche in der Secunde durch die Flicheneinheit
einer auf der x-Axe senkrechten Ebene gehen,

AVE,
und sind Molekeln verschiedener Geschwindigkeiten vorhanden
I VE

Die von den Molekein in der Secunde durch die Flicheneinheit getragene
Bewegungsgrosse, zerlegt nach der Normale zur Fliche, ist der Druck des Gases
gegen diese Fliche. Es ist also

p = ZNE-mE = ZNmk?,
Der Druck gegen zwei zu den Axen der y und z senkrechten Ebenen wird
ENmn? und ENm{2.
Bei gleichmissiger Vertheilung der Geschwindigkeiten im Raum ist
P =ZNmE? = ZNmn? = ENm(? = Y2 Nmc?,
wenn ¢ die Resultirende der Componenten £, v, £ ist. Bezeichnet man mit ¢2
den Mittelwerth der Quadrate der Geschwindigkeiten, so wird

o Nme?
P Lo 3 »

wenn wir jetzt unter NV die Gesammtzahl der in der Volumeinheit enthaltenen
Molekeln verstehen. Fiir das mittlere Quadrat der Geschwindigkeiten folgt fiir
jedes Gesetz, welches man fiir die Vertheilung der Geschwindigkeiten aufstellt, die-
selbe Zahl. Will man aber p nicht durch das mittlere Quadrat, sondern durch die
mittlere Geschwindigkeit ausdriicken, dann dndert sich die Formel fiir ¢ je nach
dem angenommenen Vertheilungsgesetz. So besteht nach dem MAXWELL'schen
Gesetz zwischen dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat ¢? und dem Quadrat
der mittleren Geschwindigkeit ¢,> die Beziehung (pag. 524 und 537)

) Wien. Ber. 65 (2) 360. 1872.
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o1,

3 o 3 c?,
Es kann also auch

= -STE Nme?

gesetzt werden.«

Dass der Druck immer nur senkrecht auf die Wand erfolgen kann, geht
schon daraus hervor, dass beim Auftreffen einer vollkommen elastischen Kugel
auf eine Wand nur die senkrechte Componente in Betracht kommt. Doch sehen
wir von dem Fall elastischer Kugeln ab, so bleibt es ja immer erlaubt, den
Druck, welchen eine Molekel bewirkt, in zwei Componenten zu zerlegen, deren
eine senkrecht, die andere parallel zur Wand ist. Wegen der gleichmissigen
Vertheilung der Bewegungsrichtungen miissen sich aber die zur Wand parallelen
Componenten in ihrer Wirkung aufheben, folglich bleibt nur noch die senkrechte
tibrig.

Nach CuarieEs und Gay-Lussac hidngt das Produkt po in der Weise von
der Temperatur ab, dass

20 =pe7(1 + af) (15)
zu setzen ist, wobei, wenn wir die Temperatur # in Celsiusgraden ausdriicken,
a = 0003665

ist. Schreibt man jedoch
1
t— g3 Z;

so wird

po=RT, (16)
wobei 2 eine Constante ist. 7" nennt man dann die absolute Temperatur.
(Siehe Art. »Mechanische Warmetheoriec.) Da nun in Gleichung (13) #m eine
constante Grosse ist, so folgt, dass das mittlere Quadrat der Geschwindig-
keit ¢? proportional der absoluten Temperatur 7 ist.

Von einem Gemenge von zwei Gasen wissen wir, dass in Folge der Zu-
sammenstdsse (pag. 525) die lebendige Kraft einer jeden Molekel im Mittel die-
selbe sein muss. Das heisst: es muss

;ﬂfi Ty 512 — A

2 - 2
sein, wenn m und ¢ sich auf das eine m,, ¢, auf das zweite Gas beziehen.
Bringen wir daher ein Gas mit einem zweiten, dessen Molekeln im Mittel die-
selbe kinetische Energie besitzen, in Beriihrung, so wird der in Folge der Zu-
sammenstdsse entstehende Energieaustausch derart sein, dass kein Gas eine
Aenderung seiner kinetischen Energie erfihrt, dass also eine Energieabgabe von
einem Gas zum andern nicht stattfindet. Da wir nun nach der mechanischen
Wirmetheorie unter dem Wirmeinhalt eines Kérpers nichts anderes verstehen als
die kinetische Energie der kleinsten Theilchen des Korpers, so findet in dem
betrachteten Falle kein Uebergang der Wirme von einem Gas zum andern statt,
d. i. die Gase besitzen dieselbe Temperatur, Gase von gleicher Temperatur
sind also dadurch gekennzeichnet, dass

me®  myed -2
T — T = .00 =
ist.
Besitzen demnach verschiedene Gase Lei derselben Temperatur auch den-

selben Druck p, so gilt
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Nme?  Nymef
p — 3 = 3 = . ..,

mithin
N==N=..

Das heisst: Gase unter gleichem Druck haben bei derselben Tem-
peratur in gleichen Riumen gleich viel Molekeln. Es ist dies die be-
kannte Regel von Avocapro, welche hier als eine unmittelbare Folge der
kinetischen Gastheorie erscheint.

In direktem Zusammenhang damit steht das Gesetz von Gav-Lussacl) be-
ziiglich der Gasdichten. Dasselbe besagt: wenn sich zwei Gase chemisch
verbinden, so stehen diein die Verbindung eingehenden Gasmengen,
bezogen auf gleichen Druck und gleiche Temperatur, unter einander,
sowie zur Menge der Verbindung in Verhiltnissen, welche durch
einfache, ganze Zahlen dargestellt werden. Es folgt dies unmittelbar
aus Avocapro’s Regel und DaLToN's Theorie, nach welcher die Molekeln einer
chemischen Verbindung aus ganzen Zahlen von Atomen der sie bildenden Ele-
mente bestehen.

Nach Gleichung (15) kénnen wir, wenn wir das Volumen 2 constant halten,

2 =po(1 + at)
und umgekehrt, wenn der Druck g constant bleibt,

v = 2y(l + af)
setzen. Im ersten Fall heisst « der Spannungscoéfficient, im zweiten der
Ausdehnungscoéfficient des Gases. Fiir ideale Gase, darunter verstehen
wir solche, fiir welche das BovLe-Mariorri-CHARLES-GAv-Lussac'sche Gesetz
genau giltig ist, sind diese beiden Coéfficienten gleich Dies gilt nicht nur fiir
jedes einzelne Gas, sondern die Grésse a ist auch fiir alle Gase dieselbe, indem ja

2 2 2
o = ”"2‘1 =...=2=2C 0 tan)=...=k(1+a)

gesetzt werden kann, wobei sich der Index 0 auf die Temperatur des schmelzen-
den Eises bezieht.

Da in unserer Druckformel bloss die Zahl und die kinetische Energie der
Molekeln von Einfluss ist, so ist es fiir den Druck ganz gleichgiiltig, ob die
Molekeln alle gleichartig sind, oder ob sie verschiedenen Gasen angehdren,
immer ist

Nennen wir die Zahl der Molekeln der verschiedenen Gase in der Volum-

einheit der Reihe nach &V, N, ..., so
N=N + N, + ...,
daher
P=4%N i+ 3N E+ . .. =p + P+ ...
Dabei sind aber
Py =8N Ak py=3Nyh ...

nichts anderes als jene Drucke, welche entsprechend jedes einzelne Gas fiir sich
hervorbringen wiirde. Damit haben wir also auch Davron’s Gesetz, dass der
Gesammtdruck eines Gasgemenges gleich der Summe der Partial-
drucke der einzelnen Gase ist, aus unserer Theorie erhalten.

Schreiben wir in Gleichung (12)

Nm =p,
1) GILBERT’s Ann. 36. 1810.
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so bedeutet p nichts anderes, als die Dichte des Gases, indem diese ja durch
die in der Volumeinheit enthaltene Masse definirt wird. Dann wird

N Lid
e
oder
,2_,__._3,13_
p

Diese Gleichung liefert uns ein Mittel, die Grosse ¢? zahlenmissig zu be-
rechnen, da ja Druck und Dichte des Gases messbar sind. Auf diesem Wege
findet CLausius?) fiir die mittlere Geschwindigkeit ¢ der Molekeln

des Sauerstoffs 461 m
,  Stickstoffs 492 ,,
» Wasserstoffs 1844 ,,

also Geschwindigkeiten, die theilweise die Geschwindigkeiten unserer schnellsten
Projektile bei weitem {ibertreffen; und zwar gilt dies fiir die Temperatur des
schmelzenden Eises.

Wir wollen nicht vergessen, dass diese mittleren Geschwindigkeiten nicht
die genauen Werthe sind, da sie ja aus der mittleren Energie abgeleitet wurden,
doch ist es leicht, nach den Formeln auf pag. 524 die mittlere Geschwindigkeit,
welche aus dem MaxweLL'schen Gesetz folgt, sowie die wahrscheinlichste Ge-
schwindigkeit zahlenmissig anzugeben. Fiir Sauerstoff wird z. B. erstere

¢y =425 m
letztere

a = 377 m,
wihrend, wie schon oben erwihnt, aus der mittleren Energie 461 m, also der
grosste Werth folgen wiirde.

Vergleichen wir Gase unter demselben Druck, so finden wir

also

d. h. es verhalten sich die mittleren molekularen Geschwindigkeiten umgekehrt wie
die Quadratwurzeln aus den Dichten der Gase. Da diese Formel auch auf die Ge-
schwindigkeit passt, mit welcher Gase aus einer feinen Oeffnung ausstrémen, so
hat man daraus umgekehrt einen Schluss auf die Richtigkeit der kinetischen
Theorie machen wollen, indem man annahm, dass die Ausstromungsgeschwindig-
keit lediglich von der Geschwindigkeit der Molekeln abhinge. Dieses Gesetz
folgt jedoch unmittelbar aus den aérodynamischen Grundgleichungen, ohne dass
es dazu erst einer besonderen Theorie {iber die Constitution der Gase bediirfte.
Bedenkt man noch, dass die Gasmolekeln ja nicht ungehindert fliegen kénnen,
dass vielmehr unter dem Druck einer Atmosphidre die mittlere Wegldnge gegen-
iiber den Dimensionen einer jeden Gefisséffnung noch sehr klein sein wird, so
siecht man ohne weiteres, dass das Ausstrémen der Gase mit der Geschwindig-
keit der Molekeln eigentlich sehr wenig zu thun hat.

Nicht fiir alle Drucke und Temperaturen gestaltet sich das Verhalten der
Gase so einfach, wie wir bisher annahmen, Machten wir ja gleich von vorn-

" PoGG. Ann. 100, pag. 377.
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herein die Voraussetzung, dass das Gas nicht zu dicht sein diirfe, da wir sonst das
Volumen der Molekeln gegeniiber dem Volumen des Gefisses nicht mehr ver-
nachlissigen kénnen. Fiir diesen Fall miissen wir vielmehr folgendermaassen
vorgehen. Wir fanden (pag. 538), dass Crausius fiir den Druck eines Gases,
welches sich zwischen zwei parallelen Ebenen von der Grosse f und dem sehr
kleinen Abstand @ befindet, die Gleichung

nme?

“3a

erhielt. Dabei haben wir jedoch die Ausdehnung der Molekeln gegeniiber der
Grosse e vernachlidssigt. Thun wir das nicht mehr, so ist zu bedenken, dass

beim Auftreffen einer Molekel auf eine Wand ihr Mittelpunkt noch um 21 von der

Wand entfernt ist. Wollen wir daher auch fernerhin die Molekeln als Punkte
betrachten, so erhalten wir nur dann ein richtiges Resultat, wenn wir den Abstand
@ der beiden Ebenen durch ¢ — s ersetzen. Eine Molekel legt nun ohne anzu-
stossen im Mittel den Weg / zuriick. Jene Molekeln, deren Bewegungsrichtung
mit der Wandnormale den Winkel # einschliesst und die auch thatsichlich die
Wand treffen, werden sich daher im Mittel innerbalb eines Raumes f/cos & be-
wegen, wenn f die Grosse der Wand ist. Thre Zahl ist demnach WV /7 cos® sin B db,
und eine jede trifft die Wand in der Zeiteinheit 5‘::! mal, wobei sie bei jedem Stoss
eine Bewegungsgrésse 2me cos § an die Wand abgiebt. Beriicksichtigen wir nun
das Molekularvolumen, so hat das nach dem Obigen den Effekt, als wiirden sich
die Molekeln nur noch innerhalb eines Raumes f(/cos & — o) bewegen kdnnen,
Der Druck auf die Flicheneinheit wird daher

Ll

2
lcos & 1 g Nmc? 2 Nngh
?=Nmﬂf#wimsﬁsinﬂr!8: ch?(g-w) = ’:c -(l+ 31:5 ).
0

wenn wir nach Gleichung (6)

e 4 Nro?

setzen. Verstehen wir unter 4 das vierfache Volumen der in unser Gefiss ein-

b
geschlossenen » Molekeln, so V= %, i Nnsd = 2?, also

3
nmc? b
po = == (1 -+ 5) .
Ist & gegen 2z klein — unter dieser Voraussetzung ist ja unsere Rechnung
tiberhaupt nur giltig, — so konnen wir auch schreiben
pw— 5 ="25 (17)

Diese Erweiterung des BovLE-CHARLES'schen Gesetzes, die wir auch auf

die Art
plo—8=RT

schreiben konnen, wurde zuerst auf empirischem, sodann auf theoretischem Wege
gemacht (s. Bd. I, pag. 519). Aber sie geniigt noch nicht, um das thatsichliche
Verhalten der Gase richtig darzustellen. Das folgt schon einmal daraus, dass

. b . .
wir — als klein gegen Eins annehmen miissen; denn nur dann gilt unsere ver-

besserte Gleichung fiir die mittlere Weglinge.
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Es giebt aber noch eine zweite Ursache der Abweichungen vom BovLe-
CHARLES'schen Gesetz, an die wir bis jetzt noch nicht gedacht haben. Diese
hat ihren Sitz in den Kriiften, welche die Molekeln auf einander ausiiben.
Dies zu vernachlidssigen war so lange erlaubt, als die mittlere Entfernung der
Molekeln gegeniiber der Distanz, auf welche sie wahrnehmbare Krifte ausiiben,
gross ist, so dass die Aenderung der Geschwindigkeit, welche beim Zusammen-
stoss, beziiglich bei einer nahen Begegnung der Molekeln eintritt, keinen wahr-
nehmbaren Einfluss auf die mittlere Geschwindigkeit hat.

Die Kraft, welche die als kugelférmig gedachten Molekeln auf einander
ausiiben, sei nach der Verbindungsgeraden der Schwerpunkte gerichtet, und die
Sphire, innerhalb welcher diese Kraft noch wahrnehmbar ist, wollen wir die
Kraftsphiare der Molekeln nennen. Den Einfluss, welchen die Molekularkraft
auf den Druck des Gases nimmt, werden wir durch folgende Ueberlegung
kennen lernen?).

»Ein gasdichtes Gefiss sei durch eine unendlich diinne Scheidewand in zwei
T heile getheilt. In dem einen befinde sich verdichtetes Gas, in dem anderen
sei dasselbe derart verdiinnt, dass es das BovLE-CHarLES'sche Gesetz vollstindig
befolgt. Es sind dann die intramolekularen Krifte im verdiinnten Gase nicht
mehr wahrnehmbar. Wir wollen nun annehmen, dass in jedem Gasbehilter die
Dichte des Gases an allen Stellen, also auch an der gemeinschaftlichen Grenz-

fliche constant ist. Transportiren
wir daher eine Molekel aus dem
. Innern des verdichteten Gases an

Y die Grenzflich ird d
g . die Grenzfliche, 8o wird von den
/ intramolekularen Kriften, je nach-
m dem sie anziehend oderabstossend
, wirken, eine Arbeit in negativem
oder positivem Sinn geleistet,
welche genau so gross ist, als
jene Arbeit, welche im selben
(Ph. 567.) Sinn geleistet wird, wenn wir die
Molekel weiter von der Grenz-
fliche in das Innere des verdiinnten Gases bringen. Es ergiebt dies folgende Betrach-
tung. 4 B (Fig.566) ist die Begrenzungsebene des verdichteten Gases, m eine Molekel
desselben mit einer Kraftsphire vom Radius p. Ist 4'B' eine Ebene parallel
zu A B und ebenso weit von ‘# entfernt als A5, so ist ersichtlich, dass nur jene
Theilchen des Gases, welche in dem Kugelabschnitt der Kraftsphire unterhalb
A'B' liegen, auf das Theilchen m Krifte ausiiben, deren Resultirende von Null ver-
schieden und senkrecht gegen 4B gerichtet ist, indem simmtliche Molekularkrifte,
welche von den Theilchen zwischen 4.8 und 4' B' herriihren, beziiglich # sich im
Gleichgewicht befinden. Dieselbe resultirende Kraft wirkt auch auf », wenn es
ausserhalb des verdichteten Gases liegt und ebensoweit wie frither von 4.5 ent-
fernt ist. Es geht das ohne weiteres aus der Figur hervor, wenn man 4'B'
als Begrenzung des Gases annimmt. Es bleibt dann wiederum nur jener Theil
des Gases als wirksam {ibrig, welcher von 4'B' und der darunter liegenden
Calotte der Kraftsphire begrenzt wird. Daraus folgt, dass die Arbeit, welche
beim Transport einer Molekel aus dem Innern an die Begrenzungsfliche des
Gases von den inneren Kriiften geleistet wird, halb so gross ist als die ent-

) Siehe G. JAGER, Wien. Ber. 101, pag. 1520 1892.
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sprechende Arbeit beim vollstindigen Uebergang aus dem Innern des ver-
dichteten in das Innere des verdiinnten Gases. Dies ist natiirlich nur dann
strenge richtig, wenn wir voraussetzen konnen, dass die Grenzwand selbst gar
keine Krifte auf die Gasmolekeln ausiibt. Deshalb haben wir sie ja auch als
unendlich diinn vorausgesetzt.

Ist nun die Gesammtarbeit, welche die intramolekularen Kriifte leisten,
wenn eine Molekel aus dem Innern des verdichteten in jenes des verdiinnten
Gases gelangt, 4, so ist die gesammte innere Arbeit, welche bei der Ausdehnung
des Gases geleistet werden muss, 47z wenn die Zahl der Molekeln des ver
dichteten Gases » ist. Dies sieht man ohne weiteres ein, wenn man sich vor-
stellt, die Scheidewand habe ein kleines Loch, durch welches allmihlich das
verdichtete Gas iibertritt, wobei durch verschiebbare Kolben in beiden Theilen
des Gefisses der Gasdruck constant erhalten werden soll. Gleichzeitig ist aber
auch ersichtlich, dass bei dieser Ausdehnung die Arbeit 4 lediglich dazu ver-
wendet wird, die lebendige Kraft einer Gasmolekel entsprechend zu veriindern.
Genau dasselbe, nur in entgegengesetztem Sinn, findet bei der Verdichtung des

Gases statt.c
mec?

2
sobald wir, wie es bei verdichteten Gasen der Fall ist, innere Krifte annechmen;
und zwar ist dann nach den obigen Auseinandersetzungen ihr Werth an der

Die mittlere kinetische Energie einer Molekel muss sich also #ndern,

4 ;
Grenzfliche des Gases um 5 2 vermehren oder zu vermindern, je nachdem

wir Anziehungs- oder Abstossungskriifte vor uns haben, und wir erhalten dann
nach Gleichung (17)

Bl B % (me? + A), (18)

wobei also in dem einen Fall 4 eine positive, im anderen eine negative
Grosse ist.

Die Arbeit 4 muss eine Function des Volumens und der Temperatur des
Gases sein. Setzen wir die Temperatur als constant voraus, so kdnnen wir
schreiben

A= al d2 3\
——30+?+§+.--. (19
da mit wachsendem Volumen 4 abnimmt. Fiir starke Verdiinnungen folgt aber
das Gas der Gleichung (17). Mithin kénnen wir
) a, =20
setzen. Gleichung (19) wird daher
7 a a
= e 2 = -3
P —8) g(mc it = R R )
Wird das Gas nicht auf ein allzu kleines Volumen zusammengepresst, so

. a . =
kénnen wir die Rethe mit dem Gliede ;—} abbrechen. Ordnen wir dann die

Gleichung nach fallenden Potenzen von 2, so ergiebt dies
na, ?iﬁ

pi’s—(pb—l-RT)??‘——g*?J— 3 = 0

Die Erfahrung lehrt nun, dass man in den meisten Fillen ausreicht,
wenn man

WiNkELMANN, Physik. II s, 35



546 Die kinetische Theorie der Gase.

setzt, wobei @ eine neue Constante ist. Es ldsst sich dann unsere Gleichung
in die Form

bringen, oder, da wir ja

2
m;; —RT
setzen koénnen
(p+%) (0 — §) = RT. (20)

Das ist die berilhmte Gleichung von vax DErR WaaLsl), Man pflegt sie
auch die Zustandsgleichung zu nennen, da sie von ihrem Entdecker sowohl auf
den gasférmigen, als auf den fliissigen Zustand (siehe Art. Ddmpfe) angewandt
wurde.

Wir wissen, dass diese Gleichung ihre theoretische Bedeutung nur dann
behilt, wenn wir den Druck p nur bis zu einer gewissen Grenze steigern, damit
das Volumen z nicht zu klein wird, so dass die obigen von uns gestellten Be-
dingungen erfiillt bleiben.

VAN DER WaaLs' Zustandsgleichung ldsst sich angendhert auf dieselbe
Form bringen, welche ReevaurT zur Darstellung der Grosse po anwandte (s.
Bd. I, pag. 106 und 507), so dass sich aus den Zahlenwerthen der REGNAULT-
schen Gleichung ohne weiteres die Grossen ¢ und 4 der vaN DER WaALs-
schen berechnen lassen. Dabei zeigt sich (ebenda pag. 521), dass @ immer eine

i 1 5 R
positive Zahl, mithin —! und daher auch 4 negativ wird, da auch stets

3

.

v 2
ist. Es sind daher die zwischen den Gasmolekeln wirkenden Krifte
Abstossungskrifte,

Unsere Gleichung ermdglicht nun, das Gesammtvolumen, welches den
Molekeln wirklich zukommt, angenihert zu berechnen, indem ja & das vierfache
Volumen der vorhandenen Molekeln bedeutet.

Die Beriicksichtigung des Molekularvolumens findet sich schon in der be-
reits erwidhnten Schrift »Hydrodynamica etc.« von Bernourni. Crausius?) er-
wihnt in richtiger Weise die Ursachen, welche die Abweichungen vom BovYLE-
CuarLes'schen Gesetz bedingen, ohne sie jedoch mathematisch zu formuliren.
Hirn?® war der erste, welcher eine der van DErR WaALS'schen dhnliche Gleichung
aufstellte. Er nimmt an, dass sich das Volumen aus zwei Theilen zusammen-
setzt, deren einer das Volumen ¢ ist, welches die Molekeln einnehmen, so dass
das BovLE'sche Gesetz

pV—§)=£r
zu schreiben ist. ¢ vertritt also hier die Stelle von 4. Wihrend jedoch HIrRN ¢
fiir das einfache Volumen der Molekeln hielt, wissen wir, dass es das vierfache
bedeutet. Weiter sagt er, dass die Molekeln einander anziehen, was mit der
Wirkung eines dusseren Druckes gleichbedeutend ist. Ist die Gesammtwirkung
dieser Anziehung R&,, so haben wir anstatt p, die Summe p, + R, zu setzen.
So erhilt er die Gleichung

) Die Continuitit etc., pag. 61.
?) PoGG. Ann. 100, pag. 358.
3) Théorie méc. de la chaleur. 2. Aufl,, pag. 193. 1865,
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T (V,—
P|+R1=(?0+R0)7¢;—E‘;7?—'_%'

Man sieht, dass dies dieselbe Gleichung, wie die von van DpErR WAALS ist,
. A : . a
nur hat dieser £, nidher bestimmt, indem er es gleich o setzt, Dass HmN &,

nicht als Constante ansah, geht schon daraus hervor, dass er behauptet!) &,
sei eine inverse Function von V), d. h. es wird kleiner und zwar sehr rasch,
wenn V; — & wichst. Wir sehen, dass damit eigentlich alles gesagt ist, was
dann vaN DER WaaLs in die Formel

.R1=-;§

kleidet, indem ja durch die Bemerkung, die Aenderung geschehe sehr rasch,
gesagt ist, dass sie nicht mit der ersten, sondern mit einer héheren Potenz von
¥V, — ¢ stattfinden miisse.

Nach van per Waars?) ist & das vierfache Volumen der Molekeln. Er ge-
langt dazu auf folgende Weise. Der Druck eines Gases ist abhingig von der
Zahl der Stésse der Molekeln auf die Wand. Diese wiederum von der mittleren
Wegldnge. Je kleiner also die mittlere Weglinge, desto grosser wird der Druck.
Beriicksichtigt man das Molekularvolumen nicht, so ist die mittlere Weglidnge

b= e

Nehmen wir darauf Riicksicht, so wird der Weg kiirzer; denn »wiren alle
Stosse central, so miisste /; um den Abstand, den die Centra der Molekeln im
Moment des Stosses haben, vermindert werden. In diesem Fall wird also

ly =1{, — a,

oder 4 g

ly 4 Nrad

LT 8

Berticksichtigt man nun, dass %a der Radius der hier kugelformig ge-
dachten Molekeln ist und
n
N = 2

: 4 ’
wobei # das dussere Volumen darstellt, und ferner auch 3 mns® achtmal das

Molekularvolumen, so bekommt man
Zy v— 85,

4 7

wobei #, das Molekularvolumen bedeutet.

Indessen sind die Stésse nur ausnahmsweise central und muss daher /; im
Mittel um weniger denn s vermindert werden. Mit welchem Theil von & dies
geschehen muss, konnen wir aus folgender Betrachtung finden. Im Augenblick
des Stosses liegt der Mittelpunkt der sich bewegeuden Molekel auf einer Kugel-
fliche, beschrieben um den Mittelpunkt der zweiten Molekel mit dem Radius a.
Denken wir uns diese Kugel durch eine Ebene senkrecht auf die Richtung der
Bewegung in zwei Halbkugeln getheilt. Die Verkiirzung des Weges ist der Ab-
stand, um den der Mittelpunkt beim Stoss von dieser Ebene entfernt ist. Da
beim Stoss die Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelpunkt einen bestimmten Punkt

1) Ebenda pag. 225 u. 106.
2) Die Continuitiit etc., pag. 42.
3s*
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der kugelformigen Oberfliche trifft, fiir alle Punkte der Oberfliche gleich gross
ist, so haben wir die mittlere Ordinate fiir gleiche Elemente der Oberfliche zu
suchen und nicht, wie man leicht glauben kdnnte, fiir gleiche Elemente der Ebene.
Wir haben demnach dieselbe Rechnung zu fiihren, wie fiir den Schwerpunkt der
Hilfte einer kugelférmigen Oberfliche. Ohne weitere Rechnung weiss man,
dass dieser auf der halben Hohe des Radius liegt. Somit muss von /; der

Werth éu abgezogen werden. Setzen wir

L —do=1,
so ist nunmehr

L v—45) .

L v '

Mit dieser Grosse ist p in Gleichung (13) zu multipliciren, woraus hervor-

geht, dass
nme?

p(0— 8 ="—— =RT (21)

ist, wenn wir
40, =5
setzen.

O. E. Mever!), welcher nicht annimmt, dass jeder Theil der Kugelober-
fliche gleichformig getroffen wird, sondern dass sich die Stosse auf den Quer-
schnitt der Kugel gleichmissig vertheilen, erhilt demzufolge fiir 4 nicht das vier-
fache, sondern das 4)/2fache Molekularvolumen. Wir wollen im Weiteren,
entsprechend unserer Ableitung, & immer als das vierfache Molekularvolumen
ansehen.

Beziiglich des Gliedes % in der Zustandsgleichung giebt vaN DER WaALS

dieselbe Ursache an wie HirN, ndmlich die Anziehungskrifte, welche die Mole-
keln auf einander ausiiben. Eine Molekel im Innern des Gases wird davon
nicht betroffen, da dort die Anziehung nach allen Richtungen dieselbe ist. Die
Krifte heben sich demmnach in ihrer Wirkung auf. Anders ist es bei den Mole-
keln an der Gefisswand. Die Kraft, mit welcher eine solche Molekel von den
andern gegen das Innere gezogen wird, muss proportional der Dichte des Gases
sein, oder verkehrt proportional dem Volumen 2. Ferner ist die Grosse, um
welche der Druck nach aussen vermindert wird, proportional der Zahl der Stésse,
also proportional der Dichte oder wiederum verkehrt proportional dem Volumen.

. . a .
Das Resultat ist, dass zu-p noch ein innerer Druck von der Grosse P addirt

werden muss, was sodann die Zustandsgleichung ergiebt.

Wir stehen mit van DErR WaaLs also insofern im Widerspruch, als wir aus
der Zustandsgleichung folgerten, dass wir es mit Abstossungskriften zwischen den
Molekeln zu thun haben, wihrend jener Anziehungskrifte annimmt. Die Ursache
davon liegt auf der Hand., HIrN, welcher nicht vom Standpunkt der kinetischen
Gastheorie seine Druckgleichung herleitet, nahm consequenter Weise continuirlich
wirkende Krifte an und musste daher den Molekeln auch Anziehungskrifte zu-
schreiben. Vom Standpunkt der kinetischen Theorie, wonach der Gasdruck eine
Folge sehr vieler Stosse ist, handelt es sich darum, eine Abweichung im Druck
in der Aenderung der lebendigen Kraft beziiglich der Stosszahl der Molekeln
zu suchen. Wenn demnach ein Gas aus dem verdiinnten Zustand, wo moleku-
lare Krifte noch nicht wahrnehmbar sind, in einen dichteren iibergefiihrt wird,

1) Gastheorie, pag. 297.
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und es wirken zwischen den Molekeln Anziehungskrifte, so muss dadurch die
lebendige Kraft der Molekeln erhoht werden, da in Felge der Anziehungskrifte
ihre Geschwindigkeit !vergrossert wird. Demmach wird die Zahl als auch die
Wirkung der Stosse auf die Gefasswand grésser, mithin wird auch der Druck
rascher wachsen, als nach dem BovLE'schen Gesetz folgen wiirde. Da nun
in Wirklichkeit das Gegentheil stattfindet, so haben wir es folgerichtig mit
Abstossungskriften zu thun. van pErR Waars kam also nur desshalb auf das
entgegengesetzte Resultat, weil er inconsequenter Weise zwei verschiedene Theorien
durcheinander mengte.

Wie schon zu wiederholten Malen erwihnt wurde, gilt auch die vAN DER
Waavrs'sche Gleichung nur bis zu ecinem gewissen Grad des Druckes. Je grosser
der Druck wird, desto bedeutender wird die Abweichung zwischen Rechnung
und Beobachtung. Man hat daher in vielfacher Weise diese Formel zu ver-
bessern gesucht, indem man fiir des Glied -3,:, andere Formen wihlte, wobei
a gleichzeitig als Function der Temperatur aufgefasst wurde, wihrend man fiir
2? weniger einfache Functionen setzte. Doch haben alle diese Formeln keine
geniigende theoretische Begriindung. So leiden z. B. alle an dem Fehler, dass
4, welches bei uns als das vierfache Molekularvolumen angesehen wird, in den
Gleichungen immer als Constante auftritt, was ja nur bei missig dichten Gasen
Berechtigung hat. Es sind daher die Zustandsgleichungen (s. Art. »Dimpfec)
mehr oder weniger als empirische Gleichungen anzusehen, so dass wir sie an
diesem Ort {ibergehen kdnnen.

Fiir ideale Gase (s. pag. 541) fanden wir, dass der Spannungs- und der Aus-
dehnungscoéfficient ein und dieselbe Grosse ist, welche von der Natur des Gases
unabhingig ist. Bei constantem Volumen erhalten wir

2e=po (1 + a¥),
pi—2

Dot

also

Nach Gleichung (20) hingegen ist
(;5:+%%) (v —0)=RT =R, (1 + i)

wenn wir
R, =273 R
setzen (pag. 540). Gleicherweise ist

Po"l'fﬁ (v—108)=R,.
(o + )

Subtrahiren wir beide Gleichungen von einander, so

0~ 20 @ — ) = Ryat = (po + 55) (0 — D) a

b=t (1. 2 \.c
bope = (1 g) =

wenn wir jetzt analog dem fritheren «; den Spannungscoéfficienten des Gases
nennen.

Diese von VAN DER WaaLsl) aus seiner Gleichung gezogene Folgerung sagt
vor allem, dass der Spannungscoéfficient bei constantem Volumen von der Tem-

daher

1) Die Continuitit etc., pag. 62.
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peratur unabhiingig ist. Natiirlich ist diese Behauptung nur insofern aufrecht
zu halten, als a fiir eine Constante gehalten werden kann. Wie schon friiher
erwihnt, ist das jedoch nur theilweise der Fall. Crausws!) z. B. nimmt direkt
an, dass bei Kohlensdure

@ =

NI~

ist, wobei ¢ constant ist. Doch geniigt auch diese Annahme nicht allenthalben
(s. Art. »BovLE-MARIOTTE'sches Gesetze). Aus der letzten Annahme geht hervor,
dass sich mit wachsender Temperatur alle Gase dem idealen Zustand nihern

miissen, indem dann
a

2o0?
gy = @&
wird, d. h. der Spannungscoéfficient seinen idealen Werth erreicht.

Innerbalb jener Temperaturintervalle, fiir welche man & constant setzen
kann, ist patiirlich auch as bei constantem Volumen eine constante Grisse.
Halten wir das Volumen nicht constant, so nimmt auch der Spannungscoéfficient
verschiedene Werthe an. Fiir jedes Gas ist jedoch

% >
und zwar um so mehr, je grdsser @, aber auch je grosser p,, d. h. je dichter
das Gas ist. Der Umstand, dass fiir Wasserstoff die Grosse a als verschwindend
klein angesehen werden kann, bietet uns ein Mittel, den idealen Spannungs-

coéfficienten a zu finden (s. a. a, O.).
Nicht so einfach wie der Spannungscoéfficient ldsst sich der Ausdehnungs-

coéfficient a, behandeln. Derselbe folgt aus der Gleichung

=0,

also

U — Uy
vyt -

Diese Gleichung wiirde nun sehr complicirt, sobald wir den Werth von z,
und »,, wie er sich aus der van DER Waars'schen Gleichung ergiebt, einfiihren
wollten, indem ja diese Gleichung fiir # vom dritten Grade ist. Fiir bestimmte
Grenzen der Temperatur und des Druckes lassen sich jedoch Vereinfachungen
einfilbren, so dass die Ausdriicke handlicher werden, und sich die Ueberein-
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung nachweisen ldsst. Fiir Wasserstoff
z. B. wird, da ¢ = 0 gesetzt werden kann,

mithin
Uy < Up.

Bei anderen Gasen findet das Gegentheil statt,

Wir haben bereits erwihnt, dass vax bper Waars, Crausius u. A. ihre
Gleichungen nicht allein, wie es eigentlich von theoretischer Seite gefordert
werden sollte, auf den Gaszustand bis zu einer gewissen Druckgrenze angewandt
haben, sondern dass sie weiter gegangen sind und gezeigt haben, dass auch das
Verhalten der Fliissigkeiten sich #dhnlichen Gleichungen unterordnet, so dass
man fiir den flissigen und gasférmigen Zustand eine gemeinsame Gleichung, die
sogen. Zustandsgleichung, aufstellen kann. Es ist zu bedauern, dass die Zustands-
gleichung fiir den fllissigen Zustand nur empirische und nicht auch theoretische

") Gasth., pag. 194.
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Bedeutung hat, indem wir dann unmittelbar von der kinetischen Theorie der
Gase zu jener der Fliissigkeiten iibergehen konnten. Man hat aber vorldufig
noch vielfach mit uniiberwindbaren Hindernissen zu kidmpfen, um eine in jeder
Hinsicht exacte Theorie fiir die Zustandsgleichung aufzustellen. Die beiden
Hauptursachen davon sind die Berechnung der mittleren Weglidnge und die Er-
forschung der Kriifte, welche die Molekeln auf einander ausitben. Erstere gelang
uns nur, wenn Wwir unter ein gewisses Volumen des Gases nicht herabgingen,
letztere umgingen wir in der Art, dass wir flir den Zuwachs an kinetischer
Energie, welchen eine Molekel erlangt, wenn sie aus einem verdichteten Gas in
ein sehr verdiinntes iibergeht, eine unendliche Reihe (19) von der Form

a

S R

a
- L

; . : ; a
bildeten, wo wir @y = 0 setzen und alle Glieder mit Ausnahme von ?1 und

z,-_: vernachlassigen konnten. Wird » immer kleiner, wie es beim Uebergang in

den fliissigen Zustand der Fall ist, so werden natiirlich die héheren Glieder der
Reihe immer mehr ins Gewicht fallen. Gleichzeitig ist zu bedenken, dass a,,
@y . .. Functionen der Temperatur sind, fiir deren theoretische Bestimmung wir
gar keinen Anhaltspunkt haben. Es ist also gar nicht abzusehen, wie wir uns
auf diese Weise zur kinetischen Theorie der Fliissigkeiten Bahn brechen kénnten.
Wir wollen daher fiir diesen Fall eine ganz andere Methode der Entwickelung
einschlagen.

Wir betrachten vorliufig den fliissigen Zustand ohne jede Riicksicht auf den
gasformigen. In den Fliissigkeiten sind die Molekeln nahe aneinander liegend
anzunehmen. Die fortschreitende Bewegung wird dadurch bedeutend gehemmt,
so dass eine Molekel nur geringe Ortsverdnderungen erfihrt, wihrend der Haupt-
antheil der Wirmebewegung in Schwingungen um die Gleichgewichtslage,
Drehungen um den Schwerpunkt und intramolekularen Bewegungen besteht, das
sind Bewegungen, welche die Atome einer Molekel gegeneinander ausfiihren.
Wegen der kleinen gegenseitigen Entfernung der Molekeln muss in entsprechen-
der Weise die mittlere Wegliange, fiir welche wir einen mathematischen Aus-
druck suchen wollen, sehr klein ausfallen.

Wir miissen bei der Untersuchung der Fliissigkeiten von vornherein auf eine
vollstindig genaue Theorie verzichten, uns vielmehr damit begniigen, den fliissigen
Zustand in seinen Hauptziigen zu charakterisiren, denn nur so ist es uns vor-
ldufig maglich, einen Erfolg zu erzielen. Haben wir ja doch schon bei der Ent-
wickelung der Theorie fiir die Abweichungen der Gase vom BOVLE-MARIOTTE-
CuarLES-Gav-Lussac'schen Gesetz erfahren miissen, dass wir {iber eine bestimmte
Grenze nicht mehr hinaus konnen, wollen wir nicht den theoretischen Werth
unserer Formeln aufgeben. Indem wir uns dies vor Augen halten, wollen wir
die mittlere Weglidnge / der Molekeln in einer Fliissigkeit berechnenl).

»Vorausgesetzt, die Molekeln seien Kugeln, welche im fliissigen Zustand
sehr nahe aneinanderliegen, so wird fiir die Berechnung der mittleren Weglinge
nichts gedndert, wenn wir annehmen, die in Betracht gezogene Molekel
sei bloss ein materieller Punkt, wihrend alle benachbarten Molekeln den
doppelten Radius haben. Dies ist natiirlich nur geometrisch denkbar, indem
sich ja die einzelnen Kugeloberflichen der Nachbarmolekeln dann durchschneiden

1) Siche G. Jicer, Wien. Ber, 102, pag. 257.
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und nur einen kleinen Raum {ibrig lassen, innerhalb dessen sich der Punkt be-
wegen kann. Dieser Raum kann aber durchschnittlich von der Kugelgestalt
niciit sehr erheblich abweichen, wie man aus der Zeichnung (Fig. 568) ersieht,
die einen Querschnitt des Molekelsystems veranschaulicht. In derselben ist der
schraffirte Theil der fiir die Be-
wegung des Punktes freie Raum.
Wir suchen desshalb die mittlere
Weglinge eines Punktes in einer
Kugel, welche diesem Raum ein-
geschrieben ist. Dieselbe ist gleich
der Summe simmtlicher Wege,
welche der Punkt von einem be-
stimmten Punkt der Kugelfliche zu
allen iibrigen Punkten derselben
zuriicklegen kann, dividirt durch
die Zahl dieser Wege«. Letatere
miissen nach allen Richtungen gegen
das Innere der Kugel gleichmissig
vertheilt sein. »Ist daher M(Fig.569)
der Punkt, fiir welchen wir den
mittleren Weg, den er in der Kugel vom Radius & zuriicklegen wird, berechnen
wollen, so haben wir simmtliche @, zu addiren und durch die Zahl derselben
zu dividiren. Denken wir uns nun, von A/ ausgehend, simmtliche moglichen
Richtungen gezeichnet, so miissen dieselben im Raum gleichmaissig vertheilt sein,
mithin die Oberfliche einer Kugel, welche
wir um A7 als Mittelpunkt schlagen, in gleich-
missig vertheilten Punkten treffen. Der Ra-
dius dieser Kugel sei R, MM’ sei ein Durch-
messer der anderen Kugel. Der Winkel ¢,
welchen eine beliebige Bewegungsrichtung
mit MM’ einschliesst, steht dann mit dem
Winkel ¢ in der Beziehung
29 +~p=rm.

Nennen wir die Zahl der Radien, welche
die Flicheneinheit der Kugelfliche vom Ra-
dius R treffen, V,, so ist die Gesammtzahl
der in Betracht kommenden Radien

2n R,
Die Zahl der Radien, welchen ein be-
stimmtes @, entspricht, ist sodann durch
2nRIN, sin d |,
die Summe aller Weglidngen ¢, mithin durch
2xRia, NV, sin ydy = 4nRyalV, cosy sinYdy
(Ph. 569.) gegeben, indem nimlich
a, siny = asing,

(Ph. 568.)

also

sin sin 2
a, =a s S L4
sin sin

= 2acos

ist. Integriren wir obigen Ausdruck von O bis 5 SO erhalten wir die Summe
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aller moglichen Wege, welche, durch 2nR2V, dividirt, den mittleren Weg ergiebt.
Wir erhalten mithin

n

z 3
4nR?a N, [cos § sinydy 2z
(1]

sin®
b= 2% RV, 2e [_2_]05 4

Beachten wir nun, dass alle Molekeln in Bewegung sind und fiihren wir
dementsprechend, wie wir es schon frither (pag. 529) gelernt haben, die mittlere
relative Geschwindigkeit der Molekeln gegen einander, deten Werth 4¢ ist, ein,
so ergiebt sich

3
[-—=Za,

wobei ¢ die fiir alle Molekeln als gleich angenommene absolute Geschwindigkeit
der progressiven Bewegung sein soll.
3Nun ist aber, wie man unmittelbar aus der Zeichnung ersieht,
a=d— 2r,
wenn 4 die Entfernung der Mittelpunkte zweier Molekeln und 7 der Radius der-
selben ist. Daher istc
3
1= - 2r)=%d(l—¥)=%d(l— ;‘?) (22)
wenn & das Volumen ist, welches die Molekeln thatsichlich mit Materie aus-
fillen, z jenes, welches ihnen tiberhaupt zur Verfiigung steht, da dann
@2 &
BT
Analog dem Vorgehen, welches wir fiir die Berechnung des Gasdruckes
befolgt haben, wollen wir jetzt einen Ausdruck fiir die Beziehung zwischen
Druck, Volumen und Temperatur der Fliissigkeiten suchen. Die Zahl der Zu-

. ’ .
sammenstosse, welche eine Molekel in der Secunde erfihrt, ist 7 Denken

wir uns wiederum die Molekel als Punkt, so haben wir erfahren, dass ihr zur
Bewegung ein Kugelraum vom Radius ¢ zur Verfiigung steht. Die Fliche dieser
Kugel ist demnach 4we?, und wenn # Molekeln im Volumen # vorhanden sind,
so st 4ma?n die Gesammtfliche, auf welche unser Punkt treffen kann. Die
Zahl der Stosse auf die Flicheneinheit verhilt sich daher zur Gesammtzahl der
Stésse wie Eins zur Gesammtfliche. Also ist die Zahl der Stésse einer Molekel

auf die Flicheneinheit in der Secunde
¢

dzmanl’
Wir wissen bereits (s. pag. 537), dass jeder Stoss im Mittel eine Bewegungs-
grosse me¢ an die gestossene Wand abgiebt, dass daher der Gesammtdruck der #

Molekeln auf die Flicheneinheit
_ nmeld
P - dnainl

sein wird, Nun ist aber

Z=%d,

daher
med

= 3xa’’
Es handelt sich uns jetzt darum, flir ¢ einen entsprechenden Ausdruck zu
finden. Wir wissen bereits, dass
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a=4d— 2z,
also

a a

“i =f+§.

Wenn jede Molekel als Radius anstatt » die Grosse %’ d. h. die halbe mitt-

lere Entfernung der Mittelpunkte zweier benachbarten Molekeln hitte, so wiirden
unsere Molekeln das Volumen z gerade ausfiillen, da sich dann ihre Oberflichen
bertihren wiirden. Es ist daher

4m a\? drnrd
- r+§ n= + 2wnria = v.

3 3
Die iibrigen Glieder wollen wir vernachlissigen, da wir -g gegen 7 als klein
annahmen. Setzen wir
dmanrd -
3 — ’
S0
Qunrla=v — b
und
_1/3%
T dnn?
also
.y o — 0\ 20— 5)8
= \2znr2) T " 9zné?
und daher
me? 362nmc?
?=3ra T2 — b3 (23)

Es unterscheidet sich also die Gleichung (23) fiir Fliissigkeiten wesentlich

von der entsprechenden Gleichung (17) fiir die Gase
2
po—h="5".

Natiirlich geniigt Gleichung (23) den Thatsachen nock nicht, da wir die
Krifte, welche die Molekeln aufeinander ausiiben, nicht in Betracht gezogen
haben. Dieselben spielen hier genau dieselbe Rolle wie bei den Gasen. Wird
nidmlich ein Gas allmihlich bis zur Fliissigkeit verdichtet, so ist die Wirkung
der Krifte zwischen den Molekeln keine andere, als dass die lebendige Kraft der
Molekeln eine Aenderung erfihrt, so dass wir, entsprechend der Gleichung (18),
schreiben kénnen

8,

p = 2—(5&_—};)3@:69—{- A), (24)
wobei 4 jene Arbeit ist, welche die Molekularkrifte leisten, wenn die Molekel
aus dem Innern der Fliissigkeit vollstindig entfernt wird.

Es ergiebt dies dieselbe Ueberlegung, welche wir schon frither beziiglich
der Gase machten. Ja wir kénnen die Zeichnung (Fig. 567), wie es STEFAN!) ge-
than hat, ohne weiteres auf Fliissizkeiten anwenden, wenn wir unter 4.5 be-
ziiglich 4'B" uns die jeweilige Oberfliche der Fliissigkeit vorstellen. Es folgt
dann, dass, um eine Molekel aus dem Innern der Fliissigkeit an die Oberfliche
zu schaffen, dieselbe Arbeit erfordert wird, welche man zum Transport der
Molekel von der Oberfliche der Fliissigkeit in das Innere des dariiber lagernden
Dampfes bendthigt, wobei jedoch die Fliissigkeit als unzusammendriickbar ange-
sehen werden muss, wihrend der Dampf keine Abweichung vom BoyLE-CHARLES-

1) Wiep. Ann. 22.
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schen Gesetz aufweisen soll. Beides trifft natiirlich nur angenihert zu. Nur im
Sinne der Anndherung sind daher auch alle unsere Folgerungen aufzufassen.
Die Arbeitsgrésse 4 ist natiirlich eine Function der Temperatur und des
Volumens der Fliissigkeit. Schreiben wir etwa
2 (v — b)°
36%n
wobei also # abermals eine entsprechende Function der Temperatur und des
Volumens ist, so wird die Gleichung (24)
302 nmc?
2(w — &)%°
Diese Gleichung hat eine gewisse Aehnlichkeit mit jener von VAN DER WAALS,
wenn wir

P - 2, (25)

@+ P)= (26)

a
= Pl
setzen. £ muss natiirlich die Dimensionen eines Druckes haben, weshalb auch

a . . . .
VAN DER WaALS = ) den inneren Druck nennt, indem er die LAPLACE'sche

Theorie der Capillaritit (s. Art. »Capillaritit<) adoptirt.

Wir haben eigentlich keine rechte Ursache, vom inneren Druck zu reden;
denn das, was nach unserer Theorie, entsprechend den Thatsachen, in die
Gleichung eingefiihrt wird, ist nicht die Grosse /, sondern A, d.i. eine Arbeits-
grosse. P fillt naturgemiss sehr gross aus. So erhidlt van per Waarsl) fiir
Aether 1310 Atm., fiir Alkohol 2330 beziiglich 2050, fiir Schwefelkohlenstoff
2975 Atm. Diese Zahlen kénnen von vornherein natiirlich nur als in der
Grossenordnung zutreffend betrachtet werden, da ja die Anwendung der vAN DER
Waars'schen Gleichung fiir den fliissigen Zustand, vom theoretischen Standpunkt
betrachtet, nicht mehr zulidssig ist.

Wir wollen einen anderen Weg verfolgen, die Grisse des sogen. inneren
Druckes zu berechnen. Nach STeFan?) kann man die Grundgleichung der
Hydrostatik (s. diesen Art.) in die Form

dp = pSds

bringen. »dp bedeutet die Zunahme des Druckes aut der Strecke &s, p die
Dichte der Fliissigkeit, S die auf die Masseneinheit derselben in der Richtung
von &s wirkende Kraft. Bezieht man die Gleichung auf eine endliche Strecke
zwischen zwei Punkten A7, und A/,, in welchen der Druck die Werthe p, und p,
hat, so verwandelt sich dieselbe unter der Voraussetzung, dass p constant ist, in
b3 — 1= o4,
und bedeutet 4' die Arbeit, welche die in der Fliissigkeit wirkenden Kriifte bei
der Ueberfithrung der Masseneinheit aus dem Punkt A7; in den Punkt M,
leisten. Liegt M, in der ebenen Oberfliche der Fliissigkeit, 4/, im Innern der-
selben, so ist, wenn von dusseren Kriften abgesehen wird, A' die Arbeit, welche
die Molekularkrifte leisten, wenn die Masseneinheit aus der Oberfliche in das
Innere der Fliissigkeit versetzt wird, oder auch die Arbeit, welche aufgewendet
werden muss, wenn die Masseneinheit aus dem Inneren der Flissigkeit in die
Oberfliche gebracht wird.« In dieser Bedeutung wollen wir 4' kiinftig ge-
brauchen.

1) Die Continuitit etc., pag. 105.
%) Wiep, Ann. 22, pag. 658.
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Ist @ die Arbeit, welche geleistet werden muss, um eine Molekel aus dem
Inneren in die Oberfliche zu bringen, so #ndert sich ¢ mit der Temperatur
proportional 4, wenn wir, was fiir geniigend niedrige Temperaturen erlaubt ist,
die Aenderung von p vernachldssigen. @ ist aber auch proportional der Capillari-
titsconstanten, d. 1. jener Arbeit, welche nothwendig ist, um die Oberfliche der
Fliissigkeit um die Flicheneinheit zu vergréssernl). Daher ist

a=a,(l — &)
und
A =4, (1 —e2),
wenn wir mit ¢ den Temperaturcoéfficienten der Capillarititsconstanten, mit a,
und 4," die entsprechenden Werthe fiir die Temperatur 0° bezeichnen.

Ist der dussere Druck p,, unter welchem die Fliissigkeit steht, wie es ge-
wohnlich der Fall ist, klein, so kénnen wir p, gegen p, vernachlissigen und
erhalten dann fiir den inneren Druck

P=pd,' (1 —ct)= LP,(1 — eb).

Auf Grund der berechtigten Vernachldssigung wird dann Gleichung (26)

362nmc? C(1 4+ a?)

Pl =) =3y = w—15)p *
wenn wir
o 36 nmeg
2

setzen. Daraus folgt
C 1+at
e P e
== T

Diese Gleichung giebt uns die Beziehung zwischen dem Volumen und der
Temperatur einer Fliissigkeit, sie lehrt uns gleichzeitig das Molekularvolumen
4 und den inneren Druck P kennen, da wir ja die Grosse nmeg aus dem
BovLe-Mar1oTTE-GAv-Lussac’schen Gesetz erhalten, wenn wir entsprechend der
Regel von AvoGapro #zm gleich dem Molekulargewicht der Fliissigkeit nehmen.

Thatsidchlich schliesst sich unsere Gleichung, was die Beziehung zwischen
Volumen und Temperatur der Fliissigkeiten betrifft, soweit es die gemachten
Vernachldssigungen erwarten lassen, den Beobachtungen an. Auch fiir die Grosse
des inneren Druckes erhalten wir Werthe, welche zwar kleiner als die vAN DER
Waars'schen sind, aber in der Gréssenordnung mit diesen iibereinstimmen.

Wichtiger als der sogen. innere Druck erscheint nach unserer Theorie,
welche ja eine kinetische ist, die progressive Geschwindigkeit der Fliissigkeits-
molekeln. Nennen wir dieselbe ¢, so ist sie nach Gleichung (24) durch

med = me? + 4
gegeben, woraus nach Gleichung (25)

2 (e — b)3
362nm
folgt. Es ist also ¢? gegen ¢? sehr klein. Ja wir kénnen ohne Weiteres, wie
wir frither den #4usseren Druck gegeniiber dem inneren vernachlissigt haben,
jetzt die Grosse ¢,2, d. h. das mittlere Quadrat der Geschwindigkeit der Fliissig-

keitsmolekeln gegeniiber jenem der Dampfmolekeln vernachlissigen.

Wir miissen demnach annehmen, dass die Energie der fortschreitenden Be-
wegung der Molekeln bei der Condensation eines Dampfes fast vollstindig in
Wirme umgewandelt wird, die demnach einen Hauptbestandtheil der Ver-
dampfungswiirme ausmachen wird. Mit zunehmender Temperatur wiichst ¢ 2 viel

2— (2
(t=c

P

1) Siehe G. Jicer, Wien. Ber. g9, pag. 867; 101, pag. 920.
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rascher als ¢2, welches proportional der absoluten Temperatur ist. Das raschere
Wachsthum von ¢ geht schon daraus hervor, dass bei der kritischen Tempe-
ratur (siehe Art. mechanische Wirmetheorie)
2=t

werden muss.

Nennen wir den Compressionscoéfficienten einer Fliissigkeit (siehe Art.
Hydrostatik) », so ist

2 =17 (1 — xp),

unter » und 2' wiederum die entsprechenden Fliissigkeitsvolumina und unter p
den Druck verstanden. Aus Gleichung (26) erhalten wir

(@ — b 362nmc? 362nmc? 362nmc? ( p)
s — P =3 —_— P —_=,
Hp L) 2}’(1 + j—’,) : £

also

/382 nmc? ?
v—s=) 55— (‘ —37»)

indem p gegen 2 ecine sehr kleine Grésse ist, so dass alle Glieder héherer
Ordnung vernachlissigt werden koénnen. Nach dieser Gleichung ist nun

i ]3/35912?#:"-
a4 Y

Wir kénnen daher schreiben

3b2nm52
- ) =+(1- 5t
=1 — 7)) =(1 - 577 2).
woraus
v —b
*= 3Py (37)
und
' —&
e 3x2'

folgt. Da aber v und #' nur wenig von einander verschieden sind, so ist es
erlaubt, p
?} -—
o 3xv

zu setzen. Auch nach dieser Formel erhalten wir fiir den inneren Druck Werthe,
welche sich der Grossenordnung nach mit jenen der fritheren Methoden voll-
stindig decken.

Wir wissen (siehe pag. 556), dass

P= Pyl — e

ist, weshalb wir nach Gleichung (27)

v— b
* = 30 P, —el)
setzen kénnen. Da # — & mit zunehmender Temperatur wichst, ferner e immer
positiv ist, so folgt daraus, wie es auch thatsichlich der Fall ist, dass x mit
wachsender Temperatur sehr rasch zunimmt.
Weiteres iiber die kinetische Theorie der Fliissigkeiten werden wir spiter
bei den entsprechenden einschligigen Kapiteln der Theorie der Gase kennen

lernen.
Anmerkung. Zur Literatur obigen Gegenstandes sei noch angefiihrt:
O. E. MEYER, de gasorum theoria, Vratisl. 1866.
J. C. MaxweLL, Phil. Mag. (4) 35, pag. 195. 1868.
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L. PraunDLER, Wien, Ber. (2) 63, pag. 150—169; PoGG. Ann. 144, pag. 428—438. 1871.

v. LANG, Wien. Ber. 64, pag. 485. 1871; PoGG. Ann. 145, pag. 290.

A, NauMaANN, LIEB. Ann. Suppl. 7, pag. 339— 348; Ber. d. chem. Ges. 3, pag. 862—867;
4, pag. 22—25, 270—273; 2, pag. 6g0—693. 1870; Phil. Mag. (4) 39, pag. 317—320. 1870.

J. THomson, Ber. d. chem. Ges. 3, pag. 828—830, 949—955; 4, pag. 183—186, 395—
596. 1870,

ZopFriTZ, L1EB. Ann. suppl. 7, pag. 348— 354; 154, pag. 135—137. 1870.

LoTHAr MEYER, Ber. d. chem. Ges. 4, pag. 25—32. 1870.

R. A. MeEgs, Ber. d. chem. Ges. 4, pag. 196—199, 842. 1870.

Fr. Mougr, Ber. d. chem. Ges. 4, pag. 78—84, 491—501, 1870.

BrAseErNA, Ber. d. chem. Ges. 4, pag. 413. 1870.

D. J. KorTEWEG, Arch. néerl. 12, pag. 254—261. 1877; WIED. Ann. 12, pag. 136—146.
1881; Nat. 45, pag. 277. 1892.

H. A. LoreNTz, WIED. Ann. 12, pag. 127—136, 660—661. 1881.

E. H. AmacAT, Compt. rend. 94, pag. 847—851. 1882.

G. Kress, WIED. Ann. 22, pag. 295—303. 1884.

L. BoLTzMANN, Wien. Ber. 94 (2), pag. 613—643, 891—918; Phil. Mag. (5) 23,
pag. 305—333. 1887.

Tart, Phil. Mag. (5) 23, pag. 433—434; Trans. Roy. Soc. Edinb. 36, pag. 257— 272. 1891.

C. J. Koor, Arch. de Genéve 27, pag. 474—476; 28, pag. 72—74. 1892,

F. RicHARZ, WIED. Ann. 48, pag. 467—492. 1893.

N. N. Prrocow, Zeitschr. f. Math. und Phys. 37, pag. 257—290. 1892.

L. NATANsON, Arch. des sciences phys. et. nat. (3) 28, pag. 112—122. 1892.

Siehe ferner das Kapitel: Eigenschaften der Molekeln.

Specifische Warme.

Indem wir unter der in einem Kéorper enthaltenen Wirmemenge nichts
anderes als die Summe der kinetischen Energien seiner kleinsten Theilchen
verstehen, kénnen wir uns nach der kinetischen Theorie ohne Weiteres iiber die
in einem Gase vorhandene Wirmemenge eine Vorstellung machen. Betrachten
wir die Masseneinheit des Gases, so wird in der Gleichung (13)

nm = 1,
daher -
c2
pv = 3
mithin die gesammte im Gas enthaltene kinetische Energie
c? 3
9 =977
Nun ist aber (pag. 540)
9 £)
g =g (1 +ad
9
wenn f—;— die kinetische Energie bei der Gefriertemperatur des Wassers ist. Mithin ist
i a
2

jene Energiemenge, um welche die gesammte kinetische Energie des Gases bei
einer Temperaturerhhung von 1° C. zunimmt. [assen wir dabei das Volumen
© constant, so entspricht diese Energiemenge der zugefiihrten Wirmemenge,
indem letztere lediglich zur Energieerh6hung des Gases verwendet wird. Das ist
aber nichts anderes als die specifische Wirme des Gases bei constantem Volumen.
Dieselbe ist demnach
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wenn wir das mechanische Wirme#quivalent mit 4 und den reciproken Werth
davon, d. i. das calorische Arbeitsiquivalent, mit / bezeichnen (siehe Art. Mecha-
nische Wirmetheorie). Dieses Resultat fand auf dhnlichem Weg schon Jourel).

Fithren wir unserem Gase Wirme zu und lassen dabei den Druck constant,
so erhalten wir fiir das Volumen

7 =2,(1 + a).

Die Zunahme des Volumens fiir 1° Temperaturerhhung ist demnach z,a.
Dabei hat das Gas den dusseren Druck p, unter welchem es steht, zu iiber-
winden, infolgedessen die Arbeit

27,2
zu leisten. Wenn wir demnach die Temperatur der Masseneinheit Gas unter
constantem Druck um 1° erhéhen, so haben wir nicht nur die Wirmemenge

.3
1=Jag,
sondern auch noch die Wirmemenge

JP7a

zuzufithren, Die gesammte zugefiihrte Wiarmemenge ist also

Cot cd c b ¢
F=]a—;— -}-fpﬂ{,m——'jat"g——kfa%ﬁg/a%,

indem ja
o
2vy = 5
ist. Daraus folgt fiir das Verhiltniss der beiden specifischen Wirmen
r s
T3

Da nun fiir zwei verschiedene Gase (s. pag. 540) bei derselben Temperatur

2 2
me? __mye,

2 2

ist, 5o heisst das: Im gasférmigen Zustand hat eine jede Molekel die-
selbe specifische Wiarme. In Folge der Regel von AvoGADRO kénnen wir
dies auch so ausdriicken: Die Wirmecapacititen der Gase sind verkehrt pro-
portional den Molekulargewichten, oder: Bezogen auf gleiche Volumina ist fiir
alle Gase die specifische Wirme gleich. Es ist das ein Analogon zum DuLONG-
Perir’schen Gesetz, welches fiir feste Kérper aussagt, dass fiir alle Atome die
specifische Wirme dieselbe sei. (S. Art. specifische Wirme). Um jedoch
etwaigen Missverstindnissen vorzubeugen, sei gleich hier erwihnt, dass das bisher
Gesagte nur bei jenen Gasen giiltig ist, deren Molekeln keine andere Bewegungs-
form als die fortschreitende besitzen. Solche Molekeln nennen wir dann ein-
atomige Molekeln, wie sie sich z. B. im Dampfe des Quecksilbers, des Cadmiums
Argons und Heliums vorfinden.

Darum hat auch Crausius?) einen Unterschied zwischen der Gesammtenergie /7
und der Energie der fortschreitenden Bewegung KA der Molekeln gemacht.
Molekeln nidmlich, welche aus mehr als einem Atom bestehen, besitzen neben der
Energie der fortschreitenden Bewegung noch jene, welche ihren Sitz in der
Rotation der Atome um den gemeinsamen Schwerpunkt und Schwingungen
gegen denselben hat. Wenn wir daher alles auf die Masseneinheit des Gases

beziehen, so miissen wir

1) Phil. Mag. (4) 14, pag. 215.
%) PoGG. Ann. 100, pag. 377.
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K= Ja’s
=J]a 9
hingegen
2
1 =‘%£"— + AhA=H
setzen, wobei % jener Betrag der specifischen Wirme ist, welcher von der

Energie der Atome in Folge der Schwingungen gegeneinander und der Rotation
der Molekeln herriihrt. Es ist dann weiter

5 2
F=1+jpﬂom=§'"f-52cl+k.
Aus diesen Gleichungen findet man leicht
K 3T
=3 (? — 1) : (28)

Beziehen wir die specifische Wirme anstatt auf die Gewichtseinheit auf
die Volumeneinheit und nennen wir sie, entsprechend dem fritheren, I';, bezligl.
1y, so folgt # 3T, — 1,
7= 5 .

Da nun alle Gase denselben Ausdehnungscoéfficienten haben, und sich die
beiden specifischer Wirmen nur um die in Wirmemaass ausgedriickte dussere
Arbeit unterscheiden, welche die Gase bei constantem Druck in Folge der
Temperaturerh6hung um 1° zu leisten haben, so ist I'y — v, fiir alle Gase ein

v K
und dieselbe Grésse. Mithin »ist das Verhidltniss Eder nach der Volum-

einheit gerechneten wahren specifischen Wirme der Gase um-
gekehrt proportionale, wenn wir unter der wahren specifischen Wirme jene
bei constantem Volumen verstehen.

Schreiben wir die Gleichung (28) in der Form

r_,, 2k
s =3 m
K ;
und iiberlegen wir, dass b zwischen Null und Eins liegen muss, so folgt
r 5
1< ? < 3

Diese Folgerung hat sich thatsdchlich in allen Fillen bestitigt. Den grossten

, 5 r
Werth, d. i, - erhdlt —,
3 1

Molekeln, da fiir dieselben

wie bereits nachgewiesen wurde, fiir einatomige

K=H
wird. Fiir zweiatomige Molekeln ergiebt die Beobachtung (s. Art. specifische

P
Wirme der Gase) fiir T Werthe, welche wenig von 1.4 abweichen. Fiir drei-

und mehratomige Molekeln lassen sich keine Gesetzmissigkeiten mehr erkennen.

Es ist natiirlich nicht schwer, die relative Energiemenge zu bestimmen,
welche einem Atom zukommt, indem man X vorn /A subtrahirt und durch die
Zahl der Atome einer Molekel dividirt. Man fand so z. B., dass die Energie
eines Atoms immer kleiner als die Energie der fortschreitenden Bewegung einer
Molekel ist.

Der Umstand, dass fiir Gase mit zweiatomigen Molekeln das Verhiltniss der
specifischen Wirme eine ziemlich constante Grosse ist, war verlockend, dieses
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Verhiiltniss theoretisch zu begriinden. Wir wollen darauf verzichten, die dahin-
gebenden Untersuchungen wiederzugeben, indem ja hier doch Theorie und
Beobachtung nur mangelhaft oder gar nicht tibereinstimmen, und die verschiedenen
Theorien in der Regel sehr gezwungen sind. Es geniige daher beziiglich des
Niheren auf folgende Arbeiten hinzuweisen:

L. BorLtzMasN, Wien. Ber. 63 (2), pag. 397. 1871.

OtTo PILLING, Ueber die Beziehungen der Wirmecapacitit der Gase zu den zwischen
Atomen witkenden Kriften. Jena 1876.

H. F. Eppy, Soc. Proc. Ohio Mech. Inst. 1883, pag. 26—43.

Viori, Atti R. dei Lincei (3) Trans. 7, pag. 112—119. 1883,

G. DE FrANcHIs, Atti R. Acc. dei Lincei (4) 1, pag. 203—210, 331—335, 371—374
1885.

CHARLES V. BurToN, Phil. Mag. (5) 24, pag. 166—167. 1887.

Dissociation.

Haben wir ein Gas mit mehratomigen Molekeln, so setzt sich die Energie
einer Molekel, wie wir bereits wissen, aus der Energie der fortschreitenden
Bewegung, jener der Rotation der Molekeln und der Atomenergie zusammen,
wenn wir unter letzterer jene Energie verstehen, welche aus der schwingenden
Bewegung der Atome von und gegen den Schwerpunkt der Molekel resultirt.
Jeder Theil der Energie wichst mit der Temperatur. Folglich miissen die Atome
in Folge der wachsenden Rotation eine immer grossere Fliehkraft, in Folge der
Bewegung gegen den gemeinsamen Schwerpunkt eine immer grossere Lockerung
in threm Zusammenhalt erlangen, da wir die Krifte, welche die Atome in der
Molekel zusammenhalten, nicht als unendlich gross ansehen konnen. Demnach
muss mit steigender Temperatur schliesslich der Fall eintreten, dass der
Zusammenhalt der Atome vollstindig aufgehoben wird, dass sich die Molekel
zerlegt. Wenn wir also die Temperatur eines Gases mit mehratomigen Molekeln
immer mehr steigern, so wird sich in Folge des Vertheilungsgesetzes der
Geschwindigkeiten ein immer grisserer Theil der Gasmolekeln zerlegen. Es wird
die Zahl der freien Molekeln eine immer gréssere werden, was zurFolge hat, dass
der Druck des Gases in rascherem Maass wachsen muss, als es das BOYyLE-MARIOTTE-
Gav Lussac’sche Gesetz erwarten lisst. KEs lidsst sich an vielen Gasen ferner
nachweisen, dass eine derartige Zerlegung der Molekeln nicht nur von der
Temperatur, sondern auch vom Druck, unter welchem sich das Gas befindet,
abhingig ist. Dieser Einfluss ist derart, dass sich eine Molekel um so leichter
zerlegt, je geringer der Druck ist. Es haben daher die Stdsse, welche eine
Molekel von den anderen erfihrt, eine zusammenhaltende Wirkung fiir die Atome,
die natiirlich um so grosser ist, je zahlreicher die Stosse erfolgen, d. h. je
dichter das Gas ist. Man pflegt diese Erscheinung der Zerlegung von Gas-
molekeln mit dem Namen »Dissociation der Gase« zu belegen (s. Art. Dimpfe).
Wie aus dem friilheren hervorgeht, muss die kinetische Theorie vollstindigen
Aufschluss tiber den Vorgang der Dissociation geben kénnen.

In der allgemeinsten und ausfiibrlichsten Form hat die Theorie der Disso-
ciation L. Bortzmannt) entwickelt. Derselbe geht von der Ansicht aus, dass
die zu einer Molekel gehdrigen Atome als nicht dissociirt anzusehen sind, sobald
der Raum, innerhalb dessen sie sich befinden, eine bestimmte Grésse nicht
iiberschreitet. Die Wahrscheinlichkeit, mit welcher dies stattfindet, ldsst sich
unter Zuziehung der Geschwindigkeit und der chemischen Anziehung der

!) WiEp. Ann. 32, pag. 30.
WINKELMANN, Physik, II. 2. 36
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Molekeln berechnen, woraus dann der Grad der Dissociation hergeleitet
werden kann.

L. Naransonl) geht folgendermaassen vor: »Die Bedingungen dafiir, dass
ein Molekiil entsteht, wenn zwei Atome zusammentreffen, wird, je nach den
iiber die gegenseitige Einwirkung der Atome angenommenen Voraussetzungen,
sehr verschieden sein, Als Hypothese (a) wollen wir jene Annahme bezeichnen,
woraus sich in Bezug auf den Verlauf eines Zusammenstosses zweier Atome
zwei entgegengesetzte Fillle ergeben: entweder ist der Zusammenstoss ein »asso-
ciirender« (die Bewegung wird in eine stationdre umgewandelt, ein Molekiil wird
gebildet) oder ein »normaler« (die Atome gehen sogleich und von selbst aus-
einander), wie solche von den Molekiilen gewdhnlicher Gase bestindig ausge-
fiihrt werden. Mit dieser Hypothese («) miissen wir natiirlich zugleich annehmen,
dass ein Molekiil, welches einmal entstanden ist, nicht von selbst zerfallen kann,
dass dies nur durch #ussere Einwirkung geschehen kann. Als Hypothese (8)
wollen wir dagegen jede Annahme bezeichnen, wonach der obige Unterschied
fehlt: zwei zusammentreffende Atome gehen immer iiber kurz oder lang von
selbst auseinander. Es kann nur der Zeitraum, wihrend dessen sie ein System
bilden, je nach den Umstinden der Bewegung verschieden gross ausfallen. Als-
dann ist zwischen einem Zusammenstoss und der Bildung eines Molekiils keine
scharfe Grenze vorhanden: wihrend der Zeitdauer des Zusammenstosses bilden
eben die Atome ein Molekiil. Dann ist jeder Zusammenstoss ein associirender,
jedes Molekiill muss eine gewisse Zeit existiren und dann von selbst zer-
fallen.« Wir sehen, dass die Hypothese (§) nur in anderen Worten die Ansicht
BoLTzMANN's wiedergiebt. Beide Hypothesen kleidet NaTansoN in mathema-
tische Formeln, gelangt jedoch fiir die Abhiingigkeit der Dissociation von der
Temperatur zu solch verwickelten Ausdriicken, dass es einen nicht abzusehen-
den Zeitaufwand kosten wiirde, die Formeln an einem Beispiel zu verificiren.
Er begniigt sich deshalb auch damit, fiir die extremen Fille einer sehr niedrigen
und einer sehr hohen Temperatur zu zeigen, dass in dem einen Fall keine, im
anderen vollstindige Dissociation eintritt.’

Wenn wir daher eine praktisch brauchbare Theorie haben wollen, so bleibt
uns wiederum nichts anderes fiibrig, als zu Gunsten der Einfachheit auf die
vollkommene Strenge zu verzichten. Zu dem Zweck wollen wir von folgender
Ueberlegung ausgehen?). Wir nehmen an, dass die Dissociation einer Molekel
an eine ganz bestimmte Temperatur gebunden ist. Sobald also die kinetische
Energie einer Molekel eine gewisse Grosse iibersteigt, wird sie in ihre Theil-
molekeln zerfallen. Nach dem Zerfall wird jedoch die kinetische Energie der
fortschreitenden Bewegung einer jeden Theilmolekel kleiner sein als jene der
undissociirten Molekel, oder was dasselbe ist, nach der Dissociation wird sich
im Allgemeinen die Theilmolekel auf einer niedrigeren Temperatur als der
Dissociationstemperatur befinden. Um daher das Gas auf constanter Temperatur
zu erhalten, ist es nothwendig, eine gewisse Wirmemenge zuzufithren, welche
man die Dissociationswirme nennt.

Sollen sich die dissociirten Molekeln wieder zu urspriinglichen vereinigen,
so muss ihnen die Dissociationswirme erst entzogen, d. h. ihre Temperatur
muss erst um eine ganz bestimmte Griisse herabgesetzt werden. So oft also in
einem theilweise dissociirten Gas eine undissociirte Molekel die Dissociations-

) WiEDp. Ann. 38, pag. 288.

?) Siehe G. JAGER, Wien. Ber. 10c, pag. 1183, 1891; 104 (2), pag. 671 --679. 1895.
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temperatur erreicht, wird sie sich in ihre Theilmolekeln zerlegen, und so oft
die Theilmolekeln bei der entsprechend niedrigeren Temperatur zusammen-
treffen, werden sie sich zu einer Molekel vereinigen. Treffen bei einer bestimmten
mittleren Temperatur des Gases beide Fille wihrend derselben Zeit gleich oft
ein, so haben wir einen stationdiren Zustand, und es ist damit der Grad der
Dissociation bei der bewussten Temperatur definirt.

Wir wollen die Zahl der nicht dissociirten Molekeln, welche in der Massen-
einheit des Gases enthalten sind, V; nennen. Die Zahl der dissociirten sei im
nicht dissociirten Zustand N,. Zerlegt sich also bei der Dissociation jede
Molekel in zwei neue (nur diesen Fall wollen wir untersuchen), so ist die Gesammt-
zahl der in der Masseneinheit des theilweise zerlegten Gases vorhandenen freien
Molekeln

Ny + 2.V,

Wir setzen nun weiter voraus, dass die Theilmolekeln untereinander gleich-
artig seien, wie es etwa bei der Untersalpetersiure, dem Joddampf und vielen
anderen Gasen der Fall ist.

Hat das MaxweLL'sche Vertheilungsgesetz der Geschwindigkeiten fiir ideale
Gase seine Giltigkeit, so muss es angenidhert auch fiir gewdhnliche Gase gelten.
Deshalb wollen wir es auch ohne weiteres als giiltiz in unsere Rechnung ein-
fiihren. Nach demselben ist von NV Molekeln die Zahl derjenigen, welche sich
mit einer zwischen ¢ und ¢ + ¢ liegenden Geschwindigkeit bewegen,

4N e
v=—7=—1¢%¢ 1idec.
V=1t
(siehe den Ausdruck (3), pag. 523). Wir setzen hier fiir das sich in der urspriing-
lichen Formel befindliche z den Buchstaben y, weil wir im Spiteren unter « den
Ausdehnungscoéfficienten der Gase verstehen wollen.

Ist die mittlere Geschwindigkeit einer Molekel ¢, die mittlere Weglinge /,

S0 ist ; die Zahl der Zusammenstisse einer, '%ff die simmtlicher Molekeln. Es

erlangen daher in der Secunde
4N giis
'I/—;JT:’ e2e Yt de
Molekeln eine Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ + de. Ist die Geschwindigkeit,
welche der Dissociationstemperatur entspricht, ¢, so werden alle Molekeln, fiir welche
&)
ist, sich zerlegen. Der zuletzt gefundene Ausdruck giebt daher auch die Zahl
der Molekeln von entsprechender Geschwindigkeit an, welche sich in der Zeit-
einheit zerlegen.

Wir hatten mehrmals schon Gelegenheit, darauf hinzuweisen, dass es fiir
alle Resultate, welche nur einen Mittelwerth der Geschwindigkeit enthalten, von
keinem erheblichen Einfluss ist, ob wir von vornherein allen Molekeln dieselbe
Geschwindigkeit zuschreiben, oder das MaxweLL'sche Vertheilungsgesetz annehmen
Diesmal wollen wir den entgegengesetzten Weg einschlagen und in unsere
Formel anstatt der mittleren Geschwindigkeit ¢ die wirkliche ¢ einsetzen. Fiihren
wir noch die neue Verdnderliche

&
ein, so erhalten wir fiir obigen Ausdruck
4—@ 3¢ " du.
]/1:1

36*
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Wir haben bereits (pag. 561) erwihnt, dass die Dissociation auch von der
Dichte des Gases abhingt; denn wenn wir auch annehmen miissen, dass bei
einem geniigend starken Stoss eine undissociirte Molekel zerfillt, so kann dieser
Zerfall durch nachfolgende Stosse verhindert werden, und zwar um so sicherer,
je rascher die Stésse aufeinander folgen, d. h. je kleiner die mittlere Wegldnge
/ ist. Wir wollen dies dadurch in Rechnung ziehen, dass wir die Zahl der sich
zerlegenden Molekeln der Weglinge / proportional setzen. Es wird dann
unsere Formel fiir die Zahl der in der Zeiteinheit dissociirten Molekeln

wobei @ der entsprechende Proportionalititstaktor ist.
Entspricht der Dissociationstemperatur die Geschwindigkeit x,, so ergiebt

sich fiir die Zahl simmtlicher Molekeln, welche sich in der Zeiteinheit zer-
legen

o0

4&N11f —id 2aNV, v —x
xde dx=—"7—(@x2+1)e '. (29)
=

™

Wir haben hier nach der obigen Annahme
N=MN,

gesetzt, welches die Zahl der nicht dissociirten Molekeln bedeutet. Die Formel
(29) ist natiirlich nicht strenge begriindet, doch wird das schliessliche Resultat
unsere Annahmen rechtfertigen.

Wir wissen, dass y die wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Gasmolekeln
ist. Wir kénnen es daher durch

T="TeV 1+ at

darstellen, wenn y, die wahrscheinlichste Geschwindigkeit bei der Temperatur
des schmelzenden Eises ist. Nach dem obigen ist dann

L4 o SE 2 Ty

T vV 1+at’

wobei jetzt unter #, die Dissociationstemperatur einer Molekel zu verstehen ist.
Es handelt sich jetzt darum, einen Ausdruck fiir die Zahl der in der Zeit-

einheit von neuem sich bildenden Molekeln zu finden. Nach den bereits ge-

machten Auseinandersetzungen ist eine solche Neubildung nur mdéglich, wenn

zwei zusammentreffende Theilmolekeln eine gewisse Geschwindigkeit — wir

wollen sie £ mennen — nicht iiberschreiten. Ist die Zahl der Zusammensttsse

einer Theilmolekel mit den iibrigen gleichartigen Molekeln C, so ist wiederum

nach dem MaxweLL'schen Gesetz die Zahl jener Stosse, durch welche die

Molekel eine Geschwindigkeit erlangt, welche zwischen 0 und § liegt, gleich
3

4
— Cfx’ e—22dx,
V=
0

die Wahrscheinlichkeit aber, dass die zweite Molekel £ nicht iibersteigt, ist
3

Xy =

4
—= | x2e—*dx.
/=
0

Das Produkt beider Wahrscheinlichkeiten giebt somit an, wie oft in der
Zeiteinheit eine Theilmolekel mit einer anderen zu einer urspriinglichen Molekel
sich zu vereinigen in die Lage kommt. Multipliciren wir dieses Produkt noch
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mit der halben Anzahl der iiberhaupt vorhandenen Theilmolekeln, so erhalten
wir die Zahl der in der Zeiteinheit sich neu bildenden Molekeln. Die Zahl der
vorhandenen Theilmolekeln bezeichneten wir oben mit 2.V,; demnach ist die
Zahl der in der Zeiteinheit sich neu bildenden Molekeln

€

2
% N,y C[ fx?r'z?dx] 7

(1]
C=V2Nra?s = 27/ 2x No?y
(s. pag. 532), da (pag. 524) ,

-2

=

N

ist. Wenden wir diese Formeln auf unsern Fall an, so haben wir zu beachten,

dass

PR
v

zu setzen ist, wenn » das Volumen der Masseneinheit des Gases bedeutet, dass
ferner der neue Werth von 7, welchen wir 7' nennen wollen, mit dem alten 7

in der Beziehung
T =12

steht, da ja die Masse der nicht dissociirten Molekel die doppelte einer disso-
ciirten ist, so dass
2my? = my'?

wird. Mit Bertficksichtigung alles dessen ergiebt sich fiir die Zahl der sich neu

bildenden Molekeln .
2
E?i"i‘_’g_?[ fxee_ﬂdx] _ (30)
Veo o L

Natiirlich ist auch die Begriindung dieser Grésse nicht strenge, da ja eine
Molekel, deren Geschwindigkeit kleiner als £ ist, sich noch mit einer Molekel
vereinigen kénnen wird, welche eine grissere Geschwindigkeit als § besitzt, wenn
nur die kinetische Energie beider den erlaubten Grenzwerth nicht {ibersteigt.
Wir haben uns also auch hier zur Vereinfachung der Rechnung wieder gestattet,
gleich von vornherein Mittelwerthe einzufiihren.

Fiir den Fall eines stationidren Zustands miissen nun die Ausdriicke (29) und
(30) einander gleich sein, also

£
. 9 2
aVy (x2 + 1)e—*1"= 64q? A;g_ [fxa g-xedx] . (31)
0

wenn wir gleich die leiciit ersichtlichen Kiirzungen durchfiihren. Diese Gleichung
hat die Form

2
v, =22 f0), (32)

wobei 7 (#) die entsprechende Function der Temperatur ist. Dieselbe Gleichung
ergeben die verschiedenen Theorien der Dissociation!), und es ldsst sich aus
derselben sehr einfach die Abhingigkeit der Dissociation vom Druck herleiten.
Nach dem MarioTTE-GAv-Lussac'schen Gesetz muss ndmlich

P = k(V; -+ 2V,)(1 + a?) (33)
1) Siehe neben den bereits angefiihrten Abhandlungen vaN pEr WaaLls, Verslagen en

Mededeelingen d. kon, Ak. d. Wet. (2) 15, pag. 199. 1880. — J. J. THOMSEN, Phil. Mag. (5) 18
pag. 233. 1884. — F. RicHARZ, WIED. Ann. 48, pag. 467. 1893.
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sein, wobei 4 eine entsprechende Constante ist. Aus dieser und Gleichung (32)

folgt
f(t) ng + 9 Nl

2F0+at) N T,
Nennen wir & die Dichte des theilweise, 8 jene des vollstindig dissociirten
Gases, so ist wiederum nach dem MARIOTTE-GAv-Lussac'schen Gesetz
8 N+ 2N,
d— 2V, + Ny)'
Aus dieser Gleichung folgt dann

@ — )
_ 2= —ay
wenn wir
AR+ an)
G

setzen. Diese Gleichung fiir die Abhingigkeit der Dissociation vom Druck
stimmt mit den Beobachtungen gut iiberein. Sie wurde zuerst auf thermo-
dynamischem Wege von Giess und anderen abgeleitet. (Siehe Art. Mechanische
Wiirmetheorie).

Es eriibrigt uns noch, die Function f(#) zu entwickeln und zu zeigen, dass
auch fiir die Abhingigkeit der Dissociation von der Temperatur Theorie und
Beobachtung gleiche Resultate ergeben. Zur Integration der Gleichung (31) be-

niitzen wir die Formel

N _ xe = [2x'3 (2x2)2 (2x2)8 _
f”“” ot B P T s R v v L
0

Da voraussichtlich unser £ eine kleine Grésse ist, so wollen wir uns bei
der Integration auf das erste Glied der Reihe beschrinken. Es ist demnach

E 3 EE £—2E2
[fx”e*z’dx] = 9 .

[]
Wenn § die der Grésse £ entsprechende Temperatur bedeutet, so ist wie oben

B "_02 MLl
T 1+ af
Schliesslich konnen wir noch mit Zuhilfenahme der Gleichung (33) das
Volumen # durch die entsprechende Function des Drucks p ersetzen. Ohne
Schwierigkeit ldsst sich jetzt Gleichung (31) in die Form bringen

2
(] -+ a«&) EOE 1+aiy —2(1+al)
'

Ni(V, +2N,)  64a2pE° ¢*{ 183 =a T+ al) o (34)
A T 9%a(l + af)(x 2+ 1) cd 14 at, y
(1+ﬁf)(.r—§ . 1+ th+ 1)

wobei wir unter &' alles Constante einschliesslich des Drucks p zusammenfassen,
da wir jetzt nur die Abhidngigkeit von der Temperatur kennen lernen wollen.
% und 7, sind ebenfalls constante Grossen. Wir wollen daher

2
%[l+at — 2(1 + af)] =B,
0

ferner
Ny
Ny,

setzen. Sodann wird unsere Gleichung
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P+ 2y=2a" : .
¢ 1+ af
a +az>4(ﬁ.—%+ 1)
0
(13

a" ist die neve entsprechende Constante. Wie sich schon aus einem ober-
flichlichen Vergleich dieser Gleichung mit den Beobachtungen ergiebt, ist

1 +°‘f1 . . . . L-oﬂ 1 +“t1
Tor e bedeutend grdsser als Eins, weshalb wir Eins gegen 32T+t ver-
nachlissigen kénnen, wodurch unsere Gleichung
_B
el+at .
» + 2 =a, (1 + az)3 (35)

wird. Die Bedeutung der beiden Constanten a, und B ist durch die vorher-
gehende Entwickelung gegeben, und wir kénnen deren Werth aus zwei Beob-
achtungen bestimmen.

. ;
Da N; und &, nur als Quotient }Vl vorkommt, so handelt es sich bloss
2

um deren relative Grosse, weshalb wir beliebige Einheiten wihlen kénnen. Wir
driicken unsere Angaben in Procenten aus. Dann ist

N, + N, = 100. (36)

Setzen wir in Gleichung (35) allgemein

_B
el+at
N arpy —®

&,

P e 1 +VY1+ 2
2
Aus dieser und der Gleichung (36) folgt
N, = 100
V14 s
Aus der bereits angefiihrten Gleichung
2o = k(NV; + 2V,)(1 + af) = £(100 + N,)(1 + at)

ergiebt sich fiir die Dichte @ des Gases auf den Druck einer Atmosphire (p=1)
und die Temperatur 0° (¢ = 0) bezogen,

1 1
= Z100 + NV,) 1
K0 ila) 100% (1 + ——-m:)
V1+z

Die grosstmiogliche Dichte des Gases sei 4,, das ist jene, bei welcher gar
keine dissociirten Molekeln vorhanden sind, mithin

S0

d

1
% = T00%’
woraus folgt
d= D ___
1
1+

Diese Grosse wird nun direkt durchs Experiment gefunden.
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Wenden wir obige Formel auf die Beobachtungen iiber die Dissociation der
Untersalpetersidure!) an, indem wir
dy = 3-18, a, = 1501°10—11, p= 2383
setzen, so ergiebt sich folgende Tabelle.

¢ d (beob.) d (ber.) ¢ d (beob.) d (ber.)
26-7° 2:65 2:70 80-6° 1-80 1'79
85°4° 2:53 2:55 900° 172 172
39-8° 2-46 2:46 100-1° 168 167
49°6° 2-27 227 111-3° 1-65 164
602° 208 2:07 121°5° 1'62 1:62
700° 192 192 135:0° 1-60 1-60
Die Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ist also
sehr gut.

Wir verstehen unter der Dissociationstemperatur einer Molekel die Temperatur
#,, welche in der Gleichung
Bye

1+Gil—2(1+dﬁ)=77
(1]

enthalten ist. Da unter allen Umstinden
I1+ad>0
ist, SO muss
'To2
14 aty >p el
1]
fir unser specielles Beispiel also
1+ afy >2383-4
(sieche pag. 524) sein. Daraus resultirt
£, > 4000°.

Fiir solche Gase, welche bei der Dissociation ihre chemischen Eigenschaften
nicht #ndern, ist die Dissociation in erster Linie nur aus dem abweichenden
Verhalten des Gases gegeniiber dem MarIOTTE-GAv-Lussac’schen Gesetz zu er-
kennen. Es liegt daher nahe zu untersuchen, ob nicht die Annahme der Disso-
ciation allein im Stande ist, alle Abweichungen vom MARIOTTE-GAY-Lussac’schen
Gesetz zu erkliren. In der That fiihrt schon Crausws?) das abweichende Ver-
halten der Kohlensdure auf Dissociation beziiglich Association der Molekeln
zurlick und folgert: »Demgemiss darf man die Grdsse, welche in der Zustands-
gleichung die gegenseitige Anziehung der Molekeln reprisentirt, nicht, wie es
vaN DER WaaLs gethan hat, als von der Temperatur unabhéngig betrachten,
sondern muss annehmen, dass sie mit sinkender Temperatur grésser wird.«

Mit Hilfe unserer Gleichung fiir die Abhidngigkeit der Dissociation vom
Druck und von der Temperatur ist es uns nun méglich, die verschiedenen
Formen abzuleiten, welche man der Zustandsgleichung gegeben hat®). Sieht
man von intramolekularen Kriiften ab, so gilt fiir den Druck eines Gases die
Gleichung (17). Nennen wir #, die Zahl der Molekeln bei vollstindiger Disso-
ciation, so ist

no = 2(V; + V). 37)
Fiir die Zahl der freien Molekeln haben wir jedoch nach dem friiheren
n= N, + 2N,. (38)

) A. Naumann, Thermochemie, pag. 177.
%) Wiep. Ann. 9, pag. 337.
¥) Siehe G. JAGER, Wien. Ber. 1or, pag. 1675. 189a.
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Eliminiren wir aus den Gleichungen (32), (37) und (38) &V, und &,, so
gelangen wir leicht zu einer Beziehung zwischen # und 7, in der Form

_ M 7 z]/H& R
=T e T v o

SO =«
setzen. Daraus folgt fiir die Gleichung (17)

me?  (ny, @ i:'l/ 2¢
?=3@,—_5)(?_§+§ 1*?"0)' (39)

g : 2¢ TR &
Entwickeln wir den Ausdruck Vl + =~ 7 in eine Reihe, so

2¢ cng 1c2ng
V1+?ﬁ0—1+?—§ e =

wenn wir

Demmnach wird Gleichung (39)

_ Mome? 1 eny _ R7 X a8 =
p_3(v-—é)(]—4 v +"')—w—b =G Trig )=
RT 1 cngRT 4

v—0b6 4 o9
indem wir alle Glieder, welche héhere Potenzen ven z im Nenner enthalten,
vernachldssigen konnen, vorausgesetzt natiirlich, dass v gegen & eine grosse
Zahl ist. Was wir da erhalten haben, ist aber nichts anderes als die vAN DER
WaavLs'sche Zustandsgleichung (20), wenn wir

cng RT
s =

setzen.
Aus Gleichung (34) ersehen wir, dass

(1 + aﬁ)"‘ B
— ) el+ut
A

1 4+ af
c=AT 1+ at
—5 =1
¢ 1+ atf

ist. Multipliciren wir Zihler und Nenner dieses Bruchs mit 1 + «#, und sehen
: o .
wir (1 + a?,) ;{% + 1 + a# ebenfalls als constant an, was wir insofern thun
0

konnen, als #; eine grosse Zahl ist, so ldsst sich schreiben
L3
e7T
gi= " ‘ﬁ ’
wobei 4" und e neue, entsprechende Constanten sind. Demnach erhalten wir
die Zustandsgleichung in der Form

Fiir die meisten Gase ist nun 7 eine kleine Grisse, sodass man

8

eT=1
setzen kann. Die Gleichung nimmt dann die Form an, welche ihr Crausius filr
das Verhalten der Kohlensiure gegeben hat. Nur setzt CLAusius anstatt 2 die
Grosse (v + ¢,)?, wobei ¢, constant ist. Das entspricht einer Correctur, welche
wir infolge der Vernachlissigungen, die wir in Gleichung (40) gemacht haben,
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einfiihren miissen. Fiir Aether und andere Fliissigkeiten fand Crausmus, dass
die einfache Temperaturfunction, welche er fiir die Kohlensiure annahm, nicht
mehr geniigt; er gab daher seiner Gleichung schliesslich die Form

? 1 AT-»— B

RT=9—5b" (@+¢)?
wobei 4, B und z Constanten sind, die aus den Beobachtungen bestimmt werden
miissen. Es zeigt sich nun, dass sich innerhalb des Beobachtungsintervalls die
beiden Functionen

A7—»— B und

vollstindig zur Deckung bringen lassen, so dass damit die Uebereinstimmung
unserer Theorie mit der Beobachtung vollstindig erwiesen ist.

Man kann also auf verschiedenen Wegen zur Zustandsgleichung gelangen,
so dass die Frage nach den Ursachen der Abweichungen vom MARIOTTE-
Gav Lussac'schen Gesetz eigentlich noch nicht zur Geniige beantwortet ist, da
wir keine Veranlassung haben, einer Theorie zu Gunsten die anderen in den
Hintergrund zu stellen, indem wir selbst ohne jede Annahme einer kinetischen
Theorie zur Zustandsgleichung gelangen kénnen, wenn wir die Analogie zwischen
Gasen und Lésungen ins Auge fassenl),

Reibung.

Die mechanische Bedeutung der inneren Reibung der Gase (s. Art Reibung)
wird uns am besten durch folgende Ueberlegung klar. Wir denken uns zwei
ebene, parallele, horizontale Platten, deren Abstand z sein soll. Die untere
Platte sei in Ruhe, die obere bewege sich mit einer Geschwindigkeit # in ihrer
eigenen Ebene vorwirts. Zwischen beiden Platten befinde sich eine Gasschicht.
Die innere Reibung des Gases hat nun zur Folge, dass sich der Bewegung der
oberen Platte ein Widerstand entgegensetzt von der Grosse

"]f_:_ )
vorausgesetzt, dass die Geschwindigkeit der oberen Platte sowohl der Grosse
als der Richtung nach constant ist. Dabei ist / der Flacheninhalt der Platte,
7 nennen wir den Reibungscoéfficienten des Gases. Derselbe ist eine Grosse,
welche lediglich von der Natur des Gases abhingt. Dieselbe Kraft nun, welche
fiir die obere Platte als Widerstand auftritt, wirkt auch auf die untere Platte,
nur in entgegengesetzter Richtung. Es wird also der unteren Platte ebenso viel
Bewegungsgrdsse in der Zeiteinheit mitgetheilt, als der oberen entzogen wird.
Es muss daher durch die Flicheneinheit einer jeden Ebene, welche sich parailel
zwischen den beiden Platten befindet, in der Zeiteinheit die Bewegungsgrosse

u u : G
n, getragen werden. -, ist nun nichts anderes als das Geschwindigkeitsgefille,

. du . . .
und wir konnen dafiir auch 7z Seteen. Da ferner die innere Reibung als ein

Widerstand aufzufassen ist, den jene Schicht, welche die grossere Geschwindig-

keit hat, von der mit kleinerer Geschwindigkeit erfihrt, so haben wir die innere
Reibung R als eine negative Kraft in der Form
du
R =—n T

zu schreiben, wobei sich & auf die Flicheneinheit der reibenden Schicht bezieht.

1) Siehe G. Jicer, Wien. Ber. 101, pag. 553. 1892,
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Es handelt sich uns also lediglich darum, auf kinetische Art zu erkldren,
wieso bei verschiedener Geschwindigkeit der Gasschichten durch die Flichen-

S oy . . . B N du
einheit einer jeden Gasschicht in der Zeiteinheit die Bewegungsgrosse 17,

iibergefiihrt werden kann. Und zwar geschieht diese Ueberfithrung von Seite
der schnelleren auf die langsamer bewegte Schicht.

Die kinetische Theorie erklirt dies, wie zuerst MaxweLL!) gezeigt hat, sehr
einfach. Von jeder Schicht des Gases gehen in der Zeiteinheit eine bestimmte
Zahl Molekeln aus, Nehmen dieselben ihren Weg in langsamer bewegte
Schichten, so miissen sie beim Zusammenstoss einen Theil ihrer Bewegungsgrosse
abgeben. Treffen sie hingegen in schneller bewegte Schlchten, so wird ihre
Bewegungsgrosse um einen gewissen Betrag vergrossert, welcher den iibrigen
Molekeln dieser Schicht entzogen wird. Auf diese Weise wird also bestindig durch
das Hin- und Herfliegen der Molekeln, iibereinstimmend mit der Beobachtung,
Bewegungsgriésse von den schneller bewegten Schichten auf die langsameren
ibertragen. Das ist die Grundlage simmtlicher Theorien der inneren Reibung,
wie sie in der bereits erwihnten und in weiteren Abhandlungen von MAXWELL ?),
O. E. Mever®), V. v. Lanc4), Steran®), Crausivs®) u. a., in besonders aus-
fithrlicher Weise von Borrtzmaxn’) gegeben worden sind.

Wir wollen uns im folgenden im Wesentlichen der ersten Darstellung
MaxweLL's anschliessen. Wir construiren uns ein rechtwinkliges Coordinaten-
system. Das Gas bewege sich parallel zur X-Axe und zwar so, dass fiir alle
Punkte einer Schicht parallel zur (xy)-Ebene gleiche Geschwindigkeit vor-
handen ist. Die Geschwindigkeit # des Gases sei eine lineare Function der

Ordinate z, also

du
u=uu+ggz,

wobei #, die Geschwindigkeit in der (xy)-Ebene bedeutet. Fiir eine Ebene
in der Héhe z = @ wollen wir nun bestimmen, wie viel Bewegungsgrisse von
den Molekeln durch die Flicheneinheit in der Zeiteinheit von oben nach unten
getragen wird. Diese Grésse muss dann gleich sein

du

MZz°
Aus einer Schicht in der Hohe 5, wobei 5 << ¢ sein soll, und von der
Dicke ¢z denken wir uns ein Prisma herausgeschnitten, dessen Grundfliche
parallel zur (xy)-Ebene gleich Eins ist, und dessen Seiten parallel zur z-Axe
sind, so ist sein Volumen 4z und es enthdlt V#z Gasmolekeln, wenn V die
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit ist. Ist ¢ die mittlere Geschwindigkeit,
/ die mittlere Weglinge der Molekeln, so ist die Zahl der Zusammenstosse,

welche eine Molekel in der Secunde erleidet, il Die Ndz Molekeln unserer

) Phil. Mag. (4) 19, pag. 31I. 1860.

?) Phil. Mag. (4) 35, pag. 209. 1868.

%) PocG. Ann. 125. pag. 586. 1865.

4) Wien. Ber. 64, pag. 485. 1871; PocG. Ann. 1435, pag. 290. 1871.

5) Wien. Ber. 65, pag. 360. 1872.

6) Gasth. pag. 84.

") Wien, Ber. 66, pag. 325. 1872; 81, pag. 117. 1880; 84, pag. 40—135, [230—1263.
1882; 94, pag. 891—918. 1887.



572 Die kinetische Theorie der Gase.

Z =
Zusammenstisse. Mit anderen

Schicht erleiden daher in der Secunde

Worten, von unserer Schicht fliegen
cNdz

l

Molekeln in der Secunde aus.

Von frither her wissen wir (pag. 533), dass die Wahrscheinlichkeit, mit welcher
eine Molekel einen Weg von einer Linge zwischen » und » + & zuriicklegt,
ausgedriickt wird durch

ae “"dr,
wobei @ und « constant- sind. Die Grisse @ finden wir, wenn wir {iberlegen,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir irgend einen Weg zwischen 0 und ec gleich Eins
sein muss, da ja irgend einen Weg die Molekel mit Gewissheit zuriicklegt. Es
ist demnach

oo
e a
aft u’d?’=——_—]'
a
o
also
a == d.
ferner wissen wir, dass
1
o= —
F4

der reciproke Werth der mittleren Weglidnge ist. Mithin ist die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Molekel einen Weg zwischen » und » + d» zuriicklegt, gleich

1

—1— e—% dr.
Nd.
Von - 7 . Molekeln werden daher
Nd Ll
£ 7 -2 e idr

den Weg 7 zuriicklegen.
Nennen wir den Winkel, welchen die Bewegungsrichtung einer Molekel mit
der z-Axe einschliesst, g, so werden alle von uns jetzt behandelten Molekeln,

fiir welche
a— z

>

cos @ >

ist, die Ebene in der Héhe @, ohne vorher anzustossen, durchsetzen., Darnach
finden wir die Zahl der Molekeln, welche von der Flicheneinheit der unteren
Schiciit ausgehend die obere Ebene durchfliegen, wenn wir die Gesammtzahl der
Molekeln von der Weglinge » mit

1 1 . a—z 1
"2-(1—605'?)—-2*—(1 ——r‘) =‘2—;(?’—(l+2)
multipliciren (siehe pag. 529). Diese Zahl ist demnach

”
cNe 7Tdr
2r72
Diese Molekeln haben nun neben der Wiarmebewegung noch eine Geschwindig-
keitscomponente parallel zur x-Axe von der Grosse

(r —a+ 2)da

du
# = uy-+ EZ.

Wihrend die Summe der Projectionen simmtlicher Geschwindigkeiten der
Wirmebewegung auf die a-Axe gleich Null ist, addiren sich simmtliche %, so
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dass durch die Ebene in der Héhe @ von unserer Schicht aus eine Bewegungs-
grosse parallel zur x-Axe getragen wird von der Grosse

,
cNme 1dr
273
wenn wir mit 7 die Masse einer Molekel bezeichnen, so dass fiir jede Molekel
infolge der Bewegung der Schicht die Bewegungsgrisse

du
m\ug + —

resultirt.  Von simmtlichen Schichten bis zur Tiefe » unterhalb unserer Ebene
werden Molekeln von der Weglinge » ausgesandt, die die Ebene durchsetzen.
Die Gesammtzahl aller dieser Molekeln erhalten wir demnach, wenn wir nach 2
zwischen den Grenzen @ — » und a integriren. Dies ergiebt

cNme~Tdr [ du du
Tf[(r —a)u’ + (uo—i- (r—a) E)z + E;zg]dz

a=—r

cNmre_edr du r du
i e
Da nun » alle Werthe von (0 bis oo annehmen kann, so werden wir die
gesammte Bewegungsgrosse, welche in der Zeiteinheit durch unsere Ebene von
unten nach oben getragen wird, erhalten, wenn wir obigen Ausdruck nach » von
0 bis oo integriren. Daraus folgt

¢ Nm ‘ du  r du ~* 2 < Nm du 2/ du
B J\ T e s L) T Mt i3 &)
0

Denken wir uns nun unser Gas, wie wir es ja nach dem Bisherigen schon
thun miissen, nach allen Richtungen des Raumes unendlich ausgedehnt, so muss
sich alles, was von einer Schicht auf eine andere tibergeht, regelmissig vertheilen.
Was also von der Flacheneinheit der einen Schicht ausgeht, wird auch von der
Fldcheneinheit der anderen empfangen. Mithin ist der von uns zuletzt erhaltene
Ausdruck jene Bewegungsgrosse, welche durch dic Flicheneinheit der Ebene in
der Hohe @ von unten nach oben iibergefithrt wird.

In ganz analoger Weise kénnen wir nun auch jenen Betrag an Bewegungs-
grosse berechnen, welcher durch die Flicheneinheit von oben nach unten geht.
Wir finden dafiir

d
(r—a+z)(no+ ﬁz)dz,

4 zt3 )
Subtrahiren wir von diesem Ausdruck das Maass der Bewegungsgrosse,
welche nach oben getragen wird, so haben wir die gesammte, nach unten durch

5Nm( du 27 du)
Uy + @

a
die Flicheneinheit iibergefilhrte Bewegungsgrosse, welche gleich 5 Ez sein

muss. Also
cNml du du

3 dz  dsz’
mithin
1 1
=3 cNm! = pcl, (41)

wobei p die Dichte des Gases bedeutet.
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Wir haben diese Formel unter der vereinfachenden Voraussetzung abgeleitet,
dass alle Molekeln dieselbe Geschwindigkeit ¢ haben. Thut man das nicht,
sondern fiihrt das MaxwerL'sche Vertheilungsgesetz der Geschwindigkeiten ein,
so complicirt sich die Rechnung sehr bedeutend, auch gelangt man zu Integralen,
die nur niherungsweise ausgewerthet werden kénnen. Das Resultat weicht jedoch
von dem unsrigen sehr unerheblich ab, indem an Stelle des Faktors 1 der mit

Tl? fast zusammenfallende Werth 0318 zu stehen kommt. Es hat sich iiberhaupt

bisher immer gezeigt, dass der Unterschied im Resultat kein nennenswerther ist,
wenn wir anstatt des MaxweLL'schen Vertheilungsgesetzes die Annahme von
Crauvsius, alle Molekeln hitten dieselbe Geschwindigkeit, einfiihren. Es riihrt
dies eben daher, weil die Vertheilung der Geschwindigkeiten eine derartige ist,
dass die weitaus grisste Zahl von Geschwindigkeiten in der Nidhe der mittleren
Geschwindigkeit liegt, wihrend sehr grosse und sehr kleine Geschwindigkeiten
sehr selten vorkommen. Nicht so ist es bei der mittleren Weglinge; denn es

NV =X ; -
legen von N Molekeln 7€ 7 dr einen Weg zuriick, welcher zwischen » und

7 + dr liegt. Es liegt also keineswegs die hdufigste Zahl der Wege in der Nihe
der mittleren Weglinge, sondern ein Weg wird um so wahrscheinlicher, je kleiner
er ist. Bilden wir daher das mittlere Quadrat der Weglinge, so muss dasselbe
viel grosser ausfallen, als das Quadrat der mittleren Weglinge. Ersteres ist

namlich -
2 Fd
f% e Tdr=210,
o

Es ist also das mittlere Quadrat der Weglinge doppelt so gross, als das
Quadrat der mittleren Weglinge. Die mittlere dritte Potenz der Weglidnge ist
sechsmal so gross als die dritte Potenz der mittleren Weglinge. Wir kénnen
daher iiberall dort, wo die Weglinge nicht in erster Potenz vorkommt, nicht
ohne weiteres als Mittelwerth die entsprechende Function der mittleren Weg-
linge einsetzen, indem dadurch das Resultat einen ganz erheblich anderen
numerischen Werth annehmen kann. Thatsichlich bekdmen wir auch nach
obiger Methode nur den halben Werth fiir die Grosse des Reibungscoéfficienten,
wenn wir von vorn herein anstatt » gleich den Mittelwerth / eingefiihrt hitten.

Wir wollen noch eine Entwickelungsmethode des Reibungscoéfficienten er-
wihnen, welche von STeran1) herriihrt. »Sind # Molekeln in der Volumeinheit,
welche parallel zur Axe der x die Geschwindigkeit ', parallel zur Axe der z
die Geschwindigkeit { haben, so ist die zur x-Axe parallele Bewegungsgrosse,
welche in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit getragen wird,

R = Zumt't.

Das ist aber auch gleichzeitig die Grosse der inneren Reibung. Die Molekeln,
welche mit der Geschwindigkeit + ¢ durch die (xy)-Ebene von unten nach oben
gehen, kommen aus verschiedenen Schichten. Fiir eine, welche aus der in der
Tiefe — z liegenden Schicht kommt, kann

Fom § s
dz
gesetzt werden, worin £ die zur Axe der x parallele Componente der Geschwindig-
keit bedeutet, welche der Molekel infolge der Wirmebewegung allein zukommt, ¢

) Wien. Ber. 65 (2), pag. 361. 1872.
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a . A : .
wihrend z — Egz die Geschwindigkeit der Schicht parallel zur x-Axe in der

Tiefe — z unter der (xy)-Ebene, also # die Geschwindigkeit in der (xy)-Ebene
ist. Danach erhalten wir

du
s R e ) 1
R-Eﬂm((—i—a dzz)"

»und da wegen der gleich grossen Anzahl der positiven und negativen § und {

die Summen
Enmtl und Znmul
verschwinden, so bleibt«

R o= g 2 nmlz,
wenn wir — als constant ansehen. Nun verhiit sich immer die Geschwindigkeits-
componente { zur Tiefe z, wie die mittlere Geschwindigkeit ¢ zu jenem Weg 7,
welchen die Molekel nach ihrem letzten Zusammenstoss bis zum Passiren der
(xy)-Ebene zuriicklegt. Das heisst,

mithin

14
K= ———HE nmi2r .
c dz

Der Mittelwerth von » ist aber eine constante Grosse fiir alle £, und zwar
ist er gleich der mittleren Weglinge / der Molekeln. Da nidmlich die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine Molekel, ohne auf eine andere zu stossen, den Weg »

4

zurlicklegt, gleich ¢ 7 ist, so ist die Zahl aller dieser Wege dem Ausdruck

¢ 7 dr proportional. In gleicher Weise proportional ist die Summe aller dieser

»
Wege dem Ausdruck »e¢ 7 dr. Integriren wir beide Ausdriicke von 0 bis oo und
dividiren letzteren durch ersteren, so erhalten wir den Mittelwerth von », das
ist aber die mittlere Wegldnge /, daher wird

! du

8 L 2
R = = 2 nmi?,
Nun ist aber
Znmld = p,
wobei wir unter p den Druck des Gases verstehen (s. pag. 53g). Da ferner auch
du
R=—~q 73
so folgt schliesslich
- L
==,

Diese Formel ist mit der urspriinglich abgeleiteten

n= ;—de
identisch, da ja
Nmc?
= 3

ist.

Bevor wir uns weiter auf die Discussion unserer Gleichung fiir den Reibungs-
coéfficienten einlassen, wollen wir erst untersuchen, was denn mit der Arbeit
geschieht, welche wir zur Ueberwindung der inneren Reibung aufwenden miissen,
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Zu dem Zweck wollen wir uns die Anordnung ziemlich vereinfachen. Unser
Gas befinde sich wiederum zwischen zwei parallelen, horizontalen Platten. Die
obere bewege sich in ihrer eigenen Ebene mit der Geschwindigkeit #, nach der
x-Axe, die untere sei in Ruhe. Der Abstand der Platten sei z;, so ist der
Reibungswiderstand, welchen die Flicheneinheit der oberen Platte erfihrt, gleich

" z_l' Die Arbeit, welche daher von der Flicheneinheit in der Zeiteinheit ge-

1
: ; . u? e
leistet wird, muss gleich 7 z_l sein. Nehmen wir die untere Platte als (xy)-
1

Ebene an, so ist die Geschwindigkeit des Gases nach der a-Axe in der Hohe z
U= Z-ll z.

Wir fragen nun nach der kinetischen Energie, welche in der Zeiteinheit
durch die Flicheneinheit einer zur (xy) parallelen Ebene in der Héhe z, von
unten nach oben getragen wird. Das heisst, wir miissen die kinetische Energie
aller jener Molekeln, welche von oben nach unten die Flicheneinheit unserer
Ebene in der Zeiteinheit passiren, von der entsprechenden kinetischen Energie
der umgekehrt fliegenden Molekeln subtrahiren. Dies geschieht, wenn wir die
kinetische Energie der Molekeln, welche von unten nach oben fliegen, positiv,
die der entgegengesetzt fliegenden negativ rechnen und iiber simmtliche die
algebraische Summe bilden. Wir gehen dabei ganz analog vor wie STEFAN bei
der Ableitung des Reibungscoéfficienten.

Haben wir in der Volumeinheit # Molekeln, welche mit einer Componente
{ parallel zur z-Axe von unten nach oben fliegen, so passiren z{ solche Molekeln
in der Zeiteinheit die Flicheneinheit ‘unserer Ebene. Die kinetische Energie,
welche eine Molekel besitzt, ist

5 €2+ 2+ 1),

wenn £, n und { die Geschwindigkeitscomponenten nach den drei Axen des
Coordinatensystems sind. Es wird daher von simmtlichen Molekeln diz kinetische
Energie

nmi

K=320 4 14 1)

nach oben getragen. Ist
f=Ef+u

wobei £ jene Componente, welche von der Wiarmebewegung herriihrt, = die
Geschwindigkeit der Strémung jener Schichte sein soll, aus welcher die Molekel
kommt, so

K= ?—; Snl(E2 + n? 4+ 12) + mInliu + %{Erztn"

m

2

n

2

Enlc? 4+ mEnllu + Intul,

wenn wir
B 2 = o2

setzen. Die beiden ersten Glieder unserer Summe sind gleich Null, da fiir eine
bestimmte Geschwindigkeit ¢, positive und negative Werthe von { gleich wahr-
scheinlich sind, dasselbe gilt von { fiir einen bestimmten Werth von #. Es

bleibt also
m miu 2
K= Y E nlu? = 251‘2 E nlz2,
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Nun ist
Z = zy— rcosa,
wenn 7 jener Weg ist, welchen die Molekel seit ihrem letzten Zusammenstoss
zuriicklegen muss, bis sie unsere Ebene z, passirt, wihrend a« der Winkel ist,
welchen » mit der z-Axe einschliesst, Es ist aber

(4
cose = —,
c
daher
z =1z ir
3 ¢
und

miu?z 2 muls ni? a2 nls
Foom P55 _ 1" %y 1 2
2z e 72 : 0 2z2 a2
Das erste und dritte Glied dieser Summe ist aus denselben Griinden wie
oben wiederum gleich Null, daher
udz nml?
o R g
PR g
Geben wir allen Molekeln dieselbe Geschwindigkeit, setzen wir also ¢ con-
stant, so wird

K= _ “l5ap!
£8¢ '
indem ja, wie wir bereits von frilher wissen
) ENmPr = pl
ist. Beachten wir noch, dass
Nwmc?
p= 3 !
und setzen wir anstatt z, eine beliebige Hohe z, so ergiebt sich
Nmel u?
B N A,
3 3

Da alle Buchstaben unserer Gleichung positive Grossen reprdsentiren, so
heisst das, dass die kinetische Energie negativ zu nehmen ist, dass sie also von
oben nach unter durch die Flichencinheit unserer Ebene in der Hohe z in einer
Secunde getragen wird. Da ferner mit Ausnahme von z alles constant ist, so
ist diese kinetische Energie der Hihe z proportional. Es passirt daher mehr
kinetische Energie durch die hoher liegenden Schichten als durch die tieferen,
was eine Ansammlung von kinetischer Energie bedeutet, und zwar muss nach
dem Gesetz von der Erhaltung der Arbeit jene Energie, welche sich im gesammten
Gase ansammelt, gleich jener Arbeit sein, welche von unserer oberen Platte
geleistet wird. Da die Flicheneinheit dieser Platte in einer Secunde die Arbeit

u?
T
welches dem Prisma von der Grundfliche 1 und der Hohe z, zukommt. Es
muss daher

leistet, so empfingt diese Energiemenge ein Volumen unseres Gases,

wd Nmel u?

3,° 3 3

sein, oder es ist
Nmel

n=—3-

Also auch auf diesem Wege gelangen wir zur Formel fiir den Reibungs-
coéfficienten. Gleichzeitig erfahren wir aber auch, dass die Volumeinheit des
Gases in der Zeiteinheit die Energiemenge

WinkewmanN, Physik. 11 2. 37
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Nmel (du)\?
3 dz
empfingt, was eine entsprechende Temperaturerhéhung des Gases zur Folge hat.
Setzen wir in Gleichung (41) fiir die mittlere Weglinge ihren Werth

; 3
= §na?
(pag. 529) ein, so erhalten wir
me
1= 4xe?

Diese Formel ist frei von der Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, ent-
hilt fiir eine bestimmte Temperatur auch nur constante Gréssen, woraus das
zuerst von MAXwEeLL ausgesprochene Gesetz folgt, dass die innere Reibung
eines Gases von dessen Dichte oder, was dasselbe ist, vom Druck un-
abhidngig ist.

Dieses iiberraschende Resultat regte natiirlich sofort dazu an, den Reibungs-
coéfficienten der Gase unter verschiedenen Drucken zu bestimmen, und es haben
die Versuche O. E. MEvER's, MaXWELL's und anderer (siche Art. Reibung) das
gefundene Gesetz innerhalb grosser Druckintervalle auch bestitigt.

Das unser Gesetz nicht fiir alle Drucke gilt, geht ja schon daraus hervor,
dass unsere Ableitung nur fiir Drucke gemacht wurde, bei welchen unser Gas
dem MarioTTE'schen Gesetz folgt, indem nur fiir diese Werthe die Gleichung

fir die mittlere Weglidnge 4

4 Nro?
richtig ist. Wichst der Druck derart, dass fiir die mittlere Weglidnge das Volumen
der Molekeln in Betracht kommt, so muss natiirlich unsere Formel dahingehend
abgeidndert werden. Gleichzeitig ist in Betracht zu =ziehen, dass fiir alle un-
vollkommenen Gase die Geschwindigkeit ¢ mit wachsendem Druck kleiner werden
muss (siehe pag. 546), was eine entsprechende Aenderung der inneren Reibung
zur Folge hat.

Da die Aenderung der mittleren Geschwindigkeit ¢ mit dem Druck lediglich

=

von dem Glied g; der van DER WaaLs'schen Gleichung abhingig ist und da

sich, wie wir wissen, & mit der Temperatur wenig dndert — konnte es ja vAN
DER Waacs fiir Kohlensdure innerhalb eines weiten Temperaturintervalls sogar
als constant ansehen — so wird die Abweichung der mittleren Geschwindigkeit
¢ von ihrem idealen Werthe, das ist jenem, welchen das MARIOTTE-GAY-LUSSAC-
sche Gesetz ergeben wiirde, in erster Linie vom Volumen 7 oder, was auf das-
selbe hinausliuft, von der Dichte des Gases abhidngen. Auch die mittlere Weg-
linge ist eine Function der Dichte. Es wird sich daher auch die innere Reibung
in einfacherer Beziehung zur Dichte als zum Druck des Gases stellen. That-
sichlich haben WarBURG und Bapo (siehe Art. Reibung) gefunden, dass bei den
Temperaturen 326° und 40'3° die Werthe von 7 fiir Kohlensdure bei gleichen
Dichten wenig von einander abweichen, wihrend die entsprechenden Drucke
sehr verschieden sind.

Bei der experimentellen Bestimmung des Reibungscoéfficienten der Gase
wird angenommen, das jene Gasschicht, welche sich in unmittelbarer Nihe
der Gefisswand befindet, an dieser fest haftet, so dass sie immer dieselbe
Geschwindigkeit wie die Wand selbst hat. Halt man diese Voraussetzung fiir
jeden Druck aufrecht, so muss sich zeigen, dass nicht fiir alle Drucke der
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Reibungscoétficient derselbe ist, sondern dass er bei sehr niedrigen Drucken
kleiner werden muss und zwar um so mehr, je weniger die mittlere Weglinge
der Molekeln gegeniiber den Dimensionen jener Riume, innerhalb welcher die
Gasreibung stattfindet, vernachldssigt werden kann. Wie wir aber spiter sehen
werden, ist der wahre Werth der mittleren Weglinge so klein, dass selbst bei
den dusserst erreichbaren Verdiinnungen dieser Einfluss auf die innere Reibung
kein beachtenswerther sein diirfte, so dass wir vielmehr fiir die Erklirung der
Abweichungen der inneren Reibung sehr verdiinnter Gase nach einer anderen
Ursache suchen miissen, die wir als sogenannte Gleitung der Gase kennen
lernen werden.

Wihrend ndmlich innerhalb eines grossen Druckintervalls die innere Reibung
der Theorie entsprechend, eine constante Griosse ist, wird sie nach den Ver-
suchen von KunpT und WaRBURG (s. Art. Reibung) fiir grosse Verdiinnungen
kleiner, als man nach der Theorie erwarten sollte. Diese Erscheinung beweist
jedoch nicht einen Mangel der Theorie, sondern sie ist lediglich in der falschen
Annahme begriindet, dass die unmittelbar an den Winden des Apparats befind-
liche Gasschicht die jeweilige Geschwindigkeit der Wand besitzt oder, was
dasselbe ist, in der Annahme, dass die dussere Reibung unendlich gross ist.

Unter #dusserer Reibung der Gase versteht man die zuerst von KunpTt und
WARBURG!) untersuchte Erscheinung, dass ein Gas, welches sich mit anderer
Geschwindigkeit bewegt als eine an dasselbe angrenzende, feste Wand, je nach-
dem die Geschwindigkeit der Wand eine grossere oder kleinere ist, eine
Beschleunigung oder Verzogerung von derselben ertihrt. Wire keine Hussere
Reibung da, so wiirde das Gas lings der festen Fliche mit seiner eigenen
Geschwindigkeit gleiten. Die Reibung hat jedoch zur Folge, dass diese Gleit-
geschwindigkeit, die wir kurz die Gleitung nennen wollen, verringert wird, so
dass nur bei verhiiltnisssmissig geringer idusserer Reibung thatsichlich eine
Gleitung wahrzunehmen ist. Die Gleitung hingt ferner auch von der inneren
Reibung des Gases ab, denn je grisser diese ist, um so mehr sucht sich das
Gas als Ganzes zu bewegen, desto grésser wird also die Gleitung sein. Je
geringer sie ist, einen desto kleineren Zug werden die entfernteren Gasmolekeln
auf die in der Nihe der festen Wand ausiiben, desto geringer wird also auch
die Gleitung ausfallen.

O. E. Mever?2) fiihrt analog dem Vorgehen von HeLmHoLTZ und PloTROWSKI®)
bei tropfbaren Fliissigkeiten auch fiir die Gase den sogenannten Gleitungs-
coéfficienten { ein. Derselbe ist das Verhiltniss zwischen dem Coéfficienten
der inneren Reibung n und jenem der dusseren e, also

(=2

e ’

was nach den obigen Bemerkungen thatsichlich als Maass der Gleitung an-
gesehen werden kann. Da fiir die Molekeln selbst die glatteste Fliche noch
als sehr rauh angesehen werden muss, so ist vorauszusehen, dass nicht alle
Molekeln, welche unter gleichem Winkel auf eine feste Fliche auftreffen, auch
unter demselben Winkel wieder reflektirt werden, sondern dass die Gasmolekeln
nach der Zuriickwerfung die verschiedensten Richtungen haben kénnen. Nehmen
wir, wie es anfangs immer geschehen ist, an, die fortschreitende Bewegung des

) PoGG. Ann. 155. 1875.
%) Gasth., pag. 146.
9) Wien. Ber. 40, pag. 607. 1860.
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Gases sei unmittelbar an der Wand gleich jener der Wand selbst, so wire die
Gleitung gleich Null zu setzen. Fiir diesen Fall miisste angenommen werden,
dass die Geschwindigkeit der Stromung jener Theilchen, welche gegen die
Wand fliegen, durch jene, welche von der Wand kommen, vollstindig aufgehoben
wiirde. Der Geschwindigkeitsverlust einer Molekel beim Stoss auf die Wand
miisste demnach gleich der doppelten Stréomungsgeschwindigkeit sein. In
Wirklichkeit wird aber dieser Grenzfall nicht eintreten, sondern nur ein Bruch-
theil davon, so dass der Verlust gleich 3%, wenn @ eine Zahl zwischen 0 und 2
und # die Strémungsgeschwindigkeit ist. Da, wie man leicht findet, die Zahl
der Stosse auf die Flicheneinheit gleich

1
ZNC
ist, so betrigt demnach die dussere Reibung fiir die Flicheneinheit
1
ZBchu,

da ja dieselbe nichts anderes als der Verlust an Bewegungsgrésse ist, welchen
die Molekeln an der Wand erleiden. Nach den Untersuchungen von KuNDT
und WaRrBURG diirfte

4
==
demnach der Coéfficient der dusseren Reibung
1
e = — Nmc
w
sein. Da
mN=p

die Dichte des Gases ist, so heisst das, dass die &dussere Reibung, wie that--
sdchlich beobachtet wurde, der Dichte des Gases proportional ist. Die Gleitungs-
constante wird schliesslich
. - i Vs
e 38

Sie ist also der Weglinge der Molekeln einfach proportional, woraus un-
mittelbar hervorgeht, dass die Gleitung um so weniger bemerkbar, je dichter
das Gas ist.

Was die Abhingigkeit der inneren Reibung der Gase von der Temperatur
anbelangt, so wiirde aus der Formel

(=

7 =%chi

hervorgehen, dass der Reibungscoéfficient der Quadratwurzel aus der absoluten
Temperatur proportional, da ja ¢? proportional der absoluten Temperatur ist.
Thatsiichlich haben alle Untersuchungen (s. Art. Reibung) gezeigt, dass die
innere Reibung mit der Temperatur wichst, dass jedoch keine Proportionalitit
mit der Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur vorhanden ist. Die
Erklirung dafiir muss darin gesucht werden, dass die mittlere Weglinge / eine
Function der Temperatur ist. Es laufen daher auch alle dahin gehenden
Theorien darauf hinaus, durch Annahme von Kriften, welche die Gasmolekeln
auf einander ausiiben, die Formeln fiir die mittlere Weglinge derart umzu-
gestalten, dass sie eine Function der Temperatur wird und so eine Erkldrung
der Abhingigkeit der inneren Reibung von der Temperatur ermoglicht. Alle
diese Theorien treffen jedoch auch nur theilweise das wirkliche Verhalten der
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Gase, so dass wir uns mit dem blossen Hinweis auf die bereits friiher an-
gefithrten und die hier folgenden Abhandlungen begniigen wollen.

Tarr, Trans. Roy. Soc. Edinb. 33, pag. 65—95. 1886.

S. H. BurBUry, Phil. Mag. (5) 30, pag. 298—317. 1890.

W. SurHeERLAND, Phil. Mag. (5) 36, pag. 507—531. 1893.

Da der Reibungscoéfficient eine experimentell genau bestimmbare Grosse
ist, so ist uns damit ein Mittel an die Hand gegeben, den wirklichen Werth
der mittleren Wegliange kennen zu lernen, indem wir fiir denselben

,_ 8

pc
erhalten, wobei 4, p und ¢ messbare Grossen sind, Wenden wir diese Formel
auf die atmosphirische Luft an, so ist allerdings zu bedenken, dass dieselbe ein
Gasgemenge ist, dass die mittlere Weglinge also ein Mittelwerth der Weglingen
der Sauerstoff- und Stickstoffmolekein ist. Fiir dieselbe findet man beim Druck
einer Atmosphire

/= 95-10—7 ¢m,
wenn wir nach O. E. Mever!) fiir die Temperatur 0°
n = 0000175, ¢ = 447 m, p = 00012932

setzen. Fir die Zahl der Zusammenstosse einer Luftmolekel in der Secunde

folgt daraus
&

¥ 4700 Mill.

In folgender Tabelle seien noch fiir einige Gase die Weglidnge und Stosszahl
nebst den zugehérigen Grossen, aus welchen sie sich berechnen lassen, gegeben.
Diese Angaben sind einer grosseren, von O. E. MEvir®) zusammengestellten
Tabelle entnommen.

Wolelatlary Refbungs- Weglinge Stosszahl
Formel Gewicht coéfficient

Wasserstoff . . . . . . H, 2 0000093 0-00001855 9480 Mill.
Ammoniak . . . . . . NH, 1701 108 737 8130 ,,
Wasserdampf . . . . . H,O 17-96 0975 649 9035 ,,
Kohlenoxyd . . . . . . co 2793 184 985 4780 ,,
Stickstoff . . . . . . . N, 2802 184 986 4760
Stickoxyd oW o e m e NO 29:97 186 959 4735
Sauerstoft . . . . . . 0, 31-92 212 1059 4065 ,,
Kohlensdure . . . . . .| CO, 4389 160 630 5610
CYan <« o & » o w0 v eff CgPy 5196 107 419 8220 ,,
Chlor: = & o % w5 & & & Cl, 70-74 141 474 6240 ,,

Die Weglingen sind in ¢» angegeben und gelten bei einer Temperatur von
etwa 20° C. und fiir einen Druck von 76 e Quecksilbersdule.

Drei wichtige und gleichzeitig interessante Grossen hat uns bis jetzt die
kinetische Theorie ihrem wirklichen Werth nach kennen gelehrt, die Geschwin-
digkeit, die mittlere Wegldnge und die Stosszahl der Molekeln.

Bedeutend wverwickelter als bei den Gasen wiirde sich eine strenge kinetische
Theorie der inneren Reibung der Fliissigkeiten gestalten. Haben wir ja doch
schon bei der Berechnung der mittleren Weglinge gesehen, auf welche Schwierig-

1) Gasth. pag. 140.
%) Ebenda.
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keiten wir stossen, sobald die Dichte des Gases eine gewisse Grosse (iiber-
schreitet, so dass wir uns beziiglich der Fliissigkeiten begniigen mussten, einen
angendherten Werth der mittleren Weglinge herzuleiten. In gleicher Weise
wollen wir es auch versuchen, fiir die innere Reibung der Fliissigkeiten einen
mathematischen Ausdruck zu gewinnenl).

»Stellen wir uns vor, wir hitten zwei parallele, ebene, horizontale Platten.
Die untere befinde sich in Ruhe, die obere bewege sich in einer bestimmten
Richtung mit der Geschwindigkeit #, ohne dass sie dabei ihre eigene Ebene
verlidsst, so dass der Abstand @ der beiden Platten stets constant bleibt. Zwischen
den beiden Platten befinde sich eine Kugel vom Radius ». Dieselbe habe eine
Geschwindigkeit ¢ senkrecht zu den Piatten und zwar soll ¢ gegen # sehr
gross sein. So oft die Kugel gegen eine Platte stosst, soll sie sofort reflektirt
werden, als wire sie vollkommen elastisch. Wird ausserdem der Elasticitits-
coéfficient sehr gross angenoinmen, so wird die Zeit, wihrend welcher die Kugel
ihre Bewegungsrichtung umkehrt, verschwindend klein ausfallen. Immerhin soll
diese Zeit geniigen, der Kugel in der Richtung der Plattenebene jene Geschwin-
digkeit zu ertheilen, welche die Platte selbst hat. Das heisst, so oft die Kugel
die untere Platte trifft, muss ihre Geschwindigkeit parallel zu den Platten gleich
Null, beim Auftreffen auf die obere Platte gleich # werden. Das bedeutet nichts
anderes, als dass bei jedem Zusammenstoss mit der unteren Platte an dieselbe
die Bewegungsgrosse mu abgegeben wird, wenn s die Masse der Kugel ist, und
zwar sucht diese Bewegungsgrosse der Platte eine Geschwindigkeit in der Be-
wegungsrichtung der oberen Platte zu ertheilen.« Das Entgegengesetzte findet
bei dieser statt. Sie erhilt einen Zug, welcher ihrer Bewegungsrichtung ent-
gegenwirkt. Wie leicht zu finden, ist die Zahl der Stosse, welche eine Platte
in der Zeiteinheit von der Kugel erfihrt,

¢
i 9@ —27)’
die Kralt, welche also auf jede Platte in der Richtung der Plattenebene wirkt, ist
muc
2(a — 27)’
sie wird
mNue mNe

K=

2(:3—2:'): 97 (42)

wenn /V Kugeln vorhanden sind, wobei

l=a—2r
die Weglinge ist, welche eine Kugel zwischen zwei auf einander folgenden
Stossen zuriicklegt. Diesen Fall wollen wir nun auf die Fliissigkeiten iibertragen -
und damit eine Erklirung fiir die innere Reibung derselben geben.

Wir legen durch die Fliissigkeit horizontale Ebenen, welche von einander
um den Abstand zweier Molekeln entfernt sind. Dieser Abstand wird sich nur
um wenig von dem Durchmesser einer Molekel unterscheiden. Wir wollen ihn
daher gleich 2# setzen, indem wir uns die Molekeln als Kugeln vom Radius #
denken. Dieselben sollen sich wie die Kugeln bei unserem oben erwihnten
Fall senkrecht zwischen den Ebenen mit der Geschwindigkeit ¢ hin- und her-
bewegen. Die unterste Ebene sei in Ruhe, die oberste bewege sich mit einer
bestimmten constanten Geschwindigkeit, Ist der Bewegungszustand in der
Fliissigkeit stationdr geworden, so muss sich jede Zwischenebene mit constanter

1) Siehe G. JAcer, Wien. Ber, 102, pag. 253. 1893.
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Geschwindigkeit bewegen, das ist aber nur méglich, wenn sie von der einen
Seite so viel Bewegungsgrosse empfingt, als sie nach der anderen abgiebt und
fir simmtliche Ebenen ist dieser Fall wiederum nur méglich, wenn das Ge-
schwindigkeitsgefille in der Fliissigkeit ein constantes ist. Dasselbe erhalten wir,
wenn wir den Geschwindigkeitsunterschied zweier beliebigen benachbarten Ebenen
durch ihren Abstand 27 dividiren. Es ist also

du Uy — Uy

dz ~ 27 !
wenn die oberhalb liegende Ebene die Geschwindigkeit #,, die darunter befind-
liche #, besitzt. Fiir die verzégernde Kraft auf die Flicheneinheit der oberen
Schicht erhalten wir demnach

du uy — U,

Mgz =139,

wenn v der Reibungscoéfficient der Fliissigkeit ist. Ist die Zahl der Molekeln
in der Volumeinheit #, so ist jene Zahl, welche zwischen zwei Ebenen auf die
Flicheneinheit entfillt, 2/, und die in der Zeiteinheit tibergefiihrte Bewegungs-

grosse nach Gleichung (42)
r Nme

Z27 g — wy).

Wollen wir jetzt die Formel nicht mehr auf unseren fingirten Fall, sondern
iiberhaupt auf die Fliissigkeitsreibung anwenden, so brauchen wir die Ebenen
zwischen den Molekeln bloss wegzulassen und zu bedenken, dass sich die Mo-
lekeln nicht nach einer, sondern nach allen Richtungen des Raumes bewegen.
Diese Bewegung ldsst sich aber durch drei auf einander senkrechte ersetzen.
Wir wollen daher fiir die Zahl der Zusammenstésse nur den dritten Theil der
obigen einfiihren. Dann wird die in der Zeiteinheit von einer Molekelschicht
auf die ndchste iibertragene Bewegungsgrosse gleich

r Nme
T %W
sein, und diese Grdsse ist wiederum gleich 5 %—2_"—“-1—. Daraus folgt aber
_ 272 Nmc _ 2r%pc
LR 7 7
wenn wir
Nm=p

setzen, wobei p nichts anderes als die Dichte der Fliissigkeit bedeutet.
Fiir / haben wir nun die mittlere Weglinge der Fliissigkeitsmolekeln einzu-
setzen. Fiir dieselbe fanden wir Gleichung (22)

3 ]779)
=2l 72)
Wenn wir noch dic Entfernung der Mittelpunkte zweier Molekeln

d=2r
setzen, was ja nahezu der Fall ist, so

und
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Diese Gleichung unterscheidet sich vom Reibungscoéfficienten der Gase
wesentlich dadurch, dass mit wachsender Temperatur n abnimmt, da die Grosse

. /T
(1 e "/5) ziemlich rasch zunimmt. Sonst ldsst sich aus der Formel wenig

herauslesen, doch wir werden spiter kennen lernen, dass sie in sehr einfacher
Beziehung zur Wirmeleitung der Fliissigkeiten steht.

Wirmeleitung.

Besitzt ein Kérper nicht an allen Stellen dieselbe Temperatur, so stromt
die Wirme von den Punkten héherer zu jenen tieferer Temperatur. Je grosser
dabei unter sonst gleichen Umstinden die in der Zeiteinheit iiberstromende
Wirmemenge ist, desto besser leitet der Korper die Wirme. Als Maass der
Wirmeleitungsfahigkeit kann daher die Wirmemenge gelten, welche fiir eine
bestimmte Anordnung in einer bestimmten Zeit durch einen bestimmten Quer-
schnitt des Korpers geht. Die Wirmemenge & F, welche in der Secunde durch
ein Flachenelement dxdy des Korpers wandert, ist der Fliche des Elements und

d
dem Temperaturgefille -; nach der Normale des Flichenelements proportional,
Z

kann also dargestellt werden durch

du
AW = —nx 73 dxdy,

wobei % eine von der Natur des Korpers abhingige Constante ist, die wir die
Wiirmeleitungsfihigkeit des Korpers nennen. Das negative Vorzeichen riihrt
davon her, dass die Wiarme von den Punkten hoherer zu jenen tieferer Tempe-
ratur stromt (s. Art. sWirmeleitunge). Die Buchstahen «, 3, z sollen sich auf
ein rechtwinkliges Coordinatensystem beziehen. Ist die Temperatur in allen
Punkten einer jeden zur (x y) parallelen Ebene fiir alle Zeiten constant, so ist

du . 7 - >
fiir jede solche Ebene —— cine constante Grosse. Es passirt daher die Flichen-

dz
einheit unserer Ebene in der Secunde eine Wirmemenge
du
W= —x R—z =
Wird
=1
s~ ~ 7

d. h. fallt auf der Strecke Eins parallel zur z-Axe die Temperatur um 1° ab,

so wird
W=x.

Mithin ist die Wirmeleitungsfihigkeit jene Wirmemenge, welche in der
Zeiteinheit die Querschnittseinheit beim Temperaturgefille Eins passirt.

Nachdem wir bereits die Ursache der inneren Reibung der Gase kennen,
gestaltet sich die Erklirung der Wirmeleitung ungemein einfach, Da wir unter
der Wirmemenge, welche ein Korper enthilt, nichts anderes als die Gesammt-
heit der kinetischen Energie der klzinsten Theilchen verstehen, so ist die
Wirmeleitungsfihigkeit natiirlich nichts anderes als jener Betrag von kinetischer
Energie, welcher unter den obigen Bedingungen die Querschnittseinheit des
Korpers passirt. Dieser Transport von Energie wird wiederum durch das Hin-
und Herfliegen der Molekeln bewirkt, indem jene Molekeln, welche aus warmen
Schichten kommen, Energie an die kilteren Schichten abgeben, wihrend jene
Molekeln, welche aus kilteren in warme Schichten fliegen, in Folge der Zu-
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sammenstosse einen Energiezuwachs erfahren. Wie also beim Vorgang der
inneren Reibung in Folge der Zusammenstisse der Molekeln bestandig ein Plus
von Bewegungsgrisse von den schnelleren zu den langsamer bewegten Schichten
iibergefiilhrt wird, so wird aus demselben Grund Dbei verschiedener Temperatur
der Schichten Energie von den wirmeren zu den kilteren Schichten wandern.

Auf Grund der obigen Anordnung wollen wir annehmen, die Temperatur
des Gases sei eine lineare Function von 2z, also

I'= TO -+ %3,
wobei 7, die absolute Temperatur in der (xy)-Ebene bedeutet, Wollen wir
nun die Wirmemenge kennen lernen, welche in der Zeiteinheit die Flichen-
einheit einer zur (xy) parallelen Ebene passirt, so brauchen wir bloss jede
Molekel, welche die Ebene durchfliegt, mit

m‘{(To - g z
zu multipliciren und sodann in entsprechender Weise den Integralwerth iiber
simmtliche Molekeln zu bilden. Bedeutet ndmlich » die Masse einer Molekel,
v die auf die Masseneinheit bezogene specifische Wirme des Gases bei con-
stantem Volumen (s. pag. 588) und z die Hohe jener Schicht, aus welcher die

; a7 :
Molekel kommt, so ist 7y (To Ao z) nichts anderes als der Wirmeinhalt
der Molekel. Dasselbe Verfahren hatten wir bei der Theorie der inneren
Reibung zu beobachten. Nur hatten wir dort einer jeden Molekel die Bewegungs-
du . .
grosse m (z;o Tt z) zuzuschreiben. Setzen wir also anstatt m das Produkt

my, anstatt der Geschwindigkeit # die Temperatur 7, so erhalten wir unmittel-
bar aus der Formel fiir die innere Reibung jene fiir die Wirmeleitung. Fur
erstere erhielten wir (pag. 573)

] =—;— cNml = —; pel.
Mithin ergiebt sich fiir die Wirmeleitung die Gleichung

x=%cleT= %—pd';.

Wir haben absichtlich fiir die Entwickelung der Reibungsformel in ausfiihr-
licher Weise verschiedene Methoden angefiihrt, um uns jetzt bei der Wirme-
leitung die verschiedenen Darstellungsweisen, wie sie von MaxweLLl), Crausius?),
StEFAN3), v. LaNG4), BorTzmann®), O. E. MeveEr®), BURBURY ") gegeben wurden,
ersparen zu konnen.

Indem wir die Wirmeleitung als ein Analogon der inneren Reibung auf-
fassten, liessen wir einige Umstinde unberticksichtigt, von denen man von vorn-
herein nicht weiss, ob sie auf die Wirmeleitung nicht von Einfluss sind. Bei
der Reibung ist nimlich die Dichte des Gases an allen Punkten constant, des-
gleichen auch die mittlere Geschwindigkeit der Wirmebewegung der Molekeln.

1) Phil. mag. (4) 20, pag. 31. 1860; 35, pag. 214. 1868.

%) Gasth. 105—156.

3) Wien. Ber. 47 (2) 81. 1863; 72 (2), pag. 74. 1875.

4) Wien. Ber. 64 (2), pag. 485. 1871; 65 (2), pag. 415. 1872. — PoGG. Ann. 145,
pag. 290. 1871; 148, pag. 157. 1872.

5) Wien. Ber. 66 (2), pag. 330. 1872; 72 (2), pag. 458. 1875; 94 (2), pag. 891. 1887.

6) Gasth. pag. 182—202, 331—338.

7) Phil. mag. (5) 30, pag. 208—317. 1890.
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Dies ist bei der Wirmeleitung nicht der Fall, da wir es hier ja mit einem Gas
zu thun haben, dessen Temperatur sich von Schicht zu Schicht dndert. Da der
Druck des Gases allseits constant sein muss, so folgt daraus, dass an Stellen
hoherer Temperatur das Gas weniger dicht ist als an kilteren Stellen, dass
ferner avch die Molekeln in wirmeren Schichten eine grossere Geschwindigkeit
haben als jene der kilteren. Bei genauer Ableitung der Wirmeleitungsfihigkeit
ist dies zu beriicksichtigen. Doch gelangten auch hier, ebenso wie bei den Ver-
suchen einer exakten Theorie der inneren Reibung, die verschiedenen Forscher
zu verschiedenen Resultaten. Natiirlich unterscheiden sich alle wiederum nur
durch einen constanten Faktor, Wahrend ndmlich aus unserer Theorie sich
zwischen den Reibungscoéfficienten v und der Wiirmeleitungsfihigkeit x die Beziehung
X =Y
ergiebt, haben wir allgemeiner zu schreiben
% = BN
wobei ¢ ein Faktor ist, fiir den, wie schon gesagt, verschiedene Werthe ange-
geben werden, welche zwischen den Grenzen 05 und 25 liegen. Aus den
Beobachtungen scheint hervorzugehen, dass etwa das Mittel der theoretischen

G the, d. 1.
rrenzwerthe _—

am besten die thatsichlichen Verhiltnisse wiedergiebt.

Wir konnten uns erlauben, die oben erwidhnten Thatsachen, dass wir in ver-
schiedenen Schichten des Gases verschiedene Dichte und verschiedene molekulare
Geschwindigkeit haben, zu vernachlissigen, weil wir bereits in der Theorie der
inneren Reibnng den wahren Werth der mittleren Weglinge der Molekeln
kennen gelernt haben. Wir wissen, dass die mittlere Weglinge eine ungemein
kleine Grosse ist. Nun findet aber die Bewegung der Molekeln hauptsidchlich
in Ridumen statt, deren Dimension der Grossenordnung der mittleren Weglinge
entspricht. Fiir so kleine Rdume kann man aber ohne Weiteres annehmen,
dass wir es mit einer an allen Punkten des Raumes constanten Dichte und
gleicher Weise constanten mittleren Geschwindigkeit der Molekeln zu thun haben.
Wir konnten uns daher mit Recht erlauben, die Theorie der Wirmeleitung in
gleicher Weise wie die der inneren Reibung zu behandeln.

Unsere Theorie giebt also vererst das wichtige Resultat, dass zwischen innerer
Reibung und Wirmeleitung eine sehr einfache Beziehung besteht. Aus der
folgenden Tabelle, deren Daten nach den Angaben von O. E. MEvER!) zusammen-
gestellt sind, ist ersichtlich, in wie weit die Theorie mit der Beobachtung iiber-
einstimmt, wenn wir x = 1 57y setzen.

1 1 % ber. % beob.

Luft . . . . . . 0-1690 0-000190 0:0000482 00000480
525

558

Wasserstoff . . . . 22614 0-000093 0-0003434 00008324
Kohlenoxyd . . . 0-1739 184 00000480 00000510
Stickstoff . . . . 0-1735 184 479 524
Sauerstoff . . . . 0°1550 212 493 563
Kohlensture . . . 0:1662 160 399 317
Stickoxydul . . . 0:1740 160 418 363
Grubengas . . . . 0-4509 120 812 647
Aethylen . . . . 03242 109 580 414

) Gasth,, pag. 193 u. 194.
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Aus dieser Tabelle geht hervor, dass eine strenge Uebereinstimmung
zwischen Theorie und Beobachtung nicht vorhanden ist. Vor allem zeigt sich,
dass e nicht fiir alle Gase durch eine constante Grisse ersetzt werden kann;
denn wihrend fiir die zweiatomigen Gase mit Ausnahme des Wasserstoffs alle
berechneten x kleiner ausfallen als die beobachteten, ist es bei den drei-
und mehr atomigen Gasen gerade umgekehrt. Es weist also die Beobachtung
darauf hin, dass die Wirmeleitungsfihigkeit der Gase auch von der Zahl der
Atome bedingt wird, welche in einer Molekel vereinigt sind. Es liuft das, wie
STEFAN und BoLrTzMANN annahmen, darauf hinaus, dass sich die molekulare
Energie anders fortpflanzt als die Atomenergie. Thatsichlich ergeben die auf
diesen Gedanken fussenden Formeln von Bortzmann und O. E. MEYER eine
bessere Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung als die einfache
von uns hergeleitete Beziehung. Wir wollen uns damit begniigen, ohne weitere
Ausfiihrung auf diesen letzten Punkt hingewiesen zu haben, da die Theorie der
Beziehung zwischen innerer Reibung und Wirmeleitung lange nicht auf so festen
Fiissen steht, wie viele andere Gebiete der kinetischen Gastheorie.

In so weit wir die specifische Wiarme der Gase bei constantem Volumen
als unabhidngig vom Druck und von der Temperatur ansehen, also y gleich einer
Constanten setzen konnen, muss natiirlich fiir die Abhingigkeit der Wirme-
leitungsfihigkeit vom Druck und von der Temperatur genau dasselbe gelten wie
fir den Reibungscoéfficienten. Wir erhalten also vor allem das zuerst von
MaxweLL ausgesprochene Gesetz: Die Wirmeleitungsfahigkeit der Gase
ist vom Druck derselben unabhidngig, was auch zuerst von STEFAN und
spiter von anderen fiir verschiedene Gase bestdtigt worden ist. (s. Art. Wirme-
leitung der Gase.)

Beziiglich der Abhingigkeit der Leitfihigkeit von der Temperatur hitten
wir wie bei der inneren Reibung der Gase zu erwarten, dass sie der Quadrat-
wurzel aus der absoluten Temperatur proportional ist. Dort hat sich aber
gezeigt, dass die innere Reibung rascher zunimmt. Gleicher Weise findet das
auch bei der Wirmeleitung statt. Aus den diesbeziiglichen Versuchen von
WINKELMANN (s. Art. »Wirmeleitunge) geht hervor, dass fiir jene Gase, deren
specifische Wirme y von der Temperatur unabhingig ist, innere Reibung und
Wirmeleitung in gleichem Maasse mit der Temperatur wachsen, so dass mit
dieser Beschrinkung wie in dem friiheren Fall die Gleichung

* = &Ny
den Thatsachen vollkommen entspricht.

Der Umstand, dass die Wirmeleitung rascher wichst als die Quadratwurzel
aus der absoluten Temperatur, findet ebenfalls genau dieselbe Erklirung wie
die Abhingigkeit der inneren Reibung von der Temperatur (pag. 580). Man
muss annehmen, dass die mittlere Weglidnge eine Function der Temperatur ist.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass durch die Gleichung

1
=gpcl,
die wir auch
J 3
T pey

schreiben konnen, die Méglichkeit gegeben ist, den absoluten Werth der mittleren
Weglinge zu finden. Wie aus dem friiheren bervorgeht, muss diese Gleichung
Werthe ergeben, welche in der Grossenordnung mit jenen, die man aus der
inneren Reibung ableitet, {ibereinstimmen, indem die nach den verschiedenen
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Methoden gefundenen / nicht mehr von einander abweichen konnen, als die
beobachteten Werthe der Wirmeleitungsfihigkeit und inneren Reibung von der
theoretischen Gleichung
K=
Wir machen jetzt einen Sprung von den Gasen zu den Fliissigkeiten und
suchen eine Formel der Wirmeleitung derselben auf gleichem Wege zu gewinnen,
der uns die Gleichung fiir die innere Reibung ergab. Natiirlich handelt es
sich uns auch hier wie dort nur um eine angenihert richtige Darstellung?).
»Stellen wir uns vorerst zwei parallele, ebene, horizontale Platten vom
Abstand @ vor. Zwischen denselben befinde sich eine Kugel vom Radius 7,
welche eine Bewegungsrichtung senkrecht gegen die beiden Platten besitzt. So
oft die Kugel eine der Platten trifft, wird sie reflektirt, so dass sie bestindig
zwischen den beiden Platten hin- und herfliegt. Wir setzen nun voraus, dass,
so oft die Kugel die obere Platte verldsst, sie mit einer Geschwindigkeit ¢; nach
unten fliegt. Nach der Reflexion an der unteren Platte soll sie jedoch mit der
Geschwindigkeit ¢, wieder emporfliegen. Hat die Kugel eine Masse », so folgt
daraus, dass durch das Hin- und Herfliegen der Kugel bestindig Energie von der
oberen Platte an die untere abgegeben werden muss, wenn
€4 > 9
ist, und zwar ist nach jedem Hin- und Hergang die iibertragene Energiemenge
me?  omeg?

a—

2 2

Fiihren wir diese Annahme in derselben Weise wie bei der inneren Reibung
(pag. 582) weiter durch, so erhalten wir fiir die in der Zeiteinheit von oben nach
unten von V Kugeln getragene Energiemenge

Nme(e2—cd)

— a7

wobei ¢ ein Mittelwerth von ¢, und ¢, ist. »Indem wir durch die Fliissigkeit
parallele Ebenen vom Abstand des Durchmessers einer Molekel legen, erhalten
wir fiir die Energiemenge, welche in der Zeiteinheit {ibertragen wird,

r Nme
—7 (e —¢ef)

E=

wenn ¢, und ¢, jene mittleren Geschwindigkeiten der Molekeln sind, welche den
Temperaturen #, und #, der beiden benachbarten Ebenen entsprechen. Dabei
muss noch vorausgesetzt werden, dass die Molekeln jene Geschwindigkeit im
Mittel anrnehmen, welche der Schichte zukommt, in der die Zusammenstisse
stattfinden.«

Wir konnen die kinetische Energie einer Molekel

2 2
med _ mey

) 2
€o?

setzen, wenn m2 die entsprechende Energie der Molekel bei 0° bedeutet,

(1+172

wobei fiir Fliissigkeiten innerhalb eines grosseren Temperaturintervalls ¢ eben-
falls eine Function der Temperatur wird. »Fir die Wirmeleitungsfihigkeit
kénnen wir nun schreiben.

rNme rNme
*= T(‘.l? — )= 67 ety (6 — 43)

1) Siehe G. Jicer, Wien. Ber. 102, pag. 483. 1893.
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Da aber der Abstand unserer zwei Ebenen gleich 2 » ist, so ist auch fiir
das Temperaturgefille Eins
t —t3 =27,
mithin
2 Nme »2pe
atos e g, SR g
XT3 1= gl
da
Nm=p

(Dichte der Fliissigkeit) ist.

Unsere Gleichung gewinnt Interesse, wenn wir sie in Beziehung mit der
inneren Reibung bringen. Fiir den Reibungscoéfficienten fanden wir (pag. 583)
__27%p¢

3 ?

woraus folgt
LR |
n 2
Bedenken wir noch, dass sich sowohl x als n mit der Temperatur in ver-
schiedener Weise dndern, so folgt, dass auch, wie wir schon oben bemerkten,
v von der Temperatur abhingig ist.
Was den Werth von ¢¢? anbelangt, so kann derselbe bei den verschiedenen
Fliissigkeiten sehr verschieden ausfallen, da er innerhalb sehr weiter Grenzen

: . . x
liegen kann. Daraus ersieht man, dass der Quotient ; je nach der Natur der

Fliissigkeit die verschiedensten Werthe annehmen kann, was die Beobachtung
auch thatsichlich ergeben hat.

2
Die Grosse i'%:-— ist die Energie der fortschreitenden Bewegung der Molekeln,

9
also ein Theil der Gesammtenergie derselben. %1 ist sodann die Zunahme
dieser Theilenergie, wenn die Temperatur der Fliissigkeit um 1° erhoht wird.

Beziehen wir dies auf die Masseneinheit der Fliissigkeit, so ist OTT ein Theil
der specifischen Wirme C, da ja die specifische Wirme nichts anderes als die
Vermehrung der Gesammtenergie in der Masseneinheit Fliissigkeit bedeutet, wenn

die Temperatur um 1° erhéht wird. Nun ist aber

1 _ %
2 9"
woraus also folgt, dass
~<c
i

sein muss. Diese Folgerung trifft, wie aus der folgenden Tabelle zu ersehen ist,
auch in allen Fillen zu.

% n c =

i
Wasser . . . . .| 0000124 0013 1-000 0095
Alkohel . . . . . 0000487 00153 0:566 0032
Aether . . . . . 0000405 00026 0520 0-156
Choroform . . . .| 0000367 0-0065 0-233 0-056

Diese Tabelle bestitigt nicht nur unsere Behauptung, sondern sie zeigt
gleichzeitig, entsprechend den frilher gemachten Auseinandersetzungen (pag. 556),
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dass die Energie der fortschreitenden Bewegung bei den Fliissigkeitsmolekeln
nur ein sehr kleiner Theil der Gesammtenergie ist.

Wir werden noch Gelegenheit haben, auf die interessante Beziehung zwischen
innerer Reibung und Wirmeleitung der Fliissigkeiten zuriickzukommen.

Diffusion.

Schichtet man in einem Gefiss zwei Gase so iibereinander, dass sich das
leichtere oben befindet, so vermischen sich im Lauf der Zeit beide Gase, bis
ein jedes an allen Stellen des Gefisses dieselbe Dichte besitzt. Man bezeichnet
diese Erscheinung mit dem Namen Diffusion, und man hat den dusseren Vor-
gang derselben in analoge Formeln gebracht wie die Fortpflanzung der Wirme
durch Leitung. (Siehe Art. »Diffusion¢). Ist die Richtung, in welcher die
Wanderung der Gase stattfindet, durch eine Gerade, deren Linge von einem
beliebigen Punkt aus wir x nennen wollen, bestimmt, so erfolgt die Wanderung
des einen Gases, dessen Partialdruck an der Stelle & wir p;, nennen wollen,
nach der Gleichung 5 -
in welcher die Constante 3. den Namen Diffusionscoéfficient filhit. Es
handelt sich uns nun darum, im Folgenden diese Gleichung aus der kinetischen
Theorie der Gase abzuleiten,

Dass die Mischung zweier Gase nur verhiltnissmissig langsam vor sich
gehen kann, hat schon CrLAusius in seinen Arbeiten {iber die mittlere Weglinge
der Gasmolekeln erklirt. Je kleiner die Weglinge und die wirkliche Geschwindig-
keit der Gasmolekeln ist, desto langsamer werden sich die Gase mischen, indem
in Folge der Zusammensttsse die Molekeln immer von Neuem von ihrer Bahn
abgelenkt werden. Auf Grund dieser Anschauungsweise wurde die Theorie der
Diffusion zuerst von MaxwerLl) entwickelt, mit welcher diejenige STEFAN's?) in
mehrfacher Hinsicht iibereinstimmt. Wir wollen uns im Folgenden dem
Entwickelungsgang, welcher von O. E. Mever®) herriihrt, anschliessen.

Sind in einem Gefdss zwei Gase gleichzeitig vorhanden, so gilt fiir dieselbe
das DavrToN'sche Gesetz

P+ 23 =20
wenn wir unter p, und p, die Partialdrucke, unter p den Gesammtdruck der
Gase verstehen. Demnach muss
dpy  ap
i
sein, da ja p eine an allen Punkten des Gefisses constante Grosse ist. Mithin
A5 s 2Py
dx dx ’

Wir machen nun die Annahme, wir hidtten in einem aufrechtstehenden
cylindrischen Gefidss zwei Gase so fibereinander geschichtet, dass sie parallel
zur Cylinderaxe gegeneinander wandern, und dass an allen Stellen eines Quer-
schnitts senkrecht auf die Cylinderaxe p; also auch p, constant ist Sehen wir

die Cylinderaxe gleichzeitig als x-Axe an, so giebt% die Druckinderung des

1) Phil. mag. (4) 20, pag. 21. 1860; 35, pag. 199. 1868.
%) Wien. Ber. 65 (2), pag. 323. 1872.
3) Gasth. pag. 162 u. 327.
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. . dp, . .
oberen Gases in der Richtung von oben nach unten, — —(% jene des zweiten

Gases ebenfalls in der Richtung von oben nach unten. Wir wihlen nun unsere

Anordnung so, dass {?—; eine constante Grosse, mithin
ap,
dx? 0
ist. Es geht dann die Gleichung (43) in die einfachere
dp,
Var =—¢

tiber, und wir verstehen unter C jenes Gasvolumen, bezogen auf den Normal-
druck p, welches in der Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit wandert. Da
_ Nymye? _ Nymye?
h=—"73 » h="73
so muss auch wegen
my et =mycy?,

N+ Ny= N
und
N, 4N, .
T = gy S FOREL

sein, Da die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit fiir alle Punkte unseres
Gefisses dieselbe sein muss, so ist auch der Diffusionscoéfficient § fiir beide
Gase derselbe.

Setzen wir
adN,

dx

= — d,
SO
Ny =Ny —awx, Ny =Ny + ax,

wenn die Werthe von A, beziiglich &, fir x = 0 entsprechend N, und N,
sind. Und es ist jetzt unsere Aufgabe zu untersuchen, wie viel Molekeln eines
jeden Gases in der Zeiteinheit die Querschnittseinheit passiren. Wir werden
finden, dass in Folge der oben erfolgten Anordnung mehr Molekeln des ersten
Gases in der Richtung der x als entgegengesetzt wandern. Die Differenz beider
Zahlen ergiebt dann die von der einen Seite nach der anderen des Querschnitts
libergetretene Gasmenge, aus welcher sich sodann die Grosse des Diffusions-
coéfficienten berechnen lisst.

Denken wir uns in der Entfernung x zwei zur (yz)-Ebene parallele Ebenen,
welche um dx von einander abstehen. Aus diesen schneiden wir die Flichen-
einheit heraus, sodass ein Cylinder von der Grundfliche Eins und der Héhe dx
entsteht. In demselben befinden sich dann &, 4x Molekeln des einen Gases.
Die mittlere Weglinge einer Molekel desselben sei /;, die Geschwindigkeit ¢y,
so erfolgen in unserem Cylinder in der Zeiteinheit

Zusammenstosse. Das heisst, ebensoviel Molekeln fliegen in der Zeiteinheit von
unserem Cylinder aus. Von diesen Nes dx Molekeln legen
_1L
M dxdr

13
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(siehe pag. 572) einen Weg zwischen 7 und » + d» zuriick. Nennen wir den
Winkel, welchen die Bewegungsrichtung einer Molekel mit der negativen Richtung
der x-Axe einschliesst, §, so werden alle Molekeln, fiir welche

reosH>x
ist, die (yz)-Ebene passiren. Die Zahl, welche unter dem Winkel § ausfliegt, ist

N,clz_ﬂ_ .
—--2'—2:!;-— dx dr sin ﬂ[f&,
(pag. 529) mithin die Gesammtzahl, welche die (y2)-Ebene passiren kann.
arcra:i A ( x)
- " Nycem i |1 ——
Nyeyeh dxdrfsinf}dﬂ: e "7 dx dr.
272 27,2

Wollen wir alle Molekeln, welche aus einer Tiefe zwischen x = 0 und & = ~»
kommen, und die Flicheneinheit der (yz)-Ebene durchsetzen, so haben wir
unseren Ausdruck nach x innerhalb der Grenzen 0 und 7 zu integriren. Dabei

ist zu beachten, dass
N =N, —ax
ist. Wir haben demnach

” _-’; x r
lecle 5 (1 — ;) % e‘% f &
dr dx = ———drJ N, — ax) (1-—;) dx
0 0

97,7 27,2

td

_ach o Ry S (y  ar\aren
=97 dr[ml.x—-(a+ r) 3 +5 3 = ’)11—? 477 dr.

Integriren wir schliesslich diesen Ausdruck noch nach » zwischen den
Grenzen 0 und oo, so erhalten wir die Zahl simmtlicher Molekeln des ersten
Gases, welche in der Zeiteinheit die Flicheneinheit der (yz)-Ebene in der Richtung
der negativen x-Axe passiren. Dies ergiebt

oo oo

Ryey A acy g Myeq weyd
U - 13 7 — e .
re L dr 1272 r2¢ hdr
[1]

442 4 6
o
Auf ganz dieselbe Weise finden wir die Zahl der Molekeln, welche in ent-

gegengesetzter Richtung die (yz)-Ebene passiren. Es ergiebt sich dafiir
Ny ey acy iy
4 76
Subtrahiren wir beide Zahlen von einander, so erhalten wir als Ueberschuss
auf der positiven Seite der (yz)-Ebene
&y ¢y dy
-3
Auf analoge Weise ergiebt sich fiir den Ueberschuss der Molekeln des
zweiten Gases auf der negativen Seite

acyly
—3
Im Allgemeinen werden natiirlich die Grossen ¢;/; und ¢y,/, von einander

verschieden sein, d. h. es werden

a
3 (¢1y— ¢qly)
mehr Molekeln nach der positiven Seite der (yz)-Ebene wandern als nach der

negativen. Damit demnach die Bedingung
N, 4+ Ny=N
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gewahrt bleibt, werden % (¢4 7y — ¢47y) Molekeln des Gemisches, welches in der

(y2)-Ebene vorhanden ist, nach der negativen Seite iibergehen. Die Gesammt-
zahl der Molekeln des ersten Gases, welche in der Zeiteinheit die Flicheneinheit
des Querschnitts nach der positiven Richtung passiren, ist daher

weyly &

a -]
3 "3_(‘111"‘5219) N=37v.(cl!1‘ﬁ?—t— 52139}.1).

Dieselbe Zahl erhilt man natiirlich fiir das entgegengesetzt wandernde Gas.
Was fiir die (yz)-Ebene, das gilt natiirlich auch fiir jede parallele Ebene. Wir
konnen daher fiir die Zahl der passirenden Molekeln allgemein schreiben

Z= z1N2+5922N1).

o
W2 (4

Bevor wir weiter gehen, wollen wir uns erst wegen einer Vernachldssigung
rechtfertigen, welche wir uns beziiglich der mittleren Weglidngen /, und /, erlaubt
haben. Dieselben sind natiirlich von dem jeweiligen &V, und /¥, abhingig, also
ebenso eine Function von x wie diese Grossen. Beachten wir aber die geringe
Grosse der mittleren Weglinge, und dass die Tiefe, aus welcher die die (yz)-
Ebene passirenden Molekeln kommen, in den weitaus meisten Fillen von derselben
Gréssenordnung ist, so kénnen wir ohne nennenswerthen Fehler /, und /, als
unabhéngig von x annehmen. Dies diirfte natiirlich nicht mehr geschehen, wenn
z. B. in unserer Rechnung die Differenz der Werthe von /, flir zwei verschiedene
x voikommen wiirde, weil es sich dann nur um die Aenderung und nicht um
die wirkliche Grésse von /7, handeln wiirde, wie wir es in unserer Rechnung
z. B. bei den Gréssen &V, und AV, sahen, weshalb wir sie auch als Functionen
von x einfithren mussten.

Von friiher her wissen wir, dass
dnN,

dx
ist. Es ist daher die Zahl der Molekeln des ersten Gases, welche in der Zeit-

einbeit die Flicheneinheit passiren, durch den Ausdruck

1 an.
— g @bV + oy, N ——

o = —

gegeben. Wir denken uns nun senkrecht auf die Stromungsrichtung zwer Ebenen
in der Entfernung ¢x von einander, so wird durch die Flicheneinheit der ersten
Ebene entsprechend dem zuletzt gefundenen Ausdruck in der Secunde eine be-
stimmte Zahl Z Molekeln des ersten Gases gehen. In derselben Zeit werden
durch die zweite Ebene eine Zahl

0z
Z'———“Z—Q—de

gehen. Es wird daher zwischen den beiden Ebenen ein Ueberschuss

— g-;zdxs-slﬁ(cillﬂfg + ¢y ly IVy) %jgdx
zuriickbleiben, indem wir nach den oben gemachten Voraussetzungen die Glieder
mit (%),vemachlﬁssigen konnen. Da das Volumen, welches von unseren
beiden Ebenen begrenzt wird, gleich Zx ist, so kénnen wir die Zunahme von
NV, in der Zeiteinheit auch durch E;VTldx bezeichnen, woraus folgt, dass

WINKELMANN, Physik. II 2. 38
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1 o N,
7 =swah M+ 6L N) 55

. v qe . . ; ’ ’ o Myc?
ist. Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichung mit ——'3-1— und beachten, dass

Nymyei? i
3 a4
ist, so erhalten wir
9 1 ) a2p
_3%1 = 3TV(5111N2+ 5212N1)#= 8 ax::'

Das ist aber die eingangs erwihnte Gleichung (43) fiir die Diffusion, weshalb
der Diffusionscoéfficient durch

8= { Ny + ¢gly V)

1
| sw (4
gegeben ist.

Es handelt sich uns jetzt darum, die entsprechenden Ausdriicke fiir /, und
ly, d. h. die mittlere Wegldnge, welche eine Molekel des ersten bezw. zweiten
Gases in dem Gemisch beider Gase zuriicklegt, zu finden. Dazu gelangen wir am
einfachsten auf folgende Weise. Der Durchmesser einer Molekel des ersten Gases
sei 0y, des zweiten 6,. Beriihrt eine Molekel erster Art eine zweiter, so ist die
Entfernung ihrer Mittelpunkte

% + 9
e g

Um die mittlere Weglidnge /, zu finden, vergrissern wir die Radien aller
Molekeln um s,, so dndert sich, wie wir von friiher her (pag. 528) wissen, in der
Berechnung der mittleren Wegléinge einer Molekel nichts, wenn wir dieselbe als
wandernden Punkt auffassen. Dieser Punkt hat die Geschwindigkeit ¢,. Wiren
daher alle Molekeln mit Ausnahme unseres Punkts in Ruhe, so wiirden in der
Zeiteinheit

Niwole,
Zusammenstdsse mit Molekeln des ersten Gases,

Nymede,
Zusainmenstosse mit solchen des zweiten erfolgen. Das Resultat ldsst sich un-
mittelbar auf Molekeln in Bewegung anwenden, wenn wir anstatt der Geschwindig-
keit ¢, die relative Geschwindigkeit einfiihren, welche unser Punkt gegeniiber
den Molekeln des ersten bezw. zweiten Gases hat. Dafiir fanden wir aber die
Werthe % (pag. 529), beziiglich 3;';;_1—_-—“’—2 (pag. 530), vorausgesetzt, dass ¢, > ¢,
ist, mithin ergiebt sich fiir die Zahl der Zusammenstosse einer Molekel erster Art
4Nlrec; 3¢ + ¢

Zie= 3 32, Nywol,
Nun ist aber
Z, =‘Z—‘,
1
daher
7 — 1
1= 4 3+ ¢ ? ’
3 Nima? + lsflas Nyro?
Berticksichtigen wir noch, dass
My e = myc,l,
so wird v e
; 1
1= 31y + m '
5 Myma? + ——;—m—;——‘zvgna'a
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Ganz analog ergiebt sich fiir die mittlere Weglidnge der Mclekeln zweiter Art

1 1
- _
1 3e 2+ ¢ 4 3my + m ’
— Mo ST 50 g es L el OBy g
g -ame 3c,¢c 3 gt 3Ymom, '

Diese Ausdriicke sind in unsere Gleichung fiir den Diffusionscoéfficienten an
Stelle der mittleren Weglingen /; und /, einzusetzen.

Um die Abhingigkeit des Diffusionscoéfficienten vom Druck und der Tem-
peratur kennen zu lernen, geniigt es, wie wir schon 6fter gethan haben, fiir die
einzelnen Grossen Mittelwerthe einzufiihren. Wir wollen deshalb

fllst + £2lﬂNl - sz

und
P
4 Nro?
setzen. Dann wird
o ot
T 4Ngwoe2®
Bedenken wir noch, dass
Nmc?
3 - »
also
3p
N e
ist, so folgt
5= me’
T 12pme?”

Die Beobachtung (s. Art. Diffusion) hat ergeben, dass der Diffusionscoéfficient
verkehrt dem Gesammtdruck beider Gase und direkt proportional dem Quadrat
der absoluten Temperatur 7' ist. Die erste Thatsache ergiebt unsere Formel
unmittelbar. Fiir die Abhingigkeit des & von der Temperatur erhalten wir aber
die Beziehung, dass es der §} ten Potenz der absoluten Temperatur proportional
ist, da ja ¢? proportional 7" ist. Es ist also in diesem Punkt gerade so wie bei
der inneren Reibung und der Wirmeleitung keine Uebereinstimmung zwischen
Theorie und Beobachtung. Die Ursachen davon sind hier dieselben wie dort.
Sie sind darin zu finden, dass wir / beziiglich & als Function der Temperatur
aufzufassen haben, und zwar so, dass / mit der Temperatur zunimmt. Wir
werden Niheres dariiber noch bei der Behandlung der allgemeinen Eigenschaften
der Molekeln kennen lernen.

Aus unserer Theorie folgt ferner, dass der Diffusionscoéfficient auch von

der Art der Mischung, das heisst vom Verhiltniss & abhingig ist, was aus

Ny
MaxwerL's und STEFAN's Theorie nicht folgt. Es ldsst sich jedoch aus den
Beobachtungen kein Vorzug der einen Formel vor der anderen nachweisen.

Es war ein gliicklicher Einfall STEFaN's, den Diftusionscoéfficienten unmittel-
bar aus den Reibungscoéfficienten der einzelnen Gase zu berechnen. Wir fanden
ja (pag. 573), dass die Kenntniss des Reibungscoéfficienten »n auch jene der
mittleren Weglinge vermittelt, indem

1
n= 3—1pt
(p = Dichte des Gases) ist. Da ferner

; 3

= 4 Nrno?’
also
38"



596 Die kinetische Theorie der Gase.

Nrol= f—l
ist, so folgt nach dieser Formel
9o _3 O
U= INw, T T Ihm,’

wobei wir jetzt unter A, und A, die entsprechenden mittleren Wegldngen in den
ungemischten Gasen verstehen. Da wir ferner

g, 4 a
: Sl [T

setzten, so erhalten wir schliesslich noch
3 ( 1 +L)’

16 V= 'l/ﬁ ]/12
Falls demnach die Reibungscoéfficienten bekannt sind, so konnen wir mnach
dieser Formel direkt die Diftusionscoéfficienten berechnen, vorausgesetzt, dass
eben unsere Theorie richtig ist. Es wird uns daher die Uebereinstimmung
zwischen Beobachtung und Rechnung gleichzeitig ein Priifstein fiir die Haltbarkeit
unserer Theorie sein.

Von O. E. Mever!) wurde zu dem Zweck folgende Tabelle zusammen-
gestellt, welche die berechneten und die beobachteten Diffusionscoéfficienten
enthilt.

¢l=

i‘ 3 ber. & beob.

Wasserstoff-Saverstoff . . | 0688 | 0722
» -Kohlenoxyd . . 0665 0642

o -Kohlensdure . . 0575 0556

. -schweflige Siure | 0°499 0480
Kohlenoxyd-Sauerstoff . . 0174 0180
Sauerstoff-Kohlensdure . . | 0133 0161
Kohlenoxyd- ,, . .| o0-133 0160
Grubengas- 5 . B 0-139 0159
Luft- 5 i 0133 0-142
Stickoxydul- " - 0-097 0089

Die Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung muss that-
sdchlich eine befriedigende genannt werden, und sie ist jedenfalls ein
sicheres Zeichen dafiir, dass, wenn wir auch nicht eine in allen Stiicken strenge
Theorie besitzen, dieselbe jedenfalls im Wesentlichen die Thatsachen wiedergiebt,

Bevor wir weiter gehen, wollen wir noch einmal auf die Formel

med
- 12pma?
zuriickgreifen, in welcher #, ¢ und s Mittelwerthe aus den entsprechenden
Grossen beider gegeneinander fliessenden Gase sind. Wir werden dann fiir den
Reibungscoéfficienten des Gasgemenges ebenfalls einen Mittelwerth

6

1
n= 3‘ JPC
und fiir die Wirmeleitung
1
k=g lpcy

aufstellen kénnen. Erinnern wir uns noch, dass

') Theorie der Gase, pag. 178.
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3
T 4 Nmg?’
so folgt aus diesen Formeln ohne weiteres

n

Z

[~

?

P
also eine sehr einfache Beziehung zwischen Diffusions- und Reibungscoéfficienten,
indem dieser gleich dem Produkt aus jenem und der Dichte p des Gasgemenges
ist. Gleicher Weise erhalten wir
8=,
P
eine einfache Beziehung zwischen den Coéfficienten der Diffusion und der

Wirmeleitung. Wir kénnen fiiglich auch ;Tf die Temperaturleitungsfihigkeit des

Gasgemenges bei constantem Volumen nennen und erhalten dadurch den
bemerkenswerthen Satz: Der Diffusionscoéfficient zweier Gase ist gleich
der Temperaturleitungsfidhigkeit des Gasgemisches bei constantem
Volumen,

Wir haben bei der Ableitung des Diffusionscoéfficienten eine Methode
befolgt, welche von der MaxweLL's und STEFAN's vollstindig abweicht. Es
wiirde uns zu weit fithren, deren Theorien vollstindig wiederzugeben, doch
wollen wir uns wenigstens den Gedankengang vor Augen fithren. Wir nehmen
an, dass sich beziiglich des Drucks ein jedes Gas so verhilt, als wire es nur fiir
sich da, dass es jedoch bei der Bewegung gegen ein anderes einen Widerstand
erfihrt, welcher von der Dichte p,des einen und p, des zweiten Gases, sowie von
deren Stromungsgeschwindigkeiten #; bezliglich #, in der Weise abhingt, dass
T %2% — Adygp po(#y — ) =p1 Sy — %%f‘ = Ayyprpa (g — ) =py fy
ist. (S. Art. »Diffusion<). Es hidngt dann der Diffusionscoéfficient ¢ mit der Con-
stanten A4, , durch die Beziehung

zusammen, »worin g, den Normaldruck, unter welchem die beiden Gase bei der
absoluten Temperatur 7, die Dichten #; und 4, haben, ferner p den Druck
und 7 die absolute Temperatur des Gasgemenges wihrend des Versuchs bedeuten.«
Da die Constante 4,, die Grosse des Widerstands bestimmt, welchen ein Gas
vom anderen erfihrt, so wird es sich darum handeln, einen Ausdruck fiir die
Bewegungsgrosse zu finden, welche das eine Gas an das andere in der Zeit-
einheit abgiebt, da ja damit der Widerstand gemessen wird. Dieser Widerstand
wird gefunden, indem man zuerst den Mittelwerth der Bewegungsgrésse sucht,
welche eine Molekel des einen Gases beim Zusammenstoss mit einer des zweiten
Gases an diese abgiebt. »Der Werth, welchen der Widerstand W fiir zwei mit
den Geschwindigkeiten #; und z, bewegte Gase erhdlt, ist

da mym,
B my + my
und bedeutet @ die Anzahl der Zusammensttsse, welche zwischen den Molekeln
erster und zweiter Art in der Einheit der Zeit und des Raumes erfolgen, wenn
die beiden Gase in Ruhe diesen Raum erfiillen.c Wir erhalten dafiir die
Beziehung

W=A,p,p, @, — uy) = (g — uy),

a= N, Nyus? e+ c,t.



508 Die kinetische Theorie der Gase.

Setzt man den Werth von @ in die Formel fiir ¥, bemerkt dass
Nymy = py, Nymg= py,

4me? Y + ¢?
Ay = 3 my + m, '

Diese Grosse ist vom Druck unabhingig, jedoch propoitional der Quadrat-
wurzel aus der absoluten Temperatur, so dass sich fiir § beziiglich des Drucks
und der Temperatur dieselbe Beziehung ergiebt wie aus der von uns abgeleiteten
Formel. Sie unterscheidet sich aber von dieser dadurch, dass 3 unabhingig
von dem Mischungsverhiltniss beider Gase ist.

Aus den beobachteten Werthen fiir die Diffusionscoéfficienten ist es méglich,
die Grossen der mittleren Weglidngen /;, und /, und aus diesen weiter A; und A,
zu finden, so dass wir also auch in der Diffusion ein Mittel ‘gefunden haben,
die absoluten Werthe der mittleren Wegldngen zu bestimmen. Dass wir dadurch
auf ganz #hnliche Grossen kommen, wie nach den Methoden, die wir bei der
Theorie der inneren Reibung und Wirmeleitung kennen gelernt haben, geht
unmittelbar aus dem Umstand hervor, dass es uns gelungen ist, den Diffusions-
coéfficienten aus den Reibungscoéfficienten der einzelnen Gase zu berechnen.

Zur Vervollstindigung der Literatur iiber die Diffusion der Gase wollen wir
noch anfiihren:

MaxweLL, Trans. Cambr. Soc. 12, pag. 547—576.

L. BoLTzMANN, Wien. Ber. 65 (2), pag. 323. 1872; 94 (2), pag. 891 —918, 1887.

S. H. Bursury, Phil. Mag. 30, pag. 298—317. 1890.

so ergiebt sich

Allgemeine Eigenschaften der Molekeln.

Zu den interessantesten und, wir konnen ruhig sagen, grossartigsten Erfolgen
der kinetischen Gastheorie gehort unstreitig die Moglichkeit, dass sie uns direkt
Aufschliisse iiber viele Eigenschaften der Molekeln giebt, von welchen wir vor-
dem nur eine sehr unsichere oder gar keine Vorstellung hatten.

Wir haben bereits frither (pag. 546) erwdhnt, dass wir genéthigt sind, zwischen
den Molekeln Abstossungskrifte anzunehmen. Zu dieser Annahme sah sich auch
MaXWELL genéthigt und zwar in Folge des abweichenden Verhaltens zwischen The-
orie und Beobachtung bei der Aenderung der inneren Reibung, der Wirmeleitung
und der Diffusion mit der Temperatur. Auch wir erwdhnten bereits, dass wir
zur Erkldrung dieser Abweichung gendthigt sind, die mittlere Weglinge und von
da weiterschliessend den Durchmesser der Molekel als Function der Temperatur
anzusehen. Nach STEFAN ist dies folgendermaassen zu verstehen. Stossen zwei
elastische Kugeln aufeinander, so wird immer eine gewisse Zeit vergehen miissen,
bis die Kugeln zur Ruhe kommen und die entsprechend entgegengesetzte
Geschwindigkeitscomponente annehmen. Je grosser im Mittel die Geschwindig-
keit ist, mit welcher die Molekeln aufeinander stossen, d. h. je héher die Tem-
peratur des Gases ist, desto linger wird die Zeit des Stosses dauern, was den-
selben Effect hat, als wiirden die Durchmesser der Molekeln entsprechend
kleiner. MaxweLL betrachtet die Molekeln als Massenpunkte, welche auf ein-
ander Abstossungskrifte ausiiben. Indem er aus den Beobachtungen folgert,
dass sich die innere Reibung eines Gases proportional der absoluten Temperatur,
die Diffusionsgeschwindigkeit proportional dem Quadrate derselben sndert, wohin-
gegen die Theorie nur die }te, beziiglich §te Potenz der absoluten Temperatur
ergiebt, wiihlt er die Abstossungskrifte so, dass in der Formel fiir die innere
Reibung
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1 me
Ti - g PC!= 4uc? !
desgl, tiir die Diffusionsconstante
5 e
T 12pme?

die Grosse o2 verkehrt proportional der Geschwindigkeit ¢ ausfillt; denn dann
ist n proportional ¢2, & proportional ¢4, was der ersten, beziiglich zweiten
Potenz der absoluten Temperatur entspricht. Denken wir uns, es lasse sich das
Potential fiir die Abstossung zwischen zwei Molekeln durch die — z-Potenz
des Abstandes der Molekeln ausdriicken, und nehmen wir der Einfachheit halber
an, die eine Molekel sei fix, die andere vollfilhre einen centralen Stoss, so muss
T 3 : me?

die kinetische Energie der bewegten Molekel g in der Entfernung ¢ von der
fixen gleich Null werden. Es muss also

me? k&
e
(# = const), mithin
]
T

sein, Soll nun o? verkehrt proportional ¢ sein, so haben wir
n =4,

also die Kraft verkehrt proportional der fiinften Potenz der Ent-
fernung zu setzen. Wie jedoch spitere experimentelle Untersuchungen gezeigt
haben, ldsst sich auch diese Annahme nicht festhalten. Es wurden daher von
verschiedener Seite Versuche gemacht, die Wirkung der Molekularkrifte zu
studiren, ohne dass jedoch die Frage endgiiltig gelost worden wiirel).

Die von uns gewonnenen Formeln fiir die verschiedenen Eigenschaften der
Gase geben uns auch Aufschluss {iber eine Reihe von Gréssen, die in innigem
Zusammenhang mit der Grosse der Molekeln stehen, ja wir werden zeigen, dass
wir die Durchmesser der Molekeln selbst berechnen konnen.

Aus der Formel fiir die mittlere Weglinge

3

yim 4 Nra?

konnen wir unmittelbar den Gesammtquerschnitt der in der Volumeinheit ent-
haltenen Molekeln finden, da ja ms? nichts anderes als der vierfache Querschnitt
einer Molekel ist. Wir erhalten demnach fiir den Gesammtquerschnitt der V-
Molekeln

B
167°

Es ldsst sich also aus dem bekannten Werth der mittleren Weglinge sehr
leicht Q berechnen. In folgender Tabelle mdgen fiir einige Gase die Werthe

dieser Querschnittssumme in ¢m? nach O. E. MEVER?) angegeben werden. Die-
selben beziehen sich auf ein ¢»® Gas unter dem Druck einer Atmosphire.

1
S =
Q_4an

1) BoLTZMANN, Wien. Ber. 66 (2), pag.-213. 1872; 89 (2), pag. 714—723; WIED.
Ann. 24, pag. 37—45. 1885, — W. SUTHERLAND, Phil. mag. (5) 22, pag. 81—95. 1886;
24, pag. 113—134, 168—188. 1887; 35, pag. 210—295. 1893; 36, pag. 507—531. 1893.

2) Gastheorie, pag. 207,



600 Die kinetische Theorie der Gase.

Wasserstoff . . H, 9500 Chler'.. »+ « . . Cl 37300
Kohlenoxyd . . CO 18000 Wasserdampf . . H,O0 27200
Stickstoft . . . N, 17900 Kohlensiure . . CO, 26000
Stickoxyd. . . NO 18400 Ammoniak . . . NH, 24000
Sauerstoff . . . O, 16700 Cyan . . . . . CyN, 42200

Es ist auffallend, wie gross der Gesammtquerschnitt der einzelnen Gasmengen
ist, betrdgt er ja bei Cyan iiber 4 m?. Wir konnen daraus nur schliessen, dass
die Materie ungemein fein vertheilt sein muss, so dass die Durchmesser der
Molekeln sehr klein ausfallen miissen: denn je diinner wir sozusagen einen
Korper walzen, eine um so grossere Fliche wird er bedecken koénnen.

Bringen wir eine gewisse Gasmenge auf ein immer kleineres Volumen, und
setzen wir das so lange fort, bis selbst die gréssten Druckkrifte keine Ver-
ringerung des Volumens mehr hervorbringen, so miissen wir annehmen, dass die
Molekeln den ihnen zur Verfiigung stehenden Raum vollstindig mit Materie aus-
fiilllen. War das urspriingliche Volumen Eins, die darin enthaltene Zahl der
Molekein &, so wird, da $/Vrs® das achtfache Molekularvolumen ist, das neue
Volumen

b= % Nrad,

Dieses Volumen nennt LoscumipT!) den Condensations- oder Verdichtungs-
coéfficienten, weil er annimmt, dass im fliissigen Zustand dieses Volumen nahezu
erreicht ist. KEs ist mithin v eine der Messung zugiingliche Grosse. Aus der
letzten und der Gleichung fiir die mittlere Weglinge

3

fram 4 Nrng?

folgt unmittelbar
6 = 8ul
Wir erhalten also das zuerst von LoscHMIDT aufgefundene {iberraschende
Resultat, dass uns die Moglichkeit gegeben ist, Aufschluss iiber die absolute
Grosse der Molekeln zu erlangen, da ja s nichts anderes als der Durchmesser
einer Molekel ist. In folgender Tabelle?) wollen wir einige auf diesem Wege er-
haltene Werthe von s anfithren.

Dichtigkeit J ; :
gasformig | fliissig
Wasser . . . . .| 06285 1 000081 44-10—%em
Ammoniak . . .~ . /! 05967 06502 119 45 -
Kohlensdure . . .| 15291 09985 198 114 »
Cyan. . . . . .| 18064 0-866 270 96 "
Chlor . . . . .| 2450 | 1-33 238 96 #

Natiirlich diirfen wir nicht annehmen, dass wir es hier mit strengen Werthen
zu thun haben, aber die Grossenordnung des Durchmessers der Molekeln ist
durch die berechneten Zahlen sicherlich gegeben. Es wird das um so iiber-
zeugender werden, wenn wir noch andere Methoden zur Bestimmung der Grisse
der Molekeln werden kennen gelernt haben.

Zur Kenntniss des Molekularvolumens haben wir nun nicht immer néthig,
das Volumen des Korpers im gasformigen und fliissigen Zustand zu bestimmen,

1) Wien. Ber. 52, pag. 395. 1865.
?) O. E. Mever, G asth,, pag. 226.
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wissen wir ja, dass in der Zustandsgleichung (pag. 546) die Grosse & das vierfache
Molekularvolumen bedeutet. Wir kénnen daher

1 b
s Bl =
n_GN“G-EJlZ!

setzen, wobeil # jenes Volumen des Gases ist, bei welchem /N Molekeln in der
Volumeinheit enthalten sind. Setzen wir diesen Werth von  in die obige Gleichung

ein, so ergiebt sich
24/

g = —

bl

Beziehen wir die Grossen ¢ und o von vornherein auf die Volumeinheit des
Gases unter einem bestimmten Druck, so wird 2 = 1, also
s = 25/
O. E. Mever erhdlt jedoch s = 34/1), was daher riihrt, weil er eben & nicht

fiir das vierfache Molekularvolumen, sondern fiir das lEi—fau:he hiilt, Nachunserer

3
Formel erhilt man fiir
‘ & 4
Atmosphirische Luft . . . 000387 |56'10— %an
Stickstoff . . . ., . . . 232 |34 "
Kohlensiiure . . . . . . 8 8 W
Wasserstoff . . . . . . 318 |88 T

Auch diese auf ganz andere Weise berechneten Werthe der Grisse der
Molekeln stimmen der Gréssenordnung nach mit unseren friiheren Werthen
iiberein.

Sk ran stellt sich die Molekeln als Kugeln aus verdichtetem Aether vor und
macht daraufhin folgenden Schluss auf den Brechungsexponenten der Gase?):
»Das Licht pflanzt sich im leeren Raum mit einer grésseren Geschwindigkeit
fort als in anderen Medien, z. B. in Gasen. Nach FresneL liegt die Ursache
davon darin, dass die mittlere Dichte des Aethers innerhalb der Kérper eine
grossere ist als im leeren - Raum. Wenn nun die Gasmolekeln Kugeln von
solchem verdichteten Aether sind, so ist eine Beziehung zwischen den Brechungs-
quotienten der Gase und den Grossen ihrer Molekeln zu erwarten, dass Gase
mit grosseren Molekeln das Licht stirker brechen als Gase mit kleineren.«
Diese Folgerung entspricht vollstindig den T'hatsachen.

Nachdem aus der MaxwerL'schen Theorie des Lichtes hervorgeht, dass
zwischen der Dielektricititsconstanten A und dem Brechungsexponenten z eines
Kéorpers die Beziehung

K = n?
besteht, und Crausius gezeigt hat3), dass
1+ 22
1—v

also
. K—1 n:-—1
T K+2 a'+ 2
ist, wenn wir unter # jenen Bruchtheil des ganzen vom Dielektricum ein-
genommenen Raums verstehen, der wirklich mit Materie erfiillt ist, so konnte

1) Gasth., pag. 229,
%) Wien. Ber. 65 (2), pag. 341. 1872.
) Die mechanische Behandlung der Elektricitit, III. Abschnitt.
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F. Exnerl) diese Formel fiir das Molekularvolumen zur Berechnung der Grosse
der Molekeln nach unserem obigen Vorgang beniitzen. Er findet fiir eine Reihe
von Gasen Werthe des Molekeldurchmessers, welche simmtlich zwischen 9 und
22:10 9 em liegen, also wieder von derselben Grissenordnung sind, wie die
bereits erwidhnten.

Der Werth der mittleren Weglidnge, welchen wir fiir unsere Rechnung
brauchen, kann natiirlich sowohl aus der Reibung, der Diffusion oder der Wirme-
leitung gewonnen sein. Wir wissen ja, dass diese verschiedenen Methoden Weg-
lingen gleicher Grosse, mithin auch gleich grosse Molekeldurchmesser ergeben.

Eine von den oben angefithrten vollstindig abweichende Methode zur Be-
rechnung des Molekulardurchmessers auf Grund der kinetischen Gastheorie riihrt
von G. JAGer?) her. Derselbe geht von der Vorstellung aus, dass sich ein
Koérper beim Uebergang aus dem fliissigen in den gasférmigen Zustand in lauter
kleine Tropfchen auflost, die wir Molekeln nennen. »sInsofern wir nun unter
der Grosse der Molekeln eines Gases oder Dampfes nichts anderes verstehen als
den Mittelwerth der Gréssen jener Fliissigkeitstrépfchen, welche den dampfférmigen
Zustand bilden, ist es ein Leichtes, mit Zuhilfenahme der kinetischen Gastheorie
diese Grossen zu finden.

Der Druck eines Gases ist durch die Gleichung

Nme?
?="3
gegeben. Da weder /V noch m unmittelbar gegeben ist, sondern nur das Produkt
beider Grossen als Dichte des Gases auftritt, so ist ohne Weiteres klar, dass,
welche Grésse auch immer wir der Masse » geben, d. h. wie gross wir auch
immer unsere Fliissigkeitstropfchen wihlen, die mittlere Geschwindigkeit ¢ der-
selben nicht geindert werden kann. Der Einfachheit halber wollen wir kiinftig
annehmen, alle Theilchen haben dieselbe Grosse und dieselbe Geschwindigkeit ¢.

Wird ein Tropfen in seiner Geschwindigkeit plotzlich gehemmt, etwa dadurch,
dass er auf einen festen Korper aufschldgt, so bemerkt man im Allgemeinen,
dass er zerstiebt. Nur fiir den Fall, als seine Geschwindigkeit verhiltnissmissig
klein ist, zerfillt er in wenige kleinere Tropfen, oder er bleibt unversehrt. Bei
einem Anstoss vertheilt sich nimlich die lebendige Kraft des Tropfens nach den
verschiedensten Richtungen und fiibrt dadurch eine Zertheilung desselben herbei,
wenn sie grosser ist als die Arbeit, welche die durch die Theilchen hervor-
gebrachte Vergrésserung der Fliissigkeitsoberfliche erfordert. So kénnen wir uns
auch vorstellen, dass durch die bestindigen Stésse, welche die Gastheilchen auf
die Gefisswand und gegen einander ausiiben, eine derartige Zertheilung der
Materie hervorgebracht wird, dass wir schliesslich einen stationiren Zustand er-
halten, der dann eintritt, wenn die Arbeit, welche zur weiteren Zerlegung der
Molekeln nothwendig ist, der lebendigen Kraft der Molekeln gleich wiid.

Nach unseren vereinfachenden Annahmen ist es nun leicht, einen Schluss
auf die Bedingungen dieses Gleichheitszustands zu machen. Da wir alle Theilchen
als gleich gross voraussetzen, so miissen jene Theilchen, durch deren Zerlegung sie
entstanden sind, dem Volumen und der Masse nach mindestens doppelt so gross
sein. Der Gang unserer Rechnung wird sich daher derartig gestalten, dass wir
den Oberflichenzuwachs bestimmen, wenn sich eine Kugel in zwei gleich grosse
Theile theilt, die abermals kugelférmige Gestalt haben. Ist der Radius der

1) Wien. Ber. 91 (2), pag. 855. 1885.
?) Wien. Ber. 100 (2), pag 1233—1238. 1891.
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Theilkugel #, so ist die Oberfliche 4x7»2, thr Volumen ‘%“,.s, Das Volumen der

urspriinglichen Kugel ist nun das doppelte einer Theilkugel, also gleich 8—; re;

woraus fiir die Oberfliche dieser Kugel 4= }/4»? folgt. Mithin betrigt die Ober-
flichenvergriosserung B
4w (2 — Y9) .
Die Arbeit, welche daher bei der Theilung der Kugel zu leisten ist, ist gleich

47(2 — V4 r2q,
wenn wir unter x die Capillarititsconstante der entsprechenden Fliissigkeit ver-
stehen (s. Art. »Capillaritit<). Diese Arbeit muss nun gleich sein der lebendigen
Kraft, welche von der fortschreitenden Bewegung der Kugeln herriihrt, also gleich

mc?
9

-

2

= m¢2,

Wir erhalten mithin die Gleichung
47 (2 — VZ) r2q = mc?,
Setzen wir die Dichte der Fliissigkeit gleich p, so ist
4w

= — 3
m 3 70
daher
4
42— YD) rta= ?ﬁr*‘pc?

oder

3@ —V9e 1244
= —“P(? = "—9;2— 4.
Nach dieser Formel ergiebt sich z. B. fiir den Durchmesser ciner Wasser-

molekel
¢=>51-10"2 ¢m,

also ein mit dem frither erhaltenen sehr gut iibereinstimmender Werth.

Wir beniitzten soeben die Arbeit, welche zur Ueberwindung der Capillar-
krifte erfordert wird, wenn sich ein Tropfen in zwei zerlegt. Diese Arbeit ist
dann offenbar ein Theil der Verdampfungswirme, und sie wird mit wachsender
Temperatur abnehmen, da ja die Capillarititsconstante der Fliissigkeit mit zu-
nehmender Temperatur ebenfalls kleiner wird, so dass wir diese Arbeit durch
den Ausdruck

b= by(1 — &)
darstellen kénnen, wobei wir unter e den Temperaturcoéfficienten der Capillaritiits-
constanten verstehen, Vernachldssigen wir die urspriingliche Oberfliche der
Masseneinheit Fliissigkeit gegeniiber der Gesammtoberfliche der Dampfmolekeln,
so entsteht bei der Verdampfung eine Oberflichenvergrisserung 4= »2 NV (V = Zahl
der Molekeln der Masseneinheit). Die dabei zu leistende Arbeit zur Ueber-
windung der Capillarkrifte ist demnach
dnr? Na = b,(1 — eb).

Von frither her (pag. 556) wissen wir, dass die Energie der fortschreitenden
Bewegung einer Molekel beim Uebertritt aus der Fliissigkeit in den gasférmigen
Zustand betriichtlich zunehmen muss, und dass die Hilfte dieser Energiezunahme
nothwendig ist, um die Molekeln aus dem Inneren der Fliissigkeit an die Ober-
fliche zu schaffen. Und daraus resultirt ja die Capillararbeit, welche bei der
Vergrosserung der Oberfliche einer Fliissigkeit zu leisten ist. »Es kann demnach
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in unserer letzten Gleichung 2, nichts anderes als der Zuwachs der Energie in
der fortschreitenden Bewegung der Molekeln sein, welchen die Masseneinheit
Fliissigkeit bei der Temperaturerhdhung von 1° erfihrt, indem ja nach dem
Gesetz von der Erhaltung der Energie die Gesammtwirme, welche zur Tempe-
raturerh6hung der Fliissigkeit und zur Verdampfung verbraucht wird, constant
sein muss, bei welcher Temperatur die Verdampfung auch vorgenommen wird,
wenn nur die Anfangs- und Endtemperatur des Processes dieselbe bleibt.« Fiir
den bewussten Zuwachs an Energie der fortschreitenden Bewegung haben wir
o'
i
2
sein, wobei wir allgemein 7 als mit der Temperatur verdnderlich ansehen wollen,
wihrend 7, der entsprechende Werth fiir die Temperatur des schmelzenden Eises
ist.  Wir fanden weiter

aber auch (pag. 589) den Ausdruck gefunden. Mithin muss

= b,e

Wy _x
2 " 9’
wir konnen daher auch schreiben
b
— = De,
1
oder
B o
TJE
Nun ist nach dem fritheren aber
b = 4nr? Nu
das Volumen der Masseneinheit-Fliissigkeit
1 _dm
P 3
mithin
8
T 4mrdp’
%x Ja
— = 4172 Na = —,
ne rep

und wir erhalten fiir den Durchmesser einer Molekel

q=2r=6a—n£.
%P

Die Grosse ; ist allerdings mit der Temperatur sehr veridnderlich, jedoch

nicht m dem Grade, dass dadurch die Grdssenordnung von ¢ eine andere werden
kénnte. Nach dieser Formel erbalten wir z. B, fiir Wasser bei 60° als Grosse
einer Wassermolekel rund )
g = 70"10—9 ¢m,

also in vollstindiger Uebereinstimmung mit den frither erhaltenen Resultaten.
Fiir niedrige Temperaturen wird ¢ jedoch betrichtlich grosser und fallt bei 0°
etwa fiinf Mal so gross aus, woraus wir schliessen kénnen, dass sich im fliissigen
Zustand die Molekeln mehr oder weniger associiren. Allerdings ist auch nicht
zu vergessen, dass unsere Formeln fiir die innere Reibung n und fiir die Wirme-
leitung x einer Fliissigkeit ebenfalls nur als niherungsweise richtig anzusehen sind.

Kennt man einmal den Durchmesser s einer Molekel, so ist es natiirlich
© etwas Leichtes, die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit zu berechnen. Die-
selbe ist dann durch die Formel fiir die mittlere Weglinge
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,_ 3
T 4Nxol
gegeben, niamlich

3
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Berechnet man diese Zahl fiir ein Gas unter einem bestimmten Druck, z. B.
einer Atmosphire, so gilt dieselbe natiirlich entsprechend der Regel von AvOGADRO
auch fiir alle fibrigen Gase. Wir gelangen so zu dem Resultat, dass sich in
1 ¢m® unter dem Druck einer Atmosphire etwa

XN = 21 Trillionen
Molekeln befinden.

Als weitere Litteratur iiber diesen Gegenstand sei noch erwihnt:

MaxweLr, Phil. mag. (4) 46, pag. 453. 1873.

N. D. C. Hopoges, Sill. J. 5, pag. 135—136. 1879.

W. THomsoN, Nature 28, pag. 203, 250, 274. 1883; Exner’s Rep. 21, pag. 182- 197,
217—240.

A. W. REINOLD, Rep. Brit. Ass. Aberdeen 1885, pag. 986- 987. G. JAGER.

Uebergang des festen in den fliissigen Aggregatzustand.

Diejenige Eigenschaft, deren Grésse vor allem den Unterschied fester und
fliissiger Korper bedingt, ist ihre innere Reibung oder ihr Widerstand gegen
Formyverinderung, wihrend sie in Bezug auf Volumverinderlichkeit nicht sehr
von einander entfernt stehen. Aus den jiingsten Versuchen von Voicr?!) geht
hervor, dass z. B. Kupfer eine etwa 4-10" fach so grosse innere Reibung hat
als Wasser?). Da jedoch die Werthe dieser Constanten bei verschiedenen
fliissigen und jedentalls auch festen Substanzen innerhalb weiter Grenzen variiren,
so ldsst sich allgemein hierauf keine scharfe Abgrenzung zwischen festem und
fliissigem Aggregatzustand basiren. (s. Artikel »Aggregatzustande.)

Die innere Reibung ist in erster Linie eine Function der Temperatur, mit
der sie in hohem Grade variabel ist, in zweiter eine solche des Druckes.

Es scheint in Folge dessen moglich, durch Temperaturinderung einen
kontinuirlichen Uebergang zwischen beiden Aggregatzustinden herbeizufiihren,
wie das Verhalten von Substanzen, wie Glas, Siegellack. Guttapercha, Pech,
Butter zu illustriren scheint. Allen solchen ist jedoch gemeinsam, dass sie
nicht als chemisch einheitliche Individuen anzusprechen sind, und die Betrachtung
der physikalischen Gemische (s. weiter unten), denen sie somit zugehoren, wird
ihr Verhalten in wesentlich anderer Weise verstehen lehren.

Einheitliche Korper.
Bei keinem chemischen Individuum ist bisher eine Continuitdt zwischen
fester und flissiger Form bekannt, sondern der Uebergang beider erfolgt derart,

) W. VoieT, Gotting. Nachrichten, Bd. 38, pag. 71. 1892,
) In C. G. S.-System nach Voier: Cu+= 548105, Nin= 138106, Messingn
= 33,4'10%, Bronze 7 = 107°10¢ H,O (fliissig) 7 = 1210-3.
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