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Die kiinstliche Erweiterung der Abbildungsgrenzen.

(Theorie der sphirischen Aberrationen.)

Im Vorangehenden ist gezeigt, dass und in wie weit durch Brechung diinner
Biischel an Kugelflichen eine Abbildung zu Stande kommt. Unter den gemachten
Annahmen zeigte sich diese Abbildung als eine relativ sehr beschrinkte: bei
centraler Brechung war es nur ein fadenférmiger, die Axe des Systems umge-
bender Raum, in welchem allein eine »Abbildungs in unserem Sinne stattfand,
und dieselbe kam nur zu Stande durch Biischel von unendlich kleiner Winkel-
offnung. Die Strahlenvereinigung war dann von der zweiten Ordnung.

Bei schiefer Brechung war das Bereich der Abbildung noch mehr eingeengt;
man konnte von einer solchen nur reden, wenn man jeweilig gewisse ebene
(zweidimensionale) Biischel in Betracht zog. Die Strahlenvereinigung war fiir die
eine Art von Biischeln sogar nur von der ersten Ordnung; um eine gleiche
Genauigkeit der Strahlenvereinigung zu haben wie im anderen Fall, miisste die
Oeffnung dieser Biischel also entsprechend noch mehr eingeengt werden. Das
raumliche Biischel gab bei schiefem Einfall eine Abbildung, d. h. ein punktweises
Entsprechen zweier Raumgebiete eigentlich {iberhaupt nicht mehr. Diese,
gewissermaassen eo ipso stattfindende Abbildung wire nun fiir alle praktischen
Zwecke ginzlich unzureichend. Die Bilder, welche sie ergiebt, sind ja einerseits
unendlich klein bezw. es wird von einem gegebenen Objekt nur ein der Theorie
nach unendlich kleiner Theil deutlich abgebildet. Andererseits kénnen wir
— unter Vorausnahme dieser spidter ndher zu definirenden und zu erdrternden
Begriffe — auch schon jetzt schlechthin feststellen, dass die von »unendlich
diinnen« Biischeln entworfenen Bilder unendlich lichtschwach wiren und dass
die »Bildpunkte« so enger Biischel, gemiss der Wellentheorie, als die Beugungs-
wirkung entsprechend eng begrenzter Wellenflichen aufgefasst, statt Punkte viel-
mehr unendlich grosse Scheiben wiren. Die von benachbarten Punkten des
Objekts herriihrenden Bildscheiben wiirden sich iiberdecken, statt eines scharfen
Bildes, statt eines punktweisen Entsprechens wiirde also eine véllige Confusion
entstehen, in welcher keinerlei Detail mehr erkennbar wiire.

Wenn wir andererseits die Oeffnung der abbildenden Strahlenbiischel ohne
weiteres steigerten, so wiirde, wie wir frilher bereits fliichtig angedeutet haben,
die Strahlenvereinigung im geometrischen Sinne mehr und mehr unvollkommen
und aus diesem Grunde die Abbildung aufgehoben.

Aus diesem Dilemma zwischen anscheinend einander widersprechenden
Anforderungen helfen wir uns auf drei, zum Theil zusammengehenden, Wegen.
Der eine beruht auf der Unempfindlichkeit, d. h. beschrinkten Sehschirfe
unserer Augen, der zweite darauf, dass nach den Normen der physischen Optik
die Grenzen der Beschrinktheit fiir die eo ipso statthabende Abbildung fiiglich
um ein betrichtliches Stiick hinausgeschoben werden diirfen, der dritte und
wichtigste endlich in der Moglichkeit, durch geeignete Combination optischer
Systeme solche zu erhalten, an denen die frither constatirten Beschrankungen der
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Abbildung zum Theil — und unter Umstinden bis zu einem sehr erheblichen
Grade — beseitigt sind.

ad 1) Alle Bilder sind in letzter Linie dazu bestimmt, dem Auge dargeboten
zu werden. Dieses — selbst ein optischer Apparat, dessen nihere Einrichtung
wir an spiterer Stelle beschreiben werden — ist vermoge dieser seiner physika-
lischen und ebenso vermdge seiner anatomischen und physiologischen Natur auch
seinerseits in seinen Leistungen mannigfach beschrinkt. Unter anderem ist —
unabhingig von aller weiteren Kenntniss seines Baves und seiner Funktionen —
leicht die Thatsache festzustellen, dass das Unterscheidungsvermégen-des
Auges gewisse, wenn auch individuell etwas schwankende, Grenzen nicht iiber-
steigt. Objekte — seien es selbst- oder mittelbarleuchtende, seien es ihrerseits
optische Bilder, — welche dem Auge unter einem Sehwinkel dargeboten werden,
der eine gewisse untere Grenze nicht erreicht, vermag es weder ihrer Form
noch der Grosse nach von einander, also auch nicht von idealen »Punktens
zu unterscheiden?).

Die genannte Grenze mag ausser von dem Individuum noch von ver-
schiedenen anderen Umstinden (Helligkeit, Farbe des Objekts u. dergl)
abhingen — dies ist flir uns hier ohne Belang — genug, es existirt eine
solche. Ihr Vorhandensein aber entbindet uns von der Verpflichtung, behufs
optischer Abbildung ideale Punkte herbeizufithren; wir kénnen uns damit
begnligen, das Bild aus Flecken bestehen zu lassen, deren Grosse nur
unterhalb jener — wie gesagt von mehreren Umstinden abhiingigen — Grenze
liegt.

Diese Erleichterung werden wir verschieden auslegen, je nachdem wir uns
auf den Standpunkt der physischen oder der rein geometrischen Optik stellen,
Gemiiss letzterem wiirde hiernach eine Abbildung auch' dann noch praktisch
geniigend sein, wenn die Strahlen nicht genau homocentrisch vereinigt werden,
sondern statt eines Kegels ein Conoid bilden, dessen engste Einschniirung ein
gewisses Maass nicht {iberschreitet. Statt des Bildpunktes wiirde dann der
Querschnitt jener engsten Einschniirung, der »Kreis der kleinsten Verundeut-
lichung« functioniren. Demgemiss wiirde es erlaubt sein, bei jeder durch
Brechung an sphirischen Flichen vermittelten Abbildung die Oeffnungen der
wirksamen Biischel bis zu einer gewissen — von den Umstinden des einzelnen
Falls abhidngigen — Grosse ohne weiteres zu vermehren.

Gemiss der Undulationstheorie wiirden diesem Schlusse Bedenken entgegen-
stehen. Denn bei ihm ist stillschweigend angenommen, dass auch in dem end-
lichen Querschnitt nicht homocentrischer Strahlen eine Lichtwirkung entstehe,
ganz ebenso als wenn jeder Strahl schlechthin Triger von Licht sei. Diese An-
nahme, welche gewissen Untersuchungen in ganz ungerechtfertigter Ausdehnung
zu Grunde gelegt ist, kinnen wir aber durchaus nicht ohne weiteres anerkennen.
Es bedarf besonderer, nach den Methoden der Diffraktionstheorie ange-
stellter Untersuchung dariiber, welcher Art die Lichtwirkung nicht homocentrischer
Strahlen, d. h. nicht sphirischer Wellen auf irgend eine Einstellungsebene ist.
Wir verdanken solche Untersuchungen Airv?) und mit besonderer Berlicksichtigung
der uns hier interessirenden Frage Lord Ravreicu?). Dieselben sind noch lange

1) S. die Lehrbiicher der physiologischen Optik, z. B. das von HELMHOLTZ, 2. Aufl,, § 18.
3) Cambridge Phil. Trans., vol. VL. 1838.
8) Phil. Mag. 9, pag. 410. 1879.

WinkeLmany, Physik. 1L 7
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nicht so weit gefiihrt, als fiir die Beantwortung dieser Frage néthig wire, indem
sie sich auf die Bestimmung der Helligkeit des axialen Bildpunktes be-
schrinken, die hier in erster Linie stehende Frage nach der Helligkeitsver-
theilung ausserhalb der Axe aber noch ganz offen lassen. Sie filhren uns
jedoch mit einer wenig geinderten Auslegung ihrer Resultate auf dem zweiten
der eingangs angefiibrten Wege zu einer zuldssigen Erweiterung der Abbildungs-
grenzen.

ad 2) Statt nimlich nach der Helligkeit zu fragen, die eine Wellenfliche
von- gegebener Abweichung gegen die Kugelgestalt im Kriimmungscentrum von
deren Scheitel ergiebt, kénnen wir umgekehri nach der Deformation der aus-
tretenden Wellenfliiche fragen, welche zulissig ist, wenn jene Helligkeit einen
gewissen Bruchtheil der normalen nicht unterschreiten soll. In dieser Form hat
in der That Ravreica diese Frage behandelt. Er findet, dass die Deformation
der Wellenfliche gegen die sphirische nicht mehr betragen darf, als } A Abstand
am Rande bei Coincidenz der Scheitel, wenn die Helligkeit nicht geringer als
ca. 0'8 der normalen sein soll.

Ist nun ein optisches System vollstindig gegeben, so ldsst sich, z. B. durch
trigonometrische Verfolgung mehrerer vom Objektpunkt aus divergirender Strahlen
durch dasselbe (gemiss den Formeln pag. 68—69g), deren Wellenfliche als
Normale zu diesen Strahlen construiren und obige Regel von RavieiGH fiihrt
dann zu einer Bestimmung tiber die Oeffnung, welche man dem System d. h.
den es durchsetzenden Strahlenbiischeln geben darf, ohne eine merkliche Ver
schlechterung des Bildes gewirtigen zu miissen.

Die Frage nach der seitlichen Ausbreitung des Lichts bleibt hierbei, wie
bemerkt, ausser Acht, ebenso wie die nach dem wahren, d. h. giinstigsten Ein-
stellungsort auf der Axe offen bleibf. Immerhin giebt obige Regel doch einen
ziemlich guten Anhalt fiir die Beurtheilung der Verhiltnisse im Grossen und

A . 5 :
Ganzen. RAYLEIGH berechnet, dass 4f = L3 Wenn df die Lingsaberration, « die

vom Bildpunkt aus gemessene halbe angulare Oeffnung des Systems und X die
Wellenlinge des wirksamen Lichts ist und findet in Uebereinstimmung damit,
dass eine einfache planconvexe Linse von ca. 1 m Brennwelte gegeniiber parallel
auf die convexe Seite fallendem Lichte noch merklich gute Bilder giebt,
wenn das Verhiltniss von Oeffnung zu Brennweite bei ihr nicht grisser als
1: 18 ist; ein sphirischer Spiegel sogar, wenn dasselbe Verhiltniss nicht grésser
als 1:14.

In der That kann man ja fiir manche Zwecke ohne erheblichen Nachtheil
optische Instrumente beniitzen, die ohne besondere Wahl aus »einfachen« Linsen
und Spiegeln zusammengesetzt sind, ohne deren Oeffnungen iibermissig einengen
zu miissen. Und man hat sich ihrer Jahrhunderte lang bedient, ehe man die
kiinstlichen Mittel zur Vervollkommnung derselben erfunden hatte.

ad. 3. Diese Vervollkommnung zu.erreichen ermdglicht uns nun der dritte und
letzte der oben erwihnten Auswege: Wir kénnen optische Systeme so combiniren,
dass, wiewohl jedes einzelne — im geometrisch-optischen Sinne — nur die ge-
wohnliche ganz beschrinkte Abbildung ergiebt, bei dem resultirenden System
jene Grenzen dennoch nach der einen oder der anderen Richtung hin, oder auch
nach mehreren zugleich erheblich erweitert sind; sodass also ein System entsteht,
welches homocentrische Abbildung entweder durch mehr oder minder weit
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gedffnete Strahlenbiischel oder die eines grésseren Objektes durch relativ
enge Biischel vermittelt.

Es mag aber gleich hier bemerkt werden, dass wir auch bei den nach dieser
Richtung hinzielenden Bestrebungen auf Grenzen stossen, die uniiberschreitbar
sind. Je weiter wir versuchen, in der einen Richtung die Beschrinkungen der
Abbildung zuriickzuschieben, um so enger sind sie dann stets in anderen
Richtungen. Je weiter die Oeffnung der abbildenden Biischel sein soll, desto
enger wird, nach der Seite und in der Tiefe, das Gebiet des gleich vollkommen
abbildbaren Raumes, desto mehr ist die Abbildung beschrinkt auf singulire
Stellen des Raumes und umgekehrt Die Bemiihungen der Theorie und Praxis
koénnen dahin gehen, sich diesen durch die Natur der Brechung und der Kugel-
flichen gesetzten Grenzen méglichst zu nihern, aber es ist — das kann mit
Sicherheit ausgesprochen werden — auch theoretisch unméglich, mit den Mitteln
der Dioptrik Abbildungen herzustellen, welche von jener idealen Vollkommenheit
sind, die wir in unseren Berachtungen iiber die allgemeine collineare Abbildung
voraussetzten — Abbildungen eines beliebig grossen Raumes durch beliebig
weite Biischel. Es sei denn, dass wir, aut jeden eigentlichen optischen Effekt
verzichtend, uns mit einer blossen Umlagerung des Bildraumes gegen den
Objektraum begniigen, ohne jede weitere Verinderung desselben. Diesen letzteren
Effekt liefert uns, wie wir friiher sahen, die Spiegelung an Ebenen, ohne Ein-
schrinkungen irgend welcher Art.

Die Erweiterung der Abbildung kann, wie schon bemerkt, nach zwei Rich-
tungen hin geschehen: erstens dahin, dass die Oeffnung der abbildenden
Biischel eine méglichst weite wird; zweitens dahin, dass méglichst grosse
Objekte abgebildet werden. Die erstere Aufgabe kommt ersichtlich darauf
hinaus, die von ein- und demselben Punkte ausgehenden, innerhalb eines end-
lichen Raumwinkels liegenden centralen und schiefen Elementarbiischel durch
geeignet angeordnete Spiegelungen oder Brechungen so zu modificiren, dass sie
simmtlich zuletzt wieder nach demselben (Bild-) Punkte convergiren. Bei der
letzteren wird es sich zunichst nur darum handeln, in den einzelnen relativ
engen Biischeln, die von verschiedenen Punkten eines Objekts ausgehen,
wenigstens den Astigmatismus aufzuheben, um iiberhaupt eine eindeutige scharfe
Abbildung mittels riumlicher Biischel zu erhalten. Diesen Anforderungen
werden wir jedoch alsbald noch weitere nothwendig zu erfiillende beigesellen
miissen.

Wir wenden uns der niheren Betrachtung dieser beiden Aufgaben zu. Um
ihre Losbarkeit zu iibersehen miissen wir, namentlich den erstgenannten Punkt
noch genauer studiren, als wir es bei der frilheren Gelegenheit gethan haben;
nidmlich die im Allgemeinen mangelnde Homocentricitit der von einem axialen
Punkte innerhalb eines endlichen Winkelraums ausgegangenen Strahlen nach
" der Spiegelung oder Brechung an centrirten Kugelflichen, den sogen. »Kugel-
gestaltfehler¢< oder die

Sphidrische Aberration fiir Axenpunkte.

Wir haben friiher gesehen, wie der Weg eines Strahls analytisch bei der
Brechung an einer Kugelfliche zu bestimmen ist. Wir fanden (pag. 69) zwischen
den Abstinden s, s' des Objekt- und Bildpunkts vom Scheitel S der brechenden
Fliche und denen vom Einfallspunkt 7, # und p' die Beziehung

7!
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=7 f—7r

7 = 7 (1)

”n

welche nichts anderes war als eine Transformation der optischen Invariante

Q=mn-sini=n'sini'.
Hierin ist
Pr=(s— 72472427 (s — 7)cos o,
ebenso
Prl=0G" =2+ 4+ 27 (s'—7)cos g,

wenn ¢ der (halbe) Oeffnungswinkel der brechenden Fliche, d. h. ihr Centri-
winkel ist. Tragen wir diese Werthe oben ein, so wird

n' (s'—7) _ n(s—r)
VE—ni+r+2r(—nese Ve—ni+ri+2r(s—rosg

@

Entwickeln wir hier die Quadratwurzeln nach dem binomischen Lehrsatz
und den cose in die &4quivalente Potenzreihe, so erhalten wir schliesslich
nach geeigneten Reductionen s', die Schnittweite des gebrochenen Strahls auf
der Axe ausgedriickt durch eine nach den Potenzen von g fortschreitende
Reihe; und da gleichen aber entgegengesetzten Werthen von ¢ offenbar gleiche
Werthe von s' entsprechen, so enthidlt diese Reihe nur die geraden Potenzen
von ¢. Sie ist also von der Form

s'=ys5, + Ae? + Bot + Co® + . . . (3)

Hitten wir in der urspriinglichen Gleichung ¢ durch # ersetzt oder durch
irgend eine andere den Einfallspunkt des auffallenden Strahls bestimmende
Grosse, so hitten wir analoge Entwicklungen nach diesen Gréssen erhalten,
- etwa nach #' die Reihe

sS=s+a'd? et w4 L (4)
oder dergl.

Die Coéfficienten dieser Reihen sind nach obiger Anweisung zu entwickeln.
Diese Arbeit ist eine ziemlich umstindliche, aber wiederholt ausgefiihrt. Wir
wollen hier nur die Coéfficenten der zweiten Potenzen herleiten, welche noch
durch relativ sehr einfache Ausdriicke dargestellt sind und daher eine gewisse
Uebersicht der von ihnen abhingigen Momente gestatten. Bei Systemen von
relativ geringer Oeffnung, wie den Fernrohren ist das deren Quadrat proportionale
Glied natiirlich auch das numerisch bedeutendste, daher an sich von besonderem
Interesse. Bei Systemen von sehr grosser Oeffnung, wie den Mikroskopobjektiven,
gewdhrt die Betrachtung dieses zweiten Gliedes der Reihe allerdings geradezu -
gar keinen Anhalt zu irgend welchen Schliissen. In diesem Falle, in welchem
z. B. # oft nahe = 90° ist, gewihrt aber die Reihenentwicklung tiberhaupt keinen
Nutzen, wihrend fiir die Theorie anderer Instrumente allerdings das dritte und
auch das vierte Glied der Reihe fast stets noch mit herangezogen werden muss.
Betreffs der Entwicklung dieser letzteren verweisen wir auf die vorhandene
Literatur?).

1) Folgt am Schlusse dieses Abschnitts.
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Das erste Glied der sphédrischen Aberration auf der Axe.

Methode. Gehen wir nochmals auf den verinderten Ausdruck fiir die
optische Invariante  bei einer Brechung unter beliebigem endlichem Winkel
zurlick, den wir noch beiderseits durch » dividiren, also

n(is—r) a'(s'—7r)

Q= pr — ;’r P » (1)
Diese Invariante muss sich auch ihrerseits als eine Potenzreihe darstellen
lassen, mit irgend einer, die Einfallshthe des Strahls bestimmenden Grésse, z. B.
dem Oeffnungswinkel ¢ der brechenden Kugel, als Variablen. Das constante
Glied dieser Reihe muss in jedem Falle = Q, sein, d. i. gleich der Invariante
fiir paraxiale Strahlen. Die Coéfficienten der Potenzreihe selbst werden das eine
Mal die Elemente des einfallenden, das andere Mal die des gebrochenen Strahls

enthalten und zwar in genau gleichartiger Weise.

Wir konnen also ein Mal

Q=0Q+ g9+ ...,
das andere Mal

CQ=0Qp+ ¢ o'+ ...
setzen.

Da wir uns hier auf die quadratischen Glieder beschrinken wc;llen, so
brechen wir die Entwicklung bei diesen ab. Alsdann folgt aber aus der Identitit
der linken Seiten beider Gleichungen, dass auch ¢ = ¢' sein muss.

Auf diesem Wege, welcher auch fiir die Berechnung aller anderen »Aber-
rationenc sehr vortheilhaft ist, gelangen wir in relativ einfacher Weise zu In-
varianten fiir die hoheren Glieder der Reihenentwicklung.

Entwicklung. Wir schreiben (1) in der Form

ors-Y-rp-y e

und entwickeln p gemiss dem eben angegebenen Ausdruck nach ¢. Vernach-
lissigen wir hierbei alle Grossen, welche mit héheren Potenzen von ¢ als der
zweiten multiplicirt auftreten, so erhalten wir

1 2
= S 2
p—-s(l 27:30@“?)’
worin s, der Grenzwerth von s fiir paraxiale Strahlen ist, welcher der fiir
diese geltenden Gleichung

Q=r(;—3)=»(3-3). a®

geniigt.
Hiernach ist die gesuchte Grosse
1
= = .02
? 1+3 ns, Qo ¥
Ganz analog muss
s r?
. P |
Pr 1 9 ”!s IQD

sein.
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Fs sind nun noch s und s' selber in eine Reihe nach ¢ zu entwickeln.
Denken wir uns zu dem Zwecke diese Grossen erst nach # bezw. #' ent-

wickelt, also
s=sy+a-at+ . ...

sS=s5,+a'u2+ ...,

worin # selbst mit », » und ¢ durch die Gleichung

+ r 3
Sinw = \— '5172?

zusammenhingt, so ergiebt letztere, unter Vernachldssigung von dritten Potenzen
der Variablen
()
#=|—
p ?

und, unter Vernachlidssigung von Gliedern, die mit der vierten und héheren
Potenzen von ¢ multiplicirt sind, folgt hieraus

also
2 »9
;=so+a(£) 2 =13, (1 +a—3-??),
So o
endlich
LT e
s 5 IERs
und ganz ebenso
1 1 -
LR LSS
$ =5y T ¥

Demnach erhalten wir Q nach einigen Reductionen in den beiden Formen,
1 1 1 02 »2 r?
= ——— - = . — — | 2
Q n(r ’o)+[2 = 50+?m504 ®

1 1 1 Qf »2 »?
== 1 prr= - s b ! ] 2
Q_n(" -’n')+[2 n "'cu'h{‘n“-"n"’]'\Dr

woraus wir gemiss der eingangs angestellten Ueberlegung folgern

und

2na Z  2x4'd QO
st 7S, (st~ #'s,

oder in unserer friiher beniitzten Schreibweise

o(15)=—oa ()

4
5o %5y

Bei dieser Entwicklung ist ausdriicklich angenommen, dass auch das ein-
fallende Biischel bereits mit sphidrischer Aberration behaftet sei;
andernfalls wire a = 0 und obige Gleichung ergibe ohne Weiteres den Werth
von a'. In ihrer jetzigen Form konnte sie nur auf indirektem Wege dazu dienen,
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aus den gegebenen Elementen des einfallenden Strahls — zu welchen auch a
gehort — die des austretenden, also a', zu berechnen.

Die Werthe und Vorzeichen von a und von a' sind, wie aus ihren Einfiihrungs-

gleichungen hervorgeht, ganz besonders charakteristisch fiir Art und Grésse der

' '
5 —35,

w'e

_50

il ; : )
sphédrischen Aberration. Es ist a = o

und ebenso a'= Bei gleichem

Oeftnungswinkel # des Biischels ist, also a ein unmittelbarer Ausdruck fiir die
Differenz der Schnittweiten vom Rand- und Axenstrahl des Biischels, die sogen.
Lings- oder Longitudinalaberration.

Bei einer einzelnen nach dem Lichte zu convexen Fliche und ebenso bei
relativ diinnen Collektivlinsen ist, fiir parallel einfallendes Licht wenigstens stets,
s'<< s,. Man spricht dann von sphirischer »Untercorrektionc. Umgekehrt bei
einer nach dem Lichte zu concaven Fliche oder diinnen Dispansivlinse.

Das einfallende Biischel mag homocentrisch sein oder in irgend welchem
Grade selbst unter- bezw. iibercorrigirt, durch eine einmalige collektive Brechung
wird es — bei parallelem Einfall wenigstens stets — nach der Richtung der
Untercorrection, durch eine einmalige dispansive Brechung nach der Richtung der
Uebercorrection verindert.

Das Vorzeichen von a bezw. a' lisst nun unmittelbar erkennen, ob das be-
treffende Biischel unter- oder iibercorrigirt ist. Denn mag der Vereinigungpunkt
des Biischels reell oder virtuell sein, ein negativer Werth von a bezw. a
bedeutet Unter-, ein positiver Werth Uebercorrection.

Denkt man sich die Gesammtheit der Strahlen des betr. Biischels gezeichnet,
etwa wie in Fig. 304, pag. 32, so erhilt man als Einhiillende simmtlicher Strahlen
ein Stiick von deren Brennfliche. Diese Brennfliche bildet nun, wie man sich
leicht tberzeugt, bei negativem Werthe von a (sphirischer Untercorrection) einen
nach dem einfallenden Lichte hin offenen Kelch >, bei positivem a (Ueber-
correction) einen umgekehrt gelegenen <.

Seitliche Aberration. Zerstreuungskreis. Bei einem nicht homocen-
trischen Biischel ist es innerhalb ziemlich weiter Grenzen a priori ganz ungewiss,
an welche Stelle der Axe das eigentliche Bild zu verlegen sei, d. h. welche
Stelle der Axe bei der Beobachtung faktisch als Bildort aufgefasst werde. Hier-
iber sind wohl mehrfache Hypothesen aufgestellt und mit mehr oder minder
ansprechenden Wahrscheinlichkeitsgriinden gestiitzt worden?), aber weder ist eine
geniigend exakte experimentelle Priifung derselben erfolgt, noch sonst eine
Einigkeit in diesem Punkte herbeigefiihrt worden.

Wie ich schon frither hervorhob ist nach meiner Meinung die theoretische
Losung auch dieser Frage iiberhaupt nicht auf dem Boden der geometrischen,
sondern dem der physischen Optik anzustreben, was bisher meines Wissens nir-
gends geschehen ist. Mir scheint gerade als sicher, dass nicht schlechthin die
engste Einschniirung des austretenden Lichtbiischels als Bild aufgefasst wird,
sondern dass es — wie wohl zuerst Gauss hervorgehoben hat (s. weiter unten
»Aberration héherer Ordnung«) — auf die Vertheilung der Intensitit inner-

1) 8. die in der Literaturiibersicht angefiihrten Werke. Die meisten Autoren verlegen die
Bildebene in die engste Einschniirung des Strahlenconoids. Vergl. auch Czapski, Zeitschr f.
Instrkde. 8, pag. 203, 1888.
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halb des Lichtsflecks ankommt, welcher hier an Stelle eines Bildpunktes auf-
tritt. Man nennt diesen Lichtfleck bekanntlich »Zerstreuungskreisc. Ohne weiteres
zuzugeben ist nur, dass caeleris paribus die Grosse desselben das in letzter
Linie entscheidende Maass fiir die in einem Biischel vorhandene sphirische
Aberration bildet. Denn je grésser diese Lichtflecke sind, desto grésser ist,
wenn ich so sagen darf, das Mosaik, als welches jedes Bild annihernd aufge-
fasst werden kann, d. h. desto weniger Detail ist im Bilde wiedergegeben. Auf
die Wiedergabe des im Objekte vorhandenen Detail sind aber ganz vornehmlich
die optischen Construktionen gerichtet.

Indem wir nun darauf verzichten, die wahre Grosse des Zerstreunungskreises
bei gegebenem Gange der sphirischen Aberration eines Biischels zu bestimmen,
begniigen wir uns vielmehr damit, ein Maass fiir dessen relative Grésse zu
statuiren, indem wir die Fiction machen, das Bild werde im Vereinigungspunkte
der paraxialen Strahlen, Z, (Fig. 324), aufgefasst. Der sich bei dieser Annahme

2

(Ph. 324.)

ergebende Zerstreuungskreis, der Schnitt der in L, zur Axe senkrechten Ebene
mit den ZHussersten Randstrahlen (dessen Halbmesser in der Figur = R, Z, ist)
iibertrifft sicher den faktisch wahrnehmbaren, vielleicht um das doppelte oder
vierfache!). Immerhin bietet er — oder auch ein gewisser festgesetzter Bruchtheil
desselben — ein durchweg vergleichbares Maass fiir die Grosse der Aberration
und gerade zu seiner Berechnung ist unsere Formel besonders geeignet.

Wir haben nidmlich fiir den Durchmesser z des Zerstreuungskreises in einem
Biischel von der Winkeldfinung 2#

$s=(5p— &)= —aud,
also
2na nz nu -z (nu) -z _
s8T T Wlsh T T abst T a0

demnach wird unsere Aberrationsgleichung
A(nu.z)=1Q2A (J—) (6)
_ 7ns,

(Den Index 0, welcher darauf hinweisen sollte, dass sich die betreffenden
Grossen fiir paraxiale Strahlen verstiinden, koénnen wir fortan wohl wieder weg-
lassen ohne ein Missverstindniss befiirchten zu miissen.)

Das Produkt aus Brechungsexponent und Sinus des halben Oeffnungswinkels
eines Biischels (welcher letztere fiir kleine Winkel mit dem Winkel selbst identisch

1) Manche Autoren haben das eine, manche das andere angenommen, was bei einer Ver-
gleichung der unten folgenden Zahlen mit den von Jenen erhaltenen zu beachten ist.
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ist) hat Appe die numerische Apertur des Biischels genannt. Dasselbe ist
eine der wichtigsten Grossen in der Theorie der optischen Instrumente. Be-
zeichnen wir es mit @, so haben wir in obiger Gleichung ein Mittel zur Berechnung
der Verinderung, welche das Produkt aus Apertur und Zerstreuungskreis der
sphirischen Aberration bei irgend einer, durch die Werthe von #, », s und 4
gegebenen Brechung eines Biischels erfihrt.

Objektives Maass der Bildverschlechterung durch Aberration.
Das Hauptinteresse bei der Untersuchung der sphirischen Aberration eines
Systems ist nun aber nicht so sehr auf die Grosse des Zerstreuungskreises im
Bilde gerichtet, noch weniger auf dessen Grosse in irgend einem Zwischen-
stadium der Bilderzeugung, wie es hier ermittelt ist. Sondern was namentlich
zu wissen interessirt ist: der Einfluss den die mit irgend einer Brechung
verbundene Aenderung der Aberration auf das Erkennen der Details
des Objektes ausiibt.

Der Zerstreuungskreis, in dem von % brechenden Flichen hervorgebrachten
Bilde nimmt in diesem einen gewissen Raum ein. In welchem Grade dieser
Zerstreuungskreis die Deutlichkeit des Bildes beeinflusst, erfahren wir, indem wir
nach derjenigen Grésse im Objekte fragen, deren Bild nach den-
selben % Brechungen gleich dem Zerstreuungskreis wire (also faktisch
von diesem verdeckt wird), wenn diese Brechungen ohne Aberrationen
erfolgten, aplanatische Abbildung ergiben.

Nach dem LaGranGE-HELMHOLTZ'schen Satze ist nun (s. pag. 77) immer fir

kleine Winkel
n'u'y = nuy,

auch nach beliebig vielen Brechungen, wenn #, y und # sich auf das auf die
erste Fliche einfallende Biischel beziehen, #', ' und #' auf das aus der letsten
austretende. Demgemiss haben wir fiir die Grosse des Objektes z;, dessen
Bild nach der %ten Brechung = z;' ist

By w8y = U By =R B,
wenn 7z, und #, Brechungsexponent des ersten Mediums und halbe Winkel&finung
des einfallenden Biischels sind.
Die frither betrachtete Brechung sei die Ate in irgend einem System; als-

dann wird durch die angegebene Substitution

1

a5

aeo) =28 (3:), ™

der Ausdruck fiir die durch die %te Brechung herbeigefiihrte Verundeutlichung
des Bildes, gemessen am Objekt selber.

Derselbe wird bequem berechenbar, wenn wir ihn durch Erweiterung mit
%4 auf die Form bringen

sr=a () () s 2).

indem nidmlich, wie leicht zu sehn, mit geniigender Annidherung fiir die Verhilt-
nisse der Hohen, in welchen der &dusserste Randstrahl eines ziemlich engen
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Biischels die einzelnen Flichen schneidet, dieselben fiir einen paraxialen Strahl
geltenden Vethiltnisse gesetzt werden konnen, also

/ak Sk
e Sk
demnach
W s, s 5
,&1 .l"],_l SE—2 51'

Um die Verundeutlichung des Objektes zu finden, welche durch alle %
Flichen zusammen hervorgebracht, also nach der %ten Brechung thatsichlich
vorhanden ist, hat man nur einfach die einzelnen Bilddeteriorationen zu summiten,

1
o ZP =A@ =q, (;—j)‘ 2 (;;‘—:)‘ Qi (5]})1 )

Dieser Ausdruck ist im Anschluss an die Durchrechnung eines paraxialen
Strahls ausserordentlich bequem zu berechnen. Derselbe gilt ohne jede
Einschrinkung auf gegenseitigen Abstand oder Zahl der brechenden
Fldchen,

Hervorzuheben ist, dass der Einfluss der sphirischen Aberration auf die
Deutlichkeit der Abbildung mit der dritten Potenz der numerischen Aper-
tur des einfallenden Biischels wichst.

Unendlich ferne Objekte. Bei solchen kann die Bildverschlechterung
fiiglich nicht mehr in linearem, sondern muss in ihrem angularen Betrage

angegeben werden. Fiir diesen, Cor——j—“, ergiebt sich leicht aus Gleichung (8)
1

fiir jede Brechung
A 1
ac) =4 () era(3),. ®

also nach £ Brechungen

D =Fac)=42 > () ers(3),: ©03)

Der Einfluss der sphirischen Aberration zweiter Potenz ist also bei tele-
skopischem Sehen, dem Cubus der linearen Oeffnung des Systems bezw.
des einfallenden Biischels proportional.

Der zu summirende Theil der rechten Seite in (9a) ist, wie man sich leicht
iiberzeugt, umgekehrt proportional der dritten Potenz der Brennweite des Ge-
sammtsystems!). Bezeichnen wir also den Werth, den diese Summe fiir die
Brennweite 1 des Gesammtsystems hat mit X, so ist

()

Die vom ersten Gliede der axialen sphirischen Aberration abhingige Ver-
undeutlichung eines unendlich entfernten Objeks ist also proportional der dritten
Potenz der relativen Oeffnung des Systems. Der Faktor X hingt von der

1y Wenn wir voraussetzen, dass das System nicht selbst ein steleskopischese sei, gemiiss
unserer fritheren Definition, sondern etwa nur ein Theil eines solchen, z. B. das Objektivsystem
cines Fernrohrs.
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specifischen Zusammensetzung des Systems ab, d. h. von den besonderen Werthen
der Kriimmungen, Brechungsverhiltnisse, Abstinde.

Der Winkelwerth des durch die sphirische Aberration verursachten Zer-
streuungskreises ist, wie aus (9a) weiterhin zu schliessen ist, unabhidngig von
der absoluten Grésse der Brennweite des Systems bei gegebenem Con-
structionstypus.

Wenn daher die Optiker fiir Fernrohrobjektive des gleichen Typus die relative Oeffnung,

d. h. das Verhiltniss von Oeffnung zu Brennweite (2/:/) bei kleinen Dimensionen bis zu %

. : L oo 1, : ; 3
steigern, wiihrend sie es auf — bis — einschrinken bei den grossen Teleskopen, so sind die

15 20

Griinde hierfiir anderwiirts zu suchen,

Man kann aus den Formeln (8a) und (9a), wenn dies ein Interesse bietet,
auch leicht die im Bilde vorhandene Lingsaberration berechnen, d. h. die
Differenz der Schnittweiten, welche zwischen dem nach £ Brechungen austretenden
dussersten Rand- und dem Axenstrahl vorhanden wire, wenn die Aberration
nur der zweiten Potenz der Oeffnung proportional wire. Man hat hierzu nur

i . . o
die Einfiihrungsgleichung fiir den Zerstreuungskreis g (g — 5) # zu beriick-

sichtigen und den auf das Objekt bezogenen Zerstreuungskreis, gemiss der
LaGraNGE-HELMHOLTZ'schen Gleichung #'#'y' = nuy wieder in das Bild zu
proiciren.

Es wird bei Objekten in endlicher Entfernung

1 ne N ni 1 '
s e — 2 B% N 2 Ny oo f 2\ .
G fo )k 2 ("*"‘*r) ("1“1) Z° 2ﬂ (”1"1) . > B

bei unendlich entfernten Objekten
1 .
(" — s = §(£)f¢ff)- (9b)

Die Formel (8a) wie (9a) haben eine praktische Bedeutung nur dann, wenn
die Apertur der wirksamen Biischel eine so geringe ist, dass das erste Glied der
sphirischen Aberration die den hoheren Potenzen der Apertur proportionalen an
Grésse erheblich iibertrifft. Dies ist bei den Teleskopobjektiven gewdéhnlich der
Fall, weshalb auf diese Anwendung findende Formeln schon vor langer Zeit —
wenn auch anfinglich unter einschrinkenden Voraussetzungen — entwickelt und
zur Berechnung solcher Objektive beniitzt wordeun sind.

In der Gestalt, welche wir oben diesen Formeln gegeben haben, gestatten
dieselben, wie bereits bemerkt, besonders bequem, wenn man rechnerisch ein
paraxiales Biischel durch ein System hindurch verfolgt, daneben den Einfluss
jeder einzelnen Brechung auf die Grosse der Aberration zu verfolgen und auf
diese Weise die Faktoren kennen zu lernen, von denen dieselbe in den ver-
schiedenen moglichen Fillen vorziiglich abhingt. Dieser Vorzug geht verloren,
wenn man die unter dem Summenzeichen angedeuteten Operationen ausfiihrt
und auf diese Weise eine Reihe bildet, deren Glieder aus den Radien, Brechungs-
verhiltnissen und Scheitel-Abstinden der brechenden Flichen zusammengesetzt
sind. Doch gewihrt eine solche Reihenentwicklung bei Systemen einfacherer
Art wiederum den Vortheil, dass man die Wirkung des ganzen Systems mathe-
matisch besser discutiren kann.
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Aberration in eintachen Sonderfillen.

Die durch eine einzige Brechung hervorgerufene Aberration ist nach (8)
dargestellt durch

A(sp) = (n#)} (‘;)‘ns (%—;—)(?‘; — n—lj) (10)

Dieselbe ist also gleich Null 1) wenn s= 0 ist, woraus auch s' =0 folgt,
also Objekt und Bild im Scheitel zusammenfallen. 2) Wenn s =~ ist, dem-
nach auch s' = » also Objekt und Bild im Mittelpunkt der brechenden Fliche

I
zusammenfallen, und 3) wenn #'s' = ns, woraus folgt s = » 4 % 7, s'=r+ ;ﬂﬁ,r.

d. i. in den aplanatischen Punkten der Kugelfliche. In diesem Falle, ebenso
wie in den beiden vorangehenden sind auch die Aberrationen héherer Ordnung
gleich Null, wie wir frither (pag. 68) bereits gefunden haben.

Im ibrigen hidngt das Vorzeichen der Aberration von dem des Faktors

1 : a =
(-~—, ,——) ab, welchen wir auf die Form bringen kénnen
s ns

1 1 n—anfl n'—!—n}_
r n 5]

7n's 7s n'?

Eine nihere Discussion zeigt, dass sowohl bei einer collektiven als bei einer
dispansiven Brechung die Aberration je nach der Lage des leuchtenden Punktes
positiv oder negativ, d. h. unter- oder iibercorrigirt ist. Nur fiir ein unendlich
entferntes Objekt ist A(z,) bei einer collektiven Brechung stets positiv, bei einer
dispansiven Brechung stets negativ.

Hat man es mit zwei durch einen endlichen Abstand getrennten
Flichen zu thun, so werden die Verhiltnisse schon etwas schwerer zu iiber-
sehen. Wir verzichten hier auf ein nidheres Eingehen; wir wollen nur beildufig
darauf hinweisen, dass man sowohl unter Benfitzung der aplanatischen Punkte
der beiden Flichen als auch unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass, wie
eben bemerkt, die Aberration derselben Fliche je mnach der Lage des Objekt-
punktes verschiedenes Vorzeichen hat, zwei Flichen so zusammensetzen kann,
dass die Aberration des Gesammtsystems — etwa einer beiderseits an Luft
grenzenden Tinse — bei gegebener endlicher Brennweite gleich Null sei.

Die Aberration einer beiderseits an dasselbe Medium grenzenden Linse
von verschwindender Dicke, deren Vorderfliche die Kriimmung p, deren
Hinterfliche die Kriimmung p' und deren Substanz den relativen Index =z
gegen das umgebende Medium hat, fiir unendlich fernen Objektpunkt ergiebt
sich aus (9a), gemessen durch den objektseitigen Winkelwerth des Zerstreuungs-

kreises zu
n+2 , 241 , z \’,
[ 5 wt—o—aghpd 7] s (11)

wenn tp=(?l;~1) (¢ —¢') die Stirke der Linse ist. Dieselbe wird also, in
Funktion von p durch eine Parabel dargestellt, deren Axe senkrecht zur Axe der
p-Werthe ist.

(=Aid
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Damit die Brennweite oder Stirke der Linse bei gegebenem 2 dieselbe
bleiben, muss p — p' = % constant sein. Wenn man also p variirt, so ist voraus-
gesetzt, dass p' im gleichen Sinne und um den gleichen Betrag geidndert werde,
man bezeichnet eine solche gleichartige Variation von p und p’ oft als sDurch-
biegen< der Linse.

Die Aberration einer einfachen diinnen Linse ist ein Minimum fiir

12241 n

Prin=+3 TT a¥3?
und betriigt dann
_ ) n(dn—1)
bnin = (A9 B VP am+ 9"

In der folgenden Tabelle sind fiir =15 und # = 20 die Werthe, die {
bei verschiedener Form der Linse annimmt, zusammengestellt.

n=15 n=20
Gestalt der Linse: ple pl/e Ll (heg)? ple pl/e {/(he)?
Ebene Vorderfliche . . . +0 —2 “+9 +0 —1 +4
Gleichseitig. . . . . . +1 =] +ﬂ +1_ o 42
3 2 2
Ebene Hinterfliche . . . +2 40 +g. 4 i +0 4=11
Giinstigste Form (Aberration 12 2 15 5 1 1
= Minimum) +"?_ | T +7 +:£— +4_ TE

Wie man sieht, nehmen die Aberrationen unter sonst gleichen Umstinden
mit wachsendem # rasch ab.

Wenn der Objektpunkt anders gelegen wire, als oben angenommen, so
wiirde die Aberration im wesentlichen dasselbe Gesetz befolgen. Nur wiirde
z. B. das Minimum der Aberration dann bei einer anderen Gestalt stattfinden.

Indem wir die Discussion dieses Falles dem Leser anheimgeben, wollen wir
nur noch die Aberration in einem System von beliebig vielen in Contakt
befindlichen Linsen von zu vernachldssigender Dicke besprechen. Die
Brennweiten der Linsen seien gegeben durch deren Reciproken, die »Stirkene

=y, g+« - Pk ... . 9 Die Kriimmungen der dem Lichte zugewandten
Fliachen seien py, pg . - - p# - - - - ps die Brechungsindices der Linsen gegen
das sie umgebende Mittel, (etwa Luft) =2, ny .. . 2 . .. . 7
Bei unendlicher Entfernung des Objekts ist dann die Aberration gemiss (9a)
) '+ 2 2y + 1 dny+ 1 &t
g =ﬁfj[ T —‘;z—_—lfaé’Pk—"'T—?kPkZ'Pf
k=1 4 * * i=1
# \? 3+ 1 I&? 3+ 2 ‘]! {e
N o SR N e PR SV ]
+(m_1) o + 1 P 12:1? . ‘PE?[]

1) Die Fiction, dass alle Linsen sich in Luft befinden, ist auch dann erlaubt, wenn in Wirk-
lichkeit zwei Medien verschiedenen Indicis aneinanderstossen, da man sich diese durch eine un-
endlich diinne Luftschicht getrennt denken kann, ohne an der Wirkung etwas zu &ndern,
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Wie man sieht besteht die ganze Summe aus lauter Gliedern von der Form
Gr = App® + Brpr + Cp. Das erste Glied dieser Art stellt die Aberration der
ersten Linse gegeniiber parallel einfallendem Lichte dar, die wir oben niher be-
trachtet haben. Das Zte Glied stellt den Zuwachs der Aberration dar, den die

I=k—1
kte Linse verursacht, auf welche die Strahlen aus der Entfernung ;=1 :2?;
i=l1
einfallen, ndmlich aus dem hinteren Brennpunkt des aus den voranstehenden
(4 — 1) Linsen gebildeten Systems. Die Coéfficienten dieser Glieder hingen daher
ausser von n;, pz und ¢z auch noch von ¢, ¢, . . . gz_1 ab.

Der durch jede einzelne Linse bewirkte Zuwachs der Aberration wird also
unter den gegebenen Umstinden in Funktion ihrer Vorderkriimmung ebenfalls
durch je eine Parabel dargestellt, deren Axe zur (Abcisse) Axe der p senkrecht
steht, aber fiir die verschiedenen Linsen verschiedene Lage hat. Denkt man sich
die Gesammtheit der Aberrationswerthe jeder Linse in dieser Weise graphisch
dargestellt, so gewinnt man am besten einen Ueberblick fiber die Mdoglichkeit
und die Bedingungen der Aufhebung der Aberration des Gesammtsystem
durch gegenseitige Compensation.

Im Falle zweier Linsen z. B. ist nothwendig, dass die Aberration der
zweiten Linse fiir die aus der Entfernung ‘Pi einfallenden Strahlen entgegen-

1
gesetzt gleich sei der der ersten Linse fiir parallel einfallende Strahlen. Dies

wird im allgemeinen nur dann méglich sein, wenn die ersten Brennweiten der
beiden Linsen entgegengesetztes Vorzeichen haben, d. h. die eine Linse collektiv,
die andere dispansiv ist, wihrend das Verhiltniss der absoluten Gréssen der
Brennweiten ein beliebiges endliches sein kann. Alsdann aber ist die Aufhebung
der Aberration auf unendlich viele Arten mdglich, denn von dem grosseren der
beiden Minimalwerthe der die Aberrationen darstellenden Parabeln an kommt
jeder Ordinatenwerth in jeder Parabel zwei Mal vor. Von da an konnen daher
zu jedem Aberrationswerth, d. h. jeder Form der einen Linse zwei Formen der
anderen Linse angegeben werden, in welchen sie die Aberration der ersteren
aufhebt.

Analytisch ist die Bedingung der aufzuhebenden Aberration 1. Ordnung in
einem aus zwei Linsen bestehenden System, gemiss (12) dargestellt durch eine
quadratische Gleichung mit zwei Unbekannten.

Wir miissen uns ein niheres Eingehen auf diesen fiir die Theorie der Fern-
rohrobjektive wichtigen Fall wegen Mangel an Raum leider versagen, ebenso die
Discussion der in Combinationen von 3 und 4 Linsen auftretenden Méglichkeiten.

Ausser einer vollstindigen Authebung der Aberration durch gegenseitige Com-
pensation kann man durch Anwendung mehrerer Linsen auch schon eine erheb-
liche Verminderung dieser Aberration bewirken. Ersetzt man z. B. eine ein-
fache Linse von der Stirke ® = (z—1)(#£— £") durch £ Linsen gleicher Substanz,
gleicher Form (etwa alle gleichseitig oder dergl) und gleicher Gesammtbrenn-
weite, so dass also Z¢z= ®, so wird die Aberration der letzteren dargestellt durch

einen Ausdruck von der Form M% +N—1, worin M und V von der Substanz

und Form der Linsen abhingen. Die Aberration des Gesammtsystems nimmt
also mit wachsendem % schnell ab.

Wenn die Dicken der Linsen gegen deren Radien endlich, oder die Linsen
durch grossere Intervalle getrennt sind, so erfahren alle diese Satze erhebliche
Modifikationen.
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Ganz ebenso wie fiir einen unendlich fernen Punkt lisst sich aus Gleichung (8)
bezw. (8a) fiir einen in endlichem Abstand gelegenen ein geschlossener Ausdruck
fir die Aberration ableiten, wenn das System gegeben ist. Dieser Ausdruck
wird ganz gleichartig jenem, nur dass in seinen Coéfficienten ausser den das
System als solches bestimmenden Grossen auch jene Entfernung s des Objekt-
punktes von der ersten brechenden Fliche auftritt. Fiir ein System diinner
Linsen wird er also ebenso wie Gleichung (12) in einer Summe von Gliedern
der Form G'= A4;'p? + B pr+ Ci'pr bestehen. Durch ein System zweier Linsen
von gegebener Brennweite ldsst sich daher — analytisch wenigstens — der
Bedingung geniigen: die sphirische Aberration erster Ordnung fiir zwei Punkte
auf der Axe zu heben. Es ergeben sich vier Lésungen, von denen natiirlich
noch fraglich ist, welche reell sind. Um die Aberration fiir drei Punkte zu heben,
bedarf es mindestens dreier Variabelen, also bei gegebenen Werthen von # und ¢
dreier Linsen u. s. f. Um die Aberration erster Ordnung fiir ein endliches Stiick
der Axe gleichzeitig zu heben, miisste man demnach unendlich viele Linsen an-
wenden, mit anderen Worten: es ist praktisch unmdéglich, auch nur diesen,
relativ geringen Grad dioptrischer Vervollkommnung in einem endlichen Raum-
gebiet zu erreichen.

Wir begegnen also schon hier einer der Grenzen, auf welche wir pag. g9
hingewiesen haben. —

Die héheren Glieder der sphidrischen Aberration aufder Axe. Das
dem Quadrat der Apertur proportionale, erste Glied des Ausdrucks fiir die
sphirische Aberration wird die letztere im Allgemeinen nur dann einigermaassen
vollstandig darstellen, wenn die Apertur im Verhiltniss zu den Radien der brechen-
den Flichen sehr klein ist. Da aber aus mehreren Griinden das Bestreben der
Constructeure von optischen Apperaten darauf gerichtet sein muss, die Apertur
moglichst gross zu machen, so sind fiir eine Berechnung der Aberration in solchen
Systemen auch die hoheren Glieder der Entwickelung noch zu berticksichtigen.

Wie bereits frither erwihnt (pag. 100) hat die Darstellung der Aberration
durch eine nach Potenzen der Einfallshéhe, des Einfallswinkels oder dergl. fort-
schreitende Potenzreihe einen Sinn und Werth {iberhaupt nur dann, wenn diese
Variabele relativ klein ist, da bei grésseren Werthen entsprechend hohe Potenzen
beriicksichtigt werden miissten. Die Coéfficienten derselben werden aber bald so
complicirt und enthalten zugleich so hohe Potenzen der verfiigharen Elemente
(Radien und Dicken), dass an eine analytische Behandlung derselben kaum zu
denken ist. Einer solchen Behandlung hat sich nur noch das der vierten Potenz
der Apertur proportionale zweite Glied der Reihe zugiinglich erwiesen, auf dessen
Entwickelung wir jedoch hier aus Mangel an Raum auch verzichten, indem wir
auf die Literatur verweisen (s. unten). Man erreicht natiirlich eine vollkommnere
Strahlenvereinigung, wenn man gleichzeitig mit dem ersten Gliede das zweite
durch geeignete Wahl der Linsen-Kriimmungen zum Verschwinden bringt.

In einem System aus zwei Linsen ist dies bei den verfiigbharen Werthen
der Brechungsindices meist unméglich; und auch dann, wenn mehr Linsen zur
Verfiigung stehen, ist es nicht von vornherein als das Beste zu erachten, wenn
das erste und zweite Glied der Aberration ganz auf Null gebracht wird, ohne
dass man die hoheren Glieder mit beriicksichtigt, da diese dann unter Umstinden
einen um so schidlicheren Einfluss ausiiben konnen. Im Allgemeinen ist man
vielmehr bei dieser, wie bei allen dhnlichen Aufgaben, welche auf eine Erweiterung
der Abbildungsgrenzen gerichtet sind, gezwungen, ein gewisses Ausgleichungs-
verfahren anzuwenden: Man verzichtet darauf, den betreffenden Bildfehler in
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aller Strenge aufzuheben, und sucht vielmehr zu erreichen, dass derselbe innerhalb
des gegebenen Gebietes iiberall moglichst klein werde. Dabei kommen die im
Eingange dieses Abschnittes genannten beiden Momente zu statten : die beschrinkte
Schirfe des Auges, welche es iiberfliissig macht, den »Bildpunkt« unter eine gewisse
Grisse zu vermindern und die, wenn auch kleine, so doch endliche Linge der
Lichtwellen, welche eine Summirung der Lichtstirke ergiebt, auch bei Elementar-
wellen, die um geringe Betriige gegen einander verzogert sind. Von diesem
Ausgleichungsverfahren diirfte, in der Anwendung auf den vorliegenden Fall, die
iibersichliche Darstellung von Gauss eine Idee geben, welche dieser in einem Briefe
an BranDES niedergelegt hat. Wir geben dieselbe daher hier wortlich wieder
(nach GeHLERS, Physikal. Worterb., Leipzig 1831, Art. Linsenglas, Bd. 6, pag. 437)%).

. »Ich finde nidmlich jetzt durch eine tiefer eindringende Untersuchung,
dass die Undeutlichkeit, die in dem Ausdrucke fiir die Lingen-Abweichung von
der vierten Potenz des Abstandes der auffallenden Strahlen von der Axe abhingt,
den mdglichst kleinsten Total-Einfluss hat, wenn man das Objektiv so construirt
dass diejenigen Strahlen, die unendlich nahe bei der Axe einfallen, und diejenigen,
die in einiger Entfernung = R-}/§ auffallen wiirden, (wo &£ = Radius des Ob-
jektivs ist,) in einem Punkte A sich vereinigen, wobei das Okular dann so steht,
dass man denjenigen Punkt der Axe, wo die Strahlen, die in der Entfernung
=V({#— 4V6) R und = V(3 + 1;6) R von der Axe aufgefallen sind, sich alle
vereinigen, deutlich sieht. Denken Sie sich nidmlich durch diesen Punkt eine auf
die Axe senkrechte Ebene, so ist das Bild desto undeutlicher, je grosser der Kreis
um A ist, den die von einem Punkte des Objektes auf das Objektivglas gefallenen
Strahlen fiillen, doch so, dass die Intensitit der Strahlen an jeder Stelle dieses
Kreises mit berficksichtigt werden muss. Hierbei ist nun einige Willkiirlichkeit;
ich halte fiir das zweckmissigste, hier nach denselben Principien zu verfahren,
die der Methode der kleinsten Quadrate zum Grunde liegen. Ist ndmlich ds
ein Element dieses Kreises, p die Entfernung des Elementes von 4 und / die
Intensitdt der Strahlen daselbst, so nehme ich an, dass f:'p”ds als das Maass der
Total-Undeutlichkeit zu betrachten sei, und mache dieses zu einem Minimum.
Ich finde dabei folgende Resultate: 1) Construirte man das Objektiv so, dass
dasjenige Glied der Lingen-Abweichung, welches von dem Quadrate der Ent-
fernung von der Axe abhidngt, — O wird, und setzte das Ocular so, dass A dahin
fillt, wo die der Axe unendlich nahen Strahlen diese schneiden, so sei der
Werth dieses Integrals = £. 2) Stellte man aber bei derselben Einrichtung
das Ocular so, dass das Integral so klein wird, wie es bei dieser Einrichtung
werden kann, (wobei 4 der Vereinigungsgunkt der in der Entfernung = R/}
auffallenden Strahlen sein wird), so ist das Integral = 1 /%; 3) dagegen ist bei
der obigen Einrichtung und der vortheilhaftesten Stellung des Oculars das Inte-
gral = 1} £, als absolutes Minimum. Obiges Resultat, dass nimlich mit dem
Vereinigungspunkte der der Axe unendlich nahen Strahlen ein blos fingirtes
Bild (von Strahlen aus grésserer Distanz von der Axe als der Halbmesser des
Objektivs) vereinigt werden soll, ist anfangs sehr iiberraschend und paradox
scheinend; aber bei nidherer Betrachtung sieht man den eigentlichen Grund leicht
ein. Jenes erste so genannte Hauptbild (von Strahlen sehr nahe bei der Axe) ist
némlich dabei gleichsam das Unwichtigste wegen seiner geringen Intensitiit; viel
wichtiger ist, dass die Strahlen von den der Peripherie niheren Ringen des Ob-
jectivs unter sich besser zusammen gehalten werden, was bei jener Einrichtung

1) Siehe auch Werke 5, pag. 509.
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am besten erreicht wird. Es thut mir leid, dass die Grenzen eines Briefes jetzt
grossere Ausfiihrlichkeit nicht gestatten; der scharfe Calciil ldsst sich nichts ab-
streiten und bei einem vagen Raisonnement iibersieht man leicht einen wesent-
lichen Umstand; allein fiir den Kenner werden diese Winke schon zureichen.

Allgemein finde ich, dass immer bei der vortheilhaftesten Stellung
des Oculars jenes Integral =} Z(1 — §p? + §pt) wird, wenn das Objectiv so
construirt ist, dass Strahlen aus der Entfernung p &£ von der Axe sich mit dem
(oben sogenannten) Hauptbilde in einem Punkte vereinigen. Dieses ist ein Minimum
fir p=7% und ist dann = 5 Z; fiir p =1 wire es nur = g; £ und fiir p
= unendlich klein =} Z.¢

Eine Ausfiihrung der von Gauss angedeuteten Rechenoperationen verdffent-
lichte J. C. E. Scammt!). Zu dem gleichen Resultate wie Gauss kam BESsSEL?)
und ScHEBNER?Y); vergl. auch ScHLEERMACHER?). In anderer Weise bestimmten
die Lage und Grosse des sphirischen Zerstreunungskreises KERBER®) und von
HokecH®).

Wir haben wiederholt hervorgehoben, dass es zwecklos ist, Speculationen in
dieser Richtung zu weit zu treiben, so lange man nicht auch auf die Phase der
den Zerstreuungskreis schneidenden »Strahlen¢ d. h. Elementarwellen Riicksicht
nimmt. Die Aufgabe, die Helligkeitsvertheilung in irgend einer Einstellungsebene
eines mit spirischer Aberration behafteten Systems zu bestimmen, kommt in Wahr-
heit darauf hinaus: die Diffractionswirkung einer nicht spirischen, sondern nach
bestimmtem Gesetze paraboloidischen, begrenzten Wellenfliche festzustellen, ge-
hért also eigentlich nicht in das Gebiet der geometrischen, sondern der physischen
Optik. Die erstere kann nur die Unterlagen fiir die weitere Behandlung liefern.

Bei Systemen von relativ grosser Oeffnung, wie den photographischen (Por-
trit-) Objectiven und namentlich den Mikroskopen geniigt auch die Entwickelung
des zweiten und dritten Gliedes der sphirischen Aberration nicht, um die thatsich-
lichen Verhiltnisse selbst nur annihernd wiederzugeben. Eine Reihenentwickelung
bis zu noch héheren Gliedern — und bei Mikroskopen wiirde sich dieselbe bis zu
sehr hohen erstrecken miissen — wiirde aber ganz unverhiltnissmissig complicirte
Resultate liefern”), die keinerlei Uebersicht mehr gestatteten. In diesen Fillen
ist man daher darauf angewiesen, sich von der Art der Strahlenvereinigung in
einem gegebenen System dadurch zu {iberzeugen, dass man auf trigonometri-
schem Wege, gemiss den pag. 68/69 angegebenen Formeln eine geniigende Anzahl
der vom Objektpunkte aus divergirenden Strahlen durch die einzelnen Flichen
verfolgt und so ihre Schnittpunkte mit der Axe nach der letzten Brechung be-
stimmt.

Die Einsicht, welche man auf diesem, gewissermaassen empirischen Wege in
die Wirkungsweise der einzelnen Flichen und der Combinationen von solchen
gewinnen kann, ldsst sich natlirlich sehr schwer weiter mittheilen, so dass

) Lehrb. der analytischen Optik hrsg. v. GoLpscHMIDT, Gottingen 1834, pag. 514 ff.

2} Astron. Unters., Konigsberg 1841, Bd. L

3) Abh. d. Leipz. Akad. 11, pag. 559. 1876.

#) Analytische Optik, Darmstadt 1842, Bd. 1, pag. 14 u. 378 ff.

5) Centr.-Zeitg. f. Opt. u. Mech. 8, pag. 145. 1887; 10, pag. 147. 1889.

6) Zeitschr, f. Instrkde, 8, pag. 117. 1888; vergl. dagegen Czarski, ibid, pag. 203, und
MoskR, pag. 223.

7) Vergl. z. B. PETzVAL, Bericht iiber opt. Unters.,, Wiener Sitzber. 24, pag. 50. 1857,
welcher zur Berechnung des nach ihm benannten photographischen Portritobjectives die Reihen-
entwickelung bis zum neunten Grade trieb.
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schliesslich Jeder darauf angewiesen bleibt, sich dieselbe durch eigene Erfahrung
anzueignen. Auch sind die Resultate im einzelnen von wenig Interesse fiir weitere
Kreise, sondern gehen fast ausschliesslich Diejenigen an, welche sich mit der
rechnerischen Construction von optischen Systemen befassen.

Von Wichtigkeit ist nur — namentlich in praktischer Hinsicht — das allgemeine
Ergebniss, welches solche Bemiihungen geliefert haben: dass es méglich ist,
auch in Biischeln von sehr grossem Oeffnungswinkel durch geeignete
Combination einer relativ geringen Anzahl von brechenden Flichen
die sphédrische Aberration praktisch aufzuheben, d. h. auf ein so ge-
ringes Maass zu reduciren, dass ihr Einfluss auf die Bildschirfe unmerklich ist und
jedenfalls geringer wird, als der anderer Faktoren, welche eine beliebige Steigerung
der Bildschirfe ohnedies verhindern.

Bei Mikroskopen speciell kann der Oeffnungswinkel der vom Objekt diver-
girenden Strahlen nahezu 180° sein und er kann dies selbst in einem hoher
brechenden Medium als Luft — wodurch ja, wie ohne weiteres ersichtlich und
spidter noch nidher dargelegt werden soll, der dioptrische Werth des Biischels
entsprechend gesteigert wird. Trotzdem ist eine durchaus befriedigende Aut-
hebung der sphirischen Aberration in solchen Systemen durch Combination von
nicht mehr als 15 Brechungen, d. h. brechenden Flichen, moglich, mit welchen
zugleich noch mehreren anderen wichtigen Bedingungen Geniige geleistet werden
kann. Bei Systemen, deren Oeffnungswinkel nicht 180° in Luft iibersteigt, ge-
niigen hierzu bereits 10—12 Brechungen.

II. Abbildung eines zur Axe senkrechten Flichenelements durch
weitgedfinete Biischel,

Bedingung des Aplanatismus,

Mit der Aufhebung der sogen. sphirischen Aberration auf der Axe, d. h.
mit der Einrichtung eines Systems brechender oder spiegelnder Flichen, dass
die von einem auf der Axe gelegenen Punkte ausfahrenden Strahlen wieder in
einem auf der Axe gelegenen Punkte — oder sehr kleinen Scheibchen — ver-
einigt werden, ist geometrisch und physisch (letzteres gemiss dem Satze vom
kiirzesten Lichtweg, pag. 30) die Abbildung des einen Punktes in den anderen
gegeben. Da alle Functionen eines Linsensystems sich stetig édndern, so wird
bei einem System von geringer Oeffnung mit der Abbildung eines auf der Axe
gelegenen Punktes jedenfalls auch die — wenn auch entsprechend weniger scharfe
— Abbildung eines ihm seitlich benachbarten und damit die eines zur Axe
senkrechten den ersteren Punkt enthaltenden Flichenelements durch ebenso
weit gedffnete Biischel eo jpso gegeben sein. In Systemen von erheblicher end-
licher Oeffnung jedoch ist dies, wie eine ndhere Betrachtung zeigt, durchaus
nicht der Fall; es muss dann vielmehr in den Biischeln, welche die Abbildung
des Axenpunktes vermitteln, eine ganz bestimmte Beziehung unter den con-
jugirten Strahlen vor und nach dem Durchgang durch das System bestehen, damit
die Abbildung auch nur eines unendlich kleinen axialen Flichenstiicks ermdog-
licht werde.

Von allgemeineren Fragen ausgehend, als uns hier beschiftigen, hatte CLav-
sius in seiner bekannten Abhandlung {iber »die Concentration von Wirme-
und Lichtstrahlen und die Grenzen ihrer Wirkung«1) nachgewiesen, dass, wenn
die gesammte Energie, welche von einem Flichenelemente d¢ in einem Medium

1y PocG. Ann. 121, pag. 1. 1864 Mech. Wirmetheorie, 3. Aufl. I, pag. 315. 1887.
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vom Brechungsindex », innerhalb des unendlich kleinen Raumwinkels Zo ausge-
strahlt wird, tibertragen wird auf ein Element d¢', in einem Medium vom Index #',
dann die Beziehung stattfindet

ncosudo  dg'

n'icosu' do' — dg

Hierin ist o' der unendlich kleine Raumwinkel, innerhalb dessen die
Strahlung auf das Element d¢' stattfindet, # und #' sind die Winkel, welche die
Axen der Strahlenbiindel mit den zugehérigen Flichennormalen bilden.

Fiir die Ableitung dieser Gleichung ist nur von dem zweiten Hauptsatz der
mechanischen Wirmetheorie und einigen anderen Beziehungen ganz allgemeiner
Natur Gebrauch gemacht. Auch gilt dieselbe fiir einen viel allgemeineren Fall
als den hier betrachteten, nimlich ganz unabhingig davon, durch welche Mittel
die von 4¢ ausgehenden Strahlen auf @¢' concentrirt werden, ob dies z B. durch
continuirliche oder abrupte Aenderung der Strahlenwege geschieht, unabhingig
auch von der gegenseitigen Lage der Elemente d¢ und 4g' u. s. w. Es stellt
diese Gleichung daher die allgemeinste Beziehung dar, welche zwischen den in sie
eintretenden Grossen unter den angegebenen Umstinden besteht und ebenso ist
auch ihre Herleitung bei CLausius auf die denkbar allgemeinste Grundlage gestellt.

Angewandt auf ein optisches System mit einer Symmetriaxe, zu welcher dg
und 4¢' senkrecht stehen, ergiebt die Gleichung als Bedingung fiir die Abbildung
eines Flichenelements durch weitgedffnete Biischel die Beziehung

n sin
7' sin v
welche wir alsbald auf einem anderen Wege herleiten wollen.

Direkter bewies denselben Satz v. Hermmorrz!) auf photometrischer Grund-
lage als Bedingung der Erhaltung der Leuchtkraft bei der Strahlung von &g inner-
halb eines Kegelraums von der Oeffuung # auf #4¢' innerbalb der Oefinung #'.
Endlich hat auch Hockin?) einen Beweis geliefert, den kiirzesten und einfachsten
wohl, welcher moglich ist, indem er die Bedingung dafiir aufsuchte, dass die opti-
schen Lingen zwischen conjugirten Punkten fiir zwei seitlich benachbarte Paare
von Punkten auf allen innerhalb eines endlichen Winkelraums moglichen Weg
je einander bis aunf unendlich kleine Grossen gleich seien.

So werthvoll alle diese Herleitungen sind, namentlich durch die allgemeinere
Bedeutung, welche sie dem Satze geben, so will ich mich doch damit begniigen,
auf sie hingewiesen zu haben, den Satz selbst aber auf einem anderen Wege
beweisen, welcher die uns hier in erster Linie interessirende dioptrische Be-
deutung desselben deutlicher kenntlich macht, die bei jenen Ausfithrungen wohl
fast ganz versteckt bleibt. Die Giltigkeit des Satzes zeigt sich auch unter diesem
Gesichtspunkte als eine so weitgehende, dass er als eines der allgemeinsten Theo-
reme der Dioptrik bestehen bleibt.

Wir setzen auch unsererseits nichts weiter voraus, als dass ein optisches System
ganz beliebiger Zusammensetzung vorliege, welches eine Symmetrieaxe besitzt,
»centrirte ist, und in welchem fiir die Punkte O und O' der Axe die sphirische
Aberration autgehoben ist. Ein bei O zur Axe senkrechtes Flichenelement dg
werde (Fig. 325) durch die der Axe unendlich nahe verlaufenden Strahlen in das

bei O' ebenfalls zur Axe senkrechte Element #¢' abgebildet, so dass die lineare
!

d
Lateralvergrosserung in diesen Elementen é—:ﬁu ist. Die abbildenden Strahlen

= f = const,

Iy Poce. Ann., Jubelbd., pag. 557. 1874.
3) Journ. R. Micr. Soc. Ser. 2z, Vol. 4, pag. 337. 1884.
s.
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seien durch eine auf der Axe senkrechte kreistérmige Blende so begrenzt, dass
iiberall nur Strahlen von der Maximalneigung U gegen die Axe in das System
ein- und solche von
der Maximalneigung
U'aus ihm austreten
konnen. Die Bedin-
gung dafiir, dass das
Element #¢ durch
alle von ihm inner-
halb dieser Grenzen
ausfahrenden Strah-
len in Jg' hinrei-
chend deutlich ab-
gebildet werde, kann
dann offenbar auch
so gefasst werden, dass diese Elemente durch alle Partial-Biischel, deren Axen bei
der Incidenz irgend eine Neigung zwischen 0 und ¢/ haben — wenigstens bis auf
unendlich kleine Abweichungen — mit gleicher Vergriésserung in einander
abgebildet werden.

(Ph. 325.)

Wie wir wissen (pag. 94), reprisentirt nun jeder ein System unter endlichen
Einfallswinkeln durchsetzender Strahl die Axe zweier riumlich und metrisch ver-
schiedener collinearer Abbildungen: einer in der Einfallsebene des Strahls, im
Meridianschnitt, und einer senkrecht dazu, im Sagittalschnitt verlaufenden. Beide
sind auf unendlich schmale Streifen nahe der Axe beschrinkt, in Bezug auf die
abbildenden wie die zur Abbildung gelangenden Elemente. Wir sahen ferner,
dass in einem centrirten optischen System sich dieses Verhiltniss entlang dem
gebrochenen Weg, den der Hauptstrahl durch dasselbe nimmt, fortsetzt. Inner-
halb jeder Gruppe werden Linienelemente &y senkrecht zum einfallenden Haupt-
strahl abgebildet in Linienelemente, welche unter Vernachldssigung unendlich
kleiner Grossen von der zweiten Ordnung senkrecht auf dem gebrochenen Haupt-
strahl stehen, wobei im Besonderen innerhalb jeder Partial-Abbildung die Beziehung
fortbestehen bleibt

Wir betrachten einen von O unter dem Winkel # gegen die Axe geneigt aus-
fahrenden Strahl / welchem der unter dem Winkel #' gegen die Axe geneigte
nach O' zielende Strahl /' entspricht. Wenn keine weiteren Annahmen gemacht
werden als bisher geschehen, so kann #' jede beliebige stetige Function /(%) von
# sein, mit der einzigen Bedingung, dass sie fiir # =0 selbst verschwindet,
also dass /(0)=0. Von den beiden Abbildungen, deren Objektaxe / und deren
Bildaxe /' ist, werden sowohl Linienelemente, die zu / und /', als auch solche,
die zur Axe a des ganzen Systems bei O senkrecht stehen, im Allgemeinen mit
verschiedener Vergrosserung wiedergegeben, so dass also ein bei O zu @ oder /
senkrechter Kreis als eine zu ¢ oder /' senkrechte Ellipse dargestellt wird.

Bei der senkrecht zur Einfallsebene sich vollziehenden Abbildung
dv'
3;:
in folgender Weise zu bestimmen. Wir denken uns die Fig. 325 um den un-
endlich kleinen Winkel 7 um die Axe @ gedreht; dann sind die Winkel, welche

nimlich ist das Convergenzverhiltniss conjugirter Strahlen in O und 0", 7, =
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die Strahlen / und /' in ibrer neuen Lage mit den friiheren einschliessen die in
Betracht kommenden #z und 47", und es ist leicht zu sehen, dass
do'  sinu
=30 T Sinu
Die im Sagittalschnitt bei O und O' zu / und 7' (und zur Zeichenfliche)
senkrecht stehenden Linienelemente dw;, &n,' ferner stehen auch senkrecht zu a,
gehoren also den Flichenelementen g bezw. d¢' an und sind folglich identisch
mit dy bezw. &y'. Daher ist gemiss der Fundamentalgleichung By= 2/#' hier

dy' dy' nsinu

=@ -(5) -5 ®

Es variirt also die Vergrésserung der Linienelemente im Sagittalschnitt mit

dem Winkel # wie das Verhiltniss sinz #/sin2'. Damit 3, fiir alle Winkel z das

gleiche sei, muss sin u/sin #' = const sein, innerhalb der Grenzen 0 und ¥ und

da fiir # =0, dy'/dy =2, ist, so ergiebt sich als Bedingung der Abbildung eines

Paares zur Axe senkrechter Linienelemente durch sagittale Biischel verschiedener
endlicher Axenneigung, dass

7% Sin u
Bs = i = Bo= const (2)
sei, also ) :
sinu  n
s {3s)

Die in der Einfallsebene (im Meridianschnitt) gelegenen, zu / und /' bei
O und O' senkrechten Linienelemente v, @v/ sind nicht identisch mit den in
diesem Schnitt gelegenen Elementen Jy,, &y, der Flidchenelemente dg, d¢’,
sondern bilden mit diesen bezw. die Winkel #, #'. Fiir erstere ist nach der

Gleichung By = »/n' (ﬁ’i  nde
dn), n'du'’

wo du'/du = f' (4) die Derivirte von #' =jf (%) ist. Die zur Hauptaxe a senk-
rechten Elemente sind aber

dn: o dnd

cos u’ ‘T cosd’

daher fiir diese) das Vergrésserungsverhiltniss

d}?; =

!) Genau genommen ist das Bild eines zu @ senkrechten, also gegen / unter dem Winkel
T : R . ; :
I_“ geneigten Linienelements nicht wieder ein zu  senkrechtes, d. h. gegen /' unter
; T i ; i
dem Winkel I—ﬂ’ geneigtes, sondern gemiiss den Gesetzen der innerhalb dieses beschriinkten

Gebietes vorhandenen collinearen Abbildung eine Linie, welche der Bedingung geniigt
dored oyl '
2t u dyi (statt nigu _ dy ) )

wigu dy

n'to u' dyt

Dem gegeniiber ist aber daran zu erinnern, dass einerseits die Strahlenvereinigung in
Meridianschnittbiischeln tiberhaupt nur von der ersten Ordnung ist, d. h. dass von der Abbildung
eines Elements in ein anderes nur in soweit die Rede sein kann, als man Zerstreuungskreise
vernachlissigt, welche unendlich klein sind gegen die Dimensionen des abzubilden-
den Elementes selbst (vergl. pag. 86 u. g2). Mit derselben Anniherung muss man sich
also bei der Losung der ganzen Aufgabe begniigen, wenn dieselbe allgemein bleiben soll. Mit
dieser Anniherung kann aber, wie leicht ersichtlich als Bild des zu @ senkrechten Elements
dyy durch Meridionalbiischel entlang / das wie oben bestimmte ebenfalls zu a senkrechte Element
dy; angenommen werden. Die von den einzelnen Punkten von &y ausgehenden Strahlen durch-
stossen dy in Punkten, welche von der durch die oben angegebenen Beziehungen bestimmten
Mittellage nicht weiter entfernt sind als bis auf Abweichungen, welche gegen die Grossen oy,
dy' selber unendlich klein sind. Mit dieser Anniiherung miissen wir uns hier begniigen.
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dy' %cosudu nd(sin )
b= (2)7), T Aeosuddd T Wdsinu) (3)
Damit 8, unabhingig von # und fiir # = 0 gleich B,, d. i. gleich dem Ver-
grosserungsverhiltniss fiir paraxiale Strahlen sei, muss wiederum
nsinu

ﬂz = m? = B, = consi, (4)
also
sinu 7'
smu' T n Bo

sein. Die Bedingung der Abbildung eines Paares von Linienclementen durch
Biischel verschiedener endlicher Neigung zur Axe ist also fiir meridionale Biischel
die gleiche wie fiir sagittale: Das Verhdltniss der Sinus conjugirter
Axenwinkel muss fiir die von den conjugirten Axenpunkten aus-
gehenden Strahlen innerhalb des betreffenden Winkelraums ein
constantes sein. Der Werth der Constanten ist die Vergrésserung der par-
axialen Strahlen B, multiplicirt mit dem Verhiltniss der Brechungsexponenten
des Objekt- und Bildmediums.

Appel), welcher zuerst den Sinussatz als die dioptrische Bedingung der Ab-
bildung von Flichenelementen durch Biischel endlicher Oeffnung hingestellt hat,
will den Begriff des »Aplanatismusc iiberhaupt eingeschrinkt haben auf Punkte-
paare, welche neben der Bedingung der Strahlenvereinigung auch noch der obigen
des constanten Sinusverhiltnisses geniigen. In diesem Sinne bleiben die friiher
(pag. 68) sogen. aplanatischen Punktepaare der Kugel, nidmlich die im Scheitel,

die im Mittelpunkt coincidirenden und die von letzterem in den Entfernungen
!

c=%r und c'=%r gelegenen als solche bestehen, wihrend z. B. die Brenn-
punkte des Ellipsoids, sowie der des Paraboloids und der unendlich ferne (fiir
reflektirte Strahlen) diese Eigenschaft nicht besitzen.

Liegt der Objekt- oder Bildpunkt in unendlicher Entfernung, so
wird die Bedingung des Aplanatismus, d. h. Erzeugung missig ausgedehnter
Bilder, wenn sphirische Aberration in der Axe aufgehoben ist,

' = const = f, (4a)

/3

I
- = const = bezw. —
sin u' o Sin u

wenn /£ und /' die Einfallsh6hen von Strahlen bedeuten, welche parallel zur Axe
einfallen bezw. austreten, #' und # die Neigungswinkel der ihnen conjugirten Strah-
len, f, und f,,' die Brennweiten der paraxialen Strahlen. Wie man sich leicht iiber-
zeugt, ist dann die Brennweite der Partialbiischel im Meridianschnitt /3 = £, /cos #,
also variabel mit #, wihrend dieselbe im Sagittalschnitt f; = f, = const ist.

Die genaue Erfiillung der Sinusbedingung ist natiirlich desto kritischer, je
grosser der Winkel ¢ oder U und damit der Spielraum der iiberhaupt mog-
lichen Abweichungen des Sinusverhdltnisses von der Constanz ist. Bei Mikroskop-
objektiven grosserer Apertur konnen diese Abweichungen bis zu 509 und selbst
mehr des Normalwerthes gehen. Um ebenso viel variirt dann die Vergrdsserung
durch die betreffenden Zonen des Objektivs, Unter solchen Umstinden ist aber
das brauchbare Sehfeld fast gleich Null, die Zerstreuungskreise eines Punktes
ausser der Axe bei gleichzeitiger Abbildung durch auseinanderliegende Theile
der Oeffnung werden von gleicher Gréssenordnung wie seine Entfernung von der
Axe, d. h. wie die Bildgrosse selbst.

ApsE hat (1. ¢, pag. 310) ein frappantes experimentelles Kriterium fiir die

) Arch. f, mikr. Anat, 9, pag. 420. 1873; und Rep. f. Exp. Physik 16, pag. 303. 1881.
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Constanz des Sinusverhiltnisses angegeben. Mittels desselben konnte er fest-
stellen, dass in allen in Gebrauch befindlichen Mikroskopsystemen grisserer
Oeftnung, woher sie auch stammen mochten, diese Bedingung sehr nahe erfiillt
war, trotzdem sie damals den Optikern noch durchaus unbekannt war und diese
simmtlich ihre Systeme nur durch Tatonnement, — empirisch unter Controle des
Auges — und nicht nach bewussten Regeln construirten. So unerldsslich ist
ihre Erfiilllung fir eine befriedigende Wirkung in solchen Fillen,

Die Erfiillung der Sinusbedingung gewiihrleistet die Abbildung eines Paares
von Flichenelementen. Ihre Erfilllung flihrt nicht die Abbildung ausgedehn-
terer Flidchen herbei, wenn die Oeffnungswinkel der abbildenden Biischel sehr
gross sind, und sie ist im Widerspruch mit der Abbildung mehr als eines
Paares von Flichenelementen an verschiedenen Stellen der Axe.

Denn was das erstere betrifft, so ist daran zu erinnern, dass wir uns von
vornherein auf eine nur angenihert scharfe Abbildung beschrinkt hatten, niamlich
auf eine solche, bei welcher die Zerstreuungskreise unendlich klein von der ersten
Ordnung gegen die Dimensionen des Bildes selbst sind. Mit wachsender Bild-
grosse nehmen daher auch die Zerstreuungskreise zu und erreichen bei ent-
sprechend grosser Oeffnung
der abbildenden Biischel
bald die fiir deutliches
Sehen zuldssige Grisse,
auch wenn constantes Sinus-
verhiltniss herrscht.

In Systemen geringerer
Oeffnung kann das brauch-
bare Bildfeld entsprechend
grosser sein.

Es ist andererseits un-
moglich, dass ein System
fiir zwei benachbarte Stellen der Axe zugleich aplanatisch sei. Hierzu miisste ja
zuniichst die sphidrische Aberration fiir zwei solche Punktepaare auf-
gehoben sein, und diese Anforderung fiihrt bereits auf eine Bedingung, welche
der des Aplanatismus filir eine Stelle der Axe widerspricht.

Zu ihrer Herleitung folgen wir dem sehr einfachen Gedankengange, mittelst
dessen Hockinl) die letztere herleitete (Fig. 326). Wenn in dem Systeme S,
sowohl fiir die Punkte O O’ als 0,0,' die sphirische Aberration aufgehoben
sein soll, so muss die optische Linge der von O und O, unter dem beliebigen
Winkel # (<< U) austretenden Strahlen bis O' bezw. O,' die gleiche sein, als die
der entsprechenden paraxialen Strahlen; es muss also zugleich

[0PON=[0S50"] und [0,P,0,1=[0,50,"]
sein. Beachten wir, dass von ;' dem (ersten) Brennpunkt des unter dem Winkel %
einfallenden Parallelstrahlenbiischels O PO, P die optischen Lingen bis zu jedem
dieses Biischel normal schneidenden Ebene O, & gleich sind, so ergiebt die Zer-
legung der fraglichen Lichtwege in einzelne Abschnitte und die Subtraction der
beiden obigen Gleichungen von einander
[0 R) + [FO') —[F0,") = [00,] —[0'0,]

oder, wenn 00, =dx, 0'0,' = da' geselzt werden,
r

P ] v il
ndx sin? g~ n'dx' sin? 9"

(Ph. 326.)

) L c., pag. 340.
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Nun ist fiir die paraxialen Strahlen
! !
f;_x —a="po,
x 7

Damit also fiir jeden Einfallswinkel # das Verhiltniss ¢x'/dx dasselbe, d. h.
die sphirische Aberration in den beiden Punktpaaren O, O' und O,, O,' zugleich
aufgehoben sei, muss .

nsin(u/2)

n'sin(d' /2) —
sein; es wmiissen dann also die Sinus der halben Axenwinkel in constantem
Verhiltnisse stehen — was im Widerspruch steht mit der durch (4) ausgedriickten
Bedingung.

Man kann nach den Gleichungen (2) resp. (4) und (5) berechnen, welche Aberration
in einem aplanatischen System — unabhingig von jeder weiteren Annahme iiber die Zu-
sammensetzung und sonstigen Eigenschaften desselben — eintritt, wenn der Objektpunkt
auf der Axe verschoben wird und andererseits, wie die Lateral-Vergrisserung eines
fiir zwei benachbarte Axenpunkte aberrationsfreien Systems in beiden Haupt-
schnitten nach dem Rande hin variirt.

Ein solche Untersuchung ergiebt fiir den ersteren Fall, also fiir ein System, welches der
Gleichung (4) gentigt, dass, wenn der Objektpunkt auf der Axe im Sinne der Lichtbewegung
verschoben wird, dann in dem conjugirten Bildpunkte stets sphirische Uebercorrection ein-
tritt, wofern der Oeffnungswinkel der abbildenden Biischel auf der Objektseite der gréssere ist
— und umgekehrt. Bezeichnet dx," die Verschiebung des Bildpunktes, welche der Verschiebung
dx des Objektpunktes fiir paraxiale Strahlen entspricht, #x' dieselbe Verschiebung fiir Strahlen
der Neigung # zur Axe, so findet man

dx' = di,! (cos w 1) .
s u

Fiir grosse # und kleine #' kann daher Zx' ein Vielfaches von dx," werden und es ist
bei Werthen von # > 57° der Zerstreuungskreis der so eingetretenen Aberration am Orte des
Bildes der paraxialen Strahlen sogar grésser als der Zerstreuungskreis, welcher aus der blossen
Focusdifferenz entspringt, wenn das Objekt im aplanatischen Objektpunkt verbleibt, das Bild aber
in einer anderen als der conjugirten Ebene aufgefangen wird oder wenn das Objekt um dx ver-
schoben und sein Bild in der urspriinglichen Ebene beobachtet wird.

Diese Erwidgungen sind namentlich fiir die Theorie des Mikroskops von Belang, dessen
stiirkere Systeme in Folge dieser Verhiltnisse nur bei einer bestimmten Bildentfernung (»Tubus-

B, = const (5)

lingee) gute Bilder geben.

In einem Systeme andererseits, welches fiir zwei benachbarte Paare von Axenpunkten aber-
rationsfrei ist, welches also der Gleichung (5) geniigt, wiichst die Lateralvergrosserung eines zur
Axe senkrechten Linienelements mit dem Neigungswinkel # des einfallenden Hauptstrahls im
Sagittalschnitt nach der ebenfalls unschwer abzuleitenden Gleichung

cos (1 [2)
Be = Bo cos (2’ |2)
und in der Einfallsebene, im Meridionalschnitt, nach der Gleichung
cos (2'[2) cosu
Pe=Py cos (#]2) cosu'
Fiir den beim Mikroskop vorliegenden Fall, dass #' klein gegen # (§ sehr gross) ist, wird

anniihernd
cos u

Be—Bocor (/D3 fi=Po e

g_1(1
'@-'— 2 (msu+l)'

Die Vergrosserung nimmt dann in beiden Hauptschnitten mit wachsendem # ab, jedoch in
ungleichem Grade, so dass [y im Verhiltniss zu g immer kleiner wird, Einem Punkt der
Objektebene, welcher in der seitlichen Entfernung &y von einem der aberrationsfreien Axen-

und
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punkte sich befindet, entspricht in der Bildebene der paraxialen Strahlen eine Ellipse, deren
Dimensionen bei endlicher Grisse von # auch in endlichem Verhiltniss zu den Dimensionen
des von den paraxialen Strahlen entworfenen Bildes selbst (¢y' = f,4y) stehen. Die Halb-
messer dieser Zerstreuungsellipse ps, pe stehen zu der Bildgrosse z. B. fiir » = 60° in dem Ver-
hiiltniss o -

Bei einem Oeffnungswinkel von 0°1 hingegen (Fernrohre) ist die Differenz der Ver-
grisserungen auf dem Axen- und Randstrahl nur 0-14.

Das Resultat dieser Betrachtungen gipfelt also darin, dass géinzlich unabhiingig
von der Zusammensetzung eines optischen Systems und kraft der allgemecinen
Gesetze, denen jede mit den Mitteln der Dioptrik hervorgebrachte Strahlen-
dnderung und somit auch Strahlenvereinigung unterworfen ist, mit beliebig
weit gedffneten Biischeln, entweder nur ein zur Axe senkrechtes
Flichenelement oder ein unendlich kleines Stiick der Axe selbst in
ein entsprechendes scharf abgebildet werden kann. Die eine An-
forderung steht im Widerspruch mit der anderen, und beide stehen im
Widerspruch mit den Bedingungen collinearer Abbildung endlicher
Riume bei endlichen Divergenzwinkeln. Denn fiir diese hatten wir ge-

funden (pag. 53/54)

tangu  n'y'
t;mj e -;3— = const.

Diese letztere Beziehung lidsst sich andererseits als die geometrisch nothwendige
Bedingung fiir die Abbildung auch nur zweier endlicher Ebenen in zwei ent-
sprechende unter endlichen Divergenzwinkeln nachweisen, und es lisst sich dann
weiter zeigen, dass wenn diese gegeben ist, mit Nothwendigkeit die Abbildung
des ganzen unendlichen Raumes in einen entsprechenden, nach den Gesetzen
der Collinearitit folgt. Mit den Mitteln der Dioptrik jedoch ist, wie wir
eben gesehen haben, die scharfe Abbildung auch nur eines unendlichen
kleinen nach drei Dimensionen ausgedehnten Objektraumstiicks
unter grossen Divergenzwinkeln eine Unmdglichkeit,

Es bleibt uns der andere Theil des hier vorliegenden Problems zu behandeln
iibrig, nimlich wie weit es maoglich ist, die von selbst gegebenen Grenzen der
Abbildung dahin zu erweitern, dass mittelst enger (elementarer) Biischel end-
liche Flichen- oder Raumtheile abgebildet werden.

III. Abbildung ausgedehnter Flichen durch unendlich enge Biischel.

In Bezug auf diese fehlt es uns an Sitzen von gleicher Allgemeinheit als
die Sinusbedingung fiir den vorher betrachteten Fall einer ist. Wir kénnen da-
her nicht viel mehr thun als die Bedingungen zu formuliren, die man an eine
solche Abbildung stellen muss.

1) Astigmatismus. In erster Linie ist erforderlich, dass in den abbilden-
den Biischeln, auch wenn dieselben als unendlich diinne angenommen werden,
der Astigmatismus gehoben sei. Andernfalls findet ja einc Abbildung, d. h.
ein punktweises Entsprechen von Objekt- und Bildpunkten iiberhaupt nicht statt,
sondern jedem Objektpunkte entsprechen zwei getrennte, zu einander und zur
Biischelaxe senkrechte Linien, deren Grosse der Oeffnung des nach dem Bilde
zu convergirenden Biischels und ihrer gegenseitigen Entfernung proportional ist.

Eine allgemeingiltige Bedingung fiir die Aufhebung des Astigmatismus in
Biischeln, die von den verschiedenen Punkten eines endlichen Objektes aus-
gehen, ist meines Wissens noch nicht mathematisch formulirt worden. Praktisch
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ist dieser Astigmatismus natiirlich in allen Systemen grisseren Sehfeldes (Ocularen,
Lupen, photographischen Objektiven) mehr oder minder gehoben — meist unwill-
kiirlich, da die Combination von Brechungen verschiedenen Charakters, wie sie
zur Erftillung irgend welcher anderer an das Linsensystem gestellter Anforde-
rungen nothig und {iblich ist, von selbst eine theilweise Compensation auch dieses
Fehlers mit sich bringt.

Nur fiir die Aufhebung des Astigmatismus in zur Axe des Systems
sehr schwach geneigten Biischeln lisst sich eine (algebraische) Bedingungs-
Gleichung herleiten.

Ein Biischel von dem halben Oeffnungswinkel # falle gegen die Axe geneigt
auf eine beliebige Fliche S (Fig. 327). Der Hauptstrahl treffe die Fliche in
der Hoéhe y
iiber der Axe,
letztere in der

Entfernung
SX =« vom
Scheitel, und
unter demWin-
kel w. Die
halbe lineare
Oeffnung des
Biischels senk-

recht zur

Zeichnungs-
ebene sei am
Schnittpunkt
mit der brechenden Fliche = %, die Schnittweiten der sagittalen und tangentialen
Biischel = s, bezw. £ Nach der Brechung seien die durch sie verdnderten
Grossen wie frither durch oberen Index unterschieden. Wir wollen dann als
Maass fiir die durch den Astigmatismus hervorgerufene Bildverschlechterung den
Durchmesser des zwischen den beiden Bildlinien gelegenen Zerstreuungskreises
nehmen. Dieser liegt von den beiden Bildlinien bei Z; und Z, in Entfernungen,
die sich verhalten wie die entsprechenden Schnittweiten L, —s und PL,=/¢
selber. Sein Radius » berechnet sich hiernach zu

1/t —1/s
"1/t +1/s
Da bei geringer Neigung des Biischels zur Axe des Systems auch der Astig-

(Ph. 327.)

T=1

. : A L : 2
matismus nur gering sein kann, wollen wir fiir G den Mittelwerth - setzen,

so dass der Durchmesser des Zerstreuungskreises

1 1
21’$'D=fl(—f— ?)S
wird.

Ist # der (unendlich kleine) halbe Oeffnungswinkel des Biischels, also
u = k/s, so wird durch Multiplikation mit ## beiderseits

1 1
i |
rmb—/tn(t s)’

daher
1 1
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Bezeichnet wieder (b)) bezw. (b,")+ den Durchmesser des Kreises im Objekt,
dessen Bild gemiss den Fundamentalformeln nach Ort und Grésse der thatsich-
liche Zerstreuungskreis vor bezw. nach der Brechung des Biischels an der be-
trachteten (4ten) Fliche des Systems ist, so haben wir wie friiher (pag. 105)

ny w'v, = ?zlul(bo),{-'
und
npupdp = ny2%(Do )k

7 n (—i-——}) 1)

T
?3‘ % 1
Den rechter Hand stehenden zweiten Faktor fanden wir aber frither (pag. 88)

streng 1 1 1
An (7 — s—) = (nsini)?A (E) i

In der hier beriicksichtigten Niherung kann auf der rechten Seite

also
A(bo) =

R i1 1
Sin:=t=wW—¢=Y) (;_. -;)
und 7 kann gleich s gesetzt werden, wo unter s auch die Schnittweite SZ, eines
von dem Axenpunkte desselben urspriinglichen Objekts ausgehenden paraxialen

Blischels verstanden werden darf. Wir erhalten demnach

som oo (L= ] (2), o

und wenn wir wie frither mit 4,2, und y2, erweitern und die Invariante der
Brechung fiir die Axenschnittpunkte des Hauptstrahls mit ., bezeichnen, also

_(l l)__rl 1
=N T )T\ T )

so wird schliesslich

eI AN LAYV A
aoon =22 () (Z) era (55),. (2a)
Hierin ist";ﬁ" in ganz derselben Weise aus den x, ... a;y' zu berechnen,
1
.
wie >* aus den §y + - . . 5 (pag. 106).

7y
Bei unendlich entfernten Objekten und #z;=1 ist der angulare Werth des
auf das Objekt bezogenen Zerstreuungskreises

‘ IAYIEAY 1
st (Y QYers(l),

k= A=
ﬁA(bﬂ),{. = 0 bezw. iﬁ(ao)k =0
A=1 =1

wird die Bedingung fiir die Beseitigung des Astigmatismus in einem aus p Flichen
bestehenden optischen System.

und

Ist der Astigmatismus in dieser Weise nicht nur fiir die der Axe nahen Theile
des Objekts sondern fiir dessen ganze Ausdehnung gehoben, so ist damit eine
Abbildung desselben innerhalb der hier gewihlten Beschrinkuug (ndmlich auf
enge Biischel) erreicht. Doch pflegt man an diese Abbildung noch zwei weitere
Forderungen zu stellen, welche allerdings keine unbedingten sind und auch nicht
immer gleich stark urgirt werden, sondern sich zum Theil nach dem Zwecke
des Instruments richten, zum Theil bloss der Bequemlichkeit dienen.

Man wiinscht ndmlich oft noch

2) dass einem ebenen Objekte ein ebenes Bild entspreche und
3) dass das Bild in allen seinen Theilen dem Objekte dhnlich sei.
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2) Wolbung des Bildes. Bedingungen der (annihernden) Bildebenung.
Das durch die Brechung unendlich diinner Biischel in einem beliebigen optischen
System hervorgebrachte Bild einer endlichen Ebene kann eine irgendwie ge-
staltete Rotationsfliche sein mit gleicher Axe als das System selbst und zwar
entspricht, wenn der Astigmatismus in den wirksamen Biischeln nicht aufgehoben
ist, den sagittalen und den tangentialen ebenen Partialbiischeln je eine beson-
dere Bildfliche. Im Scheitel beriihren beide Flichen einander und die Ebene
des idealen Bildes. Von den Kriimmungen, welche die Bildflichen in diesem
Scheitel besitzen, ldsst sich eine einfache Peziehung nachweisen.

Ein gegebenes System entwerfe von einer zur Axe senkrechten Ebene im
Objektraume ein Bild, dessen Kriimmungsradius im Scheitel = p,’ sei. Analog
sei p, der Kriimmungsradius der Objektfliche, deren an der gleichen Stelle der
Axe von demselben System entworfenes Bild eine Ebene ist, d. h. wenigstens
im Scheitel die Kriimmung Null hat. pund p' seien die Kriimmungsradien eines
beliebigen anderen Paares conjugirter Flichen, deren Scheitel an den gleichen
Stellen der Axe liegen. Dann gilt

AE) =t === ®
P 2p Bp g %po
wenn z und #z' die Brechungsindices des Objekt- und Bildraumes sind.

Der Beweis ergiebt sich daraus, dass der Abstand einer Objekt- oder Bild-
fliche von der sie beriihrenden Ebene an irgend einer Stelle bis auf Glieder,
die von den vierten und hoheren Potenzen dieses Abstandes abhiingen, gleich
ist dem halben Quadrate der Entfernung dieser Stelle von der Axe dividirt durch
den Kriimmungsradius der betreffenden Fliche. Andererseits sind die der Axe

parallelen Tangentialabstinde zusammengehériger Flichenpaare dioptrisch ein-
I

ander conjugirt gemiss der Formel fiir die Tiefenvergrosserung « = ﬂ—gf, worin

a das Verniltniss der eben genannten Axenentfernungen ist.

: T 1 1 o
Es ist somit die Grosse i;p— oder o= ?;T das richtige Maass fiir das was

0 0
man »Bildkrliimmungsvermégen« eines Systems in Bezug auf zwei conjugirte

Axenpunkte nennen konnte.

Jede Ebene, also auch diejenige, welche die Bildflichen im Scheitel beriihrt,
schneidet aus den abbildenden unendlich diinnen Strahlenbiischeln, wie wir friiher
gesehen haben, Ellipsen heraus, deren Axen aber bei geringen Neigungswinkeln
der Biischel als gleich gross angesehen werden kénnen. Wenn man das Bild
auf jener Ebene auffinge, so wiirden diese Schnitte die Zerstreuungskreise sein,
als welche in Folge der Bildkriimmung die Bilder ausseraxialer Punkte in ihr
erscheinen. Eine einfache Betrachtung zeigt, dass die Zunahmen, welche der
Durchmesser dieser Zerstreuungskreise bei einer Brechung erfihrt, wenn man sie
wie frither (pag. 103) auf die Objektseite zuriickbezieht, einerseits proportional
sind dem Bildkriimmungsvermégen und ausserdem proportional der numerischen
Apertur und dem Quadrate der linearen Oeffnung /%, des einfallenden Biischels.
Nimlich

1 1
Aoohe = noug g (;2-;-3;)&: — ng gl (ﬂ'po');e ) (4)

wenn #, die halbe angdlare Oeffnung des einfallenden Biischels ist.

Was nun endlich den Werth dieses Bildkriimmungsvermdégens anbetrifft, so
héingt derselbe von den Elementen des Linsensystems in folgender Weise ab
(vergl. Fig. 327).
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Wenn der Radius der brechenden Fliche, wie frither mit », die Indices der
an sie grenzenden Medien mit » und »' bezeichnet werden, wenn ferner die
Axen der einfallenden Biischel die Axe des Systems in der Entfernung x vom
Scheitel schneiden, die der gebrochenen in der Entfernung x' welche letztere
mit x natiirlich in der Beziehung steht, dass

2 _Neh ot L
ur——xo = Q. =17 r_.xa"

wenn endlich die Scheitel der Objektfliche von dem der brechenden um s,, der
der Bildfliche von derselben um s,' entfernt ist, wobei wieder

1 ! s ik 1
= g)=trms (G g)-
so ist die durch die betreifende Brechung bewirkte Kriimmungs-
zunahme fiir die im Aequatorealschnitt gelegenen Strahlen

()10 ()

fir die im Meridanschnitt gelegenen

1 1 1 Q- 4 1

s =74 6) - le=a) R ©
Die Bildkriimmung hingt also ausser von den die Brechung selbst bedingen-
den Elementen #, #', », s noch wesentlich mit von der Lage des Punktes ab,

in welchem sich die Hauptstrahlen der abbildenden Biischel kreuzen.
Zur Ableitung dieser Gleichungen kann man ebenso verfahren, wie wir oben
bei der Betrachtung der sphirischen Aberration (pag. ror ff.) ausfiihrlich ausein-
" andergesetzt haben. Man entwickelt die Werthe der beiden Abschnitte in die
ein Hauptstrahl s durch die Axe des Systems getheilt wird, nach Potenzen der
Kugeloffnung o und zerlegt dann die Ausdriicke fiir die Invarianten der

Brechung schiefer sagittaler bezw. tangentialer Biischel ndmlich

i mcosi 7' nteos i
i o e et (PAR185)
und
ncos?i  nmceosi  n'cost? n'cos &'
Q=—F———F—=—7———,— (pag. 86)

in den constanten und den von ? abhingigen Theil unter steter Vernachlidssigung
aller von noch héheren Potenzen von ¢ abhingigen Glieder. Die Gleichsetzung
der Factoren von ¢? fiihrt nach einigen Reductionen auf die obigen Gleichungen.l)
Der Vergleich der Formeln (5) und (6) — welche gemiss dem oben angefiihrten
mit (4) zu combiniren sind — mit denjenigen, welche durch die sphirische Aber-
ration in der Axe hervorgerufene Verundeutlichung des Objekts angeben, zeigt
den nahen Zusammenhang beider Gréssen. (Die pag. 1o5 mit (; bezeichnete
Grisse ist der Werth, den die hier mit s bezeichnete an der 4ten Fliche hat.)

Die Bedingungen dafiir, dass ein System centrirter brechender Flichen von
einem in gegebener Lage befindlichen ebenen Objekt mittelst Strahlenbiischel
beider Art, deren Axen sich an gegebener Stelle kreuzen, ein in erster Niherung,
d. h. im Scheitel, ebenes (und damit zugleich anastigmatisches) Bild entwerfe,
zerfillt also analytisch in die beiden Gleichungen

1) Zu denselben gelangte ZINKEN-SOMMER, Unters. iiber die Dioptrik der Linsen-Systeme.
Braunschweig 1870 pag. 51 ff., auf anderem Wege, nachdem er schon vorher (PoGG. Ann. 122,
pag. 563. 1864) die fiir den ersten Hauptschnitt giltige Gleichung abgeleitet und die beschriinkte
Giltigkeit der von PETzvaL als allgemein hingestellten erwiesen hatte.
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z : 1 1
Al—=) =0 6
Z (Qx Qx 64}

wo die Summation f{iber alle brechenden Flichen zu erstrecken istl).

Bei einem System in Contakt befindlicher Linsen von kleiner, zu ver-
nachldssigender Dicke (vergl. pag. 109), in deren gemeinsamem Scheitel sich die
Hauptstrahlen der wirksamen Biischel kreuzen — wie ein solches in erster Niiherung
durch das Objektiv eines astronomischen Fernrohrs reprisentirt wird — werden

Q=
alle x = 0, der Ausdruck —
e a—a

Z%A(%):o (5%
Ea(ﬂis)ﬂ. (6%

Der Ausdruck A ( = ldsst sich transformiren in

()= 10()—oa(2)

Gleichung (6*) geht daher in Verbindung mit (5%) iiber in

Yo (55) =0 (6%

Denkt man sich, wie pag. 10g, die Linsen alle in Luft befindlich und werden
die Reciproken ihrer Brennweiten wieder mit ¢, die Brechungsindices der Linsen-

substanzen mit » bezeichnet, so lassen sich die Gleichungen (5%) und (6%) weiter
transformiren in

D)o w Rfaede-o e

welche letztere in Verbindung mit (5%#) schliesslich in

Dle=0=0 (6%%)
libergeht (wo ® die Gesammtstirke des Systems bezeichnet).

Die letztere zeigt, dass unter den angenommenen Verhiltnissen die
Ebenung des Bildes sich nur bei einem, wie eine Planparallelplatte
wirkenden System von der Brennweite co erreichen lisst.

Der Betrag der Krimmung des von den Sagittalstrahlen herrithrenden

Bildes eines ebenen Objekts ist bei einem solchen System in Contakt befind-
licher diinner Linsen

w=FaE= - D 2Ly, @)

in dem von den Tangentialstrahlen herriihrenden Bilde

= Dae=— D = » I, ®)

also beide unabhingig vom Orte des Objekts und Bildes.
3) Verzerrung (Distortian) des Bildes. Bedingung der Orthoskopie.
Dafiir, ob das Bild eines Objektes diesem in allen seinen Theilen dhnlich sei,

und

= 1, demnach die Bedingungen der Ebenheit

und

) J. PETzvAL, Bericht iiber opt. Unters., Sitzber. Wien. Akad. 24, pag. 97. 1857, glaubte
in Gleichung (5a) allein die nithige Bedingung gefunden zp haben, S. vor. Anm.
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lisst sich ein Kriterium angeben, welches — wie der Sinussatz ohne Einschrinkung
mit Bezug auf die Grosse der wirksamen Biischel6ffnungen — dasselbe in Bezug
auf die Ausdehnung des Bildes und Objektes, welches also in voller Allgemein-
heit giltig ist (Fig. 328).

Nehmen wir wieder den Fall an, der, wie wir spiiter sehen werden fast in
allen Arten optischer Instrumente verwirklicht ist, — dass die Hauptstrahlen
(Axen) der vom Objekt O O, O, ausgehenden Strahlenkegel sich in einem Punkte
P der Axe des Systems schneiden, die der bildformirenden Biischel ebenfalls in
einem solchen Punkte 7. Die Entfernung der Objektebene von 2, O 2 sei
=/, die des Bildes bezw. einer es im Scheitel beriihrenden Ebene von 2, 0'P'=/"

S

(Ph. 828,)

Sind dann 0,0, zwei, von der Axe verschieden weit entfernte Punkte des Ob-
iekts, 0,'0,' die entsprechenden Punkte des Bildes bezw. deren Central-Pro-
jektionen von 2' aut eine das Bild in O' beriihrende Ebene, dann ist
00, =y,=lgw, 0'0y=y,=ligw,’
00,=y,=llgw, 0'0y' =y,'=1llgw,.
Damit nun die Vergrisserung in den beiden betrachteten Ebenen constant,
d. h. unabhingig von der Bild- und Objektgrosse selbst seien, muss
2ot e,
. 1 Y2
sein; also
gw,' _ fgw,
lgw,  lgwy
d. h. das Verhiltniss der trigonometrischen Tangenten der Winkel,
welche entsprechende Hauptstrahlen im Bild und Objekt mit der Axe
des Systems einschliessen, muss ein constantes sein. Ist dies der Fall,
so heissen 2 und /', die Kreuzungspunkte der betreffenden Hauptstrahlen, die
»orthoskopischen Punkte« des Systems.
Da aber fiir sehr kleine Winkel z, fiir welche die Bedingungen collinearer
Abbildung erfiillt sind, nothwendig
ww,' 1
ew, =~ B’
wo I' das in den Punkten 2 und /' bestehende Convergenz-, 5 das in ihnen
bestehende lineare Vergrosserungsverhiltniss bezeichnet, so ist auch allgemein
in den Punkten 2 /7'

=.8te: wis & == CONS; {9)

=

te n 1 ©92)

g wy 7 B’
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Wenn die Vergrosserung eines Instruments im ganzen Sehfeld constant ist
so erscheint ein quadratisches Netz wie Fig. 329a. Wichst die Vergrésserung
nach dem Rande des Sehfelds, so wird das Aussehen des Bildes das von Fig. 329b,
nimmt sie mit wachsendem Parameter ab, so wird es das von Fig. 829c.

Wie hieraus ersichtlich, kénnen orthoskopische Punkte niemals zugleich »aplanatischee in
dem hier angewandten Sinne sein. Bei der allgemeinen collinearen Abbildung dagegen sind alle

conjugirten Punktepaare der Axe orthoskopische und aplanatische zugleich.

a b c

—

=

(Ph. 329.)

Auch fiir die Bedingung der Orthoskopie lassen sich Niherungsformeln an-
geben, welche fiir die nahe der Axe gelegenen Theile des Objektes und Bildes
gelten und die Abweichung vom orthoskopischen Verhiltniss, den »Faktor der
Anorthoskopies« (Distortion) im Anschluss an die Durchrechnung eines paraxialen
Strahles bequem zu berechnen gestatten. Doch gilt fiir die Distortion ebenso-
wohl als fiir die Bildkriimmung eine Bemerkung analog zu derjenigen, welche wir
beztiglich der sphirischen Aberration fiir Axenpunkte zu machen hatten (pag. 111):
Wenn es sich darum handelt, Bilder von merklich grosser Ausdehnung zu er-
zeugen, so ist es von geringem Werthe, die Krilmmung oder Distortion derselben
nabe der Axe, in der Mitte des Sehfeldes, aufzuheben. Denn da die Entfernung
einer Kugel von der sie beriihrenden Ebene proportional ist dem Quadrat des
Abstandes von der Beriihrungsstelle, und da ebenso Disproportionalititen der Ver-
grosserung, wenn ihr Grad der gleiche bleibt, desto mehr in Erscheinung treten,
je weiter von der Mitte des Bildes man dasselbe betrachtet, so muss man vielmehr
suchen, beide Arten von Fehlern, — wenn man sie nicht ganz heben kann —
so iiber das ganze Bild zu vertheilen, dass sie méglichst wenig stérend wirken,
d. h. auffallen. Es kann dann sehr wohl eintreten, dass die gemiss den oben
angegebenen Formeln berechnete Kriimmung des Bildes oder die Dispropor-
tionalitit der Vergrosserung nahe der Axe relativ gross ist, aber aus dem
angegebenen Umstande trotzdem wenig erkennbar wird zu Gunsten entfernterer
Stellen des Bildes, wo ein an sich geringer Grad von Kriimmung oder Distortion
auf die grosseren Bildmasse wirkend und dadurch gewissermaassen mit einem
grossen Faktor multiplicirt, sehr auffallend in die Erscheinung treten wiirde.

Ein solches systematisches Ausgleichungsverfahren, dhnlich dem von Gauss
bei der sphirischen Aberration angewandten, wurde von SCHLEIERMACHER 1) fiir die
ersten Glieder der Reihenentwickelung aller Arten von Aberrationen durchgefiihrt.
In der Praxis ist es jedoch einfacher und sicherer, auf die trigonometrische Durch-
rechnung der wirksamen Biischel zu recurriren.

Bei Instrumenten, die nur zu Messungen dienen, ist es noch vortheilhafter,
die vorhandenen Abweichungen von der richtigen Orthoskopie moglichst regel-
missig zu gestalten und rechnerisch oder am fertigen Instrument empirisch

) Analyt. Optik, Darmstadt 1842,
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genau festzustellen, damit man sie bei den Messungen bequem in Rechnung
ziehen konne.

IV. Abbildung ausgedehnter Objekte durch Biischel endlicher Oeffnung.

Wir haben bisher das eine Mal diejenige Erweiterung der Abbildungsgrenzen
betrachtet, welche durch Zusammenfiigen der Partialabbildungen mehrerer von
demselben Punkte der Axe ausgehender und wieder nach einem Punkte
der Axe convergirender Elementarbiischel erreichbar ist. Die andere entsprechende
Aufgabe war die, die Abbildungen solcher Elementarbiischel zusammenzusetzen,
deren Hauptstrahlen sich zwar ebenfalls vor und nach der Brechung durch
das System in einem Punkte seiner Axe schneiden, deren Spitzen aber auf
einer von diesen Kreuzungspunkten um einen beliebigen endlichen Abstand
entfernten Fliche liegen. Im ersteren Falle handelte es sich darum, die
Abbildung eines — im Grenzfalle unendlich kleinen — Flichenelements durch
beliebig weitgedfinete Biischel herbeizufiihren; im zweiten Falle wurden die Be-
dingungen gesucht, unter welchen die Abbildung eines endlichen Flichenstiicks
moglich ist, hier aber durch Biischel, die — in #hesi — ibrerseits unendlich
eng sind.

Dem praktischen Bediirfniss bei der Construction optischer Instrumente
wiirde nun durch eine, an sich noch so vollstindige Lésung weder des einen
noch des andern Problems geniigt werden. In der Wirklichkeit kénnte man
natiirlich weder mit den — durch noch so weite Biischel vermittelten — Bildern
von wirklichen Flichenelementen etwas anfangen, noch mit Bildern, die beliebig
ausgedehnt aber durch unendlich enge Strahlenbiischel hervorgebracht wiren.
Es bandelt sich hier vielmehr immer darum, Bilder endlicher Objekte
durch Biischel endlicher Oetfnung zu erzielen und nur der Nachdruck,
welcher auf den einen oder andern dieser beiden Faktoren gelegt wird, variirt
innerhalb sehr weiter Grenzen von Fall zu Fall, je nach dem Zwecke und
Charakter des Instruments von den Mikroskopobjektiven hoher Apertur auf der
einen Seite durch die photographischen und Fernrohrobjektive hindurch bis zu
den Lupen und Ocularen auf der andern Seite.

Hier finden nun von vornherein zunichst dhnliche Betrachtungen Anwendung
wie die, mit welchen wir am Eingange dieses Abschnitts (pag. 96/97) die von
selbst stattfindende Erweiterung der Abbildungsgrenzen nach beiden in Betracht
kommenden Richtungen hin erldutert haben. Von selbst wird in Folge der dort
aufgefiihrten beiden Momente — physiologische Unempfindlichkeit des beobachten-
den Auges gegen mangelhafte Bildschirfe und Wellennatur des Lichtes — die ge-
niigend scharf abgebildete Fliche stets eine, wenn auch kleine, so doch endliche
Ausdehnung haben, falls die Sinusbedingung erfiillt ist, und ohne weiteres wird man
die Oeffnung der eine grossere Fliche abbildenden Biischel, wenn auch sehr eng,
so doch endlich wihlen diirfen, wenn die Bedingungen fiir die Abbildung der-
'selben Fliche durch unendlich enge Biischel erfiillt sind; von selbst endlich wird
man im letzteren Falle auch noch die jener urspriinglichen Fliche auf der Axe
benachbarten hinreichend scharf abgebildet finden.

Um noch weiter zu gehen, um die Abbildung etwas grosserer Flichen durch
relativ weite Blischel zu erzielen — wie sie z. B. Zweck und Aufgabe mehrerer
zur Photographie dienender Systeme ist — ist man wieder fast ganz auf den
Weg empirischen Suchens der hierzu geeigneten Linsencombinationen angewiesen,
sei es, dass dieses auf dem Papiere, durch trigonometrische Verfolgung der
wirksamen Strahlengruppen, sei es, dass es experimentell, durch systematische

Wink eLmasN, Physik. IL 9
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Beobachtung des Endeffekts geschieht, den wirklich ausgefiihrte Versuchslinsen
verschiedener Construction ergeben. Nur noch einen Schritt weiter hat die mathe-
matische Theorie auf diesem Wege gefiihrt.

Sphirische Aberration 1. Ordnung in schiefen Biischeln (Coma).

Vergegenwirtigt man sich nimlich die Hinweise, welche aus den oben ent-
wickelten Eigenschaften der Aberrationen bereits zu entnehmen sind, so ist fol-
gendes einzusehen: wenn in einem, von einem Axenpunkte aus divergirenden
Biischel die dem Quadrat der Oeffnung proportionale sphirische Aberration auf-
gehoben ist, so wird ein zur Axe schwach geneigt einfallendes Biischel im allge-
meinen keinen gleich scharfen Bildpunkt ergeben. Es wird ein solches Biischel,
wie friilher bereits wiederholt hervorgehoben, zunichst astigmatisch sein,
selbst wenn es unendlich eng ist. Wenn aber auch der Astigmatismus gemiss
Formel (2) pag. 123, aufgehoben wiire, so wiirde die Abbildung des ein wenig seit-
lich von der Axe gelegenen Punktes mittelst eines Biischels von der Oeffnung des
axialen doch eine unvollkommene sein. Unterscheiden wir wieder die beiden

(Ph. 330.)

Strahlengruppen, welche in der Einfallsebene des (die Axe kreuzenden) Haupt-
strahls und senkrecht zu ihr verlaufen. Fiir die letzteren wird bei geringer Neigung
des Hauptstrahls die Strahlenvereinigung annihernd von derselben Vollkommen-
heit sein wie im Axenpunkte, weil sie im allgemeinen den gleichen Charakter
bat wie die dort stattfindende (Symmetrie zum Hauptstrahl, vergl. das pag. 84
unten gesagte). Im ersten Hauptschnitt hingegen wird sich schon bei relativ
geringer Neigung des Hauptstrahls die Deformation des Biischels bemerklich
machen, welche der von vornherein niedrigeren Ordnung der Strahlenvereinigung
in diesem Schnitte (vergl. pag. 86) entspricht.

Sei, um dies niher zu erldutern, Z' (Fig. 330) das Bild eines Axenpunktes, erzeugt
durch ein System, in welchem die Aberration 2. Ordnung fiir diesen Axenpunkt auf-
gehoben ist. Ganz grob schematisch kénnen wir uns dies so vorstellen, als wiirden
dann Strahlen, die von dem Objektpunkt innerhalb eines gewissen Winkelraumes
ausgehen oder deren Biischelschnitt — bei unendlich fernem Objekt — unter
einem gewissen Betrage bleibt, in L' zur strengen Vereinigung gebracht; in den
diesen Winkelraum iiberschreitenden aber wire diejenige sphirische Aberration
vorhanden, welche den hoheren Potenzen der Oeffnung entspricht. An
irgend einer Stelle der Axe befinde sich die zu ihr concentrische Blende 2, 2,,
die gemiiss ihrer Lage und Grosse die ndéthige Abblendung des einfallenden
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Biischels bewirkt. Ein Strahlenbiischel, welches von einem seitlichen Punkte des
Objekts ausgehend diese Blende passirt, hat dann schon gegeniiber der ersten und
ebenso weiter gegeniiber allen folgenden Flichen einen anderen Charakter als das
der Axe parallele. Wiirde sein Hauptstrahl in Folge der besonderen Lage der
Blende zufillig den Kriimmungsmittelpunkt C der ersten Fliche passiren, so
wiirde es durch diese Fliche allerdings noch ganz ebenso modificirt werden als
das vorher betrachtete axiale. Dies wiirde sich dann aber schon an der nichsten
Fliache anders verhalten, wenn nicht etwa alle Flichen concentrisch zur Blenden-
mitte sind. Im allgemeinen wird das seitliche Biischel schon die erste Fliche
so treffen, dass sein Hauptstrahl nicht durch dessen Centrum geht. Ein dem
Hauptstrahl parallel durch dieses Centrum gezogener Strahl 2, C (welcher unter
Umstinden dem wirklichen Biischel gar nicht angehért) markirt dann diejenige
Axe symmetrisch, zu welcher — schematisch gesprochen — das einfallende seit-
liche Biischel die gleiche Ausdehnung haben diirfte wie das axiale, wenn die
Strahlenvereinigung in dem durch diese Fliche hervorgebrachten Bilde des seit-
lichen Punktes den gleichen Charakter haben sollte wie im Axenpunkte. That-
sichlich fallen daher Strahlen ein, welche die Oeffnung dieses ideellen Biischels
nach der einen Seite jedenfalls iiberschreiten, Strahlen also, auf welche die
Aberrationen hoherer Ordnung an der betreffenden Fliche anderen Einfluss haben,
als auf dieses.

An jeder folgenden Fliche ist — je mnach der Lage dieser Fliche, d. h.
ihres Mittelpunkts zu der die Strahlen begrenzenden Blende — das Verhiltniss
der Oeffnung des fiir diese Fliche construirbaren ideellen Biischels zu der des
thatsichlich herausgeblendeten ein anderes; aber an allen Flichen sind diese
Verhidltnisse im allgemeinen von einander verschieden und an jeder wird daher
das schiefe Bitschel anders modificirt als das axiale.

Wir haben also das Resultat, dass das von einem seitlichen Objektpunkte
ausgehende, durch irgend eine Blende beschrinkte Biischel im ersten Hauptschnitt
einen anderen Charakter hat, als bei gleicher Apertur das von dem axialen
Objektpunkte und auch als das von demselben seitlichen Punkte ausgegangene
sagittale Biischel. Die Aberrationen héherer Ordnung haben auf seine Con-
stitution nach der einen Seite seines Hauptstrahls hin héheren Einfluss,
als in jenen Biischeln und als in ihm selbst nach der anderen Seite hin.
Das Biischel wird also durch diese Brechungen unter schiefer Incidenz innerhalb
des ersten Hauptschnitts unsymmetrisch. Seine Constitution wird im Allge-
meinen diejenige sein, welche man erhilt, wenn man in einem endlichen Biischel
allgemeiner Art (Fig. 304) durch einen der Axe parallelen Schnitt einen Theil
absondert. Der fiibrig gebliebene Theil kann die Axe selbst, d. h. die Spitze
der Kaustik enthalten oder auch nicht; das hingt von den thatsichlichen Ver-
hdltnissen ab. Im Allgemeinen aber wird jedenfalls das durch meridionale
Strahlen erzeugte Bild eines seitlichen Objektpunktes statt eines Punktes das
Stiick einer kaustischen Curve sein.

Dieses Curvenstiick — von manchen Optikern »Comac« genannt — wird gebildet
durch die ersten Bildpunkte der successive auf einander folgenden Elementarbiischel,
in welche man sich das grossere Biischel zerlegt denken kann. Wir haben nun
frither (pag. 85) die Orte der Bildpunkte dieser Elementarbiischel dadurch gefunden,
dass wir die Gleichung # sin i = ' sin i' = Q, welche den Zusammenhang zwischen
den Richtungen des einfallenden und des gebrochenen Strahls angiebt, nach dem
Centriwinkel der brechenden Kugelfliche, ¢, variirten. Die Gleichsetzung der von
de unabhingigen Glieder in dem Ausdruck fiir #Q/dp vor und nach der Brechung

9-
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ergab die, bis auf Grossen von der Ordnung do genauen Gleichungen (3), (3a)
und (3b) pag. 86, welche den Zusammenhang zwischen 7 und #' einerseits, den
Constanten der brechenden Fldche », #, #»' und denen des Hauptstrahls #, &'
andererseits feststellen. Um jetzt die Beschafienheit des fraglichen Stiickes der
kaustischen Curve in erster Niherung zu ermitteln, liegt es nahe, die Variation
der Grossen /7, ¢' selber mit dem Winkel ¢ oder mit den Oeffnungswinkeln der
ein- und austretenden Biischel #, #' zu bestimmen. Man erhilt diese in conse-
quenter Fortsetzung jenes zur Ermittelung der Grundbeziehung zwischen / und #'
selber angewandten Verfahrens, indem man &Q/d¢ nochmals nach ¢ variirt und
und in den Endgleichungen nur Grossen von der Ordnung d¢ beriicksichtigt.

Setzen wir voriibergehend

1d4Q fcosi 1 "
7;;—#[032(—7_';)—Q: (1)
dann ergiebt sich nach einigen einfachen Umformungen

14Q% cosi  1\? 1 ncosdi dt
?W=Q**=‘Q(T_?)+QQ*E+T2;' @
Sei in Fig. 331 £A = ¢; der Schnittpunkt des dem Strahl 4 benachbarten
Strahls Q4 mit sei-
nem nichsten Nach-
bar RC sei B, also
Q B=1t+ dt. Daher
dit=QB — PA und
dies in geniigender
Anndherung = — (PE
+ D A4), wenn D und
£ die Schnittpunkte
der um A mit A8
und 4 Q geschlagenen
Bdgen mit dem Strahl
kD, L) PA sind. Weiter ist
PE=rsinide und DA geniigend nahe = 24r, wenn wir C4 mit Jt be-
zeichnen. Also

0

dt=—2dr —rdosini

dt 2d—: de . . 23: tsini
du= “du " T du" T T % du T osi
Hiernach wird schliesslich nach einigen Zusammenziehungen
Q 1 cos¥i dr
Q**='—"ﬁ +3QQ* ;4'-_2?‘?5 (23)
und ganz entsprechend kann man ohne weiteres auch
1 cos3¢ d+'
we— S 00 HowSE o (20)
setzen, Daher
cos3i dr 3 1
an._.2 WA=
i (” IZ du) =3zQea (m‘) @)

fiir jede beliebige endliche Neigung der Hauptstrahlen, d. h. fiir jeden Betrag
der Grossen 7 urd /'. (Die in dieser Gleichung auftretende Grosse dxt/du hat
bekanntlich die einfache geometrische Bedeutung, dass sie gleich dem Kriimmungs-
radius der kaustischen Curve an der betrachteten Stelle C ist.)
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Wenn in dieser Weise ein Biischel von der Oeffnung PCR = 24% wirksam
wire, so wiirde es als Bild eines Punktes eine im ersten Hauptschnitt liegende
Linie liefern. Als dieses Bild wollen wir die engste Einschniirung des wirk-
samen Biischels, bei €, ansehen. Seine Grosse ist

di=dt-du

Bezeichnet man die Linge PQ des durch das einfallende Biischel in An-
spruch genommenen Bogens der Kugelfliche mit 4% (wo dann mit geniigender
Anniherung PR = 244 ist), so hat man weiterhin

cos ¢ du du

o rde = dr’
was in Verbindung mit

ergiebt
cos3i dv 3 4l 1
A(rZF ) =2 [ ( ] 73 A (ndudi),

Werden jetzt wieder mit (d/;); und (d!(,),qc die Grossen bezeichnet, welche die
vor und nach der %Zten Brechung vorhandenen Zerstreuungslinien, auf das Objekt
zuriickbezogen besitzen, so erhilt man auf der linken Seite der Gleichung (3)

7, du
3 T —L A (dlg)k.
Daher ist schliesslich

3 dk
M@t =5 (nduy) () eeira (), @
oder, da )
o, d/:,:a: 7y
1
4 dhy &
_ AWl = g (1) (m) (d}:) Qu Qs A( ) (*%)
worin
Al cosiy'[ty" cosiy'/ty cosi'e—1/t 1

dhy ~ cosiyfty, " cosiyft, cosigft ©)

ebenfalls fiir jede endliche Neigung des Biischels.
Lassen wir, wie frither, das Zeichen & weg, welches andeuten soll, dass die
betreffenden Gréssen unendlich klein von der ersten Ordnung sind, so lautet

der Ausdruck fiir die durch die %te Brechung hervorgerufene Aenderung der auf
das Objekt zurﬁckbezogenen Grosse der Zerstreuungslinie /,

A= ) () (5) @0 (3), (©)

Liegt das Objekt in unendlicher Entfernung, so ist die Winkelgrosse A der
auf dasselbe bezogenen Zerstreuungslinie gegeben durch

200n =3 42 (7) (7) ereea (7)), @

und die lineare oder angulare Grosse der durch alle p Brechungen zusammen
hervorgerufenen Zerstreuungslinie, Z# bezw. Ay wird wie frilher erhalten,
indem man iiber A(/,)x bezw. A(Ay)s von 4= 1 bis # = p summirt.

Wenn die wirksamen Biischel mit der Axe des Systems nur geringe
Wink el bilden, ihre Hauptstrahlen wieder vor und nach der Brechung an der 2ten
Fliche die Axe in der Entfernung x bezw. ' vom Scheitel dieser Fldche unter dem
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Winkel zv bezw. ' und die Fliche selbst in der Hohe y iiber der Axe schneiden,
so hat man wie frither

- 1 1
Q=ﬁﬂﬂ¢=n(;—;)y=y@x

cos i 1 1 1 1 1
# 3 e A\ W (- O (-
Q —?zcosz( 7 r) n(r t) n (r 3)

zu setzen, wo s die Schnittweite des vom Axenpunkte des Objekts ausgegangenen
Strahls vor der 4ten Brechung ist, also in unserer fritheren Bezeichnung hier
im Q¥ = — Q;.

Daher wird schliesslich unter Weglassung des Index 4

2w =— S ouom (2)'(2) (2) exea (35) ®)
oder auch

s == g e () () (2) () era () - 9

und analoge Ausdriicke ergeben sich fiir A(R,).

Dieselben zeigen die Abhingigkeit des fraglichen Fehlers von der Apertur
und Neigung des einfallenden Biischels und weisen ihrer mathematischen Form
nach wieder auf die nahe Verwandtschaft mit den anderen bisher betrachteten
Aberrationen hin.

In dem wiederholt betrachteten Sonderfalle, dass die Dicken und Ent-
fernungen aller Linsen zu vernachlissigen sind und dass die Hauptstrahlen
der Biischel durch den nahezu gemeinsamen Scheitel der Linsen gehen, ist

und

ot Qe=nw=..,... =W = g Wy = . . = BTy,
aher
A == §muee (3) (£) ea () ®
AQry)=— % (nywy) 2g? (-/-fil)3 Q:A (“ﬁl—s) . (10)

Es ist ausser von ABBE selbst noch von verschiedenen Anderen!) gezeigt
worden, dass die Erfiillung der Bedingung £A(/;) = 0 in einem Linsensystem
nichts anderes ist, als die Sinusbedingung fiir geringe Oeffnungen der abbilden-
den Biischel, dementsprechend auf algebraische Form gebracht,
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pag. 1z1. 189I.
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Ferner in besonderer Anwendung auf die Objective von Fernréhren durch:
L. EuLEr, Mém. Ac. Berlin von 1757, 1761, 1762, 1766 (mehrere Abhandlungen),
CLAIRAUT, Mém. Ac. Paris von 1756, 1757, 1762 (dto.),
KLINGENSTIERNA, Tentamen de defin. et corrig. aberrat. rad. lum. Petrop. 1762,
D’ALEMBERT, Opusc. math. IV. Paris 1764. Mém. Ac. Paris von 1764, 1765, 1767.
BoscovicH, Dissert. 5 ad Dioptricam pertinentes, Vindob. 1767,
BEGUELIN, Mém. Ac. Berlin von 1762, 1763, 1769 und schliesslich
L. EuLEr, Dioptrice Petrop. 1769—71, 3 Bde.
Von den Leistungen aller dieser giebt eine iibersichtliche Darstellung:
S. KLUGEL in der Vorrede zu seiner Analytischen Dioptrik, Leipzig 1778, welche eine
Bearbeitung des sehr umfangreichen EULER’'schen Werkes ist. S. auch PRIESTLEY, Geschichte
der Optik iibers. v. KLUGEL. Leipzig 1776.

Gleichzeitig mit KLiUGEL's Werk erschien eine wichtige Abhandlung iiber diesen Gegenstand von
LAGRANGE, Théorie des lunettes, Mém. Ac. Berlin 1778.

In den ausserordentlich zahlreichen, diesem Jahrhundert angehdrigen Bearbeitungen des
vorliegenden Gegenstandes, wie auch schon bei EULER, CLAIRAUT u. A., wird meistens die sphi-
rische Aberration in und ausser der Axe in Verbindung mit den im folgenden Capitel zu be-
handelnden chromatischen Abweichungen erértert. Die wichtigsten dieser Abhandlungen
und Werke sind:

J. F. W. HERsCHEL, On the aberration of compoud lenses and object glasses. Phil.
Trans. von 1821, pag. 222, theilweise reproducirt in dess, Verf, On Light. Encycl. Metrop.
1827. D. Uebers. v. ScHMIDT, Stuttg, 1831, pag. 115. (Aberration fiir Axenpunkte unter
Vernachlissigung der Linsendicken und -abstinde. Resultat: Gleichung 12, pag. 109.)

G. SanTINI, Teoria degli strumenti ottici. Padova 1828, Bd. I, pag. 114—138 u. 235—242.

S. StamrreR, Ueber die Theorie der achromat. Objective bes. der FRAUNHOFER’schen
Jahrb. d. k. k. polyt. Inst. 13, pag. 52. 1828 und Unters, der v. Hrn. RoGER vorgeschlagenen
Verbess. in der Constr. achrom. Fernroshre, ibid. 14, pag. 108. 1829.

J. J. LirTrow, Zeitschr, f. Phys. u. Math. von BAUMGARTNER u, v. ETTINGSHAUSEN, Bd. 3
u. 4 (mehrere Abhdlgn.), und Dioptrik, Wien 1830, pag. 50—70 (daselbst ausfiihr]l. Literatur-
verzeichniss am Schlusse).

G. W. BranDES, Art. Linsenglas in GEHLER's Physik. Worterbuch, Bd. 6, Leipzig 1831.

L. J. SCHLEIERMACHER giebt in PoGG. Ann. 14, pag. I. 1828, eine Ucbersicht, in BAuMm-
GARTNER u. v. ETTINGSHAUSEN's Zeitschr. f. Phys. u. Math. g, pag. 1, 161, 454; 10, pag. 171,
329, den Anfang desjenigen, was er in seiner sanalytischen Dioptrike, Darmstadt 1842 (nur
Bd. 1 erschienen) fortgesetzt und ausgefiihrt hat. (Dies ist eine der vollstindigsten Untersuchungen,
welche jemals iiber diesen Gegenstand angestellt worden sind; sie iiberragt in der Tiefe der
Problemstellung fast alle spiiteren Publikationen. Die analytischen Entwickelungen leider sehr
schwerfillig und daher uniibersichtlich; keine allgemeinen Resultate.)

I. A, GrunErT, Optische Untersuchungen, Bd. 2, Leipz. 1847. (Discussion der versch.
migl. Fernrohrobjektivconstructionen,)

J. PETZVAL, Bericht iiber die Ergebnisse einiger dioptr. Unters., Pesth 1843, desgl. Wiener
Sitzber. 24, pag. 50. 1857; 26, pag. 33. 1858 (s. oben pag. 126).

L. SEEL, Zur Theorie der Fernrohrobjektive. Astr. Nachr. 35, pag. 302. 1852. (Sphir.
Aberr. 1. Ordnung in der Axe ausgedriickt durch neue Variable: die relativen Neigungswinkel
und Schnitthéhen eines paraxialen Strahls). Ders. Zur Dioptrik, Entwicklung aller Glieder
dritter Ordnung, welche den Weg eines ausserhalb der Ebene der Axe gelegenen Lichtstrahls
durch ein System brechender Flichen bestimmen. Astr. Nachr. 43, pag. 289. 1855. (Voll-
stindigste Darstellung aller Aberrationen dritter Ordnung: axiale Aberration, Coma, Astigmatis«
mus, Bildwolbung, Verzerrung durch algebraische Formeln. Einheitliche strenge Behandlung.
Dies wohl neben den Untersuchungen von ABBE und HELMHOLTZ iiber den Aplanatismus bei
weitgeoffneten Biischeln die wichtigste auf diesem ganzen Gebiete). Auf ihr fussen

G. A. KeLLER, Entwickelg. der Glieder 5. Ordng. Gekr. Preisschrift. Miinchen 1865
(Beschrinkung auf die 1. Hauptebene), und aus neuester Zeit

S. FINSTERWALDER, Die von opt. Syst. grisserer Oeffnung u. Gesichtsfeldes erzeugten
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Bilder. Abh. Miinch. Akad. 17, pag. 519—587. 1891 (Untersuchg. der Brennfliche der von
einem ausseraxialen Objektpunkt ausgegangenen Strahlen nach dem Durchgang durch ein centr.
System. Zusammenhang der Durchstossungspunkte in der Diaphragmencbene mit denen in
einem das Bild auffangenden Schirm. Intensititsvertheilung im Zerstreuungsbilde bei verschiedener
Lage der Blenden und der Schirmebene).

Die iibrigen auf SEmEL’s Publikationen folgenden Abhandlungen nehmen merkwiirdiger-
weise auf diese keinen Bezug und stehen ihr grosstentheils in der Schiirfe und dem Umfang der
Behandlung nach. Das sonst vortreffliche Werk von

O. F. MossoTTi, Nuova teoria degli strumenti ottici. Pisa 1859, fusst noch ganz auf den
Arbeiten von LAGRANGE, SANTINI und BioT, ohne Kenntniss selbst derer von GAuss, Femner

H. ZINKEN-SOMMER, Untersuchungen iiber die Dioptrik der Linsensysteme, Braunschweig 1870.

P. A, Haxsen, Dioptr. Untersuchungen mit Beriicksichtigung der Farbenzerstreuung und
der Abweichung wegen der Kugelgestalt. Abh. Leipz. Akad. 10, pag. 697—784. 1874.

W. ScumipT, Die Brechung des Lichts in Glisern ete. Leipzig 1874 (bes. § 4).

W. ScHEIBNER, Dioptr. Unters. insbes. iiber das HANSEN'sche Objectiv, Abh. Leipz,
Akad. 11, pag. 541—620. 1876.

K. Mosir, Die Grundformeln der Dioptrik fiir den prakt. Gebrauch entwickelt. Sitzber.
bshm. Akad., Prag 1881, insbes. pag. 22—28 (sehr aphoristisch, aber erschépfend und elegant
in der Entwickelung). Erginzungen in dess. Verf. Die einfache achrom. Linse als Landschafts-
objektiv. EDER’s Jahrb. f. Photogr. 1889, und Ueber Fernrohrobjektive, Zeitschr. f. Instrkde. 7,
insbes. pag. 225—238. 1887.

L. Birrorti, Teoria degli strumenti ottici con applic. ai telesc. ed alla fotogr. celeste.
Publ. del R. Osserv. di Brera. Milano 1883, insbes. pag. 87 ff.

A. KraMER, Theorie der zwei- und dreitheiligen astron. Fernrohrobjektive, Berlin 1885
(schwerfillig).

Einen wesentlichen Beitrag zu dem Gegenstande des vorstehenden Kapitels lieferte jiingst

M. THIESEN, Beitrige zur Dioptrik. Sitzber. Berl. Akad. 35, pag. 799. 18go (Bestimmung
des Weges eines Lichtstrahls direkt aus dem Princip der schnellsten Ankunft. Resultate tiber-
einstimmend mit den von SEIDEL erhaltenen, dessen Arbeiten auch TH. nicht gekannt zu haben

scheint.) S. CzapskL

Die chromatischen Abweichungen in dioptrischen
Systemen. Theorie der Achromasie.

In den vorangehenden beiden Abschnitten ist immer von dem Brechungs-
exponenten eines Mediums schlechthin die Rede gewesen, als wenn derselbe eine
eindeutige Constante des betreffenden Mediums wiire. Thatséchlich ist aber, wie
bei fritherer Gelegenheit bereits kurz erwihnt (pag. 23) der Brechungsexponent
aller bisher untersuchten Substanzen von der Wellenlinge des Lichts ab-
hingig gefunden worden, » = f(A). Die Auseinandersetzungen der vorigen Ab-
schnitte dariiber, auf welche Weise die geometrisch mégliche allgemeine optische
Abbildung in Systemen centrirter Kugelflichen realisirt werden koénne, sei es von
selbst, sei es — in erweitertem Gebiete — durch geeignete Anordnung der wirk-
samen Fldchen, sind daher erschépfend nur fiir den besonderen Fall rein katop-
trischer Systeme; denn bei der Reflexion ist #' = — #, also #'/n = const fiir
jedes A, In dem allgemeinen Falle aber, dass Brechungen und Spiegelungen
combinirt und auch in dem, dass nur erstere allein in dem betrachteten System
wirksam sind, wird durch die Variabilitit der Brechungsexponenten mit der
Wellenlinge eine entsprechende Variation aller Faktoren der Abbildung
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