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Vorwort zur dritten Auflage .

Im Jahre 1899 ist die erste Auflage dieses Bandes er¬
schienen und im Jahre 1901 die zweite . Mit den anderen
Bänden des ganzen Werkes , die eine größere Verbreitung fanden ,
hat der Absatz dieses Bandes nicht ganz gleichen Schritt zu
halten vermocht . Ich habe geglaubt , daraus den Schluß ziehen
zu müssen , daß der Inhalf dieses Bandes in seiner früheren
Gestalt seinem Zwecke weniger gut entsprochen hat , als bei
den anderen Bänden . Deshalb habe ich mich für die Neu¬
auflage zu einer vollständigen Umarbeitung entschlossen .

Kaum die Hälfte von dem Inhalte der zweiten Auflage
ist mit geringen Änderungen auch wieder in die Neuauflage
übernommen worden . Dagegen ist anderenteils vieles neu zu¬
gefügt worden , was mir zur besseren Ausgestaltung des be¬
handelten Lehrstoffes notwendig erschien . Immerhin über¬
wiegen aber dem Umfange nach die Streichungen ; die Seitenzahl
hat sich daher gegen früher erheblich vermindert . Auch die
Vorreden zu den beiden ersten Auflagen lasse ich , um an
Raum zu sparen , nicht wieder abdrucken

Der erste Abschnitt hat sich gegen früher am wenigsten
verändert . In ihm hat die Lehre von den Schwingungen starke
Erweiterungen erfahren , während die Planetenbewegung ge¬
strichen wurde . Den früheren zweiten Abschnitt habe ich jetzt
in drei Abschnitte zerlegt mit vielen Erweiterungen und Zu¬
sätzen . Die dahin gehörige Dynamik des starren Körpers und
insbesondere die Kreiseltheorie habe ich vollständig umgearbeitet .
Auch der frühere dritte Abschnitt hat viele Änderungen er¬
fahren ; zur besseren Erläuterung der vorgetragenen Lehren habe
ich ihm auch einige Aufgaben neu zugefügt . Der ehemalige
vierte Abschnitt ist bis auf die an anderer Stelle untergebrachte



IV Vorwort zur dritten Auflage .

Lehre von der mechanischen Ähnlichkeit ganz weggefallen und
der fünfte Abschnitt , der die Hydrodynamik behandelte , wurde
auf einen viel engeren Raum zusammengedrängt , wobei jedoch
auch hier auf eine bessere Hervorhebung der grundlegenden
Betrachtungen Bedacht genommen wurde.

Aus dieser gedrängten Übersicht erkennt man schon, daß
diese Neuauflage zum großen Teile ein ganz neues Buch dar¬
stellt , das die frühere Auflage nicht vollständig zu ersetzen
vermag . Denn viele Dinge , die früher eine ausführliche Be¬
sprechung gefunden hatten , sind jetzt ohne jeden Ersatz weg¬
gefallen , während der Rest allerdings , der beibehalten wurde ,
beträchtlich erweitert und , wie ich annehmen darf , auch ver¬
bessert wurde . Wer sich daran gewöhnt hat , bei schwierigen
Fragen Rat in meinem Lehrbuch zu suchen, wird nun freilich
zuweilen genötigt sein , auch ferner noch auf die ältere Auf¬
lage zurückzugreifen . Erst wenn der in Vorbereitung befind¬
liche sechste Band des ganzen Werkes erschienen ist , wird
dies nicht mehr nötig sein , da in ihm die jetzt fortgefallenen
Gegenstände eine ausführliche Darstellung finden sollen .

Auch in seiner neuen Gestalt wird das Buch ohne Zweifel
den Anhängern einer Richtung , zu der insbesondere die Herren
Weingarten und Heun gehören , Anlaß genug zu Beanstan¬
dungen und zu Tadel geben . Das muß ich hinnehmen . Ein
Lehrbuch der Technischen Mechanik , das praktisch brauchbar
sein soll , muß auf den Beifall dieser Herren von vornherein
verzichten . Um so mehr aber hoffe ich, daß es mir gelungen
sein möge, durch die Neubearbeitung ein Lehrbuch zu schaffen,
das den berechtigten Anforderungen der Technik besser als
das frühere entspricht .

München , im August 1908 .
A. Föppl .
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Erster Abschnitt .

Dynamik des materiellen Punktes .

§ 1. Einleitung .

Die einfachsten Lehren der Dynamik sind schon im ersten
Bande dieses Werkes zugleich mit denen der Statik besprochen
worden . Sie bilden die Grundlage , auf der wir hier weiter zu
arbeiten haben . Und zwar soll in diesem Bande einerseits das
theoretische Rüstzeug ergänzt werden , das sich zur Lösung von
Aufgaben aus der Dynamik eignet und andererseits soll dessen
Handhabung an einer Reihe von Untersuchungen gelehrt werden,
die schon an sich von erheblicher Bedeutung für die Technik sind .

Die Rücksicht auf den zulässigen Umfang dieses Bandes
verbietet es von vornherein , in ihm einen annähernd vollstän¬
digen Abriß der ganzen Wissenschaft der Dynamik geben zu
wollen . Selbst jene Teile dieser Wissenschaft , die für ein Lehr¬
buch der technischen Mechanik hauptsächlich in Betracht
kommen , können hier nicht vollständig besprochen werden .
Deshalb beabsichtige ich, zur Ergänzung dieses Bandes später
noch einen sechsten Band des ganzen Werkes folgen zu lassen ,
der es dann möglich machen wird , die Dynamik in dem ganzen
für den Ingenieur wünschenswerten Umfange vollständig zum
Abschlüsse zu bringen .

Indessen wird man auch mit dem Stoffe , der in diesem
Bande behandelt ist , schon ziemlich weit reichen und über die
meisten zur Dynamik gehörigen Fragen , die in der Technik
eine wichtige Rolle spielen, ausreichende Belehrung darin finden
können . Überhaupt möchte ich hervorheben , daß gerade die
einfacheren Lehren der Dynamik zugleich auch als die für die
praktische Anwendung besonders wichtigen anzusehen sind.

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 1



2 Erster Abschnitt . Dynamik des materiellen Punktes .

Das gilt auch schon von den im ersten Bande behandelten
grundlegenden Sätzen , mit denen man sich daher vor allem
möglichst gut vertraut gemacht haben muß, ehe man mit Aus¬
sicht auf Erfolg an das Studium der hier vorzutragenden Lehren
herantreten kann . Wegen dieser Vorbedingung wird es gut
sein, wenn ich hier zunächst noch einmal eine kurze Zusammen¬
stellung der von früher her bekannten Sätze gebe, auf die ich
mich in diesem Abschnitte hauptsächlich stützen muß . Wenn
der Leser finden sollte , daß ihm von diesen Sätzen irgend etwas
noch nicht ganz klar geworden ist , kann ich ihm nur dringend
raten , die betreffenden Ausführungen des ersten Bandes nach¬
zusehen . Dort ist alles ausführlich genug besprochen , um jeden
Zweifel heben zu können .

In erster Linie steht hier das Trägheitsgesetz , das in der
Form

« - 0 « r V - 0
angeschrieben werden kann , wenn t> die Geschwindigkeit eines
materiellen Punktes , SP die etwa an ihm angreifende äußere
Kraft bedeutet . Hieran schließt sich unmittelbar die dyna¬
mische Grundgleichung in einer der Formen

t dtt d2i

wobei m die Masse, § die gerichtete Entfernung des materiellen
Punktes von einem festen Anfangspunkte , (i die Beschleunigung
ist . Bei Zerlegung in Komponenten wird daraus

• d x -ry d 'U n d ẑ
X == m -dt * ’ Y = m dt > ’ Z = m dT >-

Dann kommt das Parallelogrammgesetz in der Form

SR= A !p ,

wenn SR die Resultierende der SJJ ist , das sich ebenfalls wieder
in Komponentengleichungen zerlegen läßt . Ferner sind zu er¬
wähnen die wichtigen Begriffe der Arbeit A und des statischen
Momentes ©1 einer Kraft

M = Spg und ©J= V SPr ,
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von denen A als das innere Produkt des Weges § mit der
Kraft iß und 9W als das äußere Produkt aus Kraft und Hebel¬
arm r dargestellt wurde . Die eigentliche Bedeutung dieser Be¬
griffe für die Mechanik liegt in der Gültigkeit der geometrischen
Multiplikationssätze

unter der Voraussetzung 9t = .
Wenn die iß und 9t Kräfte sind und § einen virtuellen

Weg bedeutet , spricht die erste Gleichung das Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten für den einzelnen materiellen
Punkt und die zweite den Momentensatz in bezug auf einen
beliebig gewählten Momentenpunkt aus. Die in diesem vor¬
kommenden Momente sind gerichtete Größen und das Summen¬
zeichen schreibt eine geometrische Summierung vor. Pro¬
jiziert man dagegen alle Glieder der Gleichung auf eine durch
den Momentenpunkt gehende , beliebig gerichtete Achse, so er¬
hält man die Momente der Kräfte in bezug auf diese Achse
und die Gleichung geht in die Momentengleichung für diese
Achse als Momentenachse über . Die geometrische Summierung
vereinfacht sich dabei zu einer algebraischen . Wie man die
Momente von Kräften in bezug auf eine Achse am einfachsten
bilden kann , ist früher ausführlich besprochen worden .

Schließlich erinnere ich noch an den Satz vom Antriebe
und an den Satz von der lebendigen Kraft . Der erste folgte
aus der dynamischen Grundgleichung durch eine Integration
nach der Zeit in der Form

und der andere wird durch eine Verbindung der dynamischen
Grundgleichung

gewonnen , indem nach Multiplikation beider Gleichungen mit

9l§ = Aiß§ und V91r = 2: V »pr

mit der Gleichung dS = tidt

einander H2

= md -̂
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entstellt , woraus durch Integration

oder, wenn § geradlinig und SJJ konstant ist ,
au = _ OT,,«9
" 2 2

folgt . — Fürs erste genügt es, diese Sätze in die Erinnerung
zurückzurufen . In den folgenden Abschnitten treten dann noch
besonders die Lehre von der Bewegung des starren Körpers
und der Kräftezusammensetzung an ihm und die Lehre vom
Schwerpunkte hinzu .

§ 2 . Der Flächensatz .

An allgemeiner Bedeutung und vielfacher Yerwendbarkeit
steht den vorher von neuem angeführten Sätzen der Flächen¬
satz, zu dessen Ableitung ich jetzt übergehen will, kaum nach .
Er ist auch an sich einfach und leichtverständlich genug , so
daß er recht wohl mit unter die ersten Elemente hätte auf¬
genommen werden können . Das ist aber nicht üblich und ich
habe es ebenfalls nicht getan , weil dieser Satz nur von be¬
schränktem Nutzen für die Dynamik eines einzelnen materiellen
Punktes ist und seine volle Bedeutung erst bei der Dynamik
der starren Körper und der Punkthaufen hervortritt , also bei
Untersuchungen , die erst in diesem Bande ausführlicher dar¬
gestellt werden können . Dagegen muß ich den Satz jetzt
schon in diesem Abschnitte , in dem er noch wenig Verwendung
finden wird , zur Sprache bringen , um damit die späteren Unter¬
suchungen hierüber auf eine feste Grundlage zu stellen .

Auch der Flächensatz geht aus einer einfachen Umformung
der dynamischen Grundgleichung hervor und er reiht sich
damit eng an die beiden vorher erwähnten Sätze vom Antriebe
und von der lebendigen Kraft an. Man denke sich nämlich
einen festen Anfangspunkt gewählt , von dem aus ein Radius¬
vektor r nach dem bewegten materiellen Punkte gezogen wird .
Dann ist r mit der Zeit veränderlich und man hat für die

Geschwindigkeit t) ^ dt
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Erfolgt nun die Bewegung des materiellen Punktes unter dem
Einflüsse der Kraft ^ , so ist nach der dynamischen Grund¬
gleichung

y = mw
Beide Seiten dieser Gleichung seien mit dem Radiusvektor r ,
den wir in diesem Zusammenhange auch als einen Hebelarm
bezeichnen können, auf äußere Art multipliziert. Wir er¬
halten dann

V ^ r = w'V | ! r - C1)

Es bedarf jetzt nur noch einer kleinen Umformung der
rechten Seite dieser Gleichung, um zum Flächensatze zu ge¬
langen. Bildet man nämlich außerdem das äußere Produkt,
aus m0 und r , also mit anderen Worten das statische Moment
der Bewegungsgröße und bestimmt dessen Änderung in der
Zeit, differentiiert es also nach t , so findet man

■v = V mTt ■x + V m'>■
Für das letzte Glied auf der rechten Seite kann man aber

wegen d = auch° dt
Vmti d

schreiben, und dies wird zu Null , weil beide Faktoren des
äußeren Produkts gleich gerichtet sind, also keine äußeren
Komponenten zueinander besitzen. Die vorausgehende Glei¬
chung vereinfacht sich daher zu

dir . \ T db JTdb_VmtJ.r==yw_ .r=wy_ r,
indem der richtungslose Faktor m auch vor das Zeichen V
gestellt werden darf. Hiermit sind wir aber genau zu dem
Ausdrucke gelangt, der auf der rechten Seite von Gl. (1) stand.
Es ist damit bewiesen, daß man diese Gleichung auch durch
die mit ihr identische

V ^ r = ^ Vmör (2)
ersetzen kann, und diese Gleichung spricht bereits den Flächen-



6 Erster Abschnitt . Dynamik des materiellen Punktes .

satz für den einzelnen materiellen Punkt in seiner allgemeinsten
Form aus. Es ist auch leicht , die Formel in Worten wieder¬
zugeben , denn die in der Gleichung vorkommenden Ausdrücke
haben schon früher bestimmte Bezeichnungen erhalten . Links
steht das statische Moment der Kraft die die Änderung
der Geschwindigkeit oder der Bewegungsgröße mö hervor¬
bringt und rechts steht die zeitliche Änderung des statischen
Moments dieser Bewegungsgröße , bezogen auf denselben Mo-
mentenpunkt . Während also nach der dynamischen Grund¬
gleichung einfach die Kraft der zeitlichen Änderung der
Bewegungsgröße gleich gesetzt wird , spricht der Flächensatz
aus, daß eine solche Gleichung auch zwischen den statischen
Momenten von beiden erfüllt ist . Man kann daher sagen, daß
der Flächensatz aus der Verbindung der dynamischen Grund¬
gleichung mit dem Momentenbegriffe hervorgeht .

Die ausführliche Bezeichnung „statisches Moment der Be¬
wegungsgröße“ für das äußere Produkt aus mb und r , mit
dem wir uns in der Folge noch sehr häufig zu befassen haben
werden, ist freilich etwas schwerfällig . Um zu einer kürzeren
Fassung zu gelangen , die sich an manchen Stellen als sehr er¬
wünscht herausstellen wird , werde ich dafür gewöhnlich das
Wort „Drall“ gebrauchen . Wem das Wort nicht gefällt , möge
es sich überall durch die daneben auch noch beibehaltene um¬
ständlichere Bezeichnung „statisches Moment der Bewegungs¬
größe“ ersetzt denken .

Als ein statisches Moment bezieht sich der Drall entweder
auf einen bestimmten Momentenpunkt oder auf eine Momenten -
achse . Im ersteren Falle , mit dem wir es gewöhnlich zu tun
haben , ist der Drall eine gerichtete Größe , die hier stets mit
dem Buchstaben © bezeichnet werden soll . Der Drall für eine
Momentenachse entsteht durch Projektion von © auf diese
durch den Momentenpunkt gezogene Achse . Mit diesen Fest¬
setzungen läßt sich Gl. (2) auch in der Form

~ = (3)

wiedergeben und in Worten dahin aussprechen , daß für jeden
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Momentenpunkt die zeitliche Änderung des Dralls
(oder , was auf dasselbe hinauskommt , die Änderungs¬
geschwindigkeit des Dralls ) gleich dem statischen Mo¬
mente der Kraft ist .

Die Wichtigkeit des Satzes läßt es erwünscht erscheinen,
den Beweis, wenn auch mit einiger Abkürzung, noch einmal
nach der Koordinatenmethode zu wiederholen, damit auch jene
ein festeres Vertrauen zu ihm gewinnen können, die sich in
das Rechnen mit gerichteten Größen noch nicht hinreichend
eingelebt haben. In der Tat ist zu diesem Zwecke nur nötig,
die vorigen Betrachtungen sinngemäß zu wiederholen, nachdem
zuvor die dynamische Grundgleichung in ihre Komponenten
zerlegt ist. Man gehe also aus von

„ d *x -rr d sy r, d *z
X = m HV ’ Y == m d^ z = m de ■

Als Momentenpunkt ist hier der Koordinatenursprungzu wählen.
Man beachte nun, daß die A -Komponente des statischen Mo¬
ments der Kraft X , Y, Z oder, wie man auch sagen kann,
das statische Moment dieser Kraft in bezug auf die X -Achse
nach Gl. (54), Bd. I, S. 94 den Wert

= Yz - Zy
hat. Setzt man nun hier für Y und Z ihre Werte aus der
dynamischen Grundgleichung ein, so erhält man

tt Tr sd ^y d ^z \
Yz —Zy = m z — yj •

Die rechte Seite ist aber, wie die Ausführung der Differen¬
tiation lehrt, gleichbedeutend mit

s) ,
und hiernach wird

d
Yz —Zy = d- (mv2z - mvSy) , (4)

wenn »2, v.Adie betreffenden Komponenten von U sind. Diese
Gleichung heißt in Worten : Das statische Moment der
Kraft ip für die X -Achse ist gleich der zeitlichen Ände¬
rung des statischen Moments der Bewegungsgröße

d s dy dz
di [m^ 0- mTt ^
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für die gleiche Achse . Natürlich läßt sich für die beiden
anderen Koordinatenachsen Gleiches nachweisen . Gl. (4) ist daher
nur eine der Komponentengleichungen , in die Gl. (2) jederzeit
zerlegt werden kann . Die allgemeinere Fassung des Flächen¬
satzes , die die oben angegebene als besonderen Fall mit ent¬
hält , lautet daher , wenn zugleich die Bezeichnung „Drall“ dabei
eingeführt wird :

Das statische Moment der einen materiellen Punkt
beschleunigenden Kraft in bezug auf einen beliebig
gewählten Momentenpunkt oder auch in bezug auf eine
beliebig gewählte Momentenachse ist gleich der An -
derungsgeschwindigkeit des Dralls für denselben Mo¬
mentenpunkt oder für dieselbe Momentenachse .

In etwas geänderter Form läßt sich der Flächensatz auch noch
darstellen, wenn man Gl. (2) mit dt multipliziert und hierauf inte¬
griert . . Man erhält dann

/ V tyxdt = Vmö • r — Vmti 0 • r0, (5)
oder in Worten : Das statische Moment des Antriebs der Kraft
ist gleich der dadurch bewirkten Änderung des statischen
Moments der Bewegungsgröße , wobei die Wahl des Momenten-
punkts oder der Momentenachse wiederum freisteht. Bei dieser Fassung
des Satzes ist freilich zu beachten, daß der Hebelarm r, der zu einem
Elementarantriebe tyät gehört, nicht während der ganzen Dauer des
Vorgangs konstant ist, und daß daher das statische Moment des An¬
triebs nicht dadurch berechnet werden kann, daß man den ganzen
Antrieb mit einem Hebelarme multipliziert , sondern daß dieses Mo¬
ment nur aus der Summe der Momente der Elementarantriebe be¬
rechnet werden kann. Wenn freilich die beschleunigende Kraft Iß
nur während einer sehr kurzen Zeitdauer einwirkt, in der keine merk¬
liche Verschiebung des materiellen Punktes zustande kommt, wie bei
den Stoßvorgängen, läßt sich Gl. (5) auch in der einfacheren Form

Y j tydt -r = Y »»•>•r — V TOÖo■*
anschreiben, die aber gegenüber dem Satze vom Antriebe kaum etwas
Neues lehrt, da sie aus diesem durch äußere Multiplikation aller
Glieder mit demselben Hebelarm r hervorgeht.

Ich habe bisher noch nicht erklärt , woher die Bezeichnung
des Flächensatzes stammt , denn nach dem, was bis jetzt darüber
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vorgetragen wurde, würde es viel näher liegen, ihn den Satz
von den statischen Momenten der Bewegungsgrößen
oder auch den Satz vom Dralle zu nennen. In der Tat ist
diese Bezeichnung eigentlich die zutreffendere, denn die Be¬
zeichnung des Flächensatzes rührt nur von einer einzelnen
Anwendung des Satzes her, und ich muß auch hinzufügen,
daß viele Schriftsteller unter dem Flächensatze gerade nur
diese spezielle Anwendung und nicht die vorher abgeleitete
allgemeine Aussage verstehen. Ein so ungemein wichtiger
Satz, wie der, um den es sich hier handelt , muß aber eine
kurze Bezeichnung erhalten, die nicht wie die vorher erwähnte,
eine Umschreibung der gesamten Aussage des Satzes zu geben
sucht, sondern von der es vollständig genügt, wenn sie nur
an irgendeine kennzeichnende Eigenschaft des Satzes kurz
erinnert. Deshalb gebrauche ich die Bezeichnung Flächensatz
für die allgemeinste Aussage des Satzes ebenso, wie für den
besonderen Fall , in dem er in der Tat zur Betrachtung von
Flächen führt .

Der besondere Fall, von dem ich hier sprach, tritt ein,
wenn das statische Moment der Kraft ip zu Null wird, sei es
nun, weil ip selbst verschwindet, sei es, weil die Richtungs¬
linie der Kraft $ fortwährend durch den Momentenpunkt geht.
Unter dieser Voraussetzung folgt aus Gl. (2).

Vmör = <S, (6)
worin & eine konstante gerichtete Größe, nämlich den anfäng¬
lichen Wert des Dralls bedeutet. Gl. (6) spricht zunächst
aus, daß die Bewegung im vorliegenden Falle in einer Ebene
erfolgt, nämlich in jener Ebene, die rechtwinklig zu © durch
den Momentenpunkt gezogen ist , wie aus der Definition des
statischen Momentes von D oder mb hervorgeht. Ferner hat
das statische Moment von b (auf den konstanten Faktor m in
Gl. (6) kommt es hier nicht weiter an) nach dieser Gleichung
auch stets denselben Absolutwert. Früher habe ich aber aus¬
einandergesetzt, daß der Absolutwert eines statischen Moments
durch die Fläche eines Momentendreiecks zur Darstellung ge-
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bracht werden kann . Denken wir uns also an verschiedenen
Stellen der Bahn die an diesen eintretenden Geschwindigkeiten
U in irgendeinem Maßstabe nach Größe und Richtung auf¬
getragen , so sind die Dreiecke , die diese Strecken als Grund¬
linien und den Momentenpunkt zur Spitze haben , alle inhalts¬
gleich . Einfacher wird diese Betrachtung noch , wenn man
Gl. (6) nach Division mit m. mit dt multipliziert , so daß

V todt• r = ® dt (7)m 7

entsteht . Unter dt möge dabei eine sehr kleine Zeitdauer
verstanden werden , die ein für allemal während der ganzen
Betrachtung denselben bestimmt gewählten Wert behält . Dann
ist Wdt der Weg d/i , der während dt zurückgelegt wird , und
das statische Moment dieses Weges ist ohne weiteres gleich
dem doppelten Inhalte des Dreiecks , dessen Grundlinie di und
dessen Spitze der Momentenpunkt ist . Die Gleichung sagt
hiernach aus , daß zu gleichen dt während des ganzen Be¬
wegungsvorgangs gleiche Dreiecksflächen gehören .

Der größeren Deutlichkeit wegen
möge dies auch noch in einer Zeich¬
nung zum Ausdrucke gebracht wer¬
den , wobei freilich die unendlich
kleinen Wege d. 6 durch endliche
Strecken angedeutet werden müssen .
In Abb . 1 ist vorausgesetzt , daß

= 0 ist . In diesem Falle bewegt
sich der materielle Punkt in einer

geraden Linie mit gleichbleibender Geschwindigkeit . Alle di ,
die zu gleichen dt an verschiedenen Stellen der Bahn gehören ,

sind einander gleich , und daraus
folgt auch schon aus einfachen
planimetrischen Sätzen die Gleich¬
heit der durch Schraffierung her¬
vorgehobenen Dreiecke . Die Wahl
des Momentenpunktes ist hierbei

Abb. 2. gleichgültig . — In Abb . 2 ist da-

Abb . 1.
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gegen angenommen, daß die Kraft iß nicht verschwindet, daß
vielmehr der materielle Punkt eine gekrümmte Bahn durch¬
läuft, daß aber die Kraft iß, wie es die besondere Voraus¬
setzung verlangt, von der wir hei diesen Betrachtungen aus¬
gingen, stets durch den Momentenpunkt 0 geht. In diesem
Falle sind die zu gleichen Zeiten dt gehörigen Wege d '$ an
verschiedenen Stellen der Bahn verschieden groß. Dagegen sind
auch hier nach Gl. (7) alle Dreiecke, die man von 0 aus über
den verschiedenen d '§ errichten kann, von gleichem Flächen¬
inhalte.

Der durch Abh. 1 erläuterte Fall hat kein weiteres Interesse;
der Flächensatz wird bei ihm, wie man sagt, trivial. Anders
ist es aber mit dem durch Abb. 2 dargestellten Falle, der für
viele Betrachtungen von besonderer Bedeutung ist. Eine Be¬
wegung von der hier in Frage kommenden Art wird als eine
Zentralbewegung bezeichnet. Dabei wird der zum Momenten-
punkte gewählte Punkt 0 in diesem Falle auch das Zentrum
der Bewegung genannt, weil die am bewegten Punkte wirkende
Kraft nach Voraussetzung stets durch 0 geht uud daher auch
als von 0 ausgehend angesehen werden kann.

Besonders hervorzuheben ist übrigens in diesem Zusammen¬
hange, daß alle zu den verschiedenen di gehörigen Dreiecks¬
flächen auch umgekehrt nur dann unter sich gleich sein
können, wenn das Moment von Iß verschwindet, wie aus der
allgemeineren Gl. (2) oder (3) sofort geschlossen werden kann.
Wenn also die Bewegung eines materiellen Punktes (z. B. eines
Himmelskörpers) betrachtet wird, und es zeigt sich, daß sie
erstens in einer Ebene erfolgt, und daß zweitens die zu gleichen
Zeitteilchen dt gehörigen und von irgendeinem Punkte 0 aus
gezogenen Dreiecke gleiche Flächen haben, so folgt daraus
mit Notwendigkeit, daß an dem bewegten materiellen Punkte
eine Kraft angreift, die stets durch 0 hindurchgeht, und von
der wir daher auch sagen können, daß sie von 0 ausgeht.
In der Tat kann nur auf Grund solcher Anwendungen des
Flächensatzes z. B. behauptet werden, daß die Erde bei ihrer
Planetenbewegung von der Sonne angezogen wird, denn wir
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besitzen kein anderes Mittel , die physikalische Existenz dieser
Kraft zu erkennen , als die Beobachtung der tatsächlich im
Sonnensystem vor sich gehenden Bewegungen .

Für die in den Abb . 1 und 2 schraffierten Dreiecke kann
man übrigens noch eine andere sehr treffende Bezeichnung ein¬
führen . Die Flächen dieser Dreiecke werden nämlich von dem
Radiusvektor , der vom Momentenpunkte 0 aus nach dem be¬
wegten Punkte gezogen ist, während der Bewegung vollständig
bestrichen . Man kann daher den Satz auch in der Form aus¬
sprechen :

Bei der Zentralbewegung beschreibt der vom An¬
ziehungszentrum nach dem bewegten materielleno o

Punkte gezogene Radiusvektor in gleichen Zeiten
gleiche Flächen .

Umgekehrt kann jede ebene Bewegung als eine
Zentralbewegung aufgefaßt werden , wenn man in der
Bewegungsebene einen Punkt so anzugeben vermag ,
daß die von ihm gezogenen Radienvektoren in gleichen
Zeiten gleiche Flächen beschreiben . Jener Punkt ist
dann das Anziehungs - (oder Abstoßungs -) Zentrum .

Bei der Aussage dieser Sätze ist nur von gleichen Zeiten
die Rede , ohne daß wie vorher die Beschränkung hinzugefügt
wurde , daß diese Zeiten unendlich klein sein sollten . Man sieht
nämlich leicht ein , daß die Übertragung auf endliche Zeiten
ohne weiteres möglich ist . Versteht man unter n eine sehr
große Zahl , so daß das Produkt ndt einen endlichen Wert
erlangt , so werden n Elementardreiecke , die alle von gleicher
Größe sind , während dieser Zeit ndt beschrieben . Alle diese
Dreiecke bilden zusammen genommen einen Sektor mit dem
Zentrum 0 , der zu dem vom bewegten Punkte inzwischen
durchlaufenen Bogen gehört . Daraus folgt , daß auch irgend
zwei Sektoren denselben Inhalt haben , falls sie nur gleich viel
Elementardreiecke enthalten , d. h. falls sie zu gleichen Zeiten
ndt gehören. Umgekehrt vermag man bei einer Zentralbewegung,
die etwa die in Abb . 3 angegebene Bahn ABCD durchläuft ,
sofort zu sagen , daß die zum Durchlaufen von AB erforder -
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liehe Zeit ebenso groß ist, als die zu CD gehörige, wenn man
weiß', daß die Sektoren A OB und C OD gleichen Inhalt haben.
Es folgt daraus z. B. sofort, daß sich die Erde in ihrer
Planetenbewegungum die Sonne
am langsamsten bewegt, wenn
sie den größten Abstand von
der Sonne hat , im sogenannten
Aphel, und am schnellsten im
Perihel , d. h., wenn sie der
Sonne am nächsten steht. Abb. s.

Man kann schließlich noch einen anderen, sehr bezeich¬
nenden Ausdruck für diese Gesetzmäßigkeiten wählen, indem
man den Begriff der Sektorengeschwindigkeit einführt .
Man versteht darunter die Fläche des Sektors, den der vom
Bewegungszentrum 0 gezogene Radiusvektor während der Zeit¬
einheit überstreicht. Die Aussage des Flächensatzes lautet dann
in unserem Falle einfach: Die Sektorengeschwindigkeit
ist bei der Zentralbewegung konstant .

In allen jetzt besprochenen Fällen ist die Bezeichnung
„Flächensatz“ offenbar sehr gut gewählt; ich erinnere aber
nochmals daran, daß in der Folge auch der allgemeinere Satz
unter dieser Bezeichnung verstanden werden soll, der angibt,
wie sich das statische Moment der Bewegungsgröße oder mit
anderen Worten , wie sich die Sektorengeschwindigkeit oder
die in der Zeiteinheit übertriebene Fläche ändert, wenn das
statische Moment der äußeren Kraft für den gewählten Mo-
mentenpunkt von Null verschieden ist.

S 3 . Das Potential .
° t

Der Begriff des Potentials, zu dessen Erläuterung ich jetzt
übergehe, ist zuerst in der Mechanik der Himmelskörper ein¬
geführt worden, um die Untersuchungen über gravitierende Massen
zu erleichtern. Später wurde dieser Begriff auch auf andere
Gebiete, namentlich auf die Lehre von der Elektrizität und dem
Magnetismus übertragen. Gerade hier hat er sich so nützlich
erwiesen, daß er aus den höheren Theorien, in denen er ur-
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sprünglich allein vorkam , allmählich bis in die elementarsten
Darstellungen übergegangen ist . Über einen aus der Mechanik
bervorgegangenen Begriff, der sich auf ein so weit umfassendes
Anwendungsgebiet zu erstrecken vermochte , kann ein Lehrbuch
der Mechanik nicht allzu flüchtig hinweggehen , wenn auch die
unmittelbaren Anwendungen , die hier davon gemacht werden
sollen, nicht gerade sehr zahlreich sind .

Das Potential wird zur Untersuchung von Kraftfeldern
verwendet . Man stelle sich etwa vor, daß irgendwelche Massen
in beliebiger Verteilung über den Raum gegeben seien , von
denen Kräfte nach irgendeinem bekannten und der Zeit nach
konstanten Gesetze auf einen sich in diesem Raume bewegenden
materiellen Punkt übertragen werden . Das einfachste Beispiel
ist , wie schon erwähnt , das Gravitationsproblem , bei dem diese
Massen den bewegten Punkt nach dem Newtonschen Gesetze
anziehen . Das ganze Gebiet, innerhalb dessen sich die Wirkung
dieser Massen noch bemerklich macht , wird das Kraftfeld
genannt . In dem genannten Beispiele kann die Kraft in jedem
Punkte des Feldes als die Resultierende von Elementarkräften
angesehen werden, die von den einzelnen Massenelementen aus¬
gehen und dem Quadrate der Entfernung umgekehrt propor¬
tional sind. Solche Kräfte , die im einzelnen von festen An-
ziehungs - oder Abstoßungszentren ausgehen und als Funktionen
des Abstandes gegeben sind , bezeichnet man in diesem Zu¬
sammenhange ganz allgemein als Zentralkräfte .

Das Gravitationsproblem sollte übrigens hier nur als ein
besonderes Beispiel angeführt werden , während wir es jetzt
weiterhin ganz dahingestellt sein lassen wollen , auf welche
Weise das Kraftfeld , dessen allgemeine Eigenschaften wir zu
untersuchen beabsichtigen , in Wirklichkeit zustande kommt .
Vor allem sei nun daraufhingewiesen , daß der Potentialbegriff
nicht bei allen beliebig gegebenen Kraftfeldern verwendbar ist ,
oder daß , wie man sich ausdrückt , nicht alle Kraftfelder ein
Potential zulassen , oder nach einer anderen Ausdrucksweise ,
daß nicht alle aus einem Potentiale abgeleitet werden können .
Dieser Umstand gibt den wichtigsten Einteilungsgrund für
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die verschiedenen Kraftfelder ab, mit denen man sich in der
theoretischen Physik zu befassen hat. Jene, die ein Potential
zulassen, werden hiernach als wirbelfreie von den übrigen
unterschieden, die man im Gegensatze dazu als Wirbelfelder
bezeichnet.

Das allgemeine Kennzeichen dafür, daß ein Kraftfeld
innerhalb eines gewissen Bezirks wirbelfrei ist, besteht darin,
daß für jede geschlossene Kurve, die man innerhalb dieses
Bezirks ziehen mag, das über sie erstrekte Linienintegral der
Kraft des Feldes gleich Kuli ist, oder in Zeichen

s ^di = 0. (8)
Diese Gleichung ist so zu verstehen, daß man sich einen

beweglichen Punkt längs der ganzen Kurve herumgeführt denkt,
und für jedes Wegeelement r/s, das er hierbei beschreibt, das
innere Produkt aus diesem Wege und der dort auftretenden
Kraft 'JJ des Feldes berechnet, worauf die Summierung über
alle Linienelemente der ganzen Kurve zu erstrecken ist. Nun
ist aber 'JSJ S nichts anderes, als die von der Kraft des Feldes
bei der gedachten Bewegung geleistete Arbeit. Gl. (8) läßt
sich daher auch dahin aussprechen, daß für das wirbelfreie
Kraftfeld die algebraische Summe der an dem bewegten Punkte
geleisteten Arbeiten für jede geschlossene Kurve zu Null wird.

Wenn f tydi von Null verschieden und etwa positiv wäre,
könnte man dadurch, daß man die betreffende Bahn wiederholt
von dem bewegten Punkte in dem konstanten Kraftfelde durch¬
laufen ließe, beliebig große Arbeitsmengen gewinnen, d. h. man
wäre im Besitze eines Perpetuum mobile. Wäre j tydi negativ,
so brauchte man nur den Umlaufssinn entgegengesetzt zu
wählen, womit sich die Vorzeichen aller Arbeiten tyd%um¬
kehrten, und man hätte dann ebenfalls ein Perpetuum mobile
vor sich.

Nach dem Gesetze von der Erhaltung der Energie könnte
es hiernach scheinen, als wenn solche Kraftfelder überhaupt
physikalisch unmöglich wären. In der Tat hat man diesen
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Schluß früher zuweilen gezogen ; er wird aber hinfällig , wenn
man bedenkt , daß die an dem bewegten Punkte gewonnene
Arbeit recht wohl durch eine Energiezufuhr von anderer , nicht
mechanischer Form ausgewogen werden kann . Das schlagendste
Beispiel dafür ist ein gewöhnlicher elektrodynamischer Motor .
Wir sehen , wie sich der Anker einer als Motor betriebenen
Dynamomaschine fortwährend umdreht und dabei Arbeit nach
außen abgibt , während das Kraftfeld , in dem er rotiert , kon¬
stant bleibt . Wenn man sich hier ausschließlich auf den
Boden der Mechanik stellen und die elektromagnetischen Energie¬
ströme , die daneben herlaufen , außer acht lassen wollte , hätte
man in der Tat ein Perpetuum mobile mit allen mecha¬
nischen Eigenschaften vor sich , wie sie die alten Erfinder
von einem solchen erwarteten . Wir wissen nun zwar, daß das
Gesetz von der Erhaltung der Energie oder von der Unmög¬
lichkeit eines Perpetuum mobile im neueren Sinne hierdurch
nicht umgestoßen wird ; aber wir müssen doch diesem Beispiele
die Lehre entnehmen , daß in der Tat Kraftfelder vorkommen ,
für die j 'tydi nicht gleich Kuli ist , die also nicht als wirbel¬
freie zu bezeichnen sind .

Dagegen läßt sich zeigen , daß alle Kraftfelder , die auf
Zentralkräfte zurückgeführt werden können , im ganzen Raume
wirbelfrei sind . Um dies zu beweisen , nehme man zunächst
an , daß nur ein einziges Anziehungszentrum vorhanden sei.
Wir denken uns um dieses Zentrum eine Kugelfläche von be¬
liebigem Halbmesser beschrieben . Solange sich der angezogene
Punkt nur auf der Oberfläche dieser Kugel bewegt , ist die
von der Kraft ^ des Feldes geleistete Arbeit stets gleich Kuli ,
denn ip fällt in jedem Augenblicke in die Richtung des Radius
und steht daher senkrecht zu jedem Wege , den der bewegte
Punkt auf der Kugelfläche beschreiben mag . Läßt man da¬
gegen den Punkt auf eine konzentrische Kugelfläche übertreten ,
deren Halbmesser etwa um dr größer ist , so ist die von fp
geleistete Arbeit gleich — Pdr , wie auch der Übergang ge¬
wählt werden möge, denn von dem beschriebenen Wege kommt
immer nur die Projektion dr auf die Richtung des Radius in
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Betracht . Daraus folgt , daß auch immer dieselbe Arbeit ge¬
leistet wird , wenn man den bewegten Punkt von dem Ab¬
stande r l zum Abstande r2 vom Anziebungszentrum überführt ,
ohne Rücksicht auf den Weg , der hierbei im übrigen einge¬
schlagen wird . Für einen Weg , der wieder zum Ausgangs¬
punkte zurückführt , hebt sich hiernach die Summe aller ^ d 'i
hinweg . — Dies gilt zunächst für ein einzelnes Anziehungs -
zentrum . Hat man beliebig viele Kraftzentren , so beachte
man , daß sich ip als die Resultierende aller von diesen aus¬
gehenden Elementarkräfte auffassen läßt , und daß die Arbeit
der Resultierenden bei jeder beliebigen Bewegung gleich der
algebraischen Summe aller Einzelarbeiten ist . Hiernach zer¬

fällt j \ ds in ebensoviele Glieder als Kraftzentren vorhanden
sind und jedes dieser Glieder ist nach dem vorhergehenden
Beweise für sich gleich Null . Wir können hiernach in der
Tat allgemein behaupten , daß alle Kraftfelder wirbelfrei sind,
die aus Zentralkräften zusammengesetzt sind , und daß es ein
ganz vergebliches , früher freilich oft versuchtes Bemühen ist,
solche nicht wirbelfreie Kraftfelder , wie das, in dem z. B. der
Anker einer Dynamomaschine rotiert , auf Zentralkräfte zurück¬
zuführen .

Weiterhin möge nun angenommen werden, daß das Kraft¬
feld in der Tat wenigstens innerhalb eines gewissen Bezirks
wirbelfrei ist , während es außerhalb dieses Bezirks immer noch
ein Wirbelfeld sein könnte . Ganz all¬
gemein folgt dann aus Gl. (8) , daß
die Arbeit , die von der Kraft des
Feldes geleistet wird , wenn der be- Q
wegliche Punkt von einem Punkte 0
nach einem Punkte A des Bezirks
verschoben wird , unabhängig von dem
dabei durchlaufenen Wese ist (falls

. -A-bb - 4.
dieser nur ganz innerhalb des Bezirkes
selbst liegt ). Denkt man sich nämlich etwa den Weg I in
Abb . 4 im Sinne von 0 nach A und hierauf den Weg II im

umgekehrten Sinne durchlaufen , so entsteht eine geschlossene
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 2
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Kurve , für die nach Gl. (8)
A

s ^ di + ftydi = 0
0 A

ist . Die Umkehrung des Bewegungssinnes hat einen Wechsel
im Vorzeichen der Arbeitsbeträge zur Folge ; hiernach ist

0 TT A_ jjsydS= ,
a b

und wenn man dies in die vorige Gleichung einsetzt , folgt in
der Tat

fydZ =fyd *1, (9)
o o

was zu beweisen war . Es ist hiernach entbehrlich , den Inte¬
grationsweg durch ein besonderes Kennzeichen hervorzuheben ,
wie es in diesen Formeln geschehen war ; im wirbelfreien Kraft¬
felde hat vielmehr schon der unbestimmter gelassene Ausdruck

A

fydsb
einen eindeutigen Wert . Der durch ihn angegebene Arbeits¬
betrag heißt der Potentialunterschied zwischen den Punkten
0 und A . Hierbei muß ich noch erwähnen , daß keine all¬
gemeine Übereinstimmung über die Wahl des Vorzeichens
dieser Größe besteht . Um deutlicher hervortreten zu lassen ,
wie dies zu verstehen ist , gehe ich sofort zu den Potentialen
selbst über . Ich definiere hiernach das Potential Fa im Punkte

A dur^h die Gleichung
A

VA= Vo - fVßdS . (10)0

Hierin ist Vo das Potential im Anfangspunkte 0 , dem man
sich einen beliebigen Wert gegeben denken mag . Bis auf die
Konstante Vo, die willkürlich bleibt , ist hiermit jedem Punkte A
des Bezirks ein eindeutig bestimmter Wert , den man das Potential
nennt , zugeordnet . Manche Schriftsteller wählen nun anstatt
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des vor dem Linienintegrale stehenden Minuszeichens ein Plus¬
zeichen und definieren damit eine von der vorigen abweichende
Größe, die ebenfalls als Potential oder Potentialfunktion oder
auch als Kräftefunktion von ihnen bezeichnet wird. Sehr er¬
heblich ist der Unterschied zwar nicht; immerhin hat aber die
Vorzeichenwahl, der ich mich angeschlossen habe, einen nicht
unerheblichen Vorzug vor der entgegengesetzten. Die Größe

A

- Jtydg
0

gibt nämlich den Arbeitsbetrag an, der von außen her (durch
eine der Feldkraft entgegengesetzte Kraft —Sß) aufgewendet
werden muß, um den beweglichen materiellen Punkt entgegen
der Kraft des Feldes von O nach A zu verschieben oder auch,
wenn das Vorzeichen des Ausdruckes nach der vollständigen
Ausrechnung negativ bleibt, den Arbeitsbetrag, der nach außen
hin während der Bewegung abgegeben werden kann. Hiernach
wird VA kleiner als V0, wenn bei der Lagenänderung Energie
nach außen hin abgegeben, die Energie des Feldes selbst also
— falls Energieströme von nicht mechanischer Art ausge¬
schlossen sind — vermindert wird. Nach unserer Wahl des
Vorzeichens kann hiernach unter der Voraussetzung, daß die
Konstante Vo den Einzelbedingungen des besonderen Falles
entsprechend gewählt wird, die Größe VÄ selbst geradezu als
das Maß der potentiellen Energie des Feldes angesehen werden,
die dadurch bedingt wird, daß sich der bewegte materielle
Punkt gerade im Punkte A des Feldes befindet. Die Bezeich¬
nung Potential stellt sich hiernach als eine Abkürzung für die
Bezeichnung potentielle Energie heraus

Durch Umkehrung der Integrationsgrenzen läßt sich
übrigens ohne Änderung der hiermit getroffenen Vereinbarung
auch ein positives Vorzeichen in Gl. (10) einführen, denn die
Gleichung 0

Va = Vo + sVdS
A

ist offenbar mit der früheren identisch.
2 *
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Der Vorteil, den man mit der Einführung des Potentials
in die Untersuchung der Kraftfelder erzielt, besteht darin, daß
das Potential als ein Energiebetrag eine Größe ohne Richtung
ist. Mit diesen richtungslosen Größen läßt sich leichter rechnen
als mit den Kräften des Feldes selbst. Dabei geht diese Ver¬
einfachung der Rechnung keineswegs auf Kosten der Voll¬
ständigkeit der Resultate, die man ableiten will, denn sobald
das Potential überall im Felde bekannt ist , kennt man damit

zugleich auch die Kraft an jeder SteUe des
Feldes nach Größe und Richtung, wie ich
sofort zeigen werde.

Man denke sich nämlich den beweg¬
lichen Punkt von der Stelle A aus, in der
er sich vorher befand, nach irgendeinem
Nachbarpunkte I! (Abb. 5) verschoben. Dann

ÄW) 5 ist das Potential Vji im Punkte B nach der
vorher dafür gegebenen Definition

A B

rB= r0- [sydi +syd $] = Va-
0 A

denn für das Linienintegral längs des Weges AB kann, da
dieser sehr klein sein sollte, einfach das Element dS gesetzt
werden, wenn hierbei unter di die Strecke AB selbst ver¬
standen wird. Bezeichnet man ferner die Änderung, die das
Potential V erfährt , wenn man von A nach B übergeht, mit
d V, so kann die vorige Gleichung auch in der Form

dV =* - tydi

angeschrieben werden. Aus dieser kann aber in der Tat sofort
auf die Größe der in die Richtung von AB fallenden Kompo¬
nente von 'j! geschlossen werden, wenn man weiß, wie groß
die zu d 'i gehörige Änderung von V ist. Bezeichnet man jene
Feldkomponente, also die Projektion von iß auf d '%mit P ', so
ist nämlich auch

dV = —B’ds und daher (11)

Hiermit allein ist nun zwar iß noch nicht bestimmt; man
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beachte aber, daß diese Beziehungen für jede beliebige Ver¬
schiebungsrichtung AB gültig bleiben, und daß man daher die
Projektion der gesuchten Kraft ip auf jede beliebige Richtungs¬
linie anzugeben vermag, womit auch selbst gefunden werden
kann. Am einfachsten ist es, die Projektionen von $ auf drei
rechtwinklig zueinander stehende Koordinatenachsen der xyz
nach Gl. (11) zu berechnen. Man erhält dann für die drei
Komponenten von ip

und Sp selbst wird als geometrische Summe dieser Komponenten,
also mit Benutzung der Richtungsfaktoren ijf in der Form

gefunden. Hiermit ist die Aufgabe gelöst, SP anzugeben, wenn
V überaU bekannt ist und man sieht, daß hierzu nur eine
Ausführung von Differentiationen erforderlich ist, die keine
besonderen Schwierigkeiten verursachen kann.

Der mit dem negativen Vorzeichen versehene Differential-
dV

quotient —^ gibt an, um wieviel V in der Richtung der
X-Achse auf die Längeneinheit des Weges bezogen an der be¬
treffenden Stelle des Feldes abnimmt. Man bezeichnet diese
Größe kürzer als das Potentialgefäll und faßt dann die
Gl. (11) und (12) in der Aussage zusammen:

Die Komponente der Kraft in irgendeiner ge¬
gebenen Richtung ist gleich dem Potentialgefälle in
dieser Richtung .

Auch die Richtung der Kraft Sp selbst läßt sich mit Hilfe
dieser Bezeichnung in einfacher Weise angeben. Offenbar wird
nämlich die Komponente von !p am größten für eine Richtung,
die mit fp zusammenfällt. Hieraus folgt in Verbindung mit
der vorigen Aussage:

Die Kraft des Feldes geht in der Richtung des
größten Potentialgefälles und ihr Absolutbetrag ist
gleich diesem Gefälle .

(13)
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Schließlich erwähne ich noch , daß man Gl. (13) zweck¬
mäßig in die abgekürzte Schreibweise

^ = - V F (14)

zusammenlasen kann , in der V ein „räumlicher Differential¬
operator“ ist , nämlich an die Stelle von

_ • d I • 8 , i 0S7 — \ ö-- b j ö-- b f ö"_cx oy dz

tritt und hiermit jene Operation durch ein einziges Symbol
kennzeichnet , durch die das Gefäll der Größe V gefunden wird .
Als zweckmäßig ist übrigens diese Bezeichnung nicht etwa
bloß deshalb anzusehen , weil Gl. (14) mit weniger Schrift¬
zeichen geschrieben wird als Gl. (13) oder der damit gleich¬
wertige Verein der Gl. (12) , sondern weil es die Einheit der
Vorstellung fördert , wenn einem an sich einfachen Begriffe, der
selbst sprachlich durch ein einziges Wort („Potentialgefäü“
oder vielmehr noch kürzer „Gefäll“ überhaupt ) wiedergegeben
werden kann , auch in der Rechnung durch ein einfaches und
nicht weiter zusammengesetztes Zeichen Ausdruck gegeben wird .

Zur besseren Veranschaulichung der vorausgehenden Be¬
trachtungen dient eine sehr bekannte geometrische Konstruktion .
Von einem Punkte des Kraftfeldes ausgehend , sucht man näm¬
lich alle Nachbarpunkte auf, in denen das Potential den gleichen
Wert besitzt . Alle diese Punkte liegen auf einem Flächen¬
elemente , das senkrecht zur Feldkraft iß gestellt ist , denn nur
für eine Verschiebung d% senkrecht zu iß wird das zugehörige
ißd g und hiermit d F zu Null . Geht man hierauf in derselben
AVeise nach allen Seiten hin weiter fort , so erhält man eine
Fläche , die jene Punkte des Feldes miteinander verbindet , für
die das Potential denselben Wert V besitzt . Eine solche Fläche
wird als eine Äquipotentialfläche oder kürzer als eine
Niveaufläche bezeichnet .

Wir wollen annehmen , daß eine ganze Schar von solchen
Niveauflächen im Felde konstruiert sei, und zwar derart , daß
sich das Potential von je zwei aufeinanderfolgenden Flächen
immer um den gleichen Betrag unterscheidet . Man kann dann
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jede dieser Niveauflächen als eine Stufenfläche und die Schar
aller Stufenflächen als eine Potentialtreppe bezeichnen . Je
steiler diese Treppe ist , d. h . je dichter die Stufenflächen auf¬
einander folgen, um so größer ist an der betreffenden Stelle die
Kraft des Feldes , die ja , wie wir aus Gl. (14) wissen, gleich
dem Potentialgefälle ist . Hiernach kann man aus einer Zeich¬
nung der Potentialtreppe alle Eigenschaften des Kraftfeldes ab¬
leiten . Der Abstand aufeinanderfolgender Stufenflächen gibt
ein der unmittelbaren Abschätzung bequem zugängliches Maß
für die Größe der Kraft , und die Richtung der Kraft wird durch
die Normale zur Stufenfläche angegeben .

Häufig gibt man , um die Richtung der Kraft des Feldes
besser hervortreten zu lassen, an SteUe der Potentialtreppe
oder auch neben dieser die Kraftlinien an. Das sind Linien ,
die von irgendeinem Punkte des Feldes ausgehend , weiterhin
überaU der Richtung von 'J! folgen . Die Richtung der Kraft
an irgendeiner SteUe wird hiernach durch die Tangente an
die Kraftlinie angegeben . Die Kraftlinien schneiden alle Niveau ,
flächen rechtwinklig .

Aus dem Begriffe der Kraftlinie geht auch der Begriff
der Kraftröhre hervor . Man versteht darunter den röhren¬
förmigen Raum , der von allen unmittelbar aufeinanderfolgenden
Kraftlinien abgegrenzt wird , die man durch sämtliche Punkte
des Umfangs irgendeines auf einer Niveaufläche enthaltenen
Flächenstücks legen kann . Dieses Flächenstück bildet hiernach
einen Querschnitt der Kraftröhre . Der Querschnitt bleibt im
allgemeinen nicht konstant , sondern zu jeder folgenden Niveau¬
fläche gehört ein anderer Querschnitt . Unter den gewöhnlich
vorliegenden Umständen (nämlich dann , wenn keine „Quellen
des Kraftflusses“ in der Kraftröhre enthalten sind) ist die
Kraft des Feldes an jeder Stelle dem Querschnitte der Kraft¬
röhre umgekehrt proportional . In solchen FäUen kann man
die Größe der Feldkraft auch danach abschätzen , wie dicht
die Kraftlinien an der betreffenden Stelle zusammenrücken .
Der Beweis der letzteren Behauptungen würde mich weiter
führen , als es hier meine Absicht sein kann ; ich erlaube mir
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daher , den Leser , der sich mit diesen knappen Andeutungen
nicht begnügen möchte , auf die im Jahre 1897 von mir ver¬
öffentlichte kleine Schrift „Die Geometrie der Wirbelfelder“
zu verweisen .

Das Kraftfeld , mit dem man es in der Mechanik gewöhn¬
lich zu tun hat , ist das Schwerefeld der Erde . Innerhalb
eines kleinen Raumes , etwa innerhalb eines Zimmers , kann die
Schwerkraft nach Größe und Richtung gewöhnlich als kon¬
stant angesehen werden , obwohl ich nicht unerwähnt lassen
möchte , daß man besondere Beobachtungsmethoden ausgesonnen
hat , die selbst die Änderungen des Feldes innerhalb so kleiner
Räume erkennen lassen . Sehen wir aber davon ab , oder be¬
trachten wir, wie man auch sagt , das Feld als homogen , so
sind die Kraftlinien unter sich parallel ; ihre Richtung ist die
der Lotlinie . Die Niveauflächen sind horizontale Ebenen und
jeder kommt ein Potential zu, das um so größer ist , je höher
sie liegt . Die Potentialtreppe ist hier überall gleich steil , da
die einzelnen Stufenflächen in gleichen Abständen übereinander
liegen .

In einem größeren Bezirke macht sich aber die Krüm¬
mung der Niveauflächen bemerkbar . Streng wissenschaftlich
gesprochen versteht man unter der Gestalt der Erde nichts
anderes , als die Gestalt jener Fläche gleichen Potentials , die
über dem Meere unter normalen Umständen mit der Wasser¬
oberfläche zusammenfäUt . Daraus erklärt sich auch die Be¬
zeichnung der Niveauflächen . Jene praktisch besonders wichtige
Niveaufläche wird auch als das Geoid bezeichnet . — Hier
möge von diesen Dingen nur noch erwähnt werden , daß der
Begriff des Höhenunterschiedes zweier Punkte der Erdober¬
fläche (z. B. die Höhe einer Bergspitze über dem Meere) in
der gewöhnlichen Fassung einer strengeren Kritik nicht Stand
hält . Eindeutig bestimmbar ist vielmehr nur der Potential¬
unterschied beider Punkte . In der Tat wird auch der Höhen¬
unterschied der Punkte , wenn er in gewöhnlicher Weise durch
ein genaues Nivellement bestimmt wird , etwas verschieden
gefunden (auch abgesehen von den unvermeidlichen Beobach -
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tungsfehlern ), je nach dem Wege , längs dessen das Nivellement
erfolgte . Man macht sich am einfachsten auf folgende Weise
klar , daß dies gar nicht anders erwartet werden kann . Man
denke sich durch beide Punkte , etwa A und B, Abb . 6, deren
Höhenunterschied ermittelt werden
soll, je eine Niveaufläche gelegt . Ein
denkbarer Weg für die Ausführung
des Nivellements würde dann darin
bestehen , daß man zuerst von B
senkrecht in die Höhe steigt , bis B ' die Erhebung BB ' mißt und
dann stets horizontal von B ' nach A fortschreitet . Der Höhen¬
unterschied von A und B würde dann gleich BB ' gefunden .

®Man sieht aber nun sofort , daß man anstatt dessen auch von
B längs der Niveaufläche bis A’ fortschreiten und dann erst
von hier nach A hinaufsteigen könnte . Im letzten Falle würde
der Höhenunterschied gleich AA ' gefunden . Im allgemeinen
sind aber AA ' und BB ' keineswegs gleich miteinander ; wenn
die Fallbeschleunigung zwischen A und A' kleiner ist , als
zwischen B und B ', muß, weil födS für beide Strecken gleich
ist , die Höhe AA ' im selben Verhältnis größer sein , als die
hei B gefundene Höhe BB '. — Die weitere Ausführung dieser
Betrachtungen gehört der höheren Geodäsie an.

Die Kraftlinien dürfen übrigens , wie ich hier noch be¬
sonders betonen möchte , nicht mit den Bahnen verwechselt
werden , die ein im Kraftfelde frei beweglicher materieller
Punkt einzuschlagen vermag . Wenn der Punkt ohne Anfangs¬
geschwindigkeit in das Feld gebracht wird , fängt er zwar im
ersten Augenblicke seine Bewegung in der Richtung der Kraft¬
linie an. Aber nur dann , wenn die Kraftlinie gerade ist (wie
es genau genug hei der gewöhnlichen FaUbewegung zutrifft ),
vermag der Punkt ihr dauernd zu folgen ; im anderen Falle
biegt er aus leicht verständlichen Gründen alsbald von ihr ab.

Durch Verbindung der Gleichung der lebendigen Kraft
mit der Definitionsgleichung für das Potential gelangt man
schließlich noch für den im Felde frei beweglichen Punkt zu
einem einfachen Resultate . Für die Bewegung von einer
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Stelle 1 des Feldes nach irgendeiner anderen Stelle 2 hat
man beim frei beweglichen Punkte nach dem Satze von der
lebendigen Kraft

2

WÖJ ~w~ -rydi = - 2̂ — = i 2- ,
1

wobei zur Abkürzung die lebendige Kraft mit L bezeichnet
wurde . Andererseits ist aber nach Gl. (10)

2

V* = V, - svßdz ,1
und aus der Verbindung beider Gleichungen miteinander folgt

Fs + 4 - ^ + 4 , (15)*
d. h. die Summe aus potentieller und kinetischer
Energie bleibt während der Bewegung konstant .

§ 4 . Die einfache harmonische Schwingung .

Ein materieller Punkt sei einer Zentralkraft unterworfen ,
die der Entfernung vom Anziehungszentrum direkt proportional
ist . Solange er mit dem Anziehungszentrum selbst zusammen¬
fällt , fehlt jeder Anlaß zu einer Bewegung . Sobald er aber
durch irgendeine äußere Ursache aus dieser Gleichgewichts¬
lage entfernt und hierauf sich selbst überlassen wird, führt er
Schwingungen um die Gleichgewichtslage aus , die man als
einfache harmonische oder auch als Sinusschwingungen
bezeichnet und deren Gesetze hier näher untersucht werden
sollen .

Vorher möge indessen noch darauf hingewiesen werden ,
daß die Bedingungen für das Eintreten solcher Bewegungen
sehr häufig gegeben sind. Vor allem sind es elastische Kräfte ,
unter deren Einfluß harmonische Schwingungen zustande
kommen . Denkt man sich etwa einen Körper , der als mate¬
rieller Punkt aufgefaßt werden kann , durch elastische Bänder
an einer bestimmten Stelle festgehalten , so vermag man ihn
immer noch ein wenig aus dieser Ruhelage zu entfernen . Dabei
werden die elastischen Bänder , durch die er festgehalten war ,
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etwas angespannt und diesen Formänderungen entsprechen
elastische Kräfte , die unter Voraussetzung des Hookeschen
Gesetzes der Verschiebung des materiellen Punktes proportional
und nach dem Anfangspunkte hin gerichtet sind . Hiermit ist
also in der Tat das Auftreten einer der Entfernung direkt
proportionalen Zentralkraft physikalisch verwirklicht .

Gewöhnlich kann man freilich einen Körper , von dem
man sagt , daß er harmonische Schwingungen ausführe , nicht
ohne weiteres als materiellen Punkt ansehen . Vielmehr treten
unter den verschiedensten Umständen Schwingungen auf , die
ihren Wirkungsgesetzen nach vollständig mit den harmonischen
Schwingungen eines einzelnen materiellen Punktes zusammen¬
fallen und die man daher auch selbst als harmonische bezeichnet .
Dies trifft z. B. bei den sehr häutig vorkommenden Dreh¬
schwingungen eines Körpers um eine festliegende Achse , also
etwa eines Körpers zu, der am unteren Ende eines Drahtes
aufgehängt ist und unter dem Einflüsse der Torsionselastizität
des Drahtes schwingt (Torsionspendel , Drehwage ). Auch selbst
Vorgänge , die ganz außerhalb des Bereichs der Mechanik liegen,
bezeichnet man als harmonische Schwingungen , weil sie den
gleichen zeitlichen Verlauf nehmen , so daß die in der Dynamik
des materiellen Punktes dafür abgeleiteten Formeln bei ent¬
sprechender Deutung der darin vorkommenden Buchstahen -
größen ohne weiteres auf jene Fälle angewendet werden können .
Dies trifft namentlich hei gewissen elektrischen Schwin¬
gungen zu. So kommt es, daß die harmonischen Schwingungen
eines einzelnen materiellen Punktes nur das einfachste Beispiel
für eine Reihe verschiedener Schwingungsvorgänge bilden , hei
deren Untersuchung von den hier durchzuführenden Betrach¬
tungen mit geringen Änderungen immer wieder Gebrauch ge¬
macht wird .

Hach diesen Bemerkungen , die mir erforderlich schienen ,
um die große Tragweite hervorzuheben , die ihm zukommt ,
wende ich mich jetzt zur Behandlung des einfachen Falles , um
den es sich hier handelt . Dabei möge zunächst außerdem
noch angenommen werden , daß die Schwingungen gerad -
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linig erfolgen. Dies wird sicher geschehen, wenn der mate¬
rielle Punkt etwas ans der Gleichgewichtslage verrückt und
hierauf ohne Anfangsgeschwindigkeit sich selbst überlassen
wurde, denn Kraft und Geschwindigkeit sind dann während
der ganzen Bewegung stets längs derselben Geraden gerichtet,
auf der die Bewegung erfolgt.

Es wird nützlich sein, über das Kraftfeld, in dem sich die
Schwingung vollzieht, einige Erörterungen vorauszuschicken,
die mit den im vorigen Paragraphen eingeführten Begriffen
zusammenhängen. Die Kraftlinien sind hier sämtlich geradlinig
und nach dem Anfangspunkte gerichtet. Die Niveauflächen
sind konzentrische Kugelflächen. Die Stufenflächen der Poten¬
tialtreppe liegen um so enger zusammen, je weiter man sich
vom Anfangspunkte entfernt. Wählt man die Konstante F0
in Gl. (10), wenn 0 den Anfangspunkt bedeutet, gleich Null, so
wird das Potential VA im Abstande a nach jener Gleichung

Hierbei ist nämlich die Kraftlinie als Integrationsweg gewählt;
c ist ein Proportionalitätsfaktor, durch dessen Multiplikation
mit x die Kraft im Abstande x gefunden wird, also mit anderen
Worten die Stärke des Feldes im Abstande 1 vom Anfangs¬
punkte. Das in Gl. (10) vor dem Integrale stehende Minus¬
zeichen fällt hier weg, denn in unserem Falle ist nach dem
Anfangspunkte gerichtet und d 'i ist, weil wir von 0 nach A
hin integrieren, entgegengesetzt gerichtet. Für ißc/ t erhält
man daher hier —cx ■dx .

Der Ausdruck für das Potential V gibt zugleich die
elastische Formänderungsarbeit jener Bänder oder Teile an,
die den materiellen Punkt in die Ruhelage zurückzuführen
suchen. In der Tat ist im vorliegenden Falle das Potential
nur eine andere Bezeichnung für die in der Festigkeitslehre
unter dem Namen Formänderungsarbeit so häufig benutzte

a

0

Größe.
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Je weiter wir uns vom Anfangspunkte entfernen , desto
größer wird V. Im Verlaufe der Bewegung eines sich selbst
überlassenen Punktes bleibt aber nach Gl. (15) die gesamte
Energie V -j- L konstant . Daraus folgt , daß der Punkt immer
innerhalb jener kugelförmigen Niveaufläche bleiben muß , deren
Potential gerade gleich dieser Gesamtenergie ist . Schon hier¬
aus folgt , daß die Bewegung jedenfalls in einer Schwingung
bestehen muß .

Die dynamische Grundgleichung liefert sofort die Diffe¬
rentialgleichung der Bewegung . Ich wähle die Gerade , längs
der die Schwingung erfolgt , zur X-Achse, bezeichne die Masse
des materiellen Punktes mit m, den Proportionalitätsfaktor , der
die Stärke des Feldes beschreibt und der als gegeben zu be¬
trachten ist , wie vorher schon mit c; dann lautet die Gleichung

Durch das Minuszeichen ist dem Umstande Rechnung getragen ,
daß die Kraft nach dem Ursprünge geht , während die Ab¬
szisse x nach außen hin wächst . — Von Gl. (16) kennt man
die allgemeinste , also mit zwei Konstanten versehene Lösung ;
sie lautet

worin A und JB die willkürlichen Integrationskonstanten be¬
deuten , cc aber eine Konstante ist , die aus Gl. (16) gefunden
wird . Dififerentiiert man nämlich x zweimal nach t, so erhält man

also vom Minuszeichen abgesehen , das ci2-fache von x. Nach

gesetzt werden muß . Wenn dies geschieht , befriedigt aber
Gl. (17) die Differentialgleichung (16) identisch .

Es bleibt jetzt nur noch übrig , die Integrationskonstanten
A und B aus den Grenzbedingungen zu ermitteln . Zu diesem

d ^xm -TTi= —cx .dt - (16)

x = Asin «f -j- Bcosat , (17)

= — a2(Asin «£+ Bcosat ) ,

-fache von x sein. DarausGl. (16) soll dagegen
folgt , daß jedenfalls
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Zwecke möge festgesetzt werden , daß die Zeit t von einem
Augenblicke an gerechnet werden soll , in dem x gleich Null
war . Dazu muß nach Gl. (17) das den Kosinus der Zeit ent¬
haltende Glied verschwinden , also B = 0 sein. Es bleibt
hiernach

x = Asuiat (19)
.und die hier noch vorkommende Integrationskonstante A hat eine
einfache und leicht ersichtliche Bedeutung . Sie stellt nämlich
den größten Wert dar, den x im Verlaufe der Zeit periodisch
immer wieder annimmt , wenn der Sinus gleich der Einheit
wird . Hiernach ist A der größte Schwingungsaus schlag
oder die Amplitude der Schwingung . Diese muß entweder
direkt gegeben sein oder sie muß sich aus den Anfangs¬
bedingungen , die bekannt sein müssen , wenn man imstande
sein soll , den weiteren Verlauf der Bewegung vorauszusagen ,
berechnen lassen . Wäre z. B. die Geschwindigkeit v0 bekannt ,
mit der der Punkt zu Anfang der Zeit durch den Gleich-
gewichtspunkt ging , so hätte man aus Gl. (19)

dx , , (dx\ .-Tr = ccAcosat , also I = uAdt ’ \ dt / o
und hieraus folgte

A = — und schließlich sin «£.
cc a

Der Wert x in Gl. (19) nimmt öfters wieder die früheren
Werte an. Dies geschieht jedenfalls immer dann wieder, wenn
der Winkel , von dem der Sinus genommen werden soll , um
eine volle Umdrehung oder um 2jt gewachsen ist . Auch in
der Zwischenzeit nimmt der Sinus noch einmal den anfäng¬
lichen Wert an. Je nach der Lage, von der man hierbei aus¬
geht , dauert es aber bis dahin verschieden lang . Man achtet
daher nicht auf diese erste Wiederkehr des Punktes in die
vorige Lage, sondern erst auf die folgende , die stets nach Zu¬
wachs des Winkels ut um 2jt erfolgt und von der ab sich
nachher beim weiteren Verlaufe der Zeit der Bewegungsvorgang
genau wieder in derselben Weise wiederholt . Man nennt die
Zeit, die währenddessen verstreicht , also jene Zeit, die einem
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Anwachsen Ton at um 2x entspricht , die Dauer einer vollen
Schwingung . Wählt man dafür den Buchstaben T, so hat man

T=^ =2x,y ^. (20)
Besonders zu beachten ist hierbei , daß T ganz unab¬
hängig von A, also von der Amplitude der Schwingung
ist . Die Schwingungsdauer hängt vielmehr nur von der Masse
des schwingenden Punktes und von der durch den Faktor c
ausgedrückten Stärke der elastischen Kraft ab , die ihn nach
der Gleichgewichtslage hinzieht . Man nennt solche Schwin¬
gungen , deren Dauer unabhängig von der Größe des Schwin¬
gungsausschlags ist , isochron , und die hiermit ausgedrückte
Eigenschaft ist als die wichtigste der harmonischen Schwin¬
gungen zu betrachten .

Zuweilen zieht man es vor, die Schwingung nur während
der Zeit zu betrachten , in der die ganze Schwingungsbahn
einmal in einem bestimmten Sinne durchlaufen wird , also die
Rückkehr des Punktes gar nicht abzuwarten und als Schwin¬
gungsdauer nur jene Zeit zu rechnen , in der sin at von — 1
bis + 1 wächst . Dabei nimmt der Winkel at um it zu und
diese einfache Schwingungsdauer , wie man sie zum Unter¬
schiede von der vorigen nennt , ist genau die Hälfte von T.

Bisher war nur von der geradlinigen harmonischen Schwin¬
gung die Rede. Der allgemeinere Fall , zu dem ich jetzt über¬
gehe , läßt sich aber in ganz ähnlicher Weise erledigen . Er
liegt immer dann vor, wenn der beweg- a
liehe Punkt zu irgendeiner Zeit einmal
eine Geschwindigkeit hatte , deren Rich¬
tungslinie nicht durch den Anfangspunkt
ging , und weiterhin ohne äußere Einwir¬
kung den Kräften des Feldes überlassen Abb- ?•
wurde . In Abb . 7 bedeutet 0 das Kraftzentrum (oder die Gleich¬
gewichtslage des beweglichen Punktes ) , A die Lage , die der
Punkt zur Zeit t einnimmt und D die Geschwindigkeit . Die
elastische Kraft kann hier nach Größe und Richtung durch
den Ausdruck — rr
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dargestellt werden, wenn c dieselbe Bedeutung hat wie vorher .
Durch das Minuszeichen wird ausgedrückt , daß die Kraft dem
Radiusvektor r entgegengesetzt gerichtet ist . Die dynamische
Grundgleichung lautet jetzt

d*t
m w > - - cx

und deren allgemeine Lösung ist
r = 9t sinatf -j- SB cosa£ ,

wenn wiederum 9t und SB die Integrationskonstanten bedeuten ,
die aber jetzt als gerichtete Größen aufzufassen sind, während
u dieselbe Bedeutung wie vorher hat , also gleich dem durch
Gl. (18) angegebenen Werte zu setzen ist . In der Tat
überzeugt man sich durch Einsetzen des angegebenen Aus¬
drucks in die Differentialgleichung leicht , daß diese durch
ihn für jede beliebige Wahl von 91 und SB erfüllt ist . — Zu
Anfang der Zeit t möge r gleich u und die Geschwindigkeit ü
gleich ü0 gewesen sein. Hierdurch bestimmen sich die Inte¬
grationskonstanten zu

SB= a und 9t = —,a 7

so daß nach Einsetzen des Wertes von a die vollständig
bestimmte Lösung lautet

r = üo] / f • sin *y ^ + o cos *] / ^ - (21)
Auch diese Bewegung ist eine periodische , denn sobald der

Winkel um 2n gewachsen ist , wiederholen sich in der¬

selben Reihenfolge wieder alle Werte des Radiusvektors r
von neuem . Der bewegliche Punkt durchläuft demnach in
steter Reihenfolge unbegrenzt oft eine in sich geschlossene
Kurve . Die Zeit , die er zu einem vollen Umlaufe braucht ,
nennen wir wieder die Dauer einer vollen Schwingung und
bezeichnen sie wiederum mit T. Dabei wird T aus der Be¬
dingung

2'] / ^ = 2jr , also 2T= 2^ ]/ y
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gefunden . Dieser Wert stimmt aber genau mit dem in GL (20)
für die geradlinige Schwingung gefundenen überein . Wir er¬
kennen hieraus , daß die Schwingungen auch noch im
allgemeinsten Talle isochron sind , d. h ., daß die
Schwingungsdauer nicht nur von der Größe des Aus¬
schlags , sondern auch von der besonderen Gestalt der
Bahn unabhängig ist .

Es fragt sich jetzt noch , welche Form die Bahn besitzt .
Auch diese Frage kann mit Hilfe von Gl. (21) sofort beant¬
wortet werden . Diese Gleichung bildet nämlich in der Sprache
der Vektorenreehnung schon von selbst die Gleichung der Bahn ,
und zwar stellt sie die Gleichung einer Ellipse dar, deren
Mittelpunkt mit dem Kraftzentrum 0 zusammenfällt . Da aber
die analytische Geometrie heutzutage an Stelle der Vektoren
stets mit deren Komponenten oder Koordinaten rechnet , bleibt
mir noch übrig , Gl. (21) in zwei Komponenten zu zerlegen ,
um damit auf die übliche Darstellungsform zu kommen . Um
diesen Übergang auf möglichst einfache Art bewirken zu können ,
nehme ich an , daß als Anfangspunkt der Zeitrechnung , auf
den sich auch die zusammengehörigen Werte von a und d0
beziehen, ein Augenblick gewählt worden sei, in dem sich der
bewegliche Punkt gerade im größten oder auch im kleinsten
Abstande vom Kraftzentrum befand . Dann steht in diesem
Augenblicke die Bewegungsrichtung rechtwinklig zum Radius¬
vektor , d. h. es ist U0 _L o . Hiermit entsprechen die beiden
Glieder auf der rechten Seite von Gl. (21) schon von selbst
den beiden rechtwinkligen Komponenten von r. Wenn wir
dann noch die Richtung von a zur Richtung der X-Achse wählen
und die F-Achse in die Richtung von b0 legen, erhalten wir aus
Gl. (21) für die Komponenten x und y von r , d. h . für die
Koordinaten des beweglichen Punktes die Gleichungen

Aus diesen beiden Gleichungen eliminieren wir den veränder¬
lichen Winkel mit Hilfe einer sehr bekannten Umformung ,
indem wir

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 3
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sin 2<l / -" + cos 2*] / - = (- Vim } m \ aj + , v

setzen . Damit sind wir aber in der Tat zn der gewöhnlichen
Form der Mittelpunktsgleichung einer Ellipse gelangt , deren

Halbachsen gleich a und gleich vÄ / ™ sind . Diese Ellipse

bildet die gesuchte Bahn des beweglichen Punktes .
Nebenbei sei darauf hingewiesen , daß auch bei der harmo¬

nischen Schwingung der vom Kraftzentrum gezogene Radius¬
vektor in gleichen Zeiten gleiche Flächen überstreicht , da diese
Eigenschaft , wie früher bewiesen wurde , allen Zentralbewegungen
zukommt .

- 2a

§ 5. Andere Fälle der harmonischen Schwingungen .

Schon vorher wurde bemerkt , daß die Lehre von der
harmonischen Schwingung eines einzelnen
materiellen Punktes mit geringen Änderungen
auch auf die Behandlung von vielen anderen
Fällen übertragen werden kann , bei denen
harmonische Schwingungen auftreten . Wenno o

es nun auch nicht möglich ist , eine größere
Zahl von solchen Fällen hier im einzelnen

zu besprechen , so soll dies doch mit zwei
der einfachsten und wichtigsten geschehen ,
während einige andere noch unter den Auf -

]A gaben am Schlüsse des Abschnittes zur
Sprache kommen werden .

Der erste Fall , um den es sich hier
handelt , betrifft die einfachen Drehschwin¬
gungen eines starren Körpers unter dem Ein¬
flüsse der Torsionselastizität eines Stabes , durch
den er festgehalten ist oder , wie man sie zur
Abkürzung oft nennt , die Torsionsschwin¬
gungen . Abb . 8 bezieht sich auf ein Beispiel
dafür . Eine kreisförmige Scheibe A , die in

C
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Aufriß und Grundriß gezeichnet ist , sei am unteren Ende G eines
senkrecht herabhängenden Stabes (einer Welle oder eines Drahtes )
BC befestigt , dessen oberes Ende bei B eingeklemmt ist . Läßt
man an der Scheibe in ihrer horizontalen Ebene ein Kräfte¬

paar angreifen , so wird der die Scheibe tragende Stab BC auf
Verdrehen beansprucht . Dadurch entsteht eine elastische Form¬
änderung , durch die die Scheibe um den Verdrehungswinkel cp
des Stabes aus ihrer Gleichgewichtslage gedreht wird . Ent¬
fernt man hierauf das Kräftepaar wieder , so schwingt die
Scheibe nach der Gleichgewichtslage zurück , geht dann , wegen
der lebendigen Kraft , die sie inzwischen erlangt hat , über die
Gleichgewichtslage hinaus und führt darauf harmonische Schwin¬
gungen um die Gleichgewichtslage aus , die ohne Hinzutreten
einer Dämpfung unbegrenzt lange fortdauern würden .

Mit den Schwingungen des materiellen Punktes stehen die
Torsionsschwingungen in einem besonders einfachen Zusammen¬
hang . Dieser rührt davon her , daß für die Drehung eines
starren Körpers um eine feste Achse eine Gleichung gilt , die
sich an die dynamische Grundgleichung für die geradlinige
Bewegung eines materiellen Punktes aufs engste anschließt .
Schon in Band I (S. 200 , Gl. (81 ) d . 3 . Aufl .) ist diese Glei¬
chung abgeleitet worden und sie lautet

du pdt 1 ’

worin Pp das Moment des die Beschleunigung -p , der Dreh¬
bewegung hervorbringenden Kräftepaares und © das auf die
Drehachse bezogene Trägheitsmoment des starren Körpers
bedeutet .

Während der Körper die Schwingung ausführt , wirkt auf
ihn nur das durch die Verdrehungselastizität des Stabes her¬
vorgerufene Kräftepaar ein , dessen Moment dem augenblick¬
lichen Werte des Verdrehungswinkels <p proportional ist und
vorläufig gleich ctp gesetzt werden kann , wenn unter c eine
Konstante verstanden wird , deren Wert später noch ermittelt

werden soll . Für die Winkelbeschleunigung — kann man
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auch schreiben und die Differentialgleichung der Bewegung

geht hiermit über in

Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite rührt davon
her , daß das Torsionsmoment den Körper stets in die Gleich¬
gewichtslage zurückzubringen sucht , also bei einem positiven
Wert des Winkels cp eine negative und bei einem negativen
Werte von cp eine positive Winkelbeschleunigung hervorbringt .

Gl. (22) stimmt der Form nach genau mit der Differen¬
tialgleichung (16) der geradlinigen Schwingung des materiellen
Punktes überein . An Stelle des Weges ist hier nur der Winkel¬
weg cp und an Stelle der Masse m das Trägheitsmoment &
getreten . Auch die aus Gl. (16) hervorgegangenen Folgerungen ,
nämlich die Gleichungen (17) bis (20) können daher hierher
sofort übernommen werden , indem man dieselben Buchstaben¬
vertauschungen damit vornimmt . Insbesondere erhält man für
die Dauer einer vollen Schwingung nach Gl. (20)

Den Wert der Konstanten c endlich kann man aus den
Formeln der Festigkeitslehre entnehmen , insbesondere für den
Fall , daß der Stab BO einen kreisförmigen Querschnitt vom
Halbmesser a hat , aus Gl. (225) von Bd. III (S. 309 d. 3. Aufl.).

Beachtet man , daß an Stelle von Bcp hier kürzer cp
geschrieben wurde , so ist dies gleichbedeutend mit

(23)

und da wir das Verdrehungsmoment M vorher gleich ccp gesetzt
hatten , folgt daraus für c

Tta l G
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Setzen wir diesen Wert in 61. (23) ein, so erhalten wir
die Schwingungsdauer in der weiter ausgerechneten Form

T-WW<24>
In dieser Form gilt die Gleichung nicht nur für eine

scheibenförmige Gestalt des schwingenden Körpers , sondern für
irgendeinen Umdrehungskörper . Für die zahlenmäßige Aus¬
rechnung von T muß zuvor dessen Trägheitsmoment & ermittelt
werden . Dieses läßt sich auf jeden Fall auch in der Form

& = Qi \
g

darstellen , wenn unter Q das Gewicht des schwingenden Kör¬

pers , unter ~ dessen Masse und unter i sein Trägheitshalb¬

messer verstanden wird . Hiermit geht Gl. (24) über in

T- W i’ß<26)
Für eine Scheibe , also für eine zylindrische Gestalt des

schwingenden Körpers ist

wenn der Halbmesser mit r bezeichnet wird , wie schon aus
der Lösung von Ausg. 21 des 3. Bandes (S. 204 d. 3. Aufl.)
hervorgeht . Für diesen besonderen Fall geht daher Gl. (25)
über in

T- Wiü ’ w
Unter l ist in diesen Formeln die Länge des Stabes und

unter G der Schubelastizitätsmodul zu verstehen .

Der andere Fall har - ^ 0̂
monischer Schwingungen , @- IP- 7*̂
der hier besprochen werden —»I
soll, wird durch Abb . 9 er- f ^
läutert . Ein Stab , der an Abb' 9'
beiden Enden unterstützt ist , trage an den Stellen xl und
x2 zwei Massen von den Gewichten Q1 und Q2) die sich als
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materielle Punkte ansehen lassen und denen gegenüber die
Masse des Stabes als verschwindend klein betrachtet werden
soll . Wenn der Stab einen beliebigen Anstoß erlitten hat ,
vermag er Biegungsscbwingungen auszuführen , wobei wir uns
damit begnügen wollen , nur ebene Schwingungen in Betracht
zu ziehen , so zwar , daß die Schwingungsebene durch eine
Hauptträgheitsachse des Stabquerschnittes geht , obschon auch
der allgemeinere Fall in ähnlicher Weise behandelt werdenO

könnte . Die beiden punktförmigen Massen führen dann gerad¬
linige Schwingungen aus , die aus einer Ubereinanderlagerung
von je zwei einfachen harmonischen Schwingungen bestehen .
Daß sich hier der ganze BewegungsVorgang aus zwei Einzel¬
schwingungen zusammensetzt , hat darin seinen Grund , daß die
Bewegung jeder Masse Durchbiegungen des ganzen Stabes mit
sich bringt , die zugleich auf die Bewegung der anderen Masse
einwirken . Die Schwingungen der beiden Massen sind , wie
man sich ausdrückt , miteinander gekoppelt .

Die Lasten Qx und Qz werden schon im Ruhezustande
eine gewisse Durchbiegung des Stabes hervorbringen , um die
wir uns aber jetzt nicht zu kümmern brauchen . Bei den
Schwingungen kommt es nur auf die Verschiebungen aus der
Gleichgewichtslage an . Zu irgendeiner Zeit t seien diese mit
y1 und ?/2 bezeichnet . Der Stab hat dann zu dieser Zeit eine
entsprechende Verbiegung angenommen . Vom Biegungszustande
hängen aber die Kräfte ab , die der Stab auf (1, und Q2 aus¬
übt . Im Gleichgewichtszustände sind diese Kräfte gleich den
Gewichten Ql und Q2 und entgegengesetzt gerichtet . Wenn
die Biegungspfeile aber um y, und y.2 vermehrt werden , wachsen
auch die Kräfte , und der Überschuß bringt eine entsprechende
Beschleunigung der Massen hervor . Nach Gl . (102 ) S. 179
d . 3 . Aufl . von Band III können wir

//1 Pi "f~ -Ug und y2 = ci22T?2 -{-

setzen , wenn die zugehörigen Kräfte mit P und die Einfluß¬
zahlen mit a bezeichnet werden . Hierbei ist zu beachten , daß
die Masse des Stabes als verschwindend klein vorausgesetzt
wurde und daher andere Kräfte , als die zur Beschleunigung
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der Massen von Q1 und dienenden für die augenblickliche
Biegungsgestalt des Stabes nicht in Betracht kommen , abge¬
sehen natürlich von den durch Pj und P 2 hervorgerufenen
Auflagerkräften .

Löst man die vorstehenden Gleichungen nach P x und P 3
auf, so erhält man

p -------- ■■ y
k ii k 2‘. —- « L

p = “y _____„
2 “ll KSS— “sä ^ 2 «iia 8s — “ ?8 ^ 1,

wobei zu beachten ist , daß nach dem Maxwellschen Satze von
der Gegenseitigkeit der Verschiebungen «12= a21 gesetzt werden
kann . Zur Abkürzung mag hier vorläufig geschrieben werden

F i = ßi Vi — ry -2 ; F i = ß ^Vs — Wi ■

Die dynamische Grundgleichung liefert jetzt sofort die
Bewegungsgleichungen , nämlich

“ (A ?a - 7 ?y2) , |a «t /27x
Q, dy , =

Das sind zwei simultane Differentialgleichungen für die
beiden Unbekannten yi und y,, , aus denen wir die eine leicht
eliminieren können . Lösen wir nämlich die erste nach y2 auf
und setzen den Wert in die zweite Gleichung ein, so erhalten

wir, wenn zur Abkürzung m an Stelle von y geschrieben wird

»»1m2ddp + K ßi + w2ßi) ddY + (ßiß -2- y2) l/i = 0 , (28)

und genau dieselbe Gleichung muß auch für y2 erfüllt sein,
wie sich ergibt , wenn man umgekehrt eliminiert . Die all¬
gemeine Lösung der Gleichung ist von der Form

i/j = Al sin + P xcos Cl sin + l )i cos l 2t , (29)
worin A1B 1C1D1 die vier willkürlichen Integrationskonstanten
sind, an deren Stelle in der sonst gleichlautenden Lösung für y,
vier andere Konstanten A2B2C2D2 treten , während die Kon¬
stanten A, und A2 aus der „charakteristischen“ Gleichung gefun -
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den werden, nämlich aus der Gleichung , die sich ergibt , wenn
man eins der vier Glieder, aus denen sich zusammensetzt ,
in die Differentialgleichung einsetzt . Man findet dann die
Gleichung

»h nh '-4— Oi + w<»ßi ) A2+ ft ß,2— y2= 0 . (30)

Diese Gleichung liefert zwei positive und zwei ebenso
große negative reelle Wurzeln , von denen es aber nur auf die
beiden positiven ankommt , die die gesuchten Werte der Kon¬
stanten und 12 angehen . Man findet nach einfacher Um¬
rechnung

= 2»Im, f(mi^ ± / Öi ß*~ m2ß>f + 4»h»hf }
oder auch, wenn man die ß und y wieder in den Einfluß¬
zahlen a ausdrückt ,

^ 2 = « 11>»1 + + l / (« n Wi — k 22m , ) s - j- 4 m t m ., af 2 / g -. \
^ 2 » l^ »l , (Os, , Kgg

An Stelle der Einflußzahlen kann man auch die statischen
Durchbiegungen / '11/’12 usf . einführen , die von den Lasten

und Q, in den beiden Querschnitten hervorgerufen werden,
wenn die eine oder andere dieser Lasten allein angebracht
wird . Dann ist z. B.

Qi fnrn. u,. = =
1 11 ^ n g

zu setzen usf . Man muß nur beachten , daß jetzt f12 und fn
im allgemeinen nicht mehr gleich untereinander sind, wie das
von den zugehörigen Einflußzahlen zutraf . Die Gleichung geht
hiermit über in

12 „ fll + fz , ±V (fll - f , *) * + * flJ *l /' QO 'l
^ sn ^ - fiJW) ........

Je nachdem man das obere oder untere Wurzel Vorzeichen
nimmt , erhält man daraus 2, oder J2. Nachdem diese bekannt
sind , findet man auch die Schwingungsdauern 1\ und 1\ der
beiden einfachen harmonischen Schwingungen , aus denen sich
die ganze Bewegung yl nach Gl. (29) zusammensetzt . Die
beiden ersten Glieder durchlaufen nämlich jedesmal die ganze
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Wertreihe wieder von neuem , wenn der Winkel A, t um 2x
angewachsen ist , woraus die entsprechende Zeitdauer T,

folgt . Die beiden Schwingungsdauern sind demnach nur von
den statischen Durchbiegungen fn usf. abhängig , die von
den Lasten hervorgebracht werden , dagegen von der Art des
Anstoßes und der dadurch bewirkten Schwingungsamplitude
jeder einzelnen der beiden Schwingungen vollständig unabhängig .

Die Formeln umfassen natürlich auch den einfacheren
Fall , daß der Stab nur eine Masse trägt , denn um darauf
zu kommen , braucht man in der vorhergehenden Entwicklung
nur überall $2 oder gleich Null zu setzen . Damit werden
auch / j2 und f22 zu Null , während fn und /'21 von Null ver¬
schieden bleiben .

Setzt man in Gl. (28) m2= 0 , so geht sie in eine Diffe¬
rentialgleichung 2. Ordnung , d. h. in die Differentialgleichung
der einfachen harmonischen Schwingung über, wobei nur an
Stelle der in Gl. (16) eingeführten Konstanten c der hier
zutreffende besondere Wert tritt . Hieraus folgt dann die
Schwingungsdauer . Man kann diese aber auch aus Gl. (31)
entnehmen . Setzt man nämlich in dieser »n2= 0 , so folgt

Aj= oo, während A2 in der Form — gefunden wird . Der erste

Wert hat keine Bedeutung , da er zu einer Schwingungsdauer
= 0 führt ; der andere dagegen kann nach den gewöhnlichen
Vorschriften der Differentialrechnung ermittelt werden , indem
man Zähler und Nenner des Bruches nach m2 differenziert und
hierauf erst m2 gleich Null setzt . Führt man dies aus, so
erhält man für die Schwingungsdauer nach einfacher Um¬
rechnung

T = 2nY uu mi ) -
wofür man auch unter Einführung des Biegungspfeiles fn

Tt = ~ und ebenso T2= ^A,

( 33 )

schreiben kann .



42 Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes.

Die in Gl. (29 ) vorkommenden Integrationskonstanten
B 1 C\ I )y für die allgemeine Lösung der Aufgabe sind, aus

den Grenzbedingungen zu ermitteln . Diese können z. B . darin
bestehen , daß für den Anfangszustand , also für die Zeit t = 0 ,
sowohl die Lage als die Geschwindigkeit beider Massen , also

die Werte von yx, ?/2, und gegeben sind . Um aus

diesen Bedingungen die Konstanten zu ermitteln , muß man
beachten , daß die Konstanten A i B 2C2D 2 in der Lösung von y2
durch die Werte von A ^ByC ^Dy schon mitgegeben sind . Setzt
man nämlich yx aus Gl . (29 ) in die erste der Differential¬
gleichungen (27 ) ein , so erhält man für y.2

Bezeichnet man die Anfangswerte durch Anhängen des
Zeigers 0 , so hat man demnach zur Ermittlung der Integra¬
tionskonstanten die vier Gleichungen

die man leicht nach den Unbekannten auflösen kann , wenn es
sich um ein Zahlenbeispiel handelt .

Um das Anschreiben von zu langen Formeln zu vermeiden ,
möge die Rechnung in Buchstabengrößen nur noch für den
besonderen Fall weiter durchgeführt werden , daß und Q.2
eine symmetrische Belastung des Balkens bilden , d. h . daß
Qy= Q.2 und zugleich Xy-)- xs gleich der Spannweite l des
Balkens ist . Dann vereinfachen sich alle Formeln wesentlich ,
indem auch an = «22 und ßy= ß , ist , womit Gl. (31 ) übergeht in

y,j = - 1- ™1—(Aj sin Xyt / >) cos ly t)

+ ——y -1- 1 ( Ci sin l 2t A Dy cos l 21).

Bi “T By ( «/ j ) ,, ,

(34 )
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Man hat daher

Ai= l / — r und A, = l / 7— 1,---- r ,V TO(0(lt — Klä) 2 V ?» («!! -)- a12) ’
und die Gleichungen (34) gehen über in

-̂ 1 ~ ( 2/1) 0 ?

Ai + Cj A2 = ( J ^ O,

“t T) l = (t/2)0 ,

- Mi Ai+ 6̂ 2= (^ )o,
deren Auflösung liefert

-̂ 1 2 ( ( 2/ 1) 0 + ( 2/ 2) 0) •

Führt man noch an Stelle der Einflußzahlen die Ordinaten
der elastischen Linie im Gleichgewichtszustände / u und ein,
so erhält man für die Schwingungsdauern der beiden sich
übereinander lagernden einfachen harmonischen Schwingungen

Ti = y f̂ tlA und T2= 2^]/ /u+ /’12- (35)
Die Durchsenkungen fn und / i2 sind in bekannter Weise nach
den Lehren von Band III aus der Gleichung der elastischen
Linie zu berechnen .

Durch die vorstehenden Formeln ist der ganze Schwin¬
gungsvorgang vollständig beschrieben .

§ 6 . Gedämpfte Schwingungen .

Die bisher untersuchten Schwingungsbewegungen müßten ,
wenn sie einmal angeregt wären und dann vor allen äußeren
Störungen geschützt werden könnten , unbegrenzt lange an¬
dauern , ohne jemals zu erlöschen oder sich auch nur irgendwie
zu verändern . In Wirklichkeit beobachten wir aber stets , daß
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eine einmal angeregte Schwingung allmählich „abklingt“ , d. h.
daß die Schwingungsausschläge allmählich immer kleiner wer¬
den, bis sie sich zuletzt jeder Wahrnehmung entziehen . Der
Grund dafür ist in besonderen Bewegungswiderständen , wie
Reibung , Luftwiderstand , unvollkommene Elastizität usw. zu
suchen, die bisher vernachlässigt wurden . Um uns dem wirk¬
lichen Vorgänge mehr zu nähern , wollen wir jetzt annehmen ,
daß außer der elastischen Kraft des Feldes auch noch ein
„dämpfender Widerstand“ von irgendeiner Art auf den beweg¬
lichen Punkt einwirke , der in jedem Augenblicke der Bewegung
des Punktes entgegenwirkt . Zugleich müssen wir aber , um
die Aufgabe zu einer bestimmten zu machen , noch eine nähere
Voraussetzung über das Wirkungsgesetz dieses Widerstandes
einführen . Es steht nun zwar frei , die Rechnung unter ver¬
schiedenen Annahmen dieser Art durchzuführen und sich im
gegebenen Falle dann für jenes Widerstandsgesetz zu entscheiden ,
bei dessen Wahl die Rechnungsergebnisse am besten mit der
Beobachtung übereinstimmen . Man begnügt sich aber ge¬
wöhnlich mit der einfachsten Annahme , die sich machen läßt ,
nämlich , daß der Widerstand in jedem Augenblicke der Ge¬
schwindigkeit der Bewegung proportional sei. Wenn der dämp¬
fende Widerstand in der Hauptsache im Luftwiderstände be¬
steht und die Geschwindigkeiten der Schwingungsbewegung
nicht sehr erheblich sind , trifft diese Annahme , wie aus der
Übereinstimmung der daraus abgeleiteten Formeln mit den
Beobachtungen zu schließen ist , in der Tat ziemlich genau
zu. Noch besser ist die Voraussetzung erfüllt , wenn die Dämp¬
fung etwa dadurch erfolgt , daß ein Magnet in der Nähe einer
Kupfermasse schwingt , wobei die elektrischen Ströme , die durch
die Bewegung in dem Kupferkörper induziert werden , einen
sehr kräftigen dämpfenden Widerstand auf die Schwingungs¬
bewegung ausüben . Dieser Fall liegt bei vielen physikalischen
Meßinstrumenten vor .

Setzen wir jetzt voraus , daß diese Annahme genau genug
zutreffe und beschränken wir uns außerdem der Einfachheit
wegen zunächst auf die Untersuchung einer geradlinigen Schwin -
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gung , so nimmt die dynamische Grundgleichung hier die Ge¬
stalt an

m d*30 rr Z-^5 . ('Uß\1 dt2 — C dt

Sie unterscheidet sich von der früheren nur dadurch , daß das

Glied k auf der rechten Seite neu hinzugetreten ist . Dieses

Glied entspricht aber seinem Baue nach der Annahme , die wir
für den dämpfenden Widerstand machten , denn es stellt das
Produkt aus einem konstanten Faktor k , der die Größe der
Dämpfung im gegebenen Falle mißt und der Geschwindigkeit

dar . Wenn man k = 0 setzt , geht die Gleichung wieder

in jene für die ungedämpfte harmonische Schwingung über .
Das negative Vorzeichen , mit dem das Dämpfungsglied in

die Gleichung eingeführt ist , rechtfertigt sich damit , daß für

einen positiven Wert von wenn sich also der Punkt , wie

man sagen kann , auf der Ausreise befindet , der Widerstand
sich dieser Bewegung widersetzt , also nach dem Koordinaten -
ursprunge hin oder entgegengesetzt zur Richtung der positiven x
gerichtet ist . Bei der Rückreise des Punktes ist ~ an sich negativ ;
damit wird das Dämpfungsglied positiv und es zeigt eine Kraft
an, die im Sinne der positiven x geht , die sich also auch hier
der Bewegung widersetzt . Man erkennt hieraus , daß die Glei¬
chung in der angeschriebenen Form in der Tat jederzeit die
Bedingungen der Bewegung richtig wiedergibt .

Um Gl. (36) zu integrieren , setze man
x = Ae at -l- BeP‘.

Führt man diesen Wert in die Gleichung ein , so gebt sie
über in

mia ? Aeat -{■ß^Bei31) c(Ae“ ' + -f k(Aue c“ + Bße ?1) = 0 .
Da diese Gleichung für beliebige Werte von A und B iden¬
tisch erfüllt sein soll, zerfällt sie in die beiden Gleichungen

Ae at(ma 2A c 4 &«) = 0 ,
Beî iniß 2A c 4 kß ) = 0 ,

r



46 Erster Abschnitt . Dynamik des materiellen Punktes .

die für jeden Wert von t und für beliebige Werte von A und
B erfüllt sein müssen . Hiernach müssen , wenn der für x an¬
gegebene Ausdruck die richtige Lösung der Gl. (36) bilden
soll, u und ß so bestimmt werden , daß die beiden Klammer¬
werte zu Null werden , d. h. « und ß sind die beiden Wurzeln
der quadratischen Gleichung

im 2+ e + = 0 .

Die Auflösung der Gleichung liefert

Z 2 m — V im 2 m ’

also, wenn wir den hierin vorkommenden Wurzelwert zur Ab¬
kürzung mit y bezeichnen ,

“ = - L j'-
Die Werte von a. und ß könnten zwar auch miteinander ver¬
tauscht werden , womit aber an der allgemeinen Form des
Ausdruckes von x nichts geändert würde , da auch A und B
vorläufig nur zwei ebenfalls miteinander vertauschbare Sym¬
bole für ganz beliebig zu wählende Werte sind . — Die all¬
gemeine Lösung von Gl. (36) ist demnach von der Form

- k t - 1 t
x = Ae 2m eytJr Be

Hier sind nun zwei wesentlich voneinander verschiedene
Fälle zu unterscheiden , je nachdem der mit y bezeichnete
Wurzel wert reell oder imaginär ist . Im ersten Falle , den wir
zunächst voraussetzen wollen , kann die Lösung in der Form
von Gl. (37) unmittelbar beibehalten werden . Diese Lösung
stellt aber überhaupt keine Schwingung mehr dar, weil x hier
als eine nichtperiodische Funktion der Zeit gefunden ist . Nehmen
wir, um die fernere Untersuchung zu vereinfachen , an, daß zu
Anfang der Zeit t der Punkt mit der Geschwindigkeit r0 durch
den Ursprung gegangen sei, so erhalten wir für die Konstanten
A und B die beiden Grenzbedingungen

0 - . ! + £ und » 0 - -1 ^ + r ) + £ ( -- i - jj ,
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woraus man durch Auflösen nach A und li findet

Durch Einsetzen der hiermit bestimmten Werte in GL (37)
geht diese über in

wofür auch , unter Benutzung des schon in Band II bei der
Untersuchung der Kettenlinie eingeführten Begriffes des hyper¬
bolischen Sinus kürzer

geschrieben werden kann .
Dieser Ausdruck kann sein Vorzeichen bei wachsendem t

nicht ändern , denn e~yt ist für ein positives t immer ein echter
Bruch , während eY‘ stets größer als Eins bleibt . Der Punkt
bleibt also , wenn er diese Bewegung ausführt , vom Augen¬
blicke t = 0 an stets auf derselben Seite der Koordinatenachse .
Für <= oo liefert Gl. (38) wieder x = 0 . denn aus der De-

Je
finition von y folgt , daß - — jedenfalls größer ist als y . Der

größte Ausschlag , den der Punkt erreicht , und die Zeit , zu
der dies geschieht , kann nach der gewöhnlichen Theorie der
Maxima und Minima aus Gl. (38) ermittelt werden, womit ich
mich aber jetzt nicht aufhalten will . Jedenfalls ist durch die
bisherigen Auseinandersetzungen der allgemeine Verlauf der
Bewegung bereits hinreichend gekennzeichnet . Eine solche
Bewegung heißt eine aperiodische ; sie ist dann zu erwarten ,
wenn die Dämpfung sehr stark ist (z. B. beim sogenannten
ballistischen Galvanometer ). Jedenfalls muß der Dämpfungs¬
faktor k mindestens den Wert

erhalten . Sobald h kleiner ist , wird der mit y bezeichnete
Wurzelwert imaginär und dann treten wieder Schwingungen
ein, die wir jetzt weiter untersuchen wollen .

(38 )

x = —e 2m sinh yt7 (38 a)

7c= 2j / me
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In diesem Falle ist die Wurzel

, -i / c r -
y \ m im *

ein reeller Wert und für y können wir in den vorausgehenden
EntwicklungenÖ

y = iy
setzen . Hiermit geht Gl. (38 ) über in

e'zm t jv ' ‘ -

y 2i

Nach einer bekannten Formel der Analysis ist aber für den
hier als letzter Faktor auf der rechten Seite auftretenden Aus¬

druck kürzer sin y ' t zu setzen . Wir erhalten so für die ge¬
dämpften Schwingungen die fertige Lösung

v
x = ye -m sin yt . (39 )

Übrigens steht es auch frei , wenn man diesen Übergang von
den imaginären zu den reellen Werten vermeiden will , die
Richtigkeit von Gl . (39 ) unmittelbar durch Einsetzen in die
Differentialgleichung (36 ) und Vergleich mit den vorgeschrie¬
benen Grenzbedingungen nachzuweisen .

Der Hauptunterschied zwischen Gl. (39 ) und der die un¬
gedämpften harmonischen Schwingungen darstellenden Gl. ( 19 )

# = A sin ut
- JL t

besteht in dem Hinzutreten der Exponentialfunktion e 2”* als
Faktor . Solange noch wenig Zeit von Beginn der Bewegung
an verstrichen ist , unterscheidet sich dieser Faktor nur wenig
von der Einheit ; die Bewegung erfolgt bis dahin fast ebenso
wie eine ungedämpfte . Wenn die Dämpfung 1c sehr klein ist ,
kann schon eine ganze Anzahl von Schwingungen verstreichen ,
bevor sich eine Änderung des Schwingungsschlags bemerk -
lich macht . Sobald aber t einmal so groß geworden ist , daß
der Exponentialfaktor erheblich von 1 verschieden ist , nimmt
dann innerhalb Zeiten , die mit dieser vergleichbar sind , der
Schwingungsausschlag sehr schnell ab . War z. B . für eine



§ 6. Gedämpfte Schwingungen . 49

gewisse Zeit ^ der Exponentialfaktor gleich so ist er nach
1 . 1

2tt gleich -7- , nach 3^ gleich -- und nach 10^ schon gleich
1 r .

also in den meisten Fällen schon ganz unmerklich ge¬
worden. Dieses rapide Erlöschen ist ja überhaupt die hervor¬
stechendste Eigenschaft der mit Hilfe einer Exponentialfunktion
beschriebenen physikalischen Gesetzmäßigkeiten.

Die Definition einer vollen Schwingung muß hier anders
gefaßt werden, als bei der ungedämpften Bewegung. Wir wollen
darunter eine Bewegung aus der Gleichgewichtslage nach der
einen Seite, die Bückkehr von da, dann den Ausschlag nach
der anderen Seite, bis schließlich der Punkt abermals in der
Gleichgewichtslage angelangt ist , verstehen. Es ist nun sehr
bemerkenswert, daß auch die gedämpfte Schwingung
isochron ist . In die Gleichgewichtslage ist nämlich der Punkt
immer dann wieder zurückgekekrt, wenn siny '^ zu Null wird.
Dies trifft zu, wenn der Winkel yt wieder um n oder ein Viel¬
faches davon gewachsen ist. Zur Dauer T einer vollen Schwin¬
gung gehört demnach ein Zuwachs des Winkels um 2n und
daraus folgt

T = ^ - 4gro-_ . (40)
V 1/ 4mc — fc2

Dieser Ausdruck ist in der Tat ganz unabhängig von der Zeit,
die seit Beginn der Bewegung verstrichen ist oder von dem
Werte , auf den sich der Schwingungsausschlag seitdem ver¬
mindert hat. Wenn die Schwingungsausschlägekleiner werden,
nehmen auch die Geschwindigkeiten entsprechend ab, so daß
zum Durchlaufen der kleineren Wege immer noch ebensoviel
Zeit gebraucht wird als bei den größeren.

Dagegen ist die Schwingungsdauer der gedämpften
Schwingung größer als die der ungedämpften . — Wenn
man fc= 0 setzt, geht Gl. (40) wieder in Gl. (20) über.

Die Geschwindigkeit v des bewegten Punktes folgt aus
Gl. (39) durch Differentiation nach der Zeit

k
d X Vf. a ^ l t fl Je . I i \

V= Tt - Y e V C0Ŝ * - JVn SmVV •
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 4
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Die Geschwindigkeit wird jedesmal zu Null bei einer Umkehr
aus einer Bewegungsrichtung in die andere . Für die Umkehr¬
zeiten hat man daher die Bedingung

y cos y t — — sin y' t = 0‘ ‘ im '
oder

, , , 2m / l / dmc — h'1
i%r t = - r =* *---

Diesen Wert nimmt die Tangente von y’t immer von
neuem wieder an , wenn der Winkel yt um n , 2n , Sjt usf .
gewachsen ist . Daraus folgt aber , daß die Zeit zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Umkehrpunkten immer gleich groß und,
wie aus Gl. (40) hervorgeht , gleich der Hälfte einer vollen
Schwingungsdauer ist .

Aus der tgy ' t berechnen wir zunächst sin y' t nach der
«mniometrischen Formel

tg asin a
l 1-ftg 2* ’

also in unserem Falle nach Einsetzen des für tg y' t gefundenen
Wertes

, 1 / 4mc —k2
sm y t = y Tmc (41)

Wir brauchen nur diesen Wert in Gl. (39) einzusetzen , um da¬
nach die Größe des Schwingungsausschlags oder « max zu be¬
rechnen . Diese Schwingungsamplitude sei mit a bezeichnet
und ferner , um sie mit den vorausgegangenen oder den folgen¬
den vergleichen zu können , mit an, wobei n angeben soll, der
wievielte Schwingungsausschlag seit Beginn der Zeit t gerade
vorliegt . Wir erhalten dann

vo Amc —
an = -4e „ — ,n y y imc 7

oder, wenn man hier außerdem noch den Wert von / einführt ,

= im‘- (42)

Den genaueren Wert von t muß man sich aus Gl. (41) be¬
rechnet und in den Exponentialfaktor eingesetzt denken . Beim
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nächsten Schwingungsausschlage, der nach der entgegengesetzten
Seite hin erfolgt, wird ebenso

‘•»y
gefunden, denn die Bedingung (41) für die Zeiten der Be¬
wegungsumkehr gilt für alle Schwingungsausschläge in der¬
selben Weise . Geändert hat sich daher in am+1 gegeüber an
nur der Exponentialfaktor , indem an Stelle von t die Zeit t’
getreten ist. Nun ist aber, wie vorher schon bemerkt wurde,

t'= t + ^ = t + .
y 4rnc — fc8’

hiernach kann (*n+1 auf einfache Weise aus an abgeleitet
werden, indem man

4"‘ = «»- e (43)
setzt. Das Verhältnis an+j : an ist hiernach konstant, d. h. die
aufeinanderfolgenden Schwingungsamplituden bilden eine geo¬
metrische Reihe. Geht man zu den natürlichen Logarithmen
über, so erhält man aus (43 )

Iga - lg « = (44)
o « ö n + 1 y 4 TOC_ fcS im V >

Die Logarithmen aufeinanderfolgender Schwingungsausscbläge
unterscheiden sich demnach immer um den gleichen Wert.
Dieser wird das logarithmische Dekrement der Schwingung
genannt. Es kann gewöhnlich leicht durch unmittelbare Be¬
obachtung der Bewegung ermittelt werden und Gl. (44) dient
dann dazu, den Dämpfungsfaktor k zu berechnen.

Beobachtet man nur Ausschläge, die nach derselben Seite
gehen, so ist das logarithmische Dekrement, wie ans Gl. (44)
sofort folgt , doppelt so groß als dort angegeben. Ferner kann
man anstatt der Ausschläge auch die Längen der aufeinander¬
folgenden ganzen Schwingungsbahnen miteinander vergleichen.
Für ein solches Verhältnis hat man nach der Bedeutung von a
den Ausdruck

d —|—d I4
7i * n + 1

+ 2+ + 3
4*
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Bezeichnet man nun vorübergehend zur Abkürzung das Ver¬
hältnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ausschlägen mit (i ,
so wird an+i = ua n usf ., und für den vorausgehenden Bruch
erhält man

* ~t~

d. h . das Verhältnis von zwei aufeinanderfolgenden Schwin -
gungsbahnen ist ebenso groß als das Verhältnis von zwei nach
derselben Seite hin gehenden Ausschlägen und das logarith -
mische Dekrement ist hierfür doppelt so groß , als der in
Gl. (44) dafür angegebene Wert .

Der Vergleich dieses Gesetzes der Abnahme der Schwin¬
gungsweiten mit der Beobachtung bietet ein einfaches Mittel ,
um die über den dämpfenden Widerstand gemachte Annahme
auf ihre Richtigkeit oder ihre Genauigkeit in einem gegebenen
Falle zu prüfen .

Anmerkung . Schließlich sei noch bemerkt , daß man auch
die krummlinige gedämpfte Schwingung in ganz ähnlicherWeise be¬
handeln kann , indem man an Stelle von Gl. (36 ) allgemeiner

d2t 7 dt
m d ? = - Ct - 7c di

setzt . Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet wiederum

r = 31 e“ 4 - )- 18 • eV ,

wobei für a und ß dieselben Werte wie im früheren Falle einzu¬
setzen sind . Auch sonst lassen sich die früheren Betrachtungen sinn¬
gemäß wiederholen , was als nützliche Übung hier empfohlen werden
möge .

§ 7. Dämpfung durch , gewöhnliche Reibung .

Während vorher angenommen war , daß die Dämpfung
proportional der Geschwindigkeit gesetzt werden könne , wollen
wir jetzt noch den Fall betrachten , daß sie von der Geschwindig¬
keit unabhängig ist . Wenn die Dämpfung von einer gewöhn¬
lichen Reibung zwischen festen Körpern herrührt , kommt man
nämlich mit dieser Annahme dem wirklichen Verhalten des
schwingenden Körpers näher als mit der anderen , obschon ja
aus der Besprechung der Reibung in Band I schon bekannt
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ist, daß auch bei der Reibung zwischen festen Körpern die
Geschwindigkeit nicht ganz ohne Einfluß ist. Davon wollen
wir aber hier absehen.

In Abb. 10 sei 0 das Anziehungszentrumund die dadurch
gezogene horizontale Gerade die Schwingungsbahn des mate¬
riellen Punktes von der I
Masse m, dessen augen¬
blickliche Lage durch die I ,
in dieser Richtung po- _ ^ (t)_
sitiv gezählte Abszisse# r- ^ ;
angegeben werden soll. ' T *
Wir wollen ferner zu- ^

Add . 10.

nächst annehmen, daß positiv sei. Die Reibung von dem
konstanten Betrage A wirkt der Bewegung entgegen, also hier
in negativer Richtung. An Stelle von Gl. (36) des vorigen
Paragraphen tritt dann die Bewegungsgleichung

cx —F . (45)

In dieser Form gilt die Gleichung aber nur für den zu¬
nächst angenommenen Fall, daß sich m in positiver Richtung
bewegt. Dagegen ist es gleichgültig, ob x selbst positiv oder
negativ ist, d. h. die Gleichung gilt für das einmalige Durch¬
laufen der Schwingungsbahn von dem Ausschlage auf der
linken Seite (in der Zeichnung) bis zur Erreichung des Aus¬
schlages «2 auf der rechten Seite.

Bei der darauffolgenden Bewegung im umgekehrten Sinne
hat dagegen die Reibung das Vorzeichen gewechselt, da sie
jederzeit der Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet ist und
die vorige Gleichung ist daher zu ersetzen durch

= —cx + F . (46)

Hierdurch wird ein wesentlicher Unterschied gegenüber
dem früheren Falle herbeigeführt, in dem die Reibung als pro¬
portional mit der Geschwindigkeit vorausgesetzt wurde. In
Gl. (36) wechselte nämlich das die Reibung darstellende Glied
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mit von selbst das Vorzeichen , so daß die Gl. (36)

zu jeder Zeit unverändert in derselben analytischen Form bei¬
behalten werden konnte , während wir hier dem Vorzeichen¬
wechsel der Reibung in anderer Weise Rechnung tragen müssen .
Es mag noch erwähnt werden, daß man in derselben Weise zu
verfahren hätte , wenn man eine Dämpfung in Betracht ziehen
wollte , die mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional
wäre . Denn in diesem Falle würde die Dämpfung durch ein

(dvC\̂j in der Bewegungsgleichung dar¬
zustellen sein , das ebenfalls von selbst keinen Vorzeichen¬
wechsel erfährt , wenn man die Bewegungsrichtung umkehrt .
Man würde daher gleichfalls zwei Bewegungsgleichungen an¬
zuschreiben haben , die abwechselnd für die Bewegungen in
entgegengesetzten Richtungen gültig sind .

Bleiben wir bei der Untersuchung von Gl. (45) stehen ,
so können wir diese dadurch vereinfachen , daß wir an Stelle
von F eine Strecke e einführen , die sich aus

* = ? (47)

berechnen läßt . Gl. (45) lautet hiermit
, d ^x . s

Da e konstant ist , kann dafür auch

n W ' - = - c(x + e)

geschrieben werden . Das ist aber genau übereinstimmend mit
der Differentialgleichung einer ungedämpften Schwingung , die
unter dem Einflüsse eines Anziehungszentrums 0 ' erfolgt , das
von 0 aus um die Strecke e nach links hin liegt . Die Lösung
lautet genau entsprechend Gl. (17)

xe = Asuiat13Q ,osut , (48)
wobei a und hiermit die Schwingungsdauer denselben Wert
behalten wie früher . Hiernach fällt auch 0 ' genau in die
Mitte der ganzen Schwingungsbahn , die wir jetzt betrachten .
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Dagegen ist 0 um e aus der Mitte verschoben , d. h . wir haben
= % — 2e . (49)

Nun können wir zur Untersuchung der Bewegung in der
entgegengesetzten Richtung schreiten , wobei wir natürlich ge¬
nau in derselben Weise verfahren können . Gl. (46) läßt sich
in der Form

d 2(aj — e) , s— = - cO - e)

schreiben , deren Lösung sich zu
« — e = M' sin « £ B ' cosat

ergibt . Auch diese Bewegung erfolgt wieder genau so, als
wenn gar keine Reibung vorhanden , dafür aber das Anziehungs¬
zentrum von 0 um den Betrag e nach rechts , also nach 0 "
verschoben wäre . Der nächstfolgende Ausschlag a3 nach links
hin folgt daher aus a2 wiederum durch Subtraktion von 2e, d. h.

= a, — 2 e . (50)
Übrigens wäre es gar nicht einmal nötig gewesen, dieses

Ergebnis von neuem aus Gl. (46) abzuleiten , denn Gl. (45) gilt
auch sofort für die Bewegung in jeder Richtung , wenn man
sich nur vorbehält , jedesmal die Richtung der positiven x mit
der Bewegungsrichtung umzukehren . Gl. (50) ist dann schon
eine notwendige Folge von Gl. (49). Allgemein hat man da¬
her für zwei aufeinander folgende Schwingungsausschläge

« „ + 1 = ^ - 2e - ( 51 )

Die Ausschläge bilden daher hier eine arith¬
metische Reihe , während sie in dem häutiger vorkommen¬
den Falle , der im vorigen Paragraphen behandelt wurde ,
eine geometrische Reihe bildeten . Ferner erlöschen hier die
Schwingungen nicht dadurch , daß sie schließlich unbegrenzt
klein werden , sondern sie brechen plötzlich ab. Wenn näm¬
lich ein Schwingungsausschlag kleiner geworden ist , als 2e,
so hört weiterhin die Gültigkeit von Gl. (51) , in der die a
nur positive Größen bedeuten können , auf. Ist dieser Wert
von a zugleich kleiner als e, so ist damit die Bewegung über¬
haupt beendet , da die elastische Kraft die Reibung nicht mehr
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überwinden kann ; der schwingende Körper bleibt einfach auf
der Strecke zwischen 0 ' und 0 " liegen . Wenn dagegen der
letzte nach Gl. (51) berechnete Wert a größer als e und kleiner
als 2e ist , so erfolgt noch ein letzter Schwingungsweg , der
aber den Punkt nicht mehr über die Gleichgewichtslage 0
hinauszuführen vermag . Der Punkt bleibt dann in einem Ab¬
stande am von 0 liegen , der sich aus

«m= 2e - am_ 1
berechnet , wobei am_1 den letzten nach Gl. (51) berechneten
Ausschlag a bedeutet .

Besonders hervorzuheben ist noch , daß auch die durch
eine konstante Reibung gedämpften Schwingungen isochron
sind . Dabei ist aber die Schwingungsdauer nicht wie
in dem früheren Falle durch die Dämpfung vergrößert ,
sondern sie bleibt genau so groß , als wenn die Schwin¬
gungen ganz ungedämpft wären .

Erste Anmerkung . Die krummlinige Schwingung , die durch
eine konstante Reihung gedämpft wird , ist hier bedeutend schwieriger
zu behandeln , als in dem entsprechenden Falle des vorigen Para¬
graphen . Dazu wären die folgenden simultanen Differentialgleichungen
zu lösen

mS=- C(t+e)’
V4H° und cS=e8’

worin e dieselbe Bedeutung hat wie vorher , also eine Konstante an¬
gibt , während die Richtung von C veränderlich ist , und zwar so,
daß sie, wie die zweite Gleichung ausspricht , mit der Geschwindig¬
keit jederzeit in dieselbe Gerade fällt . Hätte man die allgemeine
Lösung der Gleichungen gefunden , so wäre nachträglich noch bei der
Bestimmung der Integrationskonstanten Rücksicht darauf zu nehmen ,
daß C der Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet ist .

Daß eine Lösung der Gleichungen möglich sein muß , folgt aus
der physikalischen Bedeutung , die ihnen zukommt . Sie wird aber
nicht leicht zu finden sein und ich glaube nicht , daß sie bereits ge¬
lungen wäre . Praktisch hätte die Lösung übrigens ohnehin keinen
großen Wert .

Zweite Anmerkung . Endlich mag hier noch die geradlinige
Schwingung besprochen werden , die gegen eine mit dem Quadrate
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der Geschwindigkeit proportionale Dämpfung erfolgt . Auch
in diesem Falle gelangt man zur Lösung , indem man für jede Be¬
wegungsrichtung eine besondere Gleichung aufstellt . Für die Bewe¬
gung im Sinne der positiven x lautet die Differentialgleichung

4 - lY — \
' dt * + \ dt )

Gegenüber Gl. (36 ) im vorigen Paragraphen ist nur das Quadrat
der Geschwindigkeit an Stelle der ersten Potenz getreten ; dem ent¬
sprechend hat hier auch h eine etwas andere Bedeutung. Für die
Bewegung im entgegengesetzten Sinne ist das Vorzeichen des Gliedes
k umzukehren.

dx
Betrachtet man -jt als die unbekannte Veränderliche, so läßtdt 1

sich die Gleichung für diese integrieren, und zwar findet man

dx
dt

Dabei ist 0 die willkürliche Integrationskonstante . Von der Rich¬
tigkeit der Lösung überzeugt man sich leicht durch Einsetzen des
Wertes in die Differentialgleichung .

Zu Anfang des betrachteten Schwingungsweges war die Ge¬

schwindigkeit ^ gleich Null und x = — a0, wenn a0 den zugehörigen
Schwingungsausschlag bezeichnet, der jedenfalls nach der negativen
Richtung hin erfolgte . Aus dieser Grenzbedingung erhält man

2t

womit die vorige Gleichung übergeht in

d * _ \ / cmi 2k - vf (a!+ ao) / , 2*
dt ~ V 2f1 - a: _ e r + VT 'm

Am Ende des Schwingungsweges wird ^ wieder zu Null und
x = at , wenn der jetzt in der positiven Richtung gehende Ausschlag
mit a1 bezeichnet wird. Man erhält daher «j aus der Lösung der
transzendenten Gleichung

2 k
2k , 2 & \ - ^ - (“1+ ®»)1 -- «, = 1 4 a0)e m 1m 1 \ 1 m V

die sich im allgemeinen Falle nur durch Probieren auflösen läßt .
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Wenn dagegen Je ziemlich klein ist , genügt es, die Exponentialfunk¬
tion durch eine auf wenige Glieder erstreckte Reihenentwicklung zu
ersetzen und dadurch eine brauchbare Näherungsformel abzuleiten .

2k
Schreibt man vorübergehend an Stelle von — «0 zur Abkürzung z0 usf .,

so lautet die Gleichung
„ , i Oo-Mi )2 (*o -Mi )3 i \

1 —«i = G + —Go+ *i) H -̂-- q-- )- • -j •
Läßt man alle Glieder weg , die eine höhere Potenz von z0 oder

als die dritte enthalten , so kommt man auf eine quadratische
Gleichung für zv nämlich

«! — Zi(3 + «o) = — 3z„ .
Löst man diese auf , entwickelt die Wurzel und läßt die höheren
Potenzen von weg , so erhält man für % den Näherungswert

«i = « o ( * —

oder wenn man wieder zur früheren Bezeichnung zurückkehrt ,
ik

« i = « o ( l - 3 TO« o) '

Dieselbe Formel kann natürlich auch dazu verwendet werden , um
den nächstfolgenden Ausschlag a2 aus a1 zu berechnen usf . Aus der
Formel folgt , daß die Abnahme des Ausschlags während einer ein¬
fachen Schwingung einen um so kleineren Bruchteil des Ausschlags
ausmacht , je kleiner der Ausschlag selbst wird .

Für die Schwingungsdauer erhält man
+ ßo

dx

"l / em { 2k ( 2k \
2* ,(*+«o)

Im allgemeinen Falle ist man auf eine mechanische Auswertung des
Integrals angewiesen . Für ein kleines k kann indessen auch hier
in derselben Weise wie vorher eine Näherungsformel abgeleitet werden .
Die Schwingungen sind in diesem Falle nicht mehr isochron .

§ 8 . Erzwungene Schwingungen .

Bisher war zuerst angenommen worden , daß die elastische
Kraft oder die „Kraft des Feldes“ allein auf den beweglichen
Punkt einwirke und dann , daß neben ihr noch ein dämpfender
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Widerstand zu berücksichtigen sei. Jetzt wollen wir unsere
Betrachtung noch auf den allgemeinen Fall ausdehnen , daß
außerdem zugleich noch eine andere , unmittelbar gegebene
Kraft an dem materiellen Punkte angreife . Die in diesem
Falle zustande kommenden Schwingungen werden als „ er¬
zwungene“ bezeichnet , im Gegensatze zu den „freien“ oder,
wie man gewöhnlich sagt , zu den „ Eigenschwingungen“
des Punktes .

Die Lehre von den erzwungenen Schwingungen ist , wie
ich zuvor bemerken möchte , nach verschiedenen Bichtungen
hin von großer Bedeutung für die Erklärung physikalischer
Vorgänge . Dabei handelt es sich freilich auch hier wieder
meist um Fälle , bei denen das einfache Bild des materiellen
Punktes zur vollständigen Beschreibung des Vorgangs nicht
genügt . Das hindert aber nicht , daß sich der zeitliche Ver¬
lauf der Schwingungeu in allen wesentlichen Punkten mit jenem
deckt , der bei einem einzelnen materiellen Punkte zu erwarten
wäre . Um mit dem Gegenstände vertraut zu werden, tut man
daher am besten , diese Schwingungserscheinungen unter Voraus¬
setzung möglichst einfacher Verhältnisse , also am einzelnen
materiellen Punkte zu studieren . Man kann sich dabei immer¬
hin vorbehalten , das Anwendungsgebiet dieser Betrachtungen
unter entsprechender Berücksichtigung der Besonderheiten des
einzelnen Falles später weiter auszudehnen . So ist es auch zu
verstehen , wenn ich jetzt zur Erläuterung der physikalischen
Bedeutung der uns hier beschäftigenden Untersuchung einige
Fälle erzwungener Schwingungen als Beispiele anführe .

Wenn man zwei Stimmgabeln von ungefähr gleicher Ton¬
höhe auf einem Tische aufstellt und die eine anschlägt , gerät
auch die andere ins Tönen , ln diesem Falle sind es die von
der ersten Stimmgabel ausgehenden Schallwellen , die beim
Auftrelfen auf die zweite Stimmgabel an dieser periodisch
wechselnde Kräfte ausüben , die zu den elastischen Kräften
dieser Stimmgabel selbst und zu ihrem dämpfenden Wider¬
stande hinzutreten und eine Schwingungsbewegung zuerst ein¬
leiten und deren weiteren Verlauf regeln . In solchen Fällen
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nennt man die Bewegung der zweiten Stimmgabel auch oft ein
„Mitschwingen“ und die ganze Erscheinung führt den Namen
„ Resonanz“ . In anderen Fällen wird der erste Körper , von
dem der Anstoß ausgeht , als der „Erreger“ , der andere als
der „Empfänger“ bezeichnet . So kommt bei den bekannten
Hertz sehen Versuchen mit elektrischen Schwingungen und bei
der daraus hervorgegangenen drahtlosen Telegraphie ein Er¬
reger oder „Oszillator“ vor , von dem die elektrischen Wellen
ausgesendet werden, und ein Resonator oder Empfänger , in
dem erzwungene Schwingungen entstehen , die durch die an
ihnen beobachteten Erscheinungen einen Rückschluß auf die
Wellenzüge im Luftraume zulassen .

Als ferneres Beispiel führe ich die Schwingungen eines
Schiffes an . Wenn dieses im ruhigen Wasser aus der Gleich¬
gewichtslage gebracht und dann sich selbst überlassen wird ,
führt es pendelnde Bewegungen aus , die im großen ganzen
den für die gedämpften Schwingungen abgeleiteten Gesetzen
folgen . Sobald nun das Wasser selbst in Wellenbewegungen
begriffen ist , kommen hierzu äußere Anstöße , die zu er¬
zwungenen Schwingungen führen . Diese können sehr gefähr¬
lich werden , wenn die Schwingungsdauer der Wasserwellen
zufällig ziemlich genau mit der Schwingungsdauer der Eigen¬
schwingungen des Schiffes zusammenfällt . In diesem Falle
spricht man wieder von einer Resonanz der Schwingungen ,
womit hiernach ein besonderer Fall der erzwungenen Schwin¬
gungen gekennzeichnet wird . — Auch im ruhigen Wasser kann
übrigens das Schiff in erzwungene Schwingungen versetzt
werden , wenn eine Maschine in ihm umläuft , deren Massen nicht
so ausgeglichen sind , das periodisch wechselnde Anstöße auf
den Schiffskörper vermieden werden . Hierher gehören ferner
auch die durch taktmäßiges Marschieren einer Menschenmasse
über eine Brücke hervorgerufenen erzwungenen Schwingungen 1)
und noch manche andere Erscheinungen von verwandter Art .

1) Diese Aufgabe ist von Prof . H. fteißner ausführlich behandelt
worden ; zuerst auf Grund einer ungenaueren Annahme , durch die die
Schwingungen von Brückenträgern auf erzwungenen Schwingungen eines
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Um die erzwungenen Schwingungen näher untersuchen zu
können , muß man natürlich zuvor wissen , welchem Gesetze
die äußere Kraft folgt , die diese Schwingungen hervorbringt .
Wie aus den zuvor angeführten Beispielen hervorgeht , handelt
es sich dabei um periodisch der Richtung nach wechselnde
Kräfte . Das einfachste Gesetz eines solchen periodischen
Wechsels wird durch eine Sinus- (oder, was im wesentlichen
auf dasselbe hinauskommt , durch eine Kosinus -) Funktion der
Zeit ausgesprochen . Ich werde daher jetzt annehmen , daß
auf den beweglichen materiellen Punkt außer der elastischen
Kraft und dem dämpfenden Widerstande noch eine Kraft von
außen her einwirkt , die gleich

P sin ^ t
ist , worin P , d. h. der größte Absolutbetrag dieser Kraft ,
ebenso wie die Konstante rj, von der die Schwingungsdauer
der Erregungsschwingung abhängt , beliebig gegeben sein mögen .

An Stelle von Gl. (36) ist mit Berücksichtigung des neu
hinzutretenden Gliedes jetzt zu schreiben

m + crr + £ = P sinr t̂, (52 )

und alle Eigenschaften der erzwungenen Schwingungen sind
aus dem Integrale dieser Differentialgleichung abzuleiten .

Die allgemeine Lösung der Gl. (52) ist bekannt , sie setzt
sich aus drei Gliedern zusammen , von denen die beiden ersten
mit den willkürlichen Integrationskonstanten behaftet , aber von
P und ri unabhängig sind. Diese beiden Glieder bleiben übrig ,
wenn man P gleich Null setzt , d. h. sie entsprechen für sich
genommen , den Eigenschwingungen des Punktes . Dazu kommt
dann noch ein drittes Glied, das P und 17, aber keine willkür¬
liche Integrationskonstante enthält . Dieses Glied bleibt übrig ,
wenn die Integrationskonstanten infolge der Anfangsbedin -O 00

einzelnen materiellen Punktes zurückgeführt wurden in der Abhandlung
„Zur Dynamik des Packwerks“ , Zeitschr . f. Bauwesen 1899 , S. 478 und
hierauf strenger in einer zweiten Abhandlung „Sehwingungsaufgaben
aus der Theorie des Pachwerks“ in derselben Zeitschrift 1903 , S. 137.
Die strengere Lösung erfordert freilich sehr umständliche Rechnungen .
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gungen gleich Null sind , d. h . es bildet ein partikuläres Inte¬
gral der 61 . (52 ).

Es erleichtert die Übersicht über die Rechnungen , wenn
man dieses dritte Glied , das hiernach für sich genommen , die
Gleichung schon befriedigen muß , für sich betrachtet . Es
möge mit x2 bezeichnet werden ; dann läßt sich setzen 1)

x2 = C sin {jqt — (p) , (53 )

worin aber nun die beiden neu eingeführten Konstanten C
und qi nicht willkürlich sind , sondern durch Einsetzen von x2
in die Gl . (52 ) so bestimmt werden müssen , daß diese Gleichung
erfüllt wird . Man hat aus (53 )

^ = Ct ] COs(r] t - (jp) .

= - Crj ^smfrjt - cp) ,

und Gl. (52 ) liefert daher beim Einsetzen dieser Werte

— mCrf sin ^ tf— cp) + eCsin ^ — cp)

-\ - hCy } cos ^ — <jp) = Psin ?̂ .

Diese Gleichung soll für beliebige Werte der Veränderlichen t
erfüllt sein . Das ist aber nur möglich , wenn zwischen den
Konstanten gewisse Beziehungen bestehen , zu deren Ableitung
wir den Sinus und den Kosinus der Winkelsumme nach be¬

kannten goniometrischen Formeln entwickeln . Bei passender
Zusammenfassung der Glieder nimmt dann die Gleichung die
Form an

sini ^ {— mCif cosqp + cG cosep + kCri sing ; -- P )

-)- cosij ^ {+ mCt ]2 sinqp — cC sinip + hCri cosqp } = 0 .
Damit diese Gleichung für jeden Wert von t bestehe , muß
jeder der beiden in den geschweiften Klammern stehenden Aus -

1) In den früheren Auflagen hatte ich x2 — C sin (rit cp) gesetzt .
Das kommt , da <p eine nach Größe und Vorzeichen zunächst unbekannte
Konstante bedeutet , im wesentlichen auf dasselbe hinaus , wie der jetzt
gewählte Ansatz . Dieser empfiehlt sich aber aus praktischen Gründen ,
da dann weiterhin , wenn cp in dieser Weise eingeführt wird , die beiden
Konstanten cp und C immer positiv gefunden werden .
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drücke , die nur konstante Größen enthalten , für sich gleich
Null sein . Damit haben wir die beiden Bedingungsgleichungen
gewonnen , aus denen die Konstanten C und <p berechnet werden
können . Setzt man zunächst die zweite Kammer gleich Null ,
so folgt (da C nicht gleich Null sein kann , wenn P von Null
verschieden ist ) zunächst für <p

= (54)

Hiermit ist cp als bekannt anzusehen . Aus der Bedingung ,
daß auch die erste Klammer verschwinden muß , folgt für 0

C = 7 F r , —t— , (55)cosg ) (c — m -q2) kr] smcp ’ v '

worin der Winkel cp auf Grund der vorhergegangenen Be¬
stimmung als gegeben zu betrachten ist , und zwar so , daß er
aus Gl. (54) stets als ein positiver spitzer oder stumpfer Winkel
zu entnehmen ist . Schreibt man Gl. (55) zunächst in der
Form

Pcosg ;c -
(c - tnrj2) | cos2y + sin <pcos <p }

und beachtet hierauf Gl. (54) so wird der Wert in der ge¬
schweiften Klammer gleich Eins und die Gleichung vereinfacht
sich zu

G = . (56 )

Wenn (c — mrj2') positiv ist , wird cp aus Gl. (54) als ein spitzer
Winkel gefunden , da Je und r] auf jeden Fall positiv sind.
Dann ist auch cos 9 positiv . Ist dagegen (c — mr 2) negativ ,
so erhält man aus Gl. (54) einen stumpfen Winkel cp und cosqp
wird ebenfalls negativ . Daraus folgt , daß C nach Gl. (56)
stets einen positiven Wert erhält .

Mit diesen W erten von C und cp stellt Gl. (53) eine mög¬
liche Form der erzwungenen Schwingungen dar , die auch
zur wirklichen wird , wenn die Anfangsbedingungen passend
gewählt werden . Da außerdem die beiden anderen Glieder,
die in der allgemeinen Lösung noch hinzutreten , für sich dem
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Falle P = 0 entsprechen , also als Eigenschwingungen gedeutet
werden können , die sich den durch Gl. (53) angegebenen hin¬
zufügen , so beansprucht gerade diese partikuläre Lösung unser
besonderes Interesse und sie soll daher zunächst weiter erörtert
werden .

Gl. (53) stellt eine einfache ungedämpfte harmonische
Schwingung dar . Ihre Schwingungsdauer ist nur von rj ab¬
hängig , also unabhängig von der Schwingungsdauer der Eigen¬
schwingungen und auch unabhängig von der Masse des beweg¬
lichen Punktes , von der Größe der elastischen Kraft und der
Größe des dämpfenden Widerstandes . Der größte Ausschlag
tritt aber nicht zur selben Zeit ein, in der die erregende Kraft
ihren größten Wert P annimmt , sondern erst etwas später ,
denn x hängt nach Gl. (53) von sin (iji — <p) anstatt von sin 17£
ab . Im übrigen durchläuft aber sin (rj£— <p) dieselbe Werte¬
reihe wie sinij£ , wobei zu gleichen Werten immer derselbe

Zeitunterschied von der Größe ^ gehört . Man drückt dies da¬
hin aus, daß zwischen der erzwungenen und der sie erregenden
Schwingung des Wertes von P ein Phasenunterschied be¬
steht . Der zugehörige Winkel (p, der aus Gl. (54) zu er¬
mitteln ist, wird der Phasenverschiebungswinkel genannt .

Wie 9 von 1] abhängt , ist aus Gl. (54) leicht zu ent
nehmen . Ein kleiner Wert von rj, der einer großen Schwin¬
gungsdauer der erregenden Ursache , also langsamen Schwin¬
gungen entspricht , hat einen positiven und ebenfalls kleinen
Wert von tgqo zur Folge . Bei sehr langsamen Schwingungen ist
daher der Phasenverschiebungswinkel sehr klein . Läßt man
jetzt r] zunehmen , geht also zu immer schnelleren Schwingungen
über , so bleibt vorläufig tgqo immer noch klein , falls li sehr
klein ist , wie es bei den Schwingungen mit geringer Dämpfung
zutrifft , die man gewöhnlich vor sich hat . In diesem Falle
vermag tg <p nach Gl. (54) erst dann größere Werte anzu¬
nehmen , wenn mrj2 nahezu so groß wie c, der Nenner des
Bruchs daher nahezu gleich Null geworden ist . Erreicht mrj3
den Wert c, so wird tg ip = 00 und der Phasenverschiebüngs -
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winkel zu einem rechten . Wenn rj hierauf noch weiter wächst ,
die Schwingungen also immer schneller werden , so wird tgcp
negativ und sinkt bald wieder auf kleine Werte herab , nach¬
dem r] nur wenig zugenommen hat . Der Phasenverschiebungs¬
winkel ist dann nahezu gleich zwei Rechten geworden und er
nähert sich dieser Grenze um so mehr , je schneller die Schwin¬
gungen werden .

Besonders hervorzuheben ist noch , daß der Phasenver¬
schiebungswinkel dann zu einem rechten wird , wenn

ist . Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (18 ) in § 4 , so
erkennt man , daß rj in diesem Falle gleich der dort mit cc be¬
zeichneten Größe wird , d . h . daß die erregende Schwingung
gleiche Schwingungsdauer mit der Eigenschwingung des be¬
weglichen Punktes ohne Dämpfung hat .

Man kann daher die vorhergehenden Betrachtungen auch
dahin zusammenfassen , das für eine Schwingungsdauer der er¬
regenden Ursache , die kleiner ist als die Eigenschwingungs¬
dauer des Punktes , die erzwungenen Schwingungen bei geringer
Dämpfung im allgemeinen nur wenig hinter der erregenden
Ursache in der Phase zurückbleiben . Erst wenn die Schwin¬

gungsdauer der erregenden Schwingung größer gewählt wird , so
daß sie der Eigenschwingungsdauer des beweglichen Punktes
nahe rückt , fängt der Winkel cp plötzlich stark zu wachsen an ,
bis er für rt = a zu einem rechten geworden ist . Wird die
Schwingungsdauer der erregenden Schwingung noch größer
gewählt , so wird der Phasenverschiebungswinkel ein stumpfer ,
und er nähert sich bei hinreichenden Unterschieden zwischen

7] und a rasch einem gestrebten .
Schon aus dieser Betrachtung erkennt man die große

Bedeutung des besonderen Falles , daß rj gleich oder nahezu
gleich mit a wird . Sie tritt aber noch mehr hervor , wenn
wir uns jetzt zur Besprechung der Konstanten C wenden , die
nach Gl. (53 ) die Amplitude der erzwungenen Schwingung dar¬
stellt . Zunächst lehrt Gl. (55 ), daß unter sonst gleichen Um -

Föppl , Dynamik . 3. Aust 5
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ständen C proportional mit P , der Schwingungsausschlag also-
proportional der erregenden Kraft wächst . Außerdem hängt
aber C auch von der Größe des Kenners und hiermit ganz
wesentlich von rj, also von der Schwingungsdauer der erregen¬
den Kraft ab.

Für rj — a wird der Winkel cp, wie wir gesehen haben ,
zu einem rechten , sin 9 also gleich der Einheit und cos<jp gleich
Null . Für G erhält man daher nach Gl. (55)

Dies wird aber für den Fall eines hinreichend kleinen Dämp¬
fungsfaktors 7c ein sehr großer Wert und wir sind damit zur
Erklärung der bekannten Erfahrungstatsache gelangt , daß sehr
große Schwingungen namentlich dann erzwungen werden , wenn
die erregende Ursache genau oder nahezu in denselben Inter¬
vallen periodisch auftritt , wie sie den Eigenschwingungen des
erregten Körpers entsprechen . Man sagt dann , daß beide
Schwingungen miteinander in Resonanz stehen . Auch dann,
wenn v] nicht genau gleich u ist , wird C noch verhältnismäßig
groß sein . Bei einem größeren Unterschiede zwischen und a
wird aber C bald sehr viel kleiner ; auf diese weitere Dis¬
kussion der Formeln kann ich jedoch verzichten . Es mag nur
bemerkt werden , daß G ein Maximum wird für

also nicht genau für ^ — u oder für den Fall der Resonanz .
Bei einem kleinen Werte von /,', den wir voraussetzen müssen ,
um überhaupt sehr große Werte der Amplitude C zu ermög¬
lichen , ist aber der Unterschied gegenüber rj — a nur unbe¬
deutend , so daß man gewöhnlich davon absehen kann . In der
Tat wird auch mit dem vorstehenden Werte von rj

also etwas, aber bei kleinem h nur wenig größer als C)j=a nach

(57 )

l/ - — ^V m 2m2’

max (58)
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Gl. (57) gefunden . Diese Formeln erhält man leicht , indem
man in Gl (56) cosqp in tgqp ausdrückt , hierfür den Wert aus
Gl. (54) einsetzt , dann nach rj differentiiert und den Differential -
quotienten gleich Null setzt .

§ 9. Allgemeine Lösung der Differentialgleichung
für die erzwungenen Schwingungen .

Ich komme jetzt zur vollständigen Lösung der Differential¬
gleichung (52), also zum allgemeinsten Falle der erzwungenen
geradlinigen Schwingungen . Jene Glieder, die zur partikulären
Lösung X2 in Gl. (53) hinzutreten , um die allgemeine Lösung
für die geradlinige Schwingung herzustellen , seien zu xl zu¬
sammengefaßt , so daß also

x = x1 x2

zu setzen ist . Um zu erkennen , welche Bedingungen von x1
erfüllt werden müssen , setze ich xt -|- x2 an Stelle von x in
die Differentialgleichung (52) ein. Diese geht dann über in
T d x̂, , , 7 dx.~\ , r d%x, , , , dx„ T) . „
\ m -dt l + cx1+ h -dj \ + dW,+ cx. + l dt ~ Psin ^ J = 0 .

Da aber x2 die Differentialgleichung schon selbst erfüllte ,
fallen die in der zweiten Klammer zusammengefaßten Glieder
gegeneinander fort und man behält

d X* . . -i dx, f.
m dt* + cx1+ k -d; = o .

Diese Gleichung stimmt aber mit der Differentialgleichung (36)
für die gedämpften Eigenschwingungen vollständig überein und
es ist damit die schon vorher aufgestellte Behauptung be¬
wiesen, daß der Bewegungsanteil , der durch x1 dargestellt wird ,
aus Eigenschwingungen besteht .

Die allgemeine Lösung von Gl. (36) wurde in Gl. (37) in
Exponentialform angegeben . Da aber der Exponent y in
unserem Falle als imaginär zu betrachten ist , führt man die
Exponentialfunktionen besser sofort auf trigonometrische Funk¬
tionen zurück . Mit Hilfe der Formeln

e** = cos# + 7sina; und e_ia: = cos« — isina :
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erhält man aus 61. (37)
k {

x = e 2"‘ {J .(cos/ £+ »sin / i) + .̂ (cos / tf—-isinj / tf) }
_

= e 2m { ( 4̂ + 1 ?) cosy6 + (J . — 2?) «siny ' i } .

Damit dieser Ausdruck reell wird , muß man sich unter den
willkürlichen Konstanten A und ß jetzt zwei komplexe Werte
denken , deren reelle Bestandteile gleich und deren imaginäre
Bestandteile von gleicher Größe aber entgegengesetztem Vor¬
zeichen sind. An Stelle der Summe und der mit i multipli¬
zierten Differenz von beiden führt man dann besser zwei neue
Bezeichnungen Al und B1 ein, die zwei neue ganz willkürliche
reelle Konstanten bedeuten . Für x1 hat man dann

k

xx = c 2m‘ {Ax sin / t Bl cosj/ £}, (59)
und hiermit wird auch die vollständige Lösung der Differential¬
gleichung der erzwungenen Schwingungen bekannt , nämlich

k

x = e 2m {Aj sinj / £+ Bx cosy ' <}+ G sin (i2̂ — cp) . (60)
Daß diese Lösung vollständig ist , geht daraus hervor , daß sie
die beiden willkürlichen Integrationskonstanten Ax und Bx ent¬
hält , womit man die Bewegung jedem beliebig gegebenen An¬
fangszustande anzupassen vermag .

Aus Gl. (60) ist nun sofort ein wichtiger Schluß zu ziehen.
Man denke sich den Anfangszustand beliebig gegeben und be¬
stimme hiernach Ax und B v Dann wird beim weiteren Fort¬
schreiten der Zeit der Einfluß des ersten Gliedes wegen des

k ^
Faktors e 2m, mit dem es behaftet ist , immer kleiner , während
die Beiträge , die das letzte Glied zu den Ausschlägen liefert ,
konstant bleiben , da sich C nicht ändert , so lange die er¬
regende Ursache unverändert bestehen bleibt . Man erkennt
hieraus , daß wegen der Dämpfung die Eigenschwingungen all¬
mählich abklingen , und daß der Punkt , nachdem er dem Ein¬
flüsse der erregenden Ursache hinreichend lange überlassen
war , schließlich nur noch die durch das partikuläre Integral x2
angegebene Bewegung ausführt .
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Wir wollen ferner noch den Fall ins Auge fassen , daß
der Punkt zur Zeit t = 0 in Ruhe war und erst von da an
durch die erregende Ursache zum Schwingen gebracht wurde .
Die Integrationskonstanten A1 und 7JL sind dann aus den Be¬

dingungen zu bestimmen , daß für t = 0, sowohl x als ^
gleich Null zu setzen sind . Die erste Bedingung liefert die
Gleichung

B, — C sin y .

Für hat man fernerdt

dx ~ zJ
dt = — e sin yt + cosy't - y'Aij )

+ Crt cos (rjt —cp),

und für t = 0 hat man daher die Bedingung

0 = _ + y ' Ä l + Crl 008 <P -

Die Auflösung nach den beiden Unbekannten liefert

A = ~ ] (61)
B1 = C sin cp.

Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (60) kann man aus dieser
sämtliche Erscheinungen des Schwingungsverlaufs ableiten . Um
nicht zu weitläufig zu werden, möchte ich dies jetzt nur unter
der Voraussetzung tun , daß die Dämpfung sehr gering ist , so
daß sie für den ersten Anfang vernachlässigt werden kann . Mit
h = 0 vereinfacht sich dann Gl. (60) nach Einsetzen von Ay
und B1 aus Gl. (61) zu

a; = C j — cos qp sin + sinqp cos sin (r]t — qp) J.

Zugleich ist aber für den Fall /,' = 0 unter der Voraussetzung ,
daß wir uns nicht allzu nahe bei dem Falle der Resonanz be¬
finden, aus den Gleichungen (54) und (55) zu entnehmen

p
to-rp = 0 oder <p = 0 und C = --

° T x c — m 7] 2
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Setzt man auch diese Werte ein , so wird
P

x j— siny't+sinijtJ. (62)e — mrt‘ l y
Beachtet man noch , daß für k = 0

r - Vl
gesetzt werden kann und führt man für diesen Wert wieder
die frühere Bezeichnung a ein , so erhält man

x = , f — sin « <— - sincd ! .
— Tj*) l 1 ce I

Die Bewegung setzt sich hiernach aus zwei einfachen harmo¬
nischen Schwingungen zusammen , von denen die eine in der
Schwingungsdauer mit den Eigenschwingungen , die andere mit
den erregenden Schwingungen übereinstimmt . Die beiden ein¬
fachen Schwingungen interferieren , wie man sich ausdrückt ,
miteinander .

Wenn sich q und cc nicht viel voneinander unterscheiden ,
so jedoch , daß wir von dem genauen Zusammenfallen beider
immer noch weit genug entfernt sind , erhalten die beiden
Glieder in der geschweiften Klammer in längeren Zeiträumen
abwechselnd gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen und un¬
gefähr gleiche Absolutwerte . Je nachdem tritt ein Anschwellen
oder eine Verminderung der Schwingungsausschläge ein . In
der Akustik werden diese Schwankungen in der Tonstärke der
erzwungenen Schwingungen als „Schwebungen“ bezeichnet .

Für den Fall der Resonanz dagegen hat man

<p = ~ und CT 2 kr]

zu setzen , womit die Gl . (61 ) übergehen in
P P

A 1 - ; und B l = T- .1 2 m 7] y 1 kr]

Aus Gl. (60 ) findet man dann

Das gilt zunächst für einen beliebigen Wert von k. Wenn
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aber k sehr kleia ist , kann man für nicht zu große Werte
von t näherungsweise dafür auch schreiben (indem man tj = a
setzt )

P
a; = £—(cos y' t — cosai ) .

Wollte man hierin auch y = a setzen , so erhielte man x = 0 ,
d . h . es wird längere Zeit dauern , bis überhaupt ein merklicher
Ausschlag zustande kommt . Man muß daher auf den geringen
Unterschied zwischen y und a Rücksicht nehmen , wobei man

y = cc— —4 8m -a

setzen kann . Für x erhält man damit bei nicht zu großem t
den Näherungswert

x = — — Pt sinatf .8nie

Die Ausschläge wachsen daher anfänglich mit der Zeit immer
mehr an . Sobald aber t so groß geworden ist , daß es einen

merklichen Bruchteil des Wertes bildet , muß man auf die

genauere Formel (63 ) zurückgehen .
Anmerkung . Auch für den Fall der erzwungenen Schwingungen

kann man (ebenso wie am Schlüsse von § 6 bei den gedämpften Schwin¬
gungen ) von der geradlinigen Schwingung , die hier vorläufig überall
vorausgesetzt wurde , ohne weiteres zu den Schwingungen in krumm¬
linigen Bahnen übergehen . Die Differentialgleichung der Schwingung
geht dann in eine Vektorgleichung über , ohne daß sich sonst etwas
Wesentliches änderte . An Stelle von Gl. (52 ) hat man hier

r dr
m dP + CV + kj i = ysinr , t

zu schreiben und die partikuläre Lösung x.2 in Gl. (53 ) geht über in

tj = 6 sin (r/1— cp),

wobei für cp ebenfalls der Wert in Gl. (54 ) einzusetzen , 6 dagegen
als gerichtete Größe aufzufassen ist , die parallel zu geht und deren
absoluter Wert mit dem früheren C in Gl. (55 ) übereinstimmt .

Ebenso tritt an Stelle von hier rx, und zwar in Übereinstim¬
mung mit der Lösung für die krummlinige gedämpfte Schwingung

r 1 = 9lea (+ © ^ 2,
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wobei 9t und die als gerichtete Größen auftretenden Integrations¬
konstanten bedeuten . Natürlich kann man bei kleiner Dämpfung ,
die zu imaginären Werten von o und ß führt , wieder von den Ex¬
ponentialfunktionen zu den trigonometrischen Funktionen übergehen .

Ferner erkennt man aus der allgemeinen Lösung

r = r1+ r2,
daß die Bahn der krummlinigen erzwungenen Schwingung im allge¬
meinen eine Kurve von doppelter Krümmung bildet . Nur wenn

zufällig in eine Ebene fallen , ist die Bahn eine ebene Kurve .
Nach Erlöschen der Eigenschwingungen geht aber die erzwungene
Schwingung auch in diesem allgemeineren Falle in eine geradlinige über .

§ 10. Kritische Geschwindigkeiten .
Die Lehre von den erzwungenen Schwingungen ist für

die Technik hauptsächlich wegen der Gefahren von Wichtig¬
keit , die durch große Schwingungen für die davon betroffenen
Baukonstruktionen , Maschinenteile usw. herbeigeführt werden,
oder auch wegen der Belästigungen , die damit häufig verbunden
sind . Das Hauptbestreben geht bei der Anwendung dieser
Lehre darauf hinaus , unzulässig große Schwingungen durch
passende Anordnung der Massen, geeignete Wahl der Ge¬
schwindigkeiten usw. zu vermeiden . Um dies mit Sicherheit
zu erreichen , muß mau natürlich vor allem wissen, unter wel¬
chen Umständen große Schwingungsausschläge zu erwarten sind.

Für den einfachsten Fall ist diese Frage durch die vor¬
hergehenden Betrachtungen bereits entschieden . Unveränder¬
lich wirkende Kräfte können keine Schwingungen hervorrufen ,
sondern nur periodisch wechselnde . In dieser Hinsicht besteht
aber der einfachste Fall darin , daß die äußere Kraft eine Sinus¬
funktion der Zeit ist . In anderer Hinsicht besteht er darin ,
daß sich der Körper , dessen Schwingungen untersucht werden
sollen , als ein materieller Punkt ansehen läßt . Wir fanden ,
daß in diesem Falle besonders große Schwingungen nur dann
zu erwarten sind, wenn erstens die Dämpfung klein ist, was in
den meisten Fällen , mit denen man sich in der Praxis zu be¬
schäftigen hat , von vornherein zutrifft , und wenn sich zweitens
zugleich die Schwingungsdauer der erregenden Ursache nur
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wenig von der Schwingungsdauer der Eigenschwingungen unter¬
scheidet . Man braucht daher , um größere Schwingungsaus¬
schläge zu vermeiden , nur durch geeignete Wahl der vorkom¬
menden Geschwindigkeiten jener Körper , durch die Schwin¬
gungen erregt werden können , dafür zu sorgen, daß jene un¬
gefähre Übereinstimmung zwischen den Schwingungsdauern
nicht vorkommen kann , d. h . man muß vermeiden , daß nahezu
eine Resonanz eintritt . Jene Geschwindigkeit , die hauptsäch¬
lich gefährlich ist und der man sich auch nicht zu sehr nähern
darf, bezeichnet man gewöhnlich als eine kritische Ge¬
schwindigkeit . Im einfachsten Falle hat man es daher nur
mit einer einzigen kritischen Geschwindigkeit zu tun und es
steht frei, die Geschwindigkeit der bewegten Körper im übrigen
nach Belieben größer oder kleiner zu wählen , wenn sie nur
der kritischen nicht zu nahe kommt .

Bei den Anwendungen hat man es aber meistens mit er¬
heblich verwickelteren Fällen zu tun . Zunächst läßt sich ge¬
wöhnlich oder doch sehr häufig die periodisch wechselnde
Kraft , die die Schwingungen hervorruft , nicht als eine einfache
Sinusfunktion der Zeit genau genug darstellen , sondern sie
befolgt ein verwickelteres Gesetz. Außerdem aber läßt sich
der die Schwingungen ausführende Körper sehr häufig nicht
als ein einzelner materieller Punkt ansehen , sei es nun , daß
er nicht nur Translationsbewegungen , sondern zugleich auch
Drehbewegungen ausführt , oder sei es, daß bei den Schwin¬
gungen elastische Formänderungen auftreten , so daß sich die
einzelnen Teile des Körpers dabei in ganz verschiedener Weise
bewegen . Mit solchen Fällen werden wir uns in den folgenden
Abschnitten noch näher zu beschäftigen haben .

Hier läßt sich zunächst ein sehr häufig vorkommender
Fall leicht auf den vorher besprochenen zurückführen , nämlich
der Fall der einfachen Torsionsschwingungen . In § 5 wurde
schon gezeigt , daß die Differentialgleichung der Torsions -
schwingungen aus der für die geradlinigen Schwingungen eines
materiellen Punktes durch bloße Buchstabenvertauschungen
hervorgeht , indem man nämlich den Ausschlag x durch den
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Drehungswinkel cp, die Masse m durch das Trägheitsmoment &
ersetzt und der Feldstärke c die ihr in diesem Falle zukom¬
mende Bedeutung beilegt . Das bleibt auch noch gültig , wenn
es sich um gedämpfte oder um erzwungene Schwingungen
handelt . Unter Jê und unter P sind dann nicht mehr Kräfte ,at . ’

sondern statische Momente von Kräftepaaren zu verstehen , die
in einem Falle dämpfend , im anderen Falle erregend auf die
Drehbewegung einwirken . Sofern es sich nur um die Dreh¬
schwingungen eines einzigen Körpers , etwa eines Schwung¬
rades, handelt , lassen sich daher die Formeln der beiden vor¬
hergehenden Paragraphen mit dieser Deutung der darin vor¬
kommenden Buchstaben sonst ohne jede Änderung darauf an¬
wenden . Diese Bemerkung ist deshalb von Wichtigkeit , weil
gerade die Torsionsschwingungen im Maschinenbetriebe häufig
vorkommen und leicht gefährlich oder wenigstens unbequem
werden können . Es mag noch hinzugefügt werden , daß sich
auch die in § 5 im Anschlüsse an Abb . 9 besprochenen ge¬
koppelten Schwingungen von zwei Massen Q1 und Qi } die sich
als materielle Punkte ansehen ließen , sinngemäß in derselben
Weise auf die Torsionsschwingungen übertragen lassen , die
von zwei an verschiedenen Stellen einer Welle aufgekeilten
Schwungrädern ausgeführt werden können . Auf einen Fall
dieser Art wird übrigens später noch zurückgekommen werden
(vgl. § 42).

Ferner kann hier auch sofort der Fall erledigt werden ,
daß sich die schwingungserregende Ursache nicht als eine ein¬
fache Sinusfunktion der Zeit ansehen läßt . Man nehme z. B.
an, daß sie sich in der Form

P , sinijji -f- P 2 sin r̂ t
darstellen lasse , also aus zwei sich übereinander lagernden ,
einem einfachen Sinusgesetze folgenden Teilen bestehe . An
Stelle von Gl. (52) tritt dann

= P ] sin + P 2 sin ?72t ,

und deren Lösung ergibt sich aus der früheren , indem man
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an Stelle von Gl. (53)

x2 = (?! sin (V — 9Pt) + Cj sin (r]2t — <p2)

setzt . Das geht daraus hervor , daß die Differentialgleichung
linear ist . Für die beiden <p und die beiden C gelten ohne
weiteres die früher dafür aufgestellten Gleichungen (54) und
(55) , wenn man darin zu rj und P die Zeiger 1 oder 2 bei¬
fügt Hier hat man daher auch zwei Fälle der Resonanz oder
der kritischen Geschwindigkeit zu unterscheiden , die dann ein¬
treten , wenn entweder oder tj2 gleich « wird . Entsprechen¬
des gilt auch, wenn sich die schwingungserregende Ursache in
drei oder noch mehr Sinusglieder zerlegen läßt .

In der Theorie der Fouriersehen Reihen , die einen der
praktisch wichtigsten Teile der höheren Mathematik bildet ,
wird aber gelehrt , daß man jede beliebige periodische Funktion
durch eine Reihe darstellen kann , die nach den Sinus und
Kosinus der Vielfachen der unabhängigen Veränderlichen , also
hier der Zeit t fortschreitet . Im allgemeinsten Falle muß diese
Reihe bis ins Unendliche fortgesetzt werden ; in den prak¬
tisch vorkommenden Fällen genügt aber gewöhnlich schon eine
Darstellung durch wenige Glieder , da die später folgenden ge¬
ring werden und daher nicht mehr viel ändern .

Bei einer mehrzylindrigen Dampfmaschine hat man es
z. B. mit einem auf die Welle übertragenen Drehmomente zu
tun , das eine periodische Funktion der Zeit bildet , so nämlich ,
daß sich nach jeder vollen Umdrehung der Maschine dieselbe
Wertreihe von neuem wiederholt , während innerhalb einer Um¬
drehung Schwankungen in dem Drehmomente auftreten , die
von der besonderen Anordnung der Zylinder und der Steue¬
rungen abhängen . Wie diese Schwankungen beschaffen sind,
kann man etwa aus der Abnahme von Indikatordiagrammen an den
einzelnen Zylindern schließen und den Befund graphisch darsteüeu .
Wie das so gewonnene Diagramm aber auch aussehen möge,
jedenfalls läßt es sich analytisch durch eine Reihe von der Form

P 0+ Pj sin + P 2 sin 2 ?j£ + P 3 sin 3 ??<4- • • •
+ Qi cos rjt + Q%cos 2iqt -f- cos 3^ + • • •
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darstellen , wenn
2 jr

= ■jr

ist und unter T die Zeit eines vollen Umlaufs der Maschine
verstanden wird . Die Koeffizienten P und Q sind nach den
in der Theorie der Fourierschen Reihen aufgestellten Formeln
oder nach einem der darauf begründeten graphischen Verfahren
Zu ermitteln . Man bezeichnet diese Zerlegung als die har¬
monische Analyse des periodisch wechselnden Vorgangs .

Wirkt nun das veränderliche Drehmoment auf einen
schwingungsfähigen Körper , z. B. auf ein Schwungrad ein, das
auf der Welle sitzt , so entstehen erzwungene Schwingungen ,
die sich aus einer entsprechenden Zahl von Gliedern von der
Form

Cn sin (nr]t — <pn)
zusammensetzen . Sobald nun die Maschine mit solcher Ge¬
schwindigkeit umläuft , daß für irgendein ganzzahliges n

nrj = a
ist, wobei a die frühere Bedeutung hat , sich also auf die
Eigenschwingungen bezieht , so tritt eine Resonanz ein, die zu
einem großen Werte von Cn führen kann . Ob dies wirklich
zutrifft , hängt freilich auch noch davon ab, ob die Koeffizienten
P n und Q", die bei der harmonischen Analyse des Dreh¬
moments gefunden werden , nicht gerade - sehr klein ausfallen .
Mit diesem Vorbehalte kann man daher sagen , daß z. B. bei
einer Umdrehungszahl der Maschine von 100 in der Minute
große Schwingungen dann zu befürchten sind , wenn die
Schwingungsdauer der Eigenschwingungen des in Schwingung
versetzten Körpers nahezu 100 oder 200 oder allgemein n ■100
voRen Schwingungen in der Minute entspricht . Für ein großes n
werden übrigens die Koeffizienten P n und Qn in den praktisch
vorkommenden Fällen so klein , daß das zugehörige Cn auch
im Falle der Resonanz nicht mehr von Bedeutung ist .

Umgekehrt gehört zu jeder gegebenen Eigenschwingungs¬
dauer eine Anzahl von Umlaufsgeschwiüdigkeiten der Maschine,
bei denen eine Resonanz zu befürchten ist . Diese Geschwindig -
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keiten werden dann als die kritischen Geschwindigkeiten be¬
zeichnet .

Es mag noch bemerkt werden , daß bei der harmonischen
Analyse des Drehmomentes mehrzylindriger Maschinen gewöhn¬
lich das mit sin3ij£ oder cos 3rjt behaftete Glied besonders
groß ausfällt , und daß daher für den Fall 3 >] = a besonders
große Schwingungsausschläge zu befürchten sind.

§ 11. Näherungstheorie für das einfache Pendel .
An einem Faden , der als gewichtslos und unausdehnbar

betrachtet werden kann , hänge ein kleiner , schwerer Körper
herab , den man als materiellen Punkt ansehen kann . Man
soll die Bewegung angeben , die dieser Punkt unter dem Ein¬
flüsse der Schwere , aber ohne Berücksichtigung des Luftwider¬
standes und anderer Nebenumstände ausführt , wenn er aus
seiner Gleichgewichtslage gebracht und nach Erteilung einer
mit den Bedingungen der Aufhängung verträglichen , sonst
aber beliebigen Geschwindigkeit sich selbst überlassen wird .

Auch das durch die erwähnten Voraussetzungen verein¬
fachte Problem der Pendelbewegung macht noch erhebliche
Schwierigkeiten . Diese verringern sigh aber bedeutend , wenn
man sich ferner noch auf die Untersuchung unendlich kleiner
Pendelschwingungen beschränkt . Wirklich unendlich kleine
Schwingungen können nun freilich keinen Gegenstand der
Beobachtung bilden und überhaupt keinen Anspruch auf phy¬
sikalische Bedeutung machen . Sehr häufig sind aber die
Schwingungsbahnen wenigstens ziemlich klein gegenüber der
Länge des Aufhängefadens , und man gelangt dann zu einer
angenäherten Lösung der Aufgabe , die um so besser zutrifft ,
je kleiner jenes Verhältnis in Wirklichkeit ist . Deshalb sollen
die Schwingungen hier unter der Voraussetzung untersucht
werden, daß sie als unendlich klein angesehen werden könnten .

Schließlich soll zunächst außerdem noch angenommen
werden , daß die Pendelschwingungen in einer durch den Auf¬
hängepunkt gelegten lotrechten Ebene erfolgen . Daß eine
solche Bewegung überhaupt möglich ist, sieht man sofort ein ;
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sie muß immer dann zustande kommen , wenn die Anfangs¬
geschwindigkeit des materiellen Punktes in der durch den
Faden gelegten lotrechten Ebene enthalten ist .

Die Bahn des Punktes ist ein unendlich kleiner Kreis¬
bogen , der durch die tiefste Lage geht , die der Punkt über¬
haupt einnehmen kann , und sie wird unter dem Einflüsse von
zwei Kräften , nämlich dem Gewichte des Punktes und der
Fadenspannung , beschrieben . Der Punkt erfährt beim Durch¬
laufen der Bahn neben Horizontal Verschiebungen auch Hebungen
und Senkungen , die aber von höherer Ordnung unendlich klein
sind . Man kann daher von der Vertikalbewegung des Punktes
absehen , falls man sich überall nur mit der Untersuchung der
von der ersten Ordnung unendlich kleinen Größen begnügt .
Freilich darf man dann z. B . den Satz von der lebendigen
Kraft nicht heranziehen , denn da auch die Geschwindigkeit in
jedem Augenblicke unendlich klein bleibt , ist die lebendige
Kraft , die von dem Quadrate der Geschwindigkeit abhängt ,
ebenfalls unendlich klein von der zweiten Ordnung .

9 Zunächst schließen wir , daß die Resultierende
aus Gewicht und Fadenspannung keine Vertikal -
komponent » von endlicher Größe haben kann . Die
Horizontalkomponente ist gleich F sin y (Abb . 11 )
und daher mit cp unendlich klein von der ersten
Ordnung . Die Fadenspannung F kann hiernach
von dem Gewichte Q nur unendlich wenig ver¬
schieden sein , so daß wir an Stelle von F sing )
auch Q sing ) schreiben können , oder mit Rücksicht
auf die Bedeutung von g> auch

Q xi >

wenn l die Fadenlänge bedeutet . Die Horizontal -
Abb . ii . bewegung des Punktes erfolgt unter dem Einflüsse

dieser Horizontalkomponenten der Resultierenden aus F und Q.
Wir sehen , daß die Kraft proportional mit dem Ausschlage x
und nach der Gleichgewichtslage hin gerichtet ist . Aus § 4
wissen wir aber , daß eine Kraft , die dieses Gesetz befolgt , zu
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einer einfachen harmonischen Schwingung führt . Wir können
daher die Lehren jenes Paragraphen ohne weiteres auf den uns
jetzt beschäftigenden Fall übertragen . Dabei ist nur an Stelle
der dort mit c bezeichneten Konstanten hier

zu setzen und die Masse m im Gewichte Q auszudrücken . Für
die Dauer einer vollen Schwingung erhält man daher nach
Gl. (20)

T = 2*1/ 1 . . (64)

Freilich wird gerade hei Pendelschwingungen sehr häufig
nach einfachen Schwingungen oder „Pendelschlägen“ gerechnet .
So versteht man unter einem Sekundenpendel ein Pendel , das
die ganze Schwingungsbahn einmal in einer Sekunde zurück¬
legt , ohne die zum Durchlaufen der Schwingungsbahn auf dem
Rückweg erforderliche Zeit mitzurechnen . Unter der Dauer
eines Pendelschlages ist daher die Hälfte des in Gl. (64) ange¬
gebenen Wertes zu verstehen .

Die Pendelschwingungen sind hiernach , solange sie über¬
haupt nur als unendlich klein angesehen werden können ,
isochron , also unabhängig von dem besonderen Werte des
unendlich kleinen Ausschlags . Auch die früheren Betrachtungen
über gedämpfte und erzwungene Schwingungen lassen sich sofort
auf die unendlich kleinen Pendelschwingungen übertragen .

Ferner können wir auch jetzt die Voraussetzung fallen
lassen , daß die Pendelbewegung eine ebene sei. Sofern nur
die Entfernung aus der Gleichgewichtslage stets unendlich klein
bleibt , ist die Resultierende aus F und Q nach der Gleich¬
gewichtslage hin gerichtet und der Entfernung von ihr pro¬
portional . Die Horizontalprojektion der Bahn des beweglichen
Punktes beschreibt demnach , wie wir aus § 4 wissen , eine
Ellipse , deren Mittelpunkt mit der Gleichgewichtslage zu¬
sammenfällt und die Schwingungsdauer ist ebenso groß wie
im Falle der ebenen Schwingungen .
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§ 12. Genauere Theorie der ebenen Pendelschwingungen .

Die vorigen Betrachtungen reichen zwar gewöhnlich für
die Anwendungen aus . Bei großen Ausschlägen werden sie
aber unzuverlässig und es ist daher eine Ergänzung nötig ,
die jedoch nur für den einfacheren und praktisch besonders
wichtigen Fall der ebenen Schwingungen gegeben werden soll .

Wir müssen hier vor allem auf die Wege
achten , die der materielle Punkt in lotrechter
Richtung zurücklegt . In Abb . 12 sei a der
Ausschlag des Pendels , cp gebe die augen¬
blickliche Stellung an . Der Höhenunterschied
beider Lagen ist in der Abbildung mit 2
bezeichnet . Er ist gleich dem Unterschiede
zwischen den Vertikalprojektionen der Faden¬
länge l in beiden Lagen und daher

2 = l ( cos <p — cosa ) .

Wir wenden jetzt den Satz von der leben¬
digen Kraft an . Die Fadenspannung F
leistet keine Arbeit , da sie in jedem Augen¬

blicke senkrecht zur Bewegungsrichtung steht und die Arbeit
von Q ist für eine Bewegung aus der Lage « in die Lage cp
(oder umgekehrt ) gleich Qz (oder — Qz ). In der Lage a ist
die Geschwindigkeit und mit ihr die lebendige Kraft gleich
Null . Wenn also von Bewegungswiderständen abgesehen wird ,
muß die lebendige Kraft in der Lage cp gleich Qz sein . Wir
haben also

T7 *2= ^
und berechnen daraus die Geschwindigkeit v in der Lage cp zu

v = Y2gz = y ^ gl (cosqp — cos «) . (65 )
Der Weg im Zeitelemente dt ist vdt . Wir können dafür

auch Idcp schreiben , so daß also dcp die zur Zeit dt ge¬
hörige Richtungsänderung des Fadens bedeutet . Hiermit er¬
halten wir

Idcp = dty2gl (c,oscp — cos «) .

Abb . 12.
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Diese Gleichung lösen wir nach dt auf , da es uns vor

während der Bewegung aus einer Lage in die andere ver¬
streicht . Wir finden

Die ganze Zeit , die der Punkt braucht , um etwa aus der
Lage <jp in die Lage « zu gelangen , folgt hieraus durch eine
Integration zwischen den Grenzen qp und a . Man wird sich
besonders für die Zeit interessieren , die zum Durchlaufen des
halben Schwingungsbogens von <p = 0 bis qp= « erforderlich
ist . Wir bezeichnen diese Zeit mit t ] sie ist der vierte Teil
der Dauer einer vollen Schwingung . Denn es ist klar , daß
bei der Bewegung in umgekehrter Richtung (von cp = u bis
qp = 0) ebensoviel Zeit vergeht als auf dem Hinwege , da die
Geschwindigkeit in jeder Stellung nur von z abhängt und
daher in beiden Fällen gleich groß ist . Das gleiche gilt auch
für die Bewegung auf der anderen Seite der Gleichgewichts¬
lage . Für t haben wir

Die einzige Schwierigkeit der genaueren Theorie der
Pendelbewegung besteht nun darin , daß dieses Integral nicht
auf die gewöhnlichen einfachen Funktionen zurückgeführt werden
kann , sondern ein elliptisches ist . Da jedoch Tafeln der ellip¬
tischen Integrale berechnet und in vielen Formelbüchern ab¬
gedruckt sind , ist darauf nicht viel Gewicht zu legen . Es
wird sich nur darum handeln , das Integral so umzuformen ,
daß sein Zahlen wert in einem gegebenen Falle ohne weiteres
in den Tabellen aufgeschlagen werden kann .

Zum Zwecke der vorzunehmenden Umformung mache ich
zunächst von der goniometrischen Formel

allem darauf ankommen muß , die Zeit zu berechnen , die

(66)

ce

(67 )

cosqp = 1 — 2sin 3Y
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 6
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Gebrauch . Mit ihrer Hilfe geht Gl. (67) über in

[/ 8in 2 Sln 2

An Stelle der Veränderlichen cp wird jetzt eine neue Ver¬
änderliche i> eingeführt mit Hilfe der Substitution

sin -| - = sin -| -sin ^ . (69)

Hiermit wird ip zu a , wenn xp ein rechter Winkel ist . Um
dcp in dtp ausdrücken zu können , differerentiieren wir die
Gleichung und erhalten

y rf()pcosy = d ^ siny cos ^

und hieraus , wenn wir cos y in sin ^ ausdrücken und Gl. (69)
berücksichtigen ,

2 sin y cos xp
d(p = — — d xp.

1/ 1 —̂ sin *y sin 2i^

Durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (68) geht diese über in

2 sin — cos xp
dxp.

•/ ~J/ — sin' y sin2i/)̂ sinsy (1 —ain^xp)

Hier hebt sich aber cos ip im Zähler gegen den gleichwertigen
Faktor im Nenner weg usf . und man behält

t=yysxA (70>1/ 1 — sm 2~ sin 2-!/)
0 r ^

Damit ist die verlangte Umformung vollzogen , denn das
hier noch vorkommende Integral kann bei gegebenem « ohne
weiteres in den Tafeln aufgeschlagen werden . Es wird nach
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Legendre , von dem auch die erste Berechnung der Tafeln
herrührt , die Normalform des elliptischen Integrals erster
Gattung genannt und mit dem Buchstaben F bezeichnet , wobei
man den Wert von sin - - und die obere Grenze die an-

deutet , daß das Integral ein vollständiges ist , in Klammern
beifügt . An Stelle von Gl. (70) kann daher auch

1 ) Pb

geschrieben werden , wobei noch zu bemerken ist , daß in

manchen Tafeln an Stelle von sin -̂ kürzer ein einziger Buch¬
stabe , gewöhnlich a geschrieben ist . Es wird gut sein, wenn
ich hier auszugsweise wenigstens ein paar Werte der Funk¬
tion F anführe . Man hat für

2 = Ü °

T’(sin“ , f ) = 1,5708
= 30°
= 1,6858

Man erkennt hieraus , daß die Pendelbewegung bei größeren
Ausschlägen nicht mehr isochron ist . Wenn der Ausschlag u

nur 5° beträgt âlso ^ = 2,5 "j , ist zwar F nur etwa um
das Wertes , den es für a = 0° annimmt , vergrößert ; nachher
wächst aber F viel rascher und mit ihm die Schwingungsdauer .

Die Dauer einer vollen Schwingung ist übrigens , wie schon
vorher bemerkt wurde , das Vierfache von t , also

(72)

Für unendlich kleine Schwingungen stimmt dies mit Gl. (64)
des vorigen Paragraphen zusammen , denn F geht in diesem
Falle , wie auch aus der kleinen Tabelle entnommen werden

kann , in y über .

2,5° 5° 10° 20°

1,5715 1,5738 1,5828 1,6200
45° 60° 75° 90°.

1,8541 2,1565 2,7681 oo
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Für solche Fälle schließlich , bei denen a zwar noch ziem¬
lich klein ist (vielleicht zwischen 5° und 30°), bei denen man
sich aber mit der Genauigkeit der Annäherungsformel (64)
nicht begnügen kann , benutzt man häufig eine andere Formel ,
die eine viel größere Annäherung gewährt und die Benutzung
einer Tabelle über die Funktion F entbehrlich macht . Diese
soll jetzt auch noch abgeleitet werden . Hierzu knüpfe ich an
Gl. (70) an und mache darauf aufmerksam , daß der unter

dem Wurzelzeichen im Nenner stehende Ausdruck sin2y sin2^
stets ein ziemlich kleiner echter Bruch bleibt . Höchstens kann

nämlich dieser Bruch den Wert sin2y annehmen , und wenn
z. B. der Ausschlag a selbst 30° beträgt , so ist doch sin2y
nur etwa 0,067, also jedenfalls gering gegenüber dem anderen
Gliede 1 unter dem Wurzelzeichen . In solchen Fällen kann
man mit geringem Fehler die Wurzel durch einen einfacheren
Wert ersetzen . Ist nämlich m eine Größe , die klein ist von
der ersten Ordnung , so ist bis auf Größen von der zweiten
Ordnung genau

yr ^ m = 1 - f oder ^ = = 1 + - ,^ y 1 —m ^
wovon man sich am einfachsten durch Ausquadrieren überzeugt .
Sonst kann man aber auch sagen, daß es sich hierbei nur um
eine Reihenentwicklung nach dem binomischen Lehrsätze für
gebrochene und negative Exponenten handelt , die wegen des
an und für sich schon kleinen Wertes von m sehr schnell
konvergiert , so daß man schon mit dem zweiten Gliede ab¬
brechen kann . Zugleich erkennt man hieraus auch , daß sich
die Reihe ohne weiteres fortsetzen ließe , wenn etwa noch
eine höhere Genauigkeit , als wir sie jetzt anstreben , verlangt
werden sollte .

Machen wir von dieser Näherungsformel Gebrauch, so er¬
halten wir an Stelle von Gl. (70)

n
Y

t = ] / j j ' ( l + y sin2y sin2ip) dip .
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Diese Integration kann aber sofort ausgeführt werden ; dabei
ist zu beachten daß

7t
¥

J sin2ipdil*= yo

ist , eine Formel , die auch sonst so häufig (namentlich in der
Elektrotechnik , bei der Lehre von den Wechselströmen ) ge¬
braucht wird, daß man gut tut , sie sich besonders zu merken .
Sie sagt aus , daß der durchschnittliche Wert von Sinus¬
quadrat für alle Winkel von Null bis zu einem rechten gleich

-i ist , und daß dies so sein muß, erkennt man sofort , wenn

man beachtet , daß der Kosinus in diesem Intervalle , wenn
auch in umgekehrter Reihenfolge , doch dieselbe Wertreihe
durchläuft , wie der Sinus, und daß daher der durchschnittliche
Wert von Kosinusquadrat ebenso groß sein muß als der
von Sinusquadrat . Da nun die Summe aus Kosinusquadrat
und Sinusquadrat stets 1 liefert , folgt , daß jeder von beiden

Mittelwerten gleich ~ sein muß. Um das obenstehende

Integral zu erhalten , braucht man nun bloß den Mittelwert
1 • • •

mit dem ganzen Bogen , nach dem integriert wird , zu

multiplizieren , um das Resultat ~ zu finden . Mit dieser Be¬

gründung , die ohne Rechnung angestellt werden kann , merkt
man sich die Formel am besten , denn wenn man auch ver¬
gessen haben sollte , wie viel das Integral ausmacht , kann man
dies nach kurzem Besinnen auf Grund der vorausgehenden
Überlegung sofort wieder angeben .

Führen wir nun die Integration aus, so erhalten wir

Wenn u nicht zu groß , -- hiermit erst recht nicht groß ist,

kann man an Stelle des Sinus, wenn man will, auch den Bogen
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setzen. Nimmt man außerdem noch das Vierfache , so erhält
man für die Dauer einer vollen Schwingung

Das letzte Glied in der Klammer bildet das Korrektionsglied
der mehr angenäherten Formel gegenüber der gewöhnlich ge¬
brauchten einfachen Formel (64).

§ 13. Schwingungen auf der Zykloide.

Beim Pendel ist der bewegliche Punkt genötigt , auf einem
Kreise zu bleiben . Man gelangt zu Bewegungen , die den Pendel¬
schwingungen ganz nahe verwandt sind , wenn man den Kreis¬
bogen durch irgendeine andere Kurve ersetzt . Von beson¬
derem Interesse ist hier namentlich die Bewegung auf der
Zykloide .

Man untersucht diese genau nach derselben Methode wie
die Pendelbewegung . Zunächst sei eine Gleichung der Zykloide
abgeleitet , wobei von der bekannten Erzeugungsweise der

geht durch den augenblicklichen Drehpunkt des Erzeugungs¬
kreises und steht daher senkrecht auf dem Wege des erzeugen¬
den Punktes , also senkrecht auf der Tangente . Hieraus folgt

Y Zykloide durch Rollen eines
Kreises auf einer Geraden aus¬
gegangen werden soll. Der
Winkel (f , den die Tangente
mit der X-Achse bildet (siehe
Abb. 18) , ist gleich dem
Winkel , den die Sehne vom
Berührungspunkte des Erzeu -

Abb . 18.

X gungskreises nach dem Zy-
kloidenpunkte mit der Y-
Achse bildet , denn diese Sehne
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wobei die dem Winkel <p gegenüberliegende Kathete einstweilen
mit u bezeichnet ist . Für u selbst findet man nach dem Satze
über die Proportionen der Abschnitte von Kreissehnen , die sich
schneiden

u = ]/ y (2r —y)

und hiermit erhält man als Differentialgleichung der Zykloide

d ,J~ = '\/ v ____ (74)
dx \ 2r - y ’ y j

mit deren Integration wir uns hier nicht aufzuhalten brauchen .
Ich nehme jetzt an, daß ein materieller Punkt (selbstver¬

ständlich ohne Reibung !) von einem Punkte in der Höhe h
herabrolle oder auch — was für die Vorstellung gewöhnlich
bequemer ist , weil dann die Koordinaten mit der Zeit wachsen —,
daß der Punkt auf der Zykloide hinaufrolle , und daß h die
größte Höhe sei , die er hierbei erreicht . Dann kann nach
dem Satze von der lebendigen Kraft die Geschwindigkeit v in
der Höhe y genau wie beim Pendel

» = V29 (]i - y)

gesetzt werden und die Zeit dt , die beim Durchlaufen eines
Bogens ds verstreicht , ist

dt = — = I dx°~+ dy~- dv \ / istti -
v V ig {h - y) dy y 2g (h - y) ’

oder wenn man den reziproken Wert von ^ aus Gl. (74) ein¬
setzt

d ‘ ~

Die Zeit , die der Punkt braucht , um die halbe Schwingungs¬
bahn von y = 0 bis y = h einmal zurückzulegen , sei wieder
mit t bezeichnet . Dann ist

h

t ^ Ylf - J ^ . (75)
' 9 J Vy (h — y)



88 Erster Abschnitt . Dynamik des materiellen Punktes .

Hier ist aber das Integral viel leichter auszuführen , als
bei den Pendelschwingungen . Allgemein ist nämlich

h
r dy . T ~~ yI ■ = — arc sm —7— ,J Vhy—y* A

2

wovon man sich durch Ausführung der Differentiation leicht
überzeugt . Nimmt man nun das Integral zwischen den Grenzen
0 und h , so erhält man

— arc sin (— 1) + arc sin (+ 1) = y + — = n,

und hiermit geht Gl. (75) über in

- As
Die Dauer einer vollen Schwingung auf dem Zykloidenbogen
ist das Vierfache hiervon , wofür man schreiben kann

T = 2 ^ ]/ A.-. (76)

Zunächst erkennt man hieraus , daß die Schwingungsdauer auch
für Ausschläge von beliebiger endlicher Größe streng isochron
ist , während dies bei den Pendelschwingungen nur für kleine
Schwingungen annähernd zutraf . Ferner lehrt der Vergleich
mit Gl. (64), daß die Pendellänge , die bei kleinen Schwingungen
zu dem gleichen Werte der Schwingungsdauer führt , wie die
Schwingung auf der Zykloide , £= 4r gewählt werden muß .
Es ist aber eine hier als bekannt vorauszusetzende Eigenschaft
der Zykloide , daß der Krümmungshalbmesser im Scheitel gleich
dem Vierfachen vom Radius des Erzeugungskreises ist . Dies
zeigt uns, daß wir nur so lange auf einen Isochronismus der
Pendelschwingungen rechnen können , als wir uns den Kreis¬
bogen durch einen kleinen Zykloidenbogen vom gleichen Krüm¬
mungsradius ersetzt denken können . Je größer der Ausschlag
des Pehdels wird , um so mehr weichen die Zykloide und ihr
Krümmungskreis voneinander ab und um so ungenauer wird es,
wenn wir die eigentlich nur für die Zykloide gültige Formel
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für die Schwingungsdauer auch bei der Pendelbewegung als
gültig betrachten .

Es sei noch erwähnt , daß man einen schweren Punkt
leicht zwingen kann , auf einer Zykloide zu schwingen , wenn
man ihn an einem Faden aufhängt , der sich beim Schwingen
an zwei beiderseits vom Aufhängepunkte angebrachte Backen
anlegt , die nach der Evolute der Kurve begrenzt sind . Ver¬
suche mit solchen Zykloidenpendeln werden häufig in Vor¬
lesungen über Experimentalphysik vorgeführt , um durch den
Versuch nachzuweisen , daß die Schwingungsdauer unabhängig
von der Größe des Ausschlags ist .

Wegen der seither besprochenen Eigenschaft pflegt man
die Zykloide auch als die Tautochrone zu bezeichnen . Sie
hat aber zugleich noch eine andere Eigenschaft , zu deren Be¬
sprechung ich jetzt übergehen will und der sie den Namen
Brachistochrone verdankt . Sie ist nämlich jene Kurve , auf
der ein Punkt in kürzerer Zeit als auf jeder anderen von einer
gegebenen Stelle zu einer anderen gegebenen Stelle , die tiefer
liegt als die erste , hinabrollt .

Um die Aufgabe in möglichst anschaulicher Form vor¬
zubringen , erinnere ich an den Rücklauf , den man bei Kegel¬
bahnen anwendet , um die Kugeln den Spielern wieder zu¬
zuführen . Man könnte diesen Rücklauf zunächst geradlinig
anordnen ; dabei würde es aber ziemlich lange dauern bis die
Kugel den Weg zurückgelegt hätte . Deshalb pflegt man den
Rücklauf im Anfange viel steiler anzulegen und ihn nachher
flacher verlaufen zu lassen . Der Gewinn, den man hierdurch
erzielt , liegt ohne jede Rechnung auf der Hand . Wenn die
Kugel nämlich schon zu Anfang ihrer Bahn um ein großes
Stück der verfügbaren Höhe herabsinkt , so erlangt sie sehr
bald eine verhältnismäßig große Geschwindigkeit , mit der sie
dann die ganze weitere Bahn durcheilt , während sie bei gerad¬
linigem Rückläufe eine so große Geschwindigkeit erst gegen
Ende ihrer Bahn erlangen könnte .

Soweit es sich nur um die Kegelbahn handelt , ist damit
die Sache im wesentlichen schon erledigt . Man wird gut tun ,
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dem flacheren Teile der Rücklaufbahn ein solches Gefall zu
geben , daß die Bewegungswiderstände dadurch ungefähr auf¬
gehoben werden und den hiernach verfügbaren Rest des Ge¬
fälles am Anfange des Rücklaufes in einer steilen Kurve , auf
deren besondere Form praktisch nicht viel ankommt , zu¬
sammenzudrängen . So wird es auch in der Regel ungefähr
gemacht .

Man wird sich aber auf Grund dieser Überlegungen so¬
fort die weitere Frage stellen , welche Gestalt man der Kurve
des Rücklaufs geben müßte , um bei Vernachlässigung von Be-
wegungswiderständen u. dgl. die allerkürzeste Zeit für die Rück -ö o o

laufbewegung zu erhalten . Dabei bemerke ich noch, daß hier¬
bei auch von der Rotation , die die Kugel in Wirklichkeit er¬
langt , abgesehen werden soll, damit wir sie mit Recht als
materielleu Punkt ansehen können . Wenn die Kugel niemals
auf der Unterlage gleiten könnte , würde die günstigste Form
der Kurve hiervon freilich nicht beeinflußt , da das Verhältnis
zwischen Rotations - und Translationsenergie immer denselben
Wert hätte und die Zeitdauer der Rücklaufbewegung in jedem
Falle nur im ganzen in einem entsprechenden konstanten Ver¬
hältnisse vergrößert würde . Das ist aber , wie schon aus
Bd. I, Ausg. 32, S. 283 der 3. Aufl. hervorgeht , im allgemeinen
keineswegs zu erwarten . Deshalb schon müssen sich zwischen
der „theoretischen Lösung“ des unter den einfachsten Be¬
dingungen behandelten Problems und den auf die Neben¬
umstände wenigstens schätzungsweise Rücksicht nehmenden
„praktischen“ Erwägungen Unterschiede einstellen , die den
Wert der theoretischen Untersuchung stark einschränken .
Deshalb pflege ich auch in den Vorlesungen selbst diese Be¬
trachtungen nicht mit vorzubringen ; ich denke aber , daß es
gut sein wird , wenn ich wenigstens in dem gedruckten Buche
die Aufgabe löse, da sich doch wohl der eine oder der andere
dafür interessieren dürfte .

In Abb . 14 sei also A die Stelle , in der der materielle
Punkt seinen Lauf ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnt und
£ sei der Punkt, nach dem er in möglichst kurzer Zeit längs
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der Kurve AB hinabgleiten soll. Die Geschwindigkeit im
Punkte xy ist , wie wir schon wissen ,

v = y2gy ,
die Zeit , die zum Durchlaufen eines
Bahnelementes ds gebraucht wird,

dt = ds

=dx~̂/
•MS)’

202/ Abb . 14 .

und die ganze Zeit für das Durchlaufen der Kurve AB wird

dx . (77)

wenn a die Abszisse des Punktes B ist . Dieser Ausdruck soll
nun durch eine geeignete Wahl der Kurvenform zu einem
Minimum gemacht werden . Die notwendige Bedingung dafür
besteht darin , daß die Variation des Wertes von t, die zu
einer willkürlichen unendlich kleinen Änderung der Kurven¬
form gehört , zu Null wird . Wenn wir uns die Kurve AB
durch irgendeine benachbarte ersetzt denken , wird sich jede
Ordinate y um ein kleines Stück Öy ändern , und wir haben
zunächst einen Ausdruck für die Änderung aufzustellen , die
dadurch in dem Werte von t herbeigeführt wird . Zunächst
ist klar , daß die Gesamtänderung des Integrals gleich der
Summe der Änderungen aller seiner einzelnen Elemente ist .
Wir bilden also zunächst die Variation

Der Ausdruck , der sich verändert , ist aber eine bekannte

Funktion von y und ^ und wir können daher die Änderung
des ganzen Ausdrucks nach den Kegeln der Differentialrechnung
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in den Variationen von y und ^ ausdrücken . Allgemein

ge, agt ' st +
0 Ua:/

und wenn wir dies auf den vorliegenden Fall anwenden , er¬
halten wir

dx
dx

Nun ist aber nach dem Begriffe der Veränderung , um die es sich
hier handelt , . N , , .

= d(y + dy) dy_^ däy
dx dx dx dx

Wir haben daher jetzt für die Variation von t vorläufig den
Ausdruck a

V ĝ 2V2/

+
dy
d x däy

iV dx dx . (78)

Um ihn weiter umzugestalten , nehmen wir am zweiten
Gliede in der Klammer eine partielle Integration vor. Dies
kommt darauf hinaus , daß wir nach dem Satze über die
Differentiation eines Produkts setzen

dx

d
dx

dy
dx

FF© ')
däy

i \ dx

dy — Sy ■ dx

dy
dx
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und nun auf beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und a
integrieren . Wir erhalten dann

dy
dxy»Hfr)dy

dy
dx/ dx(S )')

dSy
dx

■dx

dy
dx

(79)

• dy -dx .

Beim ersten Gliede auf der rechten Seite ließ sich nämlich
die Integration sofort ausführen und das bestimmte Integral
ist gleich der Differenz der Klammerwerte für x — 0 und
x = a. Nun sind aber die Punkte A und B der Kurve fest
gegeben ; wie wir also auch die Gestalt der Kurve sonst ändern
mögen, an diesen beulen Stellen ist jedenfalls dy = 0.

Da nun dy in dem Klammerwerte als Faktor vorkommt ,
erkennen wir , daß dieser Wert an der oberen Grenze x = a
jedenfalls verschwindet . An der unteren Grenze ist dieser
Schluß freilich nicht ohne weiteres zulässig , weil hier auch y
im Nenner zu Null wird. Für den unbestimmten Ausdruck

von der Form — setzen wir daber nacb bekannten Regeln

(tJu )d ( dy
dx[iyy+ayj

Nun ist aber

' d ( dy
dx

dy ^ dy
dx dx

2 dx
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Das Verhältnis beider Werte wird daher

20 ^ ■■dx
y

x = 0

und dies liefert wegen des Faktors y jedenfalls Null . In der
Tat fällt also das erste Glied auf der rechten Seite von
Gl. (79) vollständig fort , und das auf der linken Seite stehende
Integral kann ohne weiteres durch das Integral im zweiten
Gliede der rechten Seite ersetzt werden . Mit Rücksicht hier¬
auf erhalten wir daher jetzt an Stelle von Gl. (78)

6t = —
2kV ■ V '+ © ’

+
dy
dx

dx

y < ' +

(80)
öy■ dx .

Dieser Ausdruck soll nun für die Kurve , die wir suchen , zu
Null werden . Dabei ist 6y sonst ganz beliebig wählbar und
nur an die Bedingung gebunden , daß es an beiden Grenzen
verschwindet . Das Integral kann daher nur dann für jede
Wahl von 6y zu Null werden , wenn der Ausdruck in der
eckigen Klammer selbst Null ist . Denn wäre dies nicht an
jeder Stelle der Kurve der Fall , so könnte man 6y überall so
wählen , daß es gleiches Vorzeichen mit dem Ausdrucke in der
eckigen Klammer hätte und dann würde das Integral als eine
Summe von lauter positiven Gliedern jedenfalls nicht zu Null .
Für die durch diese Verschiebungen 6y neugewonnene Nachbar -
kurve wäre dann 61 jedenfalls negativ , d. h . die zuerst ge¬
gebene Kurve beanspruchte eine längere FaUzeit t als die neu¬
gefundene . Als notwendige Bedingung für die Brachistochrone
haben wir daher

-J - T/ TT ’W ,
2j/^ y ^ Uz) ^

dy
dx

y ( - + © ’) .

= 0 .
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Durch Ausführung der Differentiation im zweiten Gliede und
nach einer Reihe elementarer algebraischer Umformungen des
zunächst ziemlich weitläufig herauskommenden Ausdrucks auf
der linken Seite geht die Gleichung über in

dly + ! + (dy'vdx * ^ ^ \dx ] o .

Da sie für alle Werte von x gültig sein soll , kann dies nur
dadurch geschehen , daß der Zähler überall zu Null wird . —
Wir haben also für die gesuchte Kurve die Differentialgleichung

Um sie zu integrieren , multiplizieren wir zunächst mit ^
und erhalten j ^ j

-L ^ 4 - ^ = 0y dxdx * + UW + dx

Die beiden ersten Glieder der linken Seite lassen sich nun zu
einem einzigen Differentialquotienten nach x zusammenfassen ,
so daß die Gleichung in der Form

,-©© ') + 8 - °
geschrieben werden kann . Die Integration liefert

y (jx ) + y = c >

also bei Auflösung nach dem Differentialquotienteng=±uyu (82)
Der Vergleich mit Gl. (74), die wir früher als Differential¬

gleichung der Zykloide ermittelt hatten , zeigt schon , daß die
gesuchte Kurve eine Zykloide ist . Man muß dabei nur auf
die jetzt etwas anders ' gewählte Bezeichnung achten . Schreibt
man an Stelle von C — y kürzer z , so geht Gl. (82) über in

dz q / zsy ~ + Kcyty ’

I
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und diese Gleichung für die tob unten her gezählte Ordinate z
stimmt nun ganz mit Gl. (74) überein , wenn man G = 2r
setzt . Die Integrationskonstante C gibt hiernach den Durch¬
messer des Rollkreises an , durch den man sich die Zykloide
erzeugt denken kann .

Auch die endliche Gleichung der Zykloide kann aus
Gl. (82) sofort durch eine einfache Quadratur gefunden werden .
Man schreibt die Gleichung in der Form

äx = äy \ -c v_ -

und erhält hieraus durch Integration

x = K — ^ Gy — y*— ~ arcsin C g • (83)

Die neu auftretende Integrationskonstante K folgt aus der
Bedingung , daß die Kurve durch den Punkt A gehen soll .
Für X — 0 muß daher auch y = 0 sein, also

0 = K — y arc sin (1)
und hieraus

Durch zwei Punkte A und B kann man unendlich viele Zy-
kloidenbogen mit senkrechter Achse legen . Unter diesen besitzt
aber nur ein einziger die von uns verlangte Minimumseigen¬
schaft , denn auch die andere Integrationskonstante C wird
durch die Bedingung bestimmt , daß die Kurve durch den
Punkt B gehen soll . Anstatt aber die Koordinaten von B in
die Zykloidengleichung einzusetzen und die sich hieraus er¬
gebende transzendente Gleichung nach G aufzulösen , bedenktO O /

man einfacher , daß nach Gl. (82) für y = 0 jedenfalls = oo

werden muß , d. h., daß die Tangente der Kurve dort in lot¬
rechter Richtung geht . Der materieüe Punkt beginnt daher
seine Fallbewegung auf der Kurve zuerst lotrecht nach ab¬
wärts . Oder mit anderen Worten : die Horizontale durch A
ist die Gerade, auf der der Erzeugungskreis vom Durchmesser
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C rollen muß, um die Zykloide zu beschreiben. Denkt man
sich nun alle Zykloiden , die dieser Bedingung genügen , Tom
Punkte A aus gezogen , so sind alle ähnliche und ähnlich

Man findet aber diese
sofort heraus , wenn man
zuerstnur irgendeine Zy-
ii ' ii * i Abb . 15 .kloide konstruiert und
dann die Yerbindungsgerade AB zieht (vgl. Abb . 15) , deren
Schnittpunkt mit der Zykloide B ' heißen möge. Wenn etwa AB '
kleiner ist als AB , muß man hierauf die Zykloide im Ver¬
hältnisse AB : AB ' vergrößern (vom Ahnlichkeitszentrum A
aus), worauf die gesuchte Brachistochrone gefunden wird .

Wenn die horizontale Entfernung beider Punkte erheblich
größer ist als die vertikale (wie bei der Kegelbahn ) erlangt
die Brachistochrone die in Abb . 15 angegebene Gestalt . Die
Kugel sinkt zuerst viel tiefer , erlangt dadurch eine erheblich
größere Geschwindigkeit und kann daher den etwas größeren
Weg doch in kürzerer Zeit zurücklegen , als bei einer flacheren
Form des Rücklaufs . Die Zeit , die nun mindestens nötig ist,
um den Punkt auf der günstigsten Kurve bloß durch denT O O

Einfluß der eigenen Schwere von A nach B gelangen zu lassen^
folgt leicht aus Gl. (75). Für die in Abb . 15 angegebenen
Verhältnisse wird diese Zeit

wobei h ' direkt gegeben und r aus der vorher beschriebenen
Konstruktion zu entnehmen ist .

Ein Zahlenbeispiel möge dies noch näher erläutern . Die
horizontale Entfernung der Punkte A und B sei 10 m , der
Höhenunterschied 1 m. Dann ist die zum Durchlaufen einer
geradlinigen Bahn zwischen A uud B erforderliche Zeit, wenn
auf Bewegungswiderstände und auf die durch das Rollen der

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 7

liegende Kurven und nur
eine von ihnen geht

A

durch den Punkt B . %
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Kugel herbeigeführte langsamere Bewegung wie seither schon
keine Rücksicht genommen wird , gleich 4,52 sec. Verbindet
man dagegen A und B durch eine Kreisbahn , die in B eine
horizontale Tangente hat , so wird die Zeit gleich 3,57 sec.
Für die Brachistochrone endlich berechnet sich die Zeit auf
2,06 sec.

Will man die rollende Bewegung berücksichtigen , nimmt
aber dafür an , daß in keinem Falle ein Gleiten der Kugel
vorkäme , so beachte man , daß zur Geschwindigkeit v des

Kugelmittelpunktes eine Winkelgeschwindigkeit ^ gehört , wenn
q deil Kugelradius bedeutet. Die ganze lebendige Kraft L der
Kugel ist daher

T 1 $ 2 , 1 „ r 5L = - -- v* + „ © ,i g ' 2 e 2

oder, wenn man für das Trägheitsmoment © der Kugel seinen

Wert » * e •& — . 0 "
o g v

einsetzt (vgl . Bd. I, S. 284, 3. Aufl.), so folgt

L = 0,1 Qv2.’ g

Die lebendige Kraft ist gleich der von der Schwere geleisteten
Arbeit , also ebenso groß als die lebendige Kraft des mate¬
riellen Punktes sein würde , wenn er nur gleitete und nicht
rollte . Daher wird v jetzt überall gegenüber dem früher vor¬

ausgesetzten Falle im Verhältnisse "l/ y verkleinert und die
Zeit zum Durchlaufen der Bahn in allen vorher betrachteten

Fällen im Verhältnisse "j/ —= 1,183 vergrößert .
Schließlich sei noch darauf hingewiesen , daß die Zykloide

ihre Eigenschaft als Brachistochrone auch zwischen irgend zwei
beliebig auf ihr ausgewählten Punkten behält , wie schon daraus
hervorgeht , daß es sonst möglich sein müßte , auch bei der
ganzen vorher betrachteten Bahn durch eine Abänderung der
Kurve zwischen diesen beiden Punkten eine kürzere Fallzeit
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Herbeizuführen . Man muß nur beachten , daß in diesem Falle
der materielle Punkt , wenn er in den Anfangspunkt des be¬
trachteten Kurvenstücks gelangt , schon eine gewisse Geschwindig¬
keit besaß , während seither immer vorausgesetzt wurde , daß
die Bewegung vom oberen Punkt A aus mit der Anfangs¬
geschwindigkeit Null beginnen sollte .

Wird also die Aufgabe gestellt , eine Brachistochrone
zwischen zwei Punkten A und li anzugeben , unter der Vor¬
aussetzung , daß der bewegliche Punkt mit einer gegebenen
Anfangsgeschwindigkeit v0 in A auf die Bahn gebracht wird,
so berechne man zunächst

h" = f .

Diese Größe h " gibt an , um wieviel die Abszissenachse oder
mit anderen Worten die Gerade , auf der der Erzeugungskreis
der Zykloide rollt , über dem Punkte A liegt . Dann hat man
eine hierzu gehörige Zykloide durch die Punkte A und B zu
legen ; diese ist die verlangte Brachistochrone . Die Aufgabe
ist durch die genannten Angaben eindeutig bestimmt und
kann auf konstruktivem Wege mit Berücksichtigung des Um¬
standes , daß alle Zykloiden einander ähnlich sind, leicht gelöst
werden .

§ 14 . Anwendung des Seilpolygons auf die Dynamik des
materiellen Punktes .

Ein materieller Punkt sei genötigt , sich auf irgendeiner
gegebenen Bahn zu bewegen , wie das schon bei den in den
vorigen Paragraphen besprochenen Fällen zutraf . Dabei mag
von außen her eine beliebig veränderliche Kraft P auf ihn
einwirken . Die gesamte Beschleunigung , die er erfährt , läßt
sich in eine zur Bahn normale und in eine tangentiale Kom¬
ponente zerlegen . Bezeichnet man die Bogenlänge der Bahn
von irgendeinem Anfangspunkte bis zur augenblicklichen Lage
des bewegten Punktes mit s, so ist die Tangentialbeschleu -

nigung gleich ^ zu setzen , und wenn man mit P ' die Pro¬
jektion von P auf die Richtung der Tangente bezeichnet , be-

7 *
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steht zwischen beiden die schon aus Bd. I, § 14, S. 68 d. 3. Aufl.

Andererseits lautet die Differentialgleichung einer Seilkurve

wobei H der konstante Horizontalzug des Seils, x die Abszisse,
y die nach abwärts positiv gezählte Ordinate der Kurve und
q die Belastungsintensität ist , die eine beliebig gegebene Funk¬
tion von x sein kann und sich durch Zeichnen einer Belastungs¬
fläche graphisch darstellen läßt . Zugleich ist aus Bd. II be¬
kannt , wie man die Seilkurve , die zu dieser Belastungsfläche
gehört , auf graphischem Wege konstruieren kann .

Die beiden Gl. (84) und (85) sind von ganz ähnlicher
Form , so daß sie sich durch eine passende Bestimmung der in
Gl. (85) vorkommenden Größen in vollständige Übereinstimmung
miteinander bringen lassen . Wenn dies geschehen ist , vermag
man die Integration der Bewegungsgleichung (84) dadurch zu
bewirken , daß man die der Differentialgleichung (85) ent¬
sprechende Seilkurve auf graphischem Wege ermittelt . Hier¬
durch werden dynamische Aufgaben der bezeichneten Art gra¬
phisch lösbar , was dann von Vorteil sein kann , wenn P ' eine
solche Funktion von t oder von s ist , daß die Integration der
Bewegungsgleichung (84) auf analytischem Wege Schwierig¬
keiten macht . Es verhält sich damit genau so wie mit der
Anwendung des Seilpolygons zur Konstruktion der elastischen
Linie , von der in Bd. II die Rede war .

Zunächst unterscheiden sich freilich die beiden Glei¬
chungen (84) und (85) voneinander durch das Vorzeichen auf
der rechten Seite . Aber dieser Unterschied läßt sich sofort
beseitigen , indem man die Ordinaten der Seilkurve nach oben
hin positiv zählt , anstatt wie früher nach abwärts . Mit diesem
Wechsel in der Bezeichnung geht Gl. (85) über in

bekannte Gleichung
(84)

nach Bd. II , Gl. (2), S. 79 d. 2. Aufl.

(85)

(86 )
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Um die Übereinstimmung mit Gl. (84) herzustellen , setze man
d'-y 1 d2s gy2 P '

y ~ s 'i V — yti dx * ~ H m

Dabei können die Konstanten y und H nach Belieben gewählt
werden, während q aus der letzten Gleichung zu ermitteln ist,
und zwar wird es proportional mit P ' gefunden , denn die
übrigen in dieser Gleichung vorkommenden Größen sind Kon¬
stanten . Hat man jedoch P ' bereits graphisch als Funktion
der Zeit t dargestellt , so wird man am einfachsten q = P '
setzen , also das Diagramm von P ' zugleich als Belastungs¬
fläche betrachten und den Horizontalzug H aus der vorher¬
gehenden Gleichung zu

H = ^ r - my 2 . (87)

bestimmen . Aus der Seilkurve , die mit diesem H zu der Be-
lastungsfläehe konstruiert werden kann , läßt sich dann zu
jedem gegebenen t das zugehörige s entnehmen , d. h. der zeit¬
liche Verlauf der Bewegung ist damit vollständig bekannt .o o o

Am einfachsten gestaltet sich diese graphische Lösung der
Aufgabe , wenn die Kraft P ' von vornherein als Funktion der
Zeit gegeben ist . Man nehme z. B. die Bewegung auf der
schiefen Ebene unter dem Einflüsse des Eigengewichts . Unter
P ' ist dann die Projektion des Gewichts auf die Richtung der
schiefen Ebene zu verstehen und diese bleibt während der
ganzen Bewegung konstant . Die Belastungsfläche q ist ein
Rechteck und die zugehörige Seilkurve eine Parabel . Oder
man betrachte die Bewegung des Schwungrades einer Dampf¬
maschine unter dem Einflüsse eines wechselnden Drehmomentes ,
und zwar jetzt ohne Berücksichtigung der Torsionsschwingungen ,
die sich zu dieser Bewegung noch hinzugesellen können . In
den vorhergehenden Gleichungen ist dann unter m das Trägheits¬
moment , unter s der von einer beliebigen Anfangsstellung aus
zurückgelegte Drehungswinkel und unter P ' das Moment des
auf das Schwungrad wirkenden resultierenden Kräftepaares zu
verstehen , das während einer Umdrehung bald positiv , bald
negativ ist und dessen Veränderung mit der Zeit als genau
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genug gegeben angesehen werden kann , wenn man an die
Untersuchung des Ungleichförmigkeitsgrades des Schwungrades
herantritt . Die vorher beschriebene Konstruktion gestattet
dann, diese Untersuchung ohne weiteres auf graphischem Wege
durchzuführen .

In den meisten Fällen wird aber P ' nicht als Funktion
der Zeit , sondern als Funktion des Weges gegeben sein. Das
trifft z. B. bei der Pendelbewegung oder bei der Fallbeweguug
auf der Zykloide oder auf irgendeiner anderen gegebenen Kurve
zu. Der nächste Schritt , um die Bewegung auf graphischem
Wege zu untersuchen , besteht dann darin , die ganze Schwin¬
gungsbahn in eine Anzahl von Abschnitten einzuteilen , die
man genau genug als geradlinig ansehen kann , in jedem Teil¬
punkte die Tangente zu ziehen und das Gewicht , das in einem
passenden Maßstabe aufgetragen ist , auf die Tangente zu pro¬
jizieren . Dann trägt man die Abschnitte der Bahn auf einer
Geraden auf und errichtet in jedem Teilpunkte eine Ordinate ,
die gleich der Projektion P ' ist . Damit hat man aber noch
nicht die Belastungsfläche der Seilkurve , da bei dieser die Ab¬
szissen den Zeiten und nicht den Wegen proportional sein
müssen .

Das hindert jedoch nicht die Lösung der Aufgabe , wie am
Beispiele der Pendelbewegung gezeigt werden soll. In Abb . 16
stellt a die Schwingungsbahn des Pendels dar , und zwar be¬
schränkt auf eine Hälfte , da es ausreicht , die Bewegung vom
größten Ausschlage nach links bis zum tiefsten Punkt der
Bahn zu betrachten . Die Einteilung der Bahn in einzelne
Elemente ist in der Zeichnung weggelassen und nur an einer
Stelle ist gezeigt , wie das Gewicht P auf die Tangente der
Bahn projiziert und hiermit P ' gefunden wird . Der Teil b der
Abbildung enthält die Darstellung von P ' als Funktion von s,
und zwar ist s dabei in vertikaler Richtung aufgetragen , weil
nachher die Ordinaten y der Seilkurve in dieser Richtung gehen
sollen . Mit c ist das Seilpolygon , mit d die Belastungsfläche
und mit e der Kräfteplan des Seilpolygons bezeichnet . Die
erste Seileckseite geht horizontal , weil zu Beginn der Bewegung



§ 14. Anwendung des Seilpolygons auf die Dynamik usw . 103

die Geschwindigkeit , also ^ und hiermit auch gleich Null(Xl &oc

ist . Auf dieser Horizontalen , die man in gleicher Höhe mit
der unteren Begrenzungslinie , von b zieht , trägt man nun eine
Anzahl gleicher Strecken ab , die unter Zugrundelegung eines
passend gewählten Maßstabes kleine Zeiten , etwa sec . o. dgl .,
bedeuten . Wie man diese Zeiten wählt ist im übrigen gleich¬
gültig , wenn man nur sicher sein kann , daß eine passende Zahl

d,J

7

r

Ll 1 - 1-

cj

Abb . 16.

( vielleicht 6 bis 10 ) dieser Zeiten gleich der gesuchten
Schwingungsdauer werden wird , und zwar ist diese Beschrän¬
kung auch nur deshalb nötig , damit man zu einer gut aus¬
zuführenden Zeichnung gelangt . Hierauf zieht man über c in
beliebiger Höhe die horizontale Grundlinie der Belastungs¬
fläche d . Die erste Ordinate der Belastungsfläche ist bekannt ,
da für £ = 0 auch s = 0 ist und das zugehörige P ' bereits
konstruiert ist . Man macht also diese Ordinate gleich der
Grundlinie von b. Später wird ja die Ordinate kleiner werden ;
zunächst genügt es aber , sie für das erste Zeitelement als
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konstant zu betrachten . Man erhält dadurch das erste Recht¬
eck von d. Den Inhalt dieses Rechtecks betrachtet man nun
als Last des Seilpolygons und trägt ihn in irgendeinem günstig
gewählten Maßstabe auf der Lastlinie des Kräfteplanes e auf.
Hierauf hat man den Horizontalzug H nach Gl. (87) zu be¬
rechnen . Das soll hier unter Zugrundelegung eines Zahlen -
beispiels , wie es beim Aufträgen von Abb . 16 angenommen
wurde, geschehen . Die Fadenlänge des Pendels , also der Halb¬
messer des Kreisbogens in a ist in Abb . 16 zu 2 cm an¬
genommen . Das Gewicht P ist durch eine Strecke von 3 cm
dargestellt und die Strecken , die q angeben , sind gleich groß
mit denen gewählt , die man für P ' erhielt . Hiernach besteht
zwischen q und P ' der Zusammenhang

cm
»i 981 ¥

Ti ' p seo 1P = q ■ - = q —r = qm ■621 - ., •1 3 cm * 3 cm 1 sec 2

Ferner sind die Zeitelemente , die man auf der Grundlinie von
c auftrug , gleich 0,01 sec gewählt und jedes dieser Elemente
wurde durch eine Strecke von 5 mm dargestellt . Die Kon¬
stante y hat daher den Wert

KA Cmy = 50' sec

Setzt man diese Größen in Gl. (87) ein, so erhält man

JT = - ^— — • m ■2500 cm22 = 7,645 cm2-1 sec 2 ’
qm ■327 jsec 2

Man erhält eine Fläche , wie es sein muß , da auch der Inhalt
der Belastungsfläche unmittelbar als Last des Seilpolygons be¬
trachtet wird . Der Maßstab des Kräfteplans steht noch frei .
In Abb. 16, e ist der Inhalt jedes rechteckigen Streifens der
Belastungsfläche durch j- der Höhe auf der Lastlinie dargestellt ,
d. h . 1 cm2 der Fläche wird durch eine Länge von 5 mm dar¬
gestellt . Hiernach war H gleich 38,2 mm zu machen .

Nachdem H und die erste Last im Kräfteplan eingetragen
sind , kennt man die Richtung des zweiten Seilstrahls in c.
Von dem Punkte , in dem dieser die Vertikale 1 trifft , zieht
man eine Horizontale , die in b das dieser Stelle zugehörige P '
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abschneidet . Diese Strecke trägt man in d als nächste Ordi¬
nate der Belastungsfliiche auf. Hierauf nimmt man an , daß
im nächsten Zeitelemente P ' diesen Wert unverändert bei¬
behalte . Der nächste Streifen der BelastungsHäche wird daher
als ein Rechteck von dieser Höhe betrachtet . Dessen Fläche
wird auf der Lastlinie des Kräfteplans e abgetragen und das
Seilpolygon rückt ebenfalls um eine Seite voran . Hierauf
wird alles in derselben Weise weiter fortgesetzt , so daß Seil¬
polygon , Belastungsfläche und Kräfteplan miteinander entstehen .
Man ist am Ende angelangt , wenn der letzte Strahl des Seil-
oolygons die durch den oberen Punkt von b gezogene Hori¬
zontale schneidet . Die zugehörige Abszisse stellt die Dauer t
einer Viertelschwingung des Pendels dar .

Das ist freilich nur ein erster Näherungswert , der sich
aber , wie ein Vergleich des Ergebnisses mit der genauen Formel
lehrt , schon ziemlich eng an den wahren Wert anschließt . Es
steht aber natürlich frei, die ganze Konstruktion noch einmal
zu wiederholen , indem man an Stelle der ganzen Rechteckflächen ,
die vorher als Lasten angenommen wurden , jetzt Werte setzt ,
die gegenüber den Rechteckflächen in demselben Maße ver¬
mindert sind , wie sich dies bei der ersten Zeichnung heraus¬
gestellt hatte . Damit würde man dann schon eine solche Ge¬
nauigkeit erlangen , wie sie (mit Rücksicht auf die unvermeid¬
lichen Zeichenfehler selbst bei schärfster Zeichnung im großen
Maßstabe ) auch bei einer ganz strengen Lösung nicht besser
erzielt werden könnte . In Abb. 16 ist der Deutlichkeit wegen
von der besprochenen Verbesserung abgesehen worden .

Für die Ermittlung der Schwingungsdauer des Pendels
hat das Verfahren natürlich keinen Zweck , da man diese ein¬
facher nach der Formel berechnet . Das Beispiel ist hier nur
gewählt , um einen bequemen Vergleich und damit ein Urteil
über die Genauigkeit zu ermöglichen . Dagegen führt die
Zeichnung , wie nun auch P ' als Funktion von s gegeben sein
möge und wie die Bahnkurve aussehen möge , immer in der¬
selben Weise leicht zum Ziele, während die Rechnung versagt
oder wenigstens mehr Mühe verursacht .
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Aufgaben .

1. Aufgabe . Was folgt aus dem Flächensatze, wenn man ihn
auf den schiefen Wurf eines Steines im luftleeren Baume anwendet?

Lösung . Als äußere Kraft wirkt an dem Steine nur die
Schwere . Wir können uns diese vom „Mittelpunkte“ der Erde
ausgehend denken und sie sonach als eine Zentralkraft auffassen .
Dann muß für diesen Punkt als Momentenpunkt das statische Mo¬
ment der Bewegungsgröße konstant sein . Um dieses Moment für
irgendeine Stelle der Wurfbahn zu berechnen , denken wir uns den
Hebelarm dahin gezogen und die dazu senkrechte Komponente der
Geschwindigkeit mit ihm multipliziert . Gegenüber dem Erdhalb¬
messer sind aber die Erhebungen der Wurfbahn nur sehr klein und
wir können daher die Hebelarme für alle Stellen der Wurfbahn als
gleich groß ansehen . Daher muß auch der andere Faktor des sta¬
tischen Moments konstant sein , d. h. die Horizontalkomponente der
Geschwindigkeit wird während des Wurfes nicht geändert .

Hiermit sind wir freilich nur zu einem Resultate gelangt , das
vorher schon aus einfacheren Betrachtungen bekannt war . Wie
schon früher bemerkt wurde , zeigt sich aber der Nutzen des Flächen¬
satzes erst bei Aufgaben über Punkthaufen oder über starre Körper
im rechten Lichte . Bei der Dynamik des einzelnen materiellen
Punktes kann er gewöhnlich leicht entbehrt werden .

Wenn die Wurfbahn als sehr hoch im Vergleiche zum Erdhalb¬
messer vorausgesetzt wird , ist es freilich nicht mehr zulässig , den
Hebelarm überall als gleich groß anzusehen . In der Tat wird aber
auch dann die ganze Bewegung geändert . Der Stein (z. B. ein
Meteorstein , der in die Nähe der Erdoberfläche gelangt ) bewegt sich
dann im allgemeinen nicht mehr in einer Parabel , sondern längs eines
elliptischen Bogens , wie bei der Planetenbewegung (oder auch längs
einer Hyperbel ) . Die Wurfbahn darf daher immer nur so lange als
Parabel aufgefaßt werden , als ihre Abmessungen wirklich als klein
gegenüber dem Erdhalbmesser vernachlässigt werden können .

2 . Aufgabe . Von einem Anziehungszentrum geht eine Kraft
aus, die im Abstande a die Größe Pa hat und dem Quadrate der Ent¬
fernung umgekehrt proportional ist. Wie groß ist das Potential des
Kraftfeldes im Abstande x, wenn die willkürliche Konstante, die darin
vorkommt, so gewählt ivird , daß das Potential in unendlicher Ferne
zu Null wird ?

Lösung . Wir wählen als Integiationsweg eine vom Anziehungs -
zentrum ausgehende Gerade und als Anfangspunkt 0 den unendlich
fernen Punkt dieser Geraden . Dann ist in Gl. (10 )
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A

VA= r0- sydi0

die Konstante V0 gleich Kuli zu setzen . Wir haben daher
X oc

r = - j ‘yds =styds .
CO X

Hier sind und d 6 entgegengesetzt gerichtet . Im Abstande z ist

P = P —a z*

und , wenn wir für d %jetzt dz schreiben , erhalten wir

v -— sp ~ dz = py s- T = - pa- -
J a Z* a \- ZAx a x

Für den Fall der Abstoßung anstatt der Anziehung , wie er .bei
elektrostatischen Untersuchungen vorliegt , wird dagegen V positiv .
Es gibt dann sofort die potentielle Energie an , die dadurch bedingt
wird , daß sich der bewegliche Punkt im Abstande x von dem Ab¬
stoßungszentrum befindet . In diesem Ealle wird nämlich die poten¬
tielle Energie bei unendlicher Entfernung des beweglichen Punktes
zu Nullund dadurch wird die Wahl , die für die willkürliche . Kon¬
stante getroffen wurde , gerechtfertigt . Für den Fall der Anziehung
dagegen wird die potentielle Energie um so größer , je mehr der Ab¬
stand wächst und das mit derselben Wahl der Konstanten berechnete
V kann daher nicht mehr als Ausdruck für die potentielle Energie
angesehen werden . Immerhin ist es auch in diesem Falle gebräuchlich ,
das Potential derart zu bestimmen , daß es in unendlicher Entfernung
verschwindet .

3. Aufgabe . Man soll für beliebig verteilte gegebene Massen ,
die nach dem Gravitationsgesetze auf einen anderen Massenpunkt ein¬
wirken , das Potential des von ihnen erzeugten Gravitationsfeldes be¬
rechnen .

Lösung . Ein Volumenelement der Massenverteilung sei mit
dx bezeichnet (Abb . 17 ), die Dichte der Massenverteilung an dieser
Stelle mit ft und ihr Abstand vou dem Punkte A . für den man das
Potential Y berechnen soll , mit r . Dann ist nach der Lösung der
vorigen Aufgabe das von der Masse (idx für sich herrührende Poten¬
tial bekannt und man braucht nur die Summe aller dieser Werte für
die einzelnen Massenelemente zu nehmen , um V zu erhalten . —
Rechnet man ferner mit astronomischen Masseneinheiten , so wird für
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die Masse 1 im Abstande a = 1 das von ihr herrührende P a zu 1
und man kann in der Lösung der vorigen Aufgabe die Faktoren Paa 2

BA streichen , wogegen die Masse fidx , die an
Stelle der Masse 1 tritt , als neuer Faktor
beizufügen ist . Man erhält daher

Abb . 17.

wobei sich die durch Vdas Integralzeichen
angedeutete Summierung über den ganzen
von Massen erfüllten Baum zu erstrecken
hat .— Bei elektrostatischen Aufgaben kehrt
sich auch hier das Vorzeichen des Poten¬

tials um, da sich elektrische Massen gleichen Vorzeichens abstoßen .
4. Aufgabe . Brei feste PunMe A, B , C, die mit den Massen

m1, m2, m3 behaftet sind , üben auf einen in derselben Ebene liegenden
beweglichen Punkt Zentralkräfte aus , die
den Massen proportional , von den Entfer¬
nungen aber unabhängig sind . Man soll
das Potential dieser Kräfte berechnen und
ferner ermitteln , an welcher Stelle es zu
einem. Minimum wird .

Lösung . Wir berechnen zunächst das
Potential , das von einer einzigen Masse mx
berührt . Den Anfangspunkt des Integrations¬

wegs lassen wir mit zusammenfallen und integrieren von da aus

ni.
Abb . 18 .

längs einer geraden Linie weiter bis zum Abstande In der Formel

v,= v0- sidß
ist jetzt konstant und die Summe aller dö liefert r v Hierbei ist
nur zu beachten , daß und d '6 entgegengesetzt gerichtet sind , das
Produkt daher negativ ist . Ferner ist proportional mit mL.
Hierbei würde noch ein Proportionalitätsfaktor auftreten , den wir
uns aber durch eine passende Wahl der Masseneinheit der Einfach¬
heit halber vermieden denken wollen . Die Anziehung , die von jedem
m ausgeht , soll also unmittelbar durch den Wert von m selbst an¬
gegeben werden . Dann wird

Fi = F0 + tWjiv
Das Potential des von allen drei Massen herrührenden Kraftfeldes ist
gleich der Summe von drei nach diesem Muster gebildeten Gliedern .
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Die Summe der drei willkürlichen Konstanten Vp können wir uns
hierbei zu einer einzigen willkürlichen Konstanten C zusammengefaßt
denken . Wir erhalten demnach

V = m1r1 + wsv + m3r3 + C,
wobei wir der willkürlichen Konstanten G schließlich auch zur
weiteren Vereinfachung den Wert Null beilegen können .

Um schließlich zu ermitteln , wo V zu einem Minimum wird , be¬
achten wir , daß an dieser Stelle für jede Verschiebung in irgendeiner
Kichtung d V = 0 sein muß . Zugleich gibt aber d V die Summe
der von allen Kräften herrührenden Arbeitsleistungen an , die zu dieser
Verschiebung gehören . Nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindig¬
keiten schließen wir daher , daß die von den drei Massen ausgehen¬
den Kräfte sich an dem beweglichen Punkte an der gesuchten Stelle
im Gleichgewichte halten müssen . Auf Grund dieser Betrachtung

m.

Abb . 19.

läßt sich der Ort des Potentialminimums leicht ermitteln . Die Größe
der Kräfte ist nämlich gegeben und damit auch die Gestalt des Kräfte¬
dreiecks , zu dem sie sich zusammensetzen lassen müssen . Nur die
Bichtungen der Seiten sind einstweilen unbekannt . Wir konstruiren
aber einstweilen das Dreieck in irgendeiner Lage . Dadurch erfahren
wir , welche Winkel die Kraftrichtungen am Orte des Potential -
minimums miteinander bilden müssen . Die Winkel der Verbindungs¬
linien rjrgi 'g des gesuchten Punktes mit den Massenpunkten m1m2m3
sind die Supplemente der Dreieckswinkel . Man braucht also nur über
den Verbindungslinien von je zwei Massenpunkten einen Kreisbogen
zu schlagen , der den seinerGröße nach bekannten Winkel als Peripherie¬
winkel faßt Dann schneiden sich alle drei Kreisbögen im Orte des
Potentialminimums .

In Abb . 19 ist diese Konstruktion unter der Voraussetzung aus¬
geführt , daß sich m1:m2:m3 wie 2 : 3 :4 verhalten . 0 ist der Ort des
Potentialminimums .

Aus der Konstruktion erkennt man zugleich , daß das Potential
im vorliegenden Falle nur an einer Stelle zu einem Minimum werden
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kann . Ferner kann 0 auf dem angegebenen Wege nur dann ge¬
funden werden , wenn jede Masse kleiner ist als die Summe der beiden
anderen . Im entgegengesetzten Falle nimmt das Potential seinen
kleinsten Absolutwert dort an , wo sich die größte Masse befindet .

A nnierkung . Zentralkräfte , die unabhängig von der Entfernung
sind , kommen in den zur Mechanik gehörigen Anwendungen der Poten¬
tialtheorie kaum in Wirklichkeit vor . Man kann aber ein sehr treffen¬
des Beispiel anführen , das sich den vorausgehenden Betrachtungen
eng anschließt , und das schon deshalb von Nutzen ist , weil es den
wichtigen Begriff des Potentials von einer neuen Seite her zeigt , die
geeignet ist , ihn dem Anfänger vertrauter und verständlicher zu
machen . In diesem Sinne sind die nachfolgenden Betrachtungen auf¬
zufassen .

Unter den Massen m stelle man sich jetzt die Einwohnerzahlen
von drei Dörfern vor , die die durch Abbildung 18 oder 19 gegebene
Lage zueinander haben Das Gelände sei vollständig eben und an
Stelle des beweglichen Punktes stelle man sich das Projekt für irgend¬
ein Gebäude vor , das den Bedürfnissen aller drei Ortschaften dienen
soll , also etwa den Bahnhof einer neu zu erbauenden Bahn , der mit
gleicher Leichtigkeit an jeder Stelle des in Frage kommenden Ge¬
ländes errichtet werden könnte und um dessen genauere Lage sich
die Einwohner der drei Dörfer streiten sollen . Jedes Dorf will den
Bahnhof so nahe als möglich haben , und die Einwohnerschaft sucht
auf die Behörde , von der die endgültige Entscheidung über den Bau¬
platz abhängt , im Sinne der Interessen ihres Dorfes durch die in
solchen Fällen gebräuchlichen Mittel einzuwirken . Die Behörde wird
sich bemühen , einen billigen Ausgleich zwischen den sich wider¬
streitenden Interessen der verschiedenen Dörfer zu finden . — Man
kann hier in der Tat in einem übertragenen Sinne von den Kräften
sprechen , mit denen die Dörfer das Streitobjekt an sich heranzuziehen
suchen . In Ermangelung anderer Unterlagen wird man auch die
Kraft , die hierbei von jedem Dorfe ausgeht , proportional der Ein¬
wohnerzahl setzen dürfen ; es würde ja anderenfalls auch freistehen ,
besonders einflußreiche Einwohner durch eine entsprechend erhöhte
Einschätzung der Einwohnerzahl in Rechnung zu stellen . Ferner ist
auch , worauf es im Zusammenhange mit der vorausgehenden Aufgabe
besonders ankommt , anzunehmen , daß die Kraft unabhängig von der
Entfernung ist . Jeder will den Bahnhof so nahe als möglich haben ,
und jeder Kilometer Weg , der dabei erspart werden kann , ist gleich
willkommen und wird ebenso lebhaft angestrebt , ob nun dadurch die
Entfernung von 5 auf 4 oder von 3 auf 2 Kilometer herabgesetzt wird .

Für einen gerechten Ausgleich würde man in einem solchen
Falle wohl den Punkt 0 in Abb . 19 empfehlen können , da sich die
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von den verschiedenenDörfern auf ihn ausgeübten Kräfte an ihm im
Gleichgewichte halten . Wäre freilich das eine Dorf größer als die
Summe der beiden anderen, so müßte man wohl den Bahnhof bei
ihm errichten ; die anderen Interessenten würden gegen diese Wahl
schwerlich aufkommen können.

Sehen wir nun zu, welche Kolle im vorliegenden Falle dem
Potentialbegriffe zugewiesen ist. Wir fanden, daß der Ausdruck für
das Potential

V = mlr2 -j- m2r2 + msrs

gesetzt werden kann und hierfür läßt sich sofort eine anschauliche
Deutung angeben. V ist nämlich gleich der Summe der Wege, die
von den Bewohnern aller drei Dörfer gemacht werden müssen, wenn
sie sich von ihren Wohnorten aus unter Einhaltung des nächst mög¬
lichen — also geradlinigen — Weges alle an dem Punkte versammeln
wollen, der für die Erbauung des Bahnhofs in Aussicht genommen
ist. V gibt also eine gewisse Anzahl von Personenkilometern an,
d. h. es hat eine Dimension, die sich zwar nicht auf die Fundamen¬
taleinheiten der Mechanik zurückführen läßt , die aber dem tech¬
nischen Eisenhahnbeamten schon durch andere Betrachtungen sehr
vertraut ist.

Wenn der Bahnhof dort errichtet wird , wo sich die von den
Dörfern geltend gemachten Anziehungskräfteim Gleichgewichte halten,
wird das Potential zu einem Minimum, d. h. hei dieser „günstigsten“
oder „gerechtesten“ Wahl des Platzes ist der durchschnittliche Weg
jeder Person zum Bahnhöfe möglichst klein ; man kann ihn daher zu¬
gleich als den volkswirtschaftlich besten Platz betrachten , weil die
Beförderungskosten oder die ihnen gleich zu achtenden Zeitverluste
usf., die für die Erreichung des Bahnhofs- aufgewendet werden
müssen, möglichst klein sind.

Es steht ferner auch frei , Linien gleichen Potentials zu kon¬
struieren, also hier solche Linien , für deren Punkte die Anzahl der
Personenkilometer,die zu ihrer Erreichung aufgewendet werden müssen,
gleich groß sind und die daher volkswirtschaftlich als gleichwertig
angesehen werden können. — Wegen der besonderen Anwendung,
die hier davon gemacht wird , kann man nach einem Vorschlage,
den ich bei einer früheren Gelegenheit selbst einmal gemacht habe,
das Wort Potential durch die hier treffendere Bezeichnung „Vial“O 77
ersetzen. Der Ort des Potentialminimums heißt dann kürzer das Vial-
zentrum. Man sieht leicht ein, daß diese Begriffe ganz zweckmäßig
zu manchen Betrachtungen benutzt werden können. So spricht man
z. B. öfters vom Zentrum oder vom Verkehrsmittelpunkte einer Stadt.
Damit ist nun zwar jener Ort gemeint, der tatsächlich den größten
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Straßenverkehr aufweist . Offenbar hängt aber dessen Lage ganz
wesentlich von der Gestaltung der Stadt , also von der Verteilung der
Einwohnersehaft über die Flächen des Stadtbezirks ab und es läßt
sich z. B. voraussehen , daß die einseitige Erweiterung der Stadt nach
einer bestimmten Kichtung hin eine Verschiebung des Verkehrsmittel¬
punktes zur Folge haben muß . Am wahrscheinlichsten wird sich
auch hier unter sonst gleichen Umständen der stärkste Verkehr an
jenem Platze einstellen , der von allen Einwohnern am leichtesten er¬
reicht werden kann . Das wäre also wiederum das Vialzentrum , wo¬
bei jetzt auch die wirklichen Wegelängen mit Rücksicht auf die vor¬
handenen Straßenzüge bei der Berechnung der Personenkilometer ver¬
wendet werden können (anstatt der geradlinigen Wege bei der Lösung
der Aufgabe ). Das Vial im Vialzentrum geteilt durch die Ein¬
wohnerzahl gibt einen mittleren Stadtradius ab , der für jede Stadt
charakteristisch und beim Vergleich verschiedener Städte von Wert
wäre . — Leider sind die hier angedeuteten Berechnungen recht müh¬
sam ; sonst hätte man wohl schon längst mehr Gebrauch von ihnen
gemacht .

5. Aufgabe . Ein materieller Punkt , dem ein Gewicht von 981 kg
zugeschrieben wird , führt einem gedämpfte harmonische Schwingung aus .
Die elastische Kraft , die ihn in die Anfangslage zurückzuführen sucht,
beträgt für 1 cm Ausschlag 10 kg, der dämpfende Widerstand ist bei
einer Geschwindigkeit von 1 m/sek gleich 20 kg. Ist die Bewegung
periodisch oder aperiodisch ? Wie groß ist das logarithmische Dekre¬
ment ? Wie groß müßte der dämpfende Widerstand sein , wenn die
Bewegung an der Grenze zwischen der periodischen und aperiodischen
stehen sollte ?

Lösung . Die in § 6 mit c bezeichnete Konstante ist hier

c = ^ kg = 1OOO kg -1 cm m

Ebenso wird , mit Berücksichtigung der Dimensionen ,

/,■= = 90 ^m m
1 —sec

und die Masse m ist

m = 981kg = loo kg ^ ec 2m m
9,81 - 2’ sec2

Hiermit läßt sich die früher mit y bezeichnete Wurzel berechnen ;
sie ist

400 1 1000 1
40 000 sec 2 100 sec 2*
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Wir sehen , daß y imaginär und daher die Bewegung periodisch
ist . Zugleich haben wir uns überzeugt , daß die beiden Glieder unter
dem Wurzelzeichen homogen in den Dimensionen sind . Für y er¬
halten wir

' = l / lö - 4 ' 1 = 3,16r 100 secy

Bei der Berechnung des logarith mischen Dekrements wollen wir
annehmen , daß die Schwingungsausschläge nach beiden Seiten hin
beobachtet und miteinander verglichen werden sollen . Dann erhält
man nach Gl. (44 )

kg sec
lc 71' 20 in“

lgst„ - lg «M+i = * ^ . - ..... , , = = - 0 ,0994 .l/ 4mc —Ä2 i / kg 2 sec 2
r y (400 • 1000 — 400) —

Wergleicht man dagegen nur die nach derselben Seite erfolgenden
Schwingungsausschläge oder auch die ganzen Schwingungsbahnen
miteinander , so hat das logarithmische Dekrement den doppelten Wert .

Bei den Versuchen ist es oft bequemer (wenn nämlich gerade
keine Tafel der natürlichen Logarithmen zur Verfügung steht ) die
Briggschen Logarithmen der Ausschläge zu nehmen . Um die vorige
Zahl auf Briggsche Logarithmen umzurechnen , dividiere man sie
durch den natürlichen Logarithmus von 10 , also durch 2,3026 .

Die Bewegung steht an der Grenze zwischen periodischer und
aperiodischer , wenn y und y ' zu Null werden . Die Bedingung
dafür ist _

7— 9 = — oder 7« = ]/ 4mc .im m

Nach Einsetzen der Zahlenwerte geht dies über in

fc = 1/ 4 . 100 kg sec2 • 1000 kg = 632 ,4 kgsec- .r m m 7 m

Die Dämpfung müßte mehr als dreißigmal so stark sein als
sie angegeben war , um eine aperiodische Bewegung herbeizuführen .

6. Aufgabe , Alan soll für den in der vorigen A.ufgabe be¬
handelten Fall die Schwingungsdauer berechnen.

Lösung . Nach Gl. (40 ) ist

T = = __ 4 7t TO_
]/ 4 »! c — V2 ’

woraus nach Einsetzen der Zahlenwerte T — 1,99 sec folgt . Die
Schwingungen stimmen hiernach nahezu mit denen eines Sekunden¬
pendels überein .

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 8
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7 . Aufgabe . Der in Aufgabe 5 behandelte materielle Punkt er¬
fährt von einer fremden Schwingung periodische Anstöße vom Größt¬
werte 0,5 kg. Wie groß werden die Ausschläge der erzwungenen
Schwingungen (nach so langer Zeit vom Beginne der Erregung an ,
daß die verwickelteren Betvegungen des Anfangszustandes als abge¬
klungen betrachtet werden können) , wenn die Schtvingungsdauer der
erregenden Schwingung a) 3 sec, b) 2 ,2 sec beträgt , c) ebenso groß ist
als die der Eigenschwingungen ?

Lösung . Die in § 8 mit P bezeichnete Größe ist hier
P = 0,5 kg .

Ferner folgt die mit ?; bezeichnete Größe für den Fall a), der zuerst
untersucht werden soll, aus

i] ■3 sec = 2 3t zu 7] = 2,0944 sec“ 1.

Den Phasenverschiebungswinkel cp der erzwungenen gegen die
erregenden Schwingungen findet man aus Gl. (54 )

kg sec ,
20 — - • 2,0944 sec“ 1

tg cp= - ^ cc i-- = + 0 ,0746 .c—mv kg kg sec »
1 1000 — — 100 —-- 4,3865 secm m

Der Winkel cp ist hier spitz und ziemlich klein , d. h. die erzwungenen
Schwingungen bleiben nur wenig hinter den erregenden in der Phase
zurück , was daher kommt , daß wir im Falle a) noch ziemlich weit
von der Eesonanz entfernt sind . Durch Aufschlagen in einer trigono¬
metrischen Tafel findet man cp= 4° 16 ' ; ferner sing ) — 0,0744 und
eosg>= 0,9972 . Alle diese Werte sind in Gl. (55 ) einzutragen .
Man erhält dann

0,5 kgC =
0,9972 (1000 — 438 ,65)^? + 0,0744 -20 . 2,0944 sec - 1m m

= 0,000 ,89 m = 0.89 mm,

Hiermit ist die Schwingungsamplitude gefunden . Die Wiederholung
der Rechnung für 2,2 sec Schwingungsdauer liefert

tj = 2,856 sec - 1, tg <p = 0,3098 , tp = 17012 ' 50 " ,
sing ; = 0 ,2959 , cosg) = 0,9552 , C — 2,59 mm.

Für den Fall der Resonanz endlich hat man ip= 90° und nach Gl. (57 )
wird die Schwingungsamplitude

P i ‘/ m 0,5 kg
G = \/ "v= — - l / TT̂ sec2 = 0,0079 m = 7,9 mm .k V c kg sec r 1000 ’

20 - —m



Aufgaben . 115

Die Schwingungsausschläge sind also im letzten Palle in der Tat
etwa neunmal so groß , als im Palle a), obwohl die Intensität der er¬
regenden Schwingungen dieselbe geblieben ist und nur die Schwin¬
gungsdauer sieh geändert hat . Wenn die Dämpfung kleiner ist , als
hier vorausgesetzt wurde , kann das Verhältnis noch viel größer
werden .

8. Aufgabe . Für irgendeine Lage des einfachen Pendels, das
ScMcingungen von beliebiger endlicher Größe ausführt , soll man den
genaueren Wert der Fadenspannung berechnen.

Lösung . Die Geschwindigkeit in der durch den Winkel cp in
Abb . 12 S. 80 bezeichneten Lage ist , wie wir früher fanden (Gl. 65 ),

v = y2gl {c,oscp — cosa ).

Die Normalkomponente der Resultierenden aus der Fadenspannung
F und dem Gewichte Q ist die Zentrifugalkraft , die wir nach der
von früher her bekannten Pormel berechnen können . Wir finden

Q v1
C = • y = 2 Q(coscp — cos «) .

Die Projektion der Resultierenden auf die augenblickliche Faden -
richtung ist gleich der algebraischen Summe der Projektionen von
F und <3; also

C = F — Qcos <p

und nach Einsetzen des Wertes von C folgt daraus

F = Q(3 cos ip — 2cosa ).

Um diesen Wert anschaulicher zu deuten , formen wir ihn um in
„ Süfeostp -— cos «) + ?cosa Sz -J- lcosct

F = Q j = Q -̂-- ,
wenn wir die schon in Abb . 12 mit z bezeichnete Strecke wieder
einführen , Die Fadenspannung wird hiernach gleich dem Gewichte
Q, wenn 3 z die Vertikalprojektion des Fadens in der äußersten Lage
gerade zur ganzen Fadenlänge ergänzt , d. h. dann , wenn der beweg¬

liche Punkt g seiner ganzen Fallhöhe zurückgelegt hat . Bei größerem
Ausschlage des Pendels ist F kleiner , bei kleinerem Ausschlage
größer als Q.

9. Aufgabe . Fin Wagen (Abb. 20) ist auf seinen beiden
Achsen mit Federn gelagert, die eine kleine Bewegung in vertikaler
Bichtung gestatten. Man soll die Schwingungsdauer für die Dreh-
schwingungen berechnen, die der Wagenkasten um die durch den Punkt
O senkrecht zur Zeichenebene gehende Achse auszuführen vermag.
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Lösung . Ein gefederter Wagen vermag außer den Drehschwin¬
gungen , um die es sich hier handelt , auch noch andere auszuführen , die
sich in ähnlicher Weise behandeln lassen , die hier aber nicht besprochen
werden sollen . Die bezeichneten Drehschwingungen treten z. B. bei
den Anhängewagen der Münchener Trambahn sehr deutlich auf , wenn
nach einem Halt schnell angefahren wird . Die durch den Zughaken
auf den Anhängewagen übertragene beschleunigende Kraft liegt ziem¬

lich viel tiefer als der Schwerpunkt des
Wagens . Man kann sie sieh durch eine
parallele und gleich große Kraft , die im
Schwerpunkt angreift und ein Kräfte -
paar ersetzt denken . Während jene die
Beschleunigung in der Fahrtrichtung her¬
vorruft , entsteht durch das Kräftepaar
während des ruckweise erfolgenden An¬
fahrens eine Drehbeschleunigung des
Wagenkastens . Hierbei wird die hintere

Feder weiter zusammengedrückt und die vordere wird zum Teil entlastet ,
indem sich das vordere Wagenende ein wenig hebt . Nachdem die
beabsichtigte Fahrgeschwindigkeit erreicht ist , führt der Wagenkasten
Schwingungen um die horizontale Gleichgewichtslage aus , die all¬
mählich erlöschen . Daß die Schwingungen in dem als Beispiel an¬
geführten Falle so deutlich hervortreten , liegt daran , daß die Federn
sehr nachgiebig sind und die Dämpfung verhältnismäßig klein ist .
Im folgenden soll nur die weitere Fortsetzung der Schwingungen
nach Ablauf ihrer Erregung und ohne Berücksichtigung der Dämpfung
besprochen werden .

Die Bewegungsgleichung läßt sich hier ebenso anschreiben , wie
bei den in § 5 behandelten Torsionsschwingungen . Wie in Gl. (22 )
hat man auch hier

~di * C^ '

Dabei ist qo der Drehungswinkel und & das auf die Drehungsachse
bezogene Trägheitsmoment des Wagenkastens . In einem bestimmten
Falle wird man es dadurch genau genug erhalten , daß man den Träg¬
heitshalbmesser abschätzt , während das Gewicht und hiermit die Masse
von vornherein als gegeben angesehen werden können . Die Konstante c
ist dagegen aus einer Angabe über die Zusammendrückbarkeit der Fedeim
zu berechnen . Bezeichnet man nämlich die Zusammendrückung , die
eine Feder durch die Lasteinheit erfährt , mit st, so entspricht einem
Drehungswinkel cp ein Kräftepaar vom Momente

a 1
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wobei zu beachten ist , daß vorn sowohl wie hinten je zwei Federn

hintereinander liegen , von denen jede für einen Federhub - cp eine

Kraft von der Größe ^ ausübt . Die Konstante c ist daher2a
Z*

c = —,a

und für die Dauer einer vollen Schwingung hat man nach Gl. (23 ),
wenn noch das Gewicht des Wagenkastens mit Q und der Trägheits¬
halbmesser mit i bezeichnet wird ,

n . I .

2V +

wobei unter h die Zusammendrückung zu verstehen ist , die jede Feder
durch das Eigengewicht des Wagens erfährt , falls alle gleich belastet
sind .

10 . Aufgabe . Ein Eisenbahnwagen I (Abb. 21) steht an einem
Prellbocke, so daß sich die Puffer gerade berühren, während ein Wagen
II mit einer Geschwindigkeit v0 auf I auffährt . Man soll die Stoß¬
vorgänge, die sich hierbei abspielen, näher untersuchen,

Lösung . Wir betrachten zunächst den Vorgang vom Auffressen
des Wagens II an , von dem ab wir die Zeiten t rechnen , bis zu dem
Augenblicke t — tv in dem
sich Wagen II wieder von
Wagen I trennt , um nach
links hin zurückzurollen .
Innerhalb dieser Zeit füh¬
ren beide Wagen zwei
miteinander gekoppelte
Schwingungen aus . Aller¬
dings wird von jeder der
beiden Schwingungsbewegungen nur ein Bruchteil einer vollen Schwin¬
gung innerhalb dieser Zeit vollendet . Es mag jedoch bemerkt werden ,
daß die Schwingungen nach demselben Gesetze längere Zeit fort¬
bestehen würden , wenn eine Einrichtung getroffen wäre , durch die
die Puffer nach ihrem Zusammenstoßen (etwa durch Einhaken ) mit¬
einander verbunden würden , so daß sie sich im weiteren Verlaufe
nicht mehr trennen könnten .

Zu einer Zeit Z, die kleiner ist als tv sei die Zusammendrückung der
Puffer zwischen I und dem Prellbocke mit y, die der Puffer zwischen
I und II mit z bezeichnet . Die Beschleunigung von I ist dann gleich

-j~ und die von II gleich - - zu setzen. An Wagen II wirkt

Abb . 2! .
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in diesem Augenblicke eine verzögernde Kraft , die gleich cz und an
Wagen I als Resultierende der hinten und vorn angreifenden Puffer¬
drücke eine beschleunigende Kraft , die gleich cz — cy zu setzen ist ,
wenn man unter c den Pufferdruck versteht , der einer Zusammen¬
drückung gleich der Längeneinheit entspricht und alle Pufferfedem
als gleich konstruiert voraussetzt .

Die Bewegungsgleichungen lauten daher
d *y / \

wi d? = c0 - yh

/ d 2y ,

Löst man die erste Gleichung nach z auf und setzt den erhaltenen
Ausdruck in die zweite ein , so erhält man

mi m2 + K + 2m 2) c dd yt t + c*y = ° -

Will man umgekehrt y eliminieren , so differentiiere man die erste
Gleichung zweimal nach t und setze darauf den aus der zweiten

d 2y
Gleichung hervorgehenden Ausdruck für ^ ein . Man findet dann ,
daß z derselben Differentialgleichung genügen muß , wie y.

Diese Differentialgleichung ist von derselben Form wie Gl. (28 )
für die in § 5 als Beispiel behandelten gekoppelten Schwingungen ,
abgesehen davon , daß die konstanten Koeffizienten hier durch andere
Ausdrücke dargestellt werden . Jedenfalls kann aber die Lösung hier
in derselben Weise wie damals angeschrieben werden . Man hat also

y = A sinÄ.jtf + BcosAj ^ -|- CsinA2f + D cosA2t ,

wenn unter A, und A2 die beiden positiven Wurzeln der charakte¬
ristischen Gleichung

— (wij + 2 w«2) cA2 -f- c2 = 0
verstanden werden . Zur Vereinfachung der weiteren Ausrech¬
nung möge von hier ab angenommen wer den , daß beide Wagen
gleiche Massen haben , daß also m2 = Wj ist , wofür kürzer m ge¬
schrieben werden kann . Die Auflösung der Gleichung liefert dann
zunächst _

»I - V. P + bb ; C - ÜJS - VS) .
Die Quadratwurzeln aus den Klammerwerten lassen sich leicht auf
eine einfache Form bringen , so daß man

undi Yi=±yi1 2 r »i J 2 r m
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■erhält, oder auch, wenn man die Zahlrenrechnung durchführt,

1, = 1,618 Aä = 0,618 ] / I .

Setzt man ferner den Wert von y in die erste der beiden Differential¬
gleichungen ein, so findet man

: = ( l — “T ^ ( ^ . sinlj # - f- B cosljtf )

sin 1, t + ] ) cosl 21) .

Die Werte der Integrationskonstanten AB CD findet man wie ge¬
wöhnlich aus den Grenzbedingungen. Zur Zeit t = 0 wird nämlich

^ dy „ dz
y = 0 ' * = 0 ’ di = 0 ’

Hiermit erhält man vier Gleichungen, die sich nach den Unbekannten
leicht auflösen lassen . Man findet

M = £7= + — °-= , B = D = 0 .
1, 1/ 5 ljl / 5

Die fertigen Lösungen lauten demnach, wenn man auf die Werte
von 1, und l 2 achtet, um die Ausdrücke zu vereinfachen ,

y = -- - sinl , t -| — sinl 2t ,
l , y5 1 l 2l / 5 2

« = • y™ (siniy + sin 1).

Aus diesen Gleichungen läßt sich nun das Weitere entnehmen. Wagen
II trennt sich von dem anderen, wenn z zum ersten Male wieder seit
t — 0 zu Null wird . Die Zeit tL ergibt sich dabei aus der Gleichung

sinl , £, -}- sinA,2£i — 0 .

Hiernach muß 1, £, ein Winkel im dritten (oder vierten) Quadranten
sein, der ebensoviel größer als n ist , wie l 2tl kleiner ist als n. Man
hat daher . n

(1, + !, ) £, = 27T,

und wenn man auf die Werte von /., und achtet

2st -j / »i 2jr “l/ »*
1 = Vf V 7 = 2,236 V 7 ’v°

Die Geschwindigkeit v2, mit der Wagen II zurückrollt , findet man
aus den Gleichungen für y und 0, nämlich
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fdy , dz \
Vi = \ dt dt ) t= t,

=VoCoSi1t1.ŷ +VoCOShtl.yi±i.
denn auf diese Form läßt sich der Ausdruck durch einige Verein¬
fachungen bringen . Nach dem , was vorher über die Winkel 11
und gefunden war , ist aber

cos Aj cos Ag j
und hiermit erhält man kürzer

t>2 = v0 cos A2 .
Auch dies läßt sich weiter ausrechnen . Durch Einsetzen der Zahlen¬
werte findet man nämlich

A2^ = 0,2764 • 2 « = 99°30 ',

wenn man auf Gradmaß umrechnet und durch Aufschlagen in einer
trigonometrischen Tafel

cosA2t1 = — 0,165 ,
woraus schließlich das einfache Ergebnis

n2 = — 0,165 «j0

folgt . Das negative Vorzeichen ist natürlich dadurch begründet , daß
v0 und v2 entgegengesetzt gerichtet sind .

Die Geschwindigheit t 2 hängt also weder von m noch von cr
d. h . nicht von der Stärke der Puffer ab . Dabei ist natürlich , wie
in der ganzen vorhergehenden Betrachtung stillschweigend voraus¬
gesetzt , daß der Stoß nicht so heftig ist , daß die Puffer an der Hub¬
grenze anlangen oder höchstens bis dahin , ohne aufzustoßen . — Es
mag auch noch darauf aufmerksam gemacht werden , daß andererseits
die Zeit , wie die dafür abgeleitete Formel lehrt , nur von m und cT
dagegen nicht von der Geschwindigkeit »0 abhängt , mit der Wagen
II auf I aufstieß .

Wir haben jetzt weiter die Bewegung des Wagens I nach dem
Ablaufen von Wagen II zu verfolgen . Von A= ^ an bis zu einer Zeit
A= A2 besteht diese Bewegung in einer einfachen Sinusschwingung ,
von der freilich auch wieder nur ein Bruchteil einer vollen Schwin¬
gung zur Ausführung gelangt . An dem Wagen greift nämlich inner¬
halb dieser Zeit nur der Pufferdruck — cy an und ein materieller
Punkt , an dem eine Kraft wirkt , die diesem Gesetze folgt , führt , so
lange dies zutrifft , eine einfache Sinusschwingung aus . Wir können
dafür ohne weiteres Gl. (17 ) in der Form

y = Asina (A— Ax) -f B cosu (t — t})
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gültig von t bis < = t2 übernehmen . Dabei bedeutet , wie früher

in § 4 a den Wert 1/ —, während die jetzt neu eingeführten Inte¬
grationskonstanten A und B , die mit den vorher ebenso bezeichneten
nicht verwechselt werden dürfen , aus den Anfangsbedingungen zu er¬
mitteln sind . Zur Zeit t — t1 finden wir nämlich das zugehörige y ,
das wir yx nennen wollen , sowie auch die Geschwindigkeit »j des
Wagens aus der für die Zeit von t = 0 bis t — tx gültigen Formel
für .?/, und zwar erhält man

yi= Vt + Sin tl==Vo'\ / c sin Vi = °;986"oVy i
vx = (— cos Ij tx + cos A2tj) = 0 .ys

Die Pufferfedern am Prellbocke haben also , wegen üj = 0 , gerade
die größte Zusammendrückung erfahren , wenn sich Wagen II von
Wagen I trennt . Ferner muß wegen vx = 0 die Integrationskon¬
stante A gleich Null gesetzt werden , während B = yi wird . Setzt
man dies ein, so wird

y = 0,986»0]/ “ cos(y ~ {t - tj)
gültig von f = fj bis zu einer gewissen Zeit t = L,. Der Zeitpunkt /.2
ist dann erreicht , wenn sich entweder Wagen I vom Prellbock trennt
oder wenn , falls dies schon früher eintritt , Wagen I wieder auf den
im Davonrollen begriffenen Wagen II aufstößt .

Um dies zu entscheiden , denken wir uns einmal vorläufig Wagen II
ganz beseitigt . Dann würde sich jedenfalls die Sinusschwingung so
lange fortsetzen , bis die Zusammendrückung y der Puffer am Prell¬
bocke wieder zu Null geworden ist . Das geschieht , wenn der Winkel ,
dessen Kosinus in der Formel vorkommt , ein rechter wird . Die unter
dieser Voraussetzung bestimmte Zeit f2, die wir <' nennen wollen ,
folgt daher aus __

Wagen I hätte dann in dieser Zeit einen Weg von der Länge yx
nach links hin zurückgelegt . Andererseits hätte der Wagen II in
der gleichen Zeit , wenn er ungestört fortgerollt wäre , den Weg

0 ,165 11 ,0 ] / -™

beschrieben . Das ist aber , wie der Vergleich lehrt , weniger als der
Weg yx des Wagens I . Wir schließen daraus , daß Wagen I schon
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wieder auf Wagen II stößt , ehe er sich vom Prellbocke trennen konnte .
Die Zeit t2 ist daher eine kleinere als und sie ist aus der Bedin¬
gung zu bestimmen , daß beide Wagen in der Zeit — tx gleiche
Wege nach links hin zurückgelegt haben müssen . Das liefert die
Gleichung

0 ,986 t’o | / f { 1 - cos ( ] / ^ (<2 - O ) } = (>* - h ) 0 ,165 1>0,

also eine transzendente Gleichung für /2 — , die durch Probieren
leicht nach der Unbekannten aufgelöst werden kann , wobei es sich
natürlich nur um die kleinste auf Null folgende positive Wurzel
handelt . Dazu ist freilich nötig , daß man weiterhin für c und m be¬
stimmte Zahlenwerte einführt . Davon soll jetzt abgesehen und der
weitere Gang der Rechnung nur noch kurz angedeutet werden , da¬
mit die Auseinandersetzung nicht noch länger ausfällt , als sie ohne¬
hin schon geworden ist . Übrigens sei wenigstens noch darauf hin¬
gewiesen , daß »0 aus der vorstehenden Gleichung fortfällt , so daß
auch t2 ebenso ' wie früher schon unabhängig von der Heftigkeit
des Stoßes gefunden wird , falls dieser die zulässige Grenze nicht über¬
schreitet .

Nach der Zeit t2, die aus der vorhergehenden Gleichung zahlen¬
mäßig bestimmt werden kann , setzen wieder bis zu einer ferneren
Zeit i die gekoppelten Schwingungen ein , die schon in dem
ersten Zeitabschnitte zwischen 0 und bestanden . Die allgemeine

. Gleichung für y kann dafür ohne weiteres übernommen werden ; da¬
gegen sind die Konstanten A R CI ) wieder von neuem zu bestimmen .
Dazu stehen die Grenzbedingungen zur Verfügung , daß für t = zu¬

nächst z = 0 ist , während y und ~ aus der Gleichung für y , gültig

von t = ^ bis t — t2 entnommen werden können , und daß endlich

S + tt gieich** wird-
Nachdem mit Verwertung dieser Grenzbedingungen die fertige

Lösung für y und z für den dritten Zeitabschnitt aufgestellt ist ,
hat man von neuem zu untersuchen , wie lange dieser dauert , d . h .
wann wieder eine Trennung stattfindet . Diese weiteren Rechnungen
spielen sich aber dann genau nach dem Muster der vorhergehenden ab .

Ich breche die Betrachtung hier ab, empfehle aber ihre weitere
Fortsetzung als ein gutes Übungsbeispiel , dem für die Beurteilung
von Stoßvorgängen , bei denen mehrfache Federungen mitspielen ,
immerhin auch eine gewisse praktische Bedeutung beigemessen werden
darf .



Zweiter Abschnitt .

Dynamik des Punkthaufens .

Vorbemerkung . Schon im ersten Bande dieser Vorlesungen
wurde die Mechanik beliebiger Körper dadurch an die Mechanik des
materiellen Punktes angeknüpft , daß wir diese Körper als Punkt¬
haufen auffaßten . Denselben Weg müssen wir auch hier wieder ein¬
schlagen . Die Beziehungen , die zwischen den Punkten des Haufens
anzunehmen sind , richten sich nach den physikalischen Eigenschaften
des Körpers oder des Verbandes verschiedener Körper , mit dem wir
es gerade zu tun haben , sowie nach der Genauigkeit , mit der wir
dem wirklichen Verhalten im besonderen Palle Bechnung tragen
wollen . Halten wir es z. B. für genügend , von der Gestaltänderung ,
die ein fester Körper in einem bestimmten Falle erfährt , abzusehen ,
so gelangen wir zu dem Bilde des starren Körpers , unter dem wir
uns einen Punkthaufen von unveränderlicher Gestalt zu denken haben .
In diesem Abschnitte soll aber zunächst ganz allgemein von Punkt¬
haufen die Bede sein , die beliebigen Bedingungen unterworfen sind ,
und von starren Körpern , die freilich das wichtigste Anwendungs¬
gebiet der hier anzustellenden Betrachtungen ausmachen , nur neben¬
her und insoweit , als es sich um die Anführung von Beispielen zur
Erläuterung der vorgetragenen Lehren handelt Im folgenden Ab¬
schnitte wird erst der starre Körper ausführlich für sich behandelt
werden .

§ 15 . Das Prinzip von d’Alembert .
Wir betrachten einen Punkthaufen , der in beliebiger Be¬

wegung begriffen sein soll, also so, daß sich auch seine Gestalt
dabei im allgemeinen fortwährend ändert . An einem einzelnen
Punkte des Haufens , auf den wir unser Augenmerk richten
wollen , greifen verschiedene Kräfte an, die sich in äußere und
innere einteilen lassen . Das ist schon im ersten Bande näher
besprochen worden und in Übereinstimmung mit den damals
gebrauchten Bezeichnungen sei $ die Resultierende der äußeren
und 2J% die Resultierende der inneren Kräfte . Wenn man
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unter m die Masse des Punktes und unter r den von einem
festen Anfangspunkte nach ihm gezogenen Radiusvektor ver¬
steht , hat man nach der dynamischen Grundgleichung

+ (88)

und eine Gleichung von dieser Form gilt für jeden Punkt des
Haufens .

Wir wollen uns ferner den Punkthaufen in seiner augen¬
blicklichen Gestalt und Lage und unter Aufrechterhaltung aller
übrigen Bedingungen jetzt noch ein zweites Mal gegeben
denken ; nur mit dem Unterschiede , daß an jedem Punkte noch
eine fernere äußere Kraft § willkürlich zugefügt sein soll, die
nach Größe und Richtung entsprechend der Gleichung

(89)
d - X

gewählt ist , in der die Beschleunigung ^ so einzusetzen ist ,
wie sie bei der wirklichen Bewegung des ersten Punkthaufens
im Augenblicke der Betrachtung gerade stattfindet .

Im zweiten Punkthaufen haben wir dann , da die Kräfte
fp und $ unverändert beibehalten wurden , die aus der Ver¬
bindung der beiden vorhergehenden folgende Gleichung

+ + § = (90 )

d. h. alle Kräfte halten sich jetzt an dem Punkte im Gleich¬
gewichte , und zwar gilt dies für jeden Punkt des zweiten
Punkthaufens .

Endlich wollen wir uns drittens noch einen starren Körper
denken , der groß genug ist , um den ganzen Punkthaufen in
seiner augenblicklichen Gestalt darauf abbilden zu können .
Damit ist gemeint , daß jedem Punkte des Punkthaufens ein
Punkt des starren Körpers zugewiesen werden soll, so daß die
zugewiesenen Punkte ein dem Punkthaufen in seiner augen¬
blicklichen Gestalt kongruentes und parallel liegendes Gebilde
ausmachen . An jedem dieser Punkte des starren Körpers
denken wir uns hierauf alle Kräfte ip , § und 3 angebracht ,
die vorher an dem entsprechenden Punkte des zweiten Punkt -
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Hausens vorkamen . Die Kräfte 3 sollen dabei ebenso wie die
SP und § als äußere Kräfte am starren Körper angebracht
werden, ohne jede Rücksicht darauf , daß sie bei dem ersten
Punkthaufen sich unter den gegebenen Bedingungen von selbst
als innere Kräfte in dieser Größe und Richtung einstellten .

Da sich alle Kräfte , die wir anbrachten , an jedem Angriffs¬
punkte für sich im Gleichgewichte befinden , wird der starre
Körper , wenn er vorher in Ruhe war, auch weiterhin in Ruhe
bleiben . Zwischen den Kräften und 3 müssen ferner
auch alle Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sein , die wir für
Kräfte am starren Körper schon im I. Bande näher besprochen
haben .

Hierbei ist aber zu beachten , daß nach der allgemeinen
Fassung des Wechselwirkungsgesetzes auf jeden Fall die Kräfte
3 unter sich ein Gleichgewichtssystem am starren Körper
bilden müssen ( vgl . § 21 , Bd. I , S. 134 d. 3. Aufl.) Daher
müssen auch die und § unter sich im Gleichgewichte stehen
und allen früher hierfür aufgestellten Bedingungen genügen .
Insbesondere muß „

21»P + = 0
sein , wenn man die Summe über alle ip und § an allen
Punkten des starren Körpers erstreckt . Diese Bedingung ist
indessen nur eine notwendige und nicht zugleich eine hin¬
reichende . Vielmehr muß außerdem für jeden Momentenpunkt
die Summe der Momente aller ip und § gleich Null sein und
ebenso muß für jede virtuelle Verschiebung des starren Körpers
die Summe der Arbeitsleistungen aller 'P und § gleich Null sein.

In der zuletzt gegebenen Form wird das d’Alembertsche
Prinzip gewöhnlich in den Lehrbüchern der analytischen Me¬
chanik dargestellt . Denkt man sich nämlich irgendeine un¬
endlich kleine virtuelle Verschiebung des starren Körpers vor¬
genommen , und bezeichnet man den Weg , den der zunächst ins
Auge gefaßte Punkt dabei zurücklegt , mit ö S, so lautet die
notwendige und zugleich auch hinreichende Gleicbgewichts -
bedingung für die Kräfte $P und § an allen Punkten des

starren Körpers 2 (!p + £ ) d§ = 0
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gültig für jede virtuelle Verschiebung . Setzt man § aus
Gl . (89 ) ein , so geht sie über in

= (91)

Bezeichnet man die Komponenten von nach den Rich¬
tungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit XYZ ,
die Komponenten von r mit xyz , und die Komponenten von
d6 mit Sx , 8y , dz , so läßt sich dafür auch schreiben

(92 )

und das ist die Formel , die gewöhnlich als die Aussage des
d’Alembertschen Prinzips angegeben wird . Es entspricht
aber eigentlich mehr dem ursprünglichen Sachverhalte , das
d’Alembertsche Prinzip darin zu erblicken , daß man durch
die Zufügung der Kraft § an dem Punkthaufen ein System
von Kräften 'jl und § erhält , das allen Gleichgewichtsbedin¬
gungen an einem starren Körper genügt . Ob man dieses
Gleichgewicht nachher mit Hilfe des Prinzips der virtuellen
Geschwindigkeiten oder mit Hilfe des Satzes von den statischen
Momenten untersucht — was oft bequemer ist — , bleibt neben¬
sächlich .

Die Hauptleistung von d’Alembert bei der Aufstellung seines
Prinzips kann freilich vielleicht darin gefunden werden , daß er er¬
kannt hat , daß sich die inneren Kräfte , weil sie für sich im Gleich¬
gewichte stehen , aus den Gleichgewichtsbedingungen fortheben . Aber
darum zu sagen , daß hierin der Kern des d’Alembertschen Prinzips
zu erblicken sei, halte ich für unzweckmäßig , weil eben die Tatsache ,
daß die inneren Kräfte für sich ein Gleichgewichtsystem bilden , schon
durch das Wechselwirkungsgesetz ihrem vollen Inhalte nach zum Aus¬
drucke kommt . Und darüber hinaus lehrt das Prinzip nur noch , daß
man durch den Kunstgriff der Einführung der Kräfte § ein Gleich -
gewiehtssystem der 1)1 und § herstellen kann , wodurch es möglich
wird , Aufgaben der Dynamik auf statische Aufgaben zurückzuführen .

Die Kräfte § werden gewöhnlich als „Trägheitskräfte“
bezeichnet und ich werde mich dieser Bezeichnung ihrer Kürze
wegen anschließen . Man hat freilich gegen den Gebrauch
dieses Wortes öfters eingewendet , daß es zu Mißdeutungen
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oder falschen Vorstellungen Veranlassung geben könne , da
hiermit eine Größe als Kraft bezeichnet wird , die als solche
physikalisch gar nicht existiert und die nur zur Vereinfachung
der Betrachtungen zu den wirklich vorhandenen Kräften will¬
kürlich zugefügt wird . Daß die Trägheitskräfte in der Tat
nur in diesem Sinne als Hilfsgrößen und nicht als an dem
ersten Punkthaufen , den wir eigentlich untersuchen wollen,
wirklich angreifende Kräfte aufzufassen sind, darf man freilich
nicht aus den Augen verlieren . Sofern dies geschieht , wird
man aber jene Bedenken fallen lassen können , und ich habe
auch, gerade um nach dieser Richtung keinen Zweifel zu lassen,
ausdrücklich von zwei Punkthaufen und einem starren Körper
gesprochen , von denen der erste Punkthaufen den unmittel¬
baren Gegenstand unserer Untersuchung bildet und an *dem
die Kräfte $ fehlen, während der zweite und der starre Körper ,
an dem die Kräfte § angreifen sollen, nur zum Vergleiche mit
dem ersten gebraucht werden . Ich trage auch um so weniger
Bedenken gegen die gewählte Bezeichnung , als schon die „fin¬
gierte“ Zentrifugalkraft , von der im ersten Bande die Rede
war, unter den Begriff der Trägheitskräfte fällt und man schon
mit Rücksicht auf den in diesem Falle fest eingewurzelten
Sprachgebrauch genötigt ist, zwischen den fingierten oder von
uns willkürlich zugefügten Kräften und den physikalisch nach¬
weisbaren oder, wie wir sagen, wirklich vorhandenen sorgfältig
zu unterscheiden .

Man sieht leicht ein, wie den vorgehenden Betrachtungen
noch eine allgemeinere Form gegeben werden kann . Anstatt
den ganzen Punkthaufen auf einem starren Körper abzubilden ,
wie es vorher geschehen war , können wir «ebenso mit einem
beliebig herausgegriffenen Teil verfahren . Der starre Körper ,
der diesen Teil abbildet und an dem alle zugehörigen Kräfte

, £> und ^ angebracht sind , ist unter dem Einflüsse dieser
Kräfte jedenfalls im Gleichgewichte . Dagegen bilden jetzt nicht
mehr alle Kräfte 3j ein Gleichgewichtssystem , sondern nur jene
davon untereinander , die auch für den in dieser Weise heraus¬
gegriffenen Teil des Punkthaufens noch als innere zu bezeich-
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nen sind. Rechnen wir aber die übrigen , also die von den
fortgelassenen Teilen des Punktbaufens auf die beibehaltenen
übertragenen Kräfte jetzt zu den äußeren , so daß sie an dem
starren Körper mit unter den erscheinen , so bleiben die
vorhergehenden Schlüsse und Aussagen ohne Änderung auch
für das Teilstück bestehen .

Davon kann man z. B. Gebrauch machen bei einer Ma¬
schine , die aus Teilen zusammengesetzt ist , von denen jeder
für sich genommen genau genug als starrer Körper betrachtet
werden kann , während sich die Teile gegeneinander bewegen .
Man kann dann eine zweite Maschine angeben , die im übrigen
vollständig mit der vorigen übereinstimmt , die aber in Ruhe
ist und dauernd in Ruhe bleibt , wenn man an jedem Teile der
Maschine dieselben Kräfte wie bei der ersten Maschine und
außerdem noch die Trägheitskräfte § anbringt . Zu den Kräften
'jj gehören dann auch die Kräfte zwischen den einzelnen Ma¬
schinenteilen , also etwa Gelenkdrücke o. dgl., die bei der
ruhenden Maschine ebenso anzunehmen sind , wie bei der be¬
wegten . Wenn man dann aus der Gleichgewichtsbetrachtung
an der ruhenden Maschine die Gelenkdrücke usw. gefunden
hat , kennt man sie zugleich für die bewegte Maschine .

Entsprechend läßt sich auch das Anwendungsgebiet von
Gl. (91) oder (92) erweitern . Zuerst war gesagt , daß sich die
Formeln nur auf eine Bewegung ohne Gestaltänderung beziehen
sollten , denn darauf kam es ja hinaus , wenn wir den Punkt¬
haufen auf einen starren Körper abbildeten .

Die Formeln gelten aber auch noch in einem allgemeineren
Falle , nämlich immer dann , wenn zwar eine Gestaltänderung
eintritt , die inneren Kräfte aber dabei trotzdem keine Arbeit
leisten . Denn in der Tat bestand ja der einzige Gebrauch , den wir
vorher von der Voraussetzung der unveränderlichen Gestalt ge¬
macht hatten , nur darin , daß wir die Summe der Arbeiten der
inneren Kräfte gleich Null setzen konnten . Das ist immer erfüllt
bei Bewegungen ohne Gestaltänderung ; es kann aber auch noch
in anderen Fällen erfüllt sein. Sobald es aber zutrifft , bleibt
auch die Gültigkeit der Gleichungen (91) oder (92) bestehen .
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Man denke sich z. B. zwei starre Körper , die in einem
Gelenke ohne Reibung drehbar miteinander verbunden sind .
Das System beider Körper kann als ein Punkthaufen von ver¬
änderlicher Gestalt aufgefaßt werden . Betrachten wir nun
eine virtuelle Verschiebung des Punkthaufens , hei der zwar
jeder starre Körper unveränderlich bleibt , während sich aber
die beiden Körper gegeneinander drehen , so ist die Summe der
Arbeiten aller inneren Kräfte immer noch Null , wenigstens
dann , wenn zwischen beiden Körpern nur im Gelenke eine
Kraft übertragen wird . Trügen beide Körper Magnete , die
Fernkräfte aufeinander ausübten , so wäre dies freilich nicht
mehr richtig und die Gleichungen (91) oder (92) blieben
nicht mehr anwendbar . Man könnte sich in diesem Falle
jedoch dadurch helfen , daß man die magnetischen Fern¬
kräfte nicht als innere Kräfte des Systems , sondern als un¬
mittelbar gegebene äußere Kräfte auffaßte und sie daher in
die mit einrechnete , womit die Anwendbarkeit der Formeln
gewahrt bliebe .

In der analytischen Mechanik denkt man bei der Anwen¬
dung von Gl. (92) gewöhnlich an solche virtuelle Verschie¬
bungen , für die die inneren Kräfte keine Arbeit leisten , ob¬
schon Gestaltänderungen dabei nicht ausgeschlossen sein sollen .
Man kann dies, weil man sich die Körper , die das System
oder den Punkthaufen ausmachen , nur in solcher Weise mit¬
einander in Verbindung gebracht denkt , daß bei den hier¬
durch zugelassenen Verschiebungen der Teile gegeneinander
in der Tat keine inneren Arbeiten geleistet werden. Um
dies zum Ausdrucke zu bringen , pflegt man zu sagen , daß
unter den in Gl. (92) auftretenden Verschiebungskomponenten
nur solche zu verstehen seien , die zwar sonst willkürlich ,
aber dabei mit den Syst embedingungen verträglich
seien . Das kommt aber darauf hinaus , daß ££ $ $$ gleich
Null sein soll . Insbesondere sollen keine elastischen Form¬
änderungen mit der virtuellen Verschiebung verbunden sein
und keine Reibungen an den Berührungsstellen der verschie¬
denen Körper auftreten .

Föppl , Dynamik. 3. Aufl. 9



130 Zweiter Abschnitt. Dynamik des Punkthaufens.

§ 16 . Festigkeitsberechnungen für bewegte Körper .

In der Festigkeitslehre untersucht man die Spannungen
und die Formänderungen eines elastischen Körpers unter der
Voraussetzung , daß die an ihm angreifenden äußeren Kräfte im
Gleichgewichte miteinander stehen und der Körper in Ruhe -
ist . In der Technik muß man aber auch öfters Festigkeitsauf¬
gaben für bewegte Körper lösen. Dazu dient das d’Alembert -
sche Prinzip , mit dessen Hilfe man diese Aufgaben auf solche
an ruhenden Körpern zurückführen kann .

Bei einem beliebig bewegten Körper stehen nämlich die
an einem Volumenelemente angreifenden Spannungen und die
an ihm wirkenden äußeren Kräfte nicht im Gleichgewichte mit¬
einander , sondern sie liefern eine Resultierende , durch die die
Beschleunigung der in dem Volumenelemente enthaltenen Masse
herbeigeführt wird . Sobald man sich aber die Trägheitskraft
als fernere äußere Kraft an dem Volumenelemente angebracht '
denkt , herrscht wieder überall Gleichgewicht . Dadurch wird
die Möglichkeit eröffnet , die inneren Kräfte , die man in diesem
Zusammenhange als Spannungen bezeichnet , am ruhenden
Körper untersuchen zu können , der neben den Lasten T* auch
noch die Lasten § trägt .

Um streng zu sein , muß man hierbei jedoch noch eine
weitere Erwägung eintreten lassen . Man weiß nämlich aus der
Festigkeitslehre , daß es nicht möglich ist, die Spannungen , die
zu gegebenen Lasten gehören , ausschließlich auf Grund von
Gleichgewichtsbetrachtungen zu ermitteln . Es könnte daher
vorkommen , daß in dem ruhenden Körper , der die Lasten
und § trägt , ein anderes System von Spannungen zustande
käme, wie bei dem ihm entsprechenden bewegten Körper . Zu¬
nächst wenigstens können wir nur behaupten , daß die Span¬
nungen , die am Umfange jedes Volumenelements angreifen , in
beiden Fällen statisch gleichwertig sein müssen , d. h., daß sie
dieselbe Resultierende ergeben müssen . Darum brauchen sie
aber noch nicht notwendig auch in den Einzelheiten mitein¬
ander übereinzustimmen . Vielmehr könnten sich beide Span-
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nungssysteme derart voneinander unterscheiden , daß ihr Unter¬
schied einem Systeme von Eigenspannungen entspräche , also
einem Systeme von Spannungen , das auch in einem unbe¬
lasteten Körper unter gewissen Umständen auftreten kann , wie
es z. B. bei den sogenannten Gußspannungen zutrifft .

Um hierüber eine Entscheidung treffen zu können , müssen
wir nochmals auf die allgemeinen Betrachtungen des vorigen
Paragraphen zurückkommen .

Wir hatten neben dem ersten Punkthaufen , auf den sich
die Untersuchung bezog, einen zweiten eingeführt , an dem die
Trägheitskräfte § zugefügt waren , während sich sonst nichts
geändert haben sollte . Jetzt wollen wir an Stelle des starren
Körpers , auf den wir hierauf alle Kräfte übertrugen , einen
dritten Punkthaufen annehmen , der sich von dem zweiten da¬
durch unterscheidet , daß seine Punkte zur gegebenen Zeit in
Ruhe sein sollen . Die Kräfte und § wirken an ihm gerade
so wie vorher an dem zweiten Punkthaufen . Dagegen dürfen
wir jetzt nicht willkürlich annehmen , daß die Kräfte $ bei ihm
genau dieselben seien , wie bei dem ersten Punkthaufen . Bei
dem starren Körper konnten wir dies in den Betrachtungen des’
vorigen Paragraphen unbedenklich tun , da für ihn die Kräfte $
überhaupt nicht als innere aufzufassen waren , sondern gerade
so wie die äußeren nach Belieben angebracht werden konnten ,
indem es nur darauf ankam, daß sie sich, wenn dies geschieht ,
nach dem Wechselwirkungsgesetze aus den Gleichgewichts¬
bedingungen hinwegheben . Das wird aber ganz anders , wenn
wir die inneren Kräfte selbst und ihre nähere Verteilung am
dritten Punkthaufen berechnen wollen , und zwar nicht auf
Grund von Gleichgewichtsbetrachtungen allein , sondern auch
auf Grund von anderen Erwägungen , und wenn wir sie dann
später denen im ersten Punkthaufen gleich setzen wollen .

Diese anderen Erwägungen bestehen darin , daß der Span¬
nungszustand durch die übrigen Bedingungen schon im ein¬
zelnen mitbestimmt ist . Wir haben uns also zu fragen , ob
nach den besonderen physikalischen Eigenschaften der Körper ,
die durch die Punkthaufen dargestellt werden sollen , beim
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dritten Punkthaufen dieselben inneren Kräfte zu erwarten sind,
wie beim ersten . Offenbar ist diese Frage nur dann zu be¬
jahen , wenn wir es als Erfahrungstatsache ansehen dürfen , daß
die inneren Kräfte nur von jenen Bedingungen abhängen , in
denen beide Punkthaufen miteinander übereinstimmen und nicht
von jenen , in denen sie sich voneinander unterscheiden . Die
Punkthaufen unterscheiden sich in dem Augenblicke , auf den
sich unsere Betrachtung bezieht, dadurch voneinander , daß der
eine in Bewegung begriffen , der andere aber in Buhe ist . Hat
man es also mit einem Körper von solcher Beschaffenheit zu
tun , daß die inneren Kräfte nicht nur von der augenblick¬
lichen Gestalt , sondern auch von der Geschwindigkeit der Ge¬
staltänderung abhängen , so ist die aufgeworfene Frage zu ver¬
neinen .

Bei allen Körpern , die elastische Nachwirkungen erkennen
lassen, trifft dies zu. Gewöhnlich aber darf man bei den zu
praktischen Zwecken vorzunehmenden Festigkeitsberechnungen
annehmen , daß die Geschwindigkeiten ohne Einfluß auf die
Ausbildung der inneren Kräfte sind . Soviel wir bis jetzt
wenigstens wissen , hängen die Spannungen in den elastischen
Körpern , solange die Elastizitätsgrenze nicht überschritten ist
und daher merkliche elastische Nachwirkungen nicht in Frage
kommen , nur von den Formänderungen selbst und nicht von
deren Änderungsgeschwindigkeiten ab.

Mit den ausgesprochenen Vorbehalten dürfen wir daher
die vorher aufgeworfene Frage bejahen . Hiermit sind wir
aber in der Tat berechtigt , die Festigkeitsbetrachtung
am ruhenden Körper vorzunehmen und die Rechnungs¬
ergebnisse ohne Änderung auf den bewegten Körper
anzuwenden . Einige Beispiele unter den Aufgaben werden
den Rechnungsgang , der dabei einzuschlagen ist , noch näher
erläutern .

§ 17 . Das physische Pendel .

Im vorigen Abschnitte wurde die Pendelbewegung unter
Voraussetzung eines einfachen Pendels untersucht . Man dachte
sich die ganze schwingende Masse in einem einzigen Punkte
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vereinigt , der in unveränderlicher Entfernung vom Aufhänge¬
punkte gehalten und dadurch zur Ausführung einer kreis¬
förmigen Bewegung genötigt sein sollte . Mit diesem Bilde
reicht man aber nur in seltenen Fällen aus . Gewöhnlich
sind die Massen von Körpern , die Pendelschwingungen aus¬
führen , räumlich so ausgedehnt , und namentlich in so verschie¬
denen Abständen von der festen Drehachse verteilt , daß es von
vornherein an jedem Anhaltspunkte dafür fehlt , wo man sich
etwa die ganze Masse vereinigt denken müßte , um das Pendel
als ein einfaches behandeln zu können . Hier hilft nun —
obschon auch andere Wege zum Ziele führen — am besten
das d’Alembertsche Prinzip zur Lösung der Aufgabe .

In Abb. 22 sei 0 der Drehpunkt , d. h. die Projektion der
Drehachse auf die senkrecht dazu gedachte Zeichenebene , S der
Schwerpunkt des Pendels und m irgend¬
ein Massenteilchen im Abstande x , das
wir als einen der materiellen Punkte des
ganzen Haufens auffassen . Wenn alle
übrigen Massen gegenüber m vernach¬
lässigt werden könnten , hätten wir ein
einfaches Pendel von der Länge x vor
uns und die Schwingungsdauer könnte
aus x nach den Lehren des vorigen Ab¬
schnitts berechnet werden . Jene Massen m,
die nahe beim Drehpunkte 0 liegen,
suchen, für sich genommen , eine kleine,
die weiter abstehenden eine größere Schwingungsdauer des
Pendels herbeizuführen , und die wirkliche Schwingungsdauer
wird einen gewissen Mittelwert annehmen .

Die augenblickliche Stellung des Pendels sei durch den
Winkel (jp beschrieben , den der vom Aufhängepunkte nach
dem Schwerpunkte gezogene Radiusvektor § mit der Lotrich¬
tung bildet . In der Gleichgewichtslage des Pendels ist hier -

Abb . 22 .

und die Winkel -nach cp= 0. Die Winkelgeschwindigkeit ist ^ f

beschleunigung . Kehren wir nun zum Massenteilchen m
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zurück , so kann dessen Geschwindigkeit gleich x und die

Tangentialkomponente der Beschleunigung , die es im Augen¬

blicke erfährt , gleich x gesetzt werden . Dazu kommt dann

noch eine Normalkomponente der Beschleunigung wegen der
Richtungsänderung der Geschwindigkeit . — Wir führen jetzt
die Trägheitskraft , dst

ein, die wir ebenso wie die Beschleunigung in eine Tangential¬
komponente 'Ö' und eine Normalkomponente (J spalten können .
Die letzte ist nichts anderes als die Zentrifugalkraft . Die
Tangentialkomponente § ' hat den Absolutwert

fr ' (p
H = mx dr_.

Sie ist , wie in Abb . 22 eingetragen , nach außen und obenhin
gerichtet . Schwingt nämlich das Pendel nach außen , so ist

^ positiv und der Absolutbetrag nimmt ab ; schwingt es da¬

gegen nach der Gleichgewichtslage hin , so ist ^ negativ und

der Absolutbetrag nimmt zu. In jedem Falle ist daher

negativ und die Tangentialbeschleunigung nach innen und ab¬
wärts gerichtet . Die Trägheitskraft hat aber die entgegen¬
gesetzte Richtung wie die zu ihr gehörige Beschleunigung ; sie
ist also stets nach oben und außen gerichtet .

Nachdem die Trägheitskräfte und G überall zugefügt
sind, haben wir ein System von Kräften vor uns , die sich an
dem Körper im Gleichgewichte halten . Zur Untersuchung des
Gleichgewichts betrachten wir den Körper , da er sich um eine
feste Achse dreht , als einen Hebel . Wir schreiben daher die
Bedingung an , daß die Summe der statischen Momente für
den Drehpunkt gleich Null sein muß . In dieser Momenten -
summe kommen die Normalkomponenten G der Trägheitskräfte
nicht vor , da sie alle durch den Momentenpunkt gehen . Die
Tangentialkomponenten £>' haben alle gleiches Momentenvor -
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■zeichen und die Summe ihrer Momente muß daher gleich dem
Momente der entgegengesetzt drehenden Kraft Q sein. Wir
■erhalten damit die Gleichung

— Emx 2 = Qs sin «? • (93)

Das Minuszeichen auf der linken Seite ist beigefügt , weil wir

erkannt hatten , daß an sich negativ ist . Der Faktor

ist allen Gliedern gemeinsam und kann daher auch vor das
Summenzeichen gestellt werden . Die dann noch zurückbleibende
Summe £ moc? stellt das Trägheitsmoment für die Drehachse
dar und soll , wie früher , mit © bezeichnet werden . Hiermit
geht die vorige Gleichung über in

- © = <2« sin cp. (94)

Aus dieser Differentialgleichung läßt sich (f als Funktion
von t ermitteln , womit die Pendelbewegung bekannt ist . An¬
statt dessen verfährt man aber einfacher und umgeht ausführ¬
liche Rechnungen , die jetzt von neuem anzustellen wären , wenn
man die Theorie des physischen Pendels auf jene des einfachen
Pendels zurückführt . Man gibt nämlich ein einfaches Pendel
an, das mit dem gegebenen genau gleich schwingt , so daß es
zur Berechnung der Schwingungsdauer usw. an die Stelle des
zusammengesetzten Pendels gesetzt werden kann . Die Länge
des gleichwertigen einfachen Pendels wird die reduzierte
Pendellänge des zusammengesetzten Pendels genannt . Trägt
man die reduzierte Pendellänge l vom Drehpunkte 0 aus auf
dem durch den Schwerpunkt gehenden Radiusvektor § ab , so
wird der Endpunkt dieser Strecke der Schwingungsmittel¬
punkt des Pendels genannt . Denkt man sich nämlich alle
übrigen Massen des Pendels verschwindend klein gegenüber
einer in diesem Punkte vereinigten Masse m, so geht das Pendel
in ein einfaches über , das gleiche Schwingungen wie das ge¬
gebene ausführt . Man kann also sagen , daß die an dieser
Stelle befindliche Masse von den übrigen nicht beeinflußt wird,



136 Zweiter Abschnitt. Dynamik des Punkthaufens.

sondern daß sie gerade so schwingt , als wenn die anderen nicht
vorhanden wären .

Um nun das gleichwertige einfache Pendel wirklich zu
finden , wenden wir 61. (94) auf den Fall an , daß nur eine
Masse m auf dem Radiusvektor § im Abstande l vom Dreh¬
punkte vorhanden sei. Auch auf den Fall dieses einfachen
Pendels läßt sich 61. (94) anwenden , da sie nach ihrer Ab¬
leitung für jede beliebige Massenverteilung gültig bleibt . In
diesem Falle ist & =-■ml - und s = 1, also geht 61. (94) über in

Von dieser öleichung kennen wir aber die Lösung bereits , da
t schon in § 12 als Funktion von cp dargestellt wurde .

Soll nun das zusammengesetzte Pendel genau gleich mit
dem einfachen schwingen , d. h . so, daß zu gleichen Zeiten
stets auch gleiche Ausschläge gehören , so genügt es , daß die
Anfangsbedingungen bei beiden gleich waren , und daß ferner
die 61eichungen (94) und (95) in den konstanten Koeffizienten
miteinander übereinstimmen . Freilich ist dazu nicht nötig ,
daß die Koeffizienten jeder Seite einzeln gleich sind ; es ge¬
nügt vielmehr die öleichheit der Verhältnisse zwischen den
Koeffizienten auf beiden Seiten . Man überblickt dies am besten ,
wenn man beide 61eichungen in der Form

anschreibt . Beide öleichungen werden miteinander identisch ,

setzt und hieraus folgt für die reduzierte Pendellänge l

l = (96 )

Führt man an Stelle des Trägheitsmomentes den Trägheits¬
radius i ein, so geht 61. (96) über in

oder kürzer
(95)

wenn man Qs= g
0 l
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Wie schon vorher bemerkt wurde , kann man das Problem
des physischen Pendels auch ohne Benutzung des d’Alem -
bertschen Prinzips nach mehreren anderen Methoden lösen .
Namentlich der Satz von der lebendigen Kraft führt in allen
Fällen , bei denen es sich , wie hier , um Bewegungen eines
Körpers oder eines Systems von Körpern handelt , die nur
einen Freiheitsgrad besitzen oder die , wie man sagt , zwang¬
läufig erfolgen , schnell zum Ziele . Es sei daher noch gezeigt ,
wie sich die Lösung auf diesem Wege gestaltet . Bezeichnet
man den größten Ausschlag mit «, so liefert die Gleichsetzung
der von dem Gewichte Q geleisteten Arbeit mit der lebendigen
Kraft , gerade so wie früher beim einfachen Pendel , die Gleichung

I ® (lt ) 2 = 0s (coscp — cos «) , (98 )

die hierauf entweder unmittelbar weiter integriert oder so wie
vorhin mit der entsprechenden Gleichung für das gleich¬
schwingende einfache Pendel verglichen werden kann . Gl. (98 )
ist , wie man sich leicht überzeugt , ein erstes Integral von
Gl . (94 ), wobei die auftretende Integrationskonstante schon der
Grenzbedingung , daß der größte Ausschlag « sein soll , an¬
gepaßt ist .

Dieser Weg ist vielleicht noch kürzer und einfacher als
der vorher eingeschlagene . Wenn aber z. B . zugleich verlangt
würde , die Biegungsbeanspruchung zu berechnen , die das Pendel
erfährt , müßte man doch wieder zur Benutzung des d’Alem -
bert sehen Prinzips zurückgreifen und schon aus diesem Grunde
ist es nützlich , die Aufgabe von vornherein mit dem d’Alern -
bertschen Prinzip zu behandeln ; ganz abgesehen davon , daß
hier auch an einem möglichst einfachen Beispiele der Gebrauch
dieses Prinzips erläutert werden sollte .

§ 18 . Schwerpunkts - und Flächensätze für den Punkthausen .

Die Schwerpunktssätze sind schon im ersten Bande be¬
handelt ; des Zusammenhangs wegen werde ich aber hier Einiges
noch einmal kurz wiederholen , was darüber früher ausgemacht
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wurde . — Zunächst erinnere ich daran , daß die Lage des
Schwerpunkts , der dabei als Massenmittelpunkt aufzufassen ist ,
durch die Gleichung

Mi = Zmx (99)

definiert wird , in der r der Radiusvektor für irgendeinen mate¬
riellen Punkt m des Haufens , M die Gesamtmasse des Haufens
und i den Radiusvektor des Schwerpunkts bedeuten . Diese
Gleichung gilt für beliebige Punkthaufen in jedem Augen¬
blicke , auch dann , wenn sie während der Bewegung ihre Ge¬
stalt verändern . Durch Differentation nach der Zeit folgt

di dx
M Tt = Zm Tt ’

oder mit Einführung der Geschwindigkeit ü und der Schwer¬
punktsgeschwindigkeit ü0

M D0 = Zmü , ( 100 )

d. h. die Bewegungsgröße des ganzen Haufens ist ebenso groß ,
als wenn die ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt wäre
und sich mit dessen Geschwindigkeit bewegte . Eine noch¬
malige Differentation nach der Zeit liefert

= ( 101 )

und diese Gleichung sagt aus, daß sich der Schwerpunkt stets
so bewegt , als wenn die ganze Masse in ihm vereinigt und
alle äußeren Kräfte parallel nach ihm verlegt wären .

Hach diesen Vorbemerkungen wende ich mich zur Über¬
tragung des im vorigen Abschnitte für einen einzelnen mate¬
riellen Punkt bewiesenen Flächensatzes auf einen beliebigen
Punkthaufen . Für jeden Punkt des Haufens besteht nach
Gl. (2) oder (3), § 2 die Beziehung

^ ^ V mt>■r = VOP + AS ) r = V spr + V•

Gegenüber der früheren Formel war hier nur nötig , alle Kräfte ,
die an dem Punkte angreifen , in äußere und in innere Kräfte
des Haufens einzuteilen , jene zu ip und diese zu zu-
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sammenzufassen und daher die Resultierende -f 2.' 3 an die
Stelle der in § 2 mit $ bezeichneten Kraft , die allein an dem
materiellen Punkte angreifen sollte , treten zu lassen . Die
vorstehende Gleichung gilt für jeden beliebigen Momenten -
punkt und für jeden Punkt des Haufens . Wir wollen sie uns
für alle Punkte des Haufens unter Zugrundelegung desselben
Momentenpunktes angeschrieben denken und alle so erhaltenen
Gleichungen addieren . Wir finden dann

^ Z;V mti t = zVipr + ZzVSr .
Nach dem Wechselwirkungsgesetze verschwindet aber das letzte
Glied auf der rechten Seite und wir behalten daher

- r = 2; VqSr , (102)

oder auch in kürzerer Schreibweise

~y = 2;Vspt . (103)

Der Ausdruck 2] \ mb ■v oder SB stellt die geometrische
Summe der statischen Momente der Bewegungsgrößen aller
Punkte des Haufens dar ; wir wollen diese Summe als das
statische Moment der Bewegungsgröße des ganzen Haufens
oder als dessen Drall bezeichnen . Dabei ist indessen wohl zu
beachten , daß man sich, um dieses statische Moment zu bilden,
nicht etwa zuvor die Bewegungsgröße nach Gl. (100) im Schwer¬
punkte vereinigt denken darf , um dann von ihr das Moment
zu nehmen . Das ist deshalb nicht zulässig , weil der Faktor r
nicht für alle Glieder der Summe konstant ist , sondern für
jeden materiellen Punkt einen anderen Wert annimmt . In
der „Theorie des Kreisels“ von Klein und Sommerfeld , in
der auf die Anwendung des Flächensatzes ein besonderes Ge¬
wicht gelegt ist , wird die Größe uVmbt als der „Impuls¬
vektor“ bezeichnet . Ich glaube aber die Bezeichnung „Drall“
vorziehen zu sollen .

Der durch Gl. (102) ausgedrückte Flächensatz läßt sich in
Worten wie folgt aussprechen :
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Für jeden beliebigen Momentenpunkt ist die Ände -
rungsgescbwindigkeit des Dralls irgendeines Punkt¬
haufens gleich der geometrischen Summe der stati¬
schen Momente aller äußeren Kräfte .

In dieser allgemeinsten Form wird indessen seltener von
dem Flächensatze Gebrauch gemacht als von den einfacheren
Formen , in die er übergeht , wenn besondere Bedingungen vor¬
liegen . Namentlich durch eine geeignete Wahl des Momenten -
punktes läßt er sich häufig erheblich vereinfachen , obschon
damit freilich andererseits die allgemeine Gültigkeit eingeschränkt
wird . Ich werde die häufigst vorkommenden Fälle dieser Art
hier einzeln durchsprechen .

a) Punkthaufen , der zu Anfang ruhte und auf den keine
äußeren Kräfte ivirken.

Durch die inneren Kräfte können in diesem Falle Be-
wegungen hervorgerufen werden, die zu Gestaltänderungen des
Haufens führen . Wir schließen zunächst nach dem Schwer¬
punktsatze Gl. (101), daß der Schwerpunkt jedenfalls stets in
Ruhe bleibt . Ferner folgt aus dem Flächensatze , daß © kon¬
stant und daher stets gleich Null bleiben muß , da es zu An¬
fang Null war . Auch die Projektion von 18 auf irgendeine
Ebene oder irgend eine Acbse muß daher zu jeder Zeit gleich
Null sein . — Die Projektion eines statischen Moments auf eine
Achse kann nach den Lehren des ersten Bandes stets als das
statische Moment der Projektion auf eine zur Achse senkrecht
stehende Ebene aufgefaßt werden . Projiziert man also alle
Punkte des Haufens auf eine beliebige Ebene , so ist auch für
jeden Punkt dieser Ebene als Anfangspunkt die Summe der
mit den Massen m multiplizierten Flächenräume oder Sektoren¬
geschwindigkeiten stets gleich Null . Man kann dies einfach
so ausdrücken , daß ein Teil der materiellen Punkte den be¬
liebig gewählten Punkt im Sinne des Uhrzeigers , ein anderer
Teil ihn im entgegengesetzten Sinne umkreisen muß, und zwar
so, daß die statischen Momente der Bewegungsgrößen für beide
Umkreisungsrichtungen gleich groß sind .
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b) Punkthaufen mit sonst beliebiger Anfangsbewegung, dessen
Schwerpunkt aber zu Anfang ruhte und auf den keine äußeren

Kräfte wirken.
Der Schwerpunkt muß hier wie im vorigen Falle dauernd

in Ruhe und das statische Moment der Bewegungsgröße muß
konstant bleiben . Dieses ist aber jetzt nicht gleich Null , sondern
gleich dem durch den Anfangszustand gegebenen Werte . Be¬
zeichnen wir diesen mit 6 , so ist

.£ V»mö ■r = 6 oder © = (£.

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung , daß im vorliegenden
Falle die Konstante (i unabhängig von der Wahl des Momenten -
punktes ist . Um dies zu beweisen , wähle man einen zweiten
Momentenpunkt , von dem die Hebelarme r ' gerechnet werden.
Dann ist für diesen

aVwö • r' = 6 '.
Für r ' können wir aber schreiben

r' = r + «,
wenn mit d der Radiusvektor vom zweiten zum ersten Momenten -
punkte bezeichnet wird . Damit erhalten wir

6 ' = aV mrs■(r + n) = aV mü • r + aV wö • o.
In der letzten Summe ist n konstant und man hat daher

.sVw / ti • a = V (Ajwö) d = 0
nach Gl (100) und der Voraussetzung , daß der Schwerpunkt
ruhen sollte . In der Tat wird also

G' = AVmü • r = <L
Der Drall eines Punkthaufens , dessen Schwerpunkt
ruht , ist daher eine von der Wahl des Momentenpunktes
unabhängige und überdies , wenn keine äußeren Kräfte
wirken , der Zeit nach konstante Größe . Die Bedeutung
dieses Satzes möge noch an einer seiner bekanntesten und
wichtigsten Anwendungen näher erläutert werden .

Wir wählen das Sonnensystem , also die Sonne samt ihren
Planeten und deren Trabanten u. dgl. als den Punkthaufen , auf
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den wir den Satz anwenden wollen . Zugleich setzen wir vor¬
aus, daß der Schwerpunkt dieses Haufens gegenüber einem
festen Raume , für den das Trägheitsgesetz gilt (vgl . Bd. I, S. 20)
zu Anfang in Ruhe war, und daß die äußeren Kräfte , die von
den fernen Weltkörpern des Fixsternhimmels ausgehen , so
gering sind, daß sie vernachlässigt werden dürfen . — Zugleich
sei übrigens bemerkt , daß man diese Voraussetzungen zum
Teile auch fallen lassen kann ; man würde dann auf Grund der
unter c) und e) folgenden Betrachtungen zu ganz ähnlichen
Schlüssen gelangen . Hier beschränke ich mich aber auf die
Besprechung des einfachsten Falles .

Die Wahl des Momentenpunktes ist, wie bewiesen, gleich¬
gültig und wir können dazu etwa den Sonnenmittelpunkt
nehmen . Um diesen bewegen sich die Planeten alle in dem¬
selben Sinne und auch die Sonne besitzt eine Drehung in der
gleichen Richtung . Jedenfalls wird also der Drall des Sonnen¬
systems nicht gleich Null sein. Dagegen muß er nach Größe
und Richtung konstant sein. Hierdurch ist eine , trotz aller
Lagenänderungen , die vorkommen mögen, konstante Richtung
gegeben . Wenn die Planetenbahnen alle in einer Ebene ent¬
halten wären und auch die Drehbewegungen usf. alle parallel
zu dieser Ebene erfolgten , wäre der Drall , als ein statisches
Moment, senkrecht zu dieser Ebene gerichtet . Diese Voraus¬
setzung ist zwar nicht erfüllt , aber die meisten Planetenbahnen
usf . treten doch auch nicht sehr erheblich aus einer gewissen
mittleren Ebene ' heraus . Hiernach liegt es nahe , nach einer
solchen mittleren Ebene zu suchen, die unbeweglich im Raume
festliegt , trotz aller Abweichungen und Schwankungen , die bei
den einzelnen Bestandteilen der Bewegungsgröße des Haufens
vorkommen mögen . Diese Ebene wird durch den Flächensatz
gegeben ; es ist jene , die senkrecht zu der unveränderlichen
Richtung von 6 steht . Sie heißt nach Laplace , von dem
diese Betrachtung herrührt , die unveränderliche Ebene
des Sonnensystems . Natürlich kommt es, wenn man von
ihr redet , nur auf ihre Stellung , nicht auf ihre besondere Lage
an. Am einfachsten ist es zwar , sie sich durch den Schwer -
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punkt des ganzen Haufens gezogen zu denken ; aber auch jede
zu dieser parallele Ebene kann als unveränderliche Ebene im
Sinne unseres Satzes angesehen werden .

c) Punkthaufen mit beliebiger Anfangsbewegungohne Wirkung
äußerer Kräfte .

Der Schwerpunkt beschreibt eine geradlinige Bahn mit kon¬
stanter Geschwindigkeit . Der Drall bleibt für jeden Momenten -
punkt der Zeit nach konstant , für verschiedene Momenten -
punkte ist er *aber verschieden . Zwischen (? und (?' besteht
die Beziehung (vgl. die Ableitung unter b)

r = <£+ Viisti0•
Das letzte Glied auf der rechten Seite ist stets senkrecht zur
Schwerpunktsgeschwindigkeit D0, also auch senkrecht zur
Schwerpunktsbahn gerichtet . Daraus folgt , daß alle 6 gleiche
Projektionen auf die Schwerpunktsbahn haben . Ferner ist G
für alle Momentenpunkte gleich, die auf einer Parallelen zur
Schwerpunktsbahn liegen , denn für zwei solche Momenten¬
punkte ist der Abstand a parallel zu t)0 und das äußere Pro¬
dukt aus beiden wird daher zu Null .

Zum Begriffe der unveränderlichen Ebene gelangen wir
hier , wenn wir von jedem Punkte des Haufens nur die Relativ¬
geschwindigkeit zum Schwerpunkte betrachten , also den Ausdruck

& = A V m (o — B0) • r

bilden . Dieser ist für alle Momentenpunkte gleich ; denn für
einen zweiten Momentenpunkt hat man

Ä' = 2J \ m (B— B0) (r -)- n)

= A V ?» (b — B0) r + V Am B o —Vdf B0a = ct,

da sich die beiden letzten Glieder nach Gl. (100) gegeneinander
fortheben . Die unveränderliche Ebene steht senkrecht zur
Richtung von Sl.

Wenn ft zu Anfang Null war, muß es auch Null bleiben .
Man kann dies dahin ausdrücken , daß ein unveränder¬
licher Körper , der zu Anfang keine Rotation aus -
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führte , sich nicht von selbst (durch innere Kräfte )
umdrehen kann . Ein veränderlicher Körper kann es aber ,
wenn auch für ihn immer noch & gleich Null bleiben muß ;
auf diesen interessanten und auch praktisch sehr wichtigen
Fall werde ich nachher ausführlicher eingehen .

d) Punkthaufen, auf den äußere Kräfte einwirken, die alle
von einem festen Punkte ausgehen.

In diesem Falle bezieht man den Flächensatz gewöhnlich
nur auf den festen Punkt als Momentenpunkt . vDa für ihn das
Moment der äußeren Kräfte immer noch gleich Null ist , bleibt
auch der auf ihn bezogene Drall konstant . Als unveränder¬
liche Ebene wird auch hier oft jene bezeichnet , die senkrecht
zu diesem statischen Momente steht . — Hierher gehört
namentlich die Bewegung eines starren Körpers , von dem ein
Punkt festgehalten ist (Kreisel ) , solange man die Wirkung
der Schwere vernachlässigen kann . Als einzige äußere Kraft
kommt dann der Auflagerdruck an dem festgehaltenen Punkte
in Betracht .

e) Punkthaufen , auf den parallele äußere Kräfte wirken.
Zu einer einfachen Aussage gelangt man in diesem Falle

dadurch , daß man den Punkthaufen auf eine Ebene projiziert ,
die senkrecht zur Richtung der äußeren Kräfte steht und nun
die Bewegung in dieser Projektionsebene verfolgt . Die Pro¬
jektion von 0 sei ö' und r ' sei ein von einem beliebigen
Momentenpunkte in der Projektionsebene nach der Projektion
von m gezogener Hebelarm . Dann ist 'Sfml)' • r ' zugleich das
statische Moment von m B in bezug auf eine durch den ge¬
wählten Momentenpunkt senkrecht zur Projektionsebene ge¬
zogene Achse . Ebenso ist V ip' r ' zugleich das Moment der
Kraft ip für diese Achse . Nun gilt für jeden Momentenpunkt
im Raume der Flächensatz in der Form

~ aVotd • r = Aytpr .

Aus jeder Gleichung zwischen gerichteten Größen läßt sich
aber sofort eine Gleichung zwischen den Projektionen auf
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irgendeine Achse ableiten . Projizieren wir also auf eine
Achse, so gilt auch

l -AYmb ' . r' = AV ^ r'.

Dies gilt zunächst für jede beliebig gerichtete Achse . Für die
parallel zu den Kräften gewählte Achse wird dagegen das
statische Moment der Kräfte ^ zu Null , da die Projektion
auf die zur Achse senkrecht stehende Projektionsebene ver¬
schwindet . Hiernach geht die Gleichung über in

Ay »» ö' • r' = 6 .

Wählt man einen anderen Momentenpunkt in der Projektions¬
ebene , setzt also an Stelle von r ' etwa F + st, so kommt ein
neues Glied in den Ausdruck für G hinein , das gleich

AVto b ' • st = V ( Aot b ' ) • st = V -M bj, - st

gefunden wird . War die Schwerpunktsgeschwindigkeit von
vornherein entweder Null oder parallel zur Richtung der
Kräfte ip, so beibt b^ stets gleich Null und der in der Pro¬
jektionsebene genommene Drall G hat für jeden Momenten¬
punkt denselben Wert . Natürlich kommt es dabei nicht auf
die Richtung von © an, die selbstverständlich ist (nämlich
rechtwinklig zur Projektionsebene ), sondern nur auf die Größe
von G,.

§ 19 . Einfache Anwendungen des Flächensatzes .

Die einfachste und eine der wichtigsten Anwendungen des
Flächensatzes besteht in der Entscheidung der Frage , ob und
unter welchen näheren Umständen ein sich selbst überlassener
Punkthaufen , zwischen dessen einzelnen Teilen beliebige innere
Kräfte auftreten , sich selbst im Raume umzudrehen vermag .
Fast immer wird hierbei der Flächensatz in Verbindung mit
dem Schwerpunktssatze gebraucht . Nach diesem vermag sich
der Punkthaufen durch innere Kräfte nicht selbst fortzubewegen ,
da trotz aller relativen Bewegungen zwischen den einzelnen
Punkten des Haufens der Schwerpunkt stets in Ruhe bleiben
muß . Früher hat man öfters in Anlehnung hieran den Flächen -

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 10
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satz dahin ausgesprochen , daß sich ein Punkthaufen ohne
fremde Beihilfe , d. h. ohne Auftreten äußerer Kräfte an ihm,
auch nicht selbst umzudrehen vermöge . Dies war aber nur eine
irrige Deutung des Flächensatzes , die freilich lange Zeit fast
allgemein verbreitet war und als Irrtum erst erkannt wurde ,
nachdem ein Widerspruch zwischen ihr und den Erfahrungs¬
tatsachen festgestellt war. An der Aussage des Satzes selbst ,
an den Formeln , Ableitungen und Beweisen dafür brauchte
übrigens nicht das Geringste geändert zu werden ; nur bei der
Anwendung auf den konkreten Fall muß , wie sich hierbei
herausstellte , mit größerer Vorsicht verfahren werden als früher .

Diese Frage wurde erst vor nicht sehr langer Zeit —O ö
nämlich im Jahre 1894 in der Pariser Akademie der Wissen¬
schaften —- angeregt und entschieden . Es handelte sich darum ,
eine mechanische Erklärung dafür zu finden, wie es eine Katze
fertig bringt , beim Fallen aus größerer Höhe stets mit den
Füßen voran auf den Boden zu kommen . Von den Vertretern
der Mechanik wurde auf Grund der üblichen älteren Deutung
des Flächensatzes zunächst die Ansicht ausgesprochen , daß die
Drehung nur die Folge eines Abstoßes sei, der im Augenblicke
des Herabfallens , so lange also die Katze noch mit anderen
Körpern in Berührung war , erteilt wurde . Man schloß auf
Grund des Flächensatzes ungefähr so: Wenn der Körper
während des Herabfallens zunächst keine Drehbewegung hätte ,
so könnte etwa die Katze den Vorderkörper nach einer ihr
genehmen Richtung umdrehen . Hierbei müßte aber dem
Flächensatze zufolge gleichzeitig auch eine Drehung des
Hinterkörpers in entgegengesetzer Richtung zustande kommen .
Wenn nun etwa vorher alle vier Beine der Katze nach oben
gestanden hätten , so müßte sie, um nachher alle vier nach
unten zu bringen , Vorder - und Hinterkörper nach Art eines
Schraubenumlaufs gegeneinander verdreht haben .

Diese Betrachtung war an sich nicht unrichtig ; es wurde
dabei nur übersehen , daß noch andere Möglichkeiten einer
relativen Drehbewegung der Körperteile gegeneinander be¬
stehen , als die hier allein in Aussicht genommene zwischen
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Vorder - und Hinterkörper . Daß solche noch möglich sein
mußten , ergab sich alsbald durch einwandfreie Versuche , in¬
dem man Katzen mit den Beinen nach oben an Schnüren auf¬
hing und diese vorsichtig durchschnitt , so daß die Katze außer
Berührung mit anderen Körpern kam , bevor sie sich noch
durch einen Abstoß eine Rotationsgeschwindigkeit zu einteilen
vermochte . Sie fiel dann in einen dunklen Raum hinab , dessen
Fallhöhe sie nicht vorherzusehen vermochte und kam trotzdem
bei sehr verschiedenen (nicht zu kleinen ) Fallhöhen stets mit
den Füßen zuerst auf dem Boden an. Außerdem hat man
auch die Körperbewegungen , die sie während des Fallens aus¬
führte , noch durch eine Reihe schnell aufeinanderfolgender
Momentphotographien ermittelt .

Nachdem erst die Tatsache des Umdrehens einwandfrei
festgestellt war, kam man auch bald auf die mechanische Er¬
klärung dafür . Es hätte natürlich keinen Zweck, wenn ich
diese gerade an dem historischen Beispiele geben wollte ; ich
werde vielmehr , um das Wesen der Sache zu erklären , ein
einfacheres wählen . — Der Fehler , den man früher begangen
hatte , bestand vor allem darin , daß man nicht beachtet hatte ,
daß sich Teile eines Körpers gegen den Rest beliebig oft im
gleichen Sinne zu drehen vermögen , ohne daß sich nach jedem
Umlaufe die Gestalt des Körpers irgendwie verändert hätte .
Faßt man z. B. mit der rechten Hand eine Stange , einen
Säbel oder dgl., streckt hierauf den Arm senkrecht nach oben
aus und führt mit der Stange in horizontaler Richtung eine
kreisförmige Bewegung um das Handgelenk herum aus, so
vermag man diese Bewegung beliebig oft im gleichen Sinne
zu wiederholen . Ein Mensch, der allen äußeren Kräften ent¬
zogen frei im Raume schwebte und vorher in Ruhe wäre,
müßte , wenn er die beschriebene Bewegung ausführte , sich
selbst im entgegengesetzten Sinne umdrehen , als die Stange ,
die er über seinem Kopfe rotieren läßt . Denkt man sich ihn
etwa auf eine Ebene projiziert , die senkrecht zu seiner Längs¬
achse oder senkrecht zur Rotationsachse des Stabes steht , so
bestimmt sich die Winkelgeschwindigkeit der Drehung , die er

10*



148 Zweiter Abschnitt . Dynamik des Punkthaufens .

selbst ausführt , sehr einfach aus der Bedingung , daß für jeden
Momentenpunkt , also etwa für die Projektion der Längsachse ,
das Produkt aus den Sektorengeschwindigkeiten und den Massen
seines Körpers ebenso groß ist , als das gleiche für die Massen
des Stabes gebildete Produkt . So lange der Stab weiter herum -
geschwungen wird, dreht sich auch der Mensch im entgegen¬
gesetzten Sinne ; sobald aber der Stab angehalten wird, hört
auch der Mensch auf, sich weiter zu drehen . Er kommt dann
wieder ganz zur Ruhe , sieht aber jetzt nach einer ganz anderen
Richtung als zu Anfang . Durch das angegebene Mittel hätte
er es also in der Hand , sich nach Wunsch jede beliebige
Stellung im Raume zu geben .

Setzt man etwa an die Stelle des Stabes im vorigen Bei¬
spiele bei der herabfallenden Katze den Schwanz , der ebenfalls
beliebig oft um die Längsachse des Körpers herumgedreht
werden kann , so hat man schon eine Möglichkeit für die
Wendung des Körpers nach abwärts . Es ist aber nicht ein¬
mal die einzige, wie aus den folgenden Betrachtungen leicht
hervorgehen wird .

Man nehme jetzt nämlich an, daß ein seiner Gestalt nach
veränderlicher Körper auf irgendeine Art schon eine gewisse
Rotationsgeschwindigkeit erlangt hat . Äußere Kräfte sollen
entweder ganz fehlen oder wie bei einem herabfallenden Körper
parallel und den Massen proportional sein. Auf die Umdrehung
des Körpers können sie dann keinen Einfluß haben und wir
können daher , wenn es sich nur um die Drehbewegungen
handelt , von ihnen absehen . Wenn keine äußeren Kräfte
wirken , muß das Moment der Bewegungsgrößen konstant
bleiben . Stehen wir uns jetzt vor, daß sich der Körper zu¬
sammenzieht , so nehmen die etwa von der Projektion des
Schwerpunkts gezogenen Hebelarme ab, und da das Produkt
aus ihnen und den Bewegungsgrößen konstant bleibt , muß die
Winkelgeschwindigkeit der Drehung zunehmen . Wir können
z. B. daraus sofort schließen , daß ein Himmelskörper , der um
seine Achse rotiert , seine Winkelgeschwindigkeit vergrößert
sobald er sich zusammenzieht . Würde sich etwa unser Erd -
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ball infolge von Abkühlungen zusammenziehen , so müßte die
Dauer eines Tages dadurch verkürzt werden .1)

Man betrachte ferner einen Gymnastiker , der sich bei
einem Sprunge in der Luft überschlägt (sog. Salto mortale ).
Der Schwerpunkt beschreibt in der Luft eine Parabel . Schon
beim Absprunge hat der Springer seinem Körper eine gewisse
Winkelgeschwindigkeit um eine durch den "Schwerpunkt gehende
horizontale Rotationsachse gegeben . Diese würde aber nicht aus¬
reichen , den Körper während des Fluges durch die Luft so
weit umzudrehen , daß er wieder mit den Beinen auf den Boden
käme. Der Gymnastiker , der diese Bewegung freilich nur auf
Grund seiner Erfahrung und ohne Kenntnis des Flächensatzes
ausführt , hat es aber in der Hand , die Winkelgeschwindigkeit
seiner Drehbewegung beträchtlich zu steigern , dadurch , daß er
seinen Körper während des Sprunges stark zusammenzieht
(durch Anziehen der Arme und Beine usf.). Hierdurch ge¬
lingt es ihm , während der für das Durchlaufen der Wurf¬
parabel gegebenen Zeit eine hinreichende Drehung des Körpers
zu veranlassen , die ihn wieder mit den Beinen den Boden er¬
reichen läßt .

Betrachtet man ferner einen vorher ruhenden Körper , der
aus zwei ungefähr gleichen Teilen besteht , die sich nicht voll¬
ständig , sondern nur um einen gewissen Winkel gegeneinander
zu drehen vermögen , so kann eine Umdrehung des ganzen
Körpers , an deren Schluß die Anfangsgestalt wieder erreicht
wird , auch auf folgende Art bewirkt werden . Man drehe zu¬
erst den Hauptteil I in dem gewünschten Sinne , wobei frei-

1) Diese Aussage setzt natürlich voraus, daß eine Zeiteinheit an¬
gegeben werden kann , die als unveränderlich betrachtet werden darf .
Um die etwaige Veränderlichkeit der Tagesdauer während eines längeren
Zeitraumes zu prüfen , kann man sich etwa die Aufgabe stellen , die
Anzahl der Lichtschwingungen für Licht von einer genau definierten
Farbe oder Wellenlänge abzuzählen , die in die Dauer eines Tages hinein¬
fallen . Hiermit ist zunächst wenigstens theoretisch die Möglichkeit ge¬
geben, Abweichungen in der Tagesdauer nachzuweisen . Außer dem an¬
gegebenen gibt es indessen auch noch eine Reihe anderer Mittel , die zu
dem gleichen Zwecke benutzt werden könnten .
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lieh der Hauptteil II eine entgegengesetzte Drehung ausführt .
Während dieser ersten Periode soll aber durch passende An¬
ordnung (bei einem lebenden Wesen etwa durch Ausstrecken
oder Anziehen der Arme und Beine) der Hauptteil I möglichst
zusammengezogen , der Hauptteil II möglichst auseinander¬
gespreizt sein. Dann wird I eine viel größere Winkelgeschwin¬
digkeit erlangt habän als II . Nach einiger Zeit wird die
relative Drehung beider Körperteile gegeneinander eingestellt .
Sofort hört damit die weitere Drehbewegung auf. Der Haupt¬
teil I hat aber jetzt schon einen großen Winkel in dem
gewünschten , der Hauptteil II nur einen kleinen Winkel im
unerwünschten Sinne durchlaufen . Hierauf werde umgekehrt
der Hauptteil I möglichst ausgespreizt und der Hauptteil II
möglichst zusammengezogen . Wenn jetzt eine Drehung beider
Teile gegeneinander vorgenommen wird , die Hauptteil II im
erwünschten Sinne dreht , so wird dieser eine große und Haupt -
teil I eine kleine Winkelgeschwindigkeit im entgegengesetzten
Sinne annehmen . Wenn diese Drehung so weit vorgeschritten
ist , daß beide Teile wieder in ihrer normalen Lage zueinander
sind, wird sich der ganze Körper bereits um die Differenz des
im erwünschten Sinne zurückgelegten großen und des im un¬
erwünschten Sinne zurückgelegten kleinen Winkels gedreht
haben . Man sieht nun ein , daß durch genügend häufige
Wiederholung beider aufeinanderfolgender Relativbewegungen
jede beliebige Wendung des Körpers herbeigeführt werden kann .

Die Zahl der Beispiele , bei denen man auf ähnliche Art
also bloß auf Grund der einfachsten Überlegungen ohne jede
Rechnung wenigstens zu einem qualitativen Resultate kommt ,
ist sehr groß . Einige davon sollen noch zur weiteren Er¬
läuterung angeführt werden .

Man nehme an , daß die Insassen eines Luftballons den
Wunsch haben , ihr Fahrzeug so zu drehen , daß etwa eine
andere Seite des Ballons oder der Gondel die Richtung nach
der Sonne hin einnehme . Sie können dies ausführen , indem
sie etwa selbst im entgegengesetzten Sinne im Korbe herum¬
laufen oder sich auch nur um ihre Achse drehen oder , wenn
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ihnen dies- zu unbequem ist , indem sie einen Stab über dem
Kopfe so herumschwingen , wie dies früher beschrieben wurde .
Wenn dies oft genug geschehen ist , wird die gewünschte Wen¬
dung des Fahrzeugs ausgeführt sein, und sobald mit der Dreh¬
bewegung aufgehört wird , verharrt auch der Ballon in seiner
neuen Stellung zur Sonne .

Ein Schiff, das ruhig auf dem Wasser liegt , kann auf
einfachere Weise gewendet werden , da es leicht möglich ist ,
mit Hilfe von Rudern oder von Stangen , die bis auf den
Grund reichen , äußere Kräfte von hinreichendem Betrage
darauf wirken zu lassen, um es bald in die gewünschte Rich¬
tung zu bringen . Aber auch wenn solche Mittel nicht vor¬
handen oder nicht zugänglich wären , ließe sich die Wendung
auf dieselbe Art bewirken , wie beim Luftballon . Hätte man
etwa ein Rad , das auf dem Schiffe um eine vertikale Achse
drehbar angebracht wäre , so brauchte ein Passagier dieses Rad
nur hinreichend oft in einem gewissen Sinne umzudrehen , um
eine Wendung des Schiffes nach der entgegengesetzten Rich¬
tung herbeizuführen . Wenn das Rad etwa in der Kajüte ohne
jede Verbindung nach außen hin angebracht wäre , brauchte
man diesen Raum gar nicht zu verlassen , um die gewünschte
Richtungsänderung des Schiffes zu bewirken . Man könnte
sogar , um einen extremen Fall zu nennen , behaupten , daß schon
die genügend oft im gleichen Sinne wiederholte Drehung eines
Fingerrings um den in lotrechter Richtung gehaltenen Finger
mit der Zeit eine Wendung des Schiffes herbeiführen müßte ,
wenn die Wirkung nicht so gering wäre , daß sie neben den
niemals ganz zu vermeidenden zufälligen äußeren Einflüssen
verschwindet und daher durch die Beobachtung nicht bestätigto o
werden kann .

Zu den als „zufällig“ bezeichneten äußeren Einflüssen ge¬
hört übrigens bei den jetzt erwähnten Beispielen einer , der
für den Erfolg sehr wesentlich ist und auf den , da er stets
zu erwarten ist , hier noch besonders aufmerksam gemacht
werden soll . Der Luftballon oder das Schiff werden nämlich ,
sobald sie sich infolge der auf ihnen ausgeführten Dreh -
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Bewegungen selbst in umgekehrter Richtung drehen , hierbei
auf einen Luft - oder Wasserwiderstand stoßen , der die Be¬
wegung zwar zunächst nicht verhindert , ihre Geschwindigkeit
aber allmählich verringert . Man kann diesem Übelstande auch
nicht ohne weiteres dadurch abhelfen , daß man die Dreh¬
bewegung auf dem Fahrzeuge selbst einstellt und sie später
von neuem wieder aufnimmt . Hat sich nämlich nach der ersten
Ausführung der Drehbewegungen die Winkelgeschwindigkeit
des Fahrzeugs durch den Luftwiderstand usf. vermindert , und
man stellt hierauf die Drehbewegung ein , so verharrt das
Fahrzeug nun nicht mehr in seiner augenblicklichen Stellung ,
sondern es dreht sich sofort entgegengesetzt der ursprünglichen
Bewegungsrichtung mit einer Geschwindigkeit , die gleich dem
durch Reibung oder dgl. verursachten Verluste an der ursprüng¬
lichen Winkelgeschwindigkeit ist . Wenn man von den vorher¬
gehenden Ausführungen praktischen Gebrauch machen wollte ,
müßte man dies wohl im Auge behalten . Durchführbar wäre
aber , wie man leicht erkennt , die gewünschte Wendung immer ,
wenn andere äußere Einflüsse außer einem derartigen Be¬
wegungswiderstande nicht vorkämen .

Wenn alle Eisenbahnzüge der Erde und alle Schiffe, die
sich auf der Fahrt befinden, die Erde stets parallel zum Äquator ,
etwa in der Richtung von Westen nach Osten, also im gleichen
Sinne mit der Rotationsbewegung der Erde umkreisten und
keine im entgegengesetzten Sinne, so müßte dadurch die Winkel¬
geschwindigkeit der Erde etwas herabgesetzt werden, d. h. die
Dauer eines Tages müßte sich vergrößern . Sobald die Schiffe
und die Züge zur Ruhe gebracht würden , müßte auch der
Tag seine frühere Länge wieder annehmen . Der Einfluß wäre
freilich gering ; er könnte aber für genaue astronomische
Messungen merklich werden , wenn es sich um die bewegten
Massen von Meeresströmungen oder von Winden handelte , die
eine stetige Umkreisung der Erde im gleichen Sinne ohne
Kompensation durch andere damit zusammenhängende Strö¬
mungen in der entgegengesetzten Richtung ausführten .

Auch wenn ein Knabe eine Schaukel , auf der er vorher
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in Ruhe saß, ohne äußeren Anstoß in Bewegung setzen will,
beginnt er damit , durch Anfassen der Aufhängeschnüre mit
den Händen , Ausstrecken der Beine in horizontaler Richtung
und Uberneigen des Oberkörpers nach hinten sich selbst eine
Drehbewegung zu erteilen . Betrachtet man den Aufhänge¬
punkt der Schnüre als Momentenpunkt , so muß für ihn das
Moment der Bewegungsgröße vorläufig noch Null bleiben , da
die Schnurspannung durch den Momentenpunkt geht und die
einzige andere äußere Kraft an der Schaukel , das Eigengewicht ,
zunächst ebenfalls noch . Der einen Drehung muß daher eine
entgegengesetzte entsprechen und diese besteht in einer Drehung
des ganzen Punkthanfens um den Aufhängepunkt , womit die
gewünschte Pendelbewegung zunächst einmal eingeleitet ist . —
Ich begnüge mich hier mit diesen Andeutungen , möchte aber
die Bewegungen , die zum Ingangsetzen der Schaukel führen ,
einem genaueren Nachdenken empfehlen , da das Beispiel nach
manchen Richtungen hin lehrreich ist . Man mache sich
namentlich auch darüber klar , daß die Schaukel überhaupt
nicht ohne äußeren Anstoß in regelmäßige Pendelbewegungen
gebracht werden könnte , wenn die Aufhängeschnüre unendlich
lang wären . Anstatt dessen kann man , um bei praktisch zu
verwirklichenden Verhältnissen zu bleiben , auch sagen, daß es
nur sehr schwer und nach sehr lange fortgesetzten zweck¬
mäßigen Bewegungen möglich wäre , Pendelschwingungen von
größerem Ausschlage herbeizuführen , wenn die Schnüre sehr
lang wären , wie etwa die Seile in einem Glockenturme bei
festgehaltener Glocke.

§ 20. Massenansgleicti bei Schiffsmasehinen nach dem
Verfahren von Schlick .

ln einem Kahne , der von mehreren Personen besetzt ist ,
kann man sehr deutlich wahrnehmen , wie jede Bewegung eines
Insassen zu einer Bewegung des Fahrzeuges führt , die auf
Grund der Schwerpunkts - und Flächensätze mit Berücksich¬
tigung der besonderen Bedingungen , denen der hier als äußere
Kraft auftretende Auftrieb des Wassers unterworfen ist, leicht
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vorausgesehen werden kann . Man weiß auch , daß selbst un-
merkliche Bewegungen , die nur in gleichen Zwischenräumen
wiederholt werden , mit der Zeit zu einem starken Schaukeln
des Bootes führen können . Das Boot führt dann erzwungene
Schwingungen aus, die im Falle der Resonanz sehr groß werden
können .

Auf einem großen Dampfschiffe macht es nichts aus, wenn
einer oder mehrere Fahrgäste darin auf und ab gehen . Einer¬
seits sind hier die bewegten Massen zu klein im Vergleiche
zur Masse des ganzen Schiffes und andererseits dauert es auch
zu lange , bis die herumgehenden Personen etwa von einer
Schiffsseite zur anderen gelangen . Sie müßten schon sehr
schnell laufen , um im gleichen Takte mit den Eigenschwin¬
gungen des Schiffes herüber und wieder hinüber gelangen zu
können , um es so zu kräftigeren erzwungenen Schwingungen
anzuregen .

Anders ist es aber mit den großen Dampfmaschinen , die
zur Fortbewegung des Schiffes dienen . Die bewegten Teile
sind hier einerseits sehr schwer , so daß sie selbst gegenüber
den Massen des ganzen Schiffes nicht vernachlässigt werden
können und andererseits bewegen sie sich auch mit großen
Geschwindigkeiten . Es läßt sich daher leicht voraussehen ,
daß die Schiffe durch die Massenverschiebungen , die sich in
regelmäßigem Wechsel in ihnen wiederholen , zu Schwingungen
veranlaßt werden , die sich oft sehr unangenehm bemerkbar
gemacht haben . Man hat daher auf Abhilfe gesonnen und diese
ist in praktisch befriedigender Weise durch das von Schlick
angegebene Massenausgleichsverfahren gefunden worden .

Die Forderungen , die erfüllt sein müssen , damit die be¬
wegten Massen ganz ohne Einfluß auf die Bewegungen des
Schiffes bleiben , lassen sich auf sehr einfache WTeise in folgen-' O

den beiden Sätzen aussprechen :

1. Der Schwerpunkt der beweglichen Massen muß
stets in relativer Ruhe zum Schiffe bleiben .

2. Der Drall der beweglichen Massen muß für
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jeden auf dem Schiffe liegenden Momentenpunkt in
jedem Augenblicke gleich Null sein .

Denkt man sich nämlich ein Schiff zuerst in Ruhe auf
ruhigem Wasser und hierauf die Maschinen im Leerlaufe (mit
abgekuppelten Schaufelrädern oder Schrauben ) in Bewegung
gesetzt , so muß nach dem Schwerpunktssatze der Gesamt¬
schwerpunkt des ganzen Punkthaufens nach wie vor in Ruhe
bleiben . Wenn nun dafür gesorgt ist , daß sich auch der
Schwerpunkt der beweglichen Teile für sich genommen nicht
verschiebt , so folgt , daß sich auch der Schwerpunkt des Schiffs¬
körpers nicht verschieben kann . — Ferner muß nach dem
Flächensatze der Drall des ganzen Punkthaufens für jeden
Momentenpunkt gleich Null bleiben , da sich die äußeren
Kräfte (Gewicht und Auftrieb ) gegenseitig aufheben . Wird
diese Bedingung aber schon von den beweglichen Massen für
sich genommen erfüllt , so muß auch das Moment der Be¬
wegungsgröße des Schiffskörpers dauernd gleich Null bleiben .
Das ist aber für den als starren Körper aufzufassenden Schiffs¬
körper nur möglich , wenn er keine Rotationsbewegung um
eine durch den Schwerpunkt gehende Achse annimmt .

Hiermit ist bewiesen , daß der Schiffskörper , der vorher
in Ruhe war, auch dauernd in Ruhe bleibt , wenn die Maschinen
zu laufen beginnen . Eine Massenausgleichung , die die vorher
aufgestellten beiden Forderungen erfüllt , ist demnach eine voll¬
kommene . — Es möge hier die Bemerkung eingeschaltet werden,
daß der Flächensatz (bis vor kurzem wenigstens ) in technischen
Kreisen längst nicht die Beachtung gefunden hat , die er in
Wirklichkeit verdient . Am deutlichsten geht dies aus dem
Umstande hervor , daß in den zahlreichen Arbeiten , die über
den Massenausgleich bald nach seiner Einführung in deutschen
und ausländischen Zeitschriften erschienen sind , niemals von
dem Flächensatze Gebrauch gemacht wurde . Man kann diesen
Satz freilich auch vermeiden ; er ist niemals unentbehrlich , läßt
sich vielmehr stets , wenn es verlangt wird , durch die An¬
wendung anderer Sätze ersetzen . Und zwar ist es im vor¬
liegenden Falle das Prinzip von d’Alembert , mit dessen Hilfe



156 Zweiter Abschnitt . Dynamik des Pnnkthaufens .

die Aufgabe ebenfalls obne Schwierigkeit gelöst werden kann .
Bringt man nämlich an den bewegten Maschinenteilen die
Trägheitskräfte an , so müssen diese für jede Stellung der
Maschine den Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte an einem
starren Körper genügen , wenn der Massenausgleich vollkommen
sein soll . Für die rasche und übersichtliche Durchführung der
Rechnungen und für die anschauliche Fassung ihrer Ergebnisse
eignet sich aber bei diesem Beispiele der Flächensatz besser ,
als das d’Alembertsche Prinzip . Zugleich sei noch bemerkt ,
daß man überhaupt in vielen Fällen bei der Behandlung einer
Aufgabe die Wahl hat , ob man sich dazu des Prinzips von
d’Alembert oder des Flächensatzes bedienen will . Dabei ist
aber nicht immer der Flächensatz im Vorteile . Man muß sich
vielmehr mit beiden wichtigen Hilfsmitteln vollständig vertraut
machen , um im einzelnen Falle das am schnellsten zum Ziele
führende anwenden ' zu können .

Das Schlicksche Verfahren entspricht den aufgestellten
Forderungen nicht streng , sondern nur annähernd . Es läßt
sich ferner (von gewissen Ausnahmefällen abgesehen ) nur an
Maschinen zur Anwendung bringen , die mindestens vier Zylinder
haben . Solche kommen bei den großen Dampfern , die Maschinen
mit dreistufiger Expansion besitzen , ohnehin gewöhnlich vor,
da an Stelle eines einzigen Niederdruckzylinders , der zu groß
ausfallen würde , besser zwei genommen werden . Bei den
großen Schnelldampfern hat man neuerdings auch Maschinen
mit sechs Zylindern ausgeführt . In diesem Falle kann man
sich dem vollkommenen Massenausgleiche noch mehr nähern ,
als bei vier Zylindern . Hier genügt es aber , wenn ich das
Verfahren für den einfachsten Fall der vierzylindrigen Ma¬
schinen bespreche .

Abb . 23 gibt eine schematische Darstellung der Maschine
in zwei Ansichten , mit den Zylindern I bis IV . Geachtet wird
nur auf die Bewegungskomponenten der Kolben, Kolbenstangen ,
Pleuelstangen und Kurbeln in der Richtung der Zylinderachsen .
Die dazu senkrechten Bewegungskomponenten führen gegen¬
über den anderen nur zu kleinen Bewegungsgrößen , die ebenso
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wie die Bewegungsgrößen der Steuerungsteile , Pumpen usw.
vernachlässigt werden sollen, da es sich nur um die Gewinnung
einer angenäherten Lösung handelt .

Der Kolbenweg x1 des ersten Kolbens , von dessen Totpunkt¬
lage aus gerechnet , kann wie früher im I. Bande , S. 210 der
3. Auflage in erster Annäherung

xi — r i ~ r i cosqp, (104 )
gesetzt werden, wenn r und cp die aus der Abbildung ersicht¬
liche Bedeutung haben . Will man sich mit dieser Annäherung
nicht begnügen , so kann man , wie hier eingeschaltet werden
mag , nach den in § 32
des ersten Bandes ange¬
stellten Entwicklungen
in zweiter Annäherung

xx= r1̂ l —cos qPj+

^ (l —T cos 2 9»))

(105)

M

Abb . 23.

setzen , wenn die Länge
der Pleuelstange mit l be¬
zeichnet wird . Man spricht
von einem Massenausglei¬
che „zweiter Ordnung“ ,
wenn bei der Berechnung von dieser genaueren Formel aus¬
gegangen wird . Bei der vierzylindrischen Maschine , auf deren
Betrachtung wir uns hier beschränken , kann aber nur der
Ausgleich „erster Ordnung“ durchgeführt werden, der sich auf
die vorhergehende einfachere Formel für x stützt .

Aus dieser Formel für x folgt für die Geschwindigkeit vLder mit
-Ms bezeichneten Masse des ersten Kolbens und seiner Zubehörteile

äcc, . dcpi

Alle Kurbeln sind auf derselben Welle aufgekeilt und daher ist
= dqp2 = dcp3 = d<pi ==udt dt dt dt
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Von der Winkelgeschwindigkeit u der Schiffswelle wird an¬
genommen , daß sie als konstant betrachtet werden könne .
Gestützt wird diese Annahme durch die Überlegung , daß
schon geringe Änderungen in der Winkelgeschwindigkeit u zu
erheblichen Änderungen in dem Drucke zwischen der Schiffs¬
schraube und dem Fahrwasser führen , also auch eine große
Mehrarbeit des Dampfes gegenüber der durchschnittlichen ver¬
langen . Wie groß die Schwankungen von u sind , die etwa
erwartet werden können , soff jetzt nicht weiter untersucht ,jedenfaUs
soU aber an der Schickschen Ännahme festgehalten werden .1)

Für die Bewegungsgröße der Masse J / , hat man
M1v1 = fff)ur i singpj.

Die Richtung ist hier nicht besonders hervorgehoben ; sie ist
in jedem Falle als lotrecht anzusehen und geht nach oben
oder unten , je nachdem sin 9 positiv oder negativ ist . — Für
die Bewegungsgröße der zum Zylinder II gehörigen verschieb¬
lichen Massen erhält man ebenso

M^v2 = M2ur >, sin (jp2

oder , wenn man den konstanten Winkelunterschied cp2 — q>1
mit a2 bezeichnet ,

M2v2 = M2ur 2(smcp1cos a2 + cos^ sina 2)
und ebenso für die Massen ilf ., und ilf t .

Die Bedingung , daß der Schwerpunkt der verschieblichen
Massen in Ruhe bleiben soll , kommt darauf hinaus , daß die
geometrische Summe der Bewegungsgrößen fortwährend gleich
Null ist . Mit Rücksicht darauf , daß hier nur gleich oder
entgegengesetzt gerichtete Geschwindigkeiten in Betracht zu
ziehen sind , was schon durch die Vorzeichen von sinqPj, sin <pä
usf . berücksichtigt ist, haben wir daher die Gleichung

1) Im übrigen kommt es auf die Veränderlichkeit von u , wie aus
den Sätzen 1. und 2. auf S. 154 hervorgeht , solange es sich nur um die
Frage des Massenausgleichs handelt , überhaupt nicht an . Wenn jene
Bedingungen für irgendeine Geschwindigkeit erfüllt sind , bestehen sie
auch bei jeder anderen und daher auch bei einer beliebig veränderlichen
Geschwindigkeit .
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M1w \ sinqpj -f M^ur ^(sing^ cos «2 + cosg.̂ sin «s) +
+ M^ur ^(sin <pl cos«3 + cosgjj sinß 8) +
+ Mi ur i (sing ! cos«4 + cosgg sinaj = 0

Ordnen wir nach sin gg und cosgj ^ und streichen den ge
meinsamen Faktor u, so geht die Gleichung über in

singj {M1r1 + M2r2cos «2 + Mars cos «3 + ilf4r4cosk 4 } +
+ cosg 4 { 0 + M2r^ sina 2 -|- M3rs sinß 3 -)- ilF4r4 sin «4} = 0 .

Diese Gleichung muß für jede Kurbelstellung , also für
jeden Wert des Winkels gg erfüllt sein , damit der Schwer¬
punkt jederzeit in Ruhe bleibe . Dazu gehört , daß die beiden
Klammerwerte einzeln verschwinden . Wir gelangen damit zu
zwei Bedingungsgleichungen zwischen den Konstanten der
Maschine, die sich kürzer in der Form

-S’il/ r cos« = 0 und Z'_MVsina = 0 (106)
anschreiben lassen . Die Summierung erstreckt sich hierbei
jedesmal auf alle vier Massen und Winkel , cg ist gleich Null
zu setzen , indem unter <xn nach den vorausgehenden Fest¬
setzungen immer der Winkel zu verstehen ist , den die wte
Kurbel mit der ersten bildet (diese Winkel im Sinne der Um¬
laufrichtung der Maschine gezählt ). — Selbstverständlich bleiben
übrigens die Bedingungsgleichungen (106) auch für Maschinen
mit beliebig vielen Zylindern bestehen , von denen verlangt
wird , daß keine Schwerpunktsverschiebungen vorkommen , so¬
lange man nur einen Massenausgleich erster Ordnung herbei¬
führen will . Für einen Ausgleich zweiter Ordnung wären da¬
gegen die vorhergehenden Betrachtungen unter Zugrundelegung
von Gl. (105) an Seile von (104) in derselben Weise zu wieder¬
holen und die Gleichungen (106) durch vier Gleichungen zu
ersetzen , in die die Bedingungsgleichung für den Schwerpunkt
zerfällt , wenn sie wiederum für jeden Wert des Winkels gg
erfüllt sein soll.

Wir bilden jetzt die statischen Momente der Bewegungs¬
größen . Die Wahl des Momentenpunktes ist hierbei gleich¬
gültig , denn wenn der Schwerpunkt ruht , ist , wie wir früher
fanden , das Moment für jeden Momentenpunkt gleich groß . —
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Wir wählen den in Abb . 23 mit 0 bezeichneten Punkt oder

überhaupt irgendeinen Punkt auf der Achse des Zylinders I .
Das statische Moment der Bewegungsgröße der Massen I ver¬
schwindet für diesen Momentenpunkt . Das Moment für II ist

M 2vi a2 = MaUri a,, (sinqcj cos «2 -j- cosg51sin «2) ,
wobei mit a 2, wie aus Abb . 23 ersichtlich , der Abstand der
Zylinderachse II von der Zylinderachse I bezeichnet ist . Die
Richtung des Moments ist nicht besonders ersichtlich gemacht :O 0 7

sie steht in jedem Falle senkrecht zu der Ebene , in der alle
vier Zylinderachsen enthalten sind und zwischen der Richtung
nach vorn oder hinten wird durch das Vorzeichen des voraus¬

gehenden Ausdrucks schon unterschieden . — Wenn die Summe
der Momente der Bewegungsgrößen für den Momentenpunkt
0 und hiermit auch für jeden beliebigen Momentenpunkt ver¬
schwinden soll , muß auch die algebraische Summe der nach
dem vorigen Muster gebildeten Ausdrücke für alle Massen
gleich Null sein . Ordnen wir wieder wie vorher nach sinqpj
und coscpj , so lautet die Gleichung

sinqoj {0 + il/ 2ri ö2cos «2+ Jl/ 3r ., «3 cos «s -|- A/ 4r4a4cos }-(-
+ cosqo1{0 + -M2r2st2 sina 2 -f üf 3r8a3 sin «3 + Jlf4r 4a4 sina 4) = 0

und da diese für jedes (jc1 erfüllt sein soll , zerfällt sie in die
beiden Bedingungsgleichungen

EMrac ,osa = 0 und AJUfrosina = 0 . ( IO?)

Auch hier muß man sich die Summierung wieder auf alle vier
Zylinder erstreckt denken ; für die erste Zylinderachse ist näm¬
lich sowohl «j als «j gleich Null und hiermit fallen die zu¬
gehörigen Ausdrücke , wie aus der vorigen Schreibweise zu er¬
sehen , von selbst fort .

Das Schlicksche Verfahren beruht nun darauf , die Winkel
«2^3«^ und die Abstände (A2at a^ die dadurch freilich noch
nicht völlig bestimmt sind , jedenfalls so zu wählen , daß die
Gleichungen (106 ) und (107 ) erfüllt werden . Die Massen M
und die Kurbelhalbmesser r sind bei der Vornahme des Massen¬

ausgleichs durch andere Rücksichten bereits als vorgeschrieben
zu betrachten . Die drei Winkel a sind dagegen zunächst ganz
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zur Verfügung des Konstrukteurs und von den drei Abständen

a wenigstens die Verhältnisse — und die ja auch in der

Tat aus den Gl. (107) allein ermittelt werden können . Einer
von den Winkeln « kann also willkürlich (oder auf Grund
anderer Anforderungen ) gewählt werden . Dann folgen die
beiden anderen aus den Gl. (106) und hierauf die Abstands¬
verhältnisse aus den Gl. (107). Man wird natürlich die Wahl
des ersten Winkels a so einrichten müssen , daß die sich aus
Gl. (107) ergebenden Abstandsverhältnisse auch wirklich aus¬

geführt werden können . Wenn nämlich etwa — sehr groß

aus der Rechnung gefunden würde , so ließe sich dies nicht
ausführen , weil für a.2 ein gewisses Mindestmaß wegen der
Abmessungen der Maschinen und für ai ein gewisses Höchst¬
maß wegen der Dimensionen des Schiffes vorgeschrieben ist .

Die sogenannten Schlingerbewegungen , d. h. die pendeln¬
den Bewegungen des Schiffes werden dann zustande kommen ,
wenn die vorher unter 2. angeführte Bedingung , also näherungs¬
weise wenn die Gl. (107) nicht erfüllt sind . Man erkennt
hieraus , daß gerade auf diese Gleichungen viel Wert zu legen
ist . Den Schwerpunkt unveränderlich festzuhalten , hat man
sich auch früher schon öfters bemüht ; die große Bedeutung
der Gl. (107) für einen praktisch befriedigenden Massenausgleich
hat aber erst Schlick erkannt und damit einen wichtigen
Fortschritt im Baue der großen Ozeandampfer herbeigeführt . —
Zugleich erkennt man übrigens leicht aus den Gl. (106) und
(107), daß eine Maschine mindestens vier Zylinder haben muß,
wenn der Ausgleich erster Ordnung allgemein möglich sein soll .

Anmerkung . Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist
vorausgesetzt , daß die ganze Maschine ein Gestell hat , das hin¬
reichend widerstandsfähig ist , um die zwischen den einzelnen Teilen
auftretenden inneren Kräfte ohne merkliche Formänderung über¬
tragen zu können . Anderenfalls würden auch bei einem vollkommenen
Massenausgleiche Schwingungen entstehen können , die nicht in Be¬
wegungen des Schiffes als starrer Körper , sondern in Formänderungs¬
bewegungen des Schiffskörpers bestehen würden .

Föppl , Dynamik . 8. Aufl . 11
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§ 21 . Anwendung des Fläelxensatzes auf die Theorie der
Turbinen .

Während des gleichförmigen Ganges einer Turbine besitzt
der aus dem Laufrade samt Welle und Wasserinhalt be¬
stehende Punkthaufen stets dieselbe Bewegung . Daher behält -
auch der auf die Umdrehungsachse bezogene Drall J> dieses
Punkthaufens immer denselben Wert , falls man in jedem
Augenblicke immer jene Wasserteilchen in Betracht zieht , die
sich grade im Laufrade befinden . Bei der Anwendung des
Flächensatzes kommt es aber nicht auf den in dieser Weise
berechneten Drall an , sondern auf jenen , der stets auf die¬
selben materiellen Punkte bezogen wird . Dieser erfährt
wegen des Weiterströmens der Wassermasse durch die Turbine¬
eine Änderung , die für ein Zeitelement dt berechnet werden soll.

Bezeichnet man mit M die Masse des die Turbine in der
Zeiteinheit durchströmenden Wassers , so tritt während dt eine
Wassermasse Mdt mit irgendeiner absoluten Geschwindigkeit -
«j in das Laufrad ein und eine ebenso große Masse verläßt
das Rad mit einer Geschwindigkeit v2. Die Änderung dB
des auf dieselben Massen wie zu Anfang von dt bezogenen
Dralls ist dann, da sich im übrigen nichts geändert hat , gleich
dem Unterschiede zwischen den statischen Momenten der Be¬
wegungsgrößen für die austretende und für die eintretende
Wassermasse Mdt .

Am einfachsten ermittelt man diese Momente, indem man
die Geschwindigkeiten i\ und v2 auf die Richtungen der zu¬
gehörigen Umfangsgeschwindigkeiten des Laufrads projiziert .
Bezeichnet man diese Projektionen mit v1cosa 1 und v2cobcc2
(wobei also unter ßx und o:2 die Winkel zwischen den Rich¬
tungen der v und der Bewegungsrichtung des Laufrads an
der gleichen Stelle zu verstehen sind) und die Abstände von
der Umdrehungsachse mit rx und r2, so hat man

dB = Mdt (v2cos«2r2 — vl cos r ,) .
Nach dem Flächensatze ist dann das ebenfalls auf diese Um¬
drehungsachse bezogene statische Moment K der äußeren Kräfte ,
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die (etwa durch Vermittlung einer aufgekeilten Riemenscheibe )
auf die Laufradwelle übertragen werden müssen , um diese in
gleichförmigem Gange zu unterhalten ,

K = -sy = cosK 2r 2 —- eosa , »-! ) . ( 108 )

Aus K folgt die Arbeit A , die von der Turbine in der
Zeiteinheit nach außen hin abgegeben wird , durch Multipli¬
kation mit der Winkelgeschwindigkeit u, also

A = Muiy ^cos«2r2— cosô ) . (109)
Durch einfache Umrechnungen , auf die hier nicht weiter

eingegangen zu werden braucht , kann man die absoluten Ge¬
schwindigkeiten c, und »2 auch in den ßelativgeschwindig -
keiten gegen das Laufrad in Verbindung mit den Umfangs¬
geschwindigkeiten ur 1 und Mr2 des Laufrads ausdrücken . Die
in dieser Weise umgeformte Gleichung wird von Zeuner als
die erste Hauptgleichung der Turbinentheorie bezeichnet .
Eine zweite Hauptgleichung , die zur vorigen hinzutreten muß,
um alle in der Aufgabe vorkommenden Größen berechnen zu
können , erhält man nach Zeuner , indem man für A noch einen
zweiten Ausdruck auf Grund des Satzes von der lebendigen
Kraft aufstellt und ihn dem vorigen gleichsetzt . Aus der so
erhaltenen zweiten Hauptgleichung berechnet man die Ge¬
schwindigkeiten , mit denen das Wasser das Rad durchströmt
und hierauf nach der ersten Hauptgleichung die Leistung A
der Turbine , auf deren Ermittlung es namentlich ankommt .

Die weitere Durchführung der Rechnung würde über den
Rahmen dieses Buches hinausgehen ; es handelte sich hier nur
darum , zu zeigen , auf wie einfache Art man mit Hilfe des
Elächensatzes zur ersten Hauptgleichung gelangen kann , die
sonst auf viel umständlicherem Wege abgeleitet wird .

Die Aufgaben
zu diesem Abschnitte sind mit denen der beiden folgenden vereinigt
und am Schlüsse des vierten Abschnitts abgedruckt .



Dritter Abschnitt .

Dynamik des starren Körpers.
§ 22 . Das Trägheitsellipsoid .

Schon früher haben wir wiederholt gesehen , daß für die
Drehbewegungen eines starren Körpers das auf die Dreh¬
achse bezogene Trägheitsmoment eine ähnliche Bedeutung hat ,
wie die Masse für die Bewegung eines materiellen Punktes .
Hierbei besteht jedoch der wesentliche Unterschied , daß die
Masse für alle Bewegungsrichtungen denselben unveränder¬
lichen Wert behält , während das Trägheitsmoment für ver¬
schiedene Richtungen der durch den Schwerpunkt gezogenen
Drehachsen ganz verschiedene Werte annimmt . Diese Ab¬
hängigkeit zu untersuchen , soll unsere nächste Aufgabe bilden .
Für die Trägheitsmomente von Querschnittsflächen in bezug
auf alle Achsen , die in der Ebene des Querschnitts enthalten
sind , ist diese Aufgabe schon im dritten Bande (§ 19, S. 88
d. 3. Aufl.) gelöst worden . Damit allein kommen wir aber in
der Dynamik des starren Körpers nicht aus und wir müssen
daher jene früheren Betrachtungen entsprechend ergänzen .

Wir wählen irgendeinen Punkt 0 auf dem starren Körper
aus und nehmen an , daß der Körper in einem bestimmten
Augenblicke eine Drehbewegung um irgendeine durch den
Punkt 0 gehende Achse ausführe . Die Winkelgeschwindig¬
keit sei, als gerichtete Größe aufgefaßt , mit u bezeichnet . Die
Richtung von u gibt die Richtung der Drehachse und der
Pfeil von u den Umdrehungssinn an , wie es schon im ersten
Bande (S. 120 d. 3. Aufl.) ausführlich auseinandergesetzt wurde .
Bei den wichtigsten Anwendungen , die von den nachfolgenden
Entwicklungen gemacht werden sollen , fällt der Punkt 0 mit
dem Schwerpunkte S zusammen . Auf diesen Fall bezieht sich
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auch die nebenstehende Abb . 24, in der u in der besprochenen
Weise von S aus abgetragen ist . Indessen könnte an Stelle von
S auch irgendein anderer Punkt 0 des Körpers treten , ohne
daß dadurch an der Gültigkeit der nachste¬
henden Betrachtungen etwas geändert würde .

Der Radiusvektor , den man von 0 aus
nach irgendeinem Massenteilchen m des
starren Körpers ziehen kann , sei mit r und
die augenblickliche Geschwindigkeit von m
mit ö bezeichnet . Dann ist nach Bd. I,
Gl. (58)

U = — Vltr , Abb. 24.

wobei nur zu beachten ist , daß der damals mit r ' bezeichnete
Vektor jetzt r geschrieben ist .

Wir berechnen jetzt die lebendige Kraft L des Körpers
bei dem vorausgesetzten Bewegungszustande . Allgemein hat man

L

und durch Einsetzen des Wertes von D geht dies über in

£ =l2VVur )2-
Dieser Ausdruck kann noch auf verschiedene Art weiter

umgestaltet werden . Bezeichnet man die zu u senkrecht
stehende Komponente von r, also den rechtwinkligen Abstand
der Masse m von der Drehachse mit p , so erhält man für das
Quadrat des äußeren Produkts aus n und r einfach iP/r , wo¬
bei u den Absolutwert von u bedeutet . Hiermit findet man

L = u2^ mp 2= G , (HO)

wenn das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die ge¬
gebene Drehachse mit & bezeichnet wird .

Andererseits denken wir uns ein beliebiges rechtwinkliges
Koordinatensystem XYZ mit dem Ursprünge in 0 gezogen .
Zerlegen wir die Vektoren in ihre Komponenten nach diesem
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Koordinatensystem , so erhalten wir durch Anwendung der in
Gl. (53), Bd. I, S. 94 d. 3. Aufl. gegebenen Rechenvorschrift

Tr i » 1 f
D= —Vur = —j MyMjI = i (m3y — u.2z) + j (m, a — u2x) +

\ x y z
+ t(u2X—û ) ,

wobei die Koeffizienten von t j t die Komponenten von t>bilden .
Daraus ergibt sich für das Quadrat der Geschwindigkeit der
Ausdrück

ö2 = (« 8«/ — U2Z) 2 + (Ul 2 — U3XY + (U2X —

und wenn man dies in L einsetzt , ausquadriert und die Summe
in ihre einzelnen Glieder zerlegt , erhält man

i = i + Hmy *) -\- ^ ul (2Jme2 + ümx 2) +

+ (ZJmy2 + Zmx 2) —u1u22mxy — ului Smxz —

— u2u.32Jmyz .
Nun ist aber nach dem pythagoreischen Lehrsätze

y2 + z2 gleich dem Quadrate des senkrechten Abstandes der
Masse m von der X-Achse . Bezeichnen wir also das Trägheits¬
moment des starren Körpers für die X-Achse mit <dx, so wird

®x = Emy 2 + Z,mz2. (Hl )
Außerdem setzen wir, wie früher schon in der Festigkeits¬

lehre ,
®xs, = Znixy

und nennen Oyz das Zentrifugalmoment des Körpers für die
X - und Y-Achse. Hiermit geht der Ausdruck für L über in

L = \ K &x+ \ ul %+ l ul ~ mim2®xy~ mim8 -
—U2US®,,z- (112)

Der Vergleich dieser Formel mit Gl. (HO), in der
U2= U\ + + M3

gesetzt werden kann , gestattet das zu irgendeiner Achse u
gehörige Trägheitsmoment & in den auf die Koordinaten¬
achsen bezogenen Momenten © und O auszudrücken . Be:
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quemer ist es aber , den Zusammenhang zwischen diesen Größen
durch eine einfache geometrische Darstellung zum Ausdrucke
zu bringen .

Zu diesem Zwecke wollen wir uns eine große Zahl von
Strahlen durch den Punkt 0 gelegt und für jeden dieser Strahlen
ermittelt denken, mit welcher Winkelgeschwindigkeit der starre
Körper um diesen Strahl als Achse rotieren müßte , wenn die
zugehörige lebendige Kraft einen bestimmt vorgeschriebenen
Wert Lü annehmen sollte . Auf jedem Strahle sei die aus
dieser Bedingung ermittelte Winkelgeschwindigkeit u , so wie
es in Abb . 24 für einen von ihnen geschehen war, als Vektor
abgetragen . Die Endpunkte aller dieser u liegen auf einer
Fläche , die den Punkt 0 von allen Seiten her umgibt . Die
Koordinaten eines Punktes dieser Fläche im Koordinatensysteme
XYZ sind m1m2m3 und Gl. (112) stellt daher , wenn wir uns
für L den beliebig gewählten , aber unveränderlichen Wert L0
eingesetzt denken , die Gleichung der Fläche dar . Sie ist für
die MjWgMj vom zweiten Grade. Die Fläche muß daher , da
wir außerdem wissen, daß sie sich nach keiner Richtung hin
ins Unendliche erstrecken kann , ein Ellipsoid sein. Der Punkt 0
ist der Mittelpunkt des Ellipsoids , weil die Gleichung immer
noch erfüllt ist , wenn man darin /q u.2«3 durch — uv — n2, —u3
ersetzt .

Führen wir ferner in Gl. (110) an Stelle des Trägheits¬
moments & den Trägheitshalbmesser i ein, indem wir

& = Mi 2

setzen, also unter 31 die Masse des ganzen Körpers verstehen ,
so erhalten wir

L = lu 2i231 . (113)

Hiernach ist jeder Halbmesser u des Ellipsoids , für das L den
konstanten Wert L0 hat , dem auf die gleiche Achse bezogenen
Trägheitshalbmesser i umgekehrt proportional . Wegen dieses
Zusammenhangs mit den Trägheitsmomenten wird das Ellip¬
soid als das Trägheitsellipsoid bezeichnet .

Im allgemeinen ist das Ellipsoid dreiachsig und seine drei
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Hauptachsen heißen zugleich die drei Hauptträgheitsachsen des
Körpers für den Punkt 0 . Das Ellipsoid kann aber auch ein
Umdrehungsellipsoid sein, und dann wird jede in der Äquator -
ebene liegende Achse als eine Hauptträgheitsachse bezeichnet .
Geht das Ellipsoid endlich in eine Kugel über , so kann jede
Achse als eine Hauptachse angesehen werden .

In allen Fällen gilt aber für eine Hauptachse die Be¬
ziehung

d© = 0 , (114)

wenn man unter <) © die Änderung versteht , die das Trägheits¬
moment beim Übergange von einer Achse zu einer ihr un¬
endlich nahe benachbarten erfährt . Gl. (114) gibt nämlich die
Bedingung dafür an, daß das Trägheitsmoment für die be¬
treffende Achse ein Maximum oder Minimum oder im Falle der
Kugel , daß © konstant ist .

Bisher verstanden wir unter XYZ ein beliebig orientiertes
Koordinatensystem . Nachdem wir aber erkannt haben , daß
man stets mindestens auf eine Art drei zu einer senkrecht
stehende Hauptachsen angeben kann , ist es für die weitere
Untersuchung von Vorteil , die drei Koordinatenrichtungen mit
diesen Hauptachsen zusammenfallen zu lassen . Dann verein¬
facht sich auch Gl. (112). Um dies zu erkennen , wollen wir
von irgendeinem Punkte des Trägheitsellipsoids zu einem
Nachbarpunkt übergehen , der ebenfalls auf dem Ellipsoid liegt
und die Änderungen , die die Koordinaten iqM2Ms bei diesem
Übergange erfahren mit dm, diq öw., bezeichnen . Mit L = L0
ist Gl. (112) für jeden Punkt der Fläche erfüllt und zwischen
den du muß daher die Beziehung bestehen , die aus Gl. (111)
durch Bildung der Differentialien hervorgeht , nämlich

Mi du1&x + m28 u2&y + m36m8©_— m, du.2<PxtJ— u2du L®xy—
- Ml dMg d »,. . - MgÖ Mt — M2 Am 3 (P l/ : — Mg dM 2 = 0 .

Das gilt für jede Stelle des Ellipsoids und für jeden Über¬
gang zu einer Nachbarstelle . Wenden wir dagegen die Glei¬
chung für einen der auf der A-Achse liegenden Punkte des
Ellipsoids an, so ist m2 = m3 = 0 zu setzen und die Gleichung



§ 23. Drall und Drall -Ellipsoid . 169

yereinfacht sich zu

« i “i ®x ~ « i « 2 ~ Mi dl h = 0 •
Da wir uns aber dafür entschieden hatten , die X-Achse

mit einer Hauptachse zusammenfallen zu lassen, haben wir an
dieser Stelle außerdem auch noch

du1 = 0
zu setzen, womit die Gleichung übergeht in

= ° -

Das muß gelten für jede Richtung , in der wir vom Scheitel¬
punkt zu einem Nachbarpunkt übergehen , also für jedes Ver¬
hältnis von du 2 zu d«3. Daraus folgt , daß zugleich

•Ztry= 0 und <J>X, — 0
sein muß . Hiermit ist bewiesen , daß die Zentrifugal¬
momente für die Hauptachsen gleich Null sind , denn
derselbe Schluß wie für die X -Achse würde sich auch für die
anderen Hauptachsen wiederholen lassen .

Wenn die Koordinatenachsen mit Hauptträgheitsachsen zu¬
sammenfallen , vereinfacht sich daher Gl. (112) zu

L = Ju\ &*+ l ul &v+ \ ul ■ C115)
Bezeichnet man die Winkel , die irgendeine Achse mit

den drei Hauptachsen bildet mit aßy , so folgt für das dieser
Achse zugehörige & aus dem Vergleiche der Gleichungen (110)
und (115)

Q = cos2a 0 ycos2ß cos2y . (HO)
Hiermit ist die Aufgabe , die wir uns zunächst gestellt haben ,
vollständig gelöst .

§ 23. Drall und Drall -Ellipsoid .
So wie vorher für die lebendige Kraft bilden wir jetzt

auch den Ausdruck für den Drall SB des mit der Winkel¬
geschwindigkeit u um den beliebigen Punkt 0 rotierenden
starren Körpers , und zwar für den Punkt 0 selbst als Mo-
mentenpunkt . Hierbei mag jedoch gleich bemerkt werden ,
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daß , wenn 0 mit dem Schwerpunkt S zusammenfällt , die
Wahl des Momentenpunktes gleichgültig ist , da , wie wir in
§ 18 unter b) fanden, der Drall für jeden Momentenpunkt den¬
selben Wert annimmt , wenn der Schwerpunkt ruht .

Allgemein war nach der Definition des Dralls

© = mV ■r,
und wenn man für ü den hier zutreffenden Wert einsetzt , geht
dies über in

© = — (m Vur ) • r

oder nach Vertauschung der Faktoren in dem einen der äußeren
Produkte

© = ZJmVr Vur . (117)
Man muß also zunächst das äußere Produkt aus u und r

bilden , dann dieses selbst wieder als zweiten Faktor eines
äußeren Produkts ansehen , dessen erster Faktor r ist , um hier¬
auf nach Multiplikation mit m und Summierung über alle Teile
m des Körpers © zu erhalten . Das ist eine sehr umständliche
Rechen Vorschrift , die sich aber durch eine weit einfachere er¬
setzen läßt . Nach einer der bekanntesten Formeln der Vektor¬
algebra kann nämlich , wenn 31 ©6 beliebige Vektoren be¬
deuten , stets

V 31V ©6 = © ■316 — 6 -31© (118)
gesetzt werden . Die rechte Seite dieser Gleichung besteht aus
zwei Gliedern , von denen das erste den Vektor © als Faktor
enthält und daher mit ihm gleichgerichtet ist ; denn der andere
Faktor 31© ist ein inneres Produkt aus 81 und © und als
solches eine Größe ohne Richtung . Ebenso ist das zweite
Glied mit — © gleichgerichtet .

Bisher ist die Formel (118) in diesem Buche nicht vor¬
gekommen . Ich werde daher nicht unterlassen dürfen , hier
einen Beweis dafür einzuschieben . Erfreulicherweise hat ja
allerdings das Rechnen mit Vektoren in den letzten Jahren
sehr zugenommen , und im Zusammenhange damit hat man auch
damit begonnen , die einfachsten Rechengesetze für Vektoren in
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den mathematischen Vorlesungen an einzelnen Hochschulen zu
behandeln. Wenn das schon allgemein eingeführt wäre, könnte
ich von einem Beweise für Formel (118), der an sich von rein
mathematischer Art ist und mit der Dynamik sachlich so
wenig zu tun hat , wie irgendeine andere mathematische
Formel, absehen. So wie die Dinge heute liegen, muß ich
mich aber doch zur Wiedergabe des Beweises entschließen.

Nach Gl. (53), Bd. I, S. 94 der 3. Aufl. ist
I i i * I

Vö6 . = LBXJ52 5g = '
;Cic3c3\

= 1(5 *0 , - 5 3C*) + \(ß 3C1- B1Cgj+ 1(5 , 0* - 5 *0,)
und hiernach auch

i j f
V9iVö <s = A a a 3

| (5 *Cg- 5 30*) (5 S0, - 5 , Cg) (5 ,0*- 5 *0,) !
Entwickelt man die Determinante, so erhält man zunächst

für die i-Komponente
t(AA <?2- A3Ai - AVA + A5 ,Og),

oder wenn man A1Bl C1 einmal als positives und einmal als
negatives Glied zufügt,

1{5 , (A + ac 3+ ACg) — c, (A5 , + A5 * + AA ) }>
d. h. wenn man sich der Bedeutung der in den runden Klammern
stehenden Summen erinnert

1{5 , • 31®—0, • 9DB}.
Genau ebenso findet man für die j-Komponente

j {5 * • 3t® — 0*• 81®}
und entsprechend auch die letzte Komponente. Faßt man aber
alle drei Komponenten wieder zusammen, so erhält man nach
Herausheben der drei gemeinsamen Faktoren

31®• (15, + j5 *+ 15g) - 3(® • (10, + jC*+ IC*) ,
d. h. genau den in Gl. (118) angegebenen Wert. Hiermit ist
der verlangte Beweis erbracht.
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Kehren wir nach dieser Unterbrechung wieder zu Gl. (117)
zurück , so geht sie durch Anwendung der in Gl. (118) aus¬
gesprochenen Rechenvorschrift über in

S8 = 2m (v. • r2 — r • ur ) ,
oder nach Spaltung des Ausdrucks in zwei Glieder in

© = u • 2mx 2 — 2mx • ur . (H9 )

Diese Gleichung ist sehr wichtig und wir müssen sie da¬
her noch näher im einzelnen besprechen .

Der Drall © stellt sich hiernach als eine geometrische
Summe aus zwei Gliedern dar. Hiervon ist das erste Glied
gleichgerichtet mit it und auch proportional mit der absoluten
Größe der Winkelgeschwindigkeit . Der andere Faktor des
ersten Gliedes ist richtungslos und stets positiv ; er stellt das
polare Trägheitsmoment des Körpers für den Punkt 0 dar .
Setzt man

X- = x i -\- y i + z1

und beachtet die durch Gl. (111) ausgesprochenen Beziehungen ,
so erhält man

AW = i (©, + ©, + ©ä) - (120 )

Wenn man z. B. imstande ist , die Trägheitsmomente des
Körpers für die drei durch den Punkt 0 gehenden Hauptachsen
anzugeben , kennt man hiernach das erste Glied in dem Aus¬
drucke für © vollständig . — Das zweite Glied macht etwas
mehr Schwierigkeiten ; insbesondere läßt sich nicht unmittelbar
erkennen , in welcher Richtung es geht . Man kann es indessen
auch leicht auf die schon in dem Ausdrucke für die lebendige
Kraft vorkommenden Summenausdrücke zurückführen . Für ur
hat man nämlich in. der Koordinatendarstellung

ur = uxx + u2y + u3z

und die X -Komponente von 2mx ■ur geht daher über in
Umx ^ x + u%y + u3z) .

Wenn die Koordinatenachsen mit den Trägheitshauptachsen
zusammenfallen , heben sich die Zentrifugalmomente fort und
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man behält

und entsprechend bei den anderen Komponenten .
Zerlegt man auch den Drall © selbst in seine Komponenten

nach den Hauptträgheitsachsen , so erhält man aus Gl. (119)
zunächst für die i-Komponente , die wir mit Bx bezeichnen

T>1 == MjZ'mr2— u Ẑmx 2= M1Zm (r2— x2) =
= u12m (y2 + z2) = ul &x.

Im ganzen läßt sich daher Ö auch in der folgenden Weise
darstellen :

© = iwj &x + \ u2&y + iu 3&, (121)
gültig für das mit den Hauptträgheitsachsen zusammenfallende
Koordinatensystem .

Diese Formel ist sehr nützlich . In vielen Fällen wird es
aber vorzuziehen sein, an ihrer Stelle die ursprüngliche Gl. (119)
zu verwenden , wenn es möglich ist , den Wert Umt ■ur auf
einfache Art zu ermitteln .
Wie dies bei beliebig ge¬
gebener Körpergestalt mit hin¬
länglicher Genauigkeit sofort
geschehen kann , möge in An¬
lehnung au Abb . 25 bespro¬
chen werden . Man teile den
Körper durch Schnitte , die
senkrecht zu u gezogen sind,
in eine Anzahl von Scheiben
ein , so daß sich die Schei¬
bendicke näherungsweise als
unendlich klein betrachten
läßt . Eigentlich hätte man dazu unendlich viele Schnitte zu
führen ; aber der Fehler , der daraus entsteht , daß man nur
eine geringe Zahl annimmt , macht nicht viel aus , wenn man
die Schnitte nur sonst passend wählt . Eine der Scheiben , die
in Abb . 25 schraffiert ist , möge die Ordnungsnummer n tragen .
Für alle Massen m, die zu ihr gehören , hat ur denselben
Wert , nämlich ua n, wenn mit an der senkrechte Abstand der
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Scheibe yon 0 bezeichnet wird . Zu der Summe ZJmr ■ur , die
wir berechnen wollen, liefert daher die Scheibe n den Beitrag

ua„2 „mv =n n n n n '

wenn mit SMder nach dem Schwerpunkt der Scheibe gezogene
Radiusvektor und mit Mn die Masse der Scheibe bezeichnet
wird . Für jede Scheibe wird man also den Schwerpunkt auf¬
zusuchen und hierauf den vorstehenden Ausdruck zu bilden
haben . Man braucht nachher nur die geometrische Summe
durch graphische Aneinanderreihung aller dieser Werte unter
Zugrundelegung eines geeigneten Maßstabes zu bilden, um so¬
fort Umv • ur nach Richtung und Größe zu erhalten . Hierbei
ist übrigens zu beachten , daß jene Abstände a , die im Sinne
von u hin liegen, positiv , jene aber , die nach der entgegen¬
gesetzten Richtung zählen , negativ einzusetzen sind .

Das Yerfahreu gestattet namentlich eine sehr schnelle un¬
gefähre Schätzung der Richtung des Gliedes Zimt ■ur vom
Dralle . Man sieht z. B. sofort , daß bei einer länglichen Ge¬
stalt des Körpers , wie in Abb. 25, für einen nicht weit von der
Achse liegenden Punkt 0 die Richtung von Zmv ■ur jeden¬
falls nicht viel von der Figurenachse abweichen kann , während
das erste Glied von © in die Richtung von u fällt . Hieraus
läßt sich auch erkennen , in welchem Sinne die Richtung von
SB von der Richtung von u abweichen wird . Man darf dabei
natürlich nicht vergessen , daß wegen des Minuszeichens vor

Zmv ■Urin Gl. (119) der Pfeil zuvor umzukehren
ist . Ferner ist zu beachten , daß der Absolutwert
von Zmv ■Ut jedenfalls kleiner ist , als der des
anderen Gliedes ViZmv*. Auf Grund dieser Er¬
wägungen vermag man z. B. leicht einzuschätzen ,
daß bei der in Abb . 26 angedeuteten Körpergestalt
zu der dort angegebenen Richtung von u ungefähr
die ebenfalls eingetragene Richtung von © ge¬
hören wird . Diese Bemerkungen sind deshalb
von Wichtigkeit , weil bei den Anwendungen

der Theorie eine ungefähre Abschätzung oft schon voll¬
ständig genügt .
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Übrigens kann der Winkel , den die Richtungen von ©
und u untereinander einschließen , unter allen Umständen nur
ein spitzer , niemals ein stumpfer oder rechter sein. Man er¬
kennt dies, wenn man das innere Produkt aus © und u bildet .
Dafür erhält man nach Gl. (119)

u© = vPZmx2, —2?/w(ur )2
oder auch , wenn man u = Mit, setzt, also unter u den Absolut¬
wert der Winkelgeschwindigkeit und unter Uj einen in der
Richtung der Drehachse gezogenen Einheitsvektor versteht ,

u© = Ms(2?mr2—AJwGUjr)2) = M22Jm(r2—(u^ )2) =
= = m20 = 2£ , (122)

wenn p und L in derselben Bedeutung wie im vorigen Para¬
graphen gebraucht werden . Da die lebendige Kraft L jeden-
falls positiv und von Null verschieden ist , kann der Winkel
zwischen © und u nur ein spitzer sein.

Die Projektion von © auf die Drehachse sei mit H ' be¬
zeichnet . Dann ist B ' zugleich der Drall bezogen auf die
Drehachse als Momentenachse , wie aus der Lehre von den
auf Achsen bezogenen statischen Momenten bekannt ist (vgL
§17 , Bd. I, S. 90 d. 3. Aufl.). Das innere Produkt aus u und ©
wird gleich uB ' und die vorige Gleichung geht über in

B ' = u &. (123)
Wir haben uns ferner die Frage vorzulegen , unter welchen

Umständen © und u auf dieselbe Richtungslinie fallen . Das
können wir am einfachsten auf Grund von Gl. (121) entscheiden .
Ist z. B. u2 = us = 0 , so folgt aus dieser Gleichung

© = {Mi&x — W©a;>
d. h. Drall und Winkelgeschwindigkeit sind immer
dann gleich gerichtet , wenn sich der Körper um eine
Hauptträgheitsachse dreht . Allgemein lautet die Bedingung
für gleiche Richtung von © und u nach Gl. (121)

Mi&x: u20 , : u3&z = Mj: u.2 : u3,

und diese kann für einen Körper mit dreiachsigem Trägheits -
ellipsoid nur dann erfüllt sein , wenn zwei der drei Winkel -
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geschwindigkeitskomponenten ut u2u3 gleich Null sind, d. h . nur
für eine Drehung um eine der drei Hauptachsen . Ist das Träg -
beitsellipsoid eine Kugel , also &x = so sind SB und u
stets gleich gerichtet , aber dann kann auch jede Achse als
Hauptachse angesehen werden . Ist dagegen nur das
Trägheitsellipsoid daher ein Umdrehungsellipsoid , so ist die
Bedingung erfüllt , wenn entweder u2 = u.ä = 0, oder auch wenn

= 0 ist , während in diesem Falle u3 und m3 beliebige Werte
haben können , d. h. also sowohl für die Umdrehungsachse des
Ellipsoids als auch für jede in der Aquatorebene liegende Achse .
Aber auch diese Achsen sind zugleich Hauptträgheitsachsen .
Wir können daher den vorhin ausgesprochenen Satz dahin er¬
weitern , daß Drall und Winkelgeschwindigkeit immer
dann , aber auch nur dann gleich gerichtet sind ,
wenn sich der Körper um eine Hauptträgheitsachse
dreht .

Im vorigen Paragraphen hatten wir alle möglichen Dreh¬
bewegungen um die durch 0 gehenden Achsen besprochen , die
sämtlich zu demselben Werte L0 für die lebendige Kraft führten .
Jetzt wollen wir zu jeder dieser Bewegungen mit konstanter
lebendiger Kraft auch den zugehörigen Drall ermitteln und alle
diese Vektoren © nach Richtung und Größe vom Punkte 0
aus abtragen . Die Endpunkte aller dieser Strecken liegen auf
einer Fläche , von der sich leicht zeigen läßt , daß sie ebenfalls
ein Ellipsoid ist , das wir das Drall -Ellipsoid nennen wollen.

Zum Beweise dieser Behauptung mache ich zunächst darauf
aufmerksam , daß © nach den Gl. (119) oder (121) linear von
U abhängig ist . Zerlegt man nämlich u in irgend zwei Teile

U = u' + tt" und berechnet die zu u' und u" gehörigen Drall¬
werte ©' und ©", so ist auch der ganze zu tt gehörige Drall
© = ©' -)- ©", wie aus den Gleichungen unmittelbar hervorgeht .
Hiernach entsprechen allen Strahlen tt, deren Endpunkte auf
einer beliebigen Geraden liegen, zugeordnete Strahlen ©, deren
Endpunkte ebenfalls auf einer anderen Geraden enthalten sind .
Hiernach wird durch die Gleichungen (119) oder (121) jedem
Punkte des Raumes (als Endpunkt von u betrachtet ) ein an-
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derer Punkt des Raumes (als Endpunkt von ©) zugeordnet in
der Weise , daß eine kollineare Abbildung des Raumes entsteht .
Nun lagen die Endpunkte jener u, die alle zu demselben Werte
Lü für die lebendige Kraft führten , auf dem Trägheitsellipsoid
und die Endpunkte aller © liegen daher auf einer Fläche , die
als die kollineare Abbildung des Trägheitsellipsoids angesehen
werden kann . Die kollineare Abbildung des Ellipsoids kann
aber nur wieder ein Ellipsoid mit denselben Richtungen der
Hauptachsen sein.

Anstatt sich auf diese Eigenschaften der kollinearen Ab¬
bildung zu stützen , kann man aber den Beweis natürlich auch
unmittelbar auf Grund der Gl. (119) oder (121) führen . So
erhält man aus Gl. (121) für die Komponenten von ©

= 7)’2 = u2&tj; Bs = u30 z,
und zwischen den Koordinaten Mjm2ua des Trägheitsellipsoids
besteht die Gleichung

u\ u\ u\ .
ul wl ul ~ ,

wenn mit uxuyuz die Halbachsen des Trägheitseüipsoids be¬
zeichnet werden . Drückt man die ut u3u3 in den B 1B2BS aus
und setzt sie in die vorstehende Gleichung ein, so erhält man

R 2 7J2 TJ2
-°1 I 2 1 3 _ 1

ulSl ul 01 ^ ul® * ’xx y y t z

und das ist die Gleichung des Drallellipsoids , dessen Koordi¬
naten B1B2B3 sind . Man kann sie noch etwas einfacher
schreiben , indem man bedenkt , daß uxfi)x = Bx, d. h. gleich
dem Drall für eine Bewegung um die X-Achse ist , womit die
Gleichung übergeht in

R 2 R 2 R 2_ A 4_ 1 i 3 _ 1
Bl ^ Bl ^ Bl■z y ~

Um den Zusammenhang zwischen beiden Ellipsoiden noch
weiter zu erforschen , bilden wir die Änderung d© , die © er¬
fährt , wenn man u irgendeinen unendlich kleinen Zuwachs du
erteilt . Aus Gl. (119) findet man

d© = du • Emx 2, — 2Jmx ■dur ,
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 12
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und wenn man dies mit u auf innere Art multipliziert
ud© = udu • Z mx2 — Zmux ■dwx

= du {u •Zmx 2—EmviX • r }= ©du .
Wir haben also die bemerkenswerte Beziehung

ud© = ©du (124)
gefunden , und zwar gültig für beliebige Zuwüchse du . Be¬
trachten wir aber weiterhin nur solche Zuwüchse du , die einen
Halbmesser U des Trägheitsellipsoids in einen benachbarten
Halbmesser u du überführen , oder die mit anderen Worten
unendlich kleine Bögen auf dem Trägheitsellipsoid bilden , so
folgt ferner aus Gl. (122), nämlich

u© = 2L 0
durch Differentiation auch

ud© + ©d u = 0.

Da aber beide Glieder auf der linken Seite schon als gleich
erkannt sind, folgt , daß jedes von ihnen gleich Null sein muß.
Man hat also

ud© = ©du = 0 . (125)

Diese Gleichungen haben eine einfache geometrische Be¬
deutung . Alle unendlich kleinere Bögen du , die man von
einem Punkte des Ellipsoids aus in verschiedenen Richtungen
ziehen kann , sind nämlich in der durch diesen Punkt gehenden
Tangentialebene des Ellipsoids enthalten . Die Gleichung © du = 0
sagt daher aus , daß die Richtung von © senkrecht auf
dieser Tangentialebene steht . Ebenso folgt aus der Glei¬
chung ud© = 0 , daß jedes u senkrecht steht zu der
Tangentialebene , die man im Endpunkte des zuge¬
hörigen © an das Drall -Ellipsoid legen kann . Hierdurch
sind wir in den Besitz eines einfachen Verfahrens gebracht ,
um die Richtung des zu einem gegebenen u gehörigen © oder
umgekehrt auf geometrischem Wege zu finden .

In Abb . 27 sind die beiden Ellipsoide für den Fall eines
Umdrehungskörpers mit der Symmetrieachse mm dargestellt
und zwei zusammengehörige Vektoren u und © nebst den Spuren
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ihrer Tangentialebenen eingetragen . Durch passende Wahl der
Maßstäbe , in denen man u und © aufträgt , kann man es er¬
reichen , daß die beiden Meridiankurven kongruente Ellipsen
bilden , die nur um 90° gegeneinander gedreht sind. Aus Gl. (122)

d. h. die Hauptachsen der beiden Ellipsen sind miteinander
umgekehrt proportional . Je kleiner die Winkelgeschwindigkeit
ist , die L0 hervorbringt , desto größer ist der zugehörige Drall ,
wenn man nur die Hauptachsen miteinander vergleicht .

Ein starrer Körper möge anfänglich eine beliebige Be¬
wegung besitzen und hierauf ohne Einwirkung äußerer Kräfte
sich selbst überlassen werden . Wir schließen nach Schwer¬
punkts - und Flächensatz von neuem , daß sowohl die Be-
wegungsgföße des ganzen Körpers als auch der Drall konstant
bleiben müssen . In jedem Augenblicke kann man sich die
Bewegung in eine Translation zerlegt denken mit jener Ge-

771

Abb . 27.

folgt nämlich

§ 24 . Die freien Achsen .
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schwindigkeit , die dem Schwerpunkte zukommt und in eine
Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse. Die
Translation geht nach dem Schwerpunktssatze gleichförmig vor
sich und interessiert uns kaum . Viel wichtiger ist jetzt für
uns die Frage nach der Rotationsbewegung . Wir wollen daher
von der Translation ganz absehen , also annehmen , daß der
Schwerpunkt des starren Körpers schon von Anfang an ruhte ;
beim Fehlen aller äußeren Kräfte wird er dann auch dauernd
in Ruhe bleiben , so daß wir es in der Tat nur noch mit den
Rotationen zu tun haben . Im übrigen muß aber betont werden ,
daß auch im allgemeineren Falle das , was jetzt von den Ro¬
tationsbewegungen für sich ausgesagt werden soll, unverändert
gültig bleibt , und daß dann nur noch die von den Rotationen
unabhängige und hier gleichgültige konstante Translations¬
bewegung hinzutritt .

Wir werden das wichtige Problem , die Bewegung eines
sich selbst überlassenen starren Körpers anzugehen , nur schritt¬
weise in Angriff nehmen . Hier beschränken wir uns auf die
Beantwortung der Frage , ob die Rotationsachse ihre Richtung
im Raume und im Körper dauernd beibehält oder nicht .

Wer sich diese Frage , zum ersten Male vorlegt , ohne vor¬
her davon gehört zu haben , wird leicht geneigt sein, die Kon¬
stanz der Rotationsachse für alle Fälle von vornherein anzu¬
nehmen . Schon die oft nicht ganz stichhaltige Fassung des
Trägheitsgesetzes , wonach ein Körper seine augenblickliche Be¬
wegung beim Fehlen äußerer Kräfte unverändert beibehalten
müsse , verleitet oft zu dieser gleichwohl irrigen Annahme . Im
allgemeinen verändert sich vielmehr die Lage der Rotations¬
achse mit der Zeit sowohl relativ zum Körper als zum abso¬
luten Raume . Sie kann freilich auch konstant bleiben und
jede im Körper gezogene (und jedenfalls durch den Schwer¬
punkt gehende ) Achse , um die sich der Körper ohne Zwang
dauernd zu drehen vermag , heißt eine freie Achse (oder auch
permanente Drehachse ).

Auf Grund des Trägheitsgesetzes vermag man nur zu
schließen , daß ein einzelner materieller Punkt die Bewegung ,
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die er hatte , ohne Einwirkung äußerer Kräfte heibehält oder
daß das gleiche auch von der Schwerpunktshewegung eines be¬
liebigen Punkthaufens gilt . Die Rotationsbewegung wird aber
von der Aussage des Trägheitsgesetzes nicht unmittelbar be¬
rührt und mittelbar nur insofern , als aus dem Trägheitsgesetze
in der Dynamik des materiellen Punktes eine Reihe von Folge¬
rungen gezogen wurde , die sich später auf die Dynamik des
Punkthaufens übertragen ließen, und die daher jetzt an Stelle
des Trägheitsgesetzes zur Untersuchung der Rotationserschei¬
nungen verwendet werden können .

Man wird aber nicht leicht die Forderung fallen lassen,
daß sich irgendeine mit der Rotationsbewegung zusammen¬
hängende Größe beim Fehlen äußerer Kräfte als konstant er¬
weisen müsse, schon deshalb , weil man stets gewohnt ist , die
Kräfte als Ursachen von Veränderungen anzusehen . In der
Tat kann man zwei sehr wichtige Größen angeben , die nur
durch das Eingreifen äußerer Kräfte geändert werden können .
Die erste ist die lebendige Kraft des starren Körpers , von der
dies schon im ersten Bande dieses Werkes gezeigt wurde und
die andere ist der Drall , der nach dem Flächensatze (vgl. § 18
unter h) der Zeit nach konstant und hier überdies noch für
jeden Momentenpunkt gleich groß ist . Die zweite Bedingung
sagt übrigens mehr aus als die erste , denn die lebendige Kraft
ist eine Größe ohne Richtung und die Bedingung , daß sie
konstant sei, wird daher durch eine einzige Beziehung zwischen
Zahlengrößen ausgesprochen . Der Drall ist dagegen eine ge¬
richtete Größe und die Bedingung , daß er sich nicht ändere ,
schließt neben der Konstanz des Absolutwertes auch die Kon¬
stanz der Richtung ein. Die Vektorgleichung , die dies aus¬
spricht , läßt sich in drei voneinander unabhängige Kompo¬
nentengleichungen zerlegen , enthält also drei Zahlenheziehungen .
In der Tat ist daher auch das Moment der Bewegungsgröße
von noch größerer Bedeutung für die Beurteilung der Rota¬
tionserscheinungen als selbst die lebendige Kraft .

Aus der Bedingung , daß sich der Drall nicht ändern kann ,
ergibt sich nun leicht , welche Drehungsachsen des starren
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Körpers freie Achsen sind . Es sind jene , für die SB gleich¬
gerichtet mit u ist , d. h . die Hauptträgheitsachsen und
nur diese sind freie Achsen . Im anderen Falle nämlich ,
wie er etwa durch Abb . 26, S. 174 angegeben ist , kann man
zwar den Körper auch dazu zwingen, daß er sich dauernd um
die durch u angegebene Achse dreht , indem man ihn z. B. mit
Hilfe von Zapfen in einem Gestell lagert . Aber in diesem
Falle bleibt der Drall SB nicht konstant , sondern der Vektor
SB beschreibt eine Kegelfläche um u als Achse . Das folgt daraus ,
daß sich alle Radienvektoren nach den einzelnen Massenteilchen
um diese Achse und um denselben Winkel gedreht haben,
während u konstant blieb . Solange dies zutrifft , bleibt auch
SB relativ zum Körper genommen konstant und dreht sich da¬
her mit dem Körper zusammen gegen den festen Raum . Nach
dem Flächensatze müssen aber äußere Kräfte einwirken , um
irgendeine Änderung von SB gegen den festen Raum hervor¬
zubringen , auch wenn sich diese Änderung nur auf die Rich¬
tung und nicht auf die Größe des Dralls bezieht . Daraus
folgt , daß u in Abb . 26 unmöglich eine freie Achse sein kann ;
vielmehr muß von den Lagern her ein Zwang auf den Körper
übertragen werden, der sich auf ein Kräftepaar zurückführen
läßt . Das Moment dieses Kräftepaares kann auch nach der
Gleichung des Flächensatzes

f = * V* r
berechnet werden , wenn u und © gegeben sind. An einer
späteren Stelle werden wir diese Berechnung vornehmen .

Rotiert dagegen der Körper um eine Hauptträgheitsachse ,
so bleibt das in die Richtung von U fallende © konstant und

d 35
mit wird auch V S|J r zu Null , d. h . der Körper dreht

sich dauernd um dieselbe Achse weiter , ohne daß ein Zwang
dazu aufgewendet zu werden braucht . Damit ist die vorher
aufgestellte Behauptung bewiesen .

Auch in diesem Falle kann übrigens an Stelle des Flächen¬
satzes das d'Alembertsche Prinzip verwendet werden . Man kommt
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dann zu denselben Schlüssen , wie hier noch gezeigt werden soll .
Wenn nämlich ein Körper gezwungen ist , stets um dieselbe Achse U
zu rotieren , bestehen die Trägheitskräfte , die man nach diesem Satze
anbringen muß , um die dynamische Aufgabe auf eine statische zurück¬
zuführen , in Zentrifugalkräften . Bezeichnet
man die in Abb . 28 von der Drehachse u
rechtwinklig nach dem Massenteilchen m
gezogene Strecke mit J) , so ist die Zentri¬
fugalkraft & nach Bd. I , § 26 , S. 174 d.
3 . Aufl.

(? = mu 2)j)

zu setzen , wofür auch

6 = mu2 (r — ttj • Ujtr)
geschrieben werden kann , wenn man be¬
achtet , das 1) als geometrische Summe der
beiden anderen in Abb . 28 vorkommenden
Dreieckseiten dargestellt werden kann . Aus
der angeführten Stelle des ersten Bandes
ist schon bekannt , daß die geometrische
Summe aller (ü gleich Kuli ist , wenn der Kör¬
per um den Schwerpunkt rotiert . Die äußeren
Kräfte , die an dem Körper angreifen , müssen nun nach dem d’Alem -
bertschen Prinzip mit den Trägheitskräften (£ im Gleichgewicht
stehen , und wenn keine äußeren Kräfte nötig sein sollen , um die Be¬
wegung aufrecht zu erhalten , müssen daher die (ü selbst ein Gleich¬
gewichtssystem bilden . Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafür besteht , da die geometrische Summe der G. jedenfalls Kuli ist ,
darin , daß für irgendeinen Momentenpunkt die geometrische Summe
der statischen Momente verschwindet . Wählen wir 8 als Momenten¬
punkt , so lautet demnach die Bedingungsgleichung für die freie Achse

Um V (r - U, ■Ujfjr = 0 .

Da das äußere Produkt aus r mit sich selbst verschwindet ,
vereinfacht sich die Gleichung zu

V ^ r = 0 .

Da Ux konstant ist , läßt sich dafür auch schreiben

Vuj -S wi Ujr • r = 0 .
Das äußere Produkt kann aber , da beide Faktoren von Kuli ver¬

schieden sind , nur dadurch zu Kuli werden , daß beide Faktoren gleich
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gerichtet sind. Die Bedingung für die freie Achse läßt sich daher
auch dahin aussprechen, daß

ZmX • Ujt I Ui

sein muß, oder schließlich auch, wenn man mit w multipliziert
A1>« r ■u t || u .

Wenn dies zutrifft, ist aber nach Gl. (119) S. 172 auch © parallel
mit U und hiermit ist von neuem bewiesen, daß die Hauptträgheits¬
achsen und nur diese freie Achsen sind.

§ 25 . Wirkung eines Kräftepaares auf einen freien starren
Körper .

Ein starrer Körper sei frei , d. k . allen übrigen äußeren
Kräften entzogen und vorher in Ruhe . Dann soll irgendein
Kräftepaar auf ihn einwirken ; es fragt sich, welche Bewegung
der Körper annimmt .

Wir wissen schon , daß sich der Schwerpunkt nicht ver¬
schieben kann ; die Bewegung muß also in einer Drehung um
eine Schwerpunktsachse bestehen . Es fragt sich zunächst , um
welche Achse er beginnen wird, sich zu bewegen, und welche
Winkelbeschleunigung ihm von dem Kräftepaare um diese
Achse erteilt werden wird .

Hinsichtlich des Kräftepaares muß zunächst daran erinnert
werden , daß alle Kräftepaare am starren Körper , die in der¬
selben Ebene oder in parallelen Ebenen liegen , äquivalent sind,
wenn sie dasselbe statische Mament haben (Band II , § 22).
Um das Kräftepaar für unsere Zwecke eindeutig zu beschreiben ,
genügt es daher , den Momentenvektor Ä des Kräftepaares nach
Größe und Richtung anzugeben . Da dieser ein völlig freier
Vektor ist , d. h . auch parallel zu sich selbst willkürlich ver¬
schoben werden darf, ist es gleichgültig , von welchem Punkte
aus wir ihn uns gezogen denken wollen . Am einfachsten ist
es, wenn wir ihn uns vom Schwerpunkt aus abgetragen denken .

Auch hier muß wieder vor voreilig gefaßten Meinungen
gewarnt werden . Es könnte nämlich bei flüchtiger Betrach¬
tung scheinen , daß die Drehung u , die von Ä hervorgebracht



§ ->5. Wirkung eines Kräftepaares auf einen freien starren Körper. 185

wird , mit ft gleich gerichtet sein müsse . Zu dieser Meinung
kann namentlich der Vergleich des Kräftepaares mit einer
Einzelkraft leicht verleiten . Wir haben schon im ersten Bande

? gesehen , daß sich beide in der Tat in vieler Hinsicht gleichen .
Die Einzelkraft bringt am materiellen Punkte eine Verschiebung
in ihrer Richtung hervor . Das Kräftepaar bringt eine Drehung
um eine Schwerpunktsachse hervor . Aber hier besteht nun
der erhebliche Unterschied , daß die Richtung der Drehachse
im allgemeinen keineswegs mit der Richtung von ft zusammen¬
fällt . Unter besonderen Umständen trifft dies freilich zu und
wir wollen hier vor allen Dingen untersuchen , unter welchen
Umständen .

Mit Hilfe des Flächensatzes wird sich dies leicht ent¬
scheiden lassen . Beachten wir, daß an Stelle von A' V (ßr jetzt
kürzer ft geschrieben werden kann , so wird der Flächensatz
hier durch die einfache Gleichung

ausgesprochen . Hat das Kräftepaar ft einige Zeit hindurch auf
den Körper eingewirkt , so folgt hieraus auch durch Integration

Wenn ft während der ganzen Zeit konstant war , ist hiernach
© gleich gerichtet mit ft , und zwar gilt dies für jede beliebige
Gestalt des Körpers und für jede beliebige Richtung von ft .
Im allgemeinen fällt aber, wie wir aus § 23 wissen, die Rich¬
tung von u keineswegs mit der Richtung von SB zusammen ,
und daher ist auch u anders gerichtet als ft . Nur dann , wenn
zufällig SB|j U, ist auch ft1|| u. Diese Bedingung ist aber nur
für die freien Achsen erfüllt und wir erkennen damit , daß die
Achse der Drehung , die durch ein Kräftepaar hervor¬
gerufen wird , nur dann senkrecht auf der Ebene des
Kräftepaares steht , wenn diese Senkrechte eine freie
Achse des Körpers ist .

In diesem Falle läßt sich auch Gl. (126) in weiter aus¬
gerechneter Form darstellen . Auf die Richtungen , die mit -

(126)

(127 )
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einander zusammenfallen , brauchen wir dann , da sie selbst¬
verständlich sind , nicht mehr ausdrücklich zu achten , und für
die Größe von SB können wir den in Gl. (123) ausgerechneten
Wert von B ' einsetzen . Wir haben dann

ä {u &) = Kdt

oder, da 0 der Zeit nach konstant ist ,

0 ^ - K . (128)

Wir sind damit eigentlich nur zu einem einfachen Resul¬
tate zurückgelangt , das schon im ersten Bande (S. 200, Gl. (81)
der 3. Aufl.) gefunden wurde . Die frühere Ableitung bezog
sich zwar auf einen zwangläufig drehbaren Körper und sie gilt
für diesen allgemein . Aber auch der freie Körper , den wir
hier untersuchen , kann bei seiner Drehung um eine freie Achse
als drehbar gelagert angesehen werden , da gar keine Kräfte
von dem Gestelle auf ihn übertragen werden , um die Bei¬
behaltung der freien Drehachse zu erzwingen .

Gehen wir jetzt zu dem allgemeineren Falle über , daß der
Momentenvektor ft nicht in die Richtung einer Hauptträgheits -
achse fällt , so läßt sich die Richtung der Umdrehungsachse
der durch ft hervorgebrachten Drehbewegung leicht nach den
Lehren von § 23 ermitteln . Denn dort ist gezeigt , wie man
die Richtung von u findet , die zu einer gegebenen Richtung
von SB gehört , falls das Trägheitsellipsoid des Körpers be¬
kannt ist .

Um ferner auch die Größe der Winkelgeschwindigkeit u
zu ermitteln , zerlegen wir ft in drei Komponenten
nach den Richtungen der Hauptträgheitsachsen . Für die erste
Komponente folgt dann, da sie mit einer freien Achse zu¬
sammenfällt , nach Gl. (128)

© = x
■ 1 dt 1

und entsprechend für die übrigen . Die wirkliche Winkel¬
beschleunigung erhalten wir dann nach dem Satze über die
Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen durch geo-
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metrische Summierung der drei Komponenten . Versteht man
also unter tjf drei Einheitsvektoren , die in den Richtungen
der drei Hauptachsen gezogen sind und unter 0 1©2©3 die zu¬
gehörigen Trägheitsmomente , so hat man

S - ifr + if + ff ' (129)
und hieraus durch Integration nach der Zeit auch u selbst .

Anstatt dessen kann man auch von Gl. (121) ausgehen ,
aus der

Bi B.
“i = 0 , ; M2 = <V ms = @3

mit den hier gebrauchten Bezeichnungen folgt , woraus sich u
zusammensetzen läßt zu

u= i | + j©f+ I| - (13°)
Da ® und daher auch seine Komponenten schon aus

Gl. fl 27) bekannt sind, ist hiermit die Aufgabe gelöst .
Schließlich möge noch ein Gebrauch von Gl. (127) er¬

wähnt werden , der zur Erzielung einer einfacheren Ausdrucks¬
weise zuweilen gemacht wird . Gl. (127) hat nämlich die Form
des Satzes vom Antriebe . An Stelle des Impulses einer Einzel¬
kraft steht bei ihr das ebenso gebildete Zeitintegral des Kräfte¬
paares , das daher auch als der Impuls des Kräftepaares
bezeichnet werden kann . Ebenso tritt an die Stelle der Be¬
wegungsgröße hier das statische Moment der Bewegungsgröße .
Man kann daher GL (127) in Worten auch dahin aussprechen ,
daß der Impuls des Kräftepaares gleich dem von ihm
erzeugten Dralle ist . Dabei könnte $ sehr groß und die
Zeit, während der es einwirkte , sehr klein sein, so daß wir es
mit einem „Drehstoße“ zu tun hätten . Wenn ferner die
Drehbewegung des Körpers in einem bestimmten Augenblicke
ganz willkürlich gegeben ist , so kann man sich stets das zu¬
gehörige SS ermittelt und hiermit nach Gl. (127) auch das ihm

gleiche j &̂dt berechnet denken . Man kann daher die augen¬
blickliche Bewegung auch dadurch beschreiben , daß man sagt ,
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sie sei ebenso , als wenn sie aus der Ruhe durch den Impuls
eines Drehstoßes hervorgegangen wäre . Sobald dieser Impuls

dadurch gekennzeichnet . Manche Schriftsteller ziehen diese
Art der Darstellung vor und gebrauchen dann die Bezeichnung
„Impulsvektor“ als gleichbedeutend mit „Moment der Be¬
wegungsgröße“ oder „Drall“ . Natürlich ist dies im Grunde
genommen gegenüber der von mir gewählten Ausdrucksweise
nur ein Unterschied im Wortlaute , der das Wesen der Sache
ganz unberührt läßt .

§ 26 . Bewegung eines starren Körpers um einen festen

Wir machen nach allen diesen Vorbereitungen jetzt den
letzten und wichtigsten Schritt zur Untersuchung der Be¬
wegungen , die ein vollständig sich selbst überlassener Körper
mit gegebener Anfangsbewegung weiterbin ausführt . Hierin
besteht wenigstens das Hauptziel , das wir uns in diesem Para¬
graphen stecken , wenn auch die Überschrift etwas anderes an¬
zukündigen scheint . Um diese zu erklären , erinnere ich zu¬
nächst daran , daß wir bei dieser Untersuchung von einer
etwaigen Translationsbewegung ganz absahen , uns den Schwer¬
punkt also von Anfang an und daher , beim Fehler äußerer
Kräfte , auch dauernd in Ruhe denken wollten . Damit ist der
Schwerpunkt schon von selbst ein „fester Punkt“ des Körpers .
Es kann auch nichts ausmachen , wenn wir uns diesen ohnehin
schon am Orte bleibenden Punkt überdies nocb mit einem
festen Gestelle verbunden denken , falls nur dem Körper dabei
durch Anordnung eines Kugelgelenkes die Möglichkeit erhalten
bleibt , sich nach allen Richtungen hin ohne Widerstand zu
drehen .

Dies allein würde allerdings noch nicht genügen , um die
Einführung einer neuen Bezeichnung zu rechtfertigen , die aus¬
drücklich darauf hinweist , daß der Schwerpunkt in Ruhe bleibt .
Es kommt aber hinzu , daß es für die wirkliche Ausführung

angegeben wird , ist auch die augenblickliche Bewegung

Punkt ohne äußere Kräfte .
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der Untersucliung fast ganz gleichgültig ist , ob der Körper
im Schwerpunkte oder in irgendeinem anderen Punkte fest¬
gehalten ist , um den er sich frei zu drehen vermag . Auch
dieser Fall ist für viele Anwendungen der Mechanik von großer
Bedeutung und er muß daher ebenfalls behandelt werden . Da
nun der Fall des frei beweglichen Körpers in ihm schon als
Sonderfall mit enthalten ist , so tut man, um unnötige Wieder¬
holungen zu vermeiden , am besten , sogleich den allgemeineren
Fall in Angriff zu nehmen . Es bleibt aber jedem , der sich
für diesen etwa nicht interessiert , unbenommen , sich unter dem
festen Punkte , von dem weiterhin die Rede ist , überall den
Schwerpunkt vorzustellen und hiernach von einer Lagerung im
Gestelle ganz abzusehen .

Im allgemeineren Falle wird natürlich ein Zwang von dem
Gestelle auf den bewegten Körper übertragen werden müssen ,
durch den der feste Punkt aach wirklich an seinem Orte fest¬
gehalten wird . Von Reibungen u. dgl. soll abgesehen werden
und der Zwang kann daher nur in einer Auflagerkraft be¬
stehen , die sich im festen Punkte überträgt . Diese Kraft ist
die einzige äußere Kraft , die am bewegten Körper angreift .
Sie kann keine Arbeit leisten , da ihr Angriffspunkt in Ruhe
bleibt und wir schließen daraus zunächst , daß die lebendige
Kraft des Körpers konstant sein muß. Außerdem ist auch das
statische Moment des Auflagerdrucks stets gleich Null , wenn
wir den festen Punkt zum Momentenpunkte wählen . Hiernach
folgt aus dem Flächensatze , daß auch der Drall © — diesmal
freilich nur für diese besondere Wahl des Momentenpunktes —
nach Größe und Richtung unverändert bleiben muß .

Auf Grund dieser beiden Bedingungen läßt sich die auf
einen gegebenen Anfangszustand folgende weitere Bewegung
des Körpers leicht voraussehen , falls das Trägheitsellipsoid und
mit ihm das Drallellipsoid des Körpers bekannt sind. Trägt
man zunächst in die Zeichnung des in der Anfangslage ge¬
gebenen Körpers den zur Anfangsbewegung gehörigen Drall SB
ein und legt durch den Endpunkt von SB eine Kugelfläche ,
deren Mittelpunkt mit dem festen Punkte zusammenfällt , so
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schneidet die Kugel das Drall -Ellipsoid nach einer Raumkurve .
Nun sind das Trägheits - und das Drallellipsoid im Körper fest¬
geheftet und bewegen sich mit ihm zusammen . Da 31 vom
festen Raume her betrachtet konstant bleibt , muß demnach die
Bewegung von der Art sein, daß die soeben konstruierte Raum¬
kurve , zu der alle Halbmesser des Drallellipsoids von der an¬
fänglich gegebenen Größe von 31 gehören , stets durch die im
festen Raume konstante Richtung von 31 hindurchgeht .

Durch diese Bemerkung aüein ist die Bewegung freilich
noch nicht völlig bestimmt . Wir greifen daher auf Gl. (122),
nämlich

u31 = 2L

zurück , in der die lebendige Kraft L , wie wir vorher sahen,
eine Konstante bedeutet . Um das innere Produkt u31 zu
bilden , wollen wir uns jetzt u auf die Richtung von 31 projiziert
denken . Bezeichnen wir die Projektion mit u ' und die Größe
von 31 mit B , so hat man

u31 = u ' B = 2L ,

und daraus erhält man

^ (131)

Da aber L und B konstant sind , folgt aus dieser Glei¬
chung , daß auch die Projektion u ' von u auf die unveränder¬
liche Richtung von 31 konstant bleiben muß .

Diese Bemerkung gestattet uns schon, einen besseren Über¬
blick über die fernere Bewegung des Körpers bei gegebenem
Anfangszustande zu gewinnen . Man trage in die Zeichnung
der Anfangslage zunächst das Trägheitsellipsoid sowie die An¬
fangsgeschwindigkeit u0 ein , die einen Halbmesser des Ellip -
soids bildet . Im Endpunkte von u0 konstruiere man die
Tangentialebene von a an das Ellipsoid und ziehe zu dieser
eine Senkrechte vom festen Punkte 0 aus (vgl. Abb . 29). Aus
den Lehren von § 23 wissen wir schon , daß diese Senkrechte
die unveränderliche Richtung von 31 angibt . Auf 83 schneidet
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die Ebene a eine Strecke ab, die u ' darstellt . Denkt man sich
hierauf dieselbe Konstruktion für eine spätere Stellung des
Körpers wiederholt , so wird sich in der Zeichnung die Lage
des Ellipsoids und die Richtung von u in ihm geändert haben .
Dagegen müssen wir nach dem, was be¬
wiesen wurde , immer wieder auf dasselbe
© und dasselbe u ' geführt werden . Durch
die Richtung von © und die Größe von
u ist aber auch die Ebene « festgelegt,
die man daher als die unveränderliche
Ebene des Problems bezeichnet . Die Be¬
wegung des Körpers muß nun in solcher
Art erfolgen , daß das Ellipsoid jederzeit
die unveränderliche Ebene « berührt . Da¬
bei gleitet das Ellipsoid niemals auf dieser Ebene , da ja in
jedem Augenblicke die Drehachse durch den Berührungspunkt
hindurchgeht . Die Bewegung des Ellipsoids besteht daher
in einem Rollen auf der unveränderlichen Ebene .

Man denke sich ferner das ganze Ellipsoid durch ein
Bündel von Tangentialebenen eingehüllt . Unter allen diesen
Tangentialebenen suche man jene auf , deren Abstand vom
festen Punkte gleich u ist . Die zugehörigen Berührungspunkte
werden einen oder auch zwei getrennte , in sich geschlossene
Kurvenzüge bilden . Alle Punkte dieser Kurven können durch
geeignete Drehung des Ellipsoids in die Ebene a übergeführt
werden , so daß sie die Berührungspunkte zwischen a und dem
Ellipsoide bilden .

Hiermit ist nun auch entschieden , welche durch 0 gehen¬
den Strahlen nach und nach als Drehachsen dienen werden : es
sind die Verbindungslinien von 0 nach den Punkten der vor¬
her konstruierten Kurve . Poinsot , von dem die hier aus¬
einandergesetzte geometrische Lösung des Problems herrührt ,
hat die Kurve als die Polo die (oder den Polweg ) bezeichnet .
Er hat ferner noch eine zweite Kurve zur Beschreibung des
ganzen Vorgangs benützt . Auch in der Ebene « wird nämlich
der Berührungspunkt mit dem Ellipsoid , der in jedem Augen-
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blicke als der Pol der Bewegung bezeichnet werden kann , nach
und nach andere Lagen einnehmen . Der Berührungspunkt be¬
schreibt dabei eine Kurve , die als die Herpolodie bezeichnet
wird . Die Bewegung des Ellipsoids kann nun als ein Rollen
der Polodie auf der Herpolodie aufgefaßt werden .

Diese einfache geometrische Beschreibung der im übrigen
so schwierig zu behandelnden Bewegung genügt meist , um sich
ohne Rechnung einen schnellen Überblick über die Erschei¬
nungen zu verschaffen, die man zu erwarten hat . Von der Ge¬
stalt des Trägheitsellipsoids des Körpers wird man sich im ge¬
gebenen Palle meist sehr schnell eine ziemlich genau zutreffende
Vorstellung machen können , ohne vorher viel rechnen zu
müssen . Wie die Polodie aussieht , läßt sich dann auf Grund
ihrer geometrischen Eigenschaften ebenfalls schnell genug er¬
kennen . Die Herpolodie ist nicht so leicht anzugeben ; aber
man braucht sie auch kaum , um sich eine deutliche Vorstellung
von dem Rollen des Ellipsoids auf der unveränderlichen Ebene
zu machen . — Der Hauptmangel der vorausgehenden Betrach¬
tungen besteht nur noch darin , daß die Zeit, die während der
Bewegung des Körpers aus der Anfangslage in irgendeine
andere verstreicht , daraus nicht unmittelbar entnommen werden
kann . — Darauf werde ich in § 28 zurückkommen .

§ 27 . Die stabilen Drehachsen .

Wir können sofort eine wichtige Anwendung der vorher¬
gehenden Lehren machen . Früher fanden wir nämlich , daß
jeder Körper mindestens drei freie Achsen hat , die mit den
Hauptträgheitsachsen zusammenfallen . Sie sind aber , wie sich
jetzt zeigen wird , nicht alle „stabile“ Drehachsen .

Der Begriff der „Stabilität“ ist aus der Lehre vom Gleich¬
gewichte entnommen . Er ist dort ein ganz eindeutig bestimmter
Begriff ; wenn er aber auf Bewegungen übertragen werden soll,
bedarf er in jedem einzelnen Falle einer neuen Definition . Was
man unter Stabilität einer Bewegung verstehen soll , ist näm¬
lich in vielen Fällen einstweilen noch ganz streitig , so daß ver¬
schiedene Autoren zuweilen ganz verschiedene Begriffe mit
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demselben Worte verbinden . Ich werde daher zunächt er¬
klären , was man unter der Stabilität einer Drehachse versteht ,
ohne mich aber darauf einzulassen , eine Definition für die
Stabilität einer Bewegung überhaupt geben zu wollen .

Man denke sich, daß ein Körper nicht genau, sondern nur
nahezu um eine freie Achse rotiere . Würde er genau um die
freie Achse rotieren , so könnte sich die Drehachse niemals
ändern und der Körper würde nach jeder Umdrehung immer
wieder in die Anfangslage zurückkehren . Völlig genau läßt
sich dieser Zustand aber niemals erreichen und es fragt sich,
welche Folgen eine geringe Abweichung davon nach sich zieht .
Wenn der Körper sich dauernd nahezu so verhält , als rotierte
er um die stets in nächster Nachbarschaft bleibende freie Achse,
so heißt diese freie Achse eine stabile Drehachse . Bringt da¬
gegen eine noch so geringe anfängliche Abweichung von der
freien Achse eine mit der Zeit immer weiter fortschreitende
Ablenkung der Bewegung von der zur freien Achse gehörigen
hervor , so nennt man die Rotation um eine solche freie Achse
eine labile Bewegung , weil schon der geringste Anstoß genügt ,
um die Art der Bewegung allmählich vollständig zu ändern .

Von den drei freien Achsen, die im allgemeinen bei einem
Körper vorkommen , sind bloß zwei, nämlich jene , die zum
allergrößten und zum allerkleinsten Trägheitsmomente gehören ,
stabile Drehachsen ; die Bewegung um die
dritte freie Achse ist labil .

Man erkenne dies ohne jede Schwierig - / /
keit an der Hand einer Figur . In Abb . 30 / / /
sei 0 A die größte Halbachse des Trägheits - 7
ellipsoids , also zugleich die Achse des klein -
sten Trägheitsmoments . Weicht die Dreh - U 7 / j
achse im Anfangszustande nur wenig von V, / / ' /
der Richtung OA ab , so erlangt die Po - 4 ^77
lodie die durch die kreuzpunktierte Li¬
nie angedeutete Gestalt . Nur in nächster
Nachbarschaft von A lassen sich nämlich Punkte ausfindig
machen , deren Tangentialebenen einen senkrechten Abstand

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 13
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von 0 haben , der nur wenig kleiner ist als OA selbst .
Die Polodie umgibt demnach als geschlossene Kurve den
Punkt A. Diametral gegenüber , um A ' läßt sich zwar ebenfalls
eine Kurve angeben , die der gleichen Bedingung genügt . Da
sie mit der ersten nicht zusammenhängt , ist aber kein stetiger
Übergang aus der einen in die andere möglich . Hiernach
durchläuft der Endpunkt von U in der Tat stets die sehr kleine
Kurve um A und die auf der unveränderlichen Ebene be¬
schriebene Herpolodie kann sich ebenfalls nur auf eine kleine
Fläche erstrecken , so daß auch gegenüber dem festen Baume
keine erheblichen Richtungsveränderungen von OA zu er¬
warten sind .

Abb . 31 . Abb . 32 .

Ganz ähnlich gestaltet sich die Figur und die Betrachtung
für den Fall , daß die anfängliche Drehachse nahezu mit dem
kleinsten Halbmesser des Ellipsoids OG (oder mit der Achse
des größten Trägheitsmoments ) zusammenfiel (Abb. 31). Auch
hier kann die Polodie nur in einer den Punkt C eng um¬
schließenden Kurve bestehen , und zwar deshalb , weil nur an
dieser Stelle des Ellipsoids Tangentialebenen möglich sind, die
so nahe an den Mittelpunkt des Ellipsoids heranrücken . Die
Achse OC ist demnach nicht nur eine freie , sondern zugleich ;
auch eine stabile Drehachse .

Anders ist es aber mit der dritten freien Achse OB. Wie
man aus Abb . 32 sofort erkennt , ist keine Polodie möglich ,
die den Punkt B in kleinem Abstande umkreist , sondern die
Polodie umfaßt das ganze Ellipsoid . Auch auf dem Meri-
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diane AC gibt es Punkte , deren Tangentialebenen denselben
Abstand Vom Mittelpunkte 0 haben , als die in der Nachbar¬
schaft Von B gezogenen und ebenso auf allen übrigen durch
A gelegten Meridianen. Die freie Achse OB ist hiernach eine
labile Drehachse .

§ 28 . Die Eulerschen Gleichungen .

Die in § 26 nach Poinsot vorgetragene Theorie der Be¬
wegung des starren Körpers um einen festen Punkt gibt nur
über die Lagen Aufschluß , die der Körper der Reihe nach
ejnnimmt . Wieviel Zeit währenddessen verstreicht , ist daraus
nicht zu entnehmen . Um auch dies zu erreichen , muß man
die rein geometrische DarsteUung verlassen und sich wieder
mehr der analytischen zuwenden . Der zeitliche Verlauf ergibt
sich nämlich aus der Integration der Differentialgleichungen des
Problems , die schon von Euler aufgestellt wurden und die ich
jetzt ableiten will .

Die Absicht bei Aufstellung der Eulerschen Gleichungen
kommt darauf hinaus , die Winkelgeschwindigkeit u als Punktion
der Zeit t darzustellen . Am besten rechnet man hierbei , wie
ich von vornherein bemerken möchte , mit den rechtwinkligen
Komponenten u,2us von u. Auf diese beziehen sich die Euler¬
schen Gleichungen .

Bei der Untersuchung der Veränderlichkeit von U kann
man übrigens zwei ganz verschiedene Wege einschlagen , je
nachdem man nämlich die Lagen angibt , die u der Reihe nach
gegen den starren Körper oder gegen den festen Raum durch¬
läuft . Alle U im ersten Palle bilden den Polodie -, alle u im
zweiten Palle den Herpolodiekegel . Wir müssen uns also für
eine bestimmte Aufstellung des Beobachters , der die Veränder¬
lichkeit von u nach Richtung und Größe konstatiert , entscheiden ,
oder wir müssen mit anderen Worten das Koordinatensystem ,
auf das sich die Projektionen beziehen , entweder im
festen Raum ruhen lassen oder es an dem bewegten Körper
festheften . Euler hat sich für den letzten Pall entschieden .
Stellt man sich etwa vor , unsere Erde sei der Einwirkung

13 *
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aller anderen Weltkörper entzogen und drehe sich nicht genau
um eine freie Achse , so wird man sich in erster Linie dafür
interessieren , welche Linien der Erde im- Laufe der Zeit als
Drehachsen dienen, d. h . wie sich etwa der Nordpol der Erde
im Laufe der Zeit auf der Erde selbst verschiebt . Wir be¬
ziehen dann die Winkelgeschwindigkeit u auf ein mit der Erde
fest verbundenes Koordinatensystem , folgen also der Euler -
schen Darstellung .

Bei diesem Probleme erfolgt die Zerlegung der gerichteten
Größe U in drei rechtwinklige Komponenten übrigens nicht
bloß willkürlich oder aus Verlegenheit , weil man etwa keine
bessere Methode zur Behandlung gerichteter Größen kennt ,
sondern sie ist im Wesen der Sache selbst begründet . In
jedem Körper haben wir nämlich drei aufeinander senkrecht
stehende ausgezeichnete Richtungen , die Richtungen der Haupt¬
trägheitsachsen , für die sich die Rotationserscheinungen besonders
einfach gestalten . Durch eine Zerlegung nach diesen Rich¬
tungen vereinfacht sich daher auch in anderen Fällen die Unter¬
suchung der Rotationen und wir sind so von vornherein auf
die Benutzung eines nach diesen drei Hauptrichtungen orien¬
tierten Koordinatensystems hingewiesen .

Davon ist auch schon hei der Ableitung von Gl. (130)
» B * . • E . . ^ B »

U = i — b t 7^— b f 7=)

Gebrauch gemacht worden , in der u als geometrische Summe
«einer drei Koordinaten

«, ~ ! S «, - §S «, - £ (132)
dargestellt ist . Die Einheitsvektoren i, j, t sind in den Rich¬
tungen der Hauptträgheitsachsen gezogen und &1 gehört zur
Achse i usf .

Die Eulerschen Gleichungen entstehen aus der Gleichung
für u, wenn man diese nach der Zeit differentiiert . Um dies
ausführen zu können , muß man zunächst feststellen , wie sich
der Drall 18 relativ zum starren Körper mit der Zeit ändert .
Gegen den festen Raum ist , wie wir wissen , 18 nach dem
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Flächensatze konstant . Relatiy zum bewegten Körper muß ©
daher veränderlich sein, zwar nicht der absoluten Größe, aber
der Richtung nach .

Zur gegebenen Zeit ist die Winkelgeschwindigkeit des
starren Körpers u. Für einen Beobachter , der sich auf dem'
starren Körper befindet , dreht sich der ganze äußere Raum
um den starren Körper mit der Winkelgeschwindigkeit — u.
Auch die Bewegung des im äußeren Raume feststehenden
Vektors © relativ zum starren Körper besteht in einer Drehung
mit der Winkelgeschwindigkeit — u. Der Endpunkt von ©
beschreibt hierbei seinen Weg mit einer Geschwindigkeit , die
nach Größe und Richtung durch

Vu©

dargestellt wird (Bd. I, Gl. (57) S. 121 d. 3. Aufl.). Der Weg im
Zeitelemente dt ist daher

<7tVu© ,
und das ist jene Strecke , die zum ursprünglichen © geometrisch
summiert werden muß, um das nach Ablauf von dt entstehende
neue © zu erhalten (immer relativ zum starren Körper ge¬
nommen ). Hiernach wird

d SB Tr fl,
^ = Vu©

oder, wenn man in Komponenten zerlegt ,

dtft = m2̂ 3—“s ; d§t = m3Bi- «i i
= ul B2- u2Bv

Die Differentiation der Gleichung für u nach der Zeit er¬
gibt mit Benutzung dieser Werte

dyi ’ u 2 Bq c;i Dg , . UqD , u 1 D s j , 'C / >., w2 Ii l
dt ~ 1 ^ ©; + i (-1 + 1 0 a

oder , nachdem man noch die Komponenten von © mit Hilfe
der Gleichungen (132) in den Komponenten von Wausgedrückt hat ,

d U j .. .. ®S ^2 | J ®s I f . . . . . / 11»9\
-(lt — tM 2 M3 w + \ 3 1 ~r
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Anstatt die Komponenten mit Hilfe der i , j , t aneinander zu
reihen , kann man sie natürlich auch einzeln anschreiben . Man
erhält dann

du . — <9„\

du , 0 , —©„2 — UoU. 3
dt 31 0 ä

du , 0 , — 0 ,
-dT - u^ - 0 ~

(134 )

und das sind die Eulerschen Gleichungen in der ihnen ge¬
wöhnlich gegebenen Form . Sie sind gewöhnliche simultane
Differentialgleichungen für die drei von der Zeit abhängigen
Funktionen MjW2w3. Die Integration ist freilich im allgemeinen
Falle insofern nicht ganz einfach, als sie auf elliptische Funk¬
tionen führt . Im übrigen macht sie aber keine Schwierig¬
keiten .

Hier beschränke ich mich auf die Durchführung der Rech¬
nung für den einfachen Fall , daß das Trägheitsellipsoid ein
Rotationsellipsoid ist (was z. B. bei der Anwendung auf die
„Notation“ der Erdachse angenommen werden kann ). Es sei also

©2= ©3,

und zur Abkürzung möge ferner
©i ©» ©i ©a v

0 , 0 ,_ y

gesetzt werden . Dann gehen die Eulerschen Gleichungen
über in

d u • s-\ d Ua du « / 1 o c \
di - -dt ” yu ^ ui = ~ yu >u*- ( 13° )

Die erste Gleichung lehrt , daß ul konstant ist . Multipliziert
man die zweite Gleichung mit u2 und die dritte mit ua und
addiert , so folgt

du , , du ,
u* di + " 3 di = ° ’

also durch Integration
m| -Hm| = C,

worin C eine durch die Anfangsbedingungen bestimmte Kon-
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stante ist . Da auch uf konstant ist , so folgt dies auch für
nf -f m| + m| , d. h. der absolute Wert der Winkelgeschwindig¬
keit ist konstant und ebenso ihre Projektion auf die i -Achse .
Der Vektor u beschreibt demnach einen Kreiskegel um die
i -Achse. Bis dahin sind wir nur zu einem Resultate gelangt ,
das uns aus der Poinsotschen Lehre von der Polodie bereits
bekannt war. — Durch Differentiation der zweiten der Glei¬
chungen (135) nach t erhält man

du.
~dt * = Tt >

und wenn man dem Differentialquotienten von aus der dritten
Gleichung einführt , wird daraus

^ = (136)

Ebenso wird , wenn man bei diesem Eliminationsverfahren die
dritte der Gleichungen (135) mit der zweiten vertauscht

d û.
dt -

Diese Differentialgleichungen sind uns ihrer Form nach bereits
aus der Lehre von den harmonischen Schwingungen bekannt .
Ihre allgemeine Lösung ist

= A sinyB cosyu t̂, (138)

und diese Lösung gilt bei passender Wahl der unbestimmten
Integrationskonstanten ebenso auch für w3. Die Umlaufszeit T
der Momentanachse um die Achse der Figur ergibt sich aus der
Bedingung , das der Winkel y'tq t währenddessen um 2it an¬
gewachsen sein muß ; also

T = - -
r « i

oder nach Einsetzen des Wertes von y

^ 2 ^ 0 ( 139 )% (®i — ®2)

Die Umlaufszeit der Nutationsbewegung wird demnach um so
größer , je weniger sich die Hauptträgheitsmomente vonein¬
ander unterscheiden . Sie hängt , außerdem von der Projektion
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der Winkelgeschwindigkeit auf die Figurenachse , im übrigen
aber nicht von dem Winkel ab, den u mit der Figurenachse bildet .

Will man die auf den festen Baum bezogene Änderung der
Winkelgeschwindigkeit U mit der Zeit untersuchen , so schreibe man
die Gleichung

u- ,C+>e, + ' e.
zunächst in der folgenden Form an :

. i® , . j » , * f »
M = ‘ x + J ©; + f ©3

in der © und die & konstante Größen sind , während die Bichtungen
der Einheitsvektoren i j f , die mit den Trägheitshauptachsen zu¬
sammenfallen , jetzt mit der Zeit veränderlich sind . Hat man die
t j f als Funktionen der Zeit dargestellt , so ist 11 aus der vorstehenden
Gleichung unmittelbar zu entnehmen . Nun beachte man , daß z. B.

rfi v r '

gefunden wird , und zwar auf Grand derselben Überlegung , die uns

vorher auf . (relativ zum Körper genommen ) geführt hatte . Setzen
wir hier den Wert von U aus der vorigen Gleichung ein und führen
die Vektorprodukte aus den Einheitsvektoren aus , so erhalten wir die
erste der folgenden Gleichungen

U = t jjB _ . tS3jlt. 1 ' ft) 1 ' ft)(It ©2 * ©s

d\ = . f® f i®
dt 1 ' 0 , ' 0 ,
dt __ . i® _ . [ »
dt ^ ©, 1 @2

( 140 )

Die anderen beiden erhält man in derselben Weise . Man hat damit
drei simultane Differentialgleichungen für die Unbekannten i , }, f.
Wenn auch die Integration bedeutende Schwierigkeiten macht , wenig¬
stens wenn man sich nicht auf die einfacheren Sonderfälle beschränkt ,
so ist damit doch wenigstens das Bewegungsgesetz , dem der Körper
folgt , in analytischer Form dargestellt .

§ 29 . Ein einfaehies Beispiel .
Ein Ring , dessen Reif erheblich mehr Masse hat , als die

radial geführten Arme , die den Reif mit einer in der Mitte
gelegenen Nabe verbinden , soll im Schwerpunkte auf einer
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Spitze gelagert sein. Zu Anfang möge die ßingebene hori¬
zontal liegen und der Ring möge eine Winkelgeschwindigkeit
U0 um irgendeine Achse besitzen , die aber nicht mit der

Figurenachse zusammenfallen soll . Im anderen Fall rotierte er
nämlich um eine freie Achse und würde um diese immer weiter
rotieren , ein Fall , der uns nicht weiter zu beschäftigen braucht .

Um die fernere Bewegung des Ringes angeben zu können ,
konstruieren wir zunächst ein TrägheitseRipsoid des Ringes ,
bei dem wir nur auf die Masse des Reifs zu achten brauchen ,
die wir uns überdies in der kreisförmigen Mittellinie vereinigt
denken können . Wenn der Radius dieser Mittellinie mit r und
die Masse des Reifs mit M bezeichnet werden , ist das Träg¬
heitsmoment (H)i für die Figurenachse

0 , = Mr 2

und die anderen Hauptträgheitsmomente sind

wie sich aus Gl. (120) oder auch nach Bd. III , Gl. (61), S. 96
d. 3. Aufl. sofort schließen läßt . Auf welche zur Figurenachse
senkrechten Achsen man 0 .2 und ©3 beziehen will, ist übrigens
bei einem Rotationskörper gleichgültig , da jede derartige Achse
eine Hauptträgheitsachse ist .

Die Trägheitsradien verhalten sich hiernach wie 1/ 2 : 1
und die Hauptachsen des Trägheitsellipsoids wie 1 : ]/ 2 . Hier¬
nach kann das Zentralellipsoid in einem willkürlichen Maß¬
stabe aufgetragen werden . In Abb . 33 ist dies geschehen . Der
Schnitt durch den Reif ist durch zwei kleine schraffierte Kreise
angedeutet ; die Figurenachse ist OA.

Wir tragen ferner die Richtung der Anfangswinkel¬
geschwindigkeit u0 ein ; dabei wollen wir uns die Projektions¬
ebene von vornherein so gewählt denken, daß sie durch die
Richtung von u0 geht . Im Schnittpunkte von u0 mit der
Ellipse , deren Achsen sich wie 1 : ]/ 2 verhalten , konstruieren wir
eine Tangente . Diese ist die Spur der auf der Projektions¬
ebene senkrecht stehenden unveränderlichen Ebene «. Recht -
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winklig dazu steht die in der Projektionsebene enthaltene Kich-
tungslinie des Dralls SB.

Von der Voraussetzung , die wir seither stets machten , daß
äußere Kräfte auf den starren Körper , abgesehen vom Auf-
lao-erdi'ueke am festen Punkte , nicht einwirken sollten , sind wirO • *

übrigens im vorliegenden Falle bis zu einem gewissen Grade
frei . Wir können uns nämlich , da der Unterstützungspunkt
mit dem Schwerpunkte zusammenfällt , zugleich die Schwer¬
kraft am Körper wirkend denken . Das Gewicht wird hier
einfach vom Auflagerpunkte aufgenommen , hat aber keinen
Einfluß auf die Bewegung . Es leistet nämlich weder Arbeit ,
noch hat es ein von Null verschiedenes statisches Moment für
den festen Punkt ; daher muß ganz wie früher sowohl die
lebendige Kraft als der Drall ö konstant sein und hierauf be¬
ruhten ja in der Tat alle Folgerungen der vorausgehenden
Untersuchungen .

Die Polodie wird hier ein Kreis , dessen Mittelpunkt auf
der Figurenachse liegt
lind dessen Ebene senk-

sich in Abb . 33 als Strecke Pi ? projiziert . Die fernere Be¬
wegung des Rings wird nun in sehr einfacher Weise durch das
Rollen des Kreiskegels OPQ um den ihn von innen be¬
rührenden festen Kreiskegel OPR beschrieben .

Um auch die Umlaufszeit T für ein bestimmtes Zahlen¬
beispiel berechnen zu können , nehme ich an, daß u0 einen
Winkel von 45° mit der Figurenachse bildete und gleich 20Touren
pro Sekunde war . Die Projektion auf die Figurenachse wird

recht auf ihr steht . Er
hat die Projektion PQ
in Abb . 33. Auch die
Herpolodie wird ein
Kreis , dessen Mittel¬
punkt mit dem Schnitt¬
punkte von SB mit der un¬
veränderlichen Ebene a
zusammenfällt und derAbb . 33 .
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hieraus durch Division mit j / 2 gefunden . Außerdem rechnen
wir 20 Touren pro Sekunde auf Bogenmaß um und erhalten

40 xn, = sec hya
Ferner haben wir hier

- = 1
0 , - 0 *

und, wenn wir diese Werte in Gl. (139) einsetzen , erhalten wir
T = 0,0707 sec.

Nach Ablauf dieser Zeit hat die Momentanachse wieder dieselbe
Lage gegen den Bing . Sie hat aber nicht dieselbe Lage im
Raume . Wenn die Durchmesser PQ und PR der Polodie und
der Herpolodie nicht kommensurabel miteinander sind, kann
der Anfangszustand sowohl der Lage des Ringes als dem Ge¬
schwindigkeitszustande nach überhaupt niemals wieder erreicht
werden . Die Zeit, die vergeht , bis u den Heropolodiekegel ein¬
mal im festen Raume durchlaufen hat , verhält sich übrigens
(da beide Kegel aufeinander rollen ) zu T wie PR zu PQ .

Man kann noch nach der Bewegung fragen , die die Figuren¬
achse OA ausführt . Um diese zu finden, denke man sich durch
den Punkt 0 eine Einheitskugel gelegt . Diese Kugel schneidet
die beiden aufeinander rollenden Kegel nach Kreisen und OA
im sphärischen Mittelpunkte des einen Kreises . Dieser Punkt
beschreibt demnach ebenfalls einen Kreis um die unveränder¬
liche Richtung ©. In jedem Augenblicke liegen die Momeritan-
achse u, das unveränderliche Moment SB und die Figurenachse in
einer Ebene und der Winkel zwischen © und
der Figurenachse ist konstant . Hiernach
macht die Figurenachse in der gleichen Zeit :
einen Umlauf , in der auch der Herpolo - \
diekegel einmal von u durchlaufen wird .
In Abb . 34 , die dies näher erläutern soll,
deutet der Kreis P den Schnitt der Ein - Abb' 31■
heitskugel mit dem Polodiekegel , / / den Schnitt mit demHerpodie -
kegel an, ferner ist © die Spur von © auf der Einheitskugel , A
die Spur der Figurenachse und der durch A gelegte punktierte
Kreis gibt die Bahn an, die A auf der Einheitskugel durchläuft .
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§ 30 . Stöße am starren Körper .

Auf einen völlig freien starren Körper , der vorher in Ruhe
war , möge ein Stoß einwirken , d. h. es soll während einer
sehr kurzen Zeit an irgendeinem Angriffspunkte eine Kraft $

angreifen , derart daß das Zeitintegral der Kraft Jtydt über
die ganze Stoßzeit erstreckt von gegebener Richtung und
Größe ist . Außer 9$ sollen während des Stoßvorgangs keine
äußeren Kräfte an dem Körper angreifen . Es handelt sich
zunächst darum , die Bewegung anzugeben , die der Körper
durch den Stoß erlangt .

Hierbei ist daran zu erinnern , daß das Bild des starren
Körpers keineswegs ausreicht , um alle Fragen zu beantworten ,
die sich auf den Stoß beziehen. Je kleiner wir uns die Stoß¬
zeit vorstellen , desto größer muß während ihr der durchschnitt¬
liche Wert des Stoßdruckes ^ angenommen werden , damit der

Antrieb jtydt die vorgeschriebene Größe erlange . Allzu groß
darf aber nicht werden , ohne Formänderungen von merk¬
licher Größe oder einen Bruch des Körpers herbeizuführen .
Im ersten Bande wurde dies schon ausführlich besprochen .
Hier soll aber einstweilen vorausgesetzt werden, daß die Stoß¬
zeit , wenn auch klein , so doch nicht so kurz bemessen sei,
daß es nötig würde , auf die durch den Stoß bewirkten Form¬
änderungen einzugehen . Unter dieser ausdrücklichen
Voraussetzung können wir an dem Bilde des starren Kör¬
pers bei der Lösung der aufgeworfenen Frage festhalten .

Die Geschwindigkeit ü0, die der Schwerpunkt S des ge¬
stoßenen Körpers erlangt , läßt sich nach dem Satze von der
Bewegung des Schwerpunktes sofort angeben . Wenn die Masse
des Körpers mit M bezeichnet wird , ist in jedem Augenblicke
während des Stoßes

und durch Integration nach der Zeit folgt daraus
}dt 91
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wenn für den Antrieb j ^ dt des Stoßes außerdem noch zur
Abkürzung der Buchstabe SK gebraucht wird .

Zur Schwerpunktsbewegung ü0 tritt noch eine Rotation
um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse, deren Winkel¬
geschwindigkeit nach Richtung und Größe mit u bezeichnet
werden soll. Wir finden sie, indem wir zunächst den auf den
Schwerpunkt bezogenen Drall 83 des rotierenden Körpers be¬
rechnen . Nach dem Flächensatze ist in iedem Augenblicke

f = V^
wenn p den vom Schwerpunkte nach dem Angriffspunkte des
Stoßes gezogenen Radiusvektor bedeutet . Durch Integration
nach der Zeit folgt daraus

= V ^ - ( 142 )
Um von 81 auf u überzugehen , zerlegen wir 83 in seine drei
rechtwinkligen Komponenten nach den Richtungen
der drei Hauptträgheitsachsen des starren Körpers . Werden
in diesen Richtungen drei Einheitsvektoren oder Richtungs¬
faktoren t j f angegeben , so ist nach Gl. (130) S. 187

. jB1 . , .Bg . g Bs
U = 1 0 ~ + 1 + f <9, '

Die Komponenten von 83 finden sich durch Entwicklung des
äußeren Produkts VSl }) zu
.Bj = -A-cfPj A3p2, B2 — A3p1 Aĵpg , B3 = A12>2 A2p1,
und wenn man diese einsetzt , erhält man

jj __ j A2ps -A3ps i . As Al pa | j AjPz Aip l ' , | j .>j0 , 0 2 0 S

Nachdem ü0 und u berechnet sind, kennt man die durch den
Stoß hervorgerufene Bewegung bereits vollständig . Um auch
noch die Geschwindigkeit b zu berechnen , die ein beliebiger
Punkt des starren Körpers erlangt hat , ziehen wir nach diesem
Punkte vom Schwerpunkte aus einen Radiusvektor r und setzen

d = b0 + Vru .
Durch Entwicklung des äußeren Produkts und Einsetzen der
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für D0 und u gefundenen Werte geht dies über in

Hiermit sind wir auch in den Stand gesetzt , den Satz
von der Gegenseitigkeit der Stoßgeschwindigkeiten
zu beweisen . Man denke sich nämlich am starren Körper
zwei Punkte , die jetzt mit 1 und II bezeichnet werden mögen,
beliebig ausgewählt und außerdem an jedem von ihnen eine
beliebig gewählte Richtung « und ß angegeben , ganz so wie
es bei dem Maxwellschen Satze von der Gegenseitigkeit der
Verschiebungen in der Festigkeitslehre geschieht . Dann läßt
sich behaupten , daß ein Stoß am Punkte J in der
Richtung cc dem Punkte II eine Geschwindigkeit ver¬
leiht , deren Komponente in der Richtung ß ebenso
groß ist , als die Geschwindigkeitskomponente in der
Richtung a , die ein Stoß am Punkte II von gleich
großem Antriebe am Punkte I hervorbringt .

Zum Beweise der Behauptung beachte man, daß der für
0 aufgestellte Ausdruck sofort auch zur Berechnung der Ge¬
schwindigkeit d' benutzt werden kann , die der Punkt vom
Radiusvektor p erlangt , wenn ein Stoß von irgendeinem Im¬
pulse ^ am Punkte vom Radiusvektor r angebracht wird .
Man braucht nur die Bezeichnungen entsprechend zu ver¬
tauschen und erhält dann

Um auf die Komponenten von D und u' in den Richtungen
von 3 un d 9t zu kommen , bilden wir die inneren Produkte

)

) •
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«3 und 0 8t und subtrahieren sie des Vergleiches wegen von¬
einander . Dabei beachte man, daß z. B.

\ -M + r * ©3---- 0 -̂ )

+ ^2 ( i + ••• ) + •••
zu setzen ist . Nachdem auch u 8l in derselben Weise ent¬
wickelt ist , heben sich beim Subtrahieren alle Glieder gegen¬
einander fort und man erhält daher

üS = ö' 2h (145)
Da aber 81 und % nach Voraussetzung den gleichen absoluten
Wert haben sollten , folgt hieraus , daß auch die Projektion
von 1) auf die Richtung von $ ebenso groß sein muß, wie
die Projektion von ü' auf die Richtung von 81, womit der Satz
bewiesen ist . — Ein anderer Beweis des Satzes , der sich dem
in der Festigkeitslehre gegebenen Beweise des ihm ähnlichen
Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen auch der
Form nach aufs engste anschließt , ergibt sich aus dem Zu¬
sammenhange zwischen der vom Stoßdrucke geleisteten Arbeit
und der lebendigen Kraft , die der Körper durch den Stoß
erlangt .

Zwar folgt schon ohne weiteres aus dem Satze von der
lebendigen Kraft , daß die Arbeit des Stoßdruckes gleich der
von ihr hervorgebrachten lebendigen Kraft sein muß . Wegen
des Verlustes an lebendiger Kraft , der in manchen Fällen des
Stoßes eintritt , ist es aber der Vorsicht wegen, um sich
nämlich vor naheliegenden irrigen Schlüssen zu schützen , rat¬
sam, sich auch noch unmittelbar davon zu überzeugen , daß
der Satz von der lebendigen Kraft in unserem Falle ebenfalls
zu Recht besteht . Um diesen Nachweis zu führen , wende man
den in Gl. (144) für ü aufgestellten Ausdruck zur Berechnung
der Geschwindigkeit an, die der Angriffspunkt des Stoßes selbst
erlangt hat . Dazu ist nur nötig , die Komponenten r1r2r3
des Radiusvektors r durch die Komponenten 2)1p2p3 von zu
ersetzen . Nebenbei bemerkt , ergibt sich daraus zugleich , daß
sich der Angriffspunkt des Stoßes im allgemeinen keineswegs
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in der Stoßrichtung selbst , sondern in einer davon abweichenden
Richtung bewegt .

Wir wollen ferner ein Zeitelement dt auswählen , das in
die Stoßzeit hineinfällt . Bis zum Beginne dieses Zeitelements
hat der Angriffspunkt des Stoßes noch nicht seine volle Ge¬
schwindigkeit erlangt . Wir können aber die zu dieser Zeit
bereits bestehende Geschwindigkeit ebenfalls nach der früheren
Formel berechnen , wenn wir darin jetzt unter Al A2A3 die

Komponenten jenes Teiles des ganzen Antriebs j dt verstehen ,
der zeitlich vor dt liegt . Der Weg di des Angriffspunktes
während dt ergibt sich dann zu

rfg= ^ {i (§ + - ps^ ” Ä'p*)
+ j (•••• ) + f ( •••• ) ) ,

und die Arbeit des Stoßdruckes iJJ während dt wird gleich

dt jfi - p, APl ~t APi )
| p l d -2 i ^ ‘2P * Vl ‘b P -l ~~~ A * \

^ 0, ' 0S 7
I p ( Ag I A s p , A 1p s A 2jp 8 -1; P -/ ) 1

+ 8 \ M © s ^ 0j / 1 "

Andererseits wollen wir berechnen , um wie viel sich die
lebendige Kraft des gestoßenen Körpers während dt vermehrt .
Beziehen sich auch hier D0 und u auf den Anfang des Zeit¬
elementes dt , so ist die zugehörige lebendige Kraft L (vgl.
Gl. (115), S. 169)

L = 2 M öo+ A + 2 ul

oder, wenn man die früher berechneten Komponenten von ö0
und u einsetzt ,

j 1 As -f Aj + A| 1 {Aips — A,pä)8 £ {AsP , — A, psy
2 M A 2 @i - t- 2

i 1 (Aps — a 2p, )8
2 0 S

In diesem Ausdrucke sind nur die Komponenten von 81
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mit der Zeit veränderlich , und zwar so, daß
d ] _ -p d l̂g _ -p d l̂g _ pdt ~ 1J dt ~ dt 3

ist . Für den Zuwachs dL von L während dt findet man daher

dL= dt + + (p2l,3_ p3Ä)

+ (P 3Ä - + (Aä - •

Dieser Ausdruck stimmt aber mit dem vorher für die
Arbeit des Stoßdruckes aufgestellten — abgesehen von der
etwas abweichenden Anordnung der einzelnen Glieder — genau
überein und die Anwendbarbeit des Satzes von der lebendigen
Kraft ist hiermit auch unmittelbar bewiesen .

Ehe ich weiter gehe , möchte ich hier noch darauf aufmerksam
machen , daß die Gültigkeit des Satzes von der lebendigen Kraft in
der gewöhnlichen Form wesentlich von der an die Spitze dieser
Betrachtungen gestellten Voraussetzung abhängt , daß die Gestalt¬
änderung des Körpers während des Stoßvorgangs vernachlässigt wer¬
den dürfe . Erfährt der Körper Formänderungen , die . selbst nur in
der Nachbarschaft des Stoßangriffspunktes von merklicher Größe zu
sein brauchen , so hört die Gültigkeit der vorhergehenden Entwick¬
lungen auf . Der Angriffspunkt legt nämlich , wenn das Material des
Körpers etwas nachgiebig ist , wegen der Zusammendrückung an der
Kraftübertragungsstelle einen etwas größeren Weg zurück , als vorher
berechnet wurde , und damit wird auch die Arbeit des Stoßdruckes
größer als vorher und hiermit zugleich auch größer als die lebendige
Kraft , die durch den Stoß hervorgebracht wird . Der Grund für diese
Abweichung vom Satze von der lebendigen Kraft in der üblichen
Form liegt darin , daß nun auch die inneren Kräfte Arbeit leisten .
Der Uberschuß der Arbeit des Stoßdrucks über die hervorgebrachte
lebendige Kraft wird zur Überwindung der inneren Kräfte verwendet
und falls der Körper vollkommen elastisch sein sollte , in Gestalt von
Formänderungsarbeit aufgespeichert .

In je kürzerer Zeit sich ein Stoß von gegebenem Antriebe ab¬
spielt , um so mehr tritt der Einfluß der Formänderung hervor , und
zwar aus doppeltem Grunde . Zunächst muß nämlich der Stoßdruck
um so größer sein , je kürzer die Stoßzeit ist , damit der Impuls den
vorgeschriebenen Wert behalte . Der größeren Kraft entspricht aber
eine größere Formänderung . Dazu kommt ferner noch, daß zugleich
der Weg , den der Angriffspunkt des Stoßes , abgesehen von der Form -

Föppl , Dynamik . 3. Aufl. 14
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änderung , während der Stoßdauer zurücklegt , in demselben Verhält¬
nisse abnimmt , wie die Stoßzeit selbst . Aus beiden Gründen wächst
daher der aus der Formänderung hervorgehende Anteil des ganzen
Weges , auf dem die Arbeit des Stoßdrucks geleistet wird , gegenüber
dem Anteile , der von der Bewegung des als starr aufgefaßten ge¬
samten Körpers herrührt , wenn die Stoßdauer kürzer wird . Man er¬
kennt hieraus , in welche Widersprüche und Fehler man geraten kann ,
wenn man , wie es immer noch oft genug geschieht , eine Lehre vom
Stoße starrer Körper bis in ihre letzten Folgerungen hinein durch¬
führen will , ohne auf die Unzulänglichkeit des gebrauchten Bildes zu
achten , sobald die Stoßdauer zu kurz wird .

Um dies noch deutlicher hervortreten zu lassen , mögen die vor¬
hergehenden Schlüsse auf den Fall angewendet werden , daß zwei freie
Körper aufeinander stoßen . Dabei soll für den Augenblick auf die
— von mir freilich keineswegs geteilte — Vorstellung eingegangen
werden , daß es ein zulässiges Problem der Mechanik sei, den Stoß
von Körpern zu untersuchen , die in Gedanken ohne fernere Be¬
dingungen nur als absolut starr betrachtet werden könnten . Der
Schluß liegt dann nahe , die Arbeit der inneren Kräfte wegen des
Fehlens jeder Formänderung gleich Null zu setzen und daraus zu
folgern , daß die Summe der lebendigen Kräfte beider Körper durch
den Stoß keine Änderung erfahre , während man doch im Gegenteile
gewöhnlich einen Verlust an lebendiger Kraft heim Stoße starrer
Körper herausrechnet . Der Widerspruch klärt sich einfach dadurch
auf , daß der auf die Formänderung verwendete Anteil der Arbeit
des Stoßdruckes , sobald man den Grenzübergang zum starren Körper
vollzieht , in der Form oo •0 auftritt . Dies ist , solange keine weitere
Bedingung hinzutritt , ein unbestimmter Ausdruck , der je nach der
Art , wie man sich den Grenzübergang vollzogen denkt , verschiedene
Werte annimmt . Der Verlust an lebendiger Kraft beim Stoße starrer
Körper kann daher ohne Zuhilfenahme bestimmter willkürlicher
Voraussetzungen durch kein allgemein bewährtes Grundgesetz der
Mechanik berechnet werden .

Nach diesen Abschweifungen kehre ich zum Satze von
der Gegenseitigkeit der Stoßgeschwindigkeiten zurück . Man
denke sich an den Punkten I und II in den Richtungen «
und ß , von denen früher die Rede war , nacheinander zwei
Stöße von den Impulsen 9t und 3» angebracht . Dabei ist es,
wenn nur beide Stöße so schnell aufeinanderfolgen , daß sich
der Körper in der Zwischenzeit nicht merklich aus der anfäng¬
lichen Lage verschoben hat , nach dem Gesetze von der Super -
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position der Bewegungen gleichgültig , in welcher Reihenfolge
die Stöße ausgeübt werden. Bei jeder Reihenfolge der Stöße
erlangt der Körper dieselbe lebendige Kraft und daher muß
auch die Summe der Arbeiten beider Stoßdrücke denselben
Wert annehmen. Diese Arbeiten lassen sich aber sofort be¬
rechnen. Dazu möge die Geschwindigkeit von Punkt I in
jedem Falle mit D/ , und zwar jene, die durch den Impuls 91
am Punkte 1 hervorgebracht wird, speziell mit B/. «, jene, die
vom Impuls 3 erzeugt wird, mit U/,3 bezeichnet werden und
in demselben Sinne sollen für den Punkt II die Bezeichnungen
Ö?/, 51 und Unt3 gebraucht werden. Wird nun der Stoß 9t zu¬
erst und unmittelbar darauf der Stoß 3i ausgeführt, so legt
der Angriffspunkt I von 9t, wegen des allmählichen Anwachsens
der Geschwindigkeit von 0 bis B/,« während der Stoßzeit r

einen Weg -t-B/. h - t zurück und die Arbeit von 9t während

der ganzen Stoßzeit ist daher gleich

2 B/, h • 9t

Der Angriffspunkt II von 3 hat zu Beginn des zweiten Stoßes
bereits die Geschwindigkeit B//, «, und dazu summiert sich noch
während des Stoßes die von 0 bis zu ihrem Endwerte an¬
wachsende Geschwindigkeit Ü//,3 . Die Arbeitsleistung des
zweiten Stoßes berechnet sich daher zu

( ö// , * + 23 ) ' 3b

Die der erzeugten lebendigen Kraft gleiche Arbeitsleistung
beider Stöße ergibt sich daher zu

2 0/. S( • 91 + B// , 9( • 3 + 2 ®//. 3 ' 3t •

Erfolgen dagegen beide Stöße in umgekehrter Reihen¬
folge , so findet man die gesamte Arbeitsleistung auf dem
gleichen Wege zu

2 .3 ' 3i + *>/ , 3 • 91 -f- g 0/, st 91.
14*
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Beide Werte müssen einander gleich sein nnd der Ver¬
gleich liefert.

0/7,w• 3 = Ü/,3 • 9t.
Sind demnach die Antriebe 91 und 3 von gleicher abso¬

luter Größe, so folgt für die Projektionen der Geschwindig¬
keiten und B//, a auf deren Richtungslinien

»/, 3 = v'n, h, (146)
womit der Satz von neuem, und zwar diesmal auf ganz gleichem
Wege wie früher der Satz von der Gegenseitigkeit der Ver¬
schiebungen an elastischen Körpern bewiesen ist . — Hierbei
mag noch bemerkt werden, daß die Punkte I und II auch in
einen einzigen zusammenfallen dürfen, während die Richtungs¬
linien der Stöße 91 und 3 verschieden voneinander sind. Auch
für diesen Fall gilt der Satz.

Schließlich sei hier noch darauf hingewiesen, wie sich das
Prinzip von d’Alembert gestaltet, wenn es auf Stöße am
starren Körper angewendet wird. Solange der Stoß vom
Antriebe 91= / 'jl dt einwirkt, bringt er an jedem Massenpunkte
des Körpers eine gewisse Beschleunigung hervor, die gleich

geschrieben werden kann und die zu jeder Zeit proportio-
d 2%

nal mit 'jl ist. Bringt man die Trägheitskräfte — m an,

so bilden sie mit in jedem Augenblicke ein Gleichgewichts¬
system . Um dieses Gleichgewichtssystem näher zu untersuchen,

kann man sich au Stelle von auch j dt gesetzt denken,
wenn man nur auch für jede Trägheitskraft ihr Zeitintegral,

also — m — ^ i) ) oc*er an<̂eren Worten — m (b — Ü0)
einsetzt , falls hier unter b0 die Geschwindigkeit verstanden
wird, die der betreifende materielle Punkt etwa schon vor dem
Stoße hatte. In Worten heißt dies, daß der durch eine
Kraft in irgendeinem Maßstab dargestellte Impuls
mit den im entgegengesetzten Sinne genommenen Zu¬
wüchsen der Bewegungsgrößen , falls man sie sich im
gleichen Maßstabe durch Kräfte wiedergegeben denkt ,
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ein Gleichgewichtssystem bildet . Schreibt man an; daß
des Gleichgewichts wegen die geometrische Summe der dar¬
stellenden Kräfte gleich Null sein, und daß die Summe ihrer
statischen Momente verschwinden muß, wobei man den Schwer¬
punkt zum Momentenpunkte wählen kann , so gelangt man
wieder zu denselben Gleichungen , die vorher aus dem Schwer¬
punkts - und dem Plächensatze abgeleitet worden waren .

§ 31 . Der Satz von Carnot über den Verlust an lebendiger
Kraft beim Stoße starrer Körper .

Unter einem starren Körper soll jetzt der Grenzfall eines
weichen oder plastischen , d. h. eines Körpers vom Elastizitäts¬
grade Null verstanden werden, der aus einem solchen dadurch
hervorgeht , daß man sich die Zusammendrückbarkeit des
Körpers unter stetiger Pesthaltung der genannten Eigenschaft
bis auf Null vermindert denkt . Eine solche nähere Bestimmung
ist, wie wir vorher erkannten , nötig , um den Aufgaben über
den Stoß starrer Körper gegeneinander eine physikalisch zu¬
lässige Bedeutung zu geben. Wenn dies von anderen Autoren
auch nicht ausdrücklich ausgesprochen wird, liegt diese Vor¬
stellung doch überall stillschweigend zugrunde , wo ander¬
wärts vom Stoße starrer Körper geredet wird oder die darüber
angestellten Betrachtungen bleiben wenigstens nur dann richtig ,
wenn man dem unbestimmt gelassenen Begriffe des starren
Körpers nachträglich überall den hier genauer angegebenen Sinn
unterlegt .

Wenn zwei weiche Körper aufeinander stoßen , endigt der
Stoß mit der ersten Stoßperiode , d. h. mit dem Augenblicke ,
in dem die Körper an der Berührungsstelle gleiche Geschwindig¬
keiten erlangt haben . Die durch die Zusammendrückung der
Körper hervorgerufene Annäherung hat dann zugleich ihren
größten Wert erreicht . Auch für den Stoß starrer Körper
in dem hier definierten Sinne ist daher die Bedingung festzu¬
halten , daß die Körper an der Stoßstelle gleiche Geschwindig¬
keiten durch den Stoß erlangen . Dabei ist zunächst an den
geraden Stoß gedacht . Für den allgemeinen Fall des Stoßes
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zweier starrer Körper gegeneinander soll die Aussage dahin
ergänzt werden, daß die Stoßstellen gleiche Geschwindigkeits¬
Komponenten in der Richtung der Stoßnormalen erlangen , und
daß ferner einem Gleiten der Oberflächen übereinander wäh¬
rend des Stoßes keine Reibung entgegenstehe . Die letzte
Voraussetzung ist freilich abermals vollkommen willkürlich
eingeführt und sie entspricht , wie wir wissen, dem wahren
Verhalten der festen Körper keineswegs . Als nähere Definition
des idealen starren Körpers ist sie aber zulässig , und da der
Satz von Carnot , der sich auf starre Körper von den hier
vorausgesetzten Eigenschaften bezieht , in manchen Teilen der
technischen Mechanik eine nicht unerhebliche Rolle spielt ,
mag sie an dieser Stelle gelten .

Dabei möchte ich freilich sofort bemerken , daß meine
Absicht bei der Behandlung des Carnotschen Satzes haupt¬
sächlich darauf hinausgeht , meine Leser durch eine genauere
Darlegung des wahren Sachverhaltes vor einer Überschätzung
dieses Satzes, auf den man sich in der technischen Hydraulik
sehr häufig bezieht , zu schützen und sie dadurch davor zu
behüten , manche Formeln , die als Näherungsannahmen eine
gewisse Berechtigung haben , für streng beweisbare und daher
entsprechend zuverlässige Folgerungen aus den Grundgesetzen
der Mechanik anzusehen .

Der Verlust an lebendiger Kraft beim geraden zentralen
Stoße weicher (und hiermit auch der „starren“ ) Körper ist
schon im ersten Bande ermittelt worden . Bezeichnet man die
Massen beider Körper mit w1 und und die Geschwindig¬
keiten vor dem Stoße mit »j und v2, wobei > v1 sein möge,
so ist die gemeinsame Geschwindigkeit am Ende der ersten Stoß¬
periode , die hier vorübergehend mit w bezeichnet werden mag,

und der Verlust an lebendiger Kraft stellt sich zunächst in
der Form

Verl = - L-L+ -*2 2— (m, + m,) -
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dar . Dieser Ausdruck kann auf verschiedene Art umgeformt
werden, und zwar, um auf den Carnotschen Satz zu kommen ,
auch in folgender Weise

Verl = —{m1v\ -f m2v\ + {m1 + m2) w2— 2 (»% + m2) w2̂
oder , wenn man in dem letzten mit w2 behafteten Gliede für
den einen Faktor w den vorher dafür festgestellten Wert
einsetzt ,

Verl = * v\ + m2v\ + w2 + m2w2— 2w (m̂ vx + v2jj

= 2 m1(w - ^ m‘i (v2 — WY- (147)

Die beiden Glieder dieses Ausdrucks haben eine einfache
Bedeutung . Die Differenzen w — i\ und v2 — w geben nämlich
die Geschwindigkeitsänderungen an , die beide Körper durch
den Stoß erfahren . Faßt man daher diese Geschwindigkeits¬
änderungen als selbständige Bewegungszustände auf , so ist
die Summe der zu ihnen gehörigen lebendigen Kräfte
ebenso groß als der in Wirklichkeit eintretende Ver¬
lust an lebendiger Kraft , den wir berechnen wollten .
Diese Aussage spricht den Carnotschen Satz aus, der indessen ,
wie sich sofort zeigen wird , nicht nur für den geraden zen¬
tralen Stoß , sondern auch noch in viel allgemeineren Fällen
seine Gültigkeit behält .

Zunächst gilt der Satz auch für den beliebigen —
schiefen und exzentrischen — Stoß von zwei freien
starren Körpern gegeneinander . Um dies zu beweisen ,
bezeichne ich die Geschwindigkeit der vom Stoße getroffenen
Stelle des ersten Körpers in irgendeinem Augenblicke während
der Stoßzeit mit lOj, die Geschwindigkeit der Stoßstelle des
zweiten Körpers mit lo2. Da sich die Körper an der Stoßstelle
während der ganzen Stoßdauer berühren — obschon die Ober¬
flächen im allgemeinen zugleich übereinander gleiten —, müssen
die in der Richtung der Stoßnormalen genommenen Kompo¬
nenten von 10j und to2 gleich groß sein. Der ebenfalls in die
Richtung der Stoßnormalen fallende Stoßdruck am ersten
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Körper sei mit , das bis zu dem betrachteten Augenblicke
genommene Zeitintegral von ^ mit 31 und das über die ganze
Stoßdauer erstrebte Zeitintegral mit W bezeichnet . Am zweiten
Körper kehren sich die Richtungen von iß und 31 dem Wechsel¬
wirkungsgesetze zufolge um und man hat daher für ihn — Sp
bzw. — 3t und — 31' zu setzen. Die Arbeit von 'P am ersten
Körper während eines Zeitelementes dt ist gleich

und die Arbeit des Stoßdrucks am zweiten Körper gleich
— Ptt )2tf£ .

Nach dem , was vorher über lu, und le2 bemerkt wurde ,
sind beide’'Arbeiten von gleicher Größe und entgegengesetzten
Vorzeichen , also

q}(ö.1 - «.2) = 0 . (148 )

Die Geschwindigkeiten Wj und H)2 der Stoßstellen sind
aber nicht jene , die diesen zukämen , wenn sie sich so be¬
wegten , wie es dem starren Zusammenhange mit den fern von
der Stoßstelle gelegenen Körpermassen entspräche . So klein
auch die Formänderungen sein mögen, und wenn wir sie beim
Grenzübergange vom weichen zum starren Körper schließlich
selbst ganz verschwinden lassen : während der dann ebenfalls
gegen Null hin konvergierenden Stoßdauer müssen wir jeden¬
falls darauf Rücksicht nehmen , daß sich die Stoßstelle der
minimalen Formänderung wegen mit anderer Geschwindigkeit
zu bewegen vermag , als es dem starren Zusammenhange mit
der Hauptmasse des gestoßenen Körpers entsprechen würde .
Jene Geschwindigkeiten der Stoßstellen , die den Bewegungs -
zuständen der beiden Körper im gegebenen Augenblicke mit
Vernachlässigung der Formänderung an der Stoßstelle zu¬
gehörten , seien zum Unterschiede von tu, und U)2 mit t), und
Ö2 bezeichnet .

Die Änderung , die die lebendige Kraft des ersten Körpers
während dt erfährt , ist gleich jener Arbeit des Stoßdrucks p ,
die zum Wege ü, dt gehört , denn wir wissen schon aus den
Untersuchungen des vorhergehenden Paragraphen , daß die
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Arbeit eines Impulses tydt gleich der von ihr verursachten
Änderung der lebendigen Kraft ist , falls während dt keine
Formänderung eintritt . Der Rest , also

— ^ ) dt

wird auf die Formänderungsarbeit am ersten Körper ver¬
wendet . Hierbei ist übrigens wohl zu beachten , daß auch beim
starren Körper eine endliche Formänderungsarbeit möglich ist ,
denn wenn auch der Weg der Zusammendrückung gegen Null
konvergiert , so konvergiert gleichzeitig die Größe des Stoß¬
drucks gegen Unendlich und das Produkt 0 • oo behält bei dero o

hier zugrunde gelegten Definition des starren Körpers einen
endlichen Wert .

Ebenso wird während des Zeitelementes dt die Arbeit

— l)J (tt)2 — Ü-̂ dt

auf die Formänderung des zweiten Körpers verwendet . Die
Summe beider Formänderungsarbeiten ist gleich dem Verluste
an lebendiger Kraft während dt , also

tfVerl = — Dl — )u2 + D2) ^ t,

und daher mit Berücksichtigung von Gl. (148) auch
(7Verl == — tŝ dt .

Der gesamte Verlust an lebendiger Kraft während dero o

ganzen Stoßdauer folgt daraus zu

Verl = ^/ (B2 — OjiprfG

Um die Integration nach der Zeit auszuführen , bezeichne
ich die Geschwindigkeit U, , die dem Anfange des Stoßes ent¬
spricht , mit b" und die am Ende des Stoßes mit b( . Die
Änderung bi — U1’ entspricht dem ganzen Stoßimpulse ?U, die
Änderung b, — b® bis zu dem betrachteten Augenblicke dem
bis dahin bereits verstrichenen Impulse 91 und die beiden
Änderungen verhalten sich zueinander wie die absoluten Werte
A und A' dieser Impulse , da die Richtung des Stoßdrucks
fortwährend mit der Stoßnormalen zusammenfällt und sich
daher nicht ändert . Man hat daher
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Di= B“+ ^ 7(Bi' — B?) und ebenso Bä = B®+ ^ (b( — B®) .

Setzt man dies in die vorige Grleicbung ein, so erhält man

Verl = (B®- B®)/ + (B2' - B» - Bi + Ô s ^ dt .
Nun ist aber tydt = (/$l r und daher

Verl = (B®— B«) r + (B2' — B®- b! + B®) • 131' .
Beachtet man ferner noch , daß am Ende des Stoßes die

Projektionen von Bj und B2 auf die Stoßnormale gleich groß
geworden sind, so vereinfacht sich dies zu

Verl = j (B®— Bj) 3l' . (149)

Hiermit ist ein Ausdruck für den Verlust an
lebendiger Kraft gefunden , von dem nur noch gezeigt zu
werden braucht , daß er mit dem nach dem Carnotschen Satze
berechneten übereinstimmt . Zu diesem Zwecke sei nun irgend -
ein fern von der Stoßstelle liegender materieller Punkt des
ersten Körpers ins Auge gefaßt , dessen Geschwindigkeit vor
dem Stoße mit B° und nach dem Stoße mit B' (also unter
Weglassung des unteren Zeigers gegenüber den vorher ge¬
brauchten Bezeichnungen ) bezeichnet werden soll . Wir können
dann sagen , daß der spätere Bewegungszustand des ersten
Körpers aus dem früheren dadurch hervorgeht , daß sich ihm
ein Bewegungszustand B' — B° zugesellt . Betrachtet man , wie
es bei der Aussage des Carnotschen Satzes geschieht , den Be¬
wegungszustand B' — B® für sich , so gehörte ihm , wenn er
allein vorkäme , eine gewisse lebendige Kraft zu, die mit L,
bezeichnet werden mag . Nach dem Satze von der Superposition
der Bewegungen ließe sich der Bewegungszustand B' — B°
jedenfalls dadurch getrennt für sich hervorbringen , daß man an
dem ruhend gedachten ersten Körper den Stoß vom Impulse 3t'
wirken ließe. Unter der Voraussetzung , daß sich dieser Stoß
ohne Formänderung abspielte , wäre dann die lebendige Kraft
Zj , die durch den Stoß hervorgebracht würde , gleich der
Arbeit des Impulses zu setzen . Dabei müßte die Geschwindig -
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keit der Stoßstelle während des Stoßes von Null bis zu dem
Endwerte Di— tij wachsen . Die Arbeit des Impulses und hier¬
mit die lebendige Kraft Aj berechnet sich demnach zu

und ebenso findet man für den zweiten Körper

a2= - Jr (üs' - ö2);
wobei nur zu beachten ist , daß bei ihm —ST an Stelle von 91'
tritt . Die Summe liefert

Aj + —toi—to24- üi) 9t .

Da nun , wie vorher schon bemerkt war , aih Ende des
plastischen Stoßes die Projektion von üi auf die Stoßnormale
oder auf die Richtung von 9t' ebenso groß ist wie die Pro¬
jektion von bä, stimmt dies genau mit dem Werte in Gl. (149)
überein und man findet

Verl = Aj + A2, (150)

womit der Camotsche Satz auch für den allgemeinsten Fall des
Stoßes von zwei „plastisch -starren“ Körpern gegeneinander be¬
wiesen ist .

Auch auf den Fall , daß die stoßenden Körper nicht völlig
frei , sondern bestimmten Bedingungen unterworfen sind , läßt
sich der Satz unter Beibehaltung der früheren ' Schlußweise
übertragen , falls dabei nur immer vorausgesetzt wird , daß alle
Körper , durch die diese Bedingungen verwirklicht sind , auch
wenn sie in der Grenze als starr angesehen werden , selbst im
Grenzfalle noch den Elastizitätsgrad Null haben , und daß ferner
kein weiterer Verlust an lebendiger Kraft durch Reibungen
herbeigeführt wird. Ich begnüge mich damit , dies hier noch
an einem einfachen Falle dieser Art zu zeigen .

Ein starrer Körper möge zunächst völlig frei sein
und eine beliebige Anfangsbewegung besitzen . Dann
soll irgendein Punkt von ihm durch eine geeignete
Vorrichtung plötzlich festgehalten werden , so daß
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sich der Körper von da ab nur noch una diesen festen
Punkt weiter zu drehen vermag . Man soll angehen ,
wie er sich weiterhin bewegt und wie groß der Ver¬
lust an lebendiger Kraft ist , den er durch den Stoß
erleidet .

Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes vor dem
Stoße sei wieder mit U°, die nach dem Stoße mit ü' bezeichnet ,
die Geschwindigkeiten der Stoßstelle insbesondere , sofern von
der Formänderung abgesehen wird, mit ü? und wobei frei¬
lich zu beachten ist , daß auch hier wieder während der Stoß¬
zeit die wahre Geschwindigkeit des Punktes , den man fest¬
zuhalten im Begriffe ist , der unvermeidlichen Formänderung
wegen, von Ut verschieden ist . Die Endgeschwindigkeit di ist
übrigens nach der im vorliegenden Falle vorgeschriebenen
Bedingung gleich Null zu setzen . — Durch den Stoß wird
der Bewegungszustand um D — d° abgeändert und wir können
uns einen selbständigen Bewegungszustand denken , der sich
dem vorhergehenden überlagert und bei dem jeder Punkt die
Geschwindigkeit d' — d°, die Stoßstelle also speziell die Ge¬
schwindigkeit — d? besitzt . Der Stoßimpuls , von dem zunächst
nur der Angriffspunkt gegeben ist , muß jedenfalls so gerichtet
und von solcher Größe sein , daß er für sich den Bewegungs¬
zustand d' — d° hervorruft , insbesondere also seinem Angriffs¬
punkte die gegebene Geschwindigkeit — di erteilt . Dadurch
ist aber , wie aus § 30 hervorgeht , der Stoßimpuls schon voll¬
ständig bestimmt . Nach Gl. (144) (S. 206) folgt nämlich ,
wenn man darin die Komponenten von r noch speziell durch
die von d ersetzt , die zu einem gegebenen Stoßimpulse 5t ge¬
hörige Geschwindigkeit d des Angriffspunktes von 9t. Zerlegt
man diese Gleichung in drei Komponentengleichungen nach
den Richtungen der i , j , t , so lassen sich diese drei Glei¬
chungen auch nach den Komponenten A, y12Aa von 9t auflösen ,
indem sie für diese Unbekannten vom ersten Grade sind .
Nachdem dies geschehen ist , kennt man den Stoßimpuls 9t
nach Richtung und Größe, der auf den festzuhaltenden Punkt
vom Gestelle aus übertragen werden muß . Hiermit ist auch



§ 31 . Der Satz von Carnot über den Yerlust an lebendiger Kraft usw . 221

der Bewegungszustand nach dem Stoße als bekannt zu be¬
trachten .

Für den Yerlust an lebendiger Kraft können wir ohne
weiteres den Ausdruck in Gl . (149 ) in Anspruch nehmen ,
wenn wir unter dem zweiten Körper , auf den sich öl bezieht ,
das Gestell verstehen , also die Vorrichtung , durch die der
betreifende Punkt genötigt wird , nach Ablauf des Stoßes in
Ruhe zu bleiben . Die Geschwindigkeit ö| selbst ist daher
gleich Null zu setzen und man hat

Verl = - -* ü»r .

Das hier auftretende Minuszeichen erklärt sich leicht

damit , daß 91 den Stoßimpuls am ersten Körper bedeutet , der
die Geschwindigkeit vernichtet , also ungefähr — wenn auch
keineswegs genau — entgegengesetzt gerichtet mit ö? sein
muß . Das innere Produkt Ü®9T hat daher an sich einen nega¬
tiven , der Verlust an lebendiger Kraft dagegen , des Minus¬
zeichens wegen , einen positiven Wert .

Nun beachte man , daß der Stoßimpuls 91' am ruhend
gedachten Körper den Bewegungszustand ö ' — ö° hervorbrächte .
Die diesem zugehörige lebendige Kraft sei wieder mit L l be¬
zeichnet . Dann ist L l ebenso groß wie die Arbeit des Stoß¬
impulses 9t ', wenn dieser den Bewegungszustand ö ' — ö° aus
dem Ruhestande heraus hervorbringt . Dabei steigt aber die
Geschwindigkeit des Angriffspunktes von 91' von Null an bis
auf — ö| an und für die Arbeit von 91' und hiermit zugleich
für Lj erhält man daher

Mit dem vorher für Verl gefundenen Werte stimmt dies aber
genau überein und wir finden daher auch hier den Carnotschen
Satz durch die Gleichung

bestätigt . Verl - L .
Man sieht nun auch leicht ein , daß sich derselbe Beweis¬

gang auch auf andere Arten von Zwangsbedingungen über¬
tragen läßt , solange es sich um einen rein plastischen Stoß
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handelt , für den die zu Gl. (149) führende Betrachtung stets
ohne Änderung übernommen werden kann .

Dagegen wird der Carnotsche Satz stets ungültig ,
sobald der Stoß entweder nicht ganz unelastisch ist
oder sobald (etwa beim schiefen Stoße ) Reibungen
vorkommen , die sich dem Ubereinanderweggleiten der
Stoßstellen widersetzen .

§ 32 . Die Kreiselbewegung .

Wir nehmen jetzt die schon in § 26 behandelte Bewegung
eines starren Körpers , der sich um einen festen Punkt reibungs¬
frei zu drehen vermag , von neuem wieder auf, jedoch mit dem
Unterschiede , daß außer dem Auflagerdrucke am festen Punkte
jetzt auch noch das Eigengewicht des Körpers als weitere
äußere Kraft zur Geltung kommen soll . Ein Körper , der
diesen Bedingungen unterworfen ist , wird gewöhnlich als ein
Kreisel bezeichnet , wenigstens dann , wenn ihm von vorn¬
herein eine große Winkelgeschwindigkeit erteilt wurde . Die
sich hieran unter den angegebenen Bedingungen anschließende
Bewegung heißt die Kreiselbewegung . Indessen bezeichnet
man zuweilen auch schon den in § 26 behandelten Körper ,
der um einen festen Punkt rotierte , ohne daß andere Kräfte
als der Auflagerdruck im festen Punkt an ihm angriffen , als
einen „kräftefreien Kreisel“ und im Gegensatze den jetzt zu
untersuchenden Körper , an dem außerdem noch das Eigen¬
gewicht angreift , als einen „schweren“ Kreisel .

Die Theorie des schweren Kreisels ist erheblich schwieriger
als die des kräftefreien Kreisels und für den allgemeinsten Pall
eines Kreisels mit dreiachsigem Trägheitsellipsoid hat die Auf¬
gabe , die weitere Bewegung bei beliebig gegebenen Anfangs¬
bedingungen vorauszusagen , bisher überhaupt noch keine strenge
Lösung gefunden . Nur für einzelne Fälle und insbesondereo o

für den praktisch sehr wichtigen Fall des „ symmetrischen“
Kreisels ist die Lösung der Aufgabe gelungen . Symmetrisch
wird der Kreisel genannt , wenn er die Gestalt eines Um¬
drehungskörpers hat und der Unterstützungspunkt auf der
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Umdrehungsachse liegt . Die Umdrehungsachse wird auch als
„Figurenachse“ oder „Kreiselachse“ bezeichnet . Bei den meisten
Anwendungen der Kreiseltheorie liegt dieser Fall vor . In¬
dessen kommt es eigentlich auf die besondere Gestalt des
Kreiselkörpers gar nicht an. Wesentlich ist nur , daß das auf
den festen Punkt bezogene Trägheitsellipsoid des Körpers ein
Umdrehungsellipsoid ist und der Schwerpunkt des Kreisels
auf der Umdrehungsachse des Ellipsoids enthalten ist . Man
kann daher auch jeden Kreisel , von dem dies gilt , als einen
„symmetrischen“ Kreisel im Sinne der Kreiseltheorie betrachten .

Ein besonderer Fall des symmetrischen Kreisels , für den
sich die Theorie noch etwas einfacher gestaltet , ist der des
„Kugelkreisels“ Man versteht darunter einen Kreisel , dessen
Trägheitsellipsoid , bezogen auf den festen Punkt , eine Kugel
bildet , gleichgültig , wie nun der Kreisel im übrigen gestaltet
sein möge.©

Die allgemeine Kreiselbewegung umfaßt auch die Pendel -
bewegung als einen besonderen Fall . Setzt man nämlich die
Anfangsrotation gleich Kuli , so führt der Körper unter dem
Einflüsse des Eigengewichtes ebene Pendelbewegungen aus.
Ebenso kommt bei passend gewählten Anfangsbedingungen
eine Bewegung zustande , bei der der Körper als Zentrifugal¬
pendel schwingt . An diese Grenzfälle denkt man aber nicht ,
wenn man von der Kreiselbewegung im engeren Sinne des
Wortes redet ; man meint vielmehr jene Bewegungen , die der
Körper ausführt , wenn ihm eine besonders große Anfangs¬
rotation , und zwar meist um eine Achse , die nicht viel von
der Figurenachse abweicht , erteilt wurde . Man kommt dadurch
auf einen anderen Grenzfall , der zumal für die praktischen
Anwendungen von besonderer Wichtigkeit ist .

Um diesen Grenzfall näher zu kennzeichnen , mache ich
zunächst darauf aufmerksam , daß bei der allgemeinen Kreisel -
bewegung die lebendige Kraft nicht konstant bleibt . Der
Auflagerdruck leistet zwar, wie schon beim kräftefreien Kreisel ,
auch hier keine Arbeit ; wohl aber das Eigengewicht . Wenn



224 Dritter Abschnitt. Dynamik des starren Körpers.

sich der Schwerpunkt bei der Bewegung senkt , wächst die
lebendige Kraft um den Betrag der Arbeit an , die hierbei
von dem Gewichte geleistet wird . Bezeichnet man das Kreisel¬
gewicht mit Q und den Abstand des Schwerpunktes mit s,
so vermag sich die lebendige Kraft im Verlaufe der Kreisel¬
bewegung höchstens um den Betrag 2 Qs zu ändern , und um
so viel auch nur dann , wenn dabei der Schwerpunkt aus der
höchsten in die tiefste Lage oder umgekehrt übergegangen sein
sollte . Hatte man aber dem Kreisel eine sehr große Anfangs¬
rotation erteilt , so ist die ihr entsprechende lebendige Kraft
weit größer , als 2 Qs. Unter diesen Umständen vermag sich
die lebendige Kraft während der Kreiselbewegung im Verhält¬
nisse zu ihrem Anfangswerte und zu allen späteren Werten
überhaupt nur um geringfügige Beträge zu ändern .

Der Grenzfall , von dem ich vorher sprach , liegt dann vor,
wenn die lebendige Kraft L0 der Anfangsrotation so groß ist ,
daß sie genau genug als unendlich groß gegenüber 2 Qs be¬
trachtet werden kann . Mit demselben Grade der Annäherung
kann man dann L als konstant betrachten ; geradeso wie beim
kräftefreien Kreisel , bei dem ja auch L nur deshalb als
konstant angesehen werden konnte , weil man die niemals ganz
zu vermeidenden Bewegungswider stände vernachlässigte . Durch
diese Bemerkung wird die Theorie für den Grenzfall bedeutend
vereinfacht und die Ergebnisse , zu denen man auf Grund dieser
Voraussetzung gelangt , können für die meisten praktischen
Anwendungen als vollkommen hinreichende Annäherungen gelten .

Beim kräftefreien Kreisel war außer L auch noch der
Drall © konstant . Dagegen dürfen wir beim schweren
Kreisel , selbst in unserem Grenzfalle , S8 nicht als
näherungsweise konstant betrachten . Zwar wird mit L
auch SB unendlich groß . Aber die Änderungen , die © im
Laufe der Zeit zu erfahren vermag , sind nicht , wie bei der
lebendigen Kraft , in bestimmte endliche Grenzen eingeschlossen ,
sondern sie vermögen nach Ablauf einer hinlänglichen Zeit
über jede Grenze hinaus zu wachsen . Nach dem Flächensatze
ist nämlich , wenn man jetzt unter V das statische Moment
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des Gewichtes in bezug auf den festen Punkt versteht ,

Wie groß man nun auch © bei einem bestimmt gegebenen
ft annehmen möge, so wird doch nach Verstreichen einer ent¬
sprechenden Zeit t das Zeitintegral von ft mit ©0 von gleicher
Größenordnung werden können .

Nur dies ist von vornherein klar , daß es jedenfalls um
so längerer Zeiten bedürfen wird , bis sich © merklich von ©0
unterscheidet , je größer die Anfangsrotation war, die wir dem
Kreisel erteilten . Um so langsamer ändert sich dann der Drall .
Für eine kürzere Zeit , die immerhin noch eine Anzahl von
Umdrehungen des Kreisels um seine Drehachse umfassen kann ,
ist dann freilich die Änderung von © geringfügig im Ver¬
gleiche zum Anfangswerte ©0 und für einen solchen kurzen
Zeitabschnitt kann daher auch © annähernd als konstant an¬
gesehen werden .

Wir erkennen hieraus , daß sich der Kreisel in unserem
Grenzfalle während eines verhältnismäßig kürzeren Zeitabschnitts
nahezu ebenso bewegt , wie ein kräftefreier Kreisel , daß aber
daneben langsame Änderungen einherlaufen , die sich mit der
Zeit derart anhäufen , daß der Bewegungszustand späterhin
vollständig von dem verschieden ist , der beim kräftefreien
Kreisel nach Ablauf der gleichen Zeit zu erwarten wäre .

Wir beschränken uns jetzt auf die Betrachtung des
symmetrischen Kreisels , dem eine so schnelle Anfangsrotation
erteilt wurde , daß man den vorher besprochenen Grenzfall als
genau genug zutreffend erachten kann . Außerdem wollen wir
noch annehmen , daß die Achse der Anfangsrotation nicht viel
von der Figurenachse abweicht , so daß man den Richtungs¬
unterschied zwischen beiden nahezu als unendlich klein be¬
trachten kann . Die Bewegung , die der Kreisel unter dem
JEinflusse des Eigengewichts bei diesen Anfangsbedingungen

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 15

- ft und hieraus
o

§ 33 . Die pseudoreguläre Präzession .
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ausführt , wird als eine pseudoreguläre Präzession be¬
zeichnet .

Um diese Bezeichnung zu erklären , weise ich darauf hin ,,
daß auch die ganze Erde neben ihrer Planetenbewegung , die
sie um die Sonne beschreibt , zugleich eine Kreiselbewegung
ausführt . Sie rotiert dabei zwar nicht um einen festen Punkt ,,
sondern um ihren Schwerpunkt . Dieser Unterschied ist aber ,,
wie es schon beim kräftefreien Kreisel besprochen wurde , un¬
wesentlich . Wesentlich ist dagegen , daß die von der Sonne
auf die einzelnen Massenteilchen der Erde ausgeübten An¬
ziehungskräfte wegen der etwas verschiedenen Abstände , die
sie in einem gegebenen Augenblicke vom Sonnenmittelpunkte
haben , nicht einfach den Massen proportional sind , und daß-
sie sich daher auch nicht zu einer einzigen , durch den Erd¬
mittelpunkt gehenden Resultierenden zusammensetzen lassen .
Wegen der abgeplatteten Gestalt der Erde tritt vielmehr noch
ein Kräftepaar von freilich nur sehr geringfügigem Betrage
auf . Die am Schwerpunkt angebrachte geometrische Summe
aller Anziehungskräfte bringt die Bewegung des Schwerpunktes
längs der planetarischen Bahn der Erde hervor . Das Kräfte¬
paar dagegen beeinflußt die Rotationsbewegung , die die Erde
außerdem noch um durch ihren Schwerpunkt gehende Achsen
ausführt und so gering es auch ist , bringt es doch in längeren
Zeiträumen sehr erhebliche Wirkungen hervor . Die Rotations¬
achse der Erde beschreibt infolge davon im Laufe von etwa
21000 Jahren einen Kegel gegen den Fixsternhimmel und
diese Bewegung macht sich schon innerhalb kürzerer Zeiträume
durch ein Fortschreiten des Frühlings Punktes oder , wie man
dafür auch sagt , durch die Präzession der Tag- und Nacht¬
gleichen bemerklich . Diese wurde schon von dem griechischen
Astronomen Hipparch durch die Beobachtung festgestellt und
später von Newton auf die angegebene

An diesem Beispiele hat sich die Kreiseltheorie überhaupt
zuerst entwickelt und man hat dahe
später jede Kreiselbewegung , bei der
Kreiskegel beschreibt , als eine Präzessi <|>nsbewegung bezeichnet -

Ursache zurückgeführt .

r in Anlehnung daran
die Figurenachse einen
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Ist der Kegel genau ein Kreiskegel , so spricht man von
einer regulären Präzession . Bei dem schnell rotierenden
schweren Kreisel , mit dem wir uns hier vor allem beschäftigen
wollen , erfolgt dagegen die Bewegung nur näherungsweise
nach einem Kreiskegel , dessen Achse in die Richtung der
Lotlinie fällt und die Bewegung wird , weil sie von einer
regulären nicht viel abweicht , als eine pseudoreguläre
Präzession bezeichnet .

Die Theorie der pseudoregulären Präzession ist sehr ein¬
fach , so lange man sich nur auf die Untersuchung des durch
den GrenzfaR bezeichneten Hauptvorganges einläßt und auf
die geringen Abweichungen nicht achtet , die durch die un¬
vollkommene Erfüllung der sich darauf beziehenden Voraus¬
setzungen bedingt sind . Wir erkannten schon , daß für einen
kurzen Zeitabschnitt , der nur wenige Umdrehungen des Kreisels
umfaßt , die Bewegung nicht viel von der eines kräftefreien
Kreisels abweichen kann . Innerhalb dieser Zeit kann SB als

konstant angesehen werden und die Figurenachse sowohl als
die Drehachse (d. h . die Richtung u) beschreiben , genau so
wie wir es schon in § 29 an einem Beispiele näher besprochen
haben , Kreiskegel von sehr kleinem Ofihungswinkel um die
Richtung von SB als Achse . Während eines solchen Umlaufs
hat der auf der Figurenachse liegende Radiusvektor § des
Schwerpunkts , der zugleich den Hebelarm des Gewichts bildet ,
etwas verschiedene Richtungen ; im Mittel für den ganzen Um¬
lauf fällt aber die Richtung von § mit der von SB zusammen .
Bezeichnen wir also einen in der augenblicklichen Richtung
von © gezogenen Einheitsvektor mit b , so kann als Durch¬
schnittswert des Momentes Ä für einen Umlauf der Ausdruck

&' = sVC6 (151)

angeschrieben werden , wenn C das Kreiselgewicht nach Größe
und Richtung angibt . Die sehr kleine Änderung c/ !B, die ©
während der sehr kurzen Zeit dt erfährt , in der der Kreisel
nur wenige Umläufe machen konnte , ist daher

(7© = « (W= s ^ VC6 . (152)
15 *
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Der Zuwachs steht hiernach senkrecht zu 6, d. h. zu ö
selbst . Dadurch kann © nur eine Richtungsänderung , aber
keine Änderung der absoluten Größe erfahren . Ferner steht
d© auch senkrecht zu C , d. h. zur Lotlinie . Demnach ist (/ ©
horizontal und senkrecht zu der durch O gelegten Lotebene
gerichtet . Die Vektoren © und © + c/ © liegen daher so zu¬
einander wie zvrei aufeinander folgende Erzeugende eines ge¬
raden Kreiskegels , dessen Achse in die Richtung der Lotlinie
fällt . Das gilt für jeden folgenden Zeitabschnitt dt ebenso, und
hiermit ist bewiesen , daß © in der Tat im Laufe der Zeit den
genannten Kreiskegel vollständig und später immer wieder von
neuem durchlaufen muß .

Daß die Präzession indessen nur eine pseudoreguläre und
keine reguläre ist , ergibt sich daraus , daß innerhalb eines jeden
Kreiselumlaufs wegen der etwas verschiedenen Richtungen von
8 kleine Schwankungen von © um den mittleren Wert herum
stattfinden müssen , die bei den vorhergehenden Betrachtungen
außer acht gelassen wurden , da wir nur nach den Mittelwerten
aller Größen für eine Umdrehung fragten . Im Grenzfalle des
unendlich schnell rotierenden Kreisels werden diese Schwan¬
kungen übrigens unendlich klein .

Wir kennen jetzt die langsam erfolgende Änderung von ©
gegen den festen Raum . Es fragt sich aber noch, wie sich ©
relativ zum Kreiselkörper verschiebt . Auch darauf läßt sich
sofort eine Antwort erteilen , indem man sich darauf stützt ,
daß die lebendige Kraft L als konstant angesehen werden kann ,
und zwar hier um so mehr, als sich der Schwerpunkt , wie wir
schon sahen, abgesehen von den kleinen Schwankungen inner¬
halb eines Umlaufs nur in horizontaler Richtung verschiebt .
Alle mit diesem Werte von L verträglichen © liegen nach § 23
auf dem zugehörigen Drallellipsoide Da sich aber ©, wie schon
bewiesen ist , der Größe nach nicht ändert , so können nur jene
Radienvektoren des Drallellipsoids in Frage kommen , die unter
sich von gleicher Größe sind und diese bilden , da das Drall -
ellipsoid hier ein Umdrehungsellipsoid ist , einen Kreiskegel ,
dessen Achse mit der Figurenachse , d. h. der Hauptträgheits -
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achse zusammenfällt . Hiermit ist bewiesen, daß von den kleinen
Schwankungen innerhalb eines Umlaufs abgesehen , der Drall ®
im Mittel auch relativ zum Körper , und zwar um die Figuren¬
achse herum einen Kreiskegel beschreibt . Da außerdem noch
vorausgesetzt war , daß SB in der Anfangsrichtung nur wenig
von der Figurenachse abweichen sollte , so hat dieser Kreiskegel
nur einen sehr kleinen OfEhungswinkel, d. h. die Kreiselachse
muß stets in der nächsten Nachbarschaft von SB bleiben . Mit
der Bewegung von © gegen den festen Raum ist daher auch
die Bewegung der Figurenachse gegen den festen Raum hin¬
länglich genau bekannt .

Es muß übrigens noch bemerkt werden , daß die zuletzt an¬
gestellte Beweisführung versagt , wenn es sich um einen Kugelkreisel
handelt , da dann alle Radienvektoren des in eine Kugel übergehenden
Drallellipsoids gleich groß sind . Aber auch in diesem Falle kann
sich die Richtung von SB oder der mit SB zusammenfallenden Dreh¬
achse M nicht merklich von der Kreiselachse , die durch den Schwer¬
punkt des Körpers gelegt ist , entfernen . Schreibt man nämlich ft
in der Form an

ft = V C8 , womit ~ * = VCS§

wird , so folgt daraus durch innere Multiplikation mit §

Da ferner die augenblickliche Geschwindigkeit des Schwerpunktes
angibt und daher auf der Drehachse U und hiernach auch auf SB
senkrecht steht, so ist auch

Im ganzen wird , wie man aus beiden Gleichungen erkennt , also auch

d (338) _ q 0(]er g _ konstant .dt

Demnach kann sich beim Kugelkreisel die Projektion von SB
auf 0 nicht ändern . Bei der pseudoregulären Präzession ändert sich
aber auch die Größe von SB nicht merklich und daher muß auch der
Winkel zwischen SB und 8 nahezu konstant sein . Wenn er von An¬
fang an sehr klein war , bleibt er daher auch dauernd klein .
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Es bleibt noch übrig , die Umlaufzeit T der Präzession
oder auch an deren Stelle die Winkelgeschwindigkeit tt) zu er¬
mitteln , mit der sich die Richtung von SB und hiermit die
Kreiselachse um die durch den festen Punkt gelegte Lotlinie
drehen . Jedenfalls muß der Vektor tt) der Bedingung

genügen und da andererseits schon in Gl. (152)

gefunden war , so muß , damit beide Gleichungen miteinander
übereinstimmen , tt) entgegengesetzt mit C gerichtet sein , also
nach oben hin gehen . Außerdem muß

ivB = sQ oder w = ŝ = ^ (153)

sein. Hierbei ist zu beachten , daß wegen des nahen Zusammen -
fallens von 8 mit der Kreiselachse B = u® gesetzt werden
konnte . Für die Umlaufzeit T der Kreiselachse um die Lotlinie
erhält man daher

rj -i 2 7T Ck ^ ^ / -i “ A\T = — = 2n —r - (lo4 )
w sQ v '

Wir finden hiermit bestätigt , daß die Umlaufzeit um so
größer ist , die Präzession daher um so langsamer erfolgt , je
schneller der Kreisel rotiert .

Schließlich mag noch erwähnt werden , daß die geringen
Abweichungen , die die Kreiselachse während einer Kreiselum¬
drehung von der vorher allein in Betracht gezogenen mittleren
Richtung für diese Umdrehung erfährt , als die Nutation der
Kreiselbewegung bezeichnet werden . Mit demselben Grade
der Annäherung , den wir bisher schon als genügend an¬
sahen, kann nachträglich auch noch die Nutationsbewegung an¬
gegeben werden . Wir erkannten nämlich vorher schon , daß
bei der pseudoregulären Präzession während einer Umdrehung
der Drall SB als konstant angesehen werden kann , und daß
sowohl die Richtung von u als die Kreiselachse Kreiskegel um
diese Richtung von SB beschreiben . Die Nutation besteht also
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in dieser mit der Winkelgeschwindigkeit u um die Richtung
von © erfolgenden Drehbewegung der Kreiselachse , die sich
■der vorher allein betrachteten Präzessionsbewegung überlagert .
Der Schwerpunkt beschreibt dabei einen Kreis , dessen Ebene
senkrecht zu © steht und dessen Mittelpunkt auf © liegt . Der
Halbmesser des Kreises ergibt sich aus dem Winkel zwischen
iß und der Kreiselachse , ist also nach unseren Voraussetzungen
jedenfalls sehr klein . Er hängt davon ab, um wieviel zu An¬
fang der Bewegung die Richtung von © von der Kreiselachse
abwich , während es bei der Präzession auf den genaueren Wert/ o

dieser Abweichung , falls sie nur überhaupt als klein angesehen
werden konnte , nicht ankam .

§ 34. Einwirkung eines Stoßes auf den schnell rotierenden
Kreisel .

Die Zeitdauer eines Stoßes wird stets als sehr klein be¬
trachtet . Da aber bei dem schnell rotierenden Kreisel auch
die Zeitdauer einer Umdrehung sehr klein ist , so daß sie bei
•den vorausgehenden Untersuchungen sogar als unendlich klein
angesehen werden konnte , wird hier zur Beurteilung der Wir¬
kung eines Stoßes eine nähere Festsetzung darüber erforderlich ,
wie sich die beiden sehr kleinen Zeiten der Größenordnung
nach zueinander verhalten sollen . Wir begnügen uns hier
damit , nur die beiden Grenzfälle zu besprechen , daß die Stoß¬
zeit entweder als sehr klein oder als sehr groß gegenüber der
Zeitdauer einer Kreiselumdrehung angesehen werden kann . Eso o

wird sich zeigen, daß sich der Kreisel in beiden Fällen gegen
die Wirkung eines Stoßes von gegebener Größe (diese gemessen
durch den Antrieb , also das Zeitintegral der Stoßkraft ) sehr
verschieden verhält .

Im ersten Falle , wenn sich also der Kreisel während der
Stoßzeit nur sehr wenig weiter bewegt hat , kann man die durch
den Stoß hervorgebrachte Änderung des DraUs genau so be¬
rechnen , als wenn der Kreisel in der augenblicklichen Lage in
Ruhe gewesen wäre , also etwa nach den in § 30 gegebenen
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Anleitungen . Anstatt darauf zurückzugreifen , kann man aber
auch unmittelbar

»'= ©+ f &dt= ©+ V ( sydtjp
setzen , wenn © den Drall vor, © ' den nach dem Stoße und p
den vom festen Punkte gerechneten Hebelarm der Stoßkraft ©
bezeichnet . Da sich der Kreisel inzwischen nur wenig weiter
bewegt hat , ist die Richtungsänderung des Dralls relativ zum
Kreiselkörper als ebenso groß anzusehen wie die gegenüber dem
festen Raum . Wenn also der Kreisel vorher um eine nahezu
mit der Kreiselachse zusammenfallende Drehachse rotierte , trifft
dies nach dem Stoße nicht mehr zu. Die Kreiselbewegung
wird daher durch einen solchen kurzdauernden Stoß auch der
Art nach vollständig geändert .

Ganz anders ist es, wenn sich beim gleichen Wert des
Antriebs die Stoßdauer so in die Länge zieht , daß der Kreisel
inzwischen eine größere Anzahl von Umdrehungen ausführen
konnte . Über die Art , wie der Stoß vor sich gehen soll, werde
vorausgesetzt , daß die Stoßkraft © während der ganzen Stoß¬
dauer die gleiche Richtung beibehält und sich der Größe nach
stetig (im Verlaufe einer Umdrehung daher nur wenig ) ändert ,
sowie daß sie stets an demselben Angriffspunkte des Kreisel¬
körpers wirkt . Man denke sich also etwa einen Stab oder
eine andere Hervorragung an dem Kreiselkörper angebracht ,
an deren Ende die Stoßkraft angreift .

© dt einen endlichen gegebenen Wert haben soll,
muß unter diesen Voraussetzungen jener Teil des Antriebs , der
auf eine einzelne Umdrehung entfällt , klein sein. Daher ändert
sich auch © während einer Umdrehung nur wenig ; es wird
also genügen , wenn wir diese Änderung als ein Differential
ansehen . Der Hebelarm p der Stoßkraft beschreibt während
einer Umdrehung eine Kegelfläche und die mittlere Richtung
von p fällt aus denselben Gründen wie im vorigen Paragraphen
mit der Richtung von © zusammen . Bezeichnen wir also die
Dauer einer Umdrehung mit dt , so finden wir für das zu¬
gehörige (7©
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d® = dtp ' Vyh ,
wobei p ' die Projektion von (i auf die Richtung von © oder 6
bedeutet . Jedenfalls steht hiernach d !B senkrecht zu b oder zu
© selbst und daher erfährt © nur eine Richtungsänderung und
keine Änderung der absoluten Größe. Auch die lebendige Kraft
erfährt für den ganzen Umlauf keine Größenänderung , da der
Angriffspunkt von © eine geschlossene Bahn durchläuft , das
Linienintegral oder die Arbeit der Kraft 5JJ, da während dieser
Zeit als konstant betrachtet werden kann , daher zu Null wird .
Hieraus folgt durch dieselbe Schluß weise wie im vorigen Para¬
graphen , daß sich die Richtung von © relativ zum Kreisel¬
körper im Falle des langsam verlaufenden Stoßes nicht merk¬
lich zu verschieben vermag . Die pseudoreguläre Präzession
bleibt daher als solche bestehen . Der ganze Erfolg des Stoßes
besteht darin , daß sich die Richtung von ©, mit ihr aber
zugleich auch die Kreiselachse um einen endlichen Winkel
gegen den festen Raum gedreht hat .

Von Wichtigkeit ist es noch , auf die Richtung zu achten ,
nach der der Kreisel unter dem Einflüsse
eines langsam verlaufenden Stoßes aus¬
weicht . Abb . 35 zeigt dies an einem Bei¬
spiele , bei dem der Einfachheit halber
vorausgesetzt ist , daß es sich um einen
Kugelkreisel handle . Vor dem Stoße soll
der Kreisel , der in kegelförmiger Gestalt
gezeichnet ist , in aufrechter Lage um eine
mit der Kreiselachse zusammenfallende
Achse mit der Winkelgeschwindigkeit u0ro¬
tiert haben . Die Stoßkraft ist in
horizontaler Richtung angenommen . Der
Mo menten vektor Ä von 'jl ist ebenfalls horizontal und senkrecht
zu © gerichtet . In der Stoßdauer t, während der 'fl konstant sein
mag, ändert sich der Drall um Äs und die Winkelgeschwindig -

keit daher um Dadurch geht u0 über in a, wie aus der Ab¬

bildung zu entnehmen ist . Mit u hat sich aber auch die Kreisel -

Abb . 35.
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achse (ungefähr wenigstens ) in der gleichen Richtung ver¬
schoben ; ohschon beide nachher nicht mehr genau zusammen¬
fallen . Der Kreisel führt dann nach dem Stoße unter dem Ein¬
flüsse des Eigengewichts eine pseudoreguläre Präzession von
der uns bereits bekannten Art aus.

Die Kreiselachse verschiebt sich also im Mittel
hei einem langsam verlaufenden Stoß rechtwinklig zur
Richtung der Stoßkraft und hierin besteht eine der be¬
merkenswertesten Eigenschaften des schnell rotierenden Kreises .

Ferner erkennt man , was ja auch schon aus der Erfahrung
hinlänglich bekannt ist , daß die Bewegung des Kreisels um die
aufrechte Achse stabil ist . Durch den Stoß wird die Bewegung
in eine pseudoreguläre Präzession umgewandelt , die der vorher¬
gehenden Bewegung nahe benachbart ist , wenn der Antrieb des
Stoßes nicht zu groß war. Der Kreisel wird durch einen solchen
Stoß nicht „umgeworfen“ , wie es sein müßte , wenn er gar nicht
oder nur langsam rotierte . Je schneller er sich umdreht , um
so geringer ist die Ablenkung , die er durch einen Stoß von
gegebenem Antrieb aus der anfänglichen Bewegung erfährt .

§ 35 . Die strenge Lösung des Kreiselproblems für den
symmetrischen schweren Kreisel .

In den meisten Fällen der praktischen Anwendung wird
man mit den vorhergehenden Betrachtungen vollständig aus¬
kommen . Für den symmetrischen Kreisel , an dem nur das
Eigengewicht angreift , kann man aber die weitere Bewegung ,
die auf einen beliebig gegebenen Anfangszustand folgt , auch in
aller Strenge angeben . „Streng“ ist die Theorie freilich auch
hier nur im mathematischen Sinn und nicht im physikalischen ,
da die Bewegungswiderstände , die sich niemals ganz beseitigen
lassen, dabei vernachlässigt werden müssen .

Immerhin hat aber die mathematisch strenge Kreiseltheorie
auch einen gewissen praktischen Wert und ich werde daher
hier einen kurzen Abriß davon geben , wobei ich mir vor¬
behalte , im 6. Bande dieses Werkes später nochmals ausführ -



§ 35. Strenge Lösung d. Kreiselproblems f. d. symmetr . schw . Kreisel . 235

lieber hierauf und auf die Kreiseltheorie überhaupt zurück¬
zukommen .

Wenn das Trägheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid ist , kann
man für den Drall © des rotierenden Körpers einen für die
weitere Behandlung besonders geeigneten Ausdruck aufstellen ,
den ich zunächst ableiten werde . Man denke sich die Winkel¬
geschwindigkeit u in zwei zueinander senkrechte Komponenten
zerlegt , von denen die eine in die Richtung der Figuren achse,
die andere in die Aquatorebbne des Trägheitsellipsoids fällt . Be¬
zeichnet man die Größen dieser beiden Komponenten mit ui
und m2, ferner einen in der Richtung der Figurenachse ge¬
zogenen Einheitsvektor mit g, und einen in die Richtung der
Projektion von U auf die Aquatorebene fallenden Einheits¬
vektor mit n, , so wird die besprochene Zerlegung durch die
Gleichung

u = + WoBj (155)

zum Ausdruck gebracht . Da die beiden Komponenten von u
mit Hauptträgheitsachsen des Körpers zusammenfallen , findet
man das zu tt gehörige © in derselben Weise wie schon in Gl.
( 121) S. 173, indem man jede der beiden Komponenten mit den
zugehörigen Hauptträgheitsmomenten multipliziert . Bezeichnet
man diese mit ©, und ©3, so folgt zunächst

© = 0 1gj + w2©2a, .
Daraus entsteht durch eine einfache Umformung

© = ©2(w1«1 + WaOj + w, gq(©j — ©2) ,
wofür man nach Gl. (155) kürzer

© = ©2U + Wj(©! — 0 3) 8i (156)
schreiben kann . Das ist der Ausdruck , den ich ableiten wollte
und von dem weiterhin ausgegangen werden soll.

Nach dem Flächensatze gilt in jedem Augenblicke streng
die Gleichung

^ sVC ^ , (157)

die hier an die Stelle der nur näherungsweise gültigen Gleichung
( 152) S. 227 tritt , die wir zum Ausgangspunkt der Theorie der
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pseudoregulären Präzession gemacht hatten . Unter s ist wie früher
der Schwerpunktsabstand , vom festen Punkt aus gerechnet , zu
verstehen .

Außerdem gilt noch die schon mehrfach benutzte , aus
Band I, § 20 übernommene Beziehung

dSj Tr »

in der auf der linken Seite die augenblickliche Geschwindig¬
keit des auf der Kreiselachse im ' Abstande Eins vom festen
Punkte liegenden Punktes steht .

Aus den drei zuletzt angeschriebenen Gleichungen kann
man die Variabein SB und u eliminieren , womit man auf eine
Differentialgleichung kommt , die nur noch die Unbekannte 81
enthält , von der also die Bewegung der Kreiselachse gegen den
festen Raum unmittelbar abhängt .

Zu diesem Zwecke überzeuge man sich zunächst , daß

Tr - ®§ +‘.w - ° (159)
wird . Man findet dies nämlich bestätigt , wenn man SB aus Gl.
(156) und die Differentialquotienten von SB und 3, aus den
Gleichungen (157) und (158) einsetzt und sich dabei erinnert ,
das jeder Ausdruck von der Form 3tV 91 SB zu Null werden
muß, weil V9tSB senkrecht zu 9t steht .

Das innere Produkt SB8, ist aber nichts anderes als die
Projektion ß , von SB auf die Kreiselachse und aus Gl. (159)
geht hervor , daß diese Projektion konstant ist . Andererseits
kann aber diese Komponente B1 von SB, wie schon aus den auf
Gl. (155) folgenden Bemerkungen hervorgeht , auch

71, = u1©j

gesetzt werden und hieraus folgt , daß auch die in die Rich¬
tung der Kreiselachse fallende Komponente «, der Winkel¬
geschwindigkeit während der ganzen Bewegung konstant bleibt .

Der besondere Umstand , daß «q eine Konstante ist , ermög¬
licht uns die Auflösung von Gl. (158) nach u in eindeutiger
Weise , während sie sonst bei einer solchen Vektorgleichung
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nicht möglich wäre . Multipliziert man nämlich Gl. (158) auf
äußere Art mit §1; so erhält man zunächst mit Anwendung des
durch Gl. (118) S. 170 ausgesprochenen Rechengesetzes

v§1S =- v vuäi=—U(g,)2+ •u8,.
Nun war aber §, ein Einheitsvektor , das Quadrat davon ist daher
gleich Eins und uSj ist gleich daher läßt sich die Gleichung
schreiben

V 8iii = - U + Mi 8i >

in der eine durch den Anfangszustand der Bewegung ge¬
gebene Konstante bedeutet . Die Auflösung nach u liefert daher

u = Mi§j - VS ^ . (160)

Hierauf läßt sich auch © durch Einsetzen dieses Ausdrucks
in Gl. (156) vollständig in ^ ausdrücken . Führt man dies aus,
so erhält man nach Streichen von zwei sich gegeneinander weg¬
hebenden Gliedern

Ö = Mi@181 - ©2V8 1^ . (161)

Wir brauchen jetzt nur noch diesen Ausdruck in die Gleichung
des Flächensatzes , also in Gl. (157) einzusetzen , um zur Diffe¬
rentialgleichung für §x zu gelangen . Dabei ist zu beachten , daß

— V 8 div — \ ] di ' — 1 4 - V 8 - 81 — V 8
<D V ~ V dt dt ^ dt ~ V ®i dt 8

ist , indem das äußere Produkt einer Größe mit sich selbst zu
Null wird . Man erhält daher

©2v§! - Ml©,§ +svcs, =o. (162)
Damit haben wir die Hauptgleichung des Kreisel -

problems für den schweren symmetrischen Kreisel aufgestellt .
Alle übrigen außer 8, in ihr vorkommenden Größen sind ge¬
gebene Konstanten . Wenn wir das allgemeine Integral der
Gl. (162) finden , haben wir damit zugleich die Lösung des
Problems , die auch alle besonderen Fälle , wie die Pendel¬
bewegung usf. umfaßt . Denn nachdem 8, als Funktion der
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Zeit dargestellt ist und die in der Lösung auftretenden beiden
Integrationskonstanten aus den Bedingungen ermittelt sind, daß

di
zur Zeit £= 0 sowohl SS, als gegeben sind, kennt man nach

den Gleichungen (160) und (161) auch u und SB vollständig
und damit auch den weiteren Verlauf der Bewegung in allen
Einzelheiten .

Auch die Bewegung des kräftefreien Kreisels wird durch
diese Theorie mit umfaßt . Man braucht hierzu nur in Gl. (162)
C = 0 zu setzen. Die in dieser Weise vereinfachte Gleichung
läßt sich viel leichter integrieren als die vollständige Gl. (162).
Ich gehe aber darauf jetzt nicht näher ein , weil die Lösung
für den kräftefreien Kreisel vorher schon in anderer Weise ab¬
geleitet wurde .

Die Integration von Gl. (162) wird durch zwei Umstände
erschwert , zunächst dadurch , daß sie eine Vektorgleichung ist,
die sich schwieriger behandeln läßt als eine Gleichung für eine
richtungslose Größe und dann noch besonders dadurch , daß sie
nicht linear ist . Man kann sie aber trotzdem lösen , wobei
jedoch im allgemeinen Falle elliptische Funktionen auftreten .
Im sechsten Bande werde ich darauf näher eingehen ; hier be¬
gnüge ich mich damit , die partikuläre Lösung abzuleiten , die
sich auf die reguläre Präzession des Kreisels bezieht .

§ 36. Die reguläre Präzession .
Jene Lösung der Hauptgleichung , Gl. (162), die der regu¬

lären Präzession entspricht , erhält man, indem man
= Uji + a2 costpj + «2 sinqpf (1^3)

setzt . Dabei bedeuten ijf Einheitsvektoren in den Bichtungen
eines im festen Baume ruhenden rechwinkligen Koordinaten¬
systems , dessen i -Achse in lotrechter Bichtung nach oben hin
gezogen ist . Der Winkel (p ist eine von der Zeit t abhängige
neue Variable , die wir nachträglich so zu bestimmen haben ,
daß Gl. (163) eine Lösung der Hauptgleichung bildet . Unter
al und u2 sind Konstanten zu verstehen, die aber nicht unab¬
hängig voneinander sind , sondern zwischen denen die Be-
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dinguug besteht
a\ + a\ = l , (164)

weil nur unter dieser Bedingung einen Einheitvektor dar¬
stellt . Man erkennt dies, indem man bildet .

Legt man dem Winkel cp in Gl. (163) verschiedene Werte
bei , so liegen die Endpunkte aller zugehörigen 6, auf einem
horizontalen Kreise . Zunächst nämlich müssen diese Endpunkte
alle auf der Kugelfläche vom Halbmesser Eins enthalten sein,
weil Sj = 1 ist für jeden Winkel cp. Außerdem liegen sie
aber wegen des konstanten Gliedes «ji auch alle auf einer
horizontalen Ebene , die vom festen Punkte den Abstand cq hat .
Man kann daher sagen, daß Gl. (163) die Gleichung des Kreises
bildet , nach dem diese horizontale Ebene von der Einheitskugel
geschnitten wird .

Durch Differentiation nach der Zeit erhält man aus Gl. (163)
rfä , dcp , . .
~dt = a 2 rfi Sm (P ' 1 + cos ' f )

und durch nochmalige Differentiation
d 2&. d 2op , . . / d <p\ s / • , • tx
dfs = 6,2 dF •1+ OOS(P ' *) - »z (cosqo•j -f sin 9) •f).

Diese Werte setzen wir jetzt in Gl. (162) ein, um uns zu
überzeugen , ob die Gleichung durch eine passende Wahl von
qp befriedigt werden kann . An Stelle von ü schreiben wir
dabei, mit Rücksicht auf die inzwischen für i getroffene Wahl

£ = - £ »,
verstehen also unter Q den Absolutwert des Gewichtes O . Die
in Gl. (162) vorkommenden Vektorprodukte können leicht nach
der gewöhnlichen Vorschrift (siehe Band I , Gl. (53) , S. 94 d.
3. Aufl.) gebildet werden . Führt man die Rechnung durch , so
erhält man zunächst

« 2 @ 2 { i « 2 + K ( - cos cp 5 + sin <P ßf ) j +

+ ta , ( - sin <p - cosqp gf ) 2) } +

u1&1a2 (j sing ; — f cosg ) -f s Qa.2 (j sing —! cosg ) = 0.
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Faßt man die Glieder in anderer Weise zusammen , so läßt
sich die Gleichung schreiben

@2^ (i «2—j «! cosqp—fdj sin <p) -t-

+ (sti®2(^ y + Mi + s (l sin<P—t cos 90 = °-
Die linke Seite ist damit in eine geometrische Summe

aus zwei Gliedern von verschiedener Richtung zerlegt . Das
zweite Glied ist wegen Fehlens von i horizontal gerichtet , das
erste dagegen nicht . Damit die geometrische Summe zu Null
wird , muß daher jedes Glied für sich jederzeit gleich Null sein.
Die Gleichung zerfällt daher in die beiden folgenden

d‘j >_ o
dt * ’

(dcpS* , ^ n A ( 165 ')â \m + «,0, -dt+ sQ= o.
Aus der ersten Gleichung folgt

dop
-dt = W '

wenn wir die Integrationskonstante mit w bezeichnen . Die
Bedeutung von w folgt aus dem Ansätze in Gl. (163) ; es gibt
die Winkelgeschwindigkeit an , mit der sich die horizontale
Komponente von 5, dreht , also die Winkelgeschwindigkeit der
Präzession . Wir erkennen daraus , daß die Lösung in Gl. (163)
eine konstante Winkelgeschwindigkeit der Präzession verlangt .

Die zweite der Gleichungen (165) geht hiermit über in
a10 2m;2+ u1&yw sQ = 0. (166)

WTenn wir w so wählen , daß diese Gleichung befriedigt
ist , erfüllt auch Gl. (163) die Hauptgleichung und wir sind
damit zu einer möglichen Art der Kreiselbewegung gelangt ,
die auch tatsächlich eintritt , wenn die Anfangsbewegung damit
übereinstimmte . Die Auflösung nach w liefert

«• = - “>0A- + '1/ Y "> Y - sf'>-• (167)
2 a , 0 2 — F \ 20 2/ o , ©j

Man erhält immer zwei reelle Wurzeln , wenn a1 negativ
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ist , d. li. wenn der Schwerpunkt bei der durch Gl. (163) dar¬
gestellten Bewegung unterhalb des festen Punktes liegt . Ge¬
wöhnlich denkt man aber bei der Kreiselbewegung an den Fall ,
daß der Schwerpunkt höher liegt , als der Unterstützungspunkt .
In diesem Falle muß

/ wi ®i\ 2 s Q
(2(1, ©2/ = a, ©ä

sein , damit die betrachtete Bewegung möglich ist . In anderer
Form läßt sich die Bedingung schreiben

Der Kreisel muß also mindestens so schnell rotieren , daß
•die Winkelgeschwindigkeits -Komponente M, dieser Bedingung
genügt ; anderenfalls ist die Bewegung in dieser Form nicht
möglich .

Wenn die Winkelgeschwindigkeit sehr groß ist , hat man
nach Gl. (167) zwei verschiedene Werte von w, von denen der
eine , der dem positiven Wurzelvorzeichen entspricht , sehr klein
gegenüber dem anderen ist . Es sind dann hei gegebenen
zwei verschiedene Arten der regulären Präzession möglich , die
man als „langsame“ und „schnelle“ Präzession bezeichnet . Wo¬
durch sich beide Fälle im übrigen voneinander unterscheiden ,
erkennt man durch Bildung der Winkelgeschwindigkeit U, in¬
dem man i , aus Gl. (163) in Gl. (160) einsetzt . Man findet dann

Mit Rücksicht auf Gl. (164) läßt sich das aber auch in
die Form

bringen . Bei der langsamen Präzession des schnell rotierenden
Kreisels ist w klein gegen % und daher fällt die Richtung
von U nahezu mit der Richtung von §1; d. h. mit der Kreisel¬
achse zusammen . Bei der schnellen Präzession ist dagegen ,
wie aus Gl. 167 hervorgeht , w von gleicher Größenordnung
mit % (wenigstens wenn sich ©, und ©2 nicht zu viel von-

Föppl , Dynamik . 3. Aufl 16

(168)

U = «i (1% + } • cosip + fa 2 sinqp) +
-|- a2w (— + }% cos<p + ia x sin <p).

u = (% + axw) §! — \ w (169)



242 Dritter Abschnitt . Dynamik des starren Körpers.

einander unterscheiden ) oder auch noch größer und die Richtung
von u weicht dann erheblich von der Richtung der Kreiselachse
ab . Für den Fall des Kugelkreisels , also für 0 1 — &2 wird nach
61. (167) bei der schnellen Präzession iv nahezu gleich —
und daher muß , damit diese Bewegung erfolgen kann , u nach
61. (169) nahezu in die Lotrichtung fallen .

Schließlich mag noch bemerkt werden, daß man auch die
allgemeine Lösung des Kreiselproblems aus dem Ansätze in
61. (163) erhalten kann , wenn man die Konstante a, durch
eine von t abhängige Variable x ersetzt . Es zeigt sich dann,
daß x einer Differentialgleichung genügen muß , die man mit
Hilfe von elliptischen Funktionen integrieren kann . Im sechsten
Bande werde ich das näher besprechen .

§ 37. Die Verwendung der Kreiseltheorie in der Praxis .
Für die praktische Technik hatte die Theorie des Kreisels

lange Zeit hindurch nur eine sehr geringe Bedeutung . Das
hing mit den verhältnismäßig geringen Winkelgeschwindigkeiten
zusammen , die in den älteren , langsam laufenden Maschinen
allein vorkamen . Als erst durch die Elektrotechnik und später
noch mehr durch die Entwicklung der Dampfturbine viel
schneller laufende Maschinen zur Anwendung kamen , gewann
aber die Kreiseltheorie , oder allgemeiner gesagt , die Dynamik
sehr schnell rotierender Körper immer mehr an Bedeutung .

Und zwar nach zwei Richtungen hin . Einerseits nämlich
war es möglich , als man sehr schnell umlaufende Schwungräder
herzustellen und in 6ang zu halten verstand , die besonderen
Eigenschaften der Kreiselbewegung unmittelbar praktisch nutz¬
bar zu machen . Das bekannteste Beispiel dafür ist der Schlick sehe
Schiffskreisel , dessen Theorie ich im sechsten Bande ausführlich
darzusteRen beabsichtige . Andererseits aber traten , auch ohne
daß man es beabsichtigt hatte , an den schneU umlaufenden
Maschinen Erscheinungen auf , die man in kurzer Zusammen¬
fassung als Kreiselwirkungen bezeichnen kann . Man wurde
dadurch genötigt , sich mit der Kreiseltheorie zu beschäftigen .
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um sich über diese Erscheinungen Rechenschaft geben und
schädliche Folgen davon vermeiden zu können .

Nun sind freilich die Bedingungen , unter denen diese
Kreiselwirkungen auftreten , von sehr verschiedener Art , so daß
man nur selten die Entwicklungen der vorhergehenden Para¬
graphen ohne jede Änderung zu ihrer Erklärung verwenden
kann . Aber trotz aller Unterschiede im einzelnen bleibt doch
das Verfahren , das dabei eingeschlagen wurde , auch in allen
anderen Fällen anwendbar . Wer sich ein Urteil über einen
verwickelten Bewegungsvorgang dieser Art bilden will , wird
daher vor allem danach trachten müssen, ein klares Verständnis
für die unter den einfacheren Verhältnissen , die in den vorher¬
gehenden Paragraphen vorausgesetzt wurden , zu erwartenden Be¬
wegungserscheinungen zu gewinnen . Er wird dadurch nament¬
lich auch in den Stand gesetzt sein , in solchen Fällen , bei
denen die Rechnung zu schwierig würde oder überhaupt ver¬
sagt , wenigstens eine ungefähr zutreffende Schätzung vorzu¬
nehmen , womit der Praxis oft schon vollständig gedient ist ./ o ö

Zur Kreiseltheorie im weiteren Sinne gehört auch eine
sehr einfache Betrachtung , die sich auf die Drehung eines
Schwungrades aus seiner Ebene heraus bezieht und von der
man öfters mit Nutzen Gebrauch machen kann . Ich werde sie
daher zunächst besprechen . Ein Ring sitze auf einer schnell
rotierenden Welle und das Gestell, in dem die Welle gelagert
ist , möge vergleichsweise langsam irgendeine vorgeschriebene
Bewegung ausführen . Man denke etwa an einen solchen
Schwungring , der auf einer Lokomotive angebracht sein mag.
Wenn die Lokomotive eine Kurve durchfährt , wird die Ebene
des Schwungrings langsam gedreht . Die daneben stattfindende
Translation ist hierbei gleichgültig und der Einfachheit halber
wollen wir deshalb ganz von ihr absehen .

In Abb. 36 ist der Schwungring in seiner Anfangslage
durch ausgezogene Striche angegeben . Die horizontale Welle ,
auf der er sitzt , möge durch eine Bewegung des Fahrzeugs
genötigt werden , in einer gewissen Zeit t in die durch punk¬
tierte Linien angegebene neue Lage einzurücken . Natürlich

16 *
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müssen , um diese Bewegung zu erzwingen , Kräfte von dem
Fahrzeuge auf die Welle und durch deren Vermittlung auf
das Schwungrad übertragen werden . Unter Umständen können
diese sehr groß werden , so daß sie bei ungenügender Festig¬
keit zu einer Zerstörung der Welle oder zu einem Heraus¬
schleudern der Welle aus den Lagern zu führen vermöchten ;
jedenfalls wird man sich daher Rechenschaft darüber zu geben

haben , von welcher Art diese
Kräfte sind und wie groß
sie sind.

Von dem Schwungrad
nehme ich an, daß es rich¬
tig ausgeglichen und genau
auf die Welle aufgekeilt sei,
so daß bei stillstehendem
Fahrzeuge nur eine Bewe¬
gung um eine freie Achse
in Frage kommt Die La¬
ger der Welle haben dann

nur das Gewicht und etwaige sonstige Belastungen aufzunehmen ,
genau so, als wenn der Schwungring ebenfalls in Ruhe wäre .
Diese Auflagerkräfte werden auch später noch neben den
anderen , die wir suchen , weiter bestehen ; sie sind aber ver¬
hältnismäßig gering und es soll deshalb weiterhin nicht aus¬
drücklich von ihnen die Rede sein, vielmehr soll das Schwung¬
rad so behandelt werden , als wenn es gewichtslos (aber nicht
masselos ) wäre .

Um die angegebene Drehung um die lotrechte Achse aus¬
zuführen , wird man natürlich zunächst einmal ein Kräftepaar
anbringen müssen, das diese Drehung auch bei dem ruhenden
Schwungringe zustande brächte . Um den Schwungring in
die neue Lage überzuführen , müssen wir ihn um die lotrechte
Achse drehen , ihm also eine vertikale Winkelgeschwindigkeit
erteilen . Dies kann etwa durch das in Abb . 36 mit A2
bezeichnete Kräftepaar geschehen . Wenn der Schwungring
während der Drehung des Fahrzeuges nicht rotierte , wäre von
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den Lagern nur einfach dieses Kräftepaar auf die Welle zu
übertragen . Sobald aber der Scbwungring schnell umläuft ,
tritt dazu ein anderes von weit größerem Betrage . Der Winkel¬
geschwindigkeit U entspricht nämlich ein Drall SB

SB= u® ,
und um diesen um einen Winkel cp zu drehen , muß nach dem
Flächensatze ein Drehimpuls )At aufgewendet werden, der nach
den früher gegebenen Anleitungen leicht zu

Kt = cpu&

berechnet werden kann . Wenn man also die Winkelgeschwindig¬
keit , mit der das Wenden des Fahrzeuges erfolgt , mit iv be¬
zeichnet , erhält man

K = u &w , (IAO)

und bei großem u und & kann dies selbst für kleine Werte
von w schon sehr beträchtlich werden. Die Richtung des
jetzt der Größe nach berechneten Moments .ft folgt ebenfalls
daraus , daß SB durch geometrische Summierung von in den
neuen Wert übergeht . In die Abbildung ist der Pfeil von ft
eingetragen . Dieses Moment ft kann von den Lagern nur in
Form eines Kräftepaars übertragen werden , so daß jedes der
beiden Lager eine Kraft des Paares überträgt . Auch diese
mit P ^ bezeichneten Auflagerkräfte sind in Abb . 36 ein¬
getragen worden ; die Pfeile ergeben sich aus den früheren
Festsetzungen über den Zusammenhang des Drehsinnes eines
Kräftepaares mit dem Pfeile des dazu gehörigen Momenten -
vektors . Daß die beiden Auflagerkräfte P 1P 2 wirklich von
gleicher Größe sein müssen , folgt übrigens einfach daraus , daß
sich der Schwerpunkt des ganzen Systems nicht in vertikaler
Richtung verschiebt . Wenn man die Länge der Welle mit l
bezeichnet , hat man für jede dieser Kräfte

~P T) ^ ® ^
= ^ 2 = - y *

Wir sprachen bisher von den Kräften , die vom Gestelle
auf die Welle und den Schwungring übertragen werden . Am
Fahrzeuge selbst kommen die Reaktionen dieser Kräfte in Be-



246 Dritter Abschnitt . Dynamik des starren Körpers .

tracht ; wenn wir die Beanspruchung des Fahrzeugs durch diese
Auflagerkräfte untersuchen wollen, müssen wir daher die Pfeile
umkehren . Wir sehen daraus , daß das Fahrzeug am linken
Lager der Welle (in der Abbildung ) gehoben , am anderen
niedergedrückt wird . Unter Umständen kann es dadurch voll¬
ständig umgeworfen werden .o o

Natürlich kann man von dieser Betrachtung auch unmittel¬
bar Gebrauch machen, um die Abänderung in der senkrechten
Komponente des Raddrucks zu berechnen , die infolge der Um¬
drehung der Räder beim Fahren eines Eisenbahnfahrzeugs in
einer Kurve zustande kommt , denn daß hier zwei Räder auf
einer Achse sitzen , während bisher nur von einem Schwung¬
ringe die Rede war, macht offenbar nichts aus . Man bezeichne
den Halbmesser des Radumfangs mit r , die Fahrgeschwindigkeit
des Eisenbahnzugs mit v, den Krümmungshalbmesser des Ge¬
leises mit H , so wird

v , vu = — und w = -fr,r B ’
also

Unter & ist jetzt das doppelte vom Trägheitsmomente eines
einzelnen Rades zu verstehen , unter l die Spurweite . Betrachtet
man zum Zwecke einer Abschätzung ein Rad nur als einfachen
Reifen vom Radius r und vom Gewichte Q, so kann näherungs¬

weise (aber sicher etwas zu groß ) @= 2 ® r 2 gesetzt werden

und die vorige Gleichung geht damit über in

P = P = 0 ■—
1 * gBl

Wenn v so groß wird , daß der als Faktor von Q auftretende
Bruch gleich Eins wird , sinkt der Raddruck auf der nach
innen hin gelegenen Schiene um das ganze Gewicht eines Rades .
Eine allein auf dem Geleise dahinrollende , mit zwei aufgekeilten
Rädern versehene Achse müßte bei Überschreitung der an¬
gegebenen Geschwindigkeit entgleisen .
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Setzt man etwa »• = 1 m (Lokomotivräder sind zuweilen
rso hoch ) , li = 200 m (scharfe Kurve , wie sie aber bei Weichen
usf . vorkommt ) und l = 1,435 m (Normalspur der Haupteisen¬
bahnen ), so' erhält man für die fragliche Geschwindigkeit

v = 37,5 m sec- 1.

Ein Rad, das ganz besonders schnell umläuft , ist das Lauf¬
rad einer Lavaischen Dampfturbine . Man denke sich eine
solche auf einem Schiffe montiert und das Schiff möge die
schaukelnden Bewegungen ausführen , die hei einem heftigen
Sturme eintreten können . Wenn die Welle der Lavaischen
Turbine steif konstruiert wäre , müßte sie nach Gl. (170) ein
sehr erhebliches Kräftepaar K übertragen , um das Rad aus
seiner Rotationsebene abzulenken , denn hier ist nicht nur u
ungewöhnlich groß , sondern auch tv, die Winkelgeschwindig¬
keit , mit der das Schiff seine pendelnde Bewegung ausführt ,
ist nicht allzu klein . Um ein Zahlenbeispiel anzuführen , setze
man etwa u = 2000 sec- 1 (entsprechend etwa 19000 Touren in
der Minute) , w = 0,2 sec- 1, das Gewicht des Laufrads gleich
100 kg und den Trägheitsradius gleich 0,2 m. Dann wird der
Drall des Laufrads gleich 815 mkg sec und nach Gl. (170)

üs = 163 mkg .

Das Kräftepaar wirkt verbiegend auf die Welle . Die WeRe
ist aber so dünn konstruiert , daß sie sich schon bei kleinen
Biegungsmomenten ziemlich stark verbiegt . Deshalb folgt die
Rotationsebene des Rades nur zum Teile den Schwingungen
des Schiffskörpers . Wenn die Welle ganz biegsam wäre , würde
sich die Rotationsebene des Rades überhaupt nicht verrücken ;
sie würde im Raume feststehen und die durch die Schwingungen
des Schiffes hervorgerufenen relativen Bewegungen würden in
den Verbiegungen der Welle allein zum Ausdrucke kommen .
Auch über die der pseudoregulären Präzession des Kreisels
verwandten Bewegungserscheinungen , die das Laufrad zeigt ,
wenn der Schiffskörper etwa einfache Sinusschwingungen aus¬
führt , vermag man sich leicht ungefähre Rechenschaft zu geben ,
falls man aus hinreichenden Angaben über die Stärke der
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Welle , den Elastizitätsmodul und die Entfernungen des Rades
von den Lagern die elastische Verbiegung der Welle für ein
Biegungsmoment W = 1 mkg nach den Sätzen der Festigkeits¬
lehre zuvor berechnet hat .

Bei dem eben besprochenen Beispiele konnte die Masse
des Laufrades als so gering gegenüber dem schwingenden Schiffs¬
körper angesehen werden , daß man auf die Rückwirkung , die
es auf diesen ausübt , nicht zu achten brauchte . Unter anderen
Umständen kann dies aber nötig werden ; man muß sich dann
erinnern , daß das von dem rotierenden Rade auf das Fahrzeug
ausgeübte Kräftepaar dieses nicht im Sinne der Hauptdrehung r
die das Rad ausführt , sondern um eine rechtwinklig dazu
stehende Achse zu drehen sucht . Es wird nicht nötig sein,
dies noch weiter auszuführen , da schon hei dem Beispiele des
Schwungrings auf der Lokomotive darauf eingegangen wurde .
Dagegen mag wenigstens erwähnt werden , daß man durch eine
pendelnde Aufhängung des Schwungrads , wie sie heim Schlick -
sehen Schiffskreisel vorkommt , eine Rückwirkung des
Schwungrades auf das Schiff herbeizuführen vermag , die
hemmend auf die Schiffsschwingungen einwirkt .

Ein ferneres Beispiel für Betrachtungen dieser Art bildet
der Bumerang . Auf dessen Beschreibung seihst will ich hier
zwar nicht eingehen , sondern ihn durch ein einfacheres Bei¬
spiel ersetzen , bei dem der Bewegungsvorgang im wesentlichen
der gleiche ist . Man denke sich eine Scheibe (den Diskus der
Alten ) fortgeworfen , indem man ihr zugleich eine schnelle
Drehung um die auf der Scheibenebene senkrechte Figuren¬
achse erteilt . Wenn der Wurf durch den luftleeren Raum
erfolgte , würde der Schwerpunkt der Scheibe einfach eine
Parabel beschreiben und die Rotationsachse , die eine freie
Achse ist , behielte unverändert ihre Richtung im Raume ; die
Scheibenebene würde also stets der Anfangslage parallel bleiben .
Im lufterfüllten Raume kann aber die Bewegung nicht in
dieser Weise erfolgen . Der Luftwiderstand wird sehr groß ,
sobald die Scheihenebene nicht mehr parallel zur Bewegungs¬
richtung ist . Wie sich der Luftwiderstand im vorliegenden
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Falle im einzelnen verteilt , ist freilich schwer zu sagen ; wir
wollen es aber, um nicht in eine Erörterung darüber eintreten
zu müssen , als ausgemacht ansehen , daß er sich jedenfalls in
solcher Weise geltend macht , daß ein merkliches Heraustreten
der Scheibenebene aus der Bewegungsrichtung durch ihn ver¬
hütet wird . Außerdem wird eine merkliche Änderung des
Dralls SB der sehr schnell rotierenden Scheibe sobald nicht zu
erwarten sein. Dann kann sich die Scheibe nahezu nur inner¬
halb der Ebene bewegen , die durch die Anfangslage der Scheibe
gegeben ist . Der Bewegungsvorgang ist demnach ungefähr
derselbe , als wenn die unterhalb an die Scheibenfläche an¬
grenzende Luft sich wie eine starre schiefe Ebene verhielte ,
die sich jeder Bewegung rechtwinklig zu ihr widersetzte . An
Stelle der in einer lotrechten Ebene liegenden gewöhnlichen
Wurfparabel muß jetzt der Schwerpunkt der Scheibe eine in
der ursprünglichen Scheibenebene liegende Bahn beschreiben .
Wenn er sich anfänglich senkrecht zur Horizontalspur der
Scheibenebene nach oben hin bewegte , wird er sich in dieser
schief nach aufwärts gehenden geraden Linie bis zu einem
höchsten Punkte hin bewegen und nachdem er diesen erreicht
hat , dieselbe Bahn in umgekehrter Richtung zurück durch¬
laufen und so zum Ausgangspunkte zurückkehren . Wirft man
die Scheibe in horizontaler Richtung , so wird sie nahezu in
gerader horizontaler Richtung weiterfliegen , und wenn die vor¬
ausgehenden Betrachtungen streng anwendbar wären , müßte sie,
allen Fallgesetzen zum Trotze , beliebig weit fortfliegen können ,
ohne zu sinken . Das ist natürlich nicht genau richtig ; man
wird sich aber erinnern , daß geschickte Taschenspieler in ihren
Vorstellungen gelegentlich Spielkarten mit großer Kunstfertig¬
keit so hinausschleudern , daß sie in der Tat weite Strecken
durcheilen , ohne in gewohnter Weise aus der Wurfrichtung
abgelenkt zu werden und das, was ich vorher auseinandersetzte ,
gibt wenigstens eine ungefähre Erklärung des Vorganges , der
dem beim Werfen des Bumerangs gleicht .

Auch die bekannte seitliche Ablenkung der aus ge¬
zogenen Geschützen abgeschossenen Wurfgeschosse
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gehört hierher . Der Luftwiderstand spielt hier nur eine andere
Rolle . Wir wollen uns davon summarisch in folgender Weise
Rechenschaft gehen. In Abb. 37 sei AB ein Teil der Bahn
des Schwerpunktes S. Wenn kein Luftwiderstand wirkte , hätte

die Rotationsachse ihre ursprüng¬
liche Richtung beibehalten und die
Granate würde etwa die in Abb . 37
gezeichnete Stellung einnehmen .
Der Luftwiderstand , dem sie in

Abb-37- dieser Lage begegnet , sei etwa
durch äß angegeben . Es kommt daun wesentlich darauf
an , wie der Schwerpunkt S gegen die Richtungslinie von
äß liegt . Liegt er oberhalb, wie in der Figur, so ge¬
hört zu äß ein statisches Moment Ä, das eine Drehung der
Granate in die Richtung der Flugbahn herbeizuführen sucht .
Diese Drehung setzt sich aber mit jener zusammen , die die
Granate schon um ihre Längsachse ausführte . Der Erfolg wird,
wie in den früheren analogen Fällen , zunächst darin bestehen ,
daß sich äl und mit ihm u und die Figurenachse aus der Ebene
der Flugbahn etwas herausdrehen . Auch der Sinn dieser Ab¬
lenkung ist leicht festzustellen . Wenn das Geschütz mit Links¬
drall versehen ist , haben wir u vom Schwerpunkte aus nach
oben hin abzutragen und 5B ist mit ihm gleichgerichtet . Das
Moment von äß dreht in der Abbildung im Sinne des Uhr¬
zeigers und der Momentenvektor geht daher vom Zeichen¬
blatte aus nach dem Beschauer hin . Vereinigen wir nun ©
mit Alt, so erhalten wir eine Richtung , die nach vorn hin
(d. h. nach dem Beschauer hin) etwas geneigt ist . Das vordere
Ende der Granate zeigt daher auch nach dieser Richtung .
Sobald das Geschoß im Grundrisse ein wenig schräg gestellt
ist , erfährt es auf der vorausgehenden Seite einen größeren
Luftwiderstand , als auf der ein wenig nach hinten zu gedrehten .
Es wird dadurch seitlich abgelenkt , und zwar vom Geschütz
aus gesehen nach rechts hin (bei Rechtsdrall nach links hin ).
Gerade die nun im Grundrisse etwas exzentrische Angriffslinie
des Winddrucks bringt dann ein statisches Moment hervor .
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das die Geschoßachse in die Richtung der Flugbahn dreht . —
Natürlich soll diese Betrachtung nur eine ungefähre Vorstel¬
lung gehen ; im einzelnen sind die pendelnden Bewegungen des
Geschosses sehr verwickelt . Außerdem ist auch darauf zu
achten , daß die Seitenablenkung nach der entgegengesetzten
Seite hin erfolgt , wenn der Schwerpunkt S in Abb . 37 unter¬
halb von äß liegt . Bei den gewöhnlich verwendeten Geschoß¬
formen scheint dies übrigens in der Regel der Fall zu sein.

Eng verwandt mit der Kreiselbewegung ist auch die Be¬
wegung eines rollenden Rades . Die strenge Theorie dieser
Bewegung ist freilich noch erheblich schwieriger , als wenigstens
die Theorie des symmetrischen Kreises , und zwar namentlich
deshalb , weil das auf einen Umfangspunkt des Rades bezogene
Trägheitsellipsoid ein dreiachsiges ist . Das hindert aber nicht ,
den Bewegungsvorgang wenigstens schätzungsweise mit Hilfe
einfacher Betrachtungen so weit zu verfolgen , als es für eine
erste Übersicht wünschenswert erscheint . Dabei soll sich das
Rad nur unter dem Einflüsse seines Gewichtes bewegen und
auf dem horizontalen Fußboden nur rollen und nicht gleiten .

Den Umfang des Radreifs denke ich mir etwas gewölbt ,
so daß das Rad — abgesehen
von der elastischen Abplattung , U
die dabei entsteht — den Boden
immer in einem Punkte berührt .
Der Punkt , mit dem es im ge¬
gebenen Augenblicke auf dem
Boden aufsitzt , möge als der Auf¬
lagerpunkt bezeichnet werden .
Damit das Rad rollt , ohne
zu gleiten , muß der Auflager¬
punkt in augenblicklicher Ruhe
sein , d. h. die Bewegung des
Rades aus einer Lage in die folgende kann immer nur in
einer Drehung um eine durch den Auflagerpunkt gezogene
Achse bestehen . Die Richtung dieser Achse kann beliebig sein.
In Abb . 38 , die das Rad in irgendeiner seiner Stellungen an-
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gibt , ist die Richtung der Drehachse und die Größe der Winkel¬
geschwindigkeit durch den Vektor u angegeben . Geschwindig¬
keiten kann man zerlegen wie Kräfte . Man tut hier am besten
daran , u nach drei zueinander rechtwinkligen Richtungen zu
zerlegen , die in Abb . 38 durch die Richtungsfaktoren ijf kennt¬
lich gemacht sind. Die i -Richtung steht senkrecht zum Fuß¬
boden , die j -Richtung fällt mit der Horizontalspur der Rad¬
ebene zusammen und die f-Richtung ist schon durch die beiden
vorigen mit bestimmt .

Die augenblickliche Bewegung des Rades kann man sich
stets aus einem Zusammenwirken von Drehungen um die ge¬
nannten Hauptrichtungen bestehend denken . Es wird daher
nützlich sein, wenn man zunächst nur die Drehungen um jede
der drei Hauptrichtungen für sich betrachtet . Zunächst möge
das Rad nur eine Drehung um die i -Achse besitzen . Der Auf¬
lagerpunkt bleibt dann dauernd an seiner Stelle und das Rad
kann einfach als ein dreiachsiger Kreisel aufgefaßt werden, der
eine Präzessionsbewegung ausführt . Auch eine reguläre Prä¬
zession ist unter diesen Umständen möglich , und zwar so, daß
jedem Neigungswinkel der Radebene gegen den Fußboden eine
ganz bestimmte Winkelgeschwindigkeit um die i-Achse ent¬
spricht , die zu einer regulären Präzession führt . Ich erinnere
nur an das bekannte Experiment , bei dem man einen Taler
auf einem Tische in dieser Weise rotieren läßt . Wenn die
Winkelgeschwindigkeit abnimmt , neigt sich der Taler immer
mehr . Auch rechnerisch läßt sich der Zusammenhang zwischen
Neigungswinkel und Winkelgeschwindigkeit um die t -Achse
leicht verfolgen ; ich sehe aber hier davon ab.

Drehungen um die j -Achse sind als Pendelbewegungen auf¬
zufassen ; volle Pendelschwingungen können hier freilich nicht
zustande kommen , die Bewegung endet vielmehr mit dem
Umfallen des Rades auf den Fußboden . Überdies ist auch
zu beachten , daß schon vor dem vollständigen Umfallen ein
Gleiten des Rades auf dem Boden zu erwarten ist . Auch dar¬
über kann man sich ohne Schwierigkeit Rechenschaft geben ;
am einfachsten wendet man dazu das d ’Ale mb er t sehe Prinzip
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an. Man betrachtet das fallende Rad in irgendeiner seiner
Stellungen , führt die Trägheitskräfte ein und ermittelt nach
der Lehre vom Gleichgewichte eines starren Körpers den im
Auflagerpunkte übertragenen Druck . Solange die Richtung
des Auflagerdrucks noch innerhalb des Reibungskegels liegt ,
tritt kein Abgleiten ein ; die Bewegung setzt sich vielmehr
einstweilen noch so wie eine Pendelschwingung fort . Gegen
das Ende der Bewegung hin wird man aber die Bedingung
nicht mehr erfüllt finden und dann gleitet der Auflagerpunkt
über den Fußboden .

Die beiden bis jetzt betrachteten Drehungen führen über¬
haupt nicht zu einem Rollen des Rades ; dieses wird nur durch
die Drehung um die f-Achse bewirkt . Freilich kann von einer
dauernden Drehung um eine festliegende f-Achse hier nicht
die Rede sein ; die Drehung führt sofort zu einem Wechsel
des Auflagerpunktes und die f -Achse kann daher nur als
Momentanachse in Betracht kommen . Wir können uns aber
eine Bewegung vorstellen , bei der in jeder neuen Lage des
Rades die nach der gegebenen Vorschrift stets von neuem
konstruierte Richtung der f-Achse die augenblickliche Drehungs¬
achse angibt . Eine solche Bewegung mag als eine rein
rollende bezeichnet werden ; im Gegensatze zu ihr kann
die Drehung um die t -Achse als eine Wendung und
die Drehung um die j -Achse als eine Fallbewegung
des Rades bezeichnet werden , wobei im letzten Falle nicht
ausgeschlosssen ist , daß sie im gegebenen Augenblicke auch
nach oben hin erfolgt .

Im allgemeinen Falle bestehen alle drei Bewegungskom¬
ponenten zugleich und sie beeinflussen sich gegenseitig . Ein
besonderes Interesse kann aber die rein rollende Bewegung ,
die sich leicht theoretisch behandeln läßt , immerhin bean¬
spruchen . Um sie zu untersuchen , denke man sich eine Senk¬
rechte zur Radebene vom Radmittelpunkte aus gezogen . Sie
trifft den Fußboden auf der {-Achse . Vom Schnittpunkte aus
als Spitze denke man sich einen Kegel konstruiert , dessen
Grundlinie der Radumfang ist und der mit dem Rade fest
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verbunden sein mag . Dann muß die Kegelspitze während der
rollenden Bewegung des Rades dauernd in Ruhe bleiben , da
sie in jedem Augenblicke auf der f-Achse, also auf der Momen¬
tanachse enthalten ist . Wir können daher die Bewegung geradezu
durch das Rollen des Kegels auf der Bodenfläche beschreiben ,
d. h. der Kegel bildet in Anlehnung an die früher eingeführten
Bezeichnungen den Polodiekegel für die Bewegung um die als
festen Punkt anzusehende Kegelspitze . Der Herpolodiekegel
ist hier in eine ebene Fläche , nämlich in die Oberfläche des
Bodens ausgeartet .

Von äußeren Kräften wirken auf das Rad das Gewicht
und der Auflagerdruck . Die senkrechte Komponente des Auf¬
lagerdrucks muß dem Gewichte gleich sein , da der Schwer¬
punkt des Rades Gesehwindigkeitskomponenten in senkrechter
Richtung weder besitzt noch erlangt . Daneben muß freilich
zugleich eine Horizontalkomponente des Auflagerdrucks auf¬
treten , die die Zentripetalkraft für die vom Schwerpunkte aus¬
geführte kreisförmige Bewegung abgibt . Die Horizontal¬
komponente geht hiernach in jedem Augenblicke durch die
Kegelspitze , und wenn wir den Flächensatz für die Kegelspitze
als Momentenpunkt anwenden ist ihr Moment stets gleich Null .

Man sieht jetzt leicht , wie die Rechnung durchzuführen
ist . Wenn das Rad im Anfangszustande gegeben ist , kennt
man sofort die Kegelspitze , die von ihm bei der rein rollenden
Bewegung umkreist wird . Man konstruiere nun das Trägheits -
ellipsoid für die Kegelspitze als festen Punkt . Mit dessen
Hilfe findet man in schon oft benutzter Weise die Richtung
des Dralls SB, bezogen auf den festen Punkt . Das Moment Ä
der äußeren Kräfte ist ebenfalls bekannt ; es ist das statische
Moment des aus dem Gewichte und der senkrechten Kom¬
ponente des Auflagerdrucks bestehenden Kräftepaares . Beim
Weiterrollen des Rades dreht sich mit ihm sowohl SB als Ä,
die stets rechtwinklig zueinander bleiben . Die Größe von Ä
ist nur von der Neigung der Radebene gegen den Fußboden ,
die absolute Größe von SB aber zugleich von der Anfangs¬
geschwindigkeit abhängig . Wie groß aber diese Anfangs -
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geschwindigkeit sein muß , damit bei der gegebenen Neigung
des Rades eine rein rollende Bewegung zustande kommen
kann , folgt aus der Gleichung des Flächensatzes

Auf die wirkliche Durchführung der Rechnung , die nach
dem angegebenen Plane leicht erfolgen kann , gehe ich nicht
ein. Dagegen mache ich noch ausdrücklich darauf aufmerksam ,
daß die rein sollende Bewegung nur bei einer ganz bestimmten
Beziehung zwischen der Schiefstellung des Rades gegen die
Vertikale und der Geschwindigkeit der Rollbewegung möglich
ist . Wenn das Rad ' im Anfangszustande eine rein rollende
Bewegung hatte und die genannte Bedingung nicht erfüllt war ,
kann sie sich nicht in dieser Weise fortsetzen ; es tritt vielmehr
alsbald noch eine „Fallbewegung“ (nach unten oder auch nach
oben hin) dazu. Dadurch wird die Neigung der Radebene
gegen den Fußboden geändert , und zwar in solchem Sinne,
daß eine Annäherung an jene Radstellung stattfindet , für die
bei der gegebenen Fahrgeschwindigkeit die Bedingung des
reinen RoUens erfüllt ist .

Schließlich möge noch bemerkt werden , daß man zu
einer aügemeineren Theorie der Radbewegung dadurch gelangen
kann , daß man zwar immer noch die „Wendebewegung“ um
die i -Achse ausschließt , dagegen das Auftreten von Drehungen
um die j- und die f -Achse zugleich zuläßt . Diese würde sich
dem allgemeinen Verhalten des Rades beim Rollen ziemlich
genau anschließen , da die als Wendebewegung bezeichnete
Drehung um die i -Achse auf eine „bohrende“ Reibung stößt
und daher , wenn sie nicht schon anfänglich mit hinreichender
Winkelgeschwindigkeit gegeben , also absichtlich herbeigeführt
war , späterhin schnell erlischt und auch nicht von selbst
wieder entstehen kann .

Sehr eng verwandt mit der vorigen ist auch die Be¬
wegung einer Kugel auf einer rauhen horizontalen
Ebene (Billardball ) bei beliebigen Anfangsbedingungen . Man
hat diese Bewegung schon sehr ausführlich behandelt ; sie ist
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aber praktisch von nur geringer Wichtigkeit und eigentlich
nur für den Billardspieler , der zu einem theoretischen Ver¬
ständnis der empirisch erworbenen Kunstfertigkeit gelangen
möchte , von einigem Interesse . Die Bemerkung mag daher
genügen , daß sich die Bewegung der rein rollenden Kugel (ab¬
gesehen von der rollenden Keibung ) auf der rauhen Ebene
genau so fortsetzt , als wenn die Ebene absolut glatt wäre .
Wenn die Kugel durch einen Stoß in Bewegung gesetzt wird ,
tritt aber im allgemeinen (und namentlich wehn der Stoß
ziemlich tief erfolgt ) zugleich ein Gleiten ein , so lange bis
durch die dabei auftretende gleitende Reibung der Bewegungs¬
zustand so weit abgeändert ist , daß die Kugel nachher nur
noch rollt . So lange das Gleiten anhält , beschreibt der Schwer¬
punkt der Kugel im allgemeinen eine gekrümmte Bahn (unter
gewissen Umständen eine Parabel ), an die sich nach Aufhören
des Gleitens eine gerade Bahn schließt .

§ 38 . Ebene Bewegungen des starren Körpers .
Bisher war in diesem Abschnitte nur von der Bewegung

eines starren Körpers im dreifach ausgedehnten Raum die Rede .
Davon wird natürlich die ebene Bewegung , bei der alle Punkte
Bahnen beschreiben , die zu einer gegebenen Ebene parallel
sind , als Sonderfall mit umfaßt . Dieser Sonderfall verdient
aber doch auch uoch eine besondere Besprechung , zunächst
weil er sehr häufig vorkommt und dann weil sich die all¬
gemeinen Betrachtungen bei ihm sehr vereinfachen und er-o
leichtern lassen .

Diese Vereinfachung tritt namentlich dann ein , wenn der
Körper entweder eine Symmetrieebene oder wenigstens eine
zum Trägheitsellipsoid für den Schwerpunkt gehörige Haupt¬
trägheitsebene hat , die zur Bewegungsebene parallel ist . Die
Rotationsbewegung des Körpers erfolgt dann um eine freie
Achse und der zugehörige Drall fällt in dieselbe Richtung .
Die Winkelgeschwindigkeit und der Drall brauchen dann nicht
mehr durch Vektoren dargestellt zu werden, sondern es genügt
dazu schon eine mit einem Vorzeichen versehene Zahlenangabe .
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Ebenso kommt von den Trägheitsmomenten des Körpers nur
das eine in Betracht , das sich auf die senkrecht zur Bewegungs¬
ebene stehende Achse bezieht . Kräfte , die in der Symmetrie¬
ebene oder in der an ihre Stelle tretenden Hauptträgheitsebene
angreifen , lassen sich auf eine am Schwerpunkt angreifende
Resultierende und ein Kräftepaar zurückführen , die in dieser
Ebene liegen und beide können nur den Erfolg haben , daß sich
die Bewegung weiter als eine ebene fortsetzt , wenn sie als
solche begonnen hatte . Vom Kräftepaare folgt dies aus § 25.

Es genügt daher , wenn man sich zur Untersuchung der
ebenen Bewegung den starren Körper durch eine starre Scheibe
ersetzt denkt . Aber auch dieses Bild läßt sich noch weiter
vereinfachen , indem man dafür zwei starr miteinander ver¬
bundene materielle Punkte setzt , deren Massen und Lagen' O

passend gewählt sind . Hierzu erwähne ich noch , daß ein
solcher Ersatz natürlich auch noch in anderer Weise möglich
und auch schon vorgenommen worden ist . Aber der Ersatz
durch zwei Punkte , auf den Herr Prof . Skutsch hingewiesen
hat , verdient in der Regel ohne Zweifel den Vorzug .

Zunächst ist die aufgestellte Behauptung zu beweisen .
Dazu dient die Bemerkung , daß sich die Bewegung eines
Körpers unter dem Einflüsse gegebener Kräfte vollständig auf
Grund des Satzes von der Bewegung des Schwerpunkts in
Verbindung mit dem Elächensatze voraussagen läßt . In den
Gleichungen , die diese Sätze zum Ausdruck bringen , kommt
es aber auf die besondere Gestalt und Massenverteilung über¬
haupt nicht an, sondern nur auf die gesamte Masse, die Lage
des Schwerpunkts und auf die Gestalt des Trägheitsellipsoids .
Körper , die in diesen übereinstimmen , müssen daher bei gleichem
Kraftangriff auch übereinstimmende Bewegungen ausführen . Bei
der ebenen Bewegung kommt es überdies , wie wir schon sahen,
nur auf das Trägheitsmoment für die zur Bewegungsebene
senkrechte Achse an. Es steht uns daher frei , eine beliebig
gegebene Massenverteilung durch eine andere von einfacherer
Art zu ersetzen , die mit der gegebenen nur in den vorher be¬
zeichneten Stücken übereinzustimmen braucht . Wenn dann an

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 17
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dieser äußere Kräfte in solcher Größe und Verteilung angebracht
werden , daß die am Schwerpunkt angreifende Resultierende und
das zugehörige Kräftepaar mit den am ursprünglich gegebenen
Körper wirkenden übereinstimmen , müssen beide Massensysteme
übereinstimmende Bewegungen ausführen .

Den gestellten Forderungen vermag man aber schon durch
zwei materielle Punkte zu genügen , von denen der eine überdies
noch in beliebiger Lage in der Scheibenebene angenommen

werden kann , nur mit der Ausnahme ,
daß er nicht auf den Schwerpunkt
fallen darf . Wählt man nämlich in
Abb . 39, die einen Umriß der Scheibe
angibt , den materiellen Punkt m1 be¬
liebig aus , so muß der andere auf
der durch den Schwerpunkt S ge¬
zogenen Geraden zunächst so ge¬
wählt werden , daß der Schwerpunkt

Abb' 39' der Massen m1 und m.2 mit S zu¬
sammenfällt . Zwischen den Abständen «, und a, (vgl. Abb . 39).
und den Massen muß daher die Bedingung erfüllt sein

«i = m2a.2
und außerdem , damit die Gesamtmasse in beiden Fällen die¬
selbe ist ,

f» ! + — M ,
wenn M die Scheibenmasse bedeutet . Bezeichnen wir ferner
den Trägheitshalbmesser der Scheibe (bezogen auf die durch
S senkrecht zur Scheibenebene gezogene Achse) mit i, so muß¬
endlich , damit die Trägheitsmomente übereinstimmen ,

il/ i2= »i, a2 + m2al
sein . Die drei Gleichungen lassen sich nach den Unbekannten
m, , und a2 (da a, beliebig gewählt war) sofort auflösen
und man erhält

i 2 Mi * Ma \a-*= V nh= w<2= «?+V (171>
Das einfachste Beispiel für die Anwendung des bespro¬

chenen Verfahrens bildet das physische Pendel , das schon
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in § 17 als Beispiel für die Anwendung des Prinzips von
d’Alembert besprochen worden ist . Denkt man sich in
Abb . 22, S. 133 eine Massenreduktion in der Art vorgenommen ,
daß die Masse mit dem Aufhängepunkt 0 zusammenfällt ,
während die Masse m2 und ihr Abstand vom Schwerpunkt
nach den Gleichungen (171) zu bestimmen sind, so bilden die
beiden starr miteinander verbundenen Massen ein System , das
dieselbe Bewegung ausführen muß, wie das physische Pendel
selbst , wenn man die entsprechenden Kräfte daran wirken läßt .
Von dem Eigengewicht wird dies erreicht , wenn man annimmt ,
daß auch den m, und m2 Gewichte zukommen , die diesen Massen
entsprechen . Aber auch der Auflagerdruck muß unter diesen
Umständen in beiden Fällen gleich groß und gleich gerichtet
sein. Ist er es nämlich , so führen beide Systeme überein¬
stimmende Bewegungen aus und der mit 0 zusammenfallende
Systempunkt bleibt in beiden Fällen in Ruhe . Wollte man
dagegen annehmen , daß der an m1 als äußere Kraft angreifende
Auflagerdruck in dem System der Massen m1 und m2 von dem
vorigen verschieden wäre , so müßte dieses System auch eine
andere Bewegung ausführen , und zwar so, daß sich dabei der
Angriffspunkt jm, der abgeänderten Kraft anders bewegte als
zuvor , d. h. nicht in Ruhe bliebe . Wenn wir also festsetzen ,
daß auch in dem Systeme m1m2 der mit 0 zusammenfallende
materielle Punkt ml festgehalten sein soll, so ist dadurch schon
mit bestimmt , daß auch die Auflagerkraft in diesem Systeme
ebenso groß ausfällen muß, wie vorher bei dem physischen Pendel .

Man erkennt nun sofort , welchen Vorteil diese Art der
Massenreduktion gewährt . Das Gewicht von m1 wird un¬
mittelbar vom Auflager aufgenommen und kommt nur darin
zur Geltung , daß der Auflagerdruck dadurch mit bestimmt
wird . Das System der m1 und m2 muß sich daher genau so
wie ein einfaches Fadenpendel mit der Masse m2 im Abstande
«! + «ä vom Aufhängepunkt bewegen , d. h. die reduzierte
Pendellänge des physischen Pendels ist

7 , . P P + S*
Ired = U , - [- ctg = S - f- — — - - ——•

17 *
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Das stimmt mit Gl. (97), S. 136 überein , wenn man nur beachtet ,
daß ' dort der Trägheitshalbmesser i auf die Aufhängeachse ,
hier aber auf die Schwerpunktsachse des Körpers bezogen
wurde , und daß zwischen beiden die schon aus den Unter¬
suchungen des 3. Bandes bekannte einfache Beziehung besteht .

Diese Massenreduktion und ihre Anwendung auf das physische
Pendel rührt schon von Poinsot her . Herr Skutsch , der sie von
neuem aufgriff und auf ihre mannigfache Verwendbarkeit hinwies ,
hat in seiner kurzen Abhandlung (Sitzungsberichte d. Berliner math .
Ges. v. 26 . April 1905 ) unter anderen ein Beispiel gebracht , auf das
hier noch mit wenigen Worten eingegangen werden soll . Die Auf¬
gabe lautet : „ Zwei in derselben Ebene bewegte Scheiben
werden plötzlich fest miteinander verbunden ; man soll die
Bewegung nach der Koppelung ermitteln .“

Man löst die Aufgabe , indem man jede Scheibe durch zwei
Massenpunkte derart ersetzt , daß beide Punktpaare in dem Augen¬
blicke , in dem die Verbindung der Scheiben erfolgt , miteinander zu¬
sammenfallen . Zu diesem Zwecke zieht man die Verbindungslinie
beider Schwerpunkte . Auf ihren Verlängerungen nach beiden Seiten
hin kann man dann leicht zwei Punkte ermitteln , deren Abstände
a2 und b1, b« von den Schwerpunkten den Bedingungen o, a2= «? und
W = *! entsprechen , wenn i1, i2 die Trägheitshalbmesser der
Scheiben sind . Nach diesen Punkten lassen sich dann entsprechend
den Gleichungen (171 ) die Massen beider Scheiben verteilen und
ebenso auch die gesamte Masse nach erfolgter Koppelung . Bei der
Koppelung entsteht ein Stoß , durch den aber weder die Bewegungs¬
größe noch der Drall des ganzen Systems geändert werden können ,
da keine äußeren Kräfte mitwirken . Diese Bedingungen genügen ,
um daraus sofort die Geschwindigkeiten beider Reduktionspunkte zu
berechnen , was aber jetzt nicht weiter ausgeführt werden soll .



Vierter Abschnitt .

Schwingungen elastischer Körper .

§ 39 . Biegungsschwingungen von Stäben mit gleichförmig
verteilter Masse .

Von den Schwingungen elastischer Körper hat besonders
das Problem der schwingenden Saiten , also etwa der Violin -
saiten , eine wichtige Rolle in der Physik gespielt . Fourier
hat es zuerst gelöst und daran hat sich zugleich einer der
wichtigsten Fortschritte der Mathematik , nämlich die Ent¬
wicklung einer beliebig gegebenen Funktion in eine Fourier -
sche Reihe geknüpft . Für die Technik ist dieses Problem je¬
doch nur von geringer Bedeutung .

Ich werde hier deshalb nicht darauf eingehen , sondern an
Stelle davon das Problem des schwingenden Stabs behandeln
das mit jenem sehr verwandt , dabei aber von größerem Inter¬
esse für den Techniker ist , weil es Aufschluß über die Schwin¬
gungen gibt , die z. B. ein Brückenbalken oder überhaupt ein
belasteter Träger auszuführen vermag . Dagegen möchte ich
noch hervorheben , daß dieses Problem nicht mit einem anderen
verwechselt werden darf , das schon früher von Stokes und
später besonders von Zimmer mann in sehr geschickter und
ausführlicher Weise behandelt worden ist . Bei diesem wird
nämlich der Fall untersucht , daß ein Fahrzeug , das als mate¬
rieller Punkt aufgefaßt werden kann , auf einen Brückenträger
mit gegebener Geschwindigkeit auffährt und dabei vorausgesetzt ,
daß die Masse des Brückenträgers vernachlässigt werden könne .
Auf die Zimmermannsche Untersuchung werde ich hier nicht
eingehen , weil mich dies zu weit führen würde ; ich empfehle
aber den sich dafür Interessierenden die darüber veröffentlichte
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Schrift „Die Schwingungen eines Trägers mit bewegter Last“
von H . Zimmermann , Berlin 1896 . Ich muß freilich leider
hinzufügen , daß diese an sich sehr schöne Untersuchung
durch die Vernachlässigung der Masse des Trägers sehr an
Wert einbüßt .

Darum , wie die Schwingungen des Trägers , die wir unter¬
suchen wollen , ursprünglich angeregt wurden , werde ich mich
überhaupt nicht kümmern ; es wird sich nur darum handeln ,
zu untersuchen , wie sie sich , nachdem sie einmal bestanden
haben , weiterhin fortsetzen . Aber auch dieses Problem be¬
handle ich nicht vollständig ; ich begnüge mich vielmehr , die
allerwichtigsten Betrachtungen , die sich darüber anstellen lassen ,
hier wiederzugeben .

Gegenüber dem Probleme der schwingenden Saiten besteht
hier nur der Unterschied , daß bei den Saiten der Biegungs¬
widerstand vernachlässigt werden kann , so daß nur die Längs¬
spannungen in Frage kommen , während bei den Stäben der
Biegungswiderstand die ausschlaggebende Rolle spielt , von
dem Hinzutreten einer Längszugspannung dagegen abgesehen
werden kann .

Unter der gleichmäßig verteilten Last , die dem Träger
aufgebürdet ist , und die die Schwingungen mit ihm zusammen
ausführt , erfährt der Träger schon im Ruhezustande eine ge¬
ringe elastische Durchbiegung , die als Funktion der Quer¬
schnittsabszisse aus der Gleichung der elastischen Linie nach
bekannten Entwicklungen der Festigkeitslehre berechnet werden
kann . Diese „statische“ Durchbiegung ys kümmert uns hier
wenig . Wenn der Träger schwingt , wird die gesamte Durch¬
biegung in einem bestimmten Augenblicke von ys im allge¬
meinen verschieden sein . Der Unterschied möge mit y und
die totale Durchbiegung mit yd oder als „dynamische“ Durch¬
biegung bezeichnet werden . Man hat also

y<i = y. + y -

und in Abb . 40 ist dieser Zusammenhang noch näher nach¬
gewiesen . Die eine Linie soll die elastische Linie für den
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Ruhezustand , die andere die Mittellinie des Stabs in irgend¬
einem Augenblicke während der Schwingung andeuten .

Um die Aufgabe nach I
° , j.__ i - —J

den Methoden der Festig - x _ j

keitslehre behandeln zu ^ - ------ ä*
können , machen wir von tthy
dem d?A 1 e m b e r t sehen Abb- 40-
Prinzip Gebrauch . Wir können voraussetzen , daß im wesent¬
lichen nur Verschiebungen senkrecht zur Stabachse in Frage
kommen und wollen uns auch von vornherein nur auf Ver¬
schiebungen in der Vertikalebene beschränken . Natürlich lassen
sich aber die erlangten Resultate auch auf Horizontalschwin¬
gungen ohne weiteres anwenden . Dann ist die Beschleunigung
im gegebenen Augenblicke für die im Abstande x vom linken
Auflager liegenden Massenteilchen ebenfalls nach abwärts (oder
bei negativem Vorzeichen nach aufwärts ) gerichtet und gleich

d*y
dt*

zu setzen . Wenn die auf die Längeneinheit kommende Masse
der Belastung (samt Eigengewicht des Stabs ) mit ii bezeichnet
wird, erhalten wir für die Trägheitskraft , die wir an dem
Längenelement dx anbringen müssen, um die Aufgabe auf ein
Gleichgewichtsproblem zurückzuführen ,

— u,ax «■
^ dv

Es möge noch bemerkt werden, daß man in diesem Ausdrucke
y auch durch yd ersetzen könnte , da ys der Zeit nach konstant
ist . Es ist aber bequemer , sofort überall mit y zu rechnen .

Die Trägheitskräfte , als Lasten an dem Stabe angebracht ,
führen am ruhenden Stabe im Vereine mit den wirklich vor¬
handenen Lasten zu der elastischen Durchsenkung yd. Anstatt
dessen können wir auch sagen , daß die Trägheitskräfte für
sich genommen , als Lasten am ruhenden Stabe eine elastische
Linie hervorrufen würden , deren Ordinaten y wären . Natürlich
ist dabei vorausgesetzt , daß das Material des Stabes dem
Hook eschen Gesetze gehorcht , daß also die Proportionalitäts -
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grenze im Verlaufe der Schwingung niemals überschritten wird .
In diesem Palle setzen sich aber in der Tat , wie aus den
Untersuchungen der Festigkeitslehre bekannt ist , die von zu¬
sammengesetzten Lastensystemen erzeugten Durchbiegungen
durch algebraische Summierung aus jenen zusammen , die den
einzelnen Lasten für sich entsprechen .

Die Gleichung der elastischen Linie für die Durchbiegungen
y lautet

E® = - iU .dar

Das Biegungsmoment M ist aber hier nicht unmittelbar ge¬
geben ; wir haben nur einen Ausdruck für die Belastung irgend¬
eines Stabelements dx . Wir befinden uns also genau in der¬
selben Lage wie bei den im 6. Abschnitte der „Festigkeits¬
lehre“ untersuchten Stäben auf nachgiebiger Unterlage ; wir
müssen daher auch genau so verfahren wie dort . Wir difle-
rentiieren also die Gleichung der elastischen Linie zweimal
nach x und erhalten

dx* . da:2 dx
Für das Differential d V der Scherkraft , das zum Differential
dx der Abszisse gehört , haben wir

dV = + pdxpi ,

denn die Trägheitskräfte sind nach aufwärts gekehrte Lasten ,
wenn sie negativ sind, und sie führen in diesem Falle zu einer
Vergrößerung der Scherkraft , die nach oben hin positiv ge¬
rechnet wird . Die vorhergehende Gleichung geht hiermit
über in

(172)

Das ist die Differentialgleichung unseres Problems . Sie
ist eine partielle Differentialgleichung , in deren allgemeine
Lösung daher willkürliche Funktionen eintreten müssen . Die
Schwingungen des Stabes können daher von sehr mannigfaltiger
Art sein. Das kann auch nicht überraschen , wenn wir be-
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denken , daß die Gestalt des Stabes zu Anfang ganz willkürlich ,
gegeben sein kann , und daß auch die anfänglichen Geschwindig¬
keiten ganz beliebige stetige Funktionen der Querschnittsabszisse
x sein können . Jedem anderen Anfangszustande müssen aber
in der Folge auch andere Schwingungen entsprechen .

Unter diesen Umständen sucht man zunächst partikuläre
Lösungen der Gleichung von möglichst einfacher Form . Man
gelangt dadurch zur Kenntnis besonderer möglicher Schwin¬
gungen und aus einer Kombination der einzeln als möglich
erkannten Schwingungen sucht man die allgemeine Lösung
oder die zu gegebenen Anfangsbedingungen gehörige Lösung
zusammenzusetzen . Das Zusammensetzen der einzelnen Lösungen
wird mathematisch gesprochen dadurch ermöglicht , daß die
Differentialgleichung linear ist , oder physikalisch gesprochen
dadurch , daß sich die Schwingungen zu superponieren ver¬
mögen , so daß eine die andere nicht stört .

Die einfachste Lösung von Gl. (112) ist von der Form
ij = A sin «* sin /it . (173)

Von den hierbei vorkommenden Konstanten ist indessen nur A
willkürlich ; es gibt den größten Ausschlag an, der an irgend¬
einer Stelle und zu irgendeiner Zeit vorkommt . Zwischen
den anderen Konstanten « und ß muß zunächst eine Bedingungs¬
gleichung erfüllt sein, damit Gl. (173) wirklich eine Lösung
von Gl. (172) darstelle . Setzt man nämlich den für y vorge¬
schlagenen Wert in Gl. (172) ein, so geht sie nach Wegheben
gleicher Faktoren auf beiden Seiten über in

E &u* = yß 2. (174)

Außerdem muß « auch so gewählt werden, daß die Grenz¬
bedingungen an den Enden erfüllt werden . Für * = 0 ist y
nach Gl. (173) schon von selbst gleich Null ; außerdem muß
aber y auch für x = l zu jeder Zeit gleich Null bleiben .
Hiernach muß der Winkel ul entweder gleich x oder 27t oder
überhaupt gleich irgendeinem ganzen Vielfachen von n sein.
Je nachdem man sich für die eine oder die andere Annahme
entscheidet , erhält man verschiedene Schwingungsbewegungen
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des Stabes . Jene , die zum Werte a = -j gebort , wird die
Grundschwingung des Stabes genannt . Es ist jene , die dem
tiefsten Tone der von dem schwingenden Stabe ausgesendeten
Schallwellen entspricht . Für ß hat man dann nach Gl. (174)

und Gl. (173) nimmt für die Grundschwingung die bestimmtere
Form an

. . 7CX , n 2-t / EQ / -irrrN
y = A sm -y sin < -p y — ■ (175)

Während der Dauer einer vollen Schwingung wächst der Winkel
ßt um 27t an ; für die Schwingungsdauer T hat man daher

2a 2Z2-.
T= T = ^ V-E-9 - (176)

Wählt man « gleich einem Vielfachen von y so treten nach
Gl. (173) Schwingungsknoten auf, d. h . es gibt Punkte , die
die ganze Stablänge in gleiche Abschnitte einteilen und die
während der Schwingungsbewegung fortwährend in Ruhe bleiben .
Die dazwischen liegenden Abschnitte deformieren sich, so wie
im vorigen Falle der ganze Stab , nach dem Gesetze einer
Sinuskurve : sie bilden die zwischen den Knoten liegenden

„Schwingungsbäuche“ . Setzt man z. B. a = 2 y so hat man

einen Schwingungsknoten in der Mitte, denn für x = y wird
ax zu 7t und der Sinus zu Null . Die Stabmittellinie zerfällt
beim Schwingen in zwei Schwingungsbäuche . Wenn a auf
das Doppelte wächst , steigt ß nach Gl. (174) auf das Vierfache .
Die Schwingungsdauer beträgt daher bei dieser Schwingung
nur den vierten Teil von der Schwingungsdauer der Grund¬
schwingung . Je mehr Bäuche der Stab bei den einfachen
Sinusschwingungen bildet , desto kleiner ist die Schwingungs¬
dauer und um so höher ist daher der Ton der von dem Stabe
ausgesendeten Schallwellen . Man nennt diese Töne die „Ober -
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töne“ des schwingenden Stabs im Gegensatze zu dem von der
Grundschwingung ausgehenden „ Grundtone“ .

In je mehr Abschnitte die ganze Stablänge durch die
Schwingungsknoten zerlegt ist , um so kleinere Schwingungs¬
amplituden A sind noch mit einem gewissen Krümmungsradius
von gegebener Größe oder auch mit einer gegebenen Form¬
änderungsarbeit des Stabes verträglich . Die Grundschwingung
vermag daher schon zu großen Ausschlägen zu führen , ohne
daß etwa die Proportionalitätsgrenze schon bald erreicht wäre,
oder ohne daß eine besonders große Arbeit äußerer Kräfte
zur Herstellung der Schwingungen und der dazu gehörigen
Formänderungen aufgewendet werden müßte . Je höher aber
die Sehwingungszahlen der Oberschwingungen liegen , um so
kleiner müssen notwendig die Schwingungen schon deshalb
bleiben , weil sonst die Proportionalitätsgrenze überschritten
und damit die Schwingungen sofort gedämpft würden und zu¬
gleich auch weil eine viel größere Arbeit zu ihrer Erregung
bei gleicher Amplitude aufgewendet werden müßte . Außerdem
werden die Schwingungen auch an sich schon um so stärker
gedämpft , je schneller sie erfolgen , da der Luftwiderstand mit ,
der Geschwindigkeit wächst . Von der Schwingungsamplitude
hängt aber die Schallstärke der von dem schwingenden Stab
auf die Luft übergehenden Schallwellen ab und man erkennt
daher , daß sich der Grundton bei beliebiger Erregung der
Schwingungen im allgemeinen am stärksten bemerkbar machen
wird und jeder Oberton um so weniger , je höher er liegt .

§ 40. Allgemeinere Lösung der Schwingungsgleichung .
Für den auf zwei Stützen ruhenden Stab genügt die vor¬

hergehende Betrachtung ; dagegen versagt sie bereits bei der
Untersuchung der Biegungsschwingungen eines Stabs , der an
einem Ende eingeklemmt ist, während das andere frei ist , also
z. B. eines Kragträgers oder eines Pfeilers oder auch des
Zinkens einer Stimmgabel . Um eine allgemeinere Lösung der
Differentialgleichung (172) zu erhalten , setzen wir daher jetzt

y = 3 smßt , (177)
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worin z eine Funktion von x allein bedeutet . Setzen wir
diesen Wert in die Differentialgleichung ein, so gebt sie nach
"Wegheben des gemeinschaftlichen Faktors sin /ltf über in

(178)

und die Schwingungsgleichung ist daher in der Tat erfüllt ,
wenn man 2 so bestimmt , daß Gl. (178) befriedigt wird .
Diese Gleichung ist aber eine gewöhnliche Differentialgleichung ,
deren allgemeine Lösung sofort angegeben werden kann . Be¬
zeichnet man nämlich mit « denselben Wert wie im vorigen
Paragraphen , nämlich in Übereinstimmung mit Gl. (174)

“ V E @ >

so lautet die allgemeine Lösung von Gl. (178)
z = sin «# + C2 cosa # + Qe“ * -)- CAer ax, (179)

wovon man sich durch Einsetzen in Gl. (178) leicht überzeugt .
Die C sind die vier willkürlichen Integrationskonstanten , die
in der allgemeinen Lösung vorkommen müssen . Setzt man
die drei letzten gleich Null und beschränkt sich auf das mit
Cx behaftete Glied, so gelangt man wieder auf die im vorigen
Paragraphen betrachtete , weniger allgemeine Lösung zurück .
Im allgemeineren Falle sind aber alle vier beizubehalten und
den vorgeschriebenen » Grenzbedingungen gemäß zu ermitteln .
Soll insbesondere für x = 0 jederzeit auch y = 0 werden, so
folgt zunächst

-\- Ci = 0 .

Wenn der Stab an dieser Stelle überdies eingespannt sein soll

wie wir es jetzt voraussetzen , muß für x — 0 auch = 0

werden , woraus
Üj + Cg Ci = 0

folgt . Die weitere Berechnung mag sich auf den eingangs ge¬
nannten Fall beziehen , daß das andere Ende des Stabs von der
Länge l frei ist , wie bei einem Kragträger . Dann muß für
den Querschnitt x = 1 sowohl das Biegungsmoment Jlf, als die
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Schwerkraft F jederzeit gleich Null sein . Dazu gehört , daß
d3z

dort , » und —5 verschwinden . Wir haben also die weiterendx * dx 1
Bedingungsgleichungen

— C, sin al — C2 cosaZ + Cseal + C4e~“i = 0
— C1cos al + C2 sinal + C3ec‘I — Ci e~a‘ = 0 .

Wollte man aber die vier Bedingungsgleichungen dazu be¬
nutzen , um bei beliebig angenommenen a (oder ß) die C daraus
zu berechnen , so würde man sie alle vier gleich Null finden .
Damit überhaupt eine Schwingung von der beobachteten Art
möglich ist , müssen wir daher eine der Konstanten C beliebig
annehmen , dann die drei anderen aus drei der Bedingungs¬
gleichungen ermitteln und hierauf die vierte Bedingungs¬
gleichung dazu verwenden , um daraus a zu berechnen . Mit
a ist dann auch ß und hiermit die Schwingungsdauer be¬
kannt . Drückt man aus den ersten beiden Gleichungen C1 und
C2 in 63 und C4 aus und setzt dies in die beiden letzten ein ,

die sich hierauf beide nach dem Verhältniss auflösen lassen ,4
so erhält man durch Gleichsetzen der beiden Werte , zu denen
man hierdurch gelangt , eine Gleichung für «, die sieh nach
Ausrechnung vereinfacht zu

eal ^ e- al
cos al ■ L- = — 1 . (1®0)

wofür man auch unter Benutzung der hyperbolischen Funk¬
tionen kürzer

cos al ■cosh al — — 1 (181 )
schreiben kann . Die Gleichung hat unendlich viele reelle po¬
sitive Wurzeln , die sich genau genug angeben lassen . Am
wichtigsten ist die kleinste unter ihnen . Man erkennt sofort ,
daß für sie der Winkel al ein stumpfer sein muß . Schreibt
man daher

7 ^ 1

so läßt sich Gleichung (181 ) auch in der etwas bequemeren
Form

sinqp, cosh cp̂ = 1
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schreiben und durch Vergleichen einer Sinustafel mit einer
Tafel der hyperbolischen Funktionen läßt sich q)Lziemlich schnell
durch Probieren ermitteln . Nimmt man y 1 = 18° oder in
Bogenmaß <p1= 0,3142 , so erhält man

~ + <P1 = 1,8850 ; lg sin 18° = 9,4900 ; Igcosh 1,8850 = 0,5275
lg sin 18° + lg cosh 1,8850 = 0,0175 ,

während Null herauskommen sollte . Der Winkel ^ muß da¬
her ein wenig kleiner sein , als 18°. Die Wiederholung der
Rechnung für 17° 30' liefert für die Summe der beiden Loga¬
rithmen 0,0019 . Hiernach kann ip1 genau genug gleich 17° 26 '
gesetzt werden oder in Bogenmaß <pj = 0,304 und hiermit
schließlich

ul = 1,875 .
Für ß folgt daraus nach Gl. (174)

und hiermit wird die Schwingungsdauer der Grundschwingung
gefunden zu

T = 1,787 (182)

Die nächste Wurzel der Gleichung (181 ) gehört zu einem Winkel
im dritten Quadranten . Um diesen zu finden , setze man

Sw
cZ = — <p2,

womit Gl. ( 181 ) übergeht in

sinqp;, cosh — <p2) = 1 .

Nun ist cosh — schon größer als 55 , daher kann cp2 nur ein kleiner

Winkel sein , dessen sin ungefähr ~ ausmacht , d. h . ein Winkel von

ungefähr 1°, dessen genauerer Wert sich so wie vorher feststellen ließe .
Ebenso läßt sich die dritte Wurzel der Gl. (181 ) in der Form

; 5jr t
cG= -2~ + <P3

darstellen und die folgenden entsprechend . Dabei sind aber <pg und
mehr noch die späteren <p so klein , daß man sie ohne weiteres ver-
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nachlässigen kann. Man hat also genau genug
5 n 7jr

“3 = -^ ; <*4 = 21 usf -

Aus diesen Werten von u findet man wiederum die zugehörigen ß
nach Gl. (174) und hieraus die Schwingungsdauern der betreffenden
Oberschwingungen.

§ 41 . Biegungsschwingungen von Schiffen .

Ein Schiff vermag als elastischer Körper mancherlei Schwin¬
gungen auszuführen . Yon Wichtigkeit ist es, die Schwingungs¬
dauern dieser Schwingungen ungefähr zu kennen , weil bei einer
Resonanz mit einer schwingungserregenden Ursache leicht große
Ausschläge entstehen , die sich sehr lästig bemerkbar machen
können . Als schwingungserregende Ursache kommt dabei nament¬
lich die Maschine, außerdem aber auch die Schiffsschraube in
Betracht . Geringe Abweichungen in den Steigungsverhältnissen
der einzelnen Schraubenflügel bewirken nämlich schon erheb¬
liche Unterschiede des durch diese Flügel hervorgebrachten
Schubs , und wenn der Flügel , der einen größeren Wasserwider -
stand findet, nach oben hin liegt , hat auch die Resultierende
der von der ganzen Schraube auf das Schiff übertragenen Kräfte
eine höhere Lage als nach einer halben Umdrehung , nach der
dieser stärker beanspruchte Flügel unten ist . Wenn die Um¬
laufzeit der Schraube mit der Dauer einer vollen Biegungs¬
schwingung des Schiffes übereinstimmt , hat man eine Resonanz
zu erwarten , die zu großen Schwingungsausschlägen führen
kann . Experimentelle Untersuchungen , die Herr Schlick über
die elastischen Schwingungen großer Dampfer angestellt hat ,
bestätigten diese Überlegung . Ein Schiffbau -Ingenieur hat da¬
her alle Ursache , die mit elastischen Formänderungen verbun¬
denen Schwingungen der Schiffskörper näher zu untersuchen .

Auf theoretischem Wege läßt sich freilich die Schwingungs¬
dauer der Biegungsschwingungen , um die es sich hier zunächst
handelt , nicht genau voraus berechnen . Einen ungefähren An¬
haltspunkt erhält man aber doch , wenn man das Schiff als
einen Stab betrachtet , dessen Massenverteilung der im belasteten
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Schilfe zu erwartenden angenähert entspricht und hei dem auch
das Trägheitsmoment der Querschnitte , von dem der Biegungs¬
widerstand abhängt , hinlänglich mit der des Schiffes überein¬
stimmt .

Hier wird es genügen , wenn die Betrachtung unter der
Voraussetzung durchgeführt wird , daß die Massen Verteilung der
ganzen Länge des Stabes nach als gleichförmig , und daß auch
das Trägheitsmoment des Stabquerschnitts als konstant ange¬
nommen werden kann . Zum mindesten wird damit das Ver¬

fahren klar gelegt , nach dem man die Betrachtung auch für
passend gewählte andere Annahmen , die sich dem einzelnen
Falle besser anschließen , dabei aber ebenfalls noch zu verhältnis¬
mäßig einfachen Rechnungen führen , durchzuführen vermag .

Wenn die Längsachse des Schiffes eine Verbiegung in der
vertikalen Ebene erfährt , werden einzelne Teile etwas tiefer ,
andere etwas weniger in das Wasser eintauchen , als vorher .
Daher wird auch die Verteilung des Auftriebs ein wenig ge¬
ändert werden . Da aber die Biegungspfeile jedenfalls nur sehr
gering sein werden , wird diese Änderung sehr geringfügig aus¬
fallen , so daß man von ihr ganz absehen kann . Der Stab , den
wir uns an die Stelle des Schiffskörpers gesetzt denken , wird
sich bei der Schwingung dann so wie ein völlig freier Stab
verhalten , an dem von außen her gar keine Kräfte angreifen .

Man sieht jetzt schon , daß die Lösung der gestellten Auf¬
gabe unmittelbar aus den Entwicklungen des vorigen Para¬
graphen entnommen werden kann . Wir haben die Gleichungen
(177 ) bis (179 ) ohne Änderung zu übernehmen und nur die
Bedingungsgleichungen zwischen den Integrationskonstanten C
den jetzt geltenden Grenzbedingungen gemäß aufzustellen .

In Abb . 41 sei die Gestalt der deformierten Stabmittellinie

zur Zeit t dargestellt . Wegen der Symmetrie dieser Biegungs¬
linie , die wir von vornherein voraussetzen dürfen , empfiehlt es
sich , die Y- Achse mit der Symmetrieachse zusammenfallen zu
lassen . Dann muß y und daher auch 2 ein grade Funktion
von x sein . Daraus folgt C, = 0 und Cs = Ci , womit sich
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Gl."(179) vereinfacht zu
z = 6'2 cos ax + G3(e®

Da die Schwin¬
gung ohne Mitwir¬
kung äußerer Kräfte
erfolgt , muß der
Schwerpunkt dabei
in Ruhe bleiben und
dazu gehört bei
gleichförmige ]- Mas¬
senverteilung , daß

Y
Abb . 41 .

wird . Führt man die Integration aus , so erhält man als Be¬
dingungsgleichung zwischen den Integrationskonstanten C

6'2 sinafr + C3 (eai — e~ K6) = 0 .

Die beiden Stabenden sind frei ; für x = 1) muß daher das
Biegungsmoment M und die Scherkraft V zu Null werden .
Daraus folgt , wie schon im vorigen Paragraphen , daß an dieser
.Stelle d *g

dx *
und , t verschwinden müssen .dx s Dadurch erhalten

wir die Gleichungen
— C2 cos ab + C3 (eab -f e- “6) = 0 ,

C.2 smab + Cs (eccb— e~ai) = 0 .

Die lezte Gleichung stimmt aber mit der vorher aus dem Schwer¬
punktsatze abgeleiteten Bedingungsgleichung überein , so daß
nur zwei Gleichungen zu befriedigen sind, was auch von vorn¬
herein zu erwarten war .

9*G,Löst man beide Gleichungen nach dem Verhältnisse

auf und setzt die beiden Lösungen einander gleich , so gelangt
man auf die Gleichung , aus der u zu berechnen ist , nämlich

e ab -\- e- ab
cos ccb sin ccb

Auch hier gelangt man zu einer kürzeren Fassung durch die
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 18
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Einführung der Hyperbel -Funktionen . Mit ihnen läßt sich die-
Gleichung schreiben

tgab = — tghafr . (184)

Da tgh ub stets ein positiver echter Bruch ist für ein
positives ab , muß tg «h negativ und daher ab jedenfalls größer

als sein . Mit Hilfe einer Tabelle der Hyperbelfunktionen

findet man leicht , wie schon im vorigen Paragraphen die kleinste
Wurzel der Gleichung (184) durch Probieren , und zwar genau
genug

ah = 2,865 . (185)

Von den übrigen Wurzeln ist jede folgende nahezu um
größer als die vorhergehende ; die wichtigste Wurzel ist aber
die kleinste , da sie zu den Grundschwingungen gehört , mit
denen eine Resonanz am meisten zu fürchten ist . Berechnet
man a aus Gl. (185) und hierauf ß nach Gl. (174) , so erhält
man für die Schwingungsdauer der Grundschwingung

T = 1,123 ] / / „ •

Setzt man noch b = * l, so daß unter l die ganze Stablänge -

zu verstehen ist , und bezeichnet man das Gewicht des Stab &
mit Q, womit

wird , so geht die vorhergehende Gleichung über in

I -- 0,281 ]/ -«̂ . (186)

Die kritische Umdrehungszahl der Maschine oder der Schiffs¬
schraube bei der eine Schwingungsresonanz zu erwarten istr
und zwar auf die Minute bezogen , wird hiermit

^ = 5 = 213 ] / ^ . (187)

Von Wichtigkeit ist noch die Lage x = a (Abb . 41) des
Schwingungsknotens , für den z zu Null wird . Mit dem Werte
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ab suis 61. (185) erhält man aus den Bedingungsgleichungen
9*— cos2,365 _ _ nnßsiA
0 2 — 2 cosh 2,365 - '

Für die Grundschwingungen schreibt sich daher 61. (183)
in der Form

z — C2 (cosa # — 0,0664 • 2 cosh ax ) ,
so daß für die Abszisse des Schwingungsknotens die Gleichung

cos aa = 0,1328 coshaa
besteht . Die Auflösung durch Probieren liefert für die kleinste
Wurzel , die allein in Betracht kommt ,

aa = 1,305 .
Vergleicht man hiermit 61. (185), so folgt

a = 0,552 6, (188)
womit die Aufgabe vollständig gelöst ist .

Schließlich mag noch bemerkt werden, daß die Lösung
auch dann noch gültig bleibt , wenn [i und & zwar

nicht mehr konstant sind , aber ihr Verhältnis ^ un¬
abhängig von x ist . Reicht man damit nicht aus , so wird
man für dieses Verhältnis eine sich dem tatsächlichen Verlaufe
genau genug entschließende einfache Funktion von x annehmen ,
die so gewählt ist , daß sich 61. (178) nachher auch noch leicht
integrieren läßt . Durch Probieren wird man leicht einen passen¬
den Ansatz ausfindig machen können . Die weitere Berechnung
kann dann genau nach dem Muster der vorhergehenden durch¬
geführt werden .

§ 42 . Torsionsschwingungen von langen Wellen .

Wir betrachten hier zuerst eine Welle , an deren Enden
zwei Schwungräder aufgekeilt sind . Abb. 42 gibt davon eine
Vorderansicht ; die zur Unterstützung der Wellen dienenden
Lager sind aus der Zeichnung weggelassen . Die Trägheits¬
momente der beiden Schwungräder sind mit ®1 und 0 2 be¬
zeichnet .

Solange die Welle keine merkliche elastische Formände -
18 *
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rung erfährt , kann man den ganzen in Abb . 42 gezeichneten
Verband als starren Körper betrachten , der als solcher z. B. eine

Drehbewegung um die Mittel¬
linie der Welle als Drehachse
ausführen kann . Wenn die
Welle ziemlich lang ist , ver¬
mag sie aber ohne Über¬
schreitung der Proportionali¬
tätsgrenze des Materials um
einen merklichen Torsionswin¬
kel verdreht zu werden und
die Winkelgeschwindigkeiten
der beiden Schwungräder brau¬
chen dann in einem gege¬
benen Augenblicke nicht mehr

genau gleich zu sein. Der Unterschied der beiden Winkel¬
geschwindigkeiten ist vielmehr gleich der Geschwindigkeit , mit
der sich der Torsionswinkel in diesem Augenblicke ändert .
Erfährt nun der Torsionswinkel periodische Änderungen , so
werden dadurch Drehschwingungen der beiden Schwungräder
gegeneinander bedingt , die wir hier näher untersuchen wollen .

Neben diesen durch die Elastizität der Weilen ermöglichten
Formänderungsschwingungen kann der ganze Verband zugleich
noch eine gemeinschaftliche Bewegung , und zwar hier eine Um¬
drehung um die Wellenachse mit beliebiger Winkelgeschwindig¬
keit ausführen . Dieser Fall liegt sogar bei den im praktischen
Maschinenbetriebe vorkommenden Erscheinungen , um deren Er¬
klärung es sich hier vor allem handelt , stets vor . Die Form¬
änderungsschwingungen entziehen sich dann , selbst wenn sie
verhältnismäßig groß sind, vollständig der unmittelbaren Wahr¬
nehmung , da sie durch die viel größeren Drehbewegungen , die
der ganze Verband gemeinschaftlich ausführt , verdeckt werden .
Sie sind daher lange Zeit auch unter Umständen , bei denen
sie von großer Wichtigkeit waren, ganz unbemerkt und unbe¬
achtet geblieben . Durch besondere Meßvorrichtungen können
sie aber natürlich nachgewiesen werden . Es war ein erheb -
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liches Verdienst des Hamburger Ingenieurs Frahm , daß er diese
Schwingungen an den langen Wellenleitungen von Dampf -
schiffen einerseits durch Messungen festgestellt , andererseits die
theoretische Erklärung dafür gegeben und die Gefahren auf¬
gedeckt hat , die durch diese Schwingungen für die Sicherheit der
Wellen beim Auftreten von Resonanzen hervorgerufen werden .

Die Winkelgeschwindigkeit der gemeinschaftlichen Be¬
wegung des ganzen Verbandes braucht übrigens auch nicht
konstant zu sein. Wenn an einer Stelle der Wellen ein perio¬
disch wechselndes Drehmoment auftritt , das von der Antriebs¬
maschine herrührt , während an einer anderen Stelle die zuge¬
führte Arbeit wieder nach außen abgegeben wird , erfährt
vielmehr die Winkelgeschwindigkeit der gemeinschaftlichen Be¬
wegung abwechselnd Verzögerungen und Beschleunigungen .
Der ganze Bewegungsvorgang kann dann in drei Bestandteile
zerlegt werden : in die Drehbewegung mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit , die gleich der durchschnittlichen Ge¬
schwindigkeit ist , in die Schwingungen , die das ganze System
als starrer Körper betrachtet , um diesen mittleren Bewegungs¬
zustand herum ausführt und endlich in die Formänderungs¬
schwingungen , die zu den anderen noch hinzukommen . Ist der
letzte Anteil so klein , daß er vernachlässigt werden kann , so
hängt die Gleichförmigkeit des Ganges der Maschine nur von
dem Verhältnisse ab, in dem der zweite Anteil zu dem ersten
steht . Anders wird es aber , wenn die Formänderungsschwin¬
gungen der Größe nach vergleichbar mit den gemeinschaft¬
lichen Schwingungen des ganzen Verbandes sind . Dann kann
von einem Ungleichförmigkeitsgrade der Maschine
nur mit einer näheren Angabe der einzelnen Stelle
der Welle gesprochen werden , auf die er sich beziehen
soll , da verschiedenen Stellen auch verschiedene Ungleich -
förmigkeitsgrade zukommen .

Um die hiermit wenigstens kurz angedeuteten Fragen , die
besonders von Herrn Prof . Sommerfeld näher behandelt
worden sind, zu beantworten , wird man sich vor allem mit
den Formänderungsschwingungen oder , wie wir dafür auch
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sagen können , mit den Eigenschwingungen des Verbandes be¬
schäftigen müssen . Das geschieht am besten , wenn wir vor¬
läufig von den übrigen Anteilen der ganzen Bewegung , die
noch dazu kommen können , ganz absehen und die Eigen¬
schwingungen für sich betrachten .

Ihre Theorie wird sehr einfach, wenn man das Trägheits¬
moment der Welle , bezogen auf die Umdrehungsachse gegen¬
über den Trägheitsmomenten der Schwungräder vernachlässigen
kann . Irgendein Querschnitt der Welle , von dem wir die
Abszissen x in Abb . 42 rechnen , wird dann dauernd in Ruhe
bleiben , während sich das eine Schwungrad in einem bestimm¬
ten Augenblicke im einen , das andere im entgegengesetzten
Sinne dreht . Die Lage dieses Querschnitts folgt aus der Be¬
dingung , daß der Drall des ganzen Systems dauernd gleich Null
bleiben muß, da 'äußere Kräfte auf die Schwingung nicht ein¬
wirken und . andere Bewegungen außer den Eigenschwingungen
nicht vorkommen sollen . Diese Bedingung führt zu der Gleichung

©jZj = ©2Z2, (189)

aus der sich die Lage des ruhenden Querschnitts ergibt . Wenn
die Trägheit der Wellenmasse vernachlässigt wird , braucht man
nämlich auch keine Trägheitskräfte an ihr anzubringen , um
ihren Formänderungszustand im gegebenen Augenblicke so zu
untersuchen , als wenn die Welle in dieser Gestalt dauernd
in Ruhe bliebe . Die Trägheitskräfte rühren dann nur von den
Schwungrädern her und setzen sich an jedem Ende der Welle
zu einem Kräftepaar zusammen . Beide Kräftepaare ^ müssen
gleich groß sein und jedes Wellenstück von der Einheit der
Länge wird durch sie um denselben Torsionswinkel verdreht .
Danach verhalten sich die Winkelwege und daher auch die
Winkelgeschwindigkeiten beider Wellenenden in jedem Augen¬
blicke wie die Abstände und l2 von dem ruhenden Quer¬
schnitte . Da sich die Schwungräder um freie Achsen drehen ,
ist der Drall der Bewegung der Winkelgeschwindigkeit und
hiernach auch den Abständen \ und L, in jedem Augenblicke
proportional , woraus die Gleichung folgt .
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Jedes Schwungrad schwingt demnach so, als wenn der in
Ruhe bleibende Querschnitt festgeklemmt wäre . Damit ist der
Fall auf den schon in § 5 behandelten der einfachen harmo¬
nischen Drehschwingungen zurückgeführt und die Schwingungs¬
dauer kann nach der dort abgeleiteten Gl. (23) S. 36 sofort
berechnet werden .

Wir wollen aber dabei jetzt nicht stehen bleiben , sondern
die Aufgabe auch noch für den allgemeineren Fall lösen ,
daß die Trägheit der Wellenmasse nicht vernach¬
lässigt werden darf , da dies in der Tat z. B. bei den langen
und sehr starken Wellen der Schraubendampfer , an deren Enden
keine besonders großen Schwungmassen sitzen, keineswegs zu¬
lässig ist . Auch hier rechnen wir die Abszissen x in Abb . 42
von dem bei den Eigenschwingungen in Ruhe bleibenden Quer¬
schnitte , dessen Lage aus der Untersuchung selbst erst hervor¬
gehen wird . Der Querschnitt x sei zur Zeit t um den Winkel (p
gegen den ruhenden gedreht . Die in diesem Querschnitt über¬
tragenen Torsionsspannungen lassen sich zu einem Kräftepaare
zusammenfassen , dessen Moment mit M bezeichnet werden soll .
Dieses Moment hängt von der Formänderung an der Stelle X
allein ab , d. h. von dem Zuwachse , den cp erfährt , wenn wir
um ein unendlich kleines Stück dx weiter gehen . Der Zu¬
sammenhang zwischen beiden wird durch Gl. 225 , S. 309 der
3. Aufl. von Band III angegeben , wenn wir in dieser Formel
an Stelle von z) cp hier dcp und dx an Stelle von l schreiben .
Hiernach ist

n ^ G dw dcpM = - - — ■ = c -,2 dx dx

zu setzen, wenn a den Halbmesser des Wellenquerschnitts und
G den Schubelastizitätsmodul bedeuten und c zur Abkürzung
für den vorhergehenden Ausdruck eingeführt wird .

Hierauf vergleichen wir die in den beiden Querschnitten
X und x -f dx auftretenden Momente M miteinander . Sie

unterscheiden sich um einen Betrag dM , weil der Form¬
änderungszustand nicht überall derselbe ist , sondern sich beim
Fortschreiten um dx selbst ein wenig ändert . Wir finden dM
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aus 61. (190) durch eine Differentiation nach x zu

dM = c 0 dx .
Die beiden Momente M und M + dM halten sich an dem

zwischen ihnen liegenden Wellenelemente nicht im Gleich¬
gewichte miteinander , sondern sie liefern das eben berechnete
resultierende Moment dM , das die Winkelbeschleuniguug des
Wellenelements hervorbringt . Wir haben daher die Gleichung

, r d*<p d*cp 7
• 'ö ^r == c - » dx ,dt dx '1 '

wenn mit d <s) vorläufig das Trägheitsmoment der zu dx ge¬
hörigen Wellenmasse bezeichnet wird . Da tp jetzt als Funk¬
tion von x und t auftritt , wurden runde c zur Bezeichnung
der Differentialquotienten verwendet . Beide Seiten der Glei¬
chung müssen hier dasselbe Vorzeichen erhalten , da ein in
positivem Sinne zählendes dM auch eine im gleichen Sinne
gehende und daher positiv zu rechnende Winkelbeschleunigung
hervorbringt . Um d® zu berechnen , bezeichnen wir die auf
die Baumeinheit bezogene Masse, also das spezifische Gewicht
des Stahls geteilt durch die Beschleunigung g, mit u ; dann
wird , da der Querschnitt der Welle kreisförmig sein soll, wie
schon in § 5 besprochen wurde ,

d® = gna ^dx ■i2= —̂̂ - dx .

Setzt man auch noch für c seinen Wert ein (nach Gl.
(190) ), so geht die vorhergehende Gleichung über in

()2 <jp G 2 2<jp

~di i = Ji äx 2> ( l 0 ! )

und das ist die Differentialgleichung der Schwin¬
gungsbewegung , von deren Integration die Lösung
der Aufgabe abhängt .

Setzen wir, um eine partikuläre Lösung zu erhalten , wie
in § 40

cp= z sin ßt ,
so muß z der gewöhnlichen Differentialgleichung
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genügen , deren allgemeine Lösung sofort in der Form
Z = A sin ccx B cos u x

angeschrieben werden kann . Die Konstante a folgt durch Ein¬
setzen in die Differentialgleichung zu

Von den Integrations -Konstanten A und B kann sofort
B = 0 ermittelt werden , weil für x = 0 bei der Wahl , die wir
für den Koordinatenanfang getroffen haben , jederzeit y und
daher auch z — 0 sein muß . Hiermit geht cp über in

93 = H sin ( ßx | / ^ sin /3t . ( 192 )

Die Konstante ß ergibt sich aus den Grenzbedingungen
an den Wellenenden . Wäre das Wellenende frei , also kein

Schwungrad aufgekeilt , so müßte ^ = 0 sein für x = lv Wegen
des Schwungrads muß aber die Welle auch an ihrem Ende
verdreht sein , und zwar so, daß das dieser Formänderung ent¬
sprechende Moment M die Winkelbeschleunigung des Schwung¬
rads hervorbringt . Für x = 1̂ hat man daher die Bedingung

m ui dt2-
Das Minuszeichen erklärt sich daraus , daß unter As das

auf das Wellenende wirkende Verdrehungsmoment zu verstehen
ist , das die ßeaktion des am Schwungrad angreifenden Moments
— M bildet . Setzt man M aus Gl . (190 ) ein , so lautet die
Bedingungsgleichung für x — lx

df r d 2cps> — - — — (h) — TL6 dx 1 dt * ’

woraus durch Einsetzen von qp aus Gl . (192 )

cV &cos liV ^ ) = 0iß sin(ßli Vö
hervorgeht . Eine Gleichung von derselben Form muß auch
für das andere Wellenende gelten , und zwar erhält man sie
aus der vorhergehenden , indem man /, und ©1 durch l2 und
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0 2 ersetzt . Führt man zur Vereinfachung der Schreibweise
wieder die vorher schon benutzte Hilfsgröße « au Stelle von ß
ein und ersetzt c durch seinen Wert aus Gl . ( 190 ), so lauten
die Bedingungsgleichungen für die Wellenenden

, na ii
« tg «h = “2 0i >

. , na 4u
« tg al 2 =

( 193 )

2 0 ä

Aus ihnen erhält man eine Gleichung , die nur noch die
Unbekannte <x enthält , indem man l2 = l — setzt , in der letzten
Gleichung tg (a ? — a I entwickelt und hierauf tg « ^ aus der
ersten Gleichung einsetzt . Dadurch erhält man

« tg ccl - ~ tg ccl - 0 , 0 , = (\ + C; , ( 194 )

wenn zur Abkürzung die bekannten Größen auf den rechten
Seiten der Gleichungen (193 ) mit C) und C'2 bezeichnet werden .
Gleichung (194 ) hat unendlich viele Wurzeln , von denen aber die
kleinste wieder die wichtigste ist , weil dem kleinsten Werte
von a und hiermit von ß die größte Schwingungsdauer , also
die Gruudschwingung entspricht . Wenn C1 und Cs zahlen¬
mäßig gegeben sind , läßt sich die kleinste Wurzel von Gl.
( 194 ) wieder leicht durch Probieren finden und ebenso auch
die folgenden Wurzeln , die den Oberschwingungen entsprechen .
Nachdem a gefunden ist , erhält man auch und hiermit die
Lage des in Ruhe bleibenden Querschnitts (oder des Schwin¬
gungsknotens ) aus der ersten der Gleichungen ( 193 ) . Hierbei
ist nur zu beachten , daß a lt jedenfalls ein kleinerer Winkel
als der aus der Auflösung von Gl . ( 194 ) bereits bekannte
Winkel al sein muß .

Beachtenswert ist übrigens , daß die Lage der Schwingungs¬
knoten bei der Grundschwingung und den verschiedenen Ober¬
schwingungen keineswegs immer dieselbe ist . Wenn alle
Schwingungsanteile zusammenwirken , bleibt daher im allge¬
meinen kein Querschnitt ganz in Ruhe .
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§ 43 . Biegungsschwingungen von schnell umlaufenden
schwanken Wellen . (Lavalsche Turbinenwelle .)

Solange die Mittellinie einer Welle eine freie Achse der auf
ihr sitzenden Räder u. dgl . bleibt , liegt kein Grund zur Be¬
fürchtung vor, daß die Welle eine schädliche Beanspruchung
durch eine hohe Umlaufsgeschwindigkeit erfahren könne . Nun
ist es aber zunächst sehr schwer, die genannte Bedingung
genau genug zu erfüllen ; man kann es auch hei größter Sorg¬
falt in der HersteRung nicht erreichen , daß die Umdrehungs¬
achse wirklich durch die Schwerpunkte der rotierenden Kör¬
per geht , wenn sich die Abweichung vielleicht auch nur auf
kleine Bruchteile eines Millimeters beschränkt . Noch schwerer
ist es häufig , die Umdrehungsachse in die Richtung der Haupt¬
trägheitsachse zu legen . Außerdem ist man aber , selbst wenn
die beiden Bedingungen anfänglich vollständig erfüllt wären ,
im Zweifel darüber , ob sie auch während des Ganges der Ma¬
schine , bei der sich zufäüige Erschütterungen nicht vermeiden
lassen, dauernd erfüllt bleiben werden .

Solange die Geschwindigkeiten nicht allzu groß waren,
genügte es, durch möglichst genaue Zentrierung die freie Achse
so gut als möglich mit der Wellenmittellinie zusammen fallen
zu lassen . Die Welle wurde hierbei steif genug konstruiert ,
um ihr die Übertragung der zur Aufrechterhaltung der Um¬
drehungsachse wegen der unvermeidlichen Abweichung von der
Hauptträgheitsachse erforderlichen Zwangskräfte unbesorgt zu¬
muten zu können . Dieses Verfahren mußte aber versagen ,
sobald die Umlaufsgeschwindigkeiten über ein gewisses Maß
hinaus wuchsen ; denn die Zwangskräfte wachsen mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit und beim Übergange zur zehn¬
fachen Geschwindigkeit hatte man daher schon mit einem
100-fachen Biegungsmomente der Zwangskräfte zu rechnen ,
das von der Welle übertragen werden mußte . In der Tat
hat man früher öfters Rechnungen darüber angestellt , welche
Geschwindigkeiten höchstens erreicht werden könnten ; man
setzte dabei genaueste Zentrierung voraus , beachtete aber , daß
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eine kleine Erschütterung schon genügt , den Schwerpunkt ein
wenig aus der Mittellinie der Welle zu entfernen . Die hier¬
mit hervorgerufene Zentrifugalkraft sucht dann die zufällig
entstandene kleine Ausbiegung noch weiter zu vergrößern
und je mehr diese wächst , wächst auch die Zentrifugalkraft .
Es war hiermit genau wie bei der Knickfestigkeit und die
Rechnung schloß, wie bei dieser, damit ab, daß bei gegebener
Länge , bei gegebener Last und gegebenem Querschnitte eine
gewisse Geschwindigkeit (der Eulerschen Knicklast entspre¬
chend) nicht erreicht werden dürfe , um trotz anfänglich ge¬
nauester Zentrierung ein Ausweichen und hiermit eine Zer¬
störung der Welle zu vermeiden .

Betrachtungen dieser Art führten zu verhältnismäßig
niedrigen gefährlichen Umlaufszahlen , die heute tatsächlich
nicht nur erreicht , sondern noch weit überschritten sind. Diese
Betrachtungen waren in einem sehr wesentlichen Punkte un¬
genau und führten daher zu ganz falschen Resultaten : man
hatte nämlich nicht auf die Schwingungen geachtet , die sofort -
entstehen müssen , wenn sich die schnell rotierende Welle etwas
ausbiegt . Der schwedische Ingenieur de Laval war der erste , -
der durch praktische Versuche nachwies , daß man eine Welle
viel schneller laufen lassen kann , als man es früher für mög¬
lich hielt . Anstatt die Welle so stark zu machen , daß sie die
Umdrehung um ihre Mittellinie trotz nicht völlig genauer
Zentrierung erzwingen konnte , machte er sie umgekehrt viel
schwächer ; er verzichtete damit auf die vollständige Beherr¬
schung des rotierenden Körpers durch die Welle , ließ ihm
vielmehr die Möglichkeit , sich leicht ein wenig in der Rich¬
tung quer zur Welle zu verschieben oder sich auch ein wenig
dagegen zu drehen .

Als die Lavaischen Versuchsergebnisse bekannt wurden ,,
stießen sie anfänglich überall auf Unglauben . Nachdem aber
der experimentelle Nachweis ihrer Richtigkeit auch die hart¬
näckigsten Zweifler überzeugt hatte , begann man mit Erklä¬
rungsversuchen , die oft ganz verfehlt waren . Man sprach von
der „Selbsteinstellung“ eines rotierenden Körpers in die freie
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Achse und tat dabei so, als wenn jeder sich selbst überlassene
Körper mit der Zeit seine Rotationsachse in die benachbarte
freie Achse verlege . Diese viel nachgesprochene Phrase bewies
nur , daß ihre Urheber und ihre Verbreiter eine ganz falsche
Vorstellung von der Dynamik des sich selbst überlassenen
Körpers hatten .

Wie die Theorie des Vorganges zu fassen ist , um einer¬
seits in Übereinstimmung mit den allgemein gültigen Sätzen
der Mechanik zu bleiben und andererseits durch passende Ver¬
einfachung zu bequem anwendbaren Formeln und Regeln zu
gelangen , die sich in hinreichender Übereinstimmung mit den
tatsächlichen Beobachtungen befinden, habe ich selbst gezeigt
und ich werde diese Theorie hier wiederholen . Daß sich meine
Lösung mit dem wirklich beobachteten Vorgänge so weit deckt , -
als die Genauigkeit der Beobachtung überhaupt zu reichen
vermag , ist durch eine besondere Experimentaluntersuchung
bewiesen worden , die Herr Professor Lud w. Klein in Hanno¬
ver, der damals Assistent unserer Hochschule war, in meinem
Laboratorium ausführte .

Zunächst mache ich darauf aufmerksam , daß ein geringer
Richtungsunterschied zwischen der Rotationsachse und der
Hauptträgheitsachse des rotierenden Körpers nicht viel Be¬
deutung hat , wenn die Welle sehr
biegsam ist . Man kann sich davon
sowohl auf Grund des Flächen¬
satzes wie mit Hilfe des d’Alem -
bertschen Prinzips überzeugen , p
Ich wähle den letzten Weg . In -3-ö -A

Abb . 43 sei AB die zunächst ge¬
radlinig gedachte Mittellinie der
Weüe und DE die davon ein
wenig abweichende Hauptträg¬
heitsachse des rotierenden Kör-

Abb . 43 .
pers . Wenn der Körper mit
konstanter Geschwindigkeit um AB rotiert , reduzieren sich
die Trägheitskräfte auf Zentrifugalkräfte , die mit G bezeichnet
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und in Abb . 43 eingetragen sind. Wir können jetzt den Kör¬
per und die Welle im Ruhezustande betrachten und finden,
daß die Zentrifugalkräfte C ein Kräftepaar bilden , das eine
Verbiegung der Welle herbeiführt . Diese Verbiegung erfolgt
aber in solchem Sinne, daß sich die Hauptachse DE der Ver¬
bindungslinie AB der Zapfenmittelpunkte der die Welle stüt¬
zenden Lager nähert . Die ursprünglich vorhandene Abweichung
zwischen DE und AB gleicht sich demnach zum Teile von
selbst aus, und zwar um so mehr , je biegsamer die Welle ist
und zugleich je mehr die Umdrehungsgeschwindigkeit wächst ,
denn mit dieser wächst auch das Moment des Kräftepaars der
Zentrifugalkräfte . Allerdings kann DE hierdurch nicht voll¬
ständig zum Zusammenfallen mit AB gebracht werden , da
immer noch ein Moment der Zentrifugalkräfte zurückbleiben
muß, das die erforderliche Verbiegung der Welle aufrecht er¬
hält . Die Folge davon wird eine Kreiselbewegung des rotieren¬
den Körpers von der Art der pseudo-regulären Präzession sein.
Wenn man schon beim Aufkeilen des rotierenden Körpers
darauf achtete , den anfänglichen Richtungsunterschied zwischen
DE und AB so gering zu machen, daß die Welle sich leicht
um so viel verbiegen kann , als er ausmacht , so kann diese
Präzessionsbewegung niemals für sich zu großen Wellenver¬
biegungen und zu einer Gefahr des Bruches führen . Ich kann
daher weiterhin von dieser Erscheinung ganz absehen und die

Aufgabe so behandeln , als wenn über¬
haupt kein Richtungsunterschied zwischen
DE und AB vorkäme.

Ganz anders gestaltet sich die Be-
ß trachtung , wenn wir annehmen, die

' Wellenmittellinie AB gehe nicht genau
durch den Schwerpunkt des rotierenden
Körpers . Auch hier denken wir uns den
Körper unter Einführung der Trägheits¬
kräfte zur Ruhe gebracht . In Abb. 44
gebe S die augenblickliche Lage des

Schwerpunktes an. Die Zentrifugalkräfte geben dann eine
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Resultierende , die S von AB zu entfernen sucht . Hierdurch
entsteht eine Biegung der Welle , durch die die Exzentrizität e
vergrößert wird . Gerade auf Grund dieser Überlegung schloß
man früher , daß eine gewisse größte Winkelgeschwindigkeit
überhaupt nicht überschritten werden könnte , ohne eine dau¬
ernde Verbiegung oder den Bruch der Welle und ein Heraus¬
schleudern des rotierenden Körpers herbeizuführen .

Die Erfahrung lehrt indessen , daß bei wachsender Ge¬
schwindigkeit ein absichtlich etwas exzentrisch aufgekeiltes
Rad zunächst in der Tat in Übereinstimmung mit der voraus¬
gehenden Betrachtung zu immer stärkeren Biegungen der
Welle führt und daher immer stärker schleudert . Das gilt
aber nur bis zu einer gewissen Grenze. An dieser wird das
Schleudern so stark , daß die Welle , wie man es früher schon
vorausgesehen hatte , ganz verbogen oder zerbrochen werden
müßte , wenn sie nicht durch eine Führung , die sie umgibt ,
an stärkeren Formänderungen verhindert würde . Die Welle
stößt nun hei der fraglichen Geschwindigkeit , die als ihre
kritische Geschwindigkeit bezeichnet werden soll, gegen
die Führungen , hat einen stark unregelmäßigen Gang , ver¬
braucht wegen der Reibung und der Stöße gegen die sie
ringartig umgebende Führung viel Arbeit und versetzt den
ganzen Apparat in starke Erschütterungen . Bei der kritischen
Geschwindigkeit ließe sich in der Tat trotz des Auskunfts¬
mittels der „Führung“ , das schließlich auf eine zeitweilige
Herabsetzung der freien Länge der Welle hinauskommt , kein

.geordneter Maschinenbetrieb aufrecht erhalten . Sowie man
aber nun die Geschwindigkeit der Welle noch weiter steigert ,
bemerkt man, daß die Welle anfängt , wieder ruhiger zu laufen ,
und wenn die Geschwindigkeit groß genug geworden ist , läuft
sie ruhiger als jemals vorher . Man kann die Führung jetzt
vollständig entfernen und bemerkt , daß selbst äußere Stöße
zu keinen großen Ausschlägen der Welle mehr führen . Schaltet
man hierauf den Antrieb aus und überläßt den rotierenden
Körper sich selbst , so läuft die Welle anfänglich ruhig weiter ;
sobald sich aber infolge der Reibungen usf. die Geschwindig -
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keit so weit vermindert hat , daß sie sich wieder der kritischen
nähert , treten wieder stärkere Schwingungen ein und es wird
Zeit , daß man von neuem eine Führung oder überhaupt irgend¬
eine Sicherung gegen zu große Ausschläge der Welle an¬
bringt , um ein Herausschleudern zu verhüten . Die als Führung
bezeichnete Schutzvorkehrung ist daher immer nur für das
Überschreiten der kritischen Geschwindigkeit , sei es im einen
oder im anderen Sinne erforderlich . Vorher und nachher läuft
die Welle ganz frei und sicher .

Außerdem zeigt auch die Erfahrung , daß man die Welle
selbst ohne Benutzung einer Schutzvorkehrung der genannten
Art zu regelmäßigen Umläufen ohne große Schwingungen
bringen kann , wenn man sie nur schnell genug in sehr große
Umdrehungsgeschwindigkeit versetzt . Dazu muß man natür¬
lich nach Art eines „Drehstoßes“ ein sehr großes Kräftepaar
auf sie einwirken lassen, das ihr schon nach ganz kurzer Zeit
die erforderliche Umdrehungsgeschwindigkeit zu erteilen vermag .

Ich habe die Beschreibung dieser Erfahrungen voraus¬
geschickt , weil sich auch die theoretische Erklärung erst an
sie anknüpfte . Es ist zwar möglich , aber nicht wahrschein¬
lich , daß man auf theoretischem Wege zur Erkenntnis der
Möglichkeit gekommen wäre , eine Welle über ihrer kritischen
Geschwindigkeit laufen zu lassen , wenn die Erfahrung nicht
den Weg dazu gewiesen hätte . Es wäre aber verfehlt , wenn
man die erst nachträglich gefundene Theorie des Vorgangs
darum geringschätzig beurteilen wollte . Solange man sich
nicht theoretisch Rechenschaft über diesen zu geben vermochte ,
besaß man nichts als einige vereinzelte Erfahrungen , über deren
Zusammenhang man so wenig auszusagen vermochte , als über
die Bedingungen , unter denen die gesehenen Erscheinungen
stets sicher zu erwarten seien. Erst durch die theoretische
Bearbeitung wurden die vereinzelten Erfahrungen zu einem
wohlgeordneten Bilde vereinigt , aus dem sich erkennen läßt ,
warum und unter welchen Umständen so hohe Umlaufs¬
geschwindigkeiten zulässig sind.

Ich beginne zunächst mit der Erklärung der zuletzt be-
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sckriebenen Erscheinung , hei der die Welle in sehr kurzer
Zeit in eine Geschwindigkeit versetzt wird , die über der kriti¬
schen liegt . In Abb . 45 sei durch den
äußeren Kreis der Umriß des auf der bieg¬
samen Welle sitzenden ßades in der An¬
fangslage angegeben . Die Zeichenebene
steht senkrecht auf der Mittellinie der
Welle in der Ruhelage , oder wie wir sagen
wollen , senkrecht auf der Verbindungs¬
linie der Zapfenmittelpunkte der Welle , Abb-46-
die sich in 0 projizieren möge. Der Wellenquerschnitt ist in
der Zeichnung nicht angegeben . Der Schwerpunkt des rotie¬
renden Körpers soll anfänglich in S liegen . Die Strecke OS
gibt also die Exzentrizität e an ; sie ist der Deutlichkeit wegen
in der Zeichnung viel größer angegeben , als sie in Wirklich¬
keit zu erwarten sein wird .

Nun möge die Welle und mit ihr das Rad in schnelle
Umdrehung versetzt werden . Das Kräftepaar , das wir hierzu
am Rade angreifen lassen müssen , wird durch die auf Torsion
beanspruchte Welle auf das Rad übertragen . Nun wissen wir
aber , daß ein Kräftepaar stets nur eine Drehung um eine
durch den Schwerpunkt gehende Achse, aber keine Verschiebung
des Schwerpunkts herbeizuführen vermag . Das Rad wird also,
sobald wir durch Torsion der Welle drehend auf es ein¬
zuwirken beginnen , nicht eine Drehung um 0 , sondern eine
Drehung um S auszuführen suchen . Da die Welle hinrei¬
chend biegsam sein sollte , wird es daran auch nicht merklich
gehindert . Wenn die Welle gar keine Biegungssteifigkeit
hätte , könnte sogar dauernd überhaupt nur eine Drehung um
S erfolgen. Der Befestigungspunkt der Welle, der ursprüng¬
lich mit 0 zusammenfiel , müßte dann einen Kreis um S be¬
schreiben , der in die Abbildung punktiert eingetragen ist .
Ganz ohne Biegungswiderstand dürfen wir die Welle freilich
nicht voraussetzen . Denken wir uns also den Befestigungs¬
punkt des Rades auf der Welle in seiner kreisförmigen Bahn
um den Schwerpunkt S etwa nach A gelangt , so ist OA der

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 19
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Biegungspfeil der Welle und wegen der Biegung wird die-
Welle außer dem Kräftepaare , das die Umdrehung herbeiführt ,,
auch noch eine Kraft auf das Rad übertragen , die A nach 0
zurückzuführen sucht . Erst diese Kraft wird nun auch eine
Bewegung des Schwerpunktes S veranlassen . Wir mußten
uns aber ohnehin vorstellen , daß das Rad sehr schnell in Um¬
drehung versetzt werden sollte und können daher annehmen ,
daß das diese Umdrehung bewirkende Kräftepaar so groß ist ,
daß es das Rad schon mehrmals umgedreht hat , bevor die
durch die Biegungselastizität hervorgerufene Kraft den Schwer¬
punkt merklich von seiner Stelle rücken konnte . Wie groß
das Kräftepaar hierzu sein müßte , ließe sich leicht ausrechnen ^
wir können aber darauf verzichten , da es sich jetzt nur um
eine qualitative Untersuchung handelt und man sich das Kräfte¬
paar jedenfalls immer groß genug vorstellen kann , um die ge¬
stellte Bedingung zu erfüllen .

Nach dem Satze vom Antriebe ist die Bewegungsgröße ,
die das Rad wegen der Schwerpunktsbewegung während eines
Umlaufs erlangt , gleich dem Zeitintegrale der Biegungskraft .
Außerdem kann dieses Zeitintegral gleich der Dauer eines
Umlaufs multipliziert mit dem graphischen Mittelwerte der

Biegungskraft während eines Umlaufs
gesetzt werden . Wir wollen uns
daher überlegen , welche Richtung
diesem Mittelwerte zukommt . In

yt3 Abb. 46 ist der Kreis, den A in
Abb . 45 beschrieb , vergrößert heraus -
gezeichnet . A fällt der Reihe nach
mit 0, A1, A2 usf . zusammen , um
dann wieder nach 0 zu gelangen . In

Abb . 46 . _ S O
jedem Augenblicke ist die von der

gebogenen Welle auf das Rad übertragene „Biegungskraft“ von
A aus nach 0 zu gerichtet; außerdem ist die Größe der Kraft
der Sehne A 0, d. h. dem Biegungspfeile , proportional . Jedem
Punkte .1, auf der oberen Hälfte des Kreises entspricht ein
zum Durchmesser durch 0 symmetrisch liegender Punkt A^

0 |
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auf der unteren Hälfte . Die durch die Sehnen A10 und A50
dargestellten Biegungskräfte haben gleiche und gleichgerichtete
horizontale , aber entgegengesetzt gerichtete Yertikalkomponenten .
Solange der Punkt A die obere Hälfte des Kreises durchläuft ,
wird der Schwerpunkt nach links und zugleich nach abwärts
beschleunigt ; durchläuft A die untere Kreishälfte , so wird S
immer noch nach links , aber jetzt zugleich nach aufwärts be¬
schleunigt . Nun durchläuft freilich A den Kreis nicht gleich¬
förmig , sondern beschleunigt . Wir wollen aber , um nicht zu
weitläufig zu werden , von diesem Umstande jetzt absehen .
Dann können wir sagen, daß der Mittelwert der Biegungskraft
für einen ganzen Umlauf im allgemeinen nach links hin ge¬
richtet ist . Jedenfalls erkennen wir daraus , daß sich im Mittel
S nach 0 hin verschieben muß und nicht nach außen hin .
Das ist es aber , worauf es ankommt .

Nehmen wir nun an , S sei nach einigen Umläufen so
nahe an 0 hin gerückt , daß es als mit 0 zusammenfallend be¬
trachtet werden kann , so wird nachher A einen Kreis um 0
beschreiben , dessen Halbmesser gleich der Exzentrizität e oder
gleich der Strecke OS in der Anfangslage ist . Die Biegungs¬
kraft wirkt dann während eines Umlaufs der Reihe nach von
allen möglichen Richtungen her mit stets gleicher Stärke auf
das Rad ein und J dt für einen Umlauf wird zu Null . Der
Schwerpunkt vermag also späterhin dauernd in der Nähe von
0 zu bleiben . Die anfängliche Exzentrizität ist durch die
geringe Ausbiegung der Welle ausgeglichen und das Rad hat
sich, wenn man so will , von selbst so eingestellt , daß es um
eine freie Achse rotiert .

Bei dieser Betrachtung wird man freilich einen Nachweis
dafür vermissen , daß diese Bewegung nun auch eine stabile
Bewegung ist , d. h . man sieht wohl leicht ein, daß die Be¬
wegung so wie beschrieben weiter gehen kann ; aber es bleibt
zweifelhaft , ob nicht etwa durch einen zufälligen Stoß von
außen her , der den Schwerpunkt S etwas aus der Nähe von
0 verrückt , die Bewegung vollständig geändert und das Rad
schließlich doch noch abgeschleudert werden könnte . Um uns

19 *
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hierüber Gewißheit zu verschaffen , müssen wir nun noch in
eine genauere quantitative Untersuchung der Bewegung eintreten .

Hierbei nehme ich an , daß der Anfangszustand des be¬
reits in schneller Rotation begriffenen Rades beliebig gegeben
sei , und daß es hierauf ohne äußere Einwirkung sich selbst
überlassen werde. Ich nehme also mit anderen Worten an,
daß von der Welle nur noch ein Torsionsmoment von solcher
Größe und solchem Sinne auf das Rad übertragen werde , um
die Rotation auf gleicher Höhe zu erhalten , also um entweder
die Bewegungswiderstände aufzuheben oder um (bei einem
Turbinenrade ) die fernere Beschleunigung durch die daran an¬
greifenden äußeren Kräfte zu verhindern . Außerdem soll auch
das Gewicht des Rades nicht in Berücksichtigung gezogen
werden . Man kann sich dessen Einfluß etwa dadurch beseitigt
denken , daß die Welle , um die das Rad rotiert , lotrecht steht ;
im übrigen ist aber das Eigengewicht des Rades auch so ge¬
ring gegenüber den gewaltigen Zentrifugalkräften , die bei
merklichen Exzentrizitäten und bei den großen Geschwindig¬
keiten , um die es sich hier handelt , vorkommen , daß es ohne¬
hin keine große Rolle spielt . Außerdem soll schließlich noch

vorausgesetzt werden, daß die Exzen¬
trizität auf jeden Fall gering gegen¬
über dem Trägheitshalbmesser des
Rades ist , so daß sie genau genug
diesem gegenüber als unendlich klein

q betrachtet werden darf.
In Abb . 47 bedeutet wie vorher

0 die Projektion der Verbindungs¬
linie der Mittelpunkte beider Zapfen ,

x mit denen die Welle im Gestelle ge¬
lagert ist . S ist der Ort des Schwer¬
punktes und A der Ort des Be¬
festigungspunktes zur Zeit t, OA

demnach der Biegungspfeil . Alle Strecken sind in die
Abbildung stark vergrößert eingetragen . Außerdem sind zwei
Koordinatenachsen gezogen und der Winkel , den AS mit der
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X -Achse bildet , ist mit <p bezeichnet . Die X-Achse möge
man sich in solcher Richtung gezogen denken , daß der
Winkel cp zur Zeit t = 0 , also im Anfange der Betrachtung ,
gleich Null war . Die Rotation des Rades mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit u möge in solcher Richtung erfolgen ,
daß der Winkel cp mit der Zeit wächst . Dann kann der Winkel
<P’ zur Zeit t

cp= ut

gesetzt werden . Die Biegungskraft ist gleichgerichtet mit
AO und hat die Größe c - AO , wenn c einen von der Bie¬
gungssteifigkeit der Welle abhängigen konstanten Faktor be¬
deutet , der nach bekannten Sätzen der Festigkeitslehre aus der
Spannweite , dem Querschnitte der Welle und dem Elastizitäts¬
modul stets leicht berechnet werden kann . Die Biegungskraft

geht zwar nicht durch den Schwerpunkt S : wenn wir sie
uns parallel nach S verlegt denken , tritt vielmehr noch ein
Kräftepaar auf. Der Hebelarm dieses Kräftepaares kann aber
nach einer schon vorher ausgesprochenen Voraussetzung als
unendlich klein angesehen werden , so daß der Einfluß des
Kräftepaars auf die Änderung der Winkelgeschwindigkeit außer
Betracht bleiben , n also in der Tat als konstant angesehen
werden kann .

Horizontal - und Vertikalprojektion der Exzentrizität e oder
SA sind in der Abbildung mit den Buchstaben p und q be¬
zeichnet ; man hat dafür

p = ecosut -, q = esinut .

Die dynamische Grundgleichung soll ebenfalls für jede Achsen¬
richtung gesondert angeschrieben werden . Wenn die Masse
des Rades mit m bezeichnet wird, ist

m <1(U = “ + -P )

= - c(y + (/) ,

denn x p ist die Horizontalprojektion des Biegungspfeiles
OA , daher c(x + p) die Horizontalprojektion der Biegungs -
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kraft und das Minuszeichen drückt aus , daß und daher
auch die Horizontalprojektion von nach dem Ursprünge 0
hin , der positiven Seite der X -Achse also entgegengesetzt ge¬
richtet ist . Durch Einführung der für p und q aufgestellten
Werte , gehen die vorigen Gleichungen über in

d*x , , A
-jp -t x e cos ut = ü
d-y i , A
äfi + y + e sin ut = 0

(195)

Hiermit haben wir die Differentialgleichungen des
Problems gefunden . Die allgemeinen Lösungen dieser Glei¬
chungen können auch sofort angegeben werden ; sie lauten

(%- ,£t = M sin oD-1- B cos ut -- „costG
“• äse )

y = C sin ut D cos ut e —;---- -»sin wf
J u - — « - )

Hierin ist u eine Konstante , die so ermittelt werden muß, daß
die Lösungen richtig sind ; dagegen sind A , B , C, D willkür¬
liche Ihtegrationskonstanten , durch deren geeignete Wahl man
sich jedem beliebig gegebenen Anfangszustande anzupassen
vermag . Hieraus folgt , daß wir in der Tat die allgemeinste
Lösung gefunden haben , falls nur überhaupt die angegebenen
Werte die Gleichungen (195) befriedigen . Man überzeugt sich
davon leicht ; ich will die kleine Zwischenrechnung , die dazu
erforderlich ist , wenigstens für die sich auf die X-Richtung
beziehende Gleichung durchführen .

Durch Differentiation nach t folgt aus Gl. (196)
d cc . , r i . , gj- . ,-5-7= Au cos ut — Bu sin ut — e „wsinwr ,dt u * — a - ’

= — Au 2sin ut — Bet2cos ut — e — -„u2cos ut .dt - ' w — c -

Setzt man nun x und seinen zweiten Differentialquotienten in
die erste der Gleichungen (195) ein, so erhält man

— — sin ut B cos ut + e—„- ĉos ut ) + A sin ut
c \ u ~ — cc J

-)- B cos ut -\- e— — scos ut -\- e cos ut = 0 .
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Die zwei letzten Glieder auf der linken Seite Yereinigen sich
aber zu

w2
scoswrw" — or

und die ganze Gleichung läßt sieb daher schreiben

^ 4. sin at + Bcos ixt + ej{ä M- 2cosu ^ = 0 .

Diese Gleichung ist nun in der Tat identisch , d. h. für jeden
Wert der Veränderlichen t und zugleich für beliebige Werte
der Konstanten A und B erfüllt , wenn der in der ersten Klammer
stehende Faktor durch eine passende Wahl von « zum Ver¬
schwinden gebracht wird . Man muß also

setzen . — Für die sich auf die V-Richtung beziehende Glei¬
chung läßt sich die Rechnung genau in derselben Form wieder¬
holen ; man findet dabei für a denselben Wert .

Fassen wir nun die durch die Gleichungen (196) be¬
schriebene Bewegung näher ins Auge, so bemerken wir sofort ,
•daß nur die ersten beiden Glieder des dreigliederigen Aus¬
drucks für x oder y von den Integrationskonstanten , also vom
Anfangszustande abhängen ; das dritte Glied ist im übrigen
unabhängig vom Aufangszustande , wohl aber abhängig von
dem konstanten Werte der Winkelgeschwindigkeit u, die ihrer¬
seits wieder in den ersten Gliedern nicht vorkommt . Hiernach
können wir uns die Gesamtbewegung des Schwerpunkts in zwei
Teile zerlegt denken , also etwa

X = x l -\ - x ^ -.
- Cts"x, = A sin ut B cos at : x9 = e —5 scos ut

setzen und ähnlich für y. Die Integrationskonstanten bestimmen
sich aus der anfänglichen Lage des Schwerpunkts zur Zeit
t = 0 und aus der Geschwindigkeit , die er zu dieser Zeit hatte .
Dagegen kommt u in xx nicht vor, d. h . der durch xt und yt
beschriebene Bewegungsanteil erfolgt genau so, als wenn das
Rad überhaupt nicht rotierte . In diesem Falle hätten wir es
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aber mit einer gewöhnlichen harmonischen Schwingung zu tun
und wir wissen schon, daß der Schwerpunkt hierbei eine Ellipse
beschreibt , die auch (bei passenden Anfangsbedingungen ) in
einen Kreis oder in eine Gerade übergehen kann . Jedenfalls
kann dieser Bewegungsanteil , auch wenn etwa zu Anfang
durch einen Stoß eine größere Entfernung des Schwerpunkts
von 0 herbeigeführt wurde , niemals zu dauernd wachsenden
Ausschlägen führen . Wir werden vielmehr zu erwarten haben ,
daß wegen der in der Rechnung nicht berücksichtigten
Dämpfung , diese harmonischen Schwingungen in Wirklichkeit
nach einem etwa erfolgten Stoße mit der Zeit ebenso abklingen ,
wie wir dies früher bei der Untersuchung der gedämpften
Schwingungen gefunden haben .

Ganz anders ist es aber mit dem durch x2 und y2 dar¬
gestellten zweiten Bewegungsanteile , der nur von u und sonst
gar nicht von den Anfangsbedingungen abhängt . Wäre etwa
(nach dem Abklingen der ursprünglich vorhandenen harmo¬
nischen Schwingung und bei Fernhalten jedes späteren Stoßes
von außen her ) xx und y1 zu Null geworden , so müßte der
durch x2 und y2 dargestellte Bewegungsanteil jedenfalls immer
noch fortdauern . Die Bewegung xi yx (wie wir der Kürze halber
sagen wollen ) gibt demnach eine von zufälligen Umständen
abhängige Bewegung an, die der rotierende Körper genau so
ausführt , als wenn er nicht rotierte und die daher nicht als
ein wesentlicher Bewegungsanteil aufgefaßt werden kann . Jene
Bewegung , die gerade der rotierenden Welle eigentümlich ist
und die für alle Erscheinungen bestimmend auftritt , die wir
hier untersuchen wollen , ist vielmehr die Bewegung xt y2.
Setzen wir also, um diese für sich zu untersuchen , vorläufig
den unwesentlichen Bewegungsanteil xxy1 gleich Null , so bleibt
nur noch die Bewegung

a - a 2 .x9 = e —»----- 5cos ut \ xu = e —i- 5sin wt1 u*— a 1 itr —a2

übrig . Man erkennt sofort , daß diese in einer kreisförmigen
Bewegung des Schwerpunkts besteht , die mit der Winkel¬
geschwindigkeit u beschrieben wird . Der Halbmesser des
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Kreises r ist

Kommt dagegen die Bewegung x2y2 zur harmonischen Schwin¬
gung x1yi hinzu , so legt der Schwerpunkt eine epizybloidische
Bahn zurück ; er durchläuft nämlich einen Kreis , dessen Mittel¬
punkt auf der Ellipse der harmonischen Schwingung fort¬
schreitet .

Die Stärke der Ausschläge , die man zu erwarten hat ,
hängt nun vor allem von der Größe des Halbmessers r ab.
Für kleine Werte von u wird r negativ ; das Vorzeichen ist
indessen hier unwesentlich . Jedenfalls ist dem Absolutwerte
nach r etwas größer als die Exzentrizität e. Sobald sich nun
u dem Werte von « nähert , fängt r stark zu wachsen an
und für u = a liefert Gl. (198) sogar r = oo. Wir sehen
hiermit , daß bei dieser Geschwindigkeit oder in ihrer Nähe
unter allen Umständen sehr starke Ausschläge zu erwarten
sind , d. h. m= a ist die schon aus den Versuchen be¬
kannte kritische Geschwindigkeit . Bezeichnen wir diese
mit uk, so erhalten wir nach Einsetzen des Wertes von a aus
Gleichung (197)

Wenn u größer wird als ut , nimmt der Absolutwert von r
wieder ab und für eine sehr große Geschwindigkeit u wird r
fast zu Null . In diesem Falle beschreibt (nahezu wenigstens )
der Schwerpunkt nur noch die Ellipse der harmonischen
Schwingung oder er bleibt , wenn diese abgeklungen ist und
äußere Störungen fern gehalten werden, in Buhe , indem er
dauernd mit ö zusammenfällt . Damit kommen wir auf jene
Bewegung zurück , die wir schon vorher bei der bloß qualitativen
Untersuchung als möglich erkannt hatten . Wir wissen aber
jetzt auch , daß diese Bewegung eine stabile ist , d. h .
daß durch einen äußeren Stoß nur eine harmonische Schwin¬
gung von derselben Art wie beim nichtrotierenden Körper
hervorgerufen wird, die allmählich abklingt , so daß der Schwer -

(199)
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punkt wieder nach 0 zurückgeführt wird . Ein Herausschleudern
des Rades ist also bei Geschwindigkeiten , die weit über der
kritischen liegen, auf keinen Fall zu befürchten .

Man gewinnt noch eine anschaulichere Vorstellung von
der schwingenden Bewegung des Rads durch die folgende Kon¬

struktion . Man trage auf der Ge¬
raden ÄM in Abh . 48, die im übrigen
vollständig mit Abh . 47 überein¬
stimmt , eine Strecke SP ab, so daß

SP = ~ eü^ (200)

ist . Für Werte von u , die unter
dem kritischen Werte uk liegen ,
wird dieser Ausdruck positiv und

— dann soll SP in jener Richtung
abgetragen werden , wie es in der
Abbildung geschehen ist . Ein nega¬

tiver Wert von SP wäre dagegen in der entgegengesetzten
Richtung , also von S aus in der Verlängerung von A S ab¬
zutragen . Man beachte , daß P hiernach niemals zwischen
S und A liegen kann. Bei kleinen Werten von u liegt
P in der Nähe von A, aber außerhalb der Strecke AS ;
wenn u wächst , rückt P von A ab und für u — Uk rückt
es ins Unendliche . Wenn u noch größer wird, rückt P aus
dem Unendlichen von der anderen Seite der Geraden her auf S
zu ; für sehr große Werte von u liegt P ganz in der Nähe
von S und für u = oo fällt P mit S zusammen .

Der in dieser Weise für ein bestimmtes u konstruierte
Punkt P möge auf dem Rade markiert werden und wir wollen
zusehen , welche Bewegung dieser Punkt ausführt . Die Koordi¬
naten des Punktes seien mit bezeichnet . Dann ist mit
Rücksicht auf Gl. (200)
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also, wenn man die Werte von x und y aus den Gleichungen
(196) einführt ,

^ = A sina£ -f- H cos «<,

rj = C sin «£ -f- 1) coscct.

Wir erkennen hieraus , daß im allgemeinsten Falle
nicht der Schwerpunkt , sondern der Punkt P eine ein¬
fache harmonische Schwingung ausführt ; der Schwer¬
punkt , wie schon vorher gefunden , nur dann, wenn P mit S
zusammenfällt , d. h. für m= oo. Die ganze Bewegung kann
nun in eine Translation zerlegt werden, die den Punkt P auf
seiner elliptischen Bahn herumführt und in eine Rotation mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit u um den Punkt P .
Bei dieser Darstellung überblickt man vielleicht noch deut¬
licher als vorher , daß große Bewegungen des Schwerpunktes ,
also ein starkes Schaukeln des Rades , von der Lage des
Punktes P und hiermit von dem Werte der Winkelgeschwindig¬
keit u bedingt werden .

Schließlich möge noch der in Gl. (199) für die kritische
Geschwindigkeit aufgestellte Wert in eine Form gebracht wer¬
den, die für die unmittelbare Anwendung in der Praxis mög¬
lichst bequem ist . Hierzu führe ich eine Kraft P ein, die als
Biegungslast an der ruhenden Welle angebracht einen Biegungs¬
pfeil von 1 cm herbeiführen würde . Wenn die Abmessungen
der Welle usf . gegeben sind, wird man P nach den Formeln
der Festigkeitslehre immer leicht berechnen können . An einer
fertigen Maschine kann man P auch durch einen unmittel¬
baren Belastungsversuch sofort experimentell feststellen . Wenn
die Welle zu steif ist , um eine Durchbiegung um 1 cm ohne
dauernde Verbiegungen zu ertragen , ist unter P das Zehnfache
der Biegungslast zu verstehen , die einen Biegungspfeil von
1 mm hervorruft oder überhaupt das w-fache der zum Biegungs¬

pfeile ~ cm gehörigen Last . Nach der Bedeutung der Kon¬

stanten c, die in den vorausgehenden Rechnungen vorkam , hat
man dann
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P = c • 1 cm oder c = -1 cm

Das Gewicht des Rades sei mit Q bezeichnet ; an Stelle der
Masse m tritt daher ietzt

Q 2
w Est ern sec -

Ferner soll noch an Stelle der auf Bogenmaß bezogenen
Winkelgeschwindigkeit u die Zahl der in der Minute ausge¬
führten Umdrehungen N eingeführt werden , wie es in der
Praxis gebräuchlich ist . Unter Nk ist also die kritische Touren¬
zahl zu verstehen . Dann ist

60 sec • u ,vr _
* 2 *

und Gl. (199) geht nach Einführung dieser Werte über in

oder zur Ahrundung und genau genug für die praktische An¬
wendung

Die Tourenzahl Nk muß jedenfalls vermieden werden .
Wenn die Welle mindestens iy 2 bis 2 mal so viel Touren
macht , kann bereits auf einen ruhigen Gang der Welle ge¬
rechnet werden . Besser ist es aber , wenn man die Welle bei
gegebener Tourenzahl so schwank konstruiert , also P so klein
macht , daß das nach Gl. (201 ) berechnete Nk möglichst weit
unter der beabsichtigten Umlaufsgeschwindigkeit liegt . Diese
Bemerkung bezieht sich aber natürlich nur auf sehr schnell
umlaufende Wellen ; bei langsamer umlaufenden konstruiert man
umgekehrt die Welle so steif , daß das nach Gl. (201) berechnete
Nf. weit über der beabsichtigten Geschwindigkeit liegt .

Endlich ist noch auf eine Deutung der Formel für die
kritische Geschwindigkeit einzugehen , die sie in Beziehung setzt
zur Lehre von den erzwungenen Schwingungen . Man geht
dabei von der Erwägung aus, daß die nicht rotierende Welle
einfache harmonische Schwingungen auszuführen vermag , deren

(201)
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Schwingungsdauer von dem in Gl . ( 18) S . 29 berechneten
Werte a abhängt , der mit dem Werte a in Gl. (197 ) genau
übereinstimmt . Man weiß ferner , daß die durch eine periodisch
wechselnde Kraft erzwungenen Schwingungen eines schwingungs¬
fähigen Systems im Falle der Resonanz besonders groß aus¬
fallen , also dann , wenn die Schwingungsdauer der erregenden
Ursache mit der Schwingungsdauer der Eigenschwingungen
übereinstimmt . Nun kann man bei der schnell rotierenden Welle

sagen , daß sich der Einfluß der Rotation auf die Schwingungen ,
die sie ausführt , in ähnlicher Weise geltend machen wird , wie
eine periodisch wechselnde äußere Kraft , deren Schwingungs¬
dauer einer vollen Umdrehung der Welle entspricht . Daraus
ist dann zu schließen , daß die kritische Geschwindigkeit er¬
reicht wird , wenn u = cc wird , womit man unmittelbar zu
Gl . (199 ), nämlich

r m

geführt wird . Diese Ableitung ist weit kürzer als die vorher
gegebene ; aber sie ist auch viel weniger streng . Namentlich
würde man , wenn nur diese Herleitung vorläge , nicht mit
Bestimmtheit zu sagen vermögen , ob die Bewegung auch wirk¬
lich stabil ist , wenn u den Wert uk übersteigt . Die Vermutung
liegt freilich nahe ; aber zu einer Gewißheit könnte sie nur
durch den näheren Nachweis gesteigert werden , daß sich in
der Tat der Einfluß der Rotation unter allen Umständen so
äußert , wie eine periodisch wechselnde Kraft . Das würde aber
zum mindesten ebensoviel Umstände machen als die vorher¬
gehende Ableitung .

Damit soll indessen der Wert dieser Betrachtung nicht
bestritten werden . Er ist aber nicht darin zu suchen , daß
eine genauere Untersuchung durch sie entbehrlich gemacht
werden könnte , sondern darin , daß man durch eine sehr ein¬
fache Überlegung darauf aufmerksam gemacht wird , was man
voraussichtlich zu erwarten hat . Das zeigt sich am deutlichsten ,
wenn man nach der Erledigung des einfachsten Falles , in dem
die Welle nur eine Schwungmasse trug , zur Behandlung von
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verwickelteren Fällen übergeht , bei denen die Welle mehrere
Schwungmassen trägt , oder wenn es nötig erscheint , auf die
mit der Verbiegung der Welle verbundene Drehung der Rad¬
ebene, z. B. bei einem „fliegend“ angeordneten Schwungrade
zu achten . In solchen , mit dem vorher eingehend unter¬
suchten ganz verwandten Fällen kann es zur Berech¬
nung der kritischen Geschwindigkeiten als vollständig
ausreichend angesehen werden , die Schwingungsdauern
der verschiedenen Eigenschwingungen , die das System
auszuführen vermag , zu berechnen und daraus die zu¬
gehörigen kritischen Geschwindigkeiten in derselben
Weise abzuleiten , wie vorher w*. Für den Fall , daß
eine Welle zwei Schwungräder trägt , kann z. B. die in § 5
im Anschlüsse an Abb . 9 S. 37 durchgeführte Berechnung der
Schwingungsdauern Tx und V2 ohne weiteres benutzt werden .
Die zugehörigen kritischen Geschwindigkeiten sind den aus
Gl. (32) folgenden Werten und L, gleich zu setzen . Herr
Prof . Stodola hat diesen Fall und einige andere in der Zeitschr .
d. Vereins d. Ing . 1903, S. 127 auf diese Art untersucht , worauf
hier noch verwiesen werden möge.

§ 44 . Mechanische Ähnlichkeit ; Theorie der Modelle .
An dieser Stelle soll eine Betrachtung eingeschaltet werden,

die mit dem übrigen Inhalte dieses Abschnitts zwar nur in
einem losen Zusammenhange steht , die sich aber auch an einer
anderen Stelle nicht mit mehr Recht einreihen ließe, dabei
aber wegen der praktischen Bedeutung , die ihr zukommt , nicht
ohne Beachtung bleiben darf .

Der Begriff der mechanischen Ähnlichkeit ist aus dem
der geometrischen Ähnlichkeit hervorgegangen . Mechanische
Ähnlichkeit zweier Systeme schließt die geometrische Ähn¬
lichkeit zum mindesten in allen wesentlichen Bestimmungs¬
stücken ein , wird aber dadurch nicht erschöpft . Man kann
z. B. zwei Maschinen nach denselben Plänen und Werkzeich¬
nungen bauen , indem man etwa die eingeschriebenen Maße
einmal als englische Zolle , ein anderes Mal als Zentimeter
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deutet . Die Maschinen sind dann geometrisch ähnlich und so
lange sie still stehen , besteht gar keine Veranlassung , ihre
Ähnlichkeit zu bezweifeln . Sobald sie aber in Betrieb kommen ,
werden sie sich im allgemeinen ganz yerschieden verhalten .
Während die eine von beiden vielleicht vollständig befriedigend
arbeitet und sich als tüchtig durchkonstruiert bewährt , wird die
andere bald eine große Zahl von Fehlern aufweisen , wenn sie
sich nicht schon von vornherein als ganz untauglich erweist .

Der Grund für das abweichende Verhalten ist leicht ein¬
zusehen . Die den Flächen proportionalen äußeren Kräfte
wachsen mit den Flächen , also im Verhältnisse n2, wenn n
das lineare Vergrößerungsverhältnis bedeutet . Das Verhältnis n2
würde z. B. bei dem treibenden Dampfdrücke zutreffen , wenn
beide Maschinen Dampfmaschinen wären und von demselben
Kessel aus betrieben werden sollen . Die Gewichte der Teile
wachsen mit dem Volumen , also im Verhältnisse n 'K Wollte
man verlangen , daß die Maschinen entsprechende Wege in
gleichen Zeiten zurücklegen , so müßten die Geschwindigkeiten
und die Beschleunigungen im Verhältnisse n zueinander stehen .
Zwischen den nach dem d7A1emb er t sehen Prinzip einzuführen¬
den Trägheitskräften hätte man dann das Verhältnis w3 • n
oder Da die miteinander in Vergleich zu bringen¬
den Kräfte in so verschiedenen Verhältnissen wie w2,
M8, m* anwachsen , müßte das Verhalten beider Ma¬
schinen natürlich ein ganz verschiedenes sein , d. h.
trotz der geometrischen Ähnlichkeit sind die Ma¬
schinen mechanisch einander durchaus nicht ähnlich .

Man kann sich aber die Aufgabe stellen , zwei geometrisch
ähnliche Maschinen so zu konstruieren , daß sie sich auch
mechanisch ähnlich verhalten . Durch die vorhergehenden Er¬
wägungen wird dies nicht ausgeschlossen . Es steht uns näm¬
lich , um bei dem gewählten Beispiele zu bleiben , frei , beide
Dampfmaschinen mit verschiedenem Dampfdrücke zu betreiben
und zugleich auch die Umlaufsgeschwindigkeit verschieden zu
wählen . Außerdem könnte man sich auch bei beiden Material
von verschiedenem spezifischem Gewichte angewendet denken ,
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also etwa Eisen im einen , Aluminium im anderen Falle . In
dieser Hinsicht ist man freilich praktisch an enge Grenzen ge¬
bunden . Jedenfalls kann man es aber durch solche Mittel
dahin bringen , daß die Oberflächenkräfte , die Gewichte und die
Trägheitskräfte bei beiden Maschinen in gleichen Verhältnissen
zueinander stehen , so daß sich die Maschinen auch mechanisch
ähnlich verhalten , d. h. so, daß die Bewegungsvorgänge im
einen Falle ein getreues Abbild von jenen im anderen Falle
darstellen , bei dem nur Längen , Zeiten und Kräfte in festen
Verhältnissen vergrößert oder verkleinert erscheinen .

Von praktischer Bedeutung sind diese Betrachtungen nament¬
lich immer dann , wenn man von dem Verhalten eines ,
der Kostenersparnis wegen zunächst in kleinerem Maß¬
stabe ausgeführten Modells auf die Eigenschaften einer
nach diesem Modell zu erbauenden großen Maschine
schließen will . Von diesem Mittel wird sehr häufig Ge¬
brauch gemacht ; so wird z. B. vor dem Baue eines großen
Schiffes , das in wesentlichen Punkten von früheren Ausfüh¬
rungen abweichen soll , gewöhnlich zunächst ein Modell des¬
selben hergestellt , mit dem man Versuche über den Schiffs¬
widerstand bei verschiedenen Geschwindigkeiten anstellt , um
danach beurteilen zu können , wie groß die Maschinenstärke des
Schiffes sein muß, um diesem eine gewisse Geschwindigkeit zu
erteilen usf.

Strenge mechanische Ähnlichkeit läßt sich in solchen
Fällen meist entweder gar nicht oder wenigstens nur mit einem
unverhältnismäßigen Aufwand von Mitteln erreichen . Es ge¬
nügt aber , wenn nur in den wesentlichen Punkten ,
die man gerade untersuchen will , eine Übereinstim -
mnng erzielt wird , während man sonst Abweichungen ,
die zur Bequemlichkeit oder zur Ermöglichung der
Ausführung geboten sind , unbedenklich zulassen kann .
Natürlich erfordert die richtige Abwägung darüber , wie weit
man in dieser Hinsicht gehen darf, im einzelnen Falle ein ein¬
gehendes Studium aller Nebenumstände , die etwa auf den Er¬
folg von Einfluß sein könnten . — Hier handelt es sich nur
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um eine Darlegung der allgemeinen Gesichtspunkte , von denen
:aus Fragen der mechanischen Ähnlichkeit zu beurteilen sind .

Am einfachsten gestaltet sich die Betrachtung , wenn nur
das statische Verhalten in Frage kommt . Eine Tragkon¬
struktion , etwa ein Brückenträger oder ein Dachverband , möge
im Modell ausgeführt sein und man fragt , wie man aus den
;am Modell beobachteten Erscheinungen auf das Verhalten der
in A-facher Größe ausgeführten Konstruktion schließen kann .
Wenn das Modell der Konstruktion geometrisch ähnlich aus
demselben Material nachgebildet ist , müssen die Lasten , die
man am Modell aufhängt , im Verhältnisse 1 : A2 zu den an
.der Konstruktion auftretenden Lasten bemessen sein. Die Span¬
nungen der einzelnen Stäbe erscheinen dann ebenfalls im Ver¬
hältnisse 1 : A2, d. h. im selben Verhältnisse wie die Quer¬
schnitte , so daß die spezifischen Spannungen und hiermit die
Beanspruchung des Materials in beiden Fällen dieselbe bleibt .
Auch die Sicherheit gegen Ausknicken ist in beiden Fällen dieo o

gleiche , denn die Knicklast eines Stabes ist nach der Euler -
schen Formel — etwa bei frei drehbaren Enden —

und da JE konstant ist, © im Verhältnisse 1 : A4 und l im Ver¬
hältnisse 1 : A steht , folgt , daß auch die Knicklasten das Ver¬
hältnis 1 : A2 haben, also dasselbe Verhältnis , wie die von den
Stäben aufzunehmenden Kräfte .

Hierbei ist zunächst vorausgesetzt , daß das Eigengewicht
der Konstruktion in beiden Fällen keine wesentliche Rolle spielt .
Kommt dieses aber mit in Betracht , so ist zu beachten , daß
es im Verhältnisse 1 : A8 steht , daß also die große Konstruktion
davon stärker beansprucht wird als das Modell. Um die Be¬
dingung der mechanischen Ähnlichkeit in diesem Falle , wenig¬
stens in der Idee , streng aufrecht zu erhalten , müßte man
schon voraussetzen , daß das spezifische Gewicht des Materials ,
aus dem das Modell besteht , Amal so groß sei, als bei der
großen Konstruktion , während der Elastizitätsmodul und die
zulässige Beanspruchung beider Materialen immer noch die

Föppl , Dynamik . ,3. Aufl . 20
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gleichen sein müßten . Dies läßt sich natürlich nicht ver¬
wirklichen ; man kann sich aber praktisch ganz gut dadurch
helfen , daß man has Modell noch mit Zusatzgewichten be¬
lastet , die passend , etwa auf die Knotenpunkte , verteilt sind,,
so daß der Unterschied in der Beanspruchung durch das Eigen¬
gewicht hierdurch ausgeglichen wird . Wenn man in der hier
geschilderten Weise verfährt , kann man aus den elastischen
Deformationen und den sonstigen Festigkeitseigenschaften des
Modells zuverlässige Schlüsse auf das statische Verhalten der
großen Konstruktion ziehen . Auch das Verhalten unter dem
Einflüsse gleicher Temperaturänderungeu wird in beiden Fällen
das gleiche sein. Voraussetzung ist natürlich , daß auch sonst
in der Tat alle Bedingungen übereinstimmen , daß also die
Kräfte in beiden Fällen in der gleichen Weise angreifen , daß
das Material in den kleinen Stücken von derselben Beschaffen¬
heit ist , wie in den großen usf. Dies ist ja freilich eigentlich
selbstverständlich ; es sollte aber noch besonders betont werden ,
weil in dieser Hinsicht große Vorsicht geboten ist , damit nicht
irgendein für den Erfolg sehr wesentlicher Nebenum stand , der
eine Abweichung von den Anforderungen der mechanischen
Ähnlichkeit in sich schließt , bei flüchtiger Betrachtung über¬
sehen wird .

Dies alles bezieht sich indessen nur auf das statische Ver¬
halten . Schon wenn man im vorhergehenden Falle Schlüsse -
über die Schwingungen , die die Konstruktion unter dem Ein¬
flüsse bewegter Laster ausführt , aus Versuchen am Modell
ziehen will, reichen die vorigen Betrachtungen nicht mehr aus .
Wir fassen daher jetzt die Frage von einem allgemeineren
Standpunkte her an, der zugleich die dynamischen Verhältnisse
zu berücksichtigen gestattet .

Das Verhältnis der maßgebenden Längen (wobei unwesent¬
liche Abweichungen im einzelnen ebenso wie in den folgen¬
den Fällen immerhin gestattet werden können ) sei abermals A.
Das Verhältnis der von außen her übertragenen Kräfte mit
Ausschluß der Eigengewichte sei dagegen jetzt allgemein mit .
jt bezeichnet ; ferner sei das Verhältnis ' der Massen fi und das
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Verhältnis der Zeiten r . Wenn beide Systeme mechanisch
ähnlich sein sollen , müssen sie in entsprechenden Zeiten t
und rt in gleichen Stellungen sein und in gleicher Art von
Kräften P und jrP beansprucht werden . Mit anderen
Worten heißt dies , daß alle Größen , die die Bewegung
und den Zustand beider Systeme beschreiben , identisch
miteinander werden , wenn man sie in beiden Fällen
auf verschiedene Einheiten bezieht . Dann gelten auch
alle Gleichungen der Mechanik , die man für das eine
der beiden Systeme anschreibt , ohne jede Änderung
für das andere . Aus diesen Gleichungen läßt sich die
spätere Bewegung des Systems voraussehen , wenn der Anfangs¬
zustand und alle übrigen Bedingungen hinreichend gekenn¬
zeichnet sind. Da die Gleichungen mit allen Neben¬
bedingungen in beiden Fällen identisch sein sollten ,
beziehen sich auch die Schlüsse , die man aus ihnen
ziehen kann , in gleicher Weise auf beide Systeme
und daraus folgt , daß in der Tat hei gleichen An¬
fangsbedingungen auch der spätere Verlauf in beiden
Fällen übereinstimmen muß .

Die Verhältniszahlen X, %, u, x sind aber nicht unabhängig
voneinander . In der Mechanik kommen nur drei Fundamental¬
einheiten vor , die man beliebig wählen kann , während jede
andere Einheit dadurch mit bestimmt ist . Daher können auch
nur drei von den vorhergehenden Verhältniszahlen beliebig ge¬
wählt werden. Nach dem dynamischen Grundgesetze ist die
Kraft gleich der Masse mal der Beschleunigung . Sind in einem
Maßsysteme alle diese drei Größen in einem bestimmten Falle
gleich der Einheit , so muß die Beziehung auch noch gültig
bleiben , wenn man dieselben Größen nach dem anderen Maß¬
systeme ausmißt , d. h. man hat

X
n = oder jtt 2= Up, (202)

und diese Gleichung spricht die Hauptbedingung aus ,
die bei der Konstruktion der Modelle von Maschinen
im Auge behalten werden muß .

20 *
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Zu dieser Hauptbedingung treten noch Nebenbedingungen ,
je nach den Anforderungen , die man an den Grad stellt , in
dem die mechanische Ähnlichkeit beider Systeme verwirklicht
sein soll . Wenn die Eigengewichte der Körper , die den Massen
proportional sind , neben den anderen Kräften nicht vernach¬
lässigt werden dürfen , hat man

Ti = n und hiermit r 2 = il (203 )
zu setzen . Man hat dann nur noch zwei Verhältniszahlen zur

beliebigen Wahl frei . Verlangt man außerdem , wie in dem
vorausgehenden statischen Beispiele , daß die Beanspruchung
des Materials und das elastische Verhalten in beiden Fällen

übereinstimmen , so muß , wie wir uns schon vorher überzeugten ,

;r = g = A2 = T4 (204 )
sein . Wir haben dann nur noch eine Verhältniszahl zur Ver¬

fügung und sind , um strenge mechanische Ähnlichkeit her¬
zustellen , genötigt , in beiden Systemen Stoffe mit verschie¬
denen spezifischen Gewichten vorauszusetzen , die sich aber sonst
in allen Eigenschaften gleichen .

Da das zuletzt erhobene Verlangen praktisch nicht erfüll¬
bar ist , verzichtet man entweder auf die Berücksichtigung des
Spannungszustandes und hiermit der elastischen und der Festig¬
keitseigenschaften beider Systeme oder man vernachlässigt (je
nach der Lage des einzelnen Falles ) das Eigengewicht neben
den übrigen äußeren Kräften , nimmt dagegen , um gleiches
Material bei beiden Systemen voraussetzen zu können ,

u = A3, . (205 )

eine Gleichung , die sich mit den Bedingungen (204 ) nicht ver¬
einigen läßt .

An einigen Beispielen wird man am besten erkennen , wie
diese Bedingungen zu verwerten sind . Zunächst sind zwei
geometrisch ähnliche Pendel auch mechanisch ähn¬
liche Systeme . Da bei ihnen das Eigengewicht in Frage
kommt , muß man jt = ft und daher wie in Gl . (203 ) r 2 == A
setzen . Nach der Beanspruchung des Pendelmaterials und nach
den elastischen Formänderungen , die das Pendel während der
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Schwingungen erfährt , fragt man in diesem Falle nicht . Wir
sind daher nicht an die Erfüllung der Bedingungen (204 ) ge¬
bunden , ebensowenig an die Bedingung (205 ), können vielmehr
fi ganz beliebig wählen , d . h . es macht keinen Unterschied , wie
groß das spezifische Gewicht des Pendelmaterials in beiden
Fällen gewählt wird . Wesentlich bleibt nur die Bedingung
T2 = l , die uns aussagt , daß sich die Schwingungsdauern wie
die Quadratwurzeln aus den Pendellängen verhalten .

Als zweites Beispiel betrachten wir das Modell eines
Schiffes , mit dessen Hilfe der Schiffswiderstand ermittelt
werden soll . Das mechanische System , das ähnlich nachgebildet
werden soll , besteht hier nicht nur aus dem Schiffe , sondern
sehr wesentlich auch aus dem sich um das Schiff bewegenden
Wasser . Hier ist daher an Gl . (205 ) festzuhalten , durch die
ausgedrückt wird , daß es sich in beiden Fällen um dieselbe
Flüssigkeit handelt . Außerdem müssen auch die Gleichungen
(203 ) erfüllt sein , da das Eigengewicht des Systems nicht ver¬
nachlässigt werden darf , sondern im Gegenteile eine wichtige
Rolle spielt . Auf die durch die Gleichungen (204 ) ausgedrückte
Bedingung , daß die spezifischen Spannungen richtig nach¬
gebildet werden , müssen wir dagegen verzichten , weil sich die
Gleichungen (204 ) mit den anderen Bedingungen , auf die hier
das Hauptgewicht zu legen ist , nicht vereinigen lassen .

Durch Verbindung der Gleichungen (203 ) und (205 ) er¬
hält man

3t = fi = A3 = T6.

Macht man etwa A = 3 (das Modell in der Schiffsgröße ),

so wird t = 3 . Die Geschwindigkeit des Modells muß , um
den Vorgang mechanisch ähnlich zu gestalten , demnach so be¬
messen werden , daß es entsprechende Wege im dritten Teile
der Zeit zurücklegt , als das Schiff . Das Geschwindigkeits¬
verhältnis sei v - dann folgt aus den Dimensionen der Ge¬
schwindigkeit
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also hier v = 3. Soll also das Schiff etwa 12 m in der Sekunde
zurücklegen , so muß die Geschwindigkeit des Modells 4 m sec- 1
betragen . Mißt man nun die Kraft , die man aufwenden muß,
um das Modell mit der konstanten Geschwindigkeit von 4 m sec- 1
vorwärts zu bewegen oder , wie man auch sagen kann , den
Widerstand des Wassers gegen die Bewegung des Modells, und
bezeichnet sie oder ihn mit iü, so ist der Schiffswiderstand bei
der entsprechenden Geschwindigkeit gleich rr si , also gleich Bl 3
oder in unserem Falle gleich 129 B . — Diese Methode , den
Schiffswiderstand unter den Bedingungen der mechanischen
Ähnlichkeit am Modell zu untersuchen , rührt von Froude her .

Schließlich wähle ich noch ein Beispiel zur näheren Be¬
sprechung aus, das ich dem Werke von Routh , Dynamik der
Systeme starrer Körper , deutsch von Schepp , Bd. I , S. 330
entnehme . Dort heißt es :

„Man soll die Durchbiegung einer Brücke von 15 m Länge
und 100 t Gewicht, wenn eine Maschine , die 20 t iviegt, mit der
Geschwindigkeit von 64 km in der Stunde über sie fährt , durch
Experimente feststellen , die an einem Modell der Brücke gemacht
werden , das 1,5 m lang ist und 2 ,8 kg wiegt. Man finde das
Gewicht des Modells der Maschine und nehme an , das Modell der
Brücke sei so steif , daß die statische Durchbiegung in der Mitte
unter dem Modell der Maschine ein Zehntel derjenigen der Brücke
unter der Maschine selbst beträgt , und zeige, daß dann die Ge¬
schwindigkeit des Modells der Maschine etwa 5,6 m in der Sekunde
betragen muß .“

Das Beispiel ist insofern bemerkenswert , als die Fassung der
Aufgabe leicht zu einem Zweifel darüber Veranlassung gehen
kann , oh die Bedingungen der mechanischen Ähnlichkeit hier
überhaupt noch genügend gewahrt sind . Strenge mechanische
Ähnlichkeit besteht offenbar nicht und überdies gehen auch
die Abweichungen davon weiter , als es die praktischen Rück¬
sichten erfordern . Weder die speziellen Bedingungen (204)
noch die damit nicht vereinbare Bedingung (205) sind hier er¬
füllt . Wäre das Modell der Brücke geometrisch ähnlich und
aus dem gleichen Material hergestellt , so müßte das Modell
ein Gewicht von 100 kg haben , da /. hier gleich 10 ist . Um
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dagegen genaue Übereinstimmung hinsichtlich des elastischen
Verhaltens und der Beanspruchung des Materials herzustellen ,
müßte die Bedingung (204 ) erfüllt sein , d . h . das spezifische
Gewicht des Materials müßte am Modell das Zehnfache von

dem an der Brücke betragen oder es müßte wenigstens in der
früher besprochenen Weise durch eine Zusatzlast das Eigen¬
gewicht des Modells entsprechend erhöht werden , während es
in dem Beispiele umgekehrt niedriger angenommen ist , als es
bei bloßer geometrischer Nachbildung in dem gleichen Mate¬
riale ausfiele . Auf eine Übereinstimmung des Verhaltens in
jeder Hinsicht ist daher in der Aufgabe stillschweigend von
vornherein verzichtet .

Das hindert jedoch nicht , daß man auch bei dieser un¬
vollkommenen Annäherung an die strengen Bedingungen der
mechanischen Ähnlichkeit aus dem Versuche am Modell er¬
fahren kann , was man zu wissen wünscht , falls nur voraus¬
gesetzt werden darf , daß das Material weder an der Brücke
noch am Modell über die Proportionalitätsgrenze hinaus bean¬
sprucht wird , was von vornherein freilich keineswegs feststeht -

Da das Eigengewicht hier eine wesentliche Rolle spielt ,
muß auf jeden Fall die Bedingung (203 ) « füllt sein . Mit
Rücksicht auf die Zahlenangaben der Aufgabe hat man
daher

too ooo / njr = g = — , 4 = 10 , t = ]/ 10 .

Hieraus folgt zunächst , daß das Gewicht des Modells der
Maschine gleich

20000 ' iöSöo = ° >56 kg

:sein muß . Für das Geschwindigkeitsverhältnis v hat man wie
im vorigem Beispiele

v = ^ = 1/ 1 = 1/ 10 = 3,16 .

Das Modell muß daher mit der Geschwindigkeit
aA nrm ™

oder rund 5,6 m sec - 13,16 • 3600 sec



312 Vierter Abschnitt . Schwingungen elastischer Körper .

über das Brückenmodell geführt werden , wie in der Aufgabe ;
schon angegeben ist . — Bei Erfüllung der angegebenen Be¬
dingungen hat man aber in der Tat für jede Stellung der
Maschine und des Modells geometrisch ähnliche Durchbiegungs¬
linien zu erwarten . Man tut gut , sich davon besonders zu
überzeugen , indem man auf die Differentialgleichung (172) zu¬
rückgeht , die von einem schwingenden Stabe erfüllt sein muß .
Diese Gleichung lautete

E @- y = - LLd- ydx* ^ 8t 1’

wobei zu beachten ist , daß fi darin eine andere Bedeutung
hatte , als die ihm vorhin zugeschriebene . In dieser Form
möge sich die Gleichung auf die Brücke beziehen ; für das
Modell gilt eine von der gleichen Form , nämlich

E & ^ = _ u d- y’ .
11 8xi ^ dt\

Zum Vergleiche zwischen E® und E t ®l dient die Bemerkung
der Aufgabe , daß der statische Biegungspfeil bei der Stellung
der Last in der Brückenmitte oder Modellmitte im Längen -
Verhältnisse }. gefunden wird . Nach Gl. (82) von Band III ist
der Biegungspfeil f

, W , P , l\
f 48 E 0 U ^ 48 jEJ, ®i ’

und hiernach
/ ' . Jti s . E9 , 2
/i ~~ ~ E S : P , ©j 0 r E l ©, — * ■

Ferner ist das Verhältnis der auf die Längeneinheit entfallen¬
den Massen

/x 1 : 1 n
7, = = ^

wobei fi wieder in derselben Bedeutung wie in der Differential¬
gleichung gebraucht ist . Außerdem ist y = Ay, , x = lx 1 und
t = rt 1 zu setzen . Multipliziert man die für das Modell geltende
Differentialgleichung auf beiden Seiten mit der Konstanten

. q 1 i 7t K
oder T ’ Vs’
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was wegen der hier erfüllten Beziehung t 2 = Ä auf dasselbe
hinauskommt , so geht die Differentialgleichung in die für die
Brücke geltende über . Durch die Differentialgleichung wird
aber im Zusammenhange mit den Grenz- und Anfangsbedin¬
gungen der zeitliche und örtliche Verlauf der Stahschwingung
vollständig beschrieben und da auch diese Bedingungen im
Modell, so weit als erforderlich , genau nachgebildet sind, hat
man in beiden Fällen , abgesehen von den verschiedenen Maß¬
stäben , in denen die Zeit- und Längengrößen auszumessen sind,
genau den gleichen Schwingungsvorgang zu erwarten .

Auch in anderen Fällen , bei denen Abweichungen
von den strengen Bedingungen der geometrischen Ähn¬
lichkeit unvermeidlich oder durch die Festsetzungen
der Aufgabe vorgeschrieben sind , wird man stets am
besten tun , sich durch unmittelbares Zurückgehen
auf die Differentialgleichung des ganzen Vorgangs
am einzelnen Objekt oder überhaupt auf die spezielle
mechanische Theorie dieses Vorgangs davon zu über¬
zeugen , ob und inwiefern jene Abweichungen zulässig
sind , ohne den Vergleich unmöglich zu machen . Auf
diese Art kann man aus Differentialgleichungen eines mecha¬
nischen Problems auch dann noch leicht Nutzen ziehen, wenn
die unmittelbare Lösung der durch die Differentialgleichung
umschriebenen Aufgabe nicht möglich ist .

Aufgaben zum 2., 3 . und 4. Abschnitt .
11 . Aufgabe . Ein Stab , auf den sonst keine äußeren Kräfte

wirken und der vorher in Iluhe war , erhält plötzlich einen Stoß von
gegebenem Impulse an seinem einen Ende rechtwinklig zur Längs¬
richtung ; man soll die zustande kommende Beivegung angeben,

Lösung . Man kann die Aufgabe entweder mit Hilfe des Flächen¬
satzes oder mit Hülfe des d’Alembertschen Prinzips lösen ; wir ent¬
scheiden uns hier für das d'Alembertscbe Prinzip , weil man dieses
ohnehin anwenden muß , wenn etwa daneben noch nach der Biegungs¬
beanspruchung gefragt werden sollte , die der Stab bei dem Stoße
erfährt .

Es wird sich vor allen Dingen darum handeln , den Bewegungs¬
zustand des Stabs unmittelbar nach dem Stoße zu erfahren . Die Be-
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wegung ist jedenfalls eine ebene ; der Stab bewegt sieb nämlich in
jener Ebene , die durch die Stabmittellinie und durch die Richtung der
Stoßkraft gelegt werden kann . Eine ebene Bewegung kann in jedem
Augenblicke als eine Drehung um eine zur Bewegungsebene senk¬
rechte Achse oder, wie man einfacher sagen kann , als eine Drehung
um einen in dieser Ebene enthaltenen Punkt aufgefaßt werden . Wir
wollen die Lage dieses Momentanzentrums aufsuchen . Da sich der
Schwerpunkt in der Richtung der Stoßkraft P , also rechtwinklig zur
Stabachse bewegt , folgt zunächt , daß das Momentanzentrum jedenfalls
auf der Stabachse liegen muß . Wir brauchen also nur noch die ge¬

naue Lage dieses Punktes auf der
Stabachse zu ermitteln .

Dazu bringen wir an jedem Mas¬
senelement des Stabes in einem be¬
stimmten Augenblicke während des
Stoßes eine Trägheitskraft an . In
Abb . 49 sei AB die Stabmittellinie ;

—»j die Stoßkraft P wirke am Ende B .
Wenn die Masse des Stabs mit
m und seine Länge mit l bezeichnet

Längenelement dx im Abstande x vom

j-—. Wenn die Winkelgeschwindig¬
keit zur Zeit t (während des Stoßes ) mit u bezeichnet wird , ist die
Geschwindigkeit v dieses Massenelementes gleich ux und man hat

dx
-ä- Vk-

*TJ

Abb . 49 .

wird , kommt auf
Momentanzentrum 0 die Masse

dv du
dt X dt

Dieser Beschleunigung entspricht eine Trägheitskraft von der Größe
mdx du

l dt

die also mit x proportional ist . Denkt man sich die Trägheitskräfte
überall abgetragen , so liegen die Endpunkte auf einer durch 0 gehen¬
den geraden Linie , die in der Abbildung mit CD bezeichnet ist . Die
Trägheitskräfte müssen nun in jedem Augenblicke während des Stoßes
mit der Stoßkraft P im Gleichgewichte stehen . Wir schreiben eine
Momentengleichung für 0 als Momentenpunkt an und erhalten

sx2dx + f *xldxi \ '! 0 0 /
Mit x1 sind hier die Abstände der nach links hin von 0 liegenden
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Stabteile bezeichnet . Die Ausführung der Integrationen liefert
p mdw

Jdt ' ~ ~3 '

Zugleich muß aber die algebraische Summe aller Kräfte gleich Null
sein. Wir haben daher noch die weitere Gleichung (die auch schon
aus dem Satze über die Bewegung des Schwerpunkts hervorgeht)

P = m. du ( r r d \ _ m du z' - 4
^ l dt \ J J 11 / l dt 2

Der Vergleich beider Gleichungen liefert

*\+Ä = oder ,3= 24 + 3^ .
Setzt man nun noch = l — z ein , so geht dies über in

0S = 2 ( / — z ) 3 - |- 3 £ ( 1 — 2) 2 und hieraus ^ = y •

Die vorausgehende Gleichung für P geht damit über in
m du 1-
T ~di ' 6

und hiernach ist die Winkelgeschwindigkeit , die der Stab nach Ablauf
des Stoßes erlangt hat ,

—7I Pdt.

Wenn von einem Stoße gesprochen wird, setzt man dabei still¬
schweigend voraus, daß die Zeit, während deren er ausgeübt wird, so
klein ist , daß sich der Körper inzwischen nicht merklich aus der An¬
fangslage verschieben kann. Wir kennen daher jetzt den Bewegungs¬
zustand des Stabes unmittelbar nach dem Stoße vollständig . Weiter¬
hin wirken keine äußeren Kräfte mehr auf ihn ein und er bewegt sich
daher nach den Lehren über die Bewegung eines sich selbst über¬
lassenen Körpers. Der Schwerpunkt beschreibt also eine geradlinige

ul
Bahn mit der Geschwindigkeit g , die er beim Stoße erlangt hat.
Zugleich dreht sich der Körper mit der Geschwindigkeit u stetig weiter ,
denn die zugehörige Drehachse ist offenbar eine freie Achse . Alle
übrigen Punkte außer dem Schwerpunkte beschreiben daher zykloidische
Bahnen . — Sieht man P und die Trägheitskräfte als Lasten an dem
ruhenden Stabe an, so kann auch die Biegungsbeanspruchung , die er
erfährt , berechnet werden ; man muß aber hierzu nicht nur wissen,

wie groß der Stoßimpuls j P̂dt im ganzen ist , sondern auch, wie
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groß die Kraft P zu irgendeiner Zeit selbst ist . Je schneller der
Stoß bei gegebenem Impuls sich abspielt , um so größer wird die
Biegungsbeanspruchung und hei sehr großen Werten von P wird es
auch nötig , die elastische Formänderung des Stabes während des Stoßes
zu verfolgen , wovon bei der vorausgegangenen Rechnung abgesehen
werden konnte .

Anmerkung . Auf andere Art läßt sich die Aufgabe auch lösen ,,
indem man von der in § 38 besprochenen Massenreduktion Gebrauch
macht . Die Masse des Stabes ist hierzu durch eine Masse m zu er¬
setzen , die mit dem Angriffspunkte der Stoßkraft zusammenfällt und
durch eine zweite Masse m2, deren Lage sich aus den Gl. (171 ) ergibt .
Dann erfährt m, eine Beschleunigung durch P , während m2 zunächst
in Ruhe bleibt . Die Lage von m2 fällt daher mit dem Momentan¬
zentrum zusammen . — Falls nach der Biegungsbeanspruchung des
Stabes gefragt wird , kann aber von diesem Verfahren kein Gebrauch
gemacht werden .

12 . Aufgabe . Man soll auf Grund des d’A lernte rt sehen Prinzips
die Biegungsbeanspruchung berechnen, die die Pleuelstange einer schnell-
laufenden Dampfmaschine erfährt.

Lösung . Schon im ersten Bande sind einige Betrachtungen

ein Längenelement dz der Pleuelstange im Abstande Z vom Kreuz¬
kopfzapfen besonders hervorgehoben . Die Ordinate von dz ist mit y
und die von der linken Todpunktlage aus gerechnete Abszisse mit ar
bezeichnet .

Mit der schon früher benützen und für den vorliegenden Fall stets
hinreichenden Annäherung cos ip = 1 erhält man

Beachtet man nun , daß z konstant ist , so lange man immer nur das¬
selbe Massenteilchen ins Auge faßt , und daß auch

d (f

über den Kurbelme¬
chanismus der Dampf¬
maschine durchgeführt

Abb. 50.

worden , an die ich
hier anknüpfen kann .
Abb . 50 gleicht sonst
ganz der Abb . 59 auf

S. 209 der 3. Aufl. des ersten Bandes und es ist hier nur noch

x = z r — r cos cp-, y = , r smep .

als konstant betrachtet werden kann , so erhält man für die Be¬
schleunigungskomponenten des Massenteilchens
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d*x » d2w z „■ . „
— = r Ma cosgi ; j - tu sixi(p ~ yw •

Die zum Längenelemente dz der Stange gehörige Masse sei mit ni be¬
zeichnet ; dann sind die mit X und Y bezeichneten Komponenten der
Trägheitskraft , die dz angebracht werden muß ,

X = — mru 2 cos <p; Y — myv? .

Hiernach ist X unabhängig yon 2, also für alle Massenteilchen der
Stange gleich groß (bei gleichem m) , während H mit y oder mit z
proportional von dem Kreuzkopfende der Stange zum Kurbelzapfen¬
ende hin wächst . Die durch die Vorzeichen aus¬
gewiesenen Richtungen von X und Y sind in
Abb . 51 noch besonders eingetragen .

Um die Biegungsbeanspruchung der Pleuel¬
stange zu berechnen , muß man sich die Stange ,
die hierbei als ein auf zwei Stützen ruhen - Abb- B1-
der Balken aufzufassen ist , in Ruhe denken und die Trägheitskräfte
als Lasten daran anbringen . Es fragt sich dann , bei welcher Stellung
der Stange die Biegungsbeanspruchung am größten wird . Auf die
Lastkomponenten X , die im übrigen zu den schon im ersten Bande
besprochenen Erscheinungen des „Massendrucks“ führen , kommt bei
der Biegung offenbar nicht viel an, da sie nur wenig von der Richtung
der Stange abweichen , also im wesentlichen nur eine axiale Bean¬
spruchung der Stange herbeiführen . Die Lastkomponenten Y stehen
dagegen in allen Lagen nahezu senkrecht zur Stange und wir müssen
uns daher fragen , wann sie am größten werden . Dies trifft dann zu,
wenn sin <p = 1 wird , oder (was hier mit
Rücksicht auf die Vernachlässigungen , ,-*' 1
die wir von vornherein machten , auf
dasselbe hinauskommt ) wenn ip seinen
größten Wert annimmt . (

Das Belastungsschema wird demnach (_____ ; _
durch Abb . 52 zum Ausdruck gebracht .
Die größte Intensität nimmt die Belastung
am rechten Auflager an . Für jedes Massenteilchen m ist dort die Last
mru 2 anzubringen. Das ist übrigens genau der Wert der Zentri¬
fugalkraft für das den Kurbelwarzenkreis durchlaufende Teilchen und
die Last muß auch diese Größe annehmen , da ja an dieser Stelle
die Trägheitskraft sich in der Tat auf eine einfache Zentrifugalkraft
reduziert . Vom rechten Auflager nimmt die Belastung nach links
hin gleichmäßig ab .

Wir haben nun eine einfache Aufgabe der Festigkeitslehre vor
uns , die mit der in Ausg. 16 des zweiten Bandes auf graphischem
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Wege gelösten vollkommen übereinstimmt . Die auf die Längen¬
einheit entfallende Belastung q im Abstande z vom linken Auflager ist

Q a z
2 = ^ ™ - T ’

wenn das ganze Gewicht der hierbei als zylindrisch vorausgesetzten
Stange mit Q bezeichnet wird . Man kann nun leicht die Auflager¬
kräfte auf beide Stützpunkte und hiernach das Biegungsmoment für
einen Querschnitt e berechnen . Dann sucht man das Maximalmoment

auf und berechnet die Biegungs¬
spannung g mit Hilfe der ge¬
wöhnlichen Biegungsgleichung .

13 . Aufgabe . Man soll
die Biegungsbeanspruchung einer
Kuppelung sstange AB zwischen
zwei Treibrädern einer Loko¬

motive berechnen (vgl. Abb . 53) .
Lösung . Die Aufgabe kann ganz ähnlich wie die vorhergehende

behandelt werden ; sie ist aber insofern einfacher , als sich die Be¬
wegung der Kuppelungsstange in zwei Anteile zerlegen läßt , von
denen der eine die gleichförmige geradlinige Translationsbewegung
darstellt , die die Stange mit dem Fahrzeuge zusammen ausführt ,
während der andere Anteil in der Relativbewegung gegen das Fahr¬
zeug besteht . Der erste Anteil kann zu keinen Trägheitskräften
führen ; man braucht sich also nur um den zweiten zu kümmern .
Dieser besteht ebenfalls in einer Translationsbewegung , bei der alle
Punkte Kreise vom Halbmesser r zurücklegen . Die Trägheitskräfte

sind daher Zentrifugalkräfte von der Größe
mu 2r und gleichmäßig über die ganze Stangen¬
lange verteilt . Die Biegung wird am größten ,
wenn die Zentrifugalkräfte senkrecht zur
Stange stehen , also in der tiefsten oder in
der höchsten Lage der Stange ; bei der tiefsten
addiert sich noch die Biegung durch das Eigen¬
gewicht , das freilich gegenüber den Trägheits¬
wirkungen bei einer schnelllaufenden Loko¬
motive nur gering ist .

14 . Aufgabe . Die Mittellinie eines
Stabes hat die in Abb. 54 angegebene Z-för¬
mige Gestalt . Der Stab rotiert um den in
der Mitte liegenden Punkt 0 ; man soll die

Biegungsbeanspruchung und die elastische Formänderung berechnen,
die der Stab erfährt .

Abb . 54.
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Lösung . Der eigentlich dynamische Teil der Aufgabe ist hier
sehr einfach . Man braucht nur überall die Zentrifugalkräfte anzu¬
bringen , um die Aufgabe auf eine der Festigkeitslehre zurückzuführen .
Die Zentrifugalkräfte am mittleren Teile tragen zur Biegung nichts
bei , sondern nur die an den Seitenfortsätzen . Für einen Querschnitt
mm berechnet man die Summe der statischen Momente der links von
mm liegenden Zentrifugalkräfte C. Da (7 = »» w2r ist , hat man für
die Vertikalkomponente C' von C den Wert m u 2a , d. h . die Lasten
C sind über den Seitenfortsatz gleichmäßig verteilt . Das größte
Biegungsmoment tritt im Punkte A auf und es ist

M — — u2n —iK/ max — * >9 *

wenn mit Q das Gewicht des seitlichen Armes bezeichnet wird . Auch
der mittlere Stahteil wird verbogen und das Biegungsmoment kann
für jeden Querschnitt nn ebenfalls sofort angegeben werden Es ist

M = — u 2a -x — u 2 (a — z ) = ~ u 2 -- z.
g 2 g V ^ ' g 2

Für 0 = 0 wird M zu Null . — Nachdem die Biegungsmomente be¬
kannt sind , kann man die auftretenden Verbiegungen so wie bei einem
Bogenträger (Band III , § 38 ) berechnen .

15 . Aufgate . In welchem Abstande vom Schwerpunkte muß
ein physisches Pendel aufgehängt werden , tvenn die Schwingungsdauer
möglichst Hein werden soll ?

Lösung . Die Schwingungsdauer hängt von der reduzierten
Pendellänge l ab und diese ist nach den Gleichungen ( 96 ) und ( 97 )

00 _ i *
Qs ~ s '

Das Trägheitsmoment & für eine Achse , die den Abstand s vom
Schwerpunkte hat , folgt aus dem Trägheitsmomente ®0 für die
dazu parallele Schwerpunktsachse nach der Formel (vgl . Band III ,
Gl . 51 ) ,

© = ©o+ f s2

oder , wenn man mit den Trägheitsradien i und i0 rechnet ,

i2 = i2 + s2.
Für l erhält man daher

l = s + % .

Dieser Ausdruck soll durch geeignete Wahl von s zu einem Minimum
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gemacht werden. Durch Differentiieren findet man

*2>1 v-= 0 oder s = L .g. u

^ _ o
* ds* s3’

also positiv ist , hat man für s — i0 in der Tat ein Minimum, und
zwar /mi„ = 2i0. Man erkennt zugleich, daß die Schwingungsdauer
für alle untereinander parallelen Achsen, die denselben Abstand vom
Schwerpunkte haben, gleich groß ist. Der Kreis vom Halbmesser i0
um den Schwerpunkt enthält alle Aufhängepunkte, um die der Körper
.seine schnellsten Schwingungen ausführen kann. Je weiter sich der
Aufhängepunkt nach außen oder nach innen von diesem Kreisumfange
entfernt , um so langsamer werden die Schwingungen. Wenn der
Aufhängepunkt unendlich nahe dem Schwerpunkte liegt , dauern die
Schwingungen unendlich lange und dasselbe gilt auch, wenn der

Aufhängepunkt in einen Abstand vom Schwer-
punke rückt , der als unendlich groß angesehen

f ' werden kann.
16. Aufgabe . Man soll beweisen, daß der

l Aufhängepunkt und der Schwingungsmittelpunkt
eines physischen Pendels miteinander vertauscht
werden können.

Lösung . In Abb. 55 sei A der Aufhänge¬
punkt, S der Schwerpunkt und M der Schwin¬
gungsmittelpunkt . Dann ist nach der Definition
des Schwingungsmittelpunktes AM. = l und

■daher nach den schon in der vorhergehenden Aufgabe benutzten
Fo rmeln

woraus, wenn man den Abstand SM mit s' bezeichnet, folgt
s ' s = i'o.

Macht man nun M zum Aufhängepunkte, so tritt s ' an Stelle von s
und daher nach der vorausgehenden Gleichung, die auch im neuen
Falle wieder erfüllt sein muß, zugleich s an Stelle von s’, d. h. A
ist nun in der Tat der Schwingungsmittelpunkt.

Ein Pendel, das zwei Schneiden bei A und M besitzt, so daß die
in der Aufgabe vorkommende Vertauschung von Aufhängepunkt und
Schwingungsmittelpunkt sofort praktisch ausgeführt werden kann,

dd
ds

Da ferner

/
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heißt ein Reversionspendel . Man benutzt es zur Ausführung ab¬
soluter Schweremessungen , d. h . zur Messung der Fallbeschleunigung
g . Zu diesem Zwecke werden die Schneiden mit Hilfe von Stell¬
schrauben so eingestellt , das die Schwingungsdauer für beide Schneiden
gleich groß wird . Dies läßt sich leicht sehr genau erreichen , da man
nicht bloß eine , sondern eine große Zahl aufeinanderfolgender
Schwingungen zum Vergleiche benutzen kann . Dannmußder Schneiden¬
abstand möglichst genau gemessen werden : er gibt die reduzierte
Pendellänge an . Da die Schwingungsdauer , die dieser entspricht ,
ebenfalls aus der Beobachtung gegeben ist , kann mit Hilfe dieser
Daten die Fallbeschleunigung g nach den Gleichungen (72) oder
( 73 ) berechnet werden .

17 . Aufgabe . Für die Festigkeitsberechnung eines Glockenstuhls ,
der eine große Glocke stützt , muß man die Auflagerkräfte nach Größe
und Richtung kennen , die von der Glocke bei ihren Schwingungen
auf den Glockenstuhl übertragen werden . Man soll die Auflagerkraft
für verschiedene Stellungen der Glocke auf ihrem Schwingungswege
ermitteln .

Erste Lösung . Die Glocke bildet ein physisches Pendel von
so großer Masse , daß im Vergleiche zu ihr der Klöppel vernach¬
lässigt werden kann . Die Schwingungsweite der Glocke ist bei der
Berechnung der Auflagerkraft so groß anzunehmen , als sie beim
Läuten der Glocken überhaupt zu werden vermag . Jedenfalls sind
also die Schwingungsausschläge nicht als klein zu betrachten .

Verwendet man die in Abb . 22, S. 133 eingeschriebenen und in
§17 sonst noch gebrauchten Bezeichnungen , so hat man nach dem
Satze von der lebendigen Kraft für die Winkelgeschwindigkeit u oder
^ die Gleichungdt D

~ &u2 = Qs (coscp — cosa ); also u = Qs Ĉ08̂ C0E*L.

Daraus folgt durch Diiferentiieren oder auch unmittelbar durch
Anwendung des Flächensatzes

„ du .
(-) 3^ = — Qs sing ;.

Hiermit ist die Bewegung des Schwerpunktes genügend bekannt
und nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes folgt
daraus auch die geometrische Summe aller äußeren Kräfte an dem
schwingenden Körper . Zerlegen wir diese geometrische Summe in eine
radiale Komponente C und eine tangentiale Komponente 1\ so ist ,
wie schon aus Band I , § 14 d. 3. Aufl. bekannt ist ,

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 21
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C u ŝ = ^ 2 (coso) — cosa )
g g© ^ r J

Q du QH 11 = -- s —. 7 = -- ^ sin tp.g dt gQ ^

Das Minuszeichen bei T weist darauf hin , daß T entgegengesetzt
der Richtung , geht , in der cp wächst , also nach der Mittellage zu
gerichtet ist ; C ist die Zentripetalkraft , also vom Schwerpunkte nach
dem Auflagerpunkte hin gerichtet .

Die geometrische Summe aller Kräfte , die wir durch die Kom¬
ponenten C und T dargestellt haben , besteht aus dem Auflagerdrucke
und dem Gewichte Q. Um die Auflagerkraft zu finden , brauchen
wir daher von C und T nur die in den gleichen Richtungen ge¬
nommenen Komponenten von Q zu subtrahieren , natürlich unter Be¬
achtung der Vorzeichen . Man findet daher für die Komponenten G'
und T ' der Auflagerkraft

, Q-s*
0 ' = (7 + $ cosqp = —-g- 2 (cos (p — cos «) + Q cosqp,

T ' = T + Q sincp = ~ + Q) sinqo.

Die Pfeile von C' und T ' folgen in derselben Weise wie bei C
und T. also C ' mit dem Pfeile nach oben hin , während T ' bei posi¬
tivem Vorzeichen im Sinne des wachsenden Winkels cp gehen würde ,
tatsächlich aber , da T ' negativ herauskommt , im entgegengesetzten
Sinne geht .

Auf Grund dieser Formeln kann man für eine Reihe von Stellungen
der Glocke die Auflagerkraft nach Größe und Richtung sofort an¬
gehen , indem man die geometrische Summe aus C' und T ' bildet .
Das Ergebnis wird man in geeigneter Weise graphisch darstellen ,
womit die Unterlage für die Festigkeitsberechnung des Stabverbandes ,
aus dem der Glockenstuhl etwa hergestellt werden soll , gewonnen ist .

Zweite Lösung . Noch schneller kann man die Aufgabe mit
Hilfe der in § 38 besprochenen Massenreduktion lösen . Eigentlich
ist nämlich die Lösung in den auf Gl. (171 ) S. 258 folgenden Be¬
merkungen schon enthalten . Der ganze Auflagerdruck läßt sich
danach aus zwei Teilen zusammensetzen , die von den dort mit »ij
und bezeichneten Massen herrühren . Hiervon bringt einen
in jeder Lage der Glocke gleichen und nach oben hin gerichteten
Auflagerdruck hervor , der gleich dem Gewichte mxg ist , während m2
einen mit cp veränderlichen Auflagerdruck zur Folge hat , der mit
dem eines Fadenpendels vom Gewichte m^g und der Pendellänge -
«j + ß2 (nach den Bezeichnungen in § 38) übereinstimmt . Dieser
kann aber aus der Lösung der 8. Aufgabe , 8 . 115 unmittelbar ent -
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nommen werden . Hierauf bleibt nur noch übrig , die geometrische
Summe aus den von ml und m2 herrührenden Teilen zu bilden .

Es mag noch bemerkt werden , daß sich auch die beiden vorher¬
gehenden Aufgaben auf Grund von § 38 in
sehr einfacher Weise lösen lassen .

18 . Aufgabe . Ein Pendel (Abb. 56) , das
im Punkte A drehbar aufgehängt ist , besteht aus
einer Stange , deren Masse und Gewicht zu ver¬
nachlässigen ist und zwei auf ihr befestigten
Kugeln von je 100 kg Gewicht, die als materielle
Punkte angesehen werden sollen. Wie groß ist
die reduzierte Pendellänge bei den in der Ab¬
bildung angegebenen Maßen ? Wie groß ist das
Biegungsmoment das von der Stange aufge¬
nommen werden muß , trenn das Pendel Schwin¬
gungen mit Ausschlägen von a = 30° macht ,
u/nd an welcher Stelle der Stange tritt das größte
Biegimgsmoment ein ?

Lösung . Das auf die Aufhängeaclj ^e bezogene Trägheitsmoment
© des Pendels ist

@ = 100kg ^ + ^ m2
(J \ i

das ganze Gewicht Q = 200 kg und der Abstand s des Schwerpunktes
vom Aufhängepunkte gleich 1,5 m. Setzt man diese Werte in Gl. (97 )
ein , so erhält man für die reduzierte Pendellänge

Die Biegungsbeanspruchung der Stange wird von den in § 17
mit H ' bezeichneten tangentialen Komponenten der Trägheitskräfte
in Verbindung mit den ebenfalls in tangentialer Richtung genommenen
Komponenten der Gewichte hervorgerufen . Aus der Betrachtung in
§17 entnehmen wir , daß die H ' proportional mit den Abständen
von der Aufhängeachse sind . Wird also in irgendeiner Stellung des
Pendels das an der oberen Masse anzubringende H ' mit X. bezeichnet ,
so ist das zur gleichen Zeit an der unteren Masse anzubringende H '
gleich 2X Die Größe von X folgt hierauf aus der Bedingung , daß
die Trägkeitskräfte mit den äußeren Kräften im Gleichgewichte
stehen . Eine Momentgleichung in bezug auf A als Momenten -
punkt liefert uns daher

X • Im -j- 2X • 2m = ( lOOkg • Im -j- 100kg • 2m ) sin a ,
21 *
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woraus
X = 60kg • sino:

folgt. Daraus läßt sich schon erkennen, daß die Biegungsbeanspruchung
am größten wird , wenn ct seinen größten Wert annimmt, also am
Ende des Ausschlags. Für a — 30° wird sina-= ^ und X = 30kg .
Zerlegen wir ferner jedes Gewicht Q in eine radiale und ein tan¬
gentiale Komponente, so folgt für die tangentiale Komponente, die

für die Biegung der Stange allein in Betracht
i kommt, 100kg sin« oder 50kg . Vereinigt

man nun an jedem Angrilfspunkte die senkrecht
zur Stange gerichteten Kräfte zu einer Resul¬
tierenden, so kommt man auf den in Abb. 57
dargestellten Belastungsfall. Bei der un¬
teren Masse überwiegt nämlich die Kraft
H ' von 60kg gegenüber der Gewichtskompo¬
nente von 50kg , während bei der Masse in der
Stangenmitte die Gewichtskomponente die Kom¬
ponente H ' der Trägheitskraft um 20 kg über¬
trifft.* Die Komponente des Auflager drucks
bei A. ebenfalls in der Richtung senkrecht
zur Stange genommen, folgt aus der Gleich¬
gewichtsbedingung zwischen den Kräften so¬
fort zu 10 kg, wie in der Abbildung an¬
gegeben.

Die Festigkeitsberechnung kann hierauf am ruhenden Stabe
weiter geführt werden. Die Momentenfläche der Biegungsmomente
bildet offenbar ein Dreieck und für das in der Stabmitte auftretende
Biegungsmoment erhält man — 10 mkg.

19. Aufgabe . An den beiden Enden eines Seils, das über eine
Bolle läuft , hängen zwei gleich schwere Personen, die vorher ruhten.
Eine hlettert an dem Seile in die Höhe; was geschieht, wenn Bcibung,
Seilsteifigkeit usiv. außer acht gelassen werden?

Lösung . Am einfachsten behandelt man die Aufgabe mit Hilfe
des Flächensatzes. Den Momentenpunkt lege man auf den Rollen¬
mittelpunkt . Dann verschwinden die Momente aller Kräfte, die von
außen her auf den aus der Rolle, dem Seile und den beiden Personen
gebildeten Punkthaufen einwirken. Der Auflagerdruck geht nämlich
■durch den Momentenpunkt und die Gewichte der beiden Personen
haben Momente von gleicher Größe, aber entgegengesetzter Richtung.
Nach dem Flächensatze muß dann auch das Moment der Bewegungs¬
größen konstant, und zwar, da es von Anfang an Null war, auch ferner
gleich Null bleiben. Vernachlässigt man die Massen der Rolle und
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des Seils gegenüber jenen der beiden Personen , so müssen die Be¬
wegungsgrößen , die diese erlangen , von gleicher Größe sein , da auch
die Hebelarme (gleich dem Rollenhalbmesser ) gleich groß sind . Das
entgegengesetzte Vorzeichen des Moments verlangt , daß die Ge¬
schwindigkeiten beider Personen nach oben hin gerichtet sind .
Wenn also der eine hinaufklettert , senkt sich zugleich das Seil unter
ihm , so daß er in Wirklichkeit nur halb so hoch hinaufkommt , als
er an dem Seile in die Höhe kletterte . Der andere dagegen , der
sich gar nicht rührt , wird hierbei ebenfalls mit in die Höhe genommen ,
und zwar so, daß beide stets gleich hoch bleiben . — Natürlich
ändern sich diese Ergebnisse etwas ab , wenn man die Massen der
Rolle und des Seils oder auch Reibung und Seilsteifigkeit mit in Be¬
rücksichtigung zieht .

MO. Aufgabe . Ein homogener Zylinder rotiert mit gegebener
Winkelgeschwindigkeitu um seine Achse; man soll den Drall für diese
Achse berechnen.

Lösung . Die Achse ist eine Hauptträgheitsachse , der Drall für
einen auf dieser Achse gelegenen Momentenpunkt fällt daher in die
Richtung der Achse . Nach Gl. ( 123 ) ist

B ' — u &.

Das Trägheitsmoment des Zylinders für diese Achse ist gleich dem
polaren Trägheitsmomente eines Querschnittskreises , über den die
ganze Masse des Zylinders gleichmäßig aus¬
gebreitet gedacht wird . Der Trägheitsradius
kann daher nach Band III , S. 108 d. 3. Aufl.

gleich "2” l/ 2 gesetzt werden , wenn der Zy¬
linderhalbmesser mit a bezeichnet wird . Wenn
das Gewicht des Zylinders gleich Q ist , hat
man daher

uQa *
WR ' =

21 . Aufgabe . Für einen homogenen Kreis¬
kegel von der Höhe h. und dem Basishalbmesser
a sollen die Trägheitsmomente für die Schwer¬
punktshauptachsen berechnet werden. Ferner
soll angegeben werden, bei welchem Verhält¬
nisse zwischen h und a das auf die Kegelspitze
bezogene Trägheitsellipsoidin eine Kugel übergeht.

Lösung . Am einfachsten läßt sich das Trägheitsmoment 0 1
für die Kegelachse berechnen . Man denke sich den Kegel durch

Abb . 68 .
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Querschnitte in Schichten von der unendlich kleinen Höhe dx geteilt.
Jede Schicht kann als eine kreisförmige Scheibe vom Halbmesser a

angesehen werden. Das Volumen der Schicht ist na? -p dx und ihr
Beitrag zu €)1 daher

2x* 1 „x8
na pftax ' ®

wenn fi die spezifische Masse bedeutet. Im ganzen wird daher
h

ai r i j at h
0 1 = n * wJ x dx = ^ lö = M 1Ö >o

worin für die Gesamtmasse des Kegels ilT gesetzt ist. Der zugehörige
Trägheitshalbmesser ist « "̂ 0,3 = 0,548o .

Der Schwerpunkt des Kegels liegt in der Höhe —• Für eine
senkrecht zur Kegelachse durch ihn gelegte Achse sei das Trägheits¬
moment mit ®2 bezeichnet. Der Beitrag, den die Scheibe zu 02 liefert,
ist gleich dem Trägheitsmomente der Scheibe für eine durch deren
Schwerpunkt parallel zu jener gelegte Achse, vermehrt um das Produkt

3haus der Masse der Scheibe und dem Quadrate des Abstandes — x4
zwischen Kegelschwerpunkt und Scheibenschwerpunkt. Dies folgt
nämlich aus dem in Band III , Gl. (51) d. 3. Aufl. bewiesenen Satze,
der sich auf den vorliegenden Fall ohne weiteres übertragen läßt .
Hiernach ist der Beitrag der Scheibe zu @2 gleich

o-x 8 , / I äx 8 / 3h Y \
na h*tldx {T a h' + \T - x) )

und im ganzen erhält man

j xi(~Y —x) dxo ö
ai h crh * 3M [ „ h\

= ^ -20 + rtf^ 80 = 20 + Aj -

Der zugehörige Trägheitsradius ist daher gleich

-| / 12 « 8 - | - 3h -V 80
Für die Kegelspitze seien die Trägheitsmomente mit 0± und 0o

bezeichnet. Dann ist 0j = 01 und
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02 = 0 , + ill •
9 fr*
TTT

Wenn nun 0i = 00 werden soll , so muß sein
3a *

M 10- =
3 As /
20 «■+ ? ) +

As9fr*
16

und hieraus folgt a = 2fr. Die Höhe des Kegels darf also nur ~

yom Durchmesser des Basiskreises betragen . — Ein Spielkreisel von
dieser Form wäre hiernach ein Kugelkreisel . Gewöhnlich sind die
Spielkreisel freilich höher ; das zur Spitze gehörige Trägheitsellipsoid
ist dann ein verlängertes Rotationsellipsoid .

X2. Aufgabe . Auf zwei konaxialen Wellen sitzen ztvei TJm-
■drehungsicörper von den Trägheitsmomenten Q1 und 0 2. Die eine
Welle rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit u , während die andere
ruht . Dann wird durch eine einrückbare Kuppelung die zweite Welle
mit der ersten verbunden ; man soll die Winkelgeschwindigkeit u ' be¬
rechnen , mit der beide Wellen zusammen weiter rotieren , wenn keine
äußeren Kräfte , einwirken .

Lösung . Nach dem Flächensatze bleibt der Drall konstant .
Man hat daher

u &1= u ' (&x + 0 2) und hieraus

20 cm ,.

4

Anmerkung , Bei dieser Aufgabe ist wohl darauf zu achten ,
daß die lebendige Kraft nicht konstant bleibt , sondern kleiner wird .
Der Verlust an mechanischer Energie wird
•durch die beim Stoß oder von den Reibungen
(wenn es sich um eine Reibungskuppelung
handelt ) entwickelte Wärme ausgewogen .

Für einen veränderlichen Punkthaufen ,
an dem keine äußeren Kräfte angreifen , ist
überhaupt die lebendige Kraft im allge - .
meinen nicht konstant , der Drall dagegen
immer .

23 . Aufgabe . Eine gewichtslose Stange zocm,
SS (Abb . 59) trägt ztvei gleich schwere
Körper Q und Q' und rotiert um die Achse I
AA . Plötzlich werden (durch Auslösen einer
Feder o. dgl.) die Gewichte auseinander ge¬
zogen, so daß ihr Abstand von 40 auf
60 cm wächst . Wieviel Touren macht die Abb'
Stange nachher , wenn sie vorher 60 in der Minute machte ?

Lösung . Auch hier muß der Drall konstant bleiben . Wenn
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die beiden Gewichte wie materielle Punkte behandelt werden können ,
die sich im Abstande r von der Achse befinden , so ist das Träg¬
heitsmoment

und der Drall

0 =

20 „B = —Mt
g

Dieser muß vorher und nachher gleich sein ; also wenn man die
Werte von r und u nachher mit r l und Wj bezeichnet

oder

Setzt man die Zahlenwerte ein, so erhält man für die Touren¬
zahl 1S\

/ 20 \ 2 2
-’s. - “ (ro) - 26v

Anmerkung . Erscheinungen dieser Art (also Änderung der
Winkelgeschwindigkeit infolge von Änderung des Abstandes von der
Drehachse ) kommen öfters vor . Wenn man z. B. Wasser durch einen
Trichter ausströmen läßt und man hat das Wasser oben im Trichter
(etwa durch eine seitlich gerichtete Einflußgeschwindigkeit ) in eine
geringe Rotation versetzt , so steigert sich diese im Ausströmungsrohr
des Trichters erheblich , so daß starke Wirbel entstehen , die den Aus¬
fluß beträchtlich verzögern können .

24 . Aufgabe . Der Schwungring eines Schwungrads wiegt
3000 kg und hat 2 m Durchmesser . Die Ebene des Schwungrings
sei wegen ungenauen Aufkeilens um einen Winkel von 1° gegen die

zur Wellenmittellinie senkrechte Ebene
geneigt. Wie groß ist das Moment
des von den Lagern aufzunehmenden
Kräftepaares , wenn die Welle 120 ’
Touren macht ?

Erste Lösung . Man kann die
Aufgabe entweder mit Hilfe des-
Flächensatzes oder mit Hilfe des-
d 'Alembertschen Prinzips behan¬
deln . Einfacher und daher gewöhn¬
lich gebraucht ist hier das Verfahren

nach d ’Alembert , weil sich die Trägheitskräfte auf bloße Zentrifu¬
galkräfte reduzieren .

In Abb . 60 ist der Schwungring in zwei Projektionen gezeichnet .

Abb . 60.
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Der im Zahlenbeispiele zu 1° angegebene Winkel ist in der Abbildung
mit a bezeichnet . Da er jedenfalls klein sein wird (kleiner als dort
gezeichnet ), kann die andere Projektion des Schwungrings genau
genug als kreisförmig angesehen werden . Man fasse ein Element des
Schwungrings ins Auge , das zum Zentriwinkel d (p gehört . Wenn Q
das Gewicht des ganzen Schwungrings ist , gehört zu dy das Gewicht

Qdcp _
2;r

Für die mit y und z bezeichneten Abstände erhält man

y = r singp und z = ya = rct sincp,

wobei an Stelle von tgK der Bogen a gesetzt werden durfte .
Die Zentrifugalkraft C an dem zu d cp gehörigen Teilchen ist

Qdcp wl r
in g

Die Horizontalkomponenten aller C stehen im Gleichgewichte mit¬
einander . Dagegen bilden die Vertikalkomponenten C ein Kräfte¬
paar , dessen Moment mit K bezeichnet sei . Man hat

n ' n - Qw*r ■ jV = G sin® = „----- sm cpd cp.
^ 2ng ^ ^

Der Hebelarm von C' in bezug auf die Badmitte ist z und daher wird

„ r . a j Qu ^r ^cx

A J sm^ •
Wenn man die lebendige Kraft des Schwungrings , die man ohnehin
schon berechnet haben wird , ehe man an eine solche Untersuchung
herantritt , mit L bezeichnet , hat man kürzer

K = La .
120

Im Zahlenbeispiele ist Q = 3000 kg , u = -g-r- • 2 « = 4 « sec- 1,
r = 1 m und u = und nach Einsetzen und Ausrechnen erhält manlöU

K = 421 mkg .

Dieses Moment muß von den Lagern aufgenommen werden ; die
Division mit dem Abstande der Lager voneinander liefert die Einzel¬
kraft für jedes Lager . Zu beachten ist , daß die Bichtung des Moments
und der Einzelkräfte ebenfalls stetig mit dem Schwungrade herum¬
rotiert ; hierdurch kommt das „Bütteln“ in den Lagern zustande . Zu¬
gleich gibt K das Biegungsmoment an , das von der Welle auf -
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genommen werden muß ; in bezug auf die Welle ändert sich übrigens
die Richtung von K nicht . Wenn die Welle hinreichend biegsam ist ,
richtet sich das Schwungrad von selbst auf , so daß der Winkel a und

sei ß , der Winkel , den das Perpendikel OP auf die im Punkte A
konstruierte Tangente TT mit der gleichen Achse bildet , sei ß .
Dann ist

wofür auch , wenn u und ß klein genug sind , kürzer

geschrieben werden kann .
In diesem Falle kann ferner P — u 0 gesetzt werden . Der

Winkel « — ß gibt den Richtungsunterschied zwischen © und U
an . Unter der Ellipse in Abb . 61 ist hierbei der Meridian des
Trägheitsellipsoids des Schwungrings zu verstehen . Der Drall © be¬
schreibt bei der Drehung des Schwungrads eine Kegelfläche mit dem

d®
angegebenen Offnungswinkel . Um den absoluten Betrag von -j— zu

berechnen , beachte man , daß das zu dt gehörige c/ © ein Bogenelement
vom Basiskreise jenes Kegels ausmacht und daher (bei kleinem a — ß)
gleich B (a — ß) udt gesetzt werden kann . Für das statische Moment

r p
hiermit auch K selbst klei¬
ner werden .

T
Zweite Lösung .

Um die Aufgabe auch noch
nach dem Flächensatze zu

y ^ lösen , schicke ich eine
geometrische Betrachtung
über eine Eigenschaft der
Ellipse voraus . Der Win¬
kel zwischen einem Halb¬
messer OA der Ellipse
(Abb .61 ) und der Y-Achse

a

Abb . 61.

tg « =
X

y
und

der Zwangskräfte erhält man daher

K = B (tt — ß) u = «2 0 (« — ß) = w2 &a

Diese Formel gilt noch allgemein für irgendeinen Rotationskörper .
Für den Schwungring ist aber überdies (vgl . § 29) a2= 2 &2 und daher ,
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wie vorher
/v = i «2 &a = Lc

und der vorher in Buhe war, wirkt ^ sec lang das Kräftepaar Pl 1\ ,

25 . Aufgabe . An einem Binge von 300 kg Gewicht und 120 cm
Durchmesser, der in Abb. 62 in Aufriß und Grundriß dargestellt ist

1
iöö '

von dem jede Kraft gleich 1000 kg ist .
Man soll ermitteln, um welche Achse
der Bing in Drehung versetzt wird und
wie groß die Winkelgeschwindigkeit ist, ----- A
die er nach Ablauf der genannten Zeit
erlangt hat, wenn der Winkel, den die
Ebene des Kräftepaares mit der Bing¬
ebene bildet, gleich 45° ist. Der Bing
ist vollständig frei und andere Kräfte
als Jj und P2 wirken nicht auf ihn ein.

Erste Lösung . Man zerlege den
Momentenvektor des Kräftepaars in zwei
Komponenten TTj undAs2 in der Richtung
der Figurenachse und in der Ringebene .
Die Komponenten fallen in die Richtungen
von freien Achsen und bringen um
diese Drehungen hervor , deren Winkel¬
geschwindigkeiten Mj und m, nach Ab¬
lauf des Drehstoßes

Kt
K

Abb . 62 .

U, lll ' i W» = KJ .
©,

sind , wenn t die Stoßdauer und (")i 0 , die zu den betreffenden Achsen
gehörigen Trägheitsmomente bedeuten . Für diese hat man , wenn m
die Ringmasse und r den Halbmesser bezeichnen

01 - mr 2; 02 = j mr2
und für die Komponenten K 1K2 findet man

„ 2 PrK = K = -f -
1 2 V2

Der Winkel k , den die resultierende Winkelgeschwindigkeit U
mit der Figurenachse einschließt , folgt aus

a = — 2 zu a = 63° 25 ' .

Die Größe u von U folgt nach dem pythagoreischen Lehrsätze zu
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= ]/ « + < = PV2 + 8wr r
, 1 m

1000 kg • ——sec • 9,81 — se 100 ’ sec 8
300 kg • 0,6 m Yio = 1,71 sec

Ziveite Lösung . Der Drall © ist mit dem Momentenvektor ft
gleieb gerichtet , bildet also einen Winkel von 45° mit der Figuren -
achse . Daraus kann mit Hilfe des Trägbeitsellipsoids in derselben
Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe die Richtung von U ent¬
weder durch Zeichnung oder durch Rechnung ermittelt werden . Wählt
man die Zeichnung , so folgt weiter die Größe B von © zu 1000 kg
• 1,2 m • 0 ,01 sec = 12 mkg sec. Die Projektion B ' von © auf tt ist
B ' = 12 mkg sec cos (63° 25 / — 45° ) und hieraus

B '

Dabei ist ® das auf die Drehachse U bezogene Trägheitsmoment , das

c2

gesetzt werden kann , wenn unter a und c die aus der Zeichnung zu
entnehmenden Halbmesser des Trägbeitsellipsoids verstanden werden ,
die zur Figurenachse und zu der vorher schon ermittelten Richtung
von U gehören . Die Ausrechnung liefert w; erheblich kürzer ist aber
hier , wie man sieht , die zuerst angegebene Lösung .

26 . Aufgabe . Ztvei gleich schwere Kugeln sind durch eine
Stange verbunden ; man soll die freien Achsen des dadurch gebildeten
Körpers angeben.

Lösung . Das Trägheitsellipsoid für den
Schwerpunkt ist ein verlängertes Umdrehungs -
ellipsoid , dessen große Achse mit der Stangen¬
achse zusammenfällt . Die Stangenachse und
jede senkrecht zu ihr durch den Schwer¬
punkt gezogene Achse ist eine freie Achse
des Körpers . Eine stabile Drehachse ist aber
nur die Stangenachse , da nur für sie das Träg¬
heitsmoment zu einem absoluten Minimum (oder

. Maximum ) wird .
27 . Aufgabe . Eine homogene Stange von

' der Länge 2 r ist an den Enden mit Botten ver-
Abb- 6S- sehen , mit denen sie auf einer glatten senk¬

rechten Wand und einem glatten Fußboden ruht . Außerdem soll durch
eine geeignete Vorrichtung auch dafür gesorgt sein, daß sich die Bollen
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von der Wand oder dem Fußboden nicht abheben können. Vorher war
die Stange in der durch Abb . 63 angegebenen Lage AL festgehalten .
Dann wird sie ohne Stoß freigelassen und man soll berechnen, wie lange
es dauert , bis sie unten liegt.

Lösung . Die Entfernung von 0 bis zum Stangenschwerpunkt iS1
ist nach einer bekannten Eigenschaft des rechtwinkligen Dreiecks
gleich r , daher beschreibt S während des Herabfallens einen Kreis
um 0 vom Halbmesser r . Irgendeine spätere Lage der Stange sei
durch den Winkel cp gekennzeichnet , den die Stange mit der Wand
oder den auch die Linie OS ' mit der Wand bildet . Die Stange hat
sich währenddessen um den Winkel cp— a gedreht . Die Winkel¬
geschwindigkeit , mit der sie sich im gegebenen Augenblicke dreht , ist

und die Geschwindigkeit des Schwerpunkts hat den Absolutbetrag

Die lebendige Kraft der Stange , .deren Masse mit m bezeichnet sei, ist
daher

Der lebendigen Kraft L muß die Arbeit der äußeren Kräfte gleich sein .
Die Auflagerkräfte leisten aber keine Arbeit , da Reibungen ausge¬
schlossen sein sollen und die Arbeit des Gewichts ist gleich mg mal
der Senkung des Schwerpunkts , die gleich r (cos a — cos cp) gesetzt
werden kann . Wir haben daher

dtp

Für das Trägheitsmoment © findet man leicht

und daher wird

Hieraus findet man

und durch Integration nach cp folgt die Zeit , die zum Durchlaufen des
Weges gebraucht wird . Ist t die Zeit , die bis zum Ende der Bewegung ,
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d. h. bis <P = y verstreicht » so bat man
7t
Y

“ir C dtp
ZgJ x/ cosk — COSqpa

Das Integral ist ein elliptisches , das ganz ähnlich wie das bei der
Pendelbewegung in Gl. (67 ) vorkommende weiter behandelt werden
kann . Man setze , um auf die frühere Form ' zu kommen , zunächst
7t — cp = 2 % und 7t — et = 2 ß , dann wird

cos <p = — cos2 ^ = 2sin 2̂ — 1 ; cosa = 2sin 2j3— 1 ; dtp = —

t = / 2 <** •
’ i 9j y2 (sin *(3 — sm sZ)7t

T

Der einzige wesentliche Unterschied gegenüber dem früheren Falle

besteht nur darin , daß die untere Grenze hier ~ anstatt Null ist .

Man kann aber das Integral als die Differenz von zwei bestimmten
Integralen auffassen , von denen das eine von 0 bis ß und das andere

von 0 bis — reicht und auf jedes von beiden die frühere Umformung
anwenden . Dadurch erhält man

t = 2 ] / - {F ( Sinß , I ) - Ffsinß , y) j ,

wobei y durch die Bedingung bestimmt wird
. 7tsin -

4
sm y = - . •1 sm p

Da ß ~ , läßt sich y stets angeben .
28 . Aufgabe . Ein Gyroskop besteht

aus einem Schwungringe von 20 cm Durch¬
messer und 10 kg Gewicht und einem
Bahmen (dessen Masse gegen die Schwu/ng-
ringmasse vernachlässigt werden soll) , in
dem der Schwungring mit 100 Umdrehungen
in der Sekunde rotiert . Der Bahmen hat

einen Arm (Abb. 64) von 20 cm Länge und wird bei B drehbar
auf eine Spitze des Gestells B C aufgesetzt . In welchem Sinne und mit

mkg
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welcher Geschwindigkeit dreht sich das Gyroskop um das Gestell BC ,
nachdem der Beharrungszustand eingetreten ist ?

Lösung . Wir haben es hier mit einem Palle der pseudoregulären
Präzession zu tun . Wenn der Rahmen zuerst bei horizontaler Stellung
des Armes AB ruhte und hierauf losgelassen wird , tritt infolge des
Gewichts zunächst eine kleine Senkung des Schwungrings ein . Diese
muß wegen der Auflagerbedingung bei B in einer Drehung um B
bestehen . Dabei ändert sich die Richtung des Dralls 93. Um diese
Änderung zu erzwingen , muß ein statisches Moment äußerer Kräfte
von senkrecht nach oben gerichtetem Momentenvektor in bezug auf
den Schwerpunkt des Schwungrings vorhanden sein . Es muß daher
eine horizontale Auflagerkomponente § bei B entstehen , die dieses
Moment liefert . Die Kraft § bewirkt nach dem Satze von der Bewegung
des Schwerpunkts eine Drehung des Gyroskops um das Gestell , und
zwar bei dem in der Abbildung angegebenen Umdrehungssinne des
Schwungrings von oben gesehen entgegengesetzt der Uhrzeiger¬
bewegung .

Um das Übergangsstadium wollen wir uns jetzt nicht weiter
kümmern . Nachdem das Gyroskop eine Winkelgeschwindigkeit w um
die lotrechte Achse des .Gestells angenommen hat , ändert sich die
Richtung von 33 abermals , und zwar um horizontal gerichtete Zuwüchse .
Wir haben daher jetzt ein statisches Moment von horizontal , und zwar
nach vorn gerichtetem Momentenvektor der in die Abbildung eim
getragen ist . Diesem entspricht eine senkrecht nach oben gerichtete
Auflagerkraft 33 bei B . Wenn 33 gleich dem Gewichte von 10 kg ist ,
bilden beide ein Kräftepaar miteinander und es besteht dann kein Anlaß
mehr zu einer Senkung des Schwerpunkts . Der einzige Erfolg des
Kräftepaars besteht vielmehr darin , den Drall 33 um die lotrechte
Achse herum rotieren zu lassen . Außerdem muß dann auch ein in
der Richtung RA . gehender Auflagerdruck (Zentripetalkraft ) auftreten ,
um den Schwerpunkt zu seiner kreisförmigen Bewegung um die Gestell¬
achse zu zwingen . Dagegen verschwindet nachher j£), sobald eine (von
kleinen Schwankungen abgesehen ) gleichförmige Drehung des Gyroskops
um die Gestellachse hergestellt ist .

Streng genommen führt das Rad jetzt zwei Drehungen zugleich
aus , eine im Rahmen mit der Winkelgeschwindigkeit u und die zweite
mit dem Rahmen um die Gestellachse mit der Winkelgeschwindigkeit w.
Beide lassen sich zu einer resultierenden Winkelgeschwindigkeit zu¬
sammensetzen . Da aber w nur sehr klein gegen u ist , wollen wir nur
auf diese Komponente achten . Der Drall hat den Absolutwert

B = uG = u Q- r2,r 7
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wenn Q das Gewicht des Schwungrings und r der Halbmesser ist . Der
senkrecht zum Arme stehende Zuwachs von B , der sich geometrisch
im Zeitelemente dt dazu summiert , hat den Absolutwert

Dieser ist nach dem Hächensatze gleich Kdt , und da das Moment K
gleich Ql ist , wenn l die Länge des Armes AB bezeichnet , erhalten wir
die Gleichung „ ,

Ql = uw — r , also w — - 9-x g 7 Mj-2
Mit u — 100 ■2 re sec- 1, g = 9,81 m sec- 2, l = 0 ,2 m , r = 0,1 m

Der Umlaufssinn war schon vorher festgestellt . Wenn das Rad infolge
von Reibungen usf . nachher langsamer rotiert , läuft das Gyroskop
später im selben Verhältnisse schneller um . Auf das Gewicht Q kommt
es übrigens , wie man sieht , gar nicht an ; eine Zahlenangabe darüber
wäre daher entbehrlich gewesen .

29 . Aufgabe . Man soll die reduzierte Pendellänge berechnen,
für die die Schwingungsdauer ebenso groß ausfällt , als für die Schwin¬
gungen eines Stabes, der beiderseits unterstützt ist und in der Mitte eine
konzentrierte Last trägt , gegen die die Masse des Stabes vernachlässigt
werden kann .

Lösung . Die Schwingungen sind harmonische und nach Gl. (20 )
hat man

Der statische Biegungspfeil unter der Last Q = mg sei mit f bezeichnet .
Dann ist nach der Bedeutung der Konstanten c

Dies stimmt nach Gl. (64 ) mit der Schwingungsdauer eines Pendels
überein , wenn f = l gesetzt wird . Der statische Biegungspfeil f gibt
daher ohne weiteres die reduzierte Pendellänge an . Da f gewöhnlich
nur klein ist , erfolgen die Schwingungen verhältnismäßig schnell .

Bwdt oder uw — r 2dt .
9

d . h. die Dauer eines Umlaufs beträgt oder rund 20 Sekunden .

cf = Q, also c —

Setzt man dies ein , so wird

r = 2 7t
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30 . Aufgabe . Die Schwingungsdauer eines bifilar (d. h. mit Hilfe
von zwei Fäden ) und symmetrisch zur Mitte aufgehängten homogenen
Stabes soll für Meine Ausschläge berechnet werden . Dabei ist nur auf
die Drehschwingungen zu achten , die der Stab um den Schwerpunkt
ausführt ; gegeben sind die Stablänge l, die Entfernung e der Aufhänge -
punkte von der Stäbmitte tmd die Fadenlänge a .

Lösung . Abb . 65 gibt Aufriß , Grundriß und Seitenansicht an ;
dabei ist die Lage , die der Stab zur Zeit t bei einem Ausschlage <p
einnimmt , durch punktierte Striche an¬
gegeben . Die Fäden stehen dann ein
wenig schräg und die Horizontalpro¬
jektion der Fadenlänge ist mit z be¬
zeichnet . Wenn z klein von der
ersten Ordnung ist , unterscheidet sich
die Vertikalprojektion der Fadenlänge
im Aufrisse nur um eine von der
zweiten Ordnung kleine Größe von
a . Es findet daher keine merkliche He¬
bung des Stabes statt ; dieser schwingt
vielmehr nahezu in einer horizontalen
Ebene . Der Schwerpunkt bleibt also
in Ruhe und die Vertikalkomponenten
der Fadenspannungen müssen jederzeit zusammen gleich dem Ge¬
wichte Q des Stabes sein . Für die Horizontalkomponente H einer
Fadenspannung erhält man daher

Abb . 65 .

H = Q Q e sin <p
2 a

Beide Horizontalkomponenten bilden ein Kräftepaar , das die Winkel -
Beschleunigung hervorbringt . Das Moment K des Kräftepaares ist

K = 2eH = Q

Da die Schwingungen um eine freie Achse erfolgen , hat man (mit
Berücksichtigung des Vorzeichens )

d ĉp §e ssmqs
dt * a '

Diese Gleichung ist von derselben Form wie die Differentialgleichung (94 )
für die Pendelschwingungen ; diese lautete

u dt * Qssincp .

Beide stimmen überein ,wenn man s = - setzt . Für die reduzierte Pendel -’ a
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 22
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länge lm\ hat man daher nach Gl. (97 )

j ai *hed ;

oder , da der Trägheitsradius i einer Stange i — —Lr ist ,

tea = ^ •

Wenn die Stange so aufgehängt wird , daß e — i wird , erhält man
Ired= st, d. h. die Schwingungsdauer ist dann dieselbe , als wenn die
Stange gewöhnliche Pendelschwingungen um die durch die beiden
Aufhängepunkte gehende Achse ausführte .

Diese Betrachtung gilt indessen nur für den Pall kleiner
Schwingungsausschläge . Um die Differentialgleichung der Bewegung
für größere Schwingungen aufzustellen , muß man darauf achten , daß
sich die Stange bei ihrer Drehung um den Winkel <jp ein wenig aus
ihrer untersten Lage hebt . Ihr Abstand von der durch die Auf¬
hängepunkte gelegten horizontalen Ebene zur Zeit t sei mit x be¬
zeichnet . Dann ist

x = Ya 2 — e2 sin2y .

Nach dem Satze von der lebendigen Kraft erhält man

Y®Gi)2+ i ,w(§?)2= <2(*- *o),
wenn mit x0 der Wert von x bezeichnet wird , der der höchsten Lage
der Stange oder dem größten Werte des Winkels <p entspricht . Setzt

fl m
man hier x ein, so erhält man eine Gleichung , die sich nach auf¬

lösen läßt . Entnimmt man daraus dt , so erhält man die Schwingungs¬
dauer ausgedrückt durch ein bestimmtes Integral nach q>. Die Glei¬
chung vereinfacht sich erheblich und läßt sich so wie die des Pendels
für große Ausschläge behandeln , wenn man annimmt , daß e klein ist
gegenüber der Padenlänge a . Von der weiteren Ausrechnung soll
aber hier abgesehen werden .

31 . Aufgabe , Man soll die Sclmingungsdauer der „schlingern¬
den 11, oder „rollenden 11 Bewegungen eines Schiffes um die Längsachse
für Meine Ausschläge berechnen.

Lösung . Hier ist an die Betrachtungen über das Metazentrum
in Band I , § 66 d. 3. Aufl. anzuknüpfen . Die Höhe des Metazentrums
über dem Schiffsschwerpunkte sei mit s bezeichnet . Dann bilden
beim Ausschlage cp das Gewicht Q und der Auftrieb ein Kräftepaar
vom Momente Qs singp, und wenn das Trägheitsmoment des Schiffes
für die parallel zur Kielrichtung durch den Schwerpunkt gehende
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Achse mit & bezeichnet wird , hat man

n n ■@ = — Qs sinqp.

Dies stimmt genau mit der Diiferentialgleichung (94) für die Pendel¬
schwingungen überein . Hiernach kann die reduzierte Pendellänge
und aus dieser die Schwingungsdauer ebenso wie dort berechnet
werden . Da hier die Drehung um den Schwerpunkt stattfindet , be¬
zieht sich jedoch 0 auf die Schwerpunktsachse , während sich heim
Pendel 0 auf die Aufhängeachse bezog , worauf beim Vergleiche zu
achten ist .

Auf den Widerstand , den das Wasser den Schwingungen ent¬
gegensetzt , ist hei dieser Betrachtung nicht geachtet . Jedenfalls wird
dadurch eine Dämpfung hervorgerufen . Aber auch sonst wird dhr
Verlauf der 'Bewegung dadurch etwas geändert werden ; man kann
namentlich nicht erwarten , daß der Schwerpunkt genau in Ruhe
bleibe .

32 . Aufgabe . Wenn auf einen seitlich aus einer Mauer her¬
vorragendenSteinbalken {etwa eine Treppen¬
stufe) ein Gewicht Q herabfällt (Abb. 66) ,
kommt es vor, daß er jenseits der Aufschlag
stelle (etwa bei mm) abbricht. Man soll
in allgemeinen Zügen angeben, wie dieses
Problem zu behandeln ist.

Lösung . Man denke sich in irgend¬
einem Augenblicke während des Stoßes
die Trägheitskräfte eingeführt . Diese sind an jenen Teilen des
Balkens , die nach abwärts beschleunigt werden , nach obenhin
gerichtet . Auch rechts vom Schnitt mm treten diese Trägheitskräfte
auf und sie bewirken ein Biegungsmoment in mm , das zu Zug¬
spannungen in den unteren und zu Druckspannungen in den oberen
Fasern führt . Es kann nun sein , daß die Aufschlagstelle und ihre
Nachbarschaft schon keine Beschleunigung nach abwärts mehr erfährt ,
oder schon eine in der entgegengesetzten Richtung , während am
freien Ende noch eine starke Beschleunigung nach abwärts besteht .
Namentlich wenn am Ende noch größere Massen befestigt sind , kann
die zugehörige Trägheitskraft zu einem Biegungsmomente führen , das
an irgendeinem Querschnitte mm den Bruch hervorbringt .

Zur rechnerischen Verfolgung des Vorgangs muß man von der
Differentialgleichung (172 ) ausgehen , die auch für den vorliegenden
Fall ohne Änderung gültig bleibt . Sie ist für jeden der beiden Teile ,
in die der Stab durch die Aufschlagstelle von Q zerlegt wird , ge-

Abb . 66 .
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sondert mit Berücksichtigung der Grenzbedingungen zu integrieren .
In der französischen Übersetzung des Buches von Clebsch über die
Theorie der Elastizität hat de Saint - Venant das Problem ausführ¬
lich behandelt .

Die bekannte Erfahrung , daß man eine Flintenkugel durch eine
Fensterscheibe schießen kann , ohne diese in einiger Entfernung von
dem Schußloche zu beschädigen , erklärt sich übrigens auf ganz ähn¬
liche Art . In der Umgebung der Aufschlagstelle der Kugel treten
sehr große Trägheitskräfte auf , die sich zunächst nur über einen
engen Bezirk verteilen und mit dem Drucke zwischen Kugel und
Scheibe vorerst im Gleichgewichte stehen . Die diesem Belastungs¬
falle entsprechende Beanspruchung des Glases steigert sich dann so,
daß der Bruch erfolgt , der sich aber nur über diesen engen Bezirk
erstrecken kann , weil überall außerhalb des Bezirks nur geringe

Trägheitskräfte und Span -
■jS' f nungen auftreten .

Q=lOOKg. | j i \ Q- tOOkg 33 Aufgab (, Mm
Stange von 1 m Länge und

I- = ^ —i—4 kreisförmigem Querschnitt
von 4 cm Durchmesser
(Abb. 67) trägt an beiden
Enden Gewichte von je
100 kg. In der Mitte bei
A ist die Stange an einem

Maschinenteile befestigt, der eine zwischen B und C geradlinig hin
und her gehende Bewegung nach Art einer harmonischen Schwingung
ausführt. Wieviel Schwingungen darf der Maschinenteil in der Minute
machen, ohne daß die durch die Trägheitskräfte hervorgerufene Biegungs¬
beanspruchung der Stange 1000 übersteigt? Der Schwingungsweg
B C beträgt 60 cm. Bei welcher Schwingungszahl in der Minute wäre
eine Besonanz mit den Eigenschwingungen zu befürchten, die die Ge¬
wichte infolge der elastischen Verbiegung der Stange ausführen können,

ka
wenn der Elastizitätsmodul gleich 2 ■lO6̂ ^ gesetzt wird ?

Lösung . Die erste Frage läßt sich leicht nach dem Prinzip
von d ’Alembert beantworten . Die Entfernung x der Stange von
der Mittellage zur Zeit t ist

• o *
ic = « sin 2 7t y ,

C
Abb . 67 .

wenn mit a der Schwingungsausschlag A B und mit T die Dauer einer
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vollen Schwingung bezeichnet wird . Daraus folgt die Beschleunigung

d x̂ / 2®\ 2 . „ t / StA 2
Sm2n T = - \ -T ) - X- . .

Die Beschleunigung und hiermit die Trägheitskraft und die Biegungs¬
beanspruchung der Stange ist am größten an den Hubenden für
x = + a. In dieser Stellung hat die Trägheitskraft den Wert

0 / 2ä\ 2
g \ f ) a '

Das Biegungsmoment für die Stangenmitte folgt daraus durch
Multiplikation mit der halben Stangenlange , die mit l bezeichnet
werden soll und für die Biegungsspannung findet man daher

Q
9

s2nV
\ t ) a

r“

Im Nenner steht das Widerstandsmoment des kreisförmigen
Querschnitts vom Halbmesser r . In dieser Gleichung sind alle Größen
gegeben bis auf die Schwingungsdauer T. Löst man die Gleichung
nach T auf und setzt die Zahlenwerte ein, so erhält man

T = 0,98 sec

entsprechend rund 61 vollen Schwingungen in der Minute .
Für die Schwingungsdauer der elastischen Schwingungen findet

man ebenso wie bei der Lösung von Aufgabe 29

wenn mit f der Biegungspfeil bezeichnet wird , den eine Last Q = 100 kg
am Stangenende hervorruft . Dafür hat man nach einer Formel des
Festigkeitslehre (Band III , S. 162 d. 3. Aufl.)

iQl *
' ZE @ SnEr *

Führt man die Zahlenrechnung aus , so erhält man

T — 0,081 sec .
t

Eine Resonanz ist daher überhaupt nicht zu erwarten , da die
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Maschine hierzu 740 Schwingungen in der Minute ausführen müßte ,
während schon viel früher eine Verbiegung oder ein Bruch der Stange
eintreten würde .

Etwas anderes ist es aber , wenn der Maschinenteil nicht genau ,
sondern nur angenähert harmonische Schwingungen ausführt , wie
z. B. der Kreuzkopf eines Kurbelmechanismus . Dann ist x nach einer
Fourierschen Reihe zu entwickeln und mit den höheren Gliedern
dieser Reihe , die für sich genommen schnelleren Schwingungen ent¬
sprechen , ist eine Resonanz für bestimmte Umlaufsgeschwindigkeiten
der Maschine möglich .



Fünfter Abschnitt .

Die Relativbewegung .

§ 45 . Vorbemerkungen .

Vom Begriffe der Relativbewegung ist schon im ersten
Bande wiederholt Gebrauch gemacht worden und ich kann
hier als bekannt voraussetzen , was damals hierüber ermittelt
wurde . Bei jenen früheren Gelegenheiten erstreckte sich in¬
dessen die Untersuchung immer nur auf den Fall , daß das
Fahrzeug , von dem aus die Bewegung des materiellen Punktes
oder des Körpers beobachtet werden sollte , nur eine Trans¬
lationsbewegung und keine Drehung ausführte . Es macht sich
daher jetzt noch eine Ergänzung erforderlich für den Fall , daß
sich das Fahrzeug in ganz beliebiger Weise bewegt .

Zuvor sei aber noch auseinandergesetzt , zu welchem Zwecke
und für welchen Gebrauch die hier vorzunehmenden Unter¬
suchungen bestimmt sind. Bei den meisten Aufgaben der
Dynamik hat man gar keine Veranlassung , Relativbewegungen
ins Auge zu fassen ; man löst sie am einfachsten , wenn man
sich den Beobachter im festen Raume aufgestellt denkt : also
in einem Raume , für den das Trägheitsgesetz erfüllt ist . Bei
den vorausgehenden Untersuchungen dieses Bandes ist dies
auch stets geschehen . In manchen Fällen vermag man aber
entweder überhaupt nicht gut die Untersuchung der Bewegung
von einem Fahrzeuge aus zu vermeiden oder man würde
wenigstens , wenn die Vermeidung auch möglich wäre , auf er¬
hebliche Vereinfachungen verzichten müssen , die durch die
Hereinziehung der Relativbewegungen erzielt werden können .

Kaum zu vermeiden ist die Betrachtung der Relativ¬
bewegung bei solchen irdischen Bewegungsvorgängen , die von
der Eigenbewegung des Erdballs gegen den festen Raum merk -
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lieh beeinflußt sind. Diese Fälle sind freilich selten ; gewöhnlich
braucht man auf die Eigenbewegung der Erde nicht zu achten ,
kann vielmehr das Trägheitsgesetz , wie es auch bisher still¬
schweigend schon immer geschehen ist , als gültig in bezug
auf den von der Erde her ausgemessenen Raum betrachten .
Dadurch wird man aber der Verpflichtung natürlich nicht
enthoben , eine genauere Untersuchung anzustellen , um sich
zu überzeugen , inwieweit die Vernachlässigung zulässig ist
und um für jene Fälle , in denen sie nicht mehr zulässig
ist , eine andere geeignete Untersuchungsmethode ausfindig
zu machen .

So erwähnte ich z. B. schon früher einmal , daß ein Stein
nicht genau in einer lotrechten geraden Linie zur Erde fällt ,
sondern daß sich wegen der Drehung der Erde gegen den
festen Raum , in dem das Trägheitsgesetz gilt , eine Seiten¬
ablenkung einstellt , die freilich sehr gering und nur durch
genaue Versuche nachweisbar ist . Freilich steht nichts im
Wege , selbst in solchen Fällen den Beobachtungsposten im
festen Raume zu wählen , von hier aus die absolute Bahn des
fallenden Steins zu ermitteln und dann erst nachträglich unter
Berücksichtigung der Eigenbewegung der Erde den „relativen“
oder „scheinbaren“ Weg des Steins gegen die Erde , für den
wir uns interessieren , und der allein unmittelbar beobachtet
werden kann , daraus abzuleiten . Ein solches Verfahren wäre
aber sehr umständlich . Außerdem sind wir auch in der
Mechanik der irdischen Bewegungsvorgänge so sehr darauf
angewiesen , die Erde selbst als Aufstellungsort des Beobachters
zu wählen , daß man auch in solchen Ausnahmefällen nicht
darauf verzichten möchte . Die nachfolgenden Betrachtungen
werden uns zeigen , wie man die früheren Untersuchungen
nötigenfalls zu ergänzen hat , um den irdischen Standpunkt unter
allen Umständen festhalten zu können .

Bei einer anderen Klasse von Problemen liegt zwar keine
so dringende Nötigung vor , auf die Relativbewegungen ein¬
zugehen ; man erleichtert die Untersuchung aber auch bei ihnen
oft sehr erheblich , wenn man davon Gebrauch macht . Hierher
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gehören namentlich die Flüssigkeitsbewegungen , die im Innern
einer Zentrifugentrommel oder im Laufrade einer Turbine vor
sich gehen . Die Eigenbewegung der Erde kommt hierbei
übrigens nicht in Frage ; man kann vielmehr ohne Bedenken
die von der festen Erde her gesehenen Bewegungen dabei als
absolute auffassen . Betrachtet man aber die Flüssigkeits¬
strömungen in der rotierenden Trommel als Relativbewegungen
gegen das Gefäß , so führt man die Aufgabe auf Wasser -
bewegungen in ruhenden Gefäßen zurück , also auf einfachere
Betrachtungen , die schon früher erledigt wurden . Auch hier¬
über , wie dies möglich ist , soll unsere Untersuchung Auf¬
schluß gehen .

Um die aufgezählten Aufgaben lösen zu können , müssen
wir die Wege , die Geschwindigkeiten , die Beschleunigungen
und die Kräfte im bewegten Raume mit jenen vergleichen ,
die vom absoluten Raume her festgestellt werden . Die Massen
der bewegten Körper sind als Eigenschaften dieser Körper
und daher in beiden Fällen als gleich anzusehen . Von den
Kräften gilt dies aber nicht ; wir müssen vielmehr von vorn¬
herein erwarten , daß an dem Körper , dessen Bewegung unter¬
sucht werden soll , noch andere Kräfte angebracht werden
müssen , wenn die Bewegung auf ein bewegtes Fahrzeug , als
wenn sie auf den festen Raum bezogen werden soll , für den
das Trägheitsgesetz gilt . — Außer den schon aufgezählten
werden auch noch andere dynamische Größen , wie Arbeiten ,
statische Momente , Antriebe , lebendige Kräfte usf . in Betracht
zu ziehen sein ; wir können aber von diesen einstweilen absehen ,
da sie aus den zuerst angeführten später leicht abgeleitet
werden können .

§ 46 . Der Satz von Coriolis .

Wir wollen uns zunächst überlegen , wie man die Geschwin¬
digkeit und die Beschleunigung der Bewegung eines materiellen
Punktes in möglichst einfacher Weise geometrisch darstellen
kann . Man betrachte zwei aufeinander folgende Zeitteilchen
von der gleichen Dauer x. Zu Anfang hatte der Punkt , dessen
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absolute Bewegung betrachtet werden soll, den Abstand 60 von
einem festen Anfangspunkte In den beiden Zeitteilchen r
ändert sich der Abstand § um die Wege und di ., . Da §
als eine Funktion der Zeit t zu betrachten ist , hat man nach
der Taylorschen Entwicklung

* . - (§ )„+ ? © . + -

zu setzen . Die Differenz der Wege di l und d 'i 2 ist daher

Die Glieder höherer Ordnung können weggelassen werden und
für die Beschleunigung zur Zeit t = 0 erhält man daher

—di l —2dSlW =
\ dtVo v - v - ( 206 )

Nun sei BB 1B2 in Abb . 68 der absolute Weg eines be¬
weglichen Punktes B und B C1C2 der absolute Weg jenes
Punktes des Fahrzeugs , mit dem B anfänglich zusammenfiel .
Da die Strecken BB i usf . in der Grenze unendlich klein zu
denken sind, schreiben wir dafür

BB 1= ä, ; B^ = ; BC^ ; C'1C2 = .
Die Strecken C1Bl und G2B2 geben die relativen Wege von
B gegen das Fahrzeug an, so wie sie vom festen Raume aus
gesehen erscheinen . Man hat dafür

CiBl = sZäj—d^ ; CgB2= dii + di 2 —dp^—dp2.
Die Geschwindigkeiten hängen von dem Wege im ersten

Zeitteilchen allein ab. Bezeichnen wir Oj-Bj mit dxx, so folgt
aus der ersten dieser Gleichungen durch Division mit x
oder dt

dr, _ d8, dpi
dt dt dt ’

wofür auch allgemein
^ (201)dt dt + dt ^ J
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geschrieben werden kann , da es gleichgültig ist , von welchem
Zeitpunkte ab wir die Wege d % usf. verfolgen . In Worten
heißt dies :

Die absolute Geschwindigkeit des bewegten Punktes
ist in jedem Augenblicke gleich der geometrischen
Summe aus der Fahrzeuggeschwindigkeit und der
Relativgeschwindigkeit gegen das Fahrzeug .

Die Relativbeschleunigung von B ist dagegen aus dem
Vergleiche der Wege Cj 77, und 6', B., nach der durch Gl. (206)
gegebenen Anleitung zu berechnen . Dabei müssen wir aber
beachten , daß der Beobachter , der diese Wege miteinander ver¬
gleicht , im Fahrzeuge selbst aufgestellt sein muß . Markiert
dieser Beobachter die Punkte und B l nach dem ersten Zeit¬
teilchen im Fahrzeuge , so führt die Strecke C1B1 des Fahr¬
zeugs während des zweiten Zeitteilchens selbst noch eine Be¬
wegung aus. Der Anfangspunkt G1 gelangt dabei nach C2
und zugleich führt die Strecke Cl Bl noch eine Drehung um
den Winkel ur aus , wenn mit u die
Winkelgeschwindigkeit des Fahrzeugs
während dieser Zeit bezeichnet wird .
Da nun C2B2 in Abb . 68 so gezeichnet
ist , wie es der Lage nach Ablauf des
zweiten Zeitteilchens entspricht , so müs¬
sen wir , um beide Strecken auch für
den innen stehenden Beobachter , der
sich nach dieser zweiten Lage orientiert ,
vergleichbar miteinander zu machen, an
Stelle von Ĉ -Bj die Strecke

(U1— + t V (d%1—
setzen . Das letzte Glied in diesem Ausdrucke gibt den Weg
an, den der Endpunkt von C1B1 bei der Drehung beschreibt .

Für die Relativbeschleunigung schreiben wir ^ und erhalten
dafür nach Vorschrift von Gl. (206 )

2/dsr
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/d8r \ = di , - dS1 _ dp , - dp , _ 2 y (dS, _ „ =
\ät 2/ 0 «* T8 V \ r r /

- 8V§ », w
dt *

wobei im letzten Gliede die Relativgescbwindigkeit ^ an Stelle

der ihr gleichen Differenz eingeführt ist . Läßt man

nachträglich , die Zeiger o weg, die nur darauf hinweisen , daß
sich alle Größen auf den Anfangspunkt der Zeit £= 0 beziehen
sollen, der aber ganz nach Belieben gewählt werden kann , so
läßt sich Gl. (208) auch in die anschaulichere Form

d2i d8|l d2r 0 T7dr /onn \
^ = ^ + 5F + 2 VdF“ (209)

bringen . Diese Gleichung spricht den Satz von Goriolis aus,
der sich auch in die Worte fassen läßt :

Die absoluteBeschleunigung des bewegten Punktes
ist gleich der geometrischen Summe aus der Fahr¬
zeugbeschleunigung , aus der Relativbeschleunigung
gegen das Fahrzeug und aus dem doppelten äußeren
Produkte aus der Relativgeschwindigkeit und der
Winkelgeschwindigkeit des Fahrzeugs .

Unter „Fahrzeugbeschleunigung“ ist dabei, wie aus dem
Zusammenhange hervorgeht , die Beschleunigung jenes Fahr¬
zeugpunktes zu verstehen , mit dem der bewegte Punkt gerade
zusammenfällt .

§ 47 . Die Zusatzkräfte bei der Relativbewegung .

Für den im Fahrzeuge stehenden Beobachter ist das Träg¬
heitsgesetz und die dynamische Grundgleichung nicht erfüllt ,
wenn er nur die tatsächlich an dem bewegten Punkte an¬
greifenden Kräfte ins Auge faßt . Als „tatsächlich angreifende“
oder „physikalisch existierende“ Kräfte sind hierbei jene be¬
zeichnet , die auch für den im festen Raume aufgestellten
Beobachter nachweisbar sind . Mit der dynamischen Grund¬
gleichung würden aber auch alle anderen Folgerungen der
Dynamik hinfällig werden . Um die Lehren der Dynamik auch
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für den im Fahrzeuge aufgestellten Beobachter , der von der
absoluten Bewegung seines Fahrzeuges gar keine Notiz nimmt ,
anwendbar zu machen , kann man aber den Kunstgriff be¬
nützen , an dem bewegten Punkte B Zusatzkräfte von der Art
anzubringen , daß nachher die dynamische Grundgleichung auch
für den bewegten Raum gültig bleibt . Dies ist leicht zu er¬
reichen . Man multipliziere Gl. (208) mit der Masse m des be¬
wegten Punktes . , Dann wird

cPr d-$ 0 dV /om \
= Wdp - m dp - 2w* V dJ » - (21° )

Das erste Glied auf der rechten Seite stellt nach dem dyna¬
mischen Grundgesetze die „physikalisch existierende“ Kraft Sp
an dem materiellen Punkte (oder die Resultierende , wenn mehrere
vorkommen ) dar . Die beiden anderen Glieder müssen , wenn
wir die dynamische Grundgleichung auch für die Relativ¬
bewegung aufrecht erhalten wollen , ebenfalls als Kräfte ge¬
deutet werden . Diese Kräfte sollen als „erste“ und „zweite“
Zusatzkraft bezeichnet werden .

Die erste Zusatzkraft ist jene , die schon beim d’Alembert -
schen Prinzip vorkam . In der Tat hängt ja der Fall der Re¬
lativbewegung in sehr einfacher Weise mit dem d’Alembert -
schen Prinzip zusammen . Wenn sich ein starrer Körper bewegt ,
sind alle seine materiellen Punkte im Gleichgewichte (und
in Ruhe ) relativ zu einem auf dem starren Körper selbst auf¬
gestellten Beobachter . Für diesen Beobachter müssen daher ,
wenn er die Lehren der Mechanik auf seinen Raum bezieht ,
alle an dem starren Körper angreifenden Kräfte ein Gleich¬
gewichtssystem miteinander bilden . Er muß aber dann , wie
wir schon früher auf anderem Wege und jetzt von neuem
fanden , außer den physikalisch existierenden Kräften auch die
„Trägheitskräfte“ nämlich

$ = - ™J
anbringen . Bei dieser Anwendung von Gl. (210 ) fallen näm¬
lich , da keine Relativhewegungen vorkommen , die Differential¬
quotienten von t fort . Behalten wir die frühere Bezeichnung
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für die „Trägheitskräfte“ auch in dem allgemeineren Falle bei,
so geht Gl. (210) über in

mg = <P + £ - 2wVüu , (211 )

wobei noch der Kürze halber die Relativgeschwindigkeit des
bewegten Punktes mit B bezeichnet ist .

Die Anwendung von Gl. (211) soll zunächst an dem Bei¬
spiele des fallenden Steines gezeigt werden . An einem mate¬
riellen Punkte , den wir von der Erde aus beobachten , wirken
zunächst von physikalisch existierenden Kräften die Anziehung
der Erde , der Sonne und aller anderen Weltkörper , die wir
uns zu einer Resultierenden zusammengefaßt denken . Ferner
können noch andere physikalisch existierende Kräfte , wie Luft¬
widerstand , Widerstand einer Bahn , überhaupt Druck von
seiten eines anderen Körpers , elektrische Anziehung o. dgl .
daran angreifen , deren Resultierende ^ sei, so daß 'JS= A '■Vi
ist . Wenn der Punkt an seinem Orte auf der Erde unter der
Einwirkung aller dieser Kräfte festgehalten werden soll , muß
nach Gl. (211)

o = *p0+ + £ oder *Pi = —(^o+ £)
sein. Hieraus wird die Bedeutung von + § klar , denn
wir wissen , daß wir an einem materiellen Punkte , an dem
andere physikalisch existierende Kräfte nicht angreifen , eine
dem Gewichte des Punktes entgegengesetzt gleiche Kraft '-P,
anbringen müssen , um ihn an seiner Stelle auf der Erde fest¬
zuhalten . Die Summe + f> ist daher selbst das Gewicht
des Körpers , das mit @ bezeichnet werden soll . Hiermit geht
Gl. (211) über in

= @ ^ _ 2mVBu . (212 )

Wenn die von der Erde her gesehenen Bewegungen in
Übereinstimmung mit den auf den festen Raum bezogenen
Lehren der Mechanik stehen sollen , müssen wir uns daher
außer dem Gewichte © und anderen etwa noch daran an¬
greifenden Kräften noch die „zweiten Zusatzkräfte“ —2 mV Bu
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daran angebracht denken . Die zweite Zusatzkraft ist aber hier
unter gewöhnlichen Umständen sehr gering wegen der kleinen
Winkelgeschwindigkeit u der Drehung der Erde gegen den
festen Raum und hiervon allein kommt es, daß man in der
Mehrzahl der Fälle von der Eigenbewegung der Erde ganz
absehen, die Bewegungen relativ zur Erde also ohne weiteres
als Absolutbewegungen betrachten kann . Ein Zahlenbeispiel
möge dies noch zeigen. Die Erde dreht sich in einem Stern¬
tage einmal um ihre Achse und voraussichtlich ist diese Winkel¬
geschwindigkeit als jene gegen den absoluten Raum aufzufassen .
Ein Sterntag unterscheidet sich aber nicht viel von einem
Sonnentage und man pflegt daher bei solchen Rechnungen die
Winkelgeschwindigkeit der Einfachheit wegen auf den Sonnen¬
tag zu beziehen . Dann ist

M= 86400 SeC' 1 = 13760 SeC~ 1'

Wenn die Relativgeschwindigkeit 0 etwa 10msec - 1 beträgt ,
und senkrecht zur Erdachse steht (also bei jener Richtung , in
der das äußere Produkt seinen größten Wert annimmt ) erhält
man für die zweite Zusatzkraft den Wert

20m sec- 1 , , 1 om ■- • sec- 1 oder m ■ m sec- “.
loToU boo

Das Gewicht von m ist m ■9,81 m sec- 2; die zweite Zusatz¬

kraft beträgt daher rund des Gewichtes, ist also unter ge¬
wöhnlichen Umständen unmerklich .

Lassen wir bei dem fallenden Steine den Luftwiderstand
außer Berücksichtigung , so ist ^ = 0 zu setzen und die
Differentialgleichung der Fallbewegung lautet

m dd *%= (8 — 2 mV0u
oder, wenn wir an Stelle des Gewichtes das Produkt aus Masse
und Fallbeschleunigung g einführen ,

g = 0 - 2Vbu . (213)

Gewöhnlich vernachlässigt man das zweite Glied der rechten
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Seite gegenüber g. Dann wird b = gi , wenn man die Zeit t
von Beginn der Fallbewegung an rechnet . Es wird daher , um
eine bessere Annäherung zu erhalten , genügen , wenn man im
Korrektionsgliede b = ßt setzt . Der damit begangene Fehler
ist jedenfalls erst von höherer Ordnung klein , als die Ab¬
weichung von dem Falle in lotrechter Richtung ; es ist daher
für unsere Zwecke zunächst nicht nötig , die Differentialgleichung
(213) streng zu integrieren . Wir können sie vielmehr genau
genug ersetzen durch

S - 9- 2<V, »
und durch Integration erhält man daraus , wenn die Radien¬
vektoren V von der AusgangssteUe der Fallbewegung aus ge¬
rechnet werden ,

^ gJ - IVgu . (214)

Das letzte Glied ist das Korrektionsglied . Das äußere Pro¬
dukt aus g und U ist gleich ug cos cp, wenn cp die geogra¬
phische Breite des Ortes der Erde ist , an dem der Versuch
angestellt wird . Die Richtung von Vgu steht senkrecht zu g
und u , ist also horizontal und nach Westen hin gekehrt .
Wegen des negativen Vorzeichens steüt daher das Korrektions¬
glied eine östliche Abweichung des fallenden Steins aus der
Lotrichtung dar . Am größten wird die Abweichung am Äqua¬
tor , weil dort g und u senkrecht zueinander stehen und daher
cos cp= 1 ist . Aber auch dort ist sie nur gering . Selbst bei
t = 10 sec Fallzeit erreicht das Korrektionsglied erst die Größe

1000 sec 3 fl Ol ui 1 . A OQQ
— 3- • 9 >81 sec 2 • 13760 sec = ° '238 m ’

während der in dieser Zeit in lotrechter Richtung zurück¬
gelegte Weg bei Außerachtlassung des Luftwiderstandes gegen
500 m beträgt .

Es mag übrigens noch bemerkt werden, daß sich Gl. (213) auch
streng integrieren läßt . Schreibt man sie in der Form

so lautet das erste Integral

(
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, (1 — cos2 Mt) tt” , 2 Mi— sin 2 Mi ,. <>\ / „ „ „\
v 9tt + - -- - (u -Mg g• u ), (2 io )

wobei noch eine willkürliche Integrationskonstante B0 beigefügt
werden könnte , die die Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit f = 0 an¬
geben würde , die aber wegen der hier vorliegenden Anfangsbedin¬
gung gleich Null zu setzen ist und daher weggelassen worden ist .
Durch Einsetzen des Wertes in die Differentialgleichung überzeugt
man sich leicht , daß sie davon befriedigt wird .

Eine Integration nach t liefert nun auch sofort t als Funktion
der Zeit . Beachtet man auch hier die Anfangsbedingung r = 0 für
t = 0 , so erhält man

ttt 2 Zut — eia2 ut \ T
* 2--- 4M*- V 9 U

. 2 M*^ - )- C0S2 Mt — 1 , (216 )
+ - 4^ *- (U U0 - 0 U2) .

Bei einer Fallzeit von einigen Sekunden dreht sich die Erde
nur um einen sehr kleinen Winkel ut weiter ; daher können sin 2 Mt
und cos 2 m<in sehr schnell konvergierende Reihen entwickelt werden .
Behält man dabei nur die Glieder bis zur Größenordnung (ut )3 bei,
so kommt man wieder auf die Näherungsformel (214 ) . Man kann
aber auch noch kleinere Glieder mitnehmen und erhält z. B. mit Be¬
rücksichtigung der Glieder bis zur Ordnung (ut )*

nt 8 ts \ j , t 4 / 9\
r = 9 « + e (« • »»9 - 0 - u2) .

Der Ausdruck (u • U0 — 0 • U2) bedeutet , wie die geometrische Be¬
trachtung lehrt , einen im Meridian liegenden , senkrecht zur Erdachse
nach außen hin gehenden Vektor von der Größe u2g cos cp. Er läßt
sich zerlegen in eine lotrechte Komponente , die aber gegenüber dem
Gliede “ von verschwindender Größe ist und in eine horizontale

Komponente , die für einen auf der nördlichen Halbkugel gelegenen
Punkt nach Süden hin geht , von der Größe m3// cosqp sintp .

Hiemach liefert die bis auf Glieder von der Ordnung (ut )i ge¬
naue Integration der Fallgleichung außer einer östlichen Abweichung ,
die vorher schon besprochen war , auch noch eine südliche Ablenkung
des fallenden Körpers von der Größe

g- u2g sing ? cos <p.
Setzt man die geographische Breite (p = 45° und t — 10 sec , so
geht dies über in 0 ,000043 m ,
d. h. die südliche Ablenkung beträgt hiernach selbst bei einer Fall¬
zeit von 10 sec nur einige hundertstel Millimeter , ist also durch
Messung überhaupt nicht nachweisbar .

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 23
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Wenn man eine Genauigkeit der Rechnung bis auf so kleine
Glieder anstrebt , muß man übrigens auch noch einen anderen Um¬
stand beachten . Wir haben nämlich g als eine Konstante betrachtet ,
während in Wirklichkeit g an jedem Orte der Bahn etwas (wenn
auch nur sehr wenig ) verschieden ist . Hierbei ist namentlich zu be¬
denken , daß das Gewicht ® den Summanden § enthält , der in ver¬
schiedenen Höhen , d. h . in verschiedenen Abständen von der Erd¬
achse verschiedene Größen hat . Zieht man eine Kraftlinie , deren
Richtung überall mit der von © oder g zusammenfällt , so hat diese
daher selbst schon eine geringe Krümmung in der Meridianehene ,
vorausgesetzt , daß man sich weder am Pole noch am Äquator be¬
findet . Auch hierdurch wird eine geringe Ablenkung des fallenden
Steins von der Lotlinie in der Hord -Südrichtung hervorgerufen , die
der Größe nach mit der vorher berechneten vergleichbar , hiermit
aber ebenfalls so klein ist , daß sie unmöglich durch einen Fallver¬
such nachgewiesen werden kann .

Die genauere Theorie der Fallbewegung lehrt daher ,
daß ein fallender Körper nur eine östliche Ablenkung von
merklichem Betrage erfahren könne . Merkwürdigerweise haben
aber die meisten Beobachter , die solche Versuche anstellten , außer
der östlichen Abweichung auch noch eine südliche wahrgenommen
oder wenigstens wahrzunehmen geglaubt . Diese viel umstrittene
südliche Ablenkung ist nach den besten Beobachtungen jedenfalls
viel kleiner , als die durch Messung leicht nachzuweisende östliche
Ablenkung , aber immerhin nach den Angaben der Beobachter weit
größer , als sie nach der vorgetragenen Theorie erwartet werden
dürfte . Man nimmt daher gewöhnlich an, daß die Beobachtungen
ungenau gewesen seien und manche Gelehrten stellen es sogar als
gewiß hin , daß dies so sein müsse , weil die südliche Ablenkung mit
der Theorie nicht übereinstimmt . Ich betrachte dies aber als unzu¬
lässig . Aus bekannten Gründen läßt sich die südliche Ablenkung
freilich nicht erklären ; aber dies beweist noch keineswegs , daß die
Beobachter unrecht haben müßten . Es wäre ja sehr wohl möglich ,
daß die Theorie noch unvollständig wäre . Wenn das genauere Ge¬
setz der etwa doch noch tatsächlich bestehenden südlichen Ablenkung
später einmal durch verfeinerte Beobachtungen festgestellt werden
sollte , würde man daraus die wichtigsten Schlüsse auf die Verbesse¬
rungen ziehen können , die an der Theorie anzubringen wären . Dar¬
aus erklärt sich die große Bedeutung solcher Versuche .

Eng verwandt mit der Seitenablenkung des fal¬
lenden Steins ist auch die eines Geschosses . Wenn
ein Geschütz z. B. in der Richtung nach Norden hin abgefeuert
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wird , tritt wegen der Erddrehung eine seitliche Ablenkung des
Geschosses nach Osten hin ein . Schießt man nach Süden , so
ist die Seitenahlenkung westlich , d. h . in beiden Fällen nach
rechts vom Schützen aus gesehen . Vorausgesetzt wird dabei ,
daß man sich auf der nördlichen Halbkugel befinde ; am Äqua¬
tor ist die Ablenkung Null uud auf der südlichen Halbkugel
entgegengesetzt . Auch wenn man nach Osten oder Westen
hin schießt , hat man stets eine Ablenkung nach rechts hin vom
Geschütze aus gesehen . Auch der Betrag dieser Ablenkung
kann unter Voraussetzung einer flachen Flugbahn leicht be¬
rechnet werden . Wenn sich das Geschoß z. B. nach Norden

mit einer Geschwindigkeit von 350 m sec - 1 ungefähr in hori¬
zontaler Richtung bewegt , ist in der geographischen Breite cp
die zweite Zusatzkraft von der Größe

W ■700 ' 13760 8iU (P

anzubringen , wofür rund ^ sing , gesetzt werden kann , wenn
Q das Geschoßgewicht ist . Eine konstante Kraft von dieser
Größe bringt z. B . während einer Flugzeit von 20 sec nach den
Formeln für die gleichförmig beschleunigte Bewegung einen
in ihre Richtung fallenden Weg von rund

10 m • sin qp oder von 7,7 m

zustande , wenn cp= 50° gesetzt wird . Wenn es verlangt
wird , kann man die Rechnung natürlich auch noch genauer
durchführen ; es sollte sich jetzt nur um eine Abschätzung
handeln .

Beträchtlich wird die Zusatzkraft , wenn man die Bahn
eines zur Erde fallenden Meteorsteines betrachtet , weil es sich
in diesem Falle um sehr große Geschwindigkeiten handelt .
Zugleich wird aber dann auch der Luftwiderstand so groß ,
daß die vorher für die Fallbewegung ohne Luftwiderstand ab -o o

geleiteten Formeln keine Anwendung finden können .
Auch an einem schnell umlaufenden Schwungrade

wirkt wegen der Erddrehung ein freilich bei den
praktisch vorkommenden Geschwindigkeiten nur sehr

23 *
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geringfügiges Kräftepaar der „zweiten Zusatzkräfte“ , das
leicht berechnet werden kann . Es kann übrigens auch nach
den in § 37 gegebenen Anleitungen sofort ermittelt werden,
denn das Schwungrad wird von der Erde bei ihrer Bewegung
im absoluten Raume genau ebenso mitgenommen wie der dort
betrachtete Schwungring , der auf einer Lokomotive gelagert
sein sollte .

Aus der dynamischen Grundgleichung sind alle übrigen
Sätze der Mechanik , soweit sie nicht an und für sich für jeden
Aufstellungsort des Beobachters gültig sind, abgeleitet worden .
Sobald wir daher durch Einführung der Zusatzkräfte Sorge
dafür tragen , daß die dynamische Grundgleichung auch für
die Bewegungen relativ zur Erde erfüllt bleibt , können wir
auch alle daraus abgeleiteten Folgerungen ohne weiteren Be¬
weis anwenden , d. h . die Gültigkeit der zunächst auf den
absoluten Raum bezogenen Betrachtungen der Mechanik wird
damit auch für den auf der Erde fußenden Beobachter gerettet .

Selbstverständlich bleiben übrigens die bisher auf die Be¬
wegung relativ zur Erde bezogenen Betrachtungen ohne wei¬
teres auch für die Bewegungen relativ zu irgendeinem anderen
Fahrzeuge anwendbar . Man kann also z. B. die Wasser -
bewegung im Laufrade einer Turbine genau so untersuchen ,
als wenn das Laufrad ruhte , falls man nur die beiden Zusatz¬
kräfte an jedem Wasserteilchen anbringt . Die erste Zusatz¬
kraft reduziert sich übrigens in diesem Falle auf die Zentri¬
fugalkraft . Beide Zusatzkräfte erlangen hier sehr große Werte
wegen der großen Winkelgeschwindigkeit w, die viele Tausende
mal größer ist als die Winkelgeschwindigkeit der Erde .

Schließlich bemerke ich noch , daß ich im 6. Bande noch¬
mals ausführlicher auf die Relativbewegung zurückzukommen
beabsichtige .

Aufgaben.
34 . Aufgabe . Eine Scheibe rotiert um eine zur Scheibenebene

senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindiykeit uv Belativ zur
Scheibe beschreibt ein materieller Punkt eine kreisförmige Bahn , deren
Eibene gleichfalls senkrecht zur Umdrehungsachse der Scheibe steht
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und deren Mittelpunkt auf dieser Umdrehungsachse liegt. Die Winkel-
geschtvindigkeit der lielativbeivegungsei mit u2 bezeichnet. Man soll
die Ergänzungs- oder Zusatzkräfle der Belativbewegung angehen.

Lösung . Immer wenn die Fahrzeugbewegung in einer
gleichförmigen Drehung besteht , ist die erste Zusatzkraft die
Zentrifugalkraft , genommen für einen im Fahrzeuge fest liegen¬
den Punkt . Sie ist also radial nach außen gekehrt und hat
die Größe mu \ a , wenn m die Masse des bewegten Punktes
und a den Kreishalbmesser bedeutet . Die zweite Zusatz¬
kraft hat die Richtung , von — Vü u , , geht also ebenfalls in
radialer Richtung , und zwar nach außen hin, wenn die Relativ¬
geschwindigkeit ü denselben Umlaufssinn hat , wie die Fahr¬
zeugbewegung . Im entgegengesetzten Falle ist sie auf den
Mittelpunkt zu gerichtet . Die Größe ist in jedem Falle gleich
‘Zmvu ^ oder, da v = u.2a gesetzt werden kann , gleich 2mu l ui a .
Wenn die beiden Winkelgeschwindigkeiten und w2im gleichen
Umdrehungssinne gehen, wollen wir m3 positiv , im entgegen¬
gesetzten Falle negativ rechnen . Dann kann für beide Fälle
die Resultierende aus beiden Zusatzkräften gleich einer radial
nach außen gehenden Kraft vom Betrage

ma (u\ + 2u l ui)
gesetzt werden, wobei ein etwa herauskommendes negatives Vor¬
zeichen eine entgegengesetzte Richtung der Resultierenden be¬
deutet .

Außer den beiden Zusatzkräften greift an dem bewegten
Punkt noch eine tatsächlich vorhandene Kraft an, die etwa
durch einen Faden oder durch eine Federspannung darauf über¬
tragen wird . Die Resultierende aus dieser und den Zusatz¬
kräften gibt die gesamte Kraft an, die man sich an dem
Punkte angebracht denken muß, um die Relativbewegung so
behandeln zu können , als wenn sie eine absolute Bewegung
wäre, die durch diese Kraft hervorgebracht würde . Da die
Relativbewegung eine Kreisbewegung mit der Winkelgeschwin¬
digkeit m2 ist , entspricht ihr eine resultierende Kraft die nach
innen hin gekehrt ist , nämlich die Zentripetalkraft vom Be¬
trage mau \ . Hieraus läßt sich auch erkennen , wie groß die
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an dem bewegten Punkt wirklich vorhandene (durch den Faden
u. dgl. übertragene Kraft ) sein muß . Sie muß radial nach
innen gehen , zunächst die nach außen gehende Resultierende
der beiden Zusatzkräfte ausgleichen und darüber hinaus noch
einen nach dem Mittelpunkte hin gerichteten Uberschuß von
dem berechneten Betrage maul liefern . Sie hat daher die
Größe

ma (u\ + 2m1i<2 + m|) .

Das ist aber nichts anderes als der Wert , den man unmittelbar
erhalten hätte , wenn man die absolute Bewegung des materiellen
Punktes mit der Winkelgeschwindigkeit -f w2 betrachtet hätte ,
zu der eine Zentripetalkraft von der Größe ma («, + w2)2 ge¬
hören muß .

In diesem Beispiele fühi-t daher die Betrachtung der Re¬
lativbewegung zu einem Umwege ; immerhin ist es nützlich ,
ihn einmal einzuschlagen , um den Zusammenhang der allge¬

meinen Lehren mit den
hier vorliegenden Verhält¬
nissen zu überblicken .

35 . Aufgabe . Aus
einer Scheibe S (Abb. 69),
die sich mit gleichförmiger
Winkelgeschwindigkeitu um
die durch den Scheibenmit¬
telpunkt 0 senkrecht zur
Scheibenebene gehende Achse
dreht, ist eine Führungs-
Stange AB befestigt, längs
deren sich ein als materieller
Punkt vom GewichteQ auf¬
zufassender Körper reibungs¬
frei zu verschieben vermag.
Der Körper Q ist an einer
Feder befestigt, die ihn bei

einem Ausschlage x mit einer elastischen Kraft von der Größe cx
nach der Stangenmitte G zurückzieht. Wenn der Körper durch einen
Anstoß aus der GleichgewichtslageC gekommen ist, führt er Schwin¬
gungen relativ zur rotierenden Scheibe aus. Man soll die Zusatzkräfte
der Belativbewegung angeben, die Differentialgleichung der Schwin-
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gungsbewegung aufstellen und die ScJmmgimgsdauerberechnen. Unter
welcher Größe muß die Winkelgeschwindigkeitu liegen, wenn solche
Schwingungen überhaupt möglich sein sollen?

Lösung . Die erste Ergänzungskraft ist wieder eine Zentri¬
fugalkraft von der Größe

Q 2
— irr ,9 ’

wenn mit r = ]/ «s + a;ä der augenblickliche Abstand des Körpers
Q von 0 bezeichnet wird. Die zweite Zusatzkraft steht senk¬
recht zur Führungsstange AB , hat die Größe

9 9 ,, dx
g dt

und hat bei einem positiven — einen nach außen gekehrten

Pfeil , falls sich die Scheibe, wie in Abb . 69 angenommen ist ,
im Uhrzeigersinne dreht .

Bei Körpern , die sich längs Führungen reibungsfrei be¬
wegen, hat die zweite Ergänzungskraft keinen Einfluß auf den
Bewegungsvorgang , da sie stets senkrecht zur Geschwindigkeit
und daher zur Führung steht und von der Führungsstange
aufgenommen wird . Das gilt wenigstens so lange , als die
Rückwirkung des Führungsdrucks auf die Fahrzeugbewegung
vernachlässigt werden kann , jedenfalls also hier , wo ausdrück¬
lich vorausgesetzt wurde, daß sich die Scheibe mit gleich¬
förmiger Geschwindigkeit bewege.

Aus demselben Grunde kommt auch von der ersten Zu¬
satzkraft nur die in die Richtung der Führungsstange fallende
Komponente zur Geltung . Diese hat die Größe

Q 2
9

und ist mit x gleich gerichtet . Die Schwingungsbewegung
erfolgt nun unter dem Einflüsse dieser Kraft und der tatsäch¬
lich vorhandenen Kraft , nämlich dem Federzuge ex, der ent¬
gegengesetzt gerichtet ist . Überwiegt der Federzug , so lassen
sich beide Kräfte zu einer Resultierenden

* (c ~ | m2)
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zusammensetzen , die auf die Gleichgewichtslage C hin gerichtet
ist . Die Differentialgleichung der Schwingungsbewegung lautet
daher , wenn die Masse von Q mit m bezeichnet wird ,

Sie unterscheidet sich von der Differentialgleichung (16) für
die einfache harmonische Schwingung nur dadurch , daß an die
Stelle des die Feldstärke der elastischen Kraft bezeichnenden
Faktors c jetzt der in der Klammer enthaltene Ausdruck ge¬
treten ist . Hiernach kann die Schwingungsdauer sofort nach
Gl. (20) angegeben werden , nämlich

Für c = »mm2 wird T unendlich groß und für größere
Werte von u imaginär . Das weist darauf hin , daß nur bis zu
dieser Grenze hin Schwingungen möglich sind . Wenn die
Scheibe schneller rotiert , geht Q bis zum Ende der Führungs¬
stange und bleibt dort stehen . Die Gleichgewichtslage in 0
entspricht dann einem labilen Gleichgewichte .

Bei diesem Beispiele ist , im Gegensatze zu dem in der
vorigen Aufgabe behandelten die Lehre von der Relativ¬
bewegung von großem Nutzen für die Lösung der Aufgabe
und durch eine andere Betrachtung in der Tat nur in sehr
schwerfälliger Weise zu ersetzen .

36. Aufgabe . Wie gestaltet sich die Lösung der vorigen Auf¬
gabe, wenn die Bewegung längs der Führungsstange nicht reibungs¬
frei, sondern einer Reibung unterworfen ist, die dem Normaldrücke
zwischen Q und der Führungstange proportional gesetzt werden kann?

Lösung . Wir betrachten die Bewegung zunächst während

der Zeit , in der ^ positiv ist , also vom linken Umkehrpunkte
bis zum rechten hin . Der Normaldruck zwischen Q und der
Führungsstange ist dann gleich der Summe aus der Normal¬
komponente der Zentrifugalkraft und der Corioliskraft , wie
man die zweite Zusatzkraft zur Abkürzung oft nennt . Er ist

Ui Ur / o\
m = — (c — mu *) x

also gleich dx
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Bezeichnet man den Reibungskoeffizienten mit f und be¬
achtet man, daß die Reibung in jedem Falle der Bewegung
entgegengesetzt gerichtet ist , hier also eine Beschleunigung
im Sinne der negativen x hervorbringt , so erhält man als
Differentialgleichung für diesen Teil des Schwingungsvorgangs

m ~ = — (e — mu 2)x —fmu (iia + 2

Diese Gleichung stimmt der Form nach mit der Diffe¬
rentialgleichung einer auf den absoluten Raum bezogenen
Schwingung überein , an der zugleich eine der Geschwindigkeit
d oc

■j- proportionale Dämpfung und außerdem noch eine Dämpfung
durch gewöhnliche Reibung auftritt . Ihre Lösung ergibt sich
daher aus der Verbindung der in § 6 und § 7 gesondert be¬
trachteten Lösungen . Insbesondere folgt daraus , daß die
Schwingungsdauer der einfachen Schwingung , während deren

^ positiv ist , unabhängig von dem konstanten Gliede auf der
rechten Seite der Differentialgleichung ist . Diese Schwingungs¬
zeit T1 kann daher aus Gl. (40) S. 49 unmittelbar entnommen
werden, indem man die Hälfte davon nimmt , da es sich jetzt
nur um eine einfache Schwingung handelt und außerdem c
durch c — mu 2 und k durch 2 mfu ersetzt . Hiermit findet man

rp _ iltm

1 ] / 4m (c — WM 8) —

Bei der Bewegung im entgegengesetzten Sinne , also bei

negativem ^ sind die Normalkomponenten der Zentrifugal¬
kraft und die Corioliskraft von einander entgegengesetzter Rich¬
tung . Ihre Resultierende wird aber auch dann noch durch den
Ausdruck

2 io d OCmwa + 2 mu

bei dem nun das zweite Glied einen negativen Wert erlangt ,
richtig angegeben . Dabei sind aber zwei Fälle zu unter¬

scheiden, je nachdem die Geschwindigkeit ^ während des Ver-
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laufs des SchwingungsVorgangs immer so klein bleibt , daß
der vorstehende Ausdruck stets positiv bleibt , oder ob er einen
YorzeicbenWechsel erfährt . Im letzten Falle muß man den
ganzen Schwingungsweg in drei Teile zerlegen , so daß für den
mittleren Teil eine andere Differentialgleichung gilt , als für
die beiden äußeren .

Wir wollen uns jetzt damit begnügen , die Betrachtung

für den Fall weiter zu führen , daß der Absolutbetrag von

keiner bleibt , als ^ . Dann lautet die Differentialgleichung
für den ganzen Schwingungsweg

da die Reibung stets im Sinne der positiven x gerichtet ist .
Auch die Lösung dieser Gleichung kann in derselben Weise
gefunden werden , wie die der vorigen . Dabei zeigt sich, daß
die Schwingungszeit T2 für das einmalige Durchlaufen der
ganzen Schwingungsbahn ebenso groß wird, wie vorher rT1 bei
der Bewegung im positiven Sinne . Der Grund dafür liegt
darin , daß in der Formel (40) für die Schwingungsdauer der
gedämften Schwingung der Dämpfungsfaktor h nur im Quadrat
vorkommt , und daß es daher für das Schlußergebnis nichts

ausmacht , wenn der Faktor von in der Differentialgleichung
einen Yorzeichenwechsel erfährt . Für die Dauer T einer
vollen Schwingung findet man damit

In bezug auf die Dämpfung unterscheiden sich dagegen
die beiden Halbschwingungen , die im positiven oder negativen
Sinne erfolgen , erheblich voneinander . Aus den Lösungen
der Differentialsdeichungen für beide Fälle läßt sich dies er-~ O

kennen ; von der vollständigen Durchrechnung soll aber hier
abgesehen werden.

2 7t



Sechster Abschnitt .

Hydrodynamik.
§ 48 . Die Ansätze der Hydrodynamik .

Bei allen Natur Vorgängen spielen viele Umstände mit , von
denen einige von großem , andere von weit geringerem Ein¬
flüsse sind . Um zu einer einfachen und doch hinreichend
genauen Theorie zu gelangen , muß man sich daher vor allem
ein Urteil darüber verschaffen , welche von jenen Umständen
im gegebenen Falle die wichtigsten sind , und welche anderen
man ohne Schaden außer acht lassen darf . Die Antwort auf
diese Frage wird nicht in allen Fällen dieselbe sein. Was in
einem Falle außer Ansatz bleiben durfte , wird vielleicht in
einem anderen Falle so viel mehr hervortreten , daß man un¬
bedingt darauf achten muß , um die Theorie in hinreichende
Übereinstimmung mit der Erfahrung zu bringen .

Ich erinnere daran , daß das schon in der Mechanik der
festen Körper gilt . Häufig genügt es, einen festen Körper als
starr zu betrachten *; ein andermal muß man auf die Form¬
änderungen achten , die er erfährt ; es genügt aber noch, diese
als vollkommen elastische zu betrachten und das Hookesche
Elastizitätsgesetz darauf anzuwenden , während man in einem
dritten Falle genötigt sein kann , auf bleibende Formänderungen ,
auf Abweichungen vom Hookeschen Gesetze, auf Eigenspan¬
nungen u. dgl . einzugehen . Ebenso paßt auch in der Hydro¬
dynamik nicht jeder Ansatz auf alle Fälle . Man muß dies
wohl beachten , wenn man sieht , wie weit sich oft die Schluß¬
folgerungen der hydrodynamischen Theorien , die sich auf zu
eng gefaßte Ansätze gründeten , von der Wirklichkeit entfernten .

Im ersten Bande dieser Vorlesungen habe ich schon ein¬
mal die üblichen Annahmen besprochen , die man der theore -
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tischen Behandlung der Flüssigkeitsbewegungen gewöhnlich
zugrunde legt . Insbesondere erinnere ich daran , daß man auf
zwei physikalische Eigenschaften der tropfbaren Flüssigkeiten
gewöhnlich nicht zu achten braucht , nämlich auf die Volumen¬
änderungen elastischer und thermischer Art , die durch Ände¬
rungen des Flüssigkeitsdruckes ' oder der Temperatur hervor¬
gerufen werden . Von wenigen besonderen Fällen abgesehen,
die eine darauf eingehende Betrachtung erforderlich machen
können , sind wir daher berechtigt , die tropfbaren Flüssigkeiten
und insbesondere das Wasser unter dem zwar nicht mehr ganz
aber doch hinlänglich genauen , vereinfachten Bilde einer raum¬
beständigen Flüssigkeit in unseren theoretischen Ansatz ein¬
gehen zu lassen .

Mittelbar freilich tragen die durch Temperaturunterschiede
herbeigeführten Unterschiede in der Dichte sehr wesentlich zu
einer Erscheinung bei, die man nicht immer mit dem gleichen
Rechte vernachlässigen darf . Betrachtet man nämlich ein mit
Wasser gefülltes Glas , das ruhig auf einem Tische steht , so
wird man zwar in erster Annäherung sagen können , daß sich
die Wassermasse im Gleichgewichte und in Ruhe befinde. Bei
genauerem Zusehen bemerkt man aber an kleinen Teilchen , die
darin herumschwimmen , daß die Wassermasse dauernd in lang¬
samen Strömungen begriffen ist . Der Grund dafür ist in ge¬
ringen Temperaturunterschieden zu erblicken , die sich unter
gewöhnlichen Umständen nicht leicht vermeiden lassen und die
entsprechend geringe Dichteunterschiede und hiermit eine
Störung des Gleichgewichts hervorbringen . Die Meeres¬
strömungen , wie z. B. der Golfstrom geben uns ein Beispiel
von sehr mächtigen Wirkungen , die von dieser Ursache her¬
rühren . Bei den meisten Anwendungen der Hydrostatik sind
aber diese Wirkungen so unmerklich , daß man mit Recht ganz
von ihnen absehen darf . Immerhin müssen wir jedoch aus
dieser Betrachtung den wesentlichen Unterschied eines flüssigen
Körpers gegenüber einem festen entnehmen , daß bei ihm schon
durch die geringfügigsten Ursachen ein fortwährender langsamer
Platzwechsel und Austausch der einzelnen Teilchen innerhalb
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der ganzen Masse hervorgerufen wird , der beim festen Körper
fehlt .

Der Kürze halber wollen wir die durch zufällige Um¬
stände hervorgerufenen langsamen Strömungen der bezeichneten
Art als die „Mischbewegung“ bezeichnen . Durch den Ge¬
brauch dieses Wortes soll zugleich angedeutet werden, daß es
sich um einen an sich unerheblichen Vorgang handelt , der
einer Beachtung nur insoweit bedarf , als er zu einer Durch¬
einandermischung benachbarter Teile der Flüssigkeit führt .

Auch in einer strömenden Wassermasse fehlt die Misch¬
bewegung nicht . Die Beobachtung der Wasserbewegung in
einem Flusse läßt erkennen , daß „Mischbewegungen“ dabei vor¬
kommen . Man bemerkt auch , daß diese weit größer sind
als in einer ruhenden Masse unter sonst gleichen Umständen ,
also größer etwa als in einem langhin gestreckten Teiche von
der gleichen Breite und Tiefe . Die Mischbewegung lagert sich
über die Hauptbewegung , die das Wasser flußabwärts führt und
die eben angeführte Beobachtung lehrt , daß sie von ihr beein¬
flußt wird . Sie ist zwar verhältnismäßig geringfügig gegen¬
über der Hauptbewegung . Aber vernachlässigt darf sie darum
doch nicht werden , und zwar deshalb nicht , weil sie auch selbst
wieder die Hauptbewegung sehr wesentlich beeinflussen kann .

Der Einfluß , den die Mischbewegung auf den Hauptvor¬
gang auszuüben vermag , wird um so geringer , je weniger sich
innerhalb eines gegebenen Bezirks die durch den Hauptvorgang
bedingten Geschwindigkeiten der einzelnen Massenteilchen von¬
einander unterscheiden . Denn eine wesentliche Änderung des
Hauptvorgangs kann ' nur dadurch hervorgerufen werden , daß
die zum Austausche gegeneinander gelangenden Teilchen merk¬
lich verschiedene Bewegungszustände mit sich bringen .

Wenn die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen benach¬
barten Teilchen nur sehr gering sind, wird man also von einer
Beachtung der Mischbewegung überhaupt absehen dürfen . In
diesem Falle kommt aber überdies auch die Eigenschaft der
Zähigkeit der Flüssigkeit nicht zur Geltung und man wird ,
wenigstens innerhalb des betreffenden Bezirks , die Flüssigkeit
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mit genügender Genauigkeit unter dem Bilde einer reibungs¬
freien oder „ vollkommenen“ Flüssigkeit in den theoreti¬
schen Ansatz eintreten lassen können .

Zwischen der Zähigkeit und dem Einfiusse , den die
Mischbewegung ausübt , ist aber im übrigen wohl zu unter¬
scheiden . Schon Newton hatte erkannt , daß man in der
Hydrodynamik auf die physikalische Eigenschaft der Zähigkeit
in vielen Fällen Rücksicht nehmen muß und von ihm rührt
der erste Ansatz her , durch den sie in die Rechnung eingeführt
wird . Bei den zähen Flüssigkeiten treten , wie schon in Band I
besprochen wurde , während der Bewegung Schubspannungen
oder „ innere Reibungen“ auf , die man , und zwar wie es
scheint mit genügender Genauigkeit , als linear abhängig von
den Differentialquotienten der Geschwindigkeit nach den Koor¬
dinatenrichtungen betrachten kann . Darauf wird später noch
näher einzugehen sein.

Aber je zäher eine Flüssigkeit ist , um so geringer fällt
bei ihr unter sonst gleichen Umständen die Mischbewegung
und hiermit auch deren Einfluß auf den Hauptvorgang aus .
Es ist daher nicht möglich , beide Umstände zusammenzuwerfen
und sie etwa beide durch einen einheitlichen Ansatz zum Aus¬
druck zu bringen . Sie müssen vielmehr getrennt behandelt
werden .

Die übliche Hydrodynamik der zähen Flüssigkeit sieht in
der Regel von der Mischbewegung vollständig ab und in zahl¬
reichen FäUen mit vollem Rechte . Man muß indessen beachten ,
daß eine theoretische Lösung , die auf diesem Wege gewonnen
wurde , für ein dickes 01 noch sehr genau richtig sein kann
unter Umständen , bei denen dieselbe Lösung für eine weniger
zähe Flüssigkeit , etwa für Wasser , schon vollständig versagt .
Und zwar selbstverständlich auch dann , wenn man in die gleiche
Formel die sehr verschiedenen Werte des Zähigkeits -Koeffi¬
zienten für beide Flüssigkeiten einsetzt . Der Grund dafür liegt
darin , daß im ersten Falle die Vernachlässigung des Einflusses
der Mischbewegung berechtigt , im anderen Falle aber unzu¬
lässig war .
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Meiner Meinung nach geht aus diesen Bemerkungen her¬
vor, daß außer den üblichen Ansätzen für die vollkommene und
die zähe Flüssigkeit noch ein Ansatz fehlt , der unter gewissen
Umständen an deren Stelle zu treten hätte und hei dem der
Einfluß der Mischbewegung in geeigneter Weise zum Ausdruck
kommt . Oder genauer gesprochen : ich würde es als einen
großen Fortschritt der Hydrodynamik betrachten , wenn es ge¬
lingen sollte , schon für den ersten Ansatz , also für die Diffe¬
rentialgleichungen der Bewegung eine Form zu finden, die den
Einfluß der Mischbewegung mit einer für die überwiegende
Mehrzahl aller Fälle genügenden Genauigkeit derart zum Aus¬
druck bringt , daß man sich, nachdem dies geschehen ist, weiter¬
hin nicht mehr um sie zu kümmern braucht . In einzelnen
Fällen lassen sich solche Ansätze zwar verhältnismäßig leicht
ausfindig machen . Das Ziel, einen brauchbaren allgemein gül¬
tigen Ansatz zu finden , wird freilich nicht leicht zu erreichen
sein. Als der erste Schritt dazu darf es aber immerhin gelten ,
wenn dieses Ziel zunächst einmal aufgerichtet wird .

§ 49. Die Darstellungsmittel der Hydrodynamik .
Abgesehen von den physikalischen Eigenschaften und ihrer

Berücksichtigung oder Vernachlässigung wird die Fassung der
Theorie der Flüssigkeitsbewegungen auch noch von der Wahl
der Darstellungsmittel beeinflußt , die man zur Untersuchung
anwenden will . Am einfachsten fällt die Betrachtung aus,
wenn man sich mit der Untersuchung der durchschnittlichen
Bewegung einer größeren , in bestimmter Weise abgegrenzten
Wassermasse begnügt . Dabei muß man freilich auf die Be¬
sprechung der feineren Einzelheiten und auf wichtige Erkennt¬
nisse, die sich darauf stützen , verzichten . Immerhin sind aber
die Ergebnisse , zu denen man auf diesem Wege gelangt , von
großer Bedeutung und in bezug auf ihre praktische Nutzbar¬
keit stellen sie überhaupt den wertvollsten Schatz dar , den
wir zurzeit auf dem Gebiete der Mechanik der flüssigen Körper
besitzen . Was auf diesem Wege gefunden werden kann , ist
aber schon im ersten Bande hinreichend besprochen worden .
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Hier werde ich daher zur Ergänzung der früheren Be¬
trachtungen den anderen Weg einschlagen , der von der Unter¬
suchung der Beziehungen zwischen den Geschwindigkeiten , den
Beschleunigungen und den Kräften an einem unendlich kleinen
Flüssigkeitselemente ausgeht . Man führt dadurch die ver¬
wickelten Erscheinungen in endlichen Raumgebieten auf ein
Zusammenwirken der einfachsten gesetzmäßigen Vorgänge
zwischen benachbarten Teilen zurück .

Ihren Ausdruck finden die Elementargesetze , auf die man
in solcher Weise das gesamte Verhalten der Flüssigkeit zurück¬
zuführen sucht , durch partielle Differentialgleichungen . Diese
werden natürlich verschieden ausfallen müssen, je nachdem man
die Flüssigkeit als „vollkommen“ oder als „zäh“ betrachtet oder
auch je nachdem man den Einfluß der Mischbewegung ver¬
nachlässigen oder ihn in passender Weise von vornherein be¬
rücksichtigen will.

Als letztes Ziel gilt freilich auch hier die Erkenntnis der
Bewegung endlicher Wassermassen in ihren wichtigsten Einzel¬
heiten . Von den Differentialgleichungen aus kann dieses Ziel
nur durch eine Integration unter Berücksichtigung der im
einzelnen Falle näher vorgeschriebenen Bedingungen erreicht
werden . Der ganze Untersuchungsplan schließt sich sehr eng an
jenen an, der den Lesern des dritten Bandes schon von der mathe¬
matischen Elastizitätstheorie her bekannt ist . Er hat den Vor¬
zug, daß er wenigstens den Grundzügen nach alle Flüssigkeits¬
bewegungen zu umfassen gestattet und auf Sätze von sehr
allgemeiner Gültigkeit zu führen vermag . Freilich werden die
Integrationen , die zur Ableitung brauchbarer Ergebnisse aus
den Differentialgleichungen erforderlich sind, immer nur in einer
beschränkten Anzahl einfacherer Fälle wirklich ausführbar
bleiben . Ganz wird daher die sich auf die Differentialgleichungen
stützende „höhere“ Theorie die im ersten Bande wiedergegebenen
elementaren Betrachtungen niemals entbehrlich machen können ,
selbst wenn es in der Folge gelingen sollte , das Gebiet , in
dem sie zu wirklich richtigen (d. h. zu physikalisch genauen )
Lösungen führt , erheblich zu erweitern .
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Der Bewegungszustand in einer Flüssigkeit bann auf zwei
verschiedene Arten analytisch dargestellt werden. Wir können
zunächst unser Augenmerk auf eine bestimmte Stelle des Raumes
richten , in dem die Flüssigkeitsströmung erfolgt . Der augen¬
blickliche Zustand der Strömung an dieser Stelle wird voll¬
ständig durch die Geschwindigkeit ü beschrieben , mit der die
Bewegung hier gerade nach Richtung und Größe vor sich geht .
Bezeichnen wir den von einem festen Anfangspunkte nach dieser
Stelle gezogenen Radiusvektor mit r und die Zeit mit t , so
.wird durch eine Funktion

d = «p(M ). (217)

die Geschwindigkeit für jede Stelle des von der Flüssigkeit
eingenommenen Raumes und für jeden Augenblick angegeben
werden können . Will man in Koordinaten rechnen , so kann
man dafür auch

= <piOgy, z, 0
t'2= <p2(x, y, z, t) (218)

= %OgV, z, t)
schreiben und das ganze Problem wird nun darauf hinaus¬
kommen , die Vektor -Funktion <p oder ihre Komponenten -Funk -
tionen cp1 rp2 <jps zu ermitteln , denn damit wird zugleich die
Bewegung in allen Einzelheiten und für den ganzen Verlauf
des Vorgangs bekannt .

Der durch diese Betrachtung angewiesene Weg zur Unter¬
suchung des ganzen Vorgangs ist zuerst von Euler beschritten
worden . Die Gleichungen , zu denen man auf diesem Wege
geführt wird , bezeichnet man daher als die Eulerschen
hydrodynamischen Gleichungen . Gewöhnlich ist diese
Untersuchungsmethode die bequemste . Zuweilen führt aber
auch eine zweite , die von Lagrange weiter ausgearbeitet
wurde , besser zum Ziele und die Gleichungen , die sich auf
diese beziehen , bezeichnet man als die hydrodynamischen Glei¬
chungen von Lagrange , obwohl auch Euler selbst , der um
ein Menschenalter früher lebte , mit diesem zweiten Wege eben¬
falls schon ganz gut bekannt war .

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 24
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Das zweite Verfahren besteht nämlich darin , daß
man das Augenmerk nicht auf eine bestimmte Stelle
des Raumes richtet und zusieht , wie sich die Ge¬
schwindigkeit hier im Laufe der Zeit ändert , sondern
indem man die Schicksale eines bestimmten Flüssig¬
keitsteilchens im Laufe des Bewegungsvorgangs ver¬
folgt . Um anzugeben , was für ein Teilchen man meint , zieht
man einen Radiusvektor r0 von einem festen Anfangspunkte
nach jener Stelle , die das Teilchen zu einer gewissen Zeit , die
zum Ausgange der Untersuchung gewählt wird , inne hatte .
Nach Verlauf einer Zeit t wird es sich an einer anderen Stelle

befinden , deren Radiusvektor r sei . Die Gleichung

r = (r<» t) (219)

gibt dann bei konstantem r0 die Bahnkurve des Teilchens an .
Wenn die Funktion i/j für alle möglichen Werte von r0 be¬
kannt ist , hat man ebenfalls eine erschöpfende Beschreibung
des ganzen Bewegungsvorgangs . Auch bei der Untersuchungs¬
methode von Lagrange handelt es sich daher im wesent¬
lichen um die Bestimmung einer Funktion ifj. Natürlich kann
auch Gl . (219 ) durch drei Komponentengleichungen ersetzt
werden .

§ 50 . Die hydrodynamischen Gleichungen von Euler .

Bis jetzt ist die Untersuchungsmethode , die hier einzuhalten
ist , nur im allgemeinen geschildert worden , ohne jede Rück¬
sicht auf die Bedingungen , denen eine Flüssigkeitsbewegung
unterworfen ist . Die Formulierung ' dieser Bedingungen wird
uns zu den hydrodynamischen Gleichungen führen . Die Be¬
dingungen sind von zweifacher Art . Wenn die Flüssigkeit als
unzusammendrückbar anzusehen ist , muß die Strömung jeden¬
falls immer in solcher Weise erfolgen , daß aus einem ge¬
gebenen Teile des festen Raumes , der ganz im Innern der
Flüssigkeit liegt , jederzeit ebenso viel ausströmt , als durch andere
Teile der Grenzfläche einströmt . Diese Bedingung ist eine
rein kinematische oder geometrische ; sie wird als die Konti -
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nuitätsbedingung bezeichnet und die Gleichung , die ihr
Ausdruck gibt , spielt bei hydrodynamischen Untersuchungen
stets die Hauptrolle . Hierzu kommt aber noch die fernere
Bedingung , daß die Bewegung des Wassers den allgemeinen
Sätzen der Mechanik , also namentlich der dynamischen Grund¬
gleichung , unterworfen ist . Daß die Gleichungen , die dies aus¬
sprechen , erst in zweiter Linie , nämlich nach der Kontinuitäts¬
gleichung , in Betracht kommen , rührt davon her , daß die an
den Wasserteilchen wirkenden Kräfte auch erst nachträglich
so gewählt werden können , daß irgendeine an sich (d. h. geo¬
metrisch ) mögliche Bewegung zustande kommt , während eine
Bewegung , die der Kontinuitäts¬
bedingung nicht von vornherein
genügt , überhaupt nicht verwirk¬
licht werden kann .

v>+zt dz

Abb . 70.

Zur Ableitung der Konti¬
nuitätsgleichung in der E ul er¬
sehen Form betrachte man das
in Abb . 70 gezeichnete Raum¬
element mit den Kantenlängen
dx , dy , dz . Wir fragen uns
zunächst , wie viel Wasser , auf
die Zeiteinheit bezogen, im Augen¬
blicke durch das in der U/f -Ebene liegende Rechteck ein¬
strömt Die Geschwindigkeit ü sei ebenfalls in ihre recht¬
winkligen Komponenten vv v2, vs zerlegt . Die Komponenten
v2 und vs tragen hier zur Einströmung nichts bei ; es kommt
bei dem fraglichen Rechtecke nur auf die Normalkomponente
i’j an. Wenn diese positiv ist , also im Sinne der positiven
X-Achse geht , findet eine Einströmung statt , die während der
Zeiteinheit dem Parallelepipede das Wasservolumen dy dz
zuführt . Gleichzeitig strömt durch die gegenüberliegende Seiten¬
fläche eine Wassermenge aus , die ebenso groß wäre , als die
zugeführte , wenn sich mit x nicht änderte . Im allgemeinen

$ V
wächst aber v1 um das Differential dx , wenn man um dx

24 *
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weiter geht . Wenn man beide Flächen zusammenfaßt , hat man
daher einen Uberschuß der Ausströmung über die Einströmung
vom Betrage

• dy dz .

In gleicher Weise kann man auch eine Zusammenfassung für
die beiden zur U-Achse senkrecht stehenden Seitenflächen vor¬
nehmen und erhält dann als Überschuß der Ausströmung über
die Einströmung

dy • dx dz
*

und ebenso für die beiden zur Achse senkrechten Seiten¬
flächen. Im ganzen strömt daher auf die Zeiteinheit bezogen
aus dem Parallelepiped das Flüssigkeitsvolumen

mehr aus , als ein. Wenn die Flüssigkeit als unzusammen¬
drückbar (und unausdehnbar ) angesehen wird , kann jedoch
nur ebenso viel ausströmen , als einströmen und man erkennt
daraus , daß t) in diesem Falle keine ganz willkürliche Funktion
von r sein kann , sondern nur eine solche , die den vorher¬
gehenden Ausdruck zu Null macht . Es macht aber hier gar
keine Schwierigkeit , die Betrachtung gleich noch etwas all¬
gemeiner zu fassen und wir wollen daher die Voraussetzung
der Unzusammendrückbarkeit für den Augenblick fallen lassen.
Dann kann während eines Zeitelementes dt in der Tat mehr
Flüssigkeit aus dem Raumelemente ausströmen , als einströmt ,
und zwar geschieht dies auf Kosten des darin enthaltenen
Vorrats an Flüssigkeit , die sich dabei ausdehnt . Zur näheren
Verfolgung dieses Zusammenhangs führe ich den Begriff der
bezogenen Masse y ein , also jener Masse, die bei überall
gleicher Dichte auf die Raum einheit käme. Für die zusammen -
drückbare Flüssigkeit ist a nicht konstant , sondern nach der
Eulerschen Darstellung eine Funktion von r und t.

Die durch eine Seitenfläche des Raumelementes strömende
Flüssigkeitsmasse wird aus deren Volumen durch Multiplikation
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mit fi gefunden . Hiernach erhält man für die im ganzen
während des Zeitelementes dt aus dem Raumelemente mehr
aus- als einströmende Flüssigkeitsmasse den Wert

(̂ )+dipvj+^ dx dy d2 dt
Andererseits kann die Änderung , die der Flüssigkeitsvorrat
fr dx dy dz in dem Raumelemente während der Zeit dt erfuhr ,
auch durch

^ j. dt ■dxdydz

ausgedrückt werden . Dieser Ausdruck würde indessen hei
positivem Vorzeichen eine Zunahme , der andere eine Abnahme
des Flüssigkeitsinhalts angeben ; beide sind daher von gleichem
Werte , aber entgegengesetztem Vorzeichen . Hiermit erhält
man sofort die Kontinuitätsgleichung in der Form

gQr ,) , d(nvt) , d(fivt) = __ gft _ (220)dx dy dz dt ' '
Setzen wir dagegen weiterhin die Flüssigkeit wieder als

unzusammendrückbar voraus , so ist ft konstant und die Konti¬
nuitätsgleichung vereinfacht sich zu

+ + = (221)
Bei der Ableitung dieser Gleichung wurden allen Größen

auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen . Man er¬
kennt aber , daß die Summe der drei Differentialquo¬
tienten auf der linken Seite von der speziellen Wahl ,
die man für dieses Koordinatensystem getroffen hat ,
ganz unabhängig ist , oder daß sie , wie man sich aus¬
drückt , eine invariante Größe ist . Dies folgt aus der
physikalischen Bedeutung , die dieser Summe zukommt : wir
sahen nämlich , daß das Produkt der Summe mit dem Volumen
des Raumelementes , die während der Zeiteinheit ausströmende
Flüssigkeitsmenge angibt . Daß dies auch für jedes anders ge¬
staltete Raumelement noch zutrifft , folgt daraus , daß sich ein
solches aus Elementen höherer Ordnung von parallelepipedischer
Gestalt zusammensetzen läßt . Die Summe der drei Differential -
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quotienten gibt demnach an , wieviel Flüssigkeit , auf die Raum¬
einheit und auf die Zeiteinheit bezogen , aus irgendeinem
Volumenelemente an der betreffenden Stelle und zur gegebenen
Zeit ausströmt .

Es ist wünschenwert , diese Größe , die an sich mit einem
Koordinatensysteme gar nichts zu schaffen hat , wenn sie auch
auf ein solches bezogen werden kann , in einfacherer Weise zu
bezeichnen . Man hat dafür die Bezeichnungen Divergenz
oder Quelle eingeführt . In der Tat divergiert ja die Flüssig¬
keit — indem sie sich ausdehnt — an der betreffenden Stelle ,
wenn die Summe der drei Differentialquotienten positiv ist und
man kann auch sagen , daß die Strömung nach außen hin so
ist , als wenn sie durch eine im Inneren gelegene Quelle her¬
vorgerufen wäre . In den Formeln schreibt man Divergenz ab¬
gekürzt div , setzt also

div ü = ^ , (222 )ox ' cy dz ’ ^

womit der Begriff der Divergenz seine nähere Feststellung er¬
hält . Mit Benutzung dieser Bezeichnung kann die Euler sehe
Köntinuitätsgleichung für die unzusamm endrückbare Flüssig¬
keit auch in der einfachen Form

div t>= 0 (223 )
angeschrieben werden .

Die Flüssigkeitsbewegung muß ferner auch dem dynami¬
schen Grundgesetze unterworfen sein . Um dies in einer Glei¬
chung aussprechen zu können , müssen wir zunächst einen
Ausdruck für die Beschleunigung und einen für die Resul¬
tierende der an einem Massenteilchen der Flüssigkeit wirken¬
den Kräfte aufstellen . Die Beschleunigung wird hier nicht
dadurch gefunden , daß man die durch die Gl . (217 )

ö = <p (y , t)

als Funktion der Zeit t dargestellte Geschwindigkeit t> nach t
Ö tJ

differentiiert . Der Differentialquotient g- gibt vielmehr nur
an , wie sich die Geschwindigkeit an dem gerade ins Auge ge¬
faßten Orte im Laufe der Zeit ändert , während die Beschleuni -
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gung die Geschwindigkeitsänderung eines bestimmten Massen¬
teilchens darstellt. Man bedenke, daß sich ein zur Flüssig¬
keit gehöriger materieller Punkt im Laufe der Zeit dt um \sdt
verschoben hat. Wenn nun , wie in der Eulerschen Unter¬
suchungsmethode , t) als Funktion der Zeit und des
Ortes dargestellt ist , setzt sich die Änderung der Ge¬
schwindigkeit b des bestimmten Massenteilchens zu¬
sammen aus der Änderung wegen der Yerschiebung
todt nach einem anderen Orte und aus der Änderung ,
die 0 auch ohne diese Verschiebung während der Zeit
dt schon am gleichen Orte erfährt . Wir wollen dies in
der Form „

dH= ^ dt -\- (tidt - \7) ^

anschreiben, zu deren Erklärung die Bemerkung genügt , daß
das Zeichen V einen Diiferentialoperator vorstellt , der nach
Hinzutritt des Faktors todt die durch die Verschiebung um. üdt
hervorgebrachte Änderung von b angibt. Die Beschleunigung
mag im Gegensatze zu dem vorher schon eingeführten par¬
tiellen Diiferentialquotienten als totaler Differentialquotient von
b nach t angeschrieben werden . Man findet dann aus der vor¬

hergehenden Gleichung nach Division mit dt

+ (224>

Ich habe diese Beziehung zunächst in Gestalt einer Vektor¬
gleichung angeschrieben, weil sie so am anschaulichsten her¬
vortritt. Da aber die vollständige Durchführung der Rechnung
mit Vektoren den damit weniger vertrauten Lesern Schwierig-O o

keiten bereiten würde, ziehe ich es vor, weiterhin die ge¬
wohnte Kartesische Darstellungsweise zu benützen.

Ich spalte also Gl. (224) in drei Gleichungen, von denen

die erste den Wert von ^ , also die Beschleunigungskompo¬
nente in der Richtung der X -Ächse anzugehen hat. Man er¬
hält dafür
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Dieses Resultat kann entweder unmittelbar aus Gl. (224) ab¬
gelesen werden , indem man sieb des zuvor angegebenen Sinnes
der Operation (dV ) erinnert oder man kann auch auf Grund
derselben Überlegung , die schon zu Gl. (224 ) führte , un¬
mittelbar zu Gl. (225) gelangen . Auch die Änderung der Ge¬
schwindigkeitskomponente vx während eines Zeitelementes dt
für einen bestimmten materiellen Punkt setzt sich zusammen
aus der Änderung , die vl unabhängig von der Verschiebung
während dt erleidet und aus der Änderung , die mit dem Orts¬
wechsel verbunden ist . Da sich der materielle Punkt in den
Richtungen der Achsen während dt um die Strecken i\ dt , v2dt ,
vsdt verschiebt , setzt sich auch die mit dem Ortswechsel ver¬
bundene Änderung von v1 aus drei Gliedern zusammen , die
durch Multiplikation dieser Wege mit den Differentialquotienten
von iq nach den drei Achsenrichtungen erhalten werden . Divi¬
diert man die auf solche Art erhaltene Gleichung mit dt , so
erhält man Gl. (225). Dieser lassen sich natürlich noch zwei
andere für v3 und vs anreihen und im ganzen wird daher
Gl. (224) durch den Verein der folgenden drei Gleichungen
ersetzt

dv . dv . , dv . . dv . . £ 0, 1i L _L_ /11 L _L_ /ji _JL _L_ /i 'i L
~dt - Jt + ^ gV + dy + l’s ~di
dv, dv, . dv, . dv, . dv,
-df - jf + ^ -̂ + ^ dy + ^ di

= A. v 4 . v dv° < vdt dt x ex * dy 3 dz

(226)

Wir kommen jetzt zu den Kräften , die diese Beschleuni¬
gungen hervorbringen . Von außen her wirkt auf die im Innern
liegenden Teile der Flüssigkeit in der Regel nur das Gewicht
ein ; allgemein mögen aber die drei Komponenten der auf die
Volumeneinheit bezogenen äußeren Kraft nach den Koordinaten¬
achsen mit XYZ bezeichnet werden . Außerdem wirkt an
jedem Massenteilchen noch der Druck der ringsum angrenzen¬
den Flüssigkeit . Man denke sich wieder ein Parallelepiped wie
in Abb . 70 aus der Flüssigkeit abgegrenzt . Wenn wir uns
zunächst auf die Betrachtung einer reibungsfreien Flüssigkeit
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beschränken , steht der Druck auf jede Seitenfläche senkrecht
zur Seitenfläche und geht durch deren Schwerpunkt , also auch
durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds . Die Druckkräfte
auf allen Seitenflächen lassen sich daher zu einer Resultieren¬
den zusammensetzen , die ebenfalls durch den Mittelpunkt des
Parallelepipeds geht . Auch die äußere Kraft , also in den ge¬
wöhnlich vorliegenden Fällen das Gewicht , geht durch diesen
Mittelpunkt . Hieraus erkennt man schon , daß die Kräfte an
dem in der angegebenen Weise abgegrenzten Wasserkörper
keine Drehung , sondern nur eine Translation hervorzubringen
suchen ; auf diesen Punkt wird in der Folge noch zurück¬
zukommen sein.

Wir wollen jetzt die in der Richtung der X-Achse gehende
Komponente der Resultierenden aller an dem ' betrachteten
Wasserkörper angreifenden Kräfte berechnen . Sie setzt sich
zusammen aus der Komponente JLdxdydz der äußeren Kraft
und aus dem Unterschiede des Flüssigkeitsdruckes auf den beiden
zur X -Achse senkrecht stehenden Seitenflächen . Der Flüssig¬
keitsdruck auf die Flächeneinheit bezogen sei p ; falls p wächst ,
wenn man in der X -Richtung weitergeht , überwiegt der Druck
auf jener Seite, deren äußere Normale in die positive X -Rich -
tung fällt und auf der der Druck daher dieser positiven Rich¬
tung entgegengesetzt ist . Demnach erhält man für die X -
Komponente der Resultierenden

Xdxdydz — ^ dx ■dydz .

Diese Komponente bringt die Beschleunigungskomponente

der Masse ii dxdydz hervor . Nach der dynamischen Grund¬

gleichung hat man daher bei Weglassung des gemeinsamen
Faktors dxdydz die Beziehung

( 227 >

und für die beiden anderen Koordinatenrichtungen gilt eine
entsprechende Gleichung . Setzt man noch die Werte der Be¬
schleunigungskomponenten aus den Gl. (226) ein, so erhält man
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die Eulerschen Gleichungen in der Form

{V+ p)

(J + p )
(228)

Die Umformung , die noch mit den rechten Seiten vorgenommen
wurde , bezieht sich auf den Fall , daß die äußere Massenkraft
mit den Komponenten XYZ von einem Potentiale V abge¬
leitet werden kann , was in dem gewöhnlich vorliegenden Falle ,
daß diese Kraft nur in dem Gewichte besteht , stets zutrifft .
Dabei ist die Flüssigkeit als unzusammendrückbar voraus¬
gesetzt . Man erkennt übrigens leicht , wie die vorausgehende
Entwicklung auch für den Fall einer elastischen Flüssigkeit
benutzt werden kann . — Durch die Kontinuitätsgleichung in
Verbindung mit den Gl. (228) und auch in Verbindung mit
den Grenz- und Anfangsbedingungen ist die Bewegung der
unzusammendrückbaren Flüssigkeit dynamisch vollständig ge¬
kennzeichnet ; bei den elastischen Flüssigkeiten muß noch eine
aus der Erfahrung zu entnehmende Beziehung zwischen p und
p hinzutreten , um das Problem eindeutig zu umgrenzen .

Schließlich möge noch bemerkt werden , daß sich die
Gl. (228) auch in eine einzige Gleichung zwischen gerichteten
Größen zusammenfassen lassen , nämlich in die Gleichung

in der SP die Resultierende der XYZ bedeutet .
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§ 51 . Wirbelbewegung und wirbelsreie Bewegung .

Die in der Überschrift angedeutete Einteilung der Flüssig¬
keitsbewegungen in zwei wesentlich voneinander verschiedene
Klassen ist von größter Bedeutung für die Hydrodynamik .
Man betrachte den augenblicklichen Bewegungszustand der
Flüssigkeit zu irgendeiner Zeit . Jedem Punkte des von der
Flüssigkeit erfüllten Raumes ist dann eine bestimmte äugen -o o

blickliche Geschwindigkeit 0 zugeordnet (die auch gleich Null
sein kann ). Man grenze ferner in der Flüssigkeit noch einen
einfach zusammenhängenden Raum von im übrigen beliebiger
Gestalt ab und ziehe innerhalb dieses Raumes eine zum An¬
fangspunkt zurücklaufende , sonst aber beliebige Linie . Ein
Element dieser Linie sei mit c/ 6, die Geschwindigkeit an der
betreffenden Stelle mit b bezeichnet . Aus B und di soll das
innere Produkt genommen und dann soll die Summe dieser
Produkte für alle Linienelemente der geschlossenen Linie ge¬
bildet werden . Diese Summe heißt das Linienintegral
von ü längs des durch die beliebig gewählte ge¬
schlossene Linie dargestellten Integrationsweges .
Wenn das Linienintegral stets gleich Null wird, wie man auch
den Integrationsweg innerhalb des Bezirks , den wir zu diesem
Zwecke willkürlich abgegrenzt hatten , wählen möge, wird die
Bewegung innerhalb des Bezirks als wirbelfrei bezeichnet .
Trifft dasselbe Kennzeichen auch noch zu für jeden Bezirk,
den man abgrenzen mag und auch für den ganzen von der
Flüssigkeit eingenommenen Raum , so ist die Bewegung überall
wirbelfrei . In Form der Gleichung

o

Jbc76 = 0 , (230 )o

die sich auf einen beliebigen , vom Anfangspunkte 0 -ausgehen¬
den und nach diesem wieder zurückführenden Integrationsweg
bezieht , läßt sich demnach die Bedingung , der die wirbelfreie
Bewegung genügen muß, in einfachster Weise aussprechen .

Warum man diese besondere Art der Wasserbewegung als
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eine „wirbelfreie“ bezeichnet , ergibt sich aus einer einfachen
Betrachtung . In der Umgangssprache bezeichnet man als
„Wasserwirbel“ eine Bewegungsform , bei der die einzelnen
Wasserteilchen in sich zurücklaufende Bahnen beschreiben .
Allgemein bekannt ist die Erscheinung aus der Beobachtung
der Strömung in Flußläufen , bei der sich namentlich in der
Nähe von Bewegungshindernissen , etwa von Brückenpfeilern ,
leicht Wirbel ausbilden , die sich an den Bewegungen kleiner
Körper , die von dem Wasser mitgeführt werden, leicht erkennen
lassen . Es macht dabei auch nichts aus, wenn zu dieser wir¬
belnden Bewegung noch andere Bewegungskomponenten hinzu¬
treten , die etwa den Wirbel flußabwärts führen . Beschränkt
sich die Wasserbewegung auf die Bewegung längs geschlossener
Bahnen und wählt man eine dieser Bahnen als den Integra -
tionsweg für die Bildung des Linienintegrals von t), so ist
dieses jedenfalls positiv , da D mit d % überall gleichgerichtet
ist . Die in Gl. (230) als Kennzeichen für die wirbelfreie Be¬
wegung aufgestellte Bedingung ist daher im vorliegenden ein¬
fachsten Falle schon in bester Übereinstimmung mit dem ge¬
wöhnlichen Sprachgebrauche . Wir bemerkten aber scbon, daß
zu der wirbelnden Bewegung auch noch andere Bewegungs¬
komponenten hinzutreten können , die zu den Wirbeln selbst
nichts beitragen . Diesem Umstande trägt die vorher aufgestellte
Definition Rechnung . Sie weist uns an , jeden geschlossenen
Integrationsweg gewissermaßen als wirbelverdächtig zu be¬
trachten . Zu einer in sich längs einer solchen Bahn zurück¬
laufenden Bewegung tragen nur jene Geschwindigskomponenten
etwas bei, die überall in die Babnrichtung fallen und nur diese
sind es auch in der Tat , die in dem inneren Produkte
zur Geltung kommen . Hat also das Linienintegral von D einen
von Null verschiedenen Wert , so zeigt dies wenigstens einen
Überschuß der tangentialen Bewegungskomponenten in einem
Umlaufssinne über die im entgegengesetzten Sinne an und man
kann sagen , daß im ganzen genommen die Wasserbewegung
mit einem bestimmten Umlaufsinne längs des Integrationsweges
übereinstimmt . — Freilich ist das durch Gl. (230) angegebene
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Kennzeichen mit dem Begriffe der Wirbelbewegung in der
Umgangssprache 7 der keine strenge Abgrenzung besitzt , nicht
geradezu identisch ; es widerspricht ihm aber nirgends
und kann als eine Verfeinerung oder als eine schär¬
fere Fassung dieses Begriffes betrachtet werden .
Bei der wissenschaftlichen Untersuchung einer allgemein be¬
kannten und vom Volksmunde nach seiner Art schon beschrie¬
benen Erscheinung ist man nur selten in der glücklichen Lage ,
wie hier , ohne weiteres an den gewöhnlichen Sprachgebrauch
anknüpfen zu können .

Zur Vermeidung von Mißverständnissen betrachte ich noch
die Bewegung einer Flüssigkeit längs eines ringförmig in sich
geschlossenen Rohres . Die Bewegung kann in diesem Falle so
erfolgen , das etwa für jeden kugelförmigen Bezirk , den man
im Innern der Flüssigkeit abgrenzen mag, Gl. (230) erfüllt ist .
Für einten Integrationsweg , der dem Rohre folgt und sich in
dieser Weise schließt , ist sie aber natürlich nicht erfüllt . Der
Grund für den scheinbaren Widerspruch liegt darin , daß der
Sitz des Wirbels in diesem Falle an den Flüssigkeitsgrenzen
liegt . Im ganzen genommen ist die Bewegung jedenfalls nicht
wirbelfrei , wenn sie auch für jeden einfach zusammenhängen¬
den Bezirk im Innern der Flüssigkeit wirbelfrei sein kann .

Die allgemeinste Bewegung einer Flüssigkeit ist natürlich
eine solche , mit der Wirbel verbunden sind ; die wirbelfreie
Bewegung stellt nur einen besonders einfachen Ausnahmefall
dar . Ganz streng ist die Bewegung der Wirbelfreiheit bei
einer wirklichen Wasserbewegung überhaupt niemals erfüllt .
Die Bewegung kann sich aber der wirbelfreien unter gewissen
Umständen sehr nähern und es ist daher von Interesse , die
Gesetze dieser einfachsten Bewegungsart kennen zu lernen . In
der Tat beziehen sich auch ihrem Umfange nach die meisten
Untersuchungen der heutigen Hydrodynamik auf die wirbel¬
freie Bewegung . Daß eine solche Abgrenzung des Unter¬
suchungsgebietes möglich und in sich einwandfrei ist, beruht
auf einem von Lag ränge aufgestellten Satze , der hier abge¬
leitet werden soll.
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In einem bestimmten Augenblicke sei in der Wassermasse
eine beliebige geschlossene Linie gezogen und für diese das in
Gl. (230) vorkommende Linienintegral von D berechnet . Die
Bewegung braucht jetzt nicht wirbelfrei zu sein und das Linien¬
integral wird daher im allgemeinen irgendeinen von Null ver¬
schiedenen Wert A

A = J 0d$
annehmen . Nach Ablauf eines Zeitelementes dt haben sich die
einzelnen Wasserteilchen um Strecken Odt verschoben und jene ,
die vorher auf dem gewählten Integrationswege lagen, werden,
wenn keine diskontinuierlichen Bewegungen vorkommen , aber¬
mals auf einer stetigen geschlossenen Linie liegen . Für diese
und für den jetzt herrschenden Bewegungszustand soll das
Linienintegral von U ebenfalls berechnet sein. Der Unterschied
gegenüber dem früheren Werte sei mit $A bezeichnet . (Dann ist

dA = sdnd $ + J ‘t)ddz, (231)
wobei zunächst

dt>= ~ dtdt

gesetzt werden kann . Die Beschleunigung ~ folgt aus dem

dynamischen Grundgesetze , und zwar , wenn wir zur Ab¬
kürzung die im vorigen Paragraphen erklärten Bezeichnungen
benutzen , zu

S =̂ 0P- Vl>) = ~ V(F+ i>).
Hierbei ist vorausgesetzt , daß die äußere Kraft $ von

einem Potentiale V abgeleitet werden kann .
Um dd %zu berechnen , beachten wir, daß sich der Vek¬

tor d% durch eine Parallelverschiebung nicht ändert , und daß
daher öd % nur von dem Unterschiede der Verschiebungen der
Endpunkte von di , dieser aber von dem Geschwindigkeits¬
unterschiede abhängt . Wir können daher setzen
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wenn wir das Operationszeichen (^ 8V ) in dem durch den Zu¬
sammenhang selbst schon genügend erklärten Sinne yerwenden .
Ferner wird aber , wenn wir beachten , daß es sich dabei um
eine Differentiation nach einer bestimmt vorgeschriebenen Rich¬
tung handelt

und im ganzen erhält man daher für dA

dA = - ~ dtJ (diV ) ( V + p) + dt l (diV ) ^ -

Die Summe der Änderungen einer stetigen und eindeutigen
Funktion längs der Linienelemente einer Kurve ist aber gleich
dem Unterschiede der Funktionswerte im Endpunkte und An¬
fangspunkte des Kurvenstücks und daher für eine geschlossene
Kurve gleich Null . Wir erhalten daher unter den gemachten
Voraussetzungen , von denen noch besonders hervorzuheben ist ,
daß u konstant , die Flüssigkeit reibungsfrei und das Kraftfeld
der äußeren Kräfte wirbelfrei sein sollte,

dyl = 0 . (232 )

Das gilt auch noch von einer Wirbelbewegung unter den
angenommenen Voraussetzungen . War aber A anfänglich für
jeden geschlossenen Integrationsweg gleich Null , "so bleibt es
auch dauernd gleich Null .

Wenn die Bewegung einer raumheständigen und
reibungsfreien Flüssigkeit , auf die von außen her nur
solche Massenkräfte einwirken , die sich (wie das Ge¬
wicht ) von einem Potentiale ableiten lassen , zu irgend¬
einer Zeit wirbelfrei war , so bleibt sie auch weiter¬
hin wirhelfrei . Insbesondere ist die Bewegung wirbelfrei ,
wenn sie unter dem Einflüsse von Kräften der bezeichneten
Art aus dem Ruhezustande hervorgegangen ist .

Das ist der Satz von Lagrange , für den sein Urheber
freilich keinen stichhaltigen Beweis gegeben hatte . Der hier
wiedergegebene Beweis rührt (den Grundzügen nach ) von Lord
Kelvin her .
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Erst durch diesen Satz erlangen die Untersuchungen über
die wirbelfreie Bewegung die ihnen in der Hydrodynamik mit
Recht eingeräumte Bedeutung . Es ist nur zn billigen , daß
man sich zunächst Rechenschaft darüber zu geben sucht , was
geschehen müßte , wenn weder die Zähigkeit noch die durch
Dichteunterschiede hervorgerufene Mischbewegung in Betracht
käme. Freilich darf man aber dabei nicht vergessen , daß
keine genaue Übereinstimmung zwischen diesem einfachsten
Falle und dem wirklichen Bewegungsvorgange erwartet werden
darf .

Um zu zeigen, welche Vereinfachungen der theoretischen
Behandlung entstehen , wenn man sich auf die Unter¬
suchung wirbelfreier Strömungen beschränkt , erinnere ich
an die Betrachtungen des ersten Abschnittes über die Kraft¬
felder .

An die Stelle des Linienintegrals der Kraft ist hier nur
das Linienintegral der Geschwindigkeit getreten , während sich
sonst nichts geändert hat . Es ist daher nicht nötig , die in § 3
durchgeführten Betrachtungen über das Potential hier nochmals
zu wiederholen ; wir können vielmehr die Schlüsse , zu denen
wir damals gelangten , auf den jetzt vorliegenden Fall ohne
weiteres übertragen . Von diesen ist für uns namentlich von
Wichtigkeit * daß sich im wirbelfreien Felde der Vektor des
Feldes durch Differentiation aus einer richtungslosen Größe ab¬
leiten läßt , die früher als das Potential des Kraftfeldes be¬
zeichnet wurde . Auch bei der wirbelfreien Wasserbewegung
muß sich aus denselben Gründen wie damals zu jedem Punkte
des Raumes in einem gegebenen Augenblicke eine Größe ohne
Richtung angeben lassen, aus der die Geschwindigkeitskompo¬
nente nach irgendeiner Richtung durch Differentiation nach
dieser Richtung abgeleitet werden kann . Man bezeichnet diese
Größe, um die enge Verwandtschaft mit den früheren Betrach¬
tungen über die Kraftfelder ausdrücklich hervorzuheben , als
das Geschwindigkeitspotential , obschon die sprachliche
Herkunft des Wortes Potential mit der Verwendung , die das
Wort hier findet , nichts zu tun hat . Das Geschwindigkeits -
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potential sei in der Folge mit bezeichnet ; ich setze dann
g <£ 80 80 / O oos

vi = ^ > V̂ Ty ’ Vs = dz ' (233 >

Hier findet freilich eineAbweichung im Vorzeichen
Ton den früheren Festsetzungen über das Potential
der Kraftfelder (vgl . Gl. (12) , S. 21) statt . Damals war
es mir von Wichtigkeit , an dem negativen Vorzeichen des
Differentialquotienten des Potentials festzuhalten , weil das Po¬
tential des Kraftfeldes nur bei dieser Vorzeichenfestsetzung
mit der potentiellen Energie des Feldes gleichbedeutend werden
kann . Beim Geschwindigkeitspotential fällt aber ein solcher
bestimmender Grund weg und wir können uns daher das Vor¬
zeichen von <I> von vornherein so gewählt denken , daß die
Differentialquotienten , ohne daß ein Vorzeichenwechsel voraus¬
zugehen brauchte , unmittelbar die Geschwindigkeitskomponenten
angeben . In der Tat ist es allgemeiner Brauch , das Geschwindig¬
keitspotential mit der durch die Gl. (233) bereits zum Aus¬
drucke gebrachten Vorzeichenfestsetzung zu benutzen .

Differentiiert man die erste der Gl. (233) nach y und die
zweite nach x und subtrahiert , so erhält man

8«, dVj _ fl
dy dx ’

und dazu treten noch zwei andere Gleichungen , die in der¬
selben Weise gewonnen werden können . Diese Gleichungen
geben die Bedingung an, der die Geschwindigkeitskomponenten
genügen müssen , wenn ein Geschwindigkeitspotential bestehen
soll . Damit werden wir in den Stand gesetzt , die Bedingung
für die wirbelfreie Bewegung noch in anderer Form aus¬
zusprechen , als dies schon mit Hilfe des Linienintegrals in
Gl. (230) geschehen war . Man bilde nämlich eine gerichtete
Größe tu, deren Komponenten nach den Achsenrichtungen
gleich den Differenzen von Differentialquotienten sind , die in
dem vorausgehenden Ausdrucke vorkommen , nämlich

- Ü ) + i (fe - S ) + - % ) ■ (* S4>
Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 25
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Die Größe tt) wird nur dann zu Null , wenn alle drei
Komponenten für sich verschwinden . Wenn ein Geschwindig¬
keitspotential bestehen soll, also wenn die Bewegung wirbelfrei
sein soll , müssen aber diese Komponenten , wie aus dem Ver¬
gleiche mit den Gl. (233) hervorgeht , sämtlich zu Null werden .
Als Bedingung für die wirbelfreie Wasserbewegung kann man
daher auch die Gleichung

tt) = 0 (235 )

an Stelle von Gl. (230) aufstellen . Jedenfalls ist diese Be¬
dingung eine notwendige ; daß sie auch hinreichend ist , läßt
sich aus den vorhergehenden Betrachtungen noch nicht er¬
kennen . Da dieser Nachweis für die Folge nicht nötig ist ,
werde ich davon absehen , ihn hier ebenfalls zu führen ; näheres
darüber findet man in meiner „Geometrie der Wirbelfelder“ .
Nur dies möchte ich noch erwähnen , daß man mit Hilfe eines
von Stokes aufgestellten Satzes den unmittelbaren Zusammen¬
hang zwischen den Gl. (230) und (235) in einfachster Weise
erkennen kann .

Wenn das Feld nicht wirbelfrei ist , entsteht das Bedürf¬
nis nach einem Maße für den Wirbel , oder vielleicht besser
gesagt , nach einem Maße dafür , in welchem Grade und in
welcher Art die Bewegung von der wirbelfreien abweicht .
Hierzu kann die durch Gl. (234) definierte gerichtete Größe tt)
ohne weiteres benützt werden , da ihr Verschwinden die Be¬
dingung für das Nichtvorhandensein von Wirbeln innerhalb
eines Bezirks bildet , der der gerade betrachteten Stelle eng be¬
nachbart ist . An Stelle der Größe tt) selbst kann auch irgend¬
ein Vielfaches davon als Maß des Wirbels benutzt werden.
Helmholtz , dem man die ersten Untersuchungen über die
Wirbelbewegungen verdankt , hat dazu die Hälfte von tt) ge¬
wählt , und zwar auf Grund eines Vergleichs der Wasser¬
bewegung in einem engen Bezirke mit der Bewegung eines
starren Körpers . Die Hälfte von tt) entspricht dann der Winkel¬
geschwindigkeit des starren Körpers .

Die große Bedeutung des Wirbelbegriffes beschänkt sich
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übrigens nicht auf die Hydrodynamik , sondern sie tritt in der
Elektrizitätslehre fast noch mehr hervor . Es hat sich daher
die Notwendigkeit herausgestellt , eine einfache Bezeichnung
für den analytischen Zusammenhang zwischen dem Wirbel tu
und der Geschwindigkeit d einzuführen . Gl. (234 ) gestattet
zunächst , tu unter Zugrundelegung eines Koordinatensystems
zu berechnen , wenn Ü überall gegeben ist . Aus der physika¬
lischen Bedeutung des Vektors tu folgt aber schon , daß tu
von der besonderen Wahl des Koordinatensystems unabhängig
sein muß . Es ist daher zweckmäßiger , bei der Angabe des
Zusammenhangs zwischen tu und U die Bezugnahme auf ein
Koordinatensystem zu vermeiden . Man nennt tu den Quirl
von d, und setzt mit Benutzung der ursprünglichen englischen
(von Maxwell eingeführten ) Bezeichnung

tu == curl U (236)

(curl = Quirl ). Bei der wirklichen Ausrechnung von tu ist
man freilich sehr oft genötigt , auf die mit Gl. (236) gleich¬
bedeutenden Gl. (234) wieder zurückzugehen .

§ 52 . Allgemeine Integration der Bewegungsgleichungen
für die wirb eifreie Bewegung .

Die Euler sehen hydrodynamischen Gleichungen werden
für den Fall der wirbelfreien Bewegung am besten so um¬
geformt , daß alle Geschwindigkeitskomponenten im Geschwin¬
digkeitspotentiale O mit Hilfe der Gl. (233) ausgedrückt
werden . Sie vereinfachen sich dann erheblich . Die Kontinui¬
tätsgleichung (221 ) nimmt dann die Form

g2a> ZM>
dx 1 + dy * + dz 2

an , wofür man mit Benutzung des schon von früher her be¬
kannten Laplaceschen Operators V 2 kürzer

V 2<z>= 0 (238)

schreiben kann . Ferner findet man für den in Gl. (225) an¬
gegebenen Ausdruck für die Beschleunigungskomponente in

25 *
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der X-Achse, nämlich
dv1
dt

nach Einsetzen von

dv. . 8v, . dvl . dv.
dt + + l'*dy + v3jz

jetzt

dt
CX ’

V9=*
dt
cy ’ Vo =

dt
dz

dt
dtd i t dt d' t dt d2t

dxdt dxdx * dydxdy dz dxdz
Die drei letzten Glieder in diesem Ausdrucke bilden den

partiellen Differentialquotienten nach x von

wenn U wieder die Gesamtgeschwindigkeit an der betreffenden
Stelle nach Größe und Richtung bedeutet , wobei man beachten
möge , daß das Quadrat (oder das innere Produkt mit sich
selbst ) einer gerichteten Größe eine Größe ohne Richtung
angibt . Setzt man dies ein , so erhält man die erste der drei
folgenden Gleichungen

dvi ^ S_ fot , i h2
dt dx \ dt 2

t dy \ dt ^ 2 V l
dvt
dt

dv» ^ d (dt 1
dt dz \ dt 2 I )

(239)

Die in Gl. (228) zusammengestellten Eulerschen Glei¬
chungen gehen nun — immer unter der Voraussetzung , daß
die äußere Massenkraft von einem Potentiale V abgeleitet
werden kann — über in

y \ dt 2
d_ \ dt
dz \ dt

(240)

Da nun ft für die raumbeständige Flüssigkeit , um die es
sich bei diesen Betrachtungen allein handelt , konstant ist ,
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lassen sich die Gl. (240) zu einer einzigen Integralgleichung
zusammenfassen . Sie sprechen ja in der Tat nur aus , daß
sich die Größen , deren Differentialquotienten nach x , y und z
miteinander übereinstimmen , nur um eine Größe voneinander
unterscheiden können , die von diesen Veränderlichen unab¬
hängig ist, während sie von t abhängig sein kann . Bezeichnen
wir diese Größe mit f (t), so liefert die Integration der Gl. (240)

^ !! + M + F + ^ = /■(*)• (241>
Besonders einfach gestaltet sich diese Beziehung bei der

stationären Flüssigkeitsströmung , also bei einer Bewegung , die
sich dauernd in der gleichen Weise fortsetzt . Dann sind 0,
<X>, p zwar immer noch mit dem Orte veränderlich , au jedem
Punkte des festen Raumes bleiben sie aber der Zeit nach kon¬
stant . Der Differentialquotient von $ verschwindet dann in
der vorausgehenden Gleichung und auch f (t) muß der Zeit
nach konstant , also überhaupt eine Konstante sein , weil alle
übrigen in der Gleichung vorkommenden Größen von t unab¬
hängig sind. Für die stationäre wirbelfreie Strömung hat man
daher die einfache Beziehung

l ^ + V + p ^ C (242 )

oder in Worten : die Summe aus der kinetischen Energie ,
dem Potentiale der äußeren Kräfte (d. h. der poten¬
tiellen Energie ) und dem Flüssigkeitsdrucke hat zu
jeder Zeit und für alle Stellen des Raumes denselben
Wert , wenn man diese Größen auf die Raumeinheit bzw. auf
die Flächeneinheit bezieht . Dieses Resultat stimmt nahezu
überein mit einem , das schon im ersten Bande § 58 auf viel
einfacherem Wege gefunden und durch Gl. (139), 3. Aufl., aus¬
gedrückt wurde . In einer Hinsicht besteht indessen zwischen
beiden Resultaten doch ein sehr wesentlicher Unterschied .
Das frühere Resultat galt nur für die Veränderlichkeit des
Druckes in dem gleichen Stromfaden und es bleibt in
diesem begrenzten Umfange , wie aus der Ableitung hervor¬
geht , auch dann noch gültig , wenn die Bewegung nicht wirbel -
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frei ist , falls dabei nur von der Flüssigkeitsreibung abgesehen
werden kann . Gl. (242) ist insofern viel allgemeiner gültig ,
als sie die Veränderlichkeit des Druckes auch dann noch an¬
gibt , wenn man von einem Punkte eines Stromfadens zu einem
Punkte irgendeines anderen Stromfadens übergeht .
Andererseits ist dagegen die Gültigkeit dieser erweiterten Be¬
ziehung an die Bedingung geknüpft , daß die Bewegung wirbel¬
frei ist . Ich bitte auf diesen wesentlichen Unterschied sorg¬
fältig zu achten , da der Zusammenhang zwischen kinetischer
Energie , potentieller Energie und Flüssigkeitsdruck bei der
Theorie der hydraulischen Motoren in der theoretischen Ma¬
schinenlehre sehr häufig zum Ausgangspunkte der ganzen Ent¬
wicklung gemacht wird .

§ 53. Bewegung einer Kugel in einer vollkommenen
Flüssigkeit .

Ein fester kugelförmiger Körper möge sich in einer
Flüssigkeit geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegen .
Es fragt sich , was für eine Kraft von außen her an ihm
wirken muß, um diese Bewegung aufrecht zu erhalten . Dabei
soll angenommen werden , daß sich der Körper hinlänglich
weit von den Grenzflächen der Flüssigkeit entfernt befindet ,
um den Einfluß benachbarter Wände usf. vernachlässigen zu
können . Wir drücken diese Voraussetzung am einfachsten
dahin aus , daß wir die Flüssigkeit nach allen Seiten hin als
unbegrenzt ansehen . In größerer Entfernung von der sich
bewegenden Kugel soll die Flüssigkeit ruhen ; in der Nachbar¬
schaft der Kugel treten natürlich Strömungen auf , da die
Flüssigkeit der Kugel während ihres Fortschreitens vorn aus¬
weichen muß , während sie sich hinter ihr wieder zusammen¬
schließt .

Wenn die Kugel in Ruhe wäre , würde die Flüssigkeit
einen hydrostatischen Auftrieb an ihr ausüben und es müßte
daher , um sie in Ruhe zu erhalten , eine lotrechte Kraft an
ihr angebracht werden , die mit dem Gewichte der Kugel und
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dem hydrostatischen Auftriebe Gleichgewicht herstellte . Denken
wir uns nachher die Kugel in horizontaler Richtung durch die
Flüssigkeit bewegt , so wird immer noch , um ein Verschieben
in der lotrechten Richtung zu verhüten , durch eine äußere
Kraft Gleichgewicht zwischen dem Auftriebe und dem Kugel¬
gewichte hergestellt werden müssen . Diese Kraft ist einfach
zu ermitteln und sie interessiert uns hier weiter nicht ; von
Interesse ist für uns nur die Kraft , die man in der Be¬
wegungsrichtung aufwenden muß , um den Widerstand der
Flüssigkeit gegen die Bewegung zu überwinden . Wir wollen
uns deshalb die Kugel von vornherein von gleichem spezi¬
fischem Gewichte mit dem Wasser vorsteRen , so daß sie im
Ruhestande darin von selbst schwimmt . Wir können dann
von der Einwirkung der Schwerkraft auf die Kugel und die
Flüssigkeit ganz abgesehen ; der Vorgang erfolgt so, als wenn
die Schwere überhaupt nicht vorhanden wäre .

Wenn die Aufgabe in dieser Weise gestellt wird , haben
wir es nicht mit einer stationären Strömung zu tun , da die
Geschwindigkeit der Flüssigkeit in einem bestimmten Punkte
des festen Raumes wechselt , wenn die Kugel auf ihrer Bahn
fortschreitet . Relativ zu einem Raume , der sich mit der Kugel
ohne Drehung gleichförmig weiter bewegt , wird die Bewegung
dagegen , nachdem sie schon längere Zeit angedauert hat , sta¬
tionär sein. Man vereinfacht daher die Aufgabe , wenn man
die Bewegung von einem solchen Raume aus beobachtet ; Zu¬
satzkräfte der Relativbewegung brauchen dabei nicht angebracht
zu werden , da sich der Raum weder dreht , noch eine Trans -
lationsbeschleunignng besitzt . Einfacher läßt sich dies auch
dahin ausdrücken , daß man sich die Kugel von vornherein an
ihrer Stelle festgehalten denkt , während die Flüssigkeit an ihr
vorüberströmt . Man kann sich die Kugel etwa in das Wasser
eines Flusses versenkt denken , so daß sie hinreichend weit
von dem Umfange des Flußbettes und der Wasseroberfläche
entfernt bleibt . Bewegte sich das Wasser an dieser Stelle vor
dem Einsenken der Kugel gleichförmig , so nämlich , daß die
Geschwindigkeit ü sowohl dem Orte als der Zeit nach in
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diesem Bezirke konstant war , so wird dieselbe Kraft an der
Kugel angebracht werden müssen , um sie vor dem Portreißen
mit der Strömung zu schützen , als wenn das Wasser ruhte
und die Kugel sich im entgegengesetzten Sinne mit konstanter
Geschwindigkeit bewegte . In dieser Form läßt sich die Auf¬
gabe am einfachsten weiter behandeln .

Wir betrachten die Flüssigkeit als reibungsfrei und
nehmen hiermit zugleich an , daß die Bewegung wirbelfrei
sei. Die Wasserströmung ist dann vollständig bekannt , wenn
man das von der Zeit unabhängige Geschwindigkeitspotential
0 anzugeben vermag . Da das Problem durch die auferlegten
Bedingungen physikalisch vollständig bestimmt ist , muß auch
0 bis auf eine willkürliche Konstante , die man ihm nach Be¬
lieben zufügen darf, ohne an den daraus abgeleiteten Geschwin¬
digkeitskomponenten etwas zu ändern , vollständig bestimmt
sein. Falls man daher einen Ausdruck von 0 kennt , der
allen Bedingungen genügt , ist dieser — abgesehen von jener
willkürlichen Konstanten — der richtige . Wenn man will,
kann man dies auch noch strenger beweisen, indem man zuerst
annimmt , es wären zwei Werte von 0 möglich , die allen Be¬
dingungen genügen , dann ihre Differenz bildet und zeigt , daß
diese notwendig eine Konstante sein muß .

Dirichlet hat den Ausdruck von 0 , der den Be¬
dingungen unserer Aufgabe genügt , gefunden , nämlich

®= a*(Ä + 1) - (243>

Dabei ist angenommen , daß die positive j'T-Achse in jene
Richtung gelegt ist , in der die ungestörte Strömung der
Flüssigkeit erfolgt ; a ist die Geschwindigkeit dieser Strömung ,
q der Radius der festgehaltenen Kugel und r die ■Entfernung
jenes Punktes in der Flüssigkeit , für den 0 durch Gl. (243)
angegeben wird , vom Kugelmittelpunkte , der als Koordinaten¬
ursprung dient . Auf die Orientierung der X- und der F -Achse
kommt offenbar nichts an, da rings um die F -Achse alles sym¬
metrisch ist . Für r hat man übrigens nach dem pythagoreischen
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Lehrsätze die Gleichung
r 2= a:2+ t/2+ , (244 )

mit deren Hilfe sofort die partiellen Dilferentialquotienten

dr ^ x | r = Z 8r ^ jdx r ’ dy r ’ oz r v 7

gebildet werden können . Um zu beweisen , daß der für O
angegebene Ausdruck in der Tat die Lösung unseres Problems
bildet , ermitteln wir zunächst die Geschwindigkeitskomponenten ,
die sich daraus ergeben . Wir erhalten mit Rücksicht auf die
Gleichungen (245)

c # 3o 3 8r 3p s
Vl = ^ = - a *2^ - ^ - - a 2^

3o s dr 3p s
= ~ ÜZ ^ ' 0V = ~ a ^ yZ

d <t> / p3 . , \ 3p 3dr
v << = -* - = « 7T~ , + 1 — 5 -3 dz \ 2r s 1 / 2r 4 2 «

Q3 i 3p 8 2

Diese Geschwindigkeitskomponenten müssen vor allem der
Kontinuitätsbedingung genügen . Um dies zu prüfen , stellen
wir die Dilferentialquotienten nach x, y, z auf, nämlich

dv, 3ps , 15ps dr 3p5 /5a;8 , \
dx 2r 5 2r b dx Sr 5 \ r * } ’

(246 )

dy
dv „ 3p s a «3-o-4 = —s c» 3 q . ISq o 3g 3 / 5z 0 \A -JL * _ 2az * = az / — 3 ).2r 5 2r 7 2r 5 \ r 2 /dz 2r '°

Die Summe dieser drei Differentialquotienten oder y 2(1> muß
Null ergeben . In der Tat findet man aber beim Zusammen¬

zählen 3p3/5a:84- 5j/8+ 528 -X
V 2® = a ^ (- -- 5)

und dies wird mit Rücksicht auf Gl. (244) identisch zu Null .
Damit ist zunächst gezeigt , daß die durch d>angegebene Flüssig¬
keitsbewegung in einer urmisammendriickbaren Flüssigkeit geo¬
metrisch möglich ist .
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Hierzu kommen noch die Grenzbedingungen . An der
Kugeloberfläche muß die Flüssigkeit der Kugel ausweichen ,
d. h. die Geschwindigkeit der Flüssigkeit kann dort überall
nur tangential gerichtet sein. Um dies zu untersuchen , denke
man sich an irgendeiner Stelle der Kugeloberfläche eine Nor¬
male n nach außen hin gezogen . Die Geschwindigkeitskom¬
ponente in der Richtung dieser Normalen wird erhalten , wenn
man <Z> in der Richtung der Normalen differentiiert , und wenn
die Lösung richtig sein soll , muß dieser Wert überall gleich
Null sein. Wir bilden den Differentialquotienten

Wenn man in der Richtung der Normalen um cn von der
Kugelfläche weiter geht , wächst r um in und man hat daher

Projiziert man ferner in auf die Z -Achse , so erhält man das
zugehörige cz , und da cn mit dem zur betreffenden SteUe
gezogenen Radius r , dessen Projektion z ist , gleiche Richtung
hat , besteht die Proportion

dz z
dn r

Setzt man diese Werte ein, so wird

und an der Kugeloberfläche wird dies in der Tat überall zu
Null , weil dort r = p ist .

Schließlich muß noch in größerer (oder streng genommen
in unendlicher ) Entfernung von der Kugel die Flüssigkeit
überall parallel zur / f-Achse mit der Geschwindigkeit a strömen .
In der Tat wird aber , wie man aus den Gleichungen (246)
erkennt , für r = oo

Die Flüssigkeit strömt demnach überall so, wie es den geo¬
metrischen Bedingungen der Aufgabe entspricht . Es bleibt

v1= 0 , v2= 0 , v3= a .
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jetzt nur noch übrig , auf die Erfüllung der aus der dynami¬
schen Grundgleichung hervorgegangenen Euler sehen Glei¬
chungen zu achten . Für den Fall der stationären Strömung
sind diese bereits in der Integralgleichung (242) zusammen¬
gefaßt . Da wir auf die Veränderlichkeit des Druckes mit der
Höhe jetzt nicht zu achten brauchen , weil der Vorgang , wie
bereits bemerkt , im übrigen so erfolgt , als wenn die Flüssig¬
keit und die Kugel der Schwere überhaupt nicht unterworfen
wären, können wir diese Gleichung hier noch dadurch verein¬
fachen , daß wir das Potential konstant setzen und es in die
Konstante C mit einrechnen . Wir haben dann

| pö ä + jp = C.

In unendlicher Entfernung von der Kugel wird ü2= a 2 und
wir erkennen daraus , daß dort auch überall derselbe Druck
herrscht , so als wenn die Kugel nicht vorhanden wäre . Be¬
zeichnen wir diesen Druck an den fernen Grenzen mit p0, so
findet man damit auch die Konstante G, nämlich

C = jiia *+ sp0

und der Druck an irgendeiner anderen Stelle ist

P = Po + yf *0 2- ö2) ■ (247 )

Hiermit ergibt sich auch der Druck , den die Flüssigkeit auf
irgendeine Stelle der Kugeloberfläche ausübt , indem man

B2 = + *1 + V*

bildet und die Werte aus den Gleichungen (246 ) einführt , wo¬
bei noch darauf zu achten ist , daß an der Kugeloberfläche
r = p zu setzen ist und xyz Koordinaten eines Punktes der
Kugelfläche bedeuten . Führt man dies aus und bezeichnet
man die Geschwindigkeit irgendwo in nächster Nähe der Kugel -
fläche mit B , so wird

»J- tI 1- ?)' (248)
Dort , wo die /?-Achse die Kugeloberfläche schneidet , wird s = q
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und daher gleich Null , was schon von vornherein zu er¬
warten war . Am größten wird die Geschwindigkeit am Äquator
der Kugel , der in die X F -Ebene fällt und für den z = 0 ist .

Die Flüssigkeit strömt dort mit der Geschwindigkeit an der

Kugel vorüber . Der Druck an der Kugelfläche ist nach
Gl. (247)

r t - A + T (9$ - 5) ' (249>

In den Endpunkten des in der Richtung der Strömung ge¬
zogenen Durchmessers nimmt seinen größten Wert j >max an,
nämlich

i f1 “ *
Pmax — Po H 1

und zwar wird der Druck , worauf wohl zu achten ist , an der
der Strömung abgekehrten Seite ebenso groß als an der der
Strömung zugekehrten . Der kleinste Druck p min herrscht am
Äquator der Kugel , nämlich

Wir setzen dabei voraus , daß pü groß genug ist, damit
jhnm positiv bleibt , weil sonst die Ausbildung eines Hohlraumes
zu erwarten wäre .

Im übrigen ist p Q eine gerade Funktion von z. Es ist
daher für pfl gleichgültig , ob das Vorzeichen von s positiv
oder negativ ist , d. h . der Druck ist an entsprechenden Stellen
der der Strömung abgewendeten Halbkugel genau ebenso groß
als auf der ihr zugewendeten Halbkugel . Daraus folgt ohne
weiteres , daß sich alle von der Flüssigkeit auf die Kugel über¬
tragenen Druckkräfte im Gleichgewichte miteinander halten .
Wir kommen daher zu dem unerwarteten Resultate ,
daß man überhaupt keine Kraft an der Kugel an¬
zubringen braucht , um sie bei der wirbelfreien Strö¬
mung in der vollkommenen Flüssigkeit an ihrer Stelle
festzuhalten ; sie bleibt vielmehr von selbst stehen und läßt
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die Flüssigkeit um sich herumfließen , ohne sich von der Stelle
zu rühren .

Zugleich folgt daraus auch, daß sich der geradlinig gleich¬
förmigen Bewegung einer Kugel durch eine vollkommene Flüssig¬
keit kein Widerstand entgegensetzt . Wenn das Wasser eine
vollkommene Flüssigkeit wäre , in der auch keine Misch¬
bewegungen vorkämen , brauchte man keine Arbeit aufzuwenden ,
um darauf zu fahren ; nur zu Beginn der Fahrt wäre ein An¬
stoß erforderlich , um die Anfangsgeschwindigkeit herzustellen .

Das wirkliche Verhalten des Wassers ist natürlich ganz
anders . Wir sind mit dem Widerstände , den das Wasser der
Fortbewegung eines in ihm schwimmenden Körpers entgegen¬
setzt , so bekannt , daß wir unwillkürlich geneigt sind , diesen
Widerstand mit der Eigenschaft des Flüssigseins in Verbindung
zu bringen und ihn daher auch bei einer vollkommenen Flüssig¬
keit vorauszusetzen . Unsere Untersuchung lehrt uns aber, daß
diese Meinung irrig ist . Der Widerstand , den das Wasser
schwimmenden Körpern entgegensetzt , kommt nicht davon her ,
daß das Wasser an sich ein flüssiger Körper ist , sondern davon,
daß es nicht vollkommen flüssig ist , sowie ferner auch von den
Mischbewegungen , auf die bei unserem Ansätze nicht gerechnet
wurde . Über solche Fragen kann daher ein mit der Erfahrung
übereinstimmendes Resultat nur aus Betrachtungen gewonnen
werden , die auf diese Umstände Rücksicht nehmen . Ich möchte
hier nur erwähnen , daß man die Aufgabe der sich durch das
Wasser bewegenden Kugel auch mit Berücksichtigung der
Zähigkeit gelöst und hierbei gefunden hat , daß das Wasser der
Bewegung einen Widerstand entgegensetze , der der Geschwindig¬
keit (bei gleichförmiger Bewegung ) proportional sei. Das gilt
aber nur für sehr geringe Geschwindigkeiten und außerdem
auch nur unter der Voraussetzung , daß die Mischhewegungen
vernachlässigt werden dürfen . Die Erfahrung hingegen lehrt ,
daß bei größeren Geschwindigkeiten der Widerstand pro¬
portional mit dem Quadrate der Geschwindigkeit angenommen
werden kann .

Daß die vollkommene Flüssigkeit der gleichförmigen Be-
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wegung eines in ihr schwimmenden Körpers beim Fehlen von
Mischbewegungen kein Hindernis zu bereiten vermag , läßt sich
übrigens auch auf Grund einer ganz einfachen Betrachtung
erkennen . Wäre ein solcher Widerstand zu überwinden , so
müßte an dem Körper , um ihn in seiner Bewegung zu er¬
halten , eine Arbeit von außen her geleistet werden . Wohin
sollte aber diese Energie gelangen ? Bei der zähen Flüssigkeit
wird Energie zur Überwindung der inneren Reibungen ver¬
braucht und in Wärme verwandelt . Dasselbe gilt von dem
Stoßverluste , der durch die Michbewegung hervorgerufen wird .
Bei der vollkommenen Flüssigkeit ist aber in unserem Falle
kein solcher Energieaufwand möglich ; sie vermag überhaupt
keine mechanische Energie aufzuzehren , außer wenn eine
Mischung von Wasserteilchen mit verschiedenen Geschwindig¬
keiten stattfindet , bei der ebenso wie beim Stoße plastischer
Körper mechanische Energie vernichtet werden kann . Auch
die lebendige Kraft des ganzen Systems behält fortwährend
denselben Wert und ins Unendliche vermag sich ebenfalls die
Energie nicht zu zerstreuen . Da kein Energiebedarf vor¬
liegt , um die Bewegung zu unterhalten , braucht dem
bewegten Körper auch keine Energie zugeführt zu
werden , d. h. der Widerstand der Flüssigkeit ist gleich
Null . Diese Überlegung hat zugleich den Vorteil , daß sie
sich nicht auf den kugelförmigen Körper beschränkt , sondern
auch auf Körper von beliebiger Gestalt anwendbar ist .

Vor allem interessiert natürlich den Techniker bei diesen
Betrachtungen der Widerstand , den ein Schiff auf seiner Fahrt
findet . Für ein unterseeisches Boot , das nicht zu nahe
an der Oberfläche schwimmt , könnten für die Bewegung in der
vollkommenen Flüssigkeit ohne Mischbewegung die voraus¬
gehenden Schlüsse ohne weiteres angewendet werden . Bei
einem gewöhnlichen Schiffe, das nur zum Teile im Wasser
schwimmt und sich im übrigen im Luftraume fortbewegt , muß
aber noch eine wichtige Ergänzung hinzutreten . Der Luftwider¬
stand mag dabei übrigens gegenüber dem viel größeren Wider¬
stande des Wassers vernachlässigt werden. Wir gehen wieder
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auf die Bewegung der Kugel in einer vollkommenen Flüssig¬
keit zurück . Die Kugel mag sich in horizontaler Richtung
bewegen ; durch die Z-Achse , die mit der Bewegungsrichtung
zusammenfiel , sei eine horizontale Ebene , etwa die YZ Ebene ,
gelegt . Diese teilt die Kugel und die Flüssigkeit in zwei
symmetrisch zueinander liegende und sich in jeder Hinsicht
genau gleich verhaltende Haften . Es strömt auch niemals
während des Bewegungsvorgangs Flüssigkeit aus der einen
Hälfte in die andere über . Es ändert daher nichts , wenn wir
uns die eine, und zwar die obere Hälfte ganz beseitigt denken .
Wir behalten dann eine Halbkugel , die sich auf der Oberfläche
der Flüssigkeit , mit der sie gerade abschneidet , fortbewegt . Man
kann sich diese Halbkugel etwa als ein Schififsgefäß denken ,
das sich auch noch über die Wasseroberfläche erheben darf,
wenn der Luftwiderstand , den der emporragende Teil findet ,
vernachlässigt werden kann . Es scheint zunächst , als wenn
für den Bewegungswiderstand des an der Oberfläche schwim¬
menden Schiffes dasselbe gelten müßte wie für den Wider¬
stand an der vollständig eingetauchten Kugel .

Man muß aber bedenken , daß der Druck in der Fif -Ebene
veränderlich ist , wie aus Gl. (247 ) hervorgeht . Solange die
Flüssigkeit zusammenhing , war dies gleichgültig , da der Druck
auf beiden Seiten der F /LEbene um gleich viel abnahm .
Wenn sich aber nur auf der einen Seite Wasser und auf der
anderen Luft befindet , deren Druck auf die Wasseroberfläche
überall fast genau denselben Wert hat , kann der Druckunter¬
schied in der FZ -Ebene nicht so weiter bestehen , wie er vor¬
her berechnet war . An den Stellen , wo p nach der früheren
Rechnung seinen größten Wert annahm , also an .den End¬
punkten des in der Bewegungsrichtung gezogenen Durchmessers ,
muß die Wasseroberfläche nach oben hin ausweichen , da ihr
dort kein genügender Gegendruck widersteht und an den End¬
punkten der F-Achse, wo der Druck nach Gl. (249) am kleinsten
wird , senkt sich der Wasserspiegel . Der Bewegungsvorgang
bei einem an der Wasseroberfläche schwimmenden Schiffe ist
aus diesem Grunde recht erheblich von dem bei einem unter -
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seeischen Boote oder bei einem Fische verschieden . Wenn das
Schiff weiterrückt , müssen sich die Hebungen und Senkungen ,
die der Wasserspiegel erfuhr , wieder ausgleichen und hierbei
entsteht eine weitere Bewegung , die sich in Form einer Welle
über die Wasseroberfläche ausbreitet . Ein an der Wasser¬
oberfläche schwimmendes Schiff müßte hiernach
auch selbst in einer vollkommenen Flüssigkeit einen
Bewegungswiderstand finden ; es müßte ihm nämlich
fortwährend Energie zur Neubildung der Oberflächen¬
wellen während der Fahrt zugeführt werden . Die Ober¬
flächenwellen würden bei der seitlich unbegrenzten vollkom¬
menen Flüssigkeit die Energie stetig ins Unendliche hinaus
fortführen .

Die zuletzt gezogenen Schlüsse stimmen nun auch in der
Tat wieder ganz gut mit den Beobachtungen am Wasser über¬
ein. Jedermann kennt die Oberflächen wellen, die ein in der
Fahrt befindliches Schiff hervorruft und man weiß auch , daß
die Kraft der Maschine bei größeren Geschwindigkeiten zum
größten Teile zur Erzeugung dieser Wellen verbraucht wird .
Im übrigen aber müssen wir aus dem Ergebnisse der hier
durchgeführten Untersuchung schließen , daß eine physikalisch
genaue Lösung der gestellten Aufgabe , den Widerstand eines
im Wasser bewegten Körpers zu finden, von vornherein einen
anderen Ansatz erfordert , als er bis jetzt in der Hydrodynamik
üblich ist . Dieser Ansatz wird so gestaltet werden müssen ,
daß darin auf den Einfluß der Mischbewegungen in geeigneter
Weise Rücksicht genommen wird .

§ 54. Strömung in Röhren ; Zähigkeit .
Bei der Strömung des Wassers in Rohrleitungen erfolgt

die Bewegung jedenfalls der Hauptsache nach in geraden Linien
parallel zur Rohrachse . Daneben kann und wird freilich auch
eine „Mischbewegung " einhergehen , die ihrerseits auch den
Hauptvorgang je nach den Umständen mehr oder weniger zu
beeinflussen vermag .

Aus den Beobachtungen ist zu schließen , daß die Flüssig -
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keit unmittelbar an der Rohrwand gegen diese nicht gleitet ,
sondern von ihr festgehalten wird. Das hängt , wie man als¬
bald sehen wird, von den besonderen Gesetzen der Flüssigkeits¬
reibung ab. Wenn nun von dieser ein so wesentlich bestim¬
mender Einfluß ausgeübt wird, folgt daraus, daß man bei der
Theorie der Strömung in Röhren von vornherein auf die ZähiVO O

keit der Flüssigkeiten Rücksicht nehmen muß.
Die Zähigkeit ist eine Eigenschaft, die allen physikalischen

Flüssigkeiten in mehr oder minder hohem Maße zukommt. Sie
äußert sich darin, daß in der strömenden Flüssigkeit Schub¬
spannungen auftreten, die man in diesem Falle auch als innere
Reibungen bezeichnet. Über die Gesetze der inneren Rei¬
bungen hat man sich auf Grund der darüber vorliegenden Er¬
fahrungen die folgenden Vorstellungen gebildet. Man nimmt
an, daß sie — im Gegensatze zur Reibung zwischen festen
Körpern — unabhängig vom Drucke sind, daß sie dagegen
von den Gesehwindigkeitsunterschieden zwischen verschiedenen
Stellen abhängen und proportional mit ihnen wachsen. Außer¬
dem hängen sie von der Art der Flüssigkeit und auch von
ihrer Temperatur ab. Um diesem Umstande Rechnung zu
tragen, führen wir eine Konstante k, den Zähigkeitskoeffi¬
zienten ein, dessen Wert für jede Flüssigkeit bei jeder Tem¬
peratur durch Versuche zu ermitteln ist. Wenn nun die Strö¬
mung innerhalb eines kleinen Bezirks überaU in der Richtung
der if-Achse mit einer Geschwindigkeit v erfolgt, die sich der
Größe nach ändert, wenn man von einem Stromfaden zu einem
benachbarten übergeht, so wird in einem Flächenelemente das
senkrecht zur X-Achse gelegt ist , eine auf die Flächeneinheit
bezogene Schubspannung oder innere Reibung r übertragen,
die man

, - ig (250)

setzt . Auf jener Seite der Schnittfläche, nach der hin v kleiner
ist, geht die Schubspannung in gleicher Richtung mit r, auf
der anderen Seite daher in der entgegengesetzten Richtung.
Sie wirkt also, wie man sagen kann, in solchem Sinne, daß

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 26
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sie die bestehenden Geschwindigkeitsunterschiede auszugleichen
sucht .

Dieser Ansatz rührt schon von Newton her . Er schließt
die Vorstellung in sich, daß in den Grenzflächen zwischen zwei
benachbarten Stromfäden kein Gleiten vorkommen kann , da

sonst und hiermit auch die Schubspannung unendlich groß

würde . Derselbe Ansatz wie für die innere Reibung wird aber
auch für die Berechnung der äußeren Reibung , d. h. für die
Berechnung der Schubspannung an der Grenzfläche zwischen
der Flüssigkeit und einem rauhen Körper (also etwa der Rohr¬
wand) benutzt . Daraus folgt dann, daß auch an dieser Grenz¬
fläche kein Gleiten stattfinden kann , was schon vorher als ein
Ergebnis der Erfahrung angeführt wurde .

Die Folgerungen , die man aus der auf dieser Grundlage
aufgebauten Theorie der zähen Flüssigkeiten gezogen hat r
stimmen recht gut mit der Erfahrung überein , so lange der
Einfluß der Mischbewegungen , auf den dabei keine Rücksicht
genommen ist , mit Recht vernachlässigt werden darf . Was
nun die Mischbewegungen anbetrifft , so ist daran zu erinnern ,
daß sie den Hauptvorgang stets um so mehr beeinflussen , je
größer die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen benachbarten
Stellen werden . In dieser Hinsicht gleichen sie den inneren
Reibungen . Andererseits treten aber im Gegensatze zu den
inneren Reibungen die Mischbewegungen um so mehr hervor ,
je geringer die Zähigkeit ist und außerdem werden sie auch
durch geometrische Bedingungen eingeschränkt . Die an die
Rohrwand grenzende äußerste Flüssigkeitsschicht kann über¬
haupt nicht in einen Austausch mit benachbarten Stromfäden
treten , da sie daran durch die Kontinuitätsbedingung gehindert
wird, nach der an der Rohrwand eine Geschwindigkeitskompo¬
nente senkrecht zur Rohrwand aus geometrischen Gründen aus¬
geschlossen ist . Außerdem wird auch unter sonst gleichen
Umständen die Mischbewegung in einem weiten Rohr mehr
ausmachen , als in einem engen, bei dem sie durch die überall
nahe benachbarten Wände in ihrer Ausbildung gehemmt wird .
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In der Tat haben nun auch die Versuche gelehrt , daß der
Einfluß der Mischbewegungen gering ist und daher yernach -
lässigt werden darf, wenn die Geschwindigkeit der Hauptbewe¬
gung in einem Rohre nicht zu groß ist , und zwar kommt es
dabei ferner noch in Übereinstimmung mit den vorhergehen¬
den Überlegungen auch auf den Rohrdurchmesser und die
Zähigkeit der Flüssigkeit an. Nach den Versuchen von
0 . Reynolds ändert sich die Bewegungsart plötzlich , wenn
die Geschwindigkeit einen gewissen kritischen Wert v über¬
schreitet , der

^ = sä (251)

gesetzt werden kann , wenn man den Rohrdurchmesser mit d
und die auf die Raumeinheit bezogene Masse der Flüssigkeit
mit bezeichnet . Die Konstante K ist , wie aus den Dimen¬
sionen der in der Formel auftretenden Größen hervorgeht , eine
absolute Zahl, die zu 1900 bis 2000 ermittelt ist . Für Wasser

von 15° C ist 7c ungefähr 140 • 10~6̂ | sec, u = Sf- und° m 2 7 “ 9.81 m 4
mit K — 2000 erhält man

= 28 - IO- 4-- - 4 ,sec d '

also z. B. v = 0,28 — für d = lern oder v = 0,0028 — für7 sec 7 sec
c7— 1 m.

Man erkennt daraus , daß die kritische Geschwindigkeit
bei engen Röhren verhältnismäßig groß , bei großen Wasser¬
leitungsröhren aber so klein ist, daß die ohne Berücksichtigung
der Mischbewegungen aufgestellte Theorie für sie ganz ohne
Bedeutung ist . Anders ist es aber freilich bei der Strömung
von zäheren Flüssigkeiten , wie 01, Masut u. dgl.

Für den Fall , daß die Mischbewegung vernach¬
lässigt werden kann , läßt sich die folgende einfache Theorie
der Strömung in einem Rohre aufstellen .

Der Querschnitt des Rohres wird als kreisförmig vorausgesetzt ,
so daß der Symmetrie wegen die Geschwindigkeit nur von dem

26 *
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Abstande von der Rohrachse abhängig ist . In Abb. 71 stelle
der äußere Kreis den inneren Umfang des Rohres im Quer¬

schnitte dar . Wir betrachten die Bewegung
des Wassers innerhalb des durch Schraffierung
hervorgehobenen Kreises von dem beliebigen
Halbmesser x. Die Geschwindigkeit am Um¬
fange dieses Kreises sei gleich v. Wenn x
um dx wächst , ändert sich v um dv. Die¬
sem Geschwindigkeitsgefälle ist die Reibung

an dem Umfange des schraffierten Kreises zwischen den
innerhalb und den außerhalb liegenden Stromfäden propor¬
tional zu setzen . Am Rohrumfange wird das Wasser durch
die Reibung an der Rohrwand festgehalten ; daher wird die
Geschwindigkeit von der Mitte aus mit wachsendem x ab¬
nehmen , d. h. dv ist als negativ zu erwarten . Für die inner¬
halb des schraffierten Kreises liegenden Stromfäden ist die
Reibung daher eine verzögernde Kraft .

Die Wasserbewegung erfolgt nach Voraussetzung gerad¬
linig und daher der Kontinuitätsbedingung wegen auch mit
konstanter Geschwindigkeit . Demnach müssen sich alle von
außen her auf ein beliebig abgegrenztes Volumenelement über¬
tragenen Kräfte im Gleichgewichte miteinander halten . Der
Kreis vom Halbmesser x bilde den Querschnitt eines Wasser -
zylinders , dessen Länge dz sei. Parallel zur Z-Achse, die mit
der Rohrachse zusammenfällt , wirken auf diesen Wasserzylinder
die Reibungen am Umfange verzögernd ein. Ihre Summe ist
gleich

— 2 'nxdz ■h — •dx

Damit Gleichgewicht bestehe , muß zwischen beiden Zylinder¬
grundflächen ein Druckunterschied von derselben Größe auf¬
treten . Da ferner v unabhängig von z ist, folgt , daß auch der
Druckunterschied proportional mit dz ist . Daher ist

dp Po- P, „

X 1'

Abb . 71.
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wenn p0 der Druck im Anfange und p , der Druck am Ende
der Rohrlänge l ist und die Druckabnahme auf die Längen¬
einheit zur Abkürzung mit c bezeichnet wird . Für das Gleich¬
gewicht der Kraftkomponenten im Sinne der Achse erhalten
wir hiernach die Bedingungsgleichung

cdz ■%xi = — 2nxdz ■k—dx
oder kürzer

dx 2 k

Durch Integration folgt daraus

d V C / ci m' c%\
ÖT* - (2o2)

v ^ C - ^ x*. (253)

Die Integrationskonstante C ist aus der Grenzbedingung am
Rohrumfange zu ermitteln , nach der v = 0 wird für X = r .
Damit folgt

und hiermit
<1) = ik

Trägt man in jedem Punkte eines Durchmessers die
zugehörige Geschwindigkeit v in einem passenden Maß¬
stabe rechtwinklig ab , so erhält man als Geschwindig -
keitsyerteilungsdiagramm einen Parabelbogen .

Die durch jeden Querschnitt der Röhre in der Zeiteinheit
fließende Wassermenge sei mit Q bezeichnet . Man findet Q,
indem man jedes Flächenelement des Querschnitts mit der zu¬
gehörigen Geschwindigkeit multipliziert und hierauf über den
ganzen Querschnitt integriert . Man hat daher

r r

Q = Jv2nxdx = ‘'*~ J *(r x̂ — x3) dx = ^ eri . (255)

Unter der mittleren Geschwindigkeit vm der Strömung
versteht man jene Geschwindigkeit , die allen Stromfäden zu¬
kommen müßte , wenn sie bei allen gleich groß sein und die-
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selbe Flüssigkeitsmenge Q durch den Querschnitt führen sollte .
Man hat daher

»„ - J -. - S - (256)

Die Geschwindigkeit in der Mitte ist daher doppelt so
groß als die mittlere Geschwindigkeit .

Man verwendet diese Formeln gewöhnlich entweder , um
bei gegebenem lc den Druckhöhenverlust c für die Längenein¬
heit zu berechnen , der erforderlich ist, um eine verlangte Flüssig¬
keitsmenge Q durch die Röhre zu treiben , oder um k aus den
übrigen Werten , die bei einem Versuche direkt beobachtet sind,
zu ermitteln . Durch Auflösen nach c findet man aus Gl. (256)

P„ — p 8 fci>
c = V = ^ (25?)

d. h. das Druckgefäll wird hiernach proportional der
ersten Potenz der Geschwindigkeit und umgekehrt
proportional der zweiten Potenz der Rohrweite ge¬
funden .

Bei den zuerst von Poiseuille angestellten und später
sehr oft wiederholten Versuchen über die Strömung von Flüssig¬
keiten in engen Röhren treffen diese Folgerungen sehr gut zu.
Hierin ist die wichtigste Bestätigung für die Zulässigkeit des
gewählten Ansatzes zu erblicken . Oberhalb der kritischen
Geschwindigkeit erfolgt aber die Bewegung nach ganz anderen
Gesetzen. Die Erfahrung lehrt nämlich , daß in diesem Falle
das Druckgefäll c ungefähr proportional der zweiten Potenz
der Geschwindigkeit und umgekehrt proportional der ersten
Potenz des Rohrdurchmessers gesetzt werden kann . Der Zähig¬
keitskoeffizient 7c scheint nur insofern von Bedeutung zu sein,
als der Wert der kritischen Geschwindigkeit von ihm abhängt ,
während er, falls diese einmal überschritten ist , keinen wesent¬
lich bestimmenden Einfluß auf den Bewegungsvorgang mehr
zu haben scheint . Bei Wasserleitungen ist der Druckhöhen¬
verlust für eine Röhrenlänge , die etwa das 40- bis 50-fache
des Rohrdurchmessers beträgt , so groß wie der Druck , der
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erforderlich ist , um dem Wasser beim Ausströmen aus dem
Gefäße in die freie Luft die Geschwindigkeit vm zu erteilen .
Die Beobachtungen lehren ferner , daß die Geschwindigkeit v
im mittleren Teile des Rohres nahezu konstant ist und erst
in der Nähe der Wand einen starken Abfall bis auf den Wert
Null an der Rohrwand erfährt .

Eine befriedigende Theorie dieses Strömungsvorgangs be¬
sitzt man bis jetzt nicht . Nur so viel ist klar , daß man, um
zu ihr zu gelangen , jedenfalls auf die Mischbewegungen Rück¬
sicht nehmen muß . Diese bewirken , daß der Flüssigkeitszylinder ,
dessen Gleichgewicht wir vorher betrachteten , außer durch die
Reibung auch noch durch den Austausch mit den außerhalb
liegenden und langsamer fließenden Wassermassen eine Ver¬
zögerung erfährt . Die Schwierigkeit besteht nur darin , einen
geeigneten Ansatz für diese verzögernde Kraft ausfindig zu

machen . Jedenfalls wird darin das Geschwindigkeitsgefäll ^
und die Masse der Flüssigkeit als Faktor vorkommen müssen ,
außerdem aber auch noch die Geschwindigkeit , mit der sich
der Austausch der Wassermassen vollzieht . Für diese fehlt es
aber zunächst an jedem Anhalte . Wenn es sich ausschließlich
um die Erklärung des einen Vorgangs der Strömung in Röhren
handelte , könnte man z. B. an Stelle von Gl. (252)

setzen, worin der durch die Mischbewegungen hervorgebrachten
Verzögerung durch das zweite Glied der linken Seite Rech¬
nung getragen werden soll .

Die Integration der Gleichung mit Berücksichtigung der
Grenzbedingungen liefert nach Auflösung für das Druckgefäll c

wenn die Geschwindigkeit in der Rohrmitte mit v0 bezeichnet
wird . Die Konstante f hat die Dimension einer absoluten
Zahl , die für verschiedene Flüssigkeiten verschieden sein kann .

&j— b tfi rvrtr . ' 31 (258)

(259)
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Bei kleinem v0 und kleinem r überwiegt das erste Glied der
Gleichung , das dem Poiseuilleschen Strömungsgesetze entspricht ,
während es im entgegengesetzten Falle auf das zweite Glied
ankommt , das mit den Beobachtungen an weiten Wasser¬
leitungsröhren in Übereinstimmung steht .

Dieser einfache Ansatz kann aber nicht als eine Lösung
der Frage betrachtet werden . Erst wenn er sich auf alle
anderen Fälle der Wasserhewegung sinngemäß übertragen
ließe und dort ebenfalls zu einer Übereinstimmung mit der
Erfahrung führte , könnte ein Ansatz von dieser Art als eine
befriedigende Lösung bezeichnet werden . Einige Bemühungen ,
die ich in dieser Richtung machte , haben mich nicht zu dem
gewünschten Erfolge geführt ; das schließt aber nicht aus, daß
doch noch ein allen berechtigten Ansprüchen genügender An¬
satz gefunden werden könnte .



Zusammenstellung der wichtigsten Formeln.

Erster Abschnitt .

Dynamik des materieUen Punktes .
Seite

V ^ r = ^ V )wB - r (2) 5

allgemeinste Aussage des Flächensatzes für den materiellen
Punkt ; m — Masse , U= Geschwindigkeit , = äußere Kraft
an m , r der von einem festen aber beliebig gewählten
Momentenpunkt gezogene Radiusvektor oder Hebelarm , V !Pr
das statische Moment von ip , mö die Bewegungsgröße des
Punktes , Vw ?t>• r deren statisches Moment oder der Drall .

Yz — Zy = — m v3y) , (4) 7

Flächensatz für die A - Achse als Momentenachse ; XYZ
die Komponenten von Iß; xyz die von r .

0 , (8) 15sydZ
«/

Bedingung dafür , daß ein Kraftfeld wirbelfrei ist ; die In¬
tegration ist über eine geschlossene Kurve zu erstrecken .

A

VA = V0 - syd8 , ( 10) 18o

Definitionsgleichung für das Potential VA im Punkte M;
0 Anfangspunkt , V0 bleibt wiRkürlich .

(i3) -
1P= — V F , ( 14) 22

Ableitung der Kraft des Feldes aus dem Potentiale V .
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Seite

^ + 4 = ^ + 4 , (15) 26
die Summe aus der potentiellen Energie V und der kinetischen

Energie L bleibt während der Bewegung im Kraftfelde
konstant .

d *x __
m ^ = — cx , ■ (16) 29

Differentialgleichung der geradlinigen harmonischen
Schwingung , c ein die Intensität des Feldes beschreiben¬
der Proportionalitätsfaktor .

x = Asmut -\- Beosut , (17) 29

“- VI ,<18) 2»
Lösung der Gleichung (16) , A und B Integrationskonstanten ,

die von den Anfangsbedingungen abhängen .

= (20) 31

Formel für die Schwingungsdauer der harmonischen
Schwingung .

r = öo]/ “ ' sin / ] / ^ - + ttcosü ] / ^ -, (21) 32

r der Radiusvektor bei der elliptischen harmonischen
Schwingung zur Zeit t, 0o Anfangsgeschwindigkeit , a An¬
fangswert von r .

&S - ~ c(p (22) 36
Differentialgleichung für die Torsionsschwingungen , cp Drehungs¬

winkel , & Trägheitsmoment der schwingenden Masse;

1 = 2* }/ ® (23) 36
Formel für die Schwingungsdauer der Drehschwingungen .

T1= 2 tf ] / /n ^ !; 1\ = 2 * (35)
T, und die Schwingungsdauern der beiden sich übereinander

lagernden einfachen harmonischen Schwingungen von zwei
Massen , die eine symmetrische Belastung eines Balkens
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bilden ; die f sind die zugehörigen Biegungspfeile , g die Be - Seite
schleunigung der Schwere .

(36 ) 45

Differentialgleichung für die gedämpfte geradlinige Schwin¬
gung , h der Dämpfungsfaktor .

_ k

a; = | t e 2̂ ' (ey<_ e- r <) (38 ) 47

Lösung der Differentialgleichung für den Fall der aperiodischen
Bewegung , y zur Abkürzung für den konstanten Wert

V 4m 2 m

Die Bewegung wird periodisch , wenn y = iy ' imaginär wird ;
61. (38 ) geht dann über in

x = ~ r e 2m siny ' ^ . (39 ) 48

T = 2-? = , (40 ) 49
7 yimc — k*

Formel für die Schwingungsdauer der gedämpften harmonischen
Schwingung .

- lg «„+] = l/ d (44 ) 51y4mc—A'2 4m
Formel für das logarithmische Dekrement zweier aufein¬

ander folgenden Ausschläge an und an+ l .

a „ +i = an - ‘2 e (51 ) 55

Formel für die Abnahme der Schwingungsausschläge bei einer
Dämpfung durch gewöhnliche Reibung , e eine Konstante .

m in * 4- ca; ^ = -P sin >7£, (52 ) 61

Differentialgleichung für die erzwungenen Schwingungen ,
P der größte Betrag der die Schwingungen anregenden
periodisch veränderlichen Kraft , rj ein Faktor , der von deren
Periode abhängt .
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Seite
(54) 63

(p Phasenverschiebungswinkel .

(7 = - 7 -r l— :— , (55) 63
cos cp(c — m?]z) k'ri smcp ’ ' ^

C die Amplitude der erzwungenen Schwingungen im Be¬
harrungszustande .

T = 2« ] / i . , (64) 79

Näherungsformel für die volle Schwingungsdauer eines
einfachen Pendels von der Länge l.

( 72 ) 88

genaue Formel für das einfache Pendel , a Schwingungs¬
amplitude , F das Funktionszeichen für das elliptische Inte¬
gral erster Gattung .
(Eine abgekürzte Tabelle für die Werte von F findet sich auf S. 83.)

9

genauere Näherungsformel für das einfache Pendel .

T = 2Jr]/ l r , (76) 88
T Dauer der Schwingungen auf der Zykloide .

Zweiter Abschnitt .
Dynamik des Punkthaufens .

(89) 124

■£> Trägheitskraft , die an jedem materiellen Punkte anzu¬
bringen ist , um ein Gleichgewichtssystem von Kräften her¬
zustellen (d’Alembert ).

(91) 126

Aussage des d’Alembertschen Prinzips in Verbindung mit



Zusammenstellung der wichtigsten Formeln . 413

dem Prinzipe der virtuellen Geschwindigkeiten , Öi virtuelle Selte
Verschiebungen .

— ® ^ = össinqo , (94) 135

Differentialgleichung für die Schwingungen des physischen
Pendels , © Trägheitsmoment für die Schwingungsachse ,
cp Ausschlag , Q Gewicht , s Schwerpunktsabstand von der
Schwingungsachse .

1= 1®, (96) 136
l reduzierte Pendellänge .

• r = AVipr oder = (102) und (103) 139

Aussage des Flächensatzes für den Punkthaufen ; gilt
für jeden beliebigen Momentenpunkt .

Afffrcosa = 0 und Z'Jfr sin a = 0 , (106) 159
2JMracoscc = 0 und Z!Mraainu = 0 , (107) 199

Bedingungsgleichungen für den Schlickschen Massenaus¬
gleich erster Ordnung bei Schiffsmaschinen , M die
hin und her gehenden Massen, r die Kurbelhalbmesser , a die
Winkel zwischen den folgenden Kurbeln und der ersten und
a die Abstände der Kurbelmechanismen von dem ersten .

Dritter Abschnitt .

Dynamik des starren Körpers .

L = \ u \ & x + \ K®y + \ Ul® , - ,( H 5 ) 169

L lebendige Kraft des um eine Schwerpunktsachse rotierenden
starren Körpers , m1m2m3 die Winkelgeschwindigkeitskompo¬
nenten für die Trägheitshauptachsen , die & die zugehörigen
Trägheitsmomente .

& = ö *cos2« + SyCos ß̂ + &zco8~y . (HO) 169
& Trägheitsmoment für eine Achse, die mit den Hauptachsen

die Winkel aßy einschließt .
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( 118 )

Rechengesetz der Vektoralgebra , beliebige Vektoren .
© = u • Ernt *— Ernt ■ur (H9 )

Formel für den Drall © eines mit der Winkelgeschwindigkeit
U rotierenden Körpers .

® i M2@ä, + (121)
andere Formel für den Drall .

B ' = u &. (123)
B ' Drall für die Drehachse selbst .

ud© = ©du = 0 (125)
gibt den Zusammenhang zwischen © und u in Form einer

Differentialbeziehung an.

ft = (126)
Aussage des Flächensatzes für den starren Körper , an dem das

Kräftepaar vom Momente ft angreift .

0 ft = * (126)
folgt aus dem Vorigen für den Fall , daß ft in die Richtung

einer freien Achse fällt .
du , ©„ — 0 .
dt - l,*lt> (->,

du 9 0 , — 0 .
0- -

du. ©„— 0,
lf = Ul U2

(134)

dt 1 ©3
Gleichungen von Euler ; gelten für einen freien starren

Körper und geben die Veränderlichkeit von u mit der Zeit
relativ zum Körper selbst an.

u2= Asm yu ^ Beos yu ^ , (168)
Lösung der Eulerschen Gleichungen für den Fall ©2 = 0 3;

A und B Integrationskonstanten , y zur Abkürzung ein¬

geführt für @i _ 0ä 0i _ 0s
? 0, 0,

Seite
170

172

173

175

178

185

186

198

199
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9 /Q Seit©

T = ^ % 7y (139) 199
T Umlaufszeit der Nutationsbewegung .

V/ 3 = »//,« (146) 212
spricht den Satz von der Gegenseitigkeit der Stoßgeschwindig¬

keiten für den starren Körper aus.

Verl = 1^ + 4 , (150) 219
Satz von Carnot über den Verlust an lebendiger Kraft beim

Stoße starrer Körper .

T = 2jt us ° - ( 154 ) 230

T Umlaufzeit der Kreiselachse um die Lotlinie bei der pseudo¬
regulären Präzession des Kreisels , Q Gewicht , s Schwerpunkts¬
abstand vom festen Punkte , u Winkelgeschwindigkeit , ©Träg¬
heitsmoment .

©*Väh ©i ^ + sVDäh = o , (162) 237

Hauptgleichung der strengen Theorie der Kreiselbewegung für
den schweren symmetrischen Kreisel , Einheitsvektor in
der Richtung der Kreiselachse , die konstant bleibende
Winkelgeschwindigkeitskomponente in der Richtung von 0, ;
©j Trägheitsmoment für die Kreiselachse , 0 2 für eine senk¬
recht dazu stehende Achse .

W = — ««.e. (167>3“
w Winkelgeschwindigkeit der regulären Präzession ; ax Ko¬
sinus des Winkels zwischen Kreiselachse und Lotrichtung .

K = u &w. (1^0) 245
K Drehmoment , das bei der Drehung eines mit der Winkel¬

geschwindigkeit u rotierenden Schwungrads aus der Schwung¬
radebene mit der Winkelgeschwindigkeit w auftritt .

i * Mi * Ma \ « » ost»= —: m, = , . ws = „ . ,a• ( l ' l ) 258

Formeln für den Ersatz eines starren Körpers durch zwei
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Punkte von den Massen »?1 und mi und den Schwerpunkts - Selte
abständen at und a2 hei der ebenen Bewegung ; 71/ Masse
des starren Körpers , i sein Trägheitshalbmesser .

Vierter Abschnitt .
Schwingungen elastischer Körper .

= ( 172 ) 36 *

Differentialgleichung für die Schwingungen eines Stabes
mit gleichförmig verteilter Masse , p, Masse für die
Längeneinheit , y Durchsenkung an der Stelle x zur Zeit t,
E Elastizitätsmodul , 0 Trägheitsmoment des Querschnitts .

. . nx ■ , n *-l / E0 / -irreN t.««
?/ = A sm — sint J/ (l ^o)

Lösung der vorigen Gleichung für den Pall der Grund¬
schwingungen , l die Länge des Stabs .

r - T - vVi%. (176) 269
T Dauer einer vollen Grundschwingung des auf zwei Stützen

ruhenden Stabs .

T = 1,787 ( 182 ) 270

tritt an die Stelle der vorigen Formel , wenn der Stab am einen
Ende eingespannt , am anderen Ende frei ist .

r == 0,281 ]/ ^ , (186) 274
dasselbe für die Biegungsschwingungen von Schiffen .

Nk= 300 ] / ? • (201) 300
TV kritische Tourenzahl einer schnell umlaufenden schwan¬

ken Welle , Q das Gewicht des Rades , P die Kraft , die
erforderlich ist , um die Welle um 1 cm durchzubiegen .

jtr 2= lu ,. (202) 307
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Hauptbedingung für die Konstruktion der Modelle von Ma - Seite
schinen , n Verhältnis der Kräfte , r der Zeiten , Ader Längen
und p der Massen.

Fünfter Abschnitt .
Die Relativbewegung .

" - S +S +2VS», w .«
Satz von Coriolis ; 8 der Radiusvektor des beweglichen Punktes

von einem festen Anfangspunkte im absoluten Raume , p der
Radiusvektor nach dem Punkte des Fahrzeugs , mit dem der
bewegliche Punkt gerade zusammenfällt , vom gleichen An¬
fangspunkte aus gerechnet , r der Radiusvektor des beweg¬
lichen Punktes von einem Anfangspunkte , der mit dem Fahr¬
zeug fest verbunden ist , und u die Winkelgeschwindigkeit
des Fahrzeugs .

m = '-P + f>— 2mVdu , (211 ) 350

$) die „erste Zusatzkraft " der Relativbewegung , das folgende
Glied gibt die „ zweite Zusatzkraft " an ; darin ist ö die
Relativgeschwindigkeit des bewegten Punktes gegen das
Fahrzeug .

g = B - 2Vöu , (213 ) 351

Differentialgleichung für die Fallbewegung mit Berück¬
sichtigung der Erddrehung . B Beschleunigung der
Schwere , als gerichtete Größe aufgefaßt .

* = 8y - jV0U , (214 ) 352

näherungsweise gültiges Integral der vorigen Gleichung .

Sechster Abschnitt .
Hydrodynamik .

ji + P; + P(221>8,8
Kontinuitätsbedingung für die unzusammendrückbare

Föppl , Dynamik . 3. Aufl . 27
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Flüssigkeit , v1v2v3 Geschwindigkeitskomponenten nach den Selte
Achsenrichtungen .

? t = §i + (BV ) - D (224 ) 375

zeigt , wie sich die Beschleunigung aus der Veränderung am
gleichen Orte und aus der durch die Verschiebung selbst
bedingten Änderung von U zusammensetzt .

/ dvl . dv, . dvt . dv, \+1'' s +'’>8i+'*w)
(228 ) 378

Hydrodynamische Gleichung von Euler für die Richtung ,
fi bezogene Masse , p Druck , X YX Komponenten der äußeren
Massenkraft , die zum Potentiale V gehört .

o

sudS = 0 , (280 ) 379
ü

Bedingung für die wirbelfreie Bewegung ; das Integral er¬
streckt sich auf eine beliebige geschlossene Kurve

1,1= gäi ’ dy > vs = ~dH’ ^ ^ 5

& Geschwindigkeitspotential , nur für wirbelfreie Bewegung
verwendbar .

- = 1 © - t : )+ i © - S ) + 1 (Ü - m 385

lu der Wirbelvektor .

ID= curl ö (286 ) 387

abgekürzte Wiedergabe der vorigen Gleichung .

ö +P +w =o (23?) 387
M ontinuitätsbedingung für die wirbelfreie Bewegung .
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! #iü a + V + p *= C, (242 ) 389

allgemeines Integral der Eulerschen Gleichungen für
die stationäre wirbelfreie Bewegung , C eine Konstante , die
sowohl von der Zeit als vom Orte unabhängig ist .

$ = a * (2$ + l ) , (243 ) 392

Geschwindigkeitspotential für die Strömung um eine Kugel ,
q der Kugelhalbmesser , r die Entfernung vom Kugelmittel¬
punkt , a Geschwindigkeit der Strömung in großer Entfer¬
nung von der Kugel (parallel zur if-Achse).

(251) 403

Formel von Reynolds für die kritische Geschwindigkeit
v der Strömung in Röhren , h Zähigkeitskoeffizient , K eine
Konstante , die zu 1900 bis 2000 ermittelt ist, u bezogene
Masse, d Rohrdurchmesser .

p„ — p Skv
c = T = -r , m (257) 40«

Poiseuillesches Gesetz für die Strömung in Röhren unterhalb
der kritischen Geschwindigkeit , c Druckabfall für die Längen¬
einheit , vm mittlere Geschwindigkeit der Strömung , r Rohr¬
halbmesser .

7 dv . ^ dv c / o - o \
k di + ^ rV di - - 2 X> • (208 ) 407

einfacher Ansatz zur Berücksichtigung der Mischbewegung bei
der Strömung in Röhren , £ ein Zahlenkoeffizient .
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