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250

Vorwort zur dritten Auflage.

Im Jahre 1899 ist die erste Auflage dieses Bandes er-
schienen und im Jahre 1901 die zweite. Mit den anderen
Biinden des ganzen Werkes, die eine griBere Verbreitung fanden,
hat der Absatz dieses Bandes nicht ganz gleichen Schritt zu
halten vermocht. Ich habe geglaubt, daraus den SchluB ziehen
zu miissen, daB der Inhalt dieses Bandes in seiner fritheren
Gestalt seinem Zwecke weniger gut entsprochen hat, als bei
den anderen Biinden. Deshalb habe ich mich fiir die Neu-
auflage zu einer vollstindigen Umarbeitung entschlossen.

Kaum die Hilfte von dem Inhalte der zweiten Auflage
ist mit geringen Anderungen auch wieder in die Neuauflage
iibernommen worden. Dagegen ist anderenteils vieles neu zu-
gefiigt worden, was mir zur besseren Ausgestaltung des be-
handelten Lehrstoffes notwendig erschien. Immerhin iiber-
wiegen aber dem Umfange nach die Streichungen; die Seitenzahl
hat sich daher gegen friither erheblich vermindert. Auch die
Vorreden zu den beiden ersten Auflagen lasse ich, um an
Raum zu sparen, nicht wieder abdrucken

Der erste Abschnitt hat sich gegen frither am wenigsten
veriindert. In ihm hat die Lehre von den Schwingungen starke
Erweiterungen erfahren, wihrend die Planetenbewegung ge-
strichen wurde. Den friiheren zweiten Abschnitt habe ich jetzt
in drei Abschnitte zerlegt mit vielen Erweiterungen und Zu-
satzen. Die dahin gehirige Dynamik des starren Kérpers und
insbesondere die Kreiseltheorie habe ich vollstindig umgearbeitet.
Auch der frithere dritte Abschnitt hat viele Anderungen er-
fahren; zur besseren Erliuterung der vorgetragenen Lehren habe
ich ihm auch einige Aufgaben neu zugefiigt. Der ehemalige
vierte Abschnitt ist bis auf die an anderer Stelle untergebrachte
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v Vorwort zur dritten Auflage.

Lehre von der mechanisehen Ahnlichkeit ganz weggefallen und
der fiinfte Abschnitt, der die Hydrodynamik behandelte, wurde
auf einen viel engeren Raum zusammengedringt, wobei jedoch
auch hier auf eine bessere Hervorhebung der grundlegenden
Betrachtungen Bedacht genommen wurde.

Aus dieser gedriingten Ubersicht erkennt man schon, daB
diese Neuauflage zum groBen Teile ein ganz neues Buch dar-
stellt, das die friihere Auflage nicht vollstindig zu ersetzen
vermag. Denn viele Dinge, die frither eine ausfiihrliche Be-
sprechung gefunden hatten, sind jetzt ohne jeden Krsatz weg-
gefallen, wihrend der Rest allerdings, der beibehalten wurde,
betrichtlich erweitert und, wie ich annehmen darf, auch ver-
bessert wurde. Wer sich daran gewohnt hat, bei schwierigen
Fragen Rat in meinem Lehrbuch zu suchen, wird nun freilich
zuweilen gendtigt sein, auch ferner noch auf die iiltere Auf-
lage zuriickzugreifen. Erst wenn der in Vorbereitung befind-
liche sechste Band des ganzen Werkes erschienen ist, wird
dies nicht mehr nétig sein, da in ithm die jetzt fortgefallenen
Gregenstiinde eine ausfiihrliche Darstellung finden sollen.

Auch in seiner neuen Gestalt wird das Buch ohne Zweifel
den Anhiéingern einer Richtung, zu der inshesondere die Herren
Weingarten und Heun gehoren, AnlaB genug zu Beanstan-
dungen und zu Tadel geben. Das muB ich hinnehmen. Ein
Lehrbuch der Technischen Mechanik, das praktisch brauchbar
sein soll, muB auf den Beifall dieser Herren von vornherein
verzichten. Um so mehr aber hoffe ich, daB es mir gelungen
sein mdge, durch die Neubearbeitung ein' Lehrbuch zu schaffen,
das den berechtigten Anforderungen der Technik besser als
das friihere entspricht.

Miinchen, im August 1908.
A. Foppl
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Erster Abschnitt.

Dynamik des materiellen Punktes.

§ 1. Einleitung.

Die einfachsten Lehren der Dynamik sind schon im ersten
Bande dieses Werkes zugleich mit denen der Statik besprochen
worden. Sie bilden die Grundlage, auf der wir hier weiter zu
arbeiten haben. Und zwar soll in diesem Bande einerseits das
theoretische Riistzeug ergiinzt werden, das sich zur Lésung von
Aufgaben aus der Dynamik eignet und andererseits soll dessen
Handhabung an einer Reihe von Untersuchungen gelehrt werden,
die schon an sich von erheblicher Bedeutung fiir die Technik sind.

Die Riicksicht auf den zulissigen Umfang dieses Bandes
verbietet es von vornherein, in ihm einen annihernd vollstéin-
digen Abrif der ganzen Wissenschaft der Dynamik geben zu
wollen. Selbst jene Teile dieser Wissenschaft, die fiir ein Lehr-
buch der technischen Mechanik hauptsichlich in Betracht
kommen, konnen hier nicht vollstindig besprochen werden.
Deshalb beabsichtige ich, zur Erginzung dieses Bandes spiiter
noch einen sechsten Band des ganzen Werkes folgen zu lassen,
der es dann méoglich machen wird, die Dynamik in dem ganzen
fiir den Ingenieur wilnschenswerten Umfange vollstindig zum
AbSchlusse zu bringen.

Indessen wird man auch mit dem Stoffe, der in diesem
Bande behandelt ist, schon ziemlich weit reichen und iiber die
meisten zur Dynamik gehirigen Fragen, die in der Technik
eine wichtige Rolle spielen, ausreichende Belehrung darin finden
konnen. Uberhaupt méchte ich hervorheben, daB gerade die
einfacheren Lehren der Dynamik zugleich auch als die fiir die

praktische Anwendung besonders wichtigen anzusehen sind.
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 1



2 Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes.

Das gilt auch schon von den im ersten Bande behandelten
grundlegenden Sitzen, mit denen man sich daher vor allem
miglichst gut vertraut gemacht haben mufl, ehe man mit Aus-
sicht auf Erfolg an das Studium der hier vorzutragenden Lehren
herantreten kann. Wegen dieser Vorbedingung wird es gut
sein, wenn ich hier zunichst noch einmal eine kurze Zusammen-
stellung der von frither her bhekannten Sitze gebe, auf die ich
mich in diesem Abschnitte hauptsichlich stiitzen mufl. Wenn
der Leser finden sollte, daBl ihm von diesen Sitzen irgend etwas
noch nicht ganz klar geworden ist, kann ich ihm nur dringend
raten, die betreffenden Ausfilhrungen des ersten Bandes nach-
zusehen. Dort ist alles ausfiihrlich genug besprochen, um jeden
Zweifel heben zu konnen.

In erster Linie steht hier das Triigheitsgesetz, das in der

Form
dp

=0 fir $=0

angeschrieben werden kann, wenn b die Geschwindigkeit eines
materiellen Punktes, $ die etwa an ihm angreifende #uBere
Kraft bedeutet. Hieran schliebt sich unmittelbar die dyna-
mische Grundgleichung in einer der Formen
dn d*g

P=mb=m 3 = Mg
wobei m die Masse, § die gerichtete Entfernung des materiellen
Punktes von einem festen Anfangspunkte, b die Beschleunigung
ist. Bei Zerlegung in Komponenten wird daraus
d*y d*z

. d*x ,
;X.:?n’d't'g, Y=ma—t,—, Z=mm—2-
Dann kommt das Parallelogrammgesetz in der Form .

h=29,
wenn R die Resultierende der P ist, das sich ebenfalls wieder
in Komponentengleichungen zerlegen lifit. Ferner sind zu er-
withnen die wichtigen Begriffe der Arbeit 4 und des statischen
Momentes M einer Kraft

A=9Ps und M=V9Pr,



§ 1. Einleitung. 3

von denen A als das innere Produkt des Weges 8 mit der
Kraft P und M als das duBere Produkt aus Kraft und Hebel-
arm t dargestellt wurde. Die eigentliche Bedeutung dieser Be-
griffe fiir die Mechanik liegt in der Giiltigkeit der geometrischen
Multiplikationssitze

s —2Ps und Vor—=VPr
unter der Voraussetzung it = ZP.

Wenn die P und R Kriifte sind und 8 einen virtuellen
Weg bedeutet, spricht die erste Gleichung das Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten fiir den einzelnen materiellen-
Punkt und die zweite den Momentensatz in bezug auf einen
beliebig gewiihlten Momentenpunkt aus. Die in diesem vor-
kommenden Momente sind gerichtete Gréfen und das Summen-
zeichen schreibt eine geometrische Summierung vor. Pro-
jiziert man dagegen alle Glieder der Gleichung auf eine durch
den Momentenpunkt gehende, beliebig gerichtete Achse, so er-
hilt man die Momente der Kriifte in bezug auf diese Achse
und die Gleichung geht in die Momentengleichung fiir diese
Achse als Momentenachse iiber. Die geometrische Summierung
vereinfacht sich dabei zu einer algebraischen. Wie man die
Momente von Kriiften in bezug auf eine Achse am einfachsten
bilden kann, ist frither ausfiihrlich besprochen worden.

Schlieflich erinnere ich noch an den Satz vom Antriebe
und an den Satz von der lebendigen Kraft. Der erste folgte
aus der dynamischen Grundgleichung durch eine Integration
nach der Zeit in der Form

f$dt=mll— ma,

und der andere wird durch eine Verbindung der dynamischen
Grundgleichung

db
$ = M —Cﬁ
mit der Gleichung ds — pdt

gewonnen, indem nach Multiplikation beider Gleichungen mit

einander o
Pds = mvdp = md-

1*



4 Erster Abschnitt. ﬁynamjk des materiellen Punktes.

entsteht, woraus durch Integration

% mp:  mp,*
LR

oder, wenn 8 geradlinig und ¥ konstant ist,

folgt. — Fiirs erste geniigt es, diese Sitze in die Erinnerung
zuriickzurufen. In den folgenden Abschnitten treten dann noch
besonders die Lehre von der Bewegung des starren Korpers
und der Kriftezusammensetzung an ihm und die Lehre vom
Schwerpunkte hinzu.

§ 2. Der Flichensatz.

An allgemeiner Bedeutung und vielfacher Verwendbarkeit
steht den vorher von neuem angefiihrten Siitzen der Flichen-
satz, zu dessen Ableitung ich jetzt tibergehen will, kaum nach.
Er ist auch an sich einfach und leichtverstindlich genug, so
daB er recht wohl mit unter die ersten Elemente hitte auf-
genommen werden konnen. Das ist aber nicht iiblich und ich
habe es ebenfalls nicht getan, weil dieser Satz nur von be-
schrinktem Nutzen fiir die Dynamik eines einzelnen materiellen
Punktes ist und seine volle Bedeutung erst bei der Dynamik
der starren Korper und der Punkthaufen hervortritt, also bei
Untersuchungen, die erst in diesem Bande ausfithrlicher dar-
gestellt werden konnen. Dagegen muB ich den Satz jetzt
schon in diesem Abschnitte, in dem er noch wenig Verwendung
finden wird, zur Sprache bringen, um damit die spiteren Unter-
suchungen hieriiber auf eine feste Grundlage zu stellen.

Auch der Flichensatz geht aus einer einfachen Umformung
der dynamischen Grundgleichung hervor und er reiht sich
damit eng an die beiden vorher erwihnten Sitze vom Antriebe
und von der lebendigen Kraft an. Man denke sich niimlich
einen festen Anfangspunkt gewiihlt, von dem aus ein Radius-
vektor r nach dem bewegten materiellen Punkte gezogen wird.
Dann ist r mit der Zeit veriinderlich und man hat fir die

Geschwindigkeit v dr
b=



§ 2. Der Flichensatz. b

Erfolgt nun die Bewegung des materiellen Punktes unter dem
Einflusse der Kraft P, so ist nach der dynamischen Grund-
gleichung

ap
*’—mai'

Beide Seiten dieser Gleichung seien mit dem Radiusvektor r,
den wir in diesem Zusammenhange auch als einen Hebelarm
bezeichnen konnen, auf #uBere Art multipliziert. Wir er-

halten dann
‘] dn
mr=mv-('{£f. (1)

Es bedarf jetzt nur noch einer kleinen Umformung der
rechten Seite dieser Gleichung, um zum Flichensatze zu ge-
langen. Bildet man nimlich auBerdem das iuBere Produkt,
aus md und v, also mit anderen Worten das statische Moment
der BewegungsgriBe und bestimmt dessen Anderung in der
Zeit, differentiiert es also nach ¢, so findet man

AR A R A

Fiir das letzte Glied auf der rechten Seite kann man aber

dr
wegen B = —- auch

- Vo - v
schreiben, und dies wird zu Null, weil beide Faktoren des
duberen Produkts gleich gerichtet sind, also keine #uBeren
Komponenten zueinander besitzen. Die vorausgehende Glei-
chung vereinfacht sich daher zu

%an~r= i:-t— dal;t,
indem der richtungslose Faktor m auch vor das Zeichen V
gestellt werden darf Hiermit sind wir aber genau zu dem
Ausdrucke gelangt, der auf der rechten Seite von Gl (1) stand.
Es ist damit bewiesen, daB man diese Gleichung auch durch
die mit ihr identische

V‘-Br=dithu-r (2)

ersetzen kann, und diese Gleichung spricht bereits den Flichen-
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satz fiir den einzelnen materiellen Punkt in seiner allgemeinsten
Form aus. Es ist auch leicht, die Formel in Worten wieder-
zugeben, denn die in der Gleichung vorkommenden Ausdriicke
haben schon frither bestimmte Bezeichnungen erhalten. Links
steht das statische Moment der Kraft %, die die Anderung
der Geschwindigkeit oder der BewegungsgriBe mb -hervor-
bringt und rechts steht die zeitliche Anderung des statischen
Moments dieser BewegungsgriBe, bezogen auf denselben Mo-
mentenpunkt. Wihrend also nach der dynamischen Grund-
gleichung einfach die Kraft P der zeitlichen Anderung der
Bewegungsgrille gleich gesetzt wird, spricht der Flichensatz
aus, dall eine solche Gleichung auch zwischen den statischen
Momenten von beiden erfiillt ist. Man kann daher sagen, daB
der Flichensatz aus der Verbindung der dynamischen Grund-
gleichung mit dem Momentenbegriffe hervorgeht.

Die ausfiihrliche Bezeichnung ,statisches Moment der Be-
wegungsgroBe“ fiir das dufere Produkt aus md und v, mit
dem wir uns in der Folge noch sehr hiiufig zu befassen haben
werden, ist freilich etwas schwerfillig. Um zu einer kiirzeren
Fassung zu gelangen, die sich an manchen Stellen als sehr er-
wiinscht herausstellen wird, werde ich dafiir gew&hnlich das
Wort ,,Drall“ gebrauchen. Wem das Wort nicht gefiillt, moge
es sich tiberall durch die daneben auch noch beibehaltene um-
stiindlichere Bezeichnung ,statisches Moment der Bewegungs-
grofe” ersetzt denken.

Als ein statisches Moment bezieht sich der Drall entweder
auf einen bestimmten Momentenpunkt oder auf eine Momenten-
achse. Im ersteren Falle, mit dem wir es gewdhnlich zu tun
haben, ist der Drall eine gerichtete Grifle, die hier stets mit
dem Buchstaben 8 bezeichnet werden soll.. Der Drall fiir eine
Momentenachse entsteht durch Projektion von 8B auf diese
durch den Momentenpunkt gezogene Achse. Mit diesen Fest-
setzungen liBt sich Gl (2) auch in der Form

48 _ Ve ®)

dt
wiedergeben und in Worten dahin aussprechen, daf fiir jeden
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Momentenpunkt die zeitliche Anderung des Dralls
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Anderungs-
geschwindigkeit des Dralls) gleich dem statischen Mo-
mente der Kraft ist.

Die Wichtigkeit des Satzes libt es erwiinscht erscheinen,
den Beweis, wenn auch mit einiger Abkiirzung, noch einmal
nach der Koordinatenmethode zu wiederholen, damit auch jene
ein festeres Vertrauen zu ihm gewinnen konnen, die sich in
das Rechnen mit gerichteten Griofien noch nicht hinreichend
eingelebt haben. In der Tat ist zu diesem Zwecke nur nétig,
die vorigen Betrachtungen sinngemifl zu wiederholen, nachdem
zuvor die dynamische Grundgleichung in ihre Komponenten
zerlegt ist. Man gehe also aus von

X=m %?f—, Y=m fl}? . Z=m i;i .

~ Als Momentenpunkt ist hier der Koordinatenursprung zu wihlen.
Man beachte nun, daf die X-Komponente des statischen Mo-
ments der Kraft X, ¥, Z oder, wie man auch sagen kann,
das statische Moment dieser Kraft in bezug auf die X-Achse
nach Gl (54), Bd. I, S. 94 den Wert

M =Yz—Zy i
hat. Setzt man nun hier fiir ¥ und Z ihre Werte aus der
dynamischen Grundgleichung ein, so erhiilt man

d? d?
Yz—Zy=m(d{ngd;y)-

Die rechte Seite ist aber, wie die Ausfithrung der Differen-
tiation lehrt, gleichbedeutend mit

d dy dz )
m(’maﬂ*’”at?’ ’

und hiernach wird
d
Yz —Zy = 4; (mvyz — mugy), (4)
wenn %,, v, die betreffenden Komponenten von b sind. Diese
Gleichung heift in Worten: Das statische Moment der

Kraft® fiir die X-Achse ist gleich der zeitlichen Ande-
rung des statischen Moments der BewegungsgrifBe
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fiir die gleiche Achse. Natiirlich 18t sich fiir die beiden
anderen Koordinatenachsen Gleiches nachweisen. Gl.(4) ist daher
nur eine der Komponentengleichungen, in die Gl (2) jederzeit
zerlegt werden kann. Die allgemeinere Fassung des Flichen-
satzes, die die oben angegebene als besonderen Fall mit ent-
hiilt, lautet daher, wenn zugleich die Bezeichnung ,Drall“ dabei
eingefiithrt wird:

Das statische Moment der einen materiellen Punkt
beschleunigenden Kraft in bezug auf einen beliebig
gewidhlten Momentenpunkt oder auch in bezug auf eine
beliebig gewahlte Momentenachse ist gleich der An-
derungsgeschwindigkeit des Dralls fiir denselben Mo-
mentenpunkt oder fiir dieselbe Momentenachse.

In etwas getinderter Form liBt sich der Flichensatz auch noch
darstellen, wenn man Gl (2) mit d¢ multipliziert und hierauf inte-
griert. . Man erhilt dann

J'TV Prdt = Vmp-v — Vmy, - 1, (5)

oder in Worten: Das statische Moment des Antriebs der Kraft
ist gleich der dadurch bewirkten Anderung des statischen
Moments der BewegungsgriBe, wobei die Wahl des Momenten-
punkts oder der Momentenachse wiederum freisteht. Bei dieser Fassung
des Satzes ist freilich zu beachten, daB der Hebelarm v, der zu einem
Elementarantriebe P d¢ gehort, nicht withrend der ganzen Dauer des
Vorgangs konstant ist, und dall daher das statische Moment des An-
triebs nicht dadurch berechnet werden kann, dafl man den ganzen
Antrieb mit einem Hebelarme multipliziert, sondern dafi dieses Mo-
ment nur aus der Summe der Momente der Elementarantriebe be-
rechnet werden kann. Wenn freilich die beschleunigende Kraft
nur wihrend einer sehr kurzen Zeitdauer einwirkt, in der keine merk-
liche Verschiebung des materiellen Punktes zustande kommt, wie bei
den StoBvorgiingen, liBt sich Gl. (5) auch in der einfacheren Form

VJ%}dt-r:men-r— Vms, -t

anschreiben, die aber gegeniiber dem Satze vom Antriebe kaum etwas
Neues lehrt, da sie aus diesem durch #uflere Multiplikation aller
(lieder mit demselben Hebelarm v hervorgeht.

Ich habe bisher noch nicht erklirt, woher die Bezeichnung
des Flichensatzes stammt, denn nach dem, was bis jetzt dariiber
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vorgetragen wurde, wiirde es viel ndher liegen, ihn den Satz
von den statischen Momenten der BewegungsgrioBen
oder auch den Satz vom Dralle zu nennen. In der Tat ist
diese Bezeichnung eigentlich die zutreffendere, denn die Be-
zeichnung des Flidchensatzes riihrt nur von einer einzelnen
Anwendung des Satzes her, und ich mufl auch hinzufiigen,
dal viele Schriftsteller unter dem Flichensatze gerade nur
diese spezielle Anwendung und nicht die vorher abgeleitete
allgemeine Aussage verstehen. Fin so ungemein wichtiger
Satz, wie der, um den es sich hier handelt, muB aber eine
kurze Bezeichnung erhalten, die nicht wie die vorher erwiihnte,
eine Umschreibung der gesamten Aussage des Satzes zu geben
sucht, sondern von der es vollstindig geniigt, wenn sie nur
an irgendeine kennzeichnende Eigenschaft des Satzes kurz
erinnert. Deshalb gebrauche ich die Bezeichnung Flichensatz
fiir die allgemeinste Aussage des Satzes ebenso, wie fiir den
besonderen Fall, in dem er in der Tat zur Betrachtung von
Flichen fiihrt.

Der besondere Fall, von dem ich hier sprach, tritt ein,
wenn das statische Moment der Kraft ¥ zu Null wird, sei es
nun, weil P selbst verschwindet, sei es, weil die Richtungs-
linie der Kraft  fortwéhrend durch den Momentenpunkt geht.
Unter dieser Voraussetzung folgt aus Gl (2).

Vmp -t =6, (6)

worin @ eine konstante gerichtete GriBe, nimlich den anfing-
lichen Wert des Dralls bedeutet. Gl (6) spricht zunichst
aus, daB die Bewegung im vorliegenden Falle in einer Ebene
erfolgt, niimlich in jener Ebene, die rechtwinklig zu € durch
den Momentenpunkt gezogen ist, wie aus der Definition des
statischen Momentes von b oder mb hervorgeht. Ferner hat
das statische Moment von b (auf den konstanten Faktor m in
Gl (6) kommt es hier nicht weiter an) nach dieser Gleichung
auch stets denselben Absolutwert. Frither habe ich aber aus-
einandergesetzt, daB der Absolutwert eines statischen Moments
durch die Fliche eines Momentendreiecks zur Darstellung ge-
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bracht werden kann. Denken wir uns also an verschiedenen
Stellen der Bahn die an diesen eintretenden Geschwindigkeiten
b in irgendeinem Mafstabe nach Grofe und Richtung auf-
getragen, so sind die Dreiecke, die diese Strecken als Grund-
linien und den Momentenpunkt zur Spitze haben, alle inhalts-
gleich. Einfacher wird diese Betrachtung noch, wenn man
Gl. (6) nach Division mit m mit d¢ multipliziert, so daf

Vodt-+ =S at (7)

m

entsteht. Unter df moge dabei eine sehr kleine Zeitdauer
verstanden werden, die ein fiir allemal wihrend der ganzen
Betrachtung denselben bestimmt gewihlten Wert behilt. Dann
ist ndé der Weg d8, der wihrend df zuriickgelegt wird, und
das statische Moment dieses Weges ist ohne weiteres gleich
dem doppelten Inhalte des Dreiecks, dessen Grundlinie d8 und
dessen Spitze der Momentenpunkt ist. Die Gleichung sagt
hiernach aus, daBl zu gleichen df wihrend des ganzen Be-
wegungsvorgangs gleiche Dreiecksflichen gehdren.

: Der grifieren Deutlichkeit wegen
moge dies anch noch in einer Zeich-
nung zum Ausdrucke gebracht wer-
den, wobei freilich die unendlich
kleinen Wege d8 durch endliche
Strecken angedeutet werden miissen.
In Abb. 1 ist vorausgesetzt, daB
P = O ist. In diesem Falle bewegt
sich der materielle Punkt in einer
geraden Linie mit gleichbleibender Geschwindigkeit. Alle d8,
die zu gleichen d¢ an verschiedenen Stellen der Bahn gehdren,
sind einander gleich, und daraus
folgt auch schon aus einfachen
planimetrischen Sitzen die Gleich-
heit der durch Schraffierung her-
vorgehobenen Dreiecke. Die Wahl
des Momentenpunktes ist hierbei
gleichgiiltigz. — In Abb. 2 ist da-
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gegen angenommen, daf die Kraft $ nicht verschwindet, daB
vielmehr der materielle Punkt eine gekrimmte Bahn durch-
liuft, daB aber die Kraft B, wie es die besondere Voraus-
setzung verlangt, von der wir bei diesen Betrachtungen aus-
gingen, stets durch den Momentenpunkt O geht. In diesem
Falle sind die zu gleichen Zeiten dt¢ gehdrigen Wege d$ an
verschiedenen Stellen der Bahn verschieden grof. Dagegen sind
“auch hier nach Gl (7) alle Dreiecke, die man von O aus iiber
den verschiedenen d% errichten kann, von gleichem Flichen-
inhalte.

Der durch Abb. 1 erliuterte Fall hat kein weiteres Interesse;
der Flichensatz wird bei ihm, wie man sagt, trivial. Anders
ist es aber mit dem durch Abb. 2 dargestellten Falle, der fiir
viele Betrachtungen von besonderer Bedeutung ist. Kine Be-
wegung von der hier in Frage kommenden Art wird als eine
Zentralbewegung bezeichnet. Dabei wird der zum Momenten-
punkte gewihlte Punkt O in diesem Falle auch das Zentrum
der Bewegung genannt, weil die am bewegten Punkte wirkende
Kraft nach Voraussetzung stets durch O geht uud daher auch
als von O ausgehend angesehen werden kann.

Besonders hervorzuheben ist iibrigens in diesem Zusammen-
hange, daB alle zu den verschiedenen d# gehorigen Dreiecks-
fliichen auch umgekehrt nur dann unter sich gleich sein
kénnen, wenn das Moment von P verschwindet, wie aus der
allgemeineren Gl. (2) oder (3) sofort geschlossen werden kann.
Wenn also die Bewegung eines materiellen Punktes (z. B. eines
Himmelskérpers) betrachtet wird, und es zeigt sich, daB sie
erstens in einer Ebene erfolgt, und daB zweitens die zu gleichen
Zeitteilchen dt gehdrigen und von irgendeinem Punkte O aus
gezogenen Dreiecke gleiche Flichen haben, so folgt daraus
mit Notwendigkeit, daB an dem bewegten materiellen Punkte
eine Kraft angreift, die stets durch O hindurchgeht, und von
der wir daher auch sagen kinnen, daB sie von O ausgeht.
In der Tat kann nur auf Grund solcher Anwendungen des
Fliichensatzes z. B. behauptet werden, dafl die Erde bei ihrer
Planetenbewegung von der Sonne angezogen wird, denn wir



12 Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes.

besitzen kein anderes Mittel, die physikalische Existenz dieser
Kraft zu erkennen, als die Beobachtung der tatsiichlich im
Sonnensystem vor sich gehenden Bewegungen.

Fiir die in den Abb. 1 und 2 schraffierten Dreiecke kann
man iibrigens noch eine andere sehr treffende Bezeichnung ein-
fiithren. Die Flichen dieser Dreiecke werden nimlich von dem
Radiusvektor, der vom Momentenpunkte O aus nach dem be-
_ wegten Punkte gezogen ist, wiihrend der Bewegung vollstindig
bestrichen. Man kann daher den Satz auch in der Form aus-
sprechen:

Bei der Zentralbewegung beschreibt der vom An-
ziehungszentrum nach dem bewegten materiellen
Punkte gezogene Radiusvektor in gleichen Zeiten
gleiche Flichen.

Umgekehrt kann jede ebene Bewegung als eine
Zentralbewegung aufgefalit werden, wenn man in der
Bewegungsebene einen Punkt so anzugeben vermag,
daB die vonihm gezogenen Radienvektoren in gleichen
Zeiten gleiche Flichen beschreiben. Jener Punkt ist
dann das Anziehungs- (oder AbstoBungs-) Zentrum.

Bei der Aussage dieser Sitze ist nur von gleichen Zeiten
die Rede, ohne dafl wie vorher die Beschrinkung hinzugefiigt
wurde, dafl diese Zeiten unendlich klein sein sollten. Man sieht
nimlich leicht ein, daB die Ubertragung auf endliche Zeiten
ohne weiteres moglich ist. Versteht man unter » eine sehr
grofie Zahl, so daB das Produkt nd¢ einen endlichen Wert
erlangt, so werden n Elementardreiecke, die alle von gleicher
GroBe sind, wihrend dieser Zeit nd¢ beschrieben. Alle diese
Dreiecke bilden zusammen genommen einen Sektor mit dem
Zentrum O, der zu dem vom hewegten Punkte inzwischen
durchlaufenen Bogen gehort. Daraus folgt, daB auch irgend
zwei Sektoren denselben Inhalt haben, falls sie nur gleich viel
Elementardreiecke enthalten, d. h. falls sie zu gleichen Zeiten
ndtgehoren. Umgekehrt vermag man bei einer Zentralbewegung,
die etwa die in Abb. 3 angegebene Bahn A BCD durchlinft,
sofort zu sagen, dal die zum Durchlaufen von 4B erforder-
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liche Zeit ebenso groB ist, als die zu C'I) gehdrige, wenn man
weil, daB die Sektoren 4 OB und C OD gleichen Inhalt haben.
Es folgt daraus z. B. sofort, daB sich die Erde in ihrer
Planetenbewegung um die Sonne
am langsamsten bewegt, wenn
sie den grofiten Abstand von
der Sonne hat, im sogenannten
Aphel, und am schnellsten im
Perihel, d. h.,, wenn sie der y
Sonne am nichsten steht. Abb. 8.

Man kann schlieflich noch einen anderen, sehr bezeich-
nenden Ausdruck fiir diese GesetzmiBigkeiten wihlen, indem
man den Begriff der Sektorengeschwindigkeit einfiihrt.
Man versteht darunter die Fliche des Sektors, den der vom '’
Bewegungszentrum O gezogene Radiusvektor wihrend der Zeit-
einheit iiberstreicht. Die Aussage des Flichensatzes lautet dann
in unserem Falle einfach: Die Sektorengeschwindigkeit
ist bei der Zentralbewegung konstant.

In allen jetzt besprochenen Fillen ist die Bezeichnung
nFlichensatz“ offenbar sehr gut gewiihlt; ich erinnere aber
nochmals daran, daB in der Folge auch der allgemeinere Satz
unter dieser Bezeichnung verstanden werden soll, der angibt,
wie sich das statische Moment der BewegungsgréBe oder mit
anderen Worten, wie sich die Sektorengeschwindigkeit oder
die in der Zeiteinheit iibertriebene Fliche fndert, wenn das
statische Moment der #uBeren Kraft fiir den gewiihlten Mo-
mentenpunkt von Null verschieden ist.

§ 3. Das Potential.

Der Begriff des Potentials, zu dessen Erlauterung ich jetzt
iibergehe, ist zuerst in der Mechanik der Himmelskorper ein-
gefiihrt worden, um die Untersuchungen iiber gravitierende Massen
zu erleichtern. Spiiter wurde dieser Begriff auch auf andere
Gebiete, namentlich auf die Lehre von der Elektrizitdt und dem
Magnetismus iibertragen. Gerade hier hat er sich so niitzlich
erwiesen, daB er aus den hoheren Theorien, in denen er ur-
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spriinglich allein vorkam, allmihlich bis in die elementarsten
Darstellungen iibergegangen ist. Uber einen aus der Mechanik
hervorgegangenen Begriff, der sich auf ein so weit umfassendes
Anwendungsgebiet zu erstrecken vermochte, kann ein Lehrbuch
der Mechanik nicht allzu fliichtig hinweggehen, wenn auch die
unmittelbaren Anwendungen, die hier davon gemacht werden
sollen, nicht gerade sehr zahlreich sind.

Das Potential wird zur Untersuchung von Kraftfeldern
verwendet. Man stelle sich etwa vor, dab irgendwelche Massen
in beliebiger Verteilung tiber den Raum gegeben seien, von
denen Kriifte nach irgendeinem bekannten und der Zeit nach
konstanten Gesetze auf einen sich in diesem Raume bewegenden
materiellen Punkt iibertragen werden. Das einfachste Beispiel
" ist, wie schon erwiihnt, das Gravitationsproblem, bei dem diese
Massen den bewegten Punkt nach dem Newtonschen Gesetze
anziehen. Das ganze Gebiet, innerhalb dessen sich die Wirkung
dieser Massen noch bemerklich macht, wird das Kraftfeld
genannt. In dem genannten Beispiele kann die Kraft in jedem
Punkte des Feldes als die Resultierende von Elementarkriiften
angesehen werden, die von den einzelnen Massenelementen aus-
gehen und dem Quadrate der Entfernung umgekehrt propor-
tional sind. Solche Krifte, die im einzelnen von festen An-
ziehungs- oder Abstofungszentren ausgehen und als Funktionen
des Abstandes gegeben sind, bezeichnet man in diesem Zu-
sammenhange ganz allgemein als Zentralkrifte.

Das Gravitationsproblem sollte iibrigens hier nur als ein
besonderes Beispiel angefiihrt werden, wihrend wir es jetzt
weiterhin ganz dahingestellt sein lassen wollen, auf welche
Weise das Kraftfeld, dessen allgemeine Eigenschaften wir zu
untersuchen beabsichtigen, in Wirklichkeit zustande kommt.
Vor allem sei nun darauf hingewiesen, dafl der Potentialbegriff
nicht bei allen beliebig gegebenen Krattfeldern verwendbar ist,
oder dafl, wie man sich ausdriickt, nicht alle Kraftfelder ein
Potential zulassen, oder nach einer anderen Ausdrucksweise,
daB nicht alle aus einem Potentiale abgeleitet werden kénnen.
Dieser Umstand gibt den wichtigsten Einteilungsgrund fiir
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die verschiedenen Kraftfelder ab, mit denen man sich in der
theoretischen Physik zu befassen hat. Jene, die ein Potential
zulassen, werden hiernach als wirbelfreie von den iibrigen
unterschieden, die man im Gegensatze dazu als Wirbelfelder
bezeichnet.

Das allgemeine Kennzeichen dafiir, daf ein Kraftfeld
innerhalb eines gewissen Bezirks wirbelfrei ist, besteht darin,
daf fiir jede geschlossene Kurve, die man innerhalb dieses
Bezirks ziehen mag, das iiber sie erstrekte Linienintegral der
Kraft des Feldes gleich Null ist, oder in Zeichen

[ ®az=o. (8)

Diese Gleichung ist so zu verstehen, daf man sich einen
beweglichen Punkt lings der ganzen Kurve herumgefiihrt denkt,
und fiir jedes Wegeelement 8, das er hierbei beschreibt, das
innere Produkt aus diesem Wege und der dort auftretenden
Kraft P des Feldes berechnet, worauf die Summierung iiber
alle Linienelemente der ganzen Kurve zu erstrecken ist. Nun
ist aber Pd8 nichts anderes, als die von der Kraft des Feldes
bei der gedachten Bewegung geleistete Arbeit. Gl (8) laBt
sich daher auch dahin aussprechen, daf fiir das wirbelfreie
Kraftfeld die algebraische Summe der an dem bewegten Punkte
geleisteten Arbeiten fiir jede geschlossene Kurve zu Null wird.

Wenn f $Bds von Null verschieden und etwa positiv wire,

kénnte man dadurch, daB man die betreffende Bahn wiederholt
von dem bewegten Punkte in dem konstanten Kraftfelde durch-
laufen liefe, beliebig groBe Arbeitsmengen gewinnen, d. h. man

wiire im Besitze eines Perpetuum mobile. Wire f Pds negativ,

s0 brauchte man nur den Umlaufssinn entgegengesetzt zu
withlen, womit sich die Vorzeichen aller Arbeiten Pds um-
kehrten, und man hiitte dann ebenfalls ein Perpetuum mobile
vor sich.

Nach dem Gesetze von der Erhaltung der Energie konnte
es hiernach scheinen, als wenn solche Kraftfelder iberhaupt
physikalisch unméglich wiiren. In der Tat hat man diesen
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Schluf friiher zuweilen gezogen; er wird aber hinfillig, wenn
man bedenkt, daf die an dem bewegten Punkte gewonnene
Arbeit recht wohl durch eine Energiezufuhr von anderer, nicht
mechanischer Form aufgewogen werden kann. Das schlagendste
Beispiel dafiir ist ein gewdhnlicher. elektrodynamischer Motor.
Wir sehen, wie sich der Anker einer als Motor betriebenen
Dynamomaschine fortwihrend umdreht und dabei Arbeit nach
auben abgibt, wihrend das Kraftfeld, in dem er rotiert, kon-
stant bleibt. Wenn man sich hier ausschlieBlich auf den
Boden der Mechanik stellen und die elektromagnetischen Energie-
strome, die daneben herlaufen, aufler acht lassen wollte, hitte
man in der Tat ein Perpetuum mobile mit allen mecha-
nischen Eigenschaften vor sich, wie sie die alten Erfinder
von einem solchen erwarteten. Wir wissen nun zwar, daf das
Gesetz von der Erhaltung der Energie oder von der Unmdig-
lichkeit eines Perpetuum mobile im neueren Sinne hierdurch
nicht nmgestoBen wird; aber wir miissen doch diesem Beispiele
die Lehre entnehmen, daB in der Tat Kraftfelder vorkommen,
fiir die { Pds nicht gleich Null ist, die also nicht als wirbel-
freie zu bezeichnen sind.

Dagegen laBt sich zeigen, dafl alle Kraftfelder, die auf
* Zentralkriifte zurtickgefiihrt werden konnen, im ganzen Raume
wirbelfrei sind. Um dies zu beweisen, nehme man zuniichst
an, daB nur ein einziges Anziehungszentrum vorhanden sei.
Wir denken uns um dieses Zentrum eine Kugelfliiche von be-
liebigem Halbmesser beschrieben. Solange sich der angezogene
Punkt nur auf der Oberfliche dieser Kugel bewegt, ist die
von der Kraft P des Feldes geleistete Arbeit stets gleich Null,
denn P fiillt in jedem Augenblicke in die Richtung des Radius
und steht daher senkrecht zu jedem Wege, den der bewegte
Punkt auf der Kugelfliche beschreiben mag. Lifit man da-
gegen den Punkt auf eine konzentrische Kugelfliiche iibertreten,
deren Halbmesser etwa um dr grofer ist, so ist die von P
geleistete Arbeit gleich — Pdr, wie auch der Ubergang ge-
wihlt werden moge, denn von dem beschriebenen Wege kommt
immer nur die Projektion dr auf die Richtung des Radius in
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Betracht. Daraus folgt, daB auch immer dieselbe Arbeit ge-
leistet wird, wenn man den bewegten Punkt von dem Ab-
stande , zum Abstande r, vom Anziehungszentrum iiberfiihrt,
ohne Riicksicht auf den Weg, der hierbei im iibrigen einge-
schlagen wird. Fiir einen Weg, der wieder zum Ausgangs-
punkte zuriickfiihrt, hebt sich hiernach die Summe aller Pds
hinweg. — Dies gilt zuniichst fiir ein einzelnes .Anziehungs-
zentrum. Hat man beliebig viele Kraftzentren, so beachte
man, daB sich ¥ als die Resultierende aller von diesen aus-
gehenden Elementarkrifte auffassen liBt, und daB die Arbeit
der Resultierenden bei jeder beliebigen Bewegung gleich der
algebraischen Summe aller Einzelarbeiten ist. Hiernach zer-
fillt [Bds in ebensoviele Glieder als Kraftzentren vorhanden
sind und jedes dieser Glieder ist nach dem vorhergehenden
Beweise fiir sich gleich Null. Wir kénnen hiernach in der
Tat allgemein behaupten, daB alle Kraftfelder wirbelfrei sind,
die aus Zentralkriiften zusammengesetzt sind, und daB es ein
ganz vergebliches, frither freilich oft versuchtes Bemiihen ist,
solche micht wirbelfreie Kraftfelder, wie das, in dem z. B. der
Anker einer Dynamomaschine rotiert, auf Zentralkriifte zuriick-
zufiihren.

Weiterhin mége nun angenommen werden, dafl das Kraft-
feld in der Tat wenigstens innerhalb eines gewissen Bezirks
wirbelfrei ist, wihrend es auflerhalb dieses Bezirks immer noch
ein Wirbelfeld sein kénnte. Ganz all-
gemein folgt dann aus Gl (8), daB
die Arbeit, die von der Kraft des

Feldes geleistet wird, wenn der be- , =4
wegliche Punkt von einem Punkte O ¢

nach einem Punkte A des Bezirks

verschoben wird, unabhiéngig von dem

dabei durchlaufenen Wege ist (falls prely

dieser nur ganz innerhalb des Bezirkes
selbst liegt). Denkt man sich nimlich etwa den Weg [ in
Abb. 4 im Sinne von O nach A und hierauf den Weg IT im

umgekehrten Sinne durchlaufen, so entsteht eine geschlossene
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 2
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Kurve, fiir die nach Gl (8)
A sy 0 g
[‘Bas + [Bas =0
0 i

ist. Die Umkehrung des Bewegungssinnes hat einen Wechsel
im Vorzeichen der Arbeitsbetrige zur Folge; hiernach ist

[pa" = [y,
A 0

und wenn man dies in die vorige Gleichung einsetzt, folgt in
der Tat

[pas - [pas’, (9)

was zu beweisen war. Es ist hiernach entbehrlich, den Inte-
grationsweg durch ein besonderes Kennzeichen hervorzuheben,
wie es in diesen Formeln geschehen war; im wirbelfreien Kraft-
felde hat vielmehr schon der unbestimmter gelassene Ausdruck

4
ds
&/ ?

einen eindeutigen Wert. Der durch ihn angegebene Arbeits-
betrag heilt der Potentialunterschied zwischen den Punkten
O und 4. Hierbei muB ich noch erwihnen, dafl keine all-
gemeine Ubereinstimmung iiber die Wahl des Vorzeichens
dieser Grofe besteht. Um deutlicher hervortreten zu lassen,
wie dies zu verstehen ist, gehe ich sofort zu den Potentialen
selbst {iber. Ich definiere hiernach das Potential ¥, im Punkte
A dur;h die Gleichung

Va=Vo— [ $as. (10)

Hierin ist V, das Potential im Anfangspunkte O, dem man
sich einen beliebigen Wert gegeben denken mag. Bis auf die
Konstante 7, die willkiirlich bleibt, ist hiermit jedem Punkte A
des Bezirks ein eindeutig bestimmter Wert, den man das Potential
nennt, zugeordnet. Manche Schriftsteller wihlen nun anstatt
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des vor dem Linienintegrale stehenden Minuszeichens ein Plus-
zeichen und definieren damit eine von der vorigen abweichende
GriBe, die ebenfalls als Potential oder Potentialfunktion oder
auch als Kiiiftefunktion von ihnen bezeichnet wird. Sehr er-
heblich ist der Unterschied zwar nicht; immerhin hat aber die
Vorzeichenwahl, der ich mich angeschlossen habe, einen nicht
unerheblichen Vorzug vor der entgegengesetzten. Die Grifie

4
- fhas
0

gibt nimlich den Arbeitshetrag an, der von auflen her (durch
eine der Feldkraft entgegengesetzte Kraft — ) aufgewendet
werden muB, um den beweglichen materiellen Punkt entgegen
der Kraft des leldes von O nach A zu verschieben oder auch,
wenn das Vorzeichen des Ausdruckes nach der vollstindigen
Ausrechnung negativ bleibt, den Arbeitsbetrag, der nach auflen
hin withrend der Bewegung abgegeben werden kann. Hiernach
wird V, kleiner als V,, wenn bei der Lageniinderung Energie
nach auflen hin abgegeben, die Energie des Feldes selbst also
— falls Energiestrome von nicht mechanischer Art ausge-
schlossen sind — vermindert wird. Nach unserer Wahl des
Vorzeichens kann hiernach unter der Voraussetzung, daf die
Konstante ¥, den Einzelbedingungen des besonderen Falles
entsprechend gewihlt wird, die Grife ¥, selbst geradezu als
das MaB der potentiellen Energie des Feldes angesehen werden,
die dadurch bedingt wird, daBl sich der bewegte materielle
Punkt gerade im Punkte A des Feldes befindet. Die Bezeich-
nung Potential stellt sich hiernach als eine Abkiirzung fiir die
Bezeichnung potentielle Energie heraus

Durch Umkehrung der Integrationsgrenzen lifit sich
iibrigens ohne Anderung der hiermit getroffenen Vereinbarung
auch ein positives Vorzeichen in Gl (10) einfithren, denn die
Gleichung

0
Vi=TVo+ [Bds
A

ist offenbar mit der friitheren identisch.
2*
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Der Vorteil, den man mit der Einfiilhrung des Potentials
in die Untersuchung der Kraftfelder erzielt, besteht darin, daB
das Potential als ein Energiebetrag eine GroBe ohne Richtung
ist. Mit diesen richtungslosen GrioBen liBt sich leichter rechnen
als mit den Kriiften des Feldes selbst. Dabei geht diese Ver-
einfachung der Rechnung keineswegs auf Kosten der Voll-
stindigkeit der Resultate, die man ableiten will, denn sobald
das Potential iiberall im Felde bekannt ist, kennt man damit

A zugleich auch die Kraft an jeder Stelle des
@5"P Feldes mach GroBe und Richtung, wie ich
sofort zeigen werde.
¥ Man denke sich niimlich den beweg-
lichen Punkt von der Stelle 4 aus, in der
er sich vorher befand, nach irgendeinem
o Nachbarpunkte B (Abb. 5) verschoben. Dann
Wk ist das Potential 73 im Punkte B nach der
vorher dafiir gegebenen Definition

V= Vo— [quds +ﬁ43ds] = Vo — Bds,

denn fiir das Linienintegral lings des Weges A B kann, da
dieser sehr klein sein sollte, einfach das Element Pd8 gesetat
werden, wenn hierbei unter d$ die Strecke 4B selbst ver-
standen wird. Bezeichnet man ferner die Anderung, die das
Potential V" erfihrt, wenn man von A4 nach B iibergeht, mit
dV, so kann die vorige Gleichung auch in der Form
AV =—Pds

angeschrieben werden. Aus dieser kann aber in der Tat sofort
auf die Gréfe der in die Richtung von A B fallenden Kompo-
nente von P geschlossen werden, wenn man weiB, wie groB
die zu d8 gehdrige Anderung von V ist. Bezeichnet man jene
Feldkomponente, also die Projektion von ¥ auf d8 mit P’, so
ist nimlich auch

AV =—Pds und dsher P'=—27. (11)
8

Hiermit allein ist nun zwar P noch nicht bestimmt; man
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beachte aber, daB diese Beziehungen fiir jede beliehige Ver-
schiebungsrichtung 4 B giiltig bleiben, und daf man daher die
Projektion der gesuchten Kraft $ auf jede beliebige Richtungs-
linie anzugeben vermag, womit auch P selbst gefunden werden
kann. Am einfachsten ist es, die Projektionen von ¥ auf drei
rechtwinklig zueinander stehende Koordinatenachsen der zyz
nach Gl (11) zu berechnen. Man erhilt dann fir die drei
Komponenten von

oV v ov
P1=_T.3;; Ps=_‘g§5 Ps=_%‘,',' (12)
und P selbst wird als geometrische Summe dieser Komponenten,
also mit Benutzung der Richtungsfaktoren ijf in der Form

SOV = a0 v
%=~ (5 +i5+ %) wa

gefunden. Hiermit ist die Aufgabe geldst, ¥ anzugeben, wenn

V iiberall bekannt ist und man sieht, daB hierzu nur eine

Ausfithrung von Differentiationen erforderlich ist, die keine
besonderen Schwierigkeiten verursachen kann.

‘ Der mit dem negativen Vorzeichen versehene Differential-

~

quotient -—%; gibt an, um wieviel 7 in der Richtung der

X-Achse auf die Lingeneinheit des Weges bezogen an der be-
treffenden Stelle des Feldes abnimmt. Man bezeichnet diese
GroBe kiirzer als das Potentialgefill und faBt dann die
GL (11) und (12) in der Aussage zusammen:

Die Komponente der Kraft in irgendeiner ge-
gebenen Richtung ist gleich dem Potentialgefille in
_dieser Richtung.

Auch die Richtung der Kraft P selbst 1Bt sich mit Hilfe
dieser Bezeichnung in einfacher Weise angeben. Offenbar wird
nimlich die Komponente von  am groBten fiir eine Richtung,
die mit P zusammenfillt. Hieraus folgt in Verbindung mit
der vorigen Aussage:

Die Kraft des Feldes geht in der Richtung des
groBten Potentialgefilles und ihr Absoluthetrag ist
gleich diesem Gefille.
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SchlieBlich erwihne ich noch, daf man Gl (13) zweck-
miifig in die abgekiirzte Schreibweise

B=—V7V (14)

zusammenfasen kann, in der W/ ein ,riiumlicher Differential-
operator” ist, nimlich an die Stelle von

: 0 : 0 ¢

V=l Flgy tlg

tritt und hiermit jene Operation durch ein einziges Symbol
kennzeichnet, durch die das Gefill der GroBe ¥ gefunden wird.
Als zweckmiiBig ist iibrigens diese Bezeichnung nicht etwa
bloB deshalb anzusehen, weil Gl (14) mit weniger Schrift-
zeichen geschrieben wird als Gl (13) oder der damit gleich-
wertige Verein der Gl. (12), sondern weil es die Kinheit der
Vorstellung fordert, wenn einem an sich einfachen Begriffe, der
selbst sprachlich durch ein einziges Wort (,Potentialgefill
oder vielmehr noch kiirzer ,Gefdll“ iiberhanpt) wiedergegeben
werden kann, auch in der Rechnung durch ein einfaches und
nicht weiter zusammengesetztes Zeichen Ausdruck gegeben wird.

Zur besseren Veranschaulichung der vorausgehenden Be-
trachtungen dient eine sehr bekannte geometrische Konstruktion.
Von einem Punkte des Kraftfeldes ausgehend, sucht man nim-
lich alle Nachbarpunkte auf, in denen das Potential den gleichen
Wert besitzt. Alle diese Punkte liegen auf einem Flichen-
elemente, das senkrecht zur Feldkraft $ gestellt ist, denn nur
fiir eine Verschiebung d8 senkrecht zu % wird das zugehdrige
Pd8 und hiermit d ¥ zu Null. Geht man hierauf in derselben
Weise nach allen Seiten hin weiter fort, so erhiilt man eine
Fliche, die jene Punkte des Feldes miteinander verbindet, fiir
die das Potential denselben Wert V" besitzt. Eine solche Fliche
wird als eine Aquipotentialfliche oder kiirzer als eine
Niveaufliche bezeichnet.

Wir wollen annehmen, dafl eine ganze Schar von solchen
Niveauflichen im Felde konstruiert sei, und zwar derart, dab
sich das Potential von je zwei aufeinanderfolgenden Flichen
immer um den gleichen Betrag unterscheidet. Man kann dann
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jede dieser Niveauflichen als eine Stufenfliche und die Schar
aller Stufenflichen als eine Potentialtreppe bezeichnen. Je
steiler diese Treppe ist, d. h. je dichter die Stufenfliichen auf-
einander folgen, um so groBer ist an der betreffenden Stelle die
Kraft des Feldes, die ja, wie wir aus Gl (14) wissen, gleich
dem Potentialgefille ist. Hiernach kann man aus einer Zeich-
nung der Potentialtreppe alle Eigenschaften des Kraftfeldes ab-
leiten. Der Abstand aufeinanderfolgender Stufenflichen gibt
ein der unmittelbaren Abschitzung bequem zugingliches Maf
fiir die Grife der Kraft, und die Richtung der Kraft wird durch
die Normale zur Stufenfliche angegeben.

Hiiufig gibt man, um die Richtung der Kraft des Feldes
besser hervortreten zu lassen, an Stelle der Potentialtreppe
oder auch neben dieser die Kraftlinien an. Das sind Linien,
die von irgendeinem Punkte des Feldes ausgehend, weiterhin
iiberall der Richtung von % folgen. Die Richtung der Kraft
an irgendeiner Stelle wird hiernach durch die Tangente an
die Kraftlinie angegeben. Die Kraftlinien schneiden alle Niveau.
flichen rechtwinklig.

Aus dem Begriffe der Kraftlinie geht auch der Begriff
der Kraftrohre hervor. Man versteht darunter den réhren-
formigen Raum, der von allen unmittelbar aufeinanderfolgenden
Kraftlinien abgegrenzt wird, die man durch simtliche Punkte
des Umfangs irgendeines auf einer Niveaufliche enthaltenen
Flichenstiicks legen kann. Dieses Flichenstiick bildet hiernach
einen Querschnitt der Kraftrohre. Der Querschnitt bleibt im
allgemeinen nicht konstant, sondern zu jeder folgenden Niveau-
fliche gehort ein anderer Querschnitt. Unter den gewdhnlich
vorliegenden Umstinden (nimlich dann, wenn keine ,Quellen
des Kraftflusses® in der Kraftrohre enthalten sind) ist die
Kraft des Feldes an jeder Stelle dem Querschmitte der Kraft-
rohre umgekehrt proportional. In solchen Fillen kann man
die Grofe der Feldkraft auch danach abschitzen, wie dicht
die Kraftlinien an der betreffenden Stelle zusammenriicken,
Der Beweis der letzteren Behauptungen wiirde mich weiter
filhren, als es hier meine Absicht sein kann; ich erlaube mir
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daher, den Leser, der sich mit diesen knappen Andeutungen
nicht begniigen méchte, auf die im Jahre 1897 von mir ver-
offentlichte kleine Schrift ,Die Geometrie der Wirbelfelder
ZU verweisen.

Das Kraftfeld, mit dem man es in der Mechanik gewohn-
lich zu tun hat, ist das Schwerefeld der Erde. Innerhalb
eines kleinen Raumes, etwa innerhalb eines Zimmers, kann die
Schwerkraft nach Grofle und Richtung gewdhnlich als kon-
stant angesehen werden, obwohl ich nicht unerwiihnt lassen
mochte, dal man besondere Beobachtungsmethoden ausgesonnen
hat, die selbst die Anderungen des Feldes innerhalb so kleiner
Riume erkennen lassen. Sehen wir aber davon ab, oder be-
trachten wir, wie man auch sagt, das Feld als homogen, so
sind die Kraftlinien unter sich parallel; ihre Richtung ist die
der Lotlinie. Die Niveaufliichen sind horizontale Ebenen und
jeder kommt ein Potential zu, das um so griBer ist, je héher
sie liegt. Die Potentialtreppe ist hier iiberall gleich steil, da
die einzelnen Stufenflichen in gleichen Abstiinden iibereinander
liegen.

In einem groBeren Bezirke macht sich -aber die Kriim-
mung der Niveauflichen bemerkbar. Streng wissenschaftlich
gesprochen versteht man unter der Gestalt der Erde nichts
anderes, als die Gestalt jener Fliche gleichen Potentials, die
iiber dem Meere unter normalen Umstiinden mit der Wasser-
oberfliche zusammenféllt. Daraus erklirt sich auch die Be-
zeichnung der Niveauflichen. .Jene praktisch besonders wichtige
Niveaufliche wird auch als das Geoid bezeichnet. — Hier
moge von diesen Dingen nur noch erwihnt werden, daB der
Begriff des Hohenunterschiedes zweier Punkte der Erdober-
fliche (z. B. die Hohe einer Bergspitze iiber dem Meere) in
der gewohnlichen Fassung einer strengeren Kritik nicht Stand
hilt. Eindeutig bestimmbar ist vielmehr nur der Potential-
unterschied beider Punkte. In der Tat wird auch der H@hen-
unterschied der Punkte, wenn er in gewdhnlicher Weise durch
ein genaues Nivellement bestimmt wird, etwas verschieden
gefunden (auch abgesehen von den unvermeidlichen Beobach-
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tungsfehlern), je nach dem Wege, lings dessen das Nivellement
erfolgte. Man macht sich am einfachsten auf folgende Weise
klar, dal dies gar nicht anders erwartet werden kann. Man
denke sich durch beide Punkte, etwa 4 und B, Abb. 6, deren
Héhenunterschied ermittelt werden
soll, je eine Niveaunfliche gelegt. Ein
denkbarer Weg fiir die Ausfithrung
des Nivellements wiirde dann darin
bestehen, daB man zuerst von B
senkrecht in die Hohe steigt, bis B” die Erhebung BB’ miBt und
dann stets horizontal von B’ nach A fortschreitet. Der Héhen-
unterschied von 4 und B wiirde dann gleich BB’ gefunden.
*Man sieht aber nun sofort, daB man anstatt dessen auch von
B lings der Niveaufliche bis A’ fortschreiten und dann erst
von hier nach 4 hinaufsteigen konnte. Im letzten Falle wiirde
der Hohenunterschied gleich 44" gefunden. Im allgemeinen
sind aber 44" und BB’ keineswegs gleich miteinander; wenn
die Fallbeschleunigung zwischen A4 und A’ kleiner ist, als
zwischen B und B, muB, weil f PBds fiir beide Strecken gleich
ist, die Hohe 44" im selben Verhiltnis griBer sein, als die
bei B gefundene Hohe BB’. — Die weitere Ausfiihrung dieser
Betrachtungen gehort der hoheren Geodiisie an.

Die Kraftlinien diirfen iibrigens, wie ich hier noch be-
sonders betonen int')chte, nicht mit den Bahnen verwechselt
werden, die ein im Kraftfelde frei beweglicher materieller
Punkt einzuschlagen vermag. Wenn der Punkt ohne Anfangs-
geschwindigkeit in das Feld gebracht wird, fiingt er zwar im
ersten Augenblicke seine Bewegung in der Richtung der Kraft-
linie an. Aber nur dann, wenn die Kraftlinie gerade ist (wie
es genau genug bei der gewdhnlichen Fallbewegung zutrifft),
vermag der Punkt ihr dauwernd zu folgen; im anderen Falle
biegt er aus leicht verstindlichen Griinden alsbald von ihr ah.

Durch Verbindung der Gleichung der lebendigen Kraft
mit der Definitionsgleichung fiir das Potential gelangt man
schlieBlich noch fiir den im Felde frei heweglichen Punkt zu
einem einfachen Resultate. Fiir die Bewegung von einer

Abb. 6.
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Stelle 1 des Feldes nach irgendeiner anderen Stelle 2 hat
man beim frei beweglichen Punkte nach dem Satze von der
lebendigen Kraft

foas-ms_mi_p
1

wobei zur Abkiirzung die lebendige Kraft mit I bezeichnet
wurde. Andererseits ist aber nach GL (10)

.
V=V, —[Bas,
7

und aus der Verbindung beider Gleichungen miteinander folgt
Vi+ L=V, + L, (15).

d. h. die Summe aus potentieller und kinetischer

Energie bleibt withrend der Bewegung konstant.

§ 4. Die einfache harmonische Schwingung.

Ein materieller Punkt sei einer Zentralkraft unterworfen,
die der Entfernung vom Anziehungszentrum direkt proportional
ist. Solange er mit dem Anziehungszentrum selbst zusammen-
fillt, fehlt jeder AnlaB zu einer Bewegung. Sobald er aber
durch irgendeine #uBere Ursache aus dieser Gleichgewichts-
lage entfernt und hierauf sich selbst iiberlassen wird, fithrt er
Schwingungen um die Gleichgewichtslage aus, die man als
einfache harmonische oder auch als Sinusschwingungen
bezeichnet und deren Gesetze hier niher untersucht werden
sollen.

Vorher moge indessen noch daranf hingewiesen werden,
daf die Bedingungen fiir das Eintreten solcher Bewegungen
sehr hiufig gegeben sind. Vor allem sind es elastische Kriifte,
unter deren Einflu harmonische Schwingungen zustande
kommen. Denkt man sich etwa einen Korper, der als mate-
. rieller Punkt aufgefaBt werden kann, durch elastische Binder
an einer bestimmten Stelle festgehalten, so vermag man ihn
immer noch ein wenig aus dieser Ruhelage zu entfernen. Dabei
werden die elastischen Biinder, durch die er festgehalten war,
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etwas angespannt und diesen Formanderungen entsprechen
elastische Krifte, die unter Voraussetzung des Hookeschen
Gesetzes der Verschiebung des materiellen Punktes proportional
und nach dem Anfangspunkte hin gerichtet sind. Hiermit ist
also in der Tat das Auftreten einer der Entfernung direkt
proportionalen Zentralkraft physikalisch verwirklicht.

Gewdhnlich kann man freilich einen Kérper, von dem
man sagt, daf er harmonische Schwingungen ausfithre, nicht
ohne weiteres als materiellen Punkt ansehen. Vielmehr treten
unter den verschiedensten Umstiinden Schwingungen auf, die
ihren Wirkungsgesetzen nach vollstindig mit den harmonischen
Schwingungen eines einzelnen materiellen Punktes zusammen-
fallen und die man daher auch selbst als harmonisehe bezeichnet.
Dies trifft z. B. bei den sehr hiiufig vorkommenden Dreh-
schwingungen eines Kiorpers um eine festliegende Achse, also
etwa eines K&rpers zu, der am unteren Ende eines Drahtes
aufgehiingt ist und unter dem Einflusse der Torsionselastizitiit
des Drahtes schwingt (Torsionspendel, Drehwage). Auch selbst
Vorgiinge, die ganz auBerhalb des Bereichs der Mechanik liegen,
bezeichnet man als harmonische Schwingungen, weil sie den
gleichen zeitlichen Verlauf nehmen, so daB die in der Dynamik
des materiellen Punktes dafiir abgeleiteten Formeln bei ent-
sprechender Deutung der darin vorkommenden Buchstaben-
groBen ohne weiteres auf jene Fille angewendet werden kinnen.
Dies trifft namentlich bei gewissen elektrischen Schwin-
gungen zu. So kommt es, dall die harmonischen Schwingungen
eines einzelnen materiellen Punktes nur das einfachste Beispiel
fiir eine Reihe verschiedener Schwingungsvorgiinge bilden, bei
deren Untersuchung von den hier durchzufiihrenden Betrach-
tungen mit geringen Anderungen immer wieder Gebrauch ge-
macht wird.

Nach diesen Bemerkungen, die mir erforderlich schienen,
um die grofle Tragweite hervorzuheben, die ihm zukommt,
wende ich mich jetzt zur Behandlung des einfachen Falles, um
den es sich hier handelt. Dabei moge zuniichst auBerdem
noch angenommen werden, daB die Schwingungen gerad-



98  ° Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes.

linig erfolgen. Dies wird sicher geschehen, wenn der mate-
rielle Punkt etwas aus der Gleichgewichtslage verriickt und
hierauf ohne Anfangsgeschwindigkeit sich selbst iiberlassen
wurde, denn Kraft und Geschwindigkeit sind dann withrend
der ganzen Bewegung stets lings derselben (eraden gerichtet,
auf der die Bewegung erfolgt.

Es wird niitzlich sein, tiber das Kraftfeld, in dem sich die
Schwingung vollzieht, einige Erorterungen vorauszuschicken,
die mit den im vorigen Paragraphen eingefiihrten Begriffen
zusammenhiingen. Die Kraftlinien sind hier siimtlich geradlinig
und nach dem Anfangspunkte gerichtet. Die Niveauflichen
sind konzentrische Kugelfiichen. Die Stufenfliichen der Poten-
tialtreppe liegen um so enger zusammen, je weiter man sich
vom Anfangspunkte entfernt. Wiahlt man die Konstante ¥
in Gl (10), wenn O den Anfangspunkt bedeutet, gleich Null, so
wird das Potential 7, im Abstande @ nach jener Gleichung

[ 3
a®
VA= Cx'dil::CT'

u

Hierbei ist niimlich die Kraftlinie als Integrationsweg gewiihlt;
¢ ist ein Proportionalititsfaktor, durch dessen Multiplikation
mit 2 die Kraft im Abstande # gefunden wird, also mit anderen
Worten die Stiirke des Feldes im Abstande 1 vom Anfangs-
punkte. Das in Gl (10) vor dem Integrale stehende Minus-
zeichen fillt hier weg, denn in unserem Falle ist ¥ nach dem
Anfangspunkte gerichtet und d8 ist, weil wir von O nach 4
hin integrieren, entgegengesetzt gerichtet. Fiir Pds erhilt
man daher hier — cz-dz.

Der Ausdruck fiir das Potential 7 gibt zugleich die
elastische Formiinderungsarbeit jener Binder oder Teile an,
die den materiellen Punkt in die Ruhelage zuriickzufiihren
suchen. In der Tat ist im vorliegenden Falle das Potential
nur eine andere Bezeichnung fiir die in der Festigkeitslehre
unter dem Namen Forminderungsarbeit so hiufig benutzte
GroBe.
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Je weiter wir uns vom Anfangspunkte entfernen, desto
groBer wird V. Im Verlaufe der Bewegung eines sich selbst
iiberlassenen Punktes bleibt aber nach Gl (15) die gesamte
Energie ¥V + L konstant. Daraus folgt, daB der Punkt immer
innerhalb jener kugelférmigen Niveaufliche bleiben muB, deren
Potential gerade gleich dieser Gesamtenergie ist. Schon hier-
aus folgt, daB die Bewegung jedenfalls in einer Schwingung
bestehen muB.

Die dynamische Grundgleichung liefert sofort die Diffe-
rentialgleichung der Bewegung. Ich wihle die Gerade, lings
der die Schwingung erfolgt, zur X-Achse, bezeichne die Masse
des materiellen Punktes mit m, den Proportionalititsfaktor, der
die Stiirke des Feldes beschreibt und der als gegeben zu be-
trachten ist, wie vorher schon mit ¢; dann lautet die Gleichung

d*z N
m a2 = —CI. (1())

Durch das Minuszeichen ist dem Umstande Rechnung getragen,
daB die Kraft nach dem Ursprunge geht, wihrend die Ab-
szisse 7 nach auBen hin wichst. — Von GL (16) kennt man
die allgemeinste, also mit zwei Konstanten versehene Losung;
sie lautet ‘

2 = Asinat 4 Beoset, (17)
worin A und B die willkiirlichen Integrationskonstanten be-
deuten, « aber eine Konstante ist, die aus GL (16) gefunden
wird. Differentiiert man niimlich £ zweimal nach £, so erhilt man

a*s
dat?
also vom Minuszeichen abgesehen, das e*fache von . Nach
Gl (16) soll dagegen . T Si-fache von z sein. Daraus

at*
folgt, dab jedenfalls B
e
a=)/< (18)

gesetzt werden muB. Wenn dies geschieht, befriedigt aber
Gl. (17) die Differentialgleichung (16) identisch.

Es bleibt jetzt nur noch iibrig, die Integrationskonstanten
A und B aus den Grenzbedingungen. zu ermitteln. Zu diesem

= — a?(Asinet + Beosat),
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Zwecke moge festgesetzt werden, daB die Zeit £ von einem
Augenblicke an gerechnet werden soll, in dem x gleich Null
war. Dazu muf nach Gl (17) das den Kosinus der Zeit ent-
haltende Glied verschwinden, also B =0 sein. Es bleibt
hiernach
z = Asinet (19)
.und die-hier noch vorkommende Integrationskonstante 4 hat eine
einfache und leicht ersichtliche Bedeutung. Sie stellt néimlich
den griften Wert dar, den z im Verlaufe der Zeit periodisch
immer wieder annimmt, wenn der Sinus gleich der Einheit
wird. Hiernach ist 4 der griBte Schwingungsausschlag
oder die Amplitude der Schwingung. Diese muB entweder
direkt gegeben sein oder sie muB sich aus den Anfangs-
bedingungen, die bekannt sein mtissen, wenn man imstande
sein soll, den weiteren Verlauf der Bewegung vorauszusagen,
berechnen lassen. Wire z B. die Geschwindigkeit v, bekannt,
mit der der Punkt zu Anfang der Zeit durch den Gleich-
gewichtspunkt ging, so hitte man aus Gl. (19)
dx
dt
und hieraus folgte

= adcosat, also (fl:;) =ad
0

A= %‘ und schlieflich # = z:’ sinet.

Der Wert # in GL (19) nimmt 6fters wieder die friiheren
Werté an. Dies geschieht jedenfalls immer dann wieder, wenn
der Winkel, von dem der Sinus genommen werden soll, um
eine ‘volle Umdrehung oder um 2z gewachsen ist. Auch in
der Zwischenzeit nimmt der Sinus noch einmal den anfiing-
lichen Wert an. Je nach der Lage, von der man hierbei aus-
geht, dauert es aber bis dahin verschieden lang. Man achtet
daher nicht auf diese erste Wiederkehr des Punktes in die
vorige Lage, sondern erst auf die folgende, die stets nach Zu-
wachs des Winkels «f um 2z erfolgt und von der ab sich
nachher beim weiteren Verlaufe der Zeit der Bewegungsvorgang
genan wieder in derselben Weise wiederholt. Man nennt die
Zeit, die wihrenddessen verstreicht, also jene Zeit, die einem
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Anwachsen von «f um 2z entspricht, die Dauer einer vollen

Schwingung. Wiihlt man dafir den Buchstaben 7 so hat man
- m,

T—2%_ 24/ (20)

(11

Besonders zu beachten ist hierbei, daB 7 ganz unab-
hingig von 4, also von der Amplitude der Schwingung
ist. Die Schwingungsdauer hingt vielmehr nur von der Masse
des schwingenden Punktes und von der durch den Faktor ¢
ausgedriickten Stirke der elastischen Kraft ab, die ihn nach
der Gleichgewichtslage hinzieht. Man nennt solche Schwin-
gungen, deren Dauer unabhingig von der Grifie des Schwin-
gungsausschlags ist, isochron, und die hiermit ausgedriickte
Eigenschaft ist als die wichtigste der harmonischen Schwin-
gungen zu betrachten.

Zuweilen zieht man es vor, die Schwingung nur wiihrend
der Zeit zu betrachten, in der die ganze Schwingungsbahn
einmal in einem bestimmten Sinne durchlaufen wird, also die
Riickkehr des Punktes gar nicht abzuwarten und als Schwin-
gungsdauer nur jene Zeit zu rechnen, in der sinw«f von — 1
bis 41 wichst. Dabei nimmt der Winkel ¢¢ um = zu und
diese einfache Schwingungsdauer, wie man sie zum Unter-
schiede von der vorigen nennt, ist genau die Hilfte von 7.

Bisher war nur vor der geradlinigen harmonischen Schwin-
gung die Rede. Der allgemeinere Fall, zu dem ich jetzt iiber-
gehe, lifit sich aber in ganz &hnlicher Weise erledigen. FEr
liegt immer dann vor, wenn der beweg- A
liche Punkt zu irgendeiner Zeit einmal
eine Geschwindigkeit hatte, deren Rich- f
tungslinie nicht durch den Anfangspunkt
ging, und weiterhin ohne #uBiere Einwir- ()
kung den Kriften des Feldes iiberlassen Abb. 7.
wurde. In Abb. 7 bedeutet O das Kraftzentrum (oder die Gleich-
gewichtslage des beweglichen Punktes), 4 die Lage, die der
Punkt zur Zeit { einnimmt und b die Geschwindigkeit. Die
elastische Kraft kann hier nach GroBe und Richtung durch
den Ausdruck i
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dargestellt werden, wenn ¢ dieselbe Bedeutung hat wie vorher.
Durch das Minuszeichen wird ausgedriickt, dal die Kraft dem
Radiusvektor r entgegengesetzt gerichtet ist. Die dynamische
Grundgleichung lautet jetzt
m&E— e
dt?

und deren allgemeine Losung ist .
r = W sinet + B cosat,

wenn wiederum % und B die Integrationskonstanten bedeuten,
die aber jetzt als gerichtete GroBen aufzufassen sind, withrend
o dieselbe Bedeutung wie vorher hat, also gleich dem durch
Gl (18) angegebenen Werte zu setzen ist. In der Tat
tiberzeugt man sich durch Einsetzen des angegebenen Aus-
drucks in die Differentialgleichung leicht, daB diese durch
ihn fiir jede beliebige Wahl von % und 8 erfiillt ist. — Zu
Anfang der Zeit ¢ mége v gleich o und die Geschwindigkeit b
gleich b, gewesen sein. Hierdurch bestimmen sich die Inte-
grationskonstanten zu

B=n wd A=",

so daB nach Einsetzen des Wertes von « die vollstindig
bestimmte Losung lautet

r=5,)/™ . sint)/% + u cost]/ 2 @1)

Auch diese Bewegung ist eine periodische, denn sobald der

Winkel t]/:n um 27 gewachsen ist, wiederholen sich in der-

selben Reihenfolge wieder alle Werte des Radiusvektors r
von neuem. Der bewegliche Punkt durchlduft demnach in
steter Reihenfolge unbegrenzt oft eine in sich geschlossene
Kurve. Die Zeit, die er zu einem vollen Umlaufe braucht,
nennen wir wieder die Dauer einer vollen Schwingung und
bezeichnen sie wiederum mit 7. Dabei wird 7' aus der Be-
dingung

TV%=2:1:, also 7'=2x %
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gefunden. Dieser Wert stimmt aber genau mit dem in Gl. (20)
fiir die geradlinige Schwingung gefundenen iiberein. Wir er-
kennen hieraus, daf die Schwingungen auch noch im
allgemeinsten Falle isochron sind, d. h., daB die
Schwingungsdauer nicht nur von der GréBe des Aus-
schlags, sondern auch von der besonderen Gestalt der
Bahn unabhingig ist.

Es fragt sich jetzt noch, welche Form die Bahn besitzt.
Auch diese Frage kann mit Hilfe von Gl (21) sofort beant-
wortet werden. Diese Gleichung bildet nimlich in der Sprache
der Vektorenrechnung schon von selbst die Gleichung der Bahn,
und zwar stellt sie die Gleichung einer Ellipse dar, deren
Mittelpunkt mit dem Kraftzentrum O zusammenfiillt. Da aber
die analytische Geometrie heutzutage an Stelle der Vektoren
stets mit deren Komponenten oder Koordinaten rechnet, bleibt
mir noch iibrig, Gl (21) in zwei Komponenten zu zerlegen,
um damit auf die {ibliche Darstellungsform zu kommen. Um
diesen Ubergang auf moglichst einfache Art bewirken zu kinnen,
nehme ich an, daB als Anfangspunkt der Zeitrechnung, auf
den sich auch die zusammengehorigen Werte von a und b,
beziehen, ein Augenblick gew#hlt worden sei, in dem sich der
- bewegliche Punkt gerade im griBten oder auch im kleinsten
Abstande vom Kraftzentrum befand. Dann steht in diesem
Augenblicke die Bewegungsrichtung rechtwinklig zum Radius-
vektor, d. h. es ist v, L a. Hiermit entsprechen die beiden
Glieder auf der rechten Seite von Gl. (21) schon von selbst
den beiden rechtwinkligen Komponenten von r. Wenn wir
dann noch die Richtung von a zur Richtung der X-Achse wihlen
und die Y-Achse in die Richtung von v, legen, erhalten wir aus
Gl (21) fir die Komponenten # und ¥ von ¥, d. h. fiir die
Koordinaten des heweglichen Punktes die Gleichungen

& = a cos tV_c_- 7 , -I/E sin t]/c
o m? y=uny ¥V m

Aus diesen beiden Gleichungen eliminieren wir den verinder-
lichen Winkel mit Hilfe einer sehr bekannten Umformung,
indem wir

Foppl, Dynamik. 3. Aufl, 3
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s

o)/
0 i

setzen. Damit sind wir aber in der Tat zu der gewdhnlichen
Form der Mittelpunktsgleichung einer Ellipse gelangt, deren

Halbachsen gleich @ und gleich von sind. Diese Ellipse

c

bildet die gesuchte Bahn des beweglichen Punktes.
Nebenbei sei darauf hingewiesen, daf auch bei der harmo-
nischen Schwingung der vom Kraftzentrum gezogene Radius-

vektor in gleichen

Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht, da diese

Eigenschaft, wie frither bewiesen wurde, allen Zentralbewegungen

zukommt.

§ 5. Andere Fille der harmonischen Schwingungen.

Schon vorher wurde bemerkt, daB die Lehre von der

%

harmonischen Schwingung eines einzelnen
materiellen Punktes mit geringen ;'&_nderungen
auch auf die Behandlung von vielen anderen
Fillen iibertragen werden kann, bei denen
harmonische Schwingungen auftreten. Wenn
es nun auch nicht mdglich ist, eine gréfiere -
Zahl von solchen Fiillen hier im einzelnen
zu besprechen, so soll dies doch mit zwei
der einfachsten und wichtigsten geschehen,
wihrend einige andere noch unter den Auf-
gaben am Schlusse des Abschnittes zur
Sprache kommen werden.

Der erste Fall, um den es sich hier
handelt, betrifft die einfachen Drehschwin-
gungen eines starren Korpers unter dem Ein-
flusse der Torsionselastizitiit eines Stabes, durch
den er festgehalten ist oder, wie man sie zur
Abkiirzung oft nennt, die Torsionsschwin-
gungen. Abb. 8 bezieht sich auf ein Beispiel
dafiir. Eine kreisformige Scheibe A4, die in
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Aufrif und Grundrifl gezeichnet ist, sei am unteren Ende C eines
senkrecht herabhiingenden Stabes (einer Welle oder eines Drahtes)
BC befestigt, dessen oberes Ende bei B eingeklemmt ist. LBt
man an der Scheibe in ihrer horizontalen Ebene ein Krifte-
paar angreifen, so wird der die Scheibe tragende Stab BC auf
Verdrehen beansprucht. Dadurch entsteht eine elastische Form-
inderung, durch die die Scheibe um den Verdrehungswinkel ¢
des Stabes aus ihrer Gleichgewichtslage gedreht wird. Ent-
fernt man hierauf das Kriiftepaar wieder, so schwingt die
Scheibe nach der Gleichgewichtslage zuriick, geht dann, wegen
der lebendigen Kraft, die sie inzwischen erlangt hat, iiber die
Gleichgewichtslage hinaus und fithrt darauf harmonische Schwin-
gungen um die Gleichgewichtslage aus, die ohne Hinzutreten
einer Dampfung unbegrenzt lange fortdauern wiirden.

Mit den Schwingungen des materiellen Punktes stehen die
Torsionsschwingungen in einem besonders einfachen Zusammen-
hang. Dieser riihrt davon her, daB fiir die Drehung eines
starren Korpers um eine feste Achse eine Gleichung gilt, die
sich an die dynamische Grundgleichung fiir die geradlinige
Bewegung eines materiellen Punktes aufs engste anschlieBt.
Schon in Band I (8. 200, Gl (81) d. 3. Aufl.) ist diese Glei-
chung abgeleitet worden und sie lautet

du

6 — = Pp,

worin Pp das Moment des die Beschleunigung Z:: der Dreh-

bewegung hervorbringenden Kriftepaares und @ das auf die
Drehachse bezogene Trigheitsmoment des starren Korpers
bedeutet.

Wiihrend der Korper die Schwingung ausfiihrt, wirkt auf
ihn nur das durch die Verdrehungselastizitit des Stabes her-
vorgerufene Kriiftepaar ein, dessen Moment dem augenblick-
lichen Werte des Verdrehungswinkels ¢ proportional ist und
vorliutig gleich ¢ gesetzt werden kann, wenn unter ¢ eine

Konstante verstanden wird, deren Wert spiater noch ermittelt
du
dt
3*

werden soll. Fiir die Winkelbeschleunigung kann man



36 Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punlktes.

auch tf;g schreiben und die Differentialgleichung der Bewegung
geht hiermit iiber in
d?
058 = —co. (22)

Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite riihrt davon
her, daB das Torsionsmoment den Korper stets in die Gleich-
gewichtslage zuriickzubringen sucht, also bei einem positiven
Wert des Winkels ¢ eine negative und bei einem negativen
Werte von ¢ eine positive Winkelbeschleunigung hervorbringt.

GL (22) stimmt der Form nach genau mit der Differen-
tialgleichung (16) der geradlinigen Schwingung des materiellen
Punktes itberein. An Stelle des Weges ist hier nur der Winkel-
weg @ und an Stelle der Masse m das Trigheitsmoment @
getreten. Auch die aus Gl. (16) hervorgegangenen Folgerungen,
nimlich die Gleichungen (17) bis (20) kionnen daher hierher
sofort iibernommen werden, indem man dieselben Buchstaben-
vertauschungen damit vornimmt. Insbesondere erhilt man fiir
die Dauer einer vollen Schwingung nach Gl (20)

7—24)/°. 23)

Den Wert der Konstanten ¢ endlich kann man aus den
Formeln der Festigkeitslehre entnehmen, insbesondere fiir den
Fall, daB der Stab BC einen kreisformigen Querschnitt vom
Halbmesser a hat, aus GL (225) von Bd. III (S. 309 d. 3. Aufl.).
2001
natG’

Beachtet man, daB an Stelle von ¢ hier kiirzer ¢
geschrieben wurde, so ist dies gleichbedeutend mit

Adp =

ma*lr
M=—"9

und da wir das Verdrehungsmoment M vorher gleich cq gesetzt
hatten, folgt daraus fiir ¢
wally
=5
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Setzen wir diesen Wert in Gl (23) ein, so erhalten wir
die Schwingungsdauer in der weiter ausgerechneten Form

29 /2216
T=2 ’;,. (24)

In dieser Form gilt die Gleichung nicht nur fiir eine
scheibenférmige Gestalt des schwingenden Korpers, sondern fiir
irgendeinen Umdrehungskérper. Fiir die zahlenmiBige Aus-
rechnung von 7" mufl zuvor dessen Triigheitsmoment @ ermittelt
werden. Dieses liBt sich auf jeden Fall auch in der Form

@ = 9, 2 ~

g
darstellen, wenn unter ¢ das Gewicht des schwingenden Kor-
pers, unter 9 dessen Masse und unter i sein Trigheitshalb-

9
messer verstanden wird. Hiermit geht Gl (24) iiber in

_ 24 /2mlQ

7= =g (25)
Fiir eine Scheibe, also fiir eine zylindrische Gestalt des

schwingenden Korpers ist

. r Y
i=_-V2.
2
wenn der Halbmesser mit » bezeichnet wird, wie schon aus

der Losung von Aufg. 21 des 3. Bandes (S. 204 d. 3. Aufl.)
hervorgeht. Fiir diesen besonderen Fall geht daher Gl (25)

iiber in
27 /7l '
T— a=V"gr;' (26)

Unter [ ist in diesen Formeln die Liinge des Stabes und
unter ¢ der Schubelastizititsmodul zu verstehen.

Der andere Fall har- Q, Q,
monischer ~ Schwingungen, @ @ =
der hier besprochen werden :H x> :
soll, wird durch Abb.9 er- | T2 g !
liutert. Ein Stab, der an A/

beiden Enden nunterstiitzt ist, trage an den Stellen z;, und
@, zwei Massen von den Gewichten @, und ¢,, die sich als
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materielle Punkte ansehen lassen und denen gegeniiber die
Masse des Stabes als verschwindend klein betrachtet werden
soll. Wenn der Stab einen beliebigen AnstoB erlitten hat,
vermag er Biegungsschwingungen auszufiihren, wobei wir uns
damit begniigen wollen, nur ebene Schwingungen in Betracht
zu ziehen, so zwar, daB die Schwingungsebene durch eine
Haupttriigheitsachse des Stabquerschnittes geht, obschon auch
der allgemeinere Fall in #hnlicher Weise behandelt werden
kénnte. Die beiden punktformigen Massen fiihren dann gerad-
llmge Schwingungen aus, die aus einer Ubereinanderlagerung
von je zwei einfachen harmomschen Schwingungen bestehen.
DaB sich hier der ganze Bewegungsvorgang aus zwei Einzel-
schwingungen zusammensetzt, hat darin seinen Grund, daB die
Bewegung jeder Masse Durchbiegungen des ganzen Stabes mit
sich bringt, die zugleich auf die Bewegung der anderen Masse
einwirken. Die Schwingungen der beiden Massen sind, wie
man sich ausdriickt, miteinander gekoppelt.

Die Lasten @, und ¢, werden schon im Ruhezustande
eine gewisse Durchbiegung des Stabes hervorbringen, um die
wir uns aber jetzt nicht zu kiimmern brauchen. Bei den
Schwingungen kommt es nur auf die Verschiebungen aus der
Gleichgewichtslage an. Zu irgendeiner Zeit ¢ seien diese mit
y, und y, bezeichnet. Der Stab hat dann zu dieser Zeit eine
entsprechende Verbiegung angenommen. Vom Biegungszustande
hiingen aber die Kriifte ab, die der Stab auf @, und @, aus-
ibt. Im Gleichgewichtszustande sind diese Kriifte gleich den
Gewichten @, und @, und entgegengesetzt gerichtet. Wenn
die Biegungspfeile aber um y, und y, vermehrt werden, wachsen
auch die Kriifte, und der UberschuB bringt eine entsprechende
Beschleunigung der Massen hervor. Nach GL (102) S. 179
d. 3. Aufl. von Band III kénnen wir

Y=y P+ e, Py, und y, —ey, Py + P,
setzen, wenn die zugehdrigen Kriifte mit P und die Einfluf-
zahlen mit « bezeichnet werden. Hierbei ist zu beachten, daB
die Masse des Stabes als verschwindend klein vorausgesetzt
wurde und daher andere Krifte, als die zur Beschleunigung
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der Massen von @, und @), dienenden fiir die augenblickliche
Biegungsgestalt des Stabes nicht in Betracht kommen, abge-
sehen natirlich von den duwrch P, und P, hermrgerufenen
Auflagerkriften.

Lost man die vorstehenden Gleichungen nach P, und P,
auf, so erhilt man

Pty

u‘ze*_“’ 0y Oy — Oy Y25
>4 oy

B e T e, _
wobel zu beachten ist, daB nach dem Maxwellschen Satze von
der Gegenseitigkeit der Verschiebungen «;, = «,, gesetzt werden
kann. Zur Abkiirzung mag hier vorliufig geschrieben werden

Pi=Bv—vvss Po=Boys— vy
Die dynamische Grundgleichung liefert jetzt sofort die

Bewegungsgleichungen, niéimlich

1 dg 1
%‘ dtya = — By — ?’?)’2):]

)y d®y,
Q; d:ﬁ = _(ﬁgyz_?%)-J

Das sind zwei simultane Differentialgleichungen fiir die
beiden Unbekannten y, und 7,, aus denen wir die eine leicht
eliminieren kénnen. Losen wir nimlich die erste nach y, auf
und setzen den Wert in die zweite Gleichung ein, so erhalten

LY

wir, wenn zur Abkiirzung m an Stelle von >

d* :
My My ‘dgl + (my B, + m, ﬁ1) dt: L + (BB — ")y, =0, (28)

und genau dieselbe Gleichung mul auch fiir y, erfilllt sein,
wie sich ergibt, wenn man umgekehrt y, eliminiert. Die all-
gemeine Losung der Gleichung ist von der Form

9= A;sin ;¢ + B cos 4t + C;sindyt + D, cos At, (29)
worin 4, B,C; D, die vier willkiirlichen Integrationskonstanten
sind, an deren Stelle in der sonst gleichlautenden Lisung fiir y,
vier andere Konstanten A4, B,C,D, treten, wihrend die Kon-
stanten 4, und 4, aus der ,charakteristischen® Gleichung gefun-

(27)

geschrieben wird
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den werden, nimlich aus der Gleichung, die sich ergibt, wenn
man eins der vier Glieder, aus denen sich y, zusammensetzt,
in die Differentialgleichung einsetzt. Man findet dann die
Gleichung

mymy At — (myBy + myfy) 2* + By — p*= 0. (30)

Diese Gleichung liefert zwel positive und zwei ebenso

groBe negative reelle Wurzeln, von denen es aber nur auf die

beiden positiven ankommt, die die gesuchten Werte der Kon-

stanten 4, und i, angeben. Man findet nach einfacher Um-
rechnung

T { (my By + myBy) £V (my By — myBy)* + Lomymy ?2}
oder auch, wenn man die g und p wieder in den EinfluB-
zahlen « ausdriickt,

12="tu my + gy My ___FV(%;;‘: — ety m,)? +74’;1_"_‘2;¥; (31)
: 2y my (0 gy — fy ;

An Stelle der Einflufzahlen kann man auch die statischen
Durchbiegungen f,,f;, usf. einfilhren, die von den Lasten
@, und @, in den beiden Querschnitten hervorgerufen werden,
wenn die eine oder andere dieser Lasten allein angebracht
wird. Dann ist z. B.

Ql_ = fix

g 9

zu setzen usf. Man muB nur beachten, daB jetzt /i, und f,
im allgemeinen nicht mehr gleich untereinander sind, wie das
von den zugehdrigen EinfluBzahlen zutraf. Die Gleichung geht
hiermit iiber in

My Oy = -~ Uy

fu+f22 i]/(fn_f:g)s"‘ 4flﬂf31 ‘
C 2fuhe —fusfa) ' (32)
Je nachdem man das obere oder untere Wurzelvorzeichen
nimmt, erhilt man daraus 1, oder 4,. Nachdem diese bekannt
sind, findet man auch die Schwingungsdauern 7, und 7', der
beiden einfachen harmonischen Schwingungen, aus denen sich
die ganze Bewegung y, nach Gl (29) zusammensetzt. Die
beiden ersten Glieder durchlaufen néimlich jedesmal die ganze

A=y
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Wertreihe wieder von neuem, wenn der Winkel 4,f um 2z
angewachsen ist, woraus die entsprechende Zeitdauer 7

2 2
T,==% und ebenso 7,= ==
1:l 12

folgt. Die beiden Schwingungsdauern sind demnach nur von
den statischen Durchbiegungen f;, usf. abhiingig, die von
den Lasten hervorgebracht werden, dagegen von der Art des
AnstoBes und der dadurch bewirkten Schwingungsamplitude
jeder einzelnen der beiden Schwingungen vollstindig unabhingig.

Die Formeln umfassen natiirlich auch den einfacheren
Fall, daB der Stab nur eine Masse triigt, denn um darauf
zu kommen, braucht man in der vorhergehenden Entwicklung
nur iiberall ¢, oder m, gleich Null zu setzen. Damit werden
auch f;, und f,, zu Null, wiihrend f;; und f,, von Null ver-
schieden bleiben.

Setzt man in Gl (28) m,= 0, so geht sie in eine Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung, d. h. in die Differentialgleichung
der einfachen harmonischen Schwingung iiber, wobei nur an
Stelle der in Gl (16) eingefiihrten Konstanten ¢ der hier
zutreffende besondere Wert tritt. Hieraus folgt dann die
Schwingungsdauer. Man kann diese aber auch aus Gl (31)
entnehmen. Setzt man nidmlich in dieser m,= 0, so folgt

A, = oo, withrend 4, in der Form % gefunden wird. Der erste

Wert hat keine Bedeutung, da er zu einer Schwingungsdauer
= 0 fithrt; der andere dagegen kann nach den gew@hnlichen
Vorschriften der Differentialrechnung ermittelt werden, indem
man Zihler und Nenner des Bruches nach m, differenziert und
hierauf erst m, gleich Null setzt. Fiihrt man dies aus, so
erhiilt man fiir die Schwingungsdauer nach einfacher Um-
rechnung
T=2aVe,my,
wofiir man auch unter Einfiihrung des Biegungspfeiles f;,

7= 27/t (33)

schreiben kann.
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Die in Gl. (29) vorkommenden Integrationskonstanten
A, B, C; D, fiir die allgemeine Losung der Aufgabe sind aus
den Grenzbedingungen zu ermitteln. Diese kénnen z B. darin
bestehen, daB fiir den Anfangszustand, also fiir die Zeit £ =0,
sowohl die Lage als die Geschwindigkeit beider Massen, also

die Werte von 7, ,, -y‘ und - y“ gegeben sind. Um aus

diesen Bedingungen die Konstanten zu ermitteln, mufl man
beachten, daB die Konstanten 4, B,C, D), in der Lisung von y,
durch die Werte von A4, B, C; D, schon mitgegeben sind. Setzt
man néimlich y, aus GL (29) in die erste der Differential-
gleichungen (27) ein, so erhilt man fiir y,

_ﬁ-—ml

A ' (4, sin 4t + B, cos A, 1)

i ﬁ_x%! (Cysindyt + D, cos 1),

Bezeichnet man die Anfangswerte durch Anhiingen des
Zeigers O, so hat man demnach zur Ermittlung der Integra-
tionskonstanten die vier Gleichungen

B+ D = (Jl)u»
A %4 10% _(‘?’;)

2 34
F;I T}f"[i‘! B]_ +ﬁl —Tm, J! D (yg)u ’ ( )
ﬁ-—m le_A. -l-ﬁ'—ﬁm‘:‘*lac ((;yt..) )

die man leicht nach den Unbekannten auflisen kann, wenn es
sich um ein Zahlenbeispiel handelt.

Um das Anschreiben von zu langen Formeln zu vermeiden,
mge die Rechnung in Buchstabengréfien nur noch fiir den
besonderen Fall weiter durchgefiihrt werden, dal ¢, und @,
eine symmetrische Belastung des Balkens bilden, d. h. daf
¢, = @, und zugleich z, + x, gleich der Spannweite ! des
Balkens ist. Dann vereinfachen sich alle Formeln wesentlich,
indem auch e, = «,, und f,=f, ist, womit Gl. (31) iibergeht in

2__ _ %n f‘“w .
m (e, — ety)
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Man hat daher

e o
W=Vt ™ A Vi
und die Gleichungen (34) gehen iiber in
B, + Dy = (4y)s,

Al A+ 01 dy= ({;3;1)0»

= Bl + Dl B (yz)u:

i Alll o+ Cx by= ({;ﬂ:)g ’

deren Aufldsung liefert

1 ((dy dy,
4= ((a?)o“ (fn’)o)’
By = 3 (4o — (2)o),
-1 d}h ‘_‘Tyz
Oy= 2, ((dt)g_—}- (dt)g)’
D, =1 ((yl)o + (?12)0)'
Fiihrt man noch an Stelle der EinfluBzahlen die Ordinaten
der elastischen Linie im Gleichgewichtszustande £, und f,, ein,

so erhidlt man fiir die Schwingungsdauern der beiden sich
tibereinander lagernden einfachen harmonischen Schwingungen -

T,=2x)/f=fs wnd T,=2z)/ Tl (35)

Die Durchsenkungen £, und f,, sind in bekannter Weise nach
den Lehren von Band III aus der Gleichung der elastischen
Linie zu berechnen.

Durch die vorstehenden Formeln ist der ganze Schwin-
gungsvorgang vollstiindig beschrieben.

§ 6. Geddmpfte Schwingungen.

Die bisher untersuchten Schwingungsbewegungen miiBten,
wenn sie einmal angeregt wiiren und dann vor allen iufleren
Storungen geschiitzt werden konnten, unbegrenzt lange an-
dauern, ohne jemals zu erlischen oder sich auch nur irgendwie
zu verindern. In Wirklichkeit beobachten wir aber stets, daB
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eine einmal angeregte Schwingung allmihlich ,abklingt®, d. h.
daf die Schwingungsausschlige allmihlich immer kleiner wer-
den, bis sie sich zuletzt jeder Wahrnehmung entziehen. Der
Grund dafiir ist in besonderen Bewegungswiderstinden, wie
Reibung, Luftwiderstand, unvollkommene Elastizitit usw. zu
suchen, die bisher vernachlissigt wurden. Um uns dem wirk-
lichen Vorgange mehr zu nihern, wollen wir jetzt annehmen,
daB auBer der elastischen Kraft des Feldes auch noch ein
wdimpfender Widerstand® von irgendeiner Art auf den beweg-
lichen Punkt einwirke, der in jedem Augenblicke der Bewegung
des Punktes entgegenwirkt. Zugleich miissen wir aber, um
die Aufgabe zu einer bestimmten zu machen, noch eine niihere
Voraussetzung iiber das Wirkungsgesetz dieses Widerstandes
einfiihren. Es steht nun zwar frei, die Rechnung unter ver-
schiedenen Annahmen dieser Art durchzufiihren und sich im
gegebenen Falle dann fiir jenes Widerstandsgesetz zu entscheiden,
bei dessen Wahl die Rechnungsergebnisse am besten mit der
Beobachtung iibereinstimmen. Man begniigt sich aber ge-
wohnlich mit der einfachsten Annahme, die sich machen liBt,
namlich, daB der Widerstand in jedem Augenblicke der Ge-
schwindigkeit der Bewegung proportional sei. Wenn der dimp-
" fende Widerstand in der Hauptsache im Luftwiderstande be-
steht und die Geschwindigkeiten der Schwingungsbewegung
nicht sehr erheblich sind, trifft diese Annahme, wie aus der
Ubereinstimmung der daraus abgeleiteten Formeln mit den
Beobachtungen zu schliefien ist, in der Tat ziemlich genau
zu. Noch besser ist die Voraussetzung erfiillt, wenn die Damp-
fung etwa dadurch erfolgt, dafl ein Magnet in der Nihe einer
Kupfermasse schwingt, wobei die elektrischen Strome, die durch
die Bewegung in dem Kupferkdrper induziert werden, einen
sehr kriftigen dampfenden Widerstand auf die Schwingungs-
bewegung ausiiben. Dieser Fall liegt bei vielen physikalischen
Mefinstrumenten vor.

Setzen wir jetzt voraus, dall diese Annahme genau genug
zutreffe und beschriinken wir uns aullerdem der Einfachheit
wegen zuniichst auf die Untersuchung einer geradlinigen Schwin-
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gung, so nimmt die dynamische Grundgleichung hier die Ge-

stalt an
2

x dx
qe =—C$—]um' (36)

Sie unterscheidet sich von der fritheren nur dadurch, daff das

m

Glied % fl? auf der rechten Seite neu hinzugetreten ist. Dieses

Glied entspricht aber seinem Baue nach der Annahme, die wir
fiir den dimpfenden Widerstand machten, denn es stellt das
Produkt aus einem konstanten Faktor %k, der die GriBe der
Dimpfung im gegebenen Falle mift und der Geschwindigkeit
dx
dt
in jene fiir die ungedimpfte harmonische Schwingung iiber.
Das negative Vorzeichen, mit dem das Dampfungsglied in
die Gleichung eingefiihrt ist, rechtfertigt sich damit, daf fiir

dar. Wenn man %= 0 setzt, geht die Gleichung wieder

. e dz 3 :
einen positiven Wert von wenn sich also der Punkt, wie

dt’?
man sagen kann, auf der Ausreise befindet, der Widerstand
sich dieser Bewegung widersetzt, also nach dem Koordinaten-
ursprunge hin oder entgegengesetzt zur Richtung der positiven
gerichtet ist. Bei der Riickreise des Punktes istL:T:: an sich negativ;
damit wird das Dampfungsglied positiv und es zeigt eine Kraft
an, die im Sinne der positiven z geht, die sich also auch hier
der Bewegung widersetzt. Man erkennt hieraus, daf die Glei-
chung in der angeschriebenen Form in der Tat jederzeit die
Bedingungen der Bewegung richtig wiedergibt.
Um Gl (36) zu integrieren, setze man
z = Ae*'+ Be?!,
Fiithrt man diesen Wert in die Gleichung ein, so geht sie
iitber in
m(e*Ae'+ B2 BeP!) + c(Ae* + Be'!) + k(Awe** + Bfe’’) =0.
Da diese Gleichung fiir beliebige Werte von 4 und B iden-
tisch erfiillt sein soll, zerfillt sie in die beiden Gleichungen
Ae*t(me+ ¢+ ka) =0,
Be**(mp*+ ¢ + kp) =0,
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die fiir jeden Wert von # und fiir beliebige Werte von .4 und
B erfiillt sein miissen. Hiernach miissen, wenn der fiir z an-
gegebene Ausdruck die richtige Losung der Gl (36) bilden
soll, « und B so bestimmt werden, dall die beiden Klammer-
werte zu Null werden, d.h. « und B sind die beiden Wurzeln
der quadratischen Gleichung

mel+ec+kz=0.
Die Auflosung der Gleichung liefert
L k k* c
T em TV 4T m?
also, wenn wir den hierin vorkommenden Wurzelwert zur Ab-
kiirzung mit » bezeichnen,
w=ﬁ*21",;,+?; B=——3m—7-
Die Werte von « und § konnten zwar auch miteinander ver-
tauscht werden, womit aber an der allgemeinen Form des
Ausdruckes von 2 nichts geiindert wiirde, da auch A und B
vorliufig nur zwei ebenfalls miteinander vertauschbare Sym-
bole fiir ganz beliebig zu wihlende Werte sind. — Die all-
gemeine Lisung von Gl (36) ist dempach von der Form
k k ,
T = Ae_”‘te*‘f—l— Be “""!e‘?’. (37)

Hier sind nun zwei wesentlich voneinander verschiedene
Fiille zu unterscheiden, je nachdem der mit yp bezeichnete
Wurzelwert reell oder imagindr ist. Im ersten Falle, den wir
zunéichst voraussetzen wollen, kann die Losung in der Form
von Gl (37) unmittelbar beibehalten werden. Diese Lisung
stellt aber iiberhaupt keine Schwingung mehr dar, weil z hier
als eine nichtperiodische Funktion der Zeit gefunden ist. Nehmen
wir, um die fernere Untersuchung zu vereinfachen, an, daB zu
Anfang der Zeit £ der Punkt mit der Geschwindigkeit », durch
den Ursprung gegangen sei, so erhalten wir fiir die Konstanten
A und B die beiden Grenzbedingungen

)= A4 4+ B und U0=A(— 2’i—n+y)+B(—2i;n— ),
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woraus man durch Auflésen nach 4 und B findet
2, v

A=_2—?_ und B=—2—;-
Durch Einsetzen der hiermit bestimmten Werte in Gl (37)
geht diese iiber in
k
g=2og o (gri g1ty (38)

wofiir auch, unter Benutzung des schon in Band II bei der
Untersuchung der Kettenlinie eingefiihrten Begriffes des hyper-

bolischen Sinus kiirzer
k

2 - ?;e'?m’smhyt (38a)

geschrieben werden kann.

Dieser Ausdruck kann sein Vorzeichen bei wachsendem ¢
nicht findern, denn e~ 7 ist fiir ein positives ¢ immer ein echter
Bruch, wihrend e’* stets groBer als Eins bleibt. Der Punkt
bleibt also, wenn er diese Bewegung ausfiihrt, vom Augen-
blicke # = 0 an stets auf derselben Seite der Koordinatenachse.
Fiir t = oo liefert Gl (38) wieder z =0, denn aus der De-

finition von y folgt, daB ;ju jedenfalls groBer ist als y. Der

grobite Ausschlag, den der Punkt erreicht, und die Zeit, zu
der dies geschieht, kann nach der gewdhnlichen Theorie der
Maxima und Minima aus Gl (38) ermittelt werden, womit ich
mich aber jetzt nicht aufhalten will. Jedenfalls ist durch die
bisherigen Auseinandersetzungen der allgemeine Verlauf der
Bewegung bereits hinreichend gekennzeichnet. Eine solche
Bewegung heifit eine aperiodische; sie ist dann zu erwarten,
wenn die Dimpfung sehr stark ist (z. B. beim sogenannten
ballistischen Galvanometer). Jedenfalls muB der Diémpfungs-
faktor & mindestens den Wert

k=2Vme

erhalten. Sobald % kleiner ist, wird der mit y bezeichnete
Waurzelwert imaginiir und dann treten wieder Schwingungen
ein, die wir jetzt weiter untersuchen wollen.
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In diesem Falle ist die Wurzel
< VL
e m 4m?

ein reeller Wert und fiir  konnen wir in den vorausgehenden
Entwicklungen

o
setzen. Hiermit geht Gl. (38) iiber in

_“k : e,'}»lt_

—iytt
x—=20g . E
7

[
2¢
Nach einer bekannten Formel der Analysis ist aber fiir den
hier als letzter Faktor auf der rechten Seite auftretenden Aus-
druck kiirzer siny'f zu setzen. Wir erhalten so fiir die ge-

dimpften Schwingungen die fertige Losung

.
z= e Tsing't. (39)

Ubrigens steht es auch frei, wenn man diesen Ubergang von
den imagindren zu den reellen Werten vermeiden will, die
Richtigkeit von Gl (39) unmittelbar durch Einsetzen in die
Differentialgleichung (36) und Vergleich mit den vorgeschrie-
benen Grenzbedingungen nachzuweisen.

Der Hauptunterschied zwischen Gl (39) und der die un-
gedimpften harmonischen Schwingungen darstellenden Gl. (19)
z = A sin «t

k
besteht in dem Hinzutreten der Exponentialfunktion e *= als
Faktor. Solange noch wenig Zeit von Beginn der Bewegung
an verstrichen ist, unterscheidet sich dieser Faktor nur wenig
von der Einheit; die Bewegung erfolgt bis dahin fast ebenso
wie eine ungedimpfte. Wenn die Dimpfung % sehr klein ist,
kann schon eine ganze Anzahl von Schwingungen verstreichen,
bevor sich eine Anderung des Schwingungsschlags bemerk-
lich macht. Sobald aber ¢ einmal so groB geworden ist, daB
der Exponentialfaktor erheblich von 1 verschieden ist, nimmt
dann innerhalb Zeiten, die mit dieser vergleichbar sind, der
Schwingungsausschlag sehr schnell ab. War z B. fiir eine
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gewisse Zeit ¢, der Exponentlalfaktor gIelch , 8o ist er nach

2t, gleich i , nach 3% glelch - und nach IOt schon gleich

10s4» 8lso in den meisten Fallen schon ganz unmerklich ge-
worden. Dieses rapide Erloschen ist ja iiberhaupt die hervor-
stechendste Kigenschaft der mit Hilfe einer Exponentialfunktion
beschriebenen physikalischen GesetzmiiBigkeiten.

Die Definition einer vollen Schwingung muf hier anders
gefalt werden, als bei der ungediimpften Bewegung. Wir wollen
darunter eine Bewegung aus der Gleichgewichtslage nach der
einen Seite, die Riickkehr von da, dann den Ausschlag nach
der anderen Seite, bis schlieflich der Punkt abermals in der
Gleichgewichtslage angelangt ist, verstehen. Es ist nun sehr
bemerkenswert, daB auch die gedimpfte Schwingung
isochron ist. In die Gleichgewichtslage ist niimlich der Punkt
immer dann wieder zuriickgekekrt, wenn siny’¢ zu Null wird.
Dies trifft zu, wenn der Winkel »'# wieder um x oder ein Viel-
faches davon gewachsen ist. Zur Dauer 7 einer vollen Schwin-
gung gehdrt demmach ein Zuwachs des Winkels um 2z und
daraus folgt

rait. ek (40)

Dieser Ausdruck ist in der Tat ganz unabhingig von der Zeit,
die seit Beginn der Bewegung verstrichen ist oder von dem
Werte, auf den sich der Schwingungsausschlag seitdem ver-
mindert hat. Wenn die Schwingungsausschlige kleiner werden,
nehmen auch die Geschwindigkeiten entsprechend ab, so daB
zum Durchlaufen der kleineren Wege immer noch ebensoviel
Zeit gebraucht wird als bei den griBeren.

Dagegen ist die Schwingungsdauer der gedimpften
Schwingung griBer als die der ungedimpften. — Wenn
man k = 0 setzt, geht Gl (40) wieder in GL (20) tiber.

Die Geschwindigkeit v des bewegten Punktes folgt aus
Gl (39) durch Differentiation nach der Zeit

k
= k
0= = 2m (y cosyt-— smyt)

Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 4
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Die Geschwindigkeit wird jedesmal zu Null bei einer Umkehr
aus einer Bewegungsrichtung in die andere. Fiir die Umkehr-
zeiten hat man daher die Bedingung

y cosy t— % siny’t =0
oder

" 72
tg 't = 2_’%!_ = ]{fmk L

Diesen Wert nimmt die Tangente von §f immer von
neuem wieder an, wenn der Winkel 't um =, 2x, 3z usf.
gewachsen ist. Daraus folgt aber, daB die Zeit zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Umkehrpunkten immer gleich groB und,
wie aus Gl (40) hervorgeht, gleich der Hiilfte einer vollen
Schwingungsdauer ist.

Aus der tgy't berechnen wir zuniichst siny't nach der
goniometrischen Formel :

g o
Vi+tigie’
also in unserem Falle nach Einsetzen des fiir tg '¢ gefundenen
Wertes '

sin e =

ime (41)
Wir brauchen nur diesen Wert in Gl (39) einzusetzen, um da-
nach die Grife des Schwingungsausschlags oder .. zu be-
rechnen. Diese Schwingungsamplitude sei mit a bezeichnet
und ferner, um sie mit den vorausgegangenen oder den folgen-
den vergleichen zu konnen, mit a,, wobei n angeben soll, der
wievielte Schwingungsausschlag seit Beginn der Zeit ¢ gerade
vorliegt. Wir erhalten dann

siny't =

— Y% "
a, = 73

dme 7’

oder, wenn man hier auberdem noch den Wert von 3 einfiihrt,

— k
i
a,= %V%i g W, (42)

Den genaueren Wert von ¢ muf man sich aus Gl (41) be-
rechnet und in den Exponentialfaktor eingesetzt denken. Beim
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niichsten Schwingungsausschlage, der nach der entgegengesetzten
Seite hin erfolgt, wird ebenso

- x
m —=

— . 2m
=1 €

(ﬁ" +1 e

gefunden, denn die Bedingung (41) fiir die Zeiten der Be-
wegungsumkehr gilt fiir alle Schwingungsausschlige in der-
selben Weise. Geiindert hat sich daher in @, , gegeiiber a,
nur der Exponentialfaktor, indem an Stelle von ¢ die Zeit ¢’
getreten ist. Nun ist aber, wie vorher schon bemerkt wurde,

’ i 2xm
hiernach kann a, , auf einfache Weise aus a, abgeleitet
werden, indem man

kT __mk
13

ap1 =0, € ™ =g ¢ Vime—F (43)
setzt. Das Verhiltnis @, ,: «, ist hiernach konstant, d. h. die
aufeinanderfolgenden Schwingungsamplituden bilden eine geo-
metrische Reihe. Geht man zu den natiirlichen Logarithmen
iiber, so erhdlt man aus (43)
Iga,—lga .. S
" " Yame —kF 4m
Die Logarithmen aufeinanderfolgender Schwingungsausschlige
unterscheiden sich demnach immer um den gleichen Wert.
Dieser wird das logarithmische Dekrement der Schwingung
genannt. Es kann gewdhnlich leicht durch unmittelbare Be-
obachtung der Bewegung ermittelt werden und Gl. (44) dient
dann dazu, den Dimpfungsfaktor % zu berechnen.

Beobachtet man nur Ausschlige, die nach derselben Seite
gehen, so ist das logarithmische Dekrement, wie aus Gl. (44)
sofort folgt, doppelt so groB als dort angegeben. Ferner kann
man anstatt der Ausschlige auch die Liingen der aufeinander-
folgenden ganzen Schwingungsbahnen miteinander vergleichen.
Fiir ein solches Verhiltnis hat man nach der Bedeutung von @
den Ausdruck

(44)

a’u + ﬂ'ﬂ +1

an+2+au+3
4%
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Bezeichnet man nun voriibergehend zur Abkiirzung das Ver-
hiiltnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ausschligen mit g,
so wird @, , = wa, usf, und fir den vorausgehenden Bruch

erhiilt man
14 1
P
d. h. das Verhiltnis von zwei aufeinanderfolgenden Schwin-
gungsbahnen ist ebenso groB als das Verhiiltnis von zwei nach
derselben Seite hin gehenden Ausschligen und das logarith-
mische Dekrement ist hierfiir doppelt so groB, als der in
Gl (44) dafiir angegebene Wert.

Der Vergleich dieses Gesetzes der Abnahme der Schwin-
gungsweiten mit der Beobachtung bietet ein einfaches Mittel,
um die iiber den diémpfenden Widerstand gemachte Annahme
auf ihre Richtigkeit oder ihre Genauigkeit in einem gegebenen
Falle zu priifen.

Anmerkung. SchlieBlich sei noch bemerkt, da man auch
die krummlinige gedimpfte Schwingung in ganz dhnlicher Weise be-
handeln kann, indem man an Stelle von Gl. (36) allgemeiner

m id. T ct—Fk L
dt* dit

setzt. Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet wiederum
r=We+ B .ot

wobei fir ¢ und f§ dieselben Werte wie im fritheren Falle einzu-
setzen sind. Auch sonst lassen sich die fritheren Betrachtungen sinn-
gemiB wiederholen, was als niitzliche Ubung hier empfohlen werden
mige.

§ 7. Dimpfung durch gewdhnliche Reibung.

Wihrend vorher angenommen war, daB die Dimpfung
proportional der Geschwindigkeit gesetzt werden kinne, wollen
wir jetzt noch den Fall betrachten, daB sie von der Geschwindig-
keit unabhiingig ist. Wenn die Diampfung von einer gewdhn-
lichen Reibung zwischen festen Kérpern herrithrt, kommt man
nimlich mit dieser Annahme dem wirklichen Verhalten des
schwingenden Kiorpers niher als mit der anderen, obschon ja
aus der Besprechung der Reibung in Band I schon bekannt
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ist, daB auch bei der Reibung zwischen festen Korpern die
Geschwindigkeit nicht ganz ohne Einfluf ist. Davon wollen
wir aber hier absehen.

In Abb. 10 sei O das Anziehungszentrum und die dadurch
gezogene horizontale Gerade die Schwingungsbahn des mate-
riellen Punktes von der |
Masse m, dessen augen- |
blickliche Lage durch die |

in dieser Richtung po- e F @m &
sitiv geziihlte Abszisse x 0 2 ;

—a 7 @, >

angegeben werden soll.

Wir wollen ferner zu- AR iBe

nichst annehmen, dafi %‘%: positiv sei. Die Reibung von dem
konstanten Betrage F wirkt der Bewegung entgegen, also hier
in negativer Richtung. An Stelle von Gl (36) des vorigen
Paragraphen tritt dann die Bewegungsgleichung

m ff;;- =—cx—F. (45)

In dieser Form gilt die Gleichung aber nur fiir den zu-
nichst angenommenen Fall, daB sich m in positiver Richtung
bewegt. Dagegen ist es gleichgiiltig, ob # selbst positiv oder
negativ ist, d. h. die Gleichung gilt fiir das einmalige Durch-
laufen der Schwingungsbahn von dem Ausschlage a, auf der
linken Seite (in der Zeichnung) bis zur Erreichung des Aus-
schlages @, auf der rechten Seite.

Bei der darauffolgenden Bewegung im umgekehrten Sinne
hat dagegen die Reibung das Vorzeichen gewechselt, da sie
jederzeit der Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet ist und
die vorige Gleichung ist daher zu ersetzen durch

L Y, -4 (46)

Hierdurch wird ein wesentlicher Unterschied gegeniiber
dem friiheren Falle herbeigefiihrt, in dem die Reibung als pro-
portional mit der Geschwindigkeit vorausgesetzt wurde. In
Gl. (36) wechselte niimlich das die Reibung darstellende Glied
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L%; mit f;—ﬂ; von selbst das Vorzeichen, so daB die GL (36)

zu jeder Zeit unveriindert in derselben analytischen Form bei-
behalten werden konnte, wihrend wir hier dem Vorzeichen-
wechsel der Reibung in anderer Weise Rechnung tragen miissen.
Es mag noch erwiilhnt werden, daf man in derselben Weise zu
verfahren hiitte, wenn man eine Dimpfung in Betracht ziehen
wollte, die mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional
wiire. Denn in diesem Falle wiirde die Dimpfung durch ein

Glied von der Form fc(fi—f)g in der Bewegungsgleichung dar-

zustellen sein, das ebenfalls von selbst keinen Vorzeichen-
wechsel erfahrt, wenn man die Bewegungsrichtung umkehrt.
Man wiirde daher gleichfalls zwei Bewegungsgleichungen an-
zuschreiben haben, die abwechselnd fiir die Bewegungen in
entgegengesetzten Richtungen giiltig sind.

Bleiben wir bei der Untersuchung von Gl (45) stehen,
so konnen wir diese dadurch vereinfachen, daB wir an Stelle
von F' eine Strecke e einfiihren, die sich aus

F

e==> (47)
berechnen liBt. Gl (45) lautet hiermit
d!
' m ET? =—c(x+e).

Da ¢ konstant ist, kann dafiir auch

nd—’—(%?;—e)r =—c(z+e)

geschrieben werden. Das ist aber genau iibereinstimmend mit

der Differentialgleichung einer ungedimpften Schwingung, die
unter dem Einflusse eines Anziehungszentrums O’ erfolgt, das
von O aus um die Strecke e nach links hin liegt. Die Losung
lautet genau entsprechend Gl (17)

2+ e= Asinet + Beosat, (48)
wobei « und hiermit die Schwingungsdauer denselben Wert
behalten wie friither. Hiernach fillt auch O’ genau in die
Mitte der ganzen Schwingungsbahn, die wir jetzt betrachien.
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Dagegen ist O um e aus der Mitte verschoben, d. h. wir haben
ay = a, — 2. (49)

Nun kionnen wir zur Untersuchung der Bewegung in der
entgegengesetzten Richtung schreiten, wobei wir natiirlich ge-
nau in derselben Weise verfahren konnen. GI. (46) liBt sich

in der Form
d*(x—e)
di®

schreiben, deren Losung sich zu
x—e= A'sinat + B cosat
ergibt. Auch diese Bewegung erfolgt wieder genau so, als
wenn gar keine Reibung vorhanden, dafiir aber das Anziehungs-
zentrum von O um den Betrag e nach rechts, also mach 0"
verschoben wiire. Der niichstfolgende Ausschlag a; nach links
hin folgt daher aus a, wiederum durch Subtraktion von 2e, d. h.
oy = ay — 2e. (50)
Ubrigens wiire es gar nicht einmal nétig gewesen, dieses
Ergebnis von neuem aus Gl. (46) abzuleiten, denn Gl. (4) gilt
auch sofort fiir die Bewegung in jeder Richtung, wenn man
sich nur vorbehilt, jedesmal die Richtung der positiven z mit
der Bewegungsrichtung umzukehren. Gl. (50) ist dann schon
eine notwendige Folge von GL (49). Allgemein hat man da-
her fiir zwei aufeinander folgende Schwingungsausschlige
@+, =0, — 2e. (51)
Die Ausschlige bilden daher hier eine arith-
metische Reihe, wahrend sie in dem hiufiger vorkommen-
den Falle, der im vorigen Paragraphen behandelt wurde,
eine geometrische Reihe bildeten. Ferner erloschen hier die
Schwingungen nicht dadurch, daB sie schlieBlich unbegrenzt
klein werden, sondern sie brechen plotzlich ab. Wenn nim-
lich ein Schwingungsausschlag kleiner geworden ist, als 2e,
so hort weiterhin die Giiltigkeit von Gl. (51), in der die a
nur positive GriBen bedeuten kinnen, auf. Ist dieser Wert
von a zugleich kleiner als e, so ist damit die Bewegung tiber-
haupt beendet, da die elastische Kraft die Reibung nicht mehr

m =—c(z—e)
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iiberwinden kann; der schwingende K&rper bleibt einfach auf
der Strecke zwischen O’ und O” liegen. Wenn dagegen der
letzte nach Gl (51) berechnete Wert a grofier als e und kleiner
als 2¢ ist, so erfolgt noch ein letzter Schwingungsweg, der
aber den Punkt nicht mehr iiber die Gleichgewichtslage O
hinauszufiihren vermag. Der Punkt bleibt dann in einem Ab-
stande a, von O liegen, der sich aus

(. Vo 2¢ — Oy 1
berechnet, wobei @, , den letzten nach Gl (51) berechneten
Ausschlag @ bedeutet.

Besonders hervorzuheben ist noch, daB auch die durch
eine konstante Reibung gedimpften Schwingungen isochron
sind. Dabei ist aber die Schwingungsdauer nicht wie
in dem fritheren Falle durch die Dampfung vergriBert,
sondern sie bleibt genaun so grol), als wenn die Schwin-
gungen ganz ungedimpft wiren.

Erste Anmerkung. Die krummlinige Schwingung, die durch
eine konstante Reibung gedéimpft wird, ist hier bedeutend schwieriger
zu behandeln, als in dem entsprechenden Falle des vorigen Para-
graphen. Dazu wiren die folgenden simultanen Differentialgleichungen
zu losen .
mj—é: —c(t 4+ 0,

Vt — =0 und e*=e¢?,

worin ¢ dieselbe Bedeutung hat wie vorher, also eine Konstante an-
gibt, wihrend die Richtung von ¢ veriinderlich ist, und zwar so,
daB sie, wie die zweite Gleichung ausspricht, mit der Geschwindig-
keit jederzeit in dieselbe Gerade fillt. Hiitte man die allgemeine
Losung der Gleichungen gefunden, so wire nachtriiglich noch bei der
Bestimmung der Integrationskonstanten Riicksicht darauf zu nehmen,
daB e der Geschwmdlgkelt entgegengesetst gerichtet ist.

DaB eine Lisung der Gleichungen mOO'hch sein mufl, folgt aus
der physikalischen Bedeutung, die ihnen zukommt. Sie wird aber
nicht leicht zu finden sein und ich glaube nicht, daf sie bereits ge-
lungen wiire. Praktisch hitte die Losung iibrigens ohnehin keinen
groffen Wert.

Zweite Anmerkung. Endlich mag hier noch die geradlinige
Schwingung besprochen werden, die gegen eine mit dem Quadrate
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der Geschwindigkeit proportionale Dimpfung erfolgt. Auch
in diesem Falle gelangt man zur Lisung, indem man fiir jede Be-
wegungsrichtung eine besondere Gleichung aufstellt. Fiir die Bewe-
gung im Sinne der positiven « lautet die Differentialgleichung

na——{-k(dt) +ecx=0.

Gegeniiber Gl (36) im vorigen Paragraphen ist nur das Quadrat
der Geschwindigkeit an Stelle der ersten Potenz getreten; dem ent-
sprechend hat hier auch % eine etwas andere Bedeutung. TFiir die
Bewegung im entgegengesetzten Sinne ist das Vorzeichen des Gliedes

2
k (%) umzukehren.

Betrachtet man ° = Z als die unbekannte Veriinderliche, so liBt

sich die Gleichung flir dlBSB integrieren, und zwar findet man

2k
d:c ok - —-1)
]/2 A — o + Ce ™ .

Dabei ist € die willkiirliche Integrationskonstante. Von der Rich-
tigkeit der Liisung iiberzeugt man sich leicht durch Einsetzen des
Wertes in die Differentialgleichung.

Zu Anfang des betrachteten Schwingungsweges war die Ge-

schwindigkeit fi—f gleich Null und # = — a,, wenn a, den zugehorigen

Schwingungsausschlag bezeichnet, der jedenfalls nach der negativen
Richtung hin erfolgte. Aus dieser Grenzbedingung erhiilt man

2k
vy e_;n_ﬂa(l T 27]':%) ,

m

womit die vorige Gleichung iibergeht in

l/ _:::(r"'an) 2
2“1—*::-—:: (1+ma°)

Am Ende des Schwingungsweges wird i? wieder zu Null und

= a;, wenn der jetzt in der positiven Richtung gehende Ausschlag
mit @, bezeichnet wird. Man erhiilt daher @, aus der Lisung der
transzendenten Gleichung

2k
Sk 2k —T(al'f"ln)
1—;a1=(1—§—ﬁao)e ¥ )

die sich im allgemeinen Falle nur durch Probieren auflosen 1aBt.
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Wenn dagegen k ziemlich klein ist, geniigt es, die Exponentialfunk-
tion durch eine auf wenige Glieder erstreckte Reihenentwicklung zu
ersetzen und dadurch eine brauchbare Niherungsformel abzuleiten.

: 2k
Schreibt man voriibergehend an Stelle von m Jo 2Ur Abkiirzung £, usf.,

so lautet die Gleichung

2 g 3
t—n = (1 — G o)+ BT AL B AN L),
LaBt man alle Glieder weg, die eine hohere Potenz von z, oder
z; als die dritte enthalten, so kommt man auf eine quadratische
Gleichung fir z;, nimlich

2 — 2,38 4 2,) =2z — 3z,.

Liost man diese auf, entwickelt die Wurzel und 148t die hiheren
Potenzen von z;, weg, so erhilt man fir z, den Niherungswert

2
2, =2, (1 — Ez")’

oder wenn man wieder zur fritheren Bezeichnung zuriickkehrt,

a, = G, (1 — ;fnaa)-
Dieselbe Formel kann natiirlich auch dazu verwendet werden, um
den niichstfolgenden Ausschlag a, aus @, zu berechnen usf. Aus der
Formel folgt, daf die Abnahme des Ausschlags withrend einer ein-
fachen Schwingung einen um so kleineren Bruchteil des Ausschlags
ausmacht, je kleiner der Ausschlag selbst wird.
Fiir die Schwingungsdauer erhiéilt man

T—2 e O

-
3 cm 2k 2k = P+ ) )
i ]/g—m{l_m““’_(1+nz“°)'c

Im allgemeinen Falle ist man auf eine mechanische Answertung des
Integrals angewiesen. Fiir ein kleines & kann indessen auch hier
in derselben Weise wie vorher eine Nitherungsformel abgeleitet werden.
Die Schwingungen sind in diesem Falle nicht mehr isochron.

§ 8. Erzwungene Schwingungen.

Bisher war zuerst angenommen worden, dafl die elastische
Kraft oder die ,Kraft des Feldes“ allein auf den beweglichen
Punkt einwirke und dann, daB neben ihr noch ein dimpfender
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Widerstand zu beriicksichtigen sei. Jetzt wollen wir unsere
Betrachtung noch auf den allgemeinen Fall ausdehnen, daf
aullerdem zugleich noch eine andere, unmittelbar gegebene
Kraft an dem materiellen Punkte angreife. Die in diesem
Falle zustande kommenden Schwingungen werden als ,er-
zwungene“ bezeichnet, im Gegensatze zu den ,freien® oder,
wie man gewdhnlich sagt, zu den ,Eigenschwingungen®
des Punktes.

Die Lehre von den erzwungenen Schwingungen ist, wie
ich zuvor bemerken mdchte, nach verschiedenen Richtungen
hin von groBer Bedeutung fiir die Erklirung physikalischer
Vorgiinge. Dabei handelt es sich freilich auch hier wieder
meist um Fille, bei denen das einfache Bild des materiellen
Punktes zur vollstindigen Beschreibung des Vorgangs nicht
geniigt. Das hindert aber nicht, daf sich der zeitliche Ver-
lauf der Schwingungeun in allen wesentlichen Punkten mit jenem
deckt, der bei einem einzelnen materiellen Punkte zu erwarten
wire. Um mit dem Gegenstande vertraut zu werden, tut man
daher am besten, diese Schwingungserscheinungen unter Voraus-
setzung moglichst einfacher Verhiltnisse, also am einzelnen
materiellen Punkte zu studieren. Man kann sich dabei immer-
hin vorbehalten, das Anwendungsgebiet dieser Betrachtungen
unter entsprechender Beriicksichtigung der Besonderheiten des
einzelnen Falles spiter weiter auszudehnen. So ist es auch zu
verstehen, wenn ich jetzt zur Erliuterung der physikalischen
Bedeutung der uns hier beschiiftigenden Untersuchung einige
Fille erzwungener Schwingungen als Beispiele anfiihre.

Wenn man zwei Stimmgabeln von ungefiihr gleicher Ton-
hohe auf einem Tische aufstellt und die eine anschligt, geriit
auch die andere ins Tonen. In diesem Falle sind es die von
der ersten Stimmgabel ausgehenden Schallwellen, die beim
Auftreffen auf die zweite Stimmgabel an dieser periodisch
wechselnde Kriifte ausiiben, die zu den elastischen Kriiften
dieser Stimmgabel selbst und zu ihrem didmpfenden Wider-
stande hinzutreten und eine Schwingungshewegung zuerst ein-
leiten und deren weiteren Verlauf regeln. In solchen Fillen
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nennt man die Bewegung der zweiten Stimmgabel auch oft ein
»Mitschwingen® und die ganze Erscheinung fithrt den Namen
yResonanz® In anderen Fillen wird der erste Kérper, von
dem der AnstoB ausgeht, als der ,Erreger®, der andere als
der ,Empfinger” bezeichnet. So kommt bei den bekannten
Hertzschen Versuchen mit elektrischen Schwingungen und bei
der daraus hervorgegangenen drahtlosen Telegraphie ein Er-
reger oder ,Oszillator® vor, von dem die elektrischen Wellen
ausgesendet werden, und ein Resonator oder Empfinger, in
dem erzwungene Schwingungen entstehen, die durch die an
ihnen beobachteten Erscheinungen einen Riickschlull auf die
Wellenziige im Luftraume zulassen.

Als ferneres Beispiel fithre ich die Schwingungen eines
Schiffes an. Wenn dieses im ruhigen Wasser aus der Gleich-
gewichtslage gebracht und dann sich selbst iiberlassen wird,
fiithrt es pendelnde Bewegungen aus, die im grofen ganzen
den fiir die gedéimpften Schwingungen abgeleiteten Gesetzen
folgen. Sobald nun das Wasser selbst in Wellenbewegungen
begriffen ist, kommen hierzu iuBere Anstofe, die zu er-
zwungenen Schwingungen fiihren. Diese konnen sehr gefiihr-
lich werden, wenn die Schwingungsdauner der Wasserwellen
zufillig ziemlich genau mit der Schwingungsdauer der Eigen-
schwingungen des Schiffes zusammenfillt. In diesem Falle
spricht man wieder von einer Resonanz der Schwingungen,
womit hiernach ein besonderer Fall der erzwungenen Schwin-
gungen gekennzeichnet wird. — Auch im ruhigen Wasser kann
iibrigens das Schiff in erzwungene Schwingungen versetzt
werden, wenn eine Maschine in thm umliuft, deren Massen nicht
so ausgeglichen sind, das periodisch wechselnde AnstiBe auf
den Schiffskérper vermieden werden. Hierher gehiren ferner
auch die durch taktméfiges Marschieren einer Menschenmasse
itber eine Briicke hervorgerufenen erzwungenen Schwingungen®)
und noch manche andere Erscheinungen von verwandter Art.

1) Diese Aufgabe ist von Prof. H. ReiBner ausfiihrlich behandelt
worden; zuerst auf Grund einer ungenaueren Annahme, durch die die
Schwingungen von Briickentriigern auf erzwungenen Schwingungen eines
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Um die erzwungenen Schwingungen niher untersuchen zu
kiénnen, mufl man natiirlich zuvor wissen, welchem Gesetze
die aubere Kraft folgt, die diese Schwingungen hervorbringt.
Wie aus den zuvor angefithrten Beispielen hervorgeht, handelt
es sich dabel um periodisch der Richtung nach wechselnde
Kriifte. Das einfachste Gesetz eines solchen periodischen
Wechsels wird durch eine Sinus- (oder, was im wesentlichen
auf dasselbe hinauskommt, durch eine Kosinus-) Funktion der
Zeit ausgesprochen. Ich werde daher jetzt annehmen, daB
auf den beweglichen materiellen Punkt auBer der elastischen
Kraft und dem dimpfenden Widerstande noch eine Kraft von
auBen her einwirkt, die gleich

P sinqt
ist, worin P, d. h. der grifite Absolutbetrag dieser Kraft,
* ebenso wie die Konstante %, von der die Schwingungsdauer
der Erregungsschwingung abhiingt, beliebig gegeben sein mogen.

An Stelle von Gl (36) ist mit Beriicksichtigung des neu
hinzutretenden Gliedes jetzt zu schreiben

m C—f;; +ex+k 'f;; = P sinyt, (52)
und alle Eigenschaften der erzwungenen Schwingungen sind
aus dem Integrale dieser Differentialgleichung abzuleiten.

Die allgemeine Losung der (1. (52) ist bekannt, sie setzt
sich aus drei Gliedern zusammen, von denen die beiden ersten
mit den willkiirlichen Integrationskonstanten behaftet, aber von
P und 7 unabhiingig sind. Diese beiden Glieder bleiben iibrig,
wenn man P gleich Null setzt, d. h. sie entsprechen fiir sich
genommen, den Eigenschwingungen des Punktes. Dazu kommt
dann noch ein drittes Glied, das P und 7, aber keine willkiir-
liche Integrationskonstante enthiilt. Dieses Glied bleibt iibrig,
wenn die Integrationskonstanten infolge der Anfangsbedin-

einzelnen materiellen Punktes zuriickgefiihrt wurden in der Abhandlung
nZur Dynamik des Fachwerks®, Zeitschr. f. Bauwesen 1899, S. 478 und
hierauf strenger in einer zweiten Abhandlung ,,Schwingungsaufgaben
aus der Theorie des Fachwerks** in derselben Zeitschrift 1903, S. 137.
Die strengere Lisung erfordert freilich sehr umstiindliche Rechnungen.
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gungen gleich Null sind, d. h. es bildet ein partikulires Inte-
gral der Gl (52).

Bs erleichtert die Ubersicht iiber die Rechnungen, wenn
man dieses dritte Glied, das hiernach fiir sich genommen, die
Gleichung schon befriedigen mul}, fiir sich betrachtet. Es
moge mit 2, bezeichnet werden; dann liBt sich setzen')

2y = O'sin(nt — @), (53)
worin aber nun die beiden neu eingefiihrten Konstanten C
und @ nicht willkiirlich sind, sondern durch Einsetzen von z,
in die GL (52) so bestimmt werden miissen, daf diese Gleichung
erfillt wird. Man hat aus (53)

de.

i = Creos(nt — ).
d*x, : —
7 = — Cn'sin(yt — ¢),

und Gl (52) liefert daher beim Einsetzen dieser Werte
— mOy*sin(nt— @) + c¢Csin(nt — )
+ kCycos(nt — @) = Psinyt.

Diese Gleichung soll fiir beliehige Werte der Veriinderlichen ¢
erfiillt sein. Das ist aber nur méoglich, wenn zwischen den
Konstanten gewisse Beziehungen bestehen, zu deren Ableitung
wir den Sinus und den Kosinus der Winkelsumme nach be-
kannten goniometrischen Formeln entwickeln. Bei passender
Zusammenfassung der Glieder nimmt dann die Gleichung die
Form an

sinyt { — mCy® cosgp + ¢C cosgp + kCy sing — P}

+ cosnyt [+ mCy? sing — ¢C sing + kCncosp} = 0.
Damit diese Gleichung fiir jeden Wert von ¢ bestehe, muf
jeder der beiden in den geschweiften Klammern stehenden Aus-

1) In den friitheren Auflagen hatte ich x, = Csin(nt 4 ¢) gesetat.
Das kommt, da ¢ eine nach Grife und Vorzeichen zuniichst unbekannte
Konstante bedeutet, im wesentlichen auf dasselbe hinaus, wie der jetzt
gewithlte Ansatz. Dieser empfiehlt sich aber aus praktischen Griinden,
da dann weiterhin, wenn ¢ in dieser Weise eingefiihrt wird, die beiden
Konstanten ¢ und C immer positiv gefunden werden,
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driicke, die nur konstante Grofen enthalten, fiir sich gleich
Null sein. Damit haben wir die beiden Bedingungsgleichungen
gewonnen, aus denen die Konstanten C und ¢ berechnet werden
konnen. Setzt man zunichst die zweite Kammer gleich Null,
so folgt (da C nicht gleich Null sein kann, wenn P von Null
verschieden ist) zuniichst fiir ¢

bgp = — 1. (54)

Hiermit ist ¢ als bekannt anzusehen. Aus der Bedingung,
daB auch die erste Klammer verschwinden muB, folgt fiir C
P -

O~ isG—mi) T i g’ (55)
worin der Winkel ¢ auf Grund der vorhergegangenen Be-
stimmung als gegeben zu betrachten ist, und zwar so, daB er
aus Gil. (54) stets als ein positiver spitzer oder stumpfer Winkel
zu entnehmen ist. Schreibt man Gl (55) zundichst in der
Form

C— _ Pcoseg
(e — mvf"){cossq) -

kn
c—my

s sing cosgo}

und beachtet hierauf Gl. (54) so wird der Wert in der ge-
schweiften Klammer gleich Eins und die Gleichung vereinfacht
sich zu

" Pcosg ) (56)

Wenn (¢ — mu?) positiv ist, wird ¢ aus GL (54) als ein spitzer
Winkel gefunden, da % und % auf jeden Fall positiv sind.
Dann ist auch cosg positiv. Ist dagegen (¢ — m*) negativ,
so erhiilt man aus Gl (54) einen stumpfen Winkel ¢ und cosg
wird ebenfalls negativ. Daraus folgt, daB C nach Gl (56)
stets einen positiven Wert erhilt.

Mit diesen Werten von C und ¢ stellt Gl. (53) eine mog-
liche Form der erzwungenen Schwingungen dar, die auch
zur wirklichen wird, wenn die Anfangsbedingungen passend
gewiithlt werden. Da auBlerdem die beiden anderen Glieder,
die in der allgemeinen Liésung noch hinzutreten, fiir sich dem
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Falle P = O entsprechen, also als Eigenschwingungen gedeutet
werden konnen, die sich den durch Gl (53) angegebenen hin-
zufiigen, so beansprucht gerade diese partikulire Losung unser
besonderes Interesse und sie soll daher zuniichst weiter erdrtert
werden.

Gl (53) stellt eine einfache ungedimpfte harmonische
Schwingung dar. IThre Schwingungsdauer ist nur von % ab-
hiingig, also unabhiingig von der Schwingungsdauer der Eigen-
schwingungen und auch unabhingig von der Masse des beweg-
lichen Punktes, von der (Grifie der elastischen Kraft und der
GroBe des dimpfenden Widerstandes. Der grifite Ausschlag
tritt aber nicht zur selben Zeit ein, in der die erregende Kraft
ihren grofiten Wert P annimmt, sondern erst etwas spiiter,
denn z hiingt nach Gl (53) von sin(yf — @) anstatt von siny¢
ab. Im iibrigen durchliuft aber sin(yf — @) dieselbe Werte-
reihe wie sinyf, wobei zu gleichen Werten immer derselbe

Zeitunterschied von der Gribe ﬁgehﬁrt. Man driickt dies da-

hin aus, daB zwischen der erzwungenen und der sie erregenden
Schwingung des Wertes von P ein Phasenunterschied be-
steht. Der zugehirige Winkel ¢, der aus GL (54) zu er-
mitteln ist, wird der Phasenverschiebungswinkel genannt.

Wie @ von % abhingt, ist aus GL (54) leicht zu ent
nehmen. Ein kleiner Wert von %, der einer groBen Schwin-
gungsdauer der erregenden Ursache, also langsamen Schwin-
gungen entspricht, hat einen positiven und ebenfalls kleinen
Wert von tge zur Folge. Bei sehr langsamen Schwingungen ist
daher der Phasenverschiebungswinkel sehr klein. LBt man
jetzt 5 zunehmen, geht also zu immer schnelleren Schwingungen
iiber, so bleibt vorliufig tge immer noch klein, falls k& sehr
klein ist, wie es bei den Schwingungen mit geringer Dampfung
zutrifft, die man gewdhnlich vor sich hat. In diesem Falle
vermag tge nach Gl (54) erst dann griflere Werte anzu-
nehmen, wenn my® nahezu so grol wie ¢, der Nenner des
Bruchs daher nahezu gleich Null geworden ist. Erreicht mx®
den Wert ¢, so wird tgp = oo und der Phasenverschiebungs-
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winkel zu einem rechten. Wenn 5 hierauf noch weiter wiichst,
die Schwingungen also immer schneller werden, so wird tge¢
negativ und sinkt bald wieder auf kleine Werte herab, nach-
dem % nur wenig zugenommen hat. Der Phasenverschiebungs-
winkel ist dann nahezu gleich zwei Rechten geworden und er
nihert sich dieser Grenze um so mehr, je schneller die Schwin-
gungen werden.

Besonders hervorzuheben ist noch, daB der Phasenver-
schiebungswinkel dann zu einem rechten wird, wenn

i
"=V
ist. Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (18) in § 4, so
erkennt man, daB % in diesem Falle gleich der dort mit « be-
zeichneten Grofle wird, d. h. daB die erregende Schwingung
gleiche Schwingungsdauer mit der Eigenschwingung des be-
weglichen Punktes ohne Démpfung hat.

Man kann daher die vorhergehenden Betrachtungen auch
dahin zusammenfassen, das fiir eine Schwingungsdauer der er-
regenden Ursache, die kleiner ist als die Higenschwingungs-
dauer des Punktes, die erzwungenen Schwingungen bei geringer
Dimpfung im allgemeinen nur wenig hinter der erregenden
Ursache in der Phase zuriickbleiben. Erst wenn die Schwin-
gungsdauer der erregenden Schwingung gréfer gewiihlt wird, so
dafl sie der Eigenschwingungsdauer des beweglichen Punktes
nahe riickt, fingt der Winkel ¢ plitzlich stark zu wachsen an,
bis er fiir 4y = @ zu einem rechten geworden ist. Wird die
Schwingungsdauer der erregenden Schwingung noch grioBer
gewiihlt, so wird der Phasenverschiebungswinkel ein stumpfer,
und er nihert sich bei hinreichenden Unterschieden zwischen
7 und « rasch einem gestrekten.

Schon aus dieser Betrachtung erkennt man die groBe
Bedeutung des besonderen Falles, dafl 4 gleich oder nahezu
gleich mit « wird. Sie tritt aber noch mehr hervor, wenn
wir uns jetzt zur Besprechung der Konstanten C' wenden, die
nach Gl (53) die Amplitude der erzwungenen Schwingung dar-
stellt. Zuniichst lehrt Gl (55), daB unter sonst gleichen Um-

Foppl, Dynamik. 3. Aufl b
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stinden C proportional mit P, der Schwingungsausschlag also
proportional der erregenden Kraft wichst. AuBerdem héngt
aber C auch von der GroBe des Nenners und hiermit ganz
wesentlich von 7, also von der Schwingungsdauer der erregen-
den Kraft ab.

Fiir 7 = « wird der Winkel ¢, wie wir gesehen haben,
zu einem rechten, sing also gleich der Einheit und cosg gleich
Null. Fiir C erhilt man daher nach Gl (55)

P Pq/m o

T Tt 1 (57)
Dies wird aber fiir den Fall eines hinreichend kleinen Dimp-
fungsfaktors & ein sehr grofler Wert und wir sind damit zur
Erklirung der bekannten Erfahrungstatsache gelangt, daf sehr
groBe Schwingungen namentlich dann erzwungen werden, wenn
die erregende Ursache genau oder nahezu in denselben Inter-
vallen periodisch auftritt, wie sie den Eigenschwingungen des
erregten Korpers entsprechen. Man sagt dann, dal beide
Schwingungen miteinander in Resonanz stehen. Auch dann,
wenn 7 nicht genau gleich « ist, wird € noch verhiltnismiBig
groB sein. Bei einem groBeren Unterschiede zwischen 5 und «
wird aber C bald sehr viel kleiner; auf diese weitere Dis-
kussion der Formeln kann ich jedoch verzichten. Es mag nur
bemerkt werden, daB C ein Maximum wird fiir

3 Vi _
= m 2m?®’

also nicht genau fiir y = « oder fiir den Fall der Resonanz.
Bei einem kleinen Werte von %, den wir voraussetzen miissen,
um iiberhaupt sehr grofle Werte der Amplitude C zu ermog-
lichen, ist aber der Unterschied gegeniiber % = & nur unbe-
deutend, so dall man gewdhnlich davon ahsehen kann. In der
Tat wird auch mit dem vorstehenden Werte von 7
O B om i
mex = B (58)
im

C

also etwas, aber bei kleinem & nur wenig gréfer als C,_, nach
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Gl (57) gefunden. Diese Formeln erhiilt man leicht, indem
man in Gl (56) cosg in tge ausdriickt, hierfir den Wert aus
Gl. (54) einsetzt, dann nach % differentiiert und den Differential-
quotienten gleich Null setzt.

§ 9. Allgemeine Losung der Differentialgleichung

fiir die erzwungenen Schwingungen.

Ich komme jetzt zur vollstéindigen Lisung der Differential-
gleichung (52), also zum allgemeinsten Falle der erzwungenen
geradlinigen Schwingungen. Jene Glieder, die zur partikuliren
Losung z, in Gl. (53) hinzutreten, um die allgemeine Lésung
fir die geradlinige Schwingung herzustellen, seien zu z, zu-
sammengefalit, so daf also

T=12 + T

zu setzen ist. Um zu erkemnnen, welche Bedingungen von z;
erfiillt werden miissen, setze ich z, + #, an Stelle von z in
die Differentialgleichung (52) ein. Diese geht dann iiber in
[ dd;l ERRL - dac‘]_+_[m dlﬁ’,—]-cx, -{-k%?- — Psimgt]=0.
Da aber z, die Differentialgleichung schon selbst erfiillte,
fallen die in der zweiten Klammer zusammengefaBten Glieder
gegeneinander fort und man behilt

dt’l + ety -k ‘flc? -
Diese Gleichung stimmt aber mit der Differentialgleichung (36)
fiir die gedimpften Eigenschwingungen vollstindig iiberein und
es ist damit die schon vorher aufgestellte Behauptung be-
wiesen, dafl der Bewegungsanteil, der durch z, dargestellt wird,
aus Eigenschwingungen besteht.

Die allgemeine Losung von GL (36) wurde in Gl (37) in
Exponentialform angegeben. Da aber der Exponent p in
unserem Falle als imaginir zu betrachten ist, fiilhrt man die
Exponentialfunktionen besser sofort auf trigonometrische Funk-
tionen zuriick. Mit Hilfe der Formeln

#% — cosz - isinz und e % = cosz — isinz
5*
b
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erhdlt man aus GL (37)
k
z=g { A(cosy’t + isinyt) + B(cosy't — isiny't) }

k

—¢ ™ ((A+ B)cosy't+(Ad— B)isiny't}.
Damit dieser Ausdruck reell wird, mufl man sich unter den
willkiirlichen Konstanten 4 und B jetzt zwei komplexe Werte
denken, deren reelle Bestandteile gleich und deren imagindre
Bestandteile von gleicher GriBe aber entgegengesetztem Vor-
zeichen sind. An Stelle der Summe und der mit ¢ multipli-
zierten Differenz von beiden fithrt man dann besser zwei neue
Bezeichnungen A, und B, ein, die zwei neue ganz willkiirliche

reelle Konstanten bedeuten. Fiir z; hat man dann

k

@, =¢ ™ (A, siny't + B, cosy't}], (59)
und hiermit wird auch die vollstindige Losung der Differential-

gleichung der erzwungenen Schwingungen bekannt, nimlich
k

z=¢ ™ |4, siny't+ B, cosy't)+ Usin(nt —g).  (60)
Dafl diese Lésung vollsténdig ist, geht daraus hervor, daB sie
die beiden willkiirlichen Integrationskonstanten 4, und B, ent-
hilt, womit man die Bewegung jedem beliebig gegebenen An-
fangszustande anzupassen vermag.

Aus GL (60) ist nun sofort ein wichtiger Schlufl zu ziehen.
Man denke sich den Anfangszustand beliebig gegeben und be-
stimme hiernach A4, und B,. Dann wird beim weiteren Fort-
schreiten der Zeit der EinfluB des ersten Gliedes wegen des

k

Faktorse ‘-’T"t, mit dem es behaftet ist, immer kleiner, withrend
die Beitriige, die das letzte Glied zu den Ausschliigen liefert,
konstant bleiben, da sich C nicht #ndert, so lange die er-
regende Ursache unveriindert bestehen bleibt. Man erkennt
hieraus, dall wegen der Dimpfung die Eigenschwingungen all-
miihlich abklingen, und daB der Punkt, nachdem er dem Ein-
flusse der erregenden Ursache hinreichend lange iiberlassen
war, schlieBlich nur noch die durch das partikulire Integral z,
angegebene Bewegung ausfiihrt.
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Wir wollen ferner noch den Fall ins Auge fassen, daB
der Punkt zur Zeit { =0 in Ruhe war und erst von da an
durch die erregende Ursache zum Schwingen gebracht wurde.
Die Integrationskonstanten A4, und B, sind dann aus den Be-

dingungen zu bestimmen, daB fiir ¢= 0, sowohl z als %

gleich Null zu setzen sind. Die erste Bedingung liefert die
Gleichung
0= B, — CUsing.

dz

Fiir o hat man ferner

k
d: L . » k ’ ’ k ’
'd: =—¢ Im {sm vt (5,3,,;4‘11*‘? Bl) + cosy t(‘TmBI —y Al)}
_ + Cncos (nt— @),
und fiir £ = 0 hat man daher die Bedingung
k .
= _m31 + ¢ A, + Cny cos .

Die Auflésung nach den beiden Unbekannten liefert

Ay = /C (-:ﬁ siny — 5cos ‘P)]

B, = Csing.

(61)

Nach Einsetzen dieser Werte in Gl (60) kann man aus dieser
simtliche Erscheinungen des Schwingungsverlaufs ableiten. Um
nicht zu weitliufig zu werden, mochte ich dies jetzt nur unter
der Voraussetzung tun, daB die Dimpfung sehr gering ist, so
daB sie fiir den ersten Anfang vernachlissigt werden kann. Mit
k = 0 vereinfacht sich dann Gl (60) nach Einsetzen von A,
und B, aus Gl. (61) zu

P C{—}—,n. cos @ siny't + sing cosy't + sin(yt — q:)}

Zugleich ist aber fiir den Fall £ = O unter der Voraussetzung,

dafl wir uns nicht allzu nahe bei dem Falle der Resonanz be-

finden, aus den Gleichungen (54) und (55) zu entnehmen
tgg =0 oder ¢=0 und O L

c—mn’
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Setzt man auch diese Werte ein, so wird
z=—|

T e—mn?

_73, siny’t + sin?,‘t} . (62)

Beachtet man noch, daB fir £ =0

4 70
?’ZVm

gesetzt werden kann und fithrt man fiir diesen Wert wieder
die friilhere Bezeichnung « ein, so erhilt man

z = W—_ﬂ{ sinnt — 2 sinef } ;

Die Bewegung setzt sich hiernach ans zwei einfachen harmo-
nischen Schwingungen zusammen, von denen die eine in der
Schwingungsdauer mit den Eigenschwingungen, die andere mit
den erregenden Schwingungen {ibereinstimmt. Die beiden ein-
fachen Schwingungen interferieren, wie man sich ausdriickt,
miteinander.

Wenn sich % und « nicht viel voneinander unterscheiden,
go jedoch, daB wir von dem genauen Zusammenfallen beider
immer noch weit genug entfernt sind, erhalten die beiden
Glieder in der geschweiften Klammer in lingeren Zeitriumen
abwechselnd gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen und un-
gefithr gleiche Absolutwerte. Je nachdem tritt ein Anschwellen
oder eine Verminderung der Schwingungsausschlige ein. In
der Akustik werden diese Schwankungen in der Tonstiirke der
erzwungenen Schwingungen als ,Schwebungen® bezeichnet.

Fiir den Fall der Resonanz dagegen hat man

p= g und C= AI;
zu setzen, womit die Gl. (61) iibergehen in

P . r
4, = Qmny und B, = kn’
Aus Gl (60) findet man dann
g B EjEDYE Gyl P
r=e T +— B cosnt. (63)

Das gilt zuniichst fiir einen beliebigen Wert von k. Wenn
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aber k sehr klein ist, kann man fiir nicht zu grofie Werte
von ¢ niherungsweise dafiir auch schreiben (indem man 5 =«
setazt)

x = ki (eosy’t — coset).

‘Wollte man hierin auch 3" = « setzen, so erhielte man 2z = 0,
d. h. es wird lingere Zeit dauern, bis iiberhaupt ein merklicher
Ausschlag zustande kommt. Man muB daher auf den geringen
Unterschied zwischen 3" und ¢ Riicksicht nehmen, wobei man
kl
V=% Smia
setzen kann. Fiir 2 erhidlt man dawmit bei nicht zu groBem ¢
den Niherungswert

x N Pt sinet.
smc

Die Ausschlige wachsen daher anfinglich mit der Zeit immer
mehr an. Sobald aber ¢ so groB geworden ist, daB es einen

merklichen Bruchteil des Wertes blldet muB man auf die

genauere Formel (63) zuriickgehen.

Anmerkung. Auch fiir den Fall der erzwungenen Schwingungen
kann man (ebenso wie am Schiusse von § 6 bei den gedéimpften Schwin-
gungen) von der geradlinigen Schwingung, die hier vorliufig iiberall
vorausgesetzt wurde, ohne weiteres zu den Schwingungen in krumm-
linigen Bahnen tibergehen. Die Differentialgleichung der Schwingung
geht dann in eine Vektorgleichung iiber, ohne daf sich sonst etwas
Wesentliches dinderte. An Stelle von GL (52) hat man hier

dir dr :
| mdt,—{—cr—i—kat=$sm1;t
zu schreiben und die partikuliire Losung @, in Gl (53) geht iiber in
= € sin (4t — @),

wobei_ fiir ¢ ebenfalls der Wert in Gl (54) einzusetzen, € dagegen
als gerichtete GrioBe aufzufassen ist, die parallel zu B geht und deren
absoluter Wert mit dem fritheren C in Gl (55) iibereinstimmt.
Ebenso tritt an Stelle von «;, hier t,, und zwar in Ubereinstim-
mung mit der Lisung fiir die krummlinige gedémpfte Schwingung

1, =A='+ Bol,
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wobei % und B die als gerichtete GroBen auftretenden Integrations-
konstanten bedeuten. Natiirlich kann man bei kleiner Diimpfung,
die zu imaginiren Werten von ¢ und 8 fithrt, wieder von den Ex-
ponentialfunktionen zu den trigonometrischen Funktionen iibergehen.
Ferner erkennt man aus der allgemeinen Ldsung
r=r 11,

daB die Bahn der krummlinigen erzwungenen Schwingung im allge-
meinen eine Kurve von doppelter Kriimmung bildet. Nur wenn
AU, B, P rufillig in eine Ebene fallen, ist die Bahn eine ebene Kurve.
Nach Erloschen der Eigenschwingungen geht aber die erzwungene
Schwingung auch in diesem allgemeineren Falle in eine geradlinige iiber.

§ 10. Eritische Geschwindigkeiten.

Die Lehre von den erzwungenen Schwingungen ist fiir
die Technik hauptsiichlich wegen der Gefahren von Wichtig-
keit, die durch groBe Schwingungen fiir die davon betroffenen
Baukonstruktionen, Maschinenteile usw. herbeigefithrt werden,
oder auch wegen der Belistigungen, die damit hiiufig verbunden
sind. Das Hauptbestreben geht bei der Anwendung dieser
Lehre darauf hinaus, unzulissig grofle Schwingungen durch
passende Anordnung der Massen, geeignete Wahl der Ge-
schwindigkeiten usw. zu vermeiden. Um dies mit Sicherheit
zu erreichen, muB man natiirlich vor allem wissen, unter wel-
chen Umstinden grofle Schwingungsausschlige zu erwarten sind.

Fiir den einfachsten Fall ist diese Frage durch die vor-
hergehenden Betrachtungen bereits eutschieden. Unveréinder-
lich wirkende Kriifte kinnen keine Schwingungen hervorrufen,
sondern nur periodisch wechselnde. In dieser Hinsicht besteht
aber der einfachste Fall darin, daB die dullere Kraft eine Sinus-
funktion der Zeit ist. In anderer Hinsicht besteht er darin,
daB sich der Kérper, dessen Schwingungen untersucht werden
sollen, als ein materieller Punkt ansehen Lifit. Wir fanden,
daB in diesem Falle besonders grofie Schwingungen nur dann
zu erwarten sind, wenn erstens die Dimpfung klein ist, was in
den meisten Fillen, mit denen man sich in der Praxis zu be-
schiftigen hat, von vornherein zutriftt, und wenn sich zweitens
zugleich die Schwingungsdauer der erregenden Ursache nur
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wenig von der Schwingungsdauer der Eigenschwingungen unter-
scheidet. Man braucht daher, um griBere Schwingungsaus-
schlige zu vermeiden, nur durch geeignete Wahl der vorkom-
menden Geschwindigkeiten jemer Kirper, durch die Schwin-
gungen erregt werden kénnen, dafiir zu sorgen, daB jene un-
gefihre Ubereinstimmung zwischen den Schwingungsdauern
nicht vorkommen kann, d. h. man muf} vermeiden, daB nahezu
eine Resonanz eintritt. Jene Geschwindigkeit, die hauptsich-
lich gefihrlich ist und der man sich auch nicht zu sehr niihern
darf, bezeichnet man gewdhnlich als eine kritische Ge-
schwindigkeit. Im einfachsten Falle hat man es daher nur
mit einer einzigen kritischen Geschwindigkeit zu tun und es
steht frei, die Geschwindigkeit der bewegten Korper im iibrigen
nach Belieben grofer oder kleiner zu wiihlen, wenn sie nur
der kritischen nicht zu nahe kommt.

Bei den Anwendungen hat man -es aber meistens mit er-
heblich verwickelteren Fillen zu tun. Zunichst 1a6t sich ge-
wohnlich oder doch sehr hiufig die periodisch wechselnde
Kraft, die die Schwingungen hervorruft, nicht als eine einfache
Sinusfunktion der Zeit genau genug darstellen, sondern sie
befolgt ein verwickelteres Gesetz. AuBerdem aber liBt sich

“der die Schwingungen ausfithrende Korper sehr hiufig nicht

als ein einzelner materieller Punkt ansehen, sei es nun, daB
er nicht nur Translationshewegungen, sondern zugleich auch
Drehbewegungen ausfithrt, oder sei es, daBl bei den Schwin-
gungen elastische Forminderungen auftreten, so daB sich die
einzelnen Teile des Korpers dabei in ganz verschiedener Weise
bewegen. Mit solchen Fiillen werden wir uns in den folgenden
Abschnitten noch niiher zu beschiftigen haben.

Hier lillt sich zundichst ein sehr hiufig vorkommender
Fall leicht auf den vorher besprochenen zuriickfiihren, niimlich
der Fall der einfachen Torsionsschwingungen. In § 5 wurde
schon gezeigt, daB die Differentialgleichung der Torsions-
schwingungen aus der fiir die geradlinigen Schwingungen eines
materiellen Punktes durch blofe Buchstabenvertauschungen
hervorgeht, indem man néimlich den Ausschlag @ durch den
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Drehungswinkel ¢, die Masse m durch das Trigheitsmoment @
ersetzt und der Feldstirke ¢ die ihr in diesem Falle zukom-
mende Bedeutung beilegt. Das bleibt auch noch giiltig, wenn
es sich um gedampfte oder um erzwungene Schwmgungen

handelt. Unter k— und unter P sind dann nicht mehr Krafte

sondern statische Momente von Kriiftepaaren zu verstehen, die
in einem Falle dimpfend, im anderen Falle erregend auf die
Drehbewegung einwirken. Sofern es sich nur um die Dreh-
schwingungen eines einzigen Korpers, etwa eines Schwung-
rades, handelt, lassen sich daher die Formeln der beiden vor-
hergehenden Paragraphen mit dieser Deutung der darin vor-
kommenden Buchstaben sonst ohne jede J.inderung darauf an-
wenden. Diese Bemerkung ist deshalb von Wichtigkeit, weil
gerade die Torsionsschwingungen im Maschinenbetriebe hiufig
vorkommen und leicht gefihrlich oder wenigstens unbequem
werden konnen. HEs mag noch hinzugefiigt werden, daB sich
auch die in § 5 im Anschlusse an Abb. 9 besprochenen ge-
koppelten Schwingungen von zwei Massen ¢, und ¢,, die sich
als materielle Punkte ansehen lieBen, sinngemifl in derselben
Weise auf die Torsionsschwingungen iibertragen lassen, die
von zwei an verschiedemen Stellen einer Welle aufgekeilten
Schwungridern ausgefiihrt werden konnen. Auf einen Fall
dieser Art wird iibrigens spiiter noch zuriickgekommen werden
(vgl. § 42).

Ferner kann hier auch sofort der Fall erledigt werden,
daB sich die schwingungserregende Ursache nicht als eine ein-
fache Sinusfunktion der Zeit ansehen liBit. Man nehme z. B.
an, daB sie sich in der Form

P, sinn,t 4+ P, sinn,t
darstellen lasse, also aus zwel sich iibereinander lagernden,
einem einfachen Sinusgesetze folgenden Teilen bestehe. An
Stelle von GL (52) tritt dann

2
m&T 4 oz 4+ K52 = P, siny,t + P, sinnyt,

und deren Losung ergibt sich aus der friiheren, indem man



§ 10. Kritische Geschwindigkeiten. 75

an Stelle von Gl. (53)
@y = Cy sin (¢ — @) + C; sin (ngt — @y)

setzt. Das geht daraus hervor, daB die Differentialgleichung
linear ist. Fiir die beiden ¢ und die beiden (' gelten ohne
weiteres die frither dafiir aufgestellten Gleichungen (54) und
(55), wenn man darin zu % und P die Zeiger 1 oder 2 bei-
fiigt Hier hat man daher auch zwei Fille der Resonanz oder
der kritischen Geschwindigkeit zu unterscheiden, die dann ein-
treten, wenn entweder 7, oder %, gleich « wird. Entsprechen-
des gilt auch, wenn sich die schwingungserregende Ursache in
drei oder noch mehr Sinusglieder zerlegen liBt.

In der Theorie der Fourierschen Reihen, die einen der
praktisch wichtigsten Teile der hiheren Mathematik hildet,
wird aber gelehrt, dall man jede beliebige periodische Funktion
durch eine Reihe darstellen kann, die nach den Sinus und
Kosinus der Vielfachen der unabhiingigen Verinderlichen, also
hier der Zeit ¢ fortschreitet. Im allgemeinsten Falle muB diese
Reihe bis ins Unendliche fortgesetzt werden; in den prak-
tisch vorkommenden Fillen geniigt aber gewohnlich schon eine
Darstellung durch wenige Glieder, da die spiter folgenden ge-
ring werden und daher nicht mehr viel #ndern.

Bei einer mehrzylindrigen Dampfmaschine hat man es
z. B. mit einem auf die Welle iibertragenen Drehmomente zu
tun, das eine periodische Funktion der Zeit bildet, so namlich,
daB sich nach jeder vollen Umdrehung der Maschine dieselbe
Wertreihe von nenem wiederholt, wihrend innerhalb emer Um-
drehung Schwankungen in dem Drehmomente auftreten, die
von der besonderen Anordnung der Zylinder und der Steue-
rungen abhiingen. Wie diese Schwankungen beschaffen sind,
kann man etwa aus der Abnahme von Indikatordiagrammen an den
einzelnen Zylindern schlieBen und den Befund graphisch darstellen.
Wie das so gewonnene Diagramm aber auch aussehen moge,
jedenfalls liBt es sich analytisch durch eine Reihe von der Form

Py+ P, sinnt+ P, sin 2yt + Pysin3yt 4 - --
+ @, cosnt + @, cos 2yt + @y cos Iyt 4 - - -
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darstellen, wenn
27
T
ist und unter 7 die Zeit eines vollen Umlaufs der Maschine
verstanden wird. Die Koeffizienten P und @ sind nach den
in der Theorie der Fourierschen Reihen aufgestellten Formeln
oder nach einem der darauf begriindeten graphischen Verfahren
zu ermitteln. Man bezeichnet diese Zerlegung als die har-
monische Analyse des periodisch wechselnden Vorgangs.
Wirkt nun das veriinderliche Drehmoment auf einen
schwingungsfihigen Kérper, z. B. auf ein Schwungrad ein, das
auf der Welle sitzt, so entstehen erzwungene Schwingungen,
die sich aus einer entsprechenden Zahl von Gliedern von der
Form

C,sin(nyt — ¢,)
zusammensetzen.  Sobald nun die Maschine mit solcher Ge-
schwindigkeit umlduft, daB fiir irgendein ganzzahliges n
nny =«

ist, wobei « die friihere Bedeutung hat, sich also auf die
Eigenschwingungen bezieht, so tritt eine Resonanz ein, die za
einem grofien Werte von C, fiithren kann. Ob dies wirklich
zutrifft, hiingt freilich auch noch davon ab, ob die Koeffizienten
P und ¢, die bei der harmonischen Analyse des Dreh-
moments gefunden werden, nicht gerade sehr klein ausfallen.
Mit diesem Vorbehalte kann man daher sagen, daB z B. bei
einer Umdrehungszahl der Maschine von 100 in der Minute
grofe Schwingungen dann zu befiirchten sind, wenn die
Schwingungsdauer der Eigenschwingungen des in Schwingung
versetzten Korpers nahezu 100 oder 200 oder allgemein - 100
vollen Schwingungen in der Minute entspricht. Fiir ein groBes n
werden iibrigens die Koeffizienten P, und @, in den praktisch
vorkommenden Fillen so klein, daf das zugehdrige C, auch
im Falle der Resonanz nicht mehr von Bedeutung ist.

Umgekehrt gehort zu jeder gegebenen Eigenschwingungs-
daver eine Anzahl von Umlaufsgeschwindigkeiten der Maschine,
bei denen eine Resonanz zu befiirchten ist. Diese Geschwindig-
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keiten werden dann als die kritischen Geschwindigkeiten be-
zeichnet.

Es mag noch bemerkt werden, daB bei der harmonischen
Analyse des Drehmomentes mehrzylindriger Maschinen gewéhn-
lich das mit sin3%f oder cos3x¢ behaftete Glied besonders
groB ausfillt, und daB daher fiir den Fall 37 = « besonders
groBe Schwingungsausschlige zu befiirchten sind.

§ 11. Néherungstheorie fiir das einfache Pendel.

An einem Faden, der als gewichtslos und unausdehnbar
betrachtet werden kann, hiinge ein kleiner, schwerer Korper
herab, den man als materiellen Punkt ansehen kann. Man
soll die Bewegung angeben, die dieser Punkt unter dem Ein-
flusse der Schwere, aber ohne Beriicksichtigung des Luftwider-
standes und anderer Nebenumstinde ausfiihrt, wenn er aus
seiner Gleichgewichtslage gebracht und nach Erteilung einer
‘mit den Bedingungen der Aufhingung vertriiglichen, sonst
aber beliebigen Geschwindigkeit sich selbst iiberlassen wird.

Auch das durch die erwihnten Voraussetzungen verein-
fachte Problem der Pendelbewegung macht noch erhebliche
Schwierigkeiten. Diese verringern sigh aber bedeutend, wenn
man sich ferner noch auf die Untersuchung unendlich kleiner
Pendelschwingungen beschriinkt. Wirklich unendlich kleine
Schwingungen konnen nun freilich keinen Gegenstand der
Beobachtung bilden und iiberhaupt keinen Anspruch auf phy-
sikalische Bedeutung machen. Sehr hiiufig sind aber die
Schwingungsbahnen wenigstens ziemlich klein gegeniiber der
Liénge des Aufhiingefadens, und man gelangt dann zu einer
angeniiherten Losung der Aufgabe, die um so besser zutrifft,
je kleiner jemes Verhiiltnis in Wirklichkeit ist. Deshalb sollen
die Schwingungen hier unter der Voraussetzung untersucht
werden, dab sie als unendlich klein angesehen werden kinnten.

SchlieBlich soll zunichst auBlerdem noch angenommen
werden, daB die Pendelschwingungen in einer durch den Auf-
hiingepunkt gelegten lotrechten Ebene erfolgen. DaB eine
solche Bewegung iiberhaupt méglich ist, sieht man sofort ein;
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sie muB immer dann zustande kommen, wenn die Anfangs-
geschwindigkeit des materiellen Punktes in der durch den
Faden gelegten lotrechten Ebene enthalten ist.

Die Bahn des Punktes ist ein unendlich kleiner Kreis-
bogen, der durch die tiefste Lage geht, die der Punkt iiber-
haupt einnehmen kann, und sie wird unter dem Einflusse von
zwel Kriiften, nimlich dem Gewichte des Punktes und der
Fadenspannung, beschrieben. Der Punkt erfiilhrt beim Durch-
laufen der Bahn neben Horizontalverschiebungen auch Hebungen
und Senkungen, die aber von hiherer Ordnung unendlich klein
sind. Man kann daher von der Vertikalbewegung des Punktes
absehen, falls man sich fiberall nur mit der Untersuchung der
von der ersten Ordnung unendlich kleinen GrioBen begniigt.
Freilich darf man dann z. B. den Satz von der lebendigen
Kraft nicht heranziehen, denn da auch die Geschwindigkeit in
jedem Augenblicke unendlich klein bleibt, ist die lebendige
Kraft, die von dem Quadrate der Geschwindigkeit abhiingt,
ebenfalls unendlich klein von der zweiten Ordnung.

ol Zuniichst schliefen wir, dafl die Resultierende

/;} aus Gewicht und Fadenspannung keine Vertikal-
%'i komponente von endlicher Gréfe haben kann. Die
il Horizontalkomponente ist gleich ' sin ¢ (Abb. 11)
| und daher mit ¢ unendlich klein von der ersten
Ordnung. Die Fadenspannung F' kann hiernach
von dem Gewichte @ nur unendlich wenig ver-
schieden sein, so daB wir an Stelle von F'sing
auch @) sing schreiben kionnen, oder mit Riicksicht
auf die Bedeutung von ¢ auch

Q3
wenn ! die Fadenlinge bedeutet. Die Horizontal-
abb. 1. bewegung des Punktes erfolgt unter dem Einflusse
dieser Horizontalkomponenten der Resultierenden aus F' und Q.
Wir sehen, daB die Kraft proportional mit dem Ausschlage z

und nach der Gleichgewichtslage hin gerichtet ist. Aus § 4
wissen wir aber, dall eine Kraft, die dieses Gesetz befolgt, zu

4

|
i
|
!
|
i
!
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einer einfachen harmonischen Schwingung fiihrt. Wir kénnen
daher die Lehren jenes Paragraphen ohne weiteres auf den uns
jetzt beschiiftigenden Fall iibertragen. Dabei ist nur an Stelle
der dort mit ¢ bezeichneten Konstanten hier

e
zu setzen und die Masse m im Gewichte @ auszudriicken. Fiir
die Dauer einer vollen Schwingung erhilt man daher nach

Gl (20) -
T .2:-:]/; - (64)

Freilich wird gerade bei Pendelschwingungen sehr hiiufig
nach einfachen Schwingungen oder ,Pendelschliigen® gerechnet.
So versteht man unter einem Sekundenpendel ein Pendel, das
die ganze Schwingungsbahn einmal in einer Sekunde zuriick-
legt, ohne die zum Durchlaufen der Schwingungsbahn auf dem
Riickweg erforderliche Zeit mitzurechnen. Unter der Dauer
eines Pendelschlages ist daher die Hiilfte des in Gl. (64) ange-
gebenen Wertes zu verstehen.

Die Pendelschwingungen sind hiernach, solange sie iiber-
haupt nur als unendlich klein angesehen werden konnen,
isochron, also unabhingig von dem besonderen Werte des
unendlich kleinen Ausschlags. Auch die fritheren Betrachtungen
iiber gediimpfte und erzwungene Schwingungen lassen sich sofort
auf die unendlich kleinen Pendelschwingungen iibertragen.

Ferner kionnen wir auch jetzt die Voraussetzung fallen
lassen, daB die Pendelbewegung eine ebene sei. Sofern nur
die Entfernung aus der Gleichgewichtslage stets unendlich klein
bleibt, ist die Resultierende ans " und @ nach der Gleich-
gewichtslage hin gerichtet und der Entfernung von ihr pro-
portional. Die Horizontalprojektion der Bahn des beweglichen
Punktes beschreibt demnach, wie wir aus § 4 wissen, eine
Ellipse, deren Mittelpunkt mit der Gleichgewichtslage zu-
sammenfillt und die Schwingungsdauer ist ebenso grof wie
im Falle der ebenen Schwingungen.
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§ 12. Genauere Theorie der ebenen Pendelschwingungen.

Die vorigen Betrachtungen reichen zwar gewdhnlich fiir
die Anwendungen aus. Bei grofen Ausschligen werden sie
aber unzuverlissig und es ist daher eine Ergiinzung nétig,
die jedoch nur fiir den einfacheren und praktisch besonders
wichtigen I"all der ebenen Schwingungen gegeben werden soll.

Wir miissen hier vor allem auf die Wege
achten, die der materielle Punkt in lotrechter
Richtung zuriicklegt. In Abb. 12 sei « der
Ausschlag des Pendels, ¢ gebe die augen-
blickliche Stellung an. Der Hohenunterschied
beider Lagen ist in der Abbildung mit z
bezeichnet. Er ist gleich dem Unterschiede
zwischen den Vertikalprojektionen der Faden-
linge [ in beiden Lagen und daher

z=1(cosp — cosa).

Wir wenden jetzt den Satz von der leben-
digen Kraft an. Die Fadenspannung F
leistet keine Arbeit, da sie in jedem Augen-
blicke senkrecht zur Bewegungsrichtung steht und die Arbeit
von @ ist fiir eine Bewegung aus der Lage « in die Lage ¢
(oder umgekehrt) gleich @z (oder — @2). In der Lage « ist
die Geschwindigkeit und mit ihr die lebendige Kraft gleich
Null. Wenn also von Bewegungswiderstinden abgesehen wird,
muf die lebendige Kraft in der Lage ¢ gleich @# sein. Wir
haben also

Abb. 12.

1
2

LA
 * Qz
und berechnen darans die Geschwindigkeit » in der Lage ¢ zu

v =)2gz =V2gl(cosp — cosa). (65)
Der Weg im Zeitelemente dt ist vd/. Wir kénnen dafiir
auch ldg schreiben, so daB also de die zur Zeit di ge-
horige Richtungsinderung des Fadens bedeutet. Hiermit er-
halten wir
ldgp = dt)/2gl (cosp — cose).
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Diese Gleichung lésen wir nach df auf, da es uns vor
allem darauf ankommen muB, die Zeit zu berechnen, die

wihrend der Bewegung aus einer Lage in die andere ver-
streicht. Wir finden

at =V 29 ]/cosq: —cose 58)

Die ganze Zeit, die der Punkt braucht, um etwa aus der
Lage ¢ in die Lage « zu gelangen, folgt hieraus durch eine
Integration zwischen den Grenzen ¢ und «. Man wird sich
besonders fiir die Zeit interessieren, die zum Durchlaufen des
halben Schwingungshogens von ¢ = 0 bis ¢ = « erforderlich
ist. Wir bezeichnen diese Zeit mit #; sie ist der vierte Teil
der Dauer einer vollen Schwingung. Denn es ist klar, daB
bei der Bewegung in umgekehrter Richtung (von ¢ = & bis
@ = 0) ebensoviel Zeit vergeht als auf dem Hinwege, da die
Geschwindigkeit in jeder Stellung nur von 2z abhingt und
daher in beiden Fillen gleich groB ist. Das gleiche gilt auch
fiir die Bewegung auf der anderen Seite der Gleichgewichts-
lage. Fiir ¢ haben wir

S L S
tuV?!?;[VEEsg:cosa' (1)

Die einzige Schwierigkeit der genaueren Theorie der
Pendelbewegung besteht nun darin, dal dieses Integral nicht
auf die gewihnlichen einfachen Funktionen zuriickgefithrt werden
kann, sondern ein elliptisches ist. Da jedoch Tafeln der ellip-
tischen Integrale berechnet und in vielen Formelbiichern ab-
gedruckt sind, ist darauf nicht viel Gewicht zu legen. Es
wird sich nur darum handeln, das Integral so umzuformen,
daB sein Zahlenwert in einem gegebenen Falle ohne weiteres
in den Tabellen aufgeschlagen werden kann.

Zum Zwecke der vorzunehmenden Umformung mache ich
zunichst von der goniometrischen Formel

cosp =1— 2sin9fg

Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 6
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Gebrauch. Mit ihrer Hilfe geht Gl (67) iiber in

1y f e
Vsin‘“—am’

An Stelle der Verdnderlichen ¢ wird jetzt eine neue Ver-
inderliche ¥ eingefithrt mit Hilfe der Substitution

sin ¥ — sin - siny. _(89)

Hiermit wird ¢ zu «, wenn ¢ ein rechter Winkel ist. Um
de in diy ausdriicken zu konnen, differerentiieren wir die
Gleichung und erhalten

= di sin -;— cos U

2
2
und hieraus, wenn wir cos% in sin 73— ausdriicken und Gl. (69)

beriicksichtigen,

s 0
2 sin —2—005111
fl(p == ’77__‘—“*“—‘—‘;__d¢ .

1 —sin? : sin®ay

Durch Einsetzen dieser Werte in GL (68) geht diese iiber in

2 gin 7 cos Y
-V SEE——" 3
V 1 — sin? sm"tp) sm’—n—‘ (1 —sin®y)
Hier hebt sich aber cos? im Zihler gegen den gleichwertigen
Faktor im Nenner weg usf. und man behilt

2
t=V§f S — (10)
1 gin? T g
. V sin® o sin® v

Damit ist die verlangte Umformung vollzogen, denn das
hier noch vorkommende Integral kann bei gegebenem « ohne
weiteres in den Tafeln aufgeschlagen werden. Es wird nach
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Legendre, von dem auch die erste Berechnung der Tafeln
herrithrt, die Normalform des elliptischen Integrals erster
Gattung genannt und mit dem Buchstaben I bezeichnet, wobei

. o . T .
man den Wert von sin und die obere Grenze ,, die an-

deutet, daB das Integral ein vollstindiges ist, in Klammern
beifiigt. An Stelle von Gl (70) kann daher auch

b= V; F (sin g, :) (1)

geschrieben werden, wobei noch zu bemerken ist, daf in

.o " . L.
manchen Tafeln an Stelle von sin 5 kiirzer ein einziger Buch-

stabe, gewdhnlich & geschrieben ist. Hs wird gut sein, wenn
ich hier auszugsweise wenigstens ein paar Werte der Funk-

tion F' anfithre. Man hat fir

o

f— 00 2,50 50 10° 200
p(shlg, §)== 15708 15715 1,738 15828  1,6200
= 30° 450 600 750 90°,

= 1,6858 18H41 21560 2,7681 0o

Man erkennt hieraus, daB die Pendelbewegung bei griBeren
Ausschliigen nicht mel» isochron ist. Wenn der Ausschlag «

nur 5° betrigt (also ;= 2,5”), ist zwar I nur etwa um g oo
das Wertes, den es filr « = 0% annimmt, vergriBert; nachher
wichst aber I viel rascher und mit ihm die Schwingungsdauer.

Die Dauer einer vollen Schwingung ist iibrigens, wie schon

vorher bemerkt wurde, das Vierfache von ¢, also

o Ul »

4=4V?f@mj,9. (12)
Fir unendlich kleine Schwingungen stimmt dies mit Gl (64)
des vorigen Paragraphen zusammen, denn /' geht in diesem
Falle, wie auch aus der kleinen Tabelle entnommen werden
T

kann, in 3 iiber.

5*
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Fiir solche Fiille schlieBlich, bei denen & zwar noch ziem-
lich klein ist (vielleicht zwischen 5° und 30°), bei denen man
sich aber mit der Genauigkeit der Anniherungsformel (64)
nicht begniigen kann, benutzt man hdufig eine andere Formel,
die eine viel groflere Anniherung gewihrt und die Benutzung
einer Tabelle iiber die Funktion F' entbehrlich macht. Diese
soll jetzt auch noch abgeleitet werden. Hierzu kniipfe ich an
Gl (70) an und mache darauf aufmerksam, dafl der unter

dem Wurzelzeichen im Nenner stehende Ausdruck sin’% sin®y

stets ein ziemlich kleiner echter Bruch bleibt. Hichstens kann
nimlich dieser Bruch den Wert sins‘; annehmen, und wenn

z. B. der Ausschlag « selbst 30° betrigt, so ist doch sin® ;

nur etwa 0,067, also jedenfalls gering gegeniiber dem anderen
Gliede 1 unter dem Wnurzelzeichen. In solchen Fiillen kann
man mit geringem Fehler die Wurzel durch einen einfacheren
Wert ersetzen. Ist ndmlich m eine Groe, die klein ist von
der ersten Ordnung, so ist bis auf GréBen von der zweiten
Ordnung genau

—— m . 1 . m
Vl—m=1—? oder ]/‘1—m_1+72’

wovon man sich am einfachsten durch Ausquadrieren iiberzeugt.
Sonst kann man aber auch sagen, daB es sich hierbel nur um
eine Reihenentwicklung nach dem binomischen Lehrsatze fiir
gebrochene und negative Exponenten handelt, die wegen des
an und fiir sich schon kleinen Wertes von m sehr schnell
konvergiert, so dal man schon mit dem zweiten Gliede ab-
brechen kann. Zugleich erkennt man hieraus auch, daB sich
die Reihe ohne weiteres fortsetzen lieBe, wenn etwa noch
eine hohere Genauigkeit, als wir sie jetzt anstreben, verlangt
werden sollte.

Machen wir von dieser Niherungsformel Gebrauch, so er-
halten wir an Stelle von Gl. (70)

L
t ;Véal (1 + ; sin? ; ain*ap) dy .
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Diese Integration kann aber sofort ausgefiihrt werden; dabei

ist zu beachten dal
T
4

J sinvd g — ’:

0

ist, eine Formel, die auch sonst so hiufig (namentlich in der
Elektrotechnik, bei der Lehre von den Wechselstrémen) ge-
braucht wird, daB man gut tut, sie sich besonders zu merken.
Sie sagt aus, daB der durchschnittliche Wert von Sinus-
quadrat fiir alle Winkel von Null bis zu einem rechten gleich

1 ; .
5 Ist, und daB dies so sein muB, erkennt man sofort, wenn

man beachtet, dafl der Kosinus in diesem Intervalle, wenn
auch in umgekehrter Reihenfolge, doch dieselbe Wertreihe
durchliuft, wie der Sinus, und dafl daher der durchschnittliche
Wert von Kosinusquadrat ebenso grofl sein mufl als der
von Sinusquadrat. Da nun die Summe aus Kosinusquadrat
und Sinusquadrat stets 1 liefert, folgt, daf jeder von beiden

Mittelwerten gleich ; sein muB. Um das obenstehende

Integral zu erhalten, braucht man nun bloB den Mittelwert

1 . £ . . .
o mit dem ganzen Bogen ,, nach dem integriert wird, zu

multiplizieren, um das Resultat Z zu finden. Mit dieser Be-

griindung, die ohne Rechnung angestellt werden kann, merkt
man sich die Formel am besten, denn wenn man auch ver-
gessen haben sollte, wie viel das Integral ausmacht, kann man
dies nach kurzem Besinnen auf Grund der vorausgehenden
Uberlegung sofort wieder angeben.

Fiihren wir nun die Integratioﬁ aus, so erhalten wir

V(5 + 53

g hiermit erst recht nicht grof ist,

Wenn ¢ nicht zu groB,

kann man an Stelle des Sinus, wenn man will, auch den Bogen
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setzen. Nimmt man auferdem noch das Vierfache, so erhiilt
man fiir die Dauer einer vollen Schwingung

T 2::]/} (1+5). (73)

Das letzte Glied in der Klammer bildet das Korrektionsglied
der mehr angeniherten Formel gegeniiber der gewdhnlich ge-
brauchten einfachen Formel (64).

§ 13. Schwingungen auf der Zykloide.

Beim Pendel ist der bewegliche Punkt gendtigt, auf einem
Kreise zu bleiben. Man gelangt zu Bewegungen, die den Pendel-
schwingungen ganz nahe verwandt sind, wenn man den Kreis-
bogen durch irgendeine andere Kurve ersetzt. Von heson-
derem Interesse ist hier namentlich die Bewegung auf der
Zykloide.

Man untersucht diese genau nach derselben Methode wie
die Pendelbewegung. Zuniichst sei eine Gleichung der Zykloide
abgeleitet, wobei von der bekannten Erzengungsweise der

¥ Zykloide durch Rollen eines
Kreises auf einer Geraden aus-
gegangen werden soll. Der
\ Winkel ¢, den die Tangente

i mit der X-Achse bildet (siehe

2 Abb. 13), ist gleich dem
= 3 Winkel, den die Sehne vom

y Beriihrungspunkte des Erzeu-
X gungskreises nach dem Zy-
kloidenpunkte mit der Y-
Achse bildet, denn diese Sehne
geht durch den augenbhckhchen Drehpunkt des Erzeugungs-
kreises und steht daher senkrecht auf dem Wege des erzeugen-
den Punktes, also senkrecht auf der Tangente. Hieraus folgt

ar

&x

Abb. 13,

dy o u
iz — WP = 2r—y’
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wobei die dem Winkel ¢ gegeniiberliegende Kathete einstweilen
mit % bezeichnet ist. Fiir u selbst findet man nach dem Satze
iiber die Proportionen der Abschnitte von Kreissehnen, die sich
schneiden

w=Vy2r—y)
und hiermit erhdlt man als Differentialgleichung der Zykloide

2=Vt (14)
mit deren Integration wir uns hier nicht aufzuhalten brauchen.
Ieh nehme jetzt an, daB ein materieller Punkt (selbstver-
stindlich ohne Reibung!) von einem Punkte in der Hiohe h
herabrolle oder auch — was fiir die Vorstellung gewohnlich
bequemer ist, weil dann die Koordinaten mit der Zeit wachsen —,
daB der Punkt auf der Zykloide hinaufrolle, und daB h die
grifite Hohe sei, die er hierbei erreicht. Dann kann nach
dem Satze von der lebendigen Kraft die Geschwindigkeit v in
der Hohe u genau wie beim Pendel

v =V29(h—y)
gesetzt werden und die Zeit d¢, die beim Durchlaufen eines
Bogens ds verstreicht, ist ‘
o fda\?
as _ /@ ¥y _, 1+ (gy)

Al S0 w2 TOY -
v 2gth—y) Y 2g(h —y)’

oder wenn man den reziproken Wert von :—f—; aus Gl. (74) ein-

setzt

r
Die Zeit, die der Punkt braucht, um die halbe Schwingungs-
bahn von y =0 bis y =/ einmal zuriickzulegen, sei wieder

mit ¢ bezeichnet. Dann ist
h

- r dy -
=V H

0
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Hier ist aber das Integral viel leichter auszufithren, als
bei den Pendelschwingungen. Allgemein ist niimlich
' h

&y . 39
——— = — A4I'C 81N
Vhy —y? 2 7
2

wovon man sich durch Ausfiihrung der Differentiation leicht
iiberzeugt. Nimmt man nun das Integral zwischen den Grenzen
O und A, so erhilt man

— aresin (— 1) + aresin (4 1) = :--;- : =,

und hiermit geht Gl. (75) iiber in

t = :1[]/1_ 3
q

Die Dauer einer vollen Schwingung auf dem Zykloidenbogen
ist das Vierfache hiervon, woftir man schreiben kann

4r

T=2z)/%. (16)
Zuniichst erkennt man hieraus, daf die Schwingungsdauer auch
fiir Ausschlige von beliebiger endlicher Griéfle streng isochron
ist, wihrend dies bei den Pendelschwingungen nur fiir kleine
Schwingungen anniihernd zutraf. Ferner lehrt der Vergleich
mit Gl (64), daB die Pendellinge, die bei kleinen Schwingungen
zu dem gleichen Werte der Schwingungsdauer fiihrt, wie die
Schwingung auf der Zykloide, I = 4r gewiihlt werden muf.
Es ist aber eine hier als bekannt vorauszusetzende Eigenschaft
der Zykloide, daff der Kriimmungshalbmesser im Scheitel gleich
. dem Vierfachen vom Radius des Erzeugungskreises ist. Dies
zeighb uns, dafl wir nur so lange auf einen Isochronismus der
Pendelschwingungen rechnen kénnen, als wir uns den Kreis-
bogen durch einen kleinen Zykloidenbogen vom gleichen Kriim-
mungsradius ersetzt denken konnen. Je grofer der Ausschlag
des Pendels wird, um so mehr weichen die Zykloide und ihr
Kriimmungskreis voneinander ab und um so ungenauer wird es,
wenn wir die eigentlich nur fiir die Zykloide giiltige Formel
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fiir die Schwingungsdaner auch bei der Pendelbewegung als
gliltig betrachten.

Es sei noch erwidhnt, dal man einen schweren Punkt
leicht zwingen kann, auf einer Zykloide zu schwingen, wenn
man ihn an einem Faden aufhiingt, der sich beim Schwingen
an zwel beiderseits vom Aufhiingepunkte angebrachte Backen
anlegt, die nach der Evolute der Kurve begrenzt sind. Ver-
suche mit solchen Zykloidenpendeln werden hiufig in Vor-
lesungen iiber Experimentalphysik vorgefiihrt, um durch den
Versuch nachzuweisen, daf die Schwingungsdauer unabhiingig
von der GrioBe des Ausschlags ist.

Wegen der seither besprochenen Eigenschaft pflegt man
die Zykloide auch als die Tautochrone zu bezeichnen. Sie
hat aber zugleich noch eine andere Eigenschaft, zu deren Be-
sprechung ich jetzt iibergehen will und der sie den Namen
Brachistochrone verdankt. Sie ist ndmlich jene Kurve, auf
der ein Punkt in kiirzerer Zeit als auf jeder anderen von einer
gegebenen Stelle zu einer anderen gegebenen Stelle, die tiefer
liegt als die erste, hinabrollt.

Um die Aufgabe in méglichst anschaulicher Form vor-
zubringen, erinnere ich an den Riicklauf, den man bei Kegel-
bahnen anwendet, um die Kugeln den Spielern wieder zu-
zufiihren. Man konnte diesen Riicklauf zunichst geradlinig
anordnen; dabei wiirde es aber ziemlich lange dauern bis die
Kugel den Weg zuriickgelegt hiitte. Deshalb pflegt man den
Riicklanf im Anfange viel steiler anzulegen und ihn nachher
flacher verlaufen zu lassen. Der Gewinn, den man hierdurch
erzielt, liegt ohne jede Rechnung auf der Hand. Wenn die
Kugel niimlich schon zu Anfang ihrer Bahn um ein grofies
Stiick der verfiigharen H8he herabsinkt, so erlangt sie sehr
bald eine verhiltnismiBig grofie Geschwindigkeit, mit der sie
dann die ganze weitere Bahn durcheilt, wiihrend sie bei gerad-
linigem Riicklaufe eine so groBe Geschwindigkeit erst gegen
Ende ihrer Bahn erlangen kénnte.

Soweit es sich nur um die Kegelbahn handelt, ist damit
die Sache im wesentlichen schon erledigt. Man wird gut tun,
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dem flacheren Teile der Riicklaufbahn ein solches Gefill zu
geben, daB die Bewegungswiderstinde dadurch ungefihr auf-
gehoben werden und den hiernach verfiigharen Rest des Ge-
fiillles am Anfange des Riicklaufes in einer steilen Kurve, auf
deren besondere Form praktisch nicht viel ankommt, zu-
sammenzudringen. So wird es auch in der Regel ungefiihr
gemacht.

Man wird sich aber auf Grund dieser Uberlegungen so-
fort die weitere Frage stellen, welche Gestalt man der Kurve
des Riicklaufs geben miiBte, um bei Vernachlissigung von Be-
wegungswiderstinden u. dgl. die allerkiirzeste Zeit fiir die Riick-
lanfbewegung zu erhalten. Dabei bemerke ich noch, dafl hier-
bei awuch von der Rotation, die die Kugel in Wirklichkeit er-
langt, abgesehen werden soll, damit wir sie mit Recht als
materiellen Punkt ansehen konnen. Wenn die Kugel niemals
auf der Unterlage gleiten kionnte, wiirde die giinstigste Form
der Kurve hiervon freilich nicht beeinflut, da das Verhiltnis
zwischen Rotations- und Translationsenergie immer denselben
Wert hiitte und die Zeitdaner der Riicklaufbewegung in jedem
Falle nur im ganzen in einem entsprechenden konstanten Ver-
hiiltnisse vergréBert wiirde. Das ist aber, wie schon aus
Bd. I, Aufg. 32, S. 283 der 3. Aufl. hervorgeht, im allgemeinen
keineswegs zu erwarten. Deshalb schon miissen sich zwischen
der ,theoretischen Ldsung® des unter den einfachsten Be-
dingungen behandelten Problems und den auf die Neben-
umstinde wenigstens schitzungsweise Riicksicht nehmenden
,praktischen® Erwiigungen Unterschiede einstellen, die den
Wert der theoretischen Untersuchung stark einschrinken.
Deshalb pflege ich auch in den Vorlesungen selbst diese Be-
trachtungen nicht mit vorzubringen; ich denke aber, daB es
gut sein wird, wenn ich wenigstens in dem gedruckten Buche
die Aufgabe lose, da sich doch wohl der eine oder der andere
dafiir interessieren diirfte.

In Abb. 14 sei also 4 die Stelle, in der der materielle
Punkt seinen Lauf ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnt und
B sei der Punkt, nach dem er in moglichst kurzer Zeit lings
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der Kurve AB hinabgleiten soll. Die Geschwindigkeit im
Punkte zy ist, wie wir schon wissen,

@
v="1V2gy, N

die Zeit, die zum Durchlaufen eines
Bahnelementes ds gebraucht wird, 4

—
G s o / 1+ (@) R
v Yegy 29y Abb. 14.

und die ganze Zeit fiir das Durchlaufen der Kurve 4B wird

1 +
Vzg g

wenn a die Abszisse des Punktes B ist. Dieser Ausdruck soll
nun durch eine geeignete Wahl der Kurvenform zu einem
Minimum gemacht werden. Die notwendige Bedingung dafiir
besteht darin, daB die Variation des Wertes von ¢, die zu
einer willkiirlichen unendlich kleinen Anderung der Kurven-
form gehért, zu Null wird. Wenn wir uns die Kurve 4B
durch irgendeine benachbarte ersetzt denken, wird sich jede
Ordinate y um ein kleines Stiick dy indern, und wir haben
zunichst einen Ausdruck fiir die. Anderung aufzustellen, die
dadurch in dem Werte von ¢ herbeigefiihrt wird. Zuniichst
ist klar, daB die Gesamtinderung des Integrals gleich der
Summe der Anderungen aller seiner einzelnen Elemente ist.
Wir bilden also zuniichst die Variation

1+ ()

-~

Der Ausdruck, der sich veriindert, ist aber eine bekannte
Funktion von y und Z—i und wir konnen daher die Anderung

des ganzen Ausdrucks nach den Regeln der Differentialrechnung
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in den Variationen von y und Z—y ausdriicken.  Allgemein

gesagt ist d oF
y oF dy
JF(y’ Rx) 7y 0y + (dy) dzx’
dzx
und wenn wir dies auf den vorliegenden Fall anwenden, er-
halten wir ( )
1+ 1 _% dy\*
o s ; i i
/Ty
dJ

Vi)

Nun ist aber nach dem Begriffe der Veriinderung, um die es sich
hier handelt, 50y _dtdn) _dy _doy )
dz~ ~ dz  dz dz

Wir haben daher jetzt fiir die Variation von ¢ vorliufig den
Ausdruck P

doy

VJ(1+ d:c)) dwu

Um ibn weiter umzugestalten, nehmen wir am zweiten
Gliede in der Klammer eine partielle Integration vor. Dies
kommt darauf hinaus, daB wir nach dem Satze iiber die
Differentiation eines Produkts setzen

dz.  (18)

. ;fz . 4oy
I V;(1+(§i)’) b
=é;['*:"iﬁ=?-6y — 9y i
Vi h/y(w oy
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und nun auf beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und a
integrieren. Wir erhalten dann

dx ddy . da

Vo(i+(59) 2l
(19)
dy i - dy

S PO Sl " . :—f— _-—,-i”f;,-:-:w-dy-dx.
viee@ ) e,

Beim ersten Gliede auf der rechten Seite lieB sich niimlich
die Integration sofort ausfiihren und das bestimmte Integral
ist gleich der Differenz der Klammerwerte fiir z =0 und
#=a. Nun sind aber die Punkte 4 und B der Kurve fest
gegeben; wie wir also auch die Gestalt der Kurve sonst findern
mogen, an diesen beiden Stellen ist jedenfalls dy = 0.

Da nun dy in dem Klammerwerte als Faktor vorkommt,
erkennen wir, daf dieser Wert an der oberen Grenze z = @
jedenfalls verschwindet. An der unteren Grenze ist dieser
SchluB freilich nicht ohne weiteres zuldssig, weil hier auch y
im Nenner zu Null wird. Fiir den unbestimmten Ausdruck

von der Form - setzen wir daher nach bekannten Regeln

0
dz (;i‘.!.z d‘y)

d'r:]/y( d_y):j _— .

Nun ist aber

d (dy _[dy dy
[ﬁ(ﬁ"yﬂuo—[&z%—m Y

Vi) - v/ =]
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Das Verhiltnis beider Werte wird daher

2 2
1/l
und dies liefert wegen des Faktors y jedenfalls Null. In der
Tat fallt also das erste Glied auf der rechten Seite von
Gl (79) vollstindig fort, und das auf der linken Seite stehende
Integral kann ohne weiteres durch das Integral im zweiten
Gliede der rechten Seite ersetzt werden. Mit Riicksicht hier-
auf erhalten wir daher jetzt an Stelle von Gl (78)

__,1._ e —
—

; v (80)

d dx
_Vy(l + (z2) )
Dieser Ausdruck soll nun fiir die Kurve, die wir suchen, zu
Null werden. Dabei ist dy sonst ganz beliebig wiihlbar und
nur an die Bedingung gebunden, dafl es an beiden Grenzen
verschwindet, Das Integral kann daher nur dann fir jede
Wahl von 0y zu Null werden, wenn der Ausdruck in der
eckigen Klammer selbst Null ist. Denn wiire dies nicht an
jeder Stelle der Kurve der Fall, so kinnte man dy fiberall so
wiihlen, daB es gleiches Vorzeichen mit dem Ausdrucke in der
eckigen Klammer hitte und dann wiirde das Integral als eine
Summe von lauter positiven Gliedern jedenfalls nicht zu Null.
Fiir die durch diese Verschiebungen dy neugewonnene Nachbar-
kurve wire dann 0¢ jedenfalls negativ, d. h. die zuerst ge-
gebene Kurve beanspruchte eine lingere Fallzeit ¢ als die neu-
gefundene. Als notwendige Bedingung fiir die Brachistochrone
haben wir daher _ dy

A e

5,

gﬁl/l+( +d,:c
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Durch Ausfiihrung der Differentiation im zweiten Gliede und
nach einer Reihe elementarer algebraischer Umformungen des
zuniichst ziemlich weitliufiz herauskommenden Ausdrucks auf
der linken Seite geht die Gleichung iiber in

2y ims + 1 + ( 3 )
dJ ’ .0
2Vy ( d:c )
Da sie fiir alle Werte von z giiltig sein soll, kann dies nur

dadurch geschehen, daB der Zihler iiberall zu Null wird. —
Wir haben also fiir die gesuchte Kurve die Differentialgleichung

dzy dy 2 -
2yga+ (3 +1-0. (81)

: ; ; g e s ; ” o B
Um sie zu integrieren, multiplizieren wir zunichst mit cTy

und erhalten Fidty

2Y 2oz *’( ) +'Eb 0.
Die beiden ersten Glieder der linken Seite lassen sich nun zu

einem einzigen Differentialquotienten nach z zusammenfassen,
so daB die Gleichung in dér Form

as(v(32)) + 7% -
geschrieben werden kann. Die Integration liefert
Wi +o-
also bei Auflésung nach dem Differentialquotienten

e @)

Der Vergleich mit Gl. (74), die wir friiher als Differential-
gleichung der Zykloide ermittelt hatten, zeigt schon, daB die
gesuchte Kurve eine Zykloide ist. Man muf dabei nur auf
die jetzt etwas anders’ gewiihlte Bezeichnung achten. Schreibt
man an Stelle von C —y kiirzer 2, so geht Gl (82) {iber in

Q_—V,z
az=tVeo—n
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und diese Gleichung fiir die von unten her geziihlte Ordinate #
stimmt nun ganz mit Gl (74) iiberein, wenn man (= 2r
setzt. Die Integrationskonstante (' gibt hiernach den Durch-
messer des Rollkreises an, durch den man sich die Zykloide
erzeugt denken kann.

Auch die endliche Gleichung der Zykloide kann aus
Gl (82) sofort durch eine einfache Quadratur gefunden werden.
Man schreibt die Gleichung in der Form

M=@V%%§

und erhilt hieraus durch Integration

— . C—2y .

x=K—V0y—y3—-2—arcsm——C——- (83)
Die neu auftretende Integrationskonstante K folgt aus der
Bedingung, daB die Kurve durch den Punkt 4 gehen soll
Fiir 2 = 0 mub daher auch y = O sein, also

(4] "
0=K— -5 aresin (1)
und hieraus
KE=2C.

Durch zwei Punkte 4 und B kann man unendlich viele Zy-
kloidenbogen mit senkrechter Achse legen. Unter diesen besitzt
aber nur ein einziger die von uns verlangte Minimumseigen-
schaft, denn auch die andere Integrationskonstante C wird
durch die Bedingung bestimmt, daf die Kurve durch den
" Punkt B gehen soll. Anstatt aber die Koordinaten von B in
die Zykloidengleichung einzusetzen und die sich hieraus er-
gebende transzendente Gleichung nach (' aufzuldsen, bedenkt

man einfacher, da nach Gl (82) fiir y = 0 jedenfalls j—z = 00

werden mufl, d. h,, daB die Tangente der Kurve dort in lot-
rechter Richtung geht. Der materielle Punkt beginnt daher
seine Fallbewegung auf der Kurve zuerst lotrecht nach ab-
wirts. Oder mit anderen Worten: die Horizontale durch 4
ist die Gerade, auf der der Erzeugungskreis vom Durchmesser
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C rollen muB, um die Zykloide zu beschreiben. Denkt man
sich nun alle Zykloiden, die dieser Bedingung genfigen, vom
Punkte A aus gezogen, so sind alle dhnliche und #hnlich
liegende Kurven und nur
eine von ihnen geht
durch den Punkt B.
Man findet aber diese
sofort heraus, wenn man
zuerstnurirgendeine Zy-
kloide konstruiert und
damn die Verbindungsgerade A zieht (vgl. Abb. 15), deren
Schnittpunkt mit der Zykloide B’ heifen mige. Wenn etwa A B’
kleiner ist als AB, wuB man hierauf die Zykloide im Ver-
hiltnisse ADB : AB" vergriBern (vom Ahnlichkeitszentrum A
aus), worauf die gesuchte Brachistochrone gefunden wird.

Wenn die horizontale Entfernung beider Punkte erheblich
grofer ist als die vertikale (wie bei der Kegelbahn) erlangt
die Brachistochrone die in Abb. 15 angegebene Gestalt. Die
Kugel sinkt zuerst viel tiefer, erlangt dadurch eine erheblich
groBere Geschwindigkeit und kann daher den etwas grioBeren
Weg doch in kiirzerer Zeit zuriicklegen, als bei einer flacheren
Form des Riicklaufs. Die Zeit, die nun mindestens notig ist,
um den Punkt auf der giinstigsten Kurve blof durch den
EinfluB der eigenen Schwere von 4 nach B gelangen zu lassen,
folgt leicht aus Gl (7). Fiir die in Abb. 15 angegebenen
Verhiltnisse wird diese Zeit

KL .r— R
= VE{T -+ aresin — i

wobei /" direkt gegeben und » aus der vorher beschriebenen
Konstruktion zu entnehmen ist.

Ein Zahlenbeispiel moge dies noch niiher erliutern. Die
horizontale Entfernung der Punkte 4 und B sei 10 m, der
Hohenunterschied 1 m. Dann ist die zum Durchlaufen einer
geradlinigen Bahn zwischen 4 uud B erforderliche Zeit, wenn

auf Bewegungswiderstinde und auf die durch das Rollen der
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 7

Abb. 15.

PO—

]
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Kugel herbeigefiihrte langsamere Bewegung wie seither schon
keine Riicksicht genommen wird, gleich 4,52 sec. Verbindet
man dagegen A und B durch eine Kreishahn, die in B eine
horizontale Tangente hat, so wird die Zeit gleich 3,57 sec.
Fiir die Brachistochrone endlich berechnet sich die Zeit auf
2,06 sec.

Will man die rollende Bewegung beriicksichtigen, nimmt
aber dafiir an, daf in keinem Falle ein Gleiten der Kugel
vorkiime, so beachte man, daB zur Geschwindigkeit v des

Kugelmittelpunktes eine Winkelgeschwindigkeit z gehort, wenn

o den Kugelradius bedeutet. Die ganze lebendige Kraft L der
Kugel ist daher

_1Q. 150
L—2 =0 +2@99

oder, wenn man fiir das Triigheitsmoment ® der Kugel seinen

Wert
2@ ,
0= L
einsetzt (vgl. Bd. I, S. 284, 3. Aufl.), so folgt
L=072

q
Die lebendige Kraft ist gleich der von der Schwere geleisteten
Arbeit, also ebenso grof als die lebendige Kraft des mate-
riellen Punktes sein wiirde, wenn er nur gleitete und nicht
rollte. Daher wird » jetzt iiberall gegeniiber dem frither vor-

ausgesetzten Falle im Verhiltnisse V: verkleinert und die

Zeit zum Durchlaufen der Bahn in allen vorher betrachteten
Fillen im Verhiiltnisse V: = 1,183 vergribert.
2

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, dall die Zykloide
ihre Eigenschaft als Brachistochrone auch zwischen irgend zwei
beliebig auf ihr ausgewiihlten Punkten behilt, wie schon daraus
hervorgeht, dal es sonst moglich sein miiBte, auch bei der
ganzen vorher betrachteten Bahn durch eine Ab#nderung der
Kurve zwischen diesen beiden Punkten eine kiirzere Fallzeit
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herbeizufiihren. Man muB nur beachten, daB in diesem Falle
der materielle Punkt, wenn er in den Anfangspunkt des be-
trachteten Kurvenstiicks gelangt, schon eine gewisse Geschwindig-
keit besaB, wihrend seither immer vorausgesetzt wurde, daB
die Bewegung vom oberen Punkt 4 aus mit der Anfangs-
geschwindigkeit Null beginnen sollte.

Wird also die Aufgabe gestellt, eine Brachistochrone
zwischen zwei Punkten 4 und B anzugeben, unter der Vor-
aussetzung, daB der bewegliche Punkt mit einer gegebenen
Anfangsgeschwindigkeit v, in 4 auf die Bahn gebracht wird,
80 berechne man zunichst

]l” o

29

Diese Grofe A” gibt an, um wieviel die Abszissenachse oder
mit anderen Worten die Gerade, auf der der Erzeugungskreis
der Zykloide rollt, iiber dem Punkte A4 liegt. Dann hat man
eine hierzu gehorige Zykloide durch die Punkte 4 und B zu
legen; diese ist die verlangte Brachistochrone. Die Aufgabe
ist durch die genannten Angaben eindeutig bestimmt und
kann auf konstruktivem Wege mit Berficksichtigung des Um-
standes, daP alle Zykloiden einander &hnlich sind, leicht geldst
werden.

§ 14 Anwendung des Seilpolygons auf die Dynamik des
materiellen Punktes.

Ein materieller Punkt sei gendtigt, sich auf irgendeiner
gegebenen Bahn zu bewegen, wie das schon bei den in den
vorigen Paragraphen besprochenen Fillen zutraf. Dabei mag
von auBlen her eine beliebig veriinderliche Kraft P auf ihn
einwirken. Die gesamte Beschleunigung, die er erfiihrt, liBt
sich in eine zur Bahn normale und in eine tangentiale Kom-
ponente zerlegen. Bezeichnet man die Bogenlinge der Bahn
von irgendeinem Anfangspunkte bis zur augenblicklichen Lage
des bewegten Puuktes mit s, so ist die Tangentialbeschleu-

S
nigung g crlelch —— zu setzen, und wenn man mit P’ die Pro-

dt?
jektion von P auf die Richtung der Tangente bezeichnet, be-
7$
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steht zwischen beiden die schon aus Bd. I, § 14, 8. 68 d. 3. Aufl.
bekannte Gleichung dts >

Andererseits lautet die Differentialgleichung einer Seilkurve
nach Bd. II, GL (2), S. 79 d. 2. Aufl.

b S (85)

dz*

wobei H der konstante Horizontalzug des Seils, x die Abszisse,
y die nach abwirts positiv gezihlte Ordinate der Kurve und
g die Belastungsintensitit ist, die eine beliebig gegebene Funk-
tion von # sein kann und sich durch Zeichnen einer Belastungs-
fliche graphisch darstellen liBt. Zugleich ist aus Bd. II be-
kannt, wie man die Seilkurve, die zu dieser Belastungsflache
gehort, auf graphischem Wege konstruieren kann.

Die beiden Gl (84) und (85) sind von ganz #hnlicher
Form, so daB sie sich durch eine passende Bestimmung der in
G1.(85) vorkommenden GroBen in vollstindige Ubereinstimmung
miteinander bringen lassen. Wenn dies geschehen ist, vermag
man die Integration der Bewegungsgleichung (84) dadurch zu
bewirken, daB man die der Differentialgleichung (85) ent-
sprechende Seilkurve auf graphischem Wege ermittelt. Hier-
durch werden dynamische Aufguben der bezeichneten Art gra-
phisch losbar, was dann von Vorteil sein kann, wenn P’ eine
solche Funktion von ¢ oder von s ist, daB die Integration der
Bewegungsgleichung (84) auf analytischem Wege Schwierig-
keiten macht. Es verhilt sich damit genau so wie mit der
Anwendung des Seilpolygons zur Konstruktion der elastischen
Linie, von der in Bd. II die Rede war.

Zuniichst unterscheiden sich freilich die beiden Glei-
chungen (84) und (85) voneinander durch das Vorzeichen auf
der rechten Seite. Aber dieser Unterschied Lifit sich sofort
beseitigen, indem man die Ordinaten der Seilkurve nach oben
hin positiv zihlt, anstatt wie friither nach abwirts. Mit diesem
Wechsel in der Bezeichnung geht Gl. (85) iiber in

%Y

= (86)



§ 14. Anwendung des Seilpolygons auf die Dynamik usw. 101

Um die Ubereinstimmung mit Gl. (84) herzustellen, setze man
d*y 1d%s gy_'-’ P! P ;

et - Ak 42 IV~ Smas PR St

Dabei kiénnen die Konstanten p und H nach Belieben gewihlt
werden, wihrend ¢ aus der letzten Gleichung zu ermitteln ist,
und zwar wird es proportional mit P’ gefunden, denn die
iibrigen in dieser Gleichung vorkommenden Griéfien sind Kon-
stanten. Hat man jedoch P’ bereits graphisch als Funktion
der Zeit t dargestellt, so wird man am einfachsten g = P’
setzen, also das Diagramm von P’ zugleich als Belastungs-
fliche betrachten und den Horizontalzug H aus der vorher-
gehenden Gleichung zu

H= - my i (87)

bestimmen. Aus der Seilkurve, die mit diesem H zu der Be-
lastungsfliiche konstruiert werden kann, liBt sich dann zu
jedem gegebenen ¢ das zugehorige s entnehmen, d. h. der zeit-
liche Verlauf der Bewegung ist damit vollstindig bekannt.
Am einfachsten gestaltet sich diese graphische Losung der
Aufgabe, wenn die Kraft P’ von vornherein als Funktion der
Zeit gegeben ist. Man nehme z. B. die Bewegung auf der
schiefen Ebene unter dem Einflusse des Eigengewichts. Unter
P’ ist dann die Projektion des Gewichts auf die Richtung der
schiefen Ebene zu verstehen und diese bleibt wiihrend der
ganzen Bewegung konstant. Die Belastungsfliche ¢ ist ein
Rechteck und die zugehorige Seilkurve eine Parabel. Oder
man betrachte die Bewegung des Schwungrades einer Dampf-
maschine unter dem Einflusse eines wechselnden Drehmomentes,
und zwar jetzt ohne Beriicksichtigung der Torsionsschwingungen,
die sich zu dieser Bewegung noch hinzugesellen kénnen. In
den vorhergehenden Gleichungen ist dann unter m das Triigheits-
woment, unter s der von einer beliebigen Anfangsstellung aus
zurlickgelegte Drehungswinkel und unter P’ das Moment des
auf das Schwungrad wirkenden resultierenden Kriiftepaares zu
verstehen, das wiihrend einer Umdrehung bald positiv, bald
negativ ist und dessen Veriinderung mit der Zeit als genau
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genug gegeben angesehen werden kann, wenn man an die
Untersuchung des Ungleichformigkeitsgrades des Schwungrades
herantritt. Die vorher beschriebene Konstruktion gestattet
dann, diese Untersuchung ohne weiteres auf graphischem Wege
durchzutithren.

In den meisten Fillen wird aber P’ nicht als Funktion
der Zeit, sondern als Funktion des Weges gegeben sem. Das
trifft z. B. bei der Pendelbewegung oder bei der Fallbewegung
auf der Zykloide oder auf irgendeiner anderen gegebenen Kurve
zu. Der niichste Schritt, um die Bewegung auf graphischem
Wege zu untersuchen, besteht dann darin, die ganze Schwin-
gungsbahn in eine Anzahl von Abschnitten einzuteilen, die
man genau genug als geradlinig ansehen kann, in jedem Teil-
punkte die Tangente zu ziehen und das Gewicht, das in einem
passenden Malstabe aufgetragen ist, auf die Tangente zu pro-
Jizieren. Dann trigt man die Abschnitte der Bahn auf einer
Geraden auf und errichtet in jedem Teilpunkte eine Ordinate,
die gleich der Projektion P’ ist. Damit hat man aber noch
nicht die Belastungsfliche der Seilkurve, da bei dieser die Ab-
szissen den Zeiten und nicht den Wegen proportional sein
miissen.

Das hindert jedoch nicht die Losung der Aufgabe, wie am
Beispiele der Pendelbewegung gezeigt werden soll. In Abb. 16
stellt a die Schwingungsbahn des Pendels dar, und zwar be-
schrinkt auf eine Hilfte, da es ausreicht, die Bewegung vom
grifiten Ausschlage nach links bis zum tiefsten Punkt der
Bahn zu betrachten. Die Einteilung der Bahn in einzelne
Elemente ist in der Zeichnung weggelassen und nur an einer
Stelle ist gezeigt, wie das Gewicht I auf die Tangente der
Bahn projiziert und hiermit P’ gefunden wird. Der Teil b der
Abbildung enthilt die Darstellung von P’ als Funktion von s,
und zwar ist s dabel in vertikaler Richtung aufgetragen, weil
nachher die Ordinaten y der Seilkurve in dieser Richtung gehen
sollen. Mit ¢ ist das Seilpolygon, mit d die Belastungsfliche
und mit e der Krifteplan des Seilpolygons bezeichnet. Die
erste Seileckseite geht horizontal, weil zu Beginn der Bewegung
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die Geschwindigkeit, also g und hiermit auch gl’ gleich Null
1 x

ist. Auf dieser Horizontalen, die man in gleicher Héhe mit
der unteren Begrenzungslinie. von b zieht, trigt man nun eine
Anzahl gleicher Strecken ab, die unter Zugrundelegung eines
passend gewiihlten MafBstabes kleine Zeiten, etwa ;15 sec. o. dgl,
bedeuten. Wie man diese Zeiten wihlt ist im {ibrigen gleich-

giiltig, wenn man nur sicher sein kann, dafl eine passende Zahl
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(vielleicht 6 bis 10) dieser Zeiten gleich der gesuchten
Schwingungsdauer werden wird, und zwar ist diese Beschriin-
kung auch nur deshalb nétig, damit man zu einer gut aus-
zufithrenden Zeichnung gelangt. Hierauf zieht man iiber ¢ in
beliebiger Hihe die horizontale Grundlinie der Belastungs-
fliche d. Die erste Ordinate der Belastungsfliche ist bekannt,
da fiir { =0 auch s =0 ist und das zugehdrige P’ bereits
konstruiert ist. Man macht also diese Ordinate gleich der
Grundlinie von b. Spiiter wird ja die Ordinate kleiner werden;
zunichst geniigt es aber, sie fiir das erste Zeitelement als
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konstant zu betrachten. Man erhdlt dadurch das erste Recht-
eck von d. Den Inhalt dieses Rechtecks betrachtet man nun
als Last des Seilpolygons und triigt ihn in irgendeinem giinstig
gewiihlten MaBstabe auf der Lastlinie des Kriifteplanes e auf.
Hierauf hat man den Horizontalzug H nach Gl (87) zu be-
rechnen. Das soll hier unter Zugrundelegung eines Zahlen-
beispiels, wie es beim Auftragen von Abb. 16 angenommen
wurde, geschehen. Die Fadenliinge des Pendels, also der Halb-
messer des Kreishogens in a ist in Abb. 16 zu 2 em an-
genommen. Das Gewicht P ist durch eine Strecke von 3 em
dargestellt und die Strecken, die ¢ angeben, sind gleich groB
mit denen gewihlt, die man fiir P* erhielt. Hiernach besteht
zwischen ¢ und P’ der Zusammenhang ;

cm
P = T as '7)*981@&— m - 327 —-
=9 gem 4 “Bem UM 95 et

Ferner sind die Zeitelemente, die man auf der Grundlinie von
¢ auftrug, gleich 0,01 sec gewihlt und jedes dieser Elemente
wurde durch eine Strecke von 5 mm dargestellt. Die Kon-
stante p hat daher den Wert
- cm
? S8 DO -sec ’
Setzt man diese GroBen in Gl (87) ein, so erhdlt man

ganCm? g
H=—1 - m - 2000':::?1:’ = 7,645 cm*-
qm - 327-5&35

Man erhiilt eine Fliche, wie es sein mufl, da auch der Inhalt
der Belastungsfliche unmittelbar als Last des Seilpolygons be-
trachtet wird. Der MaBstab des Kriifteplans steht noch frei.
In Abb. 16, ¢ ist der Inhalt jedes rechteckigen Streifens der
Belastungsfliche durch } der Hohe auf der Lastlinie dargestellt,
d. h. 1 em?® der Fliche wird durch eine Linge von 5 mm dar-
gestellt. Hiernach war H gleich 38,2 mm zu machen.
Nachdem H und die erste Last im Krifteplan eingetragen
sind, kennt man die Richtung des zweiten Seilstrahls in e
Von dem Punkte, in dem dieser die Vertikale 1 trifft, zieht
man eine Horizontale, die in h das dieser Stelle zugehtrige P’
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abschneidet. Diese Strecke triigt man in d als niichste Ordi-
nate der Belastungsfliche auf. Hierauf nimmt man-an, da8
im ndchsten Zeitelemente P’ diesen Wert unveriindert bei-
behalte. Der niichste Streifen der Belastungstiiche wird daher
als ein Rechteck von dieser Hohe betrachtet. Dessen Fliche
wird auf der Lastlinie des Krifteplans ¢ abgetragen und das
Seilpolygon riickt ebenfalls um eine Seite voran. Hierauf
wird alles in derselben Weise weiter fortgesetzt, so dall Seil-
polygon, Belastungsfliiche und Kriifteplan miteinander entstehen.
Man ist am Ende angelangt, wenn der letzte Strahl des Seil-
polygons die durch den oberen Punkt von b gezogene Hori-
zontale schneidet. Die zugehdrige Abszisse stellt die Daner ¢
einer Viertelschwingung des Pendels. dar.

Das ist freilich nur ein erster Niherungswert, der sich
aber, wie ein Vergleich des Ergebnisses mit der genauen Formel
lehrt, schon ziemlich eng an den wahren Wert anschlieft. Es
steht aber natiirlich frei, die ganze Konstruktion noch einmal
zu wiederholen, indem man an Stelle der ganzen Rechteckflichen,
die vorher als Lasten angenommen wurden, jetzt Werte setzt,
die gegeniiber den Rechteckflichen in demselben MaBe ver-
mindert sind, wie sich dies bei der ersten Zeichnung heraus-
gestellt hatte. Damit wiirde man dann schon eine solche Ge-
nauigkeit erlangen, wie sie (mit Riicksicht auf die unvermeid-
lichen Zeichenfehler selbst bei schiirfster Zeichnung im groBen
Malstabe) auch bei einer ganz strengen Losung nicht besser
erzielt werden konnte. In Abh. 16 ist der Deutlichkeit wegen
von der besprochenen Verbesserung abgesehen worden.

Fir die Ermittlung der Schwingungsdauer des Pendels
hat das Verfahren natiirlich keinen Zweck, da man diese ein-
facher nach der Formel berechnet. Das Beispiel ist hier nur
gewiihlt, um einen bequemen Vergleich und damit ein Urteil
iber die Genaunigkeit zu ermdglichen. Dagegen fiihrt die
Zeichnung, wie nun auch P’ als Funktion von s gegeben sein
mdige und wie die Bahnkurve aussehen mége, immer in der-
selben Weise leicht zum Ziele, wiihrend die Rechnung versagt
oder wenigstens mehr Miihe verursacht.
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Aufgaben.

1. Aufgabe. Was folgt aus dem Flichensatze, wenn man ihn
auf den schiefen Wurf eines Steines im luftleeren Raume anwendet?

Lésung. Als #uBere Kraft wirkt an dem Steine nur die
Schwere. Wir konnen uns diese vom ,Mittelpunkte” der Evde
ausgehend denken und sie sonach als eine Zentralkraft aunffassen.
Dann muf} fiir diesen Punkt als Momentenpunkt das statische Mo-
ment der BewegungsgroBe konstant sein. Um dieses Moment fiir
irgendeine Stelle der Wurfbahn zu berechnen, denken wir uns den
Hebelarm dahin gezogen und die dazu senkrechte Komponente der
Geschwindigkeit mit ihm multipliziert. Gegeniiber dem Erdhalb-
messer sind aber die Erhebungen der Wurfbahn nur sehr klein und
wir kinnen daher die Hebelarme fiir alle Stellen der Wurfbahn als
gleich groB ansehen. Daher muBl auch der andere Faktor des sta-
tischen Moments konstant sein, d. h. die Horizontalkomponente der
Geschwindigkeit wird wihrend des Wurfes nicht geiindert.

" Hiermit sind wir freilich nur zn einem Resultate gelangt, das
vorher schon aus einfacheren Betrachtungen bekannt war. Wie
schon frither bemerkt wurde, zeigt sich aber der Nutzen des Flichen-
satzes erst bei Aufgaben iiber Punkthaufen oder iiber starre Kérper
im rechten Lichte. Bei der Dynamik des einzelnen materiellen
Punktes kann er gewihnlich leicht entbehrt werden.

Wenn die Wurfbahn als sehr hoch im Vergleiche zum Erdhalb-
messer vorausgesetzt wird, ist es freilich nicht mehr zulissig, den
Hebelarm iiberall als gleich groB anzusehen. In der Tat wird aber
auch dann die ganze Bewegung geiindert. Der Stein (z. B. ein
Meteorstein, der in die Nihe der Erdoberfliche gelangt) bewegt sich
dann im allgemeinen nicht mehr in einer Parabel, sondern lings eines
elliptischen Bogens, wie bei der Planetenbewegung (oder auch lings
einer Hyperbel). Die Wurfbahn darf daher immer nur so lange als
Parabel aufgefalt werden, als ihre Abmessungen wirklich als klein
gegeniiber dem Erdhalbmesser vernachlissigt werden kdnnen,

2. Aufgabe. Von einem Anzielungszentrum geht cine Kraft
aus, die im Abstande a die Grific P, hat und dem Quadrate der Ent-
fernung wmgekehrt proportional ist. Wie grof ist das Potential des
Krafifeldes im Abstande x, wenn die willkiirliche Konstante, die darin
vorkommt, so gewdhlt wird, daff das Potential in unendlicher Ferne
2 Null wird?

Lisung. Wir wiihlen als Integrationsweg eine vom Anziehungs-
zentrum ausgehende Gerade und als Anfangspunkt O den unendlich
fernen Punkt dieser Geraden. Dann ist in GL (10)



Aufgaben. 107

A
Ve Vet Of Pas
die Konstante V, gleich Null zu setzen. Wir haben daher
v—— [Bas— [Bas.
* z

Hier sind P und g8 entgegengesetzt gerichtet. Im Abstande z ist

"

P=Pa‘i!

und, wenn wir fiir d8 jetzt dz schreiben, erhalten wir

@®

V= —fPa %jdz = P a* [%]:: —_ Pui;-

x

Fiir den Fall der AbstoBung anstatt der Anziehung, wie er bei
elektrostatischen Untersuchungen vorliegt, wird dagegen V positiv.
Hs gibt dann sofort die potentielle Energie an, die dadurch bedingt
wird, dafl sich der bewegliche Punkt im Abstande x von dem Ab-
stoBungszentrum befindet. In diesem Ealle wird némlich die poten-
tielle Energie bei unendlicher Entfernung des beweglichen Punktes
zu Null,und dadurch wird die Wahl, die fiir die willkiirliche. Kon-
stante getroffen wurde, gerechtfertigt. Fiir den Fall der Anziehung
dagegen wird die potentielle Energie um so grofler, je mehr der Ab-
stand wiichst und das mit derselben Wahl der Konstanten berechnete
V kann daher nicht mehr als Ausdruck fiir die potentielle Energie
angesehen werden, Immerhin ist es auch in diesem Falle gebriuchlich,
das Potential derart zu bestimmen, dal es in unendlicher Entfernung
verschwindet.

3. Aufgabe. Man soll fiir beliebig verteilte gegebene Massen,
die nach dem Gravitationsgesctze auf einen anderen Massenpunkt ein-
wirken, das Potential des von ihnen erzeugten Gravitationsfeldes be-
rechnen.

Lisung. Ein Volumenelement der Massenverteilung sei mit
dt bezeichnet (Abb. 17), die Dichte der Massenverteilung an dieser
Stelle mit p und ihr Abstand vop dem Punkte 4, fiir den man das
Potential V berechnen soll, mit . Dann ist nach der Losung der
vorigen Aufgabe das von der Masse pdz fiir sich herriihrende Poten-
tial bekannt und man braucht nur die Summe aller dieser Werte fiir
die einzelnen Massenelemente zu nehmen, um V zu erhalten. —
Rechnet man ferner mit astronomischen Masseneinheiten, so wird fiir
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die Masse 1 im Abstande @ = 1 das von ihr herrithrende P, zu 1
und man kann in der Lisung der vorigen Aufgabe die Faktoren P, a®
o4 streichen, wogegen die Masse udr, die an
r Stelle der Masse 1 tritt, als neuer Faktor

beizufiigen ist. Man erhiilt daher

o wdr
V= _f e

wobei sich die durch\das Integralzeichen
angedeutete Summierung iber den ganzen
von Massen erfiillten Raum zu erstrecken
il 1 hat. — Bei elektrostatischen Aufgaben kehrt
sich auch hier das Vorzeichen des Poten-
tials am, da sich elektrische Massen gleichen Vorzeichens abstoBen.
4. Aufgabe. Drei feste Punkte A, B, C, die mit den Massen
ny, My, mg behaftet sind, iben auf cinen in dersclben Ebene liegenden
m m, beweglichen Punkt Zentralkrifte aus, die
den Massen proportional, von den Enifer-
7 nungen aber unabliingig sind. Man soll
das Potential dieser Krifle berechnmen und
0 ferner ermitteln, an welecher Stelle es zu
% cinem Minimuwm wird.
J"’a Lisung. Wir berechnen zuniichst das
Ak g Potential, das von einer einzigen Masse m,
beriihrt. Den Anfangspunkt des Integrations-
wegs lassen wir mit m, zusammenfallen und integrieren von da aus
lings einer geraden Linie weiter bis zum Abstande r,. In der Formel

y
V,=V,— [Bas
0

ist jetzt P konstant und die Summe aller d8§ liefert r;. Hierbei ist
nur zu beachten, dafl P und d% entgegengesetzt gerichtet sind, das
Produkt Pd§ daher negativ ist. Ferner ist P proportional mit m,.
Hierbei wiirde noch ein Proportionalititsfaktor auftreten, den wir
uns aber durch eine passende Wahl der Masseneinheit der Einfach-
heit halber vermieden denken wollen. Die Anziehung, die von jedem
m ausgeht, soll also unmittelbar durch den Wert von m selbst an-
gegeben werden. Dann wird

V= Vo +m,r, .

Das Potential des von allen drei Massen herrithrenden Kraftfeldes ist
gleich der Summe von drei nach diesem Muster gebildeten Gliedern.
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Die Summe der drei willkiirlichen Konstanten V, kinnen wir uns
hierbei zu einer einzigen willkiirlichen Konstanten €' zusammengefaBt
denken. Wir erhalten demnach

V = mr; + mery+ myry + C,

wobei wir der willkirlichen Konstanten € schlieBlich auch zur
weiteren Vereinfachung den Wert Null beilegen kinnen.

Um schlieBlich zu ermitteln, wo V zu einem Minimum wird, be-
achten wir, dal an dieser Stelle fiir jede Verschiebung in irgendeiner
Richtung d V = 0 sein mufl. Zugleich gibt aber d V die Summe
der von allen Kriiften herriihrenden Arbeitsleistungen an, die zu dieser
Verschiebung gehdren. Nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten schliefen wir daher, daf die von den drei Massen ausgehen-
den Kriifte sich an dem beweglichen Punkte an der gesuchten Stelle
im Gleichgewichte halten miissen. Auf Grund dieser Betrachtung

liiBt sich der Ort des Potentialminimums leicht ermitteln. Die Grifie
der Kriifte ist niinulich gegeben und damit auch die Gestalt des Kriifte-
dreiecks, zu dem sie sich zusammensetzen lassen miissen. Nur die
Richtungen der Seiten sind einstweilen unbekannt. Wir konstruiren
aber einstweilen das Dreieck in irgendeiner Lage. Dadurch erfahren
wir, welche Winkel die Kraftrichtungen am Orte des Potential-
. minimums miteinander bilden miissen. Die Winkel der Verbindungs-
linien 7, 7,7y des gesuchten Punktes mit den Massenpunkten m, m,m,
sind die Supplemente der Dreieckswinkel. Man braucht also nur iiber
den Verbindungslinien von je zwei Massenpunkten einen Kreishogen
zu schlagen, der den seiner Grifie nach bekannten Winkel als Peripherie-
winkel faBt Dann schneiden sich alle drei Kreishdgen im Orte des
Potentialminimums.

In Abb. 19 ist diese Konstruktion unter der Voraussetzung aus-
gefiihrt, daB sich myimy:mg wie 2:3:4 verhalten. O ist der Ort des
Potentialminimums.

Aus der Konstruktion erkennt man zugleich, dall das Potential
im vorliegenden Falle nur an einer Stelle zu einem Minimum werden
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kann, Ferner kann O auf dem angegebenen Wege nur dann ge-
funden werden, wenn jede Masse kleiner ist als die Summe der beiden
anderen. Im entgegengesetzten Falle nimmt das Potential seinen
kleinsten Absolutwert dort an, wo sich die groBte Masse befindet.

Anmerkung. Zentralkriifte, die unabhiingig von der Entfernung
sind, kommen in den zur Mechanik gehtrigen Anwendungen der Poten-
tialtheorie kaum in Wirklichkeit vor. Man kaun aber ein sehr treffen-
des Beispiel anfithren, das sich den vorausgehenden Betrachtungen
eng anschlieBt, nud das schon deshalb von Nutzen ist, weil es den
wichtigen Begriff des Potentials von einer neuen Seite her zeigt, die
geeignet ist, ihn dem Anfinger vertrauter und versténdlicher zu 3
machen. In diesem Sinne sind die nachfolgenden Betrachtungen auf-
zufassen.

Unter den Massen m stelle man sich jetzt die Einwohnerzahlen
von drei Dorfern vor, die die durch Abbildung 18 oder 19 gegebene
Lage zueinander haben Das Geliinde sei vollstindig eben und an
Stelle des beweglichen Punktes stelle man sich das Projekt fiir irgend-
ein Gebiiude vor, das den Bediirfnissen aller drei Ortschaften dienen
soll, also etwa den Bahnhof einer neu zu erbauenden Bahn, der mit
gleicher Leichtigkeit an jeder Stelle des in Frage kommenden Ge-
lindes errichtet werden konnte und um dessen genauere Lage sich
die Einwohner der drei Dirfer streiten sollen. Jedes Dorf will den
Bahnhof so nahe als miglich haben, und die Einwohnerschaft sucht
auf die Behorde, von der die endgiiltige Entscheidung iiber den Bau-
platz abhiingt, im Sinne der Interessen ihres Dorfes durch die in
solchen Fiillen gebriuchlichen Mittel einzuwirken. Die Behorde wird
sich bemiihen, einen billigen Ausgleich zwischen den sich wider-
streitenden Interessen der verschiedenen Dirfer zu finden. — Man
kann hier in der Tat in einem tibertragenen Sinne von den Kriiften
sprechen, mit denen die Dorfer das Streitobjekt an sich heranzuziehen
suchen. In Ermangelung anderer Unterlagen wird man auch die
Kraft, die hierbei von jedem Dorfe ausgeht, proportional der Ein- .
wohnerzahl setzen diirfen; es wiirde ja anderenfalls auch freistehen,
besonders einfluBreiche Einwohner durch eine entsprechend erhhte
Einschiitzung der Einwohnerzahl in Rechnung zu stellen. Ferner ist
auch, worauf es im Zusammenhange mit der vorausgehenden Aufgabe
besonders ankommt, anzunehmen, dafi die Kraft unabhingig von der
Entfernung ist. Jeder will den Bahnhof so nahe als mdglich haben,
und jeder Kilometer Weg, der dabei erspart werden kann, ist gleich
willkommen und wird ebenso lebhaft angestrebt, ob nun dadurch die
Entfernung von 5 auf 4 oder von 3 auf 2 Kilometer herabgesetzt wird.

Fiir einen gerechten Ausgleich wiirde man in einem solchen
Falle wohl den Punkt O in Abb. 19 empfehlen kénnen, da sich die
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von den verschiedenen Dérfern auf ihn ausgetibten Kriifte an ihm im
Gleichgewichte halten. Wiire freilich das eine Dorf griBer als die
Summe der beiden anderen, so miite man wohl den Bahnhof bei
ihm errichten; die anderen Interessenten wiirden gegen diese Wahl
schwerlich aufkommen konnen,

Sehen wir nun zu, welche Rolle im vorliegenden Falle dem
Potentialbegriffe zugewiesen ist. Wir fanden, dafl der Ausdruck fiir
das Potential

V =mry ++ myry + myry

gesetzt werden kann und hierfiir 148t sich sofort eine anschauliche
Deutung angeben. ¥ ist néimlich gleich der Summe der Wege, die
von den Bewohnern aller drei Dorfer gemacht werden miissen, wenn
sie sich von ihren Wohnorten aus unter Einhaltung des nichst mdg-
lichen — also geradlinigen — Weges alle an dem Punkte versammeln
wollen, der fiir die Erbauung des Bahnhofs in Aussicht genommen
ist. ¥V gibt also eine gewisse Anzahl von Personenkilometern an,
d. h. es hat eine Dimension, die sich zwar nicht auf die Fundamen-
taleinheiten der Mechanik zuriickfithren lift, die aber dem tech-
nischen Eisenbahnbeamten schon durch andere Betrachtungen sehr
vertraut ist.

Wenn der Bahnhof dort errichtet wird, wo sich die von den
Déirfern geltend gemachten Anziehungskriifte im Gleichgewichte halten,
wird das Potential zu einem Minimum, d. h. bei dieser , giinstigsten*
oder ,gerechtesten” Wahl des Platzes ist der durchschnittliche Weg
jeder Person zum Bahnhofe moglichst klein; man kann ihn daher zu-
gleich als den volkswirtschaftlich besten Platz betrachten, weil die
Beftrderungskosten oder die ihnen gleich zu achtenden Zeitverluste
usf,, die fir die Erreichung des Bahnhofs aufgewendet werden
miissen, moglichst klein sind.

Es steht ferner auch frei, Linien gleichen Potentials zu kon-
struieren, also hier solche Linien, fiir deren Punkte die Anzahl der
Personenkilometer, die zu ihrer Erreichung aufgewendet werden miissen,
gleich grofl sind und die daher volkswirtschaftlich als gleichwertig
angesehen werden konnen. — Wegen der besonderen Anwendung,
die hier davon gemacht wird, kann man nach einem Vorschlage,
den ich bei einer fritheren Gelegenheit selbst einmal gemacht habe,
das Wort Potential durch die hier treffendere Bezeichnung ,,Vial®
ersefzen. Der Ort des Potentialminimums heiit dann kiirzer das Vial-
zentrum. Man sieht leicht ein, daB diese Begriffe ganz zweckmiBig
zu manchen Betrachtungen benutzt werden kénnen. So spricht man
z. B. dfters vom Zentrum oder vom Verkehrsmittelpunkte einer Stadt.
Damit ist nun zwar jener Ort gemeint, der tatsichlich den griiBten
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StraBenverkehr aufweist. Offenbar hiingt aber dessen Lage ganz
wesentlich von der Gestaltung der Stadt, also von der Verteilung der
Einwohnersehaft iiber die Flichen des Stadtbezirks ab und es liBt
sich z. B. voraussehen, dafl die einseitige Erweiterung der Stadt nach
einer bestimmten Richtung hin eine Verschiebung des Verkehrsmittel-
punktes zur Folge haben mufl. Am wahrscheinlichsten wird sich
auch hier unter sonst gleichen Umstiinden der stiirkste Verkehr an
jenem Platze einstellen, der von allen Einwohnern am leichtesten er-
reicht werden kann. Das wiire also wiederum das Vialzentrum, wo-
bei jetzt auch die wirklichen Wegeliingen mit Riicksicht auf die vor-
handenen Straflenziige bei der Berechnung der Personenkilometer ver-
wendet werden konnen (anstatt der geradlinigen Wege bei der Losung
der Aunfgabe). Das Vial im Vialzentrum geteilt durch die Ein-
wohnerzahl gibt einen mittleren Stadtradius ab, der fiir jede Stadt
charakteristisch und beim Vergleich verschiedener Stidte von Wert
wiire. — Leider sind die hier angedeuteten Berechnungen recht miih-
sam; sonst hiitte man wohl schon liingst mehr Gebrauch von ihmen
gemacht
4. Aufgabe. Ein materieller Punkt, dem ein Gewicht von 981 kg
zugeschrieben wird, fiihrt einds geddmpfie harmonische Schwingung aus.
Die elastische Kraft, die thn in die Anfangslage zuriickzufiiliren sucht,
betrdgt fitr 1 em Ausschlag 10 kg, der dimpfende Widerstand ist bei
einer Gesclhwindigheit von 1 mfsek gleich 20 kg. Ist die Bewegung
periodisch oder aperiodisch? Wie grofs ist das logarithmische Dekre-
ment?  Wie groff miifite der dimpfende Widerstand sein, wenn die
Bewegung an der Grenze zwischen der periodischen und aperiodischen
stehen sollte?
Lisun y Die in § 6 mit ¢ bezewhnete Konstante ist hier
IOkg
1cm

= 1000

Ebenso wird, mit Beriicksichtigung der DLmensionen,

22kg kg sec

k= 20

und die Masse m ist
981kg

981 st

Hiermit lilit sich die frither mit y bezeichnete Wurzel berechnen;

sie ist
V 400 1 1000 1
v 4m‘ 40000  sec?® 100  sec®”
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Wir sehen, daB y imaginér und daher die Bewegung periodisch
ist. Zugleich haben wir uns tiberzeugt, daB die beiden Glieder unter
dem Wurzelzeichen homogen in den Dimensionen sind. Fiir " er-
halten wir

g ]/10 — 155" 2e; = 3,16 - sec™
Bei der Berechnung des logarithmischen Dekrements wollen wir
annehmen, daf die Schwingungsausschlige nach beiden Seiten hin

beobachtet und miteinander verglichen werden sollen. Dann erhilt
man nach Gl (44)

nk

lga, —1 - e o
o = V(mo 1000 — 400) kfg* eF S

Vergleicht man dagegen nur die nach derselben Seite erfolgenden
Schwingungsausschlige oder auch die ganzen Schwingungsbahnen
miteinander, so hat das logarithmische Dekrement den doppelten Wert.

Bei den Versuchen ist es oft bequemer (wenn niimlich gerade
keine Tafel der natiirlichen Logarithmen zur Verfiigung steht) die
Briggschen Logarithmen der Ausschlige zu nehmen. Um die vorige
Zahl auf Briggsche Logarithmen umzurechnen, dividiere man sie
durch den naftiirlichen Logarithmus von 10, also durch 2,3026.

Die Bewegung steht an der Grenze zwischen periodischer und
aperiodischer, wenn y und »" zu Null werden. Die Bedingung
dafiir ist B

p =
v Rl oder % —V{i.mc ;

Nach Einsetzen der Zahlenwerte geht dies iiber in

A—V4 mokgse" 1000 g 6524kgs‘°‘°-

Die Dimpfung miiite mehr als dreiffigmal so stark sein als
sie angegeben war, um eine aperiodische Bewegung herbeizufithren.
6. Aufgabe, Man soll fiir den in der vorigen Aufgabe be-
handelten Fall die Schwingungsdaver berechnen.
Lisung. Nach Gl (40) ist
T — 47r'm

‘|/4mc A

woraus nach Finsetzen der Zahlenwerte 7'-—= 1,99 sec folgt. Die
Schwingungen stimmen hiernach nahezu mit denen eines Sekunden-
pendels iiberein.

Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 8
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7. Aufgabe. Der in Aufgabe 5 behandelle materielle Punkt er-
fahrt von einer fremden Schwingung periodische Anstifie vom Grift-
werte 0,5 kg. Wie grof werden die Ausschiige der erzwungenen
Schwingungen (nach so langer Zeit vom Beginne der FErrequng an,
dafy die verwickelteren Bewegungen des Anfangszustandes als abge-
Tlungen betrachtet werden kinnen), wenn die Schwingungsdawer der
erregenden Schwingung a) 3 sec, b) 2,2 sec betrdgt, ¢) ebenso grof ist
als die der Eigenschwvingungen?

Lisung. Die in § 8 mit P bezeichnete GrioBle ist hier

P=0,5 kg.

Ferner folgt die mit 7 bezeichnete GréBe fiir den Fall a), der zuerst
untersucht werden soll, aus
5 3sec=2m zu 9= 2,0944dsec™?,
Den Phasenverschiebungswinkel ¢ der erzwungenen gegen die
erregenden Schwingungen findet man aus Gl. (54)

k
Ry 20 gm - 2,0944 sec ™ !
tgp = = = — —— = -+ 0,0746.
c—mt 00 K8 kg — 100 k_gifi 4,3865 sec™

Der Winkel ¢ ist hier spitz und ziemlich klein, d. h. die erzwungenen
Sehwingungen bleiben nur wenig hinter den erregenden in der Phase
zuriick, was daher kommt, daB wir im Falle a) noch ziemlich weit
von der Resonanz entfernt sind. Durch Aufschlagen in einer trigono-
metrischen Tafel findet man @ = 4°16"; ferner singp = 0,0744 und
cosp = 0,9972.  Alle diese Werte sind in Gl (55) einzutragen.
Man erhiilt dann

0 R
0,0072 (1000 — 438,65) > kg | 0.0744 .20

— 0,00089 m = 0.89 mm,

0,5 1\0

__kgsec
g” ¢ .2,0944 sec— 1

Hiermit ist die Schwingungsamplitude gefunden. Die Wiederholung
der Rechnung fiir 2,2 sec Schwingungsdauer liefert

n= 2,856 see™?, tgop = 0,3098, @ = 17°12'50",

sing = 0,2959, cosgp = 0,9552, C = 2,59 mm.,

Fiir den Fall der Resonanz endlich hat man ¢ = 90° und nach G1. (57)
wird die Schwingungsamplitude
Py/m __ 0pkg 100 -
C= L ] . ,_O}E_?F_c mﬁsec2 = 00,0079 m = 7,9 mm.

m
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Die Schwingungsausschlige sind also im letzten Falle in der Tat
etwa neunmal so groB, als im Falle a), obwohl die Intensitiit der er-
regenden Schwingungen dieselbe geblieben ist und nur die Schwin-
gungsdauer sich geiindert hat. Wenn die Dimpfung kleiner ist, als
hier vorausgesetzt wurde, kann das Verhiltnis noch viel griiBer
werden.

8. Aufgabe. Fiir irgendeine Lage des einfachen Pendels, das
Sclwingungen von beliebiger endlicher Grife ausfiihrt, soll man den
genaueren Wert der Fadenspannung berechnen,

Lisung. Die Geschwindigkeit in der durch den Winkel ¢ in
Abb. 12 8. 80 bezeichneten Lage ist, wie wir frither fanden (Gl. 65),

v =V 2gl(cos p — cosa).

Die Normalkomponente der Resultierenden aus der Fadenspannung
F und dem Gewichte ¢ ist die Zentrifugalkraft, die wir nach der
von frither her bekannten Formel bherechnen kénnen. Wir finden
y_ @ v
O o
g 1
Die Projektion der Resultierenden auf die augenblickliche Faden-
richtung ist gleich der algebraischen Summe der Projektionen von
F und @; also

= 2Q(cosp — cose).

C=F— Qcosgp
und nach Einsetzen des Wertes von C folgt daraus
F = Q(3cosp — 2cosa).

Um diesen Wert anschaulicher zu deuten, formen wir ihn um in

F—g 3l(cosep — ce;acc) + lcosa —¢ 3z —t-llct_)sa .
wenn wir die schon in Abb. 12 mit 2z bezeichnete Strecke wieder
einfiithren, Die Fadenspannung wird hiernach gleich dem Gewichte
@, wenn 3z die Vertikalprojektion des Fadens in der #uBersten Lage
gerade zur ganzen Fadenliinge ergiinzt, d. h. dann, wenn der beweg-

liche Punkt ; seiner ganzen Fallhthe zuriickgelegt hat. Bei gréferem

Ausschlage des Pendels ist F' kleiner, hei kleinerem Ausschlage
groBer als Q.

9. Aufgabe. FEin Wagen (Abb. 20) ist auf seinen beiden
Achsen mit Federn gelagert, die eine kleine Bewegung in vertikaler
Richtung gestatten.  Man soll die Schwingungsdauer fiir die Dreh-
schwingungen berechnen, die der Wagenkasten wm die durch den Punkt
O senkrecht zur Zeichencbene gehende Achse auszufithren vermag.

- g*
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Lisung. Ein gefederter Wagen vermag auBer den Drehschwin-
gungen, um die es sich hier handelt, auch noch andere auszufiihren, die
sich in #ihnlicher Weise behandeln lassen, die hier aber nicht besprochen
werden sollen. Die bezeichneten Drehschwingungen treten z. B. bei
den Anhiingewagen der Miinchener Trambahn sehr deutlich auf, wenn
nach einem Halt schnell angefabren wird. Die durch den Zughaken
auf den Anhéingewagen iibertragene beschleunigende Kraft liegt ziem-
lich viel tiefer als der Schwerpunkt des
Wagens. Man kann sie sich durch eine
parallele und gleich grofie Kraft, die im
> Schwerpunkt angreift und ein Kriifte-

paar ersetzt denken. Wiihrend jene die

Beschleunigung in der Fahrtrichtung her-

vorruft, entsteht durch das Kriiftepaar

PR wilhrend des ruckweise erfolgenden An-
Wbe 50) fahrens eine Drehbeschleunigung des

Wagenkastens. Hierbei wird die hintere
Feder weiter zusammengedriickt und die vordere wird zum Teil entlastet,
indem sich das vordere Wagenende ein wenig hebt. Nachdem die
beabsichtigte Fahrgeschwindigkeit erreicht ist, fithrt der Wagenkasten
Schwingungen um die horizontale Gleichgewichtslage aus, die all-
miihlich erloschen. DaB die Schwingungen in dem als Beispiel an-
gefithrten Falle so deutlich hervortreten, liegt daran, daB die Federn
sehr nachgiebig sind und die Dimpfung verhiltnismiBig klein ist.
Im folgenden soll mur die weitere Fortsetzung der Schwingungen
nach Ablauf ihrer Erregung und ohne Beriicksichtigung der Dimpfung
besprochen werden.
Die Bewegungsgleichung 1iBt sich hier ebenso anschreiben, wie
bei den in § 5 behandelten Torsionsschwingungen. Wie in Gl. (22)
hat man auch hier e

dt!— —CcQ.

Dabei ist ¢ der Drehungswinkel und @ das auf die Drehungsachse
bezogene Trigheitsmoment des Wagenkastens. In einem bestimmten
Falle wird man es dadurch genau genug erhalten, daB man den Trig-
heitshalbmesser abschiitzt, withrend das Gewicht und hiermit die Masse
von vornherein als gegeben angesehen werden kiinnen. Die Konstante ¢
ist dagegen aus einer Angabe iiber die Zusammendriickbarkeit der Federn
zu berechnen. Bezeichnet man niimlich die Zusammendriickung, die
eine Feder durch die Lasteinheit erfihrt, mit a, so entspricht einem

Drehungswinkel ¢ ein Kriftepaar vom Momente
I!

@ )
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wobei zu beachten ist, daB vorn sowohl wie hinten je zwei Federn

1 ;
hintereinander ]iegen von denen jede fiir einen Federhub 39 eine

Kraft von der GroBe = ausubt Die Konstante ¢ ist daher
l!
cC = ;1 3
und fiir die Dauer einer vollen Schwingung hat man nach Gl. (23),
wenn noch das Gewicht des Wagenkastens mit ¢ und der Triigheits-
halbmesser mit i bezeichnet wird,

i b
_21 - [V

wobei unter b die Zusammendrﬁckung zu verstehen ist, die jede Feder
durch das Eigengewicht des Wagens erfiihrt, falls alle gleich belastet
sind.

10. Aufgabe. FEin Eisenbahnmwagen I (Abb. 21) steht an einem
Prellbocke, so daf sich die Puffer gerade beriikren, wihrend ein Wagen
IT mit einer Geschwindigkeit vy auf I auffilrt. Man soll die Stof-
vorginge, die sich hierbei abspielen, niher untersuchen.

Lisung. Wir beirachten zuniichst den Vorgang vom Auftreffen
des Wagens II an, von dem ab wir die Zeiten f rechnen, bis zu dem
Augenblicke { = t,,in dem y 7z
sich Wagen IT wieder von
Wagen I trennt, um nach S— i
links hin zuriickzurollen. -

Innerhalb dieser Zeit fiih-
ren beide Wagen zwei O Q O O
miteinander gekoppelte 777,77 777 / 7
Schwingungen aus. Aller-
dings wird von jeder der
beiden Schwingungsbewegungen nur ein Bruchteil einer vollen Schwin-
gung innerhalb dieser Zeit vollendet. Es mag jedoch bemerkt werden,
daB die Schwingungen nach demselben Gesetze lingere Zeit fort-
bestehen wiirden, wenn eine Einrichtung getroffen wiire, durch die
die Puffer nach ihrem ZusammenstoBen (etwa durch Einhaken) mit-
einander verbunden wiirden, so daB sie sich im weiteren Verlaufe
nicht mehr trennen kinnten.

Zu einer Zeit {, die kleiner ist als #;, sei die Zusammendriickung der
Puffer zwischen I und dem Prellbocke mit y, die der Puffer zwischen
I und II mit z bezeichnet. Die Beschleunigung von I ist dann gleich

! 2
Cfi T und die von II gleich g (?é%- &

Abb. 21,

zu setzen. An Wagen IT wirkt

7
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in diesem Augenblicke eine verzogernde Kraft, die gleich ¢z und an
Wagen I als Resultierende der hinten und vorn angreifenden Puffer-
driicke eine beschleunigende Kraft, die gleich cz — ¢y zu setzen ist,
wenn man unter ¢ den Pufferdruck versteht, der einer Zusammen-
driickung gleich der Liingeneinheit entspricht und alle Pufferfedern
als gleich konstruiert voraussetat.

Die Bewegungsgleichungen lanten daher

ds
my d—t%’= c(z — ),

d2y de -
s (G +2m) = — o

Lost man die erste Gleichung nach z auf und setzt den erhaltenen
Ausdruck in die zweite ein, so erh#lt man

d*y d? 3
My Mg ;ﬁ;—’ + (my + 2my) ¢ dt% + ¢*y = 0.

Will man umgekehrt y eliminieren, so differentiiere man die erste
Gleichung zweimal nach ¢ und setze darauf den aus der zweiten

* 2
Gleichung hervorgehenden Ausdruck fiir (; :i ein. Man findet dann,

dal # derselben Differentialgleichung geniigen muB, wie 7.

Diese Differentialgleichung ist von derselben Form wie Gl. (28)
fiir die in § 5 als Beispiel behandelten gekoppelten Schwingungen,
abgesehen davon, daf die konstanten Koeffizienten hier durch andere
Ausdriicke dargestellt werden. Jedenfalls kann aber die Lisung hier
in derselben Weise wie damals angeschrieben werden. Man hat also

y = Asind;t 4+ Beosd t + Csindyt 4+ D cosd,t,

wenn unter i, und i, die beiden positiven Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung

mymgAt — (my + 2my)ed? + ¢* =0
verstanden werden. Zur Vereinfachungder weiteren Ausrech-
nung migevonhierabangenommen werden,dafl heideWagen
gleiche Massen haben, dall also m, = m, ist, wofiir kiirzer m ge-
schrieben werden kann. Die Auflésung der Gleichung liefert dann

zuniichst B e —
N=5. B+V8); L=5-(B-V5).

Die Quadratwurzeln aus den Klammerwerten lassen sich leicht auf
eine einfache Form bringen, so dafl man

Vs+11/¢ Y5 —1 ¢
e 2_"]/_”5 mild, A= éﬁ—]/m'
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erhiilt, oder auch, wenn man die Zahlrenrechnung durchfiihrt,

=
A =-1,618 ]/m; ,=0818 /<.

m
Setzt man ferner den Wert von  in die evste der beiden Differential-
gleichungen ein, so findet man

= (1 — ™ 13 )(4sinky t + B cosi, )

+(1—2 1 )(Csindyt+ Deosiy).

Die Werte der Integrationskonstanten A BCD findet man wie ge-
wohnlich aus den Grenzbedingungen. Zur Zeit { = O wird niimlich
dy dz
@#i~% &
Hiermit erhiilt man vier Gleichungen, die sich nach den Unbekannten
leicht auflosen lassen. Man findet

yzoa 2=0, =

A—;—:- C=+ ", B=D=0.
1 V"’ , 2V
Die fertigen Lisungen lauten demnach, wenn man auf die Werte

von A, und 4, achtet, um die Ausdriicke zu vereinfachen,

Vo
yi——--ﬁsmlt-l— 2 gini,et,
L V5 J

v m . .
= —"-_5- . V—é— (sind ¢ + sinigt).

Aus diesen Gleichungen lifit sich nun das Weitere entnehmen. Wagen
II trennt sich von dem anderen, wenn z zum ersten Male wieder seit
t = 0 zu Null wird. Die Zeit #, ergibt sich dabei aus der Gleichung

sind, f, 4 sindy# = 0.

Hiernach muB 1, ein Winkel im dritten (oder vierten) Quadranten
sein, der ebensoviel griBer als = ist, wie 4,4, kleiner ist als #. Man

hat daher
(11 +* lﬂ)fl = 2w,

und wenn man auf die Werte von i, und 4, achtet

¢ = 2m ‘l/m" 2 ‘l/_;n

L7y Ve T 2288 ¥ ¢
Die Geschwindigkeit v,, mit der Wagen II zuriickrollt, findet man
aus den Gleichungen fiir y und 2z, niimlich
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dy | dz
by = (?ﬁ' * m),=,,

Vo—1 , V541
PoVE + v, cos Ayt - s
denn auf diese Form liBt sich der Ausdruck durch einige Verein-
fachungen hringen. Nach dem, was vorher iiber die Winkel 4,4

und 1,7, gefunden war, ist aber
cosdt; = coslyty,

= 1y, cosh by -

und hiermit erhilt man kiirzer
vy = ¥ COS Ayt

Auch dies liBt sich weiter ausrechnen, Durch Einsetzen der Zahlen-
werte findet man nimlich

Ayt, = 02764 - 27 = 99030,

wenn man auf Gradmafl umrechnet und durch Aufschlagen in einer
trigonometrischen Tafel

cosdgfy = — 0,165,
woraus schliefilich das einfache Ergebnis
vy = — 0,165,

folgt. Das negative Vorzeichen ist natiirlich dadurch begriindet, daf
vy und v, entgegengesetzt gerichtet sind.

Die Geschwindigheit », hiingt also weder von m noch von ¢,
d. h. nicht von der Stiirke der Puffer ab. Dabei ist natiirlich, wie
in der ganzen vorhergehenden Betrachtung stillschweigend voraus-
gesetzt, dall der Stof nicht so heftig ist, daB die Puffer an der Hub-
grenze anlangen oder hichstens bis dahin, ohne aufzustofien. — Es
mag auch noch darauf aufmerksam gemacht werden, daB andererseits
die Zeit #,, wie die dafiir abgeleitete Formel lehrt, nur von m und e,
dagegen nicht von der Geschwindigkeit v, abhiingt, mit der Wagen
IT auf T aufstiel.

Wir haben jetzt weiter die Bewegung des Wagens I nach dem
Ablaufen von Wagen IT zu verfolgen. Von ¢ = ¢, an bis zu einer Zeit
t =, besteht diese Bewegung in einer einfachen Sinusschwingung,
von der freilich auch wieder nur ein Bruchteil einer vollen Schwin-
gung zur Ausfiihrung gelangt. An dem Wagen greift niimlich inner-
halb dieser Zeit nur der Pufferdruck — ¢y an und ein materieller
Punkt, an dem eine Kraft wirkt, die diesem Gesetze folgt, fiihrt, so
lange dies zutrifft, eine einfache Sinusschwingung aus. Wir kinnen
dafiir ohne weiteres Gl. (17) in der Form

y = Asina(t — t,) + Beos«(t — t,)
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giiltig von t = #; bis ¢ = ¢, iibernehmen. Dabei bedeutet, wie frither

/
in§ 4 « den Wert ]/ -;—, withrend die jetzt neu eingefiithrten Inte-

grationskonstanten 4 und B, die mit den vorher ebenso bezeichneten
nicht verwechselt werden diirfen, aus den Anfangsbedingungen zu er-
mitteln sind. Zur Zeit { = {; finden wir niimlich das zugehérige y,
das wir y, nennen wollen, sowie auch die Geschwindigkeit », des
Wagens aus der fiir die Zeit von { = 0 bis t = ¢, giiltigen Formel
fiir », und zwar erhilt man

¥ __;/’05 (1 S l)smlzt = LOV’; sin dgt, = 0,986 1, 1/m

. 8 (— cosiy ¢, + cosdyty) = 0.

Vb

Die Pufferfedern am Prellbocke haben also, wegen v; — 0, gerade
die gréBte Zusammendriickung erfahren, wenn sich Wagen II von
Wagen I trennt. Ferner muBl wegen ¢, — 0 die Integrationskon-
stante A gleich Null gesetzt werden, wiihrend B = y, wird. Setzt
man dies ein, so wird

y = 0,986¢, l/—? cos(V—%(t — tl))

giiltig von ¢ = ¢, bis zu einer gewissen Zeit { = {,. Der Zeitpunkt #,
ist dann erreicht, wenn sich entweder Wagen I vom Prellbock trennt
oder wenn, falls dles schon friiher eintritt, Wagen I wieder auf den
im Davom'ollen begriffenen Wagen II aufstt‘)Bt.

Um dies zu entscheiden, denken wir uns einmal vorlinfig Wagen II
ganz beseitigt. Dann wiirde sich jedenfalls die Sinusschwingung so
lange fortsetzen, bis die Zusammendriickung y der Puffer am Prell-
bocke wieder zu Null geworden ist. Das geschieht, wenn der Winkel,
dessen Kosinus in der Formel vorkommt, ein rechter wird. Die unter
dieser Voraussetzung bestimmte Zeit f,, die wir ¢, nennen wollen,

folgt daher aus e
’ T m
=t =3 ]/ ¢

L’1=

Wagen I hiitte dann in dieser Zeit einen Weg von der Liinge y,
nach links hin zuriickgelegt. Andererseits hitte der Wagen IT in
der gleichen Zeit, wenn er ungestért fortgerollt wiire, den Weg

t) vy = — 0,165 Z v, ]/':‘

beschrieben. Das ist aber, wie der Vergleich lehrt, weniger als der
Weg y, des Wagens I. Wir schlielen daraus, daB Wagen I schon
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wieder auf Wagen IT stoBt, ehe er sich vom Prellbocke trennen konnte.
Die Zeit f, ist daher eine kleinere als #,, und sie ist aus der Bedin-
gung zu bestimmen, daB beide Wagen in der Zeit f, — ¢, gleiche
Wege nach links hin zuriickgelegt haben miissen. Das liefert die
Gleichung

0,986 2, ]/’: { 1 — cos (]/% (t, -tl))}=(t2 —1,)0,165 v,,

also eine transzendente Gleichung fiir /{, — ¢,, die durch Probieren
leicht nach der Unbekannten aufgeldst werden kann, wobei es sich
natiirlich nur um die kleinste auf Null folgende positive Wurzel
handelt. Dazu ist freilich nétig, daB man weiterhin fiir ¢ und m be-
stimmte Zahlenwerte einfithrt. Davon soll jetzt abgesehen und der
weitere Gang der Rechnung nur noch kurz angedeutet werden, da-
mit die Auseinandersetzung nicht noch linger ausfillt, als sie ohne-
hin schon geworden ist. Ubrigens sei wenigstens noch darauf hin-
gewiesen, daB v, aus der vorstehenden Gleichung fortfillt, so daB
auch 7, ebenso wie frither schon # unabhiingig von der Heftigkeit
des StoBes gefunden wird, falls dieser die zuliissige Grenze nicht iiber-
schreitet.

Nach der Zeit #,, die aus der vorhergehenden Gleichung zahlen-
miiflig bestimmt werden kann, setzen wieder bis zu einer ferneren
Zeit { =1, die gekoppelten Schwingungen ein, die schon in dem
ersten Zeitabschnitte zwischen O und ¢, bestanden. Die allgemeine
Gleichung fiir ¥ kann dafiir ohne weiteres itbernommen werden; da-
gegen sind die Konstanten A BCD wieder von neuem zu bestimmen.
Dazu stehen die Grenzbedingungen zur Verfiigung, daf fiir # = 43 zu-
niichst z = 0 ist, withrend » und %%’ aus der Gleichung fiir , giiltig

von t =t bis = {, entnommen werden kdnnen, und daB endlich
%g + j—f gleich vy wird.

Nachdem mit Verwertung dieser Grenzbedingungen die fertige
Losung fiir y und 2 fiir den dritten Zeitabschnitt aufgestellt ist,
hat man von neuem zu untersuchen, wie lange dieser dauert, d. h.
wann wieder eine Trennung stattfindet. Diese weiteren Rechnungen
spielen sich aber dann genau nach dem Muster der vorhergehenden ab.

Ich breche die Betrachtang hier ab, empfehle aber ihre weitere
Fortsetzung als ein gutes Ubungsbeispiel, dem fiir die Beurteilung
von Stofvorgiingen, bei denen mehrfache Federungen mitspielen,
immerhin auch eine gewisse praktische Bedeutung beigemessen werden
darf.



Zweiter Abschnitt.
Dynamik des Punkthaufens.

Vorbemerkung. Schon im ersten Bande dieser Vorlesungen
wurde die Mechanik beliebiger Korper dadurch an die Mechanik des
materiellen Punktes angekniipft, daB wir diese Korper als Punkt-
haufen auffaten. Denselben Weg miissen wir auch hier wieder ein-
schlagen. Die Beziechungen, die zwischen den Punkten des Haufens
anzunehmen sind, richten sich nach den physikalischen Eigenschaften
des Korpers oder des Verbandes verschiedener Kérper, mit dem wir
es gerade zu tun haben, sowie nach der Genauigkeit, mit der wir
dem wirklichen Verhalten im hesonderen Falle Rechnung tragen
wollen. Halten wir es z. B. fiir geniigend, von der Gestaltiinderung,
die ein fester Korper in einem bestimmten Falle erfihrt, abzusehen,
so gelangen wir zu dem Bilde des starren Korpers, unter dem wir
uns einen Punkthaufen von unveriinderlicher Gestalt zu denken haben.
In diesem Abschnitte soll aber zuniichst ganz allgemein von Punkt-
haufen die Rede sein, die beliebigen Bedingungen unterworfen sind,
und von starren Korpern, die freilich das wichtigste Anwendungs-
gebiet der hier anzustellenden Betrachtungen ausmachen, nur neben-
her und insoweit, als es sich um die Anfithrung von Beispielen zur
Erliuterung der vorgetragenen Lehren handelt Im folgenden Ab-
schnitte wird erst der starre Korper ausfithrlich fiir sich behandelt
werden.

§ 15. Das Prinzip von d’Alembert.

Wir betrachten einen Punkthaufen, der in beliebiger Be-
wegung begriffen sein soll, also so, daB sich auch seine Gestalt
dabei im allgemeinen fortwihrend dndert. An einem einzelnen
Punkte des Haufens, auf den wir unser Augenmerk richten
wollen, greifen verschiedene Kriifte an, die sich in #uBere und
innere einteilen lassen. Das ist schon im ersten Bande ndher
besprochen worden und in Ubereinstimmung mit den damals
gebrauchten Bezeichnungen sei P die Resultierende der iiuBeren
und XJ die Resultierende der inneren Kriifte. Wenn man
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unter m die Masse des Punktes und unter r den von einem
festen Anfangspunkte nach ihm gezogenen Radiusvektor ver-
steht, hat man nach der dynamischen Grundgleichung

mit—p+23, (88)

und eine Gleichung von dieser Form gilt fiir jeden Punkt des
Haufens.

Wir wollen uns ferner den Punkthaufen in seiner augen-
blicklichen Gestalt und Lage und unter Aufrechterhaltung aller
iibrigen Bedingungen jetzt noch ein zweites Mal gegeben
denken; nur mit dem Unterschiede, daB an jedem Punkte noch
eine fernere dufere Kraft § willkiirlich zugefiigt sein soll, die
nach Grofe und Richtung entsprechend der Gleichung

2
o——mis (89)
gewiihlt ist, in der die Beschleunigung ‘;?; 80 einzusetzen ist,

wie sie bei der wirklichen Bewegung des ersten Punkthaufens
im Augenblicke der Betrachtung gerade stattfindet.

Im zweiten Punkthaufen haben wir dann, da die Kriifte
P und ¥ unveriindert beibehalten wurden, die aus der Ver-
bindung der beiden vorhergehenden folgende Gleichung

P+2Z3+9=0, (90)
d. h. alle Kriifte halten sich jetzt an dem Punkte im Gleich-
gewichte, und zwar gilt dies fiir jeden Punkt des zweiten
Punkthaufens.

Endlich wollen wir uns drittens noch einen starren Kérper
denken, der groBl genug ist, um den ganzen Punkthaufen in
seiner augenblicklichen Gestalt darauf abbilden zu konnen.
Damit ist gemeint, dab jedem Punkte des Punkthaufens ein
Punkt des starren Korpers zugewiesen werden soll, so daB die
zugewiesenen Punkte ein dem Punkthaufen in seiner augen-
blicklichen Gestalt kongruentes und parallel liegendes Gebilde
ausmachen. An jedem dieser Punkte des starren Korpers
denken wir uns hierauf alle Kriifte P, § und J angebracht,
die vorher an dem entsprechenden Punkte des zweiten Punkt-
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haufens vorkamen. Die Kriifte § sollen dabei ebenso wie die
P und § als dubere Krifte am starren Korper angebracht
werden, ohne jede Riicksicht darauf, daB sie bei dem ersten
Punkthaufen sich unter den gegebenen Bedingungeén von selbst
als innere Kriifte in dieser Grofe und Richtung einstellten.

Da sich alle Kriifte, die wir anbrachten, an jedem Angriffs-
punkte fiir sich im Gleichgewichte befinden, wird der starre
Korper, wenn er vorher in Ruhe war, auch weiterhin in Ruhe
bleiben. Zwischen den Kriiften ¥, § und J miissen ferner
auch alle Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein, die wir fiir
Kriifte am starren Kérper schon im I. Bande niiher besprochen
haben.

Hierbei ist aber zu beachten, daf nach der allgemeinen
Fassung des Wechselwirkungsgesetzes auf jeden Fall die Krafte
J unter sich ein Gleichgewichtssystem am starren Korper
bilden miissen (vgl. § 21, Bd. I, 8. 134 d. 3. Aufl.) Daher
miissen auch die P und $ unter sich im Gleichgewichte stehen
und allen frither hierfiir aufgestellten Bedingungen geniigen.
Insbesondere muf 5P+ 2 —0

sein, wenn man die Summe iiber alle P und $ an allen
Punkten des starren Korpers erstreckt. Diese Bedingung ist
indessen nur eine notwendige und nicht zugleich eine hin-
reichende. Vielmehr mufl aullerdem fiir jeden Momentenpunkt
die Summe der Momente aller P und $ gleich Null sein und
ebenso muB fiir jede virtuelle Verschiebung des starren Kéorpers
die Summe der Arbeitsleistungen aller ¥ und § gleich Null sein.

In der zuletzt gegebenen Form wird das d’Alembertsche
Prinzip gewdhnlich in den Lehrbiichern der analytischen Me-
chanik dargestellt. Denkt man sich néimlich irgendeine un-
endlich kleine virtuelle Verschiebung des starren Korpers vor-
genommen, und bezeichnet man den Weg, den der zuniichst ins
Auge gefaBite Punkt dabei zuriicklegt, mit 08, so lautet die
notwendige und zugleich auch hinreichende Gleichgewichts-
bedingung fiir die Kriifte $ und $ an allen Punkten des

starren Korpers (P + )08=0
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giiltig fiir jede virtuelle Verschiebung. Setzt man $ aus
Gl (89) ein, so geht sie iiber in

5(B - m?{t-:)ds - (91)

Bezeichnet man die Komponenten von P nach den Rich-
tungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit XY 7,
die Komponenten von r mit xyz, und die Komponenten von
08 mit 0z, dy, dz, so liBt sich dafiir auch schreiben

2‘[()(—-911(;;)61:—]—(1’ mdt-,)d‘y-i-(Z—mdtg)az] 0, (92)

und das ist die Formel, die gewdhnlich als die Aussage des
d’Alembertschen Prinzips angegeben wird. Es entspricht
aber eigentlich mehr dem urspriinglichen Sachverhalte, das
d’Alembertsche Prinzip darin zu erblicken, da man durch
die Zufiigung der Kraft  an dem Punkthaufen ein System
von Kriiften ¥ und $ erhilt, das allen Gleichgewichtsbedin-
gungen an einem starren Korper geniigt. Ob man dieses
Gleichgewicht nachher mit Hilfe des Prinzips der virtuellen
Geschwindigkeiten oder mit Hilfe des Satzes von den statischen
Momenten untersucht — was oft bequemer ist —, bleibt neben-
siichlich.

Die Hauptleistung von d’Alembert bei der Aufstellung seines
Prinzips kann freilich vielleicht darin gefunden werden, daB er er-
kannt hat, daB sich die inneren Kriifte, weil sie fiir sich im Gleich-
gewichte stehen, aus den Gleichgewichtsbedingungen fortheben. Aber
darum zu sagen, daf hierin der Kern des d’Alembertschen Prinzips
zu erblicken sei, halte ich fiir unzweckmibig, weil eben die Tatsache,
daf die inneren Kriifte fiir sich ein Gleichgewichtsystem bilden, schon
durch das Wechselwirkungsgesetz ihrem vollen Inhalte nach zum Aus-
drucke kommt. Und dariiber hinaus lehrt das Prinzip nur noch, daf
man durch den Kunstgriff der Einfithrung der Kriifte § ein Gleich-
gewichtssystem der B und $ herstellen kann, wodurch es miglich
wird, Aufgaben der Dynamik auf statische Aufgaben zurtickzufiihren,

Die Kriifte  werden gewdhnlich als ,Trigheitskrifte
bezeichnet und ich werde mich dieser Bezeichnung ihrer Kiirze
wegen anschliefen. Man hat freilich gegen den Gebrauch
dieses Wortes oOfters eingewendet, daB es zu MiBdeutungen
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oder falschen Vorstellungen Veranlassung geben kinne, da
hiermit eine GriBe als Kraft bezeichnet wird, die als solche
physikalisch gar nicht existiert und die nur zur Vereinfachung
der Betrachtungen zu den wirklich vorhandenen Kriiften will-
kiirlich zugefiigt wird. DaB die Trigheitskrifte in der Tat
nur in diesem Sinne als Hilfsgréfen und nicht als an dem
ersten Punkthaufen, den wir eigentlich untersuchen wollen,
wirklich angreifende Krifte aufzufassen sind, darf man freilich
nicht aus den Augen verlieren. Sofern dies geschieht, wird
man aber jene Bedenken fallen lassen kiomnen, und ich habe
auch, gerade um nach dieser Richtung keinen Zweifel zu lassen,
ausdriicklich von zwei Punkthaufen und einem starren Korper
gesprochen, von denen der erste Punkthaufen den unmittel-
baren Gegenstand unserer Untersuchung bildet und an-dem
die Krifte  fehlen, wihrend der zweite und der starre Kérper,
an dem die Kriifte § angreifen sollen, nur zum Vergleiche mit
dem ersten gebraucht werden. Ich trage auch um so weniger
Bedenken gegen die gewiihlte Bezeichnung, als schon die ,fin-
gierte“ Zentrifugalkraft, von der im ersten Bande die Rede
war, unter den Begriff der Triigheitskrifte fillt und man schon
mit Riicksicht auf den in diesem Falle fest eingewurzelten
Sprachgebrauch genétigt ist, zwischen den fingierten oder von
uns willkiirlich zugefiigten Kriiften und den physikalisch nach-
weisharen oder, wie wir sagen, wirklich vorhandenen sorgfiltig
zu unterscheiden.

Man sieht leicht ein, wie den vorgehenden Betrachtungen
noch eine allgemeinere Form gegeben werden kann. Anstatt
den ganzen Punkthaufen auf einem starren Korper abzubilden,
wie es vorher geschehen war, kionnen wir sebenso mit einem
beliebig herausgegriffenen Teil verfahren. Der starre Korper,
der diesen Teil abbildet und an dem alle zugehdrigen Kriifte
P, ® und J angebracht sind, ist unter dem Einflusse dieser
Kriifte jedenfalls im Gleichgewichte. Dagegen bilden jetzt nicht
mehr alle Kriifte § ein Gleichgewichtssystem, sondern nur jene
davon untereinander, die auch fiir den in dieser Weise heraus-
gegriffenen Teil des Punkthaufens noch als innere zu bezeich-
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nen sind. Rechnen wir aber die ibrigen, also die von den
fortgelassenen Teilen des Punkthaufens auf die beibehaltenen
iibertragenen Kriifte jetzt zu den dufleren, so daf sie an dem
starren Korper mit unter den P erscheinen, so bleiben die
vorhergehenden Schliisse und Aussagen ohne Anderung auch
fiir das Teilstiick bestehen.

Davon kann man z B. Gebrauch machen bei einer Ma-
schine, die aus Teilen zusammengesetzt ist, von denen jeder
fiir sich genommen genau genug als starrer Korper betrachtet
werden kann, wihrend sich die Teile gegeneinander hewegen.
Man kann dann eine zweite Maschine angeben, die im iibrigen
vollstindig mit der vorigen iibereinstimmt, die aber in Ruhe
ist und dauernd in Ruhe bleibt, wenn man an jedem Teile der
Masehine dieselben Kriifte P wie bei der ersten Maschine und
aullerdem noch die Trigheitskriifte  anbringt. Zu den Kriften
P gehoren dann auch die Krifte zwischen den einzelnen Ma-
schinenteilen, also etwa Gelenkdriicke o. dgl.,, die bei der
ruhenden Maschine ebenso anzunehmen sind, wie bei der be-
wegten. Wenn man dann aus der Gleichgewichtshetrachtung
an der ruhenden Maschine die Gelenkdriicke usw. gefunden
hat, kennt man sie zugleich fiir die bewegte Maschine.

Entsprechend liBt sich auch das Anwendungsgebiet von
Gl (91) oder (92) erweitern. Zuerst war gesagt, dafl sich die
Formeln nur auf eine Bewegung ohne Gestaltinderung beziehen
sollten, denn darauf kam es ja hinaus, wenn wir den Punkt-
haufen auf einen starren Korper abbildeten.

Die Formeln gelten aber auch noch in einem allgemeineren
Falle, nimlich immer dann, wenn zwar eine Gestaltinderung
eintritt, die inneren Krifte aber dabei trotzdem keine Arbeit
leisten. Denn in der Tat bestand ja der einzige Gebrauch, den wir
vorher von der Voraussetzung der unveriinderlichen Gestalt ge-
macht hatten, nur darin, dab wir die Summe der Arbeiten der
inneren Krifte gleich Null setzen konnten. Das ist immer erfiillt
bei Bewegungen ohne Gestaltinderung; es kann aber auch noch
in anderen Fillen erfiillt sein. Sobald es aber zutrifft, bleibt
auch die Giiltigkeit der Gleichungen (91) oder (92) bestehen.
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Man denke sich z B. zwei starre Korper, die in einem
Gelenke ohne Reibung drehbar miteinander verbunden sind.
Das System beider Korper kann als ein Pankthaufen von ver-
inderlicher Gestalt aufgefaBt werden. Betrachten wir nun
eine virtuelle Verschiebung des Punkthaufens, bei der zwar
jeder starre Korper unverinderlich bleibt, wihrend sich aber
die beiden Korper gegeneinander drehen, so ist die Summe der
Arbeiten aller inneren Kriifte immer noch Null, wenigstens
dann, wenn zwischen beiden Korpern nur im (elenke eine
Kraft iibertragen wird. Triigen beide Korper Magnete, die
Fernkriifte aufeinander ausiibten, so wire dies freilich nicht
mehr richtig und die Gleichungen (91) oder (92) blieben
nicht mehr anwendbar. Man konnte sich in diesem Falle
jedoch dadurch helfen, dall man die magnetischen Fern-
kriifte nicht als innere Krifte des Systems, sondern als un-
mittelbar gegebene iufere Krifte auffaite und sie daher in
die P mit einrechnete, womit die Anwendbarkeit der Formeln
gewahrt bliebe. !

In der analytischen Mechanik denkt man bei der Anwen-
dung von Gl (92) gewdhnlich an solche virtuelle Verschie-
bungen, fiir die die inneren Kiiifte keine Arbeit leisten, ob-
schon Gestaltiinderungen dabei nicht ausgeschlossen sein sollen.
Man kann dies, weil man sich die Korper, die das System
oder den Punkthaufen ausmachen, nur in solcher Weise mit-
einander in Verbindung gebracht denkt, daB bei den hier-
durch zugelassenen Verschiebungen der Teile gegeneinander
in der Tat keine inneren Arbeiten geleistet werden. Um
dies zum Ausdrucke zu bringen, pflegt man zu sagen, daB
unter den in Gl (92) auftretenden Verschiebungskomponenten
nur solche zu verstehen seien, die zwar sonst willkiirlich,
aber dabei mit den Systembedingungen vertriiglich
selen. Das kommt aber darauf hinaus, da XXJd8 gleich
Null sein soll. Insbesondere sollen keine elastischen Form-
inderungen mit der virtuellen Verschiebung verbunden sein
und keine Reibungen an den Beriihrungsstellen der verschie-

denen Korper auftreten.
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 9
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§ 16. Festigkeitsberechnungen fiir bewegte Korper.

In der Festigkeitslehre untersucht man die Spannungen
und die Forminderungen eines elastischen Korpers unter der
Voraussetzung, daf die an ihm angreifenden dufleren Kriifte im
Gleichgewichte miteinander stehen und der Korper in Ruhe
ist. In der Technik mufl man aber auch ofters Festigkeitsauf-
gaben fiir bewegte Korper losen. Dazu dient das d’Alembert-
sche Prinzip, mit dessen Hilfe man diese Aufgaben auf solche
an ruhenden Korpern zuriickfiihren kann.

Bei einem beliebig bewegten Korper stehen nimlich die
an einem Volumenelemente angreifenden Spannungen und die
an ithm wirkenden duBeren Kriifte nicht im Gleichgewichte mit-
einander, sondern sie liefern eine Resultierende, durch die die
Beschleunigung der in dem Volumenelemente enthaltenen Masse
herbeigefiihrt wird. Sobald man sich aber die Trigheitskraft
als fernere #uBere Kraft an dem Volumenelemente angebracht
denkt, herrscht wieder iiberall Gleichgewicht. Dadurch wird
die Moglichkeit erdtinet, die inneren Kriifte, die man in diesem
Zusammenhange als Spannungen bezeichnet, am ruhenden
Korper untersuchen zu konnen, der neben den Lasten $ auch
noch die Lasten $ triigt.

Um streng zu sein, muB man hierbei jedoch noch eine
weitere Erwiigung eintreten lassen. Man weil nimlich aus der
Festigkeitslehre, daB es nicht méglich ist, die Spannungen, die
zu gegebenen Lasten gehoren, ausschlieflich auf Grund von
Gleichgewichtsbetrachtungen zu ermitteln. Es kénnte daher
vorkommen, dal in dem ruhenden Kiorper, der die Lasten P
und  triigt, ein anderes System von Spannungen zustande
kiime, wie bei dem ihm entsprechenden bewegten Korper. Zu-
niichst wenigstens konnen wir nur behaupten, daB die Span-
nungen, die am Umfange jedes Volumenelements angreifen, in
beiden Fillen statisch gleichwertig sein miissen, d.h., daB sie
dieselbe Resultierende ergeben miissen. Darum brauchen sie
aber noch nicht notwendig auch in den Einzelheiten mitein-
ander iibereinzustimmen. Vielmehr kinnten sich heide Span-
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nungssysteme derart voneinander unterscheiden, daB ihr Unter-
schied einem Systeme von Eigenspannungen entspriiche, also
einem Systeme von Spannungen, das auch in einem unbe-
lasteten Korper unter gewissen Umstéinden auftreten kann, wie
es z B. bei den sogenannten GuBspannungen zutrifft.

Um hieriiber eine Entscheidung treffen zu kiénnen, miissen
wir nochmals auf die allgemeinen Betrachtungen des vorigen
Paragraphen zurtickkommen.

Wir hatten neben dem ersten Punkthaufen, auf den sich
die Untersuchung bezog, einen zweiten eingefiihrt, an dem die
Trigheitskriifte $ zugefiigh waren, withrend sich sonst nichts
geindert haben sollte. Jetzt wollen wir an Stelle des starren
Korpers, auf den wir hierauf alle Kriifte iibertrugen, einen
dritten Punkthaufen annehmen, der sich von dem zweiten da-
durch unterscheidet, daB seine Punkte zur gegebenen Zeit in
Ruhe sein sollen. Die Kriifte ¢ und  wirken an ihm gerade
so wie vorher an dem zweiten Punkthaufen. Dagegen diirfen
wir jetzt nicht willkiirlich annehmen, daB die Kriifte § bei ihm
genau dieselben seien, wie bei dem ersten Punkthaufen. Bei
dem starren Korper konnten wir dies in den Betrachtungen des’
vorigen Paragraphen unbedenklich tun, da fiir ihn die Krifte ¥
iiberhaupt nicht als innere aufzufassen waren, sondern gerade
so wie die #uBleren nach Belieben angebracht werden konnten,
indem es nur darauf ankam, dafl sie sich, wenn dies geschieht,
nach dem Wechselwirkungsgesetze aus den Gleichgewichts-
bedingungen hinwegheben. Das wird aber ganz anders, wenn
wir die inneren Krifte selbst und ihre nihere Verteilung am
dritten Punkthaufen berechnen wollen, und zwar nicht auf
Grund von Gleichgewichtsbetrachtungen allein, sondern auch
auf Grund von anderen Erwigungen, und wenn wir sie dann
spiter denen im ersten Punkthaufen gleich setzen wollen.

Diese anderen Erwiigungen bestehen darin, daf der Span-
nungszustand durch die iibrigen Bedingungen schon im ein-
zelnen mitbestimmt ist. Wir haben uns also zu fragen, ob
nach den besonderen physikalischen Eigenschaften der Korper,

die durch die Punkthaufen dargestellt werden sollen, beim
9*
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dritten Punkthaufen dieselben inneren Kriifte zu erwarten sind,
wie beim ersten. Offenbar ist diese Frage nur dann zu be-
jahen, wenn wir es als Erfahrungstatsache ansehen diirfen, daB
die inneren Krifte nur von jenen Bedingungen abhiingen, in
denen beide Punkthaufen miteinander iibereinstimmen und nicht
von jenen, in denen sie sich voneinander unterscheiden. Die
Punkthaufen unterscheiden sich in dem Augenblicke, auf den
sich unsere Betrachtung bezieht, dadurch voneinander, daB der
eine in Bewegung begriffen, der andere aber in Ruhe ist. Hat
man es also mit einem Ké&rper von solcher Beschaffenheit zu
tun, daB die inneren Kriifte nicht nur von der augenblick-
lichen Gestalt, sondern auch von der Geschwindigkeit der Ge-
staltinderung abhingen, so ist die aufgeworfene Frage zu ver-
neinen.

Bei allen Korpern, die elastische Nachwirkungen erkennen
lassen, trifft dies zu. Gewdhnlich aber darf man bei den zu
praktischen Zwecken vorzunehmenden Festigkeitsberechnungen
annehmen, daB die Geschwindigkeiten ohne EinfluB auf die
Ausbildung der inneren Krifte sind. Soviel wir bis jetzt
wenigstens wissen, héingen die Spannungen in den elastischen
Kérpern, solange die Elastizitiitsgrenze nicht iiberschritten ist
und daher merkliche elastische Nachwirkungen nicht in Frage
kommen, nur von den Formiinderungen selbst und nicht von
deren Anderungsgeschwindigkeiten ab.

Mit den ausgesprochenen Vorbehalten diirfen wir daher
die vorher aufgeworfene Frage bejahen. Hiermit sind wir
aber in der Tat berechtigt, die Festigkeitsbetrachtung
am ruhenden Kérper vorzunehmen und die Rechnungs-
ergebnisse ohne Anderung auf den bewegten Kérper
anzuwenden. Einige Beispiele unter den Aufgaben werden
den Rechnungsgang, der dabei einzuschlagen ist, noch niher
erliiutern.

§ 17. Das physische Pendel.

Im vorigen Abschnitte wurde die Pendelbewegung unter
Voraussetzung eines einfachen Pendels untersucht. Man dachte
sich die ganze schwingende Masse in einem einzigen Punkte
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vereinigt, der in unveriinderlicher Entfernung vom Aufhiinge-
punkte gehalten und dadurch zur Ausfithrung einer kreis-
formigen Bewegung gendtigt sein sollte. Mit diesem Bilde
reicht man aber nur in seltenen Fillen aus. Gewdhnlich
sind die Massen von Korpern, die Pendelschwingungen aus-
fithren, riiumlich so ausgedehnt, und namentlich in so verschie-
denen Abstinden von der festen Drehachse verteilt, dall es von
vornherein an jedem Anhaltspunkte dafiir fehlt, wo man sich
etwa die ganze Masse vereinigt denken miilte, um das Pendel
als ein einfaches behandeln zu Konnen. Hier hilft nun —
obschon auch andere Wege zum Ziele filhren — am besten
das dAlembertsche Prinzip zur Liosung der Aufgabe.

In Abb. 22 sei O der Drehpunkt, d. h. die Projektion der
Drehachse auf die senkrecht dazu gedachte Zeichenebene, Sder
Schwerpunkt des Pendels und m irgend-
ein Massenteilchen im Abstande z, das
wir als einen der materiellen Punkte des
ganzen Haufens auffassen. Wenn alle
iibrigen Massen gegeniiber m vernach-
liissigt werden konnten, hitten wir ein
einfaches Pendel von der Linge 2 vor
uns und die Schwingungsdauner kinnte
aus 2z nach den Lehren des vorigen Ab-
schnitts berechnet werden. Jene Massen m,
die nahe bheim Drehpunkte O liegen,
suchen, fiir sich genommen, eine kleine, Ab. 33
die weiter abstehenden eine grofere Schwingungsdauer des
Pendels herbeizufiihren, und die wirkliche Schwingungsdauer
wird einen gewissen Mittelwert annehmen.

Die augenblickliche Stellung des Pendels sei durch den
Winkel ¢ beschrieben, den der vom Aufhidngepunkte nach
dem Schwerpunkte gezogene Radiusvektor 8 mit der Lotrich-
tung bildet. In der Gleichgewichtslage des Pendels ist hier-

nach ¢ = 0. Die Winkelgeschwindigkeit ist (flq; und die Winkel-

. da? - : . .
beschleunigung 'dﬂtf‘ Kehren wir nun zum Massenteilchen
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zuriick, so kann dessen Geschwindigkeit gleich x%‘f und die

Tangentialkomponente der Beschleunigung, die es im Augen-
blicke erfiihrt, gleich z %g—g gesetzt werden. Dazu kommt dann

noch eine Normalkomponente der Beschleunigung wegen der
Richtungséinderung der Geschwindigkeit. — Wir fiihren jetzt
die Trigheitskraft
p=—m2t
= de?
ein, die wir ebenso wie die Eeachleunigung in eine Tangential-
komponente " und eine Normalkomponente @ spalten kénnen.
Die letzte ist nichts anderes als die Zentrifugalkraft. Die
Tangentialkomponente §” hat den Absolutwert
e Ts d";‘
H =mz PrE
Sie ist, wie in Abb. 22 eingetragen, nach auflen und obenhin
gerichtet. Schwingt nfimlich das Pendel nach auBien, so ist

%‘? positiv. und der Absolutbetrag nimmt ab; schwingt es da-
gegen nach der Gleichgewichtslage hin, so ist f;i negativ und

der Absolutbetrag nimmt zu. In jedem Falle ist daher 'ﬁ,i‘f

negativ und die Tangentialbeschleunigung nach innen und ab-
wiirts gerichtet. Die Trigheitskraft hat aber die entgegen-
gesetzte Richtung wie die zu ihr gehtrige Beschleunigung; sie
ist also stets nach oben und auflen gerichtet.

Nachdem die Trigheitskriifte " und € iiberall zugefiigt
sind, haben wir ein System von Kriften vor uns, die sich an
dem Korper im Gleichgewichte halten. Zur Untersuchung des
Gleichgewichts betrachten wir den Kérper, da er sich um eine
feste Achse dreht, als einen Hebel. Wir schreiben daher die
Bedingung an, daB die Summe der statischen Momente fiir
den Drehpunkt gleich Null sein muf. In dieser Momenten-
summe kommen die Normalkomponenten G der Trigheitskriifte
nicht vor, da sie alle durch den Momentenpunkt gehen. Die
Tangentialkomponenten $ haben alle gleiches Momentenvor-
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zeichen und die Summe ihrer Momente mufl daher gleich dem
Momente der entgegengesetzt drehenden Kraft @ sein. Wir
erhalten damit die Gleichung

2
— Zma? %‘f = @ssing. (93)

Das Minuszeichen auf der linken Seite ist beigefiigt, weil wir

d*g ; £ pr, d*e
erkannt hatten, dafl 5 an sich negativ ist. Der Faktor —-&

ist allen Gliedern gemeinsam und kann daher auch vor das
Summenzeichen gestellt werden. Die dann noch zuriickbleibende

Summe Xmaz? stellt das Triigheitsmoment fiir die Drehachse
dar und soll, wie frither, mit @ bezeichnet werden. Hiermit
geht die vorige Gleichung iiber in
— 6 %‘f = Qs sing. (94)
Aus dieser Differentialgleichung liBt sich ¢ als Funktion
von ¢ ermitteln, womit die Pendelbewegung bekannt ist. An-
statt dessen verfihrt man aber einfacher und umgeht ausfiihr-
liche Rechnnngen, die jetzt von neuem anzustellen wiiren, wenn
man die Theorie des physischen Pendels auf jene des einfachen
Pendels zuriickfiihrt. Man gibt nimlich ein einfaches Pendel
an, das mit dem gegebenen genau gleich schwingt, so daB es
zur Berechnung der Schwingungsdauer usw. an die Stelle des
zusammengesetzten Pendels gesetzt werden kann. Die Linge
des gleichwertigen einfachen Pendels wird die reduzierte
Pendellinge des zusammengesetzten Pendels genannt. Trigt
man die reduzierte Pendellinge ! vom Drehpunkte O aus auf
dem durch den Schwerpunkt gehenden Radiusvektor & ab, so
wird der Endpunkt dieser Strecke der Schwingungsmittel-
punkt des Pendels genannt. Denkt man sich némlich alle
iibrigen Massen des Pendels verschwindend klein gegeniiber
einer in diesem Punkte vereinigten Masse m, so geht das Pendel
in ein einfaches iiber, das gleiche Schwingungen wie das ge-
gebene ausfithrt. Man kann also sagen, daB die an dieser
Stelle befindliche Masse von den iibrigen nicht beeinfluBt wird,
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sondern daB sie gerade so schwingt, als wenn die anderen nicht
vorhanden wiren.

Um nun das gleichwertige einfache Pendel wirklich zu
finden, wenden wir Gl (94) auf den Fall an, daB nur eine
Masse m auf dem Radiusvektor 8 im Abstande /! vom Dreh-
punkte vorhanden sei. Auch auf den Fall dieses einfachen
Pendels lift sich Gl (94) anwenden, da sie nach ihrer Ab-
leitung fiir jede beliebige Massenverteilung giiltig bleibt. In
diesem Falle ist ® = mi* und s =1, also geht Gl. (94) iiber in

— ml? L.

5 = mgl sing
oder kiirzer o
—1 Eg =g sing. (95)

Von dieser Gleichung kennen wir aber die Losung bereits, da
¢t schon in § 12 als Funktion von ¢ dargestellt wurde.

Soll nun das zusammengesetzte Pendel genau gleich mit
dem einfachen schwingen, d. h. so, dafl zu gleichen Zeiten
stets auch gleiche Ausschlige gehdren, so geniigt es, dafl die
Anfangsbedingungen bei beiden gleich waren, und da8 ferner
die Gleichungen (94) und (95) in den konstanten Koeffizienten
miteinander iibereinstimmen. Freilich ist dazu nicht nétig,
daf die Koeffizienten jeder Seite einzeln gleich sind; es ge-
niigt vielmehr die Gleichheit der Verhiltnisse zwischen den
Koeffizienten auf beiden Seiten. Man itberblickt dies am besten,
wenn man beide Gleichungen in der Form

— (f;g = % singg und — %1?- - % sing
anschreibt. Beide Gleichungen werden miteinander identisch,
wenn man Qs _9

@ l
setzt und hieraus folgt fiir die reduzierte Pendellinge [
= %(3 (96)

Fithrt man an Stelle des Triigheitsmomentes den Trigheits-
radius ¢ ein, so geht GL (96) iiber in

2

I==Z, (97)

)



§ 18. Schwerpunkts- und Flichensiitze fiir den Punkthaufen. 137

Wie schon vorher bemerkt wurde, kann man das Problem
des physischen Pendels auch ohne Benutzung des d’Alem-
bertschen Prinzips nach mehreren anderen Methoden ldsen.
Namentlich der Satz von der lebendigen Kraft fiihrt in allen
Fillen, bei denen es sich, wie hier, um Bewegungen eines
Kérpers oder eines Systems von Korpern handelt, die nur
einen Freiheitsgrad besitzen oder die, wie man sagt, zwang-
liufig erfolgen, schnell zum Ziele. Es sei daher noch gezeigt,
wie sich die Losung auf diesem Wege gestaltet. Bezeichnet
man den gribten Ausschlag mit «, so liefert die Gleichsetzung
der von dem Gewichte @ geleisteten Arbeit mit der lebendigen
Kraft, gerade so wie frither beim einfachen Pendel, die Gleichung

% 2} (flf)? = Qs (cosg — cosa), (98)

die hierauf entweder unmittelbar weiter integriert oder so wie
vorhin mit der entsprechenden Gleichung fiir das gleich-
schwingende einfache Pendel verglichen werden kann. Gl (98)
ist, wie man sich leicht iiberzeugt, ein erstes Integral von
Gl (94), wobei die auftretende Integrationskonstante schon der
Grenzbedingung, daf der grifite Ausschlag « sein soll, an-
gepaBt ist.

Dieser Weg ist vielleicht noch kiirzer und einfacher als
der vorher eingeschlagene. Wenn aber z. B. zugleich verlangt
wiirde, die Biegungsbeanspruchung zu berechnen, die das Pendel
erfihrt, miifte man doch wieder zur Benutzung des d'Alem-
bertschen Prinzips zuriickgreifen und schon aus diesem Grunde
ist es niitzlich, die Aufgabe von vornherein mit dem d’Alem-
bertschen Prinzip zu behandeln; ganz abgesehen davon, daB
hier auch an einem moglichst einfachen Beispiele der Gebrauch
dieses Prinzips erliutert werden sollte.

§ 18. Schwerpunkts- und Flidchensitze fiir den Punkthaufen.

Die Schwerpunktssiitze sind schon im ersten Bande be-
handelt; des Zusammenhangs wegen werde ich aber hier Einiges
noch einmal kurz wiederholen, was dariiber friiher ausgemacht
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wurde. — Zuniichst erinnere ich .daran, daBl die Lage des
Schwerpunkts, der dabei als Massenmittelpunkt aufzufassen ist,
durch die Gleichung

M8§ = Zmr (99)

definiert wird, in der r der Radiusvektor fiir irgendeinen mate-
riellen Punkt m des Haufens, M die Gesamtmasse des Haufens
und 8 den Radiusvektor des Schwerpunkts bedeuten. Diese
Gleichung gilt fiir beliebige Punkthaufen in jedem Augen-
blicke, auch dann, wenn sie wihrend der Bewegung ihre Ge-
stalt verindern. Durch Differentation nach der Zeit folgt

M d8 dr

% 20

oder mit Einfithrung der Geschwindigkeit v und der Schwer-
punktsgeschwindigkeit b,

My, = Zmy, (100)

d. h. die Bewegungsgrofle des ganzen Haufens ist ebenso groB,
als wenn die ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt wire
und sich mit dessen Geschwindigkeit bewegte. FEine noch-
malige Differentation nach der Zeit liefert

M _zn x4y -2,  (101)
und diese Gleichung sagt aus, daB sich der Schwerpunkt stets
so bewegt, als wenn die ganze Masse in ihm vereinigt und
alle iuBeren Krifte parallel nach ihm verlegt wiiren.

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich zur Uber-
tragung des im vorigen Abschnitte fiir einen einzelnen mate-
riellen Punkt bewiesenen Flichensatzes auf einen beliebigen
Punkthaufen. Fiir jeden Punkt des Haufens besteht nach
Gl (2) oder (3), § 2 die Beziehung
@=;thu.r= VB + 2er=VPr+ V23e.

dt

Gegeniiber der fritheren Formel war hier nur nétig, alle Kriifte,
die an dem Punkte angreifen, in #duflere und in innere Krifte

des Haufens einzuteilen, jene zu P und diese zu XY zu-
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sammenzufassen und daher die Resultierende P + X3 an die
Stelle der in § 2 mit P bezeichneten Kraft, die allein an dem
materiellen Punkte angreifen sollte, treten zn lassen. Die
vorstehende Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Momenten-
punkt und fiir jeden Punkt des Haufens. Wir wollen sie uns
fiir alle Punkte des Haufens unter Zugrundelegung desselben
Momentenpunktes angeschrieben denken und alle so erhaltenen
Gleichungen addieren. Wir finden dann

;tEVmb  f = 2V + z2xV3ar.

Nach dem Wechselwirkungsgesetze verschwindet aber das letzte
Glied auf der rechten Seite und wir behalten daher

%Eth-t:EV!Br, (102)
oder auch in kiirzerer Schreibweise
% E
S = ZVsr. (103)

Der Ausdruck X Vv -t oder B stellt die geometrische
Summe der statischen Momente der BewegungsgriBen aller
Punkte des Haufens dar; wir wollen diese Summe als das
statische Moment der BewegungsgroBe des ganzen Haufens
oder als dessen Drall bezeichnen. Dabei ist indessen wohl zu
beachten, daB man sich, um dieses statische Moment zu bilden,
nicht etwa zuvor die BewegungsgriBe nach Gl. (100) im Schwer-
punkte vereinigt denken darf, um dann von ihr das Moment
zu nehmen. Das ist deshalb nicht zuliissig, weil der Faktor r
nicht fiir alle Glieder der Summe konstant ist, sondern fiir
jeden materiellen Punkt einen anderen Wert annimmt. In
der ,Theorie des Kreisels“ von Klein und Sommerfeld, in
der auf die Anwendung des Flichensatzes ein besonderes Ge-
wicht gelegt ist, wird die GréBe X Vmb -t als der »Jmpuls-
vektor” bezeichnet. Ich glaube aber die Bezeichnung ,Drall“
vorziehen zu sollen.

Der durch Gl (102) ausgedriickte Flichensatz 1iBt sich in
Worten wie folgt aussprechen:
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Fiir jeden beliebigen Momentenpunkt ist die Ande-
rungsgeschwindigkeit des Dralls irgendeines Punkt-
haufens gleich der geometrischen Summe der stati-
schen Momente aller duBeren Kriifte.

In dieser allgemeinsten Form wird indessen seltener von
dem Flichensatze Gebrauch gemacht als von den einfacheren
Formen, in die er iibergeht, wenn besondere Bedingungen vor-
liegen. Namentlich durch eine geeignete Wahl des Momenten-
punktes libt er sich hiufig erheblich vereinfachen, obschon
damit freilich andererseits die allgemeine Giiltigkeit eingeschriinkt
wird. Ich werde die hiinfigst vorkommenden Fille dieser Art
hier einzeln durchsprechen.

a) Punkthaufen, der zu Anfang rubte und auf den keine
duperen Kriifte wirken.

Durch die inneren Kriifte konnen in diesem Falle Be-
wegungen hervorgerufen werden, die zu Gestaltinderungen des
Haufens fiihren. Wir schlieBen zunichst nach dem Schwer-
punktsatze Gl (101), daB der Schwerpunkt jedenfalls stets in
Ruhe bleibt. Ferner folgt aus dem Flichensatze, dafl B kon-
stant und daher stets gleich Null bleihen muff, da es zu An-
fang Null war. Auch die Projektion von 8 auf irgendeine
Ebene oder irgend eine Achse mufl daher zu jeder Zeit gleich
Null sein. — Die Projektion eines statischen Moments auf eine
Achse kann nach den Lehren des ersten Bandes stets als das
statische Moment der Projektion auf eine zur Achse senkrecht
stehende Ebene aufgefalt werden. Projiziert man also -alle
Punkte des Haufens auf eine beliebige Ebene, so ist auch fiir
jeden Punkt dieser Ebene als Anfangspunkt die Summe der
mit den Massen m multiplizierten Flichenriiume oder Sektoren-
geschwindigkeiten stets gleich Null. Man kann dies einfach
so ausdriicken, daB ein Teil der materiellen Punkte den be-
liebig gewiithiten Punkt im Sinne des Uhrzeigers, ein anderer
Teil ihn im entgegengesetzten Sinne umkreisen mull, und zwar
so, daB die statischen Momente der BeweguugsgréBen fiir beide
Umkreisungsrichtungen gleich grofl sind.
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b) Punkthaunfen mit sonst belichiger Anfangsbewegung, dessen
Schwerpunkt aber zu Anfang ruhte und auf den keine duferen
Krifte wirken.

Der Schwerpunkt mufl hier wie im vorigen Falle danernd
in Ruhe und das statische Moment der Bewegungsgrile muf
konstant bleiben. Dieses ist aber jetzt nicht gleich Null, sondern
gleich dem durch den Anfangszustand gegebenen Werte. Be-
zeichnen wir diesen mit €, so ist

EVmp-r=6 oder B—6.

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, dafl im vorliegenden
Falle die Konstante € unabhiingig von der Wahl des Momenten-
punktes ist. Um dies zu beweisen, wihle man einen zweiten
Momentenpunkt, von dem die Hebelarme 1 gerechnet werden.
Dann ist fiir diesen -
EVmp.v'=6"

Fiir v’ kinnen wir aber schreiben

t'=1+a,
wenn mit a der Radiusvektor vom zweiten zum ersten Momenten-
punkte bezeichnet wird. Damit erhalten wir

¢ =3Vm. (r+a)= SVmo .-t +ZVmo -a.
In der letzten Summe ist a konstant und man hat daher
XVmo-a =V(2‘mb) a=0

nach Gl (100) und der Voraussetzung, daB der Schwerpunkt
ruhen sollte. In der Tat wird also
6 ==Vmp-+=@6.

Der Drall eines Punkthaufens, dessen Schwerpunkt
ruht, ist daher eine von der Wahl des Momentenpunktes
unabhingige und iiberdies, wenn keine dulleren Krifte
wirken, der Zeit nach konstante GroBe. Die Bedeutung
dieses Satzes moge noch an einer seiner bekanntesten und
wichtigsten Anwendungen niher erliutert werden.

Wir wiihlen das Sonnensystem, also die Sonne samt ihren
Planeten und deren Trabanten u. dgl. als den Punkthaufen, auf
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den wir den Satz anwenden wollen. Zugleich setzen wir vor-
aus, dafl der Schwerpunkt dieses Haufens gegeniiber einem
festen Raume, fiir den das Triigheitsgesetz gilt (vgl. Bd. I, 8. 20)
zu Anfang in Ruhe war, und dafl die duBeren Kriifte, die von
den fernen Weltkérpern des Fixsternhimmels ausgehen, so
gering sind, daB sie vernachlissigt werden diirfen. — Zugleich
sei iibrigens bemerkt, daB man diese Voraussetzungen zum
Teile auch fallen lassen kann; man wiirde dann auf Grund der
unter ¢) und e) folgenden Betrachtungen zu ganz iihnlichen
Schliissen gelangen. Hier beschriinke ich mich aber auf die
Besprechung des einfachsten Falles.

Die Wahl des Momentenpunktes ist, wie bewiesen, gleich-
giiltig und wir konnen dazu etwa den Sonnenmittelpunkt
nehmen. Um diesen bewegen sich die Planeten alle in dem-
selben Sinne und auch die Sonne besitzt eine Drehung in der
gleichen Richtung. Jedenfalls wird also der Drall des Sonnen-
systems nicht gleich Null sein. Dagegen muf er nach GriBe
und Richtung konstant sein. Hierdurch ist eine, trotz aller
Lageniinderungen, die vorkommen mégen, konstante Richtung
gegeben. Wenn die Planetenbahnen alle in einer Ebene ent-
halten wiren und auch die Drehbewegungen usf. alle parallel
zu dieser Ebene erfolgten, wire der Drall, als ein statisches
Moment, senkrecht zu dieser Ebene gerichtet. Diese Voraus-
setzung ist zwar nicht erfiillt, aber die meisten Planetenbahnen
usf. treten doch auch nicht sehr erheblich aus einer gewissen
mittleren Ebene: heraus. Hiernach liegt es nahe, nach einer
solchen mittleren Ebene zu suchen, die unbeweglich im Raume
festliegt, trotz aller Abweichungen und Schwankungen, die bei
den einzelnen Bestandteilen der Bewegungsgrife des Haufens
vorkommen mégen. Diese Ebene wird durch den Flichensats
gegeben; es ist jene, die senkrecht zu der unverinderlichen
Richtung von € steht. Sie heiBt nach Laplace, von dem
diese Betrachtung herriihrt, die unveriinderliche Ebene
des Sonnensystems. Natiirlich kommt es, wenn man von
ihr redet, nur auf ihre Stellung, nicht auf ibre besondere Lage

(=}
an. Am einfachsten ist es zwar, sie sich durch den Schwer-
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punkt des ganzen Haufens gezogen zu denken; aber auch jede
zu dieser parallele Ebene kann als unveriinderliche Ebene im
Sinne unseres Satzes angesehen werden.

) Punkthaufen wmit beliebiger Anfangsbewegung ohne Wirkung
duferer Kriifte.

Der Schwerpunkt beschreibt eine geradlinige Bahn mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Der Drall bleibt fiir jeden Momenten-
punkt der Zeit nach konstant, fiir verschiedene Momenten-
punkte ist er aber verschieden. Zwischen € und @' besteht
die Beziehung (vgl. die Ableitung unter b)

6 =6+ VM. a.

Das letzte Glied auf der rechten Seite ist stets senkrecht zur
Schwerpunktsgeschwindigkeit »,, also auch senkrecht zur
Schwerpunktshahn gerichtet. Daraus folgt, daBl alle € gleiche
Projektionen anf die Schwerpunktsbahn haben. Ferner ist €
fir alle Momentenpunkte gleich, die auf einer Parallelen zur
Schwerpunktshahn liegen, denn fiir zwei solche Momenten-
punkte ist der Abstand a parallel zu v, und das duBere Pro-
dukt aus beiden wird daher zn Null.

Zum Begriffe der unverinderlichen Ebene gelangen wir
hier, wenn wir von jedem Punkte des Haufens nur die Relativ-
geschwindigkeit zum Schwerpunkte betrachten, also den Ausdruck

R=2Vm@d—n)-r

bilden. Dieser ist fiir alle Momentenpunkte gleich; denn fiir
einen zweiten Momentenpunkt hat man

K =2Vm@®—1) (r + a)
=ZVm@m—v)r+V Zmo-a —VMoa=8,
da sich die beiden letzten Glieder nach GI. (100) gegeneinander
fortheben. Die unverinderliche Ebene steht senkrecht zur
Richtung von &.
Wenn & zu Anfang Null war, muB es auch Null bleiben.

Man kann dies dahin ausdriicken, daB ein unverinder-
licher Kérper, der zu Anfang keine Rotation aus-
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fihrte, sich nicht von selbst (durch innere Krifte)
umdrehen kann. Ein verinderlicher Kérper kann es aber,
wenn auch fiir ihn immer noch & gleich Null bleiben muB;
auf diesen interessanten und auch praktisch sehr wichtigen
Fall werde ich nachher ausfithrlicher eingehen.
d) Punkthaufen, auf den duflere Krifte einmwirken, die alle
von einem festen Punlkte ausgehen.

In diesem Falle bezieht man den Flichensatz gewdhnlich
nur auf den festen Punkt als Momentenpunkt. ,Da fiir ihn das
Moment der duBeren Kriifte immer noch gleich Null ist, bleibt
auch der auf ihn bezogene Drall konstant. Als unveriinder-
liche Ebene wird auch hier oft jene bezeichnet, die senkrecht
zu diesem statischen Momente steht. — Hierher gehort
namentlich die Bewegung eines starren Kérpers, von dem ein
Punkt festgehalten ist (Kreisel), solange man die Wirkung
der Schwere vernachlissigen kann. Als einzige dufiere Kraft
kommt dann der Auflagerdruck an dem festgehaltenen Punkte
in Betracht.

e) Punkthaufen, auf den parallele duflere Krifte wirken.

Zu einer einfachen Aussage gelangt man in diesem Falle
dadurch, daB man den Punkthaufen auf eine Ebene projiziert,
die senkrecht zur Richtung der duBeren Krifte steht und nun
die Bewegung in dieser Projektionsebene verfolgt. Die Pro-
jektion von v sei »” und t’ sei ein von einem beliebigen
Momentenpunkte in der Projektionsebene nmach der Projektion
von m gezogener Hebelarm. Dann ist Vm v’ - t' zugleich das
statische Moment von mb in bezug auf eine durch den ge-
withlten Momentenpunkt senkrecht zur Projektionsebene ge-
zogene Achse. Ebenso ist VP't" zugleich das Moment der
Kraft P fiir diese Achse. Nun gilt fiir jeden Momentenpunkt
im Raume der Flichensatz in der Form

(?£2V1nn-r=EV!Br.

Aus jeder Gleichung zwischen gerichteten Groflen laBt sich
aber sofort eine Gleichung zwischen den Projektionen auf
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irgendeine Achse ableiten. Projizieren wir also auf eine
Achse, so gilt auch

&V v — ZYWY
Dies gilt zuniichst fiir jede beliebig gerichtete Achse. Fiir die
parallel zu den Kriiften ¥ gewidhlte Achse wird dagegen das
statische Moment der Kriifte P zu Null, da die Projektion P’

auf die zur Achse senkrecht stehende Projektionsebene ver-
schwindet. Hiernach geht die Gleichung iiber in

EVmy -v' =G.

Wiihlt man einen anderen Momentenpunkt in der Projektions-
ebene, setzt also an Stelle von 1’ etwa ' 4+ a, so kommt ein
neues Glied in den Ausdruck fiir € hinein, das gleich

EVmy -a=V(Zmv) -0 =V Mo} 0

gefunden wird,. War die Schwerpunktsgeschwindigkeit von
vornherein entweder Null oder parallel zur Richtung der
Krifte B, so beibt v stets gleich Null und der in der Pro-
jektionsebene genommene Drall € hat fiir jeden Momenten-
punkt denselben Wert. Natiirlich kommt es dabei nicht auf
die Richtung von € an, die selbstverstiindlich ist (niimlich
rechtwinklig zur Projektionsebene), sondern nur aunf die GroBe
von @.

§ 19. Einfache Anwendungen des Flichensatzes,

Die einfachste und eine der wichtigsten Anwendungen des
Flachensatzes besteht in der Entscheidung der Frage, ob und
unter welchen niiheren Umstinden ein sich selbst iiberlassener
Punkthaufen, zwischen dessen einzelnen Teilen beliebige innere
Krifte auftreten, sich selbst im Raume umzudrehen vermag.
Fast immer wird hierbei der Flichensatz in Verbindung mit
dem Schwerpunktssatze gebraucht. Nach diesem vermag sich
der Punkthaufen durch innere Kriifte nicht selbst fortzubewegen,
da trotz aller relativen Bewegungen zwischen den einzelnen
Punkten des Haufens der Schwerpunkt stets in Ruhe bleiben

mufl. Frither hat man &fters in Anlehnung hieran den Flichen-
Foppl, Dynamik. 3. Aunfl. 10
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satz dahin ausgesprochen, daf sich ein Punkthaufen ohne
fremde Beihilfe, d. h. ohne Auftreten #uferer Krifte an ihm,
auch nicht selbst umzudrehen vermdge. Dies war aber nur eine
irrige Deutung des Flichensatzes, die freilich lange Zeit fast
allgemein verbreitet war und als Irrtum erst erkannt wurde,
nachdem ein Widerspruch zwischen ihr und den Erfahrungs-
tatsachen festgestellt war. An der Aussage des Satzes selbst,
an den Formeln, Ableitungen und Beweisen dafiir brauchte
iibrigens nicht das Geringste gefindert zu werden; nur bei der
Anwendung auf den konkreten Fall muBl, wie sich hierbei
herausstellte, mit groBerer Vorsicht verfahren werden als frither.

Diese Frage wurde erst vor nicht sehr langer Zeit —
nimlich im Jahre 1894 in der Pariser Akademie der Wissen-
schaften — angeregt und entschieden. Es handelte sich darum,
eine mechanische Erklirung dafiir zu finden, wie es eine Katze
fertig bringt, beim Fallen aus griBerer Hohe stets mit denm
Fiifen voran auf den Boden zu kommen. Von den Vertretern
der Mechanik wurde auf Grund der iiblichen ilteren Deutung
des Flichensatzes zuniichst die Ansicht ausgesprochen, daB die
Drehung nur die Folge eines Abstofies sei, der im Augenblicke
des Herabfallens, so lange also die Katze noch mit anderen
Korpern in Beriihrung war, erteilt wurde. Man schlof auf
Grund des Flichensatzes ungefihr so: Wenn der Korper
wihrend des Herabfallens zunéichst keine Drehbewegung hitte,
so konnte etwa die Katze den Vorderkorper nach einer ihr
genehmen Richtung umdrehen. Hierbei miiite aber dem
Flichensatze zufolge gleichzeitig auch eine Drehung des
Hinterkorpers in entgegengesetzer Richtung zustande kommen.
* Wenn nun etwa vorher alle vier Beine der Katze nach oben
gestanden hiitten, so miillte sie, um nachher alle vier nach
unten zu bringen, Vorder- und Hinterkdrper nach Art eines
Schraubenumlaufs gegeneinander verdreht haben.

Diese Betrachtung war an sich nicht unrichtig; es wurde
dabei nur iibersehen, daB noch andere Moglichkeiten einer
relativen Drehbewegung der Korperteile gegeneinander be-
stehen, als die hier allein in Aussicht genommene zwischen
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Vorder- und Hinterkorper. DaB solche noch méglich sein
muBlten, ergab sich alsbald durch einwandfreie Versuche, in-
dem man Katzen mit den Beinen nach oben an Schniiren auf-
hing und diese vorsichtig durchschnitt, so daB die Katze auBer
Beriihrung mit anderen Koérpern kam, bevor sie sich noch
durch einen AbstoB eine Rotationsgeschwindigkeit zu erteilen
vermochte. Sie fiel dann in einen dunklen Raum hinab, dessen
Fallhthe sie nicht vorherzusehen vermochte und kam trotzdem
bei sehr verschiedenen (nicht zu kleinen) Fallhéhen stets mit
den Fiilen zuerst auf dem Boden an. AuBerdem hat man
auch die Korperbewegungen, die sie wihrend des Fallens aus-
fiihrte, noch durch eine Reihe schnell aufeinanderfolgender
Momentphotographien ermittelt.

Nachdem erst die Tatsache des Umdrehens einwandfrei
festgestellt war, kam man auch bald auf die mechanische Er-
klirung dafiir. Es hiitte natiirlich keinen Zweck, wenn ich
diese gerade an dem historischen Beispiele geben wollte; ich
werde vielmehr, um das Wesen der Sache zu erkliren, ein
einfacheres withlen. — Der Fehler, den man friither begangen
hatte, bestand vor allem darin, daf man nicht beachtet hatte,
daB sich Teile eines Korpers gegen den Rest beliebig oft im
gleichen Sinne zu drehen vermdgen, ohne daf sich nach jedem
Umlaufe die Gestalt des Kérpers irgendwie veriindert hiitte.
FaBt man z B. mit der rechten Hand eine Stange, einen
Sibel oder dgl., streckt hierauf den Arm senkrecht nach oben
aus und fithrt mit der Stange in horizontaler Richtung eine
kreisformige Bewegung um das Handgelenk herum aus, so
vermag man diese Bewegung beliebig oft im gleichen Sinne
zu wiederholen. KEin Mensch, der allen duBeren Kriften ent-
zogen frei im Raume schwebte und vorher in Ruhe wiire,
miilite, wenn er die beschriehene Bewegung ausfiihrte, sich
selbst im entgegengesetzten Sinne umdrehen, als die Stange,
die er iiber seinem Kopfe rotieren lifit. Denkt man sich ihn
etwa auf eine Ebene projiziert, die senkrecht zu seiner Lings-
achse oder senkrecht zur Rotationsachse des Stabes steht, so

bestimmt sich die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, die er
10%
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selbst ausfithrt, sehr einfach aus der Bedingung, daB fiir jeden
Momentenpunkt, also etwa fiir die Projektion der Lingsachse,
das Produkt aus den Sektorengeschwindigkeiten und den Massen
seines Korpers ebenso grof ist, als das gleiche fiir die Massen
des Stabes gebildete Produkt. So lange der Stab weiter herum-
geschwungen wird, dreht sich auch der Mensch im entgegen-
gesetzten Sinne; sobald aber der Stab angehalten wird, hért
auch der Mensch auf, sich weiter zu drehen. Er kommt dann
wieder ganz zur Ruhe, sieht aber jetzt nach einer ganz anderen
Richtung als zu Anfang. Durch das angegebene Mittel hiitte
er es also in der Hand, sich nach Wunsch jede beliebige
Stellung im Raume zu geben.

Setzt man etwa an die Stelle des Stabes im vorigen Bei-
spiele bei der herabfallenden Katze den Schwanz, der ebenfalls
beliebig oft um die Lingsachse des Korpers herumgedreht
werden kann, so hat man schon eine Miglichkeit fiir die
Wendung des Korpers nach abwiirts. Xs ist aber nicht ein-
mal die einzige, wie aus den folgenden Betrachtungen leicht
hervorgehen wird.

Man nehme jetzt niimlich an, daB ein seiner (restalt nach
veriinderlicher Kiorper auf irgendeine Art schon eine gewisse
Rotationsgeschwindigkeit erlangt hat. AuBere Krifte sollen
entweder ganz fehlen oder wie bei einem herabfallenden Korper
parallel und den Massen proportional sein. Auf die Umdrehung
des Korpers konnen sie dann keinen Einfluf haben und wir
konnen daher, wenn es sich nur um die Drehbewegungen
handelt, von ihnen absehen. Wenn keine HuBeren Krifte
wirken, muB das Moment der Bewegungsgréfen konstant
bleiben. Stellen wir uns jetzt vor, dall sich der Korper zu-
sammenzieht, so. nehmen die etwa von der DProjektion des
Schwerpunkts gezogenen Hebelarme ab, und da das Produkt
aus ihnen und den Bewegungsgrifien konstant bleibt, muB die
Winkelgeschwindigkeit der Drehung zunehmen. Wir kénnen
z. B. daraus sofort schlieflen, dafi ein Himmelskirper, der um
seine Achse rotiert, seine Winkelgeschwindigkeit vergriBert
sobald er sich zusammenzieht. Wiirde sich etwa unser Erd-
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ball infolge von Abkiihlungen zusammenziehen, so miifite die
Dauer eines Tages dadurch verkiirzt werden.?)

Man betrachte ferner einen Gymnastiker, der sich bei
einem Sprunge in der Luft iiberschligt (sog. Salto mortale).
Der Schwerpunkt beschreibt in der Luft eine Parabel. Schon
beim Absprunge hat der Springer seinem Korper eine gewisse
Winkelgeschwindigkeit um eine durch den Schwerpunkt gehende
horizontale Rotationsachse gegeben. Diese wiirde aber nicht aus-
reichen, den Korper withrend des Fluges durch die Luft so
weit umzudrehen, daf er wieder mit den Beinen auf den Boden
kime. Der Gymnastiker, der diese Bewegung freilich nur auf
Grund seiner Erfahrung und ohne Kenntnis des Flachensatzes
ausfiihrt, hat es aber in der Hand, die Winkelgeschwindigkeit
seiner Drehbewegung betriichtlich zu steigern, dadurch, daB er
seinen Korper wihrend des Sprunges stark zusammenzieht
(durch Anziehen der Arme und Beine usf). Hierdurch ge-
lingt es ihm, withrend der fiir das Durchlaufen der Wurf-
parabel gegebenen Zeit eine hinreichende Drehung des Korpers
zu veranlassen, die ihn wieder mit den Beinen den Boden er-
reichen laBt.

Betrachtet man ferner einen vorher ruhenden Korper, der
aus zwei ungefihr gleichen Teilen besteht, die sich nicht voll-
stindig, sondern nur um einen gewissen Winkel gegeneinander
zu drehen vermégen, so kann eine Umdrehung des ganzen
Korpers, an deren SchluB die Anfangsgestalt wieder erreicht
wird, auch auf folgende Art bewirkt werden. Man drehe zu-
erst den Hauptteil I in dem gewiinschten Sinne, wobei frei-

1) Diese Aussage setzt natiirlich voraus, daB eine Zeiteinheit an-
gegeben werden kann, die als unverinderlich betrachtet werden darf.
Um die etwaige Veriinderlichkeit der Tagesdauer withrend eines lingeren
Zeitraumes zu prifen, kann man sich etwa die Aufgabe stellen, die
Anzahl der Lichtschwingungen fiir Licht von einer genau definierten
Farbe oder Wellenléinge abzuziihlen, die in die Dauer eines Tages hinein-
fallen. Hiermit ist zunfichst wenigstens theoretisch die Moglichkeit ge-
geben, Abweichungen in der Tagesdauer nachzuweisen. Auller dem an-
gegebenen gibt es indessen auch noch eine Reihe anderer Mittel, die zu
dem gleichen Zwecke benutzt werden konnten.
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lich der Hauptteil II eine entgegengesetzte Drehung ausfiihrt.
Wiihrend dieser ersten Periode soll aber durch passende An-
ordnung (bei einem lebenden Wesen etwa durch Ausstrecken
oder Anziehen der Arme und Beine) der Hauptteil I miglichst
zusammengezogen, der Hauptteil IT moglichst auseinander-
gespreizt sein. Dann wird I eine viel gréfere Winkelgeschwin-
digkeit erlangt haben als II. Nach einiger Zeit wird die
relative Drehung beider Korperteile gegeneinander eingestellt.
Sofort hirt damit die weitere Drehbewegung auf. Der Haupt-
teil I hat aber jetzt schon einen groflen Winkel in dem
gewiinschten, der Hauptteil II nur einen kleinen Winkel im
unerwiinschten Sinne duzchlaufen. Hierauf werde umgekehrt
der Hauptteil I mioglichst ausgespreizt und der Hauptteil II
moglichst zusammengezogen. Wenn jetzt eine Drehung beider
Teile gegeneinander vorgenommen wird, die Hauptteil II im
erwiinschten Sinne dreht, so wird dieser eine groBe und Haupt-
teil I eine kleine Winkelgeschwindigkeit im entgegengesetzten
Sinne annehmen. Wenn diese Drehung so weit vorgeschritten
ist, daB beide Teile wieder in ihrer normalen Lage »zueinander
sind, wird sich der ganze Korper bereits um die Differenz des
im erwiinschten Sinne zuriickgelegten grofien und des im un-
erwiinschten Sinne zuriickgelegten kleinen Winkels gedreht
haben. Man sieht nun ein, daB durch geniigend hiufige
Wiederholung beider aufeinanderfolgender Relativbewegungen
jede beliebige Wendung des Kérpers herbeigefiihrt werden kann.

Die Zahl der Beispiele, bei denen man auf dhnliche Art
also bloB auf Grund der einfachsten Uberlegungen ohne jede
Rechnung wenigstens zu einem qualitativen Resultate kommt,
ist sehr groB. Hinige davon sollen noch zur weiteren Kr-
lduterung angefiihrt werden.

Man nehme an, dall die Insassen eines Luftballons den
Wunseh haben, ihr Fahrzeug so zu drehen, dal etwa eine
andere Seite des Ballons oder der Gondel die Richtung nach
der Sonne hin einnehme. Sie kiunen dies ausfiihren, indem
sie etwa selbst im entgegengesetzten Sinne im Korbe herum-
laufen oder sich auch nur um ihre Achse drehen oder, wenn
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ihnen dies zu unbequem ist, indem sie einen Stab iiber dem
Kopfe so herumschwingen, wie dies frither beschrieben wurde.
Wenn dies oft genug geschehen ist, wird die gewiinschte Wen-
dung des Fahrzeugs ausgefiihrt sein, und sobald mit der Dreh-
bewegung aufgehort wird, verharrt auch der Ballon in seiner
neuen Stellung zur Sonne.

Ein Schiff, das ruhig auf dem Wasser liegt, kann auf
einfachere Weise gewendet werden, da es leicht mdglich ist,
mit Hilfe von Rudern oder von Stangen, die bis auf den
Grund reichen, #uBere Kriifte von hinreichendem Betrage
daranf wirken zu lassen, um es bald in die gewiinschte Rich-
tung zu bringen. Aber auch wenn solche Mittel nicht vor-
handen oder nicht zuginglich wiiren, lieBe sich die Wendung
auf dieselbe Art bewirken, wie beim Lufthallon. Hitte man
etwa ein Rad, das auf dem Schiffe um eine vertikale Achse
drehbar angebracht wiire, so brauchte ein Passagier dieses Rad
nur hinreichend oft in einem gewissen Sinne umzudrehen, um
eine Wendung des Schiffes nach der entgegengesetzten Rich-
tung herbeizufithren. Wenn das Rad etwa in der Kajiite ohne
jede Verbindung nach auflen hin angebracht wiire, brauchte
man diesen Raum gar nicht zu verlassen, um die gewiinschte
Richtungsinderung des Schiffes zu bewirken. Man kinnte
sogar, um einen extremen Fall zu nennen, behaupten, da schon
die geniigend oft im gleichen Sinne wiederholte Drehung eines
Fingerrings um den in lotrechter Richtung gehaltenen Finger
mit der Zeit eine Wendung des Schiffes herbeifiihren miiite,
wenn die Wirkung nicht so gering wire, dall sie neben den
niemals ganz zu vermeidenden zufilligen iuBleren Einfliissen
verschwindet und daher durch die Beobachtung nicht bestitigt
werden kann.

Zu den als ,zufilligh bezeichneten HuBeren Einfliissen ge-
hort iibrigens bei den jetzt erwihnten Beispielen einer, der
fiir den Erfolg sehr wesentlich ist und auf den, da er stets
zu erwarten ist, hier noch besonders aufmerksam gemacht
werden soll. Der Luftballon oder das Schiff werden nimlich,
sobald sie sich infolge der auf ihmen ausgefiihrten Dreh-
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bewegungen selbst in umgekehrter Richtung drehen, hierbei
auf einen Luft- oder Wasserwiderstand stofen, der die Be-
wegung zwar zunichst nicht verhindert, ihre Geschwindigkeit
aber allmiihlich verringert. Man kann diesem Ubelstande auch
nicht ohne weiteres dadurch abhelfen, daf man die Dreh-
bewegung auf dem Fahrzeuge selbst einstellt und sie spiiter
von neuem wieder aufnimmt. Hat sich néimlich nach der ersten
Ausfithrung der Drehbewegungen die Winkelgeschwindigkeit
des Fahrzeugs durch den Luftwiderstand usf. vermindert, und
man stellt hierauf die Drehbewegung ein, so verharrt das
Fahrzeug nun nicht mekr in seiner augenblicklichen Stellung,
sondern es dreht sich sofort entgegengesetzt der urspriinglichen
Bewegungsrichtung mit einer Geschwindigkeit, die gleich dem
durch Reibung oder dgl. verursachten Verluste an der urspriing-
lichen Winkelgeschwindigkeit ist. Wenn man von den vorher-
gehenden Ausfithrungen praktischen Gebrauch machen wollte,
miiBte man dies wohl im Auge behalten. Durchfiihrbar wiire
aber, wie man leicht erkennt, die gewiinschte Wendung immer,
wenn andere Huflere Einfliisse auBer einem derartigen Be-
wegungswiderstande nicht vorkiimen.

Wenn alle Eisenbahnziige der Erde und alle Schiffe, die
sich auf der Fahrt befinden, die Erde stets parallel zum Aquator,
etwa in der Richtung von Westen nach Osten, also im gleichen
Sinne mit der Rotationsbewegung der Erde umkreisten und
keine im entgegengesetzten Sinne, so miiBte dadurch die Winkel-
geschwindigkeit der Krde ‘etwas herabgesetzt werden, d. h. die
Dauer eines Tages miiBte sich vergroBern. Sobald die Schiffe
und die Ziige zur Ruhe gebracht wiirden, miilte aunch der
Tag seine frithere Linge wieder annehmen. Der EinfluB wire
freilich gering; er konnte aber fiir genaue astronomische
Messungen merklich werden, wenn es sich um die bewegten
Massen von Meeresstromungen oder von Winden handelte, die
eine stetige Umkreisung der Erde im gleichen Sinne ohne
Kompensation durch andere damit zusammenhiingende Stré-
mungen in der entgegengesetzten Richtung ausfiihrten.

Auch wenn ein Knabe eine Schaukel, auf der er vorher
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in Ruhe saB, ohne #ufleren Anstol in Bewegung setzen will,
beginnt er damit, durch Anfassen der Aufhiingeschniire mit
den Hinden, Ausstrecken der Beine in horizontaler Richtung
und Uberneigen des Oberkirpers nach hinten sich selbst eine
Drehbewegung zu erteilen. Betrachtet man den Aufhiinge-
punkt der Schniire als Momentenpunkt, so mul} fiir ihn das
Moment der Bewegungsgrifie vorliufig noch Null bleiben, da
die Schnurspannung durch den Momentenpunkt geht und die
einzige andere duflere Kraft an der Schaukel, das Eigengewicht,
zuniichst ebenfalls noch. Der einen Drehung muB daher eine
entgegengesetzte entsprechen und diese besteht in einer Drehung
des ganzen Punkthaufens um den Aufhingepunkt, womit die
gewiinschte Pendelbewegung zuniichst einmal eingeleitet ist. —
Ieh begniige mich hier mit diesen Andeutungen, mdchte aber
die Bewegungen, die zum Ingangsetzen der Schaukel fiihren,
einem genaueren Nachdenken empfehlen, da das Beispiel nach
manchen Richtungen hin lehrreich ist. Man mache sich
namentlich auch dariiber klar, daB die Schaukel iiberhaupt
nicht ohne duBeren Anstofl in regelmiBige Pendelbewegungen
gebracht werden kionnte, wenn die Aufhiingeschniire unendlich
lang wiiren. Anstatt dessen kann man, um bei praktisch zu -
verwirklichenden Verhiltnissen zu bleiben, auch sagen, daB es
nur sehr schwer und nach sehr lange fortgesetzten zweck-
mifigen Bewegungen mioglich wire, Pendelschwingungen von
groflerem Ausschlage herbeizufithren, wenn die Schniire sehr
lang wiren, wie etwa die Seile in einem Glockenturme bei
festgehaltener Glocke. ‘

§ 20. Massenausgleich bei Schiffsmaschinen nach dem
Verfahren von Schlick.

In einem Kahne, der von mehreren Personen besetzt ist,
kann man sehr deutlich wahrnehmen, wie jede Bewegung eines
Insassen zu einer Bewegung des Fahrzeuges fiihrt, die auf
Grund der Schwerpunkts- und Flichensiitze mit Beriicksich-
tigung der besonderen Bedingungen, denen der hier als duBere
Kraft auftretende Auftrieb des Wassers unterworfen ist, leicht
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vorausgesehen werden kann. Man weill auch, daf selbst un-
merkliche Bewegungen, die nur in gleichen Zwischenriumen
wiederholt werden, mit der Zeit zu einem starken Schaukeln
des Bootes fithren kinnen. Das Boot fiihrt dann erzwungene
Schwingungen aus, die im Falle der Resonanz sehr grof werden
konnen.

Auf einem groflen Dampfschiffe macht es nichts aus, wenn
einer oder mehrere Fahrgiiste darin auf und ab gehen. Einer-
seits sind hier die bewegten Massen zu klein im Vergleiche
zur Masse des ganzen Schiffes und andererseits dauert es auch
zu lange, bis die herumgehenden Personen etwa von einer
Schiffsseite zur anderen gelangen. Sie miiBten schon sehr
schnell laufen, um im gleichen Takte mit den Kigenschwin-
gungen des Schiffes heriiber und wieder hiniiber gelangen zu
konnen, um es so zu kriiftigeren erzwungenen Schwingungen
anzuregen.

Anders ist es aber mit den groBen Dampfmaschinen, die
zur Forthewegung des Schiffes dienen. Die bewegten Teile
sind hier einerseits sehr schwer, so daB sie selbst gegeniiber
den Massen des ganzen Schiffes nicht vernachlissigt werden
konnen und andererseits bewegen sie sich auch mit grofien
Geschwindigkeiten. Es 1iBt sich daher leicht voraussehen,
daB die Schiffe durch die Massenverschiebungen, die sich in
regelmiifigem Wechsel in ihnen wiederholen, zn Schwingungen
veranlaBt werden, die sich oft sehr unangenehm bemerkbar
gemacht haben. Man hat daher auf Abhilfe gesonnen und diese
ist in praktisch befriedigender Weise durch das von Schlick
angegehene Massenansgleichsverfahren gefunden worden.

Die Forderungen, die erfiillt sein miissen, damit die be-
wegten Massen ganz ohne Einfluf auf die Bewegungen des
Schiffes bleiben, lassen sich auf sehr einfache Weise in folgen-
den beiden Sitzen aussprechen:

1. Der Schwerpunkt der beweglichen Massen muB
stets in relativer Ruhe zum Schiffe bleiben.

2. Der Drall der beweglichen Massen mubB fiir
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jeden auf dem Schiffe liegenden Momentenpunkt in
jedem Augenblicke gleich Null sein.

Denkt man sich ndmlich ein Schiff zuerst in Ruhe auf
ruhigem Wasser und hierauf die Maschinen im Leerlaufe (mit
abgekuppelten Schaufelridern oder Schrauben) in Bewegung
gesetzt, so muBl nach dem Schwerpunktssatze der Gesamt-
schwerpunkt des ganzen Punkthaufens nach wie vor in Ruhe
bleibhen. Wenn nun dafiir gesorgt ist, daB sich auch der
Schwerpunkt der beweglichen Teile fiir sich genommen nicht
verschiebt, so folgt, dal sich auch der Schwerpunkt des Schiffs-
korpers nicht verschieben kann. — Ferner muB nach dem
Flichensatze der Drall des ganzen Punkthaufens fiir jeden
Momentenpunkt gleich Null bleiben, da sich die #uBeren
Kriifte (Gewicht und Anftrieb) gegenseitic aufheben. Wird
diese Bedingung aber schon von den beweglichen Massen fiir
sich genommen erfiillt, so mufl auch das Moment der Be-
wegungsgrofie des Schiffskérpers dauernd gleich Null bleiben.
Das ist aber fiir den als starren Korper aufzufassenden Schiffs-
kérper nur méglich, wenn er keine Rotationshewegung um
eine durch den Schwerpunkt gehende Achse annimmt.

Hiermit ist bewiesen, daB der Schiffskorper, der vorher
in Ruhe war, auch dauernd in Ruhe bleibt, wenn die Maschinen
zu laufen beginnen. Eine Massenausgleichung, die die vorher
aufgestellten beiden Forderungen erfiillt, ist demnach eine voll-
kommene. — Es mige hier die Bemerkung eingeschaltet werden,
daf der Flichensatz (bis vor kurzem wenigstens) in technischen
Kreisen lingst nicht die Beachtung gefunden hat, die er in
Wirklichkeit verdient. Am deutlichsten geht dies aus dem
Umstande hervor, daB in den zahlreichen Arbeiten, die iiber
den Massenausgleich bald nach seiner Einfithrung in deutschen
und auslindischen Zeitschriften erschienen sind, niemals von
dem Flichensatze Gebrauch gemacht wurde. Man kann diesen
Satz freilich auch vermeiden; er ist niemals unentbehrlich, liBit
sich vielmehr stets, wenn es verlangt wird, durch die An-
wendung anderer Sitze ersetzen. Und zwar ist es im vor-
liegenden Falle das Prinzip von d’Alembert, mit dessen Hilfe
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die Aufgabe ebenfalls ohne Schwierigkeit gelost werden kann.
Bringt man nimlich an den bewegten Maschinenteilen die
Trigheitskrifte an, so miissen diese fiir jede Stellung der
Maschine den Gleichgewichtsbedingungen fiir Kriifte an einem
starren Kérper geniigen, wenn der Massenausgleich vollkommen
sein soll. Fiir die rasche und iibersichtliche Durchfiihrung der
Rechnungen und fiir die anschauliche Fassung ihrer Ergebnisse
eignet sich aber bei diesem Beispiele der Flichensatz besser,
als das d’Alembertsche Prinzip. Zugleich sei noch bemerkt,
daB man iiberhaupt in vielen Fillen bei der Behandlung einer
Aufgabe die Wahl hat, ob man sich dazu des Prinzips von
d’Alembert oder des Flichensatzes bedienen will. Dabei ist
aber nicht immer der Flichensatz im Vorteile. Man muB sich
vielmehr mit beiden wichtigen Hilfsmitteln vollstindig vertraut
machen, um im einzelnen Falle das am schnellsten zum Ziele
filhrende anwenden zu kdnnen.

Das Schlicksche Verfahren entspricht den aufgestellten
Forderungen nicht streng, sondern nur annihernd. Es laBt
sich ferner (von gewissen Ausnahmefillen abgesehen) nur an
Maschinen zur Anwendung bringen, die mindestens vier Zylinder
haben. Solche kommen bei den groBen Dampfern, die Maschinen
mit dreistufiger Expansion besitzen, ohnehin gewdhnlich vor,
da an Stelle eines einzigen Niederdruckzylinders, der zu groB
ausfallen wiirde, besser zwei genommen werden. Bei den
groBen Schnelldampfern hat man neuerdings auch Maschinen
mit sechs Zylindern ausgefiihrt. In diesem Falle kann man
sich dem vollkommenen Massenausgleiche noch mehr nihern,
als bei vier Zylindern. Hier geniigt es aber, wenn ich das
Verfahren fiir den einfachsten Fall der vierzylindrigen Ma-
schinen bespreche.

Abb. 23 gibt eine schematische Darstellung der Maschine
in zwel Ansichten, mit den Zylindern I bis IV. Geachtet wird
nur auf die Bewegungskomponenten der Kolben, Kolbenstangen,
Pleuelstangen und Kurbeln in der Richtung der Zylinderachsen.
Die dazu senkrechten Bewegungskomponenten fithren gegen-
iiber den anderen nur zu kleinen Bewegungsgrifien, die ebenso



§ 20. Massenausgleich b. Schiffsmaschinen n. d. Verfahren v. Schlick. 157

wie die Bewegungsgrofen der Steuerungsteile, Pumpen usw.
vernachlissigt werden sollen, da es sich nur um die Gewinnung
einer angenitherten Losung handelt.

Der Kolbenweg =, des ersten Kolbens, von dessen Totpunkt-
lage aus gerechnet, kann wie frither im I Bande, S. 210 der
8. Auflage in erster Anniiherung

Xy =17, — 1, COSQ, (104)
gesetzt werden, wenn » und ¢ die aus der Abbildung ersicht-
liche Bedeutung haben. Will man sich mit dieser Anniherung
nicht begniigen, so kann man, wie hier eingeschaltet werden
mag, nach den in § 32
des ersten Bandes ange-

stellten Entwicklungen
in zweiter Anniiherung

s et st i

A =r1(1 —cos @, +
(105)

;;1‘ (1 — ; cos 299))

setzen, wenn die Linge
der Pleuelstange mit 7 be-

T
i

wi

|

|

[

zeichnet wird. Manspricht
von einem Massenausglei-
che ,zweiter Ordnung®,
wenn bei der Berechnung von dieser genaueren Formel aus-
gegangen wird. Bei der vierzylindrischen Maschine, auf deren
Betrachtung wir uns hier beschriinken, kann aber nur der
Ausgleich ,erster Ordnung® durchgefithrt werden, der sich auf
die vorhergehende einfachere Formel fiir z stiitzt.

Aus dieser Formel fiir 2 folgt fiir die Geschwindigkeit v, der mit
M, bezeichneten Masse des ersten Kolbens und seiner Zubeharteile

Alle Kurbeln sind auf derselben Welle aufgekeilt und daher ist
B9 0% 00 20

dt — dt — dt  ar "
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Von der Winkelgeschwindigkeit u der Schiffswelle wird an-
genommen, dal sie als konstant betrachtet werden kénne.
Gestiitzt wird diese Annahme durch die Uberlegung, daB
schon geringe Anderungen in der Winkelgeschwindigkeit » zu
erheblichen Anderungen in dem Drucke zwischen der Schiffs-
schraube und dem Fahrwasser filhren, also auch eine groBe
Mehrarbeit des Dampfes gegeniiber der durchschnittlichen ver-
langen. Wie groB die Schwankungen von u sind, die etwa
erwartet werden kénnen, soll jetzt nicht weiter untersucht, jedenfalls
soll aber an der Schickschen Annahme festgehalten werden.?)
Fiir die Bewegungsgrofie der Masse J, hat man
M,v, = M, ur, sing, .

Die Richtung ist hier nicht besonders hervorgehoben; sie ist
in jedem Falle als lotrecht anzusehen und geht nach oben
oder unten, je nachdem sing positiv oder negativ ist. — Fiir
die Bewegungsgrofle der zum Zylinder II gehirigen verschieb-
lichen Massen erhilt man ebenso

Myvy = Myur, sing,

oder, wenn man den konstanten Winkelunterschied ¢, — ¢,
mit «, bezeichnet,

Myv, = Myury(sing, cos ¢, + cosg, sine,)
und ebenso fiir die Massen M, und M.

Die Bedingung, daB der Schwerpunkt der verschieblichen
Massen in Ruhe bleiben soll, kommt darauf hinaus, daB die
geometrische Summe der BewegungsgriBen fortwithrend gleich
Null ist. Mit Riicksicht darauf, daB hier nur gleich oder
entgegengesetzt gerichtete Geschwindigkeiten in Betracht zu
ziehen sind, was schon durch die Vorzeichen von sing,, sing,
usf. beriicksichtigt ist, haben wir daher die Gleichung

1) Im tibrigen kommt es auf die Veriinderlichkeit von «, wie aus
den Siitzen 1. und 2. auf S. 154 hervorgeht, solange es sich nur um die
Frage des Massenausgleichs handelf, iiberhaupt nicht an. Wenn jene
Bedingungen fiir irgendeine Geschwindigkeit erfiillt sind, bestehen sie
auch bei jeder anderen und daher auch bei einer beliebig veriinderlichen
Geschwindigkeit.
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M, ur, sing, + Myur, (sing, cosa, + cosg, sine,) +
+ Mgury (sing, cose; + cosg, sine,) +
+ M ur, (sing, cose, + cosg, sine,) = 0
Ordnen wir nach sing, und cosg, und streichen den ge
meinsamen Faktor u, so geht die Gleichung iiber in
sing, { M,r, + M,yr;cosey + Myr cosey + M,r, cose, | +
+ cosg, | O + M, sine, + Myry siney + M,r, sing, } =0.

Diese Gleichung muf} fiir jede Kurbelstellung, also fiir
jeden Wert des Winkels ¢, erfiillt sein, damit der Schwer-
punkt jederzeit in Ruhe bleibe. Dazu gehort, daB die beiden
Klammerwerte einzeln verschwinden. Wir gelangen damit zu
zwel Bedingungsgleichungen zwischen den Konstanten der
Maschine, die sich kiirzer in der Form

EZMrcose =0 und ZMrsine =0 (106)
anschreiben lassen. Die Summierung erstreckt sich hierbei
jedesmal auf alle vier Massen und Winkel, «, ist gleich Null
zu setzen, indem unter ¢, nach den vorausgehenden Fest-
setzungen immer der Winkel zu verstehen ist, den die nte
Kurbel mit der ersten bildet (diese Winkel im Sinne der Um-
laufrichtung der Maschine geziihlt). — Selbstverstindlich bleiben
iibrigens die Bedingungsgleichungen (106) auch fiir Maschinen
mit beliebig vielen Zylindern hestehen, von denen verlangt
wird, daB keine Schwerpunktsverschiebungen vorkommen, so-
lange man nur einen Massenausgleich erster Ordnung herbei-
fihren will. Fiir einen Ausgleich zweiter Ordnung wiren da-
gegen die vorhergehenden Betrachtungen unter Zugrundelegung
von Gl (105) an Selle von (104) in derselben Weise zu wieder-
holen und die Gleichungen (106) durch vier Gleichungen zu
ersetzen, in die die Bedingungsgleichung fiir den Schwerpunkt
zerfillt, wenn sie wiederum fiir jeden Wert des Winkels ¢,
erfiillt sein soll.

Wir bilden jetzt die statischen Momente der Bewegungs-
grofen. Die Wahl des Momentenpunktes ist hierbei gleich-
giiltig, denn wenn der Schwerpunkt ruht, ist, wie wir friiher
fanden, das Moment fiir jeden Momentenpunkt gleich groB. —
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Wir wiihlen den in Abb. 23 mit O bezeichneten Punkt oder
iiberhaupt irgendeinen Punkt auf der Achse des Zylinders I.
Das statische Moment der Bewegungsgrife der Massen I ver-
schwindet fiir diesen Momentenpunkt. Das Moment fiir II ist
M,yvya, = Mourya, (sing, cose, + cosg, sing,),
wobei mit a,, wie aus Abb. 23 ersichtlich, der Abstand der
Zylinderachse II von der Zylinderachse I bezeichnet ist. Die
Richtung des Moments ist nicht besonders ersichtlich gemacht;
sie steht in jedem Falle senkrecht zu der Ebene, in der alle
vier Zylinderachsen enthalten sind und zwischen der Richtung
nach vorn oder hinten wird durch das Vorzeichen des voraus-
gehenden Ausdrucks schon unterschieden. — Wenn die Summe
der Momente der Bewegungsgrifen fiir den Momentenpunkt
O und hiermit auch fiir jeden beliebigen Momentenpunkt ver-
schwinden soll, mufl auch die algebraische Summe der nach
dem vorigen Muster gebildeten Ausdriicke fiir alle Massen
gleich Null sein. Ordnen wir wieder wie vorher nach sing,
und cosg,, so lantet die Gleichung
sing, {0+ M,rya, cosey + Myrya, cosey + M,r a,cose, |+

+cosg, {0+ Myr,a, sine, + Myrya, siney + Mr,a, sine, } =0
und da diese fiir jedes ¢, erfiillt sein soll, zerfillt sie in die
beiden Bedingungsgleichungen

EMracose =0 und ZMrasine=0. (107)

Auch hier muB man sich die Summierung wieder auf alle vier
Zylinder erstreckt denken; fiir die erste Zylinderachse ist niim-
lich sowohl @, als «; gleich Null und hiermit fallen die zu-
gehorigen Ausdriicke, wie aus der vorigen Schreibweise zu er-
sehen, von selbst fort.

Das Schlicksche Verfahren beruht nun darauf, die Winkel
ayoge, und die Abstinde ayaya,, die dadurch freilich noch
nicht vollig bestimmt sind, jedenfalls so zu wiihlen, daB die
Gleichungen (106) und (107) erfiillt werden. Die Massen M
und die Kurbelhalbmesser » sind bei der Vornahme des Massen-
ausgleichs durch andere Riicksichten bereits als vorgeschrieben
zu betrachten. Die drei Winkel « sind dagegen zuniichst ganz
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zur Verfiigung des Konstrukteurs und von den drei Abstinden
a wenigstens die Verhiltnisse % und %, die ja auch in der
2 2

Tat aus den Gl (107) allein ermittelt werden konnen. Einer
von den Winkeln « kann also willkiirlich (oder auf Grund
anderer Anforderungen) gewiihlt werden. Dann folgen die
beiden anderen aus den Gl. (106) und hierauf die Abstands-
verhiiltnisse aus den Gl. (107). Man wird natiirlich die Wahl
des ersten Winkels « so einrichten miissen, daB die sich aus
Gl (107) ergebenden Abstandsverhiltnisse auch wirklich aus-

gefithrt werden kionnen. Wenn nidmlich etwa *:4 sehr groB

aus der Rechnung gefunden wiirde, so lieBe sich dies nicht
ausfithren, weil fiir @, ein gewisses Mindestmall wegen der
Abmessungen der Maschinen und fiir @, ein gewisses Hochst-
mafl wegen der Dimensionen des Schiffes vorgeschrieben ist.

Die sogenannten Schlingerbewegungen, d. h. die pendeln-
den Bewegungen des Schiffes werden dann zustande kommen,
wenn die vorher unter 2. angefiihrte Bedingung, also niherungs-
weise wenn die Gl (107) nicht erfiillt sind. Man erkennt
hieraus, dall gerade auf diese Gleichungen viel Wert zu legen
ist. Den Schwerpunkt unveriinderlich festzuhalten, hat man
sich auch frither schon ofters bemiiht; die grofle Bedeutung
der Gl. (107) fiir einen praktisch befriedigenden Massenausgleich
hat aber erst Schlick erkannt und damit einen wichtigen
Fortschritt im Baue der groBen Ozeandampfer herbeigefiihrt. —
Zugleich erkennt man iibrigens leicht aus den Gl (106) und
(107), dall eine Maschine mindestens vier Zylinder haben muB,
wenn der Ausgleich erster Ordnung allgemein moglich sein soll.

Anmerkung. Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist
vorausgesetzt, dal die ganze Maschine ein Gestell hat, das hin-
reichend widerstandsfithig ist, um die zwischen den einzelnen Teilen
auftretenden inneren Krifte ohne merkliche Formiinderung iiber-
tragen zu kinnen. Anderenfalls wiirden auch bei einem vollkommenen
Massenaunsgleiche Schwingungen entstehen konnen, die nicht in Be-
wegungen des Schiffes als starrer Kérper, sondern in Form#inderungs-
bewegungen des Schiffskorpers bestehen wiirden.

Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 11
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§ 21. Anwendung des Fldachensatzes auf die Theorie der
Turbinen.

Wiihrend des gleichférmigen Ganges einer Turbine besitzt
der aus dem Laufrade samt Welle und Wasserinhalt be-
stehende Punkthaufen stets dieselbe Bewegung. Daher behilt
auch der auf die Umdrehungsachse bezogene Drall B dieses
Punkthaufens immer denselben Wert, falls man in jedem
Augenblicke immer jene Wasserteilchen in Betracht zieht, die
sich grade im Laufrade befinden. Bei der Anwendung des
Flichensatzes kommt es aber nicht auf den in dieser Weise
berechneten Drall an, sondern auf jenen, der stets auf die-
selben materiellen Punkte bezogen wird. Dieser erfihrt
wegen des Weiterstromens der Wassermasse durch die Turbine
eine Anderung, die fiir ein Zeitelement d# berechnet werden soll.

Bezeichnet man mit M die Masse des die Turbine in der
Zeiteinheit durchstromenden Wassers, so tritt wihrend d¢ eing
Wassermasse Md¢ mit irgendeiner absoluten Geschwindigkeit.
v, in das Laufrad ein und eine ebenso grofie Masse verlifit
das Rad mit einer Geschwindigkeit v,. Die Anderung dB
des auf dieselben Mgssen wie zu Anfang von d¢ bezogenen
Dralls ist dann, da sich im iibrigen nichts gefindert hat, gleich
dem Unterschiede zwischen den statischen Momenten der Be-
wegungsgroBen fiir die austretende und fiir die eintretende
Wassermasse Mdt.

Am einfachsten ermittelt man diese Momente, indem man
die Geschwindigkeiten », und v, auf die Richtungen der zu-
gehorigen Umfangsgeschwindigkeiten des Laufrads projiziert.
Bezeichnet man diese Projektionen mit v, cose;, und v, cose,
(wobei also unter ¢, und « die Winkel zwischen den Rich-
tungen der v und der Bewegungsrichtung des Laufrads an
der gleichen Stelle zu verstehen sind) und die Abstinde von
der Umdrehungsachse mit », und »,, so hat man

dB = Mdt(v, coseyry, — v, COB&, 1y).
Nach dem Flichensatze ist dann das ebenfalls auf diese Um-
drehungsachse bezogene statische Moment K der duBeren Krifte,



§21. Anwendung des Flichensatzes auf die Theorie der Turbinen. 163

die (etwa durch Vermittlung einer aufgekeilten Riemenscheibe)
auf die Laufradwelle iibertragen werden miissen, um diese in
gleichformigem Gange zu unterhalten,

K= ‘fglf = M(v, cosayry, — v, cOSet, 7,). (108)

Aus K folgt die Arbeit 4, die von der Turbine in der

Zeiteinheit nach auflen hin abgegeben wird, durch Multipli-
kation mit der Winkelgeschwindigkeit u, also

A = Mu(vycoseyr, — v, cose,r,). (109)

Durch einfache Umrechnungen, auf die hier nicht weiter
eingegangen zu werden braucht, kann man die absoluten Ge-
schwindigkeiten », und v, auch in den Relativgeschwindig-
keiten gegen das Laufrad in Verbindung mit den Umfangs-
geschwindigkeiten wur;, und wr, des Laufrads ausdriicken. Die
in dieser Weise umgeformte Gleichung wird von Zeuner als
die erste Hauptgleichung der Turbinentheorie bezeichnet.
Eine zweite Hauptgleichung, die zur vorigen hinzutreten muB,
um alle in der Aufgabe vorkommenden Grifien berechnen zn
konnen, erhilt man nach Zeuner, indem man fiir 4 noch einen
zweiten Ausdruck auf Grund des Satzes von der lebendigen
Kraft aufstellt und ihn dem vorigen gleichsetzt. Aus der so
erhaltenen zweiten Hauptgleichung berechnet man die Ge-
schwindigkeiten, mit denen das Wasser das Rad durchstromt
and hierauf nach der ersten Hauptgleichung die Leistung A
der Turbine, auf deren Ermittlung es namentlich ankommt.

Die weitere Durchfithrung der Rechnung wiirde iiber den
Rahmen dieses Buches hinausgehen; es handelte sich hier nur
darum, zu zeigen, auf wie einfache Art man mit Hilfe des
Flichensatzes zur ersten Hauptgleichung gelangen kann, die
sonst auf viel umstiindlicherem Wege abgeleitet wird.

Die Aufgaben
zu diesem Abschnitte sind mit denen der beiden folgenden vereinigt
und am Schlusse des vierten Abschnitts abgedruckt.

10:%



Dritter Abschnitt.

Dynamik des starren Korpers.
§ 22. Das Triigheitsellipsoid.

Schon frither haben wir wiederholt gesehen, daB fiir die
Drehbewegungen eines starren Korpers das auf die Dreh-
achse bezogene Triigheitsmoment eine dhnliche Bedeutung hat,
wie die Masse fiir die Bewegung eines materiellen Punktes.
Hierbei besteht jedoch der wesentliche Unterschied, dafll die
Masse fiir alle Bewegungsrichtungen denselben unveréinder-
lichen Wert behilt, wihrend das Triigheitsmoment fiir ver-
schiedene Richtungen der durch den Schwerpunkt gezogenen
Drehachsen ganz verschiedene Werte annimmt. Diese Ab-
hiingigkeit zu untersuchen, soll unsere nichste Aufgabe bilden.
Fiir die Trigheitsmomente von Querschnittsflichen in bezug
auf alle Achsen, die in der Ebene des Querschnitts enthalten
sind, ist diese Aufgabe schon im dritten Bande (§ 19, S. 88
d. 3. Aufl.) gelost worden. Damit allein kommen wir aber in
der Dynamik des starren Korpers micht aus und wir miissen
daher jene fritheren Betrachtungen entsprechend ergiinzen.

Wir withlen irgendeinen Punkt O auf dem starren Korper
aus und nehmen an, daB der Korper in einem bestimmten
Augenblicke eine Drehbewegung um irgendeine durch den
Punkt O gehende Achse ausfiihre. Die Winkelgeschwindig-
keit sei, als gerichtete Grofe aufgefalBt, mit u bezeichnet. Die
Richtung von u gibt die Richtung der Drehachse und der
Pfeil von # den Umdrehungssinn an, wie es schon im ersten
Bande (8. 120 d. 3. Aufl.) ausfiihrlich auseinandergesetzt wurde.
Bei den wichtigsten Anwendungen, die von den nachfolgenden
Entwicklungen gemacht werden sollen, fillt der Punkt O mit
dem Schwerpunkte S zusammen. Auf diesen Fall bezieht sich
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auch die nebenstehende Abb. 24, in der u in der besprochenen
Weise von S aus abgetragen ist. Indessen kinnte an Stelle von
S auch irgendein anderer Punkt O des Korpers treten, ohne
daB dadurch an der Giiltigkeit der nachste-
henden Betrachtungen etwas geiindert wiirde.

Der Radiusvektor, den man von O aus
mach irgendeinem Massenteilchen m des
starren Korpers ziehen kann, sei mit r und
die augenblickliche Geschwindigkeit von m
mit v bezeichnet. Dann ist nach Bd. I,
Gl. (58)

b= — an‘, Abb. 24.

wobei nur zu beachten ist, daB der damals mit t” bezeichnete
Vektor jetzt r geschrieben ist.

Wir berechnen jetzt die lebendige Kraft L des Korpers
bei dem vorausgesetzten Bewegungszustande. Allgemein hat man

o1
L=2 2131112,

und durch Einsetzen des Wertes von v geht dies iiber in

L= ; Sm(Vur).

Dieser Ausdruck kann noch auf verschiedene Art weiter
umgestaltet werden. Bezeichnet man die zu u senkrecht
stehende Komponente von r, also den rechtwinkligen Abstand
der Masse m von der Drehachse mit p, so erhilt man fiir das
Quadrat des #uBeven Produkts aus u und r einfach u®p® wo-
bei u den Absolutwert von u bedeutet. Hiermit findet man

i g 1
L =5uSmp’=u'0, (110)
wenn das Triigheitsmoment des Korpers in bezug auf die ge-

gebene Drehachse mit @ bezeichnet wird.

Andererseits denken wir uns ein beliebiges rechtwinkliges
Koordinatensystem X 1YZ mit dem Ursprunge in O gezogen.
Zerlegen wir die Vektoren in ihre Komponenten nach diesem
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Koordinatensystem, so erhalten wir durch Anwendung der in
GL (53), Bd. I, S. 94 d. 3. Aufl. gegebenen Rechenvorschrift
131 . |
p=—Vur=—|uuus —i(ugy — us2) + j(u,2 — uz) +
Yz
+ tupz — uy),

wobei die Koeffizienten von ijf die Komponenten von b bilden.
Daraus ergibt sich fiir das Quadrat der Geschwindigkeit der
Ausdruck

0¥ = (uyy — wpe)* + (w2 — uy2)* + (g2 — w,y)?,
und wenn man dies in I einsetzt, ausquadriert und die Summe
in ihre einzelnen Glieder zerlegt, erhilt man

L= % wl(Zma + Zmy®) + %ug (Zme® + Zma?) +

-+ éug (Zmy? + Zma®) —uu, Imay — uug Emaz —
— Uty Zmyz .
Nun ist aber nach dem pythagoreischen Lehrsatze
y? + 2° gleich dem Quadrate des senkrechten Abstandes der

Masse m von der X-Achse. Bezeichnen wir also das Triigheits-
moment des starren Koérpers fiir die X-Achse mit @,, so wird

6, = Zmy* + Zmza*. (111)
AuBerdem setzen wir, wie friiher schon in der Festigkeits-

lehre,
D, = Zmzy

und nemnen @ das Zentrifugalmoment des Korpers fiir die

X- und Y-Achse. Hiermit geht der Ausdruck fiir L iiber in
L= %ui e, + %ug e+ %u_;" 0, — wu, @, — wyu, D, —
— gty D, . (112)
Der Vergleich dieser Formel mit Gl. (110), in der
w? =i + ul + ud
gesetzt werden kann, gestattet das zu irgendeiner Achse u

gehorige Trigheitsmoment @ in den auf die Koordinaten-
achsen bezogenen Momenten @ und @ auszudriicken. Be-
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quemer ist es aber, den Zusammenhang zwischen diesen GriBen
durch eine einfache geometrische Darstellung znm Ausdrucke
zu bringen.

Zu diesem Zwecke wollen wir uns eine groBe Zahl von
Strahlen durch den Punkt O gelegt und fiir jeden dieser Strahlen
ermittelt denken, mit welcher Winkelgeschwindigkeit der starre
Korper um diesen Strahl als Achse rotieren miifte, wenn die
zugehorige lebendige Kraft einen bestimmt vorgeschriebenen
‘Wert L, annehmen sollte. Auf jedem Strahle sei die aus
dieser Bedingung ermittelte Winkelgeschwindigkeit u, so wie
es in Abb. 24 fiir einen von ihnen geschehen war, als Vektor
abgetragen. Die Endpunkte aller dieser u liegen auf einer
Fliche, die den Punkt O von allen Seiten her umgibt. Die
Koordinaten eines Punktes dieser Fliche im Koordinatensysteme
X YZ sind w,uyu; und GL (112) stellt daher, wenn wir uns
fiir I den beliebig gewiihlten, aber unveriinderlichen Wert L,
eingesetzt denken, die Gleichung der Fliche dar. Sie ist fiir
die u,uyu; vom zweiten Grade. Die Fliche muB daher, da
wir aullerdem wissen, daB sie sich nach keiner Richtung hin
ins Unendliche erstrecken kann, ein Ellipsoid sein. Der Punkt O
ist der Mittelpunkt des Ellipsoids, weil die Gleichung immer
noch erfiillt ist, wenn man darin u, wyu; durch — o, — w,, —
ersetzt.

Fithren wir ferner in GL (110) an Stelle des Trigheits-
moments @ den Trigheitshalbmesser ¢ ein, indem wir

O = M
setzen, also unter M die Masse des ganzen Korpers verstehen,
so erhalten wir ‘

L=;uiM. (113)

Hiernach ist jeder Halbmesser u des Ellipsoids, fiir das I den
konstanten Wert I, hat, dem auf die gleiche Achse bezogenen
Trigheitshalbmesser 7 umgekehrt proportional. Wegen dieses
Zusammenhangs mit den Trigheitsmomenten wird das Ellip-
soid als das Trigheitsellipsoid bezeichnet.

Im allgemeinen ist das Ellipsoid dreiachsig und seine drei
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Hauptachsen heiBen zugleich die drei Haupttrigheitsachsen des
Kérpers fiir den Punkt O. Das Ellipsoid kann aber auch ein
Umdrehungsellipsoid sein, und dann wird jede in der Aquator-
ebene liegende Achse als eine Hauptirigheitsachse bezeichnet.
Geht das Ellipsoid endlich in eine Kugel iiber, so kann jede
Achse als eine Hauptachse angesehen werden.

In allen Fillen gilt aber fiir eine Hauptachse die Be-

ziehung

00 =0, (114)
wenn man unter 0 ® die Anderung versteht, die das Triigheits-
moment beim Ubergange von einer Achse zu einer ihr un-
endlich nahe benachbarten erfihrt. Gl (114) gibt némlich die
Bedingung dafiir an, daB das Trigheitsmoment fiir die be-
treffende Achse ein Maximum oder Minimum oder im Falle der
Kugel, daB ® konstant ist.

Bisher verstanden wir unter X Y'Z ein beliebig orientiertes
Koordinatensystem. Nachdem wir aber erkannt haben, daB
man stets mindestens auf eine Art drei zu einer senkrecht
stehende Hauptachsen angeben kann, ist es fiir die weitere
Untersuchung von Vorteil, die drei Koordinatenrichtungen mit
diesen Hauptachsen zusammenfallen zu lassen. Dann verein-
facht sich auch Gl (112). Um dies zu erkennen, wollen wir
von irgendeinem Punkte des Trigheitsellipsoids zu einem
Nachbarpunkt tibergehen, der ebenfalls auf dem Ellipsoid liegt
und die Anderungen, die die Koordinaten u, u,u; bei diesem
Ubergange erfahren mit dwu,du,du, bezeichnen. Mit L = I,
ist GL (112) fiir jeden Punkt der Fliche erfiillt und zwischen
den du muB daher die Beziehung bestehen, die aus Gl (111)
durch Bildung der Differentialien hervorgeht, niimlich

w0 0u, @, + 100, 0, + 14300, O, — w4, Oty D

—w, Oy @, — g0ty D, — ity @-w — g 01ty D, - 0.

Das gilt fiir jede Stelle des Ellipsoids und fiir jeden Uber-
gang zu einer Nachbarstelle. Wenden wir dagegen die Glei-
chung fiir einen der auf der X-Achse liegenden Punkte des
Ellipsoids an, so ist u#, = uy = 0 zu setzen und die Gleichung

— us 0w, B, —
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vereinfacht sich zu
w0, @, — w, oy D

oy — u, du, @, = 0.

Da wir uns aber dafiir entschieden hatten, die X-Achse
mit einer Hauptachse zusammenfullen zu lassen, haben wir an
dieser Stelle auBerdem auch noch

du, =0
zu setzen, womit die Gleichung iibergeht in
duy @, + dug®, = 0.
Das muB gelten fiir jede Richtung, in der wir vom Scheitel-
punkt zu einem Nachbarpunkt iibergehen, also fiir jedes Ver-
hiltnis von du, zu dug. Daraus folgt, daB zugleich

?,=0 und @, =0

sein mufl. Hiermit ist bewiesen, daB die Zentrifugal-
momente fiir die Hauptachsen gleich Null sind, denn
derselbe SchluB wie fiir die X-Achse wiirde sich auch fiir die
anderen Hauptachsen wiederholen lassen.

Wenn die Koordinatenachsen mit Haupttriigheitsachsen zu-
sammenfallen, vereinfacht sich daher Gl. (112) zu

1 4 1 1 4
L= §“I@x+§“§ 6, +3u30,. (115)

Bezeichnet man die Winkel, die irgendeine Achse mit
den drei Hauptachsen bildet mit «fy, so folgt fiir das dieser
Achse zugehorige ® aus dem Vergleiche der Gleichungen (110)
und (115) :

0 = @,cos*a + O,cos’f + O, cos’y. (116)

Hiermit ist die Aufgabe, die wir uns zuniichst gestellt haben,
vollstindig geldst.

§ 23. Drall und Drall-Ellipsoid.

So wie vorher fiir die lebendige Kraft bilden wir jetat
auch den Ausdruck fiir den Drall B des mit der Winkel-
geschwindigkeit n um den beliebigen Punkt O rotierenden
starren Korpers, und zwar fiir den Punkt O selbst als Mo-
mentenpunkt. Hierbei mag jedoch gleich bemerkt werden,
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daB, wenn O mit dem Schwerpunkt S zusammenfillt, die

Wahl des Momentenpunktes gleichgiiltig ist, da, wie wir in

§ 18 unter b) fanden, der Drall fiir jeden Momentenpunkt den-

selben Wert annimmt, wenn der Schwerpunkt ruht.
Allgemein war nach der Definition des Dralls

B=3Vmn- t

und wenn man fiir v den hier zutreffenden Wert einsetazt, geht
dies iiber in

B=—3VmVur)- ¢

oder nach Vertauschung der Faktoren in dem einen der iuBeren
Produkte

B=3ImVrVur. (117)

Man muB also zuniichst das #uBere Produkt aus u und r
bilden, dann dieses selbst wieder als zweiten Faktor eines
duBeren Produkts ansehen, dessen erster Faktor r ist, um hier-
auf nach Multiplikation mit m und Summierung iiber alle Teile
m des Korpers 8 zu erhalten. Das ist eine sehr umstindliche
Rechenvorschrift, die sich aber durch eine weit einfachere er-
setzen lifit. Nach einer der bekanntesten Formeln der Vektor-
algebra kann nimlich, wenn B E beliebige Vektoren be-
deuten, stets

VAVBE=98-%6— 6. % (113)

gesetzt werden. Die rechte Seite dieser Gleichung besteht aus
zwei Gliedern, von denen das erste den Vektor B als Faktor
enthiilt und daher mit ihm gleichgerichtet ist; denn der andere
Faktor WG ist ein inneres Produkt aus ¥ und € und als
solches eine GriBe ohne Richtung. Ebenso ist das zweite
Glied mit — @ gleichgerichtet.

Bisher ist die Formel (118) in diesem Buche nicht vor-
gekommen. Ich werde daher nicht unterlassen diirfen, hier
einen Beweis dafiir einzuschieben. Erfreulicherweise hat ja
allerdings das Rechnen mit Vektoren in den letzten Jahren
sehr zugenommen, und im Zusammenhange damit hat man auch
damit begonnen, die einfachsten Rechengesetze fiir Vektoren in
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den mathematischen Vorlesungen an einzelnen Hochschulen zu
behandeln. Wenn das schon allgemein eingefithrt wiire, kiinnte
ich von einem Beweise fiir Formel (118), der an sich von rein
mathematischer Art ist und mit der Dynamik sachlich so
wenig zu tun hat, wie irgendeine andere mathematische
Formel, absehen. So wie die Dinge heute liegen, muB ich
mich aber doch zur Wiedergabe des Beweises entschlieBen.
Nach Gl (53), Bd. I, 8. 94 der 3. Aufl. ist

[t § ¢
V86— B B, B, -
10, G, G,
= i(B,C, — B,C,) + (B, C, — B,C,) + ¥(B,C, — B,C)

und hiernach auch
[ j 4 ;
VaVse = 4, 4, 4, .
| (8,6, — B, )) (B,G, — B,G;) (BC, — B,))|
Entwickelt man die Determinante, so erhiilt man zuniichst
fiir die i-Komponente
i(“12191 Cg - AeBzcl = A*.zBs 01 + ASB103):
oder wenn man A4, B, C, einmal als positives und einmal als
negatives Glied zufiigt,

H{B,(4,0, + 4,0, + 4,6) — C, (4, B, + 4, B, + 4, B;)},
d. h. wenn man sich der Bedeutung der in den runden Klammern
stehenden Summen erinnert

i{B,-AC—C, -AB}.
Genau ebenso findet man fiir die j-Komponente

ji{B,-AC — G, - AB}
und entsprechend auch die letzte Komponente. FaBt man aber
alle drei Komponenten wieder zusammen, so erhilt man nach
Herausheben der drei gemeinsamen Faktoren
UAC - (iB, +iB, +18;) —AB - (iC, + jC, + 1Cy),
d. h. genau den in Gl (118) angegebenen Wert. Hiermit ist
der verlangte Beweis erbracht.
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Kehren wir nach dieser Unterbrechung wieder zu Gl (117)
zuriick, so geht sie durch Anwendung der in Gl (118) aus-
gesprochenen Rechenvorschrift iiber in

B=Zmu-r*—r-ur),
oder nach Spaltung des Ausdrucks in zwei Glieder in
B=u Ime*— Zmr. ur. (119)

Diese Gleichung ist sehr wichtig und wir miissen sie da-
her noch niher im einzelnen besprechen.

Der Drall B stellt sich hiernach als eine geometrische
Summe aus zwei Gliedern dar. Hiervon ist das erste Glied
gleichgerichtet mit u und auch proportional mit der absoluten
GroBe der Winkelgeschwindigkeit. Der andere Faktor des
ersten Gliedes ist richtungslos und stets positiv; er stellt das
polare Triigheitsmoment des Korpers fiir den Punkt O dar.
Setzt man

=2ty
und beachtet die durch Gl. (111) ausgesprochenen Beziehungen,
so erhilt man

Zmr? = % (0. +8.16,). (120)

Wenn man z B. imstande ist, die Tragheitsmomente des
Korpers fiir die drei durch den Punkt O gehenden Hauptachsen
anzugeben, kennt man hiernach das erste Glied in dem Aus-
drucke fiir 8 vollstindig. — Das zweite Glied macht etwas
mehr Schwierigkeiten; insbesondere liBit sich nicht unmittelbar
erkennen, in welcher Richtung es geht. Man kann es indessen
auch leicht auf die schon in dem Ausdrucke fiir die lebendige
Kraft vorkommenden Summenausdriicke zuriickfithren. Fiir ut
hat man niimlich in.der Koordinatendarstellung

UY = w0 & + Uyl + Uy
und die X-Komponente von Zmr - ur geht daher iiber in
Zma(ux + Uy + ug2).
Wenn die Koordinatenachsen mit den Trigheitshauptachsen
zusammenfallen, heben sich die Zentrifugalmomente fort und
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man behilt
u, Emz®
und entsprechend bei den anderen Komponenten.

Zerlegt man auch den Drall 8 selbst in seine Komponenten
nach den Haupttriigheitsachsen, so erhilt man aus Gl (119)
zuniichst fiir die i-Komponente, die wir mit B, bezeichnen

B, = u, Zmv? — u, Ema® = u, Im(v? — 2%) =
=u, Zm(y® + &) =4, 6,.
Im ganzen ldBt sich daher 8 auch in der folgenden Weise
darstellen:

B — i, 6, + ju, 0, + tu, O, (121)
giiltig fiir das mit den Haupttriigheitsachsen zusammenfallende
Koordinatensystem.

Diese Formel ist sehr niitzlich. In vielen Fiillen wird es
aber vorzuziehen sein, an ihrer Stelle die urspriingliche G1. (119)
zu verwenden, wenn es moglich ist, den Wert Zmr - uv auf
einfache Art zu ermitteln.
Wie dies bei beliebig ge-
gebener Korpergestalt mit hin-
linglicher Genaunigkeit sofort
geschehen kann, mége in An-
lehnung an Abb. 25 bespro-
chen werden. Man teile den
Korper durch Schnitte, die
senkrecht zu u gezogen sind,
in eine Anzahl von Scheiben
ein, so daf sich die Schei-
bendicke nitherungsweise als
unendlich klein betrachten
lit. Eigentlich hitte man dazn unendlich viele Schnitte zu
fiilhren; aber der Fehler, der daraus entsteht, daB man nur
eine geringe Zahl anmimmt, macht nicht viel aus, wenn man
die Schnitte nur sonst passend withlt. Eine der Scheiben, die
in Abb. 25 schraffiert ist, mége die Ordnungsnummer % tragen.
Fiir alle Massen m, die zu ihr gehdren, hat ur denselben
Wert, niimlich wa,, wenn mit a, der senkrechte Abstand der

Abb. 25,
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Scheibe von O bezeichnet wird. Zu der Summe Zmr - ur, die
wir berechnen wollen, liefert daher die Scheibe » den Beitrag
ua, Z mv =ua, M3,
wenn mit §, der nach dem Schwerpunkt der Scheibe gezogene
Radiusvektor und mit M, die Masse der Scheibe bezeichnet
wird. Fiir jede Scheibe wird man also den Schwerpunkt auf-
zusuchen und hierauf den vorstehenden Ausdruck zu bilden
haben. Man braucht nachher nur die geometrische Summe
durch graphische Aneinanderreihung aller dieser Werte unter
Zugrundelegung eines geeigneten Mafistabes zu bilden, um so-
fort Zmr - ur nach Richtung und GriBe zu erhalten. Hierbei
ist tibrigens zu beachten, dall jene Abstiinde @, die im Sinne
von u hin liegen, positiv, jeme aber, die nach der entgegen-

gesetzten Richtung zihlen, negativ einzusetzen sind.

Das Verfahreu gestattet namentlich eine sehr schnelle un-
gefihre Schiitzung der Richtung des Gliedes Zmr - ur vom
Dralle. Man sieht z. B. sofort, daB bei einer linglichen Ge-
stalt des Korpers, wie in Abb. 25, fiir einen nicht weit von der
Achse liegenden Punkt O die Richtung von Zmt - ur jeden-
falls nicht viel von der Figurenachse abweichen kann, wihrend
das erste Glied von 8 in die Richtung von u fillt. Hieraus
lift sich auch erkennen, in welchem Sinne die Richtung von
B von der Richtung von u abweichen wird. Man darf dabei
natiirlich nicht vergessen, daB wegen des Minuszeichens vor

Zmr - urin Gl (119) der Pfeil zuvor umzukehren

ist. Ferner ist zu beachten, daf der Absolutwert

3 von Zmt - ur jedenfalls kleiner ist, als der des

anderen Gliedes n Zmr*. Auf Grund dieser Er-

wigungen vermag man z B. leicht einzuschitzen,

daB bei der in Abb. 26 angedeuteten Korpergestalt

zu der dort angegebenen Richtung von u ungefihr

die ebenfalls eingetragene Richtung von B ge-

héren wird. Diese Bemerkungen sind deshalb

von Wichtigkeit, weil bei den Anwendungen

der Theorie eine ungefihre Abschiitzung oft schon voll-
stindig geniigt.

Abb. 26.
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Ubrigens kann der Winkel, den die Richtungen von 8
und u untereinander einschlieBen, unter allen Umstinden nur
ein spitzer, niemals ein stumpfer oder rechter sein. Man er-

kennt dies, wenn man das innere Produkt aus 8 und u bildet.
Dafiir erhilt man nach GI. (119)

uB = 2 Imr? — Zm(ur)?
oder auch, wenn man u = uu, setzt, also unter u den Absolut-
wert der Winkelgeschwindigkeit und unter u, einen in der
Richtung der Drehachse gezogenen Einheitsvektor versteht,
u8 = u*(Zmr* — Em,v)®) = Zm(r* — 1)) =
=wZmp' =u?@ =21L, (122)
wenn p und L in derselben Bedeutung wie im vorigen Para-
graphen gebraucht werden. Da die lebendige Kraft L jeden-
falls positiv und von Null verschieden ist, kann der Winkel
zwischen 8 und u nur ein spitzer sein.

Die Projektion von B auf die Drehachse sei mit B’ be-
zeichnet. Dann ist B’ zugleich der Drall bezogen auf die
Drehachse als Momentenachse, wie aus der Lehre von den
aaf Achsen bezogenen statischen Momenten bekannt ist (vgl
§ 17, Bd. I, S. 90 d. 3. Aufl.). Das innere Produkt aus u und 8
wird gleich ¥ B" und die vorige Gleichung geht iiber in

B =u®. (123)

Wir haben uns ferner die Frage vorzulegen, unter welchen
Umstiinden 8 und n auf dieselbe Richtungslinie fallen. Das
konnen wir am einfachsten auf Grund von Gl. (121) entscheiden.
Ist z. B. uy = ug = 0, so folgt aus dieser Gleichung

B=iu60,=u06,,
d. h. Drall und Winkelgeschwindigkeit sind immer
dann gleich gerichtet, wenn sich der Kérper um eine
Haupttrigheitsachse dreht. Allgemein lautet die Bedingung
fiir gleiche Richtung von B und u nach GL (121)
U O, U O, ug O = 10, 2 Uy : Uy,

und diese kann fiir einen Korper mit dreiachsigem Trigheits-
ellipgoid nur dann erfiillt sein, wenn zwei der drei Winkel-
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geschwindigkeitskomponenten u,uyu, gleich Null sind, d. h. nur
fiir eine Drehung um eine der drei Hauptachsen. Ist das Trig-
heitsellipsoid eine Kugel, also @, = @ = @,, so sind 8 und u
stets gleich gerichtet, aber dann kann auch jede Achse als
Hauptachse angesehen werden. Ist dagegen nur ®, = 6,, das
Trigheitsellipsoid daher ein Umdrehungsellipsoid, so ist die
Bedingung erfiillt, wenn entweder u, = u; = 0, oder auch wenn
u, = 0 ist, withrend in diesem Falle u, und u; beliebige Werte
haben konnen, d. h. also sowohl fiir die Umdrehungsachse des
Ellipsoids als auch fiir jede in der Aquatorebene liegende Achse.
Aber auch diese Achsen sind zugleich Haupttriigheitsachsen.
Wir kionven daher den vorhin ausgesprochenen Satz dahin er-
weitern, dall Drall und Winkelgeschwindigkeit immer
dann, aber auch nur dann gleich gerichtet sind,
wenn sich der Korper um eine Haupttrigheitsachse
dreht.

Im vorigen Paragraphen hatten wir alle moglichen Dreh-
bewegungen um die durch O gehenden Achsen besprochen, die
simtlich zu demselben Werte L, fiir die lebendige Kraft fiihrten.
Jetzat wollen wir zu jeder dieser Bewegungen mit konstanter
lebendiger Kraft auch den zugehdrigen Drall ermitteln und alle
diese Vektoren B nach Richtung und Grife vom Punkte O
aus abtragen. Die Endpunkte aller dieser Strecken liegen auf
einer Fliche, von der sich leicht zeigen liBit, daB sie ebenfalls
ein Ellipsoid ist, das wir das Drall-Ellipsoid nennen wollen.

Zum Beweise dieser Behauptung mache ich zunichst daranf
aufmerksam, daB B nach den Gl (119) oder (121) linear von
u abhiingig ist. Zerlegt man niimlich n in irgend zwei Teile
#t = 1"+ u” und berechnet die zu u" und n” gehérigen Drall-
werte B und B, so ist auch der ganze zu u gehorige Drall
B =B + B", wie aus den Gleichungen unmittelbar hervorgeht.
Hiernach entsprechen allen Strahlen u, deren Endpunkte auf
einer beliebigen Geraden liegen, zugeordnete Strahlen 8, deren
Endpunkte ebenfalls auf einer anderen Geraden enthalten sind.
Hiernach wird durch die Gleichungen (119) oder (121) jedem
Punkte des Raumes (als Endpunkt von u betrachtet) ein an-



§ 23. Drall und Drall-Ellipsoid. 177

derer Punkt des Raumes (als Endpunkt von 8) zugeordnet in
der Weise, dal eine kollineare Abbildung des Raumes entsteht.
Nun lager: die Endpunkte jener u, die alle zu demselben Werte
L, fiir die lebendige Kraft fithrten, auf dem Trigheitsellipsoid
und die Endpunkte aller 8 liegen daher auf einer Fliche, die
als die kollineare Abbildung des Trigheitsellipsoids angesehen
werden kann. Die kollineare Abbildung des Ellipsoids kann
aber nur wieder ein Ellipsoid mit denselben Richtungen der
Hauptachsen sein.

Anstatt sich auf diese Eigenschaften der kollinearen Ab-
bildung zu stiitzen, kann man aber den Beweis natiirlich auch
unmittelbar auf Grund der GL (119) oder (121) fiihren. So
erhiilt man aus Gl (121) fiir die Komponenten von B

B =uw®,; D,=u0 B, =u,0,,
und zwischen den Koordinaten u wu,u; des Trigheitsellipsoids
besteht die Gleichung

¥?

n’

i u, u§
+ w? = 11

wenn mit w,u u, die Halbachsen des Tragheitsellipsoids be-

zeichnet werden. Driickt man die w, uy,u, in den B, B, B, aus

und setzt sie in die vorstehende Gleichung ein, so erhilt man
B B

GH + u, 6} T u’@" =1

7

und das ist die Gleichung des Drallellipsoids, dessen Koordi-
naten B, B, B, sind. Man kann sie noch etwas -einfacher
schreiben, indem man bedenkt, da w,@, = B,, d. h. gleich
dem Drall fiir eine Bewegung um die X-Achse ist, womit die
Gleichung ubergeht in

B

B=+32+B==1'

Um den Zusammenhang zwischen beiden Ellipsoiden noch
weiter zu erforschen, bilden wir die Anderung 4%, die B er-
fahrt, wenn man u irgendeinen unendlich kleinen Zuwachs du
erteilt. Aus Gl (119) findet man

0B =du- Zmr?— Zmr - dur,

Foppl, Dynamik. 3, Aufl. 12
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und wenn man dies mit u auf innere Art multipliziert
W =unon- Tmr — Zmur- dur
=du{n-Zme* —Zmur.v}=Bou.
Wir haben also die bemerkenswerte Beziehung
udB = Bou (124)
gefunden, und zwar giiltig fiir beliebige Zuwiichse du. Be-
trachten wir aber weiterhin nur solche Zuwiichse du, die einen
Halbmesser u des Trigheitsellipsoids in einen benachbarten
Halbmesser u + du iiberfithren, oder die mit anderen Worten

unendlich kleine Bégen auf dem Trigheitsellipsoid bilden, so
folgt ferner aus Gl. (122), nimlich
u =21,
durch Differentiation auch
ud® + Bou = 0.
Da aber beide Glieder auf der linken Seite schon als gleich
erkannt sind, folgt, daB jedes von ihnen gleich Null sein muB.
Man hat also
08 =Bou=20. (125)

Diese Gleichungen haben eine einfache geometrische Be-
deutung. Alle unendlich kleinere Bigen du, die man von
einem Punkte des Ellipsoids aus in verschiedenen Richtungen
ziehen kann, sind néimlich in der durch diesen Punkt gehenden
Tangentialebene des Ellipsoids enthalten. Die Gleichung 8du =0
sagt daher aus, daB die Richtung von 8 senkrecht auf
dieser Tangentialebene steht. Ebenso folgt aus der Glei-
chung udB =0, dab jedes u senkrecht steht zu der
Tangentialebene, die man im Endpunkte des zuge-
hiorigen B an das Drall-Ellipsoid legen kann. Hierdurch
sind wir in den Besitz eines einfachen Verfahrens gebracht,
um die Richtung des zu einem gegebenen u gehirigen 8 oder
umgekehrt auf geometrischem Wege zu finden.

In Abb. 27 sind die beiden Ellipsoide fiir den Fall eines
Umdrehungskorpers mit der Symmetrieachse mm dargestellt
und zwei zusammengehorige Vektoren u und 8 nebst den Spuren
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ihrer Tangentialebenen eingetragen. Durch passende Wahl der
MaBstiibe, in denen man u und B auoftrigt, kann man es er-
reichen, daB die beiden Meridiankurven kongruente Ellipsen
bilden, die nur um 90° gegeneinander gedreht sind. Aus Gl.(122)

m

——
=
=

m

Abb. 27.

w,B,=u B, =uB =2L,,
d. h. die Hauptachsen der beiden Ellipsen sind miteinander
umgekehrt proportional. Je kleiner die Winkelgeschwindigkeit
ist, die L, hervorbringt, desto groBer ist der zugehdrige Drall,
wenn man nur die Hauptachsen miteinander vergleicht.

folgt némlich

§ 24. Die freien Achsen.

Ein starrer Korper moge anfiinglich eine beliebige Be-
wegung besitzen und hierauf ohne Einwirkung &uBerer Kriifte
sich selbst iiberlassen werden. Wir schlieBen nach Schwer-
punkts- und Flichensatz von neuem, daf sowohl die Be-
wegungsgriBe des ganzen Korpers als auch der Drall konstant
bleiben miissen. In jedem Augenblicke kann man sich die

Bewegung in eine Translation zerlegt denken mit jener Ge-
12*
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schwindigkeit, die dem Schwerpunkte zukommt und in eine
Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse. Die
Translation geht nach dem Schwerpunktssatze gleichformig vor
sich und interessiert uns kaum. Viel wichtiger ist jetat fiir
uns die Frage nach der Rotationsbewegung. Wir wollen daher
von der Translation ganz absehen, also annehmen, daB der
Schwerpunkt des starren Korpers schon von Anfang an ruhte;
beim Fehlen aller &uBeren Krifte wird er dann auch dauernd
in Ruhe bleiben, so daB wir es in der Tat nur noch mit den
Rotationen zu tun haben. Im iibrigen muB aber betont werden,
daB auch im allgemeineren Falle das, was jetzt von den Ro-
tationshewegungen fiir sich ausgesagt werden soll, unveriindert
giiltig bleibt, und daB dann nur noch die von den Rotationen
unabhiingige und hier gleichgiiltige konstante Translations-
bewegung hinzutritt.

Wir werden das wichtige Problem, die Bewegung eines
sich selbst iiberlassenen starren Koérpers anzugeben, nur schritt-
weise in Angriff nehmen. Hier beschrinken wir uns auf die
Beantwortung der Frage, ob die Rotationsachse ihre Richtung
im Raume und im Korper danernd beibehilt oder nicht.

Wer sich diese Frage, zum ersten Male vorlegt, ohne vor-
her davon gehdrt zu haben, wird leicht geneigt sein, die Kon-
stanz der Rotationsachse fiir alle Fille von vornherein anzu-
nehmen. Schon die oft nicht ganz stichhaltige Fassung des
Triigheitsgesetzes, wonach ein Kérper seine augenblickliche Be-
wegung beim Fehlen #ulBlerer Krifte unverindert beibehalten
miisse, verleitet oft zu dieser gleichwohl irrigen Annahme. Im
_ allgemeinen veriindert sich vielmehr die Lage der Rotations-
achse mit der Zeit sowohl relativ zum Kirper als zum abso-
luten Raume. Sie kann freilich auch konstant bleiben und
jede im Korper gezogene (und jedenfalls durch den Schwer-
punkt gehende) Achse, um die sich der Kérper ohne Zwang
dauernd zu drehen vermag, heiit eine freie Achse (oder auch
permanente Drehachse).

Auf Grund des Triigheitsgesetzes vermag man nur zu
schlieBen, daB ein einzelner materieller Punkt die Bewegung,
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die er hatte, ohne Einwirkung #uBerer Krifte beibehilt oder
dall das gleiche auch von der Schwerpunktshewegung eines be-
liebigen Punkthaufens gilt. Die Rotationsbewegung wird aber
von der Aussage des Trigheitsgesetzes nicht unmittelbar be-
rithrt und mittelbar nur insofern, als aus dem Triigheitsgesetze
in der Dynamik des materiellen Punktes eine Reihe von Folge-
rungen gezogen wurde, die sich spiiter auf die Dynamik des
Punkthaufens iibertragen lieBen, und die daher jetzt an Stelle
des Trigheitsgesetzes zur Untersuchung der Rotationserschei-
nungen verwendet werden kénnen.

Man wird aber nicht leicht die Forderung fallen lassen,
daB sich irgendeine mit der Rotationsbewegung zusammen-
hiingende Grifle beim Fehlen iuBlerer Krifte als konstant er-
weisen miisse, schon deshalb, weil man stets gewohnt ist, die
Krifte als Ursachen von Veriinderungen anzusehen. In der
Tat kann man zwei sehr wichtige Grifen angeben, die nur
durch das Eingreifen fuBerer Kriifte geiindert werden konnen.
Die erste ist die lebendige Kraft des starren Korpers, von der
dies schon im ersten Bande dieses Werkes gezeigt wurde und
die andere ist der Drall, der nach dem Flichensatze (vgl. § 18
unter b) der Zeit nach konstant und hier iiberdies noch fiir
Jeden Momentenpunkt gleich groB ist. Die zweite Bedingung
sagt iibrigens mehr aus als die erste, denn die lebendige Kraft
ist eine Grofe ohne Richtung und die Bedingung, daB sie
konstant sei, wird daher durch eine einzige Beziehung zwischen
ZahlengroBen ausgesprochen. Der Drall ist dagegen eine ge-
richtete GroBe und die Bedingung, daB er sich nicht iindere,
schlieBt neben der Konstanz des Absolutwertes auch die Kon-
stanz der Richtung ein. Die Vektorgleichung, die dies aus-
spricht, ldBt sich in drei voneinander unabhiingige Kompo-
nentengleichungen zerlegen, enthiilt also drei Zahlenbeziehungen.
In der Tat ist daher auch das Moment der BewegungsgriBe
von noch groferer Bedeutung fiir die Beurteilung der Rota-
tionserscheinungen als selbst die lebendige Kraft.

Aus der Bedingung, daB sich der Drall nicht indern kann,
ergibt sich nun leicht, welche Drehungsachsen des starren
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Korpers freie Achsen sind. Es sind jene, fiir die 8 gleich-
gerichtet mit u ist, d. h. die Haupttrigheitsachsen und
nur diese sind freie Achsen. Im anderen Falle nimlich,
wie er etwa durch Abb. 26, 8. 174 angegeben ist, kann man
zwar den Korper auch dazu zwingen, daf er sich dauernd um
die durch u angegebene Achse dreht, indem man ihn z B. mit
Hilfe von Zapfen in einem Gestell lagert. Aber in diesem
Falle bleibt der Drall 8B nicht konstant, sondern der Vektor
B beschreibt eine Kegelfliche um u als Achse. Das folgt daraus,
daB sich alle Radienvektoren nach den einzelnen Massenteilchen
um diese Achse und um denselben Winkel gedreht haben,
wiihrend u konstant blieb. Solange dies zutrifft, bleibt auch
B relativ zum Koérper genommen konstant und dreht sich da-
her mit dem Korper zusammen gegen den festen Raum. Nach
dem Fldchensatze miissen aber iufiere Kriifte einwirken, um
irgendeine Anderung von ¥ gegen den festen Raum hervor-
zubringen, auch wenn sich diese Anderung nur auf die Rich-
tung und nicht auf die Griofe des Dralls bezieht. Daraus
folgt, daB u in Abb. 26 unmoglich eine freie Achse sein kann;
vielmehr muB von den Lagern her ein Zwang auf den Korper
iihertragen werden, der sich auf ein Kriftepaar zuriickfithren
lifit. Das Moment dieses Kriiftepaares kann auch nach der
Gleichung des Flidchensatzes

berechnet werden, wenn 1 und B gegeben sind. An einer

spiiteren Stelle werden wir diese Berechnung vornehmen.
Rotiert dagegen der Korper um eine Haupttrigheitsachse,

so bleibt das in die Richtung von u fallende B konstant und

%? wird auch X V $r zu Null, d. h. der Kérper dreht
sich dauernd um dieselbe Achse weiter, ohne dafl ein Zwang
dazu aufgewendet zu werden braucht. Damit ist die vorher

aufgestellte Behauptung bewiesen.

mit

Auch in diesem Falle kann iibrigens an Stelle des Flichen-
satzes das d’Alembertsche Prinzip verwendet werden. Man kommt
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dann zu denselben Schliissen, wie hier noch gezeigt werden soll.
Wenn néimlich ein Korper gezwungen ist, stets um dieselbe Achse u
zu rotieren, bestehen die Triigheitskrifte, die man nach diesem Satze
anbringen muBl, um die dynamische Aufgabe auf eine statische zuriick-
zuftihren, in Zentrifugalkriiften. Bezeichnet
man die in Abb. 28 von der Drehachse u U<z,
rechtwinklig nach dem Massenteilchen m
gezogene Strecke mit P, so ist die Zentri-
fugalkraft € nach Bd. I, § 26, S. 174 d.
3. Aufl.
G = mu’p

zu setzen, wofiir auch
€ =mu® (v —u, - nv)

S5
geschrieben werden kann, wenn man be-
achtet, das p als geometrische Summe der \
beiden anderen in Abb. 28 vorkommenden
Dreieckseiten dargestellt werden kann. Aus
der angefithrten Stelle des ersten Bandes
ist schon bekannt, dafl die geometrische
Summe aller € gleich Null ist, wenn der Kor- -
per um den Schwerpunkt rotiert. Die fulleren
Krifte, die an dem Kiorper angreifen, miissen nun nach dem d’Alem-
bertschen Prinzip mit den Triigheitskriften € im Gleichgewicht
stehen, und wenn keine HuBeren Kriifte nitig sein sollen, um die Be-
wegung aufrecht zu erhalten, miissen daher die @ selbst ein Gleich-
gewichtssystem bilden. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir besteht, da die geometrische Summe der @ jedenfalls Null ist,
darin, daB fiir irgendeinen Momentenpunkt die geometrische Summe
der statischen Momente verschwindet. Wihlen wir & als Momenten-
punkt, so lautet demnach die Bedingungsgleichung fiir die freie Achse

Zm V(e —u -ur)r=0.

Da das #uBlere Produkt aus t mit sich selbst verschwindet,
vereinfacht sich die Gleichung zu

Emur Vur=0.
Da 1, konstant ist, liBt sich dafiir auch schreiben
Vu1 EZmuyr-r=0.

Das #uBere Produkt kann aber, da beide Faktoren von Null ver-
schieden sind, nur dadurch zu Null werden, dafl beide Faktoren gleich
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gerichtet sind. Die Bedingung fiir die freie Achse liBt sich daher
auch dahin aussprechen, daB

Zmr-ugr | u
sein muB, oder schlieBlich auch, wenn man mit # multipliziert

Zmr-ur || u.

Wenn dies zutrifft, ist aber nach Gl. (119) 8. 172 auch 8B parallel
mit # und hiermit ist von neuem bewiesen, dafl die Haupttriigheits-
achsen und nur diese freie Achsen sind.

§ 25. Wirkung eines Kriiftepaares auf einen freien starren
Korper.

Ein starrer Korper sei frei, d. h. allen iibrigen #ulleren
Kriften entzogen und vorher in Ruhe. Dann soll irgendein
Kriiftepaar anf ihn einwirken; es fragt sich, welche Bewegung
der Korper annimmt.

Wir wissen schon, daB sich der Schwerpunkt nicht ver-
schieben kann; die Bewegung muB also in einer Drehung um
eine Schwerpunktsachse bestehen. Es fragt sich zuniichst, um
welche Achse er beginnen wird, sich zu bewegen, und welche
Winkelbeschleunigung ihm von dem Kriiftepaare um diese
Achse erteilt werden wird.

Hinsichtlich des Kriiftepaares muf zuniichst daran erinnert
werden, dafl alle Kriftepaare am starren Kérper, die in der-
selben Ebene oder in parallelen Ebenen liegen, dquivalent sind,
wenn sie dasselbe statische Moment haben (Band II, § 22).
Um das Kriiftepaar fiir unsere Zwecke eindeutig zu beschreiben,
geniigt es daher, den Momentenvektor & des Kriiftepaares nach
Grofe und Richtung anzugeben. Da dieser ein vollig freier
Vektor ist, d. h. auch parallel zu sich selbst willkiirlich ver-
schoben werden darf, ist es gleichgiiltig, von welchem Punkte
aus wir ihn uns gezogen denken wollen. Am einfachsten ist
es, wenn wir ihn uns vom Schwerpunkt aus abgetragen denken.

Auch hier muB wieder vor voreilig gefalten Meinungen
gewarnt werden. KEs konnte nimlich bei fliichtiger Betrach-
tung scheinen, daB die Drehung u, die von & hervorgebracht
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wird, mit & gleich gerichtet sein miisse. Zu dieser Meinung
kann namentlich der Vergleich des Kriiftepaares mit einer
Einzelkraft leicht verleiten. Wir haben schon im ersten Bande
gesehen, dall sich beide in der Tat in vieler Hinsicht gleichen.
Die Einzelkraft bringt am materiellen Punkte eine Verschiebung
in ihrer Richtung hervor. Das Kriftepaar bringt eine Drehung
um eine Schwerpunktsachse hervor. Aber hier besteht nun
der erhebliche Unterschied, daB die Richtung der Drehachse
im allgemeinen keineswegs mit der Richtung von & zusammen-
fillt. Unter besonderen Umstiinden trifft dies freilich zu und
wir wollen hier vor allen Dingen untersuchen, unter welchen
Umstiinden.

Mit Hilfe des Flichensatzes wird sich dies leicht ent-
scheiden lassen. Beachten wir, daB an Stelle von XV Br jetzt
kiirzer & geschrieben werden kann, so wird der Flichensatz
hier durch die einfache Gleichung

dB Y

T —F (126)
ausgesprochen. Hat das Kriiftepaar & einige Zeit hindurch auf
den Korper eingewirkt, so folgt hieraus auch durch Integration

8 —[Rat. (127)

Wenn & wiihrend der ganzen Zeit konstant war, ist hiernach
B gleich gerichtet mit &, und zwar gilt dies fiir jede beliebige
Gestalt des Korpers und fiir jede beliebige Richtung von &.
Im allgemeinen fillt aber, wie wir aus § 23 wissen, die Rich-
tung von u keineswegs mit der Richtung von B zusammen,
und daher ist auch u anders gerichtet als & Nur dann, wenn
zufillig 8 || u, ist auch & | u. Diese Bedingung ist aber nur
fir die freien Achsen erfiillt und wir erkennen damit, daB die
Achse der Drehung, die durch ein Kriiftepaar hervor-
gerufen wird, nur dann senkrecht auf der Ebene des
Kriftepaares steht, wenn diese Senkrechte eine freie
Achse des Korpers ist.

In diesem Falle liBt sich auch Gl (126) in weiter aus-
gerechneter Form darstellen. Auf die Richtungen, die mit-
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einander zusammenfallen, brauchen wir dann, da sie selbst-
verstindlich sind, nicht mehr ausdriicklich zu achten, und fiir
die GroBe von B kinnen wir den in GI. (123) ausgerechneten
Wert von B’ einsetzen. Wir haben dann

adu®)

K
oder, da @ der Zeit nach konstant ist,

du

o =K. (128)

Wir sind damit eigentlich nur zu einem einfachen Resul-
tate zuriickgelangt, das schon im ersten Bande (S. 200, Gl. (81)
der 3. Aufl.) gefunden wurde. Die frithere Ableitung bezog
sich zwar auf einen zwangliufig drehbaren Korper und sie gilt
fiir diesen allgemein. Aber auch der freie Korper, den wir
hier untersuchen, kann bei seiner Drehung uin eine freie Achse
als drehbar gelagert angesehen werden, da gar keine Kriifte
von dem Gestelle auf ihn iibertragen werden, um die Bei-
behaltung der freien Drehachse zu erzwingen.

Gehen wir jetzt zu dem allgemeineren Falle iiber, dab der
Momentenvektor & nicht in die Richtung einer Haupttriigheits-
achse fallt, so lafit sich die Richtung der Umdrehungsachse
der durch & hervorgebrachten Drehbewegnng leicht nach den
Lehren von § 23 ermitteln. Denn dort ist gezeigt, wie man
die Richtung von u findet, die zu einer gegebenen Richtung
von B gehort, falls das Trigheitsellipsoid des Korpers be-
kannt ist.

Um ferner auch die GroBe der Winkelgeschwindigkeit n
zu ermitteln, zerlegen wir & in drei Komponenten K K, K,
nach den Richtungen der Haupttrigheitsachsen. Fiir die erste
Komponente folgt dann, da sie mit einer freien Achse zu-
sammenfillt, nach GL (128)

Ql % - K1
und entsprechend fiir die iibrigen. Die wirkliche Winkel-
beschleunigung erhalten wir dann nach dem Satze iiber die

Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen durch geo-
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metrische Summierung der drei Komponenten. Versteht man
also unter ijf drei Einheitsvektoren, die in den Richtungen
der drei Hauptachsen gezogen sind und unter ©, ©, 0, die zu-
gehorigen Trigheitsmomente, so hat man

duw K,  .K, , K

M—ibtin (129)

1

und hieraus durch Integration nach der Zeit auch u selbst.

Anstatt dessen kann man auch von Gl (121) ausgehen,
aus der

B B, B.
= 9:5 Uy = @:; g = éj:

mit den hier gebrauchten Bezeichnungen folgt, woraus sich u
zusammensetzen lifit zu

ol o il B,
“=‘E+1@g+'@7' (130)

Uy

Da B und daher auch seine Komponenten schon aus
Gl. (127) bekannt sind, ist hiermit die Aufgabe geldst.

Schlieflich mége noch ein Gebrauch von GL (127) er-
wiithnt werden, der zur Erzielung einer einfacheren Ausdrucks-
weise zuweilen gemacht wird. Gl (127) hat néimlich die Form
des Satzes vom Antriebe. An Stelle des Impulses einer Einzel-
kraft steht bei ihr das ebenso gebildete Zeitintegral des Kriifte-
paares, das daher auch als der Impuls des Kriftepaares
bezeichnet werden kann. Ebenso tritt an die Stelle der Be-
wegungsgrofle hier das statische Moment der BewegungsgriBe.
Man kann daher Gl. (127) in Worten auch dahin aussprechen,
dafl der Tmpuls des Kriiftepaares gleich dem von ihm
erzeugten Dralle ist. Dabei kénnte & sehr groB und die
Zeit, withrend der es einwirkte, sehr klein sein, so daB wir es
mit einem , DrehstoBe® zu tun hitten. Wenn ferner die
Drehbewegung des Kérpers in einem bestimmten Augenblicke
ganz willkiirlich gegeben ist, so kann man sich stets das zu-
gehorige B ermittelt und hiermit nach GL (127) auch das ihm

gleiche f Kdt berechnet denken. Man kann daher die augen-
blickliche Bewegung auch dadurch beschreiben, dall man sagt,
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sie sei ebenso, als wenn sie aus der Ruhe durch den Impuls
eines DrehstoBes hervorgegangen wiire. Sobald dieser Impuls

f Kdt angegeben wird, ist auch die augenblickliche Bewegung

dadurch gekennzeichnet. Manche Schriftsteller ziehen diese
Art der Darstellang vor und gebrauchen dann die Bezeichnung
plmpulsvektor® als gleichbedeutend mit ,Moment der Be-
wegungsgroBe“ oder ,Drall“. Natiirlich ist dies im Grunde
genommen gegeniiber der von mir gewihlten Ausdrucksweise
nur ein Unterschied im Wortlaute, der das Wesen der Sache
ganz unberithrt libBt.

§ 26. Bewegung eines starren Korpers um einen festen
Punkt ohne dulere Krifte.

Wir machen nach allen diesen Vorbereitungen jetzt den
letzten und wichtigsten Schritt zur Untersuchung der Be-
wegungen, die ein vollstindig sich selbst iberlassener Kérper
mit gegebener Anfangsbewegung weiterhin ausfithrt. Hierin
besteht wenigstens das Hauptziel, das wir uns in diesem Para-
graphen stecken, wenn auch die Uberschrift etwas anderes an-
zukiindigen scheint. Um diese zu erklidren, erinnere ich zu-
néchst daran, daB wir bei dieser Untersuchung von -einer
etwaigen Translationshewegung ganz absahen, uns den Schwer-
punkt also von Anfang an und daher, beim Fehler #uBerer
Krifte, auch dauernd in Ruhe denken wollten. Damit ist der
Schwerpunkt schon von selbst ein ,fester Punkt® des Korpers.
Es kann auch nichts ausmachen, wenn wir uns diesen ohnehin
schon am Orte bleibenden Punkt iiberdies noch mit einem
festen Gestelle verbunden denken, falls nur dem Korper dabei
durch Anordnung eines Kugelgelenkes die Miglichkeit erhalten
bleibt, sich nach allen Richtungen hin ohne Widerstand zu
drehen. :

Dies allein wiirde allerdings noch nicht geniigen, um die
Einfithrung einer neuen Bezeichnung zu rechtfertigen, die aus--
driicklich daranf hinweist, dafl der Schwerpunkt in Ruhe bleibt.
Es kommt aber hinzu, dall es fiir die wirkliche Ausfithrung
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der Untersuchung fast ganz gleichgiiltig ist, ob der Korper
im Schwerpunkte oder in irgendeinem anderen Punkte fest-
gehalten ist, um den er sich frei zu drehen vermag. Auch
dieser Fall ist fiir viele Anwendungen der Mechanik von groBer
Bedeutung und er mufl daher ebenfalls behandelt werden. Da
nun der Fall des frei beweglichen Kérpers in ihm schon als
Sonderfall mit enthalten ist, so tut man, um unnétige Wieder-
holungen zu vermeiden, am besten, sogleich den allgemeineren
Fall in Angriff zu nehmen. Es bleibt aber jedem, der sich
fiir diesen etwa nicht interessiert, unbenommen, sich unter dem
festen Punkte, von dem weiterhin die Rede ist, iiberall den
Schwerpunkt vorzustellen und hiernach von einer Lagerung im
Gestelle ganz abzusehen.

Im allgemeineren Falle wird natiirlich ein Zwang von dem
‘Gestelle auf den bewegten Korper iibertragen werden miissen,
durch den der feste Punkt auch wirklich an seinem Orte fest-
gehalten wird. Von Reibungen u. dgl. soll abgesehen werden
und der Zwang kann daher nur in einer Auflagerkraft be-
stehen, die sich im festen Punkte tibertriigt. Diese Kraft ist
die einzige #AuBlere Kraft, die am bewegten Korper angreift.
Sie kann keine Arbeit leisten, da ihr Angriffspunkt in Ruhe
bleibt und wir schlieBen daraus zuniichst, daf die lebendige
Kraft des Korpers konstant sein mull. Aullerdem ist auch das
statische Moment des Auflagerdrucks stets gleich Null, wenn
wir den festen Punkt zum Momentenpunkte wiithlen. Hiernach
folgt aus dem Flichensatze, daB auch der Drall 8 — diesmal
freilich nur fiir diese besondere Wahl des Momentenpunktes —
nach Griofe und Richtung unveriindert bleiben mub.

Auf Grund dieser beiden Bedingungen liBt sich die auf
einen gegebenen Anfangszustand folgende weitere Bewegung
des Kirpers leicht voraussehen, falls das Trigheitsellipsoid und
mit ithm das Drallellipsoid des Kérpers bekannt sind. Triigt
man zundchst in die Zeichnung des in der Anfangslage ge-
gebenen Korpers den zur Anfangsbewegung gehirigen Drall 8
ein und legt durch den Endpunkt von B eine Kugelfiiche,
deren Mittelpunkt mit dem festen Punkte zusammenfillt, so
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schneidet die Kugel das Drall-Ellipsoid nach einer Raumkurve.
Nun sind das Triigheits- und das Drallellipsoid im Korper fest-
geheftet und bewegen sich mit ihm zusammen. Da 8 vom
festen Raume her betrachtet konstant bleibt, mufl demnach die
Bewegung von der Art sein, dafl die soeben konstruierte Raum-
kurve, zu der alle Halbmesser des Drallellipsoids von der an-
finglich gegebenen Grife von B gehoren, stets durch die im
festen Raume konstante Richtung von ¥ hindurchgeht.

Durch diese Bemerkung allein ist die Bewegung freilich
noch nicht villig bestimmt. Wir greifen daher auf GIl. (122),
nimlich

uB =2L

zuriick, in der die lebendige Kraft L, wie wir vorher sahen,
eine Konstante bedeutet. Um das innere Produkt u® zu
bilden, wollen wir uns jetzt u auf die Richtung von 8 projiziert
denken. Bezeichnen wir die Projektion mit »’ und die GréBe
von B mit B, so hat man

u8 —=uw B=2L,
und daraus erhilt man
’ 2L ;
w =7 (131)

Da aber I und B konstant sind, folgt aus dieser Glei-
chung, daf auch die Projektion %" von u auf die unveréinder-
liche Richtung von B konstant bleiben muB.

Diese Bemerkung gestattet uns schon, einen besseren [ber-
blick iiber die fernere Bewegung des Korpers bei gegebenem
Anfangszustande zu gewinnen. Man trage in die Zeichnung
der Anfangslage zuniichst das Trigheitsellipsoid sowie die An-
fangsgeschwindigkeit u, ein, die einen Halbmesser des Ellip-
soids bildet. Im Endpunkte von wu, konstruiere man die
Tangentialebene von « an das Ellipsoid und ziehe zu dieser
eine Senkrechte vom festen Punkte O aus (vgl. Abb. 29). Aus
den Lehren von § 23 wissen wir schon, daB diese Senkrechte
die unveriinderliche Richtung von 8 angibt. Auf B schneidet
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die Ebene « eine Strecke ab, die u” darstellt. Denkt man sich
hierauf dieselbe Konstruktion fiir eine spdtere Stellung des
Korpers wiederholt, so wird sich in der Zeichnung die Lage
des Ellipsoids und die Richtung von u in ihm geiindert haben.
Dagegen miissen wir nach dem, was be-
wiesen wurde, immer wieder auf dasselbe

B und dasselbe u" gefiihrt werden. Durch

die Richtung von 8 und die Griofe von 4
u’ ist aber auch die Ebene « festgelegt, —
die man daher als die unveriinderliche
Ebene des Problems bezeichnet. Die Be-
wegung des Korpers muB nun in solcher

Art erfolgen, daBl das Ellipsoid jederzeit

die unveriinderliche Ebene « beriihrt. Da-

bei gleitet das Ellipsoid niemals auf dieser Ebene, da ja in
jedem Augenblicke die Drehachse durch den Berithrungspunkt
hindurchgeht. Die Bewegung des Ellipsoids besteht daher
in einem Rollen auf der unveriinderlichen Ebene.

Man denke sich ferner das ganze Ellipsoid durch ein
Biindel von Tangentialebenen eingehiillt. Unter allen diesen
Tangentialebenen suche man jene auf, deren Abstand vom
festen Punkte gleich ' ist. Die zugehorigen Beriihrungspunkte
werden einen oder auch zwei getrennte, in sich geschlossene
Kurvenziige bilden. Alle Punkte dieser Kurven kiomnen durch
geeignete Drehung des Ellipsoids in die Ebene « iibergefithrt
werden, so daB sie die Beriihrungspunkte zwischen « und dem
Ellipsoide bilden.

Hiermit ist nun auch entschieden, welche durch O gehen-
den Strahlen nach und nach als Drehachsen dienen werden: es
sind die Verbindungslinien von O nach den Punkten der vor-
her konstruierten Kurve. Poinsot, von dem die hier aus-
einandergesetzte geometrische Losung des Problems herriihrt,
hat die Kurve als die Polodie (oder den Polweg) bezeichnet.
Er hat ferner noch eine zweite Kurve zur Beschreibung des
ganzen Vorgangs beniitzt. Auch in der Ebene ¢ wird nimlich
der Berithrungspunkt mit dem Ellipsoid, der in jedem Augen-

Abb. 20.
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blicke als der Pol der Bewegung bezeichnet werden kann, nach
und nach andere Lagen einnehmen. Der Beriihrungspunkt be-
schreibt dabei eine Kurve, die als die Herpolodie bezeichnet
wird. Die Bewegung des Ellipsoids kann nun als ein Rollen
der Polodie auf der Herpolodie aufgefaBt werden.

Diese einfache geometrische Beschreibung der im iibrigen
so schwierig zu behandelnden Bewegung geniigt meist, um sich
ohne Rechnung einen schnellen Uberblick iiber die Erschei-
nungen zu verschaffen, die man zu erwarten hat. Von der Ge-
stalt des Triigheitsellipsoids des Kérpers wird man sich im ge-
gebenen Falle meist sehr schnell eine ziemlich genau zutreffende
Vorstellung machen kinnen, ohne vorher viel rechnen zu
miissen. Wie die Polodie aussieht, it sich dann auf Grund
ihrer geometrischen Eigenschaften ebenfalls schnell genug er-
kennen. Die Herpolodie ist nicht so leicht anzugeben; aber
man braucht sie auch kaum, um sich eine deutliche Vorstellung
von dem Rollen des Ellipsoids auf der unveriinderlichen Ebene
zu machen. — Der Hauptmangel der vorausgehenden Betrach-
tungen besteht nur noch darin, dall die Zeit, die wihrend der
Bewegung des Korpers aus der Anfangslage in irgendeine
andere verstreicht, daraus nicht unmittelbar entnommen werden
kann. — Darauf werde ich in § 28 zuriickkommen.

§ 27. Die stabilen Drehachsen.

Wir kiénnen sofort eine wichtige Anwendung der vorher-
gehenden Lehren machen. Frither fanden wir nimlich, da8
jeder Korper mindestens drei freie Achsen hat, die mit den
Haupttrigheitsachsen zusammenfallen. Sie sind aber, wie sich
jetzt zeigen wird, nicht alle ,stabile” Drehachsen.

Der Begriff der ,Stabilitit“ ist aus der Lehre vom Gleich-
gewichte entnommen. Er ist dort ein ganz eindeutig bestimmter
Begriff; wenn er aber auf Bewegungen iibertragen werden soll,
bedarf er in jedem einzelnen Falle einer neuen Definition. Was
man unter Stabilitit einer Bewegung verstehen soll, ist nim-
lich in vielen Fillen einstweilen noch ganz streitig, so dah ver-
schiedene Autoren zuweilen ganz verschiedene Begriffe mit
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demselben Worte verbinden. Ich werde daher zuniicht er-
kliren, was man unter der Stabilitit einer Drehachse versteht,
ohne mich aber darauf einzulassen, eine Definition fiir die
Stabilitit einer Bewegung iiberhaupt geben zu wollen.

Man denke sich, daf ein Kérper nicht genau, sondern nur
nahezu um eine freie Achse rotiere. Wiirde er genau um die
freie Achse rotieren, so konnte sich die Drehachse niemals
dndern und der Korper wiirde nach jeder Umdrehung immer
wieder in die Anfangslage zuriickkehren. Véllig genau liBt
sich dieser Zustand aber niemals erreichen und es fragt sich,
welche Folgen eine geringe Abweichung davon nach sich zieht.
Wenn der Kérper sich dauernd nahezu so verhilt, als rotierte
er um die stets in nichster Nachbarschaft bleibende freie Achse,
so heiBt diese freie Achse eine stabile Drehachse. Bringt da-
gegen eine noch so geringe anfiingliche Abweichung von der
freilen Achse eine mit der Zeit immer weiter fortschreitende
Ablenkung der Bewegung von der zur freien Achse gehirigen
hervor, so nennt man die Rotation um eine solche freie Achse
eine labile Bewegung, weil schon der geringste AnstoB geniigt,
um die Art der Bewegung allmihlich vollstindig zu #indern.

Von den drei freien Achsen, die im allgemeinen bei einem
Kérper vorkommen, sind blof zwei, nimlich jene, die zum
allergroBten und zum allerkleinsten Triigheitsmomente gehiren,
stabile Drehachsen; die Bewegung um die
dritte freie Achse ist labil.

Man erkenne dies ohne jede Schwierig-
keit an der Hand einer Figur. In Abb. 30
sei 0A die groBte Halbachse des Triigheits-
ellipsoids, also zugleich die Achse des klein-
sten Triigheitsmoments. Weicht die Dreh-
achse im Anfangszustande nur wenig von
der Richtung 04 ab, so erlangt die Po-
lodie die durch die kreuzpunktierte Li-
nie angedeutete Gestalt. Nur in nichster
Nachbarschaft von A lassen sich nimlich Punkte ausfindig

machen, deren Tangentialebenen einen senkrechten Abstand
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 13

Abb. 30.
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von O haben, der vpur wenig kleiner ist als OA selbst.
Die Polodie umgibt demnach als geschlossene Kurve den
Punkt A. Diametral gegeniiber, um A4’ LiBt sich zwar ebenfalls
eine Kurve angeben, die der gleichen Bedingung geniigt. Da
sie mit der ersten nicht zusammenhiingt, ist aber kein stetiger
Ubergang aus der einen in die andere moglich. Hiernach
durchléduft der Endpunkt von u in der Tat stets die sehr kleine
Kurve um A und die auf der unveriinderlichen Ebene be-
schriebene Herpolodie kann sich ebenfalls nur auf eine kleine
Fliche erstrecken, so daB auch gegeniiber dem festen Raume
keine erheblichen Richtungsveriinderungen von 0A zu er-
warten sind.

Abb. 32,

- Ganz #hnlich gestaltet sich die Figur und die Betrachtung
fiir den Fall, daB die anfingliche Drehachse nahezu mit dem
kleinsten Halbmesser des Ellipsoids OC (oder mit der Achse
des grioBten Trigheitsmoments) zusammenfiel (Abb. 31). Auch
hier kann die Polodie nur in einer den Punkt C' eng um-
schlieBenden Kurve bestehen, und zwar deshalb, weil nur an
dieser Stelle des Ellipsoids Tangentialebenen miglich sind, die.
so nahe an den Mittelpunkt des Ellipsoids heranriicken. Die
Achse OC ist demnach nicht nur eine freie, sondern zugleich.
auch eine stabile Drehachse.

Anders ist es aber mit der dritten freien Achse OB. Wie
man aus Abb. 32 sofort erkennt, ist keine Polodie mdoglich,
die den Punkt B in kleinem Abstande umkreist, sondern die
Polodie umfafit das ganze Ellipsoid. Auch auf dem Meri-
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diane AC gibt es Punkte, deren Tangentialebenen denselben
Abstand vom Mittelpunkte O haben, als die in der Nachbar-
schaft von B gezogenen und ebenso auf allen iibrigen durch
A gelegten Meridianen. Die freie Achse OB ist hiernach eine
labile Drehachse.

§ 28. Die Eulerschen Gleichungen.

Die in § 26 nach Poinsot vorgetragene Theorie der Be-
wegung des starren Korpers um einen festen Punkt gibt nur
iiber die Lagen AufschluB, die der K&rper der Reihe nach
einnimmt. Wieviel Zeit wihrenddessen verstreicht, ist daraus
nicht zu entnehmen. Um auch dies zu erreichen, muB man
die rein geometrische Darstellung verlassen und sich wieder
mehr der analytischen zuwenden. Der zeitliche Verlauf ergibt
sich nimlich aus der Integration der Differentialgleichungen des
Problems, die schon von Euler aufgestellt wurden und die ich
jetzt ableiten will.,

Die Absicht bei Aufstellung der Eulerschen Gleichungen
kommt darauf hinaus, die Winkelgeschwindigkeit n als Funktion
der Zeit ¢ darzustellen. Am besten rechnet man hierbei, wie
ich von vornherein bemerken miochte, mit den rechtwinkligen
Komponenten w,u,u, von u. Auf diese beziehen sich die Euler-
schen Gleichungen.

Bei der Untersuchung der Veriinderlichkeit von u kann
man iibrigens zwei ganz verschiedene Wege einschlagen, je
nachdem man niimlich die Lagen angibt, die u der Reihe nach
gegen den starren Kérper oder gegen den festen Raum durch-
lduft. Alle w im ersten Falle bilden den Polodie-, alle u im
zweiten Falle den Herpolodiekegel. Wir miissen uns also fiir
eine bestimmte Aufstellung des Beobachters, der die Veriinder-
lichkeit von u nach Richtung und GréBe konstatiert, entscheiden,
oder wir miissen mit anderen Worten das Koordinatensystem,
auf das sich die Projektionen w,u,uy; beziehen, entweder im
festen Raum rohen lassen oder es an dem bewegten Korper
festheften. KEuler hat sich fiir den letzten Fall entschieden.
Stellt man sich etwa vor, unsere Erde sei der Einwirkung

13*
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aller anderen Weltkérper entzogen und drehe sich nicht genau
um eine freie Achse, so wird man sich in erster Linie dafiir
interessieren, welche Linien der Erde im. Laufe der Zeit als
Drehachsen dienen, d. h. wie sich etwa der Nordpol der Erde
im Laufe der Zeit auf der Erde selbst verschiebt. Wir be-
ziechen dann die Winkelgeschwindigkeit u auf ein mit der Erde
fest verbundenes Koordinatensystem, folgen also der Euler-
schen Darstellung.

Bei diesem Probleme erfolgt die Zerlegung der gerichteten
GréBe m in drei rechtwinklige Komponenten iibrigens nicht
bloB willkiirlich oder aus Verlegenheit, weil man etwa keine
bessere Methode zur Behandlung gerichteter Gréfen kennt,
sondern sie ist im Wesen der Sache selbst begriindet. In
jedem Korper haben wir ndmlich drei aufeinander senkrecht
stehende ausgezeichnete Richtungen, die Richtungen der Haupt-
triigheitsachsen, fiir die sich die Rotationserscheinungen besonders
einfach gestalten. Durch eine Zerlegung nach diesen Rich-
tungen vereinfacht sich daher auch in anderen Fillen die Unter-
suchung der Rotationen und wir sind so von vornherein auf
die Benutzung eines nach diesen drei Hauptrichtungen orien-
tierten Koordinatensystems hingewiesen.

Davon ist auch schon bei der Ableitung von Gl (130)

B, .B, | B,
n=is +ig 1,

(rebrauch gemacht worden, in der u als geometrische Summe
seiner drei Koordinaten

w. — B _B _ B,

Byrie= ,’ Uy = 8,’ Uy = o, (132)
dargestellt ist. Die Einheitsvektoren i, j, f sind in den Rich-
tungen der Haupttriigheitsachsen gezogen und @, gehort zur
Achse i usf.

Die Eulerschen Gleichungen entstehen aus der Gleichung
fiir 1, wenn man diese nach der Zeit differentiiert. Um dies
ausfithren zu kénnen, muB man zunichst feststellen, wie sich
der Drall 8 relativ zum starren Kérper mit der Zeit #indert.
Gegen den festen Raum ist, wie wir wissen, 8 nach dem
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Flichensatze konstant. Relativ zum bewegten Korper muf 8
daher veriinderlich sein, zwar nicht der absoluten Grofe, aber
der Richtung nach.

Zur gegebenen Zeit ist die Winkelgeschwindigkeit des
starren Korpers u. Fiir einen Beobachter, der sich auf dem
starren KGrper befindet, dreht sich der ganze #uBere Raum
um den starren Korper mit der Winkelgeschwindigkeit — u.
Auch die Bewegung des im #uBeren Raume feststehenden
Vektors 8 relativ zum starren Korper besteht in einer Drehung
mit der Winkelgeschwindigkeit — u. Der Endpunkt von 8
beschreibt hierbei seinen Weg mit einer Geschwindigkeit, die
nach GriBe und Richtung durch

Vus

dargestellt wird (Bd. I, Gl. (537) 8. 121 d. 3. Aufl.). Der Weg im
Zeitelemente d¢ ist daher

dtVu®,
und das ist jene Strecke, die zum urspriinglichen 8 geometrisch
summiert werden muB, um das nach Ablauf von d{ entstehende

neue B zu erhalten (immer relativ zum starren Korper ge-
nommen), Hiernach wird

aB
25 = Vu®g
oder, wenn man in Komponenten zerlegt,
dB,

: dB : =
i = By—uy By; 0 =y B —u, By;

1B
g s =, B; —u, B,.

dt

Die Differentiation der Gleichung fiir u nach der Zeit er-
gibt mit Benutzung dieser Werte

duw . uy By — uy B, . ug By —u, By w, By — u, By

T R >
oder, nachdéem man noch die Kompbnenten von B mit Hilfe
der Gleichungen (132) in den Komponenten von u ausgedriickt hat,

@l

v . 6,—8, . ) 0, — 6
7 = ltguy o, 2 jugu, "o, P4 fuu, o, L. (133)
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Anstatt die Komponenten mit Hilfe der i, j, f aneinander zu
reihen, kann man sie natiirlich auch einzeln anschreiben. Man
erhiilt dann

du, 6, — 0,

ar — k% g

du 6 —6 )

dt’ = us 1 L @2 2 b (‘1 34)
Uy _@2 6,

und das sind die Eulerschen Gleichungen in der ihnen ge-
wihnlich gegebenen Form. Sie sind gewdhnliche simultane
Differentialgleichungen fiir die drei von der Zeit abhiingigen
Funktionen i, uyu,. Die Integration ist freilich im allgemeinen
Falle insofern nicht ganz einfach, als sie auf elliptische Funk-
tionen fiihrt. Im iibrigen macht sie aber keine Schwierig-
keiten.

Hier beschriinke ich mich auf die Durchfiilhrung der Rech-
nung fiir den einfachen Fall, daB das Triigheitsellipsoid ein
Rotationsellipsoid ist (was z. B. bei der Anwendung auf die
yNutation“ der Erdachse angenommen werden kann). Es sei also

0, = 6;,
und zur Abkiirzung moge ferner
_@1 - 6_:1 . @1 — @a

e, o,

gesetzt werden. Dann gehen die Eulerschen Gleichungen
tiber in
d du, du =
dutl = (), 71.';' = pily U, d: = — YUy Ug. (135)
Die erste Gleichung lehrt, daB wu, konstant ist. Multipliziert
man die zweite Gleichung mit w, und die dritte mit u, und

addiert, so folgt
du, dut

gy Tih—g =0

’

also durch Integration
u; + ‘w§ =C,

worin ( eine durch die Anfangsbedingungen bestimmte Kon-
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stante ist. Da auch #} konstant ist, so folgt dies auch fiir
u2 + u? + u3, d. h. der absolute Wert der Winkelgeschwindig-
keit ist konstant und ebenso ihre Projektion auf die i-Achse.
Der Vektor m beschreibt demnach einen Kreiskegel um die
i-Achse. Bis dahin sind wir nur zu einem Resultate gelangt,
das uns aus der Poinsotschen Lehre von der Polodie bereits

bekannt war. — Durch Differentiation der zweiten der Glei-
chungen (135) nach ¢ erhilt man

d*u du

dt” -y 'd’; »

und wenn man den Differentialquotienten von u, aus der dritten
Gleichung einfithrt, wird daraus

dZ

'd'::g = — (yu,) u,. (136)
Ebenso wird, wenn man bei diesem Eliminationsverfahren die
dritte der Gleichungen (135) mit der zweiten vertauscht

d*u, / .

e = — (7w u;. (137)
Diese Differentialgleichungen sind uns ihrer Form nach bereits
aus der Lehre von den harmonischen Schwingungen bekannt.
Ihre allgemeine Losung ist

ty = A sinpu, f + B cospu,l, (138)

und diese Losung gilt bei passender Wahl der unbestimmten
Integrationskonstanten ebenso auch fiir u;. Die Umlaufszeit T
der Momentanachse um die Achse der Figur ergibt sich aus der
Bedingung, das der Winkel yu,f wihrenddessen' nm 2x an-
gewachsen sein muB; also

iy 2%
YU
oder nach Hinsetzen des Wertes von y
_ 226, ‘
I'= NCEY (139)

Die Umlaufszeit der Nutationsbewegung wird demnach um so
grofer, je weniger sich die Haupttrigheitsmomente vonein-
ander unterscheiden. Sie hiingt aulerdem von der Projektion
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der Winkelgeschwindigkeit auf die Figurenachse, im iibrigen
aber nicht von dem Winkel ab, den u mit der Figurenachse bildet.

Will man die auf den festen Raum bezogene Anderung der
Winkelgeschwindigkeit #t mit der Zeit untersuchen, so schreibe man
die Gleichung

_iB B 4B,
u_t@l-}-[@ﬂ+f@s
zunichst in der folgenden Form an:
. 18 . i8 B
u=tg Tie Tl

in der B und die ® konstante GroBen sind, wihrend die Richtungen
der Einheitsvektoren i j f, die mit den Trigheitshauptachsen zu-
sammenfallen, jetzt mit der Zeit veriinderlich sind. Hat man die
ijfals Funktionen der Zeit dargestellt, so ist u aus der vorstehenden
Gleichung unmittelbar zu entnehmen. Nun beachte man, daB z. B.

di ;
7i—— Vui
gefunden wird, und zwar auf Grund derselben Uberlegung, die uns

vorher auf a;? (relativ zum Kérper genommen) gefiihrt hatte. Setzen

wir hier den Wert von u aus der vorigen Gleichung ein und fiihren
die Vektorprodukte aus den Einheitsvektoren aus, so erhalten wir die
erste der folgenden Gleichungen

di i3 . B

zi~tag Vs
di . 19 i®
Gi—ig 1% (140)
at_ . i® . i®
ae= 19 ',

Die anderen beiden erhiilt man in derselben Weise. Man hat damit
drei simultane Differentialgleichungen fiir die Unbekannten i, j, f.
Wenn auch die Integration bedeutende Schwierigkeiten macht, wenig-
stens wenn man sich nicht auf die einfacheren Sonderfiille beschriinkt,
so ist damit doch wenigstens das Bewegungsgesetz, dem der Korper
folgt, in analytischer Form dargestellt.

§ 29. Ein einfaches Beispiel.
Ein Ring, dessen Reif erheblich mehr Masse hat, als die
radial gefiihrten Arme, die den Reif mit einer in der Mitte
gelegenen Nabe verbinden, soll im Schwerpunkte auf einer
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Spitze gelagert sein. Zu Anfang moge die Ringebene hori-
zontal liegen und der Ring mdge eine Winkelgeschwindigkeit
#, um irgendeine Achse besitzen, die aber nicht mit der
Figurenachse zusammenfallen soll. Im anderen Fall rotierte er
nimlich um eine freie Achse und wiirde um diese immer weiter
rotieren, ein Fall, der uns nicht weiter zu beschiftigen braucht.

Um die fernere Bewegung des Ringes angeben zu kinnen,
konstruieren wir zuniichst ein Trigheitsellipsoid des Ringes,
bei dem wir nur auf die Masse des Reifs zu achten brauchen,
die wir uns iiberdies in der kreisférmigen Mittellinie vereinigt
denken kénnen. Wenn der Radius dieser Mittellinie mit » und
die Masse des Reifs mit M bezeichnet werden, ist das Triig-
heitsmoment @, fiir die Figurenachse

0, = Mr?
und die anderen Haupttriigheitsmomente sind
@ Mr?
G, = 0, = 21 =g

wie sich aus GL (120) oder auch nach Bd. III, G1. (61), S. 96
d. 3. Aufl. sofort schliefen lift. Auf welche zur Figurenachse
senkrechten Achsen man @, und @, beziehen will, ist iibrigens
bei einem Rotationskérper gleichgiiltig, da jede derartige Achse
eine Haupttriigheitsachse ist.

Die Trigheitsradien verhalten sich hiernach wie J/2:1
und die Hauptachsen des Triigheitsellipsoids wie 1:)/2. Hier-
nach kann das Zentralellipsoid in einem willkiirlichen MaB-
stabe aufgetragen werden. In Abb. 33 ist dies geschehen. Der
Schnitt durch den Reif ist durch zwei kleine schraffierte Kreise
angedeutet; die Figurenachse ist OA.

Wir tragen ferner die Richtung der Anfangswinkel-
geschwindigkeit u, ein; dabei wollen wir uns die Projektions-
ebene von vornherein so gewihlt denken, daB sie durch die
Richtung von u, geht. Im Schnittpunkte von u, mit der
Ellipse, deren Achsen sich wie 1 : /2 verhalten, konstruieren wir
eine Tangente. Diese ist die Spur der auf der Projektions-
ebene senkrecht stehenden unveriinderlichen Ebene «. Recht-
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winklig dazu steht die in der Projektionsebene enthaltene Rich-
tungslinie des Dralls 8.

Von der Voraussetzung, die wir seither stets machten, dal
duBere Krifte auf denm starren Korper, abgesehen vom Auf-
lagerdrucke am festen Punkte, nicht einwirken sollten, sind wir
{ibrigens im vorliegenden Falle bis zu einem gewissen Grade
frei, Wir kénnen uns nimlich, da der Unterstiitzungspunkt
mit dem Schwerpunkte zusammenfillt, zugleich die Schwer-
kraft am Korper wirkend denken. Das Gewicht wird hier
einfach vom Auflagerpunkte aufgenommen, hat aber keinen
Einfluf auf die Bewegung. s leistet niimlich weder Arbeit,
noch hat es ein von Null verschiedenes statisches Moment fiir
den festen Punkt; daher muB ganz wie friiher sowohl die
lebendige Kraft als der Drall 8 konstant sein und hierauf be-
ruhten ja in der Tat alle Folgerungen der vorausgehenden
Untersuchungen. '

Die Polodie wird hier ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf
der Figurenachse liegt
und dessen Ebene senk-
recht auf ihr steht. Er
hat die Projektion P
in Abb. 33, Auch die
Herpolodie wird ein
Kreis, dessen Mittel-
punkt mit dem Schnitt-
punkte von 8 mitder un-
verinderlichen Ebene «
zusammenfillt und der
sich in Abb. 33 als Strecke PR projiziert. Die fernere Be-
wegung des Rings wird nun in sehr einfacher Weise durch das
Rollen des Kreiskegels OP@ um den ibn von immen be-
rithrenden festen Kreiskegel O PR beschrieben.

Um auch die Umlaufszeit 7" fiir ein bestimmtes Zahlen-
beispiel berechnen zu kionnen, nehme ich an, daBl u, einen
Winkel von 45° mit der Figurenachse bildete und gleich 20 Touren
pro Sekunde war. Die Projektion u, auf die Figurenachse wird

Abb. 33.
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hieraus durch Division mit }/2 gefunden. AuBerdem rechnen
wir 20 Touren pro Sekunde auf Bogemmall um wund erhalten

40 4
b(! = V‘Zf sec .
Ferner haben wir hier
@,
=

und, wenn wir diese Werte in Gl. (139) einsetzen, erhalten wir
T = 0,0707 sec.
Nach Ablauf dieser Zeit hat die Momentanachse wieder dieselbe
Lage gegen den Ring. Sie hat aber nicht dieselbe Lage im
Raume. Wenn die Durchmesser P@Q und PR der Polodie und
der Herpolodie nicht kommensurabel miteinander sind, kann
der Anfangszustand sowohl der Lage des Ringes als dem Ge-
schwindigkeitszustande nach iiberhaupt niemals wieder erreicht
werden. Die Zeit, die vergeht, bis u den Heropolodiekegel ein-
mal im festen Raume durchlaufen hat, verhiilt sich iibrigens
(da beide Kegel aufeinander rollen) zu 7' wie PR zu PQ.
Man kann noch nach der Bewegung fragen, die die Figuren-
achse OA ausfiihrt. Um diese zu finden, denke man sich durch
den Punkt O eine Einheitskugel gelegt. Diese Kugel schneidet
die beiden aufeinander rollenden Kegel nach Kreisen und 04
im sphirischen Mittelpunkte des einen Kreises. Dieser Punkt
beschreibt demnach ebenfalls einen Kreis um die unveriinder-
liche Richtung 8. In jedem Augenblicke liegen die Momentan-
achse u, das unverinderliche Moment 8 und die Figurenachse in
einer Ebene und der Winkel zwischen 8 und
der Figurenachse ist konstant. Hiernach 7,
macht die Figurenachse in der gleichen Zeit /
einen Umlauf, in der auch der Herpolo-
diekegel einmal von u durchlaufen wird.
In Abb. 34, die dies niher erliutern soll,
deutet der Kreis P den Schnitt der Ein- e
heitskugel mit dem Polodiekegel, H den Schnitt mit dem Herpodie-
kegel an, ferner ist 8 die Spur von 8 auf der Einheitskugel, 4
die Spur der Figurenachse und der durch 4 gelegte punktierte
Kreis gibt die Bahn an, die A auf der Einheitskugel durchliuft.
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§ 30. StoBe am starren Korper.
Auf einen vollig freien starren Karper, der vorher in Ruhe
war, moge ein StoB einwirken, d. h. es soll wihrend einer
sehr kurzen Zeit an irgendeinem Angriffspunkte eine Kraft $

angreifen, derart daB das Zeitintegral der Kraft f Pdt iiber

die ganze StoBzeit erstreckt von gegebener Richtung und
GrioBe ist. AuBer P sollen wihrend des StoBvorgangs keine
duPeren Krifte an dem Korper angreifen. HEs handelt sich
zuniichst darum, die Bewegung anzugeben, die der Korper
durch den Stoll erlangt.

Hierbei ist daran zu erinnern, daB das Bild des starren
Korpers keineswegs ausreicht, um alle Fragen zu beantworten,
die sich auf den StoB beziehen. Je kleiner wir uns die StoB-
zeit vorstellen, desto griBer mufl wiihrend ihr der durchschnitt-
liche Wert des StoBdruckes $ angenommen werden, damit der
Antrieb f Pdt die vorgeschriebene GriBe erlange. Allzu groB
darf aber P nicht werden, ohne Forminderungen von merk-
licher Grife oder einen Bruch des Kirpers herbeizufithren.
Im ersten Bande wurde dies schon ausfiihrlich besprochen.
Hier soll aber einstweilen vorausgesetzt werden, dafl die StoB-
zeit, wenn auch klein, so doch nicht so kurz bemessen sei,
daB es notig wiirde, auf die durch den Stof bewirkten Form-
inderungen einzugehen. Unter dieser ausdriicklichen
Voraussetzung kinnen wir an dem Bilde des starren Kor-
pers bei der Lisung der aufgeworfenen Frage festhalten.

Die Geschwindigkeit b,, die der Schwerpunkt S des ge-
stoBenen Korpers erlangt, lift sich nach dem Satze von der
Bewegung des Schwerpunktes sofort angeben. Wenn die Masse
des Korpers mit M bezeichnet wird, ist in jedem Augenblicke
wiithrend des StoBes

dn
M= - B,
und durch Integration nach der Zeit folgt daraus

f$dt A
==

b, 7 w (141)
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wenn fiir den Antrieb [ Pdt des StoBes auberdem noch zur

Abkiirzung der Buchstabe ¥ gebraucht wird.

Zur Schwerpunktsbewegung v, tritt noch eine Rotation
um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse, deren Winkel-
geschwindigkeit nach Richtung und Grifle mit u bezeichnet
werden soll. Wir finden sie, indem wir zundchst den auf den
Schwerpunkt bezogenen Drall 8 des rotierenden Karpers be-
rechnen. Nach dem Flichensatze ist in jedem Augenblicke

4B
at — V!BF,
wenn p den vom Schwerpunkte nach dem Angriffspunkte des

StoBles gezogenen Radiusvektor bedeutet. Durch Integration
nach der Zeit folgt daraus

8=\ [Bar-p - \up. (142)

Um von B auf u iiberzugehen, zerlegen wir 8 in seine drei
rechtwinkligen Komponenten B, I3, B, nach den Richtungen
der drei Haupttrigheitsachsen des starren Kérpers. Werden
in diesen Richtungen drei Einheitsvektoren oder Richtungs-
faktoren ij¥ angegeben, so ist nach Gl (130) 8. 187

w—igh+ig+1g
Die Komponenten von 8 finden sich durch Entwicklung des
duBeren Produkts Vﬂ;l zu
B, = Ayp; — Ayp;, By = Aypy — A1ps, By = A,py — Aspy,
und wenn man diese einsetzt, erhidlt man

wf 2aP — Ay sy +i Ay Py — 4, py A gt Aips g Aypy | (143)
8

6, 6,

Nachdem v, und u berechnet sind, kennt man die durch den
StoB hervorgerufene Bewegung bereits vollstindig. Um auch
noch die Geschwindigkeit b zu berechnen, die ein beliebiger
Punkt des starren Korpers erlangt hat, ziehen wir nach diesem
Punkte vom Schwerpunkte aus einen Radiusvektor r und setzen

b=1b, + Vreu.

Durch Entwicklung des duleren Produkts und Einsetzen der
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fiir b, und n gefundenen Werte geht dies iiber in

S | 4, LA py— Ay py 5o ;Aapg fALPs)
b=1 ('M + ¥y "———@3 g a,
. (4 Ay py — Asps Ad,p, — A
+i ( s e&_@;_ﬂ_?- — ;P?__;__ !_p_l)
4+t (%% T .1 9___‘11 by M). (144)

2 1 /
Hiermit sind wir auch in den Stand gesetzt, den Satz
von der Gegenseitigkeit der Stofigeschwindigkeiten
zu beweisen. Man denke sich niimlich am starren Kérper
zwei Punkte, die jetzt mit I und IT bezeichnet werden mogen,
beliebig ausgewiihlt und auflerdem an jedem von ihnen eine
beliebig gewiihlte Richtung « und $ angegeben, ganz so wie
es bei dem Maxwellschen Satze von der Gegenseitigkeit der
Verschiebungen in der Festigkeitslehre geschieht. Dann 1iBt
sich behaupten, daB ein StoB am Punkte I in der
Richtung « dem Punkte II eine Geschwindigkeit ver-
leiht, deren Komponente in der Richtung § ebenso
groB ist, als die Geschwindigkeitskomponente in der
Richtung «, die ein StoB am Punkte II von gleich
groBem Antriebe am Punkte I hervorbringt.
Zum Beweise der Behauptung beachte man, daf der fiir
b aufgestellte Ausdruck sofort auch zur Berechnung der Ge-
schwindigkeit »" benutzt werden kann, die der Punkt vom
Radiusvektor p erlangt, wenn ein StoB von irgendeinem Im-
pulse ¥ am Punkte vom Radiusvektor r angebracht wird.
Man braucht nur die Bezeichnungen entsprechend zu ver-
tauschen und erhiilt dann

e Jyrg —Jyr Jyry —dyry
=g T e, I e )
. [, Jyry — Jgry Jiry —dyr
4= ] (ﬂ;'"l"ps - e, . 1 . o, %'"1)
+1 (:e{% Lp, Jﬁ_"'l_ g_.fl?‘s — 7, _J_zf}‘_'j_fa_re)_

1

Um aut die Komponenten von v und v" in den Richtungen
von § und A zu kommen, bilden wir die inneren Produkte
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3 und »'¥ und subtrahieren sie des Vergleiches wegen von-
einander. Dabei beachte man, daB z. B.

A y — A —
1} =, (T} + 7y 411’?_93 Aspy 7y s — 44 e, AIP_!)

zu setzen ist. Nachdem auch v in derselben Weise ent-
wickelt ist, heben sich beim Subtrahieren alle Glieder gegen-
einander fort und man erhilt daher

by =0’ (145)
Da aber % und J nach Voraussetzung den gleichen absoluten
Wert haben sollten, folgt hieraus, daB auch die Projektion
von b auf die Richtung von J ebenso grof sein muf, wie
die Projektion von v" auf die Richtung von %, womit der Satz
bewiesen ist. — Ein anderer Beweis des Satzes, der sich dem
in der Festigkeitslehre gegebenen Beweise des ihm #hnlichen
Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen auch der
Form nach aufs engste anschlieBt, ergibt sich aus dem Zu-
sammenhange zwischen der vom StoBdrucke geleisteten Arbeit
und der lebendigen Kraft, die der Korper durch den Stof
erlangt.

Zwar folgt schon ohne weiteres aus dem Satze von der
lebendigen Kraft, daB die Arbeit des StoBdruckes gleich der
von ihr hervorgebrachten lebendigen Kraft sein muB. Wegen
des Verlustes an lebendiger Kraft, der in manchen Fillen des
Stofes eintritt, ist es aber der Vorsicht wegen, um sich
nimlich vor naheliegenden irrigen Schliissen zu schiitzen, rat-
sam, sich auch noch unmittelbar davon zu iiberzeugen, daB
der Satz von der lebendigen Kraft in unserem Falle ebenfalls
zu Recht besteht. Um diesen Nachweis zu fiihren, wende man
den in Gl (144) fiir v aufgestellten Ausdruck zur Berechnung
déer Geschwindigkeit an, die der Angriffspunkt des StoBes selbst
erlangt hat. Dazu ist nur nétig, die Komponenten » 7,7,
des Radiusvektors v durch die Komponenten p, p,p; von p zu
ersetzen. Nebenbei bemerkt, ergibt sich daraus zugleich, daB
sich der Angriffspunkt des Stofles im allgemeinen keineswegs
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in der StoBrichtung selbst, sondern in einer davon abweichenden
Richtung bewegt.

Wir wollen ferner ein Zeitelement df auswihlen, das in
die StoBzeit hineinfiillt. Bis zum Beginne dieses Zeitelements
hat der Angriffspunkt des StoBes noch nicht seine volle Ge-
schwindigkeit erlangt. Wir kionnen aber die zu dieser Zeit
bereits bestehende Geschwindigkeit ebenfalls nach der fritheren
Formel berechnen, wenn wir darin jetzt unter 4, 4, 4, die

Komponenten jenes Teiles des ganzen Antriebs f P dit verstehen,

der zeitlich vor dt liegt. Der Weg ds des Angriffspunktes
withrend d¢ ergibt sich dann zu

dhwq(l+%'“&%%— %ﬂfﬁ%

@?
il )
und die Arbeit des StoBdruckes P wihrend df wird gleich

A A p, — A p p — 4,
dt!Pl (;71% +P2*LJ*@;" L p A—s 1 @2 Ps)

2135 — Ay ps A, p, — 4, p,
+P(M+ Ps- e, — @, 7)

P 4By A ).

Andererseits wollen wir berechnen, um wie viel sich die
lebendige Kraft des gestofenen Kdrpers wihrend d¢ vermehrt,
Beziehen sich auch hier v, und u auf den Anfang des Zeit-
elementes d?, so ist die zugehorige lebendige Kraft L (vgl
Gl (115), S. 169)

1

L= Mvi+6,ul+ ) 6ui+ ) 6,ul

oder, wenn man die frither berechneten Komponenten von b,

und u einsetzt,

_ 1A A A 1 (Ap — Ayp)® | 1 (4,0 —4,p,)
L= "t etz e

1(4,p, — A!'P:)_!'
+ 5 = 9,’.__.‘ £

In diesem Ausdrucke sind nur die Komponenten von %
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mit der Zeit verdnderlich, und zwar so, daB

d A, ddy dA
at =Py at — v e =B

ist. Fiir den Zuwachs d . von L wihrend dt findet man daher
dL=dt{AP+AP+A ﬁ+(Pp3_ spi)A!Pa Ay py

+ (B — Pypg) = an

Dieser Ausdruck stimmt aber mit dem vorher fiir die
Arbeit des StoBdruckes aufgestellten — abgesehen von der
etwas abweichenden Anordnung der einzelnen Glieder — genau
iiberein und die Anwendbarbeit des Satzes von der lebendigen
Kraft ist hiermit auch unmittelbar bewiesen.

Ehe ich weiter gehe, mdchte ich hier noch darauf aufmerksam
machen, dall die Giiltigkeit des Satzes von der lebendigen Kraft in
der gewdhnlichen Form wesentlich von der an die Spitze dieser
Betrachtungen gestellten Voraussetzung abhiingt, daB die Gestalt-
#nderung des Korpers withrend des Stollvorgangs vernachlissigt wer-
den diirfe, Erfihrt der Kirper Formiinderungen, die. selbst nur in
der Nachbarschaft des StoBangriffspunktes von merklicher Grofie zu
sein brauchen, so hort die Giiltigkeit der vorhergehenden Entwick-
lungen aunf. Der Angriffspunkt legt niimlich, wenn das Material des
Korpers etwas nachgiebig ist, wegen der Zusammendriickung an der
Kraftiibertragungsstelle einen etwas grifleren Weg zurtick, als vorher
berechnet wurde, und damit wird auch die Arbeit des StoBdruckes
groBer als vorher und hiermit zugleich auch griBer als die lebendige
Kraft, die durch den Sto hervorgebracht wird. Der Grund fir diese
Abweichung vom Satze von der lebendigen Kraft in der iiblichen
Form liegt darin, daBl nun auch die inneren Kriifte Arbeit leisten.
Der UberschuB der Arbeit des StoBdrucks iiber die hervorgebrachte
lebendige Kraft wird zur Uberwindung der inneren Krifte verwendet
und falls der Kérper vollkommen elastisch sein sollte, in Gestalt von
Forminderungsarbeit aufgespeichert.

In .je kiirzerer Zeit sich ein Stoll von gegebenem Antriebe ab-
spielt, um so mehr tritt der Einflull der Forménderung hervor, und
zwar aus doppeltem Grunde. Zuniichst muBl niimlich der Stofidruck
um so griBer sein, je kiirzer die StoBzeit ist, damit der Impuls den
vorgeschriebenen Wert behalte. Der grofleren Kraft entspricht aber
eine griiBere Formiinderung. Dazu kommt ferner noch, daBl zugleich
der Weg, den der Angriffspunkt des Stofles, abgeseben von der Form-

Foppl, Dynamik. 3. Aufl, 14

S | (B — Pup) B
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inderung, withrend der StoBdauer zuriicklegt, in demselben Verhilt-
nisse abnimmt, wie die StoBzeit selbst. Aus beiden Griinden wiichst
daher der aus der Forminderung hervorgehende Anteil des ganzen
Weges, auf dem die Arbeit des StoBdrucks geleistet wird, gegeniiber
dem Anteile, der von der Bewegung des als starr aufgefaBten ge-
samten Korpers herriihrt, wenn die StoBdauer kiirzer wird. Man er-
kennt hieraus, in welche Widerspriiche und Fehler man geraten kann,
wenn man, wie es immer noch oft genug geschieht, eine Lehre vom
StoBe starrer Korper bis in ihre letzten Folgerungen hinein durch-
fithren will, ohne auf die Unzulinglichkeit des gebranchten Bildes zu
achten, sobald die StoBdauer zu kurz wird.

Um dies noch deutlicher hervortreten zu lassen, mogen die vor-
hergehenden Schliisse auf den Fall angewendet werden, dafl zwei freie
Korper aufeinander stofien. Dabei soll fiir den Augenblick auf die
— von mir freilich keineswegs geteilte — Vorstellung eingegangen
werden, dafl es ein zuliissiges Problem der Mechanik sei, den Stof
von Korpern zu untersuchen, die in Gedanken ohne fernere Be-
dingungen nur als absolut starr betrachtet werden konnten. Der
SchluB liegt dann nahe, die Arbeit der inneren Kriifte wegen des
Fehlens jeder Forminderung gleich Null zu setzen und daraus zu
folgern, dafl die Summe der lebendigen Krifte beider Korper durch
den StoB keine Anderung erfahre, wiihrend man doch im Gegenteile
gewihnlich einen Verlust an lebendiger Kraft beim Stolle starrer
Korper herausrechnet. Der Widerspruch klirt sich einfach dadurch
auf, daB der auf die Forminderung verwendete Anteil der Arbeit
des StoBdruckes, sobald man den Grenziibergang zum starren Korper
vollzieht, in der Form 0o - 0 auftritt. Dies ist, solange keine weitere
Bedingung hinzutritt, ein unbestimmter Ausdruck, der je nach der
Art, wie man sich den Grenziibergang vollzogen denkt, verschiedene
Werte annimmt. Der Verlust an lebendiger Kraft beim StoBle starrer
Korper kann daher ohnme Zuhilfenahme bestimmter willkiirlicher
Voraussetzungen durch kein allgemein bewithrtes Grundgesetz der
Mechanik berechnet werden.

Nach diesen Abschweifungen kehre ich zum Satze von
der Gegenseitigkeit der Stofigeschwindigkeiten zuriick. Man
denke sich an den Punkten I und /7 in den Richtungen «
und B, von denen frither die Rede war, nacheinander zwei
StoBe von den Impulsen A und ¥ angebracht. Dabei ist es,
wenn nur heide Stébe so schnell aufeinanderfolgen, daB sich
der Korper in der Zwischenzeit nicht merklich aus der anfing-
lichen Lage verschoben hat, nach dem Gesetze von der Super-
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. position der Bewegungen gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge
die Stifle ausgeiibt werden. Bei jeder Reihenfolge der Stifle
erlangt der Korper dieselbe lebendige Kraft und daher muB
auch die Summe der Arbeiten beider StoBdriicke denselben
Wert annehmen. Diese Arbeiten lassen sich aber sofort be-
rechnen. Dazu mige die Geschwindigkeit von Punkt I in
jedem Falle mit v;, und zwar jene, die durch den Impuls ¥
am Punkte I hervorgebracht wird, speziell mit v, &, jene, die
vom Impuls § erzeugt wird, mit v, 3 bezeichnet werden und
in demselben Sinne sollen fiir den Punkt 7/ die Bezeichnungen
9,7, und v, g gebraucht werden. Wird nun der StoB ¥ zu-
erst und unmittelbar darauf der Stof J ausgefiihrt, so legt
der Angriffspunkt I von ¥, wegen des allmihlichen Anwachsens
der (reschwindigkeit von 0 bis b,y wihrend der StoBzeit ¢

einen Weg ;n;_u-r zuriick und die Arbeit von W wihrend

der ganzen StoBzeit ist daher gleich
1
9 by e- N

Der Angriffspunkt I7 von J hat zu Beginn des zweiten StoBes
bereits die Geschwindigkeit b, 4, und dazu summiert sich noch
withrend des StoBes die von O bis zu ihrem Endwerte an-
wachsende Geschwindigkeit vy, q. Die Arbeitsleistung des
zweiten Stofes berechnet sich daher zu

1 ;
(llu,n 30, 3) o,
Die der erzeugten lebendigen Kraft gleiche Arbeitsleistung
beider Stifle ergibt sich daher zu
;DM('Q( + 0w J + i by J-

Erfolgen dagegen beide Stéfe in umgekehrter Reihen-
folge, so findet man die gesamte Arbeitsleistung auf dem
gleichen Wege zu

1 1
2911,3'%4—111,3-314-2!1;,“-9(.
14*
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Beide Werte miissen einander gleich sein nnd der Ver-
gleich liefert.

DH,!{'% mﬁj,s'a.

Sind demnach die Antriebe % und J von gleicher abso-
luter GroBe, so folgt fiir die Projektionen der Geschwindig-
keiten v, 3 und v, 9 auf deren Richtungslinien

v, 3 = Vi u; (146)
womit der Satz von neuem, und zwar diesmal auf ganz gleichem
Wege wie frither der Satz von der Gegenseitigkeit der Ver-
schiebungen an elastischen Korpern bewiesen ist. — Hierbei
mag noch bemerkt werden, dall die Punkte I und I7 auch in
einen einzigen zusammenfallen diirfen, wihrend die Richtungs-
linien der Stife A und § verschieden voneinander sind. Auch
fiir diesen Fall gilt der Sataz.

SchlieBlich sei hier noch darauf hingewiesen, wie sich das
Prinzip von d’Alembert gestaltet, wenn es auf Stébe am
starren Korper angewendet wird. Solange der StoB vom

Antriebe N = ] "P dt einwirkt, bringt er an jedem Massenpunkte
des Korpers eine gewisse Beschleunigung hervor, die gleich

eschrieben werden kann und die zu jeder Zeit proportio- .

nal mit P ist. Bringt man die Trigheitskrifte —m% an,

;'ng g

s0 bilden sie mit ¥ in jedem Augenblicke ein Gleichgewichts-
system. Um dieses Gileichgewichtssystem niiher zu untersuchen,

kann man sich an Stelle von P auch J'tB dt gesetzt denken,

wenn man nur auch fiir jede Trigheitskraft ihr Zeitintegral,
also — m(dg — (’IB—

dt dt
einsetzt, falls hier unter b, die Geschwindigkeit verstanden
wird, die der betreffende materielle Punkt etwa schon vor dem
StoBe hatte. In Worten heiBt dies, daBl der durch eine
Kraft in irgendeinem MaBstab dargestellte Impuls
mit den im entgegengesetzten Sinne genommenen Zu-
wiichsen der BewegungsgriBen, falls man sie sich im
gleichen MaBstabe durch Kriifte wiedergegeben denkt,

) ) oder mit anderen Worten — m (b — v,)
0
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ein Gleichgewichtssystem bildet. Schreibt man an, daf
des (leichgewichts wegen die geometrische Summe der dar-
stellenden Krifte gleich Null sein, und daB die Summe ihrer
statischen Momente verschwinden muf}, wobei man den Schwer-
punkt zum Momentenpunkte wiihlen kann, so gelangt man
wieder zu denselben Gleichungen, die vorher aus dem Schwer-
punkts- und dem Flichensatze abgeleitet worden waren.

§ 31. Der Satz von Carnot iiber den Verlust an lebendiger
Kraft beim Stofe starrer Korper.

Unter einem starren Korper soll jetzt der Grenzfall eines
weichen oder plastischen, d. h. eines Korpers vom Elastizitiits-
grade Null verstanden werden, der aus einem solchen dadurch
hervorgeht, dal man sich die Zusammendriickbarkeit des
Korpers unter stetiger Festhaltung der genannten Eigenschaft
bis auf Null vermindert denkt. Eine solche niihere Bestimmung
ist, wie wir vorher erkannten, nétig, um den Aufgaben iiber
den Stofl starrer Korper gegeneinander eine physikalisch zu-
lissige Bedeutung zu geben. Wenn dies von anderen Autoren
auch nicht ausdriicklich ausgesprochen wird, liegt diese Vor-
stellung doch iiberall stillschweigend zugrunde, wo ander-
wiirts vom Stofle starrer Kdrper geredet wird oder die dariiber
angestellten Betrachtungen bleiben wenigstens nur dann richtig,
wenn man dem unbestimmt gelassenen Begriffe des starren
Korpers nachtriiglich iiberall den hier genauer angegebenen Sinn
unterlegt.

Wenn zwei weiche Korper aufeinander stofen, endigt der
StoB mit der ersten StoBperiode, d. h. mit dem Augenblicke,
in dem die Kérper an der Bertihrungsstelle gleiche Geschwindig-
keiten erlangt haben. Die durch die Zusammendriickung der
Kérper hervorgerufene Anniiherung hat dann zugleich ihren
groBten Wert erreicht. Auch fiir den StoB starrer Kérper
in dem hier definierten Sinne ist daher die Bedingung festzu-
halten, dall die Korper an der Stofistelle gleiche Geschwindig-
keiten durch den Stoll erlangen. Dabéi ist zuniichst an den
geraden StoB gedacht. Fiir den allgemeinen Fall des StoBes
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zweier starrer Korper gegeneinander soll die Aussage dahin
ergiinzt werden, daf die StoBstellen gleiche Geschwindigkeits-
Komponenten in der Richtung der Stofinormalen erlangen, und
daB ferner einem Gleiten der Oberflichen iibereinander wiih-
rend des StoBes keine Reibung entgegenstehe. Die letzte
Voraussetzung ist freilich abermals vollkommen willkiirlich
eingefithrt und sie entspricht, wie wir wissen, dem wahren
Verhalten der festen Korper keineswegs. Als nihere Definition
des idealen starren Korpers ist sie aber zulissig, und da der
Satz von Carnot, der sich auf starre Kirper von den hier
vorausgesetzten BEigenschaften bezieht, in manchen Teilen der
technischen Mechanik eine nicht unerhebliche Rolle spielt,
mag sie an dieser Stelle gelten.

Dabei michte ich freilich sofort bemerken, dal meine
Absicht bei der Behandlung des Carnotschen Satzes haupt-
sichlich darauf hinausgeht, meine Leser durch eine genauere
Darlegung des wahren Sachverhaltes vor einer Uberschiitzang
dieses Satzes, auf den man sich in der technischen Hydraulik
sehr hiufig bezieht, zu schiitzen und sie dadurch davor zu
behiiten, manche Formeln, die als Niherungsannahmen eine
gewisse Berechtigung haben, fiir streng beweisbare und daher
entsprechend zuverlissige Folgerungen aus den Grundgesetzen
der Mechanik anzusehen.

Der Verlust an lebendiger Kraft beim geraden zentralen
StoBe weicher (und hiermit auch der ,starren”) Kérper ist
schon im ersten Bande ermittelt worden. Bezeichnet man die
Massen beider Korper mit m, und m, und die Geschwindig-
keiten vor dem Stofle mit », und v,, wobei v, > v, sein moge,
so ist die gemeinsame (Geschwindigkeit am Ende der ersten StoB-
periode, die hier voriibergehend mit w bezeichnet werden mag,
My vy = My Oy

my —+ m,
und der Verlust an lebendiger Kraft stellt sich zundchst in
der Form

w =

2 2

m, v3 m, v w?
Verl = =2 4+ =22 — (m, + m,) “
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dar. Dieser Ausdruck kann auf verschiedene Art umgeformt
werden, und zwar, um auf den Carnotschen Satz zu kommen,
auch in folgender Weise

Verl = ; (m1 v+ my v + (my + mg) w? — 2 (my + my) wg)

oder, wenn man in dem letzten mit «? behafteten Gliede fiir
den einen Faktor « den vorher dafiir festgestellten Wert
einsetzt,

1 2
Verl = (m, v + myv2 + myw? + myw® — 2w (my v, + my v,))
1 2 ! oY 147
= 5y (w — v, + 5 my (v, — w)*. (147)

Die beiden Glieder dieses Ausdrncks haben eine einfache
Bedeutung. Die Differenzen w — ¢, und v, — ' geben niémlich
die Geschwindigkeitsanderungen an, die beide Kérper durch
den Stof erfahren. FaBt man daher diese Geschwindigkeits-
inderungen als selbstindige Bewegungszustinde auf, so ist
die Summe der zu ihnen gehérigen lebendigen Kriifte
ebenso grof als der in Wirklichkeit eintretende Ver-
lust an lebendiger Kraft, den wir berechnen wollten.
Diese Aussage spricht den Carnotschen Satz aus, der indessen,
wie sich sofort zeigen wird, nicht nur fiir den geraden zen-
tralen StoB, sondern auch noch in viel allgemeineren Fiillen
seine Giiltigkeit behiilt. ‘

Zunichst gilt der Satz auch fiir den beliebigen —
schiefen und exzentrischen — StoB von zwei freien
starren Korpern gegeneinander. Um dies zu beweisen,
bezeichne ich die Geschwindigkeit der vom StoBe getroffenen
Stelle des ersten Korpers in irgendeinem Augenblicke wihrend
der StoBzeit mit w,, die Geschwindigkeit der StoBstelle des
zweiten Korpers mit w,. Da sich die Korper an der StoBstelle
wihrend der ganzen StoBdauer berithren — obschon die Ober-
flichen im allgemeinen zugleich iibereinander gleiten —, miissen
die in der Richtung der StoBnormalen genommenen Kompo-
nenten von v, und w, gleich grof sein. Der ebenfalls in die
Richtung der Stofnormalen fallende StoBdruck am ersten
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Kérper sei mit P, das bis zu dem betrachteten Augenblicke
genommene Zeitintegral von P mit W und das iiber die ganze
StoBdauer erstrebte Zeitintegral mit W' bezeichnet. Am zweiten
Korper kehren sich die Richtungen von P und % dem Wechsel-
wirkungsgesetze zufolge um und man hat daher fiir ihn — P
bzw. — % und — A’ zu setzen. Die Arbeit von P am ersten
Kérper wiithrend eines Zeitelementes d¢ ist gleich

Pw,dt,
und die Arbeit des StoBdrucks am zweiten Korper gleich

— Pw,dt.

Nach dem, was vorher iiber w, und w, bemerkt wurde,
sind beide”Arbeiten von gleicher Grife und entgegengesetzten
Vorzeichen, also

P (o, — ms) -, (148)

Die Geschwindigkeiten w, und w, der StoBstellen sind
aber nicht jene, die diesen zukiimen, wenn sie sich so be-
wegten, wie es dem starren Zusammenhange mit den fern von
der Stofstelle gelegenen Korpermassen entspriche. So klein
auch die Formiinderungen sein mogen, und wenn wir sie beim
Grenziibergange vom weichen zum starren Korper schlieBlich
selbst ganz verschwinden lassen: wiihrend der dann ebenfalls
gegen Null hin konvergierenden StoBdauer miissen wir jeden-
" falls darauf Riicksicht nehmen, daB sich die StoBstelle der
minimalen Forminderung wegen mit anderer Geschwindigkeit
zu bewegen vermag, als es dem starren Zusammenhange mit
der Hauptmasse des gestofienen Korpers entsprechen wiirde.
Jene Geschwindigkeiten der Stofistellen, die den Bewegungs-
zustinden der heiden Korper im gegebenen Augenblicke mit
Vernachlidssigung der Forménderung an der StoBstelle zu-
gehorten, seien zum Unterschiede von w;, und w, mit v, und
v, bezeichnet.

Die Anderung, die die lebendige Kraft des ersten Korpers
withrend dt erfihrt, ist gleich jener Arbeit des StoBdrucks %,
die zuin Wege v, df gehort, denn wir wissen schon aus den
Untersnchungen des vorhergehenden Paragraphen, daB die
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Arbeit eines Impulses Pdi gleich der von ihr verursachten
Anderung der lebendigen Kraft ist, falls wihrend df keine
Formiinderung eintritt. Der Rest, also

q}(wl - Dl)dt
wird auf die Forminderungsarbeit am ersten Korper ver-
wendet. Hierbei ist iibrigens wohl zu beachten, dal anch beim
starren Korper eine endliche Forminderungsarbeit moglich ist,
denn wenn auch der Weg der Zusammendriickung gegen Null
konvergiert, so konvergiert gleichzeitig die GroBe des StoB-
drucks gegen Unendlich und das Produkt O - co behilt bei der
hier zugrunde gelegten Definition des starren Korpers einen
endlichen Wert.

Ebenso wird withrend des Zeitelementes df die Arbeit

— P(wy —v,)dt
auf die Formiinderung des zweiten Korpers verwendet. Die
Summe beider Formiinderungsarbeiten ist gleich dem Verluste
an lebendiger Kraft wihrend d{, also
dVerl = $(w, — v, — w, -+ v,)dt,
und daher mit Beriicksichtigung von Gl (148) auch
dVerl = P(v, — v,)dt.

Der gesamte Verlust an lebendiger Kraft wihrend der
ganzen Stofdauer folgt daraus zu

Verl = (v, — v,)Bat.

Um die Integration nach der Zeit auszufiihren, bezeichne
ich die Geschwindigkeit b,, die dem Anfange des Stofles ent-
spricht, mit ! und die am Ende des StoBes mit v;. Die
Anderung v — v? entspricht dem ganzen StoBimpulse %', die
Anderung v, — v? bis zu dem betrachteten Augenblicke dem
bis dahin bereits verstrichenen Impulse A und die beiden
Anderungen verhalten sich zueinander wie die absoluten Werte
A und A’ dieser Impulse, da die Richtung des StoBdrucks
fortwihrend mit der StoBnormalen zusammenfillt und sich
daher nicht dindert. Man hat daher
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b, =00+ (o{ —b?) und ebenso b, = b3+ (0 — v9).
Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhiilt man
Verl = (v — 2) [ Bt + (b5 — 3 — v + 09) [ Bat.

Nun ist aber Bdt = d¥, und daher
Verl = (v — )% + (b5 — 2 — v{ + v) - 9.

Beachtet man ferner noch, dafl am Ende des StoBes die
Projektionen von b, und b, auf die StoBnormale gleich gro8
geworden sind, so vereinfacht sich dies zu

Verl = 3(00 — o) 9. (149)

Hiermit ist ein Ausdruck fiir den Verlust an
lebendiger Kraft gefunden, von dem nur noch gezeigt zu
werden braucht, daB er mit dem nach dem Carnotschen Satze
berechneten iibereinstimmt. Zu diesem Zwecke sei nun irgend-
ein fern von der StoBstelle liegender materieller Punkt des
ersten Korpers ins Auge gefafit, dessen Geschwindigkeit vor
dem Stofie mit v° und nach dem Stolle mit v (also unter
Weglassung des unteren Zeigers gegeniiber den vorher ge-
brauchten Bezeichnungen) bezeichnet werden soll. Wir kénnen
dann sagen, daB der spiitere Bewegungszustand des ersten
Kérpers aus dem fritheren dadurch hervorgeht, daB sich ihm
ein Bewegungszustand v” — b° zugesellt. Betrachtet man, wie
es bei der Aussage des Carnotschen Satzes geschieht, den Be-
wegungszustand v — p° fiir sich, so gehorte ihm, wenn er
allein vorkiime, eine gewisse lebendige Kraft zu, die mit I,
bezeichnet werden mag. Nach dem Satze von der Superposition
der Bewegungen liefie sich der Bewegungszustand 1" — p°
jedenfalls dadurch getrennt fiir sich hervorbringen, dafl man an
dem ruhend gedachten ersten Korper den StoB vom Impulse %’
wirken liefle. Unter der Voraussetzung, daB sich dieser Stof
ohne Formiinderung abspielte, wire dann die lebendige Kraft
L,, die durch den StoB hervorgebracht wiirde, gleich der
Arbeit des Impulses zu setzen. Dabei miilite die Geschwindig-
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keit der StoBstelle withrend des StoBes von Null bis zu dem
Endwerte b; — v? wachsen. Die Arbeit des Impulses und hier-
mit die lebendige Kraft L, berechnet sich demnach zu

L= (0 — ),

und ebenso findet man fiir den zweiten Korper
1 ’ r
L2=_ 2”(‘]2—“‘5),

wobei nur zu beachten ist, daB bei ihm — %" an Stelle von A’
tritt. Die Summe liefert

L + L, = ;(n; — b} —b; + 0} A

Da nun, wie vorher schon bemerkt war, am Ende des
plastischen StoBes die Projektion von vy auf die Stofnormale
oder auf die Richtung von A’ ebenso groB ist wie die Pro-
jektion von bz, stimmt dies genau mit dem Werte in GL (149)
iiberein und man findet

Verl=L, + L,, (150)

womit der Carnotsche Satz auch fiir den allgemeinsten Fall des
StoBes von zwei ,plastisch-starren® Kérpern gegeneinander be-
wiesen ist.

Auch auf den Fall, daBl die stoBenden Korper nicht véllig
frei, sondern bestimmten Bedingungen unterworfen sind, liBt
sich der Satz unter Beibehaltung der fritheren Schlufiweise
iibertragen, falls dabei nur immer vorausgesetzt wird, daB alle
Korper, durch die diese Bedingungen verwirklicht sind, auch
wenn sie in der Grenze als starr angesehen werden, selbst im
Grenzfalle noch den Elastizitiitsgrad Null haben, und daB ferner
kein weiterer Verlust an lebendiger Krait durch Reibungen
herbeigefiihrt wird. Ich begniige mich damit, dies hier noch
an einem einfachen Falle dieser Art zu zeigen.

Ein starrer Kérper moge zunichst villig frei sein
und eine beliebige Anfangshewegung besitzen. Dann
soll irgendein Punkt von ihm durch eine geeignete
Vorrichtung plétzlich festgehalten werden, so daB
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sich der Kérper von da ab nur noch um diesen festen
Punkt weiter zu drehen vermag. Man soll angeben,
wie er sich weiterhin bewegt und wie groB der Ver-
lust an lebendiger Kraft ist, den er durch den StoB
erleidet.

Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes vor dem
StoBe sei wieder mit 1% die nach dem Stofe mit b" bezeichnet,
die Geschwindigkeiten der StoBstelle insbesondere, sofern von
der Formiinderung abgesehen wird, mit vf und v{, wobei frei-
lich zu beachten ist, daB auch hier wieder wihrend der StoB-
zeit die wahre Geschwindigkeit w, des Punktes, den man fest-
zuhalten im Begriffe ist, der unvermeidlichen Formiinderung
wegen, von b, verschieden ist. Die Endgeschwindigkeit by ist
iibrigens nach der im vorliegenden Falle vorgeschriebenen
Bedingung gleich Null zu setzen. — Durch den StoB wird
der Bewegungszustand um v — v° abgeiindert und wir konnen
uns einen selbstiindigen Bewegungszustand denken, der sich
dem vorhergehenden iiberlagert und bei dem jeder Punkt die
Geschwindigkeit v — v°, die StoBstelle also speziell die Ge-
schwindigkeit — b} besitzt. Der StoBimpuls, von dem zunichst
nur der Angriffspunkt gegeben ist, muf jedenfalls so gerichtet
und von solcher Grife sein, daf er fir sich den Bewegungs-
zustand v — v° hervorruft, insbesondere also seinem Angriffs-
punkte die gegebene Geschwindigkeit — v} erteilt. Dadurch
ist aber, wie aus § 30 hervorgeht, der Stofimpuls schon voll-
stindig bestimmt. Nach Gl (144) (S. 206) folgt nimlieh,
wenn man darin die Komponenten von r noch speziell durch
die von p ersetzt, die zu einem gegebenen StoBimpulse % ge-
horige Geschwindigkeit b des Angriffspunktes von . Zerlegt
man diese Gleichung in drei Komponentengleichungen nach
den Richtungen der i, j, f, so lassen sich diese drei Glei-
chungen auch nach den Komponenten 4, 4, 4, von % auflisen,
indem sie fiir diese Unbekannten vom ersten Grade sind.
Nachdem dies geschehen ist, kennt man den StoBimpuls %
nach Richtung und GréBe, der auf den festzuhaltenden Punkt
vom Gestelle aus iibertragen werden muB. Hiermit ist anch
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der Bewegungszustand nach dem StoBe als bekannt zu be-
trachten.

Fiir den Verlust an lebendiger Kraft kénnen wir ohne
weiteres den Ausdruck in GL (149) in Anspruch nehmen,
wenn wir unter dem zweiten Korper, auf den sich v} bezieht,
das Gestell verstehen, also die Vorrichtung, durch die der
betreffende Punkt gendtigt wird, nach Ablauf des Stofies in
Ruhe zu bleiben. Die Geschwindigkeit b} selbst ist daher
gleich Null zu setzen und man hat

Verl = — ;nﬁ’!l'.

Das hier auftretende Minuszeichen erklirt sich leicht
damit, dall A den StoBimpuls am ersten Kérper bedeutet, der
die Geschwindigkeit v} vernichtet, also ungefiihr — wenn auch
keineswegs genau — entgegengesetzt gerichtet mit B} sein
muf. Das innere Produkt " hat daher an sich einen nega-
tiven, der Verlust an lebendiger Kraft dagegen, des Minus-
zeichens wegen, einen positiven Wert.

Nun beachte man, daB der StoBimpuls %" am ruhend
gedachten Korper den Bewegungszustand v’ — v° hervorbrichte.
Die diesem zugehdrige lebendige Kraft sei wieder mit I, be-
zeichnet. Dann ist L, ebenso grofl wie die Arbeit des StoB-
impulses ', wenn dieser den Bewegungszustand v — »° aus
dem Ruhestande heraus hervorbringt. Dabei steigt aber die
Geschwindigkeit des Angriffspunktes von %" von Null an bis
auf — 1Y an und fiir die Arbeit von W’ und hiermit zugleich
fiir L, erhilt man daher

L= — 509

Mit dem vorher fiir Verl gefundenen Werte stimmt dies aber
genau fiiberein und wir finden daher auch hier den Carnotschen
Satz durch die Gleichung

bestiitigt. Wncte=

Man sieht nun auch leicht ein, daB sich derselbe Beweis-
gang auch auf andere Arten von Zwangsbedingungen iiber-
tragen liBt, solange es sich um einen rein plastischen Stof
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handelt, fiir den die zu Gl (149) fithrende Betrachtung stets
ohne Anderung iibernommen werden kann.

Dagegen wird der Carnotsche Satz stets ungiiltig,
sobald der StoB entweder nicht ganz unelastisch ist
oder sobald (etwa beim schiefen Stofie) Reibungen
vorkommen, die sich dem Ubereinanderweggleiten der
StoBstellen widersetzen.

§ 32. Die Kreiselbewegung.

Wir nehmen jetzt die schon in § 26 behandelte Bewegung
eines starren Korpers, der sich um einen festen Punkt reibungs-
frei zu drehen vermag, von neuem wieder auf, jedoch mit dem
Unterschiede, daf aufer dem Auflagerdrucke am festen Punkte
jetzt auch noch das Kigengewicht des Korpers als weitere
duBere Kraft zur Geltung kommen soll. Ein Korper, der
diesen Bedingungen unterworfen ist, wird gew®hnlich als ein
Kreisel bezeichnet, wenigstens dann, wenn ihm von vorn-
herein eine grofe Winkelgeschwindigkeit erteilt wurde. Die
sich hieran unter den angegebenen Bedingungen anschlieBende
Bewegung heillt die Kreiselbewegung. Indessen bezeichnet
man zuweilen auch schon den in § 26 behandelten Korper,
der um einen festen Punkt rotierte, ohne daBl andere Kriifte
als der Auflagerdruck im festen Punkt an ihm angriffen, als
einen ,kriftefreien Kreisel“ und im Gegensatze den jetzt zu
untersuchenden Korper, an dem auBerdem noch das Eigen-
gewicht angreift, als einen ,schweren® Kreisel.

Die Theorie des schweren Kreisels ist erheblich schwieriger
als die des kriiftefreien Kreisels und fiir den allgemeinsten Fall
eines Kreisels mit dreiachsigem Triigheitsellipsoid hat die Auf-
gabe, die weitere Bewegung bei heliebig gegebenen Anfangs-
bedingungen vorauszusagen, bisher tiberhaupt noch keine strenge
Losung gefunden. Nur fiir einzelne Fille und insbesondere
fir den praktisch sehr wichtigen Fall des ,symmetrischen®
Kreisels ist die Losung der Aufgabe gelungen. Symmetrisch
wird der Kreisel genannt, wenn er die Gestalt eines Um-
drehungskorpers hat und der Unterstiitzungspunkt auf der
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Umdrehungsachse liegt. Die Umdrehungsachse wird auch als
HFlgurenachse” oder ,Kreiselachse bezeichnet. Bei den meisten
Anwendungen der Kreiseltheorie liegt dieser Fall vor. In-
dessen kommt es eigentlich auf die besondere Gestalt des
Kreiselkdrpers gar nicht an. Wesentlich ist nur, dai das auf
den festen Punkt bezogene Triigheitsellipsoid des Korpers ein
Umdrehungsellipsoid ist und der Schwerpunkt des Kreisels
auf der Umdrehungsachse des Ellipsoids enthalten ist. Man
kann daher auch jeden Kreisel, von dem dies gilt, als einen
»Symmetrischen” Kreisel im Sinne der Kreiseltheorie betrachten.

Ein besonderer Fall des symmetrischen Kreisels, fiir den
sich die Theorie noch etwas einfacher gestaltet, ist der des
yKugelkreisels®. Man versteht darunter einen Kreisel, dessen
Trigheitsellipsoid, bezogen auf den festen Punkt, eine Kugel
bildet, gleichgiiltig, wie nun der Kreisel im iibrigen gestaltet
sein moge.

Die allgemeine Kreiselbewegung umfaBt auch die Pendel-
bewegung als einen besonderen Fall. Setzt man nimlich die
Anfangsrotation gleich Null, so fithrt der Korper unter dem
Binflugse des Eigengewichtes ebene Pendelbewegungen aus.
Ebenso kommt bei passend gewihlten Anfangsbedingungen
eine Bewegung zustande, bei der der Korper als Zentrifugal-
pendel schwingt. An diese Grenzfiille denkt man aber nicht,
wenn man von der Kreiselbewegung im engeren Sinne des
Wortes redet; man meint vielmehr jene Bewegungen, die der
Korper ausfiihrt, wenn ihm eine besonders grofe Anfangs-
rotation, und zwar meist um eine Achse, die nicht viel von
der Figurenachse abweicht, erteilt wurde. Man kommt dadurch
auf einen anderen Grenzfall, der zumal fiir die praktischen
Anwendungen von besonderer Wichtigkeit ist.

Um diesen Grenzfall niher zu kennzeichnen, mache ich
zunichst darauf aufmerksam, daB bei der allgemeinen Kreisel-
bewegung die lebendige Kraft nicht konstant bleibt. Der
Auflagerdruck leistet zwar, wie schon beim kriiftefreien Kreisel,
auch hier keine Arbeit; wohl aber das Eigengewicht. Wenn
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sich der Schwerpunkt bei der Bewegung senkt, wiichst die
lebendige Kraft um den Betrag der Arbeit an, die hierbei
von dem Gewichte geleistet wird. Bezeichnet man das Kreisel-
gewicht mit @ und den Abstand des Schwerpunktes mit s,
so vermag sich die lebendige Kraft im Verlaufe der Kreisel-
bewegung hichstens um den Betrag 2 ¢Js zu indern, und um
so viel auch nur dann, wenn dabei der Schwerpunkt aus der
hichsten in die tiefste Lage oder umgekehrt iibergegangen sein
sollte. Hatte man aber dem Kreisel eine sehr grofie Anfangs-
rotation erteilt, so ist die ihr entsprechende lebendige Kraft
weit groBer, als 2 ¢s. - Unter diesen Umstinden vermag sich
die lebendige Kraft wihrend der Kreiselbewegung im Verhiilt-
nisse zu ihrem Anfangswerte und zu allen spiiteren Werten
iiberhaupt nur um geringfiigige Betriige zu #ndern.

Der Grenzfall, von dem ich vorher sprach, liegt dann vor,
wenn die lebendige Kraft L, der Anfangsrotation so groB ist,
dafl sie genau genug als unendlich groB gegeniiber 2 @s be-
trachtet werden kann. Mit demselben Grade der Anniherung
kann man dann L als konstant betrachten; geradeso wie beim
kriiftefreien Kreisel, bei dem ja auch L nur deshalb als
konstant angesehen werden konnte, weil man die niemals ganz
zu vermeidenden Bewegungswiderstiinde vernachlassigte. Durch
diese Bemerkung wird die Theorie fiir den Grenzfall bedeutend
vereinfacht und die Ergebnisse, zu denen man auf Grund dieser
Voraussetzung gelangt, konnen fiir die meisten praktischen
Anwendungen als vollkommen hinreichende Anniherungen gelten.

Beim kriftefreien Kreisel war auBer L auch noch der
Drall 8 konstant. Dagegen diirfen wir beim schweren
Kreisel, selbst in unserem Grenzfalle, 8 nicht als
nitherungsweise konstant betrachten. Zwar wird mit L
auch 8 unendlich groB. Aber die Anderungen, die B im
Laufe der Zeit zu erfahren vermag, sind nicht, wie bei der
lebendigen Kraft, in bestimmte endliche Girenzen eingeschlossen,
sondern sie vermigen nach Ablauf einer hinliinglichen Zeit
iiber jede Grenze hinaus zu wachsen. Nach dem Flichensatze
ist néimlich, wenn man jetzt unter & das statische Moment
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des Gewichtes in bezug auf den festen Punkt versteht,
[
(—;? =§& und hieraus 8 =B, +fﬁdt.
0

Wie grof man nun auch 8 bei einem bestimmt gegebenen
# annehmen moge, so wird doch nach Verstreichen einer ent-
sprechenden Zeit ¢ das Zeitintegral von & mit 8, von gleicher
GréBenordnung werden kinnen.

Nur dies ist von vornherein klar, daB es jedenfalls um
so lingerer Zeiten bediirfen wird, bis sich 8 merklich von 8,
unterscheidet, je grofer die Anfangsrotation war, die wir dem
Kreisel erteilten. Um so langsamer #indert sich dann der Drall.
Fiir eine kiirzere Zeit, die immerhin noch eine Anzahl von
Umdrehungen des Kreisels um seine Drehachse nmfassen kann,
ist dann freilich die Anderung von B geringfiigig im Ver-
gleiche zum Anfangswerte B, und fiir einen solchen kurzen
Zeitabschnitt kann daher auch 8 annihernd als konstant an-
gesehen werden.

Wir erkennen hieraus, dall sich der Kreisel in unserem
Grenzfalle withrend eines verhiiltnismiBig kiirzeren Zeitabschnitts
nahezu ebenso bewegt, wie ein kriftefreier Kreisel, daB aber
daneben langsame Anderungen einherlaufen, die sich mit der
Zeit derart anhiufen, daB der Bewegungszustand spiterhin
vollstiindig von dem verschieden ist, der beim kriiftefreien
Kreisel nach Ablauf der gleichen Zeit zu erwarten wire.

§ 33. Die pseudoregulidre Prizession.

Wir beschrinken uns jetzt auf die Betrachtung des
symmetrischen Kreisels, dem eine so schnelle Anfangsrotation
erteilt wurde, da man den vorher besprochenen Grenzfall als
genau genug zutreffend erachten kann. Auflerdem wollen wir
noch annehmen, daB die Achse der Anfangsrotation nicht viel
von der Figurenachse abweicht, so daB man den Richtungs-
unterschied zwischen heiden nahezu als unendlich klein be-
trachten kann. Die Bewegung, die der Kreisel unter dem

Einflusse des Eigengewichts bei diesen Anfangsbedingungen
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 15
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ausfiihrt, wird als eine pseudoreguliire Priizession be-
zeichnet.

Um diese Bezeichnung zu erkliren, weise ich darauf hin,
daf auch die ganze Erde neben ihrer Planetenbewegung, die
sie um die Sonne beschreibt, zugleich eine Kreiselbewegung
ausfiihrt. Sie rotiert dabei zwar nicht um einen festen Punkt,
sondern um ihren Schwerpunkt. Dieser Unterschied ist aber,
wie es schon beim kriiftefreien Kreisel besprochen wurde, un-
wesentlich. Wesentlich ist dagegen, daB die von der Sonne
auf die einzelnen Massenteilchen der Erde ausgeiibten An-
ziehungskriifte wegen der etwas verschiedenen Abstiinde, die
sie In einem gegebenen Augenblicke vom Sonnenmittelpunkte
haben, nicht einfach den Massen proportional sind, und daB
sie sich daher auch nicht zu einer einzigen, durch den Erd-
mittelpunkt gehenden Resultierenden zusammensetzen lassen.
Wegen der abgeplatteten Gestalt der Erde tritt vielmehr noch
ein Kriftepaar von freilich nur sehr geringfiigigem Betrage
auf. Die am Schwerpunkt angebrachte geometrische Summe
aller Anziehungskriifte bringt die Bewegung des Schwerpunktes
lings der planetarischen Bahn der Erde hervor. Das Kriifte-
paar dagegen beemnflufit die Rotationsbewegung, die die Erde
auBerdem noch um durch ihren Schwerpunkt gehende Achsen
ausfiihrt und so gering es auch ist, bringt es doch in lingeren
Zeitriiumen sehr erhebliche Wirkungen hervor. Die Rotations-
achse der Erde beschreibt infolge davon im Laufe von etwa
21000 Jahren einen Kegel gegen den Iixsternhimmel und
diese Bewegung macht sich schon innerhalb kiirzerer Zeitriume
durch ein Fortschreiten des Friihlingspunktes oder, wie man
dafiir auch sagt, durch die Priizession der Tag- und Nacht-
gleichen bemerklich. Diese wurde sch m von dem griechischen
Astronomen Hipparch durch die Beobs chtung festgestellt und
spiter von Newton auf die angegebeneLUlsache zuriickgefiihrt.

An diesem Beispiele hat sich die Kreiseltheorie iiberhaupt
zuerst entwickelt und man hat daher in Anlehnung daran
spiter jede Kreiselbewegung, bei der |die Figurenachse einen
Kreiskegel heschreibt, als eine Priizessionshewegung bezeichnet.
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Ist der Kegel genau ein Kreiskegel, so spricht man von
einer reguliren Prizession. Bei dem schnell rotierenden
schweren Kreisel, mit dem wir uns hier vor allem beschiiftigen
wollen, erfolgt dagegen die Bewegung nur niiherungsweise
nach einem Kreiskegel, dessen Achse in die Richtung der
Lotlinie fillt und die Bewegung wird, weil sie von einer
reguliren nicht viel abweicht, als eine pseudoregulire
Prizession bezeichnet.

Die Theorie der pseudoreguliren Prizession ist sehr ein-
fach, so lange man sich nur auf die Untersuchung des durch
den Grenzfall bezeichneten Hauptvorganges einliBt und aunf
die geringen Abweichungen nicht achtet, die durch die un-
volltommene Erfiillung der sich darauf beziehenden Voraus-
setzungen bedingt sind. Wir erkannten schon, daB fiir einen
kurzen Zeitabschnitt, der nur wenige Umdrehungen des Kreisels
umfabt, die Bewegung nicht viel von der eines kriftefreien
Kreisels abweichen kann. Innerhalb dieser Zeit kann B als
konstant angesehen werden und die Figurenachse sowohl als
die Drehachse (d. h. die Richtung u) beschreiben, genan so
wie wir es schon in § 29 an einem Beispiele niiher besprochen
haben, Kreiskegel von sehr kleinem Offnungswinkel um die
Richtung von 8 als Achse. Wihrend eines solchen Umlaufs
hat der auf der Figurenachse liegende Radiusvektor & des
Schwerpunkts, der zugleich den Hebelarm des Gewichts bildet,
etwas verschiedene Richtungen; im Mittel fiir den ganzen Um-
lauf fillt aber die Richtung von & mit der von 8 zusammen.
Bezeichnen wir also einen in der augenblicklichen Richtung
von 8B gerogenen KEinheitsvektor mit b, so kann als Durch-
schnittswert des Momentes & fiir einen Umlauf der Ausdruck

K =sVLCb (151)

angeschrieben werden, wenn £ das Kreiselgewicht nach GriBe
und Richtung angibt. Die sehr kleine Anderung d®, die 8
withrend der sehr kurzen Zeit d¢ erfihrt, in der der Kreisel
nur wenige Umliufe machen konnte, ist daher

aAB — Rdt = sdt\ Sb. (152)
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Der Zuwachs d®8 steht hiernach senkrecht zu b, d. h. zu B
selbst. Dadurch kann B nur eine Richtungséinderung, aber
keine Anderung der absoluten GréBe erfahren. Ferner steht
d®B auch senkrecht zu L, d. h. zur Lotlinie. Demnach ist 8
horizontal und senkrecht zu der durch £ gelegten Lotebene
gerichtet. Die Vektoren 8 und 8 + d¥ liegen daher so zu-
einander wie zwei aufeinander folgende Erzeugende eines ge-
raden Kreiskegels, dessen Achse in die Richtung der Lotlinie
fillt. Das gilt fiir jeden folgenden Zeitabschnitt d¢ ebenso, und
hiermit ist bewiesen, daB 8 in der Tat im Laufe der Zeit den
genannten Kreiskegel vollstindig und spiiter immer wieder von
neuem durchlaufen muf.

DaB die Priizession indessen nur eine pseudoregulire und
keine reguliire ist, ergibt sich daraus, daB innerhalb eines jeden
Kreiselumlaufs wegen der etwas verschiedenen Richtungen von
§ kleine Schwankungen von 8 um den mittleren Wert herum
stattfinden miissen, die bei den vorhergehenden Betrachtungen
aufler acht gelassen wurden, da wir nur nach den Mittelwerten
aller Groflen fiir eine Umdrehung fragten. Im Grenzfalle des
unendlich schnell rotierenden Kreisels werden diese Schwan-
kungen iibrigens unendlich klein.

Wir kennen jetzt die langsam erfolgende Anderung von ®
gegen den festen Raum. Es fragt sich aber noch, wie sich 8
relativ zum Kreiselkérper verschiebt. Auch darauf liBt sich
sofort eine Antwort erteilen, indem man sich darauf stiitzt, -
daB die lebendige Kraft L als konstant angesehen werden kann,
und zwar hier um so mehr, als sich der Schwerpunkt, wie wir
schon sahen, abgesehen von den kleinen Schwankungen inner-
halb eines Umlaufs nur in horizontaler Richtung verschiebt.
Alle mit diesem Werte von L vertriglichen 8 liegen nach § 23
auf dem zugehorigen Drallellipsoide Da sich aber 8, wie schon
bewiesen ist, der Grofe nach nicht #ndert, so konnen nur jene
Radienvektoren des Drallellipsoids in Frage kommen, die unter
sich von gleicher GroBe sind und diese bilden, da das Drall-
ellipsoid hier ein Umdrehungsellipsoid ist, einen Kreiskegel,
dessen Achse mit der Figurenachse, d. h. der Haupttriigheits-
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achse zusammenfillt. Hiermit ist bewiesen, daB von den kleinen
Schwankungen innerhalb eines Umlaufs abgesehen, der Drall 8
im Mittel auch relativ zum Korper, und zwar um die Figuren-
achse herum einen Kreiskegel beschreibt. Da auBerdem noch
vorausgesetzt war, daB B in der Anfangsrichtung nur wenig
von der Figurenachse abweichen sollte, so hat dieser Kreiskegel
nur einen sehr kleinen Offnungswinkel, d. h. die Kreiselachse
mull stets in der néchsten Nachbarschaft von 8 bleiben. Mit
der Bewegung von B gegen den festen Raum ist daher auch
die Bewegung der Figurenachse gegen den festen Raum hin-
linglich genau bekannt.

Es muB iibrigens noch bemerkt werden, daB die zuletzt an-
gestellte Beweisfithrung versagt, wenn es sich um einen Kugelkreisel
handelt, da dann alle Radienvektoren des in eine Kugel iibergehenden
Drallellipsoids gleich groB sind. Aber auch in diesem Falle kann
sich die Richtung von B oder der mit B zusammenfallenden Dreh-
achse # nicht merklich von der Kreiselachse, die durch den Schwer-
punkt des Korpers gelegt ist, entfernen. Schreibt man niimlich &
in der Form an

., dB
K= VES, womit 35 = VD§
wird, so folgt daraus durch innere Multiplikation mit &

i
85, =0.

Da ferner %—f die augenblickliche Geschwindigkeit des Schwerpunktes

angibt und daher auf der Drehachse n und hiernach auch auf B
senkrecht steht, so ist auch

ds
8 E? e O-
Im ganzen wird, wie man aus beiden Gleichungen crkennt, also auch
. d{i_ﬁ) =0 oder B§ = konstant.

Demnach kann sich beim Kugelkreisel die Projektion von 8
auf § nicht #indern. Bei der pseudoreguliiren Priizession @ndert sich
aber auch die GroBle von B nicht merklich und daher muf auch der
Winkel zwischen 8 und & nahezu konstant sein. Wenn er von An-
fang an sehr klein war, bleibt er daher auch dauernd klein.
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Es bleibt noch iibrig, die Umlaufzeit 7' der Priizession
oder auch an deren Stelle die Winkelgeschwindigkeit w zu er-
mitteln, mit der sich die Richtung von B und hiermit die
Kreiselachse um die durch den festen Punkt gelegte Lotlinie
drehen. Jedenfalls muB der Vektor w der Bedingung

d®B
= — Vel
geniigen und da andererseits schon in GL (152)
d%B
75 =8 Vo

gefunden war, so muB, damit beide Gleichungen miteinander
iibereinstimmen, mw entgegengesetzt mit £ gerichtet sein, also
nach oben hin gehen. Auferdem muB

wh = s oder w =129 _ 2¢

B u® (153)

sein. Hierbei ist zu beachten, dal wegen des nahen Zusammen-
fallens von 8B mit der Kreiselachse B =u® gesetzt werden
konnte. Fiir die Umlaufzeit 7" der Kreiselachse um die Lotlinie

erhdlt man daher
u®

T=%§=2ms—g- (154)

Wir finden hiermit bestiitigt, daB die Umlaufzeit um so
grofer ist, die Priizession daher um so langsamer erfolgt, je
schneller der Kreisel rotiert.

Schlieflich mag noch erwihnt werden, daB die geringen
Abweichungen, die die Kreiselachse withrend einer Kreiselum-
drehung von der vorher allein in Betracht gezogenen mittleren
Richtung fiir diese Umdrehung erfihrt, als die Nutation der
Kreiselbewegung bezeichnet werden. Mit demselben Grade
der Anndherung, den wir bisher schon als geniigend an-
sahen, kann nachtriiglich auch noch die Nutationshewegung an-
gegeben werden. Wir erkannten nimlich vorher schon, dafl
bei der pseudoreguliren Priizession wihrend einer Umdrehung
der Drall B als konstant angesehen werden kann, und daB
sowohl die Richtung von u als die Kreiselachse Kreiskegel um
diese Richtung von 8 beschreiben. Die Nutation besteht also
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in dieser mit der Winkelgeschwindigkeit « um die Richtung
von B erfolgenden Drehbewegung der Kreiselachse, die sich
der vorher allein betrachteten Priizessionshewegung iiberlagert.
Der Schwerpunkt beschreibt dabei einen Kreis, dessen Ebene
senkrecht zu 8B steht und dessen Mittelpunkt auf 8 liegt. Der
Halbmesser des Kreises ergibt sich aus dem Winkel zwischen
B und der Kreiselachse, ist also nach unseren Voraussetzungen
Jjedenfalls sehr klein. Er hingt davon ab, um wieviel zu An-
fang der Bewegung die Richtung von 8 von der Kreiselachse
abwich, withrend es bei der Priizession auf den genaueren Wert
dieser Abweichung, falls sie nur iiberhaupt als klein angesehen
werden konnte, nicht ankam.

§ 34, Einwirkung eines Stofes auf den schnell rotierenden
Kreisel.

Die Zeitdauer eines StoBes wird stets als sehr klein be-
trachtet. Da aber bei dem schnell rotierenden Kreisel auch
die Zeitdauer einer Umdrehung sehr klein ist, so dall sie bei
den vorausgehenden Untersuchungen sogar als unendlich klein
angesehen werden konnte, wird hier zur Beurteilung der Wir-
kung eines Stofies eine niihere Festsetzung dariiber erforderlich,
wie sich die beiden sehr kleinen Zeiten der Grifenordnung
nach zueinander verhalten sollen. Wir begniigen uns hier
damit, nur die beiden Grenzfille zu besprechen, daf die Stof-
zeit entweder als sehr klein oder als sehr grofi gegeniiber der
Zeitdauer einer Kreiselumdrehung angesehen werden kann. Es
wird sich zeigen, daf sich der Kreisel in beiden Fillen gegen
die Wirkung eines Stofles von gegehener GriBe (diese gemessen
durch den Antrieb, also das Zeitintegral der StoBkraft) sehr
verschieden verhilt.

Im ersten Ialle, wenn sich also der Kreisel wiihrend der
StoBzeit nur sehr wenig weiter bewegt hat, kann man die durch
den StoB hervorgebrachte Anderung des Dralls genau so be-
rechnen, als wenn der Kveisel in der augenblicklichen Lage in
Ruhe gewesen wiire, also etwa nach den in § 30 gegebenen
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Anleitungen. Anstatt darauf zuriickzugreifen, kann man aber
auch unmittelbar
W =8+ [Rat—8+ V([ Bat)y

setzen, wenn 8 den Drall vor, 8" den nach dem Stofle und p
den vom festen Punkte gerechneten Hebelarm der StoBkraft P
bezeichnet. Da sich der Kreisel inzwischen nur wenig weiter
bewegt hat, ist die Richtungsiinderung des Dralls relativ zum
Kreiselkirper als ebenso groB anzusehen wie die gegeniiber dem
festen Raum. Wenn also der Kreisel vorher um eine nahezu
mit der Kreiselachse zusammenfallende Drehachse rotierte, trifft
dies nach dem Stofle nicht mehr zu. Die Kreiselbewegung
wird daher durch einen solchen kurzdauernden StoB auch der
Art nach vollstindig geiindert.

Ganz anders ist es, wenn sich beim gleichen Wert des
Antriebs die StoBdauer so in die Linge zieht, dab der Kreisel
inzwischen eine groBere Anzahl von Umdrehungen ausfiihren
konnte. Uber die Art, wie der StoB vor sich gehen soll, werde
vorausgesetzt, daB die StoBkraft P wiithrend der ganzen StoB-
dauer die gleiche Richtung beibehilt und sich der GréBe nach
stetig (im Verlaufe einer Umdrehung daher nur wenig) éndert,
sowie daB sie stets an demselben Angriffspunkte des Kreisel-
kérpers wirkt. Man denke sich also etwa einen Stab oder
eine andere Hervorragung an dem Kreiselkirper angebracht,
an deren Ende die StoBkraft angreift.

Da f‘ Pdi einen endlichen gegebenen Wert haben soll,

muf unter diesen Voraussetzungen jener Teil des Antriebs, der
auf eine einzelne Umdrehung entfiillt, klein sein. Daher &indert
sich auch B wihrend einer Umdrehung nur wenig; es wird
also gentigen, wenn wir diese Anderung als ein Differential
ansehen. Der Hebelarm p der StoBkraft beschreibt wihrend
einer Umdrehung eine Kegelfliche und die mittlere Richtung
von p fillt aus denselben Giriinden wie im vorigen Paragraphen
mit der Richtung von B zusammen. Bezeichnen wir also die
Dauer einer Umdrehung mit di, so finden wir fiir das zu-
gehorige dB
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% = dtp’ V $s,

wobei p’ die Projektion von p auf die Richtung von 8 oder b
bedeutet. Jedenfalls steht hiernach d® senkrecht zu b oder zu
B selbst und daher erfiihrt B nur eine Richtungsinderung und
keine Anderung der absoluten Grofe. Auch die lebendige Kraft
erfihrt fir den ganzen Umlauf keine Grofenéinderung, da der
Angriffspunkt von P ene geschlossene Bahn durchliuft, das
Linienintegral oder die Arbeit der Kraft P, da P wihrend dieser
Zeit als konstant betrachtet werden kann, daher zu Null wird.
Hieraus folgt durch dieselbe SchluBweise wie im vorigen Para-
graphen, daB sich die Richtung von $8 relativ zum Kreisel-
korper im Falle des langsam verlaufenden StoBes nicht merk-
lich zu verschieben vermag. Die pseudoregulire Priizession
bleibt daher als solche bestehen. Der ganze Erfolg des StoBes
besteht darin, daff sich die Richtung von 8, mit ihr aber
zugleich auch die Kreiselachse um einen endlichen Winkel
gegen den festen Raum gedreht hat.

Von Wichtigkeit ist es noch, auf die Richtung zu achten,
nach der der Kreisel unter dem Hinflusse
eines langsam verlaufenden StoBes aus-
weicht. Abb. 35 zeigt dies an einem Bei-
spiele, bei dem der Einfachheit halber
vorausgesetzt ist, dall es sich um einen
Kugelkreisel handle. Vor dem Stofie soll
der Kreisel, der in kegelformiger Gestalt
gezeichnet ist, in aufrechter Lage um eine
mit der Kreiselachse zusammenfallende
Achse mit der Winkelgeschwindigkeit u, ro-
tiert haben. Die StoBkraft P ist in
horizontaler Richtung angenommen. Der
Momentenvektor & von P ist ebenfalls horizontal und senkrecht
zu P gerichtet. In der StoBdauer ¢, wihrend der ¥ konstant sein

mag, indert sich der Drall um &7 und die Winkelgeschwindig-

keit daher um ﬁ@t Dadurch geht u, iiber in u, wie aus der Ab-

Kt
3
Tk’

Abb. 35.

bildung zu entnehmen ist. Mit u hat sich aber auch die Kreisel-
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achse (ungefihr wenigstens) in der gleichen Richtung ver-
schoben; obschon beide nachher nicht mehr genau zusammen-
fallen. Der Kreisel fiihrt dann nach dem StoBe unter dem Ein-
flusse des Kigengewichts eine pseudoregulive Priizession von
der uns bereits bekannten Art aus.

Die Kreiselachse verschiebt sich also im Mittel
bei einem langsam verlaufenden Stof rechtwinklig zur
Richtung der StoBkraft P und hierin besteht eine der be-
merkenswertesten Eigenschaften des schnell rotierenden Kreises.

Ferner erkennt man, was ja auch schon aus der Erfahrung
hinlinglich bekannt ist, daB die Bewegung des Kreisels um die
aufrechte Achse stabil ist. Durch den Stofl wird die Bewegung
in eine pseudoregulire Priizession umgewandelt, die der vorher-
gehenden Bewegung nahe benachbart ist, wenn der Antrieb des
StoBes nicht zu groB war. Der Kreisel wird durch einen solchen
StoB nicht ,,umgeworfen®, wie es sein miite, wenn er gar nicht
oder nur langsam rotierte. Je schneller er sich umdreht, um
so geringer ist die Ablenkung, die er durch einen Stofi von
gegebenem Antrieb aus der anfiinglichen Bewegung erfihrt.

§ 3H. Die strenge Losung des Kreiselproblems fiir den
symmetrischen schweren Kreisel.

In den meisten Fillen der praktischen Anwendung wird
man mit den vorhergehenden Betrachtungen vollstiindig aus-
kommen. Fiir den symmetrischen Kreisel, an dem nur das
Eigengewicht angreift, kinn man aber die weitere Bewegung,
die auf einen beliebig gegebenen Anfangszustand folgt, auch in
aller Strenge angeben. ,Streng® ist die Theorie freilich auch
hier nur im mathematischen Sinn und nicht im physikalischen,
da die Bewegungswiderstiinde, die sich niemals ganz beseitigen
lassen, dabei vernachlissigt werden miissen.

Immerhin hat aber die mathematisch strenge Kreiseltheorie
auch einen gewissen praktischen Wert und ich werde daher
hier einen kurzen AbriB davon geben, wobei ich mir vor-
behalte, im 6. Bande dieses Werkes spiiter nochmals ausfiihr-
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licher hierauf und auf die Kreiseltheorie iiberhanpt zuriick-
zukommen.

Wenn das Trigheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid ist, kann
man fiir den Drall 8 des rotierenden Korpers einen fiir die
weitere Behandlung besonders geeigneten Ausdruck aufstellen,
den ich zuniichst ableiten werde. Man denke sich die Winkel-
geschwindigkeit # in zwel zueinander senkrechte Komponenten
zerlegt, von denen die eine in die Richtung der Figurenachse,
die andere in die Aquatorebene des Triigheitsellipsoids fillt. Be-
zeichnet man die GriBen dieser beiden Komponenten mit u,
und u,, ferner einen in der Richtung der Figurenachse ge-
zogenen Einheitsvektor mit 8, und einen in die Richtung der
Projektion von u auf die Aquatorebene fallenden Einheits-
vektor mit n;, so wird die besprochene Zerlegung durch die

Gleichung
U= u8 4 un (155)

zum Ausdruck gebracht. Da die beiden Komponenten von u
mit Haupttrigheitsachsen des Korpers zusammenfallen, findet
man das zu u gehorige B in derselben Weise wie schon in GI.
(121) 8. 173, indem man jede der beiden Komponenten mit den
zugehorigen Haupttriigheitsmomenten multipliziert. Bezeichnet
man diese mit @ und @,, so folgt zunichst

B =u 68 + u6ha,.
Daraus entsteht durch eine einfache Umformung
B = 6,(u, 8, +usny) +u,8,(6, — 6),
wofiir man nach Gl (155) kiirzer
B = 60u + u, (O, — 0,)8, (156)
schreiben kann. Das ist der Ausdruck, den ich ableiten wollte
und von dem weiterhin ausgegangen werden soll.

Nach dem Flichensatze gilt in jedem Augenblicke streng

die Gleichung

1B sV, (157)

die hier an die Stelle der nur niherungsweise giiltigen Gleichung
(152) 8. 227 tritt, die wir zum Ausgangspunkt der Theorie der
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pseudoreguliiren Prizession gemacht hatten. Unter sist wie frither
der Schwerpunktsabstand, vom festen Punkt aus gerechnet, zu
verstehen.

AuBerdem gilt noch die schon mehrfach benutzte, aus
Band I, § 20 iibernommene Beziehung

as,
@~ Vuk, (158)

in der auf der linken Seite die augenblickliche Geschwindig-
keit des auf der Kreiselachse im *Abstande Eins vom festen
Punkte liegenden Punktes steht.

Aus den drei zuletzt angeschriebenen Gleichungen kann
man die Variabeln 8 und u eliminieren, womit man auf eine
Differentialgleichung kommt, ‘die nur noch die Unbekannte 8,
enthiilt, von der also die Bewegung der Kreiselachse gegen den
festen Raum unmittelbar abhingt.

Zu diesem Zwecke iiberzeuge man sich zunichst, daB

A(B8,) g db is
a =8 thp =0 (159)

wird. Man findet dies néimlich bestitigt, wenn man 8 aus GI.
(156) und die Differentialquotienten von 8 und 8, aus den
Gleichungen (157) und (158) einsetzt und sich dabei erinnert,

das jeder Ausdruck von der Form AV¥A®B zu Null werden

muB, weil VU senkrecht zu % steht.

Das innere Produkt B8, ist aber nichts anderes als die
Projektion B, von 8 auf die Kreiselachse und aus GL (159)
geht hervor, dab diese Projektion konstant ist. Andererseits
kann aber diese Komponente B, von 8, wie schon aus den auf
GL (155) folgenden Bemerkungen hervorgeht, auch

B, =u,0,

gesetzt werden und hieraus folgt, dall auch die in die Rich-
tung der Kreiselachse fallende Komponente u, der Winkel-
geschwindigkeit withrend der ganzen Bewegung konstant bleibt.

Der besondere Umstand, dall «, eine Konstante ist, ermég-
licht uns die Auflosung von Gl (158) nach u in eindeutiger
Weise, wihrend sie sonst bei einer solchen Vektorgleichung
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nicht moglich wire. Multipliziert man nimlich Gl (158) auf
duBere Art mit 8 , so erhilt man zuniichst mit Anwendung des
durch GI (118) S. 170 ausgesprochenen Rechengesetzes

s
Ve, gt =— V& Vus = —u(s)" + 8-us,.

Nun war aber 8, ein Einheitsvektor, das Quadrat davon ist daher
gleich Eins und ug, ist gleich u; daher liBt sich die Gleichung

schreiben
18
Vs, ‘fﬁ‘ =—u+4u8,

in der u, eine durch den Anfangszustand der Bewegung ge-
gebene Konstante bedeutet. Die Auflb’sung nach u liefert daher

= u 8, VB (” (160)

Hierauf 1iBt sich anch 8 durch Einsetzen dieses Ausdrucks
in GL. (156) vollstindig in 8, ausdriicken. Fiihrt man dies aus,
so erhiilt man nach Streichen von zwei sich gegeneinander weg-
hebenden Gliedern

B =u 6,8 — @Vs (161)

(l t
Wir brauchen jetzt nur noch diesen Ausdruck in die Gleichung
des Flachensatzes, also in Gl (157) einzusetzen, um zur Diffe-
rentialcrleichung fiir 8, zu gelangen. Dabei ist zu beachten, dafB

dg, ds
dthl = dtl dtl +V§1 dt Vsl 'dt*

ist, indem das fuBlere Produkt einer GroBe mit sich selbst zu
Null wird. Man erhﬁlt daher

0, V§1 “, —u, @, dt +:,VQ§ =0 (162)

Damit haben wir die Hauptgleichung des Kreisel-
problems fiir den schweren symmetrischen Kreisel aufgestellt.
Alle tibrigen auBer 8 in ihr vorkommenden Griflen sind ge-
gebene Konstanten. Wenn wir das allgemeine Integral der
Gl (162) finden, haben wir damit zugleich die Lisung des
Problems, die auch alle besonderen Fille, wie die Pendel-
bewegung usf. umfafit. Denn nachdem 8, als Funktion der
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Zeit dargestellt ist und die in der Lésung auftretenden beiden
Integrationskonstanten aus den Bedingungen ermittelt sind, daB
zur Zeit ¢ = 0 sowohl &, als (?tl gegeben sind, kennt man nach
den Gleichungen (160) und (161) auch u und B vollstindig
und damit auch den weiteren Verlauf der Bewegung in allen
Einzelheiten.

Auch die Bewegung des kriiftefreien Kreisels wird durch
diese Theorie mit umfat. Man braucht hierzu nur in GI. (162)
Q =0 zu setzen. Die in dieser Weise vereinfachte Gleichung
laBt sich viel leichter integrieren als die vollstindige G1. (162).
Ich gehe aber darauf jetzt nicht niher ein, weil die Lésung
fiir den kriftefreien Kreisel vorher schon in anderer Weise ab-
geleitet wurde.

Die Integration von GL (162) wird durch zwei Umstinde
erschwert, zuniichst dadurch, daB sie eine Vektorgleichung ist,
die sich schwieriger behandeln lift als eine Gleichung fiir eine
richtungslose GroBe und dann noch besonders dadurch, dab sie
nicht linear ist. Man kann sie aber trotzdem losen, wobei
jedoch im allgemeinen Falle elliptische Funktionen auftreten.
Im sechsten Bande werde ich darauf niher eingehen; hier be-
gniige ich mich damit, die partikulire Lisung abzuleiten, die
sich auf die reguliire Priizession des Kreisels bezieht.

§ 36. Die regulidre Prizession.
Jene Losung der Hauptgleichung, Gl (162), die der regu-
liren Priizession entspricht, erhiilt man, indem man
8, = a,i + ay cospj + a, singf (163)
setzt. Dabei bedeuten ijf Einheitsvektoren in den Richtungen
eines im festen Raume ruhenden rechwinkligen Koordinaten-
systems, dessen i-Achse in lotrechter Richtung nach oben hin
gezogen ist. Der Winkel ¢ ist eine von der Zeit ¢ abhingige
neue Variable, die wir nachtriiglich so zu bestimmen haben,
daBl Gl (163) eine Losung der Hauptgleichung bildet. Unter
a, und @, sind Konstanten zu verstehen, die aber nicht unab-
hiingig voneinander sind, sondern zwischen denen die Be-
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dingung besteht

al+al=1, (164)
weil 8 nur unter dieser Bedingung einen Einheitvektor dar-
stellt. Man erkennt dies, indem man & bildet.

Legt man dem Winkel ¢ in Gl. (163) verschiedene Werte
bei, so liegen die Endpunkte aller zugehorigen &, auf einem
horizontalen Kreise. Zuniichst niimlich miissen diese Endpunkte
alle auf der Kugelfliche vom Halbmesser Eins enthalten sein,
weil 8 — 1 ist fiir jeden Winkel . AuBerdem liegen sie
aber wegen des konstanten Gliedes a@,i auch alle auf einer
horizontalen Ebene, die vom festen Punkte den Abstand @, hat.
Man kann daher sagen, daB Gl. (163) die Gleichung des Kreises
bildet, nach dem diese horizontale Ebene von der Einheitskugel
geschnitten wird.

Durch Differentiation nach der Zeit erhilt man aus Gl (163)

%%l = Oy %:f (—sing - j + cosg - f)
und durch nochmalige Differentiation
2 2
‘fif; =dy ff“—‘f (—sing-j+ cosp-f) —a, (%qg)? (cosg-j+sing-f).

Diese Werte setzen wir jetzt in GL (162) ein, um uns zu
iiberzeugen, ob die Gleichung durch eine passende Wahl von
@ befriedigt werden kann. An Stelle von 2 schreiben wir
dabei, mit Riicksicht auf die inzwischen fiir i getroffene Wahl

L =—¢i,
verstehen also unter @) den Absolutwert des Gewichtes . Die
in GL (162) vorkommenden Vektorprodukte konnen leicht nach
der gewdhnlichen Vorschrift (siehe Band I, GL (53), S. 94 d.
3. Aufl.) gebildet werden. Fithrt man die Rechnung durch, so
erhiilt man zuniichst

L " d? . dg\?
gy O, {m2 [B’g +ja, (— cos @ d}éf + sin @ (ch) )+
: d* dg\?
+ ta, (— sing Et(f— COs @ (d‘:) )} +

u, ®,a, ‘—i,f (jsing — t cosg) +sQua, (jsing ﬁl-f cosgp) = 0.
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FaBt man die Glieder in anderer Weise zusammen, so liBt
sich die Gleichung schreiben

a*e ., i ‘
e, ERT (iay—ja, cosp — fa, sing)+
do\? d T

- (a1@2 (dq:) + u, 0, df + SQ) (jsing — teosp) = 0.

Die linke Seite ist damit in eine geometrische Summe
aus zwei Gliedern von verschiedener Richtung zerlegt. Das
zweite Glied ist wegen Fehlens von i horizontal gerichtet, das
erste dagegen nicht. Damit die geometrische Summe zu Null
wird, muB daher jedes Glied fiir sich jederzeit gleich Null sein.
Die Gleichung zerfillt daher in die beiden folgenden

d'p
dt: 0:

A d (165)
a,; G, (R(—f) + u, O, ;1% +s@=0.

Aus der ersten Gleichung folgt

d
4.
wenn wir die Integrationskonstante mit u« bezeichnen. Die
Bedeutung von w folgt aus dem Ansatze in Gl (163); es gibt
die Winkelgeschwindigkeit an, mit der sich die horizontale
Komponente von 8, dreht, also die Winkelgeschwindigkeit der
Priizession. Wir erkennen daraus, daB die Lésung in GIl. (163)
eine konstante Winkelgeschwindigkeit der Priizession verlangt.
Die zweite der Gleichungen (165) geht hiermit iiber in
a, Oy w? + u, Oy + ¢ = 0. (166)
Wenn wir « so wihlen, daB diese Gleichung befriedigt
ist, erfiillt auch Gl (163) die Hauptgleichung und wir sind
damit zu einer moglichen Art der Kreiselbewegung gelangt,
die auch tatsiichlich eintritt, wenn die Anfangshewegung damit
iibereinstimmte. Die Auflésung nach w liefert

—t1 V _?ft_?x__)alﬁ__éﬁ?'. 7
W=—3%s6 T (ml 6,) "6, (1)

Man erhilt immer zwei reelle Wurzeln, wenn @, negativ
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ist, d. h. wenn der Schwerpunkt bei der durch Gl (163) dar-
gestellten Bewegung unterhalb des festen Punktes liegt. Ge-
wohnlich denkt man aber bei der Kreiselbewegung an den Fall,
daB der Schwerpunkt hoher liegt, als der Unterstiitzungspunks.
In diesem Falle mufl

u, @, \? fQﬁ
(2“1 @g) = a, O,
sein, damit die betrachtete Bewegung moglich ist. In anderer
Form liBt sich die Bedingung schreiben

o —a—t (168)

Der Kreisel muB also mindestens so schnell rotieren, daf
die Winkelgeschwindigkeits-Komponente wu, dieser Bedingung
geniigt; anderenfalls ist die Bewegung in dieser Form nicht
moglich.

Wenn die Winkelgeschwindigkeit sehr groB ist, hat man
nach Gl (167) zwei verschiedene Werte von w, von denen der
eine, der dem positiven Wurzelvorzeichen entspricht, sehr klein
gegeniiber dem anderen ist. Es sind dann bei gegebenen a,
zwei verschiedene Arten der reguliren Priizession maoglich, die
man als ,langsame“ und ,schnelle” Prizession bezeichnet. Wo-
durch sich beide Fille im iibrigen voneinander unterscheiden,
erkennt man durch Bildung der Winkelgeschwindigkeit u, in-
dem man 8§ aus Gl (163) in GL (160) einsetzt. Man findet dann

u=1wu (ia, + i - ay cosp + ta, sing) +
+ agw (— ta, + ja, cosp + fa, sing).
Mit Riicksicht auf Gl (164) 1a8t sich das aber auch in
die Form
u=(u, + a,w) 8 — iw (169)
bringen. Bei der langsamen Priizession des schnell rotierenden
Kreisels ist w klein gegen w, und daher fillt die Richtung
von u# nahezu mit der Richtung von 8§, d. h. mit der Kreisel-
achse zusammen. Bei der schnellen Priizession ist dagegen,
wie aus GL 167 hervorgeht, w von gleicher GréBenordnung

mit u, (wenigstens wenn sich @, und @, nicht zu viel von-
Foppl, Dynamik. 3. Aufi 16
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einander unterscheiden) oder auch noch gréBer und die Richtung
von # weicht dann erheblich von der Richtung der Kreiselachse
ab. Fiir den Fall des Kugelkreisels, also fiir ®, = @, wird nach
Gl (167) bei der schnellen Prizession a,% nahezu gleich — u,
und daher mufl, damit diese Bewegung erfolgen kann, u nach
Gl (169) nahezu in die Lotrichtung fallen.

SchlieBlich mag noch bemerkt werden, dal man auch die
allgemeine Losung des Kreiselproblems aus dem Ansatze in
Gl (163) erhalten kann, wenn man die Konstante @, durch
eine von ¢ abhingige Variable x ersetzt. Hs zeigt sich dann,
dafl x einer Differentialgleichung geniigen muf}, die man mit
Hilfe von elliptischen Funktionen integrieren kann. Im sechsten
Bande werde ich das niiher besprechen.

§ 37. Die Verwendung der Kreiseltheorie in der Praxis.

Fiir die praktische Technik hatte die Theorie des Kreisels
lange Zeit hindurch nur eine sehr geringe Bedeutung. Das
hing mit den verhiiltnismifig geringen Winkelgeschwindigkeiten
zusammen, die in den &lteren, langsam laufenden Maschinen
allein vorkamen. Als erst durch die Elektrotechnik und spiter
noch mehr durch die Entwicklung der Dampfturbine viel
schneller laufende Maschinen zur Anwendung kamen, gewann
aber die Kreiseltheorie, oder allgemeiner gesagt, die Dynamik
sehr schnell rotierender Korper immer mehr an Bedeutung.

Und zwar nach zwei Richtungen hin. Einerseits nimlich
war es moglich, als man sehr schnell umlaufende Schwungriider
herzustellen und in Gang zu halten verstand, die besonderen
Eigenschaften der Kreiselbewegung unmittelbar praktisch nutz-
bar zu machen. Das bekannteste Beispiel dafiir ist der Schlick sche
Schiffskreisel, dessen Theorie ich im sechsten Bande ausfiihrlich
darzustellen beabsichtige. Andererseits aber traten, auch ohne
daB man es beabsichtigt hatte, an den schnell umlaufenden
Maschinen Erscheinungen auf, die man in kurzer Zusammen-
fassung als Kreiselwirkungen bezeichnen kann. Man wurde
dadurch genotigt, sich mit der Kreiseltheorie zu beschiftigen,
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um sich iiber diese Erscheinungen Rechenschaft geben und
schiidliche Folgen davon vermeiden zu konnen.

Nun sind freilich die Bedingungen, unter denen diese
Kreiselwirkungen auftreten, von sehr verschiedener Art, so daB
man nur selten die Entwicklungen der vorhergehenden Para-
graphen ohne jede Anderung zu ihrer Erklirung verwenden
kann. Aber trotz aller Unterschiede im einzelnen bleibt doch
das Verfahren, das dabei eingeschlagen wurde, auch in allen
anderen Fillen anwendbar. Wer sich ein Urteil iiber einen
verwickelten Bewegungsvorgang dieser Art bilden will, wird
daher vor allem danach trachten miissen, ein klares Verstiindnis
fir die unter den einfacheren Verhiltnissen, die in den vorher-
gehenden Paragraphen vorausgesetzt wurden, zu erwartenden Be-
wegungserscheinungen zu gewinnen. Er wird dadurch nament-
lich auch in den Stand gesetzt sein, in solchen Fillen, bei
denen die Rechnung zu schwierig wiirde oder iiberhaupt ver-
sagt, wenigstens eine ungefiihr zutreffende Schitzung vorzu-
nehmen, womit der Praxis oft schon vollstindig gedient ist.

Zur Kreiseltheorie im weiteren Siune gehort auch eine
sehr einfache Betrachtung, die sich auf die Drehung eines
Schwungrades aus seiner Ebene heraus bezieht und von der
man ofters mit Nutzen Gebrauch machen kann. Ich werde sie
daher zunichst besprechen. Ein Ring sitze auf einer schnell
rotierenden Welle und das Gestell, in dem die Welle gelagert
ist, moge vergleichsweise langsam irgendeine vorgeschriebene
Bewegung ausfiihren. Man denke etwa an einen solchen
Schwungring, der auf einer Lokomotive angebracht sein mag.
Wenn die Lokomotive eine Kurve durchfihrt, wird die Ebene
des Schwungrings langsam gedreht. Die daneben stattfindende
Translation ist hierbei gleichgiiltig und der Einfachheit halber
wollen wir deshalb ganz von ihr absehen.

In Abb. 36 ist der Schwungring in seiner Anfangslage
durch ausgezogene Striche angegeben. Die horizontale Welle,
auf der er sitzt, mége durch eine Bewegung des Fahrzeugs
gendtigt werden, in einer gewissen Zeit / in die durch punk-

tierte Linien angegebene neue Lage einzuriicken. Natiirlich
16%
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miissen, um diese Bewegung zu erzwingen, Krifte von dem
Fahrzeuge auf die Welle und durch deren Vermittlung auf
das Schwungrad iibertragen werden. Unter Umstinden konnen
diese sehr groB werden, so daB sie bei ungeniigender Festig-
keit zu einer Zerstorung der Welle oder zu einem Heraus-
schleudern der Welle aus den Lagern zu fithren vermdchten;
jedenfalls wird man sich daher Rechenschaft dariiber zu geben
haben, von welcher Art diese
Krifte sind und wie groB
sie sind.

Von dem Schwungrad
nehme ich an, daB es rich-
tig ausgeglichen und genau
auf die Welle aufgekeilt sei,
so dall bei stillstehendem
Fahrzeuge nur eine Bewe-
gung um eine freie Achse
in Frage kommt Die La-
ger der Welle haben dann
nur das Gewicht und etwaige sonstige Belastungen aufzunehmen,
genau so, als wenn der Schwungring ebenfalls in Ruhe wiire.
Diese Auflagerkriifte werden auch spiiter noch neben den
anderen, die wir suchen, weiter bestehen; sie sind aber ver-
hiltnismilig gering und es soll deshalb weiterhin nicht aus-
driicklich von ihnen die Rede sein, vielmehr soll das Schwung-
rad so behandelt werden, als wenn es gewichtslos (aber nicht
masselos) wire.

Um die angegebene Drehung um die lotrechte Achse aus-
zufithren, wird man natiirlich zunichst einmal ein Kriiftepaar
anbringen miissen, das diese Drehung auch bei dem ruhenden
Schwungringe zustande briichte. Um den Schwungring in
die neue Lage iiberzufithren, miissen wir ihn um die lotrechte
Achse drehen, ihm also eine vertikale Winkelgeschwindigkeit
erteilen. Dies kann etwa durch das in Abb. 36 mit A4, A,
bezeichnete Kriftepaar geschehen. Wenn der Schwungring
withrend der Drehung des Fahrzeuges nicht rotierte, wire von

Abb. 36.
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den Lagern nur einfach dieses Kriftepaar auf die Welle zu
ithertragen. Sobald aber der Schwungring schnell umliuft,
tritt dazu ein anderes von weit griBerem Betrage. Der Winkel-
geschwindigkeit n entspricht ndmlich ein Drall 8
B=u6,

und um diesen um einen Winkel ¢ zu drehen, muB nach dem
Flichensatze ein Drehimpuls §¢ aufgewendet werden, der nach
den frither gegebenen Anleitungen leicht zu

Kt = pu®

berechnet werden kann. Wenn man also die Winkelgeschwindig-
keit, mit der das Wenden des Fahrzeuges erfolgt, mit w be-
zeichnet, erhilt man

K=u®w, (170)
und bei grofem w# und @ kann dies selbst fiir kleine Werte
von w schon sehr betrichtlich werden. Die Richtung des
jetzt der GriBe nach berechneten Moments & folgt ebenfalls
daraus, daB B durch geometrische Summierung von &¢ in den
neunen Wert iibergeht. In die Abbildung ist der Pfeil von &
eingetragen. Dieses Moment & kann von den Lagern nur in
Form eines Kriftepaars iibertragen werden, so daB jedes der
beiden Lager eine Kraft des Paares tbertrigt. Auch diese
mit P, P, bezeichneten Auflagerkriifte sind in Abb. 36 ein-
getragen worden; die Pfeile ergeben sich aus den fritheren
Festsetzungen iiber den Zusammenhang des Drehsinnes eines
Kriftepaares mit dem Pfeile des dazu gehorigen Momenten-
vektors. DaBl die beiden Auflagerkriifte P, P, wirklich von
gleicher GrioBe sein miissen, folgt iibrigens einfach daraus, daB
sich der Schwerpunkt des ganzen Systems nicht in vertikaler
Richtung verschiebt. Wenn man die Linge der Welle mit [
bezeichnet, hat man fiir jede dieser Kriifte

uB@w
P1=Ps= T

Wir sprachen bisher von den Kriiften, die vom (festelle
auf die Welle und den Schwungring tibertragen werden. Am
Fahrzeuge selbst kommen die Reaktionen dieser Kriifte in Be-
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tracht; wenn wir die Beanspruchung des Fahrzeugs durch diese
Auflagerkrifte untersuchen wollen, miissen wir daher die Pfeile
umkehren. Wir sehen daraus, daB das Fahrzeug am linken
Lager der Welle (in der Abbildung) gehoben, am anderen
niedergedriickt wird. Unter Umstinden kann es dadurch voll-
stiindig umgeworfen werden.

Natiirlich kann man von dieser Betrachtung auch unmittel-
bar Gebrauch machen, um die Abinderung in der senkrechten
Komponente des Raddrucks zu berechnen, die infolge der Um-
drehung der Rider beim Fahren eines Eisenbahnfahrzeugs in
einer Kurve zustande kommt, denn daB hier zwei Rider auf
einer Achse sitzen, wihrend bisher nur von einem Schwung-
ringe die Rede war, macht offenbar nichts aus. Man bezeichne
den Halbmesser des Radumfangs mit », die Fahrgeschwindigkeit
des Eisenbahnzugs mit v, den Kriimmungshalbmesser des Ge-
leises mit R, so wird

w = T: und w=§,
also
v*e

Py=Fg=mer

Unter @ ist jetzt das doppelte vom Triigheitsmomente eines
einzelnen Rades zu verstehen, unter 7 die Spurweite. Betrachtet
man zum Zwecke einer Abschitzung ein Rad nur als einfachen
Reifen vom Radius » und vom Gewichte ¢, so kann niherungs-

Q

weise (aber sicher etwas zm groB) @ = 29 r? gesetzt werden

und die vorige Gleichung geht damit iiber in
20y

Fy=TFy= QER’
Wenn v so groB wird, daB der als Faktor von ¢ auftretende
Bruch gleich Eins wird, sinkt der Raddruck auf der nach
innen hin gelegenen Schiene um das ganze Gewicht eines Rades.
Eine allein auf dem Geleise dahinrollende, mit zwei aufgekeilten
Ridern versehene Achse miiBte bei Uberschreitung der an-
gegebenen Geschwindigkeit entgleisen.
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Setzt man etwa r = 1 m (Lokomotivrider sind zuweilen
80 hoch), R = 200 m (scharfe Kurve, wie sie aber bei Weichen
usf. vorkommt) und [ = 1,435 m (Normalspur der Haupteisen-
bahnen), so’ erhiilt man fiir die fragliche Geschwindigkeit

v = 37,0m sec™L

Ein Rad, das ganz besonders schnell umliuft, ist das Lauf-
rad einer Lavalschen Dampfturbine. Man denke sich eine
solche auf einem Schiffe montiert und das Schiff méige die
schaukelnden Bewegungen ausfithren, die bei einem heftigen
Sturme eintreten komnen. Wenn die Welle der Lavalschen
Turbine steif konstruiert wiire, miifite sie nach Gl. (170) ein
sehr erhebliches Kriiftepaar K iibertragen, um das Rad aus
seiner Rotationsebene abzulenken, denn hier ist nicht nur u
ungewohnlich groBl, sondern auch w, die Winkelgeschwindig-
keit, mit der das Schiff seine pendelnde Bewegung ausfiihrt,
ist micht allzu klein. Um ein Zahlenbeispiel anzufiithren, setze
man etwa u = 2000 sec™' (entsprechend etwa 19000 Touren in
der Minute), w = 0,2 sec~?, das Gewicht des Laufrads. gleich
100 kg und den Triigheitsradius gleich 0,2 m. Dann wird der
Drall des Laufrads gleich 815 mkg sec und nach Gl (170)

K — 163 mkg.

Das Kriftepaar wirkt verbiegend auf die Welle. Die Welle
ist aber so diinn konstruiert, daB sie sich schon bei kleinen
Biegungsmomenten ziemlich stark verbiegt. Deshalb folgt die
Rotationsebene des Rades nur zum Teile den Schwingungen
des Schiffskérpers. Wenn die Welle ganz biegsam wire, wiirde
sich die Rotationsebene des Rades iiberhaupt nicht verriicken;
sie wiirde im Raume feststehen und die durch die Schwingungen
des Schiffes hervorgerufenen relativen Bewegungen wiirden in
den Verbiegungen der Welle allein zum Ausdrucke kommen.
Auch iiber die der pseudoreguliren Priizession des Kreisels
verwandten Bewegungserscheinungen, die das Laufrad zeigt,
wenn der Schiffskorper etwa einfache Sinusschwingungen aus-
fithrt, vermag man sich leicht ungefiihre Rechenschaft zu geben,
falls man aus hinreichenden Angaben iiber die Stirke der
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Welle, den Elastizitiitsmodul und die Entfernungen des Rades
von den Lagern die elastische Verbiegung der Welle fiir ein
Biegungsmoment K = 1 mkg nach den Siitzen der Festlgkeltsw
lehre zuvor herechnet hat.

Bei dem eben besprochenen Beispiele konnte die Masse
des Laufrades als so gering gegeniiber dem schwingenden Schiffs-
korper angesehen werden, daB man auf die Riickwirkung, die
es auf diesen ausiibt, nicht zu achten brauchte. Unter anderen
Umstiéinden kann dies aber nitig werden; man muB sich dann
erinnern, daB das von dem rotierenden Rade auf das Fahrzeug
ausgeiibte Kriiftepaar dieses nicht im Sinne der Hauptdrehung,
die das Rad ausfiihrt, sondern um eine rechtwinklig dazu
stehende Achse zu drehen sucht. Es wird nicht nétig sein,
dies noch weiter auszuftihren, da schon bei dem Beispiele des
Schwungrings auf der Lokomotive darauf eingegangen wurde.
Dagegen mag wenigstens erwihnt werden, da man durch eine
pendelnde Aufhingung des Schwungrads, wie sie beim Schlick-
schen Schiffskreisel vorkommt, eine Riickwirkung des
Schwungrades auf das Schiff herbeizufithren vermag, die
hemmend auf die Schiffsschwingungen einwirkt.

Ein ferneres Beispiel fiir Betrachtungen dieser Art bildet
der Bumerang. Auf dessen Beschreibung selbst will ich hier
zwar nicht eingehen, sondern ihn durch ein einfacheres Bei-
spiel ersetzen, bei dem der Bewegungsvorgang im wesentlichen
der gleiche ist. Man denke sich eine Scheibe (den Diskus der
Alten) fortgeworfen, indem man ihr zugleich eine schnelle
Drehung um die auf der Scheibenebene senkrechte Figuren-
achse erteill. Wenn der Wurf durch den Iuftleeren Raum
erfolgte, wiirde der Schwerpunkt der Scheibe einfach eine
Parabel beschreiben wund die Rotationsachse, die eine freie
Achse ist, behielte unverindert ihre Richtung im Raume; die
Scheibenebene wiirde also stets der Anfangslage parallel bleiben.
Im lufterfiilllten Raume kann aber die Bewegung nicht in
dieser Weise erfolgen. Der Luftwiderstand wird sehr groB,
sobald die Scheibenebene nicht mehr parallel zur Bewegungs-
richtung ist. Wie sich der Luftwiderstand im vorliegenden .
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Falle im einzelnen verteilt, ist freilich schwer zu sagen; wir
wollen es aber, um nicht in eine Erérterung dariiber eintreten
zu miissen, als ausgemacht ansehen, daB er sich jedenfalls in
solcher Weise geltend macht, da ein merkliches Heraustreten
der Scheibenebene aus der Bewegungsrichtung durch ihn ver-
hiitet wird. AuBerdem wird eine merkliche Anderung des
Dralls 8 der sehr schnell rotierenden Scheibe sobald nicht zu
erwarten sein. Dann kann sich die Scheibe nahezu nur inner-
halb der Ebene bewegen, die durch die Anfangslage der Scheibe
gegeben ist. Der Bewegungsvorgang ist demnach ungefihr
derselbe, als wenn die unterhalb an die Scheibenfliche an-
grenzende Luft sich wie eine starre schiefe Ebene verhielte,
die sich jeder Bewegung rechtwinklig zu ihr widersetzte. An
Stelle der in einer lotrechten Ebene liegenden gewdhnlichen
Whurfparabel muB jetzt der Schwerpunkt der Scheibe eine in
der urspriinglichen Scheibenebene liegende Bahn beschreiben.
Wenn er sich anfinglich senkrecht zur Horizontalspur der
Scheibenebene nach oben hin bewegte, wird er sich in dieser
schief nach aufwirts gehenden geraden Linie bis zu einem
hichsten Punkte hin bewegen und nachdem er diesen erreicht
hat, dieselbe Bahn in umgekehrter Richtung zuriick durch-
laufen und so zum Ausgangspunkte zuriickkehren. Wirft man
die Scheibe in horizontaler Richtung, so wird sie nahezu in
gerader horizontaler Richtung weiterfliegen, und wenn die vor-
ausgehenden Betrachtungen streng anwendbar wiren, miifite sie,
allen Fallgesetzen zum Trotze, beliebig weit fortfliegen kinnen,
ohne zu sinken. Das ist natiirlich nicht genan richtig; man
wird sich aber erinnern, daB geschickte Taschenspieler in ihren
Vorstellungen gelegentlich Spielkarten mit grofler Kunstfertig-
keit so hinausschlendern, daBl sie in der Tat weite Strecken
durcheilen, ohne in gewohnter Weise aus der Wurfrichtung
abgelenkt zu werden und das, was ich vorher auseinandersetzte,
gibt wenigstens eine ungefiihre Erklirung des Vorganges, der
dem beim Werfen des Bumerangs gleicht.

Auch die bekannte seitliche Ablenkung der aus ge-
zogenen Geschiitzen abgeschossenen Wurfgeschosse
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gehtrt hierher. Der Luftwiderstand spielt hier nur eine andere
Rolle. Wir wollen uns davon summarisch in folgender Weise
Rechenschaft geben. In Abb. 37 sei ADB ein Teil der Bahn
des Schwerpunktes S. Wenn kein Luftwiderstand wirkte, hiitte
_- die Rotationsachse ihre urspriing-

' p liche Richtung beibehalten und die
Granate wiirde etwa die in Abb. 37
gezeichnete  Stellung  einnehmen.
Der Luftwiderstand, dem sie in
b0 dieser Lage hegegnet, sei etwa

durch 2 angegeben. Es kommt dann wesentlich darauf
an, wie der Schwerpunkt S gegen die Richtungslinie von
28 liegt. Liegt er oberhalb, wie in der Figur, so ge-
hort zu ¥ ein statisches Moment &, das eine Drehung der
Granate in die Richtung der Flugbahn herbeizufithren sucht.
Diese Drehung setzt sich aber mit jener zusammen, die die
Granate schon um ihre Lingsachse ausfiihrte. Der Erfolg wird,
wie in den fritheren analogen Fillen, zunichst darin bestehen,
daB sich 8 und mit ihm u und die Figurenachse aus der Ebene
der Flugbahn etwas herausdrehen. Auch der Sinn dieser Ab-
lenkung ist leicht festzustellen, Wenn das Geschiitz mit Links-
drall versehen ist, haben wir u vom Schwerpunkte aus nach
oben hin abzutragen und B ist mit ihm gleichgerichtet. Das
Moment von % dreht in der Abbildung im Sinne des Uhr-
zeigers und der Momentenvektor & geht daher vom Zeichen-
blatte aus nach dem Beschauer hin. Vereinigen wir nun B
mit &¢, so erhalten wir eine Richtung, die nach vorn hin
(d. h. nach dem Beschauer hin) etwas geneigt ist. Das vordere
Ende der Granate zeigt daher auch nach dieser Richtung.
Sobald das Geschofl im Grundrisse ein wenig schrig gestellt
ist, erfihrt es auf der vorausgehenden Seite einen gréBeren
Luftwiderstand, als auf der ein wenig nach hinten zu gedrehten.
Es wird dadurch seitlich abgelenkt, und zwar vom Geschiitz
aus gesehen nach rechts hin (bei Rechtsdrall nach links hin).
Gerade die nun im Grundrisse etwas exzentrische Angriffslinie
des Winddrucks bringt dann ein statisches Moment hervor,
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das die GeschoBachse in die Richtung der Flugbahn dreht. —
Natiirlich soll diese Betrachtung nur eine ungefihre Vorstel-
lung geben; im einzelnen sind die pendelnden Bewegungen des
Geschosses sehr verwickelt. AuBerdem ist auch darauf zu
achten, daB die Seitenablenkung nach der entgegengesetzten
Seite hin erfolgt, wenn der Schwerpunkt S in Abb. 37 unter-
halb von 8 liegt. Bei den gew&hnlich verwendeten GeschoB-
formen scheint dies iibrigens in der Regel der Fall zu sein.
Eng verwandt mit der Kreiselbewegung ist auch die Be-
wegung eines rollenden Rades. Die strenge Theorie dieser
Bewegung ist freilich noch erheblich schwieriger, als wenigstens
die Theorie des symmetrischen Kreises, und zwar namentlich
deshalb, weil das auf einen Umfangspunkt des Rades bezogene
Triigheitsellipsoid ein dreiachsiges ist. Das hindert aber nicht,
den Bewegungsvorgang wenigstens schitzungsweise mit Hilfe
einfacher Betrachtungen so weit zu verfolgen, als es fiir eine
erste Ubersicht wiinschenswert erscheint. Dabel soll sich das
Rad nur unter dem Einflusse seines Gewichtes bewegen und
auf dem horizontalen Fuflboden nur rollen und nicht gleiten.
Den Umfang des Radreifs denke ich mir etwas gewdlbt,
so daP das Rad — abgesehen
von der elastischen Abplattung, i
die dabei entsteht — den Boden
immer in einem Punkte beriihrt.
Der Punkt, mit dem es im ge-
gebenen Augenblicke auf dem
Boden aunfsitzt, moge als der Auf-
lagerpunkt bezeichnet werden.
Damit das Rad vrollt, ohne
zu gleiten, muB. der Auflager-
punkt in augenblicklicher Ruhe
sein, d. h. die Bewegung des
Rades aus einer Lage in die folgende kann immer nur in
einer Drehung um eine durch den Auflagerpunkt gezogene
Achse bestehen. Die Richtung dieser Achse kann beliebig sein.
In Abb. 38, die das Rad in irgendeiner seiner Stellungen an-

Abb. 88,
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gibt, ist die Richtung der Drehachse und die GriBe der Winkel-
geschwindigkeit durch den Vektor u angegeben. (Geschwindig-
keiten kann man zerlegen wie Krifte. Man tut hier am besten
daran, u nach drei zueinander rechtwinkligen Richtungen zu
zerlegen, die in Abb. 38 durch die Richtungsfaktoren ijf kennt-
lich gemacht sind. Die i-Richtung steht senkrecht zum FuB-
boden, die j-Richtung fillt mit der Horizontalspur der Rad-
ebene zusammen und die f-Richtung ist schon durch die beiden
vorigen mit bestimmt.

Die augenblickliche Bewegung des Rades kann man sich
stets aus einem Zusammenwirken von Drehungen um die ge-
nannten Hauptrichtungen bestehend denken. Es wird daher
niitzlich sein, wenn man zuniichst nur die Drehungen um jede
der drei Hauptrichtungen fiir sich betrachtet. Zuniichst mige
das Rad nur eine Drehung um die i-Achse besitzen. Der Auf-
lagerpunkt bleibt dann dauernd an seiner Stelle und das Rad
kann einfach als ein dreiachsiger Kreisel aufgefaBt werden, der
eine Prizessionsbewegung ausfiihrt. Auch eine regulire Pri-
zession ist unter diesen Umstiinden miglich, und zwar so, daB
jedem Neigungswinkel der Radebene gegen den FuBboden eine
ganz bestimmte Winkelgeschwindigkeit um die i-Achse ent-
spricht, die zu einer reguliren Priizession fithrt. Ich erinnere
nur an das bekannte Experiment, bei dem man einen Taler
auf einem Tische in dieser Weise rotieren lillt. Wenn die
Winkelgeschwindigkeit abnimmt, neigt sich der Taler immer
mehr. Auch rechnerisch ldBt sich der Zusammenhang zwischen
Neigungswinkel und Winkelgeschwindigkeit um die i-Achse
leicht verfolgen; ich sehe aber hier davon ab.

Drehungen um die j-Achse sind als Pendelbewegungen auf-'
zufassen; volle Pendelschwingungen konnen hier freilich nicht
zustande kommen, die Bewegung endet vielmehr mit dem
Umfallen des Rades auf den FuBboden. Uberdies ist auch
zu beachten, daB schon vor dem vollstindigen Umfallen ein
Gleiten des Rades auf dem Boden zu erwarten ist. Auch dar-
iiber kann man sich ohne Schwierigkeit Rechenschaft geben;
am einfachsten wendet man dazu das d’Alembertsche Prinzip
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an. Man betrachtet das fallende Rad in irgendeiner seiner
Stellungen, fiihrt die Triigheitskriifte ein und ermittelt nach
der Lehre vom Gleichgewichte eines starren Korpers den im
Auflagerpunkte {ibertragenen Druck. Solange die Richtung
des Auflagerdrucks noch innerhalb des Reibungskegels liegt,
tritt kein Abgleiten ein; die Bewegung setzt sich vielmehr
einstweilen noch so wie eine Pendelschwingung fort. Gegen
das Ende der Bewegung hin wird man aber die Bedingung
nicht mehr erfiillt finden und dann gleitet der Auflagerpunkt
iiber den FuBboden.

Die beiden bis jetzt betrachteten Drehungen fiithren iiber-
haupt nicht zu einem Rollen des Rades; dieses wird nur durch
die Drehung um die f- Achse bewirkt. Freilich kann von einer
dauernden Drehung um eine festliegende f-Achse hier nicht
die Rede sein; die Drehung fiihrt sofort zu einem Wechsel
des Auflagerpunktes und die f-Achse kann daher nur als
Momentanachse in Betracht kommen. Wir konnen uns aber
eine Bewegung vorstellen, bei der in jeder neuen Lage des
Rades die nach der gegebenen Vorschrift stets von neuem
konstruierte Richtung der f-Achse die augenblickliche Drehungs-
achse angibt. Eine solche Bewegung mag als eine rein
rollende bezeichnet werden; im Gegensatze zuihr kann
die Drehung um die i-Achse als eine Wendung und
die Drehung um die j-Achse als eine Fallbewegung
des Rades bezeichnet werden, wobei im letzten Falle nicht
ausgeschlosssen ist, daB sie im gegebenen Augenblicke auch
nach oben hin erfolgt.

Im allgemeinen Falle bestehen alle drei Bewegungskom-
ponenten zugleich und sie beeinflussen sich gegenseitig. Hin
besonderes Interesse kann aber die rein rollende Bewegung,
die sich leicht theoretisch behandeln lift, immerhin bean-
spruchen. Um sie zu untersuchen, denke man sich eine Senk-
rechte zur Radebene vom Radmittelpunkte aus gezogen. Sie
tritft den FuBboden auf der f-Achse. Vom Schnittpunkte aus
als Spitze denke man sich einen Kegel konstruiert, dessen
Grundlinie der Radumfang ist und der mit dem Rade fest
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verbunden sein mag. Dann muB die Kegelspitze wiihrend der
rollenden Bewegung des Rades dauernd in Ruhe bleiben, da
sie in jedem Augenblicke auf der f-Achse, also auf der Momen-
tanachse enthalten ist. Wirkonnen daher die Bewegung geradezu
durch das Rollen des Kegels auf der Bodenfliche beschreiben,
d. h. der Kegel bildet in Anlehnung an die friiher eingefiihrten
Bezeichnungen den Polodiekegel fiir die Bewegung um die als
festen Punkt anzusehende Kegelspitze. Der Herpolodiekegel
ist hier in eine ebene Fliche, nimlich in die Oberfliiche des
Bodens ausgeartet.

Von #uleren Kriften wirken auf das Rad das Gewicht
und der Auflagerdruck. Die senkrechte Komponente des Auf- .
lagerdrucks muBl dem Gewichte gleich sein, da der Schwer-
punkt des Rades Geschwindigkeitskomponenten in senkrechter
Richtung weder besitzt noch erlangt. Daneben muB freilich
zugleich eine Horizontalkomponente des Auflagerdrucks auf-
treten, die die Zentripetalkraft fiir die vom Schwerpunkte aus-
gefithrte kreisformige Bewegung abgibt. Die Horizontal-
komponente geht hiernach in jedem Augenblicke durch die
Kegelspitze, und wenn wir den Flichensatz fiir die Kegelspitze
als Momentenpunkt anwenden ist ihr Moment stets gleich Null.

Man sieht jetzt leicht, wie die Rechnung durchzufithren
ist. Wenn das Rad im Anfangszustande gegeben ist, kennt
man sofort die Kegelspitze, die von ihm bei der rein rollenden
Bewegung umkreist wird. Man konstruiere nun das Triigheits-
ellipsoid fiir die Kegelspitze als festen Punkt. Mit dessen
Hilfe findet man in schon oft benutzter Weise die Richtung
des Dralls 8, bezogen auf den festen Punkt. Das Moment &
der iiuBeren Kriifte ist ebenfalls bekannt; es ist das statische
Moment des aus dem Gewichte und der senkrechten Kom-
ponente des Auflagerdrucks bestehenden Kriiftepaares. Beim
Weiterrollen des Rades dreht sich mit ihm sowohl B als &,
die stets rechtwinklig zueinander bleiben. Die GriBe von &
ist nur von der Neigung der Radebene gegen den FuBboden,
die absolute Grofe von B aber zugleich von der Anfangs-
geschwindigkeit abhiingig. Wie groB aber diese Anfangs-
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geschwindigkeit sein muB, damit bei der gegebenen Neigung
des Rades eine rein rollende Bewegung zustande kommen
kann, folgt aus der Gleichung des Flichensatzes

P s

Auf die wirkliche Durchfithrung der Rechnung, die nach
dem angegebenen Plane leicht erfolgen kann, gehe ich nicht
ein. Dagegen mache ich noch ausdriicklich darauf aufmerksam,
daB die rein follende Bewegung nur bei einer ganz bestimmten
Beziehung zwischen der Schiefstellung des Rades gegen die
Vertikale und der Geschwindigkeit der Rollbewegung mdoglich
ist. Wenn das Rad im Anfangszustande eine rein rollende
Bewegung hatte und die genannte Bedingung nicht erfiillt war,
kann sie sich nicht in dieser Weise fortsetzen; es tritt vielmehr
alshald noch eine ,Fallbewegung* (nach unten oder auch nach
oben hin) dazn. Dadurch wird die Neigung der Radebene
gegen den FuBboden geiindert, und zwar in solchem Sinne,
daB eine Anniiherung an jene Radstellung stattfindet, fiir die
bei der gegebenen Fahrgeschwindigkeit die Bedingung des
reinen Rollens erfiillt ist.

Schlieflich mdge noch bemerkt werden, daf man zu
einer allgemeineren Theorie der Radbewegung dadurch gelangen
kann, daf man zwar immer noch die ,Wendebewegung® um
die i-Achse ausschlieBt, dagegen das Auftreten von Drehungen
um die j- und die f-Achse zugleich zuliflt. Diese wiirde sich
dem allgemeinen Verhalten des Rades beim Rollen ziemlich
genau anschliefen, da die als Wendebewegung bezeichnete
Drehung um die i-Achse auf eine ,bohrende“ Reibung stoBt
und daher, wenn sie nicht schon anfinglich mit hinreichender
Winkelgeschwindigkeit gegeben, also absichtlich herbeigefiihrt
war, spiterhin schnell erlischt und auch nicht von selbst
wieder entstehen kann.

Sehr eng verwandt mit der vorigen ist auch die Be-
wegung einer Kugel auf einer ranhen horizontalen
Ebene (Billardball) bei beliebigen Anfangsbedingungen. Man
hat diese Bewegung schon sehr ausfithrlich behandelt; sie ist
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aber praktisch von nur geringer Wichtigkeit und eigentlich
nur fiir den Billardspieler, der zu einem theoretischen Ver-
stéiindnis der empirisch erworbenen Kunstfertigkeit gelangen
mochte, von einigem Interesse. Die Bemerkung mag daher
geniigen, daB sich die Bewegung der rein rollenden Kugel (ab-
gesehen von der rollenden Reibung) auf der rauhen Ebene
genau so fortsetzt, als wenn die Ebene absolut glatt wiire.
Wenn die Kugel durch einen StoB in Bewegung gesetzt wird,
tritt aber im allgemeinen (und namentlich wenn der Stof
ziemlich tief erfolgt) zugleich ein Gleiten ein, so lange bis
durch die dabei auftretende gleitende Reibung der Bewegungs-
zustand so weit abgeiindert ist, da die Kugel nachher nur
noch rollt. So lange das Gleiten anhilt, beschreibt der Schwer-
punkt der Kugel im allgemeinen eine gekriimmte Bahn (unter
gewissen Umstiinden eine Parabel), an die sich nach Aufhéren
des Gleitens eine gerade Bahn schliefit.

§ 38. Ebene Bewegungen des starren Korpers.

Bisher war in diesem Abschnitte nur von der Bewegung
eines starren Korpers im dreifach ausgedehnten Raum die Rede.
Davon wird natiirlich die ebene Bewegung, bei der alle Punkte
Bahnen beschreiben, die zu einer gegebenen Ebene parallel
sind, als Sonderfall mit umfaBt. Dieser Sonderfall verdient
aber doch auch noch eine besondere Besprechung, zunichst
weil er sehr hiufig vorkommt und dann weil sich die all-
gemeinen Betrachtungen bei ihm sehr vereinfachen und er-
leichtern lassen.

Diese Vereinfachung tritt namentlich dann ein, wenn der
Kérper entweder eine Symmetrieebene oder wenigstens eine
zum Triigheitsellipsoid fiir den Schwerpunkt gehdrige Haupt-
triigheitsebene hat, die zur Bewegungsebene parallel ist. Die
Rotationshewegung des Kiorpers erfolgt dann um eine freie
Achse und der zugehirige Drall fillt in dieselbe Richtung.
Die Winkelgeschwindigkeit und der Drall brauchen dann nicht
mehr durch Vektoren dargestellt zu werden, sondern es geniigt
dazu schon eine mit einem Vorzeichen versehene Zahlenangabe.
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Ebenso kommt von den Triigheitsmomenten des Korpers nur
das eine in Betracht, das sich auf die senkrecht zur Bewegungs-
ebene stehende Achse bezieht. Kriifte, die in der Symmetrie-
ebene oder in der an ihre Stelle tretenden Haupttriigheitsebene
angreifen, lassen sich auf eine am Schwerpunkt angreifende
Resultierende und ein Kriftepaar zuriickfiihren, die in dieser
Ebene liegen und beide kénnen nur den Erfolg haben, daB sich
die Bewegung weiter als eine ebene fortsetzt, wenn sie als
solche begonnen hatte. Vom Kriiftepaare folgt dies aus § 25.
Es geniigt daher, wenn man sich zur Untersuchung der
ebenen Bewegung den starren Kérper durch eine starre Scheibe
ersetzt denkt. Aber auch dieses Bild lédBt sich noch weiter
vereinfachen, indem man dafiir zwel starr miteinander ver-
bundene materielle Punkte setzt, deren Massen und Lagen
passend gewiihlt sind. Hierzu erwihne ich noch, daB ein
solcher Ersatz natiirlich auch noch in anderer Weise miglich
und auch schon vorgenommen worden ist. Aber der Ersatz
durch zwei Punkte, auf den Herr Prof. Skutsch hingewiesen
hat, verdient in der Regel ohne Zweifel den Vorzug.
Zuniichst ist die aufgestellte Behauptung zu beweisen.
Dazu dient die Bemerkung, daB sich die Bewegung eines
Korpers unter dem Einflusse gegebener Krifte vollstindig auf
Grund des Satzes von der Bewegung des Schwerpunkts in
Verbindung mit dem Flichensatze voraussagen lift. In den
Gleichungen, die diese Siitze zum Ausdruck bringen, kommt
es aber auf die besondere Gestalt und Massenverteilung iiber-
~ haupt nicht an, sondern nur auf die gesamte Masse, die Lage
des Schwerpunkts und auf die Gestalt des Triigheitsellipsoids.
Kérper, die in diesen iibereinstimmen, miissen daher bei gleichem
Kraftangriff auch iibereinstimmende Bewegungen ausfiihren. Bei
der ebenen Bewegung kommt es iiberdies, wie wir schon sahen,
nur auf das Trigheitsmoment fiir die zur Bewegungsebene
senkrechte Achse an. Es steht uns daher frei, eine beliebig
gegebene Massenverteilung durch eine andere von einfacherer
Art zu ersetzen, die mit der gegebenen nur in den vorher be-

zeichneten Stiicken iibereinzustimmen braucht. Wenn dann an
Foppl, Dynamik. 3. Aufl. 17
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dieser iuBere Kriifte in solcher GrioBe und Verteilung angebracht
werden, dall die am Schwerpunkt angreifende Resultierende und
das zugehorige Kriiftepaar mit den am urspriinglich gegebenen
Kérper wirkenden iibereinstimmen, miissen beide Massensysteme:
iibereinstimmende Bewegungen ausfiihren.

Den gestellten Forderungen vermag man aber schon durch
zwel materielle Punkte zu geniigen, von denen der eine iiberdies-
noch in beliebiger Lage in der Scheibenebene angenommen

werden kann, nur mit der Ausnahme,
daf er nicht auf den Schwerpunkt
fallen darf. Wihlt man néimlich in
Abb. 39, die einen UmriB der Scheibe
angibt, den materiellen Punkt m, be-
liebig aus, so muf der andere auf
der durch den Schwerpunkt S ge-
zogenen Geraden zuniichst so ge-
wihlt werden, daB der Schwerpunkt
L der Massen m, und m, mit S zu-
sammenfiillt. Zwischen den Abstinden «a, und a, (vgl. Abb. 39),
und den Massen muf daher die Bedingung erfiillt sein
My Ay = My Ly
und auBerdem, damit die Gesamtmasse in beiden Fillen die-
selbe ist,
ny + my = M,
wenn I die Scheibenmasse bedeutet. Bezeichnen wir ferner
den Triigheitshalbmesser der Scheibe (bezogen auf die durch
S senkrecht zur Scheibenebene gezogene Achse) mit ¢, so mub
endlich, damit die Triigheitsmomente iibereinstimmen,
M = m,ai + mya;
sein. Die drei Gleichungen lassen sich nach den Unbekannten
my, my und a, (da @, beliebig gewithlt war) sofort auflosen
und man erhilt

_0 M Md ‘
Oy =, 5 M=o M= g (171)
Das einfachste Beispiel fiir die Anwendung des bespro-

chenen Verfahrens bildet das physische Pendel, das schon
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in § 17 als Beispiel fiir die Anwendurg des Prinzips von
d’Alembert besprochen worden ist. Denkt man sich in
Abb. 22, 8. 133 eine Massenreduktion in der Art vorgenommen,
daB die Masse m, mit dem Aufhiingepunkt O zusammenfillt,
withrend die Masse m, und ihr Abstand vom Schwerpunkt
nach den Gleichungen (171) zu bestimmen sind, so bilden die
beiden starr miteinander verbundenen Massen ein System, das
dieselbe Bewegung ausfithren muf, wie das physische Pendel
selbst, wenn man die entsprechenden Kriifte daran wirken lift.
Von dem Eigengewicht wird dies erreicht, wenn man annimmt,
daB auch den m, und my Gewichte zukommen, die diesen Massen
entsprechen. Aber auch der Auflagerdruck muB unter diesen
Umstéinden in beiden Fillen gleich groB und gleich gerichtet
sein. Ist er es nimlich, so fithren beide Systeme iiberein-
stimmende Bewegungen aus und der mit O zusammenfallende
Systempunkt bleibt in beiden Fillen in Ruhe. Wollte man
dagegen annehmen, da der an m, als duBlere Kraft angreifende
Auflagerdruck in dem System der Massen m, und m, von dem
vorigen verschieden wire, so miilite dieses System auch eine
andere Bewegung ausfithren, und zwar so, dab sich dabei der
Angriffspunkt m, der abgeinderten Kraft anders bewegte als
zuvor, d. h. nicht in Ruhe bliehe. Wenn wir also festsetzen,
daB auch in dem Systeme m,m, der mit O zusammenfallende
materielle Punkt m, festgehalten sein soll, so ist dadurch schon
mit bestimmt, daB auch die Auflagerkraft in diesem Systeme
ebenso groB ausfallen mubl, wie vorher bei dem physischen Pendel.

Man erkennt nun sofort, welchen Vorteil diese Art der
Massenreduktion gewithrt. Das Gewicht von m; wird un-
mittelbar vom Auflager aufgenommen und kommt nur darin
zur Geltung, daB der Auflagerdruck dadurch mit bestimmt
wird. Das System der m;, und m, mu sich daher genau so
wie ein einfaches Fadenpendel mit der Masse m, im Abstande
a, + a, vom Aufhiingepunkt bewegen, d. h. die reduzierte
Pendellinge des physischen Pendels ist

H P B S
lred=al+62=s+;=—_§ .

17*
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Das stimmt mit GL (97), S. 136 iiberein, wenn man nur beachtet,
dall *dort der Trigheitshalbmesser ¢ auf die Aufhiingeachse,
hier aber auf die Schwerpunktsachse des Korpers bezogen
wurde, und dal zwischen beiden die schon aus den Unter-
suchungen des 3. Bandes bekannte einfache Beziehung besteht.

Diese Massenreduktion und ihre Anwendung auf das physische
Pendel riithrt schon von Poinsot her. Herr Skutsch, der sie von
neuem aufgriff und aunf ihre mannigfache Verwendbarkeit hinwies,
hat in seiner kurzen Abhandlung (Sitzungsberichte d. Berliner math.
Ges. v. 26. April 1905) unter anderen ein Beispiel gebracht, auf das
hier noch mit wenigen Worten eingegangen werden soll. Die Auf-
gabe lautet: ,Zwei in derselben Ebene bewegte Scheiben
werden plotzlich fest miteinander verbunden; man soll die
Bewegung nach der Koppelung ermitteln.”

Man list die Aufgabe, indem man jede Scheibe durch zwei
Massenpunkte derart ersetzt, daB beide Punktpaare in dem Augen-
blicke, in dem die Verbindung der Scheiben erfolgt, miteinander zu-
sammenfallen. Zu diesem Zwecke zieht man die Verbindungslinie
beider SBchwerpunkte. Auf ihren Verlingerungen nach beiden Seiten
hin kann man dann leicht zwei Punkte ermitteln, deren Abstiinde a,
ag und by, by von den Schwerpunkten den Bedingungen a; ay == ; und
byby, = i entsprechen, wenn i, i, die Triigheitshalbmesser der
Scheiben sind. Nach diesen Punkten lassen sich dann entsprechend
den (leichungen (171) die Massen beider Scheiben verteilen und
ebenso auch die gesamte Masse nach erfolgter Koppelung. Bei der
Koppelung entsteht ein StoB, durch den aber weder die Bewegungs-
grofe noch der Drall des ganzen Systems gelindert werden kiénnen,
da keine i#uBeren Krifte mitwirken. Diese Bedingungen geniigen,
um daraus sofort die Geschwindigkeiten beider Reduktionspunkte zu
berechnen, was aber jetzt nicht weiter ausgefiihrt werden soll.



Vierter Abschnitt.

Schwingungen elastischer Kirper.

§ 39. Biegungsschwingungen von Stiben mit gleichférmig
verteilter Masse.

Von den Schwingungen elastischer Korper hat besonders
das Problem der schwingenden Saiten, also etwa der Violin-
saiten, eine wichtige Rolle in der Physik gespielt. Fourier
hat es zuerst gelost und daran hat sich zugleich einer der
wichtigsten Fortschritte der Mathematik, néimlich die Ent-
wicklung einer beliebig gegebenen Funktion in eine Fourier-
sche Reihe gekniipft. Fiir die Technik ist dieses Problem je-
doch nur von geringer Bedeutung.

Ich werde hier deshalb nicht darauf eingeben, sondern an
Stelle davon das Problem des schwingenden Stabs behandeln
das mit jenem sehr verwandt, dabei aber von groBerem Inter-
esse fiir den Techniker ist, weil es Aufschluf iiber die Schwin-
gungen gibt, die z B. ein Briickenbalken oder iiberhaupt ein
belasteter Triger auszufiihren vermag. Dagegen miochte ich
noch hervorheben, daB dieses Problem nicht mit einem anderen
verwechselt werden darf, das schon frither von Stokes und
spiiter besonders von Zimmermann in sehr geschickter und
ausfiihrlicher Weise behandelt worden ist. Bei diesem wird
namlich der Fall untersucht, dab ein Fahrzeug, das als mate-
rieller Punkt aufgefaBt werden kann, auf einen Briickentriger
mit gegebener Geschwindigkeit anffihrt und dabei vorausgesetazt,
dafl die Masse des Briickentriigers vernachliissigt werden kinne.
Auf die Zimmermannsche Untersuchung werde ich hier nicht
eingehen, weil mich dies zu weit fiilhren wiirde; ich empfehle
aber den sich dafiir Interessierenden die dariiber veriffentlichte
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Schrift ,Die Schwingungen eines Triigers mit bewegter Last®
von H. Zimmermann, Berlin 1896. Ich muB freilich leider
hinzufiigen, dal diese an sich sehr schone Untersuchung
durch die Vernachlissigung der Masse des Triigers sehr an
Wert einbiilit.

Darum, wie die Schwingungen des Triigers, die wir unter-
suchen wollen, urspriinglich angeregt wurden, werde ich mich
iiberhaupt nicht kiimmern; es wird sich nur darum handeln,
zu untersuchen, wie sie sich, nachdem sie einmal bestanden
haben, weiterhin fortsetzen. Aber auch dieses Problem be-
handle ich nicht vollstindig; ich begniige mich vielmehr, die
allerwichtigsten Betrachtungen, die sich dariiber anstellen lassen,
hier wiederzugeben.

Gegeniiber dem Probleme der schwingenden Saiten besteht
hier nur der Unterschied, daB bei den Saiten der Biegungs-
widerstand vernachlissigt werden kann, so daf nur die Liings-
spannungen in Frage kommen, wihrend bei den Stiben der
Biegungswiderstand die ausschlaggebende Rolle spielt, von
dem Hinzutreten einer Lingszugspannung dagegen abgesehen
werden kann.

Unter der gleichmiBig verteilten Last, die dem Triger
aufgebiirdet ist, und die die Schwingungen mit thm zusammen
ausfithrt, erfahrt der Triiger schon im Ruhezustande eine ge-
ringe elastische Durchbiegung, die als Funktion der Quer-
schnittsabszisse aus der Gleichung der elastischen Linie nach
bekannten Entwicklungen der Festigkeitslehre berechnet werden
kann. Diese ,statische® Durchbiegung y, kiimmert uns hier
wenig. Wenn der Triger schwingt, wird die gesamte Durch-
biegung in einem bestimmten Augenblicke von y, im allge-
meinen verschieden sein. Der Unterschied mige mit 4 und
die totale Durchbiegung mit y, oder als ,dynamische Durch-
biegung bezeichnet werden. Man hat also

yd=ys+y'

und in Abb. 40 ist dieser Zusammenhang noch niher nach-
gewiesen. Die eine Linie soll die elastische Linie fiir den
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Ruhezustand, die andere die Mittellinie des Stabs in irgend-
einem Augenblicke wiihrend der Schwingung andeuten.

Um die Aufgabe nach ,
den Methoden der Festig- .,
keitslehre  behandeln zu 4 e
kinnen, machen wir von %y
dem d’Alem b ertschen Abb. 40.
Prinzip Gebrauch. Wir konnen voraussetzen, dall im wesent-
lichen nur Verschiebungen senkrecht zur Stabachse in Frage
kommen und wollen uns auch von vornherein nur auf Ver-
schiebungen in der Vertikalebene beschriinken. Natiirlich lassen
sich aber die erlangten Resultate auch auf Horizontalschwin-
gungen ohne weiteres anwenden. Dann ist die Beschleunigung
im gegebenen Augenblicke fiir die im Abstande x vom linken
Auflager liegenden Massenteilchen ebenfalls nach abwirts (oder
bei negativem Vorzeichen nach aufwirts) gerichtet und gleich

%y
ot

zu setzen. Wenn die auf die Lingeneinheit kommende Masse
der Belastung (samt Eigengewicht des Stabs) mit u bezeichnet
wird, erhalten wir filr die Trigheitskraft, die wir an dem
Lingenelement da anbringen miissen, um die Aufgabe auf ein
‘Gleichgewichtsproblem zuriickzufiihren,
2y,
ot
Es moge noch bemerkt werden, daB man in diesem Ausdrucke
y auch durch y, ersetzen konnte, da y, der Zeit nach konstant
ist. HKs ist aber bequemer, sofort iiberall mit y zu rechnen.

Die Triigheitskriifte, als Lasten an dem Stabe angebracht,
fiihren am ruhenden Stabe im Vereine mit den wirklich vor-
handenen Lasten zu der elastischen Durchsenkung y, Anstatt
dessen konnen wir auch sagen, daB die Trigheitskrifte fiir
sich genommen, als Lasten am ruhenden Stabe eine elastische
Linie hervorrufen wiirden, deren Ordinaten y wiren. Natiirlich
ist dabei vorausgesetzt, dal das Material des Stabes dem
Hookeschen Gesetze gehorcht, dafl also die Proportionalitits-

—udx
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grenze im Verlaufe der Schwingung niemals iiberschritten wird.
In diesem Falle setzen sich aber in der Tat, wie aus den
Untersuchungen der Festigkeitslehre bekannt ist, die von zu-
sammengesetzten Lastensystemen erzeugten Durchbiegungen
durch algebraische Summierung aus jenen zusammen, die den
einzelnen Lasten fiir sich entsprechen.

Die Gleichung der elastischen Linie fiir die Durchbiegungen
¥ lautet

52
E® g-x'{ —— M.

Das Biegungsmoment M ist aber hier nicht unmittelbar ge-
geben; wir haben nur einen Ausdruck fiir die Belastung irgend-
eines Stabelements da. Wir befinden uns also genau in der-
selben Lage wie bei den im 6. Abschnitte der ,Festigkeits-
lehre“ untersuchten Stiben auf nachgiebiger Unterlage; wir
miissen daher auch genau so verfahren wie dort. Wir diffe-
rentiieren also die Gleichung der elastischen Linie zweimal
nach x und erhalten

oy Yk

gz*~ ~ da* T Gx :
Fiir das Differential ¢V der Scherkraft, das zum Differential
ox der Abszisse gehort, haben wir

oM oV

3
oV =+ pix %1,

denn die Trigheitskriifte sind nach aufwiirts gekehrte Lasten,
wenn sie negativ sind, und sie fiithren in diesem Falle zu einer
VergroBerung der Scherkraft, die nach oben hin positiv ge-
rechnet wird. Die vorhergehende Gleichung geht hiermit
iiber in

EOZY — 0. (172)

Das ist die Differentialgleichung unseres Problems. Sie
ist eine partielle Differentialgleichung, in deren allgemeine
Losung daher willkiirliche Funktionen eintreten miissen. Die
Schwingungen des Stabes kinnen daher von sehr mannigfaltiger
Art sein. Das kann auch nicht iiberraschen, wenn wir be-
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denken, daBl die Gestalt des Stabes zu Anfang ganz willkiirlich
gegeben sein kann, und daB auch die anfiinglichen Geschwindig-
keiten ganz beliebige stetige Funktionen der Querschnittsabszisse
x sein kénnen. Jedem anderen Anfangszustande miissen aber
in der Folge auch andere Schwingungen entsprechen.

Unter diesen Umstiinden sucht man zuniichst partikulire
Losungen der Gleichung von mdglichst einfacher Form. Man
gelangt dadurch zur Kenntnis besonderer moglicher Schwin-
gungen und aus einer Kombination der einzeln als mdglich
erkannten Schwingungen sucht man die allgemeine L&sung
oder die zu gegebenen Anfangsbedingungen gehirige Lisung
zusammenzusetzen. Das Zusammensetzen der einzelnen Lisungen
wird mathematisch gesprochen dadurch ermiglicht, dafl die
Differentialgleichung linear ist, oder physikalisch gesprochen
dadurch, daB sich die Schwingungen zu superponieren ver-
mogen, so dafl eine die andere nicht stort.

Die einfachste Lésung von Gl (172) ist von der Form

y = A sinex singf. (173)

Von den hierbei vorkommenden Konstanten ist indessen nur A
willkiirlich; es gibt den grofiten Ausschlag an, der an irgend-
einer Stelle und zu irgendeiner Zeit vorkommt. Zwischen
den anderen Konstanten « und # muf zuniichst eine Bedingungs-
gleichung erfiillt sein, damit Gl (173) wirklich eine Lésung
von Gl (172) darstelle. Setzt man niimlich den fiir y vorge-
schlagenen Wert in Gl (172) ein, so geht sie nach Wegheben
gleicher Faktoren auf beiden Seiten iiber in

E@a* = up?. (174)

Auferdem muB « auch so gewiihlt werden, daB die Grenz-
bedingungen an den Enden erfiillt werden. Fiir z = 0 ist .y
nach Gl. (173) schon von selbst gleich Null; auBerdem muB
aber y auch fiir x =1 zu jeder Zeit gleich Null bleiben.
Hiernach mufl der Winkel «l/ entweder gleich « oder 2z oder
iiberhaupt gleich irgendeinem ganzen Vielfachen von =z sein.
Je nachdem man sich fiir die eine oder die andere Annahme
entscheidet, erhiilt man verschiedene Schwingungsbewegungen
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des Stabes. Jene, die zum Werte a=£? gehort, wird die

Grundschwingung des Stabes genannt. Es ist jene, die dem
tiefsten Tone der von dem schwingenden Stabe ausgesendeten
Schallwellen entspricht. Fiir § hat man dann nach Gl (174)

7 E®
B=5V 52

und Gl (175) nimmt fiir die Grundschwingung die bestimmtere
Form an

y=A sinn;f sint %!V%a (175)

Wihrend der Dauer einer vollen Schwingung wiichst der Winkel
Bt um 2x an; fiir die Schwingungsdauer 7' hat man daher

2 208, /T,

Wiihlt man « gleich einem Vielfachen von 3;—, so treten nach

Gl. (173) Schwingungsknoten auf, d.h. es gibt Punkte, die
die ganze Stablinge in gleiche Abschnitte einteilen und die
withrend der Schwingungsbewegung fortwiihrend in Ruhe bleiben.
Die dazwischen liegenden Abschnitte deformieren sich, so wie
im vorigen IFalle der ganze Stab, nach dem Gesetze einer
Sinuskurve: sie bilden die zwischen den Knoten liegenden

pOchwingungsbéuche®. Setzt man z. B. ¢ = 2 % , so hat man
einen Schwingungsknoten in der Mitte, denn fir z =% wird
ar zu z und der Sinus zu Null. Die Stabmittellinie zerfillt
beim Schwingen in zwei Schwingungshiuche. Wenn « auf
das Doppelte wiichst, steigt g nach Gl. (174) auf das Vierfache.
Die Schwingungsdauer betriigt daher bei dieser Schwingung
nur den vierten Teil von der Schwingungsdauer der Grund-
schwingung. Je mehr Biiuche der Stab bei den einfachen
Sinusschwingungen bildet, desto kleiner ist die Schwingungs-
dauer und um so héher ist daher der Ton der von dem Stabe
ausgesendeten Schallwellen. Man nennt diese Tine die ,Ober-
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tone“ des schwingenden Stabs im Gegensatze zu dem von der
Grundschwingung ausgehenden ,,Grundtone®

In je mehr Abschnitte die ganze Stablinge durch die
Schwingungsknoten zerlegt ist, um so kleinere Schwingungs-
amplituden 4 sind noch mit einem gewissen Kriimmungsradius
von gegebener Grofe oder auch mit einer gegebenen Form-
anderungsarbeit des Stabes vertriiglich. Die Grundschwingung
vermag daher schon zu groBen Ausschligen zu fiihren, ohne
daB etwa die Proportionalititsgrenze schon bald erreicht wiire,
oder ohne daB eine besonders groBe Arbeit #uflerer Kriifte
zur Herstellung der Schwingungen und der dazn gehorigen
Forménderungen aufgewendet werden miiBte. Je hdher aber
die Schwingungszahlen der Oberschwingungen liegen, um so
kleiner miissen notwendig die Schwingungen schon deshalb
bleiben, weil sonst die Proportionalititsgrenze iiberschritten
und damit die Schwingungen sofort gedimpft wiirden und zu-
gleich auch weil eine viel griBere Arbeit zu ihrer Erregung
bei gleicher Amplitude aufgewendet werden miifite. AuBerdem
werden die Schwingungen auch an sich schon um so stirker
gediimpft, je schneller sie erfolgen, da der Luftwiderstand mit
der Geschwindigkeit wichst. Von der Schwingungsamplitude
hiingt aber die Schallstirke der von dem schwingenden Stab
auf die Luft iibergehenden Schallwellen ab und man erkennt
daher, daB sich der Grundton bei beliebiger Erregung der
Schwingungen im allgemeinen am stiirksten bemerkbar machen
wird und jeder Oberton um so weniger, je hoher er liegt.

§40. Allgemeinere Losung der Schwingungsgleichung.

Fiir den auf zwei Stiitzen ruhenden Stab geniigt die vor-
hergehende Betrachtung; dagegen versagt sie bereits bei der
Untersuchung der Biegungsschwingungen eines Stabs, der an
einem Ende eingeklemmt ist, wihrend das andere frei ist, also
z. B. eines Kragtrigers oder eines Pfeilers oder auch des
Zinkens einer Stimmgabel. Um eine allgemeinere Losung der
Differentialgleichung (172) zu erhalten, setzen wir daher jetzt

y = z sinfit, (177)
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worin z eine Funktion von z allein bedeutet. Setzen wir
diesen Wert in die Differentialgleichung ein, so geht sie nach
Wegheben des gemeinschaftlichen Faktors singt iiber in

d4
E@ = upe (178)

und die Schwingungsgleichung ist daher in der Tat erfiillt,
wenn man z so bestimmt, daB Gl (178) befriedigt wird.
Diese Gleichung ist aber eine gewdhnliche Differentialgleichung,
deren allgemeine Liésung sofort angegeben werden kann. Be-
zeichnet man niimlich mit « denselben Wert wie im vorigen
Paragraphen, niimlich in Ubereinstimmung mit Gl. (174)
4 2
«=V 5o

so lautet die allgemeine Lisung von Gl (178)

2= C, sinex + C,; cosax + Cye* + Cie~2*,  (179)
wovon man sich durch Einsetzen in Gl. (178) leicht iiberzeugt.
Die € sind die vier willkiirlichen Integrationskonstanten, die
in der allgemeinen Lésung vorkommen miissen. Setzt man
die drei letzten gleich Null und beschrinkt sich auf das mit
'C, behaftete Glied, so gelangt man wieder auf die im vorigen
Paragraphen betrachtete, weniger allgemeine Losung zuriick.
Im allgemeineren Falle sind aber alle vier beizubebalten und
den vorgeschriebenens Grenzbedingungen gemif zu ermitteln.
Soll insbesondere fiir # =0 jederzeit auch y = 0 werden, so
folgt zuniichst

Cy+ G+ C,=0.
Wenn der Stab an dieser Stelle iiberdies eingespannt sein soll
wie wir es jetzt voraussetzen, mull fiir # =0 auch :—;=0
werden, woraus
Ci+C—0C,=0

folgt. Die weitere Berechnung mag sich auf den eingangs ge-
nannten Fall beziehen, daB das andere Ende des Stabs von der
Liinge [ frei ist, wie bei einem Kragtriger. Dann muf} fiir
den Querschnitt 2 =/ sowohl das Biegungsmoment M, als die
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Schwerkraft 7 jederzeit gleich Null sein. Dazu gehort, daB
d’z
dax®
Bedingungsgleichungen

— O, sinal — C, cosel + Cye*' + Cie™*! =0

— O, cosel + C; sinel + Cye*! — Ce= = (.

Wollte man aber die vier Bedingungsgleichungen dazu be-
nutzen, um bei beliebig angenommenen « (oder ) die ' daraus
zu berechnen, so wiirde man sie alle vier gleich Null finden,
Damit {iberhaupt eine Schwingung von der beobachteten Art
mdglich ist, miissen wir daher eine der Konstanten C beliebig
annehmen, dann die drei anderen aus drei der Bedingungs-
gleichungen ermitteln und hierauf die vierte Bedingungs-
gleichung dazu verwenden, um daraus « zu berechnen. Mit
« ist dann auch B und hiermit die Schwingungsdauer be-
kannt. Driickt man aus den ersten beiden Gleichungen | und
C; in Cy und C, aus und setzt dies in die beiden letzten ein,

dort ij % und verschwinden. Wir haben also die weiteren

die sich hierauf beide nach dem Verhiiltniss gi auflisen lassen,
‘4

so erhiilt man durch Gleichsetzen der beiden Werte, zu denen
man hierdurch gelangt, eine Gleichung fiir «, die sich nach
Ausrechnung vereinfacht zu

cosal - te—_—?—: =-—1. (180)

wofiir man auch unter Benutzung der hyperbolischen Funk-
tionen kiirzer

cosel - coshal = — 1 (181)
schreiben kann. Die Gleichung hat unendlich viele reelle po-
sitive Wurzeln, die sich genau genug angeben lassen. Am
wichtigsten ist die kleinste unter ihnen. Man erkennt sofort,
daB fiir sie der Winkel &l ein stumpfer sein mufi. Schreibt
man daher

“Zzi’;'i"q)u

so laBt sich Gleichung (181) auch in der etwas bequemeren
Form

sing, cosh (; + ‘Pl) =1
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schreiben und durch Vergleichen einer Sinustafel mit einer
Tafel der hyperbolischen Funktionen 1dBt sich ¢, ziemlich schnell -
durch Probieren ermitteln. Nimmt man ¢, = 18° oder in
BogenmaB @, = 0,3142, so erhilt man

+ ¢, = 1,8850; lg sin18° = 9,4900; lg cosh 1,8850 = 0,5275
_ lg sin 18° + lg cosh 1,8850 = 0,0175,

wihrend Null herauskommen sollte. Der Winkel ¢, mubB da-
her ein wenig kleiner sein, als 18° Die Wiederholung der
Rechnung fiir 17°30° liefert fiir die Summe der beiden Loga-
rithmen 0,0019. Hiernach kann ¢, genau genug gleich 17°26’
gesetzt werden oder in Bogenmal ¢, = 0,304 und hiermit
schlieBlich

el =1,875.
Fiir g folgt daraus nach Gl (174)
0 3516 E®
p=a? e Y/ 2!

und hiermit wird die Schwmgungsdauer der Grundschwingung
gefunden zu

T=?— NG (182)

Die niichste Wurzel der Gleichung (181) gehdrt zu einem Winkel
im dritten Quadranten. Um diesen zu finden, setze man

3w
¢l = — Py,

2
womit (1. (181) iibergeht in
. - (3@
sin gpg cosh (? — %) =1.
: 3 7 . . :
Nun ist cosh Tw schon groBer als 55, daher kann ¢, nur ein kleiner

7 . : 1 ; 5
Winkel sein, dessen sin ungefihr T ausmacht, d. h. ein Winkel von

ungefiihr 1°, dessen genauerer Wert sich so wie vorher feststellen lieBe.
Ebenso 1t sich die dritte Wurzel der Gl (181) in der Form

5x
’="§3"+§f’3

darstellen und die folgenden entsprechend. Dabei sind aber ¢, und
mehr noch die spiiteren ¢ so klein, da man sie ohne weiteres ver-
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nachlissigen kann. Man hat also genau genug
5w T
4y = 573 ¢ =57 ust

Aus diesen Werten von « findet man wiederum die zugehdrigen §
nach Gl (174) und hieraus die Schwingungsdauern der hetreffenden
Oberschwingungen.

§ 41. Biegungsschwingungen von Schiffen.

Ein Schiff vermag als elastischer Korper mancherlei Schwin-
gungen auszufithren. Von Wichtigkeit ist es, die Schwingungs-
dauern dieser Schwingungen ungefihr zu kennen, weil bei einer
Resonanz mit einer schwingungserregenden Ursache leicht grofe
Ausschlige entstehen, die sich sehr ldstig bemerkbar machen
ktnnen. Alsschwingungserregende Ursache kommt dabei nament-
lich die Maschine, auBerdem aber auch die Schiffsschraube in
Betracht. Geringe Abweichungen in den Steigungsverhéltnissen
der einzelnen Schraubenfliigel bewirken nimlich schon erheb-
liche Unterschiede des durch diese Fliigel hervorgebrachten
Schubs, und wenn der Fliigel, der einen griBeren Wasserwider-
stand find2t, nach oben hin liegt, hat auch die Resultierende
der von der ganzen Schraube auf das Schiff iibertragenen Kriifte
eine hohere Lage als nach einer halben Umdrehung, nach der
dieser stirker beanspruchte Fliigel unten ist. Wenn die Um-
laufzeit der Schraube mit der Dauer einer vollen Biegungs-
schwingung des Schiffes iibereinstimmt, hat man eine Resonanz
zu erwarten, die zu groBen Schwingungsausschligen fiithren
kann. Experimentelle Untersuchungen, die Herr Schlick iiber
die elastischen Schwingungen groBer Dampfer angestellt hat,
bestiitigten diese Uberlegung. Ein Schiffbau-Ingenieur hat da-
her alle Ursache, die mit elastischen Forminderungen verbun-
denen Schwingungen der Schiffskorper ndher zu untersuchen.

Auf theoretischem Wege 1i8t sich freilich die Schwingungs-
dauer der Biegungsschwingungen, um die es sich hier zuniichst
handelt, nicht genau voraus berechnen. Einen ungefihren An-
haltspunkt erhilt man aber doch, wenn man das Schiff als
einen Stab betrachtet, dessen Massenverteilung der im belasteten
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Schiffe zu erwartenden angeniihert entspricht und bei dem auch
das Trigheitsmoment der Querschnitte, von dem der Biegungs-
widerstand abhiingt, hinlinglich mit der des Schiffes iiberein-
stimmt.

Hier wird es geniigen, wenn die Betrachtung unter der
Voraussetzung durchgefiihrt wird, daB die Massenverteilung der
ganzen Linge des Stabes nach als gleichférmig, und dall auch
das Trigheitsmoment des Stabquerschnitts als konstant ange-
nommen werden kann. Zum mindesten wird damit das Ver-
fahren klar gelegt, nach dem man die Betrachtung auch fiir
passend gewiihlte andere Annahmen, die sich dem einzelnen
Falle besser anschlieflen, dabei aber ebenfalls noch zu verhiiltnis-
mibBig einfachen Rechnungen fithren, durchzufiihren vermag.

Wenn die Lingsachse des Schiffes eine Verbiegung in der
vertikalen Ebene erfihrt, werden einzelne Teile etwas tiefer,
andere etwas weniger in das Wasser eintauchen, als vorher.
Daher wird auch die Verteilung des Auftriebs ein wenig ge-
indert werden. Da aber die Biegungspfeile jedenfalls nur sehr
gering sein werden, wird diese Anderung sehr geringfiigio aus-
fallen, so dall man von ihr ganz absehen kann. Der Stab, den
wir uns an die Stelle des Schiffskorpers gesetzt denken, wird
sich bei der Schwingung dann so wie ein véllig freier Stab
verhalten, an dem von auBlen her gar keine Kriifte angreifen.

Man sieht jetzt schon, dafi die Liésung der gestellten Anf-
gabe unmittelbar aus den Entwicklungen des vorigen Para-
graphen entnommen werden kann. Wir haben die Gleichungen
(177) bis (179) ohne Anderung zu iibernechmen und nur die
Bedingungsgleichungen zwischen den Integrationskonstanten €
den jetzt geltenden Grenzbedingungen gemil aufzustellen.

In Abb. 41 sei die Gestalt der deformierten Stabmittellinie
zur Zeit ¢ dargestellt. Wegen der Symmetrie dieser Biegungs-
linie, die wir von vornherein voraussetzen diirfen, empfiehlf es
sich, die Y-Achse mit der Symmetrieachse zusammenfallen zu
lassen. Dann muB y und daher auch z ein grade Funktion
von @ sein. Daraus folgt ¢, =0 und C; = C,, womit sich
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G1.7(179) vereinfacht zu
7 =0, cosax + C;(e*" + e~ 7). (183)_

Da die Schwin-
gung ohne Mitwir-
kung #uflerer Kriifte / * T

: : =

erfolgt, mufl der — | T )
Schwerpunkt dabei L = :
in Ruhe bleiben und b j
dazu  gehért  bei ¥

gleichformiger Mas-

senverteilung, daf [f’ do
zdx =
.

wird. Fihrt man die Integration aus, so erhiilt man als Be-
dingungsgleichung zwischen den Integrationskonstanten C

Cy sineh + C; (6** — e~ = 0,

Die beiden Stabenden sind frei; fiir # = b mub daher das
Biegungsmoment M und die Scherkraft ¥ zu Null werden.

Daraus folgt, wie schon im vorigen Paragraphen, daB an dieser
Stelle g;i und 3;2.; verschwinden miissen. Dadurch erhalten
wir die Gleichungen
— Gy cosabd + C; (e*® + e~ 2% =0,
C, sineb + C; (e —e*") =0.

Die lezte Gleichung stimmt aber mit der vorher aus dem Schwer-
punktsatze abgeleiteten Bedingungsgleichung iiberein, so dafB
nur zwei Gleichungen zu befriedigen sind, was auch von vorn-
herein zu erwarten war.

Lost man beide Gleichungen nach dem Verhiiltnisse %
3

auf und setzt die beiden Losungen einander gleich, so gelang£
man auf die Gleichung, aus der « zu berechnen ist, nimlich

—ad =
emb+e ab cwb_e ab

coscch sine b

Auch hier gelangt man zu einer kiirzeren Fassung durch die
Foppl, Dynamik. 3. Aufl, 18
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Einfithrung der Hyperbel-Funktionen. Mit ihnen 1liBt sich die

Gleichung schreiben

e tgab = — tgheb. (184)
Da tghab stets ein positiver echter Bruch ist fiir ein

positives «b, muB tgeb negativ und daher «b jedenfalls gréBer

als :sein. Mit Hilfe einer Tabelle der Hyperbelfunktionen

findet man leicht, wie schon im vorigen Paragraphen die kleinste
Wurzel der Gleichung (184) durch Probieren, und zwar genan
genug
ab = 2,365. (185)
Von den tibrigen Wurzeln ist jede folgende nahezu um
groBer als die vorhergehende; die wichtigste Wurzel ist aber
die kleinste, da sie zu den Grundschwingungen gehdort, mit
denen eine Resonanz am meisten zu fiirchten ist. Berechnet
man ¢ aus Gl (185) und hierauf g nach Gl (174), so erhilt
man fiir die Schwingungsdauer der Grundschwingung

- 2 1/ k.

T—1,123 5 /5

Setzt man noch b = ; l, so daB unter | die ganze Stablinge
zu verstehen ist, und bezeichnet man das Gewicht des Stabs
mit @, womit

_ ¥
Fv—‘@

wird, so geht die vorhergehende Gleichung iiber in
< Qv
Die kritische Umdrehungszahl der Maschine oder der Schiffs-

schraube bei der eine Schwingungsresonanz zu erwarten ist,
und zwar auf die Minute bezogen, wird hiermit

o B0 gE®

N=% =213 V@r : (187)
Von Wichtigkeit ist noch die Lage x — a (Abb. 41) des

Schwingungsknotens, fiir den z zu Null wird. Mit dem Werte
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ab aus Gl (185) erhilt man aus den Bedingungsgleichungen
i, = — 0oust
Fiir die Grundschwingungen schreibt sich daher Gl. (183)
in der Form
z = ( (cosax — 0,0664 - 2 cosh az),
so daB fiir die Abszisse des Schwingungsknotens die Gleichung
cos ea = 0,1328 coshea

besteht. Die Auflosung durch Probieren liefert fiir die kleinste
Wurzel, die allein in Betracht kommt,

aa = 1,305.
Vergleicht man hiermit Gl (185), so folgt

a = 0,552 b, (188)
womit die Aufgabe vollstindig geldst ist.

Schlieflich mag noch bemerkt werden, daf die Lisung
auch dann noch giiltig bleibt, wenn g und @ zwar
w
@
abhiingig von 2 ist. Reicht man damit nicht aus, so wird
man fiir dieses Verhiltnis eine sich dem tatsiichlichen Verlaufe
genau genug entschliefende einfache Funktion von # annehmen,
die so gewiihlt ist, daB sich Gl (178) nachher auch noch leicht.
integrieren lit. Durch Probieren wird man leicht einen passen-
den Ansatz ausfindig machen konnen. Die weitere Berechnung
kann dann genaun nach dem Muster der vorhergehenden durch-
gefithrt werden.

nicht mehr konstant sind, aber ihr Verhéltnis _ un-

§ 42, Torsionsschwingungen von langen Wellen.

Wir betrachten hier zuerst eine Welle, an deren Enden
zwei Schwungriider aufgekeilt sind.  Abb. 42 gibt davon emne
Vorderansicht; die zur Unterstiitzung der Wellen dienenden
Lager sind aus der Zeichnung weggelassen. Die Triigheits-
momente der beiden Schwungriider sind mit @, und @, he-
zeichnet.

Solange die Welle keine merkliche elastische Forminde-
18%
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rung erfihrt, kann man den ganzen in Abb. 42 gezeichneten
Verband als starren Korper betrachten, der als solcher z B. eine
Drehbewegung um die Mittel-

6, linie der Welle als Drehachse
ausfithren kann. Wenn die
Welle ziemlich lang ist, ver-
mag sie aber ohne Uber-
schreitung der Proportionali-
titsgrenze des Materials um
einen merklichen Torsionswin-
kel verdreht zu werden und
die Winkelgeschwindigkeiten
der beiden Schwungriider brau-
Ak, 48 chen dann in einem gege-

benen Augenblicke nicht mehr

genau gleich zu sein. Der Unterschied der beiden Winkel-
geschwindigkeiten ist vielmehr gleich der Geschwindigkeit, mit
der sich der Torsionswinkel in diesem Augenblicke indert.
Erfihrt nun der Torsionswinkel periodische Anderungen, so
werden dadurch Drehschwingungen der beiden Schwungriider
gegeneinander bedingt, die wir hier niiher untersuchen wollen.
Neben diesen durch die Elastizitit der Wellen ermdglichten
Formiinderungssehwingungen kann der ganze Verband zugleich
noch eine gemeinschaftliche Bewegung, und zwar hier eine Um-
drehung um die Wellenachse mit beliebiger Winkelgeschwindig-
keit ausfithren. Dieser Fall liegt sogar bei den im praktischen
Maschinenbetriebe vorkommenden Erscheinungen, um deren Er-
klirung es sich hier vor allem handelt, stets vor. Die Form-
finderungsschwingungen entziehen sich dann, selbst wenn sie
verhiltnismibig grof sind, vollstindig der unmittelbaren Wahr-
nehmung, da sie durch die viel grifleren Drehbewegungen, die
der ganze Verband gemeinschaftlich ausfiihrt, verdeckt werden.
Sie sind daher lange Zeit aueh unter Umstiinden, bei denen
sie von groBler Wichtigkeit waren, ganz unbemerkt und unbe-
achtet geblieben. Durch besondere MeBvorrichtungen konnen
sie aber natiirlich nachgewiesen werden. KEs war ein erheb-

LY
o
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liches Verdienst des Hamburger Ingenieurs Frahm, dafl er diese
Schwingungen an den langen Wellenleitungen von Dampf-
schiffen einerseits durch Messungen festgestellt, andererseits die
theoretische Erklirung dafiir gegeben und die Gefahren auf-
gedeckt hat, die durch diese Schwingungen fiir die Sicherheit der
Wellen beim Auftreten von Resonanzen hervorgerufen werden.

Die Winkelgeschwindigkeit der gemeinschaftlichen Be-
wegung des ganzen Verbandes braucht iibrigens auch nicht
konstant zu sein. Wenn an einer Stelle der Wellen ein perio-
disch wechselndes Drehmoment auftritt, das von der Antriebs-
maschine herrithrt, wiihrend an einer anderen Stelle die zuge-
fithrte Arbeit wieder nach auflen abgegeben wird, erfihrt
vielmehr die Winkelgeschwindigkeit der gemeinschaftlichen Be-
wegung abwechselnd Verzégerungen und Beschleunigungen.
Der ganze Bewegungsvorgang kann dann in drei Bestandteile
zerlegt werden: in die Drehbewegung mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit, die gleich der durchschnittlichen Ge-
schwindigkeit ist, in die Schwingungen, die das ganze System
als starrer Korper betrachtet, um diesen mittleren Bewegungs-
zustand herum ausfithrt und endlich in die Forminderungs-
schwingungen, die zu den anderen noch hinzukommen. Ist der
letzte Anteil so klein, daB er vernachlissigt werden kann, so
hiingt die Gleichférmigkeit des Ganges der Maschine nur von
dem Verhiltnisse ab, in dem der zweite Anteil zu dem ersten
steht. Anders wird es aber, wenn die Forminderungsschwin-
gungen der Grife nach vergleichbar mit den gemeinschaft-
lichen Schwingungen des ganzen Verbandes sind. Dann kann
von einem Ungleichformigkeitsgrade der Maschine
nur mit einer niheren Angabe der einzelnen Stelle
der Welle gesprochen werden, auf die er sich heziehen
soll, da verschiedenen Stellen auch verschiedene Ungleich-
formigkeitsgrade zukommen.

Um die hiermit wenigstens kurz angedeuteten Fragen, die
besonders von Herrn Prof. Sommerfeld ndher behandelt
worden sind, zu beantworten, wird man sich vor allem mit
den Forminderungsschwingungen oder, wie wir dafiir auch
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sagen konnen, mit den Eigenschwingungen des Verbandes be-
schiiftigen miissen. Das geschieht am besten, wenn wir vor-
liufig von den iibrigen Anteilen der ganzen Bewegung, die
noch dazu kommen konnen, ganz absehen und die Higen-
schwingungen fiir sich betrachten.

Ihre Theorie wird sehr einfach, wenn man das Triigheits-
moment der Welle, bezogen auf die Umdrehungsachse gegen-
iiber den Triigheitsmomenten der Schwungriider vernachlissigen
kann. Irgendein Querschnitt der Welle, von dem wir die
Abszissen # in Abb. 42 rechnen, wird dann dauernd in Ruhe
bleiben, withrend sich das eine Schwungrad in einem bestimm-
ten Augenblicke im einen, das andere im entgegengesetzten
Sinne dreht. Die Lage dieses Querschnitts folgt aus der Be-
dingung, daB der Drall des ganzen Systems dauernd gleich Null
bleiben muB, da ‘HuBere Krifte auf die Schwingung nicht ein-
wirken und. andere Bewegungen aufer den Eigenschwingungen
nicht vorkommen sollen. Diese Bedingung fiihrt zu der Gleichung

6,l, = 6,l,, (189)

aus der sich die Lage des ruhenden Querschnitts ergibt. Wenn
die Trigheit der Wellenmasse vernachlissigt wird, braucht man
nimlich auch keine Trigheitskriifte an ihr anzubringen, um
ihren Formiinderungszustand im gegebenen Augenblicke so zu
untersuchen, als wenn die Welle in dieser Gestalt dauernd
in Ruhe bliebe. Die Triigheitskriifte rithren dann nur von den
Schwungriidern her und setzen sich an jedem Ende der Welle
zu einem Kriiftepaar zusammen. Beide Kriftepaare, miissen
gleich groB sein und jedes Wellenstiick von der Einheit der
Liinge wird durch sie um denselben Torsionswinkel verdreht.
Danach verhalten sich die Winkelwege und daher auch die
Winkelgeschwindigkeiten beider Wellenenden in jedem Augen-
blicke wie die Abstéinde /, und /, von dem ruhenden Quer-
schnitte. Da sich die Schwungriider um freie Achsen drehen,
ist der Drall der Bewegung der Winkelgeschwindigkeit und
hiernach auch den Abstinden /; und [/, in jedem Augenblicke
proportional, woraus die Gleichung folgt.
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Jedes Schwungrad schwingt demnach so, als wenn der in
Ruhe bleibende Querschnitt festgeklemmt wire. Damit ist der
Fall auf den schon in § 5 behandelten der einfachen harmo-
nischen Drehschwingungen zuriickgefiihrt und die Schwingungs-
dauer kann nach der dort abgeleiteten Gl (23) S. 36 sofort
berechnet werden.

Wir wollen aber dabei jetat nicht stehen bleiben, sondern
die Aufgabe auch noch fiir den allgemeineren Fall 16sen,
dall die Trigheit der Wellenmasse nicht vernach-
lissigt werden darf, da dies in der Tat z. B. bei den langen
und sehr starken Wellen der Schraubendampfer, an deren Enden
keine besonders groflen Schwungmassen sitzen, keineswegs zu-
lissig ist. Auch hier rechnen wir die Abszissen 2 in Abb. 42
von dem bei den Eigenschwingungen in Ruhe bleibenden Quer-
schnitte, dessen Lage aus der Untersuchung selbst erst hervor-
gehen wird. Der Querschnitt # sei zur Zeit  um den Winkel ¢
gegen den ruhenden gedreht. Die in diesem Querschnitt iiber-
tragenen Torsionsspannungen lassen sich zu einem Kriiftepaare
zusammenfassen, dessen Moment mit I bezeichnet werden soll.
Dieses Moment hingt von der Formiinderung an der Stelle 2
allein ab, d. h. von dem Zuwachse, den ¢ erfihrt, wenn wir
um ein unendlich kleines Stiick dx weiter gehen. Der Zu-
sammenhang zwischen beiden wird durch Gl 225, 8. 309 der
3. Aufl. von Band III angegeben, wenn wir in dieser Formel
an Stelle von 4@ hier dp und dxz an Stelle von [ schreiben.

Hiernach ist
. na'G do
M=- 2 dzx

pS¥ (190)

zu setzen, wenn ¢ den Halbmesser des Wellenquerschnitts und
G den Schubelastizititsmodul bedeuten und ¢ zur Abkiirzung
fiir den vorhergehenden Ausdruck eingefithrt wird.

Hierauf vergleichen wir die in den beiden Querschnitten
2z und x + dz auftretenden Momente M miteinander. Sie
unterscheiden sich um einen Betrag dM, weil der Form-
inderungszustand nicht {iberall derselbe ist, sondern sich beim
Fortschreiten um dz selbst ein wenig #indert. Wir finden d M
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aus Gl. (190) durch eine Differentiation nach z zu
AU =c%% da.
xr

Die beiden Momente M und M 4 d.M halten sich an demr
zwischen 1hnen liegenden Wellenelemente nicht im Gleich-
gewichte miteinander, sondern sie liefern das eben berechnete
resultierende Moment d M, das die Winkelbeschleuniguug des
Wellenelements hervorbringt. Wir haben daher die Gleichung

d@-%g=cg;§ dz,

wenn mit d@ vorliufig das Trigheitsmoment der zu dz ge-
horigen Wellenmasse bezeichnet wird. Da ¢ jetzt als Funk-
tion von 2 und ¢ auftritt, wurden runde ¢ zur Bezeichnung
der Differentialquotienten verwendet. Beide Seiten der Glei-
chung miissen hier dasselbe Vorzeichen erhalten, da ein in
positivem Sinne zihlendes d M auch eine im gleichen Sinne
gehende und daher positiv zu rechnende Winkelbeschlennigung
hervorbringt. Um d@® zu berechnen, bezeichnen wir die auf
die Raumeinheit bezogene Masse, also das spezifische Gewicht
des Stahls geteilt durch die Beschleunigung g, mit u; dann
wird, da der Querschnitt der Welle kreisférmig sein soll, wie
schon in § 5 besprochen wurde,

4
dO = uxa*ds - i2=“—’;“— &

Setzt man auch noch fiir ¢ seinen Wert ein (nach GL
(190)), so geht die vorhergehende Gleichung iiber in
o’ _ G o'y
Ty g (191)
und das ist die Differentialgleichung der Schwin-
gungsbewegung, von deren Integration die Lisung
der Aufgabe abhiingt.
Setzen wir, um eine partikulire Ldsung zu erhalten, wie
in § 40

@ = zsin f8t,
so mull z der gewdhnlichen Differentialgleichung
a*z f*u

dz® G

2



§ 42. Torsionsschwingungen von langen Wellen. 281

geniigen, deren allgemeine Losung sofort in der Form
2 =Asinax + Beosax

angeschrieben werden kann. Die Konstante « folgt durch Ein-
setzen in die Differentialgleichung zu

«=8)%
Von den Integrations-Konstanten 4 und B kann sofort
B = 0 ermittelt werden, weil fiir z =0 bei der Wahl, die wir

fiir den Koordinatenanfang getroffen haben, jederzeit ¢ und
daher auch 2z =0 sein muB. Hiermit geht ¢ iiber in

@ = Asin (ﬁa: ]/%) sin pt. (192)

Die Konstante § ergibt sich aus den Grenzhedingungen
an den Wellenenden. Wire das Wellenende frei, also kein

Schwungrad aufgekeilt, so miiBte 2 _r =Oseinfirz=1,. Wegen

des Schwungrads mufi aber die Welle auch an ihrem Ende
verdreht sein, und zwar so, dafl das dieser Forménderung ent-
sprechende Moment M die Winkelbeschleunigung des Schwung-
rads hervorbringt. Fiir # =1, hat man daher die Bedingung
; o*

M=—0 5.

Das Minuszeichen erklirt sich daraus, daB unter M das
auf das Wellenende wirkende Verdrehungsmoment zu verstehen
ist, das die Reaktion des am Schwungrad angreifenden Moments
— M bildet. Setzt man M aus GL (190) ein, so lautet die
Bedingungsgleichung fiir « = [,

5= =0 5

woraus durch Einsetzen von ¢ aus Gl (192)

Voo (o1 /5) = 00 31 /5)

hervorgeht. Eine Gleichung von derselben Form mufB auch
fiir das andere Wellenende gelten, und zwar erhiilt man sie
aus der vorhergehenden, indem man /, und @, durch I, und
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@, ersetzt. Fiihrt man zur Vereinfachung der Schreibweise
wieder die vorher schon benutzte HilfsgroBe « an Stelle von j
ein und ersetzt ¢ durch seinen Wert aus Gl (190), so lauten
die Bedingungsgleichungen fiir die Wellenenden

watn
atgal, =-, 0,

xa'u (193)
atgely="5""

Aus ihnen erhilt man eine Gleichung, die nur noch die
Unbekannte « enthilt, indem man I, = [ — [, setzt, in der letzten
Gleichung tg (¢l — «l,) entwickelt und hierauf tg el aus der
ersten Gleichung einsetzt. Dadurch erhilt man

atgal — 1tgal - C,C=C + G, (194)

wenn zur Abkiirzung die bekannten Grifen auf den rechten
Seiten der Gleichungen (193) mit | und €y bezeichnet werden.
Gleichung (194) hat unendlich viele Wurzeln, von denen aber die
kleinste wieder die wichtigste ist, weil dem kleinsten Werte
von ¢ und hiermit von g die groBte Schwingungsdauer, also
die Grundschwingung entspricht. Wenn € und C, zahlen-
miBig gegeben sind, 1Bt sich die kleinste Wurzel von Gl
(194) wieder leicht