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Vorwort zur ersten Auflage.

Vorwort zur ersten Auflage.

Mit diesem Bande gelangt das ganze Werk, das vor drei
Jahren mit der Verdffentlichung des dritten Bandes begonnen
wurde, zum Abschlusse. Uber die Beweggriinde, durch die
ich mich bei der Auswahl des Stoffes und bei der Darstellungs-
weise leiten lieB, habe ich mich in den Vorreden zu den
friiher erschienenen Binden schon so ausfiihrlich ausgesprochen,
daB mir jetzt nicht mehr viel hinzuzufiigen bleibt.

Man darf bhei der Beurteilung des Werkes nach dieser
Richtung hin nicht vergessen, daB es sich um Vorlesungen
iiber technische Mechanik handelt, die nur in etwas erweiterter
Form veriffentlicht wurden. Weitergehende Ausfithrungen, die
zur Theorie der Briicken, zur Statik der Baukonstruktionen
iiberhaupt, zur theoretischen Maschinenlehre usf. gehdoren,
darf man in Vorlesungen, die fiir Studierende der ersten vier
Semester gehalten werden, nicht erwarten. Der Vortrag iiber
Mechanik hat nach dieser Richtung hin nur die Grundlage zu
bieten, auf der in den einzelnen Fachvorlesungen weiter gebaut
werden kann. Andererseits muf freilich Wert daranf gelegt
werden, daB nicht alles nur auf den unmittelbaren praktischen
Gebrauch zugeschnitten wird, sondern daB auch soleche Unter-
suchungen zu ihrem Rechte gelangen, auf die man bei den
Anwendungen zwar nur ausnahmsweise stoft, die aber zum
genaueren Verstindnisse der iiblichen Methoden wesentlich bei-
tragen.

Bei der Verteilung des Stoffes auf die einzelnen Binde
haben iibrigens neben andern auch manche Erwigungen bei-
getragen, die in dem besonderen Unterrichtsbetriebe an der
hiesigen Hochschule begriindet sind. So ist z. B. zu beachten,
daB die in diesem Bande behandelte Vorlesung iiber graphische
Statik in demselben Semester mit der Vorlesung iiber Festig-
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v Vorwort zur dritten Auflage

keitslehre abgehalten wird und daB beide im wesentlichen
von denselben Horern besucht werden, abgesehen von den
Studierenden der Architektur, die nur die graphische Statik
horen. Hieraus erkliren sich manche Hinweise in diesem
Bande auf die Lehren des dritten Bandes. Auch fiir das
Privatstudium empfiehlt es sich daher, diese beiden Binde
gleichzeitig nebeneinander zu gebrauchen.

Bei der Ausarbeitung und der Herstellung dieses Bandes
hat mich Herr Ingenieur Julius Schenk, z. Z. Assistent fiir
technische Mechanik an unserer Hochschule, wesentlich unter-
stiitzt. Hr hat nicht nur die dazu gehorigen Figuren ge-
zeichnet und die Korrekturabziige durchgesehen, sondern mir
auch manche Aufgaben vorgeschlagen, die ich hier aufge-
nommen habe. Fiir seine eifrige und niitzliche Beihilfe spreche
ich ihm auch an dieser Stelle meinen besten Dank aus. Auch
der Verlagshandlung bin ich fiir die treffliche Ausfithrung des
Druckes zu groBem Danke verbunden.

Mége auch diesem Bande eine ebenso wohlwollende Auf-
nahme beschieden sein, wie sie den andern zuteil wurde.

Miinchen, im Juli 1900.
A. Fippl.

Vorwort zur dritten Auflage.

Als sich wenige Jahre nach dem Krscheinen der ersten eine
zweite Auflage dieses Bandes notig machte, schlug ich der
Verlagshandlung vor, die Héhe der Auflage so grof zu be-
messen, daB der Bedarf voraussichtlich fiir eine lingere Zeit
gedeckt sein wiirde. Ich lief mich dabei von der Voraussetzung
leiten, daB griBere Fortschritte in der graphischen Statik, die
eine Besprechung in diesem Lehrbuche finden miiBten, einst-
weilen kaum zu erwarten seien. Darin habe ich mich auch
nicht getiuscht. Obschon der Absatz der stark vergroBerten
zweiten Auflage nahezu neun Jahre beansprucht hat, habe ich
mich jetzt bei der Bearbeitung der dritten Auflage zu dureh-

greifenden Anderungen kaum veranlafit gesehen.



Vorwort zur dritten Auflage. v

Die wichtigste Anderung der Neuauflage besteht in der
Zufiigung von 14 neuen Aufgaben mit vollstiindig durchgefiihrten
Losungen. Ich habe die Ubungsaufgaben stets zu den w1cht1gaten
Bestandteilen meines Lehrbuchs gerechnet und bin daher ge-
neigt, in der Vermehrung des Ubungsstoffes eine wesentliche
Verbesserung zu erblicken. Gute Anwendungsbeispiele, die
einerseits nicht zu schwierig sind, anderseits aber den behandelten
Gegenstand doch auch von einer neuen Seite her zeigen und
dadurch ein selbstéindiges Nachdenken erforderlich machen sollen,
sind nicht gerade leicht zu finden. Fiir den Zweck dieser Neu-
auflage wurde mir jedoch die Auswahl durch den Umstand er-
spart, daB die neu hinzugekommenen Aufgaben von mir im
Laufe der letzten Jahre als schriftliche Priifungsaufgaben bei
den Diplomvorpriifungen an unserer Hochschule gestellt worden
sind. Bei der Bearbeitung der Priifungsaufgaben steht den
Kandidaten die Benutzung aller literarischen Hilfsmittel und
daher auch meines Lehrbuches frei Sie befinden sich daher
in derselben Lage wie ein Anfinger, der sich in der selbstindigen
Anwendung der vorgetragenen Lehren einiiben will. Die Fr-
fahrungen, die sich in den Priifungsergebnissen aussprachen,
haben mich gelehrt, daB die neu aufgenommenen Aufgaben
den vorher erwihnten Forderungen entsprochen haben.

Eine andere sehr wichtige Anforderung an ein Lehrhuch, das
auch in dieHinde von weniger bemittelten Studenten gelangen soll,
ist die, daB der Preis nicht zu hoch ist. Und zwar schien es mir
wiinschenswert, nicht nur eine Vertenerung zu vermeiden, die
von vornherein zu drohen schien, sondern den Preis gegen
friiher noch herabzudriicken. Infolge eines Ubereinkommens
mit der Verlagshandlung, bei der sich beide Teile zu einem
Entgegenkommen bereit finden liefen, ist mir dies erfreulicher-
weise auch gelungen. Ich spreche der Verlagshandlung dafiir
auch hier meinen Dank aus. Anderseits mufite ich freilich
durch starke Streichungen den Umfang des Buches trotz des
neu hinzugekommenen Stoffes wesentlich vermindern, um den
billigeren Preis zu ermdglichen. Ich glaube indessen nicht, daB
die Kiirzungen, die ich vornahm, so weit gegangen sind, um
eine Schidigung des Lehrbuchs herbeizufiihren.

Miinchen, im August 1911.
A. Fippl.
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Erster Abschnitt.

Zusammensetzung und Zerlegung der Kriiffe am materiellen
' Punkte und in der Ebene.

§ 1. Zeichnung und Rechnung in der Statik,

Die Krifte sind gerichtete GroBen. Um eine anschauliche
Vorstellung von ihnen zu gewinnen, stellt man sie in einer Zeich-
nung durch Strecken dar. Auch die Beziehungen, die zwischen
den Kriiften bestehen, gehen hiermit in Beziehungen zwischen den
Strecken iiber, durch die sie abgebildet werden: also in geo-
metrische Beziehungen, die sich mit Hilfe der Zeichnung oder
iberhaupt auf geometrischem Wege am einfachsten weiter ver-
folgen lassen. Insofern kann man daher sagen, dall die geo-
metrische Betrachtungsweise der Art des Gegenstandes, den man
in der Statik zu behandeln hat, von vornherein sehr gut ange-
paBt ist.

Aber darum ist man an diese Betrachtungsweise noch keines-
wegs gebunden. Zuniichst ist aus der analytischen Geometrie
bekannt, wie man Beziehungen zwischen Vektoren auch auf
rechnerischem Wege verfolgen kann, indem man niémlich die
Vektoren in ihre Komponenten nach den Achsenrichtungen
eines Koordinatensystems zerlegt und mit den Komponenten
rechnet. Davon kann man auch in der Statik Gebrauch machen.
Hierzu kommt aber noch, daB sowohl der Momentensatz als das
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, die wir schon im
1. Teile dieser Vorlesungen als Gleichgewichtsbedingungen
zwischen den an einem Korper angreifenden Kriften kennen
gelernt haben, eine oft sehr bequeme Handhabe zur Untersuchung
des Gleichgewichts auf rechnerischem Wege abgeben.

Foppl: Graphische Statik, 8, Aufl, 1,



9  TFrster Abschnitt. Zusammensetzung und Zerlegung der Kriifte usw.

Man kann daher nicht sagen, daB das zeichnerische Ver-
fahren dem rechnerischen allgemein iiberlegen wére. Es kommt
vielmehr auf den besonderen Gegenstand der Untersuchung
an, welchem von beiden der Vorzug zu geben ist. i

Solange die Beschaftigung mit der Statik auf die Kreise der
Mathematiker und Physiker beschrinkt blieb, wurde meist
das rechnerische Verfahren bevorzugt oder gar ausschlieBlich
angewandt. Krst als die Techniker anfingen, von den Lehren
der Statik zu ihren praktischen Zwecken einen viel weiter aus-
gedehnten Gebrauch zu machen, kam das graphische Verfahren,
das vorher lange Zeit hindurch fast ganz vernachlissigt war,
allmihlich mehr in Aufnahme. Namentlich war es Culmann,
der durch sein 1864 erschienenes bahnbrechendes Werk ,,Die
graphische Statik die graphische Methode zur allgemeinen
Anerkennung und Einfithrung brachte.

Heute wendet man ohne besondere Bevorzugung des einen
oder des anderen Verfahrens bald die Zeichnung, bald die
Rechnung an, je nachdem sich diese oder jene im Einzelfalle
besser eignet. Hierdurch ist die Bezeichnung ,graphische
Statik' ihres urspriinglichen Sinnes mehr oder weniger ent-
kleidet worden. Die Techniker verstehen darunter gewdhnlich
die Statik der Tragkonstruktionen iiberhaupt, ohne jene Teile,
die besser auf dem Wege der Rechnung behandelt werden, davon
auszuschliefen. Abgesehen von manchen allgemeiner gehaltenen
Untersuchungen, die in der graphischen Statik am besten ihren
Platz finden, habe ich mich auch selbst in meinen Vorlesungen
diesem Gebrauche angeschlossen. Die ihrem urspriinglichen
Sinne nach nicht véllig zutreffende, mit dem heutigen Sprach-
gebrauche jedoch ganz gut in Ubereinstimmung stehende Be-
zeichnung dieses Bandes erklirt sich hiernach aus dem historisch
Gewordenen.

Im allgemeinen kann man sagen, daB sich die zeichnerische
Behandlung vorwiegend fiir die Untersuchung eines bestimmt
gegebenen Einzelfalles eignet. TFir die Ableitung allgemein-
giiltiger Sitze ist dagegen die Rechnung gewohnlich im Vor-
teile, — obschon es in beiden Fillen nicht an Ausnahmen fehlt.
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Bei den Anwendungen der Statik auf die in der Praxis des
Ingenieurs oder Architekten vorkommenden Aufgaben hat man
es aber meistens mit genau umschriebenen Spezialfillen zu tun
und hieraus erklirt sich der groBe praktische Nutzen des graphi-
schen Verfahrens.

Zuweilen kann wohl als ein Vorzug des rechnerischen Ver-
fahrens der Umstand in Betracht kommen, daf die Rechnung
eine beliebig genaue Anniherung gestattet, wihrend diese bei
der Zeichnung durch die unvermeidlichen Zeichenfehler von
vornherein beschrinkt ist. Tatsichlich reicht indessen die in
der Zeichnung bei gewohnlicher Sorgfalt zu erreichende Ge-
nauigkeit so ziemlich bei allen in der technischen Praxis vor-
kommenden Aufgaben vollstindig aus, so daB sich der genannte
Unterschied nur selten als ein wirklicher Nachteil des graphischen
Verfahrens bemerkbar machen kann. Vielmehr kann umgekehrt
die Leichtigkeit, mit der man grébere Versehen in der Zeichnung
herauszufinden vermag, wihrend ein groberer Fehler in der
Zahlenrechnung weit eher unbemerkt bleibt, als ein Vorzug des
graphischen Verfahrens bezeichnet werden, der ganz anders ins
Gewicht fillt als jener geringe oder auch nur vermeintliche
Nachteil.

Von den Lehren des ersten Bandes, die ich als bekannt
voraussetze, kommen zunidchst zwel einfache Sitze in Betracht.
Erstens der Satz, daBl die Resultierende von Kriften, die an
demselben Punkte angreifen, durch geometrische Summierung
der Krifte gefunden wird, oder daB sich im Falle des Gleich-
gewichts die zur Darstellung der Krifte benutzten Strecken
zu einem geschlossenen Vielecke aneinanderreihen lassen
miissen. Und dann der Satz, daB sich der Angriffspunkt einer
an einem starren Korper angreifenden Kraft, solange es auf die
Verteilung der inneren Krifte in dem Korper nicht ankommt,
lings der Richtungslinie verlegen 1aBt, so daB in solchen Fillen
die Angabe eines Angriffspunktes auf der Richtungslinie auch
ganz entbehrt werden kann.

Wenn die Richtungslinien der an einem Punkte angreifenden
Kriifte nicht alle in einer einzigen Ebene enthalten sind, wird der

1‘
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Linienzug, mit dessen Hilfe man ihre geometrische Summe
bildet, windschief. Solche Fille kommen nicht selten vor. Thre
Erledigung macht aber keine Schwierigkeiten: man braucht dazu
nur die Projektionen des Linienzuges in mehreren Rissen zu
zeichnen. Von den Methoden der darstellenden Geometrie muB
man ohnehin schon Gebrauch machen, um die Richtungslinien
der Krifte in die Zeichnung des Kérpers, an dem sie angreifen,
einzutragen und es macht dann gar keine weiteren Umstinde,
im AnschluB hieran auch das Kriftepolygon oder das Krafteck,
wie es neuerdings von vielen lieber genannt wird, durch seine
Risse darzustellen. '

In Abb. 1 ist dies ausgefithrt. An dem mit 4 in Abb. 1*
bezeichneten Angriffspunkte, der durch AufriB und GrundriB
gegeben ist, greifen die mit 1, 2, 3 bezeichneten Krifte an,
die ebenfalls durch ihre Projektionen dargestellt sind. Man
wiihle nebenan in Abb. 1® einen Punkt O oder seine Projek-

tionen in beiden-
Tafeln beliebig aus
und setze von ihm
aus die Strecken 1, 2,
3 im Sinne ihrer Pfeile
aneinander. Dies ge-
gchieht, indem man
die Projektionen der

Krifte in beiden
Rissen  aneinander-
reiht. Die von O aus
nach dem Endpunkte
des Linienzuges ge-
hende SchluBlinie R
des Kraftecks gibt
die Resultierende an.
Die Reihenfolge der
Zusammensetzung ist, wie von frither her bekannt ist, ohne
EinfluB auf das Resultat. Jedenfalls muB man aber darauf
achten, daB die Pfeile der Krifte 1, 2, 3 usf. im gleichen

Abb. 1a, Abb. 1D,
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Umlaufssinne aufeinanderfolgen, wihrend der Pfeil von R
diesem Umlaufssinne entgegengesetzt ist. Die absolute GréBe
der Resultierenden findet man durch Ermittelung der wahren
Linge der durch die Projektionen dargestellten Strecke R,
die nach demselben Ma@stabe auszumessen ist, der schon
beim Auftragen der gegebenen Krifte 1, 2, 3 zugrunde gelegt
wurde.

Dieses Verfahren bleibt fiir eine beliebige Anzahl gegebener
Krifte anwendbar. Hat man, wie in dem gewihlten Beispiele,
nur drei Krifte zusammenzusetzen, so kann dies auch durch
Konstruktion eines Parallelepipeds geschehen, wovon A eine
Ecke ist, von der die drei Strecken 1, 2, 3 als Kanten ausgehen.
Die von 4 aus gezogene Hauptdiagonale des Parallelepipeds
gibt die Resultierende der drei Kriifte an. Dies folgt leicht
daraus, daB die Hauptdiagonale eines Parallelepipeds als geo-
metrische Summe der drei Kanten angesehen werden kann,
Man stellt diesen Satz vom Krafteparallelepiped
gern dem BSatze vom Krifteparallelogramm gegeniiber. Fiir
die wirkliche Ermittelung von R ist aber die in Abb. 1 benutzte
Konstruktion gewohnlich weit einfacher und bequemer als die
Konstruktion des Parallelepipeds.

Um die gleiche Aufgabe analytisch zu l8sen, ermittelt man
zuniichst die Projektionen der Kriifte 1, 2, 3 auf drei zueinander
rechtwinkligen Achsen. Die Komponenten von R in den Richtungen
dieser Achsen sind dann gleich den algebraischen Summen der
Komponenten der gegebenen Kriifte in denselben Achsenrichtungen.
Hiermit ist auch die Gréfe von R als Quadratwurzel aus der
Quadratsumme der Komponenten bekannt und die Richtung von R
1aBt sich durch die Kosinus der Winkel zwischen R und den Achsen-
richtungen hinreichend beschreiben. Aus den Lehren von Band I
geht dies bereits hinreichend hervor.

§ 2. Zerlegung einer Kraft nach gegebenen Richtungslinien.

Eine gegebene Kraft B, die am Punkte 4 angreift (Abb. 2%),
soll nach zwei mit ihr in derselben Ebene liegenden Richtungs-
linien 1 und 2 zerlegt werden. Diese Ebene mége als Zeichen-
ebene gewihlt sein. Unter der Zerlegung ist ein Ersatz von P
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durch zwei in den bezeichneten Richtungslinien wirkende Krifte
zu verstehen. Die Zerlegung erfolgt mit Hilfe des in Abb. 2P
gezeichneten Kriftedreiecks 3, 1, 2, von dem die eine Seite P
S vollsténdig gegeben ist,
2 e wihrend von den beiden
e y .. anderen Seiten die
Y "= 72> Richtungen  bekannt
A sind. Bei der Fest-
setzung der den Seiten
des Kriftedreiecks zugehorigen Pfeile hat man darauf zu
achten, daB 9 die Resultierende von 1 und 2 sein soll. —
Auch mit Hilfe eines Krifteparallelogramms, das unmittelbar
vom Punkte 4 aus in den gegebenen Richtungen, mit P als
Diagonale, gezeichnet wird, lat sich die verlangte Zerlegung
ausfithren. In der Regel ist aber die Benutzung eines nebenan
besonders herausgezeichneten Kriftedreiecks fiir die Losung der
Aufgabe mehr zu empfehlen, Man sieht dies vielleicht zuerst
nicht recht ein, wenn man nur einer so einfachen Zeichnung
wie in Abb. 2 gegeniibersteht; sobald aber dieselbe Konstruktion
sehr oft wiederholt auf kleinem Raume in derselben Zeichnung
durchgefithrt werden muB, ist der Vorteil sehr erheblich, den
man durch Trennen des Kraftecks vom Lageplane erlangt.
Die Zerlegungsaufgabe steht im engsten
Zusammenhange mit einer Gleichgewichts-
aufgabe. WeiB man nidmlich, daB die vollstindig gegebene
Kraft P mit zwei andern Kriften, deren Richtungslinien 1, 2
bekannt sind, im Gleichgewichte stehen muB, so findet man
aus der Konstruktion des Kriftedreiecks 9, 1, 2 auch die GréBen
von 1 und 2. Der einzige Unterschied gegeniiber dem vorigen
Falle besteht darin, daB jetzt die Pfeile der Krifte 1 und 2 um-
zukehren sind, weil die geometrische Summe aller drei Krifte
zu Null werden muB. Dasselbe trifft auch bei den andern Zer-
legungsaufgaben zu, mit denen wir uns in der Folge noch zu
beschiftigen haben werden und man kann daher jede Zerlegungs-
aufgabe als gleichbedeutend mit einer ihr entsprechenden Gleich-
gewichtsaufgabe betrachten.

Abb, 2a. Abb. 2b.
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Eine gegebene Kraft p kann ferner auch
in eindeutiger Weise nach drei durch ihren
Angriffspunkt gehenden Richtungslinien
zerlegt werden, wenn diese nichtinderselben
Ebene liegen. Am einfachsten gestaltet sich hier die
Losung, oder wenigstens die zu einer Losung fithrende Uber-
legung auf Grund des Satzes vom Krifteparallelepiped. Von
diesem ist die Hauptdiagonale B vollstindig gegeben, wihrend man
zugleich die Richtungen der drei vom Angriffspunkte ausgehenden
Kanten kennt. Man lege drei Ebenen durch diese drei Kanten
und ziehe zu jeder durch den Endpunkt von ‘P eine parallele Ebene.
Damit hat man die 6 Seitenflichen des Parallelepipeds, dessen
Kanten und Eckpunkte nun leicht aufgesucht werden konnen.

In Abb. 3 ist dies fiir den Fall ausgefithrt, daB zwei der
gegebenen Richtungslinien, ndmlich 1 und 2, in einer horizon-
talen Ebene liegen. Dann .
vereinfacht sich die Zeich- el
nung erheblich. Das Ver- i
fahren selbst bleibt sich i
indessen in allen Fillen
gleich. Die Kraft 5 ist
durch die Strecken 48 in
Aufrif und Grundrif dar-
gestellt. Man lege durch
den Endpunkt B eine hori-
zontale (d. h. zu 1, 2
parallele) Ebene und suche
deren Schnittpunkt €' mit
der Richtungslinie 3 auf. /
Die Strecke AC gibt dann
schon Grife, Richtung und Pfeil der Kraft 3 an. Die beiden
andern Krifte findet man hierauf am einfachsten durch Zer-
legung der durch die Strecke CB dargestellten Kraft nach den
Richtungen von 1 und 2, also durch Konstruktion eines Krifte-
dreiecks, von dem CB die vollstindig gegebene Seite bildet.
Im Grundrisse ist dies nebenan ausgefithrt.

Abb, 3,
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Gewdhnlich bedient man sich aber anderer Verfahren zur
Ausfithrung der Kriftezerlegung oder zur Losung der ihr ent-
sprechenden Gleichgewichtsaufgabe. Sehr hiufig wird nament-
lich ein von Culmannangegebenes Verfahren
benutzt, das in Anlehnung an eine 6fters vorkommende Aufgabe
niher erliutert werden soll. In Abb. 4* seien 1, 2, 3 die im
AufriB und Grundriff gezeichneten Stibe eines sogenannten
Bockgeriistes, die man sich oben gelenkférmig mit-
einander verbunden denken mag, wihrend die unteren End-
punkte festgehalten sind. P sei eine duBere Kraft, die an dem
oberen Knotenpunkte angreift; es handle sich um  die Be-
stimmung der drei Stabspannungen, die durch §§ in den drei
Staben hervorgerufen werden.

Wenn die Stibe an den unteren Endpunkten festgeha.lten
sind, geniigen sie, um eine Verschiebung des oberen Knoten-
punktes zu verhindern, abgesehen von den kleinen Bewegungen,
die durch die elastischen Lingenénderungen der Stdbe unter
dem EinfluB der in ihnen auftretenden Spannungen ermoglicht
gind. Sieht man aber von diesen geringfiigigen Léngenénde-
rungen ab, so ist die Lage des oberen Knotenpunktes durch die
gegebenen Stablingen aus rein geometrischen Griinden, wie man
leicht einsieht, fest vorgeschrieben. Daraus folgt, daf der
Knotenpunkt unter dem EinfluB der auf ihn wirkenden Krifte
B, 1, 2, 3 im Gleichgewichte bleiben muB. Aus der hiermit fest-
gestellten Gleichgewichtsbedingung lassen sich die drei Stab-
gpannungen ableiten.

}-%. Hierzu denke man sich die vier Kriifte in zwei Gruppen
eingeteilt, von denen die eine aus den Stabspannungen 1 und 2,
die andere aus P und 3 gebildet wird. Jede dieser beiden Gruppen
kann man sich durch eine Resultierende ersetzt denken. Die
Resultierende aus 1 und 2 muB jedenfalls in der durch die Rich-
tungshmen beider Stibe bestimmten Ebene enthalten sein und
ebenso die andere Resultierende in der durch P8 und 3 gelegten
Ebene. Da die vier Krifte im Gleichgewichte standen, miissen
auch dle‘ beider, Resultierenden Gleichgewicht miteinander
halten. Dazu gehort aber, daf sie in die gleiche Richtungslinie
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fallen. Hiernach muBl die gemeinsame Richtungslinie von
beiden mit der Schnittlinie der Ebenen 1, 2 und %, 3 zusammen-
fallen. Sobald man aber die Richtungslinie der Resultierenden
aus f und 3 kennt, steht nichts mehr im Wege, ein Kriftedreieck
aus diesen drei Kréften zu zeichnen, das die Spannung im
Stabe 3 und zugleich die Resultierende aus den beiden andern
Stabspannungen kennen lehrt. Diese selbst ergeben sich schlief-
lich durch Zeichnen eines zweiten Kriftedreiecks.

In Abb. 4 sind alle diese Konstruktionen ausgefiihrt. Zu-
erst wurde in Abb. 4* die horizontale Spur der Richtungslinie
von P aufgesucht. Die Verbindungslinie mit dem FuBpunkte des
Stabes 3 liefert die
horizontale Spur
der Ebene B, 3
Die- Spur der
Ebene 1, 2 wird
durch Verbinden
der Fulpunkte
beider Stébe er-

halten. Der
Schnittpunkt der
Spuren  beider
Ebenen  liefert
einen Punkt der
gesuchten Schnittlinie und die Schnittlinie selbst wird durch
Ziehen der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem oberen
Knotenpunkte erhalten. Sie kann dann auch noch in den
AufriB eingetragen werden. Nach diesen Vorbereitungen
kann man zur Konstruktion des in Abb. 4° gezeichneten
Kraftecks iibergehen. Man trigt zunichst, von einem be-
liebigen Punkte O beginnend, die gegebene Last P in Aufrif
und GrundriB auf. Parallelen von den Endpunkten zu3 und der
Schnittlinie beider Ebenen in beiden Projektionstafeln liefern
die Risse des ersten Kriftedreiecks. Zur Priifung der Genauig-
keit der Zeichnung dient die Bemerkung, daf} die Projektionen
des dritten Dreieckspunktes in beiden Tafeln senkrecht iiber-

Abb. 4a, Abb, 4D,
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einander liegen miissen. Dann reiht man Parallelen zu 1 und 2
an, deren Schnittpunkte in beiden Projektionsebenen wiederum
von selbst senkrecht iibereinander liegen miissen. Man hat
nun den ganzen windschiefen Kraftezug B, 1, 2, 3 vor sich und
trigt nachtriglich die Pfeile so ein, daB sie alle stetig aufein-
anderfolgen.

Die Grife der Stabspannungen erhélt man hierauf durch
Ermittlung der wahren Léngen der Krafteckseiten. In der
Abbildung ist dies nicht weiter ausgefiihrt. Ferner ergibt sich
aus den Pfeilen, ob die Stibe gezogen oder gedriickt sind. Hierzu
beachte man, dafl sich die Pfeile auf jene Krifte beziehen, die
von den Stéiben auf den als materiellen Punkt aufgefaBten
Knotenpunkt iibertragen werden. Die riickwirts von dem
Knotenpunkte auf die Stébe tibertragenen Krifte haben nach
dem Wechselwirkungsgesetze entgegengesetzte Richtung. Man
muB sich dies genau klar machen, weil sonst leicht Fehler in
der Bestimmung des Vorzeichens der Stabspannungen vor-
kommen. FEin Stab, der gezogen ist (fiir welchen Fall wir der
Stabspannung das positive Vorzeichen geben wollen), sucht
sich wieder zu verkiirzen; er dulert daher an jedem seiner
beiden Endpunkte eine Kraft, die diesen Endpunkt nach der
Stabmitte hin zu bewegen sucht. Umgekehrt sucht ein gedriickter
Stab die Endpunkte (oder die Korper, die ihn an diesen End-
punkten fassen) auseinander zu schieben. Ein Pfeil im Kraftecke
der Abb. 4, der an den Knotenpunkt iibertragen von der Stab-
mitte abgewendet ist, zeigt daher eine Druckspannung im
Stabe an. Auf Grund dieser Uberlegung findet man aus der
Zeichnung, dall die Stibe 1 und 2 bei der angenommenen Be-
lastung des Bockgeriistes gedriickt sind, wihrend 3 gezogen ist.

Eine andere Ldsung derselben Aufgabe, die sich auf
eine auch sonst in der graphischen Statik hiiufig benutzte Uber-
legung stiitzt, rithrt von Miiller-Breslau her. Man beginnt bei
ihr sofort mit der Konstruktion des windschiefen Kriiftevierecks
der Krifte B, 1, 2, 3. Die Seite P kann im Aufrisse und Grund-
risse ohne weiteres aufgetragen werden. An beiden Enden dieser

Seite zieht man Parallelen zu den Richtungen der Stabkrifte 1
und 3 (oder @berhaupt zu irgend zwei der. drei Stabrichtungen).
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Es handelt sich dann nur noch darum, zwischen diese beiden
Linien die ihrer Richtung nach gegebene Seite 2 so einzuschieben,
daB ihre Endpunkte auf die Linien 1 und 3 fallen.

Zu diesem Zwecke beginnt man damit (vgl. Abb. 5%), irgend-
wo eine Strecke 2' im Grundrisse in der vorgeschriebenen Rich-
tung zwischen die Linien 1 und 3 zu legen. Im Aufrisse nehme
man etwa den linken Eckpunkt auf der Projektion von 3 an und
ziehe die Linie 2' dort ebenfalls in der ihr vorgeschriebenen Rich-
tung. Der rechte Eckpunkt X ist damit bestimmt. Sollte nun
die Strecke 2' zufillig richtig gewiihlt gewesen sein, so miiBte der
Punkt X auf der
Vertikalprojek-
tion von 1 ent-
halten sein. Im
allgemeinen wird
dies aber nicht zu-
treffen. Man ver-
wirft daher die
getroffene 'Wahl
und  wiederholt
die Konstruktion
unter einer andern
beliebigen An-
nahme 2" fir 2,
womit man auf
einen Eckpunkt ¥ Abb. Ba.

an Stelle von X

gelangt, der aber

im allgemeinen

wieder micht auf

der Vertikalprojektion von 1 enthalten ist. Es kinnte nun scheinen,
als wenn man die gleiche Konstruktion noch sehr oft wiederholen
miiBte, bis man die richiige Lage von 2 ausprobiert hitte. Hier
kommt uns aber ein Satz der projektivischen Geometrie zur Hilfe,
der schnell zu der gesuchten Lisung fiihrt.

Abb. 5b,

Dieser Satz, der auch bei andern Konstruktionen der gra-
phischen Statik verwendet wird, lautet:

sDrehen sich die Seiten eines veriinderlichen n-Ecks
um feste Punkte, die auf einer Geraden liegen, und ver-
schieben sich hierbei zugleich » —1 Ecken lings be-
liebig gegebener Geraden, so beschreibt auch die letzte
Ecke eine Gerade.”
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In Abb. 6 sei ABCD die Anfangsgestalt des veriinderlichen
n-Ecks, das wir etwa als Viereck voraussetzen wollen. Die Seiten
mdgen sich um die auf einer
Geraden liegenden Punkte E, F,
G,H drehen, wihrend drei Ecken
A, B, C auf den beliebig gewiihlten
Geraden o, f3, y fortschreiten. Eine
neue Lage erhilt man, indem man
B' auf § beliebig annimmt, hierauf
die Seitenrichtungen B' D' durch E
und B' A’ durch F zieht, im Punkte
A" die Seite A' C' durch Punkt G
s antriigt und von C' aus die Richtung

Abb. 8. der Seite C' D' durch Punkt H fiihrt.
Der vierte Eckpunkt D' ergibt sich
dann als Schnittpunkt der Linien EB' und HC'. Um zu er-
kennen, daB auch D auf einer geraden Linie nach D' hin fort-
wandert, beachte man, daf die Seiten des veriinderlichen Vielecks
projektivische Strahlenbiischel um die Strahlenzentren EFGH
beschreiben, indem je zwei aufeinander folgende perspektivisch zu-
einander liegen. Jedenfalls ist also auch Strahlenbiischel E pro-
jektivisch zum Biischel H. Der Schnitt von zwei projektivischen
Strahlenbiischeln ist nun zwar im allgemeinen eine Kurve zweiter
Ordnung. Hier sind aber die Biischel £ und H nicht nur pro-
jektivisch, sondern zugleich perspektivisch zueinander, da sie den
die beiden Zentren F' und H verbindenden Strahl entsprechend ge-
.meinsam haben. Eine besondere Lage des veriinderlichen Vielecks
ist nimlich auch jene, bei der alle Seiten und alle Eckpunkte auf
die Gerade E H fallen. Der Punkt D beschreibt hiernach als Schnitt
von zwei perspektivischen Strahlenbiischeln in der Tat eine Gerade.
Auch ein stereometrischer Beweis des Satzes liBt sich leicht geben,
wovon aber hier abgesehen werden kann.

Kehrt man nun zur Betrachtung von Abb. 5% zuriick, so
erkennt man, daB jeder beliebig getroffenen Wahl 2' oder 2" von
2 im Grundrisse ein Viereck (néimlich ein Trapez) in der Figur
entspricht, das aus dieser Strecke, den sich beiderseits anschlieBen-
den Projektionsstrahlen und dem zugehirigen Aufrisse gebildet
wird. Die entsprechenden Seiten aller dieser Vierecke sind parallel
zueinander, d. h. sie drehen sich, wenn man von einem zu einem
anderen Vierecke iibergeht, wie wir sagen kénnen, um unendlich
ferne Punkte, die auf der unendlich fernen Geraden der Ebene ent-
halten sind. Zugleich ‘schreiten drei Eckpunkte auf den Geraden
1 und 3 des Grundrisses und 3 des Aufrisses weiter.: Die Voraus-
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gsetzungen des zuvor bewiesenen geometrischen Satzes sind hiernach
erfiillt und wir schlieBen, daB auch die vierte Ecke auf einer Ge-
raden fortschreiten muB, von der zwei Punkte, néimlich X und Y,
bereits bekannt sind. Verbinden wir daher X und Y durch eine
Gerade, so muB auf dieser auch der vierte Eckpunkt des Vierecks
enthalten sein, das wir suchen. Der Schnittpunkt der Geraden X ¥
mit 1 im Aufrisse liefert diesen Eckpunkt und von ihm aus
kbnnen wir 2 im AufriB richtig eintragen, worauf auch der zu-
gehorige GrundriB folgt. Man hat hierbei noch eine Kontrolle fiir
die Genauigkeit der Zeichnung, indem der zu 2 im Aufrisse kon-
struierte Grundril von selbst in die vorgeschriebene Richtung
fallen mufl. — Die Beschreibung und Begriindung des Verfahrens
machte zwar eine lingere Auseinandersetzung ndtig; die wirkliche
Ausfithrung der Zeichnung erfordert aber nur das Ziehen weniger
Linien und gestaltet sich ganz einfach.

Dieselbe Aufgabe kann schliefilich auch
nochanalytischgeldst werden. Man zieht zu diesem
Ziwecke drei rechtwinklig aufeinanderstehende Koordinaten-
achsen und ermittelt die Winkel zwischen den Stabrichtungen
und den Koordinatenrichtungen sowie die Projektionen P,P,P,
von P auf die Koordinatenachsen. Bezeichnet man dann die
Spannung des Stabes 1 mit S, und die Richtungswinkel dieses
Stabes mit «;f,y, und dhnlich bei den iibrigen Stiben, so findet
man die Unbekannten §,8,8; durch Auflosen der drei Kom-
ponentengleichungen

8, cos &, + 8, cos ; + 85 €08 g = Py,

8, cos B, + 8, cos B, + S, cos ;= P, (¢))]

8y cos py + 8y 008 p, + 83 €08 py = Py,
die alle vom ersten Grade sind. Die Ermiftlung der Winkel
und die Auflésung der Gleichungen verursacht aber in der
‘Regel weit mehr Miihe als irgendeine der vorher besprochenen
graphischen Ldsungen.

Schlieflich muB noch darauf hingewiesen werden, da B
die Aufgabe keine Lésung mehr zuldaBt, so-
bald die drei Stidbe in derselben Ebene ent-
halten sind. Dieser Ausnahmefall, der in dhnlicher Weise
gpiter noch bei andern Untersuchungen wiederkehren wird,
erfordert eine aufmerksame Betrachtung. Er liBt sich in zwei
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Unterfille spalten, die durch die Abb. 7 und 8 in achsono-
metrischer Zeichnung wiedergegeben sind. Im Falle der Abb. 7
liegen zugleich die FuBpunkte 4, B, C der drei Stibe auf einer
Geraden. Man sieht hier sofort ein, daf der obere Knoten-
punkt durch die drei Stibe nicht mehr
in geiner Lage festgehalten werden kann:
er vermag sich vielmehr um die Gerade
A BC ohne Widerstand zu drehen. Schon
aus dieser geometrischen Betrachtung
erkennt man, daB durch die Stabspan-
nungen kein Gleichgewicht mehr am
oberen Knotenpunkte hergestellt werden
kann; es sei denn, daB die Kraft P zu-
fallig auch in der Stabebene liegt. Auch
e mechanisch geht dies daraus hervor, daB

die Resultierende der drei Stabspannungen notwendig wieder
in der Stabebene liegen muB und daher mit einer Kraft, die zu
dieser Ebene unter irgendeinem Winkel geneigt ist, nicht im
Gleichgewichte stehen kann. Liegt aber P selbst in der Stab-
ebene, so bleibt die Aufgabe statisch unbestimmt, da man einer
Stabspannung einen beliebigen Wert beilegen und durch ge-
eignete Wahl der beiden andern Gleichgewicht herstellen kinnte.
In dem durch Abb. 8 dargestellten Falle liegen die FuB-
punkte 4, B, C der drei Stibe nicht mehr in einer Geraden,
die Stibe selbst aber immer noch in einer Ebene. Man nehme
etwa an, dal zwei der Stibe unmittelbar am FuBboden befestigt
sind, wihrend der FuBpunkt B des dritten Stabes auf irgend-
einer Erhohung liegt, die um BB’ iiber den FuBboden empor-
ragt. In diesem Falle ist zwar eine endliche Verschicbung des
oberen Knotenpunktes ohne Anderung der Stablingen nicht
mehr miglich, wohl aber, wie man zu sagen pflegt, eine unendlich
kleine. Der obere Knotenpunkt vermag sich nimlich um eine
unendlich kleine Strecke senkrecht zur Stabebene zu verschieben,
ohne daBl sich die Stablingen um mehr als um unendlich
kleine Grofen zweiter Ordnung zu dndern brauchten,
d. h. der Knotenpunktsweg ist ungemein groB gegeniiber den

7z
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sehr kleinen Anderungen der Stablingen, die wegen der
Elastizitit der Stabe zu erwarten gsind. Man erkennt dies leicht
daraus, daB sich die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
von dem eine Kathete unendlich klein ist, nur um eine unend-
lich kleine GroBe zweiter Ordnung
von der andern Kathete unter-
scheidet. — Sobald eineVerschiebung
des Knotenpunktes eingetreten ist,
liegen die drei Stibe nachher nicht
mehr genau in derselben Ebene, so
daB schlieBlich doch wieder Gleich-
gewicht zwischen den Stabspan-
nungen und der Belastung B zu-
stande kommen kann.

Hierbei ist zu beachten, dal} die
Stabspannungen sehr groB im Verhéltnisse zur Last 8 gefunden
werden, wenn die Stidbe nahezu in einer Ebene liegen. Man
pflegt daher auch zu sagen, dafl die Stabspannungen im Aus-
nahmefalle unendlich groB werden miilten, womit nur aus-
gedriickt werden soll, daB selbst durch noch so groBe Stab-
spannungen kein Gleichgewicht mehr am Knotenpunkte — im
Falle der Abb. 8 wenigstens nicht ohne eine vorausgehende Ver-
schiebung des Knotenpunktes — hergestellt werden kénnte.

Im Ausnahmefalle wird die Determinante der Koeffizienten
aller S in den Gleichungen (1) zu Null; die Auflgsung dieser
Gleichungen fiihrt daher beim analytischen Verfahren unmittelbar
zu den Werten oo fiir die Stabspannungen.

Abb, 8.

§ 3. Kriftepline fiir einfache Dachbinder.

Zu den einfachsten und haufigsten Anwendungen der
graphischen Statik gehort die Ermittlung der Stabspannungen
in einfachen Dachbindern oder ihnen #hnlich gestalteten Briicken-
tragern. Sie beruht auf einer mehrfachen Wiederholung der im An-
schlusse an Abb. 2 besprochenen Lisung der Aufgabe, eine gegebene
Kraft nach zwei mit ihr in derselben Ebene liegenden Richtungs-
linien zu zerlegen. Freilich kniipfen sich daran alsbald noch weiter-
gehende Uberlegungen, die eine eingehende Besprechung erfordern.
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Zur Erliuterung bemerke ich zundchst, da man zur Er-
richtung von Briicken oder @hnlichen Tragkonstruktionen vor
allem zwei, oder bei freitragenden Dichern eine groBere Zahl
von ,Haupttrigern oder ,,Bindern® in parallelen, lotrechten
Ebenen aufzustellen pflegt, die die ganze Spannweite iiber-
decken. Auf diese Binder stiitzen sich bei den Dichern die
»Pletten", die ,,Sparren‘* und die ,,Haut** des Daches, bei den
Briicken die Konstruktionen der ,,Fahrbahn‘. Die Last aller
dieser ,,Sekundirkonstruktionen’ wird auf die Binder an den
,» Knotenpunkten iibertragen. Die Binder bestehen — wenigstens
in dem gewdhnlich vorliegenden Falle, der uns hier beschéftigen
soll — aus ebenen Stabverbanden, deren geometrische Figur
eine Aneinanderreihung von Dreiecken bildet, so daBl sich, vom
einen Ende anfangend, jedes folgende Dreieck mit einer Seite
und zwei Eckpunkten an das vorausgehende anschlieBt. Diese
Eckpunkte werden die Knotenpunkte des Binders genannt.
Da die Gestalt eines Dreiecks unverinderlich ist, solange die
Seiten ihre Léngen behalten, ist unter der gleichen Voraus-
getzung auch die aus allen diesen Dreiecken zusammengesetzte
Binderfigur von unverdnderlicher Gestalt.

Man erkennt aus dieger einfachen geometrischen Betrach-
tung, daB es moglich ist, aus Stidben, die nur gegen Léngen-
#nderungen, also gegen Zug- oder Druckbeanspruchung hin-
reichend widerstandsfihig sein miissen, wihrend sie gegen
Biegungen nur wenig widerstandsfihig zu sein brauchen, einen
tragfihigen Stabverband nach dem besprochenen Plane herzu
stellen. Der Vorteil, den man hiermit erreicht, liegt darin, daB
die Zug- oder Druckfestigkeit eines langen Stabes von verhéltnis-
miBig kleinem Querschnitte weit gréfer ist als die Biegungs-
festigkeit gegeniiber gleichen Lasten.

Wegen des geringen Biegungswiderstandes der Stibe sueht.
man von diesem bei der Berechnung der Stabspannungen ge-
wohnlich ganz ab, achtet also nur auf die Krifte, die in der
Richtung der Stabmittellinien von einem Endpunkte zum
andern iibertragen werden. HEs geniigt dann, jeden Stab durch
eine Strecke zu veranschaulichen, die man sich lings der Mittel-
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linie des Stabes gezogen zu denken hat. Die von der Sekundir-
konstruktion auf die Knotenpunkte des Binders iibertragenen
Lasten sind als gegeben anzusehen; es handelt sich dann um die
Berechnung der von ihnen hervorgerufenen Stabspannungen.
Dies sei zundchst an dem Beispiele des viel angewendeten
einfachen Polongeau- .  Anecinanderreihung von
oder Wiegmannbinders 5 Dreiecken und hat eine
in Abb. 9% erldutert. Die lotrechte Symmetrieachse.
Binderfigur entsteht durch Der Stab 6 liegt gewohnlich

etwas hoher als die Verbindungs-
linie beider Auflagerknoten-
punkte; doch ist dies nicht
wesentlich, die Stibe 2 und 6
kinnen vielmehr auch in die-
selbe (horizontale) Gerade fallen.
Das eine Ende des Binders wird
mit der Mauer, auf die es sich

AED, 81, stiitzt, fest verbunden, das andere
mit Hilfe eines Gleit- oder Rollenlagers in horizontaler Richtung
verschieblich aufgelagert. Dies geschieht einerseits, um dem Triiger
eine freie Ausdehnung oder Zusammenziehung bei Temperatur-
anderungen zu gestatten, anderseits um einen Seitenschub auf die
Mauern, solange nur senkrecht gerichtete Lasten vorkommen, zu
vermeiden. Das Rollenlager ist in der Zeichnung am linken Ende
angenommen und durch einige kleine Kreise angedeutet. Da
die rollende Reibung nur sehr gering ist, kann der Auflager-

Fappl: Graphische Statik. 2, Aufl. 2
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druck auf dieser Seite unter allen Umstinden als lotrecht ge-
richtet angesehen werden. Falls nur lotrechte Lasten auf den
Binder wirken, muf dann auch der Auflagerdruck am festen
Auflager lotrecht gerichtet sein, weil die geometrische Summe
aller duBeren Krifte, also der Lasten und der beiden Auflager-
driicke, zu Null werden muB. In der Abbildung ist ferner ange-
nommen, dafl auf die drei mittleren Knotenpunkte der oberen
»Gurtung® (so nennt man den Zug der aufeinanderfolgenden
Stabe 1, 4 usf., die die Binderfigur nach oben hin begrenzen)
gleich grofe Lasten P einwirken. Der Symmetrie wegen ist
dann der Auflagerdruck auf jeder Seite gleich der Hilfte dieser
Lasten, also gleich 114 P. Eine Last, die etwa auBerdem noch
auf einen Auflagerknotenpunkt wirkt kommt fiir den Binder
nicht in Betracht, da sie unmittelbar auf die Mauer iibertragen
wird, ohne Stabspannungen hervorzurufen.

Aus der Symmetrie der Gestalt und der Belastung folgt
auch, daB die spiegelbildlich zueinander liegenden Stibe gleiche
Spannungen erfahren. Es geniigt daher, die zur linken Hilfte
der Figur gehdrigen Stabspannungen zu berechnen. Diese sind
daher auch allein mit arabischen Ordnungsnummern bezeichnet,
withrend den Knotenpunkten romische Ziffern beigeschrieben sind.

Man beginnt mit der Betrachtung des Gleichgewichts der
Krifte am Knotenpunkte I. Hier miissen die von den Stiben 1
und 2 iibertragenen Spannungen, die nach den vorausgehenden
Bemerkungen in die Richtungen der Stibe fallen, mit dem
Auflagerdrucke 1%, P im Gleichgewichte stehen. Man kann
also sofort das ebenfalls mit I bezeichnete Kriiftedreieck in
Abb. 9" zeichnen. Der Pfeil des Auflagerdrucks geht nach oben
und damit folgen auch die beiden andern in die Abbildung ein-
getragenen Pfeile, da alle drei im selben Umlaufssinne aufeinander-
folgen miissen. Denkt man sich den Pfeil von 1 in die Binder-
figur nach dem Knotenpunkte I iibertragen, so erkennt man,
daB die Stabspannung 1 den Knotenpunkt I vom Stabe fort-
zubewegen sucht. Der Stab 1 ist daher gedriickt. Ebenso
erkennt man, daB Stab 2 gezogen ist. Es ist iiblich, die gedriickten
Stibe in der Binderfigur durch Beisetzen von Schattenstrichen
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zu kennzeichnen. Dies ist in der Abbildung durch gestrichelte
Linien geschehen, die neben den Stdben herlaufen.-

Hierauf geht man zu einem andern Knotenpunkte weiter,
an dem nur noch zwei der GriBe nach unbekannte Krifte
angreifen. Dies ist in unserem Falle Knotenpunkt II. Die
Stabspannung 1 ist ndmlich aus der vorhergehenden Unter-
suchung bereits bekannt; wir miissen nur beachten, daBl sie am
Knotenpunkte II mit dem entgegengesetzten Pfeile angreift
als am Knotenpunkte I. Wir zeichnen hiernach das ebenfalls
mit IT bezeichnete Krifteviereck, indem wir zuerst 1 und die
Last P mit aufeinanderfolgenden Pfeilen aneinander reihen
und dann durch die Endpunkte Parallelen zu den Richtungen
der Stibe 3 und 4 ziehen. Die Pfeile sind wieder einzutragen
und nach ihnen festzustellen, daB die Stibe 3 und 4 beide ge-
driickt sind, genau wie dies vorher geschehen war. Da die gleiche
Seite 1 im Kraftecke II wie in I vorkommt, wurden, um dies
hervorzuheben, beide Kraftecke unmittelbar untereinander
gezeichnet.

Dann geht man zu Knotenpunkt IIT iiber und verfihrt
ebenso. Die Stabspannungen 2 und 3 kennt man schon aus
den vorausgehenden Kraftecken und man hat nur zu beachten,
daB beide entgegengesetzte Pfeile erhalten miissen als in den
fritheren Fillen. Man reiht also im Kraftecke III die nach GriBe
und Pfeil bekannten Strecken 3 und 2 mit aufeinanderfolgenden
Pfeilen aneinander und zieht die Parallelen zu 5 und 6. Dann
kennt man bereits alle Stabspannungen; die Stibe 5 und 6 sind
beide gezogen.

Die Aufgabe ist hiermit geldst; aber noch nicht auf dem
einfachsten Wege. Zunichst erkennt man sofort, daBl die Zeich-
nung vereinfacht wird, wenn man die iibereinander liegenden
Kraftecke mit den gleich bezeichneten Seiten 1 und 2 zu einer
einzigen Figur zusammenriickt. Man spart dadurch nicht nur
einige Linien und etwas Platz, sondern die Zeichnung kann
auch genauer ausgefiihrt werden, je weniger Linien sie im
ganzen enthilt. Bei den Anwendungen in der Praxis zieht
man daher alle Kraftecke stets zu einer einzigen Figur zu-

2.
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sammen, die man den Kréafteplan nennt. In Abb. 10, die
gich von Abb. 9® im iibrigen gar nicht unterscheidet, ist dies
ausgefiithrt. Nur die eine kleine Unbequemlichkeit muff man
dabei mit in den Kauf nehmen, da man die Pfeile auf die

¢ gemeinsamen Seiten von zwei an-

s einander grenzenden Kraftecken

» nicht mehr unmittelbar eintragen

» kann, da im einen Krafteck der

eine, im andern der entgegen-

. gesetzte Pfeil gilt. Hat man, wie

in Abb. 10, die einzelnen Kraft-
ecke so eingerichtet, daf sie alle
einfache Polygone bilden, die sich
nicht iiberschlagen und die neben-
einander liegen, ohne sich zu iiberdecken, so kann man sich aller-
dings, wie es auch in der Figur geschehen ist, leicht dadurch
helfen, daB man nicht mehr auf den Linien 1 und 2 selbst, aber
zu beiden Seiten davon zwei Pfeile angibt, von denen jeder zu
jenem Polygone gehort, in dessen Fliche er hineinfillt.

Aber auch hiermit sind wir noch nicht zu dem einfachsten,
d. h. aus der Mindestzahl von Linien gebildeten Krifteplane
gelangt. In den Kraftecken II und IIT kommt noch dieselbe
Stabspannung 3 vor und man mub diese Strecke aus dem einen
entnehmen und sie in das andere eintragen, was nicht nur
unbequem, sondern auch mit unvermeidlichen kleinen Zeichen-
fehlern verbunden ist. Bei einem so einfachen Beispiele, wie
wir es im Augenblicke behandeln, macht dies freilich nicht viel
aus; wir wollen aber das Verfahren schon hier so ausbilden, wie
es in verwickelteren Fillen am besten verwendet wird. DaB
man den Kriafteplan auch so einrichten kann,
daB jede Stabspannung nur einmal in ihm
als Seite vorkommt, erkennt man sofort aus Abb. 11,
die in allen Strecken vollkommen mit Abb. 10 iibereinstimmt
und sich nur durch die verschiedene Anordnung der Kraftecke
von ihr unterscheidet. Um die Entstehungsart dieser Figur
deutlich hervorzuheben — und nur aus diesem Grunde, der

Abb, 10,
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spaterhin, wenn man sich mit diesen Dingen erst vertraut ge-
macht hat, wegfillt — ist das Krafteck I, das mit dem in Abb. 10
iibereinstimmt, durch starke Striche hervorgehoben. Das Kraft-
eck IT (diese Bezeichnungen sind in der Figur weggelassen), oder
wenigstens die Seiten, die hinzutreten miissen, um dieses Kraft-
eck zu bilden, sind mit schwiicheren Strichen ausgezogen, wiih-
rend die beim Kraftecke III neu
hinzukommenden Seiten durch ge-
strichelte Linien angegeben sind.
Das Krafteck II ist mit dem ihm
in Abb. 10 entsprechenden immer
noch kongruent; esist nur um 180°
dagegen gedreht und iiberdeckt sich
mit dem Kraftecke I. Auf ein Bei- AR 2.

setzen von Pfeilen muB man hier freilich verzichten, da z. B. bei
der Seite I nicht ersichtlich gemacht werden kionnte, welcher von
beiden Pfeilen zum Kraftecke I oder zu II gehoren soll. Auf
diesen kleinen Nachteil legt man aber nicht viel Gewicht, da
man sich bei einiger Ubung sehr leicht daran gewohnt, die
Pfeile jedesmal in Gedanken richtig beizufiigen, sobald man
auf irgend eins der in dem Kréfteplan enthaltenen Kraftecke
gein Augenmerk richtet.

Das Krafteck III ist in Abb. 11 iiberschlagen. Man hétte
es auch so wie in Abb. 10 zeichnen kénnen, da man das Anein-
anderschlieBen der Seiten 3 und 2, wodurch ein wiederholtes
Auftragen von 3 entbehrlich gemacht werden sollte, schon durch
die passende Ubereinanderlagerung der Kraftecke I und II er-
reicht hat. DaB es so wie geschehen gezeichnet wurde, hat nur
den Zweck, einer Fortsetzung des Krifteplanes auf die iibrigen
Knotenpunkte den Weg vorzubereiten. Hier kommt eine solche
Fortsetzung freilich nicht in Betracht; falls aber die Lasten nicht
symmetrisch verteilt sind, wie sie hier angenommen wurden,
muB man den Krifteplan auch fiir die rechte Hélfte des Binders
weiter zeichnen. Man kommt dann zum Kraftecke IV und
findet hierfiir die Zeichnung in Abb. 11 schon vorbereitet, da
sich die am Knotenpunkte IV angreifenden bekannten Stab-
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spannungen 4 und 5 schon in richtiger Aufeinanderfolge in der
Figur vorfinden. Hétte man das Krafteck III so wie in Abb. 10
gewiihlt, so wiirde dies nicht zutreffen.

Neuerdings verwendet man fiberall, wo es angeht, fast nur
noch die nach dem Muster der Abb. 11 angeordneten Kriiftepline.
Sie werden aus einem Grunde, der bald hervortreten wird, als
reziproke Kriiftepline oder auch als Cremonasche Krifte-
pline bezeichnet, weil Cremona sie eingehend in bezug auf ihre
geometrischen Eigenschaften untersuchte und dadurch ihrer An-
wendung in der graphischen Statik den Weg ebnete. Gerechter
wire es eigentlich, sie als Bowsche Kriftepline zu bezeichnen,
da von dem Englinder Bow zuerst eine leicht befolgbare An-
weisung dafiir gegeben wurde, wie sie in den gewdohnlich vor-
liegenden einfachen Fillen konstruiert werden konnen.

§ 4. Die reziproken Kriftepline.

Wir wollen uns jetzt genauer iiberlegen, wie man den Krifte-
plan einrichten mufl, um zu erreichen, dafl jede Stabspannung
in ithm nur einmal als Seite vorkommt, also so daB man beim
Ubergange zum folgenden Kraftecke die dazu gehérigen bekannten
Stabspannungen schon in richtiger Lage zueinander vorfindet.

Zu diesem Zwecke miissen wir uns zundchst die geometri-
schen Beziehungen zwischen der Binderfigur und dem Krifte-
plane klar machen. Zur Binderfigur wollen wir hierbei auch die
Richtungslinien der @uBeren Krifte (der Lasten und der Auf-
lagerkrifte) rechnen. Dann ist zunéchst klar, daB jeder Linie
in der einen Figur e 1 n e zu ihr parallele Linie in der andern Figur
entsprechen mufl, wenn der Krifteplan so gezeichnet ist, wie
wir ihn wiinschen. Ferner entspricht jedem Eckpunkte in
der Binderfigur ein Polygon im Krifteplane, namlich das diesem
Knotenpunkte zugehorige Krafteck.

Man kann aber leicht zeigen, daf auchumgekehrt
jedem Punkteim Krdafteplane, andem meh-
rere Stabspannungen aneinander stoBen,
einPolygoninder Binderfigur entsprechen
m u B. Dies soll zunéichst an dem bereits in Abb. 11 vorliegenden
Krifteplane nachgewiesen werden. Man betrachte etwa den
Punkt, in dem die Seiten 1, 2, 3 zusammenstoBen. Dieser Punkt
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wird (ebenso wie jeder andere, von dem keine der duBeren Kriifte
ausgeht) wihrend der Konstruktion des Krifteplanes zuerst
durch Schnitt von zwei Linien (hier der Linien 1 und 2) gefunden.
Diese beiden Linien gehéren zu einem Kraftecke, das sich auf
einen der Knotenpunkte (hier I) des Binders bezieht. Demnach
gehen die Seiten 1 und 2 im Binder jedenfalls von einem Punkte
(némlich hier von T) aus und sie schlieBen sich daher schon so
aneinander, wie zwei aufeinanderfolgende Seiten in einem Po-
lygone. Man wird zugleich bemerken, daB dieser SchluB ganz
allgemein und nicht nur fiir das hier zur Erleichterung der Vor-
stellung gewihlte Beispiel zutrifft; wenn man dieses entbehren
zu kénnen glaubt, mége man den Betrachtungen nur ohne Be-
achtung des Beispiels folgen und man wird sie dann unter allen
Umstéinden zutreffend finden.

Nun bedenke man, daB jeder Stab zwei Knotenpunkte ver-
bindet und daB daher in dem fiir die ganze Binderfigur bis zu
Ende durchgefiihrten Krifteplane auch jede Seite, die eine Stab-
spannung angibt, zu zwei Kraftecken gehért. Bisher haben wir
nur eines der Kraftecke ins Auge gefaBt, die im Punkte 1, 2, 3
zusammenstoBen. Die Seite 1 gehort aber jedenfalls noch zu
einem zweiten Kraftecke (hier II) und im Punkte 1, 2, 3 muf
sich daher an 1 noch eine andere Stabspannung anreihen, da wir
angenommen haben, dafl im Punkte 1, 2, 3 keine duBeren Krafte
anstoBen sollen. Diese andere Stabspannung (hier 3) greift aber
in der Binderfigur mit 1 an demselben Knotenpunkte an und
demnach schlieBen sich im Binder auch 1 und 3 aneinander an
wie zwel aufeinanderfolgende Seiten in einem Polygone.

Aber auch die Stabspannung 3 kommt jedenfalls noch in
einem anderen Kraftecke vor. Am Punkte 1, 2, 3 muB sich daher
aufler 1 auch noch eine andere Stabspannung (hier 2) an sie an-
schlieBen und wir schlieBen wieder wie vorher, daB sich beide
{(némlich 3 und 2) in der Binderfigur an dem betreffenden Knoten-
punkte (IIT) aufeinander folgen miissen. Im vorliegenden Falle
sind wir damit schon zur ersten Stabspannung zuriickgelangt,
von der wir bei dieser Betrachtung ausgingen. In der Binder-
figur schlieBen sich alle, wie bewiesen, aneinander an und wenn
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wir zur ersten zuriickkehren, so bilden sie dort ein geschlossenes
Polygon. Zugleich erkennt man aber, daB dieselbe SchluBweise,
wenn mehr als drei Stabspannungen an einem Punkte des Kriifte-
plans zusammenstoBen sollten, in der gleichen Art fortgesetzt
werden kénnte, bis man schlieBlich wieder, nachdem alle andern
Seiten erschopit sind, zur ersten zuriickkommen miite. Hiernach
ist ganz allgemein bewiesen, daB jedem Eckpunkte eines rezi-
proken Krifteplanes, von dem keine dufleren Krifte ausgehen, ein
geschlossenes Polygon in der Binderfigur entsprechen muB8, dessen
Ecken durch Knotenpunkte gebildet werden. So gehort auch zur
Ecke3, 4,5in Abb.11 das Dreieck 3,4, 5 in der Binderfigur, Abb. 9.

Es bleibt uns noch iibrig, jene Ecken im Krifteplane zu
betrachten, von denen auch &duBere Krifte ausgehen. Eine
duBere Kraft kommt im Gegensatze zu den Stabspannungen
immer nur in ein e m Kraftecke vor, namlich in jenem, das zu
dem Knotenpunkte gehdrt, an dem sie angreift. Daraus folgt,
daB im vollstindigen reziproken Krifteplane von einer Ecke
niemals blof eine einzige dullere Kraft ausgehen kann, sondern
entweder gar keine oder zwei oder auch vier oder iiberhaupt
eine gerade Anzahl. Um dies zu beweisen nehme man an, es
gehe nur eine einzige duflere Kraft von der Ecke aus. Diese
gehort zu einem Kraftecke, in dem auBer ihr noch eine Stab-
spannung vorkommt, die wir (ohne Bezugnahme auf das vorige
Beispiel) mit 1 bezeichnen wollen. Die Spannung 1 kommt
dann noch in einem zweiten Kraftecke vor, in dem sich eine
andere Spannung 2 an sie in der betrachteten Ecke anschlieBt.
Auch 2 gehort noch zu einem zweiten Kraftecke, von dem
wieder eine neue Stabspannung 3 an der Ecke vertreten ist
und so fort. Haben wir in dieser Weise alle Stabspannungen
erschopft, so bleibt schlieBlich eine iibrig, die nur noch in einem
Kraftecke vorkiime. Bei einem Kriifteplane, wie wir ihn vor-
aussetzen, ist dies aber nicht méglich, da in ihm jede Seite zu
zwel Kraftecken gehoren soll. In der Tat kann also nicht eine
einzige #uBere Kraft von der Ecke ausgehen, sondern es muB
noch eine zweite hinzukommen, die sich mit der vorher iibrig ge-
bliebenen Stabspannung zum letzten Kraftecke zusammenschlieft.
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Ebenso kann man beweisen, daBl die Zahl der duBeren Krifte an
der Ecke jedenfalls gerade sein muB,, wenn mehr als zwei vor-
kommen sollten. Im {ibrigen kommt dieser Fall bei den einfacheren
Aufgaben, die wir jetzt im Auge haben, iiberhaupt nicht vor.

Gehen von jeder Ecke des Krifteplanes entweder gar keine
oder zwei, aber nicht mehr als zwei Strecken aus, die #uBere
Krifte darstellen, so folgt, daB alle Ecken, an denen
sie vertreten sind, durch diese Strecken zu
einem geschlossenen Polygone verbunden
werden. Unter Umstinden kann dieses Polygon auch in eine
Gerade iibergehen, niamlich immer dann, wenn die duBeren Krifte |
alle parallel zueinander sind. Damit tiberhaupt Gleichgewicht
moglich sei, muB die geometrische Summe der duBeren Krifte
gleich Null sein. Wir sehen nun, da8 das geschlossene Polygon
der @uBeren Krifte, das die Erfillung dieser Bedingung vor
Augen fiihrt, ebenfalls in dem Krafteplane mit enthalten sein
mub. Dies gibt uns einen weiteren Fingerzeig dafiir ab, wie man
den Krifteplan einrichten muf, damit er unseren Wiinschen ent-
spricht: jede aufere Kraft, dieneu hinzukommt#t,
muBan einem Endpunkteder vorigenange-
setzt werden. Darin unterschied sich auch in der Tat die
Anordnung der Abb. 10 von der in Abb. 11. Wihrend bei der
fritheren Figur die &uBere Kraft P im Kraftecke II so ange-
tragen wurde, dafl beide Kraftecke auseinanderfielen, lief man
diese in Abb. 11 sich iiberdecken und reihte P an den Endpunkt
des Auflagerdrucks 115 P an, der im vorigen Kraftecke I vor-
kam, und zwar so, daf} sich die Pfeile beider duBeren Krifte an
dem gemeinsamen Punkte aufeinanderfolgen.

Kéamen schlieBlich an einer Ecke des Kriifteplanes vier #uBere
Kriifte vor, so fielen an dieser Stelle zwei Ecken des Kraftecks
der #uBleren Kriifte zusammen, oder mit andern Worten, das
Krafteck zerfiele in zwei geschlossene Polygone mit einer gemein-
samen Ecke und #hnlich wire es in noch verwickelteren Fillen,
die hier keine weitere Besprechung erfordern. Dagegen sei noch
darauf hingewiesen, daB an einer Ecke des Kriifteplanes auch nur
zwei duflere Kriifte und gar keine Stabspannung vorkommen kénnten.
Dann wiirden aber in der Binderfigur beide #uBeren Kriifte zu dem-
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selben Knotenpunkte gehtren. Man kann diese Ecke aus dem Kriifte-
plane abschneiden, indem man die andern Endpunkte beider Kriifte
miteinander verbindet. Diese Verbindungslinie stellt dann die Re-
sultierende der beiden #uBeren Krifte an dem Knotenpunkte dar.

Ferner folgt noch aus den vorhergehenden Betrachtungen,
daB jedem Punkte des Krifteplanes, von dem zwei #duBere
Krifte und eine beliebige Zahl Stabspannungen ausgehen, in
der Binderfigur ein Linienzug entspricht, der mit der Richtungs-
linie von einer der #uBeren Krifte beginnt, sich den Stében
entlang fortsetzt und mit der Richtungslinie der andern duBeren
Kraft aufhort. Dieser Linienzug stellt zwar nicht gerade ein
Polygon im Sinne der Planimetrie dar; wir koénnen aber diese
Bezeichnung im erweiterten Sinne darauf iibertragen. Dann 1d8t
sich aussagen, daB die Binderfigur in ebensoviele Polygone
zerlegt werden kann, als Ecken im Krifteplane vorkommen,
und daB ferner auch jede Seite in der Binderfigur zweien dieser
Polygone gemeinsam ist. Hiermit zeigt sich aber, daB zwischen
der Binderfigur und dem Krifteplane eine wechselseitige Be-
ziehung besteht, die fiir beide in der gleichen Art gilt. Jeder
Eckeindereinen Figurentspricht ein Poly-
goninderandernund jeder Seite eine zuihr
parallele Seite. Rein geometrisch betrachtet, konnten
daher beide Figuren auch die Rollen miteinander vertauschen,
d. h. man kann ebensogut die Aufgabe stellen und lsen, zu dem
gegebenen Krifteplane eine zugehorige Binderfigur zu konstru-
ieren, als umgekehrt. Zwei Figuren, die in dem niher bezeich-
neten Verhéltnisse stehen, bezeichnet man in der graphischen
Statik als rezipr ok zueinander.

§ 5. Herstellung des reziproken Kriifteplanes nach dem
Verfahren von Bow.

Wir sind vorher von der Absicht ausgegangen, einen Krifte-
plan zu konstruieren, dem wir die Stabspannungen des Binders
entnehmen konnen, und sind dann zu dem Schlusse gelangt, dal
der moglichst einfache Krifteplan in einer gewissen geome-
trischen Verwandtschaft zur Binderfigur stehen miisse. Dadurch
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sind wir jetzt in den Stand gesetzt, die Aufgabe von einer ganz
andern Seite her anzugreifen. Wir brauchen gar nicht mehr von
dem Krifteplane zu reden, sondern nur noch von der dem Binder
reziproken Figur, die wir rein geometrisch, ohne auf ihre mecha-
nische Bedeutung zu achten, konstruieren kénnen. Nur beim
Anfange der Zeichnung nehmen wir darauf Riicksicht, daB die
Figur nachher als Krifteplan angesehen werden soll, indem wir

Abb. 12a und 12b.

mit dem Kraftecke der duBeren Krifte, die hierbei im MaBstabe
aufgetragen werden miissen, beginnen. Nachher denken wir aber
bei der Fortsetzung der Zeichnung nur noch an die reziproke
Figur, die konstruiert werden soll. Dabei leistet die von Bow
eingefithrte Bezeichnung, bei der nicht die Stibe und Knoten-
punkte des Binders, sondern die Polygone der Binderfigur einzeln
aufgefithrt werden, sehr gute Dienste. Ein einfaches Beispiel
wird dies am besten zeigen.

Abb. 12* gibt einen Binder an, der etwa als Briickentriger
angesehen werden kann, und an dem in einem Knotenpunkte
der unteren Gurtung die einzige Belastung P angreift. Kommen
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mehr Lasten vor, so dndert sich zwar nicht viel; wir wollen
uns aber zundchst auf den einfachsten Fall beschrinken. Der
Untergurt ist geradlinig angenommen; der Obergurt bilde einen
beliebigen Linienzug, der nicht symmetrisch zu sein braucht.
Die Einzellast P bringt beiderseits Auflagerkrifte von den
GriBen 4P und P hervor. Den Krifteplan in Abb. 12° be-
ginnen wir mit dem Polygone fiir die drei duBeren Krifte. Die
Seiten und Ecken des Kraftecks fallen hier freilich auf eine
Gerade, da die Krifte alle gleich gerichtet sind. Wir wollen uns
aber dadurch nicht storen lassen, in der durch die drei Ecken
und ihre Verbindungsstrecken gebildeten geradlinigen Figur
ein Dreieck zu erblicken. In der Abbildung ist dieses Drei-
eck abc durch einen starken, in lotrechter Richtung gehen-
den Strich angegeben. Die Seite ab stellt die Belastung P,
ac den linken und cb den rechten Auflagerdruck dar. Die
Pfeile sind in der Figur weggelassen, weil sich die Strecken iiber-
decken; man hat sie sich aber entsprechend hinzu zu denken.

Nun suchen wir in der Binderfigur die Polygone auf, die
den Ecken a, b, ¢ des Polygons der duleren Krafte im Krifte-
plane entsprechen. Im Punkte e stoBen im Krifteplane die
Last P und der linke Auflagerdruck zusammen. Daher muB
nach den Betrachtungen im vorigen Paragraphen dem Punkte a
ein Linienzug im Binder entsprechen, der mit der Richtungslinie
des linken Auflagerdrucks beginnt und mit der Richtungslinie von
P schlieBt, wihrend die zwischenliegenden Seiten jedenfalls aus
Stiben gebildet werden. Dieser Uberlegung entsprechend sind die
Buchstaben a, b, ¢ in die Binderfigur eingeschrieben ; sie bedeuten
alle drei offene Polygone, d. h. solche, die mit der Richtungslinie
einer #ufleren Kraft anfangen und mit einer andern endigen.

Allen andern Punkten des Kréfteplanes, die zu a, b, ¢ noch
hinzukommen, kénnen in der Binderfigur nur geschlossene Poly-
gone entsprechen, deren Seiten aus Stiben gebildet werden.
Bei den einfachen Bindern sind diese Polygone stets die Dreiecke,
durch deren Aufeinanderfolge die geometrische Figur des Binders
entstanden gedacht werden kann. Wir schreiben demnach die
Zeichen d, e, f usf. in die Stabdreiecke ein. Unsere Aufgabe be-
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steht dann, geometrisch gesprochen, darin, die diesen Polygonen
d, e, f ...im Krifteplane entsprechenden Punkte aufzusuchen.

Punkt d kann leicht gefunden werden. Das Dreieck d in der
Binderfigur grenzt nimlich zu beiden Seiten an die Polygone a
und ¢ an, die im Kriifteplane bereits durch Punkte vertreten sind.
Unter ad sei der Stab verstanden, der den Polygonen @ und d
gemeinsam ist, also der erste Stab des Untergurts. In derselben
Weise konnen auch alle andern Stabe durch Angabe der inihnen an-
einander grenzenden Polygone angegeben werden. Wir brauchen
jetzt nur die Linien ad und ¢d im Krifteplane von den bekannten
Punkten a und ¢ aus parallel zu den gleichbezeichneten Stiben
der Binderfigur zu ziehen; der Schnittpunkt liefert den Punkt d.

Dann folgt Punkt e. Das Dreieck e in der Binderfigur
grenzt an ¢ und d an; wir ziehen also von den bereits bekannten
Punkten ¢ und d im Kréfteplane Parallelen zu den Richtungen
der Stiibe ce und de. Der Schnitt gibt den Punkt e. Ebenso grenzt
nachher f an ¢ und e an und Punkt f wird daher von @ und e aus
mit Hilfe der Parallelen zu den Stiben af und ef gefunden. In
dieser Weise fahrt man fort bis zum rechten Ende des Binders
hin, also bis zur Konstruktion des Punktes ¢ im Kriifteplane.
Man muB nur nach Uberschreitung des Knotenpunktes, an dem
die Last P angebracht ist, beachten, daB die Dreiecke %, m usf.
nicht mehr an a, sondern an b angrenzen. Die Punkte &, m, o, ¢
liegen daher auf der durch b gezogenen Horizontalen.

Eine besondere Bemerkung ist nur noch hinsichtlich des
letzten Punktes ¢ zu machen. Das Dreieck ¢ in der Binder-
figur grenzt namlich an die Polygone b, ¢ und p an, die alle drei
schon durch Punkte im Krifteplane vertreten sind. Hiernach
miissen sich die drei durch diese Punkte zu den Stidben bgq, cq
und pq gezogenen Parallelen in demselben Punkte ¢ schneiden.
Zieht man also die Linie pg parallel zum Stabe pg, und sucht
deren Schnitt ¢ mit der durch b gelegten Horizontalen auf, so
mufl die Verbindungslinie ¢g von selbst parallel zum Stabe cq
gehen. Hiermit erhdlt man eine sehr willkommene Probe fiir
die Richtigkeit und Genauigkeit der Zeichnung. Hitte man z. B.
die Auflagerkrifte nicht richtig gewihlt, wiirde also Punkt ¢ auf
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der Geraden ab nicht an der richtigen Stelle sitzen, so kénnte
man die ganze Figur zunichst genau so wie vorher konstruieren;
die Verbindungslinie c¢g wiirde aber dann nicht parallel zum
Stabe cg laufen und wir wiirden dadurch auf den begangenen
Fehler aufmerksam gemacht,

Auch in Abb. 12? sind, wie schon in Abb. 11, die zuerst
zu ziehenden Linien stark ausgezogen, die folgenden schwiicher,
dann gestrichelt, mit Strichpunkten usf. Dem Anfinger soll
hierdurch der Uberblick iiber die Entstehungsart der Figur er-
leichtert werden.

Nachdem die reziproke Figur konstruiert ist, iiberzeuge
man sich davon, daB sie in der Tat als der Kriifteplan des Binders
aufgefallt werden kann. Zu diesem Zwecke greife man irgend-
einen Knotenpunkt des Binders heraus und suche das ihm zu-
gehorige Krafteck im Krifteplane auf. In jenem Punkte z. B.,
an dem die Last P angreift, stoBen die Polygone a, &, ¢, k, b in
der Binderfigur zusammen; wir konnen ihn geradezu als den
Knotenpunkt akikb bezeichnen. Ihm entspricht im Krifteplane
das gleich bezeichnete Krafteck akikb und in derselben Weise
kann zu jedem Knotenpunkte das zugehérige Krafteck angegeben
werden. — Wir haben ferner noch die Vorzeichen der Stab-
spannungen festzustellen. Am einfachsten geschieht dies fiir jene
Stibe, die von einem Knotenpunkte ausgehen, an dem zugleich
eine duBere Kraft angreift, weil deren Pfeil von vornherein be-
kannt ist. Im Kraftecke akikbd stellt die Seite ab die Last P mit
dem Pfeile nach abwirts dar. Daraus folgt z. B. der Pfeil von bk,
sofern er auf den Knotenpunkt akikb bezogen wird, nach rechts
hin usf. Trigt man diese Pfeile an dem Knotenpunkte in der
Binderfigur ab, so iiberzeugt man sich, daB alle vier von diesem
Knotenpunkte ausgehenden Stabe gezogen sind. Um die Pfeile
der Stabspannungen fiir einen Knotenpunkt, an dem keine
duBere Kraft angreift, ermitteln zu konnen, muB man von einem
Stabe das Vorzeichen der Stabspannung bereits kennen. So
wirken z. B. am Knotenpunkte bklm vier Stabspannungen, die
im Krifteplane das Krafteck bkIm bilden. Aus der vorhergehen-
den Betrachtung wissen wir bereits, daf Stab bk gezogen ist.
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Fir den jetzt betrachteten Knotenpunkt geht also der Pfeil von
bk nach links; hieraus folgt der Pfeil von dm nach rechts, von
ml nach rechts oben und von !k nach rechts unten. Die Stibe
bm und ml sind daher gezogen und Ik ist gedriickt. DaB in dem
Vierecke bklm drei Punkte und zwei Seiten auf eine Gerade fallen,
rithrt nur von dem zufilligen Umstande her, daB der Untergurt
des Binders geradlinig angenommen war. Darum hort aber
dieses Krafteck (ebenso wie die iibrigen, bei denen dasselbe zu-
trifft) nicht auf, als Viereck zu gelten.

Es kann dem Anfiinger nicht eindringlich genug empfohlen
werden, der Reihe nach simtliche Kraftecke im Kriifteplane auf-
zusuchen und die Vorzeichen aller Stabspannungen festzustellen.
Die gedriickten Stiibe sind in der Binderfigur wieder durch bei-
gesetzte Schattenstriche gekennzeichnet.

§ 6. Die Aufeinanderfolge der Pfeile an einer Ecke des
reziproken Krifteplanes.

Die fritheren Betrachtungen lehren wohl, dafi ein Krifte-
plan, in dem jede Stabspannung nur einmal als Seite auftritt, eine
zur Binderfigur reziproke Figur bilden mufBl. Ob aber eine rezi-
proke Figur, die wir zur Binderfigur auf i
Grund rein geometrischer Uberlegungen kon-
struiert haben, auch umgekehrt einen Kriifte-
plan bildet, geht daraus noch nicht deutlich
genug hervor. Man kiénnte sich zwar, um
diesen Zweifel zu heben, damit begniigen,
nach Aufzeichnung der Figur nachtriglich
jedes Krafteck in ihr aufzusuchen und sich
davon zu iiberzeugen, daB in ihm nicht nur die richtigen Seiten vor-
kommen (woran auf Grund der fritheren Uberlegungen kein Zweifel
moglich ist), sondern daB auch die Pfeile der Stabspannungen
in ihm richtig aufeinanderfolgen. Wiinschenswert bleibt aber
immerhin eine allgemein giiltige Entscheidung der Frage, die uns
der Sorge iiberhebt, in jedem Einzelfalle von neuem zu priifen,
ob die richtige Aufeinanderfolge der Pfeile gewahrt ist.

Dies lehrt die folgende Uberlegung. Man betrachte zu-
nichst irgendeine Ecke a des Krifteplanes (Abb. 13), von der

Abb. 13.
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nur drei Stabspannungen ausgehen mogen. Wihrend der Kon-
struktion des Kriifteplanes erhdlt man diesen Punkt zuerst als
Schnitt von zwei Stabspannungen, die in Abb. 13 mit 1 und 2
bezeichnet seien. In dem zugehorigen Kraftecke miissen die
Pfeile von 1 und 2 aufeinanderfolgen; der eine Pfeil muB also
auf die Ecke zu, der andere von ihr ab gerichtet sein. In der
Abbildung sind diese Pfeile auf die Linien 1 und 2 selbst ein-
getragen, und zwar ist jene Stabspannung, deren Pfeil auf die
Ecke zu gerichtet ist, mit 1, die andere mit 2 bezeichnet. Offen-
bar steht es uns ndmlich frei, diese Bezeichnungen so zu ver-
teilen, wie es uns beliebt, ohne dadurch die Allgemeingiiltigkeit
der Betrachtung einzuschrinken. Spiterhin kommt dann die
Stabspannung 3 hinzu, Wihrend wir sie ziehen, sind wir im Be-
griffe, ein Krafteck zu zeichnen, in dem auBer 8 noch eine der
beiden andern Stabspannungen — sagen wir 2 — vorkommt.
In diesem zweiten Kraftecke, das zu dem andern der durch den
Stab 2 in der Binderfigur verbundenen Knotenpunkte gehort,
hat aber die Stabspannung 2 den entgegengesetzten Pfeil wie
vorher; dieser zweite Pfeil ist neben der Linie 2 in die Abbildung
eingetragen. Der Pfeil von 3 im zweiten Kraftecke folgt dann
aus der Bedingung, daB er in diesem auf den Pfeil von 2 folgen
muB. Er ist vom Knotenpunkte ab gerichtet und so auf die
Linie 3 selbst eingetragen. Bei der weiteren Konstruktion des
Krifteplanes kommt man aber noch zu einem dritten Kraftecke,
in dem die Spannungen 1 und 3 an der betrachteten Ecke auf-
einanderfolgen. Die Frage, um deren Entscheidung es sich
handelt, besteht nun darin, ob auch in diesem dritten Kraft-
ecke die Pfeile von 1 und 3, die durch die vorhergehenden Uber-
legungen bereits festgelegt sind, unter allen Umstdnden richtig
aufeinanderfolgen. Man sieht bereits, daBl die Frage zu bejahen
ist. Im dritten Kraftecke sind namlich an Stelle der auf die
Linien selbst eingetragenen die daneben angegebenen umge-
kehrten Pfeilrichtungen zu nehmen und diese folgen in der Tat
richtig aufeinander.

Dies bleibt auch noch giiltig, wenn beliebig viele Stab-
spannungen in derselben Ecke @ des Kriifteplanes zusammentreffen.
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Es wird geniigen, wenn ich es fiir 4 Stabspannungen nachweise,
da die Betrachtung in andern Fillen ebenso durchgefithrt werden
kann. Die Spannungen, durch deren Schnitt die Ecke zuerst ge-
funden wird, seien wieder mit 1, 2, die bei der weiteren Konstruk-
tion zuniichst hinzutretende mit 3 und die letzte mit 4 bezeichnet.
Dabei sollen die Bezeichnungen iiberdies noch so verteilt sein, daB
2 mit 3 zum zweiten Kraftecke und — wie dies dann nicht anders
sein kann — 3 mit 4 zum dritten und 1 mit 4 zum letzten Kraft-
ecke gehdren. Angenommen, der Pfeil von 1 gehe im Kraftecke 1,
2 (wie es der Kiirze halber genannt werden kann) auf die Ecke a
zu; der von 2 ist dann von a ab gerichtet. Im Kraftecke 2, 3
hat dann 2 den entgegengesetzten Pfeil, der in Abb. 14 wieder
neben die Linie eingetragen ist. Uberhaupt sollen die auf die
Linien selbst eingetragenen Pfeile immer
jene sein, die beim ersten Auftreten
dieser Linien giiltig sind, wihrend sie
beim zweiten Auftreten entgegengesetzt
sind und mit dieser Richtung daneben
eingetragen wurden. Man sieht jetzt,
daBl der auf Linie 3 einzutragende Pfeil
von a ab gerichtet ist. Da sich der
Pfeil von 3 beim zweiten Auftreten
wieder umkehrt, ist auch der auf 4 Abb. 14,

selbst einzutragende Pfeil von @ ab

gerichtet. Beim letzten Kraftecke sind sowohl von 4 als von 1 die
daneben gezeichneten Pfeile zu nehmen und diese folgen wieder
richtig aufeinander, wie wir es verlangen miissen. Wiiren noch
mehr Stabspannungen von @ ausgegangen, so wiren alle auf die
Linien selbst einzutragenden Pfeile von a ab gerichtet anzunehmen
gewesen, mit Ausnahme von 1. Dies hiitte in jedem Falle zuletzt
auch zur richtigen Aufeinanderfolge von 1 und der letzten Stab-
spannung fithren miissen. — Wenn der erste Pfeil von 1 etwa
entgegengesetzt dem hier angenommenen gewesen sein sollte, so
hitte man nur auch alle iibrigen umzukehren, ohne daB dadurch
am SchluBresultate etwas gelindert wiirde.

Auch auf den Fall, daf an der Ecke a auller Stabspannungen
noch zwei duBere Kriifte zusammenstoBen, 1a8t sich die vorige
Uberlegung ohne weiteres iibertragen. Man muB nur beachten,
daB die Pfeile der beiden #uBeren Krifte ebenfalls aufeinander-
folgen miissen, da der Punkt a zugleich zum Kraftecke der
duBeren Krifte gehort. Eine der duBeren Krifte ist daher aunf

den Punkt a zu, die andere von ihm ab gerichtet. Betrachtet
Foppl: Graphische Statik. 8. Aufl, 3
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man nun die Stabspannung 1, die zuerst von a aus wihrend der
Konstruktion des Krifteplanes gezogen wird, so bestimmt sich
deren Pfeil aus jenem der duBeren Kraft, die mit ihr zum selben
Kraftecke gehort. Beim néchsten Kraftecke, in dem 1 vorkommt,
ist deren Pfeil umzukehren, usf. Man findet dann auch im letzten
Kraftecke die richtige Aufeinanderfolge der Pfeile an der Ecke a.

Aus dieser Untersuchung folgt, daB in
der Tat in der zur Bindergestalt konstru-
ierten reziproken Figur — falls nur die du-
Beren Krifte vorher richtig aufgetragen
waren — alle Pfeile vorschriftsméaBig auf-
einanderfolgen miissen. Die reziproke Figur ist daher
der gesuchte Krifteplan.

Anmerkung. SchlieBlich mache ich noch darauf aufmerksam,
daB freilich nicht jedem Polygone, das man aus beliebig heraus-
gegriffenen zusammenhiingenden Stéiben 'in der Binderfigur bilden
kann, eine Ecke im reziproken Kriifteplane entspricht. Betrachtet
man z B. das aus den Dreiecken d und e in Abb. 12 zusammen-
gesetzte Viereck, so entspricht diesem keine Ecke im Kriifteplane.
Die Aufgabe, den Kriifteplan als reziproke Figur zu konstruieren,
setzt vielmehr voraus, daB man bereits eine Zerlegung der Binder-
figur in solche Polygone kennt, deren Seiten nur aus Stiiben oder
Richtungslinien von #ufleren Kriften gebildet werden, derart, daB
in jeder dieser Seiten zwei der Polygone aneinandergrenzen. KEine
solche Zerlegung zu finden, kann unter Umstinden recht schwierig
sein. Bei den einfach gegliederten Bindern, um die es sich in
diesem Abschnitte handelt, ist diese Zerlegung aber von selbst gegeben.

§ 7. Zusammensetzen von Kriften in der Ebene.

Wenn hier und in der Folge von der Zusammensetzung von
Kriaften die Rede ist, die nicht alle an demselben Punkte an-
greifen, so ist in Gedanken iiberall die Voraussetzung hinzu-
zufiigen, daB die Angriffspunkte alle auf demselben starren
Korper oder auch auf einer Verbindung von Kérpern enthalten
sein sollen, die von unverinderlicher Gestalt ist und die daher
als ein einziger starrer Koérper aufgefalit werden kann. Sehr
hidufig werde ich von dem starren Korper, an dem die Krifte
angreifen, nicht einmal den Umri hinzeichnen, da seine Ge-
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stalt fiir das, was gerade auseinandergesetzt werden soll, gleich-
giltig ist. Man darf aber darum niemals auBer acht lassen, daB
ein solcher Korper hinzugedacht werden muB, da Krifte, die
an verschiedenen starren Korpern angreifen, iiberhaupt nicht
zusammengesetzt werden kénnen.

Wenn die Richtungslinien gegebener Kriifte in einer Ebene
liegen, aber nicht parallel zueinander sind, fiihrt das dureh
Abb. 15* und 15" erliuterte Verfahren am schnellsten zu ihrer
Vereinigung. Man suche zuerst den Schnittpunkt 4 der Rich-
tungslinien von P, und P, in Abb. 15* auf, verlege diese beiden

Y3

)

£ % P2

Abb, 15a, Abb, 15b.

Krifte nach A als Angriffspunkt und ersetze sie durch ihre geo-
metrische Summe &,, die in Abb. 15" mit Hilfe eines Krifte-
dreieckes konstruiert werden kann. Dann suche man im Lage-
plan, also in Abb. 15%, den Schnittpunkt B von &, mit B, auf
und setze an diesem &, mit P, auf dieselbe Weise zur Resultieren-
den R zusammen. In der Abbildung waren nur drei gegegebene
Krifte angenommen; man sieht aber sofort ein, daBl bei einer
groferen Zahl dasselbe Verfahren fortgesetzt werden kann, bis
schlieBlich alle Krifte durch eine einzige Resultierende R
ersetzt sind.

Natiirlich hiitte man die Reihenfolge in der Zusammensetzung
auch indern, also z. B. mit der Zusammensetzung von P, und P,
beginnen kinnen. Auf das SchluBresultat kann dies aber keinen
EinfluB haben. Dies folgt daraus, daB eine auf diesem Wege ge-
fundene Resultierende die gegebenen Kriifte (sofern von der Ver-
teilung der inneren Kriifte im starren Korper abgesehen = wird),
vollstindig ersetzt. Eine einzelne Kraft R kann aber niemals
durch eine von ihr verschiedene vollstiindig ersetzt werden. Gelangt
man also auf zwei verschiedenen Wegen zu Resultierenden ge-

3‘
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gebener Kriifte, so miissen beide in jeder Hinsicht, d. h. nach
Richtung, GréBe und Lage miteinander iibereinstimmen.

Sind die Krafte parallel zueinander, so fiigt man zwei
neue, T und T' = — T hinzu, die sich gegenseitig aufheben, die
sonst aber beliebig in passender Weise gewihlt werden kénnen,
vereinigt T mit P, zu &,, dies mit P, zu S, usf. und setzt das
letzte © mit T’ zur Resultierenden N zusammen. Im I. Bande
war dies schon beschrieben und im néchsten Abschnitte werde
ich darauf nochmals ausfiihrlicher zuriickkommen.

Im allgemeinen kann man, wie aus diesen Betrachtungen
hervorgeht, Krifte in der Ebene stets durch eine einzige Kraft %t
ersetzen. Nur der eine Ausnahmefall kommt in Betracht,
daB man zuletzt auf zwei Krifte gefiihrt wird, die gleich groB,
parallel, aber entgegengesetzt gerichtet sind. Im ersten Bande
setzte ich schon auseinander, daB man ein solches ,,Kriftepaar®
auch als gleichwertig mit einer unendlich kleinen Kraft ansehen
kann, deren Richtungslinie die unendlich ferne Gerade der Ebene
ist. Macht man von dieser Ausdrucksweise Gebrauch, so kann
man sagen, dal sich Kriifte in der Ebene immer durch eine ein-
zige Resultierende ersetzen lassen.

§ 8. Zerlegen von Kriften in der Ebene.

Eine gegebene Kraft B soll jn drei andere zerlegt werden,
deren Richtungslinien sonst beliebig vorgeschrieben sind, so
jedoch, daB sie mit der Richtungslinie von B in derselben Ebene
liegen und sich nicht in einem Punkte schneiden. Diese Auf-
gabe 1aBt immer eine eindeutige Losung zu. Dabei kann man,
wie bei allen Zerlegungsaufgaben, auch verlangen, daf die drei
gesuchten Krifte mit 9P im Gleichgewichte stehen, ohne dadurch
in der Losung eine weitere Anderung als die Umkehrung der
Pfeile der gesuchten Krifte herbeizufiihren.

Die Aufgabe ist ganz dhnlich der in § 2 behandelten, eine
gegebene Kraft nach drei nicht in derselben Ebene liegenden,
aber durch den gleichen Angriffspunkt gehenden Richtungs-
linien zu zerlegen. Auch hier kennt man verschiedene Wege,
die zum Ziele fithren und der eine, der von C ulm a nn ange-
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geben ist, stimmt im wesentlichen mit dem schon damals be-
schriebenen Culmannschen Verfahren iiberein. In Abb. 16*
seien 1, 2, 3 die Richtungslinien, nach denen die gegebene Kraft
B zerlegt werden soll. Man teile die vier Kriifte in zwei Gruppen
ein, so daB zur einen Gruppe etwa P und 1, zur andern die Krifte
2 und 3 gehoren. Sollen die Krifte 1, 2, 3 mit P im Gleich-
gewichte sein, so muB die Resultierende aus 9 und 1 mit der Re-
sultierenden aus 2 und 3 in dieselbe Grade fallen. Diese Gerade
kann nur die Verbindungslinie der Schnittpunkte von P mit 1
und von 2 mit 3 sein. Sie ist in die Abbildung gestrichelt einge-
tragen. Nachdem man

die Richtungslinie der -
Resultierenden aus
.

und 1 kennt, kann man
fiir diese drei Krifte in
Abb. 16 ein Kriifte-
dreieck zeichnen. Da-
ran laBt sich sofort ein
zweites anreihen, das
der Zusammensetzung von 2 und 3 zu ihrer Resultierenden
entspricht, wie es in der Abbildung geschehen ist. Die Pfeile
der Krifte 1, 2, 3 trigt man nachtriglich so ein, daB sie unter
sich aufeinanderfolgen, dem Pfeile von ¥ aber entgegengesetzt
sind, falls die 1, 2, 3 die Kraft §§ ersetzen sollen. Sollen sie
mit P Gleichgewicht halten, so sind die drei Pfeile um-
zukehren. — Die beiden Zeichnungen in Abb. 16* und 16® kénnen
iibrigens in dem friiher besprochenen Sinne als reziproke Figuren
aufgefallt werden.

Obschon das Verfahren einfach genug ist, zieht man ihm
doch gewdhnlich ein anderes vor, das von Aug. Ritter herriihrt
und das als die Momenten-Methode oder als die Rit-
tersche Methode bezeichnet zu werden pflegt. Man geht
dabei von der Erwigung aus, dal die Summe der statischen
Momente aller Krifte, wenn diese Gleichgewicht miteinander
halten sollen, fiir jeden Momentenpunkt zu Null werden muB.
Unm hiernach die Kraft 1 in der durch Abb. 16* gestellten Auf-

Abb. 16a. Abb, 16Db,
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gabe zu ermitteln, lege man den Momentenpunkt auf den Schnitt-
‘punkt der Richtungslinien von 2 und 3. In der Momentenglei-
chung kommen dann nur die Momente von $§ und 1 vor. Man
erkennt zuniichst, daf der Pfeil von 1 nach links gehen mufl und
findet die GroBe von 1 durch Ziehen der Hebelarme (rechtwinklig
zu 1 und ‘P) und Gleichsetzen der Momente. Die GréBe von 2 oder
3 findet man auf dieselbe Art unter Verlegung des Momenten-
punktes nach dem Schnittpunkte von 1 und 3 oder von 1 und 2.
Man pflegt daher bei der Anwendung des Verfahrens den Schnitt-
punkt von zwei der gegebenen Richtungslinien auch geradezu
als den zur dritten der gesuchten Krifte gehorigen Momenten-
punkt zu bezeichnen.

DaB dieRichtungslinien1,2, 3 nicht durch
einen Punkt gehen ditrfen, wenn die Lésung
der Aufgabe moglich sein soll, war schon vorher
bemerkt. Gehen sie nicht genau, sondern nur nahezu durch einen
Punkt, schneiden also die drei Richtungslinien etwa ein unend-
lich kleines Dreieck in der Ebene ab, so werden die Krifte 1, 2, 3
unendlich groB, denn der Hebelarm einer jeden wird fiir den zu-
gehdrigen Momentenpunkt unendlich klein, wihrend das Moment
von B endlich ist. Auch parallel zu einander
dirfen diedrei Richtungslinien nicht sein,
weil sie sonst niemals eine Resultierende von beliebiger Richtung
liefern kénnten. Dieger Fall ist indessen im vorigen schon mit
enthalten, da auch parallele Linien durch denselben Punkt, namlich
durch den ihnen gemeinsamen unendlich fernen Punkt gehen.

Zwei der Richtungslinien diirfen indessen parallel zueinander
sein. Die Momentmethode bleibt in diesem Falle allerdings zur
Bestimmung der in der dritten Richtungslinie gehenden Kraft nicht
mehr verwendbar, weil der ihr zugehorige Momentenpunkt im Un-
endlichen liegt. Man hilft sich aber leicht, indem man entweder
auf die Culmannsche Methode zuriickgreift oder indem man den
Komponentensatz an die Stelle des Momentensatzes treten liBt.
Nach dem Komponentensatze muB nimlich die algebraische Summe
der Projektionen auf jede Gerade, also auch auf eine senkrecht zu
den beiden parallelen Richtungslinien gezogene, gleich Null sein. Da
in der Komponentengleichung im vorliegenden Falle nur zwei Glieder
auftreten, erhilt man daraus sofort die Grofe der gesuchten Kraft.
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§ 9. Anwendung der Ritterschen Methode auf die
Berechnung von Fachwerktréigern.

Die Rittersche Methode wird sehr haufig zur Berechnung
der Stabspannungen in Dachbindern oder Briickentrigern be-
niitzt. Durch einen solchen Binder kann man nimlich gewdhnlich
einen Schnitt in ungefihr senkrechter Richtung legen, der nur
drei Stabe trifft, deren Richtungslinien nicht durch einen Punkt
gehen. Denkt man sich dann die rechte Hilite des Binders ent-
fernt, so muB die linke Hilfte immer noch im Gleichgewichte
bleiben, wenn man an den Stiimpfen der durch den Schnitt ge-
troffenen Stibe Krifte anbringt, die nach GroBe und Richtungs-
sinn mit den vorher in den Stében iibertragenen Stabspannungen
iibereinstimmen. Von diesen Kriften kennt man die Richtungs-
linien und die Lésung der vorher besprochenen Aufgabe fiihrt
daher zur Kenntnis der Stabspannungen.

Die Rittersche Methode tritt demnach in Wetthewerb mit
dem friiher fiir die Ermittelung der Stabspannungen angegebenen
Verfahren, einen Kréfteplan zu zeichnen. Dieses Verfahren
bleibt freilich immer im Vorteile, sobald man alle Stabspannungen
ermitteln soll, die zu einer gegebenen Belastung gehoren. Wiinscht
man aber aus irgendeinem Grunde nur eine einzige Stabspan-
nung zu kennen, wihrend die Spannungen der iibrigen Stibe
gleichgiltig sind, so kommt man mit der Ritterschen Methode
schneller zum Ziele.

AuBerdem hat die Rittersche Methode auch noch den Vor-
zug, daf sie in manchen Fillen ohne jede Schwierigkeit zur
Losung fithrt, bei denen der Krifteplan nach den bisher dafiir
gegebenen Anleitungen nicht mehr konstruiert werden kann.
Ein einfaches Beispiel dafiir bildet der sog. zusammenge -
setzte Polongeau- oder Wiegmann-Binder,
der in Abb. 17* dargestellt ist. Aus dem einfachen Binder in
Abb. 9 (Seite 17) geht er dadurch hervor, daB jeder Stab des
Obergurtes, sowie die Stibe 2, 5 und die ihnen auf der andern
Seite von Abb. 9 entsprechenden durch einen in der Mitte liegen-
den Knotenpunkt in zwei Hilften zerlegt werden, worauf die
neu hinzugekommenen Knotenpunkte durch Einfigen wvon
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Staben unter Einhaltung des Dreiecksverbandes gegen die iibri-
gen abgestiitzt werden. Die Absicht bei der Konstruktion des
»,zusammengesetzten Binders in Abb. 17 geht darauf hinaus,
eine gréBere Zahl von Stiitzpunkten am Binder fiir die Auflage-

Abb. 17a und 17b,

rung der Dachhaut zu gewinnen. Bei groBen Spannweiten
wiirden die Dachsparren bei der Anordnung in Abb. 9 auf eine
zu groBe Linge frei zu tragen haben, wihrend in Abb. 17 diese
Liange — nédmlich der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Knotenpunkten des Obergurts — auf die Hilfte herabgesetzt ist.
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Der Binder in Abb. 17 bildet keinen einfachen Fachwerk-
triger mehr. Er kann ndmlich nicht auf die frither angegebene
Art durch Aneinanderfiigen von Dreiecken erhalten werden,
nidmlich nicht so, daB jedes folgende Dreieck mit einer Seite
an das vorhergehende angeschlossen wird. Auf den ersten
Blick erkennt man den Unterschied vielleicht nicht; man be-
denke aber, daB sich das mit ¢ bezeichnete Polygon gleich-
zeitig an die b eid e n vorhergehenden Dreiecke n und p mit
einer Seite anschlieft was der friither gegebenen Vorschrift
widerspricht. In der Tat ist daher ¢ auch gar nicht als Dreieck
in dem hier in Frage kommenden Sinne aufzufassen, sondern
als Fiinfeck von dem nur zweimal zwei Seiten zufillig in je eine
Gerade fallen. ,

Zu dhnlichen Schlissen gelangt man auch, wenn man von
dem fertig vorliegenden Binder die einzelnen Dreiecke wieder
abzubauen sucht, so daB man jedes Dreieck lings einer Seite
abbricht, in der es mit dem Reste zusammenhingt. Die Drei-
ecke k, I, m auf der linken Seite und die ihnen entsprechenden
w, v, % auf der rechten Seite kann man in dieser Weise nach-
einander abbrechen. Dann gelangt man aber auf ein Gebilde,
das in der gleichen Weise nicht weiter zerlegt werden kann
und das man als die Grundfigur des Fachwerks bezeichnet.
In einem spiteren Abschnitte wird auf diese Dinge ausfiihr-
licher eingegangen werden. Hier geniigt es, wenn im iibrigen
nur darauf hingewiesen wird, daf die geometrische Gestalt
des Binders jedenfalls immer noch unverinderlich ist, solange
die Stablingen sich nicht éndern.

In Abb. 17° ist der reziproke Krifteplan fiir den Binder
gezeichnet. Er kann zunéchst genau so begonnen werden, wie
es frither auseinandergesetzt war. Dadurch erhilt man die
mit starken Strichen ausgezogenen Linien. Sowie man so weit
gekommen ist, versagt aber das friiher angegebene Verfahren.
Das Polygon =, auf das man in der Binderfigur stéBt, sobald
die Polygone k, I, m erledigt sind, grenzt nur an eines der
bereits im Krifteplane vertretenen, nimlich an m an. Man
wei daher nur, daB der Punkt n im Krifteplane auf der
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durch m zum Stabe mn gezogenen Parallelen enthalten
sein mub.

Auch rein mechanisch betrachtet, ist die Schwierigkeit,
auf die man hier stoBt, leicht verstindlich. Sobald man nim-
lich alle Stabspannungen bis auf jene, die zur Grundfigur des
Binders gehéren, ermittelt hat, vermag man keinen Knoten-
punkt mehr anzugeben, an dem nur noch zwei der GréBe nach
unbekannte Krifte angreifen. In der Grundfigur gehen nim-
lich, wie man leicht erkennt, von jedem Knotenpunkte min-
destens drei zur Grundfigur gehorige Stébe aus.

Fiir die Rittersche Methode besteht eine solche Schwierig-
keit im vorliegenden Falle aber keineswegs. Man vermag nim-
lich in Abb. 17* den Schnitt ee zu legen, der durch die Grund-
figur geht und nur drei Stébe trifft, die sich nicht in demselben
Punkte schneiden. Die Spannung des untersten Stabes ag z. B.
kann daher leicht mit Hilfe einer Momentengleichung ermittelt
werden. Der zu diesem Stabe gehérige Momentenpunkt ist der
Scheitelknotenpunkt des Binders. Auch die Spannungen der
ibrigen Stéibe konnen hierauf nach der Ritterschen Methode
ohne Schwierigkeit berechnet werden.

Anstatt dessen kann man auch nach Berechnung der Stab-
spannung ag mit dem Zeichnen des Krifteplanes fortfahren.
Man trage zu diesem Zwecke die Spannung ag im MaBstabe
von a aus ab, wodurch man in Abb. 17" zum Punkte ¢ gelangt.
Nachdem dieser Punkt bekannt ist, erhdlt man auf gewshnliche
Art Punkt n als Schnitt der zum Stabe gn gezogenen Parallelen
gn mit der schon von frither her bekannten Parallelen mn.
Ebenso findet man o und p. Beim Polygone p ist aber zu be-
achten, daf dieses an die drei schon im Krifteplane vertretenen
Polygone o, e und ¢ anstoBt. Die zu den drei AnschluBseiten
von den Punkten o, e, ¢ des Krifteplanes gezogenen Parallelen
miissen sich daher von selbst in dem gleichen Punkte p treffen.
Dies dient zur Priifung nicht nur fiir die Genauigkeit der Zeich-
nung, sondern auch fiir die Richtigkeit der Berechnung der Stab-
spannung ag nach der Ritterschen Methode. — Nachdem der
Krifteplan bis zum Punkte p konstruiert ist, kann er in derselben
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Weise auch fiir die rechtsseitige Binderhalfte weitergezeichnet
werden. Die zugehorigen Linien sind in Abb. 17 gestrichelt
ausgezogen. Da der Binder symmetrisch gestaltet und symme-
trisch belastet sein sollte, wird auch der Krifteplan symme-
trisch; die vom Punkte a aus gezogene Horizontale bildet die
Bymmetrieachse.

Freilich kann man die Schwierigkeit, auf die man bei der
Konstruktion des Krifteplanes stof8t, sobald man an der Grund-
figur angelangt ist, auch auf rein geometrischem Wege, ohne
Zuhilfenahme der Momentenmethode, iiberwinden. Diesem
Zwecke dienen die ebenfalls in Abb. 17" eingetragenen punktiert
ausgezogenen Linien. Man bedenke namlich, daf in dem Kraft-
ecke nopg, das zu dem gleichnamigen Knotenpunkte des Binders
gehort, zwei Seiten, nimlich ng und pg, wie aus der Binderfigur
hervorgeht, gleich gerichtet sein miissen. Da sie ferner auch
von demselben Punkte ¢ ausgehen, miissen sie demnach auf
dieselbe Gerade fallen. Das gesuchte Krafteck besteht also aus
einem Dreiecke nop und einem auf der Dreieckseite np oder ihrer
Verlingerung liegenden Punkte g. Das Dreieck nop muB aber
sechs geometrischen Bedingungen entsprechen, auf Grund deren
es gefunden werden kann. Die drei Ecken miissen nédmlich auf
den durch die bereits bekannten Punkte m, d, e zu den Stiben
mn, do, ep gezogenen Parallelen liegen und die Seiten miissen
zu den Stabrichtungen no, op und ng oder pg parallel laufen.

Um das diesen Bedingungen geniigende Dreieck nop zu
finden, kann man sich entweder auf den schon in § 2 besproche-
nen geometrischen Satz iiber verinderliche Vielecke stiitzen,
der hier in ganz #hnlicher Weise benutzt werden kann, wie es
damals geschehen war, oder man kann auch ohne Berufung auf
diesen Satz durch eine besondere Uberlegung leicht zur Losung
der Aufgabe gelangen. Wir ziehen némlich die Linie »’ o’ in der
vorgeschriebenen Richtung no, sonst aber beliebig und von =’
und o’ aus Parallelen zu den Richtungen op und ng oder pg.
Dadurch erhalten wir das durch punktierte Linien angegebene
Dreieck n' o’ p’. Dieses erfiillt fiinf der angegebenen Bedingungen,
die sechste aber nicht, da p' nicht auf der von e zum Stabe ep
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gezogenen Parallelen enthalten ist. Man kann sich unendlich
viele Dreiecke n’ o'p’ konstruiert denken und unter ihnen mufl
auch das gesuchte Dreieck nop enthalten sein. Nach dem in
Erinnerung gebrachten Satze liegen alle Punkte p’ dieser Drei-
ecke auf einer Geraden. Dies folgt indessen auch aus der Be-
merkung, daB offenbar alle diese Dreiecke @hnlich sind und &hn-
lich zueinander liegen. Fiir sie bildet der Schnittpunkt der Linien
mn und do das Ahnlichkeitszentrum und auf einer von diesem
Punkt ausgehenden Geraden miissen daher auch alle Eckpunkte
p' enthalten sein. Man erhilt diese Gerade als Verbindungs-
linie des Ahnlichkeitszentrums mit dem Eckpunkte p’ des zuerst
gezeichneten Dreiecks. Der Punkt p des gesuchten Dreieckes
wird nun ohne weiteres als Schnittpunkt der gezogenen Ver-
bindungslinie mit der bereits bekannten Richtungslinie ep ge-
funden. Von da aus erhilt man sofort auch die Punkte n und o,
sowie in der Verlingerung von np den Punkt ¢. Hiermit sind
wir zu demselben Resultate gelangt, das vorher unter Zuhilfe-
nahme der Ritterschen Methode abgeleitet worden war.

SchlieBlich muB noch einer wichtigen Verwendung der Ritter-
schen Methode gedacht werden. Bisher war niimlich immer nur
von der Ermittelung der Stabspannungen die Rede, die zu einem
bestimmten, gegebenen Lastsysteme gehiren. Bei der Berechnung
von Dachbindern kommt man damit freilich gewdhnlich aus, indem
man auBer auf gleichférmig verteilte senkrechte Lasten nur noch
auf die Belastung durch Winddruck zu achten braucht. Diese
erfordert zwar die Konstruktion weiterer Kriiftepline, die aber
genau so wie in den vorhergehenden Fillen erfolgen kann. Anders
ist es aber bei Briickentriigern. Die Lasten konnen hier auf sehr
verschiedene Arten verteilt sein und man steht dann vor der Frage,
bei welcher Lastverteilung die gréfte Spannung in einem bestimmten
Stabe hervorgerufen wird. In diesem Falle braucht man sich in
der Tat jeweilig nur um eine einzige Stabspannung zu kiimmern,
withrend die iibrigen einstweilen gleichgiiltig sind. Das Rittersche
Verfahren ist dann allein praktisch brauchbar. Man verfihrt so,
daB man zunichst nur eine Belastung des Trigers durch eine
Einzellast ins Auge faBt. Nach dem Ritterschen Verfahren liBit
sich schnell entscheiden, bei welchen Stellungen dieser Last Zug-
oder Druckspannungen in dem betrachteten Stabe hervorgerufen
werden. Dann weiB man, welche Stellen des Triigers moglichst
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viel oder mdglichst wenig belastet werden miissen, um die grifte
Zug- oder Druckspannung in dem Stabe hervorzubringen.

Aufgaben.

1. Aufgabe. Vier gleich lange Stangen sind an den Enden
gelenkformig miteinander verbunden; aupferdem ist ein Diagonal-
stab d eingeschallet (vgl. Abb. 18%). Man soll die Spannung in d
ermitieln, wenn das Viereck lings der andern Diagonalen mit einer
Kraft P zusammengedriickt wird. In welcher Bezichung steht das
Verhilinis der Krifte P und Sy zu den Ldngen der Diagonalen
im Rhombus?

Lisung. Abb. 18" gibt den Kriifteplan an, der zu der an-
genommenen Belastung der Stangenverbindung gehért. Er konnte
leicht als reziproker Kriifteplan eingerichtet werden. Man erkennt,

Abb. 18a. Abb, 18b.

daB im vorliegenden Falle der Kriifteplan zugleich der Figur der
Stangenverbindung #hnlich ist. Freilich entsprechen sich die éihnlich
liegenden Seiten in beiden Figuren nicht einander. Die Last P und
die Spannung in d verhalten sich, wie aus dem Vergleiche beider
Figuren hervorgeht, wie die beiden Rhombusdiagonalen zueinander.

2. Aufgabe. Man soll den Krifteplan fiir den in Abb. 19¢
gezeichneten Dachbinder konstruieren. Die an den Knotenpunkten des
Obergurtes angreifenden Lasten sind alle senkrecht und gleich grof.

Lisung. In solchen Fillen wird man den Krifteplan immer
als reziproken einrichten. Ich will das Verfahren hier gleich so
beschreiben, wie man es handhabt, wenn man schon eine gewisse
Ubung erlangt hat. Von frither her ist bekannt, daB man den
reziproken Kriifteplan mit dem Kraftecke der #duBeren Kriifte be-
ginnen muf. Man zieht also eine Senkrechte, trigt die fiinf Knoten-
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punktlasten darauf ab, schreibt die Buchstaben b bis g, den im
Binder bereits eingetragenen Bezeichnungen entsprechend, bei, halbiert
die Strecke bg, beachtet, daB nun jede der beiden Hilften einen
Auflagerdruck bedeutet und schreibt dem Halbierungspunkte hiernach

Abb. 19a.

den Buchstaben a bei. Die doppelt zu denkende Strecke bedefgab
bildet das Krafteck der iuBeren Kriifte.

Nun zieht man durch a eine Horizontale und bedenkt, daB
auf dieser simtliche Stabspannungen des Untergurtes iibereinander
von a aus abgeschnitten werden
miissen, d. h. die den Polygonen
hy k, n, p in der Binderfigur ent-
7 sprechenden Punkte des Kriifte-
v planes miissen auf jener Hori-

zontalen liegen. Ebenso zieht

man sofort durch die Punkte b,

7p ¢, d Parallelen zum linksseitigen

P und durch e, f, g Parallelen zum

rechtsseitigen  Obergurt des

™. Binders. Auf diesen miissen die

e Punkte enthalten sein, die den

an den Obergurt angrenzenden

Polygonen A, i, I und m, o, p

. AbTL 0. des Binders entsprechen. Man

braucht zwar diese Parallelen

erst nach und nach fiir die Konstruktion des Kriifteplanes; es ist

aber am vorteilhaftesten, sie alle gleich auf einmal zu ziehen, weil

man damit Zeit und Miihe spart und auch gréBere Genauigkeit
erzielen kann, als wenn man jede spiiter einzeln fiir sich zdge.

Nachdem die Parallelen zu den Gurtstiiben alle gezogen sind,
sucht man den Punkt 2 auf, der als Schnitt von zwei bereits vor-

g
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handenen - Linien gefunden wird, zieht dann der Reihe nach die
Parallelen hi, ik, kl usf., womit schnell alle Punkte des Kriifte-
planes gefunden werden. Beim Ziehen dieser Linien braucht man
iibrigens nicht mehr an die Konstruktion einer reziproken Figur
zu denken. s ist vielmehr besser, wenn man dabei den Kriifte-
plan sofort als solchen, d. h. als Aneinanderreihung von Kraftecken
auffaBt. Beim Auf-
suchen desin Abb, 19? 1\ §
mit % bezeichneten \k\\
Punktes denke man I\
also sofort an das
Kriiftedreieck  ahb,
beim Aufsuchen von
i an das Krifteviereck
beih, das dem gleich- |
bezeichneten Knoten-
punkte des Binders
entspricht und er-
mittele hieraus das
Vorzeichen der Stab-
spannungen. — Auch
das Einschreiben der
Bowschen  Bezeich-
nung der Polygone in
die Binderfigur wird
fiir den Geiibten bald
entbehrlich; man kann
dann wieder zu der
in anderer Hinsicht
bequemeren Numerie-
rung der Stibe iiber- Abb. 20a und 20b.
gehen. Fiir die erste '
Eintibung und solange man sich noch nicht recht sicher - fiihlt,
wird aber die Bowsche Bezeichnung die besseren Dienste tun.

3. Aufgabe. Man soll den Krifteplan fiir den dwrch Wind-
druck einseitig belasteten Dachbinder in Abb. 20° zeichnen.

Lisung. Zuerst sind die durch die Windbelastung hervor-
gerufenen Auflagerkrifte zu ermitteln. In Abb. 20* ist angenommen,
daB die zum beweglichen Auflager gehérige Dachseite belastet ist.
Die Resultierende des Winddruckes geht durch den in der Mitte
der Dachseite gelegenen Knotenpunkt und steht senkrecht zur
Dachfliche. Mit dieser Resultierenden miissen die beiden Auf-
lagerkriifte im - (ileichgewicht stehen. Die Richtungslinien aller

|
I
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drei Kriifte miissen sich daher in einem Punkte schneiden. Da im
beweglichen Auflager (von der geringen rollenden Reibung abgesehen)
nur ein senkrecht zur Auflagerbahn stehender Auflagerdruck
iibertragen werden kann, findet man den Schnittpunkt S der drei
Kriifte und hiermit auch die Richtungslinie des im festen Auflager
iibertragenen Auflagerdruckes ohne weiteres. Nach dieser Vor-
bereitung kann man
mit der Konstruktion
des Kriifteplanes in
Abb. 20® sofort be-
ginnen. Man triigt
zuerst den ganzen
Winddruck auf wund
zieht Parallelen zu den
Richtungslinien beider
Auflagerkriifte. Dann
teilt man den Wind-
druck noch in die zu
den drei  Knoten-
punkten gehdrigen
Teile dc¢, ¢b und bi
ein. Dann bleibt nur
noch iibrig, die zum
Binder reziproke Figur
zu konstruieren, was
genau so wie in den
vorhergehenden Fillen
ausgefithrt werden
- kann. Dabei findet
Abb, 31a und 21D, man, daB die Punkte
g und h zusammen-
fallen. Der Stab g/ ist nimlich bei diesem Belastungsfalle spannungslos.
4. Aufgabe. Dasselbe fiir den Fall, daf die Windbelastung
auf die zum festen Auflager gehirige Dachseite entfillt (Abb. 219),
Lisung. In bezug auf Windbelastung ist der Triiger nicht
symmetrisch, da sich die zum festen Auflager gehorige Dachseite
anders verhiilt, als die jenseitige. Man muB daher in allen solchen
Fillen zwei Kriftepline konstruieren, um die ungiinstigsten Stab-
spannungen zu finden. Im fiibrigen ist aber das Verfahren genau
so wie vorher; es bedarf daher zu Abb. 21" keiner besonderen
Erlduterung.
5. Aufgabe. An dem durch Abb. 22¢ dargestellien Stangen-
fiinfecke mit den sich iiberkreuzenden Diagonalstiben 6 und 7 greifen
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die beiden Krifle P als Lasten an; man soll die Stabspannungen
ermilteln.

Lésung. Man beginnt mit dem Knotenpunkte, in dem die
Stibe 1 und 2 zusammenstoBen, da an ihm nur zwei der Grife
nach unbekannte Kriifte angreifen; dann geht man zum Knoten-
punkte 1, 5, 6 oder auch zu 2, 7, 3 iiber usf. Wiinscht man, da8
der Krifteplan ein reziproker wird, wie in Abb. 22P so 1Bt sich
dies auch leicht nach einigem Probieren erreichen. Im iibrigen ist
darauf in solchen Fillen nicht viel Wert zu legen, da ein beliebig
angeordneter anderer Kriifteplan die gleichen Dienste tut. — Eine

Abb. 22a. Abb, 22b.

einfache Regel fiir die Konstruktion des reziproken XKriifteplanes
liBt sich im vorliegenden Falle deshalb nicht geben, weil nicht un-
mittelbar klar ist, wie man die Figur des Stabwerkes in Polygone
zerlegen kann, so daB jede Richtungslinie als gemeinschaftliche Seite
in zwei aneinander grenzenden Polygonen auftritt. Die Zerlegung
ist freilich mdglich; die Polygone greifen aber dann iibereinander,
Es sind die polygonalen Ziige P, 1,5, P und P, 2, 7, P, ferner die
geschlossenen Stabpolygone 1, 2, 3, 6; 3, 4, 7 und 4, 5, 6.

Eine andere Losung derselben Aufgabe ist in den Abb. 23
dargestellt. Bei ihr ist angenommen, daf die sich iiberkreuzenden
Stibe 6 und 7 an der Kreuzungsstelle miteinander verbunden

Foppl: Graphische Statik. 2. Aufl. 4
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seien. Jeder von beiden Stiben zerfillt dann in zwei andere; man
hat daher zwei Unbekannte mehr, wofiir aber auch ein neuer
Knotenpunkt hinzutritt, fiir den Gleichgewicht bestehen muB. So-
lange dieser Knotenpunkt nicht durch &uBere Kriifte belastet wird,
indert sich durch die Verbindung gar nichts an den Stabspannungen.
Man bedenke nimlich, dal das Krafteck aus den Stabspannungen
6, 6, 7, 7' jedenfalls als Parallelogramm (hier als Rechteck) ge-
zeichnet werden kann. Die Spannungen 6 und 6’ sind daher nach
GroBe und Vorzeichen einander gleich und ebenso 7 und 7'. Es ist

&7 . &

Abb. 23a. Abb. 23b.

also in der Tat genau so, als wenn die Stibe ohne Verbindung an-
einander vorbeigingen.

Bei dieser Fassung der Aufgabe 1iBt sich sofort nach ein-
facher Regel ein reziproker Krifteplan zeichnen, der freilich mit
dem im vorigen Falle nicht tibereinstimmt, obschon natiirlich die-
selben Spannungen in ihm vorkommen. Man kann hier niéimlich
die Figur des Stabverbandes in Polygone zerlegen, die der gestellten
Forderung geniigen, ohne sich zu iiberdecken. Diese Polygone sind
wieder nach Bow durch Buchstaben bezeichnet, wihrend der Uber-
sichtlichkeit wegen zugleich die Stabnummern der vorigen Zeichnung
beibehalten sind. Der Kriifteplan kann dann in Abb. 23® sofort als
reziproke Figur des Stabverbandes hingezeichnet werden. — Zu-
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gleich ist noch zu beachten, daf Abb. 23" auch als Krifteplan zu
Abb. 22* angesehen werden kann. Zu dieser Figur ist er aber
nicht reziprok, da die Seiten 6 und 7 in ihm doppelt vertreten sind.

6. Aufgabe. Abb. 242 (8. 52) gibt eine Stabverbindung an,
die aus der vorigen durch Hinzufiigung eines Dreieckes entsteht.
Man verwendet sie in dieser oder einer dhnlichen Form zum Auf-
baue wvon Kran-Geriisten. Dementsprechend ist angenommen, dap
die unteren Knotenpunkte auf einem festen Unterbaue oder einem
Wagengestelle aufgelagert sind, wobei der sie wvorher wverbindende
Stab als solcher forifallen kanwn, da er schon durch den Unierbaw
ersetzt ist. An dem vorkragenden Ende ist eine in sonst beliebiger
Richtung gehende, aber in der Ebene des Stabverbandes liegende
Last A angebracht; man soll die dadurch hervorgebrachten Stab-
spannungen ermitteln.

Lisung. Der am linken Auflagerknotenpunkte iibertragene
Auflagerdruck ¢ kann, da von dort nur ein Stab ausgeht, nur in
dessen Richtung fallen. Man verlingert diese Richtungslinie bis
zum Schnittpunkte mit der Richtungslinie der Last und zieht von
da eine Verbindungslinie zum rechten Auflagerpunkte. Dadurch er-
hiilt man, wie schon bei Aufg. 3, die Richtung des Auflagerdruckes B.
(Der Schnittpunkt der drei Richtungslinien ist, um Raum zu sparen,
auf der Zeichnung nicht mehr enthalten.) Dann beginnt man den
Kriifteplan mit dem Kraftecke A BC der drei #uBeren Krifte. Von
da aus kann er in derselben Weise weiter gezeichnet werden, wie
im vorigen Beispiele.

Wenn 4 in lotrechter Richtung geht, kdnnen B und C, die
dann parallel zu A werden, nicht mehr durch das Kriiftedreieck
ABC ermittelt werden. Man berechnet sie dann am einfachsten mit
Hilfe des Momentensatzes. Im fibrigen wird aber dadurch an der
Konstruktion des Kriifteplanes nichts geiindert, denn daB die drei
Seiten des Dreieckes A BC dann in eine Gerade fallen, hindert nicht,
die Zeichnung, sobald nur die drei Eckpunkte des Dreieckes auf-
getragen sind, in derselben Weise weiter zu filhren, wie vorher.

SchlieBlich moge noch darauf hingewiesen werden, daB bei
einem Krane aufler den Stabspannungen auch noch Seilspannungen
vorkommen. Von dem Knotenpunkte, an dem die Last A an-
gebracht ist, m&ge etwa ein Seil oder eine Kette lings des Stabes
gec und von dessen Endpunkt fiber eine Leitrolle lings der Stibe df
und eb herabgefiihrt werden. Die Seilspannungen sind aus der Be-
rechnung der Windevorrichtung jedenfalls bekannt. Man bedenke
dann, daB die durch den Krifteplan ermittelten Spannungen
die algebraische Summe aus Seilspannung und Stabspannung an-
geben. Geht also das Seil neben einem gezogenen Stabe wie gc

: o
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entlang, so bewirkt die Seilspannung eine ihr gleiche Entlastung
des Stabes, wihrend die Spannung eines gedriickten Stabes, wie df
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Abb. 24a und 24b.
oder be, um diesen Betrag vergroflert wird. — Anstatt dessen kann

man sich natiirlich auch das Seil ganz entfernt denken und dafiir
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die auf die Rollen von ihm iibertragenen Kriifte als Lasten am
Stabverbande anbringen. Die vorher angestellte Uberlegung fithrt
aber gewohnlich schneller zum Ziele.

7. Aufgabe. Man soll fir den in Abb. 25 dargestellten
Stabverband, an dem sich die duferen Krifte P, P,, Py im Gleich-
gewichte halten, den Krifteplan Kkonstruieren.

Lisung. Hier ist
wieder eine ,schlichte* Zer-
legung der Figur in Poly-
gone mdglich, d. h. eine
Zerlegung in Polygone, die
nebeneinander liegen, ohne
sich zu fiberdecken. Daher
kann auch ein reziproker

Kriifteplan ohne mehr
Schwierigkeit als ein anderer
gezeichnet werden, Eine
Schwierigkeit besteht jedoch
fir die Konstruktion des
Kriifteplanes, ohne Riicksicht
auf dessen besondere An-
ordnung. An jedem Knoten-
punkte greifen nimlich min-
destens drei Stabspannungen
an; man kann daher den
Krifteplan nicht in der ge-
wohnlichen Weise beginnen.
Auch wenn man den Kriifte-
plan nicht vom mechanischen
Gesichtspunkte aus betrach-
tet, sondern ihn als reziproke
Figur rein geometrisch auf-
faBt, bleibt die Schwierig- Abb. 2524 und 95 b,
keit bestehen, da keines der
Stabpolygone an zwei der zu den #uBeren Kriiften gehdrigen Poly-
gonziige a, b, ¢ angrenzt. Der zugehrige Punkt des Kriifteplanes
kann daher nicht als Schnitt von zwei Parallelen aufgefunden werden.

Dagegen kann die Rittersche Methode ohne weiteres angewendet
werden, da sich ein Schnitt oo legen liBit, der nur drei, nicht
durch denselben Punkt gehende Stiibe trifft. Hat man auf diese
Weise die Spannung des unteren horizontalen Stabes 1 gefunden,
so steht der weiteren Konstruktion des Kriifteplanes auf dem ge-
wohnlichen Wege kein Hindernis mehr im Wege.
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Anstatt dessen fithrt hier auch eine andere Uberlegung sehr ein-
fach zum Ziele. Man bedenke niimlich, daB die Stibe 2, 3, 4,
5, 6 fiir sich genommen eine unverschiebliche Figur bilden, die im
ganzen Verbande nur die Aufgabe hat, die Angriffspunkte der
Krifte P; und P; miteinander zu verbinden. Dies kénnte ebenso-
gut auch durch einen einzigen Stab geschehen, dessen Richtungs-
linie gestrichelt eingetragen ist, ohne daf sich dadurch fiir die
iibrigen Stiibe etwas iinderte. Das Gleiche gilt fiir das auf der
rechten Seite aus den Stiben 7, 8, 9, 10, 11 zusammengestellte
Stabviereck. Man beginne also den Krifteplan in Abb. 25" zu-
nichst wie gewChnlich mit dem Kraftecke abe fiir die duBeren
Krifte. Dann konstruiere man den Punkt d unter der Voraus-
setzung, daB die vorerwiihnten beiden Stabvierecke durch einfache
Stibe ersetzt seien, so daB der Stabverband nur noch aus drei
Stiben bestehe. Dies geschieht durch Ziehen der drei Paralleleu

von @, b, ¢ aus, die sich von selbst in einem Punkte schneiden
miissen. Damit hat man schon die Spannung ad des Stabes 1.
Die Linien ¢d und bd geben die Kriifte an, die von den beiden
Stabvierecken aufgenommen werden miissen. Diese kdnnen dann
genau wieder so in die einzelnen Stabspannungen zerlegt werden,
wie es im gleichen Falle bei Aufgabe 1 geschehen war. — Die
Stiibe 4 und 9 sind gedriickt, alle iibrigen gezogen.

8. Aufgabe. - Fiir den in Abb. 26 gezeichneten Dachbinder
soll die Spannung des mit 1 bezeichneten mittelsten Stabes der Unter-
gurtung nach der Ritterschen Methode berechmet werden, wenn jeder
Knotenpunkt des Obergurtes die senkrechte Last P trigt. Nachher
ebenso die Stabspannung von 2.

Lisung. Man lege den Schnitt oo; der Momentenpunkt fiir
Stab 1 ist der Firstknotenpunkt. Der Auflagerdruck ist 53 P,
sein Hebelarm 6a. Die Summe der Momente der #uBeren Krii.ﬂ.e
links vom Schnitte fiir den Momentenpunkt ist
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5%P.6a—P-5a—P-4a—P-3a—P.2a—Pa=+ 18 Pa.

Ebenso groB, aber von entgegengesetztem Vorzeichen muf das
Moment der Stabspannung §; des Stabes 1 sein. Daraus folgt
zuniichst, daf S; eine Zugspannung ist. Die GriBe betriigt
18 Pa
8 ==

Um auch S, zu erhalten, lege man den Schnitt vz, der freilich
auler 2 noch drei andere Stibe trifft. Unter diesen ist aber der
Stab 1, dessen Spannung man schon kennt. Als Momentenpunkt
fiir Stab 2 ist daher der Schnittpunkt O der beiden anderen Stab-
richtungen zu wihlen. Fiir die duBeren Kriifte links vom Schnitte
erhilt man die Momentensumme

5:P.3a—P.2a— P.a=135 Pa.

Dazu kommt das im negativen Sinne drehende Moment von
Sy, das fiilr O wegen des auf die Hiilfte verminderten Hebelarmes
nur noch 9 Pa betrigt. Das Moment von S, muB hiernach
— 4,5 Pa betragen. Demnach ist auch der Stab 2 gezogen. Da der

Hebelarm von 2 ebenso groB als der von 1, also gleich % ist,

findet man S,=4,5Pu:%=-—w--

d. h. die Spannung von 2 ist halb so groB als die von 1.

In der Abb.28
sind der besseren
Ubersicht wegen

die links vom

Schnitte vz liegen-
den Teile stark,
die links von oo
liegenden schwii-
cherund die rechts
davon liegenden
gestrichelt  aus-
ke Abb, 27.

9. Aufgabe.
In Abb. 27 ist das Geriist fiir einen sogen. Derrick-Kran in achsono-
metrischer Zeichnung angegeben. Auf der horigontalen Ebene EE
sind die Stibe 1 und 2 und die senkrechte Kransiule befestigt. Der
Ausleger A kann sich mit der Kransdule wm deren senkrechte Achse
drehen. Bei irgend einer Stellung des Auslegers tragt dieser an
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seinem Ende eine Last B, deren Richtungslinie in der Ebene von A
enthalten sein mup (weil sonst eine Drehung von A einireten wilrde),

Abb. 28a.
Abb. 28b.

in dieser Ebene aber beliebig gerichiet sein kanm. Man soll die
Spannungen der Stibe 1 wund 2 ermitteln.

Lisung. Am Ausleger greifen drei Kriifte an: die Last P,
der Auflagerdruck am unteren Ende der Kransiule und die Resul-
tierende der Stabspannungen 1 und 2 am oberen Ende. Damit
Gleichgewicht bestehen kann, miissen sich die Richtungslinien der
drei Kriifte in einem Punkte schneiden. Von P ist die Richtungs-
linie bereits gegeben. Die Resultierende der Stabspannungen 1
und 2 muB einerseits in die durch 1 und 2 gelegte Ebene, anderer-
seits in die Ebene A fallen; sie liegt daher in der Schnittlinie
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beider Ebenen. Diese erhiilt man als Verbindungslinie des Schnitt-
punktes B der Horizontalspuren beider Ebenen mit dem oberen
Endpunkte der Kransiiule. Der Schnitt dieser Linie mit der
Richtung von ‘B liefert den Punkt C, in dem sich die drei Kraft-
richtungslinien treffen und die Verbindungslinie von C mit dem
unteren Endpunkte der Kransiule gibt daher die Richtung des
Auflagerdruckes an diesem Endpunkte an

Nach diesen Vorbemerkungen kann die Kriftezerlegung leicht
ausgefithrt werden. In Abb. 282 ist das Krangeriist in GrundriB
und Aufrif gezeichnet und Punkt C im Aufrisse konstruiert. Dann
wird im Kriifteplane, Abb. 28", zuerst das Kriiftedreieck aus P,
dem Auflagerdrucke und der Resultierenden aus 1 und 2 gezeichnet,
das sich im Grundrisse auf eine Gerade projiziert. Es bleibt nur
noch iibrig, die Resultierende aus 1 und 2 nach diesen beiden
Richtungslinien zu zerlegen. Nachtriiglich kann man von dieser
Resultierenden ganz absehen und den Kriifteplan als ein Krifte-
viereck fiir den Auflagerdruck, die Last P und die beiden Stab-
spannungen ansehen, die siimtlich am Ausleger angreifen. Dem-
entsprechend sind die Pfeile in Abb. 28° eingetragen. Stab 1 ist gezogen
und Stab 2 gedriickt. Die Grifle der Stabspannungen ergibt sich
durch Ermittelung der wahren Lingen der Krafteckseiten 1 und 2.

Man bemerkt iibrigens, daB der Auflagerdruck bei der an-
genommenen Auslegerstellung und Belastung an der Kransiiule schief
nach abwirts gerichtet ist. Die Kransiule driickt daher das Lager
schief nach aufwiirts. Sofern nicht das Eigengewicht der Kran-
silule bereits ausreicht, um ein Abheben zu verhiiten, muf man daher
die Lagerung, wenn solche Belastungsfille vorkommen k&nnen, so
einrichten, dafl sie ein Abheben unmdglich macht. — Die Kransiule
wird auf Biegung in Anspruch genommen und ist dementsprechend
zu berechnen.

10. Aufgabe. In Abb. 29% ist ein aus 6 Stiben gebildetes
rdaumliches Stabgeriist im Aufrif, in Abb. 29° im Grundrip und in
Abb. 30 in axonometrischer Anmsicht dargestellt. An den Knoten-
punkien I und II greifen Lasten von je 3000 kg an. Man soll
die dadurch hervorgerufenen Stabspannungen ermitteln.

Lisung. Die Last P am Knotenpunkt II kann ohne weiteres
nach dem Culmannschen Verfahren nach den Richtungen der Stibe
4, 5, 6 zerlegt werden. Zu diesem Zwecke ist durch P und 4
eine Ebene gelegt und durch 5 und 6 eine andere und die im Auf-
risse durch eine strichpunktierte Linie angegebene Schnittgerade
beider Ebenen ermittelt. Abb. 31* gibt den AufriB des zur Zer-
legung gehorigen Kriifteplans an. An P = 3000 kg ist unten eine
Parallele zu Stab 4, oben eine Parallele zur Schnittgeraden ange-
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tragen. Im Grundrisse Abb. 31" erscheint dieses Kriiftedreieck als
gerade Linie 4, indem sich P als Punkt projiziert. Parallelen zu
5und 6 im Aufri und GrundriB vervollstindigen den zum Knoten-
punkt II gehérigen Kriifteplan.

Dann kann der Kriifteplan fiir Knotenpunkt I in Abb. 32®
(AufriB) und 32" (GrundriB) gezeichnet werden. Man beginnt da-

¥
] k
Abb. 29a und 20b. 5
_ P4}s 273—-.?

Abb. 31a u.31b. Abb. 32a u, 32b.

mit, die Resultierende R aus den bereits bekannten Kriiften P und 4 im
Aufrisse zu bilden. Diese ist dann nach den Stabrichtungen 1, 2, 3
zu zerlegen. Man legt im Stabgeriist eine Ebene durch R und 1 (das
ist eine Lotebene) und eine andere durch 2 und 3. Die Schnittlinie
beider Ebenen geht parallel zum Aufrif und ist darin wieder durch
eine strichpunktierte Linie dargestellt. Im Aufrif des Krifteplans
reiht man an R Parallelen zu 1 und zur Schnittgeraden, worauf das
Dreieck aus dieser und den Parallelen zu 2 und 3 folgt. Im Grund-
rif projiziert sich P als Punkt und 1, 4 und R fallen auf eine zur
Aufrifebene parallele Gerade, aus der nur 2 und 3 heraustreten.
Triigt man in den Aufrissen der Kriiftepline die Pfeile, mit
dem von P beginnend, so ein, daB sie stetig aufeinanderfolgen, und iiber-
triigt die so bestimmten Pfeile auf die Richtungslinien der Stiibe im Auf-
risse des Stabgeriists, so bemerkt man, daf alle Pfeile auf den Knoten-
punkt I oder IT zu gerichtet sind. Alle Stibe sind daher gedriickt.
Nachdem man von den Strecken, durch die 5, 6, 2, 3 in den Kriifte-
plinen dargestellt sind, noch die wahren Liingen bestimmt hat, erhiilt
man die Spannungen der Stiibe 1, 2, 3 usf. der Reihe nach zu
2850; 650; 850; 15005 2100 und 2650 kg Druck.



Zweiter Abschnitt.
Das Seilpolygon oder Seileck.

§ 10. Zusammensetzung von Kriiften in der Ebene mit Hilfe
des Seileckes.

In Abb. 33" seien die Krifte P, und P, gegeben. Man
findet ihre Resultierende R, falls sie nicht parallel sind, am
einfachsten durch Aufsuchen des Schnittpunktes 4 ihrer Rich-
tungslinien, Konstruktion des Kriftedreieckes P, B, R in Abb. 33"
und Ziehen einer Parallelen zu i durch A. Schon wenn der
Schnittpunkt 4 weit wegfillt, ist dieses Verfahren aber nicht
mehr anwendbar. Man fiigt dann zwei neue Krifte T und T’
hinzu, vereinigt T mit P, zu &,, dies mit P, zu &, und schlieB-
lich &, mit ¥’ zu R. Mit Hilfe des Kriifteplanes in Abb. 33°
kann dies leicht ausgefiihrt werden.

Abb. 33a. Abb. 83b.

Der Linienzug £&,&, in Abb. 33" wird ein Seilpolygon
(oder Seileck, auch Seilzug) genannt, weil ein Seil von dieser
Gestalt unter den Lasten P, und P, im Gleichgewichte bleibt,
wenn die beiden Enden mit Kriften von der GréBe T und &,
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angespannt werden. Die Spannung des mittleren Seilstiickes
ist gleich &;. Fiir ein Seil hat freilich &, keinen eindeutig be-
stimmten Pfeil, da dieser am Knotenpunkte TP, S, entgegen-
gesetzt zu nehmen ist, wie am andern Knotenpunkte ©,%R,S,.
Ebenso wiire auch der Pfeil der von auBlen her am letzten Seil-
stiicke anzubringenden Kraft €, entgegengesetzt dem in Abb. 33"
eingetragenen zu wihlen. Gewdhnlich denkt man aber bei der
Benutzung des Seileckes gar nicht an ein wirkliches Seil, das die
Lasten B aufzunehmen hétte, sondern man benutzt es nur zur
Kriftezusammensetzung. Die anschauliche Bezeichnung be-
hilt man trotzdem bei; man muB nur beachten, daB den ,,Seil-
spannungen” ¥, &,, &, in diesem Falle eindeutig bestimmte Pfeile
zukommen, nimlich jene, die aus dem Krifteplane hervorgehen.

Abb. 33* gibt an, wie die Krifte, die man zusammensetzen
soll, zueinander liegen. Man nennt daher diese Figur auch den
,,Lageplan“ im Gegensatze zum ,,Krifteplan“ Abb. 33°. Beide
Pline sind reziproke Figuren.

Man kann sich die eine Figur willkiirlich hingezeichnet denken
und nachtriglich die andere so konstruieren, daB sie zu ihr paBt.
Hat man Abb. 33® beliebig angenommen, so kann man in Abb. 33?
eine Seite, etwa %P,, noch in beliebiger GriéBe (aber in der vor-
geschriebenen Richtung) withlen, von den Endpunkten Parallelen zu &,
und ¥ (oder ') ziehen und dann Parallelen zu P, und &, anreihen.
Die letzte Linie R ergibt sich aber dann als Verbindungslinie der
beiden bereits vorhandenen Endpunkte. Jedenfalls muB sie aber, wenn
sie so gezogen wird, von selbst in die ihr durch die reziproke
Figur vorgeschriebene Richtung fallen. Dasselbe trifft zu, wenn
man zuerst Abb. 33 willkiirlich annimmt und dann Abb. 33* dazu
konstruiert: in jedem Falle ist die letzte Linie, die man zu ziehen
hat, schon als Verbindungslinie von zwei Punkten bestimmt wund
zugleich mufB sie der ihr in der reziproken Figur zugehdrigen
parallel gehen.

Diese Eigenschaft kann zunéchst als eine willkommene Ge-
legenheit zur Priiffung der Genauigkeit der Zeichnung betrachtet
werden. Man bemerkt aber zugleich, daB sie eine rein geometrische
Eigenschaft beider Figuren darstellt, da sie auch noch giiltig bleibt,
wenn man ganz von der mechanischen Bedeutung, die wir den
Figuren gaben, absieht. Der Beweis beruht zwar auf dieser
Deutung; die dadurch herausgefundene geometrische GesetzmiBigkeit
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ist aber von ihr unabhingig. Wir kdnnen sie in dem Satze aus-
sprechen: Laufen in zwei vollstindigen Vierecken fiinf
Seiten (oder Diagonalen) paarweise parallel, so trifft
dies auch fir das letzte Paar zu.

Der Schnittpunkt 4 in Abb. 33* kann auch ins Unend-
liche riicken, d. h. die beiden Krifte ¥, und 8, konnen parallel
gein, ohne daB dadurch an dem besprochenen Verfahren, noch
an dem daraus soeben abgeleiteten Satze etwas gedndert wiirde.
Drei Eckpunkte und drei Seiten des Kriifteplanes in Abb. 33°
fallen dann in eine Gerade. — AuBerdem sieht man auch leicht
ein, daB mehr als zwei Krifte P in derselben Weise zusammen-
gesetzt werden konnen, wie hier die beiden. Das Seilpolygon
erhilt dann nur entsprechend mehr Seiten und im Krifteplane
gehen alle dazu parallel gezogenen ,,Polstrahlen* durch den-
selben Punkt O wie jetzt schon T, &, und &,. Dieser Punkt O
wird der Pol des Krifteplanes genapnt. In jedem Falle
gehtdieResultierende aller P in Abb.33* durch den
Schnittpunkt der letzten Seilspannung mit der Richtungslinie
von T’ oder, wie wir auch sagen konnen, durch den Schnit t-
punkt derduBersten Seilpolygonseiten.

§ 11. Seilecke zu verschiedenen Polen.

Zu gegebenen Kriften 3 kann man beliebig viele Seilecke
zeichnen. Wir wollen uns irgend zwei gezogen und die ihnen ent-
sprechenden Kréftepline aufeinander gelegt denken, so daB sie
die Seiten B (und daher auch i) gemeinsam haben. Man kann
dann sagen, daf sich beide Kriftepline nur durch eine ver-
schiedene Wahl des Poles O voneinander unterscheiden. Mit O
andern sich auch die Richtungen aller von ihm ausgehenden
Polstrahlen. Wie nun auch die zu beiden Kriifteplinen geho-
rigen Seilpolygone im iibrigen gezogen sein mogen: auf jeden
Fall besteht zwischen ihnen eine beachtenswerte geometrische
Beziehung. Die Schnittpunkteentsprechender
Seilstrahlen (oder BSeileckseiten) liegen
namlich duf einer Geraden und diese Ge-
rade geht parallel zur Verbindungslinie
beider Poleim Krafteplane.
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Der Satz gilt fiir zwei zu beliebig vielen Kriften P konstru-
ierte Seilecke. In der nachstehenden Abbildung sind zwar nur
zwei Krifte P angenommen, aber die nachfolgenden Betrach-
tungen gelten unveréndert auch fiir den Fall, daB die Seilecke
beliebig viele Krifte 8 miteinander verbinden. Der Lageplan in
Abb. 34* gibt die beiden Seilpolygone ¥, &,, &, und T*, S,*,
S,* und Abb. 34® die zugehérigen Kriftepline mit den Polen O
und O* an. Man suche zunichst die Schnittpunkte 4 von T
und T* und B von &, und &;* in Abb. 34* auf und verbinde
beide durch eine Gerade. Dann muB nach der Behauptung des
Satzes auf dieser Geraden auch der Schnittpunkt C von &,
und &,* liegen.

Um den Beweis zu fithren, beachte man, daB die Anfangs-

spannung T* des einen Seilpolygons aus der Anfangsspannung &
des andern dadurch erhalten werden kann, daf man eine neue
Kraft zufiigt, die wir mit & bezeichnen wollen. Nach GroBe und
Richtung findet man & aus einem Kriiftedreiecke, in dem ¥
und T* die andern beiden Seiten bilden. Im Krifteplane Abb. 34b
ist dieses Dreieck schon von vornherein vorhanden und die
dritte Seite O*0O gibt daher die Kraft & an. Im Lageplan muf
® durch den Schnittpunkt 4 von & und T* gehen.

Nun betrachte man irgend zwei andere entsprechende
Seileckseiten, also etwa &, und &,*. Hiervon ist &,* die Resul-
tierende der links davon liegenden Krifte T*, B,, B, oder auch
von T, &, B,, P,. Andererseits ist aber auch &, die Resultierende
von T, PB,, P, und wenn man beide Aussagen miteinander ver- -
gleicht, folgt, daB &,* auch die Resultierende von &, und & ist.

L]
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Hiernach muB sich &,* mit €, auf der Richtungslinie von
schneiden. Wir sahen aber vorher, daf die Richtungslinie von
& eine durch den Punkt 4 parallel zu O*O gezogene Gerade
war. Auf dieser miissen sich daher auch &,* mit &, und iiberhaupt
je zwei einander entsprechende Seileckseiten schneiden, womit
der Satz bewiesen ist.

Man macht von diesem Satze mit Vorteil Gebrauch, wenn
man gendtigt ist, zu gegebenen Lasten nacheinander mehrere Seil-
polygone zu konstruieren. Dies kommt, wie man spiiter sehen wird,
namentlich bei der Konstruktion der Drucklinien von Gewdlben
vor. Man erspart dann, nachdem ein Seilpolygon gezeichnet ist,
bei den iibrigen das Ziehen der Parallelen zu den Polstrahlen im
Kriifteplane, das miihsamer ist als das Ziehen von Verbindungs-
linien nach den Schnittpunkten der Seilstrahlen des ersten Seil-

eckes mit der zu OO¥* parallelen Linie.

§ 12. Zerlegung von Kriften nach parallelen Richtungslinien.

Eine gegebene Kraft B la8t sich in eindeutiger Weise nach
zwei zu ihr parallelen Richtungslinien zerlegen, die mit ihr
in derselben Ebene liegen. Man kann diese Aufgabe als einen
Sonderfall der schon in § 2 behandelten Aufgabe ansehen, eine
Kraft nack zwei Richtungslinien zu zerlegen, die sich mit ihr
in einem Punkte schneiden und mit ihr in derselben Ebene
liegen. Der gemeinsame Schnittpunkt ist hier nur ins Unendliche
gertickt. Mit Hilfe eines Kraftedreieckes liB8t sich die Aufgabe
freilich nicht mehr losen. Am einfachsten fithrt gewdhnlich die
Anwendung des Momentensatzes zum Ziele. Man bedenke,
daB die geometrische Summe beider Krifte gleich der gegebenen
sein muB und daB beide fiir einen auf der Richtungslinie der
gegebenen liegenden Momentenpunkt gleich groBe und ent-
gegengesetzt gerichtete Momente haben miissen. Liegen die
vorgeschriebenen Richtungslinien zu verschiedenen Seiten der
gegebenen Kraft 3, so sind beide gesuchten Krifte gleich-
gerichtet mit 93 und sie teilen sich in die GréBe von P im um-
gekehrten Verhiltnisse ihrer Abstinde von . Im andern Falle
ist die ‘B zunichst liegende Kraft mit ihr gleichgerichtet und
groBer als 9B, die andere entgegengesetzt gerichtet und gleich
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dem Unterschiede der vorigen. Dabei verhalten sich auch hier
die GroBen beider Krifte umgekehrt wie ihre Abstinde von .
Aus der Verbindung beider Bedingungen folgt sofort die Liosung
der Aufgabe. — Sollen die gesuchten Kriifte mit der gegebenen
im Gleichgewichte stehen, so kehren sich natfirlich ihre Pfeile
gegeniiber den vorher angegebenen um.

Wenn es sich nur um die Zerlegung einer einzigen Kraft
nach gegebenen parallelen Richtungslinien handelt, wird man
kaum von dem soeben besprochenen Verfahren abgehen. In
andern Fillen kann aber die Losung mit Hilfe des Seilpolygons,
die ich jetzt, und zwar zunichst fir die Zerlegung einer einzigen
Kraft geben werde, mit
Vorteil benutzt werden.
In Abb. 35" sei P die
Kraft, die nach den
Richtungslinien 1 und 2
zerlegt werden soll. Man
ziehe die Richtungslinien
3, 4, 5 sonst beliebig,

Abb, 864, Abb. 35D gher go, daB die Ecken
des von ihnen gebildeten Dreieckes auf den gegebenen Geraden
liegen. Dann sehe man den Linienzug 3, 4, 5 als ein Seilpolygon
an, mit dessen Hilfe sich die lings 1 und 2 wirkenden gesuchten
Krifte wieder zu ihrer Resultierenden 8 vereinigen lieBen.
Zu diesem Seilpolygone laBt sich der Krifteplan in Abb. 35
ohne weiteres zeichnen, indem man P im MaBstabe abtrigt
und durch Ziehen der Parallelen zu 3 und 5 den Pol O auf-
sucht. FEine Parallele von O zu 4 schneidet dann auf §f die
beiden gesuchten Krifte 1 und 2 ab. Der Beweis folgt daraus,
daB in der Tat zwei Kréfte von dieser GroBe lings 1 und 2 mit
Hilfe des Seilpolygons zur Resultierenden 8 vereinigt werden
konnen.

Liegen 1 und 2 auf derselben Seite von %, so éindert sich
die Figur so ab, wie es in Abb. 36* und 36" angegeben ist; das
Verfahren bleibt aber sonst dasselbe. Die Kraft 2 ist gleich-
gerichtet mit  und 1 entgegengesetzt gerichtet. Sollen die
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Krifte 1 und 2 mit § Gleichgewicht halten, so sind ihre Pfeile
umgekehrt zu nehmen.

Fiir einen Balken, der an zwei Stellen unterstiitzt ist und
eine Einzellast 3 trigt, kann man nach diesem Verfahren die
Auflagerkrifte ermitteln. Vorausgesetzt wird dabei, daB die Auf-
lagerung des Balkens so er-
folgt, daB unter senkrechten ~; 2
Lasten auch nur senkrecht o
gerichtete  Auflagerkrifte
iibertragen werden konnen. 4
Trigt der Balken eine be- 7
liebige Zahl senkrecht gerich-
teter Lasten, so kann man
diese erst zu einer Resultierenden vereinigen und diese nach
den beiden Auflagervertikalen zerlegen. Die Zusammensetzung
zur Resultierenden bewirkt man ebenfalls mit Hilfe des Seil-
polygons, wie dies bereits niher auseinandergesetzt wurde.

In Abb. 37* und 37" ist dies ausgefilhrt. Man trigt in
Abb. 37" die Lasten 1, 2, 3, 4 auf einer Lastlinie mit aufeinander-
folgenden Pfeilen im MaB- )
stabe auf, wihlt einen be-
liebigen Pol O und zieht die
Polstrahlen. Zu diesenwerden
in Abb. 37* die Seilstrahlen
parallel gezogen. Der Schnitt-
punkt E der duBersten Seil-
strahlen liefert einen Punkt
der Resultierenden :. Diese
wird dann so wie in Abb. 35 Abb. 37a. Abb. 37b.
in die Auflagerkrifte 4 und B
zerlegt. Den Linien 3 und 5 in Abb. 35 entsprechen hier bereits
die duBersten Seilstrahlen; man braucht daher nur noch die
Verbindungslinie C¢D der Schnittpunkte der #duBersten Seil-
strahlen mit den Auflagervertikalen zu ziehen, um die mit 4 in
Abb. 35 bezeichnete Linie zu erhalten. Eine Parallele zu dieser
im Krifteplane vom Pole O aus schneidet daher, wie schon

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl, b

Abb. 36a. Abb, 36b.
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frither gezeigt wurde, auf der Lastlinie die Auflagerkrifte A
und B ab. — Zugleich erkennt man, daf zur wirklichen Aus-
fihrung der Konstruktion die Ermittlung der Richtungslinie
von R in Abb. 37" ganz entbehrlich ist. Sie wurde nur zur Zuriick-
fithrung der hier behandelten Aufgabe auf die frithere, also zum
Beweise, aber nicht zur Aufsuchung von CD und zur Ermittlung
von A und B im Krifteplane gebraucht. Bei der Anwendung
des Verfahrens liBt man daher die Linie %, die deshalb auch
nur gestrichelt angegeben wurde, ganz fort.

Man kann dieses Verfahren auch noch auf andere Art be-
griinden, ohne auf die in Abb. 35 ausgefithrte Kriftezerlegung
zuriickzugreifen. Dazu bedenke man, dafl die Lasten 1, 2 usf.
mit den beiden Auflagerkriften jedenfalls ein Gleichgewichts-
gystem bilden. Fiigt man nun zu Kriften, dieim Gleichgewichte
stehen, eine neue Kraft T willkiirlich zu, vereinigt diese mit
der ersten zu einer Resultierenden &,, diese mit der folgenden
zu &, usf.,, so muB, wenn alle gegebenen Krifte zusammen-
gesetzt sind, die letzte Resultierende wieder mit T nach Lage,
Richtung und GroBe tibereinstimmen. Denn wenn alle Krifte,
die mit ¥ zusammengesetzt waren, im Gleichgewichte mit-
einander stehen, muB ihre Vereinigung mit ¥ auf T selbst wieder
zuriickfithren. Mit andern Worten heifit dies, daB das zu
einem Gleichgewichtssysteme von Kriaften
konstruierte Seileck ein geschlossenes Poly-
gon bilden muB.

Wenden wir diese Uberlegung auf Abb. 37 an, so finden
wir, dafl dort die durch die Wahl des Poles O niher bestimmte
Kraft & der Reihe nach mit den Lasten 1, 2 . . . vereinigt war.
Ziehen wir nun noch die Auflagerkrifte 4 und B in das Seil-
polygon herein, so muB die letzte Resultierende wieder T ergeben.
Die Resultierende aus der vorher letzten Seilspannung mit dem
Auflagerdrucke B muB aber durch den Schnittpunkt D gehen,
und damit sich diese Resultierende mit 4 wieder zu T ver-
einigen kann, mufl sie auch durch den Schnittpunkt C' gehen.
Die Richtungslinie dieser Resultierenden ist daher durch die
Verbindungslinie ¢D bestimmt, d. h. CD ist die letzte Seite
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des zu dem Gleichgewichtssysteme gehorigen geschlossenen
Seileckes. Man bezeichnet daher diese Linie auch als die
SchluBseite. ;

Die Beschreibung des ganzen Verfahrens lift sich hiernach
in die einfache Vorschrift zusammenfassen: Manvereinige
alle Lasten durch ein Seileck, trage die durch
die Schnittpunkte der dullersten Seileck-
seiten mit den Auflagerkraftrichtungen
gehende SchluBlinieeinund ziehe zu dieser
vom Pole des Kriafteplanes auseine Parallele;
diese schneidet dann auf der Lastlinie die
beiden Auflagerkrifte ab. '

§ 13. Die Seilkurven.

Die vorausgehenden Betrachtungen sind nur so lange an-
wendbar, als es sich um die Zusammensetzung einer endlichen
Anzahl von Einzelkriiften handelt. Es kommt aber auch hiufig
vor, daB z. B. ein Balken eine stetig verteilte Belastung trigt.
Man spricht dann von der Belastungsintensitiat
oder der Belastungsdichte an einer bestimmten Stelle.
Ist die Belastung an dieser Stelle auf eine gewisse Strecke hin
gleichformig verteilt, so versteht man unter der Belastungsdichte
jene Belastung, die auf die Lingeneinheit kommt, d.h. also
jenen Wert, der durch Multiplikation mit der Lénge der Strecke
die zugehorige Belastung liefert. Bei ungleichformiger Verteilung
ist jener Wert darunter zu verstehen, der durch Multiplikation
mit einem Lingenelemente des Balkens die Belastung dieses
Lingenelementes angibt. Es ist dies zugleich die auf die Léngen-
einheit bezogene durchschnittliche Belastung des Langenelementes.

Trigt man in einer Zeichnung des Balkens iiber jedem
Punkte der Mittellinie die Belastungsdichte in einem beliebig
gewihlten MaBstabe ab, so erhidlt man durch Verbinden der
Endpunkte die Belastungslinie, die mit der Mittellinie
selbst und den beiden Endvertikalen die Belastungs-
fliche einschlieBt. Diese bildet die einfachste graphische
Darstellung der Lastverteilung.

5*
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Eine stetig verteilte Belastung kann auch als ein Verband
von unendlich kleinen Lasten aufgefalit werden, die in unendlich
kleinen Abstinden aufeinanderfolgen. Wegen der unendlich
groBen Anzahl dieser Einzellasten geht das zugehorige Seileck
in ein Polygon mit unendlich vielen Seiten iiber, von denen
sich je zwei aufeinanderfolgende wegen der unendlich kleinen
Last, die zwischen ihnen liegt, nur unendlich wenig in der
Richtung voneinander unterscheiden. Man erhiilt daher an Stelle
des Seilpolygons eine stetige Seilkurve.

Eine Kurve kann, abgesehen von besonderen Fillen, wie
beim Kreise, zu dessen Konstruktion man sich des Zirkels be-
dienen kann, nur durch Aufsuchen einer geniigenden Zahl von
Punkten oder Tangenten gezeichnet werden, zwischen die man
die Kurve freithéindig oder mit Hilfe eines Kurvenlineals ein-
tragt. So genau, als es hiernach zeichnerisch tiberhaupt aus-
fithrbar ist, 1iBt sich auch die zu einer gegebenen Belastungs-
fliche gehorige Seilkurve ermitteln.

Zur Begriindung des Verfahrens nehme ich zunichst an,
die in Abb. 38" angegebene Seilkurve sei bereits bekannt. Man
teile hierauf die durch Schraffierung hervorgehobene Belastungs-
fliche in eine Anzahl senkrechter Streifen ein, die in der Ab-
bildung mit den Ziffern 1 bis 4 bezeichnet sind. Verlingert
man die Grenzlinien der Streifen nach abwiirts, so wird auch
die Seilkurve dadurch in eine Anzahl Abschnitte eingeteilt,
von denen jeder als eine besondere Seilkurve angesehen werden
kann, die zu dem dariiber liegenden Abschnitte der Belastungs-
fliche gehort. Man denke sich ferner alle Lasten, die zu einem
solchen Abschnitte gehdren zu einer Resultierenden vereinigt.
Diese mufl dann durch den Schwerpunkt des Streifens gehen.
Zugleich findet man aber einen Punkt dieser Resultierenden
im Schnittpunkte der &uBersten Seilspannungen des betreffenden
Abschnittes der Seilkurve. Die Richtungen dieser duBersten
Seilspannungen werden durch die Endtangenten des Seilkurven-
abschnittes angegeben. Denkt man sich also in den Punkten 4, B,
C usf. Tangenten an die Seilkurve gelegt, so fallen deren Schnitt-
punkte F', G'usf.auf die Schwerlinien, 2 usf. def Belagtungsstreifen.
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Bei dieser Betrachtung war angenommen worden, daB die
Seilkurve bereits gegeben sei, und es wurde gezeigt, wie man
mit ihrer Hilfe das Tangentenpolygon 4 F BG usf. finden kénnte.
Man kann aber auch umgekehrt verfahren. Das Tangenten-
polygon bildet namlich zugleich ein Seileck fiir die Einzel-
lasten 1, 2 usf. und es kann daher mit Hilfe des Kriifteplanes
in Abb. 38" sofort konstruiert werden, ohne daB die Seilkurve
vorher schon bekannt zu sein brauchte. Dazu ist nur notig,
daB man die Schwerlinien der Belastungsstreifen und ihre
- Inhalte angeben kann. Wenn die Zahl der Streifen, in die man
die Belastungsfliche einteilte, nicht zu klein ist, kann man sie
mit so groBer Genaunigkeit,
als sie in einer Zeichnung
itberhaupt erreichbar ist,

als Trapeze ansehen und ¥ VA 2
dementsprechend Schwer- 1 0
punktund Inhalt ermitteln. I
Fiir einen geiibten Zeichner %
geniigt es oft vollstindig, : b
den Abstand des Schwer- _

Abb. 38a. Abb. 38b.

punktes von der Streifen-
mitte einfach einzuschitzen. Um die Inhalte méglichst
einfach zu finden, nimmt man die Streifen am besten alle
von gleicher Breite. Die Inhalte sind dann den mittleren
Hohen der Trapeze proportional. Da es nun gar nicht auf den
MaBstab des Krifteplanes ankommt, konnte man diese mittleren
Hohen ohne weiteres als MaB fiir die Streifengewichte in den
Krifteplan eintragen. Damit dieser nicht eine unbegueme
GroBe erlangt, zieht man indessen vor, von allen Hohen nur
einen bestimmten Bruchteil im Krifteplane aufzutragen. Der
Pol des Krafteplanes kann wieder beliebig gewdhlt werden,
da man zu einer stetig verteilten Belastung ebensogut beliebig
viele Seilkurven konstruieren kann, wie beim Zusammensetzen
von Einzellasten beliebig viele Seilecke.

Nachdem das Seileck auf diese Weise konstruiert ist, ver-
lingert man die Streifengrenzen bis zu den Schnittpunkten
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A, B usf. mit den Seileckseiten. Man weiB dann, daB diese
Punkte der gesuchten Seilkurve angehéren und kennt zugleich
die Tangentenrichtungen an diesen Punkten. HEs bedarf gar
keiner besonders groBen Anzahl von Punkten und Tangenten,
um die Seilkurve so genau, als man es fiir praktische Zwecke
nur irgend wiinschen kann, freihéindig oder mit Hilfe des Kurven-
lineals dazwischen einzulegen.

§ 14. Differentialgleichung der Seilkurve.

In Abb. 39* ist oben eine beliebige Belastungsfliche, unten
eine zugehorige Seilkurve gezeichnet. Im Abstande = vom linken
Ende der Belastungsfliche sei die Belastungsdichte mit ¢, die
vonirgendeiner Hori-
zontalen aus senk-
recht nach abwirts
gerechnete Ordinate
der Seilkurve mit y
bezeichnet. AuBer-
dem ist an dieser
Stelle eine Tangente
an die Seilkurve ge-
legt, deren Winkel
mit der Horizontalen gleich ¢ sei. Dieser Tangente entspricht
eine gewisse Seilspannung, deren GriBe in Abb. 39® durch
einen parallel dazu gezogenen Polstrahl dargestellt wird.
Sie liBt sich in eine senkrechte Komponente ¥V und eine hori-
zontale Komponente H zerlegen, die im Kriifteplane ersichtlich
gemacht sind. Der Winkel ¢ kommt im Krifteplane ebenfalls

v

vor und man hat tg ¢ = -

Nun gehe man um dz weiter. Man erhilt einen neuen
Punkt der Seilkurve und eine ihm zugehérige Tangente, die in
Abb. 89* nicht besonders angegeben ist, weil sie sich mit der
vorigen nahezu decken wiirde. Dagegen ist im Krifteplane
die zugehorige Parallele eingetragen.

Abb. 89a. Abb. 89D,
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Beachtet man, daB nach den ILehren der analytischen
Geometrie tg @ im Differentialquotienten von y ausgedriickt
werden kann, so ldBt sich die vorige Gleichung auch

.
dz H
schreiben und fiir die Anderung von tg ¢ beim Weitergehen
um dz erhilt man daher

- +(3)

Nun dndert sich A iiberhaupt nicht, wihrend V sich, wie aus
dem Krifteplane entnommen werden kann, um das Gewicht
des Belastungsstreifens gdz vermindert. Man hat daher '

dyy _
Hd (d—m) = — gdx
oder nach Divigion mit da

d’
HZ = —q¢. 2

Dies ist die Differentialgleiechung der Seil-
kurve. Wenn ¢ analytisch als Funktion von « gegeben ist,
findet man daraus die endliche (leichung der Seilkurve durch
zweimalige Integration. Hierbei treten zwei willkiirliche In-
tegrationskonstanten auf. Da auch der Horizontalzug H des
Seilpolygons willkiirlich gewihlt werden kann, enthilt die
allgemeine Gleichung der Seilkurve drei willkiirliche Konstanten.
Dies entspricht dem Umstande, daB zu einer gegebenen Be-
lastungsfliche beliebig viele Seilkurven gezeichnet werden
konnen. Um eine unter ihnen nidher zu kennzeichnen, miissen
noch besondere Bedingungen hinzutreten, die zur Ermittelung der
Integrationskonstanten und des Horizontalzuges H ausreichen.

Fir den besonders haufig vorkommenden Fall einer
gleichférmigen Lastverteilung soll die Rech-
nung sofort weiter durchgefithrt werden. Wenn ¢ konstant ist,
erhilt man aus Gl (2) durch zweimalige Integration

dy
HRE’ gz + C,.

gt 3
Hy=—q5+ Oz + Gy
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wenn die Integrations-Konstanten mit C; und C, bezeichnet
werden. Die Seilkurve bildet demnach eine Parabel.

Seile, Ketten oder diinne Driihte, deren Biegungswiderstand
vernachliissigt werden kann und die eine der horizontalen Richtung
nach wenigstens annihernd gleichformig verteilte Belastung zu tragen
haben, kommen bei Ketten- oder Kabelbriicken, bei Telegraphen-
leitungen und bei Drahtseilbahnen vor. Ein Telegraphendraht z. B.,
der zwischen zwei weit voneinander entfernten Stiitzen ausgespannt
ist, hat seine Eigenlast, zuzliglich einer im Winter bei Rauchfrost
oder Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen, die als der
ganzen Liinge nach gleichférmig verteilt angenommen werden kann.
Freilich ist die Kigenlast streng genommen der Bogenlinge und
nicht der Abszisse # proportional. Wenn der Draht, wie es ge-
wohnlich zutrifft, ziemlich flach gespannt ist, ist der Unterschied
aber geringfiigig und er kommt um so weniger in Betracht, als die
Schneebelastung, die unter Umstéinden erheblich mehr ausmachen
kann als das FEigengewicht, eher proportional mit 2 als mit der
Bogenlinge angenommen werden kann. Der Biegungswiderstand
des Drahtes kommt in solchen Fillen gar nicht in Betracht; der
Draht kann vielmehr bei den groBen Kriimmungshalbmessern, um
die es sich dabei handelt, als ein vollkommen biegsames Seil an-
gesehen werden.

In Abb. 40, die sich auf einen solchen Fall bezieht, sind
A und B die beiden Stiitzen, zwischen denen der Draht aus-

5 Z 7 gespannt ist. Dabei ist angenommen,

ATE . daB beide gleich hoch liegen. Der

Ursprung des Koordinatensystems ist

auf die linke Stiitze 4 und die X-Achse

in die Verbindungslinie A B gelegt. An beiden Stiitzen gilt

die Grenzbedingung, daB y zu Null werden muB. Hieraus

folgen die Werte der Integrationskonstanten C; und C, in
Gl (3); C, muB zu Null werden und C, folgt aus

Abb. 40.

0=—%1'+ Cil zua 01=Q2J.7
Die Parabelgleichung geht damit iiber in
__qlz  g=*
Hy=%5—5%- @
Den Pfeil f der Seilkurve in der Mitte findet man hieraus zu
_qlr Q1
== ®)
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wobei in der letzten Form unter @ die Gesamthelastung ¢l
des Seiles oder Drahtes zu verstehen ist. Umgekehrt hat man

auch I
H=¢ (®)

und damit ist der Horizontalzug der Seilkurve bekannt fiir

den Fall, daB die Durchhingung f des Seiles gegeben ist.

So wird die Aufgabe gewohnlich gestellt. Es kann aber
auch vorkommen, daf zur Ermittelung von H nicht f, sondern
die Linge des Seiles, das zwischen den Punkten 4 und B auf-
gehdngt werden soll, gegeben ist. Dafiir ist die Aufstellung
einer Gleichung zwischen f und der Bogenlinge der Parabel
erforderlich, also die Lidsung einer rein geometrischen Aufgabe.
Von dieser kann hier abgesehen werden; dagegen soll eine
Naherungsformel, von der man bei flachen Parabelbigen mit
Vorteil Gebrauch machen kann, abgeleitet werden.

Versteht man unter ds die Liinge eines Bogenelementes, so

hat man
ds = dzx '/ 1+ (%i)3

Bei einem flacken Bogen ist :—z iiberall ein kleiner Bruch. Ver-

nachlissigt man das Quadrat davon ganz gegen die Einheit, so
kann in erster Anniherung ds =dz und die ganze Bogenliinge
gleich der Entfernung ! der beiden Stiitzen gesetzt werden. Diese
Anniherung geniigt aber bei manchen Aufgaben nicht, némlich
immer dann nicht, wenn es sich gerade um den Unterschied der
Bogenlinge b von ! handelt. Man erhilt dann eine bis auf kleine
GroBen hiherer Ordnung genaue Anniherung, wenn man die Wurzel
nach dem binomischen Satze entwickelt und sich auf die Beibehal-
tung der beiden ersten Glieder beschriinkt. Man setze also

doman (144 (22)

Fihrt man hier den Wort von 97 aus dor Parabelgleichung ein

und integriert von O bis I, so erhilt man

b_j = H, x)’]dm.
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Die Integration kann leicht bewerkstelligt werden und liefert

- q! lﬂ
SchlieBlich kann auch noch der Wert von H aus Gl. (5) oder
Gl (6) eingesetzt werden, womit die vorige Gleichung iibergeht in

8 f*

Von diesen Nitherungsformeln kann man z. B. mit Vorteil Gebrauch
machen, um den Einflu, den eine Temperaturinderung des Drahtes
auf f und damit auch auf H ausiibt, zu berechnen. Hierbei kann
es (bei sehr flachen Bogen) auch nitig werden, die elastische Ver-
lingerung des Drahtes unter dem Einflusse des Horizontalzuges H
in Beriicksichtigung zu ziehen. Alle Aufgaben dieser Art kénnen
mit Hilfe der Formeln (5), (6) und (7), nétigenfalls unter Heran-
ziehung des Elastizitiitsgesetzes, leicht geldst werden.

§ 15. Die Kettenlinie.

Wenn ein Seil, das nur sein Eigengewicht zu tragen hat,
stirker durchhiingt, als bisher vorausgesetzt war, geniigt die
vorige Annaherung nicht mehr. Man muf dann von vornherein
Riicksicht darauf nehmen, daB die Belastung jedes Seilelementes
nicht dem zugehérigen Abszissenelemente, sondern dem Bogen-
differentiale proportional ist. Die einer solchen Belastung ent-
sprechende Seilkurve wird als eine Kettenlinie bezeichnet,.

Man kann die Theorie der Kettenlinie zwar unmittelbar
an die vorher schon abgeleitete Differentialgleichung der
Seilkurve ankniipfen; da sich aber die Rechnungen bei einer
etwas andern und fir diesen Fall zweckmiBigeren Wahl des
Koordinatensystems einfacher gestalten, soll von den voraus-
gehenden Entwicklungen kein Gebrauch gemacht werden.

In Abb. 41* ist eine Kettenlinie gezeichnet. Die Y-Achse
des Koordinatensystems fillt mit der Symmetrieachse zu-
sammen, wiahrend die horizontale X-Achse um einen spiter
noch nidher anzugebenden Abstand a unterhalb des Scheitels
der Kurve liegen soll. Die Ordinaten y werden hier im Gegen-
satze zu der bei der Ableitung der allgemeinen Differential-
gleichung der Seilkurven getroffenen Festsetzung nach oben
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hin positiv gerechnet. Im Punkte xy der Kettenlinie ist eine
Tangente gezogen, die den Winkel ¢ mit der X-Achse bilden
moge. Parallel zu ihr ist
im Kriifteplane, Abb. 41",
ein Polstrahl gezogen, der
die  Seilspannung im
Punkte y angibt. AuBer-
dem ist auch noch ein
zweiter Polstrahl  ge-
zogen, der zu einem dem
vorigen . unendlich nahe
benachbarten Punkte ge-
horen soll.  Zwischen
beiden Punkten liegt das S i A iR,
Bogendifferential ds der

Kettenlinie, dessen Gewicht gleich pds gesetzt werden kannm,
wenn man unter p das Gewicht der Liangeneinheit des Seiles
versteht. Man hat wieder, wie bei der @hnlichen Entwicklung
des vorigen Paragraphen

tgq;::% oder auch H:—Z: V

und wenn wir zum nichsten Punkte iibergehen,

Hs -,!/"Z)f"“fjv

d
Ha(3Y) = av = pds ¢
oder in Form einer Differentialgleichung geschrieben ~ Mo // [+ /‘i})
d*y ds ok
T Vg (9

Da H und p konstant sind, kann die Gleichung sofort einmal
integriert werden. Man erhilt

H j—g = yps 4 C.
Die Integrationskonstante C' bestimmt sich aus der Bedingung,
daB im Scheitel j—i’: gleich Null ist. Zihlen wir also die Bogen-
linge s bis zum Punkte 2y vom Scheitel aus, so mul ¢ =0
sein und die Gleichung geht iiber in

d
Hd_g = ps. (10)
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Diese Gleichung lehrt uns bereits eine merkwiirdige Figen-
schaft der Kettenlinie kennen: sie zeigt, dall die Tangente
des Neigungswinkels ¢ proportional der
Bogenlinge s wiachst.

Um zur endlichen Gleichung der Kettenlinie zu gelangen,
miissen wir aber zu Gl (9) zuriickkehren und darin ds durch
dx und dy mit Hilfe des Pythagoriischen Satzes ausdriicken.
Die Gleichung geht dann iiber in

a% = Y1+ (&), 1% W
Die Variable y selbst kommt in dleser Gleichung nicht vor.

Bezeichnen wir den ersten Differentialquotienten von y nach z
voriibergehend mit p, so liBt sie sich in der Form

d
Hy=pV1+p

anschreiben, die in bezug auf die Variable p von der ersten
Ordnung ist. Um die Gleichung zu integrieren, ordnen wir
sie wie folgt:

dp
;e O
Vite 14
und von da konnen wir unmittelbar zur Stammgleichung ge-

langen, indem wir beiderseits integrieren. Dabei ist die In-
tegralformel

d e
]/—lq_p—;;= g (p+ V1 + p?)

zu beachten, von deren Richtigkeit man sich leicht durch Aus-
fihrung der Differentiation an dem Logarithmus iiberzeugt.
Die vorhergehende Gleichung liefert daher

Hig(p + V1 + p?) = pa+C,.

Auch die hierbei auftretende Integrations-Konstante €, ist
wegen der Grenzbedingung p= 0 fir 2 = 0 gleich Null zu
setzen. Geht man ferner vom Logarithmus zum Numerus iber,

so erhidlt man e

P+ V14 pt=e"
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Diese Gleichung losen wir nach p auf; sie ist, wie man dabei
findet, nur scheinbar vom zweiten Grade, in Wirklichkeit viel-
mehr vom ersten Grade in bezug auf p und die Losung lautet

e 1=
p= g(eﬂ —é E)' (12)
Die auf der rechten Seite stehende Funktion von g kommt

ofters vor und man hat ihr wegen der Verwandtschaft, in der
gie zu den goniometrischen Funktionen steht, die Bezeichnung
des hyperbolischen Sinus gegeben. Gebraucht man dafir die
Bezeichnung sinh und erinnert man sich zugleich der Bedeu-
tung von p, so laBt sich die Gleichung auch in der kiirzeren
Form

% — ginh%? (18)

anschreiben. Setzt man diesen Wert von g—‘: inGl. (10) ein,

so findet man auch die Bogenlinge s als Funktion von «,
namlich . % e y_; 14

Um auch y zu erhalten, miissen wir Gl. (13) noch einmal
integrieren. Wer mit den Hyperbel-Funktionen ein wenig be-
kannt ist, weill schon, daB das Integral von sinh den hyper-
bolischen Kosinus liefert. Im andern Falle braucht man aber
nur auf Gl (12) zuriickzugehen und die leicht auszufiihrende
Integration an den Exponential-Funktionen vorzunehmen.
Man erhélt dann

H1(%2 -2
y=?.?(65+e %) + Oy (15)

Der Faktor von %I bildet jene Funktion, die man den hyper-

bolischen Kosinus nennt. Die neu aufgetretene Integrations-
Konstante C, ist aus der Bedingung zu ermitteln, dall y = a
wird fiir x = 0. Wir wollen nun den Abstand a, dessen GroBe
bisher unbestimmt gelassen wurde, so wihlen, daf auch die
Integrations-Konstante C, verschwindet, damit wir zn moglichst
einfachen Formeln gelangen. Fiir z = 0 geht Gl. (15) iber in

H .
=240
a 7—i— 2
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und C, verschwindet daher, wenn wir
4= % (16)
wihlen. Hiermit nimmt die Gleichung der Kettenlinie die

einfache Form .
y=a cosh—a - 17

an. Der Wert von e liBt, wie aus Gl. (16) hervorgeht, wenn
man sie in der Form H = ay schreibt, eine anschauliche Deutung
zu. Es ist ndmlich jene Seillinge, deren Gewicht gleich dem
Horizontalzuge der Kettenlinie ist.

Auch fiir die Seilspannung § an irgendeinem Punkte zy
der Kettenlinie kann man einen einfachen Ausdruck aufstellen.
Zuniichst hat man, wie aus Abb. 41° hervorgeht,

V=Hf:g(p und S=Hyl+tg2 =HV]_—|—p9,
wenn die vorher schon gebrauchte Abkiirzung p fiir % oder
tg @ wieder benutzt wird. Setzt man p aus Gl (12) ein, so

erhilt man
FEeg Ve (Y

=-—( + e H) co&h?"‘

Setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein und driiekt
zugleich H nach Gl. (16) in e aus, so findet man

S=ay eosh-z—
und mit Riicksicht auf Gl (17) geht dies tiber in
8= 9yy. (18)

Die Seilspannung ist daher an jeder Stelle der Ordinate y pro-
portional und die Gleichung H = ay ist nur als ein besonderer
Fall von Gl. (18) anzusehen, da der Horizontalzug H zugleich
die Spannung im Scheitel der Kettenlinie angibt.

Fir die Hyperbelfunktionen hat man Tafeln ausgerechnet,

die ganz iihnlich eingerichtet sind wie die Tafeln der goniometrischen
Funktionen. Sie sind zwar nicht so hiufig verbreitet, wie die ge-
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wohnlichen Sinustafeln, aber doch in manchen Logarithmentafeln und
in vielen anderen Tabellenwerken wenigstens in auszugsweiser Form
zu finden. Auch das bekannte Werk ,Hiitte, Des Ingenieurs
Taschenbuch® enthiilt solche Tafeln. Mit deren Hilfe gestalten sich
die Zahlenrechnungen iiber Kettenlinien auf Grund der voraus-
gehenden Formeln in manchen Fillen fast noch einfacher, als wenn
man — bei flachen Kurven — Parabeln an Stelle der Kettenlinien
annimmt.

§ 16. Die Momentenfliche.

In Abb. 42* sind die Krifte B, B, . .. durch ein Seilpolygon
©,&; ... verbunden, wozu der Krifteplan Abb. 42® gehért.
Man lege irgendwo
einen Schnitt ¢¢ durch
das Seilpolygon, der
dieses im Punkte C
trifft. Es handle sich
darum, das statische
Moment aller links
vom Punkte C liegen-
den Krifte 3, P, B,
in bezug auf diesen
Punkt als Momenten-
punkt - festzustellen.
An diesem Momente wird nichts gedindert, wenn wir auch die
Krifte &, und &', die sich gegenseitig aufheben; mit einrechnen.
Nun war aber &, mit allen links vom Schnitte liegenden Kriften 3
zur Resultierenden &, vereinigt, die durch den Momenten-
punkt C geht und deren Moment daher verschwindet. Das
Moment der links von € liegenden Krifte P ist daher dem
Momente von &, gleich. Zerlegen wir noch &,’ im Punkte D,
in dem es von dem in senkrechter Richtung gefithrten Schnitte
66 getroffen wird, in eine horizontale Komponente H und eine
vertikale Komponente ¥, so verschwindet das Moment von ¥V
und das gesuchte Moment M der links von C liegenden Krifte 8

kann daher M—H (19)
gesetzt werden, wenn unter y der Abschnitt CD auf der durch

Abb. 42b.
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den Punkt C in lotrechter Richtung gefiilhrten Linie zwischen
den Richtungen der Seilstrahlen &; und &," verstanden wird.

Von dieser Anwendung des Seileckes zur Ermittelung der
statischen Momente gegebener Krifte wird namentlich Ge-
brauch gemacht, wenn die Krifte B alle parallel zueinander
gerichtet sind. Geht dann der Schnitt 66 ebenfalls parallel zu
ihnen, so ist es gleichgiiltig, welchen Punkt der Richtungs-
linie von g6 man als Momentenpunkt wihlt. Man spricht daher
in diesem Falle oft nur von dem Momente M aller links von
einem Schnitte liegenden Kriifte, ohne einen bestimmten Momen-
tenpunkt zu bezeichnen, auf

I , T’ 13 den sich das Moment bezichen
A ! i-H—= goll. Da ferner H fiir alle
! 1 E Schnitte g6 denselben Wert
% 3 |, hat, so ist M iiberall der

(5]

AN
'F Strecke y proportional. Die
l/ zwischen dem Seilecke und
; ’ dem Seilstrahle &," liegende
5 Flachewird aus diesem Grunde
o als die Momentenfldache

Abb. 43a. Abb. 43b. bezeichnet.

Die wichtigste Anwendung dieser Betrachtungen wird durch
Abb. 43 dargestellt. In Abb. 43" ist ein Balken gezeichnet, der
auf zwei Stiitzen aufruht und die Lasten 1, 2 ... trigt. Diese
und die zugehorigen Auflagerkrifte sind durch das geschlossene
Seileck, das darunter gezeichnet ist, miteinander verbunden.
Wie man die Auflagerkrifte 4 und B im Krifteplane Abb. 43
“findet, ist schon von frither her bekannt.

Das statische Moment aller links von irgendeinem Schnitte
6o liegenden Krifte, mit EinschluB des Auflagerdruckes A4,
ist von Wichtigkeit, weil von ihm die Biegungsbeanspruchung
des Balkens in diesem Querschnitte abhingt. Es wird als das
Biegungsmoment bezeichnet. Damit der Auflagerdruck
A von vornherein in das Seilpolygon mit eingeschlossen ist, be-
trachten wir die SchluBlinie als den ersten Seilstrahl &,, der
dann mit 4 zu &, zusammengesetzt ist. Den Momentenpunkt C

Kg!

AT

i
Sl |
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withlen wir wiederum auf dem Schnitte der Linie g6 mit dem
Seilpolygone. Wie vorher kann dann das Biegungsmoment
gleich dem Momente von &, oder gleich Hy gesetzt werden,
wenn die Buchstaben dieselbe Bedeutung behalten, wie im
vorigen Falle. Die Momentenfliche ist die von dem geschlossenen
Seilecke umgrenzte Fliche; sie ist in der Abbildung schraffiert.
Das Biegungsmoment ist fiir jeden Querschnitt dem in die
Momentenfliche hineinfallenden lotrechten Abschnitte y pro-
portional. Man kann daher z. B. sofort erkennen, an welcher
Stelle das Biegungsmoment bei der gegebenen Laststellung
geinen groBten Wert annimmt, indem man mit dem Zirkel in
der Hand den groBten Abschnitt y aufsucht. Gerade darauf,
daB man nicht nur fiir einen bestimmten Querschnitt, sondern
sofort fiir alle Querschnitte die zugehorigen Biegungsmomente
findet, beruht der Vorteil des graphischen Verfahrens gegeniiber
der Aufsuchung des Biegungsmomentes durch Rechnung, die
freilich an sich auch gar keine Schwierigkeiten macht.

Man nehme z B. an, daB es sich darum handele, fiir jeden Quer-
schnitt eines Briickentriigers das griBte Biegungsmoment festzustellen,
das in ihm wihrend der Uberfahrt eines Eisenbahnzuges von gegebener
Zusammensetzung auftritt. Man hat es dann mit einem Systeme
fest miteinander verbundener Lasten zu tun, dessen Stellung
zur Briicke alle moglichen Lagen annehmen kann. Man vereinigt
zuniichst die Lasten durch irgendein Seileck. Dann denkt man
sich das Lastensystem in Ruhe und den Briickentriiger dagegen
verschoben, wobei man eine hinreichende Anzahl aufeinander-
folgender Stellungen herausgreift. Die jeweilige Stellung des
Briickentriigers relativ zum Eisenbahnzuge wird schon durch zwei
in lotrechter Richtung gezogene Linien, die durch die Stiitzpunkte
gehen und deren Abstand daher gleich der Spannweite des Balkens
ist, hinreichend gekennzeichnet. Man triigt die zugehorige SchluB-
linie ein und hat damit sofort die Momentenfliche fiir die be-
treffende Stellung gefunden. Jeder andern Stellung entspricht eine
andere Momentenfliche, zu deren Ermittelung wiederum schon das
Einzeichnen einer neuen SchluBlinie geniigt. Man kinnte nun mit
Hilfe des Zirkels fiir jeden Querschnitt den groBten Wert von y
in allen diesen in derselben Zeichnung vereinigten Momenten-
flichen aufsuchen. Ubersichtlicher wird es aber, wenn man in einer
zweiten Figur den Balken in unveriinderlicher Stellung zeichnet
und alle Momentenflichen, auf dieselbe Schlufllinie bezogen, niimlich

Foppl: Graphische Statik, 2, Aufl. 6



82 Zweiter Abschnitt. Das Seilpolygon oder Seileck.

von der Balkenachse selbst aus, iibereinander abtriigt. Man hat
dann nur nitig, eine Umhiillungslinie freihiindig einzutragen, die
alle diese Momentenflichen umschlieBt. Dadurch erhilt man die
Maximal-Momentenfliche, deren Ordinaten fiir jeden Quer-
schnitt das grofte in ihm wiihrend des Passierens des Eisenbahn-
zuges auftretende Biegungsmoment angeben. Man kann auch durch
Rechnung nachweisen, daBl der Umri der Maximal-Momentenfliche
durch Parabelbiogen gebildet wird, die sich polygonartig aneinander
schliefen.

§ 17. Besondere Fille fiir die Konstruktion
der Momentenfliche.

Bei groBeren Briickenkonstruktionen wird die bewegliche
Last nicht unmittelbar von den Haupttrigern selbst auf-
genommen. Dazu
dient vielmehr eine

,,Fahrbahnkon-

struktion®, die sich
O ihrerseits auf die

Haupttriger stiitzt.

Die  Stiitzpunkte

sind gewdhnlich in

gleichen Abstinden
voneinander angeordnet. Als Lasten an den Haupttrigern sind
hier nicht die unmittelbar gegebenen Lasten, sondern die von der
Zwischen- oder Fahrbahnkonstruktion darauf iibertragenen
Auflagerkrifte anzusehen. Die diesem Falle der ,mittelbaren
Belastung' entsprechende Momentenfliche kann indessen
aus dem Seilecke der gegebenen Lasten stets leicht gefunden
werden.

In Abb. 44* ist ein auf zwei Stiitzen ruhender Balken ge-
zeichnet, dessen ganze Lénge durch die Zwischentriger a, b, ¢
in drei Teile geteilt ist. Auf die Zwischentriger wirken die Lasten
1,2, 3. .. und der Balken ist nur an den Auflagerstellen I und IT
durch die dort iibertragenen Auflagerdriicke der Fahrbahn-
konstruktion belastet. Man soll die dazu gehérige Momenten-
fliche konstruieren.

Abb, 44D,
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Zu diesem Zwecke zeichnet man zundchst mit Hilfe des
Kriifteplanes Abb. 44" ein Seilpolygon, das die gegebenen Lasten
verbindet und trigt die SchluBlinie ein. Man hitte damit schon
die Momentenfliche, wenn die Lasten direkt und nicht indirekt,
durch Vermittelung der Fahrbahnkonstruktion, an dem Balken
angriffen. Hierauf zieht man lotrechte Linien durch die Knoten-
punkte I, IT, wodurch das Seilpolygon in ebensoviele Abschnitte
getrennt wird, als Zwischentriger a, b, ¢ vorhanden sind. Jeder
dieser Beilpolygonabschnitte kann als ein dem betreffenden
Zwischentriger und den von ihm unmittelbar aufgenommenen
Lasten entsprechendes, besonderes Seilpolygon aufgefaBt werden.
Man trage auch die zu diesen Abschnitten gehorigen, in Abb. 44*
durch starke Striche hervorgehobenen SchluBlinien ein. Parallelen
dazu in Abb. 44°, die ebenfalls durch starke Striche gekenn-
zeichnet sind, schneiden auf der Lastlinie die Auflagerkrifte ab,
die von der Zwischenkonstruktion auf den Haupttriger tber-
tragen werden. Mit I* ist in der Abbildung der Auflagerdruck
bezeichnet, der vom Zwischentriiger a auf den Stiitzpunkt I
iibertragen wird und I gibt den auf denselben Stiitzpunkt
vom Zwischentriiger b her gelangenden Druck an.

Die vom Haupttriger selbst aufgenommenen Lasten be-
stehen hiernach am Punkte I aus I* + I® und am Punkte II
aus IT° 4 TI° Zu diesen Lasten wire von neuem ein Seilpolygon
zu konstruieren. Man sieht aber, daB dieses schon fertig vor-
liegt, ohne daB man noch weitere Linien zu ziehen braucht.
Denn die stark ausgezogenen Polstrahlen im Krifteplane, die
wir vorher als SchluBlinien der kleinen Seilpolygonabschnitte
aufzufassen hatten, bilden sofort schon den Krifteplan, der zu
den Lasten I* 4 I" und II® 4 II° gehort, und ihm entspricht
im Lageplane auch der Zug der stark ausgezogenen Linien als
Seilpolygon. Die SchluBlinie ist dieselbe wie beim Seilpolygone
fiir die unmittelbar gegebenen Lasten 1, 2 ... Hiernach stellt
die in der Abbildung durch Schraffierung hervorgehobene
Fliache zwischen dieser SchluBlinie und dem durch starke
Striche angegebenen Seilpolygone die gesuchte Momentenfliche
des Haupttragers dar. Die weiB gelassenen Flichen zwischen

6‘
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beiden Seilpolygonen bilden die Momentenflichen fiir die
Zwischentriger a, b, ¢. Man erkennt hieraus auch, in welcher
Weise sich das gesamte Moment der links von irgendeinem
Schnitte liegenden duBeren Krifte an der ganzen Konstruktion
auf ein durch die Biegungsfestigkeit des Haupttrigers aufzu-
nehmendes Moment und auf ein anderes verteilt, das von dem
durch den gleichen Schnitt getroffenen Zwischentriger auf-
zunehmen ist.

Zugleich bemerkt man, daB das Eintragen der Parallelen
zu den SchluBlinien der einzelnen Seilpolygonabschnitte in den
Krifteplan nur fiir den Zweck des Beweises nitig war. Nachdem
dieser einmal gefiihrt ist, braucht man die Parallelen bei den
Anwendungen gar nicht mehr zu ziehen. Es geniigt dazu,
nach Konstruktion des Seilpolygons, das die unmittelbar ge-
gebenen Lasten verbindet, von den Knotenpunkten, in denen
zwel Zwischentriger zusammenstoflen, Senkrechte zu ziehen
und deren Schnittpunkte mit den Seileckseiten durch Linien zu
verbinden. Das auf diese Weise gewonnene, dem Seilecke ein-
geschriebene Polygon schlieBt dann in Verbindung mit der
SchluBlinie des ganzen Seileckes die Momentenfliche fir den
Haupttriger ein.

Ist z. B. eine gleichformig verteilte stetige Belastung auf der
Fahrbahn gegeben, so geht das dieser zugehirige Seileck, wie aus
den TUntersuchungen in § 14 folgt, in eine Parabel {iber, und die
Momentenfliche fiir den Haupttriger wird durch das in der an-
gegebenen Weise der Parabel eingeschriebene Polygon gebildet.

In Abb. 44® waren nur drei Zwischentriiger angenommen.
Trotzdem wich auch hier schon die Momentenfliche fiir die indirekte
Belastung nur wenig von jener ab, die der unmittelbaren Belastung
des Haupttriigers durch die gegebenen Lasten entsprochen hitte.
Die Abweichung wird um so geringer, je groBer die Zahl der
Zwischentriiger oder je groBer die Zahl der Knotempunkte I, IT ...
ist, an denen der Haupttriger die Fahrbahnkonstruktion stiitzt. Da
nun diese Zahl in der Regel ziemlich groB ist (gewdhnlich min-
destens 8 oder 10), kommt der Unterschied zwischen beiden
Momentenflichen meistens gar nicht in Betracht und man behandelt
daher den Fall gewiohnlich so, als wenn die Lasten unmittelbar
am Haupttriger angriffen. — Wenn einer der Zwischentriiger gar
keine Last trigt, #illt fibrigens der zugehbrige Seilpolygonabschnitt
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von selbst schon gerade mit dem Umrisse der Momentenfliche fiir
den Haupttriger zusammen.

Ein anderer Fall wird durch Abb. 45" dargestellt. Ein
Triger reicht iiber zwei Offnungen, ist aber, um die statische
Unbestimmtheit, die sonst hereinkdme, zu vermeiden, bei D
in zwei Teile getrennt, die durch ein Gelenk miteinander zu-
sammenhingen. Hiernach wird die rechts liegende Offnung
durch einen Balken
iiberdeckt, der bis D
in die linke Offnung
hinein vorkragt und
auf den sich bei D g
ein nur von A bis D
reichender, kiirzerer
Balken stiitzt. Tri-
ger - Kombinationen
dieser Art werden im Abb. 45a. Abb. 45D,

neueren Briicken-
baue hiufig angewendet; man bezeichnet sie als Kragtrager
oder nach dem Konstrukteur, der sie zuerst in sorgfiltiger Aus-
bildung und in groBerem MaBstabe zur Anwendung brachte,
als Gerbersche Trager. Der Vorteil, der mit dieser An-
ordnung verbunden ist, wird sich aus der weiteren Betrachtung
alsbald ergeben.

Um die Momentenfliche zu konstruieren, verbindet man
zunichst die Lasten 1, 2. .. durch ein Seilpolygon. Dieses wird
durch eine vom Gelenke D aus gezogene Senkrechte in zwei
Abschnitte geteilt und der linke Abschnitt davon bezieht sich
sofort auf den die Spannweite von A bis D selbstindig iber-
briickenden Balken. Trigt man fiir diesen Abschnitt die Schlufi-
linie ein, so hat man ohné weiteres die zu dem linken Balken
gehorige Momentenfliche, die durch eine Schraffierung hervor-
gehoben ist.

Man denke sich ferner auch die Auflagerkrifte 4, B, C
in das Seilpolygon mit einbezogen. Da sie mit den gegebenen
Lasten im Gleichgewichte stehen, muB das Seilpolygon zu einem

A
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geschlossenen werden. Der Auflagerdruck, den der linke Balken
auf den rechten im Gelenke D iibertrigt, kommt hierbei nicht
in Betracht, weil ihm nach dem Wechselwirkungsgesetze ein
gleich groBer, aber entgegengesetzt gerichteter Druck vom
rechten auf den linken Balken gegeniibersteht und beide als
innere Krifte ohne EinfluB auf die Gleichgewichtsbedingungen
zwischen den #uleren Kriften sind, sobald man die Krifte an
dem ganzen Trigerverbande ins Auge faBit. Das Gelenk D
hat nun zur Folge, daB das Biegungsmoment an dieser Stelle
zu Null werden muB, und beim Eintragen der SchluBlinie fiir
den linken Abschnitt des Seileckes ist von dieser Bedingung
bereits Gebrauch gemacht.

Die Schluflinie des linken Seileckabschnittes betrachten
wir, wie schon im Falle der Abb. 43, als die erste Seilspannung,
die mit_ dem Auflagerdrucke 4 zu &, zusammengesetzt ist.
Fiir jeden Querschnitt in der ersten Offnung, wenn er auch
rechts vom Gelenke D liegt, konnen dann alle Krifte links vom
Schnitte durch die davon getroffene Seilspannung und die
Gegenkraft €, von &, ersetzt werden. An der Mittelstiitze
greift der nach oben gerichtete Auflagerdruck B an. Da B in
dem zuerst konstruierten Seilecke nicht vorkam, denken wir
uns B mit &' zu einer Resultierenden vereinigt, von der wir
zuniichst nur wissen, daB sie durch den Schnittpunkt beider
Richtungslinien gehen muB. Dann kionnen auch in der rechten
Offnung fiir jeden Querschnitt alle links davon liegenden &uBeren
Krifte durch diese Resultierende und die von dem Schnitte
getroffene Seilspannung ersetzt werden. Denkt man sich ferner
die letzte Seilspannung mit dem Auflagerdrucke € zu einer
Resultierenden vereinigt, die jedenfalls durch den Schnittpunkt
der beiden Richtungslinien gehen muf, so sind nachher alle
Krifte an der ganzen Konstruktion auf diese Resultierende
und auf die vorher besprochene Resultierende aus B und &,
zurickgefithrt. Da aber alle Kréfte ein Gleichgewichtssystem
bilden, miissen sich auch die beiden Resultierenden im Gleich-
gewichte halten, d. h. ihre Richtungslinien miissen zusammen-
fallen. Man findet daher diese Richtungslinie durch Verbindung
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der beiden Punkte, die wir von ihr bereits kennen. Nach Eintragen
der Verbindungslinie ist das Seilpolygon geschlossen und die
Momentenfliche wird durch die zwischen den SchluBlinien und
dem Seilpolygone eingeschlossenen, durch Schraffierung hervor-
gehobenen Flichen gebildet. Dabei ist zu beachten, daB die
mittlere Fliche, deren Schratfierungsstriche von links nach rechts
fallen, negativen Momenten entspricht. Alle links liegenden
Kriifte ergeben namlich fiir einen an dieser Stelle gefithrten
Schnitt ein Moment, das dem Uhrzeigersinne entgegengesetzt
ist, und der Balken wird von diesem Momente so gebogen, dal
er seine Hohlseite nach unten hin kehrt, wihrend die Hohlgeite
bei positiven Momenten, die in der Abbildung durch von rechts
nach links fallende Schraffierungsstriche gekennzeichnet sind,
nach oben hin gerichtet ist.

Auch hier ist die Uberlegung, die zur Losung fithrt, weit-
liufiger als die wirkliche Ausfiihrung der Konstruktion. Bei dieser
braucht man nur darauf zu achten, daB zu jeder Offnung des Krag-
trigers eine besondere SchluBlinie gehort, daB diese SchluBlinien
auf den Richtungslinien der Auflagerkriifte aneinander stoBen und
daB sie auf den durch die Gelenke gezogenen Vertikalen und den
Vertikalen durch die beiden #uBersten Stiitzpunkte die Seileckseiten
gchneiden. Diese Bedingungen genfigen in allen Fillen dieser Art,
um alle SchluBlinien einzutragen. Die zwischen ihnen und dem
Seilpolygone eingeschlossenen Flichen bilden die Momentenflichen.
Um die Vorzeichen festzusetzen, braucht man uur zu beachten, daB
solche Triigerteile, die eine Spannweite fiir sich iiberdecken, ohne iiber
die Stiitzen vorzukragen (wie hier der zwischen A und D liegende),
nur positive Biegungsmomente aufzunehmen haben und daB bei
jeder Uberschneidung einer SchluBlinie mit dem Seilpolygone ein
Wechsel im Momentenvorzeichen eintritt.

Wiirde jede der beiden Offnungen in Abb. 45* durch einen
Triger fir sich fiberdeckt, der ohne Zusammenhang mit dem andern
wiire, wobei natiirlich das Gelenk in D wegfallen miiBte, so hiitte
man fiir jede Offnung ohne Riicksicht auf die andere die Momenten-
fliche so wie in Abb. 43 zu konstruieren. Fiir die linke (ffnung
wiirde man also z. B. die Schnittpunkte der Richtungslinien von 4
und B mit den Seileckseiten zu verbinden haben, um die SchluB-
linie und hiermit die Momentenfliche fiir diese Offnung zu erhalten.
Denkt man sich diese Linie in die Abbildung eingetragen, so er-
kennt man sofort, daB die Momentenfliche dann viel gréBer aus-
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fillt, als vorher. Von der Grofle der Momente hiingt aber die
Biegungsbeanspruchung des Balkens ab. Der Kragtriiger wird dem-
nach durch die gegebenen Lasten weniger stark beansprucht, als
wenn jede Offnung fiir sich #berdeckt wiire und in diesem Um-
stande ist der Vorteil begriindet, der sich durch die Gerbersche
Anordnung erzielen liBt.

§ 18. Die graphische Ermittelung von Trigheitsmomenten.

Das Beilpolygon kann auch dazu verwendet werden, das
Trigheitsmoment einer Querschnittsfliche fiir irgendeine in
deren Ebene enthaltene Achse (und zwar gewdhnlich fiir eine
Schwerlinie als Achse) zu ermitteln. Zur Begriindung des Ver-
fahrens diene Abb. 46. Die Belastungsfliche ist hier genau
der in Abb. 38 (8. 69) nachgebildet und die Seilkurve, deren
Konstruktion dort erliutert wurde, ist hier ebenfalls von dort
iibernommen. Nur die Einteilung in die Belastungsstreifen und
das den Einzellasten entsprechende, aus Tangenten der Seil-
kurve bestehende Seilpolygon ist in der neuen Figur weggelassen,
weil diese Linien zwar zur Konstruktion der Seilkurve nétig
sind, nachher aber nicht mehr gebraucht und daher fortgeloscht
werden kinnen. Verlingert man die duBersten Seileckseiten,
also die Endtangenten der Seilkurve, bis sie sich schneiden, so
geht durch diesen Punkt die Resultierende der das Seil be-
lastenden Gewichte, d. h. die Linie 88 ist die Schwerlinie der
Belastungsflidche. '

Man betrachte ferner einen unendlich schmal zu denken-
den Streifen dF der Belastungsfliche im Abstande y von SS8.
Verlingert man die Grenzlinien des Streifens bis zur Seilkurve
und zieht an beiden Punkten der Seilkurve Tangenten, so
schliefen diese mit 88 das in der Abbildung schwarz hervor-
gehobene, schmale Dreieck ein. Die auf S8 liegende Grund-
linie des Dreieckes sei mit dg bezeichnet. Der gegeniiberliegende
Eckpunkt, also der Schnittpunkt beider Tangenten liegt auf
der Schwerlinie des Streifens dF. Die zu dg gehorige Hohe
des Dreieckes ist daher gleich y und der Inhalt des Dreieckes

gleich —;- dg - y.
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Im Krifteplane Abb. 46° kann man durch Ziehen von
Parallelen zu den beiden Tangenten ein ebenfalls schwarz her-
vorgehobenes Dreieck abgrenzen, das dem in Abb. 46 &hnlich
ist, weil die Seiten parallel zueinander gehen. Man hat daher die
Proportion dF _dg
: H

Um auf die Momente zweiten Grades zu kommen, multi-
pliziere man die Gleichung mit y. Damit erhilt man

y*dF = Hydg wund daher fyzdF = H | ydg.

oder Hdg = ydPF.

Die Summierung auf der rechten Seite kann aber unmittelbar
ausgefithrt werden. Denn
das Integral gibt das Doppelte
aus der Summe aller jener
Dreiecke an, von denen vor-
her eines besprochen wurde.
Diese Dreiecke folgen alle
stetig aufeinander und fiillen
den zwischen der Seilkurve,
der Anfangstangente und der
Linie 88 liegenden Raum
aus. Dabei ist iibrigens gar
nicht einmal notig, daB S8
die Schwerlinie sei; auch fiir
irgendeine andere, parallel zu Abb. 46a. Abb, 46
88 gezogene Linie @6 bleibt

die Betrachtung anwendbar, und die zwischen ihr, der Kurve
und der Anfangstangente abgegrenzte Fliche gibt nach Mul-
tiplikation mit 24 das Moment zweiten Grades fiir ¢6 von dem
links davon liegenden Teile der Belastungsfliche an.

Um das Moment fiir die ganze Belastungsfliche zu erhalten,
braucht man nur das Moment fiir die rechte Hilfte hinzuzu-
fiigen. Fiir dieses gilt dieselbe Betrachtung; es kann auch gleich
dem Produkte aus 2H und dem zwischen der Seilkurve, der
Endtangente und der Linie 88 oder 66 liegenden Flichenstiicke
gesetzt werden. Dabei ist zu beachten, dafl jedes Flachenelement
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der Belastungsfliche nur positive Beitrige zum Trigheitsmomente
liefern kann; die von links und rechts her stammenden Beitrige
gind daher ohne Vorzeichenunterschied zusammenzuzihlen.

Ein Blick auf Abb. 46* lehrt, daB das Trigheitsmoment
unter allen parallel zueinander gezogenen Achsen fiir die Schwer-
linie S8 am kleinsten ausfillt. Es ist namlich gleich dem Pro-
dukte aus 2 H und der zwischen der Seilkurve und ihren beiden
Endtangenten eingeschlossenen Fliche. Fiir eine Achse g¢

vergroBert sich

| «
~ dagegen  diese
e \\ . Fliche um das
| % zwischen g6 und
/1/; v 0 den beiden End-
- 7 // 2 tangenten abge-
N, - # i 2~ — gschnittene Drei-
’ eck, das in
Abb. 46* durch

)/f/ \ eine horizontale

W /%m Schl‘a.fﬁerllng
g el ausgezeichnet
ist.

Der Horizon-
talzug H der
Seilkurve hat die
Bedeutung eines
Flacheninhaltes. Als Lasten dienten ndmlich die Flidchen-
inhalte der Belastungsstreifen und mit diesen muB H von
gleicher Art sein. Am besten wihlt man H im Krifteplane
so, daB es die Hilfte der Belastungsfliche F darstellt. Dies
wird sofort erreicht, wenn man die beiden #duBersten Polstrahlen
in Richtungen von 45° zieht. Dann bildet ndmlich H die Héhe
eines rechtwinklig gleichschenkligen Dreieckes, dessen Hypo-
tenuse die Summe aller dF, also F selbst angibt. Bezeichnet
man ferner die zwischen der Seilkurve und ihren beiden End-
tangenten liegende Flache mit F’ und das Trigheitsmoment
fiir die Schwerlinie SS mit &, so hat man, unter der Voraus-

Abb. 47.
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setzung, daB H in der eben angegebenen Weise gewihlt wurde,
@=F-F. (20)

Die Inhalte der Flichen F und F' ermittelt man am besten
mit Hilfe eines Planimeters.

In Abb. 47 ist das Verfahren auf ein Schienenprofil an-
gewendet. — Um die Zentralellipse oder den Querschnittskern
einer Querschnittsfliche zu
erhalten, muB man dasselbe
Verfahren fiir die andere
Hauptachse wiederholen.

AuBer dem bisher be-

7
///

gprochenen  Verfahren, k Z / {;«/’%

das von Mohr herriihrt, = ¢ (IRSER 7/ s —-:'513- —
ist noch eine andere ?/?

graphische Methode zur p. 5? / /
Bestimmung von Trig- ?f'é /-' ¢ P
heitsmomenten zu er- ] - ./

wahnen, die von Nehls //:3

angegeben ist. Freilich 4 4 P ///////// //// |

hat diese mit dem Seil-
polygone  nichts zu
gehaffen; sie soll aber an
dieser Stelle ebenfalls besprochen werden. Die Nehlssche
Methode beruht auf einer einfachen Umformung des fiir das
Trigheitsmoment aufgestellten Summenausdruckes, némlich

6— f y*dF — a’.f (L) ar,

wobei a irgendeine beliebig zu wihlende Strecke bedeutet.
Man formt jeden Fliachenstreifen dF so um, daB er in ( ) dF

iibergeht, und erhilt dann @ als Produkt aus der Summe dieser
umgeformten Flachenstreifen und aus a2

Gewthnlich wird bei der Anwendung des Verfahrens der
Schwerpunkt der Querschnittsfliche noch nicht bekannt sein. Man
zieht dann irgendwo eine Parallele A4 zur Schwerlinie, fiir die
das Trigheitsmoment gesucht wird und bestimmt sowohl das sta-
tische Moment als das Triigheitsmoment der Querschnittsfliche fiir
diese Parallele als Achse. Bei einem Schienenprofile, das in Abb. 48

i
Abb. 48,
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wiederum als Beispiel gewithlt wurde, kann man etwa die Basis-
linie dazu benutzen. Dann zieht man in einem Abstande a, der
beliebig angenommen werden kann, eine Parallele BB zu A4A.
Den Querschnitt denkt man sich in Streifen eingeteilt, die parallel
zu AA und BB gehen. Ein solcher Streifen, der in der Abbil-
dung durch Querschraffierung hervorgehoben ist, mége die Breite
(oder auch die halbe Breite bei einem symmetrischen Profile) 2,
die Héhe dy und den Abstand ¥ von A4 haben. Dann kann
dF =zdy und der Beitrag von dF zum statischen Momente S
gleich yzdy gesetzt werden. Nun konstruiere man eine Strecke 2'

so, daB
, z’=z%

ist, was durch Ziehen der aus der Abbildung ersichtlichen Linien
ohne weiteres geschehen kann. Dann ist

S=fde=fyzdy=afz’dy=aP,

wenn jetzt unter F' die Fliche verstanden wird, die von der durch
die Endpunkte der z' gefiihrten Kurve umschlossen wird. Diese
Kurve kann nach Ermittelung einer geniigenden Zahl ihrer Punkte
nach dem angegebenen Verfahren eingetragen und die von ihr
umschlossene Fliche mit Hilfe eines Planimeters ermittelt werden.
Andererseits ist aber, wenn s den Schwerpunktsabstand von 4 A4
bedeutet, auch -
§=sF und daher s=a7. (21)

Hierbei ist unter F'"der Inhalt der Querschnittsfliche zu verstehen.
Der Schwerpunkt ist hiermit bekannt und damit auch die Schwer-
linie, fiir die das Trigheitsmoment gesucht wird. Anstatt die Kon-
struktion fiir diese Schwerlinie unmittelbar weiter zu fithren, tut
man aber besser daran, auch das Trigheitsmoment zuniichst fiir
die Achse AA zu ermitteln. Es sei zum Unterschiede von dem
fiir die Schwerlinie giiltigen mit @ bezeichnet.

Zu jedem 2 konstruiert man nun auf dieselbe Weise wie
vorher ein £, so daB

2
i

=7, also " =2L
a a

ist. Nachdem dies fiir eine geniigende Zahl von Punkten ausgefiihrt
ist, erhiilt man durch deren Verbindung eine zweite Kurve, die in
der Abbildung durch eine gestrichelte Linie angegeben ist, wihrend
die vorige punktiert ausgezogen war. Die von dieser neuen Kurve
umschlossene Fliche, die ebenfalls mit Hilfe des Planimeters aus-
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zumessen ist, sei mit F'” bezeichnet. Man hat nun

@ =fy’dF =fy’zdy =a | dy=a’F". (22)

Hiermit ist also in der Tat ® bekannt. Um daraus ® zu finden,
beachte man, daB

bk
6= 6+sF und daher 0=a® (F'—7F% )  (23)
ist. Damit ist die Aufgabe geldst.

§ 19. Die elastische Linie als Seilkurve.

Ein Balken, der auf Biegung beansprucht wird, erfihrt eine
elastische Forminderung, durch die seine vorher geradlinige
Langs-Achse in eine Kurve iibergeht, die man als die elastische
Linie des Balkens bezeichnet. Wie Mohr gezeigt hat, kann die
Gestalt der elastischen Linie durch Konstruktion von zwei Seil-
ecken gefunden werden.

Rechnet man die Abszissen z im Sinne der Stabachse und
bezeichnet man die Ordinate der elastischen Linie fiir den Quer-
schnitt z mit y, so gilt nach Gl. (78) des dritten Bandes, auf den
ich mich hier beziehen muB, um Wiederholungen zu vermeiden,
die Differentialgleichung

d!
Eo%Y— M. (24)

Hierin ist M das Biegungsmoment fiir den Querschnitt =z,
wihrend £ den Elastizititsmodul und @ das Trigheitsmoment
des Querschnittes bedeutet.

Vergleicht man mit Gl. (24) die in § 14 abgeleitete Diffe-
rentialgleichung einer zu einer Belastungsfliche von der In-
tensitit ¢ an der Abszisse x gehdrigen Seilkurve (Gl (2), 8. 71

L
thl_:g =2
so erkennt man, daB beide leicht zur Ubereinstimmung mit-
einander gebracht werden kinnen. Falls @ konstant ist, braucht
man nur g iberall proportional mit M anzunehmen und zu-
gleich durch geeignete Wahl von H dafiir zu sorgen, daf}

M
76— (25)

Wb 4w

Au _ w
f ("1 & )
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ist. Dann stimmen beide Gleichungen véllig miteinander iiberein
und daraus folgt, daB die elastische Linie zugleich eine jener
Seilkurven ist, die man zu einer Belastungsfliche konstruieren
kann, deren Ordinate an jeder Stelle proportional mit M ist.
Um unter allen, die moglich sind, gerade jene herauszusuchen,
die sich mit der elastischen Linie deckt, muf man noch die
Grenzbedingungen beachten, die der elastischen Linie durch
die Art der Auflagerung des Balkens vorgeschrieben sind.

Eine Fliche, deren Ordinaten proportional mit M sind,
ist uns schon aus § 16 bekannt. Achten wir zunichst nur auf
einen Balken, der beiderseits frei (d. h. ohne Einspannung)
aufliegt, so erhilt man durch Konstruktion eines Seilpolygons,
das wir hier als das ,erste’ Seilpolygon bezeichnen wollen
und dessen Horizontalzug gleich H; sein mag, sowie nach Ein-
tragung der SchluBlinie die ,,Momentenfliche*, also eine Fliche,
deren Abschnitte auf lotrechten Linien mit H; multipliziert
an jeder Stelle das zugehorige Biegungsmoment M liefern.
Jene Abschnitte waren in § 16 mit y bezeichnet; da der Buch-
stabe hier in anderer Bedeutung gebraucht wird, mogen sie jetzt
mit % bezeichnet werden. Man hat dann

M=H 1U. (26)
Ist der Balken in anderer Art aufgelagert, z. B. wie bei den
in § 17 besprochenen Gerberschen Trigern, so wird sich eben-
falls eine Momentenfliche konstruieren lassen, von der vor-
stehende Gleichung gilt.

Diese Momentenfliche sehe man nun als Belastungsiliche
fiir ein ,zweites Seileck an, dessen Belastungsrichtung mit
jener des ersten iibereinstimmt und dessen Horizontalzug jetzt
Hy heiBen soll. Um der vorher genannten Bedingung zu ge-
niigen, setzen wir M aus Gl. (26) in Gl. (25) ein, beachten, daB
g nun durch » und H durch Hy zu ersetzen sind und 16gen die

Gleichung nach Hy auf. Wir finden dann
E®
Hy = i 27
Die Dimension von Hy geht aus der Gleichung ebenfalls
hervor; sie ist
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1‘3__’ -om*
[Hn] = T: cm?,
Hyp ist daher eine Fliche und dies muB auch so sein, weil auch
die Lasten, die mit Hy; vereinigt werden sollen, durch Flichen,
nédmlich durch den Inhalt der Momentenfliche gebildet werden.

Die Aufgabe, die elastische Linie zu konstruieren, kommt
demnach darauf hinaus, zu einer gegebenen Belastungsfliche
eine Seilkurve zu konstruieren, deren Horizontalzug durch
Gl. (27) angegeben ist und die zugleich die Grenzbedingungen
an den Auflagern erfiillt. In dieser Form wiire aber die Losung
der Aufgabe aus verschiedenen Griinden unbequem und man
dndert sie daher noch ein wenig ab. Man kann namlich leicht
darauf verzichten, die wahre Gestalt der elastischen Linie auf
der Zeichnung zu erhalten — um so mehr als sich diese nur sehr
undeutlich von der vorher geraden Stabachse abheben wiirde —,
wenn man nur anzugeben vermag, wie groB die Ordinate y an
jeder Stelle ist.

Zunichst #ndert man daher die Grenzbedingungen ab.
Anstatt darauf zu bestehen, daB die elastische Linie durch die
Auflagerpunkte gehen miisse, konstruiert man beim frei auf-
liegenden Balken irgendeine .Seilkurve, die im iibrigen den
Bedingungen geniigt, und triigt in sie eine Schluflinie ein, so
als wenn sie selbst wieder zur Konstruktion einer neuen Mo-
mentenfliche benutzt werden sollte. MiBt man nun die Ab-
schnitte zwischen der SchluBlinie und der Seilkurve, die auf
lotrechten Linien gebildet werden, so geben diese die gesuchfen
Ordinaten y der elastischen Linie an. Man kann dies auf ver-
schiedene Art nachweisen, am einfachsten, wenn man bedenkt,
daB das Produkt Hyy, wie auch die Seilkurve im iibrigen kon-
struiert sein mag, immer denselben Wert behalten muB, da es
das Biegungsmoment darstellt, das in einem Balken hervor-
gerufen wiirde, der die durch die erste Momentenfliche angegebene
Belastung wirklich zu tragen hitte.

Auf einer ganz dhnlichen Erwigung beruht auch die zweite
Anderung, zu der man sich aus Riicksicht auf die bessere Aus-
fithrung der Zeichnung veranlaBt sieht. Rechnet man némlich
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Hy nach Gl (27) aus, so erhélt man in praktisch vorliegenden
Fillen eine Fliche, die ganz bedeutend groBer ist, als der Inhalt
der Momentenfliche. Wahlt man nun den MaBstab im Krifte-
plane so, daB Hy; die Grenzen des verfiigharen Raumes nicht
iiberschreitet, so fallen die Lasten, die durch die Momentenfliche
dargestellt werden, zu klein aus, als daB sie noch genau genug
aufgetragen werden konnten. Dies kann auch nicht iiberraschen;
denn man weif ja in der Tat, daB sich der Balken unter den ge-
wohnlich vorliegenden Umstinden verhiltnismdfBig nur sehr
wenig durchbiegt. Die elastische Linie ist daher eine sehr flache
Seilkurve, deren Horizontalzug sehr grofl gegeniiber ihren Lasten
sein muB. Wollte man darauf bestehen, die Ordinaten ¥ der
elastischen Linie in der richtigen verhiltnismiBigen GriBe zu
konstruieren, so wiirden sie daher in der Zeichnung so klein
ausfallen, dal man sie mit dem Zirkel kaum noch abstechen
konnte.

Man umgeht diese Schwierigkeit, indem man das zweite
Seileck gar nicht mit dem Hotizontalzuge Hyy, sondern mit einem
erheblich kleineren Hi; konstruiert, der etwa Y/, von Hy be-
tragen mag. Dies hat zur Folge, dafi dann alle y in n-facher
GroBe, etwa als y’, erscheinen. Man bedenke nimlich, daB auf

jeden Fall Huyy = Hiy'

sein muB, da, wie vorher schon bemerkt, jedes dieser Produkte
die Bedeutung eines Biegungsmomentes fiir einen Balken hat,
der die durch die erste Momentenfliche angegebenen Lasten
wirklich zu tragen hitte.

Am besten richtet man es gewdhnlich so ein, daB die ¥’
die wahren Werte der y in natiirlicher GroBe darstellen, wiahrend
alle iibrigen Léngen, also namentlich die Spannweite des Balkens
in stark verkleinertem MaBstabe aufzutragen sind. Hat man
also die Zeichnung urspriinglich in !/, der natiirlichen GroBe
angefertigt, so setze man an Stelle von Hy in Gl. (27)

Hil=_ﬂ——- (28)

und man findet dann die elastische Linie in verzerrter Gestalt,
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go daB ihre Abszissen im MaBstabe 1 : n, die Ordinaten y aber
in wahrer GréBe auszumessen sind.

In Abb. 49 ist die Konstruktion fiir einen bestimmten
Fall im MaBstabe durchgefithrt. Ein I-Triger von 30 cm
Hihe, dessen Trigheitsmoment nach den - Profiltabellen
9888 cm* betriigt, iiberdeckt eine Spannweite von 11 m, iiber

4000 kg 3500 kg 2560 g 2500 Imm =200 Ry

Abb. 49,

die er nach rechts hin noch um 3 m vorkragt, und nimmt die

in die Zeichnung eingetragenen Lasten auf, von denen eine

senkrecht nach oben gerichtet ist. Unmittelbar unterhalb der

Ansichtszeichnung des Trigers ist mit Hilfe eines Seileckes,

dessen Horizontalzug Hy zu 5000 kg gewihlt ist, die Momenten-

fliche konstruiert. Der rechte Teil stellt negative Momente dar,
Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 7
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und die ihm entsprechenden Lasten sind daher mit nach oben
gerichtetem Pfeile in das zweite Seileck aufzunehmen.

Wenn der Elastizititsmodul E = 2 100 000 atm angenom-
men wird, erhélt man fiir Hy; nach Gl (27)

2100 000 % . 9888 cm*
== = 2
Hn 5000 kg 4150 000 em?

Beim Ausmessen der Belastungsflichen des zweiten Seil-
polygons ist zu beachten, daB} die Spannweite des Trigers im
Mafistabe 1 : 200 aufgetragen ist. Hiernach bedeutet 1 qmm
der Momentenfliche in der Zeichnung in Wirklichkeit das
40 000 fache oder 400 em?. Eine zweckmiBige GriBe des zweiten
Krifteplanes erhdlt man bei der Wahl des Mafstabes 1 mm
= 2500 cm?. Hiernach wiirde freilich H;; gleich 1660 mm auf-

: . . 1
zutragen sein. Hiervon nehmen wir aber nur —, setzen also

1007
HH= 16,6 mm

im Krifteplane. Die Ordinaten der elastischen Linie erscheinen
dann in hundertfacher Verzerrung oder, da der MalBstab der
Lingen 1 : 200 ist, in der Hilfte der natiirlichen GroBe. Hitte
man Hy; nur halb so grof gewihlt, so hiitte man die Durch-
biegungen in natiirlicher Griofie gefunden.

Fiir die Konstruktion des zweiten Seileckes wurde die Mo-
mentenfliche in Dreiecke und Trapeze zerlegt. 1In den Schwer-
punkten waren Einzellasten anzubringen, die den Flicheninhalten
proportional sind. Durch deren Zusammensetzung erhielt man
das Tangentenpolygon, in das nachtriiglich die Seilkurve selbst
mit Hilfe eines Kurvenlineals eingetragen werden konnte. Die
SchluBlinie geht durch die Schnittpunkte der beiden Auflager-
vertikalen mit dem Seilpolygone und von ihr aus sind die Ordi-
naten der elastischen Linie auf lotrechten Linien abzumessen. Mit
dem Zirkel findet man leicht die Stelle der groBten Durch-
biegung ¥max des Trigers heraus. In dem Beispiele ergibt sich
diese auf der Zeichnung zu 15 mm; wegen des vorher besprochenen
MaBstabes bedeutet dies aber in Wirklichkeit eine Durchbiegung
von 30 mm. — Der nach rechts vom rechten Auflager aus vor-
kragende Teil des Triigers hebt sich, wie aus der Zeichnung zu
erkennen ist, nach oben hin auf und ist mit der Hohlseite nach
unten hin gekrtimmt, wie es den negativen Biegungsmomenten ent-
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spricht. Auf der durch den Schnittpunkt des ersten Seilpolygons
mit seiner SchluBlinie gezogenen Vertikalen liegt der Wendepunkt
der elastischen Linie.

Bisher war angenommen, daB das Trigheitsmoment ® konstant
sei. Die Konstruktion wird aber nicht wesentlich geiindert, wenn &
in beliebiger, aber gegebener Weise veriinderlich ist. Man muf
dann nur, um die Ubereinstimmung der Differentialgleichung fiir
die elastische Linie mit der Gleichung der Seilkurve herzustellen,
dafiir sorgen, da nun ¢ nicht mehr mit M, sondern mit %
iiberall proportional ist. Man wilhle irgendeinen Querschnitt des
Trigers, etwa den in der Mitte aus, um dessen Trigheitsmoment @,
mit dem Triigheitsmomente ©® an irgendeiner andern Stelle zu
vergleichen. Dann forme man die Momentenfliche so um, daB ihre
Ordinaten u iiberall durch

Y L

e
ersetzt werden. Da @ iiberall gegeben sein sollte, ist dies leicht
auszufithren. Die so umgeformte Fliche ist dann als Belastungs-
fliiche des zweiten Seilpolygons anzunehmen, dessen Horizontalzug H g

nun an Stelle von GL (27)

zu withlen ist.

Unter manchen Umstiinden kann auch noch ein anderes Ver-
fahren am Platze sein, das in Abb. 50 zur Ausfithrung gebracht
wurde. Ist das Trigheitsmoment des Triigers niimlich absatzweise
konstant, so kann man die elastische Linie zu jedem Abschnitte
von gleichem Triigheitsmomente genau wie in Abb. 49 konstruieren.
Zu jedem andern Abschnitte gehort ein anderer Ast der elastischen
Linie, der zwar ebenfalls als Seilkurve, aber unter Anwendung
eines andern Horizontalzuges konstruiert werden kann. Die elastische
Linie setzt sich dann aus der Aneinanderreihung aller dieser Seil-
kurvenstiicke zusammen, die sich ohne Knick aneinanderschlieBen
und die Grenzbedingungen an den Auflagerstellen erfiillen miissen.
Man beginnt mit der Konstruktion etwa am linken Ende, indem
man den Pol O, im Krifteplane beliebig wiihlt. An der Uber-
gangsstelle zum niichsten Aste mufl der Seilstrahl eine gemeinsame
Tangente an beide Aste bilden. Im Kiriifteplane verlingert (oder
verkiirzt) man daher den zugehdrigen Polstrahl so lange, bis der
Polabstand gleich dem fiir den zweiten Ast nach Gl. (27) berech-
neten Horizontalzuge Hyr geworden ist. Den hierdurch bestimmten
Punkt wiihlt man als Pol O, fiir die Konstruktion des zweiten

7*
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Astes. Auch fiir jeden folgenden Ast wird auf diese Art ein neuer
Pol gewihlt; also so, daB je zwei aufeinander folgende Pole auf
dem Polstrahle liegen, der zu dem Seilstrahle an der Uberga.ngs-
stelle parallel ist und so, dall der Abstand des Poles von der Last-
linie fiir jeden Abschnitt des Triigers gleich dem nach Gl (27)
berechneten Horizontalzuge wird. Zuletzt triigt man die SchluB-

| 2000 kg 2000 kg L
1 m —>p—— LIm Imam. = 200 kg
y ‘ -
e—m.—» :—-—f‘mr—b
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Abb. 50.

linie so ein, daB die Grenzbedingungen an den Auflagerstellen er-
fiillt sind; von ihr aus sind dann die Ordinaten der elastischen
Linie abzumessen.

In dem Beispiele der Abb. 50 sind die Lingen im MaBstabe
1:100 aufgetragen. In dem durch einen Doppelstrich hervor-
gehobenen mittleren Teile des Triigers ist das Trigheitsmoment zu
17350 ¢cm® an den beiden Enden zu 10000 cm?® angenommen.
Der Horizontalzug Hy, mit dem die Momentenfliche konstruiert ist,
betrigt 6000 kg. Fiir den Horizontalzug des ersten Astes der
elastischen Linie erhilt man nach Gl (27) 3500000 cm® Hier-
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von ist aber nur der 200. Teil als H'yy; genommen. Ebenso
findet man

' 1 21000000 - 17 350
Hye=

— e e TR 2
200 6000 =D E6S war

die durch 30,4 mm im Krifteplane des zweiten Seilpolygons dar-
gestellt werden; als Elastizititsmodul ist dabei wieder K =
2100000 atm angenommen. Die elastische Linie erscheint in
200facher Verzerrung. Da aber zugleich alle Li#ngen 100fach
verkleinert sind, werden die Ordinaten der elastischen Linie in
doppelter GriBe aus der Zeichnung genommen. Die griBte Durch-
biegung #max findet hier in der Mitte statt; die Zeichnung liefert
dafiir 11 mm, in Wirklichkeit betriigt daher der Biegungspfeil
5.5 mm.

SchlieBlich mufl noch auf einige andere Fille hingewiesen
werden, die gelegentlich vorkommen kénnen. Geht niémlich zu-
niichst die Belastungsebene nicht durch eine Querschnittshauptachse
des Triigers (vgl. hierzu die einschligigen Lehren des dritten
Bandes), so zerlegt man die Biegungsmomente in zwei recht-
winklige Komponenten, so daB die Ebene jeder Komponente durch
eine Querschnittshauptachse geht, fithrt dann fiir beide Kompo-
nenten die vorher beschriebene Konstruktion durch und findet
nachtriglich Gréfe und Richtung der gesamten Durchbiegung als
geometrische Summe der Durchbiegungen in jenen beiden Haupt-
richtungen.

Derselbe Weg filhrt auch zum Ziele, wenn die am Balken
angreifenden Lasten tiberhaupt nicht in einer Ebene enthalten sind.
Bei Maschinenwellen kommt es z. B. vor, daf sie durch mehrere
Kriifte auf Biegung beansprucht werden, die zwar alle recktwinklig
zur Wellenachse stehen, aber nicht parallel zueinander sind (einige
etwa lotrecht, andere wagrecht). Die elastische Linie wird dann
eine doppelt gekriimmte Kurve. Man findet ihre Projektionen,
indem man zuerst nur die lotrechten Komponenten aller Lasten
beriicksichtigt, hiernach die Momentenfliche und das zweite Seil-
polygon konstruiert, womit man die Durchbiegungskomponenten im
lotrechten Sinne findet, und dann die Untersuchung fiir die wag-
rechten Lastkomponenten wiederholt. Hierbei ist ein kreisférmiger
Stabquerschnitt vorausgesetzt oder wenigstens ein Querschnitt, von
dem jede Schwerpunktsachse zugleich eine Hauptachse ist. Aber
auch im andern Falle entsteht keine Schwierigkeit; man zerlegt
dann alle Lasten anstatt in lotrechte und wagrechte in solche Kom-
ponenten, die in die Richtungen der Querschnittshauptachsen fallen.
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§ 20. Ermittelung von Flicheninhalten mit Hilfe
des Seileckes.

Flicheninhalte ermittelt man am hesten mit Hilfe eines Plani-
meters oder, wenn ein solches nicht zu Gebote steht, durch Zer-
legen der Figur in einfachere Teile, deren Inhalte auf Grund geo-
metrischer Sitze sofort berechnet werden kionnen. So gelangt man
z. B. auf jeden Fall zu einem hinreichend genauen Resultate, indem
man die Figur in schmale Streifen zerlegt, die sich als Trapeze
ansehen lassen, den Inhalt fiir jeden Streifen berechnet und alle
addiert oder anstatt dessen durch Anwendung der Simpsonschen Regel.

Aus diesem Grunde ist eine Anwendung des Seileckes zur
Berechnung von Flicheninhalten, die von Culmann angegeben worden
ist, nur von geringer Be-
deutung. Man macht in-
dessen immerhin zuweilen
davon Gebrauch und sie soll
daher hier nicht ganz iiber-
gangen werden.

Das Verfahren ist durch
Abb. 51, in der es auf die
Ermittelung desInhalteseines
Kreisquadranten angewendet
wurde, erliutert. In Wirk-
lichkeit wiirde man es natiir-
lich bei so einfachen Fillen
nicht gebrauchen; man wird
aber sehen, daf es in der-
selben Form auch zum Ziele
fithrt, wenn der Kreishogen durch irgendeine andere Kurve er-
setzt wird.

Man teilt den Umfang der Grenmzkurve (also hier den Kreis-
bogen) in eine Anzahl von gleichen oder auch ungleichen Teilen.
Eigentlich sollte diese Anzahl unendlich groB sein; in der Abbil-
dung sind aber nur drei Teile genommen, und wenn dies auch etwas
wenig ist, so geniigt es doch fast schon zur Erzielung einer ge-
niigenden Genauigkeit. In der Mitte jedes Bogenelementes bringt
man eine in lotrechter Richtung gehende Kraft an, die der Pro-
jektion des Elementes auf die lotrechte Richtung proportional ist.
Diese Kriifte setzt man mit Hilfe eines Seilpolygons zusammen.
Der zugehorige Kriifteplan kann nebenan leicht aufgetragen werden,
indem man durch die Teilpunkte auf der Kurve Horizontalen zieht,
die auf der lotrechten Lastlinie die Lasten in der gewiinschten
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Grofe ohne weiteres abschneiden. Den Pol O withlt man auf der
X-Achse; der Horizontalzug H kann beliebig angenommen werden.
Nachdem hierauf das Seilpolygon zu den Lasten unterhalb kon-
struiert ist, kann man auch noch die Seilkurve freihiindig eintragen,
da man wei, daB diese die Polygonseiten auf den durch die Teil-
punkte der Begrenzungskurve der gegebenen Fliche gezogenen Lot-
rechten beriihrt. Man kann nun leicht beweisen, daB die Ordinate y
der Seilkurve, von der horizontalen ersten Seilspannung aus ge-
messen, mit dem Horizontalzuge H multipliziert den bis zur zu-
gehdrigen Abszisse x reichenden Teil der gegebenen Fliche angibt.

Zu diesem Zwecke denke man sich im Punkte xy der Seil-
kurve eine Tangente konstruiert, die den Winkel ¢ mit der Hori-
zontalen bilden moge. Diesen Winkel bildet auch der zur Tangente
parallel gezogene Polstrahl im Kriifteplane mit der Horizontalen.
Bezeichnet man die Ordinate der Grenzkurve der gegebenen Fliiche
mit 2, so hat man fiir tg ¢ die beiden Werte

wo=2-%

Hieraus folgt Hdy = pda
und daher nach Summierung von 0 bis «

x

Hy =fz dz. (30)

0

Das Integral gibt aber in der Tat den bis zur Abszisse ® reichen-
den Teil des Flicheninhaltes an und der Satz ist damit bewiesen.
Fiir den Inhalt des ganzen Quadranten hat man natiirlich das
Produkt aus der letzten Ordinate ¥’ und dem Horizontalzuge H
zu nehmen.

Aufgaben.

11. Aufgabe. Ein Triger ist am einen Ende fest, am andern
Ende auf einem in schiefer Richtung gehenden Rollenlager aufgelagert
man soll die durch gegebene Lasten hervorgebrachten Auflagerkrifie
ermitteln (vgl. Abb. 52).

Lisung. Denkt man sich die gegebenen Lasten zu einer
Resultierenden vereinigt, so mufl diese mit den beiden Auflager-
kriiften im Gleichgewichte stehen. Von dem Auflagerdrucke am
beweglichen Auflager kennt man von vornherein die Richtung, da
diese senkrecht zur Auflagerbahn stehen mufl. Verlingert man
diese Richtungslinie bis zum Schnittpunkte mit der Richtungslinie
der Resultierenden aller Lasten, so muB durch den Schnittpunkt
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auch die Richtungslinie des am festen Auflager iibertragenen Auf-
lagerdruckes gehen. Die GroBen beider Auflagerkriifte ergeben
sich nach Feststellung der Richtungen einfach durch Zeichnen eines
Kriiftedreieckes, in dem die Resultierende der Lasten die dritte
Seite bildet.

Anstatt dessen kann man aber auch die Auflagerkriifte un-
mittelbar mit Hilfe eines Seilpolygons bestimmen. Durch dieses
verbindet man zuniichst die Lasten; durch Einbeziehen der beiden
Auflagerkriifte muB es nachher zu einem geschlossenen werden.
Hat man die SchluBlinie, so findet man die Auflagerkriifte aus
dem Kriifteplane. Insofern gleicht das Verfahren vollstindig dem
in § 12 beschriebenen. Nur das Eintragen der SchluBlinie erfordert
hier noch eine besondere Uberlegung. Da niimlich die Richtung

Abb. 52a. Abb, 52 b,

des Auflagerdruckes am festen Auflager zuniichst unbekannt ist,
mufl man die erste Seileckseite durch den festen Auflagerpunkt
hindurch legen, damit man den Schnittpunkt der ersten Seilspannung
mit dem Auflagerdrucke angeben kann.

In Abb. 52 ist dies durchgefiihrt. Zuniichst wurden die Lasten
1, 2, 8 im Krifteplane (52") aufgetragen und der Pol O beliebig
gewiihlt. Das Seileck wird dann in Abb. 52* vom festen Auflager-
punkte A aus gezeichnet. Die letzte Seileckseite trifft die durch
den Auflagerpunkt B zur Richtung der Auflagerbahn gezogene
Senkrechte B in einem Punkte C, der mit A verbunden die SchluB-
linie S des Seilpolygons liefert. Dann triigt man S in den Krifteplan
(parallel zur SchluBlinie) ein und beachtet, daB die letzte Seilspannung
mit dem Auflagerdrucke B eine in die Richtung der SchluBlinie
fallende Resultierende ergeben muB. Man zieht daher die Parallele
zu B, die S im Punkte O' trifit. Auch U ergibt sich dann sofort.

Man kann nachtriiglich auch den Punkt O' als Pol eines
neuen Seilpolygons wiihlen, das mit gestrichelten Linien in Abb. 52*
eingetragen ist. Bei diesem Seilpolygone wird die Anfangsspannung
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durch den Auflagerdruck gebildet. Man braucht hier keine Kraft
willkiirlich beizufiigen, um das Seilpolygon zu konstruieren, sondern
kann die in Wirklichkeit schon vorhandenen benutzen. Legt man
nachher einen Schnitt durch den Triger, so werden alle Kriifte
links vom Schnitte durch eine einzige, niimlich durch die vom
Schnitte mitgetroffene Seilspannung ersetzt. Ein Seilpolygon von
dieser Art wird auch als eine Drucklinie bezeichnet.

Ein Seil konnte die zum Pole ' gehirige Gestalt des Seil-
eckes unter dem Einflusse der gegebenen Lasten freilich nicht auf-
recht erhalten, weil in den Seilstrecken Druckspannungen vor-

Abb. 53 a. Abb. 53b.

kimen, die das Seil nicht aufzunehmen vermag. Man kann sich
aber das Seil durch Stangen ersetzt denken, die an den Last-
angriffspunkten gelenkfirmig miteinander verbunden sind. Manche
nennen daher das Seilpolygon in diesem Falle ein Gelenkpolygon;
ich werde aber an der Bezeichnung Seilpolygon oder Seileck auch
in solchen Fiillen festhalten.

SchlieBlich bemerke ich noch, daB man ganz #hnlich wie
hier auch dann zu verfahren hat, wenn der Triger zwar als ge-
wohnlicher Balkentriger mit einem horizontal verschieblichen Rollen-
lager aufgelagert ist, dabei aber schief gerichtete Lasten trigt, wie
z. B. ein Dachbinder, der durch Winddruck belastet ist. Auch dann
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ist das Seilpolygon mit der Anfangsseite durch den festen Auflager-
punkt zu fithren, damit man von hier aus die SchluBlinie ein-
tragen kann.

12. Aufgabe. Das Gewicht @ einer Lokomotive (ohne KEin-
rechnung der Radsdtze) soll auf 4 Achsen so wverteilt werden, daf
das zu den beiden vordersten Achsen gehirige Drehgestell den Anteil
P, davon aufzunehmen hat, wihrend auf die beiden hinteren Achsen
die Anteile Py und Py entfallen. Die Federaufhingung ist aus
Abb. 53 (S. 105) su entnehmen. Der Schwerpunlt der Lokomotive und die
Stellung der beiden hinteren Achsen sind gegeben. Man soll die
Lage der vorderen Achsen so bestimmen, daf die verlangte Lasten-
verteilung eintritt.

Lisung. Im Krifteplane Abb. 53" trage man zuniichst die
Lasten P;, P,, P, ab, beachte dann, daB der Druck auf dem
Stiitzpunkte I aus der Hilfte von P; besteht und iihnlich bei II
und III. Dann wiihle man einen Pol O und konstruiere zu den
Lasten I, II, III das Seileck mit den Seilstrahlen 1, 2, 3, 4. Die
Richtung der Last IV oder P, ist dann so in die Zeichnung der
Lokomotive einzutragen, daf der Schnittpunkt 4 der #uBersten
Seileckseiten 1 und 5 auf die gegebene Richtungslinie der Resul-
tHerenden ¢ fillt. Dieser Punkt A ist aber durch 1 und @ bereits
bekannt, und eine Parallele durch ihn zum Polstrahle 5 im Kriifte-
plane liefert den Schnittpunkt B der Seilstrahlen 4 und 5, durch
den die Last 1V gehen muBl. Hiermit ist die Lage der vorderen
Achsen bekannt.

13. Aufgabe. Ein Telegraphendraht (von wungefihr 4 mm
Stirke) wiegt 100 gr fiir den laufenden Meter. Er soll iiber einer
Spannweite von 100 m ausgespannt werden, aber so, daf die durch
das Eigengewicht hervorgebrachte Anspannung nicht mehr als 80 kg
ausmacht; um wieviel muB man ihn in der Mitte durchhingen lassen?

Lisung. Man setze I = 100 m, @ = 10 kg, H = 80 kg in
Gl (5) ein, so erhilt man f= 1,56 m.

14. Aufgabe. Um wieviel dndern sich H und [ im vorher-
gehenden Falle infolge eimer Temperaturerniedrigung wm 20° C,

wenn der Ausdehnungskoeffizient zu ?87)%% und der Elastizitdlsmodul

zu 2200000 atm angenommen werden?
Lisung. Wir berechnen zuniichst die Bogenlinge b fiir den
Pfeil f= 1,56 m nach GL (8)

b_z+ii_100065 m,

Diese Drahtlinge wird durch die Abkihlung um 20° um Lo,
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also um 25 mm verkiirzt. Gleichzeitig wird sie aber durch die
elastische Ausdehnung, die mit der Erhohung des Horizontalzuges H
verbunden ist, wieder etwas verlingert. Eine Spannung von 1 kg
verlingert den Draht nach dem Elastizitiitsgesetze um

Pl 1 kg - 100000 mm
Al= =

kg
cm *

= 0,36 mm.

2200000 - 0,1256 ¢m?®

Bezeichnen wir den Horizontalzug, der sich nachher einstellt, mit z,
so wird durch die Erhohung um (z — 80) kg eine Verlingerung
des Drahtes um 0,36 (z — 80) mm herbeigefiihrt, und im ganzen
wird aus b

V' = 100065 — 25 + 0,36 (z — 80) = (100011 + 0,362) mm.

Anderseits ist aber nach Gl (7)

oder nach Einsetzen der hier zutreffenden Werte
' 102
b = 100000 (1 +E§) mm,

Setzt man beide Werte von b’ einander gleich, so erhilt man fiir
die kubische Gleichung
107

11 + 0,36 %= ‘2—@'
Am einfachsten erhiilt man deren Lésung durch Probieren und
findet genau genug
x = 95,8 kg.
Der zugehirige Biegungspfeil f' folgt aus GL (5) zu
10 kg 100 m

’ —_——
=% sy —1,30m

und die Bogenlinge b' wird
b = 100045,5 mm.

15. Aufgabe Ein Drahtseil, von dem ein laufender Meter
2 kg wiegt, dberspannt eine horizontale Emtfernung von 40 m. Es
hémgt in der Mitte wm 2 m durch; wie lang ist das Seil und wie
stark ist es gespannt?
Lisung. Man sucht zuniichst die Konstante @ in der Gleichung
der Kettenlinie
€T
¥ = a cosh =

(Gl 17, 8. 78) oder den sogenannten Parameter der Kettenlinie
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auf. Man weil, daB fir =20 m, y=a + 2 m ist; a folgt
daher aus der Lisung der transzendenten Gleichung

3N\ a+2=acosh2;q,

die mit Hilfe der Tafeln der Hyperbelfunktionen aufgelist werden
kann. Um zuniichst einen Niherungswert fiir @ zu erhalten, be-
| trachte man die Seilkurve als eine Parabel, setze @ = 80 kg und
berechne nach Gl. (6)

' 80 kg - 40 m
N\ H=""2"%— 200 kg

3
/ ) Nach Gl (16) wiirde dies einem Werte @ = 100 m entsprechen.
- _~ - Wir konnen daher @ =100 + 0

setzen, worin ¢ einen Wert bezeichnet, der jedenfalls klein gegen
100 ist. Anstatt nun die Gleichung

2 20 2
Lu cosh-;==1-|—--g

unmittelbar durch Probieren aufzuldsen, was bei Verwendung der
gewihnlich zur Verfiigung stehenden vierstelligen Tafeln nicht
genau genug mdglich wire, beachte man, daB

+
\::i % cosh 2z = sinha
™ 3‘: ist, wovon man sich auf Grund der fiir die Hyperbelfunktionen
N> giiltigen Exponentialausdriicke leicht fiberzeugt, und daB daher
cosh%=cosh%+sinh%-a%(2£)-a‘ g
= cosh 0,2 — sinh 0,2 - 0,0020 - ¢
. gesetzt werden kann.

Verfihrt man ebenso mit dem andern Gliede der Gleichung,
so geht diese iiber in

cosh 0,2 — 0,0020 - § - sinh 0,2 — 1,02 + 0,0002 - § = 0.
Aus den Tafeln entnimmt man, daB
cosh 0,2 = 1,0201 und sinh 0,2 = 0,2013

ist. Setzt man dies in die vorausgehende Gleichung ein und 1lost
nach d auf, so erhilt man

d =049 und daher a = 100,49 m.

Freilich sind auch diese Zahlen wegen Verwendung von vier-
stelligen Tafeln nicht sehr genau; fiir die praktische Verwendung
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reicht die (Grenauigkeit aber immerhin aus. Nachdem @ bekannt ist,
findet man leicht alle fibrigen Griflen. Der Horizontalzug H ist

H=ay = 200,98 kg.

Die griBte Seilspannung tritt indessen an den Aufhiingepunkten
auf und ist nach Gl (18)

= 102,49 - 2 = 204,98 kg.

Die Liinge des halben Seiles betrigt nach Gl. (14)
20
100,49
Betrachtet man dagegen die Seilkurve als eine Parabel und berechnet

den Bogen b nach der Niherungsformel Gl (8), so erhilt man

8 4
b =40 + T T
gegeniiber 40,256 m bei der Kettenlinie. Der Unterschied betrigt
nur 11 mm; wenn keine besondere Genauigkeit verlangt wird,

geniigt es daher im vorliegenden Falle noch, die Seilkurve als
Parabel zu betrachten.

16. Aufgabe. An dem in der vorigen Aufgabe besprochenen
Drahiseile soll nachirdglich eine Last von 300 kg in der Milte auf-
gehingt werden. Wie grofs wird die Seilspannung und wm wieviel
hiingt das Seil nachher in der Mitte durch, wenn von der elastischen
Liingendnderung, die das Seil infolge der hiheren Spannung erfihrt,
abgesehen wird?

Erste Losung. Die Seilkurve setzt sich aus zwei symmetrisch
zueinander liegenden Asten zusammen, von denen jeder einen Ketten-
linienbogen bildet. Es geniigt daher, einen von beiden zu betrachten.
Dort, wo beide zusammenstofien, bilden beide Endtangenten einen
Winkel 2 ¢ miteinander, wenn hier ¢ dieselbe Bedeutung hat, wie
in § 15. Aus dem Kriiftedreiecke, das fiir beide Seilspannungen
und die Last P = 300 kg gezeichnet werden kann, folgt

§ = a sinh % = 100,49 sinh = 20,128 m.

= 40,267 m

P _dy .. =z

89 =3g =z =ty
In dieser Gleichung kommen als Unbekannte der Parameter a der
Kettenlinie und die Abszisse x des zur Seilmitte gehorigen Ketten-
linienanfanges vor. Rechnet man auch den Bogen s vom Scheitel

der Kettenlinie bis zu diesem Bogenanfange, so liBt sich nach
Gl (14) die vorige Gleichung ersetzen durch

2,£=-s oder §= 175 m.
Y
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Fiigt man hiersu die in der vorigen Aufgabe bereits berechnete

halbe Seillinge, so ist der vom Scheitel bis zum Aufhiingepunkte
!

berechnete Bogen s § = 95128 m.

Anderseits ist aber nach Gl (14) fiir diese Stelle auch
¢ = o gih 2T,
Wir haben demnach die beiden transzendenten Gleichungen
asinh £ =75 und asinh 272 — 95,198

a
nach den Unbekannten @ und z aufzulésen. Um die Unbekannte 2
zu eliminieren, schreibe man die Gleichungen

z 95,128

. 0 :
2 — aresinh L und : = aresinh
a a a

Man erhiilt dann fiir @ die Gleichung

95,128
a

Durch einfaches Probieren mit Hilfe der Tafeln fiir die
Hyperbelfunktionen, aus denen natiirlich auch deren Umkehrungen
entnommen werden kdnnen, lifit sich die Gleichung nicht gut auf-
losen. Setzt man z. B. a = 100, so liefert die linke Seite 15,34,
setzt man a = 500, so wird sie 19,90 und fiir @ = oo geht sie
erst in 20,128 iiber. Man weill also zwar, dafl @ zwischen 500
und oo liegen muB; zu einer genaueren Bestimmung reichen aber
wenigstens die gewdhnlich zur Verfiigung stehenden vierstelligen
Tafeln nicht aus.

Man hilft sich am besten durch eine Reihenentwickelung fiir
arcsinh. Fiir kleine Werte von z ist néimlich die Reihe

1 2* 1-3 ot 1-8.5 27

2 8 2450 2-4:6 17

sehr schnell konvergent und es geniigt gewdhnlich, nur die beiden
ersten Glieder beizubehalten. Fiihrt man dies aus, so geht die
vorige Gleichung iiber in

1
20,128 —?{\

a (a.rcsinh — aresinh %) = 20.

arcsinh 2 = ¢ —

95,128°  75°
= —) — 20.

a® a®
Diese 1iBt sich nach a sofort auflisen und liefert ¢ = 756,0 m.

Nachdem a bekannt ist, findet man leicht auch alle iibrigen GriiBen,
nach denen gefragt ist. Zun#chst erhiilt man z aus

€

. 75
sinh 'ng = ﬁ m r= 74,88 m,
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Die zu « gehirige Ordinate y ist

74,88

y = 756 cosh 756

= 759,70 m

und die zum Aufhiingepunkte, d. h zur Abszisse x 4 20 gehirige

¥ = 1756 cosh 200 — 761,97 m,
Der Unterschied von ' und y gibt die Durchhingung des Seiles
in der Mitte an; diese betriigt daher jetzt 2,27 m, wobei freilich
die letzte Stelle wegen Verwendung von vierstelligen Tafeln ganz
unsicher ist.

Die groBte Seilspannung ist nach Gl (18)
k
S=ypy =22 761,97 m = 1524 kg.

Nachtriglich kann man iibrigens, wenn man will, auch noch
den Einflu der elastischen Dehnung des Seiles beriicksichtigen,
indem man die zu S = rund 1500 kg gehirende elastische Dehnung
berechnet und §' = 95,128 m in der vorhergehenden Rechnung ent-

rechend groBer nimmt. Freilich ist dann die ganze Rechnung
noch einmal mit dem neuen Werte von s’ zu wiederholen.

Zweite (angendherte) Lisung von Aufgabe 15. Man
achte nicht auf die Kriimmung des Seiles, sondern setze die Sehne
gleich dem Bogen. Die Sehne ist zwar etwas kleiner als der Bogen;
da sich das Seil auflerdem aber auch etwas streckt, so ist der
Fehler um so geringer anzuschlagen. In Aufgabe 14 war die Bogen-
linge des halben Seiles zu 20,128 m gefunden. Sieht man dies
nun als Sehne des Kettenlinienbogens an, so erhiilt man die Durch-
hiingung f nach dem Pythagoriiischen Satze

f = 720,1287 — 20? = 2,26 m,

also fast genau dasselbe wie vorher. Die Spannung ist im tiefsten
Punkte < Pl 500 40
I T XY
Im hochsten Punkte wiirde sie sich um etwa 2 -2,26 = 4,52 kg
erhéhen. Das ist nun freilich zu niedrig. Das Eigengewicht der
Seilstiicke trigt, wie der Vergleich der Werte zeigt, verhiltnis-
miifiig viel zur Spannung des Seiles bei.

Man kann sich des Niherungsverfahrens auch nur zur Er-
mittelung von f bedienen und nachdem dies gefunden ist, mit den
Kettenlinienbogen weiter rechnen.

= 1330 kg.
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17. Aufgabe. Die Belastungsfliche eines Balkentrigers ist
ein rechtwinkliges Dreieck; ermittele die zugehirige Momentenfliche!
(S. Abb. 54.)

Lisung. Es geniigt schon, die ganze Spannweite in vier
gleiche Teile zu teilen; will man genauer verfahren, so nimmt man
sechs oder acht Teile, aber
nicht leicht mehr, da eine
Einteilung in noch mehr Teile
der Genauigkeit der Zeichnung
kaum noch forderlich wire.
Die Schwerpunkte der Tra-
peze, in die das Dreieck zer-
legt wurde, liegen einerseits
simtlich auf der Schwerlinie
des Dreieckes, anderseits liegt
jeder auf einer Linie, die
nach dem in Band I, § 27,
8. 174 der 4. Auflage an-
gegebenen Verfahren gefunden werden kann. '

Nachdem dies geschehen ist, legt man Kriifte durch die Schwer-
punkte, die den Flichen proportional sind. Im Kriifteplane werden
sie durch die mittleren Hohen der Trapeze dargestellt. Dann wiihlf
man einen Pol, zeichnet das zugehdrige Seilpolygon und sucht die

Bertihrungspunkte auf,
] | A A l l‘ die zwischen diesem

und der eingeschriebe-
nen Seilkurve  be-
stehen. Nachher bleibt
nur noch iibrig, die
Seilkurve mit Hilfe
des Kurvenlineals oder
aus freier Hand ein-
zutragen,

18. Aufgabe. Ein
iiber drei Offnungen
reichender Gerberscher
Kragtriger trigt ge-
gebene Lasten (Abb. 55); man soll die zugehirige Momentenfliche
konstruieren. .

Lisung. Man vereinigh zuerst die gegebenmen Lasten durch
ein Seilpolygon und triigt in dieses ein System von SchluBlinien
ein, die an den Auflagervertikalen aneinander grenzen und auf den
Gelenkvertikalen das Seilpolygon durchschneiden, Zwischen diesen

Abb. 55.
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SchluBlinien und dem Seileckzuge liegt die Momentenfliche, die in
der Abbildung durch Schraffierung hervorgehoben ist und zwar so,
daB auch den verschiedenen Vorzeichen der Momente dabei Rech-
nung getragen ist.

19. Aufgabe. FEin Wagen von 5 m Radstand und je 5t
Raddruck fihrt iiber einen Balkentriger von 8 m Spannweite; er-
mittele graphisch die Maximalmomentenfliche (Abb. 56).

3 5t
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Abb, 56.

Liosung. Man setzt die zwei Einzellasten durch ein Seil-
polygon zusammen, in das man eine Anzahl von SchluBlinien ein-
trigt, die verschiedenen relativen Stellungen
des Lastensystems zum Triger entsprechen, Die
Momentenfliichen sind entweder Dreiecke (wenn
nur eine Last iiber dem Triiger steht) oder
Vierecke (wenn beide Lasten iiber dem Triiger b §5
stehen). Auf ihre besondere Gestalt kommt
es nicht an, sondern nur auf die Abschnitte, die sie auf lot-
rechten Transversalen bilden. Man triigt nachtriglich alle diese
Momentenflichen in Abb. 57 von einer gemeinsamen Grundlinie

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 3 8
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aus ab und sucht die Umhiillungslinie auf Wie diese ungefihr
austillt, ist aus der Abbildung zu entnehmen.

20. Aufgabe. Fin I-Balken vom Normalprofile 30, dessen
Triigheitsmoment @ = 9888 em* ist, iberbriicki eine Spanmweite von

2000 kg
A )
A Jm Jm ————>
(

F N A
B, i
% / !
Z 7 4, i

\

|
|
i
I
!

s e _!.__ .
I
il

o

A
Abb. 58,

6 m und trigt in der Mitte eine Last von 4000 kg. Man konstruiere
die elastische Linic des Balkens, so daff die Abszissen in Yy, der
natiirlichen Grife und die Ordinaten in natiirlicher Grife erscheinen
(Abb. 58).

Lisung. Als Horizontalzug fiir das erste Seilpolygon ist
H; = 2000 kg gewiihlt, Die Momentenfliche wird ein Dreieck,
das wir nur in zwei Teile zerlegen wollen, die in der Mitte an-
einander stoBen. Jeder Teil hat in natiirlicher GréfBe eine Fliche
?._OOéSOQ oder 45000 ecm®. — Wird der Elastizitiitsmodul zu
2000000 atm angemommen, so erhilt man fiir den Horizontalzug
des zweiten Seilpolygons mach Gl. (27).
kg
ze % 10Gm
H; 2000 kg

von

- 9888 cm*

Hy = = 9888000 cm?
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Der verlangten 100fachen Verzerrung wegen nehmen wir aber
anstatt dessen nur den Horizontalzug

.H-’]:[= 98 880 sz

an. Der Kriifteplan zum zweiten Seilpolygone konnte hiernach
aufgetragen und das Seilpolygon selbst dazu konstruiert werden.
Als MaBstab wurde 1 mm = 5000 e¢m? gewiihlt. — Allerdings hat
man damit nur einen Punkt, niimlich jenen in der Mitte genau
erhalten. Man findet, daB die Durchbiegung an dieser Stelle
0,91 cm betrigt. Oft geniigt dies aber schon; im andern Falle
steht natiirlich nichts im Wege, die Momentenfliche in eine griBere
Zahl von Teilen einzuteilen, womit man auch eine entsprechend
groBere Zahl von Punkten der elastischen Linie erhilt.

St



Dritter Abschnitt.
Die Kriifte im Raume.

§ 21. Zuriickfiihrung auf ein Kraftkreuz.

Zwei Krifte, deren Richtungslinien windschief zueinander
liegen, lassen sich niemals durch eine einzige Kraft ersetzen.
Dagegen kann man beliebig viele Krifte, die alle windschief zu-
einander liegen diirfen, durch zwei windschiefe Kriifte ersetzen.
Der Verein von zwei windschief zueinander liegenden Kriften
spielt daher fiir die Zusammensetzung von Kriften im Raume
eine ahnliche Rolle, wie eine Einzelkraft in der Ebene. Er bildet
die einfachste Form, auf die sich jedes gegebene Kriftesystem
mindestens bringen liBt. Aus diesem Grunde ist eine besondere
kurze Bezeichnung dafiir erwiinscht. Wir nennen den Verein
von zwei windschiefen Kriften ein Kraftkreuz. Um ein
Kraftkreuz vollstindig zu beschreiben, muB man beide Rich-
tungslinien oder ,,Wirkungslinien* und auf jeder von ihnen eine
mit Pfeil versehene Strecke angeben, die die GriBe der auf ihr
enthaltenen Kraft darstellt.

Legt man einer von beiden Kriften des Kraftkreuzes den
Wert Null bei, so geht das Kraftkreuz in eine Einzelkraft iiber;
wir kénnen daher, um die moglichen Ausnahmen nicht jedesmal
besonders hervorheben zu miissen, eine Einzelkraft auch als
einen besonderen Fall eines Kraftkreuzes auffassen. Ebenso soll
es uns freistehen, auch ein Kriiftepaar gelegentlich als Sonder-
fall eines Kraftkreuzes aufzufassen; denn dag Kraftkreuz geht
in ein Kriftepaar iiber, sobald wir beide Wirkungslinien parallel
zueinander werden lassen und zugleich beide Kriifte gleich groB
und entgegengesetzt gerichtet annehmen. In der Regel wird aber,
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wenn von einem Kraftkreuze die Rede ist, vorausgesetzt, daB
keiner von diesen Ausnahmefillen vorliege.

Die Zuriickfithrung eines beliebig gegebenen Kriiftesystemes
auf ein Kraftkreuz beruht auf der folgenden einfachen Be-
trachtung. In Abb. 59 stelle K den Umril des Korpers dar, an
dem die Krifte angreifen, und M sei der Angriffspunkt einer
dieser Krifte, die mit P bezeichnet sei. Die iibrigen Krifte, die
in der Zeichnung weggelassen sind, denke man sich an beliebigen
Angriffspunkten und in beliebiger GréBe und Richtung hinzu.
Man wiihle ferner einen Punkt 4 und eine Ebene & beliebig aus,
jedenfalls aber so, daB A nicht in g liegt.
Dann lege man von 4 aus eine Ebene z
durch die Kraft 3, durch die, wie wir
sagen kionnen, f von A als Projektions-
zentrum aus projiziert wird. Auch durch
jede andere der gegebenen Krifte denke
man sich eine solche projizierende Ebene
gelegt. Diese Ebenen schneiden im all-
gemeinen die Ebene &, und die Schnitt- Abb. 59,
linie geht durch jenen Punkt M’, in dem
die Richtungslinie von 5 die Ebene & durchstofit. Von den
Ausnahmefillen, die hier moglich sind, sei zuniichst abgesehen,
da sie nachher besonders besprochen werden sollen.

Nun verschiebe man den Angriffspunkt von 98 nach dem
in der Ebene & liegenden Punkte M’ und zerlege P in zwei
Krifte P, und P, von denen die erste lings der Verbindungs-
linie M’ A, die zweite lings der Schnittlinie ¢z geht. Diese Zer-
legung ist ohne weiteres ausfithrbar, da alle drei Richtungs-
linien in der Ebene z enthalten sind.

Nachdem die gleiche Zerlegung auch mit allen iibrigen
gegebenen Kriiften vorgenommen ist, haben wir doppelt soviel
Krifte als zu Anfang. Hiervon geht aber die eine Hilfte durch
den Punkt A4, wihrend die andere in der Ebene & enthalten
ist. Wir konnen die erste Gruppe ohne weiteres durch eine Re-
sultierende M4 ersetzen. und auch die in der Ebene & liegenden
liefern im allgemeinen eine Resultierende R, die nach den
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frither besprochenen Regeln gefunden werden kann. Hierbei
kann zwar der Ausnahmefall vorkommen, daf die Kriifte in der
Ebene & ein Kriftepaar liefern; wenn wir dieses aber als eine
unendlich kleine, unendlich ferne Kraft deuten, braucht davon
nicht besonders gesprochen zu werden. — Jedenfalls sind nach
Ausfithrung der Zusammensetzung die gegebenen Kriifte voll-
stindig durch das Kraftkreuz der Krafte R, und 90, ersetzt, wobei
es freilich vorkommen kann, daB eine der beiden Krifte eine
unendlich kleine und unendlich ferne Kraft ist, oder daf auch
eine von beiden ganz verschwunden ist, nimlich dann, wenn zu-
fallig die durch den Punkt 4 gehenden oder die in der Ebene &
liegenden Krifte im Gleichgewichte miteinander gestanden haben
sollten.

Was nun die Ausnahmefille anbelangt, von denen vorher schon
die Rede war, so kann es zuniichst vorkommen, da eine der
Kriifte 8 zur Ebene & parallel ist. Im allgemeinen wird auch
dann noch die projizierende Ebene = die Ebene ¢ lings einer Ge-
raden eém schneiden, die dann zur Richtung von P parallel ist. In
diesem Falle ziehe man auch durch A eine Gerade, die zu jenen
beiden parallel ist und zerlege B in der Ebene = in zwei parallele
Krifte, von denen eine durch A4 geht, wihrend die andere in die
Schnittlinie em fillt. Diese Aufgabe liBt sich nach den Lehren
des vorigen Abschnittes stets ohne weiteres losen. Hiermit ist aber
gerade so wie im fritheren Falle P in zwei Krifte zerlegt, von
denen eine durch A4 geht, wihrend die andere in & liegt.

Nun kann es freilich vorkommen, daf auch die projizie-
rende Ebene = parallel zu ¢ wird. Die Schnittgerade sm fillt
dann mit der unendlich fernen Geraden der Ebene & zusammen
und die Kraft ¥ ist in eine durch A gehende Kraft, die mit P
gleich groB und gleich gerichtet ist und in eine unendlich kleine
und unendlich ferne Kraft zu zerlegen, deren Richtungslinie mit
der unendlich fernen Geraden der Ebenen ¢ und = zusammenfillt,
zu zerlegen. Wenn man die Benutzung der unendlich fernen
Elemente zur Durchfithrung der Betrachtung nicht scheut, ist daher
auch in diesem Falle die verlangte Zerlegung von B sofort aus-
gefithrt. Anstatt dessen kann man auch sagen, daB bei der Parallel-
verlegung von P nach A ein Kriftepaar auftritt, dessen Ebene
parallel zu & ist und das nachtriiglich in die Ebene & verschoben
werden kann. Dann ist P durch eine Einzelkraft am Punkte A
und ein Kriiftepaar in der Ebene & ersetzt. — Die fernere Zu-
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sammensetzung der Kriifte am Punkte A und in der Ebene & kann
aber auf jeden Fall genau so erfolgen, als wenn diese besonderen
Lagen gar nicht vorgekommen wiiren.

§ 22. Zusammensetzung von Kriftepaaren.

Von den Eigenschaften der Kriftepaare war schon friiher,
namentlich im ersten Bande, wiederholt die Rede. Hier wird es
aber notig, das Wichtigste davon noch einmal zusammenzu-
stellen und die Betrachtungen zugleich so weit zu erginzen, als
erforderlich ist, um den Gegenstand vollstindig zu erledigen.

Zunidchst erinnere ich daran, daB als graphische Darstellung
eines Kriftepaares das Parallelogramm betrachtet werden kann,
von dem zwei gegeniiberliegende Seiten die beiden
Krifte des Paares angeben (vgl. Abb. 60). Wihlt 72
man irgendeinen Punkt in der Ebene des Krifte- /‘// 7
paares als Momentenpunkt, so ist das Moment 2 7
des Kriftepaares — worunter man die Summe Abb. 60,
der Momente beider Krifte versteht — stets gleich
groB und der Wert dieses Momentes wird durch den Flichen-
inhalt des Parallelogramms angegeben. Das Vorzeichen des
Momentes folgt zugleich aus dem Umlaufssinne, der durch die
Pfeile beider Krifte bestimmt ist.

Wir wollen uns nun iiberlegen, welche Verinderungen
man mit dem Kriftepaare und mit seinem sichtbaren Aus-
drucke, dem Parallelogramm, vor-
nehmen darf, ohne an dem Ver- g 7

//
q (277 75
halten des Korpers, an dem es ) /////é
angreift, etwas zu éndern. Zu- o ;;b_ _5;- A

néichst 1aBt sich zeigen, daf das

Parallelogramm beliebig innerhalb seines Parallelstreifens ver-
schoben werden darf, solange nur die beiden Grundlinien, die
die Kriifte darstellen, hierbei ihre Lingen und das Parallelo-
gramm selbst daher seinen Inhalt nicht &ndern. An Stelle des
Parallelogramms I in Abb. 61 kann also das Parallelogramm II
genommen werden. Dies folgt némlich aus dem Satze von der
Verschiebung des Angriffspunktes, indem Il aus I durch bloBe
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Verschiebungen der Angriffspunkte beider Krafte des Paares
langs ihrer Richtungslinien hervorgeht.

Ferner kann man innerhalb des Parallelogramms eine Ver-
tauschung jener Seiten vornehmen, die man als Darstellungen
der beiden Krifte des Paares betrachtet. Der Beweis fiir diese
Behauptung ergibt sich aus Abb. 62. In dieser sei zundchst das
Kriftepaar der Krifte 1 und 1’ gegeben. Man fiige ihnen zwei
neue Krifte 2 und 2 zu, die sich gegenseitig aufheben und von
denen jede so grof ist, wie es der Diagonale des Parallelogrammes
entspricht, mit der ihre Richtungslinien zusammenfallen. Setzt
man nun 1 und 2 zu einer Resultierenden 3
zusammen, so geht diese durch den Schnitt-
punkt ihrer Richtungslinien, und Gré8e und
Richtung ergibt sich durch geometrische
Summierung aus 1 und 2. Es ist nicht
notig, dazu ein besonderes Kriftedreieck

A% zu zeichnen, da schon innerhalb des vor-
handenen Parallelogramms ein Dreieck vor-
kommt, von dem eine Seite die Kraft 1, die andere die Kraft 2
darstellt. Die dritte Seite gibt daher Grofe und Richtung der
Resultierenden 3 an und man erkennt, daB diese Kraft durch
die mit der Ziffer 3 bezeichnete Parallelogrammseite schon voll-
stindig nach GroBe, Richtung und Lage dargestellt ist. Hier-
bei ist nur der Angriffspunkt auf den niichsten Eckpunkt des
Parallelogramms lings der Richtungslinie zuriickverlegt. Ebenso
geben die Krifte 1’ und 2" die durch die Parallelogrammseite 3’
dargestellte Resultierende.

Damit ist aber der Satz bewiesen, denn in der Tat ist gezeigt,
daB das Kriftepaar aus 1 und 1’ durch Zufiigung der beiden sich
gegenseitig aufhebenden Krifte 2 und 2’ in das Kriftepaar aus
3 und 3’ libergefithrt werden kann, das demnach mit dem vorigen
gleichwertig ist. Es ist daher gar nicht notig, beim Auftragen
eines Parallelogramms zur Darstellung eines Kriftepaares ge-
nauer anzugeben, welches Paar Gegenseiten die Krifte des Paares
bezeichnen soll; man kann es vielmehr dem freien Belieben an-
heimstellen, welches Paar dazu gewihlt werden soll, wenn nur
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der Umlaufssinn etwa durch Beifiigung eines Drehpfeiles néher
bezeichnet wird.

Durch eine bekannte planimetrische Konstruktion laBt sich
ein Parallelogramm in ein anderes verwandeln, das gleichen
Inhalt bat und dessen Grundlinie daber in demselben Verhalt-
nisse verkleinert, als die Hohe vergroBert ist (oder umgekehrt).
Betrachtet man beide Parallelogramme als Darstellungen von
Kriftepaaren von gleichem Umlaufssinne, so sind auch beide
Kriftepaare gleichwertig miteinander, so daB sich das eine durch
das andere ersetzen liBt. Der Beweis folgt
aus Abb. 63. Man hat zunidchst das Paral-
lelogramm 4ABCD, in dem die Seiten DA
und BC die Krifte 1 und 2 des urspriinglich
gegebenen Kriftepaares darstellen. Nach-
dem das inhaltsgleiche Parallelogramm
AEF@G konstruiert ist, denke man sich die
Kraft 2 in zwei parallele Komponenten 3 und 4 zerlegt, von
denen eine auf die Grundlinie A@ oder AD, die andere auf die
Gegenseite EF fillt. Die Summe aus den Kriften 3 und 4 muB
gleich 2 sein und auferdem muB fiir einen auf 2 liegenden
Momentenpunkt das Moment von 3 gleich groB und entgegen-
gesetzt gerichtet dem Momente von 4 sein. Daraus folgt, daB
die gesuchte Kraft 3 durch die Strecke EF und die Kraft 4
durch die Strecke GD dargestellt wird.

Nachdem 2 zerlegt ist, kann man 1 und 4, die auf dieselbe
Gerade fallen, zu einer Resultierenden vereinigen, die mit 5
bezeichnet werden mag. Da 1 und 4 entgegengesetzten Pfeil
haben, ist 5 gleich der Differenz von beiden und wird durch die
Strecke G4 dargestellt. Hiermit sind die urspriinglich gegebenen
Krifte 1 und 2 vollstéindig durch die Krifte 3 und 5 ersetazt.
Die durch die Parallelogramme A BCD und 4 EF@ dargestellten
Kriftepaare sind also in der Tat gleichwertig miteinander.

SchlieBlich 1aBt sich noch zeigen, daB zwei Kriftepaare, die
durch irgend zwei in derselben Ebene liegende Parallelogramme
dargestellt werden, falls diese nur gleichen Inhalt haben und zu
demselben Umlaufssinne gehiren, gleichwertig miteinander sind.
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In Abb. 64 seien ABCD und EFGH die inhaltsgleichen Pa-
rallelogramme. Man verschiebe zuniichst A BCD innerhalb des
Parallelstreifens in die Lage J KLM; dann forme man um auf
JNOP. Dieses Parallelogramm laft sich aber, da es mit EFGH
gleichen Inhalt haben soll und mit ihm in demselben Parallel-
streifen liegt, durch EFGH ersetzen und hiermit ist in der Tat
nachgewiesen, dafl die durch die Parallelogramme 4 BCD und
EFGH dargestellten Kriftepaare gleichwertig miteinander sind.
Ein Kriftepaar kann

JV"E"LI"E’ - daher in seiner Ebene
“"'“;7,1“,,‘ . beliebig verschoben
_j'__fL’__J"fr_fJ_fi--.g A - und zugleich sonst

umgeformt werden, so-
lange nur das statische
Moment weder dem
Werte noech dem Vor-
K zeichen nach gedindert
wird. Es geniigt daher zur
Darstellung des Kriftepaares auch, irgendwo in der Ebene
eine Normale nach jener Seite hin zu ziehen, von der aus
gesehen das Kriftepaar eine Drehung im Uhrzeigersinne her-
vorzubringen sucht und die GréBe des Momentes auf dieser
Normalen in irgendeinem MaBstabe

: abzutragen. Diese Strecke heilit
der Momentenvektor und aus den

re 3
AT~y vorhergehenden Betrachtungen folgt,
S daB dieser beliebig parallel zu sich
verschoben werden darf. In dieser

g Hinsicht steht er durchaus im Gegen-

satze zu jener Strecke, durch die man

eine Einzelkraft darstellt. Diese darf keineswegs, oder wenigstens

nicht ohne einen anderweitigen Ausgleich parallel zu sich ver-

schoben werden, wihrend beim Momentenvektor die Verschiebung
ohne weiteres und ohne jede Kompensation zulissig ist.

Ein Kriaftepaar kann ferner anch in eine

parallele Fbene verschoben werden. TUm
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sich hiervon zu iiberzeugen, betrachte man Abb. 65. In der
Ebene e« sei das aus den Kriften 1 und 2 gebildete Kriiftepaar
gegeben. Man ziche irgendeine zu e« parallele Ebene g und pro-
Jiziere das Parallelogramm 1, 2 durch rechtwinklige Projektions-
strahlen auf g; die Projektion liefert das Parallelogramm 5, 6.
Dann lege man in dem hierbei entstehenden Parallelepiped die
Diagonalebenen durch 1 und 5 und durch 2 und 6 und suche
deren Schnittlinie auf, die in der Mitte zwischen « und g ver-
lauft. Nach diesen Vorbereitungen bringe man zwei neue Kriifte
3 und 4 an dem Korper an, die sich gegenseitig aufheben und
deren Richtungslinien mit der vorher ermittelten Schnittlinie
zusammenfallen. Jede dieser beiden Kriifte sei doppelt so groB
als eine der Krifte 1 oder 2. An Stelle des Kriftepaares 1, 2
tritt jetzt der Verein der vier Kriifte 1, 2, 3, 4. Diese kann man
nun in geeigneter Weise zusammenfassen. Wir bilden zunichst
die Resultierende aus 1 und 3. Da beide Kriifte entgegengesetzt
gerichtet sind und 3 doppelt so groB ist als 1, ist die Resultierende
gleich gerichtet mit 3 und so groB wie 1 oder 2. Dabei liegt sie
auBerhalb des aus den Richtungslinien von 1 und 3 gebildeten
Parallelstreifens nach der Seite der grofieren Kraft hin, in solchem
Abstande, daB fiir einen auf 3 gelegenen Momentenpunkt das
Moment der Resultierenden gleich dem Momente von 1 ist.
Daraus folgt, daBl die Resultierende aus 1 und 3 durch die mit 5
bezeichnete, in der Ebene § enthaltene Strecke dargestellt wird.
Ebenso liefern 2 und 4 die durch die Strecke 6 dargestellte Re-
sultierende.

Nach Ausfithrung dieser Zusammensetzungen sind die Kriifte
1, 2, 3, 4 und daher auch das urspriinglich gegebene Kriftepaar
1, 2 durch das Kriftepaar b, 6 ersetzt. Das Parallelogramim 5, 6
bildet aber die Projektion des Parallelogramms 1, 2 auf die Ebene
p und damit ist bewiesen, daB das Kriftepaar 1, 2 ohne weitere
Anderung auch in die beliebig angenommene parallele Ebene 8
verschoben werden darf. Nachtriglich konnen natiirlich auch
mit dem Kriftepaare 5, 6 innerhalb der Ebene § wieder alle jene
Verschiebungen und Umformungen vorgenommen werden, von
denen vorher die Rede war.
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Hieraus folgt zugleich auch, daB der Momentenvektor eines
Kriftepaares nicht nur, wie wir vorher sahen, parallel zu sich
selbst, sondern zugleich auch lings seiner eigenen Richtungs-
linie beliebig verschoben werden darf. Man kann daher alles,
was bisher von den Kriftepaaren bewiesen wurde, auch dahin
zusammenfassen, daB das Kriftepaar durch Angabe des Momen-
tenvektors bereits geniigend beschrieben wird und daB dieser
Vektor ein vollig freier Vektor ist, der an jedem be-
liebig gewihlten Punkte angeheftet werden darf. Es kommt
bei ihm gar nicht auf die Lage, sondern nur auf seine GroBe
und seine Richtung an. Der Vektor, durch den eine Einzel-
kraft dargestellt wird, kann im Gegensatze zum Momenten-
vektor nur lings seiner Richtungslinie und nicht parallel dazu
verschoben werden; bei ihm kommt es nicht nur auf Richtung
und GroBe, sondern auch auf die Lage der Richtungslinie an.
Um diesen Unterschied in anschaulicher Sprache hervorzu-
heben, bezeichnet man die Einzelkraft als einenlinienfliic h-
tigen Vektor im Gegensatze zu dem vollig freien Vektor,
durch den ein Kriftepaar dargestellt wird.

Sind zwei Kriiftepaare gegeben, die entweder in derselben
Ebene oder in zwel parallelen Ebenen liegen, so schiebe man
sie zunichst in dieselbe Ebene, stelle jedes durch ein Parallelo-
gramm dar, so dafl die Seiten in beiden parallel laufen und die
Grundlinien gleich groB sind und lege die Parallelogramme
mit einer gemeinsamen Grundlinie nebeneinander oder aufein-
ander, aber so jedenfalls, daB die gemeinsame Grundlinie im
einen Parallelogramme eine Kraft von entgegengesetztem Pfeile
wie im andern Parallelogramme bedeutet. Von den vier Kriiften
heben sich dann die beiden aufeinander gelegten gegenseitig
auf und die beiden andern bilden ein neues Kriftepaar, das die
Resultierende der beiden gegebenen Kriftepaare bildet. Hatten
beide Kriftepaare gleichen Drehsinn, so liegen ihre Flichen
nebeneinander und das Parallelogramm des resultierenden Krifte-
paares ist gleich der Summe aus den Fliachen der Parallelogramme
der einzelnen Kriftepaare. War der Umlaufssinn entgegengesetat,
so tritt an die Stelle der Summe die Differenz der Flichen.
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Man kann diese einfache Betrachtung auch dahin zu-
sammenfassen, daB der Momentenvektor des resultierenden
Kriftepaares gleich der geometrischen Summe der Momenten-
vektoren der gegebenen Kriftepaare ist. Bei gleichem Um-
laufssinne sind beide Momentenvektoren gleich gerichtet und
ihre geometrische Summe ist gleich der numerischen Summe
aus beiden, also gleich der durch einfaches Zusammenzihlen
der Momentenbetriage gebildeten Summe. Bei entgegengesetztem
Umlaufssinne sind die Momentenvektoren entgegengesetzt ge-
richtet und ihre geometrische Summe wird durch die Differenz
der absoluten Betrige angegeben. — Diese Betrachtungen
bleiben natiirlich auch noch anwendbar, wenn mehr als zwei
Kriftepaare in derselben oder in parallelen Ebenen zu einer Re-
sultierenden vereinigt werden sollen.

Um zwei Kriftepaare zusammenzusetzen, die in verschie-
denen Ebenen liegen, kann man sich des durch Abb. 66 darge-
stellten Verfahrens bedienen. Das Kriftepaar in der Ebene «
sei durch das Parallelogramm 1, 2 zur Darstellung gebracht, von
dem die Grundlinie 2 mit der Schnitt-
linie B beider Ebenen zusammenfillt.
Auf gleiche Art fithre man auch das
in der Ebene g liegende Kriftepaar
auf ein Parallelogramm 3, 4 zuriick,
von dem eine Seite 3 in die Schnitt-
linie e¢p fdllt. Wir konnen es dabei
so einrichten, daB beide Parallelo- Abb. 66.
gramme gleiche Grundlinien haben
und daB sie mit einer gemeinschaftlichen Seite in der Schnitt-
linie ef aneinander grenzen. Ferner sollen auch beide so
aneinander geschoben sein, dal die gemeinschaftliche Seite in
beiden Parallelogrammen Krifte von entgegengesetztem Pfeile
darstellt. Dies 14Bt sich immer leicht erreichen; denn sollten
etwa 2 und 3 nicht, wie in Abb. 66 angenommen ist, von ent-
gegengesetztem, sondern von gleichem Pfeile sein, so brauchte
man nur die Ebene B iiber die Schnittlinie «f hinaus zu ver-
lingern und das Parallelogramm 3, 4 in die Verlingerung zu

~
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schieben, so daB nachher 4 sich mit 2 deckte. Diese wiiren dann
von entgegengesetztem Pfeile und die Figur wiirde sich von
Abb. 62 nur dadurch unterscheiden, dafl das, was jetzt in einem
der zwischen den Ebenen « und g gebildeten Keile gezeichnet
ist, sich nachher in dem Nebenkeile abspielte.
Die zum Zusammenfallen gebrachten Krifte 2 und 3 heben
sich gegenseitig auf und es bleiben nur noch die Krifte 1 und 4
ibrig, die ein Kriftepaar miteinander bilden, das die Resul-
tierende aus den Kriiftepaaren 1, 2 und 3, 4 ausmacht. Das
resultierende Kraftepaar liegt in einer neuen Ebene ¢, die von
« und # verschieden ist; es wird durch das mit einer Schraffierung
versehene Parallelogramm dargestellt. Nachtriglich kann man
das Parallelogramm in der Ebene p wieder beliebig umformen
oder es auch in eine zu p parallele Ebene verschieben, wenn
man nur darauf achtet, daf der Momentenvektor dabei nach
Grofie und Richtung unverindert bleibt.
Um den Zusammenhang zu erkennen, der zwischen den
Momentenvektoren der drei Kriiftepaare besteht, fertigen wir
in Abb. 67 eine neue Zeichnung
an, die als rechtwinklige Projektion
auf eine zur Schnittlinie ¢f senk-
rechte Ebene zu betrachten ist. Die
drei Parallelogramme projizieren
: s sich als Abschnitte auf den Spuren
Abb. 67, der Ebenen «, 8, . Da die drei Pa-
rallelogramme gleiche Grundlinien
hatten, verhalten sich ihre Flichen oder die von ihnen dar-
gestellten Momente wie die Seiten des von den Spuren e,
B. v gebildeten Dreieckes. Die Momentenvektoren der drei
Kriftepaare seien mit U, B, € bezeichnet; sie liegen in der
Ebene der Abb. 67 und konnen in dieser ohne weiteres auf-
getragen werden. Der Momentenvektor B des Kriftepaares
in der Ebene 8 steht rechtwinklig zu g und ist, wie aus dem Ver-
gleiche mit Abb. 66 ohne weiteres folgt, mit dem Pfeile senkrecht
nach oben gerichtet. Der MaBstab, in dem die Momentenvek-
toren aufgetragen werden sollen, kann nach Belieben gew&hlt
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werden. Da wir schon wissen, dall sich die Momente jedenfalls
wie die Seiten des Dreieckes e, 8, y verhalten, ist es am einfach-
sten, die Strecke B gleich der auf g liegenden Dreieckseite zu
machen. Auch % und € sind dann gleich den Abschnitten auf
e und 4 zu setzen. Der Momentenvektor 9 des in der Ebene &
liegenden Kriftepaares hat, wie aus Abb. 66 hervorgeht, einen
dort dem Beschauer zugewendeten Pfeil. Hiernach ist auch der
Pfeil von 9 in Abb. 67 gewidhlt und zwar ist die Strecke so an-
getragen, daBl die Pfeile von 9 und &5 aufeinander folgen. Nach-
dem U und B aufgetragen sind, verbinde man ihre Endpunkte
miteinander. Man erhilt dann ein Dreieck, das mit dem Drei-
ecke e, B, y kongruent ist, da es mit ihm in zwei Seiten und dem
dazwischen liegenden Winkel iibereinstimmt. Hieraus folgt, daB
auch die dritte Seite gleich lang mit dem Abschnitte auf y ist
und daB beide ebenso wie die andern einander entsprechen-
den Seiten rechtwinklig zueinander stehen. Die dritte Seite gibt
daher den Momentenvektor € an. Der Pfeil von € folgt wieder
aus dem Vergleiche mit der Ubersichtszeichnung in Abb. 66.

Hiermit ist bewiesen, dafl der Momentenvektor
desresultierenden Kriftepaares gleich der
geometrischen Summe der Momentenvek-
toren der beiden gegebenen Krédftepaare
ist. Wir sind damit zu dem einfachsten Verfahren gelangt,
dessen man sich zur Vereinigung beliebig gegebener Kriftepaare
bedienen kann. Man stellt alle gegebenen Kriiftepaare durch
ihre Momentenvektoren dar und bildet aus diesen die geome-
trische Summe. Der Vektor, den man hierbei erhilt, gibt das
resultierende Kriftepaar an. Zugleich erkennt man, daB sich
beliebig gegebene Kriftepaare stets durch ein ecinziges Krifte-
paar ersetzen lassen. Ist die geometrische Summe der Mo-
mentenvektoren gleich N ull, so stehen die Kriftepaare im Gleich-
gewichte miteinander.

Ich bemerke schlieBlich noch, dal man durch analytische Be-
weisfithrung auf Grund des Momentensatzes die vorhergehenden
Betrachtungen freilich erheblich abkiirzen kann; ich halte es aber
fiir niitzlicher, diese Untersuchung mit den einfachsten Hilfsmitteln,
deren man sich beim Zusammensetzen von Kriiften bedienen kann,
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folgerecht, wenn auch vielleicht etwas weitschweifig, durchzufiihren.
Man wird dadurch mit dem Gegenstande genauer vertraut, als
wenn man sich damit begniigt, die letzten Folgerungen, zu denen
wir gelangten, als Behauptungen aufzustellen, die mit Hilfe des
Momentensatzes bewiesen werden.

§ 23. Gleichwertigkeit von Kraftkreuzen.

Wir kehren jetzt zu den Untersuchungen in § 21 zuriick.
Um ein beliebig gegebenes Kriftesystem auf ein Kraftkreuz
zuriickzufithren, wihlten wir einen Punkt 4 und eine Ebene &
beliebig aus und zerlegten dann alle Krifte so, daf eine Kom-
ponente durch 4 ging, withrend die andere in s lag. Dadurch
gelangten wir schlieBlich zu einem Kraftkreuze, dessen eine Kraft
ebenfalls durch den beliebig gewihlten Punkt 4 ging, wihrend
die andere in der beliebig gewihlten Ebene s enthalten war.

Hieraus folgt, daB man ein gegebenes System von Kriften
nicht nur auf ein einziges Kraftkreuz zurtickfithren kann, son-
dern daB man, je nach anderer Wahl des Punktes A4 und der
Ebene &, unendlich viele Kraftkreuze konstruieren kann, die
alle das gegebene Kriftesystem ersetzen und die daher auch
alle untereinander gleichwertig sind. Hierbei mag noch bemerkt
werden, daB zwei Kraftkreuze oder iberhaupt zwei Krifte-
systeme als ,gleichwertig" bezeichnet werden, wenn sich
das eine durch das andere am starren Korper vollstindig er-
setzen liBt, so daB es fiir das Verhalten des Korpers gleichgiiltig
ist, ob das eine oder das andere an ihm angreift. Eine Einzel-
kraft, die gegebenen Kriften gleichwertig ist, bezeichnet man
als deren Resultierende. Man kann aber nicht wohl ein Kraft-
kreuz, das gegebene Krifte ersetzt, als ein resultierendes Kraft-
kreuz bezeichnen, weil es nicht nur eines, sondern sehr viele
gibt, die derselben Bedingung geniigen. Deshalb gebraucht
man in solchen Fillen besser das Wort ,,gleichwertig™.

Wenn zwei Kriiftesysteme gleichwertig miteinander sind und
man kehrt im einen von ihnen die Pfeile aller Krifte um, so hilt
es, wenn es nachher mit dem andern zugleich an einem starren
Korper angebracht wird, mit diesem Gleichgewicht. Denn das
andere Kriiftesystem ist ihm nach Voraussetzung gleichwertig, so-



§ 28. Gleichwertigkeit von Kraftkreuzen. 129

lange die Pfeile noch nicht umgekehrt sind. Wir haben daher,
wenn wir diesen Ersatz eintreten lassen, das eine Kriiftesystem mit
den urspriinglichen Pfeilen und zugleich auch dasselbe Kriiftesystem
mit den umgekehrten Pfeilen vor uns, und in beiden heben sich
je zwei zur selben Richtungslinie gehorige Kriifte gegeneinander
fort, so daB in der Tat Gleichgewicht bestehen muB. Der Fall des
Gleichgewichtes zwischen zwei Kraftkreuzen wird daher schon sofort
mit erledigt, sobald wir nur die Gleichwertigkeit niiher untersuchen.

Wir wollen jetzt annehmen, daB die vorher beliebig ge-
wihlte Ebene & nun durch eine andere Ebene & ersetzt werde,
withrend der Punkt A4 seine frithere Lage behalten soll. Anstatt
das frithere Verfahren fiir diesen Fall ganz von neuem durch-
zufithren, kénnen wir sofort von
dem Kraftkreuze R4, R, aus-
gehen, das die gegebenen Krifte
ersetzt. Die Kraft R, geht be-
reits durch den vorgeschriebenen
Punkt 4 und es bleibt uns da-
her nur iibrig, die Kraft )i, in
zwei Komponenten zu zerlegen,
von denen eine durch A geht,
wihrend die andere in der
Ebene &' enthalten ist. Diese Zerlegung ist genau nach der
frither dafiir gegebenen Vorschrift in Abb. 68 ausgefiihrt. Man
projiziert M, von A aus durch die mit « bezeichnete Ebene,
verlegt den Angriffspunkt von 9. nach der Schnittlinie der
Ebenen s und s’ und zerlegt dort R, in der Ebene « lings der
durch A gehenden Linie und lings der Schnittlinie ws’. Die
letzte Komponente liefert unmittelbar die Kraft .. des neuen
Kraftkreuzes, wihrend die andere Komponente am Punkte 4
mit M, zur zweiten Kraft dieses Kraftkreuzes zu vereinigen ist.
In der Abbildung ist dies nicht weiter ausgefiihrt.

Als Hauptresultat dieser Betrachtung wollen wir uns
merken, daB die Kraft M., des neuen Kraftkreuzes, wie nun
auch die Ebene & gewiihlt werden moge, jedenfalls in der:
Ebene « enthalten sein muBl, in der sich i; von 4 aus pro-
jiziert. Geht also die eine Kraft eines Kraft-

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 9
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kreuzes, das einem gegebenen Kraftesysteme
gleichwertig ist, durch einen beliebig vor-
geschriebenen Punkt A4, so muB die andere
auf jeden Fallineiner dem Punkte 4 zugeord-
neten und durch ihn hindurchgehenden
Ebene e« enthalten sein.

Ferner sei angenommen, daB der Punkt 4 durch irgend-
einen anderen Punkt A’ ersetzt werden soll, withrend die Ebene &
beibehalten wird. Wir konnen auch in diesem Ialle von dem
fritheren Kraftkreuze M4, N, ausgehen und haben nur R, von A4’
aus in zwei Komponenten zu zerlegen, von denen die eine durch
A’ geht, wihrend die andere in &
liegt. Wir projizieren it , von 4’ aus
durch eine Ebene, die keine beson-
dere Bezeichnung erhalten hat, in
Abb. 69 aber durch stiickweise
Schraffierung hervorgehoben ist.
Dann verlegen wir den Angriffs-
punkt von R4 nach dem Punkte E,
in dem N, die Ebene ¢ trifft. An
diesem Punkte wird 9, in eine Komponente zerlegt, die durch
A’ geht, withrend die andere in der Ebene & liegt. Die erste
Komponente liefert unmittelbari ', wihrend die andere mit R,
zur zweiten Kraft des neuen Kraftkreuzes, die in der Ebene &
liegt, zu vereinigen ist.

Auch von dieser Betrachtung ist ein Umstand besonders
hervorzuheben. Solange nidmlich die Ebene & festgehalten wird,
muB die andere Kraft des Kraftkreuzes, wohin man auch den
Punkt A’ verlegen mége, jedenfalls durch den Punkt E gehen,
in dem N, die Ebene s traf. Liegt also dieeineKraft
eines Kraftkreuzes, das einem gegebenen
Kraftesysteme gleichwertig ist, in einer
beliebig vorgeschriebenen Ebene & so muBl
die andere auf jeden Fall durch einen der
Ebene zugeordneten und inihrenthaltenen
Punkt Ehindurchgehen.

s ‘Abb.. 69,
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Man erkennt aus den vorausgehenden Betrachtungen bereits,
daB man bei einem gegebenen Kriftesysteme nicht nur einen
bestimmten Punkt 4 vorschreiben kann, durch den die eine
Kraft des Kraftkreuzes gehen soll, sondern daB auch noch
unendlich viele durch diesen Punkt gehende Richtungslinien
moglich sind, mit denen diese Kraft zusammenfallen kann, je
nach der Wahl, die man fiir die Ebene & trifft. Ebenso kann
man nicht nur verlangen, daf eine Kraft des Kraftkreuzes in
einer beliebig gewiihlten Ebene & liegen soll, sondern innerhalb
dieser Ebene sind auch noch unendlich viele Richtungslinien
fiir diese Kraft moglich, je nach der uns freistehenden Wahl
des Punktes 4. Hierdurch werden
wir zu der Vermutung gefiihrt, daBl
die Richtungslinie der einen Kraft
des Kraftkreuzes iiberhaupt ganz
beliebig vorgeschrieben werden darf.
Wir wollen uns jetzt davon iiber-
zeugen, ob diese Vermutung be-
griindet ist.

In Abb. 70 sei ! die fiir die eine Kraft
des Kraftkreuzes vorgeschriebene Richtungslinie. Wir wiihlen einen
Punkt A4 beliebig auf I aus und legen irgendeine Ebene &. Dann
fassen wir die gegebenen Kriifte zunichst auf gewohnliche Art zu
einem Kraftkreuze 4, N, zusammen. Nachdem dies geschehen
ist, legen wir durch i 4 und die gegebene Gerade I eine Ebene, die
in Abb. 70 durch Schraffierung kenntlich gemacht ist. Wir
suchen den Schnittpunkt M dieser Ebene mit R, auf und ver-
binden M mit A. Hierauf zerlegen wir R4 innerhalb der schraf-
fierten Ebene in zwei Komponenten, von denen eine mit I, die
andere mit der Verbindungslinie A M zusammenfillt. Die erste
Komponente ist die eine Kraft des verlangten Kraftkreuzes,
die andere kann im Punkte M mit N, zu einer Resultierenden
vereinigt werden, die die zweite Kraft des Kraftkreuzes darstellt.

Im allgemeinen kann hiernach fir die
eine Kraft des Kraftkreuzes,zudemsichein
gegebenes Kriftesystem zusammenfassen

9'

Abb, 70.



132 Dritter Abschnitt. Die Kriifte im Raume.

1aBt, die Wirkungslinie beliebig vorge-
gschrieben werden. Damit ist dann sowohl
dieLage der andern Wirkungslinie, als auch
GroBe und Pfeil fiir beide Krédfte des Kraft-
kreuzes eindeutig bestimm t.

Hierbei ist aber ein Ausnahmefall besonders hervorzu-
heben. DaB die durch ! und 4 gelegte Ebene moglicherweise
parallel zu R, geht, so daB der Schnittpunkt M ins Unendliche
fillt, kommt hierbei freilich nicht in Betracht; denn durch diese
besondere Lage von M wird die sinngemifBle Ausfithrung der
vorher beschriebenen Konstruktionen keineswegs gehindert.
Auch wenn etwa 9, zufilligerweise von vornherein in die Rich-
tung von 7 fallen sollte, #ndert sich nichts Wesentliches. Man
erspart dann nur die weitere Zerlegung von 94 und hat schon
im ersten Kraftkreuze M4, N, das verlangte gefunden. Wesentlich
geindert und geradezu unmoglich gemacht wird aber die Aus-
fithrung der Konstruktion, wenn zufilligerweise die Richtungs-
linie von R, die gegebene Gerade I schneiden sollte. Denn dann
ist es nicht moglich, M, in zwei Komponenten zu zerlegen, von
denen die eine mit ! zusammenfillt, wihrend die andere R,
schneidet. In der Tat ist in diesem Ausnahmefalle die gegebene
Gerade 1 keine mogliche Wirkungslinie fiir die eine Kraft des
Kraftkreuzes.

Man iiberzeugt sich hiervon leicht auch noch auf andere
Art, indem man den Momentensatz anwendet. Tiir jeden be-
liebigen Momentenpunkt oder auch fiir jede beliebige Momenten-
achse muB niimlich die Momentensumme fiir alle gleichwertigen
Kriiftesysteme oder Kraftkreuze gleich sein. Wihlt man nun
eine Linie, die beide Krifte eines Kraftkreuzes schneidet, als
Momentenachse, so ist fiir sie das Moment dieses Kraftkreuzes
gleich Null und auch das Moment aller gleichwertigen Kraft-
kreuze muBl daher fiir dieselbe Momentenachse zu Null werden.
— Wenn nun R., wie wir vorher annahmen, zufilligerweise die
Gerade [ trifft, so ist [, da sie auch M, schneidet, eine solche
Gerade, fiir die das Moment des gegebenen Kriiftesystemes zu
Null wird. Eine Gerade, der diese Eigenschaft zukommt, wird
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als eine Nullinie des Kréaftesystemes bezeichnet. DaB
nun eine Nullinie niemals mit der Richtungslinie der einen
Kraft des Kraftkreuzes zusammenfallen kann, folgt sehr einfach
daraus, daB fiir sie als Momentenachse zwar das Moment der
mit ihr zusammenfallenden Kraft, aber auf keinen Fall das Mo-
ment der zweiten, zu ihr windschief liegenden Kraft verschwinden
konnte. Hiernach wire auch das Moment des ganzen Kraft-
kreuzes fiir diese Achse von Null verschieden und das Kraft-
kreuz konnte daher dem gegebenen Kriftesysteme, fiir das die
Gerade nach Voraussetzung eine Nullinie sein sollte, nicht gleich-
wertig sein,

Man erkennt ferner, daB zu einem gegebenen Kriftesysteme
sehr viele Nullinien gehéren und daB sogar durch jeden Punkt
des Raumes unendlich viele hindurchgehen. Dies folgt aus dem
zuvor bewilesenen PSatze, daB die andere Kraft eines Kraft-
kreuzes in einer durch den Punkt 4 hindurchgehenden Ebene &
enthalten sein mub, wenn fiir die erste Kraft vorgeschrieben
ist, daB sie durch 4 geht. Jede Linie, die man in dieser Ebene &
durch den beliebig gewihlten Punkt A4 ziehen mag, ist daher
eine Nullinie, denn sie schneidet auf jeden Fall auller der Kraft
N4 auch noch die zweite Kraft des Kraftkreuzes. Zugleich
erkennt man aber auch, daB andere Nullinien, als die in der
Ebene « enthaltenen, durch den Punkt A4 nicht gelegt werden
kénnen.

Ein &hnlicher Schluf kann auch aus dem andern Satze
gezogen werden, daB die zweite Kraft des Kraftkreuzes durch
einen in der Ebene & enthaltenen Punkt E gehen muf, wenn
die Richtungslinie der ersten Kraft in & liegen soll. Alle Linien,
die man in der Ebene & durch den Punkt E ziehen kann, sind
hiernach Nullinien — und auBer diesen kommen keine andern
in der Ebene & vor.

Aus diesem Grunde bezeichnet man auch die Ebene ¢ im
ersten Falle als die zum Punkte 4 gehorige Nullebene und
den Punkt E im zweiten Falle als den zur Ebene & gehorigen
Nullpunkt. Beide Fille unterscheiden sich iibrigens nicht
wesentlich voneinander; war A4 gegeben, so konnte « dazu
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gefunden werden, und wenn anfinglich £ gegeben war, folgte
dazu & Bezeichnet man aber nachtriglich die Ebene & mit e,
so fallt  mit A zusammen und umgekehrt. Jedem Punkte
ist eine durch ihn hindurchgehende Null-
ebenezugeordnetundzujeder Ebene gehort
ein in ihr liegender Nullpunkt.

§ 24. Das Nullsystem.

Die geometrischen Beziehungen zwischen gleichwertigen
Kraftkreuzen lassen sich in iibersichtlicher Weise zusammen-
fassen,indem man den Begriff des Nullsystems aufstellt. Darunter
versteht man den ganzen unendlichen Raum, dessen Punkte,
Ebenen und Geraden in der Art aufeinander bezogen sind, wig
dies den vorhergehenden Betrachtungen entspricht. Jedem
Punkte 4 soll also eine Ebene « zugeordnet sein, die durch 4
hindurchgeht und umgekehrt jedem Punkte E eine Ebene e&.
Jeder durch 4 gezogenen Geraden [ ist eine in e liegende Ge-
rade I’ zugeordnet mit Ausnahme der gleichzeitig in ¢ liegenden
und durch A hindurchgehenden Geraden, die man die Null-
linien nennt und von denen man sagt, dal sie sich selbst zu-
geordnet oder ,konjugiert’* seien. Im ibrigen ist die Art der
Zuordnung niher bestimmt durch das gegebene Kriftesystem
oder auch schon durch die Angabe eines der unendlich vielen
Kraftkreuze, die alle unter sich gleichwertig sind.

Wiihlt man als Ebene ¢ die unendlich ferne Ebene des Raumes,
so erhilt man ein Kraftkreuz, von dem die eine Kraft unendlich
fern liegt und daher unendlich klein sein mufl, wihrend die durch
den beliebig gewithlten Punkt A gehende zweite Kraft des Kraft-
kreuzes gleich der geometrischen Summe der gegebenen Kriifte P
gefunden wird. LiBt man den Punkt A der Reihe nach ver-
schiedene Lagen durchlaufen, so behiilt die an ihm angreifende
Kraft ® = ZP stets die gleiche GroBe und Richtung bei. Diese
Richtung wird als die Achsenrichtung des Nullsystems be-
zeichnet; sie geht durch den der unendlich fernen Ebene & zuge-
ordneten Nullpunkt K.

In Abb. 71 seien ! und ! (die man sich windschief zueinander
denken muB) zwei konjugierte Geraden eines Nullsystems und %
und R, seien die beiden Kriifte des Kraftkreuzes, das zu ihnen gehort.
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Reiht man, wie es in der Abbildung geschehen ist, Ry an R,
graphisch an, so stellt die dritte Seite des entstehenden Kriiftedrei-
eckes die geometrische Summe R oder P aus den gegebenen
Kriiften dar. Diese Seite fillt also in die
Achsenrichtung des Nullsystemes; in der
Abbildung ist ihr daher auch noch die
darauf hinweisende Bezeichnung aa bei-
geschrieben. Die Ebene des Dreieckes ist
in der Abbildung schraffiert. Diese Ebene
muB parallel zu I gehen, da eine Seite des
in ihr enthaltenen Dreieckes parallel zu I
gezogen war. Legt man also durch eine
der konjugierten Geraden [ und durch die
Achsenrichtung @a eine Ebene, so ist
diese Ebene der andern der konjugierten Geraden !' parallel.

Die durch aa und eine Gerade I gelegte Ebene kann auch
als jene Ebene bezeichnet werden, durch die die Gerade ! in der
Achenrichtung aa projiziert wird. Man kann daher auch sagen,
daB konjugierte Geraden in der Achsenrichtung durch
parallele Ebenen projiziert werden. Offenbar gilt nimlich
das, was vorher fiir die Gerade ! bewiesen wurde, ebenso auch
fiir die andere Gerade I'; auch I wird in der Achsenrichtung durch -
eine Ebene projiziert, die zu I parallel geht.

An diese Betrachtung kniipft sich noch eine weitere Folgerung.
Man denke sich niéimlich irgendwie eine Anzahl von Strecken ge-
zogen, die mit den Endpunkten aneinander stoBen, so daB eine
Anzahl aneinander grenzender ebener Polygone entsteht, die im
Zusammenhange entweder einen ganzen Polyedermantel oder einen
Teil eines solchen bilden. Betrachtet man die so erhaltene riium-
liche Figur als Bestandteil eines Nullsystemes, so kann man zu
jeder der in ihr enthaltenen Geraden die konjugierte Gerade auf-
suchen. Man erhilt dann eine zweite polyedrische Figur und zwar
so, daB jeder Polygonebene in der ersten Figur eine Ecke in der
zweiten (niimlich der zur Ebene gehtrige Nullpunkt) und jeder Ecke
in der ersten Figur eine Polygonebene in der zweiten (niimlich die
zur Ecke gehorige Nullebene) entspricht. Hierauf denke man sich
beide Polyeder in der Achsenrichtung auf eine beliebige Ebene pro-
jiziert. Nach dem, was wir vorher sahen, liefern die zueinander
konjugierten Geraden parallele Projektionen. Die Projektionen
beider Polyedermiintel stehen daher genau in demselben Verhiilt-
nisse zueinander wie die reziproken Figuren, mit demen wir frither
bei der Zusammensetzung von Kriiften in der Ebene und bei der
Konstruktion von Kriifteplinen zu tun hatten.

Abb, TL.
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§ 25. Die praktische Ausfiihrung der Kriiftezusammensetzung.

Fiir die praktische Durchfiihrung einer Kriftezusammen-
setzung im Raume empfiehlt es sich am meisten, die unendlich
ferne Ebene zur Ebene & zu wihlen, d. h. die Kriifte auf eine
durch einen beliebig gewihlten Punkt 4 gehende Resultierende i
und ein resultierendes Moment IR zuriickzufiithren. Die Wahl
des Punktes 4 wird dabei oft durch die besonderen Umstinde
der Aufgabe nahegelegt. Die Resultierende i findet man jeden-
falls immer leicht durch graphische Summierung der gegebenen
Krifte, also so wie in § 1, Abb. 1, indem es hierfiir ganz gleich-
giiltig ist, ob die Krifte an demselben oder an verschiedenen
Angriffspunkten angreifen.

Um I zu erhalten, konnte man zu jedem Kriftepaare, das
bei der Parallelverlegung einer Kraft nach dem Punkte 4 ent-
steht, den Momentenvektor aufsuchen und in den Rissen dar-
stellen und hierauf alle Momentenvektoren graphisch sum-

~mieren. Einfacher gelangt man aber auf folgendem Wege zum
Ziele. Verbindet man ndmlich in jedem Risse die Projektion
des Punktes 4 mit den Endpunkten der Projektion einer der
Krifte P8, so erhdlt man die Projektionen des zur Kraft §§ ge-
hérigen, im Raume liegenden Momentendreieckes in den Pro-
jektionsebenen. Aus Band I, § 17 (Abb. 14 der 4. Aufl.) ist aber
bereits bekannt, daf die senkrechte Projektion des Momenten-
dreieckes auf eine Ebene zugleich das Moment der Kraft P fiir
eine durch den Punkt A senkrecht zur Projektionsebene gezogene
Achse darstellt. Man braucht daher nur in jeder Projektions-
ebene die algebraische Summe der Momente der Krafteprojek-
tionen in bezug auf die Projektion des Punktes 4 als Momenten-
punkt zu bilden, um damit sofort die senkrecht zu dieser Pro-
jektionsebene stehende Komponente des resultierenden Momentes
N zu erhalten. Diese Zusammensetzung kann in jedem Risse
sofort leicht vorgenommen werden. Hatte man den Korper
mit allen an ihm angreifenden Kriften von vornherein in drei
zueinander senkrechten Rissen gezeichnet, so findet man nach
der algebraischen Summierung der Momente der Krifte-
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projektionen in diesen Rissen — oder der ihnen entsprechenden
Flichen der Momentendreiecke — zugleich drei zueinander
rechtwinklig stehende Komponenten von I&. Man braucht dann
nur noch die graphische Summierung dieser drei Komponenten
vorzunehmen, um 9 selbst zu erhalten. — In Aufgabe 22 ist
dies an einem Beispiele vollstindig in der Zeichnung durchgefiihrt.

§ 26. Drei oder vier windschiefe Kriifte.

Wir wollen jetzt den besonderen Fall betrachten, daB am
starren Korper nur drei windschief zueinander
liegende Krafte B, B, P, vorkommen. Auf ein Kraft:
kreuz kann man diese, wie wir schon wissen, unter allen Um-
stinden zuriickfithren. Es fragt sich aber jetzt, ob sich die Krifte
etwa ausnahmsweise auch im Gleichgewichte halten konnen,
oder ob sie wenigstens durch eine einzige Resultierende ersetzt
werden konnen oder ob sie schlieBlich einem Kréftepaare gleich-
wertig sein konnen. Der erste Fall kann, wie man leicht erkennt,
niemals vorkommen. Man denke sich etwa durch P, und B,
irgendeine Gerade gelegt, die 93, nicht schneidet. Da die Krifte
windschief zueinander, also jedenfalls nicht alle in derselben
Ebene liegen sollten, wird man sehr viele Geraden ziehen konnen,
die dieser Bedingung entsprechen. Wihlt man eine von ihnen
als Momentenachse, so verschwindet fiir sie das Moment von
P, und P,, wihrend das Moment von 3, von Null verschieden
ist. Die Momentensumme wird also niecht zu Null, wihrend
doch fir Krifte, die Gleichgewicht miteinander halten sollen,
das Moment fiir jede Momentenachse zu Null werden muB.
Gleichgewicht zwischen drei windschief lie-
genden Krédften ist daher niemals moglich.

Um die zweite Frage zu entscheiden, betrachten wir zu-
nichst nur die beiden Krifte 8, und R, die fiir sich genommen
ein Kraftkreuz darstellen. Wir denken uns dieses in ein ihm
gleichwertiges umgewandelt, von dem eine Kraft mit der
Wirkungslinie von 3, zusammenfallen soll. Diese kann dann
mit %, vereinigt werden und die Resultierende liefert im all-
gemeinen in Verbindung mit der andern Kraft des Kraftkreuzes
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das neue Kraftkreuz, das die drei gegebenen Kriifte ersetzt.
Es kann aber auch vorkommen, daf die auf die Richtungslinie
von B, fallende Kraft des die Krifte 5, und P, ersetzenden
Kraftkreuzes zufillig gleichgro und entgegengesetzt gerichtet
mit B, ist. In diesem Falle verschwindet die Resultierende
aus beiden und es bleibt nur noch die andere Kraft des Kraft-
kreuzes iibrig, die nun die drei gegebenen Krifte vollstindig
ersetzt. Ausnahmsweise kann daher, wie wir
hieraus erkennen, ein Verein von drei windschief
zueinander liegenden Krdften auch schon
durch eine einzige Resultierende ersetzt
werden. Man sieht auch, daBl man durch passende Wahl der
GroBe und des Pfeiles der Kraft P, immer noch erreichen kann,
daB dieser Fall eintritt, wenn auch die drei Richtungslinien und
die beiden Kriifte 8, und P, schon beliebig vorgeschrieben sind.

Sollen endlich die drei Krifte 8, 8, P, einem Kriiftepaare
gleichwertig sein, so mubB die geometrische Summe der drei
Krifte gleich Null sein. Damit dies moglich sei, miissen die
drei Richtungslinien zu einer Ebene parallel sein. Sind dann
auBerdem die GroBen so gewahlt, daB sich die Strecken P, B, B,
zu einem Dreiecke mit aufeinander folgenden Pfeilen aneinander
reihen lassen, so verschwindet fiir jeden Punkt A4 die Resultierende
i und es bleibt nur noch das Moment 9 iibrig. Ausnahms-
weise konnen also drei windschief zuein-
ander liegende Krifte auch einem Krifte-
paare gleichwertig sein.

Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch fir vier wind-
schief zueinander liegende Krifte anstellen.
Vor allem erkennt man hier, daB unter Umstinden vier
windschiefe Krafteauchim Gleichgewichte
miteinander stehen kénnen. Man braucht, um sich
davon zu iiberzeugen, nur irgend zwei einander gleichwertige
Kraftkreuze ins Auge zu fassen. Kehrt man dann im einen
Kraftkreuze die Pfeile beider Kriifte um, so stehen diese mit
dem andern Kraftkreuze im Gleichgewichte. Natiirlich miissen
in diesem Falle drei der vier Kriifte eine Resultierende ergeben
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und diese muf iiberdies mit der vierten Kraft zusammenfallen,
ihr gleich und entgegengesetzt gerichtet sein.

Man kann noch eine andere einfache Bedingung anfiihren,
der vier windschiefe Krifte geniigen miissen, wenn sie im Gleich-
gewichte miteinander stehen sollen. Durch drei windschiefe
Geraden kann man némlich sehr viele gerade Linien ziehen,
die alle drei schneiden, und zwar ist durch jeden Punkt der ersten
Geraden eine Linie zu ziehen, die zugleich die beiden andern
trifft, wie aus einer einfachen geometrischen Betrachtung
hervorgeht. Alle diese schneidenden Geraden bilden eine Regel-
schar und die drei gegebenen Geraden gehoren zu einer zweiten
Regelschar, die mit jener zusammen auf demselben Hyper-
boloide liegt. Man denke sich nun irgendeine von jenen Geraden
ausgewihlt, die etwa die Richtungslinien der drei Krifte $3,,
B,, B; schneidet. Betrachtet man sie als Momentenachse, so
verschwindet fir sie das Moment jener drei Krifte. Wenn
Gleichgewicht bestehen soll, muB daher auch das Moment von
B, verschwinden, d. h. die Gerade muB von selbst auch die
Richtungslinie von $f, schneiden. Da dies von jeder Geraden
zutrifft, die drei der Krifte schneidet, so folgt als Gleich -
gewichtsbedingung fiir vier Krafte, daB sie
alle vier zu einer Regelschar gehdoren miissen,
oder daB sie, wie man sich ausdriickt, hyper-
boloidisch zueinander liegen miissen. Dieser
Satz gilt naturlich ebenso auch fiir zwei einander gleichwertige
Kraftkreuze, da man diesen Fall, wie wir vorher sahen, durch blofe
Umkehrung der Pfeile im einen Kraftkreuze auf einen Gleichge-
wichtsfall zuriickfithren kann. — AuBerdem konnen vier Krifte
ausnahmsweise auch durch eine einzige Resultierende oder durch
ein einziges Kriftepaar ersetzt werden; es ist aber nicht
notig, darauf niher einzugehen.

§ 27. Das Kraftkreuz-Tetraeder.

Irgendein Kraftkreuz sei gegeben, dessen Krifte 3; und P,
durch Strecken auf beiden Wirkungslinien zur Darstellung
gebracht sind. Man denke sich die vier Endpunkte dieser
Strecken durch vier Verbindungsstrecken miteinander ver-
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bunden. Hierdurch wird ein Tetraeder gebildet, in dem P, und
B, zwei einander gegeniiber liegende Kanten darstellen. Man
kann zeigen, daf fiir alle untereinander gleich-
wertigen Kraftkreuze die in dieser Weise
konstruierten Tetraeder gleichen Inhalt
haben.

Den Beweis fiihrt man am einfachsten auf Grund der in § 23
durchgefiihrten Betrachtung im Anschlusse an die hier wieder ab-
gedruckte Abb. 68. Es zeigte sich dort, daB die zweite Kraft des
Kraftkreuzes M. oder R, in einer
Ebene & enthalten sein muB, wenn
die erste Kraft R, durch einen
beliebig gewiihlten Punkt 4 gehen
soll. Dabei ist « die Nullebene
des Punktes 4. Verbindet man
in Abb. 68 den Punkt A, der als
Anfangspunkt der Strecke R, ge-
wiihlt sein moge, mit den End- .
punkten der Strecke, durch die
Re oder N dargestellt wird, so
erhilt man eines der vier Drei-
ecke, die die Seitenflichen des zugehorigen Kraftkreuz- Tetraeders
ausmachen. Wir wollen dieses in der Ebene « liegende Dreieck
als die Basis des Tetraeders betrachten; die zugehdrige Hohe wird
dann durch die Projektion der von A aus abgetragenen Strecke R,
auf eine zur Ebene « errichtete Normale dargestellt

Nun stellt die Basisfliche des Tetraeders oder das Dreieck AR,
zugleich das Momentendreieck der Kraft R, fiir den Momenten-
punkt A dar. Geht man aber von der Ebene & zu irgendeiner
anderen Ebene & iiber, womit R, durch R, ersetzt wird, so ist das
Moment von R, fiir den Punkt A gleich dem Momente von R..
Dies folgt am einfachsten daraus, daB Ho durch eine Zerlegung
von R, in zwei Komponenten erhalten wurde, von denen die andere
durch den Punkt A ging, so daB deren Moment verschwindet. Das
Momentendreieck 4 .- hat demnach gleichen Inhalt mit dem Mo-
mentendreiecke AN, oder mit andern Worten: die Tetraeder der
beiden Kraftkreuze, die wir uns jetzt miteinander zu vergleichen
anschicken, haben Basisflichen von gleichem Inhalte.

Wir betrachten ferner die Hohen beider Tetraeder. Vorher
war schon bemerkt, daB die zur Ebene « senkrechte Komponente
von R, die Hohe des zum Kraftkreuze RN, gehirigen Tetraders
darstellt. Gehen wir zur Ebene & und hiermit zu dem andern
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Kraftkreuze iiber, so #ndert sich auch R, sagen wir in R'4; und
zwar wird ', als Resultierende von R, und der durch den
Punkt 4 gehenden Komponente von R, gefunden. Da aber diese
Komponente in der Ebene e enthalten ist, kann sie durch ihren
Hinzutritt zu R, nichts an der zu « senkrechten Komponente
#indern. Hieraus folgt, daB die beiden Tetraeder, die wir jetzt mit-
einander vergleichen, gleiche Hohen haben. Da auch die Basis-
flichen gleich waren, sind demnach die Tetraeder inhaltsgleich.
Hiermit ist der Satz zuniichst fiir alle Kraftkreuze bewiesen,
* von denen die eine Kraft R4 von demselben Angriffspunkte 4 aus-
geht, wiihrend die andere in der Nullebene « liegt. Ehe wir ihn
auf die iibrigen Fille iibertragen, wollen wir uns iiberlegen, welche
Deutung dem Tetraederinhalte gegeben werden kann. Wir sahen
schon, daB die Basisfliche das Momentendreieck von R, fiir den
Punkt A4 angibt. Bezeichnen wir die Fliche dieses Dreieckes
mit F, den Winkel zwischen der Normalen zu @ und %, mit y und
gie Grofe von M4 mit Ra, so ist das Tetraedervolumen gleich

% ¥ R4 cosy.

Hier kinnen wir den Faktor cosy auch zu ¥ nehmen und
das Produkt F'cosy stellt dann die Projektion des Momentendrei-
eckes auf eine zu R, senkrechte Ebene dar, d. h. das Produkt
bildet das MaB fiir das statische Moment der einen Kraft R, des
Kraftkreuzes in bezug auf die Richtungslinie der andern Kraft R,
als Momentenachse. Der Inhalt des Tetraeders selbst ist
demnach dem Produkte aus einer Kraft des Kraft-
kreuzes und dem in bezug auf deren Wirkungslinie als
Momentenachse genommenen Momente der andern Kraft
proportional.

Hieraus folgt auch sofort, da sich der Inhalt des Tetraeders
nicht #indern kann, wenn man den Angriffspunkt einer Kraft des
Kraftkreuzes lings deren Wirkungslinie verschiebt, ohne sonst etwas
zu @ndern. Im iibrigen ist dies eine rein geometrische Eigenschaft
des Tetraeders, die auch geometrisch, ohne Bezugnahme auf die
mechanische Bedeutung, die dem Tetraeder in unserem Falle zu-
kommt, leicht bewiesen werden kann.

Kehren wir nun zu unserem Satze zuriick, so erkennen wir
leicht, daB wir von einem der Kraftkreuze, deren eine Kraft im
Punkte A angriff, durch bloBe Verschiebung des Angriffspunktes
lings der Richtungslinie sofort auch zu einem Kraftkreuze iiber-
gehen konnen, dessen eine Kraft durch irgendeinen andern Punkt B
dieser Richtungslinie geht. Das Tetraedervolumen wird hierbei
nicht geiindert. Zugleich wissen wir, daBl sich das Tetraedervolumen
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auch weiterhin nicht findert, wenn wir dieses Kraftkreuz in irgend-
ein anderes umwandeln, bei dem B als Angriffspunkt der einen
Kraft festgehalten wird; denn was vorher von dem beliebig ge-
wiihlten Punkte A bewiesen wurde, gilt ohne weiteres aunch fiir
den jetzt mit B bezeichneten Punkt. Durch wiederholte Umwand-
lungen dieser Art kinnen wir aber auch zu allen andern der
unter sich gleichwertigen Kraftkreuze gelangen und damit folgt in
der Tat, daB deren Tetraederinhalte simtlich untereinander gleich sind.

§ 28, Die Zentralachse eines Kriiftesystemes.

Man denke sich ein Kriiftesystem auf eine durch irgendeinen
Punkt A gefiihrte Resultierende & und ein resultierendes Moment I
zuriickgefithrt.  Die Richtung von R gibt die ,Achsenrichtung" des
Kriftesystemes oder des dadurch bestimmten Nullsystemes an. Der
Ubergang vom Punkte A zu irgendeinem andern Punkte A' kann
dann leicht bewirkt werden. Wir ver-
legen zu diesem Zwecke R parallel zu
sich selbst und in gleicher Grofe als R’
nach dem Punkte A’. Hierbei tritt noch
ein neues Kriiftepaar auf aus den
Kriiften & und — R, dessen Momenten-
vektor mit M zu einem neuen resul-
tierenden Momente W zusammen-
zusetzen st

In Abb. 72 ist dies in achsonome-
trischer Zeichnung angedeutet.  Das
Parallelogramm des bei der Parallelverlegung der Resultieren-
den R von A nach A’ entstehenden Kriiftepaares ist durch Schraf-
fierung hervorgehoben; senkrecht zur Parallelogrammfliche ist der
Mementenvektor angetragen, der keine besondere Bezeichnung er-
halten hat. I kann von A nach A’ ohne weiteres verlegt werden,
da ein Momentenvektor ein villig freier Vektor ist Das resul-
tierende Moment M’ ist mit Hilfe eines Parallelogrammes ermittelt,
das genau wie ein Kriifteparallelogramm aufzuzeichnen ist.

Durch geeignete Wahl des Punktes A’ kann man dem Mo-
mentenvektor des aus | und — R’ hestehenden Kriftepaares jede
beliebige GréBe und zugleich jede senkrecht zur Achsenrichtung
stehende Richtung erteilen. Hiernach kann auch der zur Achsen-
richtung senkrecht stehende Anteil von IR’ durch verschiedene
Wahl des Punktes A’ beliebig umgestaltet werden, wiihrend die in
die Achsenrichtung fallende Komponente von 9%’ davon unberiihrt
bleibt. Sollte etwa R von vornherein zufilligerweise senkrecht
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zu R gewesen sein, so kionnte auch jedes daraus abgeleitete IR’
keine Komponente in der Achsenrichtung haben. Es bliebe dann
immer nur ein zur Achsenrichtung senkrechter Momentenvektor
iibrig und dieser kann durch geeignete Wahl von A' auf jede im
tibrigen beliebige Richtung und GréBe gebracht werden. Bei passen-
der Wahl von A’ kann er daher auch zu Null gemacht werden.
Dann bleibt aber nur noch- die Resultierende R’ als vollstindiger
Ersatz des Kriiftesystemes iibrig. Wenn  und I fiir irgend-
eine Wahl des Punktes A rechtwinklig zueinander
stehen, liBt sich daher das Kriftesystem stets auf eine
einzige Resultierende zurtickfiihren.

Im andern Falle, wenn also 0 nicht rechtwinklig zu R ist,
ist die Zuriickfithrung auf eine einzige Resultierende niemals mdglich.
Man kann indessen auch in diesem Falle durch passende Wahl
des Angriffspunktes A' von R’ die zur Achsenrichtung senkrecht
stehende Komponente von IR’ zum Verschwinden bringen Dann
bleibt neben ' nur noch ein damit gleich gerichteter Momenten-
vektor M iibrig. Diese Darstellung des Kriiftesystemes kann als
die einfachste angesehen werden, auf die es sich zurtickfithren 1i8%.
Die zugehirige Richtungslinie von R’ wird als die Zentralachse
des Kriiftesystemes bezeichnet. Es ist nimlich ohne weiteres
klar, daB, wenn irgendein Punkt A' gefunden ist, fiir den V'
gleich gerichtet mit R’ ist, dies auch fiir jeden andern Punkt auf
der durch A' in der Achsenrichtung gezogenen Geraden zutrifft.
Tiir alle andern, nicht auf dieser Linie gelegenen Punkte A’ muB
dagegen immer noch eine zur Achsenrichtung senkrecht stehende
Komponente von ' hinzutreten.

§ 29. Die Koordinaten eines Kriiftesystemes nach der
analytischen Darstellung.

Um die Zusammensetzung der Krifte im Raume nach den
Methoden der analytischen Geometrie behandeln zu konnen,
denkt man sich alle gegebenen Krifte in Komponenten nach
den Richtungen der drei rechtwinklig aufeinander stehenden
Koordinatenachsen X ¥Z zerlegt. Auch die Momentenvektoren
der Kriftepaare zerlegt man in ihre Komponenten nach diesen
Richtungen, d. h. man schreibt an Stelle der auf Momenten-
punkte bezogenen Momente die Momente in bezug auf Achsen
an, die den Koordinatenachsen parallel gehen.
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Am bequemsten ist auch hier der Ersatz des gegebenen
Kriiftesystemes durch eine Resultierende in Verbindung mit
einem resultierenden Kriftepaare. Den Punkt A4, durch den
die Resultierende gefiihrt werden soll, lift man gewdhnlich mit
dem Koordinaten-Ursprunge zusammenfallen. Die Kompo-
nenten des resultierenden Momentes' It sind dann gleich den
Momentensummen der gegebenen Krifte in bezug auf die
Koordinatenachsen als Momentenachsen.

Die Koordinaten des Angriffspunktes einer der gegebenen
Krifte, PB,, seien mit 2,9,z, und die Komponenten der Kraft
in den Richtungen der Koordinatenachsen mit X, ¥, Z, bezeichnet
und #hnlich fiir die iibrigen. Dann erhidlt man zunichst fiir
die Komponenten XY Z der Resultierenden i die Gleichungen

X=X, +X,+-=32X; Y=3Y; Z= X2 (31)

wenn auf der rechten Seite X unter dem Summenzeichen irgend-

eine der Komponenten X,, X, usf. bedeutet.
Die Komponenten des auf den Ursprung als Momenten-
punkt bezogenen resultierenden Momentes IR seien mit LMN
bezeichnet. Man kann sie nach den

Z = schon im ersten Bande dafiir gegebenen
Fj""‘_i_’_’_r Vorschriften unmittelbar berechnen.

J: ol % . Zur besseren Ubersicht seien indessen
X y 5 Hr die dafiir giiltigen Ausdriicke an der
- 'fc' Hand von Abb. 73 noch einmal ab-
geleitet. In der Abbildung ist der

Y Angriffspunkt- der Kraft B, in drei

Abb. 73, Rissen gezeichnet und in diese Risse

sind auch die Komponenten X,¥,Z,
von %, in jenen Richtungen eingetragen, in denen sie positiv
gerechnet werden. Um das Moment der Kraft P, in bezug auf
die X-Achse zu erhalten, hetrachten wir ihre Projektion auf die
YZ-Ebene und nehmen in dieser Ebene das Moment fiir den
Ursprung O als Momentenpunkt. Anstatt von der Projektion
von B, selbst das Moment zu berechnen, kénnen wir indessen
auch die Summe der Momente von ¥, und Z, dafiir setzen, da
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die Resultierende aus diesen beiden die Projektion von P, auf
die YZ-Ebene liefert. Als positiv sind dabei jene Momente in
Ansatz zu bringen, die fir den vorn, d. h. auf der Seite der
positiven X-Achse stehenden Beschauer im Uhrzeigersinne
drehen. Hiernach findet man fiir das Moment von 9P, in bezug
auf die X-Achse .
Yy2 — Zyyy.

Ahnliche Ausdriicke gelten fiir die iibrigen Krifte P und in
bezug auf die beiden andern Koordinatenachsen als Momenten-
achsen. Im ganzen erhidlt man daher

L= X(Yz— Zy);
M= Z(Zz — Xz); (32)
N=2X(Xy— Yz).

Die aus den Gleichungen (31) hervorgehenden Komponenten
XYZ von R und die jetzt berechneten Komponenten LMN
von I faBt man unter der Bezeichnung der sechs Ko-
ordinaten des gegebenen Kriaftesystemes
zusammen. Diese sechs GroBen geniigen, um ein Kriftesystem
hinreichend zu beschreiben. Bei Aufgaben iiber das Gleich-
gewicht oder die Bewegung eines starren Korpers braucht
man nidmlich von den dulleren Kriiften nichts als jene sechs
Koordinaten zu kennen.

Im Gleichgewichte kann ein Kriiftesystem nur dann stehen,
wenn alle sechs Koordinaten zu Null werden. Setzt man die
SummengréBen auf den rechten Seiten der Gleichungen (31) und
(32) gleich Null, so erhilt man demnach die notwendigen und hin-
reichenden Gleichgewichtshedingungen fiir ein beliebiges Kriftesystem.
— Bemerkenswert ist, daf die Zahl dieser Gleichgewichtshedingungen
sechs betriigt; sie entspricht der Zahl der Freiheitsgrade fiir die
Bewegung eines starren Korpers. Uberhaupt besteht zwischen den
Untersuchungen iiber die Kriiftezusammensetzung im Raume und
den im ersten Bande durchgefiihrten Betrachtungen iiber die Be-
wegung eines starren Korpers eine enge Verwandtschaft. So wie
wir hier ein Kriiftesystem auf eine Resultierende Rt und ein resul-
tierendes Moment @R zuriickfithrten, wurde dort die beliebige Be-
wegung eines starren Korpers in die Translationsgeschwindigkeit v,
irgendeines Anfangspunktes wund die Rotationsgeschwindigkeit u
um eine durch diesen Anfangspunkt gehende Achse zerlegt. Der

Foppl: Graphische Statik 3. Aufl. 10
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Darstellung der Bewegung als eine schraubenformige (bei gleicher
Richtung von b, und u) entspricht hier die Konstruktion der
Zentralachse des Kriiftesystemes usf. — Man kann den Ver-
gleich noch erheblich weiter fithren, worauf aber hier verzichtet
werden darf.

§ 30. Zerlegung einer Kraft nach sechs gegebenen
Richtungslinien.

An die schon im ersten Abschnitte besprochenen einfacheren
Zerlegungsaufgaben reiht sich jetzt die allgemeinste an, die man
von der gleichen Art stellen kann, ndmlich die Zerlegung einer
Kraft nach gegebenen Richtungslinien, die irgendeine Lage
im Raume zueinander haben, die nicht an solche Beschrinkungen
wie in den fritheren Fillen gebunden ist. Hierbei fragt es sich
zuniichst, wie groB die Zahl der gegebenen Richtungslinien,
nach denen die Zerlegung erfolgen soll, sein muB, damit die
Aufgabe eindeutig gelost werden kann.

Man entscheidet diese Frage am einfachsten auf Grund der
analytischen Darstellung im vorigen Paragraphen. Die Krifte,
deren Richtungslinien gegeben sind und deren Grifien gesucht
werden, bilden némlich ein Kriftesystem, dessen sechs Ko-
ordinaten X, ¥, Z, L, M, N mit den Komponenten der ge-
gebenen Kraft, die zerlegt werden soll und mit den Momenten
dieser Kraft in bezug auf die Koordinatenachsen der Reihe nach
iibereinstimmen miissen. Schreibt man dies an, so erhdlt man
sechs Gleichungen, in denen nur die GroBen der gesuchten
Kriifte als Unbekannte auftreten. Hierbei ist nidmlich zu be-
achten, daB die nach den Achsenrichtungen genommenen Kom-
ponenten der Unbekannten, die in die Gleichungen (31) und
(32) einzutreten haben, aus den Unbekannten selbst durch
Multiplikation mit den Kosinus der Neigungswinkel hervor-
gehen. Diese Kosinus sind aber bekannt, weil die Richtungs-
linien gegeben waren, so daB in der Tat die Grofen der unbe-
kannten Krifte die einzigen Unbekannten in jenen sechs Glei-
chungen bilden, die fiir sie vom ersten Grade sind.

Hieraus erkennt man, daB die Zahl der Kraftrichtungs-
linien, nach denen die Zerlegung erfolgen soll, sechs betragen
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muBl. Wire die Zahl geringer, etwa gleich 5, so konnte man im
allgemeinen die sechs Gleichungen, die zwischen ihnen erfiill
sein miissen, nicht durch eine passende Wahl der GréBe der
Krifte befriedigen. Anderseits kénnte bei sieben Kraftrichtungs-
linien die GroBe einer dieser Krifte beliebig gewihlt werden
und die iibrigen konnten durch Auflésen der sechs Gleichungen
gefunden werden. Es wire daher keine eindeutige Zerlegung
mehr vorgeschrieben, sondern man hitte ein System von un-
endlich vielen Losungen der Zerlegungsaufgabe.

DaB bei sechs Richtungslinien nur eine einzige Losung
moglich ist, folgt sofort daraus, daB sechs Gleichungen ersten
Grades mit sechs Unbekannten nur eine Losung zulassen. Zu-
gleich folgt auch, daB Ausnahmefille vorkommen kénnen; sie
treten, wie aus der Lehre von den Gleichungen bekannt ist,
dann ein, wenn die Eliminationsdeterminante, also die aus
den Koeffizienten der Unbekannten gebildete sechsreihige De-
terminante zu Null wird. Aus dieser analytischen Bedingung
lassen sich alle moglichen Ausnahmefille ableiten. Anstatt
dessen wollen wir uns auf einfacherem Wege Rechenschaft
dariiber geben, welche besonderen Fille bei der Annahme der
sechs gegebenen Richtungslinien unter allen Umstédnden ver-
mieden werden miissen.

Zunidchsgt diirfen sich von den sechs Rich-
tungslinien nicht mehr als drei in einem
Punkte schneiden. Gingen nimlich vier durch den-
selben Punkt, so konnte man durch diesen Punkt eine Gerade
ziehen, die zugleich auch die beiden andern Richtungslinien
schnitte. Fir diese Gerade als Momentenachse wire dann das
Moment aller sechs unbekannten Krifte gleich Null. Das
Moment der gegebenen Kraft, die eine ganz beliebige Lage
haben kann, wire dagegen von Null verschieden. Hiernach
wire es nicht moglich, die sechs unbekannten Krifte so zu wihlen,
daB sie der gegebenen Kraft gleichwertig wiren (oder auch
bei der Umkehrung der Zerlegungsaufgabe so, dall sie mit der
gegebenen Kraft Gleichgewicht hielten). Unter besonderen
Annahmen fiir die gegebene Kraft, falls nimlich deren Richtungs-

10%*
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linie die vorher gezogene Momentenachse ebenfalls schneiden
sollte, wiirde der angegebene Hinderungsgrund zwar wegfallen.
Eine Zerlegung wiire dann moglich, aber, wie hier nicht weiter
ausgefiihrt zu werden braucht, nicht mehr in eindeutiger Weise.
Der hier erwihnte Fall kiimmert uns nédmlich deshalb nicht
weiter, weil die Zerlegungsaufgabe dahin zu verstehen ist, daB
die Zerlegung fiir jede Wahl ausfithrbar bleiben soll, die man
fir die gegebene Kraft treffen mag.

Ebenso dirfen auch von den gegebenen Richtungslinien
nicht mehr als drei parallel zueinander sein. Denn wenn vier
parallel wiiren, so koénnte man sagen, dal} sie durch denselben
unendlich fernen Punkt gingen und von diesem Punkte aus
konnte man ebenso wie vorher eine Momentenachse ziehen,
die zugleich die beiden andern Richtungslinien trife. Uber-
haupt braucht man bei allen diesen Betrachtungen zwischen
unendlich fernen Elementen und den im Endlichen gelegenen
keinen grundsitzlichen Unterschied zu machen. Man erspart
sich dadurch die ausdriickliche Besprechung von Féllen, die sich
auf Grund dieser Anschauung auf die andern, gewohnlich vor-
liegenden zuriickfithren lassen.

Ferner diirfen von den sechs gegebenen
Richtungslinien auch nicht mehr als drei
in einer Ebene liegen. Ligen nidmlich vierin derselben
Ebene, so kiinnte man durch die Schnittpunkte der beiden andern
mit dieser Ebene eine Gerade ziehen, die ebenfalls alle sechs
Richtungslinien trife, und die vorigen SchluBifolgerungen kénnten
auf diesen Fall ohne Anderung iibertragen werden. Auch hier
sind die Fille, daB einer oder beide Schnittpunkte ins Unendliche
fallen, schon als mit eingeschlossen zu betrachten. Mit den jetzt
angefithrten sind freilich noch nicht alle moglichen Ausnahme-
fille erschopft; sie sind aber, weil sie am héufigsten vorkommen,
die wichtigsten. Jedenfalls sieht man, daB ein Ausnahmefall
immer dann eintritt, wenn man eine Gerade ziehen kann, die
alle sechs Richtungslinien trifft.

Wir wollen uns jetzt iiberlegen, auf welche Welse die Zer-
legung, falls sie iiberhaupt moglich ist, wirklich ausgefiihrt
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werden kann. Ein Mittel dazu — und zwar das allgemeinste,
das stets anwendbar bleibt — haben wir schon im Aufstellen
der sechs Gleichungen und deren Aufldsung nach den sechs
Unbekannten kennen gelernt. Die Durchfithrung der Rechnung
ist aber in dieser Form, wenn nicht gerade besondere Verein-
fachungen vorliegen, sehr umstdndlich, und man setzt daher,
wenn es irgend angeht, lieber ein anderes Verfahren an deren
Stelle, das kiirzer zum Ziele fiihrt.

Am einfachsten liBt sich die Aufgabe erledigen, wenn
zufillig die sechs gegebenen Richtungslinien mit den Kanten
eines Tetraeders zusammenfallen, oder iiberhaupt immer dann,
wenn sich drei davon in einem Punkte schneiden und die drei
andern in einer Ebene liegen. Man wihle dann jenen Schnitt-
punkt als Punkt 4 (im Sinne der frither gebrauchten Bezeich-
nungen) und die Ebene, in der die drei tibrigen Richtungslinien
liegen, als Ebene & aus. Die beliebig gegebene Kraft 1aBt sich
dann durch zwei Komponenten ersetzen, von denen eine durch
A geht, wiihrend die andere in & liegt. Man braucht nur noch
die erste Komponente nach den drei mit ihr von 4 ausgehenden
Richtungslinien und die andere nach den drei mit ihr in & liegen-
den Richtungslinien zu zerlegen. Diese Konstruktionen sind
frither bereits ausfiihrlich besprochen worden und kénnen daher
hier als bekannt angesehen werden. Nach ihrer Ausfithrung
ist die Aufgabe gelost. Zugleich erkennt man, daB der hier
besprochene Fall jedenfalls nicht zu den Ausnahmefillen gehort;
die Zerlegung ist vielmehr immer mdglich, solange nicht etwa
der Punkt 4 in die Ebene & fallt.

Ferner ist auch klar, daB die L@sung nicht nur fir die Zer-
legung einer Einzelkraft anwendbar bleibt, sondern daBl man auf
demselben Wege auch ein beliebig gegebenes Kriiftesystem durch
Kriifte ersetzen kann, die lings der sechs gegebenen Richtungs-
linien wirken. Dieselbe Erweiterung ist iibrigens auch in allen
andern Fillen moglich, denn sobald man irgendeine Kraft nach
sechs Richtungslinien zu zerlegen vermag, kann man diese Zer-
legung auch fiir alle Kriifte eines Kriiftesystemes anwenden und
hiermit das ganze Kriftesystem durch Xriifte lings der vor-
geschriebenen Richtungslinien ersetzen.
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"Im allgemeinsten Falle liBt sich ein Ver-
fahrenanwenden, dasals eineVerallgemeine-
rung der aus der Krdftezerlegunginder Ebene
bekannten Ritterschen Momentenmethode
betrachtet werden kann. Nach der Ritterschen
Methode sucht man den Schnittpunkt von zwei der drei unbe-
kannten Krifte auf und schreibt fiir ihn eine Momentengleichung
an, in der nur noch die dritte der Richtungslinie nach gegebene
Kraft als Unbekannte auftritt. Wir wollen sehen, wie sich dieses
Verfahren auf den Raum iibertragen liBt. An Stelle des Momen-
tenpunktes tritt hier eine Momentenachse, die man durch mog-
lichst viele der gegebenen Richtungslinien zu ziehen sucht.
Gelingt es, eine solche Momentenachse durch fiinf Richtungs-
linien zu legen, was in praktisch vorkommenden Fillen oft ohne
weiteres moglich ist, so erhdlt man die sechste Kraft genau
wie bei der Ritterschen Methode aus der Momentengleichung,
in der dann nur noch diese eine Unbekannte auftritt.

Im allgemeinsten Falle ist es freilich nicht mdglich, eine
Gerade zu ziehen, die fiinf der gegebenen Richtungslinien trifft.
Dagegen kann man im allgemeinen durch je vier von ihnen
zwel Geraden legen. Man erkennt dies am einfachsten aus der
Uberlegung, daf durch drei windschief zueinander liegende
Richtungslinien ein Hyperboloid gelegt werden kann, das von
der vierten Richtungslinie als Flache zweiter Ordnung in zwei
Punkten getroffen wird. Durch jeden dieser Schnittpunkte
geht ein Strahl der Regelschar, der auch die drei andern trifft.
Schreibt man nun fiir jede der beiden Schnittgeraden als Momen-
tenachsen eine Momentengleichung an, so erhilt man zwel
Gleichungen, in denen die GréBen der beiden letzten Kriifte als
Unbekannte vorkommen. Diese mufl man nun freilich immer
noch nach den Unbekannten auflosen; aber es ist klar, daB
die Auflosung von zwei Gleichungen viel weniger Miihe macht,
als die Auflosung von sechs bei dem friither besprochenen all-
gemeinsten Verfahren.

Die wirkliche Aufsuchung der beiden Geraden, die man
durch vier der gegebenen Richtungslinien zu legen vermag,
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bildet eine Aufgabe der darstellenden Geometrie, die freilich
selbst so viel Schwierigkeiten machen kann, daB das Verfahren
keinen Vorteil mehr bietet. Praktisch liegt aber die Sache bei
solechen Fillen, wie sie in den Anwendungen vorkommen kénnen,
gewohnlich viel einfacher: gewthnlich kann man hier die beiden
Schnittgeraden ohne weiteres angeben. Man nehme z. B. an,
daB die sechs Richtungslinien wenigstens paarweise in einer
Ebene liegen, also etwa 1 und 2 in einer Ebene und 3 und 4 in
irgendeiner andern. Verbindet man dann den Schnittpunkt
von 1 und 2 mit dem Schnittpunkte von 3 und 4, so hat man
sofort eine der beiden gesuchten Geraden. Die andere ergibt
sich als Schnittlinie der Ebene 1, 2 mit der Ebene 3, 4.

Auch ob etwa ein Ausnahmefall vorliegt, bei dem die Zer-
legung nach den sechs Richtungslinien nicht mdéglich ist, muB
sich beim Aufstellen der beiden Momentengleichungen heraus-
stellen. Es kann nédmlich vorkommen, daB beide Gleichungen
sich widersprechen, so daB sie nicht nach den beiden Unbekann-
ten aufgelost werden kinnen. Dieser Ausnahmefall tritt immer
ein, wenn sich eine Gerade ziehen lifit, die alle sechs Richtungs-
linien trifft. Er kann aber auch unter andern Umstéinden ein-
treten, ndmlich immer dann, wenn die Eliminationsdeterminante
der beiden Momentengleichungen zu Null wird.

§ 31. Praktische Anwendungen dieser Zerlegungsaufgabe.

Die wichtigste Anwendung, die von den vorausgehenden
Untersuchungen gemacht werden kann, bezieht sich auf die
Ermittelung der Spannungen von Stében, durch die zwei starre
Korper fest miteinander verbunden werden. Aus den Unter-
suchungen des ersten Bandes ist bereits bekannt, dafl ein starrer
Korper relativ zu einem zweiten, der als feststehend ange-
nommen wird, wenn gar keine Fessel zwischen beiden besteht,
sechs Freiheitsgrade der Bewegung besitzt. Daraus wurde schon
damals geschlossen, dafl man gechs Fesseln, von denen jede einen
Freiheitsgrad der Bewegung aufhebt, anlegen miisse, um beide
Korper in feste Verbindung miteinander zu bringen. Solche
Tesseln sind im einfachsten Falle Stibe, die zwischen geeignet
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ausgewihlten Punkten beider Korper angebracht werden und
die eine Entfernungsinderung zwischen ihren Endpunkten ver-

hindern.

Wollte man Stibe verwenden, die an den Endpunkten steif
mit beiden Korpern verbunden wiiren, so daB sie sich nicht gegen
diese zu drehen vermdchten und die auch zugleich widerstands-
fihig genug gegen Verbiegen und Verdrehen konstruiert wiiren,
so wilrde zwar offenbar schon ein einziger Stab ausreichen, um
zwei starre Korper unveriinderlich miteinander zu verbinden. Hier
wird aber, wie schon in fritheren Fillen, vorausgesetzt, dafl die
Verbindungsstiibe nur gegen Zug und Druck hinreichend wider-
standsfihig sind und daB sie sich daher auch namentlich an den
Befestigungsstellen leicht etwas gegen die mit ihnen verbundenen
Korper zu drehen vermdgen, so da man dem wirklichen Verhalten
ziemlich nahe kommt, wenn man annimmt, daf die Verbindung an
diesen Stellen gelenkformig (nach Art eines Kugelgelenkes) bewirkt
sei. Dies entspricht auch der konstruktiven Praxis, in der man,
wenigstens bei grioBeren Ausfithrungen, Stabverbindungen immer so
anzuordnen sucht, daB die Widerstandsfihigkeit der Stiilbe gegen
Zug und Druck schon vollstindig ausreicht, um die Unverschieb-
lichkeit des ganzen Verbandes zu sichern. In diesem Falle wird,
wie schon frither nachgewiesen wurde, durch einen Stab nur ein
Freiheitsgrad der Relativbewegung vernichtet und man braucht
dann mindestens sechs Stiibe, um eine steife Verbindung zwischen
beiden Korpern herzustellen. Diese Zahl reicht auch, wenn Aus-
nahmefille vermieden werden, zur Erreichung des Zweckes schon
vollkommen aus.

Erginzt wird diese, auf die Bewegungslehre des starren

Korpers gestiitzte Uberlegung durch die Auseinandersetzungen
des vorigen Paragraphen. Wenn ndmlich die Stibe imstande
sein sollen, beide Korper wirksam gegeneinander abzustiitzen,
miissen die Spannungen, die sie zwischen beiden iibertragen,
ausreichen, um gegeniiber allen Lasten, die an einem von ihnen
beliebig angebracht werden kinnen, Gleichgewicht herzustellen.
Von diesen Spannungen sind die Richtungslinien, die mit den
Stabmittellinien zusammenfallen, gegeben. Man muB daher
jede beliebig an einem der beiden Korper angebrachte Last
nach den Stabrichtungslinien so zerlegen kinnen, dal die Stab-
spannungen in Verbindung mit der gewdhlten Last an dem be-
treffenden starren Korper ein Gleichgewichtssystem bilden.
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Wir sahen aber, daB sechs Richtungslinien gegeben sein miissen,
wenn die Zerlegung eindeutig ausfiihrbar sein soll. In Uberein-
stimmung mit dem fritheren Ergebnisse folgt demnach auch aus
der auf die Kriftezerlegung gestiitzten Betrachtung, daB sechs
Stébe zur Herstellung einer ausreichenden Abstiitzung zwischen
beiden Kérpern erforderlich sind. Zugleich konnen wir uns auch
hinsichtlich der Ausnahmefille, die bei der Anordnung der Stiabe
vermieden werden miissen, auf die dariiber im vorigen Para-
graphen angestellten Auseinandersetzungen beziehen.

Sehr haufig ist einer der Korper, die durch die sechs Stibe
miteinander verbunden werden sollen, die feste Erde. Der
zweite soll dann durch die Verbindungsstibe vollstindig fest-
gehalten werden, so daf er gar keine
Bewegungen gegen den irdischen Raum
mehr auszufithren vermag. Man denke
etwa an eine Tischplatte, die moglichst
unverschieblich aufgestellt werden soll,
wozu sechs Stibe erforderlich sind,
die jeder Belastung gegeniiber nur auf
Zug oder Druck Widerstand zu leisten
brauchen.

Ein Beispiel hierfiir wird durch
Abb. 74 in axonometrischer Zeichnung
zur Darstellung gebracht. Von den sechs Stiben laufen, wie
es gewohnlich der Fall sein wird, je zwei in einem Punkte
zusammen, hier die Stibe 1 und 2 in einem Punkte der Tisch-
platte, und 3 und 4 sowie 5 und 6 in je einem Punkte des FuB-
bodens. An der Tischplatte moge irgendeine beliebig gerichtete
Last P angreifen; man soll die dadurch in den sechs Beinen her-
vorgebrachten Stabspannungen ermitteln.

Man sucht zuniichst eine Momentenachse auf, die durch
mindestens vier Stibe, etwa durch 1, 2, 3, 4 geht. Eine solche
erhalten wir durch Aufsuchen der Schnittlinie der Ebenen 1, 2
und 3, 4. Das ist die in der Abbildung mit mm bezeichnete Ge-
rade; sie steht hier lotrecht, weil beide Ebenen 1, 2 und 3, 4
lotrecht vorausgesetzt waren. Zugleich erlangt man hier noch
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von selbst den weiteren Vorteil, dal mm auch noch die Rich-
tungslinie 5 schneidet. Bie ist ndmlich parallel zu ihr, da Stab 5
lotrecht steht, und dies entspricht einem Schnitte, denn dafl
dieser erst im Unendlichen erfolgt, bleibt fiir unseren Zweck
gleichgiiltig.

Die Spannung des Stabes 6 kann demnach sofort aus einer
einzigen, fiir die Achse mm aufgestellten Momentengleichung
berechnet werden. Hierbei erinnern wir uns, dafl man die Mo-
mente in bezug auf Achsen am einfachsten erhilt, wenn man die
Krifte auf eine zur Achse senkrecht stehende Ebene projiziert
und die Momente in dieser Ebene von den Krifteprojektionen
in bezug auf den Punkt nimmt, in dem die Achse die Projek-
tionsebene trifft. Das wire also hier die Grundrifebene. In
einem praktisch vorliegenden Falle wird man ohnehin schon
eine GrundriBzeichnung des Tisches und der an ihm angreifenden
Lasten besitzen. Die axonometrische Zeichnung dient nur als
Ubersichtszeichnung, die nicht im MaBstabe aufgetragen zu
werden braucht, sondern blof freihindig entworfen wird, —
Fir den FuBpunkt des Stabes 2 schreibt man also im Grundrisse
die Bedingung an, dafl das Moment der Projektion von 5 gleich
dem Momente der Projektion der Stabspannung 6 sein muB.
Daraus findet man sofort die Projektion der Stabspannung 6
und hieraus auch, da die Richtungslinie des Stabes bekannt ist,
(unter Zuhilfenahme des Aufrisses), die Stabspannung 6 selbst.
Man sieht auch leicht schon aus der axonometrischen Zeichnung,
daB Stab 6 durch die angegebene Last g in Druckspannung ver-
setzt wird.

Hitte sich mm nicht zufillig auch mit der Richtungslinie
des Stabes 5 geschnitten, so wiiren in der Momentengleichung
zwei unbekannte Stabspannungen vorgekommen. In diesem
Falle hitte man noch die zweite Gerade aufsuchen miissen, die
durch die Stibe 1, 2, 3, 4 gelegt werden kann. Dies ist die Ge-
rade nn, die den oberen Endpunkt von 1 und 2 mit dem unteren
Endpunkte von 3 und 4 verbindet. Dann wird das Verfahren
freilich umsténdlicher, da man nun P, 5 und 6 auf eine zu nn
senkrechte Ebene zu projizieren und in dieser (nach Umklappen)



§ 31. Praktische Anwendungen dieser Zerlegungsaufgabe. 155

die Momentengleichung aufzustellen hat. — Wir wollen indessen
jetzt bei dem einfacheren Beispiele bleiben.

Geradeso wie 6 kann man natiirlich auch die Stabspannung 3
ermitteln, indem man die Schnittlinie der Ebenen 1, 2 und 5, 6
als Momentenachse wilhlt. Auch dies erfordert nur das Anschrei-
ben einer einfachen Momentengleichung im Grundrisse.

Hierauf gehe man zur Ermittelung der Stabspannungen
1 und 2 iber. In diesem Falle vermag man keine Momenten-
achse zu ziehen, die auBer den vier {ibrigen Stiben auch noch
einen von jenen beiden schnitte. Man muB daher zwei Mo-
mentengleichungen anschreiben und sie nach den Unbekannten
1 und 2 auflésen. Diese Lisung gestaltet sich indessen hier ganz
einfach.

Eine der beiden Momentenachsen, die durch die Stab-
richtungslinien 3, 4, 5, 6 geht, ist die Verbindungslinie der FuB-
punkte dieser vier Stidbe. Diese Achse liegt in der GrundriB-
ebene und projiziert sich in einem rechtwinklig zur Achse ge-
zeichneten Aufrisse als Punkt. In diesem Aufrisse decken sich
ferner die Projektionen von 1 und 2. Man findet daher aus
einer einfachen Momentengleichung im Aufrisse sofort die Summe
der Vertikalkomponenten von 1 und 2.

Die andere durch die Linien 3, 4, 5, 6 gehende Momenten-
achse ist die unendlich ferne Schnittlinie der beiden durch 3
und 4 und durch 5 und 6 gelegten parallelen Ebenen. Immer
wenn man auf eine Momentengleichung fiir
eine unendlich ferne Achse gefiihrt wird,
hatmanzubeachten,daBeine solehe gleich-
wertigmiteinerKomponentengleichungist,
die fiir die wirkliche Ausrechnung an ihre
Stelle tritt. Die Lage einer unendlich fernen Achse wird
niamlich als Schnitt eines Biischels paralleler Ebenen definiert.
Ferner kommt es bei dem Momente in bezug auf eine Achse
nur auf jene Komponente der Kraft an, die im Angriffspunkte
der Kraft rechtwinklig zu der von der Achse aus durch den
Angriffspunkt gelegten Ebene steht. Alle diese Komponenten
gehen aber bei unendlich ferner Lage der Achse in derselben
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Richtung und da ferner alle Hebelarme, weil sie sich nur um
endliche Betrige voneinander unterscheiden, als gleich groB
anzusehen sind, so vereinfacht sich die Momentengleichung in
der Tat zu der Bedingung, daB die algebraische Summe der
in der Richtung senkrecht zu jenem Ebenenbiischel genomme-
nen Komponenten aller Krifte gleich Null sein muB.

In unserem Falle erhalten wir also eine Gleichung, die
ausdriickt, daB die algebraische Summe aus den Horizontal-
komponenten von 1 und 2 und der parallel zur Verbindungs-
linie der FuBpunkte von 1 und 2 genommenen Komponente
von B gleich Null sein muB. Diese Gleichung in Verbindung
mit der vorher schon gefundenen Momentengl eichung gestattet
sofort die Auflosung nach den beiden unbekannten Stabspan-
nungen 1 und 2.

Nachdem man von einigen Stédben die Spannungen bereits
ermittelt hat, kann man die der noch iibrigen (also hier die
von 4 und 5) viel einfacher berechnen. Man braucht nimlich
jetzt nicht mehr zu vermeiden, daB in einer neu aufzustellenden
Momentengleichung zugleich die Momente der andern Stab-
spannungen auftreten, weil man von diesen die Werte schon
kennt. Projiziert man also etwa den Tisch auf die durch die
Richtungen von 4und 5 gelegte Ebene, so kommen in dieser nur
zwei unbekannte Krifteprojektionen vor und indem man etwa
den Momentenpunkt auf die Richtung von 4 legt, erhilt man
aus der Momentengleichung sofort die darin allein noch unbe-
kannte Spannung des Stabes 5.

Aufgaben.
21. Aufgabe. Auf einer in zwei Punkten A und B unter-
n stiitzten Welle (Abb. 75) sind zwei Arme auf-

B gesteckt, von denen einer horizontal, der andere
vertikal gerichiet ist.  Am horizontalen Arme
wirkt die vertikale Kraft P und am wvertikalen

A Arme die horizontale Kraft 0. Man soll das
B aus beiden Krdiften gebildele Krafthrewz dwrch
i ein anderes erselzen, von dem eine Kraft durch A

geht, wihrend die zweite in der durch B senk-
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recht zur Welle gezogenen Ebene liegt. Unter welchen Umstinden
wird ferner die Wellenmittellinie AB zu einer Nullinie?

Lisung. In Abb. 76 ist die Welle in drei Rissen gezeichnet;
der dritte RiB, in dem sich AB als Punkt projiziert, liegt in der
durch B senkrecht zur Welle gezogenen Ebene, die wir weiterhin
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Abb. T6.

als die Ebene & bezeichnen wollen. Zuniichst wird von A aus
durch die Richtungslinie der Kraft P8 eine Ebene gelegt und deren
Spur in der Ebene & aufgesucht. Da 9 parallel zu & ist, haben
wir es in zwei parallele Komponenten P4 und %P, zu zerlegen, von
denen B, in die soeben erwiihnte Spur fillt. Hiervon ist P, die
groBere Komponente, da P niher bei 4 als bei & liegt; P, ver-
hilt sich zum ganzen P wie der Abschnitt der Welle von A4 bis
zu dem Arme, an dem P angreift, zur ganzen Welle.

Ebenso wird auch £ in die zwei Komponenten £, und 04
zerlegt, von denen die erste in die Spur der von A aus durch £
gezogenen Ebene fillt. Alle diese Komponenten liegen entweder
in der Ebene & selbst oder sie projizieren sich auf diese Ebene in
wahrer Grife. In diesem Risse kann daher auch die Zusammen-
setzung von P4 und Oy zu Ry und von P, und £, zu R, ohne

\\
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weiteres vorgenommen werden. Hiermit ist der erste Teil der
Aufgabe gelost.

Die Wellenmittellinie A B schneidet von dem Kraftkreuze R M.
auf jeden Fall eine Kraft, niimlich R4 Soll sie eine Nullinie
sein, so muf sie zugleich auch die andere Kraft H. schneiden.
In diesem Falle kann man %, nach dem zweiten Stiitzpunkte B
verlegen. Ein an den Stiitzpunkten A4 und B angreifendes Kraft-
kreuz kann aber die Welle nicht in Umdrehung versetzen; es bringt
nur Auflagerkriifte in den Lagern hervor. Man erkennt hieraus,
daB A B nur fir den Fall des Gleichgewichtes der Welle zu einer
Nullinie wird. Dies hitte man auch schon daraus schlieBen
konnen, daB nach der Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen um
die Wellenmittellinie die Summe der Momente aller #uBeren Kriifte
fiir diese Linie als Momentenachse zu Null werden muf}, wobei noch
zu beachten ist, daB die Auflagerkriifte zu dieser Momentensumme
nichts beitragen.

Anmerkung. Man erkennt hieraus auch, wie man die Auf-
lagerkriifte fiir eine Welle ermittelt, die an beliebig aufgesteckten
Ridern oder Armen irgendwelche Lasten aufnimmt, die nur der
Bedingung unterworfen sind, daB sie sich an der Welle Gleich-
gewicht gegen Drehung halten. Man verlege jede Kraft parallel
zu sich selbst in der senkrecht zur Wellenmittellinie gezogenen
Ebene nach der Mittellinie. Alle bei dieser Parallelverlegung auf-
tretenden Kriftepaare halten sich wegen der vorher genannten Be-
dingung im Gleichgewichte und brauchen daher nicht weiter be-
achtet zu werden. Dann kann man von jeder einzelnen der nach
der Mittellinie verlegten Lasten die Auflagerkriifte auf gewdhnliche
Weise ermitteln. Nachtriiglich findet man den gesamten Auflager-
druck an jeder Stiitze durch geometrische Summierung aus den
einzeln bestimmten und hierbei auch der Richtung nach gekenn-
zeichneten Auflagerkriften.

22. Aufgabe. An dem in Abb. 77 in drei Rissen dargestellien
zylindrischen Korper wirken dic Krifte B, ByBs. Man soll diese
auf cine Einzelkraft R, die durch den DMiltelpunki des Zylinders
geht, und ein resultierendes Moment M zuriickfiihren.

Lisung. 9 erhilt man einfach durch Parallelverlegung der
Kriifte Y nach dem Mittelpunkte A des Zylinders, wo sie graphisch
summiert werden konnen. Die Seiten des hierfiir zu bildenden
Kraftecks sind in der Abbildung in allen drei Rissen durch punk-
tierte Linien angegeben; nur die Seité R selbst ist durch einen
starken Strich hervorgehoben.

Um das Moment 9 zu finden, ermittelt man in jedem- Risse
die Flicheninhalte der durch Schraffierung hervorgehobenen Mo-
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mentendreiecke. Die algebraische Summe dieser Flicheninhalte gibt
die Projektion von M auf die zu der betreffenden Zeichenebene
senkrecht stehende Achse an. I selbst findet man als geometrische
Summe der drei Komponenten M., M, IM..

e

Abb, T7.

Die Abbildung ist im MaBstabe gezeichnet und zwar ist an-
genommen worden, dafll alle Lingen im Verhiltnisse 1 : 40 gegen
die natiirliche GroBe des Korpers verkleinert seien. Als Kriifte-
maBstab soll 1 mm = 20 kg gelten. Natiirlich muf man, um die
GroBe einer Kraft hiernach aus der Zeichnung entnehmen zu
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konnen, zuerst die wahre Linge der ihr entsprechenden Strecke
bestimmen, von der unmittelbar nur die Projektionen gegeben sind.
Dies kann aber nach bekannten Regeln der darstellenden Geometrie
leicht ausgefiihrt werden.

Aus beiden MabBstiiben folgt auch der MaBstab, nach dem die
Flichen der Momentendreiecke auszumessen sind. Von der Grund-
linie, die die Kraft darstellt, hat jeder Millimeter die Bedeutung
von 20 kg und von dem Hebelarme stellt jeder Millimeter in Wirk-
lichkeit 40 mm oder 0,04 m vor. Beachtet man noch, daB der
Dreiecksinhalt nur das halbe Produkt aus Grundlinie und Héhe
angibt, so folgt, daB jeder Quadratmillimeter des Dreiecksinhaltes
ein Moment von 2 - 20 - 0,04 oder 1,6 mkg angibt. Anstatt dessen
kann man auch fir jedes Dreieck sofort den doppelten Inhalt be-
rechnen (indem man die Division mit 2 wegliBt) und hat dann hier-
fiir 1 qmm = 0,8 mkg zu setzen. Die Ausmessung der doppelten
Dreiecksflichen lieferte

M,—= 1788 — 97,5 = — 18,7 qmm = — 15,0 mkg
M, = 241 + 107 — 105 = + 243 qmm = 4 194,4 mkg
M,=1025 + 77 — 105 = 4+ 74,5 qmm = 4 59,6 mkg.

Als MaBstab fiir das Auftragen der Momentenvektoren wurde
1 mm =4 mkg gewiihlt. Dabei mufite M, des negativen Vorzeichens
wegen im Sinne der negativen X-Achse aufgetragen werden. Fiir
die GrioBe des resultierenden Momentes 9t erhélt man schlieBlich
(nach Ermittelung der wahren Liinge) 204 mkg und fiir die GrdBe
der Resultierenden R 148 kg.

23. Aufgabe. FEine Welle (etwa die Schwungradwelle einer
Dampfmaschine) ist in zgwei Lagern A und B (Abb. 78) unterstiitet
wnd trigt  Lasten  (Gewicht,
Riemenzug w. dgl.) die in drei ver-
schiedenenEbenen, I (vertikal),
IT (horizontal) wnd III (unter
30° gegen II geneigt) enthalten
sind. Man soll das resullierende
Biegungsmoment fiir verschiedene
Querschnitte ermitteln.

Abb. T8, Lisung. Um das zur Be-

rechnung auf Biegungsfestigkeit

erforderliche Biegungsmoment fiir einen irgendwie belasteten Stab in
bezug auf einen bestimmten Querschnitt zu erhalten, denkt man sich
alle Lasten auf der einen Seite, gewohnlich links vom Querschnitte,
zu einer durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehenden Resul-
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tierenden und einem resultierenden Momente zusammengefaBt. Steht
der Momentenvektor des resultierenden Momentes senkrecht zur Stab-
achse, so gibt er unmittelbar das Biegungsmoment fiir den Quer-
schnitt an. Im andern Falle wird das Biegungsmomeut durch die
zur Stabachse senkrecht stehende Komponente des Momentenvektors
angegeben, wihrend die in die Richtung der Stabachse fallende
Komponente das zu einer Beanspruchung auf Verdrehen fiihrende
Torsionsmoment angibt.

Wenn die Lasten, wie in Abb. 78, die Stabachse sémtlich schnei-
den, kommen iiberhaupt keine Torsionsmomente vor. Es mag in-
dessen bemerkt werden, dal eine der Krifte urspriinglich auch an
einer auf der Welle aufgekeilten Kurbel oder sonstwie exzentrisch
angegriffen haben kann; dann ist sie aber in der durch ihren An-
griffspunkt senkrecht zur Welle gezogenen Ebene parallel nach der
Wellenachse zu verlegen und in Abb. 78 ist angenommen, dafl diese
Verlegung bereits ausgefithrt sei. Fiir das Biegungsmoment ist es
niimlich ganz gleichgiiltig, ob die Last an einem Kurbelzapfen oder
an dem ihm entsprechenden Punkte der Wellenachse angreift, da die
Parallelverlegung nach der Achse nur zu einem Torsionsmomente
und nicht zu einer senkrecht zur Wellenachse stehenden Komponente
des Momentenvektors fithrt.

Am einfachsten 16st man die Aufgabe derart, daB man zunfichst
in jeder der drei Lastebenen die darin auftretenden Lasten, Auf-
lagerkrifte und Biegungsmomente fiir sich untersucht und dann die
zugehdrigen Momentenvektoren geometrisch summiert. In jeder Last-
ebene kann man mit Hilfe eines Seilpolygons, dessen Horizontalzug
man in allen Fillen gleich grof wiihlt, die Momentenfliche auftragen,
wie es in Abb. 79 (S. 162) geschehen ist. Die Momentenflichen
sind schraffiert und mit den Nummern I, II, IIT der Lastebenen be-
zeichnet, zu denen sie gehbren.

Oben in Abb. 79 ist eine Gesamtansicht der Welle mit Einzeich-
nung der Krafte P, B, Py P, gegeben, von denen sich freilich P,
und P, als Punkte projizieren, Daneben steht eine Seitenansicht, in
der sich P, und P, decken. Noch etwas weiter rechts sind in der
Seitenansicht die Richtungen und Pfeile der Momentenvektoren iy,
My, P angegeben, die zu den Biegungsmomenten in den Last-
ebenen I, I, III gehdren.

Gerade diese Festsetzung der Pfeile erfordert eine sorgfiltige
Uberlegung, zu der man sich am besten der axonometrischen Uber-
sichtsfigur in Abb. 78 behufs Erleichterung der Vorstellung bedient.
Dabei denke man daran, daB es sich um das Biegungsmoment fiir
einen Querschnitt zwischen den Lagern A und B handeln soll und
daB man von den Kriften an jenem Teile der Welle bis zu dem be-

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 11
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zu nehmen hat. In der Lastebene I wirkt die Kraft 9, nach abwiirts;

trachteten Querschnitte hin, der zum Lager A gehért, die Momente
der zugehtrige Auflagerdruck in A geht nach oben und das Moment
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des Auflagerdruckes dreht im Uhrzeigersinne fiir einen vorn stehen-
den Beschauer. Nach dieser Seite ist daher IRy rechtwinklig zur
Ebene I abzutragen, wie es in der rechten oberen Ecke von Abb. 79
geschehen ist. — In der Lastebene IT treten die beiden Lasten 9,
und %, auBerhalb der Stiitzpunkte auf; die zugehdrigen Auflager-
krifte haben den entgegengesetzten Pfeil und wenn die Belastung
symmetrisch ist (P, = B, und beide gleich gelegen), so sind auch die
Auflagerkriifte gleich und ebenso groB wie eine der Lasten. Fiir
einen zwischen A und B gelegenen Querschnitt hat man dann an
dem nach A hin liegenden Teile der Welle ein Kriiftepaar, das von
oben her gesehen entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne dreht. Der
Pfeil von My ist daher nach abwiirts einzutragen, wie es auch auf
der bereits erwihnten kleinen Ubersichtsfigur geschehen ist. Auf die-
selbeWeise findet man, daB der Pfeil von MMz nach links oben zeigen muf.

Diese Bemerkungen bezogen sich auf die Richtungen der Mo-
mentenvektoren, wihrend die Grifen fiir die verschiedenen, in der
Abbildung mit @, b, ¢ . . . . bezeichneten Querschnitte sofort aus den
Momentenfliichen I, IT, IIT entnommen werden kénnen, Da nimlich
der Horizontalzug bei allen drei Seilpolygonen gleich grof gewiihlt
wurde (die zu den Seilpolygonen gehorigen Kriiftepline wurden in
der Abbildung fortgelassen), geben die auf den Vertikalen a, b usf.
durch die Momentenfliichen gebildeten Abschnitte unmittelbar ein MaB
fiir die GroBen der Biegungsmomente und daher auch fiir die zu-
gehorigen Momentenvektoren ah.

Nach diesen Vorbereitungen kann man zur graphischen Sum-
mierung der Momentenvektoren schreiten. Die hierzu dienenden Poly-
gone sind auf der rechten Seite der Abbildung untergebracht und
einzeln mit den Buchstaben @ bis & der Querschnitte bezeichnet, zu
denen sie gehtren. An Stelle von My ist in den Polygonen kiirzer
I geschrieben usf. Die Pfeile von I, II, ITI konnten unmittelbar aus
der dafiir vorher gegebenen Ubersichtsfigur, die Grofen mit dem
Zirkel aus den Momentenflichen I, IT, III iibertragen werden. Die
vierte Seite des Viereckes gibt jedesmal den resultierenden Momenten-
vektor anj in den Figuren ist R dazu geschrieben. Mit R kennt
man zugleich das Biegungsmoment, das ermittelt werden sollte.

Hierbei ist noch darauf aufmerksam zu machen, daB die resul-
tierenden Momentenvektoren fiir die einzelnen Querschnitte nicht nur
in den Grofen, sondern auch der Richtung nach voneinander ab-
weichen. Denkt man sich jeden Momentenvektor im zugehdrigen
Punkte der Stabachse angeheftet, so bildet ihre Aufeinanderfolge eine
windschiefe Fliche.

Auf die Richtungen der Momentenvektoren und auch auf die
Richtung, nach der die Durchbiegung der Welle an einer bestimmten

11%
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Stelle erfolgt, braucht man aber gewhnlich nicht weiter zu achten.
Bei kreisformigem Querschnitte ist es fiir die Beanspruchung des Ma-
terials schon an sich gleichgiiltig, in welcher Richtung die Biegung
erfolgt und tiberdies dreht sich die Welle, withrend die Kraftebenen
festliegen, so dafl jeder Momentenvektor ohnehin der Reihe nach alle
Richtungen relativ zum Querschnitte einnimmt.

Kiimmert man sich hiernach nur um die absolute GriBe der
Biegungsmomente, so kann man diese fiir alle untersuchten Quer-
schnitte in einer besonderen Figur iibersichtlich zusammenstellen, in-
dem man von jedem Punkte der Wellenachse aus eine Ordinate zieht,
die gleich der Seite R im zugehdrigen Momentenvektorenpolygone
gemacht wird. Am unteren Ende der Abbildung ist die dadurch er-
haltene Momentenfliche durch Schraffierung hervorgehoben und mit
dem Buchstaben I bezeichnet. Fiir jeden Querschnitt der Welle
findet man daraus das zugehérige Biegungsmoment durch Multipli-
kation der Ordinate der Momentenfliche mit dem vorher fiir alle
Seilpolygone iibereinstimmend gewi#hlten Horizontalzuge.

Hierzu mag noch bemerkt werden, daB die untere Grenz-
linie der Momentenfliche R teils durch gerade Linien, teils
durch Hyperbelbégen gebildet wird. Rechnerisch 148t sich diese
Behauptung, auf die aber im tibrigen nicht viel ankommt, leicht
beweisen.

24. Aufgabe. Ein Stab AB (Abb. 80) ist an beiden Enden
gestiitzt und trigt zwei Lasten, von dencn die eine, P, lotrecht ge-
richtet ist und 500 kg betrdgt, wihrend P, horizontal und gleich
600 kg ist. Man soll die Momentenfliche fiir das aus beiden Lasten
resultierende Biegungsmoment Fonstruieren.

Lisung. Die Liosung schlieBt sich genau an die der vorher-
gehenden Aufgabe an, von der sie sich nur durch die etwas einfachere
Belastungsannahme unterscheidet. Zuerst konstruiert man in der
Aufrifebene die zu P; gehorige dreieckige Momentenfliche I und in
der GrundriBebene die zu P, gehtrige Momentenfliche IT. Fiir die
Kriiftepline ist in beiden Fiillen derselbe Horizontalzug zu nehmen,
der zu H = 300 kg gewihlt wurde. Der Aufri ist als Ansicht von
vorn, der GrundriB als Draufsicht von oben her zu betrachten. Da
die durch die Momentenflichen I und IT dargestellten Biegungs-
momente nach den iiblichen Vorzeichenfestsetzungen als positiv zu
betrachten sind, entsprechen ihnen Momentenvektoren, die auf den Be-
schauer hin, also bei M, nach vorn, bei IM; nach oben hin gehen.
Diese Richtungen von IR, und M, sind in einer rechts stehenden
Seitenansicht aufgetragen, worauf wie im vorigen Beispiele fiir die
Querschnitte @, b, ¢ usf. die aus I und II entnommenen Momenten-
vektoren durch besondere Summationsdreiecke zusammengesetst
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wurden. Die resultierenden Momentenvektoren sind hierauf unter

AuBerachtlassung der verschiedenen Richtungen der GréBe nach
zu der resultierenden Momentenfliche B zusammengestellt. -

'lpx - 500 ky

[s+]

£y
b e d e ,Lf lg ih H =300 ky
I 1
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Abb. 80.

25. Aufgabe. Lings einer Geraden AB sind Krifte in stetiger
und der Grifle nach gleichformiger Verteilung rechiwinklig zu AB
angebracht, so daf die graphische Darstellung der Kraftverteilung
(axzonometrische Zeichnung in Abb. 81) einen Viertelumlauf einer
Schraubenfliche ausmachi. Man soll die Krifte zu einem Kraft-
kreuze zusammensetzen wnd die Zentralachse des von ihnen gebildeten
Kriiftesystemes aufsuchen.

Lisung. Man kann jede Kraft in zwei recktwinklige Kom-
ponenten zerlegen, die in den Ebenen BAC und BAD enthalten
sind. In jeder dieser Ebenen sind alle Komponenten parallel zu-
einander und sie lassen sich leicht zu einer Resultierenden vereinigen.
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Beide Resultierende hilden ein Kraftkreuz, das den gegebenen Kriiften
gleichwertig ist.

BeZeichnet man, um die Rechnung durchzufiithren, A B mit I
und den Abstand eines zwischen A und B liegenden Punktes £ von
A mit x, so ist der Winkel ¢, den
die Richtung der Kraft in diesem
Punkte mit der horizontalen Rich-
tung A C bildet,

T &
o=%" T
Wenn die der Grofie nach kon-
stante Belastungsintensitit mit p
bezeichnet wird, so daB also pdz
die am Liingenelemente dz an-
greifende Kraft angibt, erhilt man
fiir deren Vertikalprojektion

pdxsin ¢ oder pdxsm 2l

Die Summe der Vertikalkomponenten V betriigt daher
1

. W 21
V=pfsmwdx=p7-
0

Der Abstand zwischen A und ¥V, der mit v bezeichnet werden mag,
ergibt sich aus der Momentengleichung

1

Vv=pfo:sm--- dac=p(2l)

0
und hiernach 21
V= —
-1
Die Resultierende der Horizontalkomponenten H wird ebenso groB
als ¥ und hat den Abstand 2”—1 vom andern Endpunkte B. Hiermit

ist das Kraftkrenz vollstiindig bekannt.

Verlegt man ferner, um das Kriiftesystem auf eine Resultierende
und ein resultierendes Moment zuriickzufiihren, die Kriifte A und V
nach dem in der Mitte zwischen A und B liegenden Punkte F, so
geben sie dort eine Resultierende, die mit der horizontalen Richtung
von AC einen Winkel von 45° einschlieft und deren Griofie gleich

V]/-2 oder
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21 _,=
i~ Y2
ist. Das bei der Parallelverlegung von V auftretende Moment hat
die Grofe 5 ]

V(? — ?) oder pl?
und der Momentenvektor ist gleich gerichtet und hat gleichen Pfeil
mit 4 C. Ebenso groBl und senkrecht nach oben gerichtet ist der Mo-
mentenvektor des bei der Parallelverlegung von H nach F auftreten-
den Kriiftepaares. Der resultierende Momentenvektor schlieBt daher
mit der horizontalen Ebene B A (' ehenfalls einen Winkel von 45°
ein und hat die Grifle i -

Pl =T -l/ 9.

x?

4—=

Da die Resultierende und der Vektor des resultierenden Momentes
auf die gleiche unter 45" durch F' gezogene, zu A B senkrechte Linie
fallen, ist diese die Zentralachse des Kriiftesystemes. A B ist natiir-
lich eine Nullinie.

26. Aufgabe. Eine dreieckige Tischplatte wird, wie Abb. 82
im Grundrisse und Aufrisse zeigl, durch sechs Beine gehalten, von
denen je zwei, die von derselben Fcke der Platte ausgehen, in einer
senkrechten Ebene liegen. Auf die Tisch-
platte wirkt eine beliebig gegebene Kraft B ;
man soll die dadurch in den Beinen hervor-
gebrachten Stabspannungen berechnen.

) Lisung. Man denke sich jede der
sieben Kriifte (p und die sechs Stabkriifte)
in eine Komponente zerlegt, die in der
Ebene ¢ der Tischplatte liegt, und in eine
zweite, die rechtwinklig zu & steht. Als
Punkt A4 ist demnach hier der unendlich
ferne Punkt einer zu ¢ gezogenen Normalen
gewithlt. Wegen der hier vorliegenden be-
sonderen Anordnung fallen sowohl die ver-
tikalen als die in der Ebene ¢ liegenden
Komponenten von je zwei zusammengehérigen
Beinen (1 und 2 oder 3 und 4 oder 5 und 6)
auf dieselben Geraden. Man zerlege die
e-Komponente von P (die gleich der
Strecke B im Grundrisse ist) in bekannter
Weise nach den drei Richtungslinien 1, 2; 3, 4 und 5, 6 und ebenso
die Vertikalkomponente von *} nach den durch die drei Ecken der
Platte gezogenen Vertikalen. Die letzte Zerlegung wird am ein-

Abb, 82,
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fachsten nach der schon im ersten Bande (in § 23, 8. 154 der
4. Auflage) gegebenen Anleitung ausgefiihrt.

Nachdem dies geschehen ist, kennt man sowohl die vertikale
als die horizontale Komponente der Resultierenden von je zwei zu-
sammengehorigen Stabspannungen. Man braucht daher nur noch
beide Komponenten zu einer Resultierenden zu vereinigen und diese
nach den beiden Stabrichtungen zu zerlegen (oder auch jede einzelne
Komponente nach den beiden Stabrichtungen zu zerlegen und die
Spannungen zu summieren).

27. Aufgabe. Ein rechiflichig begrenster Korper K ('ugl. die
axonometrische Amsicht in Abb. 83) wird durch 6 Stibe gestitet,
von denen 3 in einem Punkt A
gusammenlavfen, wdihrend die 3
andern in einer lotrechten Ebene Ei
liegen. Liings einer Kante von K
wirkt eine horigontal gerichtete
Last von 3000 kg. Man soll
die durch sie hervorgebrachien
Stabspannungen ermitteln.

Erste Lisung. Man ver-
legt den Angriffspunkt von P
nach dem Punkt B, in dem die
Richtungslinie von P die Ebene E
schneidet, verbindet B mit 4
und zerlegt hierauf P in die beiden
Komponenten P4 und P,. In Abb. 84* und 84" ist diese Zer-
legung durch ein Krifteparallelogramm ausgefithrt. Hierauf wurde
der Angriffspunkt von F4 nach 4 verlegt und im AufriB ein Krifte-
dreieck daran gefiigt, von dem eine Seite in Richtung von 1, die
andere in der dort gemeinsamen Richtung von 2 und 3 gezogen ist.
Durch Herabloten in den GrundriB findet man dort den Endpunkt
der Seite 1 des Kriiftevierecks, das nun noch durch Ziehen von
Parallelen zu den Stabprojektionen 2 und 3 ergiinzt werden kann.
Der Schnittpunkt von 2 und 3 ist in den AufriB zu iibertragen.
Von 2 und 3 sind hierauf noch die wahren Liingen zu ermitteln.
Die hierzu nétigen Linien sind in der Zeichnung weggelassen. Man
erhilt fiir die Stibe 1, 2, 3 die Stabspannungen

+ 3870; — 2920; + 670 kg.

Die Kraft P, wird in der Seitenansicht Abb. 84°¢ in wahrer GriBe
gefunden. Um diese Kraft nach den Richtungen der Stibe 4, 5, 6
zu zerlegen, kann man sich des Culmannschen Verfahrens bedienen,
indem man den Schnittpunkt von P, mit 5 mit dem Schnittpunkte

Abb. 83.
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von 4 und 6 verbindet und hierauf den in Abb. 85 ersichtlichen
Krifteplan zeichnet. Man findet die Stabspannungen von 4, 5, 6 zu

+ 770; — 750; — 1870 kg.

Zweite Losung. Man kann die Aufgabe auch auf rechne-
rischem Wege nach dem Momentensatze lésen. Verlingert man im
Aufrisse die beiden Linien, auf denen sich 2 und 3 sowie 4, 5 und 6
projizieren, bis zum Schnittpunkte, so ist dieser als Projektion einer
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Abb. 84a, 84b und 84ec.

rechtwinklig zum Aufrisse stehenden Momentenachse zu betrachten,
die diese fiinf Stabrichtungslinien schneidet. Aus der Momenten-
gleichung, die fiir die AufriBprojektion sofort angeschrieben

werden kann, findet man daher die Stabspannung 1. B Y
Ferner schneidet eine Achse, die man durch 4 in lot- 7,
rechter Richtung ziehen kann, ebenfalls fiinf Stab- ,f /6
richtungslinien, niimlich auBer 1, 2, 3 auch noch 4 und 5
(im Unendlichen). Die zugehdrige Momentengleichung 148t
sich aus dem Grundrisse ohne weiteres ablesen und liefert Stab-

Abb. 85.
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spannung 6. Ehenso liBt sich auch noch fiir eine Achse, die
durch 4 und den Schnittpunkt von 6 und 4 gezogen ist, nach ge-
ringer Vorbereitung (n#imlich nach Projektion von P auf eine zu
dieser Achse senkrechte Ebene) eine Momentengleichung anschreiben,
aus der sich Stabspannung 5 sofort ermitteln lift. Nachdem man
1, 6 und 5 bereits kennt, kann man auch eine Momentengleichung
fiir eine Achse beniitzen, die die FuBpunkte der Stibe 2 und 4
verbindet, da in dieser Gleichung nur noch Stabspannung 3 als
Unbekannte vorkommt. Da dann nur noch zwei Stabspannungen,
nimlich 2 und 4, unbekannt geblieben sind, kann man die gegebene
Last und die vier bereits ermittelten Stabspannungen graphisch
aneinanderreihen und durch die Endpunkte des Linienzuges Paral-
lelen zu 2 und 4 ziehen. Beide miissen sich schneiden, was zu-
gleich als Kontrolle dient. Damit sind dann alle Stabspannungen
gefunden.

I P = 1000 ky 28. Aufgabe.  Der in
1 Abb. 86 gezeichnete Zylinder A
57 ™ - ist durch 6 Stibe gestiitet, von
] s denen 1, 2, 3 senkrecht stehen,

| 4 wéhrend 4, 5, 6 in einer hori-
' J zontalen IEbene enthalten sind.
=7z ; o Am oberen Ende des Zylinders
7 ' greift eine horizontal gerichiete
Kraft P von 1000 kg an. Man
soll die Stabspannungen berech-
nen; die dazw erforderlichen Mafe
sind aus der Abbildung zu ent-
nehmen.

Lisung. Da von den sechs
Stiben drei in einer Ebene liegen
und die drei andern durch einen
(im Unendlichen liegenden) Punkt
gehen, kann man durch je fiinf
Stiibe eine Achse legen, die alle
fiinf schneidet, so daBl die Span-
nung des sechsten Stabes aus
einer auf diese Achse bezogenen
Momentenglelchung sofort gefunden werden kann.

Verbindet man die Durchstofpunkte der Linien 1 und 3 mit
der Ebene durch 4, 5, 6, so erhiilt man eine Achse, die die ge-
nannten fiinf Stibe schneidet, AufBerdem geht diese Achse aber
auch parallel zu P und daher mul das Moment der Stabspannung 2
ebenfalls Null sein. Daraus folgt, daB Stab 2 spannungslos bleibt.

Abb, 86D,
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Hierauf kann man, um 1 zu berechnen, irgendeine durch 3 in der
Ebene 4, 5, 6 gehende Momentenachse benutzen, da es auf 2 nicht
mehr ankommt. Man wiihlt dazu am bequemsten die zur Aufrifi-
ebene senkrechte Achse und findet nach Abmessen der Hebelarme

1000 - 2

8 = 1,38

= + 1445 kg.

Ebenso groB, aber von entgegengesetztem Vorzeichen mufl die
Spannung von 3 sein, weil bei allen anderen Kriiften keine verti-
kalen Komponenten vorkommen und die Komponentensumme fiir
jede Richtung Null liefern muB. Um 4 zu berechnen, sucht man
den Schnittpunkt von 5 und 6 auf und schreibt die Momenten-
gleichung fiir eine durch diesen Punkt gehende vertikale Achse
an, aus der 000 14

8, = 1,7

=+ 647 kg

gefunden wird. Fiir 5 und 6 erhilt man ebenso — 176 und
— 471 kg Spannung. — Zur Probe kann man sich nachtriiglich
noch davon iiberzeugen, ob sich aus den gefundenen Kriiften und P
ein geschlossenes Polygon zeichnen liBt, wobei es nur auf die
GrundriBprojektion ankommt.
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Das ebene Fachwerk.

§ 32. Die Zahl der notwendigen Stibe.

In der Ebene seien » Punkte gegeben, die durch Linien von
unverinderlicher Lidnge zu einer in sich unverschieblichen
Figur miteinander verbunden werden sollen. Es fragt sich,
wieviel Verbindungslinien hierzu erforderlich sind. Wir denken
uns zunidchst drei Punkte durch drei Linien zu einem Dreiecke
verbunden. Diese drei Punkte kénnen dann ihre Lage gegen-
einander nicht mehr &ndern, da die Gestalt des Dreieckes durch
die Langen der drei Seiten vollstindig bestimmt ist. Ein vierter
Punkt kann durch zwei weitere Linien, die nach zwei Eckpunkten
des Dreieckes gefithrt sind, an dieses angeschlossen werden.

Auch jeder weitere Punkt kann an die bereits vorhandene
Figur durch zwei neue Verbindungslinien, die nach irgend zwei
von deren Eckpunkten gefithrt sind, unverschieblich ange-
schlossen werden. Man erkennt daraus, daB man im allge-
meinen doppelt soviel Verbindungslinien nétig hat, als Punkte
angeschlossen werden sollen. Nur im Anfange, bei der Ver-
bindung der drei ersten Punkte zu einem Dreiecke kommt man
mit weniger Linien aus: man braucht hier nur drei Verbindungs-
linien, wihrend das Doppelte der Anzahl der dadurch mitein-
ander verbundenen Punkte sechs betrigt. Man kann also sagen,
daB man im Anfange drei Linien spart, im iibrigen aber doppelt
so viele Linien als Punkte notig hat. Die Zahl m der zur Her-
stellung der unverinderlichen Figur mit » Kcken erforderlichen
Verbindungslinien betrigt daher, zundchst wenigstens fiir die
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hier vorausgesetzte Bildungsweise der Figur
m = 2n — 3. (33)

Der Zusammenhang dieser rein geometrischen Betrachtung
mit der Lehre von den Tragkonstruktionen liegt auf der Hand:
auch von einem ,,Binder" wird in erster Linie verlangt, daB
er eine in sich unverschiebliche Figur bilde. An Stelle der Ver-
bindungslinien treten hier die Stibe und an diese wird zur Auf-
rechterhaltung des Zusammenhanges nur die Anforderung ge-
stellt, daB sie ebenso wie vorher die Verbindungslinien eine
Entfernungséinderung ihrer Endknotenpunkte zu verhiiten ver-
mogen, d.h. es geniigt, wenn sie nur gegen Zug- oder Druck-
beanspruchung hinreichend widerstandsfihig sind. Gleichung (33)
gibt daher die Zahl der notwendigen Stdbe in einem ,,Binder
oder allgemeiner gesagh in einem ebenen Fachwerke an.

Nachtraglich kann man auch noch zwischen irgendzwei
andern Punkten, zwischen denen vorher keine unmittelbare Ver-
bindung bestand, einen Stab einschalten. Die Figur ist dann,
wie man sagt, geometrischiberbestimm¢t und der
fiir den Zusammenhang entbehrliche Stab wird als ein iber -
zihliger Stab bezeichnet. Ubrigens braucht nicht gerade
der zuletzt eingefiigte als der iiberzahlige Stab betrachtet zu
werden; man wird, nachdem er eingesetzt ist, auch diesen oder
jenen von den iibrigen Stében fortnehmen kénnen, ohne die Un-
verschieblichkeit der Figur dadurch aufzuheben. Wenn man
von den iiberzihligen Stiben redet, handelt es sich daher mehr
um deren Anzahl, die nach Gleichung (33) leicht festgestellt
werden kann, als um eine bestimmte Bezeichnung jener Stibe,
die als iiberzihlige angesehen werden sollen. In dieser Hinsicht
diirfen wir vielmehr die Wahl innerhalb gewisser Grenzen nach
Willkiir treffen. ‘

Wenn aber das Fachwerk auf die vorher beschriebene
Weise, ohne nachtrigliche Beifiigung tiberzihliger Stibe auf-
gebaut wurde, darf jedenfalls keiner von den Stiben mehr ent-
fernt werden, ohne die Unverschieblichkeit aufzuheben. Um
dies zu erkennen, denken wir uns ein zweites Fachwerk in der-
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selben Weise hergestellt wie das erste, mit dem einzigen Unter-
schiede, daB ein beliebig ausgewihlter Stab dabei etwas groBer
oder etwas kleiner ist, wihrend die andern so lang sind wie vor-
her. Die Figur, die wir jetzt erhalten, ist aus denselben Griinden
unverschieblich wie die erste. Jeder anderen Annahme iiber die
Lange des einen Stabes, den wir ausgewdhlt hatten, entspricht
auch eine andere Fachwerkgestalt. ,

Wir wollen uns die frithere Figur und die nach Anderung
der einen Stablinge erhaltene neue Figur aufeinandergelegt
denken, so daB zwei einander entsprechende Seiten zusammen-
fallen. Wir haben dann die urspriingliche Lage der Knotenpunkte
und die neue Lage nach der Gestaltdanderung unmittelbar neben-
einander und die Verbindungslinie gibt die Verschiebungs-
richtung an, in der sich jeder Knotenpunkt bewegt, wenn der
Stab, dessen Liénge wir als veriinderlich betrachtet haben, her-
ausgenommen ist. Hierbei werden iibrigens manche der Knoten-
punkte iiberhaupt nicht von der Gestaltinderung der Figur be-
troffen werden, sondern wihrend derselben in Ruhe bleiben.

Wir wollen jetzt irgend zwei Knotenpunkte ins Auge fassen,
zwischen denen kein Stab besteht und von denen sich mindestens
der eine wihrend der nach Fortnahme eines Stabes moglichen
Gestaltinderung der Figur bewegt. Die Entfernung dieser beiden
Knotenpunkte wird sich wihrend der Gestaltinderung im all-
gemeinen ebenfalls indern. Dann geniigt es, beide Knotenpunkte
durch einen neuen Stab miteinander zu verbinden, um die Un-
verschieblichkeit der Figur wieder herzustellen. Denn die Art
der Bewegung, die vorher noch méglich war und die einem ein-
zigen Freiheitsgrade des ganzen Systems entsprach, hatte die
Entfernungsinderung der beiden Knotenpunkte zur notwendigen
Folge und sobald diese durch Anbringen des neuen Stabes aus-
geschlossen wird, fillt damit auch die Moglichkeit der Bewegung
selbst.

Es kann freilich auch vorkommen, daB sich die beiden
Punkte, die wir betrachteten, in der urspriinglichen Gestalt der
Figur gerade im Maximum oder auch im Minimum des Abstandes
befanden, der bei den gegebenen Léngen der ibrigen Stdbe
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moglich ist. Dann bringt eine kleine Gestalténderung des Fach-
werks nur eine von der zweiten Ordnung kleine Léngeninde-
rung des Abstandes beider Punkte hervor und ein Stab, den wir
zwischen ihnen einsetzen, vermag alsdann unendlich kleine Ge-
staltinderungen nicht zu verhindern. Dieser Ausnahmefall ist
daher zu vermeiden.

Wir sind durch diese Betrachtung zu dem Schlusse gelangt,
daB ein Stab durch einen passend gewihlten andern ersetzt
werden kann. Diese Stabvertauschung spielt, wie
wir noch sehen werden, in der Theorie des Fachwerkes eine
wichtige Rolle. Wir konnen dadurch von solchen Fachwerken,
die nach dem bisher allein angewendeten, einfachsten Verfahren
zusammengesetzt wurden, zu andern aufsteigen, die eine davon
ganz abweichende Gliederung besitzen. An der Zahl der not-
wendigen Stibe wird aber durch die Stabvertauschung jeden-
falls nichts geindert. Wir schlieBen daraus, daB Gleichung (33)
auch fiir die nach anderen Bildungsgesetzen gegliederten Fach-
werke giiltig bleibt. Hierfiir werden wir iibrigens alsbald noch
einen strengeren Nachweis kennen lernen.

§ 33. Die Stabspannungen.

Nach der geometrischen Untersuchung der Fachwerkfigur,
auf die wir uns bisher beschrinkten, bleibt noch die statische
Aufgabe zu losen, die in den Stdben des Fachwerkes bei ge-
gebenen Lasten auftretenden Spannungen zu ermitteln. Die
Losung gestaltet sich sehr einfach, wenn das Fachwerk von
einem Ausgangsdreiecke aus durch fortgesetzte Angliederung
neuer Knotenpunkte durch je zwei Stibe erzeugt werden kann.
In diesem Falle kann man ohne weiteres einen Krifteplan zeich-
nen, indem man mit dem zuletzt angeschlossenen Knotenpunkte
beginnt, von dem nur zwei Stibe ausgehen. Nachdem die Span-
nungen dieser Stibe durch Zeichnen eines Kriftedreieckes er-
mittelt sind, wendet man sich zu dem vorher angeschlossenen
Knotenpunkte, dann zu dem diesem vorausgehenden usf., wobei
man jedesmal nur zwei Stibe vorfindet, deren Spannungen noch
nicht aus dem bereits gezeichneten Teile des Kriifteplanes
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bekannt sind. Aus dem Kraftecke fiir den gerade vorliegenden
Knotenpunkt findet man sofort die bis dahin unbekannt ge-
bliebenen beiden Stabspannungen., Dieses Verfahren lifit sich
bis zum Ausgangsdreiecke hin fortfiihren und auch die Stab
spannungen des Ausgangsdreieckes erhdlt man in derselben
Weise.

Wegen der einfachen Berechnung sollen die in dieser Weise
gegliederten Fachwerke als einfache Fachwerke be-
zeichnet werden. Zugleich werden sie auch als statischbe-
stimmteFachwerke bezeichnet, weil man bei gegebenen
Lasten alle Stabspannungen ohne Zuhilfenahme der Elastizitits-
theorie bloB aus den Gleichgewichtsbedingungen der Statik
finden kann. Nicht alle statisch bestimmten Fachwerke sind in-
dessen zugleich einfache. Aus den einfachen Fachwerken kann
man namlich durch das zuvor besprochene Mittel der Stabver-
tauschung andere erhalten, die dann zwar immer noch
statisch bestimmt sind, fiir die man aber einen Krifte-
plan auf die bisher besprochene Art nicht mehr zu zeichnen
vermag.

Statisch unbestimmt sind dagegen die vorher
als ,,geometrisch iberbestimmt bezeichneten Fachwerke, in
denen iiberzdhlige Stibe vorkommen. Hat man auch nur einen
iiberzihligen Stab, so vermag man sehr viele Wertsysteme fiir
die Stabspannungen anzugeben, die an allen Knotenpunkten
Gleichgewicht herstellen und die daher vom rein statischen
Gesichtspunkte aus alle gleich gut méglich sind. Man kann
z. B. annehmen, daB die Spannung des iiberzihligen Stabes
gleich Null sei. Dann ist es ebensogut, als wenn der Stab gar
nicht vorhanden wire, und fiir den dann iibrig bleibenden statisch
bestimmten Rest kann man die in ihm vorkommenden Stab-
spannungen aus den Gleichgewichtshedingungen in eindeutiger
Weise berechnen. Die Spannung des {iberzahligen Stabes kénnte
aber auch etwa gleich 1 t Zug oder 2 t Druck usf. angenommen
werden. Zu jeder dieser Annahmen gehort ein anderes System
von Spannungen in dem statisch bestimmten Reste. Man kann
sich némlich, um dieses zu finden, den iiberzihligen Stab wie-
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derum beseitigt denken, falls man nur in den beiden Knoten-
punkten, die er verbindet, dafiir dulere Krafte anbringt, die
gleich den von ihm auf diese Knotenpunkte iibertragenen Span-
nungen sind.

Man erkennt daraus, daB man allgemein im geometrisch
iiberbestimmten Fachwerke so viele Stabspannungen willkiirlich
annehmen kann, als iiberzéhlige Stibe vorkommen, worauf die
iibrigen so ermittelt werden konnen, daB an jedem Knoten-
punkte Gleichgewicht hergestellt wird. Natiirlich kann von
allen diesen unendlich vielen Wertsystemen der Stabspannungen
oder ,Spannungsbildern®, wie man dafiir oft zu sagen
pflegt, nur eines wirklich zustande kommen. Die bloBen Gleich-
gewichtsbedingungen gentigen aber nicht, um dieses unter den
zuniichst als moéglich erkannten herauszufinden. Dazu mufl man
auf die elastischen Formidnderungen der Stdbe eingehen, wie
spiter gezeigt werden wird. In diesem Abschnitte soll aber von den
statisch unbestimmten Fachwerken nicht weiter die Rede sein.

Ein Verfahren, das auf alle Fille zur Berechnung
der Stabspannungen in beliebig geglieder-
ten statisch bestimmten Fachwerken ausreicht,
soll hier sofort angegeben werden, wenn es auch wegen der Um-
stindlichkeit der Rechnung praktisch nicht gut verwendbar ist.
Dafiir hat es aber den Vorzug, eine grundsétzlich sehr einfache
und darum auch besonders leicht verstindliche Vorschrift an-
zugeben, nach der es immer moglich sein muB, die Stabspan-
nungen zu finden. Es eignet sich daher besonders zur Anstellung
allgemeiner Betrachtungen iiber das Spannungsproblem und
findet seinen Platz am besten am Fingange zu diesen Unter-
suchungen. Die fiir die praktische Ausfiilhrung bequemeren
Methoden folgen erst in den spiteren Paragraphen.

Man denke sich alle Stéibe von 1 bis m numeriert. Einer dieser
Stibe mit der Nummer ¢ hat die unbekannte Stabspannung 8,
wobei durch das Vorzeichen zwischen Zug- und Druckspannung
unterschieden sein soll. Nun betrachte man einen der beiden
Knotenpunkte, zwischen denen der Stab ¢ verlduft. Die Gleich-
gewichtsbedingung erfordert, daB die geometrische Summe aus

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 12
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den an ihm angreifenden Stabspannungen und der daran ange-
brachten Last gleich Null sein mufl. Wir kénnen diese Bedingung
auch durch das Anschreiben von zwei Komponentengleichungen
ersetzen. s mul} also sowohl die Summe der Horizontalkom-
ponenten als die Summe der Vertikalkomponenten aller Krifte
gleich Null sein. Die Horizontalkomponente von §; finden wir
aus 8, durch Multiplikation mit dem Kosinus des Neigungs-
winkels, den die Stabrichtung mit der Horizontalen bildet. Da
die Gestalt des Fachwerkes gegeben ist, kennt man alle diese
Richtungswinkel; auflerdem kann auch das Vorzeichen der
Horizontalkomponente von S; sofort angegeben werden, indem
man den Pfeil von §; an dem Knotenpunkte so eintrigt, wie er
einer Zugspannung im Stabe ¢ entspricht. Sollte nachher 8; in
Wirklichkeit als Druckspannung gefunden werden, so kehrt
sich ohnehin das Vorzeichen des Produktes aus 8; und dem
Richtungskosinus um, weil 8; dann durch eine negative Zahl
angegeben wird. Das unter der ersten Annahme bestimmte
Vorzeichen bleibt daher auf jeden Fall richtig.

In jeder der beiden Komponentengleichungen kommen
demnach nur die Spannungen 8, usf. der an dem Knotenpunkte
angreifenden Stibe als Unbekannte vor. Denn auch die dueren
Krifte oder Lasten, sowie deren Komponenten in horizontaler
und vertikaler Richtung miissen als gegeben vorausgesetzt
werden, wenn die von ihnen hervorgebrachten Stabspannungen
berechnet werden sollen.

Nachdem in derselben Weise fiir alle Knotenpunkte je
zwei Komponentengleichungen angeschrieben sind, hat man im
ganzen 2n (leichungen, in denen nur die m Stabspannungen
vorkommen und die fir diese simtlich vom ersten Grade sind.
Man kann also nun die Stabspannungen durch Auflisen dieser
Gleichungen berechnen. Dies fithrt zwar zu umstdndlichen
Zahlenrechnungen (bei der Ermittelung der Determinanten,
durch die die Lisung angegeben wird), kann aber zu keinen
Schwierigkeiten anderex Art Veranlassung geben.

Hierbei ist jedoch auf einen Umstand wohl zu achten.
Jedenfalls miissen ndmlich auch die dulleren Krifte unter sich
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ein Gleichgewichtssystem bilden. Nachdem wir aber die Gleich-
gewichtsbedingungen an jedem Knotenpunkte durch Aufstellung
der Komponentengleichungen ausgedriickt haben, ist damit die
Bedingung fiir das Gleichgewicht der duBeren Kriifte schon mit
ausgesprochen. Jene 22 Komponentengleichungen enthalten
daher mehr, als nur die Bedingungen, denen die Stabspannungen
geniigen miissen. Drei von ihnen — denn so groB ist die Zahl
der zwischen Kriften in der Ebene bestehenden Gleichgewichts-
bedingungen — dienen vielmehr zum Nachweise fiir das Gleich-
gewicht zwischen den duBeren Kriften, und fir die Ermittelung
der Stabspannungen bleiben nur 2n —3 Komponentenglei-

chungen iibrig.

Am einfachstén stellt man sich die Sache so vor, daB die
Lasten an allen andern Knotenpunkten bis auf zwei ganz will-
kiirlich, ohne Riicksicht auf Gleichgewichtsbedingungen, gewiihlt
wurden. Auch an einem der beiden iibrigen Knotenpunkte mag
noch die Horizontalkomponente der Last beliebig angenommen
werden. Dann miissen aber, damit Gleichgewicht zwischen den
duberen Kriiften bestehe, die beiden Komponenten der Last am
letzten Knotenpunkte, sowie die Vertikalkomponente am vorher-
gehenden Knotenpunkte den Gleichgewichtsbedingungen entsprechend
gewihlt werden. Wenn man darauf achtete, daf die beiden Knoten-
punkte nicht auf derselben Vertikalen lagen, kinnen die drei Kom-
ponenten auch immer in eindeutiger Weise so berechnet werden,
daB das Gleichgewicht gesichert ist. Anstatt eines solchen direkten
Verfahrens kionnen wir uns dazu aber auch die drei Komponenten-
gleichungen fiir die betreffenden Richtungen an den beiden Knoten-
punkten benutzt denken. Man schreibe diese unter den 27 Kom-
ponentengleichungen etwa zuletzt an. Die vorausgehenden 27 — 3
miissen dann zur Ermittelung der Stabspannungen ausreichen.
Nachdem sie nach den Stabspannungen aufgeldst sind, bleiben dann
in den drei letzten nur noch die drei Komponenten der #uBeren
Kriifte als Unbekannte iibrig.

Durch diese Anordnung vermag man also aus den 27 Glei-
chungen jene 27 — 3, die zur Berechnung der Stabspannungen zu
verwenden sind und jene 3, die nur die Gleichgewichtsbedingungen
zwischen den #uBeren Kriften darstellen, sofort auszusondern.
Natiirlich ist diese Aussonderung, wie man zugleich erkennt, noch
auf sehr verschiedene Art méglich. Jedenfalls bleiben aber stets
2n — 3 Gleichungen zwischen den m unbekannten Stabspannungen
zur Verfiigung.

12*
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Auch hieraus erkennt man — und zwar diesmal ohne jede
Voraussetzung iiber die Gliederung des Fachwerkes —, daB die

Zahl der Stibe
m=2n—3

betragen muf}, wenn das Fachwerk statisch bestimmt sein soll.
Auch ob etwa ein Ausnahmefall vorliegt, mufl sich beim Auf-
losen der 2m — 3 Gleichungen herausstellen. Die Gleichungen
geniigen nimlich nur dann zur Ermittelung der Unbekannten,
wenn sie alle unabhingig voneinander sind und sich nicht
widersprechen. Sollte eine von ihnen schon eine notwendige
Folge der iibrigen sein, so miilte sich dies bei Benutzung der
Determinanten zur Auflésung darin zeigen, daB die Determinante
aus den Koeffizienten der Unbekannten zu Null wiirde. AuBer-
dem kann diese Determinante, auch ohne daB eine solche Ab-
hiingigkeit der Gleichungen voneinander besteht, zu Null werden.
Auch dies entspricht einem Ausnahmefalle. Die Stabspannungen
werden dann bei beliebig gegebenen Lasten, wie aus der Liésung
der Gleichungen folgt, unendlich gro8.
&  Lin solches Fachwerk wire fiir die Aus-
tithrung unbrauchbar.
Schlieflich seien noch beide Fille an
z 3 einfachen Beispielen vorgefiihrt. Um fiinf
Knotenpunkte unverschieblich miteinander
y zu verbinden, braucht man, wie aus Gl
Abb. BT (33) hervorgeht, sieben Stibe. Wollte man
diese aber etwa so verteilen, wie in Abb. 87,
go wiirde man den Zweck trotzdem nicht erreichen. Das Viereck
mit den beiden Diagonalen hat einen Stab zuviel und dieser
fehlt zur Befestigung des fiinften Knotenpunktes.

Der andere Fall kommt bei Abb. 88 vor. Hier sind die
ersten vier Knotenpunkte zu einem statisch und geometrisch be-
stimmten Fachwerke durch die zwischen ihnen gezogenen Stébe
verbunden und auch der letzte Knotenpunkt 5 ist vorschrifts-
miBig durch zwei Stéibe angeschlossen. Hier wiire also gegen
die Gliederung nichts einzuwenden, wenn nicht die beiden zum
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Knotenpunkte 5 gehenden Stdbe auf dieselbe Gerade fielen.
Dadurch wird der Ausnahmefall bedingt.

Geometrisch erkennt man dies daran, daB sich Punkt 5
senkrecht zur gemeinsamen Richtungslinie beider Stibe um eine
unendlich kleine Strecke zu verschieben vermag, ohne daf sich
die Stablingen um mehr als um unendlich kleine GroBen zweiter
Ordnung zu &ndern brauchten. Oder mit andern Worten: da
die Stibe praktisch ihre Lingen immer um kleine GrioBen zu
indern vermogen, so kann Knotenpunkt 5 Wege zuriicklegen,
die weit groBer sind, als diese Langeninderungen und jedenfalls
groBer, als man es bei einem Fachwerke im allgemeinen dulden
kann. Die Stabverbindung ist, wie man in der Umgangssprache
zu sagen pflegt, ,,wackelig'’.

Auch vom statischen Gesichtspunkte zeigt sich, daf ein
Ausnahmefall vorliegt. Sobald man eine Last am Knoten-
punkte 5 anbringt, die zur Stabrichtung rechtwinklig ist, kann
kein Gleichgewicht zwischen ihr und den Stabspannungen be-
stehen. Der Knotenpunkt wird also
jedenfalls etwas ausweichen. Sobald zq— i ok
dies geschehen ist, ist der Ausnahme-
fall nicht mehr genau verwirklicht. Ist
der Knotenpunkt unendlich wenig aus-
gewichen, was man bei unnachgiebigen
Stiben allein voraussetzen kann, so
kann man nachher ein Kriftedreieck Abb. 88.
zeichnen, bei dem aber der der Last
gegeniiberliegende Winkel unendlich klein ist. Die Stab-
spannungen werden dann unendlich groB.

Unendlich grofe Stabspannungen sind freilich nicht mehr zu
befiirchten, wenn man eine Belastung des Knotenpunktes 5 ver-
meidet, die #ulleren Kriifte also nur an den vier iibrigen Knoten-
punkten angreifen li8t. Dann kommt aber der Knotenpunkt 5
iiberhaupt nicht mehr in Betracht und die beiden von ihm aus-
gehenden Stibe konnen durch einen einzigen, unmittelbar zwischen
1 und 4 gefiihrten Stab ersetzt gedacht werden. Das Fachwerk
1, 2, 3, 4 ist daher fiir solche Lasten zwar stabil, aber zugleich
statisch unbestimmt, da es einen Stab zuviel enthiilt.
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§ 34. Die Grundfigur.

FEin statisch bestimmtes Fachwerk mit n Knoten enthilt,
wie wir sahen, 2n — 3 Stidbe. Stellen wir nun fiir jeden Knoten-
punkt fest, wieviel Stibe gerade von ihm ausgehen, und addieren
alle diese Zahlen, so erhalten wir, da jeder Stab dabei zweimal
geziihlt wird, 4n — 6. Die durchschnittliche Anzahl der von
einem Knotenpunkte ausgehenden Stibe betriigt hiernach

dn—6 4. 4.5,
n n

Es miissen also jedenfalls Knotenpunkte vorkommen, von
denen hichstens drei Stabe ausgehen. Ist n kleiner als 6, so
sinkt die durchschnittliche Stabzahl unter drei und es miissen
dann auch Knotenpunkte mit nur zwei Stédben vorkommen.
Wenn aber n mindestens gleich 6 ist, kann es sein, daB von
keinem Knotenpunkte weniger als drei Stibe ausgehen.

Enthélt das gegebene Fachwerk zunéchst wenigstens einen
Knotenpunkt, von dem nur zwei Stibe ausgehen, so mag dieser
samt den beiden Stiben fortgeloscht werden. Findet man in
dem Reste wiederum einen Knotenpunkt, an dem jetzt nur noch
zwel Stibe angreifen, so mag auch dieser mit seinen Stidben
beseitigt werden. Dieses Verfahren soll so lange fortgesetat
werden, als es moglich ist, d. h. solange man noch auf Knoten-
punkte stiBt, von denen nachher nur noch zwei Stabe ausgehen.
War das Fachwerk nach der im Eingange von § 32 besprochenen
Weise aufgebaut, so durchlaufen wir beim fortgesetzten Ab-
brechen der Knotenpunkte den Vorgang beim Aufbaue im um-
gekehrten Sinne, bis wir wieder bei dem Ausgangsdreiecke an-
gelangt sind, von dem dann, wenn man will, auch noch eine Ecke
abgebrochen werden kann.

Bei einer andern Gliederung des Fachwerkes gelangen wir
dagegen schlieBlich zu einer Figur, in der von jedem Knoten-
punkte noch mindestens drei Stdbe ausgehen. Diese Figur
heiit die Grundfigur des Fachwerkes. Beim ein-
fachen Fachwerke ist als Grundfigur ein Dreieck (oder, wenn man
will, ein einzelner Stab) anzusehen. Die Grundfigur eines nicht
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einfachen, statisch bestimmten Fachwerkes muB nach den
vorhergehenden Auseinandersetzungen mindeste ns sechs Knoten-
punkte umfassen. Hatte das gegebene Fachwerk iiberhaupt
keinen Knotenpunkt, von dem nur zwei Stiibe ausgingen, so bildet
es, wie wir sagen wollen, selbst eine Grundfigur.

Sind die an den Knotenpunkten des Fachwerkes angreifen-
den Lasten gegeben, so kann man fir alle Stibe, die nicht zur
Grundfigur gehdren, die Spannungen ohne weiteres durch einen
Krifteplan ermitteln. Man kann dann alle diese Stébe fortneh-
men, falls man von jenen, die von Ecken der Grundfigur aus-
gingen, die Spannungen als duBlere Kriifte oder Lasten an den
Knotenpunkten der Grundfigur anbringt. In der Folge wird
es sich daher nur noch darum handeln, die Stabspannungen der
Grundfigur zu berechnen, wenn an deren Knotenpunkten ge-
gebene Lasten angreifen.

Als Beispiele fiir nicht einfache Fachwerke konnen hier
zunichst die schon frither besprochenen zusammengesetzten
Polongeau- oder Wiegmannbinder, Abb. 17 (S. 40) und Abb. 26
(8. 54), angefiihrt werden. Die Grundfigur kann in jenen Fillen
leicht aufgefunden werden.

Ein anderes Beispiel fithrt Abb. 89 vor. Es ist zugleich
jenes Beispiel, an dessen Hand sich die Theorie der Grundfiguren
zuerst entwickelt hat
und das frither zu zahl-
reichen  Erorterungen
Veranlassung gegeben
hat, bevordie Frageend-
giiltig entschieden war.

Man iiberzeugt sich zuniichst leicht, dal das Fachwerk
die notwendige Stabzahl enthédlt. Der Untergurt zihlt in der
Abbildung mit Einsehlufi der Auflagerknotenpunkte 11 Knoten
und der Obergurt mit Ausschlul der Auflagerpunkte 9 Knoten.
Im ganzen kommen daher 20 Knoten vor, zu deren steifer Ver-
bindung nach Gl. (33) 37 Stibe erforderlich sind. In der Tat
hat man aber 10 Untergurt-, 10 Obergurtstibe, 9 Vertikalstibe
und 8 Diagonalen, zusammen also 37 Stdbe. Auch wenn man
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die Zahl der Knoten des Untergurtes allgemeiner gleich a setzt,
falls @ eine ungerade Zahl bedeutet, die mindestens gleich 5 ist,
laBt sich der Nachweis, daB die notwendige Zahl von Stiaben bei
der Gliederung nach Abb. 89 vorhanden ist, leicht erbringen.

Hierbei ist zu beachten, daB Stibe, deren Richtungslinien sich
schneiden, an den Kreuzungsstellen nicht miteinander verbunden
sein sollen. Wenn sich nur zwei Stabrichtungen in einem Punkte
treffen, ist es iibrigens ziemlich gleichgiiltig, ob man sich die Stibe
in diesem Punkte verbunden denkt oder nicht. Werden sie mit-
einander verbunden, so zi#hlt die Verbindungsstelle als neuer
Knotenpunkt mit; zugleich zerfillt aber jeder von beiden Stiiben
in zwel neue, so dal man einen Knotenpunkt und zwei Stibe
mehr hat, wodurch an der Bedingung fiir die notwendige Stabzahl
und an den Stabspannungen nichts geifindert wird, solange an dem
neu geschaffenen Knotenpunkte keine Lasten angreifen. Da nim-
lich von diesem Knotenpunkte vier Stibe ausgehen, von denen je
zwei in eine Gerade fallen, kann nur dadurch Gleichgewicht zu-
stande kommen, daB die Spannungen paarweise gleich grof und
von gleichem Vorzeichen sind. Die Spannungen laufen also durch
den Knotenpunkt genau in derselben Weise weiter, als wenn keine
Verbindung vorhanden wiire und es ist daher fiir die Berechnung
der Stabspannungen am bequemsten, von der etwa vorhandenen
Verbindung ganz abzusehen.

Anders ist es aber, wenn sich drei (oder noch mehr) Stibe
in einem Punkte Schueiden, wie es in der Mitte von Abb. 89 vor-
kommt. Vernietet man nur zwei der drei Stibe an der Kreuzungs-
stelle miteinander, so wird zwar ebensowenig geiindert wie im
vorigen Falle. Wenn aber alle drei miteinander verbunden werden,
tritt nur ein neuer Knotenpunkt auf, wiihrend drei Stibe in je
zwei zerfallen. Man erhiilt also einen Knotenpunkt und drei Stibe
mehr, d.h. wir haben dann einen Stab zuviel und das Fachwerk
wird damit geomeirisch iiberbestimmt und statisch unbestimmt.
Hier soll aber vorausgesetzt werden, dafl die Stibe an den Kreuzungs-
stellen nicht miteinander verbunden sind.

Die Grundfigur finden wir, indem wir zunéichst den linken
Auflagerknotenpunkt, hierauf die folgenden Knotenpunkte des
Obergurtes und des Untergurtes, von denen alsdann nur noch
zwei Stabe ausgehen, abtrennen und in dieser Weise fortfahren.
Dann wird das Fachwerk auch vom rechten Auflagerknoten
her in derselben Weise abgebaut. Man behilt schlieBlich in

der Mitte die durch starke Striche hervorgehobene Grundfigur
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iibrig. Sie umfaft sechs Knotenpunkte und neun Stébe, ent-
halt also die geringste Anzahl von Elementen, die in der Grund-
figur eines nicht einfachen Fachwerkes vorkommen kénnen.
Sie kann als ein Sechseck mit drei Hauptdiagonalen aufgefalBt
werden, denn dal im Untergurte zwei aufeinander folgende
Seiten in eine Gerade fallen, macht hierfiir keinen Unterschied.
— Mit der Berechnung dieser sechseckigen Grundfigur werden
wir uns in der Folge noch eingehend beschiftigen.

§ 35. Die Bildungsweisen des Fachwerkes.

Eine Bildungsweise des Fachwerkes, nimlich jene, durch
die alle einfachen Fachwerke gewonnen werden kénnen, wurde
schon in § 32 eingehend besprochen. Auch jedes nicht einfache
Fachwerk, das nicht schon selbst eine Grundfigur bildet, kann
aus seiner Grundfigur heraus auf dieselbe Weise, also durch
Angliederung neuer Knotenpunkte durch je zwei Stibe gewon-
nen werden. Hier handelt es sich nur noch um die Besprechung
solcher Bildungsweisen, die zu den Grundfiguren selbst fithren.

Eine zweite Bildungsweise, die hiufig vorkommt und daher
eine genauere Besprechung erfordert, besteht in der Vereinigung
von zwei geometrisch und statisch bestimmten Fachwerken
zu einem einzigen durch drei Verbindungsstitbe. Auf die genauere
Gestalt und Gliederung der beiden Fachwerke, die miteinander
verbunden werden sollen, kommt es bei dieser Betrachtung nicht
an. Hs ist daher am besten, wenn man von ihr zunichst ganz
absieht, also nur darauf achtet, dal beide Fachwerke jedenfalls
unverinderliche Figuren bilden. Um dies auch in der Ausdrucks-
weise hervorzuheben, bezeichnet man eine solche unverinderliche
Figur als eine Scheibe und stellt sie in der Zeichnung durch
einen willkiirlich begrenzten UmriB dar, dessen Fliche zur Er-
hohung der Ubersichtlichkeit zweckmiBigerweise durch eine
Schraffierung ausgefiillt wird.

Ziwei Stdbe gentigen nicht, um zwei Scheiben fest mitein-
ander zu verbinden. Die eine Scheibe kann sich dann immer
noch relativ zur andern, aber nur in ganz bestimmter Weise oder,
wie man sagt, zwangliufig bewegen. Gehen beide Verbindungs-
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stiabe von demselben Punkte der einen Scheibe aus, wie in Abb.
90, so besteht diese Bewegung in einer Drehung der einen Scheibe
gegen die andere um diesen Punkt. Denkt man sich etwa die
Scheibe I festgehalten, so kann sich I um
den Knotenpunkt @, der durch die beiden
Stiibe fest mit 71 verbunden ist, drehen, und
jeder Punkt von I/ beschreibt dabei einen
Kreis, dessen Mittelpunkt ¢ ist. Man nennt
dann den Knotenpunkt ¢ ein Gelenk und
sagt, daB beide Scheiben in diesem Gelenke
miteinander zusammenhéngen.

In Abb. 91 ist angenommen, daB die beiden Verbindungs-
stéibe nicht von einem gemeinsamen Knotenpunkte ausgehen.
Denken wir uns auch jetzt wieder I festgehalten, so ist die Be-
wegung von II von verwickelterer Art, als im vorigén Falle.
Es ist aber fiir unsere Zwecke nicht nitig, diese Bewegung auf
eine langere Strecke hin zu verfolgen, sondern es gentigt, wenn
wir sie nur bis zur nichsten, unendlich nahen (oder doch sehr
nahen) Lage ins Auge fassen.

Schon aus Band I (§ 20, S. 113 der 4. Aufl.) ist bekannt,
daB jede unendlich kleine Bewegung einer starrer Figur in ihrer
Ebene als Drehung um einen bestimmten
Punkt, den Pol der Bewegung, auf-
gefafit werden kann. In diesem Punlkte
schneiden gich die Normalen aller
Bahnelemente und man findet ihn
daher schon als Schnittpunkt wvon
zwei solchen Normalen. Nun kann
gich Punkt B der beweglichen Figur wegen des Verbindungs-
stabes 4 B nur auf einem Kreige bewegen, dessen Mittelpunkt 4
und dessen Halbmesser 4 B ist. Hiernach ist BA die Normale zu
dem von B beschriebenen Bahnelemente und ebenso DC die
Normale zum Bahnelemente des Punktes D. Der Schnittpunkt ¢
beider Normalen ist daher der Pol der Bewegung der Scheibe 11
relativ zur Scheibe I oder auch, nach den gleichen Griinden,
umgekehrt der Pol der Bewegung der Scheibe I gegen die fest-

Abb. 91.
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gehalten gedachte Scheibe I7. Solange es nur auf unendlich
kleine Verschiebungen ankommt, verhalten sich beide Scheiben
genau so, als wenn sie im Punkte @ durch ein Gelenk zusammen-
hingen. Wir wollen daher den Punkt G alseinimaginéires
Gelenk zwischen 7 und I7 bezeichnen.

In einem Gelenke kann zwischen zwei Scheiben eine Kraft
von beliebiger Richtung iibertragen werden. Diese Kraft heiBt
der Gelenkdruck. Gleichgewicht zwischen zwei Scheiben, die in
einem Gelenke zusammenhiingen, ist nur mdglich, wenn die Resul-
tierende der an einer (und dann auch der andern) Scheibe an-
greifenden Lasten durch den Gelenkpunkt geht. Dies gilt nicht
nur fiir die eigentlichen Gelenke, wie in Abb. 90, sondern auch
fiir das imaginiire Gelenk G der Abb. 91. Zuniichst kinnen nim-
lich zwischen I und I7 in Abb. 91 nur zwei Stabspannungen lings
der Richtungslinien AB und CD iibertragen werden. FaBt man
aber beide Kriifte zu einer Resultierenden zusammen, so geht diese
durch den Schnittpunkt & der Richtungslinien. Die Resultierende
kann daher als der im Gelenke G iibertragene Gelenkdruck be-
trachtet werden. Kennt man diesen Gelenkdruck nach GriBe und
Richtung, so folgen daraus auch umgekehrt die beiden Stab-
spannungen durch Zerlegen nach beiden Richtungslinien.

Durch Einschalten eines dritten Stabes zwischen beiden
Scheiben kann man die bis dahin noch bestehende Beweglich-
keit im allgemeinen aufheben. Betrachtet man ndmlich irgend
zwel andere Punkte B und F der beiden Scheiben, so wird
deren Entfernung bei einer Drehung von Scheibe I7T gegen I um
das Gelenk G im allgemeinen geiindert. Sobald daher E und
F durch einen dazwischen eingeschalteten Stab in unverinder-
licher Entfernung gehalten werden, wird die vorher noch be-
stehende Bewegungsmoglichkeit dadurch aufgehoben. Nur dann,
wenn die Richtungslinie des Stabes EF ebenfalls durch & geht,
kann sich 77 immer noch relativ zu I wenigstens um einen un-
endlich kleinen Winkel drehen, denn F bewegt sich dabei senk-
recht zu EF, und hiermit ist nur eine von der zweiten Ordnung
kleine Anderung der Stablinge EF verbunden, der der Stab
keinen ausreichenden Widerstand entgegenzusetzen vermag.
Sobald freilich I eine Bewegung gegen I ausgefiihrt hat, die
nicht mehr als unendlich klein angesehen werden kann, schneiden
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sich nachher die drei Stabrichtungen nicht mehr in demselben
Punkte, und die weitere Bewegung wird, wenn die Stdbe hin-
reichend widerstandsféhig sind, von da ab verhindert.

Im Falle der Abb. 90 wiirde ein dritter Stab, der eben-
falls von @ aus nach irgendeinem Punkte von 17 gefithrt wire,
an der vorher bestehenden Bewegungsfreiheit éiberhaupt nichts
andern: es bliebe dann immer noch eine endliche Bewegungs-
freiheit beider Scheiben bestehen. Im einen, wie im
andern Falle ist aber, da auch kleine Ver-
schiebungennicht geduldet werden diirfen,
der Ausnahmefall zu vermeiden, daB sich
die Richtungen der drei Verbindungsstédhbe
indemselben Punkte treffen.

Zu demselben Schlusse gelangt man auch auf Grund der
statischen Betrachtung. Die drei Stabspannungen miissen nim-
lich imstande sein, an jeder Scheibe mit den daran angreifenden
Lasten Gleichgewicht herzustellen. Die Stabspannungen er-
héilt man durch Zerlegen der Resultierenden dieser Lasten nach
den Richtungslinien der drei Stibe. Eine solche Zerlegung ist
aber, wie schon im ersten Abschnitte gefunden wurde, nur
moglich, wenn sich die drei Richtungslinien nicht in einem
Punkte schneiden. Gehen sie nicht genau durch denselben Punkt,
sondern bilden sie ein unendlich kleines Dreieck miteinander,

‘80 werden die Stabspannungen unendlich groB. Auch hier ent-
sprechen daher der unendlich kleinen Verschieblichkeit unend-
lich groBe Spannungen. A

Wenn die Grundfigur eines Fachwerkes durch Vereinigung
von zwei Scheiben durch drei Verbindungsstibe gebildet wird,
kann man hiernach die Spannungen der Verbindungsstibe auf
ganz einfache Weise ermitteln. Am einfachsten wendet man die
Rittersche Momentenmethode an, indem man, um z. B. die
Spannung des Stabes EF in Abb. 91 zu berechnen, das aus den
beiden andern Stédben gebildete imaginire Gelenk zum Momenten-
punkte wéhlt. Die fiir das Gleichgewicht einer der beiden Schei-
ben angeschriebene Momentengleichung enthilt dann die Stab-
spannung EF als einzige Unbekannte.
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Nachdem die Spannungen der Verbindungsstibe (oder auch
nur eines der Verbindungsstibe) ermittelt sind, kann man
gewohnlich die in den Staben der Scheiben auftretenden Span-
nungen ohne weiteres durch Zeichnen eines Krifteplanes er-
mitteln. Hiervon wurde schon im ersten Abschnitte bei Berech-
nung des Polongeau-Binders Gebrauch gemacht.

Eine auf diese Art erhaltene und durch Anwendung der
Momentenmethode (oder auch nach dem Culmannschen Verfahren
fir die Zerlegung nach drei gegebenen
Richtungslinien) leicht zu berechnende Grund-
figur zeigt auch Abb. 92. Sie ist aus der
Vereinigung der beiden Dreiecke ABC und
DEF durch die drei Verbindungsstibe AE,
BD und CF hervorgegangen. Ob eine Grund- v/
figur iiberhaupt auf diese Art gebildet ist,
kann man entscheiden, indem man zusieht, ob

sich ein Schnitt durch sie legen liBt, der i /.
p X

nur drei Stibe trifft, die nicht von demselben
Punkte ausgehen. Abb, 93.
Ein Fachwerk kann ferner auch aus

mehreren Scheiben mit Hilfe von Verbindungsstiben zusammen-
gesetzt werden. Bezeichnet man die Anzahl der Scheiben mit s
und die Anzahl der nicht zu ihnen gehorigen ,freien® Knoten-
punkte, die etwa ebenfalls noch mit einbezogen werden sollen,
mit #, so ist die Zahl m der erforderlichen Verbindungstibe

m=2n + 35— 3. (84)

Um nimlich zunfichst die zweite Scheibe an die erste an-
zuschlieBen, braucht man drei Stibe und ebensoviele fiir jede
folgende Scheibe, zu diesem Zwecke also 3 (s — 1). Dazu
kommen dann noch fiie jeden , freien“ Knotenpunkt zwei Stibe.
Gl (84) geht iibrigens in Gl (33) iiber, wenn man darin s =0

setzt. — Die einfache Berechnung auf Grund der Ritterschen
Momentenmethode ist in diesem Falle im allgemeinen nicht mehr
maglich.

Ein weiterer Plan zum Aufbaue eines Fachwerkes besteht
darin, zuerst 4, 5 oder allgemein @ Knotenpunkte durch a auf-
einanderfolgende Stibe zu einem geschlossenen Vielecke zu ver-
binden. An diese fiir sich nicht steife Figur schlieft man die
iibrigen Knotenpunkte durch je zwei Stibe an und beseitigh:
schlieBlich die noch vorhandene Beweglichkeit durch weitere a — 3
Stibe, die zwischen passend ausgewilhlten Knotenpunkten einge-
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schaltet werden. Schon die in Abb. 92 gezeichnete Grundfigur
kann in dieser Weise entstanden gedacht werden. Man gehe von
dem Vierecke BCFD aus, schlieBe daran 4 und E durch je zwei
Stiibe und beseitige die noch zuriickbleibende

e Z  Verschieblichkeit durch den Stab AE. Eine
andere, auf diese Art gebildete Grundfigur

z zeigt Abb. 93. Als Ausgangsfigur kann man
etwa das Viereck ABCD annehmen, an das
der Reibhe nach die Knotenpunkte E, F, G,
s I3 H durch je zwei Stiibe angeschlossen werden,
worauf die Steifigkeit durch FEinziehen des
letzten Stabes DH hergestellt wird. Die
Rittersche Momentenmethode fiihrt hier nicht,
oder jedenfalls nicht ohne weiteres, zum Ziele.
Das allgemeinste Mittel, um alle miglichen Grundfiguren

zu erhalten, besteht aber in der wiederholten Anwendung der
schon in § 32 besprochenen Stabvertauschung. Um dies zu be-
weisen, betrachte man zunichst einen von jenen Knotenpunkten
einer gegebenen Grundfigur, von denen nur drei Stéibe ausgehen.
Man beseitige einen der drei Stibe; dann miissen auch die iibrigen
Knotenpunkte gegeneinander verschieblich sein, denn wenn sie
es nicht wiren, wiirde auch der betrachtete Knotenpunkt durch
die ihm verbliebenen beiden Stibe fest an sie angeschlossen, was
gegen die Voraussetzung verstoBt, daB die gegebene Grundfigur
keine iiberzihligen Stabe enthielt. Die Verschieblichkeit kann
durch Einziehen eines neuen Stabes wieder aufgehoben werden.
Nachdem diese Stabvertauschung vorgenommen ist, hat man
einen Knotenpunkt, von dem nur zwei Stibe ausgehen. Wird
er beseitigt, so behilt man eine Grundfigur iibrig, die mindestens
einen Knotenpunkt weniger umfaft. Mit dieser kann man nun
auf dieselbe Weise verfahren usf., bis sehlieBlich ein einfaches
Fachwerk iibrig bleibt. Dabei macht es auch nichts aus, wenn
man die Knotenpunkte, von denen nur zwei Stiabe ausgingen,
in Wirklichkeit gar nicht abtrennt, sondern sie so beibehilt.

P-4 D
Abb. 93,

Hieraus folgt zunichst, dal man durch hinreichend oft
fortgesetzte Stabvertauschungen jede Grundfigur auf ein ein-
faches Fachwerk zuriickfithren kann. Wenn man denselben
Weg in umgekehrter Reihenfolge zuriicklegt, gelangt man aber
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von dem einfachen Fachwerke auch wieder zu der gegebenen
Grundfigur. Die Methode der Stabvertauschungen kann daher
benutzt werden, um jede beliebige Grundfigur aus einem zwischen
den gegebenen Knotenpunkten als Ausgang gewéhlten einfachen
Fachwerke abzuleiten.

§ 36. Die Methode von Henneberg.

Ein allgemein anwendbares Verfahren zur Berechnung der
Stabspannungen in beliebig gegliederten Grundfiguren bei ge-
gebenen Lasten ist im Anschlusse an die vorausgehenden Be-
trachtungen von Prof. Henneberg aufgestellt worden.

Man nehme zunidchst an, daB die Grundfigur durch eine
einmalige Stabvertauschung auf ein einfaches Fachwerk zuriick-
gefithrt werden kann. Man bewirkt den Austausch und berechnet
vorliufig die Stabspannungen, die von den gegebenen Lasten
in dem einfachen Fachwerke hervorgerufen werden. Hierzu
braucht man nur einen Krifteplan zu zeichnen. Ich will ihn den
Kriifteplan 7' nennen und die daraus fiir irgendeinen Stab mit
der Nummer ¢ entnommene Stabspannung mit 7'; bezeichnen.
Jener Stab, der bei der Stabvertauschung an die Stelle des
beseitigten tritt, soll der Ersatzstab heien und mit dem
Zeiger e versehen werden. Im Krifteplane kommt auch 7', vor,
dagegen fehlt natiirlich darin die Spannung des beseitigten Stabes.

Um von dem Spannungsbilde 7' auf jenes zu kommen, das
in dem urspriinglich gegebenen Fachwerke besteht, denke man
sich den zuvor beseitigten Stab in einer gewissen Mitwirkung
begriffen. Dazu iiberlegen wir uns, welchen Einfluf auf die
Spannungen der Stibe in dem einfachen Fachwerke eine lings
jenes Stabes ganz willkiirlich angenommene Spannkraft ausiibt.
Es ist dazu gar nicht notig, da wir uns den beseitigten Stab
sofort wieder eingesetzt denken. Um seinen EinfluB auf die
Spannungen der andern Stibe kennen zu lernen, geniigt es
vielmehr, wenn wir uns nur an den beiden Endknotenpunkten
Lasten von gleicher Grofle und entgegengesetztem Pfeile ange-
bracht denken, die in die Stabrichtung fallen und der Spannung
in dem beseitigten Stabe entsprechen. Denn jeden Stab kann
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man ohne EinfluBl auf das Gleichgewicht aller iibrigen beseitigen,
wenn man nur dafiir Sorge trigt, daB an seinen beiden End-
knotenpunkten Krifte angebracht werden, die die vorher von
dem Stabe selbst tibertragenen genan ersetzen.

Am besten ist es, wenn man sich lings der Richtungslinie
des beseitigten Stabes einstweilen eine Zugspannung angebracht
denkt, die gleich der Belastungseinheit, also etwa gleich 1 Tonne
ist. Die beiden Lasten an den Endknotenpunkten des be-
seitigten Stabes, , die jener Einheitsspannung entsprechen,
bringen in dem einfachen Fachwerke Stabspannungen hervor,
die sich ebenfalls durch Zeichnen eines zweiten Krifteplanes
sofort ermitteln lassen. Alle gegebenen Lasten denkt man sich
hierbei ganz von dem Fachwerke entfernt, da man nur jene
Spannungen zu ermitteln wiinseht, die ausschlieBlich durch die
lings der Richtungslinie des beseitigten Stabes angebrachte
Spannkraft hervorgerufen werden.

Den jetzt gezeichneten Krafteplan will ich den Krifteplan
» nennen und die daraus entnommene Spannung irgendeines
Stabes ¢ mit w%; bezeichnen. Die #%; sind nur als Verhiltnis-
zahlen aufzufassen; sie geben zuniichst fir die Spannungs-
einheit im beseitigten Stabe die zugehérigen Spannungen der
iibrigen Stdbe, hiermit aber zugleich auch allgemeiner die
Verhéltnisse zwischen diesen Stabspannungen und der durch
den beseitigten Stab iibertragenen Spannkraft an. Ein positives
Vorzeichen von wu; driickt aus, daf die Spannung im Stabe ¢
von gleicher Art mit der im beseitigten Stabe ist, denn sobald
sich die Spannung im beseitigten Stabe umkehrt, kehren sich
auch die Vorzeichen aller iibrigen durch diese Belastung her-
vorgerufenen Stabspannungen um.

Bezeichnen wir ferner die unbekannte Spannung, die der
beseitigte Stab in dem wurspriinglich gegebenen Fachwerke
aufzunehmen hat, mit X, so entsprechen ihr in dem nach der
Stabvertauschung entstehenden einfachen Fachwerke Span-
nungen, die nach GréBe und Vorzeichen durch das Produkt «X
angegeben werden. Lassen wir die Lasten X an den Endknoten-
punkten des beseitigten Stabes zugleich mit den gegebenen
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Lasten an dem einfachen Fachwerke angreifen, so kommt im
Stabe ¢ eine Spannung S§; zustande, die sich aus den vorher im
einzelnen besprochenen Spannungen zusammensetzt, also

Si=T;+ w; X (35)
ist. Welchen Wert wir auch fiir X annehmen migen: jeden-
falls wird durch das hiermit angegebene Spannungsbild S an
jedem Knotenpunkte Gleichgewicht zwischen den Stabspan-
nungen und den dubBeren Kriften, in die auch die Krifte X an
den Endknotenpunkten des beseitigten Stabes mit einzurechnen
sind, hergestellt. Man kann auch sagen, daB} die unendlich vielen
Spannungsbilder, die verschiedenen Annahmen iiber X ent-
sprechen, zu dem statisch unbestimmten Fachwerke gehdren,
das man erhilt, wenn man den beseitigten Stab wieder einsetzt
und den Ersatzstab e daneben auch noch beibehilt.

Unter allen diesen Spannungsbildern muf} auch jenes ent-
halten sein, das wir suchen, und zwar ist es offenbar jenes unter
allen, bei dem die Spannung des Ersatzstabes zu Null wird. Denn
in dem urspriinglich gegebenen Fachwerke kam der Ersatzstab
iiberhaupt nicht vor; dessen Spannung muB daher ausfallen,
ohne daB dadurch das Gleichgewicht der Kriifte an allen Knoten-
punkten gestort wird. Wenden wir Gl. (35) auf den Krsatzstab e
an, setzen 8, gleich Null und l6sen nach X auf, so erhalten wir

X=-2 (36)

Ue

Die Spannung 7', kann aus dem ersten und die Verhéltnis-
zahl u, aus dem zweiten Kriafteplane nach Grofe und Vorzeichen
unmittelbar entnommen werden. Hiermit kennen wir also auch
nach Gl. (36) sofort die Spannung in dem zuvor beseitigten
Stabe nach Gréfe und Vorzeichen.

Nachdem X bekannt ist, findet man auch die Spannung in
jedem andern Stabe nach Gl. (35). Oft ist es iibrigens zweck-
miiBiger, die beiden Kriiftepline 7' und u nur so weit zu zeichnen,
bis man darin zu 7, und u, gelangt ist. Denn hiermit vermag
man bereits X nach Gl (36) zu berechnen. Hierauf entwirft man
einen dritten Kriifteplan, den man vollstindig bis zu Ende durch-
fithrt, und aus dem sich die wirklichen Spannungen in dem wur-
spriinglich gegebenen Fachwerke ergeben. Dieser Kriifteplan kann

Foppl: Graphische Statik, 3, Aufl, 13
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niimlich sofort gezeichnet werden, nachdem X bereits bekannt ist.
Zuletzt ergeben sich dabei noch Proben fiir die Richtigkeit der
Bestimmung von X, indem sich die letzten Kraftecke von selbst
schliefen miissen.

Auch ob ein Ausnahmefall vorliegt, ergibt sich bei dieser
Methode. Findet man ndmlich, daB u, zufillig den Wert Null
oder doch einen sehr kleinen Wert annimmt (denn dies allein
kann auf Grund einer Zeichnung, die mit unvermeidlichen
Zeichenfehlern behaftet ist, unmittelbar nachgewiesen werden),
so folgt nach Gl. (36), daB X sehr groB (oder unendlich groB)
wird. Ein Spannungsbild, bei dem zu Lasten von endlicher
GroBe sehr groBe oder unendlich grofie Stabspannungen ge-
horen, entspricht aber dem zu vermeidenden Ausnahmefalle.

Sind endlich zwei Stabvertauschungen nitig, um das ge-
gebene Fachwerk auf éin einfaches zuriickzufiihren, so zeichne
‘man zuerst, wie im vorigen Falle, den Krifteplan 7, der die
Spannungen in dem einfachen Fachwerke kennen lehrt. Dann
bringe man eine Zugspannung von der Lasteinheit langs der
Richtungslinie des ersten der beseitigten Stibe an und zeichne
hierfiir, wiederum ganz wie vorher, den Krifteplan w. Hierzu
kommt dann noch ein dritter Krifteplan » fiir die Spannungen
in dem einfachen Fachwerke, die durch eine lings des zweiten
der beseitigten Stibe angebrachte Zugspannung von der Last-
einheit hervorgerufen werden. Wird dann die Spannung in
dem ersten der beseitigten Stibe mit X, die im zweiten mit ¥
bezeichnet, so ist die Spannung im Stabe ¢, wenn X und Y
gleichzeitig mit den gegebenen Lasten angreifen

=T+ X +v7Y. (37)

Die beiden Unbekannten X und Y ergeben sich aus der
Bedingung, daB die beiden Ersatzstibe, die jetzt mit e und f
bezeichnet werden sollen, in dem von uns gesuchten Spannungs-
bilde iberhaupt nicht vorkommen, daB also die fir sie nach

Gl. (37) berechneten Spannungen zu Null werden miissen. Man
erhilt daher X und Y durch Auflésen der beiden Gleichungen

T,+ u X+ v, Y= 0,]
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in denen alle iibrigen GréBen auBer X und ¥ aus den drei Krifte-
plidnen, die wir zeichneten, bekannt sind.

Man sieht nun auch ein, daf dasselbe Verfahren auch fiir
drei oder noch mehr Ersatzstibe anwendbar bleibt; aber schon
der Fall mit zwei FErsatzstiben kommt in der technischen
Praxis, wenigstens bei den ebenen Bindern, kaum vor. Bei der
Berechnung von réumlichen Fachwerktragern, auf die sich das
gleiche Verfahren iibertragen 1aBt, kann es jedoch von Vorteil
sein, noch mehr Stabvertauschungen vorzunehmen.

§ 37. Die Berechnung der sechseckigen Grundfigur mit
Hilfe der imagindren Gelenke.

Fiir die aus einem Sechsecke mit drei Hauptdiagonalen
bestehende Grundfigur kann man die Spannungen auch noch auf
verschiedene andere Arten berechnen. Man kommt dabei unter
Umsténden kiirzer zum Ziele, als nach dem vorher beschriebenen,
allgemein anwendbaren Verfahren; namentlich kann man sich
dabei besser Rechenschaft dariiber geben, unter welchen Um-
stinden ein Ausnahmefall zu erwarten ist.

Hierbei ist unter dem Ausnahmefalle, woran noch einmal
erinnert werden soll, jener zu verstehen, bei dem eine unendlich
kleine Beweglichkeit besteht, weil
einer der Stibe das Maximum oder
Minimum der Lénge hat, das mit
den iibrigen Stablingen vertraglich
ist oder bei dem zu einem beliebig
gegebenen Lastensysteme unendlich
groBe Stabspannungen gehoren.
DaB beide Kennzeichen gleich-
wertig miteinander sind und sich
gegenseitig bedingen, wird iibrigens
aus einer Untersuchung, die ich alsbald folgen lassen werde,
noch deutlich hervorgehen.

In Abb. 94 ist eine sechseckige Grundfigur dieser Art dar-
gestellt. Die sechs Knotenpunkte 1, 2 ... 6 sind in dieser Auf-
einanderfolge durch sechs Stibe verbunden, die wir als die

13*
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Umfangsstibe des Sechseckes bezeichnen wollen. Dazu kommen
dann noch die drei durch stérkere Striche hervorgehobenen
Diagonalstibe a, b, ¢. An den sechs Knotenpunkten mogen
von auBen her heliebig gegebene Lasten angreifen, von denen
nur vorausgesetzt wird, daB sie den Bedingungen fiir das
Gleichgewicht an einem starren Korper geniigen. Man soll
die dadurch in den Stdben hervorgerufenen Spannungen be-
rechnen.

Zuvor mag indessen noch bemerkt werden, daB die Verteilung
der Rollen von Umfangs- und Diagonalstiben auch in anderer
Weise, als vorher angegeben, hiitte durchgefiihrt werden konnen.
Man hiitte z. B. auch die in den Zug 1, 2, 5, 4, 3, 6, 1 fallenden
Stibe als Umfangsstibe und die drei iibrig bleibenden als Diagonal-
stibe ansehen konnen. Wie man diese Wahl trifft, bleibt fiir das
Folgende gleichgiiltig; jedenfalls wollen wir aber an der einmal
getroffenen Wahl festhalten.

Wir losen die Aufgabe auf Grund der Bedingung, daf
jeder der drei Diagonalstibe a, b, ¢ fiir sich genommen unter
dem FEinflusse aller an ihm angreifenden Krifte im Gleich-
gewichte stehen muB. An jedem von ihnen, z. B. an a, greifen
sechs Krifte an, zundichst ndmlich die gegebenen Lasten an
den Endknotenpunkten 1 und 4 und dann die Spannungen der
vier Umfangsstibe, die von 1 und 4 ausgehen. Denn wenn wir
das Gleichgewicht des Stabes @ fiir sich untersuchen wollen,
miissen wir uns die vier Stibe, die mit ihm zusammenstoBen,
abgetrennt und die von.ihnen iibertragenen Spannungen durch
Krifte ersetzt denken, die fiir den Stab a als duBere anzusehen
sind, wenn sie auch fir die ganze Grundfigur als innere gelten.
Ebenso ist es bei b und c.

Die vorher bezeichneten sechs Krifte wollen wir paarweise
zusammenfassen. Dies ist zunéchst leicht moglich mit den
gegebenen Lasten an den Endknotenpunkten. Diese Lasten
selbst sind, um die Zeichnung nicht zu iiberladen, nicht ein-
getragen. Dafiir ist sofort die Resultierende 2 aus den an 1
und 4 angreifenden Lasten angegeben, die wir in kiirzerer Aus-
drucksweise als die gegebene duBere Kraft am Stabe a bezeichnen
koénnen. Ebenso sei B die Resultierende aus den Lasten an 2
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und 5, oder die am Stabe b angreifende duBere Kraft und € die
Resultierende aus den Lasten an 3 und 6.

Die drei Resultierenden 9, B, € ersetzen die gegebenen
Lasten in bezug auf das Gleichgewicht am ganzen starren Kérper
vollstindig, und da die Lasten ein Gleichgewichtssystem bilden
gollten, miissen sich die Richtungslinien von 9, B, € in einem
Punkte treffen und ihre geometrische Summe muBl Null sein.

Wir fassen ferner anch die vier an den Enden von a an-
greifenden Stabspannungen paarweise zusammen und zwar die
Spannung im Stabe 1, 2 mit 4, 5 und 1, 6 mit 3, 4. Jedenfalls
muB die Resultierende aus den Spannungen 1, 2 und 4, 5 durch
den mit ab bezeichneten Schnittpunkt beider Richtungslinien
gehen und ebenso die Resultierende aus 1, 6 und 3, 4 durch den
Sehnittpunkt ac. Wie groll und wie gerichtet diese Resul-
tierenden sind, vermag man dagegen einstweilen nicht zu sagen.

Die gewihlte Art der Zusammenfassung bedarf noch einer
niheren Begriindung. Hierzu mache ich darauf anfmerksam,
daB die Diagonalstibe ¢ und & durch die beiden Umfangs-
stibe 1, 2 und 4, 5 in unmittelbarer Verbindung stehen. Wiren
die ibrigen Stibe nicht vorhanden, so kénnten sich a und b
relativ zueinander bewegen und zwar vermdchten sie sich,
wie aus den Untersuchungen in § 35 (vgl. besonders Abb. 91)
hervorgeht, um das imagindre Gelenk ab gegeneinander zu
drehen. Hieraus geht auch der Sinn der fiir diese Schnittpunkte
gewihlten Bezeichnungen hervor.

Wir kénnen hiernach die Rolle der sechs Umfangsstibe
auch so auffassen, daB je zwei sich im Sechsecke gegeniiber
liegende ein imaginires Gelenk darstellen, in dem zwei der
Diagonalstibe miteinander zusammenhéngen. Die Resultierende
aus beiden Stabspannungen bildet den im imaginiren Gelenke
iibertragenen Gelenkdruck. Die Resultierende aus den an den
Enden von a angreifenden Stabspannungen, die wir vorher
bildeten, ist daher nichts anderes als der im Gelenke ab von
b auf e tbertragene Gelenkdruck. Der umgekehrt von a auf
iibertragene Gelenkdruck ist die Reaktion des vorigen und daher
ebensogroB und entgegengesetzt gerichtet.
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Alle vorausgehenden Bemerkungen dienen nur dazu, die
Dinge, mit denen wir zu tun haben, in passender Weise zu
ordnen, niimlich so, daB alles auf die drei Diagonalstibe a, b, ¢
bezogen wird, wodurch eine bessere Ubersicht erzielt wird,
go daB uns der Kern der Aufgabe deutlicher erkennbar wird.
Wir sind so dazu gelangt, alle am Stabe a angreifenden Krifte
auf die gegebene duBere Kraft U und zwei durch ab und ac
gehende Gelenkdriicke von unbekannter GréSe und Richtung
zuriickzufithren. Wir konnen jetzt hinzufiigen, daB sich die
Richtungslinien der drei Krifte in einem Punkte schneiden
miissen, den wir jedenfalls auf der bereits bekannten Richtungs-
linie von 2 zu suchen haben.

Unsere niichste Aufgabe besteht darin, die drei Gelenk-
driicke zu ermitteln und zwar zuerst ihre Richtungslinien.
Diese drei Richtungslinien bilden jedenfalls ein Dreieck, dessen
Seiten durch die gegebenen Punkte a b, ac und bec gehen. AufBer-

dem miissen aber, wie wir
\e soeben fanden, die drei Ecken
auf den Richtungslinien von
A, B, € liegen. Denn was
vorher {iber das Gleichgewicht
der drei Krifte am Stabe a
bemerkt wurde, 158t sich ohne
weiteres auch auf die Stibe b
und ¢ iibertragen.

Ein Dreieck, das die ge-
nannten sechs Bedingungen
erfiillen soll, ist aber dadurch
eindeutig bestimmt. Man kann es leicht nach einem zuvor schon
mehrmals benutzten Verfahren konstruieren. In Abb. 95 ist
dies ausgefithrt. In diese Abbildung sind aus der vorigen nur
die drei Richtungslinien 9, 8B, € und die drei Gelenkpunkte ab,
be und ac¢ mit iibernommen. Kinfacher wire es zwar gewesen,
die Konstruktion sofort in Abb. 95 zu Ende zu fiihren. Die
Figur wire aber dann etwas undeutlich geworden, und sie wurde
daher in zwei Abbildungen auseinander gezogen, die man nach-
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trdglich, wenn man will, auch leicht wieder aufeinander
decken kann.

Man ziehe etwa zuerst in willkiirlicher Richtung eine Linie
A'B' durch ab, dann von dem auf B liegenden Punkte B’ eine
Linie B'C" durch b¢ und verbinde €’ mit 4’. Dadurch erhilt
man ein Dreieck 4'B’C’, das von den sechs Bedingungen fiinf
erfilllt; nur die Seite A4’C" geht noch nicht durch den vor-
geschriebenen Punkt ac. Wenn man nun die Anfangsseite
A'B" um ab dreht, verindert sich das Dreieck und man erhalt
unendlich viele verschiedene Dreiecke, von denen jenes auszu-
suchen ist, dessen Seite 4C auBerdem noch durch ac geht.

Da aber die drei Ecken des verdnderlichen Dreieckes auf
drei gegebenen Geraden fortschreiten, die sich in einem Punkte
schneiden, wihrend sich zugleich zwei Seiten um festePunkte
drehen, muB sich auch die dritte Seite um einen festen Punkt D
drehen. Dieser Satz ist einem schon in § 2 angefiihrten und
benutzten reziprok. Wir finden den Punkt D als Schnitt der
dritten Seiten von irgend zwei Dreiecken. Als zweites benutzen
wir dabei am hequemsten jenes, dessen drei Seiten in eine
Gerade, also in die Verbindungslinie der Punkte ab und be fallen.

Auch die Seite AC des gesuchten Dreieckes mull durch
den Punkt D gehen. Da sie ferner auch durch ac gehen soll,
brauchen wir nur ac¢ mit D zu verbinden. Diese Linie schneidet
die Punkte 4 und € auf ¥ und € ab. Zieht man hierauf von
ab und be aus die Linien AB und CB, so mufl der Schnitt-
punkt B von selbst auf B fallen, was zur Prifung fiir die Ge-
nauigkeit der Zeichnung dient.

Ubertrigt man das Dreieck 4 BC aus Abb. 95 nach Abb. 94,
so hat man dort die Richtungslinien der drei Gelenkdriicke.
Die Griflen ergeben sich ohne weiteres daraus, dal die geo-
metrische Summe von zwei Gelenkdriicken und der an dem-
selben Diagonalstabe angreifenden gegebenen &uBeren Kraft
gleich Null sein muB. Man braucht also nur noch den in Abb. 96
angegebenen Krifteplan zu zeichnen, der bei der wirklichen
Ausfithrung natiirlich unmittelbar neben Abb. 94 seinen Platz
finden miiBte,
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Man geht aus von dem Dreiecke, das sich durch Anein-
anderreihung von %, B, € bilden lassen muB und zieht von den
Ecken Parallelen ab, ac, be zu den in Abb. 95 ermittelten
Gelenkdruckrichtungen. Diese miissen sich von selbst in einem
Punkte schneiden; die Abb. 95 und 96 sind, wenn man in der
ersten die nur zur Konstruktion dienenden Hilfslinien weg-
laBt, reziproke Figuren. — Nachdem die Gelenkdriicke bekannt
sind, findet man die Spannungen der Umfangsstibe des Sechs-
eckes, indem man jeden Gelenkdruck nach den Richtungen der
beiden Stabspannungen zerlegt, als deren Resultierende er
betrachtet werden kann. Als gestrichelte Linien sind die am
Diagonalstabe a angreifenden Stabspannungen 1, 2; 4, 5; 3, 4;
1, 6, die sich durch Zerlegen der Gelenk-
driicke ab und ac ergeben, ebenfalls in
Abb. 96 angegeben. Zugleich sind auch
jene Pfeile darauf eingetragen, die zum
Stabe @ gehoren. Sie ergeben sich aus
dem Pfeile von U, da in dem Fiinfecke

e o4, A; 1,2;4,5; 3,4; 1, 6 die Pleile stetig

aufeinander folgen. Hieraus folgt also,

daB in dem Beispiele, auf das sich die Abbildung bezieht, die

Stiabe 1, 2 und 3, 4 gezogen, dagegen 4, 5 und 1, 6 gedriickt

sind. Der Gelenkdruck be kann natiirlich ebenso nach 2, 3
und 5, 6 zerlegt werden.

Um auch die Spannungen der Diagonalstibe zu finden, muB
man noch die Kraftecke fiir die Endknotenpunkte zeichnen. Hierzu
kann die Kenntnis der Resultierenden ¥, B, € allein nichts niitzen,
sondern man muf auf die.an jedem Knotenpunkte fiir sich an-
greifenden gegebenen Lasten zuriickgreifen. Ein Kriifteviereck aus
der Last am Knotenpunkte 1, aus den beiden bereits bekannten
Stabspannungen 1, 2 und 1, 6 und der unbekannten Stabspannung
a liefert nicht nur @, sondern gestattet zugleich eine Probe fiir
die Richtigkeit und Genauigkeit der vorhergehenden Ermittelungen,
da die vierte Seite von selbst parallel zur Richtung des Stabes a
gehen muB.

Wir wollen uns jetzt {iberlegen, unter welchen Umstéinden
der Ausnahmefall eintritt. Aus Abb, 96 erkennt man, daB die

Gelenkdriicke — und hiermit auch die Stabspannungen — nur
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dann unendlich groB werden konnen, wenn der Schnittpunkt
der drei Linien ab, ac, be ins Unendliche riickt. Dann sind aber
die drei Gelenkdriicke alle gleich gerichtet und das Gelenk-
druckdreieck 4BC in Abb. 95 muB in eine gerade Linie iiber-
gehen. Das ist aber nur moglich, wenn die drei Gelenke ab, be, ac
in Abb. 95 in einer Geraden liegen. Umgekehrt wird
auch immer dann, wenn die drei Gelenke in
einer Geraden liegen, das Gelenkdruck-
dreieck in eine Gerade iibergehen und die
Stabspannungen werden bei beliebig ge-
gebenenendlichen Lastenunendlich groB.

Auch geometrisch liBt sich der Ausnahmefall leicht nach-
weisen. Man denke sich in der hier wieder abgedruckten Abb. 94
den Stab a festgestellt und & durch das Gelenk ab mit a@ ver-
bunden. Dann kann sich » gegen @ um ab drehen. Hierauf sei
noch ¢ durch das Gelenk b¢ an b
angeschlossen, so dafl sich ¢ gegen b
um bc¢ drehen kann. Gegen a hat
dann ¢ zwei Freiheitsgrade, da so-
wohl eine Drehung um das Gelenk
ab, als eine um das Gelenk be, die
ganz unabhingig voneinander erfolgen
kénnen, seine Lage gegen a #ndern.
Verbindet man @b und ¢ durch eine
Gerade, die bis zum Schnittpunkte mit
der Richtungslinie von ¢ verlingert
wird, so verschiebt sich dieser Punkt
von ¢ auf jeden Fall rechtwinklig zur Verbindungslinie beider Gelenke,
gleichgiiltig ob nun die Drehung um ab oder um bc erfolgt. Auch
wenn eine gleichzeitige Drehung um beide Gelenke eintritt, muf sich
daher jener Punkt von ¢ rechtwinklig zur Verbindungslinie verschieben.
Hieraus folgt, daB eine Drehung um das Gelenk ab, verbunden
mit einer zu ihr in einem beliebigen Verhiiltnisse stehenden Drehung
um be auf jeden Fall gleichwertig ist einer einzigen Drehung um
einen Pol, der auf der Verbindungslinie der Gelenke ab und be¢
enthalten ist. — Der soeben ahgeleitete (zuerst von Burmester auf-
gestellte) Satz spielt, nebenbei bemerkt, in der Kinematik eine
wichtige Rolle.

Die Verschieblichkeit, die zwischen ¢ und @ noch bestehen
bleibt, wenn nur die Gelenke ad und bc¢ vorhanden, die zum Ge-
lenke ac gehdrigen Umfangsstibe 1, 6 und 3,4 dagegen fortge-
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lassen sind, liBt sich hiernach auf sehr einfache Art beschreiben:
der Stab ¢ vermag sich gegen a, den zwei Freiheitsgraden ent-
sprechend, um jeden beliebigen Pol zu drehen, der auf der Ver-
bindungslinie der Gelenke ab und bc¢ enthalten ist. Die Lage des
Poles auf der Verbindungslinie hiingt nur von dem Verhiiltnisse
der Drehungen um beide Gelenke (nach GréBe und Vorzeichen) ab.

Das Gelenk ac gestattet dagegen fiir sich genommen nur
Drehungen von ¢ gegen a um ac. Tritt also das Gelenk ac zu
den vorher schon bestehenden Verbindungen hinzu, so fragt es sich,
ob beide Bewegungsmdglichkeiten, die vorher im einzelnen vor-
handen waren, miteinander vertriiglich sind, oder ob sie sich wider-
sprechen. Sie vertragen sich, wenn das Gelenk ac ebenfalls auf
die Verbindungslinie der Gelenke ab und be fillt, weil die Drehung
um a@c¢ dann zu jenen Bewegungen gehort, die auch schon vor
Zufiigung des Gelenkes @c mioglich waren. In jedem andern Falle
widersprechen sie sich. Sobald also die drei Gelenkpunkte ein
Dreieck bilden, ist jede unendlich kleine Beweglichkeit der Figur
ohne eine Anderung der Stablingen von der gleichen GroBen-
ordnung ausgeschlossen.

Die Bedingung fiir den Ausnahmefall 1iBt sich mit Hilfe
des Lehrsatzes von Pascal in eine Form bringen, die
sich dem Gedéchtnisse bequemer einprigt. Nach diesem Satze
schneiden sich die Gegenseiten eines Sechseckes, dessen Eck-
punkte auf einem Kegelschnitte enthalten sind, in drei Punkten,
die auf einer Geraden liegen. Umgekehrt kann man durch die
Eckpunkte einen Kegelschnitt legen (der aber auch in zwei

gerade Linien zerfallen kann), wenn die genannten Schnittpunkte
auf einer Geraden liegen.

Die imagindren Gelenke wurden als Schnittpunkte der
Gegenseiten des Sechseckes erhalten. Wir konnen daher die
vorher gefundene Bedingung fiir den Ausnahmefall einfacher
dahin aussprechen, daB die aus einem Sechsecke
mit drei Hauptdiagonalen gebildeten
Grundfiguren trotz der geniigenden Stab-
zahl immer dann nicht steif sind, wenn das
Sechseck ein Pascalsches ist.

Zu den Pascalschen gehdren u. a. auch die regelmiBigen
Sechsecke. Ein solches von etwa 70 em Durchmesser habe ich
in meinem Laboratorium aus kleinen Winkeleisen (von 13 mm
Schenkellinge) zusammennieten lassen, wobei die Diagonalen an
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den Kreuzungsstellen iibereinander weg gefiihrt sind, so daB keine
Verbindung zwischen ihnen besteht. Eine Last von 50 kg, die
man in geeigneter Weise an einem Knotenpunkte angreifen liBt,
bringt Formiinderungen hervor, bei denen sich der Abstand
anderer Knotenpunkte um 3 bis 4 mm #indert. Zum Vergleiche
sei erwithnt, dal stabile Fachwerke, aus denselben Winkeleisen
und in ungefihr gleichen Grofen ausgefiihrt, Entfernungstinderungen
zwischen zwei nicht durch einen Stab miteinander verbundenen
Knotenpunkten von hdchstens einigen Zehntelmillimetern, gewdhn-
lich aber noch viel weniger bei Lasten von 50 kg erkennen lassen.
Auch wenn man in dem regelmiiBig sechseckigen Versuchsfachwerke
die Diagonalen an der Krenzungsstelle mit Hilfe einer kriiftigen
Schraubzwinge fest miteinander verbindet, wodurch man zu einem
stabilen Fachwerke mit einem iiberzihligen Stabe gelangt (vgl. den
vorletzten Absatz in § 34), findet man bei einer Wiederholung
des Versuches mit denselben Lasten nur noch so kleine *Form-
inderungen, daB sie mit den gewthnlich angewendeten einfachen
Mitteln gar nicht mehr gemessen werden konnen, d.h. sie sind
noch nicht einmal von der Griofe eines Zehntelmillimeters.

Hiernach 1a8t sich das Besfohen des Ausnahmefalles beim
Pascalschen Sechsecke auch experimentell leicht nachweisen und
die dabei gemachten Beobachtungen dienen zugleich dazu, eine
Vorstellung davon zu geben, in welchem MaBe und Grade sich der
Ausnahmefall praktisch zur Geltung bringt. Hierbei erwiihne ich
noch, daB die zuvor angegebenen verhiltnismiBig starken Form-
inderungen des Kreissechseckes rein elastisch sind; bleibende Ver-
biegungen von erkennbarer Grifle treten bei dieser Belastung noch
nicht auf.

§ 38. Die kinematische Methode.

Hilt man in einem statisch bestimmten Fachwerke von
beliebiger Gliederung einen Stab fest und entfernt irgendeinen
andern Stab, so ist die Figur verschieblich, aber so, daB sich
alle Knotenpunkte, sofern sie nicht in Ruhe bleiben, nur lings
bestimmter Kurven, also zwangliufig bewegen konnen. Man
kann sich an dem in dieser Weise gebildeten Mechanismus, an
dessen Knotenpunkten irgendwelche Lasten angreifen, dadurch
wieder Gleichgewicht hergestellt denken, daB lings der Rich-
tungslinie des beseitigten Stabes an den Endknotenpunkten
zwei entgegengesetzt gleiche Krifte von passender GroBe an-
gebracht werden. Durch diese werden dann in Verbindung
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mit den gegebenen Lasten Spannungen in den Stidben hervor-
gerufen, die an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herstellen.
GroBe und Richtungssinn der beiden Krifte geben daher zu-
gleich die Stabspannung an, die in dem Stabe, den man sich
beseitigt dachte, in Wirklichkeit auftritt.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich ein Mittel, um die Stab-
spannung in irgendeinem Stabe des gegebenen Fachwerkes,
den man sich zu diesem Zwecke beseitigt denkt, zu berechnen.
Man braucht hierzu nur das Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten fiir eine unendlich kleine Bewegung des Mechanismus
anzuschreiben. Die Summe der Arbeitsleistungen aller duBeren
Krifte muBl, damit Gleichgewicht bestehe, gleich Null sein.
Zu den duBeren Kriften an dem Mechanismus gehéren auBer
den gegebenen Lasten auch die Krifte, die man an den Eund-
knotenpunkten des beseitigten Stabes als Ersatz fiir dessen
Stabspannung anbringen mufl. Deren GréBe (mit Einschluf
des Vorzeichens) bildet die einzige Unbekannte in der Arbeits-
gleichung, denn die Knotenpunktswege wihrend der unendlich
kleinen Lagendnderung lassen sich aus der gegebenen Gestalt
des Fachwerkes und des aus ihm hervorgegangenen Mechanismus
ermitteln. Die inneren Krifte des Mechanismus, also die in ihm
vorkommenden Stabspannungen leisten wihrend der Bewegung
keine Arbeit, da die Stablingen hierbei unverinderlich sind.
Dies geht schon aus den Lehren des ersten Bandes hervor.

Nachdem ich selbst schon frither auf die Moglichkeit der Be-

rechnung der Stabspannungen auf diesem Wege hingewiesen hatte,
gab Miller-Breslau ein einfaches Verfahren dafiir an, wie die
Knotenpunktswege — zuniichst wenigstens bei den gewohnlich vor-
kommenden, nicht allzu verwickelten Fillen — bequem ermittelt
werden konnen. Hierdurch wurde das Verfahren erst praktisch
nutzbar gemacht

In der Zeichnung muB man sich die Knotenpunktswege bei
einer unendlich kleinen Lageniinderung, um sie auftragen zu kinnen,
natiirlich alle in demselben Verhiiltnisse vergréfert denken, so daB
sie durch endliche Strecken zur Darstellung gebracht werden
kinnen. Man macht dies so, daB man an Stelle der Knotenpunkts-
wege die Knotenpunktsgeschwindigkeiten abtrigt. Die Knoten-
punktswege kinnen aus diesen durch Multiplikation mit dem Zeit-
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elemente dt, wilhrend dessen man sich die Bewegung ausgefiihrt
denkt, erhalten werden.

Man betrachte zuniichst die Bewegung irgendeines Stabes
AB in Abb. 97, der zu dem Mechanismus gehdren mag. Jeden-
falls kann die Bewegung in die unendlich be-
nachbarte Lage als Drehung um irgendeinen
Pol O aufgefaBt werden. Die Geschwindigkeiten
AA" und BB" der Endknotenpunkte — oder,
wenn man will, die im gleichen Verhiiltnisse ver-
groBerten Knotenpunktswege — stehen jedenfalls
senkrecht zu den vom Pole aus gezogenen Strahlen
0A und OB und sie verhalten sich zueinander
wie die Liingen dieser Strahlen, da der Zentri-
winkel, um den die Drehung erfolgt, in beiden
Fiillen derselbe ist. Abb. 91.

Anstatt die Geschwindigkeiten in jenen Rich-
tungen anzutragen, die ihnen eigentlich zukommen, kann man sich beide
um einen rechten Winkel im Sinne des Uhrzeigers gedreht denken.
Nach diesem, zwar ganz willkiirlichen, aber fiir die weiteren Unter-
suchungen sehr vorteilhaften Verfahren erhalten wir die auf die
Polstrahlen selbst fallenden Strecken A4’ und BB’ als Dar-
stellungen der Geschwindigkeiten oder auch der Knotenpunktswege
bei der betrachteten Lageninderung. Man bezeichnet diese Strecken
als die ,senkrechten Geschwindigkeiten“ der Knotenpunkte.
Sind sie gegeben, so kann man daraus nicht nur die GriéBen der
Geschwindigkeiten (oder die verhiiltnismifigen Gréfen der Knoten-
punktswege), sondern auch deren Richtungen erkennen. Zu diesem
Zwecke mufl man sie nur nachtriiglich um einen rechten Winkel
— entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne — zuriickdrehen.

Die senkrechten Geschwindigkeiten fallen, wie man sieht, stets
auf die vom Pole nach den bewegten Punkten gezogenen Strahlen.
AuBerdem geht die Verbindungslinie der Endpunkte A’ und B'
parallel zur Stabrichtung 4 B. Denn wir erkannten vorher schon,
daB sich die Geschwindigkeiten, also auch AA' und BB' wie
OA und OB zueinander verhalten, und dies ist die Bedingung
dafiir, daB A’ B' zu AB parallel ist. Kennt man also von der
Bewegung eines Stabes den Pol O und die senkrechte Geschwindig-
keit A A" des einen Endknotenpunktes, so kann man durch Ziehen
der Parallelen sofort auch die des andern erhalten.

Auf Grund dieser Bemerkungen vermag man gewdhnlich leicht
die Bewegung des Mechanismus, den man durch Beseitigung eines
Stabes aus einem statisch bestimmten Fachwerke erhilt, deutlich
und fiir die Berechnung auf Grund des Prinzipes der virtuellen
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Geschwindigkeiten ausreichend zu beschreiben. Als Beispiel dafiir
moge die schon vorher betrachtete sechseckige Grundfigur dienen,
die in Abb. 98 von neuem dargestellt ist. Nur der in Abb. 94
mit ¢ bezeichnete Stab zwischen den Knotenpunkien 3 und 6 ist
in Abb. 98 bereits weggelassen
oder wenigstens nur durch eine
punktierte Linie angedeutet. Als
festgehalten denkt man sich am
besten einen der Stidbe, die mit
dem beseitigten nicht in einem
Knotenpunkte zusammenstoBen. In
Abb. 98 wurde dazu Stab 1, 2
gewiihlt; eine daneben angebrachte
Schraffierung soll daran erinnern,
dafl dieser Stab mit der Konstruk-
tionsebene fest verbunden wund
daher als Gestell des aus den iibrigen Stidben gebildeten Mecha-
nismus anzusehen ist.

Man betrachte zuniichst den Stab 5, 6. Der Knotenpunkt 5
vermag nur einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt 2 und
dessen Halbmesser 2, 5 ist; ebenso kann sich der Punkt 6 nur
auf einem um den Mittelpunkt 1 beschriebenen Kreise bewegen.
Hieraus folgt, dafl der Pol der Bewegung des ganzen Stabes 5, 6
auf dem Schnittpunkte der Richtungslinien von 2, 5 und 1, 6 liegt.
Der Stab 5, 6 dreht sich, wie man auch sagen kann, gegen die
Konstruktionsebene um ein imaginiires Gelenk, das aus den Stiben
2,5 und 1, 6 gebildet wird. In der Zeichnung ist der Pol oder
der Gelenkpunkt fortgelassen. Die senkrechten Geschwindigkeiten
der Punkte 5 und 6 fallen auf die Richtungslinien der Stébe 2, 5
und 1, 6 oder auf deren Verlingerungen, je nachdem man sich die
Drebung im einen oder im entgegengesetzten Sinne vorgenommen
denkt. Auf Sinn und Grofe der Drehung oder der Geschwindig-
keit kommt es hier nicht an, wenn wir nur darauf achten, daB
die Bewegungen aller iibrigen Glieder damit in Ubereinstimmung
stehen. Wir kionnen daher einen Punkt 6' beliebig auf 1, 6 an-
nehmen, so daB 66’ die senkrechte Geschwindigkeit des Punktes 6
angibt. Zieht man 6', 5' parallel zu 6, 5, so gibt 55' die zuge-
gehorige senkrechte Geschwindigkeit des Punktes 5 an.

Hierauf gehe man zum Stabe 4,5 iber. Auch dessen End-
punkte kinnen sich nur auf Kreisen um die Mittelpunkte 1 und 2
bewegen; er hiingt, wie der vorige, in einem imaginiiren Gelenke
mit dem festgestellten Stabe 1, 2 zusammen, das als Schnittpunkt
der Stabrichtungen 1,4 und 2,5 gefunden werden kann. Die
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senkrechten Geschwindigkeiten von 4 und 5 miissen daher auf
diesen beiden Stabrichtungen liegen. Die senkrechte Geschwindig-
keit des Punktes 5 bei der angenommenen Bewegung kennen wir
aber bereits und wir brauchen daher nur die Parallele 5',4' zu
5, 4 zu ziehen, um die senkrechte Geschwindigkeit 44' auf der
Richtunglinie des Stabes 1, 4 zu erhalten.

Dieselbe Betrachtung liBt sich endlich auch noch fiir den
Stab 3,4 wiederholen, dessen Endpunkte ebenfalls durch Stibe
mit I und 2 verbunden sind. Auch hier miissen die senkrechten
Geschwindigkeiten beider Endpunkte auf den Richtungslinien der
Verbindungsstiibe enthalten sein und da 4, 4' bereits bekannt ist,
erhalten wir die senkrechte Geschwindigkeit 3, 3' des Punktes 3
durch Ziehen der Parallelen 4', 3' zu 4, 3.

Hiermit sind die zusammengehorigen Lageniinderungen aller
beweglichen Knotenpunkte des Mechanismus genau bezeichnet und
wir kinnen dazu iibergehen, die Spannung des im Mechanismus
beseitigten Fachwerkstabes 3, 6 auf Grund des Prinzipes der vir-
tuellen Geschwindigkeiten zu ermitteln.

Vorher sei indessen noch darauf hingewiesen, wie man bei
diesem kinematischen Verfahren erkennt, ob ein Ausnahmefall vor-
liegt. Zu diesem Zwecke vergleicht man die Bewegungen der
Knotenpunkte 3 und 6 miteinander, zwischen denen der vorher
beseitigte Stab wieder eingesetzt werden soll. Wenn die durch die
senkrechten Geschwindigkeiten 3, 3" und 6, 6’ beschriebene Be-
wegung der beiden Knotenpunkte durch das Einsetzen des Stabes
nicht gehindert wird, liegt der Ausnahmefall vor. Nun bedenke
man, daB der Stab 3, 6, falls er der bisher besprochenen unendlich
kleinen Bewegung kein Hindernis bereiten soll, sich dabei jeden-
falls selbst um irgendeinen Pol dreht und daB die senkrechten
Geschwindigkeiten seiner beiden Endpunkte auf den von diesen
nach dem Pole gezogenen Strahlen enthalten sein miissen. Der
Pol konnte daher nur der Schnittpunkt der Richtungslinien von
3,3" und 6 6" sein. Zugleich miiBte aber, wie wir schon zu
Anfang des Paragraphen fanden, die Verbindungslinie 3', 6' parallel
zur Stabrichtung 3, 6 sein. Also nur dann, dann aber auch
immer, wenn die Verbindungslinie 3', 6’ parallel zu 3,6
ausfillt, kann die vorher besprochene unendlich kleine
Bewegung des Mechanismus auch noch von dem Fach-
werke, das man durch Einziehen des Stabes 3, 6 erhilt,
ausgefiihrt werden, d. h. das Fachwerk ist nicht steif,
sondern es liegt der Ausnahmefall vor.

Man kann diesem Schlusse auch noch eine andere, anschau-
lichere Deutung geben. Man vergleiche nimlich die Figur 1, 2,
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3, 4" 5', 6' mit der Fachwerksfigur 1, 2, 3, 4, 5, 6. In beiden
lanfen alle Seiten und Diagonalen in gleicher Richtung, mit Aus-
nahme der letzten Seiten 3, 6 und 3', 6'. Liegt aber der Aus-
nahmefall vor, so gehen auch diese in gleicher Richtung. Kann
man also zu der gegebenen Grundfigur eine zweite Figur
von gleicher Gliederung zeichnen, deren Seiten simtlich
zu denen der Grundfigur parallel laufen, so liegt der
Ausnahmefall vor. Das Fachwerk ist mit andern Worten steif,
wenn seine (estalt durch die Angabe der Gliederung und der
Richtungen aller Stiibe bestimmt ist. Diesen Gedanken hat Schur
weiter ausgefilhrt, indem er es als die Hauptaufgabe der allge-
meinen Theorie des ebenen statisch bestimmten Fachwerkes hin-
stellte, die Fachwerksfigur zu zeichnen, falls die Gliederung und
die Stabrichtungen, sowie die Liinge eines Stabes gegeben sind.
Um die Arbeiten zu berechnen, die von den HuBeren
Kriiften Pg, B, usf. wihrend der unendlich kleinen Bewegung
des Mechanismus geleistet werden, kinnte man alle
Wege 3, 3' usf. nachtriiglich wieder um einen rechten
Winkel, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne, zuriick-
drehen, um sie in ihre wahren Richtungen zu bringen.
Einfacher gelangt man aber auf Grund der folgenden
Uberlegung zum Ziele. In Abb. 99 ist von Abb. 98
nur der Knotenpunkt 6 herausgezeichnet mit der an
ihm angreifenden Last B; und der senkrechten Ge-
Abb. 99. schwindigkeit 6, 6', die der Deutlichkeit wegen etwas
groBer gezeichnet ist als in der vorigen Figur.
Zugleich ist 6 6’ zurtickgedreht nach 6, 6”. Die Arbeit von %P
ist gleich der Grifle von %, multipliziert mit der Projektion von
6, 6" auf P;. Projiziert man auch 6’ auf P;, so entsteht ein recht-
winkliges Dreieck, das dem mit der Hypotenuse 6, 6" kongruent ist.
Die Liinge des Projektionsstrahles von 6’ auf P, ist daher gleich
der Projektion des Weges 6, 6" auf B, Wir brauchen also 6, 6"
gar nicht erst zu zeichnen, um die, Arbeit von P, angeben zu
konnen, Es geniigt, P, mit der Linge des von 6' aus gezogenen
Projektionsstrahles zu multiplizieren. Dieses Produkt gibt aber das
statische Moment der Kraft f; fir den Momentenpunkt 6' an.
Ist die Arbeit von %, positiv, so ist auch das Moment positiv.
Man erkennt dies zuniichst aus Abb. 99. BEs gilt aber auch fiir
andere Lagen, wie man erkennt, wenn man sich B;, das eine be-
liebige Richtung haben kann, in andere Lagen gedreht denkt.
Wenn die Arbeit negativ oder Null wird, wird auch das Moment
negativ oder Null und das Moment kann daher weiterhin an Stelle
der Arbeit der Kraft gebraucht werden.
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Durch diesen Tausch geht die kinematische Methode
von Miiller-Breslau in eine Momentenmethode iiber, die
sich auch als eine Verallgemeinerung der Ritterschen Me-
thode fiir die Berechnung der einfachen Fachwerke ansehen
liBt, indem sie bei einfachen Fachwerken geradezu in diese iiber-
geht. Man kann sie in der Tat auch anwenden und begriinden, ohne
auf die vorhergehenden kinematischen Betrachtungen, aus denen sie
urspriinglich abgeleitet ist, irgendwie Bezug zu nehmen.

Nachdem der Linienzug 6',5',4’ 3" wie vorher konstruiert
ist, schreibt man niimlich fir jeden dieser Pun®te eine Momenten-
gleichung an, die das Gleichgewicht der an dem zugeh&rigen
Knotenpunkte 6 oder 5 usf. angreifenden Last mit den Stab-
spannungen ausdriickt. Man kann dabei der Vollstindigkeit wegen
auch noch die Punkte 1' und 2', die mit 1 und 2 selbst zusammen-
fallen, als Momentenpunkte mit auffithren, obschon fiir diese die
Momente der dazu gehirigen Kriifte siimtlich verschwinden. Alle
diese Momentengleichungen addiert man. In der Summe tritt das
Moment jeder Stabspannung zweimal auf, z. B. das Moment von
5,6 sowohl in bezug auf 5' als Moment der an 5 angreifenden
Stabspannung, wie auch in bezug auf 6' fir die Stabspannung
an 6. Nach der Konstruktion der Punkte 6', 5’ wusf. sind aber
die Hebelarme jedesmal gleich, mit Ausnahme jener, die zum Stabe
3, 6 gehdren, wiihrend die Spannungen dem Wechselwirkungsgesetze
zufolge an den beiden Endknotenpunkten entgegengesetzt gerichtet
sind. In der Summe heben sich daher die Momente aller Stab-
spannungen mit jener einen Ausnahme gegeneinander fort und man
behiilt eine Gleichung, in der nur noch die Spannung des Stabes
3, 6 als Unbekannte auftritt.

Um diese Gleichung in bequemer Form anschreiben zu kinnen,
moge der aus der Zeichnung in Abb. 98 zu entnehmende Hebel
arm der Last %5, am Knotenpunkte 7 in bezug auf n' mit p, be-
zeichnet werden, wobei P, positiv oder negativ zu rechnen ist,
je nachdem das Moment von B, positiv oder negativ ist. Ferner
sei die Spannung des Stabes 3, 6 mit S bezeichnet, wobei ein
positiver Wert eine Zugspannung bedeutet. Der Hebelarm von S
in bezug auf 3’ sei s; und dies sei dem Vorzeichen nach in Uber-
einstimmung mit dem Momente einer Zugspannung S am Knoten-
punkte 3; ebenso bedeute s; den Hebelarm von S in bezug auf 6'.
Alle diese Hebelarme k&nnen nach GriéBe und Vorzeichen aus der
Abbildung entnommen werden.

Die Momentengleichung (oder, genauer gesagt, die aus der
Summierung aller einzelnen Momentengleichungen gewonnene
Gleichung) lautet dann

Fo&ppl: Graphische Statik. 3. Aufl, 14



210 Vierter Abschuitt.  Das ebene Fachwerk.

S (ss+ s) + T Pp=0,
woraus

X Pp
8+ 5 (39)

folgt. Hiermit ist die Aufgabe geldst, denn nachdem eine Stab-
spannung bekannt ist, kann man die #brigen leicht durch Zeichnen
des Kriifteplanes ermitteln.

.

§ 39. Analytigche Untersuchung des Ausnahmefalles.

Den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems
lagse ich mit einem Knotenpunkte des Fachwerkes zusammen-
fallen und die Richtung der X-Achse soll stets durch einen
zweiten Knotenpunkt gehen. Wenn sich
das Fachwerk bewegt, folgt ihm das Ko-
.ordinatensystem, so daf die beiden ge-
nannten Bedingungen in jedem Augenblicke
erfilllt sind. Ich denke mir sowohl die
Knotenpunkte als auch die Stabe mit je
einer besonderen Numerierung versehen.
In Abb. 100 sind von dem ganzen Fach-
werke nur zwei Knotenpunkte angegeben, die die Nummern ¢
und k tragen, nebst dem zwischen ihnen verlaufenden Stabe g.
Die iibrigen Knotenpunkte und Stibe moge man sich beliebig
hinzudenken.

Die im Knotenpunkte ¢ angreifende Last sei in zwei Kom-
ponenten in den Richtungen der Koordinatenachsen zerlegt,
die ich mit X’ und ¥/ bezeichne. Am Knotenpunkte ¢ greifen
ferner die Stabspannungen an, die man sich ebenfalls in recht-
winklige Komponenten zerlegt denken kann. Die Spannung
des Stabes g sei mit S,, die Komponenten der Spannung am
Knotenpunkte ¢ seien mit X/ und ¥} bezeichnet. Wenn man
bedenkt, daB S, positiv ist, wenn es eine Zugspannung be-
deutet, erhilt man aus Abb. 100
mk—mi. _ _8 T, — X

il
& "

wenn unter /, die Léinge des Stabes g verstanden wird. Ebenso ist

Xi=8,: (40)
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i Yo~ U
Y=—8= (41)
Der Stab g greift auch am Knotenpunkte £ an und fiir diesen

erhilt man die Spannungskomponenten

% o i o Y Y;
X9=—SGT"’ Y}=—38, T (42)
Die Vorzeichen haben sich hier gegeniiber dem vorigen Falle

umgekehrt.
Nach dem Pythagoriischen Lehrsatze hat man ferner fiir
jeden Stab eine Gleichung, die fiir Stab g

(27— 2p® + (4 — Y% — I2=0 (43)
lautet und die in der Folge kurz in der Form
f,=0 (44)

angeschrieben sein mag. Differentiiert man f, partiell nach =,
so erhidlt man

0 7
9, =2 (x;— ), ebenso g,— 2 (z,—x;) usf. (45)

oz, k_
Hiernach lassen sich die Gleichungen (40) bis (42) auch in
der Form
18,01

; 1 8,94,
= 2 f = — = 22 ugf,
21 0z ° g 2 1 0y, aE (46)

-]

Xj= —
anschreiben.

Die Last und die Stabspannungen am Knotenpunkte i
miissen sgich im Gleichgewichte halten. Die Summe der X-
Komponenten aller Krifte muf daher zu Null werden. Dies
gibt eine Gleichung von der Form

XS4+ 2Xf=0
oder, wenn man fiir die X ! ihre Werte nach Gl. (46) einsetat,
s, of ‘

Die Summe auf der linken Seite ist iber alle Stibe zu erstrecken,

die vom Knotenpunkte i ausgehen. Anstatt dessen kann man

sie aber auch auf alle Stibe ausdehnen, die iiberhaupt im Fach-
14*



212 Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk.

werke vorkommen. Ein Stab, der nicht vom Knotenpunkte &
ausgeht, vermag zwar zur Komponentengleichung (47) nichts
beizusteuern; in der Tat wird aber auch das Glied, das man
formell in Gl. (47) fiir ihn beibehélt, zu Null, da der partielle
Differentialquotient von f, nach einer in dieser Funktion gar
nicht vorkommenden Knotenpunkts-Koordinate stets zu Null
wird. Diese Bemerkung erleichtert die weitere Betrachtung
erheblich: wir brauchen uns nicht darum zu kiimmern, welche
Stibe von einem Knotenpunkte, dessen Gleichgewicht wir
untersuchen wollen, ausgehen, sondern konnen so rechnen, als
wenn alle Stibe des Fachwerkes an ihm angriffen, weil der
Ausdruck, den wir fir die Spannungskomponenten aufgestellt
haben, schon so gebaut ist, daB er von selbst fiir alle Stibe ver-
schwindet, die mit dem betreffenden Knotenpunkte nichts zu
tun haben. Ausfithrlicher geschrieben wiirde demnach Gl. (47)
lauten

S, 8, , 8, @ 8, of S Ol

2_11:3'22 é';;3%+"‘+2*i6_é -..+@E:X°" (48)
worin sich das erste Glied der linken Seite auf den Stab mit
der Nummer 1 bezieht usf., so daB alle Stabe in der Gleichung
vertreten sind.

Fiir jeden Knotenpunkt haben wir zwei Komponenten-
gleichungen von dieser Form, mit Ausnahme des Knoten-
punktes, der mit dem Ursprunge zusammenfillt, fir den wir
keine Gleichung anschreiben, und des Knotenpunktes, durch
den die X-Achse gelegt wurde, fiir den wir nur eine Kom-
ponentengleichung in der X-Richtung bilden. Die andern
2n — 8 Gleichungen geniigen némlich, wie wir von {riither her
wissen, bereits, um die unbekannten Stabspannungen zu be-
rechnen, wihrend die drei ausgelassenen Gleichungen dazu
verwendet werden konnen, die zugehérigen Lastkomponenten
an den festgehaltenen Knotenpunkten so zu berechnen, daB
sie mit den iibrigen ganz beliebig gewihlten Lasten ein Gleich-
gewichtssystem herstellen.

Nach der Lehre von den Gleichungen erhilt man aber bei
beliebig gegebenen endlichen Werten der X, usf. nur dann
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eindeutige und endliche Werte fiir die Unbekannten, als die

wir hier die i, §1, <« os =2, . . auffassen koénnen, wenn
31’ 2], 1,

die Determinante der Koeffizienten von Null verschieden ist.
Wir bilden diese Defterminante; sie ist von der Form

of, oty of, @i,
of, oty of, i

I LA S PR N
4=\ 2878 %, T, (49)

6flaf’ . afﬂ . afm
0§, 0k, o0&, ok,
Darin bedeutet ‘g\a‘llgemein eine Knotenpunktskoordinate, also
z. B. z; oder y;, und zwar natirlich immer jene, die zu dem
Knotenpunkte und der Koordinatenrichtung gehirt, worauf sich
die betreffende Komponentengleichung bezieht.

Fir die praktische Ausrechnung, um etwa fiir einen be-
stimmten, genau bezeichneten Fall nachzuweisen, ob der Aus-
nahmefall vorliegt oder nicht, wire Gl. (49) viel zu umsténdlich.
Fiar die Ableitung eines allgemein giiltigen Satzes, die wir hier
anstreben, ist die Determinantenform aber recht bequem.

Wir betrachten jetzt das Fachwerk nach
seinem geomeotrischen Verhalten. Denkt man
sich jede Stablinge ein wenig gedndert, so wird auch die Fach-
werkfigur eine kleine Gestaltinderung erfahren. Bezeichnet
man mit &/, die unendlich kleine Anderung von I, und mit
0z, 0y,... die Anderungen der Knotenpunktskoordinaten,
8o erhilt man aus Gl. (43) durch Differentiieren

(2,— =) 5.’5 + (%, — ;) 02, + (3, — y,) 0y,
+ (4. — v) Oy, = l ‘” (50)

Wir denken uns fiir jeden Stab eine solche Gleichung
angeschrieben, betrachten die d/ als gegeben und losen die
Gleichungen nach den Unbekannten dz, dy, usf. oder, nach
der vorher schon gebrauchten Bezeichnung, allgemeiner nach
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den Unbekannten 6 & auf. Die Zahl der Unbekannten ist ndmlich
gleich 2n — 3, da durch die Art, wie wir das Koordinatensystem
gegen die Figur festlegten, drei Verschiebungskomponenten
gleich Null sind und daher nicht unter den Unbekannten auf-
treten. Wir haben demnach ebensoviele Gleichungen ersten
Grades, als Unbekannte vorkommen. '

Mit Benutzung der durch Gl. (45) eingefiihrten Differential-
quotienten laBt sich Gl. (50) auch schreiben

%a + af"axt + a;"a + af’aj,, = 21,61,
Auch hier brauchen wir uns aber nicht darauf zu beschrinken,
nur jene Glieder anzufiihren, die wirklich in der Gleichung
vorkommen, sondern wir konnen, um auf eine symmetrische
Form zu kommen, auch noch eine Reihe von Gliedern mit auf-
nehmen, von denen jedes schon seiner Definition nach den
Wert Null hat. Wir schreiben also die Gleichung in der Form

o] af
BEOb + bt g 0, = 2,31,

worin nun jede der 2n — 3 oder m Unbekannten d¢ durch ein
Glied vertreten ist, obschon sich nur vier dieser Glieder von Null
unterscheiden. Das vollstéindige System der 2n— 3 Gleichungen,
die nach den 8¢ aufzuldsen sind, 1aBt sich in dem Schema

ol oo 1 at 3
ot + G0kt -+ g0k, = 2001,
3 a
oot g L agz . ag’ 8k = 21,81,
21 o1 o (6D
. a§1+ o btk b= 201
: 0 .

zusammenfassen. Wenn die Gleichungen unabhiingig vonein-
ander sind und sich nicht widersprechen, lassen sie sich nach
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den Unbekannten auflésen. Man erkennt dies daran, ob die
Determinante -

Oh oh .. ..., A .
3k, 75 %%,
oh O, . ... A
0f 0k 2,
A'= 155 o, o, (52)
S g iz
Ofn Ofn Ot
‘-‘a“-E: ﬁ L I T I T va—g;

von Null verschieden ist. Hat sio einen von Null verschiedenen
Wert, so miissen auch alle d¢ Null sein, wenn man alle 7 gleich
Null setzt. In diesem Falle sind keine unendlich kleinen Knoten-
punktsverschiebungen méglich, ohne daB sich die Stablingen
um GroBen von derselben Ordnung dnderten, d. h. das Fach-
werk ist steif. Der Ausnahmefall tritt dagegen ein, sobald die
Determinante 4’ zu Null wird.

Vergleicht man 4’ in Gl. (52) mit 4 in Gl. (49), so findet
man, daB sich beide Determinanten nur dadurch voneinander
unterscheiden, daf die Reihen mit den Zeilen vertauscht sind.
Hierdurch wird aber nach einem bekannten Satze der Deter-
minantentheorie an dem Werte der Determinante nichts ge-
dndert. Die Bedingung dafiir, daB die Stabspannungen fiir jede
beliebige Belastungsart eindeutige, endliche Werte annehmen,
ist daher identisch mit der Bedingung, da8 das Fachwerk unver-
schieblich ist und wir haben damit den Satz bewiesen:

Ein Fachwerk, das nur die notwendige
Zahl von Stdaben enthédalt und stabil ist, ist
auch statiseh bestimmt und es ist umge-
kehrt auchstabil, wennesstatisch bestimmt
ist,d. h.wennmanfiirjedebeliebiggegebene
Belastung ein System endlicher Stabspan-
nungen anzugeben vermag, durch das an
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jedem Knotenpunkte Gleichgewicht her-
gestellt wird. ,

®Zu demselben Schlusse. waren wir zwar auch vorher schon in
allen darauf hin untersuchten Fillen gelangt; immerhin ist es aber
wertvoll, einen Beweis fiir den Satz zu besitzen, der ganz allgemein
gliltig ist. Man ist dann sicher, daB kein Fall vorkommen kann,
den man etwa auBer acht gelassen hiitte und in dem der Satz auf-
horte, giiltig zu sein. — Ich bemerke noch, daB der Satz auch
fir rdumliche Fachwerke giiltig ist und genau ebenso bewiesen
werden kann. ’

§ 40. Die Fachwerktriiger.

Eine starre Figur hat in ihrer Ebene drei Freiheitsgrade
und wir miissen ihr daher drei Fesseln anlegen, um sie fest-
zuhalten. FEine sgolche Fessel, die einen Grad der Freiheit auf-
hebt, kann darin bestehen, daf wir irgendeinem Knotenpunkte
nur eine Verschiebung in einer bestimmten Richtung gestatten,
indem wir ihn etwa lings einer Fithrung laufen lassen, die jede
Verschiebungskomponente senkrecht dazu unmdglich macht.
Wir nennen diese Fithrung eine Auflagerung, die dem
Fachwerke dadurch auferlegte Bewegungsbeschrinkung eine
Auflagerbedingung und den Knotenpunkt, dem sie
vorgeschrieben wird, einen Auflagerknotenpunkt.

Wenn ein Knotenpunkt vollstindig festgehalten wird,
werden dadurch zwei Freiheitsgrade aufgehoben und wir sagen
daher, daB einem festen Auflagerpunkte zwei Auflagerbeding-
ungen vorgeschrieben sind. Man kann sich die feste Auflagerung
nimlich auch dadurch bewirkt denken, daB man den Knoten-
punkt notigt, gleichzeitig auf zwei voneinander verschiedenen
Auflagerbahnen zu bleiben, so daB er gich wegen der andern
auf keiner von beiden bewegen kann.

Je nachdem man die drei Auflagerbedingungen auf drei
oder nur auf zwei Auflagerpunkte verteilt, erhélt man ver-
schiedene Tridgerarten. In der heutigen Praxis kommt freilich
nur der zuletzt erwihnte Fall vor. Es wiirde aber nichts im
Wege stehen, auch den andern zur Ausfithrung zu bringen,
und da man nicht wissen kann, was die Zukunft auf diesem
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Gebiete bringt, ist es immerhin niitzlich, auch bei jenem fiir
einen Augenblick zu verweilen.

Abb. 101 gibt den gewohnlich vorkommenden Fall des
sBalkentriagers” an, bei dem ein Auflagerknotenpunkt
ganz festgehalten ist, wihrend sich der andere lings einer
horizontalen Auflagerbahn verschieben kann. Von ihm unter-

Abb. 101, Abb, 102.

scheidet sich der ,,Triger mit schiefer Auflage-
rung' in Abb. 102 nur durch die in anderer Richtung gefiihrte
Auflagerbahn. In beiden Fillen vermag man die durch beliebige
Lasten hervorgerufenen Auflagerkrifte nach den schon frither
dafiir gegebenen Liehren sofort zu berechnen und nachdem dies
geschehen ist, hat man es nur noch mit der Ermittelung der Stab-
spannungen im Fachwerke fiir bekannte &uBlere Krifte zu tun.

Eine der moglichen Trigerarten mit drei Auflagerknoten-
punkten, denen nur je eine Auflagerbedingung vorgeschrieben
ist, fithrt Abb. 103 vor. Als Auf-
lagerpunkte der starren Figur sind ,/,"G
die Punkte 4, B, C anzusehen und ; vaari
die Auflagerbedingungen in den ‘VAVAVAVAVA
Punkten 4 und B werden hier \\\ o
durch die Stibe AD und BE ver- )
wirklicht, die den Punkten kreis-
formige Auflagerbahnen um die Mittelpunkte D und E vor-
schreiben. In das Fachwerk sind daher diese Stibe bei jener
Auffassung nicht mit einzurechnen.

Man kann aber auch sagen, dafll die Stibe DA und EB
‘zusammen ein imagindres Gelenk @ ausmachen, um das sich das
Fachwerk gegen die Konstruktionsebene zu drehen vermdchte,
wenn die Auflagerbedingung in €' nicht im Wege wire. Der
Gelenkdruck in G gibt den auf das linke Widerlager iiber-
tragenen Auflagerdruck an. Er wird dahin zwar nicht als

Abb, 103.
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einzelne Kraft, sondern in zwei Komponenten durch die beiden
Stabspannungen in AD und BE iibergeleitet.

Wenn das Fachwerk an sich statisch bestimmt ist, erhilt
man in allen diesen Fillen auch statisch bestimmte Fachwerk-
triger. Zu solchen kann man aber auch noch auf andere Art
gelangen. Schreibt man némlich einem Fachwerke vier oder
noch mehr Auflagerbedingungen vor, so erhiélt man zuniichst
einen statisch unbestimmten Fachwerktrager. Dieser kann aber
dadurch wieder zu einem statisch bestimmten gemacht werden,
daB man unter Beibehaltung der iiberzihligen Auflager-
bedingungen eine entsprechende Zahl von Staben fortnimmt.

Auf diese Art entsteht der hiufig angewendete Fach -
werkbogen mit drei Gelenken in Abb. 104. Die
beiden Auflagerknoten 4 und B sind vollstindig festgehalten;
es sind also vier Auf-
lagerbedingungen vor-
geschrieben. Denkt man
sich den punktiert ge-
zeichneten Stab D E zu-
gefiigt, so geht die
Triagerfigur in ein ein-
faches, statisch  be-
stimmtes Fachwerk iiber. Die Berechnung der unbekannten Auf-
lagerkriifte und daher auch die Berechnung der Stabspannungen,
die zu einer gegebenen Belastung gehoren, kénnte dann nur auf
Grund der Elastizititslehre erfolgen. Wenn man aber den Stab
DE fortlaBt, ist der Trager statisch bestimmt, weil hiermit eine
der Unbekannten, die sich aus den Gleichgewichtshedingungen
fiir alle Knotenpunkte ermitteln lassen miissen, wieder fortfillt,
so daB wieder ebensoviele Gleichungen als Unbekannte zur
Verfiigung stehen. — Auf die besondere Gestalt des Trigers
kommt es iibrigens hierbei nicht an; wesentlich ist nur, daB
der Triger aus zwei Scheiben aufgebaut ist, die fiir sich ge-
nommen statisch bestimmte Fachwerke darstellen, daB diese
Scheiben in einem Scheitelgelenke € zusammenhdngen und mit
je einem Endknotenpunkte fest aufgelagert sind. Da sich die

D__E

Abb. 104,
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Scheiben bei einer elastischen Forménderung um ihre Auflager-
punkte ohne Widerstand zu drehen vermdgen, bezeichnet man
diese Auflagerpunkte ebenfalls als Gelenke und zwar als die
»Kimpfergelenke* des Dreigelenkbogens.

Ein anderes Beispiel zeigt Abb. 105. Hier sind vier Aui-
lagerbedingungen auf den festgehaltenen Knotenpunkt 4 und
die auf Walzenlager gesetzten Auflagerpunkte B und C verteilt.
Auch hier wird die Tridgerfigur aus zwei Scheiben gebildet,
die im Gelenke D zusammenhingen. Fiigte man den zwischen

_AVA AVAVAVAVAVAVAVAVA.

- Abb. 105.

E und F fortgelassenen Stab hinzu, so ginge die Trigerfigur in
ein statisch bestimmtes Fachwerk, der Trager selbst aber in
einen statisch unbestimmten @ber. Der Triger in Abb. 105 ist
ein Gerberscher Gelenktrdager, fir den die Be-
rechnung der Auflagerkrifte bereits im zweiten Abschnitte
augeinandergesetzt wurde. Nachdem die Auflagerkriifte be-
kannt sind, ergeben sich die Stabspannungen auf einfache
Weise, z. B. durch Zeichnen eines Krifteplanes.

Ein Beispiel mit fiinf Auflagerbeding-
ungen ist in Abb. 106 dargestellt. Als Auflagerpunkte sind
der  festgehaltene
Knotenpunkt 4, der
auf Walzen ver-
schiebliche B und die
durch die Stiabe EC
und FD auf Kreis-

bogen gefiihrten
Knotenpunkte Cund ' Abb. 105,
D aufzufassen. Die
Stibe CF und DF sind hiernach in die Fachwerkfigur nicht mit
einzurechnen, sie dienen vielmehr nur zur Verwirklichung der Auf-

/Y




290 Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk.

lagerbedingungen. Man iiberzeugt sich leicht, daB die zwischen
den Auflagerpunkten 4, C, D, B liegende Trigerfigur zwei Stibe
weniger hat, als zur Aussteifung nétig wiren, wenn nicht zwei
iiberziihlige Auflagerbedingungen hinzukimen.  Anstatt die
Knotenpunkte und die Stébe abzuzihlen, kann man hierbei
davon ausgehen, daB die Einschaltung eines Stabes zwischen
H und J den unteren Teil, fiir sich betrachtet, in ein einfaches
statisch bestimmtes Fachwerk umwandeln wiirde. TUm die
Knotenpunkte ¢ und D und die zwischen ihnen liegenden hieran
anzuschlieBen, geniigen die vorhandenen Stdbe nicht. Man
miite dazu etwa noch einen Stab C K einfithren. Dann hitte
man aber in der Tat wieder ein einfaches, statisch bestimmtes
Fachwerk vor sich, denn zuniichst wire der Punkt C durch
zwel Stibe mit dem unteren Teile verbunden, an € und den
unteren Teil wire der folgende Knotenpunkt durch zwei Stibe
angeschlossen und so fort bis zum andern Ende bei D.

Als jene Stébe, die aus dem statisch bestimmten Fach-
werke entfernt und durch zwei iiberziihlige Auflagerbedingungen
ersetzt sind, kann man demnach HJ und C K betrachten, ob-
schon die Wahl auch noch anders getroffen werden kénnte.

Triiger von der Gliederung der Abb. 106 werden bei der Er-
richtung von sogenannten versteiften Hingebriicken verwendet.
Die die Figur nach oben hin abschlieBenden Stibe werden nur auf
Zug beansprucht und man kann sie daher auch aus Seilen oder
Ketten herstellen., Der von ihnen gebildete Linienzug mag daher
die ,Kette“ genannt werden. An der Kette ist der untere ,,Ver-
steifungstriiger durch ,Hiingeeisen* angehiingt. Die Hiingeeisen
sind hier in lotrechter Stellung angenommen und sie vermogen da-
her auf die Kette nur lotrechte Lasten zu iibertragen.

Zwischen den Spannungen in den Hiingeeisen und den Ketten-
spannungen bestehen die frither untersuchten einfachen Beziehungen
zwischen den Lasten und den Seilspannungen in einem Seilecke.
Wihlt man die Gestalt der Kette so, daB ihre Knotenpunkte auf
einer Parabel liegen, so kinnen alle Hingeeisen nur gleich groBe
Spannungen aufnehmen. Nimmt der untere Triiger eine gleich-
formig verteilte Last auf, so wird diese ausschlieBlich auf die
Kette tibertragen. Dies folgt daraus, daBl ein Spannungsbild dieser
Art an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herstellt und daB bei
einem statisch bestimmten Triger nur ein einziges Spannungsbild
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mdoglich ist, das diese Bedingung erfiillt. Die ganze Eigenlast wird
daher ebenso wie die gleichférmig verteilte Gesamtlast von der
Kette aufgenommen. Diese stellt daher den wichtigsten Teil der
ganzen Konstruktion dar. Der untere Triiger wird nur bei ungleich-
formig verteilten Lasten in Mitleidenschaft gezogen; daher kommt
seine Bezeichnung als Versteifungstriiger der Kette.

Wird ein beliebig gegebenes Lastensystem aufgebracht, so
denke man sich, um die Auflagerkriifte und Stabspannungen zu
berechnen, die Hingeeisen durchschnitten und betrachte das Gleich-
gewicht des Versteifungstriigers, nachdem die Spannungen der Hiinge-
eisen durch lotrechte Krifte ersetzt sind, von denen man zuniichst
nur weiB, daB sie alle untereinander gleich sind. Bezeichnet man
die Spannung eines Hingeeisens mit X und ihre Anzahl mit #, so
bringt die von ihnen iibertragene, nach oben gerichtete Gesamtlast
an den Auflagern A und B fiir sich genommen negative Auflager-

driicke von der GriBe ’Ej—i hervor. Dazu kommen die von dem

gegehenen Lastensysteme herriihrenden positiven Auflagerdriicke,
die auf gewdhnliche Art leicht berechnet werden konnen.

Zur Ermittelung der Unbekannten X dient hierauf die Be-
dingung, daB im Gelenke G- zwischen den beiden Scheiben, die den
Versteifungstriiger zusammensetzen, kein Moment iibertragen werden
kann. Man kann diese Bedingung etwa in einer Momentengleichung
in bezug auf Punkt G fiir das Gleichgewicht einer der beiden
Scheiben zum Ausdrucke bringen, in der X als einzige Unbekannte
auftritt.

Bezeichnet man allgemein die Zahl der Auflagerbedingungen
mit p, so erhdlt man fiir die notwendige Stabzahl, also fiir die

Zahl der Stibe im statisch bestimmten Triger,

m = 2n — p; (53)
denn diese Formel gilt zundchst fir p = 3 und da man fiir
jede weitere Auflagerbedingung einen Stab fortzunehmen hat,

bleibt sie auch fiir grifere Werte von p giiltig. Natiirlich mul
man zugleich darauf achten, daB kein Ausnahmefall vorliegt.

§ 41. Der Dreigelenkbogen.

Fiir den schon im Anschlusse an Abb. 104 besprochenen
Fachwerkbogen mit drei Gelenken soll die Betrachtung noch
etwas weiter durchgefithrt werden. HEs handelt sich dabei
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hauptsachlich um die Berechnung der Auflagerkrifte und des
im Scheitel iibertragenen Gelenkdruckes, denn die Spannungen
in den beiden Scheiben kénnen, nachdem die duBeren Krifte
gefunden sind, auf bekannte Weise ermittelt werden. Da Gestalt
und Gliederung der Scheiben fiir die Ermittlung der Auflager-
krifte gleichgiiltig sind, wurden die Scheiben in Abb. 107 nur
durch schraffierte Flichen von beliebigem Umrisse angegeben.

In Abb. 107 ist angenommen, daB nur eine Einzellast an
einer der beiden Scheiben angebracht sei. Um die von ihr
hervorgerufenen Gelenkdriicke zu ermitteln, bedenke man, daB
an der unbelasteten Scheibe nur zwei Krifte angreifen, die in
den Gelenken B und C
auf sie iibertragen wer-
den. Damit Gleich-
gewicht bestehe, miissen
beide in dieselbe Rich-
tungslinie, also in die
! Verbindungslinie der
Punkte B und C fallen.
Hiermit ist die Rich-
tung des Gelenkdruckes in € auch fiir die andere Scheibe be-
kannt. An dieser halten sich drei Kriifte im Gleichgewichte,
deren Richtungslinien sich in einem Punkte treffen miissen.
Verlingert man also BC' bis zum Schnitte mit der Richtungs-
linie der Last P, so muB durch diesen Punkt auch der in 4
iibertragene Auflagerdruck gehen. Es bleibt nur noch {ibrig, die
Kraft P nach den beiden Richtungslinien zu zerlegen, was mit
Hilfe eines Kriftedreieckes geschehen kann.

Anstatt dessen kann man die durch P hervorgerufenen
Auflagerkrifte auch durch Rechnung bestimmen. Dabei sei
vorausgesetzt, daBl die Auflager 4 und B in gleicher Héhe
liegen. Zerlegt man jeden Auflagerdruck in eine vertikale und
eine horizontale Komponente, so folgt zuniichst aus der Be-
dingung fiir das Gleichgewicht des ganzen Trigers gegen Ver-
schieben in der horizontalen Richtung, dal die beiden Hori-
zontalkomponenten H von gleicher Gréfe sein miissen, wenigstens -

Abb. 107,
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dann, wenn die Last P lotrecht gerichtet ist. Die vertikalen
Komponenten erhdlt man aus Momentengleichungen fiir die
Auflagerpunkte zu

also ebensogroB, als wenn die Last P an einem Balkentriger
angebracht wire, der die gleiche Spannweite iiberdeckte.

Um den Horizontalsehub H zu finden, betrachtet man
das Gleichgewicht einer der beiden Scheiben fiir sich. In bezug
auf C als Momentenpunkt erhélt man fiir die unbelastete Scheibe
die Momentengleichung

_gl _Pp
Hh= B4 und daher H = 5k

Diese Gleichung gilt indessen nur so lange, als p zwischen 0
und + liegt. Wird p groBer, so ist dafiir der Abstand I — p

vom andern Auflager einzufiihren und der Ausdruck fiir H
lautet

_P@—p)
=gy
Trigt man die Abstinde p als Abszissen und den von der
Lasteinheit, wenn sie an der Stelle p angebracht wird, hervor-
gerufenen Horizontalschub als Ordinate in einem beliebigen
MaBstabe auf, so erhilt man

die in Abb. 108 gezeichnete {]

graphische Darstellung fir - ! .
das Abhiingigkeitsgesetz [~ 2 z |

zwischen dem Horizontal- ' ¥k 68 '

schube und der Laststellung.

Die gebrochene Linie, die die Endpunkte aller Ordinaten
verbindet, wird als die EinfluBlinie fiir H bezeichnet.
Mit Hilfe der EinfluBlinie kann man fiir jedes beliebige System
lotrechter Lasten den zugehdrigen Horizontalschub berechnen,
indem man jede Last mit der Verhiltniszahl multipliziert, die
von der auf ihrer Richtungslinie gelegenen Ordinate der Ein-
fluBlinie angegeben wird, und alle Produkte addiert.
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Denkt man sich bei einem beliebig gegebenen Lasten-
systeme den Auflagerdruck am linken Auflager mit der néchst
gelegenen Last zusammengesetzt, die Resultierende mit der
folgenden Last usf., so erhilt man ein Seileck. Da sich auch der
Gelenkdruck im Scheitelgelenke und der Auflagerdruck am
andern Triagerende unter diesen Resultierenden befinden, mufl
das Seileck auch durch diese Gelenkpunkte gehen. Die Aufgabe,
die Gelenkdriicke fiir den Dreigelenkbogen zu ermitteln, kommt
daher im wesentlichen auf dasselbe hinaus wie die Aufgabe,
zu gegebenen Lasten ein Seileck zu zeichnen,
dasdurchdreivorgeschriebenePunkte geht.

Fiir die Losung dieser einfachen Aufgabe hat man schon
viele Wege ausgedacht. Man kann z. B. mit einem Seilecke
beginnen, das zunichst nur durch einen der drei Punkte geht,
dann unter Benutzung des in § 11 bewiesenen Satzes durch
Verschieben des Poles im Krifteplane ein zweites daraus ab-
leiten, das durch zwei Punkte geht und durch nochmalige
Anwendung desselben Verfahrens ein drittes, das alle drei Be-
dingungen erfiillt.

Ein anderes Verfahren besteht darin, die gegebenen Lasten
zunéichst durch ein beliebiges Seilpolygon zu verbinden und mit
dessen Hilfe (nach § 10) sowohl die Resultierenden %; und R, der
an der linken und rechten Scheibe, einzeln genommen, angreifenden
Lasten als auch die Gesamtresultierende R aller Lasten zu ermitteln.
Hierauf beachte man, daB sich die Gelenkdriicke %A, B, €, die zu
den Gelenken A, B, C' gehidren, paarweise auf den Richtungslinien
der drei Resultierenden schneiden miissen, niimlich U und B auf R,
A und € auf N; und B und € auf R, Die Richtungslinien von
A, B, € bestimmen demnach ein Dreieck, dessen Seiten durch die
Punkte A, B, C' gehen und dessen Ecken auf den drei parallelen
(oder bei nicht parallelen Lasten wenigstens in einem Punkte sich
schneidenden) Richtungslinien $, R;, R, liegen miissen. Wir haben
also dieselbe Aufgabe zu losen wie schon in § 37.

In Abb. 109 ist dies ausgefithrt. Die Einzellasten und das
zu ihrer Zusammensetzung dienende Seilpolygon sind weggelassen,
die Richtungslinien der drei Resultierenden daher als unmittelbar
gegeben angenommen worden. Man ziehe zuerst die Dreieckseite 1
von A aus in beliebiger Richtuung, hierauf 2 durch € und 3 durch
den Schnittpunkt von 1 mit . Dadurch erhiilt man ein Dreieck
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1, 2, 3, das fiinf von den sechs Bedingungen erfiillt; nur die
Seite 3 geht nicht durch den vorgeschriebenen Punkt B. Ein
zweites Dreieck, das die-
selben fiinf Bedingungen 1l
erfiillt, wird von der
durch A und C gezoge-

nen Linie 4 gebildet. - e
Durch den Schnittpunkt <
D von 4 mit 3 muB i S~
daher die dritte Seite i =
jedes andern Dreieckes 1

R

gehen, das denselben
fiinf Bedingungen ge-
ntigt, also auch jenes, 3
das zugleich die sechste Abb. 109,

Bedingung erfiillt. Man

zieht hiernach 5 von B aus durch D und erhilt so das gesuchte
Dreieck 5, 6, 7. Nachdem die Richtungslinien der Gelenkdriicke
bekannt sind, ergeben sich ihre GriBen durch einfache Kriifte-

zerlegungen.
Natiirlich kann man auch, nachdem R, und R, gefunden

sind, nach dem vorher fiir eine Einzellast beschriebenen Ver-
fahren zuerst die Gelenkdriicke ermitteln, die entstehen, wenn
nur die linke Scheibe mit i, belastet, die andere aber unbe-
lastet ist, hierauf dasselbe fiir R, wiederholen und die unter
der ganzen Last entstehenden Gelenkdriicke durch geometrische
Summierung aus den KEinzelwerten bestimmen. Dieses Ver-
fahren ist vielleicht noch das einfachste, bedarf aber gerade
darum hier keiner weiteren Erlduterung.

Aufgaben.

29. Aufgabe. Die in Abb. 110® gezeichnete Grundfigur trigt
die Lasten P und P'; man soll dic Stabspannungen berechnen.

Lisung. Die Figur zihlt sechs Knotenpunkte und neun
Stiibe, also die notwendige Zahl. Sie kann durch Verbindung des
Stabdreieckes 2, 3, 4 mit dem Dreiecke 7, 8, 9 durch die drei
Stibe 1, 5, 6 entstanden gedacht werden. Man kann also auch
einen Schnitt legen, der nur drei Stibe trifft (nimlich die drei
Verbindungsstiibe), deren Richtungslinien sich nicht in einem Punkte
schneiden. Die Spannungen der Verbindungsstiibe findet man ent-
weder nach der Ritterschen Methode oder mit Hilfe der Culmann-

F8ppl: Graphische Statik. 3. Aufl, 15
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schen Kriiftezerlegung. Dabei liegt hier insofern noch ein beson-
derer Fall vor, als zwei der Verbindungsstibe, niimlich 1 und 6,
parallel zueinander verlaufen. In diesem Falle, der &fters vor-
kommt und deshalb hier noch besonders beriihrt werden sollte,
vereinfacht sich das Culmannsche Verfahren erheblich. Denkt man
sich nimlich einen horizontalen Schnitt durch die Mitte der Figur
gelegt und betrachtet das Gleichgewicht der oberen Hiilfte, so folgt
sofort, dall die Resultierende aus P und 5 parallel zu 1 und 6
sein muBl. Mun findet daher 5 durch das nebenan gezeichnete
Kriiftedreieck und zwar als Druckspannung.

FATN

Abb. 110a. Abb. 110b.

Nachdem 5 bekannt ist, kann man auch den Krifteplan in
Abb. 110" auftragen, indem man mit den Dreiecken 5, 2, 4 und
5, 7, 8 beginnt, worauf sich die Dreiecke 2, 1, 3 und 7, 9, 6 an-
reihen. Der Kriifteplan ist ein reziproker. Die auf Druck bean-
spruchten Stiibe sind in Abb. 110* durch beigesetzte Schattenstriche
hervorgehoben. — Natilirlich konnte man ganz #hnlich verfahren,
wenn beliebig gegebene andere Lasten an dem Fachwerke angriffen.
Man miiBte dann zuerst jene Lasten, die an der oberen Hilfte der
Figur angreifen, zu einer Resultierenden vereinigen, die an Stelle
von P nach 5 und 1, 6 zu zerlegen wiire.

30. Aufgabe. An dem in Abb. 111 gezeichneten Fachwerke
greifen die Lasten P und P' an; man soll die Stabspannungen
ermitteln.

Lisung. Die Aufgabe ist der vorigen ganz #hnlich; man
kann sich die Figur durch Vereinigung der Dreiecke 1, 2, 3 und
4, 5, 6 durch die drei Verbindungsstiitbe 7, 8, 9 entstanden denken.
DaB hier das eine Dreieck von dem andern umschlossen wird,
macht nur wenig aus. Der Schnitt, den man zu fithren hat, um
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das Rittersche oder Culmannsche Verfahren anzuwenden und der
die Figur in zwei Teile zerlegen mufl, die nur durch drei Stiibe
zusammenhiingen, die nicht durch einen Punkt gehen, muB hier
freilich ringformig zwischen den Dreiecken 1, 2, 3 und 4, 5, 6
gezogen werden. Dies hindert aber die Anwendung des Verfahrens
nicht: die Zerlegung von P nach den drei Richtungslinien 7, 8, 9
liefert sofort die Spannungen in den Verbindungsstiben.

Anstatt dessen kann man auch den Begriff des imaginiiren
Gelenkes zur Lisung benutzen. Von den drei Stéiben 7, 8, 9 z. B.
héingt jeder mit dem
andern durch zwei
Stibe oder, wie wir
sagen kdnnen, in einem
imaginiiren Gelenke zu-
sammen. Die Gelenk-
punkte sind in der
Abbildung mit 7, 8,
mit 8, 9 und mit 7,
9 bezeichnet. Auf den
Stab 8 werden nur die Abb. 111,

Gelenkdriicke 7, 8 und

8, 9 iibertragen; beide miissen daher gleich sein und in dieselbe
Richtungslinie fallen. Zieht man die Verbindungslinie beider Gelenk-
punkte, so kennt man damit auch fiir den Stab 9 die Richtungslinie
des Gelenkdruckes 8, 9. Am Stabe 9 greifen auBerdem noch die
Last P und der Gelenkdruck 7, 9 an.

Die drei Krifte miissen sich in einem %

Punkte schneiden und hieraus erhilt .

man auch die Richtung des Gelenk-
druckes 7, 9. Mit Hilfe eines Kriifte- | ] N
dreieckes (das in der Abbildung weg- T
gelassen wurde) erhilt man auch die 2 i
GroBen der Gelenkdriicke und durch
Zerlegung jedes Gelenkdruckes nach 6 o
den Richtungen der beiden Stiibe, die i
" das Gelenk bilden, die Stabspannungen.

31. Aufgabe. An eciner Wand
ist in einer lotrechten Kbene das aus
den Stiben 1 bis 8 bestehende Stabgeriist
(Abb. 112) befestigt, das dazw bestimmt ist, dic Last P auf-
gunehmen; man soll die Stabspannungen berechnen.

Lisung, Die Wand ist als eine Scheibe aufzufassen, an die
vier freie Knotenpunkte angeschlossen sind. Dazu braucht man

15*

NN
i
!
K

Abb. 112,
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acht Stibe und diese sind auch vorhanden. Bei der Berechnung
der Stabspannungen ergibt sich jedoch, daB diese unendlich grof
werden und daraus folgt, daB ein Ausnahmefall vorliegt. Das
Stabgeriist ist daher gar nicht tragfihig; wenigstens vermag es
Lasten nur insoweit aufzunehmen, als es die Biegungsfestigkeit der
Stibe in Verbindung mit der Steifigkeit der Knotenpunkte zuliBt,
d. h. nur geringe Lasten, die schon verhiltnismiiflig grofe Form-
finderungen herbeifiihren.

Beseitigt man niimlich etwa Stab 5, um das Hennebergsche
Verfahren anzuwenden, und bringt dafiir irgendeinen geeignet ge-
wiihlten Ersatzstab ¢ an, so ist das hierdurch entstehende Fachwerk
zwar tragfihig und die Stabspannungen lassen sich leicht ermitteln.
Sobald man aber dann in der Richtungslinie des Stabes 5 eine
Zugspannung von der Lasteinheit anbringt und einen zweiten Kriifte-
plan fiir diesen Belastungsfall zeichnet, findet man, daB der Stab e,
wie er nun auch gewihlt sein moge, hierbei spannungslos bleibt.
Dies geht schon aus der Symmetrie der Figur hervor. Die zur
horizontalen Symmetrieachse symmetrisch liegenden Stibe erfahren
Spannungen gleicher GriBe und gleichen Vorzeichens und man
kann auf diese Weise Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte her-
stellen, ohne den Ersatzstab e in Anspruch zu nehmen. Dies ist
aber bei dem Hennebergschen Verfahren das Kennzeichen fiir den
Ausnahmefall.

Noch einfacher und hier zugleich allgemeiner verwendbar ist
die Untersuchung mit Hilfe der imaginiiren Gelenke. Stab 3 hingt
mit der Wand im imaginiren Gelenke A und Stab 6 mit der
Wand in B zusammen. AuBerdem sind noch 3 und 6 unter sich
durch die beiden parallelen Stibe 4 und 5 verbunden, die einem
im unendlichen liegenden imaginiiren Gelenke C' gleichwertig sind.
Die drei Gelenke A, B, C liegen aber bei der in der Abbildung
getroffenen Anordnung in einer Geraden und darin besteht bei
dieser Art der Untersuchung das Kennzeichen des Ausnahmefalles.

Auch die Methode von Miiller-Breslau fiihrt schnell zum
gleichen Ergebnisse. Man kann niimlich eine Figur zeichnen, die
in der Gliederung und in allen Stabrichtungen mit der Stabfigur
itbereinstimmt, ohne ihr dhnlich zu sein. '

32. Aufgabe. An iner Wand ist in ciner lotrechten Ebene
dic in Abb. 113 gezeichnete, aus den Stdben 1 bis 8 bestehende,
statisch bestimmie Stangenverbindung befestigt.  Man soll die Stab-
spannungen berechnen, die von einer am wunteren Knotenpunhte an-
gebrachten Last von P = 6000 kg hervorgerufen werden.

Erste Lisung. Man beseitige etwa Stab 5 und bringe da-
fiir den durch eine gestrichelte Linie angegebenen Ersatzstab e an.
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Dann zeichne man den Kriifteplan 7' fiir das dadurch erhaltene ein-
fache Fachwerk. Dieser Kriifteplan besteht hier nur aus einem
einzigen Dreieck. Betrachtet man niimlich den oberen Knotenpunkt,
in dem die Stibe 1 und 3 zusammenstoBen, so miissen deren
Spannungen zu Null werden, da Stab 5 beseitigt ist und keine dubBere
Kraft an dem Knotenpunkte angreift. Geht man dann zum Knoten-
punkte 2, 3, 4 weiter, so folgt, nachdem 3 als spannungslos er-
kannt ist, daB auch 2 und 4 spannungslos sein miissen; ebenso
die Stiibe 7 und 6 am Knotenpunkte 4, 6, 7. Spannungen
ktnnen daher im Kriifteplan 7' nur von den Stiithen 8 und e auf-
genommen werden.

Hierauf beseitigt man die Last P, bringt eine Zugspannung
von der Lasteinheit lings der Richtungslinie des beseitigten Stabes 5
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Abb, 118,

an und zeichnet den Krifteplan w. Aus den Kriifteplinen ent-
nimmt man

T,= + 4760 kg,  u, = + 0,794,

woraus X = — 6000 kg folgt. Fiir die Stabe 1, 2, 3, 4, 6, 7
findet man daraus die Spannung durch Multiplikation mit dem zu-
gehorigen % der Reihe nach zu

— 6000; + 6000; + 8460; + 6000; + 8460; + 6000 kg.
Fir den Stab 8 erhilt man die Spannung nach der Formel
Sy =Ty + ug X = — 6380 — 0,346 - 6000 = — 8460 kg.
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Zweite Lisung. Stab 3 hingt mit der Wand durch die
Stibe 1 und 2 zusammen, die einem imaginiiren Gelenke A gleich-
wertig sind, das mit dem Schnittpunkt der Stabrichtungslinien 1
und 2 im Unendlichen zusammenfillt. Ebenso ist Stab 3 mit Stab 6
durch das aus den Stiiben 4 und 5 gebildete, ebenfalls im Unend-
lichen liegende imaginiire Gelenk C' verbunden und Stab 6 mit der
Wand durch das von den Stiben 7 und 8 gebildete imaginiire
Gelenk B. Bei dieser Auffassung der Figur erscheinen die Stibe
3 und 6 als Hauptstiibe, die iibrigen als Verbindungsstibe. Das
Gleichgewicht des Stabes 3 erfordert, daB die beiden an ihm an-
greifenden, durch 4 und C gehenden Gelenkdriicke in eine Gerade
fallen, da eine #uBere Kraft an diesem Stabe fehlt. Diese Gerade
ist die unendlich ferne Gerade der Ebene. Jeder Gelenkdruck
entspricht daher einer unendlich fernen und unendlich kleinen Kraft
oder einem Kriftepaare. Daraus folgt, daB die Spannungen 1 und 2
gleich groB und von entgegengesetztem Vorzeichen sein miissen;
ebenso 4 und 5. - Am Stabe 6 wirken die beiden durch C und B
gehenden Gelenkdriicke und die Last I. Nachdem bereits erkannt
ist, daB der Gelenkdruck C' einem Kriiftepaar entspricht, folgt, daB
auch P und der Gelenkdruck B ein Kriiftepaar bilden miissen.
Man zerlegt nun den hiermit bekannten Gelenkdruck B nach den
Richtungen der Stibe 7 und 8, womit man sofort S, = 4+ 6000

und S, = — 6000 - /2 = — 8460 findet. Daran 1Bt sich ohne
weiteres ein Kriifteplan S anschlieBen, der in der Abbildung weg-
gelassen ist.

33. Aufgabe. Man soll fir das in Abb. 114% gezeichnete
Fachwerk, an dem sich die gegebenen duferen Krifte P, A und B
im Gleichgewichte halten, die Stabspannungen nach dem Henneberg-
schen Verfahren berechnen.

Lisung. Man beseitigt hier am besten den Stab 1, weil sich
dann die Berechnung am einfachsten gestaltet, und fiihrt etwa den
durch eine gestrichelte Linie angegebenen Ersatzstab e¢ ein. Da
die Richtungslinien der Kriifte 4 und B hier in die Richtungen
der Stibe 2 und 12 fallen, braucht man fiir die zugehdrigen
Knotenpunkte gar keine Kriiftedreiecke zu zeichnen; man weil
sofort, daB die Stibe 3 und 13 spannungslos werden, wiihrend die
Stibe 2 und 12 die #uBeren Kriifte 4 und B allein aufzunehmen
haben. Da 3 spannungslos ist, miissen auch die beiden andern,
mit ihm von demselben Knotenpunkte ausgehenden Stéibe 4 und 5
spannungslos sein und ebenso auf der andern Seite 10 und 11.
Am Angriffspunkte von P bleiben hiernach nur die Spannungen
von ¢ und 8 iibrig. Da aber P in die Richiung von 8 fillt, so
ist auch e spannungslos. In dem einfachen Fachwerke, das wir
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durch die Stabvertauschung erhielten, geraten demnach unter der
angegebenen DBelastung nur die Stibe 2, 6, 7, 8, 9 und 12 in
Spannung.

Von diesen Ergebnissen interessiert uns zuniichst nur der Um-
stand, daB im Spannungsbilde 7, wie es in § 36 genannt wurde,
die Spannung 7, des Ersatzstabes gleich Null ist. Zugleich er-
kennt man aber auch, daB dieser besondere Wert von 7, nur zu
dieser besonderen Belastung gehirt; bei anderm Lastangriffe wiirde
auch e Spannung aufzunehmen haben.

Jetzt fragt es sich, ob etwa die Spannung u, im Ersatzstabe,
die durch eine lings der Richtungslinie des beseitigten Stabes 1
angebrachte Zugspannung hervorgerufen wird, ebenfalls zu Null
wird. Wird sie nicht zu Null, so ist nach Gl (36), S. 193, was
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auch sonst der Wert von u, sein mige, jedenfalls die wirklich
eintretende Spannung X des beseitigten Stabes gleich Null. Der
Kriifteplan u liBt sich leicht zeichnen, indem man (Abb. 114°)
zuerst 1 gleich der Lasteinheit auftrigt, hierauf das Dreieck
1, 12, 13, dann das Dreieck 13, 10, 11, das Viereck 11, 12, 7, 9,
das Dreieck 9, 6, 8 und schlieflich das Viereck 8, 10, 4, e zufiigt.
Der Krifteplan kann zugleich, wie es in der Abbildung geschehen
ist, als reziproker konstruiert werden, da sich die Fachwerkfigur ohne
weiteres in Polygone zerlegen liBt, so daB an jedem Stabe zwei
aneinander grenzen. Nachdem u, gefunden ist, hat es keinen Zweck,
den Kriifteplan noch weiter zu fithren, obschon dies leicht geschehen
konnte. Uberdies brauchen wir auch den Krifteplan w im vorliegen-
den Falle nur, um uns zu iiberzeugen, ob u, von Null verschieden ist.
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Nachdem dies nachgewiesen ist, wissen wir, daf der Stab 1
in dem urspriinglich gegebenen Fachwerke bei der gegebenen Be-
lastung die Spannung Null hat. Der Krifteplan S ist daher im
vorliegenden Falle identisch mit dem schon vorher besprochenen,
aber noch nicht gezeichneten Kriifteplane 7. 1In Abb. 114° ist
dies nachtriiglich geschehen und die Stabspannungen, die in dem
gegebenen Fachwerke tatsiichlich auftreten, kinnen daraus unmittel-
bar entnommen werden. Gezogen sind die Stiibe 6, 8, 9, gedriickt
die Stibe 2, 7, 12; alle andern, die in Abb. 1142 iiberdies durch
kurze Querstriche gekennzeichnet sind, bleiben spannungslos.

Symmetrisch darf man das Fachwerk in Abb. 1142 freilich
nicht annehmen, sonst kommt man auf einen Ausnahmefall. Bei
der hier vorausgesetzten Belastungsart wire freilich auch dann noch
Gleichgewicht ohne unendlich groBe Stabspannungen méglich. Das
Gleichgewicht wiire aber labil und bei jeder Abweichung von der
symmetrischen Belastung kiimen unendlich groBie Stabspannungen
vor. Man erkennt dies daraus, daf w, bei der symmetrischen An-
ordnung zu Null wird, wihrend 7, bei einer unsymmetrischen Be-
lastung von Null verschieden ist.

DaB man gerade bei symmetrischen Figuren leicht auf Aus-
nahmefille gefiihrt wird, kann iibrigens nicht iiberraschen, da die
Symmetrie einer Figur selbst schon einen ausgezeichneten Fall
bildet, der sich mit jenem andern leicht deckt.

34, Aufgabe. Der in Abb. 115% gezeichnete Dachbinder hat
in der Mifte eine sechseckige, statisch bestimmite Grundfigur, da die
drei sich in der Mitte kreuzenden Sechseckdiagonalen an der Kreu-
zungsstelle nicht miteinander verbunden sein sollen. Jeder Knoten-
punkt des Obergurtes trigt eine Last von 3000 kg; man soll die
Stabspannungen berechnen.

Liésung. Die Spannungen der nicht zur Grundfigur gehdren-
den Stibe kénnen sofort mit Hilfe des Kriifteplanes in Abb. 115%
gefunden werden. Wegen der symmetrischen Belastung geniigte
es, ihn nur fiir die linke Trigerhilfte bis zur Grundfigur hin fort-
zufithren; andernfalls miite auch fiir die rechte Trigerhilfte der
Kriifteplan in derselben Weise vom rechten Auflagerpunkte aus be-
ginnend konstruiert werden.

Die Grundfigur ist in Abb. 115°¢ in doppelter Grife heraus-
gezeichnet. An ihren Knotenpunkten sind vor allem die dufleren
Kriifte, also sowohl die Lasten von je 3000 kg, als die bereits
aus Abb. 115® bhekannten Spannungen der weggeschnittenen Stiibe
anzubringen. Am links oben gelegenen Knotenpunkte ist nur der
Druckstab 12 weggeschnitten. Dessen Spannung wurde im Kriifte-
plane Abb. 115® mit der Last von 3000 kg zu einer Resultieren-
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den P zusammengesetzt, die durch eine punktierte Linie angegeben
ist. Fiir die Grundfignr kommt dann an diesem Knotenpunkte
nur noch die Resultierende B als #iuBere Kraft in Frage. Aus
folgt sofort auch P’ an dem symmetrisch gelegenen Knotenpunkte
der rechten Seite.

Ebenso sind auch im Krifteplane die Spannungen der von
dem links wunten liegenden Knotenpunkte weggeschnittenen
Stibe 6 und 7 zu einer Resultierenden £ vereinigt, die als
fuBere Kraft an der Grundfigur eingetragen ist. TIhr entspricht
zugleich die symmetrisch dazu liegende Kraft £ auf der rechten
Seite.

Vom unteren, mittleren Knotenpunkte gingen vorher noch die
Stibe 11 und 11" aus (wenn die Stibe der rechten Hilfte auf
diese Weise bezeichnet werden). Auch ihre Spannungen sind im
Kriifteplane zu einer Resultierenden vereinigt, die keine besondere
Benennung erhalten hat. — Am oberen Knotenpunkte der Mitte
greift nur die Last von 3000 kg an.

Nach diesen Vorbereitungen muB man sich fiir die Methode
entscheiden, die man zur Berechnung der Stabspannungen in der
Grundfigur anwenden will. Am einfachsten gestaltet sich hier die
Berechnung mit Benutzung der imaginiiren Gelenke. Darum sind
auch in Abb. 115° die drei Sechseckdiagonalen mit den schon
frither bei Besprechung dieses Verfahrens benutzten Buchstaben
a, b, ¢ bezeichnet, wihrend sie in Abb. 115®* die Nummern 13, 15
und 15" trugen.

Die imaginiren Gelenke ab und ac sind in der Abbildung
angegeben; das Gelenk be fillt dagegen im vorliegenden Falle ins
unendliche, da die Verbindungsstibe 9 und 9' von b und ¢ parallel
zueinander sind. Dies stort nicht, sondern vereinfacht im Gegen-
teile die Betrachtung.

Wir miissen ferner die an den Endpunkten der Stibe a, b, ¢
angreifenden #uBeren Kriifte zu den Resultierenden U, B, € zu-
sammenfassen. An den Endpunkten von a greifen zwei senkrecht
gerichtete Krifte an, deren Summe die in Abb. 115" angegebene
Resultierende U liefert. An den Endpunkten von b wirken die
Krifte  und £, deren geometrische Summe B in Abb. 115 ge-
bildet ist. Die Richtungslinie von % ist in Abb. 115° durch den
Schnittpunkt von P und £' zu ziehen. Der Symmetrie wegen
hat man hiermit sofort auch die Resultierende € an c.

Nun ist ein Dreieck zu zeichnen, dessen Seiten durch die
Gelenke ab, ac und bc gehen und dessen Ecken auf %A, B, €
liegen. Das Dreieck mufl ferner symmetrisch sein und die durch
be gefithrte Seite muB daher die unendlich ferne Gerade der Ebene
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sein. Die beiden andern Dreieckseiten sind daher die durch die
Gelenke ab und ac zu B und € gezogenen Parallelen.

Anstatt dessen kann man aber auch eine andere Uberlegung
benutzen, die vielleicht anschaulicher ist. Man betrachte etwa den
Stab b. Die Spannungen der Stibe 9 und 9', die von seinen
Endpunkten ausgehen, sind gleich groB und von gleichem Vor-
zeichen. Die Pfeile sind aber an diesen Endpunkten von entgegen-
gesetzter Richtung, weil bei 9 der obere, bei 9’ der untere Knoten-
punkt in Frage kommt. Die von 9 und 9' auf b iibertragenen
Kriifte bilden daher ein Kriftepaar. Hiernach miissen auch die
sonst noch auf b wirkenden Kriifte, niimlich B und der Gelenk-
druck in ab ein Kriftepaar von entgegengesetztem Momente bilden,
damit Stab b im Gleichgewichte sein kann. Auch hiermit ist be-
wiesen, daBl der Gelenkdruck ab parallel zu B geht und gleich
groB damit ist.

Nachdem man die Grife und Richtung des Gelenkdruckes ab
kennt, findet man durch die in Abb. 1159 vorgenommene Zerlegung
nach den Richtungen von 14 und 10 sofort auch die Spannungen
in diesen Verbindungsstiben von b mit a. Auch die iibrigen Stab-
spannungen in der Grundfigur kionnen, nachdem zwei schon bekannt
sind, durch Anreihung von weiteren Kraftecken an Abb. 115% so-
fort ermittelt werden. Da dies ganz einfach ist, wurden die Linien
in der Abbildung weggelassen. — Die gedriickten Stiibe sind in
der von frither her bekannten Weise kenntlich gemacht.

33. Aufgabe. Das in Abb. 116° gezeichnete Traggeriist trigt
die Last P von 10000 kg. Man soll die davon hervorgerufenen
Stabspannungen ermitteln.

Lisung. Man berechnet zuniichst die Auflagerkrifte bei A
und B, am einfachsten nach dem Momentensatze. Dann streicht
man, falls das Hennebergsche Verfahren angewendet werden soll,
etwa den Stab 5 weg und setzt dafiir den durch eine gestrichelte
Linie angegebenen Stab e ein. TFiir das so erhaltene einfache
Fachwerk kann der Kriifteplan in Abb. 116®, von dem Auf-
lagerpunkte bei B beginnend, ohne weiteres gezeichnet werden.
Man fithrt die Zeichnung aber nur so weit durch, bis man aus
dem Kraftecke 6, 4, 8, e die Spannung des Ersatzstabes ¢ ge-
funden hat.

Hierauf wurde eine Zugspannung von 1000 kg im Stabe 5
als Belastung des einfachen Fachwerkes angenommen. Die Auf-
lagerkriifte 4 und B sind fiir diesen Belastungsfall gleich Null.
Der Kriifteplan in Abb, 116¢ kann dafiir genau wie der vorige
gezeichnet werden; man bricht ihn ebenfalls ab, sobald man bis
zur Stabspannung e gelangt ist.
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Aus Abb. 116" findet man die Spannung 7', des Stabes e zu
+ 4120 kg und aus Abb.116° u, = + 0,365, woraus nach Gl. (36),
S. 193 die Spannung X des beseitigten Stabes 5

T, 4120

folgt. — Nachdem die Spannung des Stabes 5 bekannt ist, kann
- man zur Konstruktion des Kriifteplanes schreiten, der die in dem
gegebenen Triger wirklich auftretenden Spannungen vereinigt. Dies
ist in Abb. 1169 geschehen. Man beginnt mit dem Kraftecke fiir
den Auflagerpunkt B, indem man zuerst die bekannten Kriifte B
und 5 aneinander reiht und Parallelen zu den Stabrichtungen 1
und 4 zieht. Dann folgen die Kraftecke A, 1, 2, 3 und 3, 6, 7.
Bei dem dann folgenden Dreiecke 6, 4, 8 hat man noch eine
Probe fiir die Richtigkeit der vorausgegangenen Bestimmung der
Stabspannung 5. Von den drei Kriiften sind nimlich 4 und 6
bereits bekannt und die dritte Seite des Dreieckes muB daher von
selbst in die Richtung des Stabes 8 fallen. Nachher fehlen nur
noch die Stabspannungen in der durch das obere Dreiecksfachwerk
gebildeten Scheibe. Man zeichnet zuerst das Kriftedreieck P, 9, 10,
dann das Viereck 10, 2, 11,12 usf. Die bereits ermittelten Stab-
spannungen 2, 7, 8, 5 sind nimlich neben P als die an der Scheibe
angreifenden Lasten aufzufassen und der reziproke Kriifteplan kann
daher leicht in gewdhnlicher Weise bis zum andern Ende hin
fortgesetzt werden. Die nach links und rechts hin an der oberen
Scheibe noch iibergreifenden Stéibe, die keine Nummern erhielten,
sind bei der gegebenen Laststellung spannungslos. — Die Stab-
spannungen 16 und 20, sowie 14, 18 und 22 iberdecken sich im
Kriifteplane teilweise, worauf beim Abgreifen der Strecken wohl
zu achten ist.

Anmerkung. Man hitte die Aufgabe auch mit Hilfe der
imaginiren Gelenke ldsen konnen. Die obere Scheibe und die
Stilbe 3 und 4 hiingen nimlich paarweise untereinander durch
imaginiire Gelenke zusammen, die durch die Schnittpunkte der
Stabrichtungen 2 und 7, ferner 5 und 8, sowie 1 und 6 gebildet
werden. Man hiitte dann ein Gelenkdruckdreieck zu zeichnen,
dessen Seiten durch diese Gelenkpunkte gehen und dessen Ecken
auf den Richtungen der HuBeren Kriifte P, 4 und B liegen. Diese
Uberlegung gestattet zugleich den Ausnahmefall zu erkennen, der
bei der Anordnung des Stabgeriistes vermieden werden muB. Die
drei Gelenke diirfen niimlich nicht auf einer Geraden liegen, d. h.
die Verbindungslinie der Schnittpunkte von 2 und 7 und von 5
und 8 darf nicht parallel zu den Stabrichtungen 1 und 6 gehen.
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— In dieser Hinsicht gleicht iibrigens, wie man leicht bemerkt,
der hier besprochene Fall vollstindig dem schon in Aufgabe 31
untersuchten.

36. Aufgabe. Der in Abb. 117 gezeichnete statisch bestimmdte
Triiger mit cinem Mittelgelenke und vier Stiilzen wimmi an dem nach
links Iin vorkragenden Ende eine Last P von 1000 kg auf. Man
soll die Stabspannungen ermitteln.

Lisung. Obschon natiirlich auch das Hennebergsche Ver-
fahren angewendet werden kann, wollen wir uns des Verfahrens
der imaginiiren Gelenke bedienen, da es hier schneller zum Ziele
filhrt. Die vom Mittelgelenk A aus nach rechts hin liegende
Scheibe hiingt einerseits durch A mit der linken Scheibe und auBer-
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Abb. 117,

dem durch das aus den Stiben 3 und 4 gebildete imaginire Ge-
lenk B mit der festen Erde zusammen. Zum Gleichgewichte der
rechten Scheibe, die keine Last aufzunehmen hat, gehort, daB die
beiden Gelenkdriicke in B und A in eine Gerade fallen, also in
die Verbindungslinie BA. Betrachtet man hierauf das Gleich-
gewicht der linken Scheibe, so wirken daran drei #uBere Kriifte,
nimlich die Last P, der in die Richtung BA fallende Gelenkdruck
im Mittelgelenk und der durch das imaginire Gelenk C, das aus
den Stiben 1 und 2 gebildet wird, ibertragene Auflagerdruck.
Die Richtungslinien der drei Kriifte miissen sich in einem Punkte
schneiden; verliingert man daher die Linie B A, bis sie die Rich-
tungslinie von P schneidet, so muBl durch diesen Schnittpunkt auch
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der durch C iibertragene Auflagerdruck gehen. Sind die Rich-
tungslinien auf diese Weise ermittelt, so folgen die GréBen der
Kriifte aus einem Kriiftedreieck.

Da der Schnittpunkt von BA mit I zu weit wegfiel, wurde
in der Abbildung die Zerlegung von P nach den Richtungslinien
der Gelenkdriicke mit Hilfe eines Seilpolygons vorgemommen. Zu
diesem Zwecke zeichnet man irgendein Dreieck I, m, #, so daB eine
Ecke auf C fillt und die andern Ecken auf der Richtungslinie
von P und auf AP irgendwo liegen. Dieses Dreieck sieht man
als ein zwischen den drei Kriiften bestehendes geschlossenes Seileck
an und zeichnet dazu den Kriifteplan in Abb. 118. Der Gelenk-
druck bei 4 wird durch die zwischen # und m liegende, zu AB
parallel gezogene Strecke angegeben; der Gelenkdruck hei C' durch
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die in der Abbildung nicht ausgezogene Verbindungslinie der End-
punkte von ! und m. Der erste Gelenkdruck ist sofort nach den
Richtungen 3 und 4 sowie auch nach 14 und 15 und nach 16
und 17 zu zerlegen; der Gelenkdruck bei €' nach den Richtungen
von 1 und 2.

Das Polygon P, 1, 2, 3, 4 bildet nun das Polygon der an
dem oberen Binder angreifenden fiuBeren Krifte, an das der reziproke
Kriifteplan in gewohnter Weise weiter angeschlossen werden kann.
Hierbei ergibt sich, daB die Stibe 9 und 11 spannungslos sind.
Die Vorzeichen der iibrigen Stabspannungen sind durch Schatten-
striche kenntlich gemacht.

37. Aufgabe. Der in Abb. 119 gezeichnete Fachwerktriger
stiitzt sich rechts auf cin Rollenlager, links auf dic beiden Stangen



240 Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk.

1 und 2, die zusammen einem imagindren Gelenke O gleichwertig
sind. Die Knotenpunkie des Obergurtes tragen Lasten P von je
1000 kg. Man soll zuerst den Auflagerdruck B am rechien Auf-
lager und dic Spannungen in den Stangen 1 und 2 berechnen und
hierauf einen regiproken Krifteplan fir den Trdger zeichnen.
Lisung. Als #uBere Kriifte wirken an dem Triiger die fiinf
Lasten P, der Auflagerdruck B am rechten Ende und der durch

Abb, 119.

das imaginiire Gelenk O gehende, durch die Stangen 1 und 2 ver-
mittelte Auflagerdruck 4. Dieser muB, damit die geometrische
Summe aller #uBeren Kriifte
verschwindet, ebenfalls senk-
recht gerichtet sein. Den
Auflagerdruck B findet man
aus einer fiir den Punkt O
aufgestellten Momentenglei-
chung. In dieser heben sich
die Momente von vier der
fiinf Lasten P gegeneinander
weg, da zwei von ihnen im
negativen, die beiden folgen-
den im positiven Sinne drehen
und die Hebelarme nach
links und rechts gleich sind.
Es bleibt daher das Moment
der letzten Kraft P nach rechts hin tibrig, das dem Momente von
B gleich sein muB. Daraus folgt

Abb. 120,
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1000 - 5
6

Hiernach ist 4 = 5000 — 883 — 4167 kg. Aus dem mit starken
Strichen in Abb. 120 angegebenen Kriiftedreiecke findet man die
Spannungen in den Auflagerstiben 1 und 2 zu -+ 5800 und
— 9200 kg. Die Zeichnung des sich an dieses Dreieck anschlieBen-
den reziproken Kriifteplans kann nach den gewdhnlichen Regeln
erfolgen und bedarf keiner weiteren Erliuterung. Die auf Druck
beanspruchten Stiibe sind in der Binderfigur, wie iiblich, durch bei-
gesetzte Schattenstriche gekennzeichnet.

B =

= 833 kg.

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl, 16



Fiinfter Abschnitt.

Das Fachwerk im Ranme.

§ 42. Notwendige Stéibe und Auflagerbedingungen.

Im vorigen Abschnitte handelte es sich nur um den Wider-
stand, den ein ebener Stabverband gegen Forminderungen
innerhalb seiner eigenen Ebene zu leisten vermag und um die
Spannungen, die in den Stdben durch Lasten hervorgerufen
werden, die selbst alle in der Konstruktionsebene enthalten
gind. Gegen Forménderungen, bei denen die Knotenpunkte
aus der Konstruktionsebene heraustreten, sind jedoch die ebenen
Fachwerke an sich ganz widerstandslos oder sie vermégen
wenigstens einen gewissen, geringen Widerstand gegen solche
Formiinderungen nur insoweit zu leisten, als der Biegungs-
widerstand der Stdbe und die Steifigkeit der Knotenpunkte
dazu fithren. Daher sind auch die Lehren des vorigen Ab-
gchnittes fiir die Beurteilung der Steifigkeit eines Stabverbandes
nur unter der ausdriicklichen Voraussetzung anwendbar, daB
auf irgendeine Art ausreichende Fiirsorge dafiir getroffen ist,
daB die Knotenpunkte nicht auns der Konstruktionsebene heraus-
treten konnen.

Hieraus erhellt, daf die Theorie des Fachwerkes erst da-
durch zu einer allgemeineren Fassung gelangen kann, die allen
bei ihrer praktischen Anwendung auftretenden Bedingungen
gerecht wird, daf man die Fachwerke als Gebilde des dreifach
ausgedehnten Raumes auffaBt. Dies hindert nicht, da man,
wie es auch hier geschehen ist, zuerst die einfacheren Betrach-
tungen iiber das ebene Fachwerk erledigt und sich erst nachher
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in die verwickelteren Bedingungen vertieft, die sich im dreifach
ausgedehnten Raume oder kiirzer im ,,Raume* geltend machen.

Wir haben hier vor allem wieder die Frage zu beantworten,
wieviel Stibe erforderlich sind, um » Knotenpunkte, die jeden-
falls nicht alle in derselben Ebene liegen diirfen, zu einer raum-
lichen Figur von unveréinderlicher Gestalt zu verbinden. Dabei
sind wieder verschiedene Bildungsgesetze mdglich, entsprechend
jenen, die wir schon beim ebenen Fachwerke kennen lernten. Wir
gehen aber wie dort zundchst von der einfachsten Art des Auf-
baues oder wenigstens von jener aus, die sich bei der ersten
Betrachtung als die einfachste darbietet.

Zunichst verbinden wir wieder drei der Knotenpunkte durch
drei Stibe zu einem Dreiecke, denn das Dreieck ist bei unver-
dnderlichen Seitenlingen auch im dreifach ausgedehnten Raume
keiner Gestaltinderung fahig. Ein vierter Knotenpunkt, der
mit den vorigen nicht in derselben Ebene liegen darf, kann
hierauf durch drei Stdbe mit diesen steif verbunden werden.
Hierbei entsteht ein Tetraeder, dessen Gestalt ebenfalls unver-
anderlich ist, solange sich die Stablingen nicht &ndern. Der
Ausnahmefall kann hier nur eintreten, wenn die vier Ecken in
eine Ebene fallen, das Tetraeder selbst also als solches ver-
schwindet und einer in der Ebene geometrisch iiberbestimmten,
im Raume aber unendlich wenig verschieblichen, ebenen Figur
Platz macht. Diesen Fall hatten wir aber schon ausgeschlossen.

Auch jeder folgende Knotenpunkt kann an die vorigen
durch drei Stdbe unverschieblich angeschlossen werden, wenn
nur darauf geachtet wird, daB die drei AnschluBstibe niemals
in einer Ebene liegen diirfen. Dies folgt sowohl aus der geo-
metrischen Betrachtung, wie aus der statischen Bedingung, daB
die Spannungen in den AnschluBstiben ausreichen miissen, um
gegen jede Last, die an dem angeschlossenen Knotenpunkte
angreifen mag, das Gleichgewicht zu sichern.

Fiir jeden anzuschlieBenden Knotenpunkt miissen wir hier-
nach drei Stibe aufwenden und nur im Anfange geniigten zur
Verbindung der drei Ausgangsknotenpunkte drei Stibe. Hier-
nach ist die Zahl m der notwendigen Stibe

16*
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. m = 3n — 6. (54)
Natiirlich konnen auch hier wieder nachtriiglich iiberziihlige
Stibe zwischen die bereits steif miteinander verbundenen
Knotenpunkte eingeschoben werden, wodurch das ridumliche
Fachwerk in ein geometrisch iberbestimmtes und zugleich
statisch unbestimmtes iibergeht. Die hieriiber bereits beim
ebenen Fachwerke durchgefithrten Betrachtungen bleiben auch
hier giiltig und brauchen nicht nochmals wiederholt zu werden.
In diesem Abschnitte soll iibrigens nur von den geometrisch und
statisch bestimmten rdumlichen Fachwerken die Rede sein.
Ferner kann man auch beim réumlichen Fachwerke von den
nach dem soeben besprochenen Plane aufgebauten zu Fach-
werken von abweichender Gliederung dureh das schon friiher
angewendete Mittel der Stabvertauschung itbergehen. Beseitigt
man nimlich einen Stab, so erhilt man einen zwangliufigen
Mechanismus und der damit gegebene Freiheitsgrad kann wieder
beseitigt, die Steifigkeit also wieder hergestellt werden, indem
man irgend zwei Knotenpunkte, die bei einer Bewegung des
Mechanismus ihren Abstand @ndern miiffiten, durch einen neuen
Stab miteinander verbindet.
Die Zahl der durchschnittlich von einem Knotenpunkte
ausgehenden Stibe folgt aus Gl. (54) zu
2%" oder 6 —1’?-

sie bleibt also stets kleiner als sechs. Bei den gewohnlich vor-
kommenden Fachwerkformen, die eine grofie Zahl von Knoten-
punkten enthalten, gehen von den meisten Knotenpunkten je
sechs Stibe aus, wihrend bei einigen Knotenpunkten die Zahl
geringer ist. Jedenfalls miissen bei einem statisch bestimmten
riumlichen Fachwerke Knotenpunkte vorkommen, von denen
héchstens fiinf Stibe ausgehen. Andererseits diirfen von keinem
Knotenpunkte weniger als drei Stibe ausgehen und auBerdem
diirfen die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stébe nie-
mals alle in derselben Ebene enthalten sein.

Wie beim ebenen Fachwerke die Scheibe, kann man hier
den starren Korper als Fachwerkelement mit einfithren. Man
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kann sich darunter selbst wieder ein in sich steif verbundenes
riumliches Fachwerk oder auch einen zusammenhingenden
Korper vorstellen. Namentlich die ganze feste Irde kann als
Fachwerkbestandteil aufgefaBt werden und man gewinnt damit
auf einfachste Weise den Ubergang von den nicht festgehal-
tenen, sondern nur in sich unverschieblichen Fachwerken zu
zahlreichen Fachwerktrigern, ndmliech zu allen, bei denen keine
verschieblichen Auflager vorkommen.

Hat ein ridumliches Fachwerk ein e n starren Korper und
n freie (d. h. nicht zu jenem gehorige) Knotenpunkte, so betrigt
die Zahl der notwendigen Stébe

m = 3n, (55)

denn jeder freie Knotenpunkt wird durch je drei Stibe unver-
schieblich angeschlossen. Dabei ist es aber nicht notig, dalB
auch wirklich von jedem Knotenpunkte drei Stibe unmittelbar
zum starren Korper gefithrt sind. Man kann, nachdem schon
ein Knotenpunkt angeschlossen ist, einen der Verbindungsstibe
zum zweiten Knotenpunkte auch von jenem aus fithren und
spiter braucht man {iberhaupt keine Stibe mehr unmittelbar
vom starren Korper ausgehen zu lassen. AuBerdem kann man
nachtriglich auch noch Stabvertauschungen vornehmen. Es
kommt also im wesentlichen nur auf die Zahl der Verbindungs-
stibe an, obschon natiirlich MiBgriffe in der Verteilung der
Stibe, wie sie schon beim ebenen Fachwerke besprochen wurden,
oder Ausnahmefille, die nicht durch die Gliederung im all-
gemeinen, sondern dadurech bedingt sind, daB ein Stab im
Maximum oder Minimum seiner Lénge steht, hierbei vermieden
sein miissen.

Enthilt das Fachwerk mehr als einen, also etwa » starre
Koérper, so kann man sich zuniichst zwei derselben verbunden
denken. Hierzu braucht man sechs Stiibe. Dies geht einerseits
daraus hervor, daB ein starrer Korper gegen den andern sechs
Freiheitsgrade hat, so daB sechs Fesseln nétig sind, von denen
jede einen Freiheitsgrad aufhebt, und andererseits auch daraus,
daB jede an dem einen Korper auftretende Last nach sechs
Richtungslinien eindeutig zerlegt werden kann. Natiirlich miissen
dabei die schon im dritten Abschnitte besprochenen Ausnahme-
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fille vermieden werden: es darf sich also keine Gerade ziehen
lassen, die alle sechs Stabrichtungen schneidet und namentlich
diirfen nicht mehr als drei Stabrichtungen durch denselben Punkt
gehen und nicht mehr als drei diirfen in derselben Ebene ent-
halten sein.

Auch jeder folgende starre Korper kann durch sechs Stibe
an die vorigen und jeder freie Knotenpunkt durch drei Stibe an-
geschlossen werden. Im ganzen betriigt daher die Stabzahl in
diesem allgemeinen Falle

m=23n+46(r—1)=23n— 6 + 67, (56)
womit auch Gleichung (54) fiir » = 0 mit umfaBt wird. Auch hier
ist es natiirlich nicht notig, daB die Stibe genau so verteilt sind,
wie wir jetzt annehmen; man kann vielmehr nachtriiglich noch
Stabvertauschungen vornehmen. Jedenfalls diirfen aber von keinem

starren Korper weniger als sechs und von keinem freien Knoten-
punkte weniger als drei Stiibe ausgehen.

In Verbindung hiermit soll sofort auch die Frage der A uf-
lagerbedingungen erledigt werden. Notigt man einen
Knotenpunkt, auf einer bestimmten Fliche zu bleiben, die
man gich fiir eine unendlich kleine Verschiebung auch durch
ihre Beriihrungsebene ersetzt denken kann, so schreibt man
ihm eine Auflagerbedingung vor. Von den sechs Freiheitsgraden
des starren Korpers wird ndmlich dadurch, wenn sonst keine
Bewegungsheschrinkung vorliegt, nur einer vernichtet. Wird
der Knotenpunkt gendtigt, auf einer Linie zu bleiben, so ent-
spricht dies zwei Auflagerbedingungen und der Kérper hat, wenn
kein anderes Hindernis vorliegt, noch vier Freiheitsgrade.
Wihlt man ndmlich den Auflagerknotenpunkt als Anfangspunkt
fiir die Beschreibung der Bewegung, so miissen von den sechs
Komponenten der Vektoren v, und u, durch die der Geschwindig-
keitszustand gekennzeichnet wird, zwei Komponenten von v,
verschwinden, da p, nur in die Richtung der Auflagerbahn
fallen kann. — Einem vollstindig festgehaltenen Knotenpunkte
sind drei Auflagerbedingungen vorgeschrieben.

Die Zahl der Auflagerbedingungen, die man einem starren
Korper im ganzen vorschreiben muB, um ihn festzuhalten,
betrigt sechs, nimlich soviel als die Zahl der Freiheitsgrade,
die aufzuheben sind. Die sechs Auflagerbedingungen miissen
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sich auf mindestens drei Knotenpunkte verteilen. Wollte man
zwei Knotenpunkte vollstindig festhalten, so wiirde dies nur
finf voneinander unabhiingigen Auflagerbedingungen ent-
sprechen. Denkt man sich nimlich einen Knotenpunkt festge-
halten und den andern lings irgendeiner Linie beweglich, so
kann sich dieser schon nicht mehr bewegen, da er wegen des Zu-
sammenhanges im starren Korper seinen Abstand von dem
festgehaltenen Punkte nicht zu &ndern vermag.

Man kann also etwa einem Knotenpunkte eine, einem
zweiten zwei und einem dritten drei Auflagerbedingungen vor-
schreiben. Oder man kann auch die sechs Auflagerbedingungen
auf sechs Knotenpunkte verteilen, von denen dann jeder auf
einer Fliache gelagert ist, lings deren er sich, wenn sonst kein
Hindernis vorlige, frei zu verschieben verméchte. AuBerdem
vermag man auch, wie schon bei den ebenen Trigern, eine
groBere Zahl von Auflagerbedingungen einzufiihren, ohne den Tri-
ger dadurch statisch unbestimmt zu machen, falls man dafiir eine
entsprechende Zahl von Stiben aus dem Verbande herausnimmt.

Bezeichnet man die Zahl der Auflagerbedingungen mit p,
so erhilt man an Stelle von Gl (54)

m= 3n— p, (57)

denn um ebensoviel als p grifer wird als 6, ist m zu vermindern,
damit der Tridger nicht statisch unbestimmt wird.

Die Auflagerbedingungen vermag man
iibrigensstetsauch durchStidbe vonhinrei-
chender Linge zu erfiillen, die von der
festen Erde nach den Auflagerkmnoten-
punktengefihrtsind. Ist ein Knotenpunkt nur durch
einen Stab mit der festen Frde verbunden, so wird er dadurch
genotigt, auf einer Kugelfliche zu bleiben, deren Halbmesser
gleich der Lange des Stabes ist. Zwei Stabe fithren den Knoten-
punkt auf einer Linie; er mubB ndmlich auf dem Kreise bleiben,
in dem sich die den beiden Staben zugehérigen Kugelflichen
schneiden. Drei Stibe halten den Knotenpunkt vollstindig fest.
Jeder Stab entspricht daher einer Auflagerbedingung.
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Infolgedessen vermag man auch die
nihere Untersuchung der Auflagerbedin-
gungenganzzuumgehen,indemmansiesich
alle durch Stibe ersetzt denkt; abgesehen von
den festgehaltenen Knotenpunkten, die man unmittelbar als
Punkte der festen Erde betrachtet. Man kann dann jeden rdum-
lichen Fachwerktriger auch als ein Fachwerk auffassen, das
die Erde als starren Korper enthilt und in dem nur Verbindungs-
stabe, sonst aber keine Bewegungsfesseln, die als Auflagerbe-
dingungen zu bezeichnen wiren, vorkommen.

SchlieBlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB man
bei der Theorie des ebenen Fachwerkes jedem Knotenpunkte im
Grunde genommen eine Auflagerbedingung vorschreibt, von der
dort freilich gar keine Rede ist. Man setzt n#mlich voraus, daf
die Knotenpunkte gendtigt seien, in der Konstruktionsebene zu
bleiben und dies entspricht in der Tat, sobald wir den Stabverband
als ein rdumliches System auffassen, einer Auflagerbedingung.
Diese n Auflagerbedingungen bewirken einerseits, daB die Figur
auch im Raume ihre Gestalt nicht findern kann und sie fithren
andererseits zugleich eine Beschriinkung in der Bewegungsfreiheit
des unveriinderlichen Stabgebildes herbei. Es kann sich nachher
nur noch in der gemeinsamen Auflagerebene bewegen, hat also nur
noch drei Freiheitsgrade. Beriicksichtigt man dies, so gehen die
Formeln fiir die notwendige Stabzahl beim riiumlichen Fachwerke
ohne weiteres in die beim ebenen Fachwerke iiber.

§ 43. Das Flechtwerk.

Die Formen, in denen das riumliche Fachwerk, namentlich
bei einer griferen Zahl von Knotenpunkten, aufzutreten ver-
mag, sind iiberaus mannigfaltig. Unter ihnen zeichnet sich
aber eine bestimmte Art des Aufbaues ihrer einfachen Gesetz-
maligkeit wegen besonders aus. Auch fiir die Anwendungen
sind Fachwerke von der Gliederung, die ich hier meine, von
besonderer Wichtigkeit und es rechtfertigt sich daher, eine be-
sondere Bezeichnung fiir sie einzufithren: ich nenne sie Flecht-
werke.

Ein Flechtwerk ist einrdumliches Fach-
werk, dessen Knotenpunkte wund Stdbe
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simtlich auf einem Mantel enthalten sind,
der einen einfach zusammenh@ngenden
inneren Raum umschlieBt.

Um zu erkennen, daB raumliche Fachwerke von dieser Art
moglich sind, geht man von dem Satze aus, den Euler iiber die
Zahl der Ecken, Kanten und Seitenflichen in einem Polyeder
aufgestellt hat. Der Satz gilt nur fiir Polyeder mit einfach zu-
sammenhingendem Innenraume und kann fir diese durch eine
einfache Uberlegung bewiesen werden.

Beginnt man nimlich beim Aufbaue des Polyeders zuniichst
mit einer Seitenfliche, so hat man damit schon eine Seitenfliche,
eine Anzahl Kanten und ebensoviel Ecken des Polyeders. Setzt
man eine neue Seitenfliche daran, so kommt eine neue Kante mehr
dazu, als neue Ecken, weil diese zwischen jenen liegen. Dies gilt
auch beim Ansetzen weiterer Seitenflichen und wir kdnnen sagen,
daB die Zahl der neu hinzukommenden Kanten ebensogrofl ist,
als die Zahl der neu hinzukommenden Ecken, vermehrt um die Zahl
der hinzukommenden Seitenflichen. Nur zuletzt, wenn der Mantel
des Polyeders durch Einfiigen der letzten Seitenfliche geschlossen
wird, tritt weder eine neue Ecke, noch eine neue Kante, wohl
aber eine neue Seitenfliche auf. Die Zahl der Ecken und Seiten-
flichen bleibt also sonst immer gleich der Zahl der Kanten, mit
Ausnahme des Anfanges und des Endes, wo jedesmal eine Seiten-
fliche mehr auftritt, als zur Herstellung des Ausgleiches zwischen
jenen Zahlen erforderlich wire. Wird also die Zahl der Kanten
mit m, die Zahl der Ecken mit n, die Zahl der Seitenflichen
mit f bezeichnet, so hat man

m=mn-+f—2 (58)
und diese Gleichung spricht den Eulerschen Satz aus.

Wir wollen den Satz auf den besonderen Fall anwenden,
daB alle Seitenflichen Dreiecke sind. In diesem Falle besteht
noch ein leicht nachweisbarer Zusammenhang zwischen m und f.
Das Dreifache von f gibt nimlich die Zahl der Kanten an, die
man erhilt, wenn man in jedem Dreiecke die Kanten von neuem
zéhlt. Hierbei wird aber jede Kante, die immer eine Grenze
zwischen zwei Dreiecken bildet, doppelt gezihlt und die Anzahl
der Polyederkanten betrigt daher gerade die Hilfte von 3f.

Mit m = 5 oder /= 2 geht aber GL. (58) iiber in
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m

3
und damit ist, wie ein Vergleich mit Gl. (54) lehrt, nachgewiesen,
daBl die Zahl der Kanten in einem von lauter Dreiecken um-
schlossenen Polyeder mit einfach zusammenhéngendem Innen-
raume gerade ausreicht, um bei unverinderlicher Liinge die
Ecken unverschieblich miteinander zu verbinden. Hiermit ist
auch die Moglichkeit der Flechtwerke erkannt und zugleich nach-
gewiesen, daf sie nicht nur stabile, sondern zugleich auch sta-
tisch bestimmte Fachwerke bilden. Man muB sich nur vorbe-
halten, daB Ausnahmefille, die hier natiirlich ebenso gut, wie
beim ebenen Fachwerke vorkommen kénnen, vermieden werden.
Dann kann man sagen:

=n—2 oder m=38n—6

Jede aus Dreiecken zusammengesetzte
Mantelfliche, die eineneinfachzusammen-
hingenden Raum vollstdndig umschlieBt,
liefert im allgemeinen, wenn man die Kan-
ten alg Stdbe und die Ecken als Knoten-
punkte auffafit, ein stabiles und statisch
bestimmtes Fachwerk, das man ein Flecht-
werk nennt.

Hierbei ist nicht notig, daB alle Dreiecke des Mantels in
verschiedenen Kbenen liegen; nur diirfen nicht alle Dreiecke,
die von einer Ecke ausgehen, in derselben Ebene liegen, weil
dies sonst auch von den Stdben an dieser Ecke zutriife und weil
der Knotenpunkt gegen Verschiebungen senkrecht zu jemer
Ebene alsdann nicht gentigend abgestiitzt wire. — Ob im iibrigen
ein Ausnahmefall vorliegt oder nicht, entscheidet man am ein-
fachsten dadurch, daB man die Stabspannungen berechnet.
Bleiben diese fiir beliebige endliche Lasten stets endlich, so ist
der Ausnahmefall vermieden.

Flechtwerkméntel vermag man selbst wieder von sehr ver-
schiedenen Gestalten anzugeben und man erkennt daraus leicht
den Formenreichtum im Gebiete des riumliches Fachwerkes.
Von den regelmiBigen Polyedern sind z. B. das Tetraeder, das
Oktaeder und das Tkosaeder ohne weiteres Flechtwerke; beim
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Wiirfel und beim Dodekaeder muB man jede Seitenfliche durch
Einschalten von Diagonalen in Dreiecke zerlegen, um Flecht-
werke zu erhalten. s

Zieht man auf einer Kugel eine Anzahl von Meridianen
und Parallelkreisen, wie bei der Gradeinteilung auf einem Erd-
globus, betrachtet die Schnittpunkte als Knotenpunkte und die
zu den Kreishogen zwischen zwel aufeinander folgenden Knoten-
punkten gehorigen Sehnen als Stébe, so braucht man nur noch
in jedes vierseitige Fach einen Diagonalstab einzuschieben, um
zu einem Flechtwerke zu gelangen. Bei einem Ellipsoide oder
einer geschlossenen Fliche von #hnlicher Art fihrt dasselbe
Verfahren, das leicht auch noch ein wenig abgeindert werden
kann, falls man dabel nur zu einem aus Dreiecken zusammen-
gesetzten Mantel gelangt, ebenfalls zum Ziele.

Ubrigens macht es auch nicht viel aus, wenn man bei dem
in der beschriebenen Weise erhaltenen Kugelflechtwerke die
Stibe nicht geradlinig ausfiihrt, sondern sie nach den Meridian-
und Parallelkreisen, denen sie folgen, kriimmt. Denn auch ein
Stab, der zwischen seinen beiden Knotenpunkten ein wenig gekriimmt
ist, vermag Entfernungsinderungen seiner Endpunkte zu verhiiten,
ohne dabei wesentlich auf Biegung beansprucht zu werden, solange
nur die kreisformige Stabachse sich von der zugehorigen Sehne
nicht viel entfernt. Die Zahl der Knotenpunkte oder, was auf
dasselbe hinauskommt, die Zahl der Meridiane und Parallelkreise, -
darf also in diesem Falle nicht zu klein gewiihlt sein. Anderer-
seits soll freilich die Zahl der Knotenpunkte auch nicht zu groB
gein, weil sich sonst die von einem Knotenpunkte
ausgehenden Stibe zu wenig von der Tangential-
ebene an die Kugel abheben. Liegen die Stibe
niimlich nahezu in einer Ebene, so nihern wir
uns dem Ausnahmefalle und wir erhalten fiir Einzel-
lasten an einem solchen Knotenpunkte, die eine
Komponente rechtwinklig zur Tangentialebene
haben, groBe Stabspannungen.

Ein anderer Fall wird durch das in Abb. 121
vorgefiithrte Zylinder- oder Tonnenflecht-
werk gebildet. Wie vorher die Kugel, kann Abb. 121,
man sich auch einen Zylindermantel durch eine Anzahl von
Parallelkreisen und durch Zylindererzeugende in vierseitige
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Fiacher zerlegt denken, die durch Einschalten von Diagonalen in
Dreiecke geteilt werden kénnen. Um einen geschlossenen
Flechtwerkmantel zu erhalten, muf man aber dann auch noch
die beiden Basispolygone durch Diagonalen in Dreiecke zerlegen.

Da die Bogen, wenn man urspriinglich von einem Zylinder
ausging, nachtriiglich durch die zugehdrigen Sehnen ersetzt werden
milssen, wenn man nur geradlinige Stibe anwenden will, erscheint
der Flechtwerkmantel schlieBlich in der Gestalt eines Prismas.
Bemerkenswert ist dabei, daB man sich dieses Flechtwerk auch
durch Aneinanderfiigen von lanter ebenen Fachwerken entstanden
denken kann. Die auf jeder Seitenfliche des Prismas liegenden
Stiibe bilden niimlich fiir sich genommen ein ebenes Fachwerk mit
parallelen Gurten. Dabei haben je zwei aufeinander folgende ebene
Fachwerke die dazwischen liegende Gurtung gemeinsam. Von diesem
Umstande kann man Gebrauch machen, um die Berechnung der
Stabspannungen im Tonnenflechtwerke bei gegebenen Lasten auf
die Berechnung der Stabspannungen in den ebenen Fachwerken
zuriickzufithren.

SchlieBlich kann, um noch einen andern einfachen und
wichtigen Fall hervorzuheben, das Prisma in Abb. 121 auch
durch eine abgestumpfte Pyramide ersetzt werden, ohne daf
sich sonst etwas dnderte. AuBerdem steht auch nichts im Wege,
diese Pyramide bis zur Spitze hin durchzufithren. Das eine
Basispolygon fillt dann fort und wird durch die Spitze ersetst.
"Man gelangt so zu den bei neueren Kirchturmbauten oft zugrunde
gelegten Pyramidenflechtwerken, die sich von
den ilteren Konstruktionen, wie alle Flechtwerke, durch den
Umstand unterscheiden, daB der von dem Mantel umschlossene
Innenraum von keinen Stdben durchsetzt wird.

Um von einem Flechtwerke zu einem
Flechtwerktriger zu gelangen, kann man
zwel verschiedene Wege einschlagen. Zu-
néchst kann man sechs voneinander unabhéngige Auflagerbe-
dingungen vorschreiben, durch die das Flechtwerk gegen die
Erde festgehalten wird, wodurch es in einen Triger iibergeht,
der beliebige Lasten, die nun nicht mehr in derselben Ebene zu
liegen brauchen, aufnehmen kann. Am einfachsten werden
diese Auflagerbedingungen gewéhnlich durch Stdbe, die von
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der Erde nach dem Flechtwerke gefiithrt sind, ersetzt. Von
frither her ist schon bekannt, welche Ausnahmefille bei der An-
ordnung der sechs Verbindungsstibe vermieden werden miissen,
um eine steife Verbindung herzustellen. Ein Beispiel fiir einen
in dieser Weise gewonnenen Flechtwerktriger wird in § 47 be-
handelt werden. Zieht man mehr als sechs Verbindungsstibe,
so wird der Triger statisch unbestimmt; man kann aber dann,
ebenso wie es schon in der Lehre vom ebenen Fachwerke be-
sprochen wurde, durch Fortlassen einer entsprechenden An-
zahl von Stiben des Flechtwerkes die statische Bestimmtheit
auch wieder herstellen.

Ein anderer Weg zur Gewinnung von Flechtwerktrigern
wird durch die folgende Uberlegung gewiesen. Man denke sich
ein Flechtwerk durch einen beliebigen Schnitt in zwei Teile
getrennt. Jeder Teil fiir sich ist dann nicht mehr steif, wenig-
stens dann nicht, wenn der Schnitt, wie es gewohnlich der Fall
sein wird, mehr als sechs Stibe trifft. Nimmt man aber den
einen Teil und verbindet ihn durch die vom Schnitte getroffenen
Stibe mit der festen Erde, so erhidlt man auf jeden Fall einen
unverschieblichen Stabverband. Denn schon der Zusammenhang
mit dem fiir sich nicht steifen Reste, der bei der Fithrung des
Schnittes wegfiel, reichte aus, um Gestaltinderungen auszu-
schlieBen. Um so mehr muB also der Zusammenhang mit einem
starren Korper denselben Iirfolg herbeifithren.

Zugleich macht uns diese Betrachtung freilich auch darauf
aufmerksam, dall der Flechtwerktriger, den man auf solche Art
erhilt, geometrisch iiberbestimmt und darum zugleich auch
statisch unbestimmt ist. Wenn man darin einen Mangel erblickt,
so kann man ihm nachtriglich wieder dadurch abhelfen, daB
man noch eine entsprechende Anzahl von Stiben aus dem I'lecht-
werkverbande entfernt.

§ 44. Die Schwedlersche Kuppel.
Das ilteste und bis auf den heutigen Tag wichtigste Bei-
spiel fiir die praktische Ausfiihrung eines folgerichtig aufge-
bauten Flechtwerktriigers bildet die von Schwedler herrithrende
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Kuppelkonstruktion. Man gelangt zu ihr, indem man von
einem Kugelflechtwerke eine Haube abschneidet und sie mit der
Erde durch die vom Schnitte getroffenen Stibe verbindet. Ent-
fernt man nachtriglich noch die Spitze mit den von ihr ausgehen-
den Stiben, so daB die Tragkonstruktion in einem ,,Nabelringe®
endet, so wird der Flechtwerktriger statisch bestimmt. Auf
die besondere Gestalt des Meridians kommt es hierbei nicht an:

Abb, 122,

ebenso gut als nach der Kugel, kann man den Flechtwerkmantel
auch nach irgendeiner andern Rotationsfliche gestalten. Der
Meridian kann selbst geradlinig sein und das alsdann entstehende
Kegeldach ist nur als ein besonderer Fall der Schwedlerschen
Kuppel aufzufassen.

Abb. 122 zeight eine Sehwedlersche Kuppel mit offenem
Nabelringe in Aufrif und Grundrif. DaB sie die zur Herstellung
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eines steifen Verbandes erforderliche Zahl von Stiiben umfaft,
kann durch Nachzihlen leicht festgestellt werden. Man hat
némlich ebensoviel Ringstibe, ferner ebensoviel Sparrenstibe
(so sollen die lings der Meridiane verlanfenden genannt werden)
und auch ebensoviel Diagonalstibe, als freie Knotenpunkte vor-
kommen, also die nach Gl. (55) erforderliche Zahl. Wird auBer-
dem noch ein Auflagerring
ausgefiihrt, der die Auflager-
punkte miteinander ver-
bindet, wie es gewohnlich
geschieht, so wird dadurch
an der statischen Bestimmt-
heit der Kuppel nichts ge-
andert, denn die Stibe des
Auflagerringes dienen nur
zur Verbindung von Punkten der festen Erde, helfen also die
von vornherein vorausgesetzte Starrheit des Widerlagers her-
stellen, die ohne sie vielleicht nicht geniigend gesichert wire.

DaB kein Ausnahmefall vorliegt, daB also die Knoten-
punkte durch die Stibe auch wirklich steif miteinander und mit
der Erde verbunden sind, wird sich daraus ergeben, daf jedem
beliebigen Lastensysteme durch endliche Werte der Stabspan-
nungen entsprochen werden kann.

Bei symmetrischer Belastung der Kuppel geniigt es, die auf
einer Kuppelseite liegenden Stabspannungen zu kennen, da die
auf allen andern Seiten ebenso groB sind. Ferner kann man
Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte herstellen, ohne die
Spannungen der Diagonalstibe dabei in Anspruch zu néhmen.
Da in einem statisch bestimmten Fachwerke nur ein einziges
System von Stabspannungen maglich ist, das den Gleichgewichts-
bedingungen geniigt, folgt daraus, daB die Diagonalstibe bei
symmetrischer Belastung auch wirklich spannungslos sind.

In Abb. 123 ist ein einzelner, aus vier Sparrenstibéen mit
den dazwischen liegenden Knotenpunkten bestehender Meridian
einer Schwedlerschen Kuppel herausgezeichnet. Die Lasten P,
P, usf. an den Knotenpunkten konnen und werden auch im all-

s

Abb. 123,
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gemeinen voneinander verschieden sein; zur symmetrischen Be-
lastung gehort nur, daB sie sich an allen andern Meridianen in
der gleichen Weise wiederholen. An jedem Knotenpunkte greifen
zwei Ringstiabe an, die gleiche Spannungen von gleichem Vor-
zeichen haben und die man sich durch eine in der Meridianebene
liegende Resultierende ersetzt denken kann. Die Resultierenden
miissen zugleich in den Ringebenen liegen, also horizontal ge-
richtet sein. Sie wurden in der Ab-
bildung mit R, R, usf. bezeichnet
und die Pfeile sind so eingetragen,

& I Fexs

Fd 77
/

o wie sie bei Druckspannungen in
2 den Ringstiben ausfallen.
Zur Ermittelung der Resul-
tierenden R und der Spannungen
2 S, 8, usf. in den Sparrenstiben

dient der Krifteplan in Abb. 124.
Man beginnt ihn mit dem Krifte-

ARtk dreiecke P,R,S, fiir den Knoten-
punkt des Nabelringes, reiht daran das Krifteviereck 8,P,R,S,
fiir den Knotenpunkt des unteren Ringes und fihrt in dieser
Weise fort. Die Sparrenstibe sind simtlich gedriickt und ihre
Spannungen wachsen von oben nach unten. Auch die Resul-
tierenden R entsprechen bei dem gewéhlten Beispiele iiberall
Druckspannungen in den Ringstidben, die aber nach unten hin
abnehmen. Es kann aber auch vorkommen, daB die Stabspan-
nungen in den unteren Ringen Null werden oder in Zugspan-
nungen iibergehen, wenn die Gestalt des Meridians etwas anders
gewihlt wird, oder wenn die Lasten P nach unten hin nicht so
schnell zunehmen, als hier vorausgesetzt wurde. Aus dem Krifte-
plane wird der Pfeil der R und hiermit das Vorzeichen der Ring-
gpannungen immer leicht zu erkennen sein.

Die Seitenzahl des GrundriBpolygons, zu dem die Kuppel
gehort, ist bis dahin ganz gleichgiiltig. Um aus den Resultieren-
den R die Spannungen der Ringstibe selbst zu finden, mufl man
aber die Seitenzahl kennen. Jedes R ist dann in der Ringebene
oder, was auf dasselbe hinauskommt, im Grundrisse nach den
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Richtungen der zugehorigen Ringstiabe zu zerlegen. Man kann
die sich hierfiir ergebenden Kriiftedreiecke auch an die Strecken
R in dem bereits gezeichneten Krifteplane unmittelbar an-
reihen.

7 Um ein Urteil dariiber zu gewinnen, wie sich das Span-
nungshild bei unsymmetrischer Lastverteilung gestaltet, muB
man vor allem untersuchen, welche Spannungen durch eine
Einzellast, die an einem beliebigen Knotenpunkte angreift,
hervorgerufen werden.

Zu diesem Zwecke muB ich aber zuniichst eine Bemerkung
iiber die sogenannten Gegendiagonalen vorausgehen lassen. Zur
Aussteifung geniigt es, wie wir sahen, wenn in jedes vierseitige,
aus Sparren- und Ringstiiben gebildete Fach eine einzige Diagonale
eingeschaltet wird, die das Fach in zwei Dreiecke zerlegt. Bei
symmetrischer Belastung sind die Diagonalen spannungslos, bei
unsymmetrischer haben sie aber Spannungen aufzunehmen. Daraus
folgt schon, daB sie bei manchen Belastungen gezogen, bei andern —
namentlich also bei jenen, die die vorigen zu symmetrischen Be-
lastungen erginzen — gedriickt sein werden. Nun vermeidet man
es gerne, solche Stibe, die nur verhilltnismiBig geringe Spannungen
aufzunehmen haben, auf Druck in Anspruch zu nehmen, weil sie
dann auf Zerknicken berechnet werden miiBten und daher bei groBerer
Liinge einen erheblichen Materialaufwand erforderten. Man kann
dies dadurch umgehen, dafl man jedes Fach mit zwei Diagonalstiben
versieht, die nur auf Zug widerstandsfihig zu sein brauchen, so dall
die Knickgefahr aufler Betracht bleiben kann.

Freilich erhilt man damit streng genommen iiberziihlige Stibe
und ein statisch unbestimmtes Fachwerk, Die statische Unbestimmt-
heit ist aber hier von besonders einfacher Art und sie hindert nicht,
daB die Berechnung im wesentlichen gerade so erledigt werden
kann, wie fiir den statisch bestimmten Triiger. Denkt man sich
niimlich zunfichst nur in einem einzigen Fache zwei Diagonalen
angeordnet, so konnen dadurch die Spannungen aller auBerhalb
dieses Faches liegenden Stiibe {iberhaupt nicht geiindert werden,
wie auch der Triger belastet sein mioge. Man erkennt dies, wenn
man sich den iiberziihligen Diagonalstab durchschnitten und die in
ihm herrschende Spannung durch #uBere Krifte an den beiden
Endknotenpunkten ersetzt denkt. Nach Durchschneidung der Dia-
gonale wird der Triiger wieder statisch bestimmt und die zu
den beiden neu auftretenden Lasten gehorigen Stabspannungen
verteilen sich nur auf die zu démselben Fache gehdrenden Stiibe,

Foppl: Graphische Statik, 3, Aufl, 17
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weil man hierdurch bereits Gleichgewicht an allen Knotenpunkten
herstellen kann. Daraus folgt, daB es fiir alle iibrigen Stiibe
ganz gleichgiiltig ist, ob die zweite Diagonale vorhanden ist
oder nicht und welche Spannung in ihr auftritt, wenn sie vor-
handen ist.

In Abb. 125* ist ein einzelnes Fach herausgezeichnet. Die
gestrichelt angegebene Linie 6 sei als die iiberziihlige Diagonale
angesehen. Herrscht in dieser eine beliebige Spannung, so findet
man die Spannungen in den Stiben 1 bis 5, die zum statisch be-
stimmten Triiger gehoren, wenn 6 durch Lasten an den Endknoten-
punkten ersetzt wird, aus dem Krifteplane in Abb. 125°. Diese
Spannungen stellen in der Tat Gleichgewicht an allen Knotenpunkten
mit den Lasten 6 her, ohne daB die iibrigen Stiibe des ganzen Triigers
dabei in Mitleidenschaft gezogen wiirden. Der Kriifteplan ist zur
Figur des einzelnen Faches rezipok und zugleich ihr auch #hnlich,
wenn sich auch die einzelnen Seiten dabei nicht in der gleichen

Abb, 125a. Abb. 125D,

Weise entsprechen, wie sie sonst einander zugewiesen sind. Jeden-
falls kann man aber hieraus leicht erkennen, wie grofl die Spannungen
in den fiinf tibrigen Stiiben des Faches sind, die zu den Spannungen
im statisch bestimmten Triiger noch hinzutreten, wenn auch 6 in
irgendeine Spannung geriit.

Uber die GrioBe der Spannung in 6 kann man zuniichst nichts
aussagen; sie hiingt vor allem davon ab, wie der Triiger hergestellt
wurde. Ist nimlich etwa die Diagonale 6, falls sie zulefzt ein-
gesetzt wird, anfiinglich ein wenig kiirzer als die Entfernung der
Knotenpunkte, so miissen diese gewaltsam ein wenig zusammen-
geriickt werden, um die Diagonale zwischen ihnen befestigen zu
konnen. Die Diagonale 6 geriit dann in Zugspannung und auch
in den iibrigen Stiiben des Faches treten Montierungsspannungen
auf, die dem Spannungsbilde in Abb. 125 entsprechen. Uber diese
Montierungsspannungen vermag die Theorie natfirlich nichts aus-
zusagen, solange iiber den Hergang bei der Montierung nichts
bekannt ist,

Nimmt man an, daB die Montierungsspannungen durch genaues
Einpassen vermieden sind und dafl beide Diagonalen nur gegen
Zug widerstandsfiihig sind, so behalte man fiir die Berechnung der
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Stabspannungen im Fachwerktriiger zunichst nur eine von beiden
Diagonalen bei und fiihre die Berechnung fiir den auf diese Weise
erhaltenen statisch bestimmten Triiger durch. Zeigt sich dann,
dafl die beibehaltene Diagonale hbei der gegebenen Belastung auf
Druck beansprucht wiirde, so schalte man sie aus und setze die
andere an ihre Stelle. Diese muB dann, um die Druckspannung
in der vorigen zu tilgen, gezogen sein und zwar ebenso stark, als
jene gedriickt war. Dabei iindern sich auch die Spannungen der
zu demselben Fache gehirenden Stibe um die aus Abb. 125° zu
entnehmenden Betriige.

Das gilt unter der Voraussetzung, daB der nach Fortnahme
einer der beiden Diagonalen erhaltene Triger statisch bestimmt ist.
Aber auch wenn er unbestimmt ist, gelten die vorhergehenden
SchluBifolgerungen in den gewdhnlich vorkommenden Fiillen immer
noch mit hinreichender Anniiherung.

Um dies zu erkennen, nehme man an, von den beiden Diagonalen
5 und 6 in Abb.125* sei zuerst 5 beibehalten, die Spannung berechnet
und als eine Druckspannung gefunden worden. Dann denke man
‘sich, wie in der vorhergehenden Betrachtung, lings der Richtungs-
linie von 6 zwei entgegengesetzt gleiche Kriifte als Lasten angebracht.
Der Unterschied gegeniiber dem vorhergehenden Falle besteht darin,
daB durch diese Lasten jetzt nicht nur die zu dem gleichen Fache
gehdrenden Stibe in Spannung versetzt werden, sondern auch der
ganze iibrige Stabverband, der nach Voraussetzung fiir sich schon
ausreicht, einer Entfernungsinderung der Endknotenpunkte von 6 zu
widerstehen, wenn auch die beiden Diagonalen des betrachteten Faches
beseitigt sind. Die Zuglasten lings der Linie 6 werden zu einem
gewissen Bruchteile von diesem iibrigen Verbande und nur der Rest
von dem Fache selbst aufgenommen. Aber in ziemlich allen praktisch
vorkommenden Fillen wird der erste Teil viel kleiner sein als der
zweite. Die beiden Teile verhalten sich niimlich umgekehrt zuein-
ander wie die Lingeninderungen der Strecke 6 unter der Voraus-
setzung, daB die Lasteinheit entweder an dem ,iibrigen Verbande“
oder an dem Fache fiir sich genommen angebracht wird. Der iibrige
Verband, der nach Herausnahme der beiden Diagonalen erhalten
wird, ist ohne Zweifel viel nachgiebiger gegen eine Entfernungsiinderung
der Endpunkte von 6 als der eng zusammengeschlossene Verband der
zu dem gleichen Fache gehorigen Stibe. Man wird daher in den
meisten Fillen nur einen geringen Fehler begehen, wenn man auf
den von dem iibrigen Verbande aufgenommenen Anteil der lings 6
wirkenden Zuglasten gar nicht achtet, sondern annimmt, daB sich
der Ausgleich wie in dem fritheren Falle nur innerhalb eines Faches
vollziehe.

17*
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Alsdann geniigt es fiir die Berechnung der Stabspannungen,
in jedem Fache nur eine der beiden Gegendiagonalen beizubehalten,
die Spannungen unter dieser Annahme zu berechnen und hierauf nach-
triiglich die gedriickten Diagonalen durch ihre auf Zug beanspruchten
Gegendiagonalen in der vorher besprochenen Weise zu ersetzen. In
der Folge wird daher immer nur von Triigern mit einer einzigen
Diagonale in jedem vierseitigen Fache diec Rede sein.

Zunéchst suche man jene Stibe auf, die durch die gegebene
Einzellast itberhaupt nicht in Spannung versetzt werden. Man
beginne mit einem unbelasteten Knotenpunkte des Nabelringes.
Von einem solchen gehen vier Stibe aus, von denen drei in der-
gelben Ebene liegen (ndmlich die
zu demselben trapezformigen Fache
gehorenden). Der vierte, der nicht
in dieser Ebene enthalten ist, muB
notwendig spannungslos sein, weil
einer etwa in ihm auftretenden
Spannung durch die Resultierende
der drei andern Stabspannungen,
die mit diesen ebenfalls in der-
selben Ebene liegen, nicht Gleich-
gewicht gehalten werden konnte.

In dem Kuppelgrundrisse der
Abb. 126 betrachte man z. B. das
Gleichgewicht der Krifte am Kno-
tenpunkte 4. Aus der soeben an-
gestellten Uberlegung folgt dann,
daB der mit den drei iibrigen nicht in derselben Ebene liegende
Ringstab BA spannungslos sein muB. Derselbe SchluB 148t sich
auch fiir die iibrigen unbelasteten Knotenpunkte des Nabelringes
wiederholen. Wenn die gegebene Last iiberhaupt nicht an einem
Punkte des Nabelringes angreift, wie in Abb. 126 angenommen
wurde, sind alle Stibe dieses Ringes spannungslos. Nachdem
man dies erkannt hat, gehe man zum Knotenpunkte 4 zuriick.
An ihm kommen jetzt nur noch zwei Stabspannungen vor, nim-
lich die Spannung des Sparrenstabes 4C und die Spannung des
Diagonalstabes. Da diese beiden Krifte in verschiedene Rich-

Abb. 126,
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tungslinien fallen, miissen sie, damit Gleichgewicht bestehen
kann, notwendig beide gleich Null sein.

Wiederholt man diese Betrachtung fiir die iibrigen Knoten-
punkte des Nabelringes, so findet man, daB alle zum obersten
Kuppelgeschosse gehorigen Stibe an der Aufnahme einer weiter
unten angebrachten Belastung unbeteiligt sind. Man kann sich
daher dieses KuppelgeschoB auch ganz entfernt denken und
nun den nichst unteren Ring als Nabelring ansehen. Tiir ihn
wiirden sich genau die gleichen Schliisse wiederholen lassen,
wenn nicht der Angriffspunkt der gegebenen Last zu ihm ge-
horte. In der Abbildung ist jener Punkt, an dem die Belastung
angebracht sein soll, durch einen kleinen schwarzen Kreis her-
vorgehoben. Zugleich sei noch bemerkt, daf alle spannungs-
losen Stidbe durch feine Linien, die in Spannung versetzten durch
starke Striche gekennzeichnet sind.

Immerhin lassen sich die fritheren Schliisse wenigstens
fiir alle nicht belasteten Knotenpunkte, also z. B. fiir den Knoten-
punkt € wiederholen. Da das obere KuppelgeschoB nicht mehr
in Betracht kommt, greifen an € nur noch vier Stabspannungen
an, von denen drei in einer Ebene liegen, so daB die vierte_'gleich
Null gein muB. Auch von diesem Ringe sind daher alle Stibe
mit einziger Ausnahme des durch einen starken Strich angegebe-
nen ohne Spannung. Fir diesen liaBt sich nimlich derselbe
Schlufl nicht wiederholen, da zwar die iibrigen Stibe an dem
belasteten Knotenpunkte ebenfalls in einer Ebene liegen, dafiir
aber die gegebene Last noch hinzukommt, von der vorausgesetzt
wird, daB sie nicht ebenfalls in dieselbe Ebene fillt.

Kehren wir nun wieder zum Knotenpunkte C' zuriick, so
greifen daran jetzt nur noch zwei Stabspannungen an, die nicht
in dieselbe Gerade fallen und die daher beide gleich Null sein
miissen. Wiederholt man diese Schliisse nicht nur fiir die Knoten-
punkte desselben Ringes, sondern auch fiir die tiefer liegenden,
so findet man nach und nach alle spannungslosen Stibe heraus,
wobei nur noch die stark ausgezogenen iibrig bleiben.

Nachdem man soweit ist, kann man alle Stabspannungen
durch einfache Kriftezerlegungen finden. Man beginnt mit
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dem Knotenpunkte, der die gegebene Last aufnimmt und an
dem jetzt nur noch drei, nicht in derselben Ebene liegende Stab-
spannungen vorkommen. Diese erhilt man mit Hilfe eines
windschiefen Kriifteviereckes nach einer der im ersten Ab-
schnitte dargelegten Methoden. Von da aus kann man dann,
wie bei einem einfachen ebenen Fachwerke, der Reihe nach zu
den iibrigen Knotenpunkten iibergehen, an denen immer nur
noch entweder drei nicht in derselben Ebene liegende oder auch
nur zwei unbekannte Stabspannungen vorkommen. Der einzige
Unterschied gegeniiber dem ebenen Fachwerke besteht darin,
dal der Krifteplan ein rdumlicher ist und daher in zwei Pro-
jektionen gezeichnet werden muB. Dies macht zwar mehr Miihe,
bereitet aber keinerlei Schwierigkeiten von grundsitzlicher Art.
Die Aufgabe kann daher als gelost betrachtet werden.

Die Anordnung reziproker Kriftepline, oder genauer ge-
sagt solcher Kriftepline, in denen jede Stabspannung nur ein-
mal vorkommt, scheint {brigens im Raume nur in wenigen
Fillen moglich zu sein. Diese Frage ist, soviel mir bekannt, bis-
her noch nicht genauer untersucht worden. Jedenfalls liBt sie
sich nicht mit Hilfe des Nullsystems und @iberhaupt nicht in der-
selben Weise wie beim ebenen Fachwerke entscheiden. Fiir die
praktische Ausfithrung des Verfahrens kommt es aber darauf
nicht an.

Hat die Kuppel Gegendiagonalen, so ist sie symmetrisch
und wenn die Last selbst in der durch den belasteten Knoten-
punkt gehenden Symmetrieebene enthalten ist, kann man nur
ein symmetrisches Spannungsbild erwarten, wihrend das in
Abb. 126 vorkommende sicher unsymmetrisch ist. Symmetrisch
wird es erst nach den frither beschriebenen Umrechnungen inner-
halb jener Ficher, in denen gedriickte Diagonalen vorkommen.

Um diese nachtriglichen Umrechnungen zu vermeiden,
kann man auch von vornherein die Wahl der beizubehaltenden
Diagonalen so treffen, dafi diese alle in Zugspannung versetzt
werden. Welche dies sind, 1aBt sich allerdings von vornherein,
d. h. ohne ndheres Eingehen auf den Spannungszustand nicht
wohl voraussehen. Da solche Betrachtungen schon 6fters durch-
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gefithrt wurden, weif man aber, welche beizubehalten sind. In
Abb. 127, die sich im iibrigen auf denselben Fall bezieht, wie
Abb. 126, ist der Tausch in dieser Weise vollzogen. Auch hier
sind die in Spannung versetzten Stébe durch starke Striche an-
gegeben. Man erzielt bei dieser Auswahl der Diagonalstibe, auch
abgesehen davon, daB die spiteren Umrechnungen vermieden
werden, auch noch den weiteren Vorteil, da der Krifteplan
nur auf die eine Tragerhilfte (mit

EinschluB der Mitte) ausgedehnt

zu werden braucht und sich er-

heblich einfacher gestaltet.

Anmerkung. Im wesentlichen
ist hiermit das Spannungsproblem,
soweit es iiberhaupt in das Gebiet
der Mechanik gehort, als geldst zu
betrachten. Es wird aber gut sein,
wenn ich noch einige Bemerkungen
iiber die praktische Brauchbar-
keit dieser Lehren hinzufiige.

In der Theorie des Fachwerkes
— des ebenen, wie des riumlichen —
zieht mdn nur den Widerstand in
Rechnung, den die Stibe einer An-
niherung oder Entfernung ihrer End-
punkte entgegenzusetzen vermdogen.
Infolgedessen ist jede Stabspannung in
der Richtungslinie des Stabes anzunehmen. In Wirklichkeit ver-
mogen aber die Stibe in den Fachwerkkonstruktionen, die an den
Knotenpunkten miteinander vernietet sind, auch einen Biegungswider-
stand zu leisten. Es ist daher nicht niotig und im allgemeinen
auch nicht zu erwarten, daB die Stabspannung genan mit der
Mittellinie des Stabes zusammenfillt. Denkt man sich zwei Quer-
schnitte in der Nihe der Endpunkte durch den Stab gelegt, so
migen sich die in jedem dieser Querschnitte iibertragenen Spannungen
zu einer Resultierenden vereinigen lassen, deren Angriffspunkt einen
gewissen Abstand von dem Querschnittsschwerpunkte hat. Verbindet
man beide Angriffspunkte durch eine gerade Linie, so gibt diese
die ,,Kraftachse' des Stabes an. Der Abstand der Kraftachse
von der Stabachse mit der Stabspannung multipliziert ist gleich
dem Biegungsmomente, das von dem Stabe in dem zugehirigen
Querschnitte aufgenommen wird.

Abb, 127.
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Wenn die Stibe, wie es gewdhnlich der Fall ist, ziemlich
lang im Verhiiltnisse zu ihren Querschnittsabmessungen sind, kénnen
sie freilich nur geringe Biegungsmomente aufnehmen und die Unter-
schiede zwischen den Richtungen der Kraftachsen und der Stabachsen
konnen, wie es hier immer geschah, vernachliissigt werden. Freilich
kommt auch dann die Zusatzspannung, die durch die Biegung her-
vorgerufen wird, neben der Lingsspannung in Frage, wenn es sich
um die groBte Beanspruchung des Materials handelt. Auf die Be-
rechnung dieser ,,Sekundiirspannungen®, wie man sie zu nennen
pflegt, gehe ich indessen hier nicht ein, da diese Betrachtungen hesser
der Konstruktionslehre vorbehalten hleiben.

Abgesehen davon, daf noch Sekundiirspannungen hinzutreten,
die eine Erhohung der Beanspruchung des Materials an gewissen
Stellen zur Folge haben, wird aber unter gewbhnlichen Umstiinden
an den Hauptspannungen, d. h. an den Liingsspannungen der Stiibe,
die ohne Riicksicht auf die Stabbiegungen berechnet sind, nicht viel
geiindert. In einem Falle, der namentlich bei den Schwedlerschen
Kuppeln vorkommt, bringen aber die Richtungsunterschiede zwischen
Kraftachsen und Stabachsen auch grofle Abweichungen in den Liings-
spannungen der Stibe hervor. Und zwar fallen die Abweichungen,
um die es sich hier handelt, im Gegensatze zu den Sekundiirspannungen,
zugunsten der Tragfihigkeit der Konstruktion aus. Manche Flecht-
werkkonstruktionen verdanken die verhiiltnismiiBlig grofle Steifigkeit,
die sie der Erfahrung zufolge gegeniiber einer Belastung durch eine
Einzellast besitzen, ganz iiberwiegend den Abweichungen zwischen
Kraftachsen und Stabachsen, d. h. dem an sich freilich gar nicht
groBen Biegungswiderstande ihrer Stiibe.

Der Fall, von dem ich sprach, tritt immer dann ein,
wenn die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stibe
nahezu in einer Ebene liegen. Liigen sie genau in derselben
Ebene, so wiirden die Stabspannungen, wenn man den Biegungswider-
stand auBer Ansatz lieBe, bei einer Belastung dieses Knotenpunktes
unendlich groff. Auch dann, wenn sie nur nahezu in einer Ebene
liegen, erhiilt man sehr grofie Stabspannungen. Wenn es aber, wie
man sieht, in solchen Fiillen sehr wesentlich auf die geringen Ab-
weichungen der Stabrichtungen von der im Knotenpunkte an den
Flechtwerkmantel gelegten Beriihrungsebene ankommt, spielen ihnen
gegeniiber auch die an sich freilich ebenfalls nur geringen Abweichungen
zwischen den Richtungen der Kraftachsen und Stabachsen eine wich-
tige Rolle.

Durch die von einem Knotenpunkte eines Flechtwerkmantels aus-
gehenden Stiibe wird ein Vielkant bestimmt, dessen korperlicher Winkel
durch den Ausschnitt auf einer von dem Knotenpunkte als Mittel-
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punkt gezogenen Kugelfliche gemessen werden kann. Liegen die Stibe
in einer Ebene, so wird der in das Flechtwerkinnere fallende Kugel-
ausschnitt zu einer Halbkugel. Liegen sie nur nahezu in einer Ebene,
so unterscheidet sich der Kugelausschnitt nicht viel von einer Halb-
kugel. Fiir die Kriiftezerlegung an dem Knotenpunkte kommt aber
nicht das Vielkant aus den Stabachsen, sondern das aus den Kraft-
achsen gebildete in Betracht. Der zu diesem Vielkante gehtrige Kugel-
ausschnitt kann sich schon erheblich mehr von einer Halbkugel unter-
scheiden, wenn der andere Kugelausschnitt sich der Halbkugel niihert.

Bei einer flachen Schwedlerschen Kuppel, die iiber einem Grund-
risse von grofer Seitenzahl errichtet ist und deren aufeinanderfolgende
Sparrenstiibe sich in der Richtung nicht viel voneinander unterscheiden,
liegt der besprochene Fall vor. Wenn man hier keine Riicksicht auf
die Abweichungen zwischen den Kraftachsen und den Stabachsen nimmt,
rechnet man viel zu ungiinstig. Schon fiir eine verhiiltnism#Big geringe
Einzellast an einem Knotenpunkte findet man unter dieser Annahme
sehr groBe Stabspannungen. Es darf als ein Gliick bezeichnet werden,
daB Schwedler von diesen Folgerungen nichts wubte, da er sonst
wahrscheinlich Bedenken getragen hiitte, seine Kuppelkonstruktionen
auszufithren. Die Erfahrung lehrt aber, daB diese Kuppeln solche
Lasten ganz gut aufzunehmen vermogen, die ohne die geringe Bie-
gungssteifigkeit der Stéibe und die dadurch bewirkten Abweichungen
zwischen Kraftachsen und Stabachsen einen Zusammenbruch herbei-
fithren miiBten.

§ 456. Die Netzwerkkuppel.

Ein sehr lehrreiches Beispiel fiir die Berechnung der Stab-
spannungen in rdumlichen Fachwerken liefert die Netzwerk-
kuppel, die sich von der Schwedlerschen Kuppel in der An-
ordnung nur wenig unterscheidet. Sie geht aus dieser dadurch
hervor, daf man jeden Ring gegen den vorhergehenden etwas
dreht, so daB jedem Stabe des einen Ringes ein Knotenpunkt des
andern gegeniibersteht. Hierdurch féllt zugleich der Unterschied
zwischen Sparrenstiben und Diagonalen fort; die an ihre Stelle
tretenden sollen als ,,Netzwerkstibe‘ bezeichnet werden.

In Abb. 128 ist ein einzelnes Stockwerk einer Netzwerkkuppel
iiber einem unregelmifBig sechsseitigen Grundrisse dargestellt.
Es moge zunichst besprochen werden, wie man die Stabspan-
nungen findet, die durch eine an einem Knotenpunkte des oberen
Ringes angreifende Last P hervorgerufen werden.
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Man betrachte den Knotenpunkt des oberen Ringes, von
dem die Stdbe 1 und 2 ausgehen. Im Gegensatze zur Sechwedler-
schen Kuppel liegen von den vier Stiben dieses Knotenpunktes
keine drei in einer Ebene; daher kommen auch keine spannungs-
losen Stébe vor. Dagegen weill man, dafl die Resultierende der
Stabspannungen 1 und 2 mit der
Resultierenden aus den Spannungen
der beiden Netzwerkstibe im Gleich-
gewichte stehen und daher in die
Schnittlinie der durch beide Stab-
paare gelegten Ebenen fallen muB.
Diese Schnittlinie geht parallel zur
GrundriBseite 5. Wenn aber die Re-
sultierende aus zwei Stabspannungen
nicht in dem von den Stdben ein-
geschlossenen Winkelraume (oder im
Scheitelwinkelraume), sondern im
Nebenwinkelraume liegt, miissen
beide Stabspannungen von ent-
gegengesetztem Vorzeichen sein.

Von den beiden Ringstiben 1
und 2 ist also einer gezogen und der
andere gedriickt. Derselbe SchlufBl
liBt sich auch fir die dbrigen un-
belasteten Knotenpunkte des inneren -
Ringes wiederholen und man er-
kennt daraus, dafl die Ringstibe abwechselnd gezogen und
gedriickt sind.

Es fragt sich jetzt, wie sich die Vorzeichen der Spannungen
der von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Ringstibe
zueinander verhalten. Dies hingt offenbar davon ab, ob der
Ring ein Polygon mit gerader oder mit ungerader Seitenzahl
bildet. Es ist ein merkwiirdiger Umstand, daB sich die Netz-
werkkuppeln in diesen beiden Fillen ganz verschieden ver-
halten. Netzwerkkuppeln mit ungerader Seitenzahl sind weit
steifer und tragfahiger, als die mit geraden Seitenzahlen.

Abb, 128.
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Bei gerader Seitenzahl, wie in dem Beispiele der Abb. 128,
haben die von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Ring-
stibe 1 und 6 Spannungen von ungleichem Vorzeichen, wie
aus dem vorher besprochenen regelmifBigen Wechsel folgt. Die
Resultierende aus beiden Stabspannungen muB daher ebenfalls
in den Nebenwinkelraum des von beiden Stdben eingeschlossenen
Winkels fallen. Hierbei kann es auch vorkommen, daB die
Resultierende zur GrundriBseite a parallel geht, also mit den
beiden Netzwerkstiben in einer Ebene liegt. In diesem Falle,
der z. B. immer bei regelméBigen Kuppeln von gerader Seiten-
zahl eintritt, hat die Last P unendlich groBe Stabspannungen
zur Folge, d. h. der Ausnahmefall liegt vor. RegelmiaBige
Netzwerkkuppeln mit gerader Seitenzahl
sind alsonicht steif und diirfen daher nicht
ausgefihrt werden. Ubrigens wird auch schon dann,
wenn die Kuppel nicht regelmiBig ist, die Resultierende aus den
beiden Ringspannungen 1 und 6 leicht wenigstens nahezu in
derselben Ebene mit den beiden Netzwerkstiben liegen und auch
dann treten schonverhéltnismiBig sehr groBe Stabspannungen auf.

Ganz anders ist es bei einer Netzwerkkuppel iiber einem
Grundrisse von ungerader Seitenzahl. Die beiden vom be-
lasteten Knotenpunkte ausgehenden Ringstibe haben bei ihr
Spannungen gleichen Vorzeichens und die Resultierende fillt
in den von den Stabrichtungen gebildeten Winkelraum. Sie
liegt dann weit ab von der durch die Netzwerkstibe gelegten
Ebene und die Stabspannungen fallen klein aus. So sind be-
sonders Netzwerkkuppeln iiber regelmiBigen Grundrissen von
ungerader Seitenzahl durchaus stabil.

Bisher) habe ich nur :auf die Vorzeichen der in den Ring-
stiben auftretenden Spannungen geachtet. Man kann aber auch
die verhiltnismaBigen GréBen dieser Spannungen leicht finden.
Dazu zeichnet man den Krifteplan in Abb. 128, indem man
zuniichst die Stabspannung 1 in beliebiger GroBe abtrigt. Das
kommt darauf hinaus, dall man tber den MaBstab des Kriifte-
planes keine Angabe macht. Unter dem Vorbehalte, daB der
MaBstab nachtriglich richtig ermittelt werden muB, kann jede
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beliebige Strecke zur Darstellung der Spannung 1 dienen. Auch
das Vorzeichen dieser Spannung mufBl zunichst unentschieden
bleiben.

Nachdem 1 aufgetragen ist, erhidlt man 2 aus dem Krifte-
dreiecke 1, 2, b’, wo b’ eine Parallele zur GrundriBseite b be-
deutet. Hieran schlieBt sich das Kriftedreieck 2, 3, ¢/, durch
das ausgesprochen wird, dafl die Resultierende der Ringspan-
nungen 2 und 3 an dem zwischen ihnen liegenden Knoten-
punkte parallel zu ¢ gehen muf. Man fihrt in dieser Weise
fort, bis man zum letzten Ringstabe 6 gelangt ist. DaB die
Stabspannungen abwechselnd Zug und Druck bedeuten, wird
durch den Krifteplan ebenfalls schon mit ausgesprochen, wenn
man vorldufig auch noch nicht weill, welche dieser Stibe ge-
zogen und welche gedriickt sind.

Jedenfalls haben aber wegen der geraden Seitenzahl des
Grundrigses die erste und die letzte Ringspannung 1 und 6 ent-
gegengesetzte Vorzeichen und wenn man beide an dem be-
lasteten Knotenpunkte zu einer Resultierenden H vereinigen
will, muBl man die Strecke 1 an den Endpunkt von 6 so antragen,
wie es in der Abbildung geschehen ist. Bei ungerader Seiten-
zahl des Grundrisses hitte die Strecke 1 an den Endpunkt
der letzten Ringspannung in entgegengesetzter Richtung an-
getragen werden miissen, um die Resultierende H zu erhalten.

Dieser Kunstgriff, den Krifteplan zundchst einmal im un-
bestimmt gelassenen MaBstabe aufzutragen, kann auch in andern
Fiillen, bei denen die iibrigen Knotenpunkte bis auf einen un-
belastet sind, manchmal mit Vorteil gebraucht werden und
zwar nicht nur beim riumlichen, sondern auch schon beim
ebenen Fachwerke. Hier erfahren wir dadurch, wie die Resul-
tierende aus den Stabspannungen 1 und 6 am belasteten Knoten-
punkte gerichtet ist. Am belasteten Knotenpunkte haben wir
es daher nur noch mit vier Kriiften zu tun, die sich Gleichgewicht
halten und von denen P vollstindig gegeben ist, wihrend man
von den drei iibrigen die Richtungslinien kennt. Wir brauchen
daher nur P nach den drei Richtungslinien mit Hilfe eines wind-
schiefen Krifteviereckes zu zerlegen und finden damit die Span-
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nungen der beiden Netzwerkstéabe, sowie die absolute GréBe und
den Pfeil der Resultierenden H. Damit ist auch der MaBstab
des vorher gezeichneten ebenen Krifteplanes bekannt und man
kann daraus alle Ringspannungen entnehmen. Indem man
schlieBlich noch die Resultierenden &, ¢’ usf. nach den Richtungs-
linien der zugehérigen Netzwerkstibe zerlegt, findet man alle
Stabspannungen.

Wenn der Grundrifl regelmiBig ist, gestaltet sich der Krifte-
plan ebenfalls regelmiBig. Der Endpunkt von 6 fillt dann mit
dem Anfangspunkte von 1 zusammen, d. h. der Krifteplan bildet
ebenfalls ein geschlossenes, regelmifBiges Sechseck. Daraus folgt
auch, daf die Richtungslinie von H in der Tat parallel zur Grund-
riseite @ werden muB. H liegt daher mit den beiden Netzwerk-
stiben in einer Ebene und die Last P kann durch diese drei
Krifte nicht im Gleichgewichte gehalten werden. Damit ist die
vorher schon aufgestellte Behauptung bewiesen, daB eine
regelmidBige Kuppel bei gerader Seitenzahl
einen Ausnahmefall bildet.

Bemerkenswert ist iibrigens, daf eine solche Kuppel nicht
nur unendlich kleine, sondern sogar endliche Bewegungen aus-
fithren kann, ohne daB sich die Stab-
lingen zu dndern brauchten, obschon
deren Zahl bei Vermeidung des Aus-
nahmefalles ausreicht, um die Unver-
schieblichkeit aufrecht zu halten. Der
ganze Stabverband bildet hier einen
zwangldufigen, ,siibergeschlossenen*
Mechanismus.

Aus Abb. 129, die eine Netzwerk-
kuppel iiber quadratischem Grundrisse
darstellt, ist dies leicht ersichtlich.
Man betrachte das dureh eine Schraf-
fierung hervorgehobene Dreieck mit der Spitze 4. Denkt man
sich alle andern Stibe weggeschnitten, so kann sich das Dreieck
um seine Grundlinie drehen und die Spitze bewegt sich dabei auf
einem Kreisbogen. Nun nehme man das Dreieck B und den
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Ringsté.b zwischen 4 und B hinzu. Es ist klar, daf die vorige
Bewegung von 4 immer noch méglich ist; nur muB sich das
Dreieck B heben, wenn sich 4 senkt, damit die Entfernung der
Dreiecksspitzen nicht geéindert wird. Durch punktierte Linien
sind in der Abbildung die neuen Lagen der Stibe nach einer
kleinen Bewegung dieser Art angegeben.

Mit dem AnschlieBen der iibrigen Dreiecke kann man in
der gleichen Weise fortfahren. Man behilt dabei immer einen
zwangliufigen Mechanismus, bei dessen Bewegung sich die
Dreiecksspitzen abwechselnd heben und senken. Nun fehlt noch
der letzte Ringstab, der das letzte Dreieck in der Kuppel mit
dem ersten verbindet. Ist der Kuppelgrundril von ungerader
Seitenzahl, so miissen sich die Spitzen von 4 und vom letzten
Dreiecke in dem zuvor besprochenen Mechanismus gleich-
zeitig heben oder gleichzeitig senken. Dabei vergrifert
oder verkleinert sich ihr Abstand. Sobald man also den
letzten Ringstab einfigt, der beide Spitzen in unveranderlichem
Abstande hilt, wird damit die zuvor noch bestehende Be-
wegungsfreiheit aufgehoben und man erhélt eine steife Kuppel-
konstruktion.

Bei gerader Seitenzahl des Grundrisses senkt sich dagegen
die letzte Dreiecksspitze, wenn sich die erste hebt und umgekehrt.
Dabei kann es vorkommen, daB sich der Abstand beider Spitzen
ohnehin nicht dndert, wenn auch der letzte Ringstab gar nicht
eingeschaltet ist. Wenn die Kuppel regelmiBig ist, wie in Abb.
129, folgt schon aus Symmetriegriinden, daB sich der Abstand
beider Spitzen nicht &ndern kann. Die Einschaltung des letzten
Ringstabes dndert daher {iberhaupt nichts an der vorher be-
stehenden Bewegungsmiglichkeit und die Kuppel bleibt ein
Mechanismus von endlicher Beweglichkeit. Eine Anordnung
wie in Abb. 129 ist daher unbedingt zu vermeiden.

RegelmaBige Netzwerkkuppeln mit un-
gerader Seitenzahl sind dagegen vollkom-
men stabil. Das Verfahren fiir die Berechnung der Stab-
spannungen sei an dem Beispiele der Abb. 130, die eine sieben-
seitige Kuppel darstellt, erliutert.
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Zuniichst weiB man, daB die Stébe des Nabelringes abwechselnd
gezogen und gedriickt sind und zwar sind diese Spannungen des
regelmiifligen Grundrisses wegen alle von gleicher Grife. Die Re
sultierende der Stabspannungen 1* und 7* an dem belasteten Knoten-
punkte 1* fillt also in die durch diesen Punkt gelegte Symmetrie-
ebene der Kuppel. Die Kriiftezerlegung an diesem Punkte kann daher
ohne weiteres vorgenommen werden. Abb.131 (8.272) zeigt den Krifte-
plan in Aufrif und
GrundriB. Man be-
ginnt im Aufrisse mit
dem Dreiecke aus P,
der horizontalen Re-
sultierenden von 1?*
und 7* und einer zu
8* und 212, die sich
im Aufrisse decken,
parallelen Seite. Das
Dreieck ist zugleich
als Aufrif  eines
riumlichen Kriifte-
fiinfeckes aufzufas-
sen, dessen Grundril ...
gefunden wird, in-
dem man die aus
dem Aufrisse herab-
getragene Resultie-
rende von 1% und 7*
nach den Richtungen
dieser beiden Stibe
zerlegt und aus den ;

Endpunkten von P Abb. 150.

und 7* Parallelen zu

8* und 21* im Grundrisse zieht. Projiziert man die Ecken, in
denen 1* und 7* sowie 8* und 21" aneinander stoBen, nach oben,
so geht auch das Dreieck im Aufrisse in ein Fiinfeck iiber, von
dem nur zweimal zwei Seiten in eine Gerade fallen.

Hierauf geht man zum Knotenpunkte IT* iiber, indem man im
Grundrisse 2* an 1* in gleicher GriBe anreiht und dann die Parallelen
zu 9* und 10* zieht. Die gestrichelt gezogene Resultierende aus
1* und 2° geht parallel zum Stabe 2° des unteren Ringes. Auch
in den Aufrif kann das Krifteviereck 1*2*9210* sofort fibertragen
werden und fiir die Priifung der Genauigkeit der Zeichnung dient
dabei die Bemerkung, daB die Eckpunkte, in denen 9* und 10* an-
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einander stoBen, in Aufrif und GrundriB senkrecht {ibereinander liegen
miissen.

Es ist nicht nitig, noch weitere Knotenpuunkte des Nabelringes
ins Auge zu fassen, da an allen dieselben Stabspannungen wie an IT*
auftreten, nur mit dem Unterschiede, daB vom einen zum andern jedes-
mal die Vorzeichen der Stabspannungen wechseln.

Wenn wir jetzt zum unteren Stockwerke tibergehen, kénnen
wir uns das obere Stockwerk ganz hbeseitigt und die Spannungen
der Netzwerkstiibe des oberen Geschosses an dem dazwischen liegenden
Ringe als iuBere Krifte angebracht denken. Freilich greifen dann
an allen Knoten-

punkten dieses
Ringes fiinf Kriifte,
niimlich die Resul-
tierende der #ube-
ren Kriifte und vier
Stabspannungen an
und direkt 148t sich
daher die Zerlegung
nicht weiter fithren.
Man kommt aber
fiber diese Schwie-
rigkeit leicht hin-
weg. — Zuniichst
stelle man GriBe
und Richtung der
in Abb. 131 mit @
bezeichneten Resul-
tierenden der dubBe-
Abb. 131, ren Krifte am

Knotenpunkte IITP
fest, indem man an 10* die nach GroBe und Vorzeichen gleiche
Netzwerkspannung 11* antriigt. Die Richtung von @ muB iibrigens,
wie man leicht einsieht, in der durch ITI* gelegten Symmetrieebene
der Kuppel enthalten sein und daher mit der Schnittlinie dieser
Ebene und der durch die beiden Netzwerkstibe gelegten Ebene
zusammenfallen.

Am Knotenpunkte IV® trifft in bezug auf GriéBe und Richtung
der zugehodrigen Resultierenden ¢) dasselbe zu; nur der Pfeil ist ent-
gegengesetzt und wenn wir zum folgenden Knotenpunkte weiter gehen,
kehrt er sich immer wieder um. Nur die Knotenpunkte I und II*
machen eine Ausnahme. An ihnen stéBt jedesmal ein gezogener und
ein gedriickter Netzwerkstab zusammen und die Resultierende Q' an
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II® aus 8 und 9* konnte in dem hesonderen Kriifteplane Abb. 132
aus den bekannten Strecken sofort gefunden werden.

Man untersucht nun, welche Spannungen in den Stiben des
unteren Stockwerkes durch eine einzige Last ¢, die am Knotenpunkte
III® angreift, hervorgerufen werden. Dies geschieht genau so wie
vorher die Ermittelung der Stabspannungen im oberen Geschosse
unter der Last P. Die Resultierende aus den Stabspannungen 11
und 12" unter der Last @ fillt in die Richtung der Winkelhalbierenden
des von beiden Stiben gebildeten Winkels, die leicht gefunden werden
kann. Die Resultierende aus den Ringspannungen 2® und 8% ist
horizontal und fillt ebenfalls in die Durchmesserebene. Hiernach
konnte das Dreieck aus @, der horizontalen Richtung und der vor-
her konstruierten Richtung der Resultierenden von 11® und 12® im
Aufrisse gezeichnet werden. Im Grundrisse projiziert sich das Drei-
eck als Gerade. Dann zerlegt man die Resultierenden nach den Rich-
tungen der Stabspannungen 2° 3P und 11, 12% aus denen sie zu-
sammengesetzt waren. AuBerdem ist in Abb. 131 noch ein Krifte-
viereck fiir den Knotenpunkt IV® angeschlossen. Weiter zu gehen,
ist nicht mehr nitig, da man wie im vorigen
Falle nun schon alle durch @ hervorgerufenen
Spannungen anzugeben vermag.

Hierauf wiederhole man in Abb. 132 dieselbe
Untersuchung fiir die am Knotenpunkte IT® an-
greifende Belastung @', die als Resultierende der
Stabspannungen 8* und 9* gefunden war. Auch
hier geniigt es, die Kraftecke fiir die Knoten-
punkte II® und I aufzutragen.

Nun bleibt uns nur noch iibrig, die Span- Abb. 132,
nungen aus allen Lasten @ und ¢’ zusammen-
zuziihlen. Die Spannung jedes Stabes im unteren Kuppelstock-
werke wird als eine Summe von sieben Gliedern gefunden, deren
Werte sich aus den gezeichneten Kriifteplinen siimtlich ent-
nehmen lassen. Man betrachte z. B. den Stab 3%. Die Last @ am
Enotenpunkte ITI® versetzt ihn, wie aus dem Kriifteplane Abb. 131
hervorgeht, in eine Zugspannung, deren Betrag mit s bezeichnet sein
moge. Am Knotenpunkte IV® greift eine Last — ) an, deren Pfeil
nach oben hin gekehrt ist und die, da sich sonst alles gleich bleibt,
die Spannung — s in Stab 3" hervorbringt. Am folgenden Knoten-
punkte VP geht der Pfeil von ¢ wieder nach abwiirts und der
Ringstab 4® erfiihrt daher eine Zugspannung vom Betrage s. Der
Stab 3°, den wir jetzt ins Auge gefaBt haben, wird daher ge-
drtickt und der vom Knotenpunkte VP herriihrende Beitrag zur
Spannung in 3% ist gleich —s. Dieselben Uberlegungen lehren,

Foppl: Graphische Statik, 8. Aufl, 18
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daB auch von VI® und VII® her die Spannungen — s in 3" erzeugt
werden.

Die Last @' am Knotenpunkte II® bringt in 3%, wie aus dem
dem Krifteplane folgt, eine Zugspannung hervor. Die entsprechende
und symmetrisch zur vorigen liegende Last ¢' am Knotenpunkte IP
versetzt den Stab 1P in Druckspannung, daher 2® in Zug- und 3°
wieder in Druckspannung und zwar vom gleichen Betrage wie vor-
her die Zugspannung.

Zihlen wir alle sieben Posten zusammen, so finden wir die
Spannung des Stabes 3P gleich — 3s, d. h. der Stab 3® wird im
ganzen mit einer dreifach so groBen Kraft gedriickt, als sie aus Abb.131
zu entnehmen ist. — Ahnlich 148t sich die Betrachtung auch fiir
alle tibrigen Stibe durchfiihren. AuBlerdem kann man auch, nachdem
die Spannung eines Stabes auf diese Art ermittelt ist, den Kriifte-
plan fiir das untere KuppelgeschoB unter gleichzeitiger Beriicksich-
tigung aller darauf von oben her iibertragenen Lasten konstruieren.
Man umgeht dadurch die Zusammenziehung der sieben Posten, von denen
vorher die Rede war, fiir alle iibrigen Stiibe, wofiir man freilich die
Konstruktion eines neuen Kriifteplanes mit in den Kauf nehmen muB.

§ 46, Das Tonnenflechtwerkdach.

Abb. 133 zeigt einen Teil eines Tonnenflechtwerkdaches
in axonometrischer Zeichnung. Nach vorn hin muf man sich

Abb, 183,

den Stabverband in derselben Weise bis zu einer zweiten Stirn-
mauer hin, an der er ebenso wie an der hinteren aufgelagert
wird, fortgesetzt denken. ‘ :
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Die Konstruktion entsteht aus dem geschlossenen Tonnen-
flechtwerke auf die schon in § 42 niher beschriebene Weise. Die
statische Bestimmtheit kann durch nachtrigliche Fortlassung
der Diagonalstibe in den beiden untersten Seitenflichen der
Tonne und durch lingsverschiebliche Auflagerung der Knoten-
punkte auf einer der beiden Stirnmauern herbeigefithrt werden.
Diagonalen, die etwa in den Fachern der unteren Tonnenseiten
beibehalten werden, machen den Triger zwar statisch unbestimmt,
die Unbestimmtheit erstreckt sich aber dann nur auf die zu
diesen unteren Tonnenseiten gehdrigen Stébe, da eine Spannung
in einer solchen iiberzihligen Diagonale, wenn sie als Last an
dem statisch bestimmten Triger aufgefaBt wird, nur in diesen
Stiben Spannungen hervorrufen kann. Daher ist es fiir den Gang
der Berechnung ziemlich gleichgiiltig, ob der Triger auf diese
Art wirklich statisch bestimmt gemacht wurde, oder ob man die
tiberzahligen Diagonalen auch in den untersten Féchern bei-
behiilt.

In der Abbildung sind in allen Fichern Gegendiagonalen
angenommen und auch hierdurch wird nach den Ausfihrungen
in § 43 iber die Gegendiagonalen nichts wesentliches ge-
andert.

Wenn nur eine der Lingsrichtung nach gleichformige Be-
lastung, also z. B. die Eigenlast des Daches in Frage kidme,
kénnte man etwa das Sparrenpolygon (also den Querschnitt des
Daches) nach einem Seilpolygone fiir die an den Knotenpunkten
angreifenden Lasten gestalten. Dann geniigten schon die in den
Sparrenstiben auftretenden, aus dem Krifteplane des Seileckes
zu entnehmenden Druckspannungen, um an jedem Knotenpunkte
Gleichgewicht herzustellen und die in horizontaler Richtung
verlaufenden ,,Pfettenstibe* blieben ebenso wie die Diagonalen
spannungslos. Wie bei allen Flechtwerken, bei denen die von
einem Knotenpunkte ausgehenden Stibe nicht allzuviel von einer
durch den Knotenpunkt gelegten Ebene abweichen, werden aber
auch hier durch Einzellasten verhiltnisméBig groBe Spannungen
hervorgerufen und auf die Berechnung fiir einen solchen Be-
lastungsfall kommt es daher vor allen Dingen an.

18*
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Der Knotenpunkt B, an dem die Einzellast P angreifen soll,
ist in Abb. 134 in einem rechtwinklig zur Léngsrichtung des
Daches stehenden Risse besonders herausgezeichnet. Die Strecken
BA und BC sind die Projektionen der sich an B beiderseits an-
schlieBenden Tonnenseiten. Man zerlege die Last P mit Hilfe
eines Krifteparallelogramms in die Komponenten P, und P,, die
in die Ebenen der Tonnenseiten fallen. Beachtet man nun, daB
die auf jeder Tonnenseite liegenden Stiibe unter sich ein ebenes
Fachwerk, nimlich einen auf den beiden Stirnmauern aufgelagerten
ebenen Fachwerkbalken mit parallelen Gurtungen bilden, so kann

¢ 7 Wan leicht die Stabspannungen

el berechnen, die in jedem dieser

Fachwerkbalken durch die in

die zugehdrige Ebene fallende

Lastkomponente P, oder P,

hervorgerufen werden. Die sich

im Punkte B projizierende Reihe

der Pfettenstibe bildet eine gemeinsame Gurtung fiir die beiden

sich in ihr aneinander schlieBenden ebenen Fachwerkbalken. Man

muf} daher, um die in diesen Pfettenstiben auftretenden Spannungen

zu erhalten, die Gurtspannungen in beiden Fachwerkbalken zu-
einander addieren.

Durch diese Kriiftezerlegung liBt sich an jedem Knotenpunkte
Gleichgewicht herstellen und da der Triiger im wesentlichen statisch
bestimmt ist, erhilt man hiermit auch das richtige Spannungsbild.
Alle andern Stibe, die nicht zu den beiden an den helasteten
Knotenpunkt sich anschlieBenden Tonnenseiten gehéren, bleiben
demnach unter dem Einflusse der Einzellast spannungslos.

Bei einer praktischen Ausfithrung liBt sich nicht vermeiden,
daB die Winkel zwischen je zwei aufeinander folgenden Sparren-
stiiben nur wenig von gestreckien abweichen. Die beiden Last-
komponenten P; und P, werden dann, wie man aus Abb. 134
erkennt, verhiltnismifiig grof und mit ibnen auch die Stab-
spannungen, namentlich jene der Pfettenstiibe, wenn iiberdies die
Linge des Daches, die zugleich die Spannweite der einzelnen
ebenen Fachwerkbalken darstellt, ziemlich grof ist. Aber auch
hier gelten die gegen den Schluf von § 43 gemachten Bemer-
kungen. Infolge der, wenn auch nur verhiltnismiifiig geringen,
Biegungssteifigkeit der Stibe wird die Tragfihigkeit der Konstruk-
tion viel grofer, als es nach dieser Berechnung scheinen kinnte.
Ich habe mich davon auch direkt durch ausfiihrliche Versuche
itberzeugt, die ich mit einem, in ziemlich groBem MaBstabe aus-
gefiihrten Tonnenflechtwerke in meinem Laboratorium vornahm,

Abb. 134,
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woriiber in den ,Mitteilungen® des Laboratoriums, Heft 24, 1896
eingehend berichtet ist. Ich erwiihne davon hier nur, daB die
Einsenkung, die der in der Mitte der Firstpfette gelegene Knoten-
punkt unter einer an ihm angebrachten Einzellast erfuhr, nur 17
Prozent von jener betrug, die bei Vernachlissigung der Biegungs-
steifigkeit der Flechtwerkstibe zu erwarten gewesen wire. Die
Lingsspannungen der Stibe werden sogar in noch hoéherem Mafe
vermindert.

Fiir den Fall einer der Liingsrichtung des Daches nach gleich-
férmigen Lastverteilung, die aber von einem Knotenpunkte des-
selben Querschnittes zum andern beliebig wechseln kann, lassen
sich die Stabspannungen ebenfalls sehr leicht berechnen, ohne daf
man ndtig hitte, die von den einzelnen Lasten fiir sich hervor-
gebrachten Spannungen getrennt zu berechnen und sie dann zu

X

Abb, 185a.

Abb, 135b.

summieren. In Abb, 135* seien die Lasten P;, P, usf. beliebig
gegeben. Man entwerfe den Krifteplan Abb, 185", indem man
zuerst P, nach 1 und 2 zerlegt, hierauf P, nach 2 und 3 wusf
Durch die Strecken ab, be, ¢d werden dann jene Lasten ange-
geben, die man an den ebenen Fachwerkbalken auf den Tonnen-
seiten 1, 2, 3 anzubringen hat und durch die diese Fachwerk-
balken auf Biegung in ihrer Ebene beansprucht werden. Hierbei
hat man zuletzt wieder darauf zu achten, daB jede Pfettenreihe
(abgesehen von der im Firste) gleichzeitig als Obergurt des einen
und als Untergurt des andern Fachwerkbalkens auftritt. Die zu-
gehorigen Zug- und Druckspannungen gleichen sich dann zum
groBen Teile gegeneinander aus.

In Abb. 136* und 136" ist dasselbe fiir den Fall einer Be-
lastung durch Winddruck ausgefiihrt. Dabei ist vorausgesetzt, daB
die Widerlagsmauer nicht hinreichend widerstandsfihig gegen hori-
zontale Kriifte ist, so daB auch in den Auflagerpunkten noch ein
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Winddruck P, von dem Triger aufzunehmen ist. Natiirlich diirfen
in diesem Falle die Diagonalen in den Fichern der untersten
Tonnenseite nicht fehlen. — Auch hier werden die von den ebenen
Fachwerkbalken aufzunehmenden Lasten durch die Strecken ab, be,cd
des Kriifteplanes angegeben, und die Pfeile, nach denen sie an diesen

Abb. 1364,

Abb. 136b.

Balken biegend angreifen, sind in Abb. 136* eingetragen. Die
weitere Berechnung der Stabspannungen, die zu diesen Lasten ge-
horen, erfolgt wie im vorigen Falle.

Ein von Lihle in Ziirich zur Anwendung gebraches Flecht-
werkdach mdge hier auch noch erwiihnt werden. Zur Uberdachung
eines griferen Werkstattraumes verwendet man gewdhnlich der
besseren Lichtzufithrung wegen ein sogenanntes ,Sigedach von dem
aus Abb. 137 ersichtlichen Umrisse. Nach der ilteren Bauart unter-
stiitzte man die Dachflichen durch eine Reihe kleiner Binder, die die
Spannweiten 4 bis C
usf. iiberdecken wund
sich bei 4 und C auf
Unterziige stiitzen, die
] zwischen den in griBe-

ren Abstinden stehen-

den Pfeilern angeord-
net sind. Anstatt dessen fithrt Lohle auf den Tonnenseiten, die
sich in den Strecken 4B, BC usf. projizieren, ebene Fachwerk-
balken aus, von denen je zwei aneinander grenzende die dazwischen
liegende Gurtung gemeinsam haben. Hierdurch werden nicht nur die
Binder, sondern auch die vorher erwihnten Unteraztige entbehrlich
gemacht und fiir den Fall von groBen (zur Zeichenebene senkrecht
gemessenen) Pfeilerentfernungen wird eine ziemlich erhebliche
Materialersparnis erzielt.

Gegeniiber der in Abb. 133 gezeichneten Anordnung besteht ein
Unterschied nur in der abweichenden Querschnittslinie der Tonne;

B

Abb, 187,
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die vorher auseinandergesetzte Berechnung kann daher auf diesen
Fall ohne weiteres iibertragen werden.

§ 47. Flechtwerktriger eines Krangeriistes.

In Abb. 24a, S. 52 war ein ebenes Traggeriist fiir einen
Kran dargestellt und im zugehérigen Krifteplane Abb. 24°
waren die Stabspannungen ermittelt worden, die darin durch
eine am Ausleger angreifende Last 9 hervorgerufen werden.

Dabei muBte aber vorausgesetzt werden, daB die Rich
tungslinie der Last % in der Ebene des Binders liege, denn
gegen Krifte, die senkrecht zur Binderebene gerichtet sind,
ist ein ebener Stabverband, wenigstens in seiner Eigenschaft
als Fachwerk, nicht widerstandsfihig.

Nun ist freilich bei einem Krane der bei jener Gelegenheit
vorausgesetzte Belastungsfall der wichtigste., Es kann aber
immerhin auch vorkommen, daf die am Ausleger angreifende
Kraft entweder selbst eine zur Binderebene senkrechte Kom-
ponente hat oder dafl daneben andere Lasten (Winddruck u. dgl.)
vorkommen, die zu dieser Ebene senkrecht stehen. Man mulB
daher auch fiir eine gewisse Steifigkeit der Konstruktion senk-
recht zur Binderebene sorgen. Dies kann nun zwar auf ver-
schiedene Art geschehen; am wirksamsten geschieht es aber
durch den Ubergang vom ebenen zum riumlichen Fachwerke.

Man kann sich hier die Aufgabe stellen, aus der ebenen
Binderfigur heraus einen riumlichen, stafisch bestimmten
Fachwerktriiger zu entwickeln, der gegeniiber Lasten, die in der
Symmetrieebene liegen, im wesentlichen ebenso wirkt, wie
vorher der ebene Binder, dabei aber zugleich noch imstande
ist, gegeniiber Lasten, die senkrecht zu jener Ebene gerichtet
sind, als Fachwerktriger, d. h. unter ausschlieBlicher Bean-
spruchung der Stibe auf Zug oder Druck zu widerstehen. Auch
diese Aufgabe liBt noch verschiedene Lisungen zu. Die ein-
fachste wird durch Abb. 138 in axonometrischer Zeichnung
angegeben. Dabei sei bemerkt, dall auch die gestrichelten
Linien Stdbe vorstellen, die nur bei dem betreffenden Be-
lastungsfalle spannungslos sind.
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DaB der Triger statisch bestimmt ist, erkennt man am
einfachsten daraus, daB sich die zu dem oberen Teile gehorigen
Stibe zu Dreiecken zusammenschlieBen, die einen inneren Raum
vollstindig umgrenzen. Der obere Teil bildet daher ein voll-
stindiges Flechtwerk, das durch die sechs unteren Stibe starr
mit der festen Erde verbunden ist. Mit Ausnahme der ge-
strichelt ausgezogenen Diagonale in dem nach unten gekehrten
trapezformigen Fache des Flechtwerkmantels ist die ganze An-
ordnung symmetrisch. Man kann aber die Symmetrie auch
vollstindig machen, indem man in dieses Fach eine zweite
Diagonaleeinschiebt. Wir
wissen schon, dafl die
7 statische Unbestimmt-
heit, die hierdurch ein-
gefithrt wird, unerheblich
ist, da sie sich nur auf
die zu demselben Fache
gehorenden Stidbe er-
streckt und dal auch
gelbst fiir diese Stébe
sofort klare Verhaltnisse

87 geschaffen werden, so-
Abb, 138. bald man annimmt, daB
beide Diagonalen als
Gegendiagonalen ausgebildet, d. h. nur gegen Zug widerstands-
fihig konstruiert werden. '

Der Aufrif des rdumlichen Trigers stimmt genau mit der
fritheren Binderfigur iiberein. Daher kann auch die Berechnung
der Stabspannungen fiir soleche Lasten, die in der Mittelebene
liegen, aus der frither fir den Binder durchgefiihrten Berechnung
ohne weiteres abgeleitet werden. Wenn sich nidmlich Krifte
an einem Punkte im Raume im Gleichgewichte halten und man
projiziert sie alle auf eine Ebene, so ist auch die geometrische
Summe ihrer Projektionen gleich Null. Auf die Linien der
Binderfigur projizieren sich aber die Stabspannungen des rdum-
lichen Trigers und die im Krifteplane der Abb. 24" erhaltenen
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Strecken geben daher ohne weiteres die Summe der AufriB-
projektionen der Spannungen jener Stéibe an, die sich in der
Binderfigur, als Aufri des rdumlichen Trigers betrachtet,
iibereinander decken.

Der symmetrischen Anordnung und Belastung wegen, li8t
gich ferner an jedem Knotenpunkte dadurch Gleichgewicht
herstellen, dal man die Spannungen der spiegelbildlich zu-
einander liegenden Stdbe gleich groB und von gleichem Vor-
zeichen annimmt, die einzelne, unsymmetrisch vorkommende
Diagonale dagegen spannungslos liBt. Da der Triger statisch
bestimmt und daher nur ein einziges Gleichgewichtssystem von
Spannungen mdoglich ist, mufl die genannte Diagonale hiernach
auch wirklich spannungslos sein. Die aus dem Krifteplane
der Abb. 24" entnommenen Strecken geben sofort die in der
Mittelebene liegenden Resultierenden der Stabspannungen an,
die sich in den entsprechenden Seiten der Binderfigur iiber-
einander decken. Man braucht daher nur nachtriglich noch
eine Zerlegung der durch den Krifteplan gelieferten Resul-
tierenden nach den Richtungen der betreffenden Stibe vorzu-
nehmen, was etwa im Grundrisse geschehen kann.

Von jenen Stiben, die selbst in der Mittelebene liegen
und die sich daher im Aufrisse nicht mit andern iiberdecken,
liefert der ebene Krifteplan schon unmittelbar die Spannung,
ohne dal} eine weitere Zerlegung notig wiire. Fir jene Stibe
endlich, die senkrecht zur Mittelebene stehen und sich daher
im Aufrisse als Punkte projizieren, findet man die Spannungen
nachtriglich durch Zeichnen von Kraftecken fiir einen ihrer
Endpunkte im Grundrisse. Da die iibrigen Stabspannungen
schon sdmtlich bekannt sind, kénnen diese Kraftecke ohne
weiteres aufgetragen werden.

Da alle diese Zerlegungen sehr einfach sind, habe ich die
Beigabe einer besonderen Zeichnung des Krifteplanes fir ent-
behrlich gehalten. Dagegen sind in Abb. 138 jene Stibe, die
fiir den Fall einer senkrechten Last am Ausleger gedriickt
gind, durch Schattenstriche hervorgehoben und die spannungs-
losen durch gestrichelte Linien angegeben.
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Wenn die Last am Ausleger eine beliebige Richtung im
Raume hat, hort die symmetrische Spannungsverteilung auf
und das bigsher besprochene Verfahren ist daher nicht mehr
anwendbar. Man zerlegt die Last in diesem Falle am besten
in zwei Komponenten, von denen eine in der Mittelebene liegt
und die andere senkrecht zu ihr steht, und berechnet die von
jeder dieser Komponenten fiir sich hervorgerufenen Spannungen,
die man dann nachtriglich summieren kann. Fiir den ersten
Belastungsfall ist die Losung schon bekannt; es bleibt also
nur noch der zweite zu untersuchen.

In Abb. 139 ist zun#ichst wieder eine axonmometrische Zeichnung
des Krangeriistes gege-
ben, in der genau wie
vorher die bei dem jetzt
vorliegenden Belas-
tungsfalle spannungslos
bleibenden Stiibe durch
gestrichelte Linien an-
gegeben sind. Wir
wollen uns zuniichst
iiberzeugen, daB diese
in der Tat spannungslos
bleiben miissen.
Denkt man sich die
sechs Stibe, die den
Abb, 189, oberen Flechtwerk-
korper mit der festen
Erde verbinden, durchschnitten, so miissen die an den Schnittstellen
als #uBere Kriifte anzubringenden Stabspannungen mit der Last P am
Ausleger ein Gleichgewichtssystem bilden. Fiir eine Momentenachse,
die durch die Auflagerpunkte X und XI gelegt ist, verschwinden
die Momente von B und von den vier von diesen Punkten ausgehen-
den Stabspannungen. Die Summe der Momente der beiden am Knoten-
punkte I angreifenden Stabspannungen VIII, I und IX, I muB da-
her ebenfalls gleich Null sein. Nun kann man sich diese beiden
Spannungen zu einer am Knotenpunkte I angreifenden Resultierenden
vereinigt denken. Die Resultierende mufl in der Ebene I, VIII, IX
enthalten sein, die zur Momentenachse parallel ist, und damit ihr
Moment zu Null wird, muB sie selbst zur Momentenachse parallel sein.
Nachdem man dies erkannt hat, wende man den Momenten-
satz nochmals fiir eine durch den Knotenpunkt V.II in lotrechte~
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Richtung gelegte Momentenachse an. Awuch fiir diese Achse ver-
schwinden die Momente von ¥ und von den zu den Auflagerpunkten
X und X7 gehorigen Stabspannungen. Dies erkennt man aus dem
in Abb. 140" gezeichneten Grundrisse, aus dem hervorgeht, daB
sich die Ebenen X, II, VI und XI, IV, V in der jetzt als Mo-
mentenachse gewiihlten Geraden schneiden. Demnach muB auch
fiir diese Momentenachse das Moment der am Knotenpunkte I ge-
bildeten Resultierenden aus den Stabspannungen VIII, I und IX, I
gleich Null sein. Wir erkannten aber schon vorher, daB diese
Resultierende, falls sie iiberhaupt besteht, nur parallel zur vorigen
Momentenachse gehen kann. Wire sie von Null verschieden, so .
konnte ihr Moment fiir die jetzt gewihlte Momentenachse nicht
verschwinden, da die beiden Linien windschief zueinander liegen.
Die Resultierende muf also Null sein und daher miissen auch die
Stibe, aus deren Spannungen die Resultierende gebildet war, beide
spannungslos sein.

Die drei tibrigen Stibe, die noch vom Knotenpunkte I aus-
gehen, miissen nun auch spannungslos sein, da zwischen drei Kriiften,
die nicht in derselben Ebene liegen, nur dadurch Gleichgewicht
hergestellt werden kann, daB man sie alle drei gleich Null setzt
Wir kommen ferner zum Stabe III, VII. DalBl dieser spannungs-
los ist, folgt daraus, daB die Kraft # am Knotenpunkte VII mit
den beiden andern von diesem Knotenpunkte ausgehenden Stiben
in einer Ebene liegt. Die vierte, mit den drei andern nicht in
derselben Ebene liegende Kraft muB daher gleich Null sein. SchlieB-
lich bleibt noch der Stab II, VI. Auch bei ihm folgt der SchluB,
daB er spannungslos sein muB, daraus, daB die drei andern vom
Knotenpunkte I7 ausgehenden Stabspannungen in einer Ebene liegen.
Dabei ist zu beachten, daB man vorher schon erkannte, daf Stab
II, I spannungslos ist.

Um ferner die Spannungen der bei dem betrachteten Belastungs-
falle in Titigkeit kommenden Stibe zu ermitteln, erwiige man vor-
erst, daB der Triger in den Punkten X und XTI Auflagerkrifte
U und B iibertriigt, die mit der Last P ein Gleichgewichtssystem
bilden. Zugleich mufl % in der Ebene der beiden sich in X an-
schlieBenden Stibe enthalten sein, da U auch mit den Spannungen
dieser Stibe im Gleichgewichte sein mufl. Entsprechendes gilt fir B.
Daraus folgt, daB die Richtungslinien von A und B sich mit P
im Knotenpunkte VII schneiden miissen.

Nach diesen Vorbemerkungen kann man zu der in Abb. 140°
in GrundriB und AufriB ausgefiihrten Kriiftezerlegung schreiten.
Die Kraft § zerlegt man zuerst im Grundrisse nach den Richtungen
von b, und b, oder auch von U und PB, denn diese Richtungen



Finfter Abgchnitt. Das Fachwerk im Raume.

284

Abb, 140a . ...

Abb, 140b ., ..

Abb. 1400 .. ..

Abb. 140e.

Abb. 1404d.
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decken sich hier. Im Aufrisse decken sich sowohl b, und by, wofiir
kurz b geschrieben ist, als auch U und B.

Dann folgt Abb. 1409, Man zerlegt hier %, das von der
vorigen Zeichnung {ibernommen wird, in die Stabspannungen &
und 7. Der Grundrif des Kriiftedreieckes bildet eine Gerade. Auch
die von B am andern Auflagerpunkte hervorgerufenen Stabspan-
nungen sind hiermit bekannt; sie sind ebenso groB, als die ihnen
auf der Vorderseite entsprechenden, aber von entgegengesetztem
Vorzeichen. Dies folgt schon aus der bereits beim vorigen Be-
lastungsfalle angestellten Uberlegung iiber die Stabspannungen in
der Binderfigur, die den AufriB des riumlichen Triigers bildet. Die
Projektion von f im Aufrisse ist niimlich im vorliegenden Falle
gleich Null; daher sind auch die Stabspannungen im Binder gleich
Null, d. h. die sich im Aufrisse auf denselben Linien iiberdeckenden
Projektionen der Stabspannungen des riumlichen Trigers sind von
gleicher Grifle und entgegengesetztem Vorzeichen. Auch schon
auf Grund dieser Uberlegung hiitte man den Nachweis erbringen
konnen, daB die in der Mittelebene selbst liegenden Stiibe @ und d
spannungslos sein miissen. Im iibrigen ist darauf auch bei den
weiter folgenden Zerlegungen Riicksicht zu nehmen.

Wir kommen nun zu Abb. 140°, die zwei verschiedene Grund-
risse und einen zu beiden gehorigen, gemeinsamen Aufrif umfaBt.
Der obere GrundriB samt dem Aufrisse bildet das Krafteck fiir den
Knotenpunkt V1 (sieche wegen der Numerierung der Knotenpunkte
die zugehdrige axonometrische Zeichnung in Abb. 139); der untere
Grundriff gehért zu dem hinter VI, symmetrisch dazu liegenden
Knotenpunkte V. Vom Kraftecke fiir den Knotenpunkt VI kennt
man bereits die Stabspannungen i; und b;. Diese sind im Auf-
risse im Sinne ihrer Pfeile aneinander gereiht; im Grundrisse tiber-
decken sie sich, Dann zieht man im Aufrisse die Parallelen zu ¢
und #. Im Grundrisse tritt dazu noch die Stabspannung [, die
sich im Aufrisse als Punkt projiziert. Damit sind die Projektionen
des windschiefen Kriiftefiinfeckes fiir den Knotenpunkt VI bereits
gefunden.

Fiir den Knotenpunkt V gilt derselbe Aufrif; nur hat jetzt
die vorher mit » bezeichnete horizontale Seite bei ihm die Be-
deutung von g,. Auch hier ergibt sich die Stabspannung ! von
neuem und sie mufl natiirlich ebenso grof ausfallen als im vorigen
Kraftecke.

Nun fehlt nur noch die Spannung der mit e bezeichneten
Stibe. Sie folgt aus dem Kriftedreiecke fiir den Knotenpunkt IT.
Dieses ist in Abb. 140% in umgeklappter Lage, also in wahrer
Gestalt, und zwar mit punktierten Linien eingetragen. Dazu wurde
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schon im Aufrisse ¢ in die Mittelebene umgeklappt und zu der
hierdurch gefundenen, punktiert ausgezogenen Richtung (e) die
Parallele (¢) in Abb. 1409 gezogen.

Nachtriiglich hat man noch die wahren Léingen der im Auf-
risse und Grundrisse gegebenmen Stabspannungen zu ermitteln und
sie nach dem gewihlten KriftemafBstabe auszumessen. Die dazu
notigen Linien sind in der Zeichnung weggelassen.

§ 48. Anwendung des Stabvertauschungsverfahrens
auf die Berechnung ridumlicher Fachwerke.

Wenn andere Mittel zur Berechnung der Stabspannungen
in statisch bestimmten rdumlichen Fachwerktrigern versagen,
kann man stets durch das schon in § 35 fiir das ebene Fachwerk
auseinandergesetzte Hennebergsche Verfahren der Einfiihrung
von Hrsatzstiben zum Ziele gelangen. Dieses Verfahren -ist
nimlich fir rdumliche Fachwerke genau ebenso wie fiir ebene
anwendbar und Henneberg hat es auch schon von Anfang
an fiir beide Fille angegeben, obschon er es zuniichst nur fiir die
Berechnung ebener Fachwerke wirklich verwendet hat. Dies
ist spiter von Miiller-Breslau geschehen.

~ Schon in einigen andern Fillen, die in diesem Abschnitte
behandelt wurden, kann man die Untersuchung auch mit Hilfe
des Stabvertauschungsverfahrens durchfiihren. Man gewinnt
aber dadurch nichts. Vielmehr beschrinkt man die Anwendung
des Verfahrens am besten auf solche Fille, in denen einfachere
Wege nicht mehr zum Ziele fiihren.

Ein soleher Fall liegt bei einer Kuppel vor, die von Zim-
mermann, dem hervorragenden Techniker im PreuBischen
Ministerium der offentlichen Arbeiten fir das Reichstagshaus
in Berlin entworfen und ausgefiihrt wurde. Abb. 141 zeigt den
Grundrif der Zimmermannschen Kuppel in etwas verallge-
meinerter Darstellung. Auf den AufriB kommt es vorliufig
nicht an, wenn man nur beachtet, daB die Kuppel aus zwei
Stockwerken besteht, da8 ferner der FuBring und der mittlere
Ring achteckig sind, wihrend der Nabelring quadratisch ge-
staltet ist. Die 12 Knotenpunkte der beiden oberen Ringe werden,
wie man durch Abzihlen findet, gegen den zur festen Erde
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gehorigen Fufring durch 36 Stdbe abgestiitzt. Das Stabgeriist
ist daher statisch bestimmt. DaB kein Ausnahmefall vorliegt,
schlieBt man, wie gewoOhnlich, aus der weiterhin folgenden
statischen Berechnung..

Der in Abb. 141 mit X bezeichnete Knotenpunkt des
Nabelringes moge eine beliebig gegebene Last P tragen, wihrend
alle iibrigen Knotenpunkte unbelastet sind. Man soll die zu
dieser Belastung gehorigen Stabspannungen berechnen.

Zu diesem Zwecke denke man sich irgend zwei passend aus-
gewiihlte Btibe, die in der Abbildung mit X und Y bezeichnet
sind, durchschnitten

und die in ihnen 26

auftretenden, vor- Z\L 13 5

liufig unbekannten 2 o5 15 13 N9

Spannungen  durch X \J
0.1} 16 8

#uBere Kriifte, die 2 — N

an den Endknoten-
punkten als Lasten

23 7
anzubringen sind, er- K 8 [ X I 3 5
19

setzt. Dadurch kann
an dem Gleichge-
wichtszustande des 21
ganzen  Verbandes 22
nichts gefindert wer-
den, falls nur vor-
ausgesetzt wird, daB die Spannungen X und Y passend gewiihlt
wurden. Um die Ersatzstibe, die wir an Stelle der Stibe X und
Y ecinzufithren hitten, um das Fachwerk zu einem einfachen zu
machen, brauchen wir uns vorliufig nicht zu kiimmern; spiiter
wird sich von selbst herausstellen, wie diese Wahl getroffen
werden kann.

Nun beginne man mit dem Zeichnen der Kriftepline fiir den
nach Wegnahme der beiden Stibe verbliebenen Kuppelrest. DaB
man die wahren GriBen der Stabspannungen X und Y und der
ihnen an dem Kuppelreste entsprechenden Lasten noch nicht kennt,
stort dabei nicht viel, indem man sich des schon bei der Be-
rechnung der Netzwerkkuppel in § 43 benutzten Mittels bedienen
kann, den MaBstab des Kriifteplanes einstweilen unbestimmt zu
lassen, so daB man die erste Kraft, die man beim Zeichnen des

#Kriifteplanes aufzutragen hat, durch eine beliebig lange Strecke
zur Darstellung bringen kann.

20

Abb. 141,
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Freilich kommen hier zwei Lasten, X und ¥, vor, die man
beide noch nicht kennt und deren Verhiltnis ebenfalls unbekannt
ist. Man kann daher nicht beide in denselben Kriifteplan ein-
tragen. Dagegen steht nichts im Wege, zuerst nur X am Kuppel-
reste ,anzubringen und hierfiir einen Kriifteplan in unbestimmt ge-
lassenem Mafistabe zu zeichnen und hierauf mit ¥ ebenso zu
verfahren, wobei der dazu gehirige Krifteplan in irgendeinem
andern unbestimmt gelassenen MaBstabe aufzutragen ist. Sei nun
etwa 1 mm = m kg der Mallstab des ersten und 1 mm = » kg
der Maflstab des zweiten Kriifteplanes, so ist die in irgendeinem
Stabe ¢ durch das Zusammenwirken beider Lasten hervorgerufene

S;
Stabspannung By i Nl
wenn mit #; und y; die aus beiden Kriifteplinen zu entnehmenden
Spannungen bezeichnet werden, die dem Stabe ¢ entsprechen. Es
kommt also dann nur noch darauf an, nachtriiglich die beiden
Unbekannten m und # zu ermitteln, um die Aufgabe vollstéindig
zu lésen. Hierbei ist zu beachten, daB m und » sowohl positive
als negative GriBen sein konnen; denn beim Zeichnen beider
Kriiftepline setzt man einstweilen voraus, da X und Y Zug-
spannungen seien. Ist aber eine von ihnen in Wirklichkeit eine
Druckspannung, so sind nachtriiglich noch alle Vorzeichen in dem
betreffenden Kriifteplane umzukehren, was dadurch geschieht, dafB
man m oder »n einen negativen Wert beilegt.

Nachdem man beide Kriiftepline vollstindig durchgefithrt hat,
ergeben sich am Schlusse von selbst die Bedingungen, denen die
Unbekannten m und % geniigen miissen und aus denen sie sich
berechnen lassen. Ist man néimlich zum belasteten Knotenpunkte
gelangt, so findet man, daB dort in jedem der beiden Kriftepline
nur noch zwei Stabspannungen nicht vertreten sind. Man zerlegt
daher die Resultierende der iibrigen Spannungen nach diesen beiden
Richtungslinien und nach der Richtungslinie der gegebenen Last P.
Bezeichnet man die in die Richtung von P fallenden Krifte in
beiden Kriifteplinen mit P, und P,, so muB

P=mP,+ nP,

sein und hiermit hat man schon eine der beiden Bedingungs-
gleichungen zwischen den Unbekannten m und .

Die zweite ergibt sich, nachdem man zum letzten Knoten-
punkte (XII in Abb. 141) gelangt ist. Dort sind die Spannungen
24 und 28 in beiden Kriifteplinen schon vertreten. Da aber an
diesem Knotenpunkte nur vier Stibe angreifen, mufi die Resul-
tierende aus den Spannungen Sg¢ und Sgs in die Schnittlinie der
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durch sie und der durch die beiden andern Stibe gelegten Ebenen
fallen. Hiernach kann das Verhiltnis beider Stabspannungen
durch Zeichnen eines Kriiftedreieckes ermittelt werden. Bezeichnet
man dieses Verhiltnis mit «, so lautet die zweite Bedingungs-
gleichung, der m und » geniigen miissen,

Si4 _ MTyy + MYy _
Ssg  MTgg - NYgg

Die Auflésung beider Bedingungsgleichungen liefert m und % nach
GroBe und Vorzeichen. ‘

Die Bezeichnungen in Abb. 141 sind so gewiihlt, daB die
Aufeinanderfolge der Stabnummern zugleich angibt, in welcher
Reihenfolge die zugehdrigen Stabspannungen in den Krifteplinen
X und Y gefunden werden.

In Abb. 141 war der bequemeren Ubersicht wegen voraus-
gesetzt, daB die Seitenflichen des unteren Kuppelgeschosses eben-
falls in geneigten Ebenen liegen sollten. Dadurch sollte vermieden
werden, daB sich im Grundrisse einzelne Stabprojektionen iiber- .
einander deckten. Bei der im Reichstagshause ausgefiihrten Zimmer-
mannschen Kuppel liegen die Seitenflichen des unteren Kuppel-
geschosses in lotrechten Ebenen. Dadurch #ndert sich aber nichts
im Gange der Untersuchung; die Ausfiihrung der Zeichnung wird
dadurch nur noch etwas erleichtert.

In den Abb. 142 bis 148 (8. 292) ist die ganze Kriifte-
zerlegung fiir das wirklich zur Ausfithrung gebrachte Stabgeriist
im MaBstabe durchgefithrt. Die Zeichnung wurde zuerst in
groBerem (etwa doppelt so groBem) MabBstabe aufgetragen und
dann auf das hier zur Verfiigung stehende Format verkleinert.

Abb. 142* und 142" stellen die Kuppel in Aufrif und
GrundriB dar; die Bezeichnungen sind hier etwas anders gewiihlt,
als in Abb. 141. Im Aufrisse sind die nach hinten zu liegenden
Stibe durch stark gestrichelte Linien dargestellt. Als Stab X ist
der Diagonalstab 11, als Stab ¥ der Nabelringstab 3 ausgewiihlt,
Knotenpunkt I triigt eine lotrecht gerichtete Last von 1000 kg.

In die Risse der Kuppel sind auch alle Schnittlinien von
Ebenen eingetragen, die man bei den nach dem Culmannschen
Verfahren vorgenommenen Kriiftezerlegungen nitig hatte. Dagegen
sind die Hilfslinien, die zur Ermittelung dieser Ebenenschnitt-
linien dienten, in der Zeichnung weggelassen worden. Jene
Schnittlinien, die man zum Auftragen des Krifteplanes X braucht,
sind als feine Linien durchgezogen, die zum Krifteplan Y ge-
horigen sind fein punktiert angegeben; wo zwei davon zusammen-
fallen, steht eine durchgezogene Linie. Sowohl in der Kuppelfigur

F6ppl: Graphische Statik. 3. Aufl, 19

.
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als in den Kriifteplinen sind die Ebenenschnittlinien mit kleinen
lateinischen Buchstaben bezeichnet, wobei zur besseren Unter-
scheidung den zum Kriifteplane Y gehorigen ein Strich beigesetzt wurde.

Zuerst wurde der Kriifteplan X in Abb. 143 aufgetragen.
Er wurde mit der in beliebiger GriBe gewihlten Strecke X be-
gomnen. Aus der Betrachtung des Knotenpunktes III erkennt
man zuniéichst, daB Stab 10 in diesem Kriifteplane spannungslos
ist, da die drei iibrigen Stibe 2, 8, 9 in einer Ebene liegen.
Am Knotenpunkte XI greifen daher, aufler X, das vorliufig als
Zugspannung vorausgesetzt wird, nur noch die Stabspannungen 20,
21, 32 und 31 an, von denen aber die drei letztgenannten in
einer Ebene liegen. Man ermittelt die Schnittlinie b dieser Ebene
mit der durch X und 20 gelegten Ebene und zerlegt im Kriifte-
plane X nach b und 20. Damit hat man das erste Kriiftedreieck
im Kriifteplane X. Dann geht man zum Knotenpunkte X iiber.
Hier kann man 20 ohne weiteres nach 9, 19 und 30 zerlegen
(die Diagonale 29 geht so wie in Abb. 141 die dort mit 11 be-
zeichnete Diagonale, greift also hier an Knotenpunkt IX an).

Es wird gentigen, wenn ich hier nur die Reihenfolge der
Knotenpunkte anfithre, an denen sich dann die weiteren Kriifte-
zerlegungen abspielen; es sind dies, mit EinschluB der schon
angefithrten, die Knotenpunkte I1I, XI, X, III, II, IX, VIII, II,
I, VII, VI. Wo hier eine Ziffer zweimal vorkommt, ist dies
dahin zu deuten, daB man beim erstmaligen Vorkommen noch
nicht alle zugehrigen Stabspannungen ermitteln kann, sondern
jene, die unter sich in einer Ebene liegen, einstweilen unbestimmt
lassen mufl. Beim zweitmaligen Auftreten des betreffenden Knoten-
punktes vermag man dann auch die vorher unbestimmt gelassenen
zu ermifteln. So konnte gleich zu Anfang bei Betrachtung des
Knotenpunktes III nur geschlossen werden, daB die Spannung 10
gleich Null ist. Nachdem man aber aus Knotenpunkt X inzwischen
die Spannung von 9 gefunden hat, kann man zu III zuriickkehren
und dort 2 und 8 ermitteln. Geradeso verhiillt es sich auch mit
dem zweimaligen Auftreten von Knotenpunkt II

Nachdem der Krifteplan X in Abb. 143 bis zum Knoten-
punkte VI fortgefithrt ist, muB man zu dem andern Endknoten-
punkte des Stabes X, niimlich zu IV zuriickkehren und von dort
aus die Kriftezerlegungen nach der andern Seite hin weiterfiihren.
Diese Fortsetzung ist in einer besonderen Figur, Abb. 144, dar-
gestellt. Man zerlegt erst X im Knotenpunkte IV nach 4, 13,
12 und geht von da zu den Knotenpunkten XII und V weiter.

Hiermit ist der erste Teil der Aufgabe erledigh. Der zweite
Teil besteht in dem Auftragen des Krifteplanes Y, wobei man
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ganz &hnlich wie vorher verfihrt. Der Deutlichkeit wegen ist
jedoch dieser Krifteplan in 3 Teile, Abb. 145, 146 und 147 aus-
einandergezogen, von denen die beiden ersten Teile zusammen-
genommen der Abb. 143 des vorigen Kriifteplanes entsprechen,
withrend sich Abb. 147 auf dieselben Knotenpunkte wie
vorher Abb. 144 bezieht. Begonnen wurde mit Abb. 145,
bei der sich Aufrif und Grundrif der Platzerspurnis wegen zum
Teil tiberdecken. Die in beliebiger GriBe aufgetragene und zu-
niichst als Zugspannung vorausgesetzte Spannung Y wird am
Knotenpunkte IIL nach 10 und der Ebenenschnittlinie o' zer-
legt. Dann folgt am Knotenpunkte XI die Zerlegung von 10
nach 20 und der Ebenenschnittlinie b'. Im ganzen kommen in
Abb. 145 die Kraftecke fiir die Knotenpunkte in der Reihen-
folge III, XI, X, III, II, IX vor. Man sieht, daB diese Reihen-
folge genau mit der schon beim Kriifteplane X eingehaltenen iiber-
einstimmt.

Am Knotenpunkte IX haf man, wie noch beispielsweise er-
withnt werden mag, zuerst die schon vorher ermittelten Span-
nungen 19, 8 7, die alle drei Zugspannungen sind, zu einer
Resultierenden R, zusammenzufassen, deren Richtungslinie in die
Kuppelzeichnung einzutragen, hierauf durch sie und 18 eine Ebene
zu legen, deren Schnittlinie mit der durch 19 und 29 gehenden
Lotebene mit d' bezeichnet ist, und nach diesen Vorbereitungen
R, nach 18 und @ im Krifteplane zu zerlegen. Stab 18 erfihrt
hiernach eine Druckspannung.

Die Stabspannung 18 wird in Abb. 145 schon durch eine
verhiiltnismiBig grofle Strecke dargestellt. Wollte man in der-
selben Weise fortfahren, so wiirde man, da die folgenden Span-
nungen noch gréBer ausfallen, in Abb. 145 bald mit dem Platze
nicht mehr ausreichen. Deshalb ist die weitere Fortsetzung des
Kriifteplanes in Abb. 146 in '/, der vorhergehenden GriBe ge-
zeichnet. Abb. 146 umfafBt in diesem neuen MaBstabe die Kraft-
ecke fiir die Knotenpunkte VIII, I, I, VII, VI in der angegebenen
Reihenfolge, wobei dem Knotenpunkte VIII das Dreieck aus 18,
6 und der Ebenenschnittlinie ¢ entspricht. Der MaBstab fiir
Abb. 146 sei 1 mm = n kg; dann ist der MafBstab fiir Abb. 146

1 mm=w’4l kg.

SchlieBlich gibt noch Abb. 147 den Kriifteplan fiir die nach
der andern Seite hin liegenden Knotenpunkte IV, XIl und V an.
Dieser ist in demselben MaBstabe wie Abb. 145 aufgetragen, also

s0, daB 1 mm = % kg bedeutet.
19*
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Nun kommt der dritte Teil des Verfahrens. Man entnimmt
aus den Kriifteplinen X und Y die Resultierenden aus den Stab-
spannungen 15 und 24 am Knotenpunkte VI. Diese sind in den
Abbildungen durch strichpunktierte Linien dargestellt und mit 7
und ' bezeichnet. Auch die Pfeile dieser Resultierenden sind mit
einzutragen, so wie sie sich aus den zuvor festgestellten Pfeilen
der Stabspannungen ergeben. Andererseits weiB man aber, daB
die Resultierende jemer Stabspannungen 15 und 24, die in Wirk-
lichkeit zustande kommen, in die mit 2% bezeichnete Ebenen-
schnittlinie am Knotenpunkte VI fallen mufl, Man kann daher
das in Abb. 148 im Grundrisse gezeichnete Kriftedreieck auftragen,
von dem eine Seite in die Richtung % A' fillt, wiihrend die beiden
andern Seiten parallel zu ! und ! gezogen sind. Auf die GriBe
dieses Kriftedreieckes kommt es nicht an, da man mit seiner
Hilfe nur das Verhdltnis der beiden zuletzt genannten Seiten er-
mitteln will. Diese Seiten sind in Abb. 148 mit L und L' be-
zeichnet und man mift aus ihnen die Strecken I = 38,5 und
I! = 8,3 ab, wobei es aber nur auf das Verhiiltnis

L' 83
L ~ 885
angommt. Zugleich erkennt man, daf die Pfeile der durch L
und L' dargestellten Krifte, die in dem Kriiftedreiecke aufeinander-
folgen miissen, entweder beide mit den in den Krifteplinen X
und Y festgestellten Pfeilen von ! und 7' dbereinstimmen oder
ihnen beide entgegengesetzt sein miissen. Der Anteil I der Re-
sultierenden aus 15 und 24 muB nun aus dem im Spannungsbilde
X vorkommenden ! und der Anteil L' aus dem zu Y gehorigen '
unter Beriicksichtigung der verschiedenen MaBstiibe gebildet werden.
Dabei brauchen wir uns nur um die Grundrisse dieser Strecken zu
kiimmern, da auch schon Abb. 148 einen Grundriff darstellte. Im
Grundrisse findet man nun durch Nachmessen in Abb. 143%
!=11,9 mm und aus Abb. 146" /' = 78,6 mm. Hiernach erhilt
man die Bedingungsgleichung
86-n L
11,9-m L

= 0,2155

= 0,2155,

womit zuniichst wenigstens das Verhiltnis beider KriiftemaBstibe
bekannt ist.

Die zweite Bedingungsgleichung folgt aus den Kraftecken
fir den mit der Last von 1000 kg behafteten Knotenpunkt I.
Diese Kraftecke setzen sich in den Aufrissen beider Pline aus den
Spannungen der Stibe 1, 14, 15, 16 und den Strecken P, bezw.
P, zusammen. Die Stabspannung 4 fehlt, da sie senkrecht zur
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AufriBebene steht. Der Pfeil von P, ergibt sich senkrecht nach
abwiirts, der von P, dagegen senkrecht naeh oben hin. Durch
Ausmessen beider Strecken erhiilt man

Po=-+112,1l mm ; P,=—41,7 mm.
Die Bedingungsgleichung lautet
Pr-m+ Py-n=1000 kg
oder nach Einsetzen der Zahlenwerte
112,1 - m — 41,7 - n = 1000

und durch Auflésung dieser Gleichung in Verbindung mit der
vorher aufgestellten erhiilt man fiir die bis dahin unbekannten

KriiftemaBstibe
m=901 kg ; n=03 kg

Beide Zahlen ergeben sich als positiv und dies sagt aus, daB
die von vornherein als Zugspannungen angenommenen Spannungen
X und Y der Stibe 3 und 11 auch in Wirklichkeit Zugspannungen
sind. Eine Umkehrung der Pfeile in einem oder in beiden Kriifte-
plinen ist daher im vorliegenden Falle nicht mehr erforderlich. Man
findet jetzt die Spannung S; irgendeines Stabes i aus den beiden
Spannungsanteilen @; und y;, die in den Kriifteplinen X und ¥ vor-
kommen, nach der schon zuvor aufgestellten Formel

;= ma; + ny;
Die Aufga.be ist also hiermit vollstindig geldst.

Um ein Urteil iiber die Genauigkeit des graphischen Verfahrens
im vorliegenden Falle zu erlangen, lieB ich, nachdem alle Stab-
spannungen auf Grund der im grifleren MaBstabe ausgefiihrten Zeich-
nung ermittelt waren, dieselben Spannungen auBerdem auch noch
nach den Zimmermannschen Formeln berechnen. Dabei ergab sich
in Kilogramm fiir die

Spannung des Stabes 1 2 3 4
durch Rechnung .. — 368,55 + 53,8 -+ 0,6 — 480
graphisch . . . . .. — 367,9 — 52,2 + 0,7 — 48,1

Spannung des Stabes 5 6 7 8
durch Rechnung . . -+ 427,0 —200,0 — 1352 — 1034
graphisch . . . . .. + 426,1 —1985 — 1325 — 101,2

Spannung des Stabes 9 10 11 12
durch Rechnung ., - 884 — 1,7 41080 — 188,0

graphisch . . . . .. + 89,0 -10 41072 — 189,0
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Spannung des Stabes 13 14 15 16
durch Rechnung .. + 1248 — 3920 — 2770 — 568,0
graphisch . . . . . . +121,5 — 38935 — 2767 — 5680

Spannung des Stabes 17 18 19 20
durch Rechnung . . 1344 < 161,2 —355 — 63,9
graphisch . . . . .. + 1344 41580 —36,0 — 64,8

Spannung des Stabes 21 22 23 24
durch Rechnung .. -+ 1263 4 151,8 + 111,0 <+ 200,0
graphisch . . . . . . +126,6 +151,6 <+ 114,56 + 201.5.

Man erkennt aus dem Vergleiche, da die auf dem angegebenen
Wege durch einen geiibten Zeichner gefundenen Werte eine fiir prak-
tische Zwecke mehr als ausreichende Genauigkeit gewihren,

Mit den fertig ausgerechnet vorliegenden Zimmermannschen
Formeln kommt man freilich fiir jene Anordnung, auf die sich diese
beziehen, schneller zum Ziele, als mit der Zeichnung. Die Zeich-
nung liefert aber die Lsung ebenso schnell auch fir andere Fille,
die durch die Zimmermannschen Formeln nicht mehr umfaft werden.

Das hier eingeschlagene Verfahren weicht zwar von dem Stab-
vertauschungsverfahren etwas ab; aber der Unterschied ist doch nur
unerheblich. Auch nach dem Stabvertauschungsverfahren nimmt
man zuerst zwei Stibe X und Y heraus, genau so wie es hier ge-
schehen war. Als Ersatzstiibe wihle man hierauf einen von der
festen Erde nach dem belasteten Knotenpunkte (X in Abb. 141)
in der Richtung der Last P gefithrten Stab und einen Stab, der
auch von der festen Erde nach dem Knotenpunkte XIT in Abb. 141,
etwa in der Ebene der Stibe 21 und 28 gefiihrt ist. In dem so
erhaltenen einfachen Fachwerke nimmt nur der erste Ersatzstab die
Last P auf, alle iibrigen Stébe sind spannungslos. Nun bringt man
die Spannungen X und Y als #uBere Lasten an dem einfachen Fach-
werke an und zeichnet die -zugehérigen Kriiftepline X und Y, die
genau mit den vorher konstruierten iibereinstimmen. Zuletzt sind X
und Y so zu wiihlen, daB die Spannungen in den Ersatzstiiben ver-
schwinden. Aber auch diese beiden Bedingungen stimmen genau
mit jenen iiberein, die vorher zur Ermittelung der unbekannten Mag-
stibe m und » benutzt wurden.

Man sieht daher, daB das hier augewendete Verfahren und
das Stabvertauschungsverfahren im Grunde genommen auf dasselbe
hinauskommen. Nur die Uberlegung, die zur Losung fiihrt, stellt
sich ein klein wenig anders dar, wiihrend sich an den Kriifteplinen
nichts indert. Der Unterschied besteht darin, daB man sich nicht
vorher zu iiberlegen braucht, wie die Stabvertauschung vorzunehmen
ist, um auf ein' Fachwerk zu kommen, fiir das sich ohne weiteres
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ein Kriifteplan zeichnen 1i8t. Man kann vielmehr irgend zwei passend
gewiihlte, benachbarte Stibe herausnehmen und findet withrend des
Zeichnens der Kriiftepliine von selbst, wie die Ersatzstibe zu wiihlen
sind oder anstatt dessen, welche Bedingungen von den Stabspannungen
X und Y erfiillt werden miissen.

Aufgaben.

38. Aufgabe. Der in Abb, 149 dargestellte, (nach einer Aus-
fithrung in der Markthalle zu Leipzig als ,, Leipziger Kuppel® be-
eeichnete) raumliche Fachwerktrdger wird an dem durch einen kleinen
schwarzen Kreis im Grundrisse hervorgehobenen Knotenpunkte durch
die beliebig gerichtete Last P belastet; man
soll die Stabspannungen ermitteln. }‘ Z

Liosung. Zunichst sei darauf hin-
gewiesen, dall diese Kuppel aus der
Schwedlerschen dadurch hervorgeht, daB
die Stiibe des zweiten Ringes durch einen
in ihrer Mitte liegenden Knotenpunkt
unterbrochen sind, nach dem die Diago-
nalen hingefithrt werden. Man gewinnt
durch diese Zwischenschaltung noch einen
weiteren Punkt auf jeder Kuppelseite, "
der unverschieblich fest gehalten ist und
der als Stiitzpunkt fiir die Auflagerung
der Dachhaut verwendet werden kann. Sad
Eine solche Einschaltung neuer Knoten-
punkte ist fiir den Konstrukteur oft sehr Abb. 149,
wertvoll.

Ferner iiberzeugen wir uns durch Abzihlen der Knotenpunkte
und Stiibe, dafl der Triger statisch bestimmt ist, Auf jedem Sparren-
zuge kommen 2 freie Knotenpunkte vor und mit den im zweiten
Ringe eingeschalteten haben wir daher im ganzen 12 Knotenpunkte,
zu deren Verbindung mit der festen Erde 36 Stiibe erforderlich sind.
So viele sind aber auch vorhanden, nimlich 4 im inneren Ringe,
8 im zweiten Ringe, 8 Sparrenstibe und 16 Diagonalstiibe, im
ganzen 36.

Hierauf suchen wir die bei dem gegebenen Belastungsfalle span-
nungslos bleibenden Stibe auf. Man betrachte das im Grundrisse
der Abb. 149 durch eine Schraffierung hervorgehobene Stabdreieck.
Wir wollen uns dieses Dreieck aus dem ganzen Verbande losgeldst
denken, indem wir alle nicht dazu gehdrigen, von den drei Ecken
ausgehenden Stibe wegschneiden und dafiir deren Stabspannungen
als #uflere Kriifte an diesen Ecken anbringen. Diese #uBeren Kriifte

-,
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miissen dann ein Gleichgewichtssystem miteinander bilden. Nun liegen
aber an jeder Ecke die dort weggeschnittenen Stibe unter sich in
einer Ebene. Denken wir uns also deren Spannungen zu einer Resul-
tierenden vereinigt, so muB diese auch in derselben Ebene enthalten
sein. Anderseits muB aber die Resultierende in der Dreiecksebene
liegen, da sie an dem betreffenden Knotenpunkte mit den Spannungen
der heiden Dreiecksstiibe im Gleichgewichte steht. Die Resultierende
kann also nur in die Schnittlinie der beiden Ebenen fallen und da-
mit kennen wir sofort die Richtungslinien der #uBeren Krifte, die
an den drei Ecken des Dreieckes anzubringen sind. Bei den zum
inneren Ringe gehorigen beiden Knotenpunkten fallen diese Richtungs-
linien mit den Sparrenstiiben zusammen und an dem zum zweiten Ringe
gehorigen Knotenpunkte fiillt die Richtungslinie der Resultierenden
auf die Ringstibe.

Diese drei Richtungslinien liegen in einer Ebene; sie schneiden
sich aber nicht in einem Punkte. Damit Gleichgewicht zwischen den
drei Resultierenden miglich sei, miissen sie daher alle drei gleich
Null sein. Demnach sind auch die zu dem Dreiecke selbst gehdrigen
Stiibe spannungslos.

Dieselbe Betrachtung kann auch noch fiir das sonst ehenso
liegende Dreieck auf der nach rechts hin anstoflenden Kuppelseite
durchgefithrt werden und auch fir die
zwischen beiden Kuppelseiten liegenden
Stiibe findet man hierauf leicht, daB sie
spannungslos sind. Das Ergebnis dieser
Betrachtungen ist in Abb. 150 zusammen-
gestellt, in der die spannungslosen Stiibe
durch feine, die in Spannung ver-
setzten durch starke Striche kenntlich
gemacht sind.

Wir betrachten ferner das an den

! belasteten Knotenpunkt anstoBende und
Abb, 150 dem  schraffierten  gegeniiberliegende

Dreieck 1, 2, 3 in Abb. 149 und

stellen dafiir die gleiche Betrachtung an. Diese fiihrt nur an dem
belasteten Knotenpunkte zu einem andern Ergebnisse. Denn da
hier zu den BSpannungen der weggeschnittenen Stiibe noch die
Last P als #uBere Kraft hinzutritt, kann die Resultierende aus den
duBeren Kriiften vorerst jede beliebige Richtung haben. Dagegen
muB die Resultierende der Spannungen der weggeschnittenen Stibe
an dem Knotenpunkte, in dem 1 und 3 aneinander stoBen, immer
noch in die Richtung des Sparrenstabes und die Resultierende an dem
Enotenpunkte, in dem 2 und 3 zusammmenstoBen, in die Richtung
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des Ringes fallen. Suchen wir den Sehnittpunkt dieser beiden Richtungs-
linien auf und verbinden ihn mit dem belasteten Knotenpunkte durch
die punktiert angegebene Linie, so finden wir damit auch die vorher
unbestimmt gelassene Richtungslinie der Resultierenden der fiuBeren
Krifte an der dritten Ecke des Dreieckes. Mit dieser Richtungslinie
mufl auch die Resultierende der Stabspannungen 1 und 2 an dem
belasteten Knotenpunkte zusammenfallen.

Dieselbe Betrachtung lifit sich auch fiir die andere, an den be-
lasteten Knotenpunkt anstoBende Kuppelseite durchfithren und man
findet so, daB die Resultierende der Stabspannungen 4 und 5 am
belasteten Knotenpunkte in die auf dieser Seite angegebene punktierte
Linie fallen muB.

Hiermit sind wir aber in den Stand gesetzt, ohne weiteres die
Kriiftezerlegungen vornehmen zu kionnen, die zu den Stabspannungen
fithren. Denn von den fiinf Stabspannungen am belasteten Knoten-
punkte haben wir 1 mit 2 und ebenso 4 mit 5 in zwei Resultierende
von bekannten Richtungslinien zusammengefafit, so dafl wir nur noch
nitig haben, P nach diesen beiden Richtungslinien und nach der
damit nicht in derselben Ebene liegenden Richtung des Sparrenstabes
zu zerlegen. Die Zerlegung wird noch durch die Bemerkung ver-
einfacht, daB sich das windschiefe Kriifteviereck im Aufrisse als Drei-
eck projiziert, da sich zwei der Richtungslinien im Aufrisse iiber-
decken. Nachdem die Projektionen des Viereckes gezeichnet sind,
findet man auch die Stabspannungen 1 und 2, sowie 4 und 5, indem
man ihre Resultierenden nach den Stabrichtungen zerlegt.

Vom belasteten Knotenpunkte kann man dann zu den iibrigen
fortschreiten und findet auch bei diesen die Stabspannungen durch
einfache Zerlegungen nach drei Richtungen im Raume oder nach
zwei Richtungen in der Ebene. Da alle diese Zerlegungen keinerlei
Schwierigkeiten machen, sehe ich davon ab, die Kriiftepline hier mit
aufzunehmen.

39. Aufgabe. In den Abbildungen 151° bis ° ist in drei Rissen
eine Kuppel diber einem unregelmdpigen Finfecke mit offenem Nabel-
ring gezeichnet. Die eine Seitenwand der Kuppel steht lotrecht. An
dem mit I bezeichneten Knotenpunkte greift eine lotrecht nach abwdrts
gehende Kraft P von 1000kg an. Man soll zundchst die spannungs-
losen Stibe ermitteln und hierawf den Krifteplan zeichnen.

Lisung. Der Stabverband ist als eine Schwedlersche Kuppel
zu betrachten, da es fiir die Berechnung der durch eine Einzellast
hervorgebrachten Stabspannungen nichts ausmacht, ob die GrundriB-
gestalt regelmiifig ist oder nicht. Die Stiibe des Nabelringes sind
aus den in § 43 besprochenen Griinden alle spannungslos bis auf den
zwischen den Knotenpunkten I und II verlaufenden Stab 1. Die von
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den iibrigen Knotenpunkten des Nabelringes ausgehenden Sparren
und Diagonalstibe miissen alsdann ebenfalls spannungslos sein. Alle
spannungslos bleibenden Stibe sind in den Abbildungen 151 mit
diinneren Linien, die in Spannung geratenden mit dickeren aus-
gezogen, wobei die spiiter als gedriickt erkannten tiberdies noch durch
beigesetzte Schattenstriche hervorgehoben wurden.

Am Knotenpunkt I muB auch noch der zum Knotenpunkt IV
gehende Sparrenstab spannungslos sein, weil P mit den beiden
Stiben 1 und 2 in einer Ebene enthalten ist, wihrend jemer Stab

- |
A~
el

Abb. 151a bis 151¢.

nicht in dieser Ebene liegt. Den in Abb. 152* im Aufrisse und in
Abb. 152" im Grundrisse gezeichneten Kriifteplan kann man nun mit
dem durch starke Striche hervorgehobenen Kriiftedreiecke fiir Knoten-
punkt I beginnen. Im Grundrisse projiziert sich das Dreieck als
eine Gerade.

Hieran schlieBt sich ein zweites Dreieck fiir den Knotenpunkt I7
mit den Seiten 1, 3, 4. Ferner liBt sich am Knotenpunkt II7T die
bereits bekannte Stabspannung 2 nach den Richtungen der Stibe 5,
6, 7 zerlegen. Da die Seiten 6, 7 in einer zum Aufrisse und Grund-
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risse lotrecht stehenden Ebene enthalten sind, klappt man das Drei-
eck, das von diesen Seiten und der zugehdrigen Vierecksdiagonale
gebildet wird, in den GrundriB um, womit man die wahren Lingen
von 6 und 7 erhdlt und auflerdem den zwischen 6 und 7 liegenden
Viereckspunkt in GrundriB und Aufrif eintragen kann. Anstatt
dieses Umklappens hiitte man iibrigens den Kriifteplan von vornherein
noch in einem dritten Risse zeichnen kénnen.

Nun kann man zum Knotenpunkt IV iibergehen. Einer von
den daran angreifenden sechs Stiben ist als spannungslos erkannt
und von den Stiben 3 und 5 sind die Spannungen bereits ermittelt.
Beide Stdbe sind gezogen und die Seiten ¢
3 und 5 findet man im Kriifteplane bereits
in solcher Lage vor, daB die Pfeile richtig
aufeinanderfolgen. Die Verbindungslinie ?’

N,
.,

~
o7

der Endpunkte liefert Gréfe und Richtung (__L- X P
der Resultierenden, die man in der Zeich- Y\ ~-.__ N )
nung des Stabverbandes am Knotenpunkt  \ A NE
IV eintrigt. Dann ist durch diese Resul- V., i/ I5\N
tierende und Stab 8 eine Ebene gelegt, \e i ‘13’;4 V15
deren GrundriBspur aufgesucht und mit \ i 8~

aa bezeichnet wurde. Die GrundriBspur \/ ”// '
der durch die Stibe 9 und 10 gelegten v

Ebene fillt mit der zu 10 parallelen Seite l;/(::zéii?"y
des untersten Ringes zusammen. Der <= 7 P

Schnittpunkt mit aa liefert einen Punkt N e
der Schnittlinie beider Ebenen, die mit L__v,/af"lq'r;\\“ (42
R

R ;v bezeichnet wurde. Hierauf kann im ('?? ‘" W
Kriifteplane zuerst die Resultierende aus ¥ Ry F
8 und 5 nach R;y und 8 zerlegt und daran \'\L‘.—-"f' il

ein zweites Dreieck aus Ky, 9 und 10 an- Abb. 158s und 153b.
gereiht werden.

Dann geht man zum Knotenpunkt V iiber, an dem die Resul-
tierende aus 4 und 10 nach den Stiben 11, 12, 13 zu zerlegen ist,
was wiederum nach dem Culmannschen Verfahren ausgefiihrt wurde
und endlich folgt noch ein Dreieck fiir Knotenpunkt VI, Aus dem
Kriifteplane findet man fiir die mit 1 bis 15 bezeichneten Stibe der
Reihe nach die folgenden Spannungen:

— 920; — 1350; + 830; — 830; + 660; + 320; — 1160;— 990;
+ 1200; — 680; + 860; — 1060; + 220; — 250; + 110 kg.



Sechster Abschnitt.

Die elastische Formiinderung des Fachwerks und das
statisch unbestimmte Fachwerk.

§ 49. Methode von Maxwell und Mohr.

Wir betrachten einen statisch bestimmten Fachwerktriger,
nehmen an, daB er irgendwie belastet werde und stellen uns
die Aufgabe, die Verschiebung zu berechnen, die ein beliebig
ausgewihlter Knotenpunkt infolge der elastischen Forménderung
erfahrt. Ks ist dabei gleichgiiltig, ob es sich um ein ebenes oder
um ein ridumliches Fachwerk handelt; wenn auch des besseren
Verstiindnisses wegen zunichst an ein ebenes Fachwerk als
Beispiel gedacht werden mige.

Bei einem steifen Stabverbande sind Gestaltinderungen
nur infolge der elastischen Léngenéinderungen der Stibe mdglich.
Wir miissen daher zunichst diese berechnen. Die Stabspannungen
im statisch bestimmten Triger, die zu der gegebenen Belastung
gehoren, konnen auf Grund der Lehren der vorhergehenden
Abschnitte ermittelt werden. Ferner ist nach dem Elastizitéits-
gesetze & g

T E EF
wenn S die ganze vom Stabe aufzunehmende Spannung, F den
Querschnitt, £ den Elastizititsmodul, I die Linge und 41 die
elastische Lingenénderung bedeuten. Die Gleichung gibt auch
das Vorzeichen von A1 richtig an, wenn Zugspannungen durch
positive Werte von § und Verlingerungen durch positive Werte
von Al ausgedriickt werden.

Fir jeden Stab faBit man die drei konstanten und von
vornherein gegebenen Werte von I, E und F zu einer einzigen
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Konstanten zusammen, die mit » bezeichnet werden moge

indem man : :
r=gp (59)

getzt. Hierbei beachte man, daf die in dieser;.Weise definierte
Stabkonstante jedenfalls stets positiv sein muB, da weder I,
noch E, noch F negativ werden konnen.

Mit Einfihrung dieser Bezeichnung erhilt man einfacher

Al= 18 (60)

und nachdem die Spannungen S durch einen Krifteplan oder
sonstwie ermittelt sind, kennt man hiermit auch die Werte

der A1 fiir alle Stibe.

Unsere Aufgabe kommt daher nun auf die folgende hinaus:
Gegeben sind die elastischen Lingeninde-
rungen aller Stibe eines statisch bestimm-
ten Fachwerktrigers; man soll die dadurch
hervorgebrachte Verschiebung irgend eines
Knotenpunktes berechnen.

Diese Aufgabe ist eine rein geometrische. Sie kam uns schon
frither in nahezu gleicher Form bei der analytischen Untersuchung
des Ausnahmefalles beim ebenen Fachwerke in § 39 vor. Damals
war 0/ an Stelle von 4! geschrieben und vorausgesetzt, daB d! un-
endlich klein sei. Wie die d/ zustande gekommen seien, war da-
mals gleichgiiltig. Wir kiénnen daher unter den &l jetzt auch die
nach Gl. (60) berechneten Liingeniinderungen A1 verstehen, die eben-
falls sehr klein gegen die urspriinglichen Stablingen und gegen die
Knotenpunktskoordinaten sind.

Ziwischen den unbekannten Verschiebungskomponenten d; usf.
und den gegebenen d7 bestehen, wie wir schon damals sahen, ebenso-
viele Gleichungen ersten Grades als Unbekannte. Gl (50) S. 213
gibt eine dieser Gleichungen an und in den Gleichungen (51) ist das
ganze System iibersichtlich zusammengestellt. Analytisch gesprochen
kommt hiernach die Losung unserer Aufgabe auf die Auflosung des
Gleichungssystems (51) hinaus.

Der hiermit angegebene Weg zur Losung der Aufgabe ist aber
viel zu umstiindlich, als da8 er fiir die praktische Anwendung brauch-
bar wire. So wenig wie die Benutzung der (leichungen (48) zur
wirklichen Losung des Spannungsproblems eignen sich die Glei-
chungen (51) »ur Lisung des Verschiebungsproblems. Man muB sich
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vielmehr nach Hilfsmitteln umsehen, die das Ziel in einfacherer Weise
zu erreichen gestatten.

Ein einfacher Weg zur Losung der Aufgabe ist zuerst von
Maxwell angegeben worden. Die sehr kurz gefaBite Abhandlung
des grofen Physikers iiber diesen Gegenstand, fiir den sich der
Leserkreis physikalischer Zeitschriften damals sehr wenig
interessierte, blieb aber ziemlich unbeachtet und jedenfalls fand
die Methode zunidchst gar keinen Eingang in die technische
Praxis. Erst als durch Mohr derselbe Weg von neuem selb-
standig aufgefunden worden war, gelangte er zur Kenntnis und
zur Beachtung in technischen Kreisen.

Das Maxwell-Mohrsche Verfahren griindet sich auf die
Anwendung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten.
Um etwa die Senkung x zu berechnen, die irgendein Knoten-
punkt in senkrechter Richtung unter dem Einflusse der ge-
gebenen Léngenénderungen 41! der Stibe erfahrt, denke man
gich an dem Knotenpunkte eine Last P in dieser Richtung
willkiirlich angebracht und berechne die Spannungen 7T, die
von P in allen Staben hervorgebracht werden. Dieser Be-
lastungsfall und das ihm zugehorige Spannungsbild haben gar
nichts mit jenem zu tun, das zu den Langenianderungen A1
und der dadurch veranlaBten Forminderung des Trigers fiihrte.
Man benutzt es vielmehr nur, um fiir jeden Knotenpunkt des
Triagers ein System von Stabspannungen angeben zu konnen,
die unter sich und mit der Last P und den zu P gehérigen Auf-
lagerkraften im Gleichgewichte stehen.

Auf dieses Gleichgewieht wird nun das Prinzip der vir-
tuellen Geschwindigkeiten angewendet. Erteilt man jedem
Knotenpunkte eine beliebige (virtuelle) Verschiebung, so ist
die Summe der Arbeiten aller sich an ihm im Gleichgewichte
haltenden Kriifte gleich Null. Dabei steht es uns frei, als virtuelle
Verschiebungen jene anzunehmen, die der Knotenpunkt bei
der zu untersuchenden Forminderung in Wirklichkeit erfahrt.
Alle in dieser Weise fiir die einzelnen Knotenpunkte gebildeten
Arbeitsgleichungen denken wir uns addiert; wir kommen dadurch
auf eine einzige Gleichung, die ausspricht, daB die Gesamt-



§ 49. Methode von Maxwell und Mohr. 305

summe der Arbeiten aller zum Spannungsbilde P, 7' gehérigen
Krifte an simtlichen Knotenpunkten fiir jede Gestaltinderung
des Triigers und daher auch fiir jene, die wir untersuchen wollen,
zu Null werden muf. :

Diese Arbeitsgleichung wollen wir nun tatsichlich™ an-
schreiben. Zu ihrer Vereinfachung dient dabei die Bemerkung,
daB jede Stabspannung zwei Glieder zur Gesamtsumme aller
Arbeitsleistungen beitrigt, die sich auf
einfache Weise zu einem einzigen ver-
einigen lassen. In Abb. 153 ist irgendein
Stab herausgezeichnet, der die Ordnungs- v, v
nummer ¢ haben moge. Wenn die Stab- T
spannung T; positiv ist, also eine Zug-
spannung bedeutet, haben die von dem Stabe auf seine End-
punkte iibertragenen Krifte die in der Abbildung angegebenen
Pieilrichtungen.

Die Endknotenpunkte a und b des Stabes ¢ mogen nun
irgendwelche Wege v, und v, zuriicklegen, die als unendlich
klein gegeniiber der Liéinge des Stabes angesehen werden konnen.
Um die von 7; am Knotenpunkte a geleistete Arbeit zu be-
rechnen, projizieren wir den Weg v, auf die Richtungslinie
von T';; die Arbeit ist dann gleich — 7';-¢',, also negativ,
wenn 2, in die Verlingerung des Stabes fillt. Das zugehorige
Glied am Knotenpunkte b kann ebenso gebildet werden und
im ganzen haben wir daher als Summe der Arbeitsleistungen
der Stabspannung 7; an beiden Knotenpunkten

— Ty(v's + v's)-

Die in der Klammer stehende Summe hat aber eine ein-
fache Bedeutung. Da nidmlich die Knotenpunktswege als un-
endlich klein vorausgesetzt wurden, kann sich die Richtung
des Stabes ¢ nach Ausfiihrung der Gestalténderung des Trigers
auch nur unendlich wenig von der urspriinglichen Richtung
unterscheiden. Bis auf unendlich kleine GroBen hoherer Ord-
nung genau, kann daher die Projektion des Stabes in der neuen
Lage auf die urspriingliche Richtung als ebenso groB angesehen

F8ppl: Graphische Statik. 8. Aufl, 20

o
“) a T,
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werden, wie der Stab jetzt selbst geworden ist. Die Summe
v, + v, gibt demnach an, um wieviel sich der Stab bei der
Gestaltinderung des Trégers verlingert hat, d. h. sie ist gleich
der bei der Stellung der Aufgabe von vornherein gegebenen
Lingenéinderung 41/, Fir die Summe der zur Stabspannung
T, gehirigen Arbeitsleistungen hat man daher nun den ein-
fachen, auf gegebene GroBen zuriickgefiihrten Ausdruck
—T4al,

und in der gleichen Form lassen sich auch alle iibrigen, von
den Stabspannungen herrithrenden Glieder der Arbeitsgleichung
paarweise zusammenfassen.

Es bleiben noch die Arbeitshetrige der #uBeren Krifte
aufzustellen. Als Last kam beim Spannungsbilde P, 7' nur P
vor und der in die Richtung von P fallende Weg des Angriffs-
punktes von P bildet die vorher schon mit « bezeichnete Un-
bekannte, auf deren Berechnung es ankommt. Die Arbeit von P
ist also gleich Pz zu setzen. Die Auflagerkriifte endlich, die
durch P hervorgerufen werden, leisten keine Arbeit; bei den
festgehaltenen Auflagerpunkten deshalb nicht, weil der Weg
gleich Null ist und bei den auf Auflagerbahnen gefiihrten, weil
der Weg senkrecht zur Richtung des Auflagerdruckes steht.

Die Arbeitsgleichung nimmt daher die einfache Form

Pz —ZTAl =0 (61)
an, wobeli X eine Summierung vorschreibt, die sich auf alle

Stibe des Trigers erstreckt. BSetzt man noch fiir 4! seinen
Wert aus Gl. (60) ein und 16st nach 2 auf, so erhilt man

z=3 2 TAl=3 Drar. (62)

Die Ausrechnung der Summe erfolgt am besten in tabel-
larischer Form, wobei man die einzelnen Produkte mit Hilfe
des Rechenschiebers ermittelt, da die hiermit zu erzielende
Genaunigkeit fiir praktische Zwecke vollstindig ausreicht.

Allerdings wird mit Hilfe von Gleichung (62) zuntichst nur die
Komponente der Verschiebung des ins Auge gefaBten Knotenpunktes
in der vorher gewiihlten Richtung — also etwa senkrecht nach ab-



§ 50. Der Maxwellsche Satz von d. Gegenseitigk. d.Verschiebungen. 307

wiirts — gefunden. Es steht aber nichts im Wege, das Verfahren
noch einmal zu wiederholen, indem man die Last P hierbei in hori-
zontaler Richtung angreifen liBt. Auch zu diesem Belastungsfalle
lassen sich die Stabspannungen 7' berechnen und nachdem dies ge-
schehen ist, findet man auch die Verschiebungskomponente des Knoten-
punktes in der zweiten Richtung durch nochmalige Anwendung von
Gl (62). Durch beide Verschiebungskomponenten wird dann die Ge-
samtverschiebung des Knotenpunktes nach Richtung und GréBe voll-
stiindig bekannt.

Wenn man fiir eine griBere Zahl von Knotenpunkten die Ver-
schiebungen angeben soll, wird freilich die immer wieder von neuem
erforderliche Durchfithrung der ganzen Rechnung sehr umstindlich.
Das Verfahren ist dann nicht mehr recht brauchbar und man ersetzt
es besser durch ein anderes, das wir in § 51 kennen lernen werden.

§ 50. Der Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit
der Verschiebungen.

Man betrachte zwei Knotenpunkte I und I7 irgendeines
statisch bestimmten Triigers, z. B. des in nebenstehender Ab-
bildung gezeichneten. Man
denke sich zuerst den
Triger im Knotenpunkte 7
durch die beliebig gerich-
tete Kraft Q belastet und
spiter, nachdem die Last @
wieder entfernt ist, die in : Abb. 166
irgendeiner Richtung ge-
hende Last P am Knotenpunkte 77 aufgebracht. Die Spannungs-
bilder und die Forminderungen des Trigers sind in beiden
Belastungsfiillen sonst villig voneinander verschieden. In einer
Hinsicht besteht aber zwischen beiden Forménderungen eine
sehr merkwiirdige Ubereinstimmung, die durch den von Max-
well aufgestellten Satz von der Gegenseitigkeit der Verschie-
bungen ausgesprochen wird.

Wenn nimlich die Last @ am Knotenpunkte I angreift,
verschiebt sich der Knotenpunkt II in irgendeiner Richtung.
Wir wollen uns aber jetzt nur um jene Komponente der Ver-
schiebung von II kiimmern, die in die fir P gewihlte Rich-

20*
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tungslinie fallt: Diese wird durch die rechtwinklige Projektion
des Verschiebungsweges von I7 auf die Richtungslinie von P
angegeben. Ebenso wollen wir umgekehrt, wenn nur die Last P
am Knotenpunkte IT angreift, die Komponente der Verschiebung
des Knotenpunktes I in der fir @ festgesetzten Richtung ins
Auge fassen. Der Satz von Maxwell sagt nun aus, .
daB die beiden angegebenenVerschiebungen
gleich groB sind, falls aueh die Lasten P
und @ von gleicher GréBe sind.

Um den Satz zu beweisen, berechnen wir zunichst die
Verschiebung von I in der Richtung von P unter dem FEin-
flusse der Last @ nach der im vorigen Paragraphen auseinander-
gesetzten Methode. Diese Methode schreibt vor, daB wir vor
allem die Spannungen S berechnen, die von der Last @ in den
Stiben des Trigers hervorgerufen werden und daB wir dann
auch eine Kraft P am Knotenpunkte 77 in jener Richtung an-
bringen, fiir die wir die Verschiebung bestimmen wollen und
die von dieser in den Stédben hervorgerufenen Spannungen 7'
berechnen. Bezeichnen wir dann die gesuchte Verschiebung
des Knotenpunktes II unter dem Einflusse der Last @ mit «,
so finden wir, da alle Bezeichnungen in der gleichen Bedeutung
wiederkehren, « einfach nach der Gleichung (62)

2= %ZrST.

Ebenso kénnen wir auch die Verschiebung y des Knoten-
punktes I in der Richtung von @ unter dem Einflusse der
Last P berechnen. Es ist dazu nicht nétig, nochmals neue
Kriftepline zu zeichnen. Denn die Stabspannungen ', die jetzt
unfer der Last P in Wirklichkeit zustande kommen, stimmen
genau mit den Spannungen 7' iiberein, die zu der vorher nur
willkiirlich und in Gedanken aufgebrachten Last P berechnet
wurden. Ebense konnen wir die vorher wirklich vorhandene
Last @ und das ihr zugehorige Spannungsbild § jetzt in dem-
selben Sinne als willkiirlich hinzugedachtes Spannungsbild
gebrauchen, wie es nach dem Maxwell-Mohrschen Verfahren
vorgeschrieben ist. Wir wollen dies dahin ausdriicken, daf die
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Spannungen 7' — wie wir sie zur Herstellung einer Uberein-
stimmung mit der frither gebrauchten Bezeichnung nennen
kénnen — gleichbedeutend mit den Spannungen § des vorher
betrachteten Belastungsfalles sind.

Die Anwendung von Gl (62) auf die durch die Last P
verursachte Forménderung des Tréigers liefert nun, wenn wir
diese Ubereinstimmungen beachten,

y= —%2 r = %ZTTS.

Dabei zeigt sich, daf die in den Ausdricken fiir z und y
vorkommenden Summen einander gleich sind. Man hat daher

z_ @
14 (63)

oder, um auf die einfachste Fdrm des Satzes zu kommen,
x=1y fir P= Q.

Die Leser des dritten Bandes wissen, daB der Satz nicht auf
statisch bestimmte Fachwerktriiger beschriinkt ist, sondern fiir beliebig
gestaltete Korper oder Systeme von Korpern gilt, die dem Hooke-
schen Gesetze von der Verhiiltnisgleichheit zwischen Formiinderungen
und Spannungen gehorchen. Es schien aber niitzlich, hier einen von
dem dort gegebenen ganz abweichenden Beweis des Satzes vorzu-
fithren, der sich unmittelbar auf Fachwerktriiger bezieht, weil in der
Folge von dem Satze gerade in dieser Form noch ein wichtiger
Gebrauch gemacht werden wird.

§ bl. Der Verschiebungsplan.

Die schon in § 49 behandelte Aufgabe, die Verschiebungen
der Knotenpunkte eines Trigers zu ermitteln, die zu gegebenen
Liéngendnderungen 41 der Fachwerkstibe gehoren, kann auch
auf rein graphischem Wege gelost werden. Die Losung 148t sich
auf die wiederholte Losung einer einfacheren Aufgabe zuriick-
fiithren, die sich wie folgt aussprechen laft:

Man kennt bereits die Verschiebungen
von zwei Ecken eines Stabdreiecks und iber-
dies die Lingeninderungen der zu diesem
Dreiecke gehtorigen Stiabe; mansoll die Ver-
schiebung der dritten Ecke bestimmen.
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Um zur Lisung zu gelangen, wollen wir zunichst von
dem Umstande absehen, dafl die Knotenpunktswege sehr klein
im Verhiltnisse zu den Stablingen sind. In diesem Falle gelingt
die Losung schon mit den einfachsten Hilfsmitteln, wie aus
Abb. 155 zu erkennen ist. In dieser Abbildung sind I, II, IIT
die urspriinglichen Lagen der Knotenpunkte des Stabdreieckes
und die zwischen ihnen gezogenen Linien geben die Stibe vor
der Forménderung an. Gegeben sind nach Voraussetzung die
Verschiebungen p; und v der Knotenpunkte I und II und
damit haben wir auch, wenn
wir diese Strecken abtragen,
die Lagen I' und IT" dieser
Knotenpunkte nach der
Formiinderung.

Um auch die neue Lage ITT’
des Punktes ITT zu erhalten,
brauchen wir nur von 1’ und
IT" aus zwei Kreishtgen mit
den jetzt zutreffenden Lingen
der Verbindungsstiabe 1 und 2
zu schlagen. Der Schnittpunkt liefert III" und die Verbindungs-
linie von III nach III' die gesuchte Verschiebung ;.

Wir wollen aber, um auf eine Konstruktion zu kommen,
die sich auch fiir den Fall sehr kleiner Knotenpunktswege mit
hinreichender (enauigkeit ausfithren liBt, anstatt dessen zu-
niichst die urspriingliche Linge des Stabes 2 von I’ aus, und
zwar in der urspriinglichen Richtung des Stabes 2 abtragen.
Wir kommen dadurch auf den Punkt ¢. Dann tragen wir die
Lingeninderung A1, des Stabes 2 von @ aus ab, gleich abd.
In der Abbildung ist angenommen, daB sich der Stab 2 ver-
langere; im andern Falle wire ab in entgegengesetzter Richtung
von a aus abzutragen. Erst durch den so gewonnenen Punkt b
ziehen wir nun den Kreisbogen vom Mittelpunkte I' aus. Wie
man sieht, handelt es sich bei dieser Vorschrift nur um ein
genauer umschriebenes Verfahren, wie die Linge des Stabes 2
nach der Forminderung in die Zeichnung eingetragen werden soll.

Abb. 165.
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Hierauf verfahren wir ebenso mit dem Stabe 1. Dessen
urspriingliche Liénge wird von II' aus in der urspriinglichen
Richtung abgetragen, wodurch wir zum Punkte ¢ gelangen,
worauf die Lidngeninderung 4!, = c¢d von ¢ aus auf dieser
Linie angesetzt wird. In der Abbildung ist angenommen, dal
sich der Stab 1 verkiirzt habe. Durch den auf diese Weise
gefundenen Punkt d legen wir hierauf den Kreishogen dIIT’
vom Mittelpunkte II' aus. Der Schnittpunkt beider Kreis-
bogen liefert den Punkt III'.

Der wirklichen Ausfiihrung des bis dahin beschriebenen
Verfahrens steht freilich das Hindernis im Wege, daBl die Knoten-
punktswege und die Anderungen der Stablingen so klein sind,
daB sich das Dreieck I'II' ITII' vom Dreiecke I IIIIT kaum
oder gar nicht auseinander halten liit. Die Schwierigkeit besteht
jedoch nur darin, daf in der Zeichnung neben sehr kleinen
Strecken auch sehr viel groBere Strecken vorkommen. Denn so
klein auch die Knotenpunktswege und die Stabverlingerungen
sein mogen: bei einer passenden Wahl des MaBstabes lassen
sie sich doch in zweckmiBiger GroBe auftragen. Die Stab-
lingen selbst kann man dann freilich nicht in dieselbe Zeichnung
aufnehmen. Dies ist aber auch gar nicht notig. Man denke sich
nimlich den durch die Linie mm abgegrenzten Teil der Figur
in der Umgebung des Knotenpunktes III von dem Reste abge-
schnitten. Schon dieser Abschnitt der Figur gentigt vollstéindig,
um den Knotenpunktsweg von III zu ermitteln. Man kann
némlich diesen Teil der ganzen Figur in einem beliebigen MaB-
stabe auftragen, ohne dazu den sehr viel groferen Rest notig
zu haben. Zugleich sind alle Strecken in diesem Teile klein
von der Ordnung der Knotenpunktswege und der Stabver-
lingerungen, so daB kein Hindernis besteht, den MaBstab so
zu wihlen, daB alle Strecken eine fiir das Auftragen oder Ab-
messen mit dem Zirkel bequeme Grofle erlangen.

Freilich braucht man eigentlich streng genommen die
Punkte I’ und II', um von ihnen aus die Kreisbogen von b
und d nach III" zu schlagen. Aber gerade der Umstand, daB
die Knotenpunktswege sehr klein im Verhiltnisse zu den Stab-
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lingen sind, der uns zuerst stérend im Wege stand, hilft uns jetzt
zur Uberwindung dieser Schwierigkeit. Ein kleiner Kreisbogen, der
zu einem groBen Halbmesser gehdrt, kann ndmlich genau genug
als geradlinig angenommen werden. Die Richtung der das Bogen-
element ersetzenden Strecke muB natiirlich senkrecht zum Halb-
messer stehen und dessen Richtung ist in dem Abschnitte der
Figur ohnehin schon durch die Strecke ab bzw. cd vertreten.
In Abb.156 ist der in Frage kommende Teil von Abb. 155 noch
einmal besonders herausgezeichnet. Man tiberzeugt sich leicht,
daB dieser Teil fiir sich gezeichnet werden kann, ohne daB man
zuvor Abb. 155 entworfen zu haben braucht. Von

R.%x  einem beliebigen Punkte, der hier der Uberein-
o d,fz, stimmung mit Abb. 155 wegen, mit III bezeichnet
.y lz+  ist, den man aber sonst den Pol des Verschiebungs-
At 155, Planes nennt, trage man zunichst die gegebenen
Knotenpunktswege v; und v;; in einem passend

gewahlten MaBstabe ab. Dadurch erhilt man die vorher mit
a und ¢ bezeichneten Punkte. Hieran schlieBen sich die Stab-
verlingerungen 41!, und A1, die parallel zu den gegebenen
Stabrichtungen zu ziehen sind. Hiermit hat man die Punkte d
und b und es fehlen nur noch die Kreisbogen bIII" und JIII".
In Abb. 156 muBten diese wirklich als Kreishtgen gezogen
werden, weil diese Abbildung aus Abb. 155 losgetrennt war,
in der die Knotenpunktswege von gleicher GroBenordnung
mit den Stablingen angenommen wurden. Hiermit hingt es
auch zusammen, daB wir beim Ubergange von Abb. 155 zu
Abb. 156 keine Veranlassung hatten, den MaBstab zu vergroBern.
In jenen Fillen, fiir die man die Verschiebungspline tatsachlich
zu konstruieren hat, ist aber Abb. 156 in weit groBerem MaB-
stabe als Abb. 155 zu zeichnen und die Kreishégen bIII' und
dIIl" gehoren dann zu Halbmessern von vielen Metern Léange.
Es geniigt dann, bIIT" als gerade Linie senkrecht zu ab und
ebenso dIII" senkrecht zu ¢d zu ziehen. Die Verbindungslinie
vom Pole des Verschiebungsplanes zum Schnittpunkte ITI’
der beiden Geraden gibt die gesuchte Verschiebung vy, des
Knotenpunktes IIT nach GroBe und Richtung an. i

v
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Die einfachere Aufgabe, die wir uns zunédchst stellten, ist
hiermit gelost und es bleibt nur noch zu zeigen, wie man durch
wiederholte Anwendung desselben Verfahrens auch die zu
gegebenen Stabverlingerungen gehdérenden Knotenpunktsver-
schiebungen in einem beliebigen ,,einfachen* Fachwerktriger
ermitteln kann. Hierzu bemerke ich, daB es fiir die Konstruktion
des Verschiebungsplanes gleichgiiltig ist, ob der Triger statisch
bestimmt oder unbestimmt ist, falls man nur die Verlangerungen
aller Stibe bereits kennt. Man kann dann die iiberzihligen
Stibe bei der Konstruktion ganz unberiicksichtigt lassen. Nach-
her muf sich von selbst zeigen, daf die Verlingerungen der
iiberziahligen Stibe mit den im Verschiebungsplane gefundenen
Wegen ihrer Endknotenpunkte in Ubereinstimmung stehen.

In Abb. 157% ist ein Balkentrdger gezeichnet, von dem
die durch Schattenstriche hervorgehobenen Stibe gedriickt,
die andern gezogen sein sollen. Die Stabspannungen sollen
durch Zeichnen eines Krifteplanes und die Stabverlingerungen
Al nach Gl (60) bereits berechnet sein.

Den Verschiebungsplan zeichnet man nebenan als be-
sondere Figur (Abb. 157%), so etwa wie einen Krifteplan. Der
Pol, von dem aus die Knotenpunktswege nach Grofe und
Richtung aufzutragen sind, ist in der Abbildung mit dem Buch-
staben O bezeichnet. Die Stabverlingerungen, die in passender
VergroBerung angegeben wurden, sind durch ausgezogene kleine
Strecken dargestellt und nur mit den Nummern der zugehorigen
Stibe bezeichnet. Die gestrichelten Linien des Verschiebungs-
planes bilden den Ersatz fiir die in den vorhergehenden Aus-
einandersetzungen besprochenen Kreishigen.

Beim Anfange st6Bt man auf eine kleine Schwierigkeit.
Man beginnt ndmlich vom festen Auflagerpunkte I her. Nun-
weill man zwar, daf dessen Verschiebung gleich Null ist. Von
den Verschiebungen der beiden andern Ecken II und III des
ersten Stabdreieckes I, II, III weil man aber noch nichts. Hs
fehlt also hier eine der Voraussetzungen, von denen wir bei
der Losung der einfacheren Aufgabe fiir das Stabdreieck aus-
gingen.
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Abb. 157ec.

Abb. 157b.

Abb, 157a.
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Man hilft sich damit, dall man die ganze Aufgabe in zwei
Teile zerlegt, die man nacheinander erledigt. Man denkt sich
niamlich mit dem Triger zunichst nur die Anderung der Gestalt
vorgenommen, wihrend man die Lage, in die er dabei iibergeht,
einstweilen als unbestimmt betrachtet.  Die Lage, die der
Triiger nachher einnimmt, wird durch die Auflagerbedingungen
vorgeschrieben. Nun kann man zwar die dem festen Auflager
punkte vorgeschriebenen Bedingungen sofort verwerten, indem
man seinen Knotenpunktsweg gleich Null setzt. Die Auflager-
bedingung am andern Ende, durch die der Knotenpunkt VII
auf seiner horizontalen Auflagerbahn gehalten wird, 1iBt sich
aber von Anfang an nicht benutzen, wenn man die Konstruktion
des Verschiebungsplanes vom linken Trigerende her beginnt.
Man sieht daher von der Erfiillung dieser Auflagerbedingung
einstweilen ganz ab und denkt sich den Tréger, nachdem er
die ihm auferlegte Gestaltinderung erfahren hat, in irgend-
einer andern Lage gegeben.

Diese ganz willkiirlich auszuwahlende Lage kann z. B.
dadurch niher bezeichnet werden, dall man sich die Richtung
des Stabes 1 festgehalten denkt. In diesem Falle muf sich der
Knotenpunkt IT in horizontaler Richtung verschieben.

Hiermit ist — freilich unter Aufopferung der unmittel-
baren Erreichung des gesteckten Zieles — die vorher erwihnte
Schwierigkeit beim Anfange des Verschiebungsplanes gehoben.
Wir tragen die Lidngeninderung A1, oder kurz 1 des Stabes 1
vom Pole des Verschiebungsplanes horizontal nach rechts hin
ab. Der Stab ist ndmlich nach Voraussetzung gezogen und
der Knotenpunkt IT entfernt sich daher von I, d. h. er bewegt
sich nach rechts hin. An den Endpunkt der Strecke 1 schreiben
wir IL

Nun steht der Konstruktion des Verschiebungsweges von II1
nach dem vorher besprochenen Verfahren kein Hindernis mehr
im Wege. Wir tragen von II aus 4, nach links oben hin ab,
da der Stab 3 gezogen ist, der Knotenpunkt III sich also infolge
der Stabverlingerung von II entfernt, d. h. nach links oben
hin bewegt. Ebenso tragen wir 417, von O aus nach links unten
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hin ab, weil Stab 2 gedriickt ist, sich also verkiirzt. Die durch
die Endpunkte von A1I; und A1, gezogenen Senkrechten, die
zum Ersatze der betreffenden Kreisbogen dienen, schneiden
gich im Punkte IIT (entsprechend dem Punkte III" nach der
Bezeichnung in Abb.156) des Verschiebungsplanes. Die Strecke
vom Pole O nach III gibt den Verschiebungsweg des Knoten-
punktes IIT an fiir den Ubergang des Trigers in seine neue
Gestalt, aber freilich nicht zugleich in die richtige Lage, sondern
in die anstatt deren willkiirlich gewéhlte.

Nachdem IIT im Verschiebungsplane gefunden ist, sucht
man den Punkt IV auf. Dieser Knotenpunkt ist durch die
Stibe 4 und 6 an III und II angeschlossen. Die Verschiebungs-
wege von IIT und II sind schon im Verschiebungsplane ent-
halten. Wir brauchen also nur an III die Stabverlingerung
Al und Al an IT anzutragen und durch die Endpunkte dieser
Strecken Senkrechte zu ziehen, um IV zu erhalten. Hierbei
ist darauf zu achten, daB die Stdbe 4 und 6 nach Voraussetzung
gedriickt sind, daB sich also IV den Knotenpunkten II und III
nahert. Demnach ist die Strecke 4 von III aus nach links hin,
6 von II aus nach links unten hin abzutragen gewesen.

In derselben Weise findet man dann auch der Reihe nach
die Punkte V, VI und VII des Verschiebungsplanes. Man tut
zwar gut, sich jeden Schritt, der hierzu fiihrt, wieder im ein-
zelnen zu iiberlegen und dabei namentlich auf den Sinn zu
achten, in dem die 4! jedesmal anzuschlieBen sind. Es ist
aber nicht notig, die Beschreibung fortzusetzen, da ich dabei
immer nur von neuem dieselben Worte zu wiederholen hitte.

Nachdem man bis zum rechten Auflagerpunkte VII ge-
langt ist, zeigt sich, dafl man mit der willkiirlichen Annahme,
der Stab 1 dndere seine Richtung nicht, von der man aus-
gegangen war, nicht das Rechte getroffen hat. Darum werden
aber unsere Ergebnisse noch nicht wertlos; sie bediirfen nur
einer Verbesserung, die leicht an ihnen anzubringen ist.

Jedenfalls haben wir nimlich Knotenpunktsverschiebungen
gefunden, die, wenn sie wirklich vorgenommen werden, den
Trager in jene Gestalt iiberfithren, die er infolge der Stabver-
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lingerungen tatsichlich annimmt. Wir brauchen also nur
noch eine Lagendnderung ohne Gestaltinderung vorzunehmen,
némlich den Triger nachtriglich um den festen Auflagerpunkt I
so lange zu drehen, bis der andere Auflagerpunkt VII in die
ihm vorgeschriebene Auflagerbahn gelangt. Hierbei beschreibt
VII einen Kreisbogen, dessen Mittelpunkt I ist. Da dieser
Kreisbogen aber nur sehr klein im Verhiltnisse zum Halb-
messer ist, geniigb es, ihn im Verschiebungsplane durch eine
gerade Strecke zu ersetzen, die zur Richtung des Halbmessers
von I nach VII senkrecht steht. Diese Strecke ist in Abb. 157°
mit a bezeichnet; sie reicht vom Punkte VII bis zu der durch
den Pol O gezogenen Horizontalen.

Erst die Linie O VII' gibt den wahren Verschiebungsweg
des Knotenpunktes VII nach GroBe und Richtung in dem ge-
wihlten Mafstabe an. Aus der Figur folgt, daB dieser Weg
gleich der Summe der Stabverlingerungen A1, A1l; und A1,
ist. Dies war auch von Anfang an vorauszusehen, da sich VII
von dem festen Auflager um den Betrag der elastischen Dehnung
des ganzen Untergurtes entfernen muB.

Beim Zuriickdrehen des seiner Gestalt nach unverénder-
lichen Trigers aus der zuerst willkiirlich gewihlten Lage in
jene, die er in Wirklichkeit einnehmen muB, beschreiben auch
alle andern Knotenpunkte Kreisbogen um I als Mittelpunkt.
Auch die hierdurch bedingten Verschiebungswege kénnen wegen

ihrer Kleinheit (im Verhéltnisse zu den Halbmessern) durch .

gerade Linien im Verschiebungsplane ersetzt werden, die zu
den aus der Triagerfigur in Abb. 157* zu entnehmenden Halb-
messerrichtungen senkrecht stehen. Um ihre GréBen zu finden,
bedenke man, daB alle diese Kreishogen zu gleichen Zentri-
winkeln gehoren, nidmlich jeder zu einem Zentriwinkel, der
gleich der Drehung ist, die wir mit der unverdnderlichen Triager-
figur vornehmen miissen, um VII auf seine Auflagerbahn zuriick-
zufithren. Die bei der Drehung zuriickgelegten Wegestrecken
verhalten sich daher wie die Halbmesser der Kreisbdgen und
da der Weg von VII bereits gleich der Strecke a gefunden ist,
kénnen auch die Lingen der ibrigen Wege sofort ermittelt werden.
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Man trage etwa, wie es in Abb. 157* geschehen ist, die
Strecke @ nach abwirts auf, schlage die Entfernung der ein-
zelnen Knotenpunkte von I auf die Horizontale durch I herab
und ziehe von da aus Parallelen zu a. Aus der Zeichnung lassen
sich dann die GroBen der Verschiebungswege der zugehorigen
Knotenpunkte ohne weiteres entnehmen.

Man braucht jetzt nur noch die nach Richtung und GroBe
bekannten Verschiebungswege an die zugehoérigen Punkte des
Verschiebungsplanes anzusetzen, um sofort zu jenen Punkten zu
gelangen, deren Lage zum Pole die wahre Verschiebung nach
GroBe und Richtung angibt. Um die Deutlichkeit der Figur
nicht zu beeintrichtigen, ist dies in Abb. 157" selbst nicht aus-
gefithrt worden. Vielmehr sind die richtigen Lagen der Punkte
im Verschiebungsplane in Abb. 157¢ besonders herausgezeichnet
worden. Eigentlich hat man sich Abb. 157° mit Abb. 157® zu
einer einzigen Figur iibereinander gedeckt vorzustellen, so
némlich, da} sich die Pole O in heiden Abbildungen decken.

Im iibrigen ist das Verfahren noch mancher Abiinderungen fiihig.
Es ist z. B. nicht nétig, bei der Konstruktion des Verschiebungsplanes
vom festen Auflager her zu beginnen. Man kann sich auch irgend-
einen Knotenpunkt in der Mitte und einen von ihm ausgehenden
Stab der Richtung nach vorliufig festgehalten denken und von hier
aus den Verschiebungsplan nach beiden Seiten hin konstruieren.
Dann findet man freilich, daB keiner der Auflagerpunkte die ihm
vorgeschriebenen Auflagerbedingungen erfiilll. Durch Drehung um
~ einen Pol, dessen Lage leicht zu ermitteln ist, kann man aber nach-

triiglich den seiner Gestalt nach bereits veriinderten und wiithrend der
Drehung daher unveriinderlichen Triiger in jene Lage zuriickbringen,
die durch die Auflagerbedingungen vorgeschrieben ist.

Dieses Verfahren hat den Vorzug vor dem vorher beschriebenen,
daB der Verschiebungsplan einen kleineren Umfang annimmt und da8
man daher bei einem gegebenen Raume der Zeichenfliiche den MaB-
stab fiir das Auftragen der Stabverlingerungen und der Verschie-
bungen griBer wiihlen kann, wodurch die Genauigkeit erhéht wird.
Man bemerkt niimlich schon an dem einfachen Beispiele, das vorher
behandelt wurde, dafl der Raum, den der Verschiebungsplan ein-
nimmt, in immer stiirkerem Verhiiltnisse anwiichst, je weiter man
vorschreitet.

Ferner steht es auch frei, die einzelnen Polygone, aus denen
sich der Verschiebungsplan zusammensetzt, in die Trigerfigur selbst
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einzutragen, so daB an jedem Knotenpunkt jenmes Polygon angesetzt
wird, das vorher dazu diente, die Lage des dem Knotenpunkte ent-
sprechenden Punktes des Verschiebungsplanes aufzusuchen. Mancher
wird dieses Verfahren vielleicht fiir anschaulicher halten und es soll
daher durch eine besondere Iigur, die sich ebenfalls auf das vorher
behandelte Beispiel bezieht, erliutert werden.

Zugleich sind hierbei noch einige Abiinderungen getroffen, die
sich unter diesen Umstiinden als zweckmiiBlig erweisen. Die Knoten-
punktsverschiebungen sind in Abb. 158 von jedem Knotenpunkte aus
in vergroBertem Malistabe abgetragen und in der Zeichnung durch
starke Striche hervorgehoben. Zuerst triigt man vy vom Knoten-
punkte II aus in beliebiger Richtung ab, indem man nur dafiir sorgt,
daB die Horizontalkomponente von vy gleich Al, (in der Abbildung
A, geschrieben) ist. Dann projiziert man by auf die Richtung von 3

Abb. 158.

und triigt die Projektion ¢'f; von IIT aus in gleicher Richtung auf 3
ab. Wenn der Stab IIT seine Linge nicht iinderte, miilite der Knoten-
punkt IIT nach der Verschiebung auf der durch den Endpunkt von
v'1r gezogenen Senkrechten liegen. Da aber 3 gezogen ist und sich
verlingert, muB8 die Projektion von IIL einen gréBeren Abstand von
der Projektion von IT auf die Richtung von 3 haben. Man hat daher
Aﬂ vom Endpunkte von v';1 aus nach dem Knotenpunkte III hin ab-
zutragen und durch den Endpunkt eine Senkrechte zu ziehen, auf der
der Endpunkt der Verschiebung by enthalten sein muB. Ferner
nithert sich der Knotenpunkt ITI dem festen Auflagerpunkte I wegen
der Verkiirzung des Stabes 2. Man trigt daher Al, von III aus
nach I hin ab und zieht durch den Endpunkt eine Senkrechte zur
Stabrichtung. Der Schnittpunkt von ihr mit der vorigen Senkrechten
liefert den Endpunkt der Verschiebung by

Um zur Verschiebung des Knotenpunktes IV zu gelangen, der
mit IT und IIT durch die Stibe 6 und 4 verbunden ist, projiziert
man zunichst vy und vyy auf die Richtungen der Verbindungs-
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stibe 6 und 4. Die beiden Projektionen friigt man am Knoten-
punkte IV im gleichen Sinne auf den Stabrichtungen ab. Hitten
sich die Lingen der Verbindungsstiibe nicht geiindert, so miiBte der
Knotenpunkt IV nach der Formiinderung auf den durch die End-
punkte jener Strecken gezogenen Senkrechten liegen. Um auch die
Liingeniinderungen zu beriicksichtigen, tragen wir A, an die eine
Strecke nach links hin, Ay an die andere nach links unten hin an,
weil die Stibe 4 und 6 nach Voraussetzung gedriickt sind und der
Knotenpunkt IV sich daher den Knotenpunkten II und IIT nihert.
Wenn wir jetzt Senkrechten zu den Stabrichtungen an den End-
punkten von &, und Ay errichten, erhalten wir als Schnittpunkt die
neue Lage des Punktes IV oder mit andern Worten den Endpunkt
des Verschiebungsweges bry.

In derselben Weise kann man bis zum Ende hin fortfahren.
Sollte man die zuvor willkiirlich gewiihlte Richtung von vy zufillig
gerade richtig getroffen haben, so miiBte sich dies darin zeigen, dafB
die Verschiebung Vyyr des rechten Auflagerpunktes horizontal aus-
fiele. Im allgemeinen wird dies aber nicht zutreffen. Man muB da-
her nachtriiglich noch um I zuriickdrehen, bis VIL in die horizontale
Auflagerbahn gelangt. Dies kann wieder so wie vorher ausgefiihrt
werden. Man setzt an den Endpunkt jeder Strecke v den bei der
Drehung beschriebenen Weg an. Freilich darf man hierbei nicht
etwa wirklich einen Kreisbogen aus dem Punkte I schlagen. Da alle
Stabverliingerungen und Knotenpunktswege in viel griferem MaB-
stabe iiber die in kleinem Mafstabe gezeichnete Triigerfigur gedeckt
sind, lassen sich die Teile des Verschiebungsplanes nicht in unmittel-
bare Beziehung zu den Teilen der Trigerfigur setzen. Jener PunktI,
von dem aus man den Kreishogen zu ziehen hiitte, liegt vielmehr viel
weiter ab, so wie es der MaBstab des Verschiebungsplanes im Gegen-
satze zum MabBstabe der Trigerfigur erfordert. Man ersetzt daher,
wie schon frither, den Kreisbogen durch eine zum Radins senk-
recht gezogene Gerade. Die Richtung des Radius wird hierbei
durch die vom Knotenpunkte I der Triigerfigur gezogene Ver-
bindungslinie richtig angegeben. — Um die Deutlichkeit der Figur
nicht durch Hinzufiignng weiterer Linien zu beeintriichtigen, ist
von der Ausfithrung der Zuriickdrehung in Abb. 158 abgesehen
worden.

§ 52. Die Stabspannungen im einfach statisch unbestimmten
Triger.

Wenn ein Stab oder eine Auflagerbedingung iiberzihlig ist,

gibt es zu jedem Belastungsfalle unendlich viele Spannungs-
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bilder. Denkt man sich nimlich den iiberziihligen Stab oder die
iiberzihlige Auflagerbedingung entfernt und bringt dafiir an den
Endpunkten des Stabes oder an dem Auflagerpunkte &uBere
Krifte von beliebiger GriBe an, so wie sie von dem Stabe oder
durch den Auflagerzwang ausgeiibt werden kénnten, so sihd
dadurch die Spannungen in dem iibrig bleibenden statisch be-
stimmten Triiger eindeutig bestimmt. Da man aber die GroBe
der Stabspannung des iiberzihligen Stabes oder der iiberzihligen
Auflagerkomponente beliebig wihlen kann, hat man im ganzen
Triger unendlich viele Spannungsbilder, die vom Standpunkte
der Mechanik des materiellen Punktes oder des starren Korpers
aus alle gleich maoglich sind.

Von allen diesen verschiedenen Spannungszustinden kann
aber nur einer wirklich zustande kommen und um ihn unter
allen moglichen herauszufinden, bedarf es noch einer iiber die
Lehren der Mechanik starrer Korper hinausreichenden Kenntnis
iiber das Verhalten des Triigers gegeniiber aufgebrachten Lasten.
Hierzu verhilft uns die Lehre von den elastischen Forméinde-
rungen. Wenn das Material, aus dem die Stibe angefertigt sind,
das Hookesche Gesetz befolgt, hort jede Unbestimmtheit auf
und die Stabspannungen kénnen in eindeutiger Weise berechnet
werden.

Wenn diese Berechnung nur fiir einen einzelnen Belastungs-
fall erforderlich ist, fiihrt die Anwendung des bereits in § 49
besprochenen Maxwell-Mohrschen Verfahrens, das sich auf die
jetzt vorliegende Aufgabe ohne weiteres iibertragen lafit, am
schnellsten zum Ziele. Man denke sich irgendeinen Stab entfernt,
der als der iiberziihlige betrachtet werden kann. Der iibrig-
bleibende statisch bestimmte Rest des Trigers moge als das
sHauptnetz“ bezeichnet werden. Wir berechnen zundchst
die Spannungen, die im Hauptnetze unter den gegebenen Lasten
auftreten miiBten, wenn der iiberzihlige Stab wirklich fehlte.
Dies ist nach den Lehren der friitheren Abschnitte stets moglich,
da das Hauptnetz nach Voraussetzung einen statisch bestimmten
Triiger bildet. Man wird also etwa einen Krifteplan zeichnen,
den wir den Krifteplan 7' nennen wollen. Die aus ihm ent-

Foppl: Graphische Statik 3. Aufl 21
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nommene, zu irgendeinem Stabe mit der Ordnungsnummer ¢
gehorige Stabspannung sei mit 7; bezeichnet. Auch das Span-
nungsbild 7' gehort zu jenen, die wir fiir den ganzen statisch
unbestimmten Triger vorher als méoglich hingestellt hatten;
es ist jenes, bei dem die Spannung des iiberzihligen Stabes
willkiirlich gleich Null gesetzt ist.

Hierauf betrachte man das Hauptnetz unter der Annahme,
daB alle duBeren Lasten entfernt sind, wihrend an den End-
punkten des iiberzihligen Stabes willkiirlich Lasten angebracht
werden, die gleich der Lasteinheit sind und jene Richtung
haben, wie eine vom iiberzihligen Stabe auf seine Endpunkte
ausgeiibte Zugspannung. Diesem Belastungsfalle entsprechen
Spannungen in den Stiben des statisch bestimmten Haupt-
netzes, die sich ebenfalls auf bekannte Art leicht ermitteln
lassen. Man wird hierzu einen neuen Krifteplan zeichnen, den
wir den Krifteplan # nennen wollen. Die im Stabe i jetzt
auftretende Spannung sei mit u; bezeichnet. Wirkt ferner lings
der Richtungslinie des iiberzihligen Stabes nicht eine Zug-
spannung von der Lasteinheit, sondern eine Spannung be-
liebigen Vorzeichens vom Werte X, so entsprechen ihr im
Hauptnetze die Spannungen «X.

Aus den beiden Spannungsbildern 7' und #X lassen sich
nun auch alle andern zusammensetzen, die den Gleichgewichts-
bedingungen an allen Knotenpunkten geniigen. Es muB sich
also auch jenes darunter befinden, das wir suchen und das mit
dem Buchstaben 8 bezeichnet werden soll. Es wird sich nur

darum handeln, der hierbei allein noch vorkommenden Unbe-
kannten X den richtigen Wert zu erteilen. Die wahre Span-
nung §; im Stabe ¢ wird sich also in der Form

darstellen lassen. ! ! ' (64)
Die elastische Lingeninderung 41, des Stabes 1 folgt

hieraus mit Benutzung der in Gl. (59) und (60) S. 303 einge-
fithrten Stabkonstanten r zu

A= r,8,= r(T, + u,X). (65)
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Um die Unbekannte X zu berechnen, wenden wir, wie
schon in § 49, das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten
an. Wir bezichen diesen Satz auf irgend ein Spannungsbild
von der Art u. Da es aber nicht notig ist, gerade das Span-
nungsbild # selbst zu nehmen, wollen wir, um dies klarer hervor-
treten zu lassen, annehmen, dall im iiberzihligen Stabe irgend-
eine Spannung ¢ — also etwa eine Montierungsspannung —
auftrete, die im Stabe i eine Spannung Cu, zur Folge hat. AuBere
Lasten, abgesehen von Auflagerkriften, die dadurch hervor-
gerufen werden konnen, kommen in diesem Spannungsbilde
nicht vor.

Die Spannungen Cwu stehen also an allen Knotenpunkten
unter sich, oder an den Auflagerpunkten mit den dort auf-
tretenden Auflagerkriften im Gleichgewichte. Denken wir uns
den Knotenpunkten, also den Angriffspunkten dieser Krifte,
beliebige (virtuelle) Verschiebungen erteilt, so ist die Summe
der von ihnen geleisteten Arbeiten gleich Null. Wir denken
uns, wie schon bei der fritheren dhnlichen Betrachtung in § 49,
diese Arbeitsgleichung fiir jeden Knotenpunkt angeschrieben
und hierauf alle Gleichungen addiert. Dabei kénnen wir wieder
je zwei Glieder, die sich auf dieselbe Stabspannung beziehen,
zu einem Gliede von der Form

— Cu - Al
vereinigen.

Hierbei ist es zunédchst gleichgiiltig, welehe virtuellen
Verschiebungen wir voraussetzen wollen, wenn nur Al im
vorhergehenden Ausdrucke die dazu gehorige Stabverlingerung
angibt. Es steht ung daher jedenfalls auch frei, jene Knoten-
punktswege als die virtuellen Verschiebungen anzusehen, die
bei der Forménderung des statisch unbestimmten Trigers unter
dem Einflusse der gegebenen Lasten in Wirklichkeit zustande
kommen. Die hierbei auftretenden Stabverlingerungen sind
aber durch Gl. (65) — abgesehen von der darin noch vor-
kommenden Unbekannten X — bereits festgestellt. Wir konnen
also die von den Stabspannungen herrithrenden Glieder der

21"
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Arbeitsgleichung ohne weiteres anschreiben; zum Stabe 7 z. B.
hort das Glied
genor as 1€ I Cﬂf‘?‘i(T’. + 'M"X).

Es bleiben nur noch die Arbeiten der Auflagerkrifte ibrig,
die zum Spannungsbilde Cu gehdren. Diese Arbeiten sind aber
gleich Null, weil sich die festgehaltenen Auflagerpunkte iiber-
haupt nicht bewegen, wihrend bei den lings Auflagerbahnen
verschieblichen der Weg senkrecht zur Kraftrichtung steht.
Die Arbeitsgleichung reduziert sich daher auf

— ZCur(T + uX) = 0. (66)

Die Summierung hat sich auf alle Stibe mit Einschlu 8
desiberzdahligen zu erstrecken; fiir ihn ist, wie aus der
Ableitung hervorgeht, 7= () und » = + 1 zu setzen.

Das Vorzeichen vor der Summe ist ohne Bedeutung und
auch der vorher eingefiihrte, unbestimmt gelassene Faktor C,
der in allen (Gliedern wiederkehrt, kann wieder gestrichen
werden. Die Gleichung enthilt daher nur die eine Unbekannte
X. Die Summe liBt sich in zwei Glieder trennen und aus der
so entstehenden Gleichung

ZurT + XZur =0
erhilt man durch Auflésung nach X
ZurT
X =—Zu )

Hiermitist dieAufgabegeldst. Dennalle
inden Summen vorkommenden Glieder kén-
nen auf Grund der beidenKrafteplidneTundu
und der Angabeniberdie Ldngen und Quer-
schnitte der Stdbe zahlenm&fBig angegeben
werden. Wie groB man den Elastizititsmodul annehmen
will, bleibt iibrigens gleichgiiltig, falls alle Stibe aus demselben
Material bestehen, da E nach Einsetzen des Wertes von r aus
Gl (59) in jedem Gliede von Zihler und Nenner in gleicher
Weise auftritt und sich daher forthebt.

Nachdem X bekannt ist, folgt auch die Spannung jedes
andern Stabes nach Gl. (64).
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Bisher nahm ich an, daf ein iiberzéihliger Stab herausgenommen
werden soll, um zum statisch bestimmten Hauptnetze zu gelangen.
Man kann aber anstatt dessen ebensogut auch eine iiberzihlige Auf-
lagerbedingung beseitigen. In diesem Falle ist unter X die Kompo-
nente des Auflagerdruckes zu verstehen, die durch den beseitigten
Auflagerzwang in Wirklichkeit hervorgerufen wird.

Man iiberzeugt sich leicht, daB die vorhergehenden Entwick-
lungen auch fir diesen Fall ohne Anderung giiltig bleiben. Man
nehme z. B. an, daB es sich um einen Fachwerkbogentriiger handele,
der aus einem statisch bestimmten Fachwerke durch feste Auflage-
rung beider Endknotenpunkte hervorgegangen ist. Der festen Auf-
lagerung beider Endpunkte entsprechen vier Auflagerbedingungen
also eine zuviel. Anstatt nun einen Stab herauszunehmen und da-
durch zu einem Hauptnetze zu gelangen, das einen Bogentriiger mit
drei Gelenken darstellt, kann man auch eine Auflagerbedingung ent-
fernen, nimlich voraussetzen, daf der Triiger nur an einem Ende
fest, am andern auf einer horizontalen Auflagerbahn verschieblich
aufgelagert sei. Als  Hauptnetz* ist jetzt das als Balkentriiger auf-
gelagerte Fachwerk anzusehen. Man zeichne den Krifteplan 7' fiir
die im Balkentriiger durch die gegebenen Lasten hervorgerufenen
Stabspannungen. Dann bringe man als einzige Last eine horizontale
Kraft von der Lasteinheit an dem auf dem Rollenlager sitzenden
Auflagerpunkte an, die auf den festen Auflagerpunkt zu gerichtet
ist. Dieser Last entspricht ein horizontaler Auflagerdruck von der-
selben GroBe am festen Auflager. Man zeichne den Kriifteplan u
fiir die hierdurch hervorgerufenen Stabspannungen im Balkentriiger.
Bezeichnet dann X den in Wirklichkeit bei dem statisch unbestimmten
Triiger unter den gegebenen Lasten auftretenden Horizontalschub, so
werden die Stabspannungen S durch Gl. (64) angegeben und X selbst
findet man durch dieselben Uberlegungen wie vorher gleich dem durch
Gl1. (67) angegebenen Werte.

§ B3. Triiger mit zwei oder mehr iiberzihligen Stében.

AllzugroB ist die Zahl der iberzihligen Stéibe nicht leicht
bei den in der Praxis angewendeten Tragkonstruktionen, fiir
die man solche Rechnungen auszufithren hat. Triger mit zwei
oder drei iiberzihligen Stiben kommen indessen noch ofters
vor. Ieh werde hier einen Triiger mit zwei iiberzihligen Stiben
behandeln; man sieht nachher leicht ein, wie sich das Ver-
fahren gestaltet, wenn die Zahl der iiberziihligen Stibe (oder
Auflagerbedingungen) noch griofer ist.
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Abb. 159 zeigt ein Beispiel fiir einen zweifach statisch un-
bestimmten Bogentriiger. Denkt man sich die Stibe X und Y heraus-
genommen, so bleibt ein Hauptnetz iibrig, das einen statisch be-
stimmten Bogentriiger mit drei Gelenken vorstellt. Das Mittelgelenk

x wird durch den Kreuzungs-
punkt G der beiden zwi-
schen X und Y liegenden
Diagonalstiibe dargestellt.
Sind die Stibe in G mit-
einander verbunden, so ist
G ein eigentliches Gelenk;
gehen sie aneinander vorfiber, so ist & ein imaginiires Gelenk. TFiir
die Berechnung ist es aber gleichgiiltig, ob der eine oder der andere
Fall vorliegt. Ebenso ist es auch einerlei, ob die iibrigen Diagonalen
an den Kreuzungsstellen miteinander vernietet sind oder nicht: in
jedem Falle bildet jede der beiden Scheiben, die im Gelenke G zu-
sammenhiingen, ein einfaches statisch bestimmtes Fachwerk, das
von dem sich an den Auflagerpunkt anschlieBenden Dreiecke aus
durch fortgesetzte Angliederung neuer Knotenpunkte durch je zwei
Stibe erzeugt werden kann.

Man berechnet zunichst die Stabspannungen 7, die im
Hauptnetze durch die gegebenen Lasten hervorgerufen werden.
Dann bringt man am Hauptnetze Kriifte von der Lasteinheit
an den Endpunkten des ersten iiberzihligen Stabes X an, von
jener Richtung, wie sie einer im Stabe X auftretenden Zug-
spannung entspricht. Diese beiden Lasten bringen Auflager-
kriifte und Stabspannungen im Hauptnetze hervor, die auf die-
selbe Art wie vorher ermittelt werden konnen. Der zugehorige
Krifteplan soll als Krifteplan « bezeichnet werden.

Big jetzt entspricht das Verfahren genau dem im vorigen
Paragraphen befolgten. Hier kommt nur noch hinzu, daf man
gich auch an den Endpunkten des zweiten iiberzahligen Stabes
Y Krifte von der Lasteinheit am Hauptnetze angebracht zu
denken hat, die so gerichtet sind, wie es einer Zugspannung im
Stabe Y entspricht. ‘Auch fir diesen dritten Belastungsfall
fithrt man die Berechnung der Stabspannungen im Hauptnetze
durch, indem man einen dritten Krifteplan v zeichnet.

Versteht man unter X und Y zugleich auch die unbekannten
Spannungen in den beiden iiberzihligen Stéiben (nach GroBe

Abb, 159.
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und Vorzeichen), so setzt sich die in irgendeinem Stabe ¢ unter
den gegebenen Lasten tatsichlich eintretende Spannung &S,
aus den drei Spannungsbildern 7', » und v nach der Gleichung
8;=T,+uX +vY (68)
zusammen. Um die beiden Unbekannten X und Y zu ermitteln,
miissen wir jetzt das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten
zweimal anwenden.
Das erste Mal legen wir, wie frither, das Spannungshild
Cu zugrunde und sehen als virtuelle Verschiebungen jene an,
die die Knotenpunkte bei der elastischen Formianderung des
statisch unbestimmten Trigers unter den gegebenen Lasten
tatsiichlich erleiden. Dies liefert die Arbeitsgleichung

—ZCu-Al=0.
Beachten wir, daBl Al, hier
A= 18, =r(T, + wX + v,Y)
gesetzt werden kann, so geht die Gleichung nach Streichung
des konstanten Faktors C iiber in

ZurT + XZulr + YZuvr = (. (69)

Die unter den Summenzeichen auftretenden GroBen sind
gimtlich bekannt und die Summen konnen daher zahlenmilbig
ausgerechnet werden. Hierbei ist zu beachten, daf die Summen
zwar an und fiir sich iiber alle Stibe mit FEinschluf} der iiber-
zahligen auszudehnen sind, daB aber 7 fir beide tberzihligen
Stibe, » fiir den Stab ¥ und » fiir den Stab X zu Null wird.
Fiir den Stab X ist w = + 1 und fiir den Stab ¥ ist v= 41
zu setzen. Tatséchlich kommen hiernach in der ersten und in
der letzten der drei Summen nur Glieder vor, die sich auf die
Stibe des Hauptnetzes beziehen, wihrend in der zweiten Summe
auBlerdem noch der Stab X durch ein Glied vertreten ist.

Dann wenden wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
nochmals und zwar auf ein Spannungsbild Cv an, worin C
wieder eine beliebige Konstante bedeutet. Als virtuelle Ver-
schiebungen nehmen wir dieselben wie im vorigen Falle an. Die
Arbeitsgleichung lautet jetzt
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—ZCv-Al=0

oder nach Einsetzen des Wertes von Al und Streichung des
konstanten Faktors

SvrT + XZuvr + YEvr = 0. (70)

Von den hier auftretenden drei Summen ist eine schon
aus der vorigen Gleichung bekannt; die beiden andern kénnen
ebenfalls ihrem Zahlenwerte nach ausgerechnet werden. Nach-
dem dies geschehen ist, bleibt nur noch iibrig, die beiden Glei-
chungen ersten Grades (69) und (70) nach den darin allein noch
vorkommenden beiden Unbekannten X und Y aufzulésen. Man

findet ZurT - Zv¥r—ZvrT - Suvr

(Zuvn)®— Zu'r - Zvir 71
ZvrT - Zulr— ZurT - Zuvr ( )
(Zuvr)? — Zulr - Zolr

X =

Y =

Kommen schlieBlich drei iiberziihlige Stibe vor und be-
zéichnet man den dritten mit Z, so ist noch ein weiterer Kriifteplan w
zu zeichnen fiir die Spannungen, die im Hauptnetze durch eine lings
des Stabes Z angenommene Zugspannung von der Lasteinheit hervor-
gerufen werden. In Gl (68) hat man noch ein Glied w;Z beizufiigen
und das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten ist noch ein drittes
Mal fiir ein Spannungsbild Cw in Anwendung zu bringen. Man
erhiilt dadurch drei Arbeitsgleichungen, die nach den drei Unbekannten
X, Y, Z aufgelost werden kionnen. — Entsprechend wiire auch zu
verfahren, wenn die Zahl der iiberziihligen Stibe noch grifler sein .
sollte.

§ b4. Die Temperaturspannungen.

Wir haben bisher nur jene Spannungen berechnet, die
durch eine Belastung hervorgebracht werden. Jetzt fragen wir
nach den Spannungen, die ganz unabhingig von den Lasten
durch Temperaturinderungen der Fachwerkstibe hervorge-
rufen werden. Man bezeichnet sie als,,Temperaturspannungen*
oder ,,Wirmespannungen** und muf} sie ebenso sorgféltig be-
rechnen, wie die von den Lasten selbst herriihrenden, da sie
unter Umstéinden sehr grof werden kionnen. Die Temperatur-
schwankungen, durch die sie hervorgerufen werden, sind ge-
wohnlich von vornherein gegeben, z. B. bei Konstruktionen,
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die im Freien aufgestellt sind, durch die meteorologischen Er-
fahrungswerte.

Sehr leicht iiberzeugt man sich z. B. von dem Einflusse, den
eine Temperaturinderung ausiibt, beim Bogentriger mit zwei Ge-
lenken. An einem heifen Sommertage sind die Stibe viel wirmer,
als bei der Montierungstemperatur und wenn sie spannungslos bleiben
sollten, miiBten sie die Moglichkeit haben, sich dementsprechend aus-
zudehnen. Wiire der Bogentriiger als Balken aufgestellt, also eine
Auflagerbedingung beseitigt, so wiirde dem kein Hindernis im Wege
stehen. Jeder Stab wiirde sich dann, falls alle die gleiche Tempe-
ratur haben, im selben Verhiltnisse verlingert haben und die Triiger-
figur wiirde der urspriinglichen &hnlich geblieben sein. Im gleichen
Verhiltnisse wiirde sich demnach auch die Spannweite, also die Ent-
fernung der beiden Auflagerpunkte vergrifert haben. Beim Bogen-
triger wird aber diese Entfernung durch die Auflagerbedingungen
konstant erhalten. Es muB daher ein Auflagerzwang, d. h. ein Hori-
zontalschub auftreten, der die Ausdehnung verhindert. Dieser hat
zugleich ein System von Spannungen in allen Stében zur Folge. —
Beim Bogentriiger mit drei Gelenken (und iiberhaupt bei den
statisch bestimmten Trigern) ist dies anders. Bei ihm hebt sich
einfach das Mittelgelenk um soviel, daB die Spannweite konstant
-bleibt, wiihrend jede Scheibe bei der Erwirmung ihrer urspriing-
lichen Gestalt &ihnlich (wenn auch nicht mehr &hnlich gelegen)
bleibt.

Durch die vorhergehenden Bemerkungen ist auch schon ein
Weg gewiesen, auf dem man zur Berechnung des durch die Erwiir-
mung hervorgerufenen Horizontalschubes beim einfach statisch un-
bestimmten Bogentriiger gelangen kann. Dieser Horizontalschub muf
so groB sein, daf er die Vergriferung der Spannweite durch die
Erwiirmung wieder riickgingig machen kann. Versteht man daher
in Gl (62), S. 306 unter z die gegebene VergréBerung der Spann-
weite bei Wegfall des Auflagerzwanges, unter P den gesuchten Hori-
zontalschub, unter § und 7, die hier gleich miteinander sind, die
durch P hervorgerufenen Stabspannungen (die gleich P mal einer
Verhiltniszahl sind, die aus einem Kriifteplan fiir P= 1 entnommen
werden kann), so kann Gl. (62) unmittelbar nach der Unbekannten P
aufgeldst werden.

Ich nehme jetzt ferner an, daf irgendein einzelner Stab,
der die Ordnungsnummer % tragen moge, um ¢ Grad Celsius
erwiarmt (oder bei negativem ¢ abgekiihlt) werde, wihrend die
iibrigen ihre Temperatur behalten sollen. Es handelt sich darum,
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die Spannungen zu berechnen, die hierdurch in dem statisch un-
bestimmten Trager hervorgerufen werden.

Wenn der Trager einfach statisch unbestimmt ist, kénnen
wir den Stab & als den iiberzihligen betrachten. KEs konnte
freilich auch vorkommen, da der beliebig ausgewiihlte Stab %
gar nicht als iiberzéhliger aufgefaBt werden diirfte, indem er
nicht zu jenem Teile des ganzen Stabverbandes gehorte, der
etwa allein statisch unbestimmt wire. In diesem Falle wiirde
aber die Temperaturinderung des Stabes & tberhaupt keine
Temperaturspannungen hervorrufen. Denn wenn wir ihn uns
herausgenommen déchten, dirfte unter der genannten Voraus-
setzung der Rest kein steif verbundenes System mehr bilden.
Der Rest wiirde daher einer Entfernung oder Annéherung der
Knotenpunkte, zwischen denen der Stab £ verlief, keinen Wider-
stand entgegensetzen, d. h. die Ausdehnung des Stabes unter
dem Einflusse der Erwirmung konnte ohne jeden Zwang er-
folgen und es kémen iiberhaupt keine Spannungen zustande.
Da dieger Fall ohne weiteres Interesse ist, kénnen wir daher
den Stab % als den iiberzahligen ansehen.

Die im Stabe k auftretende Spannung sei mit X bezeichnet
und werde, wie immer, positiv gerechnet, wenn sie eine Zug-
spannung ist, obschon man natiirlich bei einem positiven ¢ eine
Druckspannung im Stabe zu erwarten hat. Dies mul sich aber
bei der Ausrechnung von selbst herausstellen.

Wie in fritheren Tillen zeichnen wir auch jetzt wieder
einen Krifteplan u, der die Spannungen im Hauptnetze angibt,
die zu einer Zugspannung von der GriBe der Lasteinheit im
iberziihligen Stabe gehoren. Die tatséichlich im Stabe ¢ auf-
tretende Spannung S, ist dann

8, =uX

zu setzen und es handelt sich nur noch um die Ermittelung der
Unbekannten X.

Hierzu verfahren wir ebenso wie frither. Wir betrachten
ein Spannungsbild Cu, das ohne &uBere Lasten (abgesehen
von den zugehorigen Auflagerkriften) an jedem Knotenpunkte
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Gleichgewicht herstellt und wenden darauf das Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten an, indem wir als virtuelle Ver-
schiebungswege der Knotenpunkte jene ansehen, die unter dem
Einflusse der Erwirmung des Stabes k tatsichlich zustande
kommen.

Dabei ist zu beachten, dal die Léngeninderung jedes zum
Hauptnetze gehorigen Stabes ¢

Al,=r8,= r;ul.X
zu setzen ist, wihrend beim Stabe %k noch ein Glied hinzutritt,

das unmittelbar auf die Temperaturinderung zuriickzufithren
ist. Aus dem gegebenen Ausdehnungskoeffizienten 5 des Ma-

i

terials (fir Eisen der Linge fiir 1° C.) und der Linge I,

80000 000
des Stabes k& folgt die auf die Erwirmung allein zuriickzufiihrende
Lidngenidnderung zu bt

Dazu kommt die von der Spannung X hervorgerufene
Lingeniénderung », X, die fiir ein positives X ebenfalls positiv
zu rechnen ist. Man hat daher fiir den Stab k im Gegensatze
zu den iibrigen

Al = rX + qlt = ruX 4 4Lt

wenn im letzten Ausdrucke zur Herstelling der Symmetrie
mit Al, noch der Faktor u, mit einbezogen wird, der den Wert
4+ 1 hat.

Die Arbeitsgleichung lautet jetzt

— ZCuAl= ()
oder nach Einfithrung der Werte von Al
Su-ruX + qlt=0,
woraus durch Auflosung nach X
X=—_" (72)

gefunden wird. Damit ist die zuniichst gestellte Anfgabe gelost
und man sieht auch, daB X in der Tat negativ wird, wenn ¢
positiv ist, da sowohl g, als 7,, als Zu?r stets positiv sind. Die
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Summe ist auf den iberzihligen Stab mit zu erstrecken und
zwar ist fiir ihn, wie bereits bemerkt, u, = 4+ 1 zu setzen.

Die Spannung irgendeines Stabes i ist nun

' nl.t

Si=— w55 (73)
Sollten ferner mehrere Stibe, anstatt eines einzigen, ihre Tempe-
ratur um beliebig gegebene Betrige #indern, so setzt sich S; aus
einer entsprechenden Anzahl von Gliedern zusammen, die alle nach
dem vorstehenden Muster gebildet sind. Hierbei ist es {iibrigens
nicht nétig, fiir jeden Fall einen besonderen Kriifteplan # von neuem
zu zeichnen. Kommt néimlich nachher die Temperaturerhthung eines
Stabes m in Frage, so tritt an Stelle von % in der vorhergehenden

u,
Formel einfach das Verhiltnis =, wobei der konstante Nenner u',
m

auch noch vor das Summenzeichen gesetzt werden kann. — Anstatt
dessen kann man auch die vorige Betrachtung fiir den Fall der Tempe-
raturiinderung mehrerer Stibe von neuem wiederholen.

Die unmittelbare Anwendung dieser Entwicklungen auf den Fall,
daB sich alle Stibe um gleichviel erwirmen, wire unbequem und
man hilft sich dann besser auf andere Art, wie hier an dem Bei-
spiele des einfach statisch unbestimmten Fachwerkbogens gezeigt
werden soll. Man kann sich niimlich einen solchen Fachwerkbogen
dadurch in einen Balkentriiger verwandelt denken, daB man einen
Btab @ zwischen die Auflager-
punkte einschaltet (Abb.160),
der von so groBem Querschnitte
angenommen wird, daB er
unter der in ihm auftretenden
Spannung keine merkliche

elastische Liingeninderung
erfihrt. Man braucht dazu nur », = 0 zu setzen. Wenn dann das
rechte Ende aul ein Rollenlager gesetzt wird, so ist trotzdem die
Bedingung noch erfiillt, daBl sich dieses Ende unter dem Einflusse
von Lasten nicht zu verschieben vermag.

Dagegen kann man sich die Liinge des Stabes @ unter dem Ein-
flusse von Temperaturiinderungen veriinderlich denken. Wenn nun
alle tibrigen Stiibe in der Temperatur um ¢’ erhht werden, so kommt
dies auf dasselbe hinaus, als wenn sich der Stab @ um #° abkiihlte.
Hiernach kann die Spannung jedes Stabes ¢ sofort nach Gl (73)
berechnet werden, wenn man darin Stab % durch Stab a ersetzt.
Hierbei ist nur zu beachten, daB bei der Bildung von Zu®r fiir den
iiberziihligen Stab a die Stabkonstante r, = 0 zu setzen ist.

Abb. 160.
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Ahnlich wie vorher hat man auch zu verfahren, wenn der
Triger zweifach statisch unbestimmt sein solite. Die Spannung im
Stabe %, der sich um {° erwiirmt und als ein iiberzihliger angesehen
werden soll, sei wieder mit X, die in einem zweiten iiberziihligen
Stabe mit Y bezeichnet. Dann hat man

S,' == u,-X + v; Y
und fiir jeden Stab, mit Ausnahme von k
AZ,’ = r,-(u;X -+ U Y)
Fiir den Stab k selbst dagegen wird
A Ik = rk(ukX + UV Y) + ﬂlkt.
Hierbei sind der Symmetrie wegen w; und v; wieder mit aufgenom-
men, obschon % = + 1 und v, = O ist.
Die Anwendung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten

auf die beiden Spannungsbilder Cu und Cv liefert die Arbeits-

gleichungen
XZulr + YZuvr + gt =0

X Zuvr + YZo*r =0, (74)

aus deren Auflosung die beiden Unbekannten X und Y gefunden
werden.

§ 55. EinfluBlinien fiir die statisch unbestimmten GroBen.

Die Maxwell-Mohrsche Methode fithrt am schnellsten zum
Ziele, solange es sich nur um die Berechnung der Stabspannungen
fiir einen einzigen, oder doch nur fiir ganz wenige Belastungs-
fille handelt. MuB man dagegen sehr viele verschiedene Last-
stellungen in Betracht ziehen, wie sie etwa nacheinander bei der
Uberfahrt eines Eisenbahnzuges iiber eine Briicke vorkommen,
g0 tut man besser, sich nach andern Hilfsmitteln umzusehen,
die nicht dazu notigen, die ganze Rechnung fiir jede Laststellung
von neuem zu wiederholen.

Der Anschaulichkeit wegen werde ich mich hierbei auf die
Untersuchung des einfach statisch unbestimmten Fachwerk-
bogens beschrinken, obschon man leicht bemerken wird, daB
die ganze Betrachtung ohne wesentliche Anderungen auch all-
gemeiner durchgefithrt werden konnte.

I- Ein solcher Fachwerkbogen bildet an sich ein statisch be-
stimmtes Fachwerk und der aus ihm entstehende Triger wird
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nur dadurch statisch unbestimmt, daB ihm vier Auflagerbe-
dingungen vorgeschrieben sind.  Als statisch unbestimmte
GroBe sieht man hier am besten den Horizontalschub an. So-
bald dieser fiir irgendeine Laststellung berechnet ist, kann man
alle Stabspannungen auf einfache Art, also etwa durch Zeichnen
eines Krifteplanes erhalten, da die Vertikalkomponenten der
Auflagerkrifte ebenso groB sind, wie bei einem Balkentriiger,
also durch Momentengleichungen oder mit Hilfe eines Seil-
polygons sofort ermittelt werden konmnen.

Man nehme nun an, daB eine Einzellast von der Grifle
der Lasteinheit iiber den Triger hin fortschreite. Zu jeder
Stellung dieser Einzellast sei der Horizontalschub auf irgend-
eine Art berechnet. Trigt man den Abstand der Last vom
einen Auflager her als Abszisse und den zu dieser Laststellung
gehorigen Horizontalschub in einem passenden MafBstabe als
Ordinate auf, so erhilt man einen Linienzug, der als die Ein-
fluBlinie fir den Horizontalsechub bezeichnet wird. Es ist hierbei
itbrigens nur notig, den Horizontalschub fir die Laststellungen
iitber den Knotenpunkten gesondert zu berechnen. Denn zwischen
zwei Knotenpunkten wird die Last von der Fahrbahnkonstruk-
tion aufgenommen, die sie in bekannten Anteilen auf die beiden
Knotenpunkte ibertrigt. Da dieses Verhiltnis eine lineare
Funktion der Abszisse der Laststellung ist, wird auch die Ein-
fluBlinie zwischen beiden Knotenpunkten durch eine gerade
Linie gebildet. Die EinfluBlinie ist daher ein Polygon, dessen
Ecken auf Lotrechten mit jenen Knotenpunkten liegen, an denen
die Fahrbahntafel befestigt ist und es ist nur nétig, die Ordinaten
dieser Eckpunkte auf irgendeine Art zu berechnen.

Setzen wir fiir den Augenblick voraus, dal die EinfluBlinie
bereits konstruiert sei, so kann man mit ihrer Hilfe sofort auch
den Horizontalschub fiir ein beliebiges System senkrechter Lasten
angeben. Man braucht nur jede Last mit der Verhiltniszahl zu
multiplizieren, die als Ordinate der EinfluBlinie ihr zugeordnet
ist, und die Summe der Produkte zu addieren. Sobald die Ein-
fluBlinie gegeben ist, unterscheidet sich daher die Berechnung
des Trigers kaum noch von der eines statisch bestimmten Triagers.
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Ich kann mich daher hier darauf beschrinken, die Ermittelung
der Ordinaten der EinfluBlinie fiir den Horizontalschub aus-
einanderzusetzen.

Zu diesem Zwecke kann man sich zwar auch wieder des
bereits friiher auseinandergesetzten Maxwell - Mohrschen Ver-
fahrens bedienen, indem man fiir jeden Knotenpunkt, der zur
Unterstiitzung der Fahrbahn dient, den zugehorigen Horizontal-
sehub nach Gl. (67), 8. 324 berechnet. Hier soll aber ein anderes

Abb. 161a.

0,780

0019
323

R+, fama |

Abb. 161b.

Verfahren beschrieben werden, das sich auf die Anwendung des
Verschiebungsplanes in Verbindung mit dem Satze von der
Gegenseitigkeit der Verschiebungen griindet.

Man denke sich den in Abb. 161* gezeichneten Fachwerk-
bogen zundchst als Balkentriger aufgestellt und an dem auf
dem Rollenlager sitzenden Auflagerpunkte eine horizontale
Kraft, die gleich der Lasteinheit ist, als einzige Belastung an-
gebracht. Fir diesen Belastungsfall wurde auf einem Zeichen-
blatte in groBerem MaBstabe ein Kriifteplan gezeichnet, der
nichts Bemerkenswertes bietet und der daher hier nicht mit
aufgenommen wurde. Indessen sind die aus ihm entnommenen
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Stabspannungen « in der weiter unten folgenden Tabelle (8. 341)
angegeben.

Die Stablingen und auch die Stabquerschnitte miissen als bereits
bekannt vorausgesetzt werden, wenn die EinfluBllinie konstruiert oder
iiberhaupt die Berechnung der Stabspannungen fiir den statisch un-
bestimmten Triiger durchgefiihrt werden soll. Freilich kennt man
bei der Aufstellung eines Projektes die Stabquerschnitte nicht von
vornherein, sondern beabsichtigt, sie erst auf Grund des Ergebnisses
der statischen Berechnung festzusetzen. Es bleibt aber hier nichts
anderes iibrig, als daB man vorliufig versuchsweise Annahmen tiiber
die in Aussicht zu nehmenden Querschnitte macht und zwar auf
Grund von Erfahrungen, die man bei fritheren ihnlichen Ausfiih-
rungen oder auch auf Grund von Vorprojekten gewonnen hat. Uber-
zeugt man sich dann nach den Ergebnissen der Berechnung, dafl die
Stabquerschnitte gegeniiber der vorliufigen Annahme erheblich zu
indern sind, so muB nach Vornahme der Berichtigung die Unter-
suchung nochmals wiederholt werden und zwar nétigenfalls so oft,
bis eine hinreichende Ubereinstimmung erzielt ist.

Auch die aus der Zeichnung entnommenen Stablingen und
die — iibrigens ganz willkiirlich gewihlten — Stabquerschnitte
sind nebst den danach berechneten Stabkonstanten r in der
Tabelle zusammengestellt. Dabeil geniigte es, der svmmetrischen
Anordnung des Trigers wegen, die Aufzihlung der Stibe auf
nur eine Trigerhilfte zu erstrecken. Der Elastizitatsmodul
wurde, obschon es auf seinen genayeren Wert gar nicht an-

3 kommt, solange es sich nur um

/1’;’%&,{2‘3}?‘\ die durch die Lasten hervor-

iy //N \ gerufenen Spannungen handelt,

A y ,,?l_j_q_l der Ans?haghchkeit wegen eben-

4’? i falls mit eingesetzt und zwar

\ / '\ wurde er zu 2000000 atm an-

\ 7 . genommen. Hiernach sind die

v Lingenénderungen Al der Stabe

' berechnet, die zum Spannungs-
Abb. 163, bilde » gehéren.

Nach diesen Vorbereitungen zeichnet man den Verschie-
bungsplan fiir den angenommenen Belastungsfall. Dabei wurde
zunichst angenommen, daf Stab 4 seine Richtung nicht dndere.
Das erste Stiick des Verschiebungsplanes ist in Abb. 162 dar-
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triiglich vorzunehmen ist, sebald der Verschiebungsplan bis zum
Auflagerpunkte X VIT hin durchgefithrt wurde, gehe ich noch mit
wenigen Worten ein.

Der Auflagerpunkt X VII kann sich, da jetzt vorausgesetzt war,
daB er auf einem Rollenlager sitze, nur in horizontaler Richtung
verschoben haben. Dafl Abb. 163 zugleich eine Verschiebung in
vertikaler Richtung nachweist, riihrt nur von der eingangs zugrunde
gelegten unzutreffenden Voraussetzung her, daB sich die Richtung des
Stabes 4 nicht geiindert habe. Wir miissen daher zuletzt noch eine
Drehung des ganzen Triigers ohne Gestaltinderung vornehmen, durch
die XVII auf die horizontale Auflagerbahn zuriickgefithrt wird.
Hierbei beschreibt X VII einen kleinen Kreisbogen um den festen
Auflagerpunkt I, der im Verschiebungsplane durch eine lotrechte
gerade Linie angegeben wird. Wir ziehen also in Abb. 163 eine
Horizontale durch den Pol und eine Lotrechte durch X VII und erhalten
als Schnittpunkt die richtige Lage X VII' von Knotenpunkt X VII
im Verschiebungsplane. Auch alle iibrigen Knotenpunkte beschreiben
beim Zurtickdrehen kleine Kreisbdgen um I, die im Verschiebungs-
plane durch geradlinige Strecken darzustellen sind, die senkrecht zu
den in Abb. 161* von I nach den betreffenden Knotenpunkten ge-
zogenen Halbmessern stehen und deren Langen sich zur Strecke
XVII—XVII' des Verschiebungsplanes wie die zugehorlgen Halb-
messer verhalten.

Dabei war es fiir unseren Zweck nur nétig, das Zuriickdrehen
mit den Knotenpunkten des Obergurtes vorzunehmen, an denen, wie
dabei vorausgesetzt wird, die Fahrbahn befestigt sein soll, so daf
die Lasten an ihnen angreifen. Man hat hierbei noch eine Kontrolle
fiir die (tenauigkeit der Zeichnung, indem der symmetrischen Gestalt
des Triigers wegen die sich auf beiden Trigerhiilften entsprechenden
Knotenpunkte nach der Forminderung in gleicher Hohe, also auch
die Punkte. VIII', XII' usf. des Verschiebungsplanes auf derselben
Horizontalen liegen miissen. AuBlerdem miissen sie auch von einer
durch X' gezogenen Lotrechten nach beiden Seiten hin um gleichviel
abstehen. Bei der im gréfleren MaBstabe auf dem Zeichenblatte aus-
gefithrten Zeichnung war diese Probe recht befriedigend erfiillt.

Zugleich sei noch darauf hingewiesen, dafl die Zeichnung erheb-
lich hiitte vereinfacht werden kinnen, wenn man, wie es friiher be-
sprochen war,den Verschiebungsplan von dem mittleren Knotenpunkte X
aus unter der — in diesem Falle auch wirklich zutreffenden — Vor-
aussetzung konstruiert hiitte, daBl Stab 17 seine Richtung behilt. Man
hiitte dann nachtriiglich noch eine fiir alle Knotenpunkte gemeinsame
Verschiebung vorzunehmen gehabt, durch die der feste Knotenpunkt I
in seine Lage, also im Verschiebungsplane zum Pole (und hiermit
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zugleich auch Knotenpunkt X VIT auf seine horizontale Auflagerbahn)
zuriickgefiihrt wiirde. Anstatt dessen hitte man auch umgekehrt den
Pol im Verschiebungsplane nachtriiglich auf Punkt I riicken konnen,
womit alle weiteren Anderungen entbehrlich geworden wiiren. Es
hiitte auch geniigt, den Verschiebungsplan nur fiir eine Triigerhiilfte
zu entwerfen.

Obschon ich aber nicht unterlassen wollte, auf die Mdoglich-
keit dieser Vereinfachungen hinzuweisen, hielt ich es doch fiir
besser, zuniichst bei dem urspriinglich angegebenen Verfahren stehen
zu bleiben, da es niitzlicher ist, sich zuniichst einmal mit diesem
griindlich vertraut zu machen. _

Nachdem der Verschiebungsplan fertig ist, kann man daraus
mit Hilfe des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen
die in Abb. 161" (S. 335) bereits unterhalb der Trigerfigur
gezeichnete EinfluBlinie fiir den Horizontalschub entnehmen.
Hierzu bedenke man, daB die Lasteinheit etwa am Knoten-
punkte VI eine Horizontalverschiebung des immer noch auf
einem Rollenlager sitzend gedachten Auflagerpunktes X VII
hervorbringt, die nach dem Maxwellschen Satze ebensogrof
ist, als die Vertikalverschiebung des Knotenpunktes VI bei
dem vorigen Belastungsfalle, auf den sich der Verschiebungs-
plan bezieht. Wir entnehmen also aus Abb. 163 die senkrechte
Entfernung des Punktes VI’ von der durch den Pol gezogenen
Horizontalen, die wir mit 2; bezeichnen wollen und setzen sie
gleich der VergriBerung der Spannweite, die durch eine am
Punkte VI in lotrechter Richtung angreifende Lasteinheit
herbeigefithrt wird fir den Fall, daBl das rechte Auflager auf
einem Rollenlager sitzt. Damit diese Verschiebung wieder
riickgéingig gemacht werde, miissen wir einen Horizontalschub
Hg an dem Auflager anbringen, dessen Berechnung unsere Auf-
gabe bildet. Wir wissen aber bereits, um wieviel sich der auf
auf dem Rollenlager sitzende Auflagerpunkt unter dem Einflusse
einer horizontalen Kraft verschiebt. Dieser ~ Verschiebungs-
weg, der mit y bezeichnet werden mag, ist gleich der Strecke
vom Pole des Verschiebungsplanes bis zum Punkte X VII'.
Fiir eine horizontale Kraft von der GroBe H ist demmnach der
Verschiebungsweg gleich Hy und da dies gleich 2, sein soll,
finden wir

22%
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Hy= f;_. (75)

Die beiden Strecken sind aus dem Verschiebungsplane be-
kannt und hiermit auch ihr Verhdltnis. DaB H, gleich einer
Verhaltniszahl gefunden wird, rithrt davon her, daB es zur
Lasteinheit am Knotenpunkte VI gehoren sollte. Wird eine
Last von der beliebigen Gréfie P an VI aufgebracht, so ist der
zugehorige Horizontalschub

H=P%- (76)

Fiir alle iibrigen Knotenpunkte findet man diese Verhilt-
nigzahlen oder , EinfluBzahlen* auf gleiche Art. Hiernach
wurde die EinfluBlinie in Abb. 161" aufgetragen. Den Ordi-
naten sind ihre Werte iiberdies beigeschrieben.

SchlieBlich wurde noch der Horizontalschub des Triigers fiir
den Fall bestimmt, dal an den Knotenpunkten IT und XVIII eine
Last von je 500 kg, an allen iibrigen Knotenpunkten des Obergurtes
eine Last von je 1000 kg angreift. Multipliziert man diese Lasten
mit den aus Abb. 161" ersichtlichen EinfluBzahlen und addiert, so
erhiilt man

H =10 + 313 + 550 + 727 + 780 + 727 + 550
+ 813 + 10 = 3980 kg.

Zum Zwecke des Vergleiches wurde aufBlerdem der Horizontal-
schub auch nach dem Maxwell-Mohrschen Verfahren fiir denselben
Belastungsfall berechnet. Die Ausrechnung der Summen erfolgte in
Form der auf Seite 341 folgenden Tabelle, auf die schon vorher
mehrmals hingewiesen wurde.

Hierzu ist noch zu bemerken, daB die Spannungen 7' durch die
gegebenen Lasten in dem als Balken aufgelagerten Triger hervor-
gerufen werden. Sie wurden mit Hilfe eines besonderen Kriifteplanes
ermittelt, der hier nicht mit aufgenommen wurde. Der Elastizitiits-
modul ist gleich 2000000 atm gesetat.

Fiir den Horizontalschub findet man nun nach GL (67), 8. 324

SurT 24391 .10~%

H= - ==
Zutr 60,878 - 10— °

= 4007 kg.

Es geniigt nimlich, beide Summen nur auf eine Triigerhdlfte zu er-
strecken, da sonst nur noch der Faktor 2 in Ziihler und Nenner hinzu-
kiime. Deshalb sind auch in der Tabelle die Beitriige von Stab 17
zu den beiden Summen nur zur Hilfte eingesetzt.
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Der Vergleich mit dem vorher gefundenen Werte von H = 3980
zeigt einen Unterschied von weniger als 1 Prozent, worauf es bei den
in der Praxis vorliegenden Aufgaben gewshnlich nicht ankommt.
Freilich ist das Resultat desVergleiches verhiiltnismiBig giinstig und
es fragt sich, ob es sich immer so gut gestaltet. Jedenfalls ist dies
nur durch groBe Sorgfalt bei der Konstruktion des Verschiebungs-
planes zu erreichen und der nach der Mohrschen Methode ermittelte
Wert ist im allgemeinen als der genauere zu betrachten. Der Kriifte-
plan T, der bei ihm noch in Frage kommt, lift sich nimlich ge-
nauer zeichnen als der Verschiebungsplan. Freilich kann man ander-
seits beim Ausrechnen der Summen auch leichter einmal einen groben
Fehler begehen als beim Verschiebungsplane, bei dem er sich dem
Auge sehr bald bemerklich machen wiirde.

Tabelle,
Quer- l
Stab| St8b- | sohnitts- | 7= EF Spannung -Ver-‘ .
Nr. l.ange U fsche F . cm | Tin kg hiiltnis- r T'u ulr
inem| . 9 n Eg‘ zahl %
1| 900 115 |3,92-10% —4000 | +059 [— 9,25-10—3%| 1,860-10— ¢
2 | 630 118 |2,67 —38000 | +0,50 |— 4,00 0,667 ,,
3| 810 89,9 |4,50 ,, 43900 | —0,66 |—1145 |, 1,900
4| 120 116 |8,14 0 —1,16 0 4,230 ,,
5| 1730 89,9 (4,05 , —38800 | +047 [— 727 0,895 ,,
6| 610 118 2,58 ,, —6200 | +1,00 |—16,00 , 2,580 ,,
7| 1770 89,9 (4,27 +3950 | —0,64 |—1080 1,750
8| 650 115 [2,83 48150 | —1,60 |—1425 |, 7,250 ,,
9| 600 89,9 (3,33 ., —2750 | +080 |— 275 | 0,300 .,
10 | 600 118 |2,54 —8600 | +1,43 |—381,20 , 5,200 ,,
11| 750 899 [4,18 ,, 438200 | —0556 |— 781 , 1,260 ,,
12 | 620 115|270 46200 | —2,05 |—38430 , 11,300 ,,
13 | 530 89,9 (2,94 —1160 | 40,08 |— 010 , 0,027 ,,
14 | 600 118 | 2,54 ,, —9700 | +1,60 |—89,40 6,500 ,,
15 | 770 89,9 [4,28 ,, +1400 | —0,28 |— 1,38 0,226 ,,
16 | 600 115 2,61 ,, 48600 | —248 |—5450 15,400 ,,
17 | 500 89,9 (2,78 ,, — 250 | —o0,14 [+ 0,05 0,028 ,,
Summen: —243,91-10° 60,873-10°

Anmerkung. Fiir den Stab 17 sind nur die Hilften eingesetat,
weil er zu jeder Triigerhilfte gehort.
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§ H6. Die Ausnahmefachwerke als statisch unbestimmte
Konstruktionen.

Em Fachwerk oder ein Fachwerktriger mige die zur Her-
stellung der Steifigkeit erforderliche Anzahl von Stiben gerade
besitzen; dabei soll aber der in den vorhergehenden Abschnitten
schon mehrfach besprochene Ausnahmefall vorliegen, bei dem
wegen der besonderen Gestalt der Trigerfigur die Stibe trotz
ihrer sonst ausreichenden Anzahl keine hinreichende Steifigkeit
herbeifiihren. Solange man die Stablingen als unveriinderlich
ansieht, findet man dann aus den Gleichgewichtsbedingungen,
daB im allgemeinen durch irgendeine beliebig gegebene Be-
lastung unendlich grofie Stabspannungen hervorgebracht werden.
Indessen kann man bei den Ausnahmefachwerken auch solche
besondere Belastungsarten angeben, die nicht zu unendlich groBen
Stabspannungen fithren. Man braucht z. B. nur zwei durch einen
Stab verbundene Knotenpunkte mit zwei entgegengesetzt gleichen
Kriiften auseinanderzuziehen. Wenn andere Lasten nicht vor-
kommen, treten offenbar keine unendlich groBen Stabspan-
nungen auf, da der Stab zwischen beiden Knotenpunkten schon
fir sich allein ausreicht, um die angenommene Belastung auf-
zunehmen, ohne daf die iibrigen dabei mitwirken miilten. Man
wiire jedoch im Irrtume, wenn man auf Grund dieser Uberlegung
annehmen wollte, dafl dieser Stab nun auch allein gespannt wiirde,
withrend die iibrigen spannungslos bliehen. DieAusnahme -
fachwerke sind vielmehr solehen Lasten
gegeniiber, die nicht zu unendlich groBen
Stabspannungen fiihren, statiseh unbe-
stimmt.

Denkt man sich nédmlich den Stab zwischen den beiden
belasteten Knotenpunkten entfernt, so erhilt man einen Mecha-
nismus, der sich zwar im allgemeinen zu bewegen vermag, der
sich aber unter der gegebenen Belastung im Gleichgewichte
befindet. Um sich davon zu iiberzeugen, lasse man den Mecha-
nismus eine unendlich kleine virtuelle Bewegung ausfiihren.
Dabei ist die Summe der Arbeiten der beiden Lasten gleich Null
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(oder doch unendlich klein zweiter Ordnung), weil sich nach der
Voraussetzung, daf es sich um ein Ausnahmefachwerk handeln
soll, die Entfernung der beiden Angriffspunkte bei der Bewegung
nicht dndert. Das ist aber die ausreichende Bedingung fiir das
Gleichgewicht der beiden &uBleren Krifte an dem Mechanismus.
Hiernach kann auch schon durch Spannungen in den zu dem
Mechanismus gehorigen Stdben an jedem Knotenpunkte Gleich-
gewicht hergestellt werden, ohne daf} dabei der herausgenommene
Stab mitwirken miite. Man erkennt daraus, daB in dem Aus-
nahmefachwerke bei den hier in Frage kommenden Belastungs-
tallen unendlich viele Spannungsbilder méglich sind, die an allen
Knotenpunkten Gleichgewicht herstellen. Bei dem einfachsten
Falle, daB nur die Endknotenpunkte eines Stabes auseinander-
gezogen werden, unterscheiden sich diese verschiedenen Span-
nungsbilder in dem Verhiltnisse voneinander, nach dem sich
die Last auf den dazwischen liegenden Stab und auf den nach
dessen Fortnahme entstehenden Mechanismus verteilt.

Ferner erkennt man, dal im Ausnahme-
fachwerke auch selbst beim Fehlen aller
Lasten Stabspannungen moglich sind. Denn
man denke sich irgendeinen Stab beliebig gespannt. Nimmt
man ihn heraus und ersetzt seine Spannung an den Endknoten-
punkten durch dullere Krifte, so ist, wie wir schon vorher sahen,
der entstehende Mechanismus unter dem Einflusse dieser Krifte
im Gleichgewichte. Man kann daher Stabspannungen in den zu
dem Mechanismus gehérigen Stiben angeben, die mit der will-
kiirlich angenommenen Spannung des herausgenommen gedach-
ten Stabes iiberall Gleichgewicht herstellen.

Obschon das Ausnahmefachwerk sonst als ein Grenzfall
des statisch bestimmten Fachwerkes erscheint, teilt es, wie aus
diesen Betrachtungen hervorgeht, viele Eigenschaften mit dem
statisch unbestimmten Fachwerke. In der Tat muB man auch
zur Berechnung der Stabspannungen fiir jene Belastungsfille,
die nach dem Vorhergehenden iiberhaupt als zuléssig erscheinen,
dieselben Methoden anwenden, wie beim statisch unbestimmten
Fachwerke.
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Man nehme also einen Stab heraus und ermittele mit Hilfe
eines Krifteplanes 7' die Spannungen in den Stédben des Mecha-
nismus, die zu den gegebenen Lasten gehoren. Dann zeichne
man einen Kréfteplan u, der die Spannungen im Mechanismus
liefert, die durch eine Einheitsspannung in dem vorher be-
seitigten Stabe hervorgerufen werden. Nachdem dies geschehen
ist, findet man die Spannung X des beseitigten Stabes auf Grund
derselben Uberlegungen wie in § 52 nach der schon damals fiir
das statisch unbestimmte Fachwerk abgeleiteten Formel (67),

8. 324 o

X=—Fwr
Auch die Spannungen aller iibrigen Stibe folgen dann

leicht in derselben Weise wie friiher,

§ H7. Die Ausnahmefachwerke bei beliebiger Belastung.

Wird ein Ausnahmefachwerk in beliebiger Weise belastet,
s0 miiBten die Stabspannungen unendlich groff werden, wenn die
Stébe ihre Léngen nicht d&ndern konnten. In Wirklichkeit wird
aber unter dem Hinflusse der Belastung und der durch sie her-
vorgerufenen Stabspannungen eine Gestaltinderung des Fach-
werkes eintreten, die, wie wir schon wissen, im Verhéltnisse zu
den elastischen Langeninderungen der Stabe sehr groB ist. Da-
mit hort der Ausnahmefall auf, genau verwirklicht zu sein und
die Spannungen der Stabe werden nicht unendlich groB, sondern
nur, weil sich die Gestalt des Fachwerkes immerhin nicht viel
von der dem Ausnahmefalle entsprechenden entfernt hat, sehr
groB ausfallen.

Im allgemeinen wird man nun zwar, wie schon friither be-
merkt wurde, die Ausnahmefachwerke ihrer ungiinstigen Eigen-
schaften wegen vermeiden. Wenn es sich aber nur um verhilt-
nismiBig geringe Lasten handelt, die von einer Tragkonstruktion
aufzunehmen sind, so daBl man die dadurch hervorgerufenen,
wenn auch sehr stark vergroBerten Spannungen nicht zu fiirchten
braucht, kann man doch gelegentlich mit Riicksicht auf andere
Erwigungen zur Ausfithrung von Ausnahmefachwerken schrei-
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ten. Man muBl dann imstande sein, die tatséchlich (an Stelle der
unendlich grofen) auftretenden Stabspannungen zu berechnen.

Die frither besprochenen Methoden fiir die Ermittelung der
Stabspannungen versagen in diesem Falle. Wenn man bereits
“wiiBte, in weleche Gestalt das Fachwerk infolge der Belastung
endgiiltig {ibergeht, wire die Losung der Frage freilich sehr ein-
fach. Denn nach der Gestaltinderung ist das Fachwerk nicht
mehr im Ausnahmefalle und damit wird es statisch bestimmf,.
Kann man also aus der unmittelbaren Beobachtung an einem
bereits ausgefithrten Ausnahmefachwerke die Gestaltinderung
feststellen, die es nach einer Belastung erfahren hat, so findet man
die nun in den Stdben bestehenden Stabspannungen sofort
durch Zeichnen eines Krifteplanes oder auch nach einer der
andern frither besprochenen Methoden. Die Schwierigkeit be-
steht aber darin, daB man die zu erwartende Gestaltinderung
von vornherein nicht kennt, sondern sie selbst erst voraus-
sagen soll.

Abb. 164 zeigt ein Beispiel, an dem die Losung der
Aufgabe durchgefithrt werden soll. Die Stidbe 3 und 3’ sollen im

Abb, 164.

spannungslosen Zustande in eine Gerade fallen, Knotenpunkt 1T
also mit I und I' urspriinglich in gleicher Hohe liegen. Nachdem
die Last P am Knotenpunkte IT angebracht ist, senkt sich dieser
um eine Strecke f, die zwar im Vergleiche zu den Stablingen
immer noch klein, gegeniiber den elastischen Léngeninderungen
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der Stibe dagegen sehr groB ist. Man soll f und die Stabspan-
nungen berechnen. _

In der Gestalt, die das Stabgeriist nach der Belastung an-
nimmt, wie es in der Abbildung gezeichnet ist, bildet es einen
statisch bestimmten ebenen Fachwerktriger. Die Knotenpunkte
I und I’ sind durch je zwei Stibe mit der festen Erde und der
Knotenpunkt IT mit den beiden vorigen ebenfalls durch zwei
Stabe verbunden. Kennt man die Senkung f von Knotenpunkt IT
und hiermit die Trigergestalt nach der Forménderung, so braucht
man zur Ermittelung der Stabspannungen nur zwei Kriiftedrei-
ecke zu zeichnen, zuerst das fiir Knotenpunkt II und dann das
fiir I. In Abb. 165 ist der aus den beiden Kriftedreiecken be-
stehende Krifteplan angegeben. Die Span-
nungen in der rechten Trigerhilfte stimmen
mit denen in der linken der Symmetrie wegen
iiberein.

Der Umstand, daB die neue Triigergestalt
bereits ausreichend durch den Verschiebungs-
weg eines einzigen Knotenpunktes beschrieben
wird, erleichtert die Aufgabe erheblich. Die
Knotenpunkte I und I’ sind steif mit der festen
Erde verbunden und ihre Verschiebungswege
wihrend der Gestaltinderung sind daher von derselben Ord-
nung klein wie die Liéngeninderungen der Stdbe, also viel
kleiner als die Senkung f des Knotenpunktes II. Deshalb geniigt
es auch, die Senkung f zu kennen, um die Stabspannungen zu
berechnen.

Freilich haben die kleinen Horizontalverschiebungen der
Knotenpunkte I und I’ selbst einen grofen EinfluB} auf die GriBe
der Senkung f von II. Zunichst mége aber, um die Losung der
Aufgabe fiir den allereinfachsten Fall vorweg zu nehmen, vor-
ausgesetzt werden, daf sich die Knotenpunkte I und I’ itberhaupt
nicht verschieben.

In diesem Falle findet man f aus der folgenden einfachen
Rechnung. Man bezeichne die urspriingliche Lénge von Stab 3
mit /, die Liangeninderung mit Al, dann ist nach dem Pytha-

Abb, 165.
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gordischen Satze A+ A= 4 f2
und hieraus mit, Vernachlissigung des von hoherer Ordnung
kleinen Gliedes Al® gegeniiber 2IAL,

il
Al= & ¢

Andererseits hingt aber Al auch mit der Stabspannung

8§ zusammen und diese kann aus einem Kriftedreiecke ent-

nommen werden. Man braucht sich nur in Abb. 164 von I aus

eine Parallele zu 3’ bis zur Symmetrieachse gezogen zu denken,

um ein Dreieck zu erhalten, das unter Voraussetzung eines

passend gewihlten MaBstabes als Kraftedreieck betrachtet

werden kann. Man hat daher die Proportion

%zzi;l und hieraus S:%-

Fiir die Stabverlingerung Al findet man daraus, unter Be-
nutzung der Stabkonstanten r

5 Prl
Al= 8 = = (79)

Setzt man die beiden fiir Al aufgestellten Ausdriicke einander

gleich, so erhélt man eine Gleichung, in der f die einzige Un-
bekannte bildet. Man findet

(78)

f’ Plr
51 = 37 und hieraus [ = VPl2
An Stelle von » kann man noch seinen Wert _EF einfithren und

nachtriglich auch noch § durch Einfithrung des Ausdruckes
fiir f in die zuvor schon aufgestellte Formel (78) berechnen. Da-
durch erhilt man

] T e —
f:l-l/ﬁ; 8=1VPEr. (80)

Beachtenswert ist hierbei, daB sowohl die Spannung als
(in noch hoherem Grade) die Forménderung nicht proportional
mit der Last P wachsen, wie bei den stabilen Fachwerken,
sondern langsamer. Wenn man bedenkt, da das Fachwerk um
so widerstandsfahiger wird, je weiter es sich vom Ausnahmefalle
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entfernt, kann dies auch nicht iiberraschen. Bei der Deutung
der Formeln beachte man, daf das darin neben P vorkommende
Produkt EF selbst eine Kraft vorstellt, aber eine ganz auBer-
ordentlich groBe, die z. B. bei Eisen ungefihr 2000 mal so groB
ist, als die zuldssige Spannung des Stabes 3.

Nach Erledigung des einfacheren Falles kehre ich nun zur ur-
spriinglichen Aufgabe zurtick. Aus dem Kriifteplane in Abb. 165
erkennt man, daB sich die Spannungen von 3 und 38’ nur unerheb-
lich von ihrer Horizontalkomponenten H unterscheiden und daB auch
2, obschon der Unterschied hier etwas grofer ist, genau genug bis
zum Endpunkte von H, anstatt bis zum Endpunkte von P gerechnet
werden kann. Wenn man sich diese geringe Vernachlissigung, die
ohne merklichen Einflufl auf das SchluBresultat ist, zur Vereinfachung
der Rechnung gestattet, stehen die drei Spamnnungen §; S, §; in
einem von vornherein bekannten Verhiltnisse zueinander, da sie sich
wie die Seiten b, I, @ des zwischen den Stiben 1 und 2 liegenden
Dreieckes der Trigerfigur zueinander verhalten. Man hat daher

b
=Sy v und =Sy

und hieraus folgt fiir die Liéngen#inderungen der Stibe 1 und 2

A-?1=‘S's"'1“5:* und A19=S3-r5,;—&-

Wiire S; gleich der Lasteinheit, so kénnte man die Verschiebung
des Knotenpunktes I sofort mit Hilfe des in Abb. 166 gezeichneten
wr )~ Verschiebungsplanes erhalten. Die Horizontal-
prid T~ komponente des unter dieser Voraussetzung ge-
ﬁ “~_  fundenen Verschiebungsweges ist in der Ab-
~——=——"7 bildung mit ¢ bezeichnet. Da S, aber nicht
Abb. 166, gleich der Lasteinheit ist, so hat diese Hori-
zontalkomponente den Wert S - c.

Das Ausweichen von I um eine kleine Strecke in horizontaler
Richtung hat auf die Senkung f vou II denselben EinfluB, als wenn
sich der Stab 3 um das gleiche MaB mehr gedehnt hiitte. An Stelle
von Gl (77) tritt daher jetzt

f‘g

Sge + Aly = ar

Die Gleichungen (78) und (79) kénnen dagegen ohne weiteres
tilbernommen werden. Man hat daher

_ Pl
Alﬂ_ 2f
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und wenn man dies und den Wert von S; in die vorhergehende
Gleichung einsetzt, findet man

P, PlLr,

7 ek 2f 20,
In dieser Gleichung ist f die einzige Unbekannte und durch

Auflésen findet man .
f=VPiE (e + ry). (81)

Natiirlich kann man die Strecke ¢ des Verschiebungsplanes, wenn
man will, auch durch trigonometrische Rechnung bestimmen, da
von dem eracke, in dem es als Seite vorkommt, zwei Seiten

(A L=r E und Al =1y a) und alle Winkel gegeben sind. Die

zeichnerische Ermittelung ist aber bequemer und soll daher hier bei-
behalten werden.

Setzt man in Gl (81) ¢ = 0, so geht sie wieder -— unter Be-
achtung des fiir »; einzusetzenden Wertes — in die erste der G1. (80)
iiber. — Nachdem f bekannt ist, findet man
auch S; in derselben Weise wie vorher und p7% ~~_
hierauf S, und S, Es ist nicht notig, die Az TR
Formeln anzuschreiben. 77777770

Dagegen soll noch auf einen besonderen
Umstand hingewiesen werden, der sich gel-
tend macht, wenn man den Verschiebungs-
plan, der in Abb. 166 nur bis zum Knoten-
punkte I ausgedehnt wurde, zum Knoten-
punkte IT weiterzufithren sucht. In Abb. 167
ist das erste Polygon des Verschiebungs-
planes in Ubereinstimmung mit Abb. 166
aufgetragen. Man beachte nun, daB sich
Knotenpunkt II der Symmetrie wegen nur
in lotrechter Richtung nach abwiirts verschieben kann. Zieht man
also vom Pole aus die Linie p in lotrechter Richtung, so muB auf
ihr der Punkt II des Verschiebungsplanes enthalten sein. Trigt
man ferner von I aus die Lingeniinderung Al, ab, so liegt II
auch auf einem durch den Endpunkt dieser Strecke gehenden Kreis-
bogen, dessen sehr groBer Halbmesser durch die Liinge des Stabes 3
angegeben wird. Wollte man aber, wie es sonst stets geschehen
darf, den Kreishogen durch eine senkrecht zur Stabrichtung ge-
zogene gerade Linie g ersetzen, so wiirde diese parallel zu p gehen
und der Schnittpunkt IT fiele ins Unendliche. Dies bestitigt zunichst,
daB die Senkung von II jedenfalls sehr groB ist im Verhiltnisse zu
den Lingeninderungen der Stibe. Zugleich erkennen wir aber, daB

_—-__‘E__——|
(N

.[

£

Abb. 167.
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es hier mit Riicksicht auf die verhiltnismiiflig groBe Linge des Kreis-
bogens nicht mehr zulissig ist, ihn durch eine Gerade zu ersetzen,
die senkrecht zur Richtung des ersten Halbmessers steht.

Bezeichnet man den Winkel zwischen der Richtung von 3 und
der Horizontalen in Abb. 164 mit ¢ und beachtet man, daB dieser
Winkel zugleich der Zentriwinkel des Kreishogens ist, den wir durch
eine Gerade ersetzen wollen, so erkennt man, daB die zum Kreis-

bogen gehirige Sehne den Winkel % mit der lotrechten Richtung
einschlieft. Wir ziehen also in Abb. 167 eine Linie r, die gegen g
um g geneigt ist. Der Schnittpunkt von p und » liefert den Punkt II

des Verschiebungsplanes. — Freilich setzt diese Konstruktion voraus,
dafl @ vorher schon auf andere Art ermittelt ist.

Aufgaben.

40. Aufgabe. Die Stibe 1 und 2 in
Abb. 168 liegen in einer senkrechien Ebene und
sind an einer Wand befestigt, nit der sie ein
gleichseitiges Dreiecl von 1m Seitenlinge bilden.
Beide Stibe sind aws Winkeleisen von 15 qem
Querschnittsfliiche gebildet. Um wieviel senkt sich
der freie Knolenpunkt unter einer Last P wvon
7 9 5000kg, wenn der Elastizititsmodul = 2 . 10° atm.
7 Abb, 168, gesetzt wird?

Liosung. Nach der Maxwell-Mohrschen Formel, Gl. (62) ist
die Senkung x des Knotenpunktes

z =35 D 8Tr

und hier fillt das Spannungsbild S mit dem Spannungshilde 7' zu-
sammen und jede dieser beiden Spannungen ist fiir jeden Stab dem
Absolutwerte nach gleich P oder gleich 5000 kg. Die Stabkonstante »
ist fiir jeden Stab

l 100 .
r = W —_ K om —_— = 3,33 10—8 (]';m
2.10° ~5_. 15 cm* 8
em

Setzt man diese Werte in die Gleichung ein, so erhilt man

1
Z= 55 2.5000%- 3,33 .10~ = 3,33.10~2 cm = 0,33 mm.
Die Senkung betriigt also !/ mm. — Es ist niitalich, fiir dieses ein-
fache Beispiel zur Ubung auch den Verschiebungsplan zu konstruieren.
Dies ist in Abb. 169 geschehen. Von einem Pole O aus trigt man
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zunichst die Liéngeninderungen der Stibe ab. TFiir jeden Stab ist
die Liingeninderung

Al = 5000 kg - 3,33 . 105 % = 16,67 - 10=3 ¢m
und zwar verlingert sich Stab 1 um diesen Betrag, wiihrend sich
Stab 2 um ebensoviel verkiirzt. In Abb. 169 sind diese Léingen-
inderungen in hundertfacher VergriBerung
abgetragen, und zwar Al, von O aus nach
rechts abwiirts, weil die Verlingerung von
Stab 1 fiir sich genommen eine Bewegung
des freien Knotenpunktes nach dieser Rich- '\
tung hin hervorbringt, withrend Al, nach links %
abwiirts aufzutragen ist. Hieran schlieBen sich 5
die zum Ersatze der Kreisbiigen dienenden \
Senkrechten und deren Schnittpunkt liefert \
den gesuchten Punkt des Verschiebungplanes.
Man erkennt nun auch, daB sich der freie Abb, 169,
Knotenpunkt ausschlieBlich in senkrechter
Richtung verschiebt. Auch aus der Figur findet man, ohne erst
.nachmessen zu miissen, dal der Verschiebungsweg doppelt so groB
ist als die L#éngeninderung jedes der beiden Stiibe.

|
|
I
I /
|
|

\

41. Aufgabe. Ein an einer Wand befestigter Kragtrdger,
der in Abb. 170% gezeichnet ist, trigt am freien Ende eine Last P
von 5000 kyg.
Man soll die
Stabspan-
nungen  er-
mitteln, hier-
auf den Ver-
schiebungs- P=5000kg
plan zeichnen
und aufer-
dem die Sen-
kung des
belasteten
Knotenpunk-
tes auch nach
dem Max-
well - Mohr=
schen Verfahren berechnen. Die Stablingen 1, Querschnitle F' und
Stablkonstanten r sind in den ersten Spalten der nachstehenden Tabelle
zusammengestellt,

Abb. 170a und b.
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Lisung. Die Stabspannungen S entnimmt man dem leicht zu
zeichnenden reziproken Kriifteplan in Abb. 170 und trigt sie in
die folgende Tabelle ein:

lin Fin r in . dl =r8S rS§?
Stab o em? cm kg 8 in kg in cm in cm kg

1 800 40 10-10~% — 10000 — 10.107% 1000
2 400 20 10°10—% — 5000 — 5-107% 20
8 400 16 12,6°10~° 4 10000 4125°107% 1260
4 200 12,6 8,0°10°% — 5000 — 4-10—2 200
5 400 16 12,6-10—° 4 10000 +12,5-10—% 1250
6 400 25 80°107° — 10000 — 8:10—% 800

X rS® = 4750 cmkg

Die beiden letzten Spalten lassen sich hierauf ebenfalls sofort
ausfiillen. Fiir die Senkung des belasteten Knotenpunktes hat man
nach Gl. (62)

r = % rST

oder hier, wo das Spannungsbild 7' mit dem Spannungsbilde S zu-
sammenfillt

z=% > r8% = gz 4750 = 0,95 cm.
20 3 Der Verschiebungsplan ist in Abb. 171 ge-
720! zeichnet, und zwar in fiinffacher GriBe. Man be-
. ——--———lH{' ginnt dabei mit Knotenpunkt I, der durch die
\ /! Stibe 1 und 2 an zwei Punkten der Wand an-

! ! geschlossen ist, die sich nicht verschieben kénnen.
! Hierauf 1iBt man Punkt II und dann Punkt III

] folgen. — Aus dem Verschiebungsplane erkennt
\ / man iibrigens, daB der belastete Knotenpunkt III

/ nicht nur eine Senkung, sondern auBerdem auch
\ / noch eine kleine horizontale Verschiebung nach
] rechts hin erfahrt.

. \ / 42, Aufgabe. Sechs Stibe sind zu einem
l‘:Vr Quadrate mit eingeschobenen Diagonalen (Abb. 172)
. Ij{{ verbunden wnd haben alle gleichen Querschnitt. An
e den Endknotenpunkten von 5 greifen zwei Lasten
von der Grife P an; man soll die dadurch hervorgerufenen Stab-
spannungen berechnen.

Lisung. Wir betrachten Stab 6 als iiberziihlig. Im Haupt-
netze nimmt dann Stab 5 die Spannung P allein auf, wihrend die
ibrigen Stiibe spannungslos sind. Dies folgt schon daraus, daB im
statisch bestimmten Hauptnetze nur auf eine Art Gleichgewicht an
allen Knotenpunkten hergestellt werden kann. Die eine, sofort als
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miglich erkannte Art der Lastiibertragung, bei der nur Stab 5 in
Spannung geriit, ist daher die richtige. Man kann sich davon auch
noch durch die Uberlegung itber-
zeugen, daB nach Beseitigung des
iiberzihligen Stabes 6 die Stibe 1
und 2 allein an einem Knotenpunkte
zusammenstoBen, an dem keine #iuBere
Kraft angreift. Da diese Stiibe nicht
in die gleiche Richtungslinie fallen,
kinnten Spannungen, die etwa in
ihnen auftreten sollten, unmdglich
im Gleichgewichte miteinander stehen.
Beide Stibe sind also, ebenso wie
die Stibe 3 und 4, fiir die sich die-
selbe Betrachtung wiederholen liBt,
unter der Voraussetzung, daB Stab 6 beseitigt ist, spannungslos.
Man hat also

Tir=4+P wd I'=T,=T;,=T,=0.
Nun bringt man an den Endknotenpunkten des beseitigten Stabes
Kriifte von der Lasteinheit an von solcher Richtung, wie sie einer in
diesem Stabe auftretenden Zugspannung entsprechen. Die Spannungen
im Hauptnetze, die diesem Belastungsfalle entsprechen, lassen sich
durch Zeichnen eines Kriifteplanes ermitteln. Es ist aber gar micht
einmal notig, den Kriifteplan wirklich auszufiihren, da man bei der
Einfachheit der Figur sofort vorauszusehen vermag, wie groB diese
Spannungen ausfallen. Man hat nimlich (wenn wie gewdhnlich das
negative Vorzeichen eine Druckspannung angibt)

1

Uy = Uy ="Ug = U = ~ Vs und ug = + 1.
Hierbei ist daran zu erinnern, daf die Spannung u des iiberziihligen
Stabes stets gleich + 1 zu setzen ist, also

ug = + 1.

Die Stabkonstanten r sind fiir die vier Umfangsstibe unter-
einander gleich; der gemeinsame Wert sei mit » ohne Zeiger be-
zeichnet. Fiir die Diagonalen sind die Stabkonstanten der gréBeren

Liinge wegen }/2mal so groB, also

Abb, 172.

rn=ry=1ry=1r,=r und r5=r5=r]/§.
Nun bleibt nur noch #ibrig, die aufgestellten Werte in die Gl. (67)
ZurT
Zudr
Foppl: Graphische Statik, 3, Aufl, 23

X =—




354 Sechster Abschnitt. Die elast. Formiinderung des Fachwerks usw.

einzufithren. Zur Summe im Zihler triigt hier nur der Stab 5 ein
Glied bei. Von den sechs Gliedern der Summe im Nenner sind jene
vier, die sich auf die Umfangsstibe beziehen, untereinander gleich
und ebenso die beiden andern unter sich. Man hat daher

X — ugry T o ry2. P
= g T —
4-utr + 2-u,tr, 4_%’__{_2_”/2

= — 0,293 P.

Der iiberzilhlige Stab erfihrt demnach eine Druckspannung. Auch
die Spannungen der iibrigen Stiibe ergeben sich nun nach der Gleichung

S=T+ uX,
also z. B. fiir den Stab 1

8, = 00y (— Vl_?-) . (— 0,203 P) = + 0,207 P.

Auch die drei iibrigen Umfangsstiibe nehmen Zugspannungen von dem-
selben Betrage auf. Der Stab 5 endlich erfihrt die Spannung

Sy =+ P + (4 1)- (— 0,298 P) = + 0,707 P.

Anmerkung. Hier war vorausgesetzt, dall die Diagonalstiibe 5
und 6 an der Kreuzungsstelle iibereinander weggehen, ohne miteinander
verbunden zu sein. Aber auch dann, wenn man sie an dieser Stelle
miteinander verbindet, treten dieselben Spannungen auf, wie vorher.
Jede Diagonale besteht dann aus zwei Stiben und wir haben im
ganzen acht Stibe, zugleich aber auch einen Knotenpunkt mehr.
Die notwendige Stabzahl fiir fiinf Knotenpunkte betriigt sieben, dem-
nach ist das Fachwerk immer noch einfach statisch unbestimmt.
An Stelle des Stabes 6 nehmen wir jetzt einen der beiden Stibe
heraus, in die 6 durch den mittleren Knotenpunkt zerlegt ist. Die
Kriiftepline 7' und « fallen nun gerade so aus wie vorher, abgesehen
davon, daB im Krifteplan w die andere Hilfte von 6 ebenfalls mit
der Spannung - 1 vorkommt. Bildet man hierauf die Summen, die
in der Formel fiir X auftreten, so #ndert sich an der im Zihler
iiberhaupt nichts; bei der Summe im Nenner kommen zwar jetzt fiir
jede Diagonale zwei Glieder vor, die aber zusammen ebensoviel aus-
machen als das eine Glied im vorigen Falle. In der Tat erhilt man
daher fiir X denselben Wert.

Ubrigens gilt dies ganz allgemein fiir zwei sich kreuzende Stiibe,
solange an der Kreuzungsstelle keine #uBeren Krifte angebracht
werden. Nur wenn sich drei (oder noch mehr) Stibe an derselben
Stelle iiberkreuzen, wird durch ihre Verbindung der Spannungszustand
im allgemeinen geiindert.
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43. Aufgabe. Zwilf Stibe (vgl. Abb. 173) sind 2u einem
regelmdfligen Sechsecke mil einem im Miftelpunkte gelegenen Knoten-
punkte vereinigt. Wie grof ist der Anteil
der Last P, der von den in die gleiche
Richtungslinie fallenden Stiben 7 wund 10
aufgenommen wird, wenn alle Stibe gleich
untereinander sind?

Lisung. Man denke sich etwa Stab 1
beseitigh. In dem dann verbleibenden statisch
bestimmten Hauptnetze sind (#hnlich wie |
bei der vorigen Aufgabe) nur die in die
Lastrichtung fallenden Stéibe 7 und 10 mit
der Spannung -+ P beansprucht; alle iibrigen
T sind gleich Null. Bringt man hierauf
lings der Richtungslinie des heseitigten
Stabes eine Zugspannung + 1 als Belastung
des Hauptnetzes an, so erfahren alle Um-
fangsstibe Spannungen + 1 und alle Radial-
stibe Spannungen — 1. Der Kriifteplan «
setzt sich nimlich, wie man leicht erkennt, aus lauter gleichseitigen
Dreiecken zusammen. In der Formel

ZurT
Z ulr

Abb. 173.

X o= —

kann zuniichst in jedem Gliede von Z#hler und Nenner der konstante
Faktor r gestrichen werden. Die Summe im Zihler umfaBt nur zwei
Glieder, die sich auf die Stibe 7 und 10 beziehen und von denen

jedes gleich (— 1) - (+ P) = — P zu setzen ist. In Zu® sind alle
Glieder gleich und diese Summe ist gleich 12. Man hat daher
— 2P r
E=m—rp =t%

Fiir §; erhilt man
L 5P
87=T7+“~:X=+P+(_1)'+?=+T‘

Die Spannung im Stabe 10 ist ebensogroB. Alle Umfangsstiibe
haben eine Zugspannung von der GriBe %)— und die Radialstibe 8,

9, 11, 12 eine Druckspannung von derselben GriBe aufzunehmen.

Anmerkung. Wenn der mittlere Knotenpunkt fehlte, die
Stitbe sich also an dieser Stelle ohne Verbindung iiberkreuzten, lige
ein Ausnahmefachwerk vor, das trotz Erfilllung der Bedingung fiir
die notwendige Stabzahl bei der angenommenen Belastung, die zu

23*
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keinen unendlich grofen Stabspannungen fiithren kann, statisch un-
bestimmt wiire. Die Stabspannungen wiirden aber dann ebenso-
groB ausfallen, als im vorigen Falle. Man erkennt dies, auch ohne
nochmalige Durchfithrung der Rechnung nach der in § 56 gegebenen
Anleitung, am einfachsten daraus, daB auch bei fester Verbindung
in der Mitte die in dieselbe Diagonale fallenden Radialstibe gleiche
Spannungen haben. Man #ndert daher nichts, wenn man die Ver-
bindung nachtriglich wieder aufhebt. — Natiirlich gilt dies aber
nur fiir den besonderen Belastungsfall, der hier vorausgesetzt war.
Bei beliebiger Belastung verhilt sich das steife, statisch unbestimmte
Fachwerk mit mittlerem Knotenpunkte ganz anders als das Aus-
nahmefachwerk mit durchgehenden Diagonalen ohne Verbindung an
der Kreuzungsstelle.

44, Aufgabe. Abb. 174 zeigt eine radartige Konstruktion, die
ebenfalls ein Fachwerk mit einem diberziihligen Stabe darstellt. Die
Speichen sind in der Mitte miteinander ver-
bunden und der Radkranz soll einen Kreis
bilden. Der zwischen zwei aufcinander fol-
genden Speichen liegende Bogen des Rad-
kranzes weicht nicht viel von der zugehirigen
Sehme ab und die geringe Kriimmung hindert
nicht, diesen Teil als einen Stab aufeufassen,
der die Enden der Speichen mileinander wver-
bindet. Das Rad soll im mittleren Knoten-

p punkte mit P belastet sein. Man soll die
Stabspannungen unter der Voraussetzung be-
rechnen, daf eine Speiche lotrecht steht, so

Db L daB der Auflagerdruck P des Fufbodens in

die Speichenrichtung fdllt.

Lisung. Die Zahl der Speichen sei #, so daB zwei aufeinander
folgende den Winkel 27? miteinander bilden. Die Speichen seien

alle gleich untereinander und ihre Stabkonstante sei mit », die Stab-
konstante der Radkranzstibe mit #/ bezeichnet. Wir verfahren wie
bei der vorigen Aufgabe, indem wir einen Stab des Radkranzes als
iiberzithlig betrachten. Dann erfihrt nach dessen Beseitigung nur
die lotrecht nach abwirts gehende Speiche eine Spannung — P.
Eine Zugspannung von der GrioBe 1 im iiberzihligen Stabe hat
ferner in allen Radkranzstiben die Spannung = 4 1 zur Folge,
wihrend die Speichen dadurch simtlich in eine Druckspannung von

der GriBe ?T“ versetzt werden. Hierbei ist vorausgesetzt, daB die

Zahl der Speichen groB genug ist, um den zwischen ihnen liegen-



Aufgaben. 357

den Bogen mit der Sehne vertauschen zu diirfen. Fiir die Spannung
im iiberzihligen Stabe erhiilt man nun

_H.r.(_p)
X=‘£.(:_==))2,+n.ﬁ”’;?2f;?
n ¥

Auch alle iibrigen Stibe des Radkranzes erfahren eine Druckspannung
von dieser Grife. Die Speichen erfahren mit Ausnahme der in die
Lastrichtung fallenden eine Zugspannung von der GroBe

4 2
Pﬁ_ﬁ__’f_T
n (4::1:3 -+ naF)

und die in die Lastrichtung fallende eine Druckspannung von der
GroBe
P—P 'Lr’

n (4 nt 4 n? -;)
Bei dieser Losung ist freilich, wie fiberall in der Theorie des Fach-
werkes, der Biegungswiderstand der Stibe vernachlissigt, wihrend
der Radkranz, wenn er einen verhiltnismiiBig steifen Querschnitt be-
sitzt, wegen der in kurzen Abstinden aufeinander folgenden Knoten-
punkte, auch einen merklichen Biegungswiderstand anfweisen wird,
durch den die Art der Lastiibertragung erheblich geéindert werden
kann. Eine Behandlung der Aufgabe mit Beriicksichtigung des
Biegungswiderstandes des Radkranzes gehtrt in das Gebiet der
Festigkeitslehre und kann hier nicht weiter verfolgt werden.

Anmerkung. Bringt man in der Mitte des Rades an Stelle des
Knotenpunktes eine ,,Nabe* von verhiltnismiBig groBem Durchmesser
an, so ist diese als eine Scheibe aufzufassen, an die die Knotenpunkte
des Radkranzes durch die Speichen und die Radkranzstibe ange-
schlossen sind. Man findet in diesem Falle, daB gerade die not-
wendige Stabzahl vorhanden ist, um einen unverschieblichen Anschluf
zu bewirken. Zugleich liegt aber dann ein ,Ausnahmefall vor, falls
die Speichen immer noch in radialer Richtung gehen, denn die von
einer Scheibe ausgehenden Stiibe diirfen sich, um eine steife Verbin-
dung herzustellen, nicht alle in demselben Punkte schneiden. Man
hilft sich dadurch, daB man die Speichen alle um einen gewissen
Winkel gegen den Radius schriig stellt. Rider dieser Art werden
hiufig ausgefiihrt, Sofern man den Biegungswiderstand der Rad-
kranzstibe immer noch vernachlissigen darf, steht der Berechnung
der Stabspannungen fiir jeden beliebigen Belasturigsfall nach der
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Lehre vom statisch bestimmten Fachwerke kein Hindernis im Wege. —
Hiufig ordnet man auch — bei den Riidern der Fahrriider — die
Speichen in zwei Kegelflichen an und erhilt dann ein riéumliches
Fachwerk., Ferner werden auch oft in jeder Kegelfliche zwei Speichen-
scharen angeordnet, von denen die eine Schar gegen den Radius um
denselben Winkel, aber in der entgegengesetzten Richtung gedreht
ist, wie die andere. Durch diese Anordnung erreicht man, daB die
Speichen alle nur auf Zug widerstandsfihig zu sein brauchen; die
Speichen der beiden Scharen verhalten sich zueinander etwa wie die
frither besprochenen Gegendiagonalen bei den Schwedlerschen Kuppeln.
Freilich spielt auch in diesen Fillen der Biegungswiderstand des Rad-
kranzes gewdhnlich eine so wichtige Rolle, daB die Behandlung nach
den Lehren der Fachwerktheorie nicht ausreicht.

i
I
!
1
Abb, 175,

45, Aufgabe. Abb. 175 stellt einen — der Einfachheit wegen
nur aus wenigen Staben zusammengeseleten — Bogentrdger dar, der
in den Punkten I und IV fest aufgelagert ist. Man soll den Horizontal-
schub berechnen, der durch die am Knotenpunkte 11 angreifende Last P
hervorgebracht wird, wenn die Stibe die in der nachstechenden Zu-
sammenstellung angegebenen Querschnitte haben.

Erste Lisung. Das Fachwerk ist an sich statisch bestimmt;
der Triiger ist aber einfach statisch unbestimmt, weil ihm vier Auf-
lagerbedingungen vorgeschrieben sind. Als iiberziihlig betrachte man
die Auflagerbedingung, die eine Verschiebung von IV in horizontaler
Richtung verhindert. ‘Die zugehorige Auflagerkraft, also der gesuchte
Horizontalschub, bildet dann die statisch unbestimmte Grife X, die
nach der Maxwell-Mohrschen Formel zu berechnen ist. Als ,Haupt-
netz* ist der als Balken aufgelagerte ganze Triiger zu betrachten.
Der Kriifteplan 7' fiir die Hauptnetzspannungen wird durch Abb. 176
angegeben. Abb. 177 zeigt den Krifteplan « fiir die Spannungen,
die im Hauptnetze durch einen von auBen her als Belastung ange-
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brachten Horizontalschub H = 1 hervorgerufen werden. Dies alles
stellt man in der folgenden Tabelle zusammen. Dabei ist der Elasti-
zitétsmodul, obschon es auf dessen GréBe, sofern er nur iiberhaupt

Abb. 176, Abb, 177,

bei allen Stiben gleich ist, nicht ankommt, der Ubersichtlichkeit wegen
zu 2-10°% atm angenommen. Die Liingen ! folgen aus den in die
Abb. 175 eingeschriebenen MaBen; die Querschnitte sind willkiirlich
angenommen.

Tabelle.

Stab

Nr. !in cm T u rul uy

. cm
ingem '™ kg
1 8606 2  721-10"°% —1803P +1,202 — 1562 10,41

2 3162 15 10,54 +1,581 P —2,108 — 35,18 46,84
38 1000 10 5,00 ,, +1,000 P —1,383 — 6,67 8,89
1 3606 25 721 —1803 P 41,202 — 15,62 10,41
o' 8162 156 1064 +1,681 P —2,108 — 35,13 46,84

T — — 108,17 123,39

In der Spalte fiir ru T ist iiberall der Faktor 10—5. P, in der Spalte
fiir w®r der Faktor 10—F beizufiigen. Nach der Formel erhilt man
jetzt
—6
X _ 10817-107° P

—— = 0,88 P.
123,39 .10~ ’

Zweite Lisung (mit Hilfe des Verschiebungsplanes). Man be-
rechnet die » und % wie vorher und zeichnet den Verschiebungsplan
unter der Voraussetzung, daB am Balkentriiger eine horizontale Auf-
lagerkraft von 1 kg als éulere Belastung an dem auf Rollen gelager-
ten Auflagerpunkte IV angreift. Fiir die Léingeninderungen der Stiibe
erhiilt man

Al =  7,21-10°.1,202 = + 8,67 10— cm;
Al, = — 21,52-10-%;
Al = — 6,67-10°.

Der Verschiebungsplan ist in Abb. 178 in 25 000 facher Vergrifierung
gezeichnet. Die vom Pole nach II, III, IV gezogenen Strecken geben
die Verschiebungen der zugehdrigen Knotenpunkte unter der Voraus-
setzung an, daB Stab 2 seine Richtung beibehalten hitte. Hierauf
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wird eine Drehung des Triigers um Knotenpunkt I ausgefiihrt, durch
die der Auflagerpunkt LV wieder auf seine Auflagerbahn zuriick-
gebracht wird, so daB nur die Hori-
l zontalverschiebung bestehen bleibt.
om' Im Verschiebungsplane wird der
A kleine Kreisbogen IV—IV' durch
\ eine gerade Linie ersetzt. Auch
N\ II und III verschieben sich hierbei
\ nach I1I' und 11T, Die Verschiebungs-
\ 8 wege sind rechtwinklig zu den aus
der Trigerfigur ersichtlichen Halb-
messern und proportional zu diesen
iy, OSSN abzutragen, wobei die Liinge des
| / I *  Verschiebungsweges IV—IV' zum
/ % Vergleiche dient. Nachher hat man
| J v noch als Kontrolle fiir die Genauig-
J /1 keit der Zeichnung, daB II' und III'
I«—rnzawiyua-l lotrecht iibereinander liegen miissen
/ i und daB ihr Abstand gleich Al
’ i / sein muB,
I i / Aus dem Verschiebungsplane
1y entnimmt man, daB sich Knoten-
| FA punkt I[ bei dem vorausgesetzten
b Belastungsfalle um 103,8-10—% cm
!y in senkrechter Richtung verschiebt.
/ Nach dem Maxwellschen Satze von
Lf/ der Gegenseitigkeit der Verschie-
w bungen erfihrt Knotenpunkt IV
Abb. 178, eine ebensogroBe Verschiebung in
horizontaler Richtung, wenn an
dem Balkentriiger die Last von 1 kg im Knotenpunkte IT angebracht
wird. Fiir P kg ist die Verschiebung das P-fache, Um diese Ver-
schiebung wieder riickgiingig zu machen und hierdurch auf den Fall
des Bogentriigers zu gelangen, miissen wir eine horizontale Auflager-
kraft X an IV anbringen. Aus dem Verschiebungsplane erfahren
wir aber ferner, daf sich Knotenpunkt 1V um eine Strecke von
117,6-10—% em in horizontaler Richtung verschiebt, wenn an ihm
eine horizontale Kraft von 1 kg angebracht wird. X folgt daher aus
der Gleichsetzung

X-1176-10°=P-.103,8-10~% zu X = 0,88 P

Das Resultat stimmt mit dem vorher auf anderem Wege gefunde-
nen iiberein, wobei jedoch zu bemerken ist, dafl der Verschiebungs-
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plan, aus dem die angegebenen Knotenpunktswege entnommen sind,
doppelt so groB als hier in der Abbildung gezeichnet wurde, um ge-
nauere Resultate zu erlangen.

46. Aufgabe. Aus sechs Stiben, die alle gleichen Querschnitt
von 50 qem Fliche haben, ist ein Stabverband (Abb. 179%) in Gestalt
eines regelmdpigen Dreiecks mit
einem in der Dreiecksmitte lie-
genden Knotenpunkte zusammen-
gestellt, Der Stab 1 wird wm

40° C erwirmt. Wie grof sind 5
die  dadurch hervorgerufenen
Spannungen, wenn der Aus-
dehnungskoeffizient gleich ——— 80 000 Abb: i70s qud b,

fir 1°C und der Elastizildts-
modul gleich 2.10° atm gesetzt wird? Die Dreieckseite kann gleich 1m
angenommen werden.

Lisung. Man zeichnet zuerst den Krifteplan Abb. 179 fiir
das statisch bestimmte Fachwerk, das durch Wegnahme von Stab 1
iibrig bleibt und zwar fiir den Fall, daB lings der Richtungslinie des
beseitigten Stabes an dessen Endpunkten Zugspannungen von der Last-
einheit auftreten. Das ist der in § 52 mit w bezeichnete Kriifteplan.
Die Spannungen fiir die Stibe 1, 2, 3 werden alle gleich + 1, die
der Stiibe 4, 5, 6 alle gleich — /3 oder gleich — 1,73 gefunden.

Die Stabkonstanten der Umfangsstiéibe sind unter sich gleich und
zwar gleich

l 100 cm g om

LT, . o N, [P 'y it
EF 2.10% atm - 50 em? kg

withrend die der inmeren Stii.he 4, 5, 6 daraus durch Division mit

'|/.i also gleich 0,577 -10—F¢ gefun&en werden.

Hiernach wird
2%91’= 3.1%.10—6 4 3()/3 )% — 10 — 8,196 10—*"‘"‘;Jl

_erhalten. Fiir die in Gl (72) 8. 331 vorkommende GroBe nlif hat
man hier — 1100 = cm und die angefiihrte Formel liefert daher

2000 20
fiir die Spannung X des erwiirmten Stabes 1
1
nlgt 20

X=—

Twr T gameaot OO KE



362 Sechster Abschnitt. Die elast. Forménderung des Fachwerks usw.

Das Minuszeichen entspricht einer Druckspannung. Auch die Stibe
2 und 3 haben eine ebensogroBe Druckspannung aufzunehmen, wih-

rend die inneren Stiibe eine J/3mal so groBe Zugspannung erfahren.

Man bemerkt nachtriiglich leicht, daB es nichts ausmacht, wenn
man alle Stablingen in demselben Verhiiltnisse grifier oder kleiner
annimmt. Jede Stabkonstante r wird dann nimlich in demselben
Verhiiltnisse vergroBert oder verkleinert, wie der im Zihler der Formel
fiir X auftretende Faktor i, wiihrend alle anderen Grofen in der
Formel unveriindert bleiben. Die Stabspannung X bleibt daher eben-
falls ungeiindert und mit ihr auch alle anderen Spannungen. Deshalb
hieB es auch in der Aufgabe, daB ,,die Dreieckseite zu 1 m angenommen
werden konne*; in der Tat wiire nimlich eine Angabe iiber die ab-
soluten Mafle der Stablingen entbehrlich gewesen.

47. Aufgabe. Aus den Stiben 1, 2, 3 isl das aus Abb. 180
im Aufrif und Grundriff ersichiliche Bockgeriist zusammengestelll.
Am oberen Knotenpunkte greift eine horizontale Kraft  von 2000 kg
an, die in der durch den Stab 3 gelegten Lotebene enthallten ist
(siehe Grundrif). Man soll zuerst die Stabspannungen bestimmen
und hierauf nach dem Maxwell-Mohrschen Verfahren die Verschiebung
nach Grifie und Richiung ermitteln, die der Angriffspunkt der Belastung
erfihrt. Fiir Stab 1 soll die Stabkonstante gleich 30 -10—% und fiir

Stab 2 und 3 gleich 20-10—¢ % sein.

9
R Iy Q- P, = 2000 kg B=2000 kg B~ 2000 kg
DR i
i
| 2i’
{_‘f_.,éL. ﬁ

G- 2000 kg ®

Abb. 180. Abb. 181, Abb. 182. Abb. 183,

Lisung. Da 2 und 3 im Aufrisse zusammenfallen, kann in
Abb. 181 der AufriB des der Zerlegung von ¢ nach den drei Stab-
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richtungen dienenden Kriiftevierecks sofort gezeichnet werden. Hierauf
kann der Grundrif nach Herabtragen von 1 aus dem Aufrisse durch
Ziehen der Parallelen zu 2 und 3 vervollstindigt und der Schnittpunkt
von 2 und 3 in den AufriB iibertragen werden. Zur Kontrolle oder
zur genaueren Zeichnung kann man auch noch die Schnittlinie der durch
2 und 3 einerseits und durch ¢ und 1 anderseits gelegten Ebenen
in Abb. 180 konstruieren, zu der die Diagonale im Kriiftevierecke der
Abb. 181 parallel gehen mufl. Man findet die Stabspannungen S fiir

L2 3m | 4190, —600; —3750kg

Um die Verschiebung des Knotenpunktes nach dem Maxwell-
Mohrschen Verfahren berechnen zu konnen, wihlen wir zunéchst drei
aufeinander senkrecht stehende Richtungen und zwar die beiden ersten
horizontal in den durch die Stibe 3 und 2 gehenden Lotebenen und
die dritte vertikal nach abwiirts. Die Komponenten der Verschiebung g
nach diesen drei Richtungen seien mit #, x, x; bezeichnet; sie sind
einzeln zu berechnen, indem man in ihren Richtungen Kriifte P, Py Py
anbringt und fiir jede von ihnen die zugehdrigen Stabspannungen 7
ermittelt. Die Kraft P, geht in der Richtung von @ und stimmt da-
her mit @ iiberein, wenn man sie ebenfalls zu 2000 kg annimmt.
Fiir die Lasten P, und P, die ebenso groB genommen wurden, sind
die Stabspannungen in den Kriifteplinen Abb. 182 und Abb. 183
ermittelt.

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

stab] S | r | a1 | 1, | T, L |TalTa |T,Al
1 -|-4720130 10 8|4 141,6. 10‘3'+472o+4720+3350‘ 668| 668 | 545
2 ||— 600‘20 10-5%— 12 .10~ 3|_ 600—3700-—-3050E 7| 46| 87
3 ||—876020-10—%— 75 .10—°—3750|— 600, 3050/ 281| 45 | 229

Hierauf folgt nach Gl 62 FlAd == Hat] 53] 511

2905060 0,478 cm; 2y = 0,379 em; xy = 0,405 cm.

Aus den drei Komponenten liBt sich die Verschiebung r in
Abb. 180 zusammensetzen. Die wahre GréBe der Verschiebung be-
triigt 0,725 cm.

48. Aufgabe. An Knotenpunkt I des in Abb.- 184 gezeichneten
Stabgeriistes greift eine Last P von 2000 kg an. Die Stabkonstanten
seien fiir die oberen Ringstibe 1, .2 3 gleich 2-10—% und fiir die

T =

Netzwerkstibe 4 bis 9 gleich 3 - 10— g’ Man soll die Stabspannungen,
sowie die Senkung des belasteten Knotenpunktes I ermitieln.
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Lisung. Zuniichst folgt aus den Betrachtungen in § 45, daB
die Stibe 1, 3, 2 des oberen Ringes Spannungen von gleicher GriBe
und abwechselnden Vorzeichen haben miissen. Am Knotenpunkte I
dann man daher die Spannungen von 1 und 2 zu einer Resultieren-
ken zusammensetzen, die mit der den Winkel zwischen 1 und 2 hal-

65 1 bierenden Linie znsam-
menfillt. Nachdem dies
erkannt ist, zerlegt man
P nach dieser Winkel-
halbierenden wund den

P Richtungslinien von 4
) und 5. Da sich 4 und 5
im Aufrisse decken, bildet
der Aufrif des wind-
] schiefen  Kriiftevierecks

ein  Dreieck, das in
Abb. 185 sofort gezeich-
e - H net werden kann. Auch
die GruudriBprojektion ist
ein Dreieck, weil sich P
a.lsPunktprojiziert. Dann
zerlegt man die Dreieck-
seite im Grundrisse, die
die Resultierende aus 1
und 2 darstellt, nach 1
und 2, worauf man auch
den Aufril vervollstin-
digen kann. Die Stab-
spannung 3 erhiilt man im Grundrisse aus der Bedingung, daB die
Resultierende aus 1 und 3 in die aus der fritheren Betrachtung be-
kannte Richtung fallen muB.
Nachdem der Kriifteplan gezeichnet ist, triigt man die Spannungen
in die folgende Tabelle ein, mit deren Hilfe man auch die Bewegung
vom Knotenpunkt I in Richtung der Last P berechnet.

Abb, 184, Abb, 185.

Stab 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S || —350 | —350 | 4350 |—1640 | —1640 4230 —230 | —230 | 4230
r |2.107%2.107% 2.10%3.107%3.107% 3.107% 3.10% 3.107% 3.10~°
100.r5% 245 | 245 | 245 | 806,9 | 806,9 | 1569 | 169 | 1569 | 159
Hiernach ist Zr8% = 17,51
und daher die Senkung z = 3 Zr§?= 100l — 0,875 10~ em.

2000
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49. Aufgabe. Vier Stibe sind zu einem statisch unbestimmien
Bockgeriist zusammengestellt, das in Abb. 136 im Aufriff und Grundrif
gezeichnet ist. An dem oberen Knotenpunkte greift in der angegebenen
Richtung eine Last P von 1000 kg an. Wie groffi sind die Stab-
spannungen, wenn alle Stibe gleiche Querschnitte und gleichen Elasti-
zitdtsmodul, daher auch gleiche Stabkonstanten haben?

Losung. Stab 1 wurde als iiberziihlig betrachtet und fiir das
aus 2, 3, 4 gebildete Hauptnetz der Krifteplan 7', Abb. 187 in Auf-

P l
%, /,/’/1/,%/ X7

S TR

Abb. 186, Abb, 187, Abb, 188.

riB und GrundriB nach dem Culmannschen Verfahren ermittelt. Der
Kriifteplan % in Abb. 188 fiir die Lasteinheit im Stabe 1 konnte in
derselben Weise konstruiert werden. Fiir die Spannung X im Stabe 1
hat man dann nach Gl (67)

oder wenn man beriicksichtigt, daB hier alle » einander gleich sind,
einfacher

Zul
X==—Za
Nun folgt aus den Kriifteplinen fiir die Stibe
1 2 3 4
T= 0 — 970 + 810 — 1140
%= +1 -1 4+ 01 - 1
und wenn man diese Werte einsetzt, erhilt man
9
X=-22_ 730K
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Fiir die drei anderen Stibe findet man hierauf der Reihe nach
— 240; + 80; — 410 kg.

50. Aufgabe. Ein Knolen-
punkt A wird, wie Abb. 189 in einer
axonometrischen Zeichnung wund die
Abbildungen 190% bis 190° in drei
Rissen zeigen, durch wvier Stibe mit
der festen Erde verbunden. Finer
davon gelhit abwirts zum FupBboden,
wihrend die drei andern an  einer
senkrechten Wand befestigt sind. An
A greife eine Last P von 1000 kg

g an, die parallel zur Wand geht und

) einen Winkel von 45° mit der Lot-

rechten bildet. Man soll zuerst die Stabspannungen unter der Vor-
aussetzung berechnen, daf nur die drei nach der Wand gehenden

4 Stibe vorhanden sind,
2 der lotrechte Stab also
1 Z s fehlt. Dann sollen die
3ni P S Stabspannungen auch
i 7 ’3 3 fiir den Fall berechnet
| 7 L3 4 TOM A" = werden, daf alle vier
Z 4m 1 3 Stibe vorhanden sind.
; P Die Stibe haben alle
L 4 5 m Linge, alle den
" 5m gleichen  Querschnitt
7 F=d000 % von 40 gem und den
Elastizititsmodul von

2000000 atm.

BN

Lisung. Die Last
P fillt in die durch
die Btibe 1 und 2 ge-
legte Ebene. Wenn
Stab 4 fehlt, muB da-
her 3 spannungslos
sein. Die Spannungen
von 1 und 2 sind aus
dem Kriifteplane 7' zu
entnehmen, der in
Abb. 191 im AufriB
und GrundriB gezeich-
net ist. Um die zweite Frage zu beantworten, bringt man lings der

Z

Abb. 190a bis 190c.
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Richtungslinie von 4 die Lasteinheit am Knotenpunkt 4 an und
zeichnet dafiir den Kréfteplan # in Abb, 192 im Aufrif und Grund-

rifteplan T
P 2
1
2
4 1
1
Abb. 191. ) i
2
Abb. 192.

rif. Die weitere Ausrechnung ergibt sich dann mit Hilfe der nach-

stehenden Tabelle nach Gl. (67), die hier, weil alle Stabkonstanten
gleich sind, wieder

Zul 2938
X=— Sut —b18 = 561 kg
geschrieben werden kann.
Stab | T w wT ww | 8
1 —1170 —0,84 + 984 0,70 | —699
2 +1170 +1,67 + 1954 2,78 + 298
3 0 —0,84 0 0,70 +411
4 0 +1,0 0 1,0 — 561
Z=| 2038 | 518 |

Die letzten Stellen sind, wie immer bei solchen Rechnungen, nicht
mehr sicher.



Siebenter Abschnitt,
Theorie der Gewdlbe und der durchlaufenden Triger.

§ b8. Gleichgewichtsbedingungen fiir das Tonnengewdlbe.

Die wichtigste Gewdlbeform ist das zylindrische oder Ton-
“nengewélbe. Bei gewdlbten Briicken kommt es allein in Frage
und auch im Hochbaue spielt es eine wichtige Rolle, zumal da
sich manche der verwickelteren Gewdlbeformen, namentlich die
Kreuzgewdlbe, auf jene Grundform zuriickfithren lassen. Nur
die Kuppelgewolbe und die ihnen verwandten Klostergewélbe
erfordern eine grundsétzlich verschiedene Behandlung. Hier
goll in erster Linie an das Gleichgewicht eines Briickengewolbes
gedacht werden, obschon natiirlich fiir die iibrigen Verwendungs-
arten des Tonnengewdlbes ganz Ahnliches gilt.

Von der Last, die das Gewdlbe zu tragen hat, nehme ich
an, daB sie in der Richtung der Gewdlbeachse gleichférmig
verteilt sei, wiahrend sie im Gewd&lbequerschnitte beliebig ver-
teilt sein kann. Es ist dann gleichgiiltig, wie lang das Gewélbe
in der Richtung der Gewdlbeachse sich ausdehnt, da sich jeder
zwischen zwei aufeinander folgenden Querschnitten liegende
Abschnitt unter denselben Bedingungen befindet, wie ein anderer.
Es geniigt daher, einen einzigen Querschnitt zur Betrachtung
auszuwihlen.

Die von dem Gewdlbe aufzunehmende Last besteht gewhn-
lich aus einer Erdiiberschiittung oder einer Ubermauerung.
Denkt man sich das Gewdlbe in dem zuletzt genannten Falle
fortgenommen, so ist es nicht unmoglich, daf sich die Last
trotzdem selbst noch trigt, da sich auch die Ubermauerung
selbst wie ein Gewdlbe verhalten kann. Wenn nun auch bei den
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Fillen, die wir in erster Linie im Auge haben, also bei weit ge-
spannten Briickengewdlben, eine so groBe Tragfihigkeit der
Ubermauerung oder Uberschiittung nicht anzunehmen ist, so
vermag sie doch immerhin bis zu einem gewissen Grade eine
Entlastung des Gewdlbes herbeizufithren. Auf diesen giinstigen
Umstand nimmt man jedoch bei der Berechnung des Gewdlbes
keine Riicksicht; man nimmt vielmehr an, daB die Last ohne
inneren Zusammenhang sei und keine horizontalen Krifte iiber-
trage, so daB jeder Teil der Riickenfliche des Gewdlbes das
senkrecht nach abwiirts gerichtete Gewicht des gerade iiber ihm
befindlichen Teiles der Belastung aufzunehmen habe. Dazu
kommt dann noch das Higengewicht des Gewdlbes.

Wenn die Last aus einer Ubermauerung von demselben
spezifischen Gewichte wie der Wolbbogen besteht, gibt die Hohe
der Ubermauerung an jeder Stelle ohne weiteres ein MaB fiir
die dort auftretende Belastung an. Im andern Falle, also etwa
bei einer Krdiiberschiittung, kann man sich diese durch eine
gleich schwere Ubermauerung von entsprechend geiinderter
Hohe ersetzt denken. Auch die beweglichen Lasten, die bei
einem Briickengewdlbe vorkommen, die aber in der Regel gegen-
iiber der viel groferen Eigenlast keine groBe Rolle spielen, denkt
man sich durch eine gleich schwere zusitzliche Ubermauerung
in entsprechender Verteilung ersetzt. Man erhdlt dann im Ge-
wolbequerschnitte eine auf Mauerlasten zuriickgefithrte Fliche,
deren obere Begrenzung die Belastungslinie heilt.
Diese und die Gewdlbeform seien gegeben; es handelt sich dann
um die Entscheidung der Frage, ob das Gewdlbe unter den ge-
gebenen Umstéinden im Gleichgewichte bleiben wird oder ob ein
BEinsturz zu befiirchten ist.

In Abb. 193 ist der Gewdlbequerschnitt nebst der Belastungs-
linie AB gezeichnet. Man fasse einen einzelnen Wolbstein ins
Auge, der in der Figur durch Schraffierung hervorgehoben ist.
An diesem wirkt zunichst das Gewicht der zwischen den Linien
m und n liegenden Lasten samt dem Eigengewichte des Wolb-
steines. Dieses Gewicht @ ist dem Inhalte der zwischen den
Linien m und n und den beiden Walbfugen liegenden Flache

Foppl: Graphische Statik. 3. Aufl, 24
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proportional und geht durch den Schwerpunkt der Fliche; es
ist daher als vollstindig gegeben anzusehen. AuBerdem greifen
an dem Wolbsteine die in den beiden Fugen tibertragenen Krifte
Rund R, an. Uber Lage, GriBe und Richtung der Fugendriicke
R und R, ist zunichst nichts bekannt. Offenbar konnten wir
aber die andere sofort angeben, wenn eine von ihnen auf irgend-
eine Art bereits ermittelt wire. Denn die drei Krifte ¢, R und
R, miissen sich, damit Gleichgewicht bestehe, in demselben Punkte
schneiden und ihre geometrische Summe muB Null sein. Die

Abb, 193.

erste Bedingung liefert die Lage, die andere nach Zeichnen eines
Kriftedreieckes GroBe und Richtung von R,, wenn R als bekannt
angesehen wird.

Geht man nun zu einem benachbarten Wolbsteine iiber,
so ist fiir diesen der eine Fugendruck sofort gegeben, da er sich
nach dem Wechselwirkungsgesetze nur der Pfeilrichtung nach
von dem Fugendrucke an dem jenseits der Fuge liegenden, vorher
schon betrachteten Wolbsteine unterscheidet.  Der andere
Fugendruck kann daher wie vorher nach Lage, Groe und Rich-
tung ermittelt werden. Dies liBt sich dann weiterhin in derselben
Weise fortsetzen. Man erkennt daraus, daB alle Fugendriicke
mit Hilfe dieser einfachen Kriftezerlegungen sofort gefunden
werden konnen, sobald der Druck in einer einzigen Fuge be-
kannt ist.
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Der hiernach allein noch fehlende erste Fugendruck in irgend-
einer Fuge 1aBt sich dagegen durch bloBe Gleichgewichtsbetrach-
tungen nicht ermitteln. Das Gewdlbe ist vielmehr
eine statisch unbestimmte Konstruktion
und zwar eine dreifach statisch unbe-
stimmte, da drei — auf verschiedene Art zu wihlende —
Bestimmungsstiicke erforderlich sind, um Lage, GroBe und Rich-
tung irgendeines Fugendruckes naher zu bezeichnen.

Falls das Gewdlbe tiberhaupt tragfihig ist, sind sehr viele
Gleichgewichtszustiinde statisch miglich. Jeder zulidssigen, sonst
aber beliebigen Wahl fiir den ersten Fugendruck entspricht ein
anderer Gleichgewichtszustand. Zuldssig ist dabei freilich nur
eine solche Wahl, bei der iiberhaupt Gleichgewicht bestehen
kann, worauf sofort noch nither einzugehen sein wird. Jeden-
falls muB, wenn der Einsturz nicht erfolgen soll, mindestens
eine Annahme fiir den ersten Fugendruck mdglich sein, die
das Gleichgewicht sichert. Ein Gewdlbe, bei dem nur ein ein-
ziger Gleichgewichtszustand mdglich wire, sieht man aber nicht
als hinreichend sicher an, da jede GewiBheit dariiber fehlt, daB
dieser eine Gleichgewichtszustand dann auch wirklich zu-
- stande kidime. Man verlangt vielmehr einen gewissen Uber-
schuB an Standsicherheit, so daB innerhalb eines nicht zu
kleinen Bereiches verschiedene Gleichgewichtszustinde statisch
moglich sind.

§ 59. Die Einsturzmbglichkeiten.

Um die Frage zu beantworten, ob ein Gewolbe fiir eine
beliebig getroffene Wahl des ersten Fugendruckes im Gleich-
gewichte steht oder nicht, miissen wir uns iiberlegen, auf welche
Art der Einsturz des Gewdlbes erfolgen kann. Hierbei ist vor
allem zu betonen, dafl bei der iiberwiegenden Mehrzahl der Ge-
wolbeeinstirze das Nachgeben der Pleiler oder Widerlager die
Veranlassung bildet. HEs wird sich spiter zeigen, auf welche
Weise man sich von dieser Einsturzgefahr Rechenschaft zu
geben vermag. Vorerst soll aber, da es sich jetzt nur um die
Stabilitit des Gewdlbes selbst handelt, von diesem Umstande

247
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abgesehen, also vorausgesetzt werden, dafl die Widerlagsmauern
hinreichend standfest sind.

Dann kommt ferner in Betracht, daB der Einsturz durch
ein Gleiten der Wolbsteine iibereinander lings der Fugen einge-
leitet werden konnte. Coulomb, der bekannte Physiker, der
sich, soweit beglaubigte Nachrichten vorliegen, zuerst mit der
Frage des Gewilbegleichgewichtes beschiftigt hat, sah diese
Einsturzgefahr als die wesentlichste an. Sie 1aBt sich aber durch
einen geeigneten Fugenschnitt stets vermeiden. Ein Gleiten der

- Wilbsteine iibereinander kann nimlich offenbar nur dann ein-
treten, wenn der Fugendruck mit der Normalen zur Fuge einen
Winkel einschlieBt, der den Reibungswinkel ibersteigt. Der
Reibungswinkel zwischen Stein und Stein ist sehr grof. Wenn
ein weicher Mortel dazwischen liegt, kann er freilich erheblich
kleiner werden; aber auch dann ist er immer noch ausreichend,
um ein Gleiten zu verhiiten, wenn die Fugenrichtungen einiger-
maBen zweckmiBig gewidhlt werden. Tatsichlich ist daher die
Gleitgefahr, wenn sie auch immerhin im Auge behalten werden
muBl, von viel geringerer Bedeutung, als Coulomb annahm.

Eine andere Einsturzmoglichkeit besteht darin, daB das
Gewdlbe durch Offnen einiger Fugen (der sogenannten Bruch-
fugen) in mehrere Teile zerfillt, die sich um die Kanten der
Bruchfugen abwechselnd nach entgegengesetzten Richtungen
hin drehen. Wenn diese Bewegungen weit genug fortgesetzt
werden, weichen einzelne Teile soweit nach oben hin aus, daB
die andern Raum zum Herabstiirzen erlangen. Hierbei ist zu
beachten, daBl die Zug- oder Haftfestigkeit des Mértels, die vor
dem Offnen der Fugen iiberwunden werden muB, in vielen
Fillen nur gering zu veranschlagen ist. Man fordert daher ge-
wohnlich, daB das Gleichgewicht des Gewélbes auch schon ohne
Zuhilfenahme der Zugfestigkeit des Mortels gentigend gesichert
sei. Fiir diesen Fall laBt sich die Bedingung fiir das Gleichge-
wicht gegen Drehen benachbarter Wolbsteine gegeneinander
um eine Fugenkante leicht angeben. Der Angriffspunkt des
Fugendruckes muB némlich auf der Fuge selbst enthalten sein
und darf nicht in deren Verlingerung fallen. Denn in die Ver-
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langerung der Fuge konnte er offenbar nur dann fallen, wenn
in der Fuge auch Zugkrifte iibertragen wiirden.

Bei dieser Betrachtung ist jedoch noch keine Riicksicht
auf die begrenzte Druckfestigkeit des Wolbmaterials genommen
und diese ist es, die nun tatsichlich den Ausschlag gibt. Schon
dann, wenn der Angriffspunkt des Fugendruckes in die Nihe
einer Fugenkante fillt, steigt die Druckbeanspruchung an dieser
Kante so erheblich, daf dort ein Zertriimmern des Wolbmate-
rials stattfindet. Nachdem dieses Absplittern der Kanten er-
folgt ist, steht den vorher besprochenen Drehungen der ein-
zelnen Wilbteile gegeneinander kein Hindernis mehr im Wege,
wenn auch der Angriffspunkt des Fugendruckes noch innerhalb
der urspriinglichen Fugenlinge liegt. Man muB daher verlangen,
daB der Fugendruck nicht nur an keiner Stelle iiber den Ge-
wolbequerschnitt hinaustritt, sondern dafl er sich auch den Be-
grenzungslinien des Gewdlbes nirgends soweit néhert, dal die
zuléissige Druckbeanspruchung des Wolbmateriales iiberschritten
wird. AlsmoglichimvorhererértertenSinne
sind daher nur solche Gleichgewichtszu-
stinde des Gewdlbes anzusehen, die dieser
Forderung geniigen und bei denen iiberdies
an keiner Stelle ein Gleiten der Wolbsteine
gegeneinander zu befiirchten ist.

Die grifite Kantenpressung, die zu einem gegebenen Fugendrucke
gehort, kann unter der hier wie in anderen Fillen iiblichen Annahme
eines linearen Spannungsverteilungsgesetzes leicht ermittelt werden.
Der Fugendruck (oder seine zur Fugenrichtung senkrecht stehende
Komponente, die sich aber von dem gesamten Fugendrucke unter
den gegebenen Verhilltnissen nur unerheblich unterscheiden kann) sei
fiir die Liinge = 1 des Gewdlbes mit R, die Fugenlinge mit f und
der Abstand des Druckmittelpunktes von der Fugenmitte mit u be-
zeichnet. Dann ist die Kantenpressung G

6Ru
0 = —
zu setzen. Dies ist nimlich die friiher (im ersten Bande) abgeleitete
Formel fiir die exzentrische Druckbelastung. Das erste Glied stellt

die von dem zentrisch angebrachten Drucke herrithrende, gleichférmig
verteilte Spannung, das zweite Glied die zu dem Momente Bu ge-
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horige zusiitzliche Biegungsspannung dar, wobei zu beachten ist, daf
das Widerstandsmoment der Fuge gleich % zu setzen ist, da die

Fuge ein Rechteck von den Seitenlingen fund 1 bildet. Das obere oder
untere Vorzeichen des zweiten Gliedes ist zu wiihlen, je nachdem die
dem Druckmittelpunkte benachbarte oder die jenseits der Mitte liegende
Kante in Frage kommt. Die gréBte Kantenpressung entspricht dem
positiven Vorzeichen.

Die Formel ist indessen nur solange giiltig, als sich die ganze
Fuge an der Lastiibertragung beteiligt. Setzt man u = ?f, so sinkt

der Druck an der jenseits liegenden Kante auf Null und wenn « noch
groBer wird, treten an dieser Kante Zugspannungen auf. Vermag
der Mortel Zugspannungen aufzunehmen, so ist die Formel zwar auch
dann noch giiltig. Im andern Falle tritt aber auf der Zugseite ein
Aufklaffen der Fuge ein. Das Spannungsverteilungsdiagramm geht
dann in ein Dreieck iiber, das sich nur iiber den unter Druck stehen-
den Teil der Fuge erstreckt und dessen Schwerpunkt auf der Richtungs-

linie von R liegt. Der Abstand von R bis zur Kante ist ?f — u,

die an der Druckiibertragung beteiligte Strecke der Fuge das Drei-
fache davon und die Kantenpressung wird doppelt so groB, als der
Mittelwert des Druckes lings jemer Strecke. Daher ist die vorige
(leichung fiir diesen Fall zu ersetzen durch

=2 —— . (83)

§ 60. Stiitzlinie und Drucklinie.

Eine gebrochene Linie, die die Druckmittelpunkte aller
Fugen miteinander verbindet, wird die Stitzlinie des
Gewdlbes genannt. Da die Verteilung und die Zahl der Fugen
offenbar zufillig und unwesentlich ist, kann man sich auch un-
endlich viele Fugen oder wenigstens willkiirlich durch die Wolb-
steine in der Fugenrichtung gezogene ,,Fugenschnitte"
vorstellen und zu jedem dieser Fugenschnitte den Druckmittel-
punkt aufgesucht denken. Die Stiitzlinie geht dann in eine Kurve
iiber.

Eine zweite Kurve, die von der Stiitzlinie im allgemeinen etwas,

wenn auch gewthnlich nicht viel verschieden ist, wird von den Rich-
tungslinien der zu allen Fugenschnitten gehérigen Fugendriicke als
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Tangenten eingehiillt. Sie wird als die Drucklinie des Gewdlbes
bezeichnet. Indessen werden die Bezeichmungen ,,Stiitzlinie und
wDrucklinie® hiiufig auch miteinander vertauscht, um so mehr als beide
unter einer Annahme, die sofort niher zu besprechen ist, miteinander
zusammenfallen.

Die Konstruktion der Stiitzlinie oder der Drucklinie macht
nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen gar keine
Schwierigkeiten, sobald Lage, Richtung und Gréfe irgendeines
Fugendruckes willkiirlich gewihlt oder gegeben sind. Man sucht
aber diese Aufgabe dadurch noch weiter zu vereinfachen, daB
man die Richtungen der Fugenschnitte so legt, wie es dafiir am
bequemsten ist. Am schnellsten kommt man zum Ziele fiir lot-
rechte Fugenschnitte. In diesem Falle bildet die Stiitzlinie eine
zu der gegebenen Belastungsfliche gehirige Seilkurve und jede
Tangente an die Seilkurve gibt zugleich die Richtung des zuge-
hérigen Fugendruckes an, d. h. die Drucklinie fillt mit der Stiitz-
linie zusammen.

Freilich diirfte man bei einem gemauerten Gewdlbe die
Fugen nicht wirklich in dieser Richtung ausfiihren, da sonst
die Gefahr des Gleitens der Walbsteine iibereinander nahe ge-
riickt wiirde. Bei einem Betongewdlbe dagegen kommen Fugen
im eigentlichen Sinne iiberhaupt nicht vor und es ist daher
von vornherein gleichgiiltig, in welcher Richtung wir uns die
TFugenschnitte bei ihm gelegt denken wollen. Aber auch bei
gemauerten Gewolben steht es uns frei, uns trotz der anders
gerichteten Mauerfugen auch noch Schnitte in lotrechter Rich-
tung durch das Gewdlbe gelegt zu denken, die wir als Fugen-
schnitte bezeichnen, und die in diesenSchnitten von der einen
nach der andern Seite hiniiber iibertragenen Krifte oder ,,Fugen-
driicke** zu untersuchen.

Auferdem ist man auch jederzeit leicht imstande, den Fugendruck
fiir eine beliebig geneigte Fuge nachtriiglich anzugeben, sobald die
Stiitz- oder Drucklinie fiir senkrechte Fugenschnitte bereits bekannt
ist. In Abb. 194 sei 8§ diese Stiitzlinie und EF' die geneigte Fuge,
fiir die der Fugendruck ermittelt werden soll. Man ziehe durch den
Schnittpunkt 4 der Fuge EF' mit der Stiitzlinie S den senkrechten
Fugenschnitt BC. Der zu diesem gehorige Fugendruck R ist aus
dem zu dem Seilpolygone SS gehorigen Kriifteplane zu entnehmen.
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Dann ziehe man von E aus die Lotrechte ED. Der Fugendruck R'
fiir die geneigte Fuge EF muB dann mit E und dem zwischen den
Linien DEF und B liegenden Belastungsstreifen im Gleichgewichte
stehen. Dieser Belastungsstreifen be-
o steht aus dem Trapeze ACDE mit
senkrecht nach abwiirts und dem kleinen
Dreiecke ABJF mit senkrecht nach
oben gekehrtem Gewichte (dies nach
oben gerichtet, weil die Fliche ABF
nicht hinzukommt, sondern wegfillt,
S wenn wir vom senkrechten Fugenschnitte
zum geneigten iibergehen). Die Rich-
tungslinie der Resultierenden & beider
Gewichte kann auch als die senkrechte
Schwerlinie der verschrimkten Figur
BCDEF angesehen werden, in der
ABF negativ zu rechnen ist. Durch
. Aneinandertragen von R und G erhalten
wir R' als dritte Seite in dem unten-
hin gezeichneten Kriiftedreiecke. Eine
Parallele zu R' durch den Schnitt-
Abb. 104. punkt von R mit G in der Hauptfigur

liefert den gesuchten Fugendruck.
Man erkennt aus dieser Konstruktion, daf die Stiitzlinie fiir die
wirklich vorhandenen geneigten Fugen stets etwas hoher liegen wird,
als die ihr fiir senkrechte Fugenschnitte entsprechende. Der Unter-
schied ist aber so gering, daB man ihn unter den gewdhnlich vor-
liegenden Umstiinden meist ganz vernachlissigen kann. Daher begniigt
man sich in der Regel damit, die Stiitzlinie fiir senkrechte Fugen-
schnitte einzuzeichnen und sie zugleich fiir die geneigten Fugen
als giiltig zu betrachten. Wenn man will, kann man jedoch die be-

sprochene geringfiigige Verbesserung jederzeit leicht vornehmen.
Um die Untersuchung fiir die Stiitz- oder Drucklinien bei
senkrechten Fugenschnitten analytisch durchzufiihren, geht man
von der Differentialgleichung der Seilkurve aus. Diese lautet

az
Hﬁi: —dq,

wenn ¢ die Belastungsdichte an der Stelle mit der Abszisse z
und H den Horizontalschub bedeutet. Durch zweimalige Inte-
gration folgt daraus die endliche Gleichung der Kurve

y:-%fdxfgdx—i— Cix 4+ C,. (84)
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Unter €, und C, sind die Integrationskonstanten zu verstehen.
Grenzbedingungen zu deren Bestimmung stehen nicht zur Ver-
fiigung, falls nicht willkiirliche Annahmen etwa iiber einen
Fugendruck zu Hilfe genommen werden. Auch der Horizontal-
schub H lafBt sich ohne solche Annahmen auf Grund der allge-
meinen Gleichgewichtsbedingungen nicht ermitteln. In der
Gleichung kommen daher drei zunichst willkiirliche Konstanten
vor. Dies steht in Ubereinstimmung mit dem schon vorher
gezogenen Schlusse, daB das Tonnengewdlbe eine dreifach sta-
tisch unbestimmte Konstruktion bildet.

Diese Unbestimmtheit 18t sich freilich durch eine geeignete
Konstruktion bis zu einem gewissen Grade heben. Durch An-
ordnung von Gelenken kann man (wenigstens nahezu) der Druck-
linie Punkte vorschreiben, durch die sie gehen muB. Ordnet man
drei Gelenke (eins im Scheitel und an jedem Kimpfer) an, so ist
die Lage der Drucklinie dadurch villig bestimmt.

Die Berechnung der Gewdlbe mit drei Gelenken erfolgt
im wesentlichen genau so, wie die der Bogentriiger mit drei Ge-
lenken. Die Gelenkdriicke findet man nach einem der damals be-
sprochenen Verfahren (vgl. § 41) und hiermit kann auch die zu-
gehorige Stiitzlinie ohne weiteres gezeichnet werden.

§ 61. Schiefe Projektion des Gewbdlbequerschnittes
mit eingezeichneter Stiitzlinie.

Denkt man sich die Zeichnung eines Gewdlbequerschnittes
samt Belastungslinie, Stiitzlinie und deren Krifteplan durch
parallele Projektionsstrahlen auf irgendeine zur Zeichenebene
nicht parallele Ebene projiziert, so stellt die erhaltene Projektion
selbst wieder einen Gewdlbequerschnitt dar. In diesem ist als
Lastrichtung jene anzusehen, die sich als Projektion der Last-
richtung im ersten Falle ergibt. Auch die Projektion der Stiitz-
linie bildet dann wieder eine Stiitzlinie fiir den neu erhaltenen
Gewdlbequerschnitt. Dies folgt leicht daraus, daf sich der Schwer-
punkt jedes Belastungsstreifens mit projiziert (vgl. Bd. I § 24).

Schneiden sich beide Ebenen in einer zur wagrechten Rich-
tung in beiden Zeichnungen parallelen Geraden, so ist die Pro-
jektion wiederum symmetrisch in bezug auf die Lastrichtung
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gestaltet, wenn dies von der ersten Zeichnung zutraf. Im andern
Falle erhilt man aus dem symmetrischen Gewdlbequerschnitte
mit gleich hoch liegenden Kémpfern den Querschnitt eines sog.
»einhiiftigen* Gewdlbes.

Bei den weit gespannten flachen Briickenbigen von verhiltnis-
miBig geringer Wolbstiirke, die man in neuerer Zeit hiufig (ge-
wohnlich unter Anordnung von Gelenken) ausfiihrt, muB man, um
die Stiitzlinie einigermafBen genau einzeichnen zu kénnen, einen un-
bequem groBen MaBstab anwenden. In diesem Falle gelangt man
besser zum Ziele, wenn man die Zeichnung verzerrt ausfiihrt, so
daB man die Ordinaten in einem gréfleren MaBstabe, als die Ab-
szissen, auftriigt. Man kann diese Zeichnung als eine schiefe Parallel-
projektion jenes Wolbquerschnittes ansehen, fiir den man die Unter-
suchung durchzufithren hat. Die Stiitzlinie kann nun viel genauer
eingetragen werden. Um nachher die Kantenpressung fiir irgend-
eine Fuge zu erhalten, muB man nur beachten, dab die Horizontal-
komponente des zugehorigen Fugendruckes in einem andern MaB-
stabe auszumessen ist, als die Vertikalkomponente.

§ 62. Altere Ansichten iiber die wirklich auftretende
Stiitzlinie.

Bei einem gelenklosen Gewdlbe muf man sich auf irgend-
eine Art ein Urteil dariiber zu verschaffen suchen, welcher von
den statiseh moglichen Gleichgewichtszustinden in Wirklichkeit
zustande kommt. Der erste, der sich hieriiber eine bestimmte
Ansicht bildete, war der englische Ingenieur Moseley, der im
Jahre 1837 das sogenannte Prinzip des kleinsten
Widerstandes aufstellte und in derselben Arbeit zugleich
zuerst die Stitzlinie als Hilfsmittel der Untersuchung einfiihrte.
Die Arbeit von Moseley wurde von Scheffler ins Deutsche iiber-
setzt und von diesem eifrig vertreten. Die Moseleysche Theorie
erlangte dadurch eine grofle Verbreitung und hat auch jetzt noch
manche Anhénger. Es ist daher notig, daf man sich mit ihr
bekannt macht.

Zur Zeit Moseleys galten die Bausteine als starre Korper.
DaB auch die Steine elastischer Forménderungen fihig sind,
die durchaus mit denen der Metalle vor Uberschreitung der
Elastizititsgrenze vergleichbar sind, hat man erst spiter ge-
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funden. Sah man aber die Steine als starre Korper an und be-
achtete man, daB die Mechanik starrer Korper fiir sich allein nicht
ausreicht, um eine Entscheidung zwischen den als statisch gleich
moglich erkannten Gleichgewichtszustinden zu treffen, so muBte
man zu dem Schlusse kommen, daf die Mechanik starrer Korper,
g0 wie sie vorlag, auch nicht vollstindig sein konne, sondern
einer Erginzung bediirfe. Denn offenbar kann unter den un-
endlich vielen statisch mdglichen Gleichgewichtszustinden immer
nur einer in Wirklichkeit auftreten und es muff daher ein Gesetz
geben, nach dem sich dieser regelt. Diese — scheinbare — Liicke
suchte nun Moseley durch das Prinzip des kleinsten Widerstandes
auszufillen.

Das Gewdilbe wird auf einem Lehrgeriist ausgefiihrt, das an-
finglich die ganze Last allein aufnimmt. Wenn nachher das Ge-
wolbe ausgeriistet, also seiner fritheren Unterstiitzung beraubt wird,
»sucht® es herabzufallen. Daran wird es durch die Unterstiitzung
an den Widerlagern verhindert. Denkt man sich die Ausriistung
allmiihlich vorgenommen, so daB ein allmiéhlich wachsender Teil
der Last auf das Gewdlbe selbst entfillt, so wird auch der Horizontal-
schub des Gewdlbes allmihlich ansteigen. Moseley schloB nun, daB
dieses Anwachsen gerade nur so lange andauere, bis der Horizontal-
schub groB genug geworden sei, um das Gewdlbe zu befihigen, die
Last allein aufzunehmen Hiernach wiirde nach Beendigung des
Ausriistens die Stiitzlinie des kleinsten Horizontalschubs
(der Horizontalschub ist in diesem Falle der kleinste ,Widerstand®
nach der Moseleyschen Auffassung) aufgetreten sein und diese wiirde
nach Moseley auch weiterhin bestehen bleiben.

Die Stiitzlinie des kleinsten Horizontalschubs ist, wie bei allen
Seilkurven, jene, die die mdglichst grofie Pfeilhghe hat. Bei den
gewdhnlich vorkommenden Gewdlbequerschnitten geht sie durch den
tiefsten Punkt jeder Kiimpferfuge und den hichsten Punkt der Scheitel-
fuge. Jedenfalls beriihrt oder trifft sie aber sowohl die obere als
die untere Begrenzungslinie des Gewdlbequerschnittes.

Als man darauf aufmerksam wurde, daB bei dieser Drucklinie
die Kantenpressung an den bezeichneten Stellen, sofern man auf
die Zugfestigkeit des Mortels nicht rechnen darf, unendlich groB
wiirde, éinderte man — unter Beibehaltung derselben Schlufweise
im iibrigen — die Betrachtung dahin ab, daB die Drucklinie von
jenen Punkten gerade nur soweit abriicke, als es die Riicksicht
auf die Festigkeit des Materials erfordere. In dieser Form wird
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die Moseley-Schefflersche Theorie heute noch vielfach als richtig
angesehen. Man nimmt also an, daB unter allen ,Gleichgewichts-
drucklinien® in dem frither besprochenen Sinne die am steilsten ver-
laufende und daher dem kleinsten Horizontalschub entsprechende
die richtige sei.

Freilich ist nun keineswegs einzusehen, weshalb dieser Vorgang
des Abriickens der Stiitzlinie von den zuniichst am meisten gefiihr-
deten Kanten gerade nur solange andauern soll, als es der Festig-
keit oder gar der schitzungsweise als ,zuliissig“ angesehenen Be-
anspruchung des Materials entspricht. Wenn man sich zu dieser
Anderung der urspriinglichen Betrachtung, die zu einer unendlich
groBen Kantenpressung fiihrte, einmal entschloB, hitte man weiter
gehen, niimlich auf die Griinde eingehen miissen, die dieses Ab-
riicken bedingen.

Das ist zuerst von Culmann geschehen, der die Forminde-
rungen des Gewdlbes als bestimmend fiir die Ausbildung des
Gleichgewichtszustandes erkannte. Dabei vernachlissigte Cul-
mann aber immer noch die elastische Nachgiebigkeit der Wélb-
steine und achtete nur auf die Zusammendriickbarkeit des bald
nach der Ausriistung noch als ziemlich weich angesehenen
Méortels in den Fugen. Er schloB, daf die Drucklinie des kleinsten
Horizontalschubes, von der er zuniichst ausging, zu einer sehr
starken Zusammendriickung und zu einem Ausweichen des
Mortels an den meist beanspruchten Stellen fiihren miisse. So-
bald der Mortel an diesen Stellen nachgibt, kommen auch die
andern Stellen der Fuge zur Lastiibertragung und die Druck-
linie riickt weiter ins Innere des Gewolbequerschnittes. Indem
er sich diesen Vorgang in derselben Weise weiter fortgesetzt
dachte, gelangte er zu der Ansicht, daB sich schlieBlich der
giinstigste Gleichgewichtszustand einstelle, ndmlich jener, bei
dem die Kantenpressung an den gefihrdetsten Stellen den mog-
lichst kleinen Wert annehme. Diese Culmannsche Theorie
der giinstigsten Drucklinie zihlte lange Zeit hin-
durch die meisten Anhénger. BSie unterscheidet sich in ihren
Ergebnissen iibrigens auch nur wenig von der heute meist als
zutreffend angesehenen, die von der Betrachtung des Gewdlbes
als eines elastischen Bogens ausgeht und die im folgenden Para-
graphen niher besprochen werden soll.
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§ 63. Die Elastizititstheorie des Tonnengewolbes,

Die Mauersteine gehorchen zwar nicht genau dem Hooke-
schen Gesetze von der Verhiltnisgleichheit der elastischen Form-
dnderungen mit den Spannungen, ebensowenig der Zementbeton,
aus dem man in neuerer Zeit hiufig groBe Gewilbe herstellt.
Immerhin sind bis zu den als zulissig angesehenen und daher
in Aussicht zu nehmenden Spannungen die Abweichungen nicht
sehr erheblich. Man darf es daher als eine recht gute Annéherung
an das wirkliche Verhalten betrachten, wenn man die Theorie
der Gewdlbe auf die allgemeinen Lehrsitze der gewohnlichen
Elastizitatstheorie stitzt.

Hierzu eignet sich am besten der (im dritten Bande be-
sprochene) Lehrsatz von Castigliano, wonach die statisch unbe-
stimmten Groflen einer Konstruktion solche Werte annehmen,
daB sie die Forménderungsarbeit zu einem Minimum machen.
Es wird sich also vor allem darum handeln, einen Ausdruck
fir die elastische Forménderungsarbeit 4 aufzustellen, die in
dem elastischen Bogen, als den wir das Gewdlbe ansehen diirfen,
infolge der in ihm auftretenden Spannungen und Forménde-
rungen aufgespeichert ist. Dabei mag in erster Linie ange-
nommen werden, daB die Widerlager als vollkommen starr und
unbeweglich angesehen werden diirfen, so daB auf sie keine
Forminderungsarbeit entfillt. Dagegen steht es spiterhin auch
frei, dieselbe Betrachtung auf die ganze Konstruktion mit Ein-
schluff der Widerlagsmauern auszudehnen, wobei diese als Fort-
setzungen des Gewdlbes bis zur Fundamentsohle hin anzusehen
sind.

Fiir irgendeinen normal zur Wolbmittellinie gezogenen
Fugenschnitt sei der Fugendruck mit R, der Abstand des Druek-
mittelpunktes von der Fugenmitte mit » bezeichnet. Die Form-
dnderungsarbeit dA4 in einem Gewdlbeelemente, das zum Bogen-
elemente ds der Wolbmittellinie gehort, setzt sich dann aus zwei
Gliedern zusammen, von denen das erste dem zentrisch ange-
bracht gedachten Drucke R, das andere dem Biegungsmomente
M = Ru entspricht. Hierbei wird vorausgesetzt, dal die ganze
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Fuge an der Druckiibertragung beteiligt sei. Bei jenen Gewdlben,
fiir die man genauere Rechnungen dieser Art durchfiithrt und
auf deren Grund die Gestalt und Stirke des Gewélbes bemiBt,
trifft dies auch stets zu. Fiir d4 hat man dann nach den Lehren
des dritten Bandes

il = o

357 9+ 350 9

Hierin bedeutet F die Fugenfliche, die auch gleich der Fugen-
linge f gesetzt werden kann, da die senkrecht zum Gewdlbe-
querschnitte stehende Linge der Fuge gleich der Lingeneinheit
ist. Unter @ ist das Trigheitsmoment der Fugenfliche oder

g und unter E der Elastizititsmodul des Wolbmaterials zu
verstehen. Im ganzen wird daher die Formiinderungsarbeit

Azgﬁf@Jr%é”f)ds, (85)

wobei sich das Integral auf die ganze Bogenlinge (gegebenen
Falles mit Einschlull der Widerlager) zu erstrecken hat.

Die Werte von R und M sind an jeder Stelle von der Stiitz-
linie abhéngig, die man ins Auge faBt. Fiir jede Stiitzlinie 148t
sich A berechnen und der Castiglianosche Satz lehrt, daB jene
Stittzlinie wirklich zur Geltung kommt, fiir die 4 zu einem
Minimum wird. Wir wissen ferner, daB jede Stiitzlinie von drei
Bestimmungsstiicken abhingig ist, also z. B. von GrioBe, Lage
und Richtung irgendeines Fugendruckes. Denkt man sich
diese Bestimmungsstiicke auf irgendeine Art ausgewiihlt, so
konnen alle Rund M in ihnen ausgedriickt werden. Der Ausdruck
fiir die Forménderungsarbeit 4 liBt sich dann vollstindig aus-
werten, bis auf die drei zunidchst willkiirlich bleibenden Be-
stimmungsstiickd, die als die statiseh unbestimmten GrofBen
des Problems anzusehen sind. Man differentiiert nun 4 partiell
nach jeder dieser drei GréBen und setzt die Differentialquotienten
gleich Null. Damit erhdlt man drei Gleichungen, deren Auf-
losung die drei statisch unbestimmten Grofen liefert, womit der
zu erwartende Gleichgewichtszustand des Gewdlbes vollstandig
bekannt wird.
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Hiermit ist das Verfahren im allgemeinen umschrieben. Auf
die ausfithrliche Ausrechnung brauche ich mich hier nicht einzu-
lassen; es geniigt vielmehr, im Anschlusse an das Vorausgehende
die Ableitung eines nitherungsweise zutreffenden Satzes zu geben,
der von Winkler aufgestellt wurde und der einen raschen Uber-
blick dariiber gestattet, welche Stiitzlinie ungefiihr zu erwarten ist.

Das erste Glied in dem Ausdrucke fiir A indert sich niimlich
von einer Stiitzlinie zur andern verhiltnismiBig nur wenig. Fir
alle Stiitzlinien, die hierbei iiberhaupt in Frage kommen kinnen,
weichen die zu gegebenen Fugen gehorigen Fugendriicke B nicht
allzuviel voneinander ab. Anders ist es dagegen mit dem zweiten
Gliede, da die Abstinde « der Druckmittelpunkte von den Fugen-
mitten und hiermit die Momente M "bei verschiedenen Stiitzlinien
sehr verschieden ausfallen. Dabei ist das zweite Glied, wie man aus
dem Ausdrucke M = Ru erkennt, der GriBe nach im allgemeinen
durchaus mit dem ersten vergleichbar. Nur bei solchen Stiitz-
linien, die etwa tiberall sehr nahe an der Mittellinie verlaufen, wird
das zweite Glied klein gegeniiber dem ersten. Sehen wir aber von
diesem Falle vorliufig ab, so wird A besonders dadurch verkleinert
werden konnen, daB man das stark veriinderliche zweite Glied
moglichst klein macht, withrend man das wenig veriinderliche erste
Glied fiir eine erste Anniiherung unbeachtet lassen kann. Bei der
als wahrscheinlich in Aussicht zu nehmenden Stiitzlinie wird da-
her der Ausdruck M’

fﬂ
zu einem Minimum werden.

Anstatt M = Ru zu setzen, wie es vorher geschehen war, kann
man sich von der Fugenmitte aus eine Strecke z in lotrechter Rich-
tung bis zur Richtungslinie von I gezogen denken und R im End-
punkte von # in eine horizontale und eine vertikale Komponente
zerlegen. Die horizontale Komponente ist der konstante Horizontal-
schub H des Gewdlbes und dessen Moment ist gleich Hg, wihrend
das Moment der Vertikalkomponente in bezug auf den Fugenmittel-
punkt verschwindet. Man hat daher auch M = Hz und der Aus-
druck, der zu einem Minimum werden soll, geht iiber in

 §
H? %ds.

Auch der Horizontalschub H zeigt bei den verschiedenen Stiitz-
linien, die miteinander zu vergleichen sind, keine groflen Ab-
weichungen, wiihrend der zweite Faktor des Produktes stark ver-
inderlich ist. Nimmt man iiberdies an, dall die Wolbstirke f
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konstant sei, so wird demnach ungefihr jene Stiitzlinie zustande
kommen, fiir die
f 2ds

den moglichst kleinen Wert annimmt. Dieser Ausdruck hat aber
eine einfache Bedeutung: er stellt die Summe der Quadrate der in
lotrechter Richtung gemessenen Abweichungen zwischen Bogenmittel-
linie und Stitzlinie dar und kann geradezm als ein MaB fiir die
gesamte Abweichung zwischen beiden Linien betrachtet werden.
Wir kénnen demnach mit Winkler den Satz aussprechen, daB unter
den angegebenen Voraussetzungen jene Stiitzlinie nahezu die
richtige ist, die sich der Bogenmittellinie so eng als
moglich anschliefBt. i

Gewdhnlich nimmt man freilich die Wolbstérke f nicht konstant
an, sondern macht sie im Scheitel am kleinsten und liBt sie von
da aus nach den Kimpfern hin etwas zunehmen, weil auch der
Fugendruck R in dieser Richtung hin zunimmt. Bezeichnet man
die Horizontalprojektion des Bogenelementes ds mit dx, so nimmt
fiir gleiche dx auch ds vom Scheitel nach den Kimpfern hin zu.

Fiir den Fall, daB sich #° gerade proportional mit v indert, daB also
g p P

ist, wenn f, die Scheitelstiirke bezeichnet, erhiélt man fiir den Aus-
druck, der zu einem Minimum werden soll,
ah 22dzx,

&’
d. h,, da H nicht merklich veriinderlich und f, konstant ist, muB

fz’dw

moglichst klein werden und auch dieses Resultat kann #hnlich ge-
deutet werden, wie das vorhergehende.

Wird die Mittellinie des Bogens so gewihlt, daB sie
selbst mit einem zur Belastungsfliche gehdrigen Seil-
polygone zusammenfillt, also eine der statisch méglichen
Stiitzlinien darstellt, so kann sich nach den vorausgehen-
den Betrachtungen die wahre Stiitzlinie nicht viel von
der Mittellinie entfernen. TFiir die Mittellinie selbst als Stiitz-
linie wird niimlich f 2%ds oder auch f 2%dz zu Null und daher zu

einem Minimum. Man darf daraus nun freilich nicht schlieBen, daB
die wahre Stiitzlinie unter den bezeichneten Umstéinden genau mit
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der Mittellinie zusammenfiele. Bei den in niichster Nihe der Mittel-
linie verlaufenden Stiitzlinien wird nimlich das zweite Glied in dem
Ausdrucke fiir die Form#nderungsarbeit

4= [ + 2 s

iiberhaupt sehr klein und es kommt dann wesentlich auf die, wenn
auch an sich nicht erheblichen, Anderungen des alsdann viel groBeren
ersten Gliedes an. Man kann auch leicht sagen, in welchem Sinne
eine Abweichung der wahren Stittzlinie von der Mittellinie in diesem
Falle zu erwarten ist. Je steiler nimlich die Stiitzlinie verléduft, um
so kleiner wird der Horizontalschub H und mit ihm auch jedes R.
Die Abweichung wird also nach der Richtung der Drucklinie des
kleinsten Horizontalschubs hin erfolgen. Sehr grof kann aber diese
Abweichung andererseits niemals werden, weil sich sonst sofort ein
starkes Anwachsen des zweiten Gliedes in dem Ausdrucke fiir A
herausstellen miifite, das weit mehr ausmachte, als die Verkleinerung,
deren das erste Glied fihig ist.

Diese Betrachtung liefert das fiir die praktische Beurteilung
des Gewdolbegleichgewichtes sehr wertvolle Resultat, daB die
elastischen Forménderungen des Gewdlbes infolge der Belastung
die Stiitzlinie so verschieben, daB sie sich ziemlich eng an die
Mittellinie anschlieBt, so weit dies durch die Gestalt des Gewdlbes
ermdglicht ist. Zugleich lehrt sie, daBl es vorteilhaft ist, die Ge-
stalt der Wolbmittellinie, deren Wahl dem Konstrukteur haufig
freisteht, so zu bestimmen, daB sie mit einer Seilkurve fiir die
Belastungsfliche zusammenfillt,

§ 64. Vereinfachte Berechnung der Gewdlbe,

Die genauere Berechnung der Gewdlbe auf Grund der
Elastizititstheorie, die vorher nur in allgemeinen Umrissen be-
schrieben wurde, macht ziemlich viel Miithe und lohnt sich nur
bei besonders groBen und wichtigen Ausfiihrungen. Da man
aber bei diesen jetzt meist Gelenke einschaltet, wird sie auch hier
in der Regel entbehrlich. Bei kleineren Ausfiihrungen macht
man das Gewdlbe lieber etwas stirker, als eigentlich notig wire
und behilft sich dafiir bei der Stabilitdtsuntersuchung mit einer
vereinfachten Berechnung. Man kann es auf Grund der zahl-
reichen Erfahrungen, die in dieser Hinsicht vorliegen, als ver-

Foppl: Graphische Statik, 3, Aufl, 25
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biirgt betrachten, daf ein Gewdlbe, das den iiblichen Vorschriften
geniigt, hinreichend sicher ist.

Wenn ein Gewdlbequerschnitt samt DBelastungsfliche ge-
geben ist, zeichnet man zunéichst eine Stiitzlinie, die durch die
Mitten der Scheitelfuge und der beiden Kampferfugen geht.
Hierauf iiberzeugt man sich, ob diese willkiirlich gewéhlte
Stiitzlinie nicht nur iiberall innerhalb des Gewdlbequerschnittes
verlduft, sondern ob sie sich auch keiner Kante um mehr als
bis auf ein Drittel der betreffenden Fugenlinge nihert. Dies
sicht man niimlich als notig an, teils um einen gewissen Uber-
schuB an Sicherheit zu erlangen, teils um eine Zugbeanspruchung
des Mortels und ein bei dessen Versagen zu befiirchtendes Auf-
klaffen der Fuge zu verhiiten. Hierauf berechnet man nach den
friiher gegebenen Formeln die grofite auftretende Kanten-
pressung und vergleicht sie mit der als zuldssig zu betrachten-
den Druckbeanspruchung des Materiales. Wird diese nirgends
iiberschritten und ist die vorher genannte Bedingung erfiillt,
so betrachtet man das Gewdlbe an sich als vollkommen
sicher,

Hrgibt sich bei dieser Berechnung, dafl die Kantenpressung
iiberall erheblich kleiner bleibt, als die zulissige Materialbe-
anspruchung, so schlieBt man, daB das Gewdlbe unnotig stark
ist und hilt eine Verkleinerung der Walbstirke fiir angezeigt.
Tindet man umgekehrt, daB die zuerst gezeichnete Stiitzlinie
nicht iiberall innerhalb des mittleren Fugendrittels verliuft, so
kann man, namentlich fiir den Fall einer unsymmetrischen Be-
lastung, zunichst versuchen, ob sich die Stiitzlinie durch eine
Anderung in der Annahme der Druckmittelpunkte in Scheitel-
und Kimpferfugen so verschieben ldBt, daB sie nachher iiberall
innerhalb des mittleren Drittels bleibt. LBt sich dies erreichen
und wird die Kantenpressung fiir die neu gezeichnete Stiitzlinie
nicht zu groB, so ist das Gewolbe immer noch als hinreichend
sicher fiir die gegebene Belastung anzusehen. Im andern Falle
muB man entweder die zuerst in Aussicht genommene Gewdlbe-
form entsprechend abiindern oder die Walbstarken vergréfBern,
bis den gegebenen Vorschriften geniigt ist.
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Hiermit ist die Untersuchung aber noch nicht abgeschlossen.
Man mufl nun auch noch die Druckiibertragung in den Pfeilern
oder Widerlagsmauern verfolgen, am einfachsten, indem man
die Stiitzlinie in diese hinein fortfithrt (durch Zusammensetzung
des Kampferdruckes des Gewdlbes mit den Mauergewichten
des Widerlagers). Auf diese Weise gelangt man entweder unten
zu ausgedehnten Mauermassen, deren Standsicherheit ohne
weiteres feststeht, oder zur Fundamentsohle. Der Druck auf
die Fundamentsohle wird ebenfalls berechnet und mit der zu-
lassigen Belastung des Baugrundes, die gewdhnlich durch bau-
polizeiliche Bestimmungen vorgeschrieben ist, verglichen.

§ 65. Die Kuppelgewblbe.

Die Kuppel unterscheidet sich in ihrem statischen Ver-
halten von dem Tonnengewdlbe wesentlich dadurch, daB auBer
den Fugenpressungen in den Lagerfugen, deren Angriffspunkte
im Gewdlbequerschnitte in ihrer Aufeinanderfolge die Stiitz-
linie bilden, auch noch Fugenpressungen in den Meridianschnitten
vorkommen. Man betrachte das Gleichgewicht eines Kuppel-
sektors, der zwischen zwei benachbarten Meridianschnitten liegt.
Unter der Voraussetzung einer ringsum symmetrischen Be-
lastung bildet jeder Meridianschnitt eine Symmetrieebene fiir
die ganze Kuppel. Die in je zwei entsprechenden Flichenteilen der
beiden Meridianschnitte iibertragenen Stoffugendriicke setzen
sich daher zu einer horizontalen Resultierenden zusammen, die
in die Mittelebene des Kuppelsektors fillt. Diese horizontal nach
auBen hin gehenden Resultierenden treten an die Stelle des Ho-
rizontalschubs beim Tonnengewélbe. Dabei besteht aber gegen-
iiber dem Tonnengewdélbe noch der weitere Unterschied, daf sich
diese Resultierenden iiber die ganze Mittelebene des Kuppel-
sektors nach einem zunéchst unbekannten Gesetze verteilen.

Hieraus folgt auch, dafl die Stiitzlinie beim Kuppelgewdlbe
keineswegs ein Seilpolygon zu den Lasten des Kuppelsektors
bildet. Vielmehr ist jede beliebig im Gewdlbequerschnitte ge-
zogene Linie als Stiitzlinie statisch moglich, falls nur die in den
Meridianschnitten iibertragenen Ringspannungen (oder StoB-

25%
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fugendriicke) passend dazu gewédhlt werden. Das Gleichgewicht
im Kuppelgewdlbe ist daher unendlichfach statisch unbestimmt.

Auch hier gilt, wie bei den Tonnengewdlben, wenn man aunf
die elastischen Eigenschaften des Wolbmateriales Riicksicht
nimmt, der Satz, daB jener Gleichgewichtszu-
stand zu erwarten ist, fiir den die Form-
anderungsarbeit zu einem Minimum wird.
Dies wird nahezu jener sein, bei dem sich die Stiitzlinie so eng
als moglich an die Mittellinie des Gewdlbequerschnittes anschlieB3t.
Nun kann sich die Stiitzlinie hier bei jeder Gestalt des Gewdlbe-
querschnittes mit der Mittellinie decken. Man nimmt also bei
der Ausfiihrung der Berechnung zundchst die Stiitzlinie als zu-
sammenfallend mit der Mittellinie an und bestimmt die aus dieser
Annahme folgenden Spannungen in den Meridianschnitten, die
man sich der Gewdlbedicke nach ebenfalls gleichférmig verteilt
zu denken hat. Hierbei stellt sich nun bei den gewdhnlich aus-
gefithrten Kuppelformen heraus, da8 in den Meridianschnitten
im oberen Teile Druckspannungen, weiter unten hin dagegen
Zugspannungen zu ibertragen wiren, um den zunéchst in Aus-
sicht genommenen Gleichgewichtszustand zu verwirklichen.

Der Mortel kann aber grofere Zugspannungen nicht iiber-
tragen und in der Tat hat man auch bei vielen der berithmtesten
Kuppelbauten die Erfahrung gemacht, daB sich in den unteren
Teilen der Kuppel Risse einstellten, die in der Richtung der
StoBfugen (also der Meridianschnitte) verlaufen. Um diesem
Ubelstande abzuhelfen, hat man gewdhnlich nachtriglich eiserne
Reifen um die unteren Teile der Kuppel gelegt, die diese &hnlich
zusammenhalten, wie die Reifen ein FaB. Man erreichte da-
durch, daB nun in der Tat in den Meridianschnitten Zugspan-
nungen iibertragen werden konnten, zwar nicht mehr im Mauer-
werke selbst, sondern in den eisernen Reifen, die dafiir einfraten.
Nebenbei bemerkt sind diese eisenarmierten Kuppeln als die
ersten Vorliufer der heute so viel angewendeten Eisenbeton-
konstruktionen zu betrachten.

Will man aber, daB das Gleichgewicht der Kuppel auch ohne
eine Verstarkung durch BEisenringe gesichert sei, so muB man
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von jener Stelle ab, wo sonst die Zugspannungen einsetzen
wiirden, die Stiitzlinie nach abwirts ohne Heranziehung der
Ringspannungen fortsetzen. Im unteren Teile ist dann die Stiitz-
linie wieder ein Seilpolygon zu den Lasten des Kuppelsektors.
Sie ist ferner auch in die Widerlagsmauern der Kuppel hinein
fortzusetzen. Entspricht die in dieser Weise ermittelte Stiitz-
linie tiberall denselben Forderungen, wie sie schon beim Tonnen-
gewplbe erhoben wurden, so kann das Gleichgewicht der Kon-
struktion auch ohne Zuhilfenahme einer Verstirkung durch
Eisenringe als gesichert gelten.

In Abb. 195 ist die vorher besprochene Konstruktion fiir eine
oben geschlossene Kuppel durchgefiihrt, die nur ihr eigenes Gewicht
zu tragen bestimmt ist. Der Kuppelquerschnitt wurde durch Fugen,
die rechtwinklig zur Mittellinie gezogen sind und deren lings der
Mittellinie gemessenen Abstiinde gleich groB gewihlt wurden, in acht
Abschnitte eingeteilt. Die zu diesen Abschnitten gehdrigen Gewichte
im Kuppelsektor verhalten sich zueinander wie die Produkte aus
den mittleren Wolbstirken und den Entfernungen der Schwerpunkte
von der Kuppelachse. Das dem Abschnitte 5 entsprechende Gewicht
wurde im Kriifteplane durch die mittlere Walbstiirke dieses Abschnittes
dargestelll. Um die Gewichte der iibrigen Abschnitte im gleichen
Mafistabe auftragen zu konnen, muBten deren mittlere Wolbstirken
im Verhiltnisse der Schwerpunktsabstiinde zum Schwerpunktsabstande
des fiinften Abschnittes verkleinert oder vergroBert werden. Dies
ist im unteren Teile der Figur, der keiner weiteren Erliuterung be-
darf, ausgefithrt worden.

Die Linien 1, 2 usf. im Kuppelquerschnitte sind durch die Schwer-
punkte der hetreffenden Abschnitte des Kuppelsektors zu ziehen, die
etwas weiter nach auBen hin liegen, als die Schwerpunkte der zu-
gehorigen Abschnitte des Kuppelquerschnittes. Indessen macht sich
der Unterschied nur bei den oberen Abschnitten stirker bemerklich;
bei den tiefer liegenden ist er unerheblich.

Im oberen Teile soll die Stiitzlinie mit der Mittellinie zusam-
menfallen. Ferner kann angenommen werden, dall sich die Ring-
spannungen innerhalb jedes Abschnittes gleichférmig fiber die Fliche
verteilen. Die in der Mittelebene des Kuppelsektors liegende Re-
sultierende der in den beiden Meridianschnitten iibertragenen Ring-
spannungen ist daher durch den Schwerpunkt des zugehorigen Quer-
schnittsteiles horizontal nach auBen hin zu ziehen. Der Schnitt-
punkt dieser Resultierenden fiir den obersten Abschnitt mit der Rich-
tungslinie des Gewichtes 1 ist mit der Mitte der nichsten Lager-
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fuge zu verbinden. Die Verbindungslinie gibt die Richtung des zu-
gehorigen Fugendruckes an. Da das Gewicht 1 bekannt ist, liefert
das Dreieck, dessen Hypotenuse Oa, und dessen vertikale Kathete 1

Abb. 195.

ist, im Kriifteplane sofort die GroBe des Fugendruckes und die Re-
sultierende aus den Ringspannungen.

Dann geht man zum Abschnitte 2 tiber, setzt dessen Gewicht
mit dem von oben kommenden Lagerfugendrucke zusammen, ermittelt
den Schnittpunkt der Resultierenden mit der Resultierenden der
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Ringspannungen fiir diesen Abschnitt (in der Abbildung gehen die
Richtungslinien der drei Kriifte zufillig fast genau durch einen Punkt)
und verbindet den Schnittpunkt mit der nichstfolgenden Fugen-
mitte. Dadurch werden die Richtungen aller am Abschnitte 2 an-
greifenden Kriifte bekannt. Auch die GriBen der beiden bis dahin
noch unbekannten folgen ohne weiteres aus dem Kriifteplane. Der
Fugendruck auf die untere Fuge wird durch die Strecke Oay, die
Resultierende aus den Ringspannungen durch die horizontale Kom-
ponente der Strecke a,a, angegeben. In derselben Weise setzt man
die Konstruktion weiter nach unten hin fort.

Wenn man zum fiinften Abschnitte gelangt ist, bemerkt man,
daB die Resultierende aus den Ringspannungen, die durch den hori-
zontalen Abstand von @, und a; im Krifteplane dargestellt wird,
nur noch sehr klein ist. Beim sechsten Abschnitte wiirde diese
Resultierende “negativ (nach innen zu gerichtet) werden, d. h. es
miiiten Zugspannungen in den Meridianschnitten auftreten, wenn
man die Stiitzlinie hier immer noch mit der Mittellinie zusammen-
fallen lassen wollte. Wir nehmen daher an, dal im sechsten,
siebenten und achten Abschnitte iiberhaupt keine Ringspannungen
mehr auftreten und setzen nur jedesmal den von oben her kommen-
den Fugendruck mit dem Gewichte des Abschnittes zusammen. Hier-
durch erhilt man den unteren Teil der Stiitzlinie, auf dessen Ge-
stalt es vorwiegend ankommt.

Sitzt die Kuppel auf einer Mauertrommel, so ist die Stiitzlinie
in diese hinein fortzusetzen, indem man den von der Kuppel her-
rithrenden Fugendruck mit dem Gewichte des Trommelsektors zu-
sammensetzt. Zu dessen Darstellung im Kriifteplane ist natiirlich
von derselben Konstruktion Gebrauch zu machen, die schon bei den
Kuppelahschnitten verwendet wurde. Ringspannungen sind in der
Mauertrommel auBer Ansatz zu lassen.

Will man ferner durch Umlegen von eisernen Reifen vermeiden,
daB die Trommel durch einen Horizontalschub der Kuppel bean-
sprucht wird, so ist die GriBe der Kriifte, die von den Eisenreifen
aufzunehmen sind, ebenfalls aus dem Kriifteplane zu entnehmen,
Man setzt dann die Stiitzlinie auch im unteren Teile lings der
Mittellinie fort, wozu die Punkte a;, ay und @ im Kra.fteplane ge-
horen Die honzontalen Komponenten der Strecken ayay, aja, und
a,ay geben nach einer sofort vorzunehmenden einfachen Umrechnung
die von den Eisenreifen aufzunehmenden Ringspannungen an.

Fiir diese Umrechnung nehme man an, daB der Winkel zwischen
den beiden Meridianebenen, die den betrachteten Kuppelsektor be-
grenzen, da sei. Die Liinge eines Abschnittes der Mittellinie zwischen
zwei aufeinander folgenden Fugen in der natiirlichen GroBe gemessen
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sei I, der Schwerpunktsabstand des fiinften Abschnittes von der
Kuppelachse s, der Mafistab der Zeichnung % und das Gewicht der

Raumeinheit des Mauerwerkes y. Dann sind die Gewichte im Kriifte-
plane so aufgetra.gen, daB die Léngeneinheit ein Mauervolumén nlsde
und daher eine Kraft von der GriBe nlsyda vorstellt. Nun gibt
die Strecke a,a; die Resultierende der zum siebenten Abschnitte
gehorigen Ringspannungen in diesem MaBstabe an. Die Ringspan-
nungen selbst stehen senkrecht zu den beiden Meridianebenen, die
den Kuppelsektor begrenzen und bilden einen Winkel miteinander,
der um de von einem gestreckten abweicht. Thre Resultierende ist
gleich der Grife von einer von ihnen, multipliziert mit de. Um-
gekehrt wird daher die in einem Teile des Meridianschnittes iiber-
tragene Ringspannung aus jener Resultierenden durch Streichen
des Faktors da gefunden. Hiernach bedeutet die "Liingeneinheit
der Strecke a,a; im Kriifteplane eine von den Eisenreifen aufzu-
nehmende Ringspannung von der GriBe nlsy. Wire also z B.
a; @, gleich 1 cm oder 0,01 m, der MaBistab der Zeichnung 1 :#
glemh 1:100, I=2m, s=9m und das Gewicht von 1 m®Mauer-
werk gleich 2000 kg, so wiirde die Ringspannung im siebenten
Abschnitte gleich 100.0,01-2.9.2000 oder gleich 36000 kg zu
setzen sein. — Ahnlich ist auch bei allen anderen Umrechnungen
zu verfahren, z. B. wenn man die Kantenpressungen in einer Fuge
ermitteln will. Der zuniichst einzufithrende Faktor de hebt sich
dann jedesmal wieder heraus.

Bei diesem Beispiele wurde vorausgesetzt, daB die Kuppel nur
ihr eigenes Gewicht zu tragen habe. Kommt noch eine Belastungs-
fliiche hinzu, so erhdhen sich die Gewichte der einzelnen Abschnitte
entsprechend, withrend das Verfahren im fibrigen genau so beizube-
halten ist.

Auch dann {iibrigens, wenn die Kuppel tatsiichlich nur ihre
Eigenlast aufnehmen soll, muB man sie doch unter der Voraussetzung
berechnen, daB ihr iiberdies noch eine passend gewiihlte fremde Last
(in symmetrischer Verteilung um die Kuppelachse) aufgebiirdet sei.
Im andern Falle wiirde jeder MaBstab fiir die Bemessung der er-
forderlichen Wolbstirke fehlen. Macht man afimlich die Kuppel
schwiicher (namentlich in ihrem oberen Teile), so vermindern sich
die Lasten in demselben MaBe wie die Fugenflichen und die Bean-
spruchung des Materials bleibt dieselbe. Mit Riicksicht auf zufillige
Umstiinde, die eine andere Art der Belastung herbeifiihren kénnten,
ist aber die Kuppel mit groBerer Wolbstiirke trotzdem als sicherer

zu betrachten, als die mit schwicherer Wolbstiirke. Man triigt dem

am besten durch Annahme einer etwa gleichformig verteilten zu-
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fiilligen Belastung Rechnung. Dann ergibt sich, wie groB die W¢lb-
stiirke etwa im Scheitel zu wihlen ist, damit die Druckbeanspruchung
des Materials nicht zu grof ausfillt.

§ 66. Die graphische Berechnung der durchlaufenden Triger.

Zunichst moge es sich um den in Abb. 196 dargestellten
Fall handeln. Ein Balken sei in drei Punkten 4, B, C unter-
stiitzt. Die eine Offnung A B soll eine irgendwie verteilte Be-
lastung tragen, wih-
rond dio andore Oft. JNMINDAITNINR _
nung unbelastet ist. 4 B [od
Es wird verlangt, die Abb;: 1%8.
Momentenfliche zu konstruieren, ferner auch, was damit eng
zusammenhéngt, die Auflagerkrifte auf den drei Stiitzen und
die Schyﬁrkréi.ff;e V, die zu .den einzelnen Querschnitten gehoren,
anzugeben.

Ihrer allgemeinen Gestalt nach kann die zu dem Belastungs-
falle in Abb. 196 gehirige Momentenfliche ohne Schwierigkeit
angegeben werden. Man bedenke ndmlich, daB die Stiitze O
auch entfernt werden kann, wenn man dafiir nur eine senkrecht
nach abwirts gerichtete Kraft an dem Tréigerende anbringt, die
so bemessen wird, daB sich der Punkt C nicht in senkrechter
Richtung — weder nach oben, noch nach unten hin — verschiebt.
Der dann nur noch auf den Stiitzen 4 und B aufliegende Triger
hat auBer den gegebenen Lasten der Spannweite 4B noch die
der GroBe nach vorldufig unbekannte Liast an dem vorkragenden
Ende C aufzunehmen. Das Biegungsmoment setzt sich daher
an jeder Stelle aus zwei Teilen zusammen, von denen der eine
von den gegebenen Lasten, der andere von der Einzellagt im
Punkte €' herriihrt.

Der erste Teil wird mit Hilfe eines Seilpolygons, durch
das man die gegebenen Lasten verbindet, nach den Lehren des
zweiten Abschnittes leicht gefunden. Ist die Belastung gleich-
férmig iiber die Spannweite 4B verteilt, so bildet dieser Teil
der Momentenfliche einen Parabelabschnitt; aber auch bei an-
derer Lastverteilung kann er immer leicht ermittelt werden.
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Jedenfalls ist das hierzu gehérige Moment innerhalb der Offnung
AB iiberall positiv (némlich so gerichtet, dal es eine Biegung
des Balkens hervorruft, bei der sich die Hohlseite der elastischen
Linie nach oben hin kehrt,) wihrend es an den Stiitzen 4 und B
und auf der Strecke BC gleich Null ist.

Der von der Einzellast im Punkte ¢ herriihrende zweite Teil
des Biegungsmomentes ist im Gegensatze hierzu ldngs des ganzen
Balkens AC negativ; nur an den Enden 4 und € wird er zu Null.
Die zugehorige Momentenfliche wird, wie gleichfalls aus den
Lehren des zweiten Abschnittes hervorgeht, ein Dreieck, dessen
Ecken auf den drei Auflagervertikalen liegen.

Setzen wir nun beide Teile zusammen, so erhalten wir im
ganzen eine Momentenfliche von der in Abb. 197 angegebenen
Gestalt. Die von den
gegebenen Lasten her-
rithrende positive Mo-
mentenfliche sowohl,
als das Dreieck ADC

A der negativen Mo-
mente sind dabei der
besseren Vergleichbarkeit wegen von der Balkenachse aus nach
oben hin abgetragen. Innerhalb der Strecke 4B kommt nur
der Unterschied zwischen den positiven und den negativen Bei-
trigen zum Biegungsmomente in Betracht. Im Punkte E, wo
sich die beiden Linien iiberschneiden, ist das Biegungsmoment
Null, links von der durch E gezogenen Vertikalen iiberwiegt
der positive, rechts davon der negative Beitrag. Die hiernach
verbleibenden Flichen sind durch Schraffierung hervorgehoben
und zwar die zu positiven Momenten gehorigen durch vertikale,
- die zu negativen gehorigen durch horizontale Schraffierung.
Fiir jeden Punkt der Balkenachse wird demnach das zugehorige
Biegungsmoment nach Grofie und Vorzeichen durch den Ab-
schnitt angegeben, der von einer durch diesen Punkt gezogenen
Lotrechten in die schraffierten Flachen hineinfillt.

Um die Figur genau im MaBstabe zeichnen zu konnen, fehlt

uns nur noch die Hohe BD des Dreieckes ADC, also das Bie-
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gungsmoment iber der Mittelstiitze. Dieses soll nun aus der
Bedingung ermittelt werden, daB die elastische Linie durch die
drei vorgeschriebenen Punkte 4, B, €' gehen muB.

Wir erinnern uns, daB die elastische Linie ein Seilpolygon
bildet, dessen Belastungsfliche die Momentenfliche ist. Es ist dabei
nicht notig, den Horizontalzug dieses Seilpolygons nach der dafiir
frither aufgestellten Formel zu wiihlen, denn wenn er anders an-
genommen wird, erhalten wir die elastische Linie nur in entsprechen-
der Verzerrung. Das MaB der Verzerrung ist aber hier gleichgiiltig,
denn an der Bedingung, dafl die Ordinaten an den drei Punkten
A, B, C zu Null werden miissen, wird dadurch nichts geiindert.

Wir wollen ferner von der Seilkurve, die zu der Belastungs-
fliche in Abb. 197 gehort, nur die Tangenten an den drei Punkten
A, B, C ins Auge fassen, da dies fiir unsere Zwecke schon geniigt.
Die Seilspannungen bei 4 und B miissen mit den Lasten, die da-
zwischen liegen und ebenso die bei B und € mit den zwischen ihnen
liegenden Lasten im Gleichgewichte stehen. Auf dieser Bemerkung
beruht die Lisung der Aufgabe.

Uber B C bildet die Belastungsfliche ein Dreieck. Die Resul-
tierende der durch sie dargestellten Lasten geht durch den Schwer-
punkt des Dreieckes und die vertikale Schwerlinie kann sofort an-
gegeben werden, wenn man auch von der Hohe des Dreieckes noch
nichts weill; sie muB niimlich jedenfalls von B aus ein Drittel der
Liinge von BC auf BC abschneiden. Auf dieser der Lage nach
bekannten Schwerlinie miissen sich die Tangenten der elastischen
Linie in den Punkten B und €' schneiden.

Uber AB denken wir uns die Belastungsfliche wieder in die
beiden Anteile zerlegt, aus denen sie vorher zusammengesetzt wurde.
Der negative, durch das Dreieck ABD dargestelite Anteil liefert
wieder eine nach oben gekehrte Resultierende, die durch den Schwer-
punkt des Dreieckes geht, also ein Drittel der Spannweite A B von
B aus auf AB abschneidet. Auch der positive Anteil kann durch
eine Resultierende ersetzt werden, die durch den Schwerpunkt der
betreffenden Fliche geht und nach abwiirts gerichtet ist. Da als
Beispiel eine gleichformige Belastung der Offnung 4 B angenommen
wurde, geht die Schwerlinie dieses Teiles der Belastungsfliche fiir
die elastische Linie hier durch die Mitte; aber auch in jedem andern
Falle kénnte diese Schwerlinie leicht gefunden werden.

Die durch die Punkte 4 und B gehenden Seilspannungen miissen
im Gleichgewichte mit den beiden soeben angefiihrten Lasten stehen.
Dabei ist zu beachten, daB die Richtungslinien beider Lasten be-
kannt sind, wihrend man nur von der senkrecht nach abwiirts ge-
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richteten Last, die durch den Schwerpunkt des positiven Anteils
der Momentenfliche geht, von vornherein die GréBe kennt. Auch
die Grifle der nach oben gehenden Last zwischen B und C ist vor-
ldufig unbekannt.

Dies hindert jedoch nicht, zu den der Lage nach bekannten
Lasten I, II, IIT das Seilpolygon 1, 2, 3,4 in Abb. 198 sofort aus-
zufithren. Man ziehe von C aus den Seilstrahl 1 in beliebiger Rich-
tung. Diese Linie kann als die Tangente an die in entsprechender
Verzerrung aufgetragene Seilkurve im Punkte C' aufgefaBt werden.
Der Seilstrahl 2, der die Tangente an dieselbe Seilkurve im Punkte B
darstellt, schneidet sich mit 1 auf der gegebenen Richtungslinie I
und folgt hieraus sofort. Um die Seilspannung 2 ferner mit der
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Abb. 198, Abb. 199.

Last IT zusammenzusetzen, beachten wir, daB sich 1 und 3 jeden-
falls auf der Resultierenden der dazwischen liegenden Lasten I und II
schneiden miissen. Wenn uns nun auch diese beiden Lasten der
GréBe mach vorliufig nicht bekannt sind, so kennen wir doch ihr
Verhiiltnis. Denn I stellt das senkrecht nach oben gehende Gewicht
des Dreieckes BCD in Abb. 197 und II das von ABD dar und
die beiden Dreiecksflichen verhalten sich zueinander wie ihre Grund-
linien AB und BC oder wie die beiden mit /, und 7, in Abb. 198
bezeichneten Spannweiten. Die Resultierende der beiden parallelen
und gleich gerichteten Krifte I und IT liegt zwischen beiden und
teilt den Abstand zwischen ihnen im umgekehrten Verhiltnisse zu
den Grofen beider Kriifte. Tragen wir daher l—g von I aus nach

links oder %’ von Il aus nach rechts hin ab, so erhalten wir die

Richtungslinie D E der Resultierenden aus I und II. Wir brauchen
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jetzt nur 1 bis zum Schnittpunkte mit DE zu verlingern, um den
durch diesen Punkt gehenden Seilstrahl 3 zu erhalten. Der Seil-
strahl 4 endlich schneidet sich mit 3 auf der Richtungslinie von III
und geht durch den Punkt A.

Von den vier Seilstrahlen des soeben konstruierten Seilpolygons
haben nur 1, 2 und 4 eine unmittelbare Beziehung zur elastischen
Linie des Balkens, indem sie deren Tangenten in den Punkten C, B, 4
unter der Voraussetzung einer entsprechend gewihlten Verzerrung
darstellen, Der Seilstrahl 3 ist nur zur Erméglichung der Kon-
struktion dazwischen geschoben und hat mit der elastischen Linie
unmittelbar nichts zu tun.

Nachdem das Seilpolygon gefunden ist, kinnen wir nachtrig-
lich auch den ibm zugehérigen Kriifteplan in Abb. 199 zeichnen.
Hierbei ist zu beachten, daf III auch der Grifle nach gegeben ist,
indem es den von vornherein bekannten positiven Anteil der Momenten-
fliche in Abb. 197 darstellt. Die Strecken I und II, die man durch
Ziehen der Parallelen zu den Seilstrahlen in Abb. 198 erhiilt, geben
die Inhalte der Dreiecke BCD und AB D in Abb.197 im gleichen
MaBstabe an. Man braucht hierbei nur auf das Verhiltnis der
Strecken IT und IIT im Kriifteplane, der in ganz willkiirlichem Ma8-
stabe gezeichnet sein kann, zu achten. Da der positive Anteil der
Momentenfliiche in Abb. 197 und das Dreieck ABD zur gleichen
Grundlinie A B gehéren, liefert das aus Abb. 199 entnommene Ver-
hiiltnis IT : IIT unmittelbar das Verhiltnis der durchschnittlichen Hohen
beider Flichen. Trigt die Offnung AB des durchlaufenden Triigers
eine gleichférmig verteilte Last, so ist der positive Anteil der Mo-

mentenfliche ein Parabelsegment, dessen durchschnittliche Hthe %

der griften Hohe ausmacht. Bezeichnen wir daher die Pfeilhihe
dieser Parabel mit f, so ist die Hohe BD des Dreieckes ABD

gleich - 1= Nachdem BD auf diese Weise ermittelt ist, kann

Abb. 197 sofort im richtigen MaBstabe aufgetragen werden.

Hat der Trager in beiden Spannweiten gegebene Lasten
aufzunehmen, so ermittelt man zuerst die Momentenfliche unter
der Voraussetzung, daB nur eine Spannweite belastet, die andere
unbelastet sei, wiederholt dann das Verfahren fiir den Fall, daB
die zweite Offnung belastet und die erste unbelastet ist und
addiert beide Momentenflichen zueinander. Die dem gegebenen
Belastungsfalle entsprechende Momentenfliche setzt sich daher
aus zwel positiven Anteilen zusammen, von denen zu jeder
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Spannweite einer gehort und die ebenso groB und ebenso ge-
staltet sind, als wenn diese Spannweite durch einen einfachen
Triager tiberdeckt wire, der die zugehdrigen Lasten aufzunehmen
héitte, sowie aus einem negativen Anteile, der wiederum ein
Dreieck 4 DC, wie in Abb. 197 bildet, dessen Héhe BD jedoch
gleich der Summe der Hohen ist, die zur Belastung der linken
und der rechten Offnung fiir sich genommen gehéren.

Fiir einen iiber drei oder noch mehr Off-
nungen durchlaufenden Triger liBt sich dieselbe
Konstruktion ohne wesentliche Anderung gleichfalls durch-
fithren, solange nur eine der beiden Endéffnungen belastet ist.
BEs ist daher nicht notig, hierfiir ein besonderes Beispiel vorzu-
fithren. Dagegen muB noch ein Hilfsverfahren dazutreten, wenn
eine der Mitteloffnungen belastet ist. In Abb. 200 ist ein iiber
drei Offnungen durchgehender Triiger gezeichnet, dessen Mittel-
offnung BC eine gleichférmig verteilte Belastung aufnehmen
soll, wihrend die beiden Endoffnungen als unbelastet voraus-
gesetzt werden. An Stelle der gleichformig verteilten kann
iibrigens auch eine irgendwie anders angeordnete Belastung der
Mitteloffnung treten, ohne daf sich darum die Betrachtung zu
dandern brauchte.

Man denke sich die beiden Stiitzen 4 und D entfernt und
die Auflagerkrifte durch passend gewihlte Lasten ersetzt, die
so zu bestimmen sind, daB die Punkte 4 und D keine Bewegu
in vertikaler Richtung ausfithren. Wenn diese Krifte von vorn-
herein bekannt wiiren, kénnte man die Momentenfliche mit Hilfe
eines Seilpolygons sofort konstruieren. Jedenfalls kennt man
aber aus dieser Uberlegung bereits die allgemeine Gestalt def
Momentenfliche. Die Lasten an den Enden 4 und D des auf
B und C gestiitzten Trigers bringen nimlich tiberall negative
Momente hervor, die durch das Viereck AEFD in Abb. 201
dargestellt werden. Dazu kommen die positiven, durch das
Parabelsegment ither BC' dargestellten Momente, die durch die
gegebenen Lasten in der Offnung BC unmittelbar hervorgerufen
werden. Beide Momentenflichen iiberschneiden sich und die
Unterschiede zwischen ihnen, die durch Schraffierung hervor- -
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gehoben sind, geben, wie im friiheren Falle, die im ganzen auf-
tretenden Biegungsmomente an. Um Abb. 201 richtig auftragen
zu koénnen, bleiben nur die Héhen BE und FC, d.h. die Momente
iiber den Mittelstiitzen zu ermitteln.

Dies geschieht wieder auf Grund der Erwigung, daB die ela-
stische Linie, die als Seilpolygon zur Momentenfliche als Belastungs-
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Abb. 200 bis 202.

fliche konstruiert werden kann, durch die vorgeschriebenen Punkte
A, B, C, D gehen muB. Wir achten nur auf die durch diese Punkte
gehenden Seilspannungen der in beliebiger Verzerrung gezeichneten
Seilkurve, von denen wir wissen, daB sie mit den zwischen ihnen
liegenden Lasten, die wir in geeigneter Weise zusammenfassen, im
Gleichgewichte stehen miissen. Diese Lasten fiir das ,zweite” Seil-
polygon sind in Abb. 201 eingetragen. In den beiden Endéfinungen
kommt nur je eine Last in Frage, die durch den Schwerpunkt des
zugehirigen Belastungsdreieckes geht. In der Mitteléffnung geht ITT
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durch den Schwerpunkt des Parabelsegmentes; diese Last ist von
allen allein ihrer GriBe nach sofort bekannt, da sie durch die Fliche
des Parabelsegmentes dargestellt wird. Das Trapez BFFC vom
negativen Anteile der Momentenfliche zerlegen wir durch die Dia-
gonale BF in zwei Dreiecke und filhren die nach oben gekehrten
Lasten dieser Dreiecke gesondert ein. Wir erreichen dadurch, dafB
auch die Richtungslinien IT und IV, die durch die Schwerpunkte
der Dreiecke gehen, sofort angegeben werden kénnen, wenn man auch
die Inhalte der Dreiecke noch nicht kennt. Ebenso mufl man iibrigens
auch verfahren, wenn eine Enddffnung belastet ist.

Wir tragen jetzt die hiermit ermittelten Richtungslinien der
Lasten von I bis V in Abb. 202, die nichts mehr enthilt, was noch
als unbekannt anzusehen wiire, von neuem ein. Zugleich ziehen wir
die Linie mm als Richtungslinie der Resultierenden von I und II,
die ebenso wie im fritheren Falle gefunden wird, da sich auch jetzt
die Lasten I und IT oder die Dreieckflichen AEB und BEF in
Abb. 201 wie die Spannweiten A B und BC zueinander verhalten
miissen. Ebenso kann die Linie n% als Richtungslinie der Resul-
tierenden aus IV und V gefunden werden, indem man den Abstand
zwischen IV und V im umgekehrten Verhiltnisse der Spannweiten B C
und CD teilt, d. h. indem man den Abstand von C bis V von IV
aus nach rechts hin auftrigt.

Wir zeichnen ferner das durch die vorgeschriebenen Punkte
A, B, 0, D gehende Seilpolygon zu diesen Lasten, indem wir die
Seilspannung 1 in beliebiger Richtung — entsprechend der beliebig
zu wihlenden Verzerrung der elastischen Linie — eintragen. Auf1
folgen 2 und 3 sofort, da sich 1 und 3 auf mm schneiden miissen,
wihrend 2 durch B gehen muBl. Die Fortsetzung 4, 5, 6 macht in-
dessen zuniichst einige Schwierigkeiten, da man vorerst nicht wissen
kann, in welcher Richtung 4 weiter zu fithren ist.

Man bedenke jedoch, dafl die Richtungslinien von 4, 5, 6 ein
Dreieck miteinander bilden miissen, das sechs vorgeschriebene Be-
dingungen zu erfiillen hat, wodurch es ausreichend gekennzeichnet
wird. Die Seiten miissen niimlich durch drei yorgeschriebene Punkte
gehen (4 durch den Schnittpunkt von 3 mit III, 5 durch C und
6 durch D) und die Ecken miissen auf drei gegebenen Geraden liegen,
die parallel zueinander sind, némlich auf den Geraden IV, #%n und V.

Wir zeichnen zuerst irgendein Dreieck, das nur fiinf der auf-
geziihlten Bedingungen erfiillt. Zu diesem Zwecke ziehen wir die
Linie 6' in beliebiger Richtung durch D und reihen daran in leicht
ersichtlicher Weise die Seiten 4' und 5. Das Dreieck 4'5'6' erfiillt
nur die eine Bedingung nicht, daB 4' durch den Endpunkt von 3
gehen sollte. Denkt man sich das Dreieck 4'5'6' verinderlich, so
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daB es stets dieselben fiinf Bedingungen erfillt, so muB sich die
Seite 4' ebenfalls um einen festen Punkt drehen. Dieser Punkt G-
muB auf der Balkenachse liegen, da eines der Dreiecke 4'5'6' mit
allen Punkten und Seiten auf die Balkenachse fillt. Punkt G ist
daher als Schnittpunkt von 4' mit der Balkenachse bekannt.

Auch das gesuchte Dreieck 4 5 6 bildet eines der Dreiecke 4'5'6’
und wir wissen jetzt, daB 4 durch den Punkt G zu ziehen ist.
Nachdem dies geschehen ist, macht auch die Fortsetzung 5, 6 keine
Schwierigkeiten mehr,

Von den Seilpolygonseiten 1 bis 6 sind 1, 2, 5, 6 Tangenten
an die in entsprechender Verzerrung aufgetragene elastische Linie
in den Auflagerpunkten, wihrend die dazwischen eingeschobenen
Seiten 3 und 4 in keiner unmittelbaren Beziehung zur elastischen
Linie stehen.

Nachdem das Seilpolygon gefunden ist, kann man dazu, wie im
fritheren Falle, nachtriiglich den Kriifteplan zeichnen. Da die Last IIT
ihrer Grofle nach bekannt ist, folgen daraus auch die GriBen der
iibrigen Lasten. — Hiermit findet man die Inhalte der Dreiecks-
flichen I, II, IV, V in Abb. 201, so dall dem richtigen Auftragen
von Abb. 201 kein Hindernis mehr im Wege steht. — Auch fiir den
Fall, daB mehrere Offnungen belastet sind, kann man so verfahren,
wie es schon vorher bei dem einfacheren Falle des iiber zwei Off-
nungen durchlaufenden Triigers auseinandergesetzt worden ist.

- § 67. Gleichung von Clapeyron.

Wenn jede Offnung des durchlaufenden Trigers nur eine
gleichférmig verteilte Belastung triigt, die aber bei den ein-
zelnen Offnungen verschieden groB sein darf (und bei einigen
daher auch gleich Null sein kann), erhdlt man die Biegungs-
momente iiber den Stiitzen, die man zum Auftragen der Mo-
mentenfliche notig hat, auch sehr einfach auf analytischem
Wege, mit Hilfe der von Clapevron aufgestellten ..Gleichung
der drei Momente®

Die Zahl der Offnungen kann jetzt beliebig groB sein. Wir
denken uns zwei aufeinanderfolgende Offnungen, die wir als
die nte und die (n + 1)te bezeichnen, herausgegriffen. Die
positiven Anteile der Momentenflichen bestehen wieder aus
Parabelabschnitten, die negativen aus Trapezen. Abb. 203
gibt den zu den beiden Offnungen gehérigen Teil der Momenten-

Foppl: Graphische Statik. 5. Aufl. 26
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fliche an. Die Pfeilhthen der Parabeln sind mit B, und B, ,
bezeichnet. Triigt die mte Offnung eine Belastung g, fiir die
Lingeneinheit, so hat man fiir das Biegungsmoment B,, das
in der Mitte dieser Ofinung entstehen wiirde, wenn diese durch
einen einfachen Triger iiberdeckt wire,
2,8
"= g
Die Momente M,, M,,, und M, , iiber den drei Stiitzen
sind dagegen vorliufig unbekannt.

2
und ebenso B, ,=-ntlhtl  (gp)

Abb. 203,

Im unteren Teile von Abb. 203 ist der zu den beiden Off-
nungen gehorige Abschnitt der elastischen Linie des Balkens
gezeichnet. Wir wissen, daB die elastische Linie als ein Seil-
polygon aufgefallt werden kann, dessen Belastungsfliche durch
die Momentenfliche gebildet wird. Wie schon friiher, ersetzen
wir die zu jeder Offnung gehorigen Lasten durch drei Resul-
tierende von bekannter Lage. In der nten Offnung erhalten
wir die durch die Mitte der Spannweite nach abwirts gehende

Belastung % B,l,, indem der Inhalt der Parabel gleich Zwei-
drittel von dem Produkte aus Grundlinie und Héhe ist. Freilich
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ist B, nicht eigentlich selbst die Hohe der Parabel, sondern
das Biegungsmoment, das aus der Ordinate der Momentenfliche
durch Multiplikation mit dem Horizontalzuge H; des ersten
Seilpolygons gefunden wird.” Wir kénnen uns aber alle Lasten
mit dem konstanten Faktor H; multipliziert denken, falls wir
dann nur auch den Horizontalzug H,; des zweiten Seilpolygons,

der nach Gl. 27 (S. 94)

E®
Hn= j;

ist, mit H; multiplizieren, ihn also gleich E® setzen. — Das
Trapez mit den Seiten M, und M, ., zerlegen wir in zwei

Dreiecke, deren Lasten mit —%M”Iﬂ und %M 2410, anzusetzen

sind. Beide gehen nach oben hin und teilen die Spannweite 7,
in drei gleiche Teile. Ebenso verfahren wir in der zweiten Off-
nung.

Die durch die nte und die (n + 1)te Stiitze gehenden Seil-
spannungen miissen mit den drei zuvor aufgefiihrten Lasten im
Gleichgewichte stehen. Wir schreiben dafiir eine Momenten-
gleichung in bezug auf den nten Stitzpunkt als Momenten-
punkt an. Die durch diesen Stiitzpunkt gehende Seilspannung
fallt aus der Momentengleichung fort. Der Winkel, den die
durch den (n 4 1)ten Stiitzpunkt gehende Seilspannung mit der
Horizontalen "bildet, sei mit « bezeichnet. Wir verlegen den
Angriffspunkt dieser Seilspannung auf die durch die nte Stiitze
gehende Auflagervertikale und zerlegen sie dort in eine vertikale
und eine horizontale Komponente. Die vertikale Komponente
geht durch den Momentenpunkt und tritt daher nicht in die
Momentengleichung ein. Die horizontale Komponente ist der
vorher schon zu E® festgestellte Horizontalzug des zweiten
Seilpolygons. Dessen Moment ist gleich — E®I tga. Die
Momente der drei Lasten lassen sich ebenfalls sofort anschreiben
und im ganzen erhélt man daher

l
_E@I’nt’g“_'é—Mrgl’:'%_f-_:_Bﬂln'_if_'%‘un+lln'h=0‘
26*
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Eine Momentengleichung von derselben Form schreiben
wir ferner auch fiir die (n + 1)te Offnung und zwar in bezug
auf den (n + 2)ten Stiitzpunkt als Momentenpunkt an. Auch
hier wird wieder die durch den (n + 1)ten Stiitzpunkt gehende
Seilspannung zum Schnitte mit der durch den Momentenpunkt
gehenden Vertikalen gebracht und dort in zwei Komponenten
zerlegt, von denen nur die Horizontalkomponente E@ in die
Momentengleichung eintritt. Die Gleichung lautet

l

_E@ln+ltga+}3;Mn+2zn+l' "TH““:‘Bnﬂlnﬂ' E;_l

1. 21, 44
+ ?Mni-l ln+1 : g = 0.

Wir wollen beide Gleichungen, nachdem die in ihnen vor-
kommenden Faktoren 7, bzw. I, , weggehoben sind und mit
6 multipliziert ist, noch einmal untereinander schreiben. Sie
lauten dann

_GE@tgaﬁMnln+2ann_2Mn+lln: 0’
_6‘E@t’g“+Mﬂ+21ﬂ+1_2Bn+lzﬂ+l
+2Mn+lzﬂ+l = 0'

(87)

Subtrahiert man sie voneinander, so heben sich die mit dem
unbekannten Winkel & behafteten Glieder gegeneinander fort
und nachdem man die Glieder passend geordnet hat, erhdlt man
die Clapeyronsche Gleichung

Mnln+2lwn+l(ln+lﬁ+1)+Mn+2ln+1 }
= 2 ('Bﬂlﬂ + Bﬂ +llu +1)‘

Zwischen je drei aufeinander folgenden Stiitzenmomenten M,
M, ,, und M, , besteht eine Gleichung von dieser Form, in
der alle iibrigen GroBen bekannt sind, da man fiir die B die dafiir
vorher schon aufgestellten Werte einsetzen kann. Schreibt
man alle diese Gleichungen fiir je zwei aufeinander folgende
Offnungen an, so erhilt man ebenso viele Gleichungen als un-

bekannte Stiitzenmomente. Diese lassen gich daher durch Auf-

(88)
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losen der Gleichungen ermitteln, womit die gestellte Aufgabe

gelost ist.

Bei einem Triger, der iiber nur zwei Offnungen durchgeht, sind
z. B. die Momente M, und M, an den Enden gleich Null zu
setzen und die Gleichung der drei Momente enthilt nur noch das
unbekannte Moment M, .+, tber der Mittelstiitze, das daraus sofort
gefunden werden kann. Bei einem Triiger iiber drei Offnungen sind
nur die Momente iiber der zweiten und der dritten Stiitze unbekannt
und die Gleichung kann zweimal angeschrieben werden, einmal fiir
die erste und zweite und das niichste Mal fiir die zweite und dritte
Offnung. Bezeichnet man allgemein die Zahl der Offnungen mit m,
so ist die Zahl der unbekannten Stiitzenmomente gleich (m — 1)
und ebensoviele Gleichungen lassen sich auch nach der Clapeyron-
schen Formel ansetzen.

Hierbei ist vorausgesetzt, daf die Enden frei aufliegen. Sollten
diese eingespannt sein, so sind die zugehdrigen Stiitzenmomente
freilich nicht gleich Null zu setzen und man hat zwei Unbekannte
mehr, als Gleichungen vorhanden sind. Dafiir kann man aber in
diesem Falle auch noch zwei neue Gleichungen angeben. Man nehme
z. B. an, daB die (# + 1)te Offnung in Abb. 203 die letzte und
der Triiger iiber der Endstiitze (2 + 2) eingespannt sei. Dann muB
auch die zugehdrige Endtangente der elastischen Linie horizontal ge-
richtet sein. Schreibt man daher nun noch eine Momentengleichung
fiir den (n 4 1)ten Stiitzpunkt an, so hebt sich das Moment der
letzten Seilspannung fort und man erhilt unter dieser Voraussetzung

1 I+t 2 bt s
—EMn+llu+1‘ ns +?Bn+1ln+1' ﬂ2
5 21, 41
—?Mﬂ+2ln+1'—f;_'=01

oder nach Wegheben der gemeinsamen Faktoren usf.
-Mﬂ+1+2Mn+2=2Bﬂ+l' (89)

und eine Gleichung von derselben Form gilt auch fiir die erste
Offnung, wenn der Triger auch iiber der ersten Stiitze eingespannt
ist, niémlich

M, + 2M,=2B,. (90)

Die Clapeyronschen Gleichungen reichen daher in Verbindung
mit diesen beiden auch bei eingespannten Enden aus, um alle un-
bekannten Stiitzenmomente zu berechnen.
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Aufgaben.

51. Aufgabe. Fiir ein symmetrisch gestaltetes und symmetrisch
belastetes Gewdlbe soll eine Drucklinie eingezeichnet werden, die durch
die Mitten von Scheitel- und Kdmpferfuge geht.

Lisung. Die Hilfte des Gewdlbequerschnittes ist in Abb. 204®
gezeichnet; A B sei die Belastungslinie und BC die Symmetrieachse.
Man ziehe durch den Anfangspunkt F' der inneren Wglblinie einen
lotrechten Fugenschnitt DE und teile die zwischen DE und BC
liegende Belastungsfliche in eine Anzahl lotrechter Streifen von gleicher

—_—

1

LY

Abb. 204b.

Breite. In der Abbildung
sind sechs Belastungs-
streifen gewiihlt, eine
Zahl, die schon ausreicht,
um die einzelnen Streifen
nitherungsweise als un-
endlich schmal betrach-
ten zu konnen und die
andererseits auch noch nicht so grof ist, daB da-
durch die Ausfithrung der Zeichnung erschwert
S wiirde. Die einzelnen Streifen kénnen genau genug
als Trapeze betrachtet werden, deren Schwerpunkte

aufgesucht und durch kleine Kreise hervorgehoben wurden. Die
durch diese Schwerpunkte gehenden Lasten 1, 2 usf. sind wegen
der gleichen Breite der Streifen den mittleren Hohen proportio-
nal. Im Kriifteplane, Abb. 204", wurden die Lasten durch !/; der
mittleren Streifenhéhe dargestellt. Hierauf wihlt man einen Pol O
beliebig und vereinigt die gegebenen Lasten durch das im unteren
Teile von Abb. 204® gezeichnete Seileck §S. Durch den Schnitt-
punkt der #uBersten Seilstrahlen geht die Schwerlinie @ der ganzen
Belastungsfliche. AuBerdem ermittelt man auch noch die Schnitt-
punkte der iibrigen Seilstrahlen mit dem horizontalen Anfangsstrahle

.__._.ca_.._

=

Abb. 20ta.
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und zieht durch sie die Lotrechten b, ¢, d, e. Man kann diese Linien
als Schwerlinien jener Teile der Belastungsfliche ansehen, die vom
Scheitel bis zum fiinften, vierten, dritten oder zweiten Belastungs-
streifen reichen.

Nach diesen Vorbereitungen kann man leicht jede gewiinschte
Drucklinie in den Gewdlbequerschnitt eintragen. Zuniichst beachte
man, dal wegen der vollstindigen Symmetrie des Gewdlbes und
seiner Belastung auch die Drucklinie symmetrisch sein mufl, daB
also der Druck in der Scheitelfuge jedenfalls horizontal gerichtet
ist. Da in der Aufgabe verlangt wird, die Drucklinie durch die
Mitten von Scheitel- und Kiémpferfugen zu fithren, ziehen wir eine
Horizontale durch die Mitte der Scheitelfuge, suchen deren Schnitt
mit der Schwerlinie ¢ auf und verbinden den Schnittpunkt mit der
Mitte der Kiimpferfuge. Die Verbindungslinie gibt die Richtungslinie
der Kiimpferdruckes an, da sich diese Kraft mit dem Drucke in der
Scheitelfuge und dem Gewichte der Gewdlbehiilfte im Gleichgewichte
halten und daher mit ihnen in demselben Punkte treffen muB. Zieht
man zu dieser Linie eine Parallele im Krifteplane durch den End-
punkt der Last 6, so erhilt man den Pol O' des neuen, zur ge-
suchten Drucklinie gehdrigen Krifteplanes.

Anstatt aber die Drucklinie durch Ziehen von Parallelen zu
den Polstrahlen im Kriifteplane zu konstruieren, ist es bequemer,
darauf zu achten, daf sich jeder andere Seilstrahl der Drucklinie mit
dem horizontalen Seilstrahle auf einer der Linien a, b, ¢, d, e schneiden
muB. Dies folgt sowohl aus dem in § 11 bewiesenen Satze iiber
die zu denselben Lasten, aber zu verschiedenen Polen im Krifteplane
gehorigen Seilecke, als auck daraus, daB jene Linien als Schwer-
linien der zwischen der Scheitelfuge und den tibrigen Fugenschnitten
gelegenen Teile der Belastungsfliche angesehen werden konnen.

Um nachtriiglich aus dem Kriifteplane auf die Gréfe des Fugen-
druckes und die dadurch hervorgebrachte Kantenpressung zu schliefien,
beachte man, daB jede Strecke im Kriifteplane zuniichst einen Flichen-
inhalt angibt, niimlich ein Rechteck, dessen Grundlinie gleich der
Breite jedes Belastungsstreifens und dessen Hhe gleich dem Sechs-
fachen der betreffenden Strecke ist. Dieser Fliche entspricht ein
Mauervolumen und diesem ein Gewicht.

52. Aufgabe. Nach welchem Gesetze mup die innere Walblinie
gestaltet sein, wenn die Belastungsfliche nach oben durch eine hovi-
zontale Gerade begrenzt wird und eine Stiitzlinie miglich sein soll, die
mit der inneren Wolblinie zusammenfillt?

Losung. In bezug auf ein durch den Bogenanfang in hori-
zontaler und vertikaler Richtung gelegtes Koordinatensystem seien
die Koordinaten eines Punktes der gesuchten W¢lblinie z und y, die
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Hohe der Belastungslinie iiber dem Koordinatenursprunge a, die
Spannweite ! und die als gegeben zu betrachtende Pfeilhthe des
Bogens f. Die Hihe der Belastungsfliche bei der Abszisse x ist dann
gleich @ — y zu setzen und die Differentialgleichung der Wolblinie
lautet, da sie mit einer Stiitzlinie zusammenfallen soll,
d*y
H @ =Y — a.
Die allgemeine Lijsung dieser Differentialgleichung ist

T

x
;y=a+AeVE+Be VE
Die Integrationskonstanten A und B folgen aus den Grenz-
bedingungen, nach denen y =0 fiir # =0 und y = f fiir v = ’;f

werden muB. Dazu kommt zur Bestimmung des gleichfalls un-
bekannten Horizontalschubes H die Bedingung, daB im Scheitel,

also fir 2 = % der Differentialquotient von y zu Null werden mud.

Die drei (Gleichungen lassen sich nach den Unbekannten A, B und H
ohne Schwierigkeit auflosen und durch Einsetzen der gefundenen
Werte erhilt man fiir y

- Ee—) =t
- o= ST T (),
womit die Aufgabe geldst ist.

53. Aufgabe. Auf einen Pfeiler stiitzen sich von beiden Seiten
her Gewdilbe in ungleicher Hihe (Abb. 205); man soll die Stabilitit
des Pfeilers untersuchen.

Lisung. Der rechts angreifende Bogen ist halbkreisférmig.
In einem solchen Falle ist der untere Teil des Bogens nicht mehr
zum Gewdslbe, sondern schon als Bestandteil des Widerlagers zu
rechnen. Jedenfalls muB ndmlich der Pfeiler den vom Gewdlbe
kommenden Horizontalschub aufnehmen. Dies kann aber nicht oder
wenigstens nicht ausschlieBlich durch die horizontale Kimpferfuge
geschehen, sondern die unteren Teile des Gewdlberiickens, die vom
Pfeilermaunerwerke gegen eine horizontale Verschiebung gestiitzt sind,
miissen sich daran wesentlich mit beteiligen. Die bei der Behand-
lung der Gewdlbe vorangestellte Annahme, daB auf den Wolbriicken
nur Lasten in lotrechter Richtung einwirkten, ist demnach im unteren
Teile des halbkreisformigen Bogens sicher nicht mehr erfiillt, d. h.
dieser Teil ist bei der Untersuchung des Gewilbes nach den dafiir
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frither gegebenen Lehren ganz auszuschliefen und dafiir als Bestand-
teil des Widerlagers zu behandeln.

Nun fragt sich freilich, wie weit man diesen unteren Teil rechnen
soll. In der Abbildung ist der Fugenschnitt xx gezogen und an-

W

‘ n'

-4 z
Abb. 205a. Abb. 205b.

genommen, daB der rechts davon liegende Teil als Gewilbe, der links
davon liegende als Widerlager anzusehen sei. Man kdnnte aber zz
ganz gut auch etwas mehr nach links oder mehr nach rechts riicken.
Im allgemeinen empfiehlt es sich in solchen zweifelhaften Fillen,
die beiden HuBersten Lagen, die man schiitzungsweise noch fiir an-
" nehmbar halten kann, in Aussicht zu nehmen und die Betrachtung
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fiir die beiden extremen Fille gesondert durchzufiihren. Dabei muB
nicht gerade verlangt werden, daB das Gleichgewicht auch fiir beide
extreme Fille noch hinreichend gesichert sei; man weill vielmehr
umgekehrt, dafl Gewilbeeinstiirze nur dann zu erfolgen pflegen, wenn
iiberhaupt auf keine Art mehr Gleichgewicht zustande kommen kann.
Immerhin wird man sich nicht damit beruhigen, nachgewiesen zu
haben, daB das Gew&lbe gerade noch an der Grenze des Gleich-
gewichts steht, “sondern man wird noch einen gewissen Spielraum
fiir die Gleichgewichtszustinde verlangen, die keinen Einsturz be-
fiirchten lassen. Hieriiber wird man sich am besten dadurch einen
Uberblick verschaffen, daB man die #uBersten Fille in Betracht zieht.
In Abb. 205 ist indessen nur fiir eine mittlere Lage des Schnittes zx
die Konstruktion durchgefiihrt; fiir andere Annahmen von zz wire
sie in derselben Weise zu wiederholen.

Fiir den rechts von xz liegenden Teil des Bogens zeichnet man
nun eine Stiitzlinie, die durch die Mitten der Scheitelfuge und der
Fuge xx geht. Dies wird genau so durchgefiihrt wie in Aufg. 51
und bedarf hier keiner weiteren Besprechung. Den zum Schnitte 2z
gehirigen Fugendruck setzt man dann mit dem Gewichte des links
von zx gehorigen Abschnittes 5 und die daraus hervorgehende Re-
sultierende weiterhin mit dem Pfeilergewichte 6 zusammen, das bis
zum Kimpfer des unteren Bogens, also bis zu dem mit yy bezeich-
neten horizontalen Fugenschnitte gerechnet ist.

Hierauf zeichnet man auch die zum unteren Bogen gehdrige
Drucklinie, die durch die Mitten von Scheitel- und Kimpferfuge
gelegt wird. Im Kriifteplane Abb. 205° kann O' als der zu dieser
Drucklinie gehtrende Pol angesehen werden. Die fiir die erste Zu-
sammensetzung der Lasten dienenden Seilpolygone wurden iibrigens
mit Hilfe von Kriifteplinen konstruiert, die in die Abbildung nicht
mit aufgenommen sind. — Vereinigt man die vom oberen Bogen
und dem Pfeilergewichte 6 herstammende Kraft mit dem Kiémpfer-
drucke des unteren Bogens, so erhiilt man den im Kriifteplane durch
die Strecke 00’ dargestellten resultierenden Fugendruck fiir den
Fugenschnitt yy. Dieser ist dann ferner noch mit dem zwischen
yy und zz liegenden Pfeilergewichte 9 vereinigt, womit der Druck
auf den Pfeilerfu gefunden wird. — Wenn man will, kann
man zwischen yy und ¢z auch noch einige andere horizontale
Fugenschnitte einschalten und die zugehdrigen resultierenden
Fugendriicke in derselben Weise konstruieren. Man erhilt dann
den Verlauf der Stiitzlinie im Pfeiler noch etwas genauer. Die
Berechnung der Kantenpressung in der Fuge #z kann nach den
frither gegebenen Anleifungen nun auch noch leicht ausgefithrt
werden.
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In Abb. 205 ist angenommen, daB die Belastungslinie der blei-
benden Last nach oben durch eine horizontale Gerade begrenzt sei,
dall aber auch eine itber dem linken Bogen stehende verhiiltnismibig
groBe bewegliche Last hinzukomme, die ebenfalls in einer Uber-
mauerungshhe ausgedriickt ist. Diese konnte ebensogut auch
iiber dem rechten Bogen stehen und die Untersuchung wiire fiir
diesen Belastungsfall zu wiederholen. Dabei zeigt sich indessen,
daB der hier betrachtete Fall der gefihrlichere fiir den Bestand
des Pfeilers ist.

SchlieBlich bemerke ich noch, dal auBer den durch die Mitten
von Scheitel- und Kimpferfugen gezogenen Stiitzlinien natiirlich anch
noch andere mdglich sind und darunter solche, die dem Bestande
des Pfeilers giinstiger sind als jene. Es ist daher selbst dann, wenn
fiir keine Lage der vorher eingeschiitzten Linie zz Gleichgewicht
des Pfeilers ohne Uberschreitung der zuliissigen Kantenpressung mog-
lich ist, immer noch keineswegs zu erwarten, daB der Pfeiler nun
auch wirklich einstiirzen miisse. Zu erwarten ist weit eher, daB
nach geringen Bewegungen des Pfeilers ein anderer Gleichgewichts-
zustand in den Wilbbogen zustande kommt, der fiir die Beanspruchung
des Pfeilers giinstiger ist. Erst dann, wenn es auch durch solche
Veriinderungen in den Lagen der Stiitzlinien in den Gewdlben nicht
moglich sein sollte, einen mit der Festigkeit des Materials vertrig-
lichen Gleichgewichtszustand herzustellen, wiire ein Einsturz ohne
Zweifel zu erwarten.

54. Aufgabe. FEin Trdger ist auf beiden Seiten eingespannt
und trigt die in Abb. 206 angegebenen Lasten. Man soll die Gestalt
der Momentenfliche nach der in § 66 besprochenen Methode ermitteln.

Lisung. Die Momentenfliche wird jedenfalls aus einem Seil-
polygone ABCDE in Abb. 207 gebildet, das zu den gegebenen
Lasten sofort gezeichnet werden kann, dessen SchluBlinie F'G- aber
vorliufig unbekannt ist, da deren Lage von den Auflagerkriiften
und Einspannmomenten abhingig ist. Die Endtangenten 1 und 4
der elastischen Linie in Abb. 208 miissen beide horizontal sein und
auf dieselbe Gerade fallen. Zwischen den Seilspannungen 1 und 4
des zweiten Seilpolygons liegen die aus der Momentenfliche hervor-
gehenden Lasten I, II, IIT. Man ermittelt die Schwerlinie und den
Inhalt des positiven Anteils ABCDE der Momentenfliche und kennt
damit die Last II nach Lage und GroBe. Von der Lastlinie I
weil man, daB sie eine Schwerlinie des Dreieckes A F'G bildet und
daher um ein Drittel der Spannweite vom linken Auflager entfernt
ist. Die zum Dreiecke AG E gehorige Lastlinie ist um ebensoviel
vom rechten Auflager entfernt. Man zieht die Seilspannung 2 in
Abb. 208 in beliebiger Richtung (entsprechend der willkiirlichen
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Verzerrung der elastischen Linie) und schiebt 3 dazwischen. Hierauf
kann der zu dem Seilpolygone gehdrige Kriifteplan in Abb. 209
konstruiert werden, indem man die der Grife nach bekannte Last IT
in einem passend gewiihlten MaBstabe abtrigt und Parallelen zu

Abb. 206.
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Abb. 208 bis 209.

den Seilstrahlen zieht. Dadurch findet man die GréBen der Lasten I
und IIT in demselben MaBstabe, d. h. die Flichen der Dreiecke A FG
und AGE in Abb. 207. Hiermit kennt man auch die Héhen A F
und G E dieser Dreiecke, d. h. die beiden Einspannmomente des
Balkens und die Verbindungslinie F'G' liefert die gesuchte SchluB-
linie, womit die Aufgabe gelost ist.
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Zusammenstellung der wichtigsten Formeln.

Seite

;i A g, 2)n

dz?

Differentialgleichung der Seilkurve, H Horizontalzug, g Be-
lastung auf die Liingeneinheit bezogen.

qlz gzt
Hy = — 5 (4) 72
Gleichung der Seilkurve fiir glemhfdrmige Lastverteilung.
i3 I
f=L-2 (5) 72

f Pfeil der Seilkurve, ! Spannweite, ¢ gesamte (gleichformig
verteilte) Last.

bt o=t 2L (Tu8)n
Niéherungsformel fiir die Bogenlinge b des Parabelbogens.
ds
HiA= 150 (9) 7

Differentialgleichung der Kettenlinie, p Belastung fiir die
Liéingeneinheit.
s =2 ginn?2, (14) 77

Formel fiir die Bogenlinge s der Kettenlinie, vom Scheitel
bis zu einem Punkte mit der Abszisse z.

y=a cosh%s (17) 8

Gleichung der Kettenlinie, @ deren Parameter.
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8 = yy, (18) 78
S Seilspannung der Kettenlinie an einem Punkte mit der
Ordinate y. O—F.F (20) 01

® Trigheitsmoment einer Querschnittsfliche vom Inhalte F.
Die Fléiche F' wird von einer Seilkurve und ihren beiden
Endtangenten eingeschlossen.

Hipeat ™, (27) 94

Hu Horizontalzug der Seilkurve, die die elastische Linie eines
Balkentrigers angibt, wenn die Momentenfliche als Be-
lastungsfliche gewihlt wird, E Elastizititsmodul, ® Trig-
heitsmoment des Trigerquerschnittes und H; Horizontalzug
des ersten Seilpolygons, das die Momentenfliche darstellt.

m=2n— 3, (33) 173
m Zahl der Stibe fiir das statisch bestimmte ebene Fachwerk
von % Knotenpunkten.
X=—2 (36) 198

Ue ’

X Spannung eines Stabes in einer Grundfigur (Methode von
Henneberg), 7. Spannung im FErsatzstabe unter den ge-
gebenen Lasten, u, Spannung infolge eines Zuges von der
Lasteinheit lings der Richtungslinie des beseitigten Stabes.

m = 3n — 6, (54) 244

m Zahl der notwendigen Stibe im rdumlichen statisch be-
stimmten Fachwerke von # Knotenpunkten.

m=mn-+f-—2 (58) 249

Satz von Euler, m Zahl der Kanten, n Zahl der Ecken, f Zahl
der Flichen in einem einfach zusammenhiingenden Polyeder-
mantel. 1

A B’ (59) 303

r Stabkonstante, die zu einem Stabe von der Linge ! und
dem Querschnitte F gehort, E Elastizititsmodul;
Al=1rS, (60) 803
Al elastische Liingeniinderung des Stabes unter der Spannung S.
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Heite

1 1)
z=15 D Tdl=3DrST, (62) 306

Maxwell-Mohrsche Formel fiir die elastische Verschiebung z
eines Knotenpunktes im Sinne der Lastrichtung von P;
S Stabspannungen, die zu den wirklich vorhandenen Lasten
gehoren, T' die Spannungen, die durch die willkiirlich hinzu-
gedachte Last P hervorgebracht wiirden.
X=-2ud, (67) 824
Maxwell-Mohrsche Formel fiir die Spannung X im iiber-
zihligen Stabe eines einfach statisch unbestimmten Fach-
werkes, 7' Spannungen, die im , Hauptnetze” (nach Fortnahme
des iiberziihligen Stabes) durch die gegebenen Lasten hervor-
gebracht wiirden, » Spannungen im Hauptnetze infolge einer
lings der Richtungslinie des iiberzihligen Stabes angebrachten
Zugspannung von der Lasteinheit, » Stabkonstanten. Die
Summen sind iiber den iiberziihligen mit zu erstrecken.
X — ZurT - Zv*r— ZvrT - Zuvr
(Zuvn)?— Zutr - Zor O’

ZvrT - Zulr— ZurT - Suvr
(Zuvr)® — Zutr - Zor
dasselbe fiir den Fall des zweifach statisch unbestimmten Fach-
werkes, X, ¥ die Spannungen in den beiden iiberziihligen
Stiben, v die Spannungen im Hauptnetze fiir eine Zng-
spannung von der Lasteinheit lings der Richtungslinie des

zweiten iiberziihligen Stabes.

X=—

(T1) 828
=

H

nlt
Tl (72) 881
X Spannung im iiberziihligen Stabe (%) eines einfach statisch
unbestimmten Fachwerkes, wenn die Temperatur des iiber-
zihligen Stabes um #° erhoht wird,  Ausdehnungskoeffizient.
R 6R
6= v + f—x“: (82) 378
Formel fiir die Kantenpressung ¢ im Gewdlbe, die durch den
im Abstande u von der Fugenmitte angreifenden Fugendruck

R (fiir die Liingeneinheit) hervorgebracht wird, wenn sich
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Seite
die Spannungsverteilung iiber die ganze Fuge von der Linge f

erstreckt; R
6=2.———, (83) 874

s (5 -+

dasselbe fiir den Fall, dal sich die Fuge auf der andern Seite

offnet. 1
y=—ffdqudx+01x—|—6’s, (84) 876

Gleichung der Stiitzlinie eines Gewdlbes fiir lotrechte Fugen-
schnitte, H Horizontalschub, C; und C; unbestimmte Inte-
grationskonstanten, g Belastungsintensitit (Last fiir die
Liingeneinheit) an der Stelle z.

1 R 12 M*
A=2—Ef(T+T)ds, (85) 882

A Forminderungsarbeit im Wolbbogen, R Fugendruck, E Ela-
stizititsmodul, M Moment des Fugendruckes fiir die Fugen-
mitte, f Fugenlinge.

-Mnln + 2 -Mn+1 (ln + ln—{-l) + Mn+Iln+l
— 2 (Bﬂlﬂ + Bﬂ+lln+1),

Gleichung der drei Momente fiir den durchlaufenden Balken
(Clapeyron); M,, M, M, s die unbekannten Momente
iiber drei aufeinander folgenden Stiitzen, B, und B, , die
von den zugehdrigen, gleichformig verteilten Lasten in den
Mitten beider Offnungen unter der Voraussetzung getrennter
Uberdeckung der einzelnen Offnungen hervorgerufenen Bie-
gungsmomente, I, und /,4; die Spannweiten der beiden
Offnungen.

(88) 404

Mn+1 -}~ 2Mn+3 =2 Bn_|_1 (89) 405
M,+2M,—2B, (90) 405

Gleichungen fiir die beiden Triigerenden, die den Clapeyron-
schen Gleichungen (88) hinzutreten, wenn der Triiger an den
Enden eingespannt ist; #n + 2 letzte Stiitze, sonst dieselben
Bezeichnungen wie im vorigen Falle.

und
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