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Erster Theil.

Reine Warmelehre.

Erster Abschnitt.

Grundlagen.

Erstes Kapitel.
Ueber die Temperatur.

§ 1. Kennzeichen der ,Warmheit® eines Kd&rpers, ungleicher
und gleicher Temperatur verschiedener Koirper.

Die Theorie der Wirme bietet gegeniiber den anderen Kapiteln
der Physik manches Eigenthiimliche, bedingt durch die vollige Ver-
schiedenheit der Anschauungen vom Wesen der Wirme in fritherer
und jetziger Zeit. Die #ltere Ansicht entsprang lediglich aus der
niichstliegenden KErfahrung, nach welcher die Wiirme Kinfluls hat
auf die Empfindung, die ein berithrter Korper in uns hervor-
ruft. Wir finden, dals Korper verschiedene Stufen der ,,Warmheit®
annehmen konnen: wir wollen diesen Namen wihlen, da das Wort
»Wirme* einen quantitativ bestimmten anderen physikalischen Sinn
bekommen hat. Durch das Gefiihl fiir ,,Warmheit¢ oder fiir die
Intensitit des Wiirmezustandes, oder fiir , Temperatur® erkennen
wir die Aenderung, dafs ein kalter Korper wirmer wird, und er-
kennen auch, dals die Ursache dieser Aenderung von einem Korper
auf den anderen iibergehen kann. Wir finden dann weiter, dals
ein Korper, der uns wirmer erscheint, auch in manchen objectiven
physikalischen Eigenschaften sich #ndert, und zwar auch in solchen,
deren Verinderungen wir der Grilse nach messen konnen. Das auf-
fallendste und allgemeinste Phinomen dieser Art ist eine Volumen-
verinderung, fast stets in dem Sinne, dals das Volumen eines
Kirpers wiichst, wenn er gesteigerte Empfindung der Warmbheit giebt,
bei unverinderten sonstigen Bedingungen, zu welchen namentlich
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2 ERSTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. §1

der Druck gehort. (Nur einige wenige Korper ziehen sich innerhalb
gewisser enger Temperaturgrenzen bei Erwirmung zusammen.)

Die Volumenveriinderungen kénnen nun unabhingig von der
Empfindung objectiv constatirt und ihrem Betrage nach gemessen
werden; an dem Volumen eines Korpers konnen wir zunichst ob-
jectiv erkennen, ob er zu verschiedenen Zeiten wiederholt einen be-
stimmten Grad der Warmheit besitzt. Weiter finden wir auch, dals
ein Korper, welcher bei Erwirmung unter constantem Druck sich
ausdehnt, andererseits, wenn man ihn an dieser Ausdehnung ver-
hindert, gesteigerten Druck zeigt. Diese Druckerhthung ist eben-
falls sehr geeignet als Kennzeichen fiir die Temperaturhohe ein und
desselben Korpers zu dienen. Endlich sehen wir, dals bei Aenderungen
der Temperatur auch solche des Aggregatzustandes eintreten:
Uebergang aus dem festen in den fliissigen und aus diesem in den
gasformigen Zustand, und umgekehrt. Diese Uebergiinge finden fiir
eine bestimmte Substanz, wenn man die Aulseren Umstinde un-
geiindert hiilt, immer bei gleichzeitig constant bleibender Warmheit
statt, so dals auch sie dazu dienen kinnen, objectiv bei wiederholter
Erwirmung immer wieder das Erreichen einer bestimmten Tempe-
ratur bei einem Korper zu erkennen. s sei bemerkt, dafs aus-
nahmsweise diese Uebergiinge verzogert werden kénnen, indem Zu-
stinde labilen Gleichgewichts eintreten; z B. kann Abkiihlung einer
Fliissigkeit bis unter die normale Erstarrungstemperatur vorkommen.
Kommt die Fliissigkeit dann in Berithrung mit einem Krystalle der-
selben Substanz — und wenn er auch nur von mikroskopischer
Grofse ist — so erstarrt sie sofort. Kine solche Verzdgerung des
Erstarrens bei Abkiihlung kann daher vermieden werden, wenn man
dafiir Sorge triigt, dafs Krystalle derselben Substanz vorhanden sind.
Man hat sich daraus die Regel gebildet, nur dann mit Sicherheit
das Vorhandensein der Uebergangstemperatur anzunehmen, wenn
gleichzeitig fester und fliissiger Aggregatzustand nebeneinander ver-
treten sind, Auch der Niederschlag von Dimpfen, der Uebergang
aus dem gasformigen in den fliissigen Zustand bei Abkiihlung, kann
sich verzogern; diese Verzogerung kann u, a. vermieden werden,
wenn Contactkorper vorhanden sind (Staub), an denen die ersten
erzeugten Tropfen adhiiriren, welche Contactkirper in diesem Falle
nicht aus derselben Substanz zu bestehen brauchen.?)

') Ueber andere Ursachen, welche die verziogerte Condensation von
Dimpfen auslésen, siche Roperr v. Henymorrz, Wiep. Ann. 32, p. 1, 1887; und
d. anschliefsenden Arbeiten ebenda 40, p. 163, 1890; 59, p. 592, 1896 u. a.
Vgl. auch diese Vorlesung § 78. A. d. H.
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Volumeniinderungen, Verinderungen des Druckes und des
Aggregatzustandes haben im Wesentlichen seit alter Zeit die Grund-
lage fiir die Untersuchung der Wirmeerscheinungen gebildet. Wir
konnen aber sagen, dafs aulser diesen fast alle diejenigen Eigenschaften,
welche verschiedenartigen Korpern in verschiedenem Grade oder in
verschiedener Weise zukommen, auch durch Temperaturinderungen
beeinflufst werden. So die Elasticitit fester Korper; die Winkel,
unter welchen die Flichen eines Krystalls an einander stofsen; die
magnetischen und dielektrischen Eigenschaften der Korper; ihr
Leitungsvermigen fiir galvanische Stréme und fiir Warme; ihre
optischen Constanten u. s. w.

An solchen mefsharen Veriinderungen kénnen wir erkennen, ob
ein und derselbe Korper eine gleiche Temperatur, wie diejenige,
die er zu einer bestimmten Zeit einmal hatte, zu einer spiteren
Zeit wieder erlangt.

Unsere niichste Aufgabe wird nun sein, gleiche Temperaturen
verschiedener Korper als gleich wieder zu erkennen. Ob dies
Verlangen iiberhaupt einen Sinn hat, ist nicht von vornherein selbst-
verstindlich.

Wenn wir zwei Korper in einer bestimmten Beziehung als gleich
anerkennen wollen, so verlangen wir damit, dafs in dieser Beziehung
die beobachteten Thatsachen dem Axiom geniigen: ,Wenn zwei
Grolsen einer dritten gleich sind, so sind sie unter sich gleich.
Es mufls dasselbe Kennzeichen, dasselbe Merkmal, dasselbe Ver-
halten, durch welches wir ein Verhiltnifs der Gleichheit zwischen
einem ersten und zweiten, sowie zwischen einem ersten und dritten
Korper erkennen, nach derselben Vergleichsmethode auch zwischen
dem zweiten und dritten Kérper Gleichheit ergeben. Dies Verhalten
muls ausnahmslos als zutreffend befunden werden; es ist die Defi-
nition eines Verhaltens, welches wir als Gleichheit in gewisser Hin-
sicht bezeichnen. Diese Bezeichnung beruht also auf ganz bestimmten
Beobachtungen und ist nichts weniger als abstract.

Wenn wir drei Cirkel haben und ihre Spitzen in solche Stel-
lungen bringen, dafs die Spitzen des ersten gleich weit von einander
entfernt sind oder sich congruent berithren kénnen mit denen des
zweiten, und andererseits sich auch congruent berithren konnen mit
denen des dritten, so wissen wir erfahrungsmifsig, dafs dann auch
die Spitzenpaare des zweiten und dritten Cirkels sich congruent be-
rithren konnen; dies beweist, dafs wir von einer Gleichheit der Ent-

fernungen zwischen den beiden Spitzen bei diesen Cirkeln sprechen
1%
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und sie durch congruente Berithrung priifen konnen. — Ob zwei
Korper gleiches Gewicht haben, erkennen wir daran, dals eine richtig
eingerichtete Wage im Gleichgewicht bleibt, wenn wir die beiden
Korper auf ihre Wagschalen legen. Die beiden Korper konnen
iibrigens sehr verschieden sein, aus verschiedenen Substanzen in
verschiedenen Aggregatzustinden bestehen; nur in Bezug auf die
besonderere Eigenschaft des Gewichts, die sich allein auf die Wirkung
der Schwerkraft bezieht, nennen wir sie gleich. Dazu sind wir be-
rechtigt, weil wir aus langer Erfahrung und auflserordentlich vielen
zu der grofsten Genauigkeit der Priifung getriebenen Versuchen
wissen: Wenn an einer richtigen Wage sich ein Paar von Kirpern a
und b als gleich an Gewicht erwiesen hat, und ebenso ein zweites
Paar a und ¢, dann erweisen sich auch » und ¢ als gleich in Bezug
auf ihr Gewicht. In diesem Falle kann das aus unzihligen Beob-
achtungen als zutreffend befundene Kennzeichen der Gleichheit
umgekehrt auch benutzt werden zur Priifung der Methode, durch
welche wir die Gleichheit constatiren, also zur Priifung, ob eine
bestimmte Wage richtig d. h. im Stande ist, Gleichheit von Gewichten
in der zu Anfang angegebenen Weise zu constatiren. Ist eine
falsche, ungleicharmige Wage im Gleichgewicht, wenn ¢ und & auf
ihren beiden Schalen liegen, und auch wenn wir ¢ statt & auflegen,
g0 ist sie nicht mehr im Gleichgewicht, wenn wir dann « wegnehmen,
und durch & ersetzen, obwohl 4 und ¢ gleich sind. In diesem Falle
wiirde das zuvor als zutreffend erkannte Axiom die Unrichtigkeit
des Apparates erweisen.

Folgendes Beispiel zeigt eine Wirkung, die nicht als Kennzeichen
von Gleichheit benutzt werden kann. Betrachten wir eine Reihe von
vollkommen gleich beschaffenen und geformten Stahlstiiben, alle genau
in derselben Weise zu Magneten gemacht. Wir nehmen an, es sei
uns bekannt, dafs sich Pole anziehen kionnen; dagegen hiitten wir noch
nicht erkannt, dals sich Pole auch abstofsen kénnen; wir halten also alle
Pole fiir gleich. Wir wollen versuchen, die gegenseitige gleichgrolse
Anziehung der Pole als Kennzeichen der Gleichheit fiir sie anzu-
sehen und priifen, ob unser Axiom anwendbar ist. Wir finden: ein
Pol o zieht irgend einen, 3, der anderen Pole in bestimmter Ent-
fernung mit einer gewissen Kraft an, ebenso einen Pol ¢ eines
dritten Stabes; dann aber finden wir weiter, dals sich nicht auch b
und ¢ mit derselben Kraft anziehen, sondern dafs sie sich abstofsen.
Also ist das Axiom nicht anwendbar. In der That sind auch nicht
alle drei Pole gleich, sondern nur die Pole # und ¢; der Pol a ist
ein ihnen entgegengesetzter. — Ebensowenig kann das Aufeinander-
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passen der Oberflichen von Korpern als Kennzeichen der Gleichheit
der korperlichen Grenzfliche benutzt werden, wie man aus folgendem
erkennt: wenn eine concave Oberfliche eines Kérpers auf die con-
vexe eines anderen palfst, und ebenso auf eine zweite, dann passen
doch die beiden convexen Oberflichen nicht auf einander. Man
darf also nicht auf Grund des Aufeinanderpassens zweier Korper-
oberfliichen von ihrer Gleichheit sprechen.

Fiir die Temperatur kann man nun in der That Gleichheit
constatiren durch Untersuchung, ob Wirmegleichgewicht zwischen
zwel unabhing von einander erwiirmten Korpern existirt. Gleiche
Temperatur haben Kérper, deren Temperaturgrad durch engste Be-
rithrung mit einander nicht geiindert wird. Diesen Zustand nennen
wir Wirmegleichgewicht. Ist dagegen Wirmeaustausch vorhanden,
so nennen wir denjenigen Kérper, welcher Wirme abgiebt, den
wiarmeren; und denjenigen, welcher Wiirme aufnimmt, den kiithleren.
Wir diirfen den Zustand des Wirmegleichgewichts als Kennzeichen
fiitr Gleichheit der Temperatur nur dann betrachten, wenn wir uns
iiberzeugt haben, dals zwei Kirper, von denen jeder mit demselben
dritten in Wirmegleichgewicht ist, auch unter einander keine Wirme
austauschen. Als den gemeinsamen Vergleichskérper wihlt man ge-
wohnlich einen solchen, an dem sichtbare Aenderungen als Folge
von denen der Temperatur eintreten: ein Thermometer. Wir
bringen es mit dem einen Kérper 4 in Berithrung und warten, bis
beispielsweise die Quecksilbersiiule des Thermometers stillsteht, d. h.
Wirmegleichgewicht mit 4 eingetreten ist. Mit demselben Thermo-
meter priifen wir, ob bei demselben Volumen der Quecksilbersiule
Gleichgewicht mit einem zweiten Korper B vorhanden ist. Ist dies
der Fall, dann sind, wie die Erfahrung lehrt, auch 4 und B unter
einander im Temperaturgleichgewicht. Damit haben wir also ein
Kennzeichen gefunden, welches der Bedingung entspricht, dals iiber-
haupt von Gleichheit der Temperatur zwischen verschiedenen Kérpern
die Rede sein kann.

Es ist keineswegs von vornherein klar, dals man von Gleich-
heit der Temperatur sprechen kann, unabhingig von der Verschieden-
heit der Vorginge, welche die betreffende Temperatur hervorgebracht
haben kénnen, Z. B. kaun die Erwérmung durch Beriihrung mit
einer Flamme, oder auch durch Absorption einer Strahlung hervor-
gerufen werden. Im letzteren Falle kimnen die absorbirten Strahlen
von ganz verschiedenen Stellen des Spektrums herrithren, d. h. ganz
verschiedene Wellenliinge und im Uebrigen ganz verschiedene physi-
kalische Wirkung haben. In Bezug auf die Temperatur dagegen zeigt
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sich kein Unterschied, der abhingig wire von der besonderen Her-
kunft der Wirme, die dem Korper mitgetheilt ist. Haben wir durch
sie einen bestimmten Temperaturgrad erreicht, so sind auch alle
anderen Zustinde, die wir physikalisch untersuchen kénnen, voll-
kommen dieselben; sie sind einzig und allein abhingig von dem
Grade der Temperatur, wie ihn das Thermometer anzeigt, mit dem
wir also eine vollkommen ausreichende Definition des Wirme-
zustandes des Korpers haben.

In dem einfachen Umstande, dafs die fritheren Physiker von
Gleichheit der Temperatur reden und diesen Begriff consequent in
fortdauernder Uebereinstimmung mit den beobachteten Thatsachen
durchfithren konnten, liegt schon eine grolse Reihe von thatsich-
lichen Beobachtungen verborgen, von denen man nie geredet hat,
weil sie sich einfach immer bestiitigten. Was in diesem Falle be-
sonders deutlich hervortritt, sieht man auch in vielen anderen Ge-
bieten der empirischen Wissenschaften und auch in den nicht wissen-
schaftlich umfaflsten alltiglichen Beobachtungen. Wenn man nicht
den Quellen und dem vollstindigen Sinne einer Definition und
Namengebung nachgeht, dann findet man sehr hiufig nicht die
eigentliche Fiille von Thatsachen, die ihr zu Grunde liegen. Das
liegt aber in dem Verfahren unserer Sprachbildung; denn es hat
keinen Zweck, sich Namen und Worte zu bilden fiir Dinge und
Begriffe, von denen man nicht hiufig und zwar in iibereinstimmen-
der Weise zu sprechen hat. Deswegen liegen in unserer Sprach-
bildung viele Naturbeobachtungen des alltéiglichen Lebens verborgen.
Wer nicht bemerkt, auf welche Weise solche Begriffe in die Sprache
hineingekommen sind, glaubt dann, der Begriff, wie er im Geiste
des Menschen existirt, regiere die Welt.

§ 2. Messung der Temperatur. Principien der
Thermometrie.

Fiir eine Messung der Temperatur, wie jeder Grilse, geniigt es
nun aber noch nicht, dals wir Entscheidung iiber Gleichheit oder
Ungleichheit geben konnen, sondern wir miissen auch eine Methode
finden, vermige deren wir Temperaturen als solche mefsbar zahlen-
miifsig angeben konnen. Das ist dasselbe wie die Zuriickfilhrung der
Beziehung zweier Temperaturen auf einen Additionsprozels, da wir ja
die Temperatur eines wirmeren Korpers angeben wollen als zusammen-
gesetzt aus der Temperatur eines kiilteren und einer bestimmten
Temperaturdifferenz. Dalfs in der That ein physikalischer Prozels,
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der als Addition betrachtet werden kann, jeder Messung zu Grunde
liegt, zeigt z. B. das Verfahren bei einer Wigung; man setzt das
Gewicht eines Korpers gleich der Summe der Gewichte auf der
anderen Wagschale, und fiir diese Summe gelten alle Regeln der
Addition: die Unabhiingigkeit von der Reihenfolge und die Moglich-
keit, irgend eine Gruppe von zweien der Gewichte zu ersetzen durch
eines, welches gleich ist ihrer Summe. Unseren bhisherigen Begriffs-
bestimmungen fiir die Temperatur fehlt noch die Angabe einer
Methode, bei welcher verschiedene auf einanderfolgende Erwiirmungen
eine Temperaturerhthung hervorbringen, die unabhingig von der
Reihenfolge und gruppenweisen Zusammenfassung der einzelnen
Temperatursteigerungen zahlenmilsig gleich ist deren Summe.

An einem ,Thermometer“ zur Messung solcher Wirkungen
miissen Temperaturschwankungen gut bestimmbare Verinderungen
hervorrufen, welch’ letztere im Uebrigen aber sehr verschiedener
Art sein konnen. Nur mufs man noch von dem thermometrischen
Korper verlangen, dals er, nachdem die Temperaturiinderung voriiber-
gegangen ist, auch wieder in den fritheren Zustand zuriickkehrt, se
dals keine Aenderungen in seinem Zustande stattfinden, welche un-
abhiingig sind von der augenblicklichen Temperatur.

Seit langer Zeit benutzt man mit Vorliebe das Quecksilber
als thermometrische Substanz und mifst seine thermische Ausdehnung
in einer Glasréhre. Dals es deren Winde nicht benetzt, ist ein
Vorzug vor anderen Fliissigkeiten, bei welchen der an den Rohren-
wiinden haftende Theil die Angaben unsicher machen kann. Wie
alle Fliissigkeiten hat es vor den festen Koérpern den Vortheil, dals
sicher auf Wiederherstellung der inneren Structur nach voraufge-
gangenen Krwirmungen zu rechnen ist. Die Ausdehnung des Queck-
silbers ist nur klein; damit sie gut sichtbar werde, lifst man eine
grofsere in einer (Glaskugel befindliche Menge sich in eine ange-
schmolzene enge Rihre hinein ausdehnen. Diese Rohre mufs nun
mit einer Scale fiir den Stand des Quecksilbers versehen werden,
und hierzu ist die erste Aufgabe, zwei feste Punkte anzugeben, um
nachher zwischen ihnen theilen zu konnen. Bekanntlich benutzt
man als solche meist den Gefrierpunkt und den Siedepunkt des
Wassers; Temperaturen, die man leicht und sicher immer wieder
herstellen kann. Dabei muls das Wasser rein sein, da geldste Sub-
stanzen jene beiden Grenztemperaturen beeinflussen; und aus dem-
selben Grunde muls der Druck entsprechen dem als normal be-
trachteten Barometerdruck von 760 mm Quecksilber, genommen hei
0° und bei der als normal betrachteten irdischen Schwere auf
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Meeresniveau in einer geographischen Breite von 45° Die wechselnde
Grofse des Atmosphirendruckes éndert zwar den Schmelzpunkt nur
sehr wenig; sehr stark aber den Punkt des Siedens. Denn dieses
findet statt, wenn die Spannung des Dampfes durch Erwirmung
gleich geworden ist dem Luftdruck, abgesehen von der Miglichkeit,
dals nur der erste Anfang des Siedens etwas verzigert werden kann
durch eine zu starke Adhiision reinen Wassers an sehr reine Gefifs-
wiinde.

Auf der an der Rohre angebrachten Scale teilt man nun weiter
den Abstand der beiden Fundamentalpunkte, den ,Fundamental-
abstand“, in hundert gleiche Theile. Ist die Riohre an allen Stellen
gleich weit, so liegen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Theil-
strichen gleiche Volumenabschnitte von ihr. Ob sie iiberall gleich
weit ist, kann man durch Hin- und Herschieben eines abgeltsten
Quecksilberfadens controliren, und wenn jenes, wie gewdhnlich, nicht
der Fall ist, die an den Theilstrichen anzubringenden Correctionen
berechnen. Diese Operation nennt man das Calibriren des Thermo-
meters. Wenn nun beim Erwirmen das Quecksilber um eine gleiche
Anzahl von (corrigirten) Theilstrichen steigt, so nimmt sein Volumen
um gleichviel zu. (Wir werden nachher sehen, inwiefern dies einer
kleinen Berichtigung bedarf). Man betrachtet dann als Temperatur
eine Grifse, welche in derselben Weise proportional zunimmt wie
das Volumen des Quecksilbers, so dafs man die Zahlen, welche die
so definirten Temperaturgrade angeben, unmittelbar an den Theil-
strichen der Scale anbringen kann. Aufser den obengenannten Vor-
ziigen hat Quecksilber auch noch den, dafs es verhiltnilsmiifsig leicht
sich zu sehr hoher Reinheit bringen lifst, so dals man sicher ist,
immer wieder eine Substanz zu erhalten, die sich in iiberein-
stimmender Weise ausdehnt. In Folge dessen zeigen verschiedene
Quecksilberthermometer, nach bestimmten Methoden hergestellt und
nach den gegebenen Vorschriften getheilt, von einander nur sehr
kleine Abweichungen in ihren Angaben, so dals die einzelnen Thermo-
meter nicht einzeln, Jedes mit Jedem, verglichen zu werden brauchen.
Darauf beruht im Wesentlichen die Industrie unserer Thermometer-
verfertigung.

Zwei Griinde stehen dem Erreichen voller Uebereinstimmung
bei Quecksilberthermometern entgegen.

Krstens: man nimmt nicht die reine Ausdehnung des Queck-
silbers wahr, sondern nur die Differenz zwischen der stirkeren Aus-
dehnung des Quecksilbers und der des Glases. Nun haben aber
verschiedene Glasarten verschiedene chemische Zusammensetzung
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und darum auch verschiedene Ausdehnung; diese ist auch nicht fir
eine einzelne Glassorte bei allen Temperaturen derselbe Bruchtheil
von der Ausdehnung des Quecksilbers. Es ist also der Gang der
Ausdehnung des Glases ein etwas anderer als der des Quecksilbers,
und zwar weicht der Gang fiir die eine Glassorte in der einen Weise,
fiir eine andere in anderer Weise von dem des Quecksilbers ab.
Z. B. kann die Ausdehnung einer Glassorte bei niedrigeren Tem-
peraturen ein grélserer Bruchtheil von der des Quecksilbers sein als
bei hoheren; bei einer anderen (Glassorte kann es umgekehrt sein.
Hierdurch entstehen Unterschiede in den Scalen verschiedener Thermo-
meter, sodass Kinstellung auf dieselbe Ziffer nicht genau derselben
Temperatur entspricht. Die Temperaturen Null und Hundert Grad
stimmen natiirlich bei allen richtig hergestellten Thermometern
iiberein; aber die weiteren Punkte der Scale sind durch die Theilung
des Fundamentalabstandes gewonnen, und wenn der Gang der Aus-
dehnung des Glases bei zwei Thermometern verschieden ist, so ent-
sprechen die zwischenliegenden Grade bei beiden nicht derselben
Ausdehnung des Quecksilbers. Man bekommt dadurch Abweichungen
in den Angaben, die sich namentlich in der Gegend von 50° am
stiirksten entwickeln; und bei Forsetzung der Scale unter 0° und
besonders iiber 100° hinaus entstehen so noch viel griissere, mit
steigender Temperatur immer hoher und héher werdende Ab-
weichungen. Uebrigens kann man doch auch die Ausdehnung des
Quecksilbers und anderer Fliissigkeiten befreit von der Ausdehnung
des Gefilses ermitteln, z. B. durch Vergleichung des specifischen
Gewichtes zweier verschieden erwiirmter Siiulen in communicirenden
Réhren.

Noch viel einflufsreicher ist zweitens die sogenannte thermische
Nachwirkung des (Glases. Ks hat sich namlich gezeigt, dals Glas
ebenso wie eine Reihe von Metallen z. B. Zink nach einer Erwirmung
oder Abkiihlung erst nach verhiltnifsmiilsig langer Zeit wieder in
sein urspriingliches Volumen zuriickgeht, so dass z, B. unmittelbar
nach einer Erhitzung der Eispunkt ein anderer als vorher ist.
Wesentlich diese thermische Nachwirkung vereitelt die FErreichung
eines hoheren Grades von Sicherheit der thermometrischen Messungen
als etwa bis auf 1/,,, Grad. Eine Genauigkeit von /., Grad ist
zwar von einigen Beobachtern angestrebt worden; aber es sieht nur
in seltenen Fillen so aus, als ob dieses Ziel erreicht wire. In
neuerer Zeit hat die Glasfabrikation ganz besondere Aufmerksamkeit
darauf verwendet, Glasfliisse zusammenzusetzen, welche moglichst
frei sein sollen von thermischer Nachwirkung; in dieser Beziehung
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war zuerst vortheilhaft bekannt ein Pariser Hartglas (,verre dur®)
von Tonyenor und neuerdings das Jenaer ,Normalglas¥ aus der
Scrorr’schen Glashiitte.

Von einem Theil dieser Beeintriichtigungen der Genauigkeit
kann man sich frei machen, wenn man andere thermometrische
Kérper wihlt, niimlich die Gase. Deren Ausdehnung (bei gleich-
bleibendem Druck) ist anlserordentlich viel grifser als die des Queck-
silbers, so dals ihr gegeniiber die Ausdehnung des Glases und die
von ihr herrithrende Unsicherheit viel mehr verschwindet als gegen-
iiber der Ausdehnung des Quecksilbers. Man geht daher bei genauen
Untersuchungen zuriick auf Gasthermometer, und vergleicht die
Scale der Quecksilberthermometer sorgfiltig mit der Scale der Gas-
thermometer. Deren Anwendung ist aber viel mithsamer; denn man
mufs bei der Gasmasse, welche man der Erwirmung unterwirft,
gleichzeitig stets den Druck genau bestimmen. Das erfordert baro-
metrische Bestimmung des #ulseren Luftdruckes, und manometrische
des Ueberdruckes, welcher auf die eingeschlossene thermometrische
Gasmasse von der abschlielsenden Quecksilbersiiule ausgeiibt wird.
Die Gasthermometer haben aber auch noch insofern einen gewissen
Vorzug, als ihre Angaben fiir verschiedene (Gase, wenn man nur
nicht in die Niahe ihres Condensationspunktes kommt, fast genau
itbereinstimmen. Man hat also in ihnen eine Klasse von Kérpern
von besonders regelmilsigem Verhalten, welche aulserordentlich nahe
itbereinstimmende Scalen geben. Aus diesen Griinden hat man ins-
besondere die schwer condensirbaren Gase, wie namentlich den
Wasserstoff und den Stickstoff, als normale Thermometersubstanzen
gewiihlt.

Statt durch Messung der Ausdehnung bestimmt man die thermo-
metrische Scale bei Gasen gewdhnlich durch die Steigerung des
Druckes bei Erwirmung, wihrend das Volumen des (Gases constant
gehalten wird, Beide Definitionen der Scale stimmen fast voll-
kommen iiberein. Hat man zuvor nach der gewdhnlichen Regel aus
der Volumenvergrofserung eines (Gases bei constantem Druck die
Cerstus'sche Scale definirt, so findet man auch, wenn man diese
Scale jetzt auf die Drucksteigerung bei unverindertem Volumen
anwendet, dafs diese mit weit reichender Genauigkeit der Tempe-
ratursteigerung proportional verliuft. Xs sei bel einer solchen
Messung p, der Anfangsdruck bei der Temperatur *, in Celsius-
graden; p, der Druck bei der Temperatur % ; dann findet man:

po=po-[1 + (@ — )],
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wo « eine Constante ist (Spannungscoefficient), die fiir die verschie-
denen Gase nur aufserordentlich kleine und fast zweifelhafte Unter-
schiede zeigt, solange man hinreichend weit von dem Condensations-
punkte entfernt bleibt; und welche Constante aufserordentlich nahe
denselben Werth hat in dem analogen Ausdruck fir die Volumen-
vergroferung (Ausdehnungscoefficient). Nimmt man als , die Tem-
peratur des schmelzenden Kises, so ist bei der Celsiusscale (und
auch bei der Réaumurschen) &, = 0, und mit kleiner Umformung
wird:

1
pc—_*po.w(;-{— l.?'c),
p,-¢ ist eine Constante, die gleich P gesetzt werde; also:

1 \

=P.|— &

2. ( =

Wenn diese Formel, welche das Gay-Lussac'sche Gesetz, iiber-
tragen auf die thermische Druckiinderung, ausdriickt, bis zu den
niedrigsten Temperaturen angewandt werden darf, so folgt, dals

bei &, = — % der Druck des Gases gleich Null werden wiirde.

1. . .
Dieses — i ist ungefihr gleich — 273 Celsiusgraden; diese Tem-

peratur, bei welcher der Druck des Gases vollstindig verschwinden
wiirde, wire eine ideale Grenze; man nennt sie den absoluten
Nullpunkt des Gasthermometers. Hrreicht ist diese Temperatur
experimentell nicht, so sehr auch die Physiker Fortschritte ge-
macht haben in der Erreichung niedriger Temperaturen. Die von
jenem ,absoluten® Nullpunkt an gerechnete Zahl der Celsiusgrade,

also (1? + &c) , nennt man die absolute Temperatur des Gasthermo-

meters. s darf aber nicht vergessen werden, dafs die so festgesetzte
Temperaturscale mit einer gewissen Willkiir von besonderen Eigen-
schaften besonders geeigneter Korper, nicht aber von dem Wesen
der Wirme, hergeleitet ist. Wir konnten daher auch jede beliebige
Function der so festgesetzten Temperatur ebenso gut als Temperatur
withlen, wozu aber keine Veranlassung vorliegt; denn unsere Ueber-
einkunft ist nach besonders zweckmiilsigen Regeln getroffen worden.
Erst spiter (aus dem 2. Hauptsatze der mechanischen Wiirmetheorie)
werden wir ein von der Natur der Wirme selbst gegebenes Mafls
der Temperatur finden (§ 57).

Die Gasgesetze lassen sich bei Einfithrung der absoluten Tem-
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peratur (l— + 36) , die wir mit @ bezeichnen wollen, in vereinfachter
(74

Form zusammenfassen. HEs wird zunichst der Druck p bei der abso-
luten Temperatur @
p=P.0O.

Nur fiir unveriindert gehaltenes Volumen ist P eine Constante. Lifst
man aber bei unveriinderter Temperatur das Volumen abnehmen,
comprimirt man das Gas, so wichst nach Boyre und MarrorTe der
Druck umgekehrt proportional dem Volumen 7, so dals also P gleich-
zusetzen ist einer von Volumen und Temperatur unabhingigen Con-
stanten R dividirt durch 7, und wir dadurch bekommen:

p.V=R.0.
Mit grofser Anniherung trifft diese Gleichung fiir alle gasformigen
Korper zu, mit um so weitergehender Anniherung, je geringer ihre
Dichtigkeit und je hoher ihre Temperatur ist, je weiter diese Grofsen
also auch von denjenigen Werthen entfernt sind, bei denen Ver-
fliissigung des betreffenden Gases eintreten wiirde.

Wenn wir nach Festsetzung unserer Scale die Volumina irgend
welcher Korper in ihrer Abhéngigkeit von der Temperatur ausdriicken
wollen, so kénnen wir sie uns in einer Tavnowr’schen Reihe nach
Potenzen der Temperatur entwickelt denken:

v=v0+v'.3c+1)2—.t9¢2+ s el

wo o, v ... der erste, zweite .... Differentialquotient des Vo-
lumens nach der Temperatur sind, und %, die Temperatur in Celsius-
graden des Gasthermometers von einer beliebigen Temperatur %,
an gerechnet, fiir welch’ letztere das Volumen gleich v, ist. Fiir
kleine Temperatursteigerungen %, kinnen fast immer die quadra-
tischen und hoheren Glieder der Reihe vernachlissigt werden. Bei
den Gasen ist fiir beliebige , nach der Definition der Scale
v’y o ... =Null. Aber es zeigt sich auch fiir griofsere Temperatur-
differenzen bei manchen anderen Substanzen aufser den (Gasen, eine
so schnelle Convergenz der Reihe, dafs der lineare Ausdruck geniigt.
Beim Quecksiber ist dies wenigstens sehr nahe der Fall, und wenn
man zwel verschiedene Substanzen hat, fiir welche dies nahezu zu-
trifft, so gilt fir die eine v =, + +'+%, und fiir das Volumen der
anderen w = w, + w' ¥, so dafs man iibereinstimmend die Tem-
peratur darstellen kann durch:

v—7 w — w,
0 0
et Bl

£ v w
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Insofern dies also erlaubt ist, kann man auch andere thermo-
metrische Kérper anwenden; auch andere Eigenschaften, welche sich
mit der Temperatur linear f#indern, kann man benutzen als Mittel
zur Messung der Temperatur. Zum mindesten innerhalb kleiner
Temperaturintervalle sind daher sehr viele Kigenschaften thermo-
metrisch brauchbar, z. B. der elektrische Widerstand (Bolometer)
oder die elektromotorische Kraft einer thermoelektrischen Kette.
Vollig ausgeschlossen sind aber solche Eigenschaften, welche im be-
treffenden Temperaturintervalle ein Minimum oder Maximum haben,
in dessen Niahe das lineare Glied in der Tavuor'schen Reihe sehr
klein wird und das quadratische nicht vernachlissigt werden darf.
Dies wiire z. B. der Fall fiir das Volumen des Wassers zwischen 0
und 10°, welches bei 4° ein Minimum hat, so dafs »* dann ver-
schwindet, wihrend man o von 0 bis 4° wenn man nicht das qua-
dratische Glied hinzunimmt, kleine negative, von 4 bis 10° kleine
positive Werthe geben miisste, die aber schnell wechseln. Eine lineare
Anniherungsformel ist also in diesem Intervall nicht brauchbar;
stellt man aber das Volumen durch einen Ausdruck zweiten Grades
dar, so findet man & aus dem Volumen durch eine quadratische
Gleichung, unzulissiger Weise also zweideutig.

Zweites Kapitel.
Ueber die Wirmemenge.

§ 3. Quantitit des Wirmestoffes; Wirmecapacitiit;
specifische Wirme.

‘Wir miissen nun weiter herauszufinden suchen, was die Ursache
des veridnderten Verhaltens eines Korpers im erwiirmten gegeniiber
dem kilteren Zustand ist. Da sehen wir zunichst einen gewissen
Grad der Bestiindigkeit einer Erwirmung; es dauert immer eine
Weile, bis der Korper wieder kiihl wird, bis der Zustand héherer
» Warmheit® aus ihm verschwindet. Bei aufmerksamerer Untersuchung
finden wir, dals gleichzeitig die ihn unmittelbar berithrenden Kérper
wiarmer werden. Ebenso zeigt sich, dafs ein kalter Korper, in eine
wirmere Umgebung gebracht, selbst an Warmheit gewinnt, die er den
ihn berithrenden Korpern entzieht. Bei der Abkithlung eines warmen
Korpers tritt also keine Vernichtung des Agens ein, welches die
Wirmeerscheinungen hervorgebracht hat, sondern nur ein Uebergang,
Das erwiirmende Agens hat eine gewisse Bestiindigkeit seiner Existenz;
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verhilt sich aber so, als ob es das Bestreben habe, sich auszubreiten
in seiner Umgebung und iiberzugehen auf die benachbarten kiihleren
Korper. Dieses Aushreitungsbestreben kann aber immer nur gehen
bis zum Ausgleich der Tempereraturen der sich beriihrenden Korper.
Alle diese Phiinomene fithren dazu, die Frage aufzuwerfen: ist das
nicht ein Agens, was da die Wéirmeerscheinungen hervorbringt,
welches unzerstérbar ist und in unverinderlicher Quantitit weiter
besteht, aber iiberfliefsen kann vom wirmeren Kérper zum kilteren?
Das ist die einfachste und naheliegendste Hypothese. Die ilteren
Physiker nahmen kurzweg an, dals ein solches stoffliches Wiirme-
agens existire, welches in erwirmten Korpern condensirter ange-
sammelt sei, in kiilteren in geringerer Dichtigkeit, so dafs der Ueber-
gang gleichsam ein Ausgleich von Druckunterschieden war. Der
Wiirmestoff muflste feiner sein als jede stoffliche Materie, als jedes
Gas, da Gase nicht durch Metalle, Glas u.s. w. hindurch dringen
konnen, wihrend der Warmestoff durch alle Substanzen in voll-
kommen zusammenhiingendem Zustande hindureh zu gehen die
Fihigkeit hatte. Sonst sollte dieser Stoff nicht direct wahrnehmbar
sein, inshesondere sollte er unwiigbar sein. Vielleicht, kann man
sagen, war es ein Gliick, dals die #lteren Physiker noch nicht hin-
reichend feine Wagen hatten, um etwa Versuche zu machen, diesen
Wiirmestoff zu wiigen. Sie wiren dann unzweifelhaft zu der Ansicht
gekommen, dals er negative Schwere habe. Denn ein warmer Korper,
auf eine sehr empfindliche Wage gesetzt, hat scheinbar ein leichteres
(Gewicht, als ihm wirklich zukommt, was durch die aufsteigenden
Luftstrime bedingt ist, welche er um sich herum in dem Raum der
Wage hervorruft.?)

Im Woesentlichen war schon in der alten chemischen Theorie
von ScueeLE das Phlogiston der Vertreter dessen, was nachher
Wiirmestoff genannt wurde. Fiir ScHEELE waren die reinen Metalle
Verbindungen der Metalloxyde, deren Sauerstoff er noch nicht kannte,
mit Phlogiston. Die Verbindung mit Phlogiston gab den reducirten
Metallen die Brennbarkeit, und da der Erwerb dieser Kigenschaft
mit Gewichtsabnahme verbunden war, mufste das Phlogiston mit
negativer Schwere begabt sein. Beim Verbrennen scheidet nach
ScueeLE das Phlogiston, der Feuerstoff, aus, geht auf andere Kérper
iiber und erwirmt sie: ganz so wie vom Wirmestoff anzunehmen.?)

) Vgl. die Anmerkung auf Seite 55 des 19. Jahrgangs der Zeitschrift fiir
Instrumentenkunde; Februarheft 1899. A.d. H.

?) Die Phlogistontheorie geht wohl noch ein halbes Jahrhundert weiter
zuriick bis auf Srany (1723). As-ds He
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Zuniichst war es nun eine natiirliche Annahme, dafs bei einer
gleichartigen, durch alle ihre Theile gleichmifsig erwirmten Substanz
in jeder Gewichtseinheit das gleiche Quantum zugefiihrten Wirme-
stoffs stecke; oder mit anderen Worten, dafs die Menge Wirme-
stoffes, welche zu einer gewissen Erwirmung einer gegebenen Sub-
stanz nothig ist, der Menge m der Substanz proportional sei. Weiter
setzte man voraus, dals die bei einer Erwiirmung zugefithrte Wirme-
menge proportional sei der Temperaturerhohung, wenigstens wenn
letztere klein war, so dafs die Kigenschaften des Korpers sich nur
wenig durch sie inderten. Endlich konnte die Wirmemenge auch
noch von der Natur der Substanz abhiingen. KEs war nicht nothig,
dafs zu gleichen Temperatursteigerungen von einer Anfangstemperatur
¢, auf eine Endtemperatur &, gleich grofser Gewichte verschie-
dener Stoffe dieselben Warmequanta nothig waren. Der Pro-
portionalititsfactor ¢, mit welchem Temperaturerhohung (i#, — &,)
und Menge m zu multipliciren ist, damit man die zugefiithrte Wirme-
menge @ erhilt, ist von der Natur des Korpers abhingig; es ist
seine Capacititsconstante filr Wiarme. Hs wird also bei diesen
Bezeichnungen:

Q=m.(F — &).e. (1)
Die Kinheiten fir ¢ und @ sind zuniichst noch unbestimmt. Man
kann fiir irgend einen Korper einen willkiirlichen Werth von ¢ fest-
setzen; als diesen Korper hat man wieder das stets in gleicher
Reinheit leicht zu gewinnende Wasser gewithlt und seine specifische
Wirmecapacitiit ¢ gleich 1 gesetzt. Beschriinkt man die Temperatur-
erhohung (%, — &,) auf einen Grad, und erwirmt man die Massen-
einheit (m = 1) Wasser, so mufs man wegen der Festsetzung ¢ =1
auch Q =1 setzen, d. h. als Kinheit der Wirmemenge ist dann
diejenige zu betrachten, welche der Masseneinheit Wasser zuzu-
filhren ist, um die Erwirmung von einem Grad hervor zu bringen.?)
Nach franzosischem Vorgange nennt man diese Wirmeeinheit ,,Calorie®.
Als Masseneinheit nimmt man dabei entweder 1 g oder 1 kg, und
muls entsprechend unterscheiden zwischen der ,kleinen® und der
ygrolsen® Calorie. Dann ist die specifische Wirmecapacitiit, oder,
wie man kiirzer sagt, die ,specifische Wirme* irgend eines
anderen Stoffes diejenige Wiirmemenge, oder diejenige Anzahl von
Calorien, welche nothig ist, um 1 g (bezw. 1 kg) dieses anderen
Stoffes zu erwirmen um 1°.
Hatte man zwei verschiedene Korper, einen wiirmeren und einen

) Vergleiche hierzu die Anmerkung auf Seite 17.
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kiilteren, die mit einander in Berithrung kamen, und fand also
wirklich Austausch eines stofflichen und in seiner Quantitit unver-
anderlichen Agens statt, so mufste der Verlust des wirmeren Korpers
an Wirmemenge gleich sein dem Gewinn des kilteren. Hieraus
ergiebt sich dann, dafs der eine Korper in einem gewissen Ver-
hiltnifs an Temperatur gewinnt, was der andere an ihr verliert,
wobei es aber nicht blofs auf ihre Massen ankommt, sondern auch
auf das Verhiltnils ihrer specifischen Wirmen. Haben schlielslich
beide dieselbe Endtemperatur <, und hat der zweite, sich abkiihlende,
Korper die Masse m/, Anfangstemperatur &', (> #,), die specifische
Wirme ¢, so giebt die Identitit des Warmequantums, welches dem
ersten zugefithrt wird, dem zweiten verloren geht, die Gleichung:
m.(F — F).e=m'.(F, —F).¢

oder:

¢ m i —

Ei Ot = @

In dieser Weise wiirde man aus Beobachtung der rechts stehen-
den Grifsen fiir zwei Korper das Verhéltnils der specifischen Wirme-
capacitiiten nach der sogenannten Mischungsmethode finden, auch
ohne Festsetzung einer willkiirlichen Kinheit; ebenso wie man aus
Wigungen und Volumenmessungen auch das Verhiltnils von speci-
fischen Gewichten finden kann, bevor man eine Kinheit gewihlt hat.
Beiderlei specifische Constanten sind auch insofern vergleichbar, als
es sich beide Mal um Dichtigkeitsverhiiltnisse in verschiedenen
Kérpern handelt, einmal der ponderablen Materie, einmal des Wirme-
stoffes (die Menge des letzteren bezogen auf gleiche Temperatur-
erhthung ausgehend von einer Temperatur, fiir welche der Wirme-
inhalt gleich Null ist).

Die gemachten Voraussetzungen lassen sich nun sogleich in der
Weise controliren, dafs man durch Versuche mit einem ersten
und einem zweiten Kborper fiir sie das Verhiltnils ¢'/c bestimmt;
dann durch Versuche mit demselben ersten und einem dritten
das Verhiiltnils ¢”/e; endlich durch Versuche mit dem zweiten und
dem dritten das Verhiiltnifs ¢/¢’. Dann mufs sich ergeben:

ci:,//—z gleich dem direct bestimmten e_"
Ferner miissen Versuche mit verschiedenen Wirmequellen bei sonst
gleichen Bedingungen stets zu denselben Werthen der specifischen
Wirmecapacititen fiir dieselben Korper fithren, und haben auch dazu
gefiihrt.

.
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Die Erfahrung hat gezeigt, dafs die durch vorstehende Betrach-
tungen eingefiihrten Verhiltnifszahlen, die specifischen Wirmen, in
der That feste Werthe haben fiir kleine Gebiete der Versuchstempera-
turen %, ¥, . Nimmt man ein solches kleines Temperaturgebiet
aber einmal in Gegenden von hoher, ein andermal in Gegenden nied-
riger Temperatur, so findet man, dals die Werthe der ¢ sich im
Allgemeinen etwas mit der Temperatur indern. HKs bleibt also die
Gleichung (1) nur richtig, wenn (%, — ;) sehr klein ist, gleich 4,
so dafs anch die zuzufithrende Wirmemenge nur klein ist, gleich
d @, und wir miissen schreiben:

iQ=m.c.d¥, ®)

wo nun ¢ innerhalb enger Temperaturgrenzen als constant betrachtet
werden darf, im Allgemeinen aber nur annihernd unabhingig von
der Temperatur, vielmehr streng genommen Function derselben ist,
Gerade beim Wasser ist die Veriinderlichkeit der specifischen Wirme
ziemlich auffallend und verursacht eine Complication in der Definition
der Calorie.?)

Mit den entwickelten Voraussetzungen unter Hinzunahme dieser
Modification stimmten, wie gesagt, die Untersuchungen der specifi-
schen Wirme bei Wirmeaustausch stets iiberein, soweit sie von
den #lteren Physikern durchgefithrt wurden und durchgefithrt werden
konnten. Sie beschriinkten sich eben wesentlich auf solche Fille,
wo man es nur zu thun hatte mit dem freiwillig erfolgenden Ueber-
gang der Wiirme von wirmeren zu kilteren Kérpern, wihrend keine
anderweitigen Arbeitsleistungen von den warmen Korpern erfordert
werden. Wenn letzteres aber der Fall ist, so kann man die Wirme,
wie wir spiiter sehen werden, nicht mehr als materielles Agens be-
trachten; es éndern sich fiir solche Fille auch wesentlich die Werthe
der Verhiltnifszahlen der specifischen Wirme.

§ 4. Latentwerden des Wirmestoffs bei Aenderungen des
Aggregatzustandes.

Es kam bei weiterer Ausdehnung der Betrachtungen {iber
den Wirmestoff die merkwiirdige Erscheinung der sogenannten la-
tenten Wirme bei Aenderungen des Aggregatzustandes in Betracht,
die eine Ausnahme fiir die Unzerstérbarkeit der Wirme, soweit sie

1) Siche hieriiber das Referat iiber die Wirmeeinheit von E. Warsura,
auf der Miinchener Naturforscherversamml, erstattet. Leipzig, bei Joh. Ambr.
Barth. 1900.

H. v. HELMuOLTZ, Theoret, Physik. Bd. VL 2
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durch das Thermometer nachweishar war, darbot. Brachte man
z. B. einen warmen Kborper in Berithrung mit Eis von 09 so
fand man, dass es nicht gelingt das Eis iiber 0° zu erwirmen,
sondern das Kis schmolz zum Theil (wenn in geniigender Menge
vorhanden) zu Wasser von 0° der warme Korper kiihlte sich
auch auf 0° ab, so dafs die ganze von ihm abgegebene Wiirme-
menge, wie es schien, spurlos verschwand. FEbenso zeigte sich bei
Wasser von 100° dem man durch eine Flamme fortwihrend Wirme
zufithrt, dafs es in einem offenen Gefilse nicht iiber 100° erwirmt
werden konnte, jedoch durch Sieden theilweiser Uebergang in Dampf
eintrat, der aber auch nicht wirmer als 100° war. Indessen er-
kannte man auch bald, dals, wenn man das Schmelzwasser von 0°
in Eis von 0° zuriickverwandeln wollte, man ihm Wirme entziehen
mufste, und zwar konnte man die ganze vorher beim Schmelzen
verschwundene Wirmemenge jetzt wieder dem Wasser entziehen.
Auch wenn man Dampf von 100° hineinleitete in Kiihlrohren, in
welchen er sich in Wasser von 100° verwandelte, so gab er dabei
an die Kiihlrohren Wirme ab; und zwar dieselben betrichtlichen
- Mengen, die dem Wasser beim Verdampfen zuzufithren waren, wie
das bei industriellen und h#uslichen Heizungsapparaten neuerdings
vielfach benutzt wird. Aus diesen Beobachtungen schlofs man, dafs
beim Schmelzen und Verdampfen der Wirmestoff nicht verloren ginge,
dafs er aber in eigenthiimlicher Weise durch die ponderable Masse,
in der er verweilte, so gebunden wurde, dals er unfiihlbar wurde
fiir Thermometer und die menschliche Haut; man bezeichnete die
Wiirme in diesem Zustande als latente Wirme. Sie war nicht ver-
nichtet; denn bei der entgegengesetzten Aggregatzustandsinderung
kam sie wieder zum Vorschein. Je nach dem Aggregatzustande
dachte man sich verschiedene Quanta des hypothetischen Wirme-
stoffes als gleichsam mit zur Constitution des betreffenden ponde-
rablen Korpers gehorig, so dafls also Wasser betrachtet wurde als
Eis von 0° verbunden mit einer gewissen iberschiissigen Quantitit
Wiirmestoffes, eine Verbindung, die man sich einer chemischen sehr
ahnlich dachte. Ebenso konnte man innerhalb gewisser Grenzen
wenigstens die Wasserdiimpfe betrachten als Verbindung des Wassers
mit einem noch gréfseren Quantum Wirmestoff.

In letzterem Kalle hiitte man dann beriicksichtigen miissen, dals
der Siedepunkt erheblich abhiingig ist vom Druck, und dafs mit der
Siedetemperatur zugleich auch die latente Wirme des Dampfes
vom Druck abhiingig ist, wie man in folgender Weise erkennt. Der
Wirmeinhalt der Masseneinheit Dampf von der Temperatur & ist
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jedenfalls um ein bestimmtes Wirmequantum grifser als derjenige
derselben Masse im fliissigen Zustande bei der niedrigeren Tempe-
ratur ;. Kinmal kann ich nun die Fliissigkeit bei %, verdampfen,
wozu die latente Wirme I, erforderlich ist, und dann den Dampf
von %, bis % erwirmen; ein anderes Mal kann ich zuerst (unter
gleichzeitiger Verhinderung des Verdampfens) die Fliissigkeit von
&, bis ¢ erwiirmen und sie dann erst verdampfen, wozu L erforderlich
sei. Die Vermehrung des Wirmeinhaltes ist in beiden Fillen (wenn
sonst keine Wirkungen der Wiirme geleistet werden) dieselbe; daraus
folgt, wenn ich mit ¢ die specifische Wirme der Fliissigkeit, mit ¢’
die des Dampfes bezeichne:

LD + ¢ (t?‘ — 19‘0) = 6(19' — !9'0) + Ly
oder:
Ly =Ly + (¢ = ¢).(F = &)

und da nun im Allgemeinen keineswegs ¢’ = ¢, d. h. da die specif.
Wirmen von Fliissigkeit und Dampf im Allgemeinen verschieden
sind, mufs auch Ls=L, sein. Die latente Wirme wire also ab-
hiingig von der Siedetemperatur und mit dieser vom Druck.

Die Quantitit der latenten Wirme konnte durch dieselben
calorimetrischen Methoden gefunden werden wie das Verhiltnils von
specifischen Wiirmen nach Gleichung (2). Durch solche Mischungs-
versuche von Eis mit warmem Wasser fand man, wie viel Calorieen
einem Gramm Kis von 0° zugefithrt werden mulsten, um es in
Wasser von 0° zu verwandeln. Es war nun weiterhin eine wesent-
liche Verbesserung der Calorimetrie, diese Wiirmemenge sozusagen
als neue secundire KEinheit zu wihlen, und ein Wirmequantum
zu messen durch die Menge Eis, die es zum Schmelzen bringen
konnte. Das hat schon Larrace versucht mittels seines Kiscalori-
meters bei Bestimmung der Wirmeentwicklung durch Verbrennung.
In vollkommenerer Weise ist dieses Princip neuerdings von RoBERT
Bunsen ausgefithrt worden. Seine Methode hat zu viel genaueren
und sichereren Messungen gefiihrt, als die #lteren Mischungmethoden,
bei denen es schwer ist zu verhindern, dafs nicht anderweite Wirme-
mengen durch Zuleitung oder Ableitung diejenige verfilschen, welche
man messen will. Auch ein Dampfcalorimeter ist von Bunsen gebaut
worden, welches die latente Wirme des Dampfes benutzt als secun-
diire Kinheit fiir die Messung anderer Wiirmemengen; es ist aller-
dings nicht so scharf, und so bequem zu gebrauchen, wie sein Eis-
calorimeter.

Die FErscheinung des Latentwerdens von Wérme findet sich
2'.
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nicht blofs beim Schmelzen und Sieden, sondern auch bei Aende-
rungen des krystallinischen Gefiiges (allotrope Modificationen); ebenso
wenn ein festes Salz sich auflést in einer Fliissigkeit, z. B. Wasser,
und bewirkt dann eine Abkiihlung, vorausgesetzt, dafs keine sehr
energische chemische Verwandtschaft zwischen Salz und Wasser
sich geltend macht. Auch wenn mit dem Eintritt einer chemischen
Verbindung zwischen verschiedenartigen Substanzen Aggregatzustands-
#nderungen verkniipft sind, so sind das Vorgiinge, welche unter den-
selben Gesichtspunkten betrachtet werden konnen wie Aenderungen
der latenten Wirme. So gelangt man auch zu der Vorstellung,
dafs Metalle, die sich unter der Einwirkung von elektrischen Strémen
in einer Siure auflisen, dals auch diese ein gewisses Quantum
latenter Wirme aufnehmen miissen beim Uebergang in den neuen
Zustand. Bisher sind diese Ueberginge meist noch nicht unter den
Begriff der latenten Wiirme gestellt worden; die Beziehungen, fiir
welche es passend ist, sie in dieser Weise zu betrachten, werden erst
spiter zu entwickeln sein. (Vgl. § 66).

§ 5. Der Wirmestoff bei chemischen Processen.

Weiter fiigte sich in den Vorstellungskreis vom Wesen der
‘Wirme als eines materiellen Imponderabile auch die Erzeugung von
Wirme durch chemische Processe, insoweit bei solchen nicht Arbeit
anderer Art geliefert oder vernichtet wird. Aus den Erfahrungen
des tiaglichen Lebens ist Jedem bekannt, dafs viele chemische Pro-
cesse, namentlich alle diejenigen, welche unter dem Einflusse einer
energischen Verwandtschaft vor sich gehen, mit gleichzeitiger Wirme-
entwickelung verbunden sind, die meist um so grofser ist, je gieriger
die Substanzen sich zu verbinden streben. In dieser Weise ent-
wickeln wir uns die grofsten zu praktischen Zwecken ausgebeuteten
Wirmemengen, nimlich durch Verbrennungsprocesse. Nicht jede
chemische Warmeerzeugung ist mit Feuer- und Lichterscheinungen
verbunden; ohne solche finden z. B. starke Erhitzungen statt bei der
Verbindung von concentrirter Schwefelsiiure, Kalihydrat, gebranntem
Kalk mit Wasser, zu welchem diese Substanzen eine energische Ver-
wandtschaft haben. Auf chemischen Processen beruht auch ein Theil
der Wirme, welche sich im Innern des Erdkdrpers findet,!) und

) In Steinkohlengruben findet sich hiiufig durch langsame Oxydation ein-
geschlossenen Eisenkieses starke lokale Wiirmeerzengung, die bis zur ,Selbst-
entziindung® der Kohle steigen kann. In den unteritalienischen Schwefelgruben
herrscht erhdhte Temperatur in Folge einer Art spontanen Hiittenprocesses in
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schliefslich sogar die Wirme unseres eigenen Korpers. Es giebt
aber auch chemische Processe, und zwar solche, welche bei Be-
rithrung der betreffenden Korper zwischen ihnen von selbst und ohne
weitere Unterstiitzung vor sich gehen, bei welchen im Gegensatze
zu den bisher erwihnten Vorgingen Wirmemengen gebunden werden.
Meistens geht bei diesen Fillen einer der reagirenden Korper aus
dem festen in den fliissigen, oder aus diesem in den gasformigen
Aggregatzustand itber; man kann dann annehmen, dafs das Wirme-
quantum, welches durch die Aggregatzustandséinderung latent wird,
grofser ist als dasjenige, welches durch die chemische Verbindung
an und fir sich entwickelt werden kann. So bei den Kilte-
mischungen.

Urspriinglich wurden nun auch diese Phiinomene theoretisch
unter die Voraussetzung von der stofflichen Natur des Wirmeagens
gebracht. Deren Durchfithrbarkeit bei der chemischen Wiirmeent-
wickelung lifst sich zuriickfithren auf die Vorstellung, das jedes
chemische Element und jede Verbindung nothwendig ein bestimmtes
Quantum des Wirmestoffes gleichsam in chemischer Bindung enthiilt,
welches festgehalten wird, solange nicht (entweder der Aggregat-
zustand oder) der Zustand chemischer Bindung wechselt. Zwei
Korper mit grofser chemischer Verwandtschaft geben bei ihrer Ver-
einigung einen Theil ihres Wirmestoffes ab, es bleibt ein geringeres
Quantum in der Verbindung zuriick, welches bei noch weiteren Ver-
bindungen mbglicher Weise auch noch frei gegeben werden und
ausscheiden kann.

War diese Anschauung zuliissig, so mulste es fiir die Menge
an Wirme, welche bei einem bestimmten chemischen Vorgang ent-
wickelt werden kann, ganz allein ankommen: erstens auf das Quantum
und den Zustand der Korper, welche vor dem Eintritt der chemischen
Verbindung vorhanden sind und in diese eingehen; und zweitens
auf die Endprodukte und den Zustand, in welchem sie sich bilden.
Dem Anfangszustand entspricht ein gewisses constitutionell ge-
bundenes Wiirmequantum, dem Endzustand ebenfalls. Was zwischen
Anfangs- und Endzustiinden liegt, durch welche Zwischenstadien
die Verbindungen hindurchgehen, die Art, Form und Schnelligkeit
des Ueberganges muls ohne allen Einflufs auf das Quantum an

dem Geestein, welches aus bitumintsem Material und Gyps besteht: der gediegene
Schwefel selbst ist das Product dieses Processes; den Gebieten des Schwefel-
vorkommens entspringen hiiufig warme Quellen. Auch mége noch die auf lang-
samer Oxydation beruhende abnorme Wiirme der Asphaltgruben von Lobsann
im Elsafs erwihnt werden. A. d. H.
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Wiirmestoff sein, welches bei dem Processe disponibel wird und ab-
gegeben werden kann. Dies hat sich in der That mit grofser Ge-
nauigkeit und bei einer ins Ungeheure gewachsenen Zahl von Fillen
bestitigt. Man pflegt bei der Angabe der chemischen Wirmeent-
wickelung oder ,Wiarmeténung* die zu verbindenden Korper im
Anfang auf dieselbe Temperatur zu bringen, und auf ebendieselbe
auch die Endproducte, so dafs man unabhingig ist von dem Ueber-
schufs oder Mangel an Wérmeinhalt, welcher einer hiheren bezw.
niedrigeren Temperatur entspricht.

Am schlagendsten zeigt sich der Sinn dieses Gesetzes vielleicht
durch die iiber die physiologische Wirmeerzeugung angestellten Ver-
suche. Man kann Nahrungsmittel einmal im Feuer verbrennen und
die dabei erzeugte Verbrennungswirme bestimmen, wenn diese der
Hauptsache nach kohlenstoff-, wasserstoff- und stickstoffhaltigen Sub-
stanzen zu Kohlenstiure und Wasser verbrannt werden, wiihrend noch
freier Stickstoff gebildet wird. Im thierischen Korper findet nun
auch eine theilweise Verbrennung der Nahrungsmittel statt, ver-
haltnifsmifsig sehr langsam und itber eine grofse Menge verschieden-
artiger Organe vertheilt; die nur unvollstindig verbrannten Reste
und die stickstoffhaltigen Substanzen werden in den Auswurfstoffen
ausgeschieden. Man kann nun die im thierischen Kérper durch eine
gewisse Menge von Nahrungsmitteln physiologisch erzeugte Wirme-
menge bestimmen, kann dann die Excremente verbrennen zu Kohlen-
sdure, Wasser (unter Abscheidung von freiem Stickstoff) und die
Verbrennungswiirme ebenfalls bestimmen; dann erhilt man dieselbe
Summe, wie wenn dasselbe Quantum an Nahrungsmitteln, in dem-
selben Zustande von Dichtigkeit, Aggregatzustand, chemischer Ver-
bindung direct zu denselben Endproducten verbrannt wird.

Die Schwierigkeiten, die ganze Menge der verschiedenartigen
Nahrungsmittel zu bestimmen und die Auswurfstoffe vollstindig zu
gewinnen, verhindert, dafs man bei diesem Versuch die #ulserste
Genaunigkeit erreicht; dies ist aber der Fall bei unziihligen rein
chemischen Processen, so complicirt sie auch sein mdgen. Man
kann z. B. ausgehend von gegebenen Hquivalenten Mengen Zink,
Sauerstoff, Wasserstoff, Schwefelsiiure (verdiinnt mit viel Wasser)
einmal den Sauerstoff mit dem Wasserstoff zu Wasser verbinden,
mit diesem die Schwefelsiiure noch weiter verdiinnen, und dann in
ihr das Zink auflésen (wobei Wasserstoff wieder entweicht); ein
anderes Mal zuerst das Zink oxydieren und dies Zinkoxyd in der
verdiinnten Schwefelsiure 16sen; beide Male ist die Wirmeténung
dieselbe. Diese Forderung, welche aus der Voraussetzung hergeleitet
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werden mufs, dafs wir es in jeder chemischen Verbindung mit einer
ibr in bestimmtem Verhiltnifs unveriinderlich zukommenden Ver-
einigung mit dem hypothetischen Wiirmestoff zu thun haben, be-
stitigt sich also in der That.

In allen bisher angefiihrten verschiedenartigen Thatsachen stiels
man noch auf keinen Widerspruch gegen die Hypothese des Wirme-
stoffes als einer imponderablen Substanz. Wie dies Gebiet von den
alteren Physikern unter dieser Annahme behandelt wurde, so kann
es auch immer noch behandelt werden. Die alte Anschauung ver-
sagt erst bei Processen, bei welchen auf Kosten des Wirmeagens
auch andere Arten von Arbeitsleistungen hervorgebracht werden,
indem z. B, die betreffenden Kérper ihr Volumen &éndern und dabei
einen Druck iiberwinden, oder indem wir die chemischen Processe
zur Erzeugung arbeitsfithiger galvanischer Strome benutzen. Solche
Processe wollen wir aber zun#chst von der Betrachtung ausschlielsen.

Zweiter Abschnitt.
Wiirmeleitung,

Erstes Kapitel.
Aufstellung der zu erfiillenden Gleichungen.

§ 6. Der Wirmestrom, seine Componenten, seine Dichtigkeit
und seine Intensitét.

Wir wollen nun, unsere Vorstellungen auf den Uebergang der
Wiirme von einem Korper zum anderen anwendend, diesen mathe-
matisch auszudriicken suchen. Das Resultat dieses Ueberganges ist,
wie wir gesehen haben, immer Ausgleichung der Temperaturdiffe-
renzen, und das mufs auch fiir die analytische Formulirung der
Ausgangspunkt sein. Von den Arten des Wirmeiiberganges soll
zuniichst die Leitung betrachtet werden. IThre Theorie ist namentlich
von Fourier ausgearbeitet worden; er hat wichtige und interessante
Methoden entwickelt, um die verschiedenen Vertheilungen der Wirme,
welche withrend der Leitung in verschiedenen Augenblicken eintreten,
kennen zu lernen. Uebrigens hat schon Isaac Newrox die ersten
Axiome fiir eine Theorie der Wiirmeleitung aufgestellt.
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Wenn wir die Bewegung einer stofflichen Substanz beschreiben,
so fassen wir einzelne materielle Punkte ins Auge, welche wiihrend
der Fortbewegung identisch bleiben; die aufeinander folgenden Orte
in der wechselnden Zeit bilden die Bahn eines materiellen Theilchens;
in jedem Augenblick kommt ihm eine bestimmte Geschwindigkeit
zu. Wenn nun auch die Vorstellung der Wirme als eines sub-
stantiellen Agens in vieler Hinsicht zutrifft, so fragt es sich doch,
ob wir von einer Fortleitung von einzelnen Theilchen dieses Agens
reden diirfen. Dazu haben wir in der That keine Berechtigung;
denn wir haben kein Mittel, um einzelne , Wiirmepunkte® als solche
einzeln zu erkennen und in ihrer Bewegung zu verfolgen; es hat
also auch keinen Sinn, von einer Geschwindigkeit der Wiarme-
theilchen zu sprechen, da wir {iberhaupt nicht wissen, ob solche
existiren. Auch das wird uns den Schlufs nahe legen, dals die
Wiirme wahrscheinlich iiberhaupt kein stoffliches Agens ist, wenn
sie auch in einem bestimmten Thatsachenbereich sich wie eine un-
zerstdrbare Substanz verhiilt. Uebrigens befinden wir uns auch
gewissen anderen physikalischen Agentien, z. B. der Elektricitiit
gegeniiber in dhnlicher Lage; auch bei ihr wiire es eine unbegriindete
Hypothese, wenn wir an ihre Fortbewegung im galvanischen Strome
die gewohnlichen Begriffe anlegen wollten, wie wir sie bei pon-
derablen Korpern brauchen. Bei solchen Agentien, wie es die Wirme
und die Elektricitit sind, konnen wir sinnlich nur erkennen, dals in
einer bestimmten Zeit durch eine bestimmte Fliche im Innern eines
Korpers oder durch die Trennungsfliche zweier Kiorper hindurch
ein gewisses Quantum des Agens hindurchgegangen ist. Das ist das
einzige Phitnomen, welches wir verfolgen kiénnen, und insofern nur
konnen wir davon reden, dals diese Agentien strémen.

Bei einem Wirmestrom durch eine physisch gegebene kleine
Fliche, konnen wir fragen, welches Wirmequantum wird durch ein
willkiirlich grofses Element d@ der kleinen Fliche hindurch von
einer Seite auf die andere Seite wihrend eines beliebigen Zeit-
elementes d/ hindurchgegangen sein. Diese Menge wird der Grolse
des Flichenelementes dw und der Dauer des Zeitelementes d¢ pro-
portional sein; denn der Strom kann durch eine kleine Fliche,
von welcher dw ein Element ist, hindurch als gleichmifsig verbreitet
und wihrend d¢ als ungeiindert betrachtet werden. Auflserdem wird
nun aber noch an ein und derselben Stelle bei ungeiinderter Grifse
der Fliache das hindurchtretende Wirmequantum abhéingen von ihrer
Richtung. Den von ihr abhéingigen Factor in dem Werthe jenes
Quantums wollen wir ¢, nennen, wo » die Normale auf d @ bedeutet,
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durch deren Richtung die von dw bestimmt ist; dann ist das
Quantum also gleich: ¢,.dw.d¢ Es lifst sich nun zeigen, dals g,
als die in die Richtung = fallende Componente einer Resultante
aufgefafst werden kann, ganz wie bei der Geschwindigkeit eines
Massenpunktes. Wir denken uns ein rechtwinkliges Coordinaten-
system; an irgend einer Stelle drei Ebenen parallel den Coordinaten-
ebenen, und unendlich nahe dem Schnittpunkt jener drei Ebenen
eine sie schneidende vierte Ebene, so dals von der rechtwinkligen
Ecke ein kleines Tetraeder abgegrenzt wird. Die auf der schriigen
vierten Ebene abgeschnittene Fliche sei das obige dw. Das kleine
Tetraeder liege von d m aus nach der Seite der positiven Coordinaten-
richtungen hin. Die rechtwinkligen drei anderen Dreiecke sind
gleich den Projectionen von dw auf die Coordinatenebenen, also ihr
Flicheninhalt gleich d @ multiplicirt mit dem Cosinus des Winkels,
den die Ebene von de mit der betreffenden Coordinatenebene bildet.
Dieser Cosinus ist nun gleich dem Cosinus des Winkels, den die
Normale auf d @ mit der Normalen auf jener Coordinatenebene bildet,

K4

=>F

Fig. 1.

wenn wenigstens dieser Winkel ein spitzer ist. Ob dies der Fall
ist, hiingt von der Festsetzung iiber die Richtung der Normalen ab,
welche ja auf jeder Fliche nach deren einer oder anderen Seite hin
genommen werden kann. Wir nehmen » auf dw nach dem Inneren
des kleinen Tetraeders hin gerichtet (Fig. 1. Als Richtung der
Normalen auf der y-z-Ebene nehmen wir die der positiven z-Rich-
tung parallele, und entspsechend fiir die anderen Coordinaten-
ebenen. Die Flicheninhalte der drei rechtwinkligen Dreiecke
werden dann
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parallel der y-x-Ebene: dw.cos(nz)
5 » a~w-Ebene: dw.cos(ny)
5 » z-y-Ebene: d . cos(nz)

Ferner denken wir uns die Wirme durch dw in das Innere des
Tetraeders eintreten, durch die drei rechtwinkligen Dreiecke aus-
treten. Analog dem Ausdrucke ¢,.dw.dt fiir das withrend d¢ durch
d w hindurchtretende Wirmequantum tritt dann in derselben Zeit
durch diejenige der Tetraederseiten, welche

parallel ist der y-z-Ebene, das Quantum: ¢, .dw cos(nz)dt
i » » ~-z-Ebene, 5 q,-do cos(ny)di
” »non W'Ebene’ » » Q.- dw cos(nzx)dt

Insgesammt tritt also wihrend d¢ in das Innere des Tetraeders mehr
ein als aus ihm heraus das Wirmequantum:

(9, — q,-cos(nz)— gy.ccs(ny} —q,.co8(nz)].dw.dt,

oder in der Zeiteinheit (den Wirmestrom withrend ihr ungeindert
fortgesetzt gedacht):

(g, — ¢,-co8 (n@) — q,.cos(ny) — q,.co8(nz)].dw

Diese Vermehrung des Wirmeinhaltes des kleinen Tetraeders kann
bei der selbstverstindlichen Voraussetzung einer stets endlichen
Wiirmedichtigkeit!) nur unendlich klein sein von derselben Grofsen-
ordnung wie das Volumen des kleinen Tetraeders, also von 3. Ordnung;
da aber dw nur von 2. Ordonung unendlich klein ist, mufs der
Klammerausdruck von 1. Ordnung unendlich klein sein, nimlich von
derselben Ordnung, wie die Kanten des kleinen Tetraeders. Lilst
man dessen rechtwinklige Ecke in die Fliche d w hineinriicken, so
bleibt die Richtung der Flichen und die Bedeutung der ¢ ungeiindert
und der Klammerausdruck wird gleich Null:

9, = ,-c08(n2) + g,.co8(ny) + g,.co8 (nz) (4)

Das ist der Zusammenhang des Factors ¢ fiir eine Fliiche von be-
liebiger Normalenrichtung » mit den besonderen Werthen, die er
annimmt fir drei Flichen an derselben Stelle des Korpers, aber
mit Normalenrichtungen parallel der z-, der y-, der z-Axe. Die
Gleichung (4) sagt aus, das ¢, aufgefalst werden kann als die in

1) Unendlich grofse Wirmedichtigkeit wiirde unendlich hohe Temperatur
bedeuten.
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die Richtung von = fallende Componente einer Resultante, deren
Componenten nach den drei Coordinatenrichtungen ¢, ¢ o sind.
Denn wenn ich mir g, als Strecke in der z-Richtung, und ent-
sprechend ¢, ¢, vom selben Punkt aus in der y- bezw. z-Richtung
abgetragen denke, und die aus ihnen nach den Regeln der Zusammen-
setzung von gerichteten Strecken gebildete Resultante mit ¢, und ihre
Richtung als die r-Richtung bezeichne, so ist

9, =¢,-c08(n2), ¢q,=9q,.cos(y), q,=4g,.cos(r,%) ®)
Diese Werthe in (4) eingesetzt, giebt
q, = ¢,C08(rz).cos (nx) 4 q, .cos(ry).cos(ny)+ g,.cos(rx).cos (nx)

oder:
9, = 7, - 608 (rn) (6)

Also erscheint ¢, als die Projection von ¢, auf die »-Richtung
oder kann als die in letztere Richtung fallende Componente von g,
angesehen werden. Der Zusammenhang zwischen g¢,, ¢, ¢,, ¢, einer-
seits und ¢, andererseits ist also den Gleichungen (5) und (6) zu
Folge sowohl nach Grifse wie Richtung derselbe, wie zwischen den
Componenten der Geschwindigkeit eines Massenpunktes und deren
Resultante. Daher nennt man g¢,, ¢, ¢, die in die Richtungen der
Coordinatenaxen fallenden Componenten des Warmestromes, ¢, die
resultirende Stromung und » deren Richtung.

Nun hingen die Factoren ¢, in der Weise zusammen mit der
Wirmemenge, welche withrend d¢ durch de hindurchtritt, dafs diese
gleich ¢ .dw.dt ist. Steht dw senkrecht auf der Richtung » der
resultirenden Strimung, so hat gegeniiber allen anderen Stellungen
von d w jene Wirmemenge den grofsten Werth und ist gleich ¢,.dw.di,
oder fiir die Zeiteinheit gedacht, gleich ¢ .dw. Daraus ist ersichtlich,
dals ¢,.dw dem entspricht, was man Stromintensitit nennt, und ¢,
der Stromdichtigkeit. Steht dw schrig gegen die Richtung r der
resultirenden Stromung, so ist das wiihrend d¢ durchtretende Wirme-
quantum gleich ¢,.cos(nr)dw.dt. Denselben Werth erhilt man,
wenn die in die Richtung von » fallende Componente der in Wirklich-
keit schrig durch de hindurchfliefsenden Gesammtstromung, also
wenn g, .cos (nr) als die Grofse einer senkrecht durch d @ hindurch-
tretenden Stromung aufgefalst wird. Letztere Auffassung ist von
Wichtigkeit fiir die folgende Ableitung.
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§ 7. Zusammenhang von Wirmestrom und Temperatur.

Wir wollen jetzt das Gesetz aufstellen, nach welchem sich
durch einen Wiirmestrom die Temperatur eines Elementarvolumens
innerhalb eines Korpers #ndert. Wir denken uns dieses als recht-
winkliges Parallelepipedon, dessen Kanten den Coordinatenaxen
parallel sind und die Léngen dz, dy, dx haben. Zu seiner Er-
wirmung um eine kleine Temperatursteigerung d ¢ ist eine Wirme-
menge d () erforderlich gleich dem Producte aus d mit der Warme-
capacitit des Volumenelementes, welch’ letatere wiederum gleich ist
der specifischen Wirmecapacitit ¢ der Substanz multiplicirt mit der
Masse des Elementarvolumens. Ist die Masse der Substanz gleich-
milfsig vertheilt (homogen), und ihre Dichtigkeit gleich & so ist

dQ = s.c.dxdydx.dd

Verstehen wir unter 4 die Temperaturinderung im Zeitelement

dt, so wird: )

dQ=e.a.dmdydx.%ti.dz, (1)
wo der partielle Differentialquotient zu schreiben ist, weil  aufser
von ¢ auch noch von den Coordinaten abhingt, letztere Abhiingig-
keit fiir das ruhende Volumenelement aber nicht in Betracht kommt.
Obigen Werth von ¢ Q haben wir gleich zu setzen dem Ueberschufls
der in das kleine Parallelepiped einstrémenden Wirme iiber die
ausstromende. Der resultirende Wirmestrom ist in irgend einer
Richtung zu den Flichen des Parallelepipeds geneigt; statt seiner
betrachten wir die durch die einzelnen Flichen senkrecht ein- bezw.
austretenden Componenten gemifs dem Schlulssatze des vorigen
Paragraphen. Durch die untere der rechteckigen Flichen dzdy
(die Coordinatenaxen wie in Figur 1 gedacht) strome Wirme ein;
die in der Richtung der positiven » wihrend d{ einstromend gedachte
Menge ist: g,.dxzdy.dt. Die durch die obere der Flichen dzdy
in der positiven x-Richtung ausstromende Wirmemenge braucht
nicht gleich zu sein jener einstromenden. Die Stromung kann am
Orte der oberen Fliche dichter oder diinner sein, als an dem der
unteren; es kann also ¢, zwischen beiden Flichen seinen Werth
andern. In der oberen Fliche hat x» einen um dx grifseren Werth;
es wird daher bei Vernachlissigung hoherer Potenzen von dz,
wenn ¢, fiir die untere Fliche gilt, an der oberen statt dessen zu
setzen sein:
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dq,
g, + > dz

und es tritt also withrend d¢ durch die obere Fliche dxzdy in der
+z-Richtung aus die Wirmemenge:

dq,
(9‘,+ T dx) dz.dy.di

Fiir die Strémung durch dieses Flichenpaar ergiebt sich also eine
Vermehrung des Wirmeinhalts gleich der durch die untere Fliche
einstromenden minus der durch die obere ausstrdmenden Menge,

also gleich
dq,
— dz.dxdy.dt

Ganz entsprechend findet man fiir die Vermehrung in Folge der
Stréomung durch das Flichenpaar parallel der y-x-Ebene

— —aa—m de.dydx.dt

und durch das Flichenpaar parallel der z-z-Ebene:

dgq,

Insgesammt ist also die Zunahme d Q des Wirmequantums in dem
Volumenelement durch die Strémung:

dQ =— ((')‘gz + aq” + 6 2 dedydxdi (8)
dy
Die Gleichsetzung der Ausdriicke (7) und (8) liefert:
dq, Ogq Oq, oY
Bo "0y T8 0By ®)

Diese erste (leichung, welche wir gewonnen haben, sagt aus, dafs
die Anhiufung von Wirme stets und itberall gleich ist dem Ueber-
schuls der zustrémenden iiber die abflielsende Wirme. Sie ist
analog der ,Continuititsgleichung® der Hydrodynamik.

Die weiteren Gleichungen, die wir zu bilden haben — es sind
ihrer noch drei —, miissen aussagen, dals Wiarmebewegungen nur
da vorkommen, wo Temperaturunterschiede vorhanden sind, und
in ihrer Richtung diesen entsprechen. Die Temperaturunterschiede
zwischen zwei sehr nahen Punkten sind jedenfalls nur klein, und
deshalb kann die Stirke der Stromung den kleinen Temperatur-
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unterschieden einfach proportional gesetzt werden. Wenn ferner
ein Temperaturgefille nur in der z-Richtung vorhanden ist, so kann
auch nur in [ihr ein Wirmestrom stattfinden, nicht aber in der y-
oder z-Richtung, in welch’ letzterer dann Punkte von gleicher Tem-
peratur neben einander liegen. Wenn nun allgemeiner auch in der
y- und z-Richtung Temperaturunterschiede herrschen, so ist anzu-
nehmen, dafs die in eine Richtung fallende Componente des Wirme-
stroms dem Temperaturgefiille in derselben einen Richtung pro-
portional ist. Letateres ist nun z. B. fiir die z-Richtung wiederum
proportional dem partiellen Differentialquotienten von % nach .
Der Wirmestrom fliefst in Richtung der abnehmenden Temperatur;
bezeichnet also & einen positiven Proportionalititsfactor, so werden
wir zu setzen haben:

0 03 a
9z=_kax'a qy=_"kws Qz=_ka (10)

Das so eingefiihrte % ist der Wirmeleitungscoefficient, der fiir ver-
schiedene Substanzen verschiedene Werte hat. Seine Bedeutung ist
anschaulich erkennbar, wenn man annimmt, dafls  nur von einer
Coordinate, etwa von z abhiingig und zwar eine lineare Function
von ihm sei, so dals d%/dx constant ist. Dann flielst die Wirme
nur in der z-Richtung, und die Stirke des Stromes ist iiberall die-
selbe. Denken wir uns einen Wiirfel, dessen Kanten parallel den
Coordinatenaxen und gleich der L#ngeneinheit sind. Dann hat
d¥[dz den Werth 1, wenn die beiden auf der z-Richtung senk-
rechten Flichen eine Temperaturdifferenz von 1° gegen einander
haben. Die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit durch eine
dieser Flichen hindurchstrémt, ist allgemein (abgesehen vom Vor-
zeichen) gleich %. ?92: Also folgt: das ,absolute Wirmeleitungs-
vermigen* k ist gleich der Wirmemenge, die in der Zeiteinheit
durch eine Seite eines Wiirfels stromt, dessen Kante = 1, wenn die
in der Stromrichtung einander gegeniiberliegenden Seiten einen
Temperaturunterschied von 1° haben.

Man macht gewohnlich mit NEwron die Annahme, dals & von
der Temperatur unabhiingig sei, was fiir kleine Temperaturbereiche
jedenfalls erlaubt ist, nicht aber fiir grifsere. Wenn wir die Ab-
hiingigkeit des % von der Temperatur beriicksichtigen wollten, so
konnten wir setzen & = f.¢ (%), wo f nun von # unabhiingig wiire;
die Temperaturfunction ¢ (%) kénnen wir uns aber auch als Differen-
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tialquotienten einer anderen f(:#) denken, so dafs &k =t.(df()/d )
wird. An Stelle der Gleichungen (10) treten dann:

df(#) 09

qz=—-f-—~d—&—-—a;- u. s. w. oder:
g 2T it B T
% = 0w '’ vy dy ’ : 0x

Da nun, wie wir im zweiten Paragraphen sahen, auch irgend eine
eindeutige Function der dort schliefslich festgesetzten Temperatur als
solche definirt werden konnte, ist keine fundamentale Aenderung
der Gleichungen (10) durch vorstehende Verallgemeinerung einge-
treten. Im Holgenden wollen wir uns immerhin NEwToN's Annahme
der Constanz von % aneignen.

Die Gleichungen (10) erlauben noch eine sehr anschauliche
Schlufsfolgerung. Wir wollen uns Flichen = const denken; fiir
jeden Wert der Constante erhalten wir eine andere Fliche; fiir
alle moglichen Werthe der Constante erhalten wir eine Flachen-
schar; keine Fliche durchschneidet eine andere; denn das wiirde
die Absurditit bedeuten, dafs an der Durchschnittsstelle % = const,
und auch = const, wire, die Temperatur also zwei Werthe hiitte. Die
Flichen ¢ = const nennt man: Isothermen. Wenn f(z, y, ) = const
die Gleichung einer Fliche ist, so gilt fiir die Cosinus der Winkel,
den die Normale v auf der Fliche an einer Stelle mit den Coordi-
natenrichtungen bildet, die Doppelgleichung:

of 9f of

cos (v, ) : cos (v, %) : cos (v, ) = 9o dvioe

Fiir eine Normale auf einer Isothermenfliche ist also:

08 09 09

cos (v, @) : cos (v,y): cos (v, x) = ﬂ:a_y":"&?
Aus den Gleichungen (10) folgt weiter:

619‘_6:9"619'_ e
0z 8y 0z =%

Nach den Gleichungen (5) ist:

9,4, q, = CO8(r,2): COS(r, y) : COS (r, %)
Also wird:

cos (v, x): cos (v, y) : cos (v, x) = cos (r,z): cos (r, %): cos (7, z),

woraus folgt, dals die Richtungen von r und » iibereinstimmen;
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d. h. der resultirende Wirmestrom steht iiberall senkrecht auf den
isothermen Flichen.

Weiter ist noch zu bemerken, dafs die Gleichungen (10) in der
Form aufgestellt sind, wie sie fiir isotrope Medien gelten. Bei
krystallinischen Medien aufser denen des reguliren Systems wiirde
zum Mindesten darauf Riicksicht zu nehmen sein, dafs die Wirme-
leitungsfihigkeit & fiir verschiedene Richtungen, also auch fiir die
@-, y- und z-Richtung verschiedene Werthe haben kann. Zur Ver-
meidung der daraus erwachsenden grofsen Verwicklungen unserer
Theorie beschriinke ich meine Darstellung auf den Fall von iso-
tropen Medien.

Fithren wir nun die drei Gleichungen (10) in (9) ein, so werden
die ¢ eliminirt, und wir bekommen:

e [ .09 d [, 0% d ([ 0% 0%
75 (*5a) + 75 (*3y) + 5 (Fgx) = ¢ @D

k, & und ¢ sollen gegebene Functionen der Coordinaten sein, wenn
sie itberhaupt von ihnen abhiingen, so dafs allein + als unbekannte
zu suchende Function der Coordinaten und der Zeit vorkommt. Die
abgeleitete partielle Differentialgleichung fiir :+ ist allen weiteren
Untersuchungen {iber die Wirmeleitung zu Grunde zu legen; sie
giebt das Gesetz an, nach dem die Temperatur sich dem Raume
und der Zeit nach #ndert.

§ 8. Ueber die ,,Art“* oder ,,Dimension* der vorkommenden
Grofsen.

Wir wollen uns noch dariiber klar werden, inwieweit sich die
vorkommenden Grofsen in absolutem Malfse messen lassen. Alle
Grifsen, welche man iiberhaupt physikalisch vollstindig bestimmen
kann, lassen sich zuriickfiihren auf die absoluten Mafseinheiten der
Lange, der Zeit und der Masse. Als solche werden in wissenschaft-
lichen Untersuchungen gewthnlich benutzt Centimeter, Gramm und
die Secunde mittlerer Sonnenzeit. In derselben Weise, wie die
Einheit einer abgeleiteten Grofse zusammengesetzt ist aus jenen
drei Grundeinheiten, ist auch die Gréfsenart oder die ,Dimension®
dieser Grofse zusammengesetzt aus Linge L, Zeit T und Masse M.
Nach der begrifflichen Fassung soll nun g,.d®.dt eine Wirme-
menge bezeichnen. Allgemein sind die Differentiale physikalischer
Grofsen immer von derselben Grofsenart, wie die endlichen Werthe
derselben Art; denn die Kleinheit ist dabei gleichgiiltig. s ist
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also dw eine Fliche, oder das Quadrat einer Linge, und d¢ ist
eine Zeit. Solche Aussagen iiber die Grofsenart pflegt man in der
Weise als Formeln zu schreiben, dafs man sowohl die abgeleitete
Gréfse, wie auch die Grundeinheiten in der Potenz, in welcher sie
vorkommen, in eckige Klammern einschliefst. Es ist also: [dw] = [L?]
und [d#] = [T] und folglich:

[ Wirmemenge]

%) = .

Von einer Wirmemenge haben wir gesehen, dals sie gewonnen wird
durch das Product einer Masse mit ihrer specifischen Capacitiit
und mit ihrer Temperatursteigerung. Die Grolsenart des Productes
einer specifischen Capacitit ¢ mit einer Temperatur 4 kionnen wir
noch nicht weiter zuriickfithren auf absolutes Mafs; dazu wiirden
wir erst spiter im Stande sein. Wir erhalten daher fiir die Com-
ponenten des Warmestromes folgende Zusammensetzung von Grofsen:

(M].[o. 9]
(%) = “rie.

Die Gleichungen (10) werden wir weiter benutzen konnen, um das
Wesen der Leitungsfihigkeit % herauszufinden; sie ergeben:

(9] _ [M].[e.T] (2] [c]
kl.mrn = —==5- == oder [k]=Fcis
Wy = T W= 1. m

Die Gleichung (11), welche das Gesetz der Wirmeleitung zusammen-

falste, denke ich mir durch ¢ dividirt. Wenn % constant ist, tritt

es vor die Differentiationszeichen; und die beiden Grifsen kommen

nur in der Verbindung k/e vor. Deren Grofsenart ist nach dem

Vorhergehenden:
[?ﬂ] i
el [£].[T]

Die Natur des in der Wirmeleitungsgleichung auftretenden Quo-
tienten k/c lifst sich also vollstindig auf absolutes Mals zuriick-
fiihren; und ebenso selbstverstindlich dieser Quotient noch dividirt
durch die Dichtigkeit e, also durch den Quotienten einer Masse
durch ein Volumen?):

k
') Der Quotient —, der unter der obigen Voraussetzung als einheitliche

Constante in der Differentialgleichung (11) auftritt, wird ,,Temperaturleit-
vermdgen* genannt. A. d H
H. v. Hernmoutz, Theoret. Physik. Bd. VI. 3
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- of

e.s) [L].[7] [A]
_ [L*4] _ Piche
T [T] T Zeit
(Wenn & nicht constant ist, treten noch Verbindungen von der
0k ; ; [] ;
Form 52 [ ¢ auf, deren Dimension AT wird.)

Durch solche Betrachtungen, welche aus den urspriinglichen
Gleichungen eines Problems hervorgehen, mufs man die Art der
Grofsen finden, mit welchen man jedesmal zu thun hat; diese ist
immer zu beriicksichtigen, sobald man zu eigentlichen physikalischen
Messungen itbergeht und die Theorie auf solche anwendet, wie wir
auch noch weiterhin sehen werden.

§ 9. Verhalten der Wirmestromung an der Berlihrungs-
fliche zweier Wirmeleiter.

Es fragt sich zuniichst, ob und unter welcher Bedingung die
Differentialgleichung (11) anch den Verlauf der Temperatur be-
schreibt an Stellen, wo zwei Kbérper von verschiedenem Leitungs-
vermogen aneinanderstolsen.

Ein Resultat ergiebt sich dann schon aus der blofsen Be-
trachtung der Form der Differentialgleichung. Wenn sie analytisch
einen Sinn haben soll — und das muls sie immer; denn sie hat
ja einen einfachen physikalischen Sinn — miissen die vorkommen-
den Differentiationen moglich sein. & wird im Allgemeinen immer
sich continuirlich #ndern. Allerdings kann man von Anfangs-
momenten ausgehen, bei welchen an Grenzstellen jihe Temperatur-
spriinge vorkommen; z. B, kann man zwei getrennte Koérper vorher
auf ganz verschiedene Temperaturen und erst in einem gegebenen
Moment in Berithrung mit einander bringen. Indessen ver-
schwindet dann unmittelbar nach der Berithrung der jihe Sprung
und geht sofort iiber in einen zwar sehr schnellen Abfall der Tem-
peratur, der aber doch immerhin continuirlich ist und die Bildung
des ersten Differentialquotienten von & erlaubt. Das geniigt aber
noch nicht; es miissen zur Giiltigkeit von (11) auch noch die Producte

o ’ . : ; .
k. ) u. s. w. differentiirbar sein. Wenn wir nun zwei zusammen-
xr

haftende Korper von verschiedemem Leitungsvermogen betrachten,
80 ist % an der Grenze discontinuirlich. Wir denken uns voriiber-
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gehend, fiir die augenblickliche Betrachtung, die y-z-Ebene parallel
der Grenzfliche, oder, wenn letztere gekriimmt ist, parallel ihrer
Tangentialebene an der betrachteten Stelle. In deren Nihe ist dann
k nach y und x continuirlich, nach z aber beim Durchgang durch
die Grenzfliche selbst discontinuirlich. Die z-Richtung ist dann die
Richtung der Normale auf der Grenzfliche, und soll deshalb als
N-Richtung bezeichnet werden, auf welcher ein Lingenelement d N

. . 0 . 09 0 09
dem dz entspricht. Damit nun 92 (}u- 6;!:) =N (kﬁ) auch
beim Durchgang durch die Grenzfliche, trotz der Discontinuitit von
k einen Sinn behilt, muls kg—l; continuirlich bleiben, oder unend-
lich nahe der Grenzfliche auf ihren beiden 2
Seiten denselben Werth haben. Ich denke mir
nun die Normalenrichtung, wie es gewdhnlich A

geschieht, in einem betrachteten Korper jedes-

mal von der Grenzfliche aus nach seinem

Innern hin gerichtet, und denke mir N jedes-

mal in dieser Richtung wachsend. Dann hat

fiir den Korper 1 mit der Leitungsfihigkeit %, Fig. 2.

die Normale N, auf der Berithrungsfliche

an derselben Stelle entgegengesetzte Richtung wie die Normale N, fiir
den anderen Korper 2 mit der Leitungsfihigkeit k, (Fig. 2). Unser
obiges Resultat, dafs A%—%— (wo N seine Richtung nicht wechselte)
beim Durchgang durch die Grenzfliche continuirlich bleibt, kann
daher auch in den Formen geschrieben werden, dals auf beiden
Seiten der Grenzfliche sein muls:

0 GRS 0 0

IW:—A‘?TNZ’ Oder: klﬁ-f-ksg—lvs-:

k 0 (12)

Diese Bedingung fiir den Wirmestrom an solchen Stellen, wo
verschiedene Korper sich gegenseitig berithren, geht auch unmittelbar
aus unseren Vorstellungen iiber das Strémen der Wéarme hervor.
Die Wirmemenge, welche aus dem einen Kérper nach der Grenz-
fliche hinflie(st, mufs gleich sein derjenigen, welche auf der anderen
Seite abfliefst. Denn die Grenzfliche als ein geometrisches Gebilde
vom Volumen Null hat keine von Null verschiedene endliche Capa-
citit fiir Wirme. Wire daher der Zustrom zu ihr aus dem einen
Koérper griofser oder kleiner als der Abstrom in den anderen, so

miifste momentan eine unendlich grofse Temperatursteigerung bezw.
3*
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Abkithlung in der Grenzfliche eintreten. Das mufs physikalisch als
unmbglich bezeichnet werden. Nehmen wir an — was aber gleich-
giiltig ist — der Zustrom geschehe vom Korper 1 her; dann fliefst
die Wirme der Richtung von N, entgegen, und die Stirke des Zu-
stromes ist also gleich — g, (bezogen auf die Flichen- und die
Zeiteinheit), Der Abfluls nach dem Korper 2 hin geschieht in
Richtung von N,, und seine Starke ist daher gleich +g¢,. KEs
mufs also sein:
— 8y =+q

Denke mir nun wieder voriibergehend die z-Richtung senkrecht
zur Grenzfliche, so ist nach den Gleichungen (10):

R o0&

kl.-—a_hrlg qNg=—-ka"'al\rz!

Iy,

so dafs wir auch so zu der Gleichung (12) kommen. Die Erfiillung
von (12) bedeutet also, dafs in der Grenzfliche keine Anhiufung
von Wirme stattfindet. Dann gilt aber die ,Continuitits®-Glei-
chung (9) ungestort auch iiber solche Berithrungsflichen hinweg, und
da (11) aus (9) hervorging, giebt also (12) die Bedingung an fiir die
Giiltigkeit von (11) auch beim Durchgang durch Flichen, in welchen
zwei verschieden leitende Korper zusammenstofsen; beide zusammen
kinnen dann als ein leitendes System betrachtet werden.?)

& 10. Zeitliche Anfangsbedingungen und kdrperliche
Grenzbedingungen.

Zur Vervollstindigung der Grundlagen ist nun noch hinzu-
zufiigen, dafs durch die partielle Differentialgleichung (11) allein
noch nicht % als Function von z, , » und ¢ bestimmt ist. Viel-
mehr kann in den einzelnen Fillen der Temperaturverlauf noch
aufserordentlich verschieden sein, je nach dem gegebenen Anfangs-
zustand, und je nach den Bedingungen fiir die Grenzflichen des betrach-

1) Aus der Gleichung (12) folgt ein Brechungsgesetz fiir die Isothermen
ihnlich wie Kircuuorr aus der analogen Gleichung fiir strémende Elektricitit
ein Brechungsgesetz fiir deren Stromlinien abgeleitet hat. (Vorlesungen iiber
Elektricitit n. Magnetismus S. 123.) Methoden zur Sichtbarmachung dieser Iso-
thermenbrechung und ihre Benutzung zum Vergleich von Wiirmeleitfihig-
keiten, sieche Wiep. Ann. 64, p. 95, 1898: W. Voier mit Benutzung von Elaidin-
siiure; mit Benutzung von Kupfer-Quecksilberjodid: Sitz.-Ber. d. Naturforsch.
Ges. zu Marburg, 1902, 25. Juni; Naturw. Rdsch. 17, Nr. 88, 18. September 1902..

A. d. H.
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teten Korpers. Damit ¢ bestimmt sei, mufs erstens die Temperatur-
vertheilung im Innern des Korpers fiir den ersten Zeitaugenblick,
von welchem ab wir die Wirmebewegung berechnen wollen, als
Function der Coordinaten bekannt sein. Je nach den vorher-
gehenden #ulseren Einwirkungen konnen darin ja die grofsten Ver-
schiedenheiten herrschen. Damit ist aber der weitere Verlauf der
Temperaturen an jeder Stelle noch nicht festgelegt; sondern es
mufs zweitens noch angegeben sein, ob dem betrachteten Korper an
seinen Grenzflichen Wirmemengen zugefithrt oder entzogen werden,
oder ob er seine Wirme durch Ausstrahlung verliert, oder unter
welchen anderen Bedingungen seine Grenzfliichen stehen. Dann erst
ist durch (11) & in seiner Abhingigkeit von Ort und Zeit gegeben.
Die Differentialgleichung allein beschreibt zwar den Ablauf der
Temperaturinderungen, aber insofern unbestimmt, als die Lsungen
jedem beliebigen Anfangszustand und allen moglichen Grenzverhilt-
nissen anpalsbhar sein miissen. Mit den wichtigsten Fiillen der korper-
lichen Grenzbedingungen wollen wir uns nun zunichst befassen.

s kann als Bedingung gestellt sein, dafs fiir gewisse Teile der
Oberfliche die Temperatur constant erhalten wird, z B. durch
Bespiillung mit Wasser von bestimmter Temperatur. Oder aber,
es kann auch allgemeiner die Temperatur an der Oberfliiche kiinst-
lich gleich einer gegebenen Function der Coordinaten und der
Zeit erhalten werden. Hierzu ist vorlaufig weiter nichts zu bemerken.

Grenzbedingung fiir einen wichtigen Fall ist die, dafs die Ober-
fliiche des betrachteten Korpers oder Korpersystems Wirmestrahlen
aussendet gegen eine in der Entfernung ihr gegeniiberstehende
Fliche. In Bezug auf die Strahlung begniigt man sich in der
Regel mit der zuerst von NEwrToN gemachten Annahme, dals ihre
Intensitit proportional sei dem Unterschiede der Temperaturen der
beiden einander zustrahlenden Flichen. Diese Annahme, welche
der fiir die Wirmeleitung zu Grunde gelegten villig analog ist,
pafst aber nur fiir kleine Temperaturunterschiede. Wir schlielsen
uns ihr aber an, und setzen also, wenn & die Temperatur der
strahlenden Oberfliche, bezw. eines bestimmten Flichenelementes
derselben, &, die constante der gegeniiberstehenden bestrahlten
Hiille ist, die ausgestrahlte Wirmemenge proportional (J — ).
Sie wird ferner ceteris paribus der Ausdehnung der Fliche und
der Zeit proportional sein. Die vom Flichenelement dw wiihrend
dt ausgestrahlte Wirmemenge setzen wir mithin gleich:

ho(d—3).do.dt,
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wo k ein Proportionalitatsfactor ist, den wir die Strahlungsconstante
der gegebenen Oberfliiche nennen konnen. In derselben Zeit stromt
dem Flachenelement dw aus dem Innern des Korpers zu die
Wirmemenge:

0
—QN.dm.dﬁ=k-~é~ﬁdm.dﬁ,

wo N wieder nach dem Innern hin wachsend gedacht ist. Aus
denselben Griinden wie vorhin mufs nun die der Grenzfliche zu-
fliefsende Wirmemenge gleich sein der abgegebenen, so dafs fiir
diesen Fall sich die Grenzbedingung ergiebt:

0 —

k.a—Nzh(&— ) (13)
Von derselben Form wiirde die Grenzbedingung sein, wenn — etwa
durch lebhaftes Umriihren einer den Korper beriithrenden Fliissigkeit
— die Temperatur der Umgebung constant auf %, erhalten wird,
und ein endlicher Temperaturiiberschufs der Grenzfliche des Korpers
gegen seine Umgebung als modglich angesehen wird. Der Factor &
bedeutet dann die ,julsere Wirmeleitungsfihigkeit.

Eine besonders einfache Form nimmt die Grenzgleichung (13)
an, sobald %, constant ist, und festgesetzt wird, dafs das variable
von &, aus gerechnet werde, so dals #,6 =0 zu setzen ist. Ks
wird dann

kg—i =h.& (18a)
Durch diese Festsetzung des Nullpunktes wird in allen anderen vor-
kommenden Ausdriicken nichts geiindert, da sie alle nicht die Tempe-
ratur selbst, sondern nur ihre Differentialquotienten enthalten.

Die Gleichung (13) oder (13a) gilt fir diese wichtigen Fille
der Grenzverhiltnisse. Aber wir werden auch auf Probleme stolsen,
in denen noch ganz andere Bedingungen gegeben sind; z. B. kann
die Grenzfliche gleichzeitig eine Zufiihrungsstelle fiir Wiirmemengen
sein, die in der Nachbarschaft erzeugt und dem betrachteten Korper
zugefithrt werden. An solchen Stellen ist der Abflufs an Wirme
in das Innere des Korpers hinein gleich der gegebenen von auflsen
zugefithrten Menge. Letztere kann an verschiedenen Punkten der
Oberfliche und auch zu verschiedenen Zeiten verschieden sein, ist
also eine Function ¢ der Coordinaten und der Zeit. In analoger
Weise, wie (13) hergeleitet wurde, folgt daher jetzt fiir solche Zu-
fuhrstellen:
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AT (14)

ON
Ein Specialfall wiirde sein, dafs weder Strahlung noch ander-
weitige Wirmeentziehung oder Zufuhr an der Oberfliche stattfindet.
Aus (13) und (14) folgt dann iibereinstimmend:

0

an="

wie auch aus (12) folgen wiirde, wenn der betrachtete Korper an
einen anderen vom Leitungsvermigen k, = 0 anstofst. 09/ N =0
bedeutet, dafs gy =0 ist: es fliefst keine Wirme aus dem Innern
zur Grenzfliche hin.

Zweites Kapitel.

Ueber die Moglichkeit, aus bekannten Liésungen neue zu
gewinnen.

§ 11. Superposition der Ldsungen homogener linearer
Differentialgleichungen.

Fiir die Losungen der Differentialgleichung (11) ist von besonderer
Wichtigkeit, dafs sie homogen und linear ist. Unter homogenen
linearen Differentialgleichungen versteht man solche, in denen jedes
einzelne der additiv mit einander verbundenen Glieder entweder die
zu suchende Function (hier ) selbst oder einen ihrer Differential-
quotienten einmal und nur einmal als Factor enthilt. Dies ist der
Fall in der Differentialgleichung (11), in der Uebergangsbedingung
(12) und auch in der Grenzgleichung (13a). Wenn unter geinderten
physikalischen Bedingungen in einer der Grenzgleichungen anstatt
(18a) Glieder sich hinzufiigen, welche frei sind von #, aber die un-
abhiingigen Variablen z, y, #, ¢ oder bekannte Functionen vyon ihnen
enthalten konnen, wie in (14), so wiirden wir die Gleichung noch
als lineare bezeichnen, aber nicht mehr als homogene.

In der theoretischen Physik sind eigentlich breit entwickelt nur
diejenigen Gebiete, welche auf lineare Differentialgleichungen zuriick-
gefiihrt werden konnen; Differentialgleichungen von hioherem Grade
werden nur sehr selten behandelt und konnen nur ausnahmsweise
auf ihre Integrale gepriift werden. In Kolge dessen spielt eine
wichtige im Folgenden auseinandergesetzte gemeinsame Eigenschaft
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der linearen Gleichungen auch eine hervorragende Rolle in fast
simmtlichen physikalischen Untersuchungen.

Wenn wir eine der moglichen Lésungen der Differential-
gleichung (11) haben, die wir mit #, bezeichnen wollen, so kénnen
wir sie zuniichst mit einer Constanten 4, mulfipliciren; dann ist
A, %, ebenfalls wieder eine Losung. Denn, denke ich mir (11) hin-
geschrieben fiir die specielle Function ¢, von z, y, # und ¢, und
denke mir dann alle Glieder mit 4, multiplicirt, so kann letzteres
unter die Differentiationszeichen gezogen werden, und ich habe
a (kglﬂ_l) + 0 (ka.{l{}l)

oz dx dy dy 5
0 (048 _ 04 (15)
Toz\% 8 )T at

Hier steht 4, &, an Stelle des allgemeinen % in (11), ist also eine
Losung dieser Differentialgleichung. Finden wir eine andere Losung
— ich will sie #, nennen —, so konnen wir auch sie mit einer
anderen Constantan 4, muItipliciren, dann ist in derselben Weise:

04y 9y L 04y,
aa,- FE +6y ~% ) "
0 [ 04,9 04,9
+ 55 (BT = e

Addiren wir die beiden Gleichungen (15) und (16), so kann man
Glied fiir Glied addiren, und die Summe folgendermalsen schreiben:
O [, O+ 4,9)] | O [, 049 + 4,8
dx 6‘:1: 6‘y 0y %
L O[O+ 0] oty + 40y [ D
0z 0z ot

Dies ist wiederum eine Gleichung von demselben Schema wie (11),
aber genommen fiir (4, %, + 4, :9,), welcher Ausdruck also ebenfalls
der Differentialgleichung (11) geniigt. Daraus ergiebt sich die Regel:
Wenn wir fiir eine lineare homogene Differentialgleichung mehrere
ihr geniigende Functionen der unabhingigen Variabeln gefunden
haben, so konnen wir jede mit einer beliebigen Constanten multipli-
ciren, und diese Einzelproducte zu einander addiren (oder subtra-
hiren); dann ist die Summe wieder Lisung der Differentialgleichung.
Das gilt nicht nur fiir zwei, sondern fiir beliebig viele einzelne
Losungen: jeder aus ihnen homogen und linear zusammengesetzte
Ausdruck (4, %) ist eine neue Function, welche der gegebenen
a
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Gleichung geniigt. Man bezeichnet im Allgemeinen einen solchen
Vorgang, welcher als die algebraische Summe zweier ihm gleich-
artiger Kinzelvorginge betrachtet werden kann, als deren Super-
position. Alle Bewegungen, Verinderungen, Vorginge, welche in der
Physik dargestellt werden kénnen durch die Losung von linearen
homogenen Differentialgleichungen, haben die Eigenschaft mit ein-
ander gemein, dals verschiedene Liosungen, entsprechend ver-
schiedenen Verinderungen, sich additiv ,superponiren®, zu einander
figen konnen. Dabei konnen wir es zu thun haben nur mit einer
Intensititsgrifse, die in einem Punkte einen bestimmten Werth hat,
wie die Temperatur; oder auch mit einer gerichteten Grifse, der an
Jjeder Stelle aufser Intensitit noch eine bestimmte Richtung zukommt.
Letzterer Fall liegt uns hier ebenfalls vor, wie wir sogleich erkennen
werden.

Der einfachste Fall von solchen Grofsen, welche vollstindig
erst durch Intensitit und Richtung charakterisirt werden, sind schon
gerichtete Strecken, also Léngen, die etwa Verschiebungen eines
materiellen Punktes bezeichnen. Mehrere solche nacheinander ein-
tretende Verschiebungen desselben Punktes setzen sich zusammen
zu einer Gesammtverschiebung nach dem Gesetze der geometrischen
Addition, indem jede Einzelverschiebung ihre urspriingliche Linge
und Richtung bewahrt und ihre Enden aneinander gesetzt werden.
(Parallelogramm der Verschiebungen.) Die Resultante, welche aus
dieser Construction hervorgeht und die Anfangslage des betrachteten
Punktes mit seiner Endlage verbindet, kann betrachtet werden als
eine Gesammtbewegung, in der noch alle einzelnen Bewegungen
ungestort durch die iibrigen vorhanden sind, sowie in einer Summe
noch die einzelnen Glieder vorhanden sind, jedes mit unveriinderter
Einzelgrofse. Nach demselben Gesetze der geometrischen Addition
setzen sich die Wege eines materiellen Punktes wiithrend sehr kurzer
Zeit, also Geschwindigkeiten, zu einer Resultante zusammen; dann
auch Beschleunigungen (Parallelogramm der Geschwindigkeiten, der
Beschleunigungen); ebenso auch die Geschwindigkeiten von Drehungen
um bestimmt gerichtete Axen. Analytisch findet dies seinen Aus-
druck darin, dafs die Projectionen der Resultante auf drei
rechtwinklige Coordinatenaxen gleich sind der algebraischen
Summe der Projectionen der Hinzelstrecken auf dieselben
Axen.

Das bezeichnet man als die Superposition von Bewegungen,
welche einzeln vor sich gehen konnen, zu einer Gesammtbewegung.

In analoger Weise fiigen sich einzelne Zustandsiinderungen bei
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Problemen, die auf die Ldsung linearer homogener Differential-
gleichungen zuriickgefiihrt werden konnen, durch Superposition zu
einer Gesammtinderung zusammen, wie wir dies in den Gleichungen
(15), (16) und (17) gesehen haben. Und zwar sahen wir dies bereits
fiir die blofse Intensitiitsgrifse, die Temperatur; indem die Einzel-
fille in (15) & = 4,%,; in (16) " = 4,9,; die Superposition
beider in (17) & = 4, ¢, + 4,3, waren. Die Superposition gilt
aber auch fiir die gerichtete Griofse, den Wirmestrom. Dessen Com-
ponenten sind im Falle von Gleichung (15):
RV " 0 a9

=—-k4-—- q’:—-k—-——

%z Gz’ W dy '’ £ oz’

im Falle von Gleichung (17):

— ka &fﬂ . - 6 &H! ) P 6 "
&= = oz ' W oy’ & T dz

und da " = 9 + 4, so sind auch:
qz.m — qxr + q:”, gy;u o= qyr + qyn’ g‘ru — q; _]_ qzu’

das heilst: die Componenten der zusammengesetzten Wirmestromung
nach den Coordinatenrichtungen sind gleich der algebraischen Summe
der Componenten der beiden einzelnen Stromungen; es findet also
einfache Superposition statt. Wirmestromungen kann man mithin
geometrisch addiren wie gerichtete Strecken.

Die Superponirbarkeit von Losungen %, die durch die Differential-
gleichung (11) der Wirmeleitung immer erlaubt ist, bleibt auch
durch die korperlichen Grenzbedingungen ungestort, so lange
diese linear und homogen in Bezug auf % und seine Differential-
quotienten sind, wie (13a). Es lassen sich dann auch die Gleichungen
wie (18a) fir ' = 4,9, und fir 4" = 4,9, addiren und geben
eine von derselben Form fiir 4" = & + &".

Es ist verhiiltnifsmifsig sehr viel einfacher, dergleichen physi-
kalische Probleme zu behandeln, bei deren Lisungen Superposition
gilt, als wenn das Hinzukommen neuer Einzelvorginge die bereits
vorhandenen stort, so dals sich die einzelnen nicht unveriindert zu-
sammensetzen. Dies sieht man sogleich ein, wenn man bedenkt,
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dafs man Losungen der Differentialgleichung (11) sucht, welche nicht
nur bestimmten kérperlichen Grenzbedingungen, sondern auch ge-
gebenen Anfangszustinden entsprechen. Eine partielle Losung
& giebt fiir die Ausgangszeit eine bestimmte anfiingliche Temperatur-
vertheilung; eine andere Liosung 9 giebt eine andere Anfangsver-
theilung u. s. f. Eine durch Superposition der einzelnen Lidsungen
erhaltene neue Lisung " = &' + " giebt auch fiir die Anfangszeit
eine Vertheilung der Temperatur, bei welcher diese an jedem Ort
gleich der Summe der beiden Werthe ist, die sie in den Kinzel-
fillen hatte. Die allgemeinste Superposition > 4, ¢, partieller
a

Liosungen lifst sich also einer aufserordentlich grofsen Mannigfaltig-
keit von Anfangszustinden anpassen. Wir kinnen sogar kurzweg
sagen: bei solchen Aufgaben, wo wir die partiellen Liésungen fiir
eine geniigende Anzahl von Einzelfiillen finden konnen, kann die
vollstindige Losung fiir jeden willkiirlich gegebenen Anfangszustand
angegeben werden. Diese Behauptung werden wir spiter mehrfach
bewahrheiten.

§ 12. Die Grenzbedingungen seien nicht homogen.

In denjenigen Fillen, wie z. B. in denen von Gleichung (14), wo
die Grenzbedingungen nicht homogen sind, gilt auch in Bezug auf
diese nicht mehr die directe Superponirbarkeit mehrerer Lisungen.
Es sei %' eine Losung der Differentialgleichung (11), welche zugleich
einem gegebenen System der Wirmezufithrung, also der aus (14)
fiir den vorliegenden speciellen Fall hervorgehenden Gleichung:

AN LY 18)
geniigt.

Fiir eine andere Anordnung und Stirke der Wirmezufihrung
sei " eine Liésung, so dafs

6&!'
553}' =@,z ¥ % 1) (19)

Die Addition beider Gleichungen giebt fiir 4 = ' 4 & die neue

Gleichung: 5 ’
‘9‘01

Die Summe 4" der Einzellosungen entspricht also einer ge-
dnderten Aufgabe, nimlich der, dals die Wirmezufithrung von auflsen
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nach Stirke und Vertheilung die Summe derjenigen ist, welche in
den beiden Einzelfillen stattgefunden haben. Wenn also im ersten
Falle allein einer bestimmten Stelle der Grenze Wirme zugefithrt
wird, im zweiten allein einer anderen bestimmten Stelle, so giebt
die Summe die Temperaturvertheilung, wenn beiden Stellen der
Grenze jene Wirmemengen gleichzeitig zugefithrt werden.

Besonders wichtig ist noch die Combination von Fillen, bei
deren einem in der Grenzbedingung ein nicht homogenes Glied vor-
kommt, wie in (18); wihrend letzteres bei dem anderen Falle fehlt,
in (19) also ¢, = 0 gesetzt wird, so dals kgl} = 0 wird, welche
Bedingung auch aus (12) fiir &, = 0 oder aus (13) fiir 4 = 0 hervor-
gehen wiirde. HEs ist dann " eine Lisung der Differentialgleichung
(11) unter Hinzutritt homogener kdrperlicher Grenzbedingungen,
80 dafs ich, wenn ich mehrere Lisungen #” finde, diese unbeschrinkt
superponiren kann. Die Addition der Gleichung (18) und der jetzt

an Stelle von (19) tretenden

6 [9'”
ké‘_f =0 (19a)
giebt statt (20):
6&5!.‘
kﬁ" = (% ¥ % 0 (20a)

so dals die Summe " jetzt derselben infseren Wirmezufuhr ent-
spricht, wie die Kinzellosung #. Haben wir daher eine einzige
Losung «# fiir die Differentialgleichung (11) und die nicht-homogene
Gleichung (18) gefunden, so konnen wir dazu addiren eine Super-
position > 4, .7 aller uns bekannten Lidsungen fiir (11) und die

homogene Gleichung (19a), welche aus jener dadurch hervorgeht,
dafs das nicht-homogene Glied gleich Null gesetzt wird. [Umgekehrt
lifst sich ja auch leicht einsehen, dals zwei Ldsungen &, und &,
von (11) und derselben nicht-homogenen Gleichung (18) sich nur
unterscheiden konnen um Functionen, welche eine Losung der homo-
genen Gleichung (19a) bilden. Denn die Subtraction der beiden
(Fleichungen:
03 g,

gt BTV 2
boN =% an =

giebt ka (t}‘a; Ys) 0, wo also (#,' — #,) entspricht dem 4" in

(19a).] Auf diese Weise gewinnen wir auch sehr viel vollstiindigere
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Losungen der nicht homogenen Gleichung fiir dieselbe durch ¢,
gegebene #Hulsere Wirmezufuhr. Das Entsprechende gilt iibrigens
ganz allgemein fiir die Vervollstiindigung der Losungen von nicht-
homogenen linearen Differentialgleichungen. Ks ist meist sehr viel
leichter, Losungen fiir die homogenen Gleichungen zu finden; wir
werden suchen miissen, ihrer moglichst viele zu gewinnen; auf dem
eben angegebenen Wege kommen wir dann in vielen Fillen auch
fir die bei vorgeschriebener Warmezufuhr nicht-homogenen Glei-
chungen dazu, derartig verallgemeinerte Lédsungen zu finden, dafls
sie jedem moglichen gegebenen zeitlichen Anfangszustand angepalst
werden konnen.

§ 13. Complexe Ldsungen.

Ich will noch auf einen Kunstgriff aufmerksam machen, welcher
das Aufsuchen der allen Bedingungen geniigenden Lésung hiufig er-
leichtert. Bei der Superposition zweier Lisungen einer homogenen
linearen Differentialgleichung %, und 4, zu 4, 4, + 4, ¢, konnen
wir den einen der constanten Factoren imaginir nehmen, und
schreiben 7. 4, statt 4,; die superponirte Losung "' = 4, %, + 14, %,
ist dann complex. Die Gleichung (17) zerfillt dann in die beiden
Gleichungen (15) und (16), aus denen sie hervorgegangen ist. Gehen
wir von reellen Losungen aus, so wire also durch ihre complexe
Zusammensetzung weiter nichts gewonnen. Finden wir aber direct
eine complexe Lidsung, so haben wir in ihr sogleich zwei reelle
Lisungen, indem der reelle Theil fiir sich allein eine Lisung sein
mufs, und ebenso der imaginiire (bei welchem der Factor i wegzu-
lassen ist). Durch reelle Superposition der beiden reellen Lisungen
haben wir dann auch wieder eine allgemeinere reelle Lidsung. Derselbe
Kunstgriff lasst sich bei nicht-homogenen Gleichungen ebenfalls mit
Nutzen anwenden. Multiplicire ich z. B. (19) mit der imaginiren
Einheit, und addire es zu (18), so resultirt:

8 + i 9"

Daraus folgt, dafs bei einer complexen Losung einer nicht-homo-
genen Gleichung der reelle Theil dem Falle entspricht, das der reelle
Theil ¢, des mnicht-homogenen Gliedes zur homogenen Gleichung
hinzugetreten ist; dem Falle des Hinzutritts des imaginiren Gliedes
i. g, entspricht der imaginire Theil der Losung. Dies wiirden immer-
hin schon Vortheile der Einfilhrung complexer Grifsen sein; es ist
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aber auch noch zu bemerken, dafs durch das Operiren mit diesen
in sehr vielen Fillen die Rechnungen erheblich leichter werden.
Wenn wir z B, wie es in der That hiufig vorkommt, eine Lésung

haben #, = irgend welchen Factoren x cosf(z, 4, %, f), wo das
Argument des cosinus eine Function von =z, y, %, ¢ ist; und eine

weitere Lisung #, = denselben Factoren X sin desselben Arguments,
so wird die complexe Liosung:

@, + i, = denselben Factoren X ¢ *7@®u =t

Bei den trigonometrischen Functionen kommt man nun vom
sinus durch Differenziren auf den cosinus, beim nochmaligen Differen-
ziren wieder auf den sinus, In(11) und den Grenzgleichungen muls
man dann mit diesen beiden verschiedenen Functionen neben einander
rechnen; das lifst sich ja natiirlich durchfithren; aber sehr viel ein-
facher wird die Behandlung bei der Exponentialfunction mit imagi-
nirem Exponenten. Da bleibt diese in allen Differentialquotienten
bestehen und es treten nur noch Factoren zu ihr hinzu.

Soviel ither die Lehre von der Superposition,

Drittes Kapitel.

Allgemeine Eigenschaften der Losungen des Problems.

§ 14. Der Green’sche Satz.

Um gewisse wesentliche KEigenschaften aller Losungen des
Wiirmeleitungsproblems abzuleiten, will ich nun einen Satz beweisen,
der in fast allen Zweigen der theoretischen Physik immer wieder
gebraucht wird. Wenn er daher auch jedem geliufig sein wird, der
schon ein anderes Gebiet dieser kennt, so will ich ihn doch wegen
seiner Wichtigkeit und allgemeinen Anwendbarkeit auch hier wieder
entwickeln. Es ist der sogenannte GrEEx'sche Satz. Er giebt fiir
Producte von Differentialquotienten zweier Functionen der Coordi-
naten eine Methode partieller Integration nach denselben, und zwar
fiir einen beliebig begrenzten Raum.

Es seien @ und ¥V zwei Functionen von zyx Wir stellen
uns die Aufgabe, das Integral zu bilden:

fffa%("" VY.daodydz @1)



§ 14. DER GREEN'SCHE SATZ. 47

ausgedehnt iiber einen Raum, der von einer beliebig unregel-
mifsigen Fliache (F in Fig. 3) nach allen Seiten hin begrenzt ist.
Die Integration nach  allein ge-
nommen erstreckt sich parallel

der z-Richtung, bei festgehaltenen
Werthen von y und %, iiber ein
Prisma von iiberall gleichem Quer-
schnitt dydx (in der Figur ist die
Axe ,y, x“ als der Durchschnitt
der yx-Ebene mit der Ebene der
Zeichnung zu denken). Die Inte-
gration nach z lifst sich unmittel-
bar ausfiithren; und wenn wir den ar.ee JE
kleinsten Werth von z, soweit das Fig. 3.

unendlich diinne Prisma innerhalb

des betrachteten Raumes liegt, mit x, bezeichnen, den grifsten
mit z,, so wird:

dydxf%(‘b.?’)da::d).lﬁﬁdydz (22)
z ]

wo . Vxldje Differenz der Werthe von @. 7V fiir die obere und

z
untere Integrationsgrenze bedeutet. Fiir die Ausfiihrung der Inte-
gration ist nun aber voraus zu setzen, dals an allen Stellen des

Integrationsintervalles ;_a: (®. V) endlich und stetig (und eindeutig

siche unten S. 51) sei, oder hiochstens in der Weise unendlich fiir
irgend eine Stelle, dafs das Integral nach # doch noch endlich wird.
Es wiirden z. B. gebrochene negative Potenzen, deren Exponent
also kleiner ist als 1, wie etwa 1/} (z — a) zwar fir 2 = o unend-

V%=2y(x—?) fiir # = & nicht

unendlich werden. Solche an einzelnen Punkten ,integrirbar un-

lich werden; aber trotzdem

endliche” Functionen sind also auch fiir % (®. V) zulissig; fir sie

behilt doch das Integral @.V seinen Sinn.

Der prismatische Raum, iiber welchen die Integration nach = aus-
gedehnt ist, wird oben und unten durch unendlich kleine Flichenstiicke
begrenzt. Bezeichnen wir mit d® allgemein ein Element der Ober-
fliche F des betrachteten Raumes, so konnen wir die Endflichen des
Prismas (d w),, und (d ®),, nennen. Auf eine der yz-Ebenen parallele
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Ebene projicirt geben sowohl die obere wie die untere Endfliche die
Grifse des Querschnittes dy dx. KEs ist also jedesmal das Product
von d @ multiplicirt mit dem cos des immer als spitzer zu nehmenden
Winkels, den dw wit dem Querschnitt des Prismas bildet, gleich dy dx.
Dieser Winkel ist gleich demjenigen, welchen die Normale N auf
dw bildet mit der Normalen auf dem Querschnitt dy dz, voraus-
gesetzt, dafs letzterer Winkel der beiden Normalen ebenso wie jener
der beiden Flichen ein spitzer ist. Ob dies der Fall ist, hiingt
davon ab, ob man die Normalen nach der einen oder der andern
Seite ihrer Fliche gerichtet nimmt. Nimmt man ihre Richtung so,
dafs der Winkel jener beiden Normalen nicht ein spitzer, sondern
ein stumpfer ist, so ist er dem Winkel der beiden Fliichen nicht
gleich, sondern ergiinzt sich mit ihm zu 180°% Als die Normale auf
dem Querschnitt dy dv nehmen wir nun die positive z-Richtung.
Die Normale N auf dw denken wir uns jedesmal nach dem Innern
des betrachteten Korpers gerichtet; diese Festsetzung ist fiir die
physikalischen Verhiltnisse die zweckmilsigere, da wir spiter unter
@ und V7 Functionen verstehen werden, die im Innern des Korpers
eine bestimmte Bedeutung haben. Bei diesen Festsetzungen ist der
Winkel (z, N) am unteren Ende des Prismas, bei z,, ein spitzer;
am oberen dagegen, bei z , ein stumpfer.

Bei z, wird daher: dw.cos (z, N)=dy.d=x

w G w t —dw.cos (z, N)=dy.dx

und weiter:

a)_-l}jzy-dz =[— ®-V-dw-cos(z,N)] — [D:V-dw-cos(z, N)].
——— & z= 2 =

L | Lo

Die beiden Elemente dw, welche der Mantel des Prismas aus
der Oberfliche des betrachteten Korpers ausschneidet, liefern also
jedes in (22) den Beitrag (— ®. Veos(x, N).dw). Wenn wir nun
wieder auf (21) zuriickkommen wollen, so miissen wir noch nach
allen fiir den Korper in Betracht kommenden Werthen von y und z
integriren, oder iiber alle unendlich diinnen Prismen, in welche der
durch Schnitte parallel zur z-Axe zerlegt werden kann. Jedes Korper
Prisma liefert dann durch (22) einen Beitrag durch ein Flichen-
element auf der Oberseite, und durch ein anderes auf der Unter-
seite. Alle Prismen zusammen liefern daher alle Flichenelemente
sowohl der Ober- wie der Unterseite, so dafs wir erhalten:

fff% (D.V).dedydzx = —-‘[QJ.V.GOS(:U,N).dm
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Dabei ist die Integration auf der rechten Seite als einfache ge-
schrieben, da das Oberflichenelement als ein Differential dw ge-
schrieben ist; letzteres ist aber ein Differential zweiter Ordnung
und die Integration ihrem Wesen nach eine doppelte.

Bei den wichtigsten Anwendungen dieser Formel nimmt man
die Function 7 selbst schon als Differentialquotienten einer anderen
Function an, die wir ¥ nennen wollen; und zwar wiirde man

setzen

zunichst einmal in dem bisher betrachteten Falle V= if
konnen. Schreiben wir zugleich statt des bisher als parallelepipedisch
angenommenen Raumelements, welches auch jede beliebige andere
Form haben kann, also statt d# dy dx allgemeiner d 7, und schreiben
entsprechend die Integration iiber den Raum kurz als einfache,

obwohl sie ihrem Wesen nach eine dreifache ist, so wird:

7} o oW
fam((p.aT)dr=_f -f%—.cos(x,m.dm (23a).

Man wiirde auch 7V = f;i;;— oder = g—f setzen koénnen und dann

durch die analogen Operationen auch bekommen:

0 0w oY
o AP - i

fé’y ( B ).dr f‘b Ty .cos(y, N).dw (23h)
0

oW ay
W((b"ﬂ').d'f:—f(b’ dzf‘.cos(:r-,N'}.dm (230)

und durch Addition dieser drei Gleichungen:

.15( ¥ i( Ui _?_( .aq’)}
fdr |oz @ 0x +f3‘y .(D oy +6x & 0x

= -—-f‘b.dco. {%—f.cos(x,?\f)+g;.cos(y,l\7)+ g-cﬂﬂ(%,M}

Nennen wir nun ¢ N ein unendlich kleines Stiick auf der Normalen N
von dem Flichenelement d m aus gerechnet, und dz, dy, d» die
Projectionen von d N auf die Coordinatenaxen, so ist:

dx dy . o A%
cos (@, N) = g cos @ N) = N °os (x N)= N
Betrachten wir ferner die Aenderung von ¥, wenn wir von da

ausgehend auf der Normalen um d N fortschreiten, so ist diese:

H. v. HeLmuovLrz, Theoret. Physik. Bd. VI 4
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ow oY dzx oW dy - 0¥ dx

F it el e s P
mithin:

oW ow ow ow

'6? GOS(I,N) =+ —a“?COS(y,N} B W COS(%,_N-) = —-av-N

und die zuletzt abgeleitete Gleichung fiir das Raum- und das Ober-
flachenintegral wird:

8 oW 8 oW
.[dr'{am (m 5%)'+ ay(qh ﬁy)

5} oy oy
t 9% ((D é‘x)}=_f L dN
Auf der linken Seite der Gleichung konnen die Differentiationen der

Producte ausgefiithrt werden:
6((!,611‘) 6((1)6”1’) d (q)é“l") oD oW

(24a)

x| 0z T ay|\T oy )T ex\"0x )" 6z Oa
b 0w _od oW rw  aw oy
3y Oy Tas 9T ¥ ( 2t ap T o

2 o2,
Die Operation ( 022 g 5 + Epe )bezelchnet man kurz mit 4.

bei Einfithrung dieses Zeichens wird also schliefslich:

f b oW _9b oW b oW
3z 0z Tay 8y T oz 9n

(24D)
+fh¢d¢=_j@nwaN

Die Gleichung (24a) oder (24b) pflegt man den Greex’schen Satz
ZU nennen.

Nach Aufstellung der Gleichung (22) haben wir bereits bemerkt,
dafs sie nur gilt, wenn —(%— (@.V) in dem ganzen betrachteten

Raume endlich, oder hochstens integrirbar unendlich und stetig

ist. Nach Einfiihrung von ¥ ist dasselbe also fiir % ( (U8 g,f)
und die beiden analogen Differentialausdriicke nach ¥ und z zu

verlangen. Man denke sich nun, wie bei Ableitung des GREEN'schen
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Satzes in der Form (24b), die Differentiationen an @ und 6 ¥/0 z
getrennt ausgefithrt. KEs miissen dann auch die dabei auftretenden
Operationen moglich sein. Es muls also zuniichst @ endlich und
stetig sein und an jeder Stelle bestimmte Differentialquotienten
haben, welche ihrerseits integrirbar unendlich sein diirfen; ferner

miissen die ersten Differentialquotienten g_:r u. s. f. endlich, stetig

und noch einmal differenzirbar sein, damit 4% einen bestimmten
angebbaren Werth hat, der endlich oder hochstens wiederum inte-
grirbar unendlich ist.

Es ist aber noch auf eine weitere bisher stillschweigend gemachte
Voraussetzung aufmerksam zu machen. Nach Addition der drei
Gleichungen (23 a, b, ¢) wurden die Werthe von @ je fiir denselben
Ort als gleich betrachtet, einerlei aus welcher der drei Gleichungen
der Werth herrithrt; dies ist z. B. vorausgesetzt, wenn in der
unmittelbar aus jener Addition hervorgehenden Gleichung auf der
linken Seite @ als gemeinsamer Factor herausgezogen ist. Dasselbe
ist fiir jeden der ersten Differentialquotienten von ¥ einzeln genommen
stillschweigend geschehen. Wir haben damit die Voraussetzung
gemacht, dafs @ und die Differentialquotienten von ¥ eindeutige
Functionen der Coordinaten sind. In der Wérmelehre werden wir
zwar kaum auf Fille stofsen, in denen dies nicht erfiillt wire.
Aber in der Lehre von den elektrischen und anderen Erscheinungen
kommt der Fall vor, dals die in Betracht zu ziehenden Functionen
mehrdeutig sind. Das sind dann solche Fille, in denen physikalisch
eindeutige Definition nur den Differentialquotienten der vorkommenden
Functionen zukommt, z. B. den Kraftcomponenten beim Potential.
Die Function selbst, die durch Integration der eindeutigen Differentiale
gefunden werden mufs, kann sich dann vieldeutig ergeben, wie z. B.
gewisse eindeutige algebraische Differentiale zu den vieldeutigen
cyklometrischen Functionen als Integralen fithren. In solchen Fillen
wiire nicht ausgeschlossen, dals man bei den im GrEeEens'chen Satz
vorkommenden Integrationen ausgehend von Werthen, welche fiir
einen Ort eines Volumenelements dr gegeben sein mdgen, zu
verschiedenen Werthen der Function fiir ein und dasselbe Ober-
flichenelement d e gelangt, je nach dem Wege, auf welchem man
es erreicht, das heifst: je nachdem man zuerst die Integration
nach z, oder zuerst die nach y, oder die nach » ausfithrt. Solche
Fille kommen allerdings in der Wirmelehre nicht in Betracht, wo
(im Gegensatz zum Potential) die Temperatur immer eine eindeutige

Function ist.
4 *
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Schreiben wir den GrEEN'schen Satz in der Form:

Jb oW _dw oW _ad W
f‘“ Ge Bu T 0y oy 0= 'ax}

fdr DAY — fdcu QJ——

und vertauscht man die beiden Functionen @ und ¥ mit einander,
so #ndert die linke Seite der vorstehenden Gleichung ihren Werth
nicht, da sie symmetrisch nach ihnen ist. Also dndert auch die
rechte Seite durch diese Vertauschung ihren Werth nicht, und man
erhilt:

fdr.(b.dlﬂ-i-fdm. giﬂ de w4m+fdmwg_‘\’:. (25)

(24¢)

Indessen, wenn wir bisher voraussetzen mulsten, dafs @ und die
ersten Differentialquotienten von ¥ eindeutig, endlich und differen-
zirbar seien, kehrt sich mit der Vertauschung von @ und ¥ auch
diese Bedingung um, so dafs fiir die aus (242) durch den Tausch
entstehende Gleichung zu verlangen ist, dafs ¥ und die ersten
Differentialquotienten von @ in demselben Raume eindeutig, endlich
und differenzirbar seien. Die aus der Combination beider Fille
folgende Gleichung (25) gilt daher nur, wenn sowohl @ als ¥ und
ihre ersten Differentialquotienten eindeutig, endlich und differenzirbar
sind. Dadurch sind also diese Functionen in ihrem Wesen gewissen
Einschriinkungen unterworfen.

Sollten Stellen in unserem Raume vorkommen, in demen die
Werthe von ¢ und ¥ selbst, oder ihre ersten Differentialquotienten
Spriilnge machen, so kann iiber solche Stellen nicht ohne Weiteres
hinweg integrirt werden: vielmehr mufs an ihnen eine Grenze fiir die
Integration gebildet werden, und das Verhalten an einer solchen
Grenze besonders untersucht werden.

§ 15. Constanz der Wirmemenge.

Aus dem Greex’schen Satze lassen sich gewisse Eigenschaften
der Temperaturverhiiltnisse bei der Wirmestromung herleiten. Bei
dieser Anwendung haben wir es in der Temperatur ¢ und in dem
Wiirmeleitungsvermogen % zu thun mit Functionen, von welchen wir
in vielen Fillen annehmen konnen, dafs sie in gegebenen Riiumen,
in gegebenen Korpern den fiir @ und % vorgeschriebenen Be-
dingungen geniigen.
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Wenn wir Zufuhr- oder Entziehungs-Punkte oder -Linien fiir die
Wirme annehmen wollep, so wiirde in solchen der sonst endliche
Wiirmestrom sich unendlich dicht zusammendringen; er wiirde auch
in solchen Punkten oder den Punkten solcher Linien nach allen
Seiten hin gerichtet sein; es werden inihnen also die den Componenten
a4 09
EJ W.&
unendlich grofs und unbestimmt werden. Solche Punkte und

des Wirmestroms proportionalen Differentialquotienten

o
8z
Linien diirfen also nicht im Innern eines Raumes liegen, auf den
wir den GREEN’schen Satz mit der Temperatur und ihren Ableitungen
als @ oder ¥ anwenden wollen. Wir miissen sie viel mehr von
einem solchen Raume absondern durch kleine, sie umschlielsende
Kugeln oder Cylinder, deren Flichen dann Oberflichen des betrachteten
Raumes werden, und durch die hindurch dann der Zu- und Abstrom
mit endlicher Dichtigkeit und an jeder Stelle eindeutig bestimmter
Richtung vor sich geht.

An den Grenzen zweier Medien von verschiedenem Leitungs-
vermogen k bleibt, wie wir in § 9 sahen, die Gleichung (11) giiltig
(wenn noch die durch (12) ausgedriickte Bedingung erfiillt ist) In
den folgenden Anwendungen kommt nun %k, wenn es differenzirt
wird, nur in derselben Verbindung wie in der linken Seite von (11)
vor, fir welche dann jedesmal die rechte Seite eingesetzt wird, was
auch unberiithrt von der Discontinuitit von & an solchen Grenz-
flichen geschehen kann. Die Unstiitigkeit des nicht differenzirten &
hat dann in den auftretenden Integralen nur eine Teilung des
Integrationsgebietes fiir die Teile mit verschiedenem % zur Folge;
im Uebrigen gelten die folgenden Ableitungen aber mithin ungesindert
auch, wenn das System aus Kérpern von verschiedenem Leitvermdgen
zusammengesetzt ist.

Die Differentialgleichung (11) der Wirmeleitung war:

g (.03 a ([, 89 0 [, 08 a9

SN it QTR 5 Ll (W L (P i

ax(“am) ay( 6y)+o‘x( (':Jx) 68 g
Diese Gleichung denken wir uns mit dem Volumenelement dr
multiplicirt und iiber einen bestimmten begrenzten Korper oder
Korpertheil integrirt. Der auf der linken Seite auftretende Ausdruck
wird identisch mit der linken Seite von (24a), wenn in ihr @ =%
und & = & gesetzt wird. Es lilst sich also auch auf die linke
Seite von (11) die durch den GrEEN'schen Satz gegebene Umformung
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in ein Integral iiber die Oberfliche des betrachteten Korpers
anwenden, und wir erhalten:

0 o
—fdm.k.ﬁ= dT.E-C—GT (26)

Nach den Erdrterungen, welche den Gleichungen (10) zu Grunde
liegen, hat die Wiirmestromung senkrecht durch d @ nach dem Innern

des Korpers hin den Wert:
— 5 6
Iy = — k. ...N

Dies mit d @ multiplicirt ist also die durch dw in der Zeiteinheit
eintretende Wirmemenge, und das auf der linken Seite von (26)
stehende Integral bedeutet die gesammte durch die Oberfliche des
betrachteten Korpers von aulsen her eintretende Wirmemenge
(bezogen auf die Zeiteinheit) Auf der rechten Seite ist e.dz die
Masse des Volumenelementes und diese multiplicirt mit c.% ist
die zur Erwirmung des Massenelementes in der Zeiteinheit ge-
brauchte Wirmemenge; das Integral ist also die Zunahme des Ge-
sammtwiirmeinhalts des Korpers, ebenfalls bezogen auf die Zeitein-
heit. Gleichung (26) spricht mithin den Satz aus, dals Vermehrung
der in einem Kborper oder Korpertheile enthaltenen Wirmemenge
nur dadurch stattfinden kann, dafs solche durch die ihn begrenzende
Oberfliche eintritt. Das ist uns nichts Neues; aber dafls wir es als
Folgerung finden, bestitigt uns die Richtigkeit unserer Voraus-
setzungen, nimlich der Betrachtungen iiber die Wirmestromung
durch einzelne Flichenelemente und durch Volumenelemente im
Innern einer Substanz, von welchen ausgehend wir das in Gleichung
(11) aufgestellte Gesetz der Wirmeleitung gewonnen haben.

§ 16. Satz von der Ausgleichung der Unterschiede,

Eine zweite Anwendung des GrEex'schen Satzes wird uns zu
einem weiteren allgemeinen Gesetze filhren. In der Gleichung (24a)
09

nehmen wir die Function @ =% T’Jﬁ und ¥ = ; dann lautet sie:

6‘ 619' 6‘?‘ 6 o 6;) 6 6!9‘ 6‘19‘
f‘“la ("a; 6‘x)+6’1(83 aﬁ,)““a?:("ﬂ'ﬂ”

__f 0% 9
B 6z oN
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Hieraus folgt:

08 9 08 9 09 o0
fd k{é‘x amaﬁﬁ'ayaﬁﬁz'&m}

a4 g [ 0 0 [,0:%
”‘f ! (ax)“'“ay(ay)JrE("é?)}
f 6 r9‘ 6 7
N “oi on
Auf der linken Seite ist zuniichst die Klammer gleich:
1 8 |[@d\* [69)\*  [05)2
20:¢\gz) Tlay Tz
da % zwar an verschiedenen Stellen des Raumes verschiedene Werthe
haben kann, an jeder einzelnen Stelle aber einen constanten Werth
haben soll, von der Zeit ¢ also unabhiingig ist, darf dann weiter die

Differentiation nach ¢ auf der linken Seite vor das Integralzeichen
genommen werden. In dem ersten Integral auf der rechten Seite

wird die geschweifte Klammer wieder gleich ¢.c. %3, und es
wird also:
10 01 o0\ [0F)\?
26:1)%" k{(am) +(c':?y) +(6x)}
(27)

dd\? a9 0

= —fdr.e.c (W) -—fdw.km-ﬁ

Wir nehmen nun an, dafs wir einmal einen Korper haben, fiir

a9

N

gegen den Rand hin stattfindet; dies bedeutet, wie wir wissen, dals

an der ganzen Oberfliche ¢, = 0 ist, oder nirgends Wirme aus ihr

austritt oder durch sie zufliefst. Dann verschwindet das zweite
Integral auf der rechten Seite, und es bleibt:

raef o2 {(ga) + (5] + (7] }

dessen ganze Oberfliche = 0 ist, oder kein Temperaturabfall

28
Jaeeee ] -
=— | dr.8.¢c (=
a9
In dem rechts noch iibrig bleibenden Integral sind & ¢ und ( 6?}

nothwendig positiv; also wird die ganze rechte Seite negativ. Der
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Differentialquotient des auf der linken Seite stehenden Integrals
nach der Zeit mufs im betrachteten Falle negativ sein; auch auf
der linken Seite stehen unter dem Integralzeichen lauter positive
Grofsen; mithin mufs der absolute Werth des Integrals fortwiithrend
abnehmen. In Folge dessen kann nun zwar an einzelnen Stellen
£e . 0 { 619‘ 2 6:‘}' 2 6.‘} 2
voriitbergehend die Grifse {(+—| <+ |5—| + [5—| ( zunehmen; das
=) * (o) *(52]]
Integral aber mufs abnehmen. Dessen Bedeutung lifst sich folgender-
malsen veranschaulichen, Wenn die Richtung des resultirenden Wiirme-
stroms wie frither mit » bezeichnet wird, folgt aus ¢,° + ¢, 4 ¢,2= ¢?

auch:
[0\ 2 )2 09\% | 09\2
\52) + (3] + (52 1= 57)

0#/0r kann ,Temperaturgradient* in Richtung des resultirenden
Wiirmestroms genannt werden. Wenn k als constant angesehen
und vor das Integrationszeichen genommen wiirde, und wenn die

ganze Gleichung durch das constante Volumen f dr des betrachteten

Korpers dividirt wird, wiirde auf der linken Seite auftreten:

Juel (B2 4 B2+ G2V} fon
|6z dy ox/ |

oder der Mittelwerth des Quadrates des obigen Temperaturgradienten
fiir den ganzen Korper. Dieser Werth, oder allgemeiner das Integral
auf der linken Seite von Gleichung (28) nimmt also fortschreitend
ab, wenn die einmal in dem Korper vorhandene, anfangs beliebig
unregelmiifsig in seinem Innern vertheilte Wirmemenge in ihm
eingeschlossen bleibt und auch keine neue zugefithrt wird. Dabei
konnen, wie wir allgemein sahen, verschiedene Stellen verschiedenes
Leitungsvermogen haben. Im Ganzen werden die urspriinglich
vorhandenen ortlichen Unterschiede der Temperatur kleiner und
kleiner, so dafls die Temperatur sich immer mehr ausgleicht, und
schliefslich iiberhaupt keine Temperaturiinderungen mehr vorhanden
sein werden. Dieser Ausgleich ist ein charakteristisches Zeichen der
Wiirmebewegung, wie wir zunichst fir die Leitung erkennen.

Ein analoges Resultat kénnen wir weiter auch ableiten, wenn
der Korper Wiirme abgiebt bezw. aufnimmt durch Strahlung seiner
Grenzflichen gegen umgebende Hiillen von einer Temperatur  a,
die niedriger bezw. hoher ist als diejenige %, welche an der Stelle
des Oberflichenelementes dw herrscht. Fiir solche Fille gilt die



§117. EINDEUTIGKEIT DER LOSUNGEN. 57

Grenzbedingung (13), oder wenn :#, als Nullpunkt gewihlt wird

(13 2):

a9 =
6—N=k.l9'

Dies ware alsdann in das letzte Integral von (27) einzusetzen; der
Strich iiber & kann dabei weggelassen werden, da es selbstver-
stiindlich ist, dals in dem Integral der Werth von % fiir die Stelle
von dw zu nehmen ist. KEs wird mithin:

6!9‘ 6& 619‘ h 8 a
fdm.k.m-(ﬁrzfdm.k.ﬂmmfdm.gm(w’}J

und da % sich zwar von Stelle zu Stelle findern kann, aber nicht
an derselben Stelle mit der Zeit findern soll, darf die Differentiation
nach ¢ vor das Integralzeichen gesetzt werden. Aus (27) wird dem-
nach in diesem Falle:

rarlfee -+l {ge) (o] + (52) }+ faon-o]|
N B
U\t

Die rechte Seite ist, wie wir schon gesehen haben, negativ. Also
nimmt die links in die eckige Klammer eingeschlossene Grifse fort-
dauernd ab. Diese ist die Summe von lediglich positiven Gréfsen;
sie umfafst jetzt — multiplicirt mit positiven constanten Factoren —
die Quadrate simmtlicher Temperaturverschiedenheiten im Innern
und die Quadrate der Temperaturverschiedenheiten der Oberfliche
gegen die als Nullpunkt gewi#hlte constante Temperatur der iulseren
Umgebung. In Uebereinstimmung mit der Erfahrung ergiebt sich
also, dals auch hier eine Ruhe und ein Endzustand immer nur in
dem Sinne eintreten kann, dals die Temperaturunterschiede zwischen
verschiedenen Theilen des eingeschlossenen Systems durch Leitung
und auch zwischen ihm und seiner Umgebung durch Einstrahlung
oder Ausstrahlung immer mehr verschwinden, vorausgesetzt, dals
natiirlich die dufsere bestrahlte oder strablende Hiille ihre Temperatur
unverindert beibehalt.

k

§ 17. Eindeutigkeit der Ldsungen.

Die vorhin gewonnene Gleichung (27) kann man noch weiter
benutzen um zu untersuchen, ob die Wirmebewegung in einem
gegebenen leitenden System eindeutig bestimmt ist durch die



58 ERSTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. 8§11,

Differentialgleichung (11), dem gegebenen Anfangszustand, und die
gegebenen Grenzbedingungen gemiifs (13), (13a), (14) oder indem die
Temperaturen an der Oberfliche gegeben sind. — Es seien fiirs Erste
gegeben die Wirmeabflisse und -Zuflisse an den korperlichen
Grenzen wie in Gleichung (14). Angenommen, fiir diese und fiir den
gegebenen Anfangszustand hitten wir zwei Losungen «+ und 4 der
Differentialgleichung (11). Dann wissen wir zuniichst, dals auch
(# — &) eine Losung von (11) ist. Da ferner beide dasselbe (14)
befriedigen, ist

RV 08
ke =P@yx) wd koo =g@y50

also:
6 (3 =97
w0
Das heilst: # = (' — &) wiirde dem Falle ¢p = 0 entsprechen, dals

nimlich keinerlei Abgabe oder Zufuhr von Wirme durch die
Oberfliiche stattfindet. Da ferner ' und %" beide fiir denselben
Anfangszustand gelten sollen, sind zur Anfangszeit ' = " und also

F=(9—9)=0firt=0

und zwar fiir alle Punkte des betrachteten Korpers. Wir wollen
nun die Gleichung (27) anwenden auf dies % = (% — "), Dann
verschwindet das letzte Integral auf der rechten Seite wegen
0 &/0 N =0, es resultirt die Gleichung (28), und es muls, wie friiher
gezeigt, das links stehende Integral

Joer\lgz) + &) + (3] |
dz oy 0z

fortschreitend abnehmen, wenn es sich iiberhaupt verindert. Nun
ist ¢ = (9 — &) fir ¢t =0 im ganzen betrachteten Korper iiberall
gleich Null, also auch seine Differentialquotienten nach den Coordinaten,
und es verschwindet auch das vorstehende Integral zur Zeit ¢ = 0.

Das Integral ist eine Summe von Quadraten, multiplicirt mit
den ihrem Wesen nach positiven Factoren % und dz; es kann also
iiberhaupt nur positiv oder gleich Null sein, niemals aber negativ.
Zur Zeit t = 0 ist es gleich Null und kann, wenn es sich iiberhaupt
verindert, nur kleiner werden; daraus folgt, dals das Integral immer
gleich Null bleibt. Es muls also auch das allein noch auf der

2

rechten Seite von (28) iibrig gebliebene f dr.s.c (%) dauernd
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gleich Null sein, und da auch dieses die Summe von Quadraten

2
(6—1?) mit den positiven Factoren ¢.c.dz ist, welch letztere selbst

ot

von Null verschieden sind, folgt, dals % fiir alle Volumenelemente
dr immer gleich Null sein muls. & = (% — ") behilt also seinen
Werth bei, und da es zur Anfangszeit verschwindet, verschwindet
es immer und an allen Stellen. Stets und iiberall ist also 4" = ¥,
oder diese beiden Ligsungen sind identisch. Es ist also keine zweite
Losung ¢ moglich, welche von der ersten ' verschieden wiire.
Durch den Anfangszustand der Temperatur im ganzen Leitersystem
und die Ein- bezw. Ausstrémung der Wirme fiir die Oberfliche ist
also der ganze Ablauf der Leitung vollstindig eindeutig bestimmt.

Ganz analog wird der Beweis der Eindeutigkeit fiir den Fall,
dafs die Temperatur an der Oberfliche vorgeschriebene Werthe haben
soll, entweder constante, oder nach Ort und Zeit in gegebener
Weise veriinderliche. Es modgen ' und " wieder zwei Losungen
der Differentialgleichung (11), dieser Grenzbedingungen und eines
gegebenen Anfangszustandes sein. Dann ist 4 =% — 4" eine
Losung der Differentialgleichung fiir den Fall, dafs an der Ober-
fliche iiberall danernd ¢ = O sein solle, da ja &' und ' beide an
der Oberfliche denselben gegebenen Functionen gleich sein miissen.

£

Dann ist fiir dieses «» auch an der ganzen Oberfliche stets %Lj =0,

und bei Anwendung von (27) auf dieses J = (' — ") verschwindet
nun das zweite Integral auf der rechten Seite aus diesem Grunde.
Es resultirt wieder (28), und die weiteren Schlufsfolgerungen bleiben
wie sie waren.

Ein dritter Fall wire, dals fiir die Oberfliche Strahlung gegen
eine dulsere Umgebung von bestimmter Temperatur <+, gegeben ist,
so dafs die Grenzgleichung (13) gilt. Wir nehmen wieder an, wir
hitten zwei Losungen # und " gefunden, welche beide demselben
Anfangszustand und denselben Grenzbedingungen geniigen, so dals

also:
o9 = o =

Dann ist?)
8 (9 — 9

Y —om

=h.(¥ — &)

!) Dabei kann auch &, fir die Umgebung an verschiedenen Stellen der
Oberfliche verschiedene Werthe haben; z. B. kann die eine Seite einer unend-
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und es wire i+ = (" — ") eine Lisung fiir den Anfangszustand: % =0

zar Zeit ¢ =0 an allen Stellen; und fiir Ausstrahlung der Ober-

fliche gemils der Gleichung:
PR

= k.7
TN Lo

k

also entsprechend dem Falle der Ausstrahlung gegen Umgebung
von der iiberall gleichen Temperatur Null

Diese Gleichung ist auch die der Herleitung von (29) zu Grunde
liegende Voraussetzung; letatere kann also auf unser jetziges %
angewendet werden. Es ergeben sich weiter die analogen Schliisse
wie vorhin; die in die eckige Klammer eingeschlossene Grofse auf
der linken Seite von (29) kann, wenn sie sich iiberhaupt verindert,
nur abnehmen; zur Zeit { = 0 ist « iiberall gleich Null; mithin
verschwindet die eckige Klammer zur Zeit ¢ = 0, und also auch
immer. Folglich wird auch wie vorhin die rechte Seite gleich Null,
und es mufs §+*/d¢ fiir alle dz verschwinden. Also bleibt ¢ iiberall
und stets gleich Null, oder die beiden Liésungen % uud %" kinnen
sich nicht von einander unterscheiden.?)

Dasselbe Resultat gilt schliefslich, wenn fiir einzelne Stellen
der Oberfliche die Wiirmezu- oder -abfuhr, fiir einzelne die Temperatur,
fir andere Stellen Strahlung gegeben ist. In Gleichung (27) ver-
schwinden dann fiir & = (% — ") diejenigen Theile des rechts-
stehenden Oberfiiichenintegrals, welche sich auf die Stellen mit
gegebenem Wirmezufluls oder mit gegebener Temperatur beziehen;
die anderen Stellen, an welchen Strahlung nach aufsen stattfindet,
treten in das Oberflichenintegral der linken Seite von (29) ein,
so dafs an unseren Schliissen nichts geindert wird.

Diese eindeutige Bestimmtheit ist sehr wichtig. Ich habe schon
frither darauf aufmerksam gemacht, dafs fiir gegebene Grenz-

lichen Platte von einer Umgebung hiherer Temperatur bestrahlt werden; die
andere Seite gegen Umgebung von niedrigerer Temperatur ausstrahlen.
A. d H.
) In diesem Falle lifst sich auch folgendermafsen schlielsen. Nachdem
man erkannt hat, dafs die eckige Klammer auf der linken Seite von (29) immer
gleich Null ist, sieht man, dals also
. 8% _0% _48%
immer &= 50 = 32

& = 0 fiir alle dw.

=0 fir alle dr,

Aus Letzterem combinirt mit Ersterem folgt, dafls iiberall immer & = 0 ist.
A. d H.
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bedingungen, aber unbestimmten Anfangszustand im Allgemeinen
unendlich viele Losungen moglich sind, welche verschiedenen Anfangs-
zustinden entsprechen wiirden. Wenn wir verschiedene solche
particuliire Integrale gefunden haben, miissen wir diese so zu einem
allgemeineren Integral zusammenzusetzen suchen (bei nicht homogenen
Grenzbedingungen in der auf Seite 44 aus einander gesetzten Weise),
dafs wir letzteres auch noch jedem gegebenen Anfangszustande
anpassen konnen. Wenn das gelungen ist, so wissen wir nach dem
Vorigen: es giebt nothwendig nur dieses einzige Integral, welches
im vorliegenden Falle den Gang der Temperatur darstellt. Dadurch
ist also dieses kiinftig anzuwendende Verfahren gerechtfertigt, durch
welches wir zu Lsungen fiir gegebenen Anfangszustand und gegebene
Grenzbedingungen gelangen konnen.

§ 18. Besondere Form der Sitze fiir stationdre Stromungen.

Nun will ich noch einige Siitze hinzufiigen, die sich auf
stationiire Stromungen beziehen. Wenn bei irgend einem leitenden
System die Einstrémung der Wirme an den einen Stellen, die Aus-
stromung an anderen gleichmiifsig eine geniigende Zeit hindurch
unterhalten wird, so tritt ein ,stationdrer® Zustand ein, bei welchem
zwar die verschiedenen Punkte des Korpers verschiedene Temperatur
haben, die Temperatur an jedem Punkt aber dauernd dieselbe bleibt.
In solchen Fillen ist also ¢ nur Function der Coordinaten, nicht
auch der Zeit. Es wird dann 0/6t = 0; d%/0z, 090y, 0O 0%
werden ebenfalls von der Zeit unabhiingig, so dafs in Gleichung (27)
von vornherein alle Glieder einzeln verschwinden und Nichts aus
ihr gefolgert werden kann. Xs bleibt aber zuniichst der allgemeine
Satz, der sich auf Kin- und Austritt der Wirmemengen durch die
Oberfliche bezieht und durch die Gleichung (26) ausgedriickt wurde.
Wird in ihr 6 &#/0¢ =0, so bleibt

09
fdm.k(ﬁ=0 (30)

oder in Worten: bei einer stationiren Wirmestromung muls die
(algebraische) Gesammtsumme der durch die Oberfliiche einflie(senden
Wiirme gleich Null sein, oder es muls fortdauernd ebenso viel Wirme
einstromen als abstromt.

Auch die Eindeutigkeit der Losung bei gegebenem Zu- und
Abfluls lifst sich zeigen, und zwar einfacher als sie sich im all-
gemeinen Falle durch die jetzt versagende Gleichung (27) beweisen
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liefs. Wenn wir ndmlich im Green'schen Satz in der Form von
Gleichung (24a) einsetzen:

80 wird:

6 6& E) 6& KA 0

0

und wenn die Differentiationen der Producte auf der linken Seite
zum Theil ausgefiihrt werden:

Joerl (G + () + ()

- = Joro 5]+ b5 + (652

Die geschweifte Klammer in dem ersten Integral der rechten Seite
ist wieder nach (11) gleich ¢.&.d&/d¢, und wir erhalten zuniichst
allgemein:

Joeri(52) +(‘Z‘3) +(5) }
i fiestn e el

Bei stationirer Strémung wird aber &%/d¢ gleich Null, und es
bleibt nur:

[ L Y RO L

Sind nun die zu- und abgefiihrten Wirmemengen gegeben wie in
Gleichung (14), und sind % und " zwei Losungen, so ist wieder
a9 09"
- = d h v =
k @ und auch % N =9

oN
Nehmen wir analog § 17 & in (31) gleich 4 — 4", so entspricht
dieses ¢ der Grenzbedingung:
0
bEN

=0
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und es mufs mit der rechten Seite von (31) auch die linke ver-
schwinden. Sie kann dies als Summe von lauter Quadraten multiplicirt
0% 09 a9
0z’ dy’' 0z
einzeln fiir alle dz verschwinden, d. h. ¢ muls im ganzen Korper
denselben Werth haben, oder die beiden Losungen % und " kénnen
sich nur um eine Constante unterscheiden. Die Temperaturvertheilung
ist also bestimmt bis auf eine willkiirliche Constante, deren Hinzu-
tritt als Summand in der That nichts #indert an der Stérung, die
nur von den Differentialquotienten der Temperatur abhiéngt.
Werthe der letzteren selbst, wie sie in den fritheren Problemen
durch den gegebenen Anfangszustand bestimmt waren, sind fiir die
stationiire Stromung bei vorgeschriebenem Zu- und Abfluls zunichst
nicht gegeben. Ist aber noch der Werth der Temperatur fiir einen
einzigen Punkt des Korpers festgegeben, so mufs fiir diesen Punkt,
und damit auch fiir alle anderen, die Constante verschwinden, um
welche sich die beiden Lsungen & und " unterscheiden kiénnen.
Dann giebt es keine zwei verschiedenen Lisungen fiir die stationire
Stromung im Innern des Leiters.

Dasselbe gilt auch, wenn zweitens die Temperatur an der Ober-
fliche gegeben ist, bei einem stationiiren Zustande als Function der
Coordinaten allein. Wenn dann % und & zwei Losungen sind,
die beide an der Oberfliche dieser gegebenen Function der Coordinaten
gleich sind, ist «* = & — %" an der ganzen Oberfliche gleich Null,
und die rechte Seite von (31) verschwindet aus diesem Grunde. Es
folgt dann, wie soeben zunichst, dafs %" und &” sich nur durch
eine Constante unterscheiden kénnen; dann aber, da sie an der
Oberfliiche gleich sein miissen, dafs diese Constante verschwindet,
dafs also die Losung vollig bestimmt ist.

Ebenso verhilt es sich auch, wenn drittens bei stationiirer
Stromung die Wirmezufuhr oder ~Abgabe durch Ein- oder Aus-
strahlung geschieht. Fiir zwei Liosungen %" und " wire dann
nach (13):

o . 89"

mit wesentlich positiven Factoren nur, indem die

k =h(@" — 3,

oN

") Vergl. die Anmerkung auf Seite 59. Wenn ein stationiirer Wiirmestrom
nur durch Ein- und Ausstrahlung erhalten werden soll, mufs sogar &, fiir die
Umgebung an verschiedenen Theilen der Oberfliche des betrachteten Korpers
verschiedene Werthe haben, wie in dem an jener Stelle angefiihrten Beispiele.

A. d H.
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und fiir & = & — " also (wie Gleichung 13a):

0 -
]»W == h . 19'
Dies in die rechte Seite von (31) eingefiihrt, giebt [ihnlich wie
bei (29)]:

fdr.k“%%)s+(%—i)z+(%%)2}+fdm.k.ff2=0 32)

Auch hier haben wir die Summe von Quadraten multiplicirt mit
. S 0 094 0O :
positiven Factoren. Ks miissen daher ——, —, —— und jetzt auch
oz’ dy’ 0x
% selbst fiir alle d r verschwinden; es ist also an allen Orten & = 9".
Hier ist aber auch wieder durch die Strahlung eine Bedingung fiir
Temperaturen selbst hinzugetreten, néimlich durch die gegebenen &,
so dafs auch hier keine additive Constante willkiirlich bleibt.

Ist endlich fiir einige Stellen der Oberfliche die zugefiihrte
Wiirmemenge oder die Temperatur gegeben, fiir andere Stellen
Strahlung, so verschwindet fir die Differenz & = (% — ¥") zweier
Losungen der von dem gegebenen Zufluls oder den gegebenen
Temperaturen herrithrende Theil der rechten Seite von (31); der Theil
der Oberfliche mit Strahlung giebt einen Beitrag, der als das zweite
Integral in (32) auftritt, aus welcher Gleichung dann derselbe
Beweis der Eindeutigkeit der Liosung hervorgeht.

Viertes Kapitel.
§ 19. Stationire Strémungen in unbegrenzten Korpern.')

Die in den vorigen Kapiteln abgeleiteten allgemeinen Eigen-
schaften der Wirmeleitung werden uns nither vor Augen treten,
wenn wir jetzt zur Betrachtung bestimmter Einzelfille iibergehen.

Das allgemeine Gesetz der Leitung, die Differentialgleichung (11),
vereinfacht sich, wenn wir % nicht nur wie bisher als von der Zeit,
sondern auch als von den Coordinaten unabhiingig annehmen, und
wenn wir, wie auf Seite 50, das Operationszeichen 4 einfithren; es
wird dann:

kA% =¢.8. = (33)

1) Nach dem Notizbuch ausgearbeitet. A. d. H.
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Zunéchst wollen wir die betrachteten homogenen Kérper von vorn-
herein als unbegrenzt ansehen, und bei jeder einzelnen Lisung
von (33), die wir finden, nachtriiglich zusehen, welche Flichen wir
uns fiir die Ein- bezw. Ausstromung der Wiirme den Korper be-
grenzend denken kénnen oder miissen. Und zwar wollen wir dieses
Verfahren einschlagen bei Fiillen von stationéiren Wirmestrémungen,
bei welchen also die Temperatur nur Function der Coordinaten,

nicht der Zeit ist. Es wird dann %?& =0 und aus (33) wird einfach

49 =0 (34)

Die Functionen, welche dieser Gleichung geniigen, geben Scharen
von isothermen Fliichen; die einer Reihe von bestimmten Temperaturen
entsprechenden Isothermen-Flichen behalten ihre Lage bei den
stationtiren Stromungen dauernd bei. Bei jeder Losung von (34),
die wir finden, kénnen zuniichst etwa irgend zwei isotherme Fliichen
als Oberfliche eines zwischen ihnen liegenden Koérpers gedacht
werden, fiir welchen vorgeschrieben ist, dals die eine Oberfliiche auf
der constanten htheren Temperatur erhalten wird und Einstrémungs-
fliche ist, wihrend die andere bestindig auf der niedrigeren
Temperatur erhalten wird und Ausstromungsfliche ist.

Eine erste Gruppe von Functionen, welche der Differential-
gleichung (34) geniigen, sind alle linearen Functionen der Coordinaten,
da deren zweite Ableitungen einzeln verschwinden. Nimmt man
an, dafs ¢ nur Function einer Coordinate, etwa von @, sei, so wird

2
aus (34) einfach % = 0, woraus durch zweimalige Integration:
& =Az+ B (35)

Dies bedeutet, dals die isothermen Fiichen Ebenen sind senkrecht
auf der z-Axe; dafs die Temperatur (bei positivem 4) von gréfseren
zu kleineren z-Werthen fillt; dafs der Temperaturabfall oder der
Werth von (d+#/d ) iiberall derselbe ist; dals also auch die Dichtig-
keit des iiberall parallel zur z-Axe gerichteten Wiirmestroms allent-
halben dieselbe Grifse hat: ein Fall, wie er z. B. bei der anschau-
lichen Interpretation der Bedeutung des Wirmeleitungsvermigens %
auf Seite 30 angenommen wurde. Dabei gilt nun, wie man nach-
triglich sieht, die Losung (35) auch fiir den Fall, dals man nicht
einen unendlichen Kborper hat, sondern einen cylindrischen von
beliebiger Querschnittsform, dessen Mantelfliiche parallel der z-Axe
ist, und umgeben von wiirmeundurchlissigem Material; denn (35)
H. v. HeLmuoLTz, Theoret, Physik, Bd, VI b
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erfilllt ja die Bedingung, dafs durch eine solche Grenzfliche keine
Wirme hindurchtritt, vielmehr die Wirmestromung an ihr iiberall
lings derselben verliuft. Der Cylinder kann ferner begrenzt sein
von zwei senkrechten Endebenen als isothermen Flichen, deren eine
die Zufuhr- die andere die Ableitungsfliiche der Wirme bildet.
Die willkiirlichen Constanten 4 und B der Gleichung (35) sind dann
etwa durch die gegebenen Temperaturen der beiden Endebenen
bestimmt, deren eine z. B. bestindig auf 100°, die andere auf 0°
erhalten wird.

Verliuft der Wirmestrom in einer zu den Coordinatenaxen
schriigen Richtung, so ist die allgemeinste Form des dem Wesen
nach gleichen Falles

G =Az+ By+ Cx + D

Andere Lisungen von (34) sind die Ausdriicke (z? — 3%, (y* — 2%,
(#? — o?), wie man sogleich erkennt. Von ihnen bedeutet z. B.

O =a? —y?

wie aus der Vergegenwiartigung der isothermen Flichen hervorgeht,
eine Stromung die {iiberall parallel der z-y-Ebene verliuft, von
positiv und negativ unendlichen Werthen des x ausgeht und nach
solchen des y hingerichtet ist. Das liefse sich beispielshalber ver-
wirklichen bei einer sehr grofsen quadratischen Siule, bei welcher
das eine Paar gegeniiberliegender Flichen auf einer hheren, das
andere Paar auf einer niedrigeren Temperatur erhalten wird;
wenn man die Schnittlinie der Diagonalfliichen der Siule als 2-Axe
wihlt, so entspricht die Temperaturvertheilung in ihrer Nithe dem
obigen , oder vielmehr allgemeiner dem Ausdrucke:

& =A@ — o) + B

Durch blofse Drehung der zy-Axen um 45° findet man aus der
Liésung (z* — 4*) als andere Form derselben, dafs auch ¢ = zy, und
ebenso yx und xz die Gleichung (34) befriedigen.?)

Von besonderem Interesse ist der Fall, dafs % nur Function
ist des Abstandes ¢ von einer gegebemen Geraden, etwa der x-Axe.
Die zu ihr coaxialen Kreis-Cylinder sind dann Isothermen; die

1) Die aus den Isothermen & = A(z*— %*) + B durch Drehung um 45° hervor-
gehende congruente Hyperbelschaar giebt die zu ihnen gehirigen Stromlinien an.
Zu letzteren gehéren auch die Coordinatenaxen selbst. In diesen kann die
Platte daher zerschnitten gedacht werden; die Stromung liuft die rechtwinkligen
Ecken aus, die dann Begrenzung je eines der Plattenstiicke bilden. A.d. H,
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Wirmestromung geschieht radial; und zwar, wenn die inneren
Cylinderflichen der héheren Temperatur entsprechen, von innen
nach aufsen. Die Stromlinien verlaufen alle in Ebenen senkrecht
zur x-Axe; durch diese Ebenen tritt also keine Wirme hindurch;
jede solche Ebene kann daher als Begrenzung gegen einen Nicht-
leiter der Wiirme gewiihlt werden; nimmt man zwei solche Ebenen
zu Grenzflichen, so hat man das dem obigen analoge Problem fiir
eine zuniichst in zwei Dimensionen unendliche Platte: von der xz-Axe
ausgehende radiale Stromung, Die partielle Differentialgleichung (34)
mufs in unserem Falle in eine totale fiir « = f (p) iibergehen, wo

3 —g?dyd w Oe _ 2
o =2’ +y* woraus o o z und g 3 y folgt.

Es wird dann

6:9' a3 6‘9 d i oz
Bz do Oz do o
Ggﬁ_d’.‘} _:_52 El d:‘}-xz
Oar Eihyz 0* # 0 P do “9_3

und ebenso:
62 19‘ . dz r‘}' y2 dr" 1 dﬂ' ys.
R T PR PR
029
6"’3 = 00

Also

49— d® 2 d% do ) 1 a9 1 d9

“aEteae Tdae 0T de Yo e

L[, 49| 1 a (a9
mn?d@ do odo ng

und an Stelle von (34) tritt also in diesem Falle

d d &
7¢(0ag) =° R
woraus durch Integration:
d &
dg =~ 1
0 (362)
do 0
G =0C— Alogo (36D)

5"
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A und C sind willkiirliche Constanten. Wenn die Strémung von
innen nach aufsen gerichtet sein soll, mufs 4 positiv sein. Durch
4 ist, wie aus (36a) ersichtlich, der Werth von d:#/dr», also des
Temperaturgefilles und damit derjenige der Stromdichtigkeit bestimmt,
In der x-Axe, also fiir p = 0, wird die Richtung des Wirmestroms
(,radial®) unbestimmt, seine Dichtigkeit unendlich grofs. Der Wirme-
strom wiirde aus der x-Axe nach allen Richtungen hin heraus-
dringen. Das ist physikalisch unmoglich; wir denken uns daher
aus dem Kérper einen (kleinen) Kreiscylinder um die x-Axe aus-
gespart; dann geschieht die Wirmezufuhr aus dem Innern dieses
Hohleylinders her, etwa indem seine Winde auf constanter erhshter
Temperatur erhalten werden, oder indem sich in seinem Innern ein
galvanisch geglithter Draht befindet. Ist im letzteren Falle die
pro Secunde erzeugte Wirmemenge bekannt, so ist damit die
Intensitit des Wirmestroms und die Constante 4 gegeben. Die
Constante C bleibt in dem letzten Falle zuniichst willkiirlich, ent-
sprechend den allgemeinen Bemerkungen iiber stationire Probleme
auf Seite 63. Wenn aber fiir irgend einen anderen Cylinder vom
Radius ¢ = R, welcher die #ufsere Abflulsfliche der Wiirme bildet,
die constante Temperatur gegeben ist, etwa indem die Oberfliche
dieses Cylinders durch ein Bad auf einer bestimmten niedrigeren
Temperatur erhalten wird, so ist damit auch die Constante C
gegeben,

Der betrachtete Fall regt weiter an zu der Annahme, dafs &
nur Function sei des Abstandes » von einem gegebenen Punkte,
etwa dem Anfangspunkte der Coordinaten, so dals Kugelflichen um
ihn die Isothermen sind. In diesem Falle ist

?’2=$2+y2+2}

6'_1?‘_(?1_?'.2_’: a2 _dZS‘ x2 dd 1 d z?
0z dr dz®  dr® T dr r  dr 98
und ebenso:

dzt()'“dsﬁ' y:  dd 1
Ay " A AT ar Ty T dr e
29 29 2 | dd 1
R I Ty T

Also
a2 3dod d 1 a2 2 d
i R g SO LR 2 Lo P
dr? r dr dr r dr? r dr
1 a9 d & 1 d*(r9)
}("W Qar)ﬂ'——' %)
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und an Stelle von (34) tritt jetat:

ﬂ=0+—f~ (37a)

An diese Liosung wiirden sich die entsprechenden Ueberlegungen
ankniipfen wie an (36a); sie brauchen nicht mehr im Kinzelnen
ausgefithrt zu werden.

Aus den angefithrten speciellen Losungen der Differential-
gleichung 4 = 0 konnen wir sogleich allgemeinere ableiten durch
lineare Superposition derselben; jede solche ist, wie wir wissen,
ebenfalls wieder eine Losung. In dieser Weise erhilt man z B.
die Losungen fiir eine Einstrémungs- und eine Ausstromungsstelle
in einer unendlichen Platte, oder in einem dreidimensionalen
Leiter u. s. w.

Fiinftes Kapitel.
Wirmeleitung in Stiben von begrenzter Linge.

§ 20. Differentialgleichung bei Beriicksichtigung der seitlichen
Wirmeabgabe.

Wir wenden uns jetzt zur Behandlung von Stromungen, die im
Allgemeinen nicht stationir sind, wobei aber gelegentlich auch
wieder stationiire Stromungen zur Besprechung kommen. Die ein-
fachsten der folgenden Fille sind das Mittel gewesen, die Werthe
des Wiarmeleitungsvermbdgens fiir verschiedene Korper mit einander
zu vergleichen und weiterhin auch sie nach Ziffern zu ermitteln.

Den Ausgangspunkt soll wieder die Differentialgleichung der
Wirmeleitung in der vereinfachten Form (33) bilden:

ek
E.A‘&'=0-E.“a—t-— (33)

Wir wollen zuniichst annehmen, dafs die Wirmebewegung nur nach



70 ERSTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 20.

einer Richtung hin geschieht, als welche die z-Richtung genommen
werde. Das kommt vor in ausgedehnten Massen, dencn von einer
Seite her Wirme zugeleitet wird, wie z B. dem Erdboden durch
die Sonnenstrahlen. In solchen Fillen ist also % von y und
unabhiingig, und die Differentialgleichung wird:

k

32 =%t 57 (38)
Aehnlich wird auch die Wirmebewegung in einem cylindrischen
Stabe sein, dessen Dicke gegen die Liinge verschwindet. Wenn er
so diinn ist, dafs wir innerhalb eines Querschnitts keine Temperatur-
unterschiede zu untersuchen brauchen, konnen wir <+ als nur in der
Lingsrichtung variabel betrachten. Streng genommen ist dies nicht
richtig; denn der Wirmeverlust durch Ausstrahlung der Mantel-
fliche bewirkt, dals das Innere des Stabes etwas wiirmer ist, als
die oberfliichlichen Schichten. Die dadurch verursachten kleinen
Temperaturunterschiede sollen aber vernachlissigt werden, so dafls
bei Verlegung der z-Richtung in die Liingsrichtung des Stabes &
aufser von ¢ nur Function von =z ist. Die Wirmemenge, welche
durch den Mantel nach aufsen abgegeben wird, darf aber nicht
vernachliissigt werden; denn sie ist bei diinnen Stiilben mit relativ
grofser Oberfliche im Allgemeinen von derselben Grifsenordnung,
wie die in der Liingsrichtung des Stabes durch den kleinen Quer-
schnitt fliefsenden Mengen. — Multiplicirt man die Gleichung (38)
mit dem Volumenelement dz:

2

kg—xl:d'r:c.e.%—'jdr (38a)
so bedeutet die rechte Seite den Zuwachs von dz an Wiirmeinhalt
withrend der Zeiteinheit. Die linke Seite giebt an, inwiefern dieser
Zuwachs durch die in der z-Richtung stattfindende Stromung ver-
ursacht wird. Als dr nehmen wir ein Stiick des Stabes zwischen
zwel sehr nahe benachbarten Querschnitten; wenn ¢ deren iiberall
gleiche Flichengrofse ist, und dz der Abstand der beiden Quer-

schnitte, so wird
dr=gq.dx

Die Mantelflfiche dieses Volumenelementes ist gleich p.dz, wenn p
die Peripherie des Stabquerschnitts bezeichnet, welcher iibrigens
nicht nothwendig kreisformig zu sein braucht. Die Umgebung,
gegen welche der Stab strahlt, habe die Temperatur ¢,; dann
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strahlt von der Mantelfliche des Volumenelementes in der Zeiteinheit
— analog wie bei Ableitung der Gleichung (18) — die Wirme-
menge h.(# — &).p.dv aus. Da die Temperatur eines ganzen
Querschnitts als gleich betrachtet wird, kann statt < einfach die
Temperatur ¢ an der betreffenden Stelle des Stabes gesetzt werden.
Die dem Volumenelement dz durch Strahlung verloren gehende
Wiirmemenge ist in (34 a) auf der linken Seite als negativer Zuwachs
hinzuzufiigen, so dafs wir erhalten:
029 a9

G a—m-z-.g.da:—k(&—:?ﬂ).p.dz=c.e.—t.q.d$

L 3

oder nach Division durch dz:

0

3
< —h.p(@—3)=q.c.c. T

024

k. q W
Dies wiire die Differentialgleichung fiir die Wirmeleitung in einem
diinnen Stabe unter den angegebenen Verhéltnissen. Die Gleichung,
welche in dieser Form durch das constante, % nicht enthaltende
Glied %.p ., nicht homogen ist, kann homogen gemacht werden,
wenn wir wie in (13a) die Temperatur der Umgebung als Nullpunkt
der Skala nehmen, also %, = 0 setzen, wovon die Werthe der
Differentialquotienten unberiihrt bleiben:

2
k.q.%—;?—k._;;.&:rj.c.s.-%—?— (39)
Betrachten wir aufser der Leitungsfihigkeit & auch das Strahlungs-
vermigen k& und die specifische Wirme ¢ als Constante, so ist dies
eine lineare homogene Differentialgleichung mit constanten Coeffi-
cienten. Integrale derselben findet man immer, wenn man die
gesuchte abhiingige Variable gleichsetzt einer Constanten multiplicirt
mit einer Kxponentialfunction der unabhingigen Variablen. Wir
haben zwei unabhiingige Variable, z und ¢; in Bezug auf beide
mufs  die angegebene Form haben, so dafs es also dem Product
zweier Exponentialfunctionen gleich zu setzen ist:
F=d.e" e "= (40)
Um die Werthe von » und  zu finden, mufs die fiir % aufgestellte
Function eingesetzt werden in die Differentialgleichung (39), welche
dann ergiebt:

W el W W et IR i
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Alle Glieder enthalten den gemeinsamen Factor P ai™ &,
welchen wir wegheben konnen:
k.ql®!=h.p=gq.c.e.n (41)

Nur diese eine Gleichung zwischen ! und » muls erfiillt sein; dann
ist " eine Liosung der Differentialgleichung. Ks giebt also unendlich
viele Werthepaare fiir » und /, und ihnen entsprechende Losungen 9,
welche auch superponirt werden konnen. Fiir ein bestimmtes
Problem sind aber jedesmal aufser der Differentialgleichung auch
noch die Grenzbedingungen zu erfiillen; die dadurch beschrinkte
specielle Liosung des Problems mufs immerhin bei nicht-stationiren
Fillen noch so allgemein sein, dals sie auch noch gegebenen
Anfangszustéinden angepalst werden kann.

§ 21. Stationdre Stromung. Versuche von G. Wiedemann
und Franz.

Wir wollen zuerst nach denjenigen Fillen fragen, in denen die
Bewegung stationiir ist. Das tritt z. B. ein bei einer hiufig aus-
gefithrten Versuchsanordnung, bei welcher ein langer Stab umgeben
ist von einer Hiille / (Figur 4), die durch Abkiihlung etwa mit Eis

"
=
F’X; Y
e v
¢ | I -, |
7 B =X
/g

Fig. 4.

fortdauernd auf einer Temperatur von 0° gehalten wird, wiithrend
gleichzeitig das herausragende Ende F des Stabes durch kochendes
Wasser in einem Gefifse G bestindig auf 100° erwiirmt wird. Dann
entsteht ein Wirmestrom vom erhitzten Ende % des Stabes aus
nach dem anderen weit entfernten Ende hin. Es muls schliefslich
ein stationdrer Zustand der Temperaturvertheilung eintreten, wenn
die angegebenen Bedingungen gleichmiifsig ungeiéindert erhalten
bleiben. Dann wird « von der Zeit unabhingig sein; in (39) ver-
schwindet die rechte Seite, und aus der partiellen Differentialgleichung
wird eine totale:
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az s
k.q?E—*k.p.:?:O (42)
In deren Integral (40) ist » = 0 zu setzen:

Fi=i ke (43)
Aus (41) wird dann:
k.q.l?—=h.p=20
oder

Da alle Grifsen unter dem Wurzelzeichen ihrer Natur nach positiv
sind, wird 7 reell; spiter werden wir Fille kennen lernen, in welchen
es imaginir und auch complex wird. Wir finden also zwei Werthe
fir 7, und also auch nach (43) zwei Losungen, in denen die
Constante 4 verschiedene Werthe haben kann:

G =4, PLLLT LTI | 3, = 4, Pt LT

Die Superposition beider Losungen & = <, + #, enthiilt zwei will-
kiirliche Constanten 4, und 4,, ist also das allgemeine Integral
von (42). &, stellt eine mit wachsendem z immer hoher steigende,
&, eine fallende Temperatur dar. Zihlen wir die Linge # von der
Stelle ab, von welcher an in unserem speciellen Falle Wirmeabgahe
durch Ausstrahlung beginnt (siehe Figur), so dafs die wachsenden «
mit der Richtung des Wirmestroms iibereinstimmen, so muls die
Temperatur in dieser Richtung abfallen und mufs schliefslich bei
hinreichender Linge des Stabes, also bei grofsen Werthen von z,
bis auf die Temperatur Null der umgebenden Hiille herabsinken.
Diesem Temperaturverlauf entspricht ¢,. [, wiirde den Fall dar-
stellen, dals nur das andere Ende des Stabes erwiirmt wiirde, und
dafs er sich in der negativen z-Richtung weithin erstreckt; in
dieser Richtung stromt dann auch die Wiirme und die Temperatur
fiele dorthin ab bis auf Null. Die Superposition & = &, 4 &, wiirde
dem entsprechen, dals beide Enden des Stabes gleichzeitig erwirmt
werden.] Fiir unseren Versuch haben wir also:

G = A~ =Vhrika
Fassen wir zwei Stellen des Stabes ins Auge, fir welche z =z,
bezw. = =, ist, so sind die Temperaturen an diesen Stellen:

oo of e—zrlfhpﬁu.r G i &—Zulf»‘apﬂtt
1 * i *
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Dann ist das Verhiltnifs dieser beiden Temperaturen:

&, @u—=z).Varlke
= (44)
(x, — =) ist die zwischen den beiden Punkten liegende Stablinge.
Schreitet man auf dem Stabe (,in arithmetischer Proportion¥) um
gleiche Lingen (z, — ) fort, so fillt jedesmal die Temperatur in
demselben Verhiltnifs (,in geometrischer Proportion“) & ::, ab.
Dieser Gang der Temperatur, dargestellt durch eine KExponential-
function, ist durch Messungen bhestiitigt, welche leicht angestellt
werden konnen durch Anlegen kleiner Thermoelemente an ver-
schiedene Stellen des Stabes.

Durch solche Messungen kann man auch den Werth des
Exponenten in der Gleichung (44) ermitteln, welcher hierzu zweck-
mifsiger die Form gegeben wird:

log &, —log &, = (z,, — ). Vhplkq

l/.’i . S l/i{ (45)
I log &, — log &, q

Der Abstand (z, — « ), die Temperaturen ¢, und # , die Peripherie p
und die Fliche ¢ des Stabquerschnitts lassen sich in jedem Falle
messen. [Das Verhiltnils pfg wird fiir einen kreisformigen Quer-
schnitt = 27a/r?n = 2/r] Man kann also durch solche Versuche
das auf der linken Seite der Gleichung stehende Verhiiltnils %/ fiir
einen gegebenen Stab bestimmen. Versuche an verschiedenen Stiben
liefern nicht ohne weiteres das Verhiltnifs der Werthe des Leitungs-
vermdigens#, da fiir jeden derselben im Allgemeinen auch dasStrahlungs-
vermigen k einen anderen Werth haben kann. G. WiepeEmaxy und
R. Franz') haben in der Weise bewirkt, dafls 2 (bei gleichen
Temperaturunterschieden gegen die Umgebung) fiir Stibe aus ver-
schiedenen Substanzen denselben Werth hat, dafs sie die Stibe von
ganz gleicher Grilse und Gestalt herstellten und ihnen allen
strahlende Oberflichen von gleicher Art gaben durch Versilbern.
Die sehr dinne Silberschicht kam fiir die Wirmeleitung im Innern
nicht in Betracht. Fiir einen Stab aus der Substanz ¢ ergab dann
die Anwendung von (45) auf ihre mit grofser Genauigkeit aus-
gefithrten Versuche das Verhiltnifs %,/k; fiir einen anderen aus der
Substanz g das Verhiltnifs kg/h; und die Division beider Werthe

oder:

') G. WiepemANN und R. Franz, Pogg. Ann. d. Physik u. Ch., Bd. 89; 1853,
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dann das Verhéltnils k,/ks. Durch solche Beobachtungen erhielten
G. WiepeMany und Franz das relative Verhiltnifs der Leitungs-
fihigkeiten verschiedener Substanzen.

§ 22. Letztes Ausklingen einer anfidnglichen Erwérmung.
Versuche von F. Neumann.

Wir wollen weiter den Verlauf der Temperatur in dem Stabe
ermitteln bei Zustéinden, die nicht stationir sind, sondern von der
Zeit abhingen. Wir nehmen an, dafls nach einer voraufgegangenen
Wirmezufuhr solche weiterhin nicht mehr stattfinde; dann wird
schliefslich die Temperatur des ganzen Stabes gleich derjenigen der
Hiille werden; dieser Temperatur wird sich diejenige an allen
Punkten des Stabes asymptotisch nihern; = in (40) muls also negativ
sein. Denn positives » wiirde eine mit wachsender Zeit unbegrenzt
wachsende Temperatur bedeuten. Da ferner die Aufsere Wirme-
abgabe (das Strahlungsvermogen) z in Wirklichkeit immer klein ist,
stofsen wir damit auf einen Fall, in welchem aus (41) negatives I*
folgt. Hs wird also / imaginir = ¢, und die in % nach (40) auf-
tretende Exponentialfunction der Coordinate = wird:

e”=¢'"" = cos(Az) + isin (A2) (46)
Durch die Ueberlegungen von § 13 ist uns bekannt, dafs wir solche
complexe Losungen nicht zu scheuen brauchen; der reelle und der
imaginiire Theil einzeln geben uns dann gleich zwei Integrale.

Der von der Zeit abhingige Temperaturzustand, den wir
betrachten wollen, tritt auf bei einer von Franz Nreumany (der
dltere Neumanw, Physiker in Kbonigsberg 1 1895) angegebenen
Methode, welche nicht blofs relative, sondern auch absolute Werthe
der Leitungsvermégen zu ermitteln zulilst. Er benutzte cylindrische
Stibe von endlicher Liinge, deren Oberfliche irgend welche nur
constant bleibende Beschaffenheit hatte. Ein solcher Stab wird
aufgehiingt an zwei moglichst diinnen und die Wirme maglichst
wenig leitenden Fiden, oder auf derartige Unterlagen gestiitzt, und
hineingebracht in einen Raum, dessen Winde auf constanter
Temperatur gehalten werden. Diese wird wieder zum Nullpunkt
der Skale gewihlt. Im Anfang wird der Stab in irgend welcher
Weise erwiirmt, etwa dadurch, dals das eine Ende in eine Flamme
hineingehalten wird. Die anfiinglichen schroffen Temperaturdifferenzen
innerhalb des Stabes werden sich dann alimiihlich mildern und
gleichzeitig auch insgesammt Wirmeverlust durch Strahlung gegen
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die Umgebung eintreten. Hierbei ist zu bemerken, dafs bei sehr
diinnen Stiben der Strahlungsverlust an Wiirme durch die kleinen
Endflichen unmerklich ist. Mit geniigender Annéherung?) kann
dann der Fall so behandelt werden, als ob Wiirmeverlust durch die
Endflichen nicht stattfinde. Allgemein ist, wie wir bei Ableitung
der Gleichung (13) gesehen haben, der Wirmeverlust durch eine
Oberfliche proportional dem Temperaturabfall im Innern gegen die
Oberfliiche hin; in Bezug auf die Endflichen stimmt letztere Richtung
mit der z-Richtung iiberein. Also wird der Wirmeverlust durch

die Endflichen in unserem Falle proportional %—i; und da er ver-

schwindend klein ist, miissen wir an beiden Enden des Stabes

dauernd:
0F

Gz

0

setzen, und nach solchen Lésungen suchen, welche dies erfiillen.
Hierzu fithren wir zuniichst in den Werth von (40) fiir & gemils

(46) die fir { =44 an Stelle von ¢'” tretenden Functionen cos (A2)

oder sin (A2) ein. Nehmen wir fiir die beiden Enden des Stabes z = 0

und z = L, so ist wegen O 0 fiir # =0 nur der cos (Az) brauch-

Jdax
bar, nicht der sin (Az), und es wird also zunichst specieller:
S =A.e" cos A (47)
; 09 g
Aber auch noch fir # = L muls o= 0 sein, woraus
sin (AL) =0
oder:
an
R, = T

folgt, wo a irgend eine ganze Zahl ist, und L gemils seiner
Definition die Liinge des Stabes. Indem wir fiir a mit Null beginnend
die Reihe der ganzen Zahlen setzen, bekommen wir eine Reihe von
Werthen 4,, mit welchen wir in (41) eingehend die zugehdrigen
Werthe von = erhalten:

) Die genaue Theorie siehe z. B. in Kircenorr's Vorlesungen iiber die
Theorie der Wiirme, herausgegeben von M. Praxck, p. 85. A d H



§22. AUSKLINGEN EINER ANFANGLICHEN ERWARMUNG. 77

also:

h.p

n"_—g,c.s
2

oy o-—P R ®

g.c.e c¢.g L*

: ko a?n?
PO 5.

g.c.e o¢.e& L?

Die Superposition der entsprechenden einzelnen Losungen  ist
dann:

=w ot
F =S d4.6 " cos (“——’Em) (48)
a=0 L

Die n, sind alle negativ, d. h. mit der Zeit nehmen alle Glieder
ab, um fiir { = oo alle einzeln gleich Null zu werden; schlielslich
wird also & =0, d. h. der Stab nimmt die als Nullpunkt ange-
nommene Temperatur der umgebenden Hiille an. Je grolseren
absoluten Werth der Exponent #, hat, um so schneller verschwindet
das betreffende Einzelglied; die Summanden mit héherer Ordnungs-
zahl a verschwinden also schmeller, als die ersten Glieder. Nach
Ablauf einiger Zeit werden als bemerkbare Grifse nur iibrig bleiben
die Glieder, welche den kleinsten Werthen des a entsprechen. Das
erste derselben, fiir a = 0, niimlich:
_ Bag g

Ay T (49)
entspricht einer fiir alle Punkte des Stabes gleichen Temperatur,
deren zeitliche Abnahme von der Strahlung % abhiingt. Bei dem
niichsten Gliede, fiir a = 1, niimlich:

o L ST
4, .e (q-°-=+‘-'-*")‘cos(%m) (50)

héingt die Abnahme aufser von der Strahlung auch noch von dem
inneren Leitungsvermigen % ab; es entspricht ferner einer fiir die
verschiedenen Punkte verschiedenen Temperatur; der cosinus ist auf
der einen Seite, fiir die kleineren z, positiv; auf der anderen, fiir die
grofseren x, negativ. Wenn 4, positiv ist, wire also die Seite der
kleineren = diejenige, welche zu Anfang stirker erhitzt wurde, auch
weiterhin die wirmere Seite bleibt, aber ihre Temperatur mit der
anderen Seite um so schneller ausgleicht, je bhesser das Leitungs-
vermogen k ist.
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Wenn die htheren Glieder mit a =2 u. s. f. nach einiger Zeit
vernachliissigt werden diirfen, wiirde die Temperatur durch die
Uebereinanderlagerung der beiden ersten Glieder dargestellt werden.
Fiir das Stabende

L ZR _ (___r._y_i_iﬂ_u_)r
bei z = 0 wiirde dann: 4, = 4,e “°* oAy @ MeE ekt
- L ! - _h'? _;fﬂ‘) t
bei 2 =L wird d,=4,¢6 T°° — e ‘t.cx c.fl

Daraus folgen Summe und Differenz der Endtemperaturen:
; _ h.p g
Iy + P =24,6" =246 T°

h.p k.n')

Fo— O =24"" =24, ¢ ket o)’

Beide werden also einfache KExponentialfunctionen der Zeit.
Die Temperaturen der Endflichen kann man, ohne ihnen merklich
Wiirme zu entziehen, leicht dadurch bestimmen, dals man sie mit
diimnen Thermoelementen in Berithrung bringt. Aus den letzten
theoretischen Resultaten ist dann die Regel abzuleiten, dals man
von Zeit zu Zeit Summe und Differenz der Temperaturen an den
beiden Stabenden untersucht, und wartet, bis sich die gefundenen
Werthe einfachen Exponentialfunctionen anschliefsen. Die Beob-
achtungen ergeben dann deren Exponenten 7, und »,. Der Abfall

der mittleren Temperatar w liefert die Bestimmung von 7,

und damit von %, welches uns aber nicht so sehr interessirt. Der
Verlauf von (%, — &) liefert aber auch »,, und die Differenz
beider Exponenten (1, — n,) ergiebt den Werth von k des betreffenden
Stabes fiir sich allein genommen, nicht verbunden mit dem Strahlungs-
vermogen i, und in Folge dessen auch nicht wie bei G. WIieDEMANN
und Franz blofs relative Werthe von % fiir verschiedene Substanzen,
sondern fiir deren jede eine absolute Bestimmung. Dadurch ist
F. Neumann's Methode praktisch sehr wichtig.

§ 23. Volistandiger Verlauf der Temperatur bei beliebig
gegebenem Anfangszustand. Fourier'sche Reihen.

Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, nicht nur das letzte
Ausklingen der urspriinglichen asymmetrischen Erwiirmung, wie es
durch die Summe der beiden ersten Glieder (49) und (50) der un-
endlichen Reihe (48) geniigend beschrieben wird, sondern den voll-



§ 23. VOLLSTANDIGER VERLAUF DER TEMPERATUR. 79

stindigen Verlauf der Temperaturvertheilung in dem Stabe anzugeben.
Dazu mufs die urspriingliche, vollkommen willkiirliche Temperatur-
vertheilung angegeben sein, die hichst unregelmifsig sein kann, wenn
man z. B. mit einer Flamme zwar vornehmlich das eine Ende des
Stabes, mit ihr hin- und hergehend, aber auch andere Stellen nach
Belieben erhitzt hat. Fiirs Erste wollen wir auch noch absehen von

i«

der Bediiguip, dal fir @ baider Stabenda %ﬂ‘? ol A

sondern zuniichst auch andere Bedingungen fiir die Stabenden zulassen.
Dann wiirden wir nach (46) auch sin (Az) an Stelle von ¢* in (40)
einfithren konnen, und erhalten dann aufser den Lisungen (47):

G = A.c".cos(Aa)
auch noch solche
¢ = B.c""'sin (A2) (51)

Es kinnte z. B. der Stab innerhalb der ihn umgebenden Hiille
keine Enden haben; vielmehr kinnten diese, ihnlich wie das eine
Ende in Figur 4, 8. 72, aus der Hiille herausragen und etwa dauernd
auf der Temperatur Null erhalten werden. Wenn die am meisten
rechts bezw. links gelegenen Stellen des innerhalb der Hiille befind-
lichen Stiicks mit = 0 und # = L bezeichnet werden, muls alsdann
dauernd ¢ = 0 sein fiir « = 0, wodurch in diesem Falle der cos (ix)
unbrauchbar wird als Losung, withrend sin (1z) diese Bedingung
erfilllt. s wiirde noch hinzukommen, dals jetzt 3 = 0 sein soll
auch fiir # = L, woraus wieder folgt:

am
A= I

Fiir diese Grenzbedingungen wiirde die Superposition der verschiedenen
Einzellésungen (51) «, fiir verschiedene Werte 4, dann statt zu (48)
zu einer analogen verallgemeinerten Losung fithren:

9221;“3"«‘.@1(% ) (52)
. L

Wenn wir daher weiterhin vorliufig iiber die Grenzbedingungen gar
nichts festsetzen wollen, wiirden wir als noch allgemeinere Losung
die Summe der Reihen (48) und (52) annehmen diirfen:

# =34, &' cos (“; x) + 3B, ¢"* sin (Y‘L?f :n) (53)
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Zur Zeit £ = 0 wiirde sich dann ergeben:

G - Eﬂ:“in cos (a%:m) - En]Bu sin (% ) (54)
wo die Coefficienten 4, und B, zunichst noch unbestimm¢ gind, KEs
fragt sich nun, kénnen sie derartig bestimmt werden, dafs diese
unendliche, durch (54) angegebene Reihe jeden willkiirlich gegebenen
Anfangszustand der Temperaturvertheilung in dem Stabe, wie er
sich durch die voraufgegangene Erhitzungsweise gebildet hat, dar-
stellen kann? Und wiirde speciell in dem NeumaAnN'schen Falle, wo

wegen der Bedingung 91 = 0 fiir # = 0 und fiir x = L nur die erste

Oz
Reihe von Gliedern mit den cosinus nach den Gleichungen (47) und
(48) anwendbar ist, fir /=0 die Summe:

amn
= Eﬂ:Aa oS ( T n:) (55)
durch Verfiigung iiber die 4, jeder willkiirlich gegebenen Anfangs-
vertheilung der Temperatur angepalst werden kinnen ?

Es lifst sich in der That zeigen, und zwar in einfacher
Weise, dafs und wie die Coefficienten bestimmt werden miissen,
damit die Reihen diese Aufgabe erfiillen. Ist das geschehen, so
giebt die Losung (53), im NEumann'schen Falle (48), den weiteren
Gang des Temperaturverlanfs als Function der Zeit fiir jeden Punkt
des Stabes.

Unsere Aufgabe ist also, eine willkiirliche Function, das wire

hier & , als Function von z, wie es ganz unregelmifsig als irgend
t=0

welche Vertheilung gegeben ist, darzustellen in einer Reihe von der
Form (54), deren Glieder fortschreiten nach cosinus und sinus der
ganzen Vielfachen eines Bogens (hier %x), welcher der unabhiingigen
Variablen () proportional ist. Diese Aufgabe ist zuerst in klarer
Weise gestellt und vollstindig gelést von Fourier in seiner zu
Anfang des 19. Jahrhunderts ausgearbeiteten Theorie der Wirme-
leitung ; die Reihen dieser Art sind nach ihm Fourier’sche Reihen
genannt worden und tragen auch heute noch seinen Namen. Sie
finden auch in vielen anderen Gebieten der Physik Anwendung, wo
es sich darum handelt gegebene willkiirliche Functionen, welche
durch allerlei mogliche Zufilligkeiten bestimmt sein konnen, fiir
irgend eine Grenze darzustellen in einem analytischen Ausdruck, der
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ihre Werthe vollstindig wiedergiebt. In unserem Falle ist jene
Grenze die Grenze der Zeit; in der Lehre von den Potential-
functionen beziehen sich die Grenzwerte meist auf die Grenzen eines
Kirpers oder auf Flichen, fiir welche die Potentialfunctionen durch
Fourirr’sche Reihen dargestellt werden sollen. Diese haben noch viel
grifsere Wichtigkeit auch in ihren Kinzelheiten gewonnen in der
Optik und besonders in der Akustik, in der Lehre von den Wellen.

§ 24, Berechnung der Coefficienten in einer
Fourier’schen Reihe.

Ich will zuniichst nur zeigen, wie man gegebenen Falls die
Coefficienten ihrer Glieder finden kann; dazu miissen wir gewisse
Sitze der Integration von trigonometrischen Functionen ableiten.
Wir bilden das Integral:

at 2L b
szcos (a_z:t) cos (—%E) Az (56)

Dabei sind a und b ganze Zahlen; « ist irgend ein unterer Werth
von z; die Integration ist zu erstrecken von ihm an bis zu einem
oberen Werthe, der um 2 I, grifser ist (oder in unserem besonderen
Falle um die doppelte Stablinge). Fiir dieses Intervall durchlaufen
die Argumente der beiden cosinus o mal bezw. b mal eine Periode
von 27, mindestens also eine ganze Periode, wenn a und b von
Null verschieden sind. Das unbestimmte Integral wird:

%f{ cos O DT COSm}% =9 L g Bthss

L L a+b)w L
(B7)
L i (a—f)}ﬂ:xl
t oa—byn L

Nun sind (a4 b) und (a —b) auch ganze Zahlen, positive oder
negative, aufser wenn a = b ist, in welchem Falle (a — b) verschwindet ;
withrend (a 4+ b) nur dann keine positive ganze Zahl, sondern gleich
Null wird, wenn a =0 =0 ist. Von diesen Fillen vorliufig ab-
gesehen, sind also (a & b) ganze Zahlen, und das Integral, zwischen
seinen um 27 verschiedenen Grenzen genommen, giebt fiir die
Argumente der beiden sinus Werthe, die um eine ganze Anzahl von
vollen Perioden verschieden sind, fiir die sinus selbst also an der
oberen Integralgrenze denselben Werth wie an der unteren; fiir die
H. v. Hetmuorrsz, Theoret. Physik. Bd. VL 6
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Differenz der Endwerthe also Null. Im Allgemeinen verschwindet
demnach das in (56) angegebene Integral I

Wenn aber a = b ist, nimmt das zweite Glied auf der rechten
Seite von (57) die unbestimmte Form Null dividirt durch Null an.
Lasse ich fiir einen Augenblick aulser Acht, dafs fir uns a und b
ganze Zahlen sind; sondern denke ich mir vielmehr (@ — b) von sehr
kleinen Werthen ausgehend sich der Null niihern, so wird der sinus
eines sehr kleinen Bogens gleich diesem selbst, und das zweite Glied
auf der rechten Seite von (53) wird:

L (@—brz =

2@—bn° L 2

und dies zwischen den Grenzen o und (¢ 4+ 2 L) genommen giebt L.

Fiir a = b wird also: I=1.

Einen besonderen Ausnahmefall bildet noch derjenige, dals
a=D0=0; dann ist direct aus (56) ersichtlich:

I=2L
Ganz ahnliche Resultate erhilt man fiir:
a+2L a+2L

. [am bna 1 (a+ b)maz
fsm (——L——) sin H'L—) dz = é-f{—— cos e e
% “ (58)

(@ —bme
+ cos—— e d

Die Einzelglieder auf der rechten Seite sind hier wieder dieselben
wie auf der linken von (57); nur hat das erste jetzt negatives Vor-
zeichen, Im Allgemeinen wird das Integral wieder gleich Null
Zwar tritt hiervon jetzt keine Ausnahme mehr ein fir a =06 =0,
wie aus der urspriinglichen Form direct ersichtlich. Aber fiir a = b
(jedoch =0) haben wir wieder dasselbe Verhalten wie vorhin, und
es wird das Integral dann ebenso wieder = L.

Dafs die Integrale (56) und (58) fiir a = b nicht verschwinden
konnen, sicht man direct daraus, dals sie werden:

a+ 2L a+ 2L

fcc;s”3 (aTM) dz  bezw. fsinz (E;J—m) dx

a

also Summen von nur positiven Summanden sind. Auch erkennt
man ohne Rechnung, dafs beide einander gleich sind, da cos? und
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sin? fiir eine ganze Anzahl von vollen Perioden dieselben Werthe,
nur in anderer Reihenfolge durchlaufen; und da endlich die Summe
der beiden vorstehenden Integrale gleich 2 L ist, muls also jedes den
‘Werth L haben.

Betrachten wir endlich:

a+2L a+2L

. [ama bra 1 . (a+ bz
fsm (—L—) cos (T) dx —ﬁf{sm ——

a a (59)

+sm@7_£)“}dx

so treten hier iiberhaupt keine Ausnahmen davon ein, dals das
Integral verschwindet; denn fiir a = b verschwindet schon vor der
Integration das zweite Glied der rechten Seite fiir alle Werthe von a,
welches Glied in (57) und (58) die Ausnahmen verursachte.

Wir setzen nun voraus, dals eine willkiirlich gegebene Function
f(x), wie die Anfangsvertheilung der Temperatur #,_ in dem Stabe,
darstellbar sei durch eine Fourier'sche Reihe von der durch (54)
angegebenen Art; dafs eine solche Reihe fiir einen jeden Wert des z
zu einem bestimmten Wert convergire, welcher dem gegebenen f(x)
fiir das betreffende « gleich wird. Unter diesen fiir uns noch un-
bewiesenen Voraussetzungen konnen wir auf Grund der vorhergehenden
Ueberlegungen iiber die Integrale (56) bis (59) die Coefficienten der
einzelnen Glieder folgendermalsen finden.

Zunichst ist die willkiirliche Function f(z), die so unregel-
miifsig sein kann, wie sie will, fiir den Fall des Stabes nur gegeben
fir dessen Liinge, also fiir einen Bereich des z von der Liinge I,
etwa von £ =0 bis ¢ = + L; sie sei etwa durch das eine Stiick
der folgenden Curve dargestellt:

Xt X=0 FaEA

Fig. 5.

Wir denken uns dies f(z) nun noch in ganz beliebiger Weise
continuirlich fortgesetzt nach der Seite der negativen x, etwa bis

= — L. Diese continuirliche Fortsetzung unterliegt nur einer
6*
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Beschriinkung: wenn wir f(z) durch eine Reihe, wie die auf der
rechten Seite von (54) darstellen wollen, so muls es, wie diese, eine
periodische Function von « mit der Periode 2 L sein. Wir miissen
also f(«) fiir den Bereich von = = 0 bis — L so fortsetzen, dals der
Werth fiir 2 = — L derselbe ist, wie fiir z = + L; im Uebrigen ist
die Fortsetzung beliebig.

Wir bhilden nun das Integral:

+L
ff(:c) . CO8 (E'ETJ dx
-L

wo b eine bestimmte ganze Zahl ist. Nach unseren (unbewiesenen)
Annahmen konnen wir fiir f(«) eine KFouriewr'sche Reihe wie (b4
einsetzen ; dann erhalten wir:

+L +L

bra amex
fcos (_L_) 'Eﬂ:Aa cos (--E—-).dx+ cos
=L

Was zuniichst das zweite dieser Integrale betrifft, so verschwinden
alle einzelnen Integrale fiir die verschiedenen Glieder der nach a
zu nehmenden Summe, da sie alle von der Form (59) sind, wo die
beliebige untere Grenze a gleich — L zu setzen ist. Auch die
einzelnen Integrale, in welche das erste der vorstehenden zerfillt,
verschwinden, da sie von der Form (56) sind, fiir alle Glieder der
>, bei denen das a=Db. HKs wird nur ein einziges Glied bleiben,
a

niimlich dasjenige, in welchem die Zahl a gleich ist dem b. Dieses
eine Glied der > giebt den Werth:
+ L

bax
|- it 7
Ab.fcos ( T )d.z

-z
und dies wird, aufser fir b = 0, wie wir sahen, gleich 4,.L. Somit
erhalten wir:

+L
- II f f(). cos (El;—x) da (60)
=L

In dieser Weise kinnen wir nach einander alle Coefficienten 4 finden
fir verschiedene b, indem wir das gegebene f(x) multipliciren mit

cos (b—g-f) und nach z integriren iiber eine ganze Periode von der

Grofse 2 L,
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Fiir den Fall, dafs b = 0 genommen wird, ist:
+L

fcos2 (BTM)dm= 2L

4y = %ff(z)dw (61)
-L

Bilden wir weiter das Integral:

und wir erhalten:

so finden wir ganz entsprechend (60):

ff () . sin (—-—) dx (62)
withrend B, = 0 wird.

So kann man jeden der Coefficienten A4, und B, einzeln finden
durch Ausfiithrung der in (60) (61) und (62) auftretenden Quadraturen.
Dabei brauchen die unbestimmten Integrale keineswegs nothwendig
angebbar zu sein. Es kann zwar f(z) algebraisch gegeben sein;
aber etwa fiir verschiedene Theile des ganzen Intervalls von — L
bis + L durch ganz verschiedene Formen. Doch auch nicht einmal
das ist erforderlich; wenn nur in irgend einer Weise f(z) bekannt
ist, sei es auch nur dadurch, dals eine Tabelle gegeben ist iiher die
Functionswerthe fiir eine Reihe von Einzelwerthen des . Dann
konnen ja immer noch jene Integrale durch Interpolation berechnet
werden.

Dals alle Coefficienten endlich sind und die Fourier'sche Reihe
fiir uns jedenfalls nur aus endlichen Gliedern besteht, kann man
wenigstens sogleich erkennen. Denn nach seiner Bedeutung als
Temperatur ist /() = ¥, jedenfalls immer endlich, a fortiori seine
Producte mit den echten Briichen cos und sin; ferner ist auch die
Grofse 2 L des Integrationsintervalls endlich, und somit alle aus
(60) bis (62) folgenden Coefficienten endlich.

Definirt man die 4, und B, durch diese drei Gleichungen und
bildet eine Fourier'sche Reihe:

amz = = e AR
nz A, cos (L) 4 %Ba sin (T)
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so lifst sich in der That beweisen, dafs diese Reihe in allen Fillen
mit einer Kinschriinkung convergent ist, und zwar absolut convergent,
so dafls sie einen vollstiindig bestimmten Werth giebt, welcher Werth
fiir jedes « gleich ist dem gegebenen f(z). Diesen Beweis wollen
wir erst im Paragraph 26 erbringen.

Wenn nun die Coefficienten der Fourier'schen Reihe, welche
die gegebene Anfangsvertheilung der Temperatur z‘}o = f(z) wie in

t=

Gleichung (54) darstellt, in der angegebenen Weise gefunden sind,
giebt die Gleichung (53) den Verlauf der Temperatur fiir weitere
Zeiten als Function von ¢ und z an.

§ 25. Besonderheiten der Reihen, welche nur die Cosinus
oder nur die Sinus enthalten.

Kehren wir zu dem Problem des NEumaxnn’schen Stabes zuriick,
so war fiir diesen die Aufgabe zu losen, eine Fourier'sche Reihe,
welche wie (55) nur die cosinus enthilt, anzupassen dem fiir die
Linge des Stabes, also von z = 0 bis z = L, willkiirlich gegebenen
Anfangszustand. In diesem besonderen Falle gilt nun bei der Fort-
setzung des f(z) fir negative », wie sie in Fig 5 auf Seite 83

Fig. 6.

ausgefithrt wurde, eine Bedingung, die daraus folgt, dafs nur die
cosinus auftreten. Wir miissen némlich dann die Function in der
Weise fortsetzen, dals wir ihr fiir negative = dieselben Werthe geben,
wie fiir die absolut genommen gleich grofsen positiven », wie folgende
Fig. 6 (obere Curve) zeigt; nur dann kann sie als Summe lediglich
von cosinus-Gliedern dargestellt werden. Im Uebrigen geschieht
dann die Bestimmung der Coefficienten 4 aus dem gegebenen
Anfangszustande gerade so wie frither in dem allgemeineren Falle;
und nach vollzogener Bestimmung kennt man aus (48) den weiteren
Verlauf der Temperaturen fir Nevmany’s Aufgabe vollstandig.



§ 25, REIHEN NUR COSINUS ODER SINUS ENTHALTEN. 87

Der Coefficient 4, ist nach (61) gleich dem Mittelwerth der
Function fiir die volle Periode, der im Allgemeinen von Null ver-
schieden sein wird, wie aus der vorstehenden Figur ersichtlich ist.
Aus ihr ist ebenso auch anschaulich, dafs im Allgemeinen der
Coefficient 4; nicht verschwindet; er entsteht nach (60) durch Multi-

plication der Function mit cos (W—Lx) und Integration — (unter-
halb der Curve f(z) ist in der Fig, 6 der cos eingetragen). — Das
Product f(z) cos (W—;) hat fiir gleich- und entgegengesetzte Werthe

von z denselben Werth; im Allgemeinen ist also das Integral iiber
dieses Product von — L bis + L von Null verschieden; in dem
gezeichneten Falle erhiilt es offenbar einen positiven Werth. Die
Multiplication mit dem sinus dagegen wiirde auf beiden Seiten
entgegengesetzt gleiche Werthe des Productes mit f(z) ergeben und
daher nothwendig fiir alle Coefficienten B nach (62) den Werth Null.

In dem anderen besonderen Falle, fiir welchen die Gleichungen (51)
und (52) gelten wiirden, wiirde aus letzterer zur Ausgangszeit folgen:

# = 3By sin ("‘z"’) (63)

und es muls eine solche Reihe sich ebenfalls einer Anfangsvertheilung
der Temperatur anpassen lassen, die in diesem Falle fiir 2 = 0 und
fir # = L den Werth Null, dazwischen aber irgend welchen will-

X/ I/_\
\—/To x=+L

Fig. 1.

kiirlich gegebenen Verlauf hat. In diesem Falle folgt fiir die Fort-

setzung nach der negativen Seite der = daraus, dafs nur die sinus

auftreten, eine andere Vorschrift: wir miissen uns f(z) = & fir
i=0

negative « so fortgesetzt denken, dals wir ihm Werthe geben, welche
denen fiir die gleich grofsen positiven & entgegengesetzt gleich sind,
wie in folgender Fig. 7. Auch hier sieht man anschaulich, welche
der Coefficienten, 4 oder B, verschwinden, welche nicht. Multiplicirt

man f(x) mit sin (9:_;)’ so hat bei positivem z das Product f(z)sin (W—:)
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denselben Werth und dasselbe Vorzeichen, wie fiir gleiches, aber
entgegengesetztes = : es wird also im Allgemeinen B; von Null ver-
schieden sein, wihrend alle 4 verschwinden, auch 4,, welches gleich
dem Mittelwerthe fiir eine volle Periode wire.

Ob man nun in verschiedenen Fillen der Anwendung den Verlauf
der gegebenen Function durch eine Reihe von cosinus, oder durch eine
von sinus darstellen kann, hiingt von den Vorschriften fiir die Enden 2=0
und z = L bei dem jedesmaligen physikalischen Problem ab. Durch
eine Reihe von cosinus und sinus kann man jede continuirliche
Function fiir ein bestimmtes Intervall darstellen. Tm Allgemeinen
ergiebt die Beriicksichtigung der Grenzbedingungen, welche Art der
Darstellung als zweckmiifsigste gewiihlt werden kann.

Uebrigens werden wir in § 30 noch bei einer zweiten Gelegen-
heit auf die Darstellung beliebig vorgeschriebener Functionen durch
Fourier'sche Reithen zuriickkommen; und zwar handelt es sich dort
um willkiirlich gegebene Functionen der Zeit.

§ 26. Beweis der Convergenz der Fourier'schen Reihen.?)

Wir wollen nun noch den Beweis nachholen, dafs die Fourier-
schen Reihen auch wirklich convergiren, und zwar nach den vor-
geschriebenen Werthen der gegebenen Function hin. Zuniichst rufen
wir uns in die Erinnerung, dals man zwei Klassen von convergenten
Reihen unterscheidet :

1. Absolut convergente Reihen. Kntweder:

a) die Reihe besteht aus lauter positiven oder lauter negativen
Gliedern und hat eine endliche und bestimmte Summe,
oder:

b) sie besteht aus theils positiven, theils negativen Gliedern;

die positiven Glieder fiir sich bilden eine Reihe von der

Art (la); ebenso die negativen fiir sich allein genommen.

Dann ist die Summe auch der ganzen Reihe endlich, und

die Reihenfolge der Glieder gleichgiiltig. Dieselbe Bedingung

kann anch in der Weise formulirt werden: die Summe der
absoluten Werthe aller Glieder muls endlich sein.

2. Bedingt convergente Reihen. Bei ihnen ist die Summe der

positiven Glieder fiir sich genommen unendlich; ebenso die

der negativen. Durch Aenderung der Reihenfolge, in welcher

") Nach dem Notizbuch ausgearbeitet. A. d. H.
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ich die Glieder summire, kann ich dann zu jedem beliehigen
Werthe der Summe kommen.

Zur Entscheidung iiber bedingte und unbedingte Con-
vergenz dient folgendes Kennzeichen. s sei R, der absolute Werth
des at* Gliedes einer Reihe, ¢ eine bestimmte, endliche, angebbare
Constante, & eine positive Griofse. Wenn von einem bestimmten
Gliede ab fiir alle folgenden Glieder:

c
R < s

so ist die Reihe absolut convergent. Denn ich kann dafiir auch
schreiben, wenn s eine Integrationsvariable ist:

a a

c ds
Ra &< Ffds Odel' Il}n & Ofu—l:é

a=1 a=1

In dem Intervall zwischen (a — 1) und a ist s stets kleiner als a.
Ich vergrofsere also den Werth des Bruches unter dem Integrations-
zeichen, wenn ich s schreibe statt a. Es ist mithin a fortiori:

a s=q

ds % 1
Ra<0f51“ oder R“(‘C'(_EJE?)
=t T e=a-1

e if[(a =T ;"J

Ebenso wird dann auch:

Cl1 1
Rn+1<‘£‘|:a—s_mj|
i 6L

Durch Addition von n auf einander folgenden solchen Un-
gleichungen ergiebt sich:

0t 5
S gl L 1
¢ [(@=1) (a4 n)

Ist nun, wie vorausgesetzt, ¢ positiv (wenn auch noch so klein), so
verschwindet fiir n = oo der zweite Bruch in der Parenthese auf
der rechten Seite, und es wird:

o c
DRy < ———
% e(a — 1y
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C und ¢ sollten endliche angebbare Grifsen sein; die rechte Seite
ist also endlich. Wesentlich war im Beweis ferner, dafls s positiv
ist; in diesem Falle ist also die Summe der absoluten Werthe R,
aller Glieder vom aten an endlich. Da nun die Summe der end-
lichen Zahl der dem aten Gliede vorhergehenden Glieder sicher
endlich ist, so ist in diesem Falle, wie oben behauptet, die Reihe
absolut convergent.

Wiire aber ¢ = 0, so wiirde C/& unendlich werden; und wire
¢ negativ, so wiirde 1 /(a 4+ n)° fiir n = 0o nicht nur nicht ver-
schwinden, sondern ebenfalls unendlich werden. In heiden Fillen

kann nicht geschlossen werden, dafs %R‘, unterhalb eines bestimmten

endlichen Werthes bleibt. Die Be&ic;lguug:
o}

bedeutet in Worten, dafs die Glieder im Nenner eine hhere als
die erste Potenz der Ordnungszahl tragen miissen; oder dafs sie
schneller abnehmen miissen als die minus ersten Potenzen der
Ordnungszahlen. Thun sie das, so ist, wie bewiesen, ihre Summe
absolut convergent.

Wie verhilt sich nun die Fourier’sche Reihe dem an-
gegebenen Kriterium gegeniiber? Nach (60) und (62) waren ihre
Coefficienten:

Aﬁ_-—ff(a:cos( )da: und B, = —ff(m)sm( )dm

In der Fourier'schen Reihe selbst sind diese Coefficienten zu multi-
pliciren mit:

cos (b—"—mJ bezw. mit sin (hﬁx)

L L

also mit Factoren, deren absoluter Werth stets = 1 ist. Betrachten
wir daher statt der Fourier’schen Reihe selbst die Reihe ihrer
Coefficienten Ay und By, so convergirt erstere a fortiori absolut,
wenn dies fiir letztere nachgewiesen ist.

Wir denken uns die Theil-Reihe der B, mit ¢ =)/ — 1 multiplicirt,
zur Theil-Reihe der 4, addirt und je zwei Glieder mit gleicher Ord-
nungszahl 0 zusammengefalst; dann erhalten wir Exponentialfunc-
tionen mit imaginiren Exponenten; das Operiren mit solchen ist be-
deutend einfacher als das mit den trigonometrischen Functionen.
Die auftretenden Exponentialfunctionen lauten:
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bma bax L
G P
cos (T] -+ 2 81n (—L’—) =e

Wir bilden zunichst:

ibaz ibzz ibma
i L ) - df —1 ‘f’ﬂ' L
dx(f(x)e _dxe +f() il 28
woraus durch Multiplication mit d z und Integration von — L bis 4 L:
zT":: +; ibax 20 e ibxz
7@.o © =fd_fg S TR PR
==L T -l

Indem die Integration auf der linken Seite ausgefiihrt wurde, ist
stillschweigend vorausgesetzt, dals f(x) zwischen — L und + L stetig
ist. Anderenfalls ist das Intervall der Integration zu teilen und es
sind auch noch die Zwischenwerthe von f(r) an den Sprungstellen
zu beriicksichtigen. Wir nehmen zuerst an, dalfs f(z) in der That
im ganzen Intervall stetig sei.

Ferner ist, wie auf Seite 84 (oben) aus einander gesetzt, /() perio-
disch mit der Periode 2 L; dasselbe trifft fiir die Exponentialfunction
zu; also werden die Werthe fiir die obere und die untere Grenze auf
der linken Seite der letzten Gleichung einander gleich, und es wird :

ibno iba=z
—ff(x L dm——gbﬁfdfs dx

Trenne ich nun auf beiden Seiten reelles und imagin‘ai.res, 80 finde ich:

B
Aa=%ff(m)cos(bzi)d:n [m df sin(?-;j—x)da: (65)
- L

und einen analogen Ausdruck fiir die Coefficienten B.

Wenn nun %’—; iiberall endlich (oder hichstens integrirbar un-
endlich, sieche Seite 47) und stetig oder nur an einzelnen Stellen
unstetig ist, so kann ohne weiteres noch einmal partiell integrirt

werden, und es wird:

z2=4L +L
L df bz L af bwx
—te o .l (N 0 66
4 = g dmms( L!‘) nﬂnﬂfdmﬂ e )d‘” (56)

T -L
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o e A
Bilde ich a, Aus dem Ausdrucke (54)
fle)= >4, cos dist + > B, sin o
a L a L

af

so ist offenbar, dals auch is eine nach z periodische Function von
der Periode 2 L ist. Also verschwindet wieder das erste Glied auf

der rechten Seite, wenn g-g stetig ist. Physikalisch ist aber der Fall

sehr wohl moglich, dals % Spriinge macht; z. B. wenn die Curve

fir die Temperatur als Ordinate zu 2 als Abscisse zwar durchaus
continuirlich ist, aber eine Ecke bhildet. In diesem Falle ist in dem
ersten Gliede der rechten Seite von (66) fiir eine solche Kcke, die
etwa bei « = § liege, das Intervall zu unterbrechen:

z=& - z=+L
L {d‘( COS(D—E:) + (_ij + COS (b_z_r)

02n)da ' L dx

g==1 x=§

Ks bleiben dann in 4y Glieder, die das Quadrat der Ordnungs-
zahl b im Nenner tragen. Kine Reihe von solchen 4y ist aber, wie
wir sahen, absolut convergent.

Ist nun aber auch noch g{ itberall stetig, so verschwindet das
erste Glied der rechten Seite von (66) villig; auf das allein noch
itbrig bleibende Integral kann nochmals partielle Integration an-
gewendet werden, und es treten in A, nur Glieder auf, die mindestens
die dritte Potenz der Ordnungszahl 0 im Nenner tragen; die Reihe
convergirt also noch schneller. F#ahrt man in dieser Weise fort, so
siecht man: je mehr weitere Differentialquotienten von f(z) noch
stetig sind, um so schneller convergirt die Reihe der Aj.

Alles iiber die Coefficienten 4y Gesagte gilt offenbar ebenso fiir
die By. A fortiori gilt es fiir die Glieder der Fourier'schen Reihe
selbst, in welcher die Coefficienten . und B noch multiplicirt sind
mit cosinus und sinus.

Wir haben also das Resultat: wenn nur die darzustellende
Function f(x) selbst stetig ist, convergirt die Fourier’sche Reihe
absolut, einerlei ob die Ableitungen von f(z) stetig sind; sie con-
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vergirt um so schneller, je weiter hinauf die Ableitungen von f(z)
ebenfalls stetig sind.

In dem Falle aber, dals f(z) selbst Spriinge macht, verschwin-
det die linke Seite von (64) nicht; sondern es bleiben die Beitriige
von der Unterbrechung der Integration an der Discontinuititsstelle.
Diese Beitrige treten dann auch neben dem Integral auf der rechten

. . 1 : . :
Seite von (65) mit dem Factor b auf; auf sie erstreckt sich nicht

diejenige Umformung durch partielle Integration, welche zu (66)
fiithrt. Hs bleiben dann also in A4y solche Glieder, die die erste
Potenz der Ordnungszahl b im Nenner enthalten; eine Reihe von
solchen ist aber, wie wir sahen, nicht absolut convergent.

Es ist in der That von vornherein klar, dafs an den Sprung-
stellen selbst, an denen die Function zwei Werthe hat, sie nicht
durch eine Reihe dargestellt werden kann, die zu einem Werth hin
convergirt. Sind solche Discontinuitiitsstellen vorhanden, so conver-
girt die Fourier'sche Reihe aber auch an allen anderen Stellen
nicht mehr absolut, wie soeben bewiesen. Die Coefficienten A,
und By treten in den Fourier'schen Reihen mit den Cocinus und

Sinus der Vielfachen von 7% multiplicirt auf, welche theils positiv,

theils negativ sind. Wenn daher auch die Fourier'schen Reihen fiir
Functionen mit Sprungstellen zwar nicht absolut convergent sind, so
kinnen sie doch bedingt convergent sein. In der That stellen dann
die Fourirr'schen Reihen noch bis zu beliebiger Nithe an die Sprung-
stelle heran die gegebenen Functionswerthe richtig dar, wie weiter
unten gezeigt werden soll. Jedoch mufs dann die Summation der
Glieder in der Reihenfolge geschehen, wie sie durch die Ordnungs-
zahlen q vorgeschrieben ist; es diirfen aber nicht Glieder mit hiherer
Ordnungszahl vorweggenommen werden zwischen die mit niederer.
Diese Vorschrift hat physikalisch keinen Sinn; denn es kann niemals
in den physikalischen Bedingungen eine Bestimmung liegen fiir die
Ordnung, in welcher man die Glieder der Reihe addiren mufs. Man
sieht deshalb zuniichst noch nicht ein, weshalb man die Fourter'-
sche Reihe, wenn sie nur bedingt convergirt, nicht mit anderer
Reihenfolge der Glieder summiren solle, wodurch man einen anderen
Werth fiir ihre Summe erhalten wiirde.

Auch iiber diese Schwierigkeit kommt man hinweg wenn man
sich klar macht, was aus den in gegebenen Anfangszustinden etwa
auftretenden Discontinuitiiten im weiteren Verlaufe der Erscheinung
wird. Bei der Temperatur kann z B., wie bei dem auf Seite 34
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bereits erwahnten Falle, dafs ein kalter und ein warmer Korper
plotzlich mit einander in Berithrung gebracht werden, im ersten
Augenblick ein Temperatursprung anzunehmen sein; aber sobald
nur ein Augenblick des Austausches durch Leitung voriibergegangen
ist, ist die Temperatur schon continuirliche Function der Coordinaten.
Dann konnte man so vorgehen, dafs man diese Temperaturvertheilung
ganz unmittelbar hinter dem ersten Augenblick als gegebenen
Anfangszustand betrachtet. Da in diesem dann die Temperatur
keine Discontinuititen mehr darbietet, mufs dann auch die sie dar-
stellende Fourier'sche Reihe absolut convergiren. Analytisch aus-
gedriickt : Wenn wir in der Fourier'schen Reihe fiir ¢ , Gleichung (54),
t=0

die Coefficienten berechnen fiir Anfangszustinde mit Unstetigkeiten,
so ist zwar diese Reihe nicht absolut convergent. Betrachten wir
die Reihe (54) aber als Grenzfall von (53) fiir sehr kleine, aber doch
von Null verschiedene Werthe von ¢, so ist die darzustellende Function
stetig, und entsprechend muls auch die Reihe absolut convergent
sein fir jeden noch so kleinen Werth von ¢, wenn er nur nicht
absolut gleich Null ist. [Dalfs in der That die durch (53) definirten
Reihen unter allen Umstéinden absolut convergent sind, und zwar
infolge des Hinzutritts der Exponentialfunction €"¢’ zu den Gliedern
der Fourier'schen Reihe, werden wir im niichsten Paragraphen noch
direct zeigen. Und zwar gilt das fiir jeden positiven, wenn auch
noch so kleinen Werth der Zeit ¢. A. d. H.] Mit dem Grenzwert, den
diese Reihe fiir unendlich kleines ¢ liefert, mufs der Werth der
bedingt convergirenden Reihe bei ¢ absolut = 0 iibereinstimmen ;
dadurch sind die Zweifel iiber deren Werth gehoben.

Mit der Bedingung fiir die absolute Convergenz hingt auch
die schon auf Seite 84 aufgestellte Vorschrift zusammen, dals

x=-L x-0 4L x=+2L

Fig. 8.

das f(z), wie dort in Figur 5 gezeichnet, iiber die halbe Periode
von z = 0 bis z = L hinaus auf der Seite der negativen z so fort-
gesetzt wird, dafs es zu Anfang und am KEnde der Periode von 2 L
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dieselben Werthe hat. Wenn das nicht der Fall wire, wie in
folgender Fig. 8, so wiwde f(z), wenn wir seine Werthe durch
Wiederholung der Periode nach beiden Seiten hin fortsetzen, an den
Stellen 2 = — L, = + L, w s. f. jedesmal einen Sprung machen.
Dann wiirde es auch nicht durch eine absolut convergente Fourier'-
sche Reihe darstellbar sein; wohl aber, wenn es jener Vorschrift
gemifs fortgesetzt wird, und auch sonst keine Unstetigkeitsstellen
in f(z) vorhanden sind. Aus entsprechenden Griinden musste in
Ankniipfung an Gleichung (63) fiir die Functionen, die allein durch
Sinus darstellbar sein sollten, verlangt werden, dals sie am Ende
jeder halben Periode den Werth Null annehmen, wenn wenigstens
die Reihe absolut convergiren soll.

§ 27. Beweis der richtigen Darstellung gegebener Functionen
durch Fourier’sche Reihen.’)

Wir haben nun bewiesen, dafs in der Mehrzahl der physikalisch
vorkommenden Fille die Fourier’'schen Reihen absolut convergiren;
und dafs in den Ausnahmefiillen, in denen sie nur bedingt conver-
giren, sie als Grenzfall von absolut convergenten Reihen betrachtet
werden konnen. Ks fragt sich aber noch, ob die Reihe mit den
Coefficienten, wie wir sie fanden, auch gerade zu den vorgeschriebenen
Werthen von f(z) hin convergirt. Is soll hierfir der von Sir
Winniam THomsoN angegebene Beweis erbracht werden, der zugleich
zeigt, dafs auch in den Fillen bedingten Convergirens der Fourier’-
schen Reihen sie in der Reihenfolge der Ordnungszahlen summirt
den richtigen Werth geben.

Fiir die Coefficienten 4, und B, setzen wir ihre Werthe nach
(60), (61), (62) ein; nennen aber die Integrationsvariable in ihnen s;
dann wird also behauptet, es sei:

p 1{%003(223’.) .jfis)cos(ﬂgs)ds}
e 5 i ((57) - from (432

Wir fassen zuerst den Fall ins Auge, dafs die nach a zu nehmenden
Summen absolut convergent sind. Die Integrale sind ebenfalls

a

il

s 7
1
f(@) = g—j;ff(-?)ds +

(67)

1) Wie der vorige Paragraph nach dem Notizbuch ausgearbeitet. A. d. H.
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Summen, deren Werth von der Reihenfolge der Summation unab-
hiingig und ein ganz bestimmter endlicher ist, wenn:

+ L
ff(s)ds
-L

endlich ist, wenn also der Mittelwerth von f(s) endlich ist, was in
den physikalischen Problemen immer erfiillt ist. Daher kann die
Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht werden, und
die rechte Seite von (67) wird:

+ L
1 oy amrx ams . QT . ams
—Lff(.s)ds[l+2a%{cos 7 C0S—7— + sin——sin- —}]
- L

L
+ L
1 : = am (e — s)
_2—ij(s)ds [1+2u§ €08 ———— ]
- L

In dieser Form lafst sich die Summirung der Reihe wirklich aus-
fithren und ergiebt in der That den Werth f(z); die Ableitung gilt
dann aber zunichst nur fiir den Fall der absoluten Convergenz.
Um den Fall der bedingten Convergenz von vorneherein mit zu
umfassen, fiigte Sir Winrram TromsoN in jedes Glied einen Factor
ein, der die Reihe absolut convergent macht, und den er schliels-
lich wieder gleich 1 setzen kann. Ks sei & ein positiver echter
Bruch. Dann setzen wir analog (67):

+ L )
F(e 6= "z%s'f fe)ds + E {lL iy (0‘?) “ete f f(s) . cos (‘%) d,s}

el () Jrom (0]

‘Wir miissen dann beweisen, dals das so definirte f (z,8) fiir 6 =1
gleich f(z) wird. — Die beiden in (68) vorkommenden Summen
nach a sind absolut convergent, selbst wenn f(s) Discontinuitiitsstellen

hat; denn:
1 cosfamex cos
A sin( ) ff sm( )ds

(67a)

(68)
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ist unter allen Umstinden kleiner als:

+ L
1
I f f(s)-ds
- L
wofiir wir O schreiben wollen. € ist aber endlich, wenn nur, wie
vorauszusetzen, f(s) endlich (oder selbst integrirbar unendlich) ist,

mag letzteres auch discontinuirlich sein. Die in (68) vorkommenden
Summen nach a sind also kleiner als:

<+]
> Cet
oder a fortiori kleiner als: ot
w
> 0
a=40
oder, da 0 < ¢ < 4 1, auch kleiner als:
) 1
o D
- 1—¢

Durch Einfiigung der Factoren & sind also die Reihen jedenfalls
absolut convergent geworden.?)

1) Die Einfiigung der Factoren ¢ entspricht ganz dem, dals wir nicht den
Augenblick ¢ = 0, sondern einen unendlich wenig spiiteren betrachten. Wie
wir im vorigen Paragraphen auf Seite 94 sahen, sind dann bereits alle Dis-
continuitéiten, die urspriinglich in f(x) vorhanden gewesen sein kiounen, ver-
schwunden. An Stelle der Reihe (54) tritt dann (53), aber fiir sehr kleine
Werthe von £ Die Glieder von (53) enthalten die Faectoren ."u‘, wo nach den
der Gleichung (48) vorangeschickten Definitionsgleichungen:

n, = Ny + (1 — ny)a®
Es wird also:
dtal — sn,,t ; efn, — ) a¥¢
e™* ist ein von der Ordnungszahl unabhiingiger Factor, mit dem alle Glieder

der ganzen Reihe in gleicher Weise multiplicirt s‘md,gso dafs er an der Con-

. . : k = . .
vergenz nichts findert. Ferner ist (1, — n,) = — e negativ; also o™~ ™!

fiir endliche ¢ kleiner als 1, und convergirt, wenn wir schliefslich ¢ = 0 werden
lassen zum Werthe 1, wie obiges &. s wiire also:
e(ﬂ, -tg) 0% ¢ _ Eu‘

Diese Factoren, die in (53) hinzutreten, erhéhen aber wegen des Exponenten a®
die Convergenz der Reihe (54) noch stiirker, als die Factoren &", die wir in (68)
gegeniiber (67) hinzugefiigt haben, und die diese Reihe jedenfalls schon absolut
convergent machten. Es folgt also a fortiori, dals (53) absolut convergent ist
fiir jeden noch so kleinen Werth der Zeit £/ In diesem Sinne ist also die
Hinzufiigung der Factoren & in physikalischer Bezichung dem Verfahren
analog, dafs wir nicht von vornherein den Moment ¢ = 0 betrachten, sondern #

von kleinen Werthen anfangend erst am Schlusse der Betrachtung verschwinden

lassen. A.d H.

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. VI (]
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Ebenso wie wir vorhin in (67) die Reihenfolge von Summation
und Integration vertauschen konnten, diirfen wir dies also auch in
(68) thun, und erhalten in derselben Weise jetzt:

T
. 1 o am(z—s)
9 G’ =t i a L
[(m,e)—ZLff(s}ds[l +2;>:_ch . €08 T }
= I
und indem wir 2 cosw = ¢i® 4 ¢—i benutzen:
amilz— s)

+L
1 & - 0-0_1 _ aﬂif—s_)
f(x, s)aﬂff(s)ds.[l +%s“.e - %&“e }
-L

amilz— 5

1 e o ) w = _E..’i'(’:’}
= w—ff(s)ds. —14>e 4> £
2L a=l
- L

a=0U

Nun ist auch fiir complexe x:

und wenn der Modul von x kleiner als 1 ist:

L8 1
0 =
¢>='o% 1—=
Bei den in der letzten Form von /(z,& vorkommenden Summen

ist ¢ der Modul, also in der That kleiner als 1, und es wird mithin:
+ L

o) = g [ 16)ds -
=i

1
e et ‘ﬂ:j‘l

1—g.¢ © g, #

Die eckige Klammer unter dem Integralzeichen wird:

:z(:c--a)‘_ T(@=—13)
7 S = T %
2—6.{6 h + e * }

u(a:—a)i -_J'[(Z—l]i
l—e.{e ¥ +e % }+.¢.s

—14+

2—25003%_3) i 3
i 1 f— =2

26008 L (1 gy et B
1—2¢cos 57 +& (11— &4 4esin 7
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Dies eingesetzt wird:

+ L
1 (1—4¢.(1+¢
fed =g [ HO) ds.———————
{fﬂ ) ZL[L 3) (1‘_‘5)24“48“[12-5;__.{,:&

Lasse ich nun ¢ sich der 1 nithern, so verschwindet der Integrandus,
aulser wenn der Nenner des Bruches ebenfalls unendlich klein ist,
d. h. wenn s unendlich wenig von x verschieden ist. Von dem
ganzen Integrationsinterwall liefert also nur das unendlich kleine
Gebiet, wo s sehr nahe = = ist, einen von Null verschiedenen Beitrag;
es ist dann auch f(s) nahe gleich f(z) und kann s gegeniiber in dem
sehr kleinen (Gebiet als constant betrachtet werden; ferner wird der
Sinus des sehr kleinen Argumentes gleich dem Bogen; und bei
Vernachliissigung von Grélsen, die gegen (1 — ¢ und (z — s) unend-
lich klein héherer Ordnung sind, wird:
e 2.(1—¢
Elff Flai= gg%) Aer 72z —s)?

Yy -y TR

Da bei & nahe = 1 doch nur die Werthe von s sehr nahe bei z etwas
zum Integral beitragen, kann die Integration auch von — oo bis + oo
erstreckt werden. Setze ich ferner:

7 (s —_@} s
Td=3 °
so wird:
+w _—
; _I@ [ dx _f@) =
1:211 f(ﬂ'-:&]'—_n 1422 =n &%E_?i_;

=0

lim /@, = /(#)

und schlielslich:

Damit ist also bewiesen, dals die Fourier'sche Reihe in der That
zu den gegebenen Functionswerthen hin convergirt. Der Beweis
beruht wesentlich auf der Kigenschaft, dals der nach s zu inte-
grirende Ausdruck:
1—¢
(1 — &) + 7??,(.31; @)’

fiir s = z ein Maximum hat = 11—; dafs dieses Maximum um so

—_E

grofser ist, je nither & = 1 ist; dals aber der Werth des von — oo

bis + co erstreckten Integrals unabhiingig ist von ¢ und auch fiir e =1
7*
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denselben Werth behiillt. Der Beweis gilt auch in dem Falle, dals
f () Discontinuitiiten aufweist; nur darf beim Uebergange vom f(z, &)
zu lun f(z,€) unter dem Integralzeichen nicht mehr f(s) = f(z) ge-

gesetzt werden fiir dasjenige = = z,, fiir welches f(x) den Sprung
macht. Vielmehr muls dann an dieser Stelle das Intervall der
Integration nach s getheilt werden. Fiir die Werthe von s kleiner
als #, tritt dann f(z, — J) vor das Integralzeichen; fiir die Werthe
von s grofser als x, dagegen f[(z, 4+ ), wo 0 eine kleine Grilse.
Es wird dann:

x
. fl@, —9) (1—¢
1 ) — ds
i (0T f @ —app T B9

- L Lz
+ L
i Bel Fay. il
L , 7 (x, —s)?
e
=0 p=+w
F6 =) retgr + 1D arigy
{=—w =0
- _f(_wl_— B+ {1 +8)
2

Fiir eine Sprungstelle liefert die Fourier'sche Reihe also den
Mittelwerth der beiden Functionswerthe, Wir wissen, dafs Fou-
riEr'sche Reihen, die Functionen mit Sprungstellen wiedergeben
sollen, nicht absolut convergente Reihen sind; summirt man die
Glieder aber, wie in vorstehendem Beweis, in der Reihenfolge der
Ordnungszahlen, so giebt die Summe aulserhalb der Sprungstellen
auch dann noch die vorgeschriebenen Functionswerthe richtig wieder,
und in der Sprungstelle selbst den Mittelwerth der beiden Fune-
tionswerthe.

Sechstes Kapitel.

Temperaturwellen in einem Medium, dessen ebene End-
fliche wechselnd erwiirmt wird.

§ 28. LUsung des Problems mit Berlicksichtigung der seit-
lichen Wirmeabgabe bei Stidben.

In cinem weiteren interessanten und wichtigen Fall haben wir
im Wesentlichen auch nur Leitung in einer geraden Richtung,
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konnen also die Differentialgleichung (39) anwenden, in welcher,
wenn Aulsere Wirmeabgabe nicht stattfindet, » = 0 gesetzt werden
kann. Letzteres wiirde zutreffen bei einem Korper, der in allen
zur Richtung des Wiirmestroms senkrechten Seitenrichtungen, unseren
bisherigen #- und x-Richtungen, unendlich ausgedehnt ist. Begrenzt
sei dann der Korper nur von einer freien Oberfliiche, einer Ebene
senkrecht zur x-Richtung, etwa der Ebene # = 0, an welcher von
aufsen her Temperaturschwankungen hervorgebracht werden kénnen.
Von dieser Aufsenfliiche erstrecke sich der Korper nach der positiven
a-Richtung hin ebenfalls bis zu sehr grofsen Entfernungen. Dies
wiire Alles der Fall bei den oberflichlichen Schichten der Erde,
bei welchen tagliche und jihrliche Temperaturschwankungen der
Aufsenfliche durch die Sonnenstrahlen bewirkt werden; in Folge
dessen werden bis zu einem gewissen Grade auch die tieferen
Schichten erwirmt. Diese Form der Wirmehewegung spielt eine
grofse Rolle in der Geologie und in der Physik der Erde, weil aus
ihr Schliisse gezogen werden konnen auf das Leitungsvermogen
der Erde.

Aulserdem hiingt in den wesentlichen Punkten mit demselben Lei-
tungsproblem zusammen eine Methode, welche von A..J. ANxasTrROM)
gebraucht wurde zu Untersuchungen des Leitungsvermdgens von
Stiben. Er benutzte einen schr langen Stab in einer Anordnung,
welche derjenigen von G. Wiepemaxy und Franz (siche Fig. 4,
Seite 72) ganz gleich ist bis auf den Punkt, dals das aus der Hiille /7
herausragende Ende E des Stabes abwechselnd in gleichen Zwischen-
rilumen hoheren und tieferen Temperaturen ausgesetzt wird, indem
man es z B. eine Minute lang mit siedendem Wasser, eine zweite
Minute lang mit Kis in Beriithrung bringt, und damit weiter wechselt
in denselben regelmiifsigen Zwischenzeiten. So erzeugt man an dem
dunfseren Ende eine Reihe von Temperaturschwankungen, die von
ihm her eindringen in den Stab hinein, wie in dem anderen Falle
in die Tiefe der Erde. Sie pflanzen sich, wie wir sehen werden, in
der Form von Temperaturwellen fort, die aber in ihrer Amplitude
sehr schnell abnehmen. AncsTrOM bestimmte fiir seine Stibe aus
Messung der Wellenliinge, die durch gegebenes Tempo hervorgebracht
wird, und aus dem Abnahmegrad der Amplitude die beiden Con-
stanten: & die der inneren Leitung und % die der Ausstrahlung.

Beide Fille des Temperaturverlaufs sind gegeben durch die

1y A. J. Axesteom, Pogg. Ann. d. Physik u. Ch, Bd. 114, 1861; Bd. 118,
1863; Bd. 123, 1864.
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Differentialgleichung (39), und da bei AxcsTrOM’s Methode #ulsere
Wirmeabgabe stattfand, soll der Allgemeinheit halber % zuniichst
nicht = 0 gesetzt werden. Als Nullpunkt der Temperatur ist in (39)
die constante Temperatur %, der Hiille genommen. Da & jetzt eine
periodische Function der Zeit sein soll, mufs das » im Exponenten
der Ligsung (40) imaginér werden; setzen wir also:

no=1iv
dann wird:
ent = givt = cos (¥ ¢) + ¢sin (v )

Fiir # = 0, also in der Aulsenfliche, wird:
Fzm0 = A (c08 (v1) + isin (v 1)) (69)

-0 kann gleich dem reellen, oder gleich dem imaginiiren (durch ¢
dividirten) Theile oder gleich einer Superposition beider gesetzt
werden.

Es wird in der That, wie vorgeschrieben, #,_, eine periodische
Function der Zeit; und zwar ist eine Periode vollendet, wenn das
Argument »¢ der trigonometrischen Functionen um 2z, oder wenn

{ um:

B it (70)

v

gewachsen ist. Fiir die periodische Erwirmung und Abkiihlung der
Aufsenfliche ist also 7'die ,,Schwingungsdauer” und » die ,,Schwingungs-
zahl“ (aber in 2a Zeiteinheiten).

Um das in (40) vorkommende ? zu berechnen, miissen wir in
(41) n = ¢ v einfithren, wodurch wir erhalten:

Die rechte Seite bringen wir auf die Form:
%(cos 2 B + isin 2 fB) = o2e2iF
indem wir setzen:

h.p

2 0¥ - ¥
E.g agcos 2 7 o?sin 2 3

woraus folgt :

h.p\® c.8.v\? cevg
7 - R < =
RIS S B
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Dann konnen wir die Wurzel aus dem complexen Werth von [2
ziehen und finden:

l=0.6¢=g(cosf + isinf)
wo:

T b s
h.p\? cev)|?
am & (2] = 0] e
oder der kiirzeren Schreibweise halber:
l=m+ipu
wo:
m=ccosf und p=acsinf (72)
Wir erhalten also fiir < aus (40):
G = Aderttie = Jeivttm+ine
= Aemsc+i(_ux+v¢}
= Aem*. [cos(pux + vi) + isin(uz + vi))
Damit haben wir zunichst zwei Lésungen mit zwei verschiedenen
willkiirlichen Constanten 4 und B:

O = Ademcos (ux + vi)
und (73)
¢ = Ben*sin(pz + vi)

Wenn ich noch setze, was immer moglich ist:
4 = Csiny B = Ccosy

wo C und y zwei an Stelle von 4 und B tretende willkiirliche
Constante sind, so wird die Superposition der beiden einzelnen % :

& = Ce"ssin (uo + vt + 7) (74)

Fiir # = 0 wird speciell :
Gpoo= Csin(wt + y) (75)

Die Werte von #,-¢ schwanken zwischen + C und — € hin und
her; O ist also die Amplitnde der Temperaturoscillationen an der
Grenzfliiche. Durch y ist, wie ersichtlich, die Phase innerhalb einer
Periode bestimmt, in welcher Phase sich % zu dem willkiirlich fest-
zusetzenden Anfangspunkt der Zeit, ¢ = 0, befindet. Das Integral (74)
entspricht dem Kalle, dals die durch (75) gegebene periodische
Temperatur des Endes wie eine einfache Sinusfunction mit der Zeit
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verindert wird. Der Mittelwerth von .-, ist Null, oder, nach der
in (39) festgesetzten Annahme des Nullpunkts ist jener Mittelwerth
gleichzusetzen der Temperatur #, der Hiille, gegen welche der Stab
strahlt. Bei (74) und (75) wiirden wir also anzunehmen haben, dafs
zwar urspriinglich (etwa fiir £ = — oo0) irgend welche Temperatur-
differenzen des Stabes in sich und gegen die Hiille vorhanden ge-
wesen sein konnen, dafs diese allein genommen sich aber nach dem
Satz vom Ausgleich der Unterschiede (§ 16) bis zur constanten
Temperatur &, =0 ausgeglichen hiitten, so dals nur noch durch
die Wirkung der kiinstlichen periodischen Erwirmungen der Fliche
@ = 0 iiberhaupt Abweichungen von dieser Mitteltemperatur auftreten.
Der in (74) auftretende sinus fillt unter die allgemeine Form
einer Function von (# + af), wo « ein von # und / unabhingiger
Coefficient ist. Dies sieht man sogleich, wenn man das Argument
v
—%

in der Weise: p(r + - ) + 7 schreibt. Solche Ausdriicke bhedeuten,

wie gezeigt werden soll, ein System von neben einander liegenden
Functionswerthen, welche bei wachsender Zeit fortschreiten mit der

ol it s v ; ;
Geschwindigkeit @, in unserem Falle = e und zwar in der negativen
L

x = Richtung, wenn der Werth von a positiv ist. Das Argument
(# + a{) bleibt néimlich ungeéindert, wenn ¢ um 7 wiichst, und gleich-
zeitig # um & abnimmt in einem solchen Verhiltnis, dals & =a7.
Es wird dann also auch:

fle—E&+alt+1)]=/(+al)

Derselbe Functionswerth, der zur Zeit ¢ an der Stelle # vorhanden
ist, ist also zur spiteren Zeit (¢ + 7) an der Stelle (# — &) vorhanden,
wenn & = a7 ist. Dies gilt fiir beliehige Werthe von 7z, wenn nur
bei wachsendem z zugleich & wiichst und zwar stets proportional

mit der Geschwindigkeit %= a. Der ins Auge gefalste Functions-

werth schreitet also ungefindert in der negativen z-Richtung mit
constanter Geschwindigkeit fort. Dasselbe gilt fiir den Werth der
Function bei jedem beliebigen x; alle neben einander liegenden
Functionswerthe riicken als Ganzes von iibrigens unveriinderter Form
vor nach der negativen x-Richtung mit der Geschwindigkeit a.
Hiitten wir eine Function von (z — af), so riickt deren Werthsystem
mit der (Geschwindigkeit @ nach der positiven z-Richtung fort.
Solche Functionen von (z + af) treten vielfach in der theoretischen
Physik auf, besonders in der Akustik, wo sie elastische Verschiebungen
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der kleinsten Theilchen bedeuten. Hier handelt es sich jetzt um
Aenderungen der Temperatur, welche in analoger Weise fortlaufen
vom Ort ihrer Erregung aus.

Ist allgemein die Function von (# 4+ at) eine periodische, z. B.
eine trigonometrische, so ist sie zu einer bestimmten Zeit ¢ eine
periodische von «, die dann mit wachsender Zeit fortschreitet. Das
bedeutet bei einer Wasseroberfliche Wellen, ebenso auch in der
Luft Schallwellen, und zwar solche, welche Ténen entsprechen. In
beiden Fillen bedeutet die Function mechanische Verriickung
ponderabler Theilchen. In unserem Falle haben wir ebenfalls eine
solche periodische Function:

sin [u@ +af)+7] wo a= 5 (16)

welche sich auf den Zustand der ,,Warmheit® bezieht, und finden
also eine wellenférmige Vertheilung der Temperatur, welche mit der
Geschwindigkeit a fortriickt. Die Strecke, nach welcher sich bei
festgehaltener Zeit ¢ die Functionswerthe in der z-Richtung wieder-
holen, nennt man die Wellenliinge 4. Fiir zwei Stellen, deren
z-Werthe sich um i unterscheiden, miissen die Werthe von p 2 sich
um 27 unterscheiden, damit der Sinus fiir beide denselben Werth

habe; es ist also:

p.l=2n oder A=2f (17)

woraus in Verbindung mit a = E und (70) 7T = 2:—‘ die fundamentale

Beziehung 7 = a. 7 aller Wellenbewegungen hervorgeht.

Die Dauer T einer Periode fiir .-y muls fiir einen bestimmten
speciellen Fall gegeben sein oder auch nach (70) der Werth von ».
Mit » hiingen dann auch die in der Losung (74) auftretenden
Grofsen m und p zusammen, indem vermige (71) zunichst » eingeht
in ¢ und £, dann diese durch (72) in = und .

Das allgemeine Argument (z 4 ai) ist in unserem %:

x4+ {-t
o

wo nach (72) u = osinf. Wie aus (71) ersichtlich, ist tg 248 gleich
dem Product von Grifsen, die ihrem Wesen nach simmtlich positiv
sind; 28 kann also zwischen 0 und =2 liegend gew#hlt werden
(man konnte ihm auch einen um ein beliebiges Vielfaches von =
verschiedenen Werth beilegen); dann wird also auch sing positiv;
p hat also dasselbe Vorzeichen wie o; nach (71a) kann & aber
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positiv oder negativ sein. Je nachdem wir ¢ positiv bezw. negativ
withlen, haben wir eine in der negativen bezw. positiven z-Richtung
fortschreitende Temperaturwelle. Wenn wir festsetzen, wie bei dem
Stabe in Figur 4 auf Seite 72 geschehen, dafs das abwechselnd
erwiirmte oder abgekiihlte Ende, oder dafs bei der Erde ihre Ober-
fliche dem z-Werthe Null entspricht, und dals der Stab oder die
Erdmasse sich nach der Seite der steigenden z hin erstreckt, so
kommt fiir uns nur die nach letzterem fortschreitende Welle in
Betracht; wir miissen also o negativ wiihlen.
Wenn unsere Losung (74) von der Form wire:

G = Csin(uz + vt + y)

wiirde sie eine Temperaturwelle von der Amplitude C bedeuten, die

" . . ungeiindert fortriickt. Zu dem
(<) S {53 }—>  Qinus tritt aber noch der Factor:

pm

hinzu, in welchem s mnach (72)
dasselbe Vorzeichen hat wie o;
bei unseren Festsetzungen also
negatives. Die Amplitude der
f - Wellen, welche fiir = 0 gleich
C ist, bleibt also nicht con-
stant; sondern nimmt beim Vor-
riicken der Welle zu grofseren

\ positiven z-Werthen ab in dem-
selben Verhiiltnils wie die Ex-

ponentialfunction ¢»%. Die Tem-
peraturwellen erloschen also
allmihlich, wihrend sie fort-
schreiten wie folgende graphi-
sche Darstellung veranschau-
% licht (Figur 9) und zwar um so
Fig. 9. schneller, je grofser der absolute

Werth von m oder nach (72)

von o cosf ist. Wenn wir nun zunichst den Fall des Stabes von
AnesTrOM niher betrachten, so ist nach (71) sowohl cosp, wie
auch der absolute Werth des ¢ von dem Coefficienten k der seit-
lichen Strahlung abhiingig, und zwar beide in der Weise, dals sie
mit ~» wachsen. Je stirker also die Seitenflichen des Stabes aus-
strahlen, um so grifser ist die Dimpfung der fortlaufenden Wellen.
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§29. Das Eindringen der jahrlichen und taglichen Temperatur-
oscillationen in den Erdboden hinein.

Der zuletzt besprochene Theil der Dampfung fillt fort, wenn
wir die Fortpflanzung der Temperaturoscillationen in das Innere
des Erdbodens hinein verfolgen, welcher als eine nach allen Seiten
hin sehr ausgedehnte Schicht angesehen werden kann. Setzen wir
entsprechend das % = 0, so wird nach (71):

o=—1/20" tg28 =

also 28 = g; ﬁ.—_z—t; sin{;‘=cos;§‘=l/% und nach (72) der Ab-

nahmecoefficient:
c.sv
s l/w (78)

Ferner nach (76) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (absoluter Werth):

v kv

“= ;_ Cc.E& (79)
und die Wellenliinge (absoluter Werth) nach (77):
RLL Y Y L (80)
I c.8.v

Die Temperaturschwankungen der Erdoberfliiche hervorgebracht durch
die Sonnenwiirme haben nun eine Hauptperiode von der Dauer eines
Jahres; dazu aber kommen noch die kleinen tiiglichen Oscillationen;
beide riicken in die Tiefe hinein fort, indem sie sich ohne gegen-
seitige Stérung superponiren. Die Superposition dieser beiden und
auch irgend welch anderer Wellen wiirde aus (74) zu einer Lisung
von folgender Form fithren:

@ => Cem* sin (uz+ vt +7) (81)
v

wo fiir jedes » die zugehorigen Werthe von m und p durch (78) gegeben,
die ¢ und y dagegen zuniichst willkiirlich sind. Fir 2 = 0 wird:

= > C sin (v 4+ 7) (82)

LI

z=0
Der Mittelwerth jedes einzelnen Gliedes der letzten Summe ist Null;
dies ist also zuniichst auch der Mittelwerth von #,_,. Der Null-
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punkt der Skala kann jetzt aber noch beliebig gewiihlt werden;
denn die Hiille von der Temperatur ,, die bei AxestrROM's Stab zum
Nullpunkt genommen wurde, giebt es ja jetzt nicht. Entsprechend
kann bei unserem jetzigen Problem die Mitteltemperatur &, der
Ebene z =0 ganz verschiedene Werthe haben. Und zwar wird
dieser Werth abhiingen von den urspriinglichen etwa zur Zeit{ = — oo
vorhandenen Temperaturverhéltnisseu, von deren Ausgleich her bis
zur Zeitt = 0 eine iiberall gleiche und constante Mitteltemperatur ¢,
herrithren wiirde. Dieses %, kann jetzt als Nullpunkt der Skale
genommen werden. Dessen Wahl kann aber auch noch frei bleiben;
denn in der Summe (82) kann ich ein Glied annehmen fir » =0
oder unendlich grofse Periodendauer, welches Glied dann von der
Zeit unabhiingig wird:

Im = Cysiny, (83)

und die mittlere Temperatur der freien KErdoberfliche bedeutet.
Fiir dieses Glied in (82) wiirde in (81) ein Glied auftreten, in dem
wegen ¥ = 0 auch m = 0 und p = 0 wird, welches Glied also auch
fir alle anderen Werthe von z dasselbe constante 9y, ergiebt.

Aus (78) ist nun ersichtlich, dafs Wellen mit verschiedenen
Werthen von » auch verschiedene Werthe des m haben. Und zwar je
grofser » ist, das heilst nach (70) je schneller die Schwankungen
auf einander folgen, um so grilser ist ihr Dampfungscoeffi-
cient m beim Eindringen in die Erde. Allgemein werden also bei
gleichzeitiger Erregung von Wiirmeoscillationen verschiedener Periode
an der Oberfliche diejenigen Wellen, welche von den langsamer auf
einander folgenden ausgehen, weiter in die Tiefe eindringen. In
welchem Verhiltnisse die langsamen Oscillationen tiefer eindringen,
als die schnellen erkennt man am einfachsten, wenn man auch
noch die jedesmalige Wellenliinge 2 ins Auge fafst. Diese ist nach
(80) um so kleiner, je grifser » ist; und zwar ist dabei fiir ver-
schiedene » das Product Zu oder nach (78) auch A.m constant und
sein Werth, da s negativ ist, gleich — 22. Von 2 =0 his o = 1
bis =27 w s. f nimmt daher der in der Amplitude auftretende
Factor emz ab von 1 bis em*= e¢—27 big ¢2mt =¢—47 1, 5. f. Diese
Abnahmeverhiiltnisse sind also unabhiingig von »; oder Oscillationen
von verschiedener Periode nehmen im gleichen Verhiltnils ab
fiir jede Wellenliinge, um welche sie weiter in die Tiefe der Substanz
eindringen. Dabei ist aber die Wellenlinge um so grifser, je linger
die Dauer einer Periode ist. Der Zahlenwerth von e-2= ist gleich
!ss53 in diesem Verhiltnifs nimmt also die Stirke eines Temperatur-
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maximums (P in Figur 9) bis zu dem im Boden nichst tieferen
(R 1in Figur 9) ab. Die Abnahme auf eine halbe Wellenlinge betrigt
e~® =1/, der absolute Werth des P vorangegangenen niichst
tieferen Minimums @ betriigt also nur !/,, von P. Die Abnahme
ist also eine sehr starke und wir werden in keinem Falle im Stande
sein, viele Wellen in das Innere des Krdbodens (und noch weniger
in das Innere eines Stabes) hinein zu beobachten. Allgemein ergiebt
sich nun zunichst aus den vorhergehenden Ueberlegungen das
Resultat, dafls bei beliebiger Superposition von Wellen verschiedener
Periode beim Eindringen in das Innere der Substanz schlielslich nur
noch die Schwankungen von der lingsten Periode merkbar sind, so
dafs dort der Verlauf der Temperatur einer einfachen Sinus-
schwingung entspricht, welche im Falle des KErdbodens eine jihr-
liche Periode hat. In noch grofserer Tiefe werden auch diese
unmerkbar und es bleibt nur das &, von (83), die mittlere Temperatur
der Erdoberfliche, die theils durch die gesammte Sonnenstrahlung,
theils durch die aus dem Krdinnern seit Jahrtausenden in gleich-
mifsigem Strome nach der Oberfliche geleitete Wirme bedingt ist.
Es war schon im 17, Jahrhundert im Keller des Pariser
Observatoriums beobachtet worden, dafs man in seinen tieferen
Theilen, zu denen kein Luftwechsel von aulsen gelangt, eine constante
Temperatur hat, welche gleich der mittleren des Jahres ist.?)
Ueber das Eindringen der oberflichlichen Wirmeschwankungen
in das Innere des Erdbodens liegen Beobachtungen vor, namentlich
von ForpEes in Kdinburgh?®) und von QuerEnET in Briissel.?) Nach
dem letzteren betriigt die halbe Wellenliinge fiir die jahrliche
Schwankung etwa 8'/, m; die ganze etwa 17 m. Zu derseben Zeit,
zu welcher niimlich an der Oberfliiche das sommerliche Temperatur-
maximum eintritt, herrscht in einer Tiefe von 8!/, m das auf !/,,
abgeschwiichte Minimum des vorhergehenden Winters, und das vor
einem Jahre an der Oberfliche vorhandene Sommer-Maximum ist
bis auf 17 m in die Tiefe eingedrungen, aber mit einer auf !/
verminderten Stirke der Schwankung, so dals von ihm nur durch
sehr lange fortgesetzte Beobachtungen noch etwas merkbar ist.
Man erhilt in solchen Tiefen, wenn keine Stérungen durch ein-

) Vergl. 8. Gusraer, Geophysik, 2. Aufl. Bd. 1, 1897; Seite 328.

*) J. D. Forses, Some experm. on the temperature of the earth at diff.
depths and in diff. soils near Edinburgh. Edinb. Transact. Vol. XVI, 1849.

% A. QuereLer, Mémoire sur les variations diurnes, et annuelles de la
température et en particulier de la température terrestre & differentes profondeurs;
Mém. de I'Acad. de Bruxelles t. X, 1837; t. XIII, 1841.
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dringendes Wasser vorhanden sind,!) aufserordentlich nahe constant
die mittlere Jahrestemperatur des Ortes. Die angegebenen Zahlen
fiir die Liéinge der jahrlichen Temperaturwelle gelten fiir festen
trockenen Erdboden; in lockerem Boden ist die Wirmeleitung noch
schlechter, & und damit die Wellenlinge 4 kleiner, m grolser, so
dafs die jahrliche Schwankung in ihm in noch geringerer Tiefe
schon verschwindet.

Fir die tigliche Periode ergiebt sich nach (80) eine Wellen-
linge, welche sich zu derjenigen der Jahresschwankung umgekehrt
wie die Quadratwurzeln aus », oder also auch nach (70) direct wie

diejenigen aus den Perioden verhalten, also wie 1:}/365 oder nahe
wie 1:19. Die Wellenléinge der Tagesschwankung wird daher 7/, m
oder rund 1 m, in guter Uebereinstimmung mit den directen
Beobachtungen. In der Tiefe von einem Meter ist die Tages-
schwankung daher auch schon ebenso unmerklich geworden, wie die
Jahresschwankung in etwa 17 m.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a ist nach (79) fiir
schnellere Schwankungen grofser als fiir langsame. Damit hingt
zusammen, dals die Wellenlinge nicht, wie bei elastischen Wellen
proportional der ersten Potenz einer Oscillationsdauer ist; sondern,
wie soeben in der Rechnung benutzt, proportional deren Quadrat-
wurzel.

Ebenso wie ANasTROM aus experimenteller Bestimmung von
Abnahmecoefficient » und Fortpflanzungsgeschwindigkeit a oder
Wellenliinge 2 fiir gegebene Periode, also fiir gegebenes », die Werte
von k£ und % fiir seine Stibe berechnen konnte, ebenso kann man
aus der Beobachtung von m oder a oder A fiir den Erdboden dessen
Warmeleitungsvermégen & berechnen. Bei dieser Berechnung
miissen die zu Grunde gelegten Grolsen (m, a oder A) in denselben
Einheiten ausgedriickt werden, in welchen man & erhalten will.
Aus (78) (79) oder (80) erhilt man dann in absolutem Malfse, wie

ersichtlich, nicht £ selbst, sondern den Quotienten (E) oder (—k—).ﬂ)
¢ C.8

Von diesen wissen wir in der That schon durch die Ueberlegungen
auf Seite 34, dafls sich ihre Natur vollstiindig auf absolutes Malfs
zuriickfithren lilst, ohne dals ither Grolsenart von Temperatur und
Wirmemenge etwas bekannt zu sein braucht.

") Und wenn man von der Zunahme der Temperatur im Erdinnern absieht.
?) Das , Temperaturleitvermigen*; vergl. diec Anm. auf S. 38,
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Wollen wir die Beobachtungen QueTELETS zur Berechnung
benutzen, so haben wir nach (80):

79 M ! 2
l/_k_.= va_ oder _L . .?._.!J_
c.e 2x)2 c.e 8a?

Nach (70) war:

Nehmen wir die jihrliche Periode, so fand QuereLEL A = 17 m;
withlen wir 1 m zur Lingeneinheit, 1 Jahr zur Zeiteinheit, so wird
der Zahlenwert von:

Sorgfiltige Untersuchungen hat auch Forses angestellt im Innern
von grossen znsammenhiingenden Basaltmassen bei Edinburgh, in
welche Licher gebohrt und Thermoelemente versenkt wurden. Ihr
Resultat kann in folgender Form ausgesprochen werden: Die Wirme-
menge, welche bei einem Temperaturgefille von 1 Centigrad auf
einen englischen Fufs withrend eines Jahres durch einen Querschnitt
von einem Quadratfufs hindurchstrémen wiirde, wire im Stande einen
Cubikfuls des Gesteins um etwa 400 Centigrad zu erwirmen.?)
Dies wiirde bei Annahme von 1 engl. Fufs als Lingeneinheit und
1 Jahr als Zeiteinheit, gemils der auf Seite 30 gegebenen an-
schaulichen Definition von k, identisch sein mit der Formel:

k=400.c.58

Wenn man dieses Resultat auf 1 m als Lingeneinheit um-
rechnet, findet man % = 387.¢.s; die Abweichung von QUETELET
kann in der verschiedenen Beschaffenheit der Bodenmassen be-
griindet sein.

Wir werden spiter noch Gelegenheit haben, diese Zahl bei
anderen Rechnungen zu benutzen (§ 36).

1) Berechnung von Sir WiLriam Tromsox in: ,,On the Periodical Variations
of Underground Temperature®. Trans. Roy. Soc. Edinb. March 1860.
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§ 30. Die Temperatur der Oberfliche sei eine beliebig
vorgeschriebene Function der Zeit.

In Vorstehendem ist stillschweigend die Annahme gemacht
worden, man konne den Verlauf der Temperatur an der Erdober-
fliiche, welcher eine grolse jihrliche und eine kleine tigliche Periode
hat, als die Superposition zweier Sinusfunctionen der Zeit auffassen,
entsprechend zweien Gliedern der nach » zu nehmenden Summe
in dem durch (82) gegebenen Ausdruck fiir #,_,. Im Grofsen
und Ganzen trifft dies auch zu, und es behalten daher die voran-
gehenden Schlufsfolgerungen ihre Giiltigkeit. Genauer betrachtet
vertheilt sich aber die Schwankung der Temperatur auf eine der
Zeitperioden viel ungleichmiifsiger als einem glatten Sinusverlauf
entspricht, und niihert sich nur letzterem um so mehr, je regel-
méfsiger das Ortsklima ist. Im Allgemeinen treten mannigfache
Storungen auf, z B. durch Dazwischenkunft von Wassernieder-
schliigen u, a. m. Wir werden daher auch nicht vollkommen die
Temperaturschwankungen an der Oberfliche durch zwei Sinus-
functionen, die eine von tiglicher, die andere von jihrlicher Periode
darstellen konnen.

Dies veranlafst uns zur Betrachtung des allgemeineren Falles,
dals fiir die Erdoberfliche ein ganz beliebiger zeitlicher Verlauf der
Temperatur innerhalb eines Jahres vorgeschrieben sei, der sich aber
nach Ablauf eines Jahres wiederhole. Die allgemeinsten Ausdriicke
(81) und (82):

& =>0""sin(uz + vt + y)

& => Osin (vt + y)

=0 ¥
wo nach (70):
27
v = _T
miissen dann Functionen sein, die nach der Dauer eines Jahres
periodisch sind. Dies ist der Fall fir dasjenige », bei welchem T
gleich 1 Jahr gesetzt ist; es ist aber auch der Fall, wenn 7'=1/,, 1/,
oder allgemeiner gleich (1/a) Jahr gesetzt wird, wo a eine beliebige
ganze Zahl ist. Wenn wir daher unter T ein Jahr verstehen, darf sein

2a

Vo =g -0 (84)



114 ERSTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. §3l1.

Die Temperatur an der Erdoberfliche sei nun gegeben als eine ganz
beliebige nach T periodische Function der Zeit ¢

Suco=r0)

Dann entwickeln wir dies /(¢) in eine Fourier’sche Reihe von der Form
der rechten Seite der (Gleichung (86). Wie wir deren Coefficienten 4,
und B, finden, wissen wir von frither. Diese setzen wir in (85) ein,
und haben dann auch den zeitlichen Verlauf der Temperatur fiir
jede andere — von 0 verschiedene — Tiefe 2.

Wir wiirden néthigenfalls uns auch noch befreien kénnen von
der Voraussetzung fiir ¢, - o = f({), dals es eine periodische Function
sei, und zwar, indem wir die Periodendauer T unendlich lang werden
lassen. Dann gehen die Fourirr’schen Reihen in sogenannte Fourier'-
sche Integrale iiber, welche wir im nichsten Kapitel kennen lernen
werden.

Siebentes Kapitel.

In einem unbegrenzten Medium findet Wirmestromung
nur in einer Richtung statt.

§ 31. Das Fourier'sche Integral und seine Anwendung auf
unser Problem. )

Es soll nun noch eine Gruppe von Fillen behandelt werden,
die sich auf die besprochenen Lisungen durch Fourier'sche Reihen
zuriickfithren lassen. Wie auseinandergesetzt, kann eine Function,
deren Werthe innerhalb eines gewissen Intervalles der unabhiingigen
Variabeln gegeben sind, dargestellt werden durch eine Fourier'sche
Reihe, in welcher, wenn die Function keinerlei Symmetrie in ihrem
Verlaufe darbietet, Sinus und Cosinus vorkommen und zwar so, dafs
die Fourrer’sche Reihe eine Function darstellt, die sich aufserhalb
des gegebenen Intervalles periodisch wiederholt. Bei dem NEumany'-
schen Stabe sind diese nach der Coordinate periodischen Wieder-
holungen jenseits der Enden des Stabes ohne physikalisches Inter-
esse.”) Bei dem Problem des Wirmeeindringens in die Erde entsprach

) Nach dem Notizbuch ausgearbeitet. A. d. H.

%) Sie erhalten Bedeutung und Nothwendigkeit, wenn man die Betrachtung
von dem geradlinigen Stab ausdehnt auf einen ringférmig in sich zuriiek-
laufenden; vergl. z. B. Kircunorr, Vorles, iiber d. Theorie d. Wiirme, heraus-
gegeben v. Pranck, p. 8811, A d H.
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Zu jedem », gehdoren nach (78) bestimmte Werthe von m, und p, ;
die C, und y, bleiben zunichst noch willkiirlich. Hs wird dann:

O = %C’a €"sin (e z + 2ot + 74)
a=

&:%Ga sin(¥g t + 74 )

=0 a

wo fiir a =0 sich als Glied der Reihe nach (83) der constante
Mittelwerth <%, ergiebt. Die Verschiedenheit der Phasenconstanten
. driickt aus, dafls in %, _ ; die Nullwerte der verschiedenen Perioden
zu verschiedenen Zeiten eintreten kénnen; dasselbe kann auch ohne
Hinzufiigung von Phasenconstanten dadurch ausgedriickt werden,
dafs aufser sinus — noch cosinus — Functionen der Zeit auftreten,
indem wir auflosen:

Cysin(vgt 4+ y,)= Cysiny,.cosv, t + C, cosy, sinw, ¢
Wir nennen nun:
G, siniy, = A, Cy cosy, = B,

Dann konnen wir schreiben:

Fpo0= D dg008%, ¢+ > Bysinyg ¢
a=0 a=1
und es wird:

a=w a=om
T = EEA“ e"" cos v, ¢ + > B, " sinw, ¢
a= a=1

oder, wenn wir nach (84) einfithren:

__25'”1
- F

Va

erlhalten wir:
=L 2am fmx) Lo o (Bam
o =u§;A‘1 ¢ " cos (=—1:—t) +§B“ ¢ gin (-—Tmt) (85)

und fiir die Oberfliche = = 0

2am 2am

19;=0=§A,‘ cos( T -t) +§u:B‘, sin(TtJ (86)

Diese Ausdriicke (85) und (86) sind ganz analog den friiher
fiir den NrumaNN'schen Stab gefundenen (53) und (54), aber mit
Vertauschung von z und ¢ Damals war ,_, als eine nach =
periodische Function von der Periodenlinge 2L zu denken; jetzt
ist T die Periode nach ¢; daher jetzt (T/2) an Stelle des damaligen L.

H. v. Heumuortz, Theoret. Physik, Bd. VL 8
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die zeitliche Periodicitit der Function in der That den physikalischen
Verhiiltnissen.

Wenn wir nun z B. eine fiir ein bestimmtes Intervall (B... C
der Fig. 10) thatséichlich gegebene Function haben, welche an den
Grenzen des Intervalles gleich Null wird, so konnten wir sie uns
Jjenseits dieser Grenzen zunichst noch fiir gewisse Strecken mit den
Functionswerthen Null fortgesetzt denken (s. Figur 10, bis 4 bezw. D),
und konnten dann die in dieser Weise fiir das erweiterte Intervall
von 4 bis D definirte Function darstellen durch eine Fourier’sche
Reihe. Fiir diese ist dann 4 ... D die Linge einer Periode. In
dieser Weise konnen wir die Periode der Fourier'schen Reihe, durch
welche wir die im Intervall B ... C gegebene Function dar-
stellen, grofser machen; und zwar beliebig grifser, denn fiir die

oo
A 1ixi=0 fimo D X

B c
Fig. 10.

Verlingerungen 4B und CD ist gar keine Grenze zu ziehen. Man
kann also schliefslich auch das Intervall 4 ... D unendlich grofs
nehmen, d. h. die in B... C gegebene Function darstellen durch
eine Fourier'sche Reihe mit unendlich langer Periode. Bei einer
derartigen Reihe sind die Unterschiede der auf einander folgenden
Vielfachen von --?I-LE, nach deren Sinus und Cosinus ja die Reihe
fortschreitet, sehr klein; es schliefsen sich daher auch die successiven
Werthe der Sinus und Cosinus fiir steigende Ordnungszahlen a un-
endlich nahe an einander an; zugleich werden die Coefficienten fiir
jedes einzelne der Glieder verschwindend klein. Daher fithrt diese
Erweiterung des Begriffs der Fourier’schen Reihen, wie wir sogleich
im Hinzelnen erkennen werden, auf ein Integral, welches von — oo
bis 4 oo ausgedehnt ist: ein sogenanntes Fourier'sches Integral.

Wir kniipfen an die Darstellung einer Function f(z) von — L
bis + L durch eine Fourier'sche Reihe an, wie sie durch die
Gleichung (67) mit der in (67a) vorgenommenen Umformung von
deren rechter Seite gegeben ist:

am(z—s)
e ds (87)

+ L +
1 o 1
1@ =gz [r@ds+ %L[ igpooe
- L T

8*
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Wenn wir die Linge einer Periode von — L bis + L unendlich

werden lassen, so wird:
am

o
eine fiir die auf einander folgenden ganzen Zahlen a in sehr kleinen
Intervallen steigende Griofse; wir kiénnen o als eine Variable auf-
fassen, die mit den Differentialen
7
B = —
TL
schrittweise wichst. In der Summe von a =1 bis a = oo wichst o
mit diesen Schritten von sehr kleinen bis zu sehr grofsen Werthen;
die Summe geht also in ein Integral iiber. Wir setzen ferner noch
fest, dafs die darzustellende Function f(s) der Bedingung geniige,

dafs das Integral:

+@
ff(s)ds =F (88)

einen endlichen Werth habe, wie es z. B. bei dem durch Fig. 10
(s. oben) dargestellten Verlauf der Fall ist. Lassen wir dann
L = oo werden, so verschwindet das erste Glied der rechten Seite
von (87); und nach dem Vorhergehenden wird:

@ +@®
f(:c)=~i—fdo-fdsf(s)-cos[rr(a:——-s)]-ds (89)
0 ]

Dies ist die Darstellung einer willkiirlich gegebenen Function f(z)
durch ein Fourier'sches Integral; hier braucht nichts von perio-
discher Wiederholung fiir die Function vorgeschrieben zu sein; nur
die durch (88) ausgedriickte Bedingung muls erfiillt sein.

Wir wollen fiir das Fourier'sche Integral noch einmal veri-
ficiren, dafs es wirklich das gegebene f(z) darstellt, obwohl dies ja
schon fiir die Fourier'sche Reihe bewiesen ist. Wir schreiben die
rechte Seite von (89) in der Form:

-] + >
1 ; .
2:‘1.](;6[({3.‘{(3).[e—lo(z—a}+e—sa(a;—s)}
0 -

Nun wird ein dhnlicher Kunstgriff angewendet, wie in Gleichung (68).
Statt mit dem dort eingefithrten Factor s® = ¢?!8¢, wo & zuerst < 1
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und sich nachher der Eins nihert, multipliciren wir jetzt entsprechend
mit 6-9¢, wo wir J spiiter sich der Null nihern lassen. Den da-
durch zunichst verinderten Werth des Fourimr'schen Integrals
nennen wir f(z,0d), und haben also, wenn noch die Reihenfolge der
Integration umgekehrt wird:

+ o @
f(=,9) =;—ﬂfdsf(s)fdg-[s—4°+ic(z—cl.i..g-da—ia(x_.)]
-0 0

+ o
1 6—5a+iu(z—l) e—t}o—is(::—l)
="2T{fdsﬂs)'[—a+e:(x_s)+ _a_f:(m_s)]

Beim Einsetzen der oberen und unteren Grenze c=co und ¢ =0
ist zu beachten, dafs in e—?¢ e¢*xic=—=9 der zweite Factor trigono-
metrische Functionen bedeutet, die also auch fiir ¢ = oo nicht un-
endlich werden; der erste Factor e—4¢ verschwindet aber fiir o = oo.
Es bleibt also nur der Werth fiir ¢ = 0, und die zwischen den
Grenzen genommene eckige Klammer wird:

1 1 - 24
- |:—§+?2{:c—3) & —()"—z'(:z:—s)] T (z—s)
Also ist:
+ @

f(m,f’“)=%fd3f(3)m

-

Lasse ich nun o sich der Null ni#hern, so hat der Quotient unter
dem Integral nur dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn s
sehr nahe =« ist, und es wird [analog lim f(z, &) fir ¢ =1 auf

S, 99]:

+®

: _ f(x)f J
}l:“;f(x: ) = p ds O+ (w — )
Setzt man jetat % =1, 80 wird ganz wie damals:
+ @
: _ f[x)f dy  _
lim 7@, 0) = L2 [ {5 =1 @

= 00

Womit also verificirt ist, dafs das Fourier’sche Integral in der
That die gegebenen Functionswerthe darstellt.
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Diese Form ist dadurch wichtig, dafs man durch sie die Losung
angeben kann fir solche Aufgaben der Wirmeleitung, bei welchen
die Temperatur nicht im Anfangszustand zu einer periodischen
Function einer Coordinate erginzt gedacht werden kann, sondern
fiir ein in einer Richtung unendlich ausgedehntes Medium von
— oo bis + oo als eine keinerlei periodische Wechsel darbietende
Function gegeben ist, wie es z. B. der Figur 10 auf Seite 115 ent-
spricht. Zu einem solchen Falle fithrte uns das Problem des Nru-
MANN'schen Stabes, wenn wir ihn als unbegrenzt lang denken. Gehen
wir aus von der allgemeinen Lisung, wie sie damals in Gleichung
(48) gefunden war:

= amx
G o= S 4,e"" cos ——
=2 L
wo:
L.p Lk a?a®

Ng=———— — ——+

g.c.&2 e¢.g L2

Wir wollen nun %4 = 0 setzen, d. h. wir denken uns die Seitenableitung
des prismatischen Stabes verhindert; oder wir nehmen an, dals auch
in den auf der Richtung () des Wirmestromes senkrechten Rich-
tungen der Leiter sehr grofse Ausdehnung hat. Nennen wir noch

k 1
A = 90
e. 4 (90)
so wird also einfacher:
a?n?
B P £
und:
B
Fpo= D Ao *° T
a T

Gehen wir nun zu unendlich grofser Linge L iiber, so ist zunichst
ersichtlich, dafs der Factor von ¢ in der Exponentialfunction auch
fir grofse Ordnungszahlen a noch endlich bleibt, die Exponential-
function selbst also nicht verschwindet. KEs liefert also, auch wenn
t > 0 ist, eine unendliche Reihe von Gliedern wesentliche Beitrige
zu dem Werth der Summe, sobald I iiber jede Grenze wiichst.
Fiihren wir, wie auf Seite 116:

0= —

ein, so erhalten wir analog (87) und (89), aber mit Hinzutritt der
Exponentialfunction der Zeit:
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@ + »
al
o=+ [0 579074 coosfow—a] (o1
0 —m

Zur Zeit ¢t = 0 wird dann in vélliger Uebereinstimmung mit (89):

D) = ﬁfﬂfdb 7(s)- cos [o (@ — )] = £

wo f(x) die ganz beliebig gegebene Anfangsvertheilung der Tempe-
ratur ist.

§ 32. Die anfingliche Erwirmung beschrinke sich auf
eine unendlich diinne Schicht.

Wir wollen nun annehmen, dafls zu Anfang eine gewisse Wirme-
menge angesammelt sei in einer unendlich diinnen Schicht begrenzt
von zwei Querschnitten, welche Wirmemenge sich dann weiter nach
beiden Seiten hin ausbreiten wird. Es soll also ;- ¢ = /() nur in
der unmittelbaren Nihe einer Ebene @ = a von Null verschieden
sein; die Temperatur soll aber dort einen sehr grofsen Werth haben,
so dafs doch:

f{h:gdx = ff(x)dm einen endlichen Werth hat = # (92)

Diese Bedingung stimmt mit (88) iiberein; denn es ist offen-
bar ginzlich gleichgiiltig, wie wir die Integrationsvariable nennen,
da sie ja doch herausfillt, wenn wir die Grenzen 0 und oo ein-
fihren. Infolge unserer Annahme liefert bei (91) in dem nach s
zu nehmenden Integral wegen des Factors f(s) nur diejenige Stelle
einen Beitrag, bei welcher s nahe gleich « ist, so dafs alsdann aus
(91) bei Einfiihrung der Constanten F sich ergiebt:

1 oo
1‘},,¢=?fd0'-ﬁ'-ﬂ 4“tcos[a(x-a)]

do =2 l/—‘;—--dg

Setze nun:

l\_;b-—u

also:



120 ERSTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 32

so wird:

Fi,0 = i—pl/it_-fdg.s'g cos {25. l/?o(m-—a)}

Setze der Kiirze halber:

21/'1‘-@—@-—-6 (93)

0,,x=i—Fl/%-fd§.e‘§' cos B & (94)

Um den Werth des hier auftretenden bestimmten Integrals zu
finden, gehen wir aus von demjenigen Integral, in welchem £ =0,
also cos & = 1 gesetzt wiire. Dieses Integral, welches wir J nennen

wollen,
o]
J=f@‘~‘=‘ dE
0

lifst sich durch einen eigenthiimlichen Kunstgriff ausfiihren. Den
Integrationsbuchstaben kionnten wir, da die Grenzen constant sind,
ebenso gut # nennen; es ist also auch:

so ist also:

- ]

J=fa""d1,=

]

Multipliciren wir die beiden Formen fiir J mit einander, so er-
halten wir:

e s] @® o0 a0
J‘3=fe'ﬁ’dg.fe""d,;=ffe—(-s'w) dgidn
0 0 0 0

Denken wir uns nun & und 5 als rechtwinklige Coordinaten eines
in einer Ebene beweglichen Punktes, so ist:
E+n=r

gleich dem Quadrate seines Abstandes vom Anfangspunkte der C’oor-
dinaten, d&.dy ist das Flichenelement. Wir haben also ¢ ™" mit
dem Flichenelemente zu multipliciren, und nach § sowohl wie 7
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von 0 bis oo, dafs heilst iiber einen Quadranten der ganzen Ebene
zu integriren. Fihren wir nun Polarcoordinaten » und ¢ ein, so
wird das Flichenelement =rdg.dr, und die Integration ist zu

: . B ;
erstrecken nach » von 0 bis oo, nach ¢ von 0 bis ——; es wird also:

&
w:—g—- r=00
J3=fd¢fs_r'r dr
¢=0 r=0

Jetzt konnen wir sogleich die unbestimmten Integrationen aus-
fithren; es wird:

r=
= = ia 1
e adr = — e ==
r=0 B0
und weiter:
/2
1 7T
Jh— -
F 4P
0
mithin:
(=]
1
J =‘[‘a_511 d¢ = n
0
Offenbar ist:
+ oo

fe_s'dg =2/=7=n

—-®

Nachdem wir den Werth dieses Integrals ermittelt haben, kehren
wir zuriick zu dem in (94) vorkommenden Integral, welches wir J

nennen wollen:
oo

Tp = fdg.g-‘f’.cosﬁg
0

Wir konnen dafiir schreiben:

@

;Dfdg_{e—swsﬂs _I_e—;'—sﬂs}
L fap ) fap o)
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Denke mir in dem zweiten Integral & = — £ eingefithrt, und dann
wieder, da die Bezeichnung der Integrationsvariablen bedeutungslos
ist, & statt & geschrieben, so folgt:

+ oo
e _(e—: Y
Jﬂ=.;_e 4fd§.e(€ 2)

Setze nun:
s—if =4,
so wird:?)
+w®
| R (T V= -&
- & T e K. ==}y
Jg 29 fd?) e 26 27 5 e

In unserem Falle hat # den durch (93) angegebenen Werth;
denselben eingesetzt, wird nach (94):

e —ameat

Ty = F. — "4 t (95)
Das soll also der Ausdruck fiir die Temperatur sein, wenn sie in
einem unendlich ausgedehnten Medium Function aufser der Zeit
nur von der z-Coordinate ist, und wenn zu Anfang nur in unmittel-
barer Nihe der Ebene z = ¢ die Temperatur von Null verschieden
ist. Dabei sollte dann aber nach (92) dort die Temperatur so hoch

sein, dals:
+ @

fﬁ't=0d5€ = F

-

einen endlichen von Null verschiedenen Werth habe.

Diese Constante F hat einen einfachen physikalischen Sinn.
Wir wollen die Wirmemenge berechnen, welche urspriinglich ihren
Sitz hat in einem unendlich langen Prisma oder Cylinder parallel
der z-Axe, dessen Querschnitt ¢ ist. Die Wirmecapacitit einer

Y Dies Verfahren fiihrt zwar zum richtigen Resultat, kdnnte aber doch
beanstandet werden. Véllig einwandsfrei lifst sich das Integral Js nach den
fundamentalen Regeln fiir Integration durch complexe Werthe der Variabeln
ausfithren, oder auch mit Hiilfe von Reihenentwickelung wie bei Rimmanx-
Harrexporrr, partielle Differentialgleichungen, 2. Aufl., pag. 38; oder wie in
Heivrice WeBeR's partiellen Differentialgleichungen, 1900, Bd. I, p. 144.

A.d H.



§ 32. ANFANGL. ERWARMUNG UNENDLICH DUNNER SCHICHT. 123

Scheibe von der Dicke dz dieses Cylinders ist gleich ¢.&.q.d .
Diejenige Wirmemenge, welche in dem Cylinder vorhanden sein
mufs, um die Temperatur Null hervorzubringen, werde aufser Be-
tracht gelassen; und nur der Wirmeiiberschuls angegeben, welcher
eine hohere Temperatur hervorbringt. Dieser Ueberschuls ist zu
Anfang fiir jene Scheibe gleich:

P.c.eqdx

t=0
und fiir den ganzen unendlich langen Cylinder ist diese iiber-

schiissige Wirmemenge:
+ @

W:c.s.q.f&,=g.dm

-

Es ist also F.c.s.q = W und die Bedingung, dafs das Integral F
einen endlichen und von Null verschiedenen Werth habe, bedeutet
mithin, dafs der Wiarmeiiberschuls # in einem unendlich langen
Cylinder oder Prisma von endlichem Querschnitt ¢ ebenfalls einen
endlichen und von Null verschiedenen Werth habe.

Da nun die Wirmestrémung nur parallel der z-Axe verliuft,
bleibt jener Ueberschuls W fiir alle Zeiten in demselben Cylinder;
es mufs also auch nicht blofs zur Zeit ¢ = 0, sondern zu jeder Zeit

+ o
f ¢ .dz diesen selben endlichen Werth F haben. Dies lifst sich

sogleich aus (95) verificiren. Wenn wir setzen:

«
I/T‘(x—ﬂ)=§
i + @ + @
(

+ w
x — a)? 4
[oas—m)fE. [ s E [y _y
b a4 ]/n
- ]

- 00

so wird:

wie verlangt.

Weiter wollen wir nun zeigen, dals die in (95) gefundene
Losung auch wirklich fiir einen sehr kleinen positiven Werth von ¢
einer Vertheilung von der zuvor angenommenen Art entspricht. Zur
Vereinfachung nehmen wir an, dafs die Ebene x = 0 diejenige sei,
in deren unmittelbarer Nihe allein zu Anfang die Temperatur von
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Null verschieden sei; wir setzen also @ = 0. Ferner fithren wir statt
F eine andere Constante C ein, indem wir setzen:

Dann wird:

(96)

2
Fiir sehr kleine ¢ hat % bei jedem von Null verschiedenen « einen

sehr grofsen Werth und die Exponentialfunction einen sehr kleinen.
Zwar wird dann (C/}/#) sehr grofs; aber bei der Bestimmung seines
Produktes mit der Exponentialfunction iiberwiegt deren Einfluls, wie
iiber jede Potenz mit endlichem KExponenten. Es niihert sich also
in der That & bei sehr kleinen Werthen von ¢ der Null, aus-
genommen allein, wenn 2? noch kleiner ist als £ In der unmittel-
baren Nachbarschaft der Stelle 2 =0 wird «22?/t nicht iiberaus
grofs sein, die Exponentialfunction nicht verschwinden, der Einfluls
von (C/V?) sich geltend machen, sogar iiberwiegen, und & einen
sehr grofsen Werth annehmen. Dann haben wir also einen solchen
Anfangszustand mit discontinuirlicher Vertheilung der Wirme, wo im
Punkte # =0 im ersten Augenblick sehr hohe Temperatur, und
gleich daneben die Temperatur Null herrscht.

Der Weg, auf dem wir zu der Lisung (96) gelangt sind, war
ein so langwieriger, dafs es von Interesse erscheint, zum Schlusse
wieder zu verificiren, dafs die Function iiberhaupt ein Integral der
Differentialgleichung (38):

kaz&ﬂ a9
P T
ist. Um dies zu zeigen, bilden wir:
08 1 € -ef 0 ax? -t
e e B Py
ot 2 tyt Ve &
und andererseits:
a9 Quz O —-oo
=— r—e
dx t Ve
*9 z«ge—“T da’z> C "“E:’
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Der Vergleich zeigt, dals:

523_4 .619'
o0z ¢ at

und dafs also unser % ein Integral der Differentialgleichung wird,
wenn die Constante ¢ so bestimmt ist, dals:

Cc. 8
o

also gleich der Wirmecapacitiit der Volumeneinheit dividirt durch
das Leitungsvermogen. Diese Vorschrift ist aber durch die Kin-
fithrung von « nach Gleichung (90) bereits erfiillt.

Welche Anfangsvertheilung der Temperatur die Losung (96)
darstellt, wissen wir; der weitere Verlauf ist folgender. Sobald ¢
einen endlich von Null verschiedenen Werth annimmt, ist 9.
nicht mehr unendlich grofs:

ot

Vi

nimmt mit wachsendem ¢ bestindig ab. Fiir jede andere Stelle
=0 wird die Temperatur, die zu Anfang verschwindet, fiir kleine
von Null an wachsende Werthe der Zeit einen von Null verschie-
denen Werth annehmen, weil fiir sie die Exponentialfunction in (96)
von Null beginnend wichst. Und zwar fingt die Temperatur iiberall
sofort nach der Zeit ¢ = 0 an zu steigen.’) Indem also die Wirme

') Wie diese merkwiirdige Schlufsfolgerung zu Stande gekommen ist, er-
hellt m. E. aus einem Vergleich der Wiirmeleitung mit dem analogen hydro-
dynamischen Problem der Diffusion. Wenn analog den Gleichungen (10) S. 30
die Componenten einer Diffusionsstromung, z. B, eines Salzes in Lisung, pro-
portional dem Concentrationsgefiille gesetzt werden, so wird damit die Ge-
schwindigkeit, nicht die Beschleunigung, ponderabler Theilchen proportional
der wirkenden Kraft gesetzt. Dabei ist dann das Vorhandensein einer starken
Reibung vorausgesetzt; aber auch dann gilt die Proportionalitit von Geschwin-
digkeit und Kraft erst, wenn letztere so lange gewirkt hat, dals die Geschwin-
digkeit ihren constanten Endwerth erreicht hat. Dies wird zwar in sehr kurzer,
aber doch nicht der Null gleichen Zeit der Fall sein. Insofern wiirden also
die den Gleichungen (10) analogen Gleichungen fiir die Diffusion, wie man er-
kennt, in ihrer Giiltigkeit beschriinkt sein. Wenn es sich nun auch bei der
Wiirme nicht direct um Triigheit ponderabler Materie handelt, so handelt es
sich doch, wenn man dem Vorgang der Leitung auf den Grund geht, um
Uebertragung molecularer Energie, und wie man sich diese auch denken mag,
ob durch Stéfse oder sonstwie vermittelt: Zeit wird zu ihr erforderlich sein.
Wenn es sich also um einen nicht-stationiren Zustand handelt, koénnen die
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von der Stelle # = 0, auf welche sie zusammengedringt war, ab-
fliefst, verliert sie dort ihre hohen Werthe, wihrend sie sich gleich-
zeitig auf Schichten von endlicher Dicke ausbreitet und sie erwirmt.
Fiir grofsere Werthe der Zeit ¢ nimmt die Temperatur auch an den
Stellen, fiir welche =0 ist, wieder ab; denn fiir wachsendes ¢
nihert sich auch bei ihnen die Exponentialfunction dem Werthe 1, so

dafs dann auch an diesen Stellen der Einflufs des anderen Factors VO_
¢

itberwiegt. Schliefslich, wenn fiir = oo die Wiirme sich in dem

_Ar“

X0 x

Fig. 11.

ganzen unendlich ausgedehnten Stabe oder Kérper gleichmilfsig ver-
breitet hat, herrscht tiberall die Temperatur Null. Die Temperatur-
vertheilung fiir eine Reihe von auf einander folgenden immer grofseren
Zeiten t,, t, u.s. w. veranschaulicht die folgende Zeichnung?') (Fig.11).

§ 33. Die Anfangstemperatur sei eine beliebig gegebene
Function einer Coordinate.

Nun wollen wir die Frage in Angriff nehmen, welche Function
der einen Coordinate und der Zeit die Temperatur wird, wenn die
Anfangsvertheilung in einem unbegrenzten Korper oder einem nicht-

Gleichungen (10) nicht absolut streng giiltiz sein. Im obigen Problem handelt
es sich aber in den Momenten unmittelbar nach der Zeit / = 0 um einen
extrem-nicht-stationfiren Zustand; daher jene merkwiirdige Schlulsfolgerung.
A. d. H.
) Einen Anhalt fiir richtige Zeichnung der Curven bietet der Umstand,
dafs ihre Einhiillenden zwei gleichseitige Hyperbeln sind. A.d H.
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leitend umbhiillten unendlich langen Stab als eine ganz beliebige
Function der z-Coordinate gegeben ist. Diese Frage kann beant-
wortet werden, indem wir die in (91) vorkommenden Quadraturen
ausfithren, wo 7(s) dieselbe Function der Integrationsvariablen s ist,
wie die gegebene Anfangsvertheilung der Temperatur:

@) =1@)

von . — Wir konnen die Losung aber auch direct hinschreiben
in Ankniipfung an die der soeben betrachteten Aufgabe, wie sie in
(95) oder (96) angegeben wurde.

Dazu fassen wir zuniichst nur die Ausbreitung derjenigen Wirme-
menge ins Auge, welche urspriinglich enthalten ist in der unendlich
diinnen Schicht zwischen den beiden Querschnitten = =« und
#=a+ da (Figur 12). Deren Abflufs wird so geschehen, als ob in
allen anderen Schichten gar keine Wirme vorhanden wire, also
durch einen Ausdruck von der Form (95) beschrieben werden.
Solcher Schichten, von denen die Wiirme nach diesem Gesetz ab-

S

/—\ Se3
Syoitw

X~ X-t+da
x-0

Fig. 12.

fliefst, haben wir nun aber unendlich viele von @ = — co bis a = + oo,
alle mit einer gegebenen Anfangstemperatur neben einander liegend.
Von jeder dieser Schichten flielst ihr Wirmeinhalt nach beiden
Seiten hin ab; alle diese einzelnen Wirmestréme werden sich nach
dem Principe der Superposition iiber einander lagern; so erkennt man,
wie man aus (95) zur Lidsung des allgemeinen Falles gelangt.

Wir wollen diese Superposition nun analytisch ausdriicken. Der
Ausdruck (95) giebt * als Function von x und ¢{, wenn zur Zeit
¢t = 0 alle Wirme in einer unendlich diinnen Schicht bei z = a ent-
halten war. Ferner herrscht bei (95) in der Schicht, von welcher
die Warme ausgeht, urspriinglich eine unendlich hohe Temperatur,
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durch deren Abflufs dann im iibrigen Leiter weiterhin endliche Tem-
peraturerhbhungen entstehen. Jetzt herrscht in der Schicht bei
z = o urspriinglich nur eine endliche Temperatur, deren Ausbrei-
tung allein betrachtet nur unendlich kleine Temperaturerhéhungen
im iibrigen Leiter hervorrufen kann. Wihrend bei (95) die Constante
+ x
F= u‘iﬁda: zufolge (92) einen endlichen Werth hat, muls sie jetzt,
i=
-
wenn allein bei  =a bis @ + da von Null verschiedenes #,_¢ an-
genommen wird, unendlich klein sein. Und zwar ist sie gleich dem
Inhalte der zwischen Abscissenaxe, Curve & = f(z) und den Ordi-
naten bei # = e und z = a + da liegenden Fliche; also F = ¢,.da.
Wir erhalten mithin fiir die Temperatur als Function von z und ¢
wenn urspriinglich nur in der Schicht von # =« bis z =a + da
Wirme vorhanden war, aus (95) den Ausdruck:

(z—a)
G =9 ¥ &7 .4
L a‘,a= P — il A

Die Superposition der Temperaturerhshungen, welche durch alle der-
artigen FEinzelschichten von ¢ = — oo bis @ = + oo hervorgerufen

wird, giebt:
ﬁ !‘E_—_“)f
= f .da (97)

Dies ist « als Function von ¢ und z, wenn &, die fiir die Zeit
t = 0 als ganz beliebige Function der z-Coordinate a gegebene Tem-
peraturvertheilung bedeutet.

& 34. Zu Anfang sei an einer Ebene ein Temperatursprung
vorhanden.

Von der in (97) gewonnenen Liosung kénnen wir eine wichtige
Anwendung machen auf einen Fall, in welchem anfiinglich ein Tem-
peratursprung an einer Stelle vorhanden ist. Wir nehmen an,
dafs wir einen Korper von urspriinglich itberall gleicher Temperatur
¢, haben, begrenzt von einer ebenen Fliche 4...B (siche Figur 13)
und von dieser aus sich nach einer Seite hin (nach links) ins Unend-
liche erstreckend; von einem gewissen Moment an bringen wir ihn mit
einem zweiten Korper in Berithrung, der sich von der Berithrungs-
fliche 4...B aus nach rechts hin ins Unendliche erstreckt und
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ebenfalls urspriinglich iiberall gleiche Temperatur , hat, aber
hiohere als der andere Korper. Dann ist die anfingliche Tempe-
raturvertheilung graphisch dargestellt durch € (links im Unendlichen),
DEF (rechts im Unendlichen). Im weiteren Verlauf wird dann in
Folge der Leitung durch die Grenzfliche 4...B hindurch der Tem-
peratursprung sofort verschwinden; wenn auf beiden Seiten von

r!.

1
1
i
| L0 Sn8, e

V.4

________________________________________________ S ——

§y

Fig. 13.

A...B sich physikalisch alles symmetrisch verhiilt, wird in der Be-
rithrungsfliche sofort der Mittelwerth der Temperaturen %, und %,
eintreten und weiterhin unveriindert andauern. Gleichzeitig fliefst
andauernd Wirme durch die Berithrungsfliiche von rechts nach links,
und der Abfall der Temperatur greift fortschreitend weiter nach
rechts iiber, wihrend nach links hin der Anstieg sich ausbreitet.

3
S~ Const
0 Ix=0 xXa x-atda .
Fig. 14.

Dadurch entstehen die in der Figur gezeichneten successiven Tempe-
raturvertheilungen fiir Zeitmomente £, 7, u. s. f.

Den Temperaturverlauf fiir diesen Fall konnen wir jetzt, von
der Lisung (97) ausgehend, sogleich angeben. Die Temperatur des
kilteren Korpers (in der Figur 13 mit ¢, bezeichnet) nehmen wir

H. v. HELmuoLTZ, Theoret. Physik. Bd. VL 9
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zum Nullpunkt der Scale (Figur 14); der urspriingliche Temperatur-
sprung sei an der Stelle z =0 vorhanden, die positive z-Seite sei
die des wirmeren Korpers.

Dann verschwindet in (97) , von — oo bis 0. Von 0 bis + oo
ist ¢, constant, tritt also vor das Integrationszeichen, und wenn wir
eine neue Constante einfithren, indem wir setzen:

c:&q/i
b1 4

x

C [ ogE=a
0=—f@ t .da
t
fa=0

Bei der Integration nach « sind # und ¢ als Constante zu be-
trachten. Wir fithren eine neue Integrationsvariable ein, indem

wir setzen: B
m—@V?=§

da=d§ l/i—

erhalten wir:

woraus:

Ferner wird:

Dies eingefithrt, wird:

§=+L

C ’ -

l9‘=7 /-g‘-d 98

"“.[:a -Vf ( )
f=—-zfZ

t

welches % in dieser Form nur durch die untere Integrationsgrenze
Function von z und ¢ ist. Der Werth des hier auftretenden be-
stimmten Integrals kann im Allgemeinen nicht in einem geschlossenen
Ausdruck angegeben werden, sondern nur durch eine Reihenentwick-
lung. Nur in einem speciellen Fall lafst sich sein Werth direct an-
geben, nimlich dapn, wenn wir % suchen fiir die Grenzfliche » = 0.

Denn in ihr wird:
F = --C-,-fﬂ'"st.dg
x=0 V“
0
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Dies Integral ist dasselbe, welches wir auf Seite 120 mit J bezeichnet
und auf Seite 121 gleich J/a /2 gefunden haben. Es wird demnach:

F= CVE 99)
z=0 2 V [
Nun war gemifs seiner Einfihrung auf vor. Seite C=1#, l/f und
T
es ist also:
Fa
oo = 3 (99a)

womit sich bestitigt, dass die von der Zeit unabhiéingige Temperatur
der Berithrungsebene nach den Ueberlegungen von 8. 129 gleich
ist dem Mittelwerthe der Temperaturen der beiden Kérper (gleiche
Werthe von e fiir beide vorausgesetzt).

Fiir Punkte, die nicht in der Beriihrungsfliche liegen, fiir die
also # =0 ist, gilt der allgemeine Ausdruck (98) fiir . Setzen wir
der Kiirze halber:

&xr ? =
80 ist:
0 + @
& = --:{ fa—59d§+fs—5"-d§}
o 2 (100)

z

_ _G_{
Ve
Im Vergleich mit #,_( ist das zweite Glied in der Klammer
noch hinzugetreten; es ist gleichzeitig mit = grofser oder kleiner als
Null, und dadurch ¢+ =*,-, wie in Fig. 13.

Fir dieses Glied wollen wir Reihenentwicklungen angeben.
Wir konnen dasselbe schreiben:

e fora

=3 — - + +---

5.21 7.8

Dies ist eine absolut convergente Reihe, wie hoch auch die
Werthe des » steigen mogen. Denn, wenn wir » als gemeinsamen
Factor herausnehmen, bleibt die Reihe:

9*
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2 x4 «8

-3 +591 731

! -

eine Reihe, welche stirker convergirt als die Exponentialreihe fiir
e—¢ da ja in den Nennern die von Glied zu Glied wachsenden
Zahlen 1, 3, 5, 7... hinzugekommen sind. Da nun die Exponential-
reihe immer convergirt, convergirt die Reihe fiir das Integral a for-
tiori. Schnell convergirt sie allerdings nur, wenn % klein ist; d. h.
wenn entweder x klein ist, wenn wir also Stellen in der Niahe der
Beriihrungsebene betrachten; oder wenn ¢ grols ist, also schon viel
Zeit verflossen ist von dem Anfang der Wiirmebewegung ab. Und
zwar je grofser z ist, d. h. je weiter entfernt von der Grenzfliche
die Stelle ist, fiir welche wir den Gang der Temperatur suchen,
desto grofser mufs auch ¢ sein, damit wir wieder ein kleines » haben.
Im quadratischen Verhiltnifs zu der steigenden Entfernung von der
Grenzfliche mufls lingere Zeit verflielsen, ehe die Reihenentwicklung
wieder gleich schnell convergirt.

Da die Reihe bei grofsen Werthen von x eine unbequeme Be-
rechnung liefert, ist es rathsam, fiir diesen Fall, also fiir die ersten
Zeiten und in grifseren Entfernungen von der Grenzfliche, eine
andere Form fiir das Integral zu suchen. KEs ist:

z @ @ 1 )
fe"'dm=fe‘*’dm—fe‘z’dx= '2*]/‘_.[‘6"'05%
0 0 z £

und das letzte Integral lifst sich durch wiederholte Anwendung
partieller Integration in eine Reihe entwickeln:

S T N Sl o
f" == f?z —‘2‘x‘“fwd"

B —z’+ e_z! B —x' = ‘e 4 3:id
- f - 2x 42; f *

L =) 4
T 2z 448 sf —

z

In dieser Weise kann man weitergehen und erhilt:

- 1 T
pmrgpe S 11 18 1 185 1
92 22 6

2.2 a4 2.2.2 =
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Wenn » verhilltnifsméfsig grols ist, ist dies eine gut conver-
girende Reihe; aber sie ist nicht absolut convergent. Zwar werden
die Glieder im Anfange kleiner; aber da bei weiterem Fortschreiten
im Zahler immer grifsere ungerade Zahlen hinzukommen, wihrend
im Nenner jedesmal dasselbe 2z? hinzutritt, fangen von einem ge-
wissen ab die Glieder wieder an grofser zu werden. Die Reihe
ist nur eine sogenannte semiconvergente. Summirt man die Glieder,
80 kommt man zuniichst, wie sich beweisen lifst, immer niher heran
an den Werth, den das Integral wirklich hat, und zwar wird wegen
der abwechselnden Vorzeichen die Summe abwechselnd grifser und
kleiner. Summirt man bis zum kleinsten Glied, so kommt man am
niichsten an den Werth des Integrals heran; bis dahin convergirt
die Reihe. Nimmt man nur ein Glied mehr oder weniger, so erhilt
man Grenzen, zwischen denen der Werth des Integrals liegen muls.
Summirt man weiter, so entfernen sich die Summen wieder von
dem Werthe des Integrals und gehen abwechselnd nach oben und
nach unten hin von ihm immer weiter aus einander. Zwar kann
man nicht, wie bei einer vollkommen convergenten Reihe, ihren
Werth mit jeder beliebigen Genauigkeit berechnen; aber durch
Summation der Reihe, soweit sie convergirt, kann man doch mit
einer Genauigkeit, die fiir grofse Werthe von x» den praktischen
Bediirfnissen geniigend entspricht, ihren Werth berechnen.

Um uns eine vollstéindigere Vorstellung von dem Verlauf der
Wirmestromung zu bilden, wollen wir uns weiterhin vergegenwiirtigen,
welchen Werth der Abfall der Temperatur, also mit negativem Vor-

zeichen genommen g—i , an den einzelnen Stellen und zu verschiedenen

Zeiten hat. Dem ortlichen jedesmaligen Werthe von @& /0= ist
auch die dortige augenblickliche Intensitit des Wirmestromes pro-

portional.
Aus (100) folgt fur:

09 dd 0z c —t o
=S « " = —_¢ %+ ]/— oder also:
dz dz Oz Va ¢

T T (101)

Das ist dieselbe Function, die wir in (96) fir das damalige %
hatten und deren Verlauf wir damals discutirten. Es folgt jetzt ent-
sprechend fiir den Abfall der Temperatur und die Intensitit des
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‘Wirmestromes: sie ist bei # = 0, d. h. in der Berithrungsebene des
heifsen und des kalten Kérpers im ersten Augenblick unendlich grofs,
und wird dort mit wachsender Zeit, je linger die Wirme schon ge-
flossen ist, immer kleiner. Diese Abnahme geschieht umgekehrt
proportional der Quadratwurzel aus . Nach unendlich langer Zeit,
wenn villiger Temperaturausgleich zwischen beiden Korpern einge-
treten ist, wird auch die Stromung gleich Null.

An Stellen, die nicht in der Berithrungsebene liegen, nimmt
die Strémung von Null an zuerst zu, und nach Erreichung eines
Maximums wieder bis zu Null ab. Je weiter die Stelle von der
Ebene a = 0 entfernt ist, um so kleiner ist das Maximum der
Stromung, welches erreicht wird, und um so linger dauert es bis
zu seinem Kintritt. In der Beriihrungsebene herrscht jederzeit die
stirkste Stromung im Vergleich mit allen anderen Stellen.

Das wiire eine Beschreibung der Art und Weise, wie der Aus-
gleich eines urspriinglich an einer Stelle vorhandenen jahen Abfalls
der Temperatur erfolgt. Die genauere Betrachtung der Figur 13
auf Seite 129 lilst den beschriebenen Verlauf anschaulich erkennen.

§ 35. Eine Endfliche eines urspriinglich heifsen Korpers wird
dauernd auf constanter niedriger Temperatur erhalten.

Unsere Formeln geben ohne Weiteres auch die Lijsung fiir
einen anderen Fall. In der Ebene z =0 herrscht — abgesehen
vom Zeitpunkt ¢ absolut gleich 0 — bestindig die constante Tem-
peratur (99) bezw. (99a):
c.Va _ o,

e o= =
‘T 2.7 2

Dabei war die Anfangstemperatur des auf der negativen z-Seite be-
findlichen Kérpers gleich Null angenommen worden; die Anfangs-
temperatur des Korpers auf der positiven z-Seite war #, = 2%, _ o.
Wir werden fiir letzteren Korper denselben Temperaturverlauf wie
bisher erhalten, wenn wir, statt ihn mit einem anderen kilteren
Korper in Berithrung zu bringen, fiir ihn die Bedingung stellen,
dafs vom Augenblick ¢ = 0 ab seine Oberfliiche # = 0 auf einer con-
stanten niedrigeren Temperatur gehalten wird.)) Wenn wir nun
weiterhin letztere Temperatur als den Nullpunkt der Scale wiihlen,

) Experimentelle Verwirklichung eines solchen Falles und Benutzung zur
Bestimmung von Wiirmeleitfihigkeiten siehe F. A. Scaurze, Wiep. Ann. d. Physik
Bd. 66, 1898, S. 207.
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so besafs der (jetzt allein betrachtete) Korper bis zum Augenblick
t =0 die iberall gleiche Temperatur: ;

o=2u IVE (102)
2 2.Ve
Auf die Werte von g—i nach (101) hat die Verlegung des Null-
punktes der Scale keinen Einflufs. Es wird also:
GRA -
E=2@[/me : (101%)

An Stelle von %, wie es durch (100) gegeben war, tritt bei der
Verlegung: B B
/= =V"‘T

I* = _g-fe—?‘dg = ]g/g-fe‘g’dg (100%)
0

T

§ 36. Anwendung auf die sdculare Abkiihlung der Erde.

Bei dieser letzten modificirten Fassung des Problems lisst sich
seine Losung anwenden auf die Frage nach der Abkiihlung des
gesammten Erdkérpers. Aus vielen Griinden ist es sehr wahr-
scheinlich, dals die Erde sich urspriinglich in feuerfliissigem Zustande
befunden hat. Sie kiihlte sich von der Oberfliche her ab durch
Ausstrahlung gegen den Weltraum von sehr tiefer Temperatur,
withrend sie an Einstrahlung nur diejenige der Sonne und der Ge-
stirne empfing, die weit kleiner war als jene Ausstrahlung. So lange
nun die Erde sich noch in geschmolzenem Zustande befand, sanken
die an der Oberfliche kilter und dichter gewordenen Schichten in
die Tiefe,”) wiithrend aus dieser neue heilsere Massen nach oben
stromten. So konnte durch Convection die Temperatur des fliissigen
Erdballes ausgeglichen werden. Allmihlich sank die Temperatur
so weit, dafs an der Oberfliche eine Kruste erstarrte, wie es noch
jetzt bei #hnlichem Material, aus Vulcanen ausfliefsender Lava
sichtbar ist. Vielleicht barsten diese ersten Krusten noch, und sanken
schollenweise in die Tiefe, bis sie ein Geriist bildeten, welches
schliefslich die erneut gebildete Kruste hielt. Von da ab wurde die
Wirme aus dem Innern nicht mehr durch Convection bis an die

) Diesem Untersinken konnte eine Grenze dadurch gesteckt sein, dals
die innersten Schichten der Erde eine grilsere mittlere Dichtigkeit besitzen,
als die an der Oberfliche. A. d. H.
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Oberfliche gefiihrt, sondern konnte zu dieser nur vermittelst der
recht schlechten Leitung durch die feste Kruste gelangen. Die
starke Ausstrahlung der Oberfliche muflste dann zur Folge haben,
dafs verhiiltnilsmifsig ganz kurze Zeit nach dem Erstarren der
bleibenden Kruste diese an der Oberfliche schon abgekiihlt war bis
auf Temperaturen, welche den jetzt herrschenden sehr nahe lagen.
Von der Zeit des Erstarrens der bleibenden Kruste ab geschah also
der weitere Verlauf annihernd so, wie bei einem Korper von
urspriinglich iiberall gleicher, hoher Temperatur, dessen Oberfliche
von jenem Augenblicke ab auf constanter tieferer Temperatur ge-
halten wird.

Von der voraufgegangenen hoheren Temperatur beobachtet man
heutzutage als Folge nur noch die Zunahme der Temperatur, wenn
man in das Innere der Erde dringt. Nach Sir Winriam TaomMsON )
betriigt sie in demselben Gestein bei Edinburgh, in welchem ForBEs
die auf Seite 109 erwiithnten Untersuchungen anstellte, 1° Celsius auf
90 englische Fufs Tiefe. Dies wire der Werth von & /0= an der
Stelle z = 0, fiir den die theoretische Beziehung (101*) auf vor. Seite
ergiebt, dals er der Quadratwurzel aus der verflossenen Zeit um-
gekehrt proportional ist:

(6‘:‘}_) =20 I/E oder
oz i

=0

8V a
Vi= —_]{3% © (103)
= (ax} "

Wenn die Anfangstemperatur @ bekannt wiire, und ihr Werth sowie

der von (g':) fir die Jetatzeit und der von « eingesetzt werden,
z =10

kann man aus vorstehender Gleichung die Zeit berechnen, welche
geit der Bildung der bleibenden starren Oberfliche verstrichen ist.
Ehe wir dies ausfithren, wollen wir (103) noch auf Homogen&itit
der beiden Seiten beziiglich der Gréfsenart priifen.

O ist in derselben Scale wie der Zihler von 6 /d« anzugeben;
dann fillt die Einheit der Temperatur vollkommen heraus. Nach

') W. Tuomson: secul. cooling of the earth; Transactions Roy. Soc. Edin-
burgh; vol. 28, 1864; Trousox und Tarr, Handbuch d. theoret. Physik, deutsch
von Hermuorrz und Werreem, Bd. I, Theil 2, p. 434. Daselbst auch die Ueber-
legungen, welche rechtfertigen, dafs die obigen Formeln, die fiir ein eben be-
grenztes Medium gelten, auf die Erdkugel angewendet werden.
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Gleichung (90) ist « = i—; und nach den Ableitungen auf S. 33

u. 34 ist in Bezug auf die Dimensionen:
[i} = [F
dg.x] [T

€.8 [T]

-4 - 44

1

Dies, wie auf der rechten Seite von (103), multiplicirt mit der

im Nenner von 0 /dz vorkommenden Linge von 90 Fufls giebt

also in der That die Quadratwurzel einer Zeit, wie auf der linken
Seite.

Wenn wir nun einen Zahlenwerth von e« auf der rechten Seite
einfithren wollen, so haben ja allerdings die verschiedenen Gesteine,
aus denen die Oberfliche der Erde besteht, nicht ganz gleiche
Dichtigkeit ¢, specifische Wirme ¢ und Leitungsvermégen k; aber
die verschiedenen Werthe entfernen sich doch nicht sehr weit von
einander, und wir kénnen immerhin einen mittleren Werth fiir die
Constante ¢ annehmen.

Aus seinen Messungen iiber das Eindringen der Jahresschwan-
kungen der #ufseren Temperatur (S. 111) fand Forsgs:

k [engl. Fufs]?
c.e A400-== Jahre

Also:

Es ist zunichst von Interesse anzugeben, wie grofs die Dichtig-
keit (— ¢,) des Wirmestromes ist, welcher dem jetzigen Abfall der
Temperatur an der Oberfliche entsprechend aus dem Innern der
Erde hervordringt. Diese Stromdichte ist gleich:

a
_gz=k(ax)
z=10
. a9 1 Centigrad b
oder wenn wir & = 400.¢.& und (am ) = 30 engl. Fufs einsetzen:
z=0
0 400
—qz=k.(w)=w.c.ﬁ=mud 4.G.E
z=0

Dies heilst in Worten: Die Wirmemenge, welche in einem
Jahre durch einen Querschnitt von einem engl. Quadratfuls nach
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oben dringt (linke Seite der Gleichung) wiirde einen Cubikfuls
(Masse ¢) des Gesteins um rund 4 Centigrad erwirmen kdnnen.

Diese Werthe in die Gleichung (103) eingesetzt ergiebt bei
Annahme eines plausiblen Werthes fiir die Anfangstemperatur @,_,,
welche Zeit ¢ vergangen sein miifste, damit der aus dem Innern der
Erde dringende Wirmestrom auf seine jetzige Grifse herunter-
gegangen ist. Man findet:

- 4u "
t=—rgg7 O
T\ 0z
z=0
oder da nach (90): 4= .G:
c.& ©? 1 a02 ,
tzT""'_'q'ﬁ"z_ =200 = 9
LR
z=0

— 6,44 @7

Nimmt man zunédchst mit Sir WiLriam THoMsox als Anfangstemperatur
der soeben endgiiltig fest gewordenen Erdrinde 7000° Fahrenheit
gleich rund 3900 Centigrad an, bei welcher Temperatur die am
schwersten schmelzbaren Gesteine wohl noch festen Zustand haben
konnten, so erhilt man

t = 98 Millionen Jahre.

Héohere Anfangstemperatur wird man schwerlich annehmen
diirfen, und eine lingere Zeit fiir die seit der ersten bleibenden
Krustenbildung verstrichene diirfte daher, so weit die hier vor-
liegenden Erwagungen in Betracht kommen, ausgeschlossen sein.
Nimmt man niedrigere Werthe fiir € an, so gehen die Werthe fiir ¢
in quadratischen Verhiltnissen herunter. Wenn @ zur Hilfte des
obigen Werthes, also zu 1950° Celsius angenommen wird, bei welcher
Temperatur sicher viele Gesteine fest, andere fliissig gewesen wiiren,
welche Annahme wohl die grofste Wahrscheinlichkeit fiir sich haben

wiirde, so folgt:
t = 241/, Millionen Jahre.

Die Schitzungen der Geologen iiber die Zeitriume, welche zur
Gesteinshildung aus wisserigen Absitzen von Gneifsen und Ur-
schiefern an bis zum Alluvium erforderlich waren, lassen die Zeit
von 24!/, Millionen Jahren hierfiir als wohl moglich erscheinen.
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Porssox hat nun eine andere Hypothese aufgestellt fiir die Her-
kunft des jetzt moch im Innern der Erde vorhandenen Wirmevor-
raths: dafs namlich in nicht allzu weit zuriickliegender Zeit eine
voriibergehende miifsige Erhitzung der Erde stattgefunden habe,
welche die organischen Wesen nicht getddtet haben sollte; von dieser
Erhitzung her sei das Innere noch nicht vollig abgekiihlt. TUrsache
dieser mifsigen Erhitzung kinnten etwa chemische Processe im Erd-
innern gewesen sein; oder das ganze Sonnensystem konnte durch
Anniiherung anderer Weltkiorper stark erwiirmt worden sein. Auch
bei dieser Hypothese miilste die obige Beziehung zwischen Anfangs-
temperatur, oder vielmehr zwischen dem Ueberschufs @ iiber die als
Nullpunkt gewihlte Temperatur der Jetztzeit einerseits und der seit
der Erwarmung verstrichenen Zeit ¢ andererseits gelten. Nehmen wir
kleinere Werthe fiir € an, so kommen wir bei @ = 975° Celsius auf
t = 6125000 Jahre; aber eine so starke Krhitzung, bis zum Gliihen,
wiirde Porssox’s Hypothese nicht annehmen wollen und schwerlich
erkliiren konnen.

Bei Annahme eines @ = 97,5° wird ¢ = 61250 Jahre. Diese
Zeit ist fiir das Entstehen der sedimentiiren geologischen Formationen
schon viel zu kurz; sie wiirde nicht einmal bis zur Tertifirepoche
zuriickgehen; und doch wiire bei der voriibergehenden Erwirmung
alles organische Leben auf der Erde ausgestorben, im Widerspruch
mit der Continuitit der versteinerten Pflanzen und Thiere, die fiir
jene Vergangenheit unzweifelhaft vorhanden ist. Erst wenn wir eine
Anfangstemperatur € = 32,5° also eine um 32'/,° hiohere Tempe-
ratur als die jetzige annechmen, so wiirde bei ihr an den Polen
wenigstens sicherlich Flora und Fauna nicht zerstért worden sein.
Aber diese Erwirmung hiitte stattfinden miissen vor ¢ = 6806 Jahren,
also zu einer bereits in die Menschengeschichte hineinfallenden Zeit.
Es ist aber unmaglich, dafs zur Zeit des Pyramidenbaues in Aegypten,
withrend in Europa Eisbiren und Mammuths lebten, eine Erhitzung
der Erdoberfliche um rund 30° iiber die jetzige Temperatur statt-
gefunden habe. Die Hypothese einer einmaligen voriibergehenden
mifsigen Krhitzung der Erde wird also durch diese Schlufsfolgerungen
ausgeschlossen, und das ist jedenfalls schon von Wichtigkeit. Die
Berechnung der Zeit, welche seit Bildung einer festen Oberfliche
der urspriinglich feuerflissigen Krde verstrichen ist, zu 24!/, bis
98 Millionen Jahre ist zwar hocht unsicher; doch widersprechen
ihr nicht die geologischen Daten.
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§ 37. Beziehungen der Probleme von § 32 und § 34 zu den
analogen Problemen fiir Stibe von endlicher Linge.?)

Wir wollen nun noch kurz zuriickkommen auf Probleme, die
dem zuletzt behandelten fir unbegrenzte Medien analog sind, aber
jetzt wieder fiir endlich lange Stibe bei Ausschlufs Hulserer
Wiirmeabgabe gestellt werden sollen. Fiir solche konnen wir die
Fragen aufwerfen: wie wird der Verlauf der Temperatur, wenn diese
zu Anfang nur in einer unendlich diinnen Querschicht von Null
verschieden war, in ihr aber sehr hohe Werthe hatte? und welches
ist ihr Verlauf, wenn die beiden Endflichen eines urspriinglich an
allen Stellen gleich heifsen Stabes von dem Augenblick ¢ =0 ab
auf einer constanten niedrigeren Temperatur gehalten werden, welcher
Fall dem in § 35 besprochenen analog ist? In Ankniipfung an die
allgemeine Losung fiir endliche Stibe durch Fourier'sche Reihen,
wie sie im fiinften Kapitel entwickelt wurde, kann man durch solche
sich die gegebenen Anfangsvertheilungen darstellen und hat dann
auch den ganzen weiteren Verlauf der Temperatur. Dabei wiren
dann die gegebenen Anfangstemperaturen ..o iiber die endliche
Lange des Stabes hinaus, rein mathematisch betrachtet, als periodisch
sich wiederholende Functionen f (z) fortgesetzt zu denken.

Das erste Problem wollen wir nur unter vereinfachenden An-
nahmen betrachten. Wir nehmen den Stab als von — L bis + L sich
erstreckend an (nicht wie im fiinften Kapitel von @ =0 bis @ = + L).
Wir bekiimmern uns nicht um die an den Enden vorgeschriebenen
Grenzbedingungen.?) Solche wiirden auch garnicht vorgeschrieben

x=-3L X=—2l x=-L X-0 Xea X+l X=+2L X=+3L

Fig. 15.

sein, wenn wir statt eines geraden Stabes einen diinnen Ring von
der Liinge 2 L betrachten (siehe die Fufsnote auf S. 114). Fir ihn

) Die in diesem Paragraphen ausgefiihrten Beziehungen hat Hermmortz
nur angedeutet. A.d H.

*) Es wiire nicht schwierig, an die folgenden Rechnungen auch noch
solche fiir vorgeschriebene Grenzbedingungen anzukniipfen; das wiirde aber
allzuweit von den Andeutungen Hermaorrz' abliegen. A d H.
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gelten die folgenden Betrachtungen in aller Strenge. Urspriinglich
herrsche bei # = a eine unendlich hohe, sonst iiberall verschwindende
Temperatur. Dieser Verlauf von -9 = f(z) von — L bis + L ist
fir jede Periode von 2L zu wiederholen (Fig. 15).

Festzusetzen ist dann noch [analog (88) bezw. (92)], wenn F eine
von Null verschiedene endliche Grofse bedeutet, dals:

+L + L
f&t___@dx=ff[a:)da:=
o/ -L

Zur Darstellung des Anfangszustandes durch eine Fourier’sche
Reihe benutzen wir deren Form, wie sie in (87) hingeschrieben war:

D LL-{-E—wff(s) cos [-“l(%:i}].ds

f(s) ist von Null verschieden nur unendlich nahe bei s =a; vor
das Integralzeichen tritt daher der Werth des cosinus fiir s = a;
das Integral, welches noch bleibt, ist gleich #; und es wird:

F & F -
l‘};=0 = Tl-; + ET COS [—E‘g]

In dieser Form dargestellt werden fiir z = o alle Glieder der
>' gleich F/L und ¢ in der That unendlich. Fiir alle von o ver-
schiedenen Werthe von = wird der Werth der Summe unbestimmt;
sie convergirt nicht, sondern oscillirt; absolute Convergenz ist ja auch
bei dem vorgeschriebenen discontinuirlichen Verlauf nicht méglich.
Diese Schwierigkeit fallt, wie wir wissen, weg, wenn wir « fiir ein
noch so kleines, von Null verschiedenes ¢ bilden. Denn es wird
fiir spiitere Zeiten durch den Hinzutritt derselben Exponentialfunctionen
von ¢ wie auf Seite 118

o
e A Tl e 2l B

wo:
a?n?

Ny = — —

e 4 L2

und wo « die durch (90) eingefithrte Abkiirzung ist.

In der vorstehenden Summe sind solche Factoren e”s? zu den
Gliedern hinzugetreten, welche nach dem in § 26 fiir die Fourier'-
schen Reihen gefiihrten Beweis der Convergenz diese bewirken, auch
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fir jede noch so kleine Zeit. In (104) haben wir die Lidsung
unseres ersten Problems. Wiirden wir in ihr wieder die Stablinge
2 L iiberaus grofs werden lassen, so dals die Enden + L ins Unend-
liche riicken, und fithren wie auf Seite 116 oben und 118 unten ein:

i dgiom 2

L L

so wird:
i 3 ng t
& = Wfdo'.e . COoS [a‘(a;—a,)]
0

in Uebereinstimmung mit dem auf Seite 119, unten, gefundenen
Werth fiir «#, fir welchen weiterhin die Form (95) ausgerechnet
wurde:

S o o
G =F ;t ‘e ¢ (90)
Wir kénnen nun auch von dieser Lisung fiir einen unendlich
langen Stab ausgehend die Liésung fiir einen endlichen Stab an-
geben. Denn letztere stimmt, wie aus Figur 15 ersichtlich, mit der-
jenigen fiir einen unbegrenzten Stab, wenn in diesem Wirme ur-
spritnglich angehiiuft war nicht nur in der unendlich diinnen Schicht
bei # = a, sondern auch bei 1 = — 2L 44, bei 2 =4 2L + a,
bei 2= + 4L+ a w s. £ Wir haben also alle Lsungen (95) fiir
diese Ausgangsschichten der Wirme bei # =a 4+ 2a L zu bilden
und zu addiren; oder wir erhalten:

«¢ AT  E-—a+2aip
G =F —7 Z e t

T QA= —- a0

Diese Liosung ist gleich der in (104) gefundenen,!) und nur der
Form nach von ihr verschieden.

Die zweite Frage, die wir auf Seite 140 aufwarfen, wiirde dem
Anfangszustande entsprechen, dals fiir die ganze Liinge des Stabes
(jetzt nicht mehr von z = — L, sondern wieder:) von z = 0 bis
# = + L die Temperatur denselben Werth @ (Bezeichnung wie
in Gleichung 102 u. ff., 100% 101%*) hat, und dals weiterhin die
Temperatur der beiden Stabenden damernd auf einem niedrigeren
Werth erhalten wird, den wir als Nullpunkt der Scale wihlen

') Wie aus der Theorie der linearen Transformation der Theta-Functionen
bewiesen werden kann. A. d H.
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wollen. Schon aus blofsen Symmetriegriinden ist ersichtlich, dalfs
diese constante Temperatur fiir die Stabenden dauernd stattfindet,
wenn wir beide letzteren in Berithrung bringen mit ganz gleichen
Stiaben, die aber um @ kiilter sind als die verlangte constante Tem-
peratur der Stabenden, analog den Ueberlegungen von § 35 (und
wenn noch weiter in dieser Weise abwechselnd warme und kalte
gleich lange mit den Endfliichen einander beriihrende Stibe folgen).
Wir miissen uns also #,.o = f(2) in der Weise iiber die Stabenden

558
¢
z
x—1 . N x=+Li
L= X0 s . x=-+2L
far=-8 foo=-8
Fig. 16.

hinaus fortgesetzt denken, wie Figur 16 darstellt. Den weiteren
Verlauf der Temperatur fiir spitere Zeiten ¢, 4,, ...» t,, stellen
dann die entsprechend bezeichneten Curven dar.

Wollen wir J-¢ = f(z) durch eine Fourmer'sche Reihe dar-
stellen, so brauchen wir nur die Sinus-Glieder, da die Function
von z =0 bisz = — L entgegengesetzt gleiche Werthe hat, wie von

x=0 bis z = + L. Wir werden also setzen:
amx

I‘)“:o — Z Ba Sin—f
a

+ L
1 . |amx
Ba—_-Lf&,_o. sin ( 7 ).da:
- L

Da ,_ ¢ sowohl, wie die Sinus von — L bis 0 entgegengesetzt gleiche
Werthe durchlaufen wie von 0 bis + L, wird auch:
L

2 . fam
B, = —L-fn‘},zg.sm (—L—E) dz

0

und es wird:

oder da ;- von O bis L constant gleich @ ist:

L =

20 (. [ama 26 amx

B, = Tfsm (—ﬂ~-).do;= = .=—cos L}
0 D
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Die zwischen den Grenzen genommene Klammer ist gleich (1—cosan),
wird also, wenn a eine gerade Zahl ist, gleich Null; wenn a eine
ungerade Zahl, gleich 2. Hs wird also:
Pg=f & Ly, 90
ST 155...0 L
Diese Reihe ist nur bedingt convergent: entsprechend dem discon-
tinuirlichen Verlaufe von f(z). Die Reihe fiir Werthe von > 0
wird aber wieder absolut convergent:
40 =, 1 mgt . (Mr:t:)
g ¢ sin

Z (105)

Hiermit haben wir die Losung fiir den Stab von der Anfangs-
temperatur €, dessen beide Enden von ¢ = 0 ab bestindig auf der
Temperatur Null gehalten werden. Aus (105) kdnnen wir die
Losung fiir L = oo wiederfinden. Setzen wir wieder -QLE=0', 80

wiichst jetzt a in Schritten von je zwei Einheiten, also o in Schritten
von je 2%: =do, und es wird fiir iiber jede Grenze wachsende
Stabliinge:
w 2
&= 289 [am e zal.sin(o’m)

ﬂ.’ a
0

In dem Integral tritt z nur als Parameter auf; also ist:
oF 2 S
—i- @fdo- e ok .cos (o )

Dies ist dasselbe Integral wie auf S. 119 unten (hinter Gleichung 92),
damals aber fiir & selbst, wenn das dortige =26 und a =0
gesetzt wird; also wird nach (94) und (95) jetat:

g ot

o & -
ax 2@ E.B L

F =2 9 I/i f c--
i
0
wo als untere Grenze deshalb Null zu nehmen ist, weil fiir 2z =0
auch ¢ = 0 sein soll.

und:
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Dies wire die Losung fiir das Problem, wie es in § 35 definirt
wurde. In der That sieht man leicht, dals das damalige 4* der
(leichung (100%) gleich ist unserem jetzigen .

Fiir die Anwendung der Lisungen (104) und (105) auf sehr
diinne Ringe gilt die Anmerkung auf S. 114. In (104) ist die
Lisung gegeben fiir den Fall, dafs eine Schicht eines Ringes von
der Axenliinge 2L urspriinglich auf unendlich hohe Temperatur
erwirmt war; in (105) fir den Fall, dals die eine Ringhilfte die
Temperatur + @, die andere — @ besals.

Achtes Kapitel.

§ 88. Die Temperatur sei Function der Zeit und der
Entfernung von einem gegebenen Punkte.l)

Von nicht stationiren Wirmestromungen haben wir bisher nur
solche Fille behandelt, in denen die Temperatur aulser von der
Zeit noch von der Abmessung z in einer geradlinigen Richtung
abhingig war. Zum Schlufs unserer Betrachtungen iiber die Wirme-
leitung wollen wir auch noch zeigen, wie man zu der Losung ge-
langt fiir den Fall, dafs % Function ist aufser von ¢ noch vom
Abstande » gerechnet von einem festen Punkt aus, etwa vom An-
fangspunkte der Coordinaten. Die Isothermen sind dann concen-
trische Kugeln; aber im Gegensatz zu der stationiren Stromung,
die auf S. 68 u. 69 betrachtet wurde, haben zwar zu einer bestimmten
Zeit alle Punkte einer Kugelfliiche dieselbe Temperatur; deren Werth
ist aber zu verschiedenen Zeiten verschieden.

‘Wir miissen Liosungen der Gleichung (33):

0

kA9 e T

fiir diesen Fall suchen. Fiir 4 gilt dann der in (37) abge-

leitete Werth:
0% (r)
or?

A
-

wo jetzt das Zeichen der partiellen Differentiation zu schreiben ist,

) Nach dem Notizbuch ausgearbeitet. A.d H.
H. v. HeLusoLTz, Theoret, Physik. Bd. VI 10
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da & auch von { abhiingt. Wir erhalten mithin die Differential-
gleichung:
E 0%(rd) a1

e 0 e

oder da r unabhiingige Variable ist, wie ¢, also ¢ gegeniiber constant:

0% (r) _ (r)
k-_'a;z_ — 0.8 _a_t_
Nennen wir:
g =r.
so muls sein:
O¢ Og
Ega=r2 pp

Das ist fiir ¢ als Function von ¢ und r dieselbe Differential-
gleichung, wie (38) fiir ¢ als Function von ¢ und =z, oder wie (39),
wenn k=0 gesetzt wird. Hs gilt daher auch eine Losung ana-
log (40):

p = A, ert+ir

wo wie (41) (fir /= 0) sein mufs:

k.P=e.s.n
Es wird also jetat:
kP
S gavir g A TIHEN
r r
Damit haben wir den Ausgangspunkt fiir die Liosung von Strémungs-
problemen in Kugeln, die den frither gelsten fiir Stiibe ganz analog
sind. Setzen wir z. B. wie in (46):

=14
so erhalten wir Lisungen von der Form:

&
g=A et cos
r sin

12

durch die wir Probleme losen kinnen, die denjenigen des NEUMANN'-
schen Stabes analog sind. Setzen wir wie vor Gleichung (69):

n=1v

so erhalten wir die Losung fiir den Fall, dals an der Oberfliche
der Kugel periodische Temperaturschwankungen erregt werden, die
als Wellen ins Innere eindringen.
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Die ausfithrliche Behandlung solcher Probleme findet man z. B.
in Riemann’s Vorlesungen iiher partielle Differentialgleichungen,
bearbeitet von HaTTENDORFF, Braunschweig 1876, p. 151 u. ff.;
4. Aufl, selbstindig bearbeitet von Heiwrice WxBER, ebenda 1901,
p. 123—146.

Dritter Abschnitt.

Wiirmestrahlnng.

§ 39. Bestrahlung und Ausstrahlung von Flidchenelementen.

Schon fiir die Moglichkeit, von ,gleicher* Temperatur zweier
Kérper iiberhaupt nur sprechen zu konnen, war das Axiom grund-
legend, dals zwischen Korpern von ,gleicher Temperatur kein
Wiérmeaustausch stattfinde. Im vorigen Abschnitt haben wir nun
solche Elementargesetze fiir die Leitung der Wirme aufgestellt,
dals, wie verlangt, zwischen gleich warmen Korpern kein Ueber-
stromen stattfindet, dafs ferner die Wirme immer von den heilseren
zu den kilteren Korpern oder Korperteilen fliefst und dals hieraus
ein fortschreitender Ausgleich der Temperaturunterschiede hervor-
geht. Dasselbe lilst sich nun auch fiir den Wérmeaustausch durch
Strahlung durchfithren, so dafs auch auf den durch sie vorkommen-
den Austausch die Begriffsbestimmung der Temperatur noch palst.
Und zwar war es mein verstorbener Freund Gustav KircHHOFF,
der zuerst die Frage aufgeworfen und beantwortet hat, welche Sitze
fiir die Strahlung verschiedener Korper, bei verschiedenen Tempera-
turen und verschiedener Art der Wirmestrahlen erfiillt sein miissen,
damit ein Uebergang der Wirme vom kiilteren zum heifseren Korper
unmoglich wird.

Wir wollen ausgehen von der Strahlung, welche Fliichenelemente
trifft, und von solchen ausgeht. Von einem Biindel paralleler
Strahlen werde ein Teil aufgefangen von einem Flichenstiick von
der Grifse dw, Fig. 17. Die Normale N auf der kleinen Fliche dw
bilde mit der Strahlenrichtung einen Winkel «, der immer als spitzer
genommen wird. Dann ist der Querschnitt des von der weiter-
gehenden Strahlung fortgenommenen Teiles = dw.cose. Sind die
Strahlen nicht parallel, sondern gehen sie von einem Punkte 4 aus,
8o hiingt die Bestrahlung von d® nicht nur von dessen Grofse und

Neigung gegen die Strahlen, sondern auch von der Entfernung von
10”
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A ab. Die gesammte Strahlenmasse, welche vom Centrum 4 aus
nach allen Richtungen hin gleichmiifsig sich ausbreiten moge, werde
durch die Grifse J bezeichnet. Um die Bedeutung dieser Gridfse
zu erfassen, bedenken wir zuniichst, dafs Strahlung von Kbérpern
keineswegs blofs dann stattfindet, wenn sie leuchten; vielmehr ist
die leuchtende Strahlung nur eine besondere Art der Strahlung
iiberhaupt. Jeder Korper strahlt, auch ohne zu leuchten, Wirme
aus; mehr, wenn er heilser ist; weniger, wenn er kilter ist. Die
dunklen Wiirmestrahlen befolgen ganz dieselben Gesetze, wie die
leuchtenden; und alle folgenden Ueberlegungen gelten fiir die Warme-
strahlung schlechtweg. Das Wesentliche ist nun dabei fiir uns, dals
eine Quelle von Strahlen bestindig in Form der letzteren Ausgaben
aus ihrem Inhalt an Wirme macht; die obige Grofse J soll nun
diejenige Wirmemenge bedeuten, welche das Strahlencentrum 4 pro
Zeiteinheit ausstrahlt. Die Strahlung transportirt diese Wiirme-
menge, welche vollstindig wiedergewonnen werden kann, wenn man

Fig. 17. Fig. 18.

durch einen Kérper, auf den sie fillt, die Strahlung ohne Verlust
ganz absorbiren lilst. Wir construiren uns um 4 eine Kugel mit
dem Radius 1; das Strahlenbiindel, welches die Fliche dw trifft,
schneide aus der Oberfliche dieser Kugel die Fliche d 2 aus. (Fig. 18.)
Dann ist das in diesem Strahlenbiindel pro Zeiteinheit ausgesandte
Strahlungsquantum = .J -‘%3. Der Querschnitt des Strahlenbiindels
an der Stelle dw, also dw.cose nach Figur 17, kann als Stiick
einer Kugelfliche betrachtet werden, die um A4 mit dem Radius »
beschrieben ist, wo r die Entfernung der beleuchteten Fliche dw
vom Strahlungscentrum ist. Dann verhilt sich ersichtlich:

dQ:dwcose = 1:72

und es wird das auf dw pro Zeiteinheit aunftreffende oder von ihm
fortgenommene Strahlenquantum:



§ 89. STRAHLUNG VON FLACHENELEMENTEN. 149

: d =decos.sz

d 47 dgr:

(106)

In dem ersten dieser Ausdriicke nennt man die Fliche 4 Q auf der
Kugelfliche vom Radius 1 die ,Kegelecke* des Strahlenbiindels, ein
Ausdruck, der von Franz Neumann bei Gelegenheit des elektro-
magnetischen Potentials von Stromleitern eingefiihrt wurde. Der
zweite der Ausdriicke sagt aus, dals die Dichtigkeit der Strahlen
auf einem Querschnitt des Biindels, oder dafs die objective ,Hellig-
keit abnimmt umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung
vom Strahlencentrum. Denn die Griofse des Querschnitts ist d w cos e,
und die auf die Flicheneinheit des Querschnitts fallende Strahlen-
menge oder die Dichtigkeit der Strahlen ist also:

J

Tart (o)

Wir wollen nun weiter annehmen, dafs wir statt des lenchtenden Punktes
ein kleines Flichenstiick haben, welches in allen seinen Punkten gleich
stark leuchtet. Nehmen wir in ihm
ein Flichenelement ds, so ist dessen
Leuchtstirke zunichst proportional

der Grifse von ds. Ferner ist die von x

ihm ausgesendete Strahlenmenge nach

dem LamBer1’'schen Gesetz propor- P

tional dem Cosinus des Winkels j, Fig. 19.

den die Strahlenrichtung mit der Nor-

malen N auf ds bildet. (Fig.19.) Dieses Gesetz gilt fiir das Leuchten
von matten, nicht polirten, continuirlichen und durchaus gleich-
miifsigen Flichen, sowohl wenn sie selbstleuchtend sind, wie auch
wenn sie, durch fremdes Licht gleichmiifsig beleuchtet, dieses nach
allen Seiten hin diffus reflectiren.

Zur Ableitung des LawmBerr'schen Gesetzes muls man sich die
durch ein Oberflichenelement ds eines Korpers heraustretende
Strahlung von einem System von strahlenden Punkten ausgehend
denken, welche das Innere des Korpers erfiilllen, und deren Strahlung
dort noch Absorption erleidet, ehe sie bis an die Oberfliche gedrungen
ist. Das bestrahlte Flachenelement dw ist klein gegen seinen Ab-
stand » von ds (4 B in Fig. 20), so dals das ihm zugesandte Strahlen-
biindel als ein Kegel betrachtet werden kann, dessen Spitze in dw
liegt. Alle leuchtenden Molekeln innerhalb dieses Kegels liefern
einen Beitrag zu der nach dw gelangenden Strahlung. Wir be-
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trachten ein Volumenelement dz des Kegels zwischen zwei Quer-
schnitten, die im Abstande ¢ und ¢ + do von ds liegen. Wenn n

~

die Zahl der Molekeln in der Volumeneinheit ist, ist #.dz die in

dz

>¥

Fig. 20.

dem Volumenelement. Die von jeder einzelnen Molekel, allein be-
trachtet, herrithrende Dichtigkeit der frei ausgesandten Strahlen sei
wie oben (107) in der Entfernung »:

4707

Hierin wire aber » von der betreffenden leuchtenden Molekel aus
zu rechnen; statt seiner ist also in der Bezeichnung von Fig. 20 zu
setzen (r + o). Fiir die simmtlichen #.d z in d = enthaltenen Molekeln
wire daher die an der Stelle von de hervorgebrachte Dichtigkeit
der Strahlung, wenn diese frei ausgesandt wiirde:

B J.ondt
47(r + o)

Von dieser Strahlung wird bis zum Austritt aus der Oberfliche ein
gewisser Bruchtheil absorbirt; nur der Rest tritt aus; wie viel iibrig
bleibt, ist von der Entfernung ¢ von ds abhfingig; es wird daher
die bei dw herrschende Dichtigkeit der von den Molekeln in dr
herrithrenden und durch ds austretenden Strahlung:

J.ndr
4‘”(’, i 9)2_ f(».‘o)

Das Volumen von dz ist gleich ¢.do, wo ¢ der Querschnitt des
Kegels an der betreffenden Stelle ist. Der Querschnitt ¢ verhiilt
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sich zu dem Querschnitt bei B C wie (r + 0)*:7%; der bei BC ist
aber gleich ds.cos/3; also folgt:

g:dscosff = (r + 0)?:s2
(r+ 0)%. dacosﬁ

72

dr=q.dp =

und die Dichtigkeit der von dz herrithrenden, aus ds austretenden
Strahlung (an der Stelle von dw):

J.ndscosf}
47

flo)de

Fiir die aus allen Elementen dz des Kegels entspringende Strahlung
wird diese Dichtigkeit:

JIn.dscosf
T T ff (@)do

Das auftretende Integral wird eine specifische Constante der be-
treffenden Substanz. Setze ich das von der Linge und Richtung
von r, sowie von der Grélse von ds unabhingige Product:

Jon | f(o).do =43
/

so wird jenme Strahlungsdichtigkeit gleich:

ids.cosf
7 r?

An Stelle des J (107) in den fritheren Ausdriicken fiir das von
einem Punkte ausgehende, auf ein Flichenelement dw fallende
Strahlenquantum (106) tritt daher, wenn letzteres von ds ausgeht,
ein Ausdruck: 4¢.ds.cos3, wo ¢ eine Constante ist, welche durch
die ,Leuchtintensitit® des leuchtenden Fliichenelementes bestimmt
ist. Jenes Strahlenquantum oder (wenn es sich um Lichtstrahlen
handelt) jene ,Lichtmenge® wird alsdann:

cdw.ds. cosucosﬁ

L=i fa (108)
Wenn wir die Kegeleke d £ einfiihren, so wird:
L=ids.d9.cosﬂ (1084a)

T
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Die Bedeutung von 7 kénnen wir noch schiirfer erkennen, wenn wir
berechnen, welche Lichtmenge (in der Secunde) pro Flicheneinheit
nach allen Seiten hin ausgesendet wird. Da zuniichst L fir die
Fliche von der Grofse ds gilt, ist (108a) durch ds zu dividiren, um
die Lichtmenge pro Flicheneinheit zu erhalten. Das Flichenelement
d £ auf der Einheitskugel wollen wir in Polarcoordinaten ausdriicken.
Als solche nehmen wir auBer dem Winkel # noch den Winkel ¥,
den eine beliebige durch die Normale %t gelegte Ebene mit einer
festen derartigen Ebene bildet. Dann ist:

dQ=sinf.d.df

Dies ist in die durch ds dividirte rechte Seite von (108a) einzu-
setzen, und um die Geesammtstrahlung des isolirt gedachten Flichen-
elementes nach einer Seite hin zu erhalten, nach % von 0 bis 27,
nach B von O bis #/2 zu integriren. Dann ergiebt sich:

2 2

, 7f2
%fsinﬂcoﬁ.dﬁ.fd& = ¢ 8in?B =1
0 0

[

Die ,Leuchtintensitit® oder allgemeiner die ,,Strahlungsintensitit® ¢
bedeutet also die Strahlenmenge, welehe von der (isolirt gedachten)
Flicheneinheit nach allen Richtungen einer Seite hin pro Zeit-
einheit ausgesendet wird.

Die Leuchtintensitit hingt nicht mehr von geometrischen Ab-
messungen, sondern nur von der Beschaffenheit der strahlenden
Fliche und von ihrer Temperatur ab, indem sie jedenfalls mit
letzterer zusammen wiichst. —

Wenn wir nun umgekehrt die Strahlungsmenge angeben wollen,
welche von dw ausgeht und auf ds fillt, so indert sich der durch
die Configuration gegebene Quotient in Z durch die Vertauschung
von ds und dw nicht; aber ¢ kann einen anderen Wert 7" haben,

so dals wir erhalten:
L dw.ds.cosacosf

L wt (109)

7 re

Dals die Strahlen unter Umsténden leuchtende sind, ist fiir uns hier
Nebensache; uns kommt es nur darauf an, dals sie Wirme iiber-
tragen. Ks wiirde also (108) die Menge der von ds auf dw, (109)
die der von dw auf ds gestrahlten Wiirme sein, fiir jede Secunde
Strahlungsdauer. Wie viel von der Strahlenmenge, die auf ein
Flichenelement fillt, in thm in Wirme verwandelt wird, hiingt nun
noch von seinem Reflexions- und Absorptionsvermdgen ab.
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§ 40. Emission und Absorption vollkommen schwarzer
Flichenelemente und Korper.

In Hinsicht auf Reflexions- und Absorptionsvermigen hat Kircu-
HOFF den Begriff von absolut schwarzen Korpern gebildet, die von
den auf sie fallenden Strahlen nichts wieder fortlassen, sondern
alles zuriickhalten; sie reflectiren also keine und absorbiren alle
Strahlen. Von den wirklich vorkommenden schwarzen Korpern
konnen feine matte schwarze Pulver, oder Flichen, die mit Kien-
rufs iiberzogen sind, und #ihnliche Korper annithernd als ,,vollkommen
schwarze“ angesehen werden; die Spuren von Reflexion, die an ihnen
noch zu bemerken sind, sind sehr gering. Sie werfen deshalb noch
ein wenig Licht zuriick, weil sie ein grifseres Brechungsverhiltnils
besitzen als die umgebende Luft. Sie wiirden daher dem Ideal noch
viel niher kommen, wenn man sie einbetten wiirde in ein Medium
von gleicher Brechbarkeit, so dals die Reflexion unwahrnehmbar
wiirde. So kann man sich der Verwirklichung des vollkommen
schwarzen Korpers beliebig nithern.’) In Bezug auf die Absorption
ist zu bemerken, dals der Kérper in der individuell gegebenen Dicke
und Beschaffenheit zu nehmen ist; es geniigt also, dafs der Kérper
dick genug ist, dafs kein Licht durchdringen kann bis zur anderen
Seite. Wenn die schwarzen Korper selbst erhitzt werden und
Wiirmestrahlen aussenden, so strahlen sie sehr energisch (glithende
Kohle!); wir werden sehen, dals ein Korper desto stiirker strahlt,
je yschwirzer” er ist.

Die beiden zuvor betrachteten Flichenelemente dw und ds
sollen auch ,absolut schwarz* sein. Dann wird die ganze in (108)
gegebene Strahlung, die von d s ausgeht, durch d @ absorbirt, withrend
letzteres die in (109) gegebene Strahlung aussendet, die von ds
absorbirt wird. Wenn nun do und ds gleiche Temperatur haben,
so muls Gleichgewicht der Wirmestrahlung herrschen. Daraus folgt,
dafs fiir jedes Element die Einstrahlung gleich der Ausstrahlung
sein mufs; oder es ist L = L'. Daraus folgt dann ¢ = ¢'; d. h. bei
gleicher Temperatur ist die ,Leuchtintensitit* fiir beide Flichen
dieselbe, unabhiingig von deren Beschaffenheit, wenn sie nur voll-
kommen schwarz sind. Hat dagegen das eine der Flichenelemente
eine hohere Temperatur als das andere, so wird es sich abkiihlen,

1) Auf einer Folgerung des noch abzuleitenden Kircruorr'schen Gesetzes
beruht eine Verwirklichung des ,,vollkommen schwarzen® Korpers, die zuerst
von W. Wiex und O. Louymer ausgefiihrt worden ist; siehe Wiep. Ann. 56,
p. 453, 1895.
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indem es mehr Wirme ausstrahlt, als es empfingt, entsprechend
dem Verhalten von ¢ mit steigender Temperatur zuzunehmen.

Man konnte nun daran Anstofs nehmen, dafs ja isolirte Flichen-
elemente nicht existiren; aber wir konnen analoge Schliisse, wie die
vorstehenden, leicht auch ziehen fiir die Strahlung endlicher Flichen.
Wir gelangen dann zum ersten Theil des Kircanorr'schen Ge-
setzes, durch den ausgesprochen wird, dals jeder absolut schwarze
Korper von jeder Flicheneinheit seiner Oberfliche bei gleicher
Temperatur mit gleicher Intensitit Wirmestrahlen aussendet.

Wir betrachten eine Hiille aus einem absolut schwarzen Korper,
die einen anderen in ihrem Innern umschlielst. Dann stehen diese
beiden Korper nur unter dem Einflusse ihrer gegenseitigen Wirme-
zustrahlung. Die von der Hiille ausgehende Strahlung wird ent-
weder andere Theile der Hiille treffen und von diesen absorbirt
werden, also der Hiille verbleiben; oder zum Theil wird sie den
inneren Kérper treffen und von ihm verschluckt werden. Die
Strahlen, die von dem kleineren eingeschlossenen Kiorper ausgehen,
werden aber alle die Hille treffen und von ihr absorbirt werden.
Derjenige Theil der Gesammtstrahlung der schwarzen Hiille, der den
inneren Korper trifft, mufs nun gleich sein der gesammten Aus-
strahlung des letzteren, wenn beide gleiche Temperatur haben.
Denn sonst konnte deren Gleichheit nicht bestehen bleiben.

Der Berechnung der gegenseitigen Zustrahlung miissen wir die
Ausdriicke (108) und (109) fiir diejenige von Flichenelementen zu
Grunde legen. Allgemein wiirden wir dann ds als ein Element der
Oberfliiche der Hiille, dw als ein solches des eingeschlossenen Korpers
nehmen konnen; hitten den Werth der Zustrahlung fiir alle Flichen-
paare mit freier Verbindungslinie zu bilden und diese siimmtlichen
Werthe zu addiren. Aus (108) erhalten wir fiir die Strahlung der
ganzen Hiille auf den ganzen inneren Korper:

= 7 ds dwcos ¢ cosf
Spa b [[irdvsoscans

wo in den Integrationen jedes solche Paar von Flichenelementen d s
und d @ einmal vorkommt, deren Verbindungslinie gemiils der Gestalt
von Hille und eingeschlossenem Korper villig frei verliuft, so dals
ds dem do zustrahlen kann. Aus (109) ergiebt sich fiir die Strah-
lung des inneren Korpers auf die Hiille:

ds dmcosacos[’
sw - of [
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wo das Doppelintegral dieselben Paare von Flichenelementen wie
in >'L umfafst, da fiir ebendieselben ds, welche dw zustrahlen
konnen, auch umgekehrt dw dem ds zustrahlen kann. Die vorhin
als nothwendig bewiesene Gleichheit von > L und > L’ fithrt daher
wieder zu dem Resultat:

.

=1

Der lebendigeren Vorstellung zu Liebe wollen wir die mit >'L
und >'L’' bezeichneten Zustrahlungen von Hiille und Korper fiir
einen einzelnen Fall vollstindig

ausrechnen. ' /
‘Wir nehmen den inneren Kor- /
s

per als Kugel vom Radius ¢, die
von einer concentrischen Hohl-
kugel vom Radius R als Hiille
umschlossen wird (Figur 21). Wir
berechnen zuerst die Strahlung
der Hohlkugel gegen die um-
schlossene. In (108a) ist 4 22 die
Kegelecke, unter der ein Ober-
flichenelement dw der inneren
Kugel von d s aus erscheint, und 3
ist der Winkel des zu ds hinge-
zogenen Radius mit der Verbindungslinie der beiden Oberflichen-
elemente. Wir fithren mit ds als Anfangspunkt Polarcoordinaten
und % wie auf Seite 152 oben ein; dann ist wie dortd 2 = sin#.d 9 .d S,
und die Strahlung, welche ds nach dem Oberflichenelement de der
kleinen Kugel entsendet, wird:

a8
T

¢

Fig. 21.

cosf3.sinf.dp.d ¢

Integriren wir nun iiber den von ds aus bestrahlten Theil, so
ist dieser begrenzt durch den Kegel, den die von ds aus an die
Kugel gelegten Tangenten bilden, umfalst also die Werthe % von
0 bis 27 und 2 von O bis zu einem Maximalwerthe £ ; und wir

erhalten:
2 #
. e

ds . — 5 :
sfda’r“ sin fcosFdf =idssin®B = idssin®f,
0 0

4

0

Es ist aber sin 8, = ¢/R und also die der kleinen Kugel von dem
Elemente ds pro Zeiteinheit zugestrahlte Wirmemenge:
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0*

t.ds- i
Da dieser Ausdruck nichts enthiilt, was fiir verschiedene Lagen
von ds verschiedene Werthe hitte, tritt an Stelle von ds bei der
Integration iiber die ganze Innenfliche der Hohlkugel einfach 4 z R,
und die von letzterer der umschlossenen Kugel zugesandte Strahlen-
menge wird:
4imo? (110)
Andererseits wird die von einem Element dw der Oberfliche
der kleinen Kugel nach allen Richtungen hin ausgesandte Strahlung,
wie auf S. 152 (in der Mitte) abgeleitet:

Pedo

wo 7 die ,Leuchtintensitit® fiir die kleine Kugel ist. Die Aus-
strahlung der ganzen Kugel wird also:

44 m o® (111)

Soll nun die Hohlkugel der kleinen Kugel ebenso viel zustrahlen
wie umgekehrt, so folgt auch jetzt, wie schon frither fiir beliebige
Gestalt der Oberfliche von Hiille und eingeschlossenem Korper be-
wiesen, dafs ¢ = ¢ sein muls fiir irgend zwei absolut schwarze Kérper.
Uebrigens wird die Allgemeinheit des Beweises, dals fiir zwei ver-
schiedene schwarze Kérper i = ¢ ist, durch die specielle Wahl ihrer
Form gar nicht berithrt; denn die Werthe von ¢ konnen nur von
der Beschaffenheit und Temperatur des betreffenden Korpers ab-
hiingen; nicht aber von seiner Gestalt.

Die Bestimmung, dals die Strahlungsintensitit pro Flichen-
einheit bei gleicher Temperatur dieselbe sei fiir jeden absolut
schwarzen Korper, unabhiingig von seiner Natur, geniigt allgemein
fir die Erhaltung des Wirmegleichgewichts zwischen ihnen.

§ 41. Emission und Absorption nicht-schwarzer Korper.

Wir fragen nun weiter, welches die Bedingung fiir Wirme-
gleichgewicht ist, wenn ein Korper nicht alle Wirme zuriickbehilt,
die ihm zugestrahlt wird, wenn er also nicht absolut schwarz ist.
Solch ein Korper moge die von der schwarzen Hiille umschlossene
kleine Kugel der Fig. 21 sein. Von der Strahlung der Hiille auf
sie wird dann in ihr nur ein Theil verschluckt; ein Theil dagegen
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geht durch sie hindurch und kehrt wieder zur Hiille zuriick. Es
sei 4 der Bruchtheil der gesammten auffallenden Strahlung, der
absorbirt wird; das so definirte 4 wird das Absorptionsvermdgen
des betreffenden Korpers genannt. Fiir einen absolut schwarzen
Korper wire 4 = 1, fiir jeden anderen ist 4 < 1. Von der durch
(110) gegebenen Strahlung der Hiille auf die eingeschlossene Kugel
absorbirt diese, wenn sie nicht schwarz ist, nur:
A.4im o

Andererseits sendet die eingeschlossene Kugel die durch (111) ge-
gebene Strahlung auf die Hiille, die diese als vollkommen schwarz
auch villig absorbirt. Insgesammt hat die innere Kugel also den
Gewinn:

4.4imo? —4i'mo®
Sind nun Hiille und eingeschlossener Kirper von gleicher Temperatur,
so muls Wirmegleichgewicht herrschen; jener Gewinn der Kugel
muls also verschwinden, oder es mulfs sein:

Ai—7 =0

=4 (112)
i Ji ist das Verhiilltnis zwischen der Strahlungsintensitit ¢ eines
nicht-schwarzen Korpers und derjenigen i eines absolut schwarzen,
beide bezogen auf die Flicheneinheit. Diesen Quotienten wollen
wir relatives Emissionsvermdgen nennen und mit € bezeichnen.
[KircurorF bezeichnet Grolsen, die ¢ bezw. ' proportional sind,
mit ¢ bezw. E, und nennt sie Emissionsvermigen (schlechtweg) eines
schwarzen bezw. nicht-schwarzen Korpers.] Das relative Emissions-
vermdgen bedeutet dann denjenigen Bruchtheil, welchen die von dem
betreffenden Kérper ausgehende Strahlung von der entsprechenden
eines absolut schwarzen Korpers bei derselben Temperatur repri-
sentirt. Die Gleichung (112) oder:
G =4 (112a)

sagt dann aus, dals Emission und Absorption, in dieser Weise ge-
messen, einander gleich sind. Fiir einen schwarzen Korper sind
beide gleich 1; fiir irgend einen nicht-schwarzen Kérper sind sie
gleich einem echten Bruch und zwar ein und demselben fir einen
bestimmten Korper bei gegebener Temperatur. Daraus, dafs die
Absorption aller anderen Korper schwiicher ist als die von schwarzen
Kérpern, folgt also dasselbe auch fiir die Emission. Je durchlissiger
ein Korper fir Wirmestrahlen, je diathermaner er ist, um so ge-
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ringer ist auch seine Emission, und zwar nach (112a) immer so,
dafls das relative Emissionsvermogen gleich ist dem Absorptions-
vermbgen. Dies gilt zuniichst nur fiir die Gesammtstrahlung, ohne
Unterschied der Wellenlingen, als Bedingung, dafs Temperatur-
gleichgewicht, wenn einmal vorhanden, bestehen bleiben muls.

Dieses Resultat ist offenbar nach den am Schlufs des vorigen
Paragraphen angestellten Ueberlegungen unabhiingig von der spe-
ciellen Anordnung, die wir der Betrachtung zu Grunde gelegt haben.
Hitten wir z. B. eine schwarze Hohlkugel vom Radius R, die eine
nicht-schwarze concentrische Kugelschale vom Radis ¢ umschlielst,
in der wiederum sich eine ebenfalls concentrische schwarze Kugel
vom Radius » befindet, so emittirt die Kugelschale an die #ufsere
Hiille nach (111) 47z 9% an die innere Kugel gemiifs (110) 4 ¢ & »%;
sie absorbirt von der Strahlung der #Hufseren Hiille gemiis (110)
A4imo? und von derjenigen der eingeschlossenen Kugel gemifs (111)
A4imr? insgesammt nimmt sie also mehr auf:

A4im(p® + r®) — 449 @ (0® + %)
Bei gleicher Temperatur mufs dieser Ueberschufs verschwinden; also
Ai =17 sein; es folgt also ebenso (112) oder (112a).

Wir konnen unsere Ueberlegungen anch wie auf S. 154 unten der
analytischen Form nach unabhingig machen von irgend welchen
speciellen Annahmen iiber die Gestalt von schwarzer Hiille und ein-
geschlossenem nicht-schwarzem Koérper. Wir erhalten dann in der
dortigen Bezeichnung: 4 >'L — > I' =0 und da die in > L und
> L' vorkommenden Doppelintegrale identisch sind, folgt wieder
At — 1:' =0

§ 42. Reciprocitiat flir die gegenseitige Zustrahlung bei vor-
kommenden Reflexionen, Brechungen u.s. w.

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir stets nur die
directe geradlinige Zustrahlung ins Auge gefalst; wir wollen sie
jetzt in der Richtung erweitern, dafs wir fiir die Strahlen auch
Reflexionen, Brechungen, Durchgang durch Polarisatoren u. A. vor-
kommen lassen. Hierzu will ich zunfchst an einiges aus bekannten
Gresetzen der Optik erinnern. In allen Fillen kiénnen Strahlen, die
auf dem einen Wege von einem Punkte 4 ausgehend zu einem
anderen Punkte B gelangt sind, auch riickwiirts auf demselben Wege
von B zu 4 gelangen. Nur bei ganz besonderen Verhiiltnissen treten
Ausnahmen hiervon anf. FEine derselben wird durch die Fluores-
cenzerscheinungen ermdglicht. Wenn 4 violettes Licht aussendet,
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welches z. B. auf eine Uranglasplatte auffiillt, so wird es in ihr in
grimes Fluorescenzlicht verwandelt, welches eine dahinter befind-
liche griine Glasplatte nahezu ungeschwiicht passiren und so zu
einem Punkte B gelangen kann. Lassen wir umgekehrt von B her
violettes Licht kommen, so wird dies schon von der griinen Platte
absorbirt und kann nicht weiter gehen. KEs folgt aus dieser Aus-
nahme nur, dals das Fluoresciren ein ganz anderer Procels ist als
das Leuchten durch erhéhte Temperatur. Das wissen wir ja auch
aus anderen Eigenthiimlichkeiten des Fluorescenzlichtes, z. B. daraus,
dafs wenigstens bei allen festen fluorescirenden Kérpern das Leuchten
linger dauert als die Belichtung, so dals sie eine nachtriigliche
Phosphorescenz zeigen, wenn diese auch manchmal nur sehr kurze
Zeit dauert; auch dies ist keineswegs mit erhidhter Temperatur ver-
bunden. — KEin anderes abweichendes Phiinomen kann als Folge
der magnetischen Drehung der Polarisationsebene auftreten. Kin
Lichtstrahl gehe durch einen Polarisator, seine Polarisationsebene
werde dann durch einen magnetisirten Kérper um 45°¢ gedreht; ein
Analysator sei so gestellt, dals er dieses Licht ganz hindurchlasse.
Wirft man nun durch einen Spiegel den Strahl wieder in seinen
Weg zuriick, so wird die Drehung nicht (wie es in einer schon ohne
Magnetisirung drehenden Substanz geschehen wiirde) riickgiingig ge-
macht, sondern wird im selben Sinne vermehrt, so dals bei der Wieder-
ankunft am Polarisator kein Licht mehr durch ihn passiren kann.
Auch hierbei miissen Processe auftreten, welche nicht unmittelbar
unter die gewdhnliche unbeeinflulste Ausbreitung der Strahlen ge-
horen. 1)

1) Herwnorrz spricht hier nur davon, dafs die elektromagnetische Drehung
eine Ausnahme von der Reciprocitit des Strahlenganges hervorruft. Von einer
durch sie veranlafsten Ausnahme von den Kircunorr'schen Siitzen hat er, meines
Wissens, nicht gesprochen. In der That wird eine soleche durch die heschriebene
Combination zweier Polarisatoren und eines zwischen ihnen befindlichen magneti-
girten Mediums nicht geschatfen. Denkt man sich die Polarisatoren — um sie frei
von Absorption zu haben — als Nricor'sche Prismen, so sind aufser den in
(nahezu) gerader Richtung durch das ganze System hindurchgehenden Strahlen
auch noch bei jedem Prisma die durch totale Reflexion seitlich herausgeworfenen
Strahlen zu beachten. Schlielst man die Combination in eine Hiille ein, so
gelten die den Kircmmorr'schen Siitzen zu Grunde liegenden Schliisse ohne
wesentliche Aenderung. Denn wenn Strahlung von einem Oberfliichenelement A4
der Hiille (nahezn) geradlinig durch das System hindurch zu einem anderen
Oberflichenelement B der Hiille gelangen kann, so kann B zwar nicht auf
demselben Wege zu A zuriickstrahlen; es sendet seinerseits aber Strahlung durch
das System zu einem seitlich gelegenen Flichenelement C, dieses wiederum
zu einem anderen seitlich gelegenen D, und dieses endlich zuriick zu 4. Zwischen
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Von solchen Ausnahmen ahgesehen konnen Strahlen, die von
einer bestimmten Stelle 4 ausgegangen sind und irgend einen fernen
Punkt B getroffen haben, immer auch auf demselben Wege zuriick-
gehen. Die gewdhnliche Erfahrung zeigt ja schon, dals wenn ein
bei 4 befindliches Auge eine bei B befindliche Lichtquelle in einer
gewissen Helligkeit erblickt, bei Vertauschung des Ortes von Auge
und Object dieses mit derselben Helligkeit erblickt wird. Und zwar
findet dies statt, wenn unterwegs die Strahlen ganz beliebige Re-
flexionen und Brechungen erleiden. Denn zunachst Jafst sich in
Bezug auf die Richtung die Rolle von einfallendem und reflectirtem,
einfallendem und gebrochenem Strahl ohne Weiteres vertauschen.
Bei der Brechung findet zugleich Dispersion der Strahlen verschie-
dener Brechbarkeit statt: fiir die Strahlen jeder einzelnen Farbe
trifit die Regel der Umkehrbarkeit des Weges zuniichst in Bezug
auf die Richtung genau zu. Sie trifft aber auch zu in Bezug
auf die Quantitit der Strahlung, oder die in der Zeiteinheit aus-
gestrahlte Wiirmemenge. Bei jedem Auftreffen eines Strahlenbiindels
auf eine Grenzfliche tritt eine Theilung in ein reflectirtes und ge-
brochenes Biindel ein. Das Verhiiltnifs, in welchem das Biindel sich
theilt, ist abhiingig von dem Brechungsquotienten der beiden Medien
fir die besondere Strahlengattung, von dem Einfallswinkel und von
dem Polarisationszustande.!) Berechnet man aus den FresNEL’schen
Formeln (fiir die Amplituden) die Intensititen und weiter das Ver-
hiiltnifs der Quantitiiten, in welche ein Strahlenbiindel sich theilt,
so ergiebt sich, dals dieses Verhiiltnifs ebenfalls unabhiingig ist davon,
ob derselbe Weg in der einen oder in der anderen Richtung durch-
laufen wird, und dafs es fiir die Riickkehr genau denselben Werth hat,
wie fiir die Hinkehr. Die dabei vorkommenden Brechungen kénnen
auch Doppelbrechungen sein, bei denen sich die verschiedenen

diesen vier Elementen der Hiille herrscht dann Gleichgewicht der cyklisch
verlaufenden Zustrahlung, und die Kircunorr'schen Siitze gelten fiir das Ganze
ungeiindert. Es bleibt immerhin von Interesse, dafs die Kmcumorr'schen Siitze
nicht mehr gelten wiirden fiir die gegenseitige Zustrahlung zweier Flichen-
elemente allein betrachtet. — Vergl. hierzu Praxck, Verh. d. Deutsch. Phys.
Ges. 2, p. 206, 1900; Ann. d. Phys. 8, p. 764, 1900; Briirouiny, L'éclairage
électrique 15, p. 265, 1898. A. d. H.

) Streng genommen miifste Heimuorrz, wenn er die Strahlung bei der
reinen Wiirmelehre behandelte, die Hypothese vom Wiirmestoff beibehaltend
auch die Strahlung noch vom Standpunkt der Emanationstheorie aus betrachten
und diirfte daher von Wellenléinge und von Polarisation nicht sprechen. Letz-
teres ist aber der Vollstindigkeit halber hier und schon oben bei der elektro-
magnetischen Drehung nicht zu vermeiden. A. d. H.
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Polarisationsrichtungen in der Brechung von einander trennen, und
die verschieden polarisirten Strahlen ihre besonderen Wege ein-
schlagen. Man kann daher in Bezug auf das polarisirte Licht
folgende Regel aufstellen: Vom Punkte 4 gehe das Einheitsquantum
an Licht von bestimmter Farbe, polarisirt nach einer bestimmten
Richtung «, in einer solchen Strahlrichtung aus, dafs nach einer
Reihe von Spiegelungen und Brechungen schliefslich in B das
Quantum » ankommt, und zwar nach einer Richtung g polarisirt.
Lassen wir nun von diesem Ziel riickwiirts in der umgekehrten
Richtung des Endstrahls das Einheitsquantum nach # polarisirten
Lichtes von derselben Farbe ausgehen, so kommt nach allen jenen
reciproken und reversiblen Vorgiingen, die das Licht erleidet, das-
selbe Quantum , also derselbe Bruchtheil nach & polarisirten
Lichtes am Ausgangsorte an.

Dasselbe Resultat gilt allgemein auch fiir die nicht-leuchtende
Strahlung, bei der es iibrigens auch Strahlen von verschiedener Art,
von verschiedener Brechbarkeit oder ,Farbe“ giebt: wir kinnen die
Bezeichnung ,,Farbe“ auch auf die Unterschiede der dunklen Wirme-
strahlen iibertragen (Thermochrose!).

Dieses allgemeine Reciprocititsgesetz fand in dem speciellen
Falle der ungestiorten directen Zustrahlung seinen Ausdruck in den
beiden Werthen von Z(108) und L’ (109). Denn sie sagen nichts anderes
aus, als: Wenn das Flichenelement ds mit der Intensitit ¢ strahlt,

gelangt ein Bruchtheil % bei dw an, welcher gleich ist dem Bruch-

’

, der bei ds anlangt, wenn do mit der Intensitit 7

theil 7
strahlt. Erleiden die Strahlen auf dem Wege zwischen ds und dw
Reflexionen, Brechungen u. s. w, so wird der Werth jenes Bruch-
theils ein anderer als der in (108) und (109) geltende, aber wir
erhalten doch wieder zwei Ausdriicke von der Form:
L=¢®.dwds und L =i D.dw.ds

wo @ ein von der Configuration, dem Brechungsexponenten u. s. w.
abhéingiger Factor ist, der aber in L und L’ denselben Werth hat.
Sind die beiden Flichenelemente vollkommen schwarz, so gelangt
man ganz wie frither zu dem Schlusse ¢ =7, was auch wie auf
Seite 154 fiir zwei vollkommen schwarze Korper aus:

SL=3L
folgt. Und ebenso erhilt man fiir nicht-schwarze Korper:

ASL—-SL=0

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. VL 11
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und daraus das Kmromuorr'sche Gesetz © = 4. Dieses giebt also
auch, wenn die Strahlen beliebig reflectirt, gebrochen, polarisirt?)
werden, die Bedingung dafiir, dafs zwischen den gleich temperirten
Kiorpern Wirmegleichgewicht vorhanden sei.

§ 43. Das Kirchhoff’sche Gesetz fiir die einzelnen
Strahlengattungen.

Die Gleichheit von Emission und Absorption, wie sie durch
(112a) ausgedriickt wird, gilt nicht nur fiir die Gesammtstrahlung,
sondern fiir die Strahlung von jeder Brechbarkeit (Farbe) einzeln
genommen. Das folgt nicht ohne Weiteres; vielmehr wiire zuniichst
ja auch denkbar, dafs Ungleichheiten von Emission und Absorption
fir die eine Farbe in dem einen Sinne, fiir die andere in dem
anderen Sinne vorkimen, so dafs fiir die Gesammtstrahlung doch
die bewiesene Gleichheit stattfindet. Dals dies aber auch fir jede
homogene Strahlenart allein schon der Fall ist, kann zunichst
gezeigt werden, indem man Emission und Absorption in den
verschiedenen Schichten eines Korpers betrachtet.

Wenn eine homogene Strahlung durch eine Platte hindurchgeht,
geschieht die Absorption, wie ihre Untersuchungen ergeben haben,
s0, dals in gleich dicken Schich-
ten immer der gleiche Bruchtheil
der Strahlung weggenommen wird.
Betrachten wir eine Schicht von
der Dicke dz im Innern der
Platte, begrenzt von zwei par-
allelen Ebenen in den Abstinden
x und =+ dz von der einen Ober-
fliche # = 0; wir nennen die in
der positiven z-Richtung durch
die Ebene z eintretende Strahlung
J,, die bei z 4 dz austretende
Jr + az. Dann ist der durch Ab-
sorption weggenommene Bruch-
theil (J, — 7, 4 as)/J2. Dieser ist nach dem Obigen proportional der
Dicke dz; wenn daher e eine specifische Constante der Substanz fiir

') Vergl. hierzu die experimentelle Bestiitigung von A. Prrieer, Ann. d.
Physik, 1902, Bd. 7, p. 806, fiir die polarisirte Emission des Turmalin.
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die betreffende Strahlenart bedeutet, die um so grélser ist, je stirker
diese absorbirt werden, so ist zu setzen:

T

" x+dx=a.dm..fm

J, ist als Function von # zu betrachten; daher kann statt der vor-
stehenden Gleichung geschrieben werden:

d

-—-—{dm= a.J.dx
dx
d.J
7 =—c.dx

logJ 4 Const. = — .o

Fiir die Integrationsconstante konnen wir, unbeschadet ihrer Allge-
meinheit, — log C schreiben; dann wird:

log (%) =—¢.T
J=C.g~%% (113)

welches J in der That auch fiir Schichten von endlicher Dicke das
Gesetz befolgt, dals in gleich dicken Schichten jedesmal derselbe
Bruchtheil der Strahlung absorbirt wird. Fir o =0 wird J= ¢,
d. h. C bedeutet die in die Platte eintretende Strahlungsmenge;
der von dieser durch Absorption einer Schicht von der Dicke =
weggenommene Bruchtheil wird:

A= %] =1—¢-a>

Dieser Werth entspricht dem Absorptionsvermogen einer solchen
Schicht; und unserem fritheren Absorptionsvermdgen 4 der ganzen
Platte entspricht daher:

A=1— ¢~ (114)
wenn / die Dicke der Platte ist.

Nun wollen wir deren Emission berechnen. Eine Strahlung,
welche von allen Molekeln in der Schicht zwischen den Ebenen z
und z 4+ da ausgeht, ist zunichst proportional der Dicke d dieser
Schicht, wenn also e eine von der Natur und Temperatur des Korpers
abhiingige Constante bedeutet, kann die ungeschwiichte Emission
einer solchen Schicht gleichgesetzt werden:

e.dx

Bis zum Austritt aus der Platte wird diese Emission nun aber theil-

weise absorbirt. Betrachten wir die durch die Fliche z = 0 in der
11%
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negativen z-Richtung austretende Emission jener Schicht, so gelangt
nach (113) von einer Strahlung ¢ durch die Schicht von der Dicke =
die Menge C.e—# hindurch; von der Strahlung edz, wenn sie eine
solche Schicht durchsetzen muls, gelangt also ins Freie:

e.e~%dx

Von der Strahlung aller Schichten, von z =0 bis = =1 gelangt
daher durch die Oberfliche # = 0 heraus.

i z=1

Efe‘“dm =e. (— l—.e‘“) = e(} —ls““‘)
[ o« @
- 3

@=0
e

= ..(1 _e—mJ (115.}

7

Das wire also die Strahlungsmenge, welche aus der Platte nach
der Seite der negativen « hin austritt; und nach der anderen Seite
hin tritt natiirlich ebenso viel aus.

Wenn fiir eine Platte ¢e—2? = 0 wird, wird nach (114) das Ab-
sorptionsvermogen 4 = 1, d. h. die Platte ist eine vollkommen
schwarze. Das kann nun eintreten entweder wegen sehr grofsen
Werthes von «, der Constanten der Absorption; oder auch wegen
sehr grofsen Werthes von /, also bei sehr dicken Platten. Fiir einen
solchen absolut schwarzen Korper wird die nach einer Seite aus-
gesandte Strahlung nach (115) einfach gleich e/e.

Ist der Korper nicht absolut schwarz, so ist e—<! > 0, und die
Strahlung nach (115) kleiner. Sie wird dann nur ein Bruchtheil
von der Strahlung eines schwarzen Korpers, und diesen Bruchtheil
haben wir relatives Emissionsvermigen genannt und in (112a) mit
€ bezeichnet. Wir erhalten diesen Bruchtheil mithin, wenn wir
(115) dividiren durch (e/e):

E=1—c-a (116)
und nach (114) also:
E=4

in Uebereinstimmung mit (112a). Die vorstehende Ableitung des
Kircanorr'schen Gesetzes gilt aber fiir jede Strahlengattung, also
fir jede Farbe einzeln genommen; sie gilt sogar zunichst nur fir
eine homogene Strahlung, da nur fiir eine solche die Absorptions-
constante « einen bestimmten Werth hat, denselben in (114) wie
in"(116). Fir andere Farben hat « einen anderen Werth; aber
fiir jede einzelne wird dasselbe Resultat € = 4 gefunden, und dies
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gilt daher auch fiir die Summe aller Einzelstrahlungen, also fiir die
Gesammtstrahlung, wie wir schon aus (112a) wissen.

Die Giiltigkeit des KircamoFF’schen Gesetzes fiir jede einzelne
Strahlenart lifst sich nun auch, wie fiir die Gesammtstrahlung, aus
dem Bestehen des Wiarmegleichgewichtes zwischen Korpern von
gleicher Temperatur herleiten. Wir beginnen mit der Betrachtung
absolut schwarzer Korper. Wie wir bewiesen haben, ist die ge-
sammte Strahlungsintensitit ¢ pro Flicheneinheit der Oberfliche fiir
alle schwarzen Korper dieselbe. KEs konnte nun aber trotzdem bei
einem gewissen schwarzen Korper die partielle Strahlungsintensitit
fir eine bestimmte Farbe f; von bestimmter Brechbarkeit grofser
sein als bei allen anderen schwarzen Korpern, wenn sie dann nur
auch fiir irgend eine andere Farbe f, kleiner wiire als bei allen
anderen: ohne dals das Wirmegleichgewicht durch die Gesammt-
strahlung gestort wiirde. Nun kann man aber durch verschiedene
optische Apparate, z. B. durch liniirte Spiegel und durch Prismen,
erreichen, dafs Strahlen von bestimmter Spectralfarbe vorzugsweise
eine Richtung einschlagen, Strahlen von einer anderen (reinen)
Farbe eine andere. Denken wir uns
z. B. im Innern einer absolut schwar-
zen Hiille ein vollkommen durchsich-
tiges Prisma. Dann kann man durch
geeignet aufgestellte, vollkommen
spiegelnde Diaphragmen d (Fig. 23)
erreichen, dafs von der Strahlung der
einen Seite der Hiille nur die von
einem bestimmten Flichenelement 7
ausgehende als ein geradliniges Biin- Fig. 23.
del allein aunf das Prisma fillt, von
ihm gebrochen wird in der Weise, dafs eine Stelle g, auf der
anderen Seite der Hiille nur von denjenigen Strahlen des Biindels
getroffen wird, deren Farbe f, ist, eine andere g, nur von solchen
der Spectralfarbe f,. Nach der in § 42 entwickelten Reciprocitit
des Strahlenganges gelangen dann auch umgekehrt nur Strahlen der
Farbe f, von der Stelle g, aus, und nur solche von f, von g, aus
nach I Die Stelle der Hiille bei g, und g, bestehe nun aus einer
solchen schwarzen Substanz — wenn sich eine finde — fiir welche
die Emission der Farbe f; grofser sei, und die der Farbe f, kleiner
als bei allen anderen schwarzen Korpern, wihrend das Absorptions-
vermogen von vornherein bei allen absolut schwarzen Kérpern nach
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deren Definition fiir alle Farben = 1 sein mufs. Dann wird in
Bezug auf die gegenseitige Zustrahlung von g, und F kein Gleich-
gewicht stattfinden, insofern, als ersteres mehr emittirt, als es von ¥
erhiilt und absorbirt. Umgekehrt wird die von f, getroffene Stelle
g, weniger emittiren als sie von F erhilt und absorbirt. In Folge
dessen miilste, wenn urspriinglich auch die Hiille iiberall gleiche
Temperatur hatte, nun die von f, getroffene Stelle kilter werden,
die von f, getroffene wirmer, im Widerspruch mit dem Postulate,
dafs zwischen den verschiedenen Theilen eines iiberall gleichmilsig
temperirten Korpers Wirmegleichgewicht herrschen mufs. KEs kann
also keine schwarze Substanz geben, fiir welche nicht die auf die
Flicheneinheit bezogene Intensitit der Strahlung denselben Werth
hitte wie fiir jeden anderen schwarzen Kirper, auch in Bezug auf
jede Farbe einzeln genommen.

Man sieht sogleich, dals es bei dieser Schlufsweise nur darauf
ankommt, dafs an jedem Orte dasjenige Verhiiltnifs von Emission
und Absorption stattfindet, bei welchem nirgends in dem betrach-
teten System Temperaturinderungen stattfinden; und zwar muls das-
selbe Verhiiltnifs, welches fiir die Gesammtstrahlung gilt, auch fiir
jede einzelne Strahlengattung allein gelten. Bei nicht-schwarzen
Kirpern ist fiir die Gesammtstrahlung jene Bedingung erfiillt, wenn
das relative Kmissionsvermdgen & gleich ist dem Absorptions-
vermogen 4; und durch Betrachtungen, die an eine Anordnung, wie
die in Figur 23 dargestellte ankniipfen, erhilt man auch bei ihnen
denselben Schlufs, dafs das Kmrcunore'sche Gesetz fiir beliebig be-

schaffene Korper:

auch fiir jede Strahlenart allein genommen gelten muls.

§ 44. Schluflsfolgerungen aus dem Kirchhoff’schen Gesetz.

Das Kircurorr'sche Gesetz, welches als Consequenz des Axioms
erscheint, dals Wirmeiibergang nur stattfindet vom wirmeren zum
kalteren Korper, nicht aber zwischen gleichwarmen Kérpern, hat
nun die weitgehendsten experimentellen Bestitigungen gefunden.

Zunichst in Bezug auf die Gesammtstrahlung sieht man all-
gemein, dals schwarze Korper, wenn sie glithen, weit lebhafter leuchten
als nicht schwarze von derselben Temperatur; vorausgesetzt, dals
kein Phosphorescenz- oder Fluorescenzleuchten mit ins Spiel kommt,
auf welches, wie schon erwiihnt, die entwickelten Gesetze fiir dic
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Strahlung in Folge erhthter Temperatur keine Anwendung finden.
Die Erfahrung zeigt, dals ein Korper um so stirker bei Erhitzung
leuchtet, je undurchsichtiger er ist; ein auch bei hoher Tem-
peratur vollkommen durchsichtiger Korper kann iiberhaupt nicht
leuchten. !

Die auffallendsten Bestiitigungen fiir das KircaroFF'sche Ge-
setz in Bezug auf die Einzelstrahlung zeigen die Thatsachen der
Spectralanalyse. Glithende Dimpfe emittiren Licht, welches spec-
tral zerlegt starke Maxima der Intensitit in der unmittelbaren Nihe
bestimmter einzelner reiner Spectralfarben zeigt, withrend sie fiir alle
anderen Farben gleich Null ist; sie geben ein Linienspectrum. Kin
glithender Dampf hat nun fiir genau dieselben Spectralfarben, welche
den hellen Linien seines Kmissionsspectrums entsprechen, auch
maximales Absorptionsvermogen. Dies zeigt sich, wenn man stiirkeres
Licht, welches ausgeht von einem anderen glithenden Kérper, z. B.
von der Sonne, hindurchgehen lalst durch den Dampf; dann er-
scheinen in Folge der maximalen Absorption dunkle Linien an genau
denselben Stellen des Spectrums, an welchen im Emissionsspectrum
die hellen liegen. Bedingung fiir diese Umkehr der Spectral-
linien ist, dals die Lichtquelle fiir das continuirliche Spectrum (z. B.
elektrisches Bogenlicht) hohere Temperatur hat als der absorbirende
Dampf (z. B. Natriumdampf in einer Kochsalzflamme)  Dies er-
kennen wir in folgender Weise. KEs werde ein Biindel paralleler
Strahlen ausgesondert (durch Diaphragmen) aus denen, die ins-
gesammt von der als vollkommen schwarz betrachteten Lichtquelle
ausgehen. Dann ist seine Intensitiit an allen Stellen dieselbe, da
es ja nicht divergirt, und abgesehen von einem geometrischen Factor
ist sie gleich ¢ fiir die Gesammtstrahlung, oder gleich 4 fiir eine
bestimmte reine Spectralfarbe f. Ist 4, das Absorptionsvermdgen
der Diimpfe fiir diese Farbe f, so wird in ihnen absorbirt i,. 4,
es bleibt als hindurchgehend also 7, (1 — 4,). Nun emittiren die
Diampfe in der Flamme selbst auch, und zwar in dasselbe Strahlen-
biindel hinein, eine Intensitit, welche, abgesehen von demselben
obigen geometrischen Factor, gleich 4, sei.

Die Addition beider Strahlungsintensititen giebt:
y(l—4)+ 4/

) Siehe die von Kircurorr in seiner Abhandlung ,,Ueber das Verhiltnils
zwischen dem Emissionsvermigen und dem Absorptionsvermogen der Korper
fiir Wirme und Licht” in § 15 u. ff. erwiihnten Versuche. Ges. Abh. Leipzig
1882, p. 594. A. d H.
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Hat nun die Quelle des continuirlichen Spectrums dieselbe Tempe-
ratur wie die Dimpfe, so gilt das Kircarorr'sche Gesetz:
.
4=

und die Intensitiit des vereinigten Strahlenbiindels von der Farbe f
wird:

A
3f—'luf' 2; +i’f =2-f

also dieselbe als ob die Dimpfe gar nicht vorhanden wiren; d. h.
die Stelle von der Farbe f im Spectrum unterscheidet sich nicht
von den iibrigen Stellen des Spectrums. Damit an der betrachteten
Stelle eine dunkle Linie erscheine, muls mithin sein:
oder:

i — 4.4, < 0 oder z_" < 4

tf

Das heilst: ¢/ mufs kleiner sein als der Werth, den es fiir die
Di#mpfe dann hat, wenn sie gleiche Temperatur mit dem leuchtenden
schwarzen Korper haben, oder die Temperatur der Dimpfe in der
Flamme muls niedriger sein als die jener Lichtquelle. Dann geht
auch Wirme iiber vom Korper der hoheren zu dem der niederen
Temperatur und trigt zu des letzteren Erwiirmung bei.

Die genaue Uebereinstimmung der Stellen maximaler Emission
und Absorption ist in den complicirtesten Spectren der mannig-
fachsten Gase und Dimpfe bis ins Einzelste der Vertheilung hinein
nachgewiesen. Fiir uns liegt darin der Beweis, dals in der That
auch die Straklungserscheinungen niemals zwischen zwei Korpern
gleicher Temperatur einen Wirmeiibergang eintreten lassen, durch
welchen die Temperatur des einen iiber diejenige des anderen er-
hoht wiirde; sondern immer nur von einem heilseren Korper zu einem
kilteren.
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