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Dritter Theil.

Theorieen der molecularen Wirmebewegung.

Erster Abschnitt.
Die Wiirmebewegung betrachtet als eyklische Bewegung.

Erstes Kapitel.

Recapitulation und Erweiterung von Principien der
Mechanik,

§ 79. Ableitung des Hamilton’schen Princips fiir ein System,
auf das duflsere Krifte wirken.

Zuniichst soll gezeigt werden, dals die besondere Higenthiim-
lichkeit der Warmeenergie, nimlich die beschrinkte Verwandel-
barkeit (§ 59) ihre Analogie findet in dem allgemeinen Verhalten
solcher mechanischer Systeme, in denen eine innere Bewegung
vorkommt, die dauernd vor sich geht, und die zwar beeinflulst
werden kann, aber nicht nothwendig in allen Fillen beeinflulst
werden mufs durch von aulsen hinzutretende und langsam ver-
laufende Aenderung in der Gesammtgestaltung des Systems. Eine
solche innere Bewegung ist z. B. vorhanden bei einem rotirenden
Kreisel, und es ist aus den Experimentalvorlesungen bekannt, dals
ein solcher in der That in vielen Beziehungen gewisse Abweichungen
seines mechanischen Verhaltens zeigt, die bei nicht erkannter Ro-
tation sehr riithselhaft erscheinen wiirden. Die Wirmebewegung
der Molekeln eines Korpers ist auch eine solche fortlaufende innere
Bewegung, und wir werden sehen, dals die Besonderheiten der
Wirmebewegung von ganz derselben Art sind wie bei den mecha-
nischen Systemen mit inneren nur beschriinkt zuginglichen Be-
wegungen. Um dies zu erkennen, wollen wir zuvor kurz einige
Gleichungen der Mechanik recapituliren.
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Wir nehmen ein System von Massenpunkten an. Die Masse
des aten Punktes sei m,, seine Coordinaten «,, 7, %,. Die Kriifte,
die auf die Systempunkte wirken, sollen zum Theil ein Potential
haben, d. h. es sollen ,conservative® Kriifte sein, die dargestellt
werden konnen als die (negativen) partiellen Differentialquotienten

oW
T Oz,
die potentielle Energie dieser inneren Systemkrifte ausdriickt. Da-
neben sollen aber auch noch dulsere Krifte X, ... wirken, die
kein Potential haben, sondern etwa von der Zeit abhiingig sind; auf
ihre Natur werden wir spiter niher eingehen. Die NEwton’schen
Bewegungsgleichungen des Systems sind dann:?)

a2z, o
m“d—t‘—=X“_ dxz, (1)

u. 8. w. einer Function @ der Coordinaten, welche Function

wo die entsprechenden Gleichungen fiir alle Coordinaten aller Punkte
zu bilden sind. Das ganze System dieser Gleichungen kiénnen wir
zusammenfassen, indem wir sie alle addiren, nachdem wir jede
einzelne mit der ,virtuellen Verriickung* oz, des aten Punktes
in der z-Richtung multiplicirt haben, d. h. mit einer gedachten sehr
kleinen Verrtickung, die vollkommen beliebig sein kann, wenn sie
nur mit den etwaigen Bedingungen, denen die Punkte unterworfen
sind, vertriiglich ist. Durch diese Zusammenfassung erhalten wir
die Gleichung:

E{mn% - (_X - ‘;—:)} Sl @)

Diese Gleichung, die eine Form des p’AremsErr'schen Princips
darstellt, wollen wir mehrfach umgestalten. Wir setzen fest, dafs
die dz, zu verschiedenen Zeiten 'so gewihlt werden, dalfs sie con-
tinuirliche differenzirbare Functionen der Zeit seien.?) Dann ist:

d (d:cu 8 )'_ d*z, 3z, + dz, dow,
' a

T ) Al T TR ]
) Wenn die Coordinaten der Punkte Bedingungsgleichungen y = const.,
y = const. ... unterworfen sind, wiirden auf der rechten Seite noch Glieder
von der Form 1 Sx + u L 4 + ... hinzutreten; siehe hieriiber Bd. 1 dieser
0 za d xa

Vorlesungen Gleichung (171) oder Kircunorr's Mechanik 2. Vorl. GL 4. Beim
Uebergang zur obigen Gleichung (2) verschwinden i. Allg. diese Glieder. A.d. H.

?) Man kann diese Bedingung so veranschaulichen, dals man sagt, die
gedachten Lagen (z + 0 xa) sollen sich continuirlich ohne Ecken zu einer ,yvir-
tuellen Bahn“ aneinander schliefsen. A d. H,

22+
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und es wird:

d®z, 5 d (dzy dzy, ddx,
My d!"' 0L, = Nig d! _(f—.f . Ty | — ‘?ﬂnw di

Ferner soll nun benutzt werden, dafs die Operationen o und d/d¢
mit einander vertauschbar sind.}} Das letzte Glied der rechten Seite
der vorstechenden Gleichung wird dann:

. fJ @y ddz, o N . dy _ My d ?a_
Codt o dt todt di 2 di

und dies eingesetzt:
Az, . d [dx, My [dxs|?
m“'d‘gz"‘“’“=”‘“'E(7{"“’“ =g ) (H)

In der Gleichung (2) kommt die Summe dieses Ausdruckes iiber
alle Coordinaten aller Punkte vor. Fiithren wir die Bezeichnung:

~[ma [dzg\¥]
=3 (@]~
als ,lebendige Kraft¢ des Systems ein, so wird:

dzx .
Zm“ dt" - 0y = z”“dt( ! Jxa)-—-dL
Ferner ist von den in (2) vorkommenden Summen:
~0D "
> T 0z, =0 @

a

da @ nur Function der Coordinaten sein sollte. Unter Benutzung
der beiden letzten Gleichungen vereinfacht sich daher (2) zu:

d da, "
df =M dﬂ 0zg— 0L+ 0W = ZR 0 @, (3)

') Dies kann so begriindet werden, wie in der Variationsrechnung, wo
die Variation 0 als Differential nach einem Parameter einer Curvenschaar auf-
gefalst wird. In unserem Ialle wiiren zwei unendlich nahe benachbarte Curven:
einerseits die thatstichliche Bahn, andererseits die ,virtuelle’ Bahn; und d be-
deutet die Aenderungen beim Uebergange von jener zu dieser. Begrifflich
bedeutet dann 9§ %? die Zusatzgeschwindigkeit beim Uebergang von der that-
siichlichen zur virtuellen Bewegung, und diese Zusatzgeschwindigkeit ist nichts

3 . . d(wa + 0ma)  dm N ddxqg i
anderes als die Differenz dt TR also gleich a3 " und in
dieser Weise allgemein die Vertauschbarkeit der Operationen d und d/d ¢ er-
sichtlich aus der vollen Analogie der Variation § mit der Bildung eines
Differeutials. A d M.
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Wenn wir mit d¢ multipliciren und von einem Anfangswerth der
Zeit 1, bis zu einem Endwerth ¢ integriren, so lifst sich die Inte-
gration iiber das erste Glied der linken Seite ausfiihren und liefert:

t=t

dz,
;mw m"_. 0,

t=t
Denken wir uns keine virtuellen Aenderungen an der Anfangs- und
an der Endlage des Systems vorgenommen, so werden die virtuellen
Verriickungen da, zu den Zeiten #, und 4, gleich Null, und der
vorstehende Ausdruck verschwindet. Von Gleichung (3) bleibt

dann noch:
!‘l

f
r)‘fdt(fb —L)=fd$.2Xn.é‘xa 4)
to

o

Dies ist eine besondere Form der zuerst von Haminron gegebenen
Art der Zusammenfassung der simmtlichen Bewegungsgleichungen
der Punkte eines Systems. Denn (4) enthiilt diese alle, wie wir er-
kennen werden; und zwar hat (4) zugleich noch den Vorteil unab-
héngig zn sein von der besonderen Wahl der Coordinaten und
deren Form. Zwar sind wir ausgegangen von rechtwinkligen Co-
ordinaten; aber rzunichst sind die potentielle Energie ® und die
lebendige Kraft I Grilsen, die wir ebensogut in irgendwelcher
anderer Art von Coordinaten angeben kénnen, wenn diese nur ge-
niigen, die Lage aller Punkte des Systems vollstiindig zu bestimmen.
Auf der rechten Seite von (4) tritt dann noch die Summe der so-
genannten virtuellen Momente der nicht auf die potentielle Energie @
der inneren Systemkriifte zuriickfithrbaren, sondern willkiirlich be-
schaffenen &ulseren Krifte auf. > X 0z, ist die Arbeit dieser

a
Krifte; der Werth dieser Arbeit mufs offenbar unabhiingig sein von
der Wahl der Coordinaten; dies soll auch noch durch allgemeinere
Bezeichnung der letzteren ausgedriickt werden.

§ 80. Die erweiterten Bewegungsgleichungen nach Lagrange
in Coordinaten beliebiger Art.

KEs seien p, irgendwelche von einander unabhingige Raum-
abmessungen, durch welche die Lage der Punkte vollstindig be-
stimmt wird. Denselben virtuellen Verriickungen, deren Compo-
nenten die oz, waren, sollen jetzt J0p, in Richtung der p, ent-
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sprechen. P, seien in Richtung der p, die Componenten der dufseren
Kriifte, welche X, in Richtung der z, waren. Dann ist die Arbeit
dieser Krifte gleich > P, dp,, und nach dem Satz von der Erhal-

tung der Energie muls sein:

EPnapn == EXaa‘xn

Dasselbe folgt auch aus dem Satz von den virtuellen Verriickungen;
denn wenn das System der P, dasjenige der X, ersetzt, miissen
die X, und — P, einander (bei den gegebenen starren Verbindungen)
das Gleichgewicht halten, also nach jenem Satz:

S(Xadwg — Padp) =0

[

Bei Einfithrung der allgemeineren Raumabmessungen p, wiirden wir
mithin statt (4) zu schreiben haben:

t i
ﬁfdt.((D—L)=fdt.EPn.é‘pa 5)
f to

Aus dieser Form des HaminrTox’schen Princips wollen wir
jetzt die einzelnen Bewegungsgleichungen fiir die p, ableiten. Da ¢
nur Function der Coordinaten ist, ergiebt sich ohne Weiteres:

oW
oD =>~—0dp,
az 0p, r
wo & Function aller p,:
@ = B (p,)

Der in (5) auftretende Ausdruck wird mithin:

ty ty ty
5fdt.(b=fdt.a‘q)=fdt.z-gp2--§pn (6)
ty t o ’

Etwas schwieriger ist der Ausdruck von L in den neuen p, zu
bilden. KEs ist bei einer gedachten Umkehr der Coordinatentrans-
formation irgend ein herausgegriffenes x, Function der p:

Tg = f(pc)

wo ¢ der laufende Index der verschiedenen p- Variablen sei. - Mit-
hin ein herausgegriffenes:

dz,
dit

Oz, dp,
=2,
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Setzen wir zur Vereinfachung:

(lpc .
FTRE
so wird:
dx, o0z,
A T ey
mithin:

my [ dz, My dx,

-3EE) -3rEa

Die Ausfithrung der Quadrirung wiirde, wie man sieht, zu dem
Resultat fithren, dafs I eine homogene quadratische Function der g,
wird, deren Coefficienten Functionen der p sind, also:

L=S‘}Aa,c-9a'9c
4 = f(pa)

Nachdem wir uns dies klar gemacht haben, wollen wir bei der
Bildung von d L unterscheiden die Abhingigkeit des L von den p
(durch die Coefficienten ) und diejenige von den ¢ und schreiben:

3 dL oL
6L=2—6~]:°dpa+2-6?'59n

oL . L 9L dép,
=2 0 pa 0P+ X g dt

Aus einem Grunde, den wir weiter unten erkennen werden, wollen
wir statt des letzten Gliedes der rechten Seite setzen:

€8 ..\ <, @ [8L
2 (g, o7) - Bom 55,
Fiihren wir dies ein, so wird:

(8L d[dL d oL
ME}'[é‘pa ”ﬁ(é‘q«)]amhkaiz(aqn ép“)
Wird dies wie in (5) nach der Zeit integrirt, so giebt das letzte

Glied:
t=1

ar .
2—6% 0 pq
t=14

was verschwindet bei der schon frither getroffenen Festsetzung,
dafs an den Anfangs- und den Endlagen keine virtuellen Ver-



344 DRITTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 80.

riickungen gedacht werden sollen, also alle dp, = 0 sind fiir ¢ = ¢,
und =¢. KEs bleibt mithin nur:

t t
_ J8L d[6L\] .
r')foH_—_fdJZ[ﬁE—Ht(a-q;)J-ﬁjrﬂ (7
Iy fo
Wenn jetzt (6) und (7) in Gleichung (5) eingefithrt werden, so kinnen
deren siimmtliche Glieder folgendermafsen zusammengefa(st werden:
Iy

[0L d(8L\ . 8@
fd‘-zl:a])n- — Ej_g (—g—q;) + ju-—- 6—ij . gpa == 0 (8)
ta

Die mit & L vorgenommene Umformung hat das Resultat gehabt,

d Jpq

dafs jetzt nur noch die dp,, nicht mehr die vorkommen; und

dieser Umstand ermiglicht nunmehr folgende Schlulsweise. Die
Variabeln p, sind die vollkommen freien, bestimmenden Abmessungen
der Lagen der Systempunkte; die p, sind so gewiihlt, dafs zwischen
ihnen keine Bedingungsgleichungen mehr existiren; die dp, sind
also vollkommen willkiirlich. Daraus folgt, dafs die in die eckige
Klammer eingeschlossene Grofse fiir jeden Index a einzeln genommen
gleich Null werden mufs. Denn wiire dies fiir einen Index a nicht
der Fall, so konnte ich das betreffende dp, so bestimmen, dals es
jederzeit dasselbe Vorzeichen hitte wie die Klammergrifse, also
auch gleichzeitig mit ihr durch Null hindurchginge, wenn das vor-
kommt. Das Zeitintegral in der letzten Gleichung wiirde dann eine
Summe von lauter positiven Grifsen und konnte nicht, wie ver-
langt, verschwinden. Vielmehr ist letzteres bei der Willkiirlichkeit
aller dp, nur moglich, wenn fiir jeden Index a die Klammer jeder-
zeit verschwindet. Hs muls also sein:

_p = o oL d (6‘15

T dpa Op. di

(9)

und solcher Gleichungen gelten ebenso viele, als unabhiingige Va-
riable p, vorkommen. Diese Schlulsweise ware nicht moglich ge-

wesen, wenn in der Gleichung (8) auch noch die i if % vorgekommen
wiren; denn nachdem wir iiber die dp, so verfiigt hiitten, dals sie
stets dasselbe Vorzeichen wie der mit ihnen multiplicirte Factor
haben, sind ihre Differentialquotienten nicht mehr willkiirlich und

iiber sie konnten wir dann nicht mehr in analoger Weise verfiigen.
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Wenn keine Krifte von der Art P, wirken, sind diese Glei-
chungen die zuerst von Laerancr angegebenen Bewegungs-
gleichungen in generellen Coordinaten, deren Aufstellung
nur erfordert, dafs @ als Function der p, und I als solche
der p, und der g, bekannt seien. Der einfachste Fall wiire dann,
dafs die p, rechtwinklige Coordinaten sind; dann ist:

L=2>%tmgq
- . dx,
o, = Mo o = Ma—
oL
=0
0pa

und die Gleichungen (9) ergeben:
ob d?z,
T 9x, M de

0
also, da — ¥ 7%

wegungsgleichungen, von denen wir ausgegangen sind.

die Kraftcomponenten sind, die NEwron'schen Be-

Wir wollen jetzt ndher eingehen auf die Krifte P,. Im Gegen-
satz zu den inneren Kriiften des Systems, deren potentielle Energie
gleich @ ist, sollen die P, dulsere, das System angreifende Kriifte
bedeuten; wenn sie neben den inneren Systemkriften vorhanden
sind, geht die Bewegung des Systems mit dem thatsichlichen Verlauf
seiner lebendigen Kraft L vor sich. Nach den bisherigen Fest-
setzungen ist dann Py dp, die von der #ufseren Kraftcomponente P,
geleistete Arbeit, die also dem System von aulsen zugefithrt wird
und eine Energievermehrung desselben bewirkt. In der Wirmelehre
ist nun z B. eine solche Kraft der #ufsere Druck P, der auf Ver-
inderung des Volumens v hinwirkt; aber wiithrend unsere bis-
herigen P, die zugehorige Raumabmessung p, zu vergrifsern strebten,
wirkt der Druck P auf Verkleinerung des Volumens hin, und Pdwv
ist die von dem System nach aufsen abgegebene Arbeit. Der &ufsere
Druck P wirkt also im umgekehrten Sinne wie unsere Kriifte P, nach
der bisherigen Festsetzung. Deswegen wollen wir letztere umkehren,
und schreiben statt (9) nunmehr:?)

) In Uebereinstimmung mit Gleichung (196) des I. Bandes dieser Vor-
lesungen. Siehe dort und schon Bd. IS, 317 die speciell mechanische Deutang
der verschiedenen Glieder der Gleichung, welche Heimmorrz in der Wiirme-
theorie nicht gebracht hat. A, d. H
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Py=—

90 | AL d(aL) a6

0pq * Op, dt|dq,
wo jetzt P,dp, eine vom System durch dessen Thatigkeit nach
auflsen geleistete Arbeit bedeutet, entsprechend einer Vermin-
derung seines eigenen Energievorrathes I/ = @ + L, welcher fiir die
Wiirmeenergie gleich wire der potentiellen Energie der Molecularkrifte
plus der lebendigen Kraft der Wirmebewegung., Bei reversiblen
Processen wiirde die #ufsere Kraft immer gleich grofs aber ent-
gegengesetzt sein der Gegenkraft des Systems, z. B. der iulsere
Druck gleich dem Expansionsbestreben des Kiérpers. Man kann
die P,-Krifte in (10) daher auch als Krifte bezeichnen, welche
das System vermége seiner inneren Bewegung hervorbringt, und mit
denen es auf die #ulseren Korper einwirkt, die mit ithm in Ver-
bindung treten.

Man kann ferner noch die urspriinglichen Gleichungen (9) als
die Bewegungsgleichungen eines selbst in innerer Bewegung befind-
lichen Systems bezeichnen. Um dies zu erkennen, schreiben wir (9)
in der Form (wo jetzt P, = — P, der Gleichung 10 ist):

(oX'] 0L d (0L

T T i)

Jetzt stehen rechts die Aenderungen der lebendigen Kraft, links
die sie hervorbringenden #ufseren und inneren Krifte; also links
die Ursache, rechts ihre Wirkung.

An dem speciellen Fall des Druckes ersieht man die Bedeutung
der Annahme, dafs die P-Krifte kein Potential haben, aber Zeit-
functionen sein kénnen. In der Wirmelehre haben wir gerade mit
solchen Fiillen zu thun, in denen wir den Druck in beliebiger
Weise zeitlich #indern wollen, wodurch dann auch Volumen und
eventuell Temperatur sich dndern kénnen.

P, —

Zweites Kapitel.
Theorie der Systeme mit cyklischen inneren Bewegungen.

§ 81. Cyklische Systeme. Processe analog den reversiblen.
Grundlagen fiir die Anwendbarkeit auf die Wirme.

Unsere Gleichungen vereinfachen sich noch wesentlich, wenn
wir gewisse Klassen von Kiorpern betrachten, bei denen eine innere
Bewegung stattfindet, die aber dadurch, dafs sie weiterliuft, keine
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Aenderung der lebendigen Kraft und der potentiellen Energie her-
vorbringt. Ein solcher Korper wiire z. B. ein rotirender Apparat,
an dessen Drehungsaxe, wie beim Centrifugalregulator, Schwung-
kngeln befestigt sind. Letztere #ndern fortwihrend ihre Lage
wihrend der Bewegung; wenn diese aber mit constanter Geschwin-
digkeit vorwirts geht, so behalten die Schwungkugeln eine gewisse
Hohe bei, und #ndern diese erst, wenn die Geschwindigkeit ver-
andert wird. Mit den Schwungkugeln konnen dann noch (ihnlich
wie das Drosselventil der Dampfmaschinen mit dem Centrifugal-
regulator) andere Apparate, zu hebende Gewichte o. a. verbunden
sein; auch deren Zustand #ndert sich nicht, solange die Ge-
schwindigkeit constant bleibt. Die lebendige Kraft des Systems
bleibt also in jeder Lage dieselbe, trotzdem die Schwungkugeln fort-
daunernd weiter rotiren; und ebenso bleibt die potentielle Energie
der auf die Kugeln wirkenden Schwere ungeindert, wenn auch die
Rotationsgeschwindigkeit es bleibt. Sowohl @ als auch L wechselt
dann also nicht mit der Grofse des Winkels, um den die Axe sich
im Raume schon gedreht hat; sondern sie sind nur von der Ge-
schwindigkeit abhiingig, mit welcher der Winkel weiter wiichst. —
Ein anderes Beispiel wiire eine tropfbare Fliissigkeit, die in einer
ringférmigen, in sich zuriickkehrenden Bahn zur Circulation gebracht
ist und dadurch einen stationiren Strom bildet. Die Coordinaten
der einzelnen Wassertheilchen wiirden zwar abhingen von dem in der
ringformigen Bahn zuriickgelegten Wege. Aber wihrend der Be-
wegung herrscht doch an einer bestimmten Stelle dauernd derselbe
Zustand, die gleiche Geschwindigkeit, der gleiche Wasserdruck,
dieselbe Centrifugalkraft, mit welcher der Strom etwa gegen die
Wand wirkt, dieselbe lebendige Kraft und dieselbe potentielle
Energie, die etwa dadurch in Betracht kiime, dafs an einzelnen
Stellen das Wasser hoher getrieben wiirde als an anderen. Wenn
der Querschnitt des Stromes an verschiedenen Stellen verschieden
ist, wechselt zwar die lebendige Kraft eines einzelnen Theilchens
wihrend der Circulation; wenn die Hohe verschieden ist, wechselt
auch seine potentielle Energie; fiir die Gesammtmasse aber bleibt L
und @ ungeindert.

Wir wollen solche Bewegungen als cyklische bezeichnen. Sie
brauchen nicht nothwendig stationéir zu sein, wie im letzten Bei-
spiel. Das zeigt das erste Beispiel; bei einem Kreisel wiirde nur
ein in sich rotirender Rotationskdrper eine stationire Bewegung
darstellen, bei der an einer bestimmten Stelle des Raumes dauernd
derselbe Zustand herrscht; bei den rotirenden Schwungkugeln aber
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sind diese an einer bestimmten Stelle zu gewissen Zeiten gerade
vorhanden, zu den anderen Zeiten aber nicht. Das Eigenthiimliche
der cyklischen Bewegungen ist, dals die gesammte lebendige
Kraft und die gesammte Energie ungeindert bleiben, trotzdem die
Bewegung fortliiuft und trotzdem einzelne Theile des Systems fort-
gesetzt ihre Lage dndern. Diejenigen Coordinaten, welche letztere
Lagen bestimmen, diirfen daher in dem Ausdrucke fiir die lebendige
Kraft und fiir die potentielle Energie nicht auftreten.

Diesen Ueberlegungen entsprechend wollen wir unter den Co-
ordinaten p gewisse mit p, bezeichnen; diese sollen diejenigen sein,
von welchen L und @ unabhiingig sind. Ein solches p, wire z. B.
der Winkel, um den dic Axe mit den Schwungkugeln sich gedreht
hat; das ¢, wiirde die Rotationsgeschwindigkeit bedeuten, die keines-
wegs gleich Null ist, sondern einen innerhalb kleiner Zeiten con-
stanten Werth hiitte, der in den meist betrachteten Fiillen sogar
recht grofs wire. Wir brauchen indessen nicht als wesentliche Voraus-
setzung einzufiithren, dafs die ,cyklischen Geschwindigkeiten”, absolut
genommen, grofse Werthe haben. Dagegen wollen wir annehmen,
dafs die Aenderungen der anderen Zustandsvariabeln p, nur sehr
langsam geschehen, so langsam, dafs die anderen Geschwindig-
keiten ¢, sehr klein sind gegen die gy. Solch eine langsame Aen-
derung einer p,-Coordinate wire etwa eine Aenderung der Hohe
der Schwungkugeln, die dadurch hervorgerufen werden kionnte, dafs
man irgend eine neue P, - Kraft auf sie einwirken lielse, etwa eine
vertical gerichtete elektrische oder magnetische Anziehung. Wird
z. B. beim Centrifugalregulator auf diese Weise die Hohe der Kugeln
veriudert, so nehmen wir an, diese Aenderung geschehe mit sehr
kleiner Geschwindigkeit. Durch eine solche Aenderung der Hihe
der Kugeln wird nun aber weiter auch ihr Abstand von der Axe
und damit ihre Rotationsgeschwindigkeit beeinflufst. Also wollen
wir doch Veriinderungen von ¢, zulassen, die aber, wie die der
Po nur sehr langsam sein sollen. Auch die Verfinderung der g,
durch directe Einwirkung von Py-Kriften sollen nur langsam ge-
schehen.’) — Diese Voraussetzungen miissen wir machen, wenn wir
die Vergleichbarkeit unserer an cyklischen Systemen vorgenommenen
Processe mit den reversiblen der Thermodynamik erreichen wollen.
Bei letzteren entspricht ¢ der Geschwindigkeit der molekularen
Wirmebewegung und héngt in einer noch zu findenden Weise (§ 84)
mit der Temperatur zusammen. Die [’-Krifte entsprechen dem

) Vergl. die Anm. auf S. 850.
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Druck u. i. Bei unseren thermodynamischeu Sitzen haben wir nun
niemals diejenige Energie mit in Betracht gezogen, welche in der
Vermehrung der lebendigen Kraft ruhender oder vorher sich gleich-
miifsig fortbewegender Massen bestinde; z. B. haben wir vernach-
liassigt die lebendige Kraft eines Stempels, den ein sich delmendes
(Gas vorwirts bewegt, haben vielmehr die Aenderungen des Druckes,
des Volumens und die Bewegung des Stempels als sehr langsam
angenommen. Solchen Bewegungen entsprechen jetzt die Bewegungen
der sichtbaren Theile des cyklischen Systems, angezeigt durch

. .od
Aenderungen der Coordinaten p,, also durch die T:% =qq Ge-

rade so wie nun die Langsamkeit der Druckiinderungen zur Folge hat,
dals auch die durch sie bedingten Frwirmungen und Abkiihlungen
nur sehr langsam vor sich gehen, ebenso hat auch die Kleinheit
der ¢, zur Folge, dals die ¢; sich nur langsam indern.!) Bei diesen
Voraussetzungen sind alle vorkommenden Processe den reversibeln
der Thermodynamik analog, und das System befindet sich jederzeit
unendlich nahe einem Zustande, in dem es dauernd verharren
konnte, sowohl was die Werthe der Variabeln p, (Druck u. s. w.)
betrifft, als auch in Bezug auf den Werth der cyklischen Geschwin-
digkeit ¢y (der Temperatur). In diesem Sinne ist die folgende Theorie
eine Statik cyklischer Systeme.

Wegen der vorausgesetzten Kleinheit der ¢, brauchen sie also
bei der Berechnung der lebendigen Kraft nicht beriicksichtigt zu
werden; es kann mithin:

oL
= =i
9 9
gesetzt werden. Daher wird fiir die nicht-cyklischen p, und ¢,
nach (10): B ow " 3%
) 0p, 0 pa

und fiir die cyklischen p; und ¢, da die p, gar nicht vorkommen:
d (0L
A== (9a)
Wir fithren nun eine Function ein, die wir wie die ,freie Energie®
der Thermodynamik mit H bezeichnen wollen, indem wir setzen:

o @il (11)

Dann werden die beiden vorstehenden Ausdriicke fiir die P-Kriifte:
0H

P=— T (12)

) Vergl. die folgende Anmerkung.
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und, da @ gar nicht die ¢, enthilt:
d [0H
Py= (3};) (13)
Den letzteren Ausdruck konnen wir noch weiter verfolgen. Wir
multipliciren beide Seiten mit gq.d¢:

d [0H
P&.qa.dt=a(a—g")cqﬁjdt
Nun ist ¢p.dt = %-dt = dpp; q5.d¢ bedeutet also die Strecke, um

welche die Coordinate pg sich vergréfsert, und (— Pydpg) bedeutet
nach den Festsetzungen, die der Gleichung (10) zu Grunde lagen,
die Arbeit derjenigen der #ulseren Krifte, welche direct auf Ver-
grofserung der pg-Coordinate hinwirkt, oder vielmehr, da diese
Coordinate selbst im Werthe der Energie nicht auftritt: die Hdulsere
Arbeit, welche auf Vergrofserung der cyklischen Geschwindigkeit gy
hinwirkt. Diese Arbeit, die auf Vermehrung der inneren und viel-
leicht nicht wahrnehmbaren Geschwindigkeit aufgewendet ist, wollen
wir mit dQ bezeichnen. Dabei haben wir die Analogie mit den
Wirmeerscheinungen im Auge, bei denen d@ (in mechanischem
Malse gemessen) die dem Korper zugefithrte Wiirmeenergie bedeutete,
die vorher in einem fremden Korper als Wirmebewegung schon
existirte und auf den betrachteten Kérper iibertragen und zur Ver-
mehrung seiner Wirmebewegung verwendet wurde.)) Wenn daher
die Analogie der Arbeitszufuhr (— Fy.gp.d?) mit Wirmezufuhr voll-
stindig sein soll, miissen wir auch annehmen, dafls jene vorher schon
als cyklische Energie in einem fremden System vorhanden war. Bei
Einfithrung von dQ in der Bedeutung von neu zugefiihrter cyklischer

Energie wird also:
—Pb.q5.d£=dQ (13&)

Ferner wollen wir einfithren je eine Function Sy fiir jede Art von
cyklischer Geschwindigkeit:
0H
dqs

Da H = @ — L eine Function der Coordinaten und der Geschwindig-
keiten ist, ist auch S eine solche, d. h. es ist eine Function des

8= (14)

) Wenn diese Uebertragung reversibel sein soll, mufs sie bei
iiberaus kleinen Temperaturdifferenzen vorgenommen werden;
dann und aueh nur dann dndert sich go nur sehr langsam. A. d. H.
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inneren gegenwirtigen Zustandes des Korpers. Bei Einfithrung von
dQ und S wird daher nach (13) und (13a):

daSy
_dQ___dT qb.d.f

oder:
4Q=g5.d5 (15)
Damit haben wir einen ganz #hnlichen Ausdruck gewonnen wie
denjenigen fiir den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Das
Differential der zur Vermehrung der inneren Bewegung zugefithrten
fremden cyklischen Energie wird dargestellt als das Product zweier
Factoren, von denen der eine () bezeichnend ist fiir den inneren
Zustand des Korpers, nimlich fiir die Intensitiit der zur Zeit in ihm
herrschenden cyklischen Bewegung, wihrend der andere (d Sy das
Differential von einer Function des gegenwiirtigen Zustandes ist.
Die Gleichungen (12), (14), (15) sind formell genau dieselben, wie
die (leichungen (79b und a), Seite 280, sowie die der Gleichung (78)
zu Grunde liegende dQ = &d S, die wir gefunden hatten fiir die thermo-
dynamischen Vorginge in Korpern, deren Zustand aufser von der
Temperatur noch von mehreren anderen Variabeln abhingig ist.
Wie damals vor Gleichung (78) erwihnt wurde, blieb die Ueber-
tragharkeit des zweiten Hauptsatzes dQ = & d S auf Systeme, deren
Zustand aufser von der Temperatur von mehr als einer Variablen
abhiingig war, unbewiesen. Jetzt haben wir ohne Weiteres die
analogen (leichungen fiir Systeme mit beliebig vielen Variablen.})
Die cyklische Geschwindigkeit g, vertritt jetzt eine fiir die
Intensitit der Wirmebewegung charakterische Gréfse. Nun ist
zwar die Wirmebewegung keine fortgesetzte regelmiilsige Bewegung,
sondern eine unregelmilsig wechselnde; sie ist erst recht nicht
eine stationiire Bewegung im strengen Sinne der ilteren Mechanik,
wie auch wir ibhn oben gebraucht haben (Seite 347). Sie ist aller-
dings stationir in dem loseren Sinne, den Crausius in seinen
thermodynamischen Abhandlungen gebraucht, dals nimlich die Be-
wegung im Mittel sich gleich bleibt. Wir werden uns, wie in
§ 60 schon auseinandergesetzt, die Wirmebewegung als eine un-
geordnete Bewegung der Atome denken miissen; aber da in jedem
warmen Korper eine ungeheure Zahl von Atomen steckt, welche
jede Art von Bewegung sowohl nach Richtung als nach Grofse der
Geschwindigkeit ausfiihren kénnen und zwischen den verschiedenen
Arten der Bewegung jedenfalls sehr schnell wechseln, so wird fiir

) Vgl. indessen die folgende Anm.
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endliche, und zwar schon recht kleine Zeitriiume, doch die lebendige
Kraft und die Energie der Bewegung als constant betrachtet werden
miissen, wenn nur der mittlere Zustand des Systems fortdauernd
derselbe bleibt. Wir konnen ja doch nicht die Bewegung der ein-
zelnen Atome isoliren und sind nicht im Stande, die isolirten Atome,
welche etwa gleichzeitig in gleicher Richtung sich bewegen, zu einer
gemeinsamen Wirkung zu vereinigen; sondern sind nur darauf an-
gewiesen, das Gesammtresultat der Wiirmebewegung aller Molekeln
zu benutzen. So lafst es sich erkliren, dafs die unregelmilsige
Bewegung der Wirme in einem warmen Korper, wenn sie sich
gleichmilfsig vertheilt hat auf seine einzelnen Theile, in ihrem Ge-
sammtresultat doch eben so gleichmilsig nach aufsen wirkt, und
geradeso gleichmilsige Werthe der lebendigen Kraft und der poten-
tiellen Knergie darstellt, als es eine Bewegung von jenen thun
wiirde, die ich als cyklische Bewegung charakterisirt habe.

Nach den Gleichungen, auf die wir hier gestofsen sind, sind
diejenigen Eigenthiimlichkeiten, welche die Wirmebewegung zeigt,
und welche im CarNor-CraUsiUs'schen Gesetze ausgesprochen werden,
wesentlich Charaktere einer jeden dauernd fortlaufenden inneren Be-
wegung,!) vorausgesetzt, dals letztere direct nur beeinflufst wird durch
sehr langsame Zufuhr fremder cyklischer Energie. Und zwar wiirden
wir bei der Wirmebewegung nur eine Art cyklischer Geschwin-
digkeit ¢, haben; denn verschiedene Arten von Wirmebewegung,
verschiedene Arten von Temperatur kennen wir nicht in den Kor-
pern. Wenn die Wirmebewegung sich ausgeglichen hat, so con-
stituirt sie eine Bewegung, welche in verschiedenen Kérpern keinen
specifischen Unterschied der Qualitit mehr zeigt, die also einerlei
Art und nur zu messen ist durch ihre Intensitit, wie diese durch
die Temperatur angegeben wird vermittelst des Kriteriums, dafs zwei
Korper, welche gleiche Temperatur mit einem dritten haben, auch
untereinander keinen Wirmeaustausch liefern konnen. Dadurch
wird also die allgemeine Gleichartigkeit der cyklischen Bewegung
ausgesprochen, in welcher die Wirmebewegung besteht. Wie aber
die eyklische Geschwindigkeit ¢y der Wirmebewegung in thermischer
Beziehung exact zu definiren sei, bleibt vorliufig noch dahingestellt.

") Hierzu fehlt jetzt noch der Nachweis, dals sich die Gleichung (15) auf
eine Form bringen lLifst, bei welcher der Factor von d S fiir alle Korper die-
selbe von der Beschaffenheit des Kdrpers unabhiingige, fiir die Intensitiit der
cyklischen Bewegung charakteristische Grifse ist, welche bei Temperaturgleich-
gewicht fiir alle Kérper denselben Werth hat. Dieser Nachweis wird erst in
§ 84 geliefert. ' A d. H
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Bei der uns im Kinzelnen zuniichst ginzlich unbekannten Wiirme-
bewegung konnen wir nicht ohne Weiteres die Zustandsvariable
»Temperatur® mit einer cyklischen Geschwindigkeit ¢, identificiren,
sondern diirfen nur annehmen, dafs beide zusammenhingen in der
Weise, dals ebenso wie g; die cyklische Bewegung bestimmt, so auch
i die Wirmebewegung.

§ 82. Allgemeinere Formen fiir lebendige Kraft und
kinetisches Potential durch Elimination von Variablen. M0&g-
lichkeit irreversibler Processe.

Unsere bisherigen Ableitungen beruhen auf dem Haminron’schen
Princip und den daraus hergeleiteten Bewegungsgleichungen von
LaeraneE; beiden liegt in ihrer urspriinglichen Ausbildung bei der
Mechanik sichtbarer Bewegungen {riiger Massen — Begriff und
Grofse der Masse bezieht sich wesentlich immer nur auf die Quan-
titat der Trigheit — die Voraussetzung zu Grunde, dals das
H = ® — L zusammengesetzt sei aus einer Function der generellen
Coordinaten, der potentiellen Energie, und aus einer homogenen
Function zweiten Grades der Geschwindigkeiten im weiteren Sinne: L.
Wir sind aber nicht berechtigt, diese Voraussetzung auch fiir die
Wirmeenergie zu machen.’)

Es lafst sich schon fiir die Mechanik triger Massen unter Bei-
behaltung der Voraussetzung, dafs die inneren Krifte des Systems
sconservative seien, also ein Potential @ haben, zeigen, dafs Noth-
wendigkeit fiir 7, eine homogene quadratische Function der ¢; zu
sein, nur dann eintritt, wenn wir alle Coordinaten aller Massen-
punkte und alle Bewegungen und Verinderungen der Zustands-
variabeln explicit vollstiindig kennen. Jene Eigenschaft von L ent-
fallt aber, sobald wir einzelne jener Grifsen nicht kennen oder nicht zu
kennen brauchen, weil sie nicht vorkommen in 7 und @®. Das letztere
ist der Fall, wenn es Variable giebt, die eliminirt werden konnen.

Variable werden z. B. eliminirt, wenn wir feste Verbindungen
zwischen Systempunkten haben. Solche feste Verbindungen sind, genau
betrachtet, elastische Verbindungen, bei denen nur die elastische
Reaction gegen jede merkliche Forminderung so grofs ist, dalfs
letztere nur vorkommen bei aufserordentlich grofsen Kriften. (Wenn
hinreichende Kriifte wirken, sind die Verbindungen auch nicht mehr

) Es ist z. B. die potentielle Energie @ der Kriifte, welche die Atome
zusammenhalten, der Cohfisionskriifte u. s. w., eine Function der Temperatur,
also von ¢b, wie man ohne Weiteres erkennt. A d H.

H. v. HELmuOLTZ, Theoret., Physik. Bd. VL 23
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fest.) Die gewdhnlich vorkommenden Krifte, wie wir sie zu be-
riicksichtigen haben, sind dagegen zu schwach, um in Betracht
kommende Lageniinderungen hervorzubringen. Dann kann das
Problem so behandelt werden, als ob gewisse Abmessungen un-
verinderlich gegeben seien, geradeso als ob keine Kriifte auf deren
Veriinderung hinwirken. Das fithrt weiter zur Aufstellung von Be-
dingungsgleichungen zwischen den Coordinaten, die zur Elimination
einzelner von ihnen benutzt werden konnen.!) — Ein analoger Fall
ist ferner das Ausscheiden des Volumens aus den Gleichungen der
Mechanik tropfbarer Fliissigkeiten, wenn wir diese als incompressibel
betrachten. Letzteres diirfen wir nicht mehr, wenn grofse Krifte
wirken, wenn z. B. in Folge sehr schneller Geschwindigkeitsiinde-
rungen, wie bei den Schallschwingungen, grofse Druckkriifte auf-
treten; dann mufs die Veriinderlichkeit des Volumens, die Com-
pressibilitit in den Bewegungsgleichungen beriicksichtigt werden.
Sonst aber verschwindet das Volumen als Variable aus den Glei-
chungen der Hydrodynamik,

Ein anderer Fall, in welchem Zustandsvariable wegfallen, und
zwar in einer Weise, dafs dadurch die lebendige Kraft nicht mehr
homogene Function zweiten Grades der g bleibt, tritt bei Systemen
mit inneren cyklischen Bewegungen anf Und zwar, wenn keine
Kraft vorhanden ist, die direct eine bestimmte cyklische Ge-
schwindigkeit zu veriindern bestrebt ist. Wenn z. B. ein rotirender
Kreisel ohne merkliche Reibung mit seiner Spitze auf einer glatten
Unterlage liuft, so ist keine Kraft vorhanden, die seine Rotations-
geschwindigkeit zu vermehren oder zu vermindern bestrebt wiire. Be-
kanntlich zeigt solch ein Kreisel gegeniiber Kriiften, die seine Axe zu
verschieben bestrebt sind, aufserordentlich wunderliche Bewegungen,
sehr abweichend von denjenigen, welche er rotationslos machen wiirde.
Wire nun der Kreisel recht gut drehrund gemacht, so dafs er
sehr ruhig liefe, und wiire seine Axe vermittelst reibungsloser Lager
eingeschlossen in eine Hiille, so dafs man ihn selbst nicht sihe, so
hiitten wir ein System mit unsichtbarer und direct nicht angreif-
barer innerer Bewegung, vermoge derer es sich mechanisch aber
ganz anders verhilt, als ohne sie. — Wir nehmen wieder cyklische
Coordinaten an, die in @ und L nicht vorkommen. Dagegen machen
wir nicht diejenigen Annahmen des § 81, durch welche die Analogie
mit reversiblen thermodynamischen Processen bedingt war. Ferner
sei g, die Rotationsgeschwindigkeit des Kreisels, oder allgemein

1) Vergl. hierzu § 61 des I. Bandes dieser Vorlesungen.
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eine cyklische Geschwindigkeit, auf deren Aenderung keine Kraft
hinwirken mige;!) d. h. es sei:
Po=0

Da nun @ und L von p, unabhiingig sind, reducirt sich fiir ein
solches py bezw. g, Gleichung (10) auf:

3 ( 31:) -0

dt |\ 0qy '

Hieraus wiirde folgen, dals, wenn wir mit ¢, eine von der Zeit un-
abhiingige Constante bezeichnen:

_ _g.:;_ - (162)
Das System kann nun im Allgemeinen mehrere von einander un-
abhiingige Arten innerer cyklischer Bewegungen enthalten, es kann
ein ,polycyklisches” sein; dann konnen mehrere P, (fiir mehrere
Indices b) verschwinden; die Constanten ¢, haben in solchen Fillen
verschiedene Werthe fiir die verschiedenen ¢5. KEs miissen aber in
einem solchen polycyklischen System keineswegs alle P, = 0 sein.
Urspriinglich war L eine homogene quadratische Function der
simmtlichen ¢; nach einem der letzteren differenzirt giebt es daher
eine lineare homogene Function der g, sowohl der ¢, als auch der
qp zusammen betrachtet; indessen eine Function der g¢; allein be-
trachtet zwar linear, aber nicht homogen, deren Coefficienten Funec-
tionen der p, sind. Die Gleichungen (16a) kénnen benutzt werden,
um die betreffenden ¢y, auf deren Veriinderung keine Py-Kraft wirkt,
anzugeben durch die anderen ¢ und die p,. Die g, werden dann
lineare, nicht homogene Ausdriicke in den anderen ¢. Auf diese
Weise kinnen gewisse g5 in dem Ausdrucke fiir L und damit fiir 77
eliminirt werden; und da die ¢ linear aber nicht homogen in den
anderen ¢ sind, treten in Folge dieser Elimination in L und H
nunmehr neben den quadratischen auch lineare oder constante
Glieder anf.

Die dadurch verinderte Darstellung der Function H, deren
Werth, abgesehen von der Form, natiirlich davon unberiihrt bleibt,
werde mit § bezeichnet. Nehmen wir zuerst ein eliminirtes ¢y an,
Die anderen p, und ¢, kommen dann in § einmal von vornherein

) Damit ist nicht ausgesprochen, dafls ¢p constant sei; wenn auch keine
Pp-Kraft direet auf seine Aenderung hinwirkt, so kann doch eine Pg-Kraft
indirect Veriinderung des ¢o bewirken, z. B. wenn sie am Centrifugalregulator
durch Heben oder Senken der Schwungkugeln auch deren Abstand von der

Drehungsaxe und damit die Drehungsgeschwindigkeit beeinflufst. A. d. H.
23*
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§ 82.

geradeso wie in /7 vor, aufserdem aber auch noch insofern, als das
eliminirte ¢, von ihmen abhingt, so dafls also:
09 OH | 0H g

0 pa a apa 0 qp . 0pq
89 om i OH gy
0ga 0Ogqa  0dgy Oqq

In dem urspriinglichen H = @ — L enthiilt nur L die ¢-Grélsen,

so dafs also aus (16a) folgt:
oH 0L

T i e
Bei Benutzung dieser Beziehung wird:
09 oH . 04
Opa ~ Opa Opa
09 on A

9ga 0. * " 0g
Diese Gleichungen gelten einerlei ob das betrachtete g, eine nicht-
cyklische Geschwindigkeit ist oder eine der nicht eliminirten cy-
klischen. Wir wollen daher in diesem und dem niichsten Paragraphen
den Index b nur den (zuniichst wegen Py = 0) eliminirten eyklischen gy
beilegen, den Index a aber allen anderen Variabeln. Nun kinnen
die allgemeinen Bewegungsgleichungen (10) fiir cyklische oder nicht-
cyklische Variable gleicherweise, da das Potential @ nur von den
Coordinaten abhiingt, vor Elimination von Variabeln in der Form:

0H d[0H
Po== g *iil5a,) 4
geschrieben werden; also nach Elimination des obigen gy:
Po= 0®—co-95) , d O(H—¢5.9)
“ dp, dit 0qq

Das ¢; ist hierin als lineare Function der p, und der ¢, ausgedriickt
zu denken. Giebt es mehrere gp, fiir die Py = 0 ist, und die daher
vermittelst der dann fiir je einen Index b geltenden Gleichungen
(16a oder b) eliminirt werden kinnen, so wird:

0 @ oH 0 76

R, SRR + e *

G = O TR Op,

0 .ﬁ 0H 5] 76

— . c L e —

04 0¢a & ; ] Ta
und die Bewegungsgleichungen lauten allgemeiner:

e W e 20 T\ T = %6 d8)

0 pa dt dq,
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Vergleichen wir diese mit den Gleichungen (17), so ist ersichtlich,
dafs auch jetzt die Bewegungsgleichungen eine jenen analoge Form
haben, indem an Stelle des dortigen H jetzt (§ — > ¢q g5) getreten ist.
Withrend aber in dem urspriinglichen A in den Bewegungs-
gleichungen (17) fiir vollstéindig bekannte Systeme die Geschwindig-
keiten ¢, nur quadratisch (durch L) vorkamen, kommen sie hier in
dem an Stelle von H getretenen (§ — >lcsqs) vermittelst der g,
auch linear vor; und zwar sowohl, wie wir bereits gesehen haben, in
 selbst durch Vermittelung von L, als auch in >'¢;¢5. In derartigen
Systemen mit cyklischen inneren Bewegungen kann also auch, wenn
wir die Bewegungsgleichungen in der Form (17) oder (18) aufstellen
wollen, die dort in den Differentialquotienten auftretende Hunction
neben den quadratischen auch noch lineare Glieder nach den Ge-
schwindigkeiten enthalten. Ich habe diese Function, H oder
(® — Dlepgs), das kinetische Potential genannt.)) ,Man?) sieht also,
dafs hier bereits die frithere Regel durchbrochen ist, und dafls das
kinetische Potential jetzt freier in seiner Zusammensetzung ist. Das
Auftreten jener linearen Glieder erklirt eine wichtige Besonderheit
der cyklischen Systeme. Will man nimlich eine Reihe von Zu-
standsiinderungen des Systems — einen Procefs — nach seiner
Beendigung riickgiingig machen, so dals der Anfangszustand wieder
hergestellt wird, und kehrt man zu diesem Zwecke die Vorzeichen
aller Geschwindigkeiten ¢, um, so bleiben die nach den Geschwindig-
keiten quadratischen Glieder dabei ungeiindert, die linearen Glieder
wechseln aber ihr Vorzeichen, man erhilt fiir den Riickgang ein
anderes kinetisches Potential, mithin auch andere Differential-
gleichungen, die Bewegung kann dann nicht in gleicher Weise riick-
wirts wie vorwirts durchlaufen werden: der Procels ist nicht um-
kehrbar. Die Umkehrbarkeit konnte nur hergestellt werden durch
gleichzeitige Umkehrung der hier eliminirten cyklischen Geschwindig-
keiten ¢5.“ Denn § wire, wenn man sich die Elimination der ¢,
nicht ausgefithrt denkt, nach den ¢, und ¢; zusammengenommen
homogen quadratisch, wiirde also bei Umkehr auch der ¢, seinen
Wert behalten; ferner ,wiirden, wie aus (16b) ersichtlich, beim
Riickgang auch alle Constanten ¢, die entgegengesetzt gleichen

1) Vergl. Bd. I dieser Vorlesungen, Seite 360.

?) Das in den folgenden 16 Zeilen Ausgesprochene hat Hewmmorrz micht
vorgetragen. Da es aber gerade hier von besonderer Wichtigkeit ist, wurde es
mit freundlicher Erlaubnils des Bearbeiters Kriear-Mexzen von Bd. I dieser
Vorlesungen Seite 365 hierhin iibernommen. A, d. H
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Werthe annehmen, es wiirde also auch (—¢p).(— q5) = + ¢p- q¢
bleiben.“ 1) o ’

Andererseits konnten wir nun die Gleichung (16a oder b) auch
fiir Elimination eines der p, benutzen, die in den Coefficienten der g
in der mannigfachsten Weise vorkommen konnen. Wir wiirden dann
an Stelle von H Functionen bekommen, die nicht nur neben den
urspriinglichen quadratischen auch noch lineare Glieder nach den
Geschwindigkeiten enthalten, sondern beliebig complicirtere Aus-
driicke. Und zwar nicht nur durch L, sondern in Folge der Eli-
mination gewisser p, wiirden auch in @ die ¢ auftreten kionnen.?)
Es lifst sich dann immer zeigen, dafs eine neue Function an
Stelle von H construirt werden kann, die in die Bewegungsglei-
chungen (17) hineinpalst, so, wie (§ — Dlesgs) in (18). Dadurch
wird man zu der Voraussetzung gefithrt, dafs jede beliebige Function
der Zustandsvariabeln p und ihrer Differentialquotienten ¢ nach der
Zeit als ,kinetisches Potential* A auftreten kann in den Gleichungen
fiir Systeme mit unbekannten inneren Bewegungen.

§ 83. Beziehungen fiir die Energie und die lebendige Kraft
von Systemen mit verborgenen Bewegungen.

Wir wollen noch zeigen, dals eine jede solche Function hin-
fithrt auf Beziehungen, die das Gesetz von der Erhaltung der Energie
aussprechen. Die Bewegungsgleichungen eines Systems seien also:
o0H d 0H
Ops ' dt dgn
wo H eine beliebige Function der p und ¢ sei. Wir betrachten
einstweilen die p und ¢ als von einander unabhingige Variabeln. Wir
multipliciren jede der vorstehenden Bewegungsgleichungen mit g,

)2 -

) Durch die Annahme Pp = 0 hat man auf die Moglichkeit verzichtet,
7y direct beliebig anzugreifen, also auch es umzukehren; dies entspricht in
seiner Bedeutung der in § 60 besprochenen Unméglichkeit, in einem bestimmten
Augenblicke der Wiirmebewegung aller Atome eine bestimmte Richtung zu geben.
In der Thermodynamik charakterisirt die Annahme Pp = 0 den Procels, wie aus
Gleichung (18) bezw. (13a) S. 350 folgt, wegen d () = 0 als einen adiabatischen.
Aber im weiteren Sinne; ein solcher Procels kann niimlich entsprechend dem
im Text Gesagten auch irreversibel secinj das triife zu bei dem Versuche von
Gay-Lussac (§ 47). Fir gewdhnlich aber nennt man von den Processen, hei
denen d @ = 0 ist, nur solehe adiabatisch, die auch reversibel sind. A.d. H.

) Vgl die Anm. auf S. 353; die eliminirten pa wiiren die relativen Co-
ordinaten der Atome.
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addiren alle, und setzen im ersten Gliede der rechten Seite fiir g,

seinen Werth -‘fcf- ein:

- OH  dp. 0 H
Stnm- 34 G4 305 {22)
Wir benutzen, dals:
H\ d ., OH dH dg,
S 31 [ Gay) = 3 St 5q ~ Soae
und finden dann:
Sr _ oH {ip - oH -
2(Fata) == 25, gy + 15 S T > G

Nun ist:
BB dpﬂ O0H dq, dH

B2% e TP T T

und also wird:

dH oH
E(Pa"ln)='_ dt+dtzn 6g
oH

SPag)dt=—4d H—>4q- 3
%a

Analog der Interpretation von Gleichung (13), die zu (13a) fiihrte,
erkennt man, dals >/(P,q,).d¢ die Gesammtarbeit bedeutet, welche
der betrachtete Korper den #ulseren Kriiften entgegen wihrend des
Zeitelementes dt leistet; die soeben gewonnene Beziehung stellt
diese Arbeit dar als die gleichzeitige Abnahme einer Function

(H S 2. Qo * ¢ If"
schmndlgkelten, also als den gleichzeitigen Verlust einer Function des
Zustandes des Korpers, Dafs sich die von einem Korper nach
aufsen geleistete Arbeit im weitesten Sinne, also die gesammte nach
aulsen abgegebene Knergie sich in dieser Weise darstellen lifst, ist
nun ja wesentlich begriindend fiir die Giiltigkeit des Satzes von der
Erhaltung der Energie; denn dann bedeutet jene Zustandsfunction
die innere Energie des Systems, und die gewonnene Beziehung sagt
aus, dals die nach aufsen abgegebene Energie gleich ist dem Ver-
luste an innerer Knergie. Bezeichnen wir letztere, wie in der
Thermodynamik, mit 7/, so haben wir also:

aH

der Coordinaten im weiteren Sinne und der Ge-
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Ist das System ein gewdhnliches, fiir das alle Bewegungen aller
Punkte vollstindig bekannt sind, so ist L eine homogene quadra-
tische Function der ¢, und fiir eine solche Function gilt bekanntlich
nach Evrer der Satz?), dafs:

oL

2 5, = 2L (20)
Alsdann ist H = ® — L nur durch L Function der ¢, so dafs also:
_ 0H dL
R 4 . A ~ | . 5 — 2L
2,[! 09 }’ T d4q,
und es wird laut (19):
U=H+4+2L=®+ L

so dafs wir einfach die Definition der Gesammtenergie als Summe
von potentieller und kinetischer wiedergewinnen. In den allge-
meineren Fillen aber, dals L in Folge von Elimination gewisser
Variabeln keine homogene quadratische Function der ¢ mehr ist,
folgt durch Einsetzen von U= ® + L und H = @ — L in die Glei-
chung (19) an Stelle der fir die vollstindig bekannten Systeme aus dem
Euvrer’schen Satze folgenden Gleichung (20) nunmehr allgemeiner:

on
2L =— . 21
EQ& 6 a ( )
von welcher Gleichung im folgenden Paragraphen eine wichtige An-

wendung gemacht wird. Die ' ist iiber alle nicht-cyklischen und
die nicht-eliminirten cyklischen ¢ zu erstrecken.

Die Gleichung (19) konnen wir auch als Differentialgleichung
fir H betrachten, aus der H gefunden werden kann, wenn U be-
kannt ist. Nun ist es in der That bei den in der Natur allgemein
vorkommenden physikalischen Grunderscheinungen fast immer mig-
lich, empirisch die Gesetze der Verinderungen soweit zu finden,
dafs man das Aequivalent der gesammten Knergieabgabe angeben
kann, also die innere Energie I/ als Function des Zustandes kennt.
Es werde das gesuchte H in eine Reihe von einzelnen Functionen
zerlegt gedacht:

H=H+4+H +H,+ ...+ H, (22)

wo H, eine homogene Function n-ten Grades von den Geschwindig-
) Den iibrigens schr einfachen Beweis dieses Satzes hat Heimuorrz hier

nicht gegeben, wohl aber in der Mechanik, Bd. I dieser Vorlesungen Gleichung

(204) und (204a). A, d. H.
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keiten ¢ sei. Dann besagt der Euvrer’sche Satz, von dem die Glei-
chung (20) ein besonderer Fall war, allgemein:
., OH
S e
P o
und es wird mithin:

H
Equ'—g?=jfl +2I{B+ s + ?i«[{"
a

Nach (19) und (22) folgt dann:
m H, o~ Hy— S~ soi — =~ DE

A (23)
Wenn nun U, wie meist der Fall, als Function der 5 angegeben
werden kann, so konnen wir es in analoger Weise, wie fiir I/

durch (22) gedacht, wirklich zerlegen:

Uall, 0 41, £ 0 4T,
Hierin bleibt 77, unbestimmte Constante, da ja nur Energieinderungen
thatsichlich bekannt sind. Der Vergleich mit (23) ergiebt dann,
abgesehen von der ebenfalls an und fiir sich willkiirlichen Con-
stanten H;, welche aber gleich U], sein mulfs:

U=0; H=—U; H=—}U; ...H=——

n_l n

und vermoge dieser Gleichungen ist dann H nach (22) bekannt bis
auf die willkiirliche Constante H, (die wir aber nicht zu kennen
brauchen, da in die an der Spitze dieses Paragraphen stehenden Be-
wegungsgleichungen nur Differentialquotienten eintreten), und bis auf
das lineare Glied H,, das wir so nicht finden kinnen. KEs ist das-
jenige Glied, welches, wie wir gesehen haben, in Fillen mit ver-
borgenen Bewegungen durch Elimination von gewissen g, hineinkommt,
Abgesehen von solchen unvollstindigen Problemen ist aber das
H, = 0; wenn wir dann nur die volle Abhéngigkeit der Energie von
Coordinaten und Geschwindigkeiten kennen, so sind wir auch im
Stande, die Function 7 und vermittelst ihrer alle Bewegungsglei-
chungen vollstindig herzustellen. Auch kénnen wir, nachdem wir
in der angegebenen Weise aus U auch H ermittelt haben, sogleich @
und L einzeln angeben; denn aus:

U=®+4+L und H=D—-L

folgt ganz allgemein:
U+ H U—H

(!) = 727 3 L o= 727 {24}

Auch die hier zuletzt gefundene Unmiglichkeit, aus U bei unvoll-
kommen bekannten Systemen die Function H vollstiindig herzuleiten,
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wiirde bei der Wiirmebewegung entfallen, wenn wir mit Sicherheit die
Temperatur ausdriicken konnten allein durch die Quadrate der Ge-
schwindigkeiten der Molecularbewegung, so dafs in dem Ausdrucke
fiir die innere Energie als Function der Temperatur keine nach
den molecularen Geschwindigkeiten linearen Glieder vorkommen.
Dals die Temperatur in der That dementsprechend auf die lebendige
Kraft der Molecularbewegung zuriickzufithren ist, werden wir in der
That im nichsten Paragraphen erkennen.

§ 84. Die lebendige Kraft als integrirender Nenner der zu-
geflihrten cyklischen Energie oder der Wirmemenge.

Wir betrachten wieder, wie in § 81, ein System mit inneren
cyklischen Geschwindigkeiten ¢y, und zwar wollen wir gleich ein
monocyklisches betrachten, wie es der Molecularbewegung ecines
warmen Korpers entspricht. Alle vorkommenden Processe sollen
wie damals den reversiblen der Thermodynamik analog sein. Die
nach aufsen von dem Korper wihrend eines Zeitelementes d¢ ge-
leistete Arbeit ist gleich > Pdp = > P.qdt. Diese Arbeit muls
gleich sein der Abnahme der inneren Energie, und wenn wir noch
mit dem Index a die nicht-cyklischen, mit b die nicht-eliminirten
cyklischen Grofsen?) unterscheiden, erhalten wir:

—dU= SPﬂ.dpa + Py.qp.dt

Wenn wir die dem Korper von einem anderen cyklischen System
her neu zugefithrte cyklische Energie wie in § 81 wegen ihrer
Analogie mit zugefithrter Wirmemenge ¢ @ nennen, so ist nach
seiner Definition wie in (13a):

—Pﬁ.qh.dt=dQ

und es wird:
AU+ > Py.dp,=dQ
a

Analog (14) fithren wir die Function S ein, deren Index b wir weg-
lassen konnen, da nur eine der Art vorkommt:

oI
8=

9 g

Aus der ersten Gleichung des vorigen Paragraphen folgt dann weiter

') Es soll nicht ausgeschlossen sein, dals andere cyklische Variable,
wie in Paragraph 82 auseinandergesetzt, eliminirt worden sind; das nicht-eli-
minirte ¢o soll das fiir die Temperatur charakteristische sein. A. d. H.
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fiir ein ganz beliebiges kinetisches Potential A in Folge des Nicht-
vorkommens von pg selbst:
po d OB 48
YT dt dqy  dt
Woraus wie (15), jetzt aber mit allgemeinerer Giiltigkeit, folgt:
dQ = q5.dS

so dafs also auch:
AU+ S P,.dp, = ¢5.dS
a

In der Thermodynamik fithrten wir die Function S, die Entropie,
als eine solche ein, deren Werth bei adiabatischen Aenderungen
constant blieb. Auch unserer jetzigen Function S kommt eine
fihnliche Bedeutung zu. Wie aus den vorstehenden Gleichungen
ersichtlich, ist fiir solche Aenderungen, bei denen P; = 0 ist, also
keine @ufsere Kraft direct auf Vermehrung der cyklischen Geschwindig-
keit hinwirkt, unser jetziges S ebenfalls constant. Deswegen diirfen
wir aber doch noch nicht ohne Weiteres unser jetziges S mit der
Entropie identificiren. Schon in der Thermodynamik haben wir ja
bemerkt, dals gleichzeitig mit S auch jede Function von S constant
ist, so dals zunichst auch jede solche als Entropie genommen werden
konnte. Wir sahen dann aber damals weiter, dals der zweite
Hauptsatz verlangt, dals iibereinstimmend fiir alle Kérper d Q dividirt
werden mufs durch die Temperatur & als integrirenden Nenner,
um ein vollstindiges Differential, namlich das der Entropie zu er-
geben; und von der urspriinglichen unendlichen Mannigfaltigkeit von
Functionen eines S mulsten wir also fiir alle Ko6rper iiberein-
stimmend das durch die Gleichung dQ = .4 S definirte S als
Entropie wahlen. In analoger Weise konnen wir auch jetzt statt
der in ihrer Bedeutung unbestimmten cyklischen Geschwindigkeit ¢y
(die schwerlich fiir alle Korper einheitlich exact definirbar wiire,
und in anderen Fallen von verborgenen Bewegungen, z. B. den
Aetherbewegungen bei den elektrischen und magnetischen Erschei-
nungen, noch ganz unbekannt ist), einen anderen integrirenden Nenner
fir die Arbeit (— Fy.g5.d1%) oder nach (13a) fiir dQ finden, welcher
integrirende Nenner fiir alle Kérper dieselbe einfache, bestimmt an-
gebbare Bedeutung hat. Nun war, schon ehe ich meine Ueberlegungen
iiber die cyklischen Systeme anstellte, aus anderen Griinden als hichst
wahrscheinlich erkannt worden, dafs die lebendige Kraft der Mole-
cularbewegung als der absoluten Temperatur proportional an-
zusehen sei.  Zuniichst zeigt schon die Definition: ,,Zugefiihrte
Wirmemenge pro Masseneinheit = specifischer Wiirme X Temperatur-
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erhohung®, dals eine Temperaturerhhung proportional ist einer Ver-
mehrung der inneren Energie (Constanz der specifischen Wirme voraus-
gesetzt, die ja auch im Allgemeinen erfillt ist. Nun kann zwar diese
Vermehrung der inneren Energie sowohl in Vermehrung der lebendigen
Kraft der Molecularbewegung, als auch in Vermehrung der poten-
tiellen Energie der inneren Molecularkrifte bestehen. Letztere aber
giebt es, wie wir in der kinetischen (Gastheorie sehen werden, bei
einer bestimmten Korperklasse iiberhaupt nicht, n#imlich bei den-
jenigen Gasen, deren Molekeln nur aus je einem Atom bestehen.
Bei diesen konnen wir daher aussagen, dafs die Vermehrung der
lebendigen Kraft der Molecularbewegung der Temperaturerhthung
proportional sei, und es liegt daher nahe, anzunehmen, dafls dies
allgemein der Fall sei.!) Auch Bovrzmann?) und Crausivs®) sind
auf Grund ihrer Ueberlegungen zu dem Resultate gekommen, dafs
die lebendige Kraft immer das Mafls der Temperatur sei. Wir wollen
deshalb auch darauf ausgehen, unsere fiir ein monocyklisches System
gefundene Gleichung fiir die neu zugefithrte cyklische Energie:

dQ:-qb.dS

so umzuformen, dals als integrirender Nenner von 4Q, also als
Factor des ,HEntropie“Differentials, die lebendige Kraft auftritt.

Diese Umformung kénnen wir in der That vornehmen vermoge der
zuvor auseinandergesetzten Eigenschaft, dals auch jede Function des
urspriinglichen S die Bedeutung hat, constant zu bleiben bei ,adia-
batischen“ Aenderungen, also ebenso als Entropie gewihlt werden
kann. Ks sei © eine solche Function des urspriinglichen §. Dann
ist umgekehrt auch S Function von &, und:

ds

a8 = ¢

cdS
und in diesem Sinne:

1Q =g 55 +d&
S
i
In Gleichung (21) haben wir eine fiir die lebendige Kraft von
Systemen mit beliebigen inneren cyklischen Bewegungen geltende

Jotat ist gy - der integrirende Nenner fiir () geworden.

) Vergl. hierzu die Auseinandersetzung auf Seite 352 iiber die Noth-
wendigkeit einer einheitlichen Bedeutung der cyklischen Geschwindigkeit gp
fir verschiedene Kérper.

) Wiener Sitzungsber. 1866; Bd. LIII, Abth. II, p. 195—220.

%) Pogg. Ann. 142, p. 433—461, § 14 u. 15, 1871,
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Beziehung gefunden. Unser ¢, ist eine nicht-eliminirte cyklische
Geschwindigkeit. Fiir den Fall, dafs (wie bei Analogie mit rever-
siblen thermischen Processen nach § 81 vorausgesetzt werden mufs)
nur die cyklischen Geschwindigkeiten, oder bei unserem Monocykel
nur das eine ¢, = g endliche Werthe hat, reducirt sich Gleichung
(21) auf:
O
—%° 5 e
oder schliefslich bei Einfiihrung von S:
g5.S=2L
Damit erkennen wir, dals, wenn wir setzen:

is _ 8
s 2

2L

wir in der That unser Ziel erreichen, die lebendige Kraft zum inte-
grirenden Nenner von 4@ zu machen. Ks wird also:

ds
16 = 2.—S

S = log S -+ Const.
Bei dieser Wahl von & wird:

B0 g oD i By B B [ 26
S

Wir sehen also zuniichst allgemein, dafs fiir ein beliebiges mono-
cyklisches System unter allen Umstinden die lebendige Kraft als
integrirender Nenner gebraucht werden kann fiir die Arbeit der
auf Vermehrung der cyklischen Geschwindigkeit ¢; hinwirkenden
aulseren Kriifte: — Py.gp.d¢ = dQ, von welcher Arbeitszufuhr wir
in § 81 annahmen, dafs sie in Uebertragung cyklischer Energie von
einem fremden System auf das betrachtete bestehe. Im besonderen
fiir die Wirmebewegung wiirde also die lebendige Kraft der Mole-
cularbewegung der integrirende Nenner fiir die zugefithrte Wirme-
menge sein. Aus der hiermit gewonnenen (leichung:

dQ=L.d&

witrde dann fiir die lebendige Kraft, statt der Temperatur, ganz
dieselbe Reihe von Schlufsfolgerungen zu ziehen sein, wie in § 53
auf Seite 221/222, wo nach Ableitung der Gleichung des zweiten

Hauptsatzes:
dQ =&.dS
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die ganze Reihe von Schlufsfolgerungen umgekehrt wurde, und aus
der Voraussetzung dieser Gleichung das CArNor-Cravsrus’sche Princip
gefolgert wurde, dals Wirme nicht von selbst von einem kiilteren
zu einem heifseren Korper iibergehen konne, sondern immer nur
vom wiirmeren zum kiihleren, welches Princip mit der beschriinkten
Verwandlungsfithigkeit der Wirme gleichbedeutend ist.) Durch die
Betrachtung der monocyklischen Systeme verliert jenes Princip also
seinen Charakter als ein lediglich aus der Erfahrung fiir die Wiarme-
erscheinungen gefolgertes Princip und erscheint als ein beson-
derer Fall eines fiir alle jene Systeme aus den allgemeinen Prin-
cipien der Mechanik herleitharen Satzes. Bei der Herleitung dieses
Satzes mulste angenommen werden, dafs die dem betrachteten System
neu zugefithrte cyklische Energie d@Q = — Py.g5.d¢ vorher schon
als cyklische Energie in einem anderen Systeme vorhanden war;
und dals sie so langsam zugefiihrt werde, dals ¢ sich nur langsam
indere, und ebenso dann die mit einer Aenderung von g verkniipften
Aenderungen der nicht-cyklischen p, so langsam geschehen, dals
die ¢, vernachlissigt werden konnten. Damit eine derartige Ueber-
fithrung von cyklischer Energie stattfinde, miissen die beiden Systeme

') Wesentlich ist, dals in der auf die Massencinheit bezogenen Gleichung
des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik d @ = &.d S der integrirende Nenner &
unabhiingig ist von der Beschaffenheit des Korpers. Die Gleichung eines Mono-
cykels dQ = L.d & gilt fir das ganze System, nicht fiir die Masseneinheit. Also
wiire das L zuniichst proportional der Masse des Systems und wiirde also fiir ver-
schiedene Quantitiiten derselben Substanz bei derselben Temperatur verschiedene
Werthe haben. Damit es fiir solehe gleiche Werthe erhiilt, kann man auch die
Gleichung d ) = L.d © auf die Masseneinheit beziehen, oder wenigstens bei der-
selben Substanz stets auf dieselbe Masse. Es bleibt aber dann noch dahingestellt
ob bei anderen Substanzen das L auch fiir dieselbe Masse zu nehmen ist, wie
bei jener ersten. Die kinetisehe Gastheorie zeigt, dafls unter L jedesmal die
mittlere lebendige Kraft je eines Atoms (oder auch Grammatoms) zu verstehen
ist; diese ist dann in der That nur von der Temperatur abhiingig und ihr
proportional. Hermmorrz weist auf diese Schwierigkeit hin an einer Stelle
in seinen ,,Principien der Statik monocyklischer Systeme, 2. Aufsatz; BorcHARDT-
Crerie’s Journal fiir die reine und angewandte Mathemathik Bd. 97, 1884,
p. 325; Wissensshaftl. Abhandl. Bd. IIT, p. 188: ,, ... Dann enthilt )/
von veriinderlichen Gréfsen nur ... eine Weggeschwindigkeit. In der That
wird bei gleichbleibender Beschaffenheit des Gases ]/ durch eine solche ge-
messen. Fiir Vergleichung verschiedener Gase wird allerdings & durch die
lebendige Kraft eines Atoms 2q% nicht ¢? bestimmt.“ In der Vorlesung
hat er diese Frage nicht beriihrt. Vergl. auch den 1. Aufsatz, CreuLe's Journ.
ebenda p. 136, 187; Wissensch. Abh. III, p. 157, 158; sowie die Anm. 2,
Wissensch. Abh. III, p. 226, veranlalst durch einen Einwand von Borrzmaxw,
den Hermuorrz als berechtigt anerkennt. A.d H
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in gewisser Weise mit einander verbunden werden; in einer Weise,
die dem Wirmeiibergang bei sehr nahe gleichen Temperaturen ent-
spricht. Dies wird im folgenden Paragraphen behandelt.

§ 85. Koppelung zweier monocyklischer Systeme. Umwand-
lung von cyklischer Energie in dulsere Arbeit.

Wir wollen jetzt allgemein fiir monocyklische Systeme nach-
weisen, dafs dem integrirenden Nenner I dieselbe Kigenschaft zu-
kommt, die fiir die Definition von Temperaturgleichheit aus der
Leitung und Strahlung mafsgebend ist, dafs niimlich zwei Systeme,
fir welche!) Z denselben Werth hat, miteinander verbunden werden
kénnen zu einem gemeinsamen, in welchem sich die cyklischen
Bewegungen der beiden einzelnen ungestort erhalten, und welches
ngekoppelte“ System dann ebenfalls denselben Werth des inte-
grirenden Nenners hat. Es sei fiir den einen Kérper die Zu-
nahme seiner inneren Knergie [ bei irgend einem (reversiblen)
Processe:

AT, =— S Pio.dp1e + L.d8,
Fiir den anderen: ’
AUy == > Paa.dpea+ L.dGS,

Dann ergiebt die Addition: ’
d([]] + ng) —— EPl oder2,a'dpl oder 2, a +' L.d(@l + @3)
a

Wir erhalten also fiir das aus beiden einzelnen Korpern zusammen-
gesetzte System in diesem Falle der Gleichheit der beiden L-Werthe
eine Energiegleichung, die denen jedes einzeln genommen vollkommen
entspricht; (U) + U,) ist die Gesammtenergie U des gekoppelten
Systems, > Pjoger2.@p1oaera 15t die insgesammt nach aufsen ab-

gegebene Arbeit. (S, 4 &,) wird die Gesammtentropic © des Systems;
L.d@ wird gleich d Q, + dQ, der insgesammt zugefiihrten Wiirme-
menge und L also ebenfalls deren integrirender Nenner. Letzterer
zeigt also dasselbe Verhalten wie die Temperatur bei der Vereinigung
zweier gleich warmer Systeme zu einem einzigen, welche Vereinigung
in thermischer Beziehung durch blofse Beriihrung oder freie gegen-
seitige Zustrahlung erreicht wird. Bei zwei gleichen rotirenden Kreiseln
wiirde eine solche Koppelung z. B. durch Verbindung ihrer Axen

1) Bezogen auf gleiche Quantitiiten derselben Substanz, oder auf gleiche
Atomzahlen verschiedener Substanzen; siehe die vorhergehende Anmerkung.
A. d. H.
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moglich sein zu einer Zeit, wo beide gleiche Drehungsgeschwindig-
keit haben; mit deren gemeinschaftlichem Werth rotiren sie dann
zusammen weiter, und wenn man dann durch Einwirkung irgend
welcher Kriifte die Drehungsgeschwindigkeit des einen verindert, so
mufs die des mit ihm gekoppelten anderen sich in derselben Weise
indern. Ganz so verhalten sich auch zwei gleich warme Korper,
die miteinander in Berithrung gebracht werden, in Bezug auf die
Temperatur bei nachfolgenden Aenderungen derselben. Tragen die
rotirenden Kreisel Schwungkugeln, so kommt es fiir die Moglichkeit
der Koppelung nicht auf Gleich- oder Verschiedenheit der poten-
tiellen Energie der auf diese Schwungkugeln wirkenden Kriifte an,
sondern nur auf die Gleichheit der cyklischen Geschwindigkeiten
bezw. der L-Werthe. Entsprechend ist Wiirmegleichgewicht bei der
Berithrung zweier Korper vorhanden, wenn die lebendige Kraft der
Molekularbewegung?) fiir beide gleichen Werth hat, ganz unabhiingig
von Verschiedenheiten der potentiellen Energie der Molecularkriifte,
wie sie z. B. bei Verschiedenheit des Aggregatzustandes ein und
derselben Substanz vorhanden ist und durch die latente Wiirme
gemessen wird.

Schliefslich wollen wir noch den Mechanismus der Umwandlung
von innerer Energie in dufsere Arbeit nither ins Auge fassen.
Die Axe eines rotirenden Kreisels sei mit Schwungkugeln versehen,
auf welche eine duflsere Kraft (— P,) wirke. Ks sei etwa, wie beim
Centrifugalregulator, eine Verbindung von den Stangen der Schwung-
kugeln zu einem Ring, der die Axe umgiebt, hergestellt, so dafs
dieser Ring gehoben wird, wenn die Rotationsgeschwindigkeit zu-
nimmt und die Schwungkugeln in Folge der vergriifserten Centri-
fugalkraft weiter von der Axe entfernt werden. An dem Ring sei
dann eine Wagschale befestigt, auf welche veriinderliche Gewichte
aufgesetzt werden kinnen. Das ganze an den Schwungkugeln
ziehende Gewicht ist dann die dulsere Kraft (— F,); der Zug, mit
dem umgekehrt die rotirenden Schwungkugeln dieses Gesammtgewicht
in die Hohe ziehen, ist + F,. Wenn letzterer Zug thatsichlich eine
Hebung um dp, bewirkt, so ist P,dp, die vom System geleistete
dufsere Arbeit. FEine solche wirkliche Hebung kiomnen wir erreichen,
indem wir die auf der Wagschale befindlichen Gewichte (continuir-
lich) vermindern; dann wird der Rest in die Hihe gehoben. Gleich-
zeitig wird dann durch die Vergrofserung des Abstandes der Schwung-

) Im Sinne der Anmerkung aunf voriger Seite. A d H.
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kugeln von der Axe die Drehungsgeschwindigkeit vermindert. Es
findet Umwandlung von lebendiger Kraft der cyklischen Bewegung
in dulsere Arbeit statt, und zwar in einer Weise, die einer reversiblen
der Thermodynamik entspricht. Der Procels wiirde einem adiaba-
tischen entsprechen, bei Vornahme in dem beschriebenen Sinne z. B.
der Ausdehnung eines Gases mit Arbeitsabgabe pdv» nach aulsen
und gleichzeitiger Abkiihlung.

Die zweite Moglichkeit, Wirmeenergie reversibel in #Hulsere
Arbeit zu verwandeln, besteht in isothermer Wirmezufuhr z B.
zu einem sich dabei ausdehnenden Gase. Dabei mufls Berithrung des
letzteren hergestellt werden mit einem sehr grofsen, nur unendlich
wenig heifseren Wiirmereservoir. Dieser Berithrung wiirde die
Koppelung zweier Kreisel in der zu Anfang dieses Paragraphen aus-
einandergesetzten Weise entsprechen. Bei zwei gleichen Kreiseln
konnte diese Koppelung bei gleicher Rotationsgeschwindigkeit ge-
schehen. Allgemein aber wiire zu verlangen, dals sie bei gleichen
Werthen der lebendigen Kraft I, geschieht, wie wir oben als einer
isothermen Vereinigung zweier Systeme entsprechend erkannten.
Eine solche Koppelung will ich der Kiirze halber ,isomore
Koppelung nennen, von isov udotov, gleicher Nenner; weil bei ihr
die integrirenden Nenner L von d@, entsprechend der Temperatur,
fir beide Kreisel gleiche Werthe haben. Eine derartige isomore
Koppelung kann z. B. ausgefiihrt werden durch indirecte Verbindung
der Axen beider Kreisel vermittelst eines Mechanismus vom rich-
tigen Uebersetzungsverhiltnifs. Bringt man mit einem Kreisel von
sehr grofser Masse in isomore Koppelung einen zweiten Kreisel
mit Schwungkugeln und dem an ihnen befestigten beschriebenen
Apparat, welcher zweite Kreisel einen nur iiberaus wenig kleineren
Werth des L hat, so geht Rotationsenergie auf letzteren Kreisel
iiber, hebt die Gewichte und wird also in #ulsere Arbeit verwandelt.

Wenn wir, analog dem heilseren Wirmereservoir und dem
Refrigerator in Carnor’s Kreisprocels, zwei Kreisel von sehr grofser
Masse, einen schneller und einen langsamer laufenden zur Verfiigung
haben, so konnen wir unter Benutzung des Kreisels mit Schwung-
kugeln in reversibler Weise dem schneller laufenden grofsen Kreisel
cyklische Energie entnehmen, einen Theil derselben an den lang-
samer laufenden abgeben, wihrend wir den Rest als #ufsere Arbeit
gewinnen. Die Grolse dieses Restes wiire dann in derselben Weise
durch die lebendigen Krifte der beiden grolsen Kreisel als inte-
grirende Nenner gegeben, wie durch die Temperaturen des Reservoirs
bei Carnor bezw. Crausius.

H. v. Heuwnovrtz, Theoret, Physik., Bd. VI 24
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Bei den rotirenden Kreiseln gibe es nun auch noch andere
Mechanismen, durch die eine Verwandlung von cyklischer Energie
in #ufsere Arbeit bewirkt wiirde.!) Durch Zwischenschaltung von
Uebersetzungsritdern o. 4. gibe es auch noch andere Moglichkeiten
der Koppelung zweier Kreisel, als der isomoren. Um die Analogie
der Kreisel mit der Wiirmebewegung vollstiindig zu haben, miissen
wir von derartigen Mechanismen absehen, und vielmehr die Grund-
voraussetzung hinzufiigen, dafs ,,wir kein anderes Mittel haben, direct
auf die innere Bewegung der gegebenen monocyklischen Systeme zu
wirken, als durch isomore Koppelung mit anderen Systemen, und
dafs fiir jedes einzelne der koppelbaren Systeme ein einziger be-
stimmter integrirender Nenner besteht, welcher die ungestorte
Koppelung mit dem gleich grofsen Nenner eines anderen Systems
zulifst, wie dies in den oben angefithrten Beispielen von Kreiseln
der Fall sein wiirde.

Dals wir die Wirmebewegung der Atome nicht directer an-
greifen und verwandeln konnen, als es der Fall ist, hiingt doch auch
nur davon ab, dafs wir unsere Einwirkungen nicht auf bestimmte,
in bestimmter Richtung vorgehende Atome isoliren kionnen, sondern
nothwendig immer alle eines bestimmten Raumbezirkes gleichmiilsig
treffen miissen. Es beruht nur auf der Beschriinkung der uns zu
Gebote stehenden Methoden, und nicht im Wesen der Bewegung.
Eben deshalb diirfen wir #dhnliche Beschriinkungen unseres Ein-
greifens auch fiir die hier besprochenen analogen Fiille voraus-
setzen, ohne die Natur des Problems zu verindern. Wenn wir uns
in dieser Weise Beschrinkung auf isomore Koppelungen auferlegen,
8o wird, wie nunmehr aus der Gesammtheit der Auseinandersetzungen
dieses Abschnittes ersichtlich ist, das Verhalten der cyklischen
Systeme in jeder Beziehung analog dem Verhalten warmer Kérper,
wobei die lebendige Kraft der inneren cyclischen Bewegung die der
Temperatur entsprechende Grofse ist, letzteres insbesondere auch in
Bezug auf das durch den zweiten Hauptsatz ausgesprochene Gesetz
fir die beschriinkte Verwandelbarkeit von innerer Energie in dufsere
Arbeit. %)

') Man kionnte z. B. von einem bestimmten Augenblicke an den Kreisel
vermittelst eines sich auf seiner Axe aufwickelnden Fadens eine vorher un-
gespannte Spiralfeder spannen lassen, so lange, bis die ganze Rotationsenergie
in Spannkraft der Feder umgesetzt ist. A d H.

?) Die Auseinandersetzungen des letzten Paragraphen hat Heimmorrz in
der Vorlesung nur kurz angedeutet. Im Vorstehenden sind diese Andeutungen
unter Zuhiilfenahme seines Notizbuches ausgefiihrt. Die obige in Anfiihrungs-
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Zweiter Abschnitt.
Kinetische Gastheorie.

Erstes Kapitel.

Elemente der Theorie.

§ 86. Grundlegende Vorstellungen.

Dals die Analogie mit den monocyklischen Systemen nur dann
die Kigenthiimlichkeiten der Warmebewegung erkliren kann, wenn
man eine beschriinkte Angreifbarkeit der letzteren annimmt, darauf
warden wir gerade am Schlufs des vorigen Kapitels wieder unab-
weisbar hingefithrt. Die Begriindung ist darin zu suchen, dafls die
Wirmebewegung eine unregelmiifsige Bewegung einer ungeheuren
Anzahl von Atomen ist, deren jedes sich unabhiingig von seinen
Nachbarn bewegt, so dals zwischen den niichst benachbarten Atomen
sowohl in Bezug auf Grofse der resultirenden Geschwindigkeit, als
auch auf die Richtung ihrer Bewegung keinerlei Uebereinstimmung
herrscht. Bei der ungeheuren Anzahl von Atomen werden aber in
Bezug auf den mittleren Zustand je eines Atoms die Unregelmilsig-
keiten fiir die einzelnen verschwinden; denn irgend eine bestimmte
Phase der Bewegung eines einzelnen Atoms wird bei deren aulser-
ordentlich grofser Gesammtzahl in jedem Augenblick immer noch
an zahlreichen Stellen gerade bei einem Atome auftreten. Die Ge-
sammtwirkung der ganzen Bewegung ist daher so, als ob alle Atome
denselben mittleren Bewegungszustand hiitten. In Folge dessen wird
auch — bei unverinderter Temperatur — die lebendige Kraft der
Molecularbewegung und die potentielle Energie der zwischen den
einzelnen Atomen wirkenden Kriifte einen constanten Werth behalten;
und darin liegt die Uebereinstimmung mit den monocyklischen Be-
wegungen. Indem wir soeben von potentieller Knergie sprachen,
nahmen wir stillschweigend an, dals die Atomkriifte conservative

zeichen eingeschlossene Stelle ist seinen ,,Principien der Statik monocyklischer

Systeme,* erster Aufsatz, CrErLE's Journal 1. ¢. p. 136; Wissenschaftl. Abh. IIT,

p- 157, entnommen. Gar nicht erwiihnt hat Hermuorrz die Reeiprocitiitsgesetze,

die er aber in der Vorlesung iiber Mechanik gebracht hat; siehe Bd. I, § 79;

insbesondere die Sitze zur Thermodynamik, ebenda p. 879, Nr. 4 und 5;

p- 880 Nr. 6. A. d H
24"
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seien, wozu wir nach allen beobachteten Energieumsetzungen allen
Grund haben; wahrscheinlich sind es Anziehungs- oder Abstofsungs-
kriifte der einzelnen Atome untereinander, die eine beliebige Function
von deren gegenseitiger Entfernung sein konnen. An eine voll-
stindige Behandlung der Bewegung der einzelnen Atome unter dem
KEinfluss dieser Krifte ist gar nicht zu denken; kann man doch
schon nicht einmal die Bewegungsgleichungen des ,,D reikdrper-
problems“ vollstiindig integrieren, geschweige denn der iiberaus
vielen Atome. Denn mit solchen miissen wir rechnen, selbst
wenn wir auch nur die Wiirmebewegung in einem einzigen Wasser-
tropfen behandeln wollen; nach den wahrscheinlichsten Schitzungen
iiber die Grofse der Atome, wie sie z. B. Sir WiLniam TaoMSON
ausgefithrt hat, kommt heraus, dals, wenn man sich den Wasser-
tropfen auf die Grofse des ganzen Erdballes vergrifsert diichte, die
einzelnen Atome etwa von der Grifse einer Krbse vorzustellen
wiren.

Fiir die gleichformigen Mittelwerthe der Bewegungswirkungen
haben sich nun bisher nur fiir einen Aggregatzustand aus einer
verhiiltnifsmiifsig einfachen Theorie derselben fast alle empirisch
beobachteten Gesetze des thermischen Verhaltens herleiten lassen;
niimlich fir die Wirmebewegung der Gase. Den ersten Versuch
hierzu hat Daniern Bernouvrnnr gemacht; der Englinder WATERsTON
hat im Jahre 1845 der Royal Society zu London eine Gastheorie
eingereicht, die unverdffentlicht blieb;?) bekannt geworden ist dann
aber die vollstindig durchgefihrte Theorie des Berliner Gymnasial-
lehrers Krowig, die von Crausius aufgenommen wurde. Nach ihnen
beruhen die den Gasen eigenthiimlichen Eigenschaften wesentlich
darauf, dafs die Gase aus Atomen bestehen — oder richtiger aus
Molekeln, die meistens aus je 2 Atomen zusammengesetzt sind;
sagen wir daher bis auf Weiteres: aus Partikeln, — welche sich
mit sehr grofser Geschwindigkeit fortbewegen; indem sie zu vielen
sehr schnell hintereinander gegen die sie einschlielsenden Winde
anstofsen, bringen sie den Druck auf diese hervor. Die Krifte,
welche die Partikeln eines Gases untereinander ausiiben, sind ver-
schwindend gering; zwar nicht bewiesen, aber doch wahrscheinlich
wird dies dadurch, dals bei allen Gasen die Ausdehnung durch
Erwirmung dieselbe ist; entweder miilste man nun annehmen, dals
die Kriifte der Molekeln aufeinander unabhiingig wiren von der Be-

1) Vertffentlicht 1892 in den Philos. Transact. 183, A, p. 1—19, durch
Lord RavrEren, A. d. H.
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schaffenheit des Grases: was unwahrscheinlich ist; oder man nimmt als
wahrscheinlicher an, dafs iiberhaupt keine Krifte zwischen Gas-
molekeln wirken. Dalfs letzteres (nahezu) zutrifft, wird bewiesen
durch den Gay-Lussac’schen Versuch (Seite 183 u. 184, s. auch im
Folgenden Seite 410, Anm. 1), dem zu Folge bei Gasen durch Ver-
grofserung des Abstandes ihrer Molekeln von einander keine innere
Arbeitsleistung stattfindet. Nun sind bei den Gasen, wie ihre geringe
Dichtigkeit beweist, dic gegenseitigen Abstéinde der Molekeln grofs;
und es liegt daher nahe anzunehmen, dals gerade in Folge dieses
Umstandes auch keine Coh#sionskrifte mehr zwischen ihnen thitig
sind. In der That: erst wenn man durch Compression und Tem-
peraturerniedrigung die Molekeln einander niihert, treten merkbare
Kriifte zwischen ihmen auf, und schliefslich hort dann auch der gas-
formige Zustand auf, und es tritt Verfliissigung ein.

Wenn nun auf die Gasmolekeln keine Kriifte wirken, so be-
wegen sie sich mit constanten Geschwindigkeiten und unveréinderten
Richtungen geradeaus fort. Zwar werden sie in ihrem Wege mit
anderen Molekeln zusammenprallen; aber die Dauer einer solchen
Collision, wihrend deren sich die Molekeln so nahe kommen, dafs
sie auf einander wirken, ist doch sehr klein gegeniiber den Zeiten,
withrend welcher sie sich ungestort geradeaus bewegen; in Folge
dessen wird durch die Collisionen nicht merkiich etwas daran ge-
iindert, dals die Gasmolekeln im Grofsen und Ganzen keine Krifte
aufeinander ausiiben.

. el ung er asgeselze e1 ernachlassigung er
87. Ableit d G t bei V hlassi d
Zusammenstdfse.

Indem wir vorliufig von den gegenseitigen Zusammenstolsen
vollig absehen, wollen wir zeigen, wie aus den entwickelten Grund-
vorstellungen die Gasgesetze sich ergeben. Das betrachtete Gas
erfille ein Parallelepiped, dessen Kanten in der x- bezw. y- bezw.
%-Richtung die Lingen a, », ¢ haben modgen. Alle denkbaren Be-
wegungsrichtungen sollen vollkommen gleichmii(sig vorkommen. Wir
betrachten zunichst eine Partikel, die sich nur in der z-Richtung
bewege. Wenn u die Geschwindigkeit ist, so wird die Liinge @ in

in der w-Richtung des Parallelepipeds wiithrend der Zeit % durch-
laufen, und eine Partikel braucht zum Hin- und Hergang die Zeit

Q
';—:i, in welchem Intervalle also die Stilse dieser Molekel gegen die
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eine der senkrecht zur z-Axe gelegenen Flichen sich wiederholen.
Die Zahl dieser Stolse ist pro Zeiteinheit mithin:

A
2a

Die Partikel kommt mit der Bewegungsquantitit mw zu der Wand
heran; die Einwirkung der Wand auf sie besteht darin, diese Be-
wegungsquantitiit zunichst zu vernichten, und dann — vollkommene
Elasticitit vorausgesetzt — der Partikel die entgegengesetzt ge-
richtete gleich grofse Bewegungsquantitit zu ertheilen; kommt sie
also mit + mw an, so prallt sie mit — m« zuriick und die Gesammt-
inderung der Bewegungsquantitit ist gleich 2mwu. Bei jedem An-
prall wirkt also die Wand auf eine Partikel mit dieser Aenderung

der Bewegungsquantitiit; bei den an Zahl (%) wihrend der Zeit-

einheit betragenden Stdofsen dieser selben Partikel gegen die Wand
ist die Summe der erzeugten Bewegungsquantititsinderungen gleich:

2
(i).gmu;ﬂ
a

2a (25)

Aenderung der Bewegungsquantitit pro Zeiteinheit, das heilst:
Produkt aus Masse und Beschleunigung ist aber das Mals der Kraft,
in diesem Falle derjenigen der Wand auf die eine Partikel. Fiir
die simmtlichen in der z-Richtung hin- und herfahrenden Theilchen
wird diese Kraft der Wand:

_, mu®

p>
Diese Kraft wire zuniichst als Summe von lauter Momentankriften
discontinuirlich; bei der ungeheuer grofsen Anzahl von Partikeln
folgen die einzelnen Stifse aber iiberaus schnell aufeinander, so dafs
die Kraft continuirlich wird.
Die entwickelte Schlufsweise konnen wir sogleich verallgemeinern.
Wir nehmen beliebige Bewegungsrichtung einer Partikel in dem
Parallelepiped an, und » sei die x-Componente ihrer Geschwindig-

keit. Dann wird durch zwischen zeitliches Anprallen an eine andere
als die betrachtete Wand Nichts daran geiindert, dals die Zahl der

(25 a)

a

U
2a
Anprall gegen die anderen Wiinde, die der z-Axe parallel sind,
wird zwar die y- oder die x-Componente der Geschwindigkeit um-
gekehrt; die #-Componente aber behiilt ihren Werth «. Gleichung

Stofse gegen letztere pro Zeiteinheit ( ] betrigt. Denn durch
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(25) bleibt also bestehen und ebenso, dafs die Kraft der Wand
gegen die anprallenden Theilchen gleich ist:

m u?

2 (25a)

wo u fiir die verschiedenen Theilchen verschiedene Werthe haben
kann. Nun ist be die Grifse der betrachteten Fliche senkrecht zur
z-Axe, und da die Kraft der Wand in einem Gegendruck gegen den
Druck der anprallenden Partikeln besteht, ist dieser Gegendruck p
bezogen auf die Flicheneinheit gleich dem oben gefundenen Werthe
dividirt durch die Fliche, also:

> mu?

abe

P ==
Die lebendige Kraft aller Partikeln ist gleich:
ISmE+ v+ w) =3 Smu+ Ddme + Smw?)

Wenn nun alle Geschwindigkeitsrichtungen vollkommen gleichberech-
tigt vorkommen, so ist:

Smul=>mvi=">mw?

und wenn die gesammte lebendige Kraft mit I bezeichnet wird:

L=4>mu’ (26)
Fithren wir noch fiir das Volumen abc¢ desbetrachteten Parallelepi-
peds die Bezeichnung v ein, so wird schliefslich:

pv=4%L 27
£l

Machen wir jetzt noch die uns von der Betrachtung der cyklischen
Systeme her bereits motivirte Annahme, dals die lebendige Kraft
der Molecularbewegung der absoluten Temperatur proportional sei,
so haben wir in vorstehender Gleichung das combinirte Boyre-
MarrorTE'sche und Gay-Lussac’sche Gesetz gewonnen.?)

Weiter kommen wir durch die Theorie zunichst nicht; welcher
Proportionalitiitsfactor in die Beziehung zwischen L und der Tempe-
ratur eintritt, kénnen wir erst erkennen, wenn wir niher untersuchen,
wie die einzelnen Grade der Geschwindigkeit, die verschiedenen
Werthe von u, v, w vertheilt sind zwischen den Partikeln. Diese

') Cravsius hat gezeigt, wie sich die Gleichung (27) ohne jede besoundere
Voraussetzung iiber die Molecularbewegung in Bezug auf Zusammenstdfse u. 4.
als Consequenz seines Virialsatzes ergiebt. Siehe: Sitz.-Ber. Niederrhein. Ges.
Bonn 27, p. 114, 1870; Pogg. Ann. 141, p. 125, 1870; Jubelbd. p. 411, 1874.

A d H.



376 DRITTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 88.

Vertheilung mufs dann weiterhin offenbar eine solche sein, dals sie
durch die Zusammenstofse der Partikeln unter einander nicht ge-
andert wird. Deshalb, und weil wir ja auch bei der Ableitung der
Gleichung (27) noch keine Riicksicht genommen haben darauf, dafs
die Partikeln unterwegs zusammenprallen, miissen wir uns weiter
die Gesetze dieser Collisionen klar machen, durch welche die Par-
tikeln die Richtung ihres Weges und auch die Grifse ihrer Ge-
schwindigkeit #ndern. Die jetzt noch fehlende Verallgemeinerung
der Giiltigkeit der Gleichung (27) werden wir dann auf Seite 384,
und auf Seite 400 ff. nachholen.

§ 88. Berechnung der Geschwindigkeit der Partikeln.

Wenn wir die Gleichung (27) auch noch nicht einwandfrei
begriindet haben, kionnen wir sie doch schon benutzen, um die
mittlere resultirende Geschwindigkeit ¢ der Wirmebewegung zu
berechnen. Wenn wir allen Partikeln diese mittlere absolute Ge-
schwindigkeit ¢ beigelegt denken, so wird:

T E2m 3d
Wenden wir die Gleichung (27) auf die Masseneinheit eines Gases
an, 80 ist > m =1, und wie in der Thermodynamik:

pv=R.&

Fir R setzen wir seinen Zahlenwerth aus der Anmerkung zu
Seite 196 ein:

29,26

a7
wo d die Dichtigkeit des betreffenden Gases bezogen auf diejenige
der Luft, und g die Schwerebeschleunigung = 9,509 m/sec? be-

deutet. Dic Gleichung (27):
prv=4%L

R=

ergiebt daher:

9 .
20269809, _ ¢ s

oder:
1/3_-29,26 © 9,809 . m
G = T e
d 860

Fir 0° C ist % = 273 zu setzen, und fiir Luft, fiir welche d = 1
ist, wird also:

o =18+ 29,26 - 9,800 - 273 = 485
se

¢
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Fiir andere Gase wird bei 0° C:

B e— el
d sec
und es folgt z. B. noch fir:
Sauerstof! 461 m pro Secunde
Stickstoff 492 ,, .
Kohlenséure 393 ,, »

Wasserstoff 1842 ,, -

Das sind enorm grofse Geschwindigkeiten schon hei 0° €, grolser
als diejenigen von Flintenkugeln, und sie wachsen noch bei IKr-
wiarmung proportional der Quadratwurzel aus der absoluten Tempe-
ratur. Aber die grolse Hiufigkeit der Zusammenstdfse mit anderen
Partikeln hat zur Folge, dals nur ungemein kurze Wege mit jenen
Geschwindigkeiten geradeaus zuriickgelegt werden.

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dals die berechneten
Zahlen ihrer Herleitung gemiifs die Geschwindigkeiten derjenigen
Partikeln angeben, welche den Mittelwerth der lebenden Kraft in
gich haben. KEs ist die Quadratwurzel aus dem Mittelwerth des e¢?;
der mittlere absolute Werth von ¢ selbst wiirde sich etwas ver-
schieden ergeben; wir wiirden ihn erst berechnen kénnen, wenn wir
das Vertheilungsgesetz der einzelnen Werthe von ¢ unter die Partikeln
kennen. Ks kommt aber auf diesen unbedeutenden Unterschied hier
nicht an.

Zweites Kapitel.
Mechanik der Zusammenstilse.

§ 89. Allgemeines iiber die Zusammenstolfse der Partikeln
untereinander.

Zur Annahme solcher am Schlusse der vorigen Paragraphen be-
sprochenen und zwar hiiufig eintretenden Collisionen nithigen uns unter
anderen die Thatsachen, dals zwei iibereinandergeschichtete Gase sich
nicht mit grofser Schnelligkeit mischen, sondern zur Diffusion ihre Zeit
brauchen; und dafs scharfbegrenzte Luftstrome existiren, also deren
bewegte Partikeln nicht mit langen Wegen seitlich herausfahrend
die Ruhe der umgebenden Luft stéren. Die Gasmolekeln diirfen
also keineswegs als nahezu ausdehnungslos angesehen werden, was
nur dann erlaubt wire, wenn die Zusammenstifse untereinander
sich in den beobachteten Erscheinungen in keinerlei Weise geltend
machen wiirden. Kronie hatte wurspriinglich die Theorie in der
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Weise durchgefiithrt, dafs er die herum fliegenden Gaspartikeln ver-
glich mit elastischen Kugeln; dann kamen in der That Collisionen
vor, auf die er die Gesetze des Stofses elastischer Kugeln anwendete.
Cravsius hat nachher gezeigt, dals es nicht nothig ist, sich auf die
Vorstellung des elastischen Stofses zu beschrinken, sondern dafls die
Gagspartikeln ganz in derselben Weise sich bewegen werden, wenn
sie, sobald sie in grofse Nihe gekommen sind, mit sehr starken an-
ziehenden oder abstofsenden Kriften auf einander einwirken. Denn
einerseits, wenn zwei kuglige elastische Biille, indem sie sich
fortbewegen, irgendwie zusammenstolsen, so fliegen sie wieder von
einander ab; die Mechanik des Stofses ergiebt sich dadurch, dals man
sich die Tangentialebene fiir die Berithrungspunkte der Kugeln ge-
legt denkt. Sie nihern sich zu Anfang dieser Tangentialebene, in
welcher sie zusammenstofsen; fiir den Augenblick des Stofses zerlegt
man dann ihre Geschwindigkeiten am besten in Componenten, deren
je eine senkrecht ist zur Tangentialebene, oder deren Richtung zu-
sammenfillt, wenn es Kugeln sind, mit der Verbindungslinie ihrer
Mittelpunkte. Je zwei andere Geschwindigkeitscomponenten liegen
in der Tangentialebene selbst; in Bezug auf diese anderen Compo-
nentenpaare der Geschwindigkeiten, die in der Tangentialebene
liegen, ergeben sich keine Veriinderungen durch den Stofs. Der
Stofs bewirkt nur Veriinderungen der Geschwindigkeitscomponenten
senkrecht zur Tangentialebene; nach dem Stolse werden sich die
beiden Kugeln wieder voneinander trennen, und zwar je nach dem
Uehergewicht der einen oder der anderen in die Richtung des Lothes
fallenden Bewegungscomponente, oder der einen oder der anderen
Masse, werden sie entweder in gleicher Richtung fortgehen kémnnen,
nur die eine, vorangehende, mit grilserer Geschwindigkeit; oder
auch nach entgegengesetzten Richtungen aus einander fliegen kinnen.
Das war die urspriingliche Voraussetzung von Kronte. Man kommt
aber andererseits genau zu demselben Resultat, wenn man sich
die Gaspartikeln denkt als solche Kugeln oder untheilbare Massen,
welche auf einander in grifserer Entfernung gar nicht wirken;
welche aber, wenn sie sehr nahe kommen, in moleculare Distanz,
dann mit relativ sehr starken Kriaften auf einander wirken, und
zwar ist dabei es zuniichst wenigstens fir die Haupterscheinungen
einerlei, ob man anziehende oder abstolsende Krifte annimmt.
Wenn man anziehende Kriifte hat, so sind die Bewegungen der einen
um die andere Partikel oder beider um den gemeinsamen Schwer-
punkt ungefihr solche Bewegungen, wie sie stark excentrische Kometen
um die Sonne beschreiben. Da wissen wir, dafls dergleichen Kérper,
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die sich mit sehr grofsen Kriiften in der Niihe anzichen, z. B. nach
dem NEwron’schen Gravitationsgesetze Hyperbeln um ihren Schwer-
punkt beschreiben, und dann wieder aus einander fliegen, wie in
Fig. 37 gezeichnet. Sobald nun die beiden bewegten Korperchen
wieder sehr weit abgekommen sind von dem Ort ihres Zusammen-
stolses, so dals sie wieder aus dem Bereich der gegenseitigen Kriifte
herausgekommen sind, so fallen die entfernteren Theile dieser Hy-
perbeln mit ihren Asymptoten zusammen; die Bahnen sind also
wieder gerade Linien. Ueberhaupt, welches auch das Gesetz der

; \x
/

Fig. 37. Fig. 38.

Anziehung sei: indem die Theilchen wieder von einander fliegen,
werden nothwendig, sobald sie soweit von einander gekommen sind,
dafs ihre Anziehungskriifte nicht mehr erheblich wirken, ihre Bahnen
itbergehen in gerade Linien. Andererseits, wenn sie sich gegenseitig
abstofsen, so treten ahnliche Bahnen ein; nur werden sie dann gar
nicht um den Schwerpunkt herumlaufen, sondern sie werden vor ihm
umkehren und werden wieder zuriickgehen, wie in Fig. 38 gezeichnet;
aber die Folgerung bleibt dieselbe, dalfs, sobald sie in grofserer Ent-
fernung von dem Orte sind, wo sie am nichsten an einander waren,
also so weit, dals keine merkliche Einwirkung der abstofsenden
Krifte mehr stattfindet, sie in geraden Linien weitergehen werden.

§ 90. Geschwindigkeitsidnderungen durch einen gegenseitigen
Zusammenstolfs.

Die Gesetze der weiteren Bewegungen zweier Partikeln, nach-
dem sie in gerade Linien iibergegangen sind, kann man immer
leicht bestimmen nach den allgemeinen Principien, die bei einer
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solchen kurzen Kinwirkung irgend zweier bewegter Kérper auf ein-
ander immer wieder zur Geltung kommen. Das eine ist das all-
gemeine Princip von der Erhaltung der Bewegung des Schwer-
punktes, Die Bewegung des gemeinsamen Schwerpunktes zweier
solcher bewegter Theilchen kann nicht geindert werden durch irgend
welche Einwirkungen, welche die Koérper auf einander ausiiben; sie
kionnte nur geiéindert werden durch Beeinflussung von #Hulseren
Korpern, die auf die beiden einwirken wiirden. Die Geschwindig-
keit des Schwerpunktes findet man nun nach den allgemeinen Ge-
setzen der Bewegung einfach folgendermalsen. Iiir drei recht-
winklige Coordinatrichtungen bezeichnen wir in den geradlinigen an-
fanglichen Bahnen die Geschwindigkeitscomponenten mit w, », w fiir
die a-Richtung bezw. die y-Richtung bezw. die z-Richtung, und ver-
sehen die auf das eine Theilchen Dbeziiglichen Grifsen mit dem
Index 1, die auf das andere mit 2. Die Massen der beiden Par-
tikeln seien m,; und 7, Dann ist vor der Anniiherung die 2-Com-
ponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes:

my Uy + My U,
my -+ 1y

und entsprechend die »- und 2-Componente. Diese Werthe werden
durch keinerlei gegenseitige Kinwirkung der beiden Partikeln ver-
indert; weder durch die Thatigkeit anziehender oder abstolsender
Kriifte bei der Anniherung, noch durch directen Zusammenstofs.
Bezeichnen wir die Grolsen fiir die geradlinigen Bahnen nach Ab-
lauf der Anndherung mit grofsen Buchstaben, so wiirde der Satz
von der Krhaltung des Schwerpunktes die Gleichheit der Ziihler
obigen Ausdrucks vor und nach dem Stols (im weiteren Sinne), oder
Gleichheit der sogenannten Bewegungsmomente des Schwerpunktes
ergeben:

myuy + my uy = my U + my U, (28)

Wozu zwei ebensolche Gleichungen fiir die beiden anderen Coordi-
natenrichtungen kommen wiirden. Eine vierte Gleichung wiirden wir
aus dem Satz von der lebendigen Kraft erhalten. Nun sollten
die betrachteten Liagen vor und nach dem Stofse (im weiteren Sinne)
aufserhalb des Bereiches der gegenseitigen Kraftwirkung der Partikeln
liegen, sodals man also — wenn letztere stets in dieser hinreichen-
den Entfernung von einander gehalten wiirden — die eine Lage in
die andere ohne Arbeitsleistung iiberfiihren konnte. Daraus folgt
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dann die Gleichheit der Werthe der lebendigen Kraft vor und nach
dem Zusammenstols:

Tmy (4?4 02 + 0% + Lmy (4,2 + 00 + w, %) =
=4m (O 2+ V2 4+ W)+ 3m, (U2 + V.2 4+ W,9)

Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn wir die Coordinatenaxen in
ithnlicher Weise zweckmiilsig legen, wie vorhin auf 8. 378 fiir den
Stols elastischer Kugeln hesprochen. Wir kénnen ihre Richtung
niimlich so wiihlen, dafs » = v, und w, = w, wird. Dies erreichen
wir folgendermalsen. Wir bilden die Componenten der relativen
Bewegung heider Partikeln gegen einander vor dem Stofse in einem
zunéchst beliebigen Coordinatensystem; es sind: (u, — w,), (v, — v,),
(w, — w,). Sie sollen vom Anfangspunkte aus abgetragen und ihre
Resultante gebildet werden; in die Richtung der letzteren verlegen
wir alsdann die z-Axe. Dadurch wird (u, — u,) gleich dieser Resul-
tante, withrend (v, — v,) und (w, — w,) verschwinden. Bei dieser Wahl
des Coordinatensystems haben die beiden Partikeln in den y- und
x-Richtungen vor dem Stofse keine relative Bewegung gegen einander.
Nun kommt es offenbar fiir die Vorgiinge beim ,Stolse” nur auf die
relative Bewegung an, nicht auf die absolute, die man doch nicht
kennen kann. In Bezug auf die Bewegung in der y-z-Ebene ver-
halten sich die beiden Partikeln also geradeso, als ob sie keine
hiitten; der Stols #ndert Nichts an ihr, und nach dem Stofse ist
die Bewegung dieselbe wie vor ihm. KEs werden also sein:

Vi=9=V,=19 und W, =w =W, =1w,
und die Gleichung der lebendigen Kraft vereinfacht sich zu!) (bei
Fortlassung des Factors }):

my 4y ® + my uy® = my Uy ? + my U2 (29)

1) Die Gleichung (29) und die ihr entsprechenden fiir die anderen Ge-
schwindigkeitscomponenten wiirde man auch ohne die von Hewmnornrz angefiihrte
specielle Wahl des Coordinatensystems erhalten, wenn man folgende Zerlegung
des Satzes von der lebendigen Kraft vornimmt. Sie gilt nur fiir die Bewegung
freier Massenpunkte, deren Differentialgleichungen die mit (113) bezeichneten
auf Seite 194 des I. Bandes dieser Vorlesungen sind:

di
d;‘;’“ = Xa (113)

ohne Hinzutritt der von den Bedingungsgleichungen ¢ = const u.s. w. her-

rithrenden Glieder von der Form: lg—:— u. s. w. Wenn letztere, wie in (118)
d xa

l. e. fehlen, so erhiilt man wie dort dureh Multiplication mit dt’ aber Ad-

ma *

dition nur aller auf die a-Bewegung beziiglichen Gleichungen:
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Bei der getroffenen Wahl der Coordinatenrichtungen haben die
beiden Partikeln eine relative Bewegung zu einander nur in der
z-Richtung; in dieser nihern sie sich bis zu einem Maximum des
Abstandes, um sich dann wieder von einander zu entfernen. Im
Momente der grilsten Anniherung oder der Umkehr ist ihre rela-
tive Geschwindigkeit auch in der z-Richtung gleich Null; die in
diesem Augenblicke noch iibrig bleibende gemeinsame z-Geschwin-
digkeit kann man sich gleich Null gesetzt denken; die beiden Theil-
chen bewegen sich dann in jenem Augenblicke parallel zu einander
und zu der y-z-Ebene; ihre Verbindungslinie oder die Verbindungs-
linie ihrer Schwerpunkte beim kiirzesten Abstand ist also die Rich-
tung der a-Axe. FKiir die Lage der Bahnen der beiden Theilchen
zur z-Axe erhalten wir mithin etwa das Bild von Fig. 37 oder von
Fig. 38.

zmn d;{:: . dxu —E.Xn Ej’i (1134a)

Durch Addition nur aller auf die y-Bewegung, bezw. nur aller auf die z-Be-
wegung beziiglicher Gleichungen erhiilt man zwei entsprechende Gleichungen
fiir die o und die za. Statt (1132) kann man auch schreiben:

i ] x 2

> entweder iiber alle za oder iiber alle ya oder iiber alle za. Fiihren wir
nun fiir die auf die verschiedenen Richtungen beziiglichen Theile der leben-
digen Kraft besondere Bezeichnungen ein:

d d - dza\?
B
so erhalten wir statt (114b) L. c. jetzt die drei Gleichungen:
LS Ky, j‘_x“
dya
l“ =2%-

Die Anwendung der ersten dieser Gleichungen auf das vorliegende Problem
des Stolses zweier Partikeln liefert die obige Gleichung (29) ohne specielle
Wahl des Coordinatensystems, wozu noch die entsprechenden Gleichungen:
my v+ my v = my Vi A+ omy, Vy?
myw,® A+ mgre,® = my W+ my, W2
treten wiirden, A d H.
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Die beiden Gleichungen (28) und (29) wollen wir in der Form
schreiben:

my(w, — 0 )=my.(U; —u,) (284a)
m, - (= U?) = my . (Uy*— u,?) (292)

Dividiren wir letztere durch erstere, so bleibt:
u + U =u + T, (30)

In den beiden Gleichungen (28a) und (30) haben wir zwei lineare
Gleichungen zur Bestimmung der Geschwindigkeiten U, und 7], nach
dem Stofse ausgedriickt durch diejenigen w, und w«, vor demselben.
Wir eliminiren U,, indem wir (30) mit m, multipliciren und (28a)
davon abziehen:

%, .(my —m) + U, .(my + my) = 2m,u,
oder:
o 2my, uy + uy . (my — m,)
1 my, + m,

(81)
Aus der Vertauschbarkeit der Indices 1 und 2 in den Gleichungen
(28a) und (30) geht unmittelbar hervor, dals:

2my w + uy. (my — my)

m, —+ my

U= 32)
In dieser Weise geben das Princip von der Erhaltung der Bewegung
des Schwerpunktes und das von der lebendigen Kraft in allen Fillen
dieselben Gleichungen, mdgen wir die Zusammenstélse im weiteren
Sinne als unter dem Einflusse anziehender oder abstolsender Krifte,
oder als wirkliche Stéfse gedacht werden von vollkommen elastischen
Kiorpern, die ja eben dadurch definirt sind, dafs bei ihrem Zu-
sammenstofse keine lebendige Kraft verloren geht.

§ 91. Schliisse fiir die Collision zweier gleichartiger und die
zweier ungleichartiger Partikeln.

Zunichst wollen wir den einfachen Fall besprechen, dals die
beiden Partikeln gleichartig sind. Dann wird wegen m, = m,:

U, =u, und U, =u, (33)

Die beiden Geschwindigkeiten erscheinen einfach in Folge des Stolses
als zwischen den beiden Theilchen 1 und 2 ausgetauscht; ein Resultat,
das fiir den Stofs elastischer Kugeln schon in der Vorlesung iiber
Experimentalphysik gezeigt zu werden ptlegt. An der Vertheilung
der Geschwindigkeiten und an dem Mittelwerth der letzteren wird
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also schon den allgemeinen mechanischen Principien zufolge durch
die Collisionen nichts geiindert, wenn es sich um lauter gleiche
Partikeln, also um ein chemisch einheitliches Gas handelt. Fiir
diesen Fall ist auch sogleich ersichtlich, dafs die Giltigkeit der
(Fleichung (27) bestehen bleibt auch bei Beriicksichtigung der Stilse
der Partikeln unter einander. Denn wenn wir die Gleichung (25)
aufstellen fiir zwei Partikeln, so tritt bei der Summation von deren
Wirkung in (25a) bei vorhergehendem Zusammensto[s unter einander
nur die eine Partikel an Stelle der anderen.

Nicht so einfach liegt dagegen die Sache bei Betrachtung eines
Gasgemisches, wie es ja z. B. auch die Luft ist, wo bei den Zu-
sammenstd[sen einer Sauerstoff- mit einer Stickstoffmolekel m, =m,
ist. Zwar gilt auch dann noch, dals zwei Molekeln zusammen-
genommen bei einem je einmaligen Anprall an eine Wand die
Bewegungsquantitiit:

2 (my w, + my u,)

von dieser erhalten, wenn sie vorher nicht mit einander colli-

diren; und:
2 (m, Uy + m, )

wenn sie vorher unter einander collidiren: beide Werthe sind aber
nach (28) einander gleich. Dagegen tritt in (25) mit der Bewegungs-

quantitiit multiplicirt auch noch die Zahl der Stolse % gegen die

Wand auf, und hier #dndern sich die Werthe von » durch die
Collisionen ungleichartiger Partikeln in complicirterer Weise. Die
dort gegebene Ableitung der Gleichung (27) wird also fiir Gas-
gemische vorliufig hinfallig.

Die alsdann geltenden durch die allgemeinen Formeln (31) und
(32) ausgedriickten Beziehungen lassen sich in folgender Weise ver-
anschaulichen. Wir multipliciren (31) mit Jm, und (32) mit VYm,
und schreiben sie:

U, Vm = 2 m, my . (u, Vm (m2y — my) .2, le__ 34)

m, + Mmy
O Yo = 2V Vo) by — o) Yoy, g
' A m, + m,
1 2
Wir setzen nun:
2V My _ gin e e B E

M, + my my -+ my
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Das ist in der That moglich, weil dann identisch sin? ¢ + cos® % = 1
wird. Ferner fithren wir ein:

u Ymy = § Uy Ymg = (36)
U, ym = E Uy Ymy, = H (87)
Dann werden die Gleichungen (34) und (35):
= = §cos 4 gsin (38)
H = &sin & — g cos (39)

Diese Gleichungen erlauben eine einfache geometrische Inter-
pretation. Wir deuten &, # als die Coordinaten eines Punktes P

Az
J'

L ]

Vil
Fig. 39.

(Fig. 39) und fithren ein neues, um den Winkel ¢ gedrehtes Coordi-
natensystem ein, in welchem =, H' die Coordinaten von P seien.
Dann ist:
0A=E§ PA=nq
OB= x5 PB=H
und aus der Figur abzulesen:
OB=0C+CB=0C+ AD
PB=PD—BD=PD—(CA
oder also:
H = £Ecos? + gsind
H'= ncos & — Esind
Die Coordinate = entspricht mithin der Gleichung (38); H' ist
= — H der Gleichung (39); H wire die Ordinate von P fiir eine
der H’-Axe entgegengesetzt gerichtete, wie in der Figur gezeichnet,

H. v. HeLuHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. VI, 25
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Wir haben also gefunden, dafs die auf die Zeit vor dem Stols be-
ziiglichen Grofsen (36) zu den auf die Zeit nach dem Stofs beziig-
lichen (37) in derselben Beziehung stehen wie Coordinaten eines
Punktes in einem rechtwinkligen Axensystem (&, #) zu seinen
Coordinaten in einem gedrehten und umgeklappten System (=, H).

Wihrend bei dem Zusammenstols zweier gleichartiger Partikeln
ohne Weiteres ersichtlich war, dafs die Vertheilung der Geschwindig-
keiten unter den Partikeln nach Grofse und Richtung ungeindert
blieb, folgt dies beim Zusammenstols zweier ungleichartiger Partikeln
nicht aus den; gewonnenen Formeln. Es mufs das aber verlangt
werden; denn wir bemerken z. B. niemals bei einem in Wirme-
bewegung befindlichen Gasgemische, etwa bei Luft, dals von selbst
irgend eine Richtung besonders ausgezeichnete Eigenschaften dar-
zubieten beginne. Die Vertheilung der verschiedenen Richtungen der
Geschwindigkeiten unter den verschiedenartigen Partikeln muls
daher eine solche sein, dafs die Gleichmifsigkeit aller Richtungen
durch die Zusammenstdfse nicht geiindert wird. Ferner wird ja
zwar die gesammte lebendige Kraft, entsprechend der Temperatur,
schon nach den Voraussetzungen nicht durch die Zusammenstdfse
geiindert; aber es konnte doch durch letztere fiir Gasgemische vor-
kommen, dafs bei ungeindertem Gesammtwerth der lebendigen Kraft
mehr Theilchen einen mittleren, und weniger Theilchen grofse und
kleine Werthe derselben annihmen. Dadurch miifsten in einem sich
selbst itberlassenen Gasgemische bei unveriinderter Temperatur Zu-
standsinderungen entstehen konnen, von denen Nichts bekannt ist.
Also mufs auch die Vertheilung der Grifse der Geschwindigkeiten
eine solche sein, dals sie durch Zusammenstiolse zwischen Molekeln
von verschiedener Masse nicht geiindert wird.

Drittes Kapitel.
Vertheilung der Geschwindigkeiten unter die Partikeln.

§ 92. Das Maxwell’sche Vertheilungsgesetz der
Geschwindigkeitscomponenten.

Am Schlusse des vorigen Paragraphen haben wir die Nothwen-
digkeit erkannt, eine Vertheilung der Geschwindigkeiten unter die
Partikeln zu finden, welche bei den Zusammenstdfsen verschieden-
artiger Partikeln unter einander ungeéindert bleibt. Ein solches
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Gesetz lifst sich nur in der Form aufstellen, dafs man fiir die ver-
schiedenen Grade der Geschwindigkeit » zu finden sucht denjenigen
Bruchtheil von der Gesammtzahl der bewegten Partikeln, welche eine
Geschwindigkeitscomponente in der z-Richtung haben zwischen den
Grenzen u, wo % einen bestimmten Werth bedeute, und einem sehr
wenig (um du) grofseren Werthe » + dw. Ks wirde das in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet werden als die Wahrschein-
lichkeit, dals ein gegebenes Theilchen eine z-Componente der
Geschwindigkeit zwischen den Grenzen w einerseits und u + du
andererseits hat. Das wird also eine Grolse sein, die eine Function
von % und die ferner proportional der Grofse des erlaubten Inter-
valles du ist. '

Diese Wahrscheinlichkeit oder was dasselbe ist, jener Bruch
theil der Gesammtzahl, wird also gleich zu setzen sein:

P(u).dw

wo die Bezeichnung der Funktion P an ,Probabilitas“ erinnere. Fiir
diese Funktion P hat zuerst MAXwELL einen Ausdruck angegeben, aber
eigentlich nicht bewiesen, sondern nur durch Analogie-Betrachtungen
gleichsam errathen. Die Ueberlegungen, die er anstellte, waren
etwa folgende. Wegen der vollkommenen Gleichmiilsigkeit der Ver-
theilung aller Richtungen der Bewegung muls ein gewisser absoluter
Werth von w positiv oder negativ genommen, gleich oft vorkommen.
Daraus folgt also, dafs die Wahrscheinlichkeit des Intervalles (— ) bis
— (w 4+ du) ebenso grofs sein mufs, wie diejenige des Intervalles
+ % bis 4+ w + du; oder P muls eine quadratische Function von «
sein. Ferner werden grofse Werthe von u seltener sein als kleine;
denn erstere konnen sich nur dadurch herstellen, dafs unter be-
sonders giinstigen Bedingungen bei mehreren Zusammenstdssen
nach einander die Geschwindigkeiten in gleicher Richtung auf die-
selbe Partikel iibertragen werden. Das wird selten vorkommen.
Im Allgemeinen werden bei den Zusammenstdfsen Geschwindig-
keiten wechselnd in der einen und in der entgegengesetzten Rich-
tung ibertragen, so dafs in Bezug auf eine bestimmte Richtung
kleine Geschwindigkeiten am hiufigsten sind (nicht in Bezug auf
die resultirende Geschwindigkeit ohne Riicksicht auf die Richtung;
fiir diese ist ein gewisser mittlerer Werth der hiufigste; vergl. weiter
Seite 397, Gleichung (51)). Aus solchen Ueberlegungen ist ersicht-
lich, dafs die Wahrscheinlichkeit einer zwischen # und (x + du)
liegenden z-Componente der Geschwindigkeit sich ganz dhnlich ver-
hiilt, wie in der Theorie der Fehler die Wahrscheinlichkeit,
25*
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dafs bei wiederholten Beobachtungen ein und derselben Grofse der
Fehler zwischen » und » + d« liegt. Denn auch da ist es seltener,
dafs bei einer Beobachtung die aus verschiedenen Ursachen flielsen-
den einzelnen , Klementar“-Fehler, deren algebraische Summe
den Gesammtfehler einer einzelnen Beobachtung ergiebt, iiberwiegend
in demselben Sinne das Resultat beeinflussen, als dals vielmehr von
den einzelnen Elementarfehlern der eine es in dem einen, der andere
in dem entgegengesetzten Sinne beeinflulst, so dafs der Gesammt-
fehler einer Beobachtung klein bleibt. Maxwrert hat nun ange-
nommen, dafs in der That dasselbe Vertheilungsgesetz, wie fiir die
Beobachtungsfehler, auch fiir die Geschwindigkeitscomponenten der
Gaspartikeln gelte. Kr setzt also:
—ptut

Plu).du = 4.e cdu (40)

wo A und p noch zu bestimmende Constanten sind. Der Exponent
ist so geschrieben, dafs er nothwendig negativ ist, wie erforderlich,
damit die Wahrscheinlichkeit unendlich grolser (Geschwindigkeiten
gleich Null werde. Den graphischen Verlauf der Funetion P (u)
kennen wir schon; er ist derselbe wie derjenige von % nach Glei-
chung (96) auf Seite 124, und wird je nach dem Werthe von p?
durch eine der Curven Fig. 11 Seite 126 dargestellt.

A und p sind nicht unabhiingig von einander; die Beziehung,
in der sie stehen, finden wir folgendermafsen. Der Werth von (40)
giebt denjenigen Bruchtheil der Gesammtzahl aller Partikeln an,
welche eine x-(Geschwindigkeit zwischen « und (x + du) haben.
Addire ich alle diese Bruchtheile fiir alle Intervalle d« von v = — o
bis w = + oo, so erhalte ich denjenigen Bruchtheil, welcher eine
z-Geschwindigkeit zwischen — co und + oo hat. Letzteres ist aber
die ganze GGesammtzahl selbst, oder der Bruchtheil 1 der Gesammt-
zahl. Also folgt:

Af:'””.du=1_ (1)

oder mit anderen Worten: die Wahrscheinlichkeit, dals « zwischen
— oo und + oo liegt, ist Gewilsheit. Nun wird, wenn wir setzen:

pu=§
& + o
fe_P."‘du - f"g'dg
=—Jg .
-0 p -

Den Werth des hierauftretenden Integrals kennen wir schon aus der
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Theorie der Wirmeleitung, wo wir ihm auf Seite 120 und 121 ab-

geleitet haben:
+ @

fe_g!d§=]fn

—

Es muls also nach (41) werden:
A V—n- ==}
p

oder:
p
A=
Vn
Dies in (40) eingefithrt giebt:
Pu).du = V% e P du ‘ (42)

und es hleibt jetzt nur zuniichst noch die Constante p unbestimmt.

Wir wollen noch die Unabhéngigkeit des Ausdrucks (42) von
der Wahl des Coordinatensystems nachweisen. Zun#chst muls
wegen der Willkiirlichkeit des letzteren auch sein:

) P - ptt
P .dv= —+¢ cdv *
®) Va (427)

P - ptut
Pw).dw=—-¢ cdw - ok
() s (42%

Wie grofs ist nun die Wahrscheinlichkeit, dafs fiir ein und
dasselbe Theilchen die z-Componente der Geschwindigkeit zwischen
w und (u 4 du), die y-Componente zwischen » und (v 4 dv), die
x-Componente zwischen w und (w + dw) liege? Der Ausdruck (42%
giebt den Bruchtheil der Gesammtzahl an, deren »-Werth in jenem
Intervall liegt; derselbe Bruchtheil nicht von der Gesammtzahl, sondern
nur von demjenigen Bruchtheil (42), deren w-Werth in den vorge-
schriebenen Grenzen liegt, ist das Product von (42) und (42%). Von dem
durch letzteres Product gegebenen Bruchtheil wiederum derjenige
Bruchtheil (42*), fiir welchen auch noch der w-Werth in dem ver-
langten Intervall liegt, giebt als Wahrscheinlichkeit, dals fiir ein
Theilchen gleichzeitig die 2-, y-, x-Componenten der Geschwindigkeit
zwischen w, v, w und w + du, v + dv, w + dw liegen, das Product
von (42), (427), (42*%):

d T (u? 2 2
P(w). P(v). P(w).dudvdw = - P P Gy dvdw. (43)
ayn

r
b
B
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Mit Hiilfe dieses Werthes konnen wir jetzt finden, welches die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dafs die Geschwindigkeitscomponente
in irgend einer Richtung » im Intervalle von ¢ bis g + dp liegt.
Wir denken uns die Werthe von «, », w als Coordinatenwerthe auf
den z-, y-, z-Axen abgetragen; dann giebt die Verbindungslinie des
Punktes u, v, w mit dem Anfangspunkte nach Gréfse und Richtung
die resultirende Geschwindigkeit an. Ein bestimmter Werth der
letzteren wird also durch einen bestimmten Punkt des w-v-w-Raumes
reprisentirt. Ieh lege nun durch die beiden Punkte auf der
Richtung », deren Abstand vom Anfangspunkte ¢ bezw. ¢ + do ist,
Ebenen senkrecht zu r. (Fig. 40, in der die Bezeichnung ,u, w*
den Schnitt der z-w-Ebene mit derjenigen des Papiers bedeutet, auf

welcher sie senkrecht steht) Dann

liefern alle diejenigen Theilchen eine

r-Componente zwischen ¢ und p + dp,

r derenresultirende Geschwindigkeit durch

solche Punkte dargestellt wird, welche

zwischen jenen beiden Ebenen liegen.

Nun giebt (43) denjenigen Bruchtheil

von der Gesammtzahl aller Theilchen

>-o®  an, dessen resultirende Geschwindigkeit

Fig. 40. durch Punkte innerhalb des Volumen-

elementes du dv dw reprasentirt wird.

Integrirt man daher (43) iiber den Raum zwischen jenen beiden

Ebenen, so erhilt man den gesuchten Bruchtheil der Gesammtan-

zahl, dessen »-Componente die Geschwindigkeit zwischen ¢ und o + do

liegt. Wir fithren Cylindercoordinaten ¢ und ¢ mit » als Axe ein;
dann ist zwischen jenen beiden Kbenen:

u2+v2+w3=92+62

Als Raumelement kénnen wir dann einen cylindrischen Ring
von den Radien ¢ und o 4 de¢ nehmen, dessen Volumen gleich ist
2n6-do-do. Es wird dann also aus (43), wenn wir die analoge
Bezeichnung der Wahrscheinlichkeitsfunction P wie in den Gleich-
ungen (42) einfithren:

Plp).do = n]/:'zf i W do

@

_”""dpf P 2pt¢ - do

0

2.,
V=
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woraus bei Einfiihrung von 7 = p?o%

w

P((J).d()-—:.iie"’""dgfe"- dr
0
=_P_. "2"9‘.
=8 do

Dieses Resultat fiir die Wahrscheinlichkeit, dafs eine beliebig
gerichtete r-Componente der Geschwindigkeit im Intervall von
¢ bis o + dp liegt, hat dieselbe Form, wie die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit fiir die Coordinatenrichtungen zufolge (42); damit ist
also die Unabhingigkeit der Funktion P von der Wahl des
Axensystems verificirt.!)

) Man kann auch umgekehrt aus dem Postulate dieser Unabhingigkeit
die Function P finden. Zuniichst benutzen wir, dafs P nur Function von u?
sein darf, und schreiben P (»? statt P(«). An die Ueberlegungen von Seite 387
wiirde sich dann kniipfen, dafs die Wahrscheinlichkeit einer z- bezw. y-Com-
ponente der Geschwindigkeit zwischen u, » und % + du, » + d v, bei beliebiger

x-Componente, gleich ist:
P ). P@Y.dude

und fiir ein kleines Gebiet um die Werthe %, » herum, innerhalb welchen Ge-
bietes die Functionen P als constant betrachtet werden konnen:

B (w?) . B (29 .J‘fdu dv

Hierin bedeutet bei der Darstellung wie in Fig. 40 der Werth von f f dudv

eine kleine Fliche um den Punkt %, ¥ herum. Dieser Punkt stellt anderer-
seits einen bestimmten Werth » = g fiir die aus » und v zusammengesetzte, in
die z-y-Ebene fallende Componente der Geschwindigkeit dar. Ich bilde nun
auch den Werth fiir die Wahrscheinlichkeit, dafs letztere Geschwindigkeits-
componente einen Wert habe innerhalb des Gebietes, welches durch dieselbe
kleine Fliche um den Punkt #%, », oder um den in der wz-y-Ebene liegenden
Punkt » = ¢ herum dargestellt wird. Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich P (o?)
multiplicirt mit derselben kleinen Fliche. Beide Wahrscheinlichkeiten sind

identisch; also: )
Ble)=P@).B@)
d. h. das auf der rechten Seite stehende Product hat denselben Werth, wenn
nur ¢* = %* + »* ungeiindert bleibt. Es ist daher auch:
B+ 9). P -9 =P@). B@)
Aus dieser Functionalgleichung wird eine Dzﬂ'erent:algle:chung, wenn man
w?= 1= w und § = do setzt:

Plo +do). (o — do) = [B (o)
Bei Entwicklung der Factoren der linken Seite in Tavror'sche Reihen
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Wie schon bemerkt ist der Beweis, den Maxwgry selbst fir
sein Vertheilungsgesetz gegeben hat, nicht einwandfrei, insbesondere
auch durch die Annahme, die auch wir im Vorstehenden schon
stillschweigend gemacht haben, dals die Wahrscheinlichkeit eines
Intervalles einer der (Geschwindigkeitscomponenten unabhingig sei
von den Werthen der anderen. (Siehe auch die Einwinde von
Crausivs, Mechan. Wirmetheorie IIT, 1891, p. 40 und 41.) Aber
spitter ist von Bourzmann gezeigt worden, dals sich das MAxwELL-
sche Gesetz in der That einwandfrei begriinden lifst.?)

§ 93. Die Vertheilung nicht gedndert durch Collisionen
ungleichartiger Partikeln.

‘Wir haben zwar im vorigen Paragraphen einen Ausdruck fiir die
Vertheilung der Geschwindigkeiten aufgestellt, der einer Reihe der an
einen solchem Ausdruck zu stellenden Anforderungen geniigte; wir
haben aber noch nicht gepriift, ob er auch unberiithrt bleibt von
den wechselseitigen Zusammenstofsen unter den Partikeln, wie am
Schlufs von § 91 als nothwendig bewiesen wurde. Wiihrend dies,
wie damals auseinandergesetzt, fiir die Collisionen von Partikeln
gleicher Masse fiir jede Art von Verteilung gelten wiirde, folgt es
auch in einem Gasgemisch bei Collisionen grifserer mit kleineren
Partikeln fiir die Maxwernyr'sche Vertheilung, wenn die Constante p
des Ausdrucks (42) in den richtigen Zusammenhang mit der Masse
der Theilchen gebracht wird, welchen Zusammenhang wir nun ab-
leiten wollen.

Wir bezeichnen wie in § 90 und 91 die auf Partikeln der
einen Art beziiglichen Gréfsen mit dem Index 1, die auf die
andere Art mit 2. KEs wird dann fiir die Theilchen der einen Art:

miissen die quadratischen Glieder noeh beibehalten werden; dann erhilt man
bei der iiblichen Bezeichnung der Derivirten:
[¥ (@)]* = B (@). B (o)
Die Integration dieser Differentialgleichung giebt:
Pw)=4.e""
oder bei Wiedereinfithrung von #* und Beriicksichtigung, dals unendlich grolse
# die Wahrscheinlichkeit Null haben, wird wie (40):

P)=P@)=A4.e~ 7" A d H
) Und zwar ein Vertheilungsgesetz von viel allgemeinerer Bedeutung,
welches sich auf dic Geschwindigkeitscomponenten von Atomen bezieht, die

auf einander Kriifte ausiiben. Siche Bovrrzmany, Sitz.-Ber. Wien. Akad. math.
Cl. 63, p. 417, 1871. Vgl. auch Ann. d. Phys. 48, p. 480, 1893. A. d. H.
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‘e -ty

Py (w) - duy = e

1 -
— d@q
T

und fiir die der anderen Art:

P, () » Aty = Py o-wtw o
Vn

Dabei ist vorausgesetzt, dafs fiir jede der beiden Gasarten die Form
des Vertheilungsgesetzes unabhiingig sein soll von der Beimischung
der anderen Art. Krinnern wir uns der Bedeutung eines jeden der
vorstehenden Ausdriicke als Bruchtheil der Gesammtzahl von Partikeln
der betreffenden Art, so sehen wir: wenn wir verlangen, dals eine
bestimmte Partikel der einen Art eine z-Componente zwischen u,
und w, + dwu, habe, und gleichzeitig eine bestimmte andere der
zweiten Art eine solche zwischen u, und w, + du,, dafs dann der
durch P, (u,).du, gegebene Bruchtheil nicht von der Gesammtzahl,
sondern nur von dem durch P, (u).du, gegebenen Bruchtheil zu
nehmen ist. Die Wahrscheinlichkeit, dals die eine Partikel eine
2-Componenten der Geschwindigkeit in dem gegebenen Intervall be-
sitzt, und gleichzeitig die andere in dem anderen, ist daher:

P, (w). P, (uy) . duy duy = —P%L g ST g e

Erweitere ich die Intervalle von «, bis », + du, und von u, bis
u, + du, dahin, dafs ich sie jedesmal auf ein kleines Werthegebiet
um %, und um u, heram ausdehne, so konnen die Functionen P,
und P, innerhalb dieser Gebiete wegen deren Kleinheit als constant
angesehen werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafs die z-Componente
der einen Partikel dem einen, die der anderen gleichzeitig dem
anderen Werthegebiet angehore, wird mithin:

P, (uy)+ P, (5) - f f duy du, =7’1%- ¢~ B kael f f du, du, (44)

In derselben Weise wiirde fiir die Wahrscheinlichkeit, dafs die
z-Componente der Geschwindigkeit der einen Partikel einem Werthe-
gebiet um U/, herum, und gleichzeitig die der anderen einem Gebiete
um 7], herum angehore, sich ergeben:

Pl(tft).fz(h;)-ffdb’l dL-;,=&7{’_3.3-@1‘”1*“‘**-“‘:”.[]'11 U, dU, (45)

Wenn nun wie zu verlangen das Vertheilungsgesetz durch die Colli-
sionen nicht geindert wird, so kionnen die U die Geschwindigkeits-
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componenten desselben Paares von Partikeln nach einem wechsel-
seitigen Zusammenstols sein, vor welchem die % ihre Componenten
waren. Dann ist ferner gewils, dals alle Paare von Partikeln, die
vor der Collision den Werthegebieten um %, und um u, angehorten,
nach derselben den entsprechenden um 7, und U, angehdren. Bei
der durch die mechanischen Gesetze des Stofses im weiteren Sinne
gegebenen Verkniipfung der U- und der w-Werthe sind daher die
Wahrscheinlichkeiten (44) und (45) einander gleich, und es folgt:

o (BT + yﬁ.u,"'ffdul duy, = o= U + 2 m')ffd U, dU, (46)

Wir betrachten zuniichst die Doppelintegrale auf den beiden Seiten
dieser Gleichung und multipliciren sie mit der Quadratwurzel aus
dem Producte der Massen }m, m, je eines der Partikeln beiderlei
Art; dann konnen wir sie schreiben:

[ W ) ) veaw. [ [ m avi).(ymg a0

Bei Benutzung der Bezeichnungen der Gleichungen (36) und (87)
werden diese Doppelintegrale:

ffdg.dq bezw. ffdg_dﬂ'

Den an die Gleichungen (38) und (39) angekniipften, und durch
Fig. 39 veranschaulichten Schliissen zufolge hingen nun die nach
dem Stofs geltenden Werthe = und A mit den vor ihm geltenden
& und 7 gerade so zusammen wie die Coordinaten ein und desselben
Punktes einer Ebene in zwei verschiedenen rechtwinkligen Axen-
systemen. Also haben auch die beiden zuletzt hingeschriebenen
Doppelintegrale die Bedeutung ein und desselben kleinen Flichen-
stiickes jener Ebene, nur ausgedriickt in verschiedenen Coordinaten-
systemen. Sie sind also einander gleich, und dasselbe folgt riick-
warts auch fiir die beiden Doppelintegrale in (46):

[fonsn- o

Weiter miissen also die Exponentialfunctionen in (46) rechts und
links einander gleich sein, und mithin auch:

P24 + ptuy? = p,® Uy 2 4 p,2 U

7 = 07 =1 (0 — w)

oder:
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Dies Resultat dividirt durch (29a):
my . (uy® — %) = my . (0,2 — u,?)

fithrt zu:

#Y 8 (47)

my My
In den Vertheilungsgesetzen fiir die Geschwindigkeitscomponenten
der beiden Bestandtheile des Gasgemisches mufs also der Quotient
(p’/m) fiir jede Partikelart denselben Werth haben. Dann und nur
dann ist die wesentliche Bedingung fiir das Maxwenn'sche Gesetz
erfiillt, dafs auch durch den wechselseitigen Zusammenstofs ver-
schiedener Partikeln die Vertheilung nicht geindert wird; sondern
dafs der Zusammenstofs eine gleich wahrscheinliche Combination
von Gteschwindigkeitswerthen eines Partikelpaares ergiebt, wie es die
urspriingliche war; dals also die durch (45) gegebene Wahrschein-
lichkeit gleich ist der von (44), wenn die U/ mit den « den aus den
Stofsgesetzen folgenden Zusammenhang haben.

Das vorstehende Resultat gilt zunichst nur fir eine Collision,
bei welcher der z-Axe eine solche Lage gegeben wurde, dafls die
y- und 2-Componenten der Geschwindigkeit iiberhaupt durch den
Stofs gar nicht geéindert wurden.!) Nennen wir diese a-Richtung
die ,Hauptrichtung” des Zusammenstofses, so liegen diese Haupt-
richtungen bei verschiedenen Collisionen verschieden; aber wenn (47)
erfilllt ist, gilt fiir jede einzelne das Resultat, dafs die Vertheilung
der Geschwindigkeiten ungeiindert bleibt; also auch fiir die ganze
sehr grofse Anzahl hinter einander erfolgender Zusammenstifse.

Wenn wir mit 32 einen von der verschiedenen Masse der
Partikeln unabhéngigen, fiir alle Arten gleichen positiven Factor
bezeichnen, von dem wir aber noch erkennen werden, dafs er eine
Temperaturfunction ist, so konnen wir das in (47) gewonnene
Resultat in folgender Form schreiben: '

rP=gm (48)

Das Maxwerr'sche Vertheilungsgesetz (42) gewinnt dadurch den
Ausdruck:

P(u).du=ﬂ.e-f'“’.du (49)
T

und analog fiir die y- und 2-Componente die Ausdriicke:

P(v).dv=f]~/1[__£.s_ﬂ'”'.dv (49%
11

) Vergl. iibrigens hierzu die Anmerkung auf Seite 381,
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P(w).dw = BYM =pmit g4y (49
V=

von denen wir nunmehr wissen, dals sie alle an sie zu stellende
Bedingungen erfiillen. Es sei noch bemerkt, dafs die von Professor
Bovrzmaxn erbrachte, schon auf Seite 392 erwithnte, einwandfreie
Begriindung des Maxwerny'schen Gesetzes in dem Nachweis besteht,
dafs jede andere Vertheilung der verschiedenen Geschwindigkeiten
unter die Gastheilchen durch wiederholte Zusammensttfse schliefslich
zu der durch (49) gegebenen hinfithren mufs, indem die Mehrzahl
der Collisionen in demjenigen Sinne erfolgen wird, dafs die Ver-
theilung sich der Maxwernr'schen nihert.

Unbestimmt bleibt jetzt nur noch zuniichst die Bedeutung von
- Jedenfalls hingt von ihm der Zustand des Gases ab, und Ver-
schiedenheit der Werthe von 2 wird die Verschiedenheit der Tempe-
ratur darstellen miissen, da ja dafiir keine andere Grolse in unseren
Ausdriicken verfiigbar ist. In der That hat auch die Gleichheit
von f dieselbe Bedeutung wie Gleichheit der Temperatur. Fir ein
(Grasgemisch im Temperaturgleichgewicht hat die Temperatur jedes
Bestandtheils denselben Werth, und wiirde auch denselben Werth
haben fiir jeden einzelnen Bestandtheil, wenn man ihn sich heraus-
genommen dichte. Ganz dasselbe Verhalten zeigt nach den
Gleichungen (49) unser [3; in einem Gasgemisch hat es fiir jeden
Bestandtheil denselben Werth, wenn die Vertheilung der Bewegung
stationir ist; und auch bei Abwesenheit einer Partikelart wiirde
der Bewegungszustand der iibrig bleibenden durch denselben Aus-
druck (49) mit demselben Werth von 3 gegeben sein. Hieraus ist
orsichtlich, dals Gleichheit von /3, wie behauptet, mit Gleichheit der
Temperatur zusammenfillt, dafs also 7 von der Temperatur,
und nur von dieser abhiingt. In welcher Weise, das werden die
Rechnungen der beiden folgenden Paragraphen lehren.

§ 94. Vertheilungsgesetz der resultirenden Geschwindigkeit.
Berechnung der lebendigen Kraft.

Wir wollen nun zuniichst aus den MaxwerLr/'schen Ausdriicken
fiir die Vertheilung der Componenten der Geschwindigkeit einen
solchen ableiten fiir die Vertheilung der absoluten Werthe der
resultirenden Geschwindigkeit, ohne Riicksicht auf die Richtung.

Aus (43) folgt Dbei Einfithrung von (48) fiir den Bruchtheil der
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(Gesammtpartikelzahl, deren Geschwindigkeitscomponenten zwischen
u, v, w und (u + du), (v + dv), (w + dw) liegen, der Ausdruck:

P(u). P(v).P(w).dudvdw = 3* M’E v~ FmWEEE) o dodiwe (50)
-

Nennen wir die resultirende Geschwindigkeit ¢, so ist:
u2 + ,L,Z + wB = o2

Stellen wir uns nun wieder wie in Fig. 40 u, », w als rechtwinklige
Coordinaten eines Punktes im Raume vor, so ist ¢ die Verbindungs-
Jinie des Punktes u, », w mit dem Anfangspunkte, und dudvdw das
Volumenelement. P(u) P(v) P(w).dudvdw ist dann derjenige Bruch-
theil der Gesammtpartikelzahl, welcher im Elemente dudvdw in
iibertragener Bedeutung ,liegt¥. Fiir alle diejenigen Partikeln,
welche in dieser geometrischen Darstellung denselben Abstand ¢
vom Anfangspunkte haben, hat die resultirende Geschwindigkeit den-
selben absoluten Werth. Sie hat einen zwischen ¢ und ¢ 4 de
liegenden Werth fiir alle Partikeln, die in einer Kugelschale ,liegen,
deren innerer bezw. Hulserer Radius von jenen Liingen sind. Das
Volumen einer solchen Kugelschale ist gleich 47 ¢2de, und die Inte-
gration des Ausdruckes (50) iiber sie liefert daher, da ¢ in ihr con-
stant ist, einen Werth, den wir mit ¢ (¢).d¢ bezeichnen wollen:

1p(a].dc=4ﬁsﬁyﬁ-e_ﬁ’°“°’.czdc (51)
n

Dies ist mithin derjenige Bruchtheil der Gesammtpartikelzahl, wel-
cher eine absolute Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ + de¢ besitat,
ohne Ansehen der Richtung. Der Verlauf dieses Vertheilungs-
gesetzes ist ein wesentlich anderer als derjenige fiir die Geschwin-
digkeitscomponente in einer Richtung; sehr grofse und sehr kleine
Werthe von ¢ sind #ufserst selten, da die mit dc¢ multiplicirte
Function v (¢) fiir ¢ = 0 und ¢ = co verschwindet; mittlere Werthe
von ¢ sind am hiufigsten.

Wir sind jetzt auch im Stande, die gesammte lebendige
Kraft fiir eine gewisse Anzahl von N-Partikeln zu berechnen. Unter
diesen N-Partikeln hat gemiils (51) eine Zahl von:

N.vy(e).de
einen Werth der lebendigen Kraft zwischen:

ekl ) il ¢
5 ¢ und 2(o+dc}
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Diese Partikeln liefern daher zur gesammten lebendigen Kraft einen
Beitrag, der sich bei Vernachlissigung von unendlich kleinen Gliedern
hoherer Ordnung ergiebt gleich:

gca.N.w(c).do

Alle moglichen Werthintervalle der lebendigen Kraft je einer Par-
tikel von O bis oo multiplicirt mit der betreffenden Partikelzahl er-
giebt dann die gesammte lebendige Kraft L aller N-Partikeln:

L= NT”‘fm@.ﬁ.m

= 285, fidis ﬁf —Fnd o de

Um die Quadratur auszufithren, setzen wir:

Ao =&

o

N [ e
L= = Ehd
3 yn Ofs §h.d§

Das vorstehende Integral ist eines von der allgemeineren Art:

s0 wird:

@

fe"t".g”dg

0

Durch partielle Integration erhilt man fiir das unbestimmte Integral:
fe"‘e"gﬂdé =‘—';-f§n“10d(6_§,) —_ %gﬂ—l.e—f'_'_ ﬂ’;]‘ § H2-ﬁ_€'-d§

durch Kinsetzen der Grenzen:

@w a

fe'g'..g"dg - "’; R T

0 0

und durch abermalige Anwendung der so gewonnenen Formel auf
das rechts gebliebene Integral:
w o

f“’g ag="51. ”fggfﬁ’.g"-‘.dg
0

0
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und so fort. Schliefslich kommt man dann entweder auf das Inte-
gral J von Seite 120, das auf Seite 121 gleich (Y= /2) gefunden
wurde; oder auf:

und findet also, wenn » eine gerade Zahl:
-5 on _n_—l n—3 1 -Vi'
f" A=ty gy

0

wenn n eine ungerade Zahl:

=]

o

und schliefslich:
3N

b=4p

(52)
L/ N wirde die mittlere lebendige Kraft je einer Partikel
bedeuten; bezeichnen wir sie mit /, so wiire:

3
l= i (53)
Da nun £ nur von der Temperatur abhiingt, nicht aber von der
Beschaffenheit des Gases, so folgt, dals die mittlere lebendige Kraft
Je einer Partikel fiir alle Gase bei derselben Temperatur den-
selben Werth hat. Ferner kdénnen wir schon nach unseren Be-
trachtungen iiber die cyklischen Systeme und aus der Combination
von (52) mit (27) sagen, dals sie bei verschiedenen absoluten Tem-

peraturen diesen proportional ist.
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Viertes Kapitel.

Schlufsfolgerungen aus der Theorie,

§ 95. Berechnung des Druckes nach Maxwell’s
Geschwindigkeits-Vertheilung. Gesetz von Avogadro.

Von der Gleichung (27):
pv=#%L

wo L die lebendige Kraft der N in dem Volumen » enthaltenen
Partikeln war, haben wir schon auf Seite 384 gezeigt, dals ihre
Giiltigkeit durch die gegenseitigen Zusammenstilse gleichartiger Par-
tikeln nicht beeintrichtigt wird. Bei einer Mischung ungleichartiger
Partikeln folgt aber dasselbe jetzt auch, sobald das Maxwernr'sche
Vertheilungsgesetz in der Form (49) gilt. Denn erstens sahen
wir schon ebenfalls auf S. 384, dals die zwischen einer Wand und
einem Partikelnpaar bei einmaligem Anprall iibertragene Be-
wegungsquantitit unabhingig ist von einer etwa vorher eintretenden
Collision der beiden Partikeln unter einander. Die secundliche Zahl
(u[2a) der Stblse einer Partikel gegen die Wand enthielt aber
noch % selbst. Nach (49) konnen wir jetzt sagen: diese Zahl der
Stéfse von Partikeln mit der Geschwindigkeit » wird ebenfalls durch
Collisionen verschiedenartiger Partikeln nicht geiindert, da die Hiiufig-
keit des Vorkommens bestimmter Geschwindigkeiten von ihnen nicht
berithrt wird; nur sind es bei den aufeinander folgenden Stéfsen nicht
jedesmal dieselben identischen Partikeln, sondern diese wechseln;
aber so, dafs fiir ein bestimmtes Geschwindigkeitsintervall stets die-
selbe Anzahl vorhanden ist, gerade so als ob sie, wie bei der Ab-
leitung der Gleichung (25), ohne Collisionen mit unverinderter Ge-
schwindigkeit in dem betrachteten Volumen hin- und herflogen.

Obwohl wir in dieser Weise die Beschrinkung hinweggeriumt
haben, dafls die Gleichung (27) ihrer Herleitung von § 87 zufolge
nur bei nicht mit einander collidirenden Partikeln galt, wollen
wir doch den Druck auf eine Wand jetzt noch einmal unter Zu-
grundelegung von Maxwern's Vertheilungsgesetz berechnen.
Dabei wollen wir auch in der Beziehung von dem Beweis in § 87
abweichen, dafs wir die betrachtete Wand als die einzige Begrenzung
der Gasmenge annehmen, also keinen Riickprall von einer gegeniiber-
liegenden Wand anzunehmen brauchen. Wir wollen den Anprall
gegen ein Stiick einer Wand gleich der Flicheneinheit betrachten,
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Wir legen die z-Axe senkrecht zu dieser Wand; dann wird durch
die Gegenwirkung der letzteren gegen die von allen Seiten her an-
prallenden Partikeln nur deren z-Geschwindigkeit umgekehrt; die
y- und z-Geschwindigkeiten bleiben ungeindert. Da es also auf die
Werthe der letzteren gar nicht ankommt, konnen wir uns diese auch
gleich Null gesetzt denken. Wie in § 87 gilt zuniichst, dals die
Einwirkung der Wand auf eine Partikel, die mit der z-Componente «
der Geschwindigkeit heranfliegt, darin besteht, ihr die Bewegungs-
quantitit 2m » in entgegengesetzter Richtung mitzutheilen. Withrend
der Zeiteinheit gelangen unter den Partikeln, deren Geschwindig-
keitscomponente u ist, alle diejenigen bis an die Wand, welche in
der z-Richtung keinen lingeren Weg als » zuriickzulegen haben;
das sind fiir die Flicheneinheit der Wand diejenigen Theilchen von
der Geschwindigkeit «, welche sich in einem Prisma von der Hiohe »
iitber der Flicheneinheit als Basis befinden, dessen Volumen also
gleich » ist. Nennen wir % die Zahl aller Partikeln in einer
Volumeneinheit, so befinden sich in jenem Prisma mithin %« Par-
tikeln iiberhaupt, und unter ihnen der durch (49) angegebene Bruch-
theil, dessen z-Geschwindigkeit zwischen « und (u 4 du) liegt.
Wihrend einer Secunde prallt also eine Partikelanzahl gleich:
%.u.-ﬁ-]im e du

TI

von der Geschwindigkeitscomponente = gegen die Flicheneinheit
der Wand an; jeder Apprall giebt eine Mittheilung der Bewegungs-
quantitit 2mw« von Wand an Partikel; allen diesen zusammen wird
also von der Wand pro Secunde die Bewegungsquantitiit:

oq. BmYm
4

at.du

mitgetheilt. Hiervon ist die Summe iiber alle Intervalle von v = 0
bis % = oo zu bilden; dann ergiebt sich die von der Flicheneinheit
der Wand dem Gas insgesammt pro Secunde iibertragene Bewegungs-
quantitit oder die Kraft pro Flicheneinheit:

P:Qil?ﬂ—?_lﬁ fe_‘mm"i.uz.du
n
0

Setzen wir, wie auf Seite 398:

BYm.u=E

H. v. HermuoLTz, Theoret. Physik. Bd. VI. 26
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so wird:

@®

= 2937 e L8 d
» ﬁ,ﬁf g.dg

0

und nach den auf S. 399 fiir solche Integrale abgeleiteten Formeln:

_—
P_2ﬁ2

Withrend 9t die Partikelzahl pro Volumeneinheit ist, war N der
Gleichung (52) diese Zahl fiir ein beliebiges Volumen w», also

N.v= N, und:
N

pv= 2*—[5.5 (54)

Diese Gleichung ergiebt mit (52) combinirt wieder die Gleichung (27):
pv=4%L

Aus (54), oder ohne die voraufgehende Ableitung aus dem
Maxwerr’schen Gesetz: indem wir den aus Gleichung (27) folgen-
den Werth fir L in den aus (52) folgenden fiir 4% einfithren, er-

halten wir:
3N N

2_.—:—
ﬂﬁf}L 2pw

Da nun 8 von der Beschaffenheit des (Gases unabhiingig und
nur von der Temperatur abhiingig ist, folgt, dals fiir gleiche Tem-
peraturen und gleiche Drucke die Zahl N der Partikeln in dem-
selben Volumen » fiir verschiedene Gase denselben Werth hat: das
(Gesetz von Avocapro. Wenn die Zahl der Molekeln pro Volumen-
einheit dieselbe ist, so folgt, dals die Masse der Volumeneinheit fiir
verschiedene Gase der Masse je einer Molekel proportional ist. Aus
dieser Form des Ausdrucks: dafs die Gasdichten den Molekular-
gewichten proportional sind, ist die grofse Wichtigkeit des Ge-
setzes von Avoeapro fir die Molekulargewichtshestimmung er-
sichtlich.

Um die Abhiingigkeit des Werthes A* von der Temperatur
explicite erkennen zu lassen, driicken wir po durch & aus. Be-
zogen auf die Masseneinheit war pv = R; im Vorstehenden haben
wir stets eine Masse von IV Partikeln, jedes von der Masse m be-
trachtet; also wird fiir uns:

pv=Nm.RE
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und also schliefslich:
1

[ P
A T 2mRG

Hiermit haben wir auch noch die letzte Unbestimmtheit im
Maxwerr’schen Vertheilungsgesetze beseitigt und 52 vollkommen
ausgedriickt als Function von & Dals $#* von der Beschaffenheit
des Gases unabhingig ist, geht unter Voraussetzung des Gesetzes
von Avoeapro aus dem fritheren Werthe fiir R in der Anm. zu
S. 196 hervor, wihrend wir jetzt, jene Unabhingigkeit aus der
Theorie erschliefsend, das Gesetz von Avocapro als deren Conse-
quenz gefunden haben.

§ 96, Verwandlung von Wirmebewegung in dufsere Arbeit,

Die kinetische Gastheorie liefert weiter eine vollkommen an-
schauliche Vorstellung fiir den Mechanismus der Verwandlung von
Wiirme in Arbeit bei einem sich dehnenden Gase. Wenn die Wand,
gegen welche die Partikeln anprallen, ruht, so findet kein Verlust an
lebendiger Kraft der letzteren statt. Giebt dagegen die Wand nach,
so verlieren die Gastheilchen durch den Anprall gegen sie einen Theil
ihrer Energie. Denn das Zuriickweichen der Wand vermindert
die Kraft des Stolses und durch dessen Wirkung entsteht ja die
umgekehrte Geschwindigkeit einer zuriickprallenden Partikel. Die
ihr verloren gegangene Energie giebt sie dabei an die nachgebende
Wand ab. Wenn die Wand zuriickgedriingt wird, weil ihr Gegen-
druck nur sehr wenig kleiner ist als der Druck der anprallenden
Partikeln, kann die erzeugte Geschwindigkeit # der Wand als klein
betrachtet werden, ihre lebendige Kraft, die A? enthilt, kann voll-
stindig vernachlissigt werden; die von einer anprallenden Partikel
abgegebene lebendige Kraft wird dann ganz verbraucht zu der
mechanischen Arbeit der Ueberwindung des Aulseren Druckes
fiir das Wegstiick, um welches die Gaspartikeln die Wand vor sich
herschieben. Wie wir sogleich sehen werden, ergiebt sich der Ver-
lust an lebendiger Kraft der Partikeln in der That an Groilse
gleich dieser Arbeit.

Ks werde eine Partikel betrachtet, die vor dem Anprall gegen
die Wand eine zu dieser senkrechte (Geschwindigkeitscomponente u,
nach dem Riickprall U habe. Dann sind die relativen Componenten
gegen die mit der Geschwindigkeit 2 zuriickweichende Wand:

uw—h bezw. U— 1
26%
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Wirkung des Stolses ist nun, diese relative Geschwindigkeitscompo-
nente in den entgegengesetzten Werth umzukehren; es folgt also:

U—h=h—u
oder:
U=2h—u
Die lebendige Kraft der Partikel vor dem Anprall ist:
Lomu?
nach dem Anprall:
tmU?

Thr Verlust mithin:
tmu?— U = Lim(dhu — 4h?

Wegen der Kleinheit von % kann 4? vernachlissigt werden, und der
Verlust dieser einen Partikel an lebendiger Kraft wird:

2mhu

Dieser Verlust ist ganz in derselben Weise wie auf Seite 401 fiir
simmtliche Theilchen zu summiren, mit dem einzigen Unterschiede
gegen die dortige Rechnung, dafs damals die Werthe von 2mwu zu
summiren waren. Das Resultat der Summation auf Seite 401 iiber
alle wihrend der Zeiteinheit gegen die Flacheneinheit anprallenden
Theilchen war der Werth des Druckes p; das Resultat wiirde also
jetzt p.h werden. Mithin wird der Verlust an lebendiger Kraft fir
alle Partikeln, die wihrend eines Zeitelementes d¢ gegen eine mit
der (kleinen) Geschwindigkeit %~ zuriickweichende Wand von der
Fliichengrofse / anprallen, gleich:
p.h.fdt

Hierin bedeutet %.d¢ das Wegstiick, um welches die Wand withrend
dt zuriickweicht; dieses multiplicirt mit der Fliche der Wand, ist
die Volumenvergrofserung dv, welche die Wand der Gasmenge frei-

giebt; also:
h.dt.f=dv

und der Verlust an lebendiger Kraft der Partikeln:
=pdv

Da der Verlust an lebendiger Kraft der Partikeln iquivalent ist
dem Verlust einer Anzabl von Calorieen des Wirmeinhalts,?) haben

) Vergl. hierzu den folgenden Paragraphen. Fiir Gase mit je einem
Atom in der Molekel ist der Vorgang des Umsatzes von innerer Energie in
Hufsere Arbeit mit dem oben im Text Gesagten erschopfend beschrieben. Ent-
hiilt je eine Molekel mehrere Atome, so ist noch hinzuzufiigen, dafs zuniichst
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wir also das Resultat der Thermodynamik wiedergefunden, dals
dieser Verlust bei adiabatischer Ausdehnung #quivalent ist der ge-
leisteten #Hulseren Arbeit pdw. Der betrachtete Procefls ist eine
adiabatische Dehnung; das abgeleitete Resultat ist identisch mit
Gleichung (18) auf Seite 186, wenn wir dort ¢ Q = 0 setzen:

—J.ydd =pdv

wo die linke Seite ja das mechanische Aequivalent der in #Hulsere
Arbeit umgewandelten Calorieen y.d % bedeutet.

Zugleich sehen wir an jener Stelle beim Uebergang von Gleichung
(13h) zu (14) die Bedeutung von & oder, wie wir jetzt sagen kinnen,
der lebendigen Kraft als integrirendem Nenner, genauer noch gemils
dem Resultate am Schluls von § 94: der mittleren lebendigen Kraft
je einer Partikel.

§ 97. Schliisse, die specifischen Wiarmen betreffend.

Wir haben gesehen, dafls die Kriifte der Gaspartikeln unter
einander bei deren grofsen gegenseitigen Entfernungen verschwindend
gering sind und nur fiir die aufserordentlich kurzen Zeiten der Zu-
sammenstdfse, also in einem gewissen Augenblick immer nur bei
einem ungemein kleinen Bruchtheil der Gesammtpartikelzahl sich
geltend machen. Von der potentiellen Energie dieser Kriifte kann
daher ginzlich abgesehen werden und die ganze KEnergiever-
mehrung d U des Gases bei Erwirmung als in der Vermehrung
der lebendigen Kraft L bestehend angesehen werden. In der Thermo-
dynamik sahen wir, dals fir Gase U von » unabhiingig ist (Glei-
chung 7, Seite 184) und also nach Gleichung (4), Seite 180:

U
a9
wo J das mechanische Wirmeiiquivalent und y die specifische Wiirme
bei constantem Volumen bedeutete. Diese Gleichung der Thermo-
dynamik galt fiir die Masseneinheit.
Nach Gleichung (27) ist fiir eine zunichst beliebige Masse:

L=4%pv

die lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung der Molekeln in dufsere
Arbeit umgesetzt wird, dann weiter aber ein innerer Ausgleich zwischen jener
Bewegung und der intramolecularen Atombewegung stattfindet. In Bezug auf
den Gesammtverlust an lebendiger Kraft der Wirmebewegung gelten dann

auch unveriindert die obigen Beziehungen zu der Calorieenanzahl y.d &.
A d H.

J.y
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und wenn wir auch diese Gleichung auf die Masseneinheit beziehen,
kann gesetzt werden:

pv=RE=J.c—7p).F

Bezeichnen wir die lebendige Kraft der Masseneinheit mit &, so
wird daher: '

3—1%—=%J.(a—y) (55)

Da wir nun nach den voraufgeschickten Ueberlegungen uns fiir be-
rechtigt ansehen kénnen, die Zunahme der inneren Energie U gleich
zu setzen derjenigen von &, so folgt:

Joy=%J.t—7) (56)

oder wenn wir wieder das Verhiltnils der beiden specifischen Wirmen
¢/y mit x bezeichnen:
1=4@x-1)

x

]

5
3

Zu der Zeit, als dieses Resultat aus der kinetischen Gastheorie ab-
geleitet wurde, hatten die experimentellen Bestimmungen von #, so-
weit solche gemacht waren, nur Werthe von 1,40 bis 1,41 wie bei
den auf Seite 189 erwihnten (GGasen, oder bei anderen noch kleinere
Werthe ergeben. Zur Erklirung dieses Widerspruchs nahm Crausrus
an, dals man Riicksicht nehmen miisse darauf, dals je eine Gas-
molekel zusammengesetzt sei aus mehreren Atomen. (Dalfs dies der
Fall sei, haben die Chemiker annehmen miissen wegen der bei
chemischen Processen zwischen Gasen auftretenden Volumverhalt-
nisse. Dieselbe Annahme wird aber auch sehr nahe gelegt durch
die Thatsache, dafs bei der FElektrolyse die Ionen, die als solche
pro Valenzstelle mit einem elektrischen Elementarquantum geladen
waren, nach ihrer gasférmigen Abscheidung elektrisch neutrale
Molekeln bilden. Das erkliirt sich am einfachsten durch die An-
nahme der Verbindung eines positiven und eines negativen Atoms zu
einer als Ganzes neutralen Molekel).?) Dann wiirde die Wirme-
bewegung nicht nur in der Bewegung der Molekeln als Ganzes
bestehen, sondern auch in inneren Bewegungen der Atome einer
Molekel zu einander, Oscillationen und Rotationen um den Schwer-
punkt der letzteren. Nun hatten die Chemiker aus stéchiometri-
schen Resultaten fiir den Quecksilberdampf unter Anwendung

) Vgl. Hewmnorrz' Rede zu Farapay’s Gedichtnils; Vortriige und Reden,
Band 2, Braunschweig 1884.
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des Avoaapro’schen Gesetzes geschlossen, dafs dessen Molekeln aus
nur je einem Atom bestehen. Fiir ihn konnte es daher keine
intramolekulare Energie geben, und es miifste der aus der
Theorie berechnete Werth des Verhiiltnisses der specifischen Wirmen
% =D5/3 bei Quecksilberdampf sich als zutreffend erweisen. In
der That haben Kuxpr und Warsure durch Bestimmung der
Schallgeschwindigkeit in Quecksilberdampf (vgl. Seite 195) fiir diesen
nahezu # = 5/3 gefunden. Dadurch hat jene Hypothese von Crausrus
einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit gewonnen, dals nimlich
die Abweichungen von dem Werthe % = 5/8 auf die intramolekulare
Energie der mehratomigen Molekeln zuriickzufithren seien.

Alle Entwicklungen der fritheren Paragraphen behalten aber
auch fiir die Gase mit je zwei oder mehr Atomen in der Molekel
Giiltigkeit, wenn nur unter L die lebendige Kraft allein der fort-
schreitenden Bewegung der ganzen Molekeln verstanden wird, Denn
der Druck wird allein durch den Anprall der ganzen Molekeln gegen
eine Wand hervorgerufen; letztere mufs eine herankommende Molekel
zuriickwerfen und der fortschreitenden Geschwindigkeit ihres Schwer-
punktes den entgegengesetzten Werth ertheilen. Erst wenn wir die
kinetische Deutung der ganzen inneren Energie als Wirmebewegung
zu unseren Berechnungen heranzogen, wie in diesem Paragraphen,
miissen wir zu L, zu der lebendigen Kraft der fortschreiten-
den Bewegung der Molekeln, bei mehratomigen hinzufiigen die
lebendige Kraft der intramolekularen Bewegungen; Iletztere
wollen wir mit A bezeichnen.

Cravsivs macht weiter die Annahme, dals bei einem Gase, dessen
Molekeln aus mehreren Atomen bestehen, die beiden Theile L und
A der lebendigen Kraft in einem festen Verhiiltnisse zu einander
stehen. Das ist eine durchaus wahrscheinliche Annahme; denn mit
zunehmender Lebhaftigkeit der fortschreitenden Bewegung werden
die Erschiitterungen der Molekeln beim Anprall an Winde oder
gegen andere Molekeln immer stirker werden, und durch diese Er-
schiitterungen wird ein Theil der Steigerung der fortschreitenden
Bewegung aunf die einzelnen Atome iibertragen, sodals auch die
lebendige Kraft der intramolekularen Bewegung der letzteren wiichst.
Wenn daher auch Crausius den strengen Nachweis nicht lieferte,
dafs das Verhiltnifs zwischen der einen (L) und der anderen ()
lebendigen Kraft nothwendig eine constante Grolse sei, so ist doch
ein erheblicher Anstofs an dieser Hypothese nicht zu nehmen.
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Auch noch die Gleichungen dieses Paragraphen bleiben fiir
mehratomige Molekeln bestehen bis einschliefslich (55), nur dafs L
und ¢ die lebendige Kraft allein der fortschreitenden Bewegung be-
deuten. Die Zunahme der inneren Energie U pro Masseneinheit
ist aber allgemein nicht mehr gleich zu setzen derjenigen von &,
wie in (56), sondern ihr proportional:?)

aU dg
a0~ Vdo
wo » ein Factor, der fiir einatomige Molekeln gleich 1, fiir andere
grofser als 1 ist, und zwar um so grofser, je hoher die Zahl der
Atome in der Molekel, da um so mehr Energie im Verhiltuils auf

den intramolekularen Antheil entfillt. An Stelle von (56) tritt all-
gemeiner:

(57

y=v.4.—7
woraus fiir » = ¢fy:

2
x=1+3;

Je grofser also v, das heilst aus je mehr Atomen eine Molekel des
betreffenden Gases besteht, um so weiter wird der Werth von x
unter 5/3 heruntersinken, wie in der That gefunden worden ist.
Fiir die auf Seite 189 erwithnten Gase mit je zwei Atomen in einer
Molekel hat sich » nahe = 7/5 ergeben; daraus wiirde fiir sie
v = 5/3 folgen.

Noch eine andere Schlulsfolgerung, die specifische Wirme be-
treffend, kann in Ankniipfung an Gleichung (53) gezogen werden.
Aus dieser wurde damals sogleich nach ihrer Ableitung (Seite 399)
geschlossen, dals die mittlere lebendige Kraft (der fortschreitenden
Bewegung) je einer Molekel fiir alle Gase bei derselben Temperatur
denselben Werth hat und proportional der absoluten Temperatur zu-
nimmt. Zu diesem Resultat nehmen wir hinzu das Gesetz von
Avocapro, dals die Zahl der Molekeln in gleichem Volumen ver-

1) Hierbei ist keine Riicksicht genommen auf die etwaige Aenderung der
potentiellen Energie der intramolekularen Krifte zwischen den Atomen bei
steigender Temperatur. Entweder muls diese dann auch proportional d L an-
genommen werden, oder sie muls gleich Null gesetzt werden. Letzteres ge-
schieht von Borrzmany, wenn er die Atome in der Molekel als starr mit einander
verbunden annimmt, wie Sitz.-Ber. d. Wiener Akad. 74, p. 553, 1878; er be-
rechnet dann auch wirklich auf Grund dieser Annahme fiir zweiatomige Molekeln
% = 1/5, fiir drei- und mehratomige = = 4/3. A d H
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schiedener Gase dieselbe ist bei gleichem Druck und gleicher Tem-
peratur. Dann folgt, dals zwischen verschiedenen Gasen gleicher
Druck gleiche Capacitiit gleicher Volumina fiir die lebendige Kraft
der fortschreitenden Bewegung implicirt. Daraus folgt noch nicht ohne
Weiteres gleiche Wirmecapacitit gleicher Volumina bei
gleichem Druck; aber nach (57) ist die Zunahme der Gesammtenergie
das »-fache von derjenigen der lebendigen Kraft ¢; und fiir die Gase:
Luft, Sauerstoff, Stickstoff, Wasserstoff, Stickoxyd, Kohlenoxyd, Chlor-
wasserstoff ist, wie wir vorhin sahen, iibereinstimmend » = 5/3.
Fiir sie wiirde daher auch die Wirmecapacitit gleicher Volumina
bei gleichem Druck dasselbe Multiplum der Capacitit fiir lebendige
Kraft der fortschreitenden Molekularbewegung sein; und da letztere
dieselben Werthe haben, folgt dasselbe auch fiir erstere. Dies findet
sich auch in der That bestitigt.?)

Fiinftes Kapitel.

Erscheinungen, die von den Kriften der Molekeln und von
ihrer Raumerfiillung abhéingen.

§ 98. Abweichungen von den Gasgesetzen.

Schon wiederholt ist erwiithnt worden, dafs das Bovre-MARIOTTE-
sche und das Gay-Lussac'sche Gesetz zwar fiir die schwer zu ver-
fliissigenden Gase sehr nahe genau giiltig sind; aber doch nicht
ganz vollkommen. In § 54 wurde auf Seite 225 und 226 gezeigt,

dals aus der Annahme, fiir einen Korper sei E:;—f =0, fir ihn die

Zustandsgleichung eines idealen Gases folgt,?) sodals also strenge
Giiltigkeit der idealen Gasgesetze zur Voraussetzung hat die strenge
Giiltigkeit der Unabhiingigkeit der inneren Energie I vom Volumen.

1) Siehe die Columne VII der Tabelle auf Seite 62 bei Crauvsws, Mechan.
Wiirmetheorie, Bd. I, 1876. Cravsrs hat dort die specifische Wirme bei
constantem Volumen, dem Volumen nach verglichen mit Luft“; d. h. er bildet
die Producte y.d, wo d die Masse der Volumeneinheit im Verhiltnils zu der-
jenigen der Luft bedeutet. A . d H.

?) Wenn noch die Annahme b= 0 (Seite 226) hinzugefiigt, d. h. wenn
die Raumerfiillung der Molekeln vernachliissigt wird. Auf dieser Abweichung
von den Gasgesetzen ist Heimmonrz nicht weiter eingegangen; in der allge-
meinen Zustandsgleichung von vany per Waals wird sie dagegen beriick-
sichtigt. A d H.
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Soweit die Genauigkeit der Resultate ging, erschien diese durch den
Versuch von Gay-Lussac, vervollkommnet von JourLe (Seite 183 und
184) bewiesen.’) Indessen konnte die (Genauigkeit dieser Versuche
nicht sehr weit gehen.

Sehr viel genauere Versuche stellte spiiter Joune in Gemein-
schaft mit Sir Wrrnziam Tromsox (Lord Kelvin) in folgender Weise
an. Von einer Pumpe wurde ein Luftstrom zuerst durch ein von
einem Wasserbad umspiiltes Schlangenrohr geleitet, um eine be-
stimmte ablesbare Temperatur anzunehmen. Sodann musste der Luft-
strom einen Baumwollpfropf passiren, der in einer Rohre enthalten
war. Die Langsamkeit, mit welcher die stark comprimirte Baumwolle
die Luft hindurchstreichen liels, verursachte eine sehr erhebliche
Drucksteigerung vor dem Pfropf. Hinter diesem konnte die Tem-
peratur der Luft wieder gemessen werden. Wenn die Pumpe regel-
milsig arbeitete, trat nach kurzer Zeit eine stationire Stromung ein.
Wire die innere Energie eines Gases vom Volumen vollkommen
unabhingig, so hitte sich keine Temperaturdifferenz vor und hinter
dem Pfropf zeigen diirfen. KEs wiirde niimlich beim Ausstrémen
der Luft unter dem FEinfluls derselben Druckdifferenz, aber ohne
Vorhandensein des Pfropfs, Strahlbildung und Erzeugung von leben-
diger Kraft dieser Strahlbewegung der Gesammtluftmasse statt-
finden; diese lebendige Kraft hitte ihr Aequivalent in Abkiihlung des
Gases gefunden. Durch den Pfropf wird aber die lebendige Kraft
des Strahles im Entstehen verhindert, oder beim Kntstehen sogleich
wieder vollstiindig in ungeordnete Wirmebewegung zuriickverwandelt.
Es zeigte sich nun auch die Temperatur vor und hinter dem Pfropf
nahezu, aber doch nicht vollig gleich. Bei Luft und Kohlensiure
fanden JouvreE und TeHoMsON eine geringe Abkiihlung, den nach
ihnen benannten ,cooling effect®. Diese Abkiithlung ist dadurch zu

) Die Schlufsfolgerung auf Seite 184, aus welcher die Gleichung (7)
dort hervorgeht, ist wohl etwas 2zu summarisch., Man kénnte sie vervoll-
kommnen, indem man sich den Gayv-Lussac’schen Versuech folgendermafsen
angestellt denkt. Eine Gasmenge sei in dem einen Theile eines eylindrischen
Gefilzes abgesperrt durch einen den Endflichen parallelen Schieber. Der
andere Theil des Gefilses sei evacuirt, enthalte aber eine Reihe sehr nahe
benachbarter Schieber, die alle jenem ersten parallel sind. Dieser letztgenannte
Schieber werde dann als erster seitlich herausgezogen; fiir den dann ein-
tretenden Differentialprocels gilt dann genau das auf Seite 184 im Text Ge-
sagte. Wenn dann nach Eintritt des inneren Temperaturausgleiches in der
Gasmasse der folgende Schieber seitlich herausgezogen wird u. s. f.,, so gilt
dasselbe fiir jeden der Differentialprocesse, und daher auch fiir den Gesammt-
process. A d H
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erklaren, dafs doch noch zwischen den Gasmolekeln schwache Kriifte
wirksam sind, welche bei der Vergréfserung der Molekularabstinde
Arbeit leisten. In den erwithnten F%llen miissen diese Krifte An-
ziehungen sein, so dals gegen sie bei Ausdehnung Arbeit geleistet
werden muls auf Kosten eines kleinen Theils der lebendigen
Kraft der Molekularbewegung, so dafs Abkiihlung eintritt.l) Man
kann den Werth der letzteren angeben als Bruchtheil derjenigen
Abkithlung, welche bei gleich grofser adiabatischer reversibler Aus-
dehnung durch die #ulsere Arbeitsleistung eintreten wiirde. Sie
betrug in dieser Weise angegeben bei Luft 1/477, bei Kohlen-
séure 1/77.9

Entsprechend fritheren Bemerkungen wiirde man sich vorzu-
stellen haben, dafls bei gewdhnlicher Dichtigkeit nicht alle Molekeln
eines Gases durch ihre gegenseitigen Anziehungen den JouLe-
TromsoN-Effect verursachen, sondern nur diejenigen Molekeln, die
sich einander gerade bis zur Beeinflussung genihert haben. Je
weiter ein Gas von der Verfliissigung entfernt ist, um so geringere
Abweichungen vom ,jidealen” (Gas wird es zeigen; das kommt in
dem kleineren Werth der obigen Abkiihlung fiir Luft gegeniiber
Kohlensiiure zum Ausdruck. Je mehr man die Molekeln durch Ab-
kithlung oder Compression einander nihert, um so hiufiger werden
sie bei den Collisionen unter den Einflufs ihrer gegenseitigen An-
ziehungen kommen; um so mehr wird sich das Verhalten des
Gases von dem ,idealen® entfernen, bis schlielslich Verfliissigung
eintritt. )

Fiir Wasserstoff war wegen seiner sehr geringen Gasdichte ein
besonders kleiner Joure-TaHomson-Effect zu erwarten. Er betrigt
in der That nur etwa 1/13 von demjenigen in Luft. Merkwiirdiger-

1) Diese Abkiihlung ist es, welche Linpe bei seinen Kiiltemaschinen be-
nutzt. Erste Beschreibung Ztschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 1895. Weitere
Literaturangaben s. BenN, Jahresber. d. Phys. Ver. Frankf. a. M. 1900/1901.

A d H

%) Diese Verhiiltnilszahlen gelten nur fiir bestimmte Versuchsbedingungen.
Meist pflegt man die Grifse des Jovre-Tromson-Effectes in der Weise anzu-
geben, dals pro Atmosphire Druckdifferenz und bei 0°C. die Abkiihlung fiir
Luft 0,276°, fiir Kohlensiure 1,39° betriigt. — Ueber die Abhiingigkeit des
cooling effects von der Temperatur und ausfiihrlichere Theorie vgl. Kironnorr,
Theorie der Wirme, pag. 84—8T7. A d H.

?) Die Richtigkeit dieser Auffassung wird bewiesen durch die quantitative
Berechenbarkeit des Jouvre-Tuomson-Effects aus der van per Waars'schen Zu-
standsgleichung; siehe dessen: ,,Continuitit d. gasférm. w. fliss. Zustandes®,
deutsch von Rorm, Leipzig 1881, pag. 112—116. A d H
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weise hat er aber auch umgekehrten Sinn, das heilst: die aulser-
ordentlich kleine Temperaturinderung bei arbeitsloser Ausdehnung
besteht in einer Krwiirmung.?)

§ 99. Erscheinungen, die von der Weglinge der Molekeln
abhingen.

Zu Beginn des § 89 haben wir schon besprochen, dafs es Er-
scheinungen giebt, die nur durch die Annahme sehr hiufiger Colli-
sionen zwischen den Gasmolekeln erklirbar sind, so dafls sie
jedesmal nach einer sehr kurzen geradlinigen Bahn von dieser durch
einen Stofs in einen anderen Weg nach seitlicher Richtung hin oder
sogar riickwiirts abgelenkt werden. Nur bei dieser Annahme sind
die sehr grofsen molekularen Geschwindigkeiten, die wir in § 88 be-
rechneten, mit den Thatsachen vereinbar. Als Ursache der Hiufig-
keit der Collisionen wiirden wir dann die riumliche Ausdehnung
entweder der undurchdringlichen Molekelmasse selbst, oder des
Merklichkeitsgebietes ibhrer Kraftwirkung anzusehen haben.

Zur Annahme sehr kurzer Zwischenzeiten zwischen zwei Zu-
sammenstofsen nothigt erstens die gegeniiber den molekularen Ge-
schwindigkeiten langsame Diffusion. Dals diese eine ziemliche Zeit
erfordert, sehen wir ja, wenn zwei verschieden schwere Gase, z. B.
Kohlensiure und Luft, Luft und Leuchtgas oder Wasserstoff iiber
einander geschichtet werden und man sorgfiltig vermeidet, Stromungen
durch Temperaturunterschiede oder mechanische Stérungen hervor-
zurufen. Offenbar ist die Schnelligkeit der Diffusion abhingig von
der Zahl der Zusammenstifse und um so kleiner, je hiufiger letztere
sind. Ganz analog ist der Vorgang der Wirmeleitung im Inneren
eines (Gases, wenn iiber einen kalten Theil einer Gasmasse dariiber-
geschichtet ist eine heifsere Menge desselben Gases. Dann geschieht
die Uebertragung der Wiirme nur sehr langsam; und zwar geschieht
sie einerseits dadurch, dafs Molekeln mit griofserer lebendiger Kraft
aus dem oberen wirmeren Theile hineinschiefsen in den unteren
kalteren Theil; andererseits auch dadurch, dafs die grifsere lebendige
Kraft der oberen Molekeln durch die Zusammenstifse iibertragen
wird auf die unteren. Auf beiderlei Weise hingt die wahre Wirme-
leitung ab von der Zahl der Collisionen. Nicht zu verwechseln ist

') Aber nur bei gewehnlichen Temperaturen. Bei hinreichender An-
niiherung der Molekeln durch Temperaturerniedrigung besteht anch fiir Wasser-
stoff der Jovre-Twomson-Effect in einer Abkiihlung. Vgl. K. Oruszewsgr, Ann.
d. Phys. 7, p. 818, 1902. A, d. H.
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damit der Temperaturausgleich durch Convection, wenn die Kr-
wirmung eines (Gases von einer tiefer befindlichen Stelle ausgeht
und die leichter gewordenen wirmeren Theile in die Hohe steigen.
Diese Convection geschieht schnell, die wahre Leitung aber langsam.
Ein drittes hierhin gehoriges Phiinomen ist die sogenannte innere
Reibung. Ks kionnen Schichten desselben Gases an einander grenzen,
welche verschiedene Geschwindigkeiten haben, z B. ein Strahl be-
wegter Luft grenzt an ruhende umgebende Luft; oder im oberen
Theile eines cylindrischen Gefilses wird eine Wirbelbewegung er-
zeugt, wihrend der untere Theil anfinglich nicht mitwirbelt. Dann
verharren die beiden Schichten nicht dauernd in diesem Bewegungs-
unterschied; die ruhende wird allmihlich mit hineingezogen in die
Bewegung, wihrend die bewegte gleichzeitig an Geschwindigkeit ver-
liert. Ganz #dhnlich erscheint der Vorgang, dals statt eines oberen
wirbelnden Theiles des (tases etwa vorhanden ist eine rotirende
feste Scheibe, welche die mit ihr in Berithrung befindliche Gasmenge
allmihlich hineinzieht in ihre Drehung, wihrend sie selbst solche
verliert. Diesen Verlust bezeichnet man dann allgemein in der
Mechanik als durch Reibung hervorgerufen, in diesem Fall durch
Reibung jener Scheibe an dem umgebenden Gase. Entsprechend
hat man die Mittheilung von Bewegung einer hewegten an eine
ruhende Gasschicht innere Reibung genannt. Der Vorgang wiirde
so zu erkliren sein, dals wir die Bewegung der Molekeln in dem
(Gasstrome als eine zusammengesetzte zu betrachten haben, zusammen-
gesetzt aus der ungeordneten Wiirmebewegung, deren Vertheilung
dem Maxwerr'schen Gesetze folgt, und aus einer allen Molekeln
gemeinsamen Bewegungscomponente, welche der Stromung der Ge-
sammtmasse entspricht. In Folge der Wirmebewegung fahren nun
einzelne Theilchen aus dem Strahle seitlich heraus und iibertragen
dabei die Stromungsgeschwindigkeit auf die benachbarten Molekeln,
denen eine solche urspriinglich nicht zukam, indem sie mit ihnen zu-
sammenstolsen.

Alle drei betrachteten Vorgiinge kénnen wir als Vermischungen
bezeichnen, die Diffusion als Vermischung chemisch verschiedener
Molekeln, die Wirmeleitung als Vermischung von Molekeln mit ver-
schiedener Stirke der Wiirmebewegung, und die innere Reibung als
Vermischung von Molekeln mit verschiedener Geschwindigkeit einer
gemeinsamen Fortbewegung im Raume. Diese drei Arten von Ver-
mischungen werden alle um so schneller vor sich gehen, je grifser
die mittlere Liinge je eines der geradlinigen Wegstiicke ist, die eine
Molekel zwischen zwei Zusammenstofsen mit anderen zuriicklegt. In
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einer Theorie jener Krscheinungen wird diese mittlere gerad-
linige Weglinge eine wesentliche Rolle spielen. Man hat nun
durch die messenden Beobachtungen jener Phiinomene bestiitigt, dafs
sie diejenige Abhiingigkeit von den physikalischen Bedingungen zeigen,
welche die Theorie erwarten lilst, namentlich soweit sich Schliisse
ziehen lassen ohne besondere Voraussetzungen iiber die Gesetze der
Molekularkriifte. Andererseits giebt eine solche Theorie die Mog-
lichkeit an die Hand, aus den gemessenen Coefficienten der Ver-
mischungsvorgiinge die mittlere geradlinige Weglinge der Molekeln
zu berechnen.

Wir wollen hier nur einige der Schliisse entwickeln, welche sich
ohne grifsere Rechnungen ergeben. Wenn die Dichtigkeit eines Gas-
volumens ungeiindert bleibt, aber die Temperatur gesteigert wird, so
nimmt die Geschwindigkeit der Wiirmebewegung zu. Jedenfalls also
folgt zuniichst, ohne dafs hierzu auf die Zusammensto[se eingegangen
werden miifste, dafs die Geschwindigkeit der drei betrachteten
Mischungsvorgiinge mit steigender Temperatur zunimmt, wie
in der That beobachtet worden ist.

Gehen wir jetzt auf die mittlere Weglinge ein. Wenn bei
ungeiinderter Temperatur die Dichtigkeit erhdht wird, so nimmt die
Zahl derjenigen Molekeln, welche einer sich bewegenden, anderen
in den Weg kommen, proportional der Dichtigkeit zu. Denn einer
Molekel kommt ein gewisser Querschnitt g ihrer Molekularwirkungen
rings um die Bahn ihres Schwerpunktes herum zu. Wiirde sie ihrer
Bewegung wiihrend einer Zeit ¢ geradlinig mit der Geschwindig-
keit ¢ fortsetzen, so bestreicht der Querschnitt ihrer Molekular-
wirkungen einen Raum von der Grifse q.c#. Ist nun weiter N
die Zahl der Molekeln pro Volumeneinheit, so wiren in jenem
Raum vorhanden 9N.g.ct Molekeln. Wenn diese in jenem Raum
gleichmilsig vertheilt und ruhend wiiren, wiirde die fritheste Collision
der bewegten Molekel mit der ersten ruhenden nach Zuriicklegung
eines Weges erfolgen, der gleich wiire dem zuerst gedachten, aber
wegen den Collisionen nicht wirklichen Wege, von der Linge c¢,
dividirt durch die Zahl der Molekeln in dem bestrichenen Raum.
Also wird die Weglinge his zur ersten Collision gleich:

et 1

N.q.ct N.q

Wenn nun auch die in dem bestrichenen Raum vorhandenen Molekeln
thatsiichlich nicht ruben und nicht gleichmiilsig verteilt sind, so ist
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ja doch dieselbe Ueberlegung auch nicht nur fiir eine stofsende
Molekel, sondern fiir iiberaus viele zu machen, so dalfs fiir den Mittel-
werth aller dieser Collisionen die Weglinge jedenfalls nahe den-
selben Werth erhalten wird, wie wenn alle anderen Molekeln ruhten
und gleichmifsig verteilt wiren. Zuniichst zeigt der abgeleitete
Werth fiir die mittere Weglinge, dals sie der Molekelzahl pro Vo-
lumeneinheit und damit also auch der Dichtigkeit umgekehrt pro-
portional ist. Fiir die Diffusion, die Wirmeleitung, die innere
Reibung kommt aber nicht nur das Vordringen einer Molekel,
sondern die vordringeude Gesammtzahl der chemisch, thermisch,
mechanisch verschiedenen Molekeln durch eine Grenzfliche dieser
Verschiedenheiten hindurch in Betracht. Diese Gesammtzahl ist nun
der Dichtigkeit direct proportional; die Weglinge des Eindringens
jeder einzelnen Molekel ihr umgekehrt proportional; also die Schnellig-
keit des Transports nicht nur einer Molekel, sondern der Ge-
samtzahl von der Dichtigkeit unabhingig. Die experimentellen
Untersuchungen iiber die innere Reibung, Wirmeleitung, Diffusion
haben in der That dieses iiberraschende Resultat der Theorie be-
stétigt.

Diese Unabhingigkeit der inneren Reibung von der Dich-
tigkeit zeigt sich insbesondere bei der Verdiinnung von Gasen. Ver-
diinnte Gase verhalten sich in Bezug auf alle durch die Reibung
bedingten Phiinomene wie zihe Fliissigkeiten. Man kann deren
Verhalten dahin charakterisiren, dafs der Einflufs der Reibung iiber
denjenigen des Beharrungsvermigens iiberwiegt; dies zeigt sich z. B.
wenn man eine zihe Fliissigkeit in Rotation versetzt hat, dals sie
dem Beharrungsvermégen entgegen sehr schnell zur Ruhe kommt.
Wenn man nun ein Gas verdiinnt, so nehmen Dichtigkeit und Be-
harrungsvermogen ab, die Reibung aber bleibt, wie wir vorhin aus
unseren Ueberlegungen folgerten, ungeindert; also wird deren Kin-
fluls immer mehr dem Beharrungsvermogen gegeniiber hervortreten,
so dafs Erscheinungen eintreten @hnlich denen bei zihen Flissig-
keiten.

Die Unabhiingigkeit der inneren Reibung von der Dichtigkeit
findet sich nicht mehr bestitigt bei den allergrofsten Verdiinnungen.
Indessen wird bei diesen auch die mittlere Wegliinge so grols, dafs
der Einfluls der Gefiilswiinde sich geltend machen muls, worauf
wir sogleich noch eimal zuriickkommen werden.

Durch die auseinandergesetzte Gemeinsamkeit der Gesichts-
punkte fiir die Theorie der Diffusion, der Wirmeleitung und der
inneren Reibung werden sich nun weiter numerische Beziehungen
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zwischen den Coefficienten ergeben, durch welche diese drei Er-
scheinungen charakterisirt werden, und diese theoretisch abgeleiteten
Beziehungen haben sich auch im Grofsen und Ganzen experimentell
bestitigt gefunden.,

Die Ableitung des Ausdruckes von Seite 414 fiir die mittlere
Weglinge unter den dort gemachten vereinfachenden Annahmen
rithrt von Crausius her, der seinen Ausdruck weiterhin verbessert
hat durch Beriicksichtigung der Bewegung aller Molekeln. Weiter
ist sie dann noch verbessert worden durch Beriicksichtigung der
Verschiedenheit der Geschwindigkeiten der einzelnen Molekeln. Auch
sind noch die Unterschiede der relativen Lagen zweier Molekeln im
Augenblick des Zusammenstofses in Rechnung zu ziehen, was durch
verschiedene Theorien in verschiedener, von keiner in ganz zuver-
lissiger Weise geschieht, so dafs auch die Resultate der Theorien
nicht ganz mit einander iibereinstimmen. Da die verschiedenen Rech-
nungen aber so ziemlich zu denselben Resultaten fithren, muls man
ihnen doch eine gewisse Wahrscheinlichkeit zugestehen. Durch
Anwendung der von diesen Theorien abgeleiteten Formeln, welche
den Zusammenhang zwischen mittlerer Weglinge und den Coef-
ficienten der Diffusion, der Wirmeleitung und der inneren Reibung
ergeben, lifst sich aus den beobachteten Werthen der letzteren Coef-
ficienten die mittlere Weglinge berechnen. Die gefundenen
Zahlen liegen um !/ ... mm herum, also wie fiir die Zulissigkeit
der in § 88 berechneten grofsen Werthe der Geschwindigkeiten ver-
langt werden mufste, ungemein kleine Lingen. Man hat berechnet
beim Druck einer Atmosphiire fiir:

Luft . . . . . 0,000086 mm
Sauerstoff . . . 0,000089 ,,
Stickstoff . . . 0,000084 ,,
Kohlenoxyd . . 0,000084 ,,
Kohlensiure . . 0,000058 ,,

Wasserstof . .  0,000160 ,,

Diese Zahlen kénnen wenigstens dazu dienen, eine Vorstellung von
der minimalen Kiirze der geradlinigen Wege zwischen zwei Zu-
sammenstéfsen und der aufserordentlichen Hiufigkeit der letzteren
zu geben.

Andererseits sieht man, dals bei Verdiinnung auf ein Milliontel,
die in stark evacuirten Rohren erreicht wird, die Weglinge der
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Luftmolekeln schon gleich 86 mm wird, so dafs die Gefalswinde sich
bereits bei den einzelnen geradlinigen Wegen der Molekeln stérend
geltend machen und es sich erklért, dafs bei derartig hohen Ver-
diinnungen die Gesetze der Erscheinungen ganz andere werden.

Eine vollig von den vorhergehenden verschiedene Theorie der
Wiirmeleitung, inneren Reibung und Diffusion hat MaxwEeLL aufgestellt,
indem er zwischen zwei Molekeln Kriifte annimmt, die der fiinften
Potenz ihrer Entfernung von einander umgekehrt proportional sind.
Die beiden Molekeln beschreiben dann, hinreichend nahe gekommen,
hyperbelihnliche Bahnen um den gemeinsamen Schwerpunkt. Der
Asymptotenwinkel giebt die Richtungsiinderung der Bahn an, und auf
diese Ablenkung von einer einmal eingeschlagenen Richtung wird es
in der Theorie jener Mischungsvorgiinge ankommen. Andererseits wird
der Asymptotenwinkel abhingen von dem Gesetz der Molekularkraft,
und da wir sonst nichts iiber diese wissen, hat MAXWELL sie der
fiinften Potenz der Entfernungen umgekehrt proportional gesetat,
wesentlich nur deshalb, weil dies die giinstigste Voraussetzung fiir
die Durchfithrbarkeit der Rechnung ist. Immerhin ist die Max-
weLL'sche Theorie in sich consequent, wihrend eine widerspruchslose
Verfolgung der anderen Theorien nicht gelingt.?)

") Vgl. Kircanorr, Theorie der Wirme, p. 210.

H. v. Hesortz, Theoret Physik, Bd, VL 27
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