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Erster Theil.

Elastische Schwingungen in continuirlich verbreiteten
Medien.

§ 6. Ebene Wellen.

Zur Einfihrung in die Lehre von den Schwingungen beginnt
man am besten mit den oscillatorischen Bewegungen ponderabler
Korper, wie sie z. B. bei der Schallbewegung vorkommen. Wir wissen
aus der Erfahrung, dals solche Oscillationen sich bis in grofse Ent-
fernungen ausbreiten, und dafs diese Verbreitung, wenn sie nach allen
Seiten regelmiifsig geschieht, im Wesentlichen so verliuft, dafs die
Flichen, in denen eine bestimmte Phase der Bewegung gleichzeitig
ankommt, Kugelflichen sind. Je weiter die Bewegung sich von
ihrem Krregungscentrum entfernt hat, je grifser also die Kugel-
fliche wird, desto dhnlicher wird jedes Quadratcentimeter dieser Kugel-
fliiche einem Theil einer Ebene. Hier wollen wir nun annehmen, dals
der Radius der Kugelfliiche so grols sei, die Bewegung also bereits
soweit von ihrem KErregungspunkte sich entfernt habe, dafs wir den
Unterschied von einer Ebene villig vernachlissigen konnen.

In dem unendlich ausgedehnten Medium, in dem sich die be-
trachtete Bewegung vollzieht, bezeichnen wir die Orte der einzelnen
bewegten Punkte durch die Coordinaten z, y, », und zwar soll z
diejenige Richtung bezeichnen, nach welcher die Wellen sich fort-
pflanzen. In Richtung der y und z besteht dann kein Unterschied,
sondern alle Punkte einer Schicht, die in der Ebene z = 0 oder in
einer dieser parallelen Ebene liegen, bewegen sich in gleicher Weise,
d. h. die Werthe ihrer Verschiebungen sind nur Functionen der
Coordinate = und der Zeit ¢ dagegen unabhingig von y und =.

§ 7. Ebene Longitudinalwellen,

Bei allen uns bekannten Korpern, bei gasformigen sowohl wie
bei fliissigen und festen, kénnen Longitudinalschwingungen vorkommen,
d. h. Schwingungen, bei denen die schwingenden Punkte sich in
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derselben Richtung bewegen, in welcher der Wellenzug sich fort-
pflanzt.  Wir wollen nun solche Schwingungen hier voraussetzen.
Dann geschehen die kleinen Verschiebungen, welche die einzelnen
Korpertheile wihrend der Bewegung erleiden, alle in der Richtung
der z-Axe; wir wollen sie mit § bezeichnen. Wenn nun diese §-Ver-
schiebungen der verschiedenen Schichten verschieden grofs sind, so
wird an einzelnen Stellen des Korpers die Substanz, welche zwischen
zwel der Ebene z = 0 parallelen Ebenen liegt, bald zusammenge-
dringt bald gedehnt werden, je nachdem die Grenzflichen der be-
treffenden Schicht sich einander nithern oder von einander entfernen.
Bei der Wellenbewegung muls nun immer der Werth des & eine
continuirliche Function von « sein, d. h. die Function von z, welche §
darstellt, mufs continuirlich sein und iiberall endliche Differential-
quotienten nach der Coordinate = haben. KEine discontinuirliche
Function wiirde niamlich entweder Zerreifsung des Zusammenhangs

oder TIneinanderdringen  verschiedener

g Schichten anzeigen.
Wenn wir eine horizontale Schicht
" (Fig. 4) von so geringer Dicke in's Auge

fassen, dals wir innerhalb derselben &
durch eine lineare Function von z aus-
Fig. 4. dritcken kimnen, so wird die Dickeniinde-

rung dieser Schicht davon abhiingen, ob die

&-Verschiebung der oberen Fliche grofser oder kleiner ist, als die
der unteren Fliche. Bezeichnen wir die Dicke dieser Schicht mit
dx, so wird nach der Verinderung zu dz noch die Differenz der
Verschiebungen hinzugekommen sein, welche die beiden Grenzflichen
erlitten haben. Wenn wir jetzt einmal mit & die Verschiebung an
der unteren Fliche bezeichnen, so wird die Verschiebung an der

oberen Grenzfliiche & -+ %.d x sein, und die veriinderte Dicke der
Schicht wird sein 5
da:—{-a—'g.dx:dx.(l—{—a—g—). (10)

x Oz

Da die Grundfiiiche der Schicht unveriindert bleibt, so wird die
Volumeninderung, welche jedes Raumelement dieser Schicht unter
solchen Umstiinden erleidet, ebenfalls durch diese Grilse darge-
stellt sein.

Nun wissen wir, dafs alle ponderablen Substanzen bei einer
Compression sich wieder auszudehnen streben, indem sie einen Druck
ausiiben, der ihrer Volumeniinderung entgegengesetzt gerichtet ist.
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Wenn wir als Druck diejenige Kraft definiren, welche auf die
Einheit der Oberfliche wirkt, so kann man fiir alle uns bekannten
ponderablen Substanzen annehmen, dals die dabei auftretende Zu-
nahme des Druckes proportional dem Bruchtheil ist, um welchen
das Volumen veriindert wird, vorausgesetzt, dals dieser Bruch klein
genug gegen Kins ist. In dem hier betrachteten Falle ist nun

g—i der betreffende Bruchtheil, und der Druck, der bei positivem g_;f
£

ein negativer Druck ist, da er sich im Widerstreben gegen die Expansion

! ; 0¢ . - .
anfsert, bei negativem 6.% ein positiver, muls dem negativen Werthe

dieser Aenderung des Volumens proportional gesetzt werden. Indem
wir mit ¢® irgend eine positive Constante bezeichnen, deren Grifse
von der Natur der Substanz abhiingt, konnen wir die Gleichung
bilden:

—_— e B
P =g (11)

Wir haben hierin einen Ausdruck fiir die Kraft, mit welcher der
elastische Korper der Volumeniinderung der betrachteten Schicht
widerstrebt. Was nun fiir die eine Schicht gilt, gilt auch fiir jede
andere. Die Gesammtkraft, welche auf eine im Innern liegende Schicht
wirkt, wird von dem Zustande der Compression in den beiden iiber und
unter ihr liegenden Schichten abhiingen. Der Druck der oberen Schicht
strebt, diese Zwischenschicht nach unten zu driingen, er wird also
in der negativen Richtung der z-Axe wirken; hingegen wird der
Druck der unteren Schicht nach oben, also in der Richtung der
zunchmenden z-Werthe dringen. Es sind aber diese beiden Drucke
nicht gleich. Den positiv wirkenden Druck der unteren Schicht,
fiir welche do = 0 gesetzt wurde, wollen wir mit p bezeichnen;
dann ist der in der negativen Richtung wirkende Druck der oberen

Schicht gleich p + g% .dz. Somit wiirde die auf die Einheit der Fliche

wirkende Gesammtkraft X, welche die Schicht zu verschieben strebt,
den Werth haben :

X:p-—-(p+§;.dm)

= — 5o .dz. (12)

Setzen wir nun aus Gleichung (11) fiir p den eben abgeleiteten Werth

ein, so erhalten wir:
2*
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2
X=o’.g—fs.da:. (12a)
Nun kénnen wir nach dem NEwrox'schen Bewegungsgesetz anderer-
geits die Bewegungskraft, welche auf die Schicht wirkt, auch durch
das Product ihrer Masse und ihrer Beschleunigung messen. Indem
wir hier die Ausdriicke iiberall auf Stiicke der Schichten bezichen,
welche in ihrer horizontalen Ausdehnung sich iiber eine Flichen-
einheit erstrecken, finden wir die Masse der Schicht, wenn wir ihre
Dicke mit der Dichtigkeit ihrer Substanz multipliciren. Hier
handelt es sich nun um die Masse, welche nicht durch die Volum-
inderung beeinflufst wird. Wir konnen also das Volumen und die
Dichtigkeit in demjenigen Zustande nehmen, bei dem sich die Schicht
in der Gleichgewichtslage befindet. Wir wollen die Dichtigkeit mit

h bezeichnen; dann ist die Masse der Schicht gleich h.dz. Die
2
Geschwindigkeit ist gleich %—% und die Beschleunigung gleich g_ig
2
Die bewegende Kraft ist also h.d m.g—g, und wir erhalten demnach

als Bewegungsgleichung:

2
c”.%}%.dw:k.dx. gif
oder
02 a2
c”.a—xfzh-atf, (13)

welche Gleichung wir auch schreiben konnen:

a2 0?
S {on)

2
i O s : .
wenn wir —-= a® setzen. Da h stets positiv ist, so wird auch die

Constante a® stets positiv sein. Die so erhaltene Gleichung ist eine
lineare Differentialgleichung erster Ordnung; sie wird erfiillt, wenn
wir die Annahme machen, dafs & eine beliebige Function der zu-
sammengesetzten Variablen ¢ = 2z + at sei, so dals also

§=F(el
—_ F(z+dt)

L ay

zu setzen ist. Die Function F ist demnach abhiingig von ¢, und ¢
wiederum abhiingig von den Werthen « und af, die sonst in der
Function F nicht vorkommen. Dadurch ist eine besondere Art der
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Abhiingigkeit der drei Grifsen von einander festgesetzt. Wir haben
nun nach den Grundprincipien der Differentialrechnung:

0E,.. 28 ve
dxz  dg Oz’
Da nun
d
T 1
so ist also
d oF
[T e
folglich ist g—f-; ebenfalls eine Function von ¢. Ferner ist:
0*f _O0'F dq
92t = 3¢ da .
_or o
.

Wenn wir die Differentialquotienten nach der Zeit bilden, ergiebt sich:

0f JF dgq
gt dq Ot
14
 r (140)
=a- aq
und
org  0'F dgq
9 “de 9t
0*F
=a2.W- (14d)
Da nun
O'F 0§
dq2 Oz
war, so folgt:
0%E 02§
T =V ga (18)

Durch die gemachte Annahme iiber & wird also unserer Differential-
gleichung geniigt.

‘Wenn wir statt « den Werth (— @) setzen, so bleibt der Werth
von ¢? unverindert. Hs wird also sowohl:
'.E = F @+ai)
§=Ge_ay
eine Losung jener Differentialgleichung sein.

als } (16)
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Ueber die physikalische Bedeutung dieser Losungen ist nun
Folgendes zu bemerken:

Wenn in der Function F, 4 ¢ der Werth von 2 um eine Strecke,
die mit ¢ bezeichnet sein mag, vergrifsert wird, und gleichzeitig
der Werth von ¢ um einen solchen Betrag r abnimmt, dals

t=a.t (17

ist, so wird der Werth von ¢, also auch von F sich nicht indern.
Wenn aber 2 um eine gewisse Strecke r wiichst, so heifst das: man
beobachtet die Veriinderung & an einer Stelle, die einem um g
grofseren Werthe von x entspricht; nimmt ¢ um z ab, so heilst das:
die Beobachtung bezieht sich auf einen um das Zeitintervall z zuriick-
liegenden Zeitmoment. Wenn also § = F, ; . bei den genannten
Aenderungen von z und ¢ ungeiindert bleibt, so ist also vor der Zeit =
derselbe Zustand, beziehlich derselbe Werth von & in einer Schicht
vorgekommen, welche einem grifseren Werthe von « entspricht.
Aendert sich der Werth von « regelmiifsig, aber gleichzeitig auch
die Zeit, und zwar so, dals immer die Gleichung (17) besteht, so
wird fiir alle diese Stellen & in den verschiedenen Zeitmomenten
denselben Werth haben. Dieser Zusammenhang zwischen r und 7
ist nun derselbe, welcher bei einer gleichmiifsigen Bewegung vor-
kommt, die in gerader Linie mit der Geschwindigkeit a fortschreitet,
so dals also gewissermalfsen der Werth von & welcher fiir die ur-
spriinglichen Werthe des » und ¢ gegeben ist, mit der gleichmiifsigen
Geschwindigkeit @ sich in der Substanz fortpflanzt, und zwar in der
entgegengesetzten Richtung, in welcher x steigt.

In der anderen Losung dagegen, wo wir die Verinderung &
mit Gy _ 44 bezeichnet haben, mufs ¢ um 7z zunehmen, wo wieder

I=a.7

ist, wenn & unverindert bleiben soll. Die gleichartigen Zustiinde
riicken also hier in der Richtung der steigenden Werthe von 2 mit
steigender Zeit fort.

Die Liosung & = Fj, 4 44 bezeichnet also eine Welle, welche mit
zunehmender Zeit in Richtung der abnehmenden Werthe von =z
fortschreitet, withrend die Lisung § = G, _ ., eine Welle hezeichnet,
welche mit zunehmender Zeit in der Richtung der steigenden Werthe
von « voranschreitet.

Beide Integrale bezeichnen eine Bewegungsweise, wie wir sie
beim Schall und bei den Wasserwellen, wo eine gegebene Form der
Welle auf der Wasseroberfliche fortliuft, beobachten. In letzterem
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Falle kinnen wir uns leicht mechanisch davon iiberzeugen, dafs das
was auf dem Wasser fortschreitet, nur die Form der Bewegung, die
Form der Oberfliiche ist, die sich aber fortdauernd aus neuen
Wassertheilen zusammensetzt, withrend jedes einzelne Wassertheilchen
nur um seine Gleichgewichtslage schwingt, im wesentlichen also an
derselben Stelle bleibt. Ebenso liuft auch eine Schallwelle mit
constanter Geschwindigkeit durch den Luftraum, und eine Licht-
welle durch den Aether, withrend die einzelnen Theilchen der Luft,
beziehlich des Lichtithers, nur kleine Bewegungen ausfithren. Es
ist dieses das charakteristische Zeichen fiir solche in einem elastischen
Medium voranschreitende Oscillationen.

Wenn man fiir eine Differentialgleichung, die in jedem Gliede
die abhiingige Variable — hier also § — selbst oder ihre Differen-
tialquotienten nach den unabhiingigen Variablen — hier = und ¢ —,
nur einmal enthiilt (d. i. eine lineare homogene Differential-
gleichung) zwei Losungen gefunden hat, so kann man auch immer
neue LoOsungen bilden, indem man solche Integrale mit willkiir-
lichen Constanten multiplicirt und algebraisch addirt.

In unserem Falle erhalten wir also, wenn wir mit 4 und B
zwei willkiirliche Constanten bezeichnen, die allgemeine Lisung

§=A'F?{x+al}+B'G(ﬁ—aﬂ? (18)

deren Richtigkeit man leicht nachweisen kann, indem man aus ihr die

iz 2 ; a* 0?2
Differentialquotienten 6—153 und _é‘?f_
wegung dar, bei welcher gleichzeitig ein Zug Wellen in Richtung
der zunehmenden z, und ein anderer in Richtung der abnehmden z
fortschreitet. In ihr ist die allgemeinste Form der Lisung dieser
Differentialgleichung gegeben.

Die hier besprochene Form der Bewegung kann sich in allen
ponderablen Korpern entwickeln ; denn diese besitzen alle die Eigen-
thiimlichkeit, dafs sie der bei steigendem Drucke eintretenden Com-
pression widerstehen. Viele von ihnen, nimlich sowohl die festen
als auch, was gewdhnlich nicht beachtet wird, die fliissigen Korper
besitzen auch die Eigenschaft, dals sie dem Zug einer dehnenden
Kraft Widerstand leisten. Fliissigkeiten sind in dem Zustande, in
dem wir sie gewOhnlich finden, lufthaltig und zerreilsen daher sehr
leicht; wenn man sie aber mit einiger Sorgfalt luftfrei macht, so ver-
migen sie einen ganz erheblichen negativen Druck oder Zug auszu-
halten, ohne dals eine Trennung ihrer Theile eintritt. Man kann
eine Quecksilbersiiule in dem Barometer so luftfrei machen, dafs man

bildet. Sie stellt eine Be-
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schliefslich durch eine Luftpumpe die Luft unten wegnehmen kann,
ohne dals das Quecksilber weder in sich zerreifst, noch von der
Glaswand abreifst.

§ 8. Ebene Transversalwellen.

Wir gehen wieder von der Voraussetzung eines Zuges ebener
Wellen aus, welche sich in Richtung der z fortpflanzen, setzen aber
voraus, dafsin der betrachteten Schicht, die wir uns ebenso wie vorhin
(siche Flig. 4 aufS.18), horizontal gelegt denken, keine Verschiebungen
nach oben oder unten eintreten, sondern ausschliefslich Verschie-
bungen parallel der yx-Ebene. Zunichst wollen wir annehmen, dafls
die Verschiebungen % nur in der Richtung der y geschehen, und
zwar sollen sie in der ganzen Ausdehnung der Schicht gleich grofs
sein, so dals ¢ nur als Funection von z und ¢ zu betrachten ist.
Bei Flissigkeiten werden solche Verschiebungen keinerlei Gegenkriifte
erregen, vorausgesetzt, dafs die KFlissigkeit nicht von den Winden
zuriickgehalten wird. Andererseits
wissen wir aber, dals in starr-
elastischen Korpern bei solchen
Verschiebungen Gegenkrifte ent-
a stehen; denn solche Korper be-
haupten nicht nur ihr Volumen,
sondern auch ihre besondere Form.

Wenn jede hoher liegende
Schicht gegen die tiefer liegende
in gleicher Weise verschoben wird, so wird 4 von der unteren Fliche
bis zur oberen regelmiifsig zunehmen, und wir werden dasselbe da-
her dem Werthe von z proportional setzen kinnen, was wir in der
Form

7

Fig. 5.

1}=b.:c

schreiben wollen, so dafls die Constante b also gegeben ist durch die
Gleichungen

oder (19)

Der Differentialquotient gz wiirde demnach die Tangente des Win-
kels ¢ in der obenstehenden Fig. 5 sein. Nun leisten die elasti-
schen starren Korper gegen solche Verschiebungen Widerstand in
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der Art, dafs Gegenkrifte entstehen, welche in unserem Falle die
obere Fliche nach links und die untere Fliche nach rechts zu
fithren streben. Bei sehr kleinen Verschiebungen kann man die
entstehenden Gegenkrifte der Constante b proportional setzen. Es
ist leicht zu sehen, dafs diese Kraft eine Fliichenkraft ist; denn
wenn wir eine ausgedehnte Schicht eines solchen Kérpers haben und
sie in einzelne Theile zerlegen, so wird in jeder Flicheneinheit eine
gleich grofse Kraft entstehen, und der Betrag der Gesammtkraft der
Grifse der Fliche proportional sein. Fir die Flicheneinheit wird
die Grifse der Kraft, welche der Schiebung widerstrebt, zuniichst
von einer Constanten abhingen, welche durch die Natur des Korpers
bedingt ist; ferner wird sie proportional der Grofse der Schiebung
sein. Die Kraft, welche auf die Flicheneinheit wirkt, wiirde man
also durch

S B ‘

Y=t b=ut o 20)
ausdriicken kionnen, worin x* eine von der Natur des deformirten
Korpers abhiingige stets positive Constante bezeichnet. Wenn also
in einem Korper verschiedene Schiebungen in den iiber einander
liegenden Schichten eingetreten sind, so werden wir fiir eine einzelne
dieser Schichten die Gesammtkraft, welche auf sie ausgeitbt wird,
berechnen kénnen, indem wir die Differenz nehmen zwischen der
Kraft, welche an ihrer oberen Seite, und derjenigen, welche an der
unteren auf sie wirkt. Bezeichnen wir diese Gesammtkraft mit J),
so wird

g)= Yobeu — JLunten = Ya:+|:l.':"‘" Y,

=l
T Oz’ (21)
sein, und mit Benutzung der Gleichung (20) erhalten wir
0%y
@:xz.w.da:. (21a)

Die bewegende Kraft ist andererseits gleich zu setzen der Beschleu-
nigung multiplicirt mit der Masse fiir die Fliacheneinheit. Letztere
ist aber das Product aus der Dichte & und der Dicke der Schihght
dz. HEs ergiebt sich also die bewegende Kraft gleich A.d x.% g—,
und wir bekommen daher die Gleichung:
, 027 0%y

® .W = -a—tﬂ ) (22)



26 ERSTER THEIL. §8.

2
.o . :
oder, wenn wir 7::52 setzen, so dafls also @* eine nothwendig

positive Grofse darstellt,

02y s 07
ar % gz @iy

welche dieselbe Form hat, wie die bei den Longitudinalwellen er-
haltene Bewegungsgleichung (15).

Die Integralfunction, welche die vollstindige Liosung dieser
Differentialgleichung darstellt, mufs daher auch genau dieselbe Form
haben, die wir frither bei den Longitudinalwellen fanden, niimlich

7;'=A-F(m+al)+B-G(z—ar). (23)

Es geschehen aber hier die Verschiebungen quer gegen die Richtung,
in welcher sich die Wellen fortpflanzen.

Dieselbe Form der Bewegung ergiebt sich natiirlich auch, wenn
wir die {-Verschiebung in Richtung der z-Axe zu berechnen suchen,
und jeder dieser Wellenziige kann auch ungestort durch den anderen
mit ihm zugleich bestehen.

Bei den Transversalwellen hiingt die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit von der Constanten ab, welche den Widerstand gegen die Ver-
schiebung milst, withrend bei den Longitudinalwellen diejenige Con-
stante in die Gleichung einging, welche den Widerstand gegen die
Volumiinderung mifst. Wir finden daher bei den festen Korpern,
in denen beide Formen der Bewegung vorkommen kénnen, meisten-
theils verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir Longitudinal-
und Transversalwellen.

Bei Kirpern, welche gegen Schiebungen der Schichten keinen
Widerstand leisten, bei den Fliissigkeiten, kinnen also solche Trans-
versalschwingungen nicht vorkommen. Hierin liegt, wie schon oben
angegeben, der Grund, weshalb die iiltere Undulationstheorie des
Lichtes nothwendig forderte, dals der Lichtiither ein fest-elastisches
Medium seil)

') Eine vollstindigere Ausfiihrung der Theorie der elastischen Schwingungen
wird im zweiten Bande dieser Vorlesungen gegeben.
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