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Zweiter Theil.
Elektromagnetische Schwingungen.

Erster Abschnitt.

Die Maxwell'schen Gleichungen.

§ 9. Die elektromagnetische und die magnetoelektrische
Induction.

Wir wollen nunmehr zu der Betrachtung von elektromagne-
tischen Wellen iibergehen. Wiihrend elastische Transversalwellen
ausschliefslich in starr-elastischen Korpern zu
Stande kommen konnen, sind die elektromag-
netischen in allen Aggregatzustinden ponderabler
Substanz und selbst in dem scheinbar leeren °
Weltenraume mioglich.

Wenn ein positiver elektrischer Strom senk-
recht durch die Ebene der Zeichnung (F'ig. 6) von \—'}
hinten nach vorne hindurchgeht, so erzeugt er
in seiner Umgebung eine magnetische Kraft, welche einen nord-
magnetischen Pol in der entgegengesetzten Richtung des Uhrzeigers
im Kreise herumzufithren strebt; denn nach der Amprre’schen
Regel sieht eine menschliche Figur, die in diesen Strom so einge-
schaltet ist, dals ihre Fiilse nach hinten und ihr Kopf nach vorn
gerichtet ist, und die nach einer Magnetnadel blickt, den Nordpol,
also iiberhaupt die nordmagnetischen Partikelchen nach links ab-
gelenkt. Diese Richtung ist in Fig. 6, in welcher der Querschnitt
des Stromleiters durch einen Punkt dargestellt ist, durch die Pfeil-
richtung bezeichnet. Die magnetische Kraft in der Umgebung des
Stromleiters dauert so lange, als der Strom besteht. Wir wissen
aus der Erfahrung, dafs auch bei ganz kurz dauernden Stromen die-
selbe Kraft auftritt. In den Farapav-Maxwrrs'schen Anschauungen
ist diese Regel auch auf elektrische Stréme von so geringer Dauer

Fig. 6.
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iibertragen worden, wie sie in den Molekeln isolirender Kérper da-
durch entstehen, dafs plotzlich in den sie begrenzenden Leitern sich
ein Quantum KElektricitit sammelt und eine elektrostatische Kraft
hervorruft, die auf den Isolator einwirkt. Nach der Farapay-
Maxwery’schen Vorstellung sind nun die Isolatoren und selbst der
Aether, d. h. das hypothetische Medium, welches den Weltraum auch
da erfiillt, wo keine ponderable Substanz mehr vorhanden ist, nicht
indifferent gegen elektrische und magnetische Kriifte, sondern sie
werden dielektrisch polarisirt durch elektrische, und magnetisirt
durch magnetische Kriifte.

Wenn also durch das Vorhandensein eines elektrischen Stromes
magnetische Kriifte auf den den Stromleiter umgebenden Raum wirken,
so wird der Aether magnetisirt, und es entsteht eine magnetische
Vertheilung in ihm, dhnlich in der Anordnung, wenn auch von viel
geringerer Stiirke, wie die im Kisen. Ks ist durch Messungen fest-
gestellt worden, dafs das Product aus der hierbei wirkenden Kraft
und der Liinge des geschlossenen Weges, lings dessen sie wirkt,
immer einen bestimmten endlichen Betrag hat, welcher von der
Stiirke des durchgehenden Stromes abhiingt. Demgemils hat also
auch die Arbeit, welche eine solche Kraft hervorbringt, wenn sie
die Einheit des Magnetismus einmal rings um den Stromleiter hernm
fiihrt, einen bestimmten Werth, der nur von der Stromintensitiit ab-
hiingt, und den man als Maals fiir diese benutzen kann.

Denken wir uns in der Entfernung » von der Axe des Stromes
einen Kreis, und bezeichnen wir mit J die Intensitiit des elektrischen
Stromes, so ist die Intensitit der entstehenden magnetischen Kraft

S ; 2 J ;
bei einem unendlich langen geraden Draht proportional —a-;—, worin

e eine nur von den gewiihlten Maafseinheiten abhingige Constante ist.
Die Arbeit wird erhalten, indem wir die Kraft mit 2 w+, der Liinge des
Weges, multipliciren, so dals also die Arbeit proportional dem Product
2 wJe und unabhiingig von ¢ ist. Die von Winnenm WEBER ein-
gefiihrte Festsetzung der elektromagnetischen Maalseinheit fiir den
elektrischen Strom J ist nun so getroffen, dals ¢ = 2 gesetzt ist, und
also fiir die Arbeit 4, welche der Strom leistet, wenn er die nord-
magnetische Einheit in der Richtung der Kraft lings des kreis-
formigen Weges um sich herumfiihrt, die Gleichung:

A=4nJ (24)
besteht. Man kann nun aber das Integral iiber die Kraft multi-
plicirt mit der Wegliinge auch bilden auf jedem anderen Kreise oder
theilweise auf der Peripherie verschiedener Kreise, wenn wir etwa
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einen Theil des Weges auf einem Kreise von grofserem Radius zuriick-
legen und dann lings eines Radius auf einen Bogen von geringerem
Radius iibergehen; denn die Kraft hat immer die Richtung der
Peripherie und die Kraftcomponente ist Null auf dem Wegstiick,
welches die Richtung des Radius hat. Gehen wir nun bald in der
Richtung des Radius vorwiirts, bald zuriick, bald in tangentialer
Richtung, so wiirden alle diejenigen Stiicke oder Componenten, welche
in Richtung des Radius gelegen sind, keinen Beitrag zu dem Werthe
der Arbeit liefern.

Das Integral der Kraft, welche der Strom in seiner Nachbar-
schaft hervorbringt, multiplicirt mit dem Wegelement, auf welchem
man vorwirts geht, wollen wir mit /%.ds bezeichnen; es ist fiir
einen ganzen Umlauf, d. h. fiir eine geschlossene Linie, welche den
Draht umgiebt, nur von der Intensitit J abhiingig, und es wird
auch keinen Unterschied machen, wenn wir die Fithrung des durch-
laufenen Weges aus der Ebene heraus verlegen, indem wir zeit-
weise in einer Strecke vorwiirts gehen, welche senkrecht zur
Ebene der Zeichnung steht; denn ein geradliniger Strom bringt in
solchen Richtungen keine magnetische Kraft hervor. Das Integral
hat demnach, wie wir auch den Weg um den Stromleiter wihlen
mogen, immer den Werth 4 m.J, vorausgesetzt, dals der Sinn der
Umkreisung derselbe ist. Dabei wird unter k die in die Richtung
von ds fallende Componente der magnetischen Kraft verstanden.
Der Werth dieses Integrals /k.ds, erstreckt von einem Punktez, y, »
bis zu einem festen Punkte, den man im allgemeinen ins Unendliche
verlegt, hiingt zusammen mit dem Begriffe derjenigen Function ¢ , ),
welche man Potentialfunction des Magnetismus im Orte z, ¥, %
zu nennen pflegt.

Dann ist
Edi= —dep. (25)

Integriren wir nun iiber eine den Strom in dem angegebenen Sinne
einmal umkreisende geschlossene Bahn, deren Anfang mit dem

Index 0, und deren Ende mit dem Index 1 bezeichnet sein mége,

so erhalten wir:
1 1

-fd(p =fk.ds=q:0—¢1=4ﬁ.f. (25a)
0 0

Der Werth der elektromagnetisch gemessenen Stromstirke J, multi-
plicirt mit 4 &, fillt also zusammen mit der Abnahme der magne-
tischen Potentialfunction, welche sich einstellt, wenn man den
Strom einmal in dem angegebenen Sinne umkreist. Diese Potential-
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function ist also in der Umgebung des Stromleiters keine eindeutige
Function, wie sie es in der Umgebung von magnetischem Stahl oder
Eisen ist, sondern wir miissen, um sie eindeutig zu machen, uns
eine Fliche durch den Stromleiter gelegt denken, die von dem Strom-
leiter ringsum begrenzt ist, oder wenn der Stromleiter unendlich ist,
sich an der einen Seite ins Unendliche erstreckt. An der Fliche
selbst macht die Potentialfunction einen endlichen Sprung ihres Werthes.
‘Wenn wir z. B. in der Richtung des Pfeiles in Fig. 7 herum gehen, wo
die Linie (0,1) einen Schnitt der Trennungsfliiche bezeichnet, und der
Punkt a einen des Stromleiters, so kann die magnetische Potential-
function iiberall im ganzen Raume als continuirlich betrachtet
werden; nur beim Durchgang durch die Fliiche (0, 1) erleidet sie einen
Sprung, wihrend die Componenten der magnetischen Kraft auch in
und auf beiden Seiten der Fliche durchaus continuirlich sich
fortsetzen.

Awnvire hat zuerst nachgewiesen, dals man die magnetischen
Wirkungen eines geschlossenen Stromleiters vollkommen gleich
setzen konne denen, welche durch eine gewisse Vertheilung ent-
gegengesetzter Magnetismen auf beiden Seiten einer solchen
Fliche hervorgebracht werden wiirden. Nur in der Fliche selbst

tritt eine Abweichung ein fir
YZEAN die Raumpunkte, welche zwi-
« schendenbeidenSchichtenihrer
imaginiren magnetischen Be-
legung liegen. Rings um diese
Fliche auf der Aulsenseite des Stromleiters bleibt noch ein zu-
sammenhingender Raum; aber der gesammte den Stromleiter um-
gebende Raum wird durch jeme Fliche aus einem (nach Riemann’-
scher Ausdrucksweise) zweifach zusammenhiingenden in einen einfach
zusammenhiingenden verwandelt, in welchem die Potentialfunction
nun eindeutig und continuirlich ist, wie die magnetisirter Hisen-
massen.

Wir haben geschen, dafs der Potentialsprung zwischen der einen
und der anderen Seite dieser Fliiche, wo man auch von einem Punkt
zu demselben Punkt der anderen Seite hiniiber geht, immer den
gleichen Werth hat. FEine solche Fliche, welche an ihren beiden
Seiten zwei verschiedene Werthe des Potentials besitzt, kann physi-
kalisch hergestellt werden, indem man sie mit einer Doppelschicht
des betreffenden Agens belegt. Ein Stahlblech, welches durch senk-
recht zu seiner Fliche gerichtete Magnetkrifte magnetisirt wiire, wiirde
ein Beispiel dafiir sein; oder auf elektrischem Gebiete ein Conden-

1

il

Fig. 1.
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sator, welcher auf der einen Seite positiv und auf der anderen Seite
negativ geladen ist, der also nach der ersten Seite hin positives
Potential hervorbringt, und negatives Potential nach der anderen Seite.
Der Condensator kionnte aufserordentlich diinn sein; nur miifste
dann auch die elektrische Dichtigkeit auf den beiden Platten ent-
sprechend gesteigert werden.

Die Potentialtheorie lehrt, dals der Potentialunterschied ¢, — ¢,
¢, auf die magnetisch positive, ¢, auf die magnetisch negative
Fliche bezogen, in einem solchen Falle gleich ist 4z multiplicirt
mit derjenigen Grifse, welche man das Moment der magnetischen
Doppelschicht fiir die Flicheneinheit nennt. Dieses Moment m ist,
wenn fiir die Flicheneinheit das magnetische Quantum + p auf der
einen Seite und — g auf der anderen im Abstand 4 zu der ersteren
parallelen Seite liegt (Fig. 8), gleich

m=p.d,
so dals also
P — @, =4Tm=4nJ (26)
und demnach
5 il (264)

ist.
Die vollig analogen Beziehungen gelten fiir eine elektrische
Doppelbelegung, wenn eine Schicht

positiver Elektricitiit auf der einen i

Seite,und eine gleich dichte Schicht a

negativer Elektricitit auf der an-

deren Seite der Fliche sich be- Fi_ '“B
findet. i

Da der Potentialsprung fiir alle Punkte der Fliche beim Durch-
gang durch dieselbe gleich ist, so forderte Ampire, dals seine Hiilfs-
fliche, die er sich durch den Stromleiter gelegt und durch ihn be-
grenzt dachte, in jeder Flicheneinheit das gleiche magnetische
Moment haben miilste. Es wirkt in diesem Falle die doppelt be-
legte Fliache gerade so auf die Magneten ihrer Umgebung wie ein
elektrischer Strom.

Wenn eine elektrische Bewegung in Richtung eines solchen
Stromleiters geschieht, so werden also dadurch magnetische Kriifte
in der nichsten Umgebung hervorgebracht, und solche magnetischen
Krifte werden in jedem magnetisirbaren Medium auch Magnetisirung
erzeugen, d. h. die Vertheilung des Magnetismus in den Molekeln
indern, und wir wissen andererseits aus den diamagnetischen und
paramagnetischen Untersuchungen, dals alle bekannten ponderablen
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Korper der Magnetisirung durch magnetische Krifte unterworfen
sind. Da es eine Reihe von Korpern giebt, die diamagnetischen,
welche sich in der Gegenwart von Magneten gerade so verhalten,
wie es schwach magnetische Kérper thun, welche von einer stirker
magnetisirbaren Fliissigkeit umgeben sind, so werden wir dadurch
zur Annahme einer Magnetisirbarkeit auch des Luftraumes und so-
gar des Aethers gefiihrt, da die diamagnetischen Versuche ebenfalls
im Vacuum gelingen, und miissen uns diese Magnetisirbarkeit des
Aethers sogar grifser als die des Wismuth oder andrer diamagne-
tischer Korper vorstellen.

Wiihrend wir bisher annahmen, dals die Elektricitiit in Bewegung
war und fanden, dafs diese bewegte Elektricitit Magnetismus er-
zeugte, kimnen wir uns auch den umgekehrten Vorgang denken,
dafs nimlich Magnetismus erzeugt wird, oder dals er seine Stiirke
andert, wodurch dann inducirte elektrische Strime auftreten. Deut-
lich wahrnehmbar sind diese nur, wenn wir starken Magnetismus
schwinden oder entstehen lassen; aber wir kinnen auch bei schwach
magnetischen Korpern, je weiter unsere Beobachtungsmethoden ver-
feinert werden, desto deutlicher nachweisen, dafs beim Aufhéren
oder Kintreten der Magnetisirung in der Umgebung elektrische
Bewegungen hervorgebracht werden. Es entstehen also elektrische
Krifte immer, wenn lings irgend eines magnetisirbaren Fadens
eine Veriinderung seines Magnetismus eintritt. Denkt man sich nun
an Stelle jenes auf der Ebene der Zeichnung (in Fig. 6 aufS. 27) senk-
recht stehenden Leiters, den wir uns von einem elektrischen Strom
durchflossen dachten, ein lineares magnetisirbares Gebilde, etwa einen
Stahl- oder Eisendraht, so hat jede Veriinderung seiner Magne-
tisirung zur Folge, dafs nun um diesen magnetisirten Faden in
derselben Weise elektrische Kriifte wirken werden, in der dort
magnetische Krifte auftraten. Sie werden nachweisbar, sobald ein
leitender Draht vorhanden ist, in dem diese Kriifte einen Strom er-
zeugen konnen. Die Richtung dieses elektrischen Stromes ist aber
entgegengesetzt derjenigen, welche ein dauernder Strom haben
miifste, um den Draht in derselben Weise zu magnetisiren, wie es
bei der Erregung des inducirten Stromes geschieht. Wenn der zur
Ebene der Zeichnung senkrecht stehende Stab sich so magnetisirt,
dals sein Nordpol nach vorne, sein Siidpol nach hinten liegt, so wird
er einen elektrischen Strom induciren, in welchem die positive Klektri-
citit im Sinne des Uhrzeigers ihn umkreist, withrend umgekehrt ein
Strom, der jene Art der Magnetisirung erregen soll, gegen den Sinn
des Uhrzeigers kreisen miilste.
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§ 10. Die Wechselwirkung zwischen Schichten von elek-
trischen und magnetischen Stromfiden.

Denken wir uns eine Reihe von neben einander gelagerten elek-
trischen Stromen, welche untereinander parallel und senkrecht zur
Ebene der Zeichnung, die wir uns vertical vorstellen, nach vorne
gerichtet sind, so erzeugen sie alle magnetische Kriifte in der Art, wie
wir es eben ausgefithrt haben, und wie es in Fig. 9 durch die kleinen
Pfeile dargestellt ist. Zwischen den Leitern treffen dann diese
magnetischen Kriifte in entgegengesetzter Richtung zusammen und
heben sich dadurch auf, withrend sie oberhalb und unterhalb alle
gleich gerichtet sind. Wir werden also durch die von uns voraus-
gesetzte ebene Schicht von elektrischen Stromungen eine Magneti-
sirung bekommen, die oben nach der einen und unten nach der
entgegengesetzten Richtung gerichtet ist, wie es die langen horizon-
talen Pfeile in Fig. 9 andeuten. Dieses wird nun in der ganzen
Liinge jener elektrischen Strome stattfinden, und es wird also ober-
halb und unterhalb eine Schicht von magnetischen Fiden liegen,
in der die K#iden jeder einzelnen Schicht alle in der gleichen
Richtung magnetisirt sind. Das Entstehen dieser Magnetismen wird

ey
Mckokokokokokoly
Fig. 9.

abermals ringformige elektrische Strome um jeden einzelnen dieser
Langsfiden ae und b erzeugen, und wiederum werden diejenigen
Strome, welche von gleich gerichteten, derselben Schicht angehtrenden
Magnetisirungsfiiden herrithren, zwischen diesen in entgegengesetzter
Richtung auf einander stofsen, also sich aufheben, withrend die ober-
halb und unterhalb der Schicht inducirten elektrischen Strome gleich-
gerichtet sind, und zwar quer gegen die magnetischen Kraftlinien,
d. h. parallel mit den urspriinglich vorhandenen Stromfiden; und
zwar sind diejenigen, welche an den Ort der urspriinglich vorhan-
denen elektrischen Stromfiden fallen, diesen nach der vorher an-
gegebenen Regel entgegengesetzt gerichtet und schwiichen sie; an
den #ufseren Seiten iiberwiegen die von der nidheren Schicht her-
rithrenden, den urspriinglichen Stromfiden gleichgerichteten Strome,
so dals nun dort Strome derselben Richtung neu erscheinen, wihrend
dieselben an ihrem urspriinglichen Orte schwinden.

Die eigenthiimliche Wechselwirkung zwischen elektrischen und
magnetischen Bewegungen, wonach elektrische Bewegung magnetische

H. v. HeLMuoLTZ , Theoret. Physik, Bd. V. 3
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Krifte in querer Richtung und magnetische Bewegung elektrische
Krifte wieder quer gegen die vorigen, also parallel den ersten her-
vorrufen, bedingt in diesem Falle, dals die anfiinglichen Bewegungen
schwinden und dafiir neue derselben Art und Richtung, aber an
einer anderen Stelle auftreten. Die secundér entstandenen elektrischen
Bewegungen wirken dann im Aether, sei er nun gemischt oder un-
gemischt mit wigbaren Substanzen, von ihrem neuen Orte aus ge-
rade so weiter, wie es die priméren Strome thaten, so dals die
Stérung des Gleichgewichts sich nach beiden Richtungen fortschreitend
ausbreitet, und an den vorher gestérten Stellen immer wieder aus-
geglichen wird.

Bei diesem Vorgange sind also nothwendig immer gleichzeitig
magnetische und elektrische Polarisationen vorhanden, beide senkrecht
zu einander; und die Fortpflanzung der Wellen geschieht in einer
Richtung, die wiederum senkrecht zu der Ebene der elektrischen und
magnetischen Verschiebungen ist. Die Oscillationen sind also als
transversal zu bezeichnen, wie sie auch in der elastischen Undu-
lationstheorie angenommen werden; aber sie bewegen nicht noth-
wendig die Substanz ihres Trigers, des Aethers, und sind vollkommen
unabhiingig von der Art der Festigkeit desselben.

Dieses ist im Wesentlichen die Vorstellung von der Art der
Wechselwirkung zwischen magnetischer und elektrischer Bewegung,
wie sie durch MaxwerLr ausgebildet worden ist. KEs ist dabei zu
bemerken, dals diese Vorstellung in der dargelegten Form sich nur
auf den reinen Aether oder auf elektrisch isolirende Medien iiber-
tragen lilst, in denen keine anderweitigen elektrischen Bewegungen
vorkommen kimnen, welche die Vertheilung der Elektricitit wesent-
lich veriindern, wie das in den leitenden Korpern der Fall ist.
Spiter werden wir sehen, wie die Zustinde und Vorginge in den
leitenden Korpern von den hier geschilderten verschieden sind.

§ 11. Die Maxwell’schen Grundgleichungen.

Wir wollen nun die soeben erirterten Verhiltnisse quantitativ
untersuchen. Wir haben auseinandergesetzt, dafs das Integral der
magnetischen Kraft, genommen iiber einen bestimmten geschlossenen
Weg, gleich zu setzen ist der mit 4 # multiplicirten Intensitit des
Stromes, der durch das Innere dieses Weges hindurchgeht, so dafs also

fk.ds=4nJ.

Nun kénnen wir uns den Weg beliebig gestaltet denken. Nehmen
wir einmal an, wir hitten in der yx-Ebene ein Rechteck, dessen



§11. DIE MAXWELL'SCHEN GRUNDGLEICHUNGEN. 35

eine Seite in der Richtung von y liegt, die andere in der Richtung
von z, wobei die in Fig. 10 durch Pfeile hezeichneten Richtungen
als positiv gerechnet werden. Dann wollen wir die magnetischen
Kriifte, beziehlich ihre Componenten nach den Coordinaten z, y, z,
welche in der betreffenden Gegend des Raumes auf die Einheit der
magnetischen Menge ausgeiibt werden, mit L, M, N bezeichnen.
Die magnetische Kraft ist urspriinglich durch die magnetische
Anziehung und Abstofsung nach dem System von (Gauss gemessen
worden, und zwar sind die Versuche, auf welche er seine Messungen
stiitzte, im Luftraum gemacht. Seitdem hat man gefunden, dals
der Sauerstoff paramagnetisch ist, in demselben Sinne wie das Eisen.
Es kann also eine genaue Uebereinstimmung zwischen den Messungen
im Luftraum und denen im Vacuum nicht stattfinden; aber der
Unterschied ist so klein, dals man his jetzt 4
nicht geglaubt hat, ihn beachten zu miissen.
Man wendet daher die in dem lufterfiillten
Raume gemachten Bestimmungen ohne
Weiteres auf das Vacuum an. dx
Gavuss fand durch seine Messungen das
Gesetz, dals zwei Quanta Magnetismus, von
denen das eine mit m, das andere mit m,
bezeichnet sein mag, gegenseitig auf einander mit einer Kraft

Y

dy
Fig. 10.

m.ml
2

r

wirken, genau bestiitigt. Dieses Gesetz war zuerst von Covroms fiir
die Elektricitiit und den Magnetismus, freilich ohne strenge Priifung,
aufgestellt worden. Fiir die Elektricitit lifst es sich durch die
Phéinomene ihrer Bindung mit #duflserster Genauigkeit bestitigen.
Wenn ein elektrisirter Korper, der auf einer Metallplatte durch
einen isolirenden Fuls getragen wird, mit einer vollkommen leitenden
Hiille irgend welcher Art und Form umgeben ist und man leitet
diese Hiille und die Platte, auf der das Ganze ruht, zur Erde ab,
so ist aufserhalb keine Spur von elektrischer Wirkung zu beobachten.
Es ist dieses nur dann moglich, wenn die Anziehung und Abstofsung
beider Elektricititen im Luftraum nach dem Couvroms'schen Gesetze
vor sich gehen, und die auftretenden Kriifte umgekehrt proportional
dem Quadrate der Entfernung sind. Beim Magnetismus treten
Complicationen ein durch den Umstand, dafs wir einen einzelnen
magnetischen Pol nicht von seinem Gegenpol trennen kdnnen. In-

dessen ist diese Schwierigkeit bei den Messungen von Gauss, welche
3*
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mit Magnetstiiben gemacht sind, durch Gebrauch langer Stibe und
theoretische Berechnung des Einflusses des anderen Pols umgangen.
Es liefsen sich die Bedingungen der Versuche so wiihlen, dafs man
ihre Ergebnisse unter Anbringung passender Correctionen genau mit
den Folgerungen aus den vorausgesetzten mathematischen und geo-
metrischen Vorstellungen vergleichen und zeigen konnte, dafs auch
fir den Magnetismus das Gesetz vollstiindige Giiltigkeit hat.

Sind m und m, einander gleich, so muls die auftretende Kraft
gieich;"r{;-2 sein; daraus folgt, wie schon oben auseinander gesetzt

worden:

In diesem Sinne sind also die magnetischen Kriifte absolut gemessen.
Wenn wir nun das Integral /k.ds hier um den Umfang eines
Elementarrechteckes in der yx-Ebene
bilden wollen, so kommen fiir uns in Be-
tracht in der y-Richtung die Componente M,

in der z-Richtung die Componente N. Wir

dx werden also, wenn wir in der Richtung

Z, > des gekriimmten Pfeiles (Fig. 11) herum-
Fig. 11. gehen, zuniichst das Glied (— N.d#) zu

bilden haben. Fiir die gegeniiberliegende
Seite ist derjenige Werth von N, welcher fiir die um dy vermehrte

Coordinate gilt, also N + %—i—rdy, mit positivem Vorzeichen zu

nehmen und ebenfalls mit d+# zu multipliciren. Analog werden die
beiden anderen Glieder gebildet, so dafs wir also erhalten:

fk.ds: -—N.dx+M.dy+(N+%Edy)dx— (M-I- a—{fdx)dy
Y 0%

= (-g—y—N = -gg)dy.dx (27)
Dieser Werth giebt durch 4z dividirt nach der Gleichung (25a) die
elektromagnetisch gemessene Intensitit eines Stromes an, der durch
das betrachtete Flichenelement dringt, und zwar auf den Leser zu,
wenn der Werth positiv ist, von dem Leser fort, wenn er negativ.
Wir bezeichnen nun die sogenannte Dichtigkeit der Strémung,
d. h. die Elektricititsmenge (elektromagnetisch gemessen), die in
der Zeiteinheit durch eine Flicheneinheit der yx-Ebene stromt, mit
U, wobei U positiv sein soll, wenn der positive Strom auf den Leser
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zu gerichtet ist, eine Richtung, die wir von jetzt an als die positive
Richtung der z-Axe annehmen wollen. Die Bedeutung dieses Zeichens
unterscheidet sich von der des J in Gleichung (25a), welches wir die
Intensitit des Stromes nannten, dadurch, dals abgesehen von
der Einschrinkung auf die der z-Axe parallele Richtung, .J den
Strom durch den gesammten Querschnitt des Leiters zusammen-
falste, wihrend U hier also die Componente der Stromdichtigkeit,
welche der z-Axe parallel ist, in der Flacheneinheit des Quer-
schnittes bezeichnet.

Um diejenige Menge zu finden, welche in der Zeiteinheit durch
die Fliche dy.dx flielst, werden wir U mit dy.dx zu multipliciren
haben, so dafs wir erhalten:

fk.ds=(%-§-—%7 dy.dzx=4nU.dy.d=z. (28)
Die Erfahrungen, welche zu dieser Formel gefithrt haben, sind aber
nur an Leitern gewonnen. In einem isolirenden Raum, wie wir ihn
hier voraussetzen, wird die allein mogliche Bewegung der Elektrieitiit
darin bestehen, dals die Polarisation in der z-Richtung wiichst, was
einer Stromung der Elektricitit im Innern der einzelnen Molekeln
gleich zu achten ist. Die elektrischen Polarisationen seien mit X,
9) und 3, die magnetischen Momente mit £, 9, N, und die elek-
trischen Kriifte mit X, ¥, Z bezeichnet, wobei wir die Momente stets
auf die Volumeneinheit beziehen.

Denken wir uns ein Volumen, was parallel der yx-Ebene con-
stanten Querschnitt hat, so werden wir ihm ein Moment X zu-
schreiben kinnen, wenn es abgetrennt von den benachbarten Elementar-
volumina fiir hohere und geringere Werthe des #, an seinen beiden
Endflichen dy.dx elektrische Flichenbelige + e.dy.dx hat, sodals:

e.dy.dx.de =%.de.dy.dx.

Da wir bei der Annahme isolirender Substanz in den betrachteten
Theilen des Raumes die Annahme des Ueberganges freier Elektri-
citit von einem zum anderen Raumelement ausschliefsen, so miissen
wir diese elektrischen Ansammlungen an den beiden Endfliichen des
Volumenelements durch Verschiebung des ihm urspriinglich ange-
horigen Gehalts neutralisirter positiver oder negativer Elektricitit
entstanden denken, und jeder Zunahme des Moments d¥ wird ein
entsprechender Flufs des positiven Quantum de von der negativen
Grenzfliche zur positiven entsprechen miissen, sodafs in der That
die Grilse
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0x de

E D T
einer elektrischen Strémung entspricht, deren Dichtigkeit U durch
de
8t~ at

ON oM 0%
fk.d.&‘z(a—y“——-é-;)-dy-dxz‘;ﬂm—-dy-dx (29)

dt

gemessen wird, Wir erhalten also:

Die Gleichung wiirde in dieser Gestalt stehen bleiben kiénnen,
wenn wir hier die Elektricitit nach elektromagnetischen Stromein-
heiten messen wollten. Da wir aber auch noch die elektrostatischen
Wirkungen zu betrachten haben, so ist es rathsam, dafls wir einer-
seits die magnetischen Grifsen nach dem durch Gauss eingefithrten
und auf den Messungen im Luftraum begriindeten magnetischen
Maalse messen, und andererseits die elektrischen Gréfsen nach elektro-
statischem Maafse. Wir werden also noch diejenige Constante ein-
fithren miissen, welche uns das elektromagnetische Maals in elektro-
statisches umwandelt; wir wollen sie mit 4 bezeichnen. Wir be-
kommen also die Gleichung:

AN oM 0%
(-ajj——é-;).dy.dx=4mi.aﬁt.dy.dx. (29a)

Auf beiden Seiten konnen wir nun durch dy.dz dividiren.

Es ist ersichtlich, dafs sich fiir Stromungen der Elektricitit in
der Richtung der y- und x-Axe villig symmetrische Gleichungen
ergeben, so dals wir also erhalten:

0¥ ON oM

T e
49 6L N

And o =P~ 8s (30)
63 OM oL

dnd =5 ~ Ty

Diese Gleichungen gelten streng genommen nur fiir den Luftraum;
denn unsere hisherigen Messungen der Grifse 4 sind im Luftraum
gemacht worden, wie denn iiberhaupt alle bisherigen Bestimmungen
der elektrischen und magnetischen Einheiten sich stets auf den
Luftraum beschriinkten. Wir werden sehen, dals man beim Ueber-
gang auf andere Kdrper noch gewisse Factoren hinzufiigen muls,
die der abweichenden Beschaffenheit dieser Kirper entsprechen.
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Ganz dieselbe Betrachtungsweise gilt fiir die Aenderung der
magnetischen Momente. Wenn die Magnetisirung eines Stabes sich
plétzlich #ndert, also wiichst oder abnimmt, so entstehen ringsum
elektrische Kriifte. Dieses wiirde zu einer #hnlichen Reihe von
Gleichungen fithren. Ks ist dabei nur zu bemerken, wie schon
vorher hervorgehoben wurde, dals in der Beziehung des bewegten
Magnetismus zu den elektrischen Kriiften ein Unterschied insofern
besteht, als die elektrische Bewegung, welche durch entstehenden
Magnetismus hervorgebracht wird, entgegengesetzt ist derjenigen
elektrischen Bewegung, welche nothig ist, um diesen Magnetismus
hervorzubringen. Das hat nun hier zur Folge, dafs wir beim Auf-
stellen der Gleichungen fiir elektrische Kriifte, also fiir diejenigen
Krifte, die wir als elektromotorische Inductionskriifte kennen gelernt
haben, und die sich in den metallischen Leitern sehr kriftig wirksam
zeigen, die Differenzen umkehren miissen. Wir bekommen also z. B.:

¢ dY 092
BT = ax T ey
Wenn wir als Einheiten fiir die hier vorkommenden elektrischen und
magnetischen Grifsen die erwithnten elektrostatischen und die
von Gauss definirten magnetischen benutzen, so fordert das Ge-
setz von der Constanz der Energie, dals die Constante B gleich der
in den Gleichungen (30) vorkommenden Constante 4 ist!), Wir ge-
langen demnach hier zu den Gleichungen:

41“169 oY 02

3t = 9z ~ Oy
om ©0zZ 00X
R TR i P By
M o0X 0Y
RaF Pl a7

Die Gleichungen (30) und (31) sind die sechs urspriinglichen Max-
wenL'schen Gleichungen fiir die Fortpflanzung dieser elektrischen
und magnetischen Wirkungen durch den Aether.

§ 12. Ein particuldres Integral der Maxwell’schen Gleichungen.

Die empirischen Untersuchungen iiber die Einwirkung der magne-
tischen Kriifte auf magnetisirbare Substanzen und elektrischer
Krifte auf elektrische Isolatoren haben ergeben, dals innerhalb einer

1) Siehe Bd. IV dieser Vorlesungen.
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gewifsen Grenze der Kraftintensititen die Polarisationen, welche
durch eine gegebene Kraft entstehen und in die Richtung dieser
Kraft hineinfallen, wenigstens bei isotropen Kérpern, d. h. Kérpern,
die nach allen Richtungen dieselben Eigenschaften zeigen, der ein-
wirkenden Kraft proportional sind, dals man also die dielektrischen
Momente %, ), 3 der elektrischen Kraft, welche diese Momente her-
vorzubringen strebt, proportional setzen kann. Um sie zu erhalten,
mufs man also die Kraft mit einer Constanten multpliciren, welche

5 . ‘ 3 & A
von der Natur der Substanz abhiingt, und die wir mit i bezeich-

nen wollen. Im reinen Aether wiirde ¢ = 1 zu setzen sein.
Gemils der gewiihlten Bezeichnung bilden wir die Gleichungen:

4g.¥=¢.X

4n.9=¢6.Y l(32)
4n.83=¢.Z

Da andererseits fiir die magnetischen Polarisationen die analogen

Beziehungen gelten, so ergiebt sich bei Einfithrung der entsprechenden
Constante p:

4.8 =p.L
4. M=pn.M ] (33)
4. N =pn.N

Nun wollen wir annehmen, dafs die vorkommenden Krifte und
Momente nicht von y und #, sondern nur von z und ¢ abhiingen;

dann sind alle Differentialquotienten nach y und % gleich Null zu setzen.
Unter dieser Annahme verwandeln sich die Gleichungen (30) in

g-f— = 0, also ¥ = 0 oder constant nach der Zeit.
0 99 _ 6 N

P TR 68 oM

da
und das Gleichungssystem (31) in

0g ;
Y 0, also € = 0 oder constant nach der Zeit.
oM 0z
on oY

il =~ ez j
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Die Functionen I = pel und 3 = g4 einerseits, und N = e
im 47 im
und 9 = 8. T andererseits kommen nun in getrennten Gleichungs-

47
paaren unabhiingig von einander vor. Wir kinnen daher jedes einzelne
Paar unabhiingig vom andern auflisen. Wenn wir

=1
und A (36)
Z=0
setzen, so haben wir nur fiir die beiden auf N und ¥ beziiglichen
Gleichungen

a9 ON
47!'11“8-‘":-'—'%
aN oY

Lisungen zu suchen.
Wir wollen jetat

N= No.ei“(!—_:_), D=9, em(‘_ :),

und (37)

) g Yu.e"‘("%), N=N,.c ('“%),

setzen, worin N, 9),, ¥, und R, eventuell complexe Werthe haben
konnen. Es ist dann:

. ; z talait |
._M=z_§ Nnem(!_"‘)=41!Aa—9=4n44£n2)05 (‘ h)
0z h at
und ( (-2) (88)
O _in_ in(e-2)_, ON_, . (-3
—(—?;——};-Yus _4nA~(ﬁ-_4atAmERoe .
also
—;—Nc =4n 49,
. (39)
TYB = 4'1!:112”,0
Nun folgt aus den Gleichungen (32) und (33) fir ¢ = -:—
45"[90:&.}’0 (40)
47N, =p.N,

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (39) ein und multiplicirt
diese dann miteinander, so ergiebt sich:

%:A”.e.p. (41)
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Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so stellen die von uns ange-
nommenen Werthe, welche ja sowohl Functionen der Zeit als auch des
Ortes sind, Bewegungen dar, die den abgeleiteten Formeln entsprechen.

In den eingefithrten Werthen ist iiberall der Factor ¢'™ (:-3) ent-
halten, der eine Function von xz— k¢ ist. Wir haben nun aber in § 7
gesehen, dafs jede derartige Function eine Bewegung darstellt, welche
in Richtung der positiven Werthe von z mit der Geschwindigkeit
fortriickt. Der Werth von A ist aber in Gleichung (41) durch die
Constante 4 und durch & und p gegeben.

Zerlegen wir jede der Losungen in ihren reellen und imagi-
niren Theil, so kommt in ersterem der Factor cos n(t —%), in

letzterem der Factor sin n (t — %) vor. Beide Theile stellen also der

Zeit nach periodische Bewegungen dar, die in Richtung der z fort-
schreiten, withrend die elektrischen Oscillationen 9) in Richtung der
y, die magnetischen %t in Richtung der z geschehen; beide sind also
normal zu einander und normal zu derjenigen Richtung, in der die
Wellen voranschreiten.

Es zeigt sich demnach in der That, dafs elektrische und magne-
tische Transversalwellen vor sich gehen kinnen.

In dem anderen Falle, den die Gleichungen (34) und (35) zu-
lassen, wo 9 und B von Null verschieden gesetzt werden, geschehen
umgekehrt die elektrischen Schwingungen in der z-Richtung, die
magnetischen in der y-Richtung; aber wihrend RN, und 9, in
Gleichung (39) gleiches Vorzeichen haben, wiirden 9%, und 3, ent-
gegengesetztes Vorzeichen bekommen, falls nicht gleichzeitig die Fort-
pilanzungsgeschwindigkeit % negativ wird. Auch in diesem Falle
pflanzen sich die elektrischen wie die magnetischen Oscillationen
mit gleicher absoluter Geschwindigkeit 2 in der z-Richtung fort
und zwar mit derselben wie das zuerst gefundene System.

Da iibrigens die Gleichung (41) nur den Werth von A% giebt,
so kann man als Wurzel davon ebenso gut + & wie — & wiihlen,
die Fortpflanzung kann also ebenso wohl in der Richtung der zu-
nehmenden wie der abnehmenden Werthe von z geschehen. Die
Grofse dieser (Geschwindigkeit & hiingt von der Constanten 4 ab,
welche sich auf die Reduction der elektrostatischen Kinheit auf die
elektromagnetische Einheit bezieht, und welche somit direct auf
elektromagnetischem Wege zu bestimmen ist.

Aus den Vorzeichen von %, und 9), oder von 9, und 3, folgt,
dafs, wenn der Beschauer in Richtung der Fortpflanzung der Wellen



§ 13. EIGENSCHAFTEN DES AETHERS. 43

auf eine Schicht hinblickt, in der positive Elektricitit sich parallel
seiner Liingsaxe von seinen Fiifsen nach seinem Kopfe bewegt, der
Nordmagnetismus dieser Schicht in der Bewegung nach rechts be-
griffen sein mufls. Beide Arten der Polarisation miissen ihre Maxima
und Minima gleichzeitig in jeder Schicht erreichen. Umkehrung
der magnetischen Bewegung, ohne solche der elektrischen, wiirde
auch die Fortpflanzungsrichtung umkehren. Gleichzeitige Umkehrung
heider Oscillationen wiirde die Fortpflanzungsrichtung ungeiindert
lassen, denn die Gleichungen (39) bleiben bei Verwandlung von
N, in — N, und R, in — %R, und bei ungeiinderten ), und ¥, nur
bestehen, wenn zugleich 5 in — k verwandelt wird.

& 13. Die erforderlichen Eigenschaften des Aethers,

Was bei den Schwingungen sich veriindert, sind die elektrischen
oder magnetischen Polarisationen des Mediums, in welchem die
Schwingungen sich vollziehen. Um nun die Fortpflanzung des Lichtes
in dem Raum zwischen den Gestirnen, der frei von allen Spuren
ponderabler Materie ist, erkliren zu konnen, muls auch die elektro-
magnetische Theorie des Lichts ein Medium annehmen, welches den
Weltraum auch da, wo ponderable Materie nicht nachzuweisen ist,
erfilllt. KEs mufs also insofern dieselbe Annahme, wie bhei der
Undulationstheorie gemacht werden; aber wihrend diese dem Aether
die Eigenschaften eines fest-elastischen Korpers zuschreiben muls,
braucht man in der elektromagnetischen Theorie iiber die Art seines
inneren Zusammenhanges gar keine Annahme zu machen. KEs ge-
niigt, dals der Aether fihig ist, magnetisirt und in der Weise eines
Isolators elektrisirt zu werden, néimlich so, dafs in seinen kleinsten
Theilchen eine gewisse elektrische Vertheilung, eine sogenannte di-
elektrische Polarisation, wie sie FArapAY genannt hat, mdglich ist.

In Bezug auf die Abhingigkeit der magnetischen und dielek-
trischen Momente von den sie bewirkenden Kriiften wissen wir, dafs
eine magnetisirungsfilhige Substanz desto stiirker magnetisch wird,
je grofser die magnetische Kraft ist, welche auf sie einwirkt; aber
die Grofse der Magnetisirung ist bei gleicher einwirkender Kraft im
Allgemeinen sehr verschieden. FEisen und eisenithnliche Metalle
nehmen aufserordentlich hohe Magnetisirungen an, die meisten anderen
Korper hingegen nur sehr schwache. Es giebt aufserdem, wie schon
bemerkt, eine Klasse von Korpern, die diamagnetischen, welche bei
oberflichlicher Betrachtung unter dem Einflufs einer magnetisirenden
Kraft eine entgegengesetzte Magnetisirung annehmen wie das Kisen.
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Die diamagnetischen Substanzen diirfen wir fiir schwicher magnetisir-
bar halten als den Aether.

Stets nehmen mit der magnetischen Kraft auch die magnetischen
Momente in den Substanzen zu, und bei kleinen Magnetisirungen
und kleinen magnetisirenden Kriften sind die Momente den magne-
tisirenden Kriiften, durch welche sie hervorgerufen werden, an-
nithernd proportional. Oben haben wir schon in unseren Gleichungen
(33) eine solche Annahme der Proportionalitit gemacht. Genau trifft
dieses, wenigstens bei den stark magnetischen Kiérpern, nicht zu;
es ist sogar die Magnetisirung bei ihnen nicht allein von der Kraft
abhingig, welche zur Zeit einwirkt, sondern auch von den voraus-
gegangenen Zustinden, so dals stets eine gewisse Annaherung an
die letzteren besteht. Beim Stahl und dem mit geringen Mengen
anderer Substanzen, wie Kohle, Wolfram, Kiesel, Phosphor, versetzten
Eisen reden wir in diesem Sinne von den Wirkungen einer soge-
nannten Coercitivkraft, welche den vorausgegangenen Zustand
gegen die zur Zeit einwirkenden Krifte gleichsam zu erhalten strebt,
so dals also z. B. durch schwache magnetische Kriifte der Stahl
verhiltnifsmiélfsig schwach magnetisirt wird, schwicher als weiches
Eisen, indem ein Rest seines fritheren unmagnetischen Zustandes
bestehen bleibt. Ist Stahl aber durch grofse magnetische Krifte
einmal magnetisirt worden, so kehrt er, auch wenn die magnetisirende
Kraft aufhirt, nicht ganz wieder in den unmagnetischen Zustand
zuriick.

Es mag hier schon darauf hingewiesen sein, dals wir in der
Optik fast nur schwach magnetische Kérper zu beriicksichtigen haben,
wo mit grofser Anniherung die Annahme geniigt, dafs das in dem Ele-
mentarvolumen der Substanz entstehende magnetische Moment der
magnetischen Kraft proportional ist.

Bei den elektrisch polarisirbaren Substanzen scheint diese An-
nahme der Proportionalitit im Ganzen viel besser zuzutreffen; aber
es besteht auch da eine Wirkung, welche wir als elektrische
Nachwirkung zu bezeichnen pflegen, indem ebenfalls die vorausge-
gangenen Zustinde sich bis zu einem gewissen Grade erhalten und
nur langsam verschwinden.

Die magnetische Coercitivkraft hat mehr den Charakter einer
haftenden Reibung, die bhis zu einer gewissen Grenze schwachen
bewegenden Kriiften widersteht, sie verhindert, eine Bewegung
hervorzubringen, wie dieses etwa hei der Reibung eines schweren
Korpers der Fall ist, der ohne abzugleiten auf einer rauhen wenig
geneigten Fliche liegt; wihrend die elektrische Nachwirkung mehr
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dem Widerstande ahnlich ist, der bei einer zihen Fliissigkeit vor-
kommt.

Abgesehen von dieser magnetischen Nachwirkung oder der mag-
netischen Coercitivkraft sind aber auch bei starken magnetischen
Kriiften die Magnetisirungen nicht genau den Veriinderungen der
wirkenden Kriifte proportional. Ks zeigt sich vielmehr, dafs z. B.
¢ eine Function von L ist, welche zwar anfangs bei Zunahme der
magnetisirenden Kraft dieser ziemlich proportional wiichst, spiiter jedoch
sich einem Maximum nihert. Aber auch selbst bei ganz schwachen
Magnetisirungen ist die Magnetisirung der einwirkenden Kraft nicht
genau proportional. Unter diesen Umstéinden ist die oben ein-

gefithrte Constante r_u eigentlich als der Differentialquotient %

anzusehen. In diesem Sinne wiirde _‘fi’ wenn wir unsere Betrach-

tung nur auf kleine Aenderungen der Magnetisirung beschriinken,
durch die Tangente der Neigung der in der Fig. 12 dargestellten
Curve gegeben sein. Da wir es aber, wie schon erwihnt, in der
Optik nur mit sehr schwachen Aenderungen der Magnetisirung zu
thun haben, so kénnen wir ohne beachtenswerthen Kehler die ein-
fachere Annahme der vélligen Proportionalitit zwischen der Grofse
der Magnetisirung und der Grifse der magnetischen Kraft bei-
behalten, wie sie Poissox in seiner Theorie des Magnetismus urspriing-
lich eingefiihrt hat.

Die villig analogen Betrachtungen und Annahmen gelten auch
hinsichtlich der dielektrischen Polarisation des Aethers.

§ 14. Die magnetische und elektrische Dichtigkeit wihrend
der Schwingungen.

Die Maxwerr'schen Gleichungen sagten aus, dafs eine Constante,
multiplicirt mit der Aenderung des magnetischen Momentes in Rich-
tung der z-Axe gleich ist
der Differenz zweier Diffe-
rentialquotienten der elek- g
trischen Kraft, wobei vor-
ausgesetzt ist, dals die
Grifse der Momente immer
auf die Volumeneinheit des
betreffenden Korpers bezogen ist, und dals die magnetisirende Kraft
durch die Anziehungskraft gemessen wird, welche von ihr auf die

Fig. 12.
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Einheit des Magnetismus im Luftraum ausgeiibt wird. Die betreffen-
den Gleichungen (31) lauteten:

68 oy 9z
0t 0z dy
oM 9z 9X
9t~ dz 0z
N 09X Y
9t 8y 0=

474
47 A
474

Wenn wir die erste dieser Gleichungen nach z, die zweite nach y,
die dritte nach x differentiiren und dann alle addiren, so heben sich
die Glieder der rechten Seite fort und es entsteht die weitere
(Gleichung:

4mA

6{653 om 692}=0 42)

Fildz Ty Tax
die also in den drei anderen bereits enthalten ist. Da 4 hier eine
Constante bezeichnet, welche von dem Verhiiltnifs der elektrostatischen
und elektromagnetischen Einheiten der Klektricititsmengen abhingt,
so folgt aus der letzten Gleichung, dafs die Grifse, von der hier
der Differentialquotient nach der Zeit genommen ist, von der Zeit
nicht abhiingig sein kann, sondern an jeder einzelnen Stelle des
Raumes eine Constante nach der Zeit sein mufls, die aber an ver-
schiedenen Stellen des Raumes verschiedene Werthe haben kann.
Wir wollen sie mit z bezeichnen, so dafs also.

og  dM  IN

Es wiirde somit = eine von der Zeit unabhiingige Function der
Coordinaten sein. Wir werden nachher sehen, dals diese Grilse
dem entspricht, was wir die magnetische Dichtigkeit der betreffenden
Stelle nennen.

Das magnetische Moment € sagt aus, dals in einem bestimmten
Elementarvolumen der Nord-Magnetismus je nach dem Vorzeichen
b & von & eine Verschiebung in der positiven oder

negativen z-Richtung erlitten hat, so dafls
auf der einen Seite des betreffenden Volum-

a a 7" elements Nord - Magnetismus von seinem
Fig- 13, riumlichen Zusammentreffen mit Siid-Mag-

netismus frei wird. Andererseits konnen wir die Grifse des magne-
tischen Momentes € auch in der Weise auffassen, dafs, wenn
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z. B. eine positive Polarisation ¢ besteht, ein bestimmtes Quantum
von Nord-Magnetismus in der positiven z-Richtung vorwirts ge-
schoben ist, withrend zugleich der Siid-Magnetismus in der negativen
z-Richtung riickwiirts geschoben ist. Die Gréfse € mifst also in
diesem Sinne das Quantum von positivem Magnetismus, welches
durch den Querschnitt einer das FElement schneidenden Fliche
in der positiven z-Richtung hindurch gegangen ist, vermehrt um
die absolute Menge von negativem Magnetismus, der in der negativen
z-Richtung hindurch gegangen ist.

Wenn wir ein solches Volumelement haben und g—i positiv ist,

also die Werthe von z in Fig. 13 nach rechts hin wachsen, und £
eine Verschiebung des Magnetismus nach rechts bezeichnet, so wiirde
bei Ausbildung dieser Polarisation € durch die Fliche ab = dy.dx
in das Volumelement das Quantum €.dy.d~ von Magnetismus hinein-
geschoben, und auf der anderen Seite wiirde aus dem Volumen durch
die Fliche ¢d = dy.dx ein Quantum hinausgeschoben sein, welches
aber nicht mehr demselben Werth von & entspricht, der bei ab,
wo dz = 0 ist, angegeben wurde, sondern welches gleich ist:

ag
dy.dx(SS -+ de).
Wenn wir diese beiden Glieder algebraisch addiren, so ergiebt sich

—E.dx.dy.dx.

Das ist also das Quantum Magnetismus, welches in das Volumen mehr
eingetreten ist, als aus dem Volumen ausgetreten war. Das erste Glied
von 7 in Gleichung (43), wiirde demnach die Menge des Magnetis-
mus bezeichnen, welche in der @-Richtung aus der Volumeinheit
mehr ausgetreten, als in dieselbe eingetreten ist. Die beiden anderen
Glieder sagen das Analoge hinsichtlich der y- und z-Richtung aus.
Der ganze Werth von z zeigt demnach an, wie viel Magnetismus
bei der gesammten Verschiebung d. h. durch das Entstehen der
Polarisationen £, M, N aus dem Volumen mehr ausgetreten als ein-
getreten ist.

Die aus den Maxwrrn'schen Grundgleichungen abgeleitete
Gleichung (42) ergiebt also, dafs das in dem gegebenen Korper-
element vorhandene gesammte Quantum von Magnetismus, welches
unabhingig von den magnetisirenden Kriften, die zur Zeit einwirken,
dort besteht, unverindert bleibt. Nach dem Vorgange von H. Herrz
pflegt man dieses jetzt den wahren Magnetismus des Volum-
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elements zu nennen. Eine Anhi#ufung von wahrem Magnetismus,
wie sie z. B. an den Polen eines Stahlmagneten vorhanden ist,
wiirde also, soweit unsere (Gleichungen gelten, unveriinderlich hleiben
miissen.

Die Maxweri'schen Gleichungen beziehen sich also nur auf
solche Veriinderungen des Magnetismus, wie sie temporir durch
elektrische Striome, die auf diese Substanz anfangen -einzuwirken,
oder durch die Bewegung von Magneten und magnetisirbaren Korpern
gegen einander, eintreten konnen.

Achnliche Gleichungen lassen sich, wie wir gesehen haben, auch
in Bezug auf die elektrischen Momente aufstellen, und aus ihnen
folgt in analoger Weise, dals

a 6y 98
dn 4, "5?('6:5 + 5o+ 6%) 0 (44)

ist, und dafs also, soweit diese Gleichungen gelten, in jedem Volum-
element die Quantitiit der Elektricitiit der Zeit nach constant bleibt.

Wir wollen hier .

09
ax + dy + 6% = (4)

setzen, so dals also wiederum ¢ eine der Zeit nach constante Function
der Coordinaten bezeichnet. Die Gleichung (44) sagt demnach zu-
niichst aus, dafs die Maxwrrr’schen Gleichungen (30) sich in der bis-
herigen Form nur auf elektrisch isolirende Korper beziehen kénnen,

Wir werden spiiter unsere Voraussetzungen erweitern und die
hier abgeleiteten Sitze in allgemeinerer Form wieder tinden, wobei
wir sie auch auf leitende Medien ausdehnen kénnen.

§ 15. Beziehungen zwischen verschiedenen Ld&sungssystemen
der Maxwell’schen Gleichungen.

Wir haben soeben gefunden, dals

99
63: * 3y +5 a~
eine von der Zeit unabhiingige Grofse ist, die aber eine Function
der Coordinaten sein kann. Ferner hat sich frither (§§ 12 und 13)
ergeben, dafs in erster Anniherung die Werthe der elektrischen
Momente, %,9), 3, durch die Werthe der elektrischen Kriifte, X, ¥, Z,
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multiplicirt mit einem geeigneten Factor, auszudriicken sind, so dalfs
wir also schreiben kinnen:

d [ ¢ d [ & 0 /[ &
5: (17 %) * oy (M)t 7 (d7 9= o9

Fiigen wir hierzu noch die Gleichungen (31)

o< oY 07
A =9~ Ty
om az 0X
R =T " s

N 06X 0Y

A =5y "9z

so sind dieses vier Gleichungen, welche sich auf die Werthe der
elektrischen Kriifte, X, Y, Z, beziehen.

Solche Differentialgleichungen aber, in denen die Unbekannten
und die Differentialquotienten der Unbekannten nur so auftreten,
dafs keines mit dem anderen multiplicirt ist, oder ins Quadrat oder
in hohere Potenzen erhoben ist, nennen wir lineare Differential-
gleichungen, und zwar homogene, wenn die veriinderlichen Grofsen
oder deren Differentialquotienten in allen Gliedern als Factor einmal
vorkommen. Dieses ist nun aber bei unseren Differentialgleichungen
nicht der Fall, sondern siesind nicht-homogene lineare Differential-
gleichungen, da Glieder vorhanden sind, welche weder die zu suchen-
den Grifsen X, 7,7 noch deren Differentialquotienten enthalten.

Dic Werthe der Unbekannten sind bestimmt durch die Functionen,
die wir zuniichst bei der weiteren Behandlung dieser Gleichungen als
gegeben ansehen wollen, niimlich durch ¢ und die ersten Differential-
quotienten nach der Zeit von &, M, und N.

Wenn wir zwel oder mehrere Systeme von Werthen X, Y, Z als
Functionen der Zeit und der Coordinaten gefunden haben, welche
in die Differentialgleichungen eingesetzt, diesen geniigen, so lilst
sich zuniichst nachweisen, dals die verschiedenen Integralwerthe fiir
X, Y, Z sich nur um Grilsen unterscheiden kénnen, welche Differential-
gleichungen geniigen, die man aus den urspriinglichen erhilt, indem

man die gegebenen Functionen, ndmlich ¢ und die drei Differential-

. 08 am oN )
quotienten ¥ TL T und ETR gleich Null setzt.

Haben wir z. B. ein System von X, Y, Z gefunden, dem wir die
bisherige Bezeichnung lassen wollen, und ferner ein zweites System
X,, Yo, Z,, so dals also

H. v. HErMuontz, Theoret, Physik. Bd. Y.
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0 [ & 0 (s 0 [ ¢
7 (ar %)t oy (i W)+ oz (i 2) =
ae a0y, 0z

—_0
Gl e ke

oMm 927, 09X,
ot 63: dx
o dX, 0%,

4ﬂAW= 61 _-a:c

so wiirde aus diesen Gleichungen zuniichst sich ergeben, dals
oY 9z _dY, 02,
dx o0y 0z 9y
0z 0X 0z, 09X,
oz 0z 6:1: P

06X 0Y dX, 07,
dy Oz Oy dx

(46)

und

Diese Gleichungen lassen sich nun auch schreiben in der Form:

a d ’
FaT— Yo =5, (B 2)=0

6 a >

32— Z) — 5-(X—X)=0 (462)
0 o .

a5 X—X) — 57 (¥=¥)=0

Ferner folgt aus unseren beiden Systemen von Liosungen:
o d
7 (s -2+ o - v

3%{ (2= zo)}_o

Aus den vier letzten Gleichungen (46a) und (45b) geht aber
hervor: Wenn wir zwei Systeme von Lisungen dieser Differential-
gleichungen haben, X, Y, Z und X, Y, Z,, so sind die Differenzen
dieser Losungen, X — X,, Y—7Y,, Z— Z%,, Losungen derselben
Differentialgleichungen, falls wir die in diesen als gegeben be-
trachteten Functionen gleich Null setzen.

Fiir dieses System von Differentialgleichungen (46a) und (45h)
litfst sich nun eine allgemeine Losung geben. Wenn niimlich zwischen

(45D)
+
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drei von einander unabhéingigen veriinderlichen Grifsen ein Gleichungs-
system von der Form unserer Gleichungen (46 a) besteht, so wird
es immer erfiillt werden kénnen, wenn man

Og
%=
Y=Y, = %‘;_' (47)
und 3
2-2 =g, J

setzt, wo ¢ irgend eine willkiirliche Iunction der Coordinaten be-
zeichnet, von der nur vorausgesetzt ist, dafls ihre ersten und zweiten
Differentialquotienten endliche Werthe haben. Wenn wir jene An-
nahme machen, so wiirden die Gleichungen (46a) nunmehr lauten:

0 (dg d (dg ~0
= (a3) ~ a7 (a) -

9 (%_%’) _9 (99&) _ (46 )

9 (99)_ 9 (99} _,

Oy \Ox Oz \ Oy
Diese (Gleichungen sind richtig, sobald die unabhiingigen Variablen,
a,y und » wirklich von einander unabhéingig sind. Die Gleichung(45b)

wiirde noch eine weitere Bestimmung der Function ¢ geben, indem
sich dieselbe umformt in:

0 (& Og 0 (& Og Jd (& dg¢

7 (1 o0) oy (i o) * oxlas o) =0 W89
Um die Gleichungen ganz allgemein zu halten, haben wir bis-

her &, die Constante fiir die dielektrische Polarisation, noch als
Function der Coordinaten betrachtet. Darin war die Annahme
enthalten, dals der Raum mit Substanzen gefiillt ist, welche an ver-
schiedenen Stellen verschiedene dielektrische Polarisationsfihigkeit
haben. Wenn wir uns nun auf einen Theil des Raumes beschrinken,
in welchem die Substanz gleichartig ist, so dals wir also & als con-
stant betrachten kdnnen, so verwandelt sich die Gleichung (45¢) in

&
‘-—;_;-Alp:o

womit eine nihere Bestimmung der Function ¢ gegeben ist.
4%

oder
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Dieses ist nun eine Gleichung, die in der Theorie der Potential-
functionen von grofser Bedeutung ist.

Die verschiedenen Losungen, welche den aufgestellten vier
Differentialgleichungen (46a) und (45b) entsprechen, kinnen sich nun
von einander wiederum nur durch Werthe unterscheiden, welche
Losungen derselben Differentialgleichungen sind, d. h. derjenigen
Differentialgleichungen, welche aus den urspriinglichen dadurch er-
halten werden, dafs die in ihnen vorkommenden Functionen, durch
welche sie nicht homogen sind, gleich Null gesetzt werden.

Um auf eine weitere Eigenschaft dieser Gleichungen hinzu-
weisen, wollen wir sie zunichst in ihrer Schreibweise vereinfachen,
indem wir X, Y, 7 statt X — X, ¥ — Y, Z— Z, setzen und somit
erhalten

61’_62_0 )

dx 9y

0z 00X

_6.:_5__._5?=0 r (46¢)
ax_ov

dy Oz )

und 5

79‘1‘(’4%-") + ’a%(f;z" Y) 3z (ﬁ7) =0 45d)
Die Summe und die Differenz je zweier Lisungen dieser Gleichungen
sind ebenfalls wieder Lisungen, weil nach unserer vorigen Dar-
legung zwei verschiedene Lisungen sich nur durch Losungen dieses
Gleichungssystems selbst unterscheiden konnen. Da wir somit jede
Losung zu sich selbst beliebige Male addiren konnen, so folgt
daraus, dafs jede Losung, also z. B. X|,VY}, 7, die als bestimmte
Function der Zeit und der Coordinaten gefunden ist, auch eine
richtige Losung bleibt, wenn wir sie mit irgend einem Coefficienten
multipliciren. Ebenso konnen wir sie aber auch zu irgend einer
anderen Losung addirven, die vorher aber ebenfalls mit irgend einem
constanten Coefficienten multiplicirt sein darf, so dals also, wenn
X,Y,4, und X,,Y,, 7 Losungen sind, auch

6.%, 4 b X,
a. ¥, +5.%,
0.% +b.7,

und

Lésungen sind, welche Werthe die Constanten a und 5 auch haben
mogen.
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Wenn ein System von Gleichungen, das zur Lisung eines physi-
kalischen Problems aufgestellt ist, solche Beschaffenheit hat, dals jede
homogene lineare Function der fiir die verschiedenartigen Grilsen
gefundenen Werthe wieder ein den Gleichungen entsprechendes
System von Werthen darstellt, so sagt man, die physikalischen Vor-
ginge, welche den verschiedenen Lisungen entsprechen, seien super-
pounirbar.

In manchen Fillen lifst die sinnliche Anschauung direct die
Superposition und das ungestorte Fortbestehen der einzelnen Glieder
der Summe erkennen. So kinnen z. B. verschiedene Wellensysteme
auf einer Wasseroberfliche oder verschiedene Schallwellensysteme in
der Luft gleichzeitig neben einander bestehen, ohne dals die Systeme
sich gegenseitig in ihrem Verlaufe storen.

Das ist eine sehr wesentliche Eigenschaft aller derjenigen physi-
kalischen Processe, welche durch lineare homogene Differential-
gleichungen dargestellt werden kémnen.

Die hei der Superposition benutzten Coefficienten ¢ und 4 kinnen
auch imaginiir sein. Wenn wir etwa b durch den imaginiren Coeffi-
cienten b.7¢ ersetzen, so wird dadurch weiter nichts angezeigt, als
dafs der reelle Theil der gebildeten algebraischen Summe eine Lisung
sein mufs, und der imaginiire ebenfalls. Wir kommen darauf spiter
noch zuriick, und werden davon gerade bei den Lichtschwingungen
Gebrauch machen.

Wenn wir also Lisungen dieses einfacheren homogenen Systems
und ferner eine Lissung der vollstindigen nicht homogenen Differential-
gleichungen gefunden haben, so konnen wir alle weiteren Lisungen
des urspriinglichen Systems daraus herleiten, indem wir zu der einen
gefundenen Lisung desselben die verschiedenen Lisungen des ein-
facheren Systems addiren.

Wir wollen nunmehr zunichst sehen, wie wir eine solche er-
halten konnen.

§ 16. Reduction der Maxwell'schen Gleichungen auf die
Form: dg = —4aFy )

Um Lisungen der urspriinglichen Maxwernt'schen Grundglei-
chungen zu finden, ist es bequemer, wenn wir in die Gleichungen (31)
die Momente selbst aus den Gleichungen (32) einfiigen, so dals wir
erhalten:
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(98 _ 9 (9\_ 0 (8
A T\ T
am Jd (B 0 (X

A= m‘(?) -~ (“;) @)

Iﬂ_i(i)__a_ Y
91 T 0y \e 5’:5(&)

Dazu kommt dann noch die weitere Gleichung

CEI L
=9z Tay Tax

Aus diesen vier Differentialgleichungen miissen wir die Werthe der
Momente X, 9), 3 zu finden suchen. Obschon dieses Gleichungssystem
ziemlich complicirt ist, so sind doch ausgebildete Methoden vor-
handen, seine Liésung durchzufithren.

Wir haben zu diesem Zwecke die zu bestimmenden Grifsen
durch eine Reihe anderer Functionen darzustellen, und zwar durch
vier neue Functionen von z, y, %, ¢, dic mit U, ¥V, W, vy bezeichnet
sein mogen. Wir setzen:

b gn ey - LY (50)

Da hier vier neue Functionen statt der drei zu bestimmenden
eingefithrt sind, so kann noch eine Bedingungsgleichung zwischen
den neuen Functionen aufgestellt werden, und zwar wollen wir fest-

setzen, dals
oU oV  ow

gz toy Tox = 1)

sein soll.
Zuniichst ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen sich
gegebene Functionen der Coordinaten, wie es (—E—), (E) und (g—)
H & 3

sind, durch vier andere Functionen derselben Art, wie es U, ¥V, W, o
sind, unter Kinhaltung der Gleichungen (50) und (51) darstellen
lassen.
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Nehmen wir zuniichst an, die vier genannten Functionen U, V,
W, y lielsen sich so bestimmen, dals die Gleichungen (50) erfullt
seien, aber statt(51) ergiibe sich eine abweichende Gleichung, niimlich:

ov ow
o= T ag - Tx =

so wiirden wir an Stelle der drei Functionen U, ¥, W drei andere
setzen kounen, die wir der Reihe nach bezeichnen wollen mit

e dg
UV=U-3s
; 0
=V=%y
; dg
W —lIfV—'a‘-x"

Es ist leicht zu sehen, dals die Gleichungen (50) auch durch Ein-
setzen von U, V', W' statt U, V, W erfiillt bleiben, da

oV’ oW eV aw 3 (6‘(;0) 6’ (6cp)

0x 0Oy 0x 0z 8z \ 03 dy \ 0
oV oW
89z  dy

und #hnlich bei den ibrigen.
Die Gleichung (51) aber nimmt die Form an

oU eV oW
dx + dy + dx =y =g (b1s)

Wenn sich also die Function ¢ so bestimmen lifst, dafs im ganzen
Raume
Agp =y (51b)

wird, so wiirden I, V', W’ Functionen sein, die statt I, V, W ge-
setzt, nicht bloss die Gleichungen (50), sondern auch (51) erfiillen.
Wie Gleichung (51b) zu losen ist, werden wir weiter unten
erortern.

Damit ist der erforderliche Nachweis gefiihrt, dafs, wenn wir
irgend welche Functionen U, V7, W, v finden kionnen, die den
Gleichungen (50) geniigen, auch solche Functionen sich finden lassen,
die gleichzeitig auch (51) erfiillen. Um nunmehr auch die Gleichungen
(50) zu erfiillen, differentiiren wir die erste dieser Gleichungen nach
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x, die zweite nach v, die dritte nach » und addiren, so verschwindet
die Summe der beiden ersten Glieder rechts, und wir erhalten:

Jd (X a () 9 (3\ _ 1 (Pyw 0%y Oy
CES (e) * oy ()* CE () - '4;(3‘@" Ty T a—xﬁ')

= ,1—..{1«4’ (52)

welches eine Gleichung derselben Form wie (51b) ist, und woraus
man durch dieselbe unten zu besprechende Methode 1 finden kann,
wenn ¥, 9, 3, & bekannt sind. Wir setzen nunmehr die Werthe fiir
f, % und ‘? aus (50) in unsere (ileichungen (49) ein, so ergiebt
sich zuniichst fiir die erste derselben:

ag _ew U U &V 1 Py 1 Py

3t = 0z0z 0z 0y T 020y dm 020y ' dm Oyox
0*U é*U o0*U K 60U 0V o*w

A

0~ _(9?;-'-'__ 0a? + 0xt + 9z 0y +5$5:;

0 /OU oV oW
=—4U+g; (m— tayt )
ou  av aw :
Nun war: o= T 5y + o 0 und daher wird:
ae .
J.'W — i — A Ir
Die zweite Gleichung giebt ganz analog
A%gf = A7 (53)
und die dritte Gleichung
on )
A = — AW

Wir sind also auf Differentialgleichungen von der Form gekommen,
dals eine als bekannt vorausgesetzte gegebene Function gleich ge-
setzt wird der Summe der drei zweiten Differentialquotienten nach
den Coordinaten von einer der eingefithrten Hilfsfunctionen U, 7,
W. Wenn in Gleichung (52) der Werth von & constant ist, so er-
hilt diese die Form:
;

1 (—g% + %?7 +%g) N Ay. (52a)

47 °
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Die auf der linken Seite in der Klammer stehende Grofse ist nun
eine Function, die wir schon kennen gelernt und mit & bezeichnet
haben. Sobald also der Werth von ¢ in dem Raume oder einem
Theile des Raumes constant ist, kommen wir auch hier auf dieselbe
Form der (Gleichung, nimlich auf

a 1
—= ——-1.4 52b
& 47 v (b2h)
so dafs also dann die volle Losung unserer Gleichungen (49) fiir
Riume mit constantem Werth des ¢ gefunden werden kann, wenn

wir Gleichungen der Form
Adp=—4zn.F,, ., (54)

zu losen vermigen, wo ¢ die zu findende Function, und Fg, , .
eine gegebene Function der Coordinaten ist. KEs mag hier gleich
bemerkt sein, dals die wegen der Constanz des & zu machende Ein-
schriinkung bei den in diesem Bande zu behandelnden optischen
Aufgaben kein Hindernils abgiebt.

Die Gleichung (54) ist eine sehr viel behandelte Differential-
gleichung, da sie die Grundgleichung der sogenannten Potential-
functionen bildet. Sie kommt in der Theorie der Gravitation, des
Magnetismus und der Elektrostatik unzithlige Male vor, und auf ihrer
Lisung beruht die Losung des grofsten Theiles der mathematisch-
physikalischen Probleme.

In der That lassen sich fiir solche Differentialgleichungen dann
immer vollstiindige Lisungen finden, wenn sie sich auf Functionen
beziehen, deren Werth in der Ausdehnung des ganzen unendlichen
Raumes gefunden werden soll, und von denen man weils, dals sie
in der Unendlichkeit verschwindend klein werden, und zwar hierbei
in der Art abnehmen, wie der Werth einer durch die Entfernung
vom Mittelpunkte des Coordinatensystems dividirten Constante.

Falls aber fiir das Innere begrenzter Riume die Lisungen zu
suchen sind, z. B. wenn wir die Vertheilung des Magnetismus oder
der Elektricitiit innerhalb oder aulserhalb von leitenden Korpern
finden wollen, so treten leider oft Schwierigkeiten in der Anpassung
der allg»meinen Form der Lisung an die besonderen Grenzbe-
dingungen des behandelten Falles ein. s ist aber festzuhalten,
dafs nur die Grenzbedingungen es sind, welche Schwierigkeiten
machen, und dals die allgemeinen Lisungen, welche fiir den unbe-
grenzten Raum gelten, meist einfach zu finden sind.

Indem wir also die Lisung der Maxwgern'schen Gleichungen
auf diese Grundgleichung der Potentialfunction zuriickgefiihrt haben,
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ist in Bezug auf die wirkliche Liosung der Gleichungen schon ein
grofser Fortschritt gemacht. Khe wir aber die Losung selbst weiter
ausfithren, miissen wir wenigstens einige Sitze aus der Lehre von den
Potentialfunctionen kennen lernen.

Zweiter Abschnitt.
Hiilfssiitze aus der Lehre von den Potentialfunctionen.

§ 17. Die Gleichung Ad¢ = 0.
Die einfachste Form der Gleichung (54)
Adp = —4n.Fy, .,
erhalten wir durch die Annahme

Fay,s =10
so dals dann also
d¢ =0 (55)
Fiir diese vielfach vorkommende Gleichung giebt es eine Reihe
von sehr einfachen Lisungen. Wenn wir niimlich ¢ gleich einer
constanten Masse m dividirt durch die von einem festen Punkte
gerechnete Entfernung r, also

m \
Qe (56)
setzen, so ist
8y o U
dz 1 Oz

Sind nun §, 4, { die Coordinaten des Punktes, von dem aus r ge-
rechnet wird, so ist

R — 8+ — O

also
or
Ko & &
Dann ergiebt sich
dg m x— & .
T T 1568
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und ferner
0?2 m 3m 01
g = Wt e Y
m 3m
— ity 3 ,(3—-— )2 (56b)

c ins < 0% A .
In analoger Weise kinnen wir die Werthe von rra und AT bilden.

Indem wir nun diese drei Differentialquotienten addiren, erhalten wir:

3m 3m
dg=—g+ 3 o= +u— 1 +E— 5
3m  3m
STt
e Ly, 390
rd rd (56¢)

Hierbei ist aber zu beachten, dafs in dem Punkte, von dem aus »
gerechnet wird, in welchem sich also die Masse = befindet, die Er-
fillung der Gleichung zweifelhaft ist, indem dort

A =00 —

ist. In allen anderen Punkten des Raumes ist aber der an-
gegebene Werth von ¢ eine villig einwurfsfreie Losung fiir diese
(+leichung.

Wenn wir also nur fiir einen Theil des Raumes diese Gleichung
zu losen haben, so werden wir nach dem Principe der Superposition,
da die zu Grunde liegende Differentialgleichung homogen und linear
ist, auch das ¢ als eine Summe von verschiedenen iihnlich ge-
bildeten Ausdriicken ansetzen kinnen:

p=3" 67

Nur miissen dann die Massen m, alle aufserhalb desjenigen Raumes
liegen, fiir welchen wir die Gleichung (55) ertiillen wollen. Fiir
einen beschriimkten Raum ist demmnach die Moglichkeit gegeben,
eine unendliche Anzahl von Losungen zu finden, welche alle der
Differentialgleichung 4 ¢ = 0 geniigen.

Es ist noch zu bemerken, dals wir unter m, ebenso gut
elektrische oder magnetische Quanta als ponderable Massen ver-
stehen konnen.
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§ 18. Die Gleichung A(p = —4a. F(z’ ¥y, 2

Man bezeichnet im Allgemeinen die Function ¢, welche der
Gleichung (54)
Adp=—47.Fg y

geniigt, als die Potentialfunction der gegebenen Dichtigkeit F; o, ».
Es zeigt sich nimlich, dafs die Potentialfunctionen von gravitirenden
Massen oder ruhenden elektrischen Quantis, beziehlich ruhenden
magnetischen Quantis, auch dieser Differentialgleichung geniigen, und
dafs hierbei der Werth von F( , , bald die Dichtigkeit der pon-
derablen Massen, bald die Dichtigkeit der ruhenden Elektricitit,
bald die Dichtigkeit des ruhenden Magnetismus, welche in dem be-
stimmten Raume vorhanden ist, oder welche man sich in ihm als
vorhanden denkt, darstellt. In unserer Gleichung (52) ist also dem-
nach i eine Potentialfunction von der Dichtigkeit

L0 A )

und durch die Gleichungen (53) sind die Functionen U, 7, W eben-
falls charakterisirt als Potentialfunctionen von bestimmten Dich-

tigkeiten, und zwar sind diese Dichtigkeiten die mit i{; multipli-

cirten Differentialquotienten nach der Zeit von den magnetischen
Momenten, d. h. sie entsprechen den Componenten bestimmter magne-
tischer Aenderungen oder, wie wir auch sagen kinnen, magnetischer
Strome, die in der Substanz vorkommen, wenn die Intensitit des
Magnetismus sich in ihr findert. Man pflegt diese Potentialfunctionen,
U, V, W, neuerdings — namentlich geschieht dieses von den eng-
lischen Physikern — als Vector-Potentiale zu bezeichnen, weil
sie Potentialfunctionen von gerichteten Grofsen sind, und als solche
sich selbst auf eine bestimmte Richtung beziehen. €, I, N und
auch die Resultante derselben bezeichnet man in der Sprache der
Quaternionen als Vectoren. Hier sind also von den Aenderungen
der Componenten eines solchen Vectors die Potentialfunctionen ge-
bildet worden.

Es kommen also hier vor: Potentialfunctionen von elektrischen
Dichtigkeiten und Potentialfunctionen von den Componenten magne-
tischer Strome.

Bei den iibrigen bisher nicht weiter beriicksichtigten MaxwELL -
schen Gleichungen, wo die Rollen der magnetischen und elektrischen
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Momente sich vertauschen, hestehen ganz analoge Verhiiltnisse; man
hat dann Potentialfunctionen von magnetischen Dichtigkeiten und
Potentialfunctionen von den Componenten elektrischer Strome.

§ 19. Die Potentialfunction einer mit Masse belegten
Kugelschale.

Bei der Potentialfunction einer mit constanter Dichtigkeit ge-
filllten Kugel hat 4 ¢ einen von Null verschiedenen endlichen Werth.

Um eine solche Potentialfunction zu bilden, wollen wir ausgehen
von der Potentialfunction einer mit constanter Dichtigkeit belegten
Kugelfliche vom Radius R, von der wir voraussetzen, dafs auf ihr
in jeder Flicheneinheit das gleiche Quantum anziehender oder ab-.
stofsender Substanz e ausgebreitet ist. Die Potentialfunction auf einen

Fig. 14.

Aulseren Punkt ergiebt sich, indem wir fiir alle Flichenelemente d @
der Kugelschale den Werth 599 bilden, d. h. die Masse auf dem

Flichenelement d @ der Kugelschale, durch ihre Entfernung ¢ von dem
Punkte (x, y, ), fiir den wir die Potentialfunction finden wollen, dividiren
und die so erhaltenen Werthe dann summiren, In dem vorliegenden Falle
ist diese Summe ein Integral. Um dasselbe zu bilden, ziehen wir die
Centrallinie von dem Mittelpunkte O der Kugel (Fig. 14) zu dem
Punkt (z, %, %), den wir mit 4 bezeichnen wollen, und der je nach
Umstéinden aufserhalb oder innerhalb der Kugelschale liegen kann.

Um ein Flichenelement der Kugelschale abzugrenzen, denken
wir uns auf der Kugel ein System von Parallelkreisen construirt,
dessen Axe mit der Centrallinie O 4 zusammenfillt. Simmtliche
Punkte eines jeden solchen Kreises haben dann die gleiche Pol-
distanz ¢ von 4 O und den gleichen Werth von p. Der Radius der
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Kugel sei R, und mit » werde die Entfernung O A zwischen dem
Mittelpunkte der Kugel und dem Punkte z, %, x bezeichnet.

Bei der Integration kiénnen wir gleich alle Flichenelemente zu-
sammenfassen, die demselben zonenformigen Ring der Kugelober-
fliche angehiren, der zwischen zwel der erwiihnten Parallelkreise
mit den Polabstinden ¢ und e 4+ de liegen, da diese alle gleiche
Werthe des Nenners ¢ haben, Die Liinge, d. h. der Umfang dieses
ringformigen Abschnittes ist dann gleich 2 7 R.sin ¢ und seine Breite
gleich R.d e, demnach seine Oberfliiche gleich 2a i?.sine.de. Da
die auf der Flicheneinheit liegende Masse mit e bezeichnet ist, so
haben wir also fiir die Masse dieses Iliichenelementes 2 7 e R*. sin . d ez
Nun ist die fiir alle Theile dieser Zone gleiche Entfernung ¢ vom
Punkte 4

0=)YR 4+ —-2Rr.cose

und wir erhalten also fiir das Potential dieser Zone im Punkte A
den Werth
‘7“73!{2 SN ¢ . da 2meR?.sin . dw

o VR‘+T2—2R?' cose

Dieses ist nun iitber die ganze Kugel zu integriren, wobei also
« die Integrationsvariable ist. Indem e von 0 bis 7 wiichst, kommen
nach einander alle Ringe, welche durch die verschiedenen Parallel-
kreise auf der Kugel abgeschnitten werden, in das Integral hinein, und
wir erhalten als Potential der gesammten Kugelschale im Punkte A4

f 2aeRPsine.de 58
y= ]/TE2+?"—2I» r. LOSCC‘ ()
Um dieses Integral auszufuhren, kinnen wir dasselbe nmformen in:
P = f"”R H__‘zgiifoif)_, (584)
]/R2 +72 —2R.r.cose
Da nun "

x S

T =d (2 :

Vots (2Va+=)

ist, so erhalten wir hier als Werth des unbestimmten Integrales

w.e R

2 ']/Rz-l—r2 2R.r.cose

Um den Werth des bestimmten Integrales zu erhalten, haben wir
fiir diesen Ausdruck die Differenz zwischen den Grenzen zu nehmen.
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Wir wollen dieses hier und fernerhin stets dadurch bezeichnen, dafs
wir den Ausdruck zwischen zwei horizontalen Strichen einschliefsen,
so dafs also

- 2aeR

VRE4+r2—2R.r.cose (58D)

7

Fiir ¢ = 7 ist nun

VREE+ 2 —2R.r.cose =) R+1242R.r

und fiir ¢ =0

VRE 4+ —2R.r.cosa =) RE+r2—2R.7
= 4 (R —7)

Welche von diesen Vorzeichen wir aber zu nehmen haben, bestimmt
sich durch den Umstand, dafs ¢ die Entfernung zweier reeller Punkte
im Raume bedeutet, d. h. also immer einen positiven Werth haben
mufs. Fir (B4 ) ist also jedenfalls das positive Zeichen zu
nehmen, und fiir 4 (R — 7) immer das Zeichen, welches den Werth
positiv macht, d. h. (r — ), wenn A auflserhalb der Kugel liegt,
dagegen (R — #), wenn 4 in ihr liegt.

1. Der Punkt 4 befindet sich aulserhalb der Kugel.
Die entsprechende Potentialfunction nemnen wir ¢,. An der
oberen Grenze, d. h. fir ¢ = 7 liegt dann das betreffende Ober-
flichenelement an dem dem Punkte 4 abgewandten Pole; seine Ent-
fernung ¢ von 4 ist daher
o=R+r

An der unteren Grenze, d. h. fiir ¢ = 0 liegt aber das Flichen-
element an dem zugewandten Pole, und es ist daher hier die Ent-
fernung

o=r—R
Setzen wir diese Grenzen ein, so ergiebt sich:
2meR
fo="""Z[r+ R—( — R
2
_ 4n R?.e (59)
r

Nun ist aber 4z B? gleich der Oberfliche der Kugel, und diese
multiplicirt mit der Dichtigkeit der Flichenbelegung giebt das ge-
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sammte Massenquantum 4 x R®.e, welches auf ihr vorhanden ist.
Die Potentialfunction einer solchen mit gleichmiilsiger Dichtigkeit
belegten Kugelschale ist also ebenso grols, als wenn die ganze
Masse, welche auf der Oberfliche vertheilt ist, im Mittelpunkte der
Kugel vereinigt wiire.

2. Liegt der Punkt 4 im Innern der Kugel,

so haben wir andere Werthe fiir die Grenzen des Integrals. Fiir
e = m wird auch hier (Fig. 15)

o=r+R
jedoch haben wir fir ¢ = 0 nunmehr
o=R—r

Setzen wir diese Werthe ein, so ergiebt sich fiir die hier mit ¢;
bezeichnete Potentialfunction

2meR
gi= "k R (R )

=4aeR (60)

Die Potentialfunction g; ist also im
ganzen Inneren der Kugel constant.
An der Oberfliche, wo r =R
wird, bekommen wir fiir die dufsere
Potentialfunction ¢, genau denselben
Werth, der fiir alle inneren Punkte
gilt, nimlich
Fig. 15, (ga) =4meR,  (61)
r==nR

so dafs also die Werthe beider Potentialfunctionen in der Kugelfliche
continuirlich in einander iibergehen.

Das vorliegende Problem ist insoweit sehr lehrreich, als daraus
hervorgeht, dals eine solche einfache Flichenschicht, wie sie hier
auf der Kugeloberfliche liegt, erstens ein endliches Potential hat,
trotzdem der Nenner ¢ fiir einzelne Punkte der Oberfliche gleich Null
wird und zweitens, dals die Potentialfunction selbst an einer solchen
mit einer einfachen Schicht von endlicher Dichtigkeit belegten
Fliche keinen Sprung macht, sondern continuirlich durch sie hin-
durch geht.

Anders ist es mit den Differentialquotienten nach einer Normale
der Oberfiiiche, also nach ». Diese sind:
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%‘3‘" =0 (62)
”
und
Oga _ _4mR%e 63
or e (63)

An der Fliche selbst, wo » = R ist, hat der Differentialquotient

992 gon Werth
dr

(aa‘fj‘) = —4dme (64)
r=R

Der Differentialquotient nach der dulseren Normale ist also auf
der aufseren Seite der Kugel abhiingig von der Dichtigkeit der Masse
auf der Kugel; auf der inneren Seite ist er aber gleich Null, und es ist
demnach ein Sprung im Betrage von — 4me in dem Werth des
Differentialquotienten der Potentialfunction an der Kugeloberfliche
vorhanden. Da die Differentialquotienten die Krifte darstellen, so
haben also auch diese keinen continuirlichen Verlauf.

Es mag hier noch bemerkt sein, dafs die wesentlichen Ergebnisse
dieser fiir eine gleichmiifsig belegte Kugel angestellten Betrachtungen,
dafs niimlich die Potentialfunction an einer Flichenschicht auf beiden
Seiten gleichen Werth hat, und, wenn die Dichtigkeit der Schicht
endlich ist, auch endlich ist, und dafs der Differentialquotient nach
der Normale einen endlichen Sprung an der Flichenschicht macht,
nicht blofs fiir eine solche Kugel gelten, sondern ganz allgemein fiir
Flichen mit continuirlicher Kriimmung, welche mit einer einfachen
Flichenschicht helegt sind.

§ 20. Die Potentialfunction einer Vollkugel mit constanter
Massendichtigkeit.

Die gefundenen Werthe von ¢; und ¢, kinnen wir auch be-
nutzen, um bei einer Vertheilung von endlicher Dichtigkeit durch
die ganze Kugel die Potentialfunction fiir einen #ufseren und inneren
Punkt zu bestimmen.

Wir gehen hierbei von dem einfachsten Falle aus, indem wir
annehmen, dafs die ganze Kugel mit gleichmiifsiger Dichtigkeit
erfillt ist.

Fiir einen #ufseren Punkt wird die Berechnung sehr einfach,
wenn wir uns die Kugel in eine Reihe von concentrischen Schalen
zerlegt denken. Hs hat dann jede dieser Schalen gleiche Dichtig-
keit und wird daher nach aufsen hin eine Potentialfunction hervor-

H. v. HEraMBaoLTZ, Theoret, Physik, Bd. V., 5
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bringen, welche ebenso grofs ist, als wenn die ganze Masse dieser
Schale in dem Mittelpunkt vereinigt wire. Das wird sogar der
Fall sein, wenn die verschiedenen concentrischen Kugelschalen nicht
alle dieselbe Dichtigkeit haben.
Im Falle der von uns angenommenen gleichmiifsigen Dichtigkeit
erhalten wir fiir das Potential ¢, somit
%=i;‘—n.R:*’ (65)

worin & die constante Dichtigkeit im Innern der Kugel bezeichnet.
+ . :

3 7 R3, ihre Gesammtmasse

erhalten wir durch Multiplication mit & und, um die Potentialfunction

fiir den Punkt 4 zu bilden, ist dann noch durch seine Entfernung »

vom Mittelpunkte der Kugel zu dividiren.

An der Oberfiiche der Kugel, wo also » = R ist, erhalten wir

Denn der Inhalt der Kugel ist gleich

4 2
(%2: o K¢ (65a)
Aus dieser Form der Potentialfunction (Gleichung 65), welche
mit der im § 17 behandelten Form
n

itbereinstimmt, geht schon hervor, dals 4 ¢, aufserhalb der Kugel
iiberall gleich Null ist.

Fiir einen Punkt im Innern der Kugel wird die Sache dadurch
verwickelter, dafls er fiir einen Theil der Kugelschichten ein #dufserer
Punkt ist, nimlich fiir alle diejenigen, welche einen kleineren Radius
haben als », withrend er fiir diejenigen Kugelschalen, deren Radius
grifser als », ein innerer Punkt ist. Die Potentialfunction ¢; zer-
fallt demnach hier in zwei Theile. Bezeichnen wir die constante
Dichte der Kugel wieder mit &, so wiirde der erste Theil der
Potentialfunction herrithren von einer Kugel vom Radius », und

daher den Werth
4_9: 3.8 ime

8 & B
haben. Der zweite Theil bezieht sich auf die Kungelschalen, welche
von dem betrefienden Punkte nach aufsen liegen. Das Potential
dieser verschiedenen Kugelschalen hiingt nun nur von ihrem Radius
v ab; dieser aber ist fiir die hinter einander liegenden Kugelschalen
verschieden, und wir haben daher das Integral dieser Werthe 4 v s
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R
von » bis R, also 4me f vrdr, zu nehmen. Das Gesammtpotential ist

r

demnach:
R
@ = 4.”8 r3+4nef1‘.dr
3
47
= - _..;.a‘g‘z_i_ 2a£[R3_1.2]
=2me R — Qgerz (66)

Aun der Oberfliche der Kugel ist hierin » gleich R zu setzen, und es
ergiebt sich also

4
= ——meRt (67)
3
Das ist aber derselbe Werth, wie derjenige des dufseren Potentials
an gleicher Stelle (Gleichung 65a). Beide gehen also continuirlich
in einander iiber.
An der Oberfliiche der Kugel ist ferner der Differentialquotient
des iulseren Potentials:

(%%;) :..gﬁan (68)
r==R
und derjenige des inneren Potentials:
6 i 4'}‘!.’
(75 ) - —22eR (69)

r=~R

so dafs also hier, trotzdem die Dichte an der Kugeloberfliche einen
Sprung macht, doch der erste in Richtung des Radius genommene
Differentialquotient continuirlich ist.

Wir haben oben (§ 17) gesehen, dafls bei einer Potentialfunction
von der Form ™ die Summe der zweiten Differentialquotienten gleich
r

Null ist. Daher ist hier bei der Vollkugel
Ag, =0 (70)
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Wenn wir 4¢; berechnen wollen, so formen wir am besten den
erhaltenen Werth von ¢; (Gleichung 66) um in:
me
3
indem wir den Anfangspunkt eines rechtwinkeligen Coordinaten-
systems in den Mittelpunkt der Kugel legen. Ks ist dann der Theil
von Ag;, welcher von dem ersten Gliede herriihrt, gleich Null,
wihrend der zweite Theil, da
d@@ 4y 425 =6
ist, den Werth — 4 7 ¢ erhilt. Es ist also
Adgp;= —4me (71)
Die Summe der drei zweiten Differentialquotienten macht also
an der Kugeloberfliche einen Sprung. Ist demmnach die Dichte der
Vollkugel constant, so ist bei der Bildung von 4¢; der Werth von
» ohne Einfluls. Wir brauchen daher fiir den Mittelpunkt der
Kugel, wo also » =0, keine besondere Discussion anzustellen, und
es bleibt auch fiir diesen Punkt der im ganzen Innern der Kugel
giiltige Werth 4¢; = — 4 we bestehen.

(@ + y* + 2%)

2
Ppi=2neR?—

§ 21. Der Werth von 4¢ im Mittelpunkte einer Vollkugel,
deren Dichtigkeit gleich ist dem Product einer Winkelfunction
und einer Function des Radius.

In § 17 zeigte sich (Gleichung 56¢), dafs ganz allgemein fiir
jeden von Null verschiedenen Werth
3m 3m
dg=——5g+ 5
wo # die Entfernung bezeichnet zwischen dem Punkte, auf den sich
¢ bezieht, und demjenigen, in dem sich die Masse m befindet.
Nehmen wir nun an, dafs bei einer Vollkugel in jeder der um den
Mittelpunkt concentrischen Kugelschalen die Dichte constant und
zwar gleich einer Funktion des Radius dieser Schale, also gleich
foy sei, so wird nach Einfiihrung von Polarcoordinaten fiir eine
solche Schale von der Dicke dr im Mittelpunkte der Kugel

dm 1
F:—_d?‘fr—a.fa.ft,.).dm

e L (12)

e
Setzen wir hierin f,, gleich einer Constanten, also

fn=¢
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so erhalten wir

d d
7?;":4”57"
r r

=4me.d(lgnat.r) (73)

Wenn nun das d¢ fiir eine Kugelschale von endlicher Dicke ge-
bildet werden soll, so ist dieser Ausdruck (Gleichung 73) iiber » zu
integriren. Das Integral wird dann, wenn der innere Radius sich
Null nithert, unendlich, so dafs man also auf diesem Wege fiir
A als Differenz zweier unendlichen Grofsen keinen bestimmten
Werth erhiilt. Wir haben jedoch soeben in § 20 fiir diesen Fall
bereits in anderer Ableitung einen bestimmten Werth gefunden, nimlich
dp = —4ms.
Wenn dagegen
fm=1c.r"
ist, wo ¢ und & zwei von Null verschiedene Constanten bezeichnen,

so erhalten wir
dm dr
> =47wf;-—1_u

: (14)
=dme.—.(R* — 19
@
Ist @ negativ, so wiirden wir fir » = 0 fiir 4¢ wieder einen un-
bestimmten Werth
Ap =0 —
haben, wihrend fiir jeden positiven Werth von ¢ im Punkte r =0
Ap=0—0
wird. Es ist also im Mittelpunkt der Kugel d¢ gleich Null fiir
eine Dichtigkeitsvertheilung, bei der die Dichte der verschiedenen
concentrischen Kugelschalen auszudriicken ist durch eine Function

des Radius von der Form
f(,.] =C.r*
wenn
a >0

ist.

Dieselbe Betrachtung bleibt giiltig, wenn nach den verschiedenen
vom Mittelpunkt ausgehenden Richtungen das Gesetz der Dichtigkeits-
zunahme verschieden ist, vorausgesetzt nur, dafs fiir jeden einzelnen

Radius fiir kleinste Werthe von +

ﬁ,} < G 10
ist, und e« > 0. Dabei wiirden also ¢ und ¢ beliebige Functionen
der Winkel sein kémnen, durch welche man die Richtung von r
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definirt, und doch der Werth von Ad¢ im Mittelpunkt der Kugel
eindeutig gleich Null werden.

Unter diesen Bedingungen ist die Dichtigkeit im Mittelpunkte
der Kugel aber stets gleich Null, und die Beitriige in dem Werthe
von 4, welche aus der unmittelbaren Nachbarschaft dieses Punktes
herrithren, verschwinden vollstiindig.

Daraus folgt nun, dafs, wenn an einer bestimmten Stelle des
Raumes die Dichtigkeit den endlichen Werth a hat, und in den
benachbarten Theilen diese Dichtigkeit um einen Betrag wichst, der
angezeigt werden kann durch das Product irgend einer Potenz des
Radius mit positivem Exponenten ¢ und einer Winkelfunction I
welche natiirlich auch gleich einer Constanten sein darf, also wenn

ﬁ,]=a+T“.F

ist, wir doch den Werth von A¢ an jener Stelle finden kinnen.
Wir haben dann gewissermalsen zwei superponirte Massenbelegungen
des Raumes, eine mit der constanten Dichte @, und die zweite mit
der variablen Dichte »¢.I. Den Theil von 4¢, welcher von der
ersten herrithrt, haben wir im vorigen Paragraphen zu — 4ma be-
stimmt, und der zweite, von der veriinderlichen Massenerfiillung
herrithrende, verschwindet, so dals wir also in diesem Falle erhalten

dg=—4ma (75)

In der Lehre von den Potentialfunctionen wird das hier beriihrte
Problem allgemeiner und ausfithrlicher erértert, und es werden dort
die Convergenzbedingungen fiir die Potentialfunctionen und fir 4¢
aufgesucht werden.

§ 22. Anwendung auf die Gleichung d¢ = — 4. ¥, , ..

Um eine von den Differentialgleichungen zu losen, die wir in
§ 16 abgeleitet hatten, und welche aussagten, dals die Summe der
zweiten Differentialquotienten der gesuchten Functionen nach den
Coordinaten gleich irgend einer stets endlichen Iunction der Coordi-
naten ist, also Gleichungen von der Form

dop = — 47 Fgy,,

sind, geniigt es, von der Function F, , ., eine Potentialfunction iiber
den ganzen Raum, fiir welchen die Function F gegeben ist, zu bilden,
und wir kimnen sogar, wenn der Raum begrenzt ist, aufserhalb dieses
Raumes noch beliebige Vertheilungen der Dichtigkeit hinzunehmen.
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Berechnen wir die Potentialfunction von diesen Dichtigkeiten, so
mufs sie jener Differentialgleichung Geniige leisten.

Es ist noch zu heachten, dafs wir bei der Berechnung der
Potentialfunctionen die Integrale, wenn sie fiir den unendlichen Raum
gelten sollen, auch bis in unendliche Entfernung ausdehnen und
also sicher sein miissen, dals die Potentialfunctionen auch dann noch
endliche Werthe behalten.

Wir fithren wieder Polarcoordinaten ein und bezeichnen die
Dichte jeder Kugelschale ebenso wie im vorigen Paragraphen mit
firy, dann ist die Masse einer Kugelschale von der Dicke d» gleich

dm.r2 f.dr
und die Potentialfunction im Mittelpunkt wiirde demnach sein

tp:«iﬂfr.ﬁﬂ.dr (76)

Wenn wir nun also wiederum
ﬁr) = ¢c.m

setzen, wo n eine beliebige Constante und ¢ eine beliebige Winkel-
function bezeichnet, die wir hier der Einfachheit halber, da sie fiir
das Folgende ohne Bedeutung ist, wie eine Constante behandeln
wollen, so ergiebt sich

@ = 4ncfr1+“.dr
)

4w
T 24w

g2+

Damit dieser Werth fiir » = oo noch endlich bleibt, muls 2 4 » < 0,
also n negativ und seinem absoluten Betrage nach grifser als 2 sein.

In unseren spiiteren Anwendungen haben wir es fast immer mit
Wellen zu thun, die von einem bestimmten Punkte withrend end-
licher Zeit ausgegangen sind. Sie brauchen unendliche Zeit, um
die Unendlichkeit zu erreichen, und bis dahin ist in der Unendlich-

keit noch Alles in Ruhe. Die Potentialfunction ist dabei von Werthen
0og o0X
at’ at
den Wellen durchlaufenen Raumes endlich von Null verschieden
sind; dann bleibt sicher die Potentialfunction endlich.

Wenn diese aus Gleichung (77) folgenden Bedingungen fiir
die Dichtigkeiten eingehalten sind, so kionnen wir fiir den unend-
lichen Raum unsere Differentialgleichung immer lisen. Das Berechnen
der Potentialfunction ist eine Operation, die nur die Aufsuchung

u. s, w. zu nehmen, die nur innerhalb des bisher von
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bestimmter Integrale erfordert, und die wir also immer ausfiihren
konnen; wenn nicht durch analytische Formeln, so doch stets durch
Quadraturen.

Damit ist nun die Mboglichkeit gegeben, die Aufgabe, auf
die wir gestolsen sind, wenigstens zuniichst fiir den unbegrenzten
Raum zu lésen und die gesuchten Potentialfunctionen zu finden,
sobald diejenigen Functionen gegeben sind, welche wir als Dichtig-
keiten zu beriicksichtigen haben. Dieses waren aber einerseits die

magnetischen Stromungen und andererseits die Function 9 (%)

Ox
5 ;—y (2}_) + % (i’—) Wenn die Dichtigkeit, fiir welche die Poten-

&
tialfunction gesucht wird, im Innern eines geschlossenen Raumes

gegeben ist, so konnen wir noch beliebige Vertheilungen in dem
dulseren Raume hinzu setzen, ohne dals die Summe der zweiten
Differentialquotienten nach den Coordinaten in dem inneren Raum
veréindert wird; denn der von diesem herrithrende Theil ist hier ja
gleich Null. Ein solcher Zusatz wird nun bei einer grofsen Menge
von Problemen dadurch nothig, dals an der Grenze des Raumes
bestimmte Bedingungen fiir die Werthe der Potentialfunction und
ihrer Differentialquotienten, die sogenannten Grenzbedingungen,
zu erfiillen sind. Im Allgemeinen ist es viel schwieriger, diese Ver-
theilung im fufseren Raume auszufiihren, als eine Reihe von Werthen
fir das Innere des Raumes zu finden, und die eigentliche Schwierig-
keit der meisten Potentialaufgaben, auch der optischen Aufgaben,
besteht darin, dafs die Erfiilllung der Grenzbedingungen in vielen
Fallen unméglich ist. In einigen Fillen gelingt sie durch unend-
liche Reihen, deren Coefficienten sich durch besondere Methoden
genau bestimmen lassen; oft genug ist man aber, um auch nur
annihernd zum Ziele zu kommen, auf mehr oder weniger weitliufiges
Probiren angewiesen,

Bei den Wellenbewegungen werden wir spiter ebenfalls auf
eine allgemeine Differentialgleichung stofsen, die von sehr #hnlicher
Form ist, wie die hier behandelte. KEs kommt zwar noch die Zeit
als weitere Variable hinein, aber in #hnlicher Form wie die Co-
ordinaten.

Bevor wir jedoch an die Untersuchung dieser Gleichung heran-
gehen, ist es nothig, einen Hilfssatz, den sogenannten Greex’schen
Satz, zu erdrtern, welcher in der Lehre von den Potentialfunctionen
und auch von den Functionen, welche bei der Lichtbewegung vor-
kommen, vielfache Anwendung findet und eine grofse Menge sehr
wichtiger Transformationen erleichtert.
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§ 23. Der Green’sche Satz,

Dieser Satz wurde von G. Greex, der in der ersten Hilfte dieses
Jahrhunderts Professor in Cambridge war, zuerst aufgestellt und ist
dann spiter hauptsiichlich von Gauss zur Entwicklung der Lehre
von den elektrischen Potentialfunctionen benutzt worden.

Der Grern'sche Satz ist in Wirklichkeit nichts weiter, als die
Anwendung der sogenannten partiellen Integration auf Gebilde von
zwei oder drei Dimensionen, welche ringsum begrenzt sind, also auf
begrenzte Flichen oder begrenzte Kérpervolumina. Man mufls bei
seiner Anwendung sorgfiltig auf die verschiedenen Arten der Dis-
continuititen achten, da diese hier von grofser Bedeutung sind.
Deshalb wollen wir den Satz, obschon wir ihn bei den optischen Vor-
gingen nur in complicirterer Form benutzen werden, zuniichst in
einfacherer Form ableiten.

Wenn wir das Integral

fff%@-w)-dm.dy.dx

ither einen geschlossenen Raum zu bilden haben, so kénnen wir in
demselben die Integration nach z ausfithren. Dadurch erhalten wir
das unbestimmte Integral

ffqi.ip.dy.dx

und, um das bestimmte Integral zwischen den festgesetzten Grenzen
zu erhalten, mufs man die Differenz der Grenzwerthe bilden, welche
durch Einsetzen des hochsten und des niedrigsten Werthes von «
gewonnen werden. Indem wir dieses wiederum (vergl. § 19) durch
zwei horizontale Striche, oben und unten, bezeichnen, ergiebt sich:

ff (. ). dz.dy.dx=[[@.p.dy.dx (18)

Hierbei #indert sich in dem Integral nur der Werth von z, wihrend
y und x constant bleiben, weil nach ihnen nicht integrirt wird. Da
dy.dx unveriindert bleibt, so ist der Raum, iiber den hier integrirt
wird, ein Prisma, dessen Axe der z-Axe parallel ist, withrend der
Querschnitt desselben von der Fliche dy.dx, also einem Rechteck
oder Quadrat, dessen Seiten der y- und x-Axe parallel sind, ge-
bildet wird.

Die Grenzwerthe, deren Differenz hier genommen werden mufs,
sind die Producte der beiden Functionen ¢ und v an dem oberen
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und unteren Ende, multiplicirt mit dem gemeinsamen Querschnitte
dy.dx des prismatischen Raumes. Ist nun dieser Raum durch das
Element dw einer gekriimmten Fliche begrenzt, so ist dy.d~ gleich
der Projection von dw auf die yx-Ebene, und es ist eine hekannte
Regel, dals, wenn Stiicke einer Ebene auf eine andere Ebene pro-
jicirt werden, die Projection gleich ist dem projicirten Flichenstiick
multiplicirt mit dem Cosinus desjenigen Winkels, welchen beide
Ebenen mit einander einschliefsen.

b Nun ist zwar das hier projicirte
:L_ Flichenstiick  herausgenommen
aus einer krummen Fliche; aber,

""“’\ da es unendlich klein, so kidnnen
wir es als Stiick einer Ebene be-

i trachten. Der Winkel zwischen
den beiden Flichen ist aber gleich
dem Winkel, welchen ihre Lothe
mit einander bilden. Das Loth
auf der Projectionsebene ist paral-
lel der z-Axe. HKs ist hierbei
vortheilhaft, dasjenige Loth der
iy ds [lache dw zu nehmen, welches
in den Raum hinein geht, iiber
welchen wir die Integration aus-
fithren, also die sogenannte innere
Normale. Die #ulsere Normale
des Flichenstiickes wiirde aus
dem Raum heraus fallen, und da
5 konntenmiglicherweise die Werthe

E der Differentialquotienten ganz
andere sein. Wir miissen also
e d o dw.cosa=dy.dx
Fig. 16. setzen, worin « den Winkel be-

zeichnet, den die innere Normale
des Flichenelementes d e mit der steigenden z-Axe bildet. An dem
oberen Ende des Prisma (vergl. die nebenstehende KFigur 16) muls
dieser Winkel nothwendig ein stumpfer sein; denn wenn wir in der
z-Axe aufsteigen, so muls diese von innen her in das gegebene
Endstiick des Prisma eintreten, und es wird daher der Winkel
zwischen der steigenden z-Axe und der inneren Normale grifser
als ein Rechter sein. Wollen wir also dy.dx durch den Werth
cosa.dm ersetzen, so wird cosa negativ zu nehmen sein, und wir’
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bekommen demnach fiir das obere Flichenelement — ¢ .. cosa.do.
Fiir die untere Grenze ist der Winkel zwischen der steigenden z-Axe
und der inneren Normale nothwendig ein spitzer, der Cosinus also
positiv; aber den Theil des Integrals, der sich auf diese untere
Fliche bezieht, miissen wir abziehen; daher bekommt er ebenfalls
das negative Vorzeichen.

Fiir beide Grenzen stelltalso — ¢ .. cosn.d @ denjenigen Werth
dar, der als Grenzwerth der Integration zu nehmen ist. Zu diesem
einen Prisma kommen noch andere dhnliche Prismen, welche daneben
liegen und zusammen schliefslich den ganzen Raum einnehmen, iiber
den wir zu integriren haben, und deren Enden die ganze begrenzende
Fliche fiir diesen Raum bilden. Dieses iindert sich auch nicht,
wenn die Prismen mehrfach die Fliche schneiden sollten. Wir
miifsten dann jedes Element einer Schnittfliche als ein Stiick der
Grenzfliche behandeln und da, wo die steigende z-Axe in den Raum
eintritt, hatten wir eine untere Grenze, und wo sie wieder heraus-
tritt, wiirde eine obere Grenze sein, so dals sich zwar die Ausdriicke
mehrfach wiederholen, aber die Grenzwerthe, welche man durch
Ausfithrung dieser Integration iiber den ganzen Raum bekommt,
witrden in dieselbe Form aufgenommen werden kénnen. Wir er-
halten also stets

ffq:;a"quf —ff;o.—qf.ctmadm (79)

Damit unser Integralfffai (@ .v).dz.dy.dx einen bestimmten

Sinn hat, miissen die Differentialquotienten der beiden Functionen
w und ¢ sich iiberall in dem Raum, iiber den die Integration aus-
gedehnt werden soll, bilden lassen, und einen bestimmten, und zwar
eindeutig bestimmten endlichen Werth haben, beziehlich wenigstens
nur in der Weise unendlich werden, dals sie doch ein endliches
Integral geben.

Indem wir die Differentiation unter dem Integralzeichen aus-
fiithren, kinnen wir nunmehr schreiben:

aday d
fff(p.6—2—.d;r.dy.dm+fff1pai do.dy.dx

—_—_f;r.yr.cosa.dm (80)
oder
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flferl i [ ffvitmas |

-ftp.qp.cosa.dm

Dieses wiire die Umschreibung in die gewthnliche Form der partiellen
Integration. Bei ihr pflegen wir einen Factor zu haben, dessen
Integration nicht direct ausfithrbar ist, einen zweiten, welcher als
Differentialquotient geschrieben ist, und der also unmittelbar integrirt
werden kann; wir bilden das Integral, das sich auf die Grenzen
bezieht, und haben davon abzuziehen dasjenige Integral iiber den-
selben Raum genommen, bei welchem der integrirte Factor unverindert
bleibt, withrend der andere Factor nach derjenigen Variabeln differen-
tiirt wird, nach welcher wir vorher integrirt haben. Die Bedingungen
fitr die Ausfiihrbarkeit dieser Rechnungsweise bestehen hier darin, dals
die beiden Functionen, welche differentiirt werden sollen, eindeutig
und differentiirbar sind, und Differentialquotienten geben, welche einen
bestimmten Werth und Sinn haben und nicht an verschiedenen
Stellen des Raumes theils negativ, theils positiv unendlich werden.

Zu dem hier behandelten Integrale konnen wir noch zwei andere,
villig analoge, hinzunehmen. Die erste, auf y beziigliche, analoge
Gleichung lautet:

Dy X
ff go.ag.dx.dy.dm_ — 7{"6";‘d$‘d9'd’“ Bl

—f¢ . cosh.dw

worin der Winkel zwischen der aufsteigenden y-Axe und der Flichen-
normale mit b hezeichnet ist.

Eine dritte Gleichung lilst sich beziiglich der x-Coordinate
ableiten, nimlich:

fjf(p.%l:.dx.dy.dx= —fffw.%—g—.dx.dy.dz -

—fq.':.'q_s.cosc.dm

Fiir die zweite und dritte Gleichung ist natiirlich ebenso, wie
fur die erste Gleichung, vorauszusetzen, dals die Functionen ¢ und
y eindeutig und endlich sind, und eindeutige und endliche Differential-
quotienten erster Ordnung haben.

Wir wollen nun die Form dieser drei Gleichungen (80a, 81 und 82)
verindern, indem wir an Stelle von ¢ seine Differentialquotienten nach
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den Coordinaten setzen, und zwar %—i in Gleichung (80a), 9?: in
Gleichung (81) und t;q& in Gleichung (82), und dann die Gleichungen

addiren; dann erhalten wir:

6()0 61}” 6({‘ 6‘!}'} a¢ 61!

0 0?
—fff1p(ax2 + aJ{P -+ 3 ?)dm.dy.dx

= ...fy; (% cosa + 5737 cosb + 5;casc)dm
—fffw.dqa.da;.dy.dx

Diese Umformung ist aber nur moglich, wenn die Function 2 im
ganzen Raume fiir alle drei partiellen Integrationen eindeutig
denselben Werth hat, und nicht nur die ersten Differentialquotienten
der beiden Functionen ¢ und 4, sondern auch die zweiten Differen-
tialquotienten von ¢ einen bestimmten endlichen Werth haben oder
wenigstens nur in der Weise unendlich werden, dafs sie doch end-
liche Integrale geben.

(83)

Die Klammer, welche die Differentialquotienten von ¢ nach den
einzelnen Coordinatenrichtungen multiplicirt mit den Cosinus der-
jenigen Winkel, welche diese Coordinaten mit der inneren Normale n
machen, enthilt, ist gleich dem Differentialquotienten von ¢, ge-

9g
On

nommen in der Richtung der inneren Normale, also gleich

HEs kann also die Gleichung (83) auch geschrieben werden:
dgp dvy Gq aip 6({ 0
ffﬂ "0 T Ay ay T a",.,} e

----- ? dw —fffﬂpd(p de.dy.dx (83a)

Da die linke Seite der Gleichung symmetrisch nach den heiden
Functionen ¢ und v ist, so kinnen wir die rechte Seite auch so
schreiben, dafs die Differentialquotienten von ¢ integrirt werden,
withrend v weiter differentiirt wird. So erhalten wir:
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¢ d 2 ae}o o0 iy 0 @ 0 U
ffﬂ “Be T @y @y T @5 Be |PNOVEE
—fqa.—%?j:-.rlm —ffftp.digr.dm.dy.d;& (84)

Diese zweite Umformung verlangt nun fiir ihre Giiltigkeit, dafs nicht
blofs die ersten Differentialquotienten beider Grifsen eindeutig und
endlich sind, sondern dafs beides auch gleichzeitiz bei den zweiten
Differentialquotienten von 1 der Fall ist.

Gleichzeitig gelten also beide Umformungen (83a) und (84) nur
dann, wenn die zwei ersten Differentialquotienten von den beiden
Functionen ¢ und  mit eindeutigem Sinne gebildet werden konnen
und endlich oder wenigstens nur integrirbar nnendlich sind.

Die linken Seiten der Gleichungen (83a) und (84) sind identisch;
wir erhalten nun durch Gleichsetzen der rechten Seiten:

f(p dw—}-ffftp Advw.de.dy.dx
Zf’tr!'.a—:fdw +fff1p.drp.da:.dy.dz (85)

Die Anwendung dieser Gleichung hat fiir diejenigen Functionen,
bei denen die Summe der zweiten Differentialquotienten nach den
Coordinaten gleich Null ist, Vortheil, weil dann das Raumintegral
verschwindet, also blofs das Flichenintegral stehen bleibt.

Wenn eine der Functionen ¢ oder v an irgend einer Fliche
einen plotzlichen Sprung ihres Werthes macht, so dafs sie etwa auf
der einen Seite den Werth ¢, und auf der anderen Seite den
Werth ¢, hat, dann lifst sich an dieser Stelle kein eindeutiger
Differentialquotient bilden; denn um ihn quer durch die Fliche
hindurch zu bilden, miifsten wir den Werth auf der einen Seite
nehmen, von ihm den auf der entgegengesetzten Seite abziehen, und
diese Differenz durch die Entfernung dn zwischen den Orten dieser
beiden Werthe dividiren. Wenn eine wirkliche Discontinuitiit statt-
findet, sodafs also zwei verschiedene Werthe in einer Fliche ohne
Uebergang zusammenstolsen, so wilrde dn = 0 werden konnen,
wihrend d¢ noch einen endlichen Werth hat. Wir wiirden also
fiir einen Differentialquotienten, welcher durch die Fliche hindurch
genommen 1ist, einen unendlichen Werth bekommen, oder vielmehr
wiirde das Verhiltnils zwischen d¢ und dn gar keiner bestimmten
Grenze sich nithern, sondern, wenn wir d» immer kleiner und
kleiner machen, steigen bis unendlich. Wir kinnen also in diesem
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Falle keine ersten Differentialquotienten bilden, und eine solche
Fliche darf demnach durch den betreffenden Raum nicht hindurch
gehen. Wenn aber eine solche vorhanden ist, miissen wir sie selbst
als eine Grenze betrachten und die Integration auf beiden Seiten
nur bis an die Fliche ausdehnen. Dann kommt eine solche Fliche
in das Flichenintegral hinein, ebenso wie die Grenzflichen des
Raumes.

0 ¢ and 9g,

Ferner werden auch , wenn wir z durch die Fliche
dn dn

hindurch in derselben Richtung nehmen, ebensowenig einen Sprung
machen diirfen, weil wir dann durch die Fliche hindurch keinen
zweiten Differentialquotienten hilden konnten, wenigstens nicht in
der Richtung der Normale.

Die Bedingung fiir die Moglichkeit der Anwendung des Greex'-
schen Satzes ist demnach, dals weder die Werthe der beiden Func-
tionen ¢ und v selbst, noch deren erste Differentialquotienten an
einer durch den Raum hindurch gehenden Fliche einen Sprung
machen diirfen. Wenn ein solcher Sprung entweder bei den Func-
tionen selbst oder den Differentialquotienten vorkommt, so miissen wir
jene Fliche als Grenzfliche behandeln und an ihr dieselben Flichen-
integrale bilden, welche sonst nur fiir die Grenzfliiche zu bilden sind.
Dabei wiirden wir, wenn wir z. B. die Differentialquotienten von 1

durch Integration aufheben, auf der einen Seite f Y. g—:‘% .d @ bekommen,

wo die Normale dieser Seite mit », bezeichnet ist, und auf der anderen

Seite ffap.g—f—.dm, wo fiir die zweite Seite der Index 2 benutzt ist.
2

Beide Werthe erhalten fiir die Integration iiber den betreffenden

Raum das negative Vorzeichen, und wir bekommen also fiir eine solche

Flache, welche auf beiden Seiten von Riumen hegrenzt ist, iiber

welche integrirt werden soll, den Werth — f P (gq’ s _6‘77)!1&,
n, = Ony,

Die beiden Normalen sind hier in entgegengesetzter Richtung ge-

nommen. Wenn wir aber auf beiden Seiten nach derselben Richtung

differentiiren, so wiirden wir hekommen — f Y (—g—:l - %Eo~) dw. Die
1 2

erste Form, — f ap (ﬂqj— + dip )dm, wo man also voraussetzt, dafs
dn, dn,

die Normale jedesmal in denjenigen Raum hinein gerichtet ist, fiir

den die betreffenden Differentialquotienten gelten, ist diejenige,

welche gewohnlich benutzt wird. In der zweiten Form,
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dg d
“f"”(@?l — (?nz)dm’

wo wir die Richtung des » festhalten, bezeichnet die Differenz

gT?D — g—q—z— den Sprung in dem Werthe dieses Differentialquotienten

in der Richtung von »n Es ist also die Grifse der Discontinuitiit,
welche hier als Factor eintritt.

Bisher haben wir vorausgesetzt, dals a auf beiden Seiten der

Fliche gleichen Werth hat, aber der Differentialquotient g—iver—

schieden ist. Haben die Diﬂ'ereutialquotienteng—?; auf beiden Seiten

gleiche, hingegen 1 verschiedene Werthe, so wiirde das Flichen-

integral lauten
0
"ﬁ‘f"l — 1), 6—(:: do,

wobei nun v, — 1, den Sprung der Function 1 darstellt.

§ 24. Besondere Fille und Anwendungen des Green’schen
Satzes.

I. Wir wollen zuniichst den Fall untersuchen, dafs 1 gleich
einer Constanten, also
’l}f =
ist. Dann wird die linke Seite unserer Gleichung (83a) gleich Null
und wir erhalten:

a
0= —fC.—a—?z—:'.d&)—fffC.A(p.dm.dy.dx (86)

Hier ist ¢ gemeinsamer Factor aller Theile. Wenn er also nicht
selbst gleich Null ist, sondern einen von Null verschiedenen Werth
hat, so kinnen wir dadurch dividiren, und es ergiebt sich

d
0= —f%.dm—ffqu).dm.dy.dm (86a)

1. Daraus folgt zuniichst, dals wenn die Function ¢ der
Gleichung 4¢ = 0 geniigt, d. h. also, eine Potentialfunction im
Innern eines von anziehender Masse leeren Raumes ist, das Integral

Op

iiber g, genommen tiber die ganze Oberfliche, immer gleich

Null, also
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0P 1o —
f_(ﬁ.fzm_o (87)
0y

sein wird; d. h. also, wenn an einem Theile der Fliche Tn posi-
n

tive Werthe hat, so wird es an dem anderen Theil der Fliche nega-
tive Werthe haben miissen, weil positive und negative Werthe so
vertheilt sein miissen, dals sie sich in der ganzen Fliche gegen-
seitig aufheben. Bei einem geschlossenen Raum konnen also nur
dann an allen Theilen der Oberfliiche Krifte vorkommen, welche
in demselben Sinne zur Oberfliche gerichtet sind, wenn im Innern
des Raumes Massen liegen.

2. Wenn wir dg= —4xF,,, setzen, worin also die
vorige Annahme als specieller Fall enthalten ist, so bekommen wir:

0= _f%%_,dm+4;rfff dx.dy.dx
fa"“d il fffpd dy.dx 88
W oW = ﬂb ATy dx ( )

Das Integral iiber die ganze Oberfliche eines solchen Raumes
genommen, ist demnach, wie auch der Raum gestaltet ist, noth-
wendig gleich der mit 47 multiplicirten Quantitit der gesammten
anziehenden Masse, da F, wenigstens symbolisch, die Dichtig-
keit bezeichnet. Eine solche Masse brauchte aber nur in einem
Punkte dieses Raumes zu existiren, damit in gleichem Sinne ge-
richtete Krifte an der ganzen Oberfliche des Raumes vorkommen
kénnen.

II. Nehmen wir andererseits an, dals in Gleichung (83a) die
beiden Functionen ¢ und v einander gleich sind, so er-
giebt sich:

fff{(%{f)z e (3—5)2 + (%—rg-)a}dx.dy.dz
- _f‘PgZdW —ffftp.dqz.d:c.dy.dz (89)

Ist nun ¢ eine Function, die im ganzen Innern des betreffen-
den Raumes der Bedingung 4¢ = 0 geniigt, dann fillt in dieser
Gleichung (89) das zweite Integral der rechten Seite weg. Machen

wir nun weiter die Annahme, dafs ¢ an der ganzen Oberfliche
6

oder

H, v. HELvuoLTz, Theoret, Physik. Bd., V.
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des Raumes gleich Null sei, so wird auch das erste Integral dieser
Seite fortfallen, und es ergiebt sich, dals das Raumintegral, welches
die linke Seite bildet, seinem (Gesammtbetrage nach gleich Null sein
muls, so dals demmach:

ffﬂ(ar) (%T)*“(‘;Cp)] do.dy.dz=0  (89a)

wird. Nun ist dieses Integral aber iiber eine Summe von drei
Quadraten genommen, und wenn wir wie bisher unter ¢ immer
eine im ganzen Integrationsraume reelle Function verstehen, so
sind die Differentialquotienten auch reell, die Quadrate also niemals
negativ. Das Raumintegral kann also nur dann gleich Null werden,
wenn an allen Stellen des gesammten Raumes, iitber den integrirt
wird, simmtliche drei nach den Coordinaten genommene Differential-
quotienten gleich Null sind, Daraus folgt, dals ¢ nothwendig
eine constante Grofse sein muls, und zwar muls es, da wir ja an-
genommen haben, dals es an der Oberfliche gleich Null ist, durch
den ganzen inneren Raum gleich Null sein.

Wenn wir demnach zwei Léosungen, ¢, und ¢,, haben,
welche beide der Bedingungsgleichung 4¢ = 0 im ganzen inneren
Raume entsprechen, so dals also 4¢p, = 0 und d¢p, = 0 ist und sie sind
an der Oberfliche einander gleich, so gilt fiir ihre Differenz (¢, — ¢p,)
ebenfalls die Gleichung A(g, — ¢,) = 0, und daraus folgt, dafs im
ganzen Inmern des Raumes ¢, — ¢, = 0 sein muls, d. h. also, wenn
der Werth einer Function, welche der Differentialgleichung 4¢ = 0
geniigt, an der Oberfliche eines geschlossenen Raumes gegeben ist,
so giebt es nicht zwei verschiedene Lisungen fiir die Differential-
gleichung, welche im Innern des Raumes von einander verschieden
sein konnen. Es ist also die Differentialgleichung 4¢ = 0 mit
Festsetzung der Werthe, welche ¢ an der Oberfliiche des geschlosse-
nen Raumes haben soll, zur vollstiindigen Bestimmung der Function
¢ durch das ganze Innere dieses Raumes geniigend.

ITI. Nun wollen wir noch erdrtern, wie sich in dieser Be-
ziehung der #uflsere Raum verhilt. Unter welchen Umstiinden
werden die TIntegrale fiir den #Hufseren Raum, der bis zu einer
unendlich entfernten Grenzfliche, die wir uns durch eine Kugel
von unendlich grolsem Radius gebildet denken kiénnen, hinausreicht,
endliche Werthe haben, beziehlich Null werden? Die Antwort ist
entscheidend dafiir, ob wir den Grrrn'schen Satz in einem gegebe-
nen Fall auch auf den #ufseren Raum anwenden diirfen.
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Wenn wir die einfachste Form solcher Functionen nehmen,
niamlich %, so wiirde an einer unendlich entfernten Kugel der Diffe-
rentialquotient nach der Normale, das wire in diesem Falle also
nach dem Radius der Kugel, abnehmen wie :—3. Da nach verschie-

denen Richtungen die Werthe der Function verschieden sein kinnen,
so wollen wir uns eine Kegelecke herausgeschnitten denken, welche
bei einer Kugel vom Radius 1 von dem Oberflichenelement d Q
begrenzt wiirde; dann wiire an einer Kugel vom Radius 7 ihre Ober-

fliche gleich #2d 2. In dem zu bildenden Producte, rp.g—r dew
9y

- | 1 |
wiirde ¢ also wie , und "~ wie —, abnehmen, und dw wiirde
P

dn

gleich »2.d 2 sein. Der Factor von d £ wiirde also, soweit er von
. S ] .
r abhiingig ist, gleich — sein. Wenn nun auch die Werthe in ver-

schiedenen Kegeloffnungen sehr verschieden von einander sind, so
wiirden doch die Oberflichenintegrale, die sich auf die Grenzen des
unendlichen Raumes beziehen, mit unendlich werdendem » verschwin-
den, und in unseren Gleichungen nur mit dem Werthe Null in
Ansatz kommen.

Die Potentialfunctionen, welche wir frither hehandelt haben,

und welche von der Form — sind, wiirden also zuliissig sein, und
v
in noch héherem Grade diejenigen, welche in der Entfernung wie

=5 abnehmen. Letztere sind z. B. die Potentialfunctionen von
Magneten oder von elektrischen Ansammlungen in endlichen KEnt-
fernungen, bei denen stets gleich viel positive und negative Hlek-

tricitit frei gemacht wird. Dann ist ndmlich fiir die Entfer-

: cos @ : :
nung das Potential von der Form s wenn der Radius » mit

der magnetischen Axe eines solchen kleinen Magneten den Winkel ¢«
bildet. Falls Magnete von gleichem Momente, aber in umgekehrter
Richtung, an verschiedenen Stellen des Raumes liegen, so tritt sogar
die dritte Potenz von » in den Nenner. HKs giebt demnach eine
grofse Menge von Fillen, in denen die Potentialfunctionen in der

1
Entfernung stiirker als = abnehmen.

Wenn wir nun dieselbe Voraussetzung iiber die Abnahme der
Functionen in dem Falle machen, wo die beiden Functionen ¢
und 1 einander gleich sind, und fernerhin wieder voraussetzen,

dafs im ganzen unendlichen Raume 4¢ = 0 ist, so wird in Glei-
6*
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. g—?‘f .de gleich Null werden,

und ebenso wird auch das Raumintegral [ {Tq-.d«p.dm.dy.dx ver-
schwinden. KEs wiirde daraus folgen, dals auch das iiber den ganzen
unendlichen Raum genommene Integral

JITIGL) + (G2 + (5] as-as-0x

gleich Null wird, und wir haben oben gesehen, dals dieses nur
moglich ist, wenn in allen Theilen des unendlichen Raumes ¢ con-
stant ist: da es hier an den Grenzen aber gleich Null ist, so muls
es fiberall den Werth Null haben.

Daraus ergiebt sich nun weiter: Wenn zwei Functionen, die
im Integrationsraume iiberall der Gleichung 4¢ = 0 geniigen, und

chung (89) das Oberflichenintegral | ¢

: . N .1
welche in der Unendlichkeit mindestens wie abnehmen, und an
r

allen geschlossenen Grenztlichen im Endlichen gleiche Werthe
haben, so konnen sie im ganzen unendlichen Raum nicht von ein-
ander unterschieden sein. Wenn wir uns also auf Functionen
beschrinken, die in der Unendlichkeit in der angegebenen Weise
nach Null convergiren, so gilt auch fiir den unendlichen Raum
der Satz, dals ¢ eindeutig gegeben ist, wenn es an den endlichen
Grenzflichen gegeben ist.

IV. Es liflst sich zeigen, dals alle Functionen, welche der
Gleichung 49 = —4aF,, . in einem geschlossenen Raume
geniigen, als Potentialfunctionen von Dichtigkeiten dar-
gestellt werden kinnen, die theils im Innern dieses Raumes,
theils an seiner Oberfliche in einer einfachen Sechicht, theils auf
einer dort befindlichen Doppelschicht liegen. Zu dem Zwecke
miissen wir wieder auf die urspriingliche Form des (Grern'schen
Satzes zuriickgehen, in der die beiden Functionen ¢ und 1 noch
von einander verschieden sind.

Wir nehmen von der Function ¢ an, dafs fir sie tiberall
dg = —4aF,,. sei; dagegen wihlen wir fiir die Function v die

m . . . . .
Form7, wobei » von einem irgendwie bestimmten Punkte (&, #, )

bis zu dem veriinderlichen Punkte z, 7, gerechnet wird. Unter diesen
Umstiinden geniigt v der Differentialgleichung 4 = 0 mit Ausnahme
des Punktes &, 7, {, in welchem die anziehende Masse m liegt.
Wir wollen nun festsetzen, dals von dem gesammten Raume eine
kleine Kugel vom Radius ¢ ausgeschlossen werde, deren Mittelpunkt
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mit dem Punkte § #, £ zusammenfalle; dann haben wir einen fufseren
Raum, in welchem die Function v iiberall der Bedingung A = 0
geniigt, und auf den unsere Gleichung (85) angewendet werden
kann. Hs fillt in ihr auf der linken Seite das letzte Glied fort,
und wir erhalten daher:

frp-%i’%--dm =fi[l--g§-dﬁ)—-‘lﬂ[‘fflj’.F.d.r.dy.dm (90)

worin die Oberflichenintegrationen iiber alle Grenzflichen des fulse-
ren Raumes auszudehnen sind. Diese Grenzflichen sind aber erstens
die unendlich entfernte Grenzfliiche und zweitens die Oberfliche
der kleinen Kugel. Fiir die Function 1 ist nun aber durch die
itber sie gemachte Festsetzung bereits gegeben, dafs sie im Unend-

lichen verschwindend klein wird wie —.
r

Wir wollen nunmehr auch fiir die Function ¢ dieselbe An-
nahme machen, was unter der Bedingung der Fall sein wird, dals
F die endliche Dichtigkeit einer endlichen Masse ist, deren Theile
alle im KEndlichen liegen. Dann fallen beide Integrale an der un-
endlichen Grenzfliiche fort. An der Oberfliche der kleinen Kugel,

welche den zweiten Theil der Grenzfliiche bildet, wiirde g-)-: gleich

m . - o : A "
— — sein und dw wiirde, wenn wir wieder wie oben die Kegel-

offnung d £ einfithren, zu ersetzen sein durch o?.d £, so dafs wir
also erhalten

dy B f m N
:p.—a—n—.dm_ — go.—é—ﬂ-.p .d £

=—m[g.dQ (91)
Ferner ergiebt sich:

f‘ljlf Og do =] 2 09 02.d 2

on J o on

= m f{). (?(f .d 2 (92)
J dn

so dals also nunmehr

y " F
m[tp.d.(!: —m/‘y.g;f.aﬂﬂ—k 47:'»;[/ f;;.dﬂ'.dy.dz (90a)

o oo
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Da wir nun den Radius o der Kugel beliehig klein werden lassen
konnen, und ¢ nach den oben erdrterten Bedingungen der Giiltig-
keit des Grerx'schen Satzes, als eine continuirliche Function zu
betrachten ist, so kann man die auf der Oberfliiche der verschwin-
dend kleinen Kugel liegenden Werthe von ¢ als ununterschieden
ansehen; wir wollen sie mit i bezeichnen, so dals also

mfcp.d!?.= imfdﬂ
=4dn.p.m (93)
Das Glied m | 0. gz .d 2 der Gleichung (90a) verschwindet aber,

weil der unendlich kleine Factor ¢ darin enthalten ist, so dals sich
nunmehr ergiebt:

49:(}5m= 4nmff %.dm.dy.dm

E}=fff§.dm.dy.d;; (90D)

Es kommt bei dieser Ableitung also heraus, was eigentlich im
Voraus zu erwarten war, dafs néimlich ¢ in der Niihe eines beliebig
gewihlten Punktes dargestellt werden kann durch die Potential-
function der im unendlich ausgedehnten Raume vertheilten Dich-
tigkeit.

Es ist nun noch zu zeigen, dals mit einem Zusatz, der sich
auf die Flichenbelegung bezieht, dieselbe Form der Lasung auch
fir begrenzte Réume giiltig ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir
einen beliebig begrenzten Raum S an, dessen Volumelement mit
d S bezeichnet sei. Den Punkt (§,#,£), auf den sich die Potential-
function bezieht, denken wir uns wieder mit einer Kugel umgeben,
deren Radius schliefslich als verschwindend klein angenommen
werden soll, und den Raum dieser Kugel nehmen wir aus von dem
Raume S, iiber den sich die Integration erstreckt. Wenn wir nun
die Gleichung (85) auf diesen Raum anwenden, so erhalten wir:

f¢.%—%.dw+fgo.dw.d8=fw.qz.dw +fap.Atp.dS (94)

Wir wollen nun wiederum fiir die Function v einen bestimmten

oder

: 1 :
Werth setzen, nimlich ¢ = =500 unter » die Entfernung von dem

Punkte (§, 7, ) verstanden wird; dann ist aulserhalb jener verschwindend
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kleinen Kugel iiberall, also auch in dem Raume S, 44 = 0, und
das zweite Integral der linken Seite in Gleichung (94) fillt weg.
Es wird dieses aber auch noch der Fall sein, wenn wir spiter die
Integration iiber den ganzen #ulseren bis in die Unendlichkeit sich
erstreckenden Raum ausdehnen, da auch dort 44 = 0 angenommen
werden kann.

Das Oberfliichenintegral f . %3:: +dw bekommt unter der gegen-

wiirtigen Annahme fiir die unendlich kleine Kugel, wenn wir die
frither eingefithrten Bezeichnungen auch hier benutzen, den Werth
— fgo .d 2. Bei der dulseren Grenzfiiche von S wollen wir aber fiir
das Fliichenelement die Bezeichnung d fest halten; dann ist dieser

°()
= a— dw.
Die Gleichung (94) verwandelt sich daher jetzt in

];odf)%—[ ————— do=[y. ——9—(— dm-l—/:p Ag.dS  (95)

Der Theil des ersten Integrales auf der rechten Seite, welcher sich auf
die kleine Kugel bezieht, fillt wieder weg, weil er den unendlich kleinen

Theil des Integrals gleich + [ ¢ .

Factor ¢ nach Einsetzung der Werthe v = L8 und dw = p%.d Q2

enthiilt, und es bleibt nur derjenige Theil stehen, der auf die fulsere
Grenzfliiche von S Bezug hat. Die rechte Seite der Gleichung (95)

wird daher:
f_ —r daw +f— Adg.dS

Hierin repriisentirt 4¢ eine Dichtigkeit, welche wir gleich — 4z F
gesetzt haben, so dafs sich nunmehr Gleichung (95) umformt in:

D
@
=)

r 1 1
—ﬂ.dﬂ+ (p--az—-dm: ;-6—32-.(1&1—47: ?.F.dS (96)

Aus einer der vorhin angestellten villig analogen Ueberlegung
folgt auch hier, dafs wir fiir das erste Integral der linken Seite
den Werth — 4 7. ¢,z erhalten, wo ¢, r den Werth von ¢ im
Mittelpunkte (&, 4, &) der unendlich kleinen Kugel bezeichnet. Indem
wir die Gleichung anders ordnen, erhalten wir daher:
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1 a
1 d F 1
'—4ﬂ'.¢(§,13,¢)=_ (p-—a"::a—‘.d&)-i- ‘;‘-é%.dﬁ)— 4m, —'r—.dS (9()&)

Die beiden letzten in dieser Gleichung vorkommenden Integrale sind
zwei Potentialfunctionen gewdhnlicher Art, von denen die eine von

der Raumdichtigkeit # die andere von der Flichendichtigkeit %i—
herriihrt.
Wir wollen jetzt zeigen, dafs das erste Integral nach seiner

unmittelbaren Bedeutung das Potential einer Doppelschicht darstellen

4y

Fig. 17.

kann, welche die Oberfliche von S iiberzieht. Denkt man sich in
einer verschwindend kleinen Entfernung, die mit d« bezeichnet sein
moge, eine zweite der ersten parallele und immer in constanter Ent-
fernung bleibende Fliche gelegt (Fig. 17), und die eine mit positiver
Elektricitit belegt, die andere mit eben so grofsen Quantititen
negativer KElektricitit, so dals also jedes Prisma, welches durch
beiden Flichen gemeinsame Lothe begrenzt ist, aus beiden Fliichen
gleiche Quanta Elektricitat, aber von verschiedenem Vorzeichen

herausschneidet, so wiirde, wenn %die Dichtigkeit der positiven

Elektricitiit bezeichnet, die Potentialfunction der auf dem Flichen-
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; ! 1 :
element de liegenden Masse gleich %-w-.dm sein. Dazu kommt
r
aber das entgegengesetzte elektrische Quantum — %.d ® in einer

Entfernung, welche etwas grofser ist als », so dals wir statt IT jetzt

1 i s :
}T =0 —j—n (T) .dn zu setzen haben. Alsoist die von beiden Schichten

herrithrende Potentialfunction eines Flichenelementes gleich
LRGN B i
5 dw e [r ca s b cdn|.dw = T dw

o)

Es wiirde also das Integral [ ¢ . e dw der Gleichung (96a) die

Potentialfunction einer solchen auf der Oberfliche von S liegenden
Doppelschicht darstellen, und nach unserer fritheren Definition (§ 9)
wiirde das Moment dieser Doppelschicht gleich ¢ sein.

Nun konnen wir aber, wenn wir den #ulseren Raum mit hinzu
nehmen, dieses Integral beseitigen, vorausgesetzt, dals es moglich ist,
eine Function ¢, zu finden, fiir welche im ganzen #ulseren Raum
A g = 0 ist, und welche zugleich an der ganzen Grenze des Raumes
S in ihren Werthen mit den Werthen der soeben behandelten
Function, die wir mit ¢; bezeichnen wollen, zusammenfillt, so dals also
a9¢= (}Tg ist.

Wenn in Gleichung (94)

P =@
gesetzt, und die Integration itber den #Huflseren Raum erstreckt wird,

so hat man
a /1 1 dg
f%'m(ﬂ"‘“f?‘ ot

Da ¢, auf der Fliche gleich ¢; ist, so konnen wir in
Gleichung (96a) jetzt

0 (1 a (1
Szl o= 5

setzen, und erhalten so
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1 /0 o} 1
"4“'93(5,71.Cn=f (a:f -+ 6?:) dwo—4x 7.F.d$

oder wenn wir durch — 47 dividiren:

1 1 (dg 0
‘?"f%»’r-ﬁ:"f*?‘a"a(az ’**az dm-}-f—— F.dS  (97)

In dieser Gleichung ist der Werth von ¢, dargestellt durch
eine Potentialfunction, welche die Raumdichtigkeit des inneren
Raumes S enthiilt, und eine zweite Potentialfunction, deren Integral
sich iiber die Grenzfliche der beiden unterschiedenen Riume er-

streckt, an welcher als Dichtigkeit die Grifse — 1—( O 4 S )

o n; o n,
auftritt, so dals also diese Oberfliche hier wirkt, als wiire sie mit
einer Flichendichtigkeit belegt. Wenn wir diese mit e bezeichnen,
so ist also e durch die Gleichung:

d

—4dme=

Og
; it dn, R

bestimmt. Das Product 4a.eist demnach gleich dem Sprung im

Werthe des Differentialquotienten %—f an der Grenze des mit S be-

zeichneten Raumes.

Jede Function ¢, welche fiir einen begrenzten oder fiir den
unendlichen Raum dadurch bestimmt ist, dafs der Werth von d¢
gegeben ist, kann somit auf Potentialfunctionen von bestimmten
Dichtigkeiten zuriickgefithrt werden, die theils durch die schon
gegebene Raumdichtigkeit, theils durch die Unstetigkeiten der
Differentialquotienten der Function fiir die Flichen, in denen diese
Discontinuitiiten stattfinden, gegeben sind.



§25. UMFORMUNG DER MAXWELL'SCHEN GLEICHUNGEN. 91

Dritter Abschnitt.

Umformung der Maxwell’schen Gleichungen in die Form der
Wellengleichung.

§ 25. Erweilerung der Maxwell’schen Gleichungen auf
elektrische Leiter.

Die in der ilteren Form der Elektricititslehre aus der Annahme
nach dem Couvroms’schen Gesetze anziehender und in disereten Punkten
angehiiufter elektrischen Quanten abgeleiteten Sitze und Gleichungen
sind mit den in dem vorigen Abschnitt behandelten vollig identisch.
Die Maxwerr'schen Gleichungen und Voraussetzungen fithren eben
ganz nothwendig auf dieselbe Form der Lisung, und da wir von
diesen Gleichungen ausgingen, so war der Nachweis nothig, dafs die
durch die alte Elektricitiitslehre gegebenen Formen der Lisungen
auch hier zutreffen, und dals man die durch die MaxwzrLy'schen
Gleichungen ausgedriickten Beziehungen direct gebrauchen kann,
um von ihnen aus die Potentialfunctionen zu entwickeln, welche die
Vertheilungen der elektrischen und magnetischen Krifte in dem
Raume darstellen.

Nun hatten wir die bisherigen Gleichungen nur auf isolirende
Riume, d. h. also, auf den Aether, beziehlich den mit dielektrisch
oder magnetisch polarisirbarer, ponderabler Materie gefiillten Aether
bezogen. Bisher haben wir nun die Mbglichkeit von Elektricitiits-
leitern in diesen Ritumen noch ganz aufser Betracht gelassen. Wir
wissen aber, dals aulser den elektrischen Veriinderungen, welche in
isolirenden Kérpern bei der Einwirkung elektrischer Kriifte ein-
treten, noch andere Formen von elektrischen Aenderungen oder
elektrischen Bewegungen in leitenden Korpern vorkommen kénnen,
nimlich solche, welche in der filteren Elekiricitiitslehre als galvanische
Strome bezeichnet worden sind. Nach den bisherigen Annahmen flofs
in diesem Falle eine imponderable Substanz durch die Linge des
Leiters hindurch. In der MaxweLnn'schen Betrachtungsweise miissen
natiirlich solche Strome ebenfalls beriicksichtigt werden. Wir wissen,
dafs sie dieselben magnetisirenden Krifte hervorbringen, welche
in der Maxwery'schen Hypothese den molecularen Elektricitiitshe-
wegungen in den Isolatoren zugeschrieben werden. Historisch liegt
die Sache sogar so, dafls wir zuerst von den magnetischen Wirkungen
elektrischer Strome, die durch einen Leiter gehen, Kenntnifs erhalten
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haben. Bei ihnen entstehen rings um den Stromleiter herum kreis-
formige magnetische Krifte, und diese Eigenschaften sind dann erst
spiter von Maxwrrn auf die Ladungen der Isolatoren oder die
polarisirenden Veriinderungen in den Isolatoren hypothetisch iiber-
tragen worden. Maxwern betrachtet wenigstens in Bezug auf die
magnetischen Wirkungen also als gleichartige Processe die Stromungen
der Elektricitit durch einen Leiter, bei denen elektrische Quanta
relativ grofse Strecken fortgefiihrt werden, und andererseits diejenigen
Bewegungen der Elektricitit, welche innerhalb der Molekeln statt-
finden, wodurch das eine Ende des Molekels positiv, das andere
negativ geladen wird.

Die frither (§ 11) gefundenen Gleichungen (30), welche die Ab-
hingigkeit der Magnetkrifte von den elektrischen Momenten in
Isolatoren darstellten, lauteten:

0¥ _ON oM
ot~ dy 0=z
89 oL oN

B O PR (%9)
danls 28 9L

. ét  dx gy

Nun wiirde aber, wenn wir Leiter im Felde haben, die in ihnen
stattfindende Elektricititshewegung, die wir als galvanischen Strom
zu bezeichnen pflegen, in gleicher Weise wie die polarisirenden
Bewegungen in den Molekeln wirken, und ihre Wirkung wiirde sich

zu derjenigen der letzteren addiren. Zu der Grofse 6—£Wﬁrde also

at
in dem betreffenden Querschnitt die nach x gerichtete Componente

der Dichtigkeit des galvanischen Stromes hinzukommen. Der Dif-

ferentialquotient %:c— bezieht sich nun auf die Elektricitiitshe-

wegung, welche durch das Fliichenelement dy.d~» hindurch geht,
und als Componenten des galvanischen Stromes bezeichnet man
ebenfalls diejenigen Mengen von Elektricitiit, welche durch Flichen-
elemente hindurch gehen, die senkrecht zu der Stromungsrichtung
der betreffenden Componente gerichtet sind, berechnet fiir die Ein-
heit der Fliche. Wenn wir von dem Strom einer ponderablen
Fliissigkeit reden, so haben wir dort materielle Elemente, welche
sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit durch den Raum fort-
bewegen, und wir konnen daher von der Weggeschwindigkeit
sprechen, mit der diese Elemente voranschreiten; bei der Elektricitiit,
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namentlich nach der Maxwerr'schen Betrachtungsweise, kinnen wir
aber von substantiellen Theilchen gar nicht reden, und es hat des-
halb auch gar keinen Sinn, die Geschwindigkeit in die Gleichungen
einfithren zu wollen. Wir kiénnen nur von der Menge Elektricitit
reden, die durch ein gegebenes Flichenelement in gegebener Zeit
hindurch fliefst, und wollen daher unter der Stromcomponente » die
Menge Elektricitiit verstehen, welche in der Zeiteinheit durch die-
jenige Flicheneinheit hindurch fliefst, welche senkrecht zur z-Axe
ist, vorausgesetzt, dals die Strémung in allen Punkten der Fliche
dieselbe ist.

Wir wiirden daher in der ersten dieser Gleichungen (99) zu dem

Werthe von 0% noch den Werth der Componente » hinzu setzen

ot

und in analoger Weise die zweite und dritte jener Gleichungen
erweitern miissen, so dafs sich also ergibe:

4nA.u-|—4nA.§'?=§j-— %‘g
99 _ oL _ oON
at 0z Ox
03 oM oL

ot 0z Oy

daAd.v+4a4d.- (100)

4md.wt+4m A,

Nun sagt das Oun’'sche Gesetz aus, dafs die Intensitiit eines elektrischen
Stromes durch einen bestimmten Querschnitt proportional sei der
elektrischen Kraft, welche die Elektricitiit in der betreffenden Richtung
vorwiirts treibt, so dals also hier u der elektrischen Kraft X im Innern
des Leiters proportional ist. Wir wiirden demnach

w=4A.X

anzunehmen haben. In isotropen Substanzen, welche nach allen
Richtungen die gleichen Eigenschaften zeigen, ist dieser Proportionali-
tatsfactor 4 fiir die anderen Stromcomponenten derselbe, so dafs also

u=~r.X

v=~»A1Y (101)
und

w=2~A.2Z

zu setzen ist. Nun ist aber ferner nach den Gleichungen (35):

x= 27 5
&
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Y= = .9
und g
m
7= . 3
und demnach erhalten wir
gy |
]
A
v=4m—19 +(101a)
und ‘
w=4m - 3

so dafs sich schliefslich ergiebt:

- T ik a,z_\r oM
YA B+ dmd g =g — 5
) 8y 0L 6N
@) 4.9 +4nd. = oon — L (102)
A 83 6M 0L
apsdilirdmdeg 8t~ dx  dy

Dabei ist noch zu bemerken, dafs die Bewegung der Elektricitiit
in Leitern ein Procels ist, durch welchen die elektrische Energie
zerstort und gleichzeitig auf Kosten derselben in den betreffenden
Leitern Wiirme entwickelt wird; es ist dies also ein nicht con-
servativer Procels, im Gegensatz zu den in unseren bisherigen
Gleichungen, die sich nur auf Isolatoren bezogen, beriicksichtigten
Vorgingen.

§ 26. Die elektrische Dichtigkeit.

Die Gréfsen auf der rechten Seite der Gleichungen (102)
kionnen wir fortschaffen, wenn wir die erste Gleichung nach =z, die
zweite nach y, die dritte nach x differentiiren und alle addiren.
Wir erhalten dann rechts den Werth Null, und indem wir durch
den allen Gliedern gemeinsamen Kactor 4 7 4 dividiren, ergiebt sich:

o [41 3

g &)
Den in der letzten Klammer stehenden Ausdruck haben wir in § 14

< (103)
+t9i [Gx ay t 9z }
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schon als die Raumdichtigkeit der Elektricitit kennen gelernt und
dort mit ¢ bezeichnet. Benutzen wir auch hier diese Bezeichnung,
so erhalten wir zunichst fiir den Fall, dafs% durch den Raum
constant ist:

V) do

Daraus folgt, wenn wir die Gleichung durch ¢ dividiren,

0=4x i 1. . QE
e ¢ Ot
oder 8 ;
m(log 6)= —4n = (104a)
woraus sich durch Integration ergiebt:
lig s O—da z o (104b)

so dals also log & als eine Function der Zeit gegeben ist. Wenn
wir vom Logarithmus zu der Grolse selbst iibergehen, erhalten wir
2

a,=gg-e_4":": (104c)

Daraus ergiebt sich die Abhiingigkeit des Werthes o von der Zeit.
i

Danune e eine Function ist, die mit steigender Zeit immer
kleiner -wird — denn 4 und & sind ihrer Natur nach positive Grilsen
— und nach Null hin convergirt, so verschwindet die elektrische
Dichtigkeit mit der Zeit, wenn sie in einem in Bezug auf das
Leitungsvermégen und die dielektrische Constante gleichmilfsigen
Raume von Null verschieden ist, dadurch, dafs in ihrer Nihe die
Strome #u, », w entstehen. Im Innern eines homogenen Leiters wird
demnach die elektrische Dichtigkeit mit der Zeit immer gleich Null,
und zwar ist dazu in Wirklichkeit bei den gut leitenden Korpern
eine so kurze Zeit erforderlich, dafs wir gewdhnlich gar nicht im
Stande sind, sie zu messen. KEs zeigt also dies Verhalten an, dafls
elektrische Dichtigkeit, die im Innern eines Leiters sich in einem
gegebenen Augenblicke aufgehiiuft haben sollte, nach kurzer Zeit
verschwindet, indem sie sich in dem Leiter vertheilt. Wenigstens
verschwindet sie, soweit der Leiter homogen ist. Falls er dies nicht
ist, ergiebt Gfleichung (103) dagegen:
0=4737 + .i.a+x.%(%)+@%(i)+g%(f—) (105)

& €
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/)

. d .
was anzeigt, dals % = 0 werden, also ¢ constant bleiben kann,

ohne dafs es gleich Null wird, wenn auch X,9),3 constante Werthe
annehmen, was unter anderen Fallen nach Gleichung (101a) nament-
lich dann geschieht, wenn man die Stromcomponenten u, v, w in
constanter Stirke unterhiilt. Dabei wird namentlich an der Grenze
zweier Leiter von verschiedenem Leitungsvermigen eine elektrische
Schicht dauernd angehiuft, die nicht verschwindet, so lange der Strom
besteht, worauf wir hier nicht niher einzugehen brauchen.

In einem Nichtleiter ist die Leitungsfihigkeit 4 = 0, und daher
verwandelt sich bei einem solchen die Gleichung (104) in

L
dt
die in Uebereinstimmung mit der frither (§ 14) gefundenen Gleichung (44)
aussagt, dafs in diesem Falle die Dichtigkeit ¢ eine nach der Zeit

constante Grofse ist.

§ 27. Die Stromungen der Elektricitit. — Sogenannte
ungeschlossene Strome.

Die Gleichung (103) kimnen wir iiber einen begrenzten Raum
integriren und dann nach dem Greex'schen Satze dieses Raumintegral
in ein Oberflichenintegral umformen. Da nun iiberall in dem be-
treflenden Raum die integrirte Grofse gleich Null ist, so wird auch
das ganze Integral gleich Null werden, und wir bekommen also

o[l ) ) (o)

o (9% . 99 . 637,
+37 e tagt az]}d”‘d""d”

- A 0X . ) a9
_f{(z;ar E--E’E -+ —a;-)cosa—}« (45:6—-?)4— T?T)CDS&

+(4g, :l.g+%%-)cosc}dw

o

(106)

Jedes Glied dieses letzten Integrales ist die in Richtung einer
Coordinate fallende Componente des Gesammtstromes, multiplicirt
mit dem Cosinus des Winkels, den die Normale der Oberfliche mit
der betreffenden Componente der Stromung macht, und das Integral
stellt also die Gesammtstrémung dar, welche durch elektrische Leitung
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(774

und molekulare Vertheilung entsteht und durch die Oberfliche des
Raumes hindurch geht. Aus unserer Gleichung (106) ergiebt sich
also, dafs sie immer gleich Null ist, d. h. also: Aus der MAxwELL'schen
Vorstellungsweise folgt allgemein, dals jede elektrische Strémung,
auch eine solche, welche gegen das Knde eines Leiters hinfithrt, an
keiner Stelle des Leiters wahre Klektricitit anhiuft.

Wenn in einem Leiter positive Elektricitit zu dem Ende des
Leiters stromt, d. h. wenn an diesem Ende die Molekel ihre positiven
Pole nach aufsen wenden, so wiirde von da aus unmittelbar eine
weitere Polarisirung der umliegenden Molekeln erfolgen, die nun in den
Raum hinein sich ausbreitet (Fig. 18), und wobei in den Isolator die
Bewegung, welche in dem
Leiter vorhanden war, fortge-
setzt wird. HKin Unterschied
besteht nur darin, dafs diese
Ladung, sobald sie eintritt,
auch gleich ein elektrisches

Potential hervorbringt, wel-

+ + + + +
ches auf den Leiter zuriick- +
wirkt, so dals die bisher vor- o e—
handenen elektromotorischen +

Krifte des Leiters diese R S e R S

Ladung nicht weiter fortsetzen
kionnen, und der Strom in
dem Leiter also nothwendig

aufhort. Y
Es ist dies ein wichtiger T
Punkt in der Maxwerrn'schen Fig. 18.

Theorie; nach dieser Theorie

giebt es eben keine ungeschlossenen Strime. Von jeder sich
ladenden Grenzfliiche eines Leiters setzt sich die elektrische Be-
wegung in den umliegenden Isolator fort, indem sie in diesem elek-
trische Momente ausbildet, und zwar, wie die letzte Gleichung (106)
zeigt, in solcher Stirke, dals schliefslich die Menge Elektricitit,
welche durch jeden Querschnitt des umschliefsenden Isolators in
Form der entstehenden molekularen Ladungen tritt, immer gleich
ist der Menge Elektricitit, welche durch den Querschnitt des Leiters
geflossen ist. Hierdurch sind die Schwierigkeiten beseitigt, welche
den #lteren Theorien in Bezug auf die Vorginge anhaften, die nach
dem Gesetze von der Constanz der Energie an dem Ende geschlossener
Strome vorkommen miilsten.

H. v. HELMuorTz,, Theoret. Physik. Bd. V. T
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Es lifst sich, wie auch neuerdings von Herrz und den anderen
Physikern, die seine Versuche wiederholt haben, experimentell gezeigt
worden ist, in der That nachweisen, dals jedes plitzliche Zustromen
der Klektricitiit an das Ende eines Leiters ein System von elektrischen
Ladungen und elektromagnetischen Oscillationen in dem umliegenden
Isolator erregt, wodurch diese Elektricititshewegung in die Ferne
fortgesetzt wird.

§ 28. Die Constanz der elektrischen Quanten.

Aus den drei Gleichungen (102) haben wir in § 26 durch
Differentiation nach =z, bez. y, bez. » und Addition der dann ent-
standenen Gleichungen, nachdem wir den gemeinsamen Factor 4 7 4
iitberall weggelassen, die Gleichung (103)

0 [A a (4 a (1 0 [0X 09 438
0= dn| 5 (%) +ay (0 0)*ax (0 8)] 5 35+ 3y * )
erhalten, welche innerhalb eines beliehig umgrenzten Raumes gilt.

‘Wir nehmen nun an, wir hiitten einen Raum, in dessen Innerem
ein Leiter mit irgendwie vertheilten elektrischen Zustinden liege,
und seine Oberfliche sei von einer isolirenden Hiille umgeben, in
welcher also das Leitungsvermigen 2 = 0 zu setzen ist. Wenn
wir daher diese Gleichung iiber den ganzen Raum integriren, so
bekommen wir, wenn in dem letzten Integral statt der Klammer
wieder ¢ geschrichen und die Reihenfolge der Integration und
Differentiation vertauscht wird:

0s4ﬁf§-[£.cosa+‘g).cosb + 3.cos c]dm + gtfo'.ds (107)

Unserer Annahme gemifs haben wir lings der Oberfliiche 4 gleich
Null zu setzen, und es wird also das erste Integral gleich Null,
folglich ist

%ﬁ:.dg:@ (107a)

Nun stellt aber das Raumintegral f 6.d S das Quantum wahrer

Elektricitit dar, welches in dem ganzen Raume enthalten ist, und
die letzte Gleichung (107a) sagt also aus, dafs die Aenderung des
Gesammtquantums der Elektricitit in dem ganzen Raume gleich
Null ist.

Es folgt also aus den Maxwerr’schen Gleichungen, dafs in einem
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Leiter, der von einer vollstindig isolirenden Hiille umgeben ist, bei
allen elektrischen und magnetischen Vorgiingen, welche durch die
hier aufgestellten Gleichungen umfafst werden, und die auch das
Vorhandensein elektrisch leitender Korper mit umschliefsen, das
Quantum der Elektricitiit unveriinderlich bleiben muls, so dals also
die Vorstellung bestehen bleibt, von welcher die iltere Theorie
ausgeht, dafs nimlich die beiden Elektricitiiten nach der dualistischen,
oder die eine Klektricitit nach der unitarischen Theorie, unzerstirbar
sind, und nur durch ihre Vereinigung verschwinden kionnen. Hier
ist dieses aber die Folgerung aus einem System von Integrationen,
es liegt nicht in den Voraussetzungen, sondern die Quantitiit der
Elektricitiit tritt hier als eine Integrationsconstante auf, indem die
urspriinglichen Gleichungen zuniichst nur aussagen, dafs die Ver-
inderung dieser Quantitiit gleich Null ist. Die unveriinderliche
Grofse ist also eine Integrationsconstante von derselben Art, wie
solche auch in der Dynamik ponderabler Korper auftreten, z. B. in
den Gesetzen von der Constanz der Energie oder der Constanz der
Bewegung des Schwerpunktes oder der Constanz des Rotations-
momentes fiitr Korpersysteme, auf welche keine dulseren Krifte ein-
wirken. In derselben Weise ergiebt sich also hier die Constanz
des Quantums der Elektricitit. Ks ist dies wahrscheinlich der Haupt-
grund, warum Maxwerny's Behandlung der Elektricititslehre fir die
Auffassung so viel Schwierigkeit gemacht und es so lange gedauert
hat, bis sie allgemein verbreitet und verstanden worden ist.

Die Maxwernrn'schen Gleichungen sind also vollkommen vereinbar
mit der Vorstellung, dals an gewissen Korperelementen der isolirenden
Korper, oder in Korpern, welche ringsum von isolirenden Hiillen
umgeben sind, constante Quanta von Klektricitit dauernd haften
konnen. Damit ist eine der Grundvorstellungen der alten Elektrici-
titslehre auch fiir das Maxwerr'sche System bestiitigt, dals nimlich
von vorhandener Elektricitit nur durch Leitung etwas verloren gehen
kann, oder dadurch, dals die eine Art der Elektricitiit von der ent-
gegengesetzten neutralisirt wird.

§ 29. Weitere Umformung der Maxwell’schen Gleichungen in
isolirenden Medien.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen untersuchen, welche
sich auf unendlich kleine elektromagnetische Schwingungen im Aether
oder in einer andern durchsichtigen Substanz beziehen, und zwar
wollen wir uns dabei zuniichst auf isolirende Substanzen beschrinken,

-
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Die Bewegungsgleichungen kann man in zwei verschiedenen Formen
aufstellen, einmal indem man in ihnen die Krifte, und das andere
Mal die Momente benutzt.

Die Momente bezeichnen den gelinderten Zustand im Aether;
die Kriifte kann man zwar auch als Symptome dieses Zustandes be-
trachten, aber sie sind doch erst abgeleitete Grifsen. Winnram
Tromsox und Maxwernn haben sie in ihren Darstellungen vorgezogen,
weil sie als das unmittelbar wahrnehmbare Zeichen des verfinderten
Zustandes erscheinen.

Die letzte Form, in welche wir die Maxwern'schen Glei-
chungen gebracht hatten, war unsere Gleichungen (49). Wir wollen
von ihnen hier ausgehen. Sie lauten

=53

A,B_?{*=i(§) i("’e) (108)

(-]

ot dz\e) 0z \¢
A oN 0 (% d (9
“dt Oy (T) T 0z ( e)

Die analogen Gleichungen, welche die Veriinderungen der elektrischen
Momente ausdriicken, lauten, wenn wir 4 = B setzen diirfen,

4 0 o0 (/N\ @ SJi)
ot T ay\p 0x \ p
09 9 (8 o [N
455 =5+ (w) ~9: (0) s
.98 _ 9 ?{E)H,‘i(,gf
o1 T da\p Oy \ u )
Da die beiden Gleichungssysteme dieselbe Form haben, so wollen

wir die weitere Umformung nur an dem letzten System vornehmen.
Differentiiren wir die erste dieser Gleichungen nach ¢, so ergiebt sich:

0% o0? N o /I
455 = 5755 (o) 5593 (3 (10

und

oder, wenn wir die Ordnung der Differentiationen umkehren und
beriicksichtigen, dals wenigstens im ruhenden Aether u eine der
Zeit nach constante Grofse ist:

#X 9 (1 on _i(l_ amz) 105
tot _B_y(,u- {3!) ox \p 0t
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Setzen wir nun die Werthe von 6(;—9:2 und %—T aus den Glei-

chungen (108) ein, so erhalten wir

oder

! (1101)
AR

Aus dieser Gleichung sind die magnetischen Grifsen schon heraus-
geschafft, so dafs dieselbe nur eine Beziehung zwischen elektrischen
Grifsen ausdriickt. In ibr sind nun aber die dielektrischen und
magnetischen Constanten in einer sehr verwickelten Form enthalten.
Wir wollen sie daher zuniichst unter der Voraussetzung weiter be-
handeln, dafs die Fortpflanzung, beziehlich der weitere Verlauf der
betreffenden Bewegung in einem homogenen Felde geschieht, d. h. in
einem Felde, in dessen ganzer Ausdehnung p und & die gleichen
constanten Werthe besitzen, und dann erst spiter auf solche Felder
ithergehen, in denen verschiedene Werthe von u und & vorhanden
sind. Bei den letzteren sind die praktisch wichtigen Fille namentlich
diejenigen, in denen in einer scharfen Grenze die Werthe von p und
¢ plotzlich springen, wo also die betreffenden Réiume mit zwei ver-
schiedenen durchsichtigen Substanzen angefiillt sind.

Unter der von uns zuniichst gemachten Voraussetzung kann
man die Grifsen u und & unter dem Differentiationszeichen weg-
nehmen und vor dasselbe setzen. Wir bekommen dann die Gleichung:

0% % 1 9’x  0°% 1 o8 [83 09

e [?9; + 5] aw

; : . ; 1 @0 i
und wenn wir zu beiden Gliedern der rechten Seite — &7 hin-
& p, xr

zufiigen:

A2 0%x 1 [6“"7’: 0% Bzi]

O T ep | 0a T A2 T 9af
1 6 [éx 99 98
T ep Ox|0x " Oy ' 0

(111a)

%
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Mit den von uns schon angewendeten Bezeichnungen kiénnen wir nun
diese Gleichung kiirzer schreiben:

4? (111b)

0%x 1 do’
42— 5]

“ET |2

Weil sich nun in einem isotropen Medium die x-Componenten
in keiner Weise von den »- und x-Componenten unterscheiden, so
konnen wir die beiden anderen Gleichungen analog bilden, und
erhalten demnach das Gleichungssystem:

0*x 1 0o

2 e 8

Alat’ Y [Ak dx
6%9) 1 0]

o O o L 4

e P:}_ - (112)
023 £ 6o

43 N ==t

T £ [ 3 O |

Wir konnen nun aus diesen (leichungen die Dichtigkeit o,
von der wir bereits wissen, dals sie in den einzelnen Volumen-
elementen eines isolirenden Mediums nach der Zeit constant ist,
eliminiren und die Gleichungen dadurch auf eine einfachere Form
zuriickfithren. Zu diesem Zwecke ziehen wir je zwei Gleichungen
von einander ab, nachdem wir jede nach derjenigen Coordinate
differentiirt haben, welche in der anderen vorkommt, z. B. wenn wir
die beiden ersten Gleichungen mit einander verbinden, die erste von
ihnen nach », die zweite nach .

Es ergiebt sich dann das Gleichungssystem:

o (Q}‘l . 53) _ L,A(@?J _ ‘?_6)
"0ttt \ 0w ay s 0z dy
o (63 0%\ 1 (83 0%

; 4 5p (_‘a‘}?““ax)— M"‘(a’.;. ‘a:-.) (113)
" s __Qﬂ_(ax__aﬂ;g)_ L (9% _ 99
0 \éy  dx)  pe’ (63;' ?5},)

Die weitere Fortfithrung dieser Untersuchung kommt also auf die
Forderung hinaus, dals wir Differentialgleichungen von der Form
der Gleichungssysteme (112) und (113) losen konnen. Es sind dieses
aber dieselben Gleichungen, auf welche auch die elastische Licht-
theorie, freilich in einer anderen Ableitung, gefiihrt hat, und welche
fir die Wellenbewegung im Innern elastischer Medien iiberhaupt



§ 29. WEITERE UMFORMUNG MAXWELL'SCHER GLEICHUNGEN. 103

gelten. Denn bezeichnet man mit m die Volumdichte, mit o die
Volumdehnung und mit & und 2/%(1 4 6) zwei gewisse elastische
Constanten, so besteht dort fiir die in Richtung der Coordinataxen
vor sich gehenden Verschiebungen §, #, { folgendes Gleichungssystem:

0 & : . 0o
0%y 0o
m G =k A+ 2k +0) 57 (114)
i T i da
ma—eﬂ_—k'dé.-!-?’l'(l-l-ﬂ) B; )

und aus diesem ergiebt sich durch eine der obigen véllig analoge
Elimination von o:

8 (dn 8L\ _ 8y 8¢
moaar — o) =5 4(a% ~ 55)
0 (9¢  OE\ ar  a¢
noe gz~ 52) =+ 455 ~ 51) (115)
J

8t (9E  an\ . [0 dn
’“5ﬁ(ag—az)="-"(_——)

worin die in Klammern stehenden Ausdriicke gleich den doppelten
Drehungswinkeln um die Coordinataxen sind.

Der Unterschied zwischen diesen Gleichungen (114) und (115)
und den von uns abgeleiteten (112) und (113), worin die Momente
%, 9, 8 an Stelle der Verschiebungen §, #, ¢ getreten sind, besteht
nur in der anderen physikalischen Bedeutung der Constanten, und
es wird sich spiiter ergeben, dafs dieses fiir die Fortpflanzung der
Oscillationen durch die Grenze zwischen verschiedenen durchsichtigen
Medien von Bedeutung ist; denn die hier zu beriicksichtigenden
Grenzbedingungen fallen fiir die elektromagnetische Theorie anders
aus, als fiir die elastische Undulationstheorie.

In einem Isolator hat die elektrische Dichtigkeit ¢ einen nach
der Zeit constanten Werth, und bei der Aufsuchung der Gesetze fiir
sehr schnelle Aenderungen, wie sie bei den Lichtschwingungen ein-
treten, kommt ein solcher nicht in Betracht. Vielmehr kimnen wir
nach den oben (§ 15) erdrterten Eigenthiimlichkeiten der nicht
homogenen linearen Differentialgleichungen das allgemeine Integral
der Gleichungen (112) zusammensetzen aus einer Summe beliebiger
Losungen derselben Gleichungen, in denen o = 0 gesetzt ist, niimlich
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2x 1
2 o
g = A%
82 1
As.%=ﬁ.m. L (116)
83 1
[ e
4 = g4 J

und je einer Losung der Gleichungen, in denen o eine gegebene
Function der Coordinaten und unabhiingig von der Zeit ist, wobei dann
auch die ¥, 9), 3 unabhiingig von der Zeit erhalten werden kénnen.
Wenn wir nun Kunctionen gefunden haben, welche diesen verein-
fachten Gleichungen (116) geniigen, so werden, da die Reihenfolge
der Differentiationen vertauscht werden kann, auch die Differential-
quotienten dieser Lisungen, soweit sie nicht Discontinuitiiten erzeugen,
ebenfalls Lisungen sein. Weil nun die Gleichungen homogen und
linear sind und constante Coefficienten haben, so sind auch homogene
lineare Functionen solcher Lidsungen wiederum Lésungen derselben
Gleichungen. Damit ist zugleich gegeben, dals diese Lisungen fiir
%, 9, 8 in die Gleichungen (113) eingesetzt, diese ebenfalls erfiillen.

§ 30. Weitere Umformung der Maxwell’schen Gleichungen
mit Beriicksichtigung vorhandener Leiter.

Wenn Leitung vorhanden ist, so sind in den Gleichungen (112)
noch gewisse (ilieder einzusetzen, die wir frither (§ 25) schon kennen
gelernt haben. Hs mulste damals noch

A 0x
4W?A.£ Zu A‘ﬁ'
iz L 4.9 zu 4. @
&
und

hinzugefiigt werden. Da in den Gleichungen nun aber nicht die
ersten, sondern die zweiten Differentialquotienten nach der Zeit von
X, 9 und 3 vorkommen, so treten in ihnen mit gleichzeitiger Be-
riicksichtigung der anderen Coefficienten die Glieder

A 0%

2 —_—
47 A%, —a
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agar. X 99

d e Ot
un

» 93

37_4_

4x.4 e Ot

hinzu, so dafls wir also, wenn die betreffenden Medien elektrische
Leitungsfihigkeit besitzen, die Gleichungen

L 0k 0% 1 0o
B ety et - N o1 s eSO
R T whA’E M ]
Lo8Y) 09 1 7
B o b le.,——=—- %55
. dndt 2 AT = 49 GJJ 117)
un
A 6’8 023 1 60‘
y D9 e -t
Ax L2 & t+ o ep | AB
erhalten.

Ebenso, wie wir im vorigen Paragraphen die Gleichungen (112)
in (113) umgewandelt haben, kénnen wir nun auch diese Gleichungen
(117) auf eine Form bringen, in der ¢ eliminirt ist. Dieses geschieht
hier durch die véllig gleiche rechnerische Operation wie damals, und
wir erhalten dann das Gleichungssystem:

i 0|0 d 02 o 9
w257 |5 — oy |+ 45w |02 ~ By
- _4[6@ 03]
FLE 6~ GJJ
A 0 [0F o 92 95 9%
4'}'{113 F, —6:, |i—a; —_ (—a—fJ + xlz.a'ta af} — a?#
I [63 0% (118)
- o |
und #8 [6‘9: 6%_
4nA2‘i.i[ﬁ_?ﬂ} g2, 9P [0% _09]
€ t 6?/ oz ai _a-_?/ a:,r;_
e i A[‘?ﬁ-ﬁ@]
pe Oy oz

Aufserdem aber folgt aus den Gleichungen (117), indem wir die erste
nach z, die zweite nach 7, die dritte nach » differentiiren und dann
alle addiren

L 0o 0o
g 2 RO sl P
4%4-8 6‘£+A'6t2 0 (118a)
welche Gleichung sich iibrigens auch aus der Gleichung (104) ergiebt.
Das Integral der letzteren ist in (104c¢) schon gegeben.



106 ZWEITER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § 81,

§ 31. Beschrankung auf die Abhingigkeit von einer
Coordinate. Ebene Wellen.

Wir haben nun oben in §§ 7 und 8 schon dhnliche Gleichungen,
wie die soeben abgeleiteten Gleichungen (116) behandelt, wo aber
die zu suchende Grofse nur von einer der Coordinaten abhiingig war.

. . . . 0*x 02X
In diesem Falle wiirde hier an Stelle von 4% nur oder
0 z* ay?
—_—
oder % stehen bleiben. Ks waren das die Gleichungen (13)
und (22)
, PE ok
q S T IR P
e P 0%y 2 a2y
TR P

welche die einfachsten der verschiedenen Wellenhewegungen, nim-
lich ebene Wellen darstellten, so dafs also in den Differential-
gleichungen (116), die wir hier gefunden haben, unter anderem die
Bewegungen in ebenen Wellen enthalten sind, welche wir in §§ 6, 7
und 8 schon kennen gelernt haben. Wir fanden damals, dals die
Bewegung in der Richtung derjenigen Coordinate fortlief, von welcher
die Grofse der Verschiebung allein abhing, withrend gleiche Phasen
in denjenigen Ebenen herrschten, die zu ihrer Fortpflanzungs-
richtung senkrecht waren. In unseren Gleichungen (116) haben
wir nun an Stelle der Verschiebungen elektrische (bez. magnetische)
Polarisationen, und von diesen wissen wir bereits (§ 10), dals sie sich
stets in einer Richtung fortpflanzen, die senkrecht zu ihrer eigenen
Richtung ist.

Nehmen wir nun an, dafls ihre Grofse in einer auf der Fort-
pHlanzungsrichtung senkrechten Ebene in jedem Momente dieselbe
ist, so werden, wenn z. B. die z-Richtung die Fortpflanzungsrichtung
ist, nur Polarisationen nach » und # vorkommen konnen, so dals wir
also erhalten

299 _ 1 0%y
und o sp Oa? 119
0*3 1 g2 3 ( )

- S R .
A at su 02

Es war nun aber (§ 8) in unserer Gleichung (22)



§ 32. DIE STRAHLENRICHTUNG. 107

0%y

6%y
Tl T

h Sy

= f2

5
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich l/gk_’ so dafs also dieFort-

pllanzungsgeschwindigkeit der ebenen elektromagnetischen Wellen

gleich ﬁ; sein wiirde, was mit unserem fritheren Ergebnifs
(Gleichung (41) in § 12) in volligem Einklang steht.

§ 32. Die Strahlenrichtung als Fortpflanzungsrichtung
maximaler Energiemengen.

Wir haben frither (§ 10) schon gesehen, dafs neben der elek-
trischen Polarisation immer noch eine magnetische Polarisation ein-
treten muls, und zwar ist diese stets senkrecht zu der ersteren.
Es ergab sich damals, dals bei derartigen ebenen Wellen gleichzeitig
immer zwei transversale Verschiebungen eintreten, Verschiebungen
elektrischer und magnetischer Quanten, die senkrecht zu einander
und senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung stehen.

Die fiir diese beiden Verschiebungssysteme in § 11 abgeleiteten
Gleichungen (30) und (31) lauteten

0¥ _ ON oM

at ~ dy 0x

agy 09 _ 0L 9N

474

Tl ek
.88 M AL
Shg-=
und 5 5 5
N y 7z
S el e
ia O 079X

gt ~ dx 0z
iz 9% _0X o0Y
ot oy 0x
Nun hatten wir angenommen, dals die elektrischen und magnetischen
Polarisationen proportional den sie erzeugendey, Kriiften seien, und
zwar hatten wir nach den Gleichungen (32) und (33)

&': — JY

.3
4’
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&
=—_—.Y
47
E
=iz7
und
4
= L
5 47
—
M = i M
-
N = yipe N
gesetzt. Wir kinnen daher jene sechs Gleichungen umformen in:
A oxX 6N_ 5 _M_
6t T 8y T~ 0z
ay 0L oON
48 ot~ dx  dx (120)
(07 _ oM _ oL
280 T 6z ay
und
8L _0Y 9z
a 0t 0z (97,
aM 07z oX
- TR PR Py (a1
4 O0N 60X oy
L TR oy~ Ox

Multipliciren wir nunmehr die erste dieser Gleichungen mit X,
die zweite mit Y, die dritte mit Z, die vierte mit I, die finfte mit
M, die sechste mit N, addiren alle und integriren dann iiber den

ganzen Raum, so bekommen wir:

. i (e B

_____ e P
OL
ru(Ly;

s v,

oM 8
+[M5’Z L g0 _, 0X

—+ 2

-+ M—

oY

--—--;-Y

at el d
oL
Oz oz O

0xX +‘\_6£_ VGY
0z

+[V6* dy

6‘2)

el ey

ot

N)]flr diy.dx

0z
6'-'[-
GM}

— 4

a1
5‘3/']

-
o

L ONT|
— 1 ax_}]d'r'd"j'd%

(122)
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Den Theil des Integrals der rechten Seite, welcher die erste eckige
Klammer als Factor enthiilt, konnen wir schreiben:

J[[&an- 2 aniay.a

Da hierin vollstiindige Differentiale vorkommen, so kénnen wir dieses
Raumintegral nach den Methoden, die wir in § 23 kennen gelernt
haben, in ein Oberflichenintegral umformen und erhalten dann:

f{(L Y).cose — (L Z).cosbjdw

worin b, bez. ¢ den Winkel zwischen der auf dem Oberflichenele-
ment d @ nach auflsen errichteten Normale » und der y-, bez. x- Axe
der Coordinaten bezeichnet. Indem wir die anderen Glieder analog
umformen, ergiebt sich:

oxX oY 0Z
*“'fff[‘("f*ﬁ M- TR TS )

0L oM ON
+ un (L ¥ 7N + M ¥ + N —gt—)jl .da:.dy.dz >(1228.)

=f{(MZ—NY).cosa + (NX—LZ).cosb
+ (LY — MX).cosdjdw )

L

Wir bekommen also ein Oberflichenintegral, welches iiber die
ganze Oberfiiche des betreffenden Korpers auszudehnen wiire, eventuell
sogar auch iiber die unendliche Oberfliiche. Auf der linken Seite
stehen die Differentialquotienten nach der Zeit von Quadraten der
Kriifte; da nun die Grenzen des Integrals nicht von der Zeit ab-
hiingen, so kimnen wir die vorgeschriebene Differentiation nach der
Zeit, die unter dem Integralzeichen vollfithrt werden soll, als eine
Differentiation des Integralwerthes auffassen, und daher das ganze
Integral nach der Zeit ditferentiiren, nachdem wir unter dem Integral-
zeichen integrirt haben. Wir erhalten dann:

%Af,fff{e[xu Y24 2%+ [LA+ M2+ N*)dz.dy . d »
=f{(MZ— NY)cosa+(NX—LZ)cosb (122b)
+ (LY — MX)coscjdw

Diese Gleichung zeigt an, dafls die Summe der quadratischen
Grolsen im ganzen Raume der Zeit nach verinderlich ist, falls an
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den Grenzen dieses Raumes das Oberfliichenintegral von Null ver-
schieden ist.

Wenn wir uns nun an die oben in § 10 gegebene physikalische
Erklirung der Entstehung und Fortpflanzung ebener elektromagne-
tischer Wellen erinnern, so ergiebt sich, dafs bei denselben die
Gleichgewichtsstorung durch das Medium mit einer endlichen Ge-
schwindigkeit fortliuft. Ist sie im Endlichen erregt worden, so gelangt
die Welle erst in unendlicher Zeit an die unendlich entfernten
Grenzen des Mediums; aber so lange die Welle dort noch nicht
angekommen ist, also in jeder endlichen Zeit, ist in der unendlich
entfernten Grenze des Mediums noch alles in Ruhe, und es sind
dort keine elektrischen oder magnetischen Polarisationen vorhanden.
Dann sind aber in diesen unendlich entfernten Theilen alle Kriifte,
welche ja der Grifse der Polarisationen proportional angenommen
sind, gleich Null.

Es ist also nach Analogie der ebenen Wellen zu schliefsen, dafs,
so lange die erregte Bewegung noch nicht unendlich entfernte Theile
des Raumes erreicht hat, d. h. withrend einer anfiinglichen endlichen
Zeit, die rechte Seite der Gleichung (122b), und damit auch die
linke Seite, d. h. also der Differentialquotient des Raumintegrals
nach der Zeit gleich Null ist. Das Integral selbst hat demnach
withrend der Zeit wo die Bewegung ungestirt weiter liuft, einen
unveriinderlichen Werth, und daraus werden wir schlielsen diirfen,
dafs die unter dem Integral stehende Summe in der That eine
unverinderliche Grifse reprisentirt, welche durch die Intensitiit der
Bewegung gegeben ist. Sie stellt bis auf einen Zahlenfactor die
Energie der elektrischen und magnetischen Bewegung dar, welche
erst dann vermindert wird, wenn die Bewegung anfingt, iiher die
(Grenzen des Raumes hinaus zu laufen.

Sind leitungsfihige Theile vorhanden, so haben wir zu den
linken Seiten der (Gleichungen (120) noch je ein Glied hinzuzufiigen,
dessen Betrag wir ebenso, wie in §§ 25 und 30 ableiten kinnen;
nur sind hier die Kriifte an Stelle der Momente getreten.

‘Wir erhalten dann die Gleichungen:

X N oM
dt = Oy 0
. oY oL 0N
4%;1.;;.1 +A‘EIO-‘E—_C‘J,:_ _‘_67

o 07 oM oL
4?:1!.1..4’4—;1.8.—6}—-—_--UJ:-__87

dg d.A.X 4 4.¢.

(123)
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Indem wir diese Gleichungen wieder mit X, bez. Y, bez. Z multipli-
ciren und in derselben Weise wie oben mit den Gleichungen (121)
zu einem Integral vereinigen, ergiebt sich nunmehr an Stelle der
fritheren Gleichungen (122a) und (122h), wenn wir beriicksichtigen,
dafs wir unter der gemachten Annahme fiir jede endliche Zeit die
rechte Seite gleich Null setzen kénnen:

0X oY 0z
2 2 ) '8
Aﬁf[m;..(x +Y+Z)+e.( T +Y6¢ + Z a;)

oL oM ON
+ ﬂ(L _a_t_ + l"['—a—z— + N-—a-z—)].dw.dy.dz =0

oder

Afff:mz(xu Y=+z=).dm.dg.a‘z+g--g;fff[é(l'z+ Y2+Z")Jl(124}

+ u(L2 + M2 + N?)).dz.dy.dzx =0

In diesem Fall wiirde also der Differentialquotient nach der Zeit,
genommen von dem Ausdruck, den wir, abgesehen von einem Zahlen-
factor, als Energie aufgefalst haben, nicht gleich Null, die Energie
selbst also nicht constant sein, sondern es wiirde dann auch, ehe noch
die Bewegung die unendlich entfernten Grenzen erreicht hat, der
negative Werth dieses Differentialquotienten gleich dem stets positiven
Werthe des Integrals

8 [[[A(X?+ ¥ + 2?).da.dy.dx

sein. Dividiren wir den ersten Ausdruck durch 8a, so fillt auch
in dem Differentialquotienten dieser Factor fort, und es wird dann
also die auf die Zeiteinheit und Volumeinheit berechnete Vermin-
derung gleich (X2 4+ Y2+ 2% = 1 [ A(u® + v® + w?), d. i. gleich dem
Widerstande multiplicirt mit dem Quadrat der Stromstirke. Dies
ist in der That, wie die KErfahrung lehrt, die Wirmemenge, die
durch den elektrischen Strom in der Zeiteinheit und in der Volum-
einheit erzeugt wird. Sie ist gleich dem Verlust der auf elektrischer und
magnetischer Polarisation beruhender Energie, die wir demnach gleich

;—nff [¢(X2+ Y2+ Z2) + p(L2 + M?+ N%))dz.dy.dx

setzen.

Wir wollen nunmehr wieder zu der Voraussetzung eines
isolirenden Mediums zuriickkehren, und uns die Oberflicheninte-
gration in Gleichung (122b) nicht iber eine unendlich entfernte,
sondern iiber eine endliche Fliche ausgefithrt denken.

Wenn wir dann in dem Oberflichenelement d @ durch die beiden
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Resultanten der dort wirkenden magnetischen und elektrischen Kriifte
eine Ebene legen, von dem Orte von d @ aus in ihren entsprechenden
Richtungen und Liingen diese beiden Resultanten eintragen und sie
zu einem Dreieck schliefsen, so sind die Ausdriicke

MZ—_NY

NX—-LZ
und

LY—MX

gleich dem doppelten Flicheninhalt der Projectionen dieses Dreiecks
auf die Coordinatenflichen. Bildet nun die Normale » dieses Drei-
ecks, dessen Inhalt wir mit D bezeichnen wollen, mit den Coordinaten-
richtungen die Winkel e, £,y so ist

MZ—-NY=2D.cose
NX—-LZ=2D.cosf (125)
LY—-MX=2D.cosy

Setzen wir diese Werthe in Gleichung (122h) ein, so wird auf der
rechten Seite der mit dem Oberflichenelement dw multiplicirte
Factor gleich D(cose.cosa + cos3.cosb + cosy.cose). Wird nun

mit (n, ») der Winkel zwischen der Normale » von dw und der
Normale v des Dreiecks D hezeichnet, so ist

und

cos (n, ¥) = cos ¢.cosa + cosF.cosb 4 cosy.cose

Es ergiebt sich also, dafs der Factor von dw gleich ist dem
doppelten Flicheninhalte der Projection des Dreiecks D auf die
Ebene von dw. Nun hingt aber am Orte von dw die Grofse des
Dreiecks D nur von der Grofse und Richtung der Kiifte ab, und
die Projection wird am grifsten werden auf eine KEbene, welche
der Richtung der beiden Kraftresultanten, also dem Dreieck selbst,
parallel ist. Ks wird dann das Dreieck auf eine ihm parallele Ebene
projicirt, und cos (#, ») hat den Werth 1. Wenn das Dreieck
dagegen auf eine Kbene projicirt werden sollte, die darauf senk-
recht steht, so wiirde die Projection Null werden.

Daraus ergiebt sich, dals der Verlust an Energie der an einer
bestimmten Stelle der Oberfliche stattfindet, und welcher durch den
Factor von dw auf der rechten Seite der Gleichung (122b) ausge-
driickt ist, gemessen wird durch die Projection des zwischen den
an dieser Stelle bestehenden Kriifteresultanten eingeschlossenen Drei-
ecks auf die Ebene der Oberfliche, und dafs diese Projection am
grilsten ist, und also am meisten Energie durch diese gegebene
Stelle hindureh geht, wenn der betreffende Theil der Oberfliiche
sowohl der elektrischen wie der magnetischen Kraft parallel ist,
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diese beiden Kriifte also in die Tangentialebene der Oberfliche hin-
einfallen. Der Austritt der Energie aus einem Raume ist also am
stirksten, wo die Bewegung an der Grenze auf eine Fliche auftrifft,
die den beiden genannten Kriiften selbst parallel liegt. Schon Gusrav
Kircanorr hat in der #lteren Undulationstheorie die Bestimmung
der Fortpflanzungsrichtung der Wellen an einer bestimmten Stelle
auf diese Beziehung zur Energie gegriindet. Er betrachtet als Fort-
ptlanzungsrichtung der Wellen diejenige Richtung, nach welcher die
meiste Energie durch die Grenze hindurch geht, so dafs man also
hiernach fiir die elektromagnetische Theorie behaupten kann: Die
Fortpflanzungsrichtung der Energie steht in isotropen
Medien senkrecht sowohl auf der Richtung dermagnetischen
Kraft, als auch auf der Richtung der elektrischen I{raft,
die im Verlaufe der Bewegung eintreten.

Das Quantum Energie, was in dieser Weise sich fortpflanzt,
wird an jeder Stelle gemessen durch den Inhalt jenes zwischen den
Kriifteresultanten eingeschlossenen Dreiecks. Wenn man diesen nun
als das halbe Product aus der Hohe und Grundlinie berechnet, so
hat man dabei zu multipliciren entweder die elektrische Kraft mit
derjenigen Componente der magnetischen Kraft, welche senkrecht
zu der Richtung der elektrischen Kraft steht, oder die magnetische
Kraft mit derjenigen Componente der elektrischen Kraft, welche
senkrecht zur magnetischen Kraft steht, so dafs also auf das Resultat
nur solche Componenten der beiden Arten von Kuiiften, der mag-
netischen und elektrischen Kriifte, influls haben, welche auf einander
und gleichzeitig auf der Fortptlanzungsrichtung der Energie senk-
recht stehen. Wir haben demmnach iiberall im Raume, soweit sich
diese Bewegungen fortpflanzen, die Richtungen der elektrischen Kraft
und der magnetischen Kraft und die Fortpflanzungsrichtung der
Energie, die wir in ihrem allgemeinsten Sinne nehmen, in den iso-
tropen Korpern als drei nothwendig auf einander senkrecht stehende
Richtungen zu unterscheiden.

H..v HELMuOLTZ, Theoret, Physik. Bd. V. ]
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