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Vierter Theil.
Die Beugung des Lichtes.

Erster Abschnitt.

Allgemeines.

§ 46. Die physikalischen Bedingungen der Beugungs-
erscheinungen.

Die bisher bei den Raumintegralen angenommenen Grenzen
brauchen gar keine physischen Grenzen zu sein, sondern wir kiénnen
auch eine nur gedachte Grenzfliche als solche behandeln. Wenn
wir also in der Oberfliche irgend eines Raumes an den einzelnen
Stellen die Werthe von ¢ und gg’; kennen, so konnen wir mittels
der frither abgeleiteten Sitze die Werthe von ¢ an einer beliehigen
Stelle im Innern des Raumes finden. Von Wichtigkeit sind nun

. besonders diejenigen Fiille, bei wel-
chen die bestehende physische Grenz-
fliche nicht ganz vollstindig ist.

Eine Scheidewand 4 B (Fig. 21),

die den Punkt O, von dem die Licht-
bewegung ausgeht, nur unvollstindig

B umschliesst, weil sie die Oeffnung mn
enthiilt, kinnen wir durch eine gedachte

Fliche m n vervollstindigen und den

Raum jenseits derselben als durch sie

begrenzt betrachten.

Fiir die hier folgende Unter-

Fig. 21. suchung werde angenommen, dals die

‘Wellen, welche auf einen solchen un-
durchsichtigen Schirm auftreffen, an ihm vollstiindig vernichtet werden.
Diese Annahme ist zwar nicht experimentell zu verwirklichen, denn
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die Lichtwellen werden selbst von den schwirzesten und undurchsich-
tigsten Korpern, die wir ihnen entgegen stellen konnen, nur unvoll-
stindig zerstort; aber es giebt doch Korper, die sehr nahehin die
Eigenschaft haben, die auf sie auffallenden Lichtstrahlen weder durch-
zulassen, noch in merklichem Grade zu reflectiren. Wenn wir also diese
Eigenschaft bei unserem Schirme als vollstindig vorhanden annehmen,
s0 kann man die Werthe der Funktion ¢ und ihrer Differentialquotienten
in der idealen Grenzfliche als durch die hier einfallenden Wellen
gegeben betrachten und vollig von den Lichtbewegungen absehen,
welche auf die anderen Theile des Schirmes treffen. Fiir alle Punkte,
welche jenseits, d. h. aufserhalb des Schirmes liegen, sind dann die
Punkte dieser Fliche als die Punkte einer HErregungsfliche anzu-
sehen, in der die Differentialquotienten von ¢ und die Function ¢
selbst fiir jeden Punkt der idealen Grenzfliche als Functionen der
Zeit gegeben sind, Durch Berechnung der Integrale kann man
dann die Bewegungen finden, welche in einem beliebigen Punkt P
des #ulseren Raumes durch die Anstéfse erregt worden, welche von
der Fliche der Oeffnung m » ausgehen.

Die sich hier ergebenden Erscheinungen sind diejenigen, welche
man in der Optik als Beugung oder Diffraction des Lichtes be-
zeichnet. Sie sind namentlich deshalb von Wichtigkeit und Interesse,
weil sich durch ihre eingehendere Betrachtung zeigen wird, weshalb
sich die Lichtstrahlen in den meisten Fillen, die wir in alltiglicher
Erfahrung vor Augen haben, in gerader Richtung fortbewegen, und
weshalb nur ausnahmsweise Erscheinungen sichtbar werden, bei denen
Lichtstrahlen um die Ecke herum zu gehen scheinen.

§ 47. Vereinfachung des Huyghens'schen Princips durch
ausschlie(sliche Berlicksichtigung grofser Abstinde von der
beugenden Oeffnung.

Als wir in § 43 den Greex'schen Satz fiir Functionen ent-
wickelten, welche der Differentialgleichung (188)
dp +2.¢p=0
geniigen, fanden wir die allgemeine Gleichung (193)

f(p wdw—fw—-—-—dw

Je nachdem wir nun in § 44 einmal
coskr

r



166 VIERTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 47,

und das andere Mal

_ sinkr
T or
setzten, ergaben sich die Gleichungen (206a) und (209)
8 [cos(kr)| Or d¢ cos(kr)
“=h =f‘P"aT( ) se =k T e

und

0 [sin(kr)| Or Og si(kr
°=f9°"a—r e | BR2E- 5t o
worin ¢, den Werth von ¢ in dem Punkte » = 0, also in dem Punkte,
von dem aus » gerechnet wird, bezeichnet.

Wir wollen in diese Gleichungen nun wieder den Factor ein-
fithren, der die behandelten Bewegungen als einfache pendelartige
Schwingungen charakterisirt. Wir nehmen dazu aber nicht wie frither
cos (n 1) bez- sin (nf), sondern fiigen noch eine beliebige Phasencon-
stante 0 hinzu, und multipliciren die erste Gleichung mit cos (¢ + 9),
die zweite mit sin (nf + d). Da diese beiden Factoren gar nicht
von » abhiingen, so kénnen wir die Multiplication unter dem Differen-
tialzeichen vornehmen und erhalten dann durch Addition beider
Gleichungen und geeignete Zusammenfassung

4, . cos(nt + a)=ftp,aa?{cos(kr—nt—§)l 'g_;;'d&’

r

g cos(kr—ni—9J)
—Jan’ 2

Dadurch werden die Functionen wieder abhiingig von der Zeit, und

zwar wechselt der Factor, welcher diese Abhiingigkeit ausdriickt,
in seinem absoluten Betrage zwischen O und 1.

‘Was nun das erste Integral der rechten Seite betrifft, so haben wir

frither schon gesehen, dafs Integrale dieser Form in zwei Theile

zerfallen. Der eine Theil hat » in erster Potenz im Nenner, und

dw (210)

stellt also eine Wellenbewegung dar, deren Amplitude wie % ab-

nimmt. Es ist dieses die langsamste Art der Abnahme, welche beim
Fortschreiten kugelformiger Wellen vorkommt; der andere Theil

1 ; z
enthilt den Factor o die durch ihn dargestellten Wellen nehmen

also schneller ab und verschwinden in gréfserer Entfernung gegen
die erst genannten Glieder, so dafs man in Entfernungen, welche
relativ grofs gegen die Wellenliinge sind, diese Glieder, welche r?
im Nenner haben, gegen die anderen im allgemeinen vernachliissigen
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kann. Ks tritt nimlich in dem zweiten Theile noch der Factor

- —l—n hinzu, welcher selbst sehr grofs ist, und wir kénnen daher

die folgende Betrachtung dariiber anstellen, von wann an diese
Vernachliissigung gestattet ist.
Es ist

"6(3; cos(kr—nt—0) L _12 B I k.sin (kr — ni — 9)

r r r

1
= [cos( r—nt—0) @11)

+ kr.sin(kr —nt — 0)]
Da nun nach Gleichung (187)

2m.r
kr=—

v

so wird dieser Factor des zweiten Gliedes, sobald » im Vergleich zu
der Wellenléiinge A unendlich grofs, ebenfalls unendlich grofs, und
wir konnen dann das erste Glied gegen das zweite vernachliissigen.
Wenn also die Wellenléinge unendlich klein gegen die Entfernung rist,

reducirt sich das erste Integral auf der rechten Seite unserer
Gleichung (210) auf

k. sin (k » —?zt—t)') ar
_f oN’

und es erhilt demnach dieses Integral, von dem wir frither (§ 45)
sahen, dafs es als das Wellenpotential einer Doppelschicht von Er-
regungspunkten, die lings der betreffenden Oberfiiche liegt, auf-
gefalst werden konnte, nunmehr die Form des Wellenpotentiales
einer einfachen Schicht. Die Gleichung (210) kinnen wir jetzt
schreiben:

4me,.cos(nt + )= -—fqp-].,

sin(kr —nt—29) dr
r ‘9N

0 cos(kr—nt—ﬁ)_dm

ON r

dw

212)

§ 48. Allgemeine Betrachtungen iiber die vorkommenden
Integralformen.

Die trigonometrischen Functionen, iiber welche wir in den hier
vorkommenden Gleichungen zu integriren haben, wechseln zwischen
den Werthen + 1 und — 1, und zwar wechseln sie in der Regel
sehr schnell zwischen diesen Grenzwerthen; da sie jedesmal den ganzen



168 VIERTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 48.

Cyclus durchlaufen, wenn die Entfernung » um die Wellenlinge 4 zu-
oder abnimmt. Die Entfernungen, welche hier fiir gewthnlich in
Betracht kommen, sind nun aber, verglichen mit den Wellenlingen
des Lichtes, sehr grofs, da die letzteren Grofsen sind, welche den
tausendsten bis dreitausendsten Theil eines Millimeters bilden, also
sehr klein im Vergleich zu allen sichtbaren Dimensionen sind.
Es kommen nur ausnahmsweise einzelne Erscheinungen vor, bei
denen wir das Verhiltnifs der sonstigen in die Rechnung ein-
gehenden Entfernungen zu den Wellenlingen nicht als unendlich
grofs anzunehmen haben. In unseren Integralen wechselt also der
eine Factor in sehr kurzen Zwischenriumen zwischen positiven und
negativen Werthen, stellt dabei aber immer einen echten Bruch dar,
withrend die anderen in dem Integral vorkommenden Factoren sich
verhiiltnifsmiifsig langsam #ndern. Die Integrale selbst werden da-
durch in eine Reihe von Schichten und Streifen zerlegt, welche ab-
wechselnd entgegengesetztes Zeichen haben und sich also bei der
Addition gegenseitig von einander abziehen, so dafs im allgemeinen,
abgesehen von jenen Ausnahmefillen, sich die Werthe dieser Integrale
auf sehr kleine Grofsen reduciren. Wenn wir ein solches Integral
haben, z. B.

1]
fgo(,).cos(kx).dx

so kinnen wir dasselbe, vorausgesetzt, dals ¢ eine continuirliche

Function von x ist, immer durch partielle Integration umformen,

indem wir den Factor cos (k%) nach » integriren; wir erhalten dann:
!f

b

ffp(,).cos (kx).daz%.siu(kx).tp(z) - %—fsin (k x)%%f)-dx (213)
Wenn nun g, lauter endliche Werthe hat, so wiirde das erste Glied
endlich sein, da man diese endlichen Werthe fiir die beiden Grenzen
mit sin (k) zu multipliciren und dann von einander zu subtrahiren
hat, wodurch sie also auch nur eine endliche Differenz geben kinnen.
Wenn ¢, fir @ und 4 von Null verschieden ist, so wiirde dieser
erste Theil also gleich sein

—}_—.sin (k2). @ = —:c— -sin (kb). ) — 1— .sin(ka). g  (214)

Hs kinnte im allgemeinen noch vorkommen, dals auch innerhalb
der Integration Spriinge in dem Werthe von ¢, eintreten, die dann
als Grenzen des Integrationsintervalls beriicksichtigt werden miilsten.
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Das zweite Glied ist dem urspriinglichen Integral sehr dhnlich; fiir

i eingetreten, und auflserdem ist

dx

| ; :
noch der Factor m hinzugekommen. Indem wir wieder partiell

¢ ist der Differentialquotient

integ‘riren, ergiebt sich

IL 6(;,(’) sin (kx) dx = —}cl—z-c()s(kx)'%%
. : (215)
L ?’
+ fcos (k=) FF dx
) a J
Es ist also:

b
fqa.cos(kz)dx: -1-~ tp(,} sin (k z) + S %‘i‘;(n) - c0s (k %)
a ' (213a)

2
%gi-cos(kz).dx

a d

Durch weitere Integration tritt also jedesmal der Factor % hinzu,

und da nun

k 2x

eine sehr kleine Grofse ist, so verschwinden die folgenden Glieder,
vorausgesetzt, dals bei fortgesetzten Differentiationen nicht Unstetig-
keiten der hdheren Differentialquotienten hinein kommen, die dann
weiter beriicksichtigt werden miissen. In den meisten Fillen kann
man schon nach dem ersten Gliede die Reihe abbrechen und die
folgenden Glieder vernachlissigen. Es wiire dann also

b

f(p.cos 2. dx= ;—-cp(,).sin(kz) (213b)

Wenn aber die eine Grenze » = 0 ist, und an der anderen (Grenze
@ = 0, so wiirde das erste Integral iiberhaupt verschwinden, und es
miissen dann die folgenden Glieder beachtet werden. Dergleichen
Fille kommen vielfach vor.

Die partielle Integration darf man immer nur so lange fort-
setzen, als die entstehenden Differentialquotienten innerhalb der
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ganzen Ausdehnung der Integration endlich sind. Sobald man auf
einen Differentialquotienten stofst, der unendlich ist, muls die Ent-
wicklung abgebrochen werden.

Im allgemeinen sind die Integrale, auf welche wir bei der
Beugung gefiihrt werden, sehr schwierig und erfordern zum Theil
eine weitliiufige Rechnung, HEs war zuerst ein deutscher Physiker,
Scawerp, welcher diese Rechnungen in grofser Breite durchgefiihrt
und eine Menge von einzelnen Fillen behandelt hat. In dem Hand-
buche der Optik von . Rapicke sind ebenfalls sehr viele specielle
hierher gehorige Integrationen ausgefiihrt.

Man kann eine ganze Anzahl von verschiedenartigen Figuren
herstellen, die sich zur Beobachtung der Diffraction eignen, z. B.
geradlinige Schirme mit Ausschnitten oder ohne Ausschnitte, die
selbst wieder die verschiedensten Formen haben kénnen, bald qua-
dratische, bald rechteckige, bald dreieckige. Sie kimnen theils einzeln,
theils zu Systemen verbunden, benutzt werden. Dadurch wird eine
ungeheure Mannigfaltigkeit der Krscheinungen hervorgerufen. Die
wichtigsten Folgerungen kniipfen sich an die Benutzung rechtwinkliger
Oeffnungen.

Bevor wir aber hierauf eingehen, wollen wir zuniichst den ein-
facheren Kall einer runden Oeffnung behandeln.

Zweiter Abschnitt.

Beugung an einer einzelnen Oeffnung.

§ 49. Beugung ebener Wellen an einer runden Oeffnung.

Wir wollen annehmen, es sei ein Zug ebener Wellen, der von einem
unendlich entfernten Punkte ausgeht, bis zu einer bestimmten Grenz-
fliche gekommen, welche eine Oeffnung in einem schwarzen Schirm
ausfiillt. Die Fortsetzung dieses Wellenzuges auf der anderen Seite
des Raumes kionnen wir dann, wie gezeigt ist, als Folge der Kr-
schiitterungen auffassen, in welche die Punkte dieser Grenzfliche
gekommen sind. Nach der Betrachtung, die wir eben gemacht haben,
miifste dann eine Intensitit der Erregung an dieser Grenzfliche
angenommen werden, welche abhingig ist von g%’ ¢ und —(?-r—.
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Nun haben g—?:;, und ¢ bei einem Zug ebener Wellen in der ganzen

Breite der Oeffnung constanten Werth, und L wiirden wir, wenn

G}

die Oeffnung klein ist gegen die in Betracht kommenden Entfernungen
r, und wenn die Entfernung des Punktes, in dem man die Licht-
bewegung untersuchen will, von einer auf der Oeffnung errichteten
Normalen im Verhiltniss zu » klein ist, als sehr wenig von 1 ver-
schieden annehmen kénnen. Wir koénnen demnach die in Gleichung
(212) vorkommenden Factoren, welche die Grisse der Amplitude
in der Oeffnung bedingen, in eine Constante 4 zusammenfassen.
Da es ferner in diesem Kalle nicht néthig ist, die Abhiingigkeit von
der Zeit besonders zu beriicksichtigen, und da es hier auf eine allen
Schwingungen hinzugefiigte constante Phasendifferenz nicht ankommt,
so kann man fiir einen solchen Punkt die Bewegung ausdriicken
durch die Gleichung.

il cos (k) -
qa__-‘-l—?i-fA.———T— dwm (216)

worin » die Entfernung des Punktes, auf den sich ¢ bezieht, von den
einzelnen Punkten der Oeffnung, und dw ein Element der letzteren
bezeichnet. Die Oefinung, iiber welche das Integral auszudehnen ist,
wollen wir uns durch Polarcoordinaten zerlegt denken. Wir bezeichnen
mit ¢ die Entfernung eines Punktes der Oeffnung von dem Fulspunkte
des Lothes, welches von dem Punkte, fiir den wir die Wirkung suchen,
auf die ebene Grenzfliche gefillt ist. Wir wollen ferner von dem
Fufspunkte des Lothes zwei Gerade gezogen denken, welche das
Winkelelement d e einschliefsen; dann wire ein Fliichenelement gleich
o0.de.do zu setzen. Ist x die Liinge des Lothes, welches von dem
Punkte, fir den wir die Wirkung suchen, auf die Ebene gefillt ist,

50 1st 7t = 2? 4 p?

und daraus folgt durch Differentiation, da fiir die einzelnen Punkte

der Oeffnung die Entfernung z unveriinderlich bleibt
2r.dr=2p.dp

so dafs wir also fiir das Oberflichenelement dw erhalten:
do=r.dr.de

Setzen wir nun diesen Werth fiir dw in das Integral der Gleichung (216)

ein, so hebt sich » im Zihler und Nenner, und es ergiebt sich das

verhiltnifsmilsig einfache Integral:

q)=%ffcos{kr).dr.dw (2164a)
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wobei die Integrationen iiber ¢ und » in den Grenzen auszufithren
sind, welche der Oefinung entsprechen.

Bisher haben wir noch keinen Gebrauch davon gemacht, dals
wir die Gestalt der Oeffnung kreisformig angenommen haben. Dieses
wollen wir nunmehr beriicksichtigen und aufserdem festsetzen, dals
der Punkt, fiir welchen die Bewegung untersucht werden soll, auf
dem Lothe liege, welches im Mittelpunkt des Kreises errichtet ist.
Dann konnen wir ohne weiteres nach e integriren, weil jeder Ring-
streifen in ganzer Liinge in der Oeffnung enthalten ist. Das Integral
bekommt dadurch den Factor 2z, und es ergiebt sich

P = ;fcos(ka-).dr

) (217
Die obere Grenze der Integration ist gegeben durch den Rand
und die untere durch den Mittelpunkt der Oeffnung. Den Werth
von r fiir den Rand wollen wir nun mit R bezeichnen; dann erhalten
wir, da der Werth von » fiir den Mittelpunkt schon mit z be-
zeichnet ist,

e 2_“; . [sin ( B) — sin (k)] (217a)

QAI.;' ein constanter Factor, wihrend die Differenz der
beiden Sinuswerthe mit der Lage des Punktes sich indert. Beziehen
wir unseren Werth auf verschiedene Punkte in der Axe, so ist zwar
stets R grofser als x, und damit auch % R grofser als kx; aber der
Unterschied wird immer kleiner, je weiter wir von der Oeffnung
abgehen. Jedesmal, wenn kR und iz um 27 oder ein Vielfaches
von 2, also B und » um 4 oder ein Vieltaches von A differiren, wird
die Differenz der beiden Sinus verschwinden. Es giebt also in der
Axe eine Reihe von Stellen, in denen der Werth von ¢ gleich Null
wird, d. h. keine Lichtbewegung vorhanden ist; dazwischen liegen
Strecken, wo einer der beiden Sinuswerthe iiberwiegt, und wo dem-
nach Bewegung besteht. Das Phiinomen zeigt sich also wesentlich
darin, dafs in der Linge der Axe hinter einander eine Reihe von
Nullpunkten auftreten, die nicht vorhanden sein wiirden, wenn die
vorhandenen Wellen sich einfach weiter fortpflanzen wiirden.

Fiir sehr entfernte Punkte auf der Axe wird R ebenso lang sein
wie z, und es werden daher in sehr grofsem Abstand von der Oefi-
nung solche Unterbrechungen nicht mehr eintreten. Der erste, d. h.

Hierin ist
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der entfernteste Punkt, in dem die Lichthewegung verschwindet, wird
derjenige Punkt sein, wo R um eine Wellenlinge gréfser ist als =,
die anderen, welche da liegen, wo diese Differenz zwei, drei Wellen-
lingen betriigt, riicken immer nither und niher zu einander, bis sie
endlich nur eine Wellenliinge von einander entfernt sind, denn
dicht vor der Mitte der Oefftnung wird die Entfernung von der
Peripherie sich gar nicht mehr #ndern.

Wir haben hier einen der einfachsten Fille, in welchem sich
zeigt, dals die Wirkungen, die von verschiedenen Theilen der Oeff-
nung ausgehen, sich gegenseitig aufheben kénnen.

& 50. Aufstellung der Gleichung fiir die Beugung kugel-
formiger Wellen an einer beliebigen Oeffnung.

Wir wollen nun voraussetzen, dafs in dem Schirm eine beliebig
gestaltete Oefinung sich befindet, deren Grofse klein ist im Vergleich
zu ihrer Entfernung sowohl von dem leuchtenden Punkte, als von
dem Punkte, fiir den wir die Wirkung suchen. Die Entfernung des
leuchtenden Punktes von der Oeffnung sei aber doch endlich, so dals
an dieser keine ebenen, sondern kugelférmige Wellen anlangen. In
die Ebene der Oeffnung legen wir die zy-Ebene eines rechtwinkligen
Coordinatensystems, und zwar legen wir, weil man spiiter eine Reihen-
entwicklung nach den
Coordinaten der Oeffnung
ausfithren mufs, und es
vortheilhaft ist, die Glie-
der derselben miglichst
klein zu halten, den An-
fangspunkt der Coordi-
naten in die Oeffnung. Es
sei dann (Fig. 22) =, ¥, %,
der leuchtende Punkt, und Fig. 22.

Ty Y, %, derjenige, fir wel-

chen die Wirkung gesucht wird. Die Punkte bez. die Flichen-
elemente in der Oeffnung haben die laufenden Coordinaten z y, weil
fir sie x = 0 ist. Die Entfernung von einem Flichenelemente  y
bis zum Punkte z, % #, sei mit », und bis zum Punkte z,y,x, mit
r, bezeichnet. Der Zug von Kugelwellen, welcher von dem leuchten-
den Punkte =z y #, ausgegangen ist, mboge das Wellenpotential:

——— T Yo%

L8 FE

cos(kr, —nt— 09
g o )

(218)

L5
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besitzen. In diesem Werthe #ndert », seine Linge mit der Lage
des Punktes in der Oeffnung; aber der Kinflufs, welchen diese
Aenderung im Nenner auf den Werth von ¢, ausiibt, verschwindet
gegeniiber dem KEinflufs, welchen die Aenderung im Zihler bewirkt;
denn in letzterem wird eine sehr kleine Lageniinderung schon den
Werth des Cosinus von — 1in 4 1 verwandeln konnen, withrend
eine eben solche Veriinderung fiir den Nenner verschwindet. Wir
kinnen daher den Nenner »; bei kleiner Oeffnung als eine Constante
behandeln. Dasselbe ist der Fall mit der Neigung von 7, gegen die
verschiedenen Theile der Oeffnung. Wir erhalten ferner:

8 ¢, - sin(kr, —nt—4d) Or

Denn beim zweiten bei der Differentiation auftretenden Gliede fehlt
erstens der Factor & und zweitens erscheint im Nenner die zweite
Potenz von #,, so dals dies Glied gegen das erste verschwindet.
Bezeichnen wir nun mit @, das Wellenpotential im Punkte
x, Y, % selbst, so mufls in der Oeffnung @, in jedem Augenblicke
mit ¢, iibereinstimmen. Das giebt uns die Moglichkeit, @, zu be-
stimmen. Wir denken uns zu dem Zweck ¢, in die beiden Theile

zerlegt:
cos kr

¢y =~ .___Cog(nt-lr-())—l- ‘qm(nt+c))

" l

und dementsprechend wie in (219)

COSk?Ig-——sm(nt—i-a}

d g, sinkr, 6ry
aN——-A e taN cos(nt+ 0) + k

1

und wenden auf jeden Theil die Gleichung (212) an. Um sie auf
den zweiten Theil anzuwenden, ist in (212) ¢ durch ¢ —% Zu er-
setzen, wodurch cos(ni+ d) in sin(rnit+ 0), sin(kr —nt — 0) in
cos{kr —nt—0) und cos(kr —nt—0d) in — sin (kr —nt— o) iber-
geht. Da » in (212) bedeutet die Entfernung vom Punkte z,y, %,
die wir hier mit », bezeichnen wollen und die Normale ist nach
derjenigen Seite der Oeffnung gezogen, auf der der Punkt x,y,x,
liegt. So erhalten wir

4ﬂ(b__fco=ikr smk = -nt—d')_&_rqdm
7, oN

sin kry 67, cos(kr, —nt— 9)

I ? Setind SRS 0 d

[ ON 7 ¢

0

"

v
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sinkr, ,cos(kr,—nt—09) dr,

‘f vk v vt
coskr, Or sin(kr, —nt— 0)

+f"" " 9N .

Wir setzen nun voraus, dals die Linien 7, und », nahezu auf der
Oeffnung senkrecht stehen. Dann ist bis auf Grifsen zweiter Ord-

_ dr, B dr, - 3
nung ¥ i + 1 und = 1, und es wird
4 l’llogf—]:— -fsin (k(ry + 7)) —nt—d)dw (220)
1°0

Zuniichst miissen wir nun die Werthe von », und », nach
Potenzen der Grifsen z und y entwickeln, welche in ihnen enthalten
sind. Es ist:

n’=@ -2+ —9*+%5°
=a2+y’+5°— 222 —2yy +2° + 4
und
7o’ = (@ — * + (3 — 9)* + 7,°
=a,2 4y  + 52 — 27, — 2yy, + 2* + 3?

Bezeichnen wir nun mit p, bez. g, die Entfernung der Punkte
@, y, %, bez. z,1,%, von dem Anfangspunkt der Coordinaten, so er-
halten wir:
nt=0°— 22z — 2yy +2* + 4 (221)
und
1ol = 0,2 — 22, — 29y, + 2 + y? (222)
Nun ist aber zu beriicksichtigen, dafs unter den gemachten An-
nahmen z? und »* gegeniiber den anderen Gliedern vernachlissigt
werden kinnen, da sie Quadrate von innerhalb der Oeffnung gelegenen
Punkten und daher unendlich klein vom zweiten Grade sind. Wir
erhalten also in ausreichender Anniherung:
nt=0"—2zx —2yy, (221a)
und
rel =0y — 22z, — 2yy, (222a)
Indem wir nun hieraus nach dem binomischen Lehrsatz die Werthe
fir » und r, entwickeln, ergiebt sich

22 2yy,
=g /i -

Ly
1
M
&
[
&
|
L
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und ein analoger Werth fiir »,, Wenn wir nun die weiteren Glieder
als unendlich klein von héherer Ordnung fortlassen, so ist:

.
,.1=91_(1__x.;:§._ %) (221h)
und ‘
e e % Y
¥y =0y (1 x ol y 902) (222h)

Da nun 2, und y, klein gegen r,, bez. z, und y, gegen r,, so stellen

die Quotienten L. L, Y ; %o ynd Y die Winkel dar, welche durch
O O & 9
Projection der Winkel (g,, z) und (g,, ) auf die xzz- bez. yx-Ebene

entstehen. Bezeichnen wir nun mit e, £,, ¢, und 8, die positiv
oder negativ gerechneten Grifsen dieser Winkel, indem wir dabei
die Richtung von ¢, und g, so festsetzen, wie die Wellen laufen
und die Projectionen positiv rechnen, wenn sie auf die Seite der
positiven z- oder y-Axe fallen, so ist

= i 8 I J— Y
0 9
und (223)
T, Yo
1 — — i
v 9 Po )
Wir erhalten so
1 n=0+z.¢ +y.5 (221¢)
un
To =0y —Z.¢ —y.f (222¢)
oder

ntrn=0+0t2z. (e, —«)+y.8 —pB) (224)
Setzen wir nun diesen Werth in Gleichung (220) ein, so ergiebt sich:
1

k . 3
®, = ¥ sin {k (9, + @,),+ k= (e, — ) (220 a)

+ky B —By),—nt—ddw
Da nun unsere Phasenconstante o ganz willkiirlich zu bestimmen
ist, so kionnen wir

T
d=k(o, + 0,)— 9

setzen. Hierdurch haben wir nur den Anfangspunkt der Zeit, also
den Zeitmoment, wo die Lichtbewegung mit einem Maximum von
dem leuchtenden Punkte a, y, x, ausgeht, festgelegt, und es wird

1 k
fDO — "ﬁ. ?-0 = -fcos {km(al a— _0) + ky(ﬁl —_ ﬁo)— nt} .dw (220b)

L& |
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oder, wenn wir das Oberfiichenelement mit d«.dy bezeichnen und
' 1 k
also gleich einer Constanten setzen:
B, = C. [[cos kz (e, — ag) + ky (B, — By) — nt}. dz.dy (220c)
= C.[[fcos {ka (e, — ) + ky (B, — By cosnt.dz.dy

+ [[sin {ka (e, — @) + ky (B, — £,)} sinnt.da:.dy]

(2204)

§ 5l. Ausfihrung der Integration bei einer rechteckigen
Qeffnung.

Wir wollen nun annehmen, dafs die Oednung rechteckig ist,
ihre Seiten den Coordinatrichtungen z und y parallel sind, und
ihr Mittelpunkt Anfangspunkt der Coordinaten ist; dann liegt der
eine Rand der Oeffnung eben so weit von dem Anfangspunkte der
Coordinaten ab, wie der andere, so dals man also von einem be-
stimmten negativen Werthe von = bis zu einem gleich grolsen
positiven Werthe von z, und ebenso von einem negativen y bis zu
einem gleich groflsen positiven y zu integriren hat. Da nun der
Sinus entgegengesetzte Zeichen fur gleiche Werthe des # und y auf
den beiden Hilften der Oeffnung hat, so hebt sich dieser Theil des
Integrals weg, und es bleibt nur derjenige Theil bestehen, der die
Cosinuswerthe enthiilt. Indem wir nun cos {kx (e, — ) + ky (8, — B,
zerlegen in coskz(e, —«,).cosky (B, —f,) —sinkz (e, —e).sinky(F, —f),
fillt wieder aus demselben Grunde der Theil des Integrals, der das
zweite Glied enthilt, fort.

Indem wir den ersten Theil integriren, ergiebt sich:

(D0=C-E"(Ell_—au) Slnk!‘(f{ —CC) ﬂ ﬁm
Nun wollen wir annehmen, dafs z fiir eine Seite der rechteckigen
Oefinung gleich + 4 sei, fiir die andere gleich — 4, so dafs also 2 4
die Breite der rechteckigen Oeffnung in der Richtung der z-Axe ist.
Dann ist

.sinky.(8, —fB,)-cosnt (225)

sinka (¢, — ) = 2sink A (e, — )
und wenn wir 2 B als Breite der Oeffnung in Richtung der y-Axe

annehmen, ganz analog:

smkw; ﬁ]—ﬁo )= 2sink B(f, — B,)-

H. v. HerMuornrz, Theoret. Physik. Bd. V. 12
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Wir erhalten also
2sink A (e, — o) 2sink B, — f,)
(e, — a,) k. (B, — B)

als allgemeinen Werth fiir die Amplitude des gebeugten Lichtes.

(7

§ 52. Die Erscheinungen bei der Beugung kugelférmiger
Wellen durch eine rechteckige Oeffnung.

Die Intensitit des Lichtes wiirde durch das Quadrat der
Amplitude darzustellen sein. Dieses wird nun gleich Null, so oft
die Grofsen, die unter dem Sinuszeichen stehen, gleich Null werden.
Das sind aber Grifsen, welche theils von der Wellenlinge, theils von
der Breite der Oeffnung, theils von den Winkeln abhéingen, welche
die beiden Verbindungslinien von der Mitte der Oeffnung nach den
Punkten z, % %, und z,y,%, mit der Normale der Oeffnung machen.
Je nach der Grifse dieser Winkel werden die beiden Sinuswerthe
bald gleich Null werden, bald einen von Null verschiedenen Werth
haben. Da bei der Intensitit nur das Quadrat des Werthes in Be-
tracht kommt, so brauchen wir auf den Wechsel der Vorzeichen nicht
weiter zu achten.

Diejenigen Stellen, wo @, fiir beliebige Werthe von ¢ verschwin-
det, also Dunkelheit herrscht, werden, wie aus dem Werthe der Am-
plitude ersichtlich, in jeder zur Oeffnung parallelen Ebene auf ge-
raden Linien liegen, die den Seiten der Oefinung parallel laufen.
Wir haben zwei Systeme von parallelen Geraden, in denen

kA(e, —e))=a.n
bez. ] (226)
k.B(3, —fB,)=b.n

ist, wo a und b beliebige ganze Zahlen bezeichnen, und in allen
Punkten dieser Geraden ist
sink.A(e, — e,) =0
bez. (226 a)
sink.B(8; — f,) =0

also einer der beiden in dem Werthe von @, vorkommenden Factoren
gleich Null; auf den Schnittpunkten sind beide Factoren gleich Null.

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn die Argumente selbst ver-
schwinden, in den Gleichungen (226) also a oder b gleich Null ist, d. h.

«, = b,

481 =ﬁo

bez.
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Dann werden auch die im Nenner des Ausdruckes fir @, vor-
kommenden Differenzen e, — e, bez. 8, — 8, gleich Null. Nun

ist aber
2sink A (e, — “o)}
=2A
[ ke, — )
o —ay=0
und (227)
2sinkB. (8, — ﬂu):l
= 2B
[ k(ﬂl - ﬂu)
= fo=0
so dafs also fir ¢, — ¢, =0 und 3, — 3, =0
©®,=4C.4A.B.cosnt (228)
wird.

Um die Gesammtheit der Erscheinungen am leichtesten iiber-
sehen zu konnen, miissen wir uns vergegenwirtigen, dafs e, —¢, und
f, — f, die beiden Winkel darstellen, welche durch Projection des
Winkels, den g, mit der Verlingerung von g, bildet, auf der xz-
bez. yx-Ebene entstehen. Wenn die beiden Strahlen in gerader
Linie liegen, also g, eine geradlinige Fortsetzung von g, ist, so dafs
der Mittelstrahl geradlinig durch die Oeffnung nach dem Punkte
x, ¥, %, hingeht, dann ist ¢, — e, =0 und 3, — B, = 0. Wie aber
die letzte Gleichung angiebt, ist die Amplitude an dieser Stelle
gleich 4 C.4.B, also gleich der mit C multiplicirten Fliche der
rechtwinkligen Oeffnung.

Wir haben oben schon gesehen, dafs Dunkelheit auf den
Geraden herrscht, die in Abstinden, welche den Werthen

kAo, —e)=0a.m
und

k.B(B, —B)=b.n
entsprechen, den Seiten der Oeffnung parallel laufen. Die Maschen
dieses bis auf die in jeder der beiden Richtungen fehlende Mittel-
linie regelmialsigen rechtwinkligen Systems von dunklen Linien sind
nun leuchtende Felder verschiedener Intensitiit.

Die Intensitiit des centralen Feldes haben wir soeben kennen
gelernt. Wenn wir nun zuniichst die Reihe der Felder verfolgen,
fir welche ¢, — e, = 0 ist, so erhalten wir hier die in der Mitte
eines jeden Feldes gelegene Helligkeit, die sehr nahe gleich der
maximalen Helligkeit des Feldes ist, wenn wir beriicksichtigen, dals
fir ¢, — e, =0

2.sinkd. (e, — ) _94
k.(e; — e,)

12*
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wird, und dafs wir hier
n
KB.(5, —B) = @b+ 1). 7

zu setzen haben. KEs ist dann

2sink.B(B,—B,) 2
_----3(31_@1) B 721’4—1.:&':.i
2 B
4B
T @b+ .n’
also ist fiir diese Reihe
® = —(-2-,—58—_!%:-; .C.cosmt (229)

worin wir fiir b die Reithenfolge der natiirlichen Zahlen einzusetzen

haben, um die den einzelnen Feldern zukommenden Werthe zu

erhalten.

Analog ergiebt sich fir die Reihe, in der 8, — 8, = 0 ist
8.4.B

P =it

Fiir Felder, welche weder in einer Reihe liegen, in der &, — &, =0,

noch in einer Reihe, in der g, — f, = 0, ist ganz allgemein die

Amplitude

.C.cosnt (280)

25511?:;4(0:1—_a_,)'ggnk.&(ﬂl—ﬁﬂ)_ o _g__ 7 2
N k(ey — ) k(@B — B,) n .2a+1.’;‘£.—1'2b+—1.9¥.l
2 A 2 B {231)
_ 164.8 o

(Za+1).26 4+ 1). 22

Die Figur 23 auf S. 181 stellt die ganze Erscheinung in schema-
tischer Weise dar. Die horizontalen und verticalen Striche ent-
sprechen den durch die Beugung entstehenden dunkeln Linien, und
der der Mitte jeden Feldes zukommende Betrag der Amplitude ist
in dasselbe eingetragen. Ks entsteht also eine Reihe von recht-
eckigen Lichtflecken, von denen die beiden Mittelreihen die breitesten
und auch die hellsten sind, withrend 1 den Seitenreihen die Inten-
sititen schuell abnehmen.

Das hier theoretisch Abgeleitete stimmt nun in der That vollig
mit dem iiberein, was man wahrnimmt, wenn man durch eine sehr
kleine rechteckige Oeffnung nach irgend einem kleinen leuchtenden
Punkte blickt. Eine solche Oeffnung kann man sich durch Aufkleben
von Stanniolblittchen auf eine (flasplatte zurecht machen. Der
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leuchtende Punkt muls aber sehr klein sein, damit man die Erschei-
nung deutlich sieht, weil sich sonst statt jedes Lichtpunktes ausge-
breitetere Lichtflichen bilden, die dann zum Theil die dunkeln
Linien iiberdecken und das Ganze verwaschen machen, wodurch
die Intensititsunterschiede der hellen und dunkeln Partien ver-
schwinden. Sehr viel gréfser und deutlicher sieht man die Krschei-
nung, wenn man eine etwas grifsere rechteckige Oeffnung vor das
Objectivglas eines Fernrohres bringt, welches man auf den Licht-
punkt einstellt.

= Q = = o = )
i Sl ol . mi“: Fl?r: St
9|8 w8 g - b . i,
siF[2BaF| = [=F]2B]|2®
S 0 5) S ) =) S)
Al |20 (R | mf. [R (2 |9
3"" jm :3:.:3 =he :p‘; :n z.n
_'im '_‘c.\‘r '_‘-—t ml '_‘:v—' ‘_\‘.\I —
) =) ) ) ) ) )
0 |o £ o Qq“ m!n QQI,, Q= Q.
<2l Qe [=E|=S|=E
L O E B ® | 2127 | g
o ) S © ) )
: o : ; %
m‘ m‘ q b Y Y .
ol IR BT = A E Tl 5 50
E]b wiﬂ m|°° - :‘c: :nim :g‘ih ]
S ) S S) =) =) )
al. |m | | ] Qe | Qa
qfE [SE SR SIEE L B
=5 [el=]2l=] 3 = |elF 2R
R) 3) ) ) 5) ) o
Qe | R, [ al, Qs 2“’“ Qe
<5 =|E = ' <| <
c@ || I |eB|zf|eE
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ql, AL [« A, [~ B
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Dritter Abschnitt.
Die Beugung an einem Gitter.

& 53. Ausfithrung der Integration fiir mehrere neben einander
gelegene gleiche dquidistante rechteckige Oeffnungen.

Von grofser praktischer Wichtigkeit fiir die Messung der Wellen-
langen des Lichtes ist der Fall geworden, wo eine Reihe solcher
vollig congruenter neben einander liegender iquidistanter Oeffnungen
vorhanden ist.

Zur Berechnung der in diesem Falle auftretenden Erscheinungen
miissen wir auf Gleichung (220 e)

- C‘[ffcos{k:c(a! — )+ kyB, — Byicosnt.dx.dy
+ [[fsinfhw(e, — )+ ky (8, — B sinnt.da.dy|

zuriickgehen. Wir wollen annehmen, dafs das benutzte Coordinaten-
system wieder den Seiten der rechteckigen Oeffnungen parallel sei,
und zwar soll die Richtung der z-Axe mit der Richtung der par-
allelen Nebeneinanderlagerung der Oeffnungen iibereinstimmen. Legen
wir dann wieder den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte
der Ausdehnung nach der y-Richtung, so fallen, @hnlich wie in § 51,
diejenigen Theile des Integrales fort, die den Faktor sinky.(8, —28,)
enthalten, und es wird also

= C [Ifcoskx(ul — ey)cosky(f, — f)cosnt.da.dy

(232)
+ fsin k(e -uo)cosky(ﬂl—ﬂo)sinnt.dz.dy]

Wir kénnen nun sofort die Integration nach y ausfithren, und es
ergiebt sich:

b, = (;' smky(ﬂl —B,)- [fcoskx(al —ey)cosnt.dx
ﬂ — Bo)—
(232a)

+fsin kz(e, —a,) sinnt.da:]
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Ist wieder 2B die Ausdehnung der einzelnen Oeffnungen in der
Richtung der y-Axe, so wird

&, = 0.2'51?“:8?_(‘?15':)5").[fcoskx{a, — ¢,)cosnt.dx

(232D)
+fsi11k;r:(a1 — ) sinnt.de

Im Folgenden wollen wir uns nun darauf beschrinken, die Er-
scheinung fiir diejenigen Punkte zu berechnen, in denen 8, — 8, =0;
dann wird, wenn wir zugleich die beiden Integrale in eines zu-
sammenfassen,

Wy =C.2B [coslkx(e, — ey) —nit}dz (233)
oder, wenn wir
C=0C.2B
setzen
¢, = C'fcos{km(al —w,) —nifjdz (233a)

Dieses Integral ist nun iiher die ganze Reihe der Oeffnungen aus-
zufithren. Wir wollen den Nullpunkt der z-Axe in die Mitte der
mittleren Oeffnung legen und annehmen, dafs ¢ der Abstand der
Mitten je zweier benachbarter Oeffnungen sei. Dann unterscheiden
sich die iibrigen Oeffnungen von der ersten dadurch, -dafs zu allen
Werthen ihrer z-Coordinaten noch ¢, 2¢, 3¢ w s. w. bez. —e, — 2¢,
— 3¢ u s. w. hinzuzufiigen ist. Wenn wir daher mit 2 4 die Breite
der Oeffnungen in Richtung der z-Axe bezeichnen, so kommt zu
dem Integral, welches zwischen den Grenzen + A4 und — 4 ge-
nommen ist, noch eine Reihe von anderen Integralen hinzu, die
sich auf diese Seitenéffnungen beziehen und zwischen den Grenzen
e+ 4 und ¢ — 4, 2¢ + 4 und 2¢— 4, u.s. w. bez. —e¢ + 4 und
—¢—4, —2¢+ 4 und —2¢— 4 u. s. w. zu nehmen sind, so
dals wir also haben

+ 4 e+ A
@D, = C | cosfka(et, — e¢y) — ntjdx + C | cos fkz(e, — ¢,) — ntjdz
— A e |
s (233h)

+ C'fcos{a‘ca:(al-ao) —ntide + ...
—c=4A
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Nun kann man aber setzen:

c+ d +4

fcos ka(e, —a) —ntfdr = rcos{k(x-i—c){cel — o) —ntjdz
c—4 4
et 4 +4

f cos k(o — o) — mt}da = f cosfk(@ — ¢) (@, — e,) — nildz | (234)

oo el =4

2e4+ 4 +4
fcos{ka:(rxl — e, —nildx =fcos{k(a: +2¢)(et) — o) —ntlde
2c-4 -4

u. s. w. Daher lassen sich die in Gleichung (233b) vorkommenden
Integrale in eins zusammenfassen, und wir erhalten:

+4
O,=C. {c(:ﬂs{if«:;r,(cel — ¢,) — nt}) + cos{k(x + c) (e, — ;) — nt}
L7 (233¢)
+ cos e (z—c)(aty —ety) — n )+ cosfk(x + 20) (et — &r,) —nll+ } .z
Nun ist aber
cos fk (x — ¢) (e, — et)) — n i} 4 cos fk(@ + ¢) (e, — ;) — nt} )
= 2cos{kx(e, — e)) — ntjcoske(e, —e,) } 445)

Analoge Gleichungen bestehen, wenn ¢ durch 2¢, 3¢, 4¢, 5e w.s. w.
ersetzt ist. Wir konnen daher unseren Ausdruck fiir @, in eine
Summe umformen, in der die Grifse ¢ nach einander die simmt-
lichen Werthe ihrer Multipla annimmt, soweit die Reihe der Oeff-
nungen sich erstreckt. Nehmen wir an, es seien aufser der mitt-
leren Oeffnung, von der wir ausgehen und in deren Mitte der
Anfangspunkt der Coordinaten liegt, auf jeder Seite » Oeffnungen
vorhanden, so lassen sich immer je zwei, welche gleiche Entfernung
von der Mitte haben, in analoger Weise zusammenfassen, wie wir
in Gleichung (285) die auf die beiden nichst liegenden beziiglichen
Glieder zusammengegriffen haben. Der Factor cos{ka(e, — o)) —nt}
bleibt in allen diesen Gliedern stehen, und wir kinnen ihn daher
herausziehen, wenn wir die Summation vornehmen. KEs ergiebt
sich dann:

+ 4 —
By = (" | cosfka (o, — ez)) — nt}.[l -|-2‘l >cosk.a.e(e, — :xo)] dz (233d)
a=1

-4

worin ¢ die durchlaufende Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis »
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bezeichnet. Statt des Cosinus kénnen wir nun imaginire Potenzen
einfithren und

2005&'&6(&1 _ %) o~ G‘kac(al-rzu} + e—ikac(al—ao)

setzen. Wir bekommen dann zwei Summen, deren Summanden nach
den Potenzen von %@ =% hez, ¢~ =% fortschreiten. Wenn
wir nun beriicksichtigen, dals

u='aa 1_$1l+1
Sl =1
a=0 l—=

ist, so ergiebt sich

b 1 — gikelm=a)m+ 1)
O, = . [coslkx(e, — e,)—nt. T g

-a (233e)
—p=ikelo, —ag)(n 4 1)
L i i s 1]@:

+ 1 i s—ikcfn,—aq}
Dadurch ist unsere Reihe in einen geschlossenen Ausdruck umge-
formt. Bringt man die beiden Briiche auf gleichen Nenner, formt
die Exponentialfunctionen wieder in trigonometrische Functionen
um und setzt zur Vereinfachung der Schreibweise

e oy — @) =% (236)
so erhalten wir:

+4
- v |2—2cosky—2cos(n+1)kx+2coskny _ 1}
@D, = Gﬁ.{cos{a’um(wl o) m}.! S AT = dw
+4 )
= . cos{k.z{al--wo}—nt}.{_cos("-l"I)M'l-cosmm}dx (233f1)
£ 1 —coskx
Nun ist:
coskny —cos(n + 1)kx = 2sin(n + §)kx.sinfkr
und
1 —coskx=2sin?*}kx;
mithin
+4
2sin(n + L) kzx.sinlkx
O, =C".|cosfkw(e, — eg) — nt}- 2.5?:12%?:;; b dx
-4
A in(n + Pk
' sin (n %
=Cfcos{kx(al—ao)—nt}-wdx (233g)

-4
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Indem wir nun den Cosinus zerlegen und nach z integriren, die
Grenzen einfithren und fir ¥ aus Gleichung (236) seinen Werth
schreiben, erhalten wir:

2sink A (e, — e) sin(n + ). k.c.(e, —

)
k(e — a,) sin J ko (e, — etg) cosnt, (283h)

q)u = .

so dals also der Ausdruck

2sink A(e; — «,) sin(n+§)k.c(ey —e)

g k(e — e,) sin § ke (e, — a,)

die Amplitude der Schwingungen in dem fiir die Sammlung der
Strahlen gewahlten Punkte darstellt.

§ 54. Die Lage und Anordnung der Helligkeitsmaxima
und -minima.

Der im vorigen Paragraphen abgeleitete Werth fiir die Am-
plitude der durch das Gitter austretenden Strahlen enthilt einen
sin [k A (e, — e,)]

k (“1 — “n}
bei der Beugung an einer einzelnen Oeffnung vorkam (Gleichung 225 a).
Er bedingt in unserem Werthe also dieselbe Ausdehnung und Ver-
theilung der Helligkeit. Wir werden daher die gleichen dunkeln
Striche haben, welche eine einzelne Oeffnung geben wiirde. Bei
den gewdhnlich benutzten Gittern sind nun aber die einzelnen Oeff-
nungen auflserordentlich fein, und es ist daher der mittlere helle
Streifen nach der Seite, d. h. in der Richtung der z-Coordinaten,
sehr weit ausgebreitet. Man findet zwar hei genauer Betrachtung
manchmal noch weitere seitwirts gelegene Minima und Maxima, aber
gewthnlich wird die ganze Erscheinung von dem ersten durch diesen
Factor bedingten Minimum in ziemlich grofser Entfernung von der
Mitte begrenzt.

Die Intensititsvertheilung in dem hellen Streifen ist nun aber
thatsiichlich doch nicht dieselbe, wie bei einer einzelnen Oeffnung.
Denn es tritt durch die Wiederholung der Oeffnungen in dem Aus-
sin (n + L) ke(e, — e,)

sinLke (e, —e,)
hinzu. Der im Zihler stehende Sinus wird Null werden, so oft

43 kce,—ea)=0.n (237)

wird, wo a eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Wir werden also
wiederum eine Reihe von iiquidistanten dunkeln Linien haben; aber da

Factor

, welcher auch in dem Werthe der Amplitude

drucke der Amplitude noch ein zweiter Factor,
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hier (e, — «,) multiplicirt ist mit (» + }).¢, d. h. der halben Breite
des ganzen Gitters, so stehen diese dunkelen Linien sehr viel niher
an einander, weil bei dem grifseren Factor durch Zunahme des
Winkels (¢, — e,) der Werth z# schneller immer wieder erreicht wird.
Die zwischen diesen Stellen volliger Dunkelheit liegenden Maxima
werden, da der Zihler sich viel rascher #ndert als der Nenner,
wenn dieser nicht verschwindet, nahezu da erreicht, wo der Zihler
sein Maximum hat, also fiir:

sin(n+ ) .k.c.(e, — ) =1,
und es ist fiir sie daher:

2.sink. A (et — ;)
koo, — «,) sinlk.c(e, — a,)

O =C. cosnt  (238)

Bei zahlreichen Oeffnungen sind nun diese Maxima, verglichen
mit den sogleich zu betrachtenden Hauptstellen grifster Helligkeit,
so schwach und undeutlich, dafs man sie gar nicht zu sehen be-
kommt, wenn man ihnen nicht besondere Aufmerksamkeit schenkt
und sorgfiltig gereinigtes monochromatisches Licht benutzt.

Eine Ausnahme in der regelmiifsigen Folge der zwischen diesen
schwachen und undeutlichen Maxima gelegenen Minima tritt fir
diejenigen Stellen ein, wo nicht nur

(239)

sin (n + 1) ke (e — ) = 0,
sondern zugleich }

single(e, — ) =0

ist. Dieses ist zuniichst der Fall, wenn ¢, = ¢, ist, d. h. wenn wir
den gerade hindurch gehenden Strahl ins Auge fassen. Es ist dann

(sin(n-{—a}}k.c.(c{l — )

sinfkh.c.(ey — &) [o=a

=2n 4+ 1. (240)

Weitere derartige Ausnahmestellen liegen dort, wo

m+ ke (e, —e)=a.7 }

und zugleich (241)

ke, —e)=0b.a

ist, wenn wir mit a und b zwei ganze Zahlen bezeichnen. Aus
diesen beiden Gleichungen ergiebt sich aber

a

b= T

(241a)

Wiichst also die Winkeldifferenz ¢, — e, stets, so wird sin(n+ 1) ke(e, —¢,)
27 mal, d. h. so oft, als die um 1 verminderte Zahl der Oeffnungen
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in dem Gitter betriigt, den Werth Null erlangen, bevor da, wo in
regelmifsiger Folge das (2n + 1)te Minimum liegen miilste, eine der
Ausnahmestellen eintritt, an denen die Sinuswerthe im Zihler und
Nenner zugleich verschwinden.

Der Werth des Factors

sin (v + P ke. (o — &)
sintk.c. (o, — )

ist in diesen Ausnahmestellen ebenso grols, wie er (Gleichung 240)
fir o, = &, ist, d. h. gleich 2n + 1, gleich der Anzahl von Oeff-
nungen, welche in dem ganzen Gitter enthalten sind, und daher ist
fiir alle diese Ausnahmestellen

2sinkAd (e — &)
k(o — e)

O =C.2n 4+ 1). cos n t. (242)
Die Amplitude nimmt in Folge ihres letzten Factors nach der Seite
hin ab, ist aber stets betriichtlich grofser, als die in der Gleichung (238)
dargestellte Amplitude der zahlreichen iibrigen Maxima.

Die Erscheinung ist nun in der That auch eine solche, dals
man in der Mitte ein helles Lichtbild wahrnimmt, neben dem dann
in bestimmten Entfernungen Nebenbilder erscheinen, welche allmih-
lich an Helligkeit abnehmen. Dazwischen ist bei den Gittern, welche
zahlreiche Oeffnungen enthalten, ein Schein ausgebreitet, der durch
sehr schwache undeutliche, abwechselnd helle und dunkle Linien
gebildet wird. Sind die Oeffnungen weniger zahlreich, so st sich
der ILichtschein in die einzelnen von der Theorie geforderten
Linien auf.

Man kann nun auch fiir alle beliebigen Formen von Oeffnungen,
fiir kreisformige, elliptische, dreieckige Gruppen u. s. £, oder Gruppen
von Dreiecken, welche pyramidenformig iiber einander gestellt sind
w s. f,, diese Integrationen ausfithren, wie wir es hier nur fiir eine
einzige Reihe rechteckiger Oeffnungen gethan haben. KEs kommen
dabei nur Quadraturen vor, wenigstens, wenn man bei der ersten
Annitherung stehen bleibt und sich mit der Annahme begniigt, dafs
der leuchtende Punkt und der Sammelpunkt, in welchem man die
Erscheinung beobachten will, beide von dem Gitter so weit entfernt
liegen, dafs die Dimensionen des Gitters selbst sehr klein sind gegen
die Lénge der Strahlen.

Es lafst sich noch in anderer Weise eine kiirzere anschaulichere
Bedingung fiir die Lage der hellen und dunkeln Linien ableiten,
wozu wir nun itbergehen wollen. Dabei wird sich auch ergeben,
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welche Aenderungen in allen diesen Erscheinungen eintreten, wenn
entweder die Wellenlingen sehr grofs sind im Vergleich zu der
Grifse der beugenden Oeffnungen, oder wenn das Umgekehrte der
Fall. Die letztere Betrachtung fithrt uns dann zu der Beantwortung
der Frage, wann wir berechtigter Weise von einer Fortpflanzung
des Lichtes in geradlinigen Strahlen sprechen kinnen. Hs wird
sich zeigen, dafs dieses als Grenzfall eintritt, wenn die Wellenlingen
unendlich klein sind sowohl im Vergleich zu der Grifse der Oefi-
nung als auch im Vergleich mit der Weglinge, durch welche das
Licht sich fortpflanzt.

Vierter Abschnitt.

Die Beugungserscheinungen als Folge interferirender
Wellensysteme ansehaulich abgeleitet.

& 55. Die Erscheinungen bei einer einzelnen spaltférmigen
Oeffnung.

Die bisher mathematisch berechneten Erscheinungen lassen sich
noch in einer anderen, mehr anschaulichen Weise betrachten und
als Folge der nach dem Huveuens'schen Princip stattfindenden
Superposition der Wellen ableiten. Wir haben hierbei jeden ein-
zelnen Punkt der Oefinung oder der verschiedenen Oeffnungen in
Folge der in ihm vom urspriinglichen Erregungspunkt anlangenden
Wellen als neuen Erregungspunkt fiir ein Wellensystem aufzufassen,
welches sich dann auf der anderen Seite des Schirmes ausbreitet.
Durch Interferenz dieser Wellensysteme entstehen die Beugungs-
erscheinungen.

Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dals der Er-
regungs- und der Sammelpunkt der betrachteten Wellen soweit von
dem beugenden Schirm abliegen, dafs wir alle Strahlen als parallel
ansehen konnen, d. h. also, dafls im Vergleich zu dem Abstand von
den beugenden Oeffnungen die Ausdehnung der letzteren verschwin-
dend klein ist.

Fallen die Strahlen senkrecht auf den Schirm, so haben sie
alle in der Ebene der beugenden Oefinung dieselbe Phase, und eine
Differenz der Weglinge zwischen den verschiedenen Strahlen hesteht
nur in dem zweiten Medium, d. h. hinter dem Schirm.
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In Fig. 24 sei ab eine Oeffnung in dem Schirm, a'abbd’ das
senkrecht einfallende Strahlenbiindel und aa” 5”% ein beliebiges aus-
laufendes Strahlenbiindel, welches sich in einem unendlich weit ent-
fernten Punkte vereinigt. Das Loth be, welches von dem einen
Rande b der Oefinung auf den Grenzstrahl gefiillt ist, der durch
den Rand a hindurch geht, mige ein Stiick ac abschneiden, welches
einer halben Wellenlinge gleich ist. Es sind also gerade die ent-
gegengesetzten Phasen eingetreten, und diese Wellen vernichten den
Einflufs der Strahlen, welche durch den anderen Rand gegangen sind.
Bis zu dieser Wegliingendifferenz haben sich noch alle Strahlen
verstiirkt; wird sie grofser, so fangen die Strahlen an, sich gegen-
seitig zu vernichten. Haben wir den Unterschied einer ganzen
Wellenlinge, d. h. ist ac gleich einer ganzen Wellenlinge, dann
besteht in der Mitte ein Unterschied von einer halben Wellenliinge,
und es findet jeder Strahl, der in der ersten Hilfte der Oeffnung

ah’ bf!
arr B "
| / .
¢ /
(3 \\/
It \b
n =N
\
A\
‘|
al bl a’ b"
Fig. 24. Fig. 25,

liegt, in der anderen Hilfte der Oeffnung einen anderen, durch den
er vernichtet wird, und es wird also villige Dunkelheit in der Rich-
tung, welche dem so geneigten Biindel entspricht, eintreten.

Ist die Strecke ac gleich drei halben Wellenlingen, so kénnen
wir uns die Fliche der Oeffnung in drei Theile getheilt denken,
von denen die Strahlen des ersten Theiles gerade aufgehoben werden
durch die Strahlen des zweiten Theiles, welche entgegengesetzte
Phasen besitzen. Es bleiben dann nur die Strahlen des dritten
Theiles iibrig, die sich gegenseitig verstirken. Aus dieser Betrach-
tung folgt also auch, dals die Gesammtamplitude der Lichtbewegung,
welche in dieser Richtung bestehen bleibt, nur ein Drittel von der-
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jenigen betragen wird, welche bei einem Unterschied der Wegliingen
von nur einer halben Wellenliinge besteht. Es konnen also in seit-
licher Richtung iiberall da schwiichere Maxima entstehen, wo eine
ungerade Zahl von halben Wellenliingen in die Strecke ¢ hinein geht.

In den allgemeineren Fillen, wo beide Strahlenbiindel, sowohl
das einfallende wie das auslaufende, schrig gegen die Ebene der
QOeffnung gerichtet sind, werden wir dieselbe Construction auf beiden
Seiten der Oeffnung zu wiederholen haben, wie dieses in Fig. 25
ausgefiithrt ist. Es sind dann die beiden Strecken ac¢ und ad zu-
sammengenommen gleich der Differenz der Weglinge, und das Zu-
standekommen der Maxima und Minima ist dann dadurch bedingt,
dals die Summe dieser beiden Strecken 1 oder % oder 3 u. s. w.
Wellenlangen betriigt.

Aus dieser ganzen Betrachtung geht hervor, dafls sowohl die
Grofse der Oeffnung als auch die Gréfse der Wellenliinge von Ein-
fluls auf die Lage der verschiedenen Maxima und Minima der ge-
beugten Strahlen ist. Bei derselben Oeffnung werden kiirzere
‘Wellenlingen dichter neben einanderliegende Maxima haben, weil
fur sie die Zunahme von ac (Kig. 24) bez. ac + ad (Fig. 25) um
eine gleiche Anzahl von Wellenliingen eine geringere Aenderung der
Richtung erfordert, als fiir grofsere Wellenliingen. Andererseits muls
fiir dieselbe Wellenliinge bei einer kleineren Oefinung eine stirkere
Ablenkung des gebeugten Lichtes vorhanden sein, ehe die fiir die
Maxima erforderlichen Wegdifferenzen eintreten. Maxima und
Minima liegen also um so dichter an einander, je kleiner die
Wellenléinge und je grifser die Oeffnung ist. Wenn man nicht
homogenes, sondern weilses Licht benutzt, so entstehen farbige Inter-
ferenzerscheinungen, weil die Maxima und Minima bei derselben
Oeffnung fiir die verschiedenen Wellenlingen nicht auf die gleiche
Stelle fallen.

§ b6. Die Erscheinungen bei einem Gitter,

Wir wollen nun annehmen, dals mehrere gleich grofse spalt-
formige Oeffnungen in gleichen Abstinden vorhanden sind, und dafs
die einzelnen Oeffnungen selbst sehr schmal sind. Dann wird jede
von ihnen weit auseinanderliegende Maxima und Minima ergeben,
so dafs bereits das mittlere Maximum allein ein weit ausgebreitetes
Lichtfeld bildet. Die Maxima und Minima der verschiedenen Oefi-
nungen decken sich, weil wir die Grifse des ganzen Gitters als klein
gegeniiber den sonstigen Entfernungen voraussetzen. Innerhalb jedes
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einzelnen dieser Lichtfelder, von denen wir aber nur das mittlere
niher beriicksichtigen wollen, konnen nun die aus den verschiedenen
Oeffnungen heraustretenden Strahlenbiindel mit einander interferiren
und dadurch in ihm wieder neue Maxima und Minima der Hellig-
keit erzeugen,

Fallen die Strahlen senkrecht auf das Gitter auf, so entsteht
der ganze Wegunterschied bei der weiteren Fortpflanzung in dem
zweiten Medium. Wenn wir nun von einem Punkte & der zweiten
Oeffnung (Fig. 26) ein Loth mb auf einen Strahl fallen, welcher
durch den entsprechenden Punkt a der ersten Oeffnung gegangen

a’ b ort ar e r
/

Fig. 26.

ist, und wir hierbei von ihm eine einer ganzen Wellenléinge gleiche
Strecke am abtrennen, so wird der zweite Strahl dieselbe Phase
wie der erste haben, und die Wirkungen werden sich addiren.
Aber auch der dritte Strahl wird dann dieselbe Phase besitzen,
und ebenso jeder folgende, so dals simmtliche Strahlen sich gegen-
seitig verstiirken.

KEs ist nun sofort ersichtlich, dafs bei allen Wegdifferenzen, die
einer ganzen Zahl von Wellenlingen gleich sind, die Strahlen ein-
ander verstiirken. Man erhiilt also in ungefithr gleichen Abstiinden
zu beiden Seiten der ungebeugt durchgehenden Strahlen eine Reihe
von Maxima der Helligkeit. Dieses sind die hellen Linien, welche
man wahrnimmt, wenn man durch ein fein geritztes Gitter nach
einer hellen Lichtlinie hinsieht, die monochromatisches Licht aus-
sendet. Ist das Licht vielfarbig, so sind die Wellenlingen fiir die
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rothen Farben grofser als fiir die blauen, und es wird dann jedes
solche Nebenbild in ein Spectrum ausgezogen.

Diese Helligkeitsmaxima sind aulserordentlich schmale und feine
Linien, weil unmittelbar neben ihnen Stellen grifster Dunkelheit
liegen.

Diese dunklen Linien kommen in folgender Weise zu Stande:
Denken wir uns, dafs nicht zwischen den Strahlen zweier benach-
barten Oeffnungen, sondern der beiden Hulsersten an den Riindern
des Gitters gelegenen Oeffnungen ein Wegunterschied einer ganzen
Wellenliinge besteht, gs0 wird in der Mitte des Gitters ein Strahl
vorkommen, der um eine halbe Wellenliinge von dem einen der
beiden Strahlen differirt, und fiir jeden Strahl in der einen Hilfte
des Gitters werden wir in der zweiten Hiilfte einen anderen haben,
der von ihm sich um eine halbe Wellenliinge unterscheidet, also seine
Wirkung aufhebt. Dasselbe wird der Fall sein, wenn die Weg-
differenz zwischen den beiden Riandern des Gitters zwei, drei u. s. w.
Wellenliingen betriigt. Hs treten in diesen Richtungen also immer
dunkle Linien auf. Ausnahmen bilden aber diejenigen Richtungen,
in denen diese Wegdifferenz oder ein aliquoter Theil derselben so-
viel ganzen Wellenliingen gleich ist, als die um 1 verminderte Zahl
der Oeffunungen des Gitters betriigt. Es sind dieses die Richtungen,
welche wir soeben bereits eingehend besprochen haben und in denen
wir das Zustandekommen von Helligkeitsmaxima nachwiesen. In
ihnen ist eben die Wegdifferenz fiir zwei benachbarte Oeffnungen
gleich einer Wellenlinge oder gleich einem ganzen Vielfachen einer
Wellenliinge. Aendert sich die Richtung aber so, dals die Differenz
der Wegliinge der durch die beiden fulsersten Oeffnungen laufenden
Strahlen sich um eine Wellenliinge #ndert, so haben wir Stellen
volliger Dunkelheit. Diese Richtungsiinderung ist nun bei Gittern
mit grofser Oeffnungszahl ungemein gering, und daher sind jene
Helligkeitsmaxima sehr schmale scharf begrenzte Streifen.

Die bisher besprochenen Helligkeitsmaxima liegen also da, wo
in regelmifsiger Folge Stellen villiger Dunkelheit liegen miilsten.
Viel kleinere Maxima liegen zwischen je zwei jemer zahlreichen
dunklen Linien. Sie kommen da zu Stande, wo die Wegdifferenz
zwischen den beiden Rindern des Gitters eine ungerade Anzahl
von halben Wellenlingen betriigt. Sind es etwa drei halbe Wellen-
lingen, so konnen wir uns die Breite des Gitters in drei gleiche
Theile eingetheilt denken. Dann hebt der erste Theil den zweiten
in seiner Wirkung auf, weil jede Oeffnung in dem ersten Theile
dann eine andere in dem zweiten Theile findet, welche um eine

H. v. HeLmuovrz, Theoret. Physik. Bd. V. - 13
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halbe Wellenlinge verschieden ist, und nur ein Drittel der Oeffnungen
verstiirkt sich gegenseitig, so dafs relativ schwache Wirkungen in
diesen Maxima zu Stande kommen. Sie sind dazu noch durch
aufserordentlich eng an einander liegende Minima von einander ge-
trennt, so dals sie meistentheils, wie wir in § 54 schon sahen, in
Form eines mifsigen Lichtnebels zur Erscheinung kommen, der
zwischen den hellen Streifen liegt, die den Hauptmaxima ent-
sprechen, welche auf diesem hellen Nebelstreifen sich sehr deutlich
und stark abheben,

§ 57. Beugung an einer Oeffnung, deren Durchmesser kleiner
ist, als eine halbe Wellenlinge,

Wie wir im Bisherigen sahen, hiingen die eigenthiimlichen
Diffractionserscheinungen wesentlich davon ab, dafs beim Zu-
sammenvwirken des Lichtes, welches von verschiedenen Theilen einer
Oeffnung herkommt, im Allgemeinen diejenigen Strahlen, welche
durch verschiedene Punkte der Oeffnung hindurchgegangen sind,
Wegunterschiede darbieten, und sich dadurch beim Zusammentreffen
bald verstirken, bald schwiichen. Wenn wir z. B. eine Oeffnung ab
(Fig. 27) haben, an der das Lichtbiindel a"a 5% senkrecht auffallend
anlangt, und in einiger Entfernung irgend einen
Punkt P, in dem sich die Strahlen sammeln,
die nun von den verschiedenen Theilen der
Oeffnung ausgehen, so haben diese verschiedene
Wege zuriickgelegt. Denken wir uns um den
Punkt P als Mittelpunkt Kugeln construirt, so
werden solche Kugeln, deren Radien Unter-
1 schiede von je einer halben Wellenlinge haben,
| aus der Fliche der Oeffnung Streifen heraus
schneiden, deren Punkte Wellen aussenden, die
‘ sich, im Punkte P angelangt, um halbe Schwin-

a v gungen in ihrer Phase unterscheiden, so dafls

Fig. 27. mindestens ein Theil der Wirkung des ersten

Streifens durch diejenige des zweiten aufgehoben

wird, und ein Theil der Wirkung des dritten aufgehoben wird

von dem vierten, u. s. f. Deshalb sind die nach der Seite hin-
gehenden Wirkungen verhiltnifsmilsig klein.

Andererseits zeigen diese Betrachtungen auch, wie es sich fiir
verschieden lange Wellen verhalten wird. Wenn wir eine sehr enge

P
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Oeftnung haben, wir wollen einmal annehmen, eine Oeffnung, welche
kleiner als eine halbe Wellenlinge in ihrem Durchmesser sei, so wird
“es nicht mdoglich sein, von den verschiedenen Punkten derselben nach
irgend einem seitlich liegenden Punkte Linien zu ziehen, welche sich
um mehr als eine halbe Wellenlinge unterscheiden. Denn das von
dem einen Rande der Oeffnung auf einen Strahl, der am anderen
Rande vorbei geht, gefillte Lioth, schneidet von dem Strahl ein Stiick
ab, welches jedenfalls kleiner ist, als die Breite der Oefinung, also
kleiner als eine halbe Wellenliinge. Die Strahlen miissen sich also
alle gegenseitig verstiirken, auch diejenigen, welche weit nach der
Seite hin fallen. Daraus folgt, dals wir durch Oeffnungen, welche
geringeren Durchmesser haben als eine halbe Wellenlinge, nach
allen Richtungen Licht sehen werden, wenn auch nur in einer
Richtung Licht auffillt. Kin Wellenzug, der durch eine solche
Oeffnung hindurchgegangen ist, wird sich also jenseits dieser Oeff-
nung nach allen Richtungen verbreiten. Die Stirke der seitlich
ausgebreiteten Bewegung ist schwiicher, als die der geradlinig fort-
gepflanzten, weil fiir sie erstens die perspectivische Grofse der Oeff-
nung und der Querschnitt der Strahlenbiindel, die in dieser Richtung
gehen konnen, kleiner wird, und zweitens grifsere Wegunterschiede
vorkommen, wodurch die gegenseitigen Verstiirkungen nicht so grofs
sein werden als fiir die mittleren Richtungen.

Wenn also ein Strahlenbiindel durch eine Oeffnung, welche
enger ist als eine halbe Wellenlinge, hindurchgeht, so wird sich
jenseits der Oeffnung gar kein Strahl mehr ausbilden, sondern die
Wellenbewegung wird sich nach allen Seiten hin verbreiten, unge-
fihr, wie bei einer Kugelwelle, die von einem einzelnen Lichtpunkte
ausgeht. Beim Schall kommt dieses Phinomen sehr hiufig vor,
denn es sind in vielen Fillen die Oeffnungen, durch welche der
Schall hindurchgeht, kleiner, als die Hiilfte der Wellenliingen. Bei
den tieferen Tonen, an den unteren Grenzen der musikalischen Scala,
haben wir Wellen, welche bis zu 32 Fufs lang sind. Thnen gegen-
iiber sind unsere Fensterdfinungen immer noch klein, und daher er-
kliirt es sich, dafs namentlich tiefe Thne jenseits von einem gedff-
neten Fenster nach allen Richtungen gleich gut gehort werden.
Wenn wir also durch eine sehr enge Oeffnung nach einem feinen
hellen Lichtpunkt hinblicken und einen breiten Lichtschein sehen,
so ist das derjenige Ausnahmefall, wo die Bewegung des Lichtes
sich der Art anschliefst, wie sich die Bewegung des Schalles aus-
zubreiten pflegt. Das Entgegengesetzte tritt ein, wenn die Wellen-

linge, verglichen mit der Weglinge und der Breite der Oeffnung
18*
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aulserordentlich klein ist. Das ist der beim Lichte am meisten
vorkommende Fall; bei ihm lifst sich in der That zeigen, dals
dann eine ausschliefslich geradlinige Aushreitung der Strahlen statt-
findet.

Fiinfter Abschnitt.

Durchgang der Lichtbewegung durch eine Oeffnung
von beliebiger Form unter der Annahme unendlich kleiner
Wellenliinge.

& 58. Ankniipfung an frithere Ergebnisse.

Nachdem wir hisher einzelne Beispiele der Diffraction an engen
Oeffnungen behandelt haben, wollen wir nun allgemein die durch
irgend eine beliebige Oeffnung fortschreitende Bewegung der Licht-
wellen untersuchen, namentlich fiir den am hiufigsten vorkommen-
den Fall, dals die Wellenlingen sehr klein sind sowohl im Vergleich
zu der Groilse der Oeffnungen, durch welche das Licht hindurch-
geht, als auch im Vergleich zu den vom Lichte zuriickgelegten
Entfernungen.

Wir haben frither gefunden, dals

_ Dos{kr) (243)

r
eine Losung der Differentialgleichung

Ay + Py =0 (244)

darstellt, welche in dem Punkte » = 0 eine Ungiiltigkeitsstelle hat.

Frither (§ 44) haben wir den Green'schen Satz auf Functionen

dieser Art, d. h. auf Functionen, welche Lisungen dieser Differential-

gleichungen sind, angewendet. Wenn wir mit ¢ eine zweite Function

bezeichnen, die der Gleichung (244) geniigt, so ergab sich damals
(Gleichung 206b)

dy d
47, =f(gp 5‘% - %)rz’m (245)

wo ¢, den Werth von ¢ in einem Punkte » = 0 bedeutet und wo
das Integral der rechten Seite iiber irgend eine den Punkt O ein-
schliefsende Fliche zu erstrecken ist.
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§ 59. Anwendung auf einen Raum, der durch einen
absolut schwarzen Schirm mit einer beliebigen Oeffnung in
zwei Hilften getheilt ist.

Wir nehmen nun an, dafls der ganze Raum durch eine dunkle
Scheidewand, welche eine beliebig gestaltete Oeffnung enthiilt, ge-
theilt sei; diese dunkle Scheidewand habe die Eigenschaft, dals sie
von allen Lichtbewegungen, die ihre Oberfliiche treffen, weder etwas
durchlifst noch reflectirt. Streng genommen trifft diese Annahme
bei keinem thatsiichlich vorhandenen Kiorper zu; aber wir kennen
doch eine Menge tiefschwarzer Korper, welche sich dieser Annahme
sehr niithern.

Wir wollen nun die Lichthewegung untersuchen, welche in dem
Punkte 0 sich sammelt, nachdem sie, von dem Punkte 1 ausgehend,
durch die Oeffnung m» in dem absolut schwarzen, nach den Seiten
hin beliebig weit ausgedehnten Schirm hindurchgegangen ist (Fig. 28).
Dann wiirde also eine geschlossene
Fliche, welche den Raum S vollstin- -0
dig umgiebt, bestehen konnen 1) aus S
den beliebig weit entfernten bis an den
Schirm reichenden Grenzen, 2) dem /
schwarzen Schirm, und 3) einer be- E
liebigen, die Oeffnung mn schlielsen-
den Fliiche, welche in der Figur durch
die feine ausgezogene Linie angedeutet o1
ist. Um den Werth von ¢,, also Fig. 28.
den Werth von ¢ im Punkte 0 zu
finden, miissen wir das Integral der Gleichung (245) iiber diese
ganze Fliche ausdehnen. Der Theil des Integrals, der sich auf
die weit entfernten Grenzen bezieht, kann gleich Null gesetzt
werden, ‘ndem wir annehmen, dals hierhin noch keine Licht-

bewegung gelangt ist, ¢ und ggr also verschwinden. Ebenfalls ist

derjenige Theil, welcher sich auf die Oberfliche des schwarzen
Schirmes bezieht, gleich Null, weil hier die ganze Lichtbewegung
vernichtet wird, so dafs also nur die Fliche zur Beriicksichtigung
iibrig bleibt, welche die Oeffnung schliefst. Es ist nun zuniichst zu
untersuchen, ob der Werth des Integrales von der Fithrung dieser
Fliche unabhiingig ist. Zu dem Zwecke legen wir durch die Oeff-
nung eine zweite, in Fig. 28 durch die punktirte Linie angedeutete
Fliche, so dals also jetzt die beiden in der Oeffnung liegenden
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Flichen einen geschlossenen endlichen Raum vollig begrenzen. Das
Integral itber die gesammte Oberfliche dieses Raumes hat nun, wie
wir oben gesehen haben, fiir den Punkt 0, der hier ein Aulserer ist,
den Werth Null, wobei aber die Normalen simmtlich in das Innere
dieses Raumes hinein zu nehmen sind, so dals sie also fiir die eine
unserer beiden die Oeffnung schlielsenden Flichen auf den Punkt 0
zugerichtet, fiir die andere aber von ihm abgewandt sind. Da das
gesammte Integral gleich Null ist, so ist also das Integral iiber die
eine Fliche gleich dem negativ genommenen Integral iiber die
andere Fliche, d. h. gleich dem Integral iiber die andere Fliche,
wenn die Normalen hier umgekehrt werden, also ebenfalls dem
Punkte 0 zugewandt sind. KEs ergiebt sich daraus die wichtige
Folgerung fiir die Theorie der Diffraction, dals es einerlei ist, wie
wir die Fliche ziehen, durch welche wir uns die Oeffnung in dem
dunklen Schirm verschlossen denken. Jede Fliche, welche die
beiden Theile des Raumes vollstindig von einander trennt, muls
denselben Werth des Integrales geben, und es folgt daraus, dals
die Werthe der Funection ¢ in dem jenseits liegenden Raume nur
von der Form der Grenzlinie der Oeffnung abhingen.

Physikalisch erscheint das selbstverstiindlich; denn eine solche
Grenzfliche wiirde ja immer nur eine gedachte sein; aber dals
unsere mathematischen Ausdriicke wirklich dieser Bedingung Ge-
niige leisten, und dals unsere Analyse in dieser Weise zu einem
richtigen Resultate fithrt, mulste erst nachgewiesen werden. KEs
bleibt nur als Bedingung bestehen, dals die Grenzfliiche in der Weise
gewithlt sein muls, dafls sie die Oeffnung des Schirmes vollstindig
schliefst.

§ 60. Annahme bestimmter Functionen fiir die
Wellenpotentiale.

Wir wollen nun fiir unsere Functionen @ und i bestimmte
Annahmen machen, und zwar wollen wir setzen:

cos (kr,)
‘a"u

und (247)
cos(kr, —ni)

5!

wo 7, die Entfernung vom Sammelpunkte 0 der Strahlen, d. h. also
von dem Punkte, fiir den wir die Lichthewegung finden wollen, und
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r, die Entfernung von dem Ausgangspunkte 1 der Strahlen be-
zeichnet.
Dadurch formt sich unsere Gleichung (245) um in:

cos(kr, —nit) dr, O [coskr
e[ =202 2 ok

51 0

(245 )
Bemkn, 0n @ [oouks, = M))],,w

ry, ON Or | r
Hierin ist, da der Sammelpunkt 0 im Innern des Raumes liegen
muls, iiber den sich das Integral erstreckt, die Richtung von N nach
der Seite der abnehmenden Werthe von », zu nehmen. Fiihren

wir die vorkommenden Differentiationen aus, so ergiebt sich:

_ [[eoskr, @r, |ksin(kr, —nf) cos(kr, —nt)
o [ 2 o

(245b)
_cos(kry — nt) ar, [L%m(fmm 4 cnskroﬂdw
P

o aN Tl o,

0 o

wobei also das Integral nur iiher die gedachte Fliche auszudehnen
ist, welche die Oeffnung in dem schwarzen Schirm verschlielst.

Wenn wir dieselben Betrachtungen, die wir auf die Gleichung
(245) angewendet haben, auch auf die Gleichung (209) anwenden,
wonach fiir irgend eine geschlossene Fliche

- @ [sin(kr,) sin(kr,)) O¢
D_ﬂSC”a_N\ ) =l 28 ao

ist, so erhalten wir entsprechend der Gleichung (245b) fiir
sm (kr1 — nt)

sin k 7, 6’r J keos(kr, —nt)  sin(kr, — nt)
f— l et e LG + ._,E___

4 L6}

_sin(kr, —ni) dr, {_kcoskﬁﬁ_sin(ﬂ:rﬂ)}]dw
¥ ‘ON To Tol

Ziehen wir die rechte Seite dieser Gleichung von der rechten Seite

der Gleichung (245b) ab, so ergiebt sich

(0r, Or,
T =f[?~u_1('ﬁr—av)s‘“( Co ) —ni)
1 (1 8r, 1 8 i
(n 9N " 7,'® oJeos bt ) =) J

(245¢)

LA



200 VIERTER THEIL. FUNFTER ABSCHNITT. § 61.

§ 61. Einfiihrung elliptischer Coordinaten.

Zur Ausfithrung des Integrales der letzten Gleichung (245¢)
wollen wir andere Coordinaten benutzen. Zu diesem Zwecke ziehen
wir eine gerade Verbindungslinie zwischen dem Stérungspunkte 1
und dem angenommenen Sammelpunkte 0, welche wir im Nach-
folgenden stets als Axe bezeichnen wollen. Diese Verbindungslinie
nehmen wir als 2-Axe, und zwar ihre Mitte als Nullpunkt an und
lassen # in der Richtung von 1 nach 0 hin wachsen; die Entfernung ¢
von dieser Verbindungslinie bilde die andere Coordinate. HKs stellt
dann ¢ die Linge des Lothes dar, welches von einem in beliebiger
Richtung seitlich gelegenen Punkte auf die z-Axe gefillt wird.
Ferner denken wir uns eine Reihe von Ebenen durch die a-Axe
hindurch gelegt, deren Neigungen gegen eine beliebig unter ihnen
ausgewithlte mit ¢« bezeichnet werde. Diese Ebenen wollen wir im
Folgenden ,Meridianebenen¥ nennen.

Nunmehr wollen wir unsere Coordinaten weiter umformen, in-
dem wir in jeder Meridianebene sogenannte elliptische Coordinaten
benutzen. Zu diesem Zwecke setzen wir:

x=4+A4.Y1 —p2.Jy1+ 42 (248)
und
o=4.p.0 ' (249)

wodurch zwei neue Variable, ¢ und o, eingefithrt und in ihrer Be-
ziehung zu den alten Coordinaten = und ¢ definirt sind. Dabei
soll 24 gleich dem Abstand der Punkte 0 und 1 sein. Fiihren wir
den Werth von ¢ aus Gleichung (249) in Gleichung (248) ein, so
ergiebt sich, nachdem wir quadrirt haben:

2 2 2 02
x =A'.(1—p).(1+;-1—2:&2)
oder nach Division durch A42?.(1 — p?):

2 2

@ 0
A%(1 —ud)  A%pl

=1 (250)

Das ist aber die Gleichung einer Hyperbel, und zwar einer Hyperbel,
deren reelle in die z-Axe fallende Hauptaxe die Linge 4.Y1 — u?
und deren Nebenaxe die Linge A.p hat, deren Brennpunkte also
den Abstand 2 4 besitzen und mithin in die Punkte 0 und 1
fallen.
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Fithren wir aber den Werth von u aus Gleichung (249) in
(Gleichung (248) ein, so erhalten wir analog:

0

2
zi=u4%.(1 +o'2).(1 - A%—*)

oder
x? 0
Pt 2

(251)

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, deren halbe grofse Axe gleich
A.Y1 + 6% und deren halbe kleine Axe gleich 4.5 ist, deren
Brennpunkte also auch den Abstand 2 4 besitzen und in die Punkte
0 und 1 fallen. Die Beziehungen auf die beiden Axen der Ellipse
konnen nicht mit einander vertauscht werden, da bei reellem Werthe

von ¢, den wir voraussetzen wollen, stets 4.1 4+ ¢> > 4.0 ist.

Es zeigt sich also, dals die Curven von gleichem u und von
gleichem o Kegelschnitte sind, und zwar bilden die u-Curven ein
System von Hyperbeln und die ¢-Curven ein System von Ellipsen.
Allen diesen Curven ist 4, der halbe Abstand der beiden Brenn-
punkte von einander, gemeinsam.

Ueber die Gestalt der verschiedenen Ellipsen ist nun Folgendes
zu bemerken:

Wenn o = 0 ist, so wird die kleine Axe der Ellipse, die ja
gleich 2 4o ist, verschwinden, d. h. die Ellipse wird sich in die
grofse Axe, also in eine Gerade zusammenziehen, und zwar ist deren
Linge, die allgemein gleich 2 4.)1 4 o2 ist, hier gleich 24. In
demselben Maalse, wie ¢ wiichst, wachsen auch die kleinen Axen
der Ellipsen, sie bekommen aber auch, da der Abstand der Brenn-
punkte derselbe bleibt, grifsere grofse Axen, und zwar sind die-
selben gleich 2 4.)1+ 6% Fiir sehr grofse Werthe von o gehen
die Ellipsen, da dann der Unterschied zwischen der grolsen und
kleinen Axe, 2 A und 2 4.}y 1 + o* verschwindet, in Kreise iiber,
deren Radius gleich 4.6 zu setzen ist. Ks ist demnach ¢ eine
Grofse, die von Null his Unendlich wachsen kann. Den Werth Null
hat sie in der Verbindungslinie der Brennpunkte, den Werth Un-
endlich in allen unendlich weit entfernten Punkten.

Ueber die Abhéingigkeit der Gestalt der verschiedenen Hyper-
beln von dem Parameter u ist Folgendes zu sagen:

Ist 4 = 0, so haben wir den einen Grenzfall, dals die beiden
Hyperbeliste sich reduciren auf die beiderseitigen Verlingerungen
der zwischen den Brennpunkten gezogenen Verbindungslinie. Die
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Liinge der Hauptaxe ist in diesem Falle gleich 2 4, wihrend die
Nebenaxe sich auf Null zusammenzieht. Lifst man nun p wachsen,

so nimmt die Hauptaxe stets ab, da sie gleich 24.)1 — u? ist,
wihrend die Linge der Nebenaxe A4.p wiichst. Bei p =1 ist der
andere Grenzfall erreicht, indem dann die Hauptaxe gleich Null
geworden ist, und die beiden Hyperbeliste in jeder Ebene mit der
o-Axe zusammenfallen.

Um also simmtliche moglichen Ellipsen und Hyperbeln zu er-
halten, welche die beiden in dem Abstande 2 4 von einander ent-
fernt liegenden Punkte zu Brennpunkten haben, miissen wir o von
Null bis Unendlich und @ von 0 bis 1 variiren.

Indem wir uns nun in jeder Meridianebene alle diese Ellipsen
und Hyperbeln gezogen denken, entsteht eine Schaar von Rotations-
ellipsoiden und zweischaligen Rotationshyperboloiden.

Die Anwendung der elliptischen Coordinaten hat den Vortheil,
dafls fiir alle Punkte, die auf einem und demselben Ellipsoid liegen,
die Summe der Entfernungen », und r, also die Summe der Linge
der beiden Strahlen, denen wir zu folgen haben, wenn wir von dem
Ausgangspunkte der Strahlen zu irgend einem beliebigen Punkte
hingehen und von da weiter zu dem Sammlungspunkte der Strahlen,
immer die gleiche Grofse hat, und dafs also die Strahlen, welche
gleichzeitig von einem Brennpunkte ausgegangen sind, mit iiberein-
stimmenden Phasen in dem anderen Brennpunkte eintreffen und sich
dadurch gegenseitig verstirken. Die Strahlen von gleichem Werthe
des Parameters ¢ reprisentiren in der That diejenigen Strahlen, welche
in dem Sammelpunkte mit gleicher Phase wieder eintreffen. Wenn
wir uns also durch die Fliche der Oeffnung hindurch die Reihe der
Ellipsoide construirt denken, bei denen die Grifse k(r, + r,) um je
eine halbe Wellenliinge zunimmt, so wird jeder dadurch aus der
Fliche der Oefinung herausgeschnittene Ring Strahlen enthalten,
welche sich in ihrer Wirkung beim Eintreffen in dem Sammel-
punkte verstirken, withrend die Strahlen benachbarter Ringe sich
gegenseitig schwichen, :

§ 62. Die Eigenschaften elliptischer Coordinaten.

Bevor wir von den elliptischen Coordinaten zur Umformung
des Integrales der Gleichung (245¢) Gebrauch machen konnen,
miissen wir einige allgemeine Figenschaften derselben und einige
aus ihnen sich ergebende Formeln ableiten.
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1. Zunichst wollen wir nachweisen, dafs in jeder Meridian-
ebene die beiden Systeme von Kegelschnitten orthogonale Systeme
sind, d. h. dals jede Curve des einen Systems rechtwinklig von jeder
Curve des anderen Systems geschnitten wird. Aus den Gleichungen
(248) und (249) ergiebt sich fiir einen constanten Werth von o

da = :F———A—— '|/1 +a?.dp
Y1 —p? (252)
und
do=A.o.dp,

fiir einen constanten Werth von u aber

dr = + V1 —p?.do

V1+ : (259)
do=A.p.da

und

Die Tangente des Winkels, den eine irgendwo an die Curve ge-
legte Tangente mit der z-Axe macht, erhalten wir durch Bildung

? i d =
des diesem Punkte der Curve entsprechenden Quotienten d—z Wenn
wir diesen Winkel fiir die Curven mit constantem ¢ mit e,, hin-
gegen fiir die Curven mit constantem u mit «, bezeichnen, so er-

giebt sich:

L]

a 1 —uw
tgw, = F —
g ki w 1+ o
und (254)
I 1+ o
tg ey, + D_' 1= lu‘z
Es ist also:
tg e, = — cotg ez, (255)
und daher:
=, + (255a)

Die Tangenten der beiden Curven stehen also auf einander senk-
recht, und die Curven selbst, die Ellipsen und die Hyperbeln,
schneiden sich stets rechtwinklig.

2. Die grofse Axe der Ellipse, welche gleich 2 4.1 + ¢*
entspricht der Summe der Brenmnstrahlen 7, und r,, so dals also:

24.Y1 +02=r, +n, (256)
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withrend bei den Hyperbeln die Differenz der Brennstrahlen gleich
der reellen Axe der Hyperbeln ist, so dals also

+24. Y1 =p2=r —r,. (257)

0

Aus diesen beiden Gleichungen folgt:
y,=Ad. (]f’_i +a? L Y1 — u?)

und - - (258)
ro=A.(V1+ o> F VY1 — ud).

Damit haben wir aber die beiden Entfernungen, welche der be-

treffende Punkt von den beiden Brennpunkten hat. Aulserdem er-
giebt sich

0r Anp
A g

und (259)
6 *o 4 [

i '_'JT___T )
a.ﬂ ]f]_ — IU-E
so dalfls also
o e (2594)

was auch daraus gefolgert werden kann, dals » 4+, von u un-
abhiingig ist. Ferner folgt aus den Gleichungen (258)

ry vy = A (62 + 1), (260)

Bevor wir nun aber die hier erhaltenen Werthe benutzen konnen,
miissen wir eine geeignete Festsetzung itber die Form der Grenz-
fliche machen, iiber welche wir das Integral der Gleichung (245c¢)
auszudehnen haben.

§ 63. Annahme iiber eine bestimmte Form der ideellen
Grenzfliche, welche die Oeffnung verschliesst.

Die Grenzfliiche, welche die Oeffnung in dem schwarzen Schirme
verschliefst, und iiber welche wir die Integration ausdehnen miissen,
wollen wir uns nun gebildet denken: erstens, aus lauter schmalen
Streifen der Rotationshyperboloide @ = const., die von je zwei un-
endlich wenig gegen einander geneigten Meridianebenen ausge-
schnitten werden und sich von den einzelnen Elementen der Oefi-
nungsgrenze bis zu der Geraden 01 erstrecken; zweitens, aus
denjenigen unendlich schmalen Stiicken der Meridianebenen, welche
die Verbindungen zwischen den eben genannten Streifen bilden,
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also von zwei Hyperbelstiicken begrenzt sind, deren Parameter u
nur um unendlich wenig von einander differiren.

Es tritt damit, genau genommen, freilich eine Aenderung in
der Curvenfithrung der Oefinung ein; denn wir haben nunmehr eine
eckige Curve, welche abwechselnd aus den Projectionen der ur-
spriinglichen Curvenelemente auf die Meridianflichen und aus dazu
senkrechten Stiicken besteht. Da diese beliebig klein angenommen
werden konnen, so kann die Anniherung an die urspriingliche
Curve beliebig weit getrieben werden, und daher ist es berechtigt,
die neue Curvenfithrung an die Stelle der bisherigen zu setzen.

Weil sowohl #, wie » in die Meridianebenen fallen, so ist fiir

0 1
die letztgenannten Theile unserer Integrationsfléiche

Or, 0Or
av=an=" (261)

und wir haben daher das Integral unserer Gleichung (245¢) nur
iiber die Hyperboloidstreifen auszudehnen. Bei diesen fitllt aber die
Richtung der Normalen N in die Schnittlinien der Flichen von
constanten o-Werthen, also der Rotationsellipsoide, mit den Meridian-
ebenen. Wiihrend in Richtung dieser Lothe & constant bleibt, wird
aber p sich éndern. Die Differentialquotienten nach N werden sich
also durch die Differentialquotienten nach p ausdriicken lassen.

Da das Linienelement 4 NV in einer Meridianebene liegt, so ist
hier zu setzen:

dN? = da® + do? (262)

und zwar miissen wir diejenigen Werthe von dz und dg nehmen,
welche einer Aenderung von u bei constantem ¢ entsprechen. Nach
unseren Gleichungen (252) sind diese:
A
dx— - ¢ — i_?

1+o0%.du
1—p

und
do=Ad.o.dpu.

Und daher ist:

2 2
P Bt il P (2623)

Also ist:




206 VIERTER THEIL. FUNFTER ABSCHNITT. § 63.

oder
o _ 1 J1—p? 262
oN = a l/&wﬁ‘ e
Nun ist aber:
6?'1 6‘?‘1 ou

ON " 6u ON
und indem wir hierin aus den Gleichungen (259) und (260) die
Werthe einsetzen, ergiebt sich:

dr _ _Ap 1 f1-p?
ON " ]ﬁ Rl I
Oben ist festgesetzt, dals die Normalen nach der Seite gezogen sein

sollen, auf der der Punkt O liegt. Es muls also », mit N wachsen,
d. h. of ist positiv. Mithin ist

ON
ar, 4
Lol S B 263
e (263)
Zufolge Gleichung (2594a) ist dann:
ar, w

Fithren wir diese beiden letzten Werthe und aus Gleichung (260)
den Werth

7oy = A%. (0% + p?)
in das Integral der Gleichung (245¢) ein, so erhalten wir, indem
wir das Integral der Uebersichtlichkeit halber in zwei Integrale
zerlegen

43‘?0:[3{(654—#2)']/631#& sm( % +")_""‘)dm (264)
- (nsl_hu ( 1 3 _:_ ]/_ij-ﬁ_f cos (k(ry+7)—nt)dw

oder, wenn wir beachten, dals

7% =f 42.(o? +2p§);m e i b (264a)

— o
+f 2uY1+o cos (2kAY1 + 6 —nt)dw

A2 (62 + 122 Vo? + 1
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Es ist nunmehr noch der Werth des Flichenelementes dw in den
neuen Coordinaten auszudriicken. Wir gelangen dazu durch fol-
gende Betrachtung:

Die Breite eines Hyperboloidstreifens, iiber deren Gesammtheit
sich die Integration erstreckt, ist an jeder Stelle gleich o.d e, wenn
de die unendlich kleine Neigung zwischen den beiden Meridian-
ebenen bezeichnet, welche den Streifen seitlich begrenzen. Wir
wollen nun als Flichenelement das unendlich kleine Rechteck
withlen, dessen Breite gleich ¢.de« und dessen Linge gleich d7 ist,
wenn wir unter 4! ein Element der Schuittlinie einer Meridian-
fliiche mit einem Hyperboloid verstehen. Diese Schnittlinie ist ein
Stiick einer Hyperbel. Es ist nun:

Al = da? + d g2, (266)
wobei aber zu beachten ist, dals wir bei der Berechnung von dz

und dg, weil dl auf einer Hyperbel liegt, u constant annehmen
miissen. Dann ist nach den Gleichungen (253)

A.o

dz = iV—lfr.Vl —ut.da
und
do=A.p.de
und demnach
2
iP = lia* [0'2 (1— ) + p2(1 +o’2):l da?
Aﬂ
=W-(03—|—p2).daz
oder
dl = Vl-i Vo +p*.do. (267)
Es ist also
do = p.de.dl
268
Vl VYol + pPde.do l (268)
+

oder, wenn wir fiir p aus Gleichung (249) seinen Werth

o=4d.0.p
einsetzen,

dw=A%.0.u- 1/1:# cde.do. (268a)
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Dadurch verwandelt sich aber Gleichung (264a) in:

B 2k o p? 1 © T
47, _-ffgs +—-Iu 1+Esm AA][I + 6* —nt)dedo

+ff 2+ e -cos(2kAY1 -i—?—nt)dada
Wir fithren nun eine neue Integrationsvariable ein, indem wir
s=J1+ ¢* (269)

Pt pt=p+ s —1 (269a)
odo=sds (269Db)

(264b)

setzen; dann ist

und somit wird
2k p? ;
4, = W;—lfesn:l(i.‘}ui.sr-—nz)d,’ctds

2spu?
+ff B ra=Tp 5C08(2k As—=ni)dads

Wir kénnen nun das erste Integral partiell integriren, wodurch die
Grifse %, sofern sie micht in dem Argument des Sinus vorkommt,
weggeschafft wird. Es ist:

ff 2"‘;‘ sin(2kAs —nt).de.ds
s

__ [#P.cos 2k As — ni)
- - [ e

©?. cos 2&As—nt) 0 1
+aef" as(zwﬂ—l)"“ beet

—_ — pi —_
= fz!-(32+.u2 0 -co8(2kAds—nt).de

._.ffl (pz_:ﬂlz Ty ccos(2hkAs—nt).de.ds

Wenn wir diesen Werth in Gleichung (264 c¢) einsetzen, heben sich
zwel Integrale fort, und wir erhalten:

u
A @, = —
T f -

(264c)

cos(2hkds—nl)-de. (264d)
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Die horizontalen Striche, zwischen welche der unter dem Integral-
zeichen stehende Ausdruck eingeschlossen ist, bezeichnen, dals er
zwischen den Grenzen zu nehmen ist, die fiir das partiell integrirte
Integral vorgeschrieben waren. Diese Grenzen sind hier durch die
Ausdehnung der Oeffnung gegeben.

Da wir an Stelle des Parameters o jetzt die Variable s ein-
gefithrt haben, so ist zu beachten, dals in der Axe, d. h. also, in
der Verbindungslinie der beiden Brennpunkte, s = 1, weil hier ¢ =0
ist. Aufserhalb der Axe ist ¢ > 0, und daher s > 1. Fiir unend-
liche Entfernung werden beide, ¢ und s, unendlich grofs. Wenn
also die Oeffnung des Schirmes sehr grofs ist, so wird s einen ver-
hilltnifsmiifsig hohen Werth annehmen kénnen, wihrend u? als
Maximum nur den Werth 1 erreichen kann. KEs ist aber ersicht-
lich, dafs an der unteren Grenze nur dann s =1, also ¢ = 0 ist,
wenn die Axe durch die Oeffnung hindurch geht. Schneidet da-
gegen die Verbindungslinie die Oeffnung nicht, kinnen also die
Strahlen nicht geradlinig von dem Ausgangspunkte des Lichtes zu
dem Sammelpunkte gelangen, so kommt der Werth s = 1 nicht vor,
sondern dann wird auch fiir die untere Grenze ein Werth s > 1 zu
setzen sein, und zwar werden fiir die verschiedenen Werthe von e,
also fiir die verschiedenen Meridianebenen auch verschiedene Werthe

fiir die untere Grenze von s eintreten. »

§ 64. Integration des fiir das Wellenpotential ¢, erhaltenen
‘Werthes.

Die in unserer Gleichung (264e) vorkommende Integration ist
nach e auszufithren, d. h. also, nach dem Winkel, den die Meridian-
ebenen mit einer beliebig festgesetzten Khbene bilden. Fiir jede
Meridianebene sind nun im allgemeinen die Grenzen von s ver-
schieden, und wir kinnen also e« als Function von s betrachten.
s ist daher gestattet, an Stelle von d& in unseren Integralen

d—ds zu setzen und in diesem Sinne die Integration auszufithren.
5

Bei dieser ist zu beachten, dafs die Nenner nothwendig positive
Grifsen sind, die sich nicht in kurzen Perioden iindern, sondern
im allgemeinen von gewissen kleinsten Werthen zu einem grofsten
Werthe wachsen.

Indem wir fir de die erwihnte Substitution machen, verwan-
delt sich die Gleichung (264d) in

- pz.cos(QkAs—nt)_d_u.d
dng, = f AP+ pr—1) ds ¢
H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. V. 14
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und hier haben wir, da wiederum s als Integrationsvariable auftritt,
dieselben Grenzen als Integrationsgrenzen, welche wir bisher durch
die horizontalen Striche andeuteten. Durch partielle Integration
ergiebt sich:

f,u cos(ﬂi;Asw-nt) de
A+ pi—1) " ds

u? ! de
- k 2A2(32+”2_1)-51n(2kAs nt)- e

(271)

da

1 u ds
f2A3 sin(2k 4s — ni)- d.s m—-_—l .ds

Wir haben nun zu iiberlegen, wie sich diese Ausdriicke ver-

halten, wenn % sehr grofs wird. Beide enthalten den Factor ;, und

dieser wird unendlich klein, wenn die Wellenlinge unendlich klein

wird, da &k = --2;:-- ist. Die Sinuswerthe sind immer echte Briiche,

kénnen also dadurch, dafs sie als Factor auftreten, keine unend-
lich grofsen Werthe hervorrufen; dasselbe gilt von dem Factor

u? . - : :
TEE =) wohl aber kinnten die Differentialquotienten

de e ; : :
Y und r unendlich grofs werden und dadurch bewirken, dals
selbst bei einem unendlich grofsen Werthe von % der betreffende
Theil des Gliedes noch beriicksichtigt werden miilste.

Wir brauchen also nur diejenigen Theile weiter zu beachten,
in denen einer der Differentialquotienten unendlich grols wird. Alle
itbrigen Theile verschwinden.

Fiir den Differentialquotienten %E tritt dieses zuniichst ein,
$

wenn die Grenzeurve der Oeffnung fiir eine gewisse Strecke auf
einem der Rotationsellipsoide liegt; dann wird sich*s auf dieser
Strecke nicht findern, withrend ¢ um einen endlichen Betrag wiichst.
An einer solchen Stelle wiirden wir demnach keinen Differential-

; d § ; ; 3
quotienten _di bilden konnen, und wir miilsten fiir diesen Theil
&

des Integrationsintervalles wieder auf die Form der urspriinglichen
Gleichung (264e), also auf die Form:

fp cos(?fuie—nt) o
1.(s% + p*— 1)
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zuriickgreifen, bei der die Integration aber ohne Weiteres leicht aus-
gefithrt werden kann. Denn sowie s constant ist, wird die Grofse,
iiber welche wir nach der wurspriinglichen Vorschrift integriren
sollen, ein constanter Factor, und zur Ausfithrung der Integration
brauchen wir diesen nur mit der Grifse ¢ des betreffenden Winkels
zu multipliciren. Ks ist dann also dieser Theil des Integrales gleich

p.cos(2kAds — nt) —
A @+p—1 <%

wo unter g, das im Allgemeinen eine Function von e ist, ein mitt-
lerer Werth verstanden wird.

Wenn die Verbindungslinie zwischen dem Ausgangspunkt und
dem Sammelpunkt durch die Oeffnung geht, so wird stets i—f
unendlich. Die untere Grenze des Integrals ist dann niimlich s = 1,
und zwar umfafst sie den ganzen Kreis, welcher die Verbindungs-

linie unmittelbar umgiebt, so dafs hier

@« =27
ist. o
Falls nun fiir keinen Theil der Grenzcurve der Oeffnung s
constant ist, kein endlicher Theil also auf einem der Rotations-
ellipsoide liegt, so wird, wie wir gesehen, die obere Grenze des
Integrals sehr klein, und es ergiebt sich unter Beriicksichtigung des
oben abgeleiteten Werthes der unteren Grenze

pE.cos(2k ds — ni) pi.cos(2k 4 — ni)
— de = 2
f Ad.(s* 4+ pu?—1) G A p? ¥
_2m.co8(2k 4 —ni)
n A

mithin
cos(2k 4 — ni)

P = 5 (272)

d. h. ¢, erhiilt denselben Werth, den es auch ohne den Schirm er-
halten wiirde. Liegt aber die Grenzcurve der Oeffnung ganz oder
theilweise auf einem jener Rotationsellipsoide, so tritt noch der auf
diese Grenze beziigliche Werth

p.cos(2kAds —nt) —
——— e ——— c‘
A@*+p2—1) —
hinzu. Dieser ist aber jedenfalls kleiner, als der von der unteren
14*
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Grenze herrithrende Werth; denn es ist, da in dieser Grenze s? > 1
sein mulfs,
—
s?4+p?—1
Liegt nur ein Theil der Oeffnung auf einem der Rotationsellipsoide,
so ist auch noch der Factor

2 1

E<2ﬂ.

Geht die Verbindungslinie zwischen Ausgangspunkt und Sammel-
punkt der Lichthewegung nicht durch die Oefinung, sondern durch
den schwarzen Schirm, so fillt der von der unteren Grenze her-
rithrende Haupttheil des Integralwerthes fort, und es bleibt eventuell
nur der stets viel kleinere zweite Theil bestehen.

Es ist zu beachten, dafs dieser zweite Theil des Integralwerthes
nur an ganz bestimmten vereinzelten Punkten vorkommen kann. Fr
wird, wie aus seiner Form hervorgeht, um so kleiner sein, je grifser
s bei constantem p ist, d. h. je grifser das Rotationsellipsoid ist,
auf dessen Oberfliiche das betreffende Stiick der Grenze liegt; er
wird ferner um so kleiner sein, je kleiner bei constantem s der
Werth von p ist, d. h. je mehr sich das Stiick der Grenze von der
auf der Mitte der Verbindungslinie senkrecht stehenden Kbene
entfernt.

Nun ist noch weiter der Fall moglich, dafls (fi an einzelnen

Punkten unendlich grofs wiirde, was dann bedeutet, dals der Werth
von s fiir diese Werthe von « ein Maximum oder Minimum wird.
Fiir den entfernteren Theil der Oeffnung wird sich stets ein solches
Maximum bilden. HKs wird auch immer ein Minimum auftreten;
aber wenn die Curve continuirlich gekriimmt ist, so wird man
diesen Fall als einen besonderen Fall des eben behandelten be-
trachten konnen, indem man den einen Punkt, an dem der Diffe-

rentialquotient (51: unendlich grofs ist, als eine unendlich kurze

Strecke betrachtet, die auf einem der Rotationsellipsoide liegt. Wir
miissen dann also auch hier wieder auf die urspriingliche Integral-
form
fp €08 2k As —nt) da
QA+ p2—1)
zuriickgehen; aber der bei der Integration auftretende Factor e«

wird hier gleich Null, da er zwischen unendlich nahen Grenzen zu
nehmen ist.
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Die bisherigen Ergebnisse unserer Discussion kénnen wir nun-
mehr dahin zusammenfassen, dafs die in Gleichung (271) angegebene
partielle Integration nur dann zu benutzen ist, wenn der im ersten
Gliede der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende Differential-

quotient ,f';_‘:_ einen endlichen Werth hat, dals in diesem Falle aber

das erste Glied selbst verschwindet.
Welchen Werth erhiilt dann aber das zweite Glied

u? de
1 d ds
_k_,f.QF.sm(?LAs—m}.g; P ds

unserer Gleichung (271)? Wird die Differentiation ausgefiihrt, so
erhiilt man

1 2
- f : ‘(#s+i—i—szd—”)-d—a-sin(QkAs—nt)ds

kJ 2 A . (s® 4 p® — 1) ds) ds
1 n? e
+ Efé‘zz‘-m-—dsg--slﬂ(gkﬁs—nt)dcgu
: d e i . dp .
Da hier = endlich vorausgesetzt wird und e o hichstens

in einzelnen Punkten der Grenze unendlich werden kann, was bei
der Endlichkeit von g das Integral nicht unendlich machen kann,

so wird das erste Integral wegen des Factors :—sehr klein. In dem
2

2

’ - e 7
zweiten Integral kinnte nun zwar 5 unendlich werden, aber unter
8

der gemachten Voraussetzung hichstens in der Weise, dals f %{:—ds

noch einen endlichen Werth giebt; unser Integral enthilt aulserdem
unter dem Integralzeichen nur noch Factoren, welche echte Briiche
sind, und soll ferner noch durch den unendlich grofsen Factor %
dividirt werden. Das Glied verschwindet daher.

Es ergiebt sich also, dals die rechte Seite der Gleichung (264 d)
fitr unendlich kleine Wellenliingen nur dann einen dauernd bleiben-
den Werth hat, wenn die Axe durch die Oeffnung hindurch geht.
Enthilt die Oeffnungsgrenze endliche Theile, die auf einem der
Rotationsellipsoide liegen, so treten noch endliche Theile des Inte-
grales auf, welche aber sehr klein sind, und von denen zu beachten
ist, dafs sie sich nur auf ganz bestimmte Awusgangspunkte und
Sammelpunkte beziehen; denn fiir die unmittelbar daneben liegen-
den Punkte, die eine etwas andere Lage der Axe bedingen, fallt
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dieser Theil des Integrales fort. Bei Vernachlissigung dieser Theile
haben wir also nach Gleichung (272)

cos(2k. 4 —nt
g BT 213)

Da nun aber 2 4 die Entfernung zwischen dem Ausgangs- und dem
Sammelpunkte der Lichthewegung ist, die wir hier einmal mit »
bezeichnen wollen, so dals also die letzte Gleichung die Form

. cos(k: nt) (74)
erhiilt, so zeigt sich, wie schon oben bemerkt, dafs in diesem Falle
@, in dem Sammelpunkte der Strahlen genau denselben Werth hat,
den es haben wiirde, wenn gar kein Schirm da wire. Das wird
der Fall sein fiir alle die Punkte, die man vom Ausgangspunkte
aus geradlinig erreichen kann, ohne auf den Schirm selbst zu treffen.
Hingegen wird im allgemeinen ¢, in allen denjenigen Punkten ver-
schwinden, wo diese Verbindungslinie den Schirm schneidet. Da-
durch ist also in der That die Lehre von der Strahlung des Lichtes
begriindet, aber nur als ein Grenzfall, welcher vollstiindig nur dann
eintritt, wenn diec Wellenliingen unendlich klein sind.

§ 65. Uebereinstimmung mit der Erfahrung.

Die thatsiichlichen Erfahrungen iiber die Fortpflanzung des
Lichtes sind nun in vollkommener Uebereinstimmung mit den eben
gemachten Auseinandersetzungen. Wir wissen aus dem alltiglichen
Leben, dafs, so oft wir Strahlen, namentlich solche, die von einem
sehr eng begrenzten Lichtpunkte ausgehen, durch Oeffnungen hin-
durchgehen lassen, welche verhiltnifsmifsig grofs sind gegen die
Wellenliingen des Lichtes, ein Lichtkegel entsteht, welcher von ge-
radlinigen Strahlen begrenzt ist. Die Grenze wird um so schiirfer,
je feiner der Lichtpunkt ist. Gewdhnlich haben wir es mit Licht-
quellen zu thun, welche eine gewisse Ausdehnung haben, und dann
sind auch die Schattengrenzen bis zu einem gewissen Grade ver-
waschen, weil dann die Schattengrenze fiir den einen Rand der
Lichtquelle an einer anderen Stelle liegt, wie fiir den anderen
Rand. KEs ist dann in einer gewissen Breite weder Vollschatten,
noch volle Lichtstirke, sondern ein sogenannter Halbschatten, in-
dem die Punkte dieses Raumes geradlinige Strahlen nur von einem
Theile, und nicht mehr von der ganzen Lichtquelle erhalten. Je
enger der Ausgangspunkt der Strahlen ist, je mehr er sich einem
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geometrischen Punkte in Bezug auf seine Ausdehnung nihert, desto
schiirfer sind also die Schattengrenzen.

Geht die Verbindungslinie zwischen dem Ausgangspunkte und
dem betrachteten Punkte gerade durch den Rand der Oeffnung,
dann bleibt von dem Integrationsintervall auf der linken Seite
unserer Gleichung (272) nur noch die Hilfte bestehen, und es wird
demnach die Lichtintensitit an einer solchen Stelle auf die Hilfte
derjenigen reducirt, welche in dem vollen Lichtkegel herrscht. Da
die Wellenliingen in Wirklichkeit nicht unendlich klein sind, so
wird in Wirklichkeit auch die Schattengrenze nicht absolut scharf
sein, sondern immer von schwachen Diffractionserscheinungen, ab-
wechselnd hellen und dunklen, bei weifsem Lichte aber auch far-
bigen Siumen umgeben sein. Ks finden sich noch Spuren anderer
heller Grenzlinien in dem dunkeln Raume, und dafiir tritt eine ge-
wisse Schwiichung des Lichtes in dem hellen Raume am Rande des
Schattens ein. Wir wollen hiervon aber von jetzt an absehen und
die vollig geradlinige Verbreitung des Lichtes annehmen.



	[Seite]
	Seite 165
	Seite 166
	Seite 167
	Seite 168
	Seite 169
	Seite 170
	Seite 171
	Seite 172
	Seite 173
	Seite 174
	Seite 175
	Seite 176
	Seite 177
	Seite 178
	Seite 179
	Seite 180
	Seite 181
	Seite 182
	Seite 183
	Seite 184
	Seite 185
	Seite 186
	Seite 187
	Seite 188
	Seite 189
	Seite 190
	Seite 191
	Seite 192
	Seite 193
	Seite 194
	Seite 195
	Seite 196
	Seite 197
	Seite 198
	Seite 199
	Seite 200
	Seite 201
	Seite 202
	Seite 203
	Seite 204
	Seite 205
	Seite 206
	Seite 207
	Seite 208
	Seite 209
	Seite 210
	Seite 211
	Seite 212
	Seite 213
	Seite 214
	Seite 215

