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Sechster Theil.

Die Polarisation und Dispersion des Lichtes.

Erster Abschnitt.

Die Polarisation des Lichtes bei der Spiegelung
und Brechung.

§ 93. Die magnetischen Schwingungen sind senkrecht
zur Einfallsebene.

Indem wir zur Lehre von der Brechung iibergingen, hatten wir die
Vorstellung zu Grunde gelegt, dafs, wenn Strahlen sich durch ein
durchsichtiges Medium fortpflanzen und auf eine Grenzfliche treffen,
von dieser Grenzfliche aus nun neue Strahlen ausgehen. Wir haben
aber noch die weitere Annahme hinzugefiigt, dals an schmalen Strahlen-
biindeln keine verschiedenen Phaseniinderungen hei der Weiterfort-
pflanzung der reflectirten oder gebrochenen Strahlen vorkommen
sollten. Nun hiingen mit diesen Erscheinungen der Spiegelung und
Brechung der Strahlen aber noch wesentlich andere Erscheinungen
zusammen, welche die Art der Strahlen betreffen. Die Strahlen
werden némlich durch Spiegelung und Brechung gleichzeitig mehr
oder weniger polarisirt. Wir miissen die Vorgiinge der Spiegelung
und der Brechung in dieser Hinsicht noch niher untersuchen.

Zu diesem Behufe wollen wir auf die urspriinglichen Glei-
chungen (30) und (31) zuriickgehen, welche wir iiber die Bewegung
der Lichtwellen aufgestellt haben. Statt der Momente sollen aber
die Kraftcomponenten der magnetischen und elektrischen Kriifte ein-
gefiihrt werden:
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Wir miissen nun den Fall untersuchen, dafs ein Wellensystem
in einer schriigen Richtung gegen die Grenzfliche zweier durch-
sichtigen Medien liuft, in denen die Grifsen & und u, sowie die
magnetischen und elektrischen Kriifte verschieden sein kinnen. Der
FEinfallswinkel werde (Fig. 50) mit e hezeichnet. Wir wissen nun
schon, dafs an der Grenzfliiche reflectirte Wellen entstehen, die in
der Richtung der reflectirten Strahlen also unter einem Winkel, der
dem Einfallswinkel gleich ist, hinauslaufen, und dafs gebrochene
Wellen in der Richtung, die mit dem Einfallsloth den Winkel g
bildet, in das zweite Medium eintreten. Beim Uebergang in ein
neues ruhendes durchsichtiges Medium kann die Schwingungsdauer
nicht geiindert werden. Denn soviel Anstifse neuer Wellen, als in
der Zeiteinheit an der Fliche ankommen, so viel werden auch in
derselben Zeit ausgeiibt, um Wellenziige der gebrochenen Strahlen
und Wellenziige der gespiegelten Strahlen zu erregen. Durch den
Factor ei#t, welcher fiir alle diese verschiedenen Bewegungen der
gleiche sein soll, driicken wir aus, dafs » Schwingungsanstifse in
der Zeit 27 geschehen. Andererseits aber wissen wir nun, dals die
Function, weleche wir brauchen konnen, um den Wellengleichungen

zu geniigen, fiir ebene Wellen eine Function von ¢ — — sein muls,
¢

wo s der von der Welle zuriickgelegte Weg von irgend einem Null-
punkt an gerechnet und ¢ die entsprechende Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit ist. Wiihlen wir nun den Coordinatenanfangspunkt (Fig. 50)



§93. ELEKTRISCHE SCHWINGUNGEN IN DER EINFALLSEBENE. 299

zum Nullpunkt, von dem der zuriickgelegte Weg der Welle ge-
rechnet wird, so wird fiir die einfallenden Wellen

§= —x.c08 ¢ + ¥.sin ¢,
fiir die reflectirten Wellen
s=x.c08¢ 4.8
und fir die gebrochenen Wellen

s= —w.co8ff + y.sinf?
zu setzen sein.
Die einfallenden Wellen sind demmach durch die Form

.sina @ . CO8
v " _ﬂ]

%‘ein[t—-——z—— @ i

die reflectirten durch

! ein[:-— i'—:’:n—" - %‘1]

und die gebrochenen durch
. sin T . CO8

@_Gi"[‘_i"c,_ﬁ+c—,ﬁ]
ausgedriickt. In diesen Formen sind auch mogliche Phaseniinde-
rungen der reflectirten oder gebrochenen Welle gegen die einfallende
enthalten, die als imaginirer Factor
zu der Amplitude B oder € gerechnet
werden kinnen.

Wir wollen nun zunachst an-
nehmen, dafs die magnetischen Oscil- < | a
lationen nur in Richtung der 2x-Co-
ordinaten stattfinden, d. h. senkrecht >
zur Ebene der Zeichnung (Fig. 50).
Im oberen Medium liegen die Be- s
wegungen der einfallenden und der
reflectirten Wellen. Wir haben also
hier fiir die x-Componente der magne- Fig. 50.
tischen Kraft zu setzen:

4

y.sina z.cosu]

O I e A
Im unteren Medium, wo die z-Componente der magnetischen
Kraft mit N' bezeichnet werden moge, haben wir

int— y.8ing o z.::sp]‘

N =G.e a (402)
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Erfahrungsgemiifs kennen wir keine anderen sich fortpflanzenden
Wellen, als diese, und wir werden uns iiberzeugen, dafs dies in der
That eine vollstindige Lisung giebt, fiir welche wir alle Bedingungs-
gleichungen erfiilllen kionnen. Da die magnetischen Bewegungen
senkrecht zur Ebene der Zeichnung sind, so werden die elektrischen
Bewegungen in dieser Ebene liegen miissen. Denn wenn wir nur N
als vorkommende magnetische Oscillation betrachten, wie wir es
bisher gethan haben, und daher L und M gleich Null setzen, so
folgt aus der letzten der Gleichungen (400), dafls auch %—f = 0 sein
muls, d. h. dafs keine elektrische Oscillation senkrecht zur Ebene
der Zeichnung vorkommen kann. Andererseits reduciren sich, wenn
wir L und M gleich Null setzen, die ersten beiden der Gleichungen
(400) auf

dX 6N
G T
und
A E‘Q_IT_ o aN
U9t d=z
‘Wir haben also zunichst zu bilden:
6X aN 'i.n.sinu iﬁ[t——"i-siua-i- m]
A-‘Elm_gE:—gI-'————-c! e . 3 (403)
s . _‘ ﬁis_u-z-cmﬂ
__EB.Z-N.SIIIC&‘eH[! P in =
&
und ebenso fiir das zweite Medium
v v : . ; . =, cos f
_4.52%}% - %%’ — @,L-”;‘l_nﬂ.s‘"[“ e e (404)
2
Durch Integration nach ¢ ergiebt sich
PO N (b
N (4033)
a
B sine .6""['_'2 sloa — fﬁ]
Ay o
und
: : ¥ . ®, 008 f§
X = _%. 31:16 .eln[.':- éamﬁ-{-T] (4042)
<<y 2

Eine bei der Integration nach ¢ hinzuzufiigende von ¢ unabhiingige
Grifse ist fiir die Schwingungen ohne Belang.
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In derselben Weise kinnen wir Y bilden nach der Gleichung

Ae%—:r = — %\T und erhalten fiir das erste Medium:
. - o y.sina r.Cc08a
As, gl;___ﬁ.s.n.:osw_e. [¢— 2222y 2o00e]
. y.sina sin a @.co8a (405)
4 g Smcose inft— __-a_']
und fiir das zweite Medium
Y i Hi Fe y.sinf si.n,ﬁ m.cosﬁ
A.e %: = - @.‘————”:“ﬁ- L S
2
Indem wir nach der Zeit integriren ergiebt sich:
y.sin sina T.Co8a@
A.EI.Y:—?I.G(;S“' l'n[t -—-—w-cl ]
& . (405 a)
" g0, ein[z—”'h—“— T-]
o
und
. y.sinf = ax.cosf
togg =@ BE L2 g
)

Nun sind unsere Grenzbedingungen dadurch gegeben, dals an der
Grenze = =0 die Werthe der Differentialquotienten nach =, also
quer durch diese Grenze hindurch, nicht unendlich werden diirfen.
Denn da

0Y aN

4.8, = — =2

ot dx

so wiirde ein unendlicher Werth von %E:— bedingen, dals in der

Grenzfliche eine plétzliche Aenderung in den Werthen von Y ein-
treten miilste, was nicht vorstellbar wiire. Wir schlielsen also aus
dieser Gleichung, dafs an der Grenzfliche von N zu N’ von der
Function, die auf der oberen, zu der, die auf der unteren Seite
gilt, kein Sprung stattfinden diirfe, und dafs also an der Grenz-
fliiche N = N’ zu setzen sei

Ebenso folgt aus der Gleichung

0N 06X 0Y

Mg =Ty T oa
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dals —g—if endlich ist, dafs also der Werth der Function ¥ an der

Grenze keinen Sprung machen darf, mithin ¥ = ¥ sein muls.

Das sind unsere beiden Grenzbedingungen, und zwar ist es ein
wesentlicher Vortheil der elektromagnetischen Theorie des Lichtes,
dafs wir in der That hier nur zwei Grenzbedingungen bekommen.
Ks ist die elektromagnetische Theorie vereinbar mit der Annahme,
dals die X-Componente an der Grenze einen Sprung macht, weil nim-
lich in dieser Theorie die Moglichkeit gegeben ist, dals an der Grenze
der beiden Medien fiir einen Moment wiithrend der Schwingung
sich eine elektrische Grenzschicht bildet, durch die dann die Com-
ponente X an beiden Seiten der Schicht verschiedene Werthe be-
kommen wiirde. Denn an der Oberfliiche eines elektrischen Leiters,
wo eine Flichenbelegung sich bildet, macht die normal gerichtete
Componente der Kraft einen Sprung. Bei der Annahme elastischer
Undulationen des Lichtiithers tritt hingegen in dieser Beziehung
eine Schwierigkeit ein, welche ohne neue Hypothesen nicht beseitigt
werden kann; denn da hat man an der Grenze zweier elastischen
Korper die Bedingungen, sowohl dals die Grenzverschiebungen ein-
ander in beiden Medien derart entsprechen miissen, dals keine Ver-
schiebungen senkrecht zur Fliche vorkommen, als auch dals die
drei Kraftcomponenten, welche hier an der Fliche auf die Grenz-
fliche einwirken, gleiche Grofse haben, weil in der Grenzfliche
selbst keine endliche Gegenkraft gegen diejenigen Krifte auftreten
kann, welche aus dem Medium her gegen die Grenzfliiche wirken.
Man bekommt dadurch mehr Bedingungen, als man ohne neue An-
nahmen erfiillen kann.

Die Gleichungen N = N' und Y = Y’ miifsen zu jeder Zeit und
fiir jeden Werth von y stimmen. Das ist nicht anders moglich, als
wenn die in den Ausdriicken fiir ¥ und N und fir Yund Y vor-
kommenden Exponentialgréfsen fiir @ = 0 identisch werden. Das
liefert uns die Gleichung, die schon das Brechungsgesetz verlangt,
niamlich:

sine  sinf
=

die also nichts anderes bedeutet, als dals die Spur jeder Welle lings
der Grenze in den beiden Medien mit gleicher Geschwindigkeit fort-
schreitet. Aulserdem verlangt die Gleichung N = N/, dals

A+B=C (407)
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und die Gleichung Y = Y7, dals

Aoy, EBowy 8068, (408)
Ad.8 ¢ A.g e Ad.g 0,
Wenn also 2, die Amplitude des einfallenden Strahles, gegeben ist,
so werden sich aus diesen beiden linearen Gleichungen die beiden
Coefficienten B und € bestimmen lassen. Durch Elimination von €
-bekommen wir:

%.[_cosﬁ B g_gs_u} +§B[cosﬂ 2 cosa]=0' (409)

A.g,e, Aoge Ad.gye,  A.ge

Diese (leichung driickt die Amplitude des gespiegelten Strahles
durch die Amplitude des einfallenden Strahles aus.

Unter bestimmten Umstiinden kann B = 0 werden, nimlich
wenn

| P (410)
€0y 5 |
Dann wird also ein einfallender Strahl vorhanden sein kinnen, ohne
dals ein gespiegelter Strahl sich bildet. In der That zeigt sich
bei der Untersuchung der Erscheinungen, dafs ein solcher Fall vor-
kommt, wo kein gespiegelter Strahl sich bildet, sondern die ganze
Lichtmenge in das andere Medium iibergeht.

Nun hatten wir frither gesehen, dals das Quadrat der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit dem Producte &p umgekehrt proportional
ist. Bei allen bisher untersuchten vollkommen durchsichtigen
Korpern ist die magnetische Constante g immer sehr wenig ab-
weichend von derjenigen in der Luft oder im leeren Raume. Man
kann also die reciproken Quadrate %und c—li den Dielektricitits-

1 2
constanten & und & annithernd proportional setzen. Dadurch geht

die Gleichung (409) in die Form iiber:
ﬂ.[cs.cosﬁ —c. cosajl—l— Q}.[cs.cosﬁ +¢ .cosa]: 0.  (409a)

Indem wir die einzelnen Glieder mit ST“ = 81:[? multipliciren,
1 2

ergiebt sich
?I.[cosﬁ.sinﬁ — cosa.sina}{- ﬂi.[cosﬁ.sinﬁ + cosa.sina}: 0

oder

Q{.{:sin2c:—sin 24: %.[sin 2 + sin 2;‘}] (409D)
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Es verschwindet ¥ also, wenn 2« + 28 = 7 ist; denn dann ist
sin2¢ =sin2f. In diesem Falle erginzen sich « und § zu einem
Rechten. Dies ist, wie aus der
Fig. 51 unmittelbar zu ersehen ist,
gleichbedeutend mit der bekannten
empirisch  gefundenen Bedingung,
dals der gebrochene Strahl auf dem
gespiegelten Strahl senkrecht stehen
muls, wenn kein reflectirter Strahl
# bestehen soll. Der betreffende Win-
kel « heilst der Polarisations-
winkel.

Fig. 51.

§ 94. Die elektrischen Schwingungen sind senkrecht zur
Einfallsebene.

Wenn wir die Rollen der elektrischen und magnetischen
Schwingungen vertauschen und festsetzen, dals die -elektrischen
Schwingungen senkrecht zu der Einfallsebene des Strahles sind, so
werden ganz analoge Gleichungen daraus folgen; nur miissen wir
das Zeichen ¢ fir die dielektrische Constante mit dem Zeichen pu
fiir die magnetische Constante vertauschen.

Setzen wir nidmlich in dem ersten Medium

y.sine Z.008a in[t y.sin a r.cosa]

Z=$’I.BM[‘_ o a 4 B P o (411)

und in dem zweiten Medium

) i t__'y.sinﬁ_i_in_cosﬁ
Z' =QG.e [ o e ], (412)
wihrend X und Y Null sind, so erhalten wir in Folge der Glei-
chungen (399)
aL o sin e iu[t-— ALLE 4 fﬂf“l
A‘ula_.t =anTQI.e ] o

£ . y.8ina . Cosa
. Sln& fRib— T o SRR
+in B.e | o a
&
_ L (413)
1y 9M_ cos & o in| o— 20 e
Ap, —— =in——=9YU.e 1
dt &
. Ccose N TR ) _ w.cosa’
—in B ool “ el
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und
i i inf¢— Y:SnB , z.cosp
A%%=in51ﬂﬁ@'exn[s . + 5 ]
Cy
414
oM . cosf ‘”[‘“M+% (414)
A!“gﬂ;tﬂ 02 G-G a "
Durch Integration nach ¢ ergiebt sich:
S]..IICC in[t—&in“.}.w]
i e 2P = 5
iy o A.e
Sina:%_ i,.[s_i-_:mﬂ_:?]
51
cos ¢ in[;_ar-_ﬂin_a NERTL (413a)
A P s il =
uy M Y A
i . sin z . cos
—Eﬁi%.em[‘uy_q Q_Tq]
1
und
1 in[e—y-80f _=z.co8f
A#BL'=ﬂ§-@.B”‘[‘ - = ]
: L (414a)
i y.sinf =z.cosf
AF‘BM'=E-(Eﬁ@.em[t_'_n§“+_q_]
Cy

Den Gleichungen (407) und (408) entsprechend erhalten wir hier
aus den Grenzbedingungen Z = 2" und M= M"

A+B=0C
A.cose  B.cose _ C.cosf
Ay e Apyep Adpye
die sich von jenen nur dadurch unterscheiden, dafs g an die Stelle
von & getreten ist.

Schon oben haben wir hervorgehoben, dals bei allen uns be-
kannten vollkommen durchsichtigen Kérpern p nahe gleich 1 gesetzt
werden kann. Wir wollen daher auch hier wieder u, gegen u,
fortheben und bleiben dabei immer noch in hinreichender Ueber-
einstimmung mit der Wirklichkeit. Dividiren wir dann die zweite

Gleichung (415) durch

(415)

sing  sinf
a6
so bekommen wir
A.cotg e« — B.cotgw = €. cotg p.

H. v. HELmuovrTz, Theoret. Physik. Bd. V.
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Setzt man hierin fiir € die Summe U + B ein, so ergiebt sich

A. [cotg f — cotga] + 8. [cotgﬂ—i— cotg ez| = 0 (416)
oder
A.sin (e — F) + B.sin(e+ §) = 0, (416a)

so dafs also die beiden Amplituden des einfallenden und des ge-
spiegelten Strahls sich verhalten wie der Sinus der Differenz zum Sinus
der Summe von & und #. Das Verhiltniss B dividirt durch % kann
niemals verschwinden, weil sin (¢— ) nur fiir ¢ = @ = 0 verschwindet,

) A . sin (¢ — f3) c,—C,
wo zugleich sin (¢z+ ) verschwindet und TP den Werth Ty
annimmt. Wenn also die elektrischen Schwingungen senkrecht zur
Einfallsebene sind, wird das zuriickgeworfene licht niemals ausge-
loscht.

Fallen beide Arten von Strahlen, solche deren magnetische
Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind und solche, deren
elektrische Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind, unter dem
Polarisationswinkel auf, so wird nur die erste Art ausgeloscht und
dasjenige Licht, dessen elektrische Schwingungen senkrecht zur Ein-
fallsebene sind, wird allein zuriickgeworfen. Durch die Spiegelung
wird also in diesem Falle unpolarisirtes Licht polarisirt und in dem
polarisirten Licht sind die elektrischen Schwingungen senkrecht zur
Einfallsebene oder zur sogenannten Polarisationsebene, die magne-
tischen Schwingungen liegen in der Polarisationsebene.

§ 95. Die totale Reflexion.

Ausser dem bisher betrachteten Fall, wo wir einen reflectirten
und einen gebrochenen Strahl erhalten, kann auch der Fall der so-
genannten totalen Reflexion eintreten, wo nach dem Brechungsgesetze
ein gebrochener Strahl sich nicht bilden kann. Das Brechungs-
gesetz sagt aus, dals

sine¢ _ sinf3

a6
Wenn die Lichtgeschwindigkeit im ersten Medium kleiner ist als
im zweiten, dann ist es nicht immer méglich, fiir einen gegebenen
Werth von & einen Werth fiir £ zu finden. Hs kann niimlich der
Fall vorkommen, dals der nach diesem Gesetz berechnete Werth
von sin g grofser als 1 werden miilste, withrend der Sinus eines reellen
Winkels immer zwischen den Werthen + 1 und — 1 liegt. Wohl
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aber kann man dann einen complexen Werth fiir # angeben. Denn
es ist:

T

. .. T L b1 .
sml::m+§J=smxs.cos‘—+coszz.sm2

2
¢ g%
2
Das ist eine Grifse, welche fiir reelle Werthe von z alle Werthe
zwischen 4+ 1 und + oo annimmt, so dafs also Sinus welche grifser
sind als 1, dargestellt werden kénnen durch den Sinus eines rein

= COS &I =

imaginiaren Winkels, zu dem aber noch der Winkel—g hinzukommt.

Das macht es nun méglich, in dem Fall der totalen Reflexion gerade
so zu verfahren, wie bei der mit Brechung verbundenen Reflexion.
Dieselben Formeln stellen auch in diesem Fall die auftretenden
Oscillationen dar. Ebenso wie

sin[m’ + %]: cosz i

ergiebt sich

cos xa‘-{-ﬁ— sinzi = . i
g|= TIRETE Ty
Statt sinf@ wollen wir die Bezeichnung
sinf =p

einfithren. Dieses p ist in dem Fall, den wir hier zu untersuchen
haben, grofser als 1. Dann ist

cosf = 4 J1 — p*

und da p > 1 sein soll, so ist der Werth dieses Cosinus ein ima-
ginirer. Wir wollen schreiben

cosf=4Y1—p® = £i.q

Wenn die magnetischen Schwingungen senkrecht zur Einfalls-
ebene sind, erhilt der Ausdruck fiir N' in Gleichung (402) nunmehr

die Form:
Mo Gt il] =T
pufe—2-2]  Fesa, (#17)
Z@-B g 4.6 o

Wir erhalten hier also eine Exponentialfunction mit reellem Ex-
ponenten, dessen Zeichen noch zwei Moglichkeiten zulifst. In diesem
20*
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Falle werden wir beriicksichtigen miissen, dafs die Oscillation, welche
sich an der Grenze ausbilden kann, ihre Anstéfse nur von der
Grenze aus erhilt, und sich in das zweite Medium nicht weit fort-
pflanzt. Wir wiithlen daher das positive Zeichen, damit im zweiten
Medium, wo « negativ ist, auch der Exponent negative Werthe er-

nxTq
hialt. Dann zeigt der Factor ¢ ® ein System erloschender Wellen
an, welche fiir grofse negative Werthe von z verschwinden, und
wiirde besagen, dafs in der Nihe der Grenzfliche des Mediums eine
Bewegung iiber die Grenzfliche zwar hiniiber greift, aber aus er-

loschenden Wellen besteht. In der That erldschen sie sehr rasch,

weil? einen grolsen Werth hat. Denn n ist ja die Zahl der
* 2me,

=4 die Wellenliinge.

Schwingungen in der Zeit 27 und daher ist

Es braucht also — z nur gleich einer Wellenlinge zu sein, um dem
Exponenten schon den Werth — 2 z4 zu geben. Die Krschiitterung
kommt also merklich nur in den #Hulsersten Grenzschichten des
zweiten Mediums vor.

Sonst bestehen alle die Bedingungen, welche wir schon vorher
erortert haben. An der Grenze ist wieder N= N’, also:

sin

cla y]=@.gsn[zﬁ%y]_ (418)

M I

Daraus folgt erstens
sine  p )
6 G
Es hat also p den berechneten Werth, den sin 4 nach dem
Brechungsgesetz haben miifste, obgleich hier keine gebrochenen
Wellen, die sich dauernd fortpflanzen, zu Stande kommen. Zweitens
folgt wieder die Gleichung

(419)

A+ B =6 (420)

Ferner mufs ebenso wie oben an der Grenze Y = Y’ sein und das
giebt der Gleichung (408) entsprechend:

%[.cosa_EB.cosa=EE.__(_:qsﬁ_=_i C.q (421)
6 .4.8 648 6god .8 Gy d. gy
Durch Elimination von € erhalten wir
COos ¢ 2q cos ¢ 24
|+ ——| =18. — 422
. 4.c, 8 A.czes) (A.clel 4.c,8, (422)



§ 95. DIE TOTALE REFLEXION. 309

Das ist eine Gleichung, in der die Coefficienten von ¥ und B com-
plex sind, und sich nur durch verschiedene Zeichen des imaginiren
Theils unterscheiden, so dafs der Modulus der complexen Grifsen
den gleichen Werth hat. Bestimmen wir zwei Grofsen » und ,
so dals:

COoS ¢ d q 4
WIEI':?'COS&) un AJ}gﬁﬁ:rsmm
und daher
——qcl El = tgm
Cy &, . COS €z
ist, so wird
B = Y.e2iw (422a)

Es ist also dann der Modulus der complexen Gréfsen B und 9 fiir
beide gleich, d. h. die Amplitude des gespiegelten Strahles ist gleich
der des einfallenden Strahles; es wird alles Licht mit voller Inten-
sttiit reflectirt, und es bildet sich kein fortgesetzter gebrochener
Strahl. Daher bezeichnet man diesen Fall als Fall der totalen
Reflexion. Die Gleichung B = 9.e2i® zeigt an, dals wir es hier mit
einer Phaseniinderung 2w zu thun haben. Die Phase des einfallen-
den Strahles wird bei der Reflexion um 2w verindert.

Ganz ebenso lifst sich der Fall behandeln, wo die elektrischen
Schwingungen senkrecht zur Kinfallsebene sind. Da erhalten wir
entsprechend den Gleichungen (415) jetat:

Ame  Ame  Apo

A+B=¢C
A.cose YB.cose  C.qi } (423)

Cy

und durch Elimination von @:
cos ¢ gt COS ¢z qi
. +._._)=23( _ ) (424)
Ap e Apy e Apey Apyoy
Die complexen Grifsen rechts und links unterscheiden sich wieder

nur durch das Zeichen von ¢ und haben daher den gleichen Mo-
dulus, so dals wieder wie oben sich eine Gleichung von der Form

B =Y.e?» (4244a)
ergiebt. Die Phaseniinderung 2 @ ist aber fiir diese zweite Art von
Strahlen eine andere. Hier ist tgw = -—qm—, wihrend fiir die

[Ly Cy COS €

_981%  Gar. TIst das einfallende

erste Art von Strahlen tgw =
& €, COS @
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Licht aus Strahlen beider Arten zusammengesetzt, so wird die Re-
flexion eine solche sein, dals die beiden reflectirten Strahlen ver-
schiedene Phaseniinderung erleiden, und dafs also nach der Reflexion
der eine Strahl mit seiner Phase gegen den anderen verschoben sein
wird. Wenn zwei Strahlen dieser Art, welche gegen einander ver-
schobene Phasen haben, zusammentreffen, so combiniren sie sich zu
sogenanntem elliptisch polarisirten Licht.

§ 96. Elliptisch polarisirtes Licht.

Es seien die Oscillationen darzustellen, die an irgend einer
Stelle des Raumes durch eine beliebige Anzahl von Strahlen gleicher
Schwingungsdauner hervorgebracht werden. Wenn wir die Com-
ponenten nicht wie frither durch complexe Ausdriicke von der
Gestalt 4ei”!, sondern in reeller Form schreiben, so wird jede Com-
ponente der elektrischen oder magnetischen Schwingung sich aus
einer Summe von Cosinus-Functionen zusammensetzen lassen, z. B.:

X=>> [Ap.cos(-nt + ccp)],

wo n in allen Gliedern das gleiche ist, die Amplitude 4, und die
Phasenconstanten «, dagegen verschiedene Werthe haben konnen.
Ebenso erhalten wir fir ¥ und Z

Y= E[Bp.cos(nt+ﬁpj]

2= lCP. cos (i -+ ;fp)}.
Indem man cos (n¢+e,) zerlegt, erhilt man
X = cosnz.E[AP.cos ccp] — sinm.z[,&y.sinap].
Oder kiirzer .
X = A.cosnt + B.sin nt,

wo A und B von der Zeit unabhiingig sind. Ebenso konnen wir
setzen:

Y =19 .cosnt + B, .sinnt
und

Z =9, .cosnt + B,.sinnt.

Durch Elimination von sin #¢ und cosn¢ aus den drei Gleichungen
fiir X, Y und Z ergiebt sich:

X8, —%,B) + Y.(3,8 — AB,) + 2. (AP, — %, B)=0,
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d. h. X, Y, Z sind einer linearen Gleichung mit constanten Co-
efficienten unterworfen, und die Strecke, deren Componenten X,
Y, Z sind, mufs also fortdauernd in einer bestimmten Ebene liegen.
Unter diesen Umstiinden wird es fiir unsere Uebersicht bequemer
sein, wenn wir diese Ebene gleich zur Ebene der Coordinaten machen,
etwa zur zy - Ebene. Dann haben wir elektrische Oscillationen
nur nach verschiedenen Richtungen dieser Ebene hin. Wenn wir
nun weiter verlangen, dalfs alle elektrischen Schwingungen des
Raumes sich nach derselben Richtung fortpflanzen sollen, und wenn
an verschiedenen Punkten verschieden gerichtete Schwingungen sollen
vorkommen kionnen, so wird die Fortpflanzungsrichtung nur die
% - Richtung sein konnen, weil die Fortpflanzungsrichtung elek-
trischer Schwingungen nothwendig senkrecht gegen die Richtung der
Schwingung sein mufs. Andererseits wissen wir, dals die gleich-
zeitig existirenden magnetischen Schwingungen, die demselben
Lichtwellenzuge angehiren, auch in einer Ebene vor sich gehen,
welche senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung ist. Diese Ebene wird
also mit der Ebene der elektrischen Schwingungen iibereinstimmen
miissen, Hs bleiben nun nur die beiden Gleichungen

X=%cosnt + B sin nt
Y =19 cosnt + B, sinnt

fir die Componenten der elektrischen Schwingung iibrig, da Z= 0
ist.  Wir bekommen daraus:

BX-BY=UADYB, — A, B).cosnt
UX—-AY=AB—B,A).sinnl

Nun konnen wir cos n¢ und sin »{ eliminiren, indem wir die beiden
Gleichungen ins Quadrat erheben und addiren. Dann erhalten wir:
B X—BY?+UX—-AY)?=(UAB, — U B)?
Betrachten wir nun X und Y als gerichtete Strecken im Raume, so
stellt die quadratische Gleichung zwischen X und ¥, da sie in Be-
zug auf X und ¥ vom zweiten Grade ist, und die linke Seite fiir
keine Werthe von X und Y negativ sein kann, eine Ellipse dar,
welche in der zy-Ebene, d. h. in der gemeinsamen Ebene der
Oscillationen liegt. Die allgemeinste Art der Bewegung in der be-
treffenden Oscillationsebene, welche durch eine vollkommen freie
und unbegrenzte Combination von elektrischen Oscillationen moglich
ist, die nur der Bedingung unterworfen sind, dals sie alle dieselbe
Schwingungsdauer haben, kann durch eine elliptische Bewegung dar-

und
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gestellt werden, wenn wir X und Y als Strecken betrachten. Den
einfachsten Ausdruck fiir die darzustellenden Schwingungen gewinnen
wir, wenn wir die Coordinatenaxen fiir z und y mit den beiden
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen lassen. Bei passender Wahl
fiir den Anfangspunkt der Zeit erhalten wir dann Gleichungen von
der Form

X =¥.cosnt
. (425)
Y = B.sinnt
WO
X2 ¥
ot Tt
die Gleichung der Ellipse ist. Schreibt man
X =%.cosnt
und
Y.% = U .sinnt,

so sind die rechten Seiten die Coordinaten eines Punktes, der mit
gleichmiifsiger Geschwindigkeit die Peripherie eines Kreises vom
Radius 9 durchliuft. Es ergiebt sich daraus die Art, wie nun
innerhalb einer Schwingungsperiode die Projectionen X und Y der
einzelnen Componenten sich veriindern. Sie veriindern sich beide wie
die Projectionen eines Radius, welcher regelmiifsige Kreisbewegungen
macht, aber bei elliptischer Bewegung ist die eine Projection in
constantem Verhiltnils B/A vergrofsert oder verkleinert.

Die Kreishewegung selbst ist eine besondere Art der elliptischen
Bewegungen, wenn namlich % = B ist. Ein anderer specieller Fall
der elliptischen Bewegung tritt ein, wenn die Amplitude der y-Com-
ponente verschwindend klein wird. Dann wird die Bewegung oder die
Aenderung des Momentes nur dargestellt werden kinnen durch einen
Hin- und Hergang der z-Componente, und die Ellipse ist in eine
gerade Linie iibergegangen. Das ist der Fall der linearen Polari-
sation, von der wir urspriinglich ausgegangen sind, und die wir
vorausgesetzt hatten, um das Spiegelungs- und Brechungsgesetz zu
finden.

Wenn wir elliptische oder circulare Polarisation haben, dann
haben wir es immer mit Schwingungen nach verinderlicher Rich-
tung zu thun. Die Axen der Ellipse kinnen nach jeder Richtung
hin fallen. Daraus folgt aber auch, dafs, wenn die Ellipse sich
in eine gerade Linie zusammenzieht, diese gerade Linie in jede
Richtung der Schwingungsebene hinein fallen kann, d. h. also, dals



§ 986. ELLIPTISCH POLARISIRTES LICHT. 313

lineare Polarisation in jeder Richtung der Schwingungsebene miog-
lich ist.

In den Gleichungen (425) X = W cosnt und Y = B sin nt
kinnen 9 und B gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben.
Je nachdem wird die Ellipse in der einen oder anderen Richtung
durchlaufen. Die beiden Arten kommen in der That neben einander
vor. Man bezeichnet sie als rechts oder links drehend, und unter-
scheidet deshalb auch in Bezug auf die Circularbewegung eine
Circularpolarisation nach rechts und nach links. Wir kénnen das ellip-
tisch oder ecircular polarisirte Licht uns auch aus zwei linear
polarisirten Schwingungen zusammen gesetzt denken:

X = W cos nt, Y=0
und
X=0, Y = Bsinnt

; _® N . ot
Da sinnt = + cos (nt ¥ '2 ), so kinnen wir sagen, dafs die eine
: ; ; ; 7
Schwingung gegen die andere einen Phasenunterschied von —- hat.

2
Wiirden wir zwei senkrecht auf einander polarisirte Strahlen zu-

sammensetzen, deren Phasenunterschied mcht—2- wiire, so wiirde sich

nach dem Obigen auch elliptisch polarisirtes Licht ergeben. Nur
wiirden die Hauptaxen der Ellipse nicht in die Polarisationsebenen
der beiden Strahlen fallen. Cireular polarisirtes Licht ergiebt sich,

T

wenn der Phasenunterschied gleich  ist, und zugleich die absoluten

Betriige der Amplituden ¥ und B iibereinstimmen. Nun hing bei
der totalen Reflexion der Phasenunterschied der heiden reflectirten
Schwingungsarten von dem Einfallswinkel ¢ ab; denn es war

P sin e
62 cl
und
Q9 2.9
e,2sin’ ¢
2
P=p—1="2""C _1
1

Mithin bekommen wir fiir ¢ einen Ausdruck, welcher von sine ab-
hiingig ist; und demnach werden auch die beiden Ausdriicke, die
wir bei den beiden Arten von Strahlen fiir tg erhalten haben, von
dem Winkel abhiingig, und ebenso wird der Unterschied der heiden
Werthe von @ von dem Einfallswinkel ¢ abhiingiz. Wenn also die
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einfallenden Strahlen der beiden Arten gleiche Phase haben, so
werden die veflectirten Strahlen gegen einander einen vom Kin-
fallswinkel abhiingigen Phasenunterschied
zeigen. Darauf beruht nun die Anwen-
dung der Fresvev'schen Parallelepipeda,
welche bezwecken Cireularpolarisation her-
vorzubringen. Man kann (Fig. 52) von
K unten her die Strahlen der beiden Arten

A

einfallen lassen senkrecht zur unteren
Fliche. Dann werden sie zuerst von der
ersten schriigen Fliiche total reflectirt, und
dann von der zweiten schriigen Fliche
wieder total reflectirt, und treten schliels-
lich senkrecht aus der oberen Fliche aus.
Es lafst sich nun, wenn man die Brechungs-
verhiiltnisse des Glases kennt, der Winkel
berechnen, welcher nithig ist, um bei jeder
der beiden Reflexionen einen Phasenunter-
schied von m/4 hervorzubringen. Den
Strahlen beider Arten giebt man die gleiche
Amplitude, indem man das einfallende
Licht durch ein Nicolsches Prisma linear
polarisirt und die Polarisationsebene um
45" gegen die Kinfallsebene der totalen
Reflexion geneigt withlt. Man kann sich
dann das linear polarisirte Licht in zwei
A Componenten zerlegt denken, die unter
Fig. 52. einem rechten Winkel gegen einander po-

larisirt sind, und keinen Phasenunterschied

haben. Bei den totalen Reflexionen bekommen sie einen Phasen-

unterschied von je —;f-, so dafs nach dieser zweimaligen Reflexion

der Phasenunterschied von % eingetreten ist. Ks entsteht dann

circular polarisirtes Licht.
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Zweiter Abschnitt.
Die Dispersion des Lichtes.

§ 97. Die zur Erklirung der Dispersion néthigen Annahmen.

In dem System von Gleichungen, die sich aus der MAXwELL'schen
Form der elektromagnetischen Theorie ergeben, ist, wie wir ge-
sehen haben, die Miglichkeit von Schwingungssystemen enthalten,
welche den Lichtschwingungen entsprechen konnen, und die Ver-
suche von Herrz haben gezeigt, dals dhnliche Schwingungen von viel
grofserer Wellenliinge, welche nicht mehr sichtbar sind, auf rein
elektrischem Wege gebildet und mit elektrischen Mitteln beobachtet
werden konnen. Die Theorie erklirt auch, warum die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Transversalwellen in verschiedenen Substanzen
verschieden ist. Denn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit hiingt von
den Werthen der dielektrischen und der magnetischen Constanten
ab, die in verschiedenen Substanzen verschiedene Werthe haben
konnen. Die Grundgleichungen (399) und (400), wie sie MAXWELL
gegeben hat, waren, wenn wir sie auf die Kriifte beziehen,

gy 9L _0Y 02
B85 =~ 8x 8y
OM 8z 90X
b 5r =8z d=
9N _0x_ay
ot T dy  dx

4

und

ot 0z Oz
4 0Z oM 4L
91 = 6z dy

Wir haben in § 12 gesehen, dals die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
fiir Transversalschwingungen in einem solchen Medium zu setzen ist

1

S Aep
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Hierin bedeutet 4 eine Constante, die, wie in § 11 gezeigt worden
ist, von dem Verhiltnifs der elektrostatischen und electromagne-
tischen Malseinheiten abhiingt.

Das Verhiiltnils der Lichtgeschwindigkeit in zwei verschiedenen
Medien, welche durch die Indices 0 und 1 unterschieden sein

mogen, ist:
Lo _ 8 (426)
! &g+ Mo

oder wenn wir statt der Lichtgeschwindigkeiten die Brechungsver-
haltnisse der Medien gegen den leeren Raum einfithren, die, wie wir
sahen, den Lichtgeschwindigkeiten umgekehrt proportional sind:

Moy |
% l/ll . (427)

& - My

In den bekannten durchsichtigen Korpern ist das Verhiltnils L

o
kaum von 1 unterschieden, und es verhalten sich daher angeniihert

die Quadrate der Brechungsverhiiltnisse, wie die dielektrischen
Constanten:

ﬂz g (428)
rlml:l eil

Das war die Behauptung, welche MaxweLL aufstellte, als er zu-
erst seine Theorie der Elektromagnetik gefunden hatte. Damals war
die dielektrische Constante erst fiir wenige Substanzen gemessen.
Es zeigte sich spiterhin, dafs scharfe Messungen nur fiir sehr gut
isolirende Korper moglich sind, und bei einer Reihe von solchen
Kiorpern, Benzin, Paraffin, Terpentinél und einigen dhnlichen, fand
sich in der That die Gleichung (428) nahehin erfilllt. Nur mulste
man beriicksichtigen, dafs der Werth der Brechungsverhiltnisse der
verschiedenen durchsichtigen Korper fiir die verschiedenfarbigen
Lichtstrahlen verschieden ist, und MaxweLL glaubte damals, dafs man
bei allen Medien zu einer Uebereinstimmung kommen wiirde, wenn
man die Brechungsverhiiltnisse der langsamsten Schwingungen, so-
weit man sie fiir die verschiedenen Substanzen ermitteln konnte, der
Rechnung zu Grunde legte. Indessen lag in der elektromagnetischen
Theorie zuniichst noch kein Anhaltspunkt, um iiberhaupt die Mog-
lichkeit der Dispersion zu erkennen, das heifst die Thatsache zu er-
kliren, dafs man fiir Licht von verschiedener Schwingungsdauer, also
fir verschiedenfarbiges Licht verschiedene Werthe des Brechungs-
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verhiiltnisses fand, dafls also die Fortpﬂanzungsgeschmndlgkelt von
der Schwmgungsda.uer abhiingig ist.

Diese Unterschiede der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und die
damit zusammenhiingenden Unterschiede des Brechungsvermogens
einer jeden durchsichtigen Substanz, sind nun aus den optischen
Untersuchungen lingst bekannt und zum Theil einer genauen Messung
unterworfen worden. Es hat sich dabei gezeigt, dals die ver-
schiedenen durchsichtigen Substanzen aufserordentlich weit gehende
Abweichungen haben, sowohl in Bezug auf die Verschiedenheit der
Werthe des Brechungsverhiiltnisses, als auch in dem Gange der
Dispersion, so dafs, wenn man das Brechungsverhiltnils als Function
der Schwingungsdauer des betreffenden Lichtes darstellt, sich fiir
verschiedene Korper wesentlich von einander verschiedene Curven
ergeben. CHristIANSEN und Kunor entdeckten, dals sogar ganz grobe
Abweichungen von dem regelmiifsigen Gange der Brechung bei sol-
chen Kiorpern vorkommen, welche Lichtstrahlen einer bestimmten
Farbe sehr stark absorbiren. Man nennt diese Art der Dispersion, bei
welcher zum Theil das Licht, welches dem rothen Ende des Spectrums
nither steht, stirker gebrochen wird, als Licht von der violetten
Seite, anomale Dispersion, weil die Farben im Spectrum innerhalb
gewisser Girenzen in umgekehrter Reihenfolge erscheinen. Es fragt
sich nun, wie bei der elektromagnetischen Theorie diese Dinge an-
gesehen werden konnen.

Wir finden Brechung des Lichtes und Dispersion iiberhaupt nur
dann, wenn der Aether mit ponderablen Substanzen gemischt ist.
Der Aether des Weltraums, welcher frei ist von ponderablen Sub-
stanzen, zeigt keine Dispersion. Bei den Verdeckungen von Jupiter-
monden, wo also ein leuchtender Korper fiir eine Weile ausgeschaltet
ist, und auch bei den totalen Sonnenfinsternissen, wo das Sonnenlicht
von unserer Krde abgehalten ist, und dann plotzlich wieder hervor
bricht, wiirde man bei mifsigen Werthen der Dispersion im Aether-
raum zuerst eine der Farben bei dem neu auftretenden Licht sehen
miissen, und dann wiirden allmiihlich die andern hinzu kommen.
Das ist aber nicht zu beobachten. Soviel wir bisher ermittelt haben,
ist die Geschwindigkeit des Lichtes im leeren Weltraum, wo wir
keine Anwesenheit ponderabler Korper vermuthen kionnen, fir Licht
jeder Schwingungsdauer die gleiche. Dispersion kommt nur in
wiigharen durchsichtigen Substanzen vor, und wir miissen daraus
schliefsen, dafs die Dispersion auf einem Einfluls beruht, den die
ponderablen Substanzen auf die elektrischen und magnetischen
Schwingungen des Aethers ausiiben.
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Nun hat die MaxweLL'sche Theorie auch zu der Folgerung ge-
fithrt, dals die im Aether stattfindenden elektrischen Krifte auch
ponderomotorisch wirken, d. h. also, das Streben hervorbringen, die
in den Aether eingelagerte wighare Substanz zu bewegen. Die
elektrischen Kriifte werden als Spannungen angesehen, die im Aether
in Richtung der Kraftlinien liegen, wiithrend sie Druckcomponenten
senkrecht gegen die Richtung der Kraftlinien hervorbringen, so dals
man also in der That daran denken kiénnte, ob nicht die ponderablen
Massen, welche in dem Aether eingelagert sind, durch die elek-
trischen und magnetischen Spannungen, die nach der Maxwerr'schen
Anschaunung im Aether zu Stande kommen, mit in Bewegung gesetzt
werden.

Dieselbe Theorie giebt auch ganz bestimmten Aufschluls itber die
Grofse dieser Kriifte, und zwar giebt sie Resultate, welche sich voll-
stindig mit denjenigen Resultaten vereinigen lassen, die wir iiber die
Anziehungskriifte der elektrisirten Korper im Luftraum und auch in
Riumen, welche mit isolirenden Medien gefiillt sind, durch Be-
obachtung erhalten. In einem von elektrischen Kriiften verschiedener
Richtung durchzogenen Raume sind die senkrechten Spannungen

f = | x2_y2_ 22
X, SH[A Y z}
& s
Y, = i [Y”—— Z? — M] (429)
Z =i[z=—xs_1ﬂ]
* 8nm

und die tangentialen Spannungen

&
X=Y=—X.Y
Y T 4q

Y,=Z,

&
=Yz L (480)

1
=X,=—2.X
Zﬁ z 47[ A

Wenn wir uns nun denken, dafls durch Lichtbewegung, die im
Aecther erregt ist, Spannungen entstehen, so wiirde ohne Zweifel
nach der Maxwerr'schen Theorie zu folgern sein, dals die wigbaren
Atome dadurch in Bewegung gesetzt werden. Hs hilft uns aber
wenig fiir die Theorie der Dispersion, wenn wir nicht annehmen,
dals diese im Aether lagernden Atome auch noch wahre Elektricitiit
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enthalten. Die Kraftcomponenten nimlich, welche durch die
Spannungen entstehen konnen, und welche auf die Oberfliche eines
im Aether liegenden ponderablen Atomes etwa einwirken kinnen,
hingen von den Quadraten und den Producten der elektrischen
Spannungen ab, die im Aether entstehen; d. h. also, wenn die Grolsen
X, Y, Z, die in den Ausdriicken der ponderomotorischen Kriifte vor-
kommen, ihre Richtung #ndern und negative statt der positiven
Zeichen bekommen, so bleiben alle diese Producte und Quadrate
unveriindert. Wenn z B. das X positiv ist wihrend der ersten
Hilfte der Undulation, so wird es negativ withrend der zweiten Hilfte,
Wenn es aber dann eine positive Kraft auf der Oberfliche des
Atoms withrend der ersten Hilfte der Undulation hervorbringt, so
wird dasselbe wihrend des zweiten Theiles der Oscillation geschehen
miissen. KEs wird ein Wechsel zwischen zwei positiven Grofsen und
Null sein, und die Veriinderungen der Krifte werden zweimal so
oft vor sich gehen, wie die Wechsel in den elektrischen Momenten
und elektrischen Kraftgrofsen. Unter diesen Umstiinden ist nicht
darauf zu rechnen, dafs die ponderomotorischen Krifte zur Unter-
stiitzung oder zur Abiinderung der urspriinglich gegebenen Os-
cillationen beitragen kinnen. Anders ist es dagegen, wenn wir den
ponderablen Theilchen auch noch elektrische Ladungen zuschreiben,
weil alsdann die elektrischen Spannungen nicht lediglich von der
Lichthewegung herrithren und daher, wie wir sehen werden, pondero-
motorische Kriifte hervorbringen, deren Periode mit der der Licht-
bewegung iibereinstimmt. Nun hat aber eine ganz andere Art der
Untersuchung in der That auf die Vorstellung gefithrt, dafs die Atome
der ponderablen Substanz mit elektrischen Mengen geladen sind.

§ 98. Die elektrische Ladung der Atome.

Wenn man einen elektrischen Strom durch eine Reihe von
fliissigen Korpern leitet, die durch den Strom zersetzt werden konnen,
und die Quanta der Zersetzungsproducte untersucht, die durch die
elektrolytische Wirkung des Stromes an den Enden der Leitung zum
Vorschein kommen, so stehen diese, wie FAraDpAY gefunden hat, im
Verhiiltnifs der chemischen Aequivalente. Es werden durch denselben
Strom in der gleichen Zeit eben so viel Valenzwerthe bei dem einen
Elektrolyten frei gemacht und getrennt werden, wie bei jedem andern
Elektrolyten, den der Strom passirt, so dafs wir also sagen konnen:
Jede Valenz scheidet mit derselben bestimmten Menge von Elektrieitiit
aus, was auch der Stoff sein mag. Im Wasser z. B. haben wir ein
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Atom O, welches mit zwei Atomen H verbunden ist; in der Salz-
siure hingegen sind zwei Atome Cl mit zwei Atomen H verbunden,
was wir in der Form

OH ClH
H CIH
schreiben konnen. Wenn wir nun den Strom durch eine Zelle hin-
durch leiten, in welcher H,0 zersetzt wird, so werden fiir je ein
Atom O zwei Atome H frei. Wenn wir denselben Strom weiter
durch eine Zelle gehen lassen, in welcher HCI zersetzt wird, so
werden ebenfalls zwei Atome H frei, dafiir aber auch zwei Atome CI.
Die gleiche Menge HElektricitiit, welche einerseits zwei Atome H in
beiden Versuchen frei macht, macht fiir diese beiden Atome H in
dem Wasser je ein Atom O, und in der Salzsiure je zwei Atome
Cl frei. Dasselbe zeigt sich auch, wenn Metalle aus ihren Ver-
bindungen durch den Strom ausgeschieden werden. Fiir gleiche
Valenzen werden immer gleiche Quanta Klektricitit an die beiden
Elektroden entweder abgegeben oder von ihnen aufgenommen, so
dafs also durch die Trennung einer gleichen Anzahl von Valenzen
in chemischen Verbindungen auch immer gleiche Quanta wahrer
Elektricitiit auftreten, d. h. solcher Elektricitit, die sich wie eine
Substanz verhilt, welche die gleiche bleibt, auch wenn der Korper
in ein anderes dielektrisches Medium eintritt. Nun zeigt sich anderer-
seits, dals Elektricitit durch solche Elektrolyten gar nicht anders
hindurchpassiren kann, als indem sie die betreffende Elektrolyse zu
Stande bringt, dals also z. B. positive Elektricitiit in dem Elektrolyten
nur dadurch fortgeleitet werden kann, dals eine Reihe von positiven
Atomen mit dem Strome der positiven Elektricitit fortgefithrt wer-
den, also dadurch, dafs diese Atome ausscheiden und an der Grenze
der Fliissigkeit nun als ein elektrisch neutral gewordener Korper von
anderer chemischer Beschaffenheit auftreten. Wenn z. B. das Wasser
zersetzt wird, so ist der zersetzte Wasserstoff Kation und geht in
Richtung des Stromes der positiven Klektricitit. An der Grenze
tritt freier neutraler Wasserstoff auf, und es wird ein gewisses
Quantum positiver Elektricitit an die negativ geladene Elektrode
abgegeben, und ebenso geht der Sauerstoff nach der andern Seite
als Anion. Er scheidet sich da in Gestalt eines elektrisch neutralen
Korpers aus, d. h. er hat keine elektrische Ladung mehr, nachdem
er ausgeschieden ist. Dabei ist aber von dem ausscheidenden Sauer-
stoff ein bestimmtes Aequivalent, und zwar fiir eine gleiche Menge
Sauerstoff ein ganz festes Aequivalent von negativer Elektricitit an
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die positiv geladene Anode abgegeben worden. Das fithrt zu der
Vorstellung, dals in der chemischen Verbindung, welche durch die
. Elektrolyse getrennt wird, das Kation, also in diesem Falle der
Wasserstoff, mit positiver Elektricitit geladen ist, und zwar mufs
jedes Atom in seiner Valenzstelle ein bestimmtes Aequivalent von
positiver Elektricitiit enthalten, wiihrend der Sauerstoff mit zwei
Aequivalenten negativer Elektricitit geladen sein mufs, entsprechend
den beiden Aequivalenten positiver Elektricitiit, die an dem damit
verbundenen Wasserstoff haften. Wenn diese Kirper ausscheiden,
so miissen wir annehmen, dafs von je zwei Atomen des Wasserstoffs
das eine seine positive Ladung an die Elektrode abgiebt, und dafs
dieses bisher positiv geladene Wasserstoflatom, um sich mit dem
andern zu elektrisch neutralem Wasserstoff vereinigen zu konnen,
von der negativ geladenen Kathode ein gleiches Quantum negativer
Elektricitiit aufnehmen mufs. Dadurch entsteht an der Kathode
Wasserstoff, der nicht mehr in chemischer Verbindung ist, von dem
wir also vermuthen diirfen, dafs er aus zwei verschiedenartig ge-
ladenen Atomen Wasserstoff besteht, withrend der in der Verbindung
enthaltene mit zwei positiven Aequivalenten Elektricitiit verbunden
ist, und der zweiwerthige Sauerstoff an seinen beiden Valenzstellen
negative Aequivalente enthiilt. Ebenso wiirde zu vermuthen sein,
dafs jedes Atom Chlor ein negatives Aequivalent enthilt, so lange
es mit Wasserstoff verbunden ist. Wenn dagegen das Chlor frei
geworden 1ist, verhiilt es sich nicht mehr als negativ geladener
elektrischer Kérper, sondern elektrisch gepriift, ist es dann neutral
ebenso wie der ausgeschiedene Wasserstoff.

Diese Erscheinungen der Elektrolyse, die sich namentlich in dem
Farapavy'schen Gesetz dulsern, haben also zu der Vorstellung gefiihrt,
dals alle, mindestens alle elektrolytisch zersetzbaren Korper aus
Atomen zusammengesetzt sind, welche elektrisch entgegengesetzt ge-
laden sind; und zwar ist jede Valenzstelle mit einer bestimmten fiir
alle Valenzstellen aller verschiedenen Stoffe immer gleich grolsen
Menge entweder positiver oder negativer Elektricitit beladen. Wenn
nun dergleichen elektrisch geladene Atome im Aether liegen, dann
wiirden sie durch die Aetherspannungen Wirkungen erfahren, und
dann bekommen wir in der That Kriifte, welche withrend jeder Undu-
lation nur einmal wechseln, und also Oscillationen von gleicher Periode,
wie sie im Aether stattfinden, an den wiigbaren Theilchen hervor-
bringen konnen. Diese Bewegungen brauchen einen Theil der Kraft
auf, welche in dem Aether hervorgebracht war, veriindern dadurch
auch die Aetheroscillationen und rufen so die Dispersion hervor.

H. v. HELMHOLTZ,, Theoret, Physik, Bd. V. 21
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§ 99. Die elektrischen Momente der Ionenpaare,

Die Elektricititsmengen, mit denen nach den Erscheinungen
der Elektrolyse die Atome geladen sind, rufen nun sehr kraftige
Anziehungen zwischen diesen hervor. Das Quantum Elektricitit
z. B., welches in den beiden Bestandtheilen eines Milligramms
Wasser frei wird, ist so grofs, dals der positive Theil selbst in einer
Meile Entfernung noch eine enorme Anziehung auf den negativen
ausithen wiirde. Wir missen uns also die Elektricititsmengen,
welche an den Atomen haften, als sehr grofs vorstellen im Vergleich
mit der Masse der Atome. Wenn wir nun annehmen, dafs ponde-
rable Substanz in dem Aether eingelagert ist, welche aus chemischen
Verbindungen von geladenen Ionen besteht, so miissen die elek-
trischen Kriifte, welche im Aether wirken, auch gleichzeitig auf
diese eingefiigten und elektrisch geladenen ponderablen Atome
ponderomotorische Krifte ausiiben.

Nach den Formeln, welche iiber die Spannungen, die im Innern
von dielektrischen und magnetischen Korpern eintreten, sowohl nach
der ilteren Theorie, wie sie urspriinglich von PoissoN unter Zu-
grundelegung von Fernkriiften entwickelt worden war, als auch in
den neueren Theorieen, hat man

X, =27 g _gr - g4
2 . b €]
Y,=—"[—%'+9*—§*] (431)

z,= 2%z 91437

4;
'Xy= Yx= Eq: [igj
Y,=z,=2%[9.3] (452)
Zx=X:= 41[‘8'&‘]

&
Diese Gleichungen sind nur eine andere Form der Gleichungen
(429) und (430), die durch die Einfithrung der elektrischen Momente
statt der Kriifte entsteht. Die z-Componente der Kraft, welche auf
ein unendlich kleines Parallelepipedon wirkt, ist

ax  ox, 48x7.

(767 + Ty + ‘3'_:—1 dadydx,

und dhnliche Ausdriicke gelten fiir die anderen Componenten,
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Wir nehmen nun an, dafs der Kérper homogen sei, so dals in
den verschiedenen Theilen, iiber welche wir unsere Ausdriicke aus-
zudehnen haben, die Constante ¢ immer von derselben Grofse ist.
Dann erhalten wir fir die z- Componente der Kraft, wenn wir von
dem Factor dzdydx absehen,

4n X a9 d3 dn op) 0x
& ‘:x_éx__ dz "V 0z ]+ & [f dy +9 ayj]
4n a3 0x
+ & [f 0x +3 6;}
_4nX[ 0% R 03 4z 0X op)]
e [6m+6y+ﬁx}+ e[é‘y_@x}
+4ﬂ8[6$ 03
e | 0z 63;} )

Der Ausdruck
oX 09 03
oz T8y T Oz
bedeutet die Dichtigkeit der wahren Elektricitit und moge mit o
bezeichnet werden. Der erste Theil der Kraft ist demnach gleich
4n
&
ment enthaltenen wahren Elektricitit. Die folgenden Theile
4 0X 0 4 2
+ ng_[ g)]+ wB_'[ﬁ& 68]

& dy  Ou & 0z Oz

kénnen nach den Gleichungen (31), (32) und (33) auch in der Form

der elektrischen Kraft X =

multiplicirt mit der in dem Ele-

ON oM
AM@'(Q—;—APS—C»;;

geschrieben werden, und kionnen also nur da von Null verschieden
sein, wo ein magnetisches Moment sich #ndert, d. h. also, wo, wie
wir uns ausgedriickt haben, ein magnetischer Strom durch den elek-
trisirten Korper hindurch geht. Die Ausdriicke fiir die - und
x-Componenten sind analog. Uns interessirt hier fiir die Lichttheorie
im Wesentlichen nur das erste Glied X¢. Denn da, wie wir sahen,
die Ladung der Atome verhiiltnissmiifsig grols ist, so ist bei kleinen
Werthen der elektrischen und magnetischen Kraft X ¢ als grofs
gegen die folgenden Glieder anzusehn.

Wenn nun elektrisirte Tonen mit ihren elektrischen Ladungen
im Aether liegen, und zur Zeit eine positive elektrische Kraft an

21"
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irgend einer Stelle wirkt, so wird diese das positiv geladene Atom
in ihrer eigenen Richtung fortzufithren streben, das negativ ge-
ladene Atom aber in entgegengesetzter Richtung. Die elektro-
Iytischen Erscheinungen fiihrten auf den Satz, dafs die Ladung
einer jeden Valenz in jedem Atom gleich grofs ist, und also immer
in einem mneutral elektrischen Korper jedem positiv geladenen
Atom ein gleich stark negativ geladenes entsprechen miisse. Die
Kriifte also, welche auf ein Paar von positiv und negativ geladenen
Tonen einwirken, werden immer als ein Kriftepaar betrachtet
werden konnen, das den Schwerpunkt des Ionenpaares nicht ver-
riicken kann, wohl aber Aenderungen hervorbringen konnte sowohl
in der Richtung, welche die beiden Ionen zu einander haben, als
auch in der Entfernung, in der sie gegenseitig liegen, wobei aber
ihr gemeinsamer Schwerpunkt unverindert bleiben mufs. Dadurch
wiirde das elektrische Moment des Tonenpaars veriindert. Wenn die
Ionen durch die elektrische Kraft auseinandergerissen werden, witrde
das Moment wachsen, durch eine entgegengesetzte Kraft wiirde es
vermindert werden. Wenn das Tonenpaar gedreht wird, so wiirden
zu dem urspriinglichen Moment, das eine bestimmte Richtung hat,
noch Componenten von anderer Richtung hinzutreten konnen. Wir
unterscheiden demmach einerseits die elektrischen Momente, welche
in dem Aether durch seine eigene dielektrische Beschaffenheit er-
regt werden kinnen, sowie seine magnetischen Momente, und andrer-
seits die elektrischen Momente der Ionenpaare. Magnetische Momente
der Ionenpaare anzunehmen haben wir bisher noch keinen Grund.
Thre Existenz ist in hohem Grade unwahrscheinlich, da wir keine
isolirten Massen kennen, welche nur einen magnetischen Pol ent-
hielten und nur mit einer Art von Magnetismus geladen wiiren.

Die elektrischen Momente des Aethers selbst setzen wir wie
bisher den elektrischen Kriften proportional:

e X £ Y

. s Z
R 4n’ ?)_'Zn" 3= 4z

Die elektrischen Momente der beweglichen lonenpaare dagegen
witrden nicht der elektrischen Kraft proportional sein, denn sie
werden erstens durch die Triigheit der schweren Atome, welche sich
bewegen, beeinflulst, und zweitens werden wir in Riicksicht ziehen
miissen, dafs Wirmebewegungen bei diesen Erschiitterungen in den
schweren Massen zu Stande kommen kénnen, also allerlei unregel-
miifsige Oscillationen, die auf Kosten der Kraft geschehen, bei denen
also ein Reibungsvorgang stattfindet, durch welchen die Arbeits-
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dquivalente in Wirmebewegung verwandelt werden. Durch diese
beiden Umstiinde, die Triigheit und die Reibung, wird also bedingt,
dals die elektrischen Momente der Ionenpaare nicht lediglich von
der Grifse der elektrischen Kraft abhingen. Denn sie miissen sich
erst in ihre neue Gleichgewichtslage hiniiber bewegen, und sie werden
dabei Beschleunigungen und Verzigerungen erleiden, so dals sie
allerdings immer derjenigen Gleichgewichtslage zustreben, in welcher
die elektrischen Kuiifte sie zu erhalten suchen, aber sic eventuell
nie erreichen, sondern um sie herum oscilliren. Die elektrischen
Momente der Ionen berechnet auf die Volumeinheit sollen mit
L, Uy 3 bezeichnet werden.

§ 100. Die Bewegungsgleichungen eines mit Ionenpaaren
durchsetzten Aethers.

Die Bewegungsgleichungen eines Systems von Massenpunkten
sind von Hamrrrow in eine sehr zweckmiifsige Form gebhracht worden.
Bezeichnet F die potentielle Energie des Systems und L die kinetische
Energie, so muls die erste Variation des Integrals

t

JF — Lyat

t
verschwinden, wenn die Variationen der Coordinaten fiir ¢, und ¢,
gleich Null gesetzt werden. Hierin hingt ¥ nur von den Coor-
dinaten ab, wihrend L eine homogene Function zweiten Grades der
Geschwindigkeiten ist. Die Energie des Systems, die wir mit %
bezeichnen wollen, ist dann

E=F+ L.

Die Differenz F — L wollen wir das kinetische Potential nennen und
mit H bezeichnen.

Auf diese Weise werden sogleich die Differentialgleichungen fiir
die unabhiingigen Veriinderlichen gewonnen, ohne dals man die
Differentialgleichungen fiir die Coordinaten der Massenpunkte selbst
aufzustellen braucht. Wir wollen die unabhiingigen Veriinderlichen,
die die Lage des Systems bestimmen, in einem erweiterten Sinne des
Wortes ,Coordinaten® des Systems nennen, und ihre Differential-
quotienten nach der Zeit ,Geschwindigkeiten®. Dann ist F eine
Function der Coordinaten und L eine homogene Function zweiten
Grades der Geschwindigkeiten, deren Coefficienten die Coordinaten

enthalten konnen.
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Auch den Begriff der Kraft wollen wir erweitern. Eine Kraft
kann man durch die Arbeit definiren, die sie bei einer gegebenen
Verschiebung ihres Angriffspunktes leistet. Ist 49 die von einer
Kraft bei der Verschiebung dz geleistete Arbeit und ist K die in
die Richtung der Verschiebung fallende Componente, so ist:

d¥W = K.dz.

Ist nun F die potentielle Energie des Systems und K die Componente
der inneren Kraft, d. h. der in dem Ausdruck der potentiellen
Energie beriicksichtigten Kraft des Systems, die an dem betreffenden
Punkte angreift, so ist d% = — d F zu setzen. Denn wenn K die
Richtung der Verschiebung hat, so wird kinetische Energie erzeugt
und mithin die potentielle Energie vermindert werden. KEs ist
dann also

ar
E=—5"
Wenn nun p,, p,...p, die Coordinaten des Systems sind in dem er-
weiterten Sinne des Wortes, so wollen wir analog — gf die der
a

Coordinate p, entsprechende Kraft nennen.

Man kann nun die Haminron’sche Form der Bewegungs-
gleichungen auch auf den Fall ausdehnen, wo zu den inneren
Kraften des Systems, die als Functionen der Coordinaten betrachtet
werden, dulsere Krifte hinzutreten, die in jedem Augenblicke ganz
beliebige Werthe haben kénnen. Man braucht zu dem Ende nur
zu H eine Summe > P, p, hinzuzufiigen, wo die Grdfsen P, als
Functionen der Zeit, aber unabhiingig von den Coordinaten be-
trachtet werden. In der Ruhelage, wo L = 0 ist, wiirde die Hamir-
roN'sche Form dann verlangen, dafls

oF
ape T =0
ist. Oder mit anderen Worten: — P, ist die #ufsere Kraft, die nothig

ist, um der inneren Kraft — (-:?TF das Gleichgewicht zu halten. In
a

dieser Form liefert das Haminron'sche Integral bei der Variation
LaeraneE's Gleichungen fiir die fiulseren Kriifte:

OH 4 (0H\ _ ,
0pa dt \8q. | v
worin g, = ap gesetzt ist.

di
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Diese Methode, aus der Variation eines Integrals, das nichts anderes
als die Energiequanta des Systems enthiilt, die Bewegungsgleichungen
zu finden, lifst sich nun auch auf andere physikalische Vorginge
ausdehnen, die nicht einfach auf Bewegungen wigbarer Massen und
auf NEwron's Bewegungsgesetze zuriickzufithren sind, in denen sich
aber doch Energiequanta bethiitigen.

Es wird aber nothwendig, die #ltere engere Annahme fallen zu
lassen, wonach die Geschwindigkeiten nur in dem Werthe der kine-
tischen Energie und zwar in Form einer homogenen Function
zweiten Grades vorkommen, und zu untersuchen, wie sich die Sache
verhilt, wenn H eine IFunction der Coordinaten und Geschwindig-
keiten von beliebiger Form ist.

Die Maxwernr'schen Gleichungen kann man auf diese Weise ab-
leiten, wenn man H als Summe aus den folgenden iiber den unend-
lichen Raum erstreckten Integralen zusammensetzt.

H=®,+ b, + @,

fbe=4ﬂfff{-w}dmdydm
w-aff[il@-%) +E-5 |w

ou 4\’

®, =474 ff”u ‘D + B BB}drdw.

oo

U, B, W hiingen dabei mit den Componenten g M, N des mag-
netischen Moments durch die Gleichungen

oNn oW M — opit 611_ 9 — 6_11 _t?_ﬂ_i_
8x 0y bz 9z “ 8y " 0z
Zusammen.

Die Variation von H nach 1 liefert:

4;:[[]:[ 5.1}3—911 %gﬂl)dxdjdxdt
+-l:rxf/.f[f—-—--r)‘udxdydxdt

e



328 SECHSTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 100.

oder wenn man das erste Integral durch partielle Integration nach y
und » umgestaltet und beachtet, dafs die iiber die Grenze er-
streckten Theile des Integrals wegfallen:

15 mww(_ EXL IR, Pros

Soll diese Variation verschwinden, so miissen wir haben

0x o M) 0 (E]R)

ot 6_/l T oxlp

Auf analoge Weise ergeben sich aus der Variation nach 8 und 2
die den anderen beiden Coordinatenrichtungen entsprechenden Max-
wrrL'schen Gleichungen.

Die Variation von H nach X liefert:

e‘m/fff dXdzdydxdt +41A/ffj11 ()Ed:rdydxdt

und nach partieller Integration des zweiten Integrals nach ¢

4T[fff X _ ;_.-_}wqum

Das Verschwinden der Variation verlangt

6‘11 X
5‘! P
und analog ergiebt sich
0% _ 9 oW 3
AW_ > und AT?@T_T'

Differentiirt man die zweite dieser Gleichungen nach z, die dritte
nach y und zieht sie von einander ab, so erhilt man die Max-
weLL'sche Gleichung

g2
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und analog ergeben sich die andern beiden

Aam__a(g) a(x)

TR T A TR
oNn o [X 6 /(9
“mﬂ;(ﬂ'a@(ﬂ

Wie wir in § 82 fanden bedeutet das Integral &, die elektrische
Energie und ®, die magnetische Energie.

Will man die Bewegung des Aethers in den Maxwery'schen
(#leichungen mit beriicksichtigen, so hat man nur zu beachten, dafs
der elektrische und magnetische Strom auf ein sich mit dem Aether
fortbewegendes, aus bestimmten Aethertheilchen bestehendes Flichen-
element bezogen werden mulfs, dessen Gestalt und Lage sich also mit
der Zeit éindert. Werden X, ), 8 und £, I, N als Functionen der
Zeit und fester Raumcoordinaten z y x betrachtet, so driickt z. B.

%—?dm dy nicht den elektrischen Strom aus, der durch das Flichen-
element dady tritt, wenn wir es sich mit dem Aether bewegen
93
ot

lassen. Der Ausdruck, der in diesem Falle an die Stelle von

zu treten hat, ergiebt sich durch folgende Ueberlegung.

Es mogen die Aenderungen 0%, 09), 08 des Vectors ¥, 9, 3
gesucht werden, welche néthig sind, damit der Vector

X+0% 9+09, 8+03

mit einem im Aether in der Zeit d¢ fortbewegten unendlich kleinen
Parallelogramm ein Parallelepipedon von gleichem Volumen be-
stimme, wie der Vector X, ¥), 3 mit dem urspriinglichen Parallelo-
gramm, Es liege das Parallelogramm urspriinglich in der z y-Ebene,
und es seien die Vectoren dw, 0,0 und 0, dy, 0 zwei anstolsende Seiten.
Dann ist das Volumen des urspriinglichen Parallelepipedons gleich
8 dxdy. Sind nun e«,f,y die Geschwindigkeiten der Aetherbe-
wegung, die auch als Functionen von z,y,x,¢ betrachtet werden, so
geht in der Zeit dt der Vector dw, 0, 0 in

de op oy
dz—!——a;d:ndt, %dmdt, Edmdi
der Vector 0, dy, 0 in
O o

Oy
i dydt, dy-+ -gadydt, B—?;dydt
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iiber. Das Parallelogramm dxdy erhilt demnach in der Zeit d¢ die
drei Projectionen:

« 0f

—%:gd;sdydt, wazdwd_yd!, dmdy—}-(a +6

3y )dxdydt,

wobei die Grifsen vierter Ordnung weggelassen sind.
Das Volumen des neuen Parallelepipedons wird demnach, wenn
wir die Grolsen vierter Ordnung weglassen:

0
T -+ 6‘8) dt}drd_}

Soll also das Volumen unverindert bleiben, so ist zu setzen:
ay Oee 0f
18=[2 g% +95, —8(5s + Gy |4

Nun riickt das Flichentheilchen in der Zeit df von dem Punkte
x y x zu dem Punkte = + edt, y + B di, z + ydt. Wird 8 als Func-
tion von wyx{ angesehn, so wiirde also die Aenderung von 3 in
der Zeit df, wenn man dabei die Aenderungen von z y x beriick-
sichtigt, gleich:

a3

[- 6-" i‘)a"dt+%+r)8+8

a3, % 98

dt-[»a

sein. Wenn dies gleich 0 3 wiire, so wiirde das bedeuten, dals in der
Zeit di kein elektrischer Strom durch die Fliche dx dy hindurch-
tritt. Wenn es aber von J3 verschieden ist, so stellt die Differenz
die auf die Flicheneinheit berechnete in der Zeit d¢ hindurchtretende
FElektricitiitsmenge dar. Dividirt man durch df, so erhilt man den
auf die Flicheneinheit berechneten Strom, der durch die im Aether
sich fort-bewegende Fliche hindurchtritt. Dieser Ausdruck

08 , 98

5 98 . 8y 9y op
3+, @+ y—2 =L -9 +38

ay'Tax dxz ¥ dy ( 6‘)

oder was dasselbe ist:

o+ o+ oy + a7 + g (8 ) + 5 (89 - 97)
68

muls also in den Maxwerr'schen Gleichungen an Stelle von - ein-

ot

gesetzt werden, wenn man die Aetherbewegung beriicksichtigen will.

Analoge Ausdriicke ergeben sich an Stelle von %“: und %E?

» sowle an
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08 BSD? o 08 L oM N

Stelle von ——»—, sy wo aber - o =2 7 + == 0 gesetzt

at’ ot at

werden kann, da wir keinen wahren Magnetismus annehmen.
Diese erweiterte Form der MaxweLL'schen Gleichungen ist eben-
falls aus der Varia,tion des Integrals zu gewinnen, wenn man nur

in fD an Stelle von —6—3 %? ;%3 die neuen Ausdriicke einfiilrt,

welche die Bewegung des Aethers beriicksichtigen. Die Variation
nach U, B, W gleich Null gesetzt liefert dann

gy | =2 (3) = 4151 +oet 55 80—+ 5, @r— )
se (5]~ (x) = AP +op+ L@r— 80+ L @e—28] |10
(B 2 (%) =B oyt £ G20+ L 88-00)
wo o fiir 6% + g%) 8 geschrieben ist.
Die Variation nach 3;' 9, 8 liefert
X

o
LT +a («ll+ BB +7 ) + NG — My |

08B
:A{m a (e H+ﬂi’3+7ﬂi§)+£y~9?u} | (435)

B a0 2 e+ pT 4 W) + a2

Differentiirt man die zweite Gleichung nach z, die dritte nach y
und zieht beide von einander ab, so ergiebt sich:

a (9 0 (3 0g 0 }
a—x(}‘) _a_y(e) A{m 5,8 —Ma) + 7€y — Ra)
und auf analoge Weise erhalt.en wir

%(%‘%(‘f‘%*‘i{a@ﬂ? + - My 9?(5’)+é, ﬂRa—ﬂﬁ)}t(‘l%)
S -L )R e e Lo

Die Gleichungen (434) und (436) enthalten auf den rechten
Seiten die Componenten des elektrischen und magnetischen Stromes,
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bezogen auf ein mit dem Aether sich bewegendes Flichenelement,
auf die Einheit der Fliache berechnet.

Jetzt ist es nicht schwer, die Aenderungen anzugeben, die man
an der Function H anbringen mufs, um auch die Bewegung der
Tonen zu beriicksichtigen. Ks sollten p, y, 3 die Componenten des
auf die Volumeinheit berechneten elektrischen Momentes der pon-
derabeln Materie sein.

In der Gleichgewichtslage wiirden x, v, 3 den Componenten der
elektrischen Kraft, wenigstens innerhall gewisser Grenzen der Polari-
sationsstiirke, proportional gesetzt werden kémnen, so dals wir die
Jomponenten der elektrischen Kraft, welche die Momente g, ), 3 in
der Ruhelage erzeugen, gleich

4xy 4wy 4da;

I
setzen konnen, wo & eine der ponderabeln Materie zukommende
Constante ist. Sind die elektrischen Momente der lonen nicht in
der Gleichgewichtslage, so sind

4wy . 4wy ., 473
T L= g £ 7
die iibrig bleibenden Componenten, die p, Y, 3 zu @ndern streben,
oder mit anderen Worten: wir kinnen uns z. B. X in die beiden

X

Theile (A . m“J + il zerlegt denken, von denen dem zweiten

v v
durch das Moment p das Gleichgewicht gehalten wird, so dals nur
4y

die Wirkung von X — ithrig bleibt.

&

Bei der Aenderung von 1, Y, 3 um dy, dy, d3 ist die potentielle
Energie ebenso zu berechnen, wie die Aenderung der potentiellen
Energie bei der Bewegung eines Magneten im magnetischen Felde.
Auf die Einheit des Volumens berechnet, ist die Aenderung der
potentiellen Energie

dmy) 4y [y 473 .
e = 5o - )

47 , .
af - (Xp+ Yy + 2 + 55 B+ 9 + 3]

oder

Fiir &, haben wir daher jetat zu setzen:

a 2 2 2 ] 2 3
zp==4grﬂﬂ£ +9°+8* X +Py+83 BV ) g e a7y

2¢ & 28
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Der zweite, mit ®,, bezeichnete, magnetische Theil des kineti-
schen Potentiales kann unverindert bleiben. Der dritte, elektro-
magnetische Theil @, reducirt sich, indem wir in den Ausdriicken

11{6§+”a+6 (X8 — g)a)+a (&.y-—-Ba)][

und den beiden analogen die Glieder dritten Grades kleiner Grifsen
(zu denen aber & nicht gehort, das wir uns an den Ionen verhilt-
nifsmifsig grofs vorzustellen haben) weglassen, auf:

qu=4-rr;ij:U{ll(%+ urr) +ﬂ§(%—%+ﬂa)

(438)
98

+ B 57 T de dydx

Das ¢ ist iiberall gleich Null, aulser an den elektrisch geladenen

Stellen der Ionen. Wenn wir annehmen, dals der Aether sich an
diesen Stellen ebenso bewegt wie die Jonen, so ist:

or _ 9y 63 —
By = U0y mr= Py yo
und also:
@, =4na[[[0E+D 0@+
o (4382)
—I—%%jﬂé—)}dxdydz |

Aufserdem haben wir in dem Ausdruck fiir H nun noch die leben-
dige Kraft der Tonen und die Reihung zu beriicksichtigen.

Die Componenten der Geschwindigkeit der Ionen sind den
dr oy 03
at’ at’ ot
Projectionen des Weges sind, die das eine Iou eines Ionenpaares in
der Zeit dt zuriicklegt, so sind —dz, —dy, — dx die Projectionen
des Weges, den das andere Ion in derselben Zeit zuriicklegt. Ist
ferner ¢ die Ladung des ersten, so ist —e die Ladung des zweiten
Tons, und mithin sind 2edz, 2edy, 2edx die Aenderungen der Com-
ponenten ihres elektrischen Momentes. Man kann daher die leben-
dige Kraft der Ionen in der Form

fff"’{( + U)J’(az”‘f"dw (439)

Grifsen proportional. Denn wenn dxz, dy, dz die
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schreiben, wo m, der Dichtigkeit der ponderabeln Materie propor-
tional ist. Die lebendige Kraft mufs mit dem negativen Zeichen in H
aufgenommen werden. Die Reibungskrifte, deren Componenten, auf
die Volumeinheit berechnet, mit —y,, —v,, —3, bezeichnet werden
mogen, setzen wir den Geschwindigkeiten der Grifse nach propor-
tional, aber von entgegengesetzter Richtung, und schreiben dem-
gemils

g

h=hg,
0

b=l (440)
0

h=Fh 6_3

wo [k, eine positive Grofse ist.

Nach dem, was oben bemerkt wurde, kann ibhr Einflufs eben-
falls aus der Variation des kinetischen Potentiales erhalten werden,
wenn man zu H den Ausdruck

SSS e+, +33) dzdydz (441)

hinzufiigt und bei der Variation r,, Y, 3 nicht mit variirt. Das
Integral, dessen Variation verschwinden soll, besteht also aus den
Zeitintegralen iiber @,, ®,, @ , wie diese in den Gleichungen (437),
(438) und (438a) dargestellt sind, und iiber

= 1[G+ 58]+ (3o
+fff{z£1+wl+sal}dmdyd%

Daraus ergiebt sich:
1. Bei der Variation nach X, 9), 8

X—xr 611.
© —4a
9 — 0%
gg”:am (442)
8“3_ 4 d_?!ﬂ
e 0t
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woraus durch Differentiation und Subtraction, wie oben bei den
(leichungen (436), die Gleichungen gewonnen werden:

PL. i_@;u_gi(«%—a
gt ~ x| = J oy | &
oM d [B3—3; 0 [X—¢ [ ’
157 == 2 - [ (443)
49 _ 0 (E—r) 0 @-—y
gt Oy |\ = 6‘9:( E
2. Bei der Variation nach 1, B8, B
LBty _ 3 (B)_ 0 @
ot  dy | p x|\ u
d@+y) _ 9 (L) _ & (N L
498+ _ 0 (ﬁ _9 (8
dt ~ dzlnp dy | n
3. Bei der Variation nach g, v, 3
4nX | 4mr Ju 0%t -
—= t g gy tega vh=0
was, combinirt mit den Gleichungen (440) und (442} giebt:
8n X 1 0%
= inlgrgles m gt h g
und entsprechend
8W¥J ) (445)
ﬂ(ﬁ‘ )‘J’“}" 632 +L1
8n8 1 1 0?3 03
T—4”(§+?)3+”"16_:T+"1W
Der kiirzeren Schreibweise halber setzen wir
1 /¢ .
2(??*‘) =%
S =m
5 (448)
&k,
B "
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somit wird
0%r dx
= nd . s
E_ag+mat2+!»a£
2
2)—a20+m§,2-+k§? (445a)
0*3 93
— n2 L ..
8“a3+m652+kat

& 101. Die Dispersionsformeln.

Nachdem wir so die Grundgleichungen unseres Problems ge-
bildet haben, ist es nicht schwer, nun die weiteren Schliisse daraus
zu ziehen, Wir wollen uns auf den einfachsten Fall beschriinken,
dafs wir ebene Wellen haben, die sich in Richtung der z-Axe
fortpflanzen. Wir wissen, dals sich solche Wellen fortpflanzen kinnen,
wenn nach der einen Polarisationsrichtung elektrische, nach der
anderen magnetische Schwingungen bestehen, und diese Schwingungen
alle senkrecht auf der Fortpflanzungsrichtung sind. Wir wollen an-
nehmen, dafs die elektrischen Schwingungen in Richtung der y-Axe
und die magnetischen Schwingungen in Richtung der x-Axe vor
sich gehen. Dann werden wir fiir die elektrischen Momente setzen
kinnen:

y — B.ein1£+pn:t
&=3 =0
Fiir einen positiven Werth von p wiirde hier die Bewegung in
der Richtung der negativen x-Werthe fortschreiten und p wiirde die
Zeit sein, in der die Bewegung um die Strecke 1 fortschreitet. Es
soll hier aber der Fall nicht ausgeschlossen sein, dafs p auch
complexe Werthe erhiilt. Der reelle Theil von inp bestimmt die
Dimpfung der Oscillationen, withrend von dem imaginiiren Theil
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit abhiingt.
Ferner setzen wir:
gt - O.eiu{r+p.‘r]
L= =0,
und endlich werden wir noch fiir die elektrischen Schwingungen
der Tonen zu setzen haben:
1) = b.g”'”‘+pz}

t=3=0.
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Die Constanten sind nun so zu bestimmen, dafs die Gleichungen

AN 0 X—z| 9 D—y
=l o) el

- (3)- 1Y

9t Oz
ay
_ 2 ZA N
) =a lj—l-mé,f2 -{-»kat

n
0%y

erfilllt werden. Alle iibrigen Gleichungen (443), (444) und (445) sind
bei den gemachten Annahmen von selbst erfiillt; & und u werden im
ganzen Raume als constant angenommen. Setzen wir ein, so kann in
allen Gliedern der Factor ¢'™"1#%

giebt sich:

weggehoben werden, und es er-

A.Cin=—(B—b) 2P

A'(B+b).'i.n=——-g---£.n.p (447)
B=a?b —mbn® 4 Lkbin

Aus der ersten und zweiten Gleichung (447) hebt sich ¢.%, und die
Gleichungen werden reell; aber die dritte bleibt complex. Zur Ver-

einfachung werde statt & das Verhiiltnils J%: L in die Gleichungen

eingefiihrt. Dann gehen sie iiber in

4.¢0=—B.(1 _h,)-::’—

A.B.(1 +8) =— c_;ji’ (448)

1= (> —mn*+ kin)h

Aus der dritten dieser Gleichungen erhiilt man:

1
A a?—mn®+ kin (48)

Durch Division der linken und rechten Seiten der anderen beiden
Gleichungen ergiebt sich:

H. v. HELmaorrz, Theoret, Physik., Bd. V. 22
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B c ] B2 ]
_GT(} +h) = G TES] oder (E) Y ey
und durch Multiplication: (450)

2 ”
A .(1+h)zﬁ.( — h).

Diese Gleichung bestimmt den Werth von p und damit ist fiir
einen beliebigen Werth von = bis auf einen in ¢, b, B enthaltenen
willkiirlichen Proportionalitiitsfactor Alles bestimmt.

Es wird

s Ape(l+h)

p=br (4502)

Da » aber eine complexe Grifse ist, wird auch p eine complexe
Grifse werden.

Bezeichnet €, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, welche das
durchsichtige Medium zeigen wiirde, wenn keine beweglichen und
verschiebbaren elektrisch geladenen Ionen in ihm ligen, so ist nach
dem Fritheren

und daher

(450D)

Nach der Gleichung (449) ist

+l=02—mn24+1+k.i.n

2!"!.—&

und

—l1l=a—mnt—1+k.i.n

'e‘:“||—l

Wir bestimmen nun eine positive Zahl ¢, und einen Winkel 6,
so dafs

a® —mn® +1=g,.cos6), und kn = g,sin 6,

ist, und ebenso o, und 6,, so dals (451)
a® —mn® —1=9, .cos0, und kn = p, sin O,

ist. Dann wird
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— 1 1 /0, (cos 6 + ¢sin 6)
P=Ig 0, (cos O, + isin O))

(]

1 0 PN 1 I/ETO -1y i (0, = 8
— /2 =g =]/ AT (452)
@ulf 0, &' Vo

1 /0, 1 i 1 g
+ ﬁ—ol/% [cnsg—(@l — 6,) — sin 5{0, — 90}]

I
H-

Durch beide Vorzeichen fiir » kann man den Gleichungen ge-
niigen. Je nachdem der reelle Theil von p positiv oder negativ
ist, laufen die dargestellten Wellen in der Richtung der negativen
oder positiven Werthe von 2z Da wir nur den einen Fall zu be-
trachten brauchen, so wollen wir das negative Zeichen wiihlen.

Da & und » ihrer physikalischen Bedeutung nach positiv sind,
so liegen @ und 6, zwischen 0 und =, und da ferner

cotg ©, — cotg O, = %

und daher also cotg 6, > cotg @, ist, so muls @, > 6 sein. Mithin
sind cos-g- (6, — O,) wnd sin 3 (6, — ) positiv.

Schreiben wir zur Abkiirzung

n

o 0 1
1= l/i sin 5(91 —6,)

und o (453)
1 1. /o, 1 ;
[N 0055(01 —0,)
so wird, wenn wir das negative Zeichen wiihlen:
1 7
P"—'"‘E'FEQ:' (454)

wo € und ¢ beide positiv sind. Dann wird

Ed
in(t4+px) —qx in(t——
e = e ( €

und dies stellt eine Wellenbewegung dar, die mit der Geschwindig-
keit € in der positiven z-Richtung fortschreitet. Der Factor e—e=
bezeichnet dabei eine Abnahme der Amplitude in der Richtung der
fortschreitenden Wellen in dem Maalse, dals fiir die Liingeneinheit
die Amplitude sich auf den Bruchtheil ¢=? ihres Betrages reducirt.

Wir miissen uns nun den Gang dieser Verhiiltnisse klar machen,
wenn wir allmiihlich von kleinen Schwingungszahlen der Lichtwellen

22*
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zu Lichtwellen mit grofsen Schwingungszahlen iibergehen. Zu dem
Zweck ist es rathsam, eine graphische Darstellung anzuwenden.

In der Ebene der Zeichnung wollen wir reelle und imaginiire
Grifsen durch auf einander rechtwinklige Coordinaten darstellen.

Die complexe Zahl %: a® —mn?+kni wird durch einen Punkt

dargestellt, dessen Abscisse #=a? —mn® und dessen Ordinate y = kn
ist (Fig. 53).

¥

e

0 x-a®

Fig. 58.

Betrachten wir Wellen mit allen miglichen Schwingungszahlen, so
haben wir » als Veriinderliche zu betrachten. Die Punkte, welche die

Grofse 71& darstellen, bilden dann eine Curve, deren Gleichung wir

erhalten, indem wir n eliminiren:

Das ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitel bei 2 = a? liegt.
Je grofser y wird, desto kleiner wird z, und die concave Seite der
Parabel wird nach der Richtung der negativen 2-Axe gewendet sein.
Die Werthe von # sind den Ordinaten dieser Parabel proportional. Es
sei 4 irgend ein Punkt der Parabel, dann erhalten wir die Punkte

Bund ¢, welche die complexen Zahlen )—lt +1 und Ti — 1 darstellen,

indem wir von A parallel der z-Axe nach rechts und nach links um
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die Liangeneinheit vorwarts gehen. Mithin ist dann ¢,= 0B, ¢, =0C,
@, =BOx, ©,=3C0z, O, —0,=3COB.

Nach den in den Gleichungen (453) gemachten Definitionen
von ¢ und € ist

T 6, —06
25‘!’;@ - QntgnL_?__P_.

Das ist aber der Diimpfungscoefficient fiir eine Wellenlinge. Denn »
ist die Anzahl der Schwingungen in der Zeit 27, und da € die

Fortptlanzungsgeschwindigkeit ist, so ist %29: also die Wellenliinge

fiir eine Schwingung. Nimmt nun z um Az zu, so reducirt sich
die Amplitude der Welle, wie wir oben gesehen haben, auf den

Bruchtheil ¢™??% ihres Betrages. Mithin wird sie sich fiir eine

Wellenliinge auf den Bruchtheil e=2%% % reduciren. Es bildet
tg _@_ also ein Maals fiir die Absorption. Je grolser der
Winkel ist, unter dem die Strecke CB von O aus gesehen erscheint,
um so grofser ist die Absorption. Sie wird Null, wenn 4 im Scheitel
liegt, vorausgesetzt, dafls a® > 1 ist. Sie nimmt dann mit wachsen-
dem 7 zunichst zu, um fiir sehr grofse Werthe von n» wieder be-
liebig klein zu werden.

Riickt der Punkt 4 vom Scheitel aufwirts, so bewegen sich
die beiden Punkte B und ¢ immer mit derselben Geschwindigkeit
wie 4, sowohl was die Grifse der Geschwindigkeit betrifft, als auch
die Richtung. Bezeichnet ¢" 4’ B’ eine benachbarte Lage der Strecke
C A B, so ist also
AA sin(C'C0O)

4= 0C
__ AA'sin(B'BO0)
46, =——Fp——

Daher wird der Winkel @, schneller wachsen als 6, so lange

sin(C'CO) .. . sin (B'B 0)
00 grolser ist als 5

ist. Der Winkel @, — @, erreicht ein Maximum, wenn

, und langsamer, sobald es kleiner

sin (C'C0O) _ sin(B'BO)
ocC a OB

ist. Schneidet die Parabel die y-Axe nahezu senkrecht, so tritt
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das Maximum sehr nahe der Stelle ein, wo OC = OB ist, wo also
A auf der y-Axe liegt und o® = mn? ist.

=
Der betreffende Werth n = l/% entspricht der Kigenschwingung

des Molekels, die wir erhalten, wenn wir in der Gleichung

9y
ot

6!2
g]_—_—a”I)-[-ma]g + &
das elektrische Moment ) und den Reibungscoefficienten % gleich
Null setzen. Die starke Absorption tritt also da ein, wo die Periode
des Lichtes mit der eigenen Schwingungsperiode der Molekeln iiber-
einstimmt. Die starke Absorption ist also von starkem Mitschwingen
der Molekeln begleitet, so dals wir dabei auch Wirmeentwickelung
und unter Umstinden ein Zerreilsen der Ionenverbindungen er-
warten konnen, namentlich wenn noch eine elektrostatische Ladung
der Substanz hinzukommt. So sind wohl die Beobachtungen von
Herrz zu erkliren iiber die Entweichung der Elektricitit unter
dem Einfluls der ultravioletten Strahlen.

Fiir den Gang der Dispersion sind die beiden Fille a* > 1 und

a® <1 zu unterscheiden. Nach Gleichung (446) war a“:%(-;—' -+ 1),
1

so dals die Unterscheidung anch durch &> und & < ausgedriickt
werden kann.

Die Reibung wollen wir in beiden Fillen gering annehmen,
den Werth von k also klein voraussetzen.

1. Es sei a® > 1.

Der Winkel 6, — 0, = 5= C OB (Fig. 53) ist fir kleine
Werthe von n sehr klein und wiichst mit wachsendem » zuniichst
langsam, da die Parabel bei kleinen Werthen von £ flach ist.
Grofsere Werthe erhiilt der Winkel erst, wenn die Strecke CAB

: -
sich der y-Axe nihert. Fiir »° = a_ml fallt der Punkt C in die

2
y-Axe und fir »n®= %—1 der Punkt B. Fir die erste Lage ist

tg(COB)= }—20 l/aﬁ-?z i1 also bei dem kleinen Werthe von % ist 3= COB

. T S . _ 2 m
nahezu gleich 3 Fiir die zweite Lage ist tg (CODB) = T I/&f_?l-
7

und wieder << COB nahezu gleich -,

wihrend fiir das Maximum
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der Absorption n? = u d tg (CgB- = ~]l~ l/z;; mithin = COB nahezu

gleich @ ist. Wa]uend also innerhalb dieses Intervalles von

- 1 2
n= l/a - bis n = l!a ;:I bei dem vorausgesetzten kleinen

Werthe von % die Absorption betriichtlich ist, wird sie auflserhalb
des Intervalles alsbald sehr gering. In dem Ausdruck, den wir oben
(Gleichung 453) fiir das Verhiltnifs der Geschwindigkeiten im leeren
und im beladenen Aether, d.i. fiir das Brechungsverhiltnifs fanden,

kann der Factor cc»s%(_@1 — 0,) aufserhalb des Absorptionsstreifens

unberiicksichtigt bleiben, da er sehr nahe gleich 1 ist. Der Gang des
Brechungsverhiiltnisses wird hier also als Function der Schwingungs-

zahl im Wesentlichen durch l/5 dargestellt. Die Figur 53 lehrt

0y

2
uns, dafs das Brechungsverhiiltni(s fiir » = 0 den Werth l/ﬂ5 il

hat. Mit wachsendem » nehmen g, und g,, so lange 3= COB klem
ist, um nahezu dieselben Grofsen ab. Mithin muls & wachsen, da

1
der Nenner relativ stirker abnimmt. Erst wenn der Winkel COB
grifser wird, d. h. wenn CAB der y-Axe niher kommt, wird g,

weniger schnell abnehmen als g,, und % muls dann mit wachsen-
1

2 2
. . a® . . a
dem n Kleiner werden. Fiir n? = —— wird €2 =1 und fir n? >—

%1

Qo

L5
rend ¢, noch abnimmt. Fiir grofse Werthe von » wird es aber
wieder zunehmen und sich dem Werthe 1 asymptotisch nihern, da
0, und p, alsdann unbegrenzt wachsen, der Unterschied 0, —0, aber
nahezu gleich 2 wird.

Mithin wird auch das Brechungsverhiltnifs fiir » =0 bis in
die Niithe des Absorptionsstreifens grofser als 1 sein, und mit wach-
sender Schwingungszahl wachsen, wie es bei den durchsichtigen
Korpern gewdhnlich beobachtet wird. Dann aber wird durch die

muls zuniichst noch weiter abnehmen, weil nun p, wichst, wiih-
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Absorption der abnehmende Werth von l/:" noch mehr herabge-

&
driickt. Das Brechungsverhiltnils muls rasch abnehmen, hinter dem
Absorptionsstreifen aber wieder zunehmen und sich dem Werthe 1
asymptotisch néhern. In der That wird die Abnahme des Brechungs-
index mit wachsender Schwingungszahl, die sogenannte anomale
Dispersion bei Medien beobachtet, die im sichtbaren Theil des
Spectrums einen Absorptionsstreifen besitzen. Bei den farblos durch-
sichtigen Korpern, bei denen gewdhnlich die Brechungsverhiltnisse
untersucht worden sind, hat man den Absorptionsstreifen jenseits
des Ultravioletten anzunehmen. In dem Absorptionsstreifen nimmt
das Brechungsverhiltnifs nach unserer Formel bis unter 1 ab, so
dals hier die Geschwindigkeit des Lichtes grifser ist, als im leeren
Aether. Auch dies ist bei einigen Metallen von Kuxpr beobachtet
worden.

Natiirlich ist nicht ausgeschlossen, dafs auch Molekiile vor-
kommen kinnen mit mehreren eigenen Schwingungsperioden, die
mehrere Absorptionsstreifen und entsprechend verwickeltere Bre-
chungsverhiiltnisse geben.

2. Es sei a2 < 1.

-
In diesem FKalle nimmt % von dem Werthe 1/2 +1 mit
0, 1—a?

2
. .o a : . .
wachsendem #» ab, wird fir »® = — gleich 1, nimmt zunichst

noch weiter ab, um dann wieder zuzunehmen und sich dem Werthe 1
asymptotisch zu niahern. Der Winkel COB ist fir n =0 gleich n
und bleibt betriichtlich, so lange ¢4 B die y-Axe schneidet. Fiir
grofsere Werthe von »n wird der Winkel rasch klein und nihert

sich asymptotisch dem Werthe Null. Danach driickt der Factor
1 . . . »
0055(91 — 0,) fiir die kleineren Werthe von » bis hinter n® = %
das Brechungsverhiltnifs stark herab, Fiir grolse Werthe spielt der
Factor keine Rolle mehr und das Brechungsverhiltnils nimmt zu
und nihert sich asymptotisch dem Werth 1. Kérper von diesem
Typus lassen sich unter den bisher untersuchten noch nicht er-
kennen.



§102. BRECHUNG U.SPIEGELUNG BEI ABSORBIRENDEN MEDIEN. 345

Dritter Abschnitt.
Die Brechung und Spiegelung bei absorbirenden Medien.

" § 102. Die Verhiltnisse der Amplituden des einfallenden, des
reflectirten und des gebrochenen Strahles.

Die Bewegungsgleichungen des Lichtes in einem mit lonenpaaren
beladenen Aether lassen nun auch die Gesetze der Brechung,
Spiegelung und Polarisation des Lichtes fiir den Fall erkennen, dals
das Licht an der Oberfliche eines absorbirenden Mediums reflectirt
wird. Medien dieser Art sind die Metalle. Dalfs hier bei der Re-
flexion Licht absorbirt wird, lilst sich sogleich erkennen, wenn das
reflectirte Licht farbig ist, wie z. B. beim Kupfer und beim Golde.

Aber auch ohne ausgesprochene farbige Retlexion ist dieser soge-
nannte Metallglanz charakteristisch. Er kommt nicht nur bei den
fast undurchsichtigen Metallen vor, sondern auch bei einer Reihe
von Korpern, bei denen gewisse Strahlen sehr vollstiindig absorbirt
werden; so haben mehrere Anilinfarbstoffe, wie z. B. in sehr ausge-
zeichneter Weise das Fuchsin, diese eigenthiimliche metallische
Reflexion, welche sich theils durch ihre Lichtstiirke auszeichnet,
theils dadurch, daf§ eine ganz bestimmte Farbe in dem Reflex sehr
stark hervortritt. Wir finden alle moglichen Uebergangsstufen bis
herab zu fast vollkommen durchsichtigen Kérpern, die uns durch
ibr fufseres Ansehen kaum eine Absorption verrathen wiirden. Aber
bei vielen der bekannten durch-
sichtigen Korper zeigt sich eine
Andeutung der Absorption darin,
dals linear polarisirtes Licht durch
die Reflexion elliptisch polarisirt
wird. Diese elliptische Polarisation
ist eine Eigenthiimlichkeit der Re-
flexion an absorbirenden Medien.

Es sei (Fig. b4) eine ebene
Oberflache eines stark absorbiren-
den Mediums gegeben und es mag
ein Wellenzug auffallen und auf
der Grenzfliche des zweiten Mediums ablaufen. Dann entsteht,
wie wir gesehen haben, eine Grenzbedingung dadurch, dafs in dem

Fig. 54.
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zweiten Medium auch Wellen ablaufen miissen, die eine etwas
andere Richtung nehmen, deren Spuren aber mit den Spuren der
einfallenden Wellen auf der Grenzfliche zusammenfallen miissen.
Wenn wir oben ein nicht absorbirendes Medium haben und die
einfallenden Wellen also gleiche Stiirke behalten, indem sie ablaufen,
so werden diese Wellen im ersten Medium eine oscillirende Be-
wegung mit constanter Amplitude hervorbringen. Die Wellen aber,
die in dem zweiten Medium erregt werden und von der Eintritts-
stelle aus in der Richtung entsprechend dem gebrochenen Strahl
herabgehen, haben in derselben Wellenebene nicht constante Intensitiit.
Indem die Welle sich durch das zweite Medium fortpflanzt, unter-
liegt sie einer Absorption; die tiefer eingedrungenen Theile kénnen
also schon stark geschwiicht sein, withrend die anderen Theile der-
selben Wellenebene, welche eben erst in das zweite Medium einge-
treten sind, noch die volle Intensitiit haben miissen, die ihnen von
dem oberen Medium aus mitgetheilt worden ist. Das hatten wir
bisher bei unseren (leichungen der Lichtbewegung noch nicht be-
riicksichtigt. Im ersten Medium gelten die Maxweri’schen Glei-
chungen in ihrer urspriinglichen Form:
-
L5

a9t 0z \s | Oylg
4 0% _ 0 (®) 9 EIJE)
dt — dy \m 0% |y

und die analogen fiir die anderen Componenten. In dem zweiten
Medium gehen wir wieder von den allgemeinen Gleichungen (443),
(444) und (445a) der elektromagnetischen Wellen aus, welche sich
auf ein mit elektrisirten Ionen durchzogenes Medium beziehen:

4. 85, G (?J_"‘J) o (3 f_é)

& Oy \ &
ﬂ?z_ﬂ“ﬂ__i(ﬁ _ 0 (M
g e Py )
g o't 0Ok

— S M-
&—ag+ma 2+k6¢

und die entsprechenden fir die anderen Componenten.

Da wir es immer nur mit periodischen Schwingungen einer
Farbe zu thun haben, so kénnen wir annehmen, dafls die Abhiingig-
keit von der Zeit in allen diesen Gleichungen dadurch gegeben ist,
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dafs die vorkommenden Grifsen alle den Factor ei»t enthalten, und
im Uebrigen nur Functionen der Coordinaten sind. Die Differential-
quotienten nach der Zeit sind dann einfach zu bilden, indem man
so oft mit ¢.n multiplicirt, als die Ordnung des Differentialquotienten
betrigt. Dann erhalten wir im zweiten Medium die Gleichungen

: d 0
dging = W(@)—Q)HB?(S_H

. A oM (455)
Ap,in(X +1) = T Ok
X=at.r—m.n?.x + king
und die analogen den anderen Componenten entsprechenden Glei-

chungen. In jedem Medium sind u und & constant angenommen.
Die letzte Gleichung giebt uns das Verhiiltnifs X:x, nimlich

r=nhX, (456)
wo unter % dieselbe Grifse verstanden ist, die wir schon oben in
Gleichung (449) so bezeichnet hatten

1

h= —>
a—mnP+kin

fiir die anderen Componenten erhalten wir analog
y=~r2 und 3="1r3.
Danach konnen g, 9, 3 aus dem System der Gleichungen (455)
ganz fortgeschafft werden und wir erhalten:
Agin Q_ 0y 08

1—k 7 0= dy

; aN oM

(457)

und die analogen Gleichungen fiir die anderen Componenten.
Die Gleichungen sind von derselben Form, wie sie sich auch
ohne die Annahme der Tonen ergeben wiirden. Nur sind an Stelle

von & und g, die imaginiren Constanten l—ei—h und p, (14 %) ge-
treten. Daraus folgt, dafs wir die Spiegelung und Brechung der
Wellen an der Grenze des zweiten Mediums gerade so erdrtern
konnen, wie wir es in §§ 93 und 94 gethan haben. Nur kniipfen

wir hier unsere Betrachtungen an die Momente, withrend wir dort
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itherall die Componenten der elektrischen und magnetischen Kraft
eingefithrt hatten.

Es sei @ = 0 die Gleichung der Grenzfliiche zwischen den
beiden Medien und es sei die positive x-Richtung nach der Seite
des ersten Mediums gerichtet. Wenn wir dann die magnetischen
Schwingungen der einfallenden Wellen, die in dem ersten Medium
verlaufen, der x-Axe parallel setzen, so haben wir zu schreiben:

L =M =0,

COB o )

in(l—sin—ay+
N=U.e 0

wo ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im ersten Medium bezeichnet.
Fiigen wir gleich die magnetische Schwingung der reflectirten
Wellen hinzu, so wird

. sin a cos a ; 8in o8 a
g}=g[-e‘"(" o "‘)+Q§.6'“("T' e )
Die Maxweryr'schen Gleichungen geben im ersten Medium:

{ 0X oN
T T oy
d N
A= G
03
a1 =

Da X, 9, B die Variable ¢, wie wir voraussetzen, nur in dem
Factor ¢t enthalten, so folgt aus diesen @leichungen:
sin &
e
N sin a« cos a
cosa[mcm(r——;—y+ =2 z)

C

l'n(l—s-il—l *y- ﬂi‘z
- ﬂB e e ¥ e

ApinX=—inN-

Ap; 0 Y e L (458)

8=
Im zweiten Medium ist fiir ebene Wellen, deren magnetische
Schwingungen der z-Axe parallel sind, zu setzen:

g =R =0

nilt+pz+qy
N=C.c .
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Nach den Gleichungen (457) haben wir dann
Ap, (1 +1)X = qN
Apy (14 1)Y =—pN (459)
8=0
und wenn diese Ausdriicke fir X und ) in die Gleichung
Asg,in RN ax’ oy

I—2 " dy 0z
eingesetzt werden:
ﬁ&:jn . in 2n i 20
T el T I e P S o
oder
1+
Aoy T2 =0t o (460)

In der Grenzfliche » = 0 miissen, wie wir in § 93 schon aus-
einandergesetzt haben, die Componenten der elektrischen und mag-
netischen Kraft, die in die Grenzfliche fallen, fiir beide Medien
iibereinstimmen. Es miissen also fiir # =0 die beiden Gleichungen
erfiillt sein:

oW
[ y (461)
Yy _Y
& &,
Es mufs mithin erstens
in _sinrx —in
e‘ (‘ P y] (t+qy)
von ¢ und y unabhiingig und daher

s 31%‘ (462)

sein. Zweitens miissen zwischen den Constanten 2, B, € die Glei-
chungen gelten:

D

[0 g
und (463)
cose A—B P ¢

TAme & Ap(+h) g
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Diese beiden Gleichungen bestimmen die Verhiiltnisse von A, B, €,
d. h. die Verhiiltnisse der Amplituden des einfallenden, reflectirten
und gebrochenen Strahles fiir den Fall, dafs die magnetischen
Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind. Durch Elimination
von € ergiebt sich

Ccos ¢ p . cos & P
8 (Aalc T g (1 +h)) =% (Aa,c * Ag (1+ h))’ (464)

wo p aus den Gleichungen (460) und (462) zu bestimmen ist.

Wenn die elektrischen Schwingungen zur Einfallsebene senk-
recht sind, bleibt alles analog, nur miissen die Gleichungen fiir die
magnetischen Momente mit denen fiir die elektrischen Momente ver-
tauscht werden; X, ¥ und N sind Null, und wenn wir die elektri-
schen z-Componenten im ersten Medium

sin « oS a €08 o -I
e

gog M- ] gy il

im zweiten Medium
nift+pzr+qy]
J=Ce

setzen, so wird die magnetische y-Componente im ersten Medium
durch die Gleichung

sin a 08 @ sin a €08 &

: COS ¢ , nifjt ———y + ——x nifl = — Yy=——m
AdinM=——in(Ae [ ¢ ¢ )—QSG (=5 e
4

’

im zweiten Medium durch die Gleichung

gAin I = (1 — }a)pin@e"i[ﬂﬂ?”qy]

gegeben. Da nun an der Grenzfliche die tangentialen Kraftcompo-
nenten iibereinstimmen miissen, so ergeben sich fiir z = 0 die Glei-

chungen 8 = é und E — Em; und daraus dhnlich wie oben:
& & # Mg
- sin e
/4 2
LpB8_8 (465)
& 4 &
A—
toSd (”‘ 5"_5) =(1—h) » €
g 4dc 1, sd p,
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und durch Elimination von @:

I cos « p(l—h)}_ {coszz p(l1 =" }
Ylodm - dm ] ek T g | T

wo p wieder durch die Gleichung (460), die sich hier auf analoge
Weise ergiebt. bhestimmt ist, nimlich
1+% sin?e

pP= Mg, 1—% &

Fur 4%, F‘z% kann auch aus der Gleichung (452) der

Ausdruck
‘_];_ 9_06—5(9,—8”}
¢ o
eingesetzt werden. Die Grifse p wird also complex sein, und
wenn wir
p=f+g¢
setzen, wird

2
fz'—'92=fgl_ﬂ_ % cos(0), — 6,) — an“
o @ ¢ (467)
2fg = _._!_&sin (0, —06,)
€ o ' !

Der Exponentialfactor
PCORE LR
ei (t < y + y )

kann dann in der Form

sin a
¢

—gnz.cin(l— &H‘J”a‘)

&

geschrieben werden. Es bedeutet — % dann die Strecke, um welche

der Durchschnittspunkt einer Wellenebene mit der z-Axe in der
Zeiteinheit weiter riickt. Da wir die positive Richtung der z-Axe
nach der Seite des ersten Mediums angenommen haben, so ist also f
positiv. Nach der zweiten Gleichung (466) ist f.g negativ. Denn
wir haben in § 101 gesehen, dafs @, — 6, zwischen 0 und = liegt.
Folglich mufs einem positiven Werthe von f ein negativer Werth
von g entsprechen. In dem zweiten Medium ist 2 negativ, mithin

stellt ¢ ’"" cinen Factor dar, der um so kleiner wird, je tiefer ein
Theil einer Wellenebene in das zweite Medium eingedrungen ist.
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Wird die Geschwindigkeit im zweiten Medium mit €, der Brechungs-
winkel mit # bezeichnet, so ist

1 6 ¢ G
f cospB’ sine  sinf
within . i (469)
sin? ¢ 0 -
sE =+ —— =5 cos(6,—6,) + ¢
G2 e 3 0 6, o)

wo g aus den Gleichungen (467) zu berechnen ist. Die Geschwin-
digkeit € wird also von dem Einfallswinkel ¢ abhiingig sein.

§ 103. Die elliptische Polarisation an der Grenze eines
absorbirenden Mediums.

Ist das einfallende Licht nach irgend einer Richtung linear
polarisirt, so kénnen wir es in zwei Componenten zerlegen, von
denen die eine magnetische Schwingungen senkrecht zur Einfalls-
ebene macht und die andere in der Einfallsebene. Fiir die erste
gelten dann die Gleichungen (463) und (464), fiir die zweite die Glei-
chungen (465) und (466). Die Untersuchung der Lichthewegung in einem
stark absorbirenden Medium bietet grofse experimentelle Schwierig-
keiten dar. Zur Untersuchung der Metalle stellte sich Kuxpr auf
(zlasplatten prismatische Lagen dar, die #ulserst diinn waren, so
dafs ein Theil des Lichtes noch hindurchgehen konnte. .Es gelang
zwar wohl zu zeigen, in welchem Sinne die Metalle von den
durchsichtigen Korpern abweichen, aber es ist noch nicht méglich,
die hier gefundenen Formeln fiir die Bewegung des Lichtes im
Innern der Metalle zu priifen. Viel leichter ist es dagegen, den
reflectirten Strahl experimentell zu untersuchen, weshalb wir die
betreffenden Formeln noch etwas niher besprechen wollen. Fiir
beide Componenten des einfallenden Lichtes stellt sich das Ver-
hiltnils von U und B als complex heraus. Da man jede complexe

Zahl in die Form re”’ bringen kann, so kinnen wir also schreiben:
B=Ure .

Die Grofse ¢ zeigt in der Exponentialfuncti:)n des reflectirten
Strahles eine Phasenverschiebung gegen den einfallenden Strahl an, und
es geht also daraus hervor, dafs die von Metallen reflectirten Strahlen
im allgemeinen eine Phaseniinderung erleiden werden, sowohl wenn
die magnetischen Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind, wie

wenn sie in der Kinfallsebene liegen. Aber die Phasenverschiebung
ist in den beiden Fillen nicht die gleiche, weil das Verhiltnifs von
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Y und B in den beiden Fillen, wie das aus den Gleichungen (464)
und (466) hervorgeht, nicht das gleiche ist. Genauer untersucht
sind diese Krscheinungen eigentlich nur bei durchsichtigen Sub-
stanzen, fiir die man auch die Werthe des Brechungsverhiiltnisses
und des Absorptionsverhiiltnisses und die Dispersion genauer he-
stimmen kann. Man findet hier, dals dieser Phasenunterschied
zwischen den beiden Componenten des reflectirten Strahles, also die
elliptische Polarisation, nur in der Nihe des Polarisationswinkels
sich deutlich zeigt. Man lifst den Strahl unter dem Polarisations-
winkel einfallen und seine Polarisationsebene gegen die Einfallsebene
nahezu senkrecht stehen. Dann wird die eine Componente des
Strahles durch die Polarisation fast ausgeldoscht, withrend die andere
Componente schon im einfallenden Licht sehr schwach ist. Durch
passende Wahl dieses Winkels zwischen der Polarisationsebene des
Strahles und der Kinfallsebene kann man es dahin bringen, dafs
die beiden Componenten im reflectirten Strahl nahehin dieselbe
Amplitude haben; da sie nun aber einen Phasenunterschied erhalten,
so vereinigen sie sich nicht wieder zu einem linear polarisirten Strahl,
sondern sie geben dann elliptisch oder circular polarisirtes Licht.
Starke Verschiebungen der Phase werden nach unseren Formeln
bei schwach absorbirenden Medien, fiir die also die imaginiiren Theile
der Coefficienten von U und B in den Gleichungen (464) und (466) klein
sind, nur dann vorkommen kiénnen, wenn auch das reelle Glied

yon % nahezu gleich Null ist. Denn wenn -Q[Qi =re”" ist, so wird

tg ¢ durch das Verhiltnifs des imaginiiren zum reellen Theil be-
stimmt. Wenn also der reelle Theil grols gegen den imaginiren
Theil ist, so miifste tg¢ klein sein und ¢ daher nahezu Null oder
nahezu gleich # sein. Nun ist aus unseren Formeln zu erkennen,
in welchen Fillen die reellen Theile fast gleich Null werden kénnen.

Wenn die Absorption des zweiten Mediums sehr gering ist und
also g sehr nahe gleich Null ist, so gehen die Formeln (464) und (466),
wenn es auch hier erlaubt ist, 4, = p, zu setzen, in die in §§ 93 und
94 abgeleiteten Gleichungen (409) und (415) iitber. Denn fiir g=0
wird nach Gleichung (467) @, = 6,, was nach Gleichung (451) nur
fir » = 0 moglich ist, und da p = f+ g4, so wird fiir g = 0 nach
Gleichung (468) s B
e

Nun haben wir in §§ 93 und 94 gesehen, dals ein Ausléschen
des reflectirten Strahles nur mioglich ist, wenn die magnetischen

H. v. HELMnorTz, Theoret, Physik, Bd, V, 23
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Scehwingungen senkrecht zur Einfallsehene vor sich gehen und wenn
« + 3 =a/2 ist. Fiir kleine Werthe von g stimmt nun der reelle
Theil von —?—{ sehr nahe mit dem Werthe iiberein, den es fiir g=0
annimmt. Mithin wird man nur dann kleine Werthe des reellen
Theiles bekommen, wenn die magnetischen Schwingungen nahezu
senkrecht zur Einfallsebene liegen und &+ # nahezu gleich =/2 ist,
d. h. in der Nihe des Polarisationswinkels.

Bei verschwindender Absorption ist, so lange der Einfallswinkel

%? positiv, die Phasenver-
schiebung also Null. Uebertrifft aber der Einfallswinkel den Polari-

den Polarisationswinkel nicht iitbertrifft,

sationswinkel, so geht 9 ins Negative iiber und die Phasenverschie-

U }

bung wird 7. Fiir kleine Werthe von ¢ sind die Formeln beinahe
dieselben wie fiir g =0. Die Phasenverschichung ist klein, so lange
der Einfallswinkel erheblich kleiner ist als der Polarisationswinkel,
und nahezu gleich #, wenn der Kinfallswinkel den Polarisations-
winkel erheblich iibertrifft. In der Nihe des Polarisationswinkels
aber geht die Phasenverschiebung von Null nicht plétzlich zu =
itber, sondern durchliuft alle Zwischenwerthe. So ist es zu erkliren,
dals die durchsichtigen Substanzen elliptische Polarisation nur in
der Nihe des Polarisationswinkels zeigen. Die Folge davon ist, dals
das Licht an solchen Substanzen durch Rellexion unter keinem
Winkel vollstindig ausgeldscht werden kann, sondern in der Nihe
des Polarisationswinkels nur ein Minimum in der Lichtintensitit
eintrittt.

Die vollstindige Theorie der Metallreflexion wird noch viel
experimentelle Arbeit erfordern; aber man ist durch die neueren
Untersuchungen wenigstens auf den Weg gekommen, auf dem man
hoffen kann, die Schwierigkeiten zu iiberwinden.

Bisher war es immer noch zweifelhaft, ob die Metalle ein sehr
grofses Brechungsvermogen oder ein sehr kleines besitzen. Fiir beide
Behauptungen hatten sich Unterstiitzungsgriinde gefunden, nament-
lich ehe man gelernt hatte, die Aenderungen der Intensitiit der
Schwingungen in den verschiedenen Theilen derselben Wellenebene
zu beriicksichtigen. Seitdem man dieses kann, ist man wenigstens
auf sicherem Boden, und darf hoffen, die Aufgabe allmihlich voll-
stindig zu bezwingen.
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Vierter Abschnitt.

Die Lichtbewegung in krystallinischen Medien.

§ 104. Die Bewegungsgleichungen,

Wir haben bisher nur isotrope Medien betrachtet. KEs giebt
aber auch nichtisotrope durchsichtige Substanzen, welche nach ver-
schiedenen Richtungen hin in ihrem Innern verschiedene physika-
lische Eigenschaften zeigen. Die Reihe der Erscheinungen ist aufser-
ordentlich mannigfach. KEs sollen daher hier nur die Principien
und die allgemeinen Voraussetzungen erdrtert werden, welche die
elektromagnetische Theorie machen mufs, um diese Erscheinungen
zu erkliiren.

Die i#ltere Undulationstheorie, welche den Aether als ein fest-
elastisches Medium ansah, machte entweder die Annahme, dafs
der Aether nach verschiedenen Richtungen hin verschiedene Klasti-
citdt habe, wie das ja iibrigens bei krystallisirten ponderablen Kor-
pern vielfach beobachtet werden kann und also eine Annahme ist,
fir welche wir sehr gute mechanische Analogien bei ponderablen
elastischen Korpern haben, oder sie machte die von FresNen her-
rithrende Annahme, dals die Trigheit der mitschwingenden Aether-
volumina nach verschiedenen Richtungen hin eine verschiedene sei,
dafs also gleichsam die Masse oder das Trigheitsmoment der pon-
derablen Massen, die in dem Aether eingelagert sind, fiir verschie-
dene Richtungen der Schwingung ein verschiedenes sei. Davon
kann man sich keine recht klare Vorstellung machen. Sobald wir
es mit zusammengesetzten Atomen zu thun haben, wiirde so etwas
moglich sein. Sie konnten nach verschiedenen Richtungen ver-
schiedene Rotationsmomente haben, oder man konnte annehmen,
dafs gegeneinander bewegliche Theilchen vorhanden sind, die bei
Verschiebung der Atome nach verschiedenen Richtungen hin etwas
verschiedene Bewegungen ausfithren. Aber es kommt immerhin
durch diese Annahme eine gewisse Zweideutigkeit in die entspre-
chende Erklirung, die der ersten vom iilteren NEumMANN in Kiénigs-
berg herrithrenden Annahme von verschiedener Elasticitiit des Aethers
nach verschiedenen Richtungen hin nicht anhiingt. In der elektro-
magnetischen Theorie entspricht diesen Hypothesen die Annahme

23*
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verschiedener Werthe der Dielektricititsconstante und der magne-
tischen Constante nach verschiedenen Richtungen des Raumes hin,
Die urspriingliche Form der Maxwernr'schen Gleichungen (30)
und (31), in denen ausgedriickt wird, dafs Bewegung der Elektricitiit
rings um sich circulare magnetische Kriifte, und Bewegung des
Magnetismus rings um sich circulare elektrische Kriifte hervorruft,
ist, wenn man die Componenten der elektrischen und magnetischen
Kraft einfiihrt:
0L 0Y 0%
o1 T ox T ay
06X 0N oM
9t~ 9y 9x

A

wozu die entsprechenden Gleichungen fiir die anderen Componenten
treten.

Nun ist die Moglichkeit gegeben, dals die dielektrische und
die magnetische Constante nach verschiedenen Richtungen hin ver-
schiedene Werthe habe. Wir wollen uns hier mit dem einfachsten
Fall der einaxigen Krystalle begniigen, d. h. wir wollen annehmen,
dafs nach einer Richtung hin, die wir zur Richtung der xz-Axe
machen, die magnetische und die elektrische Constante einen anderen
Werth in der Substanz habe, als in den iibrigen dazu senkrechten
Richtungen, so dals wir die Gleichungen erhalten:

3§ 0L 0Y 4z
M9 T8z T ay
ou_0o1_ox

‘““'GT_ dax dx

’ 6N 60X 0Y

Wogr T 0y T dx

und 1 (469)
4e 09X _ON_ oM

Lagr — dy o

y Y dL ON

%9t T 6x  0u

(02 _0M OL

°9t  dx dy

A

A
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§ 105. Ebene Wellen in einaxigen Krystallen.

Wir wollen Licht von bestimmter Schwingungszahl und ebene
Wellen voraussetzen und demnach L, M, N, X, ¥, Z in der Form
je eines constanten Factors multiplicirt mit

eln(¢+p=+ qy +rz)

voraussetzen., Dann werden die simmtlichen Differentialquotienten
nach ¢, die in unseren Formeln aufgefithrt werden, dadurch auszu-
driicken sein, dafs wir die betreffende Gréfse mit ¢» multipliciren,
und die Differentialquotienten nach =z, y, », dafls wir sie mit inp,
inq, inr multipliciren. Wir bekommen dann die Gleichungen:

ApM=pZ —rX

Ap L=rY—qZ
J (470)
ApgN=qX—p¥Y

und

Ag Y=rL—pN

Ae X=qN—rM
J (471)
Agy Z=pM—qlL

Das sind sechs homogene lineare Gleichungen mit sechs Unbe-
kannten L, M, N, X, Y, Z, deren Verhiltnisse zu einander zu finden
sind. Ein solches System von linearen Gleichungen kann, wenn
nicht alle sechs Grofsen Null sind, nur dann befriedigt werden,
wenn die Determinante der Gleichungen gleich Null ist. Es muls
also eine Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten u,, u,, &, &,
p, g und r existiren,

Die Bedeutung von p, ¢, » ist aus der Function

ein(¢+pz+ qy+re)

zu sehen. Fiir alle Punkte, fiir welche pa 4 gy + »2 denselben
Werth hat, hat auch die Function zu irgend einer Zeit ¢ denselben
Werth; mithin ist

p® +qy + rx = Const.
die Gleichung einer Wellenebene. Bezeichnet man die Winkel,
welche die Normale der Wellenebene in der Richtung des Fort-

schrittes der Wellen mit den Coordinatenaxen bildet, mit e, £, 7
und die Lichtgeschwindigkeit mit ¢, so muls also

6in(t+yx+qy+ﬂ=)
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seinen Werth beibehalten, wenn ¢ in /4 1 und zugleich = in
z4eccose, yiny-4ccosP, xinx+ccosy ibergeht. Ks muls also

1+ pecose + qecosfB +recosy =0

sein. Da nun cos «, cos 3, cos y den Coefficienten p, ¢, » propor-
tional sein miissen, so folgt
cos & cos cos y

b=y = 3 Ti==

c c c

Die Bedingungsgleichung zwischen p,, u,, &, &, p, ¢ und » kann also
gedeutet werden als eine Gleichung, nach welcher bei einem ge-
gebenen Krystall die Geschwindigkeit des Lichtes von der Richtung
der Wellennormale abhingt. Wir werden sie weiter unten in einer
itbersichtlichen Form darstellen.

Multipliciren wir die drei Gleichungen (470) mit p, ¢, » und
addiren sie, so bekommen wir

Ap,pL + Apgg M+ Apy,r N=0,
und wenn wir die drei Gleichungen (471) ebenso behandeln:
Aep X+ Adggq Y+ dgyrZ=0.

Wenn wir statt der magnetischen und elektrischen Kriifte die
Momente ecinfithren, so ist statt pu, L, uy M, p, N zu setzen 4%,
47, 47N, und statt & X, &, ¥, g Z tritt ein 47X, 479, 472 3.
Heben wir den Factor 4 # 4 weg, so kionnen wir schreiben:

P+ qMW+rN=0
pE+q) +r8=0.

und

Die geometrische Bedeutung dieser (ileichungen ist, dafs das
magnetische und das elektrische Moment auf der Normale der Wellen-
ebene senkrecht stehen, also in die Wellenebene selbst fallen.

Multipliciren wir andererseits die drei (Gleichungen (470) mit
X, Y, Z und addiren sie, so erhalten wir

Ap DX+ Ap, MY + Ap,NZ = 0,
und wenn wir die drei Gleichungung (471) mit L, f, N multipliciren:

A LX + AegMY 4 Ag, NZ=0.
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Der Factor 4 kann aus beiden Gleichungen weggehoben werden,
und man kann in den so entstehenden Gleichungen

wILX+ p, (MY + NZ) =0
§LX + &MY+ NZ)=0

die Ausdriicke L X und MY + NZ als die Unbekannten auffassen.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dals, wenn die Determi-
nante der Coefficienten u, s, — u, & von Null verschieden ist, was
wir zuniichst voraussetzen wollen, die beiden Unbekannten L X und
MY 4+ N Z verschwinden miissen.
Statt dessen konnen wir auch sagen, indem wir L X mit p, &
und MY + NZ mit p,s, multipliciren, dals

LE=0
und
MY+ N =0
sein miissen, oder was auf dasselbe hinauskommt:
&m0 } 472
QX+ MY+ N =0 ()

Die zweite dieser Gleichungen besagt, dals das magnetische und
das elektrische Moment senkrecht auf einander stehen, und die erste
Gleichung, dafs entweder das magnetische oder das elektrische Moment
auf der z-Axe senkrecht ist.

Denkt man sich irgend einen Punkt einer Wellenebene, zieht
durch ihn eine Parallele zur x-Axe und legt eine Ebene durch
diese Parallele und die Normale der Wellenebene, so muls also ent-
weder die magnetische oder die elektrische Schwingung auf dieser
Ebene senkrecht stehen. Denn beide sind ja senkrecht zur Wellen-
normale und eine von ihnen ist senkrecht zur z-Axe. KEine solche
Kbene heilst ein Hauptschnitt des Krystalles.

Wir haben also zwei Moglichkeiten. Entweder ist die magne-
tische Schwingung senkrecht zum Hauptschnitt; dann muls die
elektrische Schwingung in der Schnittlinie der Wellenebene und des
Hauptschnittes liegen. Oder die elektrische Schwingung ist senk-
recht zum Hauptschnitt; dann muls die magnetische Schwingung in
dem Hauptschnitt und in der Wellenehene liegen.

Im ersten Fall haben wir

N
q

L=0 und ¥=_
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Aus den drei Gleichungen (471) folgt alsdann:
A X =— (¢ +17) Jl"

M

Ade, ¥ = Pq — (473)
M
Ag 7 = BF =

Setzen wir diese Werthe in die drei Gleichungen (470) ein, so ist
die erste identisch erfiillt, withrend die anderen beiden die Relation
ergeben:

A,uo = :i;o_ + '"A—E—]'— (474)
oder, wenn wir
__cosa
p=——
und _
g> ¥ SIEZE

einsetzen und beide Seiten mit A multipliciren:

1 fcos® ¢  sin? «
A py= - + .
bo= & &

(474a)

Ganz analog hat man im zweiten Fall zu setzen:

X=0 und £=_£
r q

Dann erhilt man aus den drei Gleichungen (470):
y
Ap, L = {1'z+g2)?—

¥
Ap, M= — P (475)

rad

Ap,N= — =

Diese Ausdriicke in die drei Gleichungen (471) ecingesetzt, ergeben

die Relation:

,’.2 + qa pﬂ

A py ﬂﬂ

e (9033 « + sin® rz)_ (4762)
% y

Agy =

(476)
oder

—

{w]
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Die Geschwindigkeit hiingt also in beiden FKillen von dem
Winkel ab, den die Wellennormale mit der z-Axe bildet, es sei
denn, dals & und g oder w, und g, einander gleich sind. Fiir
&, =& wiirde im ersten Kalle

1

2 =
At e?e,

und im zweiten Falle wiirde fir p, = p,
1
Y
sein, d. h. wir wiirden auf die Formel zuriickfallen, die in einem
isotropen Medium die Lichtgeschwindigkeit bestimmt.

Bei den durchsichtigen krystallinischen Substanzen, auf welche
wir diese Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit allein be-
ziehen konnen, weil bei absorbirenden Substanzen die Sachen wesent-
lich veriindert werden, sind die magnetischen Constanten aulserordent-
lich wenig von einander unterschieden. Hier wird also die Licht-
geschwindigkeit fiir den Fall, dafs die magnetischen Schwingungen
im Hauptschnitt liegen (Gleichung 476 a), nahezu von der Richtung

1
o
pflanzungsgeschwindigkeit nach allen Richtungen hin die gleiche ist,
so breitet sich die Lichtbewegung von einem Punkt in Kugelflichen
aus, und daraus folgt, dals die Brechung solcher Lichtstrahlen an
der Grenze krystallinischer Medien nach denselben Gesetzen wie in
isotropen Medien vor sich geht. Sind dagegen die magnetischen
Schwingungen senkrecht zum Hauptschnitt, so breitet sich das Licht
von einem Punkte in Rotationsflichen aus, die man erhilt, wenn
man nach allen moglichen Richtungen hin Stiicke abtriigt, die den
entsprechenden Werthen von ¢ proportional sind, wo ¢ aus der
Gleichung

A%g, =

des Strahles unabhiingig und gleich Wenn aber die Fort-

5. 1 [cos?e sin’e
4 -“o—;j'( & ¥ § )

zu berechnen ist. Daher sind hier die Brechungsgesetze andere als
in isotropen Medien, und mithin wird ein Lichtstrahl, der auf ein
krystallinisches Medium auffillt, da wir ihn uns ja aus zwei senk-
recht zu einander polarisirten Strahlen zusammengesetzt denken
konnen, im Allgemeinen durch die Brechung in zwei Strahlen ge-
spalten, von denen der eine der ordiniire, der andere der extra-
ordinire genannt wird. Im ordiniiren Strahl liegen die magnetischen
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Schwingungen im Hauptschnitt und seine Brechung geschieht nach
den Gesetzen isotroper Medien. Im extraordiniren Strahl dagegen
sind die magnetischen Schwingungen senkrecht zum Hauptschnitt
und seine Brechung geht nach verwickelteren Gesetzen vor sich.

Da die magnetischen Schwingungen beim ordiniren Strahl im
Hauptschnitt liegen, so entspricht also bei einem durch Reflexion
polarisirten Strahl die Einfallsebene dem Hauptschnitt; denn, wie
wir oben gesehen haben, wird unter dem Polarisationswinkel das
Licht nicht reflectirt, dessen magnetische Schwingungen senkrecht
zur Einfallsebene liegen.

Wir haben oben den Fall ausgeschlossen, dafs die Determinante
8, pt; — & p, gleich Null wire. Wir konnen ihn nun angliedern, in-
dem wir ihn als Grenzfall betrachten. Denken wir uns die Con-

stanten p,, m,, &, ¢ in solche Werthe iibergehend, wo -E—q:-...- ii, 80

1 1
geht der Krystall in einen solchen iiber, bei dem die Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten des ordiniiren und extraordiniren Strahles fiir die-
selbe Richtung die gleichen sind. Denn die beiden Gleichungen

fiir ¢ (474a) und (476a) lassen sich schreiben:

1 &
A% p, & = 2 cos® & + --E”— sin’ e
1
; 1 :
A% 8 = = cos? ¢ + % sinfe],
1

unterscheiden sich also nicht mehr, wenn

o L

#y £

Die Strahlen kénnten dann nicht in zwei verschieden polari-
sirte Bestandtheile zerfallen; es wiirde also keine Doppelbrechung
existiren. Aber ein solches Medium wiirde die Eigenschaft haben
konnen, dals die Geschwindigkeit des Durchganges nach einer be-
stimmten Axenrichtung eine andere wiire, als nach den anderen.
Das ist nun bisher noch nicht beobachtet worden.

In allen bekannten einaxigen krystallinischen Medien sind die
beiden magnetischen Constanten u, und g, nicht wesentlich von
einander verschieden, % also gleich 1, withrend % von 1 ver-

1
schieden ist.
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Nimmt man nun in den drei verschiedenen Coordinatenrich-
tungen je drei verschiedene Werthe der elektrischen und magneti-
schen Constanten an, so erhiilt man den Fall der sogenannten
zweiaxigen Krystalle.

Nachdem aber die Principien klar gelegt sind, reducirt sich die
ganze weitere Durchfiihrung, anf die wir hier nicht weiter eingehen
wollen, auf trigonometrische einfache Rechnungen, welche nur da-
durch, dafs sie unter sehr mannigfaltigen Einzelbedingungen ange-
wendet werden miissen, nun ein so buntes Resultat geben, wie es
durch die Erscheinungen der Doppelbrechung dargestellt ist.

Fiinfter Absehnitt.

Die Drehung der Polarisationsebene im magnetischen Felde.

§ 106. Die Differentialgleichungen der Lichtbewegung
im magnetischen Felde.

Die Rotation der Polarisationsebene unter dem Hinfluls des
Magnetismus kann man durch die in den Gleichungen (434), (435) und
(436) dargestellte erweiterte Form der Maxwernr'schen (Gleichungen
erkliiren, bei welcher das Medium selbst als bewegt betrachtet ist.

Wir nehmen ein starkes magnetisches Feld an, dessen Kraft-
linien die Richtung der z-Axe haben, setzen also voraus, dals L
einen grofsen Werth habe. Werden nun durch Bewegung ponde-
rabler Koérper Bewegungen des Aethers erregt, so wird im Allge-
meinen die (Geschwindigkeit verschwindend klein gegen die Licht-
geschwindigkeit sein, mit der sich die Spannungen im Aether
ausgleichen. Wenn es sich dagegen um Schwingungen der ponde-
rablen Atome handelt, welche unter dem Einfluls der Lichtbewegung
zu Stande kommen, so werden das verhiiltnifsmélsig schnelle
Schwingungen sein. Diese setzen dann auch, wie wir annehmen,
die Theile des Aethers, welche die schwingenden ponderablen Atome
umgeben, in rasche Bewegung.

(Gesetzt, es ziehen Lichtwellen in der Richtung der az-Axe, und
ponderable Atome werden dadurch zu Schwingungen senkrecht zur
x-Axe veranlafst, so werden wir ¢ =0, 8 und y von Null verschieden
vorauszusetzen haben. Denn der Rowrnasp’sche Versuch itber die
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Ablenkung der Magnetnadel, welche dadurch entsteht, dals mit
Elektricitiit stark beladene in entgegengesetzter Richtung rotirende
Condensatorscheiben magnetische Kriifte in der Umgebung hervor-
bringen, zeigt, dafs die Bewegung der Aetherschicht, die dem be-
wegten ponderablen Korper direct anliegt, seiner Bewegung folgen
muls.

Nehmen wir zuniichst auch y =0 an, so dals die Bewegung in
Richtung der y-Axe vor sich geht. Dann kommen, was die Bewegung
betrifft, nur diejenigen Glieder in Betracht, die zugleich £ und f ent-
halten, withrend im Uebrigen die Gleichungen dieselben bleiben, die
ohne die Bewegung des Aethers gelten. Danach sind also von den
Gleichungen (434) und (436) nur die folgenden beiden durch die
Aetherbewegung wesentlich geéindert:

Gl )

= 4"*"[?? - 5. @8]
oder, wie wir auch schreiben konnen:

0D 1y tmanpmtna 02

LIVPORPL.” S 3

Die Wirkung der Aetherbewegung £ konnen wir also beschreiben,
indem wir sagen, dafs eine elektrische Kraft 47428 in der Rich-
tung der z-Axe hervorgerufen wird. Nehmen wir nun das Atom
geladen mit positiver Elektricitit an, so wird eine ponderomotorische
Kraft entstehen, welche seine der y-Axe parallel angenommene Be-
wegung in der Art iindert, dafs eine x-Componente der Bewegung
hinzutritt. Dieses hat auch eine Aenderung der Aetherhewegung zur
Folge, die wieder eine zur Bewegung und zur z-Axe senkrechte
ponderomotorische Kraft hervorruft. Indem nun die Bewegung der
Atome wieder auf die elektrischen und magnetischen Momente des
Aethers zuriickwirkt, entsteht eine Rotation der Polarisationsebene.

Um dieses analytisch auszudriicken, miissen wir beachten, dals
wir es hier nur mit verschwindend kleinen translatorischen Be-
wegungen der Ionen und verschwindend kleinen Aenderungen der
elektrischen Momente zu thun haben. Unter diesen Umstinden
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diirfen wir die hervorgerufenen Aenderungen einfach den mitwir-
kenden Factoren proportional setzen. Die Atome denken wir uns
paarweise mit entgegengesetzten elektrischen Ladungen, wie wir sie
auch fiir die Ableitung der Dispersion angenommen haben. Durch
die Aetherbewegung wird dann das elektrische Moment des Ionen-
paares geindert. Die Beziehungen zwischen den elektrischen und
magnetischen Momenten des Aethers und den elektrischen Momenten
der Tonenpaare sind dann durch dieselben Gleichungen wie friither
auszudriicken. Nur tritt durch die Bewegung des Aethers, wie wir
gesehen haben, eine elektrische und eine ponderomotorische Kraft
hinzu. TIst die Bewegung der Tonen senkrecht zur z-Axe, so haben
wir x =0 zu setzen. Da die elektrische und die ponderomotorische
Kraft senkrecht zur Bewegung der Tonen und in der yx-Ebene
liegen, so sind ihre Componenten proportional

_Osq 9Yg

zu setzen. Die Lichtwellen denken wir uns senkrecht zur z-Axe
und nehmen danach an, dals alle Grifsen von y und # unabhiingig
sind. X ist gleich Null und £ ist constant und grofs vorausgesetat.

Die fritheren Gleichungen (443), (444) und (445a):
0L 0 d

de G =@ -0— 5 8-3
o&+y _ @
an2%ED _ 2y~
2
$=a22+mg£f+k2

und die analogen sechs anderen sind also in folgender Weise zu
modificiren. KEs bleiben nur die Differentialquotienten nach ¢ und

nach z stehen. An die Stelle von éﬂ (8 —3) tritt Bﬁ (,8 3+aq8 é‘?)

und an die Stelle von o g] h) tritt — (@ y— _t) Die Rei-

bung der Tonen soll c]er Emfachhent wegen weggelassen werden.
Statt der Glieder &y und %3 treten die den Componenten der pon-
deromotorischen Kraft entsprechenden Glieder ein, die wir gleich

e kﬁ% und — k8 ll setzen. Die Grifsen ¢ und % werden als

constant vorauagesetzt.
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So ergeben sich die Gleichungen

om 0 0y
Aty 32(3—“’?-9-'3‘5)
IN 9 oy [ #O
aeGr =gz (-v-02 3}
a 0
A#*@'(9+U)='—5‘Em)
5 ; (478)
A#m(ﬂ‘l‘ﬁ)r— E(E]R)
und
o? dJ
2)=a3t)+ma—ﬁ—+k53 6%
(479)
- ik d
B=aty+m gt —k8 G

Wir nehmen nun an, jede Function soll von / und z nur durch
den Factor ein(*+##) abhiingen. Dadurch reduciren sich nun die
Gleichungen auf:

AsM= p(B—3+q8iny) }
: 480
AeR=—p@) —y — qLiny) (480)
Ap )+ =—»pN }
4
Ap(B+35)= pM (481)
Y =(a®*—mn?)Y + k&in3
,8 =(a2 _')nnz)a_ksi.nn } {482)

§ 107. Die Formeln fiir die Drehung der Polarisationsebene,

Durch Elimination von 3 und N ergeben sich die Gleichungen:
Ape @+ =p"Q —y—¢8iny)
Ape(B+3) =p* B —3+q8iny)
Eliminirt man auch ?) und § mit Hiilfe der Gleichungen (482), so
erhiilt man fir y und 3 die beiden Gleichungen:
A pe((@®—mn® 4+ 1)y + kLing)
=p*((@® —mn? — 1)y + (k—q)Rinj)
Ape((@®—mn®+ 1)3 — kRiny)
=p*((@* —mn® — 1) — (k—q)Liny).
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Die erste Gleichung ergiebt:

y (p?— A%ue) kQin —p*qin
3 (Puetp) + (LPpe—p) @ —ma?)’
die zweite Gleichung: (483)
Y (Lpe+p)+ (LPpe—pP) (@ —mn?)
P (p* — A%pe) kQin — p*qlin

Die beiden Werthe miissen also einander gleich sein, wenn es
miglich sein soll, die Gleichungen zu bhefriedigen:
(p>— A’pe) k&in —p*qRin
(A2pe+ p*) + (42 pe — p*)(@® —mn?)

(et p) + (Lpe—pP) (@ —mnd)
(PP — Ape) kLin—p*qLin

[ (PP — A*pe) kRin—p*qLin 3 1
(@us+ %) + (LBue—ph@d—mnd)| ~
Das giebt zwei Mbglichkeiten :
(P — Ape)k8n —p?q8n
(A*p e+ p) + (4° p s — p*) (a* — mn?)
Jedem der beiden Fiille entspricht ein bestimmter reeller Werth
von p% Fiir das obere Zeichen ist:

oder

W I

pra*—mn®—1—qg8un+k8n)= A%ps(@®—mn?+4+14 k8n) (484)
und fiir das untere Zeichen ist:
Pr@®—mn®—1+4q8n—k8n)= A2us(a®—mn*+4+ 1 —LkQn). (484a)

Im ersten Fall ist nach den Gleichungen (483):

: - h =31,
im zweiten Fall:
h= — 3.
Aus den Gleichungen (482) folgt dann im ersten Fall:
Y = (a*—ma®+ kLn)y i
B=(@@—mn®+k8n); } (485)
und mithin
9 = 8i. (486)
Im zweiten Fall folgt:
Y = (a® —mn®—kLn)Yy .
B=(0@"—mn®>—kLn)} } (486%)
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und mithin

9 =— Bi. (486a)

Aus den Gleichungen (481) fiir MM und N endlich ergiebt sich
im ersten Fall:

M — _"f;,’_'u.(aﬁ —mnt++ 1+ EL&n)3

2 (487)
N=— ‘u-'(az—muz+1+k2ﬂ)1),
P
mithin
M =N, (488)
und im zweiten Fall:
m = ﬁ-’f(az—mn”ﬂ-l—kﬁn)g
r (487a)
== 2B @ —mat 41— 2y,
mithin
M =— N4, (488a)

Die beiden Fille entsprechen Circularpolarisationen. Denn der
Factor + ¢ driickt eine Phasendifferenz aus, die dem vierten Theil
einer Schwingung entspricht. Ist z. B. im ersten Falle

g] SBet'n(Hﬁx)

B als reell vorausgesetzt, so ist

7,
-_—

8 = ﬁein(t-rpm)— 5
Die reellen Theile von §) und 8 sind dann
Beosn(t+px) und Bsinn( + pa).

Der Vector, der in jedem Augenblick das elektrische Moment
darstellt, bleibt also immer von gleicher Liinge und dreht sich in
dem Sinne von der y-Axe zur z-Axe.

Dasselbe gilt von dem magnetischen Vector, und der Drehungs-
sinn bleibt im Raume der gleiche sowohl fiir einen positiven, wie
fiir einen negativen Werth von p, gleichgiiltiz also ob die Licht-
wellen der Richtung der a-Axe entgegengesetzt oder in der Rich-
tung der a-Axe ziehen. In Beziehung auf die Fortpflanzungsrich-
tung der Lichtwellen ist also der Drehungssinn der entgegengesetzte:
linksdrehend wenn die Wellen der z-Richtung entgegenziehen und
rechtsdrehend, wenn sie in der Richtung der z-Axe ziehen.
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Der zweite Fall stellt die entgegengesetzt drehende Circular-

polarisation dar. Fiir
init+pax)

9 =B
wird hier
in(l+pz}+i-:-;—-

8=9e
und die reellen Theile sind mithin

Beosn(l + px) und — Bsinn(t + pa).

Der elektrische Vector dreht sich also in dem Sinne von der x-Axe
zur y-Axe. Den beiden Schwingungsarten entsprechen verschiedene
Werthe von p. Sie schreiten also mit verschiedenen Geschwindig-
keiten fort. Auch in einem Medium, das keine Ionenpaare enthiilt,
kann man jedes geradlinig polarisirte Licht sich zusammengesetzt
denken aus zwei entgegengesetzt drehenden circular polarisirten
Schwingungsarten. Nur haben beide die gleiche Fortptlanzungs-
geschwindigkeit. Daher bleibt die geradlinige Schwingung, die sich
aus ihnen zusammensetzt, immer in derselben KEbene. Hier da-
gegen, wo die beiden Geschwindigkeiten verschieden sind, kiénnen
sie zwar auch in jedem Punkte zu einer geradlinigen Schwingung
zusammengesetzt werden, aber die Richtung der geradlinigen
Schwingung i#ndert sich lings des Strahles. Wenn der rechts-
drehende Vector einer grifseren Geschwindigkeit, also einer grisfseren
Wellenliinge entspricht, so wird seine Drehung lings des Strahles
langsamer sein und mithin wird der aus beiden Vectoren zusammen-
gesetzte Vector sich links um den Strahl drehen und umgekehrt.
Tritt also das Licht aus dem mit lonenpaaren durchsetzten Medium
aus, so wird es wieder geradlinig polarisirt sein; aber die Polari-
sationsebene wird eine Drehung erfahren haben; und diese Drehung
wird nicht aufgehoben, wenn der Strahl durch Reflexion veranlalst
wird, denselben Weg zuriickzulaufen, sondern verdoppelt.

Der Vorgang ist deshalb von Wichtigkeit, weil er Wrinnram
Taomson zu dem Schlusse veranlalste, dafs eine Drehung der Triger
der elektrischen und magnetischen Kriifte vorkommen miilste. Nur
durch eine Drehung glaubte er erkliren zu kimnen, dals die Drehung
der Polarisationsebene im magnetischen Felde, wenn man den Strahl
reflectirt, nicht wieder zuriickgeht, sondern in demselben Sinne sich
vergrifsert. Durch die Ableitung sehen wir nun, dafs die MaxweLL-
schen Gleichungen diese Drehung ergeben, ohne dafs man eine
drehende Bewegung des Triigers der elektrischen und magnetischen

H. v. HELMuoOLTZ , Theoret. Physik. Bd. V., 24
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Momente noch hinzunimmt. Der Grund der Drehung steckt in der
eigenthiimlichen Art der Asymmetrie der MaxweLL'schen Gleichungen,
wonach wir einmal

dN M

Dy oy
das andere Mal aber

aY a2z

P 7 ete.

haben.
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