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Erster Theil .
Elektrostatik .

Erster Abschnitt.
Feste elektrische Ladungen, Kräfte und Potentiale .

§ 1. Das Gesetz von Coulomb .

Die alte Lehre von den beiden entgegengesetzten elektrischen
Fluidis mit ihren Femkräflen ist sehr vollständig ausgearbeitet
worden und giebt für eine grofse Klasse von Phänomenen voll¬
ständige und einheitliche Erklärungen . Es sind dies die Erscheinungen ,
bei denen die Vertheilung der elektrischen Quanta in Euhe fort-
besteht oder höchstens mit ihren ponderablen Trägern in mäfsigen
Geschwindigkeiten bewegt wird. Bei diesen Phänomenen befinden
sich die Ladungen jederzeit im Gleichgewicht der zwischen ihnen
wirkenden Kräfte ; man nennt daher die Lehre von denselben
Elektrostatik .

Die eigenthümlichen , scheinbar unvermittelt in die Ferne wirken¬
den elektrischen Kräfte kann man nach der Art ihrer Wirkung in
zwei Erscheinungsformen trennen :

1. Ponderomotorische Kräfte , welche die ponderablen Träger
der Elektricität in Bewegung setzen, oder denen durch mechanische
Kräfte das Gleichgewicht gehalten werden kann .

2. Elektromotorische Kräfte , welche in ruhenden (oder mäfsig
bewegten) leitenden Trägern die Fluida selbst in Bewegung setzen.
Diese Bewegungen führen übrigens meist in allerkürzester Zeit zu
solchen Anordnungen der Fluida , welche jene elektromotorischen
Kräfte aufheben und damit einen Ruhezustand herbeiführen . Die
anderen Fälle , in denen das Gleichgewicht der elektrischen Kräfte
dauernd gestört bleibt , werden wir bei der Lehre von den galva-
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nisclien Strömen kennen lernen , hier beschäftigt uns zunächst nur
der Fall des Gleichgewichts .

Das Gesetz , nach welchem die elektrischen Kräfte wirken , ist
in beiden Erscheinungsformen , der ponderomotorischen und der
elektromotorischen , das gleiche ; es spricht nicht von den materiellen
Trägern der Fluida , sondern nur von letzteren . Coulomb bestimmte
das Gesetz der ponderomotorischen Wirkung zwischen zwei elektrisch
geladenen kleinen Kugeln mit Hülfe der Drehwaage (7 Abhandlungen
der Pariser Akademie 1785—89). Er fand, so weit die Genauigkeit
seiner Versuchsanordnung dies zu erkennen erlaubte , dafs die
mechanische Abstofsungskraft zwischen zwei mit gleichnamiger
Elektricität geladenen kleinen Körpern proportional ist dem Producte
der beiden Ladungen und umgekehrt proportional dem Quadrate
ihres Abstandes . Bezeichnet man die Kraft mit K, die beiden
Elektricitätsmengen mit und e2, den Abstand ihrer kleinen Träger
mit r und endlich mit Äl eine Constante , das soll heifsen eine
Gröfse, welche für alle möglichen Ladungen und Abstände denselben
Werth besitzt , so kann man das CouLOMB’sche Gesetz durch folgende
Formel darstellen :

K = A * . -^ L . ( 1 )

Der Theil des Gesetzes , welcher die Abhängigkeit der Kraft
von der Entfernung r ausdrückt , kann , so lange es sich um die¬
selben unveränderten Ladungen e1 und e2 handelt , durch Messungen
an der Drehwaage und Längenmessungen direct bestätigt werden,
dagegen verlangt das im Zähler des Ausdrucks stehende Product gj•e2
die Möglichkeit , verschieden grofse Elektricitätsmengen wenigstens
nach einem relativen Maafse messen zu können. Als Kriterium
der Gleichheit zweier Quanta mufs die Gleichheit ihrer Wirkung
auf ein und dasselbe dritte Quantum dienen . Man braucht dann
noch eine Methode der Addition und der Theilung dieser Gröfsen,
um das Mengenverhältnifs verschiedener Ladungen messen zu können
und damit die Ladungen als physikalische Gröfsen zu erkennen .
Möglichkeiten hierzu wären gegeben durch die Berührung metal¬
lischer isolierter Träger , weil in ihnen die Elektricität vollkommen
beweglich ist . Die Sache liegt hier anders als bei dem sonst
ähnlich lautenden Gravitationsgesetz . Dort ist das Agens die träge
Masse, für welche ein Maafs bereits in der Gröfse ihres Beharrungs¬
vermögens oder auch ihrer lebendigen Kraft gefunden ist , so dafs
es als eine besondere , nicht selbstverständliche Eigenschaft hinzu-
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kommt , dafs die Massenanziehung sich gerade dieser Quantität der
Trägheit proportional bethätigt . Von den elektrischen Ladungen
aber kennen wir , wenigstens im Gebiete der Elektrostatik , keine
anderen meisbaren Eigenschaften , als die durch das CouLOMn’sche
Gesetz formulirten Abstofsungs- oder Anziehungskräfte . Von diesem
Standpunkte aus erscheint es selbstverständlich , dafs eine Ladung
z. B. doppelt so grofs ist , als eine andere , wenn sie aus gleichem
Abstande und auf dieselbe zur Prüfung verwendete Ladung wirkend,
die doppelte Abstofsungs- oder Anziehungskraft hervorbringt , aber
es liegt in diesem Schlufs doch die Voraussetzung , dafs durch die
Hinzufügung neuer Ladungen weder die bereits vorhandene noch
die hinzugefügte in ihrer Wirksamkeit irgendwie verändert werden,
sondern dafs sie als unveränderliche Quanta mit unveränder¬
lichen Eigenschaften addirt werden, also echte physikalische Gröfsen
sind. Diese Anschauung hat sich in den feinsten experimentellen
Prüfungen durchaus bewährt . Alle scheinbaren Widersprüche da¬
gegen lassen sich befriedigend erklären , z. B. die regelmäfsig mit
der Zeit abnehmende Kraft durch Abnahme der Ladungen in Folge
mangelhafter Isolirung , die Veränderung der Kraft je nach dem
isolirenden Zwischenmedium durch einen besonderen , der Magneti-
sirung von ganz weichem Eisen analogen , elektrischen Zustand des
Mediums. Das CouLOMs'sche Gesetz nimmt freilich keine Kücksicht
auf das Zwischenmedium, mufs daher , wenn die Gröfse A2 wirklich
constant sein soll , beschränkt werden auf Ladungen , welche sich
im Vacuum oder in der elektrisch nur sehr wenig davon verschiedenen
Luft gegenüberstehen .

Ein experimenteller Nachweis dafür , dafs im Zähler des Aus¬
drucks Gleichung (1) das Produkt der beiden elektrischen Quanta

auftreten mufs, liefse sich — wenigstens in der Idee —
folgendermaafsen mit der Drehwaage ausführen : Zunächst weist man
die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung durch Vertauschung
der feststehenden und der am Hebelarm beweglichen Ladung nach .
Sodann stellt man sich noch zwei mit dem gleichen Quantum e0
beladene Körperchen her und mifst immer im gleichen Abstande
r = 1 die Abstofsungskräfte zwischen allen möglichen Paaren von
Ladungen . Diese Kräfte seien bezeichnet durch

K00, K0i = A1(), K02~ -K20, Kn = •

Man wird dann durch Messung folgende Proportion bestätigt
finden

: ir02 = IT10. Kog,
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aus welcher folgt :
■®Ölĵ 02 / ^ 0! 1 !=

* 00 \ iK ^ j \ fK ,

Die Kraft zwischen und e3 erscheint also dargestellt als
Product zweier gleichgebildeter Pactoren , deren erster nur yon e1,
deren zweiter nur von e2 abhängt . Die Gröfse e0 kann keinen Ein -
flufs auf den Werth dieser Factoren haben , vielmehr stellen letztere
direct die elektrischen Massen el und e2 dar .

§ 2. Absolute Einheit der Elektricitätsmenge .

Jedenfalls bildet das CouLOMn’sche Gesetz das ursprünglichste
und nächstliegende Mittel, um die Gröfse elektrischer Ladungen oder
Quanta zu messen. Wäre das elektrische Quantum erklärbar durch
einen besonderen mechanischen Zustand seines Trägers , so könnte
man dessen Dimension und Maafseinheit anschliefsen an die ab¬
soluten mechanischen Maafse, welche sich alle auf die Einheiten der
Länge , der Masse und der Zeit zurückführen lassen . Dann würde
sich auch die Constante A2 in Gleichung (1) nach Zahl und Dimen¬
sion angeben lassen . Da aber die elektrischen Quanta durchaus
geschieden von der mechanischen Erscheinungswelt dastehen , und
nur an ihresgleichen relativ gemessen werden können , so ist eine
absolute Einheit für ihr Maafs nicht direct angebbar . Ein einheit¬
liches, überall reproducirbares Mafs ist aber für den Vergleich der
verschiedenen Messungen sehr erwünscht , oft unerläfslich .

Deshalb ist man nach dem Vorgang von Wilhelm Webee über¬
eingekommen als Einheit der Elektricitätsmenge diejenige festzusetzen ,
bei deren Anwendung das CouLOMB’sche Gesetz die einfachste Gestalt
annimmt , bei welcher also der Proportionalitätsfactor A2 durch die
Zahl 1 ersetzt wird :

(la )

Durch diese willkürliche Festsetzung erhalten wir nicht nur eine
Maafseinheit des Elektricitätsquantums , sondern das Quantum erhält
auch eine an das absolute Maafssystem der mechanischen Gröfsen
sich anschliefsende Dimension , welcher zwar keine innere sachliche
Bedeutung zukommt, mit der man jedoch nützlich rechnen kann .
Die mechanische Kraft K hat die Dimension :

K = [L MT~2] .
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Hier bedeutet L eine Länge , M eine Masse, T eine Zeit ; die eckige
Klammer soll andeuten , dafs die Gleichung sich nur auf die Dimen¬
sion, nicht auf den Zahlenwerth , bezieht . (Vergl. Bd. I, 2, S. 32—35.)

Das Quadrat des Abstandes ist das Quadrat einer Länge :

r2= [L2] .

Es ist also nach Gleichung (1 a):

e1-e2= r2A = [Z/3M 71- 2] .

Da nun Cj und e2 als gleichartige Gröfsen auch von gleicher Dimen¬
sion sein müssen , so hat das Product e1-e2 die Dimension des
Quadrats der Elektricitätsmenge , und die Elektricitätsmenge selbst
hat die Dimension

e = [L^# T- 1] . (2)

Man nennt diese Art der Maafsbildung die elektrostatische . W. Webeb
benützte als Grundeinheiten mm, mg, sec; wenn wir aber das
seit dem Pariser Internationalen Congrefs von 1881 gebräuch¬
liche C.G.S.-System (cm, g, sec) befolgen, so ist die absolute elektro¬
statische Einheit der Ladung dadurch definirt , dafs zwei hin¬
reichend kleine Körper , beide mit je dieser Einheit beladen , sich
im Abstande von 1 cm mit der Kraft 1 Dyn ahstofsen . Diese Kraft
ist nahezu ebenso grofs, wie der Zug der Schwerkraft , welchen wir
empfinden, wenn wir ein Milligrammgewicht in der Hand halten .
Die elektrostatische C.G.S.-Einheit der Ladung ist also ein ver-
hältnifsmäfsig sehr kleines Quantum , von welchem , unseren Sinnen
zugänglich , nur geringe Wirkungen ausgehen . Durch feine Mefs-
apparate (Elektrometer ) können zwar sogar Bruchtheile dieser Ein¬
heit nachgewiesen werden , aber bei allen gröberen Versuchen , bei
denen sich direct sinnfällige Phänomene zeigen, hat man es mit
viel gröfseren Quantitäten zu thun , welche nach Tausenden oder
gar Millionen dieser Einheit zählen .

§ 3. Rechtwinklige Coordinaten , Kraftcomponenten .

Wir legen im Raume ein rechtwinkliges Coordinatensystem fest,
dessen Abmessungen mit x, y, % bezeichnet werden, bringen an die
Stelle x1yxzx ein kleines Körperchen beladen mit der Elektricitäts¬
menge Cj und an eine andere Stelle x2, y2, z2 ein kleines Körperchen
beladen mit der Menge e2. Um die Vorstellung festzulegen, wollen
wir Cj und e2 gleichstimmig annehmen , so dafs eine Abstofsungskraft
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zwischen den beiden Theilchen besteht . Diese wirkt , dem Gesetze
von der Gleichheit der Wirkung und der Gegenwirkung folgend,

auf beide Ladungen in gleicher
Stärke und in entgegengesetzter
Dichtung , und zwar ist diese Dich¬
tung an beiden Punkten die Ver¬
längerung der geraden Verbindungs¬
linie. Diese beiden Kräfte zerlege
man in Componenten parallel den
Coordinatrichtungen ; die auf Cj
wirkenden seien X1, die

. auf e2 wirkenden seien Ä'2, Yv Zr
In Figur 1 ist diese Zerlegung für
die beiden Dichtungen x und y ge¬
zeichnet unter der Annahme , dafs

x1< x2 und f/j < y2 ist . Die Dichtungscosinus des Pfeiles Kl sind
nun abzulesen :

L

X, e

J4 *

X, ’J 2y\
___5aJ

Fig. l .

cos , x) =

cos (Kj , y) = ^

cos {K2, %) — - --
—

(3)

Hier bedeutet r den absoluten Werth des Abstandes beider Ladungen :

r = IVK - x2? + {yx - y2f + K - *2)2 1 ]

=IV(* (4)
i)2+ (%—2h)2+

Der absolute Werth der Kraft ist nun nach dem CouLOMTs’schen
Gesetz :

TT _ TS- _ L ‘ ^2
~ 2

und aus ihm gewinnt man die Componenten durch Multiplication
mit den Dichtungscosinus :
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Da die auf e2 ausgeübte Kraft der ersteren entgegengesetzt gleich
ist , haben ihre drei Componenten das entgegengesetzte Vorzeichen
und gleichen absoluten Betrag wie die vorstehenden . Wir wollen
das nicht durch Vorgesetzte Minuszeichen ausdrücken , sondern durch
Umdrehung der Coordinatendifferenzen . So findet man :

-Vg _ 2̂ (*̂ 2 U )
- ^ 3

^1 ^2 (^ 2 )r , =

=

r 3

1̂ 2̂ ^l )
r 3

(5a)

Man überzeugt sich leicht , dafs diese sechs algebraischen Ausdrücke
für alle möglichen relativen Lagen der beiden Punkte 1 und 2 das
richtige Vorzeichen für die Kraftcomponenten ergeben, ja wir können
jetzt auch die Beschränkung fallen lassen, dafs es sich um die Ab-
stofsung zweier gleichnamiger Elektricitätsmengen handeln soll. Die
vorstehenden Ausdrücke gelten unverändert auch für die Anziehung
zwischen einer positiven und einer negativen Ladung . Thatsächlich
haben bei Anziehung alle sechs Componenten entgegengesetztes Vor¬
zeichen wie bei Abstofsung. Das kommt nun auch in diesen
Formeln zum Ausdruck , denn das Product welches für zwei
gleichnamige Ladungen (gleichviel ob + oder —) stets positiv ist,
wird für zwei ungleichnamige Ladungen nothwendiger Weise negativ ,
so dafs auch in diesem Falle aus den Formeln (5) und (5a) die
richtigen Componenten der Kräfte gefunden werden .

§ 4. Potentielle Energie zwischen zwei elektrisch geladenen
Körperchen .

Die vorstehenden Ausdrücke für die sechs Kraftcomponenten
kann man als partielle Differentialquotienten einer und derselben
einfachen Function der Coordinaten darstellen . Zunächst findet man,
wenn man den in Gleichung (4) gegebenen Ausdruck r der Keihe
nach nach allen sechs darinsteckenden Coordinaten differenzirt :

dr xi - *2 dr x2—xx
dx 1 r dx 2 r

dr yx - JA dr _ y2 - Vx
dy x ~ r dy 2 r

dr \ ~ 3 dr —3 _
~d r <3*2 " r
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Das sind nur andere Darstellungen für die Eiclitungscosinus von r.
Ferner ist nach den Regeln des Differenzirens

<5 / 1\ 1 6 r r i ~ x2
dx 1 \ r ) r2 Ö r3

und analog jeder der fünf anderen partiellen Differentialquotienten
1 T*von — z. D.:

äy 2 \ rJ r* öy 2 r6

Dies sind nun bis aufs Vorzeichen gerade die in den Ausdrücken
der Kraftcomponenten vorkommenden Gebilde . Da e1 und e2 feste
Gröfsen sind, welche unverändert gedacht werden müssen , wenn man
die Abhängigkeit der Kraft von der Lage der Punkte aufsuchen
will, so darf man eqe2 als constanten Factor ungestört unter die
Differenziationszeichen hineinschieben , und erhält folgende Glei¬
chungen :

Jede Kraftcomponente ist also dargestellt als ein negativer Differen-
C 6

tialquotient der Function 1 2 genommen nach derjenigen Coordi-

nate des Zweiladungssystems , welche durch diese Componente be¬
schleunigt wird. Die Kraftcomponenten sind ponderomotorische ,
mechanisch wirkende, also ist

d>= iiA . (7)r '

die potentielle Energie oder der Arbeitsvorrath des Systems der
beiden geladenen Körperchen . (Vergl . die Einführung dieses Be¬
griffs in Bd. I , 2 S. 196 , Gleichung (115).) Da diese Energieform
eine Folge der elektrostatischen Ladungen der beiden Körperchen
ist , nennt man sie die elektrostatische Energie . Eine additive Con-
stante kann man immer hinzufügen , welche bei der Bildung der
Differentialquotienten wieder fortfällt , mithin ohne Einflufs auf die
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Werthe der elektrischen ponderomotorischen Kraftcomponenten ist ;
in dieser Constanten kann man allerlei unveränderliche sonstige
Energiegröfsen aufnehmen , welche sich bei wechselndem Abstand
der beiden Ladungen nicht ändern , z. B. den bei constant gehaltener
Temperatur unveränderten Wärmeinhalt der beiden Träger , oder
den aus der Affinität der Stoffe beider Träger folgenden Inhalt an
chemischer Energie , endlich aber auch noch zwei Beträge von eben¬
falls elektrostatischer Art , welcher aus der Zusammendrängung der
elektrischen Quanta in jedem der beiden kleinen Körper folgen.
Diese letzteren können sehr bedeutend sein , bleiben aber bei Ver¬
änderungen von r unberührt , wenn die Träger Isolatoren oder sehr
kleine Conductoren sind. Die potentielle Energie der Gravitation
zwischen den Massen der beiden Träger endlich , welche allerdings
von dem Abstand r abhängt , ist wohl stets wegen ihrer Kleinheit
ohne Schaden zu vernachlässigen . Sorgt man dafür , dafs schnellere
Bewegungen der Träger verhindert werden, so ist auch die kinetische
Energie der Massen zu vernachlässigen , und der variable Theil der
gesammten Energie bei gewöhnlichen elektrostatischen Versuchen ist
durch die Formel (7) dargestellt . Sein Werth nähert sich der Null,
wenn beide Ladungen in grofse Entfernung von einander gebracht
werden , dagegen steigt sein Werth positiv an , wenn zwei gleich¬
stimmige Ladungen einander genähert werden , und er sinkt ins
Negative herab , wenn zwei entgegengesetzte Ladungen einander ge¬
nähert werden. Mathematisch würde folgen , dafs die elektro¬
statische Energie + 00 wird, wenn die Punktladungen zur Deckung
gebracht werden, doch hat dies keine physikalische Bedeutung mehr ,
denn die Träger endlicher Elektricitätsmengen haben selbst immer
eine gewisse Ausdehnung , und man darf sie nur so lange als
Massenpunkte betrachten , als der Abstand r grofs ist gegen ihre
eigene Ausdehnung .

Von dem Zwischenmedium , in dem die beiden geladenen
Körper liegen , ist weder im CoiiLOMB’schen Gesetze noch in dem
daraus hergeleiteten Ausdruck der elektrostatischen Energie die
Rede . Das ist eine Lücke , welche in der Fernwirkungstheorie nur
durch besondere Vorstellungen über die Natur der sogenannten
Dielektrika ausgefüllt werden kann , thatsächlich ist die Kraft
von der Art des Mediums abhängig , wie Faeadat gezeigt hat .
Wir wollen defshalb einstweilen als Zwischenmedium den leeren
Raum oder die elektrostatisch kaum davon verschiedene Luft voraus¬
setzen .
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§ 5. System vieler elektrisch geladener Körperchen.

Der nächste Schritt , den wir vorwärts thun , soll an die Stelle
zweier geladener Körperchen eine ganze Schaar von beliebig vielen
solchen setzen. Alsdann wirken zwischen jedem Paare Abstofsungs-
oder Anziehungskräfte nach dem CouLOMB’schen Gesetze . In dieser
Aussage liegt die Annahme , dafs alle die Kräfte , welche auf eines
der Theilchen von den übrigen ausgeübt werden , sich ungestört
durch geometrische Addition zu einer Resultante vereinigen , dafs
also beispielsweise die Wirkung zwischen einer ersten und einer
zweiten Ladung nicht dadurch verändert wird , dafs beide noch auf
eine dritte Ladung einwirken und von dieser dritten beeinflufst
werden, eine Annahme , welche sich durchaus bestätigt hat , so lange
die Träger der Ladungen hinreichend klein gegen ihre gegenseitigen
Abstände sind, so dafs auf Verrückungen , welche die Ladungen im
einzelnen Träger selbst erfahren können , keine Rücksicht zu nehmen
ist . In gröfseren geladenen Conductoren , welche verhältnifsmäfsig
nahe benachbart liegen, gilt dies nicht mehr , doch wird es auch in
diesen Fällen gelingen , die veränderten Wirkungen durch Berück¬
sichtigung der veränderlichen Vertheilung der Fluida in den Leitern
auf das CouLOMB’sche Gesetz zurückzuführen . Hier sehen wir von
diesen Complicationen ah und nehmen jede Ladung unveränderlich
in je einem Punkte concentrirt an .

Wir wählen einen beliebigen Punkt der Schaar aus und suchen
die Kraft , welche er von allen übrigen zusammen erfährt . Um ihn
zu unterscheiden , gehen wir ihm den Index 0, nennen also seine
elektrische Ladung e0, seine Ortscoordinaten x0, y0, zQ, während
die übrigen Punkte in beliebiger Reihenfolge mit et= 1, 2, 3, . . . n
numerirt werden. Dadurch sind die Zeichen

Ea! 2/a. *a für U= 1, 2, 3, . . . bis tt

erklärt . Endlich brauchen wir noch die Abstände zwischen dem
ausgewählten Punkte 0 und den übrigen Punkten , die man aus¬
führlich mit r0i„ bezeichnen müfste, die wir hier aber kurz ra nennen
wollen. Es ist also

ra = | ]/(a;0 - xaf + {y0 - yaf + («;„ - \ a = 1, 2, 3, . . . n . (8)

Während sich die einzelnen Kräfte geometrisch summiren , treten
deren gleichen Coordinatenrichtungen folgende Componenten zu drei
algebraischen Summen zusammen , welche ihrerseits die drei Co-



§ 5 SYSTEM VIELER ELEKTRISCH GELADENER KÖRPERCHEN. 15

ordinalen -Componenten der resultirenden Kraft angeben . Für die
Componenten der Einzelkräfte wollen wir die im vorigen Paragraphen
gefundene Darstellung als Differentialquotienten der elektrischen
Energie anwenden . Danach ist die a> Componente der auf 0 wir¬
kenden , von einem bestimmten a herrührenden Einzelkraft :

d
X°’a ~ dx , m -

Diese Componenten haben wir über alle a zu summiren , die Summe,
welche wir X() nennen , ist dann die eine Componente der gesammten
von dem Ladungssystem auf den ausgewählten Punkt ausgeübten
Kraft . Analog findet man die beiden anderen Componenten F0
und Z0. Wir machen dann noch folgende leichte Umformung :

n n

a=l °’ STi \ <9a:,, \ ra

= — ^ W e° e° = 1— d NTpea\ t
öx 0 ra 1 dx 0 jei ra j 0’

wobei wir also den gemeinsamen Factor e0 und die gemeinsame

Operation — aus der Summe herausgezogen haben . Das
ox 0

Resultat ist :

x - / ^ ^ e- l
0 l dx 0 ^ irj

y = { i ? — 10 1 dyg& rj

z. - {- ;£ - ±^ U Zn a = l

(9)

'0 a=1

Man findet hiernach die Componenten der auf ein ausgewähltes
elektrisches Theilchen 0 von den Theilchen 1 bis n ausgeübten
ponderomotorischen Kraft , indem man die negativen partiellen

n e
Differentialquotienten des Ausdrucks V — nach den gleichgerichteten

o = l r a

Coordinaten des ausgewählten Theilchens bildet und dann mit dessen
Ladungsquantum e0 multiplicirt . Die Proportionalität der Kraft mit
der Gfröfse e0, auf welche die Wirkung sich erstreckt , ist ohne
weiteres einleuchtend : Wenn ohne sonstige Aenderungen des Systems
nur die Ladung des ausgewählten Körperchens verändert — etwa
den zehnten Theil ihres früheren Betrages herabgesetzt wird , so
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sinkt auch die auf sie wirkende Kraft an Intensität auf den zehnten
Theil ohne indessen ihre Pfeilrichtung zu ändern , da alle drei
Componenten der Gleichung (9) dadurch in gleichem Maafsstabe ver¬
jüngt werden . Zur Bildung der partiellen Differentialquotienten ist
zu bemerken , dafs die Coordinaten des ausgewählten Punktes x0, y0, z0
in sämmtlichen Summanden 1 bis n verkommen , wie man in dem
Ausdruck für ra in Gleichung (8) erkennt . Diese sind die drei un¬
abhängigen Variabelen , nach denen differenzirt wird , während alle
übrigen , mit xa, ya, za bezeichneten Abmessungen hierbei als un¬
veränderliche Parameter des Systems auftreten . Man hat sich also
die Ladungen 1 bis n unverrückbar festgelegt zu denken ; das
Teilchen e0 aber mufs beweglich gedacht werden , denn zur Auf¬
findung der Differentialquotienten eines Ausdruckes mufs man doch
die Yariabelen immer ein wenig verändern , d. h. hier dem Punkta ;0!/0*0
drei kleine Verschiebungen in den Coordinatrichtungen ertheilt
denken .

§ 6. Das elektrische Feld eines Systems von punktförmigen
Ladungen .

In Verfolgung dieser Vorstellungen kann man nun die bewegliche
Ladung e0 auch weiter verrücken , sie endlich in alle möglichen
Stellungen zu dem festen Ladungssystem z1 bis en bringen , also an
alle nicht von den festen Ladungen selbst eingenommenen Raum¬
punkte , so dafs die Abmessungen x0> yQ, %0 nichts anderes bedeuten ,
als die continuirlich variabeln Raumcoordinaten x, y, %. Für jede
Lage geben die Gleichungen (9) die Werthe der drei Kraftcompo -
nenten , also auch die Gröfse und Richtung der resultirenden Kraft ,
welche man in irgend einem geeigneten Maafsstab durch einen Pfeil
versinnlichen kann . Zu jedem Raumpunkt gehört somit ein be¬
stimmter Pfeil , und zwar sind diese Pfeile um so ähnlicher in Länge
und Richtung je näher benachbart die Raumpunkte liegen , denen
sie zugehören ; weil ihre drei Componenten nach Gleichungen (9) bis
auf die Ausnahmepunkte , in denen die festen Ladungen sitzen,
überall stetige Functionen der Variabelen x, y, % (früher x0, y0, z0
bezeichnet ) sind.

Man nennt eine solche im allgemeinen stetig vertheilte Zu¬
ordnung einer Pfeilgröfse — eines Vectors — zu jedem Raumpunkt
allgemein eine Vectorfunction des Ortes im Raume , und das ganze
Raumgebiet , in dem diese Vectoranordnung definirt ist , das Feld
des Vectors . Die Physik hat in verschiedenen Naturgebieten
Felder von Vectoren zu betrachten ; eines der, täglicher Anschauung
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nächstliegenden , Beispiele bieten die Strömungen der Flüssigkeiten .
Als Pfeile sind dabei in jedem von der Flüssigkeit durchströmten
Raumpunkt die Geschwindigkeiten der dort befindlichen bewegten
Massen anzusehen . Auch diese Pfeile zeigen im allgemeinen stetige
veränderliche Anordnungen im Raume , his auf besondere und inter¬
essante Ausnahmestellen . Sie verändern sich aber gewöhnlich auch
mit der Zeit ; nur die stationären Strömungen geben Vectorfelder ,
welche in ihrer Anordnung beständig bleiben , und deshalb ähneln
gerade diese am meisten an den hier vorliegenden Fall , in dem die
Zeit gar nicht als Yariabele vorkommt .

Unser elektrostatisches Feld rührt her von den geladenen
Punkten t’j bis e„, während der ebenfalls geladene Punkt e0 gleich¬
sam wie eine Sonde zur Prüfung der Stärke und Richtung des
Vectors verwendet wird. Von diesem beweglichen Punkt steckt in
dem Ausdruck der Feldcomponenten bisher noch der Factor e0,
durch welchen sie zu ponderomotorischen Kraftcomponenten auf
den materiellen Träger dieser Sonde werden . Wir machen den
weiteren Schritt , dafs wir die Sonde für eine Aeufserlichkeit er¬
klären , das elektrische Feld also als ein an und für sich existiren -
des Ding, gewissermafsen als einen besonderen Zustand des Raumes
oder eines den Raum durchdringenden Mediums ; wobei freilich zu
bemerken ist , dafs wir von dem Yorbandensein dieses Zustandes
zunächst nur dadurch Kunde erhalten , dafs wir ein geladenes
Körperchen , an die fragliche Stelle gebracht , von einer bestimmten
ponderomotorischen Kraft angegriffen sehen . Als Maafs dieses un¬
abhängig von dem Prüfungsteilchen existierend gedachten gerichteten
Zustands nehmen wir die drei Componenten in Gleichungen (9),
nachdem wir den Factor e0 weggelassen, und nennen sie X, Y, Z,
ohne Index . Jede ist Function der Raumcoordinaten x, y, z.

(10 )

7 = — ^ W 1 ea
dz£ xra

Dabei ist
ra = Iy (z — xaf + (2/ - 2/a)2 + (* - *a)2 1 (10a)

Man nennt diesen Vector , dessen Componenten durch vorstehende
Gleichungen (10) definirt sind, die elektrische Feldstärke . Auch

H. v . Helmholtz , Theoret. Physik. Bd. IV. 2
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der Ausdruck elektrische Kraft ist dafür üblich und kann ohne
Bedenken gebraucht werden , wenn man sich durch das vielseitig
verwendete Wort „Kraft“ nicht täuschen läfst und stets bedenkt ,
dafs eine mechanische Kraft von der Dimension \_MLT 2'] aus dieser
G-röfse erst durch Multiplikation mit einem elektrischen Quantum
entsteht . Da wir die Dimension des elektrischen Quantums im
elektrostatischen Maafssystem bereits in Gleichung (2)

e = [ZA r - 1]

gefunden haben , können wir nun in demselben Maafssystem die Di¬
mension der elektrischen Kraft oder Feldstärke (S dadurch finden,
dafs sie die vorstehende Dimension von e zu einer mechanischen
Kraft ergänzen mufs. Es wird also

© = [jivirH - 1] (ii )

Zu dem gleichen Ergebnifs gelangt man auch, wenn man die
Dimensionen der in den Gleichungen (10) rechts stehenden Ausdrücke
zusammensetzt , wobei dx und r„ als zwei Längenfactoren im Nenner
zur Dimension des elektrischen Quantums ea hinzutreten ; die Com-
ponenten X, Y, Z haben natürlich dieselbe Dimension wie ihre
ßesultante . Auch die Maafseinheit der elektrischen Kraft ist hier¬
durch an das absolute elektrostatische (C. G. S.) System angeschlossen ,
und zu bezeichnen :

1 (cm- f • gra ■sec- 1) .

Zu der hier gegebenen Begriffsbildung des elektrischen Feldes
einer Schaar von Punktladungen ^ zn ist , um Unklarheiten
vorzubeugen , noch folgendes zu bemerken . Wir haben das Feld
durchmustert mit Hülfe eines beweglichen Prüfungspunktes mit der
Ladung e0. Die Anwesenheit dieser Ladung stört und verändert
aber das Feld , macht sogar den Raumpunkt , wo sie liegt, zu einer
Unendlichkeitsstelle der elektrischen Feldstärke . Dieses veränderte
Feld würde man für eine beliebige Lage von e0 feststellen können,
wenn man nun noch einen vorher in hinreichender Entfernung ge¬
haltenen neuen Prüfungskörper verwendet , während e0 still gehalten
wird . Nun erkennt man das Feld , an dessen Bildung sich aufser e1
bis e„ auch e0 beteiligt . Wenn man also ein elektrisches Feld unter
Verwendung einer Prüfungsladung durch die einwirkende pondero-
motorische Kraft aufgenommen denkt , so beteiligt sich die Prüfungs¬
ladung nicht an der Bildung dieses Feldes , man erhält vielmehr für
die Feldstärke diejenigen Werthe , welche herrschen würden , wenn
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die Prüfungsladung nicht dort wäre. Der Prüfungskörper wird da¬
durch zu einer lediglich unsere Anschauung unterstützenden Fiktion ,
welche uns bereits gedient hat zur Auffindung der Ausdrücke für
die Feldcomponenten in Gleichung (10), von welcher selbst aber in
jenen Ausdrücken nichts vorkommt.

Durch die Angabe der drei Coordinaten -Componenten X, Y, Z
ist der Yector ® vollständig bestimmt . Häufig hat man die Com-
ponente von © zu bestimmen , welche in eine, von den Grundrich¬
tungen verschiedene , vorgeschriebene Richtung l hineinfällt . Für
diese Componente, welche wir ©; nennen wollen, soll jetzt noch ein
einfacher , den Gleichungen (10) analoger Ausdruck abgeleitet werden.
Ganz allgemein findet man die Componente eines Vectors nach einer
vorgeschriebenen Richtung , indem man den Pfeil, der den Yector
darstellt , auf die gegebene Richtungslinie projicirt . Die Länge der
Projection findet man durch Multiplication mit dem Cosinus des
Winkels zwischen beiden Richtungen :

Nun ist aber aus den Elementen der analytischen Geometrie be¬
kannt , dafs :

Betrachtet man die auf der vorgeschriebenen Richtungslinie von
irgend einem Nullpunkt aus abgemessene algebraische Abmessung l
als unabhängige Yariabele , so entsprechen einem Zuwachs ds drei
ganz bestimmte Zuwachse der Coordinaten , dx , dy, d %, welche die
Projectionen von dl sind . Man kann deshalb setzen :

Andererseits ist :

@-cos (@, x) = A , © •cos (@, ?/) = F , ©•cos (@, z) = Z . (12c)

Durch Verwendung dieser Formeln (12a, b, c) nimmt die Gleichung (12)
folgende Form an :

@ ; = © - COS (S , l ) . (12 )

cos (@, Z) = cos (@, a;).cos (l, x) -f cos (®, y)•cos (/, y)
+ cos (@, *).cos (/, *).

dx . dy . dz
cos (/, x) = YT ’ C°S( ^ = dT ’ 008( ^ = "dl ‘ ( 5

(12d )

Führt man nun endlich noch für X, Y, Z die Ausdrücke aus
Gleichung (10) ein, so erhält man :

d ea \ dx d e„ \ dy d ea ) dz
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Dieses Gebilde ist nun nichts anderes , als der nach der Variabelen l

gebildete negative Differentialquotient der Function 2 — ' Di®
'r a

Variable l steckt nicht explicite in dem Summenausdruck , aher die
variabelen ßaumcoordinaten x, y, %, von denen er durch die r a
explicite abhängt , sind hier als abhängige Functionen der Abmessung l
anzusehen . Dem entspricht die Bildung des vorstehenden Ausdrucks ,
für welchen man kürzer schreibt :

— Tr? vr- (13)
Hierin ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Coordinaten -

system verschwunden , denn auch die ra, welche man zwar, wie in
Gleichung (10a) geschehen , durch irgendwie festgelegte cartesische
Coordinaten ausdrücken kann , haben doch davon unabhängige absolute
Werthe , da sie den Abstand eines variabelen ßaumpunktes von den
Orten der festen Ladungen bezeichnen . Die Gleichungen für die
Coordinaten - Componenten (10) endlich erscheinen als Specialfälle
dieser Gleichung (13).

§ 7. Die Potentialfunction .

Um eine Vectorfunction im ßaume anzugeben , braucht man im
Allgemeinen für jeden Punkt drei besondere Angaben : entweder die
drei Coordinaten - Componenten oder etwa die Intensität und die
ßichtung , welch’ letztere zwei unabhängige Winkelangaben erfordert ;
bei einer analytisch darstellbaren Verteilung sind drei Functionen
der ßaumcoordinaten zur Darstellung erforderlich . Daraus ersieht
man, dafs das hier gefundene Feld der elektrostatischen Kraft eine
besondere ßegelmäfsigkeit besitzt , denn die Kenntnifs einer einzigen
Coordinatenfunction

V (14)
1 ra

genügt , um durch Bildung des negativen partiellen Differential¬
quotienten nach einer beliebigen ßichtung die Componente des Vectors
in dieser ßichtung zu finden. Diese Function spielt bei der Be¬
trachtung des elektrostatischen Feldes die gröfste ßolle . Sie wurde
von George Green als Potentialfunction bezeichnet . Gauss
nennt sie das Potential . In Bezug auf das Vorzeichen herrschen
in der Litteratur verschiedene Gebräuche ; namentlich bei älteren
Autoren werden die Kraftcomponenten häufig als die positiven
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Differentialquotienten dieser das Feld beherrschenden Gröfse ein¬
geführt (z. B. Gattss , Jacobi , Riehann ), welche dann natürhch seihst
das umgekehrte Vorzeichen erhalten mufs. Auch hei anderen Kraft¬
feldern , welche nicht dem Typus des CouLOMB’schen Abstofsungs -
gesetzes oder des NEWTON'schen Attractionsgesetzes angehören , hat
man Functionen von analoger Bedeutung herangezogen , welche man
allgemein als Kräftefunctionen bezeichnet und deren Vorzeichen
ebenfalls in jedem Falle erst festgestellt werden mufs. Wenn man
consequent an dem gleichen Vorzeichen festhält , ist dasselbe übrigens
gleichgültig , hier soll das in Gleichung (14) definirte durchgeführt
werden. In sehr grofser Entfernung nähert sich cp dem Werthe Null,
in der Nähe negativer Ladungen wird cp wegen des stark über¬
wiegenden Summanden mit kleinem ra im Nenner selbst auch negativ
werden , in der Nähe positiver Ladungen aus demselben Grunde
positiv. Da es übrigens zur Kenntnifs des Feldes nur auf die
Differentialquotienten von cp ankommt , kann man stets einen für
das ganze J ’eld constanten positiven oder negativen Werth addiren ,
welcher zwar die Beträge von cp in gleichem Maafse überall ver¬
ändert , beim Differenziren aber wegfällt und die richtigen Werthe
der Kraftcomponenten somit nicht stört . Die Function cp selbst
ist keine gerichtete Gröfse, sie hat in jedem nicht von einer Ladung
eingenommenen Punkte einen endlichen eindeutigen Werth und mit
Ausnahme jener singulären Punkte auch einen stetigen Verlauf .

Die Componenten der elektrischen Feldstärke nach den Coordi-
natenrichtungen findet man aus der Potentialfunction cp zufolge der
Gleichungen (10) und (14) folgendermaafsen :

A- — r - _ 42 , z — 4 » . (15)ox dy dz

Die Componente in einer beliebigen Richtung ist

<i5a)

Die Resultante hat den Werth © = ]/A 24- Y‘l + Z 2,
welcher unabhängig von der Orientirung des Axensystems ist , ob¬
wohl die einzelnen Coordinatcomponenten davon ahhängen . Die
Richtungscosinus der Resultante gegen die Axen sind A/ @, F/'S ,
.Z/® ; auch ist

©i = ©-cos (@, 1) ; vergl. Gleichung (12) . (15b)

Wenn man also von einem Raumpunkt aus nach allen Rich¬
tungen hin den gleichen kleinen Schritt als ausgeführt denkt , so
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werden die dabei gefundenen Componenten den Cosinus der
Winkel zwischen der Pfeilrichtung @ und der Schrittrichtung dl
proportional sein. Fällt die Richtung l mit @ zusammen , so hat
der Cosinus seinen gröfsten Werth 1, die Componente ist gleich der
Resultante und aus (15a) sieht man, dafs dies die Richtung ist, in
welcher der negative Differentialquotient von cp seinen gröfsten
positiven Betrag besitzt , also die Richtung , in welcher die Werte
von cp am steilsten abfallen . In jeder auf dieser Richtung senkrechten
ist cos (S, l) = o, es liegt in diesen Richtungen gar keine Com¬
ponente und deshalb hat nach (15 a) die Function in diesen Rich¬
tungen kein Gefälle . Sucht man nach den Orten , an denen cp einen
constanten Werth besitzt , so findet man dafür im Allgemeinen stetig
gekrümmte Flächen , die Aequipotentialflächen oder Niveauflächen .
Alle die Richtungen , in welchen wir kein Gefälle des Potentialwerthes
finden, müssen also tangential zu den Aequipotentialflächen liegen,
woraus direct weiter folgt, daß die resultierende Kraft überall senk¬
recht auf diesen Flächen steht . Aber nicht nur über die Richtung
der Kraft erhält man hierdurch eine Anschauung , sondern auch über
deren relative Gröfse an verschiedenen Stellen des Feldes . Verfolgt
man nämlich zwei sehr nahe benachbart verlaufende Niveauflächen ,
für welche die beiden constanten Werthe von cp sich nur um eine
sehr kleine Differenz unterscheiden , so sieht man ohne weiteres , dafs
diese beiden Flächen geringeren Abstand haben müssen an Stellen ,
wo das steilste Gefälle gröfser ist, ja der Normalabstand beider
Flächen mufs umgekehrt proportional diesem Gefälle , somit auch
umgekehrt proportional der Gröfse der Kraft sein.

Bevor wir näher eingehen auf die mathematischen Eigenschaften
der Potentialfunction , wollen wir in den nächsten zwei Paragraphen
Betrachtungen einschieben über die Arbeits - und Energiegröfsen in
einem System elektrischer Ladungen , welche sich durch die Potential¬
function ausdrücken lassen .

§ 8. Arbeitsleistung bei der Bewegung eines geladenen
Theilchens im elektrischen Felde .

Wir kehren noch einmal zu den Vorstellungen des § 5 zurück
und bewegen das ausgewählte Theilchen e0 durch äufsere Einwirkung
langsam auf einer beliebig vorgeschriebenen Bahn durch den Raum .
Die von den übrigen festen Ladungen e, bis e„ herrührende Kraft
wird dabei entweder mithelfen , so dafs von aufsen eine Hemmung
nöthig ist , um eine beschleunigte Bewegung zu verhindern , oder die
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Kraft des Feldes wird sich der Bewegung widersetzen , so dafs man
von aufsen einen Antrieb braucht . Im ersten Falle giebt das
Ladungssystem inclusive e0 Arbeit nach aufsen ab, im zweiten Falle
nimmt es Arbeit von aufsen auf. Nur in dem besonderen Falle ,
dafs der vorgescbriebene Weg senkrecht zur elektrischen Kraft ver¬
läuft , findet keines von beiden statt . Diese Arbeitsgröfsen wollen
wir nun aufsuchen , und zwar wollen wir in allen Fällen von Arbeit
sprechen , welche das Ladungssystem nach aufsen abgiebt ; diese ist
dann im ersten Falle positiv, im zweiten negativ zu rechnen .

Definirt wird die Arbeit bei der Verrückung dl durch das
Product aus dem Wege und der in dessen Richtung fallenden
mechanischen Kraftcomponente ; letztere ist in unserem Systeme die
mit e0• bezeichnete Gröfse. Diese Arbeitsbeträge summiren sich
algebraisch über alle Wegelemente , liefern daher für einen endlichen
vorgeschriebenen Weg eine Summe, welche man schreiben kann :

Hier soll die untere Grenze (1) den Anfangspunkt des Weges , die
obere Grenze (2) dessen Endpunkt bezeichnen .

Bei einer beliebig vorgeschriebenen räumlichen Vertheilung des

zwischen (1) und (2) in seinem Werthe beeinflufst werden, so dafs die
blofse Angabe der Grenzen zur Bestimmung nicht ausreicht . Bei

Gleichung (14) eine eindeutige und stetige Function im Raume ist .
Setzen wir also nur voraus, dafs der Weg nicht durch eine der
festen Punktladungen hindurch führt (was sich ja schon durch die
Anwesenheit der ponderablen Träger verbietet ), so ist :

M= - e0 ==—eo(T2~ Th) = eo(Vi —^2)• (16a)

Der Werth der Arbeit zeigt sich hiernach unabhängig von der
Führung des Weges ; er wird direct gemessen durch die Abnahme
der Function (p, und diese ist gleich der Differenz der Werthe (pl
im Anfangspunkt und cp2 im Endpunkt . Nehmen wir die Ladung
e0 positiv an , so ist die vom System abgegebene Arbeit positiv,
wenn cp̂ > cp2 ist , wenn also die bewegliche Ladung zu Stellen

(2) (2)

(16)
(1) (1)

Vectors würde dieses Linienintegral durchaus von der Wegführung

unserem elektrostatischen Felde ist aber 6 —“ wo w nach' dl T

(i )
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niedrigeren Potentialwerthes geführt wird, dagegen nimmt das System
(inclusive e0) Arbeit von aufsen auf, wenn das positive Theilchen zu
Stellen höheren Potential gerückt wird. Bei Verrückungen in ein
und derselben Aequipotentialfläche wird Arbeit weder abgegeben
noch aufgenommen, dasselbe gilt, wenn (1) und (2) auf der nämbcben
Aequipotentialfläche liegen , während der Zwischenweg diese Fläche
verläfst . Daraus folgt noch im Besonderen , dafs die Arbeitssumme
gleich Null ist , wenn der Endpunkt mit dem Ausgangspunkt zu¬
sammenfällt , wenn also ein beliebiger geschlossener Weg durch¬
laufen wird . Es ergiebt sich daraus die Unmöglichkeit mit elektro¬
statischen Kräften eine Arbeitsmaschine etwa dadurch zu treiben ,
dafs man eine Ladung e0 fortdauernd im Kreise umlaufen läfst .
Was dabei während einiger Theile des Umlaufs gewonnen wird, geht
während der übrigen Theile genau wieder verloren .

Noch eine besondere Anwendung der Gleichung (16a) wollen
wir betrachten . Legt man den Endpunkt (2) des Weges in sehr
grofse Entfernung von allen geladenen Körpern , so nähert sich der
Werth <p3 der Grenze Null , und die geleistete Arbeit bei dieser
Wegführung des Theilchens wird A,t = e0-q r Besitzt aufserdem die
bewegliche Ladung den Werth e0 = + 1, so wird dem Zahlen -
wertbe nach

^ 00 = ^ 1 » ( 16b )

wenn man in Erg (d. i. 1 cm2•g •sec _ 2) und qq in absuluten
elektrostatischen Potentialeinheiten (d. i. 1 cmT • gr*sec- 1) mifst. Es
ist indessen zu beachten , dafs diese einfache Gleichung nur für die
Maafszahlen gilt, dafs die Dimensionen aber erst dann gleich werden,
wenn man die rechte Seite mit der absoluten elektrostatischen

Ladungseinheit (d. i. 1 cnU • gT-sec—1) erweitert . Es ergiebt sich aus
dieser Gleichung Aw = qq eine einfache Deutung des Potential¬
begriffs : Den Werth des Potentials an einer Stelle eines elektrischen
Feldes findet man , wenn man dorthin die positive Ladungseinheit
versetzt denkt und die Arbeit mifst , welche bei dessen Entführung
aus dem Wirksamkeitsbereich der anderen Ladungen nach aufsen
abgegeben wird. Oder umgekehrt : Der Potentialwerth an einem
Orte des Baumes ist numerisch gleich der Arbeit , welche man von
aufsen aufwenden mufs, um ein mit der positiven Einheit beladenes
Körperchen aus unendlicher Entfernung (in welcher weit und breit
keine anderen Ladungen liegen) bis zu dem betreffenden Orte heran¬
zuführen . An Stelle der unendlichen Entfernungen vom Ladungs¬
bereich können auch andere im Endlichen gelegene Orte treten , von
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welchen man weifs, dals in ihnen das Potential den Werth Null
hat . Dafs man Orte von dieser Eigenschaft mitunter leicht finden
kann , sei an einem einfachen Beispiel gezeigt : Das feste Ladungs¬
system bestehe aus nur zwei Punkten , welche die entgegengesetzt
gleichen Ladungen + e und — e tragen . Dann ist die Potential¬
function nach Gleichung (14)

wo r1 den Abstand von dem positiven , r2 den Abstand von dem
negativen Theilchen bedeutet . Dieser Ausdruck verschwindet nicht
nur in unendlicher Entfernung , sondern auch in allen Punkten der
Ebene , welche mitten zwischen den beiden Ladungen quer steht ,
weil dort überall rx = r2 ist . Es mag auch hier schon erwähnt
werden, dafs an jedem mit der für unsere Betrachtungen unendlich
grofsen , feuchten Erdrinde in leitende Verbindung gesetzten Con-
ductor das Potential gleich Null zu setzen ist ; wenigstens ist dies
in allen Fällen zulässig , in denen man nicht weit ausgedehnte
Versuchsanordnungen zum Studium terrestrischer oder meteoro¬
logischer Potentialdifferenzen zu betrachten hat .

§ 9. Potentielle Energie eines Systems von vielen geladenen
Punkten .

Im vorigen Paragraphen handelte es sich um Arbeitsgröfsen ,
welche von einem elektrischen Ladungssystem abgegeben werden
durch die Bewegung eines ausgewählten Theilchens e0. Der Arbeits -
vorrath ist die potentielle Energie aller der geladenen Theilchen in¬
clusive e0 und hängt von sämmtlichen Ortscoordinaten ab, nur liefsen
wir sie bis auf diejenigen des einen Punktes alle constant . Diese
Beschränkung wollen wir jetzt aufheben und damit auch die Sonder¬
stellung der Ladung e0. Wir betrachten ein System von punkt¬
förmigen Ladungen , welche mit 1, 2, 3, . . . . n numerirt sind. Für
jedes Paar von Punkten mit verschiedenen Indices a und b kann

6 * Cf»man den Ausdruck — bilden , in welchem ras den Abstand beider
ra 6

Punkte bezeichnet . Läfst man nun sowohl a wie b alle Ordnungs¬
zahlen durchlaufen , so bekommt man eine ganze Schaar solcher
Ausdrücke (nur die Fälle a = b sind auszuschliefsen ) und jeder Aus-

6 *C
druck kommt zweimal vor, z. B. 2 5 sowohl für a = 2, b = 5 als

r 2 ,5

auch für a = 5, b = 2.
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Die einfache Summe aller dieser Ausdrücke kann man daher
folgendermaafsenschreiben:

^ = 12 2 ' v ~eb a nicllt = (17)
a= l b= l ' a, b

Sie ist eine Function sämtlicher Coordinaten der geladenen Punkte.
Wir suchen ihren Differentialquotienten nach irgend einer einzelnen
Coordinate, die wir mit aq bezeichnen wollen. Alle Glieder der
Doppelsumme, in welchen weder a noch b gleich dem Index i ist,
fallen dabei weg, es bleiben nur diejenigen übrig, in denen a = i
ist und diejenigen, in denen b = i ist , also zwei einfache Summen,
welche aus dem Gesammtinhalt yon <[> herausgehoben sind.

Bezeichnen wir deren Wert mit 0 ;

= 2 ' + 2 ' la ~ } •l-b nicht i ' i b a nicht i r a i J

Die beiden einfachen Suihmen sind aber identisch mit einander,
daher kann man die Beihe der bei der Differentiation nach zu
beachtenden Glieder kürzer schreiben:

0 , = 6;2 ' y - • (18)a nicht i ' a i

Durch das Heraustreten des gemeinsamen Factors e; hat der jetzt
übrig gebliebene Summenausdruck die Form angenommen, welche
wir bereits in Gleichung (14) aufgestellt haben, und welche schon
vorher, z. B. in den Gleichungen (9), vorkam, nur mit dem Unter¬
schiede, dafs hier die Coordinaten des Theilchens i an der Stelle
der variabelen Baumcoordinatenoder derer des früheren Theilchens0
stehen. Diese Summe ist also das Potential, welches die elektrischen
Ladungen nach Entfernung des Theilchens e* an dem Orte dieses
Theilchens erzeugen. Bezeichnen wir es mit (pi, so können wir die
Gleichung (18) schreiben:

4>i = ei9Cj. (18a)

Auch der vollständige Ausdruck <P läßt sich hieraus zusammen¬
setzen, wenn man der Beihe nach t = 1, 2, . . . . , n setzt und addirt.
Es ist

^ = 12 ^ = 1 ,26 ^ . (19)

Der Factor ^ ist auch hier nöthig, um nicht jedes Punktpaar doppelt
zu zählen.



POTENTIELLE ENERGIE EINES PUNKTSYSTEMS. 27

Wir hatten ein einzelnes bestimmtes abgesondert , um den
Differentialquotienten von </> nach aq zu bilden . Es ist nunmehr

<3 <f> _ ö 0 ; _ d <f>i
dxi dxi e' d Xi

Ö (£ ■
Wir wissen aber bereits , dafs ' Cj= Xt et die « - ComponentewX[
der ponderomotoriscben Kraft angiebt , welche das Tbeilcben mit der
Ladung Cj von allen übrigen zusammen erfährt . Es ist mithin :

und ganz analog

Wi ei = —

6i = —

Z , Ci = —

dd >
d x\

ö <P
dyi
d (p
d %i

(20 )

Die negativen Differentialquotienten der in Gleichung (17) auf¬
gestellten Funktion (P nach den einzelnen Coordinaten des Systems
liefern also die Componenten der inneren ponderomotoriscben Kräfte ,
welche jene Coordinaten beschleunigen und denen durch äufsere
mechanische Kräfte das Gleichgewicht gehalten werden mufs, um
das System in Ruhe zu halten .

Wir wollen uns nun das System elektrischer Punkte in einer
gegebenen Lage oder Configuration vorstellen und sodann jedem
Punkte eine kleine Verrückung ertheilen , welche vollständig angegeben
wird durch die Variationen sämmtlicher Coordinaten . Diese seien
für den Punkt a bezeichnet mit dx a, ä ya, Sz a, so dafs der Ort
dieses Punktes nunmehr durch die Coordinaten xa + Sxa, ya + dy a,
%a + S 7̂ bestimmt ist . Die Function <1> verändert dabei ihren ur¬
sprünglichen Werth um einen kleinen Betrag 8 <P, den man die
Variation von <I> nennt . Sie hängt durchaus ah von der Wahl der
Verrückungen und läfst sich durch diese linear und homogen aus-
drücken , ganz so wie das Differential einer Function vieler Variabeier :

d (I) s , 8 ^ s , 8 ^ s , 8 ^ s8 (p = — 8 x. ■]—vj—- 8 y. — o d—5— o *, + . . .
dx l 1 oy 1 dz 1 1 dx 2 2

oder in Summenform :

. , " Id <P . d <P „ d (P „ \
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Hier hinein setzen wir die soeben gefundenen Bedeutungen der
Differentialquotienten von 0 als Kraftcomponenten und finden :

_ ä <!>= ± |ea(XaSxa + YaSy, + ZaSz , )\ . (21 a)
a = l

Jeder einzelne Summand der rechten Seite stellt die mechanische
Arbeit , welche die von den übrigen Ladungen (aufser a) herrühren¬
den Abstofsungs - oder Anziehungskräfte bei der Verrückung des
Punktes a leisten / denn wenn wir die Resultante von X„ Ya, Za mit
@a und die aus Sxa, Sya, Sz , resultirende Verrückung mit Sl , be¬
zeichnen, endlich den Winkel zwischen diesen beiden Richtungen «
nennen , so ist :

ea(VaSx , + Ya öy a + ZaSz a) = (ea@acos «) ■Sla.

Der erste Factor rechts ist die in die Wegrichtung fallende Kraft -
componente ; diese giebt , mit der Weglänge multiplicirt , die Arbeit
bei der Verrückung des Theilchens ct. Ueber alle a summirt er¬
halten wir die gesammte bei der Verrückung des Systems von
den elektrischen Kräften geleistete Arbeit A; und diese ist nach
Gleichung (21a ) der negativen Variation der Function c/J gleich
— S <1* = A. Mit anderen Worten : <P nimmt um so viel ab , als
die elektrischen Kräfte bei der Verrückung Arbeit gespendet haben ,
oder falls die Verrückungen so gewählt sind , dafs sie überwiegend
entgegen den Richtungen führen , in welchen die inneren Kräfte die
Ladungen zu treiben streben , so nimmt 0 um so viel zu , als bei
der Verrückung Arbeit von aufsen aufgewendet wurde . Die Function </>
ist daher das Maafs für den Arbeitsvorrath in dem System, sie stellt
die potentielle Energie der elektrostatischen Kräfte dar, welche wir
für ein einzelnes Punktpaar schon in § 4 aufgefunden haben .

Bei der Ableitung dieser Eigenschaft mufsten wir die Variation
der Coordinaten verschwindend klein voraussetzen , weil sonst der
einfache Ausdruck für S 0 in Gleichung (21) nicht ausreichend ge¬
wesen wäre . Diese Beschränkung kommt im Wesentlichen darauf
hinaus , dafs man die auf ein Theilchen wirkende Kraft auf dem
ganzen Verrückungswege constant setzen darf , auch unbeeinflufst
durch die gleichzeitigen Verrückungen der anderen Punkte . Diese
Beschränkung können wir jetzt fallen lassen . Jede endliche Con-
figurationsänderung des Systems kann man zu Stande gebracht denken
durch die Aufeinanderfolge sehr vieler kleiner , für welche der Satz
jetzt bewiesen ist . Diese Zwischenzustände sind sogar auf unendlich
mannigfaltige Weise wählbar , vorgeschrieben mufs nur die Anfangs -
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configuration und die Endconfiguration sein. Die S <P der einzelnen
Theilprozesse summiren sich dabei zu einem endlichen Betrage , dessen
Werth gleich der Differenz zwischen dem Endwerth und dem An¬
fangswerth Pi sein mufs. Diese beiden Werthe kann man aber aus
den Coordinaten der Anfangs - und Endlage berechnen , ohne dafs
man die Zwischenlagen zu kennen braucht . Der Gleichung — S (p
—A für kleine Verrückungen entspricht daher für endliche Lagen¬
änderungen folgende :

tbi — (Po = A (22)

Die Abnahme yon (P mifst die vom Systeme geleistete , nach aufsen
abgegebene Arbeit .

Wählt man als Endlage eine vollständige Zerstreuung aller
Ladungen in unendlicher Ferne , so dafs alle gegenseitigen Kraft¬
wirkungen verschwinden ,so wird auch der Ausdruck (p in Gleichung (17)
wegen der unendlich grofsen ra6 in den Nennern verschwinden . Man
darf dann (p 2 = 0 setzen und es wird :

(22a )

Dem entsprechend kann man sagen : Die potentielle Energie eines
elektrischen Systems ist der Werth der Arbeit , die man von aufsen
gebraucht hat , um die im Unendlichen verstreuten Ladungen gegen
die Abstofsungskräfte zusammen zu führen zu der gegebenen Con¬
figuration . Nach dieser Auffassung enthält die potentielle Energie
keine willkürliche additive Constante (der Ausdruck in Gleichung (17)
gleichfalls nicht ). Der Arbeitsvorrath kann positiv, Null, auch negativ
sein, ohne dafs in letzteren beiden Fällen das System aufser Stande
wäre, noch Arbeit zu leisten . Führt man z. B. ein positiv und ein
negativ geladenes Theilchen aus unendlicher Entfernung zusammen
auf einen endlichen Abstand , so sinkt die potentielle Energie von
Null beginnend ins Negative hinab , die Anziehungskraft arbeitet bei
der Annäherung . Das System kann aber immer noch mehr Arbeit
abgeben , wenn man den Ladungen gestattet sich, noch mehr zu
nähern .

Um die Vorstellung negativer Arbeitsvorräthe zu vermeiden , kann
man nun zu der Function <P immer eine hinreichend große Con¬
stante hinzu addiren , ohne dafs die Bedeutung der Function da¬
durch geändert wird. In der Gleichung (17) und auch in (22 a)
mufs dann freilich der Werth dieser Constanten rechts als Summand
zugefügt werden, aber alle Beziehungen , in denen nur Differenzen
zweier Werthe von <P oder nur Differentialquotienten von <P vor-
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kommen, bleiben ungeändert durch eine additive Constante zu 0 ,
so z. B. die Gleichung (22) und die Ausdrücke der Kraftcomponenten
in den Gleichungen (20).

Es sei schon hier darauf hingewiesen , dafs der Gesammtbetrag
der Energie eines elektrostatischen Feldes stets positiv ist , auch
ohne dafs man noch eine Constante hinzufügt . Bisher haben wir
noch nicht von den Arbeitsbeträgen gesprochen , welche zur Con-
centrirung der Punktladungen notwendig sind . Näheres darüber
siehe § 25.

§10 . Die Potentialfunction eines Systems elektrischer Punkte
genügt der Differentialgleichung von Laplace .

Nachdem wir die potentielle Energie eines Systems elektrischer
Punkte kennen gelernt haben und auch gefunden haben , dafs diese
sich als einfache Summe von Potentialfunctionen , jede multiplicirt
mit einem elektrischen Quantum , darstellen läfst [Gleichung (19)],
wollen wir zu den Potentialfunctionen als den einfacheren Begriffen
zurückkehren und weitere charakteristische Eigenschaften derselben
aufsuchen . Zuerst wollen wir deductiv zeigen, dafs cp als Function
der Yariabelen x, y, % einer bestimmten sehr allgemeinen Differential¬
gleichung genügt .

Denken wir uns nur eine einzige positive Ladung e1 in dem
Kaumpunkt xlt yx, zl festliegend , so erzeugt diese ein elektro¬
statisches Feld , dessen Pfeile überall radial von dem geladenen
Punkte wegweisen, und an Länge mit wachsendem Abstand ab¬
nehmen , wie das reciproke Quadrat dieses Abstandes . Die Aequi-
potentialflächen sind concentrische Kugelflächen um den geladenen
Punkt . Die Potentialfunction , die wir r/q nennen , ist :

= -7- , ri = ]/(* - *i)2+ (y ~ Vi? + (~ - *i)2• (23)
r i

Wir wollen nun die Differentialquotienten von cp1 nach den darin
steckenden Yariabelen x, y, x bilden . Man findet :
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Diese Ausdrücke sind mit Ausnahme der Stelle yx im ganzen
Raume endlich und stetig .

Differenziren wir nochmals nach den gleichgerichteten Coordi-
naten , so kommt :

d 2yi c. 1 I c Zjx - xJ *
dx * ^ r18 '1' 1 r, 5

+ j (28b )
d y“ 1 rj 3 1 j-j 5

J _ + p 3(%- ^ )2 ■
dz 2 ~ rj 3 1

Auch diese zweiten Differentialquotienten sind mit Ausnahme
derselben einen Stelle im Raume überall endlich und stetig . Bilden
wir nun die Summe dieser letzten drei Gleichungen , so erhalten wir :

, d > i
dx 2 ^ dy 2 ^ dz 2

3 3 {(* — «j)2 + {y - yx)2 + {z - zx)2\
— e l „ 3 "T" e l _ 5

r l r \

Da aber die geschweifte Klammer im Zähler des zweiten Summanden
der rechten Seite gleich r 2 ist , welches sich gegen zwei Factoren rx

g
im Nenner hebt , so ist das zweite Glied + Cj—j , der ganze Aus-

r \

druck mithin gleich Null :

- o (24)
<3x2 + dy 2 + dz 2 ~ [ >

Dies ist eine sehr allgemeine partielle homogene lineare
Differentialgleichung, deren Integrale zuerst von Laplace studirt
worden sind, und die man deshalb die LAPLACE’sche Differential¬
gleichung nennt. Die Summe der drei zweiten Differentialquotienten,
für welche das abkürzende Zeichen zl qq (oder auch V 2qq) in
Gebrauch ist, wird auch wohl als LAPLACE’sche Operation bezeichnet.
Dieselbe ist hier bezogen auf ein bestimmtes Coordinatensystem, es
sei aber gleich erwähnt, dafs sie eine davon unabhängige Bedeutung
hat [vergl. z. B. Band II , S. 111, Gleichung (54 e)] , und auch in
anderen als cartesischen Coordinaten ausgedrückt werden kann.

Für unsere Potentialfunction gcq mufs also die Eigenschaft
zJ qq = 0 (24a )

an allen Stellen des Raumes erfüllt sein. Nur an der Stelle xv yv zl,
wo die felderzeugende Ladung e, ihren Sitz hat , können wir nichts
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darüber aussagen , denn dort wird der mathematische Werth von
(px —Cj/Vj unendlich und dessen Differentialquotienten , die in (23 a
und b) gebildet wurden , werden dies in noch höherem Grade und
verlieren auch jeden bestimmten Sinn . Physikalisch können wir
auch nichts weiter aussagen , als dafs es geladene Punkte ohne jede
Ausdehnung nicht giebt , dafs daher das Potential dicht um das
Centrum herum einen anderen physikalischen Verlauf haben wird,
als der mathematische Ausdruck e1/r1 angiebt .

Haben wir nun noch an anderen Stellen x2, y2, %2; x2, ys,
. . . . Punkte mit den Ladungen e2, e3 . . . und nennen wir die

Abstände von diesen Punkten r2, r3, . . . ., so gelten für die Potential¬
functionen , welche jeder dieser Ladungen für sich allein zugehören ,

C 6
also für <p2 = — , (pa = - - , . . . Differentialgleichungen von der

r 2 r 3

nämlichen Form , jede hat ihre Ausnahmestelle in dem geladenen
Centrum . Es ist

A cp2 —0 überall aufser an der Stelle x2, yv %2,
A cfja = 0 überall aufser an der Stelle xv yv z3
etc .

Die gleichzeitige Anwesenheit eines ganzen Systems von Punkt¬
ladungen erzeugt eine Potentialfunction

- h .....
r i V2 r 3

In jedem geladenen Punkte wird einer der rechtsstehenden Summan¬
den unendlich und damit die ganze Summe cp ebenfalls unendlich .

<92 d2
Wir wollen nun A cp bilden . Da die Operation A = 4- +

T dx 2 dy 2
ö2

einen linearen homogenen Ausdruck liefert , ist A von einerö %

Summe gleich der Summe der A von den einzelnen Summanden ,
also :

Aw = A ^ - -\- d — + A ^ - + .....r , r, r„

Die Glieder rechts sind , wie wir gesehen haben , im Allgemeinen
überall gleich Null , nur gilt dies für das erste Glied nicht an der
Stelle , wo Cj liegt , für das zweite nicht an der Stelle e2, und so
weiter . Es folgt also

Acp = 0 (25)
mit Ausnahme aller Stellen 1, 2, 3, .....
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Die Potentialfunction eines Systems geladener Punkte genügt
also im ganzen Raume mit Ausnahme der Orte der Punktladungen
selbst der LAPLACE’schen Differentialgleichung .

§ 11. Continuirlich verbreitete Ladungen in räumlichen
Bezirken.

Wir wollen nun dazu übergehen , uns an Stelle der diskreten
elektrisch geladenen Punkte continuirlich verbreitete Ladungen vor¬
zustellen . An ponderabler Substanz müssen wir die Ladungen stets
haftend denken . Wir wollen auch für den Anfang annehmen , dafs
die Yertheilungen unverrückbar festgehalten werden , dafs sie sich
also nicht etwa erst zu einem Gleichgewichtszustand der elektrischen
Kräfte zurechtschieben , wie dies in metallischen oder flüssigen
Körpern geschieht , in welchen entweder die Elektricitäten oder aber
die ponderablen Träger frei fliefsen können . Wir denken uns also
die Träger als feste vollkommene Isolatoren und die Yertheilungen
der Elektricitäten als willkürlich und unveränderlich vorgeschriehen .
Die erste mögliche Vorstellung ist die , dafs die Elektricität mit
endlicher räumlicher Dichtigkeit in einem oder mehreren Körpern
verbreitet ist ; ein endliches Quantum ist dann in einem endlichen
Volumen enthalten ; die Raumdichtigkeit e der Ladung an einer
Stelle ist der Grenzwert , dem sich das Verhältnifs des elektrischen
Quantums zum damit ausgefüllten Volumen hei verschwindender
Gröfse des letzteren nähert . Dadurch wird bei bekannter Vertheilung
die Dichtigkeit e eine bekannte Function des Ortes im geladenen
Körper . Diesen Ort wollen wir durch die Cartesischen Coordinaten

t], £ bezeichnen . Stetig braucht die Function s nicht zu sein,
aber wir wollen sie als überall endlich voraussetzen .

Der Dimension nach ist die elektrische Raumdichtigkeit gleich
Elektricitätsmenge dividirt durch Volumen , also im elektrostatischen
Maafssysteme nach Gleichung (2)

« = [ZT* # ?7- 1] • (26)

Ihre Einheit im C.G.S. - System ist eine aufserordentlich geringe
Gröfse , da eine Ladungseinheit , deren Kleinheit am Schlüsse von
§ 2 bereits geschildert wurde , ein ganzes Cubikcentimeter ausfüllt .

Wenn wir nun die Potentialfunction des elektrischen Feldes
suchen , welches eine räumlich stetige Elektricitätsvertheilung erzeugt ,
so können wir die bei den Systemen geladener Punkte aufgestellten
Begriffe und Formeln auf den vorliegenden Fall übertragen .

H. v . Helmhoi .tz , Theoret. Physik. Bd. IV. 3
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An die Stelle eines geladenen Punktes tritt hier ein geladenes
Volumelement , in welchem das Quantum e-d ^ -drj -d ^ enthalten ist .
Liegt dieses an der Stelle ?/, £, so erzeugt es in einem Baum¬
punkt x, y, z , dessen Abstand von dem Volumelement also

An die Stelle der Summation über die Potentiale , die von vielen
geladenen Punkten herrühren , tritt hier die Integration des Aus¬
drucks d <f> über alle geladenen Volumelemente :

Hier kommen die Integrationsvariabelen tj, £ sowohl in der
Funktion t , als auch in r vor, während in r die Ortscoordinaten
x, y, z des Punktes , für welchen der Wert cp gesucht wird , die
Bolle fester Parameter spielen . Darum ist auch cp eine Function
von x, y, z , während die Integrationsvariabelen durch die festen
Grenzen des bestimmten Integrals verdrängt sind.

Liegt der Punkt x, y, z aufserhalb des geladenen Körpergebiets
an einer von Elektricität leeren Stelle , wo s = 0 ist , so sind alle
im Integranden vorkommenden Abstände r von endlicher Gröfse ;
das Potential cp ist dort ebenso sicher endlich und stetig , wie es
bei punktförmigen Ladungen an leeren Stellen ist . Es läfst sich
auch auf analoge Weise , wie im vorigen Paragraphen beweisen, dafs
das Potential einer continuirlich räumlichen Elektricitätsvertheilung
in den von Ladungen freien umgebenden Raumtheilen der Laplace ’-
schen Differentialgleichung folgt , denn die Operation A, für die
Parameter x, y, z an dem Integral ausgeführt , kann , da diese
Parameter nicht in den Grenzen Vorkommen, an dem Integrandus
vorgenommen werden :

r = | /(a; - | )2 + (2/ - «?)2 + (z - £)2

ist , ein Potential dcp von der Gröfse
di •dri• d 11

dcp = — 5- •T r

(27 )

Liegt dagegen der Punkt x, y, % innerhalb des geladenen Ge¬
bietes , so werden die direkten Uebertragungen aus der Theorie des
Potentials von Punktladungen hinfällig , weil r für denjenigen Theil
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der Integralsumme , in welchem der Punkt selbst liegt , verschwindend
klein, der Integrand also unendlich grofs wird .

Wir wollen nun zeigen, dafs trotzdem bei endlicher Dichtigkeit £
das Integral cp einen bestimmten endlichen Werth behält . Wir führen
statt der rechtwinkligen Coordinaten | , rj, £ ein Polarcoordinaten -
system ein, dessen Anfangspunkt im Innern des geladenen Gebietes
an der Stelle x, y, x liegt , für welche wir den Werth von cp suchen .
Dann ist

!■— x = r cos &,

p — y = r sin & ■cos y ,
£ — * = r sin (9-•sin i?

und das Volumelement ist

dz = dr • d & • dp ‘ r 2sin & .
Mithin

cp = J 'J 'J ’dr d & dt ] r 2sin = J 'J 'J 'dr d & dt / • r • sin & • e . (28 )

Legen wir um den Anfangspunkt eine Kugelfläche mit dem
kleinen Radius o, so wird das Integrationsgebiet dadurch in den
Raum aufserhalb und innerhalb der Kugelfläche zerschnitten und
dem entsprechend zerfällt auch das Raumintegral cp in zwei Theile .
Derjenige Theil , welcher die Integration über den äufseren Raum
enthält , ist sicher endlich , denn die Stelle , an der r = 0 wird , ist ja
durch die kleine Kugel herausgeschnitten . Wir haben es daher nur
zu thun mit dem Integral über den Kugelraum selbst , welches wir
cpe nennen :

Q 71 2 71

cpe = jdr Jdd -jdti ' r ' S' sinfr . (28a )
0 0 0

Der Mittelwerth der elektrischen Dichtigkeit in der Kugel , £, ein
nach unseren Voraussetzungen endlicher Betrag , kann vor das In¬
tegral gesetzt werden , welches sich dann leicht ausführen läßt

e n

cpe = e - 2 TiJ r dr •J ' dS - • sin fr = 2 71e p2 . (28 b)o o

Aus dem Factor o 2 erkennt man , dafs mit verschwindendem
Radius y auch der Integralwerth über das Innere der Kugel gegen
Null strebt und damit ist bewiesen , dafs das Potential räumlich
verbreiteter Ladungen auch im Inneren der geladenen Bereiche
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endlich bleibt . Wir können den Satz sogar noch erweitern , indem
wir zeigen , dafs die elektrische Dichtigkeit in einem Punkte sogar
in gewisser Weise unendlich werden darf , ohne dafs dort für cp das
Gleiche gilt . Setzen wir z. B. folgende Yertheilung an :

12»!

wo A eine Constante und x eine positive Zahl ist , so erhalten wir
im Nullpunkt 8 = oo . Berechnen wir aber rp„ nach Gleichung (28 a)

q n 2 ji q

dr •r 1- ’
o

An A

ß 71 ä7Z ß

/ dr jdr ] -r • • sind - = 2 n ' 2 Aj d

2 — x

(29 a)

Wenn nur 2—x ein positiver Exponent ist , wenn also * kleiner
als 2 ist , verschwindet dieser Ausdruck cpe mit verschwindendem p,
und das Potential cp bleibt in jenem Punkte endlich , obwohl die
Dichtigkeit der Elektricität dort unendlich wird .

Nun wollen wir die ersten Differentialquotienten des Potentials cp
nach den Yariahelen x, y, x betrachten , welche mit negativem Vor¬
zeichen versehen , die Componenten der elektrischen Feldstärke oder
Kraft angeben . Da jede dieser Yariahelen , z. B. x, nur als Para¬
meter in dem Neuner r des Integrandus vorkommt , so wird die
Differenzirung des ursprünglichen Ausdrucks cp in Gleichung (27)
unter dem Integralzeichen ausgeführt :

n -///—S =-///— +///- ^ -
Setzen wir wieder das Volumelement des Polarcoordinatensystems
ein, so hebt sich r2 fort und es bleibt :

= Jff 003 > (30)

also ein endlicher Betrag . Würde man auch hier das Baumintegral
theilen in den Beitrag der kleinen Kugel vom Badius p und des
äufseren Baumes , so würde ersteres proportional der ersten Potenz
von p verschwinden .
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Aehnliche Resultate würde man für d cp/d'y und d rpjd % finden,
wenn auch dabei wegen der Lage der Polaraxe noch Kreisfunctionen
des Längenwinkels rj mit eingehen würden , welche aber als echte
Brüche die Gröfsenordnung der Integrale nicht verändern können .
Wir ziehen daher den Schlufs , dafs auch die elektrischen Kräfte im
Inneren räumlich geladener Gebiete endlich bleiben und bestimmte
Intensität und Richtung besitzen .

Auch hier kann sogar die Dichtigkeit 6 noch an einzelnen
Punkten über alle Grenzen wachsen , ohne dafs die Feldstärke
das Gleiche thut . Setzen wir wieder

A
~ r*

und integriren über den kleinen Kugelraum um die Unstetigkeits¬
stelle von s:

Q 2n 71 n

drj 'dt ]Jd & ain & ■cos ^ = 2 n Aq 1_*•Jiß 'sm &cosß -. (31a)ooo o

Dieser Ausdruck verschwindet mit q, sobald der Exponent
1 —* positiv ist, sobald also x kleiner als 1 ist . Dabei kann also
die Dichtigkeit immer noch im Nullpunkt unendlich werden wie
eine echt gebrochene Potenz von r. Auf einen zweiten Umstand ,

71

dafs nämlich das übrig gebliebene Jd # sin # cos = 0 ist, wolleno
wir kein besonderes Gewicht legen . Das rührt nur daher , dafs wir
den Abfall der Dichtigkeit s nach allen Richtungen radial sym¬
metrisch angesetzt haben . Bei solcher Yertheilung kann freilich im
Symmetriecentrum keine Kraft nach irgend einer Seite zu Stande
kommen, weil sich diametral gegenüberliegende gleiche Ladungen in
ihrer Wirkung auf das Centrum stets aufheben , sie mögen so stark
sein, als beliebt .

Gehen wir nun aber zu den zweiten Differentialquotienten von
cp über , welche uns wegen der Laplace -Gleichung interessiren , so
stofsen wir selbst bei endlicher räumlicher Dichtigkeit auf Hinder¬
nisse . Der im Volumelement des Polarcoordinatensystems vor¬
kommende Factor r2 reicht nicht mehr hin, die im Nenner bei den
Differentialquotienten auftretenden Potenzen von r aufzuheben , son¬
dern es bleibt 1/r im Integranden zurück . Dieses über die kleine Kugel
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<?, e/ GL7* -— = log nat r , was den unbestimmten Werth
o o

oo —oo annimmt . Man kann also bei den zweiten Differentialquo¬
tienten des Potentials nicht mehr den Schlufs ziehen, dafs der Bei¬
trag der kleinen Kugel zugleich mit deren Radius verschwindet .
Dasselbe gilt dann auch von der Summe der zweiten Differential¬
quotienten , welche mit A cp bezeichnet wurde . Zerschneiden wir also
das Volumintegral cp in einen Teil (p e, erstreckt über den Raum der
kleinen Kugel , und einen zweiten cp über den äufseren geladenen
Raum , so ist sicherlich wie in (27a ) gezeigt : A cp' = 0. Über A cp0
aber können wir nichts aussagen , und deshalb auch über A cp nicht .
Wir werden nachher sehen (was Laplace noch nicht erkannt zu
haben scheint ), dals thatsächlich an Stellen mit räumlicher elek¬
trischer Dichtigkeit das Acp einen von Null verschiedenen Werth
besitzt .

In dem Falle , dafs die Dichtigkeitsvertheilung in einem Punkte
auf Null heruntergeht , läfst sich indessen zeigen , dafs das Integral
über die kleine Kugel mit dieser schwindet .

Setzen wir z. B. t = A -r K, wo % eine positive Zahl ist , so wird
dadurch eine von Null anwachsende radial gleichmäfsige Vertheilung

Cdr
dargestellt . In dem Integranden , der vorher / — enthielt , bekommen

wir jetzt j 'dr r *- 1 = also eine positive Potenz
von r, welche bewirkt , dafs der Antheil der kleinen Kugel für o = 0
verschwindet . Je kleiner die Zahl % gewählt wird , um so steiler
ist der Anstieg der Dichtigkeit um die Nullstrecke herum und da
wir x als echten Bruch ansetzen dürfen , so ist ein sehr schroffer
Uebergang von der Dichtigkeit Null in dem betrachteten Punkte zu
endlichen Werthen verträglich damit , dafs im Centrum Acp —0 bleibt .

Zu je höheren Differentialquotienten von cp man übergeht , um
so höhere Potenzen von r treten im Nenner des Integranden auf.
lieber den Beitrag , den das Integral über den verschwindenden
Kugelraum zu einem dieser höheren Differentialquotienten liefert ,
kann man nichts aussagen ; er kann endlich , unendlich und unstetig
wechseln.

Fassen wir nochmals die wichtigsten Ergebnisse dieses Para¬
graphen zusammen : Bei endlicher räumlicher Dichtigkeit der Elek -
tricität haben die in unendlich geringer Entfernung von dem be¬
trachteten Punkt x, y, * gelegenen Ladungen einen verschwindend
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kleinen Einflufs auf den Werth des Potentials cp und seiner ersten
Differentialquotienten , welche die Feldstärke messen . Diese Gröfsen
bleiben daher im Inneren geladener Bereiche endlich . Es folgt
daraus sogar direct , dafs sie sich auch stetig verändern müssen ,
selbst an Stellen , wo «unstetig ist , z. B. wenn man mit dem Punkte x, y, %
aus leerem Gebiet in geladenes Übertritt . Die zweiten Differential¬
quotienten und namentlich das A cp wird aber in seinem Werthe
empfindlich beeinflufst durch die in unendlich kleinem Raum um
den betrachteten Punkt herumliegenden Ladungen , also durch den
lokalen Werth der Dichtigkeit s. An Stellen , wo dieser sich un¬
stetig ändert , z. B. an der Grenzfläche zwischen leerem und ge¬
ladenem Gebiet , werden daher auch Sprünge von A cp zu erwarten
sein. Mehr läfst sich einstweilen nicht darüber aussagen .

§ 12. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Flächen .

Eine zweite Möglichkeit , continuirlich verbreitete elektrische
Ladungen sich vorzustellen , besteht darin , dafs man die Elektricität
auf vorgeschriebenen Flächen ausgebreitet denkt derart , dafs ein
endliches Quantum der Ladung ein endliches Flächenstück bedeckt .
Der Quotient aus der Ladung , dividirt durch die bedeckte Fläche ,
nähere sich für verschwindende Gröfse der letzteren an jeder Stelle
der Fläche einem festen endlichen Grenzwerth , welcher die Flächen¬
dichtigkeit e der Elektricität genannt wird. Wir wollen auch hier
zunächst voraussetzen , dafs die Vertheilung unverrückbar von der
Fläche festgehalten werde, sich nicht etwa erst unter Wirkung der
elektrischen Kräfte darauf zu einer Gleichgewichtslage zurechtschiebe ;
dann ist e als eine vorgeschriebene Function des Ortes auf der
Fläche zu behandeln , ein einzelnes Flächenelement d s enthält dann
das Ladungsquantum de. = 6' ds .

Die Dimension der Flächendichtigkeit im elektrostatischen Maafs-
system findet man , indem man die elektrostatische Dimension der
Ladung , Gleichung (2), dividirt durch die Dimension L 2 der Fläche .
Es ist mithin

e = [L~i Mi T- 1] . (32)

Ihre Einheit im C.G.S.- System bildet ein über ein Quadratcentimeter
verbreitetes Einheitsquantum .

Das Potential einer Flächenbelegung kann man ebenso be¬
rechnen wie dasjenige von punktförmigen Ladungen eds ; an Stelle
der Summation tritt hier eine Integration über sämmtliche geladenen
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Flächen , r bezeichne den Abstand der einzelnen Flächenelemente d s
von dem Punkte x, y, %, in welchem cp gesucht wird. Es ist dann

Dieser Ausdruck ist endlich und verläuft sicherlich stetig , so lange
der Punkt in endlichem Abstand von der belegten Fläche bleibt .
Nähert er sich aber der Fläche bis zu einem verschwindenden Ab¬
stand oder rückt er gar in die Fläche selbst , so wächst der Integrand
für die nächstbenachbarten Flächenelemente über alle Grenzen . Es
bedarf dann einer besonderen Untersuchung , um zu erkennen , ob
auch dann cp endlich und stetig bleibt .

Wir denken den Punkt P (siehe die perspectivische Ansicht
Figur 2), in welchem cp gesucht werden soll , in sehr geringem Ab-

des herausgeschnittenen Stückes liegenden Flächenbelegungen er¬
streckte Antheil endlich und stetig bleibt , selbst wenn P nach N
rückt , weil eben die über alle Grenzen wachsenden Summanden
darin fehlen . Wir haben es daher nur mit dem Integral über das
im Inneren des Cylinders gelegene Stück der Fläche zu thun . Wir
führen in der durch P gelegten Querschnittsebene , welche also zur
Tangentialebene wird , wenn P nach N rückt , Polarcoordinaten ein :
Radius p und Azimuth &. Das Flächenelement in dieser Ebene wird :

(33)

Fig . 2.

Stande von der geladenen Fläche ,
fällen von ihm aus die Normale PN
und legen um sie als Axe einen
Kreiscylindermantel vom Radius p0.
Dieser schneidet aus der Fläche
ein rund umgrenztes Stück heraus
Dieselbe Construction ist auch
denkbar für den Fall , dafs der
Punkt P genau in der geladenen
Fläche liegt , sich also mit N deckt .
Zertheilen wir nun das Integral
für cp [Gleichung (33)] ebenso , wie
die geladene Fläche , so leuchtet
ein , dafs der über die aufserhalb

ds = 0 ' dQ ~d & . (34)

Die Flächenelemente d s auf der geladenen , im Allgemeinen krummen
Fläche wählen wir so, dafs deren Projectionen auf die Querschnitts¬
ebene sich mit den soeben angegebenen ds ' decken, vergl. Figur 2.
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Ist u der Neigungswinkel eines ds gegen die Grundebene , so
ist d s • cos « = d s , oder

Q ' dQ - dd - /o ^ \
ds — ^ , (34 a )cos «

mithin der über das herausgeschnittene Flächenstück erstreckte Theil
des Integrals

Bo

<ro=f d&f d?'T --̂ ■ (35)
0 0

Nun kann auf keine Weise p gröfser werden als r, der Bruch qjr
also nie gröfser als 1; im Allgemeinen ist vielmehr immer (j/r < 1.
In Figur 2 ist q der Abstand des d s von P, während r durch die
punktirte Linie von P nach d s gegeben ist . Eückt aber P nach N
und hat die Fläche stetige Krümmung , so nähert sich q/r für kleine
Abstände dem Werthe 1 so stark , dafs man es als Factor im Inte -
granden weglassen darf , was wir jetzt auch thun wollen. In allen
Fällen wird durch Unterdrückung dieses Factors der Werth von cp0
höchstens vergröfsert , niemals aber verkleinert , und in dem Falle
P — N überhaupt nicht alterirt .

Das Integral cp0 in (35) erscheint dann als bestimmtes Doppel¬
integral mit endlichen Grenzen für die Variabelen & und q. Der

Integrand ist — — , also ebenfalls endlich , wenn nicht in dem eng-COS cc

begrenzten Flächenstück bereits Neigungen von einem rechten Winkel
gegen die Tangente im Mittelpunkt verkommen . Das ist aber bei
stetig gekrümmten Flächen ausgeschlossen , vielmehr wird dann der
cos « bei hinreichend kleinem q0 überall nahe gleich 1 sein, so dafs
man ihn ebenfalls ohne Fehler weglassen kann . Läfst man endlich
den Cylinderradius q0 kleiner und kleiner werden, so kann man statt
der Variabelen e einen festen Mittelwerth e setzen , der jedenfalls
endlich bleibt , und man erhält den Grenzwerth :

welcher mit q0 gegen Null abnimmt . Damit ist bewiesen , dafs ff
endlich und stetig bleibt , auch wenn der Punkt durch die Fläche
hindurchtritt an einer Stelle , in welcher Elektricität mit endlicher
Flächendichtigkeit verbreitet ist . Es wurde eben der Umstand be¬
nützt , dafs bei stetig gekrümmten Flächen sowohl q/r wie cos a sich
der 1 nähern , so dafs man beide Factoren weglassen darf . Es sei
erwähnt , dafs das Gleiche auch gilt für die (nicht stetig gekrümmte )
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Spitze einer Kegelfläche . Bei dieser nähern sich jene beiden FaC'

sich beide gegeneinander .
Das Integral qp0 in Gleichung (35) über den Flächenausschnitt

verschwindet mit p0 sogar noch dann , wenn der Integrand in ge¬
wisser Weise unendlich wird.

Nehmen wir z. B. folgende Vertheilung an :

welche für positives x im Centrum unendlich wird, so ist :

verschwindet also mit p0, so lange nur x ein echter Bruch ist .
Wird also die elektrische Flächendichtigkeit e auf einer stetig ge¬
krümmten Fläche oder an der Spitze einer Kegelfläche (wir können
auch noch hinzufügen „an einer scharfen Kante“ ) unendlich wie eine
echt gebrochene Potenz des reciproken Abstandes 1\o, so bleibt trotz¬
dem die Potentialfunction an dieser Stelle endlich und stetig .

Bildet man einen ersten Differenzialquotient von <p, z. B. ' ,

so ist zu beachten , dafs x nur in r steckt , und dafs

ist . Das über die Fläche aufserhalb des Cylinders erstreckte Integral
hat endliche und stetige Differentialquotienten . Es kommt nur
an auf

Für Punkte , welche in der geladenen Fläche selbst liegen, hat dieser
Ausdruck keinen bestimmten Sinn mehr , denn wegen einer im
Nenner übrig bleibenden ersten Potenz von r, wofür man im Grenz¬
fall und bei stetiger Krümmung auch q setzen darf , erhält man der

Gröfsenordnung nach lognat q , das wird oo — oo. Sobald der

toren zwar nicht der 1, aber es ist dann ' = cos «, defshalb hebenr

ge A
(36)r cos a p*

(36 a)
o 0

cos(r , a;) e
r2 cos « (37)

o o

0
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Punkt aber deutlich auf der einen oder auf der anderen Seite der
geladenen Fläche liegt , wenn auch noch so nahe , so wird r niemals
genau = 0 , der Ausdruck (37) nimmt dann einen bestimmten end¬
lichen Werth an, welcher aber nicht mit o0 zugleich gegen Null strebt ,
wenn wir den Abstand von der Fläche < o0 lassen . Es ist auch direkt

zu erkennen , dafs die Beiträge , die (37) zu dem ganzen ■ liefert ,o x
wenn man von beiden Seiten an die Fläche heranrückt , entgegen¬
gesetzt gleich werden müssen , denn während alle übrigen Factoren
beidemal die gleichen sind, hat r entgegengesetzte Richtungen , also
der cos (r, a;) beidemale entgegengesetzt gleiche Werthe . So bildet

sich eine endliche Differenz zwischen den Werthen von anox
zwei Stellen , welche in verschwindendem Abstand von einander zu
beiden Seiten der Fläche liegen , d. h. die ersten Differential¬
quotienten des Potentials werden dort unstetig , bleiben aber endlich .
Nur die nach der Richtung einer Tangente an die Fläche ge¬
nommenen Differentialquotienten müssen stetig bleiben , weil die
Function cp selbst in der Fläche eindeutig ist und zu beiden Seiten
stetig verläuft . Für diese tangentialen Differentialquotienten wird
auch in dem nach Analogie von (37) gebildeten Ausdruck der
Winkel zwischen der Richtung r und der Differentiationsrichtung
(dort x) ein rechter , sein Cosinus also gleich Null .

An Stellen , wo die Flächendichtigkeit verschwindet wie eine
positive Potenz des Abstandes o, selbst wenn der Exponent ein
echter Bruch ist, fallen indessen die Sprünge fort .

§ 13. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Linien .

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch elektrisch geladene
Linien betrachten , obwohl man solche in der Theorie der wirklich
vorkommenden elektrostatischen Vertheilungen nur selten und nur als
idealen Grenzfall zu verwenden hat . Wir werden dabei auf den
Begriff der Liniendichtigkeit E geführt . Das Längenelement d l der
geladenen Linie enthält das Quantum de = E - dl-, auf einer end¬
lichen Strecke liegt ein endliches Quantum . Die Dimension ist

E =

Die Einheit der Liniendichtigkeit im elektrostatischen C.G.S.-System
trägt auf einen Centimeter eine elektrostatische Einheit (§ 2).
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Das Potential geladener Linien ist

CE-dl
? = J — (38)

und verhält sich im leeren Raume ebenso stetig und endlich wie
dasjenige von Punkt - , Raum - und Flächenladungen . Suchen wir
aber cp für einen Punkt der geladenen Linie selbst , so wird für diese
Stelle r = 0, der Integrand unendlich . Wir wollen der Einfachheit
wegen annehmen , dafs ein hinreichendes Stück der Linie zu beiden
Seiten des gewählten Punktes als gerade Linie gelten darf . Nur
über dieses Stück brauchen wir zu integriren . Die Abmessungen der
Länge l auf der Linie können wir von dem gewählten Punkte als
Nullpunkt aus rechnen , nach der einen Seite positiv, nach der anderen
negativ ; dann ist auch die Richtung des positiven Zuwachses dl
und die untere Grenze als negativ , die obere als positiv festgelegt .
Der Abstand r ist seinem Betrage nach gleich l, aber er ist nach
beiden Seiten positiv zu rechnen . Bezeichnen wir den absoluten
Betrag mit | Z | so wird

+ +

y = E J -pj - = 2EJ * = 2E lognat l . (38a )

Dies wird wegen der Stelle Z= 0 logarithmisch unendlich . Die
Differentialquotienten des Potentials werden bei unendlicher An¬
näherung an die geladene Linie noch stärker unendlich .

Da wir punktförmige Ladungen zuallererst als einfachste Vor¬
stellung betrachtet haben , kennen wir jetzt alle Möglichkeiten der
Vertheilung .

Bei der Discussion über das Verhalten der Potentialfunction
und ihrer Differentialquotienten stiefsen wir auf zwei Fälle , in denen
wir durch allgemeine Betrachtung der Integrale keinen Schlufs auf
die Werthe ziehen konnten . Es waren dies die zweiten Differential¬
quotienten und mit ihnen das LAPLACE’sche A <p im Inneren räum¬
licher Ladungen , und zweitens die Sprünge der ersten Differential¬
quotienten an geladenen Flächen .

Diese Lücken sollen im Folgenden ausgefüllt werden . Wir
werden zuerst die für die Berechnung bequemsten Umstände aus¬
wählen , deren Kenntnifs uns dann auch hei den allgemeinen Fällen
nützlich sein wird.
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§ 14. Potential einer gleichmäfsig belegten Kreisscheibe
in Punkten der Axe.

Um das Potential eines geladenen ebenen Flächenstückes von
kreisförmiger Begrenzung zu berechnen , legen wir in das Centrum
der Kreisfläche ein ebenes Polarcoordinatensystem : Radiusvektor p,
Azimuth »9-. Der Radius des Randkreises sei R. Senkrecht auf
dieser Ebene legen wir durch das Centrum eine Axe , auf der die
Abmessungen z nach der einen Seite positiv , nach der anderen
negativ gerechnet werden . Wir suchen das Potential der Scheiben¬
ladung hier nur für Punkte , welche auf dieser «-Axe liegen . Der
Abstand eines solchen Punktes von einem der Flächenelemente der
Kreisscheibe ist bestimmt durch den absoluten Betrag

r = y «2 + p2,
während das Flächenelement durch

ds = Q' dydd -

gegeben ist . Die Flächendichtigkeit e, welche im Allgemeinen als
Function von p und & beschrieben werden könnte , nehmen wir als
constant an . Dann ist

0 0

Zur Ausführung des inneren Integrales ist es bequemer , r anstatt p
als Variabele einzuführen . Da z bei der Integration ein fester
Parameter ist , so liefert die Differentiation des Ausdrucks r

dr = ..9dp _ =: pdp_ ^
■j/«2 + p2 r

Der unteren Grenze p = 0 entspricht r was den absoluten
Betrag der «-Abmessung bedeuten soll. Der oberen Grenze p = R
entspricht das ebenfalls absolute r = y «2 + R2. Die Integration
über den Winkel & liefert den Factor 2 n. Es wird also

cp ^ 2 ne (y«2 + R2 - y «2)

Der Verlauf zu beiden Seiten der Scheibe ist ein symmetrischer .
An der Platte selbst ist cp stetig und endlich und hat dort den
maximalen Werth 2neR .
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Bilden wir nun you cp den Differentialquotienten nach der
Coordinate %, so finden wir :

d <p 0 I *^ - = 2 7te \—r
y*2 + r 2 y^

Der algebraische Zähler * hat auf beiden Seiten der Scheibe ent¬
gegengesetzte Vorzeichen , während die absoluten Wurzeln im Nenner
beiderseits positiv sind . Auf der Seite der positiven z ist daher

* = + 1 , auf der Seite der negativen z aber = — 1. Diesy»2 y*2
gilt bis dicht heran an die geladene Fläche , also bis zum Ver¬

schwinden des Abstandes z. Der erste Summand ■. % nähert
y*2 + a 2

verschwind

mit z. Deshalb sind nach vorstehender Gleichung die Werthe von

ie auf der positiv

(4t )__2»eVdz / +0

sich bei diesem Grenzübergange dem Werthe ~ , verschwindet alsoK
z. Deshalb sind nach vorstehender Gle:

ö w
dicht an der Fläche auf der positiven Seite

auf der negativen Seite
/ r ) m \

+ 2 Tre .(* ).T
Dieser Differentialquotient erleidet beim Durchgang durch die ge¬
ladene Fläche einen Sprung , dessen Gröfse wir finden in der
Differenz

4(le.
dzJ + o \ öz / _ o

Es ist bemerkenswerth , dafs die Gröfse des Sprunges nur von
der Flächendichtigkeit e abhängt , nicht aber von dem Radius der
Scheibe .

§ 15. Potential einer gleichmäfsig belegten Kugelfläche .

Die constante Flächendichtigkeit sei e, der Radius der Kugel¬
fläche sei R. Wir legen ein räumliches Polarcoordinatensystem in
den Mittelpunkt der Kugel . Die Polaraxe gehe von dort aus nach
dem Punkte hin , in welchem wir das Potential bestimmen wollen ;
dessen Abstand vom Kugelcentrum sei p. Für Punkte im inneren
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Kugelraum ist ^ < iü , für äufsere Punkte ist p > R. Den variabelen
Polwinkel nennen wir ß -, den variabelen Längenwinkel //. Das Ober¬
flächenelement der Kugel ist dann :

Der Abstand r desselben von dem ausgewählten Punkt wird be¬
stimmt durch die bekannte trigonometrische Formel

Die erste Integration nach dem Längenwinkel läfst sich ohne weiteres
ausführen und liefert den Factor 2 n. Für die zweite Integration
ist es bequemer , die Formel (39 a) nicht zur Einführung der Pol -
distanz & an Stelle der Variabelen r zu benützen , sondern um¬
gekehrt mit ihrer Hülfe die in ß - ausgedrückten Gröfsen durch
solche in r zu ersetzen . Dies erreicht man leicht , indem man die
Gleichung (39 a) bei constant gehaltenem R und p differenzirt :

Hieraus läfst sich der Zähler unter dem Integral (39 b) folgender -
maafsen in r angeben :

Es hebt sich dann noch r in Zähler und Nenner . Der unteren
Grenze ß — 0 entspreche r0, d. i. der Abstand unseres Punktes von
dem ihm zugekehrten Pol der Kugel , der oberen Grenze ß = n ent¬
spreche r n (abgewendeter Pol der Kugel ). Es ist hiernach

ds = R? sin ß • dß • dy . (39)

r2 = E 2 + p 2— 2 Rp cos ß . (39 a)

Das Potential cp =
eds . . .-— wird also nun

(39 h)
o o

r dr = Rpsm ßd ß .

sin ßdß — r dr
Rp '

r -7t

(39 c)

Die Grenzen r() und sind die absoluten Beträge der Ab¬
stände des Punktes von den beiden Kugelpolen , man mufs daher
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zwischen äufseren und inneren Punkten untrscheiden . Für äufsere
Punkte ist

rn = p + R, r0 = p - R, r„ - r0 = 2R
also

4 71 i ?2 6
cpa= - - • (40a )

Für innere Punkte ist

r„ = R + p, r0 = R —p, rn - ra = 2p (40i )
also

<Pi = 4n Re .
In diesen beiden Formeln liest man folgende Regeln : Der Zähler

von <pa enthält die gesammte Ladung der Kugeloberfläche

e = 4 TrI?2e ,
6

mithin ist cpa =z—, also ebenso grofs, als wenn statt der Kugelbelegung

die gesammte Ladung in deren Mittelpunkt concentrirt vorhanden
wäre . Defshalb ist auch das Feld , welches die gleichmäfsig be¬
ladene Kugel im äufseren Raume erzeugt , Richtung und Intensität
der elektrostatischen Kraft gleich den entsprechenden Werthen der
gedachten Punktladung im Centrum .

Dieser uns bereits genau bekannte stetige Verlauf der Function
reicht bis an die Kugel heran . An ihrer Oberfläche ist p = Ä und
defshalb

cpa = in Re , für p = R .

Ebenso grofs ist aber das dort angrenzende cp., wie man aus
Gleichung (40 i) sieht . Der Werth des Potentials verläuft also heim
Durchgang durch die geladene Kugelfläche stetig . Während es aber
aufsen reciprok dem Centralabstand p sich abflacht , hat es im Inneren
der Kugel überall denselben constanten Werth An Re .

Betrachten wir nun die ersten Differentialquotienten . Im äufseren
Raume gieht

d <pa _ AnR 2e
dp p 2 (41a )

das steilste Gefälle in radialer Richtung an, und damit zugleich die
Intensität der resultirenden elektrischen Kraft . Senkrecht dazu , also
in jeder zu den concentrischen Kugelflächen tangentialen Richtung
ist das Gefälle gleich Null . Im inneren Kugelraume ist

dcpi
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überhaupt ist dort der Differentialquotient in jeder beliebigen Rich¬
tung gleich Null , es herrschen keine elektrischen Kräfte im Hohl¬
raum der Kugelfläche . Beide Formeln (41 a und i) gelten für Punkte
in der geladenen Kugelüäche selbst . Während aber für die Innen¬
seite dort noch dqijdp — 0 gilt , nähert sich für p = R der Aus¬
druck für die Aufsenseite dem Werth d <jpa/ öp = — 4 ti e. Der
Differentialquotient des Potentials in radialer Richtung ist also an
der geladenen Fläche unstetig . Geht man von innen nach aufsen ,
so springt er von 0 auf — 4®e ; es ist

Die Sprunggröfse — 4 tt e wird allein bestimmt durch die Flächen¬
dichtigkeit , ist aber in diesem Beispiele unabhängig vom Kugelradius .

Das aus den zweiten Differentialquotienten gebildete A cp ist
sowohl im inneren wie im äufseren Raume gleich Null , innen , weil
<pi constant ist , aufsen , weil cpa aussieht , wie das Potential einer
Punktladung . In der Fläche selbst aber verliert A cp seinen Sinn,
denn wo bereits die ersten Differentialquotienten unstetig sind, kann
man die zweiten nicht bilden .

§16 . Gleichmäfsig vertheilte Ladung im Raume zwischen
zwei concentrischen Kugelflächen und in einer Vollkugel .

Die constante räumliche Dichtigkeit der Elektricität in der
Kugelschicht sei s. Der Radius der inneren Begrenzungsfläche sei
Rl , der der äufseren iü2. Wir legen in das gemeinsame Centrum
wieder ein Polarcoordinatensystem , dessen Polaraxe durch den Punkt
geht , in welchem wir das Potential bestimmen wollen. Dieser liege
im Abstand p. Der variabele Radiusvector ist p , der Polwinkel
0 -, der Längenwinkel 77. Das Volumelement in diesem Coordinaten -
system ist

dr = q2sin & •do •d & • dt ] , (43 )

dessen Abstand r von dem ausgewählten Punkt ist gegeben durch

r 2 — p2 + p 2 — 2 Qp cos & . (43a )

Das Potential der betrachteten Vertheilung ist

= (43b ]

0 i ?x 0

H . v . Helmholtz , Theoret . Physik . Bd . IV . 4
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Die Integration nach dem Längenwinkel liefert nur den Factor 2 n.
Im innersten Integral führen wir r statt 0 als Variahele ein. Dabei
ist zu beachten , dafs o im innersten Integral fester Parameter ist .
Es wird dort nur über eine unendlich dünne Lage in der Schicht
integrirt . Defshalb liefert die Differentiation von (43 a), wie im
vorigen Paragraphen ,

r dr = Qp *sin ß- • dß -.
Der Integrand ist

r p

Den Grenzen 0 und n des Polwinkels entsprechen die absoluten
Werthe r0 und rn der Abstände unseres Punktes von dem ihm
nächsten und fernsten Pol der Kugelfläche vom Radius o .

Nunmehr ist :
Kt TTl Kt

(p = 2 7CsJ 'deJdr -̂ = !̂ -Jdee {r3l- r0). (43c )
Ki Tq Ri

Die Differenz der absoluten Strecken (r„ — r0) nimmt ganz wie
im vorigen Paragraphen verschiedene Formen an , je nachdem p
gröfser oder kleiner als q ist . Es ist

r* - r0 = 2 p für p > q ,
rJZ- r0 = 2p für p < Q.

Danach ist auch das Resultat der letzten Integration je nach der
Länge p ein verschiedenes .

Liegt unser Punkt aufserhalh der ganzen Kugelschicht , so ist
p > also auch gröfser als sämmtliche p, über welche von R1 bis
R2 integrirt werden soll. Man hat dann —r0 = 2 p zu setzen
und findet für den äufseren Raum

R,

? » = (44a )

Bi

Das Volumen der geladenen Schicht ist als Differenz der beiden
4 TT 4 TT

Kugelvolumina gleich R23 -- — R12 und kommt in cpa als Factor

vor , welches zusammen mit dem anderen Factor s die Gesammt -
ladung der Schicht

e =



CONCENTKISCHEKUGELSCHICHT. 51

ergiebt . Es ist demnach
e

<? « = - •

Das Potential im äufseren Raume — und damit auch das
elektrische Feld daselbst — ist so gestaltet , als wäre die gesammte
Ladung im Centrum zu einer endlichen Punktladung vereinigt . Dies
gilt bis an die Kugelfläche R2.

Liegt unser Punkt in der leeren Höhlung , so ist p < R ,̂ also
auch kleiner als sämmtliche im Integral vorkommenden q . Man
hat dann r„ — r0 = 2p zu setzen und findet für den inneren Hohl¬
raum , nachdem man p in Zähler und Nenner gehoben hat :

E ,

(p . = kn &j d (j • () = 2 n s (R22 — R^ ) . (44 i)
Xi

Dieser Ausdruck ist in der ganzen Höhlung constant , das Potential
hat dort kein Gefälle , es existirt dort keine elektrische Feldinten¬
sität . Dies gilt bis an die Kugelfläche R1.

Drittens kann unser Punkt auch in der geladenen Schicht selbst
liegen . Dafs cp dort noch endlich bleibt , haben wir schon in § 11
hinter Gleichung (28 b) festgestellt . Es werden dann aber in unserem
Integral (43 c) sowohl () < p wie auch o > p Vorkommen , so dafs
wir für (r„ — r0) nicht überall denselben Ausdruck setzen dürfen .
Wir spalten defshalb das Integral in einen Theil von R̂ bis p und
einen von p bis R2. Im ersten ist für die Abstandsdifferenz 2 p,
im zweiten 2 p zu setzen . Wir haben dadurch unsere Schicht in
zwei Schichten zerschnitten , für deren erstere unser Punkt an der
Grenze des Aufsenraumes , für deren zweite er an der Grenze der
Höhlung liegt . Das Potential in diesem mittleren Raumgebiet
nennen wir cpm und finden :

P E ,

<pm= J d e "(>- 2 e + J d Q - q - 2p
R, p

oder beide Theile nach dem Muster von <pa und cpi ausgeführt :

qD™= ~ ^ + 2jr£ (J?22 - ^ 2) •

Dies kann man noch durch eine leichte Umformung in die Form
bringen :

_ 2 ne 2 4 ne R , 3 \
cpm = 2neR 22 3— F *“ —3 y (44m )
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Das Potential ist also in diesem mittleren Gebiet eine stetige
algebraische Function des Centralabstandes p von eigentbümlicber
Form : Es besteht aus einer dem Quadrat des äufseren Grenzradius
proportionalen Constante , von welcher erstens ein in p quadratisches
Glied , zweitens ein zu p reciprokes Glied abgezogen wird . Das
letztere , proportional dem Cubus des inneren Grenzradius , strebt
beim Schwinden der Höhlung , d. h. beim Uebergang zur Vollkugel ,
gegen Null , und ist nichts anderes als das Potential der Füllung
des Hohlraumes , welches abgezogen werden mufs, weil wir den Hohl¬
raum als leer von Ladung angenommen haben . Der Ausdruck cpm
gilt bis an beide Grenzen Rx und Rr

Zunächst sieht man leicht , daß tp an beiden Grenzflächen stetige
Uebergänge zeigt. An der äufseren Grenzfläche hat man in <p
und cpm einzusetzen p — R2. Das gieht :

also identische Werthe .
An der inneren Grenzfläche hat man in cp. und cpm einzusetzen

p — Rĵ . Das giebt :

also gleichfalls identische Werthe .
Von den ersten Differentialquotienten sind die tangential zu

den concentrischen Kugeln genommenen im ganzen Raume gleich
Null . Das Hauptgefälle , also die resultirende Kraft , hat überall
radiale Richtung . Man findet dafür in den drei Raumgebieten
folgende Ausdrücke :

4ns iüj3

cp, = 2ns (R * - Rl *)
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Auch diese bleiben an den Grenzen des geladenen Baumes
stetig ; setzt man nämlich im ersten und zweiten Ausdruck p = R2,

so erhält man beide Male den Werth — D — , und3 R2
setzt man im zweiten Ausdruck p = R1, so erhält man Null , wie
im dritten Ausdruck .

Die zweiten Differentialquotienten nach p sind

d2cpa 8ns R33 - (46 a)dp 2 3 p 3

dp 2
4Tre 8ns iüj3

3 3 p 3 (46 m)

d2cpi
dp 2

= 0 . (46 i)

Sie verlaufen beim Durchgang durch beide Grenzflächen unstetig .
Um die Werthe von H y in den drei Abtheilungen des Baumes
zu finden , mufs man zunächst den Ausdruck aufsuchen , den die
Operation A cp für eine reine Function des Abstandes p von einem
festen Centrum annimmt . Liegt dieses an der Stelle x0, y0, z0,
während x, y, % den Ort des betrachteten Punktes angibt , so ist :

p 2 = {x - x0f + {y - y0f + {z - ztf

dp = x — x0 dp = y — y0 dp ^ z —
dx p ’ dy p ’ dz p

d2P _ , _ (a:~ ^o)2 d2P ; 1 ~ Vof ^
dx 2 p p 3 ’ dy 2 P p 3 ’

d2p _ _ [z - z0f
d z

Anderseits ist :
p p 3

dtp _ dcp dp
dx dp dx

d2cp_ d2cp ldp \ 2 dcp d 2p
dx 2 dp 2 \ dx ) dp dx 2

nebst analogen Ausdrücken für die y- und die x-Coordinate . Setzt
man in diesen Gleichungen die Ausdrücke aus den Gleichungen (47)
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ein und bildet die Summe des zweiten Differentialquotienten , so
kommt heraus

Unter Benutzung der Gleichungen (46) und (45) erhält man also :

Also in den von Ladung freien Theilen des Baumes , sowohl im
äufseren wie in der Höhlung , ist J <jp= 0 ; das Potential folgt dort
überall der LAPLACE’schen Differentialgleichung . Das wufsten wir
schon . Aber in der gleichförmig mit räumlicher Ladung erfüllten
Schicht ist A q>= — in e. Dies ist ein neues wichtiges Besultat ,
aus welchem hervorgeht , dafs der Werth des A cp allein durch die
räumliche Dichtigkeit bestimmt wird, aber unabhängig von der Lage
des ausgewählten Punktes und von den Radien der begrenzenden
Kugelflächen ist . Beim Uebergang aus leerem in geladenes Gebiet
und umgekehrt verläuft also A cp unstetig .

Die Betrachtungen über die Kugelschicht gelten unverändert
auch für eine Vollkugel , welche gleichförmig mit räumlicher Ladung
erfüllt ist . Man braucht nur den Radius der inneren Höhlung 1̂ = 0
zu setzen , was nirgends zu mathematischen Unzuträglichkeiten
führt , die vorstehenden Formeln aber vereinfacht . Das Gebiet , in
welchem cpi gilt , verschwindet dann , man hat nur cpa im äufseren
Raume und cpm im Inneren der Kugel , deren Radius wir nun R2 = R
nennen können . Aus (44a und m) folgt :

oder
d2cp 2 d cp
dp 2 p dp (48)

S tt e R^ - R^ _ 2 in s R23—R^
3 p 3 P 3 p2 (48 a)

JV KJ Jl G J-V,

--- g--- g- ^ -
A cpj= 0 .

ins 8n sR 13 2 451« 2 ineR 3
- ■ - j - p + p * “jj - p -

— —ins (48 m)

(48 i)
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Aus (45 a und m) folgt :

(50m )

Aus (48a und m) endlich folgt :

^ Ta = 0 (51a )

J tpm = — 4n e. (51m )

§17 . Jijp bei beliebiger Vertheilung der räumlichen Dichtig¬
keit der Elektricität . Differentialgleichung von Poisson .

Wir denken uns jetzt eine beliebig vorgeschriebene räumliche
Vertheilung der Elektricität , so dafs s als bekannte Function der
Kaumcoordinaten auftritt . Diese Function kann an gewissen Grenz¬
flächen Unstetigkeiten aufweisen , soll aber sonst einen stetigen und
endlichen Verlauf haben . Wir stellen die Aufgabe , den Werth von
J qp zu bestimmen in einem Punkte , in welchem die elektrische
Dichtigkeit den von Null verschiedenen Werth e0 besitzt . Wir legen
eine Kugel um diesen Punkt als Centrum . Dadurch zerschneiden
wir die Ladungen in zwei Gebiete , eines aufserhalb dieser Kugel¬
fläche, ein zweites innerhalb . Die Ladung dieses zweiten Gebietes
theilen wir abermals in zwei Theile ; diesmal nicht durch eine räum¬
liche Grenzfläche , sondern dadurch , dafs wir « als Superposition von
zwei Vertheilungen in den Kugelraum ansehen , deren erste überall
den festen Werth «0 zeigt , welcher im Kugelcentrum herrscht , während
der zweite von der Form («—e0) im Centrum gleich Null ist , und
in den excentrischen Gegenden des Kugelraumes den Veränderungen
der Variabelen « Rechnung trägt .

Entsprechend dieser Dreitheilung des Ladungsvorrathes spaltet
r r fedr

sich dann auch das Raumintegral 1- , welches das Potential

im Mittelpunkt der Kugel darstellt , wenn r den Abstand von dort
bezeichnet , während dz das Volumelement des geladenen Raumes ist .
Die entstehenden drei Theile des Gesammtpotentials rp wollen wir
folgendermaafsen bezeichnen . Das Potential der aufserhalb der
Kugelfläche befindlichen Massen , in welchen also der Kugelraum als
leer gilt , nennen wir hier cpa. Es ist dann im Inneren der Kugel
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sicherlich schon nach Gleichung (27 a) A (f a — 0. Den zweiten Theil ,
welcher von der gleichförmig mit der Dichtigkeit e0 erfüllten Kugel
herrührt , nennen wir (p0. Für dieses gilt nach dem yorigen Para¬
graphen : A cp0 = — 4 7is0. Der Eest cp lt welcher der Vertheilung
(s —s0) entspringt , befriedigt im Kugelcentrum ebenfalls die Bedingung
A (f 1 = 0 , denn e — «0 verschwindet bei stetigem Verlauf von s in
der Mitte der Kugel . Wir konnten sogar gegen Ende des § 11 nach -
weisen, dafs A cp= 0 noch gilt , wenn der Anstieg der Dichtigkeit in
der Umgebung einer Nullstelle ein recht steiler ist , das heifst hier ,
wenn die Dichtigkeit « einem unstetigen Verlauf beliebig nahe
kommt .

Nun folgt direct aus
V = Va + Vo + Vi

Acp = Acpa + Acp0 + A (px
und

^ Va = ° > Acp a = - in e0, Acp l ^ 0
das Resultat :

A cp —— in c0. (52)

Der Werth von Acp ist an jeder Stelle des Raumes gleich der , mit
— in multiplicirten , räumlichen Dichtigkeit der Elektricität , welche
daselbst herrscht , dagegen unabhängig von den an anderen Stellen
liegenden Ladungen . Da nun für jeden Punkt im Raume das
Gleiche gilt , so können wir jetzt den Index 0 weglassen , und
schreiben :

A cp = — inc . (52 a)

Dies ist die von Poisson aufgestellte Differentialgleichung für das
Potential in geladenen Räumen . Die im leeren Raume gültige
LAPLACE’sche Differentialgleichung A cp = 0 erscheint als einfachster
Sonderfall von dieser . Differentialgleichungen von diesem Typus ,
die also aussagen , dafs eine im Raume definirte Function gleich
dem A einer anderen Function sein soll, kommen auch in anderen
Theilen der Physik vor, in denen die Gröfse £ nicht eigentlich die
Dichtigkeit einer Substanz bedeutet , mitunter sogar eine gerichtete
Gröfse vorstellt , was sich dann auf die zugehörige Function cp
überträgt .

§ 17a. Der Sprung der ersten Differentialquotienten von cp
an einer beliebigen elektrisch beladenen Fläche .

Wir denken uns jetzt eine beliebig gestaltete Fläche im Raume
in beliebiger Weise mit Elektricität belegt . Die Fläche kann stellen -
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weise scharfe Kanten und Ecken besitzen , soll aber sonst höchstens
endliche Krümmung besitzen ; auch die Flächendichtigkeit e kann
an einzelnen Grenzlinien unstetig wechseln , soll aber sonst einen
stetigen Verlauf auf der Fläche haben .

In irgend einem Punkte der Fläche , wo die elektrische Dichtig¬
keit den Werth e0 habe , errichten wir nach beiden Seiten die Normale ,
und lassen einen Beohachtungspunkt auf dieser durch die Fläche
hindurchgehen . Die Abmessungen auf dieser Geraden nennen wir n,
sie sind auf der einen Seite negativ , auf der anderen positiv . Den
Differentialquotienten von cp nach der Richtung der wachsenden n
bezeichnen wir mit dcp / dn ; er ist also an der negativen Seite in
der Richtung nach der Fläche hin , auf der positiven Seite in der
Richtung von der Fläche weg zu bilden . Um die Unstetigkeit und
die Sprunggröfse dieses Differentialquotienten beim Durchgang durch
die Fläche zu finden , machen wir uns folgende Vorstellung : Wir
legen in den Fufspunkt der Normale die Tangentialebene an die
Fläche , schlagen in ihr um den Fufspunkt einen Kreis mit dem hin¬
reichend kleinen Radius p0 und schneiden mittelst eines durch diesen
hindurchgelegten geraden Cylindermantels aus der geladenen Fläche
ein rundes Stück heraus , welches den Fufspunkt der Normale ent¬
hält . Es ist das dieselbe Construction , welche in Figur 2 (S. 40)
veranschaulicht ist , wenn man dort den Punkt P nach N verlegt
denkt . Die in der Tangentialebene gelegene Kreisfläche ist ohne
Ladung , wir können uns aber statt dessen auch vorstellen , dafs sie
mit zwei entgegengesetzt gleichen Flächendichtigkeiten belegt ist ,
welche sich vollkommen neutralisiren . Diese beiden Belegungen
sollen auf der ganzen Kreisfläche die constanten Dichtigkeiten + e0
und — e0 haben . Wir haben es also jetzt mit folgenden Belegungen
zu thun .

1. Die Belegung e der gegebenen Fläche , soweit sie aufserhalb
des erzeugten runden Ausschnitts liegt .

2. Die Belegung e der gegebenen Fläche auf dem runden Aus¬
schnitt , welche bei stetigem Verlauf im Fufspunkt der Normale den
Werth e0 erreicht .

3. Die Belegung — e0 der tangentialen Kreisfläche .
4. Die Belegung + e0 der tangentialen Kreisfläche .
Entsprechend dieser Viertheilung der elektrischen Ladungen zer¬

fällt auch deren Potential nebst Differentialquotienten in vier
Summanden , die wir durch dieselben Nummern im Index mit cpv cpv
cf3, cp4 bezeichnen wollen. Ursprünglich gehören cp1und cp2 zusammen ;
denn r/q + cp2 bildet das Potential der ganzen vorgelegten Elek -
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tricitätsvertheilung , und auch cp3 und cp̂ gehören ursprünglich zu¬
sammen , denn (p3 + cpi = 0 ist der thatsächlich nicht existirende
Beitrag , den die ungeladene Tangentialebene zum Gesammtpotential
liefert . Die Spaltung des Potentials cp in die Summanden cpx und
qp2 nützte uns bereits in § 12 zum Beweise, dafs das Potential selbst
an der geladenen Fläche stetig bleibt , während dessen erste Differen¬
tialquotienten dort im allgemeinen unstetig sind .

Die Hinzufügung der beiden sich gegenseitig zerstörenden Glieder
cpz und cp̂ geschieht hier , weil wir cp2 und cp3 mit Nutzen zusammen¬
fassen können :

<? = <Fi + (% + 9p3) + 9p4

dcf = + d (y 2 + y 3) , _̂ P4_. (53)d n d n dn dn

Der erste Summand ,^>1 erfährt keinen Sprung beim Durch -dn re
gang durch die Fläche , denn für ihn ist sowohl der Aus¬
schnitt der Fläche , wie auch die Kreisscheihe leer , es ist dort ein

Loch geschaffen worden . Auch der zweite Summand ^ ^ >2S>r ^ä n
erleidet keinen Sprung . Dies kann man vollständig einsehen mit
den in § 12 gegebenen Mitteln . cp2 ist das Potential einer that¬
sächlich über ein Stück der krummen Fläche verbreiteten Ladung ,
dieses wurde aber bereits dort in Gleichung (35) als Flächenintegral
über die zugehörige Kreisscheibe dargestellt . Der dort mit cp0 be-
zeichnete Ausdruck ist unser jetziges (pr Man braucht nur noch
eine geringe Umformung mit jener Gleichung (35) vorzunehmen . Es
hezeichnete r den Abstand des einzelnen Flächenelementes ds von
dem auf der %-Axe gelegenen Punkt , in welchem cp gesucht wird .
Nennen wir nun r den Abstand des entsprechenden in der Tangen¬
tialebene gelegenen Flächenelementes ds von demselben Punkt , so

T
können wir im Integranden — zusetzen und folgendermaafsen zu-r
sammenfassen :

2 Tt g0

n =f d»p e± . (jL . _ L_j .(54)
P 0

In dieser Form deckt sich der Ausdruck mit dem Potential
einer Belegung der tangentialen Kreisfläche ; die Flächendichtigkeit
auf ihr wäre

e' = — • —6-- (54 a)r cos a ' '
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Je näher ein Flächenelement am Mittelpunkt der Kreisfläche liegt ,
r '

um so mehr nähern sich — und cos « dem Werthe 1, also e dem-r ’

jenigen Werthe , welchen e im Mittelpunkt besitzt ; diesen hatten wir
e0 genannt .

Das Potential cp., können wir sofort angeben :

2n ea

<p3 dß -je 0) .o o

Beide lassen sich nun direct zusammenfassen , da sie über dieselbe
Kreisfläche summirt sind :

2 jt g0

(55)
o o

Dies ist das Potential einer Belegung der Kreisfläche mit folgender
Dichtigkeitsvertheilung :

e" = —-- -- e0. (55 a)r cos « u ' '

Diese wird in der Mitte der Fläche absolut gleich Null und steigt
bei stetigem e und endlicher Krümmung der Fläche ringsum ganz
allmählich an wie eine Gröfse , die proportional o ist . Für solche
Vertheilungen wurde nun am Schlüsse von § 12 nachgewiesen , dafs
der Sprung der ersten Differentialquotienten ausbleibt , wenn man
an einer Stelle hindurchgeht , wo die Dichtigkeit gleich Null ist .
Ja es liefs sich zeigen, dafs zum Wegfall der Sprünge nicht einmal
nöthig ist , dafs die Dichtigkeit wie p auf Null herabgeht , sondern
dafs ein Verschwinden proportional einer kleineren , echt gebrochenen
Potenz p" (x > 0) dafür genügt . Das würde in unserem Falle be¬
deuten , dafs die yorgeschriebene Vertheilung e einer Unstetigkeit
oder dafs die Flächenkrümmung einer scharfen Kante oder Ecke
nahe kommen darf , und dafs trotzdem noch gilt :

d(<jp2+ y3) = o _
<9n

Die vierte Summand in (53) endlich erfährt einen Sprung , dessen
Werth wir in § 14 bereits ausgerechnet haben , denn es handelt
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sich hier nur noch um die gleichförmige positive Belegung + e0 der
ebenen Kreisfläche. Es ist also :

^ Tie0

und mithin gilt für das Gesammtpotential (p der behebigen Flächen¬
beladung der Satz

d (P A- vr~—= — 4 7Te,'0 '

Dabei war e0 der Werth an dem Punkte, in welchem wir die Fläche
durchquert haben. Da dies nun ein jeder Punkt sein kann, so hat
der Index 0 jetzt keine Bedeutung mehr. Es ist überall an der
geladenen Fläche (in ausführlicher Schreihart)

•

e <f \/ <v , (56)dnl + \ d
Bei vielen Autoren findet man die Normalenrichtung auf beiden

Seiten von der Fläche weg gekehrt. Das stimmt mit der Richtung
unseres wachsenden n nur auf der positiven Seite, auf der negativen
Seite ist sie umgekehrt. Dadurch dreht sich auch das Vorzeichen
um, und die Formel wird:

-J ^ + 4 ^ = - 45re . (56a )
ö <5 w2

Der Sinn beider Schreibweisen ist der gleiche.
Man kann sich den Verlauf des Potentials beim Durchgang

durch eine geladene Fläche mittels eines Diagramms recht anschau¬
lich machen, indem man den auf der Normalen zur Fläche ver¬
laufenden Weg des Beobachtungspunktes als Ahscisse (n positiv
nach rechts) und die an den Orten geltenden Werthe des Potentials
als Ordinaten (<p positiv nach oben) aufträgt. Die so entstehende
Curve wird im Allgemeinen einen stetig gekrümmten Verlauf zeigen,
dessen Gestalt von der Vertheilung aller vorhandenen Ladungen im
ganzen Raume abhängt und über die sich nichts Generelles aus-
sagen läfst. Bei der Abscisse n = 0 aber, wo die Normale die ge¬
ladene Fläche durchsticht , besitzt die graphische Potentialcurve
einen ganz charakteristischen Knick , der von nichts anderem ab¬
hängt, als vom Werthe der Flächendichtigkeit e in dem durchstochenen
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Punkte der Fläche . Nehmen wir nämlich der Kürze wegen an,
der Ordinatenmaafsstab des Diagramms betrage 1 cm für eine elektro¬
statische (O.G-.S.)-Einheit des Potentials , so wird die trigonometrische
Tangente des Neigungswinkels der Curve direct durch den Differential¬

quotient angegeben , und dafs der Sprung dieses Werthes gleichCLTb

— 4 7te sein mufs , das bestimmt den Knick . Bei einer positiven
Belegung kann das Diagramm beispielsweise die Formen , Figur 3,

Fig . 3.

annehmen , bei denen der Knick immer convex nach oben ist . Bei
negativen Belegungen dagegen ist der Knick stets concav nach oben,
wie die Formen in Figur 4 zeigen .

Fig . 4.

Nicht nur die in Richtung der Normale genommenen Differential¬
quotienten springen an geladenen Flächen , sondern auch die nach
beliebiger anderer Richtung . Stetig bleiben , wie schon in § 12
erklärt , nur die in tangentialen Richtungen genommenen . Gehen
wir in einer behebigen Richtung x durch eine geladene Fläche , so

Q
ist es sehr leicht einzusehen , dafs ^ —- dabei den Sprung :

lf )+- (lf )_=- 4,re-C0S(wa:) (57)
erleidet .

§ 18. Gleichförmige Doppelschichten auf Kugelflächen
und Kreisscheiben .

Wir denken uns jetzt zunächst zwei concentrische Kugelflächen .
Die innere vom Radius R1 sei mit einer negativen Elektricitäts -
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menge — e gleichmäfsig belegt , so dafs die Flächendichtigkeit auf
ihr gegeben ist durch

e- - 4^V - ^

Die äufsere Kugelfläche vom Radius Ii2 enthalte ein gleichgrofses
positives Quantum + e ebenfalls in gleichmäfsig vertheilter Flächen¬
dichtigkeit e2. Dann ist

62 = + ' (582 )

Die Potentiale und cp2 beider einzelnen Belegungen super -
poniren sich an jeder Stelle des Baumes ; sie sind nur abhängig
von dem Abstand p des betrachteten Punktes vom Centrum der
beiden Kugelflächen , und können aus den Formeln des § 15 ent¬
nommen werden .

Für p > R2 liegt der Punkt aufserhalb beider geladenen Flächen ;
C 6

dort ist y-j = = —, <̂2= — —, mithin

9pa = - ^ + ^ = ° - (59a )

Das Gesammtpotential ist im ganzen äufseren Baume gleich Null ,
die beiden elektrischen Felder der beiden Belegungen heben sich
dort auf, es besteht keinerlei Wirkung .

Für p < hegt der Punkt innerhalb beider Kugelflächen ; dort
6 6 . .

ist <jc> = — — und qc2 = + — , mithin
-" l -‘ *'2

6 , 6 R 2 — R l / tn -N
Cfi = - -rr + 1j - = - t o f, 1 • (59l )

Im Hohlraum der inneren Kugelfläche herrscht also ein constantes
negatives Potential , ein elektrisches Feld besteht auch dort nicht .

Für Rj < p < R2 liegt der Punkt zwischen der inneren , negativ
geladenen , und der äufseren , positiv geladenen Kugelfläche . Dort

t 6
ist (px —— — , (jp2= + — , also das Gesammtpotential :

In diesem mittleren Raumgebiet steigt also das Potential <pm
stetig von dem negativen Grenzwerth tpi für p = Rx an bis zu dem
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Grenzwerth 0, welcher für p = R2 gilt . Hier herrscht auch ein
elektrisches Feld , welches ebenso stark ist , als wenn nur die negative
Belegung der inneren Kugelfläche allein vorhanden wäre . Wenn
wir die im vorigen Paragraphen empfohlene graphische Darstellung
auf diesen Fall anwenden , und
als Abscisse des Diagramms den
Radiusvector p verwenden , welcher
ja beide geladenen Flächen senk¬
recht durchsetzt , so erhalten wir
für den Verlauf der Curve cp
folgendes Bild (Figur 5). Das
Stück <jpmgehört einer gleichseitigen
Hyperbel an , deren Asymptoten
den Diagrammaxen parallel laufen .

Wir wollen nun die beiden Kugelflächen bis auf einen ver¬
schwindenden Abstand R2 — R1 = SR einander nähern . Die beiden
Radien Rx und R2 streben dann gegen eine gemeinsame Grenze , die
wir mit R bezeichnen ; sie ist der Radius der kugelförmigen Doppel¬
schicht . Die beiden Flächendichtigkeiten (öSj) und (58a) streben den

0
entgegengesetzt gleichen Werthen +

Fig. 5.

4:71R 2 zu. Nennen wir :

so wird im Grenzfall

= — e

4nR 2 '

und

(60)

e, = + e .

Der Potentialwerth im inneren Hohlraum wird dann nach (59i)
SR

= — 4nR 2’ SR
~Rr = — 4ne • SR ,

während im äufseren Raume bleibt :

Ta = 0 •

Der Sprung , den das Potential selbst beim Durchgang durch
die Doppelschicht erfährt , wird also

cpa — cpi = 4 '7ce-SR . (60 a)

Läfst man bei diesem Grenzübergang die Ladungen unverändert , so
mufs die Sprunggröfse wegen des Factors SR verschwinden , denkt
man aber die Ladungen in demselben Maafse verstärkt , wie der
Abstand der Flächen vermindert wird , so kann das Product e -SR
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beim Grenzübergang einen festen endlichen Werth behalten , der
dann unabhängig davon ist , wie weit man die Verkleinerung des öR
in der Vorstellung treibt . Dies wollen wir jetzt als erfüllt ansehen .
Das feste Product

e - dR = m (60b )

nennt man das Moment der Doppelschicht .
Die Bezeichnung Moment ist hergenommen von der Analogie

mit dem Drehungsmoment eines Kräftepaares an einem Hebelarm .
Dieses ist gleich Kraft mal Hebelarm und behält ebenfalls einen
festen Grenzwerth , wenn bei verschwindendem Hebelarm die Intensität
der Kräfte entsprechend gesteigert wird .

Die Sprunggröfse des Potentials wird nun

<pa — = 4 7t , (60 c)

behält also bei verschwindender Dicke der Doppelschicht einen festen
endlichen Werth , der nur von dem Moment 3K abhängt . Die Krümmung
der Kugelfläche , also deren Radius , hat keinen Einflufs auf den
Werth des Sprunges .

Als ein zweites Beispiel wollen wir eine Doppelschicht zu¬
sammensetzen aus zwei coaxialen ebenen Kreisscheiben vom Radius R,
welche mit entgegengesetzt gleichen Elektricitätsmengen gleichmäfsig
belegt sind .

Die gemeinsame Axe sei die *-Axe. In der Ebene * = 0 liege
die mit der Dichtigkeit — e belegte Scheibe , in der Ebene %= h
(> 0) liege die mit + e belegte .

Das Potential für Punkte auf der «-Axe können wir nach den
in § 14 entwickelten Formeln zusammensetzen . Von der negativen
Scheibe rührt her :

cp_ = - 2 7ie (y «MrR2 ' _

von der positiven Scheibe :

<p+ = + 2 Tre (]/ (* - hf + A2 - -]/ {%- hf ) .

Die Wurzeln sind überall absolut zu nehmen . Beide Potentiale
superponiren sich. Die «-Axe zerfällt in drei Gebiete :

1. * < 0 ; dort nennen wir das Potential cpl ,
2 . 0 <C. % <C. h , ,, ,, „ ,, „ (jp2 ,
3. h < z , „ ,, ,, ,, „ cp3,
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Man findet

= —2 TTe (]/*2+ R'1-\- %) + 2 n e (]/(A—*)2+ R2—h + x)

— — 2ne (y «;2+ B2 — z) -\ - 2 n e (]/(ä — zf + R2 — h + %)

(p3 = — 2 7te (V*2+ K1 —z') + 2 Tie (]/(* —hf R2 h — z)
oder:
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cp1 = 2 7ie { —h ^{h — zf -{■R2 z2 + R2)

cp2 = 2 7te{2 z - h + -\] {h - x)2 + R? - ]/ *2 + R2} • ) (61)

cp3 = 2 7te{ + h + ]/(«; — h)2 + R2 —]/ *2 + Ä2} J

Wir wollen nun den Abstand h im Verhältnifs zum Radius R so
klein annehmen, dafs wir h2 vernachlässigen dürfen; dann können
wir die erste der Quadratwurzeln abgekürzt berechnen:

\ {h - z)2 + R2 = y *2 + R2 — 2A * - V*2 + fJ2 . -

y *2 + r 2• (i -

2hz
zF+W2

h z
z2+R2

h zy(Ä- z)2+r2=ŷ r ^ -
Dies eingesetzt in die vorstehenden Ausdrücke giebt:

cp, = 27teh • I — 1 -- —1
1 ]/ z2 + R2 J

•Pi
= 27reÄ • |

2z
h

1 -

cp3 = 27t eh

Setzen wir nun wieder
y *2 + r 2

]/ z2 + R2

)
(61a)

e -h = W

das Moment der Doppelschicht unabhängig von der Dicke h, so
können wir zur Grenze h —i) gehen. Aufser in dem constant bleiben¬
den Momente [e•h) kommt die verschwindendeGröfse h nur noch in

2 x
dem Gliede - y der geschweiften Klammer von cpi vor. Da aber
hier 0 < * < A bleibt, so schwankt das Glied nur zwischen den
Zahlen 0 und 2, bleibt also endlich. Ueberhaupt bleibt das Potential

H . y . Helm holtz , Theoret . Physik . Bd. IV . 5
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endlich und stetig , wenn es auch in dem engen Zwischenraum der
Doppelschicht einen sehr steilen Anstieg besitzt . Betrachtet man
aber die Grenzwerthe von und cp3 dicht an den beiden Seiten
der Doppelschicht , also für verschwindend kleine Werthe von x, so
findet man

tp^ — — 27teh = — 2 ji9JI ,
(p3 = + 2neh = + 2n3 )l .

Das giebt den endlichen Sprung

welcher dieselbe Gröfse hat wie derjenige an der vorher betrach¬
teten Kugeldoppelschicht , diesmal unabhängig vom Radius der
Scheiben .

Während aber hei der Kugel die elektrischen Wirkungen so¬
wohl im inneren wie im äufseren Raume sich vollständig vernichteten ,
bleibt hier bei der Scheibe zu beiden Seiten ein elektrisches Feld
übrig , dessen Intensität man für die auf der x-Axe gelegenen Punkte
leicht berechnen kann , indem man die Ausdrücke (61a ) nach x
differenzirt . Man findet so:

Die Kraft Z2 wird für verschwindendes h negativ unendlich , im
äufseren Raume dagegen ist ZY sowohl wie Z3 durch denselben posi¬
tiven Ausdruck gegeben. Scheidet man also den Zwischenraum 2)
aus , so kann man sagen, der Differentialquotient von cp nach der
Normale bleibt zu beiden Seiten der Doppelschicht stetig . Der
Verlauf von cp als Function von x wird am besten durch das Dia¬
gramm Figur 6 auf folgender Seite illustrirt .

Das Uebrigbleiben von elektrischer Kraft im äufseren Raum läfst
sich anschaulich erklären durch die offenen Ränder , mit denen die
scheibenförmige Doppelschicht abschliefst . Betrachtet man nämlich
den Ausdruck der elektrischen Kraft einer einfach belegten Scheibe
(§ 14), welchen man schreiben kann :

cp3 — cpx — \ n (62)

(63)

j/ *M - R2 ) ’
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so sieht man , dafs dieser sich nicht ändert , wenn man * und R im
gleichen Maafse vergröfsert oder verkleinert : Eine Scheibe von dopppelt
so grofsem Eadius übt aus doppelter Entfernung die gleiche Kraft
aus. Verschiedene coaxiale Scheiben , welche auf einen Punkt der
z-Axe alle die nämliche Wirkung ausüben sollen , müssen mit ihren
Rändern auf ein und demselben Kegelmantel liegen , dessen Spitze
der ausgewählte Punkt ist . Zwei benachbarte Kreisschnitte des
Kegels , mit entgegengesetzt gleicher Flächendichtigkeit belegt , werden
also ihre Wirkung in der Kegelspitze gerade aufheben . Dabei ist
der der Spitze nähergelegene Querschnitt etwas kleiner . Unsere
beiden Kreisflächen sind aber gleich grofs. Würde man z. B. von
einem Punkte der positiven z-Axe den Kegelmantel durch den Rand
der negativ geladenen Fläche legen , so würde er von der positiv
geladenen Fläche einen Ring abschneiden , welcher aufserhalb bleibt .
Die von dem Mantel umhüllte positive Ladung wird durch die ge-

Pig . 6.

sammte negative Ladung in der Spitze des Kegels unwirksam ge¬
macht . Dagegen bleibt die positive Ladung auf dem Randring
wirksam und erzeugt die elektrische Kraft . Bei verschwindender
Schichtdicke h wird allerdings der Randring verschwindend schmal ,
dafür aber die Flächendichtigkeit + e entsprechend grofs.

Die soeben betrachtete gleichmäfsige Belegung zweier Kreis¬
flächen mit entgegengesetzt gleichen Ladungen ist nahezu verwirk¬
licht hei den Platten -Condensatoren .

§ 19. Doppelschichten von beliebiger Art .

Der Begriff der elektrischen Doppelschichten , den wir an zwei
leicht übersehbaren Beispielen kennen lernten , läfst sich verall¬
gemeinern einmal dadurch , dafs die Gestalt der Fläche unbestimmt
gelassen wird , und ferner durch die Möglichkeit , dafs das Moment
der Doppelschicht von Stelle zu Stelle veränderliche Werthe besitzt .

Alsdann ist es zwar nicht mehr möglich die Potentialfunctionen
der Belegungen durch geschlossene Rechenausdrücke explicite anzu -

5 *
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geben, aber das Gesetz über den Potentialsprung , welches wir in den
Sonderfällen Gleichungen (60c) und (62) gefunden hatten , läfst sich
auch hier nachweisen .

Die Doppelschicht bilden wir in der Vorstellung auf folgende
Weise :

Auf einer beliebig gestalteten Fläche im Eaume , von der wir
einstweilen nur verlangen wollen, dafs sie nirgends unendlich starke
Krümmung (d. h. Kanten oder Ecken ) besitze , denken wir in allen
Punkten nach ein und derselben Seite hin Normalen errichtet von
der gemeinsamen Höhe h, welche wir von vornherein als klein im
Verhältnifs zum Eadius der stärksten vorkommenden Flächen¬
krümmung festsetzen wollen. Den kleinen Bruch , welcher dieses
Längenverhältnifs mifst , nennen wir u . Das Continuum der End¬
punkte dieser Normalen bildet dann eine der ersten benachbarte ,
zweite Fläche , auf welcher , wie man leicht einsieht , die Normalen
der ersten Fläche ebenfalls senkrecht stehen müssen . Die Beziehung
der beiden Nachbarflächen zu einander ist durchaus wechselseitig ;
würden wir etwa einmal die zweite Fläche als die ursprünglich vor¬
geschriebene ansehen , so würde die Errichtung von rückwärts ge¬
richteten Normalen h auf ihr zu genau derjenigen Fläche führen ,
die wir hier als die erste bezeichnet haben . Beide Flächen sind
Punkt für Punkt auf einander bezogen durch die gemeinsamen
Normalen . Auch den Flächenelementen ds 1, in welche man die
Fläche 1 beliebig zertheilen kann , correspondiren bestimmte Elemente
ds 2 der Fläche 2 dadurch , dafs ihre Eandlinien durch gemeinsame
Normalen verbunden sind . Der Gröfse nach sind die correspon -
direnden ds 1 und ds2 nahezu gleich ; an Stellen , wo die Fläche 1
nach der Seite der Normalen hin convex ist , werden die ds 2 ein
wenig gröfser als die ds v an concaven Stellen werden sie ein wenig
kleiner ; jedenfalls liegt das Gröfsenverhältnifs beider überall näher
am Werthe 1 als die Zahl 1 ± 2 «. (Erreicht wird diese Grenze
an der Stelle von kleinstem Krümmungsradius nur dann , wenn dort
die Krümmung kugelförmig gestaltet ist .)

Diese beiden Flächen denken wir nun mit Elektricität belegt
in der Weise , dafs auf jedem Paar correspondirender Flächen¬
elemente entgegengesetzte und absolut gleich grofse Mengen ver¬
breitet sind . Die Anordnung der Flächendichtigkeit kann dabei auf
einer der beiden Flächen willkürlich vorgeschrieben sein. So wollen
wir annehmen , auf der Fläche 1 sei e1 eine im Allgemeinen von Ort
zu Ort stetig veränderliche Dichtigkeit , welche freilich an gewissen
Trennungslinien oder am offenen Bande der Fläche (wenn ein solcher
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vorhanden ) auch sprungweise Aenderungen zeigen darf . Auch Vor¬
zeichenwechsel von Stelle zu Stelle sollen nicht ausgeschlossen sein.
Im Innern hinreichend enger Flächenelemente ds ^ wird man die Ver-
theilung als gleichförmig ansehen dürfen .

Nach unserer Vorschrift ist nun hierdurch auch die Anordnung
der Dichtigkeit e2 auf der Fläche 2 bestimmt . Die Werthe e1
und e2, welche an correspondirenden Punkten herrschen , werden
nahezu einander entgegengesetzt gleich . An Stellen , wo die ds 2
etwas gröfser als die d s1 sind, wird | e2 | etwas kleiner als | —ßj |
ausfallen , jedenfalls bleibt , wie man leicht durchschaut , das Ver-
hältnifs e2 : e1 näher an dem Werthe — 1 als die Zahl — 1 ±2 «.
Man kann dafür auch schreiben

| ßj + e2 | < 2 « ßj oder auch \ ß1 + ß2 \ < 2 « e2. (64)

Um nun den Verlauf des Potentials an dieser Doppelschicht
zu erkennen , wählen wir zwei Beobachtungspunkte , welche mit zwei
correspondirenden Punkten der beiden Flächen in der Lage zu¬
sammenfallen , von denen wir uns aber vorstellen wollen , dafs sie
deutlich auf der Aufsenseite der Schicht liegen, wenngleich ihr Ab¬
stand von einander ebenfalls gleich h zu setzen ist . Wir haben es
hier mit dem Potential cp zweier Flächenbelegungen zu thun , und
wissen darüber schon aus den früheren Betrachtungen , dafs das
Potential in einer belegten Fläche selbst endlich und stetig bleibt ,
sogar wenn die Dichtigkeit der Belegung dort in gewisser mäfsiger
Weise über alle Grenzen wächst , dafs aber die Differentialquotienten
nach der Normale beim Durchgang durch die Fläche springen pro¬
portional der Dichtigkeit . Wir wollen dem entsprechend das Potential
cp in unserem Falle zerlegen in einen Summanden <p x, welcher von
der Belegung ex der Fläche 1 herrührt und einen Summanden cp2
von der anderen Fläche her . Noch einen dritten Summanden , her¬
rührend von irgend welchen sonst im Raume vorhandenen Ladungen ,
könnte man hinzufügen , doch bleibt dieser ohne jeden Einflufs auf
die Betrachtung , und mag ebenso wie eine willkürliche additive
Constante hier fortbleiben . Es ist also :

V = Vi + 9V (65)

Die Werthe , welche in dem Beobachtungspunkt an der ersten
Fläche gelten , seien mit cp, cpv cp2 bezeichnet , die Werthe in dem
zweiten Beobachtungspunkt seien p , cpv <p2. Wegen der Stetigkeit
der Potentialfunktionen kann man in der Nähe dieser beiden Stellen
Reihenentwickelungen dafür setzen , und da wir die Länge h nachher
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gegen Null abnehmen lassen wollen, solche, welche nach dem linearen
Grliede abbrechen . Um die beiden entgegengesetzten Normalrich¬
tungen zu unterscheiden , wollen wir diejenige , welche von der
Fläche 2 nach der Fläche 1 zeigt , mit nv diejenige , welche von 1
nach 2 zeigt , mit na bezeichnen . Unter h verstehen wir den abso¬
luten Betrag des Abstandes der beiden Flächen , also auch der beiden
Beobachtungspunkte . Dann ist

= _ d cp,
<P, = <P, + -ä ^ - h>

und somit
ö a>

9 = 9i + • h,

= _ = Ö QD,
9 = + 92 +

und schliefslich durch Subtraction :

9

Für die Sprünge der Differentialquotienten gelten die von früher
her bekannten Ausdrücke [vergl . Gleichung (56 a)] :

d 9i q. ^ 9i _ _ 4 e. an der Fläche 1,dn . a n_ 1

4- ^.(̂ 2 = — 4 we„ an der Fläche 2.dn . dn „ 2

(66 )

Jede dieser beiden Relationen können wir benutzen zur Um¬
formung der rechten Seiten von (65a ). Nehmen wir die zweite , so
erhalten wir :

9i , d
\ dn aL dn a

Nehmen wir die erste Relation , so entsteht :

ö / + 4jre2 ) , A- (66a )

9 - 9 = (66 b)
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Um die Identität der beiden rechten Seiten dieser Gleichungen
brauchen wir uns nur zu bekümmern für yerschwindendes h, also
auch nur für den Werth 0 des früher benutzten Bruches u. Dann ist

ei = — e2 > (66c )

und da die beiden Flächen 1 und 2 nunmehr zusammenfallen und
mit durchaus gleichen , aber entgegengesetzten Flächenbelegungen ge¬
laden sind , wird der Verlauf von cpx und <p2 im Grenzfall bis auf das
entgegengesetzte Vorzeichen der gleiche . Verfolgt man also beide
Functionen , jede von der Fläche aus , welcher sie entspringt , in der
Richtung na, so mufs ihr Gefälle gleich grofs , aber von entgegen¬
gesetztem Vorzeichen sein oder die Summe beider Gefälle mufs
verschwinden :

+ (66 d)dn „ an ' 'a a

Das Gleiche findet man , wenn man die Differentialquotienten
nach n . bildet :

| a - + | S _ 0 . (66 e)an ; an . v '

In Folge dieser Gleichungen (66 c, d, e) gehen die beiden Aus¬
drücke (66 a und b) über in

(p — <p = 4in e2 h = — in e1 • h .

Lassen wir nun das Product aus Flächendichtigkeit und Ab¬
stand beim Verschwinden des letzteren einen festen Grenzwerth
annehmen , den wir das Moment der Doppelschicht an der betrach¬
teten Stelle nennen , setzen also

lim (e2h) — lim (— ej Ä) = ,
h = 0 Ä= 0

so wird
y — = 4 jt ütt . (67)

Der Sprung des Potentials beim Durchgang durch die Doppel¬
schicht ist gleich deren Moment an der Durchgangsstelle , multipli -
cirt mit 4 7t, und zwar springt das Potential hinauf , wenn zuerst
die negative , dann die positive Belegung durchschritten wird , im
entgegengesetzten Falle springt das Potential hinab .

Eine Fernwirkung kann von einer solchen beliebigen Doppel¬
schicht im Allgemeinen wohl ausgehen . Wir hatten unter den ein-
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fachen Beispielen im vorigen Paragraphen einen Fall ohne Fern -
wirkung (Kugel) und einen mit Fernwirkung (Scheibe) gefunden . Für
das Potential eines Feldes , welches von einer Doppelschicht herrührt ,
läßt sich ein charakteristischer Integralausdruck aufstellen . Zunächst
ist , wie hei allen Flächenbelegungen :

Dabei bedeuten rx und r2 die Abstände eines Beobachtungspunktes
im Baume von den Flächenelementen beider Belegungen . Wir
nehmen die dsx und ds2 als correspondirende Flächenelemente , dann
ist nach Definition der Doppelschicht

exdsx = — e2ds2

und wir können beide Integrale in eines zusammenfassen :

Nun unterscheidet sich r2 dadurch von rl , dafs es hingerichtet ist
nach einem Flächenelement , welches von dsx aus in der Bichtung
der Normale na um die Strecke h verschoben erscheint . Benutzen
wir sogleich den Umstand , dafs h gegen die Grenze Null streben
soll , so können wir durch ein Differential den Zuwachs des reci -
proken Badius bei dieser Verschiebung h ausdrücken . Es ist

i _i , « (! ).,,
r 2 D ° n a Vr i ’

also

Da hei verschwindendem h die correspondirenden Flächenelemente
zusammenfallen , so können wir hei ds2 und rx die Zahlenindices
weglassen . Ferner bezeichnen wir, wie vorher

e2 • A= ÜK
und lassen auch hei na den Index weg, behalten jedoch im Sinne,
dafs n die Normale auf derjenigen Seite der Doppelschicht bedeutet ,
deren Belegung (e2) im Vorzeichen mit dem Moment über einstimmt .
Dann ist

d / I
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Dieser Ausdruck besitzt eine Bildung , welche uns später noch wieder¬
begegnen wird , und für den wir dann sofort eine Deutung haben
werden .

Wenn die Fläche , auf welcher die Doppelschicht liegt , ge¬
schlossen ist , und wenn ferner das Moment überall die gleiche Gröfse
besitzt , so ist

Von diesem Ausdruck läfst sich zeigen, dafs er für alle Punkte im
äufseren Raume gleich Null ist, und für alle Punkte im Hohlraume
der Fläche einen constanten Werth besitzt = + 4jrüDi. Daraus
folgt, dafs geschlossene Doppelschichten von beliebiger Gestalt , aber
gleichmäfsig starkem Moment keine Fernwirkung ausüben .

Während das Potential selbst an einer Doppelschicht springt ,
bleibt aber dessen Differentialquotient nach der Normalen daselbst
stetig , weil die beiden Sprünge von d rp/ dn , welche den beiden ein¬
zelnen Belegungen entsprechen , entgegengesetzt gleich sind und sich
defshalb aufheben . Dagegen mufs Unstetigkeit tangentialer Diffe¬
rentialquotienten zu beiden Seiten einer Doppelschicht von örtlich
veränderlichem Moment auftreten , weil die Gröfse des Potential¬
sprunges mit dem Moment wechselt , also der Anstieg oder der Ab¬
fall des Potentials von Punkt zu Punkt der Doppelschicht auf beiden
Seiten von ungleicher Gröfse sein mufs.

§ 20. Zusammenfassung der Beziehungen zwischen
Ladungen und Potentialen .

Wir haben durch die bisherigen Betrachtungen die Hilfsmittel
gewonnen um aus einem im Raume gegebenen Verlaufe der Werthe
des elektrischen Potentials cp diejenige Vertheilung der Ladungen
zu erkennen , welche das definirte Feld erzeugen , und auch um¬
gekehrt aus gegebener statischer Vertheilung das zugehörige Potential
zu berechnen .

Es sei zunächst cp eine eindeutige , beliebig vorgeschriebene
Function der Raumcoordinaten . Sie selbst , wie auch ihre ersten
und zweiten Differentialquotienten sollen im Allgemeinen überall
stetigen Verlauf besitzen , jedoch soll es zulässig sein , dafs an ge¬
wissen gegebenen Flächen Sprünge des Verlaufes von cp, an anderen
solche der ersten , an noch anderen solche der zweiten Differential -

(68 a)
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quotienten von cp auftreten , auch dürfen Unstetigkeitsflächen der
verschiedenen Arten zusammenfallen .

Man braucht dann erstens aus dem vorgeschriebenen Verlauf
von cp nur denjenigen von A cp abzuleiten , was an allen Stellen
aufser den Unstetigkeitsflächen zu eindeutig bestimmten , endlichen
Werthen führt , und man hat in dem Ausdruck

die Vertheilung der erforderlichen räumlichen Dichtigkeiten . Die
Unstetigkeitsflächen der zweiten Difierentialquotienten von cp werden
auch solche von e.

Ferner hat man die Unstetigkeitsflächen der ersten Differential¬
quotienten von cp durchzunehmen , und aus den gegebenen Daten

die Sprünge von ^ ^ abzuleiten . Diese ergeben die Elektricität ,
welche man auf diesen Unstetigkeitsflächen verbreitet anzunehmen
hat , nach der Formel :

Endlich erfordern die vorgeschriebenen Unstetigkeiten von cp
Doppelschichten , deren Momente man ahlesen kann nach der Formel :

Sollen sich alle Ladungen , auf welche man so schliefsen kann ,
in endlicher Entfernung befinden , und eine endliche Summe geben, so
mufs man freilich für den weiteren Verlauf von cp noch die Vorschrift
hinzufügen , dafs cp in sehr grofser Entfernung R von irgend einem

Constante ist dann die algebraische Summe aller Ladungen , zu
welcher die Doppelschichten nichts beitragen .

Hat man die umgekehrte Aufgabe zu lösen , hei welcher in
einem endlichen Raumgebiet räumliche Ladungen von der vor-
geschriehenen Dichtigkeit «, Flächenbelegungen von der Dichtigkeit e,
und Doppelschichten vom Moment gegeben sind , so findet man
das Potential dieser Vertheilungen in der Formel :

(69)

(69 a)

^ ~ Vi ) - (69 b)

Punkt im Ladungsgebiet gegen Null abnimmt wie — - — • Die
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Unter r ist dabei der Abstand des Punktes , in welchem cp bestimmt
wird, von den Ladungselementen sdr und eds , und von den Moment -
Elementen 'jSlds zu yersteben , und die Richtung dn , nach welcher
im letzten der drei Integrale differenzirt wird, weist yon der negativen
nach der positiven Belegung hin .

Dieser Ausdruck für <p giebt im ganzen Raume endliche ein¬
deutige Werthe . Wenn wir freilich auch noch endlich geladene
Punkte im Raume annehmen würden , so würden wir zu dem Aus-

c
druck in Gleichung (70) noch Glieder von der Form — zusetzen

müssen , welche in den geladenen Centren unendlich werden . Solche
Zusätze sind hier nicht nöthig , da punktförmige Ladungen in der
Natur nicht anzunehmen sind , sondern nur ein bequemes mathe¬
matisches Hilfsmittel für viele Betrachtungen bilden . Ebenso wenig
brauchen wir uns hier auf geladene Linien einzulassen .

Aus der Existenz der Potentialfunction mit den Eigenschaften ,
dafs sie überall endlich und eindeutig und im Allgemeinen auch
stetig verläuft und in unendlicher Entfernung gegen Null abnimmt
wie der reciproke Abstand , daraus folgen einige wichtige Eigen¬
schaften des elektrischen Feldes , welche dessen Vertheilung sehr
anschaulich machen .

Wir hatten bereits früher in § 7, als wir das Feld punktförmig
gedachter Ladungen betrachteten , auf die Bedeutung der Aequi-
potentialflächen hingewiesen . Dieselben Betrachtungen können wir
nun hier , und zwar ohne daß Ausnahmepunkte auszusparen wären ,
anwenden und wollen sie des Zusammenhangs wegen hier noch einmal
von Anfang an darstellen . Da cp Function der Raumcoordinaten ,
z. B. der Caetesi sehen, ist , bedeutet

cp{x, y, z) = Constans

nach der Lehre der analytischen Geometrie eine Fläche im Raume .
Je nach der Wahl des Werthes der Constanten erhält man andere
und andere Flächen , diese alle bilden eine continuirliche Schaar .
Man kann auch eine diskrete Schaar von Flächen herausheben ,
wenn man der Constanten eine diskrete Reihe von Einzelwerthen ,
vortheilhaftester Weise eine arithmetische Reihe von Werthen vor¬
schreibt . Je kleiner der Schnitt zwischen den Nachbarwerthen ge¬
wählt wird , um so enger rücken die Flächen zusammen , um so
zahlreicher durchsetzen sie den Raum .

In der reinen Geometrie betrachtet man Flächenschaaren mannig¬
facher Art , welche dadurch geordnet sind , dafs sie sich aus einer
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gemeinsamen Gleichung durch Variation eines Parameters ergeben ,
also ähnlich wie hier . Darunter sind häufig Schaaren von Flächen ,
welche sich mit ihren Nachbarn durchschneiden , so dafs eine ge¬
meinsame umhüllende Fläche entsteht . Diese Erscheinung kann
nun bei unseren Aequipotentialflächen niemals eintreten , weil in den
Schnittcurven zweier Flächen dann die beiden verschiedenen Werthe
der Constanten gelten mufsten , was der Eindeutigkeit des Potential -
werthes widerspricht . Aus demselben Grunde können sich auch zwei
Potentialflächen nicht berühren . (Wegen Doppelschichten siehe S. 81).
Eine Aequipotentialfläche kann auch nirgends mit offenem Rande
abbrechen . (Wegen Doppelschichten siehe gleichfalls S. 81). Eine
solche Fläche kann sich in unendliche Entfernung erstrecken , ohne
dafs jemals ihre Grenze erreicht wird . Da wir aber alle Ladungen
im Endlichen liegend voraussetzen , mithin überall in unendlicher
Entfernung (p = 0 ist, so kann die ins Unendliche reichende Aequi -
potentialfläche nur diejenige einzige sein, für welche die Constante
den Werth Null besitzt . Alle übrigen müssen im endlichen Raume
bleiben und doch in dem Sinne grenzenlos sein, dafs sie keinen Rand
besitzen , sie müssen also geschlossene Flächen sein. Dagegen ist
es nicht nöthig , dafs sie aus einem einzigen zusammenhängenden Stück
bestehen , sie können vielmehr aus zwei oder mehreren getrennten
in sich geschlossenen Theilen bestehen bei dem gleichem Werth der
Constanten . Da sich nun die zu verschiedenen Constanten gehörigen
Flächen nicht durchschneiden dürfen, so mufs die eine die andere ganz
umschliefsen oder von ihr ganz umschlossen werden , oder aber sie
können sich auch ganz ausschliefsen , sind dann aber nicht benachbart .
Da nun die Flächenschaar bei hinreichend kleinem Schritt der
arithmetischen Constantenreihe eine sehr enggedrängte wird , hei
der die Nachbarflächen dicht nebeneinander herlaufen , so wird der
ganze Raum in dünne Schichten , Schalen oder Lamellen zerschnitten ,
deren Dicke zwar von Ort zu Ort veränderlich ist , aber nirgends
verschwinden kann . Diese Lamellen , in die der Raum zerfällt , sind
nun für die Anschauung des elektrischen Feldes sehr nützlich .

Erstens kann man in jedem Raumpunkt den Werth des Poten¬
tials gewissermaafsen ablesen , indem man abzählt , in welcher Lamelle
er liegt . Der Werth liegt dann zwischen den Constanten der beiden
begrenzenden Nachbarflächen , und wenn der Schritt der Constanten¬
reihe hinreichend klein ist , kann man ihn durch eine lineare Inter¬
polation finden. Daraus folgt direct , dafs man auch die Arbeit ab¬
lesen kann , welche bei einer bestimmten Fortführung eines elektrischen
Theilchens geleistet wird, indem man abzählt , wieviel Lamellen der
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Weg durchsetzt . Die in Richtung steigenden Potentials durchsetzten
Lamellen sind dabei positiv , die in Richtung sinkenden Potentials
durchsetzten aber negativ zu zählen . Ist die so gefundene Zahl N
und nennen wir den festen Schritt der Constantenreihe <)', so ist N-S
der Ueberschufs des Potentials im Endpunkt über dessen Werth im
Ausgangspunkt , und diese Differenz giebt multiplicirt mit der be¬
wegten Ladung die geleistete Arbeit . Yergl . Gleichung (16 a) auf
S. 23.

Zweitens kann man Richtung und Intensität der elektrischen
Kraft an jeder Stelle des Feldes unmittelbar erkennen . Nämlich
das Gefälle der Potentialfunction ist selbstverständlicher Weise in
allen tangentialen Richtungen zu den Niveauflächen gleich Null und
hat normal auf ihnen den gröfsten Wert ; in der Richtung des
steilsten Abfalls von (p liegt aber der Pfeil der elektrischen Kraft .
Denkt man also Linien im Raume , welche die Niveauflächen überall
senkrecht durchsetzen , so folgen diese der Richtung der elektrischen
Kraft . Sie heifsen nach Fabadays Bezeichnung Kraftlinien . Man
kann sie im Allgemeinen eindeutig und stetig verfolgen . Aber nicht
nur über die Richtung der Kraft , sondern auch über deren Gröfse
gewinnt man Aufschlufs . Man kann nämlich bei hinreichend dichter
Niveauflächenschaar die Stücke der im Allgemeinen stetig gekrümmten
Kraftliniencurven , soweit sie zwischen zwei Nachbarflächen liegen ,
als geradlinige Längenelemente ansehen , welche auf beiden Flächen
senkrecht stehen und die Dicke h der Lamelle an der betreffen¬
den Stelle messen . Ist das Gefälle in der Normalrichtung mit

= © bezeichnet , so hat man für den Uebergang aus einer

Fläche in die Nachbarfläche die Gleichung

^ -- •A= Gs•A. (71)an

Da nun § zufolge der Anlage der Niveauflächen im ganzen Raume
constant denselben Werth besitzt , so ist auch das Product E ' h
constant , mithin die Stärke der elektrischen Kraft allenthalben um¬
gekehrt proportional der Schichtdicke der Lamellen , ja man kann
den Betrag im absoluten Maafse ablesen , wenn 8 in solchem Maafse
bekannt ist und h in Centimetern gemessen wird .

Ueber den Verlauf der Kraftlinien kann man im Allgemeinen
aussagen , dafs sie , von einem Ausgangspunkt an verfolgt , nicht
wieder zu diesem zurückführen können , auch nicht zu einem Punkt ,
der mit dem Ausgangspunkt auf gleicher Niveaufläche liegt . Denn
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wenn man immer in Richtung des Gefälles von cp fortschreitet , kann
man nicht zu dem Anfangswerth zurückkehren , also hei eindeutigem
Potential auch nicht zum Ausgangspunkt . Die Doppelschichten , an
deren beiden Seiten ja Potentialwerthe von endlicher Differenz
herrschen , lassen allerdings geschlossene Kraftlinien möglich er¬
scheinen , nämlich solche , welche auf der einen Belegung beginnen
und mit Umgehung eines offenen Randes der Doppelschicht auf dem
correspondirenden Punkt der anderen Belegung endigen . Dann fällt
bei verschwindender Dicke der Doppelschicht allerdings Anfangs¬
und Endpunkt der Kraftlinie zusammen , diese erscheint geschlossen .
So lange wir indessen die Doppelschicht als ein reales elektro¬
statisches Gebilde betrachten , bleibt doch immer der , wenn auch
verschwindend dünne Raum zwischen den beiden unendlich starken
Belegungen übrig , in welchem auch ein unendlich starkes Feld von
entgegengesetzter Richtung herrscht . Man kann in gewissem Sinne
sagen , eine Doppelschicht verhält sich wie eine Trennungsfläche ,
welche den Kraftlinien den Durchgang versperrt .

Im Gebiete der elektrischen und magnetischen Wechselwirkungen
kommen aber thatsächlich in sich zurücklaufende Kraftlinien vor,
welche man ohne Unterbrechung beliebig oft in Richtung fallenden
oder steigenden Potentials durchlaufen kann . In solchen Feldern
ist aber das Potential nicht eindeutig , sondern besitzt eine unend¬
liche Reihe von Werthen , und zwar sinkt oder steigt bei jeder vollen
Umkreisung , also Rückkehr zum selben Punkte , der Potentialwerth
um den gleichen Betrag , den wir die Periode nennen wollen. Ferner
ist dabei wichtig , dafs solche Potentialfelder mit geschlossenen
Kraftlinien niemals im ganzen Raume existiren , sondern immer nur
in mindestens zweifach zusammenhängenden Raumgebieten , während
in den ausgeschlossenen , ebenfalls mehrfach zusammenhängenden
Gebieten die Feldintensität überhaupt nicht als Gefälle einer
Potentialfunction dargestellt werden kann .

Könnte man z. B. in einem Eisenring die pollose magnetische
Induction während eines endlichen Zeitintervalls ganz gleichmäfsig
zunehmen oder abnehmen lassen (allerdings praktisch kaum realisir -
bar ), so würde in dem vom Eisenring ausgesparten zweifach zu¬
sammenhängenden Raume während dessen ein zeitlich constantes
elektrisches Feld herrschen , dessen Potential die hier charakterisirte
Eigenschaft besitzt . Jede elektrische Kraftlinie ist als geschlossene
Curve mit dem Eisenring verschlungen wie zwei zusammenhängende
Kettenglieder . (Sobald das Wachsthum der magnetischen Induction
ungleichmäfsig ist , wird dieses Beispiel hinfällig , weil dann die
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elektrische Feldstärke schwankt und auf zeitlich variable Vorgänge
der Potentialbegriff keine Anwendung findet.) Die entsprechende
Erscheinung eines magnetischen Feldes (für welches ganz analoge
Begriffe gelten ) mit vieldeutigen Potentialwerthen kann man sehr
leicht experimentell verwirklichen in dem Baume um einen von
constantem galvanischem Strome durchflossenen Bingleiter .

Nun kann man einen zweifach zusammenhängenden Baum durch
eine Schnittfläche in einen einfach zusammenhängenden verwandeln ,
wobei dann beide Seiten der Schnittfläche mit zur Begrenzung zu
rechnen sind. Wir denken also in den Eisenring resp . in den ring¬
förmigen Stromleiter wie in einen Bahmen irgend eine Fläche ge¬
spannt , durch welche der Durchtritt verhindert sein soll. Alsdann
ist auch ein wiederholtes Durchlaufen der ringförmigen Kraftlinien
unmöglich ; man kann höchstens auf der einen Seite der Trennungs¬
fläche beginnen und einer Kraftlinie auf einer einmaligen Umkreisung
folgen bis man auf dem correspondirenden Punkt der anderen Seite
angelangt ist . Dann ist man wieder am selben Ort im Baum , man
kann aber nicht weiter . Das elektrische resp . magnetische Potential
ist dabei gesunken oder gestiegen gerade um den Betrag einer
Periode . Wir stehen also vor dem Ergebnifs , dafs das Potential an
beiden Seiten der Trennungsfläche verschiedene Werthe hat , dort
unstetig ist ; aber die Vieldeutigkeit ist jetzt ausgeschlossen . Dieses
Feld könnte durch elektrostatische resp . magnetostatische Be¬
legung der Trennungsfläche mit einer Doppelschicht erzeugt werden ,
deren überall gleich starkes Moment aus der Bedingung : 4 tt =
Periode folgt . Freilich dürften statische Belegungen der Bingober¬
flächen, wenn diese breit genug sind , auch noch nötig sein zur ge¬
treuen Wiedergabe des Feldes , für sehr dünne Binge indessen genügt
die Doppelschicht , und man sieht hieraus , dafs deren Fiktion mit¬
unter von Nutzen sein kann , um ein elektromagnetisches Problem auf
ein statisches zurück zu führen .

Der Potentialwerth war in diesen Fällen wenigstens bis auf ein
unbestimmtes Vielfaches der Periode bekannt . Ganz unbestimmt
wird er, wenn man zwei solche Binge im Baume annimmt und die
beiden Perioden , welche der Durchschlingung jedes einzelnen ent¬
sprechen , incommensurabel sein läfst . Dann kann man durch ge¬
nügend häufige Umschlingung beider Binge in geeigneten Um¬
drehungssinnen freilich das Potential in einem Punkt jedem ge¬
wünschten Zahlenwerth beliebig nahe bringen .

Aber das Feld — die Bichtung und Intensität — also das
Gefälle von cp bleibt trotzdem eindeutig .
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Nach diesem vorläufigen Ausblick auf ein Gebiet , welches wir
erst später behandeln werden , kehren wir zurück zu den elektro¬
statischen Feldern mit eindeutigem Potential , um noch einige typische
Erscheinungen des Verlaufs der Niveauflächen und der Kraftlinien
zu betrachten an Stellen des Raumes , wo einfache Flächenbelegungen
und wo Doppelschichten liegen .

Laufen Kraftlinien unter schrägem Winkel durch eine mit Elek -
tricität belegte Fläche , so werden sie dabei gebrochen . Zerlegt man
nämlich die elektrische Kraft zu beiden Seiten in eine Componente
normal zur Fläche und eine tangentiale , so hat erstere beiderseits
verschiedene Werthe , weil dcp / dn unstetig ist , während die zweite
beiderseits gleichen Werth hat , die Resultanten müssen dabei dies¬
seits und jenseits verschiedene Richtung haben , aber beide Rich¬
tungen müssen mit der Normalen in einer Ebene (Einfallsebene ) liegen .
Nur in dem Falle , dafs die Kraftlinien selbst in Richtung der
Normalen auf der Fläche stehen , bleiben sie ungebrochen . Da nun
ferner die Aequipotentialflächen beiderseits senkrecht zu den Kraft¬
linien verlaufen , müssen solche, wo sie eine Flächenbelegung durch¬
setzen , längs der Schnittcurve geknickt erscheinen , ohne dafs in¬
dessen ihr Zusammenhang zerrissen wird . Die Dicke h der Lamellen
vom festen Potentialschritt S ist zu beiden Seiten der Belegung ver¬
schieden . Nur in dem Falle , dafs die belegte Fläche selbst zu den
Aequipotentialflächen gehört , tritt kein solcher Knick auf, weil eben
keine der anderen Flächen sie durchsetzt ; aber die Unstetigkeit von
h besteht auch dann . Die Dicke der Lamellen , die sonst im Raume
bei den Nachbarn nahezu die gleiche ist , wird plötzlich verändert ,
wenn eine der Trennungsflächen geladen ist .

Anders ist die Störung des Verlaufs , wo die Niveauflächen eine
Doppelschicht durchsetzen : Die Doppelschicht zwingt die Niveau¬
flächen , welche auf sie stofsen , ein endliches Stück ihres Verlaufes
in ihr selbst zurückzulegen , bis sie sie dann an einer anderen
Stelle in den jenseitigen Raum entläfst . So kommt es, dafs in der
Doppelschicht eine Reihe auf einander folgender Lamellen räumlich
zusammengeprefst zu verschwindender Dicke zu denken ist . Die An¬
zahl dieser verdichteten Lamellen ist so grofs, dafs der vom Moment
abhängige Potentialsprung in den correspondirenden Punkten beider
Seiten der Schicht zu Stande kommt . Läfst man jedoch den inneren
Raum zwischen der Doppelschicht aus der Betrachtung weg, so
bricht jede Aequipotentialfläche in einer offenen Randcurve an der
einen Seite der Schicht ab, und beginnt auf einer räumlich getrennten
Randcurve an der anderen Seite ihre Fortsetzung . Das Bild , welches
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die Lamellen zeigen , kann man anschaulich durch den in der
Geologie bei der Lehre von den geschichteten Gesteinslagern ge¬
bräuchlichen Namen „Verwerfung“ bezeichnen . Bei Doppelschichten
von constantem Moment ist diese Verwerfung überall die gleiche
und die Neigung der Aequipotentialflächen auf beiden Seiten wird
nicht geändert . Die Kraftlinien , welche die Flächenschaar senkrecht
durchsetzen , haben dann zu beiden Seiten gleiche Richtung , auch
die Lamellendicke h wird nicht verändert ; die elektrische Kraft
bleibt dann stetig . Im Falle , dafs die Doppelschicht selbst zu den
Niveauflächen gehört , fällt die Verwerfung fort , dagegen scheinen
alle diejenigen Lamellen verschwunden , deren Potentialwerth zwischen
den Grenzwerthen des Sprunges von cp hegen und es berühren sich
in der doppelt belegten Fläche zwei Aequipotentialflächen mit endlich
verschiedenem Werthe der Constanten . Diese Umstände führen dann
also , wenn man das Innere der Doppelschicht vernachlässigt , zu ge¬
wissen Beschränkungen der oben (S. 76) ausgesprochenen Sätze .

Die am Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Formeln (69)
und (69 a) kann man ohne Benützung des Potentialbegriffs auf die
Formen :

dX d Y d Z A v
h 75 h Yr ~ = 4 ^ « (69 c)dx dy dz v '

@«, + @„ = 4 ^ 6 (69 d)

bringen , wobei und die Componenten der elektrischen Feld¬
stärke in Richtungen der beiden Normalen ^ und n2 bezeichnen .
Diese Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet , dafs für
die Feldstärke eine Potentialfunction existirt . Sie gelten aber all¬
gemeiner auch für zeitlich variable Felder , in denen dies nicht mehr
der Fall ist . Denn es superponiren sich dann , wie später gezeigt
werden wird , zu den von den Ladungen s und e herrührenden
Kraftcomponenten Z (1), Y(2), Z*2), nur solche andere Componenten
X (2>, r <2), Z(2\ für welche immer

6XW d Y& d Z& _
d x ^ d y ^ dz

C + = o
erfüllt ist , so dafs auch dann

dx dxm ÖZ® ,
-5 --- )- . . . = — j :-- -- ^ -- 1- • • • — 4 TT 8dx d x dx

©„, + . . = C + •• + + . . = 4jre
gültig bleibt .

H. v. Helmholtz , Theoret. Physik. Bd. IV. 6
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§ 21. Der Green ’sche Satz .

Dieser für die weitere Entwickelung der Potentialtheorie wich¬
tige analytische Satz giebt eine Art partieller Integration an, durch
welche von einem gewissen Raumintegral ein Oberflächenintegral ab¬
gespalten wird , während ein Restintegral über den Raum zurück¬
bleibt . Es giebt analoge Operationen auch an Integralen in einer
Ebene , aus denen dann ein Randintegral abgespalten wird, und auch
die gewöhnliche partielle Integration an einfachen Integralen , welche
die Grenzwerthe aus dem Integrandus abspaltet , gehört hierher . Wir
betrachten aber sogleich das räumliche Problem . Es sei zunächst
vorgelegt das Raumintegral :

Dieses soll erstreckt werden über ein durch eine geschlossene Fläche
begrenztes Raumgebiet . L und V seien zwei vorgeschriebene Func¬
tionen der Coordinaten x, y, z , und sollen so beschaffen sein , dafs
(/> einen endlichen , eindeutigen Werth besitzt . Also L und d Vjdx
müssen eindeutig sein, dagegen könnte V selbst noch vieldeutig sein,
wie dies z. B. bei den im vorigen Paragraphen erwähnten Potential¬
functionen in mehrfach zusammenhängenden Räumen vorkommt .
Stetig braucht weder L noch d V/ dx zu sein , beide können viel¬
mehr an bestimmten Flächen im Integrationsraume springen . Auch
in gewissem Grade unendlich können beide Factoren an einzelnen
Stellen werden , ohne dafs der Werth (UX dadurch seine Bestimmtheit
und Endlichkeit verliert .

Nun machen wir den ersten Schritt zur Transformation : Wir
sehen L -dVjdx als Theil eines vollständigen Differentialquotienten
nach x an , welch’ letzteren wir durch Hinzufügung von V-d L / d x
erhalten . Wir bilden also :

Damit diese Gleichung einen bestimmten Sinn habe , müssen wir
mehr Bedingungen stellen , als vorher für <I>x nötig waren . Es mufs
nämlich jetzt V selbst eindeutig sein und dL / dx mufs die Inte -
grabilitätsbedingungen erfüllen . Solche Fälle also, in denen zwar L
in unschädlicher Weise unendlich wird , während dL / dx dies in
heftiger , schädlicher Weise thut , sind jetzt nicht mehr zulässig .

(72)

(px + jJ F dx dy dz = J 'J 'J ' [L V)dx dy dz . (72a )
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Dieser erste Schritt ist nur die Vorbereitung für den zweiten : die
partielle Integration des rechts stehenden Integrals , welches wir
schreiben können

Für jedes Flächenelement dydz ist

L xl ^ rL , LV.J dx -

Der Sinn dieser Formel ist folgender : Auf dem Flächenelement
dydx steht senkrecht eine gerade Linie parallel der x-Axe. Geht
man auf dieser Geraden in Richtung der positiv wachsenden Ahscissen
vorwärts , so betritt man an einer bestimmten Stelle das Integrations¬
gebiet , dort an der Grenze hat das Produkt L V einen bestimmten
Werth , den wir mit LV bezeichnen . Geht man weiter , so kommt
man endlich zu der Stelle , wo das Integrationsgebiet wieder ver¬
lassen wird ; der dort herrschende Werth sei mit LV bezeichnet .
Die Differenz beider Werthe ist oben mit LV bezeichnet :

Xp - lf = Xf

und hat für jedes Flächenelement dydz ihren besonderen Betrag ,
der von der Führung der Raumgrenze und dem räumlichen Verlauf
von LV abhängt . Die Oberfläche des Raumes kann auch so ge¬
staltet sein , dafs die zu x parallele gerade Linie das Integrations¬
gebiet in mehreren getrennten Strecken durchsetzt , so dafs mehrere
Eintritts - und Austrittsstellen auf einander folgen. In solchen Fällen
bedeutet L V nicht die einfache Differenz, welche in letzter Gleichung
steht , sondern eine algebraische Summe, in welcher die Werthe von
L F an allen Eintrittsstellen negativ , an allen Austrittsstellen positiv
einzusetzen sind . Ein wesentlicher Unterschied wird durch diese
Complication indessen nicht in den Sinn der Betrachtung gebracht .
Der zweite Schritt führt also zu der Gleichung

0-+/// r̂
Die Beschränkungen , die für die Functionen L , V und deren
Differentialquotienten zu machen sind , haben sich aber wiederum
vermehrt , denn die partielle Integration liefert in der hier explicite

dx dy dz dy dzLV . (72 b)
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hingestellten Form nur dann einen richtigen Werth , d. h. denselben ,
welchen die linke Seite besitzt , wenn L V im ganzen Integrations¬
gebiet stetig verläuft . Wenn dagegen dieses Produkt im Bereiche
der vorkommenden Werthe von x irgendwo discontinuirlich wird, so
würde in dem Ausdruck L V dieser Sprung enthalten sein, während

Cd
er in I dx —{L 71 fehlt . Die Mathematiker haben sich mit solchen

J dx K J
Problemen , in denen Integrale über springende Functionen partiell
integrirt werden , vielfach beschäftigt , in der Physik kommt man aber
meist vortheilhaft mit dem Umwege aus , dafs die Sprünge als sehr
steile , aber doch stetige Veränderungen angesehen werden . Thut
man dies , so fehlt der Einflufs des Sprunges auch in dem Ausdruck

/ dx-S-—(LV)nicht, denn dieser wird dann an der Sprungstelle deso x
Differentialquotienten so grofs , dafs ein einzelnes Differential der
Summe einen endlichen Werth annimmt und zwar gerade denjenigen ,
welcher sonst die Gleichung stören würde . Kann man mit diesem
Princip der continuirlichen Uebergänge nicht gut auskommen , so
mufs man beide Seiten der Unstetigkeitsflächen mit unter die Baum¬
grenzen des Integrals aufnehmen .

Der dritte Schritt ist die Verwandlung des Doppelintegrals in
ein Oberflächenintegral über die Begrenzung des Integrationsraumes .
Der Integrand L V setzt sich bereits aus allen Oberflächenwerthen
zusammen und zwar für jedes einzelne dydx aus denjenigen , welche
beim Fortschreiten in der «-Richtung von dort aus getroffen werden .
Geeignete Oberflächenelemente an denselben Stellen findet man nun ,
wenn man auf jedem der kleinen Rechtecke dydx als Basis eine
gerade Säule errichtet denkt . Diese dringt , in wachsender «-Rich¬
tung verfolgt , einmal in den Integrationsraum ein , wobei sie ein
Flächenelement ds aus dessen Umgrenzung herausschneidet . Weiter¬
hin tritt sie wieder heraus unter Herausschneidung eines zweiten
Flächenelementes ds . Bei complicirterer Gestalt des Integrations¬
bereiches kann dann ein nochmaliger Eintritt und Austritt folgen
u. s. w., jedesmal unter Zeichnung zweier Oberflächenelemente . Alle
diese ds sind im Allgemeinen schräge Schnitte der dünnen recht¬
eckigen Säule , also von parallelogrammatischer Gestalt . Ihre Gröfse
hängt von der Neigung der Normalen n gegen die «-Richtung ab,
denn es ist

dy dz
" t 'T ’cos [n, «)
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oder umgekehrt
dy dz = ds cos (« x) .

Nun wollen wir vorschreiben , dafs die Normalen überall ins Innere
des Integrationsraumes gerichtet sein sollen, dann wird der Winkel
(nx ) an den Eintrittsstellen der Säule spitz , an den Austrittsstellen
stumpf , sein Cosinus also im ersten Falle positiv , im zweiten negativ .
Unter dydz sowohl wie unter ds verstehen wir aber absolute Be¬
träge , defshalb müssen wir in vorstehender Formel , soweit sie sich
auf Elemente d s an Austrittsstellen bezieht , den negativen Cosinus
durch ein vorgesetztes Minuszeichen positiv machen . Es gilt
demnach :

und ein einzelnes Glied des Doppelintegrales aus (72 b) kann
folgendermaafsen umgeformt werden :

dy dz LV = dydz [LV — LV ) = — ds LV cos nx — ds LY cos n x .

In dem complicirteren Falle , dafs die Säule das Gebiet mehrmals
durchsetzt , erhält man auf der rechten Seite vier , sechs u. s. w. solche
Glieder , wie hier zwei angegeben sind ; die weitere Betrachtung wird
dadurch nicht gestört . Das Wichtige und Wesentliche besteht darin ,
dafs der Unterschied zwischen Eintritts - und Austrittsstellen ver¬
schwunden ist : Alle Glieder haben dasselbe explicite Minuszeichen .
Da nun durch die Gesammtheit aller der gedachten Säulen auch
die gesammte Oberfläche unseres Raumgebietes parzellirt wird,
so folgt :

Oberfläche des Gebietes bedeuten . Da man nun weifs , dafs der
Werth eines solchen Integrals von der Form des Netzes der ds ,
welches zur Aufstellung oder Berechnung gedient hat , unabhängig
ist , so braucht man sich nun unter den ds nicht mehr die Spuren
jener Säulenschnitte zu denken , sondern kann ein beliebiges anderes
Netz auf der Oberfläche annehmen . Bei diesem dritten Schritt sind
keine neuen Beschränkungen der Gültigkeit hinzugekommen . Das
bisherige Resultat lautet nun :

dy dz = ds cos (nx ) = — ds cos (n *)

J ’J ’dy dz LV = —JJ *d sLV cos n x .
cos n x .

Bezeichnung Jj 'is . . . soll Integration über die geschlossene

ds LVcoanx . (72c )
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Nun seien noch zwei ganz analog gebaute Integrale über den¬
selben Raum zu erstrecken , nämlich :

Bedingungen dafür sind Eindeutigkeit der beiden neuen Func¬
tionen M und N und der Differentialquotienten von V. Stetigkeit
nicht erforderlich , beschränktes Wachsthum ins Unendliche zulässig ,
ganz wie oben für <Px. Nun führen wir dieselben drei Schritte der
Transformation aus . Beim ersten Schritt mufs gefordert werden , dafs
dM / dy und dN / dz nicht in schädlicher Weise unendlich werden ,
und dafs V selbst eindeutig ist . Beim zweiten Schritt treten die
Bedingungen hinzu , dafs MV und NV im ganzen Raumgebiet stetig
verlaufen müssen , widrigenfalls die Sprungflächen und zwar beide
Seiten derselben mit unter die Begrenzung des Raumes zu rechnen
sind , oder man sich helfen mufs mit dem Princip der continuirlichen
Uebergänge .

Sind alle diese Bedingungen erfüllt , so kann man zwei Formeln
analog (72c) aufstellen , und dann alle drei addiren . Die Integrale
kann man dabei , da sie sich über dieselben Gebiete erstrecken , in
je eines zusammenfassen . An Stelle der Abkürzungen <l>x, <l>y, (li7
setzen wir die vorgeschriebenen Integrale . Dann erhält man :

= — ds V (L cos [nx ) Mcos [ny ) -{■N cos (w*)) .

Diese Gleichung enthält bereits den GnEEN’schen Satz in sich,
ist aber allgemeiner . Die drei vorgeschriebenen Raumfunctionen L,
M, N kann man deuten als die Componenten in Richtung der Axen
x, y, * von einer in jedem Punkte des Raumes gegebenen gerichteten
Gröfse, und diesen Sinn haben sie wohl auch physikalisch in allen
Fällen , wo diese Gleichung von Nutzen ist ; die Function V dagegen
denken wir uns hier als eine ungerichtete Gröfse, deren Differential¬
quotienten im ersten Raumintegral die negativen Componenten einer
zweiten gerichteten Gröfse angeben , und zwar einer solchen , welche
die Besonderheit hat , sich als Gefälle einer ungerichteten Gröfse

und dxdy dz . (73)

(74)
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darstellen zu lassen . Die Gleichung (74), welche doch auf ein be¬
stimmt orientirtes Axensystem bezogen erscheint , enthält dann lauter
Ausdrücke von absoluter Bedeutung . Die geschweifte Klammer des
ersten Integrals giebt nach Hermann Grassmann ’s Bezeichnung das
innere Product der beiden Yectoren und zwar mit negativem Vor¬
zeichen , da wir als Componenten des zweiten Vectors die negativen
Differentialquotienten von V einführen . Dieses innere Product ist
eine ungerichtete Gröfse , deren Werth nicht von der Orientirung
des Axensystems ahhängt . Sein Werth ist gleich dem Product der
beiden Vectorlängen und dem Cosinus des von ihnen gebildeten
Winkels . Im zweiten Integral bedeutet die eckige Klammer die
sogenannte Divergenz des ersten Vectors , eine ebenfalls ungerichtete
Gröfse . Die runde Klammer im Oberflächenintegral endlich bedeutet
die in Richtung der inneren Normale fallende Componente des ersten
Vectors , ist also ebenfalls unabhängig vom gewählten Axensystem .

Um nun auf den GitEEN’schen Satz zu kommen, nehmen wir
für den ersten Vector ebenfalls einen solchen , welcher als Ge¬
fälle einer ungerichteten Raumfunction U dargestellt werden kann,
setzen also :

dU „ 6U ^ dU \
dx ’ ’ W ( )

Die für L, M, N zum Bestände der Gleichung (74) nöthigen Be¬
dingungen müssen wir nun verwenden , um die Bedingungen für die
neu eingeführte Function U zu finden . Die zweiten Differential -

dL
quotienten von U, das sind die etc., müssen integrabel sein,

dürfen also nicht in schädlicher Weise unendlich werden , wie das
z. B. eintritt , wenn U das Potential einer punktförmigen Ladung ist .
Die ersten Differentialquotienten von U, das sind die L, etc . selbst ,
müssen stetig sein. Eindeutig müssen alle Differentialquotienten
sein. Dagegen U selbst , welches in der Gleichung gar nicht vor¬
kommt , könnte vieldeutig sein , wie die elektromagnetischen Poten¬
tiale in mehrfach zusammenhängenden Räumen . Dafs mehrfach
zusammenhängende Räume als Integrationsbezirk bei unserem Satz
verwendet werden dürfen , begegnet keinen Bedenken sofern in ihnen
die nöthigen Eindeutigkeitsbedingungen erfüllt sind , das mehrfache
Ein - und Austreten der Säulen haben wir oben besonders berücksichtigt .

Bei der Einsetzung der Vorschriften (74 a) in die Gleichung (74)
geht die geschweifte Klammer im ersten Integral über in

(dU dV dU dV dU dV \
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Die eckige Klammer des zweiten Integrals wird :

—— AU ,
di U d2U d2U

+ a. « +
dx 2 dy 2 du

bildet also die LAi’LACE’sclie Operation an U, deren Bedeutsamkeit
bei Potentialfunctionen wir schon kennen . Die runde Klammer im
Oberflächenintegral endlich mufs , da sie die Yectorcomponente in
Richtung der inneren Normalen angiebt , übergehen in

dU \
- f— )\ dn >

Dies kann man leicht direct verificiren . Geht man nämlich in Rich¬

tung der Normalen von der Oberfläche in’s Innere um den Weg dn,
so verändern sich dabei die Coordinaten um dx, dy, dx , und es ist

, v dx . , dy dz
cos [n x) = - — , cos (n y) - -7—, cos [n z) = - —^ 1 dn ’ K dn ’ y 1 dn

Setzt man dies in die runde Klammer von (74) ein , und berück¬
sichtigt auch (74 a), so erhält man

dUdx öü dy dU dz [ dU
dx dn dy dn dx dn \ dn J

Nun brauchen wir nur ein gemeinsames Minuszeichen in allen drei
Integralen fortzulassen , und das zweite Raumintegral mit entgegen¬
gesetztem Zeichen nach rechts zu werfen , dann finden wir die
Schlufsformel :

rrrtdU dv du dv du d Fl , , ,
JJJläx dx + 'dy dy + 'dz dz ) dxd y dx

= dsV -^ - ff \ VA Udxdydz .

(75)

Dieses ist der von Geokge Geben in seinem Essay vom Jahre
1828 aufgestellte Satz .

Wir sahen im Verlauf der Ableitung , dafs die beiden Func¬
tionen U und V verschiedenen Bedingungen genügen müssen , die
sich nur zum Theil decken , nämlich soweit sie die ersten Differential¬
quotienten betreffen . Dem entsprechend kommen auch auf der
rechten Seite der Gleichung heide Functionen in unsymmetrischer
Weise vor. Die linke Seite dagegen ist vollkommen symmetrisch ,
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sie ändert sich nicht bei einer Vertauschung von U und V. Man
kann daher mit gleichem Recht auch bilden :

rrr \ eu dv du dv du ÖF1 , , ,
JJJldz dx + Öy ~d^ + ~d^ ~d ^ ) y

UA Vdx dy dx ,

(75a)

wenn nur U aufser den vorher nöthigen Bedingungen auch noch
denen genügt , welche vorher von V gefordert wurden , und V ebenso
noch den vorigen von TJ. Damit also die G-leichungen (75) und (75 a)
neben einander beide gültig sind , müssen U und V nebst ihren
ersten Differentialquotienten im ganzen Integrationsraume eindeutig ,
endlich und stetig sein, während deren zweite Differentialquotienten
namentlich das A beider Functionen integrabel und eindeutig aber
nicht nothwendig stetig sein mufs. Trifft dies alles zu oder hat
man Punkte und Flächen , in denen das nicht der Fall ist , aus dem
Raume herausgeschnitten durch Oberflächen , welche dann mit zur
Begrenzung gehören , so kann man in den beiden Gleichungen die
identische linke Seite als tertium comparationis ausschalten und
findet durch Gleichsetzung der beiden rechten Seiten :

(75 b)
UA Vdxdydx

=ff d*̂ -§!r+fff Udxdyd%’
wofür man auch in anderer Anordnung schreiben kann :

jjds ^U ^ - V ^ = - jjjdxdydx {UAV - VAü ). (75c)

§ 22. Anwendungen des Green ’schen Satzes auf
die Potentialtheorie .

Die Nutzbarkeit des GßEEx’schen Satzes in der Theorie der
Kraftfelder hat ihren Grund darin , dafs man für die beiden Func¬
tionen U und V Potentialfunctionen einsetzen kann und dadurch
Beziehungen zwischen Raum - und Oberflächenintegralen erhält , deren
Integranden aus lauter physikalisch wichtigen Gröfsen bestehen .



90 ERSTER THEIL .

So bedeuten die ersten Differentialquotienten , sowohl die nach x, y, %,
welche in der linken Seite von (75) und (75a) Vorkommen, wie auch
diejenigen rechts nach der inneren Normale n der Oberfläche die
gleichgerichteten Kraftcomponenten , und bei Kräften , welche nach
dem CoxTLOMn’schen Gesetze wirken , weifs man auch die Bedeutung
der in den Restintegralen vorkommenden A U und A V aus den
Differentialgleichungen von Laplace und Poisson .

Die einfachste Gestalt nimmt dann der Satz an , wenn der
Integrationsraum leer von den Ladungen ist , welchen die beiden
Potentialfunctionen entspringen , wenn diese also aufserhalb liegen .
Dann sind die A beider Functionen ohne Ausnahmestellen gleich
Null , die Restintegrale fallen weg und die Gleichung (75b ) geht
über in eine Beziehung zwischen zwei Oberflächenintegralen

Dabei sind U und V Potentiale von zwei verschiedenen , einzeln
vorhanden gedachten Yertheilungen aufserhalb der geschlossenen
Oberfläche . Die Formel (76) kann wegen dieser Beschränkung
immer nur in beschränkten Raumgebieten gültig sein , da doch die
Potentialfunctionen von irgendwo liegenden Ladungen herrühren
müssen . Dagegen ist es möglich, dafs diese Ladungen alle in end¬
lichen Abständen von einander zusammenstehen , und zwar sowohl
das System , welches U erzeugt , wie das andere , welches V erzeugt .
Umschliefst man dieses Raumgebiet durch eine Oberfläche , so ist
der ganze äufsere Raum leer und die Gleichung (76) ist defshalb
für ihn gültig . Da wir indessen den GnEEN’schen Satz nur für ein
umschlossenes Integrationsgebiet abgeleitet haben , so dürfen wir
ihn nicht ohne Weiteres auf den grenzenlosen unendlichen Aufsen-
raum übertragen , sondern wir müssen eine äufsere Umhüllung hin¬
zudenken , und untersuchen , was aus den Ausdrücken wird , wenn
wir diese Umhüllung weiter und weiter hinausschieben bis in un¬
endliche Entfernung . Als geeignetste Begrenzungsform wählt man
eine Kugelfläche von sehr grofsem Radius R, deren Mittelpunkt in
der Nähe der vorhandenen elektrischen Ladungen liegt . Man
weifs nun , dafs in allen Regionen , welche sehr weit weg von
dem geladenen Gebiete liegen , deren Abstand r vom Mittel¬
punkt also sehr grofs ist im Vergleich zu den endlichen Ab¬
ständen der elektrischen Ladungen , dafs dort die Potential¬
functionen gegen Null streben proportional dem reciproken Werthe

(76)
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des Abstandes , dafs man also in hinreichend grofsen Entfernungen
setzen darf :

ü = — , Y = — • (77)r r

Die Constanten A und B bezeichnen die algebraischen Summen
der beiden Ladungssysteme . (Sollten diese oder eine von ihnen
etwa gleich Null sein , so verschwinden die Ausdrücke proportional
höheren Potenzen von 1jr , dann gilt das Folgende a fortiori .)

Die ins Innere gerichteten Normalen zeigen an der grofsen
Kugelfläche entgegengesetzt dem wachsenden Radius , daher ist an
diesem Theil der Begrenzung

dü dü A dV dV B N
= rr - (77a )dn dr r 2 ’ dn dr r 2

Die beiden in Gleichung (76), überhaupt im GnEEN’schen Satz
vorkommenden Oberflächenintegrale , nehmen also für Potential¬
functionen U und F, welche im Unendlichen reciprok r schwinden ,
erstreckt über eine sehr grofse Kugel den Werth an :

AB

Für r s ist der dem Kugelradius entsprechende Werth R 3 zu setzen,
und die Flächenelemente ds können aus einer auf der Einheits¬
kugel gedachten Eintheilung in Elemente der gewonnen werden in
der Form

ds = R 2da .

Das Flächenintegral wird also :

AB A AB= 4 JTR 3 R

oder wenn man R = co werden läfst
= 0 .

Damit ist bewiesen , dafs die Oberflächenintegrale in der Glei¬
chung (76) über die unendliche Begrenzung des Raumes verschwinden ,
aber — wohl zu beachten — nur wenn beide Functionen im Unend¬
lichen der Bedingungen (77) folgen. Dafs sie im ganzen Integrations¬
raume bis in unendliche Ferne der LAPLAOE’schen Differential¬
gleichung genügen , reicht wohl für das Verschwinden der Raum -
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integrale im GrBEEN’schen Satz aus , aber noch nicht für das
Verschwinden dieses Oberflächenintegrales . Es gieht nämlich Func¬
tionen , welche der LAPLACE’schen Gleichung überall genügen , aber
nicht als Potentiale von endlichen Vertheilungen gedeutet werden
können , und defshalb auch die Bedingung (77) nicht erfüllen . Dahin
gehört z. B. der Ansatz , dafs ein Potential im ganzen Baume gleich
einer von Null verschiedenen Constante sein soll , oder gleich einer
linearen Function der cartesischen Baumcoordinaten . Solche Func¬
tionen kann man bei den Anwendungen des GiiEEN’schen Satzes mit
Nutzen verwenden , aber als Potential endlicher elektrischer Ver¬
theilungen können sie immer nur in beschränkten Bezirken des
Baumes , niemals aber im Unendlichen gedeutet werden .

Wir werden jetzt sogleich eine solche Anwendung des Gbeen ’-
schen Satzes machen , indem wir vorschreiben , die Function U solle
im ganzen Baume den constanten Werth U = 1 besitzen , während
V = cp das Potential einer elektrischen Vertheilung sei. Die Glei¬
chung (75) wird dann 0 = 0, weil alle Differentialquotienten von U
gleich Null sind, aber (75 a, b, c) geben

Diese wichtige Gleichung , welche wir hier als einen besonders
einfachen Sonderfall des GiiEEN’schen Satzes gefunden haben , läfst
sich auch , ohne die Kenntnifs der allgemeinen GREEN’schen Glei¬
chung, direkt ableiten durch partielle Integration des Baumintegrals
über A cp, wobei im Verlauf der Umformung ganz dieselben Hülfs -
mittel benutzt werden , welche wir bei der Ableitung des Gbeen ’-
schen Satzes anwendeten . Diese Formel ist auch von Gauss ab¬
geleitet worden und unter dem Namen des GAuss’schen Satzes be¬
kannt . Wir wollen aus ihr nun Folgerungen ableiten . Wenn im
ganzen Integrationsraume cp und dessen erste Differentialquotienten
endlich und stetig sind , so ist das Oberflächenintegral links nur
über die äufsere Begrenzung des abgeschlossenen Baumes zu er¬
strecken . Dies wollen wir zuerst als erfüllt ansehen . Dann können
elektrische Ladungen im Inneren nur in endlicher räumlicher Dichtig¬
keit 8 vorhanden sein (denn Flächenbelegungen würden die ersten
Differentialquotienten von cp unstetig machen , geladene Linien und
Punkte würden cp unendlich machen ). Die Poisson ’sche Differential¬
gleichung giebt Acp= —4jrs ; dies eingesetzt , liefert :

(78)

(78 a)
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Das Raumintegral stellt die Gesammtmenge der von der Oberfläche
umschlossenen elektrischen Ladung dar .

gewisse Flächen gegeben denken , an denen die Differentialquotienten
von cp springen , die also mit Elektricität von endlicher Flächen¬
dichte e belegt sein müssen . Diese Flächen stören die Gültigkeits¬
bedingungen unseres Satzes und müssen herausgeschnitten werden
dadurch , dafs man ihre beiden Fronten mit unter die Grenzen des
Integrationsbereichs aufnimmt . Der Raum , über welchen rechts
integrirt wird , erfährt dadurch keinen Abbruch , aber zur linken
Seite kommt ein neuer Betrag hinzu : Das Oberflächenintegral von
dcp/ dn . über beide Seiten der Unstetigkeitsflächen . Zertheilen wir
diese Flächen in Elemente , die wir mit dsu bezeichnen im Gegen¬
satz zu den ds der äufseren Umhüllung des Raumes , so können
wir je zwei correspondirende Differentiale zusammenfassen . Die
Richtungen der in’s Innere des Raumes weisenden Normalen sind
auf ihnen entgegengesetzt ; unterscheiden wir sie als Wj und n2, so
kann man den hinzukommenden Betrag als einfaches Flächenintegral
darstellen

Die Unstetigkeitsflächen brauchen nicht geschlossen zu sein,
können vielmehr in einem offenen Rand enden oder durch die äufsere
Begrenzung hindurchtreten in das hier nicht betrachtete Gebiet .
Die etwa zur Zudeckung dieser Ränder nöthig gedachten unpaarigen
Flächen elemente üben , wie leicht ersichtlich , keinen Einflufs auf die
Rechnung . Die in diesem neuen Integral vorkommende Klammer
mifst nur nach Gleichung (56 a) S. 60 für jedes dsu den dort herr¬
schenden Betrag von —ine , der Beitrag zur linken Seite von (78a)
ist daher

Lassen wir nun dem in Gleichung (78 a) links stehenden Integral
seine frühere Bedeutung , dafs es nur über die äufsere Umhüllung ,
nicht aber auch über den Schutzmantel der inneren schädlichen
Flächen erstreckt wird , so müssen wir den vorstehenden Betrag
links zufügen, oder mit entgegengesetztem Vorzeichen rechts zufügen .
Defshalb geht (78 a) über in

Jetzt wollen wir außer den räumlichen Ladungen e im Innern

u

S' dxdy dz + Itt (78c)
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Der neu hinzugetretene Betrag der rechten Seite mifst bis auf den
Factor 4 71 die Gresammtmenge der in Flächenladungen vorhandenen
Elektricitäten , welche von der Oberfläche umgrenzt werden , üher
welche die linke Seite integrirt ist .

Schliefslich wollen wir auch noch ein System von punktförmigen
Ladungen in den Integrationsraum hineinsetzen . Das Potential

n e
dieser allein ist , wie früher ausgeführt , gleich bezeichnen

a = l r a

wir also jetzt den übrigen Theil des Potentials , welcher von den
Raumdichtigkeiten s und den Flächendichtigkeiten e herrührt , und
für welchen (78c) gilt , mit e// , so ist das gesammte Potential zu setzen :

<P = <P' + 2 r̂ -
a = l “

Wollen wir auf dieses die Gleichung (78) anwenden , so müssen wir
aufser den Flächen , in denen die Differentialquotienten von cp
springen , auch noch alle die Punkte herausschneiden , in denen cp
unendlich wird. Wir legen um jede Punktladung ea eine kleine
Kugel vom Radius q, und müssen das Oberflächenintegral links
nun auch über diese Kugelflächen erstrecken ; die in’s Innere des
Integrationsraumes gerichtete Normale zeigt aus den Kugeln heraus ,
liegt also in der Richtung des wachsenden Radius ra. Nun sieht
man ohne Weiteres , dafs die Beiträge aller Summanden von cp,
welche an der Stelle einer kleinen Kugel endlich bleiben , mit ver¬
schwindendem Radius q ebenfalls verschwinden . Das trifft in jedem
Falle bei cp' zu, selbst , wenn ein Kugelcentrum auf einer Unstetig¬
keitsfläche liegt ; ferner trifft es zu bei allen bis auf einen der
Summanden a. Das Raumintegral wird bei verschwindendem o
nicht verändert , da die herausgeschnittenen Kugelräume ver¬
schwindend werden . Will man also den Beitrag finden , den die
Oberfläche einer bestimmten der Kugeln a = p liefert , so braucht

c«
man statt des ganzen cp nur das Glied — zu berücksichtigen .

r v
Es ist

d / CpN_ _ iy
dnAr ^) dr v Vr̂ / rp2 p2

An der Kugeloberfläche ist ja überall rp— q. Die Flächen¬
elemente ds drücken wir durch diejenigen da der Einheitskugel aus
ds — p2da . Dann ist IId’ 4̂
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der Beitrag behält also bei verschwindendem q einen festen Werth ,
und ebenso die Beiträge der anderen Kugeln . Im Ganzen kommt
also durch das Hinzutreten der Punktladungen zu dem Integral
über die äufsere Begrenzung , welches in Gleichung (78 c) links steht ,
hinzu die Summe

- 4 Ti2 e«
a = l

oder wenn wir diese mit umgekehrtem Vorzeichen nach rechts
werfen, geht die Gleichung (78 c) über in die folgende

•dxdydz 4 jr ffds u‘e + 4 7t2 ^ 0- (78d )

In allen Fällen also bestätigt sich das Gesetz , dafs das ge¬

schlossene Oberflächenintegral von gleich ist 4 n mal der Ge-

sammtmenge der von der Oberfläche umschlossenen Elektricität ,
gleichgültig , ob diese in räumlicher Vertheilung oder als Flächen¬
belegung oder endlich als Punktladung vorhanden ist . Auch die
Configuration der Ladungen ist gleichgültig , es wird unterschiedslos
die Menge summirt , welche im Innern enthalten ist . Elektrische
Ladungen aufserhalb des eingeschlossenen Raumes haben offenbar
keinen Einflufs auf den Werth , obwohl doch der allgemeine Verlauf

von (fi und damit auch von durch solche mitbestimmt wird .r Öw.

Eine von der Existenz der Potentialfunction unabhängige Ab¬
leitung und Gestalt des in Gleichung (78) gegebenen GAüss’schen
Satzes gewinnt man bereits direkt aus Gleichung (74), indem man
dort V= \ setzt und L, M, N mit den Componenten des elektrischen
Feldes identificirt . Man findet dann :

dX dY ÖZ
dx dy dz dxdydz , (78 e)

aus welcher sich , analog den zu Gleichung (78 d) führenden Be¬
trachtungen mit Hülfe der Ausdrücke (09 c und d am Schlufs des
§ 20) ergiebt :

- 4*/ / / e ■dx dy dz + e + 4 7r2 ie« . (78f )
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§ 23. Folgerungen für das Potential in leeren Räumen .

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt , dafs in ladungfreien
Gebieten eines elektrischen Feldes für jede geschlossene Oberfläche
das Integral über dcp/ dn . verschwinden mufs :

Die hinreichende Bedingung für diese Eigenschaft des Potentials ist also
die ausnahmelose Gültigkeit der LAPLACE’schen Differentialgleichung
in dem umschlossenen Raume . Nun läfst sich zeigen , dafs auch
umgekehrt aus unserem Integralsatz (79) die LAPLACE’sche Differential¬
gleichung als nothwendige Folgerung heraustritt . Wir brauchen als
Raumgebiet nur ein Volumelement mit den Kanten dx, dy, dz zu
wählen . Die Oberfläche besteht dann aus sechs rechteckigen Ele¬
menten . Zwei davon stehen senkrecht auf der cc-Richtung und haben

die Fläche ds = dy dz . Auf der einen ist auf der
on i ox

gegenüberliegenden ist erstens das entgegengesetzte Vorzeichen dafür
zu nehmen , zweitens aber kommt auch noch die differentiale
Aenderung des Werthes hinzu , welche durch den Abstand dx von
der vorigen Fläche bedingt wird. Dieser Zuwachs ist

Beide Flächenelemente zusammen liefern zum Integral den Beitrag

Analog liefern die beiden Flächen senkrecht auf y den Beitrag

(79)

dx dx 2

Im Ganzen ist an der Gegenfläche zu setzen :

= — dzdx r̂-—dy
dy 2

und die beiden letzten senkrecht auf z den Beitrag :

= — dz dx
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Die ganze sechsgliedrige Summe , welche zufolge unserem Satze ver¬
schwinden mufs, wird also

das fordert aher Acp = 0 .
Der Satz (79) und die LAPLACE’sche Differentialgleichung zeigen

sich als zwei nur dem Ausdruck nach verschiedene Darstellungen
derselben Eigenschaft der Potentialfunction <p . Während aber /Irp
ursprünglich auf ein cartesisches Coordinatensystem bezogen erscheint ,
ist das Flächenintegral von jeder solchen Beschränkung frei . Dies
ist von Wichtigkeit , weil man dadurch in den Stand gesetzt ist , die
LAPLACE’sche Gleichung direct in anderen Coordinatensystemen auf¬
zusuchen , während die Transformation der zweiten Differential¬
quotienten mitunter weniger einfach auszuführen ist . Man braucht
nur ein parallel epipedisches Volumelement zu nehmen , dessen
Kanten den Differentialen der einzelnen Coordinaten entsprechen ,
und auf dessen Oberfläche den Satz (79) anzuwenden .

Eine directe Folgerung unseres Satzes ist diese : Eine Function ,
welche der LAPLACE’schen Differentialgleichung genügt , kann in deren
Gültigkeitsbereich weder Maximum noch Minimum haben . Würde
nämlich an einer Stelle ein Maximum von cp bestehen , so müfste
von dort aus cp nach allen Richtungen des Raumes hin abfallen .
Umgiebt man den Gipfelpunkt mit einer kleinen geschlossenen Fläche ,
so müfste an dieser überall dcp/ d ^ > 0 sein. Das Integral würde
aus lauter positiven Summanden bestehen , könnte daher nicht den
Werth Null besitzen . Ebenso ist die Möglichkeit eines Minimums
ad absurdum zu führen . Das Vorkommen eines Sattelwerthes wird
indessen nicht ausgeschlossen . Solche Stellen können sich auch
thatsächlich im leeren Felde ausbilden ; z. B. besitzt das von zwei
gleichen Punktladungen erzeugte Feld im Mittelpunkt der Verbin¬
dungslinie einen Sattelwerth des Potentials .

Der GAuss’sche Satz ermöglicht es uns nun , den inneren Zu¬
sammenhang der unabhängig von einander bewiesenen Gleichungen
(69 c) und (69 d) aufzudecken . Flächenladung ist der Grenzfall sehr
dichter Raumladung , durch einen Grenzprocefs mufs also die zweite
aus der ersten hervorgehen .

Wir können auf Gleichung (78 e) eine neue Definition der
d X d Y dZ , . , • xr ,

Divergenz p p — gründen , wenn man sie aut ein Volum-ox oy o %
element dxdydx bezieht . Man findet

H . v . Heslmholtz , Theoret , Physik . Bd . IV . 7
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öx (Tr d_Z
dx dy dz

ff‘iS®,
(79 a)

dx dy dz

das Flächenintegral mufs über die ganze Oberfläche von dxdydz
erstreckt werden . Nun wählen wir das Coordinatensystem so, dafs
an der zu untersuchenden Stelle einer Unstetigkeitsfläche die
«-Richtung senkrecht zu dieser wird, und das Volumelement dxdydz
so, dafs es von ihr halbirt wird . Ist es mit der Raumdichte s
geladen , so ist

Nun lassen wir dx immer kleiner werden . Es reducirt sich dann

wird . Läfst man gleichzeitig s so wachsen , dafs «dx dem Grenz¬
werth e zustrebt , so folgt die Gleichung

welche , abgesehen von der speciellen Lage des Coordinatensystems ,
mit (69 d) identisch ist .

Man kann denselben Gedanken auch so formuliren . An einer
Unstetigkeitsfläche wird die Divergenz

unendlich grofs. Da dies stören würde , zieht man vor, in (79a) nicht
durch das Volumelement , sondern nur durch das Flächenelement
dydz zu dividiren . Der Ausdruck

stellt dann freilich nicht mehr die räumliche , sondern die sog.
Flächendivergenz dar . Bei anderer Lage des Coordinatensystems
nimmt diese den Werth (£%+ an. Der Inhalt der Gleichungen
(69c) und (69d ) läfst sich also in die Aussage zusammenfassen : Die

dx dy dz dxdydz

ds® n auf den Ausdruck

sodafs
dydz (Xj —X2),

Xj —X2 = An sdx

Xj - X2 = 4 jt e

= X1- X2dy dz
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Divergenz der elektrischen Feldstärke ist das 4 ^ - fache der Dichte —
wobei räumliche Divergenz und Kaumdichte , Flächendivergenz und
Flächendichte zusammengehören .

§ 24. Kraftröhren und Kraftfäden .

Wir fahren fort in der Betrachtung der für ladungfreie Räume
gültigen Formel (79). Unter allen den mannigfaltigen Raumgebilden ,
über deren Begrenzungen man dieses Integral mit Nutzen zu er¬
strecken pflegt , spielen die sogenannten Kraftröhren eine wichtige
Rolle für die Anschauung der Felder . Die Kraftlinien haben wir
bereits früher in § 20 kennen gelernt und auch allgemeine Regeln
über ihren Verlauf in Potentialfeldem gefunden , Regeln , welche sich
hier sinngemäfs übertragen lassen werden . Zunächst bilden wir uns
den Begriff dieser Gebilde . Wir denken uns im leeren Raume ein
abgegrenztes Flächenstück (etwa auf einer Aequipotentialfläche , doch
ist das nicht nothwendig ) und richten unsere Aufmerksamkeit auf
die durch sämmtliche Punkte der Randcurve laufenden Kraftlinien .
Das Continuum aller dieser Linien umhüllt wegen ihres charakte¬
ristischen Verlaufs ein röhrenförmiges Raumgebilde , welches wir eine
Kraftröhre nennen . Im Inneren des dadurch geformten Kanals ver¬
läuft ein Strang von Kraftlinien ; diese können weder durch die
Wandung austreten noch eintreten , denn Kraftlinien schneiden sich
nicht ; sie verlaufen um so ähnlicher , je näher sie benachbart liegen .
Sie können in elektrostatischen Feldern auch nicht spiralig gedrillt
verlaufen , wie etwa die Fasern im Garn , denn sie sind die ortho¬
gonalen Trajectorien einer Niveauflächenschaar . Ringförmig ge¬
schlossene Kraftröhren können nur in den mehrfach zusammen¬
hängenden elektromagnetischen Potentialfeldern Vorkommen. Hierfür
wie für die Erscheinungen bei Doppelschichten gelten dieselben Be¬
trachtungen , wie für die erzeugenden Kraftlinien .

Nun schneiden wir durch zwei beliebige Endflächen ein Stück
einer solchen Kraftröhre heraus und wenden auf dessen Oberfläche
unseren Satz an .

Die zur Röhrenwandung gehörigen Flächenelemente hefern keinen
Beitrag zu dem Integrale , weil auf jedem einzelnen d <p / dn ; = 0 ist .
Nämlich dy / dn mifst die in Richtung der Normale fallende Com-
ponente der elektrischen Kraft ; da aber die Kraftresultante dort
tangential verläuft , so ist die darauf senkrechte Componente = 0.
Es bleiben nur die Beiträge der beiden Endflächen übrig und der
Satz nimmt die Form an :

7*
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(80 )
l 2

Die Indices 1 und 2 sollen bedeuten , dals sich die beiden Theil -
integrale nur über die mit 1 und 2 numerirten offenen Schnitt¬
flächen der Röhre erstrecken sollen . Wechseln wir nun an einer
der beiden Flächen die Richtung der Normalen , so dafs diese nun
aus dem Röhrenabschnitt hinauszeigt , so kehrt sich das Vorzeichen
des zugehörigen Integrales um. Dieser Normalenwechsel hat den
Zweck auf beiden Schnittflächen die gleiche Beziehung zwischen
Kraft und Normale herzustellen . Wir wollen jetzt diejenige Normalen -
richtung auf beiden Schnittflächen annehmen , welche einen spitzen
Winkel mit der Kraftrichtung bildet . (Stellenweise Ausnahme nur ,
wenn die Schnittfläche Falten aufweist .) Diese Richtung bezeichnen
wir jetzt mit n ohne Index . Die Gleichung (80) geht dann üher in

Da die Flächen 1 und 2 ganz beliebig geführt sind, so folgt hieraus ,
dafs für jede Schnittfläche , wo und wie man sie auch durch die¬
selbe Kraftröhre legt , das vorstehende Integral den gleichen Werth
besitzt :

also £ desgleichen . Wir nennen diese Constante die „ Stärke der
Kraftröhre“ . Man kann sie auch ohne Einführung der Potential¬
function qp ausdrücken , indem man die resultirende Kraft @ benutzt
und setzt :

Dieser Ausdruck ist insofern umfassender , als die Voraus¬
setzungen aus denen er abgeleitet wurde , weil in ihm © nicht noth -
wendig Gefälle einer Potentialfunction sein mufs. Doch mufs dann
an Stelle der LAPLACE’schen Differentialgleichung eine andere Aus-

1 2

(80 b)

Nach unserer Festsetzung über die Normale positiv ,

Dann ist

(80 c)



KRAFTRÖHREN UND KRAFTFÄDEN . 101

drucksform dafür eintreten , dafs der Raum frei von Ladung ist :
Die allgemeinste Bedingung dafür ist nach § 20 die Gleichung

Den einfachsten Ausdruck nehmen die vorstehenden Gleichungen
für S an, wenn man die Querschnitte überall normal auf den Kraft¬
linien wählt , d. h. als Ausschnitte von Aequipotentialflächen . Dann

wird direct - ^ = die Flächenelemente in diesen Querschnittenon
seien dq, wir erhalten dann

Man kann eine Kraftröhre immer zerlegen in ein Bündel
dünnerer Kraftröhren , deren Stärken sich summiren zur Stärke der
ganzen Röhre . So gelangt man zur Vorstellung von Kraftröhren ,
welche so dünn sind, dafs erstens deren normale Querschnitte q als
eben gelten dürfen , und dafs zweitens die Intensität © der Kraft
über den ganzen Querschnitt als gleich grofs angenommen werden
kann . Solche Elementar -Röhren wollen wir Kraftfäden nennen .
Die beiden Bedingungen , die wir an sie stellen , werden gemeinhin
vom gleichen Grad der Dünnigkeit an zugleich erfüllt , doch giebt
es besondere Fälle , in denen die eine Bedingung viel weitere Grenzen
zuläfst als die andere . Bilden z. B. die Niveauflächen concentrische
Kugelschalen , so ist © über beliebig grofse, gekrümmte Theile jeder
Kugelfläche constant . Sind andererseits die Kraftlinien so stark ge¬
krümmt , dafs die Krümmungskreise von gleicher Gröfsenordnung
werden mit Röhren -Querschnitten , welche bereits als eben gelten
dürfen , so hat die Kraft an verschiedenen Stellen noch merklich
verschiedene Werthe . Bei parallelen und ebenen Niveauflächen
endlich sind beide Bedingungen in unbeschränkter Ausdehnung
erfüllt , an solchen Stellen können Kraftfäden beliebig dick werden .
Im Allgemeinen werden wir aber annehmen müssen , dafs die Quer¬
schnitte q kleine Flächen sind. Die Stärke eines Kraftfadens wird
defshalb trotz der endlichen Kraft einen kleinen Werth haben , den
wir mit § S bezeichnen wollen. Die Gleichung (80 d) geht für einen
Kraftfaden in die einfachere über :

In einem Kr aftfaden ist das Product aus Kraft und Querschnitt
constant , oder die Kraft an verschiedenen Stellen des Fadens ist
dem Querschnitt umgekehrt proportional .

(80 d)

? •© = ÖS . (81)
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Man kann sich den ganzen leeren Raum eines elektrischen
Feldes zerlegt denken in Kraftfäden von der gleichen Stärke SS
und gewinnt dadurch eine sehr anschauliche Darstellung der Ver-
theilung der Kraft . Die Richtung ist überall aus dem Lauf der
Fäden direct erkennbar und die Intensität ist nun nicht nur längs
eines und desselben Fadens , sondern überall reciprok dem an der¬
selben Stelle befindlichen Querschnitt q. Kennt man das absolute
Maafs der gewählten Stärke SS , so kann man aus der Gröfse des
Querschnittes die Kraftintensität im absoluten Maafse finden nach
der Formel

s o
@ = — • (81a )

Wir hatten früher ein anderes Anschauungsmittel gefunden ,
welches dieselben Dienste leistete . Wir legten durch das Feld eine
Schaar von Aequipotentialflächen , bei denen der Werth von tp zwischen
allen Nachbarflächen die gleiche Differenz Scp zeigte . Dann gab
der Normalabstand h zweier Nachbarflächen die Richtung der Kraft ,
und die Länge h war im ganzen Felde reciprok der Kraft nach der
Gleichung :

© = ^ . (81b )

Bei dieser Vorstellung erhielt der Feldraum gewissermaafsen eine
blättrige Structur , während die neugefundene Vorstellung der Kraft¬
fäden ihn von faseriger Structur erscheinen läfst . Beide Structuren
stehen senkrecht auf einander .

Stellen wir uns einmal beide Anschauungen zugleich vor , so
wird der Raum in lauter kleine prismatische Zellen zerschnitten ,
deren Volumina gleich q -h sind und an Gröfse je nach q und h von
Ort zu Ort wechseln . Aus Gleichungen (81a ) und (81h ) folgt durch
Multiplication

(sic )q - h

Hierin liegt wegen des festen Zählers der rechten Seite der Satz ,
dafs das Quadrat der elektrischen Kraft überall reciprok dem Vo¬
lumen der prismatischen Zellen ist . Dieser Satz ist insofern be¬
deutungsvoll , als die elektrische Energie , welche nach der Maxwell -
schen Theorie im Felde ihren Sitz hat , in ihrer räumlichen Dichtig¬
keit dem Quadrate der elektrischen Kraft proportional ist (mit dem
Factor 1/ 8 jt), dafs also die gedachten Zellen Raumelemente von
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gleichem Inhalt an elektrischer Energie liefern . Der absolute Be¬
trag dieses Energieinhalts ist :

SE = — ~ ^- (81 d)8 n

und den Energieinhalt gröfserer Räume würde man durch Abzählen
der ihn füllenden Zellen finden.

Die beiden Anschauungsmittel : Niveauschalen und Kraftfäden
finden also im leeren Potentialfelde ein gemeinschaftliches Ver¬
wendungsgebiet und leisten dort gleich gute Dienste . Indessen
reichen beide nach verschiedenen Seiten über dieses gemeinsame
G-ehiet hinaus . Die Vorstellung von den Kraftfäden von constanter
Stärke erfordert nicht die Existenz eines Potentials , und kann defs-
halh auch in Wirbelfeldern verwendet werden , sofern diese nur frei
von Ladungen sind . Die Niveauschalen von constanter Potential¬
differenz andererseits erfordern nicht einen ladungsfreien Raum , man
kann sie , wie wir schon früher betrachteten , auch durch geladene
Gebiete verfolgen , wenn nur ein Potential existirt . Man kann zwar
Kraftlinien sehr wohl in beladenes Gebiet hinein verfolgen , ja bei
ausschliefslich räumlichen Dichtigkeiten bleiben sie sogar durch das
ganze geladene Gebiet hindurch stetig . Man kann defshalb dort
auch Kraftfäden und Kraftröhren nach derselben Vorschrift bilden ;
aber das Product ist dann nicht constant , weil das geschlossene
Oberflächenintegral der Normalcomponente der Kraft dort nicht
gleich Null ist . Läuft eine Kraftröhre durch positiv geladenes Ge¬
biet , so nimmt ihre Stärke dabei zu und zwar zwischen zwei Schnitt¬
flächen um so viel , als die zwischen ihnen eingeschlossene Ladung
nach Multiplication mit 4 ti beträgt . Durchläuft die Kraftröhre
negativ geladenes Gebiet , so nimmt ihre Stärke um entsprechende
Beträge ab . Diese Abnahme kann so weit gehen , dafs die Stärke
unter Null zu negativen Werthen sinkt , d. h. dafs die Kraft in der
Röhre ihre Richtung umkehrt , so dafs man nicht eigentlich von
einem Fortlaufen der Röhre sprechen kann . Durchsetzt eine Röhre
eine positiv geladene Fläche , so tritt der Zuwachs ihrer Stärke
sprungweise ein und beträgt An mal die in die Röhre hineinfallende
Flächenbelegung . Um einen geladenen Punkt herum drängen sich
Kraftröhren bis zu verschwindendem Querschnitt zusammen , die
Intensität der Kraft wird dafür unendlich . Indessen ist , wie schon
öfters erwähnt , eine punktförmige Ladung nur eine mathematische
Fiction . Man mufs immer einen, wenn auch kleinen , Raum um einen
solchen Punkt herum von der Betrachtung ausschliefsen , von dessen
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innerer Bescliaffenlieit man nichts weifs aufser dem Quantum der
darin enthaltenen Elektricität .

Da nun die Kraftröhren und -fäden ihre Bedeutung verlieren ,
sobald ihre Stärke nicht mehr constant ist, so schliefst man zweck-
mäfsig alle geladenen Gebilde : Raumgebiete , Flächen , Linien und
Punkte von der Zerlegung in Kraftfäden aus und kann dann all¬
gemein aussagen : Aus Gebilden mit überwiegend positiven Ladungen
entspringen Kraftfäden , d. h. es treten durch eine bereits im leeren
Raume liegende Umhüllungsfläche eines solchen Gebildes mehr
Kraftfäden heraus als hinein . In Gebilden mit überwiegend negativen
Ladungen aber münden Kraftfäden , d. h. es laufen mehr hinein , als
herauskommen . Im leeren Raume kann ein Kraftfaden nirgends
Anfang oder Ende haben . Man kann defshalb bestimmt wissen, dafs
Kraftfäden von positiven Ladungen aus entweder nach negativen
Ladungen laufen oder sich im Unendlichen verlieren , auch können
sie, aus dem Unendlichen kommend , in negativen Gebieten enden .
(Nicht unter diese Regel passen die ringförmig geschlossenen Kraft¬
fäden in elektromagnetischen Feldern , man könnte sie höchstens da¬
durch mit hineinziehen , dafs man diese Felder vermittelst einer
fingirten Doppelschicht als statische Felder auffafst . Dann ent¬
springen die Fäden auf der positiven Belegung und münden auf der
negativen , sind also nicht mehr geschlossen .)

Hat man die gemeinschaftliche Stärke S S aller Kraftfäden im
leeren Felde festgesetzt , so kann man auch eine einfache Maafs-
beziehung zwischen einer Elektricitätsmenge und der Zahl der von ihr
ausgehenden Kraftfäden angeben . Dazu dient uns die Gleichung (78 d).
Bezeichnen wir die von der geschlossenen Oberfläche umhüllte
Gesammtladung , ohne Unterschied , in welcher Art der Vertheilung
sie vorhanden ist , mit e, so heifst jener Satz :

Als Oberflächenelemente d s können wir die Schnitte der austreten¬
den und eintretenden Kraftfäden benützen ; dann ist jedes Differential
von dem Werthe + SS und das ganze Flächenintegral erscheint in
der Form N -SS . Dabei ist N der Ueberschufs in der Anzahl der
positiven Differentiale über die negativen . Diese Zahl kann positiv
oder negativ ausfallen , man darf sie als ganze Zahl ansehen , wenn
d' S so klein ist , dafs es auf Bruchtheile davon nicht mehr ankommt .
Nunmehr lautet die vorstehende Gleichung

N -SS = Am
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oder

Die Anzahl A der von der Elektricitätsmenge + e ausgehenden
Kraftfäden von der Stärke SS ist durch die vorstehende Formel an¬
gegeben , und eben so grofs ist die Anzahl der Kraftfaden , welche in
einer negativen Elektricitätsmenge — e ihr Ende finden .

Die Fadenstärke S S ist ihrer Dimension nach einer Elek¬
tricitätsmenge gleich , und wird defshalb nach demselben absoluten
Maafs gemessen . Nun sahen wir früher , dafs im elektrostatischen
C. G. S.- System die Einheit der Ladung ein sehr unbedeutendes
Quantum repräsentirt , so dafs Ladungen e mit gut wahrnehmbaren
sinnlichen Wirkungen immer durch sehr grofse Maafszahlen be¬
zeichnet sind . Defshalb führt die Annahme = 1 fast immer zu
hinreichend schwachen Kraftfäden , für welche alle Vereinfachungen
des Unendlich -Kleinen unbedenklich erfüllt sind . Für solche Ein¬
heitsfäden gilt dann die Formel

N = 4 e. (82 a)

Die elektrische Ladung + e sendet 4 tt e Einheitsfäden aus . Man
kann auch sagen : Von jeder Einheit positiver Elektricität gehen 4 ?r
Einheitsfäden aus , in jeder negativen Elektricitätseinheit enden 4 n
Einheitsfäden . Man findet diese metrische Beziehung oft so aus¬
gesprochen , dafs an Stelle des Wortes „Einheitsfäden“ ’ kurz „Kraft¬
linien“ gesetzt wird. Dann kann man aber unter Kraftlinien nicht
den von uns eingeführten allgemeinen Begriff verstehen , weil dabei
von einer bestimmten Anzahl nicht die Rede sein kann , sondern
man mufs sich vorstellen , dafs jede Einheitsröhre oder jeder Ein¬
heitsfaden eine ausgesuchte Kraftlinie , gewissermaafsen eine Seele in
sich schliefst , welche dann als Vertreter des ganzen Fadens gesetzt
wird , und in diesem besonderen Sinn eine Kraftlinie genannt wird .
In dieser Bedeutung ist die Bezeichnung „Zahl der Kraftlinien“ bei
Fabaday , Maxwell und Anderen zu verstehen .

§ 25. Der Green ’sche Satz über zwei einander gleiche
Functionen erstreckt .

Der GEEEu’sche Satz handelt von zwei Kaumfunctionen , die wir
U und V nannten . Wir haben aus ihm einen specielleren Satz über
nur eine Raumfunction hergeleitet , indem wir die andere Function
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als Constante (= 1) festsetzten . Man kann noch einen anderen Satz
ebenfalls über nur eine Function aus dem allgemeinen GrBEEN’schen
Satz herauslesen , indem man nämlich die beiden Functionen identi -
ficirt . Das wollen wir jetzt thun , und zwar sogleich annehmen , die
Function sei das Potential tp irgend einer elektrischen Vertheilung .
Wir setzen in Gleichung (75) oder (75 a)

und finden :

/// !
U = V = cp

= —J *j 'is <p —J 'J“J *tpA cp dx dy dx .

(83)

Von dieser Gleichung wollen wir nun einige Anwendungen machen .
1. Das Potential cp rühre her von einer nur im endlichen Kaume

begrenzten Elektricitätsvertheilung , die wir uns der Einfachheit wegen
zunächst nur in räumlicher Dichtigkeit « vorhanden denken . Das
Integrationsgebiet sei der ganze unendliche Eaum , seine Begrenzung
also eine unendlich ferne Kugelfläche . Dann wird , wie wir schon
im Gefolge der Gleichungen (77) nachgewiesen haben , das Ober¬
flächenintegral rechts gleich Null . Im Kaumintegral rechts ist nach
der PoissON’schen Differentialgleichung A cp= — 4 tt « zu setzen .
Wir erhalten also die Relation

/// ! d (p ^ + (4 & ) + I4 - I \ dx dydx ,
dx I \ dy j \ dx

dx dy dx .

(84)

Der Form nach sind beide Raumintegrale über den ganzen Raum
erstreckt , dem Inhalt nach aber liefert das rechtsstehende nur dort
Beiträge , wo die Dichtigkeit s von Null verschieden ist, also in einem
beschränkten Gebiet , während das links stehende Integral auch im
leeren Raume bis in grofse Entfernungen hinein Beiträge empfängt .
Wie man leicht sieht , ist der Integrandus der linken Seite nichts
anderes , als das Quadrat der elektrischen Kraft = ©2. Das ganze
Integral links stellt also nach Division durch 8 n den im vorigen
Paragraphen bereits herangezogenen Maxwell ’sehen Ausdruck für
die gesammte elektrische Energie des Feldes dar :
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J j 'j ' dx dy d» = ^ j 'j 'J ' cp•ed x dy dz . (84a )

Wir können das leicht in Verbindung bringen mit unserem früher
gegebenen Ausdruck der potentiellen Energie eines Ladungssystems .
Nämlich das Potential <p selbst kann als Raumintegral dargestellt
werden über alle Volumelemente dx dy dz , in welchen Dichtigkeit s'
existirt

' dx dy’dz’=/JP
Dabei ist r der Abstand des Elementes dxdydz von dem Element
dx dy dz'. Ob man dabei die Stelle r = 0 ausschliefst oder nicht ,
macht nichts aus . Die vorstehende Gleichung geht nun über in

A . j (84b)

Die rechte Seite deckt sich jetzt mit dem Ausdruck Gleichung (17)
für die potentielle Energie , nur hatten wir damals eine Doppel¬
summe über diskrete Punktladungen , hier ein doppeltes Raumintegral
über continuirliche Raumladungen .

Dieser interessante Inhalt der Gleichung (83) verändert sich
nicht wesentlich , wenn wir auch noch geladene Flächen im end¬
lichen Raume dazu nehmen , an denen die Differentialquotienten von
cp springen . Dann ist das Oberflächenintegral rechts zwar über die
unendlich ferne Kugel gleich Null ; es kommen aber dazu die beiden
Seiten der Unstetigkeitsflächen und liefern , ganz ähnlich wie wir
früher schon einmal sahen , Beiträge von der Form

- - / / * ■•^ + § ) " 4 ’ / / * ■■

In jedem Falle setzt sich die rechte Seite zusammen aus allen
Ladungen , jede multiplicirt mit dem Potentialwerth , der an ihrem
Orte herrscht , gleichviel , ob es Raum - oder Flächenladungen sind .
Es liefse sich auch zeigen , dafs für Punktladungen das Nämliche
gilt . Man würde dazu nach bekannter Methode die Punkte durch
Kugeln herausschneiden und die Obertiächenintegrale über diese
Kugeln für verschwindenden Radius berechnen . Dann kommt zur
rechten Seite hinzu

4 V <x • e<>-
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Hieraus geht hervor , dafs die gesammte Energie des elektro¬
statischen Feldes stets positiv ist , worauf wir schon in § 9 hin¬
wiesen.

2. Die zweite Anwendung der Gleichung (83) soll sich auf ein
durchaus ladungsfreies Raumgebiet beschränken , in welchem also cp
sicherlich endlich und stetig verläuft und ohne Ausnahmepunkte der
LAPLACE’schen Differentialgleichung A cp genügt . Dann verschwindet
das Raumintegral auf der rechten Seite und das Oherüächenintegral
erstreckt sich nur über die eigentliche Begrenzung , nicht etwa noch
über innere Unstetigkeitsflächen . Ferner wollen wir die ganz be¬
sondere Voraussetzung machen , dafs das Potential auf der ganzen
Begrenzungsfläche einen constanten Werth <p besitze , welchen wir
als gemeinsamen Factor vor das Integral setzen dürfen , so dafs
unsere Gleichung nun lautet :

fff IM + M -- - *-/M - (85>
Von dem nun noch übrig gebliebenen geschlossenen Flächen¬

integral wissen wir aber nach Gleichung (78), dafs es ebenfalls
gleich Null sein mufs . Unsere Voraussetzungen fordern also :

fff{M+M+M\d̂ -°- (85*'
Wegen des quadratischen Integrandus ist es nun unmöglich ,

dafs der vorstehende Ausdruck etwa durch gegenseitige Vernichtung
positiver und negativer Bestandtheile schliefslich in Summa Null
gehen sollte ; es ist dadurch bestimmt ausgesagt , dafs an jeder Stelle
im ganzen Gebiet bis an die Begrenzung heran

dcp _ dcp dcp _
dx dy dx

sein mufs . Das Potential besitzt nirgends ein Gefälle , mufs also
den constanten Werth (p, welcher an der Oberfläche herrscht , auch
im ganzen Innenraum wahren . Eine elektrische Kraft existirt daher
in dem Gebiete nicht .

Die Voraussetzungen dieser mathematischen Schlüsse lassen sich
experimentell verwirklichen . Wir nehmen eine Kenntnifs vorweg,
die wir später ausführlicher begründen werden , dafs nämlich in
Leitern der Elektricität , z. B. in metallischen Körpern , im Zustand
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elektrostatischen Gleichgewichts überall constantes Potential herrscht ,
so weit dieselben leitend mit einander verbunden sind. Von der
Möglichkeit , dafs an der Berührungsfläche heterogener Metalle oder
anderer Leiter Potentialsprünge (Doppelschichten ) Vorkommen, brau¬
chen wir hier nicht Notiz zu nehmen , weil diese bei elektrostatischen
Problemen gar keine Bolle spielen . Der Versuch ist nun folgender :
Man stellt einen beliebigen , elektrisch geladenen Körper „isolirt“ auf,
so dafs dessen Ladung nicht entweichen kann . Die davon aus¬
gehende elektrische Kraft kann man im leeren Raume des Experi -
mentirzimmers bis in weite Entfernungen nachweisen . Dann um-
giebt man den Körper mit einer geschlossenen metallischen Hülle ,
welche ihn aber nicht leitend berühren soll. Die Wände des
Zimmers , aus welchem alle sonstigen elektrischen Ladungen entfernt
werden müssen , denken wir uns ebenfalls leitend , etwa mit Blech
ausgekleidet , und verbinden sie mit der Hülle durch einen Metall¬
draht . Der Raum dieses Zimmers erfüllt dann alle Bedingungen ,
welche wir in der Theorie vorausgesetzt haben . Seine Begrenzung
setzt sich zusammen aus der Aufsenseite der Metallhülle , den
metallischen Wänden und der Oberfläche des beide verbindenden
Drahtes , also aus lauter zusammenhängenden Leitern , in denen das
Potential einen überall gleichen Werth annehmen mufs. Aufserdem
ist der Raum frei von Ladungen , denn das Innere der Hülle gehört
nicht mit zu unserem abgeschlossenen Integrationsgehiet . Der
Theorie nach herrscht also keine elektrische Kraft im Raume , und
diese Folgerung wird durch die Erfahrung vollkommen bestätigt :
Selbst mit den empfindlichsten Elektrometern kann man keine Spur
von einer Potentialdifferenz , d. h. von elektrischer Kraft im Raume
nachweisen , mag die eingekapselte Ladung noch so stark sein und
der Abstand von der Hülle noch so klein .

Diese Bestätigung ist ein Beweis dafür , dafs unter allen Ab-
stofsungs - und Anziehungsgesetzen das CouLOMn’sche das einzig mög¬
liche ist . Es läfst sich nämlich zeigen, dafs die Abnahme der Kraft mit
dem reciproken Quadrat des Abstandes das einzige Kraftgesetz ist ,
bei welchem die zugehörige Potentialfunction der Bedingung A cp= 0
im leeren Raume genügt . Sobald die Function von r im Kraft¬
gesetz auch nur um ein ganz Geringes verschieden wäre von der
minus -zweiten Potenz , so wäre A cp im leeren Raume nicht genau
gleich Null , das Raumintegral über das Quadrat der elektrischen
Kraft würde nicht wie in (85 a) exact verschwinden , und die kleinsten
Spuren von elektrischer Kraft würden sich bei den sehr empfind¬
lichen Elektrometermessungen verrathen . Defshalh haben wir hier
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einen ungleich strengeren Beweis des CounoMn’schen Gesetzes , als
die directen Messungen an der Drehwaage zu bieten vermögen .
Bei der praktischen Ausführung dieses Versuches ist übrigens
die metallische Auskleidung des Zimmers meist entbehrlich . Es
genügt die Hülle um die Ladung in leitende Verbindung mit der
Erde zu bringen , denn die Mauern eines Gebäudes sind doch ge¬
wöhnlich so weit leitend , dafs auch sie sich auf dem Potential der
Erde befinden . Unter freiem Himmel kann man gewöhnlich auch das
Potential der Erde als gültig annehmen , soweit man von der atmo¬
sphärischen Elektricität absehen darf .

Als ein mitunter wichtiges Hülfsmittel wollen wir noch an¬
führen , dafs sich ein Raumgebiet , in welchem keine Ladungen vor¬
handen sind , von jeder äufseren Feldwirkung abschliefsen läfst ,
indem man es mit einer metallischen Hülle umschliefst . Man
braucht dazu in der Praxis nicht einmal lückenlose Flächen (Blech¬
umhüllung ) herzustellen , sondern Drahtnetze leisten bereits den
gleichen Dienst .

§ 26. Auswerthung einer Potentialfunction in einem
begrenzten Raumgebiet mit Hülfe des Green ’schen Satzes .

Wir kommen nun zu einer Anwendung des GnEEN’schen Satzes ,
hei welcher beide Functionen U und V mit verschiedener Bedeutung
gebraucht werden . Die Function cp sei das Potential einer elek¬
trischen Vertheilung , deren räumliche Dichtigkeit s im Inneren eines
begrenzten Raumgebietes uns bekannt ist . Zunächst wollen wir
annehmen , dafs Unstetigkeitsflächen (Flächenhelegungen ) und Un¬
endlichkeitspunkte (Punktladungen ) in diesem Gebiete nicht Vor¬
kommen . Wohl aber kann das Potential auch noch bedingt sein durch
irgend welche Ladungen , welche aufserhalb des begrenzten Gebietes
liegen . Wir wollen den Werth von (p in irgend einem inneren Punkte
des Raumes mit den Coordinaten a, b, c, ausdrücken . Zu dem Zweck
bilden wir den Geben ’sehen Satz über das Raumgebiet , in welchem
s bekannt ist . Für die Function V setzen wir das Potential <p,
für U setzen wir eine Hülfsfunction , welche dem einfachsten Typus
einer Potentialfunction nachgebildet ist :

wo r den Abstand eines beliebigen Raumpunktes von dem festen
Punkt (a, b, e) bedeutet

r = -)/ (* - a)2 + (*, - b)* + (* - c)2. (86a )
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Diese Hülfsfunction genügt der LAPLACE’schen Differential¬
gleichung , hat aber im Punkte (a, b, c) eine Unendlichkeitsstelle ,
welche wir durch eine kleine Kugel vom Radius o aus dem Raume
herausschneiden müssen , über welchen wir den G-BEEN’schen Satz
erstrecken wollen. Da beide Functionen den gleichen Bedingungen
der Potentialfunctionen genügen , so können wir den Satz in der
Form (75 b) verwenden .

Die Oberfläche besteht aus der äufseren Begrenzung und der
kleinen Kugelfläche . Wir wollen aber das in jener Formel ge¬

brauchte Zeichen JJ hier auf die äufsere Begrenzung beschränken
und die von der Kugelfläche links und rechts herrührenden Bei¬
träge gesondert hinzufügen . Wir setzen dabei , wie schon früher ,
ds = q2du und dnt = + dr und bezeichnen die Integration über

alle da (deren Summe = 4 tt ist ) mit J 'j ' . Dann nimmt für unseren
Fall der G-EEEN’sche Satz die Form an :

«

ff“ ’ T+/ / ?S ‘‘" VT ?'
(87)

Absichtlich ist in dieser Gleichung noch keine der naheliegen¬
den Umformungen ausgeführt , um ihre Entstehung deutlich zu
zeigen . Bezeichnen wir der Kürze wegen die sechs Integrale in
der Reihenfolge , wie sie in Gleichung (87) folgen , mit I, II , III ,
IV , V, VI . Mit I und IV sind keine Aenderungen vorzunehmen ,
wohl aber mit den beiden Kugelflächenintegralen . Das linke ist

W
dcp
Tr ~n - rffd *

und verschwindet wegen des Factors p mit diesem ; ja sogar noch
entschiedener als p selbst , denn da (p an der Stelle (a, b, c) einen
regulären Verlauf hat , sind die einzelnen dcpjdr nicht nur endlich ,
sondern auf den beiden Hälften der kleinen Kugel nahezu entgegen¬
gesetzt gleich , so dafs sie sich bei verschwindender Gröfse der
Kugel auch noch gegenseitig aufheben . Jedenfalls ist im Grenz¬
fall p = 0

II = 0 .
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Anders ist es bei dem rechtsseitigen Integral V.
Es ist

dr r2 ’

wofür an der Kugelfläche der feste Werth ^ zu setzen ist . Die

positiven und negativen Potenzen von o heben sich hier auf und
es bleibt :

(*0

V = - ffd <r . cp.

Die Wertbe , welche <f auf den einzelnen Stellen der kleinen Kugel¬
fläche besitzt , nähern sich mit verschwindendem Radius mehr und
mehr dem Werthe , welcher im Centrum [a, b, c) herrscht . Ja man
darf diesen als zulässigen Mittelwerth bereits vor das Integral setzen ,
ehe noch die Kugel ganz verschwunden ist . Das dann noch übrig -

(*0

bleibende JJda ist aber = 4 tt, mithin wird
V = — 4 71y (a, b, c)-

Im linksseitigen Raumintegral III machen wir Gebrauch von
der PoissoN’schen Diflerentialgleichung , deren s uns ja im ganzen
Gebiet bekannt ist , und erhalten :

_ A iii sdxdy dz— fff-
Im letzten Integrale VI endlich gilt nach Ausschliefsung des Kugel¬

inneren überall die IiAPLACE’sche Gleichung J j = 0 , also ist :
VI = 0 .

Jetzt lautet Gleichung (87) folgendermaafsen :

fH -%- f̂ff1̂ =/> ^ - ^ *■■>•
oder nach Division mit 4jr und etwas geänderter Anordnung :

w \ r f
4 TT dn . (87 b)
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Der Werth von cp in dem ausgewählten Punkte ist hiermit dar¬
gestellt und zwar durch drei Summanden , deren jeder eine uns be¬
reits bekannt gewordene Bedeutung hat . Der erste Summand besitzt
die Normalform des Potentials , welches herrührt von der räumlichen
Vertheilung der Ladungen , soweit sie im Inneren unseres abgegrenzten
Raumgebietes liegen . Es sind dies physikalisch vorhanden an¬
genommene reale elektrische Quanta , doch ist damit nicht aus¬
gedrückt , dafs dieses alle Quanta sind , von denen cp herrührt . Es
können vielmehr die Dichtigkeiten s jenseits der Begrenzung sich
weiter fortsetzen , denn diese Begrenzung ist hier nur eine fingirte
mathematische Oberfläche , welcher gar keine physikalische Bedeu¬
tung oder Realität zuzukommen braucht . Ueber diese Begrenzung
erstrecken sich nun die beiden hinzukommenden Integrale . Das
erste derselben hat die Normalform des Potentials einer Flächen¬
belegung , deren Dichtigkeit durch

1 d cp
4 jr dn . (87 c)

gegeben ist ; das zweite sieht nach Gleichung (68), S. 72, aus , wie
das Potential einer Doppelschicht , deren Moment durch

W - JL(87d )

gegeben ist , in beiden Ausdrücken für cp und dessen Differential -
quotienten sind die entsprechenden Oberflächenwerthe zu nehmen . Von
der realen Existenz dieser beiden Flächenbelegungen haben wir aber
dadurch gar keine Gewifsheit . Die in Gleichung (87 b) gegebene Dar¬
stellung des von einer wirklich vorhandenen Elektricitätsvertheilung
herrührenden Potentials hat also die Eigenthümlichkeit , dafs sie ein
beliebiges Raumgebiet bevorzugt , indem sie die darinnen liegenden
Bestandtheile des Ladungssystems allein berücksichtigt , alle aufser -
halb liegenden , ebenfalls concreten Ladungen aber wegläfst und zum
Ersatz dieser Unterlassung eine nicht concret existirende Belegung
der beliebig gewählten Oberfläche des Gebietes mit erstens einer
einfachen und zweitens einer Doppelschicht fingirt . Das hat zur
Folge , dafs cp im Inneren des Raumes zwar richtig dargestellt wird,
aber aufserhalb den wirklichen Verlauf nicht mehr darstellt , sondern
wie wir zeigen wollen, überall den Werth 0 annimmt .

Denken wir uns zu diesem Zwecke die fingirte Vertheilung als
die wirkliche , also den äufseren Raum ganz leer , und die Oberfläche
des Gebietes reell belegt mit den durch (87 c und d) gegebenen
Dichtigkeiten e und Doppelschichtmomenten SD7.

H. v . Helmholtz , Theoret. Physik . Bd. IV. 8
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Die Dichtigkeiten e bewirken dann einen Sprung , der nach der
Normale genommenen Differentialquotienten von cp, den wir nach
einer früher entwickelten Formel schreiben können

d cp d cp .= - 4we .
<3M; dn a

Dies stimmt mit Gleichung (87 c) nur , wenn überall

d cp
= 0

ist . Das Potential hat in der Richtung der nach aufsen gerichteten
Normale an keiner Stelle der Oberfläche ein Gefälle , mufs daher im
ganzen (leeren ) Aufsenraum constant sein.

Die Doppelschicht bewirkt einen Sprung von cp selbst , welcher
nach einer ebenfalls früher entwickelten Formel gegeben wird durch :

~ = 4 711̂ •

Dies stimmt mit (87 d) nur , wenn an der Aufsenseite der Oberfläche

«Pa = 0

ist . Mithin ist der constante Werth , welchen cp im ganzen Aufsen¬
raum bewahren mufs , der Werth cp = 0.

Die Ableitung der Gleichung (87 b) aus dem GBEEN’schen Satze
wird nicht wesentlich verändert , wenn man neben der räumlichen
Vertheilung s auch noch reelle Flächenbelegungen e und reelle Punkt¬
ladungen Cj, e2, . . . e„ . . . als constituirende Elemente für das
Potential cp annimmt . Man mufs dann diese Stellen , soweit sie im
Inneren des Raumgehietes liegen , mit unter die Begrenzungen auf¬
nehmen , wodurch die Oberflächenintegrale neue Beiträge liefern . Man
übersieht leicht , da ähnliche Rechnungen schon mehrfach hier durch¬
geführt wurden , dafs an Stelle der Gleichung (87 b) dann folgende
erweiterte tritt :

+ff“4 +£1 }
ff (- 4» dlj Fr <f a (~v (87 e)

Die ersten drei Terme erstrecken sich auch jetzt über alle diejenigen
Ladungen , welche im Innern des gewählten Gebietes liegen , nur
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besteht dieser , in geschweifte Klammern geschlossene Theil jetzt aus
drei Bestandteilen , entsprechend den verschiedenen Anordnungen der
Ladungen in Räumen , Flächen , Punkten . (Geladene Linien hätte
man als vierte Möglichkeit auch noch aufnehmen gekonnt .) Die
beiden letzten Integrale über die äufsere Begrenzung haben durch¬
aus die gleiche Bedeutung wie in (87 h).

Wenn man übrigens von dem Princip der continuirlichen Ueber -
gänge Gebrauch machen will, so kann man Sprünge der Differential¬
quotienten von (f und Unendlichkeitsstellen von tp wegleugnen ,
erstere als Stellen auffassen , in der Elektricität schichtartig , aber
doch in räumlicher Dichtigkeit dicht zusammengerückt liegt , letztere
als knotenartige Anhäufungen räumlicher Ladungen ansehen , und
kommt dann mit der einfacheren Gleichung (87 b) vollständig aus .
Diese Gleichung stellt eine Integration der PoissON’schen Differential¬
gleichung für ein ahgegrenztes Raumgebiet dar . Die PoxssoN’sche
Differentialgleichung Ay = — An e ist linear , aber nicht homogen.
Ueber die Integrale solcher Differentialgleichungen giebt es einen
allgemeinen Satz : Hat man zwei verschiedene Lösungen (pl und <p2
gefunden , so können diese sich nur unterscheiden um eine Function ,
welche im ganzen Gebiete ohne Ausnahme der entsprechenden
homogenen Differentialgleichung genügt . Das ist in unserem Falle
die LAPLAOE’sche. Eventuelle geforderte Unstetigkeiten müssen sich
in der Differenz cp1 — <p2 wegheben , da sie beiden Lösungen gleicher -
maafsen eigen sind. Man kann also aus irgend einem partikulären
Integral , welches nur der PoissON’schen Gleichung , aber nicht den
Grenzbedingungen genügt , jedes andere durch Hinzufügung von Inte¬
gralen der LAPLACE’schen Gleichung erhalten . In Gleichung (87 h)

6
ist dies geschehen : Das Raumintegral über — befriedigt die

Poisson -Gleichung , die beiden folgenden Oberflächenintegrale genügen
der Laplace -Gleichung , weil sie Potentiale sind von Belegungen , die
den Innenraum nicht besetzen . Die eigenthümliche Bildung dieser
beiden Zusätze ist nun aber eine Folge der besonders einfachen
Form , welche wir der Hülfsfunction U im GiiEEN’schen Satze gegeben

haben , indem wir sie = — setzten .r

Der Mathematiker wird die Gleichung (87 b) nicht für eine voll¬
gültige Integration der PoissON’schen Differentialgleichung in dem
abgegrenzten Raumgebiet ansehen , denn , wenn die partielle
Differentialgleichung im Integrationsgehiet vorgeschrieben ist, will er
die Form der Lösung eindeutig angegeben sehen, sobald die Grenz -



116 ERSTER THEIL .

bedingungen bekannt sind . Darunter sind aber nur die Werthe der
gesuchten Function selbst verstanden , welche an der Begrenzung
vorgeschrieben sind . Wir haben aber auch deren Differential¬
quotienten nach der inneren Normale benützt , also eine Kenntnifs
wenigstens des Anlaufs , den cp nimmt , wenn man von der Begrenzung
ins Innere dringt .

§ 27. Fortsetzung unter Verwendung der Green ’schen
Function .

Es giebt eine im Princip der vorigen ganz ähnliche Behandlung
des in Rede stehenden Problems , welche zur Lösung der Aufgabe
nur die Grenz werthe von cp selbst erheischt , nicht auch die von
dcp / dn .-, aber die Hülfsfunction U hat dabei nicht die einfache
Gestalt , welche wir ihr im Vorigen gegeben haben .

Diesen Weg hat bereits Geben eingeschlagen , und man nennt
defshalb die dazu taugliche Hülfsfunction die GfiEEN’sche Function .
Um den rein mathematischen Beweis für ihre eindeutige Existenz
haben sich Gattss , Dieichlet und andere Mathematiker verdient ge¬
macht , siehe § 30 S. 128. Doch kann man sich durch eine physi¬
kalische Vorstellung ohne Mühe die Ueberzeugung verschaffen , dafs
sie thatsächlich bei jeder Form der Raumbegrenzung und bei jeder
Lage des inneren Punktes [a , b, c) gefunden werden kann und nur
in einer einzigen Art ihres Verlaufes gefunden werden kann . Dafs
man sie durch einen expliciten Rechenausdruck angeben kann , soll
damit nicht gesagt sein, dies gelingt nur bei besonders regelmäfsiger
Gestalt der Begrenzungsfläche .

Die GnEEN’sche Function U soll folgende Bedingungen erfüllen :
1. In dem Punkte (a, b, c), in welchem man den Werth von cp sucht ,
soll sie unendlich werden in ganz derselben Weise , wie die im

vorigen Paragraphen benützte Function — . 2. Im ganzen übrigen

Innenraum soll sie der LAPLACE’schen Differentialgleichung AU —0
genügen . 3. An der geschlossenen Begrenzungsfläche soll sie überall
den Werth U — 0 haben . Den Verlauf dieser Function U ver¬
anschaulicht uns folgende physikalische Vorstellung : Wir denken
uns alle die Ladungen , von denen cp herrührt , fortgeschafft , denken
uns ferner den abgegrenzten Raum als eine Höhlung in einem
metallischen Körper , oder wenigstens umhüllt von einem metallischen
Mantel , dessen innere Wandung die Grenzfläche bildet . In den
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Punkt {a, b, c), welcher irgend wo in der Höhlung liegt , stellen wir
isolirt eine Punktladung + 1 und verbinden die Metalloberfläche
leitend mit dem Erdkörper , den wir als unendlich grofsen Leiter mit
dem Potentialwerth 0 ansehen dürfen . Dann stellt sich ein ganz
bestimmter elektrostatischer Ruhezustand her . Negative Quanta ,
herbeigezogen durch die positive Punktladung bedecken in ganz
eindeutig bestimmter Dichtigkeitsvertheilung der Flächenbelegung
die innere Metallwandung , und es besteht in dem Hohlraum ein
elektrisches Feld , dessen Potential nichts anderes ist , als die
GßEEN’sche Function . Die erste Bedingung wird durch die Punkt¬
ladung befriedigt , die zweite dadurch , dafs der Hohlraum im übrigen
leer gedacht wird, die dritte endlich durch die leitende Verbindung
der Hülle mit der Erde . Ueber die mathematische Darstellung
läfst sich im Allgemeinen nur so viel aussagen , dafs die GsEEN’sche
Function in die Form gebracht werden kann :

U — — U' . (88)r

Der erste Summand , die einfache Hülfsfunction des vorigen
Paragraphen , besorgt das Unendlichwerden in dem ausgewählten
Punkt (a, b, c) und befriedigt im übrigen Raum die LAPLAOE’sche
Gleichung . Der hinzugekommene Summand — U' hat die Aufgabe ,
die Function an der Oberfläche auf Null herunter zu drücken , ohne
ihre übrigen Eigenschaften zu stören . Bezeichnen wir also mit r
den Abstand der einzelnen Oberflächenelemente von dem aus¬
gewählten Punkt im Inneren , so mufs U’ an der ganzen Oberfläche
die Werthe besitzen , welche durch

Ü' = (88a )r

vorgeschrieben sind . Im inneren Raum aber mufs U', stetig an U'
anknüpfend , überall der LAPLACE’schen Differentialgleichung genügen
ohne jede Ausnahmestelle , ganz wie ein Potential in einem gänzlich
leeren Raume . Das Problem der Auffindung der GREEN’schen
Function ist hierdurch zurückgeführt auf das einfachere , eine Func¬
tion U’ zu bestimmen , welche im ganzen inneren Raum ohne Aus¬
nahmestelle der LAPLACE’schen Gleichung genügt und sich stetig
einem vorgeschriebenen Verlauf an der Oberfläche anschmiegt . In
unserem Falle ist es sogar ein durch das einfache Gesetz (88a ) vor¬
geschriebener Verlauf . Wir werden bei der Betrachtung des elektro¬
statischen Gleichgewichtes in Leitern auf das gleiche Problem ohne
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die Besonderheit (88 a) stofsen , und defshalb die Betrachtungen
darüber bis dabin verschieben , zumal wir durch das beschriebene
physikalische Bild von der eindeutigen Existenz von U, folglich auch
von U' überzeugt sind .

Nun wenden wir, wie im vorigen Paragraphen , den GiiEEx’schen
Satz in der Form (75 b) an , schneiden die Unendlichkeitsstelle von
U durch Kugel von Radius u heraus und erhalten , entsprechend (87)

(*)

Jfdsü̂i+ffe idffüi&+fff U/1,t,dxdyd*
_ m

= ff dscp d ^ . + ff (/ 2d<T(p l ^ + f [ fv AUdxd y dz

(89)

Diese sechs Integrale in der hier stehenden Reihenfolge nennen
wir wieder I , II , III , IV , V, VI .

Der Unterschied gegen die vorige Darstellung zeigt sich gleich
im ersten Integrale , denn es ist jetzt

1 = 0,
weil U an der Oberfläche gleich Null ist . Ueber IV ist nichts zu
bemerken . In den beiden Kugelintegralen benützen wir (88).
Dann wird :

« (*)

Beide Integrale verschwinden zugleich mit p, das erste ist identisch
mit dem entsprechenden des vorigen Paragraphen , das zweite ent¬
hält noch eine Potenz mehr von der verschwindenden Gröfse n,
während U' an der Kugel endlich bleibt . Es ist also auch hier :

II = 0 .

Im Integrale V ist = -- ^ zu setzen , also
° dr q 2 dr

(*) oo

Das erste ist wieder identisch mit dem V des vorigen Paragraphen ,
das zweite verschwindet wegen des Factors o2 und regulären Ver-

d U '
laufs von — an der Stelle der kleinen Kugel , also istör

V = — 4 jr (a , &, c) •
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Endlich ist wegen der Poissou ’schen Differentialgleichung :

III = - ■4 51Jo/of Uedxdydz ,

und wegen der LAPLACE’schen Differentialgleichung :
VI = 0 .

Im Ganzen ist also , wenn man V allein auf die linke Seite stellt
und durch 4 % dividirt :

ff(a,b,c) = fffu . dzdydv + ffds -̂ ^ . (89a)

Sind aufser der Raumdichtigkeit e noch Flächen vorgeschrieben ,

an welchen gegebene Sprünge machen soll , die man sich also

mit bekannten Fläcbenbelegungen von der Dichtigkeit e geladen zu
denken hat , so kommt zur rechten Seite noch ein Integral über
diese Unstetigkeitsüächen hinzu von der Form :

+ ff dsu Ue -

Sind endlich auch Unendlichkeitsstellen von <f> vorgeschrieben , die
von Punktladungen . . . ea . . . herrühren , so kommt rechts noch
hinzu :

+ 2 Uea-
a

In diesen beiden eventuell hinzutretenden Termen sind für U die
Werthe zu setzen , die an den Stellen der vorhandenen e und ea
herrschen . (Unter Zulassung des Princips der Continuität kann man die
e und e„ als sehr dicht zusammengedrängte Raumladungen ansehen ,
dann fallen sie mit unter das Raumintegral (89 a) und diese Gleichung
ist ohne die eben angeführten Zusätze vollständig .)

Es ist nun in Gleichung (89 a) gelungen den Werth von cp in
jedem Punkte eines beliebigen Raumgebietes anzugeben , wenn die
Poissorr ’sche Differentialgleichung , d. h. die Vertheilung von «, und
die Oberflächenwerthe von cp gegeben sind ; sie stellt daher eine
vollgültige Integration der Differentialgleichung dar . Zugleich sieht
man , dafs es stets eine und nur eine passende Lösung giebt , weil
es stets eine eindeutige Geben ’sehe Function TJ geben mufs , deren
Kenntnifs allerdings dabei vorausgesetzt wird .

J e weiter die Grenzen des Raumgebietes hinausgeschoben werden ,
um so kleiner werden für Punkte im Endlichen die Beträge \ jr ,
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um so unbedeutender wird zugleich damit auch die Function U',
welche ja im Inneren nirgends gröfser werden kann , als der höchste
vorkommende Werth von 1/ r , weil ein ausnahmsloses Integral
der LAPLACE’schen Gleichung kein Maximum haben kann . Bei un¬
begrenztem Raume geht daher die GuEEN’sche Function in die ein¬
fache Form U = 1/ r des vorigen Paragraphen über ; die beiden
Gleichungen (87 b) und (89 a) werden dann gleichbedeutend und
geben :

welchem eventuell bei Flächen - und Punktladungen noch hinzu¬
zufügen sind :

Die Oberflächenintegrale über die unendlich ferne Begrenzung
nämlich verschwinden in beiden Gleichungen , wenn cp in grofser

wenn cp nur von Ladungen im Endlichen herrührt .

§ 28. Ein Satz von Gauss über Potentiale in leeren

Wir können an die Entwickelungen der beiden vorhergehenden
Paragraphen einen Satz als besonders einfachen Sonderfall an-
schliefsen , welcher von Gauss (Allgemeine Lehrsätze 1840) ohne
Benutzung des GnEEN’schen Satzes abgeleitet wurde .

Wir denken uns einen leeren Raumbezirk , in welchem ein
Potential cp existirt , das dort natürlicher Weise überall der Laplace ’-
schen Differentialgleichung Acp = 0 genügt . Als Begrenzung des
Integrationsgebietes denken wir uns in diesem Bezirk eine Kugel¬
fläche vom Radius R, und als den Punkt (a, b, c), in welchem wir
cp bestimmen wollen , wählen wir das Centrum dieser Kugel . Die
beiden Schlufsgleichungen (87 b) und (89 a) leisten uns dabei gleich
gute Dienste . In beiden fallen die Raumintegrale fort , weil nach
Voraussetzung 6 = 0 ist . Betrachten wir zuerst (87 b) für diesen
Fall : Im ersten nimmt der Nenner r den festen Werth R an , im
zweiten ist :

Entfernung abnimmt wie
Const

. Dies dürfen wir aber annehmen ,r

Raumgebieten ,

<3w. ~ dr r 2 ’ als ° ~ R*
r ) 1 , 1
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Es folgt daher , wenn wir den Werth im Centrum der Kugel
mit cp0 bezeichnen :

- Tî jS d' ST+ihrff“ ' *'
Das erste dieser beiden Integrale verschwindet aber , weil die

Kugel einen ladungsfreien Raum enthalten soll.
Bei Verwendung der Gleichung (89 a) müssen wir erst die

Gkeen ’scIic Function suchen . Diese wird bei den einfachen Be¬

dingungen dieser Aufgabe leicht gefunden . Da nämlich überall

1 / r = 1 / i? ist , ist auch U' — (im ganzen Kugelraum constant ),
also :

mithin
dU _ dü 1 _ J _
dn i dr r * R 2

Es folgt also beide Male das gleiche Ergehnifs :

<90>

Diese Formel stellt (p0 dar als den arithmetischen Mittelwerth
aller an der Kugeloberfläche herrschenden Werthe von (f , denn

J 'J ’dsp summirt alle Flächenelemente der Kugel , jedes multiplicirt
mit dem dort herrschenden Werth von cp, und der vorgestellte
Divisor 4 5il?2 mifst die gesammte Kugelfläche . Wir haben hiermit
den von Gatjss gefundenen Satz abgeleitet , welcher in Worten so
ausgesprochen werden kann : „In ladungsfreien Raumgehieten ist der
Potentialwerth in jedem Punkte gleich dem arithmetischen Mittel
der Potentialwerthe auf einer um diesen Punkt als Centrum gelegten
Kugelfläche . Auf den Radius kommt es dabei nicht an , so lange
nur die Kugel nicht in geladene Gebiete hineinragt“ .

Mit Hülfe dieses Satzes kann man noch folgende principiell
wichtige Eigenschaft der Potentialfelder nachweisen : Ist in einem
endlichen ladungsfreien Raumgehiet das Potential als constant er¬
kannt , so mufs es den gleichen constanten Werth auch über die
Grenzen des Gebietes hinaus bewahren , so weit der ladungsfreie
Raum reicht . Den Beweis führt man dadurch , dafs man Kugelflächen
gelegt denkt , deren Centra noch in dem Gebiete liegen , in denen cp
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als constant erkannt ist , während die Oberflächen theilweise in un¬
bekanntes Gebiet hinausragen , von welchem man nur weifs, dafs es
leer von elektrischen Ladungen irgend welcher Art ist . Wenn dann
auf den hinausragenden Flächentheilen das Potential andere Werthe
hätte , wie im bekannten Gebiet , so könnte der Mittelwerth über die
Oberfläche nicht den Werth im Centrum ergeben , welches noch ins
innere Gebiet fällt . Die Ausflucht , dafs die variablen Antheile der
hinausragenden Kugelcalotten sich gegenseitig vernichten , ist wegen
der ganz beliebigen Lage der Kugeln hinfällig . So kann man das
bekannte Gebiet durch immer weiter vorgeschobene neue Kugel¬
flächen erweitern und schliefslich allen zusammenhängenden leeren
Raum dadurch für die Erkenntnifs des constanten Potentialwerthes
erobern .

Anmerkung . Eine , wenn auch kleine , aber doch endliche
Ausdehnung mufs bei dieser Beweisführung das ursprüngliche Ge¬
biet haben , in welchem die Constanz des Potentials verbürgt ist ,
sonst könnte man zu falschen Schlüssen geführt werden . Wir er¬
wähnten früher (S. 97) die Möglichkeit eines Sattelwerthes des
Potentials im leeren Raume zwischen zwei gleichgeladenen Punkten .
An solcher Stelle hat man allerdings einen verschwindend kleinen
Raum , in welchem cp nach keiner Richtung hin ein Gefälle zeigt ,
also constant erscheint . Doch dürfte man dieses verschwindend
kleine Gebiet nicht durch solche Kugelflächen -Taktik , wie wir sie
vorher anwendeten , erweitern wollen.

Zweiter Abschnitt.
Gleichgewicht der Elektricität auf leitenden Körpern.

Erstes Kapitel .

Allgemeine Grundsätze .

§ 29. Leitfähigkeit und Influenzirbarkeit , allgemeine
Bedingung des Gleichgewichts .

Unter einem Leiter der Elektricität oder einem Conductor ver¬
steht man , der Erfahrung entsprechend , einen Körper , in welchem
elektrische Quanta ihren Ort verändern können , ohne den ponderahlen
Träger mitzunehmen , in welchem sie also gewissermaafsen fliefsen



GLEICHGEWICHT AUF LEITERN. 123

können . Daher nennt man die elektrischen Quanta in Leitern auch
wohl Fluida . Die Ursache des eintretenden Fliefsens oder der Fort¬
leitung ist immer das Wirken einer elektrischen Kraft , welche die
Quanta nach ganz demselben Grundgesetz angreift , welches wir zu
Anfang des ersten Abschnittes aufstellten , nur mit dem Unterschied ,
dafs hier nicht die Träger der Ladungen angegriffen werden , also
keine ponderomotorischen Wirkungen erzeugt zu werden brauchen .
Man nennt defshalb die elektrische Kraft in diesem Falle zum Unter¬
schiede von dem vorigen auch elektromotorische Kraft . Ein
begrifflicher Unterschied besteht aber nicht zwischen beiden : Die
Vorstellung des elektrischen Feldes mit seiner Potentialfunction gilt
hier ebenso , wie vorher . Aber eine Erweiterung der Vorstellung
von den elektrischen Quantis ist jetzt nöthig .

Mit dem Worte Quantum soll doch ausgedrückt werden , dafs
man es mit einer unzerstörbaren und unvermehrbaren Gröfse zu
thun hat , welche in leitenden Körpern nur die Freiheit hat , ihren
Sitz zu verändern . Die Unveränderlichkeit des Ladungsquantums
kann man nun bei einem gut isolirten Conductor auch noch nach -
weisen , so lange man äufsere elektrische Kräfte fernhält . Kann
man die Gestalt des Conductors verändern , so verändert sich zwar
die Anordnung seiner Ladung , aber die Gesammtmenge der ihm
mitgetheilten Elektricität bleibt unverändert , wenigstens kann man
deren früher oder später bemerkbare Abnahme immer befriedigend
erklären durch mangelhafte Isolirung oder durch Leitfähigkeit der
Luft , welche den Conductor umgiebt . Die mitgetheilte Ladung
besitzt dabei immer auf allen Stellen des Conductors gleiches Vor¬
zeichen . Bringt man aber diesen Conductor in ein hinreichend
starkes elektrisches Feld , so kann man beobachten , dafs er an ver¬
schiedenen Stellen entgegengesetzte Ladungen zeigt , von denen die
eine beider Arten vorher nicht zu beobachten war , also neu ent¬
standen sein mufs . Auch zeigt die vorher vorhandene Art jetzt
gröfseres Quantum . In gewöhnlichem Sinne kann man also nicht
von Unvermehrkeit der Ladung sprechen , doch bestätigen alle Er¬
fahrungen , dafs stets gleich grofse Mengen positiver und negativer
Ladungen entstehen , so dafs man die Constanz der Elektricitäts -
mengen auf einem isolirten Conductor gewahrt findet , wenn man
unter Menge die algebraische Summe der positiven und negativen
Quanta versteht . Man kann die Vorstellung von dem substantiellen
Charakter der elektrischen Ladungen angesichts dieser Erscheinungen
nur mit einer gewissen Gewaltsamkeit retten , welche unser An-
schauungsbedürfnifs nicht recht befriedigt . Man nimmt nämlich an,
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dafs sich in allen Körpern gleichgrofse Quanta der beiden entgegen¬
gesetzten Elektricitäten in unerschöpflicher Menge überall bei
einander befinden , ohne dafs deren Gegenwart sich durch irgend
etwas verräth , weil die entgegengesetzten Wirkungen der positiven
und negativen Fluida sich neutralisiren . Aus diesem Vorrath
treten , durch irgend welche Processe von einander getrennt , die
einzelnen positiven und negativen Quanta — immer beide in gleichen
Mengen — hervor in die Erscheinung , man könnte sagen , in die
Wirklichkeit , um gelegentlich bei anderen Processen wieder zusammen -
zufliefsen zu „Nichts“ , denn das ist in der That der sich durch
keinerlei Wirkungen verrathende unerschöpfliche Vorrath . Wenn
man das Unbefriedigende der Hypothese , dafs zwei Substanzen von
polar entgegengesetzten Eigenschaften sich vernichten sollen , als
unvermeidlich hinnimmt , so erklärt im Weiteren diese Auffassung
die Phänomene in befriedigender Weise . Man kennt keinen Procefs
der Elektricitätserzeugung , bei welchem nicht gleichgrofse Mengen
positiver und negativer Ladungen gebildet werden . Dies gilt auch
von der ältest -bekannten Erzeugung durch Reibung zweier ver¬
schiedener Körper , und hier begegnen wir bei der Betrachtung eines
Conductors , der in ein äufseres elektrisches Feld gebracht wird ,
einer zweiten davon verschiedenen Entstehungsweise . Die frei be¬
weglichen , einander neutralisirenden , beiden Fluida werden durch
den Angriff der äufseren elektrischen Kraft in entgegengesetzter
Richtung fortgeführt , die positiven in Richtung fallenden , die negativen
in Richtung steigenden Potentiales . Dadurch werden beide räumlich
getrennt , und äufsern als reelle Ladungen ihre charakteristischen
Wirkungen . Dafs diese Trennung bei elektrostatischen äufseren
Kräften zu einem bestimmten Gleichgewichtszustand führen mufs,
nachdem endliche Mengen positiver und negativer Elektricität von
einander getrennt worden sind , werden wir bald beweisen . Man
nennt diese Trennung „Influenz“ . Besteht der Conductor aus zwei
geeigneten trennbaren Theilen , die sich einzeln isoliren lassen , so
kann man nach Eintritt des Gleichgewichts die positiv geladenen
Regionen für sich abheben , und die negativen ebenfalls , und sie aus
dem erzeugenden Felde und aus der Nachbarschaft der anderen
Hälfte wegbringen und erhält so zwei mit entgegengesetzt gleichen
Quantis beladene einzelne Conductoren . Die Influenzmaschinen sind
nichts als Apparate , welche durch eine drehende Bewegung ihrer
Theile fortgesetzt und continuirlich diese beiden Akte wiederholen :
Trennung der Elektricitäten durch Influenz und räumliche Trennung
der damit beladenen Conductoren .
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So lange im Inneren eines Leiters elektrische Kraft herrscht ,
findet Trennung und entgegengesetzte Fortführung beider Elektrici -
täten statt , es besteht kein Ruhezustand . Die getrennten Ladungen
aber erzeugen ein eigenes neues Feld , welches sich dem ursächlichen
äufseren Felde superponirt und dieses schwächt . Ruhe kann erst
eintreten , wenn das äufsere Feld im ganzen Innenraum des Leiters
gerade aufgehoben wird durch das Feld der influenzirten Ladungen .
Sobald dieser Zustand eingetreten ist , hört die Trennung auf und
es besteht Ruhe der Ladungen , welche so lange währt , als das
äufsere Feld unverändert gelassen wird . Nun sieht man sogleich
ein , dafs hei diesem Ruhezustand im inneren Raum des Leiters
sich keine Ladungen halten können , denn diese würden um sich
herum immer ein Feld erzeugen , und zwar ein solches , welches auf
keine Weise durch das äufsere Feld aufgehoben werden kann . Die
durch Influenz getrennten Quanta wie auch die dem Leiter eventuell
von Anfang im Ueherschufs mitgetheilte Ladung müssen also im
Gleichgewichtszustand bis an die Grenzen des Leiters gerückt sein,
dessen Oberfläche sie in einer bestimmten Vertheilung der Flächen¬
dichtigkeit belegen .

In „guten“ Leitern , zu denen namentlich die Metalle und das
für gewöhnlich immer mit Spuren von gelösten Salzen behaftete
Wasser und auch feuchte , d. h . mit Wasser durchtränkte Stoffe ge¬
hören , geschieht die zur elektrischen Ruhe führende Dislocation der
Fluida in so aufserordentlich kurzer Zeit , dafs sie hei mäfsiger
Ausdehnung der Conductoren überhaupt nicht direct beobachtet
werden kann , vielmehr den Eindruck einer momentanen Wirkung
macht . Es bestehen indessen zwischen den guten (vollkommenen )
Leitern und den vollkommenen Nichtleitern oder Isolatoren Zwischen¬
stufen : Körper , in denen die hier allgemein charakterisirte elektro¬
statische Dislocation den äufseren Feldkräften nicht momentan folgt ,
sich aber nach einiger Zeit herstellt . In die Klasse dieser Halbleiter
gehören streng genommen alle wirklichen Körper , doch nähern sich
einige Gruppen sehr stark den beiden idealen Grenzfällen . Dafs
sich in den sogenannten vollkommenen Nichtleitern und auch in den
schlechten Halbleitern , in letzteren lange vor Eintritt der Ruhe durch
Leitung , momentan ein anderer merkwürdiger Zustand ausbildet ,
den man als dielektrische Polarisation bezeichnet , soll uns hier noch
nicht beschäftigen . Wir betrachten hier den definitiven Ruhe¬
zustand , der durch Freizügigkeit beider Elektricitäten in den ganzen
ausgedehnten Körpern zu Stande kommt . Dieser ist unabhängig
davon, wie gut das Leitvermögen ist, oder wie lange es dauert , bis
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er erreicht ist . Es kommt dabei nur an auf die Gestalt des
Leiters , auf die ihm mitgetheilte Ladung und auf das influenzirende
äufsere Feld .

Wir müssen nun die Gleichgewichtsbedingung mathematisch
formuliren . Das Verschwinden der elektrischen Kraft im Inneren
des Leiters fordert daselbst constantes Potential bis an die Ober¬
fläche , welche an vollkommen nichtleitende Substanzen , Isolatoren ,
feste , flüssige oder gasförmige , zu denen auch das möglichst voll¬
kommene Vacuum zu rechnen , angrenzt . An der Berührungsfläche
zweier chemisch verschiedener Leiter hat man allerdings Sprünge
der Potentialfunction nachgewiesen , welche auch im Buhezustand
gewahrt bleiben . Solche Potentialsprünge stören aber nicht die Gleich¬
gewichtsbedingung , wenn nur das Potential zu beiden Seiten kein
Gefälle besitzt . Man kann sich in solchen Berührungsflächen von
dem hier vorgetragenen Standpunkt aus Doppelschichten denken ,
deren Fernwirkung ja nach früheren Auseinandersetzungen eine ver¬
schwindende ist . Zunächst sehen wir aber von solchen für die
Elektrostatik unwesentlichen Complicationen ab und betrachten
einen begrenzten homogenen Leiter , welcher in ein gegebenes äufseres
elektrisches Feld gebracht ist . Das Potential dieses Feldes , wenn
der Leiter nicht darin liegt , sei cp. Es rühre her von festen
Ladungen , die jedenfalls den Kaum , in welchen der Leiter gebracht
werden soll , leer lassen , so dafs dort überall d <p = 0 ist . Nun
kommt der beladene oder unbeladene Conductor , vollkommen isolirt ,
in eine bestimmte Stellung im Felde und die Vertheilung der
Ladung , eventuell auch die Trennung der verbundenen Fluida stellt
sich her . Der Gleichgewichtszustand wird nicht gestört , wenn wir
die frei beweglichen Fluida , welche die Oberfläche des Conductors
nun ruhend bedecken , uns als unverrückbar an ihren Orten fest¬
gehalten denken .

Dann können wir das äufsere ursächliche Feld weggenommen
denken und der Conductor mit der auf ihm fixirten Ladung bleibt
allein zurück . Diese Oberflächenladung für sich allein bewirkt ein
elektrisches Feld sowohl im Inneren des Leiters wie im äufseren
Baum . Das Potential dieses Feldes sei rp'. Es mufs wegen der
Abwesenheit räumlicher Ladungen innen und aufsen bis an die Ober¬
fläche heran der Differentialgleichung J cp' = 0 genügen . Die auf
der Begrenzung angesammelten Flächenladungen werden aber die
uns bereits bekannten Sprünge der Differentialquotienten dcp’/ dn
hervorbringen . In Wirklichkeit besteht nun das äufsere Feld zu¬
sammen mit dem von der Oberflächenbelegung herrührenden . Die
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beiden Potentialfunctionen cp und cp' superponiren sich überall durch
algebraische Addition , es herrscht defshalb im Raum das Potential
cp+ cp' und die Gleichgewichtsbedingung besteht darin , dafs für das
zusammenhängende Innere des Conductors bis zu dessen Ober¬
fläche gilt :

cp-\- cp’= Constans . (91)
Der Werth der Constanten wird hierdurch nicht bestimmt . Wird
das Potential cp des äufseren Feldes ohne disponible additive (kon¬
stante angegeben , etwa in der bestimmten Form 2 e/ r > 80 ^ann die
Unbestimmtheit des Werthes in der Gleichgewichtsbedingung (91)
nur daher rühren , dafs nicht angegeben ist , wie grofs die dem
Conductor eventuell mitgetheilte Ladung ist . Wir können aber
diese Unbestimmtheit abspalten , indem wir cp' in zwei Summanden
zerlegen :

’ // ■ ///
<jp = «p + qe

und fordern
cp+ cp" = 0 (91 a)

cp'" — Const . (91b )
für das Innere des Conductors bis zur Oberfläche . Dadurch wird
die sich auf dem Conductor bildende Oberflächenbelegung aufgefafst
als algebraische Summe zweier verschiedener Belegungen , welche
einzeln die Potentiale cp" und cp"’ hervorbringen würden . Man kann
auch leicht erkennen , unter welchen Bedingungen diese beiden ein¬
zelnen Belegungen sich in Wirklichkeit herstellen können . Die
Belegung , die cp" erzeugt , bildet sich , wenn der Conductor im in-
fluenzirenden Felde zur Erde abgeleitet ist , weil dann der Potential¬
werth auf ihm = 0 ist , wie (91 a) fordert . Die andere Belegung ,
welche cp"’ erzeugt , bildet sich , wenn man dem isolirten Conductor
eine passende Ladung mittheilt und das äufsere influenzirende Feld
fortnimmt .

Beide Theile , cp" und cp"', müssen einzeln innen und aufsen
der LAPLAOE’schen Differentialgleichung genügen , ihre Differential¬
quotienten nach der Normale der Conductoroberfläche besitzen die
den Flächendichtigkeiten e" und e'" entsprechenden Sprünge . Im
äufseren Raum in unendlicher Entfernung müssen cp" und cp'" als
Potentiale endlicher , in beschränktem Bezirk angeordneter Elek -
tricitätsmengen verschwinden mindestens wie AJr . Durch diese
Eigenschaften ist das Gleichgewichtsproblem der Elektricität auf
einem Leiter mathematisch vollkommen bestimmt . Wirkliche
explicite Lösungen durch Berechnung zu finden , ist nur für he-
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sonders einfache Gestalt des Conductors gelungen , namentlich für
die Kugelgestalt .

Dafs sich stets ein eindeutig bestimmter Ruhezustand hersteilen
mufs, wie die Erfahrung zeigt , läfst sich theoretisch beweisen. Diesen
Nachweis , im Wesentlichen so, wie er von Gauss gegeben worden ist,
wollen wir im nächsten Paragraphen führen .

§ 30. Es giebt stets eine eindeutige Lösung des
Gleichgewichtsproblems .

In den soeben aufgestellten Bedingungen findet sich ein Pleo¬
nasmus . Die Gleichung (91a ) fordert , dafs im ganzen Raum des
Conductors cp" = — cp sein soll. Andererseits fordert die Leerheit
des Inneren an Ladungen die ausnahmslose Erfüllung der Gleichung
A cp" — 0. Diese ist aber bereits dadurch befriedigt , dafs an¬
genommen werden mufste , das äufsere Feld habe in dem für den
Conductor zu reservirenden Raumgebiet keine Dichtigkeiten , woraus
für dieses Gebiet Acp — 0, folglich auch A {— cp) = A cp" = 0 sich
ergiebt . Es soll nun zuerst gezeigt werden , dafs es genügt , die Be¬
dingung (91a ) nur für die Oberfläche des Conductors zu fordern ,
dafs der Verlauf durch das Innere dann durch die LAPLACE’sche
Gleichung immer und nur auf eine einzige Weise bestimmt ist .

Bei der Willkürlichkeit des äufseren Feldes bilden die Werthe
von [— (p) an der Oberfläche des Conductors irgend eine beliebige
stetige Werthvertheilung . Dieser mufs auch cp" sich anschliefsen .

Nun wollen wir , anknüpfend an diese vorgeschriehenen Ober¬
fläch enwerthe , die Function cp" stetig durch das Innere des Raumes
fortsetzen . Das geht auf unendliche viele verschiedene Arten .
Denken wir nämlich auf der Oberfläche Curven gezogen , welche
Punkte gleichen Werthes von cp" verfolgen (es sind dies die Schnitte
der Conductorfläche mit den Niveauflächen des ursächlichen äufseren
Feldes ). In diese geschlossenen Curven als fest vorgeschriebene
Rahmen kann man nun beliebige gekrümmte Flächen einsetzen ,
welche das Innere des Raumes durchqueren , so dafs sie einander
nicht schneiden und um so ähnlicher verlaufen , je näher benachbart
sie liegen . Auf jeder dieser Flächen soll cp" denselben Werth be¬
sitzen , der auf ihrem Rahmen vorgeschrieben ist . So erhält man
in jedem Falle eine stetige Fortsetzung der Function cp" durch den
inneren Raum .

Die örtlichen Schwankungen der Function können dabei be¬
liebig grofs gemacht werden . Hat man irgend einen Verlauf an-
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gesetzt , so kann man immer einen noch veränderlicheren daraus
machen , indem man die beschriebenen Flächen enger zusammen¬
drängt und ihnen dafür einen faltigeren Verlauf gieht . Eine obere
Grenze für die Krausheit des übrigens immer noch stetigen Ver¬
laufes der Function ist gar nicht zu erreichen . Wohl aber kann
man nach einem möglichst glatten Verlauf fragen , welcher sich stetig
anschliefst an die beliebig vorgeschriebenen Oberflächenwerthe . Ver¬
änderlich mufs <f>" auf jeden Fall sein , denn ein constanter Werth
würde unstetig gegen die Gren / werthe stofsen . Es handelt sich jetzt
um die Auffindung einer mathematisch definirten Gröfse, welche sich
mit den noch unbestimmten Begrifien der Krausheit oder der Glätte
deckt . Die Veränderlichkeit des Werthes einer stetigen Function im
Baume ist um so gröfser , je gröfser ihre Differentialquotienten nach
den Coordinaten an der betreffenden Stelle sind . Dabei kommt es
nicht darauf an, ob sie negativ oder positiv sind ; bei gröfser Kraus¬
heit werden die Vorzeichen von Ort zu Ort häufig wechseln . Wollte
man daher über diese Differentialquotienten summiren , so würden
sich die Beträge gegenseitig vernichten , und die Summe oder das
Integral wäre kein Maafsstab für die Veränderlichkeit in einem end¬
lichen Bezirke . Dies vermeidet man , wenn man die Quadrate der
Differentialquotienten summirt , denn diese sind immer positiv . Wir
stellen daher als Maafs der Krausheit von cp" das Baumintegral
über die Summe der Quadrate der Differentialquotienten auf , und
geben diesem aus Gründen , die wir bald einsehen werden , den
jedenfalls die Betrachtung nicht störenden Divisor 8 n , betrachten
also folgenden Ausdruck :

Das Integral ist über den ganzen Conductorraum zu erstrecken ,
dessen Volumelement mit dr bezeichnet ist .

Suchen wir nun einen möglichst glatten Verlauf von cp", so
heifst das , wir suchen einen solchen , für den 0 ein Minimum wird.
Mindestens ein solcher mufs existiren , denn 0 ist stets positiv ,
könnte nur = 0 werden , wenn im ganzen inneren Baume cp” constant
ist , was sich aber nicht mit dem stetigen Anschlufs an die Ober¬
flächenwerthe verträgt . Die allgemeine Bedingung des Eintretens
eines Maximums , Minimums oder Sattelwerthes fordert , dafs die
Variation des Integrales verschwinde . Bei der Bildung der Variation
haben wir an jeder Stelle des Baumes den Werth von cp" um eine
beliebige verschwindend kleine Gröfse 8 cp" zu verändern , doch so,

H . V. Helmholtz , Theoret . Physik . Bd . IV . 9



130 ERSTER THEIL.

dafs der veränderte Verlauf ebenfalls ein stetiger ist und sich an
die vorgeschriebenen Oberflächenwerthe ebenfalls stetig anschmiegt .
Darum mufs <iy " eine stetige Raumfunction sein, welche überall an
der Raumgrenze Null wird . Auch die Raumgrenzen , d. h. die Gestalt
des Conductors wird von der Variation nicht verändert . Die Variation
von <l> ist defshalb unter dem Integralzeichen an der geschweiften
Klammer auszuführen nach dem Schema :

(92a )/v» ÄV/v* AV/"v* ' 'dx I \ dx dx dx dx
Die in dieser Gleichung vorgenommene Vertauschung in der

Reihenfolge der Operationen d und djdx rechtfertigt sich dadurch ,
dafs die Variation des Differentialquotienten nur eine Folge der
Variation der Function selbst ist . Es ist nämlich begrifflich ganz
primitiv folgendermaafsen :

WTl _ ld {<p" + dcp")V ( dcp- Y ( dcp- dS <p" \ ' /
^ dx ) ) \ dx ] \ dx j \ dx dx ) \ öa;

Führt man das Binomquadrat aus und vernachlässigt das in zweitem

Grade verschwindende | ^ d '̂ ' j ’ S° nur ^as was in
Gleichung (92 a) angegeben ist .

Die Variation von <f> lautet nun :

1 rrr djar '' Mrp''\JJJ 1dx dx dy dy dz ö« J
Auf die rechte Seite dürfen wir den GuEEN’schen Satz anwenden ,
denn sowohl cp" wie Ö<p" sind Raumfunctionen , welche den Be¬
dingungen seiner Anwendbarkeit genügen , wenn man nach 8 cp"
integriren will. Setze also in Gleichung (75) U = cp", V = 8 <p"
und es folgt die Gleichung :

^ = " T ^ JJ dS • S <f >" ' ~ Tn fff dT • Ö (P " ’ J (p " - (92C )

Das Oberflächenintegral dieses Ausdrucks verschwindet , weil die
Variation 8cp" an der Raumgrenze verschwindet ; es bleibt nur das
Raumintegral übrig als Ausdruck für 8 <P. Das sicherlich existirende
und hier gesuchte cp", für welches die Krausheit ein Minimum , mit¬
hin 8 cp = 0 wird , mufs also der Bedingung genügen



EINDEUTIGKEIT DER LÖSUNG. 131

Angenommen , es wäre bei dem gesuchten Verlauf der Function
möglich , dafs Acp" stellenweise oder überall von Null abwiche , so
könnte man hei dem willkürlich gelassenen Verlauf der Variation
dem Integranden in jedem Volumelement ein positives Vorzeichen
sichern , ohne die Stetigkeit der Variation zu verletzen . Die Variation
brauchte nur gleichartig mit dem Acp" durch Null hindurchzugehen .
Dadurch würde aber bewirkt , dafs die linke Seite von (92 d) wesent¬
lich von Null verschieden wird, weil sie aus lauter gleichstimmigen
Summanden besteht . Das ist gegen die Forderung . Also mufs
Acp" = 0 sein für den glattesten Verlauf von cp". Die logische
Consequenz ist also folgende : Da es nothwendig eine Function cp"
geben mufs, welche <f> bei vorgeschriebenen Oberflächenwerthen zu
einem Minimum macht , so mufs es auch nothwendig eine Function
(dieselbe = cp") geben, welche im ganzen Raume der LAPLACE’schen
Differentialgleichung genügt .

Es fehlt unserer Beweisführung noch der Nachweis der Eindeutig¬
keit , der nun folgen soll. Wir nehmen an , es gäbe zwei verschiedene
Verläufe , denen ein Minimum der Krausheit zukommt . Für beide
Functionen mufs dann gelten , dafs sie ausnahmelose Integrale der
LAPLACE’schen Differentialgleichung sind, und an der Oberfläche des
Conductors stetig in die dort vorgeschriebenen Werthe übergehen . Ihre
Differenz mufs also an der Oberfläche = 0 sein und mufs im ganzen
Innenraum der LAPLACE’schen Differentialgleichung genügen . Das
ist aber auf keine andere Weise möglich , als dafs die Differenz im
ganzen Innenraum = 0 ist . Dies geht ohne Weiteres aus Gleichung (83)
hervor , wenn man in derselben für cp die hier angenommene
Differenz einsetzt . Es giebt also nicht zwei verschiedene Ver¬
läufe , welche S = 0 machen , sondern nur einen und stets einen .
Damit fällt auch die vorher noch mögliche Bedenklichkeit fort ,
ob die Bedingung ff <Z>= 0 wirklich zu einem Minimum von <l>
führt , nicht etwa zu einem Maximum oder Sattelwerth . Denn ein
Minimum mufs existiren , die übrigen Sondererscheinungen könnten
höchstens hinzutreten als weitere Möglichkeiten , die aufserdem noch
bestehen . Da aber aufser der einen Lösung keine andere bestehen
kann , so liefert diese das Minimum .

Durch diesen Beweis ist auch die eindeutige Existenz der
GßEEN’schen Function mathematisch begründet , während wir uns in
§ 27 mit einer Veranschaulichung begnügten . Nämlich die damals
mit U' bezeichnete Function sollte an der Oberfläche des Inte¬
grationsraumes vorgeschriebene Werthe besitzen , welche durch l jf
gegeben waren , und im ganzen Innenraum der LAPLACE’schen

fi *
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Differentialgleichung folgen. Das ist also ein besonderer Fall des
hier behandelten Problems .

Nun haben wir weiter zu beweisen , dafs die Function cp" im
ganzen Raume aufserhalb des Conductors eindeutig bestimmt ist
durch die Angaben , dafs sie erstens an der Oberfläche des Conduc¬
tors einen yorgeschriebenen Verlauf hat , dafs sie zweitens überall
der LAPLACE’schen Gleichung folgt, und dafs sie drittens in grofser

A
Feme abnimmt wie — , wo A eine endliche Constante ist . Der Be-r
weis wird in ganz derselben Weise geführt , wie für den inneren
Raum . Wir suchen einen stetigen Verlauf , für welchen der Aus¬
druck ein Minimum wird, also S & verschwindet . Als Integrations¬
raum ist dabei diesmal der äufsere Raum zu nehmen , welchen wir
begrenzt denken durch eine Kugelfläche von so grofsem Radius R,
dafs cp" dort gleich AjR gesetzt werden darf . Die Variation dtp"
hat man dann sowohl an der Conductorfläche als auch an der fernen
Kugelfläche = 0 zu setzen . Die Umformung von 8 Q> mittels des
GuEEN’schen Satzes liefert dann noch ein Oberflächenintegral über
diese Kugel , welches aber ebenfalls verschwindet , so dafs sich auch
hier ergiebt , dafs der Verlauf , welcher 8 (p zum Verschwinden bringt
zugleich der Bedingung Acp" — 0 genügt . Auch die Eindeutigkeit
dieses Verlaufes ist ebenso zu beweisen wie vorher . Ein Umstand
indessen bedarf einer besonderen Betrachtung .

Wenn von einem Minimum von <f> die Rede sein soll, so mufs
(p selbst endlich sein und bleiben , auch wenn man die ferne Kugel¬
fläche unendlich weit hinausrückt . Nun kann man <P selbst auch
nach dem GnEEN’schen Satze umformen , wie wir das bereits in § 25
gethan haben . Es ist dann :

0 " “ w / / ’D''Tht d' - -ibfjfff "Af "d' -

Das Raumintegral verschwindet wegen A cp" = 0. Das Oberflächen¬
integral zerfällt in einen endlichen Theil über die Conductor¬
fläche und einen noch fraglichen Theil über die ferne Kugel¬
fläche . Die Flächenelemente dieser Kugel sind ds = R ^da , ferner

ist dort cp" = und f — = -- , mithin das Kugel -T R dn . OrR 2 °
flächenintegral

i rr ^ 2
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Dies verschwindet aber für R — cc , und (P reducirt sich auf das
Integral über die Conductoroberfläche , ist mithin endlich . Der Aus¬
druck 0 , integrirt über den ganzen Raum , sowohl den inneren im
Conductor , wie den äufseren , stellt , wie wir schon früher erwähnten ,
die elektrische Energie dar derjenigen Flächenbelegung , von welcher
das Potential qp" herrührt , und wir haben jetzt gesehen , dafs die
Gleichgewichtsbedingungen zu demjenigen Verlauf führen , für welchen
0 ein Minimum ist , sowohl innen wie aufsen . Dadurch sind die
Gleichgewichtszustände , ebenso wie die der Mechanik an ein Mini¬
mum der potentiellen Energie , hier an ein Minimum der elektrischen
Energie geknüpft .

Von der ahgespaltenen Potentialfunction <p"' haben wir nur zu
sagen , dafs ihre Auffindung ein besonders einfacher Specialfall des
hier bereits behandelten ist . Es soll gp'" so bestimmt werden , dafs
es in dem Conductor einen constanten Werth hat (auf der „Oberfläche
des Conductors“ würde genügen ) im ganzen Raum der Bedingung
z) cp'" = 0 folgt und in grofser Entfernung verschwindet reciprok dem
Abstand .

Hiermit ist der mathematische Nachweis geführt , dafs es stets
eine und nur eine Gleichgewichtsvertheilung auf einem Conductor
giebt , der in ein gegebenes äufseres Feld gebracht wird . In den
Fällen , wo es gelingt , die Function cp' = cp" + cp/ " explicite zu be¬
rechnen , findet man die Oberflächenbelegung e des Conductors dann
aus der uns schon bekannten Formel

Zweites Kapitel .

Theorie der elektrischen Bilder .

§ 31. Kugelförmige Conductoren . Zwei Methoden zur Auf¬
findung des elektrischen Gleichgewichts .

Der im vorigen Paragraphen gelieferte Nachweis giebt keinen
Weg an , wie man im einzelnen Falle die Vertheilung der Elektri -
cität auf dem Leiter und das dazu gehörige Potential finden kann .
Solche Wege zur vollständigen Lösung des Problems hat man nur
für einzelne besonders einfache Gestalten des Leiters gefunden . Für
die Kugelgestalt aber besitzen wir zwei verschiedene Methoden , die



134 ERSTER THEIL. § 31

zum Ziel führen und je nach der Stellung der Aufgabe ihre ver¬
schiedenen Vorzüge bieten . Die eine Methode , die wir zuerst be¬
trachten wollen, und welche namentlich dann von Nutzen ist , wenn
das äufsere influenzirende Feld durch festliegende bekannte elek¬
trische Quanta angegeben wird , ist gegründet auf die Theorie der
elektrischen Bilder , einer reciproken Abbildung der äufseren festen
Ladungen durch ein System von inneren nur gedachten Ladungen ,
deren Wirkung im äufseren Raum aber diejenige der entstehenden
Grleichgewichtsvertheilung vollkommen ersetzt . Durch das Princip
dieser Abbildungen gelingt es dann noch weiter , aus bekannten
Gleichgewichtsvertheilungen neue abzuleiten .

Die andere Methode , welche bei beliebig vorgeschriebenem
Potential des influenzirenden Feldes den Vorzug verdient , benützt
die Theorie der Kugelfunctionen . Durch eine Summe — eventuell
eine unendliche convergirende Reihe — solcher Kugelfunction kann
man erstens jeden beliebigen Werthverlauf auf einer Kugelüäche
darstellen , zweitens aber kann man diese Functionen so in den
äufseren oder inneren Raum der Kugel fortsetzen , dafs sie dort
der LAPLACE’schen Differentialgleichung genügen .

In dem einfachsten Falle , in welchem kein äufseres influen-
zierndes Feld vorhanden ist , sondern nur ein isolirter kugelförmiger
Conductor , welchem eine gewisse Ladung mitgetheilt ist , kann man
die Gleichgewichtsvertheilung ohne Weiteres errathen . Wegen der
allseitigen Symmetrie der Kugel mufs sich die Ladung mit gleich-
mäfsiger Dichtigkeit über die ganze Oberfläche vertheilen . Be¬
zeichnet R den Radius der leitenden Kugel , e die Gesammtladung , so
ist die gleichförmige Oberflächendichtigkeit e

Es ist also hier diejenige Vertheilung realisirt , welche bereits in
§15 betrachtet wurde . Das von ihr ausgehende Feld besitzt im
äufseren Raum das Potential

e 4:71R 2e
= — = — -— fur r > R ’ (93a )

im inneren den constanten Werth
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Wenn in diesem Falle umgekehrter Weise das Potential rp. an¬
gegeben ist bis zu welchem die Kugel geladen ist , so berechnet man
daraus die erforderliche Ladungsmenge

e = Ä •gcj (93 c)

und die sich bildende Flächendichtigkeit

" - ^ - (93d )4jr i ?

Damit ist das Gleichgewichtsproblem für diesen einfachsten Fall
vollständig gelöst .

Die Gleichung (93 c) ist ein besonderer Fall einer für jeden
beliebig gestalteten Conductor gültigen Beziehung zwischen seiner
Gesammtladung und dem dadurch hervorgebrachten Potentialwerth .
Stellt man nämlich irgend einen isolierten Conductor für sich allein
in den Raum und beladet ihn der Reihe nach mit verschiedenen
Quantis e, so bilden sich dabei um ihn herum Felder von ver¬
schiedener Stärke , aber immer von der gleichen Gestalt der Niveau¬
flächen aus . Die Potentialwerthe sind überall , mithin auch auf und
in dem Conductor , proportional der Ladung . Es gilt deshalb die
Gleichung

e = C ’ cpi. (93 e)

Den Proportionalitätsfactor G, welcher die Dimension einer Länge
hat , nennt man die Capacität des Conductors . Für kugelförmige
Conductoren ist nach Gleichung (93 c) die Capacität gleich dem
Kugelradius .

§ 32. Elektrisches Bild eines geladenen Punktes in Bezug auf
eine Kugel .

Wir stellen uns jetzt vor, dafs das äufsere Feld , in welches die
leitende Kugel hineingebracht werden soll, von einer einzigen Punkt¬
ladung herrührt , welche die Elektricitätsmenge e trägt . Das Potential
ist dann für das noch nicht durch den Leiter gestörte Feld :

? = 7 - ’ (94)

wo r den Abstand von dem geladenen Punkt bezeichnet . Die leitende
Kugel , vom Radius B, werde so aufgestellt , dafs ihr Centrum den
Abstand p von jenem Punkt hat . Es mufs dann p > R sein. Ob
die Kugel von vorn herein mit einer überschüssigen Ladung ver-
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sehen ist , oder nicht , können wir zunächst unbestimmt lassen . Jeden¬
falls mufs sich auf ihr eine Vertheilung herstellen , welche allein
ohne den Punkt e ein Feld erzeugt , dessen Potential cp' dadurch
bestimmt ist , dafs auf der ganzen Kugelfläche (und folglich auch im
ganzen inneren Kugelraum ) die Bedingung

cp-\- cp' = Constans (95)
erfüllt ist , wie dies für jede Gestalt des Conductors gelten mufs.
Auch die Trennung des Potentials cp’ in zwei Theile cp' = cp”+ cp'”,
entsprechend einer Superposition zweier besonderer Flächenbelegungen
können wir , wie im allgemeinen Falle , vornehmen und für die ein¬
zelnen Theile verlangen :

cp+ cp” = 0 (95 a)
cp”' = Constans . (95 b)

Zunächst suchen wir das Potential cp”. Dazu hilft uns ein be¬
kannter geometrischer Satz :

r "

Fig . 7.

Zeichnet man (Figur 7) auf dem Strahle vom Kugelcentrum
nach dem äufseren geladenen Punkte e denjenigen innerhalb ge¬
legenen Punkt , dessen Abstand p" durch die Relation

p - p" = R 2 (96)
bestimmt ist , so haben die Abstände r und r” aller Kugelflächen¬
elemente von dem äufseren und von dem inneren Punkte das gleiche
Längenverhältnifs . Den Werth dieses Verhältnisses kann man
bequem ahlesen an den beiden Polen der Kugelfläche , welche in
gerader Linie mit den beiden Punkten liegen . Für diese ist

r = p + R und r” = R p” .

Mithin ist für jede beliebige Stelle der Kugelfläche :

r p ^ R P + R p
7^- R ^ p” = 'R '

V
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Diese Gleichung kann man auch so schreiben :

oder nach Erweiterung mit dem Werthe der Punktladung e:

Der erste Summand giebt das Potential cp der äufseren Punkt¬
ladung , der zweite Summand hat ebenfalls die Form des Potentials
einer Punktladung . Diese mufs in dem innerhalb gelegenen reci -
proken Bildpunkte gedacht werden , ihre Stärke ist

also von entgegengesetztem Vorzeichen und geringerem Betrage als
die wirkliche äufsere Ladung e. Wir nennen sie das elektrische
Bild von e in Bezug auf die Kugel . Diese Punktladung e" ist nicht
reell vorhanden , das Bild ist ein virtuelles , um einen in der Optik
gebräuchlichen Ausdruck zu gebrauchen . Uebrigens stimmt die Lage
von e" nicht etwa mit der des virtuellen optischen Bildes in der
spiegelnden Kugel überein . Durch die Auffindung der Gleichung (97)
haben wir nun sofort die Bedingung (95 a) befriedigt . Wir brauchen
nur im äufseren Baume bis an die Kugelfläche heran zu setzen :

so haben wir ein Potential rp" gefunden , welches allen Bedingungen
genügt ; und da wir wissen , dafs es nur eine eindeutige Lösung
geben kann , so ist es diese hier . Die beiden Functionsformen (98)
und (98 a) gehen an der Kugelfläche stetig in einander über zufolge
Gleichung (97), aber die Differentialquotienten nach der Normale

(97)r r

(97 a)

oder nach Elimination von R mittels Gleichung (96)

(97 b)

(98)

im Innern der Kugel aber
n e

(98 a)r
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an der Kugelfläche sind unstetig , aus der Gröfse ihres Sprunges
kann man die Flächendichtigkeit der Belegung erkennen , von welcher
das Potential cp" herrührt .

Es mag nebenbei bemerkt sein , dafs durch die soeben ge¬
fundenen Potentiale zugleich auch die sogenannte GuEEN’sche Function ,
von welcher in § 27 die Rede war , für den Fall einer kugelförmigen
Begrenzung des dort betrachteten Integrationsraumes gegeben ist .
Wir brauchen nur in dem inneren Punkte die Ladung e" = 1 an¬
zunehmen und dem entsprechend nach Gleichung (97 a) in dem

äufseren Punkte die Ladung e = — , so genügt die Function :R

allen Bedingungen, welche wir an die GnEEN’sche Function stellten,
denn sie wird in einem inneren Punkte unendlich, wie der reciproke
Abstand 1jr ", ist an der ganzen Oberfläche gleich Null [nach Glei¬
chung (97)] , und folgt mit Ausnahme der Unendlichkeitsstelle im
ganzen Kugelraum der LAPLACE’schen Differentialgleichung.

Nach dieser Abschweifung auf ein früher behandeltes Gebiet
kehren wir zu unserem Gleichgewichtsproblem auf der leitenden
Kugel unter Anwesenheit eines influenzirenden äufseren geladenen
Punktes zurück und finden da noch die zweite Bedingung (95 b) zu
befriedigen .

Dieses Potential cp'" kann nur von einer gleichförmigen Be¬
legung der Kugelfläche herrühren , deren Gesammtmenge wir mit e'"
bezeichnen . Im äufseren Raume wirkt diese wie eine Punktladung e'"
des Kugelcentrums , im inneren Raume erzeugt sie überall den con-
stanten Potentialwerth , welchen das äufsere Potential an der Fläche
selbst annimmt . Nennen wir also s den Abstand eines beliebigen
Raumortes vom Kugelcentrum , so ist aufsen :

P

r " r r " Rr (99)

e
(100 )

und innen
r
R (100 a)

Das gesammte Potential in dem aufserhalb der Kugel liegenden
Raume ist demnach
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9>a = - + - , (101 )’ a r r s

während es im Inneren der Kugel allein durch (100 a) bestimmt wird .
Bezeichnet man den Winkel zwischen dem Strahle s und der

gemeinsamen Richtung der beiden Strahlen p und p" mit ü-, so kann
man Gleichung (101) ausführlicher schreiben :

e » 6 e'"
y = ^ + — (101a )

y^ 2 + s2 — 2^ scosj9 - ^ R4, „ R2s s
’ ' ' -- cosi9 -l/ S + s. - 2^X P P

oder nach einer leichten Umformung des zweiten Gliedes :

_ _ e_ e__ e'"
Cpa Vy 2 + s2 - 2 ^ scosi 9- 1 / 02 , l32*2 o o. *2 1̂01b ^

1/ R2-- 2yscosi9 -

Wichtig für die Beurtheilung der Flächendichtigkeit auf der
Kugel ist der nach der Variabelen s genommene Differentialquotient
von (pa, weil die Richtung des wachsenden s normal auf der Kugel¬
fläche steht . Man findet aus (101b ):

dy . e U-— coa '/ ) ‘ ( ^ r * - P (.»
ds y, ‘ + S - 2r . co. » -

anderseits ist natürlich = 0 . Bildet man also den Ausdruck (102)

für den Werth s = R, also dicht an der Kugelfläche , so mufs er
den Werth von — ine darstellen als Function des Polarwinkels &.
Man findet

4 jre = .. .....e- p2 ~- 'R2) --------3- + — - (103)
R -fR 2+ p 2- 2 Rp cos &3 R 2

Wir wollen zwei besondere Fälle hervorheben .
1. Die leitende Kugel sei durch einen dünnen Draht mit der

Erde verbunden , so dafs auf ihr und in ihr das Potential Null
herrscht . Dann ist in Gleichung (95), folglich auch in (95 b) die
Constante gleich Null , mithin auch

e'"= 0 .



140 ERSTER THEIL.

Die Belegung der Kugel wirkt dann im äufseren Raume so, wie
der reciproke Bildpunkt allein ohne Ladung des Mittelpunktes .
Die Flächenbelegung wird dann nach (103) auf allen Zonen der
Kugel negativ , am stärksten für xf = 0 , am schwächsten für & —n .
Man sagt dem entsprechend im gewöhnlichen Sprachgebrauch , die
Nähe des positiv geladenen Punktes e ziehe aus der Erde durch
den Draht ein gewisses Quantum negativer Elektricität auf die
Kugelfläche . Die herangezogene Menge ist die virtuelle Ladung

des Bildpunktes , also gleich e . Dasselbe findet man auch ,
P

wenn man den durch das erste Glied rechts der Gleichung (103)
gegebenen Ausdruck der Flächendichtigkeit über sämmtliche Zonen
der Kugel integrirt .

2. Die leitende Kugel sei isolirt und ohne überschüssige Ladung ,
so dafs die Summe der durch Influenz getrennten Elektricitäten
auf ihr gleich Null ist . Dann muß auch die Summe der jene
Flächenbelegungen ersetzenden inneren virtuellen Punkte gleich
Null sein, e" + e'" = 0 , oder nach Gleichung (97a ):

Die durch Influenz getrennten Flächenbelegungen auf der Kugel
wirken dann im äufseren Raume , wie ein Paar engegengesetzt

JR
gleicher Punktladungen von der Gröfse — e ; die positive liegt im

P
Centrum , die negative im reciproken Bildpunkt der äufseren Ladung e.
Das Potential , welches nach Eintritt des Gleichgewichtes in der
ganzen Kugel herrscht , findet man aus Gleichung (100 a) unter Hin¬
blick auf (104):

es ist also eben so grofs , wie es am Orte des Kugelcentrums war,
bevor die leitende Kugel in das Feld der Punktladung e gebracht
wurde . Von Interesse ist die Vertheilung der Flächendichtigkeit e in
diesem Falle . Die Gleichung (103) liefert , wenn man zur Abkürzung

(104)

<Pi = +
e
P (104 a)

y .R2+ p 2— 2 Rp cos & = r

setzt , unter Hinblick auf (104):
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Dieser Ausdruck ist für den der äufseren Ladung e zugekehrten
Kugelpol negativ , denn dort ist r — {p — R), also

(4M - e _{P^ -_ R)3- P (p 2- Ii 2) _ e-(3p — R)
* = o ' -R p - {p — R)3 p -[p — Rf

An dem abgekehrten Kugelpol ist e positiv , denn dort ist
r = p R , also

(4 » «) _ « . (p + jy - rfr ’ - g ) . . + anli .
1 B p -tp + Rf + p -{p + Bf ( '

Dazwischen , auf einem Parallelkreise von bestimmtem Winkel
mufs der Zeichenwechsel der Belegung stattfinden . Dort mufs e = 0
sein, man findet also für den zugehörigen Abstand r — r aus (104 b)
die Bedingung

r 3 = p [p2— R2) (104 e)

unabhängig von der Stärke der äufseren Punktladung .
Die Länge t der Tangente vom geladenen Punkt an die Kugel

ist gegeben durch
ü2 = p 2 - i22;

es ist also
«3 = f {p 2- R:i).

Nun ist immer t < p , folglich lehrt der Vergleich dieses Ausdruckes
für t3 mit demjenigen für r 3 in (104 e), dafs immer r > t ist . Das
Gebiet der negativen Belegung erstreckt sich also etwas weiter als
die vom äufseren Punkt e aus sichtbare Calotte der Kugel . Bei großer
Entfernung freilich nähern sich beide Calotten der halben Kugel¬
oberfläche .

§ 33. Elektrische Bilder in Bezug auf unendliche
leitende Ebenen .

Läfst man den Radius R der leitenden Kugel über alle Grenzen
wachsen , während der dem äufseren Punkt zugekehrte Pol der Kugel
unveränderte Lage behält , so wächst auch p über alle Grenzen , das
Verhältnifs R jp nähert sich dem Werthe 1, während p — R = h einen
festen endlichen Werth behält . Die Kugelfläche geht dann in eine
unendliche Ebene über , der Bildpunkt von + e nimmt die Stärke
— e an und rückt ebenfalls in den Abstand h auf der anderen Seite
der Ebene , so dafs sich in diesem Falle das elektrische Bild mit
virtuellen optischen Bilde hinter einem ebenen Spiegel deckt (Figur 8).
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Das Potential der bis in’s Unendliche reichenden leitenden Ebene
mufs Null sein, und derselbe Werth herrscht jenseits hinter der Ebene .
Vor ihr aber ist

Cf = ;T r r (105)

in einem Punkte , welcher von der reellen Ladung den Abstand r ,
von deren virtuellem Bild den
Abstand r ' besitzt . Legen wir die
a>Achse durch e senkrecht zur
leitenden Ebene , den Nullpunkt in
diese Ebene , die positive Richtung
nach e hin und bezeichnen den
seitlichen Abstand des Punktes ,

in welchem wir cp angeben wollen , von der « - Achse mit y,
so ist

e e

Fig . 8.

cp =

folglich
d cp
dx

y (&— xf + ?/2

t (h — x) +

]/ (/»+ xf + y2

t {h + x)

(105 a)

\ {h — xf + y2 )/(/*+ xf + ?/2

Dies wird hart an der Ebene « = 0

dx )x =+ 0

2eh

j/PT ?
Auf der anderen Seite der belegten Fläche ist = 0 .

\ oa ; / x = - o
Daher ist die Flächendichtigkeit e gegeben durch

4 e = — 2 eh 2 e
ff? + ?/

h
, ,_ , = — — cos3« . (105b )

h2 \ -fh 2+ y2) h2

Im letzten Ausdruck bedeutet « den Winkel , unter welchem
der Strahl vom geladenen Punkt nach dem influenzirten Flächen¬
element , in welchem die Dichtigkeit e herrscht , gegen die negative
«-Richtung geneigt ist . Man sieht , dafs mit wachsendem Winkel «
die Dichtigkeit der überall negativen Belegung der Ebene rasch ab¬
nimmt . Man braucht defshalb in der Praxis , um die hier berechneten
Verhältnisse zu verwirklichen , keine unendlich grofse leitende Ebene ,
sondern es genügt ein zur Erde abgeleiteter ebener Metallschirm ,
dessen Linearmaafse nur grofs gegenüber dem Abstand h sind .
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- e

Fig. 9.

Auch das elektrische Feld einer Punktladung in einem Raume ,
welcher durch zwei rechtwinklig zusammenstofsende ebene Metall¬
wände abgeschlossen ist (Raumquadrant ), kann man mit Hülfe der
Spiegelbilder leicht angeben
(Figur 9). Es sind dazu
erstens die beiden Spiegel¬
bilder nöthig , welche sich auf
die beiden einzelnen jenseits
der Kante bis ins Unendliche
fortgesetzt gedachten Ebenen
beziehen ; diese beiden haben
jedes die Stärke —e. Ferner
aber ist in dem vierten
Quadranten noch ein virtueller Bildpunkt von der Stärke + e
nöthig . Das Feld dieser vier Punktladungen ist in dem Raum¬
quadranten zwischen den beiden Metallwänden identisch mit dem
thatsächlich dort herrschenden . Hinter dem Eckschirm , d. h. auf
dessen convexer Seite herrscht in Wirklichkeit überall das Potential
Null , dort gelten also die Felder der virtuellen Bildpunkte nicht .

Nehmen wir die Ebene , in welcher die reelle Punktladung und
ihre drei Spiegelbilder liegen , zur x-, «/-Ebene , die Schnitte der beiden
Metallwände zur positiven x- und «/-Axe , die Kante (senkrecht zum
Papier in Figur 9) zur z-Axe, und numeriren wir der Reihe nach
die Abstände eines Raumpunktes (x, y, z) von den vier Punktladungen

r , rv so ist das Potential für positive x und ymit »q r.

(106)

«q = —af + (y —bf + z2 r3= y {x + a)2+ {y + bf + z2 |
ri = Vl* + af + {y ~ bf + z2 ri ^ (x —a)2+ {y b)2 z2 j

wobei a, b, 0 die Coordinaten des geladenen Punktes sind .
Daraus folgt

t (x — a) t (x + a) _ e(a; + a) t {x — a)
ty 3 /»« 3 ry 3 ry 3

(106 a)

dcp
dx

dcp e(«/ — &) t {y — b) tiy + b) tiy + b)
.. S "U _ 3 „ 3 “T „ 3dy r\ '2 's A

Von besonderem Interesse sind die Werthe dieser Differential¬
quotienten an den beiden Metallwänden selbst .
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Für a; = 0 wird r2 = rx und r3 = r4, mithin :

idcp \ _ 2ea II 1
l dx )x=+o~ r43 ~ 6(1 [r^

r1 und r3 = r2, mithin :Für y = 0 wird r4

öqp\ _ 2 e &
ö ?/ / y=+o »-i 3

2e & = 2e6 -
1

> 0 .

> 0 .

(106 b)

Daraus kann man die influenzirten überall negativen Flächen¬
belegungen der beiden Scbirmwände ablesen, denn hinter dem Schirm

ist f-̂ r—) = f-̂ r—) = 0 , also geben die vorstehenden beiden
( dx jx=_0 \ dy ly=- o

Ausdrücke direct die Werthe von — 4 tte. Man bemerkt, dafs die
Dichtigkeit in der concaven Kante auf Null herunter gebt , weil
dort r1= ri = r3 = r4 wird. Auch läfst sich zeigen, dafs die maximale
Dichtigkeit auf beiden Wänden nicht normal vor der Punktladung,
sondern etwas verschoben in der Richtung aus der Ecke heraus
zu finden ist.

In gleicher Weise lassen sich die analogen Probleme für zwei
71 7t

Wände, welche einen Winkel von — , ,
O 4

etc. einschliefsen, be¬

handeln. Die Felder in den immer enger werdenden Raumfächern
zwischen den zwei leitenden Wänden lassen sich durch 6, 8, . . .

Fig . 10. Fig . 11.

gleich stark und paarweise entgegengesetzt geladene Punkte (zu
denen auch der eine reelle gehört) dar stellen . Die Figuren 10
und 11 mögen zur Anschauung genügen. Sobald aber der Winkel
nicht ein einfacher Bruchtheil von n ist, versagt diese Methode, denn
man müfste dann unzählig viele Bildpunkte berücksichtigen, welche
alle auf einem Kreis um die Schnittkante der beiden Wände an¬
geordnet liegen .

Endlich wollen wir das Feld betrachten, welches ein geladener
Punkt zwischen zwei parallelen leitenden Wänden hervorruft. Auch
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hier sind unzählig viele Spiegelbilder nach beiden Seiten hin zu
Hülfe zu nehmen , wie Figur 12 veranschaulicht . Diese sind auch
alle von gleicher Stärke und abwechselndem Vorzeichen und liegen
auf derselben geraden Linie senkrecht zu den Wänden . Darum
kann man das Potential in dem Raum zwischen den beiden Parallel -
ebenen nur in Form unendlicher convergenter Reihen darstellen ,
deren einzelne Glieder mit abwechselnden Vorzeichen die Ladung + e
des Bildes , dividirt durch den wachsenden Abstand eines beliebigen
Punktes im Zwischenraum von dieser Bilderreihe bildet . Für Punkte
in der Axe sind diese Reihen am einfachsten : Der geladene Punkt
und die Bilderreihe mögen auf der x-Axe liegen , deren Nullpunkt

l

X
0 a

Fig . 12.

in der leitenden Ebene links . Der geladene Punkt habe die Abscisse a
und der Abstand der Parallelebene sei l. Dann ist das Potential
in einem Punkte zwischen den Ebenen (0 < * < /)

+ + +
\x —a\ 2l -\- a —x ^ l + a —x %l + a —x

e e e

+ + +
2l — a + x Âl — a + x Ql — a + x

e e e

+

a + x 2l + a + x Al + a + x Ql + a + x

Bezeichnet man zur Abkürzung

x -\- ax — a
21 21 = ß ,

(107)

(107 a)

wo « und ß stets echte Brüche sind , so kann man den vorstehen¬
den Ausdruck folgendermaafsen schreiben :

H. V. Hklmholtz , Theoret. Physik . Bd. IV. 10



146 ERSTER THEIL.

(p = \x —a\ a -\- x

+ h

i i i
+ -Ti + -5 — +

ß 2 - ß 3 - ß
1 1 1

+ i r +1 + ß 2 + ß 3 + ß
+

(107b )

1 + /5 2 + ß 3 + ß

Die positiven Glieder dieser vier unendlichen Reihen sowie die
negativen Glieder bilden für sich allein divergente Reihen , deren
Werthe unendlich werden . Wenn man aber die positiven und
negativen Glieder von gleicher Ordnungszahl zusammenfafst , so
erhält man eine convergente Reihe von bestimmtem Werthe , also
eine endliche Function von x. Solche bedingt convergente Reihen
mit abwechselndem Vorzeichen , deren Summenwerth durchaus von
der Reihenfolge der Zusammenfassung abhängt , kann man zur Dar¬
stellung physikalischer Functionen nur dann brauchen , wenn für die
Art der Reihenfolge der Glieder ein innerer Grund vorliegt . Das
ist nun hier der Fall . Wenn man nämlich zur Auffindung der
successiven Spiegelbilder schreitet , so kommt man zu immer ent¬
fernteren Punkten von immer schwächerem Einäufs , so dafs man
nach einer hinreichenden Menge von Bildpunkten abbrechen darf .
Dann hat man aber immer ebensoviel positive wie negative Bildpunkte
zu berücksichtigen und defshalb ist die Zusammenfassung der Paare
von gleicher Ordnungszahl die einzig gerechtfertigte .

§ 34. Influenzirung einer leitenden Kugel durch ein festes
äufseres Ladungsgebilde . Zwei leitende Kugeln .

In § 32 haben wir nur das reciproke Bild eines einzigen ge¬
ladenen Punktes in Bezug auf eine Kugel gesucht . Zunächst ist
klar , dafs eine feste Gruppirung von mehreren äufseren Punkt¬
ladungen eine nach der Regel der reciproken Abbildung aufzufindende
Gruppe von inneren Bildpunkten mit entgegengesetzten und im

jeweiligen Verhältnifs ^ oder reducirten Ladungen besitzt ,
mit deren Hülfe man das elektrische Feld darstellen kann , welches
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die festen äufseren Ladungen zusammen mit der Influenzvertheilung
auf der leitenden Kugel im äufseren Raume erzeugen . Man kann
auch zu continuirlich verbreiteten auf Linien , Flächen oder in
Räumen festliegenden Ladungen tibergehen und deren reciproke
Bilder in der Kugel aufsuchen zum Zweck der Felddarstellung im
Aufsenraum . Bedingung ist dabei nur , dafs die Influenzladung der
leitenden Kugel nicht wieder rückwärts vertheilend auf die äufseren
Ladungen wirkt . Letztere müssen also entweder auf sehr kleinen
getrennten Körpern , oder aber auf vollkommenen Isolatoren be¬
findlich gedacht werden . Wie die Bilder der einfachsten geometrischen
Objecte gestaltet sind , werden wir im nächsten Paragraphen aus¬
führen .

Ein Beispiel , in welchem man das Feld zwischen zwei influenzir -
baren Leitern durch eine Reihe von successiven Bildern finden kann ,
bilden zwei Kugeln , deren eine vom Radius R1 wir uns zur Erde
abgeleitet denken , während wir die andere vom Radius isolirt
und mit der positiven Menge e0 beladen annehmen . Der Abstand
beider Kugelcentra sei p0. Die Kugeln sollen sich ausschliefsen ,
also p0 > Rj + R2. Man kann dann folgende Reihe von Ueber -
legungen anstellen , welche Anwendungen der beiden Sonderfälle des
§ 32 sind .

1. Zunächst wirkt die geladene Kugel 2 wie eine Punkt¬
ladung e0 in ihrem Centrum . Deren Bild in der Kugel 1 hat die
Stärke

Rlei = L eo
Po

und liegt auf der Centrallinie im Abstand

(108)

Pi = — ( 108a )

vom Centrum der Kugel 1.
2. Diese Ladung e1 wirkt rückwärts influenzirend auf die isolirte

Kugel 2. Diese Rückwirkung wird dargestellt durch das Bild von Ci
in der Kugel 2 von der Stärke

e2 = -- ^ — e1 = + -- A ^ - , e0 (108b )
Po - Pi Po (Po ~ Pl )

im Abstand
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vom Centrum der Kugel 2. Aufserdem kommt aber in deren Centrum
selbst noch die Punktladung — e2 hinzu, da diese Kugel isolirt und
von der Gesammtladung e0 bleiben mufs.

3. Die beiden Punkte e2 und — e2 erzeugen wieder zwei Bilder
in der Kugel 1. Das Bild des ersten bat die Stärke

— "e2 = -- ?- —̂rr-̂ - re0 (108d)
Po - P2 Po (Po — Pi ) {Po —

und liegt im Abstand
== _ A1 _

Po - Pi
(108 e)

Das Bild des zweiten fällt örtlich mit ^ zusammen und hat die
Stärke

e ' —+ ^ 2- e — e (108f )
3 + Po Po2(Po - Pi ) 0' [ ’

4. Es sind die Bilder von e3 und e3' in der Kugel 2 zu bilden.
Diese sind

R i , -W ei oq \
64 Po ~ Po 63 Po tPo - Pi ) (Po - P2) (Po ~ Ps ) e° g

im Abstand

und
Pt = ^ (108h )

Po - P3

R2 , R, K etnose ' = 2— e - _e 108l
Po - Pi Po (Po - Pi ) (Po ~ r '

im Abstand p2, also zusammenfallend mit e2.
Aufserdem kommt im Centrum der isolirten Kugel noch die

Punktladung — (e4 + e4') hinzu. Von diesen drei Punkten sind dann
wieder die Bilder in der Kugel 1 zu suchen. Zwei derselben
e5' und e6" fallen über die dort bereits vorhandenen Punkte Cj und e3,
während e5, das Bild von e4, einen neuen Ort im Abstand ph ein¬
nimmt. In dieser Weise hat man fortzufahren. Die Abstände der
neuen Bildpunkte von den Centren werden zwar gröfser, aber die
Bildpunkte rücken dichter und dichter zusammen und sie kommen
über zwei gewisse Grenzen pltD und p2oo, welche in beiden Kugeln
merklich < R^ resp. < iü2 bleiben , nie hinaus. Die Stärke der
Punktladungen aber nimmt successive ab, weil jede folgende aus der
vorigen durch Multiplikation mit einem echten Bruch hervorgeht,
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welcher kleiner als —3- resp . —— ist , und weil die über einander
P \a> P2(X>

fallenden Bilder überdies immer im Zeichen wechseln .
Wenn der Abstand p0 einigermaafsen grofs gegen beide , oder

auch nur gegen einen der beiden Radien ist , so convergiren die
Summen sehr schnell und man kann sich mit einer geringen Anzahl
der ersten Glieder der successiven Bilderreihe begnügen . Wenn
sich aber die Kugeln fast berühren , so convergiren die Reihen sehr
langsam , und man mufs zu ihrer Berechnung besondere mathematische
Kunstgriffe anwenden . Die Theorie dieses Problems wurde von
G. Kirciihoet (Ckelle ’s Joum . 59) vollständig durchgeführt .

§ 35. Reciproke Bilder der einfachsten geometrischen Ob¬
jecte . Winkeltreue oder Aehnlichkeit der kleinsten Theilchen

in Bild und Object .

Bevor wir zu einer neuen Anwendung der reciproken Bilder für
die Theorie der Elektrostatik auf leitenden Oberflächen übergehen ,
ist es nützlich , die einfachsten Fälle der Object - und Bildgestalten
und ein allgemeines Gesetz dieser Abbildung zu betrachten . Der
Uebersichtlichkeit der Figuren wegen wollen wir dabei immer die
Objecte ganz aufserhalb der ahbildenden Kugel , die Bilder also
ganz im Innenraum annehmen , obwohl diese Beschränkung nicht
im Wesen der Sache liegt . Es gelten dieselben Gesetze auch für
Gebilde , welche theils aufserhalb , theils innerhalb der Kugelfläche
liegen , deren Bilder defshalb theils nach innen , theils nach aufsen
fallen .

1. Bild einer Ebene . In Figur 13 ist ein Kreis um den
Mittelpunkt 0 geschlagen . Dessen Radius sei OS —R Aufserhalb
läuft eine gerade Linie , auf der ein beliebiger Punkt P ausgewählt
ist , während A der Fufspunkt des Lotes von 0 auf dieser Linie ist .
Von den beiden Punkten A und P sind die reciproken Bilder A'
und P ' angegeben . Nennen wir

OA = a, OA '= a , OP = p , OP '= p',
so ist also

P 'p'= a -a = R2 (109)

oder p ' : a' = a :p. Daraus folgt die Aehnlichkeit der beiden Drei¬
ecke O P ' A' und OAP . Da nun bei A ein rechter Winkel liegt ,
liegt auch bei P ' ein solcher . Durchläuft also P die gerade Linie ,
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so folgt P ' auf demselben Strahle OP , stets die Strecke OA' unter
einem rechten Winkel erfassend , d. h. P ' läuft auf dem Kreise ,
dessen Durchmesser OÄ' ist . Dem unendlich fernen Punkte der
Geraden entspricht als Bild das Centrum O. Der Kadius des Bild¬
kreises ist } OA', das ist gleich R 2/ 2 a. Dreht man nun die Figur
um die Axe OA , so beschreibt der Kreis um O die ahbildende
Kugel vom Radius R, die gerade Linie A P beschreibt eine Ebene
im Raume , welche von O den Normalabstand OA besitzt , und der
Bildkreis über 0 A' beschreibt als Bild jener Ebene eine Kugel .

/

Fig . 13. Fig . 14.

2. Bild einer Kugel . In Figur 14 haben wir denselben ab¬
bildenden Kreis vom Radius R um den Punkt 0 , als Object aber
einen Kreis um den Punkt C. Die Centrale O G schneidet ihn in
dem Durchmesser AB , ein beliebiger Strahl von O aus schneidet
ihn in der Sehne P Q, endlich sei noch die Tangente O T bemerkt .

Von den Punkten ABPQT sind die reciproken Bildpunkte
A' B' P ' Q' T' construirt. Bezeichnen wir:

OA —a OB = b OP = p OQ = q OT = t
OÄ = a OB'—b' OP'= p' OQ ^ q' OT'= f ,

so ist wegen des Gesetzes der Abbildung

a -a = b‘b'= p ’p'= q-q = t -t'— R2. (HO)
Anderseits ist wegen der Kreisgestalt des Objectes

a ' b = p -q — t2. (110a )
Setzt man in diese letzte Relation mit Hülfe der vorhergehenden
die gestrichelten Gröfsen ein, so erhält man :

R2 R2 R2 R 2 R4,



BILD EINER KUGEL. WINKELTREUE. 151

was nichts Anderes aussagt , als

a - b' —p ■q — t' 2. (110b )

Daraus erkennt man ohne Weiteres , dafs das Bild des Kreises eben¬
falls ein Kreis ist , dessen Lage und Dimensionen man aus der
Figur 14 leicht ahlesen kann . Der Mittelpunkt G des äufseren

Dieser Punkt C ist indessen verschieden von dem Mittelpunkt K
des Bildkreises :

C liegt excentrisch gegen 0 hin verschoben .
Errichtet man auf 0 T' im Punkte T' eine Senkrechte , so trifft

man K, legt man dagegen einen Kreis über den Durchmesser OT ',
so trifft man C , denn dieser Kreis ist das Bild der Geraden TG.

Für den Radius r' des Bildkreises und den Radius r des Ob¬
jectkreises liest man aus der Figur folgende Gleichung ab

oder unter Benutzung der reciproken Beziehungen und des Sekanten¬
satzes :

Läfst man die Figur 14 um die Axe OG rotiren , so beschreiben
alle 3 Kreise Kugeln : und wir erhalten sogleich den Satz , dafs das
reciproke Bild einer Kugel im Raum wieder eine Kugel ist , deren
Lage aus der ebenen Figur vollkommen erkannt werden kann , da
diese einen gemeinsamen Centralschnitt durch alle drei Kugeln
darstellt .

3. Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen zwischen Bild und
Object . Wir stellen uns jetzt vor , es sei als Object eine beliebig
gestaltete Raumfläche gegeben . Auf ihr wollen wir ein Flächen¬
element von dreieckiger Gestalt abgrenzen , welches so klein ist , dafs
sowohl dessen Fläche als auch das Bild davon als eben und die

Kreises ^ OC = ) bildet sich in einem Punkte G' {OG’—c )
ab nach dem Gesetz

(llOd )

r
r

f
1
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Begrenzungslinien als geradlinig gelten dürfen . In Figur 15 sei in
perspektivischer Darstellung das kleine Dreieck auf der Raumfiäche
durch ABC gegeben . Das reciproke Bild dazu sei das Dreieck
A' B ' C .

A

Bezeichne

dann ist

Fig . 15.

OA = a OB = b OC= c

OÄ ^ d OB' —V OC' = c',

a -a' = b -b' — C’C= R 2. (Hl )

Defshalb liegen auf jeder der drei Seiten der spitzen Ecke 0 zwei
langgestreckte ähnliche Dreiecke :

OB ' C ~ O CB , OC ' Ä ~ OAC , OA' B ' ~ OBA .
Bezeichnen wir also noch die kleinen Strecken :

B C — ct CA = ß AB = /
B' C = u C' Ä = ß' Ä B' = / ,

so ergieht sich aus den Aehnlichkeiten :

«
ce

V_
e ß

c
a

a
c

y_
y

a
T

V_
a (lila )

Je kleiner nun das Objectdreieck gemacht wird , um so mehr nähern
sich die drei Strahlenlängen a , b, c ein und demselben endlichen
Werthe , den wir mit p bezeichnen und kurz den Abstand des
Objectelementes vom Punkt O nennen . Ebenso nähern sich die drei
reciproken Strecken d , b', c immer mehr dem gemeinsamen Werth p
(dem Abstand des Bildelementes von O). Danach gehen die drei
vorstehenden Gleichungen über in

Y_ P_
ß (111b)
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d. h. das Bilddreieck wird dem Objectdreieck bei verschwindender
Gröfse geometrisch ähnlich .

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist folgende : Wenn auf
der Objectfläche zwei beliebige einander schneidende Linien ge¬
zeichnet sind , so schneiden sich deren Bilder auf der Bildfläche
unter dem gleichen Winkel , oder mit anderen Worten , die reciproke
Abbildung ist winkeltreu .

§ 36. Eine andere Anwendung der reciproken Abbildung
zur Auffindung des Gleichgewichts der Elektricität auf Leitern

von besonderer Gestalt .

In den §§ 32 und 34 haben wir die abbildende Kugel vom
Radius R immer als Oberfläche des von aufsen influenzirten Leiters
angesehen . Es giebt aber noch eine andere Anwendung , bei welcher
diese Kugel nur ein geometrisches Hülfsmittel für die Ableitung
eines Ladungssystems aus einem vorgeschriebenen anderen Ladungs¬
systeme bildet .

Wir denken uns zunächst ein System von Punkten mit den
Ladungen ei ; e2, . . . ea, . . . . festgelegt und bestimmen das Potential

in einem behebigen Raumpunkt nach Gleichung (14). (p — 2 —— •
a r a

Nun denken wir uns in einiger Entfernung von dem Ladungssystem
ein festes Centrum und nennen die Abstände der elektrischen Punkte
von diesem Centrum px, pa, . . . pa, . . . den Abstand des Ortes
in dem cp bestimmt worden ist , nennen wir s, endlich die Winkel
zwischen der Richtung s und den Richtungen der einzelnen pa nennen
wir d\ , , . . . . &a . . . Dann sind die einzelnen Abstände

r a = ] / S2 + Pa — 2 sp a COS ü -a ,

mithin ist das Potential :

^ = 2 -— = == = = = r -"- (112)
a }/ S2 + p * - 2 sp a COS i9-0

Jetzt denken wir um das feste Centrum die Kugel vom Radius R
gelegt und bilden in ihr das äufsere Ladungssystem ab . Das

JEt
Bild der Ladung ea wird e«, dessen Abstand vom Centrum

Pa
R 2

p ' a = — — Nun suchen wir das Potential cp' dieses Bildsystems ,
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und zwar in demjenigen Punkte, der das Bild des vorher gewählten
R2

ist, dessen Abstand vom Centrum also s — — ist. Die Bilder liegens
alle auf denselben Strahlen wie die Objecte ; defsbalb haben die
Winkel i9-a hier dieselben Werthe und es ist :

R

9 2 _UT* R* „R* ’ (113̂
H -- 2 — — cos

Pa S - pa

Wenn wir Zähler und Nenner der einzelnen Summenglieder mit
8 * 7) S
■ 2tt erweitern, so tritt in allen Zählern der gemeinsame Factor —

xi H

auf, den wir vor das Summenzeichen stellen dürfen, und es folgt :

y = 2.- e; ... = • (113a )a yPa + s2 —2 sp a cos i9-a

Das ist aber nach Gleichung (112):

cp' = - ~ - (p , (114)

wofür man auch schreiben kann

' V ( 114a )

oder

cp' = - ^ - cp. (114 b)\ s

Diese einfache Beziehung erlaubt, das Potential cp’ des allein vor¬
handen gedachten Bildsystems zu finden aus dem Potential des
ursprünglichen Objectsystems, und zwar gilt die Beziehung für jedes
Paar correspondirender Orte in beiden Systemen.

Man braucht die Betrachtung nun nicht auf Punktladungen zu
beschränken, sondern kann namentlich auch die in der Elektro¬
statik der Leiter wichtigen Flächenbelegungen in der Kugel ab¬
bilden. Entspricht einem Flächenelemente ds das Bildelement ds ,
so mufs , wie die Betrachtung am Schlufs des vorigen Paragraphen
und die Figur 15 sofort zeigen , wegen der Aehnlichkeit der Ab¬
bildung sein :

d s' v' 2
-T - = Z ir - (115 )ds v
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Die Dichtigkeit der Flächenbelegung im Object sei e und wir
suchen die entsprechende Dichtigkeit e' im Bilde . Das Quantum
eds vertritt einen geladenen Punkt im Object . Das Quantum
seines Bildes ist e' d s Defshalb mufs die allgemeine Regel wie hei
Punkten gelten :

oder , da — = ist :
P \P

II
(e ds ) = [eds )p

(115 . )
eds \p

ds
Hieraus und aus der vorstehenden Gleichung für —— folgt :d s

(115 b)

wofür man auch schreiben kann :

e v s R 3
T — W — (115c )

Während also das Bild einer äufseren Punktladung schwächer als
das Object ist , wird die Flächendichtigkeit gröfser in dem inneren
Bilde als in der äufseren Objectfläche . Das kommt daher , dafs
die Flächen noch stärker reducirt werden als die Ladungen .

Anhangsweise sei noch auf die Abbildung räumlich geladener
Objecte hingewiesen , wenngleich man selten davon wird Gebrauch
machen können . Ein Volumelement d r im Abstand p > R besitzt
ein Bild dr ' im Abstand p'. Wegen der Aehnlichkeit der kleinsten
Theilchen mufs sein :

dz ' p ' 3
dr p (H6 )

Die räumliche Dichtigkeit in Object und Bild sei « und Dann
entspricht edr einem geladenen Objectpunkt , «' dx dessen Bildpunkt ,
mithin ist :

(«' dz ’) — — — ie dz )p
oder

e d x Vjt7
- _ = - XL . (116 a)
£ d T \ p
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Daraus folgt : « _ Rb
Rb y *s (116 b)

Diese Abbildungen , insbesondere diejenige elektrisch belegter Ober¬
flächen , wollen wir nun zur Auffindung neuer Gleichgewichte auf
Leitern benützen . Würde man als Object einen geladenen Leiter
oder einen influenzirten Leiter nebst der die Influenz hervorrufenden
Ladung wählen , so würde immer auf der Leiteroberfläche das
Potential <p einen constanten Werth besitzen . Dann sieht man aber
aus Gleichung (114), dafs an der Oberfläche des Bildes das Poten¬
tial rp' der Bildladung nicht constant sein kann , da doch die Ab¬
stände s der einzelnen Flächenelemente vom Nullpunkt variabel
sind. Eine Abbildung solcher Objecte kann also nicht Gjeichgewiehts -
vertheilungen auf Leitern liefern .

Dagegen erhält man eine solche Gleichgewichtsvertheilung stets
in folgender Weise : Man nimmt einen zur Erde abgeleiteten Con-
ductor und erzeugt durch eine äufsere Punktladung e auf dessen
Oberfläche eine Influenzbelegung . Das gesammte Potential der
Punktladung und der Flächenbelegung zusammen ist dann an der
leitenden Fläche überall gleich Null . Nennt man den Abstand der
Punktladung von den einzelnen Flächenelementen s, so ist der von

6
e herrührende Antheil zum Potential an der Fläche gleich — ,

folglich der übrige , von der Flächenbelegung allein herrührende
c

Antheil gleich --- s
Entfernt man dann den Punkt e wieder , so fliefst freilich in

Natur auch die Influenzbelegung an dem Leiter wieder davon in
die Erde , aber man kann diese Belegung in Gedanken so fixirt
denken , dafs sie in derselben Vertheilung verharrt , wie sie durch
den Punkt e angeordnet wurde , auch nachdem man diesen weg¬
genommen hat . Wählt man nun diese fixirte Belegung als Ob¬
ject und legt den Mittelpunkt der abbildenden Kugel in den Ort ,
wo vorher die Punktladung e sich befand , so stellt das Bild dieser
Vertheilung immer das Gleichgewicht von Elektricität auf einem
isolirten geladenen Leiter dar , dessen Gestalt nach den Regeln der
reciproken Abbildung aus der Gestalt des ursprünglichen influenzirten *
Leiters abgeleitet wird . Der Beweis der Behauptung folgt aus der
Gleichung (114). Das Potential cp der Ohjectladung in einem Punkte
der Oberfläche des Conductors ist
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Defshalb wird das Potential <p der Bildladung in dem Bildpunkte ,
also ebenfalls in einem Punkte der Oberfläche des reciproken Bildes
jenes Conductors

s e
•T' - Rf ^ + S -

Dieser Betrag ist an allen Stellen der Oberfläche constant . Im
Inneren des Objectconductors herrscht im realen Gleichgewicht ,
d. h. unter Anwesenheit des influenzirenden Punktes e überall das
Potential Null , nach gedachter Fixirung der Oberflächenbelegung
und Entfernung des Punktes e besteht daselbst das variabele
Potential

e
90 = -- ,s

wo s der Abstand eines inneren Punktes im Object vom Nullpunkt
bedeutet . Im Bildpunkt , der dann ein innerer Punkt des Bild¬
körpers wird , ist nach Gleichung (114)

« , e
» — b <p - + r -

Es sind also die Gleichgewichtsbedingungen für einen isolirten ge¬
ladenen Leiter in diesem Bilde erfüllt .

Man wird diese Methode mit Nutzen nur da anwenden können ,
wo das Objectsystem sich in einfacher Weise angehen läfst , sowohl
was die Flächenbelegung als auch das Potential im umgebenden
Raume betrifft . Ist dies der Fall , so haben wir alle Mittel in der
Hand , nun auch die Flächendichtigkeit auf dem und das Potential
rings um den Bildkörper anzugeben .

ln § 33 lernten wir die durch einen geladenen Punkt e auf
einer im Abstand h gegenüber gestellten unendlichen leitenden Ebene
hervorgerufene Flächenbelegung kennen und konnten auch das Po¬
tential dieser Belegung vor der Ebene in einfachster Weise durch
das Potential einer fingirten Punktladung — e hinter der Ebene
darstellen . Denken wir nun diese Flächenbelegung fixirt , den Punkt e
entfernt , und die Abbildung der belegten Ebene ausgeführt . Das

R 2
Bild der Ebene ist nach § 35 eine Kugel vom Radius — , das Bild

2̂ fi

besitzt auf der Oberfläche und im Inneren (letzteres entsprechend
dem Objectraume hinter der Ebene ) das constante Potential

c .
w' = + —-. Die Flächendichtigkeit e' berechnet sich nach Glei-Jtl
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chung (115 c) aus der in Gleichung (105 b) angegebenen Dichtigkeit e
auf der Ebene zu

1 2th
e = + - j — ' “Es - >4 TT B ö

ist also ebenfalls constant . Da endlich das Potential der fixirten
Belegung der Ebene vor der Ebene aussiebt wie dasjenige des
Punktes — e im Spiegelpunkte , so sieht das Potential der Bild¬
belegung aufserbalb der Bildkugel aus wie dasjenige des reciproken
Bildes von jenem Punkte — e. Dieses Bild fällt in das Centrum
der Bildkugel und bat die Stärke

denn der Abstand jenes Spiegelpunktes hinter der Ebene von dem
früheren Orte von e beträgt 2 h . Vergleicht man unter einander
die hier gefundenen Werthe des Kugelradius , des Potentials auf der
Oberfläche , der Flächendichtigkeit und endlich des Potentials im
Aufsenraum , welches aussiebt , als käme es von einer Punktladung e'
im Kugelcentrum her , so erkennt man , dafs wir hier alle die uns
bekannten Verhältnisse wiederfinden , welche für eine isolirte , leitende ,
geladene Kugel gelten müssen .

Ein neues Resultat , das Gleichgewicht auf einem complicirter
gestalteten Conductor , liefert die Abbildung der ebenfalls in § 33
besprochenen Influenzladung auf zwei senkrecht zusammenstofsenden
leitenden Ebenen . Wir knüpfen an Figur 9 , S. 143, an , entfernen
die reelle Punktladung + e und legen an ihre Stelle das Centrum O
der abbildenden Kugel vom Radius R (Figur 16). Die beiden Ebenen
bilden sich in zwei Kugeln ab , welche sich ebenso wie die Ebenen ,
rechtwinklig durcbscbneiden (Winkeltreue der Abbildung ). Die Gröfse
der beiden Kugeln hängt von der gewählten Lage des Centrums O,
also von den beiden Abständen a und b ab , die Radien sind :

R 2 , R 2
™d ft = 24 -

Das Bild der durch zwei Ebenen gebildeten concaven Raumecke
ist also eine geschlossene Oberfläche , welche aus Theilen zweier
Kugeln gebildet wird . Die drei Spiegelbilder des reellen Punktes e,
welche zur Darstellung des Potentials in dem concaven Raum¬
quadranten nützlich waren , werden jetzt abgebildet in den beiden
Kugelmittelpunkten A' und B' und in einem Punkte G' auf der
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Verbindungslinie beider . Es ist auch leicht , die Stärke dieser drei
Bildpunkte aus der Figur abzulesen :

In Ä' ist + — e, in B ’ ist + — e, in C endlich ^ p
2a 2ö 2 \ a2+ b2

zu fingiren . Die körperliche Gestalt des durch unsere Abbildung
gefundenen Conductors findet man , wenn man das ebene Bild der
beiden einander senkrecht schneidenden Kreise um die Centrale A' B'
rotiren läfst . Das Innere dieses Körpers ist das Abbild des Raumes

Af

Fig . 16.

hinter der leitenden Wandung . Wir finden daher in der Abbildung
im Inneren bis an die Oberfläche des Conductors das constante
Potential

Die Dichtigkeit e' der Flächenbelegung könnte man mittels der
Gleichung (115 c) aus der in Gleichung (106 b) angegebenen Dichtig¬
keit e auf den beiden Ebenen berechnen . Es würde sich zeigen,
dafs sie ein stärkstes Maximum an der äufsersten Stelle der kleineren
Kugel , ein schwächeres an der entgegengesetzten Stelle der gröfseren
Kugel aufweist . Besonders bemerkenswerth ist , dafs in der ein¬
geschnürten Falte der Conductorfläche die Dichtigkeit Null ist , da
sie auch in der Schnittlinie beider Ebenen gleich Null war .

Nach Aufsen erzeugt der Conductor ein Feld , als käme es von
den drei gedachten Punktladungen A’, B ', C her . Die gesammte ,
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dem Conductor mitgetheilte Ladung e' mufs gleich sein der alge¬
braischen Summe dieser drei Punkte , also

, . , + Ü /I + ! _ ‘ (117)
T 2 U 4

Für jeden isolirten und nicht influenzirten Conductor besteht
für das Gleichgewicht zwischen Gesammtladung und Potential eine
Beziehung von der Form :

e' = G - cp' ,

wo G eine nur von der geometrischen Gestalt abhängige Constante
von der Dimension einer Länge bedeutet , welche man die Capacität
des Conductors nennt . Für den hier betrachteten Körper giebt dies

Jüe / I 1 1

c e' 2 \ a b V«2+ 62/ = ( R2 Ri Ri
JL \ 2a + ^ b 2 ]/a2+
R

oder durch die beiden oben angegebenen Kugelradien »a und Qh
ausgedrückt :

Qa Qlc == Qa + Qi -
\ Qa2+ Qb2

Der letzte negative Summand dieses Ausdrucks hat einfache geo¬
metrische Bedeutung : Er mifst die Länge der Strecke OG' in Figur 16.
Man kann daher die Capacität dieses Conductors sehr leicht als
Länge construiren .

Drittes Kapitel .

Kugelfunctionen .

§ 37. Vorbemerkungen .

Hat man zwei verschiedene Lösungen cpl und cp2 der Laplace ’-
schen Differentialgleichung gefunden , so ist auch Al cpl + A2(p2 eine
Lösung , weil die Differentialgleichung linear und homogen ist . Die
Coefficienten können complex gesetzt werden , wodurch eingreifende
Veränderungen in der äufseren Gestalt der Lösungen entstehen
können . Auch unendliche Summen Al rp̂ + A2rp%+ A3rpH+ . . . .
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können Lösungen darstellen , wenn die einzelnen cp1, <p2, cps, . . . .
der Differentialgleichung genügen und die unendlichen Reihen con-
vergiren . Selbstverständlich übertragen sich Unstetigkeitsstellen
einzelner Summanden auf die ganze Summe . Wenn (p (x, y, z) ein
Integral ist , so ist cp(x a , y + b, %+ c) auch ein solches , denn
die neuen Argumente der Function rp bezeichnen nur andere Raum¬
punkte , in denen aber cp ebenfalls die LAPLACE’sche Differential¬
gleichung befriedigt . Die Unstetigkeitsstellen der Function ändern
bei der Einsetzung der neuen Argumente ihre Lage im Raume , wie
bei einer gemeinsamen translatorischen Verrückung mit den Compo-
nenten — a , — b, —c. Aus einer Vereinigung der bereits an¬

geführten Sätze folgt , dafs auch - (p [x -{- a, y, z) <p (x, y, ») einCI CI

Integral ist . Läfst man darin die Strecke a gegen 0 streben , so
erhält der Ausdruck einen festen , im Allgemeinen endlichen Grenz¬
werth , den partiellen Differentialquotient von cp nach x . Es ist
defshalb auch

In gleicher Weise kann man höhere Differentialquotienten von
cp bilden , nach x, nach y, nach %, gemischt wie man will , und er¬
hält aus cp immer neue Functionen , welche der LAPLAOE’schen Diffe¬
rentialgleichung genügen . Jedoch sind die Arten des Unstetig - oder
Unendlichwerdens bei den höheren Differentialquotienten andere ,
und anch die zugehörigen elektrischen Vertheilungen , deren Poten¬
tiale durch die höheren Differentialquotienten einer Function cp dar¬
gestellt werden , sehen complicirter aus , als die zur Function cp
selbst gehörigen Ladungen . Ist z. B. cp das Potential von Ladungen ,

so gehören zu als Potentialen sogenannte Doppel¬

punkte , das sind je zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen , bei
denen das Product aus Ladung und Abstand ein festes Moment
bildet , während der Abstand selbst verschwindend klein wird . Ge¬
hören zu dem Felde von cp elektrische Flächenbelegungen , so erhält
man durch geeignete Verbindungen der ersten Differentialquotienten
von cp Potentiale von Doppelschichten etc.

Wenn cp bereits Unendlichkeitsstellen oder Unstetigkeitsstellen
aufweist , so werden die Differentialquotienten mit steigender Ord¬
nungszahl daselbst immer heftiger unendlich . Solche Stellen sind
selbstverständlich von der Betrachtung der Function auszuschliefsen .

H . v . Helmholtz , Theoret . Physik . Bd . IV . 11
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§ 38. Die höheren Differentialqotienten von —.r

Wir wollen jetzt ausgehen von der einfachsten Potentialfunction ,
nämlich derjenigen , welche das Feld um eine im Nullpunkt fest¬
gelegte punktförmige positive Einheitsladung bestimmt . Dieses ist

y)0 = y , (r = j/a;2 + 2/2+ *2). (118 )

Bezeichnen wir noch die Winkel , welche der Strahl r mit den
positiven Coordinatenaxen bildet , mit u, ß, y, so ist

X 'U 9C
— = cos « , — = cosß , — = cosr . (118a )r r ' r

Dann genügt r/>0 im ganzen Raume, mit Ausnahme des Null¬
punktes der LAPLAGE’schen Differentialgleichung.

Bilden wir nun successive die Reihe der Differentialquotienten ,
so erhalten wir neue Functionen , welche ebenfalls der LAPLACE’schen
Gleichung im ganzen Raume genügen , mit Ausnahme des Null¬
punktes , in welchem sie unendlich werden wie höhere Potenzen
von 1/ r .

Die Reihe der nur nach x genommenen Differentialquotienten
beginnt mit folgenden Ausdrücken :

Ögp0 x _ — cos a
dx r3 r2,

di <p0 1 „ *2 _ — ^ 3 cos2a
dx 3 r3 r 6 r 3

d3rp0 n x 1K 2:3 9 cos « — 15 cos3a

- SÔ + lOäSdx * r 6 r 7 r9
9 — 90 cos2a + 105 cos4a

^ >=- 2254+ 1050̂- 945̂/yo ryX-i.

—225cos « + 1050 cos3« —945cos 5«

(118b)

etc .

Durch Vertauschung der Buchstaben x und u mit y und ß resp .
% und y erhält man zwei analoge Reihen . Endlich können auch
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mannigfaltige gemischte Differentialquotienten nach x, y, z zugleich
gebildet werden , z. B.

d2y 0 _ %yz _ 3 coscos /
dydz r 5 r 3

d2(p _ „ y _ 1p. a;2«/ _ 3cos ^ — 15cos 2acos ^
dx 2dy r6 r 1 r4 (118 c)

ö3q) _ \ 5xyz _ — 15cosacos (? cos ^
dxdydz r 7 r*

etc .

Die allgemeinste Form eines nten Differentialquotienten von cp0 ist

<Pn — A r > a + B + c = n , ( 119 )^ b,c dx ady i dz c K ’

wobei ü, b, c, n natürliche Zahlen sind.
Es stellt sich das allgemeine Gesetz heraus , dafs man q>n dar¬

stellen kann durch eine ganze homogene Function nten Grades von
x, y, %, dividirt durch die Potenz r 2n+ 1. So läfst sich z. B. der letzte
der in Gleichung (118 b) angeführten Differentialquotienten auf den
Generalnenner r 11 bringen und lautet dann :

<36q>0 — 225 a:r4+ 1050 a:3r 2— 945 -a:6
~d¥ ~ rTl

—120a:6+ COOa;3«/2—225a;2/4+ 600a:3a;2—dSOa;«/2«2—225a:a;4

Nennen wir die auf diese Weise im Zähler entstehenden homogenen
Functionen H„ta<iiC, so ist allgemein

ö" (- )\ r Hn„ 6c
IST dx>dy*d* = ! ^ - (119a)

Andererseits aber können wir mittels der Gleichung (118 a) an
Stelle von x, y, » die Bichtungscosinus von r in die Zähler der
Ausdrücke schaffen , wie dies in (118 b) beispielsweise bereits ge¬

schehen ist . Dann erscheint jeder nte Differentialquotient von

als ein Bruch mit dem Nenner r n+ 1, während im Zähler eine ganze
n *



164 BESTER THEIL.

Function nten Grades der drei Richtungscosinus auftritt . Nennen
wir diese : ^ c, so ist

ö " fl ) ö“ (1 )

T,lT dxad yhdzC = r ’nii °der Jr"’fl’6’C= r’n+ 1’ dx *-dy b-dz‘ ' (119b ^

Einfache Beispiele dieser /f - Functionen sind in den zweiten
Formen der Gleichungen (118 b) und (118 c) gegeben . Diese Kn sind
die sogenannten Kugelfunctionen , welche zuerst von Laplace näher
untersucht worden sind und deren Nutzen für die Potentialtheorie
wir im Folgenden aus einander setzen wollen .

Sofort erkennt man zwischen den Kugelfunctionen und den
vorher erwähnten homogenen Coordinatenfunctionen Htt 0)6jc folgenden
Zusammenhang :

r n • Kn)a6c = -®n,aBc (119c )

Für die praktische Benutzung dieser Functionen ist zwar die
hier gegebene Art ihrer Bildung noch schwerfällig , jedoch ist ihre
Definition in dieser Fassung verhältnifsmäfsig leicht anschaulich und
es lassen sich auch gewisse wichtige Gesetze aus ihr leicht ableiten .
Das Unendlichwerden der Differentialquotienten (p„ im Nullpunkt
erscheint in der Schreibweise (119b ) nur durch den Nenner r n+1
verursacht , denn der Zähler Knia>6>c als reine Function der Richtungs¬
winkel von r ist von der Länge r unabhängig und behält seinen
endlichen Werth auch bei verschwindendem r. In der Form (119a )
steht im Nenner gar die Potenz r211+ 1 und der Zähler //„ geht
im Nullpunkt selbst auf Null herunter wie die positive Potenz r n.
Dagegen wächst in grofser Entfernung vom Nullpunkt fln,a,6,c
über alle Grenzen wie r n, während cpn dort gegen Null schwindet
wie r _ (n+1).

Wir wollen nun nachweisen, dafs die ganze homogene Function H„
im Zähler für sich allein (ohne den Nenner r2n+ 1) ebenfalls der
LAPLACE’schen Differentialgleichung genügt.

Wenn U und V zwei differenzirbare Raumfunctionen sind , so
gilt ganz allgemein die Formel :

AVV ) - VAY + rAV + * {™ d̂ + ™ ^ + ™ B1iy (120)
Setzen wir nun

1
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so brauchen wir auf der rechten Seite für die runde Klammer:

d
dx ^ r 2n + l ) (2 " + ^ r 2n + :

^ r 2n + t ) = — (2 n + 1) r 2n + !

^ y 2n + = — (2 n + 1) r 2n + i

d
dz

Ferner müssen wir A U bilden : Durch nochmalige Differentiation
des ersten der drei vorstehenden Ausdrücke nach x erhält man:

RiTi ) = - (2 n + l )^ rn + (2n + 1) (2n + 3) r2n + 5- •dx 2 \r 2

Bildet man analog die zweiten Differentialquotienten nach y und *
und addirt alle drei, so ergiebt sich :

^ = - (2 n + 1) ^^ 3 + (2 n + 1)(2 n + 3) ^ +2f +| ^
oder

2 n (2 n + 1)
l -̂2n+ 1 / .̂2n+ 3.

Setzen wir dies alles in Gleichung (120) ein, so folgt :

2n (2n + 1)
r 2n + 3

0 (2n + l ) ldH n dHn , „ dH a~ 2 „2r,+ä~ \x-jnr + y-7nr+ x
(120 a)

ill
r2n+ 3 \ qx ' ^ dy ' ~ dz :

Für jede homogene Function nten Grades gilt der Satz :

dH n dH n dH „ „
x dx + y - fyj - + x -g ^- - nH n- (121)

Beweis :
Ein einzelner Summand von Hn hat die Form :

hn = C’X'O-y^-Z1, wo p+q+1= n.
Daher ist

^ - = P Cx *~' ^
und

x = p Cx ^yi zx= ph n .
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Ebenso ist
dh n

y -öj - = <\ K

Öh” _ h
Z dz - XK -

Also
dh n dh n dh „ .
IhT + y~d^~+ X~dz ' = (̂ + <1+ r) = nÄn.x -

Dies über sämmtliche Summanden der homogenen Function summirt ,
liefert die Gleichung (121).

Benutzt man diese Gleichung zur Umformung des letzten Gliedes
von (120a ), so erkennt man , dafs ihre beiden letzten Glieder sich
auf heben und übrig bleibt :

= ( 122 )

Wir wissen nun . dafs die linke Seite (bis auf die Stelle r = 0)
überall gleich Null ist , denn sie ist das A von einem nten Differential¬

quotienten von — • Defshalb mufs auch die rechte Seite ver¬

schwinden , d. h. es mufs sein

AH n = 0 , (122a )

d. h. die durch Gleichung (119a ) definirten homogenen Functionen R „
genügen der LAPLACE’schen Differentialgleichung . Im Nullpunkt ist
die linke Seite nicht mehr Null , sondern steigt über alle Grenzen

wie — g- (da der nte Differentialquotient von — selbst wie ^f«n + 3 ' y y. u + 1

steigt ). Da aber rechts eine noch höhere Potenz im Nenner steht ,
so ist für A Hn im Nullpunkt keine Ausnahmestelle anzunehmen ,
vielmehr gilt auch dort (122a ). Dagegen wird Hn selbst in grofser
Entfernung über alle Grenzen wachsen wie rn . Als Potential eines
elektrischen Feldes kann daher eine Function Hn nur in begrenzten
Gebieten dienen . Jenseits müssen Unstetigkeiten liegen, welche auf
die ursächlichen Ladungen hindeuten , während das Gehiet der
Gleichung (122 a), auch der Nullpunkt , dabei ganz leer von Elektricität
sein mufs.

Man kann die Gleichung (122) auch zu dem umgekehrten
Schlüsse verwenden : Hat man auf irgend eine von unserer
Gleichung (119a ) unabhängigen Weise eine ganze homogene Function
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nten Grades aufgefunden , welche der LiPLACE’schen Differential¬
gleichung genügt , so mufs diese Function , dividirt durch r 2n+ ' ,
ebenfalls ein Integral derselben Differentialgleichung sein , aber
mit dem Ausnahmepunkt r = 0.

Das Auffinden solcher ganzer Functionen ist nicht schwer . Jede
Constante (Function Oten Grades ) und jede lineare homogene Function :
Ax + By Gz genügt der LAPLACE’schen Differentialgleichung. Bei
den Functionen zweiten Grades : Ax2+ By2+ Cz2-\- Dyz + Ezx + Fxy
mufs schon eine Bedingung zwischen den Coefficienten erfüllt sein,
denn das A dieser Function ist gleich 2 (A + B + C). Die ganze
homogene Function zweiten Grades erfüllt die LAPLACE’sche Gleichung
nur dann und immer dann , wenn die Coefficienten der drei Quadrate
zusammen die Summe Null gehen . Bei höheren Graden steigt die
Coefficientenzahl , aber auch die Bedingungszahl . Im Allgemeinen
kann man darüber Folgendes aussagen . Das A einer homogenen
Function nten Grades ist eine homogene Function (n —2)ten Grades ,
deren Coefficienten als algebraische Summen von ganzzahligen Viel¬
fachen der Functionscoefficienten erscheinen . Soll nun dieses A für
jede Werthgruppe der Variabelen gleich Null sein , so mufs jede
dieser eben bezeichneten algebraischen Summen einzeln = 0 sein.
Das sind demnach eben so viel Bedingungen , als die homogene

Function (n — 2) ten Grades Glieder besitzt , nämlich •
u

Diese Bedingungen müssen von den ^ Coefficienten der

homogenen Function nten Grades erfüllt werden . Man kann eben
so viele Coefficienten, als Bedingungsgleichungen vorliegen , durch
die übrig bleibenden ausdrücken , und erkennt , dafs

(n + llC + g) _ (n^ lUi , 2n + 1 (123)

Coefficienten frei verfügbar bleiben. Das allgemeinste ganze homo¬
gene Integral nten Grades der LAPLACE’schen Gleichung hat also
2 n + 1 willkürliche Constanten.

Die von uns im Zähler von Gleichung (119 a) aufgefundenen
aj c haben gar keine verfügbaren Coefficienten. Man kann so viele

-Sn,a6c auffinden , als drei natürliche Zahlen (inclusive Null) sich
zu der Summe a + £) + c = n zusammenstellen lassen ; das sind

^ . Jede mit einem unbestimmten Factor multiplicirt

und alle addirt geben dann auch eine ganze homogene Function
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nten Grades, die der LAPLACE’schen Gleichung genügte. Dieser

Ausdruck hat scheinbar disponible Constanten, wie

die allgemeinste Function nten Grades .
Wir haben aber eben gesehen , dafs die allgemeinste passende

Function nur (2n + l ) disponible Constanten hat . Also müssen
sicher alle durch Summirung der Hnait gebildeten Functionen unter

11 Tt
denen sein, die wir unter Berücksichtigung der —̂ - Bedingungs -

Ci

gleichungen aus der allgemeinsten Form herausholten , und die über¬
zähligen Coefficienten müssen sich zu solchen Gruppen vereinigen ,
dafs im ganzen doch nur 2 n + 1 unabhängige Bestandteile dadurch
gebildet werden . Mit anderen Worten : Die einzelnen -Hn.aSc sind
nicht lauter unabhängige Integrale .

In gleicher Weise kann man die elementaren Kugelfunctionen
Än ja&c in Gleichung (119c ), mit je einem Factor erweitert, addiren
und erhält so eine allgemeine Kugelfunction nter Ordnung, welche
ebenso wie die ganze homogene der LAPLACE’schen Gleichung ge¬
horsame Function , 2 n + 1 willkürliche Constanten enthält.

§ 89. Auffindung der Normalformen für die Kugelfunctionen .

Um aus den \ [n + \ ) {n + 2) nach dem Schema der Glei¬
chung (119b ) herstellbaren Kugelfunctionen nter Ordnung die (2n + l )
unabhängigen Grundformen herauszusuchen oder zusammenzustellen ,
müfste man umständliche Betrachtungen durchführen und müfste
auch in unsymmetrischer Weise die einen vor anderen gleich¬
berechtigten bevorzugen . Man kommt leichter zum Ziele und findet
auch glattere Formen für die unabhängigen Elemente , wenn man
einer der drei Axenrichtungen , z. B. der a;-B,ichtung eine Sonder¬
stellung anweist , wie das auch bei der Einführung räumlicher
Polarcoordinaten um die x-Axe geschieht .

Statt der Yariabelen y und * führen wir nun zwei andere ,
conjugirt complexe Variabele p und q ein durch die Gleichungen :

p = y + ix
(124)

q — y — tx ,

denen wir sogleich als Folgerungen hinzufügen :

dp = dq_ =
dy dy
dp d q .

(124 a)
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Die Kechengesetze sind für complexe Gröfsen die nämlichen ,
wie für reelle , mit der einen besonderen Bestimmung , dafs i2= — 1
zu setzen ist . Defshalb kann man auch Functionen von x, y, x ver¬
wandeln in solche von x, p , q, und auch partielle Differential¬
gleichungen für diese complexen Variabelen umformen . Hat man
dann ein complexes Integral einer linearen homogenen Differential¬
gleichung wie die LAPLACE’sche, gefunden , so mufs der reelle und
der imaginäre Theil für sich einzeln auch je ein Integral liefern ,
so dafs man auf einen Schlag zwei particuläre Integrale findet .

Zunächst formen wir das LAPLACE’sche A cp für den Gebrauch
Qi

der Variabelen x, p, q um. Das erste Glied bleibt ungeändert ;

zur Bildung der zweiten und dritten müssen wir erst bilden

d (p d (p dp
dy dp dy
d cp d cp dp
d x dp d x

+

+

oder wegen (124 a)
d cp
dy
d cp
s 2- = 1d x

d cp
dp
d cp
dp

d cp d q
dq dy
d cp dq
d q dx

dcp
~dj

. d cpw
(124 b)

Durch nochmalige Anwendung dieser letzten Formeln auf sich selbst
erhält man

d2cp _ d2cp d2cp d2cp
dy 2 dp 2 dpdq dq 2
d2<p _ d2cp d2cp
dx 2 dp 2 dpdq

und durch Addition beider Ausdrücke :

d2cp d2<P _ a
d y2 d x2 dp i

Es ist daher

d 2<p
dq2

(124 c)

d2cp d2cp
A cp= + 4 -=—r dx 2 dpdq (125)

und man kann die LAPLACE’sche Differentialgleichung in folgende
Form bringen :

d2cp _ x d2cp ok „\
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Von dieser transformirten Gleichung gilt rein mathematisch —
gleichgültig , was man sich unter den Variahelen x, p, q vorstellt —
wegen ihrer homogenen Linearität dasselbe Gesetz , welches wir für
die cartesischen Coordinaten bereits verwendet haben , nämlich : Hat
man eine Function rpQ von x, p , q gefunden , welche die Differential¬
gleichung (125 a) befriedigt , so thun dies auch alle ihre mannig¬
fachen Differentialquotienten nach den drei Variabelen , so dafs man
als ein Integral ansetzen kann :

<» „ = -, „ d .) ^ , a + 6 + c = n . (126 )M,c dx' -dpt-dq*’ K

Nun sagt die Differentialgleichung (125 a) nichts Anderes aus , als
dafs jede ihr genügende Function , wenn man sie einmal nach p

, <92 \
und dann einmal nach q differenzirt ^Operation ^ „—j , dasselbe
Resultat liefert , als wenn man sie zweimal nach x differenzirt und

den Factor — \ zusetzt ^Operation — | • Macht man also
diese beiden gleichwerthigen Operationen 1mal an einer der Gleichung
genügenden Function (p, so ergiebt sich die Gleichung :

(ft I(f) I(Y)
= (127)

Mit Hülfe dieser Formel kann man das Integral (126) umformen ,
wobei wir die Fälle b = c, &> c und B < c unterscheiden .

Es sei zuerst b = c, also 2 b = n — a. Dann ist

(̂ ) - Är - 1- «’Ä • <127“)
Zweitens sei angenommen b > c. Wir setzen b = c + m, also

a + 2c = tl — m, und können den Ausdruck (126) dann so anordnen :

d « ( 1V. d tt+ 2c /' d ,n<SP(A
a?c+ m, c dx tt \ dp cdq c \ / / 7 Öxa+ 2c \ dp m /

= f _ IV d " <p 0
* dxn~ mdp m

(127 b)

Drittens und letztens sei b < C. Wir setzen c = b + m, also
a -f- 2b = n — m und finden :
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9Pn
a, 6, 6 + m

J dn ( dm(Po)\ _ ns da +2i ( dmrP(, )

. (127 c)

Auf die hier noch beibehaltenen Potenzen von — i kommt weiter
nichts an , da man ja jedes Integral dieser Differentialgleichungen
mit einem beliebigen constanten Factor erweitern darf .

Die beiden Formen (127 b und c) unterscheiden sich bei Func¬
tionen cp0, welche wie unser 1jr nach p und q symmetrisch zu¬
sammengesetzt sind [vgl. unten Gleichung (128)], nur im Vorzeichen
von i , hefern also bei der Spaltung in Reell und Imaginär die
gleichen Paare von Lösungen . So sieht man bereits , dafs der Aus¬
druck (126) mit seiner scheinbar zweifachen Mannigfaltigkeit der
Ordnungszahlen a, b, C mit der festen Summe n in Wahrheit nur
eine einfache Mannigfaltigkeit zweier natürlicher Zahlen (n — m) und
nt mit der festen Summe n besitzt , so dafs, da jeder Fall von m = 1
bis m = n ein Lösungspaar enthält , während der Fall m = 0 in
(127a ) nur eine einzelne Lösung liefert , im Ganzen 2n + l ver¬
schiedene Grundformen nter Ordnung auftreten , aus denen man die
allgemeinste Lösung nter Ordnung mit 2n + 1 disponiblen Coeffi-
cienten homogen und linear zusammensetzen kann . (Vergleiche den
Schlufs des vorigen Paragraphen ).

Die Differentialquotienten nter Ordnung nach x, y, % endlich ,
welche in Gleichung (119 h) als Quelle für die Kugelfunctionen an¬
geführt wurden , lassen sich natürlicher Weise als homogene lineare
Summen von nten Differentialquotienten nach x, p , q ausdrücken .
Somit sind sowohl jene ganzen Functionen H„ als auch die Kugel -

a, 6, c

functionen Kn zurückgeführt auf die hier in Aussicht gestellten ,

von einander unabhängigen 2 n + 1 Grundformen .
Wollen wir nun deren Gestalt näher kennen lernen , so ist zu

kommt , für welche sich aus den Gleichungen (124) ergiebt :

beachten , dafs in der Function cp0= — nur die Gruppe y2 + x,2 vor-

y2 + z 2 = pq = q2. (128)

Die zu differenzirende Function hängt also explicite nur von dem
Modulquadrat q2 der conjugirt complexen Gröfsen p und q ab . Es
ist defshalb
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6 (7 ) 8 (f ) aw 8 (7 )
dp ö ^ 2) dp dfa 2)

und da q als unabhängige Variabele neben p besteht , bei mfacber
Differentiation nach p :

dp *
Ganz analog ist

- - • r)tt
Q qm r^ c„ 2Mm /

(129)

Hiernach nehmen die Integrale (127 a, b, c) in jedem Falle die
Gestalt an :

Kl)
<?a;n- m[<9 (p 2)] m

p m oder =
Kl)

dx n~ m[ö (()2)]m qm. (129 a)

Bei den Potenzen pm und qm kommt uns zu Statten , dafs sie
durch die Kreisfunctionen der Vielfachen des Azimuthaiwinkels der
complexen Gröfsen dargestellt werden können . Dieser Azimuthal -
winkel ist hier nichts Anderes , als der Längenwinkel der räumlichen
Polarcoordinaten um die x-Axe. Führen wir also jetzt ein :

x = r cos &

y = r sinß -cos y
z = r sind -sin 7?,

(130)

so wird
p = y + iz = r sind (cos y + i sin y) = rsind ' e1’’ \
q —y — i %= = r sin d-•e~ > (130a )

p q = q2 = r 2sin2j9- )
und schliefslich

pm — r mginin . ^imr) _ r msin m •(cos m 7/ + fsinmT ?) ]
qm= = r msin md (cos m 77— i sin m t?) J

und die Integrale nter Ordnung nehmen im Anschlufs an (129 a)
die Form an :

- (! )

(130 b)

Vn , m _ r OT. .
dx 11- m[ö (p2)]” sin m^ -. (cosm77 ± fmT;) . (131)
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Der reelle Theil mit dem Factor cos mn und der imaginäre
nach Streichung von i mit dem Factor sin m t] sind, einzeln ge¬
nommen, ebenfalls Lösungen. Erweitern wir also beide mit zwei
willkürlichen Constanten Anim und i ?n>m, so erhalten wir eine reelle
Lösung Ton folgender Form :

9Vm = ^ J m5^ riq5 ^ 2yiii-smm» -(AmCOsm7?+ Bnm sinm »7). (131a)

An Stelle der beiden eingeführten Constanten kann man auch
eine Amplitude C„m und eine Phasenconstante c,, m verwenden durch
die Beziehungen :

■An nt = Cn nt COS Cn m Und B n nt = Cn m sin Cn n>
oder

Cnm= VA2m+ m, C„m= arctang —̂ •
-̂ n m

Dann erhält man

*4 )
9>ntn = k .J * sin '" ^ ■C„ mCOS(m ^ - c„ nt). (131b )

Der in beiden Ausdrücken rechts vorangestellte Factor k„: be¬
deutet einen Zahlenwerth, dessen geeignete Bestimmung wir auf
später verschieben. Jedenfalls hat dessen Hinzufügung nichts Be¬
denkliches, da aufserdem noch die disponiblen Factoren Anm, Bnm
oder Cnm vorhanden sind.

Aus dem rpn:m gewinnt man nun die Kugelfunctionen ganz
analog , wie in Gleichung (119b) angegeben, durch Multiplication
mit rn+ 1.

Wir wollen folgende Bezeichnung einführen:

(132)

Dann haben die auf diese Weise gefundenen Kugelfunctionen die
Gestalt :

Kn , m = Pn . rn • sin m & ■{A n m cos m ?? + B n m sin m ri )

= Pnm•sin” • Gtm•cos (m1?- c„m) •

Die directe Berechnung der nten Differentialquotienten von — ist

Pn , nt — ^ n. m ’ ^•n + nt + 1 .
dx n - ” [Ö(p2)]m
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ziemlich umständlich . Man müfste , um einen bestimmten von ihnen
zu finden, eine ganze Reihe der niedrigeren vorher berechnen , auch
ist das allgemeine Bildungsgesetz in seiner Abhängigkeit von den
Zahlen n und m auf diese Weise nur schwierig zu erkennen . Zur
Anschauung seien die niedrigsten Vertreter dieser Ausdrücke Pnra
von n = 0 bis n = 4 nach Gleichung (132) berechnet , hier angegeben :

n = 0 it = 1 n = 2

tn = 0 *0,0• 1 M - t ) V ' ( - l + 3 ^ )

m = 1 *i,i ’(— -i-)

m = 2 hs -li -ii

m = 3

3 II

(132 b)

n = 3 IIPt

m = 0
V *(9 - 90 ^ + 105 ^ )

rHII3
kr ( - 9 - | f + 15 . x ^ )

m = 2
*3,2- (— l ' l • — ) *4,2- ( - l -f + 3 -f -i - -̂ -)

m = 3 *S,3-(- i -| - | )

II3
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Unmittelbar kann man hieraus nur erkennen , dafs

Pn)n = kn,n -(- l )n - (| -f . . . ^ ) (132c )

ist , und dafs die mit /cn>m multiplicirten Ausdrücke ganze Functionen

von — sind , welche entweder nach geraden oder ungeraden Potenzen

dieses echten Bruches fortschreiten und mit dessen (n — m)ten Potenz

abbrechen . Nun ist nach (130 ) — = cosj 9-, die Pniin sind also

reine Functionen von cos <9- von dem eben angegebenen Charakter .
Es ist üblich in der Theorie der Kugelfunctionen statt der Pol -
distanz & direct deren Cosinus als Variabele einzuführen

cos S- = fi . (133 )
Dann ist

sin i9- = + ]/ 1 — (U2

stets positiv , weil & zwischen 0 und n bleibt .

§ 40 . Transformation von A cp für den Gebrauch räumlicher
Polarcoordinaten .

Um die allgemeine Form der Functionen Pn>m des Argumentes fi
zu finden , ist es nöthig , Integrale nter Ordnung der LAPLACE’schen
Differentialgleichung durch die gefundene Normalform (132a ) der

Kugelfunctionen zu bilden , also entweder y H[m + t An, m oder

cpnim = r n •Ktt)ra und diese in die Differentialgleichung einzusetzen ,
welche dadurch befriedigt wird . Da aber jetzt die Integrale in
Polarcoordinaten ausgedrückt sind , müssen wir erst das A cp für
solche ausdrücken .

Dies geschieht am leichtesten , wenn man den allgemeinen Satz
Gleichung (78) S. 92

anwendet auf das Raumgebiet , welches ein Volumelement der Polar¬
coordinaten ausfüllt . Dieses ist begrenzt durch zwei concentrische
Kugelflächen von den Radien r und r + dr , durch zwei Kegelmäntel
von den Offnungswinkeln & und & + dd - und durch zwei Meridian¬
ebenen von den Längen winkeln rj und rj + drj. Diese drei Flächen -



176 ERSTEK THEIL. § 40

paare durchschneiden sich rechtwinklig . Der Raum sei so klein ,
dafs die Kanten seiner Umgrenzung als geradlinig gelten dürfen .
Deren Länge ist

1. in radialer Richtung : dr ,
2. in Richtung der Meridiankreise : r -dß -,
3. in Richtung der Parallelkreise : rsmß -dri.
Daher ist das Volumen :

das Rechteck auf der Meridianebene vom Längenwinkel tj :

Ferner ist die innere Normale auf ds1 gleich dr , also der Bei¬
trag zum Oberflächenintegral

Von der gegenüberliegenden Fläche rührt ein Beitrag her , welcher
einerseits entgegengesetztes Vorzeichen besitzt , weil die innere
Normale dort in Richtung — dr fällt , andererseits einen durch den
Schritt dr veränderten Werth besitzt . Die Summe beider Antheile ist

Die innere Normale auf ds2 ist gleich rdß , also der Beitrag zum
Oh erflächenintegr al

Von der gegenüberliegenden Fläche rührt wieder ein entgegen¬
gesetzter und durch den Schritt dß veränderter Beitrag her , so
dafs die Summe beider ist

dz = r 2sin ß •dr -dß ■dt] ,

das Rechteck auf der Kugelfläche vom Radius r :

dsj = r dß - r sinß drj ,

das Rechteck auf dem Kegelmantel vom Winkel ß -.

ds2 = rsinßdri -dr ,

dsz = dr -rdß .

^ ~ ~ ds. = r 2sin ß dß dr] .an . 1 dr

• sin # dß dr) dr .

sinß dr] dr

A . (,in,>| J ) dr) dr dß
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Die innere Normale auf ds3 endlich ist gleich rsind -dt], also
der Beitrag zum Oberflächenintegral :

^ _ .drrd», ' ^Ldrî .dn . ^ rsmxtdrj smd - dr]

Von den beiden letzten Flächenelementen zusammen rührt daher der
Beitrag her

- dV. ^ \ -̂ ^ ^ - drd {)\ = - - X ^ ^ 3Ldrdd -dV.dr] lsini 9- dr] J sini?- ö //3

Nunmehr können wir die eingangs citirte Integralformel für unseren
Fall zusammensetzen , und im Eaumintegral wegen dessen Klein¬
heit A(p als constante Gröfse absondem . Dann erhalten wir :

- p 7̂)s™&dd-dr]dr- Ĵ (sin dVdrd&
1 d2cc

—̂77- - , drd & dr] = — Acpsind -■dr dd -drisinxf dt ]2 r
oder

1 d I 2 d <p \ 1 dl . dcp \ 1 d2cp
f - ^ dr (r "07 / r3sint9-ö^ (Sm dTF/ r 2sin2i9’ ö^ 3 ' ( ^

Wir wollen auch hier pc= cos d als Variabele an Stelle von
d einführen. Dabei ist zu beachten , dafs

d /i = — sin ddd .
Das mittlere Glied der vorstehenden rechten Seite wird dadurch
äufserlich etwas verändert , denn es ist

d . . d

Ferner schreiben wir sin d = ]/ l —ß2. Der Ausdruck nimmt dann
die Form an :

^ + ^ ((‘ -

Braucht man das A cp nur für die LAPLACE’sche Differential¬
gleichung , wo es gleich Null ist (nicht aber etwa für die PoissoN ’sche
oder für die Wellengleichung ), so darf man den gemeinsamen
Divisor r 2 fortlassen . Die LAPLACE’sche Gleichung lautet also , in
den Variabelen r, /t, i] ausgedrückt :

+ + 11351
H . v . Hblmholtz , Theoret . Physik . Bd . IV . 12
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Es giebt , wie man leicht durchschauen kann , noch einige ab¬
weichende Formeln für diese Differentialgleichung, doch weichen sie
nur in nebensächlichen Veränderungen von einander ab.

§ 41 . Differentialgleichung für P„m und deren Lösung .

In die soeben gebildete Form der LAPLACE'schen Differential¬
gleichung setzen wir nun folgende Lösung ein , in welcher die Kugel¬
function Knm aus Gleichung (132a ) verwendet wird :

9 = ' p itm • Vl - l“2"1, C - cos (mr ; - c). (136)

Nur der erste Factor ist von r abhängig , und da

ist, wird das erste Glied der Differentialgleichung (135)

3är- (’' , §7 ) = (n + 1)n'r - (136“)

Das gleiche Ergebnifs würde sich finden , wenn man an Stelle

des Factors 1 in Gleichung (136) den Factor r n gesetzt hätte ,

welcher ja ebenfalls die Kugelfunction in ein Integral der Laplace ’-
schen Differentialgleichung verwandelt. Es ist nämlich
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Die Yariabele fi steckt nur in Pnm-]/l —/r2” und es ist :

^(Pnm yŶm)=l̂ L̂iẑ m-mpnm̂r^ m-2
(i - ( -Pnml / l - i« 2 m)

dPn r m + 2

d2P ,
du21V1_ 2̂m+2_2(tn+1)“:̂ J!L̂ V1- iw2,,- nt-pnmVl- /4a'"+in2PIimi«2l/l - |a2

oder etwas anders geformt

dP v m - 2

d

dfi

dfi
m2 \

1 —w2J '

Also wird das zweite Glied der Differentialgleichung

1 d2P„
(1 - /x2) -

2 (m + 1) dP ,, , nt2 1
(136 b)

m ^M m d [A 1 [A*

Die Yariabele rj endlich kommt nur in cos (nt y —c) vor und es ist

d2cos (nt ??—c)
d r]2 = —m2cos (mi7—c).

Also wird das dritte Glied der Differentialgleichung :

1 <52
1 — jix2 Öl ?2

m4
1 - Y2 (136c)

Alle drei Theile (136 a, b und c) enthalten die ganze Function rp
als gemeinsamen Factor , den wir wegen der Null auf der rechten
Seite der LAPLAOE’schen Differentialgleichung weglassen dürfen.
Ferner sieht man, dafs das dritte Glied (136c) sich gegen den letzten

12 *
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Summanden des zweiten Gliedes (136b ) wegbebt . Wenn man den
ganzen Ausdruck noch mit P„ m multiplicirt und beachtet , dafs

n (n + 1) — m (m + 1) = (n — m)(n + nt + 1)

ist , so erhält man das Ergebnifs :

(1 _ , 2) !L - _ 2 (m + 1), _ ^ + (n _ m)(n + m + 1) Pnra = 0 . (137 )

Dies ist eine gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung für Pnm als Function der Yariabelen /z mit zwei
natürlichen Zahlen n und nt (üE n) als Parametern . Die im § 39
bereits betrachteten und durch einige Repräsentanten in der Ta¬
belle (132b ) veranschaulichten Functionen P nm müssen ihre Integrale
sein , es ist aber nicht gesagt , dafs dieser Differentialgleichung hier
nicht noch andere Functionen genügen und dafs sie in Bezug auf die
Zahlen n und tn an die Bedingungen ihrer Entstehung gebunden ist .1)

Zuerst leiten wir aus (137 ) eine Beziehung ab zwischen den
P nm mit gemeinsamem n , aber verschiedenem nt , und differenziren
zu diesem Zwecke die vorstehende Gleichung nach ft . Dies giebt
zunächst ohne Zusammenfassung der entstehenden Glieder :

Nun ist aber

— 2 (m + 1) + (n - m) (n + m + 1) = (n - m - 1) (n 4- m + 2) .

Das Resultat ist also darstellbar in der Form :

Man erkennt , dafs diese Formel dieselbe Bildung besitzt , wie die
vorige (137 ), nur steht hier [m + 1] , wo dort m stand , und hier

d2P,

+ (n —m)(n + m + 1) = o .

+ (n - [m + l ]) (n + [m + l ] + l ) [^ 5-J = 0 .

(138)

*) Erweiterung der Bedeutung von n und m später, in § 46.
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dP „m
_ , wo dort P„m stand . Wir haben also hier die Diiferential -
d /ji

gleichung für Pn, m+ 1 erhalten , und sehen zugleich , dafs die Func -
dP

tion , "m- ihr genügt . Wir können defshalb , freilich zunächst noch
d IX

immer unter Freihaltung eines wegen der linearen Homogenität der
Differentialgleichung unbestimmten constanten Factors folgendes
Gesetz aufstellen :

Pn , m + 1 — COnst • —d /i
oder

Pnra= const • d r-n; in- -1• (138a )
dfj.

Durch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes finden wir schliefslich
dmP n

Pnm = const - -j - £r • (138b )

Es genügt daher Integrale der Differentialgleichung (137 ) für
den Fall m = 0 zu suchen , die Uebrigen ergeben sich dann aus dieser
Formel . Die Gleichung lautet für m = 0 :

(1 ~ /t2)4 ^ " 2 '1^ i + n (n + 1)-Pn0== 0 ' (l39)

Auch wenn wir noch nicht wüfsten , dafs es nach ganzen
Potenzen von // fortschreitende Pn0 gieht (die erste Zeile der
Tabelle (132b ) zeigt die ersten Vertreter ), könnte man versuchen ,
diese Differentialgleichung zu integriren , indem man eine Potenz¬
reihe ansetzt von der Form

Pno = A 0 + fj, + A 2 n 2 + A 3 fi 3 + . . . + A a fi a + • • • ( 140 )

Dann ist

^ n° = l ^ i + 2A 3;i -l- 3A 3^2+ 4A 4/D + . . . + (a -|- l ) Aa+ i /P -|- . . -

A^ 2 ~ 2 • 1 • A2 + 3 • 2 •A3/i + 4 • 3 • /i 2 -f 5 • 4 • A5/x3 +
+ (a + 2) (a + 1) Aa + 2 + • • •

Ordnet man hiernach den Ausdruck (139) nach Potenzen von n, so
erhält man :

[2 • 1 d2 + n (n + 1) A0]

+ [3 • 2 A3 -)- jn(n + 1) — 2}AJ n
+ [4 - 3A 4 + jn(n + l ) - 2 - l - 4)A2] M2
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+ [5 • 4 + {n (n + 1) — 3 • 2 — 6j A3] n 3
+ ................
+ [(a + 2) (a + 1) + 2 + {n (n + 1) — a (a — 1) — 2 a }Aa~\ fi a
+ = 0.

Der Coefficient von fx11, den man auch schreiben kann :

[(a + 2) (a + 1) j4a + o + (n — a) (n + a + 1) l̂ a] ,

stellt bereits von o = 0 an die richtigen Werthe dar . Soll diese
Reihe nun für jeden Werth der Variahelen fi gleich Null sein , so
ist das nur möglich , wenn jeder einzelne Coefficient verschwindet .
Wir erhalten daraus eine Reihe von Bedingungen , durch welche
jedes A + 2 auf das zwei Stufen niedrigere J a zurückgeführt wird .
Man kann diese Bedingungen in der Form hinschreiben :

a (— n + n) (n + d + 1)
a + 2 (d + 1) (d + 2) (141)

Aus dieser Gleichung erkennt man , dafs der Coefficient An + 2 ver¬
schwindet , weil der im Zähler der rechten Seite stehende Factor
(— u + tt) für d = n verschwindet . In Folge dessen müssen aber
alle alternirend folgenden Coefficienten ebenfalls verschwinden :

An + 2 = An + 4 = A„ + g = . . . = 0 . (141 a)

Die dazwischen stehenden Coefficienten An + 1, Att+ 3, An + 5, . . .
verschwinden aber nicht , sondern bilden eine in ’s Unendliche fort¬
laufende Reihe . Die in Gleichung (140) angesetzte Lösung zerfällt
daher in folgende zwei Bestandtheile : Eine ganze Function nten
Grades von /i , welche , beginnend mit dem höchsten Gliede , sowohl
für gerade wie für ungerade Zahlen n immer die Form hat :

Pn0 = Anfl n + An _ 2^ - 2 + J „ _ 4ftn - 4 + . . . (H2 )

Diese hat , je nach der Zahl n , entweder nur gerade oder nur un¬
gerade Potenzen von [i, endigt also entweder mit einer Constanten A0,
oder mit einem linearen Gliede A1// .

Dazu tritt als zweiter Bestandtheil eine unendliche Reihe , welche
man nur nach steigenden Potenzen von jx ordnen kann , und welche
für gerades n lautet :

Qn0 = A1 n + A3 n 3 + A5 fi 5 . in infinitum (143 )

während für ungerades n

Qn, o = A0 + A2 [i 2 + Ai n * in infinitum (144 )
zu setzen ist .
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Die Bedingung (141 ) zeigt , dafs sowohl unter den Coefficienten
des geschlossenen Ausdrucks (142), wie unter den Coefficienten der
unendlichen Beihe (143 ) resp . (144) nur je ein einziger willkürlich
gewählt werden kann , während alle anderen dadurch zugleich fest¬
gelegt werden . Unsere Lösung enthält also zwei disponible Con -
stanten , stellt daher das vollständige Integral der Differential¬
gleichung (139) dar .

Je nachdem man eine oder die andere dieser beiden Constanten

gleich Null festsetzt , erhält man entweder nur den geschlossenen
Ausdruck (142) oder nur die unendliche Reihe (143) oder (144) als
particuläre Lösung . Der Vergleich mit den früheren Betrachtungen
zeigt sofort , dafs nur die ersteren Formen (142) uns die gesuchten
Grundformen für die Kugelfunctionen Pn0 liefern , von denen in der
obersten Zeile der Tabelle (132 b) die ersten Vertreter angeführt
sind . Die unendlichen Reihen liefern indessen ebenfalls brauchbare

Integrale , transcendente Functionen von fi, aus welchen man Poten¬
tiale eigenartiger Elektricitätsvertheilungen gewinnen kann , mit denen
wir uns später in § 45 beschäftigen wollen .

Als den willkürlich bleibenden Factor der endlichen Reihe vom
nten Grade wählen wir denjenigen des höchsten Gliedes , A„, und
berechnen aus ihm die niedrigeren . Dazu müssen wir die Be¬
dingungsgleichung (141) umstellen , wie folgt :

, _ (tt+ 1)(a+ 2)
a (- n + q) (n + q + l ) 0 + 2‘

Gehen wir um eine Ordnungszahl tiefer , schreiben also q — 2 an
Stelle von q, so nimmt sie die Form an

A - 2 = 7- , a (a ~ 1) ,- prA • (145 )(— n + a —2)(n + n — 1)

Daraus ergiebt sich folgende Reihe von Coefficienten

An = Aa (frei verfügbar )

n (n — 1)
(— 2)(2n — 1) "

, n (n — l ) (n — 2)(n — 3) (14 5a)
n - 4 (- 2) (- 4) (2n - l ) (2n - 3) "

A _ n (n - l ) . . . (n - 5)_
" - 6 (— l )3-2 • 4 - 6 . (2n — l ) (2n — 3)(2n — 5) n
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Ist n eine gerade Zahl, so heilst der niedrigste Coefficient

^ = 2T4. . . . (n _ 2) -n -(2n - l )(2n - 8) . . . (n + 3)(n + l ) A” ’

ist it eine ungerade Zahl , so heilst der niedrigste Coefficient:

t in ~ TT ~ !t !

A = (~ i ) “ • 2.4- . ..(n - 3)(n - l )(2n - l )(2n- 3).. .(n + 4)(n + 2) An'

Um nun den gesuchten Kugelfunctionen Pn0 bestimmte Zahlen-
werthe zu geben, die ihnen ja weder durch ihre Herleitung aus
Lösungen der LArLACE’schen Differentialgleichung noch durch die
Differentialgleichung (139) eigen sind , da wir dabei immer einen
unbestimmten constanten Factor mitzuführen hatten [vgl. den Zahlen¬
factor knm in Gleichung (132) und hier unser ffn], so bestimmt man
ff„ so, dafs die Kugelfunctionen Pn0 für den im Pol der Kugel-
coordinaten eintretenden Cosinuswerth /i = 1 alle den Werth 1 an¬
nehmen , im Uebrigen daher stets zwischen + 1 und — 1 liegen
müssen , so lange /z als Cosinus eines reellen Polarwinkels echt
gebrochen bleibt . Dies erreicht man , indem man festsetzt , es
solle sein

^ = + 1 - 3 - nf " — D . (H6 ,

Dadurch werden die Pno zahlenmäfsig angebbare Functionen .
Ihre allgemeine Gleichung ist nach den Formeln (142), (145a) und
nach der Festsetzung (146) folgende:

P r _ l -3- . . . (2n — 1) / _ n (n - l )
n0 ~ 1- 2 . . . . n U 2 (2n — 1) ^(2n — 1)

n (n — l )(tt — 2) (n — 3) _
^ 2 -4 . (2n - l ) (2n - 3) ^

(147)

Berechnet man die Zahlenwerthe für eine hinreichende Reihe
von Werthen u, untersucht auch die Nullstellen, d. h. die Wurzeln
der Gleichung nten Grades , welche durch Nullsetzung der ge¬
schweiften Klammer entsteht , sucht die Maxima und Minima auf etc.,
so kommt man zu Verläufen , welche in graphischer Darstellung
für die sechs niedrigsten Zahlen n in den Diagrammen Figur 17
wiedergegeben sind.
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+ 7

P 2,0

- 17

- /

+7

Fig . 17.
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Die Gleichungen dieser Curven sind :

i>oo = 1
Pi,o

1
YP2 ,0 = Tr —

5 3 3
Paß= Yt l Y fi

35 . 15 „ 3
4’0 - 8"^ 4 ^ + 8

63
-Ps.o = Yt *5— YY + ir f4

35
4

15
8

(147 a)

Es läfst sich unschwer für das allgemeine Pn,o beweisen, dafs es
seine n Nullstellen , seine n — 1 Maxima und Minima, n —2 In¬
flexionspunkte , alle reell in dem Intervall — 1 < ,u < + 1 besitzt ,
dafs die Curven also aufserhalb + 1 direct in’s Unendliche hinauf-
resp . hinabsteigen .

Für die Pn< erhält man ebenfalls feste Zahlenwerthe , wenn
man in der zu ihrer directen Berechnung nützlichen Formel (138b)
die Constante rechts gleich 1 setzt, also fordert

_ dm
Pn' m~ YJjY Pn'° - (148)

Daraus ergeben sich folgende beispielsweise angeführten Ausdrücke :

15 35
* 1,1 = 1 , * 2,1 = 3 /i , -Ps,! = yf *2- 2 > * i,i = 2 Y —

15
Y

p>,2=3, P'3,2=15«,
*3,3—15 ,

Pi ,2 =
105 15

Pi,3 = 105 n ,
Pi,4 = 105 ,

(148a)

Die Allgemeinheit der Kugelfunctionen Ä'n,m mit ihren (2 n + 1)
verfügbaren Constanten wird durch diese eindeutigen Zahlenfest¬
setzungen nicht beschränkt , da wir ja bereits in den Gleichungen (132a)
diese als /fn, ra und An, ro oder als Ptl, m und cnm freigehalten haben ;
nur die in (131a ), (131b ) und (132) und in der Tabelle (132 b) zu¬
gesetzten Factoren /cn,m erhalten vorgeschriebene Zahlenwerthe , die
man leicht ermitteln könnte , wo es von Wichtigkeit wäre. Es sei
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hier nur angeführt , dafs der Factor in Gleichung (132 c) den
Werth annimmt :

*„„ = (- 2)«. (149)

i

§ 42. Darstellung einer willkürlichen Function der Richtungs¬
winkel im Raume durch eine Kugelfunctionenreihe .

Eine wichtige Bedeutung der Kugelfunctionen für die Potential¬
theorie besteht , wie aus den bisherigen Ausführungen ersichtlich ,
darin, dafs man aus ihnen auf zwei Weisen : entweder durch Division
mit rn+1 oder durch Multiplication mit rn, Integrale der Laplace ’-
schen Differentialgleichung gewinnen kann , und dafs auch Summen
mehrerer , vieler , ja convergente Reihen unendlich vieler solcher Ge¬
bilde als Potentialfunctionen in ladungsfreien Raumgebieten gedeutet
werden können .

Wir kommen jetzt zu einer anderen hervorragenden Eigenschaft
der Kugelfunctionen , durch welche in Verbindung mit der vorher
erwähnten es möglich wird , jede an einer Kugelfläche willkürlich
vorgeschriebene Werthvertheilung stetig durch den inneren und den
äufseren Raum so fortzusetzen , wie dies von dem Potential einer
elektrischen Flächenbelegung der Kugel gefordert werden mufs .
Diese neue Eigenschaft ist folgende : Man kann durch die con-
vergirende Summe einer eventuell unendlichen Reihe von Kugel¬
functionen in einer der beiden Normalformen (132 a), also durch
einen Ausdruck von der Form

00 n ,- m
filh ’?) = 2 2 -Pn.myi - V? (A„mcos m7? + R„msinm 1?) (150)n=0 tn=0

oder von der gleichbedeutenden Form

/> . *?) = 2 2 p «, mV* - lU2"1• Cnmcos (m v — c„m) (150 a)n=0 m=0

jeder willkürlich vorgeschriebenen Werthvertheilung einer Function
der beiden Polarcoordinaten d- und rj, oder was dasselbe bedeutet ,
jeder Function von « und ?] beliebig nahe kommen , wobei natürlich
der Variabele fi auf das Intervall — 1 bis + 1 (die Poldistanz &
liegt zwischen 0 und ri), die Variabele r] auf einen einmaligen Um¬
kreis , sagen wir auf das Intervall 0 bis 2 % zu beschränken ist . Um
Bedenklichkeiten gegen diesen Ansatz zu entgehen , wollen wir nur
annehmen — was in physikalischem Sinne immer zulässig sein
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dürfte —, dafs Unstetigkeiten bei dieser vorgeschriebenen Function
entweder nicbt Vorkommen oder doch als sehr steile aber continuir -

licbe Uebergänge angesehen werden dürfen , und dafs ferner die
vorgeschriebenen Werthe für keine Richtung des Raumes unendlich
werden . Die Eindeutigkeit der Function ist eine selbstverständliche
Vorbedingung , da die Kugelfunctionen einzeln , also auch in Summe
eindeutige Werthe liefern . Vom Radiusvector r der Polarcoordinaten
müssen die durch (149) darstellbaren Functionen natürlich auch
unabhängig sein , wie es die Kugelfunctionen sind . Man kann sich
daher die willkürliche Function dadurch versinnlichen , dafs man
um den Nullpunkt eine Kugel von beliebigem Radius legt und auf
jeder Stelle ihrer Oberfläche topographisch den Werth verzeichnet ,
welcher auf dem dadurch betroffenen Strahl herrschen soll . Man

könnte etwa so, wie auf Landkarten die Darstellung der Hebungen
und Senkungen des Terrains durch Isohypsen üblich ist , die Rich¬
tungen , in denen die willkürliche Function kein Gefälle zeigt , durch
Linienschaaren angeben , welche sich nirgends durchschneiden können
und die Stellen der Maxima und Minima ringförmig umgeben . Die¬
selbe Darstellung ist auch zur Veranschaulichung der einzelnen
Kugelfunctionen nützlich , welche jede eine ganz bestimmte regel -
mäfsige Werthvertheilung besitzt . Die Stellen , wo eine einzelne
Kugelfunction gleich Null wird , liegen auf Parallelkreisen und auf
äquidistanten Meridianen , deren Anzahl durch n und m bestimmt
wird . In den einzelnen hierdurch abgegrenzten Feldern sind die
Werthe abwechselnd positiv und negativ , um ein in der Mitte jedes
Feldes liegendes Maximum oder Minimum angeordnet .

Dafs man durch Superposition vieler solcher Vertheilungen unter
Verfügung über zwei Reihen von Coefficienten (Ä und B oder auch
C und c) eine grofse Mannigfaltigkeit hersteilen kann , leuchtet ein ;
dafs man aber jedem gewünschten Verlauf beliebig nabe kommen
kann , bedarf vom streng mathematischen Standpunkt eines Beweises ,
nämlich eines Nachweises der Convergenz der unendlichen Reihe (150 )
gegen die geforderten Functionswerthe . Diiuciilet und auf anderem
Wege Sir W . Thomson haben diesen Beweis geführt . Die Sache
liegt analog wie bei den FouKiER ’schen Reihen , nur ist das
Problem hier wegen der zwei Variabelen jx und i] noch com -
plicirter .

Wir wollen uns hier damit begnügen , zu zeigen , wie man für
jede willkürlich vorgeschriebene Function f {fx, rj) die zwei Reihen
von Coefficienten thatsächlich berechnen kann .

Von den beiden Formen (150) und (150 a) ist die zweite die
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anschaulichere , weil sie zeigt , dafs der Einflul 's oder die Stärke
eines einzelnen Gliedes der Reihe nur von einer Amplitude Cnm
bestimmt wird , während von der Phasenconstante c„ m nur die Lage
der Nullmeridiane der einzelnen Kugelfunction abhängt . Die eigen¬
artige Werthvertheilung der einzelnen Kugelfunction erscheint näm¬
lich als drehbar um die Polaraxe , ihre Stellung wird durch enm
festgelegt . Für die Auswerthung der Coefficienten ist aber die erstere
Schreibweise (150 ) mit zwei gleichartigen Reihen von Amplituden
Anm und B„ ra die allein geeignete . Man kann ja nachträglich ,
nachdem man die A und B gefunden hat , leicht die C und c daraus
bilden .

Wir wollen nun den Werth eines bestimmten Coefficienten j
berechnen . Zu dem Zwecke erweitern wir die Gleichung (150 ) mit

P t, ; ]/ 1 —jlt2 ‘cos t ^ ,

d. h . mit eben dem elementaren Bestandtheile jener unendlichen
Doppelsumme von Kugelfunctionen (150), welcher durch den ge¬
suchten Coefficienten j angeführt wird . Sodann multipliciren wir
noch mit dem Flächenelement der Einheitskugel und integriren
den gewonnenen Ausdruck über diese ganze Fläche .

Das Flächenelement hat , in den Polarcoordinaten {h und p
ausgedrückt , den Werth

da = sin fr dfr di]

und die Integration erstreckt sich für den Polwinkel fr von 0 bis jr,
für den Längenwinkel r/ von 0 bis 2tc.

Da hier nun p = cos fr als Yariabele statt fr eintritt , und

ist , gilt
d[i = — sin fräif

da = — dfj, • dr]

und die Yariabele fi läuft in dem Integral von + 1 bis — 1. Der
Werth der Oberfläche der Einheitskugel ist also

- 12 * + 1

JJsin fr dfr dt] = J ‘J ’(— dfi)' dii = Jifj ,Jii ; = 2 • 2 n = 4 n .
0 0 + 10 - 10

Die vorher beschriebenen Operationen an (150) führen also zu
der Formel :
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+ 1 2 TT

- 1 0
+ 1 2 71

Jd /iJ — (U2 cosit ?
- i o

f 2 pti Pnml/T^ ^ '+m(^ n mcosifl cosittJj+ ßn,mcos iflsinin »?)| .J J ln = 0m = 0 >
- 1 0

Dabei sind bereits die von den laufenden Ordnungszahlen n, tn
unabhängigen Factoren mit den festen Zahlen f, i unter das Doppel¬
summenzeichen gesteckt , eine Operation , die man sich auch bei un¬
endlichen Summen stets erlauben darf . Nun aber machen wir eine
weitere Umformung, welche nur erlaubt ist , wenn sowohl vorher wie
nachher unbedingt convergente Reihen im Spiele sind : Wir ver¬

tauschen die Reihenfolge der Operationen Jj ' und 22 ’ führen
also die Integration über die Kugelfläche gliedweise an den ein¬
zelnen Summanden der Doppelsumme aus. Bezeichnen wir der
Kürze wegen die linke Seite der vorstehenden Gleichung (151) mit
L, so folgt :

+i
- i + m

d/rP ti Pnm]/ l - fj.2

mcosi?/-cosm?, + Bnm cos u ; sinm ?/)j ,

(151a )

Hierbei ist das Doppelintegral über jeden einzelnen Summanden ,
entsprechend der Abhängigkeit seiner einzelnen Factoren von fi allein
und von ?; allein, bereits in das Product zweier einfacher Integrale
zerlegt . Letztere sind nun für jedes Zahlenpaar n =gtn , und für
das feste Zahlenpaar f ^ t aufzusuchen .

Das hintere Integral über den Längenwinkel rj ist mit einziger
Ausnahme des Falles m = i für alle anderen Zahlen m gleich Null.
In dem Falle m = i > 0 hat es folgenden Werth :

2«
i cosUj ? + Pni cos i »; sini »?) = ti •Ani, (152)

o
welcher aber für nt = i = 0 durch den abweichenden Werth

2 m

0
zu ersetzen ist .

J 'dijA„o —2ji -An0 (152a)
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Diese Formeln (152) sind auf elementarste Weise herleitbar
und kommen in gleicher Weise bei der Berechnung der Coefficienten
der FouEiEK’schen Reihe zur Anwendung .

Von der Doppelreihe (151 ) bleibt also nur eine einfache Reihe
über die Zahlen n bestehen , behaftet mit den Factoren ti Atti oder
im Sonderfall mit 2 jiA „0:

+ 1

£ = *) fd ^ Pu Pni • (1 - ß2i } • (153)
— 1

*) Für i = 0 mufs 2 n statt n ein treten .

Zu bemerken ist , dafs jetzt nur noch die Producte von je zwei
P - Functionen mit gleichem m = i Vorkommen, und dafs wegen

i + m = 2 1 die Irrationalität von j/ l — p 2 aufgehoben ist .
Diese p-Integrale in (153) sind nun, mit Ausnahme des Falles

n = f, ebenfalls für alle Zahlen n gleich Null . Zum Beweise dessen
können wir uns freilich nicht auf elementare Integralformeln be¬
rufen, wir müssen vielmehr den Beweis auf Grund der Definitionen
der P„t führen .

Die erste Einführungsform (132) dieser Functionen würde un¬
geschickt zu diesem Zwecke sein . Dagegen kommt man bequem
zum Ziele , wenn man die Differentialgleichung (137) für die Pn<m
heranzieht . Diese lautet für m = t:

d2P • d P •
(1 “ " 2 (i + + (n “ i) (Tt+ ' + 1) pm = ° -

Um im letzten Gliede den Integrandus aus (153 ) herzustellen , er¬
weitern wir die Gleichung mit P ti (l — n2)1. Dadurch entsteht aber
zugleich in den beiden vorderen Gliedern ein vollständiger Diffe¬
rentialquotient , denn es ist :

(1 - fi
i + i. dP ni

dfi

Unsere Differentialgleichung lautet also nun :

+ i dP ni
d .

+ (n - i) (n + i + l ) PniP ti (1 - /r2) = 0 .

Nun multipliciren wir mit dfx und integriren von — 1 bis + 1.
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Dann kann man das vordere Integral durch partielle Integration
umformen

U - l“2
i + l dP n i

du

Der integrirte Theil verschwindet wegen (1—fi2) an beiden Grenzen .
Im Restintegral ist noch wegen Gleichung (138a) und wegen der
am Schlufs von § 41 gemachten Festsetzung der Constanten in
dieser Gleichung :

dP ni
— Pn , t + 1 >

dP ti
= -Pf , i + l -

du u, lT ” d fi

Wir erhalten also das Resultat :
+ 1

fp n:i +1. Plii +1(l - fi2)i+1dfi- 1
+1

= (n —i) (n + t + 1)fp ^ -Puil - rfdn -- 1

(154)

Da n und f zwei beliebige Ordnungszahlen sind, so mufs diese
Gleichung auch gelten, wenn man n und f vertauscht . Dabei bleiben
aber beide Integrale unverändert , nur der Zahlenfactor auf der
rechten Seite nimmt jetzt den Ausdruck (f —i)(t + i + 1) an, ändert
also seinen Werth , falls nicht gerade f = n ist . Daraus ergiebt sich
aber nothwendig , dafs beide Integrale verschwinden müssen , wenn
I und n verschieden sind :

+1

Jp ni - P[j (l —iu2)' d w = 0 für n ^ f. (155)—i

Von der Summe über n in der Formel (153) bleibt also nur das
eine Glied n = f übrig :

+1

L = *)n -Au •J 'Pt\ (l —n2)' dfi . (156)

*) Für i = 0 mufs 2 n statt n eintreten .

Dieses eine Glied kann nicht verschwinden, da das Integral über
einen durchweg positiven Werth erstreckt ist , diesen Betrag zu er¬
mitteln , ist unsere nächste Aufgabe.
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Man kann die Beziehung (154), nachdem man darin n = ! gesetzt
hat , als eine Recursionsformel für diese Integrale entweder bei
steigendem oder sinkendem Index i benutzen . Wir kommen schneller
zum Ziele , wenn wir steigende i benutzen . Nun kann der zweite
Index höchstens den Werth des ersten Index f erreichen . Wir
setzen also in der Formel (154) successive i, i + 1, i + 2, . . . bis
f — 1, und erhalten :

+i + i
+i

jV - . 1% - - rt '
- i - i

+ i + i

„ (i - +‘ W *2i /*

+ i + i/-Pt,!-1(1~W1da=1±rJplt(l-
- i - i

Durch Multiplication der ganzen Schaar folgt :

+i

P̂ti (1 - i«2)' du
- i

+i

[ 1.2 .. . (f - i )] [(t + i + l ) (f + i + 2) - i

(156a)

In dem rechts übrig gebliebenen Integral ist Pu nur ein constanter
Factor . Es ist nämlich

-fn „ = 1•3• 5 . . . (2it - l ).

Dies erkennt man aus (148), wenn man bedenkt , dafs beim
nfachen Differenziren des Ausdrucks Pno in (147) nur noch die
Spuren des höchsten Gliedes /zn übrig bleiben, und dafs

^ M = tt(n - 1) . . . 2 - 1d(jin v '

ist . Man sieht es auch aus den in (148a) angeführten ersten Ver¬
tretern

Pl ,i = 1 , 1*2,2 = 3 , P3,3 = 15 , P^i = 105 , . . .
H . v . Helmholtz , Theoret . Physik . Bd . IV . 13
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Den constanten Factor kann man aus dem Integrale herausziehen
und es bleibt schliefslich nur folgendes Integral zu berechnen übrig

+1

J(1- (itf du.
- i

Da müssen wir nun , nachdem wir bei der höchsten Stufe f die P 2
aus dem Integral hinausgeworfen haben , mit einer recurrenten Formel
wieder hinunter steigen . Diese Formel gewinnt man so : Es ist :

d [(1 — /j2)1•u] = (1 — dfi — 2 f (1 — fi2)1 1fi2dfi

oder wenn man fi2^ l — (1 — /i 2) setzt

dßl - 1u2)' . iU] = (2f + 1) . (1 - fi2jdfi - 2f (1

Dies von — 1 bis + 1 integrirt , giebt :

_ -frl +1 +1

P - ^ )1-*“] = (2 f + 1)J (1 - /r2)'dv - 2tf (l - fi2)' ' ' dp.

Die linke Seite verschwindet an beiden Grenzen , die Integrale rechts
sind von der gesuchten Art . Man findet daher :

+ i + i

ßl - fl 2) dfi = fil ~ / r 2)' ' dfi
- 1 - 1

+ 1 + 1

/ (1- W 1dfi= 21_i/ i1~V2') dt*-
- 1

+ 1 + 1

J ( 1 - fi 2)2 d /i = fßl - fi 2) du- 1

+ 1 + 1

f I1 - P) d/1= fj dfi= fu •2 .
i

Durch Multiplication der Schaar ergiebt sich :
+i

' (1 - fi2) dfi = 2fn _ ^ du= O 2-4 . . . (2f—2)•2f
^ 3 -5 . . . (21 - 1) •(2! + 1)
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Dazu tritt nun der Factor :

Pi2! = [1•3 . . . (2 f - l )]2.

Die ungeradzaliligen Nennerfactoren heben sich also mit Aus¬
nahme des letzten fort. Es bleibt im Nenner nur (2 f + 1) stehen.
Im Zähler ist die erste Potenz der ungeraden Zahlen bis (2 f —1)
übrig geblieben. Dazu gesellt sich aber das Product der geraden
Zahlen bis 2 f, so dafs der Zähler das Product aller Zahlen
1•2 •3 . . . (2 f —1)•2f enthält. Schliefslich ist noch ein einzelner
Factor 2 vorhanden. Es ist mithin:

+ i

/ pMI - W ^ ^ ‘ 1-2 . 3 . . . (2f - l ) . 2f .
- i

Dies hahen wir nun in (156a) einzusetzen. Dort steht im Nenner
ebenfalls eine Zahlenreihe, beginnend mit 1• 2 • 3 • und schliefsend
mit (2f —l )-2f , aber sie hat in der Mitte eine Lücke. Es fehlen
ihr die Factoren

(f - t + l) . (f - i + 2) . . . (f + i - 1) • (! + {).

Während sich also die vorhandenen Factoren gegen die ent¬
sprechenden der vollständigen Zahlenfolge im Zähler heben, bleiben
die Zahlen der Lücke im Zähler ungehoben stehen, so dafs wir die
Schlufsformel finden:

+ 1

Jp tV (! - = YfTT ‘(! ~ 1+ 1)(! - 1+ 2)••• + (156b)
- i

Für t = 0 versagt diese Schreibweise. Nämlich für diesen Fall
zeigt die Zahlenreihe im Nenner von (156a) gar keine Lücke, es
folgt vielmehr auf (f —t) = f unmittelbar (f + i + l ) = f + 1. Defs-
halb hat dann obige Schreibweise der Lückenzahlen keinen Sinn,
vielmehr hebt sich dann: = 1 und es ist

+ 1

J 'piodfi. = ^ 2+ r (156c)
- i

Für t = 1 bestehen bereits zwei Lückenzahlenf . (f + 1), welche auch
in (156b) richtig auftreten.
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Wir können nun zu unserer Hauptaufgabe schreiten , den
Coefficienten Au auszudriicken . Wegen der Besonderheiten , welche
der Fall i = 0 in zwei Hinsichten aufwies, wollen wir diesen zu¬
nächst ausnehmen . Die Formel (156) unter Benützung von (156b)
liefert jetzt :

L = WT (f _ i + 1)(f “ i + 2) ••• (f + i)^ fi-
Isoliren wir Au und setzen für L wieder den ausführlichen

Ausdruck ein, welcher die linke Seite der Gleichung (151) bildet ,
so erhalten wir das Resultat :

+1 2n

dT 2j -(f- i+ lKI- i+ a)- (l+ i)/ <i'‘/ '<'lf *>*, '')P" l ‘ ~ î'coiii'1, (157)
- 1 0

Für den Fall i = 0 folgt unter Beachtung der Besonderheiten
(4 7i statt 2 Ti und Fehlen der Lückenzahlen )

+ 1 2 m

j 2 f +Ao = Jdfifir‘ ^Pt’0' (157a)
- 1 0

Besonders zu erwähnen ist noch das Anfangsglied :

+ 1 2m

Ao = 4^ -Jd /MJdrj f (n, rj) , (157h)- i o

welches übrigens in richtiger Form aus At0 folgt , da P0o = 1 ge¬
setzt ist. Da 4 Ti die Oberfläche der Einheitskugel mifst, sieht man,
dafs dieses A0o nichts Anderes ist, als der Mittelwerth der willkür¬
lichen Function f (p, rj).

Die Berechnung der anderen Coefficientenschaar Bnm geschieht
in ganz analoger Weise . Suchen wir ein bestimmtes Bl ; , so er¬
weitern wir die Gleichung (150) mit

Pu - ]/ f — jî '. sini ??

und verfahren genau so weiter, wie vorher.
An Stelle der Gleichung (152) tritt jetzt
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Um den (152a) entsprechenden Sonderfall i = 0 haben wir uns hier
nicht zu bekümmern , da Glieder mit den Coefficienten Bn0 nicht
verkommen.

Das Resultat , entsprechend (157) wird
+ 1 2 n

E " ~2 » (( — (158 >
- 1 0

§ 43. Einfaches Beispiel für die Darstellung einer Function
von fi durch eine Kugelfunctionen - Reihe .

Um die Brauchbarkeit der vorstehenden Formeln für die Be¬
rechnung der Coefficienten einer Kugelfunctionen -Reihe zu zeigen,
wählen wir ein einfaches Beispiel, welches zugleich noch in anderer
Hinsicht von Wichtigkeit ist . Wir legen um den Nullpunkt eine
Kugelfläche vom Radius und bestimmen auf der Polaraxe im
Abstand R2 einen festen Punkt . Wir wollen dabei , um eine be¬
stimmte Vorstellung zu haben , R2 > R1 annehmen , so dafs der feste
Punkt aufserhalb der Kugel liegt . Die Entfernung p dieses Punktes
von den verschiedenen Stellen der Kugelfläche ist dann unabhängig
von deren Längenwinkel rj, alle Orte, die auf dem gleichen Parallel¬
kreise liegen, besitzen gleiche Entfernung von jenem auf der ver¬
längerten Polaraxe festgelegten Punkte . Von der Poldistanz R hängt
diese Entfernung aber ab nach der bekannten Formel

Q= ]/E22+ R^ - 2R 2Rl cos

in welcher Rl und R^ als Constanten , und cos <9- = fi als Variabele
erscheint .

Wir stellen uns nun die Aufgabe den reciproken Werth dieses
Abstandes durch eine Kugelfunctionen-Reihe auszudrücken . Zu dem
Zwecke haben wir in die Schlufsformeln (157, a, b) und (158) ein¬
zufügen :

fiu , ??) = — = —7 ..... - • (159)
(> l/ R i > + R * - 2R 2 R1 fi

Wegen der Unabhängigkeit unserer Function von rj werden alle
Coefficienten ; und Bti für t > 0 verschwindend , denn in den
Formeln (157) und (158) bleibt von der Integration über den Längen¬
winkel nur übrig
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Wir brauchen daher nur die Reihe der Coefficienten A^q zu be-

rechnen ; die Formel (157a) vereinfacht sich, indem J 'dtj = 2 7t ist,o
und lautet :

j 2 f + 1 f j Pr,o nAf o = - — I d u —. •••" * (159a)2 J 1/V +v - 2« ^
Da Pi|0 bekannte ganze Functionen von p, sind [(vgl. Gleichung (147)],
so kann man hiernach die Coefficienten der Reihe nach ausrechnen .
Man wird auf Integraltypen von folgender Form geführt :

+i

dp
- i ]/ i?22 + R * — 2 R2B1p

Für diese kann man durch partielle Integration eine Reductions -
formel für sinkendes a aufstellen . Dabei erst wird es von Wichtig¬
keit, dafs wir i?2 > R1 vorausgesetzt haben . Während nämlich die
bisherigen Ausdrücke durchaus symmetrisch nach R1 und R2 gebaut
sind, werden diese Integrale unsymmetrisch .

Wir wollen hier nur die Ausrechnung der niedrigsten Glieder
der Reihe andeuten . Die niedrigsten Vertreter der Pro findet man
in den Gleichungen (147a), die in Frage kommenden Integrale lauten ,
wenn man als Abkürzung der Quadratwurzel das Zeichen p setzt :

+ 1 + 1

Cdp _ 2 rpdp 2 Rj
Jit - r; ’ J q = li idi

+ i + i

fp 2dp 2 1 4 R,2 f p3dp 2 R, 4 R. 3J q _3 R2+ 15R23’ J p ~5R22+'35R̂ ’
Danach ist beispielsweise :
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Ebenso leicht wird man sich überzeugen , dafs

^ - A
1'° ~ r 22

a - R *

und wenn auch das Bildungsgesetz des allgemeinen Coefficienten
hier nicht streng abgeleitet ist , kann man es durch Analogieschlufs
errathen :

A - R '
4 . ° - ÄÜT -

Die Kugelfunctionen-Eeihe , d. h. so viel wie in unserem einfachen
Falle von der Formel (150) übrig bleibt , lautet hiernach :

7 = 5 ^ I ^ n, o für R. yR , . (159b)n= 0 ^ 2

Wenn wir mit dem gröfseren R2 erweitern , und die Zeichen q
und 2 durch die ausführliche Schreibart ersetzen , so erhalten wir :

= Po-° + (I : ) Pl-° + (I : ) P2’°
(159c)

r p- „ -u
R̂%*

Nun können wir auch gleich die entgegengesetzte Annahme ,
dafs nämlich der feste Punkt auf der Polaraxe innerhalb der
Kugelfläche liegt, verfolgen. Wir brauchen dann den festen Abstand
auf der Polaraxe nur R1 und den Kugelradius i?2 zu nennen ; dann
ist wieder R1 < R2 und sämmtliche vorstehende Formeln bleiben
ungeändert in Gültigkeit , nur haben R1 und R2 ihre geometrische
Bedeutung für das Problem vertauscht . Den singulären Fall R1 —R2
wollen wir vorsichtshalber ausschliefsen, da dann die zu entwickelnde
Function (159) im Pole für /z = 1 unendlich wird , und die Con-
vergenz der unendlichen Eeihe mindestens zweifelhaft erscheint . Es
ist indessen nicht ausgeschlossen , dafs sie auch dann noch für echt¬
gebrochenes fx zulässig ist.
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Dieses Resultat (159c ) ist nicht nur als eine Coefficienten -
berechnung der Kugelfunctionen -Reihe mit höchst einfach geformtem
Ergebnifs interessant , sondern auch dadurch , dafs man die linke
Seite , unabhängig vom vorigen , durch Anwendung des binomischen

wickeln kann . Diese Entwickelung mufs dann mit unserem
Resultat (159c ) identisch sein , da dieses , wie sich zeigt , ebenfalls

R
als Potenzreihe von — erscheint . Bei unserer Herleituna mufsten

gefunden werden , während die P ai0 uns bekannte Normalfunctionen
waren . Bei der Entwickelung in eine Potenzreihe hingegen sind

die die bekannten Normalfunctionen , während die zugehörigen

Coefficienten , welche mit unseren Pfljo identisch sein müssen , erst
gefunden werden müssen .

Diese doppelte Bedeutung der Entwickelung (159 c) ist für uns
wichtig . Wir haben nämlich die Kugelfunctionenreihe aufgestellt ,
ohne uns streng mathematisch von ihrer Convergenz zu überzeugen .
Wir konnten nur sagen : Unter der Voraussetzung , dafs solche Reihen
möglich sind , müssen ihre Coefficienten die Form (157 ) und (158)
haben . Von der Potenzreihe des Binominalsatzes ist aber wohl -

bekannt , dafs sie convergirt , so lange ( f "1-) ein echter Bruch ist .
\ Xlg /

Ferner sieht man , dafs die Reihenentwickelung (159c ), als Potenz¬
reihe aufgefafst , zu einer vom Früheren unabhängigen Definition der
Kugelfunctionen P ni0 führt , und zwar zu einer solchen , hei welcher
nicht erst unbestimmte Factoren geeignet festzusetzen sind , sondern
welche sogleich eindeutige Zahlenwerthe liefert .

Dieser Weg ist zuerst von Laplace eingeschlagen worden .
Wegen der Bedeutsamkeit der merkwürdigen Beziehung wollen wir
diese Potenzreihenentwickelung hier ebenfalls noch ausführen . Man
kommt am leichtesten zum Ziele , wenn man mit imaginären Expo -
nentialfunctionen rechnet

Lehrsatzes direct in eine Potenzreihe des echten Bruches

als Coefficienten der Kugelfunctionen -Reihe erst auf -

Dann zerfällt der Radicandus o2 in zwei lineare , conjugirt complexe
Factoren :

P22 + Rx2— 2 P2Pj /i = (P2 - Rl e‘»)(R2 —Pj e~ <»).
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Setzen wir noch zur Abkürzung für den echten Bruch

i *i
* r“ '

so wird die linke Seite von (159a ):

201

yB2*+ B1>- 2R2Rll ji

Der binomische Satz liefert :

= {1 -

(1 — ae i&) ^ = l + i -a «^ + ^ a 2e2i» +
1-3 .5
2^Ä6

8

(1 —ae ~ i&) ^ = l + iae - *tf + i ^ ß26- 2it>+ l ^ . a s.6- 3«>+ . . .

Beide unendlichen Beihen convergiren absolut , da der Modul der
complexen Zahlen ae ±i '&< 1 ist . Darum kann man das Product
der linken Seiten durch gliedweise Multiplication der rechten Seiten
finden, wie folgt :

(1 - « 6s*)- *. (l - « e- ‘*r 3

= 1 + I [« (6i* + e - i*) + I «3]

+

+

1-3
2-4

1-3 -5
2-4-6

cc2(e2i &+ + ■a3(ei '* + 6~ i )̂ + ^-^ cei
1-3
2 -4 '

a3(e3i&+ e- 3*̂ ) + ^-«4(e2i^ -f e- 2i#)£

1 -3 1-3 -5 f
+ 2^ a (ß + e" ) + 2^ 6 a

Die imaginären Exponentialgröfsen vereinigen sich durchweg zu den
reellen Werthen der zweifachen Cosinus der Vielfachen von i9\

Ordnen wir nach Potenzen von a und bezeichnen zur Ab¬
kürzung die auftretenden Zahlenfactoren durch Symbole von der
Form :

1-3-5
2^Ä6
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so kommt :

(1 — 2c ! ^ + a 2) 7 = 1
+ a •2 [• ]̂ cos j?-
+ «2. 2 {[. | ] cos2 ^ + H -i ]2}
+ a 3-2 {[-f ] cos3 # + [-ilMlcos ^
+ • 2 {[• | ] Cos4 ^ + [ • \ ] [ .f ] cos2 ^ + i [ -| ]2}
+ . . . .

Allgemeines Glied :

+ « n •2 -
2n — 1

2n cos n t9- +
2n — 3
2n cos (n — 2) )V-

+ 2n
2n — 4 cos (n — 4) »9- + •}

Dieses Polynom ist für ungerades n fortzusetzen , bis das Glied mit
cos &■(einfacher Winkel ) erreicht ist . Für gerades n schliefst der
Ausdruck mit dem von unabhängigen reinen Zahlengliede

1
J

ab , welchem der besondere Factor ^ zugesetzt werden mufs , weil
der aus dem Polynom herausgezogene Factor , herrührend von den
zweifachen Cosinus , diesem Gliede fehlt .

Damit hahen wir die Potenzreihenentwickelung vollendet und
zugleich eine neue Darstellung der Kugelfunction P „ 0 gefunden , denn

nach (159b ) ist diese gleich dem Coefficienten von ccn = •

^ ^ vor die Klammer zuMan pflegt noch den Factor 2 n
setzen , so dafs sich , nach leicht übersehbarer Hebung gemeinsamer
Zahlen in den Zählern und Nennern das Resultat ergiebt :

P„, o = 2
1 >3 . . . (2 n - 1-n

2 .4 . . . 2n ) ' {C0Sn^ + l .(2n - l )

+ l -3 -n (n — 1)
l -2 -(2n — l )(2n — 3)

cos (n — 2)&

cos (n — 4) + . . .1 •

(160 )

Hierbei ist vorstehende Bemerkung über das Abbrechen des
Polynoms und für gerades n auch der Zusatz des Factors ^ zum
letzten Gliede zu beachten .
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Wollte man diese Formel (160) zur Deckung mit (147) bringen,
so müfste man die Cosinus der Vielfachen von durch Potenzen
von cosi?- ausdrücken. Die Umrechnung ist indessen recht ver¬
wickelt. Dafs beide Formeln thatsächlich nur zwei formell verschie¬
dene Ausdrücke für die nämlichen Functionen sind, ist wegen der
Reihe (159c) nicht zweifelhaft-

§ 44. Anwendung der Kugelfunctionen auf elektrostatische
Probleme.

Nachdem wir im Vorangegangenen die wichtigsten mathemati¬
schen Eigenschaften der Kugelfunctionen dargelegt haben, wollen
wir nun deren Anwendungen auf einige elektrostatische Probleme
betrachten. Die erste Fundamentalaufgabe ist folgende:

Auf der Oberfläche einer Kugel vom Radius B ist eine be¬
stimmte Vertheilung von Elektricität festgelegt. Das Potential
des Feldes , welches von dieser Vertheilung herrührt, soll gefunden
werden. Wir können die Flächendichtigkeit e als eine willkürlich
vorgeschriebene (eindeutige, endliche, stetige) Function durch die Va-
riabelen /*(= cos # ) und rj eines in den Mittelpunkt der Kugel ge¬
legten Polarcoordinatensystems dargestellt denken. Man kann dann
das Potential nach der altbekannten Formel:

finden, wo ds Flächenelement der geladenen Kugeloberfläche, q der
Abstand dieses Flächenelementes von dem Raumpunkt ist, in welchem
cp bestimmt wird. Wir wollen hier einen ganz anderen Weg ein-
schlagen. Wir entwickeln zunächst e in einer Kugelfunctionenreihe

Die Coefficienten sind mit enm bezeichnet, weil sie ihrer Dimension
nach Flächendichtigkeiten sind. Die Phase coo= 0 .

Das Potential bleibt, wie wir füher ausführlich nachgewiesen
haben, an Stellen , wo endliche Flächendichten liegen, endlich be¬
stimmt und auch stetig. Daher bilden die Werthe (p, welche das
Potential auf der Kugeloberfläche selbst annimmt, ebenfalls eine
(endliche, eindeutige, stetige) Function von p und i), deren Anord-

00 n — - m
6 = 2 2 Pnmyi ~ |U2 •«nm•COS(m7?- Cn„,). (161)

n = 0 m = 0
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nung durch die Vertheilung von e bedingt wird , wenn wir auch
noch nicht wissen , in welcher Weise . Jedenfalls können wir uns
auch diese Function rp durch eine Kugelfunctionenreihe ausgedrückt
denken :

oo n m
= 2 • <Pnm•COS(ttt7? - Cnm). (162)

n = 0 m = 0

Die Coefficienten rpnro sind von der Dimension des Potentials . Die
Phasenconstanten ß'nm müssen zunächst als yerschieden von den¬
jenigen in (161) angenommen werden, jedoch ist auch cq0= 0 .

Wir haben jetzt die Aufgabe , die auf der Kugelfläche durch
(162) dargestellte Function (p so in das Innere der Kugel und in
den äufseren Raum fortzusetzen , dafs der Anschlufs an (p ein stetiger
ist, d. h., dafs (p selbst beim Durchgang durch die Kugelfläche stetig
bleibt , dafs ferner (p überall innen und aufsen der LAPLACE’schen
Gleichung gehorcht , dafs cp im Nullpunkt endlich und stetig bleibt
und in sehr grofsen Abständen r gegen Null schwindet , mindestens

wie —. Haben wir eine innere und äufsere Fortsetzung gefunden ,

welche allen diesen Bedingungen genügt , so mufs diese das gesuchte
Potential sein, denn es giebt nur eine einzige solche Function .
Hierbei kommt uns eine zweite Eigenschaft der Kugelfunctionen zu
Statten , während wir bis jetzt erst die eine (die Darstellung will¬
kürlicher Functionen auf der Kugelfläche durch Kugelfunctionen¬
reihen) verwendet haben . Wir haben nämlich bereits in § 88, noch
vor Aufstellung der Normalformen , bewiesen, dafs jede Kugelfunction
Uten Grades sowohl durch Multiplication mit r 11, als auch durch

Multiplication mit — —̂ eine Raumfunction liefert , welche der

LAPLACE’schen Differentialgleichung genügt . Die erste Klasse dieser
Functionen bleibt im Nullpunkt endlich, wird sogar, mit Ausnahme
des Falles n = 0, daselbst gleich Null , sie wachsen aber in grofser
Entfernung über alle Grenzen . Es sind dies ganze Functionen der
cartesischen Coordinaten . Die zweite Klasse hat im Nullpunkt eine
Unendlichkeitsstelle , schwindet aber in grofser Entfernung gegen

Null mindestens wie —.r

Wir setzen defshalb das Potential im Inneren der Kugel in der
Form an
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im Aufsenraum

-Pnn. yi - m9pnmCOS(nH? - c; m). (162b)

Diese Ausdrücke gehen für r = A in stetiger Weise in die für 7p
aufgestellte Kugelfunctionenreihe(162) über, sie genügen auch beide
der LAPLACE’schen Differentialgleichung.

Im Mittelpunkt erhalten wir den endlichen Betrag

und in endlicher Entfernung schwindet cpa mindestens wie

Falls der Coefficient yoo = 0 ist , schwindet sogar (p^ wie eine
höhere negative Potenz von r. Wir haben also eine richtige Dar¬
stellung für das Potential der Kugelbelegung gefunden , freilich zu¬
nächst von unbekanntem Werthe , da wir die Abhängigkeit der
Coefficienten 7pnm und e'nm von der Yertheilung e, also von den
Coefficienten eam und c„m noch nicht kennen .

Zu dieser Kenntnifs verhilft uns nun der Satz , dafs der nach
der Normale auf der belegten Fläche genommene Differentialquotient
des Potentials beim Durchgang durch diese Fläche einen Sprung
erleidet , dessen Betrag gleich —4 ote ist . Nehmen wir die Normale
auf der Kugelfläche in Richtung der wachsenden r. Es ist :

Setzen wir in diesen beiden Ausdrücken r = R, so erhalten alle

Glieder den Factor ^ und es ist

Fafst man beide Doppelsummen zusammen und dividirt durch — 4 jr,
so erhält man

r = 0

R _
Too— “ Yoo-

R

n = 0 m = 0

m 2 Tt+ 1
4 jrA <p„m • cos (nt i? - c'nm).
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Dies ist eine Kugelfunctionenreihe für e, welche wegen der Ein¬
deutigkeit dieser Entwickelung identisch sein mufs mit der Anfangs
gebildeten Keihe (161). Die Vergleichung der Coefficienten liefert
uns folgende einfache Relationen :

c n m — cn m
und

2 n + 1 _ Mficn
enm — Vnn ' ’ (1®®)

wofür auch geschrieben werden kann :

^ inB ,
— 2 jx+ 1 m' (loo a)

So kann man zu einer Torgeschriebenen Flächenbelegung der
Kugel leicht das Potential finden , und auch umgekehrt , wenn die
Werthvertheilung von (p auf der Kugelfläche vorgeschrieben ist, die¬
jenige Elektricitätsbelegung berechnen , welche ihr entspricht , zu¬
gleich hefern dann (162a) und (162 b) die richtigen , der Laplace -
Gleichung genügenden stetigen Fortsetzungen des Potentials durch
den inneren und äufseren Raum .

Eine besondere Bedeutung hat der erste Coefficient eoo- Er
mifst den Mittelwerth der Dichtigkeit über die ganze Kugelfläche,
mithin ist

e = 4 Tr iü2- eoo

die Gesammtladung der Kugel. Der entsprechende erste Coefficient
ijpoo ist dann nach (163 a)

_ e

und der erste Summand der Reihen für rp wird
einnen = —

Jti

aufsen = — ,r

stellt also das Potential der gleichförmig über die ganze Kugel¬
fläche verbreiteten Ladung e dar . In grofser Entfernung r bleibt er
am längsten spürbar , während die höheren Glieder schon in ver-
hältnifsmäfsig geringeren Abständen der Reihe nach unmerklich
werden. Besitzt die Kugel keine überschüssige Ladung , sondern nur
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durch Influenz getrennte Belegung , deren algebraische Summe ja
gleich Null sein mufs , so fehlt dieses Anfangsglied sowohl in der
e-ßeihe , wie auch in den Jp-, <p.- und rpa-Reihen.

Man kann also wegen der ungestörten Superposition der Wir¬
kungen die überschüssige Ladung der Kugel auch hier leicht ab¬
trennen von dem durch Influenz in positive und negative Quanta
zerlegten Antheile des unerschöpflichen neutralen Yorraths .

Besonders einfach gestaltet sich die behandelte Aufgabe , wenn
die Belegung e durch ein einziges Glied der Reihe dargestellt wird,
weil dann auch das Potential durch ein einziges entsprechendes Glied
der Reihen (162a ) und (162 b) gegeben wird.

§ 45. Die transcendenten Integrale der Differentialgleichung
der Kugelfunctionen .

Man kann den Ansatz Gleichung (136) zu Anfang des § 41,
unabhängig von der damals aus den voraufgegangenen Betrachtungen
übernommenen Bedeutung der Function hinstellen als die
von sonstigen Rücksichten unabhängige Forderung , es solle eine
Potentialfunction p gefunden werden , welche , ausgedrückt in den
räumlichen Polarcoordinaten r , p, und t], von der dort gegebenen
Gestalt ist und welche der LAPLACE’schen Differentialgleichung genügt .
Das Ergebnifs war, dafs diese Forderung erfüllt ist , sobald man für
Pnm irgend eine Function von p einsetzt , wenn diese nur der
Differentialgleichung (137) genügt . Weiter zeigte sich, dafs jedes solche
Pnm der mte Differentialquotient einer Function Pnj0 ist , welch ’
letztere der Differentialgleichung (139) genügen mufs. Mit der Auf¬
findung von Integralen dieser Differentialgleichung (139) sind also
die Schlüssel zur Bildung von Potentialfunctionen des Typus (136)
gewonnen.

Bisher haben wir nur die eine Hälfte der gewonnenen Ausbeute
verwendet. Wir fanden nämlich , dafs aulser der gewöhnlichen Kugel¬
function Pnro, welche eine ganze Function nten Grades von p ist,
noch eine andere Art von Integralen existirt , welche sich in Form
der unendlichen Potenzreihen (143) oder (144) darstellen läfst .

Diese sogenannten „Kugelfunctionen zweiter Art“, Qnj oj wollen
wir jetzt näher betrachten und zur Bildung von Potentialen be>-
nutzen .

Den Goefficienten des ersten Gliedes dieser Reihen können wir
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willkürlich bestimmen ; alle folgenden ergeben sieb dann mit Hülfe
der procurrenten Formel (141 ), welche lautete :

_ (a - n) (n + a + 1)
a+2 (q + l ) (q + 2)

Man erhält folgende Reiben . Für gerades n :

o i L , (l - n)(« + 2) 3 (1 —n)(B—n)(n + 2) (tt + 4) '
n, o - r + — 2 • + “2 • 3 • 4 • 5 ^

. ..}
(1 _ n) (3 —n)(5 —n)(tt + 2) (tt + 4) (n + 6) 7 ,

+ 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 +

(164)

Für ungerades n :

P , , (0 —n)(n + 1) 2 (0 - n)(2 - tt) (tt + l ) (n + 3) •
Wn' 0 “ o l 1 + 1 • 2 ^ _ 1 . 2 • 3 • 4 ^

_ (0 —n)(2 —n) (4 —n)(n + l )(n + 3) (n + 5) B , )
+ l * 2 * 3 - 4 * 5 * 6 + - J.

(165 )

Die nothwendig aufzuwerfende Frage nach der Convergenz dieser
Reihen wird erledigt durch Gauss ’ Betrachtungen über die hyper¬
geometrische Reihe . Er definirt eine Function F der Yariahelen x
mit drei Parametern cc, ß , y durch die Reihe :

F [a 8 vx ) - l \ x \ a (‘* + 1) ßW + 1) X2
Jf {a , ß , y , x) - l + ly x + l 2 7 {y + l ) *

a {a + l ) (a + 2)ß (ß + l ) [ß + 2)
1 • 2 • 3 y [y + \ ){y + 2) ^

In diesem Schema stecken , je nach den Werthen von u , ß , y
und je nach etwaiger Substitution einer anderen Variabelen für a;,
sehr viele verschiedene Functionsarten , darunter auch solche , welche
man bereits in anderen analytischen Darstellungen kennt . Wenn
a oder ß eine negative ganze Zahl oder Null ist , bricht die Reihe
ab , stellt also eine ganze rationale Function dar , in allen anderen
Fällen aber läuft die Reihe ohne Ende weiter . Natürlich darf y
keine negative ganze Zahl oder Null sein . Gauss hat nun gezeigt ,
dafs seine Reihe immer convergirt , wenn cc2 < 1 ist , während sie
für a:2 > 1 immer divergirt (wenn sie nicht abbricht ). Für den
Grenzfall a;2 = 1 ist die Convergenz an die Bedingung y > [u + ß)
gebunden , ein über alle Grenzen grofser Werth ist für a;2 = 1 und
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y = u + ß zu erwarten , und für / < (« + /?) ist dann die Eeihe un¬
brauchbar , weil divergent .

Unsere Reihen (164) und (165) lassen sich nun leicht als hyper¬
geometrische ausdrücken . Es ist nämlich für gerades tt inclusive 0 :

fl — n n + 2
Qn, o [! ' F ^- ^ ^

und für ungerades n
/ 0 - tt n -)- 1

2 ’

0,
'n, 0 — -̂ o • F ' iß , i ; 4

(164a )

(165a)

[Es sei bemerkt , dafs diese Darstellungen auch auf die Kugel¬
functionen erster Art P„>0 anwendbar sind. Nur gilt dann (164a)
für ungerades n und (165 a) für gerades n.]

So lange fi als Cosinus des Polarwinkels echt gebrochen ist,
convergiren also unsere Reihen sicher . Für |U= ± 1, das heifst
für Punkte , welche auf der Polaraxe , der x-Axe unseres cartesischen
Coordinatensystems , liegen, werden die dargestellten Werthe indessen
unendlich , da in beiden Formeln der Specialfall y = ce+ ß vorliegt.
Wir haben also auch zu erwarten , dafs die aus den Qnt0 abgeleiteten
Potentialfunctionen in dieser Axe unendlich werden, was auf elektrische
Belegung von endlicher Liniendichtigkeit schliefsen läfst (vgl. § 13).

Bilden wir uns nun , um eine Anschauung zu bekommen , die
ersten Vertreter dieser Kugelfunctionen zweiter Art , indem wir
successive n = 0, 1, 2, 3 in die Reihen (164) resp . (165) einsetzen,
so erhalten wir so übersichtliche Coefficientenfolgen, dafs eine Ab¬
sonderung der bekannten Reihe

1 , 1 ,
P + 3 - /1 + 5- ^ +

leicht ist . Die willkürlichen ersten Coefficienten wollen wir noch
unbestimmt lassen und mit Const. bezeichnen . Dann erhält man :

(1660)

= G ' \ \ — (itln i/ i?
(166 , )

H. v. Helmholtz , Theoret. Physik. Bd. IV. 14
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(166 2)

(I663)

etc.

Man erkennt an diesen ersten Vertretern noch andere gesetz-
mäfsige Bildungen . Der Logarithmus erscheint in den einzelnen
0n„ multiplicirt mit der entsprechenden ganzen Function Ptu„ [vgl.
Gleichung (147a)] und einem Zahlenfactor . Diesen letzteren können
wir beseitigen, wenn wir der unbestimmten Constanten einen solchen
Werth geben, dafs der Factor = + 1 wird.

Wir machen also den Analogieschlufs aus obigen einfachen Bei¬
spielen, dafs allgemein gültig sein wird die Formel

in welcher ltn eine ganze rationale Function (n — l )ten Grades
von fx bedeutet , deren allgemeines Bildungsgesetz hier nicht auf¬
zufinden ist, deren erste Vertreter indessen abgelesen werden können :

Den allgemeinen Beweis für die Formel (166„), sowie die
Kenntnifs des Bildungsgesetzes der Rn verdanken wir Franz Neu¬
mann . Dieser hat zwar nicht unsere , für gebrochenes fx reellen
Qn,0-Functionen , sondern diejenigen Integrale zweiter Art der
Differentialgleichung der Kugelfunctionen betrachtet , welche für
ix= ±l unendlich werden , wie unsere , aber nun für /x2 > 1 reell
sind und für p, = + 00 gegen Null schwinden. Diese konnten wir
nicht auffinden, weil wir als Lösung in Gleichung (140) eine posi¬
tive Potenzreihe angesetzt hatten . Würden wir statt dessen eine
Reihe mit negativen Potenzen ansetzen , so würden wir eine ganz
analoge procurrente Formel für die alternirenden Coefficienten finden,
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somit für jede Zahl n eine Lösung in Form einer unendlichen Reihe
mit einem willkürlichen Factor . Diese Reihe convergirt dann für
fjL2 > l und giebt die von Neumann betrachteten QUi0, welche sich
mit den unsrigen in der Ausfüllung des Gebietes eines unbeschränkt
yariabelen /jl gegenseitig ergänzen . Die ersten Vertreter dieser Func¬
tionen lauten :

Die Variahele ist hier mit a bezeichnet , um dem Buchstaben fi
seine Bedeutung als Cosinus eines reellen Winkels zu wahren . Aus
diesen Formeln kann man die Gestalt der i ?n für höhere n leichter
erkennen , als aus unseren Gleichungen (166 ). Denn wenn man hier
<7 = oo setzt , mufs Qn<0 (u ) = 0 werden . Daraus folgt , dafs alle
positiven Potenzen von a fehlen müssen , was zur Bestimmung von
Ra hinreicht .

Diese Andeutungen mögen hier genügen . Weitere Aufschlüsse
z. B. in Heine ’s Handbuch der Kugelfunctionen , Fbanz Neumann
Vorlesungen über die Theorie des Potentials und der Kugelfunctionen
und Aufsatz in Ceelle ’s Journal Bd . 37 S. 21 .

Wir wollen nun die Kugelfunctionen zweiter Art zur Bildung
von Potentialen benützen , und uns dabei auf die für echt gebrochenes

p. = cos i9- = — gültigen beschränken . Aus Q0,o> welches in (1660)

- 3 + - U- 5

Ql ,0 (ff) = J _ 2 (

(167, )

(167a)
= Coast .

etc . nach derselben Regel :

On,o(ff) = Constj Rn + Pnio ln (167 n)
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gegeben ist , entstehen zwei im ganzen Raume , mit Ausnahme der
a>Axe , gültige und der Läplace ’sehen Gleichung folgsame Potentiale :

Die elektrischen Felder , welche ihnen entsprechen , können herrühren
von einer Belegung der beiden Hälften der x - Axe mit entgegen¬
gesetzten Elektricitäten vom Vorzeichen der zugehörigen Ab¬
messungen x. Im ersten Falle (168 ) ist die Liniendichtigkeit auf
jeder Hälfte bis in ’s Unendliche constant = + 1-. Im zweiten Falle

(168 a) ist die Liniendichtigkeit = — , nimmt also im Unendlichen

gegen Null ab , wird aber in der Nähe des Anfangspunktes über alle
Grenzen grofs . Im Anfangspunkte selbst stofsen in beiden Fällen
entgegengesetzte Ladungen unvermittelt an einander . Die den Raum
durchsetzenden Aequipotentialflächen sind im ersten Falle fi = con -
stans , also Kegelflächen mit der Spitze im Nullpunkt , im zweiten
Falle haben sie eine rübenähnliche Gestalt , das stumpfe Ende im
Nullpunkt . Den aus den höheren Qn>0 gebildeten Potentialen , z. B.

ff = r ■ Qli0 und 9 - ^ 2 Qi ,o

etc ., allgemein

entsprechen immer complicirtere Belegungen der a;- Axe , und wenn
wir gar zu den hier gar nicht betrachteten , aber möglichen Func¬
tionen :

übergehen , und nach dem Schema der Gleichung (136 ) Potentiale
daraus bilden , so wird die Mannigfaltigkeit noch gröfser . Indessen
haben diese Fälle mehr ein mathematisches Interesse . Für die
Elektrostatik sind sie defshalb weniger wichtig , weil alle Ladungen
und Niveauflächen sich bis in ’s Unendliche erstrecken , also niemals
etwa einen geladenen Conductor repräsentiren können .

(168 )

(168 a)

n _ dm On,o
yn’m dn m
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§ 45 a. Einige Potentialfunctionen in elliptischen Coordinaten .

Wichtigere Resultate erhalten wir aus unseren neu gewonnenen
Potentialfunctionen durch Anwendung einer Methode , welche auf
folgender Ueherlegung beruht : Nehmen wir irgend eine Lösung der
IiAPLACE’schen Gleichung , welche als analytische Function der car -
tesischen Coordinaten ausgedrückt werden kann , also cp[x, y, %), und
setzen wir an die Stelle der einen Raumahmessung x die complexe
Variabele x + ia , wo a eine constante Länge bedeutet , während x
nachher wieder die gewöhnliche Coordinate bezeichnen soll, so kann
man mit bekannten Rechenoperationen die complex gewordene
Function «p in einen reellen und einen rein imaginären Theil zer¬
legen. Wir drücken dies in der Gleichung aus :

<p (x + ia , y, x) = y {x, y, x) + ix {x, y, x).
d2 d2 d2

Die LAPLACE’sche Operation ^ ^ y mufs dann auch,r o x Oy2 ox 2
an der complexen Function ausgeführt , das Resultat Null geben, weil

d (p d cp d [x + ia ) , d {x + ia ) _
dx d [x + ia ) dx Un dx

ist, und bei der zweiten Differentiation dasselbe gilt . Wir er-
ö X

halten also die Bedingung :

A[cp+ i ?) = Ay + iAx = 0,

welche nur erfüllt sein kann, wenn

Arp = 0 und A/ = 0
ist . Diese Methode lehrt uns also aus einer bekannten reellen
Lösung cp der LAPLAOE’schen Gleichung zwei neue reelle Lösungen
rp und •/ herzuleiten, welche, wie wir sehen werden, von ihrer
Mutter wesentlich verschieden sind.

Zur Anwendung wählen wir die einfachste der soeben gefundenen
Potentialfunctionen (168). Wir können sie leicht in cartesischen
Coordinaten ausdrücken , denn der Cosinus des Polarwinkels ist

X
fi — — , wobei r = ^x2+ y2-\- x2.

Man erhält
’r + x



214 ERSTER THEIL. § 45a

Substituiren wir nun an Stelle von x die complexe Variabele x + ia ,
so müssen wir dies auch in dem Ausdruck r thun , welcher dadurch
ebenfalls complex wird :

r' = | /(a;+ iaf + y2+ z2 = a (A + iv ) .

Den Zusammenhang der beiden reellen Zahlen A und v mit den
reellen Abmessungen x, y, * findet man leicht , wenn man den Aus¬
druck r ' quadrirt und die reellen und rein imaginären Theile ein¬
ander gleichsetzt . Man erhält :

x ■= alv

a;2 + ,,2 + *2 _ a2 = o2(A2 - v2).

Die ausgeführte Substitution liefert die complexe Function :

a (h + iv ) x ia
a (A + iv ) — x — ia

Setzt man hierin auf Grund der vorstehenden Relation (169 )
x — alv und hebt den Factor a in Zähler und Nenner , so erhält
man folgende durch leichte Umformungen aus einander entstehende
Ausdrücke :

rp= in1A + »*+ ^ +i = lni/ a + = in] f\ +JL+ ini/ w .
]/ h + iv —iv —% |/ (l —v)(A—2) y \ —v yl — i

Im letzten Gliede führen wir für die complexeren Zahlen A i f den

Modul q = "(/A2+ 1 und das Azimuth a — arc cot A ein . Es ist dann

A + 2 = p - 6ia , X — i = q • e ~ ia ,
folglich

l/ ;f ^ T = eio und ln |/ x̂ T =
so dafs das Resultat lautet :

qp= ln |y/ j + i arc cot A. (HO)

Man erkennt aus den beiden Relationen (169) leicht , dafs v stets
ein echter Bruch ist , während A alle möglichen reellen Zahlenwerthe
annehmen kann . Defshalb liefert die Gleichung (170 ) stets die ge¬
wünschte Spaltung der complexen Function cp in einen reellen und
einen rein imaginären Theil , und die beiden nach dieser Methode
gewonnenen neuen Potentialfunctionen lauten :
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c™ *)

/ = arccotA . (170 b)

Man könnte auf Grund der beiden Relationen (169) A und v durch
x, y, %ausdrücken, es ist aber viel anschaulicher, A und v als Coor-
dinaten beizubehalten und ihnen als dritte Abmessung den Längen¬
winkel r\ an die Seite zu stellen.

Man kann dann die cartesischen Coordinaten in Uebereinstim-
mung mit (169) folgendermaafsen durch A, v, rj ausdrücken:

x = alv

y = ayAa + 1 ]/ l —t»2 cos ?? > (171)

%= a ]/A2+ 1 yi —i/2 sin »7

Um uns über die Bedeutung dieser Gleichungen zu informiren,
eliminiren wir erstens v und rj, was durch Quadriren und Addiren
der zweiten und dritten und Substitution von v = —r- aus der erstena A
Gleichung bewirkt wird. Man erhält:

x2 y2 + z2
d2l 2 + a2(A2 + 1) =

Für jeden festen Werth A2 ist dies die Gleichung eines ab¬
geplatteten Rotationsellipsoides. Lassen wir A2 alle Werthe von 0
bis oo durchlaufen, so beginnt die Fläche als platte Kreisscheibe
vom Radius a senkrecht zur a>Axe, wächst dann und wölbt sich,
wird im Zunehmen immer kugelähnlicher und verschwindet als un¬
endlich grofse Kugel.

Anderseits eliminiren wir aus den Gleichungen (171) Aund t] und
erhalten:

x2 y2+ z2
~ äFv2 + a2(l - v2) = ‘

Dies ist für jeden festen echten Bruch v2 die Gleichung eines
einschaligen Rotationshyperboloids. Lassen wir v2 alle Werthe von
0 bis 1 durchlaufen , so beginnt die Fläche , indem sie die {y , *)-Ebene
mit Aussparung eines kreisförmigen Loches vom Radius a doppelt
bedeckt, entfaltet sich dann höher und höher, während jenes Loch
in der Grundebene immer enger wird. Schliefslich umhüllt die
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Fläche , wie ein enger Schlauch die cc-Axe , in welch ’ letztere die
Fläche für v2 = 1 degenerirt .

Eliminiren wir endlich A und v, so erhalten wir

Das liefert für jedes feste r/ eine an der «-Axe ansetzende Meridian -
ebene . Während t/ ein Intervall von der Gröfse 2 n durchläuft ,
dreht sich diese Ebene einmal herum .

Jede der drei Flächenarten durchstreicht bei dem geschilderten
Verlauf einmal den ganzen unendlichen Eaum , trifft also einmal
jeden irgend wo festgehaltenen Punkt x, y, x. Die drei Zahlen -
werthe v, r], für welche dies zutrifft , nennen wir seine elliptischen
Coordinaten . (Der Vollständigkeit halber müfste hinzugefügt werden :
in demjenigen System , welches durch Rotation um die x-Axe ent¬
steht , aus einem System confocaler Ellipsen und Hyperbeln in der
x y-Ebene , deren Brennpunkt im Abstand a auf der y - Axe liegt .
Um die gegenseitige Abhängigkeit zwischen den cartesischen und
den elliptischen Coordinaten eindeutig zu machen , kann man fest¬
setzen :

Es ist von Wichtigkeit ein beliebig im Raume gelegenes Längen¬
element dl auszudrücken durch die elliptischen Coordinaten seines
Ortes und durch die Differentiale dl , dv, dy , welche dem Unter¬
schied seiner beiden Endpunkte entsprechen .

Zu dem Zwecke differenziren wir die Gleichungen (171 )

dx = av dX + aXdv

dy = a X cos ydX —av ~ -^ ~ -̂ cos ydv —ayX 2+ 1 j/l —v2sin y dr]

x sin j?
y cos y

y X2 + \ und fl — v2 absolut .

yx2+\

dz = a yw+i sin ydX —av

und bilden
dl 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2.
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Die beim Quadriren der rechten Seiten auftretenden Doppelproducte
heben sich beim Addiren sämmtlich fort und man erhält :

dl 2 = ■w+v*J,i2,r ŷ +-
a ' — dk + a ' -. J L V1- r2

: dv

Aus dieser wichtigen Formel erkennt man, dafs die elliptischen
Coordinaten orthogonal sind, d. h. dafs die drei Flächenschaaren sich
überall senkrecht durchschneiden . Zwei eng benachbarte Ellipsoide X
und [1 + d 1), zwei desgleichen Hyperboloide v und [v + dv) und
zwei desgleichen Meridianebenen rj und [r) + d-t]) schliefsen ein kleines
rechteckiges Yolumelement ein, dessen drei Kantenlängen (Normal¬
abstände der Nachbarflächen ) durch die einzelnen eckigen Klammem
der Gleichung (171a ) gegeben sind , während dl die Diagonale des
rechtwinkligen Parallelepipeds nach dem Pythagoräischen Lehrsatz
ausdrückt . Als besonders wichtig für das Folgende lesen wir heraus ,
dafs die Normale auf der Ellipsoidfläche , welche dem Zuwachs dl
entspricht , die Länge hat

1/ P + i>2
n* = a ' — dl . (171b)

y ^ + i

Da die Ellipsoide mit wachsendem X gröfser werden , ist diese
Normale nach aufsen gerichtet

Nach diesen geometrischen Betrachtungen kehren wir nun zu
unseren Potentialen (170a und b) zurück . Da ip nur yon v abbängt ,
sind die Niveauflächen bestimmt durch v = const, das sind also die
Hyperboloide unseres Systems. Da diese sich alle in’s Unendliche
erstrecken , können wir jedenfalls nicht im ganzen Eaume ein
elektrisches Feld dadurch darstellen . Dagegen liefert x die Niveau¬
flächen X—const , das sind die abgeplatteten Rotationsellipsoide .
Wählen wir eines davon mit dem besonderen Werth X0 als Ober¬
fläche eines geladenen Conductors , so gieht uns / = arc cot X
für X^ X0 das Potential des äufseren Feldes , während für A< A0
das Potential unveränderlich gleich arc cot A0 zu setzen ist . In
grofser Entfernung , d. h. für grofses A, nähert sich arc cot A

der 0 wie -r- oder wie -~a— . Der Nenner aA mifst die Radien
A CtK

der grofsen Kugeln , in welche die fernen Ellipsoide übergehen .
Dieses Verhalten entspricht dem Verlauf des Potentials in grofser
Entfernung , herrührend von einer elektrischen Menge a. So grofs
mufs also, wenn kein weiterer Proportionalitätsfactor zugesetzt wird,
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die Gesammtladung des Conductors sein. Will man aber eine will¬
kürliche Gesammtladung e auf dem Conductor annehmen , so hat
man für das Potential zu setzen :

^• = — arccotA , (172)CI
was jetzt auch gelten soll.

Der Lauf der Kraftlinien im Aufsenraum geht normal durch
die Ellipsoide , folgt also den Schnittcurven der Hyperboloide und
Meridianebenen .

Von besonderem Interesse ist die Yertheilung der Flächen¬
dichtigkeit e über den Conductor .

Man findet diese aus dem Sprung des Differentialquotienten
von x nach der Normale beim Durchgang durch die geladene Fläche .
Da innen kein Gefälle vorhanden ist , bleibt nur das äufsere übrig .
Es ist

4ne = - (-̂ - ) ■ (173)\ dn a U = K

Die dem Zuwachs dl entsprechende Normalenlänge haben wir in
Gleichung (171b) angegeben, und d% finden wir durch Differentiation
von (172):

d%= — d arccot A= -- —■ •x a a l 2
Mithin wird

e dl
a l 2+ \ e 1

4jre = - = — (173a-»/ *1 9. ■ 9. /-»* 9 ' 'yy+*2,, a yy+ryv+̂
VW 1

Die Variabele v bestimmt die Zonen auf der Ellipsoidfläche
ähnlich wie ein Maafs der geographischen Breite . Am Aequator
ist v = 0. Dort hat die Dichtigkeit den gröfsten Werth

er = o = a e . _____, (173b)
4 Tra2A0]/ /l02-(- 1

entsprechend der dort stärksten Krümmung . An den abgeplatteten
Polen v = ± 1 herrscht die geringste Dichtigkeit

e
6r= 1 “ 4 7ta2(l 02+ 1 ) (173c)
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Degenerirt die Gestalt des Conductors in eine platte Scheibe
vom Eadius a , so ist —0 zu setzen. Die Dichtigkeit auf der
oberen, wie auf der unteren Seite ist dann entsprechend (173a)

ee =
4 jt a 2 M

An Stelle der elliptischen Coordinate v, deren absoluter Betrag
vorstehend mit |v | bezeichnet ist , kann man hier den variabelen
Radius q —]/ ?y2+ ^s2 einführen , denn aus (171) folgt für A= 0

Pa = 2/2 + = «2(1 — v2)

o *\v \ = ]/ a 2 — p2
also

6= a n/V—T- (173d)
4 wa y a2 —p2

t
Dieser Ausdruck hat im Centrum den Minimalwerth 5- , nimmt4 na 2
nach dem Rand hin allmählich zu und wird daselbst unendlich , trotz
der endlichen Gesammtladung e.

Nach derselben Methode der Substitution von {x + ia ) an Stelle
von x wollen wir noch aus einer anderen der uns bekannt ge¬
wordenen Potentialfunctionen neues Material gewinnen. Die Kugel¬
function zweiter Art Qip, welche wir aus (166j) erhalten , wenn wir

G —— \ setzen, mufs nach Erweiterung sowohl mit r , wie mit

eine Lösung der LAPLACE’schen Gleichung geben . Wir wählen die
erste Form

l/ UjJ ?) -- r + zh , l/ t±£ , (1, 4)
substituiren x -\- ia für x, also auch r ' = a (l -\- iv ) für r , und be¬
nutzen dann die Relation x —alv .

Die Umwandlung , welche der Logarithmus dadurch erfährt ,
haben wir soeben berechnet , siehe Gleichung (170). Man erhält

(p = —a (Ä+ i !>) + (a Ä^ f a) • | ln V+ i arc cot l
oder in reell und imaginär gespalten :

cp= r \ — \ + |iiln
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Jede dieser beiden geschweiften Klammern , für sich genommen ,
mufs der LAPLACE’schen Gleichung genügen . Nun steht aber in
beiden als letzter Summand je ein Ausdruck , den wir aus Glei¬
chung (170 a, h) bereits als Lösung derselben linearen homogenen
Differentialgleichung erkannt haben . Wenn wir diese also fort¬
lassen , so mufs das Uebrige auch noch der LAPLACE’schen Gleichung
genügen . Die beiden neu gewonnenen Potentialfunctionen sind also
nach Weglassung des constanten Factors a

= j - 1 + * ln (174a )

^ = i/ . {— 1 + Aarccot A}. (174b)
Die zweite Function / ist geeignet die Influenzirung eines

platt - ellipsoidischen Conductors durch ein gleichförmiges äufseres
Feld (in Richtung der a>Axe) darzustellen .

Das ursprünglich gleichförmige Feld hat als Potential (pl eine
lineare Function von x, und da x = alv ist , können wir ansetzen

q>1 = G1Xv. (175)
Diesem superponiren wir im äufseren Raume (A Ä0) als Störungs¬
feld der influenzirten Ladungen

% = Q X — Qvl — 1 + Aarc cot A}. (175a )
In grofser Entfernung A verschwindet dieses Potential , wie

C2v ■ , entspricht also durchaus der hier gemachten Vorstellung

einer Elektricitätsvertheilung von der algebraischen Summe 0. Aufser-
dem wird wegen des Factors v in der ganzen Mittelebene / = 0, was
bei der entgegengesetzt gleichen Vertheilung zu beiden Seiten auch
nöthig ist . Das Gesammtpotential im äufseren Raume ist also

= Ci Ai/ + 1 + Aarccot Aj. (175b)
Ferner verlangen wir, dafs im Innern des Conductors

^ = 0 (175c)
sei. Damit ist der Ansatz fertig , es handelt sich nur um die Be¬
stimmung der Constanten C2, welche dadurch gewonnen wird , dafs
das Potential an einer mit einfacher Schicht belegten Fläche selbst
stetig bleibt , dafs also (pa für A= A0 den Werth 0 besitzen mufs,
der für <jp. gilt :
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Die Flächendichtigkeit findet man nach der Formel

Das Differenziren nach der Normale geschieht bei constant
gehaltenem v, während A um d l wächst :

Den Ausdruck für dwa entnehmen wir aus (171b ) und erhalten :

Der Factor v mufs gleichstimmig mit x sein , ferner ist
(1 —Aarc cot A) immer positiv , defshalb ist e auf der Seite der
positiven x negativ belegt und umgekehrt . Der Uehergang zur
Kugelgestalt kann gemacht werden, wenn man a verschwindend klein,
A0 unendlich und das Product aA0 gleich dem endlichen Kugel¬
radius setzt . Man kommt so zu der früher für einen Kugelconductor
abgeleiteten Vertheilung zurück . Das Potential %in Gleichung (174b)
findet auch Anwendung hei der Berechnung der Magnetisirung eines
platten Rotationsellipsoids durch ein gleichförmiges Magnetfeld.

Die im Vorstehenden an zwei Beispielen erprobte Methode der
Ersetzung von x durch x -\- ia bot den Vortheil , dafs wir von den
gefundenen Functionen ip und ■/ von vornherein wufsten , dafs sie
der L/APLACE’schen Gleichung genügen , obgleich sie in elliptischen
Coordinaten ausgedrückt erschienen, auf welche wir die Operation A cp
nicht transformirt haben . Aber eine gewisse Einseitigkeit Hegt
darin , dafs bei dieser complexen Substitution der aus r entstehende
Ausdruck r' = a (A+ »v) in den beiden Zahlen A und v immer nur
auf die elliptischen Coordinaten abgeplatteter Systeme führt .

A2+ 1jjdA .

Hierin ist A= A0 zu setzen

(̂ =^ Ol v ^ arc cot̂

4 we = — ^ V (A02 + 1)(1 — A0arc cot A0)

oder

e
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Zwar könnte man durch geeignete complexe Gröfsen an Stelle von y
und x, auch zu länglichen Systemen elliptischer Coordinaten (mit
zweischaligen Hyperboloiden ) gelangen , man könnte dann aber nicht
die nur von ja = x / r abhängigen Kugelfunctionen zur Ableitung
analoger Resultate verwenden .

Diese Lücke läfst sich aber nachträglich ausfüllen und eine
directe Uebertragung der für abgeplattete Systeme gewonnenen For¬
meln auf solche für längliche Systeme erreichen . Man braucht in
den Coordinatengleichungen (171 ), welche ja unabhängig von der
Art ihrer Herleitung gültig sind , sowie auch in allen durch a, X, v
ausgedrückten Formeln nur a und 1 rein imaginär zu setzen , so ist
der Uebergang gemacht . Der deutlicheren Unterscheidung wegen
wollen wir für das längliche System andere Buchstaben wählen und
schreiben jetzt folgende Substitutionen vor :

a = ib

X = — i <r

v — T

V = V-

Die Coordinatengleichungen (171) gehen über in

x = bar

(176 )

y — b l/ff2— 1 ]/ l — t 2 cos y !• (176 a)

z = 1 j/ l — r 2 sin 77. '

Die Flächen <r — const (durch Elimination von t und y gewonnen )
haben die Gleichung

z2 + *2
6 2 o -2 + 6 2 (u 2 - 1 )

und geben längliche Rotationsellipsoide mit dem gemeinsamen Focal -
abstand b in der x-Axe . Der Spielraum von u ist + 1 sS u sg + co .

Die Schaar der zweischaligen Hyperboloide mit ebenfalls dem
Focalabstand b ist :

x2 y2 + z 2
b2r 2 62(1 — t 2)

= 1 .

Spielraum der Variabelen r ist — l ^ r ^ + l . Die Meridianebenen
liegen wie immer bisher um die a>Axe . 0 ^ 2 71.

Die dem Zuwachs da entsprechende Länge der äufseren Nor-
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male auf den Ellipsoiden kann man aus Gleichung (171 b) durch
die Substitutionen (176) finden:

l/ — “1“
{- ida ) = 6^ = 4 = (176b )

]/ — «t 2 + l yo -2 — l

Nun ziehen wir die beiden Potentiale (170 a und b) heran. Diese
liefern zufolge (176):

^ = ln l/ i ? | (177a)

/ = arccot (—fff) = f ln • (177b)

Die Niveaufläcben von ip sind die zweiscbaligen Hyperboloide,
sie laufen in’s Unendliche und sind elektrostatisch nicht zu ver¬
wenden. Dagegen sind die Niveauflächen von / die länglichen
Ellipsoide. (Der Factor i bei einem Integral einer homogenen
linearen Differentialgleichung hat nichts zu bedeuten und kann ein¬
fach gestrichen werden.) Eines von ihnen, ff = ff0, kann als Ober¬
fläche eines geladenen Conductors angesehen werden. In grofser

Entfernung wird = — = 4 , ba sind die Radien der grofsenff Off
Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide übergehen. Die Gesammt-
ladung des Conductors ist also numerisch gleich b, soll die Ladung
einen beliebigen Werth e haben, so hat man das Potential zu setzen:

*- T1”l/£? f <mc>
Die Dichtigkeit e auf der Oberfläche ist gegeben durch

4 jr e = —
\d n„la=Oo

Der Werth dna ist in (176 b) mitgetheilt, ferner ist

e da
dX = — t ff2 - 1 ’

also erhält man:

e =
4 jr&2]/ff02 — 1 Vff02 —t 2

(177d)
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Minimum am Aequator e
e

r- 0 4 jr&2<70| /o-02 — 1

Maximum an den Polen e = - — —— - —.
r=l 4 n ft (<t0 — 1)

Degenerirt das Ellipsoid in einen verschwindend dünnen Stab von
der Länge (2 b), so geht o-0 gegen 1, und e wird auf der ganzen
Stablänge unendlich . Die Capacität gebt gegen Null herunter ,
während sie bei dem zur Kreisscheibe degenerirten platten Ellipsoid
endlich bleibt .

Schliefslicb transformiren wir noch die Potentiale (174aundb )
mit Hülfe der Gleichungen (176). Es entstehen folgende Formen :

Hier ist wieder xp unbrauchbar , aber / kann dazu dienen, die
Störung darzustellen , welche ein gleichförmiges elektrisches Feld
dadurch erfährt , dafs man einen länglich rotationsellipsoidischen
Conductor der Länge nach hineinbringt . Auch bei der Magnetisirung
länglicher Ellipsoide durch ein gleichförmiges Magnetfeld hat man
das Potential (178 h) zu benützen .

§ 46. Die Kugelfunctionen für nicht ganzzahlige Werthe
von n und m.

Nach dem von uns zu Anfang dieses ganzen Kapitels ein¬
geschlagenen Wege zur Auffindung der Kugelfunctionen , nämlich

Betrachtung der höheren Differentialquotienten von — nach den

Coordinaten , war es selbstverständlich , dafs wir unter den Zahlen n
und m natürliche Ordnungszahlen 0, 1, 2, . . . verstanden ; es ergab
sich auch die Beschränkung m It. Die Differentialgleichung der
JPn,m (137) und die besondere Differentialgleichung der Pn)0 (139)
haben indessen auch einen Sinn , wenn n und m als beliebige ge¬
brochene oder irrationale Zahlen angesetzt werden , und in Bezug
auf ihre Ableitung aus der LAPLACE’schen Gleichung für Polar -
coordinaten hat man auch die Gewähr , dafs dann noch die

i// = —t <7j — 1 + rin 1/ y——| (178a)

r
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Gleichung (136 ) gültige Potentialfunctionen liefern wird . Auf diese
wollen wir zum Schlufs noch einen Blick werfen .

Wir beginnen die Erweiterung des Zahlengebietes mit der Frage ,
was die Integrale der betreffenden Differentialgleichungen bedeuten ,
wenn n eine ganze , aber negative Zahl (excl . 0) ist . Wir setzen zu
dem Zwecke n = — (n' + 1), und denken uns unter n ' eine ganze
positive Zahl (incl . 0). Nur der Zablenfactor des dritten Gliedes
der Differentialgleichungen (137 ) resp . (139 ) wird dadurch betroffen
und es zeigt sich :

(n — m)(n + m + 1) = (— n' — 1 — m)(— n' — 1 + tn + 1)
= (n' - m)(n' + m+ 1).

Ganz so auch im Spezialfalle m = 0 .
Die Differentialgleichungen mit negativem n sind also identisch

mit denjenigen für das positive n '. Folglich auch ihre Lösungen .
Neue Functionscharaktere liefert also diese erste Erweiterung nicht .
Interessant ist aber zu beobachten , dafs die Kugelfunctionen erster
und zweiter Art ihre Bollen austauschen . Man mufs setzen :

P — (n' + 1), tn = Qn ' , m >

Q — (n' + 1), in = Pn ' , tn •

Diese Beziehung gilt übrigens auch noch , wenn n' keine natür¬
liche Zahl mehr ist .

Auch negative ganze Zahlen für m lehren uns nichts Neues .
Ein Blick auf die Function (136 ) zeigt , dafs ein Zeichenwechsel von
m gleichbedeutend ist mit einem Wechsel der Umlaufsrichtung des
Längenwinkels rj. Dieser Wechsel ist aber hier , wo es sich um
nicht rotatorische Phänomene handelt , ohne Bedeutung .

Setzen wir jetzt aber tu als eine echt oder unecht gebrochene
(eventuell auch irrationale ) Zahl fest , so tritt eine Veränderung gegen
früher hervor . Zwar kann man noch die Belation (138 a) ebenso
ableiten , aber die Gleichung (138 b) verliert ihren Sinn . Man kann
die Function P „t m nicht mehr ableiten aus I \ o; es genügt daher
nicht mehr allein , die Integrale der einfacheren Differentialglei¬
chung (139 ) aufzusuchen , sondern man mufs auf die allgemeinere
Differentialgleichung (137 ) selbst zurückgehen . Diese kann man
auch direct durch eine positive Potenzreihe von u integriren :

Pn, m = 7?o "h -®i ^ "k -®2 "k • • • "P P « "k • • • (^ ®)

Man findet dann ganz analog , wie bei der Integration der Diffe¬
rentialgleichung (139 ), dafs ein gerader und ein ungerader Coefficient ,

H . V. Helmholtz , Theoret . Physik . Bd . IV . 15
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z. B. B0 und B1 willkürlich , oder nach anderweitigen Rücksichten ,
gewählt werden können und dafs für die höheren die procurrente
Formel gilt :

(— n + m + a) (tt + m + a + 1) ri70n >
= - (a + l )(a + 2)- B*- (179a)

Wenn nun (n — m) eine positive ganze Zahl (incl . 0) ist , so werden
die Coefficienten

R (n - m) + 2 = ■% - « ) + 4 = alle alternirend folgenden = 0 .

Die Lösung zerfällt in eine ganze Function (n — m)ten Grades ,
welche , entsprechend (n — nt), nur gerade oder nur ungerade
Potenzen von ft hat , und in eine unendliche Potenzreihe , welche für
ft 2 < 1 convergirt . Bei ganzzahligem n sind dies die beiden parti -

culären Integrale P„tm und Qn>m, welche wir schon kennen . Hier
tritt nun aber die Möglichkeit auf , ganz ebensolche Lösungen zu
bilden , wenn zwrar (n — tn) positiv ganzzahlig oder 0 ist , aber n und m
einzeln gebrochen oder irrational sind . Das führt dann zu eigen¬
artigen von den früher betrachteten wesentlich verschiedenen Potential¬
functionen . Setzen wir der Einfachheit wegen in (136 ) die Phasen -

constante c = — , nehmen also

= r nPn>m]/ l — ft2 sin mt? (179 b)
oder

j m
y = pi>. roV"1 - z*2 sinm ,7- (179c )

Für m = 0 ist der Sinus ringsherum = 0. Für nt = 1 existiren
zwei diametral gegenüberliegende Meridianebenen rj = 0 und rj = n,
in denen <jp= 0 ist . Wenn nun m zwischen und 1 liegt , so wird

7t
sin tn i? = 0 erstens für ?/ = 0 und zweitens für ri = — , welch ’ letz -tn
teres im dritten oder vierten Quadranten des Längenwinkels liegt .
(Würden wir rj nicht auf das Intervall 0 bis 2 jr beschränken , so
würden jetzt die Functionen vieldeutig werden .) Wir erhalten somit
zwei in der a>Axe als convexer Kante unter beliebigem Winkel zu-
sammenstofsende Halbebenen , in welchen das Potential 0 herrscht .
Diese Flächen können daher als leitend mit der Erde verbundene
Conductorgrenzen (etwa als sehr grofse geknickte Blechplatte ) ge¬
dacht werden . Hinter dem concaven Theile gilt dann überall cp= 0 ,
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während yor dem convexen Theile jeder der vorstehenden Aus¬
drücke mit

n = m oder = m + l , m + 2 , . . . etc .

eine Potentialfunction darstellt . Die Flächenbelegung berechnet man
aus der Formel :

4 jr e = — ( für 77= 0 oder 17= — .
(önj m

Die äufsere Normale auf der Meridianebene 77= 0 geht in Eichtung

des wachsenden d 77 auf einem Kreise vom Radius r sin /> = r y 1 — fi2,
ist also

dn a = ryi — /x2 • drj ,
anderseits ist

dcp = m | ^ _°(an« Pn m]/ l — /42 ” cos m 77. d 77,

also wegen cos m 77= 1:

f 7*n —1 | m —1

4 TT6 = m j _oder_^ j P n m| /T — /i 2 . (179d )

In der Kante selbst wird die Dichtigkeit unendlich , weil ]/ l — /x2
gegen Null strebt und der Exponent nt — 1 jetzt negativ ist .

Auch die Superposition einer ganzen Reihe solcher Potentiale ,
alle mit dem gleichen nt zwischen und 1 , kann man ansetzen ,
und findet so eine grofse Mannigfaltigkeit .

Endlich wollen wir n gebrochen annehmen ohne Beziehung zu m.
Wir wollen uns sogar auf den einfachsten Fall nt = 0, also auf die
rein zonalen Kugelfunctionen beschränken .

Es geht aus der früher durchgeführten Integration der hier
einschlägigen Differentialgleichung (139 ) hervor , dafs bei nicht ganz¬
zahligem n keines der beiden particulären Integrale eine abbrechende
Potenzreihe bildet , sondern dafs man zwei von einander getrennte
unendliche Reihen erhält , welche sowohl für fx = — 1 wie für /t = -1- 1
logarithmisch unendlich werden . Dergleichen Ausdrücke haben wir
schon unter den Functionen Qni0 kennen gelernt (Anfang des § 45),
aber noch fehlen uns Functionen , welche für den einen Pol , also
entweder für p = + 1 oder für ^ — 1 unendlich werden , während
sie am anderen Pol endlich und stetig bleiben . Diese erhält man
durch Substitution einer anderen Variabelen an Stelle von ix, und
zwar einer solchen , welche nicht vom ganzen , sondern vom halben

15*
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ß - ß
Polwinkel regiert wird , entweder sin oder cos — . Diese Substitution

würde aber nutzlos sein , wenn wir sie an der fertigen Reihe P n>o
ausfübrten , wir müssen sie bereits in der Differentialgleichung (139 )
vornehmen , und ein neues Integral als Potenzreihe einer der beiden
Kreisfunctionen des halben Polwinkels aufstellen . Wir haben die
Wahl zwischen

1 — ^ = 2 sin 2~ und 1 + ^ = 2 cos 2 •
Ct C.

Beide führen im Wesentlichen zu dem gleichen Resultat . Wählen
wir die erstere , und setzen zur Abkürzung

• 2 &
sm “2" =

so ist

l — l<z = 2 $ , 1 — |U2 = 4s (l — s) ,

— d u — 2 ds , also ^-- — ■
r dfi, 2 ds

Die Differentialgleichung (139 ) kann in der Form geschrieben
werden

((1“ (l2)d~Tif ) + n(n + = 0

und geht nach der Substitution zufolge der angeführten Formeln
über in

oder kürzer

i , (180 )

Wählen wir die zweite Möglichkeit , und setzen

ß
cos *

so ist
cos 2 = t ’

1 + H = 2t , 1 - /x2 == 4 <(1 - t)

du = 2dt , also
r du 2 dt
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und die Differentialgleichung geht über in

Das ist genau dieselbe Form , wie bei Einsetzung von s, des¬
halb auch dieselbe Lösung . Wir setzen als Integral eine Potenz¬
reibe an

Pn,o — Cq"P ^2s "P ^1s2+ C3s3 + ••• + Ca s“ + •••) (180 a

fügen diese in Differentialgleichung (180) ein , führen die Differen¬
tiationen und Multiplicationen gliedweise aus und fordern schliefs-
lich jeden Coefficienten der daraus entstehenden Potenzreibe gleich
Null, so erhalten wir folgende Eeihe von Bedingungen :

Cj + n (n + 1) C0 = 0

22C2 - [2-1 - n (n + 1)] ^ = 0

32 C3 — [3-2 — n (n + 1)] C2 = 0

(a + l )2Ca+1 — [(o + 1) a —n (n + 1)] Ca = 0 .

Also C0 bleibt willkürlich , für die folgenden gilt die procurrente
Formel : ;

n _ R) (® “P ü + 1) „ MRObl
Ca+1 = —- ^ + ^ 2 ca . (ISOb)

Ist n eine ganze Zahl , so bricht die Reihe der Coefficienten
mit dem höchsten Gliede Cn ab, während alle folgenden gleich Null
werden. In diesem Falle kann man auch noch nachweisen , dafs
nach Rückwärtssubstitution von p an Stelle von s und geeigneter
Wahl von C0 wieder die uns bekannten Kugelfunctionen erster Art
zum Vorschein kommen. Wenn aber n keine ganze Zahl ist , so
erhalten wir jetzt folgende unendliche Reihe :

p r i (- n) (n + 1) - , (- n) (—n + l ) (n + l ) (n + 2) _2 )
o o j j ] 2 i 7- 2- • 1 . 2 S

—n) (— n + 1) (— n + 2) (n + 1) (n + 2) (n + 3) 3 1 (180c )
1 - 2 • 3 • 1 • 2 • 3

oder als hypergeometrische Reihe in symbolischer Schreibweise :

+ <

Pn>o = C0•F {—n , n + 1 , 1 ; s) .
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Natürlich würden wir genau dieselbe Reihe auch für die Variabele t
erhalten .

Die Form der hypergeometrischen Reihe gieht uns die Sicher¬
heit , dafs für echt gebrochenes s der Ausdruck einen endlichen
Werth hat . Für .s = 1 wird er logarithmisch unendlich , weil auch
hier , wie schon früher , der kritische Fall a + ß = y vorliegt .

d -
Diese Function Pn>0von s = sin -- besitzt also an dem Pol »9- = 0

u

den endlichen Werth C0, während sie an dem entgegengesetzten
Pole ß- = 7t, also für s = 1, zur Grenze + oo läuft .

ß-
Würden wir an Stelle von s als Variabele tf= cos — wählen ,

so würde für den Pol i?- = 0 ein unendlicher , und für den Pol ß-—7t
ein endlicher Werth resultiren .

Ebenso wie die Function P„t0 hei ganzzahligem n gewisse Null¬
stellen für bestimmte Werthe von ß - oder u oder .s oder t besitzt ,
so auch bei nicht ganzzahligem tt. Die Orte , welche denselben
Polarwinkel besitzen , liegen auf Kreiskegelmänteln , also auch die
Nullstellen von Pn,o- Wenn man nun n stetig variabel setzt , also
alle auch irrationalen Werthe durchlaufen läfst , so verändern die
Kegelmäntel , welche die Nullstellen enthalten , ihren Oeffnungswinkel ß
stetig . Wie dieser Lauf der Nullwerthkegel vor sich geht, kann man
sich leicht veranschaulichen . Wir wählen die Darstellung durch s,
welche für ß — 0 endlich bleibt und nehmen C() positiv an. Wenn
U = 0 ist , gieht es gar keine Nullstellen , weil P00 einen constanten
endlichen Werth hat . Beginnt nun tt über Null zu wachsen , so
löst sich von der negativen x-Axe ganz allmählich ein Nullkegel
ah (die Spitze liegt immer im Anfangspunkt der Coordinaten .)
Im concaven Raum ist P„;o negativ . Wenn tt bis ^ gestiegen
ist , hat der Kegelmantel eine Oeffnung von etwa 50° gegen die
negative x-Axe, und bei tt = 1 erreicht er die Aequatorebene .
Wächst tt über 1, so wird er concav nach der Seite der positiven
a>Axe, zugleich löst sich ein zweiter Nullkegel auf dieselbe Weise
ah wie der erste etc .

Aus den Pn>0 für echt gebrochenes tt können wir nun Potential¬
functionen

cp= r nPni0 (180d)
und

1
(180 e )
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bilden , welche auf einem Kegelmantel von beliebigem Oeffnungs -
winkel gleich Null werden . Setzen wir in dem concaven Kaum , wo
bei Fortsetzung der Function P n;0 die bis in ’s negative Unendliche
sinkenden Werthe liegen würden , überall 90== 0, so haben wir eine
Bedingung des elektrischen Gleichgewichts auf einem unendlich
ausgedehnten leitenden Kegel , wofür man praktisch auch setzen
kann einen sehr grofsen Conductor , welcher eine kegelförmige Spitze
besitzt . Die Dichtigkeit wird an der Spitze unendlich grofs . Ebenso
die Intensität des elektrischen Feldes .

Viertes Kapitel .

§ 47. Zweidimensionale Probleme .

Schliefslich soll noch die durch Eleganz ausgezeichnete Methode
erwähnt werden , auf welche die Theorie der Functionen einer com -
plexen Veränderlichen die zweidimensionalen Probleme der Elektro¬
statik behandelt . Die Bezeichnung „zweidimensional“ ist so zu ver¬
stehen , dafs die dritte Coordinate , etwa gar keine Rolle spielt ,
weil alle Körper unendlich lange Cylinder sind , deren erzeugende
Geraden parallel zur *-Axe sind , und weil die Dichte ihrer Ladung
von x unabhängig ist . Dasselbe gilt dann auch für die Potential¬
function , so dafs die LAPLACE’sche Operation die Form

d 2® <52®

annimmt . Da wir also den Buchstaben * in diesem Paragraphen
nicht in der bisherigen Bedeutung brauchen , wollen wir hier

x = x + iy (181 )

setzen ; * ist dann die complexe Variabele , von deren Functionen
die Rede sein soll .

Als Function von x könnte man jede Function

/ {x, y) = Cp{x, y) + iy [x, y) (182 )

bezeichnen , was für Functionen auch cp und ifj sein mögen ; denn
durch Angabe eines complexen Werthes für * sind nach (181) x
und y und nach (182 ) auch x bestimmt . Man ist aber überein -
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gekommen , den Begriff einer Function des complexen Arguments *
auf solche Functionen % einzuschränken , welche x und y nur in der
Verbindung x + iy enthalten , bei welchen also

proportional zu
dz ■= dx i dy

ist . Dazu ist erforderlich , dafs

dy , .örp
dx ^ dx

: 1 = dy .dy
dy dy

und dafür sind nothwendig und hinreichend die Bedingungen

dtpdcp
dx dy ’

dcp
dy

dtp
dx (183 )

Nur wenn sie erfüllt sind , kann man der Function / (*) einen
Differentialquotienten nach z

dx
dz dy + i .dyd dx dy + ; dy

dy dy

zuschreiben . Da die Gleichungen (183 ), wenn sie für cp und cp

gelten , auch durch die Functionen - 4 unt l -̂ 4 erfüllt werden ,dx dx

so ist dann auch dy
dz Function des complexen Arguments z, so dafs

d2X dsx etc .man auch von den höheren Differentialquotienten , a- > —(i%/
in bestimmtem Sinne reden kann .

Die hohe Bedeutung dieser Functionen für elektrische Probleme
erkennt man , wenn man aus den Gleichungen (183 ) die eine der
Functionen cp und cp eliminirt ; man findet dabei

d2cp d2cp
dx 2 dxdy

oder

d2cp d2cp d2cp
dy 2 ’ dy 2 dxdy ~

d2ip

dx 2 dy 2

d2cp d2cp
Ay ~ dx2+ dy2~ Q

(184 )
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Der reelle und der imaginäre Bestandtheil einer jeden Function
der complexen Veränderlichen * sind also Lösungen der Differential¬
gleichung zlff = 0. Um ein vorgelegtes Problem der Elektrostatik
zu lösen, hat man demnach nur eine Function / (z) zu suchen , hei
welcher entweder der reelle oder der imaginäre Theil den Grenz¬
bedingungen genügt .

Aus (183) folgt ferner

erp L_ 0ox ox oy oy

Ist cp die Potentialfunction , so sind

cp[x, y) —const

die Gleichungen der Niveauflächen , welche hier natürlich Cylinder-
flächen sind. Ihre Schnitte mit der a;?/ -Ebene bezeichnen wir als
Niveaulinien . Nun sagt (185) aus , dafs die Linien cp= const und
cfj= const auf einander senkrecht stehen . Ist also (p die Potential¬
function , so sind xp— const die Gleichungen der Kraftlinien , und
umgekehrt .

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Function

/ (*) = - log * .

Die Polarcoordinaten q, & in der Ebene hängen mit den recht¬
winkligen Coordinaten durch die Kelationen

x = q cos &

?/ = p sin i9-
zusammen , aus denen

z = x + iy = p (cos t9- + f sin i?-) = p
folgt. Also ist

^ (*) = - log * = - log p - ^ ;
und da die Functionen

- log p = - log
und

— —arctg —

beide reell sind, so ist
= —log p

der reelle Bestandtheil von ■/ (z), genügt demnach der Gleichung
ff rp = 0. Da es ferner sammt seinen Differentialquotienten im End -
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liehen überall endlich und stetig mit Ausnahme des Punktes x = y = 0

ist (vergl . § 13), so entspricht es genau der Lösung <p = — der

Gleichung J (p = 0 für drei Dimensionen ; es stellt die Potential¬
function eines unendlich langen , unendlich dünnen , positiv geladenen
Cylinders dar . Die Kraftcomponenten sind

dm 1 dp 1 _
- -Ji-- = + — - — = + — cos #

ÖX 0 ox p

da

dw \ dp 1 .= -1 sm &
Oy p Oy p

do d
_ st— l/ a;2 + t/2 = . ■ — = cos d "
dx dx y x1 + ?/2

^ + y2 = y = sin & .
dy dy 1 ^ x2 + y2

ist . Die elektrische Kraft nimmt mit wachsendem Abstand p ab ,

wie — . Im Unendlichen wird w nicht wie bei dreidimensionalen
Q

Problemen 0, sondern negativ unendlich .
Dieselbe Function

IjD= - log p

stellt natürlich auch die Potentialfunction im Raume zwischen zwei

metallischen , coaxialen Kreiscylindern dar , da auf diesem p = const ,
also auch cp = const ist .

Statt aber / als geeignete Function von % zu bestimmen , ist
es manchmal einfacher , umgekehrt * als Function von % aufzusuchen ;

• cL%
beides ist gleichwerthig ; denn hat der Differentialquotient einen

dy dx
bestimmten Sinn , so gilt das Gleiche von — , ist also z Functiondz

des complexen Arguments / , so ist auch / Function der complexen
Veränderlichen z. Dieser Art ist das Beispiel , auf welches wir nun
ein wenig näher eingehen wollen .

Die praktisch wichtigste Form des elektrischen Condensators
besteht in zwei einander parallelen , metallischen Kreisscheiben , deren
Abstand gegen den Radius klein ist . Man macht sich leicht klar ,
dafs in den Theilen des Zwischenraumes , an denen ein Einflufs des
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Bandes der Platten nicht zu merken ist , die Platten also als un¬
endlich ausgedehnt gelten können :

(a und b Gonstante) die Potentialfunction ist , vorausgesetzt , dafs die
Plattennormale die «/-Bichtung hat ; denn dann ist Jrp = 0 und an
den Platten y = const , also rp —const . Wesentlich schwieriger ist
die Frage nach dem Einflufs des Bandes . Man kann sie aber
wenigstens angenähert behandeln , wenn man wegen des voraus¬
gesetzten Verhältnisses zwischen Plattenahstand und Badius von der
Krümmung absieht und die Platten als unendlich ausgedehnte Halb¬
ebenen betrachtet . Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit ,
wTenn wir festsetzen , dafs sie denjenigen Theil der Ebenen

ausfüllen sollen, in welchem x < —A ist , obwohl hier der Platten¬
abstand 2 tcA und die Lage der Bandlinien (x = —A) durch dieselbe
Constante A bestimmt sind ; denn die letztere Festsetzung giebt nur
die relative Lage des Coordinatensystems zu den Condensatorplatten
an . Die Platten sollen auf entgegengesetzt gleichen Potentialen sein,
welche wir, um nicht noch eine Constante mehr einführen zu müssen ,
zu ± n festsetzen . Hierfür läfst sich jeder andere Werth erzielen ,
wenn man die unten angegebene Potentialfunction mit einem passen¬
den Factor multiplicirt .

Diese Aufgabe löst der Ansatz :

x + iy — A {cp+ ity + ev + iv ) — A (q) + + ßv (cos ip + isinxp )) )

wenn man xp als die Potentialfunction betrachtet . Denn wegen

<f = ay + b

y —+ An

z = A{x + e*)
oder

x = A (cp + e? cos xp)

y = A [xp -fe '?' sin xp)
(186 )

entspricht den Niveaulinien
ip = + n

der Theil der Geraden
y = ±An ,

den
x = A {(p — ef ) — Aef [(pe - v — 1)
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durchläuft , wenn cp die Keihe der reellen Zahlen von —oo bis + 00
durchwandert . Für (p = — co ist aber ev = 0 , also x = — 00 , für
<jp = + 00 wird = — l und e»' = + oo , so dafs wiederum
.* = — 00 wird , während x für cp = 0 seinen Maximalwerth —A an¬
nimmt , da für diesen Werth

= A {1 - e <p) = 0
dtp

ist . Der fragliche Theil der beiden Geraden ist demnach identisch
mit den Schnitten der Platten mit der « «/- Ebene .

Dafs die Niveaulinien ip = + 71 auf die angegebene Weise
doppelt durchlaufen werden , wird verständlicher , wenn man eine der
anderen Niveaulinien discutirt , für welche

— ?r < «// < + Tr

ist . Ist (p sehr grofs und negativ , so ist annähernd

x = A (p , y = Axjj ,

demnach — 7iA <, y <. + nA , so dafs diesen Werthen von rp der
vom Rande weit entfernte Theil des Raumes zwischen den Platten

entspricht . Dagegen sind für sehr grofse positive Werthe von cp
x und Ay je nach dem Zeichen von costp und sin «// positiv oder
negativ sehr grofs , während für cp — 0

x = A cos ip > — A

«/ = R (1/« + sin ifj)

wird . Die Linie = 0 fällt mit der « - Axe zusammen . Den Ver¬

lauf der Niveau - und Kraftlinien ip = const und cp = const ver¬
anschaulicht Figur 18, und zwar ist die Differenz der Werthe von ip
und cp für benachbarte Niveau - und Kraftlinien stets die gleiche .
Man sieht aus ihr , dafs für jeden Punkt x, y cp in dem angegebenen
Intervall von — n bis + 71 liegt ; andere Werthe entbehren der
physikalischen Bedeutung . Längs den Niveaulinien ip = + n aber
entspricht ein negativer Werth von cp einem Punkt der Innenseite ,
ein positiver Werth einem Punkt der Aufsenseite .

Das Hauptinteresse beansprucht die Frage nach der Verthei -
lung der Ladungen . Betrachten wir die positiv geladene Platte , für
welche ip = + ti, y = + An ist ; da an ihrer Innenseite die Normale

in die negative «/-Richtung weist , ist + , an der Aufsen -
4 «T Oy
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seite dagegen ——̂ die Flächendichte. Nun ist nach (183)
und (186) an dieser Platte

dtp dtp 1
dy dx A (1 — e ?) ’

so dafs die Flächendichte gleich

• = ± 1__
in dx 4nA {\ — ef )

ist, wo das Vorzeichen + an der Innenseite, — an der Aufsenseite
gilt. Da der ersteren ein negativer Werth von cp entspricht, 1 —ef’

Fig . 18.

dort also positiv ist , während an der letzteren <p > 0 , 1 — < 0
ist , so ist das Vorzeichen der Flächenbelegung stets das positive.

Die Dichte ist , ^ , auf der Innenseite in grofsem Abstande vom4 TiA

Rande, an den entsprechenden Stellen der Aufsenseite aber Null.
Dagegen wird sie auf beiden Seiten unendlich grofs, wenn man sich
dem Rande nähert.

Eine wichtige Frage ist nun, ob bei der angenommenenPoten¬
tialdifferenz 2 7t zwischen den Platten die Gesammtladung eines
endlichen am Rande gelegenen Stückes der Platten endlich ist ; denn
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andernfalls müfsten wir scliliefsen , dafs sich ein Condensator unter
Aufwand endlicher Energie überhaupt nicht auf endliche Potential¬
differenz laden läfst . Legen wir einen Streifen der positiv geladenen
Platte , welcher in der Richtung des Randes , d . h . senkrecht zur
x »/ - Ebene , die Breite 1 hat , und von der Linie x — x0{x0 <. — Ä)
bis zum Rand x — — A reicht , der Betrachtung zu Grunde ; er trägt
auf der Innenseite die Ladung :

wo von den beiden Werthen von <{>, welche einem und demselben
Werthe von x angehören , der negative zu nehmen ist , während die
Ladung seiner äufseren Seite

beträgt , wo von den beiden in Frage kommenden Werthen von <p
der positive eingesetzt werden mufs . Sind cp0 und cp0' die beiden

Da in der Figur die Differenz der Werthe von cp auf benach¬
barten Kraftlinien constant ist , liegt zwischen je zwei Endpunkten
von Kraftlinien auf den Platten die gleiche Elektricitätsmenge ;
sie giebt daher unmittelbar ein Bild der Ladungsvertheilung .

Für den aus zwei kreisförmigen Platten bestehenden Conden¬
sator können wir hieraus schliefsen : Jede der Platten trägt nur
Ladung eines Vorzeichens , diese liegt überwiegend auf der Innen¬
seite , nur am Rande , wo auch auf der Innenseite die Ladung be¬
sonders stark angehäuft ist , ist die Aufsenseite einigermaafsen
geladen .

§ 48. Das Energieprincip in der Elektrostatik .

Schon in § 9 [siehe Gleichung (19)] wurde gezeigt , dafs die
potentielle Energie einer Anzahl von elektrischen Punktladungen e;
gleich wenn man unter cpi den Werth der Potential¬
function aller Punktladungen , mit Ausnahme von e; selbst , am Ort

- A

zu xü gehörenden Werthe , so ist aber das erstere Integral = — -~4 71

das zweite = + , also beide endlich .
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Ton e£ versteht . Dies wurde in § 25 auf stetig über räumliche
oder flächenhafte Gebiete vertheilte Ladungen übertragen , indem
die Energie

gesetzt wurde. Dafs hier cp als die Potentialfunction aller Ladungen
aufgefafst werden kann , findet, wie dort erwähnt , seine Begründung
darin , dafs die Ladungen tdxdydx und eds auch am eigenen Ort
nur unendlich wenig zu cp beitragen . In demselben Paragraphen
wurde der Ausdruck W auch schon mit Hülfe des GnEEu’schen
Satzes umgeformt in

In dem speciellen Fall , dafs nur leitende Körper Träger elektrischer
Ladungen sind, ist 8 = 0 und (187) reducirt sich auf

wo unter P . das Potential , unter eä die gesammte Ladung eines
der leitenden Körper zu verstehen ist . Wir wollen in diesem
Paragraphen zunächst an einem Beispiel , dann allgemein beweisen,
dafs die aus (187a) oder (187b) berechnete Energie das Aequivalent
der Arbeit ist , welche gegen die ponderomotorischen Kräfte geleistet
werden mufste, um die Ladungen e£ auf den Conductoren herzustellen .

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunächst eine Punkt¬
ladung e' einer leitenden Kugel vom Radius R aus dem Unendlichen
her genähert , bis ihr Abstand r vom Kugelmittelpunkt gleich r() ge¬
worden ist ; und zwar soll dabei ein dünner Draht die Kugel leitend
mit der Erde verbinden , so dafs ihr Potential dauernd 0 bleibt .
Dann unterbrechen wir diese Ableitung und entfernen die Punkt¬
ladung wieder in’s Unendliche .

Aus den Erörterungen des § 31 entnehmen wir, dafs die Kugel
R

während der Annäherung eine Ladung e' trägt , welche nachr
Aufsen so wirkt , als wäre sie im Spiegelbild des geladenen Punktes
concentrirt . In der Endlage r = r0 ist die Ladung

(187)

dxdydz . (187a)

(187b)
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und diese bleibt auf der Kugel , wenn wir nach Unterbrechung der
Ableitung e' wieder in ’s Unendliche fortrücken lassen . Sie vertheilt
sich dabei so , dafs ihre Wirkung nach Aufsen der zweier Punkt¬

ladungen e' und —Ae ' äquivalent ist , von denen die

erstere ihren Sitz wiederum im Spiegelbild des geladenen Punktes ,
die zweite im Kugelmittelpunkt hat . Beide ühen auf e' eine An¬
ziehung aus , welche bei der Entfernung von e' überwunden werden

lieh macht , wurde aber bei der Annäherung von e' gewonnen ; die
gesammte bei dem Procefs geleistete Arbeit ist also gleich der ,
welche zur Ueberwindung der Anziehungskraft

Da nach (188 ) im Endzustand das Potential der Kugel

ist , so ist sie in der That gleich t P e.
Bevor wir nun zu dem allgemeinen Beweis übergehen , wollen

wir zeigen , dafs die Energie Wim Gleichgewichtszustände den kleinsten
Werth hat , den sie annehmen kann , solange die Lage und Form
der Leiter erhalten bleibt und leitende Verbindungen zwischen ihnen
und der Erde oder zwischen verschiedenen Conductoren weder neu
hergestellt noch unterbrochen werden . Mathematisch formulirt , lautet
dies : Verändern wir die Flächendichte der Elektricität e um de,
so dafs die Gesammtladungen e; der isolirten Conductoren an der
Veränderung nicht theilnehmen , so ändert sich die Potential¬
function 99 um und die Energie W und SW . Aber vermöge
der Gleichgewichtsbedingungen , dafs überall

J cp = 0 ,
dafs ferner an allen Conductoren

cp — P . — const

R
r

mufs . Die Arbeit , welche die erstere Ladung , — e', erforder -

der im Mittelpunkt concentrirt gedachten Ladung — Ae '

dient ; d. h . gleich
CD
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und speciell auf den zur Erde abgeleiteten

P ‘- = 0
ist , ist

S W = 0 .

Um dies zu zeigen, berechnen wir SW nach (187a), indem wir

« £ .) ' ] _ 21 ? - ä ( ®2L) = 2 iA etc.
OX / J ÖX \ ÖX J dx ox

setzen . In der so entstehenden Gleichung

ist wie in (187a ) über den ganzen Raum , oder da die Differential¬
quotienten von rp in Leitern verschwinden , über den von Leitern
freien Th eil des Raumes zu integriren . Wenden wir nun die zum
GrKEEN’schen Satz führende partielle Integration an , so finden wir
vermöge R tp = 0

SW = - ^ ~ f f fdsyd ^ ,in J J T dn in J J Y dn ’

wo das Integral über alle Oberflächen von Conductoren zu erstrecken
ist . An diesen ist aber cp constant und nach (69 a)

1 d (p _
in dn ’

also ist

SW ^ P.jjds .Se ^ P.St . ^ O,

da an den isolirten Conductoren d e;, an den zur Erde abgeleiteten
aber P; = 0 ist .

Nun denken wir uns alle Ableitungen zur Erde aufgehoben
und ertheilen einem der Conductoren , den wir durch den Index 1
auszeichnen , eine unendlich kleine Verschiebung und Drehung ,
welchen einem seiner Punkte die Verrückung Sl mittheilt ; Form¬
änderungen schliefsen wir aus . Dann müssen wir gegen die pondero -
motorischen Kräfte die Arbeit ö A leisten , während sich die Energie
um dlP ändert . Im Allgemeinen verändert sich mit der Verschiebung
auch die Vertheilung der Ladungen auf allen Conductoren und SW
besteht dementsprechend aus zwei Summanden , von denen der erste
die Veränderung von W in Folge der Verrückung des Conductors

H. v . Helmholtz , Theoret. Physik. Bd. IV. 16
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bei unveränderter Vertheilung , der zweite die in Folge der Ver¬
schiebung der Ladungen allein stattfindende Veränderung von W
angiebt . Der zweite Summand ist aber , wie soeben bewiesen, Null.
Denken wir nun die ursprünglich vorhandenen Ableitungen zur Erde
wieder hergestellt , so erfolgt eine neue unendlich kleine Verschiebung
der Ladungen , welche aber wiederum zu dTF nichts beiträgt . Zur
Berechnung von

haben wir also e als fest an den Flächenelementen ds haftend zu
denken.

Dies und die vorausgesetzte Starrheit des Conductors 1 hat
zur Folge , dafs die Potentialfunction cp̂ der auf ihm befindlichen
Ladung sich in einem an der Verrückung theilnehmenden Punkt nicht
ändert ; das über seine Oberfläche zu erstreckende Integral

bleibt daher unverändert . Dagegen bleibt die Potentialfunction rp2
aller anderen Ladungen in allen Punkten unverändert , welche an
der Verrückung nicht theilnehmen , also u. A. an den Oberflächen
der Conductoren , welche ihren Platz nicht wechseln ; das für ihre
Oberflächen gebildete Integral

ändert sich also auch nicht , und es wird nach (189) und wegen
Vi + = V

(189)

i

2

= JJ 'ds (p 1 e + JJ ’ds <p 2 e + JJ 'dsrp 1 e + JJis <p 2 e

Aber auch diese Gleichung läfst sich mit Hülfe des GnEEN’schen
Satzes noch vereinfachen ; denn cpx und y>2 genügen im ganzen Baum
der Differentialgleichung A (p — 0 und den Stetigkeitsbedingungen ,,
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nur dafs der Differentialquotient an der Oberfläche des Con-

ductors 1, -™ 2- an der der anderen die durch die Eelation (69 a)

‘ ( «5L + | iM _ e4 ?r Vowj dn aJ

gegebene Unstetigkeit besitzt . Das für den ganzen Raum gebildete
Integral

. ox öx dy Oy dz dx J a

ist defshalb sowohl gleich

“ ff d ‘ ^ + “ 4 ’ fj is f ‘ ° ■
2 2

als auch gleich

i i

Flächenintegrale für die unendlich ferne Begrenzung des Raumes
treten bei beiden Umformungen nicht auf, weil (p1 und (p2 im Un¬
endlichen wie 1/ ß , ihre Ableitungen wie 1/ iü2 verschwinden . Ganz
allgemein gilt demnach

JJdscp 2e = JJds cpl e ,
1 2

so dafs nach (189a)

SW = dJJis cp2e
i

wird. Das hier allein auftretende Integral erfährt seine Veränderung
dadurch , dafs ein Flächenelement ds bei der Verschiebung um Sl
von einem Ort mit dem Werthe (f 2 an einen mit dem Werthe

cf2 + dl kommt; also ist

SW
= Jfdse ^ - Sl . (189b)

Die von den in Ruhe bleibenden Conductoren auf das Element ds
des Conductors 1 in der Richtung von Sl ausgeübte pondero -

16 *
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motorische Kraft ist aber

die zu ihrer "Ueberwindung erforderliche Arbeit

dse §1,dl

also folgt aus (189 b) unmittelbar
8W — 8A ,

was zu beweisen war .
Es werden demnach bei dieser unendlich kleinen Verschiebung

elektrische Energie und mechanische Arbeit unmittelbar in einander
umgewandelt . Dasselbe gilt yon jeder endlichen Verrückung , voraus¬
gesetzt , dafs sie so langsam vor sich gebt, dafs sich in jedem Augen¬
blick das elektrostatische Gleichgewicht wieder einstellt ; denn sonst
fielen die Voraussetzungen unseres Beweises fort . Es entständen
dann elektrische Ströme , welche Kräfte auf einander ausüben , die
ganz aus dem Bereich der bisherigen Betrachtungen herausfallen ,
und aufser elektrischer Energie und mechanischer Arbeit träten in
der Energiegleichung noch magnetische Energie und JouLE’sche
Wärme auf. Ist aber diese Bedingung erfüllt , so können wir aus
der Gleichheit von 8 W und 8 A schliefsen , dafs die aufzuwendende
Arbeit nur von der Anfangs- und Endlage ahhängt , auf welchem
Wege man auch die eine in die andere überführen mag ; denn die
Aenderung der elektrischen Energie ist auch vom Wege unabhängig .

Die Verwandlung mechanischer Arbeit in elektrische Energie
spielt in der praktischen Physik eine grofse Rolle ; die Wirksamkeit
aller Influenzmaschinen beruht auf ihr . Beim Elektrophor , der ein¬
fachsten derartigen Vorrichtung , z. B. wird der metallische Deckel
der elektrisch geladenen isolirenden Scheibe genähert , während er
abgeleitet , und dann von ihr entfernt , nachdem er isolirt worden
ist . Ganz wie in dem durchgerechneten Beispiel die leitende Kugel
erhält er dabei eine Ladung , deren Energie das Aequivalent der
Arbeit ist , welche bei der Annäherung und Wiederentfernung ge¬
leistet werden mufs.
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