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Erster Theil.
Elektrostatik.

Erster Abschnitt.
Feste elektrische Ladungen, Kriifte und Potentiale.

§ 1. Das Gesetz von Coulomb.

Die alte Lehre von den beiden entgegengesetzten elektrischen
Fluidis mit ihren Fernkriiften ist sehr vollstiindig ausgearbeitet
worden und giebt fiir eine grofse Klasse von Phinomenen voll-
stindige und einheitliche Erklirungen. Es sind dies die Erscheinungen,
bei denen die Vertheilung der elektrischen Quanta in Ruhe fort-
besteht oder hochstens mit ihren ponderablen Triigern in miifsigen
Geschwindigkeiten bewegt wird. Bei diesen Phiinomenen befinden
sich die Ladungen jederzeit im Gleichgewicht der zwischen ihnen
wirkenden Kriifte; man nennt daher die Lehre von denselben
Elektrostatik.

Die eigenthiimlichen, scheinbar unvermittelt in die Ferne wirken-
den elektrischen Krifte kann man nach der Art ihrer Wirkung in
zwei Erscheinungsformen trennen:

1. Ponderomotorische Kriifte, welche die ponderablen Triger
der Elektricitiit in Bewegung setzen, oder denen durch mechanische
Krifte das Gleichgewicht gehalten werden kann.

2. Elektromotorische Kriifte, welche in ruhenden (oder miilsig
bewegten) leitenden Trigern die Fluida selbst in Bewegung setzen.
Diese Bewegungen fithren iibrigens meist in allerkiirzester Zeit zu
solchen Anordnungen der Fluida, welche jene -elektromotorischen
Kriifte aufheben und damit einen Ruhezustand herbeifilhren. Die
anderen Fille, in denen das Gleichgewicht der elektrischen Krifte
dauvernd gestort bleibt, werden wir bei der Lehre von den galva-
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nischen Strimen kennen lernen, hier beschiiftigt uns zunichst nur
der Fall des Gleichgewichts.

Das Gesetz, nach welchem die elektrischen Krifte wirken, ist
in beiden Erscheinungsformen, der ponderomotorischen und der
elektromotorischen, das gleiche; es spricht nicht von den materiellen
Tragern der Fluida, sondern nur von letzteren. Couroms bestimmte
das Gesetz der ponderomotorischen Wirkung zwischen zwei elektrisch
geladenen kleinen Kugeln mit Hiilfe der Drehwaage (7 Abhandlungen
der Pariser Akademie 17856—89). Er fand, so weit die Genauigkeit
seiner Versuchsanordnung dies zu erkennen erlaubte, dals die
mechanische Abstolsungskraft zwischen zwei mit gleichnamiger
Elektricitiit geladenen kleinen Korpern proportional ist dem Producte
der beiden Ladungen und umgekehrt proportional dem Quadrate
ihres Abstandes. Bezeichnet man die Kraft mit K, die beiden
Elektricitaitsmengen mit e, und e, den Abstand ihrer kleinen Triiger
mit » und endlich mit 4? eine Constante, das soll heilsen eine
Grilse, welche fiir alle moglichen Ladungen und Abstéinde denselben
Werth besitzt, so kann man das Covnoms’sche Gesetz durch folgende
Formel darstellen:

K= A2 L. (1)

Der Theil des Gesetzes, welcher die Abhingigkeit der Kraft
von der KEntfernung » ausdriickt, kann, so lange es sich um die-
selben unveriinderten Ladungen ¢, und e, handelt, durch Messungen
an der Drehwaage und Lingenmessungen direct bestiitigt werden,
dagegen verlangt das im Zihler des Ausdrucks stehende Product e, -e,
die Miglichkeit, verschieden grofse Elektricititsmengen wenigstens
nach einem relativen Maalse messen zu konnen. Als Kriterium
der Gleichheit zweier Quanta muls die Gleichheit ihrer Wirkung
auf ein und dasselbe dritte Quantum dienen. Man braucht dann
noch eine Methode der Addition und der Theilung dieser Grofsen,
um das Mengenverhiltnifs verschiedener Ladungen messen zu kinnen
und damit die Ladungen als physikalische Grofsen zu erkennen.
Méglichkeiten hierzu wiren gegeben durch die Beriithrung metal-
lischer isolierter Triiger, weil in ihnen die Elektricitit vollkommen
beweglich ist. Die Sache liegt hier anders als bei dem sonst
dhnlich lautenden Gravitationsgesetz. Dort ist das Agens die triige
Masse, fiir welche ein Maals bereits in der Grilse ihres Beharrungs-
vermogens oder auch ihrer lebendigen Kraft gefunden ist, so dals
es als eine besondere, nicht selbstverstindliche Eigenschaft hinzu-
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kommt, dafs die Massenanziehung sich gerade dieser Quantitit der
Trigheit proportional bethiitigt. Von den elektrischen Ladungen
aber kennen wir, wenigstens im Gebiete der Elektrostatik, keine
anderen melsharen Eigenschaften, als die durch das Couroms’sche
Gesetz formulirten Abstofsungs- oder Anziehungskriifte. Von diesem
Standpunkte aus erscheint es selbstverstindlich, dals eine Ladung
z. B. doppelt so grols ist, als eine andere, wenn sie aus gleichem
Abstande und auf dieselbe zur Priifung verwendete Ladung wirkend,
die doppelte Abstolsungs- oder Anziehungskraft hervorbringt, aber
es liegt in diesem Schluls doch die Voraussetzung, dals durch die
Hinzufiigung neuer Ladungen weder die bereits vorhandene noch
die hinzugefiigte in ihrer Wirksamkeit irgendwie veriindert werden,
sondern dafs sie als unveriinderliche Quanta mit unveriinder-
lichen Eigenschaften addirt werden, also echte physikalische Grilsen
sind. Diese Anschauung hat sich in den feinsten experimentellen
Priifungen durchaus bewiihrt. Alle scheinbaren Widerspriiche da-
gegen lassen sich befriedigend erkliren, z B. die regelmilsig mit
der Zeit abnehmende Kraft durch Abnahme der Ladungen in Folge
mangelhafter Isolirung, die Verinderung der Kraft je nach dem
isolirenden Zwischenmedium durch einen hesonderen, der Magneti-
sirung von ganz weichem Eisen analogen, elektrischen Zustand des
Mediums. Das Covrnomp'sche Gesetz nimmt freilich keine Riicksicht
auf das Zwischenmedium, muls daher, wenn die Grifse 4% wirklich
constant sein soll, beschrinkt werden auf Ladungen, welche sich
im Vacuum oder in der elektrisch nur sehr wenig davon verschiedenen
Luft gegeniiberstehen.

Ein experimenteller Nachweis dafiir, dals im Zihler des Aus-
drucks Gleichung (1) das Produkt der beiden elektrischen Quanta
¢,-¢, auftreten muls, liefse sich — wenigstens in der Idee —
folgendermaalsen mit der Drehwaage ausfithren: Zuniichst weist man
die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung durch Vertauschung
der feststehenden und der am Hebelarm beweglichen Ladung nach.
Sodann stellt man sich noch zwei mit dem gleichen Quantum e,
beladene Korperchen her und milst immer im gleichen Abstande
r=1 die Abstolsungskriifte zwischen allen moglichen Paaren von
Ladungen. Diese Kriifte seien bezeichnet durch

Ky Ky =Ky, Kpy =Ky, K, =K, .

Man wird dann durch Messung folgende Proportion bestitigt

finden
Ky: Ky = K Ky s
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aus welcher folgt:
K =Kox‘Kos =( Km ).(_{{oz )
12

Kﬂ“ y Koo y K;—

Die Kraft zwischen e, und e, erscheint also dargestellt als
Product zweier gleichgebildeter Factoren, deren erster nur von e,
deren zweiter nur von e, abhingt. Die Grifse e, kann keinen Ein-
flufs auf den Werth dieser Factoren haben, vielmehr stellen letztere
direct die elektrischen Massen ¢, und e, dar.

§ 2. Absolute Einheit der Elektricititsmenge.

Jedenfalls bildet das CovrLomp’sche (Gesetz das urspriinglichste
und nichstliegende Mittel, um die Grolse elektrischer Ladungen oder
Quanta zu messen. Wire das elektrische Quantum erklirbar durch
einen besonderen mechanischen Zustand seines Triigers, so konnte
man dessen Dimension und Maalseinheit anschliefsen an die ab-
soluten mechanischen Maafse, welche sich alle auf die Einheiten der
Linge, der Masse und der Zeit zuriickfithren lassen. Dann wiirde
sich auch die Constante 4® in Gleichung (1) nach Zahl und Dimen-
sion angeben lassen. Da aber die elektrischen Quanta durchaus
geschieden von der mechanischen Erscheinungswelt dastehen, und
nur an ihresgleichen relativ gemessen werden kinnen, so ist eine
absolute Einheit fiir ihr Maals nicht direct angebbar. Ein einheit-
liches, iiberall reproducirbares Mals ist aber fiir den Vergleich der
verschiedenen Messungen sehr erwiinscht, oft unerlilslich.

Deshalb ist man nach dem Vorgang von Winmerm WEBER iiber-
eingekommen als Einheit der Elektricitiitsmenge diejenige festzusetzen,
bei deren Anwendung das Cournoms’sche Gesetz die einfachste Gestalt
annimmt, bei welcher also der Proportionalititsfactor 42 durch die
Zahl 1 ersetzt wird:

e (1a)

Durch diese willkiirliche Festsetzung erhalten wir nicht nur eine
Maalseinheit des Elektricititsquantums, sondern das Quantum erhilt
auch eine an das absolute Maalssystem der mechanischen Grifsen
sich anschlielsende Dimension, welcher zwar keine innere sachliche
Bedeutung zukommt, mit der man jedoch niitzlich rechnen kann,
Die mechanische Kraft K hat die Dimension:

K=[LMT™?].
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Hier bedeutet L eine Liinge, M eine Masse, 7 eine Zeit; die eckige

Klammer soll andeuten, dafs die Gleichung sich nur auf die Dimen-

sion, nicht auf den Zahlenwerth, bezieht. (Vergl. Bd. I, 2, S. 32—385.)
Das Quadrat des Abstandes ist das Quadrat einer Liinge:

ri= [sz .
Es ist also nach Gleichung (1 a):
e =rK=[L*MT"?.

Da nun ¢, und ¢, als gleichartige Grofsen auch von gleicher Dimen-
sion sein miissen, so hat das Product e-¢, die Dimension des
Quadrats der Elektricititsmenge, und die Elektricititsmenge selbst
hat die Dimension

e =Lyt r, )

Man nennt diese Art der Maalshildung die elektrostatische. W. WEBER
beniitzte als Grundeinheiten mm, mg, sec; wenn wir aber das
seit dem Pariser Internationalen Congrefs von 1881 gebriiuch-
liche C.G.S.-System (cm, g, sec) befolgen, so ist die absolute elektro-
statische Kinheit der Ladung dadurch definirt, dals zwei hin-
reichend kleine Korper, beide mit je dieser Einheit beladen, sich
im Abstande von 1 cm mit der Kraft 1 Dyn abstolsen. Diese Kraft
ist nahezu ebenso grols, wie der Zug der Schwerkraft, welchen wir
empfinden, wenn wir ein Milligrammgewicht in der Hand halten.
Die elektrostatische C.G.S.-Einheit der Ladung ist also ein ver-
héltnifsmalsig sehr kleines Quantum, von welchem, unseren Sinnen
zugiinglich, nur geringe Wirkungen ausgehen. Durch feine Mels-
apparate (Elektrometer) konnen zwar sogar Bruchtheile dieser Ein-
heit nachgewiesen werden, aber bei allen groberen Versuchen, bei
denen sich direct sinnfillige Phinomene zeigen, hat man es mit
viel grolseren Quantititen zu thun, welche nach Tausenden oder
gar Millionen dieser Einheit zihlen.

§ 3. Rechtwinklige Coordinaten, Kraftcomponenten.

Wir legen im Raume ein rechtwinkliges Coordinatensystem fest,
dessen Abmessungen mit z, y, # bezeichnet werden, bringen an die
Stelle , y, #, ein kleines Korperchen beladen mit der Elektricitits-
menge ¢, und an eine andere Stelle z,, y,, #, ein kleines Korperchen
beladen mit der Menge ¢,, Um die Vorstellung festzulegen, wollen
wir ¢, und ¢, gleichstimmig annehmen, so dafs eine Absto(sungskraft
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zwischen den beiden Theilchen besteht. Diese wirkt, dem Gesetze

von der Gleichheit der Wirkung und der Gegenwirkung folgend,

auf beide Ladungen in gleicher

Stirke und in entgegengesetzter

Richtung, und zwar ist diese Rich-

If}i tung an beiden Punkten die Ver-

S lingerung der geraden Verbindungs-

linie. Diese beiden Krifte zerlege

man in Componenten parallel den

Coordinatrichtungen; die auf e

wirkenden seien X, ¥, Z,, die

auf ¢, wirkenden seien X, Y,, Z,.

2 In Figar 1 ist diese Zerlegung fiir

Fig. 1. die beiden Richtungen z und y ge-

zeichnet unter der Annahme, dals

7z, <z, und y <y, ist. Die Richtungscosinus des Pfeiles K, sind
nun abzulesen:

Yz

x —
cos (K, ) =—1—2

cos (K, , y) = _91: fy. )

*

(55

cos (K, z) = .

Hier bedeutet » den absoluten Werth des Abstandes beider Ladungen:
r= Ve — 2P + b~ v+ &~ %P | }

= ‘ V[xz — 371)2 i (9’2_ 3’1)3 + (% — % )2 |
Der absolute Werth der Kraft ist nun nach dem CouLoms’schen
Gesetz:

(4)

€, €,
E = _ﬁ’ = he § —
1 2 ri

und aus ihm gewinnt man die Componenten durch Multiplication
mit den Richtungscosinus:

X = Qe = 66 — )
72 r ¥
r o bl — ) (5)
¥y = 3
r

;- ht (& — %)
p
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Da die auf e, ausgetibte Kraft der ersteren entgegengesetzt gleich
ist, haben ihre drei Componenten das entgegengesetzte Vorzeichen
und gleichen absoluten Betrag wie die vorstehenden. Wir wollen
das nicht durch vorgesetzte Minuszeichen ausdriicken, sondern durch
Umdrehung der Coordinatendifferenzen. So findet man:

Xy G )
= =

e e (Y — 1)
Y, = %_Jﬂ (5a)
7, = 4 22{;; %) .
Man iiberzeugt sich leicht, dafs diese sechs algebraischen Ausdriicke
fiir alle moglichen relativen Lagen der beiden Punkte 1 und 2 das
richtige Vorzeichen fiir die Kraftcomponenten ergeben, ja wir kinnen
jetzt auch die Beschriinkung fallen lassen, dafs es sich um die Ab-
stofsung zweier gleichnamiger Elektricititsmengen handeln soll. Die
vorstehenden Ausdriicke gelten unveriindert auch fiir die Anziehung
zwischen einer positiven und einer negativen Liadung. Thatsichlich
haben bei Anziehung alle sechs Componenten entgegengesetztes Vor-
zeichen wie bei Abstofsung. Das kommt nun auch in diesen
Formeln zum Ausdruck, denn das Product e, -e,, welches fiir zwei
gleichnamige Ladungen (gleichviel ob -+ oder —) stets positiv ist,
wird fiir zwei ungleichnamige Ladungen nothwendiger Weise negativ,
so dafs auch in diesem Falle aus den Formeln (5) und (5a) die
richtigen Componenten der Krifte gefunden werden.

§ 4. Potentielle Energie zwischen zwei elektrisch geladenen
Korperchen.

Die vorstehenden Ausdriicke fir die sechs Kraftcomponenten
kann man als partielle Differentialquotienten einer und derselben
einfachen Function der Coordinaten darstellen. Zuniichst findet man,
wenn man den in Gleichung (4) gegebenen Ausdruck » der Reihe
nach nach allen sechs darinsteckenden Coordinaten differenzirt:

or a2 —au, ar _ G-
8z, ¢ dz,  r
Or _n—w Or _%—un
dy, r dy, 7
or %y — %y or _ Ag— &

0=, r 0%, r
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Das sind nur andere Darstellungen fiir die Richtungscosinus von 7.
Ferner ist nach den Regeln des Differenzirens

d (1)_ 1 dr  z—n
g\ )T TR e T
und analog jeder der finf anderen partiellen Differentialquotienten

von — z. B.:
r

g (1 1 ar Y=Y
0y, (?)__;?'33;2_— s o

Dies sind nun bis aufs Vorzeichen gerade die in den Ausdriicken
der Kraftcomponenten vorkommenden Gebilde. Da e, und e, feste
Grdfsen sind, welche unverindert gedacht werden miissen, wenn man
die Abhiingigkeit der Kraft von der Lage der Punkte aufsuchen
will, so darf man e e, als constanten Factor ungestort unter die
Differenziationszeichen hineinschieben, und erhilt folgende Glei-
chungen:

oy = aaxl (5] iy e ‘aaT, (53]
ne ) me-p(s) |
LNTO -yt

Jede Kraftcomponente ist also dargestellt als ein negativer Differen-
tialquotient der Function —E‘:z genommen nach derjenigen Coordi-
nate des Zweiladungssystems, welche durch diese Componente be-
schleunigt wird. Die Kraftcomponenten sind ponderomotorische,
mechanisch wirkende, also ist
= 46t

®= 8 O
die potentielle Energie oder der Arbeitsvorrath des Systems der
beiden geladenen Kirperchen. (Vergl. die FKinfiithrung dieses Be-
grifis in Bd. I, 2 S, 196, Gleichung (115)) Da diese Energieform
eine Folge der elektrostatischen Ladungen der beiden Kérperchen
ist, nennt man sie die elektrostatische Energie. Fine additive Con-
stante kann man immer hinzufiigen, welche bei der Bildung der
Differentialquotienten wieder fortfillt, mithin ohne Einfluls auf die
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Werthe der elektrischen ponderomotorischen Kraftcomponenten ist;
in dieser Constanten kann man allerlei unveriinderliche sonstige
Energiegrofsen aufnehmen, welche sich bei wechselndem Abstand
der beiden Ladungen nicht #ndern, z. B. den bei constant gehaltener
Temperatur unveriinderten Wirmeinhalt der beiden Triiger, oder
den aus der Affinitit der Stoffe beider Triger folgenden Inhalt an
chemischer Energie, endlich aber auch noch zwei Betriige von eben-
falls elektrostatischer Art, welcher aus der Zusammendringung der
elektrischen Quanta in jedem der beiden kleinen Korper folgen.
Diese letzteren kinnen sehr bedeutend sein, bleiben aber bei Ver-
iinderungen von » unberiihrt, wenn die Triger Isolatoren oder sehr
kleine Conductoren sind. Die potentielle Energie der Gravitation
zwischen den Massen der beiden Triiger endlich, welche allerdings
von dem Abstand » abhingt, ist wohl stets wegen ihrer Kleinheit
ohne Schaden zu vernachliissigen. Sorgt man dafiir, dals schnellere
Bewegungen der Triiger verhindert werden, so ist auch die kinetische
Energie der Massen zu vernachliissigen, und der variable Theil der
gesammten Energie bei gewthnlichen elektrostatischen Versuchen ist
durch die Formel (7) dargestellt. Sein Werth nihert sich der Null,
wenn beide Ladungen in grofse Entfernung von einander gebracht
werden, dagegen steigt sein Werth positiv an, wenn zwei gleich-
stimmige Ladungen einander geniihert werden, und er sinkt ins
Negative herab, wenn zwei entgegengesetzte Ladungen einander ge-
nithert werden. Mathematisch wiirde folgen, dals die elektro-
statische Energie + oo wird, wenn die Punktladungen zur Deckung
gebracht werden, doch hat dies keine physikalische Bedeutung mehr,
denn die Triiger endlicher Elektricititsmengen haben selbst immer
eine gewisse Ausdehnung, und man darf sie nur so lange als
Massenpunkte betrachten, als der Abstand » grofs ist gegen ihre
eigene Ausdehnung.

Von dem Zwischenmedium, in dem die beiden geladenen
Kborper liegen, ist weder im Cournoms'schen Gesetze noch in dem
daraus hergeleiteten Ausdruck der elektrostatischen Energie die
Rede. Das ist eine Liicke, welche in der Fernwirkungstheorie nur
durch besondere Vorstellungen iiber die Natur der sogenannten
Dielektrika ausgefiillt werden kann, thatsiichlich ist die Kraft
von der Art des Mediums abhiingig, wie Farapay gezeigt hat.
Wir wollen defshalb einstweilen als Zwischenmedium den leeren
Raum oder die elektrostatisch kaum davon verschiedene Luft voraus-
setzen.
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§ 5. System vieler elektrisch geladener Korperchen.

Der niichste Schritt, den wir vorwiirts thun, soll an die Stelle
zweier geladener Korperchen eine ganze Schaar von beliebig vielen
solchen setzen. Alsdann wirken zwischen jedem Paare Abstofsungs-
oder Anziehungskriifte nach dem Counoms’schen Gesetze. In dieser
Aussage liegt die Annahme, dafs alle die Kriifte, welche auf eines
der Theilchen von den iibrigen ausgeiibt werden, sich ungestort
durch geometrische Addition zu einer Resultante vereinigen, dals
also beispielsweise die Wirkung zwischen einer ersten und einer
zweiten Ladung nicht dadurch verindert wird, dals beide noch auf
eine dritte Ladung einwirken und von dieser dritten beeinflufst
werden, eine Annahme, welche sich durchaus bestiitigt hat, so lange
die Triiger der Ladungen hinreichend klein gegen ihre gegenseitigen
Abstiinde sind, so dafs auf Verriickungen, welche die Ladungen im
einzelnen Triiger selbst erfahren kinnen, keine Riicksicht zu nehmen
ist. In grifseren geladenen Conductoren, welche verhiltnilsmiifsig
nahe benachbart liegen, gilt dies nicht mehr, doch wird es auch in
diesen Fillen gelingen, die veriinderten Wirkungen durch Beriick-
sichtigung der veriinderlichen Vertheilung der Fluida in den Leitern
auf das Covroms'sche Gesetz zuriickzufiihren. Hier sehen wir von
diesen Complicationen ab und nehmen jede Ladung unverinderlich
in je einem Punkte concentrirt an.

Wir wihlen einen beliebigen Punkt der Schaar aus und suchen
die Kraft, welche er von allen iibrigen zusammen erfihrt. Um ihn
zu unterscheiden, geben wir ihm den Index 0, nennen also seine
elektrische Ladung e,, seine Ortscoordinaten z,, y,, %,, wihrend
die iibrigen Punkte in beliebiger Reihenfolge mit a =1, 2, 8, ... n
numerirt werden, Dadurch sind die Zeichen

85 Tay Yoy ®g Wr a=1,2,8 ...bisn

erklirt. Endlich brauchen wir noch die Abstiinde zwischen dem
ausgewihlten Punkte 0 und den {iibrigen Punkten, die man aus-
fithrlich mit », , bezeichnen miilste, die wir hier aber kurz », nennen
wollen. Es ist also

Yo = !V(xo — 2ol + (Y — %a)® + & — %)? | a=123...n. (8§

Wihrend sich die einzelnen Kriifte geometrisch summiren, treten
deren gleichen Coordinatenrichtungen folgende Componenten zu drei
algebraischen Summen zusammen, welche ihrerseits die drei Co-
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ordinaten-Componenten der resultirenden Kraft angeben. Fiir die
Componenten der Einzelkriifte wollen wir die im vorigen Paragraphen
gefundene Darstellung als Differentialquotienten der elektrischen
Energie anwenden. Danach ist die x-Componente der auf 0 wir-
kenden, von einem bestimmten a herriihrenden Einzelkraft:

T -5 (22)-

Diese Componenten haben wir iiber alle a zu summiren, die Summe,
welche wir X nennen, ist dann die eine Componente der gesammten
von dem Ladungssystem auf den ausgewihlten Punkt ausgeiibten
Kraft. Analog findet man die beiden anderen Componenten Y,
und Z;,. Wir machen dann noch folgende leichte Umformung:

X, =§£Xo,ﬂ =a2:'l (_ Baxn (Eﬁa))

Fa

0 I 6% d & ¢
- mpdes "y

0z, & r, da, &1

wobei wir also den gemeinsamen Factor ¢, und die gemeinsame

Operation il aus der Summe herausgezogen haben. Das

0z,
Resultat ist:

ou=1_”'_n—

0 & e
r,={- 23 &b, 9
8 ayoa:l”'n % ®

0 & e
=gt

Man findet hiernach die Componenten der auf ein ausgewihltes
elektrisches Theilchen 0 von den Theilchen 1 bis n ausgeiibten
ponderomotorischen Kraft, indem man die negativen partiellen

n
Differentialquotienten des Ausdrucks > ;5 nach den gleichgerichteten
a=1"a

Coordinaten des ansgewihlten Theilchens hildet und dann mit dessen
Ladungsquantum e, multiplicirt. Die Proportionalitit der Kraft mit
der Grofse e,, auf welche die Wirkung sich erstreckt, ist ohne
weiteres einleuchtend: Wenn ohne sonstige Aenderungen des Systems
nur die Ladung des ausgewiihlten Korperchens verindert — etwa
den zehnten Theil ihres fritheren Betrages herabgesetzt wird, so
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sinkt auch die auf sie wirkende Kraft an Intensitiit auf den zehnten
Theil ohne indessen ihre Pfeilrichtung zu indern, da alle drei
Componenten der Gleichung (9) dadurch in gleichem Maalfsstabe ver-
jingt werden. Zur Bildung der partiellen Differentialquotienten ist
zu bemerken, dafs die Coordinaten des ausgewiihlten Punktes z,, y,, %,
in simmtlichen Summanden 1 bis 1t vorkommen, wie man in dem
Ausdruck fiir », in Gleichung (8) erkennt. Diese sind die drei un-
abhiingigen Variabelen, nach denen differenzirt wird, wiithrend alle
iibrigen, mit a,, y,, %, bezeichneten Abmessungen hierbei als un-
verinderliche Parameter des Systems auftreten. Man hat sich also
die Ladungen 1 bis n unverriickbar festgelegt zu denken; das
Teilchen e, aber mufs beweglich gedacht werden, denn zur Auf-
findung der Differentialquotienten eines Ausdruckes muls man doch
die Variabelen immer ein wenig veréindern, d. h. hier dem Punktz,y, %,
drei kleine Verschiebungen in den Coordinatrichtungen ertheilt
denken.

§ 6. Das elektrische Feld eines Systems von punktférmigen
Ladungen.

In Verfolgung dieser Vorstellungen kann man nun die bewegliche
Ladung ¢, auch weiter verriicken, sie endlich in alle méglichen
Stellungen zu dem festen Ladungssystem e, bis ¢, bringen, also an
alle nicht von den festen Ladungen selbst eingenommenen Raum-
punkte, so dals die Abmessungen #,, y,, %, nichts anderes bedeuten,
als die continuirlich variabeln Raumcoordinaten z, y, » Fiir jede
Lage geben die Gleichungen (9) die Werthe der drei Kraftcompo-
nenten, also auch die Grofse und Richtung der resultirenden Kraft,
welche man in irgend einem geeigneten Maalsstab durch einen Pfeil
versinnlichen kann. Zu jedem Raumpunkt gehdrt somit ein be-
stimmter Pfeil, und zwar sind diese Pfeile um so #ihnlicher in Linge
und Richtung je niher benachbart die Raumpunkte liegen, denen
sie zugehoren; weil ihre drei Componenten nach Gleichungen (9) bis
auf die Ausnahmepunkte, in denen die festen Ladungen sitzen,
tiberall stetige Functionen der Variabelen z, y, » (frither «,, y,, %,
bezeichnet) sind.

Man nennt eine solche im allgemeinen stetig vertheilte Zu-
ordnung einer Pfeilgrolse — eines Vectors — zu jedem Raumpunkt
allgemein eine Vectorfunction des Ortes im Raume, und das ganze
Raumgebiet, in dem diese Vectoranordnung definirt ist, das Feld
des Vectors. Die Physik hat in verschiedenen Naturgebieten
Felder von Vectoren zu betrachten; eines der, tiglicher Anschauung
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nitchstliegenden, Beispiele bieten die Stromungen der Fliissigkeiten.
Als Pfeile sind dabei in jedem von der Fliissigkeit durchstromten
Raumpunkt die Geschwindigkeiten der dort befindlichen bewegten
Massen anzusehen. Auch diese Pfeile zeigen im allgemeinen stetige
veriinderliche Anordnungen im Raume, bis auf besondere und inter-
essante Ausnahmestellen. Sie veriindern sich aber gewthnlich auch
mit der Zeit; nur die stationiren Stromungen geben Vectorfelder,
welche in ihrer Anordnung bestiindig bleiben, und deshalb ihneln
gerade diese am meisten an den hier vorliegenden Fall, in dem die
Zeit gar nicht als Variabele vorkommt.

Unser elektrostatisches Feld rithrt her von den geladenen
Punkten e, bis e, wihrend der ebenfalls geladene Punkt e, gleich-
sam wie eine Sonde zur Priifung der Stirke und Richtung des
Vectors verwendet wird. Von diesem beweglichen Punkt steckt in
dem Ausdruck der Feldcomponenten bisher noch der Factor e,,
durch welchen sie zu ponderomotorischen Kraftcomponenten auf
den materiellen Triger dieser Sonde werden. Wir machen den
weiteren Schritt, dafs wir die Sonde fiir eine Aeulserlichkeit er-
kliren, das elektrische Feld also als ein an und fiir sich existiren-
des Ding, gewissermafsen als einen besonderen Zustand des Raumes
oder eines den Raum durchdringenden Mediums; wobei freilich zu
bemerken ist, dals wir von dem Vorhandensein dieses Zustandes
zuniichst nur dadurch Kunde erhalten, dafs wir ein geladenes
Korperchen, an die fragliche Stelle gebracht, von einer bestimmten
ponderomotorischen Kraft angegriffen sehen. Als Maals dieses un-
abhingig von dem Priifungsteilchen existierend gedachten gerichteten
Zustands nehmen wir die drei Componenten in Gleichungen (9),
nachdem wir den Factor ¢, weggelassen, und nennen sie X, Y, Z,
ohne Index. Jede ist Function der Raumcoordinaten z, ¥, .

g 8 g

== G,

0 &M e
HE-TY (10

- 0. e

i F> v

Dabei ist

ra= V(@ — 2+ — %) + & — 2)?| (10a)

Man nennt diesen Vector, dessen Componenten durch vorstehende
Gleichungen (10) definirt sind, die elektrische Feldstirke. Auch
H. v. HeLmuouTz, Theoret, Physik, Bd.IV. 2
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der Ausdruck elektrische Kraft ist dafir iiblich und kann ohne
Bedenken gebraucht werden, wenn man sich durch das vielseitig
verwendete Wort ,Kraft® nicht tauschen lilst und stets bedenkt,
dals eine mechanische Kraft von der Dimension [M L 7%] aus dieser
Grifse erst durch Multiplikation mit einem elektrischen Quantum
entsteht. Da wir die Dimension des elektrischen Quantums im
elektrostatischen Maalssystem bereits in Gleichung (2)

e = [L’} M& T_]‘}

gefunden haben, kénnen wir nun in demselben Maafssystem die Di-
mension der elektrischen Kraft oder Feldstirke & dadurch finden,
dals sie die vorstehende Dimension von ¢ zu einer mechanischen
Kraft erginzen mufs. Es wird also

G = [MLH7-1] (11)

Zu dem gleichen Ergebnifs gelangt man auch, wenn man die
Dimensionen der in den Gleichungen (10) rechts stehenden Ausdriicke
zusammensetzt, wobei d2 und r, als zwei Liingenfactoren im Nenner
zur Dimension des elektrischen Quantums ¢, hinzutreten; die Com-
ponenten X, ¥, Z haben natiirlich dieselbe Dimension wie ihre
Resultante. Auch die Maalseinheit der elektrischen Kraft ist hier-
durch an das absolute elektrostatische (C. G. S.) System angeschlossen,
und zu bezeichnen:

1(em™% - gr} - sec=1).

Zu der hier gegebenen Begriffsbildung des elektrischen Feldes
einer Schaar von Punktladungen e, . ... e, ist, um Unklarheiten
vorzubeugen, noch folgendes zu bemerken. Wir haben das Feld
durchmustert mit Hiilfe eines beweglichen Priifungspunktes mit der
Ladung ¢,. Die Anwesenheit dieser Ladung stort und veréindert
aber das Held, macht sogar den Raumpunkt, wo sie liegt, zu einer
Unendlichkeitsstelle der elektrischen Feldstiirke. Dieses verinderte
Feld wiirde man fiir eine beliebige Lage von e, feststellen konnen,
wenn man nun noch einen vorher in hinreichender Entfernung ge-
haltenen neuen Priifungskérper verwendet, wihrend ¢, still gehalten
wird. Nun erkennt man das Feld, an dessen Bildung sich aufser e
bis e, auch e, beteiligt. Wenn man also ein elektrisches Feld unter
Verwendung einer Priifungsladung durch die einwirkende pondero-
motorische Kraft aufgenommen denkt, so beteiligt sich die Priifungs-
ladung nicht an der Bildung dieses Feldes, man erhilt vielmehr fiir
die Feldstirke diejenigen Werthe, welche herrschen wiirden, wenn
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die Priifungsladung nicht dort wire. Der Priifungskérper wird da-
durch zu einer lediglich unsere Anschauung unterstiitzenden Fiktion,
welche uns bereits gedient hat zur Auffindung der Ausdriicke fiir
die Feldcomponenten in Gleichung (10), von welcher selbst aber in
jenen Ausdriicken nichts vorkommt.

Durch die Angabe der drei Coordinaten-Componenten X, Y, Z
ist der Vector € vollstindig bestimmt. Hiufig hat man die Com-
ponente von € zu bestimmen, welche in eine, von den Grundrich-
tungen verschiedene, vorgeschriebene Richtung ! hineinfillt. Fir
diese Componente, welche wir &; nennen wollen, soll jetzt noch ein
einfacher, den Gleichungen (10) analoger Ausdruck abgeleitet werden.
Ganz allgemein findet man die Componente eines Vectors nach einer
vorgeschriebenen Richtung, indem man den Pfeil, der den Vector
darstellt, auf die gegebene Richtungslinie projicirt. Die Liinge der
Projection findet man durch Multiplication mit dem Cosinus des
Winkels zwischen beiden Richtungen:

€, = €-cos (G, ). (12)

Nun ist aber aus den Elementen der analytischen Geometrie be-
kannt, dafs:

cos (€, ) = cos (€, )-cos (I, z) + cos (€, y)- cos(l, y) (122

+ cos (G, #)-cos (i, z). } )

Betrachtet man die auf der vorgeschriebenen Richtungslinie von

irgend einem Nullpunkt aus abgemessene algebraische Abmessung !

als unabhiingige Variabele, so entsprechen einem Zuwachs ds drei

ganz bestimmte Zuwachse der Coordinaten, dxz, dy, dx, welche die
Projectionen von d! sind. Man kann deshalb setzen:

%, e | soall, )= 28 . gk

dl’
Andererseits ist:
G.cos(@a)=X, GC-cos(Ey)=Y, E-cos(Cx)=2. (12¢)
Durch Verwendung dieser Formeln (12a, b, ¢) nimmt die Gleichung (12)
folgende Form an:

dz dy
EI=X'W+Y ﬁ"f‘z

2

cos (I, ¢) =

o~

dx
L (12d)
Fithrt man nun endlich noch fiir X, ¥, Z die Ausdriicke aus
Gleichung (10) ein, so erhilt man:
d e, d=z 0 ) dy 0 (o) dx 12
6=z (Sre) @ 5 (S 2)-3f -7z (S aze

Ta
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Dieses Gebilde ist nun nichts anderes, als der nach der Variabelen [
gebildete negative Differentialquotient der Function Eii Die

Variable 7 steckt nicht explicite in dem Summenausdruck, aber die
variabelen Raumcoordinaten z, y, %z, von denmen er durch die r,
explicite abhiingt, sind hier als abhiingige Functionen der Abmessung !
anzusehen. Dem entspricht die Bildung des vorstehenden Ausdrucks,
fiir welchen man kiirzer schreibt:

0 & e
@z=—m . (13)

o

Hierin ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Coordinaten-
system verschwunden, denn auch die »,, welche man zwar, wie in
Gleichung (10a) geschehen, durch irgendwie festgelegte cartesische
Coordinaten ausdriicken kann, haben doch davon unabhiingige absolute
Werthe, da sie den Abstand eines variabelen Raumpunktes von den
Orten der festen Ladungen bezeichnen. Die Gleichungen fiir die
Coordinaten-Componenten (10) endlich erscheinen als Specialfille
dieser Gleichung (13).

§ 7. Die Potentialfunction.

Um eine Vectorfunction im Raume anzugeben, braucht man im
Allgemeinen fiir jeden Punkt drei besondere Angaben: entweder die
drei Coordinaten-Componenten oder etwa die Intensitit und die
Richtung, welch’ letztere zwei unabhingige Winkelangaben erfordert;
bei einer analytisch darstellbaren Verteilung sind drei Functionen
der Raumcoordinaten zur Darstellung erforderlich. Daraus ersieht
man, dals das hier gefundene Feld der elektrostatischen Kraft eine
besondere Regelmilfsigkeit besitzt, denn die Kenntnils einer einzigen
Coordinatenfunction

p=7 (14)

geniigt, um durch Bildung des negativen partiellen Differential-
quotienten nach einer beliebigen Richtung die Componente des Vectors
in dieser Richtung zu finden. Diese Function spielt bei der Be-
trachtung des elektrostatischen Feldes die grofste Rolle. Sie wurde
von GeorcE GREEN als Potentialfunction bezeichnet. Gavuss
nennt sie das Potential. In Bezug auf das Vorzeichen herrschen
in der Litteratur verschiedene Gebriiuche; namentlich bei #lteren
Autoren werden die Kraftcomponenten hiufig als die positiven
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Differentialquotienten dieser das Feld beherrschenden Grilse ein-
gefithrt (z. B. Gauss, Jacosr, RiEMANN), welche dann natiirlich selbst
das umgekehrte Vorzeichen erhalten mufs, Auch bei anderen Kraft-
feldern, welche nicht dem Typus des Covroms’schen Abstofsungs-
gesetzes oder des NEwtoN'schen Attractionsgesetzes angehoren, hat
man Functionen von analoger Bedeutung herangezogen, welche man
allgemein als Kriftefunctionen bezeichnet und deren Vorzeichen
ebenfalls in jedem Falle erst festgestellt werden muls. Wenn man
consequent an dem gleichen Vorzeichen festhilt, ist dasselbe iibrigens
gleichgiiltig, hier soll das in Gleichung (14) definirte durchgefithrt
werden. In sehr grofser Entfernung nihert sich ¢ dem Werthe Null,
in der Nihe negativer Ladungen wird ¢ wegen des stark iiber-
wiegenden Summanden mit kleinem », im Nenner selbst auch negativ
werden, in der Nahe positiver Ladungen aus demselben Grunde
positiv. Da es iibrigens zur Kenntnifs des Feldes nur auf die
Differentialquotienten von ¢ ankommt, kann man stets einen fiir
das ganze Feld constanten positiven oder negativen Werth addiren,
welcher zwar die Betriige von ¢ in gleichem Maalse fiberall ver-
andert, beim Differenziren aber wegfillt und die richtigen Werthe
der Kraftcomponenten somit nicht stért. Die Function ¢ selbst
ist keine gerichtete Grolse, sie hat in jedem nicht von einer Ladung
eingenommenen Punkte einen endlichen eindeutigen Werth und mit
Ausnahme jener singuliren Punkte auch einen stetigen Verlauf

Die Componenten der elektrischen Feldstirke nach den Coordi-
natenrichtungen findet man aus der Potentialfunction ¢ zufolge der
Gleichungen (10) und (14) folgendermaalsen:

g v dg do

b ... i S L R (15)

oz’ dy ’
Die Componente @, in einer beliebigen Richtung ist
0y .
€ =- W : (103‘)

Die Resultante hat den Werth € = Y X2+ Y2 + 22,
welcher unabhingig von der Orientirung des Axensystems ist, ob-
wohl die einzelnen Coordinatcomponenten davon abhiingen. Die
Richtungscosinus der Resultante gegen die Axen sind X/€, Y/G,
Z|€ ; auch ist

€, = G-cos(C,7); vergl. Gleichung (12). (15b)

Wenn man also von einem Raumpunkt aus nach allen Rich-
tungen hin den gleichen kleinen Schritt als ausgefiihrt denkt, so
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werden die dabei gefundenen Componenten §, den Cosinus der
Winkel zwischen der Pfeilrichtung € uund der Schrittrichtung di
proportional sein. Fillt die Richtung ! mit € zusammen, so hat
der Cosinus seinen grofsten Werth 1, die Componente ist gleich der
Resultante und aus (15a) sieht man, dafs dies die Richtung ist, in
welcher der negative Differentialquotient von ¢ seinen grolsten
positiven Betrag besitzt, also die Richtung, in welcher die Werte
von ¢ am steilsten abfallen. In jeder auf dieser Richtung senkrechten
ist cos(§,/) =0, es liegt in diesen Richtungen gar keine Com-
ponente ¢ und deshalb hat nach (15a) die Function in diesen Rich-
tungen kein Gefiille. Sucht man nach den Orten, an denen ¢ einen
constanten Werth besitzt, so findet man dafiir im Allgemeinen stetig
gekriitmmte Flichen, die Aequipotentialfiichen oder Niveauflichen.
Alle die Richtungen, in welchen wir kein Gefiille des Potentialwerthes
finden, miissen also tangential zu den Aequipotentialflichen liegen,
woraus direct weiter folgt, daB die resultierende Kraft iiberall senk-
recht auf diesen Flichen steht. Aber nicht nur itber die Richtung
der Kraft erhilt man hierdurch eine Anschauung, sondern auch iiber
deren relative Grofse an verschiedenen Stellen des Feldes. Verfolgt
man niamlich zwei sehr nahe benachbart verlaufende Niveauflichen,
fir welche die beiden constanten Werthe von ¢ sich nur um eine
sehr kleine Differenz unterscheiden, so sicht man ohne weiteres, dals
diese beiden KFlichen geringeren Abstand haben miissen an Stellen,
wo das steilste Gefiille grofser ist, ja der Normalabstand beider
Flichen muls umgekehrt proportional diesem Gefille, somit auch
umgekehrt proportional der Grdlse der Kraft sein.

Bevor wir nither eingehen auf die mathematischen Eigenschaften
der Potentialfunction, wollen wir in den niichsten zwei Paragraphen
Betrachtungen einschieben iiber die Arbeits- und Energiegrifsen in
einem System elektrischer Ladungen, welche sich durch die Potential-
function ausdriicken lassen.

§ 8. Arbeitsleistung bei der Bewegung eines geladenen
Theilchens im elektrischen Felde.

‘Wir kehren noch einmal zu den Vorstellungen des § b zuriick
und bewegen das ausgewihlte Theilchen e, durch #ufsere Einwirkung
langsam auf einer beliebig vorgeschriebenen Bahn durch den Raum.
Die von den iibrigen festen Ladungen e, bis e, herrithrende Kraft
wird dabei entweder mithelfen, so dals von aufsen eine Hemmung
n6thig ist, um eine beschleunigte Bewegung zu verhindern, oder die



§8 ARBEIT IM ELEKTRISCHEN FELDE. 23

Kraft des Feldes wird sich der Bewegung widersetzen, so dals man
von aufsen einen Antrieb braucht. Im ersten Falle giebt das
Ladungssystem inclusive e, Arbeit nach aufsen ab, im zweiten Falle
nimmt es Arbeit von aufsen auf Nur in dem besonderen Falle,
dals der vorgeschriebene Weg senkrecht zur elektrischen Kraft ver-
liuft, findet keines von beiden statt. Diese Arbeitsgrofsen wollen
wir nun aufsuchen, und zwar wollen wir in allen Fillen von Arbeit
sprechen, welche das Ladungssystem nach aufsen abgiebt; diese ist
dann im ersten Falle positiv, im zweiten negativ zu rechnen.
Definirt wird die Arbeit bei der Verriickung 4! durch das
Product aus dem Wege und der in dessen Richtung fallenden
mechanischen Kraftcomponente; letztere ist in unserem Systeme die
mit e,- &, bezeichnete Grilse. Diese Arbeitsbetriige summiren sich
algebraisch iiber alle Wegelemente, liefern daher fiir einen endlichen
vorgeschriebenen Weg eine Summe, welche man schreiben kann:

(2) (2)
A=fdl-e0@;=e0fdl-(§;. (16)
(1) (1

Hier soll die untere Grenze (1) den Anfangspunkt des Weges, die
obere Grenze (2) dessen Endpunkt bezeichnen.

Bei einer beliebig vorgeschriebenen riiumlichen Vertheilung des
Vectors wiirde dieses Linienintegral durchaus von der Wegfithrung
zwischen (1) und (2) in seinem Werthe beeinflulst werden, so dals die
blofse Angabe der Grenzen zur Bestimmung nicht ausreicht. Bei

unserem elektrostatischen Felde ist aber € —='— %%, wo @ nach
(Gleichung (14) eine eindeutige und stetige Function im Raume ist.
Setzen wir also nur voraus, dals der Weg nicht durch eine der
festen Punktladungen hindurch fithrt (was sich ja schon durch die
Anwesenheit der ponderablen Triiger verbietet), so ist:

(2) 6(p
A== [0 G == —p) =t — @) (160
(6
Der Werth der Arbeit zeigt sich hiernach unabhiingig von der
Fiihrung des Weges; er wird direct gemessen durch die Abnahme
der Function ¢, und diese ist gleich der Differenz der Werthe ¢,
im Anfangspunkt und ¢, im Endpunkt. Nehmen wir die Ladung
e, positiv an, so ist die vom System abgegebene Arbeit positiv,
wenn ¢, > @, ist, wenn also die bewegliche Ladung zu Stellen
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niedrigeren Potentialwerthes gefithrt wird, dagegen nimmt das System
(inclusive ¢)) Arbeit von aulsen auf, wenn das positive Theilchen zu
Stellen hoheren Potential geriickt wird. Bei Verriickungen in ein
und derselben Aequipotentialfiiche wird Arbeit weder abgegeben
noch aufgenommen, dasselbe gilt, wenn (1) und (2) auf der nimlichen
Aequipotentialfliiche liegen, wihrend der Zwischenweg diese Fliche
verlilst. Daraus folgt noch im Besonderen, dals die Arbeitssumme
gleich Null ist, wenn der Endpunkt mit dem Ausgangspunkt zu-
sammenfiillt, wenn also ein beliebiger geschlossener Weg durch-
lanfen wird. Es ergiebt sich daraus die Unmdglichkeit mit elektro-
statischen Kriften eine Arbeitsmaschine etwa dadurch zu treiben,
dafs man eine Ladung e, fortdauernd im Kreise umlaufen lifst.
Was dabei withrend einiger Theile des Umlaufs gewonnen wird, geht
withrend der iibrigen Theile genau wieder verloren.

Noch eine besondere Anwendung der Gleichung (16a) wollen
wir betrachten. Legt man den Endpunkt (2) des Weges in sehr
grofse Kntfernung von allen gelademen Kérpern, so nihert sich der
Werth ¢, der Gremze Null, und die geleistete Arbeit bei dieser
Wegfithrung des Theilchens wird 4 = ¢,-¢p,. Besitzt aufserdem die
bewegliche Ladung den Werth ¢, = + 1, so wird dem Zahlen-
werthe nach

4,=q¢,, (16b)

wenn man A4, in Krg (d.i 1em?-g-sec—? und ¢, in absuluten

elektrostatischen Potentialeinheiten (d. i. 1 cm? . '%-sec—l) mifst. Es
ist indessen zu beachten, dals diese einfache Gleichung nur fiir die
Maalszahlen gilt, dafs die Dimensionen aber erst dann gleich werden,
wenn man die rechte Seite mit der absoluten elektrostatischen

Ladungseinheit (d. i. 1 em?. g’}-sec"l) erweitert. Ks ergiebt sich aus
dieser (leichung 4_ = ¢, eine einfache Deutung des Potential-
begriffs: Den Werth des Potentials an einer Stelle eines elektrischen
Feldes findet man, wenn man dorthin die positive Ladungseinheit
versetzt denkt und die Arbeit miflst, welche bei dessen Entfithrung
aus dem Wirksamkeitsbereich der anderen Ladungen nach aufsen
abgegeben wird. Oder umgekehrt: Der Potentialwerth an einem
Orte des Raumes ist numerisch gleich der Arbeit, welche man von
aufsen aufwenden mufs, um ein mit der positiven Kinheit beladenes
Kbrperchen aus unendlicher Entfernung (in welcher weit und breit
keine anderen Ladungen liegen) bis zu dem betreffenden Orte heran-
zufithren. An Stelle der unendlichen Entfernungen vom Ladungs-
bereich kinnen auch andere im Endlichen gelegene Orte treten, von
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welchen man weils, dals in ihnen das Potential den Werth Null
hat. Dafls man Orte von dieser Eigenschaft mitunter leicht finden
kann, sei an einem einfachen Beispiel gezeigt: Das feste Ladungs-
system bestehe aus nur zwei Punkten, welche die entgegengesetzt
gleichen Ladungen + ¢ und —e¢ tragen. Dann ist die Potential-
function nach Gleichung (14)
1 1
p =t

3, T4

wo 7, den Abstand von dem positiven, », den Abstand von dem
negativen Theilchen bedeutet. Dieser Ausdruck verschwindet nicht
nur in unendlicher Entfernung, sondern auch in allen Punkten der
Ebene, welche mitten zwischen den beiden Ladungen quer steht,
weil dort iiberall » =r, ist. Es mag auch hier schon erwihnt
werden, dafs an jedem mit der fiir unsere Betrachtungen unendlich
grolsen, feuchten Krdrinde in leitende Verbindung gesetzten Con-
ductor das Potential gleich Null zu setzen ist; wenigstens ist dies
in allen Fillen zulissig, in denen man nicht weit ausgedehnte
Versuchsanordnungen zum Studium terrestrischer oder meteoro-
logischer Potentialdifferenzen zu betrachten hat.

§ 9. Potentielle Energie eines Systems von vielen geladenen
Punkten.

Im vorigen Paragraphen handelte es sich um Arbeitsgrolsen,
welche von einem elektrischen Ladungssystem abgegeben werden
durch die Bewegung eines ausgewihlten Theilchens ¢,. Der Arbeits-
vorrath ist die potentielle Energie aller der geladenen Theilchen in-
clusive ¢, und hiingt von simmtlichen Ortscoordinaten ab, nur lielsen
wir sie bis auf diejenigen des einen Punktes alle constant. Diese
Beschriinkung wollen wir jetzt aufheben und damit auch die Sonder-
stellung der Ladung e, Wir betrachten ein System von punkt-
formigen Ladungen, welche mit 1,2,3,.... n numerirt sind. Fiir
jedes Paar von Punkten mit verschiedenen Indices a und b kann

man den Ausdruck i:.—'e—r’ bilden, in welchem 7, den Abstand beider
ab

Punkte bezeichnet. Lifst man nun sowohl a wie b alle Ordnungs-
zahlen durchlaufen, so bekommt man eine ganze Schaar solcher
Ausdriicke (nur die Fille a = b sind auszuschliefsen) und jeder Aus-

druck kommt zweimal vor, z. B. %% sowohl fir a = 2, b=>5 als

Ta5
auch fir a=5, b= 2.
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Die einfache Summe aller dieser Ausdriicke kann man daher
folgendermaalsen schreiben:

m:gi p i SENBE TS (17)
a=1b=1 "o b

Sie ist eine Function siimtlicher Coordinaten der geladenen Punkte.
Wir suchen ihren Differentialquotienten nach irgend einer einzelnen
Coordinate, die wir mit z; bezeichnen wollen. Alle Glieder der
Doppelsumme, in welchen weder a noch b gleich dem Index i ist,
fallen dabei weg, es bleiben nur diejenigen iibrig, in denen a =1
ist und diejenigen, in denen b =i ist, also zwei einfache Summen,
welche aus dem Gesammtinhalt von @ herausgehoben sind.

Bezeichnen wir deren Wert mit &,

o=y > 8 5 Gral

boichti 7i® anichti Tai

Die beiden einfachen Summen sind aber identisch mit einander,
daher kann man die Reihe der bei der Differentiation nach z zu
beachtenden Glieder kiirzer schreiben:

D, =¢> L]

a nicht § Fa i

(18)

Durch das Heraustreten des gemeinsamen Factors ¢; hat der jetat
iibrig gebliebene Summenausdruck die Form angenommen, welche
wir bereits in Gleichung (14) aufgestellt haben, und welche schon
vorher, z. B. in den Gleichungen (9), vorkam, nur mit dem Unter-
schiede, dafs hier die Coordinaten des Theilchens i an der Stelle
der variabelen Raumecoordinaten oder derer des fritheren Theilchens 0
stehen. Diese Summe ist also das Potential, welches die elektrischen
Ladungen nach Entfernung des Theilchens ¢ an dem Orte dieses
Theilchens erzeugen. Bezeichnen wir es mit ¢;, so konnen wir die

(leichung (18) schreiben:
D; = e q;. (18a)

Auch der vollstindige Ausdruck @ 1iBt sich hieraus zusammen-
setzen, wenn man der Reihe nach i =1,2,...., n setzt und addirt.
Es ist

¢’=-§—i¢’i=-§- ¢ @i (19]

Der Factor } ist auch hier nothig, um nicht jedes Punktpaar doppelt
zu zihlen.



g9 POTENTIELLE ENERGIE EINES PUNKTSYSTEMS. 27

Wir hatten ein einzelnes bestimmtes ®; abgesondert, um den
Differentialquotienten von @ nach #; zu bilden. Es ist nunmehr

0@ _0d _ O
Om — Om oz
Wir wissen aber bereits, dals — %5;—‘ ¢ = X;e; die z-Componente
i

der ponderomotorischen Kraft angiebt, welche das Theilchen mit der
Ladung ¢ von allen iibrigen zusammen erfihrt. Es ist mithin:

od
Hgpmi= 0wy
1
und ganz analog
__9oe 20
Yie =— 7 (20)
0w
Z;Ei=——6? . ]

Die negativen Differentialquotienten der in Gleichung (17) auf-
gestellten Funktion @ nach den einzelnen Coordinaten des Systems
liefern also die Componenten der inneren ponderomotorischen Kriifte,
welche jene Coordinaten beschleunigen und denen durch #ufsere
mechanische Kriifte das Gleichgewicht gehalten werden mufls, um
das System in Ruhe zu halten.

Wir wollen uns nun das System elektrischer Punkte in einer
gegebenen Lage oder Configuration vorstellen und sodann jedem
Punkte eine kleine Verriickung ertheilen, welche vollstindig angegeben
wird durch die Variationen simmtlicher Coordinaten. Diese seien
fir den Punkt a bezeichnet mit duz,, dy,, 0%, so dals der Ort
dieses Punktes nunmehr durch die Coordinaten z, 4 dz,, ya + 0¥,
% + 0%, bestimmt ist. Die Function @ verindert dabei ihren wur-
spriinglichen Werth um einen kleinen Betrag J @, den man die
Variation von @ nennt. Sie hiingt durchaus ab von der Wahl der
Verriickungen und lafst sich durch diese linear und homogen aus-
driicken, ganz so wie das Differential einer Function vieler Variabeler:

o 0P 0w 0w
6‘(D=3—x:5$1+'5\'§1"5?h+a"§1‘5"1+a—xzaxz+ .

oder in Summenform:

n (6@ oD ; 0P
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Hier hinein setzen wir die soeben gefundenen Bedeutungen der
Differentialquotienten von @ als Kraftcomponenten und finden:

n
-—-d‘fb=z{€u(xa5xa+ Yuayu+zuaxu)}- (21a)
a=1

Jeder einzelne Summand der rechten Seite stellt die mechanische
Arbeit, welche die von den iibrigen Ladungen (aulser a) herriihren-
den Abstolsungs- oder Anziehungskriifte bei der Verriickung des
Punktes a leisten, denn wenn wir die Resultante von X,, Y,, Z, mit
@, und die aus dz,, 0¥y,, 0%, resultirende Verriickung mit o7, be-
zeichnen, endlich den Winkel zwischen diesen beiden Richtungen e«
nennen, so ist:

e (X 0xg + Yooy + Zyd2,) = (6. Eycos ) - 0.

Der erste Factor rechts ist die in die Wegrichtung fallende Kraft-
componente; diese giebt, mit der Weglinge multiplicirt, die Arbeit
bei der Verriickung des Theilchens a. Ueber alle a¢ summirt er-
halten wir die gesammte bei der Verriickung des Systems von
den elektrischen Kriiften geleistete Arbeit 4; und diese ist nach
Gleichung (21a) der negativen Variation der Function @ gleich
— 0 ® = 4. Mit anderen Worten: ¢ nimmt um so viel ab, als
die elektrischen Kriifte bei der Verriickung Arbeit gespendet haben,
oder falls die Verriickungen so gewihlt sind, dals sie iiberwiegend
entgegen den Richtungen fithren, in welchen die inneren Kriifte die
Ladungen zu treiben streben, so nimmt ¢ um so viel zu, als bei
der Verriickung Arbeit von aufsen aufgewendet wurde. Die Function &
ist daher das Maals fir den Arbeitsvorrath in dem System, sie stellt
die potentielle Energie der elektrostatischen Kriifte dar, welche wir
fiir ein einzelnes Punktpaar schon in § 4 aufgefunden haben.

Bei der Ableitung dieser Eigenschaft muflsten wir die Variation
der Coordinaten verschwindend klein voraussetzen, weil sonst der
einfache Ausdruck fir o @ in Gleichung (21) nicht ausreichend ge-
wesen wiire. Diese Beschriinkung kommt im Wesentlichen darauf
hinaus, dafs man die auf ein Theilchen wirkende Kraft auf dem
ganzen Verriickungswege constant setzen darf, auch unbeeinflulst
durch die gleichzeitigen Verriickungen der anderen Punkte. Diese
Beschriinkung konnen wir jetzt fallen lassen. Jede endliche Con-
figurationsinderung des Systems kann man zu Stande gebracht denken
durch die Aufeinanderfolge sehr vieler kleiner, fiir welche der Satz
jetzt bewiesen ist. Diese Zwischenzustiinde sind sogar auf unendlich
mannigfaltige Weise wihlbar, vorgeschrieben mufs nur die Anfangs-
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configuration und die Endconfiguration sein. Die § @ der einzelnen
Theilprozesse summiren sich dabei zu einem endlichen Betrage, dessen
Werth gleich der Differenz zwischen dem Endwerth @; und dem An-
fangswerth @; sein mufs. Diese beiden Werthe kann man aber aus
den Coordinaten der Anfangs- und Endlage berechnen, ohne dals
man die Zwischenlagen zu kennen braucht. Der Gleichung — 0 @
= A fiir kleine Verriickungen entspricht daher fiir endliche Lagen-

anderungen folgende:
by—Do= 4 (22)

Die Abnahme von @ milst die vom Systeme geleistete, nach aufsen
abgegebene Arbeit.

Wiihlt man als Endlage eine vollstindige Zerstreuung aller
Ladungen in unendlicher Ferne, so dafs alle gegenseitigen Kraft-
wirkungen verschwinden,so wird auch der Ausdruck @ in Gleichung (17)
wegen der unendlich grofsen r,5 in den Nennern verschwinden. Man
darf dann ®, = 0 setzen und es wird:

Q=4 (22a)

Dem entsprechend kann man sagen: Die potentielle Energie eines
elektrischen Systems ist der Werth der Arbeit, die man von aufsen
gebraucht hat, um die im Unendlichen verstreuten Ladungen gegen
die Absto(sungskriifte zusammen zu fiithren zu der gegebenen Con-
figuration. Nach dieser Auffassung enthilt die potentielle Energie
keine willkiirliche additive Constante (der Ausdruck in Gleichung (17)
gleichfalls nicht). Der Arbeitsvorrath kann positiv, Null, auch negativ
sein, ohne dals in letzteren beiden Fillen das System aufser Stande
wiire, noch Arbeit zu leisten. Kiihrt man z B. ein positiv und ein
negativ geladenes Theilchen aus unendlicher Entfernung zusammen
auf einen endlichen Abstand, so sinkt die potentielle Energie von
Null beginnend ins Negative hinab, die Anziehungskraft arbeitet bei
der Anniherung. Das System kann aber immer noch mehr Arbeit
abgeben, wenn man den Ladungen gestattet sich, noch mehr zu
nahern.

Um die Vorstellung negativer Arbeitsvorrithe zu vermeiden, kann
man nun zu der Function & immer eine hinreichend groBe Con-
stante hinzu addiren, ohne dals die Bedeutung der Function da-
durch geiindert wird. In der Gleichung (17) und auch in (22a)
mufs dann freilich der Werth dieser Constanten rechts als Summand
zugefiigt werden, aber alle Beziechungen, in denen nur Differenzen
zweier Werthe von @ oder nur Differentialquotienten von @ vor-



30 ERSTER THEIL. § 10

kommen, bleiben ungeindert durch eine additive Constante zu @,
so z B. die Gleichung (22) und die Ausdriicke der Kraftcomponenten
in den Gleichungen (20).

Es sei schon hier darauf hingewiesen, dals der Gesammtbetrag
der Energie eines elektrostatischen Feldes stets positiv ist, auch
ohne dafs man noch eine Constante hinzufiigt. Bisher haben wir
noch nicht von den Arbeitsbetriigen gesprochen, welche zur Con-
centrirung der Punktladungen notwendig sind. N#heres dariiber
siehe § 25.

§ 10. Die Potentialfunction eines Systems elektrischer Punkte
geniigt der Differentialgleichung von Laplace.

Nachdem wir die potentielle Energie eines Systems elektrischer
Punkte kennen gelernt haben und auch gefunden haben, dals diese
sich als einfache Summe von Potentialfunctionen, jede multiplicirt
mit einem elektrischen Quantum, darstellen lifst [Gleichung (19)],
wollen wir zu den Potentialfunctionen als den einfacheren Begriffen
zuriickkehren und weitere charakteristische Eigenschaften derselben
aufsuchen. Zuerst wollen wir deductiv zeigen, dafs ¢ als Function
der Variabelen 2, 4, » einer bestimmten sehr allgemeinen Differential-
gleichung geniigt.

Denken wir uns nur eine einzige positive Ladung e, in dem
Raumpunkt z,, y,, % festliegend, so erzeugt diese ein elektro-
statisches Feld, dessen Pfeile iiberall radial von dem geladenen
Punkte wegweisen, und an Liinge mit wachsendem Abstand ab-
nehmen, wie das reciproke Quadrat dieses Abstandes. Die Aequi-
potentialflichen sind concentrische Kugelflichen um den geladenen
Punkt. Die Potentialfunction, die wir ¢, nennen, ist:

€ 3
¥, = '?_Ll') n = V('T_ wl)z =+ (y— ?/1)2 + {;_ xl)" (23)

Wir wollen nun die Differentialquotienten von ¢, nach den darin
steckenden Variabelen «, y, # bilden. Man findet:

O 4. 0n o Emm

or r® Ow - Topd

o@, _ ¥y— 4 9232
76?—_'21 ?'1377 ( }
dq, .
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Diese Ausdriicke sind mit Ausnahme der Stelle «, y, %, im ganzen
Raume endlich und stetig.

Differenziren wir nochmals nach den gleichgerichteten Coordi-
naten, so kommt:

g, 1 3@ — )

8t "'—51?'!'31 ?.15

o2 i Sy — y )2

6:;1 ="€1‘_3+el—,.151—] (23b)
0% 8(x — x,)?

axa"l'= e11,.3‘|"31 o :

Auch diese zweiten Differentialquotienten sind mit Ausnahme
derselben einen Stelle im Raume iiberall endlich und stetig. Bilden
wir nun die Summe dieser letzten drei Gleichungen, so erhalten wir:

0% g, 0’ g, 0% ¢,
2 T o8 T o
3 _— 2 s 2 =" 2
—— 6+ & f,)+(yrby,)+(z .
1 1

Da aber die geschweifte Klammer im Ziihler des zweiten Summanden
der rechten Seite gleich » * ist, welches sich gegen zwei Factoren r,

im Nenner hebt, so ist das zweite Glied + "-'1%: der ganze Aus-
1 |
druck mithin gleich Null:
2 2 2
Vo P o, (24)

Dies ist eine sehr allgemeine partielle homogene lineare
Differentialgleichung, deren Integrale zuerst von Lapnace studirt
worden sind, und die man deshalb die Larracre'sche Differential-
gleichung nennt. Die Summe der drei zweiten Differentialquotienten,
fir welche das abkiirzende Zeichen A¢, (oder auch V?¢,) in
Gebrauch ist, wird auch wohl als Larrace’sche Operation bezeichnet.
Dieselbe ist hier bezogen auf ein bestimmtes Coordinatensystem, es
sei aber gleich erwihnt, dals sie eine davon unabhingige Bedeutung
hat [vergl. z. B. Band II, 8. 111, Gleichung (54e)], und auch in
anderen als cartesischen Coordinaten ausgedriickt werden kann.

Fiir unsere Potentialfunction ¢, muls also die Kigenschaft

A ?‘:1 =0 (243)
an allen Stellen des Raumes erfiillt sein. Nur an der Stelle z,, y;, %,
wo die felderzeugende Ladung e, ihren Sitz hat, konnen wir nichts
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dariiber aussagen, denn dort wird der mathematische Werth von
@, = ¢,/r, unendlich und dessen Differentialquotienten, die in (23a
und b) gebildet wurden, werden dies in noch héherem Grade und
verlieren auch jeden bestimmten Sinn. Physikalisch konnen wir
auch nichts weiter aussagen, als dafs es geladene Punkte ohne jede
Ausdehnung nicht giebt, dals daher das Potential dicht um das
Centrum herum einen anderen physikalischen Verlauf haben wird,
als der mathematische Ausdruck e, /r, angiebt.

Haben wir nun noch an anderen Stellen z,, v,, %, %4, ¥y
%gj.... Punkte mit den Ladungen e,, ¢, ... und nennen wir die
Abstiinde von diesen Punkten r,, #, . ..., so gelten fiir die Potential-
functionen, welche jeder dieser Ladungen fiir sich allein zugehoren,

also fiir ¢, = :—2, Py = :—’, . .. Differentialgleichungen von der
2 3
nimlichen Form, jede hat ihre Ausnahmestelle in dem geladenen

Centrum. Es ist

Aq, = 0 iberall aufser an der Stelle u,, y,, %,

A @, = 0 iiberall aulser an der Stelle w,, y,, =,

ete.
Die gleichzeitige Anwesenheit eines ganzen Systems von Punkt-
ladungen erzeugt eine Potentialfunction

- A 5 5
P = ?"1+ +?3-]—.....

Ty

In jedem geladenen Punkte wird einer der rechtsstehenden Summan-
den unendlich und damit die ganze Summe ¢ ebenfalls unendlich.
2 2
Wir wollen nun 4 ¢ bilden. Da die Operation 4 = %5 + 6‘6—@;3 +
2
(% einen linearen homogenen Ausdruck liefert, ist 4 von einer
Summe gleich der Summe der A4 von den einzelnen Summanden,
also:
Aipoin A 4 BB G AW g o
7y L I's T
Die Glieder rechts sind, wie wir gesehen haben, im Allgemeinen
iiberall gleich Null, nur gilt dies fiir das erste Glied nicht an der
Stelle, wo ¢, liegt, fiir das zweite nicht an der Stelle ¢,, und so
weiter. Ks folgt also
dp =0 (25)
mit Ausnahme aller Stellen 1, 2, 3, .....
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Die Potentialfunction eines Systems geladener Punkte geniigt
also im ganzen Raume mit Ausnahme der Orte der Punktladungen
selbst der Liarrace’schen Differentialgleichung.

§ 11. Continuirlich verbreitete Ladungen in ridumlichen
Bezirken.

Wir wollen nun dazu iibergehen, uns an Stelle der diskreten
elektrisch geladenen Punkte continuirlich verbreitete Ladungen vor-
zustellen. An ponderabler Substanz miissen wir die Ladungen stets
haftend denken. Wir wollen auch fiir den Anfang annehmen, dals
die Vertheilungen unverriickbar festgehalten werden, dals sie sich
also nicht etwa erst zu einem Gleichgewichtszustand der elektrischen
Krifte zurechtschieben, wie dies in metallischen oder fliissigen
Korpern geschieht, in welchen entweder die Elektricitiiten oder aber
die ponderablen Triger frei fliefsen kénnen. Wir denken uns also
die Triager als feste vollkommene Isolatoren und die Vertheilungen
der Elektricititen als willkiirlich und unveriinderlich vorgeschrieben.
Die erste mogliche Vorstellung ist die, dals die Elektricitit mit
endlicher réumlicher Dichtigkeit in einem oder mehreren Kérpern
verbreitet ist; ein endliches Quantum ist dann in einem endlichen
Volumen enthalten; die Raumdichtigkeit s der Ladung an einer
Stelle ist der Grenzwert, dem sich das Verhiiltnils des elektrischen
Quantums zum damit ausgefiillten Volumen bei verschwindender
Grolse des letzteren nahert. Dadurch wird bei bekannter Vertheilung
die Dichtigkeit ¢ eine bekannte Function des Ortes im geladenen
Kérper. Diesen Ort wollen wir durch die Cartesischen Coordinaten
&, m, £ bezeichnen. Stetig braucht die Function & nicht zu sein,
aber wir wollen sie als iiberall endlich voraussetzen.

Der Dimension nach ist die elektrische Raumdichtigkeit gleich
Elektricititsmenge dividirt durch Volumen, also im elektrostatischen
Maalssysteme nach Gleichung (2)

e=[L tutr- - (26)

Thre Kinheit im C.G.S.-System ist eine aulserordentlich geringe
Grofse, da eine Ladungseinheit, deren Kleinheit am Schlusse von
§ 2 bereits geschildert wurde, ein ganzes Cubikcentimeter ausfiillt.

Wenn wir nun die Potentialfunction des elektrischen Feldes
suchen, welches eine raumlich stetige Elektricititsvertheilung erzeugt,
50 konnen wir die bei den Systemen geladener Punkte aufgestellten
Begriffe und Formeln auf den vorliegenden Fall iibertragen.

H, v. HeLmuoLrz, Theoret, Physik. Bd, IV. 3
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An die Stelle eines geladenen Punktes tritt hier ein geladenes
Volumelement, in welchem das Quantum &:d£:d#n-d{ enthalten ist.
Liegt dieses an der Stelle &, 5, , so erzeugt es in einem Raum-
punkt =, y, %, dessen Abstand von dem Volumelement also

r=VYe— -+ =2
ist, ein Potential d¢ von der Grilse

grd&-dny-d
- oL

An die Stelle der Summation iiber die Potentiale, die von vielen
geladenen Punkten herrithren, tritt hier die Integration des Aus-
drucks d ¢ iiber alle geladenen Volumelemente:

9p=fffd,§-dﬂ-dg-§ : @7

Hier kommen die Integrationsvariabelen &, 4, ¢ sowohl in der
Funktion &, als auch in » vor, wihrend in r die Ortscoordinaten
z, y, » des Punktes, fiir welchen der Wert ¢ gesucht wird, die
Rolle fester Parameter spielen. Darum ist auch ¢ eine Function
ven z, y, %, wahrend die Integrationsvariabelen durch die festen
Grenzen des bestimmten Integrals verdriingt sind.

Liegt der Punkt z, y, ¥ aufserhalb des geladenen K&rpergebiets
an einer von KElektricitit leeren Stelle, wo s = 0 ist, so sind alle
im Integranden vorkommenden Abstinde » von endlicher Grifse;
das Potential ¢ ist dort ebenso sicher endlich und stetig, wie es
bei punktformigen Ladungen an leeren Stellen ist. Es lifst sich
auch auf analoge Weise, wie im vorigen Paragraphen beweisen, dals
das Potential einer continuirlich riumlichen Elektricititsvertheilung
in den von Ladungen freien umgebenden Raumtheilen der Liarnace’-
schen Differentialgleichung folgt, denn die Operation 4, fiir die
Parameter «, y, » an dem Integral ausgefiihrt, kann, da diese
Parameter nicht in den Grenzen vorkommen, an dem Integrandus
vorgenommen werden:

/np:Afffd;-dq-dg-§:fffdg-da;-dg-a(;]=o. (27a)

Liegt dagegen der Punkt , y, » innerhalb des geladenen Ge-
bietes, so werden die direkten Uebertragungen aus der Theorie des
Potentials von Punktladungen hinfillig, weil » fiir denjenigen Theil
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der Integralsumme, in welchem der Punkt selbst liegt, verschwindend
klein, der Integrand also unendlich grofs wird.

Wir wollen nun zeigen, dals trotzdem bei endlicher Dichtigkeit &
das Integral ¢ einen bestimmten endlichen Werth behiilt. Wir fithren
statt der rechtwinkligen Coordinaten &, #, { ein Polarcoordinaten-
system ein, dessen Anfangspunkt im Innern des geladenen Gebietes
an der Stelle «, y, » liegt, fiir welche wir den Werth von ¢ suchen.
Dann ist

E—z=rcos?,
§ — y = rsin ¢+ cos 7,
{ —x=rsind.siny

und das Volumelement ist

dt=dr+d® dy-rsind.
Mithin

‘P=fffdrd19‘d‘l)‘rﬂsin&-;-——-fffd'rdﬂdr;-r-sinﬂ'.s. (28)

Legen wir um den Anfangspunkt eine Kugelfliche mit dem
kleinen Radius ¢, so wird das Integrationsgebiet dadurch in den
Raum aulserhalb und innerhalb der Kugelfliche zerschnitten und
dem entsprechend zerfillt auch das Raumintegral ¢ in zwei Theile.
Derjenige Theil, welcher die Integration iiber den iufseren Raum
enthiilt, ist sicher endlich, denn die Stelle, an der » =0 wird, ist ja
durch die kleine Kugel herausgeschnitten. Wir haben es daher nur
zu thun mit dem Integral iiber den Kugelraum selbst, welches wir

¢, nennen:

e & 2a
Fe =!drdfdd6fd1;—r-a-sm&. (28a)

Der Mittelwerth der elektrischen Dichtigkeit in der Kugel, &, ein
nach unseren Voraussetzungen endlicher Betrag, kann vor das In-
tegral gesetzt werden, welches sich dann leicht ausfithren lift

o n
tpe=3-2nfrd-r-fdn9'-sin&=29;393. (28 b)
0

0

Aus dem Factor ¢? erkennt man, dafs mit verschwindendem
Radius ¢ auch der Integralwerth iiber das Innere der Kugel gegen
Null strebt und damit ist bewiesen, dals das Potential riumlich

verbreiteter Ladungen auch im Inneren der geladenen Bereiche
3*
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endlich bleibt. Wir konnen den Satz sogar noch erweitern, indem
wir zeigen, dals die elektrische Dichtigkeit in einem Punkte sogar
in gewisser Weise unendlich werden darf, ohne dafs dort fiir ¢ das
Gleiche gilt. Setzen wir z. B. folgende Vertheilung an:

— 29)

™

wo A eine Constante und x eine positive Zahl ist, so erhalten wir
im Nullpunkt ¢ = co. Berechnen wir aber ¢, nach Gleichung (28a)

e = 2 e
(P9=fd'rfd19' dn-r-%-sinﬁ=2n-2Afdr-r1"’
o o0 0 0 (29a)
_ 4imd .,
T 2—x ’

Wenn nur 2—x ein positiver Exponent ist, wenn also » kleiner
als 2 ist, verschwindet dieser Ausdruck ¢, mit verschwindendem g,
und das Potential ¢ bleibt in jenem Punkte endlich, obwohl die
Dichtigkeit der Elektricitit dort unendlich wird.

Nun wollen wir die ersten Differentialquotienten des Potentials ¢
nach den Variabelen z, y, # betrachten, welche mit negativem Vor-
zeichen versehen, die Componenten der elektrischen Feldstirke oder
Kraft angeben. Da jede dieser Variabelen, z. B. z, nur als Para-
meter in dem Neuner r des Integrandus vorkommt, so wird die
Differenzirung des urspriinglichen Ausdrucks ¢ in Gleichung (27)
unter dem Integralzeichen ausgefithrt:

oo <= o5t .

Setzen wir wieder das Volumelement des Polarcoordinatensystems
ein, so hebt sich »? fort und es bleibt:

i_i:fffdrd&.dq-esin&cosﬁ“, (30)

also ein endlicher Betrag. Wiirde man auch hier das Raumintegral
theilen in den Beitrag der kleinen Kugel vom Radius ¢ und des
dufseren Raumes, so wiirde ersteres proportional der ersten Potenz
von ¢ verschwinden.
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Aehnliche Resultate wiirde man fiir @ ¢/0" und 0 /0 % finden,
wenn auch dabei wegen der Lage der Polaraxe noch Kreisfunctionen
des Lingenwinkels # mit eingehen wiirden, welche aber als echte
Briiche die Grofsenordnung der Integrale nicht verindern kénnen.
Wir ziehen daher den Schlufs, dafs auch die elektrischen Krifte im
Inneren riumlich geladener Gebiete endlich bleiben und bestimmte
Intensitdt und Richtung besitzen.

Auch hier kann sogar die Dichtigkeit ¢ noch an einzelnen
Punkten iiber alle Grenzen wachsen, ohne dafs die Feldstiirke
das Gleiche thut. Setzen wir wieder

A

*

und integriren iiber den kleinen Kugelraum um die Unstetigkeits-
stelle von &:

T kg T

o 2
%%:fdrqufd&sin &-cos&é: QnAgl—*-fd&sin&cos&. (31a)
0 0 0

0

Dieser Ausdruck verschwindet mit g, sobald der Exponent
1 —2 positiv ist, sobald also x kleiner als 1 ist. Dabei kann also
die Dichtigkeit immer mnoch im Nullpunkt unendlich werden wie
eine echt gebrochene Potenz von ». Auf einen zweiten Umstand,

dals nimlich das iibrig gebliebene f d & sin & cos & = 0 ist, wollen
1]

wir kein besonderes Gewicht legen. Das rithrt nur daher, dafs wir
den Abfall der Dichtigkeit ¢ nach allen Richtungen radial sym-
metrisch angesetzt haben. Bei solcher Vertheilung kann freilich im
Symmetriecentrum keine Kraft nach irgend einer Seite zu Stande
kommen, weil sich diametral gegeniiberliegende gleiche Ladungen in
ihrer Wirkung auf das Centrum stets aufheben, sie mogen so stark
sein, als beliebt.

Gehen wir nun aber zu den zweiten Differentialquotienten von
@ fiber, welche uns wegen der Laplace-Gleichung interessiren, so
stofsen wir selbst bei endlicher réumlicher Dichtigkeit auf Hinder-
nisse. Der im Volumelement des Polarcoordinatensystems vor-
kommende Factor »? reicht nicht mehr hin, die im Nenner bei den
Differentialquotienten auftretenden Potenzen von » aufzuheben, son-
dern es bleibt 1/r im Integranden zuriick. Dieses iiber die kleine Kugel
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e e
integrirt, giebt aber f dr—r = log nat », was den unbestimmten Werth
0 0
o —oo annimmt. Man kann also bei den zweiten Differentialquo-
tienten des Potentials nicht mehr den Schluls ziehen, dals der Bei-
trag- der kleinen Kugel zugleich mit deren Radius verschwindet.
Dasselbe gilt dann auch von der Summe der zweiten Differential-
quotienten, welche mit 4 ¢ bezeichnet wurde. Zerschneiden wir also
das Volumintegral ¢ in einen Teil ¢,, erstreckt iiber den Raum der
kleinen Kugel, und einen zweiten ¢ iiber den iuflseren geladenen
Raum, so ist sicherlich wie in (27a) gezeigt: 4¢’ = 0. Uber dg,
aber kinnen wir nichts aussagen, und deshalb auch iiber 4 ¢ nicht.
Wir werden nachher sehen (was LapracE noch nicht erkannt zu
haben scheint), dals thatséichlich an Stellen mit riumlicher elek-
trischer Dichtigkeit das A¢ einen von Null verschiedenen Werth
besitzt.

In dem Falle, dals die Dichtigkeitsvertheilung in einem Punkte
auf Null heruntergeht, lifst sich indessen zeigen, dafs das Integral
iiber die kleine Kugel mit dieser schwindet.

Setzen wir z. B. e = 4A.7* wo x eine positive Zahl ist, so wird
dadurch eine von Null anwachsende radial gleichmiilsige Vertheilung

dargestellt. In dem Integranden, der vorher f —@; enthielt, bekommen

wir jetzt f?r*:fdr rr=l= xir", also eine positive Potenz

von r, welche bewirkt, dals der Antheil der kleinen Kugel fiir o =0
verschwindet. Je kleiner die Zahl » gewiihlt wird, um so steiler
ist der Anstieg der Dichtigkeit um die Nullstrecke herum und da
wir » als echten Bruch ansetzen diirfen, so ist ein sehr schroffer
Uebergang von der Dichtigkeit Null in dem betrachteten Punkte zu
endlichen Werthen vertriiglich damit, dals im Centrum de¢ = 0 bleibt.

Zu je hoheren Differentialquotienten von ¢ man iibergeht, um
so hohere Potenzen von r treten im Nenner des Integranden auf.
Ueber den Beitrag, den das Integral iiber den verschwindenden
Kugelraum zu einem dieser hoheren Differentialquotienten liefert,
kann man nichts aussagen; er kann endlich, unendlich und unstetig
wechseln. '

Fassen wir nochmals die wichtigsten Ergebnisse dieses Para-
graphen zusammen: Bei endlicher riumlicher Dichtigkeit der Elek-
tricitit haben die in unendlich geringer Entfernung von dem be-
trachteten Punkt 2, », »# gelegenen Ladungen einen verschwindend
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kleinen Einfluls auf den Werth des Potentials ¢ und seiner ersten
Differentialquotienten, welche die Feldstéirke messen. Diese Grolsen
bleiben daher im Inneren geladener Bereiche endlich. Es folgt
daraus sogar direct, dals sie sich auch stetig verindern miissen,
selbst an Stellen, wo & unstetig ist, z. B. wenn man mit dem Punkte z, ,
aus leerem (tebiet in geladenes iibertritt. Die zweiten Differential-
quotienten und namentlich das 4¢ wird aber in seinem Werthe
empfindlich beeinflulst durch die in unendlich kleinem Raum um
den betrachteten Punkt herumliegenden Ladungen, also durch den
lokalen Werth der Dichtigkeit &. An Stellen, wo dieser sich un-
stetig findert, z. B. an der Grenzfliiche zwischen leerem und ge-
ladenem Gebiet, werden daher auch Spriinge von Ad¢ zu erwarten
sein, Mehr lafst sich einstweilen nicht daritber aussagen.

§ 12. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Flichen.

Eine zweite. Moglichkeit, continuirlich verbreitete elektrische
Ladungen sich vorzustellen, besteht darin, dals man die Elektricitit
auf vorgeschriebenen Fliachen ausgebreitet denkt derart, dals ein
endliches Quantum der Ladung ein endliches Flichenstiick bedeckt.
Der Quotient aus der Ladung, dividirt durch die bedeckte Fliche,
nihere sich fir verschwindende Gréofse der letzteren an jeder Stelle
der Fliche einem festen endlichen Grenzwerth, welcher die Flichen-
dichtigkeit ¢ der Elektricitit genannt wird. Wir wollen auch hier
zuniichst voraussetzen, dals die Vertheilung unverriickbar von der
Fliche festgehalten werde, sich nicht etwa erst unter Wirkung der
elektrischen Krifte darauf zu einer Gleichgewichislage zurechtschiebe;
dann ist e als eine vorgeschriebene Function des Ortes auf der
Fliche zu behandeln, ein einzelnes Flichenelement ds enthiilt dann
das Ladungsquantum de = e+ ds.

Die Dimension der Flichendichtigkeit im elektrostatischen Maals-
system findet man, indem man die elektrostatische Dimension der
Ladung, Gleichung (2), dividirt durch die Dimension L* der Fliche.
Es ist mithin

e=[Li1METY]. (32)

Thre Einheit im C.G.S.-System bildet ein iiber ein Quadratcentimeter
verbreitetes Einheitsquantum.

Das Potential einer Flichenbelegung kann man ebenso be-
rechnen wie dasjenige von punktformigen Ladungen eds; an Stelle
der Summation tritt hier eine Integration iiber simmtliche geladenen
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Flichen, » bezeichne den Abstand der einzelnen Flichenelemente ds
von dem Punkte z, y, #, in welchem ¢ gesucht wird. Es ist dann

o= [[2e. )

Dieser Ausdruck ist endlich und verliuft sicherlich stetig, so lange
der Punkt in endlichem Abstand von der belegten Fliche bleibt.
Nihert er sich aber der Fliche bis zu einem verschwindenden Ab-
stand oder riickt er gar in die Fliche selbst, so wiichst der Integrand
fiir die niichstbenachbarten Flichenelemente iiber alle Grenzen. Es
bedarf dann einer besonderen Untersuchung, um zu erkennen, ob
auch dann ¢ endlich und stetig bleibt.

Wir denken den Punkt P (siehe die perspectivische Ansicht
Figur 2), in welchem ¢ gesucht werden soll, in sehr geringem Ab-
stande von der geladenen Fliche,
fallen von ihm aus die Normale PNV

]
/ p und legen um sie als Axe einen
( T~ a5’ / Kreiscylindermantel vom Radius g,.
~—_ |- 4_% Dieser schneidet aus der Fliche

ein rund umgrenztes Stiick heraus

<" N\ \ Dieselbe flonatruction ist auch
3 s denkbar fiir den Fall, dals der

‘-\ 'E\ / Punkt P genau in der geladenen

S Fliiche liegt, sich also mit NV deckt.

Zertheilen wir nun das Integral

' fiir ¢ [Gleichung (33)] ebenso, wie

Fig. 2. die geladene Fliche, so leuchtet
ein, dals der iiber die aulserhalb

des herausgeschnittenen Stiickes liegenden Flichenbelegungen er-
streckte Antheil endlich und stetig bleibt, selbst wenn P nach N
riickt, weil eben die iiber alle Grenzen wachsenden Summanden
darin fehlen. Wir haben es daher nur mit dem Integral iiber das
im Inneren des Cylinders gelegene Stiick der Fliche zu thun. Wir
fithren in der durch P gelegten Querschnittsebene, welche also zur

Tangentialebene wird, wenn P nach N riickt, Polarcoordinaten ein:
Radius ¢ und Azimuth . Das Flichenelement in dieser Ebene wird:

ds =p-do-d¥. (34)

Die Fliichenelemente d s auf der geladenen, im Allgemeinen krummen
Fliache wahlen wir so, dafs deren Projectionen auf die Querschnitts-
ebene sich mit den soeben angegebenen ds” decken, vergl. Figur 2.
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Ist « der Neigungswinkel eines ds gegen die Grundebene, so
ist ds+cose = ds', oder
o*do-d¥
Cos &

ds = (34a)
mithin der iiber das herausgeschnittene Flichenstiick erstreckte Theil
des Integrals

2n Qo
0 e
¢o=fd3fd9-7'm' (35)
0

Nun kann auf keine Weise ¢ grifser werden als r, der Bruch g/r
also nie grofser als 1; im Allgemeinen ist vielmehr immer o/r < 1.
In Figur 2 ist ¢ der Abstand des ds’ von P, wihrend » durch die
punktirte Linie von P nach ds gegeben ist. Riickt aber P nach N
und hat die Fliche stetige Kriimmung, so niahert sich o/r fiir kleine
Abstinde dem Werthe 1 so stark, dals man es als Factor im Inte-
granden weglassen darf, was wir jetzt auch thun wollen. In allen
Fillen wird durch Unterdriickung dieses Factors der Werth von ¢,
héchstens vergrifsert, niemals aber verkleinert, und in dem Falle
P = N iiberhaupt nicht alterirt.

Das Integral ¢, in (35) erscheint dann als bestimmtes Doppel-
integral mit endlichen Grenzen fiir die Variabelen & und ¢. Der

Integrand ist ﬁ, also ebenfalls endlich, wenn nicht in dem eng-

begrenzten Fliichenstiick bereits Neigungen von einem rechten Winkel
gegen die Tangente im Mittelpunkt vorkommen. Das ist aber bei
stetig gekriimmten Fliachen ausgeschlossen, vielmehr wird dann der
cos ¢ bei hinreichend kleinem g, iiberall nahe gleich 1 sein, so dals
man ihn ebenfalls ohne Fehler weglassen kann. Liifst man endlich
den Cylinderradius ¢, kleiner und kleiner werden, so kann man statt
der Variabelen e einen festen Mittelwerth & setzen, der jedenfalls
endlich bleibt, und man erhilt den Grenzwerth:

P = 2?‘90';

welcher mit g, gegen Null abnimmt. Damit ist bewiesen, dals ¢
endlich und stetig bleibt, auch wenn der Punkt durch die Fliche
hindurchtritt an einer Stelle, in welcher Elektricitit mit endlicher
Flichendichtigkeit verbreitet ist. Es wurde eben der Umstand be-
niitzt, dafs bei stetig gekriimmten Flichen sowohl g¢/» wie cos e« sich
der 1 ndhern, so dals man beide Factoren weglassen darf. Es sei
erwiahnt, dafs das Gleiche auch gilt fiir die (nicht stetig gekriimmte)
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Spitze einer Kegelfliche. Bei dieser nihern sich jene beiden Fac-
toren zwar nicht der 1, aber es ist dann f = cos ¢, defshalb heben

sich beide gegeneinander.

Das Integral ¢, in Gleichung (35) iiber den Flichenausschnitt
verschwindet mit g, sogar noch dann, wenn der Integrand in ge-
wisser Weise unendlich wird.

Nehmen wir z. B. folgende Vertheilung an:

e A
4P e (36)
r COSe 0"

welche fiir positives »# im Centrum unendlich wird, so ist:

2n o
%:Afd&fzf — 27 49,1, (363)
Q0 0

verschwindet also mit g,, so lange nur » ein echter Bruch ist.
Wird also die elektrische Flichendichtigkeit ¢ auf einer stetig ge-
kriimmten Fliche oder an der Spitze einer Kegelfliche (wir kénnen
auch noch hinzufiigen ,an einer scharfen Kante“) unendlich wie eine
echt gebrochene Potenz des reciproken Abstandes 1/o, so bleibt trotz-
dem die Potentialfunction an dieser Stelle endlich und stetig.

Bildet man einen ersten Differenzialquotient von ¢, z. B. %—:f,

80 ist zu beachten, dafs « nur in r steckt, und dals

48 mpe

ist. Das iiber die Fliche aufserhalb des Cylinders erstreckte Integral
hat endliche und stetige Differentialquotienten. Es kommt nur

an auf
EE 0o

dp, cos(r,z) e
ra “fd&fdg 0T s &0

0 0

Fiir Punkte, welche in der geladenen Fliche selbst liegen, hat dieser

Ausdruck keinen bestimmten Sinn mehr, denn wegen einer im

Nenner iibrig bleibenden ersten Potenz von », wofiir man im Grenz-

fall und bei stetiger Kriimmung auch o setzen darf, erhilt man der
(0]

Grofsenordnung nach lognat ¢, das wird oo — oo. Sobald der
0
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Punkt aber deutlich auf der einen oder auf der anderen Seite der
geladenen Fliche liegt, wenn auch noch so nahe, so wird » niemals
genau = 0, der Ausdruck (37) nimmt dann einen bestimmten end-
lichen Werth an, welcher aber nicht mit g, zugleich gegen Null strebt,
wenn wir den Abstand von der Fliche < g, lassen. KEs ist auch direkt

zu erkennen, dafs die Beitrige, die (37) zu dem ganzen %%— liefert,
wenn man von beiden Seiten an die Fliche heranriickt, entgegen-
gesetzt gleich werden miissen, denn wihrend alle iibrigen Factoren
beidemal die gleichen sind, hat » entgegengesetzte Richtungen, also
der cos (r,«) beidemale entgegengesetzt gleiche Werthe. So bildet

sich eine endliche Differenz zwischen den Werthen von g;’; an

zwel Stellen, welche in verschwindendem Abstand von einander zu
beiden Seiten der Fliche liegen, d. h. die ersten Differential-
quotienten des Potentials werden dort unstetig, bleiben aber endlich.
Nur die nach der Richtung einer Tangente an die Fliche ge-
nommenen Differentialquotienten miissen stetig bleiben, weil die
Function ¢ selbst in der Fliche eindeutig ist und zu beiden Seiten
stetig verliuft. Fiir diese tangentialen Differentialquotienten wird
auch in dem nach Analogie von (37) gebildeten Ausdruck der
Winkel zwischen der Richtung » und der Differentiationsrichtung
(dort z) ein rechter, sein Cosinus also gleich Null.

An Stellen, wo die Flichendichtigkeit verschwindet wie eine
positive Potenz des Abstandes ¢, selbst wenn der Exponent ein
echter Bruch ist, fallen indessen die Spriinge fort.

§ 13. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Linien.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch elektrisch geladene
Linien betrachten, obwohl man solche in der Theorie der wirklich
vorkommenden elektrostatischen Vertheilungen nur selten und nur als
idealen Grenzfall zu verwenden hat. Wir werden dabei auf den
Begriff der Liniendichtigkeit E gefiihrt. Das Langenelement d! der
geladenen Linie enthilt das Quantum de = F.dl; auf einer end-
lichen Strecke liegt ein endliches Quantum. Die Dimension ist

B =L ut -1

Die Einheit der Liniendichtigkeit im elektrostatischen C.G.S.-System
trigt auf einen Centimeter eine elektrostatische Einheit (§ 2).
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Das Potential geladener Linien ist

. fE-rdz o

und verhilt sich im leeren Raume ebenso stetig und endlich wie
dasjenige von Punkt-, Raum- und Flichenladungen. Suchen wir
aber ¢ fiir einen Punkt der geladenen Linie selbst, so wird fiir diese
Stelle » = 0, der Integrand unendlich. Wir wollen der Einfachheit
wegen annehmen, dals ein hinreichendes Stiick der Linie zu beiden
Seiten des gewithlten Punktes als gerade Linie gelten darf. Nur
fiber dieses Stiick brauchen wir zu integriren. Die Abmessungen der
Lange ! auf der Linie kdnnen wir von dem gewiihlten Punkte als
Nullpunkt aus rechnen, nach der einen Seite positiv, nach der anderen
negativ; dann ist auch die Richtung des positiven Zuwachses di
und die untere Grenze als negativ, die obere als positiv festgelegt.
Der Abstand » ist seinem Betrage nach gleich I, aber er ist nach
beiden Seiten positiv zu rechnen. Bezeichnen wir den absoluten
Betrag mit | 7 | so wird

a5 *
@ = m = 2E’f 2E logna,tl (38a)

Dies wird wegen der Stelle ! =0 logarithmisch unendlich. Die
Differentialquotienten des Potentials werden bei unendlicher An-
nitherung an die geladene Linie noch stirker unendlich.

Da wir punktférmige Ladungen zuallererst als einfachste Vor-
stellung betrachtet haben, kennen wir jetzt alle Moglichkeiten der
Vertheilung.

Bei der Discussion iiber das Verhalten der Potentialfunction
und ihrer Differentialquotienten stiefsen wir auf zwei Fille, in denen
wir durch allgemeine Betrachtung der Integrale keinen Schlufs auf
die Werthe ziehen konnten. Ks waren dies die zweiten Differential-
quotienten und mit ihnen das Liaprace’sche A¢ im Inneren rium-
licher Ladungen, und zweitens die Spriinge der ersten Differential-
quotienten an geladenen Flichen.

Diese Liicken sollen im Folgenden ausgefiillt werden. Wir
werden zuerst die fiir die Berechnung bequemsten Umstinde aus-
wihlen, deren Kenntnils uns dann auch bei den allgemeinen Fillen
niitzlich sein wird.
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§ 14. Potential einer gleichmalfsig belegten Kreisscheibe
in Punkten der Axe.

Um das Potential eines geladenen ebenen Flichenstiickes von
kreisformiger Begrenzung zu berechnen, legen wir in das Centrum
der Kreisfliche ein ebenes Polarcoordinatensystem: Radiusvektor p,
Azimuth &. Der Radius des Randkreises sei R. Senkrecht auf
dieser Ebene legen wir durch das Centrum eine Axe, auf der die
Abmessungen » nach der einen Seite positiv, nach der anderen
negativ gerechnet werden. Wir suchen das Potential der Scheiben-
ladung hier nur fiir Punkte, welche auf dieser x-Axe liegen. Der
Abstand eines solchen Punktes von einem der Flichenelemente der
Kreisscheibe ist bestimmt durch den absoluten Betrag

r=Y# ¥ ¢,
wihrend das Flichenelement durch
ds=o0-do-d&

gegeben ist. Die Flichendichtigkeit e, welche im Allgemeinen als
Function von ¢ und ¢ beschrieben werden konnte, nehmen wir als
constant an. Dann ist

2x R
eds do
(p—_- f , =gfd|9'f_gr_"
0 0

Zur Ausfithrung des inneren Integrales ist es bequemer, » anstatt o
als Variabele einzufihren. Da x bei der Integration ein fester
Parameter ist, so liefert die Differentiation des Ausdrucks r

edo _ ede
T
Der unteren Grenze o = 0 entspricht » —}%%, was den absoluten
Betrag der x-Abmessung bedeuten soll. Der oberen Grenze o = R
entspricht das ebenfalls absolute r =}2? 4 RZ. Die Integration
iiber den Winkel  liefert den Factor 2a. Es wird also

§=2ne(JFF T — 7

Der Verlauf zu beiden Seiten der Scheibe ist ein symmetrischer.
An der Platte selbst ist ¢ stetig und endlich und hat dort den
maximalen Werth 2z eR.

dr =
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(/2]

Bilden wir nun von ¢ den Differentialquotienten nach der
Coordinate #, so finden wir:

dg _
W—2ﬂe(

X x
y** + R® W
Der algebraische Zshler » hat auf beiden Seiten der Scheibe ent-

gegengesetzte Vorzeichen, withrend die absoluten Wurzeln im Nenner
beiderseits positiv sind. Auf der Seite der positiven % ist daher

o~
A

=+ 1, auf der Seite der negativen z aber = — 1. Dies

%

gilt bis dicht heran an die geladene Fliiche, also bis zum Ver-
schwinden des Abstandes » Der erste Summand —— nihert
sich bei diesem Grenziibergange dem Werthe %, verschwindet also
mit x. Deshalb sind nach vorstehender Gleichung die Werthe von
%% dicht an der Fliche auf der positiven Seite

( OF ) =—2me

ax +0

auf der negativen Seite

3@)_
(T?-; - +2me.
Dieser Differentialquotient erleidet beim Durchgang durch die ge-
ladene Fliche einen Sprung, dessen Grilse wir finden in der

Differenz 5 5
(73%):,(33?)5— s

Es ist bemerkenswerth, dals die Grolse des Sprunges nur von
der Flichendichtigkeit ¢ abhiingt, nicht aber von dem Radius der
Scheibe.

§ 15. Potential einer gleichmifsig belegten Kugelfldche.

Die constante Flichendichtigkeit sei e, der Radius der Kugel-
fliche sei R. Wir legen ein riumliches Polarcoordinatensystem in
den Mittelpunkt der Kugel. Die Polaraxe gehe von dort aus nach
dem Punkte hin, in welchem wir das Potential bestimmen wollen;
dessen Abstand vom Kugelcentrum sei p. Fiir Punkte im inneren
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Kugelraum ist p < R, fiir dulsere Punkte ist p > R. Den variabelen
Polwinkel nennen wir «#, den variabelen Liingenwinkel 4. Das Ober-
fliichenelement der Kugel ist dann:

ds = R*sin & -d9-dy. (39)

Der Abstand » desselben von dem ausgewihlten Punkt wird be-
stimmt durch die bekannte trigonometrische Formel

2= R?+ p>— 2Rpcos 7. (39a)

Das Potential ¢ = f f e—’? wird also nun

2x =
in d
fp:mequfm'f ¢, (39b)
0 0

Die erste Integration nach dem Lingenwinkel lifst sich ohne weiteres
ausfithren und liefert den Factor 2#. Fiir die zweite Integration
ist es bequemer, die Formel (39a) nicht zur Einfihrung der Pol-
distanz & an Stelle der Variabelen » zu beniitzen, sondern um-
gekehrt mit ihrer Hiilfe die in & ausgedriickten Grofsen durch
solche in » zu ersetzen. Dies erreicht man leicht, indem man die
Gleichung (39a) bei constant gehaltenem R und p differenzirt:

rdr = Rpsinddd.

Hieraus lalst sich der Zahler unter dem Integral (39b) folgender-
maalsen in r angeben:

rdr
Rp

sin 9d & =

Es hebt sich dann noch » in Zihler und Nenner. Der unteren
Grenze & = 0 entspreche #, d. i. der Abstand unseres Punktes von
dem ihm zugekehrten Pol der Kugel, der oberen Grenze = = ent-
spreche ». (abgewendeter Pol der Kugel). Es ist hiernach

Tw

?;:2“& dr=2ﬂRa
}’rn P

(re —1y). (39¢)

Die Grenzen 7, und r, sind die absoluten Betrige der Ab-
stinde des Punktes von den beiden Kugelpolen, man muls daher
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zwischen #ulseren und inneren Punkten untrscheiden. Fiir dulsere
Punkte ist

Tw=p+ R r,=p—R, r,—r,=2R

also —_
wRe
e (404)
Fiir innere Punkte ist
rx=R+4+p r,=R—p, ra—r,=2p (401)
also
@; =4nRe.

In diesen beiden Formeln liest man folgende Regeln: Der Zihler
von ¢, enthiilt die gesammte Ladung der Kugeloberfliche

e=47 R,
mithin ist @, = %, also ebenso grofs, als wenn statt der Kugelbelegung

die gesammte Ladung in deren Mittelpunkt concentrirt vorhanden
wiire. Defshalb ist auch das Feld, welches die gleichmilsig be-
ladene Kugel im #ufseren Raume erzeugt, Richtung und Intensitiit
der elektrostatischen Kraft gleich den entsprechenden Werthen der
gedachten Punktladung im Centrum.

Dieser uns bereits genau bekannte stetige Verlauf der Function
reicht bis an die Kugel heran. An ihrer Oberfliche ist p = R and

delshalb
p, =4mRe, fiir p=R.

Ebenso grofs ist aber das dort angrenzende ¢,, wie man aus
Gleichung (40i) sieht. Der Werth des Potentials verliuft also beim
Durchgang durch die geladene Kugelfliche stetig. Wiihrend es aber
aufsen reciprok dem Centralabstand p sich abflacht, hat es im Inneren
der Kugel iiberall denselben constanten Werth 4 n Re.

Betrachten wir nun die ersten Differentialquotienten. Im dulseren
Raume giebt

dp,  4mRe
dp ~ p?

(41a)

das steilste Geefiille in radialer Richtung an, und damit zugleich die
Intensitéit der resultirenden elektrischen Kraft. Senkrecht dazu, also
in jeder zu den concentrischen Kugelflichen tangentialen Richtung
ist das Gefiille gleich Null. Im inneren Kugelraume ist

O, .
a;:;-=o; (411)
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iiberhaupt ist dort der Differentialquotient in jeder beliebigen Rich-
tung gleich Null, es herrschen keine elektrischen Krifte im Hohl-
raum der Kugelfliche. Beide Formeln (41a und 1) gelten fiir Punkte
in der geladenen Kugelfliche selbst. Wihrend aber fiir die Innen-
seite dort noch d¢,/dp =0 gilt, nihert sich fir p = R der Aus-
druck fiir die Aulsenseite dem Werth d¢,/dp = — 4me. Der
Differentialquotient des Potentials in radialer Richtung ist also an
der geladenen Fliche unstetiz. Geht man von innen nach auflsen,
so springt er von 0 auf — 47e; es ist

(2e) o, (F2) o e ar

Die Sprunggrifse — 4me wird allein bestimmt durch die Flichen-
dichtigkeit, ist aber in diesem Beispiele unabhiingig vom Kugelradius,

Das aus den zweiten Differentialquotienten gebildete 4¢ ist
sowohl im inneren wie im #Hufseren Raume gleich Null, innen, weil
@; constant ist, aulsen, weil ¢, aussieht, wie das Potential einer
Punktladung. In der Fliche selbst aber verliert 4¢ seinen Sinn,
denn wo bereits die ersten Differentialquotienten unstetig sind, kann
man die zweiten nicht bilden.

§ 16. Gleichmiifsig vertheilte Ladung im Raume zwischen
zwei concentrischen Kugelflichen und in einer Vollkugel.

Die constante riumliche Dichtigkeit der Elektricitit in der
Kugelschicht sei ¢. Der Radius der inneren Begrenzungsfliche sei
R,, der der #ufseren R,. Wir legen in das gemeinsame Centrum
wieder ein Polarcoordinatensystem, dessen Polaraxe durch den Punkt
geht, in welchem wir das Potential bestimmen wollen. Dieser liege
im Abstand p. Der variabele Radiusvector ist ¢, der Polwinkel
#, der Lingenwinkel . Das Volumelement in diesem Coordinaten-

system ist
dr = ¢?sin$-do-dd+dy, (43)

dessen Abstand » von dem ausgewidhlten Punkt ist gegeben durch
r?=p?+p®—20pcosd. (43a)

Das Potential der betrachteten Vertheilung ist
2 Ry E

-
@:fffa;£=afdﬂfdgfd&£. (43b)
0o R 0

H. v. Heumuortz, Theoret. Physik. Bd.IV. 4
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Die Integration nach dem Lingenwinkel liefert nur den Factor 2 z.
Im innersten Integral fithren wir » statt & als Variabele ein. Dabei
ist zu beachten, dals o im innersten Integral fester Parameter ist.
Bs wird dort nur iiber eine unendlich diinne Lage in der Schicht
integrirt. Delshalb liefert die Differentiation von (43a), wie im
vorigen Paragraphen,

rdr=pp.siné-dd.
Der Integrand ist _

i I B

f: p

Den Grenzen 0 und m des Polwinkels entsprechen die absoluten
Werthe », und r, der Abstiinde unseres Punktes von dem ihm
nichsten und fernsten Pol der Kugelfliche vom Radius .
Nunmehr ist:
T Ity
(p=2wsfdg dr%=2;8fd99(r,,—ro). (48¢)

Ry T R,

Die Differenz der absoluten Strecken (r, — ;) nimmt ganz wie
im vorigen Paragraphen verschiedene Formen an, je nachdem p
grofser oder kleiner als ¢ ist. Ks ist

ra—r,=2p fiir p >,
r. — 1, = 2p fiir p < o.
Danach ist auch das Resultat der letzten Integration je nach der
Liange p ein verschiedenes.
Liegt unser Punkt aufserhalb der ganzen Kugelschicht, so ist
p > R, also auch gréfser als simmtliche g, iiber welche von R, bis

R, integrirt werden soll. Man hat dann », —7» =29 zu setzen
und findet fiir den #ufseren Raum

4 4
Pa = “efd9'92= 3“; (B* — B,?). (442)

Das Volumen der geladenen Schicht ist als Differenz der beiden
47
3
vor, welches zusammen mit dem anderen Factor ¢ die Gesammt-
ladung der Schicht

Kugelvolumina gleich g—“ R,% — R? und kommt in ¢, als Factor

dme

3 (‘Rﬁ,a == Rls)

g =
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ergiebt. KEs ist demnach

e
¢a — }—; -
Das Potential im #ufseren Raume — und damit auch das

elektrische Feld daselbst — ist so gestaltet, als wire die gesammte
Ladung im Centrum zu einer endlichen Punktladung vereinigt. Dies
gilt bis an die Kugelfliche R,.

Liegt unser Punkt in der leeren Hohlung, so ist p < R, also
auch kleiner als simmtliche im Integral vorkommenden g. Man
hat dann r, — 7, = 2p zu setzen und findet fiir den inneren Hohl-
raum, nachdem man p in Zihler und Nenner gehoben hat:

¢‘=4uele9-g:2fre(1§2—}215]. (441)

Dieser Ausdruck ist in der ganzen Hohlung constant, das Potential
hat dort kein Gefiille, es existirt dort keine elektrische Feldinten-
sitit. Dies gilt bis an die Kugelfliiche R,.

Drittens kann unser Punkt auch in der geladenen Schicht selbst
liegen. Dals ¢ dort noch endlich bleibt, haben wir schon in § 11
hinter Gleichung (28 b) festgestellt. Es werden dann aber in unserem
Integral (43 ¢) sowohl ¢ < p wie auch o > p vorkommen, so dals
wir fiir (r, — r,) nicht iiberall denselben Ausdruck setzen diirfen.
Wir spalten defshalb das Integral in einen Theil von R, bis p und
einen von p bis R,. Im ersten ist fiir die Abstandsdifferenz 2 p,
im zweiten 2¢ zu setzen. Wir haben dadurch unsere Schicht in
zwel Schichten zerschnitten, fiir deren erstere unser Punkt an der
Grenze des Aulsenraumes, fiir deren zweite er an der Grenze der
Hohlung liegt. Das Potential in diesem mittleren Raumgebiet
nennen wir ¢, und finden:

P R,

2nsf 2me

— 8002 +—fd 02

P P Q-0 o 7 Q-0 zap
P

£

oder beide Theile nach dem Muster von ¢, und ¢, ausgefithrt:
4me
3p
Dies kann man noch durch eine leichte Umformung in die Form
bringen:

(p* — B,®) + 2m&(R* —p7) .

Pm =

2ms 4me RS
e $i B el H
P, =2n¢R, g8 ==y 5 (44 m)

4’.(
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Das Potential ist also in diesem mittleren Gebiet eine stetige
algebraische Function des Centralabstandes p von eigenthiimlicher
Form: KEs besteht aus einer dem Quadrat des #ulseren Grenzradius
proportionalen Constante, von welcher erstens ein in p quadratisches
Glied, zweitens ein zu p reciprokes Glied abgezogen wird. Das
letztere, proportional dem Cubus des inneren Grenzradius, strebt
beim Schwinden der Hohlung, d. h. beim Uebergang zur Vollkugel,
gegen Null, und ist nichts anderes als das Potential der Fillung
des Hohlraumes, welches abgezogen werden muls, weil wir den Hohl-
raum als leer von Ladung angenommen haben. Der Ausdruck ¢,
gilt bis an beide Grenzen R, und R,.

Zuniichst sieht man leicht, daB ¢ an beiden Grenzflichen stetige
Uebergiinge zeigt. An der #ulseren Grenzfliche hat man in ¢,
und ¢, einzusetzen p = R,. Das giebt:

_4dms yi., .
r.= 5w -5)

2me dmws R3
= TRy - 2 _ 1
Pn=2meR, 3 R, 3 R

also identische Werthe.
An der inneren Grenzfliche hat man in ¢, und ¢, einzusetzen

p = R,. Das giebt:
¢ = 2ms(B? — B

2ns 4me
gom=2n£Rzz— 3 Rlz_ 3 Rlz

also gleichfalls identische Werthe.

Von den ersten Differentialquotienten sind die tangential zu
den concentrischen Kugeln genommenen im ganzen Raume gleich
Null. Das Hauptgefille, also die resultirende Kraft, hat iiberall
radiale Richtung. Man findet dafiir in den drei Raumgebieten
folgende Ausdriicke:

e, 4dme 8 —R? e
s B
d 47s 4ns R?®

_a‘_?;ﬂ=_ L %. (45m)
9¢: _y. (451)
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Auch diese bleiben an den Grenzen des geladenen Raumes
stetig; setzt man namlich im ersten und zweiten Ausdruck p = R,,

3_pa3
so erhiilt man beide Male den Werth — e REZRI , und

3
setzt man im zweiten Ausdruck p = R, so erhilt man Null, wie
im dritten Ausdruck.

Die zweiten Differentialquotienten nach p sind

¢, 8me RP—R?

o =3 = (46a)
P,  4Ame 8me RS3

T P e (46 m)
0% g, ;
3 =0 (461)

Sie verlaufen beim Durchgang durch beide Grenzflichen unstetig.
Um die Werthe von 4¢ in den drei Abtheilungen des Raumes
zu finden, muls man zuniichst den Ausdruck aufsuchen, den die
Operation 4 ¢ fiir eine reine Function des Abstandes p von einem
festen Centrum annimmt. Liegt dieses an der Stelle z,, y,, #,,
wihrend z, y, » den Ort des betrachteten Punktes angibt, so ist:

P=@—z)+l—y)+E&—z?

9y _ 2—2g or _ Y=Y Op _ x—%
dz p dy p dx P
d*p i (@— z,)? &p 1 (y—y) (47)
oz ' p P’ ) P
&p _ 1 _ (x—=),
0z2 P pd
Anderseits ist:
Op _dg Op
0z dp Oz
O'¢ di[dp\*  dg 0%p
dz® dpt\0=z dp 0z?

nebst analogen Ausdriicken fiir die y- und die x-Coordinate. Setzt
man in diesen Gleichungen die Ausdriicke aus den Gleichungen (47)
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ein und bildet die Summe des zweiten Differentialquotienten, so
kommt heraus

(@ —x)? + (y— Yy + (v — %)
dp =75 ( I )
+d_qv(§_ (w—wo)*+(y—yo)2+(x—xu)”)
dp \p p?
oder
2de
dg = c@2+Pdp (48)

Unter Benutzung der Gleichungen (46) und (45) erhilt man also:
87e R — R13 2 4me R,°*—R,?

A= =5 37 F 0 (48a)

4ne 8meR® 2 4nme 2 4ms R}
sl Eah B A = b - i Ll e
At (48i)

Also in den von Ladung freien Theilen des Raumes, sowohl im
dulseren wie in der Hohlung, ist 4¢ = 0; das Potential folgt dort
iiberall der Liaprace’schen Differentialgleichung. Das wulsten wir
schon. Aber in der gleichférmig mit riumlicher Ladung erfiillten
Schicht ist 4¢ = — 4me. Dies ist ein neues wichtiges Resultat,
aus welchem hervorgeht, dals der Werth des 4 ¢ allein durch die
riumliche Dichtigkeit bestimmt wird, aber unabhingig von der Lage
des ausgewiihlten Punktes und von den Radien der begrenzenden
Kugelflichen ist. Beim Uebergang aus leerem in geladenes Gebiet
und umgekehrt verliuft also 4¢ unstetig.

Die Betrachtungen iiber die Kugelschicht gelten unveriindert
auch fir eine Vollkugel, welche gleichformig mit riumlicher Ladung .
erfiillt ist. Man braucht nur den Radius der inneren Hohlung R, = 0
zu setzen, was nirgends zu mathematischen Unzutriglichkeiten
fithrt, die vorstehenden Formeln aber vereinfacht. Das Gebiet, in
welchem ¢; gilt, verschwindet dann, man hat nur ¢, im Hulseren
Raume und ¢,, im Inneren der Kugel, deren Radius wir nun R, = R
nennen konnen. Aus (44a und m) folgt:

Po=—g == (49a)

r’ (49m)
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Aus (45a und m) folgt:

0, 4me R® ¢
3p - "3 P p i)
0¢,. dme
‘—'6‘?5‘ = =P (50m)
Aus (48a und m) endlich folgt:
dg,=0 (51a)
dgp,= —4ms. (51m)

§ 17. 4@ bei beliebiger Vertheilung der rdumlichen Dichtig~
keit der Elektricitat. Differentialgleichung von Poisson.

Wir denken uns jetzt eine beliebig vorgeschriebene riumliche
Vertheilung der Elektricitat, so dafs ¢ als bekannte Function der
Raumcoordinaten auftritt. Diese Function kann an gewissen Grenz-
flichen Unstetigkeiten aufweisen, soll aber sonst einen stetigen und
endlichen Verlauf haben. Wir stellen die Aufgabe, den Werth von
Ag zu bestimmen in einem Punkte, in welchem die elektrische
Dichtigkeit den von Null verschiedenen Werth s, besitzt. Wir legen
eine Kugel um diesen Punkt als Centrum. Dadurch zerschneiden
wir die Ladungen in zwei Gebiete, eines auflserhalb dieser Kugel-
fliche, ein zweites innerhalb. Die Ladung dieses zweiten Gebietes
theilen wir abermals in zwei Theile; diesmal nicht durch eine rium-
liche Grenzfliche, sondern dadurch, dafs wir s als Superposition von
zwei Vertheilungen in den Kugelraum ansehen, deren erste iiberall
den festen Werth g, zeigt, welcher im Kugelcentrum herrscht, wihrend
der zweite von der Form (s —sg,) im Centrum gleich Null ist, und
in den excentrischen Gegenden des Kugelraumes den Verinderungen
der Variabelen & Rechnung triigt.

Entsprechend dieser Dreitheilung des Ladungsvorrathes spaltet

ed
sich dann auch das Ra.umintegralf f f Tt, welches das Potential

im Mittelpunkt der Kugel darstellt, wenn » den Abstand von dort
bezeichnet, withrend dr das Volumelement des geladenen Raumes ist.
Die entstehenden drei Theile des Gesammtpotentials ¢ wollen wir
folgendermaalsen bezeichnen. Das Potential der aufserhalb der
Kugelfliche befindlichen Massen, in welchen also der Kugelraum als
leer gilt, nennen wir hier ¢,. Es ist dann im Inneren der Kugel
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sicherlich schon nach Gleichung (27a) 4¢, = 0. Den zweiten Theil,
welcher von der gleichformig mit der Dichtigkeit g, erfiillten Kugel
herrithrt, nennen wir ¢,. Fiir dieses gilt nach dem vorigen Para-
graphen: A, = — 4ms,. Der Rest ¢,, welcher der Vertheilung
(s — ¢,) entspringt, befriedigt im Kugelcentrum ebenfalls die Bedingung
A, =0, denn & — g verschwindet bei stetigem Verlauf von & in
der Mitte der Kugel. Wir konnten sogar gegen Ende des § 11 nach-
weisen, dafs 4¢ = 0 noch gilt, wenn der Anstieg der Dichtigkeit in
der Umgebung einer Nullstelle ein recht steiler ist, das heilst hier,
wenn die Dichtigkeit ¢ einem unstetigen Verlauf beliebig nahe
kommt.
Nun folgt direct aus

P=¢,+ P+ P

dg=4¢,+ dg,+ 4¢,
und
49, =0, dg,= —4ng, dg =0
das Resultat:
dgp =—4me,. (52)

Der Werth von 4 ¢ ist an jeder Stelle des Raumes gleich der, mit
— 4 7 multiplicirten, rdumlichen Dichtigkeit der Elektricitit, welche
daselbst herrscht, dagegen unabhiingigc von den an anderen Stellen
liegenden Ladungen. Da nun fiir jeden Punkt im Raume das
Gleiche gilt, so konnen wir jetzt den Index O weglassen, und

schreiben:
Ap=—4me (52 a)

Dies ist die von Pomson aufgestellte Differentialgleichung fiir das
Potential in geladenen Riumen. Die im leeren Raume giiltige
Laruace’sche Differentialgleichung 4 ¢ = 0 erscheint als einfachster
Sonderfall von dieser. Differentialgleichungen von diesem Typus,
die also aussagen, dals eine im Raume definirte Function gleich
dem A einer anderen Function sein soll, kommen auch in anderen
Theilen der Physik vor, in denen die Grifse & nicht eigentlich die
Dichtigkeit einer Substanz bedeutet, mitunter sogar eine gerichtete
Grofse vorstellt, was sich dann auf die zugehérige Function ¢
itbertrigt.

§ 17a. Der Sprung der ersten Differentialquotienten von ¢
an einer beliebigen elektrisch beladenen Fliche.

Wir denken uns jetzt eine beliebig gestaltete Fliche im Raume
in beliebiger Weise mit Elektricitéit belegt. Die Fliche kann stellen-
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weise scharfe Kanten und Ecken besitzen, soll aber sonst héchstens
endliche Kriimmung besitzen; auch die Flichendichtigkeit ¢ kann
an einzelnen Grenzlinien unstetig wechseln, soll aber sonst einen
stetigen Verlauf auf der Fliche haben.

In irgend einem Punkte der Flidche, wo die elektrische Dichtig-
keit den Werth ¢, habe, errichten wir nach beiden Seiten die Normale,
und lassen einen Beobachtungspunkt auf dieser durch die Fliche
hindurchgehen. Die Abmessungen auf dieser Geeraden nennen wir =,
sie sind auf der einen Seite negativ, auf der anderen positiv. Den
Differentialquotienten von ¢ nach der Richtung der wachsenden =
bezeichnen wir mit d¢/0n; er ist also an der negativen Seite in
der Richtung nach der Fliche hin, auf der positiven Seite in der
Richtung von der Fliche weg zu bilden. Um die Unstetigkeit und
die Sprunggrifse dieses Differentialquotienten beim Durchgang durch
die Fliche zu finden, machen wir uns folgende Vorstellung: Wir
legen in den Fuflspunkt der Normale die Tangentialebene an die
Flache, schlagen in ihr um den Fufspunkt einen Kreis mit dem hin-
reichend kleinen Radius g, und schneiden mittelst eines durch diesen
hindurchgelegten geraden Cylindermantels aus der geladenen Fliche
ein rundes Stiick heraus, welches den Fufspunkt der Normale ent-
hilt. Ks ist das dieselbe Construction, welche in Figur 2 (S. 40)
veranschaulicht ist, wenn man dort den Punkt P nach N verlegt
denkt. Die in der Tangentialebene gelegene Kreisfliche ist ohne
Ladung, wir konnen uns aber statt dessen auch vorstellen, dals sie
mit zwel entgegengesetzt gleichen Flachendichtigkeiten belegt ist,
welche sich vollkommen neutralisiren. Diese beiden Belegungen
sollen auf der ganzen Kreisfliche die constanten Dichtigkeiten + e,
und — ¢, haben. Wir haben es also jetzt mit folgenden Belegungen
zu thun.

1. Die Belegung ¢ der gegebenen Fliche, soweit sie aulserhalb
des erzeugten runden Ausschnitts liegt.

2. Die Belegung ¢ der gegebenen Fliche auf dem runden Aus-
schnitt, welche bei stetigem Verlauf im Fulspunkt der Normale den
Werth ¢, erreicht.

3. Die Belegung — ¢, der tangentialen Kreisfliiche.

4. Die Belegung + ¢, der tangentialen Kreisfliche.

Entsprechend dieser Viertheilung der elektrischen Ladungen zer-
fallt auch deren Potential nebst Differentialquotienten in vier
Summanden, die wir durch dieselben Nummern im Index mit ¢,, ¢,,
¢4 ¢, bezeichnen wollen. Urspriinglich gehdren ¢, und ¢, zusammen;
denn ¢, + ¢, bildet das Potential der ganzen vorgelegten Elek-
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tricititsvertheilung, und auch ¢, und ¢, gehdren urspriinglich zu-
sammen, denn ¢, + ¢, = 0 ist der thatsiichlich nicht existirende
Beitrag, den die ungeladene Tangentialebene zum Gesammtpotential
liefert. Die Spaltung des Potentials ¢ in die Summanden ¢, und
@, niitzte uns bereits in § 12 zum Beweise, dals das Potential selbst
an der geladenen Fliche stetig bleibt, wihrend dessen erste Differen-
tialquotienten dort im allgemeinen unstetig sind.

Die Hinzufligung der beiden sich gegenseitig zerstorenden Glieder
¢, und ¢, geschieht hier, weil wir ¢, und ¢, mit Nutzen zusammen-
fassen konnen:

P =¢1+ (P2 + P) + 94
O _ 9, 8 0 (s + @) g 09, . (53)

dn on on on

Der erste Summand %‘il erfihrt keinen Sprung beim Durch-

gang durch die Flache, denn fiir ihn ist sowohl der Aus-
schnitt der Fliche, wie auch die Kreisscheibe leer, es ist dort ein
0 (s + ¥5)
on
erleidet keinen Sprung. Dies kann man vollstiindig einsehen mit
den in § 12 gegebenen Mitteln. ¢, ist das Potential einer that-
sichlich iiber ein Stiick der krummen Fliche verbreiteten Ladung,
dieses wurde aber bereits dort in Gleichung (35) als Flichenintegral
iiber die zugehorige Kreisscheibe dargestellt. Der dort mit ¢, be-
zeichnete Ausdruck ist unser jetziges ¢,. Man braucht nur noch
eine geringe Umformung mit jener Gleichung (35) vorzunehmen. Es
bezeichnete » den Abstand des einzelnen Flichenelementes ds von
dem auf der x-Axe gelegenen Punkt, in welchem ¢ gesucht wird.
Nennen wir nun 7 den Abstand des entsprechenden in der Tangen-
tialebene gelegenen Flichenelementes ds” von demselben Punkt, so

Loch geschaffen worden. Auch der zweite Summand

,

konnen wir im Integranden :, zusetzen und folgendermaaflsen zu-

2 0y
_ L
¥ fdlt}fd(’r’ (r cosm) (64
o 0

In dieser Form deckt sich der Ausdruck mit dem Potential
einer Belegung der tangentialen Kreisfliche; die Flichendichtigkeit
auf ihr wire

sammenfassen:

€= —+—. (54a)
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Je niher ein Flichenelement am Mittelpunkt der Kreisfliche liegt,
um 80 mehr nihern sich -:_— und cos e dem Werthe 1, also ¢ dem-

Jenigen Werthe, welchen ¢ im Mittelpunkt besitzt; diesen hatten wir
¢, genannt,

Das Potential ¢, konnen wir sofort angeben:

2z Qo
=|dd9[de-Z . (=
fps (J ?_f ( 80)'
0 0

Beide lassen sich nun direct zusammenfassen, da sie iiber dieselbe
Kreisfliche summirt sind:

r e
%+%=fd3fd?‘§r('r—m—%)- (95)

Dies ist das Potential einer Belegung der Kreisfliche mit folgender
Dichtigkeitsvertheilung:

w_r 6

&' = —

r COS«

g, (55a)

Diese wird in der Mitte der Fliche absolut gleich Null und steigt
bei stetigem ¢ und endlicher Kriimmung der Fliche ringsum ganz
allmihlich an wie eine Grifse, die proportional ¢ ist. Fiir solche
Vertheilungen wurde nun am Schlusse von § 12 nachgewiesen, dals
der Sprung der ersten Differentialquotienten ausbleibt, wenn man
an einer Stelle hindurchgeht, wo die Dichtigkeit gleich Null ist.
Ja es liels sich zeigen, dals zum Wegfall der Spriinge nicht einmal
nothig ist, dals die Dichtigkeit wie o auf Null herabgeht, sondern
dafs ein Verschwinden proportional einer kleineren, echt gebrochenen
Potenz o* (x > 0) dafiir geniigt. Das wiirde in unserem Falle be-
deuten, dals die vorgeschriebene Vertheilung e einer Unstetigkeit
oder dals die Flichenkriimmung einer scharfen Kante oder Ecke
nahe kommen darf, und dafs trotzdem noch gilt:

+

0@+ 93 _
on '

Die vierte Summand in (53) endlich erfihrt einen Sprung, dessen
Werth wir in § 14 bereits ausgerechnet haben, denn es handelt
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sich hier nur noch um die gleichférmige positive Belegung + ¢, der
ebenen Kreisfliche. Es ist also:
+

ﬁ(ﬁ
On

=—4me,

und mithin gilt fiir das Gesammtpotential ¢ der beliebigen Flichen-
beladung der Satz

+

Og
dn

-=—4me,.

Dabei war ¢, der Werth an dem Punkte, in welchem wir die Fliche
durchquert haben. Da dies nun ein jeder Punkt sein kann, so hat
der Index 0 jetzt keine Bedeutung mehr. Es ist iiberall an der
geladenen Fliche (in ausfithrlicher Schreibart)

CNC R

Bei vielen Autoren findet man die Normalenrichtung auf beiden
Seiten von der Fliche weg gekehrt. Das stimmt mit der Richtung
unseres wachsenden » nur auf der positiven Seite, auf der negativen
Seite ist sie umgekehrt. Dadurch dreht sich auch das Vorzeichen
um, und die Formel wird:

g_z+%=_4m. (56a)
Der Sinn beider Schreibweisen ist der gleiche.

Man kann sich den Verlauf des Potentials beim Durchgang
durch eine geladene Fliiche mittels eines Diagramms recht anschau-
lich machen, indem man den auf der Normalen zur Fliache ver-
laufenden Weg des Beobachtungspunktes als Abscisse (n positiv
nach rechts) und die an den Orten geltenden Werthe des Potentials
als Ordinaten (¢ positiv nach oben) auftrigt. Die so entstehende
Curve wird im Allgemeinen einen stetig gekriimmten Verlauf zeigen,
dessen Gestalt von der Vertheilung aller vorhandenen Ladungen im
ganzen Raume abhiingt und iiber die sich nichts Generelles aus-
sagen lifst. Bei der Abscisse » = 0 aber, wo die Normale die ge-
ladene Fliche durchsticht, besitzt die graphische Potentialcurve
einen ganz charakteristischen Knick, der von nichts anderem ab-
hiingt, als vom Werthe der Flichendichtigkeite in dem durchstochenen
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Punkte der Fliche. Nehmen wir nimlich der Kiirze wegen an,
der Ordinatenmaalsstab des Diagramms betrage 1 cm fiir eine elektro-
statische (C.G.S.)-Einheit des Potentials, so wird die trigonometrische
Tangente des Neigungswinkels der Curve direct durch den Differential-

quotient %2% angegeben, und dafs der Sprung dieses Werthes gleich

—4me sein muls, das bestimmt den Knick. Bei einer positiven
Belegung kann das Diagramm beispielsweise die Formen, Figur 3,

—= "\

Fig. 8.

annehmen, bei denen der Knick immer convex nach oben ist. Bei
negativen Belegungen dagegen ist der Knick stets concav nach oben,
wie die Formen in Figur 4 zeigen.

Fig. 4.

Nicht nur die in Richtung der Normale genommenen Differential-
quotienten springen an geladenen Flichen, sondern auch die nach
beliebiger anderer Richtung. Stetig bleiben, wie schon in § 12
erklirt, nur die in tangentialen Richtungen genommenen. Gehen
wir in einer beliebigen Richtung = durch eine geladene Fliche, so

ist es sehr leicht einzusehen, dals g% dabei den Sprung:
do do
ol o) (R |- ) (JF =y . 57
(63:)... (6:1:)_ 4me-cos(na) (57)

erleidet.
§ 18. Gleichformige Doppelschichten auf Kugelflichen
und Kreisscheiben.

Wir denken uns jetzt zuniichst zwei concentrische Kugelflichen.
Die innere vom Radius R, sei mit einer negativen Klektricitiits-
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menge — ¢ gleichmifsig belegt, so dafs die Flichendichtigkeit e, auf
ihr gegeben ist durch
e

& == Iz (58,)

Die iufsere Kugelfliche vom Radius R, enthalte ein gleichgrofses
positives Quantum + ¢ ebenfalls in gleichmiifsig vertheilter Flichen-
dichtigkeit ¢,, Dann ist

e

1aR?

Die Potentiale ¢, und ¢, beider einzelnen Belegungen super-
poniren sich an jeder Stelle des Raumes; sie sind nur abhingig
von dem Abstand p des betrachteten Punktes vom Centrum der
beiden Kugelflichen, und konnen aus den Formeln des § 15 ent-
nommen werden.

Fir p > R, liegt der Punkt aulserhalb beider geladenen Flichen;

€= (58,)

dort ist tpl == %—, (pz:—%, mithin

e -
- =g — =0, 59
P 7 T3 (59a)

Das Gesammtpotential ist im ganzen #ulseren Raume gleich Null,
die beiden elektrischen Felder der beiden Belegungen heben sich
dort auf, es besteht keinerlei Wirkung.

Fir p < R, liegt der Punkt innerhalb beider Kugelflichen; dort

ist g, = — 1% und ¢, =+ n%’ mithin
1

e e B, — R 4
y=m— b m—e A 1. 591
q: Rl ‘R2 RI R2 ( )
Im Hohlraum der inneren Kugelfliche herrscht also ein constantes
negatives Potential, ein elektrisches Feld besteht auch dort nicht.

Fir R, < p < R, liegt der Punkt zwischen der inneren, negativ
geladenen, und der #ulseren, positiv geladenen Kugelfliche. Dort
ist ¢, = — %, P, =+ }%, also das Gesammtpotential:

2

e | e
o= T (59m)

2

In diesem mittleren Raumgebiet steigt also das Potential ¢
stetig von dem negativen Grenzwerth ¢, fiir p = R, an bis zu dem



§ 18 DOPPELSCHICHTEN. 63

Grenzwerth 0, welcher fir p = R, gilt. Hier herrscht auch ein
elektrisches Feld, welches ebenso stark ist, als wenn nur die negative
Belegung der inneren Kugelfliche allein vorhanden wire. Wenn
wir die im vorigen Paragraphen empfohlene graphische Darstellung
auf diesen Fall anwenden, und ¢4
als Abscisse des Diagramms den

Radiusvector p verwenden, welcher

ja beide geladenen Flichen senk-

recht durchsetzt, so erhalten wir E
fiir den Verlauf der Curve ¢ s
folgendes Bild (Figur 5. Das
Stiick g, gehort einer gleichseitigen
Hyperbel an, deren Asymptoten
den Diagrammaxen parallel laufen. Fig. 5.

Wir wollen nun die beiden Kugelflichen bis auf einen ver-
schwindenden Abstand R, — R, = d R einander niahern. Die beiden
Radien R, und R, streben dann gegen eine gemeinsame Grenze, die
wir mit R bezeichnen; sie ist der Radius der kugelfsrmigen Doppel-
schicht. Die beiden Flichendichtigkeiten (58,) und (58,) streben den

entgegengesetzt gleichen Werthen T zu, Nennen wir:

e
47 R?
e

Tar =" (©0)

so wird im Grenzfall

e, =—e und ¢ =-+e.
Der Potentialwerth im inneren Hohlraum wird dann nach (59i)

rp,-=—e%§-=—4u3’-e-%£—=—4ae-5R,

withrend im #ufseren Raume bleibt:

Pi= 0.
Der Sprung, den das Potential selbst beim Durchgang durch
die Doppelschicht erfihrt, wird also
P.— P;=4me-0R. (60a)

Lilst man bei diesem Grenziibergang die Ladungen unverindert, so
mufs die Sprunggrifse wegen des Factors d R verschwinden, denkt
man aber die Ladungen in demselben Maalfse verstirkt, wie der
Abstand der Flichen vermindert wird, so kann das Product e:-d R
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beim Grenziibergang einen festen endlichen Werth behalten, der
dann unabhiingig davon ist, wie weit man die Verkleinerung des o R
in der Vorstellung treibt. Dies wollen wir jetzt als erfiillt ansehen.
Das feste Product

e-0R =M (60D)

nennt man das Moment der Doppelschicht.

Die Bezeichnung Moment ist hergenommen von der Amnalogie
mit dem Drehungsmoment eines Kriiftepaares an einem Hebelarm.
Dieses ist gleich Kraft mal Hebelarm und behilt ebenfalls einen
festen Grenzwerth, wenn bei verschwindendem Hebelarm die Intensitit
der Krifte entsprechend gesteigert wird.

Die Sprunggréfse des Potentials wird nun

P, —p;=4aM, (60c)

behilt also bei verschwindender Dicke der Doppelschicht einen festen
endlichen Werth, der nur von dem Moment 9 abhiingt. Die Kriimmung
der Kugelfliche, also deren Radius, hat keinen Einfluls auf den
Werth des Sprunges.

Als ein zweites Beispiel wollen wir eine Doppelschicht zu-
sammensetzen aus zwei coaxialen ebenen Kreisscheiben vom Radius R,
welche mit entgegengesetat gleichen Elektricititsmengen gleichmiifsig
belegt sind.

Die gemeinsame Axe sei die z-Axe. In der Ebene » = 0 liege
die mit der Dichtigkeit — ¢ belegte Scheibe, in der Ebene x =&
(> 0) liege die mit + e belegte.

Das Potential fiir Punkte auf der z-Axe kionnen wir nach den

in § 14 entwickelten Formeln zusammensetzen. Von der negativen
Scheibe riihrt her:

g_=—2me(J2® + R* — ¥z,
von der positiven Scheibe:
Pp.=+ 29:6(]/(:5— R+ R: =7 (v — R)).

Die Wurzeln sind iiberall absolut zu nehmen. Beide Potentiale
superponiren sich. Die z-Axe zerfillt in drei Gebiete:

1. z<0; dort nennen wir das Potential ¢, ,
2. 0 <z < h; ” » ” ” » @z ’
8. h<n;

” » »nooon ” P -
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Man findet
=—2fre(]/z2-i-_}23+x)+2ue(]/h—z—3-i—32—h+z)
Gy =—2ne(JP+ B —2x) + 2me (Yo — 2 + B —h + )
rp3=—2ne(]m—x)+2:me(]/(m}i’ﬁ+h—z)
oder:
¢y =2me{—h +Vb—2P+ R )2 + R?}
¢y =2me{2% —h+ Vb — 2P + B —Va? + R*} - | (61)
g, =2me{+h +Vx—h?+ B -}z + R?}

Wir wollen nun den Abstand % im Verhiltnils zum Radius R so
klein annehmen, dafs wir %% vernachlissigen diirfen; dann konnen
wir die erste der Quadratwurzeln abgekiirzt berechnen:

Vo —2?2 + R =}x*+ R* = 2hz =}2? -[-Rz-l/l .

2%+ R?
hz
"””R”'(‘—m)

hz
Vo= 4 BE =Yt B
Dies eingesetzt in die vorstehenden Ausdriicke giebt:
1
- Qﬂ'ﬂh it e 1 — T}
P { V# + B
2% %
992=216k-{—z——1*“——m} (61&)
=2meh J1— #}
¥s { Vx* + R?

Setzen wir nun wieder
e-h =M
das Moment der Doppelschicht unabhiingig von der Dicke %, so

konnen wir zur Grenze . = 0 gehen. Aulser in dem constant bleiben-
den Momente (¢-4) kommt die verschwindende Grofse 2 nur noch in

dem Gliede % der geschweiften Klammer von ¢, vor. Da aber

hier 0 < z < & bleibt, so schwankt das Glied nur zwischen den
Zahlen 0 und 2, bleibt also endlich. Ueberhaupt bleibt das Potential

H. v. HELM HOLTZ, Theoret. Physik. Bd. IV. 5
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endlich und stetig, wenn es auch in dem engen Zwischenraum der
Doppelschicht einen sehr steilen Anstieg besitzt. Betrachtet man
aber die Grenzwerthe von ¢, und ¢, dicht an den beiden Seiten
der Doppelschicht, also fiir verschwindend kleine Werthe von z, so
findet man

¢, =—2meh=—2aM,

(,03=+25!8k=+2ﬂm.

Das giebt den endlichen Sprung
@y — oy = 47 M, (62)

welcher dieselbe Grofse hat wie derjenige an der vorher betrach-
teten Kugeldoppelschicht, diesmal unabhiingig vom Radius der
Scheiben.

Wihrend aber bei der Kugel die elektrischen Wirkungen so-
wohl im inneren wie im #ufseren Raume sich vollstiindig vernichteten,
bleibt hier bei der Scheibe zu beiden Seiten ein elektrisches Feld
iibrig, dessen Intensitit man fiir die auf der x-Axe gelegenen Punkte
leicht berechnen kann, indem man die Ausdriicke (61a) nach z
differenzirt. Man findet so:

. 0 ¢, = s E
‘Zl = — ax —25‘6% W
fs, 2 1
7, =— G0 ——2am{ 2L - 1] )
2
Zs =——-6(P3=25'I§IR' L

0% Ve + R

Die Kraft 7, wird fir verschwindendes % negativ unendlich, im
fiulseren Raume dagegen ist Z, sowohl wie Z, durch denselben posi-
tiven Ausdruck gegeben. Scheidet man also den Zwischenraum 2)
aus, so kann man sagen, der Differentialquotient von ¢ nach der
Normale bleibt zu beiden Seiten der Doppelschicht stetig. Der
Verlauf von ¢ als Function von z wird am besten durch das Dia-
gramm Figur 6 auf folgender Seite illustrirt.

Das Uebrigbleiben von elektrischer Kraft im #ufseren Raum lifst
sich anschaulich erkliren durch die offenen Rinder, mit denen die
scheibenférmige Doppelschicht absehliefst. Betrachtet man nimlich
den Ausdruck der elektrischen Kraft einer einfach belegten Scheibe
(§ 14), welchen man schreiben kann:

,_  Og %
7 = — -—a—x = 25‘!’6'(& I_V;— ,_-i-._—'RT)J
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so sieht man, dals dieser sich nicht éndert, wenn man z und R im
gleichen Maalfse vergrofsert oder verkleinert: Eine Scheibe von dopppelt
so grofsem Radius iibt aus doppelter Entfernung die gleiche Kraft
aus. Verschiedene coaxiale Scheiben, welche auf einen Punkt der
z-Axe alle die nimliche Wirkung ausiiben sollen, miissen mit ihren
Réndern auf ein und demselben Kegelmantel liegen, dessen Spitze
der ausgewiihlte Punkt ist. Zwei benachbarte Kreisschnitte des
Kegels, mit entgegengesetzt gleicher Flichendichtigkeit belegt, werden
also ihre Wirkung in der Kegelspitze gerade aufheben. Dabei ist
der der Spitze niihergelegene Querschnitt etwas kleiner. TUnsere
beiden Kreisflichen sind aber gleich grofs. Wiirde man z. B. von
einem Punkte der positiven x-Axe den Kegelmantel durch den Rand
der negativ geladenen Fliche legen, so wiirde er von der positiv
geladenen Fliche einen Ring abschneiden, welcher aufserhalb bleibt.
Die von dem Mantel umhiillte positive Ladung wird durch die ge-

BN/

sammte negative Ladung in der Spitze des Kegels unwirksam ge-
macht. Dagegen bleibt die positive Ladung auf dem Randring
wirksam und erzeugt die elektrische Kraft. Bei verschwindender
Schichtdicke % wird allerdings der Randring verschwindend schmal,
dafiir aber die Flichendichtigkeit + e entsprechend grofs.

Die soeben betrachtete gleichmiilsige Belegung zweier Kreis-
flichen mit entgegengesetzt gleichen Ladungen ist nahezu verwirk-
licht bei den Platten-Condensatoren.

Fig. 6.

§ 19. Doppelschichten von beliebiger Art.

Der Begriff der elektrischen Doppelschichten, den wir an zwei
leicht iibersehbaren Beispielen kennen lernten, lifst sich verall-
gemeinern einmal dadurch, dafs die Gestalt der Fliche unbestimmt
gelassen wird, und ferner durch die Moglichkeit, dals das Moment
der Doppelschicht von Stelle zu Stelle veriinderliche Werthe besitzt.

Alsdann ist es zwar nicht mehr moglich die Potentialfunctionen

der Belegungen durch geschlossene Rechenausdriicke explicite anzu-
58
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geben, aber das Gesetz iiber den Potentialsprung, welches wir in den
Sonderfillen Gleichungen (60¢) und (62) gefunden hatten, lifst sich
auch hier nachweisen.

Die Doppelschicht bilden wir in der Vorstellung auf folgende
Weise:

Auf einer beliebig gestalteten Fliche im Raume, von der wir
einstweilen nur verlangen wollen, dals sie nirgends unendlich starke
Kriimmung (d. h. Kanten oder Ecken) besitze, denken wir in allen
Punkten nach ein und derselben Seite hin Normalen errichtet von
der gemeinsamen Hohe %, welche wir von vornherein als klein im
Verhiiltnifs zum Radius der stéirksten vorkommenden Fliichen-
kriimmung festsetzen wollen. Den kleinen Bruch, welcher dieses
Lingenverhiltnis milst, nennen wir &. Das Continuum der End-
punkte dieser Normalen bildet dann eine der ersten benachbarte,
zweite Fliche, auf welcher, wie man leicht einsieht, die Normalen
der ersten Fliiche ebenfalls senkrecht stehen miissen. Die Beziehung
der beiden Nachbarflichen zu einander ist durchaus wechselseitig;
wiirden wir etwa einmal die zweite Fliche als die urspriinglich vor-
geschriebene ansehen, so wiirde die Errichtung von riickwirts ge-
richteten Normalen % auf ihr zu genau derjenigen Fliche fiihren,
die wir hier als die erste bezeichnet haben. Beide Flichen sind
Punkt fiir Punkt auf einander bezogen durch die gemeinsamen
Normalen. Auch den Flichenelementen ds,, in welche man die
Fliche 1 beliebig zertheilen kann, correspondiren bestimmte Elemente
ds, der KFliche 2 dadurch, dafs ihre Randlinien durch gemeinsame
Normalen verbunden sind. Der Grofse nach sind die correspon-
direnden ds, und ds, nahezu gleich; an Stellen, wo die Fliche 1
nach der Seite der Normalen hin convex ist, werden die ds, ein
wenig grofser als die ds,, an concaven Stellen werden sie ein wenig
kleiner; jedenfalls liegt das Grofsenverhiltnifs beider iiberall niher
am Werthe 1 als die Zahl 1 4 2. (Erreicht wird diese Grenze
an der Stelle von kleinstem Kriimmungsradius nur dann, wenn dort
die Krimmung kugelférmig gestaltet ist.)

Diese beiden Flichen denken wir nun mit Elektricitit belegt
in der Weise, dafls auf jedem Paar correspondirender Flichen-
elemente entgegengesetzte und absolut gleich grofse Mengen ver-
breitet sind. Die Anordnung der Flichendichtigkeit kann dabei auf
einer der beiden Flichen willkiirlich vorgeschrieben sein. So wollen
wir annehmen, auf der Fliche 1 sei ¢, eine im Allgemeinen von Ort
zu Ort stetig veriinderliche Dichtigkeit, welche freilich an gewissen
Trennungslinien oder am offenen Rande der Fliche (wenn ein solcher
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vorhanden) auch sprungweise Aenderungen zeigen darf. Auch Vor-
zeichenwechsel von Stelle zu Stelle sollen nicht ausgeschlossen sein.
Im Innern hinreichend enger Flichenelemente ds, wird man die Ver-
theilung als gleichformig ansehen diirfen.

Nach unserer Vorschrift ist nun hierdurch auch die Anordnung
der Dichtigkeit ¢, auf der Fliche 2 bestimmt. Die Werthe e,
und e,, welche an correspondirenden Punkten herrschen, werden
nahezu einander entgegengesetzt gleich. An Stellen, wo die ds,
etwas grolser als die ds, sind, wird | e, | etwas kleiner als | —e, |
ausfallen, jedenfalls bleibt, wie man leicht durchschaut, das Ver-
hiltnils e,:e, niher an dem Werthe — 1 als die Zahl — 1 + 2 e
Man kann dafiir auch schreiben

| e, + e | <2e«e oder auch |e +¢, | < 2w«e,. (64)

Um nun den Verlauf des Potentials an dieser Doppelschicht
zu erkennen, withlen wir zwei Beobachtungspunkte, welche mit zwei
correspondirenden Punkten der beiden Flichen in der Lage zu-
sammenfallen, von denen wir uns aber vorstellen wollen, dafls sie
deutlich auf der Aulsenseite der Schicht liegen, wenngleich ihr Ab-
stand von einander ebenfalls gleich A zu setzen ist. Wir haben es
hier mit dem Potential ¢ zweier Flichenbelegungen zu thun, und
wissen dariiber schon aus den fritheren Betrachtungen, dafs das
Potential in einer belegten Fliche selbst endlich und stetig bleibt,
sogar wenn die Dichtigkeit der Belegung dort in gewisser miilsiger
Weise iiber alle Grenzen wichst, dafs aber die Differentialquotienten
nach der Normale beim Durchgang durch die Fliche springen pro-
portional der Dichtigkeit. Wir wollen dem entsprechend das Potential
@ in unserem Falle zerlegen in einen Summanden ¢,, welcher von
der Belegung ¢, der Fliche 1 herrithrt und einen Summanden ¢,
von der anderen Fliche her. Noch einen dritten Summanden, her-
rithrend von irgend welchen sonst im Raume vorhandenen Ladungen,
kiénnte man hinzufiigen, doch bleibt dieser ohne jeden Einfluls auf
die Betrachtung, und mag ebenso wie eine willkiirliche additive
Constante hier fortbleiben. Es ist also:

¢ =10, + ¢, (65)

Die Werthe, welche in dem Beobachtungspunkt an der ersten
Fliche gelten, seien mit ¢, ¢,, @, bezeichnet, die Werthe in dem
zweiten Beobachtungspunkt seien @, ¢,, 9,. Wegen der Stetigkeit
der Potentialfunktionen kann man in der Nihe dieser beiden Stellen
Reihenentwickelungen dafiir setzen, und da wir die Liinge % nachher
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gegen Null abnehmen lassen wollen, solche, welche nach dem linearen
Gliede abbrechen. Um die beiden entgegengesetzten Normalrich-
tungen zu unterscheiden, wollen wir diejenige, welche von der
Fliche 2 nach der Fliche 1 zeigt, mit »,, diejenige, welche von 1
nach 2 zeigt, mit n, bezeichnen. Unter % verstehen wir den abso-
luten Betrag des Abstandes der beiden Flichen, also auch der beiden
Beobachtungspunkte. Dann ist

o - 0
¢1=§01+6\—‘:;11'k!

Py =P, + 69:;2 h

Q|

und somit

§>=9_0;+$=+"6

= e o= s O
p=p + o+ 6?:1 *h

a

und schliefslich durch Subtraction:

_ _ (g, Og,
q)-—-q)=(a?:l——é%)-k. (65 a)

Fiir die Spriinge der Differentialquotienten gelten die von friiher
her bekannten Ausdriicke [vergl. Gleichung (56a)]:

(?99‘ + O =—4me, an der Fliche 1,

O'n, dn,
- (66)
0 ¢, +aﬁ.—_~— 4me, an der Fliche 2.
n, dn,

Jede dieser beiden Relationen konnen wir benutzen zur Um-
formung der rechten Seiten von (65a). Nehmen wir die zweite, so
erhalten wir:

@—r§=(?ﬂ:+6ﬂ +49re2)-h. (66 a)

Nehmen wir die erste Relation, so entsteht:

= _ 0, IBT;'I
7= (-tmq- 50 —E;)"" ()

T




§ 19 DOPPELSCHICHTEN VON BELIEBIGER ART. 71

Um die Identitit der beiden rechten Seiten dieser Gleichungen
brauchen wir uns nur zu bekiimmern fir verschwindendes %, also
auch nur fiir den Werth O des frither benutzten Bruches ¢ Dann ist

6 =— 6, (66 c)

und da die beiden Flichen 1 und 2 nunmehr zusammenfallen und
mit durchaus gleichen, aber entgegengesetzten Flichenbelegungen ge-
laden sind, wird der Verlauf von ¢, und ¢, im Grenzfall bis auf das
entgegengesetzte Vorzeichen der gleiche. Verfolgt man also beide
Functionen, jede von der Fliche aus, welcher sie entspringt, in der
Richtung n,, so mufs ihr Gefiille gleich grofs, aber von entgegen-
gesetztem Vorzeichen sein oder die Summe beider Gefille mufls
verschwinden:

0% + 9% g, (664d)

on, = On,

Das Gleiche findet man, wenn man die Differentialquotienten
nach #, bildet:

S 190 .5, (66 ¢)

In Folge dieser Gleichungen (66 ¢, d, e) gehen die beiden Aus-
driicke (66 a und b) iiber in

G—@=4me,h=—4me - h.

Lassen wir nun das Product aus Flichendichtigkeit und Ab-
stand beim Verschwinden des letzteren einen festen Grenzwerth I
annehmen, den wir das Moment der Doppelschicht an der betrach-
teten Stelle nennen, setzen also

lim (esk) = lim (— elk) = ﬂ]t,
h=0 h=0
80 wird

F—g=4aM. (67)

Der Sprung des Potentials beim Durchgang durch die Doppel-
schicht ist gleich deren Moment an der Durchgangsstelle, multipli-
cirt mit 4 7z, und zwar springt das Potential hinauf, wenn zuerst
die negative, dann die positive Belegung durchschritten wird, im
entgegengesetzten Falle springt das Potential hinab.

Eine Fernwirkung kann von einer solchen beliebigen Doppel-
schicht im Allgemeinen wohl ausgehen. Wir hatten unter den ein-
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fachen Beispielen im vorigen Paragraphen einen Fall ohne Fern-
wirkung (Kugel) und einen mit Fernwirkung (Scheibe) gefunden. Fiir
das Potential eines Feldes, welches von einer Doppelschicht herriihrt,
1aBt sich ein charakteristischer Integralausdruck aufstellen. Zunichst
ist, wie bei allen Flichenbelegungen:

_ e, ds, ffez dsy

B= f L | i T3

Dabei bedeuten », und », die Abstinde eines Beobachtungspunktes
im Raume von den Flichenelementen beider Belegungen. Wir

nehmen die ds, und ds, als correspondirende Flichenelemente, dann
ist nach Definition der Doppelschicht

e, ds;, = — e, ds,

und wir konnen beide Integrale in eines zusammenfassen:

| 1
tp=ffezdsg(g—q)-

Nun unterscheidet sich », dadurch von », dals es hingerichtet ist
nach einem Flichenelement, welches von ds, aus in der Richtung
der Normale », um die Strecke % verschoben erscheint. Benutzen
wir sogleich den Umstand, dafs & gegen die Grenze Null streben
soll, so konnen wir durch ein Differential den Zuwachs des reci-
proken Radius bei dieser Verschiebung % ausdriicken. Es ist

also

Da bei verschwindendem % die correspondirenden Flichenelemente
zusammenfallen, so konnen wir bei ds, und » die Zahlenindices
weglassen. Ferner bezeichnen wir, wie vorher

6, - h =M
und lassen auch bei n, den Index weg, behalten jedoch im Sinne,
dafs » die Normale auf derjenigen Seite der Doppelschicht bedeutet,
deren Belegung (¢,) im Vorzeichen mit dem Moment iibereinstimmt.

Dann ist
0 (1
"‘=ffds"~mﬁ(7)' (68)
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Dieser Ausdruck besitzt eine Bildung, welche uns spiter noch wieder-
begegnen wird, und fiir den wir dann sofort eine Deutung haben
werden.

Wenn die Flache, auf welcher die Doppelschicht liegt, ge-
schlossen ist, und wenn ferner das Moment iiberall die gleiche Grilse

besitzt, so ist
8 (1
¢ =M fdsé‘n(r). (65)

Von diesem Ausdruck lifst sich zeigen, dals er fir alle Punkte im
fiufseren Raume gleich Null ist, und fiir alle Punkte im Hohlraume
der Fliche einen constanten Werth besitzst = +- 429 Daraus
folgt, dals geschlossene Doppelschichten von beliebiger Grestalt, aber
gleichmiifsig starkem Moment keine Fernwirkung ausiiben.

Wiihrend das Potential selbst an einer Doppelschicht springt,
bleibt aber dessen Differentialquotient nach der Normalen daselbst
stetig, weil die beiden Spriinge von 0 ¢/d n, welche den beiden ein-
zelnen Belegungen entsprechen, entgegengesetzt gleich sind und sich
defshalb aufheben. Dagegen muls Unstetigkeit tangentialer Diffe-
. rentialquotienten zu beiden Seiten einer Doppelschicht von ortlich
verinderlichem Moment auftreten, weil die Grofse des Potential-
sprunges mit dem Moment wechselt, also der Anstieg oder der Ab-
fall des Potentials von Punkt zu Punkt der Doppelschicht auf beiden
Seiten von ungleicher Grifse sein muls.

§ 20. Zusammenfassung der Beziehungen zwischen
Ladungen und Potentialen.

Wir haben durch die bisherigen Betrachtungen die Hilfsmittel
gewonnen um aus einem im Raume gegebenen Verlaufe der Werthe
des elektrischen Potentials ¢ diejenige Vertheilung der Ladungen
zu erkennen, welche das definirte Feld erzeugen, und auch um-
gekehrt aus gegebener statischer Vertheilung das zugehiorige Potential
zu berechnen.

Es sei zuniichst ¢ eine eindeutige, beliebig vorgeschriebene
Function der Raumcoordinaten. Sie selbst, wie auch ihre ersten
und zweiten Differentialquotienten sollen im Allgemeinen iiberall
stetigen Verlauf besitzen, jedoch soll es zuliissig sein, dals an ge-
wissen gegebenen Flichen Spriinge des Verlaufes von ¢, an anderen
solche der ersten, an noch anderen solche der zweiten Differential-
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quotienten von ¢ auftreten, auch dirfen Unstetigkeitsflichen der
verschiedenen Arten zusammenfallen.

Man braucht dann erstens aus dem vorgeschriebenen Verlauf
von ¢ nur denjenigen von A¢ abzuleiten, was an allen Stellen
aulser den Unstetigkeitsflichen zu eindeutig bestimmten, endlichen
Werthen fithrt, und man hat in dem Ausdruck

t=——UIAdg (69)

die Vertheilung der erforderlichen riumlichen Dichtigkeiten. Die
Unstetigkeitsflichen der zweiten Differentialquotienten von ¢ werden

auch solche von e.
Ferner hat man die Unstetigkeitsfliichen der ersten Differential-

quotienten von ¢ durchzunehmen, und aus den gegebenmen Daten
die Spriinge von 3—3: abzuleiten. Diese ergeben die Elektricitit,
welche man auf diesen Unstetigkeitsflichen verbreitet anzunehmen
hat, nach der Formel:

- 1 (¢ c'iq;}
8__2;{6'n1+6n2 ’ (69a)

Endlich erfordern die vorgeschriebenen Unstetigkeiten von ¢
Doppelschichten, deren Momente man ablesen kann nach der Formel:

M= (g, — 7)- (69)

Sollen sich alle Ladungen, auf welche man so schliefsen kann,
in endlicher Entfernung befinden, und eine endliche Summe geben, so
mufs man freilich fiir den weiteren Verlauf von ¢ noch die Vorschrift
hinzufiigen, dals ¢ in sehr grofser Entfernung R von irgend einem
Const Die

R
Constante ist dann die algebraische Summe aller Ladungen, zu
welcher die Doppelschichten nichts beitragen.

Hat man die umgekehrte Aufgabe zu losen, bei welcher in
einem endlichen Raumgebiet riumliche Ladungen von der vor-
geschriebenen Dichtigkeit ¢, Flichenbelegungen von der Dichtigkeit e,
und Doppelschichten vom Moment 9% gegeben sind, so findet man
das Potential dieser Vertheilungen in der Formel:

o[l el et ffmall

Punkt im Ladungsgebiet gegen Null abnimmt wie
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Unter  ist dabei der Abstand des Punktes, in welchem ¢ bestimmt
wird, von den Ladungselementen ¢dz und eds, und von den Moment-
Elementen 9 ds zu verstehen, und die Richtung o=, nach welcher
im letzten der drei Integrale differenzirt wird, weist von der negativen
nach der positiven Belegung hin.

Dieser Ausdruck fiir ¢ giebt im ganzen Raume endliche ein-
deutige Werthe. Wenn wir freilich auch noch endlich geladene
Punkte im Raume annehmen wiirden, so wiirden wir zu dem Aus-

druck in Gleichung (70) noch Glieder von der Form % zusetzen

miissen, welche in den geladenen Centren unendlich werden. Solche
Zusitze sind hier nicht nothig, da punktformige Ladungen in der
Natur nicht anzunehmen sind, sondern nur ein bequemes mathe-
matisches Hilfsmittel fiir viele Betrachtungen bilden. Ebenso wenig
brauchen wir uns hier auf geladene Linien einzulassen.

Aus der Existenz der Potentialfunction mit den Eigenschaften,
dals sie iiberall endlich und eindeutig und im Allgemeinen auch
stetig verliuft und in unendlicher Entfernung gegen Null abnimmt
wie der reciproke Abstand, daraus folgen einige wichtige Kigen-
schaften des elektrischen Feldes, welche dessen Vertheilung sehr
anschaulich machen.

Wir hatten bereits frither in § 7, als wir das Feld punktférmig
gedachter Ladungen betrachteten, auf die Bedeutung der Aequi-
potentialflichen hingewiesen. Dieselben Betrachtungen konnen wir
nun hier, und zwar ohne daf Ausnahmepunkte auszusparen wiiren,
anwenden und wollen sie des Zusammenhangs wegen hier noch einmal
von Anfang an darstellen. Da ¢ Function der Raumecoordinaten,
z. B. der Camtrmsischen, ist, bedeutet

@ (z, y, ) = Constans

nach der Lehre der analytischen Geometrie eine Fliche im Raume.
Je nach der Wahl des Werthes der Constanten erhiilt man andere
und andere Fliichen, diese alle bilden eine continuirliche Schaar.
Man kann auch eine diskrete Schaar von Flichen herausheben,
wenn man der Constanten eine diskrete Reihe von Einzelwerthen,
vortheilhaftester Weise eine arithmetische Reihe von Werthen vor-
schreibt. Je kleiner der Schnitt zwischen den Nachbarwerthen ge-
wahlt wird, um so enger riicken die Flichen zusammen, um so
zahlreicher durchsetzen sie den Raum.

In der reinen Geometrie betrachtet man Flichenschaaren mannig-
facher Art, welche dadurch geordnet sind, dals sie sich aus einer
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gemeinsamen Gleichung durch Variation eines Parameters ergeben,
also ahnlich wie hier. Darunter sind hiufig Schaaren von Flichen,
welche sich mit ihren Nachbarn durchschneiden, so dafs eine ge-
meinsame umbhiillende Fliche entsteht. Diese Erscheinung kann
nun bei unseren Aequipotentialfliichen niemals eintreten, weil in den
Schnittecurven zweier Flichen dann die beiden verschiedenen Werthe
der Constanten gelten muflsten, was der Eindeutigkeit des Potential-
werthes widerspricht. Aus demselben Grunde konnen sich auch zwei
Potentialflichen nicht beriihren. (Wegen Doppelschichten siehe S. 81).
Eine Aequipotentialfliche kann auch nirgends mit offenem Rande
abbrechen. (Wegen Doppelschichten siehe gleichfalls S. 81). Eine
solche Fliche kann sich in unendliche Entfernung erstrecken, ohne
dals jemals ihre Grenze erreicht wird. Da wir aber alle Ladungen
im Endlichen liegend voraussetzen, mithin iiberall in unendlicher
Entfernung ¢ = 0 ist, so kann die ins Unendliche reichende Aequi-
potentialfliiche nur diejenige einzige sein, fiir welche die Constante
den Werth Null besitzt. Alle iibrigen miissen im endlichen Raume
bleiben und doch in dem Sinne grenzenlos sein, dalfs sie keinen Rand
besitzen, sie miissen also geschlossene Flichen sein. Dagegen ist
es nicht nothig, dals sie aus einem einzigen zusammenhiingenden Stiick
bestehen, sie kinnen vielmehr aus zwei oder mehreren getrennten
in sich geschlossenen Theilen bestehen bei dem gleichem Werth der
Constanten. Da sich nun die zu verschiedenen Constanten gehdrigen
Flichen nicht durchschneiden diirfen, so mufs die eine die andere ganz
umschlielsen oder von ihr ganz umschlossen werden, oder aber sie
konnen sich auch ganz ausschliefsen, sind dann aber nicht benachbart.
Da nun die Flichenschaar bei hinreichend kleinem Schritt der
arithmetischen Constantenreihe eine sehr enggedringte wird, bei
der die Nachbarfiichen dicht nebeneinander herlaufen, so wird der
ganze Raum in diinne Schichten, Schalen oder Lamellen zerschnitten,
deren Dicke zwar von Ort zu Ort veriinderlich ist, aber nirgends
verschwinden kann. Diese Lamellen, in die der Raum zerfillt, sind
nun fiir die Anschauung des elektrischen Feldes sehr niitzlich.
Erstens kann man in jedem Raumpunkt den Werth des Poten-
tials gewissermaalsen ablesen, indem man abzihlt, in welcher Lamelle
er liegt. Der Werth liegt dann zwischen den Constanten der beiden
begrenzenden Nachbarfliichen, und wenn der Schritt der Constanten-
reihe hinreichend klein ist, kann man ihn durch eine lineare Inter-
polation finden. Daraus folgt direct, dals man auch die Arbeit ab-
lesen kann, welche bei einer bestimmten Fortfiihrung eines elektrischen
Theilchens geleistet wird, indem man abzihlt, wieviel Lamellen der
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‘Weg durchsetzt. Die in Richtung steigenden Potentials durchsetzten
Lamellen sind dabei positiv, die in Richtung sinkenden Potentials
durchsetzten aber negativ zu zihlen. Ist die so gefundene Zahl N
und nennen wir den festen Schritt der Constantenreihe o, so ist N-o
der Ueberschuls des Potentials im Endpunkt iiber dessen Werth im
Ausgangspunkt, und diese Differenz giebt multiplicirt mit der be-
wegten Ladung die geleistete Arbeit. Vergl. Gleichung (16a) auf
S. 28.

Zweitens kann man Richtung und Intensitit der elektrischen
Kraft an jeder Stelle des Feldes unmittelbar erkennen. Nimlich
das Gefille der Potentialfunction ist selbstverstiindlicher Weise in
allen tangentialen Richtungen zu den Niveauflichen gleich Null und
hat normal auf ihnen den grofsten Wert; in der Richtung des
steilsten Abfalls von ¢ liegt aber der Pfeil der elektrischen Kraft.
Denkt man also Linien im Raume, welche die Niveauflichen iiberall
senkrecht durchsetzen, so folgen diese der Richtung der elektrischen
Kraft. Sie heifsen nach Farapays Bezeichnung Kraftlinien. Man
kann sie im Allgemeinen eindeutig und stetig verfolgen. Aber nicht
nur iiber die Richtung der Kraft, sondern auch iiber deren Grilse
gewinnt man Aufschlufs. Man kann niémlich bei hinreichend dichter
Niveauflichenschaar die Stiicke der im Allgemeinen stetig gekriimmten
Kraftliniencurven, soweit sie zwischen zwei Nachbarfliichen liegen,
als geradlinige Lingenelemente ansehen, welche auf beiden Flichen
senkrecht stehen und die Dicke 2 der Lamelle an der betreffen-
den Stelle messen. Ist das Gefille in der Normalrichtung mit

— % = € bezeichnet, so hat man fiir den Uebergang aus einer
Fliche in die Nachbarfliche die Gleichung
6({3
s g A (11)

Da nun ¢ zufolge der Anlage der Niveauflichen im ganzen Raume
constant denselben Werth besitzt, so ist auch das Product E-h
constant, mithin die Stirke der elektrischen Kraft allenthalben um-
gekehrt proportional der Schichtdicke der Lamellen, ja man kann
den Betrag im absoluten Maalse ablesen, wenn & in solchem Maalse
bekannt ist und % in Centimetern gemessen wird.

Ueber den Verlauf der Kraftlinien kann man im Allgemeinen
aussagen, dals sie, von einem Ausgangspunkt an verfolgt, nicht
wieder zu diesem zuriickfithren kionnen, auch nicht zu einem Punkt,
der mit dem Ausgangspunkt auf gleicher Niveaufliche liegt. Denn
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wenn man immer in Richtung des Gefiilles von ¢ fortschreitet, kann
man nicht zu dem Anfangswerth zuriickkehren, also bei eindeutigem
Potential auch nicht zum Ausgangspunkt. Die Doppelschichten, an
deren beiden Seiten ja Potentialwerthe von endlicher Differenz
herrschen, lassen allerdings geschlossene Kraftlinien moglich er-
scheinen, nimlich solche, welche auf der einen Belegung beginnen
und mit Umgehung eines offenen Randes der Doppelschicht auf dem
correspondirenden Punkt der anderen Belegung endigen. Dann fillt
bei verschwindender Dicke der Doppelschicht allerdings Anfangs-
und Endpunkt der Kraftlinie zusammen, diese erscheint geschlossen,
So lange wir indessen die Doppelschicht als ein reales elektro-
statisches Gebilde betrachten, bleibt doch immer der, wenn auch
verschwindend diinne Raum zwischen den beiden unendlich starken
Belegungen iibrig, in welchem auch ein unendlich starkes Feld von
entgegengesetzter Richtung herrscht. Man kann in gewissem Sinne
sagen, eine Doppelschicht verhilt sich wie eine Trennungsfliche,
welche den Kraftlinien den Durchgang versperrt.

Im Gebiete der elektrischen und magnetischen Wechselwirkungen
kommen aber thatsichlich in sich zuriicklaufende Kraftlinien vor,
welche man ohne Unterbrechung beliebig oft in Richtung fallenden
oder steigenden Potentials durchlaufen kann. In solchen Feldern
ist aber das Potential nicht eindeutig, sondern besitzt eine unend-
liche Reihe von Werthen, und zwar sinkt oder steigt bei jeder vollen
Umkreisung, also Riickkehr zum selben Punkte, der Potentialwerth
um den gleichen Betrag, den wir die Periode nennen wollen. Ferner
ist dabei wichtig, dafs solche Potentialfelder mit geschlossenen
Kraftlinien niemals im ganzen Raume existiren, sondern immer nur
in mindestens zweifach zusammenhingenden Raumgebieten, wihrend
in den ausgeschlossenen, ebenfalls mehrfach zusammenhingenden
Gebieten die Feldintensitit iiberhaupt nicht als Gefille einer
Potentialfunction dargestellt werden kann.

Kénnte man z B. in einem Eisenring die pollose magnetische
Induction wihrend eines endlichen Zeitintervalls ganz gleichmilsig
zunehmen oder abnehmen lassen (allerdings praktisch kaum realisir-
bar), so wiirde in dem vom Kisenring ausgesparten zweifach zu-
sammenhiingenden Raume wilhrend dessen ein zeitlich constantes
elektrisches Feld herrschen, dessen Potential die hier charakterisirte
Eigenschaft besitzt. Jede elektrische Kraftlinie ist als geschlossene
Curve mit dem Eisenring verschlungen wie zwei zusammenhiingende
Kettenglieder. (Sobald das Wachsthum der magnetischen Induction
ungleichméfsig ist, wird dieses Beispiel hinfiillig, weil dann die
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elektrische Feldstirke schwankt und auf zeitlich variable Vorgiinge
der Potentialbegriff keine Anwendung findet) Die entsprechende
Erscheinung eines magnetischen Feldes (fiir welches ganz analoge
Begriffe gelten) mit vieldeutigen Potentialwerthen kann man sehr
leicht experimentell verwirklichen in dem Raume um einen von
constantem galvanischem Strome durchflossenen Ringleiter.

Nun kann man einen zweifach zusammenhiingenden Raum durch
eine Schnittfliche in einen einfach zusammenhiingenden verwandeln,
wobei dann beide Seiten der Schnittfliche mit zur Begrenzung zu
rechnen sind. Wir denken also in den Eisenring resp. in den ring-
formigen Stromleiter wie in einen Rahmen irgend eine Fliche ge-
spannt, durch welche der Durchtritt verhindert sein soll. Alsdann
ist auch ein wiederholtes Durchlaufen der ringférmigen Kraftlinien
unméglich; man kann hochstens auf der einen Seite der Trennungs-
fliche beginnen und einer Kraftlinie auf einer einmaligen Umkreisung
folgen bis man auf dem correspondirenden Punkt der anderen Seite
angelangt ist. Dann ist man wieder am selben Ort im Raum, man
kann aber nicht weiter. Das elektrische resp. magnetische Potential
ist dabei gesunken oder gestiegen gerade um den Betrag einer
Periode. Wir stehen also vor dem Ergebnils, dals das Potential an
beiden Seiten der Trennungsfliche verschiedene Werthe hat, dort
unstetig ist; aber die Vieldeutigkeit ist jetzt ausgeschlossen. Dieses
Feld konnte durch elektrostatische resp. magnetostatische Be-
legung der Trennungsfliche mit einer Doppelschicht erzeugt werden,
deren iiberall gleich starkes Moment aus der Bedingung: 47 I =
Periode folgt. Freilich diirften statische Belegungen der Ringober-
flichen, wenn diese breit genug sind, auch noch nétig sein zur ge-
treuen Wiedergabe des Feldes, fiir sehr diinne Ringe indessen geniigt
die Doppelschicht, und man sieht hieraus, dafs deren Fiktion mit-
unter von Nutzen sein kann, um ein elektromagnetisches Problem auf
ein statisches zuriick zu fiihren.

Der Potentialwerth war in diesen Fillen wenigstens bis auf ein
unbestimmtes Vielfaches der Periode bekannt. Ganz unbestimmt
wird er, wenn man zwei solche Ringe im Raume annimmt und die
beiden Perioden, welche der Durchschlingung jedes einzelnen ent-
sprechen, incommensurabel sein lifst. Dann kann man durch ge-
niigend hiufige Umschlingung beider Ringe in geeigneten Um-
drehungssinnen freilich das Potential in einem Punkt jedem ge-
wiinschten Zahlenwerth beliebig nahe bringen.

Aber das Feld — die Richtung und Intensitit — also das
Gefille von ¢ bleibt trotzdem eindeutig.
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Nach diesem vorliufigen Ausblick auf ein Gebiet, welches wir
erst spiiter behandeln werden, kehren wir zuriick zu den elektro-
statischen Feldern mit eindeutigem Potential, um noch einige typische
Erscheinungen des Verlaufs der Niveauflichen und der Kraftlinien
zu betrachten an Stellen des Raumes, wo einfache Flichenbelegungen
und wo Doppelschichten liegen.

Laufen Kraftlinien unter schrigem Winkel durch eine mit Elek-
tricitit belegte Fliche, so werden sie dabei gebrochen. Zerlegt man
niimlich die elektrische Kraft zu beiden Seiten in eine Componente
normal zur Fliche und eine tangentiale, so hat erstere beiderseits
verschiedene Werthe, weil 0 ¢ /0n unstetig ist, wihrend die zweite
beiderseits gleichen Werth hat, die Resultanten miissen dabei dies-
seits und jenseits verschiedene Richtung haben, aber beide Rich-
tungen miissen mit der Normalen in einer Ebene (Einfallsebene) liegen.
Nur in dem Falle, dafs die Kraftlinien selbst in Richtung der
Normalen auf der Kliche stehen, bleiben sie ungebrochen. Da nun
ferner die Aequipotentialflichen beiderseits senkrecht zu den Kraft-
linien verlaufen, miissen solche, wo sie eine Fliichenbelegung durch-
setzen, lings der Schnittecurve geknickt erscheinen, ohne dals in-
dessen ihr Zusammenhang zerrissen wird. Die Dicke % der Lamellen
vom festen Potentialschritt ¢ ist zu beiden Seiten der Belegung ver-
schieden. Nur in dem Falle, dafs die belegte Fliche selbst zu den
Aequipotentialflichen gehort, tritt kein solcher Knick auf, weil eben
keine der anderen Flichen sie durchsetzt; aber die Unstetigkeit von
% besteht auch dann. Die Dicke der Lamellen, die sonst im Raume
bei den Nachbarn nahezu die gleiche ist, wird plotzlich veriindert,
wenn eine der Trennungsflichen geladen ist.

Anders ist die Storung des Verlaufs, wo die Niveaufliichen eine
Doppelschicht durchsetzen: Die Doppelschicht zwingt die Niveau-
flichen, welche auf sie stofsen, ein endliches Stiick ihres Verlaufes
in ihr selbst zuriickzulegen, bis sie sie dann an einer anderen
Stelle in den jenseitigen Raum entlifst. So kommt es, dals in der
Doppelschicht eine Reihe auf einander folgender Lamellen riumlich
zusammengeprefst zu verschwindender Dicke zu denken ist. Die An-
zahl dieser verdichteten Lamellen ist so grofs, dals der vom Moment
abhiingige Potentialsprung in den correspondirenden Punkten beider
Seiten der Schicht zu Stande kommt. Liifst man jedoch den inneren
Raum zwischen der Doppelschicht aus der Betrachtung weg, so
bricht jede Aequipotentialfiiche in einer offenen Randcurve an der
einen Seite der Schicht ab, und beginnt auf einer riumlich getrennten
Randcurve an der anderen Seite ihre Fortsetzung. Das Bild, welches
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die Lamellen zeigen, kann man anschaulich durch den in der
Geologie bei der Lehre von den geschichteten Gesteinslagern ge-
briauchlichen Namen , Verwerfung® bezeichnen. Bei Doppelschichten
von constantem Moment ist diese Verwerfung iberall die gleiche
und die Neigung der Aequipotentialflichen auf beiden Seiten wird
nicht geindert. Die Kraftlinien, welche die Flichenschaar senkrecht
durchsetzen, haben dann zu beiden Seiten gleiche Richtung, auch
die Lamellendicke 2 wird nicht verindert; die elektrische Kraft
bleibt dann stetig. Im Falle, dafs die Doppelschicht selbst zu den
Niveauflichen gehort, fillt die Verwerfung fort, dagegen scheinen
alle diejenigen Lamellen verschwunden, deren Potentialwerth zwischen
den Grenzwerthen des Sprunges von ¢ liegen und es beriihren sich
in der doppelt belegten Fliche zwei Aequipotentialflichen mit endlich
verschiedenem Werthe der Constanten. Diese Umstinde fithren dann
also, wenn man das Innere der Doppelschicht vernachliissigt, zu ge-
wissen Beschrinkungen der oben (S. 76) ausgesprochenen Sitze.
Die am Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Formeln (69)
und (69 a) kann man ohne Beniitzung des Potentialbegriffs auf die

Formen:
06X 6Y 07

9z T oy T ax
€.+ C,=4me (69 d)

bringen, wobei &, und €, die Componenten der elektrischen Feld-
stirke in Richtungen der beiden Normalen », und », bezeichnen.
Diese Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dafs fiir
die Feldstirke eine Potentialfunction existirt. Sie gelten aber all-
gemeiner auch fiir zeitlich variable Felder, in denen dies nicht mehr
der Fall ist. Denn es superponiren sich dann, wie spiiter gezeigt
werden wird, zu den von den Ladungen & und e herrithrenden
Kraftcomponenten X®, ¥®, Z®), nur solche andere Componenten
X@, ¥@, Z® fiir welche immer
0X® 9Y® 029

=4ns (69 ¢c)

B2 T O T 08
C2+62=0
erfiillt ist, so dafs auch dann
0X axXm D)
E--k....—‘- e + ...+ I +...=4me
G, +.. = GY +.. 4+ G2 +.. =4me

giiltig bleibt.
H. v. HELMuoLTz, Theoret. Physik. Bd. IV. 6
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§ 21. Der Green’sche Satz.

Dieser fiir die weitere Entwickelung der Potentialtheorie wich-
tige analytische Satz giebt eine Art partieller Integration an, durch
welche von einem gewissen Raumintegral ein Oberflichenintegral ab-
gespalten wird, wihrend ein Restintegral iiber den Raum zuriick-
bleibt. Es giebt analoge Operationen auch an Integralen in einer
Ebene, aus denen dann ein Randintegral abgespalten wird, und auch
die gewohnliche partielle Integration an einfachen Integralen, welche
die Grenzwerthe aus dem Integrandus abspaltet, gehirt hierher. Wir
betrachten aber sogleich das riiumliche Problem. KEs sei zunichst
vorgelegt das Raumintegral:

_.fffL—dxdydx (12)

Dieses soll erstreckt werden iiber ein durch eine geschlossene Fliche
begrenztes Raumgebiet. I und V seien zwei vorgeschriebene Func-
tionen der Coordinaten z, %, %, und sollen so beschaffen sein, dals
¢, einen endlichen, eindeutigen Werth besitzt. Also L und 6 V/d=z
miissen eindeutig sein, dagegen kinnte ¥ selbst noch vieldeutig sein,
wie dies z. B. bei den im vorigen Paragraphen erwiihnten Potential-
functionen in mehrfach zusammenhingenden Riumen vorkommt.
Stetig braucht weder L noch & V/dz zu sein, beide konnen viel-
mehr an bestimmten Flichen im Integrationsraume springen. Auch
in gewissem Grade unendlich kénnen beide Factoren an einzelnen
Stellen werden, ohne dafs der Werth &, dadurch seine Bestimmtheit
und Endlichkeit verliert.

Nun machen wir den ersten Schritt zur Transformation: Wir
sehen L.0V /6 als Theil eines vollstiindigen Differentialquotienten
nach z an, welch’ letzteren wir durch Hinzufiigung von V.0 L/0x
erhalten. Wir bilden also:

¢z+fffv—dmdyd ff 5z L V)dzdydz. (12)

Damit diese Gleichung einen bestimmten Sinn habe, miissen wir
mehr Bedingungen stellen, als vorher fiir @, nitig waren. Ks muls
namlich jetzt ¥ selbst eindeutig sein und ¢ L/dz mufs die Inte-
grabilititsbedingungen erfiillen. Solche Fille also, in denen zwar L
in unschidlicher Weise unendlich wird, withrend 6 L/0x dies in
heftiger, schidlicher Weise thut, sind jetzt nicht mehr zulissig.
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Dieser erste Schritt ist nur die Vorbereitung fiir den zweiten: die
partielle Integration des rechts stehenden Integrals, welches wir

schreiben konnen
ad (LV)
f:[ dydz fd B

Fiir jedes Flichenelement dydx ist

fdxi(;—:l=

Der Sinn dieser Formel ist folgender: Auf dem Flichenelement
dydx steht senkrecht eine gerade Linie parallel der z-Axe. Geht
man auf dieser Geraden in Richtung der positiv wachsenden Abscissen
vorwiirts, so betritt man an einer bestimmten Stelle das Integrations-
gebiet, dort an der Grenze hat das Produkt L ¥ einen bestimmten
Werth, den wir mit L 7 bezeichnen. Geht man weiter, so kommt
man endlich zu der Stelle, wo das Integrationsgebiet wieder ver-
Jassen wird; der dort herrschende Werth sei mit L7 bezeichnet,

Die Differenz beider Werthe ist oben mit E bezeichnet:

R

2 )

und hat fiir jedes Flichenelement dydx ihren besonderen Betrag,
der von der Fiihrung der Raumgrenze und dem riumlichen Verlauf
von LV abhiingt. Die Oberfliche des Raumes kann auch so ge-
staltet sein, dafs die zu « parallele gerade Linie das Integrations-
gebiet in mehreren getrennten Strecken durchsetzt, so dals mehrere
Eintritts- und Austrittsstellen auf einander folgen. In solchen Fillen
bedeutet L V nicht die einfache Differenz, welche in letzter Gleichung

steht, sondern eine algebraische Summe, in welcher die Werthe von
LV an allen Eintrittsstellen negativ, an allen Austrittsstellen positiv
einzusetzen sind. Ein wesentlicher Unterschied wird durch diese
Complication indessen nicht in den Sinn der Betrachtung gebracht.
Der zweite Schritt fithrt also zu der Gleichung

D, +fff]7%—idmdydx=ffdydxg. (72b)

Die Beschrinkungen, die fiir die Functionen L, ¥ und deren
Differentialquotienten zu machen sind, haben sich aber wiederum

vermehrt, denn die partielle Integration liefert in der hier explicite
6‘
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hingestellten Form nur dann einen richtigen Werth, d. h. denselben,
welchen die linke Seite besitzt, wenn L 7 im ganzen Integrations-
gebiet stetig verliuft. Wenn dagegen dieses Produkt im Bereiche
der vorkommenden Werthe von z irgendwo discontinuirlich wird, so

wiirde in dem Ausdruck L—V_dieser Sprung enthalten sein, wihrend

er in f dx %(L V) fehlt. Die Mathematiker haben sich mit solchen

Problemen, in denen Integrale iiber springende Functionen partiell
integrirt werden, vielfach beschaftigt, in der Physik kommt man aber
meist vortheilhaft mit dem Umwege aus, dals die Spriinge als sehr
steile, aber doch stetige Veriinderungen angesehen werden. Thut

man dies, so fehlt der Einfluls des Sprunges auch in dem Ausdruck

f dz -— (L V) nicht, denn dieser wird dann an der Sprungstelle des

Dlﬁerentlalquotienten so grofs, dafls ein einzelnes Differential der
Summe einen endlichen Werth annimmt und zwar gerade denjenigen,
welcher sonst die (Gleichung storen wiirde. Kann man mit diesem
Princip der continuirlichen Ueberginge nicht gut auskommen, so
mufs man beide Seiten der Unstetigkeitsflichen mit unter die Raum-
grenzen des Integrals aufnehmen.

Der dritte Schritt ist die Verwandlung des Doppelintegrals in
ein Oberflichenintegral iiber die Begrenzung des Integrationsraumes.
Der Integrand L V setzt sich bereits aus allen Oberflichenwerthen

zusammen und zwar fir jedes einzelne dyd=x aus denjenigen, welche
beim Fortschreiten in der -Richtung von dort aus getroffen werden.
Geeignete Oberflichenelemente an denselben Stellen findet man nun,
wenn man auf jedem der kleinen Rechtecke dydx als Basis eine
gerade S#ule errichtet denkt. Diese dringt, in wachsender z-Rich-
tung verfolgt, einmal in den Integrationsraum ein, wobei sie ein
Flachenelement ds aus dessen Umgrenzung herausschneidet. Weiter-

hin tritt sie wieder heraus unter Herausschneidung eines zweiten

Flichenelementes ds. Bei complicirterer Gestalt des Integrations-
bereiches kann dann ein nochmaliger Eintritt und Austritt folgen
u. 8. w., jedesmal unter Zeichnung zweier Oberflichenelemente. Alle
diese ds sind im Allgemeinen schriige Schnitte der diinnen recht-
eckigen Siule, also von parallelogrammatischer Gestalt. Thre Grifse
hingt von der Neigung der Normalen n gegen die az-Richtung ab,
denn es ist
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oder umgekehrt
dydz = dscos(nz).

Nun wollen wir vorschreiben, dafs die Normalen iiberall ins Innere
des Integrationsraumes gerichtet sein sollen, dann wird der Winkel
(nz) an den Eintrittsstellen der Siule spitz, an den Austrittsstellen
stumpf, sein Cosinus also im ersten Falle positiv, im zweiten negativ.
Unter dydz sowohl wie unter ds verstehen wir aber absolute Be-
triige, delshalb miissen wir in vorstehender Formel, soweit sie sich
auf Elemente ds an Austrittsstellen bezieht, den negativen Cosinus
durch ein vorgesetztes Minuszeichen positiv machen. Es gilt
demnach:
dydx = dscos(na) = — dscos (i)

und ein einzelnes Glied des Doppelintegrales aus (72b) kann
folgendermaalsen umgeformt werden:

dydx?:_l?: dydz(_fﬁ—-@ =— ﬁﬁcosﬁx—@ﬂcosﬂm.

In dem complicirteren Falle, dafs die Siule das Gebiet mehrmals
durchsetzt, erhilt man auf der rechten Seite vier, sechs u. s. w. solche
Glieder, wie hier zwei angegeben sind; die weitere Betrachtung wird
dadurch nicht gestért. Das Wichtige und Wesentliche besteht darin,
dafs der Unterschied zwischen Eintritts- und Austrittsstellen ver-
schwunden ist: Alle Glieder haben dasselbe explicite Minuszeichen.
Da nun durch die Gesammtheit aller der gedachten Siulen auch
die gesammte Oberfliche unseres Raumgebietes parzellirt wird,

so folgt: o
ffdy def:—-ffdsLVcosnm.

Die Bezeichnung f f ds . . . soll Integration iiber die geschlossene

Oberfliche des Gebietes bedeuten. Da man nun weils, dals der
Werth eines solchen Integrals von der Form des Netzes der ds,
welches zur Aufstellung oder Berechnung gedient hat, unabhingig
ist, so braucht man sich nun unter den ds nicht mehr die Spuren
jener Siulenschnitte zu denken, sondern kann ein beliebiges anderes
Netz auf der Oberfliche annehmen. Bei diesem dritten Schritt sind
keine neuen Beschriinkungen der Giiltigkeit hinzugekommen. Das
bisherige Resultat lautet nun:

(IJz—I—ffng—fdmdydz=—ffdsLVcosnx. (12¢)
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Nun seien noch zwei ganz analog gebaute Integrale iiber den-
selben Raum zu erstrecken, niimlich:

ov oV
¢g=fffM~a—g—dxdydx und (Dz=fffl\'?x—dxdydz- (13)

Bedingungen dafiir sind Kindeutigkeit der beiden neuen Fune-
tionen M und N und der Differentialquotienten von V. Stetigkeit
nicht erforderlich, beschrinktes Wachsthum ins Unendliche zulissig,
ganz wie oben fiir . Nun fithren wir dieselben drei Schritte der
Transformation aus. Beim ersten Schritt mufs gefordert werden, dals
0M |0y und dN Iz nicht in schidlicher Weise unendlich werden,
und dals ¥ selbst eindeutig ist. Beim zweiten Schritt treten die
Bedingungen hinzu, dafs M7 und NV im ganzen Raumgebiet stetig
verlaufen miissen, widrigenfalls die Sprungflichen und zwar beide
Seiten derselben mit unter die Begrenzung des Raumes zu rechnen
sind, oder man sich helfen mufs mit dem Princip der continuirlichen
Uebergiinge.

Sind alle diese Bedingungen erfiillt, so kann man zwei Formeln
analog (72c¢) aufstellen, und dann alle drei addiren. Die Integrale
kann man dabei, da sie sich iiber dieselben Gebiete erstrecken, in
je eines zusammenfassen. An Stelle der Abkiirzungen @, @, @,
setzen wir die vorgeschriebenen Integrale. Dann erhiilt man:

fff{ . +Ma +N%V}d @ dy dx
+fff [6 +gf ?? dzdydzx (14)

== —des V(L cos (nx) + Mcos(ny) + Ncos(nz).

Diese Gleichung enthilt bereits den GreEN'schen Satz in sich,
ist aber allgemeiner. Die drei vorgeschriebenen Raumfunctionen L,
M, N kann man deuten als die Componenten in Richtung der Axen
z, y, # von einer in jedem Punkte des Raumes gegebenen gerichteten
Grofse, und diesen Sinn haben sie wohl auch physikalisch in allen
Fillen, wo diese Gleichung von Nutzen ist; die Function ¥ dagegen
denken wir uns hier als eine ungerichtete Grifse, deren Differential-
quotienten im ersten Raumintegral die negativen Componenten einer
zweiten gerichteten Grifse angeben, und zwar einer solchen, welche
die Besonderheit hat, sich als Gefille einer ungerichteten Grolse
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darstellen zu lassen. Die Gleichung (74), welche doch auf ein be-
stimmt orientirtes Axensystem hezogen erscheint, enthilt dann lauter
Ausdriicke von absoluter Bedeutung. Die geschweifte Klammer des
ersten Integrals giebt nach HErmann GrassmMaxn’s Bezeichnung das
innere Product der beiden Vectoren und zwar mit negativem Vor-
zeichen, da wir als Componenten des zweiten Vectors die negativen
Differentialquotienten von ¥V einfithren. Dieses innere Product ist
eine ungerichtete Grofse, deren Werth nicht von der Orientirung
des Axensystems abhingt. Sein Werth ist gleich dem Product der
beiden Vectorlingen und dem Cosinus des von ihnen gebildeten
Winkels. Im zweiten Integral bedeutet die eckige Klammer die
sogenannte Divergenz des ersten Vectors, eine ebenfalls ungerichtete
Grifse. Die runde Klammer im Oberflichenintegral endlich bedeutet
die in Richtung der inneren Normale fallende Componente des ersten
Vectors, ist also ebenfalls unabhiingig vom gewihlten Axensystem.

Um nun auf den GreEn’schen Satz zu kommen, nehmen wir
fir den ersten Vector ebenfalls einen solchen, welcher als Ge-
fille einer ungerichteten Raumfunction U dargestellt werden kann,
setzen also:

oU auU oU

L=—Gpr M=—Gr, N=—Tp (T48)

Die fir L, M; N zum Bestande der Gleichung (74) nithigen Be-
dingungen miissen wir nun verwenden, um die Bedingungen fiir die
neu eingefithrte Function U/ zu finden. Die zweiten Differential-
quotienten von U, das sind die -g—f— etc., miissen integrabel sein,
diirfen also nicht in schidlicher Weise unendlich werden, wie das
z. B. eintritt, wenn U das Potential einer punktférmigen Ladung ist.
Die ersten Differentialquotienten von U, das sind die L, etc. selbst,
miissen stetig sein. FEindeutig miissen alle Differentialquotienten
sein. Dagegen U selbst, welches in der Gleichung gar nicht vor-
kommt, kionnte vieldeutig sein, wie die elektromagnetischen Poten-
tiale in mehrfach zusammenhiingenden R#umen. Dalfs mehrfach
zusammenhiingende Riume als Integrationshezirk bei unserem Satz
verwendet werden diirfen, begegnet keinen Bedenken sofern in ihnen
die nothigen Eindeutigkeitsbedingungen erfiillt sind, das mehrfache
Ein- und Austreten der Séiulen haben wir oben besonders beriicksichtigt.

Bei der Einsetzung der Vorschriften (74a) in die Gleichung (74)
geht die geschweifte Klammer im ersten Integral iiber in

oU oV o ov oU 0V
o Tt ]
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Die eckige Klammer des zweiten Integrals wird:

0:U = 0U = o*U
- [W +a—yf+792é‘} o=
bildet also die Liarvrace'sche Operation an U, deren Bedeutsamkeit
bei Potentialfunctionen wir schon kennen. Die runde Klammer im
Oberflichenintegral endlich mufls, da sie die Vectorcomponente in
Richtung der inneren Normalen angiebt, iibergehen in

- (35)-
dn
Dies kann man leicht direct verificiren. (Geht man nimlich in Rich-

tung der Normalen von der Oberfliche in's Innere um den Weg dn,
so verandern sich dabei die Coordinaten um dz, dy, dz, und es ist

dx

d d
cos (n @) = &—g, cos(ny) = i, cos (nz) = -7

dn
Setzt man dies in die runde Klammer von (74) ein, und beriick-
sichtigt auch (74a), so erhilt man

0Udx O0Udy OUds _ (GU)‘

Oz dn Oy dn Oz dn  \On

Nun brauchen wir nur ein gemeinsames Minuszeichen in allen drei
Integralen fortzulassen, und das zweite Raumintegral mit entgegen-
gesetztem Zeichen nach rechts zu werfen, dann finden wir die
Schlufsformel:

ff aU av dU 8V . oU 4V
0z * 5y Oy "o Oz

oU
=_ffd8V6n —‘[ffVA Udzdydx.

Dieses ist der von GEORGE GREEN in seinem KEssay vom Jahre
1828 aufgestellte Satz.

Wir sahen im Verlauf der Ableitung, dals die beiden Func-
tionen U und V verschiedenen Bedingungen geniigen miissen, die
sich nur zum Theil decken, nimlich soweit sie die ersten Differential-
quotienten betreffen. Dem entsprechend kommen auch auf der
rechten Seite der Gleichung beide Functionen in unsymmetrischer
Weise vor. Die linke Seite dagegen ist vollkommen symmetrisch,

}d cdydz
(79)
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sie #ndert sich nicht bei einer Vertauschung von U und 7. Man
kann daher mit gleichem Recht auch bilden:

ff oU aV oU v QU av
6‘9: 9z T3y oy T Oz Oz

oo [T [[foavasipas,

wenn nur U aulser den vorher nithigen Bedingungen auch noch
denen geniigt, welche vorher von ¥V gefordert wurden, und ¥ ebenso
noch den vorigen von U. Damit also die Gleichungen (75) und (754a)
neben einander beide giiltig sind, miissen U und V nebst ihren
ersten Differentialquotienten im ganzen Integrationsraume eindeutig,
endlich und stetig sein, wihrend deren zweite Differentialquotienten
namentlich das 4 beider Functionen integrabel und eindeutig aber
nicht nothwendig stetig sein mufs. Trifft dies alles zu oder hat
man Punkte und Flichen, in denen das nicht der Fall ist, aus dem
Raume herausgeschnitten durch Oberflichen, welche dann mit zur
Begrenzung gehoren, so kann man in den beiden Gleichungen die
identische linke Seite als tertium comparationis ausschalten und
findet durch Gleichsetzung der beiden rechten Seiten:

[fd Uﬁﬁ-l—ff UDA4Vdrdyds
=ffds VM-I—fffVA Udzdydz,

wofiir man auch in anderer Anordnung schreiben kann:

f_fd"(u%;"" V%ff) ="fffdwdydx(UAV_VAU). (75¢)

§ 22. Anwendungen des Green’schen Satzes auf
die Potentialtheorie.

dedyds
(15a)

(15D)

Die Nutzbarkeit des Greex’schen Satzes in der Theorie der
Kraftfelder hat ihren Grund darin, dals man fiir die beiden Func-
tionen U und ¥V Potentialfunctionen einsetzen kann und dadurch
Bezichungen zwischen Raum- und Oberflichenintegralen erhilt, deren
Integranden aus lauter physikalisch wichtigen Gréfsen bestehen.
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So bedeuten die ersten Differentialquotienten, sowohl die nach =, y, #,
welche in der linken Seite von (75) und (75a) vorkommen, wie auch
diejenigen rechts nach der inneren Normale » der Oberfliche die
gleichgerichteten Kraftcomponenten, und bei Kriften, welche nach
dem Counoms’schen Gesetze wirken, weils man auch die Bedeutung
der in den Restintegralen vorkommenden 4 U und 4 ¥ aus den
Differentialgleichungen von Larrace und Porssox.

Die einfachste Gestalt nimmt dann der Satz an, wenn der
Integrationsraum leer von den Ladungen ist, welchen die beiden
Potentialfunctionen entspringen, wenn diese also aulserhalb liegen.
Dann sind die A4 beider Functionen ohne Ausnahmestellen gleich
Null, die Restintegrale fallen weg und die Gleichung (756b) geht
iiher in eine Beziehung zwischen zwei Oberflichenintegralen

[Juoiafariss o

Dabei sind U und ¥ Potentiale von zwei verschiedenen, einzeln
vorhanden gedachten Vertheilungen aulserhalb der geschlossenen
Oberfliche. Die Formel (76) kann wegen dieser Beschrinkung
immer nur in beschrinkten Raumgebieten giiltig sein, da doch die
Potentialfunctionen von irgendwo liegenden Ladungen herrithren
miissen. Dagegen ist es moglich, dals diese Ladungen alle in end-
lichen Abstinden von einander zusammenstehen, und zwar sowohl
das System, welches U erzeugt, wie das andere, welches ¥ erzeugt.
Umschlielst man dieses Raumgebiet durch eine Oberfliche, so ist
der ganze #ulsere Raum leer und die Gleichung (76) ist delshalb
fiir ibn giiltig. Da wir indessen den GrErN’schen Satz nur fiir ein
umschlossenes Integrationsgebiet abgeleitet haben, so diirfen wir
ihn nicht ohne Weiteres auf den grenzenlosen unendlichen Aufsen-
raum iibertragen, sondern wir miissen eine #ulsere Umbhiillung hin-
zudenken, und untersuchen, was aus den Ausdriicken wird, wenn
wir diese Umhiilllung weiter und weiter hinausschieben bis in un-
endliche Entfernung. Als geeignetste Begrenzungsform wihlt man
eine Kugelfliche von sehr grofsem Radius R, deren Mittelpunkt in
der Nihe der vorhandenen elektrischen Ladungen liegt. Man
weils nun, dafs in allen Regionen, welche sehr weit weg von
dem geladenen Gebiete liegen, deren Abstand » vom Mittel-
punkt also sehr grofs ist im Vergleich zu den endlichen Ab-
stinden der elektrischen Ladungen, dafs dort die Potential-
functionen gegen Null streben proportional dem reciproken Werthe
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des Abstandes, dafs man also in hinreichend grofsen Entfernungen
setzen darf:

U= V=

()

A B
Ok v
Die Constanten 4 und B bezeichnen die algebraischen Summen
der beiden Ladungssysteme. (Sollten diese oder eine von ihnen
etwa gleich Null sein, so verschwinden die Ausdriicke proportional
hoheren Potenzen von 1/r, dann gilt das Folgende a fortiori.)

Die ins Innere gerichteten Normalen zeigen an der grofsen
Kugelfliche entgegengesetzt dem wachsenden Radius, daher ist an
diesem Theil der Begrenzung

du _ 8U 4 av v B

=" ~F . o e (179

Die beiden in Gleichung (76), iiberhaupt im GrEEN'schen Satz
vorkommenden Oberfliichenintegrale, nehmen also fiir Potential-
functionen U und ¥, welche im Unendlichen reciprok » schwinden,
erstreckt iiber eine sehr grofse Kugel den Werth an:

oV ouU AB

Fiir »® ist der dem Kugelradius entsprechende Werth R® zu setzen,
und die Flichenelemente ds konnen aus einer auf der Einheits-
kugel gedachten Eintheilung in Elemente do gewonnen werden in

der Form
ds = R%*do.

Das Flichenintegral wird also:

R

oder wenn man R = oo werden lilst
=0,

Damit ist bewiesen, dafs die Oberflichenintegrale in der Glei-
chung (76) iiber die unendliche Begrenzung des Raumes verschwinden,
aber — wohl zu beachten — nur wenn beide Functionen im Unend-
lichen der Bedingungen (77) folgen. Dals sie im ganzen Integrations-
raume bis in unendliche Ferne der Laprace’schen Differential-
gleichung geniigen, reicht wohl fiir das Verschwinden der Raum-
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integrale im GrEEN'schen Satz aus, aber noch nicht fiir das
Verschwinden dieses Oberflichenintegrales. Es giebt nimlich Func-
tionen, welche der Laprack’schen Gleichung iiberall geniigen, aber
nicht als Potentiale von endlichen Vertheilungen gedeutet werden
konnen, und defshalb auch die Bedingung (77) nicht erfiillen. Dahin
gehért z. B. der Ansatz, dafs ein Potential im ganzen Raume gleich
einer von Null verschiedenen Constante sein soll, oder gleich einer
linearen Function der cartesischen Raumcoordinaten. Solche Func-
tionen kann man bei den Anwendungen des GreEN’schen Satzes mit
Nutzen verwenden, aber als Potential endlicher elektrischer Ver-
theilungen konnen sie immer nur in beschriinkten Bezirken des
Raumes, niemals aber im Unendlichen gedeutet werden.

‘Wir werden jetzt sogleich eine solche Anwendung des GrREEN'-
schen Satzes machen, indem wir vorschreiben, die Function U solle
im ganzen Raume den constanten Werth U= 1 besitzen, wihrend
V = ¢ das Potential einer elektrischen Vertheilung sei. Die Glei-
chung (75) wird dann 0 = 0, weil alle Differentialquotienten von U
gleich Null sind, aber (75a, b, ¢) geben

f dsaq’_ —fffﬁ(p cdwdydx. (78)

Diese wichtige Gleichung, welche wir hier als einen besonders
einfachen Sonderfall des GrEEN'schen Satzes gefunden haben, lilst
sich auch, ohne die Kenntnifs der allgemeinen GrEEN'schen Glei-
chung, direkt ableiten durch partielle Integration des Raumintegrals
itber 4 ¢, wobei im Verlauf der Umformung ganz dieselben Hiilfs-
mittel benutzt werden, welche wir bei der Ableitung des GrEEN'-
schen Satzes anwendeten. Diese Formel ist auch von Gauss ab-
geleitet worden und unter dem Namen des Gauss’schen Satzes be-
kannt. Wir wollen aus ihr nun Folgerungen ableiten. Wenn im
ganzen Integrationsraume ¢ und dessen erste Differentialquotienten
endlich und stetig sind, so ist das Oberflichenintegral links nur
iiber die #ufsere Begrenzung des abgeschlossenen Raumes zu er-
strecken. Dies wollen wir zuerst als erfiillt ansehen. Dann kinnen
elektrische Ladungen im Inneren nur in endlicher riumlicher Dichtig-
keit & vorhanden sein (denn Flichenbelegungen wiirden die ersten
Differentialquotienten von ¢ unstetig machen, geladene Linien und
Punkte wiirden ¢ unendlich machen). Die Poisson’sche Differential-
gleichung giebt A¢p = —4xe; dies eingesetzt, liefert:

ﬁds%=4w[ffe-dmdydm. (18a)
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Das Raumintegral stellt die Gesammtmenge der von der Oberfliche
umschlossenen elektrischen Ladung dar.

Jetzt wollen wir auBer den riumlichen Ladungen ¢ im Innern
gewisse Flichen gegeben denken, an denen die Differentialquotienten
von ¢ springen, die also mit Elektricitit von endlicher Flichen-
dichte e belegt sein miissen. Diese Flichen storen die Giiltigkeits-
bedingungen unseres Satzes und miissen herausgeschnitten werden
dadurch, dafs man ihre beiden Fronten mit unter die Grenzen des
Integrationsbereichs aufnimmt. Der Raum, iiber welchen rechts
integrirt wird, erfahrt dadurch keinen Abbruch, aber zur linken
Seite kommt ein neuer Betrag hinzu: Das Oberflichenintegral von
O /0dn, iiber beide Seiten der Unstetigkeitsflichen. Zertheilen wir
diese Flichen in Elemente, die wir mit ds, bezeichnen im Gegen-
satz zu den ds der dufseren Umhillung des Raumes, so konnen
wir je zwei correspondirende Differentiale zusammenfassen. Die
Richtungen der in’s Innere des Raumes weisenden Normalen sind
auf ihnen entgegengesetzt; unterscheiden wir sie als », und ‘n,, so
kann man den hinzukommenden Betrag als einfaches Flichenintegral
darstellen

dp O Op |
f dsan‘- —-ffdsu (a—nl + 691,2) (78b)

Die Unstetigkeitsflichen brauchen nicht geschlossen zu sein,
konnen vielmehr in einem offenen Rand enden oder durch die fiulsere
Begrenzung hindurchtreten in das hier nicht betrachtete Gebiet.
Die etwa zur Zudeckung dieser Rinder nothig gedachten unpaarigen
Flichenelemente iiben, wie leicht ersichtlich, keinen Einfluls auf die
Rechnung. Die in diesem neuen Integral vorkommende Klammer
mifst nur nach Gleichung (56 a) S. 60 fiir jedes ds, den dort herr-
schenden Betrag von —4me, der Beitrag zur linken Seite von (78a)

ist daher
= — 4xffds“-e.

Lassen wir nun dem in Gleichung (78a) links stehenden Integral
seine frithere Bedeutung, dafs es nur iiber die #ufsere Umbhiillung,
nicht aber auch iiber den Schutzmantel der inneren schiidlichen
Flachen erstreckt wird, so miissen wir den vorstehenden Betrag
links zufiigen, oder mit entgegengesetztem Vorzeichen rechts zufiigen.
Delshalb geht (78a) iiber in

f ds g: = 4nfffﬁ-da:dydx+ 4nffdsu-s. (18¢)
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Der neu hinzugetretene Betrag der rechten Seite milst bis auf den
Factor 47 die Gesammtmenge der in Flichenladungen vorhandenen
Elektricititen, welche von der Oberfliche umgrenzt werden, iiber
welche die linke Seite integrirt ist.

Schliefslich wollen wir auch noch ein System von punktférmigen
Ladungen in den Integrationsraum hineinsetzen. Das Potential

n
dieser allein ist, wie frither ausgefiihrt, gleich S:—“, bezeichnen
a=1 a

wir also jetzt den iibrigen Theil des Potentials, welcher von den
Raumdichtigkeiten ¢ und den Flichendichtigkeiten e herriihrt, und
fiir welchen (78¢) gilt, mit ¢’, so ist das gesammte Potential zu setzen:
, €a
p=9¢ + = 7,
Wollen wir auf dieses die Gleichung (78) anwenden, so miissen wir
aufser den Flichen, in denen die Differentialquotienten von ¢
springen, auch noch alle die Punkte herausschneiden, in denen ¢
unendlich wird. Wir legen um jede Punktladung e, eine kleine
Kugel vom Radius g, und miissen das Oberflichenintegral links
nun auch iiber diese Kugelfiichen erstrecken; die in's Innere des
Integrationsraumes gerichtete Normale zeigt aus den Kugeln heraus,
liegt also in der Richtung des wachsenden Radius 7,. Nun sieht
man ohne Weiteres, dafs die Beitriige aller Summanden von ¢,
welche an der Stelle einer kleinen Kugel endlich bleiben, mit ver-
schwindendem Radius ¢ ebenfalls verschwinden. Das trifft in jedem
Falle bei ¢ zu, selbst, wenn ein Kugelcentrum auf einer Unstetig-
keitsfliche liegt; ferner trifft es zu bei allen bis auf einen der
Summanden a. Das Raumintegral wird bei verschwindendem p
nicht veriindert, da die herausgeschnittenen Kugelriume ver-
schwindend werden. Will man also den Beitrag finden, den die
Oberfliche einer bestimmten der Kugeln a = p liefert, so braucht

man statt des ganzen ¢ nur das Glied % zu beriicksichtigen.

Ty
Es ist
_a_(f_p)_i(&)__}_’___&_
On, \ry) — Ory\ry) — ¥ T pF

An der Kugeloberfliche ist ja iiberall r,= p. Die Flichen-
elemente ds driicken wir durch diejenigen do der Einheitskugel aus
ds = p®*do. Dann ist

d e
ffdsag; =ffda'gz(—5%)=—4ne,,,
v
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der Beitrag behiilt also bei verschwindendem p einen festen Werth,
und ebenso die Beitriige der anderen Kugeln. Im Ganzen kommt
also durch das Hinzutreten der Punktladungen zu dem Integral
iiber die fufsere Begrenzung, welches in Gleichung (78c¢) links steht,
hinzu die Summe

n
—4n>le,
a=l

oder wenn wir diese mit umgekehrtem Vorzeichen nach rechts
werfen, geht die Gleichung (78¢) tiber in die folgende

[farge =sn f[[s-toiras v an [ faoser 423
ffds%i——'in g-daedydz +4n ds“e-]—‘ing:len. (784d)

In allen Fillen also bestiitigt sich das Gesetz, dafs das ge-

schlossene Oberflichenintegral von g: gleich ist 47 mal der Ge-

£

sammtmenge der von der Oberfliche umschlossenen Klektricitiit,
gleichgiiltig, ob diese in ridumlicher Vertheilung oder als Flichen-
belegung oder endlich als Punktladung vorhanden ist. Auch die
Configuration der Ladungen ist gleichgiiltig, es wird unterschiedslos
die Menge summirt, welche im Innern enthalten ist. Elektrische
Ladungen aufserhalb des eingeschlossenen Raumes haben offenbar
keinen Einfluls auf den Werth, obwohl doch der allgemeine Verlauf

von ¢ und damit auch von g;ﬁ durch solche mithestimmt wird.

Eine von der Existenz der Potentialfunction unabhingige Ab-
leitung und Gestalt des in Gleichung (78) gegebenen Gauss'schen
Satzes gewinnt man bereits direkt aus Gleichung (74), indem man
dort 7= 1 setzt und L, M, N mit den Componenten des elektrischen

Feldes identificirt. Man findet dann:

73 06X 0Y 02z
- fds@ui=fff[“g‘a;+§;+m}dzdydz, (78e)

aus welcher sich, analog den zu Gleichung (78d) fithrenden Be-
trachtungen mit Hiilfe der Ausdriicke (69¢ und d am Schlufs des
§ 20) ergiebt:

—ffds@n.=4nfffe-do:dydz+4nffdsu-e+4n2“e¢. (7181)
i a=1



96 ERSTER THEIL., § 23

§ 28. Folgerungen fiir das Potential in leeren Riumen.

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt, dafs in ladungfreien
Gebieten eines elektrischen Feldes fiir jede geschlossene Oberfliche
das Integral iiber d¢/dn, verschwinden muls:

[, @
fdsa:f 0. (79)

Die hinreichende Bedingung fiir diese Eigenschaft des Potentials ist also
die ausnahmelose Giiltigkeit der Laprace’schen Differentialgleichung
in dem umschlossenen Raume. Nun lifst sich zeigen, dafs auch
umgekehrt aus unserem Integralsatz (79) die LarnacE’sche Differential-
gleichung als nothwendige Folgerung heraustritt. Wir brauchen als
Raumgebiet nur ein Volumelement mit den Kanten dz, dy, dx zu
withlen. Die Oberfliche besteht dann aus sechs rechteckigen Ele-
menten. Zwel davon stehen senkrecht auf der m—Richtung und haben

die Fliche ds = dydx. Auf der einen ist g _+ 6 ——, auf der

gegeniiberliegenden ist erstens das entgegengesetzte Vorzeichen dafiir
zu nehmen, zweitens aber kommt auch noch die differentiale
Aenderung des Werthes hinzu, welche durch den Abstand dz von
der vorigen Fliiche bedingt wird. Dieser Zuwachs ist

Qi
22

Beide Flichenelemente zusammen liefern zum Integral den Beitrag

de dgp  O*¢ _ o
o —d dx(a +asd°’) —d_;dza dz.

Analog liefern die beiden Flichen senkrecht auf y den Beitrag

dydx -

-—-—dxda:g fdy

und die beiden letzten senkrecht auf z den Beitrag:

=—da:dyg(pdx



§ 23 POTENTIAL IN LEEREN RAUMEN 97

Die ganze sechsgliedrige Summe, welche zufolge unserem Satze ver-
schwinden muls, wird also
92 A )
—da:dydx(a . + a7 + 32 =9
das fordert aber 4¢ = 0.

Der Satz (79) und die Larnace’sche Differentialgleichung zeigen
sich als zwei nur dem Ausdruck nach verschiedene Darstellungen
derselben Eigenschaft der Potentialfunction ¢. Wihrend aber d¢
urspriinglich auf ein cartesisches Coordinatensystem bezogen erscheint,
ist das Flichenintegral von jeder solchen Beschrinkung frei. Dies
ist von Wichtigkeit, weil man dadurch in den Stand gesetzt ist, die
Larrace’sche Gleichung direct in anderen Coordinatensystemen auf-
zusuchen, wihrend die Transformation der zweiten Differential-
quotienten mitunter weniger einfach auszufithren ist. Man braucht
nur ein parallel epipedisches Volumeélement zu nehmen, dessen
Kanten den Differentialen der einzelnen Coordinaten entsprechen,
und auf dessen Oberfliche den Satz (79) anzuwenden.

Kine directe Folgerung unseres Satzes ist diese: Eine Function,
welche der Liarrace’schen Differentialgleichung geniigt, kann in deren
Giltigkeitsbereich weder Maximum noch Minimum haben. Wiirde
namlich an einer Stelle ein Maximum von ¢ bestehen, so miilste
von dort aus ¢ nach allen Richtungen des Raumes hin abfallen.
Umgiebt man den Gipfelpunkt mit einer kleinen geschlossenen Fliche,
so miifste an dieser iitberall d¢/dn, > 0 sein. Das Integral wiirde
aus lauter positiven Summanden bestehen, kénnte daher nicht den
‘Werth Null besitzen. Ebenso ist die Moglichkeit eines Minimums
ad absurdum zu fithren. Das Vorkommen eines Sattelwerthes wird
indessen nicht ausgeschlossen. Solche Stellen konnen sich auch
thatsiichlich im leeren Felde ausbilden; z. B. besitzt das von zwei
gleichen Punktladungen erzeugte Feld im Mittelpunkt der Verbin-
dungslinie einen Sattelwerth des Potentials.

Der Gauss’sche Satz erméglicht es uns nun, den inneren Zu-
sammenhang der unabhingig von einander bhewiesenen Gleichungen
(69¢) und (69d) aufzudecken. Flichenladung ist der Grenzfall sehr
dichter Raumladung, durch einen Grenzprocels muls also die zweite
aus der ersten hervorgehen.

Wir konnen auf Gleichung (78e) eine mneue Definition der
: 0X 06Y 072 . ; ;
Divergenz e 4+ T + o griinden, wenn man sie auf ein Volum-
element dzdydx bezieht. Man findet
H. v. HELmuoLTZ, Theoret. Physik. Bd. 1V. 1
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X 9Y 482z f f s €,

_67;#+6—y+ﬁ=“' dedydx : e)
das Flichenintegral mufs iiber die ganze Oberfliche von dzdydx
erstreckt werden. Nun withlen wir das Coordinatensystem so, dals
an der zu untersuchenden Stelle einer Unstetigkeitsfliche die
z-Richtung senkrecht zu dieser wird, und das Volumelement dzdydx
so, dafs es von ihr halbirt wird. Ist es mit der Raumdichte &

geladen, so ist
_0X , Y 07 _ Jase,

o= Gr T oy T 0x T dwdydx

Nun lassen wir dz immer kleiner werden. Es reducirt sich dann
ffds €, auf den Ausdruck
dydx (X, — X,),
sodals
X —X,=4neda
wird. Lafst man gleichzeitig & so wachsen, dals sdz dem Grenz-
werth e zustrebt, so folgt die Gleichung

X —X,=4me,

welche, abgesehen von der speciellen Lage des Coordinatensystems,
mit (69d) identisch ist.

Man kann denselben Gedanken auch so formuliren. An einer
Unstetigkeitsfliche wird die Divergenz

fJ#C6.  x_x

dedydx dz

unendlich grofs. Da dies stiren wiirde, zieht man vor, in (79a) nicht
durch das Volumelement, sondern nur durch das Flichenelement
dydx zu dividiren. Der Ausdruck

i

dyds —~ ~1 72

stellt dann freilich nicht mehr die réumliche, sondern die sog.
Flichendivergenz dar. Bei anderer Lage des Coordinatensystems
nimmt diese den Werth €, + €, an. Der Inhalt der Gleichungen
(69¢) und (69d) lafst sich also in die Aussage zusammenfassen: Die
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Divergenz der elektrischen Feldstiirke ist das 4 m-fache der Dichte —
wobei riumliche Divergenz und Raumdichte, Flichendivergenz und
Flichendichte zusammengehiren.

§ 24. Kraftrohren und Kraftfiden.

Wir fahren fort in der Betrachtung der fiir ladungfreie Riume
giltigen Formel (79). Unter allen den mannigfaltigen Raumgebilden,
iiber deren Begrenzungen man dieses Integral mit Nutzen zu er-
strecken pflegt, spielen die sogenannten Kraftrohren eine wichtige
Rolle fiir die Anschauung der Felder. Die Kraftlinien haben wir
bereits frither in § 20 kennen gelernt und auch allgemeine Regeln
itber ihren Verlauf in Potentialfeldern gefunden, Regeln, welche sich
hier sinngemiifs iibertragen lassen werden. Zuniichst bilden wir uns
den Begriff dieser Gebilde. Wir denken uns im leeren Raume ein
abgegrenztes Flichenstiick (etwa auf einer Aequipotentialfliche, doch
ist das nicht nothwendig) und richten unsere Aufmerksamkeit auf
die durch siimmtliche Punkte der Randcurve laufenden Kraftlinien.
Das Continuum aller dieser Linien umbhiillt wegen ihres charakte-
ristischen Verlaufs ein réhrenférmiges Raumgebilde, welches wir eine
Kraftrohre nennen. Im Inneren des dadurch geformten Kanals ver-
lauft ein Strang von Knraftlinien; diese kinnen weder durch die
Wandung austreten noch eintreten, denn Kraftlinien schneiden sich
nicht; sie verlaufen um so dhnlicher, je niher sie benachbart liegen.
Sie kionnen in elektrostatischen Feldern auch nicht spiralig gedrillt
verlaufen, wie etwa die Fasern im Garn, denn sie sind die ortho-
gonalen Trajectorien einer Niveauflichenschaar. Ringformig ge-
schlossene Kraftréhren konnen nur in den mehrfach zusammen-
hingenden elektromagnetischen Potentialfeldern vorkommen. Hierfiir
wie fiir die Erscheinungen bei Doppelschichten gelten dieselben Be-
trachtungen, wie fiir die erzeugenden Kraftlinien.

Nun schneiden wir durch zwei beliebige Endflichen ein Stiick
einer solchen Kraftrohre heraus und wenden auf dessen Oberfliche
unseren Satz an.

Die zur Rohrenwandung gehorigen Flichenelemente liefern keinen
Beitrag zu dem Integrale, weil auf jedem einzelnen d¢/0n, = 0 ist.
Némlich d¢ /dn milst die in Richtung der Normale fallende Com-
ponente der elektrischen Kraft; da aber die Kraftresultante dort
tangential verliuft, so ist die darauf senkrechte Componente = 0.
Es bleiben nur die Beitriige der beiden Endfliichen iibrig und der

Satz nimmt die Form an:
1.
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ffdsl (g—:;)l—kffds, (g-%)fo. (80)
1 2

Die Indices 1 und 2 sollen bedeuten, dals sich die beiden Theil-
integrale nur iiber die mit 1 und 2 numerirten offenen Schnitt-
flichen der Rohre erstrecken sollen. Wechseln wir nun an einer
der beiden Flichen die Richtung der Normalen, so dals diese nun
aus dem Riohrenabschnitt hinauszeigt, so kehrt sich das Vorzeichen
des zugehbrigen Integrales um. Dieser Normalenwechsel hat den
Zweck auf beiden Schnittflichen die gleiche Beziehung zwischen
Kraft und Normale herzustellen. Wir wollen jetzt diejenige Normalen-
richtung auf beiden Schnittflichen annehmen, welche einen spitzen
Winkel mit der Kraftrichtung bildet. (Stellenweise Ausnahme nur,
wenn die Schnittfliche Falten aufweist.) Diese Richtung bezeichnen
wir jetzt mit » ohne Index. Die Gleichung (80) geht dann iiber in

f f % (‘ %E') =ff a5 (— g—i] (80a)

Da die Flichen 1 und 2 ganz beliebig gefiihrt sind, so folgt hieraus,
dafls fiir jede Schnittfliche, wo und wie man sie auch durch die-
selbe Kraftrohre legt, das vorstehende Integral den gleichen Werth

besitzt:
ffds (— %%):s. (80b)

Nach unserer Festsetzung iiber die Normale ist (—%—:) positiv,

also S desgleichen. Wir nennen diese Constante die ,Stirke der
Kraftrohre“. Man kann sie auch ohne Einfithrung der Potential-
function ¢ ausdriicken, indem man die resultirende Kraft € benutzt
und setzt:

- %% = G cos(n, €).
Dann ist

S =ﬂ'ds@cos(n, ). (800)

Dieser Ausdruck ist insofern umfassender, als die Voraus-
setzungen aus denen er abgeleitet wurde, weil in ihm € nicht noth-
wendig Gefille einer Potentialfunction sein mufs. Doch mufs dann
an Stelle der Larrace’schen Differentialgleichung eine andere Aus-
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drucksform dafiir eintreten, dals der Raum frei von Ladung ist:
Die allgemeinste Bedingung dafiir ist nach § 20 die Gleichung

0X 0Y 87 _

dzx oy + 0z

Den einfachsten Ausdruck nehmen die vorstehenden Gleichungen

fiir S an, wenn man die Querschnitte iiberall normal auf den Kraft-
linien wihlt, d.h. als Ausschnitte von Aequipotentialflichen. Dann

wird direct — %% = (; die Fliichenelemente in diesen Querschnitten

0.

seien dg, wir erhalten dann
§=[[ag-c. (80d)

Man kann eine Kraftrohre immer zerlegen in ein Biindel
ditnnerer Kraftrohren, deren Stirken sich summiren zur Stirke der
ganzen Rohre. So gelangt man zur Vorstellung von Kraftrohren,
welche so diinn sind, dals erstens deren normale Querschnitte ¢ als
eben gelten diirfen, und dals zweitens die Intensitiit € der Kraft
iiber den ganzen Querschnitt als gleich grofs angenommen werden
kann. Solche Elementar-Rohren wollen wir Kraftfiden nennen.
Die beiden Bedingungen, die wir an sie stellen, werden gemeinhin
vom gleichen Grad der Dinnigkeit an zugleich erfiillt, doch giebt
es besondere Fille, in denen die eine Bedingung viel weitere Grenzen
zulifst als die andere. Bilden z. B. die Niveauflichen concentrische
Kugelschalen, so ist & iiber beliebig grofse, gekriimmte Theile jeder
Kugelfliche constant. Sind andererseits die Kraftlinien so stark ge-
kriimmt, dals die Kriimmungskreise von gleicher Grolsenordnung
werden mit Rohren-Querschnitten, welche bereits als eben gelten
diirfen, so hat die Kraft an verschiedenen Stellen noch merklich
verschiedene Werthe. Bei parallelen und ebenen Niveauflichen
endlich sind beide Bedingungen in unbeschrinkter Ausdehnung
erfiillt, an solchen Stellen kénnen Kraftfiden beliebig dick werden.
Im Allgemeinen werden wir aber annehmen miissen, dals die Quer-
schnitte g kleine Flichen sind. Die Stirke eines Kraftfadens wird
defshalb trotz der endlichen Kraft einen kleinen Werth haben, den
wir mit ¢ S bezeichnen wollen. Die (Gleichung (80d) geht fiir einen
Kraftfaden in die einfachere iiber:

q-€&=08. (81)
In einem Kraftfaden ist das Product aus Kraft und Querschnitt
constant, oder die Kraft an verschiedenen Stellen des Fadens ist
dem Querschnitt umgekehrt proportional.
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Man kann sich den ganzen leeren Raum eines elektrischen
Feldes zerlegt denken in Kraftfiden von der gleichen Stirke 88
und gewinnt dadurch eine sehr anschauliche Darstellung der Ver-
theilung der Kraft. Die Richtung ist iiberall aus dem Lauf der
Fiden direct erkennbar und die Intensitiit ist nun nicht nur lings
eines und desselben Fadens, sondern iiberall reciprok dem an der-
selben Stelle befindlichen Querschnitt ¢. Kennt man das absolute
Maals der gewihlten Stirke 48, so kann man aus der Grifse des
Querschnittes die Kraftintensitit im absoluten Maalse finden nach
der Formel

g, (81a)

Wir hatten frither ein anderes Anschaunungsmittel gefunden,
welches dieselben Dienste leistete. Wir legten durch das Feld eine
Schaar von Aequipotentialflichen, bei denen der Werth von ¢ zwischen
allen Nachbarflichen die gleiche Differenz d¢ zeigte. Dann gab
der Normalabstand % zweier Nachbarfliichen die Richtung der Kraft,
und die Lange » war im ganzen Felde reciprok der Kraft nach der
Gleichung:

G =22 (81b)
h
Bei dieser Vorstellung erhielt der Feldraum gewissermaalsen eine
bliattrige Structur, withrend die neugefundene Vorstellung der Kraft-
fiden ihn von faseriger Structur erscheinen lilst. Beide Structuren
stehen senkrecht auf einander.

Stellen wir uns einmal beide Anschauungen zugleich vor, so
wird der Raum in lauter kleine prismatische Zellen zerschnitten,
deren Volumina gleich ¢4 sind und an Grofse je nach g und % von
Ort zu Ort wechseln. Aus Gleichungen (81a) und (81b) folgt durch
Multiplication
08-de

2 =
¢ ik

(81c)
Hierin liegt wegen des festen Zahlers der rechten Seite der Satz,
dals das Quadrat der elektrischen Kraft tiberall reciprok dem Vo-
lumen der prismatischen Zellen ist. Dieser Satz ist insofern be-
deutungsvoll, als die elektrische Energie, welche nach der MAXwELL-
schen Theorie im Kelde ihren Sitz hat, in ihrer riiumlichen Dichtig-
keit dem Quadrate der elektrischen Kraft proportional ist (mit dem
Factor 1/8x), dals also die gedachten Zellen Raumelemente von
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gleichem Inhalt an elektrischer Energie liefern. Der absolute Be-
trag dieses Energieinhalts ist:
08-d¢

OF = Ew

(81d)
und den Energieinhalt grofserer Riume wiirde man durch Abziihlen
der ihn fiillenden Zellen finden.

Die beiden Anschauungsmittel: Niveauschalen und Kraftfiden
finden also im leeren Potentialfelde ein gemeinschaftliches Ver-
wendungsgebiet und leisten dort gleich gute Dienste. Indessen
reichen beide nach verschiedenen Seiten iiber dieses gemeinsame
Gebiet hinaus. Die Vorstellung von den Kraftfiden von constanter
Stirke erfordert nicht die Existenz eines Potentials, und kann dels-
halb auch in Wirbelfeldern verwendet werden, sofern diese nur frei
von Ladungen sind. Die Niveauschalen von constanter Potential-
differenz andererseits erfordern nicht einen ladungsfreien Raum, man
kann sie, wie wir schon frither betrachteten, auch durch geladene
Gebiete verfolgen, wenn nur ein Potential existirt. Man kann zwar
Kraftlinien sehr wohl in beladenes Gebiet hinein verfolgen, ja bei
ausschliefslich riumlichen Dichtigkeiten bleiben sie sogar durch das
ganze geladene Gebiet hindurch stetig. Man kann delshalb dort
auch Kraftfiden und Kraftrihren nach derselben Vorschrift bilden;
aber das Product €. ist dann nicht constant, weil das geschlossene
Oberflichenintegral der Normalcomponente der Kraft dort nicht
gleich Null ist. Liuft eine Kraftrohre durch positiv geladenes Ge-
biet, so nimmt ihre Stéirke dabei zu und zwar zwischen zwei Schnitt-
flichen um so viel, als die zwischen ihnen eingeschlossene Ladung
nach Multiplication mit 4a betrigt. Durchliuft die Kraftrohre
negativ geladenes Gebiet, so nimmt ihre Stirke um entsprechende
Betrige ab. Diese Abnahme kann so weit gehen, dals die Stirke
unter Null zu negativen Werthen sinkt, d. h. dafs die Kraft in der
Rohre ihre Richtung umkehrt, so dals man nicht eigentlich von
einem Fortlaufen der Rohre sprechen kann. Durchsetzt eine Réhre
eine positiv geladene Fliche, so tritt der Zuwachs ihrer Stirke
sprungweise ein und betriigt 4z mal die in die Rohre hineinfallende
Flichenbelegung. Um einen geladenen Punkt herum driingen sich
Kraftrohren bis zu verschwindendem Querschnitt zusammen, die
Intensitit der Kraft wird dafiir unendlich. Indessen ist, wie schon
ofters erwihnt, eine punktformige Ladung nur eine mathematische
Fiction. Man mufs immer einen, wenn auch kleinen, Raum um einen
solchen Punkt herum von der Betrachtung ausschlielsen, von dessen
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innerer Beschaffenheit man nichts weils aulser dem Quantum der
darin enthaltenen Elektricitit.

Da nun die Kraftrohren und -fiden ihre Bedeutung verlieren,
sobald ibre Stirke nicht mehr constant ist, so schliefst man zweck-
mifsig alle geladenen Gebilde: Raumgebiete, Flichen, Linien und
Punkte von der Zerlegung in Kraftfiden aus und kann dann all-
gemein aussagen: Aus Gebilden mit iiberwiegend positiven Ladungen
entspringen Kraftfaden, d. h. es treten durch eine bereits im leeren
Raume liegende Umbhiillungsfliche eines solchen Gebildes mehr
Kraftfiden heraus als hinein. In Gebilden mit iiberwiegend negativen
Ladungen aber miinden Kraftfiden, d. h. es laufen mehr hinein, als
herauskommen. Im leeren Raume kann ein Kraftfaden nirgends
Anfang oder Ende haben. Man kann delshalb bestimmt wissen, dals
Kraftfiden von positiven Ladungen aus entweder nach negativen
Ladungen laufen oder sich im Unendlichen verlieren, auch kénnen
sie, aus dem Unendlichen kommend, in negativen Gebieten enden.
(Nicht unter diese Regel passen die ringformig geschlossenen Kraft-
fiden in elektromagnetischen Feldern, man konnte sie héchstens da-
durch mit hineinziehen, dals man diese Felder vermittelst einer
fingirten Doppelschicht als statische Felder auffalst. Dann ent-
springen die Fiden auf der positiven Belegung und miinden auf der
negativen, sind also nicht mehr geschlossen.)

Hat man die gemeinschaftliche Stiirke 0 .S aller Kraftfiden im
leeren Felde festgesetzt, so kann man auch eine einfache Maals-
beziehung zwischen einer Elektricititsmenge und der Zahl der von ihr
ausgehenden Kraftfiden angeben. Dazu dient uns die Gleichung (78d).
Bezeichnen wir die von der geschlossenen Oberfliche umbhiillte
Gesammtladung, ohne Unterschied, in welcher Art der Vertheilung
sie vorhanden ist, mit e, so heilst jener Satz:

f ds};iif =4me.

Als Oberflichenelemente ds kinnen wir die Schnitte der austreten-
den und eintretenden Kraftfiiden beniitzen; dann ist jedes Differential
von dem Werthe 4+ 68 und das ganze Flichenintegral erscheint in
der Form N.4S8. Dabei ist N der Ueberschuls in der Anzahl der
positiven Differentiale iiber die negativen. Diese Zahl kann positiv
oder negativ ausfallen, man darf sie als ganze Zahl ansehen, wenn
d S so klein ist, dafs es auf Bruchtheile davon nicht mehr ankommt.
Nunmehr lautet die vorstehende (leichung

N-0S=4ne
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oder
" 4me

ke T

Die Anzahl N der von der Elektricititsmenge - ¢ ausgehenden
Kraftfiden von der Stirke 0.5 ist durch die vorstehende Formel an-
gegeben, und eben so grols ist die Anzahl der Kraftfiden, welche in
einer negativen Elektricititsmenge — e ihr Ende finden.

Die Fadenstirke 68 ist ihrer Dimension nach einer Elek-
tricititsmenge gleich, und wird defshalb nach demselben absoluten
Maals gemessen. Nun sahen wir frither, dals im elektrostatischen
C.G.S.-System die Einheit der Ladung ein sehr unbedeutendes
Quantum reprasentirt, so dafs Ladungen ¢ mit gut wahrnehmbaren
sinnlichen Wirkungen immer durch sehr grolse Maalszahlen be-
zeichnet sind. Delshalb fiihrt die Annahme S = 1 fast immer zu
hinreichend schwachen Kraftfiden, fir welche alle Vereinfachungen
des Unendlich-Kleinen unbedenklich erfiillt sind. Fiir solche Ein-
heitsfiiden gilt dann die Formel

Nedne. (82a)

Die elektrische Ladung -+ ¢ sendet 47 ¢ Einheitsfiden aus. Man
kann auch sagen: Von jeder Einheit positiver Elektricitit gehen 4 n
Einheitsfiden aus, in jeder negativen Elektricitiitseinheit enden 4
Einheitsfiden. Man findet diese metrische Beziehung oft so aus-
gesprochen, dafs an Stelle des Wortes ,Einheitsfiden® kurz , Kraft-
linien“ gesetzt wird. Dann kann man aber unter Kraftlinien nicht
den von uns eingefiithrten allgemeinen Begriff verstehen, weil dabei
von einer bestimmten Anzahl nicht die Rede sein kann, sondern
man muls sich vorstellen, dafs jede Einheitsréhre oder jeder Kin-
heitsfaden eine ausgesuchte Kraftlinie, gewissermaalsen eine Seele in
sich schlielst, welche dann als Vertreter des ganzen Fadens gesetzt
wird, und in diesem besonderen Sinn eine Kraftlinie genannt wird.
In dieser Bedeutung ist die Bezeichnung ,Zahl der Kraftlinien® bei
Farapay, MaxwerL und Anderen zu verstehen.

§ 25. Der Green’sche Satz iiber zwei einander gleiche
Functionen erstreckt.

Der GreeN’sche Satz handelt von zwei Raumfunctionen, die wir
Uund 7 nannten. Wir haben aus ihm einen specielleren Satz iiber
nur eine Raumfunction hergeleitet, indem wir die andere Function
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als Constante (= 1) festsetzten. Man kann noch einen anderen Satz
ebenfalls iiber nur eine Function aus dem allgemeinen GrEEN’schen
Satz herauslesen, indem man nimlich die beiden Functionen identi-
ficirt. Das wollen wir jetzt thun, und zwar sogleich annehmen, die
Function sei das Potential ¢ irgend einer elektrischen Vertheilung.
Wir setzen in Gleichung (75) oder (75a)

U=V=g¢p
und finden:

SIS+ () + (5 Jeessa
-=[[ur g [[fravsearae

Von dieser Gleichung wollen wir nun einige Anwendungen machen.

(83)

1. Das Potential ¢ riihre her von einer nur im endlichen Raume
begrenzten Elektricititsvertheilung, die wir uns der Einfachheit wegen
zuniichst nur in riumlicher Dichtigkeit ¢ vorhanden denken. Das
Integrationsgebiet sei der ganze unendliche Raum, seine Begrenzung
also eine unendlich ferne Kugelfliche. Dann wird, wie wir schon
im Gefolge der Gleichungen (77) nachgewiesen haben, das Ober-
flichenintegral rechts gleich Null. Im Raumintegral rechts ist nach
der Porsson’schen Differentialgleichung 4 = — 47¢ zu setzen.
Wir erhalten also die Relation

SIS+ (52) + (52 ) e avas
- 4nfffqo-sdzdydz.

Der Form nach sind beide Raumintegrale iiber den ganzen Raum
erstreckt, dem Inhalt nach aber liefert das rechtsstehende nur dort
Beitriige, wo die Dichtigkeit & von Null verschieden ist, also in einem
beschrinkten Gebiet, withrend das links stehende Integral auch im
leeren Raume bis in grofse Entfernungen hinein Beitriige empfiingt.
‘Wie man leicht sieht, ist der Integrandus der linken Seite nichts
anderes, als das Quadrat der elektrischen Kraft = % Das ganze
Integral links stellt also nach Division durch 87 den im vorigen
Paragraphen bereits herangezogenen MaxwEert'schen Ausdruck fiir
die gesammte elektrische Energie des Feldes dar:

(84)
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%ff?@sdxdydx= %fffqi-eda:dydz. (84a)

Wir konnen das leicht in Verbindung bringen mit unserem frither
gegebenen Ausdruck der potentiellen Energie eines Ladungssystems,
Nimlich das Potential ¢ selbst kann als Raumintegral dargestellt
werden iiber alle Volumelemente da’dy'dx’, in welchen Dichtigkeit &

existirt
gdx’ dy' dv

Dabei ist » der Abstand des Elementes dxdydx von dem Klement
da'dy’ dz. Ob man dabei die Stelle » = 0 ausschliefst oder nicht,
macht nichts aus. Die vorstehende Gleichung geht nun iiber in

s—lﬂffm @dedydz:%ffffff(adwdydxjf'dm'dy'd%’)_ 64b)

Die rechte Seite deckt sich jetzt mit dem Ausdruck Gleichung (17)
fir die potentielle Energie, nur hatten wir damals eine Doppel-
summe iiber diskrete Punktladungen, hier ein doppeltes Raumintegral
itber continuirliche Raumladungen.

Dieser interessante Inhalt der Gleichung (83) verindert sich
nicht wesentlich, wenn wir auch noch geladene Flichen im end-
lichen Raume dazu nehmen, an denen die Differentialquotienten von
¢ springen. Dann ist das Oberflichenintegral rechts zwar iiber die
unendlich ferne Kugel gleich Null; es kommen aber dazu die beiden
Seiten der Unstetigkeitsflichen und liefern, ganz #hnlich wie wir
frither schon einmal sahen, Beitrige von der Form

e [faac- (224 27) < 1n [ i

In jedem Falle setzt sich die rechte Seite zusammen aus allen
Ladungen, jede multiplicirt mit dem Potentialwerth, der an ihrem
Orte herrscht, gleichviel, ob es Raum- oder Flichenladungen sind.
Es liefse sich auch zeigen, dals fiir Punktladungen das Néamliche
gilt. Man wiirde dazu nach bekannter Methode die Punkte durch
Kugeln herausschneiden und die Oberflichenintegrale iiber diese
Kugeln fiir verschwindenden Radius berechnen. Dann kommt zur
rechten Seite hinzu

47> g+ o




108 ERSTER THEIL. § 25

Hieraus geht hervor, dals die gesammte Energie des elektro-
statischen Feldes stets positiv ist, worauf wir schon in § 9 hin-
wiesen.

2. Die zweite Anwendung der Gleichung (83) soll sich auf ein
durchaus ladungsfreies Raumgebiet beschriinken, in welchem also ¢
sicherlich endlich und stetig verliuft und ohne Ausnahmepunkte der
Larvace’schen Differentialgleichung 4 ¢ geniigt. Dann verschwindet
das Raumintegral auf der rechten Seite und das Oberflichenintegral
erstreckt sich nur ither die eigentliche Begrenzung, nicht etwa noch
iiber innere Unstetigkeitsflichen. Ferner wollen wir die ganz be-
sondere Voraussetzung machen, dals das Potential auf der ganzen
Begrenzungsfliche einen constanten Werth ¢ besitze, welchen wir
als gemeinsamen Factor vor das Integral setzen diirfen, so dals
unsere (leichung nun lautet:

- 2 2 2 PN
og)" , (09 (for i Og
SIS + (%) + (G yaetran==o " om,”
Von dem nun noch iibrig gebliebenen geschlossenen Flichen-

integral wissen wir aber nach Gleichung (78), dals es ebenfalls
gleich Null sein mufs. Unsere Voraussetzungen fordern also:

SIS + (3] + (5] aeavasmo.

Wegen des quadratischen Integrandus ist es nun unméglich,
dafs der vorstehende Ausdruck etwa durch gegenseitige Vernichtung
positiver und negativer Bestandtheile schliefslich in Summa Null
geben sollte; es ist dadurch bestimmt ausgesagt, dals an jeder Stelle
im ganzen Gebiet bis an die Begrenzung heran

(85)

sein mufs. Das Potential besitzt nirgends ein Gefille, mufs also
den constanten Werth ¢, welcher an der Oberfliche herrscht, auch
im ganzen Innenraum wahren. Eine elektrische Kraft existirt daher
in dem Gebiete nicht.

Die Voraussetzungen dieser mathematischen Schliisse lassen sich
experimentell verwirklichen. Wir nehmen eine Kenntnils vorweg,
die wir spiter ausfiithrlicher begriinden werden, dafs nimlich in
Leitern der Elektricitiit, z. B. in metallischen Kérpern, im Zustand
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elektrostatischen Gleichgewichts iiberall constantes Potential herrscht,
so weit dieselben leitend mit einander verbunden sind. Von der
Moglichkeit, dals an der Berithrungsfliche heterogener Metalle oder
anderer Leiter Potentialspriinge (Doppelschichten) vorkommen, brau-
chen wir hier nicht Notiz zu nehmen, weil diese bei elektrostatischen
Problemen gar keine Rolle spielen. Der Versuch ist nun folgender:
Man stellt einen beliebigen, elektrisch geladenen Korper ,isolirt* auf,
so dals dessen Ladung nicht entweichen kann. Die davon aus-
gehende elektrische Kraft kann man im leeren Raume des Experi-
mentirzimmers bis in weite Entfernungen nachweisen. Dann um-
giebt man den Korper mit einer geschlossenen metallischen Hiille,
welche ihn aber nicht leitend berithren soll. Die Winde des
Zimmers, aus welchem alle sonstigen elektrischen Ladungen entfernt
werden miissen, denken wir uns ebenfalls leitend, etwa mit Blech
ausgekleidet, und verbinden sie mit der Hiille durch einen Metall-
draht. Der Raum dieses Zimmers erfiillt dann alle Bedingungen,
welche wir in der Theorie vorausgesetzt haben. Seine Begrenzung
setzt sich zusammen aus der Aulsenseite der Metallhiille, den
metallischen Winden und der Oberfliche des beide verbindenden
Drahtes, also aus lauter zusammenhingenden Leitern, in denen das
Potential einen iiberall gleichen Werth annehmen mufs. Auflserdem
ist der Raum frei von Ladungen, denn das Innere der Hiille gehort
nicht mit zu unserem abgeschlossenen Integrationsgebiet. Der
Theorie nach herrscht also keine elektrische Kraft im Raume, und
diese Folgerung wird durch die KErfahrung vollkommen bestiitigt:
Selbst mit den empfindlichsten Elektrometern kann man keine Spur
von einer Potentialdifferenz, d. h. von elektrischer Kraft im Raume
nachweisen, mag die eingekapselte Ladung noch so stark sein und
der Abstand von der Hiille noch so klein.

Diese Bestiitigung ist ein Beweis dafiir, dals unter allen Ab-
stofsungs- und Anziehungsgesetzen das Covroms’sche das einzig mig-
liche ist. Es lifst sich namlich zeigen, dafls die Abnahme der Kraft mit
dem reciproken Quadrat des Abstandes das einzige Kraftgesetz ist,
bei welchem die zugehorige Potentialfunction der Bedingung 4 ¢ =0
im leeren Raume geniigt. Sobald die Function von » im Kraft-
gesetz auch nur um ein ganz Geringes verschieden wire von der
minus-zweiten Potenz, so wire 4¢@ im leeren Raume nicht genau
gleich Null, das Raumintegral iiber das Quadrat der elektrischen
Kraft wiirde nicht wie in (85a) exact verschwinden, und die kleinsten
Spuren von elektrischer Kraft wiirden sich bei den sehr empfind-
lichen Elektrometermessungen verrathen. Delfshalb haben wir hier
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einen ungleich strengeren Beweis des Counoms’schen Gesetzes, als
die directen Messungen an der Drehwaage zu bieten vermogen.
Bei der praktischen Ausfithrung dieses Versuches ist {ibrigens
die metallische Auskleidung des Zimmers meist entbehrlich. Es
geniigt die Hille um die Ladung in leitende Verbindung mit der
Erde zu bringen, denn die Mauern eines Gebiudes sind doch ge-
wohnlich so weit leitend, dafs auch sie sich auf dem Potential der
Erde befinden. Unter freiem Himmel kann man gewthnlich auch das
Potential der Erde als giiltig annehmen, soweit man von der atmo-
sphiirischen Elektricitit absehen darf.

Als ein mitunter wichtiges Hiilfsmittel wollen wir noch an-
fithren, dals sich ein Raumgebiet, in welchem keine Ladungen vor-
handen sind, von jeder #Hulseren Feldwirkung abschliefsen lalst,
indem man es mit einer metallischen Hiille umschliefst. Man
braucht dazu in der Praxis nicht einmal liickenlose Flichen (Blech-
umhiillung) herzustellen, sondern Drahtnetze leisten bereits den
gleichen Dienst.

§ 26. Auswerthung einer Potentialfunction in einem
begrenzten Raumgebiet mit Hiilfe des Green’schen Satzes.

Wir kommen nun zu einer Anwendung des GreEn'schen Satzes,
bei welcher beide Functionen U/ und ¥ mit verschiedener Bedeutung
gebraucht werden. Die Function ¢ sei das Potential einer elek-
trischen Vertheilung, deren riiumliche Dichtigkeit ¢ im Inneren eines
begrenzten Raumgebietes uns bekannt ist. Zunichst wollen wir
annehmen, dals Unstetigkeitsflichen (Flichenbelegungen) und Un-
endlichkeitspunkte (Punktladungen) in diesem Gebiete nicht vor-
kommen. Wohl aber kann das Potential auch noch bedingt sein durch
irgend welche Ladungen, welche auflserhalb des begrenzten Gebietes
liegen. Wir wollen den Werth von ¢ in irgend einem inneren Punkte
des Raumes mit den Coordinaten a, b, ¢, ausdriicken. Zu dem Zweck
bilden wir den GmEex'schen Satz iiber das Raumgebiet, in welchem
¢ bekannt ist. Fiir die Function V setzen wir das Potential ¢,
fir U setzen wir eine Hiilfsfunction, welche dem einfachsten Typus
einer Potentialfunction nachgebildet ist:

Do, (86)

i

wo r den Abstand eines beliebigen Raumpunktes von dem festen
Punkt (2, b, ¢) bedeutet

r=VE—a G-+ &= (863)
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Diese Hiilfsfunction geniigt der ILaprace’schen Differential-
gleichung, hat aber im Punkte (a, b, ¢) eine Unendlichkeitsstelle,
welche wir durch eine kleine Kugel vom Radius ¢ aus dem Raume
herausschneiden miissen, iiber welchen wir den GrEen'schen Satz
erstrecken wollen. Da beide Functionen den gleichen Bedingungen
der Potentialfunctionen geniigen, so konnen wir den Satz in der
Form (75b) verwenden.

Die Oberfliche besteht aus der #ulseren Begrenzung und der
kleinen Kugelfliche. Wir wollen aber das in jener Formel ge-

brauchte Zeichen f f hier auf die dulsere Begrenzung beschrinken

und die von der Kugelfliche links und rechts herrithrenden Bei-

trige gesondert hinzufiigen. Wir setzen dabei, wie schon friiher,

ds = p%do und dn, =+ dr und bezeichnen die Integration iiber
()

alle do (deren Summe = 47 ist) mit f I . Dann nimmt fiir unseren

Fall der GrEEN'sche Satz die Form an:

S )
1 dg 1 8¢ 1
ffds-; = +ffg“do‘9 &_—i-fff?zltpdmdydx
1
=ffd8¢?;7+ fgsdsq:a—:+fff¢d(?)dxdydx.

Absichtlich ist in dieser Gleichung noch keine der naheliegen-
den Umformungen ausgefithrt, um ihre Entstehung deutlich zu
zeigen. Bezeichnen wir der Kiirze wegen die sechs Integrale in
der Reihenfolge, wie sie in Gleichung (87) folgen, mit I, II, III,
IV, V, V. Mit I und IV sind keine Aenderungen vorzunehmen,
wohl aber mit den beiden Kugelflichenintegralen. Das linke ist

)
II=p- fdo‘%f—

und verschwindet wegen des Factors ¢ mit diesem; ja sogar noch
entschiedener als o selbst, denn da ¢ an der Stelle (a, b, ¢) einen
reguliren Verlauf hat, sind die einzelnen d¢/dr nicht nur endlich,
sondern auf den beiden Hilften der kleinen Kugel nahezu entgegen-
gesetzt gleich, so dals sie sich bei verschwindender Grofse der
Kugel auch noch gegenseitig aufheben. Jedenfalls ist im Grenz-
fall 0= 0

(87)

II=0.
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Anders ist es bei dem rechtsseitigen Integral V.
Es ist
1
i I

dor 2’

wofiir an der Kugelfliche der feste Werth ——;—2 zu setzen ist. Die

positiven und negativen Potenzen von ¢ heben sich hier auf und

es bleibt:
(k)

V=—[fds-g.

Die Werthe, welche ¢ auf den einzelnen Stellen der kleinen Kugel-
fliche besitzt, nihern sich mit verschwindendem Radius mehr und
mehr dem Werthe, welcher im Centrum (a, b, ¢) herrscht. Ja man
darf diesen als zulissigen Mittelwerth bereits vor das Integral setzen,

ehe noch die Kugel ganz verschwunden ist. Das dann noch iibrig-
(k)

bleibende f do ist aber = 4 #, mithin wird
v = 4“‘?(“9 b )

Im linksseitigen Raumintegral III machen wir Gebrauch von
der Poisson’schen Differentialgleichung, deren & uns ja im ganzen
(Gebiet bekannt ist, und erhalten:

=_4”fff eda:fydz: )

Im letzten Integrale VI endlich gilt nach Ausschliefsung des Kugel-
inneren iitberall die Liarnace’sche Gleichung A (%) =0, also ist;
VI=0.
Jetzt lautet Gleichung (87) folgendermaalfsen:

[Jurt3e aaffeetnte  Foag ™ inp

oder nach Division mit 4z und etwas gefinderter Anordnung:

S N P
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Der Werth von ¢ in dem ausgewihlten Punkte ist hiermit dar-
gestellt und zwar durch drei Summanden, deren jeder eine uns be-
reits bekannt gewordene Bedeutung hat. Der erste Summand besitzt
die Normalform des Potentials, welches herriihrt von der riumlichen
Vertheilung der Ladungen, soweit sie im Inneren unseres abgegrenzten
Raumgebietes liegen. KEs sind dies physikalisch vorhanden an-
genommene reale elektrische Quanta, doch ist damit nicht aus-
gedriickt, dals dieses alle Quanta sind, von denen ¢ herrithrt. Es
konnen vielmehr die Dichtigkeiten & jenseits der Begrenzung sich
weiter fortsetzen, denn diese Begrenzung ist hier nur eine fingirte
mathematische Oberfliche, welcher gar keine physikalische Bedeu-
tung oder Realitit zuzukommen braucht. Ueber diese Begrenzung
erstrecken sich nun die beiden hinzukommenden Integrale. Das
erste derselben hat die Normalform des Potentials einer Flichen-
belegung, deren Dichtigkeit durch

1 4
o=— 1 "a%; 87¢)
gegeben ist; das zweite sieht nach Gleichung (G8), S. 72, aus, wie
das Potential einer Doppelschicht, deren Moment durch
P
M = = (874d)
gegeben ist, in beiden Ausdriicken fiir ¢ und dessen Differential-
quotienten sind die entsprechenden Oberflichenwerthe zu nehmen. Von
der realen Existenz dieser beiden Flichenbelegungen haben wir aber
dadurch gar keine Gewilsheit. Die in Gleichung (87b) gegebene Dar-
stellung des von einer wirklich vorhandenen Elektricitiitsvertheilung
herrithrenden Potentials hat also die Eigenthiimlichkeit, dals sie ein
beliebiges Raumgebiet bevorzugt, indem sie die darinnen liegenden
Bestandtheile des Ladungssystems allein beriicksichtigt, alle aufser-
halb liegenden, ebenfalls concreten Ladungen aber weglilst und zum
Krsatz dieser Unterlassung eine nicht concret existirende Belegung
der beliebig gewihlten Oberfliche des Gebietes mit erstens einer
einfachen und zweitens einer Doppelschicht fingirt. Das hat zur
Folge, dals ¢ im Inneren des Raumes zwar richtig dargestellt wird,
aber aulserhalb den wirklichen Verlauf nicht mehr darstellt, sondern
wie wir zeigen wollen, iiberall den Werth 0 annimmt.

Denken wir uns zu diesem Zwecke die fingirte Vertheilung als
die wirkliche, also den #ufseren Raum ganz leer, und die Oberfliche
des Gebietes reell belegt mit den durch (87c¢ und d) gegebenen
Dichtigkeiten ¢ und Doppelschichtmomenten 9.

H. v. HELMHOLTZ, Theoret, Physik. Bd.1V. 8
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Die Dichtigkeiten e bewirken dann einen Sprung, der nach der
Normale genommenen Differentialquotienten von ¢, den wir nach
einer frither entwickelten Formel schreiben konnen

deo g
6‘?@ + on,

=—4me.

Dies stimmt mit Gleichung (87¢) nur, wenn iiberall

0

ot

ist. Das Potential hat in der Richtung der nach aufsen gerichteten
Normale an keiner Stelle der Oberfliche ein Gefille, mufs daher im
ganzen (leeren) Aulsenraum constant sein.

Die Doppelschicht bewirkt einen Sprung von ¢ selbst, welcher
nach einer ebenfalls frither entwickelten Formel gegeben wird durch:

P — o =47 M.
Dies stimmt mit (87d) nur, wenn an der Aufsenseite der Oberfliche

ga=10
ist. Mithin ist der constante Werth, welchen ¢ im ganzen Aufsen-
raum bewahren mufs, der Werth ¢ = 0.

Die Ableitung der Gleichung (87b) aus dem GrEEN’schen Satze
wird nicht wesentlich verindert, wenn man neben der riumlichen
Vertheilung ¢ auch noch reelle Flichenbelegungen ¢ und reelle Punkt-
ladungen ¢, €, ... € ... als constituirende Elemente fiir das
Potential ¢ annimmt. Man muls dann diese Stellen, soweit sie im
Inneren des Raumgebietes liegen, mit unter die Begremzungen auf-
nehmen, wodurch die Oberfliichenintegrale neue Beitriige liefern. Man
iibersieht leicht, da ahnliche Rechnungen schon mehrfach hier durch-
gefithrt wurden, dafs an Stelle der Gleichung (87b) dann folgende
erweiterte tritt:

roem IR e 531
+ff ( n ani) - _fdsf% aa(i)_ (87¢)

Die ersten drei Terme erstrecken sich auch jetzt iiber alle diejenigen
Ladungen, welche im Innern des gewihlten Gebietes liegen, nur
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besteht dieser, in geschweifte Klammern geschlossene Theil jetzt aus
drei Bestandteilen, entsprechend den verschiedenen Anordnungen der
Ladungen in Réumen, Flichen, Punkten. (Geladene Linien hitte
man als vierte Moglichkeit auch noch aufnehmen gekonnt) Die
beiden letzten Integrale iiber die dufsere Begrenzung haben durch-
aus die gleiche Bedeutung wie in (87h).

‘Wenn man iibrigens von dem Princip der continuirlichen Ueber-
ginge Gebrauch machen will, so kann man Spriinge der Differential-
quotienten von ¢ und Unendlichkeitsstellen von ¢ wegleugnen,
erstere als Stellen auffassen, in der Elektricitit schichtartig, aber
doch in réumlicher Dichtigkeit dicht zusammengeriickt liegt, letztere
als knotenartige Anhiufungen riiumlicher Ladungen ansehen, und
kommt dann mit der einfacheren Gleichung (87b) vollstindig aus.
Diese Gleichung stellt eine Integration der Porsson’schen Differential-
gleichung fiir ein abgegrenztes Raumgebiet dar. Die Poisson’sche
Differentialgleichung 4 ¢ = — 47 ¢ ist linear, aber nicht homogen.
Ueber die Integrale solcher Differentialgleichungen giebt es einen
allgemeinen Satz: Hat man zwei verschiedene Losungen ¢, und ¢,
gefunden, so kiénnen diese sich nur unterscheiden um eine Function,
welche im ganzen Gebiete ohne Ausnahme der entsprechenden
homogenen Differentialgleichung geniigt. Das ist in unserem Falle
die Larrace’sche. Eventuelle geforderte Unstetigkeiten miissen sich
in der Differenz ¢, — ¢, wegheben, da sie beiden Losungen gleicher-
maafsen eigen sind. Man kann also aus irgend einem partikuliren
Integral, welches nur der Porsson’schen Gleichung, aber nicht den
Grenzbedingungen geniigt, jedes andere durch Hinzufiigung von Inte-
gralen der Larrace’schen Gleichung erhalten. In Gleichung (87h)

ist dies geschehen: Das Raumintegral iiber ; befriedigt die

Poisson-Gleichung, die beiden folgenden Oberflichenintegrale geniigen
der Laplace-Gleichung, weil sie Potentiale sind von Belegungen, die
den Innenraum nicht besetzen. Die eigenthiimliche Bildung dieser
beiden Zusiitze ist nun aber eine Folge der besonders einfachen
Form, welche wir der Hiilfsfunction U/ im Green’schen Satze gegeben

. ;g 1
haben, indem wir sie = = setzten.

Der Mathematiker wird die Gleichung (87b) nicht fiir eine voll-
giiltige Integration der Poisson’schen Differentialgleichung in dem
abgegrenzten Raumgebiet ansehen, denn, wenn die partielle
Differentialgleichung im Integrationsgebiet vorgeschrieben ist, will er

die Form der Losung eindeutig angegeben sehen, sobald die Grenz-
B¥
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bedingungen bekannt sind. Darunter sind aber nur die Werthe der
gesuchten Function selbst verstanden, welche an der Begrenzung
vorgeschrieben sind. Wir haben aber auch deren Differential-
quotienten nach der inneren Normale beniitzt, also eine Kenntnils
wenigstens des Anlaufs, den  nimmt, wenn man von der Begrenzung
ins Innere dringt.

§ 27. Fortsetzung unter Verwendung der Green’schen
Function.

Es giebt eine im Princip der vorigen ganz @hnliche Behandlung
des in Rede stehenden Problems, welche zur Liosung der Aufgabe
nur die Grenzwerthe von ¢ selbst erheischt, nicht auch die von
O ¢/dn,; aber die Hiilfsfunction U hat dabei nicht die einfache
Gestalt, welche wir ihr im Vorigen gegeben haben.

Diesen Weg hat bereits GREEN eingeschlagen, und man nennt
defshalb die dazu taugliche Hiilfsfunction die GrEEN'sche Function.
Um den rein mathematischen Beweis fiir ihre eindeutige Existenz
haben sich Gauss, DiriceneEr und andere Mathematiker verdient ge-
macht, siehe § 30 8. 128. Doch kann man sich durch eine physi-
kalische Vorstellung ohne Miihe die Ueberzeugung verschaffen, dafs
sie thatsiichlich bei jeder Form der Raumbegrenzung und bei jeder
Lage des inneren Punktes (a, b, ¢) gefunden werden kann und nur
in einer einzigen Art ihres Verlaufes gefunden werden kann. Dals
man sie durch einen expliciten Rechenausdruck angeben kann, soll
damit nicht gesagt sein, dies gelingt nur bei besonders regelmifsiger
Gestalt der Begrenzungsfliche.

Die GreEEx'sche Function I soll folgende Bedingungen erfiillen:
1. In dem Punkte (a, &, ¢), in welchem man den Werth von ¢ sucht,
goll sie unendlich werden in ganz derselben Weise, wie die im

. 1 :
vorigen Paragraphen beniitzte Function — 2 Im ganzen {ibrigen

Innenraum soll sie der Lapracre’schen Differentialgleichung 4 U=0
geniigen. 3. An der geschlossenen Begrenzungsfliche soll sie iiberall
den Werth U =0 haben. Den Verlauf dieser Function U ver-
anschaulicht uns folgende physikalische Vorstellung: Wir denken
uns alle die Ladungen, von denen ¢ herriihrt, fortgeschafft, denken
uns ferner den abgegrenzten Raum als eine Hiohlung in einem
metallischen Korper, oder wenigstens umhiillt von einem metallischen
Mantel, dessen innere Wandung die Grenzfliche bildet. In den
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Punkt (a, b, ¢), welcher irgend wo in der Hohlung liegt, stellen wir
isolirt eine Punktladung -+ 1 und verbinden die Metalloberfliche
leitend mit dem Erdkérper, den wir als unendlich grofsen Leiter mit
dem Potentialwerth O ansehen diirfen. Dann stellt sich ein ganz
bestimmter elektrostatischer Ruhezustand her. Negative Quanta,
herbeigezogen durch die positive Punktladung bedecken in ganz
eindeutig bestimmter Dichtigkeitsvertheilung der Flichenbelegung
die innere Metallwandung, und es besteht in dem Hohlraum ein
elektrisches Feld, dessen Potential nichts anderes ist, als die
GrEexn'sche Function. Die erste Bedingung wird durch die Punkt-
ladung befriedigt, die zweite dadurch, dals der Hohlraum im iibrigen
leer gedacht wird, die dritte endlich durch die leitende Verbindung
der Hille mit der Erde. Ueber die mathematische Darstellung
lafst sich im Allgemeinen nur so viel aussagen, dafls die GrREENsche
Function in die Form gebracht werden kann:
U= 2 . (88)
r
Der erste Summand, die einfache Hiilfsfunction des vorigen
Paragraphen, besorgt das Unendlichwerden in dem ausgewihlten
Punkt (a, b, ¢) und befriedigt im iibrigen Raum die Larnace’sche
(leichung. Der hinzugekommene Summand — U’ hat die Aufgabe,
die Function an der Oberfliche auf Null herunter zu driicken, ohne
ihre iibrigen Eigenschaften zu storen. Bezeichnen wir also mit 7
den Abstand der einzelnen Oberflichenelemente von dem aus-
gewihlten Punkt im Inneren, so muls U’ an der ganzen Oberfliche
die Werthe besitzen, welche durch

7= 1 (88a)

vorgeschrieben sind. Im inneren Raum aber mufs U’, stetig an U’
ankniipfend, iiberall der Liarnace’schen Differentialgleichung geniigen
ohne jede Ausnahmestelle, ganz wie ein Potential in einem ginzlich
leeren Raume. Das Problem der Auffindung der Grern'schen
Function ist hierdurch zuriickgefithrt auf das einfachere, eine Func-
tion U’ zu bestimmen, welche im ganzen inneren Raum ohne Aus-
nahmestelle der Liarnacr'schen Gleichung geniigt und sich stetig
einem vorgeschriebenen Verlauf an der Oberfliche anschmiegt. In
unserem Ifalle ist es sogar ein durch das einfache Gesetz (88a) vor-
geschriebener Verlauf. Wir werden bei der Betrachtung des elektro-
statischen Gleichgewichtes in Leitern anf das gleiche Problem ohne
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die DBesonderheit (88a) stofsen, und defshalb die Betrachtungen
dariiber bis dahin verschieben, zumal wir durch das beschriebene
physikalische Bild von der eindeutigen Existenz von U, folglich auch
von U’ iiberzeugt sind.

Nun wenden wir, wie im vorigen Paragraphen, den GrREEN’schen
Satz in der Form (75b) an, schneiden die Unendlichkeitsstelle von
U durch Kugel von Radius ¢ heraus und erhalten, entsprechend (87)

i (k)
0 o
ffdsUa—z +flfy’do‘U6—f +ffoArpdxdydx

(k)

._ffdszpa +ffg5da'tpa ~}—ffft;oAUd9:dydx

Diese sechs Integrale in der hier stehenden Reihenfolge nennen
wir wieder I, II, TII, IV, V, VL
Der Unterschied gegen die vorige Darstellung zeigt sich gleich
im ersten Integrale, denn es ist jetat
I=0,

weil 7 an der Oberfliiche gleich Null ist. Ueber IV ist nichts zu
bemerken. In den beiden Kugelintegralen beniitzen wir (88).
Dann wird:

(89)

(%) (k)

II-ffp’dala—qj—-ffﬂdaU’

Beide Integrale verschwinden zugleich mit p, das erste ist identisch
mit dem entsprechenden des vorigen Paragraphen, das zweite ent-
hilt noch eine Potenz mehr von der verschwindenden Grifse o,
withrend U" an der Kugel endlich bleibt. Es ist also auch hier:

II = 0.
., 0U 1 oU
Im Integrale V ist ;. iy e 73 zu setzen, also
[L5] (k)

T

Das erste ist wieder identisch mit dem V des vorigen Paragraphen,
das zweite verschwindet wegen des Factors o? und reguliren Ver-

laufs von 66% an der Stelle der kleinen Kugel, also ist

V = — 4ﬂtfp(g,b,c).
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Endlich ist wegen der Porsson'schen Differentialgleichung:
IIT = — 4nff Uedxdydx,

und wegen der Larrace'schen Differentialgleichung:
VI=0.

Im Ganzen ist also, wenn man V allein auf die linke Seite stellt
und durch 4 7 dividirt:

??(a,be)-—ffoadxdydz +ffds%a (89a)

Sind aulser der Raumdichtigkeit ¢ noch Flichen vorgeschrieben,
an welchen %(g- gegebene Spriinge machen soll, die man sich also
mit bekannten Flichenbelegungen von der Dichtigkeit ¢ geladen zu
denken hat, so kommt zur rechten Seite noch ein Integral iiber
diese Unstetigkeitsflichen hinzu von der Form:

+ffdsu Ue.

Sind endlich auch Unendlichkeitsstellen von ¢ vorgeschrieben, die
von Punktladungen e, ... ¢ ... herrithren, so kommt rechts noch

hinzu:
+ > Ue,.
a

In diesen beiden eventuell hinzutretenden Termen sind fir U die
Werthe zu setzen, die an den Stellen der vorhandenen e und e,
herrschen. (Unter Zulassung des Princips der Continuitit kann man die
e und e, als sehr dicht zusammengedringte Raumladungen ansehen,
dann fallen sie mit unter das Raumintegral (89a) und diese Gleichung
ist ohne die eben angefithrten Zusiitze vollstiindig.)

Es ist nun in Gleichung (89a) gelungen den Werth von ¢ in
jedem Punkte eines beliebigen Raumgebietes anzugeben, wenn die
Porsson’sche Differentialgleichung, d. h. die Vertheilung von & und
die Oberflichenwerthe von ¢ gegeben sind; sie stellt daher eine
vollgiiltige Integration der Differentialgleichung dar. Zugleich sieht
man, dafs es stets eine und nur eine passende Lisung giebt, weil
es stets eine eindeutige GrEEN'sche Function U geben mufls, deren
Kenntnifs allerdings dabei vorausgesetzt wird.

Je weiter die Grenzen des Raumgebietes hinausgeschoben werden,
um so kleiner werden fiir Punkte im Endlichen die Betrige 1/7,
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um so unbedeutender wird zugleich damit auch die Function U’,
welche ja im Inneren nirgends gréfser werden kann, als der hochste
vorkommende Werth von 1/7, weil ein ausnahmeloses Integral
der Larrace'schen Gleichung kein Maximum haben kann. Bei un-
begrenztem Raume geht daher die GreEx'sche Function in die ein-
fache Form U= 1/r des vorigen Paragraphen iiber; die beiden
Gleichungen (87b) und (89a) werden dann gleichbedeutend und

geben:
e-drdydz
fPa,b.c — _—;—_?

welchem eventuell bei Flichen- und Punktladungen noch hinzu-
zufiigen sind:

e ea
+[fantrzie.

Die Oberfliichenintegrale iiber die unendlich ferne Begrenzung
ndmlich verschwinden in beiden Gleichungen, wenn ¢ in grofser

Const

Entfernung abnimmt wie Dies diirfen wir aber annehmen,

wenn ¢ nur von Ladungen im Endlichen herriihrt.

§ 28. Ein Satz von Gauss liber Potentiale in leeren
Raumgebieten.

Wir kinnen an die Entwickelungen der beiden vorhergehenden
Paragraphen einen Satz als besonders einfachen Sonderfall an-
schliefsen, welcher von Gauss (Allgemeine Lehrsitze 1840) ohne
Benutzung des GreEN'schen Satzes abgeleitet wurde.

Wir denken uns einen leeren Raumbezirk, in welchem ein
Potential ¢ existirt, das dort natiirlicher Weise iiberall der Larrnacs’-
schen Differentialgleichung 4¢ = 0 geniigt. Als Begrenzung des
Integrationsgebietes denken wir uns in diesem Bezirk eine Kugel-
fliche vom Radius R, und als den Punkt (a, b, ¢), in welchem wir
@ bestimmen wollen, wiihlen wir das Centrum dieser Kugel. Die
beiden Schlufsgleichungen (87 b) und (89 a) leisten uns dabei gleich
gute Dienste. In beiden fallen die Raumintegrale fort, weil nach
Voraussetzung & = 0 ist. Betrachten wir zuerst (87b) fiir diesen
Fall: Im ersten nimmt der Nenner » den festen Werth R an, im

zweiten ist: . .
o) o) 1 1

on, Or r2’ also R
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Es folgt daher, wenn wir den Werth im Centrum der Kugel
mit ¢, bezeichnen:

i Fr.oe,. U Ff
Po=" 4;:Rffds”?‘.+4xmffd“"

Das erste dieser beiden Integrale verschwindet aber, weil die
Kugel einen ladungsfreien Raum enthalten soll

Bei Verwendung der Gleichung (89a) miissen wir erst die
GreEN'sche Function suchen. Diese wird bei den einfachen Be-
dingungen dieser Aufgabe leicht gefunden. Da nimlich iiberall

1/7=1/R ist, ist auch U’ = jlf (im ganzen Kugelraum constant),

also:

mithin

Es folgt also beide Male das gleiche Ergebnils:

e . 90)

Diese Formel stellt ¢, dar als den arithmetischen Mittelwerth
aller an der Kugeloberfliche herrschenden Werthe von ¢, denn

f f ds q summirt alle Flichenelemente der Kugel, jedes multiplicirt

mit dem dort herrschenden Werth von ¢, und der vorgestellte
Divisor 4 7 R? mifst die gesammte Kugelfliche. Wir haben hiermit
den von Gauss gefundenen Satz abgeleitet, welcher in Worten so
ausgesprochen werden kann: ,In ladungsfreien Raumgehieten ist der
Potentialwerth in jedem Punkte gleich dem arithmetischen Mittel
der Potentialwerthe aunf einer um diesen Punkt als Centrum gelegten
Kugelfliche. Auf den Radius kommt es dabei nicht an, so lange
nur die Kugel nicht in geladene Gebiete hineinragte

Mit Hilfe dieses Satzes kann man noch folgende principiell
wichtige Eigenschaft der Potentialfelder nachweisen: Ist in einem
endlichen ladungsfreien Raumgebiet das Potential als constant er-
kannt, so muls es den gleichen constanten Werth auch iiber die
Grenzen des Gebietes hinaus bewahren, so weit der ladungsfreie
Raum reicht. Den Beweis fithrt man dadurch, dals man Kugelfiichen
gelegt denkt, deren Centra noch in dem Gebiete liegen, in denen ¢
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als constant erkannt ist, withrend die Oberflichen theilweise in un-
bekanntes Gebiet hinausragen, von welchem man nur weils, dafls es
leer von elektrischen Ladungen irgend welcher Art ist. Wenn dann
auf den hinausragenden Flichentheilen das Potential andere Werthe
hiitte, wie im bekannten Gebiet, so kinnte der Mittelwerth iiber die
Oberfliche nicht den Werth im Centrum ergeben, welches noch ins
innere (Gebiet fillt. Die Ausflucht, dafs die variablen Antheile der
hinausragenden Kugelcalotten sich gegenseitig vernichten, ist wegen
der ganz beliebigen Lage der Kugeln hinfiillig. So kann man das
bekannte Gebiet durch immer weiter vorgeschobene neue Kugel-
flichen erweitern und schliefslich allen zusammenhiingenden leeren
Raum dadurch fiir die Erkenntnils des constanten Potentialwerthes
erobern.

Anmerkung. Kine, wenn auch kleine, aber doch endliche
Ausdehnung mufs bei dieser Beweisfiihrung das urspriingliche Ge-
biet haben, in welchem die Constanz des Potentials verbiirgt ist,
sonst konnte man zu falschen Schliissen gefithrt werden. Wir er-
wahnten frither (S. 97) die Moglichkeit eines Sattelwerthes des
Potentials im leeren Raume zwischen zwei gleichgeladenen Punkten.
An solcher Stelle hat man allerdings einen verschwindend kleinen
Raum, in welchem ¢ nach keiner Richtung hin ein Gefillle zeigt,
also constant erscheint. Doch diirfte man dieses verschwindend
kleine Gebiet nicht durch solche Kugelflichen-Taktik, wie wir sie
vorher anwendeten, erweitern wollen.

Zweiter Abschnitt.
Gleichgewicht der Elektrieitit auf leitenden Kérpern.

Erstes Kapitel.
Allgemeine Grundsitze.

§ 29. Leitfihigkeit und Influenzirbarkeit, allgemeine
Bedingung des Gleichgewichts.

Unter einem Leiter der Elektricitit oder einem Conductor ver-
steht man, der Erfahrung entsprechend, einen Korper, in welchem
elektrische Quanta ihren Ort veréindern konnen, ohne den ponderablen
Triger mitzunehmen, in welchem sie also gewissermaalsen flielsen
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kinnen. Daher nennt man die elektrischen Quanta in Leitern auch
wohl Fluida. Die Ursache des eintretenden Fliefsens oder der Fort-
leitung ist immer das Wirken einer elektrischen Kraft, welche die
Quanta nach ganz demselben Grundgesetz angreift, welches wir zu
Anfang des ersten Abschnittes aufstellten, nur mit dem Unterschied,
dals hier nicht die Triger der Ladungen angegriffen werden, also
keine ponderomotorischen Wirkungen erzeugt zu werden brauchen.
Man nennt defshalb die elektrische Kraft in diesem Falle zum Unter-
schiede von dem vorigen auch elektromotorische Kraft. Ein
begrifflicher Unterschied besteht aber nicht zwischen beiden: Die
Vorstellung des elektrischen Feldes mit seiner Potentialfunction gilt
hier ebenso, wie vorher. Aber eine Erweiterung der Vorstellung
von den elektrischen Quantis ist jetzt nothig.

Mit dem Worte Quantum soll doch ausgedriickt werden, dals
man es mit einer unzerstorbaren und unvermehrbaren Grofse zu
thun hat, welche in leitenden Kérpern nur die Freiheit hat, ihren
Sitz zu veriindern. Die Unverinderlichkeit des Ladungsquantums
kann man nun bei einem gut isolirten Conductor auch noch nach-
weisen, so lange man Hufsere elektrische Krifte fernhilt. Kann
man die Gestalt des Conductors veriindern, so verindert sich zwar
die Anordnung seiner Ladung, aber die Gesammtmenge der ihm
mitgetheilten Elektricitit bleibt unveriindert, wenigstens kann man
deren frither oder spiter bemerkbare Abnahme immer befriedigend
erkliren durch mangelhafte Isolirung oder durch Leitfihigkeit der
Luft, welche den Conductor umgiebt. Die mitgetheilte Ladung
besitzt dabei immer auf allen Stellen des Conductors gleiches Vor-
zeichen. Bringt man aber diesen Conductor in ein hinreichend
starkes elektrisches Feld, so kann man beobachten, dals er an ver-
schiedenen Stellen entgegengesetzte Ladungen zeigt, von denen die
eine beider Arten vorher nicht zu beobachten war, also neu ent-
standen sein mufls. Auch zeigt die vorher vorhandene Art jetzt
grofseres Quantum. In gewohnlichem Sinne kann man also nicht
von Unvermehrkeit der Ladung sprechen, doch bestitigen alle Er-
fahrungen, dafs stets gleich grofse Mengen positiver und negativer
Ladungen entstehen, so dafs man die Constanz der Elektricitits-
mengen auf einem isolirten Conductor gewahrt findet, wenn man
unter Menge die algebraische Summe der positiven und negativen
Quanta versteht. Man kann die Vorstellung von dem substantiellen
Charakter der elektrischen Ladungen angesichts dieser Erscheinungen
nur mit einer gewissen Gewaltsamkeit retten, welche unser An-
schauungsbediirfnifs nicht recht befriedigt. Man nimmt nimlich an,
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dafs sich in allen Kérpern gleichgrofse Quanta der beiden entgegen-
gesetzten Elektricitiiten in unerschopflicher Menge iiberall bei
einander befinden, ohne dals deren Gegenwart sich durch irgend
etwas verriith, weil die entgegengesetzten Wirkungen der positiven
und negativen Fluida sich neutralisiren. Aus diesem Vorrath
treten, durch irgend welche Processe von einander getrennt, die
einzelnen positiven und negativen Quanta — immer beide in gleichen
Mengen — hervor in die Erscheinung, man konnte sagen, in die
Wirklichkeit, um gelegentlich bei anderen Processen wieder zusammen-
zufliefsen zu ,,Nichts®, denn das ist in der That der sich durch
keinerlei Wirkungen verrathende unerschiopfliche Vorrath. Wenn
man das Unbefriedigende der Hypothese, dals zwei Substanzen von
polar entgegengesetzten Eigenschaften sich vernichten sollen, als
unvermeidlich hinnimmt, so erklirt im Weiteren diese Auffassung
die Phiinomene in befriedigender Weise. Man kennt keinen Proce(s
der Elektricititserzeugung, bei welchem nicht gleichgrofse Mengen
positiver und negativer Ladungen gebildet werden. Dies gilt auch
von der #ltest-bekannten Erzeugung durch Reibung zweier ver-
schiedener Korper, und hier begegnen wir hei der Betrachtung eines
Conductors, der in ein #ulseres elektrisches Feld gebracht wird,
einer zweiten davon verschiedenen Entstehungsweise. Die frei be-
weglichen, einander neutralisirenden, beiden Fluida werden durch
den Angriff der iufseren elektrischen Kraft in entgegengesetater
Richtung fortgefiihrt, die positiven in Richtung fallenden, die negativen
in Richtung steigenden Potentiales. Dadurch werden beide raumlich
getrennt, und #dulsern als reelle Ladungen ihre charakteristischen
Wirkungen. Dals diese Trennung bei elektrostatischen #ulseren
Kriiften zu einem bestimmten Gleichgewichtszustand fithren mulfs,
nachdem endliche Mengen positiver und negativer Elektricitit von
einander getrennt worden sind, werden wir bald beweisen. Man
nennt diese Trennung ,Influenz¥. Besteht der Conductor aus zwei
geeigneten trennbaren Theilen, die sich einzeln isoliren lassen, so
kann man nach Eintritt des Gleichgewichts die positiv geladenen
Regionen fiir sich abheben, und die negativen ebenfalls, und sie aus
dem erzeugenden Felde und aus der Nachbarschaft der anderen
Halfte wegbringen und erhilt so zwei mit entgegengesetzt gleichen
Quantis beladene einzelne Conductoren. Die Influenzmaschinen sind
nichts als Apparate, welche durch eine drehende Bewegung ihrer
Theile fortgesetzt und continuirlich diese beiden Akte wiederholen:
Trennung der Elektricitiiten durch Influenz und riumliche Trennung
der damit beladenen Conductoren.
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So lange im Inneren eines Leiters elektrische Kraft herrscht,
findet Trennung und entgegengesetzte Fortfihrung beider Elektrici-
taten statt, es besteht kein Ruhezustand. Die getrennten Ladungen
aber erzeugen ein eigenes neues Feld, welches sich dem ursiichlichen
dulseren Felde superponirt und dieses schwiicht. Ruhe kann erst
eintreten, wenn das iufsere Feld im ganzen Innenraum des Leiters
gerade aufgehoben wird durch das Feld der influenzirten Ladungen.
Sobald dieser Zustand eingetreten ist, hort die Trennung auf und
es besteht Ruhe der Ladungen, welche so lange wihrt, als das
dulsere Feld unveriindert gelassen wird. Nun sieht man sogleich
ein, dals bei diesem Ruhezustand im inneren Raum des Leiters
sich keine Ladungen halten kionnen, denn diese wiirden um sich
herum immer ein Feld erzeugen, und zwar ein solches, welches auf
keine Weise durch das #ufsere Feld aufgehoben werden kann. Die
durch Influenz getrennten Quanta wie auch die dem Leiter eventuell
von Anfang im Ueberschuls mitgetheilte Ladung miissen also im
Gleichgewichtszustand bis an die Grenzen des Leiters geriickt sein,
dessen Oberfliche sie in einer bestimmten Vertheilung der Flichen-
dichtigkeit belegen.

In ,guten” Leitern, zu denen namentlich die Metalle und das
fiir gewdhnlich immer mit Spuren von gelosten Salzen behaftete
Wasser und auch feuchte, d. h. mit Wasser durchtriinkte Stoffe ge-
horen, geschieht die zur elektrischen Ruhe fithrende Dislocation der
Fluida in so aufserordentlich kurzer Zeit, dals sie bei millsiger
Ausdehnung der Conductoren iitberhaupt nicht direct beobachtet
werden kann, vielmehr den Eindruck einer momentanen Wirkung
macht. s bestehen indessen zwischen den guten (vollkommenen)
Leitern und den vollkommenen Nichtleitern oder Isolatoren Zwischen-
stufen: Korper, in denen die hier allgemein charakterisirte elektro-
statische Dislocation den #ufseren Feldkriften nicht momentan folgt,
sich aber nach einiger Zeit herstellt. In die Klasse dieser Halbleiter
gehiren streng genommen alle wirklichen Korper, doch niithern sich
einige Gruppen sehr stark den beiden idealen Grenzfillen. Dals
sich in den sogenannten vollkommenen Nichtleitern und auch in den
schlechten Halbleitern, in letzteren lange vor Eintritt der Ruhe durch
Leitung, momentan ein anderer merkwiirdiger Zustand ausbildet,
den man als dielektrische Polarisation bezeichnet, soll uns hier noch
nicht beschiftigen. Wir betrachten hier den definitiven Ruhe-
zustand, der durch Freiziigigkeit beider Elektricititen in den ganzen
ausgedehnten Korpern zu Stande kommt. Dieser ist unabhingig
davon, wie gut das Leitvermdgen ist, oder wie lange es dauert, bis
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er erreicht ist. HEs kommt dabei nur an auf die Gestalt des
Leiters, auf die ihm mitgetheilte Ladung und auf das influenzirende
aufsere Feld.

Wir miissen nun die Gleichgewichtsbedingung mathematisch
formuliren. Das Verschwinden der elektrischen Kraft im Inneren
des Leiters fordert daselbst constantes Potential bis an die Ober-
fliche, welche an vollkommen nichtleitende Substanzen, Isolatoren,
feste, fliissige oder gasférmige, zu denen auch das méglichst voll-
kommene Vacuum zu rechnen, angrenzt. An der Berithrungsfliche
zweier chemisch verschiedener Leiter hat man allerdings Spriinge
der Potentialfunction nachgewiesen, welche auch im Ruhezustand
gewahrt bleiben. Solche Potentialspriinge storen aber nicht die Gleich-
gewichtsbedingung, wenn nur das Potential zu beiden Seiten kein
Gefille besitzt. Man kann sich in solchen Berithrungsflichen von
dem hier vorgetragenen Standpunkt aus Doppelschichten denken,
deren Fernwirkung ja nach fritheren Auseinandersetzungen eine ver-
schwindende ist. Zun#chst sehen wir aber von solchen fiir die
Elektrostatik unwesentlichen Complicationen ab und betrachten
einen begrenzten homogenen Leiter, welcher in ein gegebenes fulseres
elektrisches Feld gebracht ist. Das Potential dieses Feldes, wenn
der Leiter nicht darin liegt, sei ¢. HKs rithre her von festen
Ladungen, die jedenfalls den Raum, in welchen der Leiter gebracht
werden soll, leer lassen, so dals dort iiberall 4¢ =0 ist. Nun
kommt der beladene oder unbeladene Conductor, vollkommen isolirt,
in eine bestimmte Stellung im Felde und die Vertheilung der
Ladung, eventuell auch die Trennung der verbundenen Fluida stellt
sich her. Der Gleichgewichtszustand wird nicht gestért, wenn wir
die frei beweglichen Fluida, welche die Oberfliche des Conductors
nun ruhend hedecken, uns als unverriickbar an ihren Orten fest-
gehalten denken.

Dann konnen wir das #ulsere ursiichliche Feld weggenommen
denken und der Conductor mit der auf ihm fixirten Ladung bleibt
allein zuriick. Diese Oberflichenladung fiir sich allein bewirkt ein
elektrisches Feld sowohl im Inneren des Leiters wie im #Hufseren
Raum. Das Potential dieses Feldes sei ¢". Ks muls wegen der
Abwesenheit riumlicher Ladungen innen und aufsen bis an die Ober-
fliche heran der Differentialgleichung 4¢’= 0 geniigen. Die auf
der Begrenzung angesammelten Flichenladungen werden aber die
uns bereits bekannten Spriinge der Differentialquotienten 6 ¢’/dn
hervorbringen. In Wirklichkeit besteht nun das #ufsere Feld zu-
sammen mit dem von der Oberflichenbelegung herrithrenden. Die
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beiden Potentialfunctionen ¢ und ¢’ superponiren sich fiberall durch
algebraische Addition, es herrscht defshalb im Raum das Potential
@ + ¢’ und die Gleichgewichtsbedingung besteht darin, dafs fiir das
zusammenhiingende Innere des Conductors bis zu dessen Ober-
fliiche gilt:

¢ + ¢'= Constans. (91)
Der Werth der Constanten wird hierdurch nicht bestimmt. Wird
das Potential ¢ des dulseren Feldes ohne disponible additive Con-
stante angegeben, etwa in der bestimmten Form >e/r, so kann die
Unbestimmtheit des Werthes in der Gleichgewichtsbedingung (91)
nur daher rithren, dals nicht angegeben ist, wie grofs die dem
Conductor eventuell mitgetheilte Ladung ist. Wir konnen aber
diese Unbestimmtheit abspalten, indem wir ¢’ in zwei Summanden
zerlegen:

¢=g'+g"
und fordern
g+¢'=0 (91a)
¢ = Const. (91b)

fir das Innere des Conductors bis zur Oberfliche. Dadurch wird
die sich auf dem Conductor bildende Oberflichenbelegung aufgefalst
als algebraische Summe zweier verschiedener Belegungen, welche
einzeln die Potentiale ¢” und ¢ hervorbringen wiirden. Man kann
auch leicht erkennen, unter welchen Bedingungen diese beiden ein-
zelnen Belegungen sich in Wirklichkeit herstellen konnen. Die
Belegung, die ¢” erzeugt, bildet sich, wenn der Conductor im in-
fluenzirenden Felde zur Erde abgeleitet ist, weil dann der Potential-
werth auf ihm = 0 ist, wie (91a) fordert. Die andere Belegung,
welche ¢ erzeugt, bildet sich, wenn man dem isolirten Conductor
eine passende Ladung mittheilt und das Aulsere influenzirende Feld
fortnimmt.

Beide Theile, ¢"” und ¢", miissen einzeln innen und aufsen
der Larrnace'schen Differentialgleichung geniigen, ihre Differential-
quotienten nach der Normale der Conductoroberfliche besitzen die
den Flichendichtigkeiten ¢” und ¢ entsprechenden Spriinge. Im
dufseren Raum in unendlicher Entfernung miissen ¢” und ¢ als
Potentiale endlicher, in beschriinktem Bezirk angeordneter Elek-
tricititsmengen verschwinden mindestens wie A4/r. Durch diese
Eigenschaften ist das Gleichgewichtsproblem der Elektricitit auf
einem Leiter mathematisch vollkommen bestimmt. Wirkliche
explicite Losungen durch Berechnung zu finden, ist nur fiir be-
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sonders einfache Gestalt des Conductors gelungen, namentlich fiir
die Kugelgestalt.

Dals sich stets ein eindeutig bestimmter Ruhezustand herstellen
muls, wie die Erfahrung zeigt, lifst sich theoretisch beweisen. Diesen
Nachweis, im Wesentlichen so, wie er von Gauss gegeben worden ist,
wollen wir im nichsten Paragraphen fihren.

§ 30. Es giebt stets eine eindeutige LUsung des
Gleichgewichtsproblems.

In den soeben aufgestellten Bedingungen findet sich ein Pleo-
nasmus. Die Gleichung (91a) fordert, dals im ganzen Raum des
Conductors ¢” = — ¢ sein soll. Andererseits fordert die Leerheit
des Inneren an Ladungen die ausnahmslose Erfiillung der Gleichung
Adq¢” = 0. Diese ist aber bereits dadurch Dbefriedigt, dals an-
genommen werden mulste, das #Aufsere Feld habe in dem fiir den
Conductor zu reservirenden Raumgebiet keine Dichtigkeiten, woraus
fiur dieses Gebiet 4¢ = 0, folglich auch 4(— ¢) = 4¢” = 0 sich
ergiebt. Es soll nun zuerst gezeigt werden, dafs es geniigt, die Be-
dingung (91a) nur fiir die Oberfliche des Conductors zu fordern,
dafs der Verlauf durch das Innere dann durch die LapracEe’sche
Gleichung immer und nur auf eine einzige Weise bestimmt ist.

Bei der Willkiirlichkeit des #ulseren Keldes bilden die Werthe
von (— ¢) an der Oberfliche des Conductors irgend eine beliebige
stetige Werthvertheilung. Dieser muls auch ¢” sich anschlie(sen.

Nun wollen wir, ankniipfend an diese vorgeschriebenen Ober-
flichenwerthe, die Function ¢” stetig durch das Innere des Raumes
fortsetzen. Das geht auf unendliche viele verschiedene Arten.
Denken wir nimlich auf der Oberfliche Curven gezogen, welche
Punkte gleichen Werthes von ¢” verfolgen (es sind dies die Schnitte
der Conductorfliiche mit den Niveaufliichen des ursichlichen Aufseren
Feldes) 1In diese geschlossenen Curven als fest vorgeschriebene
Rahmen kann man nun beliebige gekriimmte Flichen einsetzen,
welche das Innere des Raumes durchqueren, so dals sie einander
nicht schneiden und um so #@hnlicher verlaufen, je niher benachbart
sie liegen. Auf jeder dieser Flichen soll ¢” denselben Werth be-
sitzen, der auf ihrem Rahmen vorgeschrieben ist. So erhilt man
in jedem Falle eine stetige Fortsetzung der Function ¢” durch den
inneren Raum.

Die ortlichen Schwankungen der Function kénnen dabei be-
liebig grofs gemacht werden. Hat man irgend einen Verlauf an-
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gesetzt, so kann man immer einen noch verinderlicheren daraus
machen, indem man die beschriebenen Flichen enger zusammen-
dringt und ihnen dafiir einen faltigeren Verlauf giebt. Eine obere
Grenze fiir die Krausheit des iibrigens immer noch stetigen Ver-
laufes der Function ist gar nicht zu erreichen. Wohl aber kann
man nach einem moglichst glatten Verlauf fragen, welcher sich stetig
anschlie(st an die beliebig vorgeschriebenen Oberflichenwerthe. Ver-
anderlich mufs ¢” auf jeden Fall sein, denn ein constanter Werth
wiirde unstetig gegen die Grenzwerthe stofsen. Es handelt sich jetzt
um die Auffindung einer mathematisch definirten Grofse, welche sich
mit den noch unbestimmten Begriffen der Krausheit oder der Glitte
deckt. Die Veriinderlichkeit des Werthes einer stetigen Function im
Raume ist um so grifser, je grifser ihre Differentialquotienten nach
den Coordinaten an der betreffenden Stelle sind. Dabei kommt es
nicht darauf an, ob sie negativ oder positiv sind; bei grofser Kraus-
heit werden die Vorzeichen von Ort zu Ort hiufig wechseln. Wollte
man daher iiber diese Differentialquotienten summiren, so wiirden
sich die Betrige gegenseitig vernichten, und die Summe oder das
Integral wire kein Maalsstab fiir die Veriinderlichkeit in einem end-
lichen Bezirke. Dies vermeidet man, wenn man die Quadrate der
Differentialquotienten summirt, denn diese sind immer positiv. Wir
stellen daher als Maalfs der Krausheit von ¢” das Raumintegral
iiber die Summe der Quadrate der Differentialquotienten auf, und
geben diesem aus Griinden, die wir bald einsehen werden, den
jedenfalls die Betrachtung nicht storenden Divisor 87, betrachten
also folgenden Ausdruck:

@ = Sl—ﬂfffdr{(aaf)g-l- (%z,,),+ (%‘zﬂ)z}- (92)

Das Integral ist itber den ganzen Conductorraum zu erstrecken,
dessen Volumelement mit dz bezeichnet ist.

Suchen wir nun einen moglichst glatten Verlauf von ¢”, so
heilst das, wir suchen einen solchen, fiir den @ ein Minimum wird.
Mindestens ein solcher mufs existiren, denn @& ist stets positiv,
kénnte nur = 0 werden, wenn im ganzen inneren Raume ¢" constant
ist, was sich aber nicht mit dem stetigen Anschlufs an die Ober-
flichenwerthe vertrigt. Die allgemeine Bedingung des Eintretens
eines Maximums, Minimums oder Sattelwerthes fordert, dafs die
Variation des Integrales verschwinde. Bei der Bildung der Variation
haben wir an jeder Stelle des Raumes den Werth von ¢” um eine
beliebige verschwindend kleine Grifse d'¢” zu veriindern, doch so,

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. 1V. 9
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dals der veriinderte Verlauf ebenfalls ein stetiger ist und sich an
die vorgeschriebenen Oberflichenwerthe ebenfalls stetig anschmiegt.
Darum muls d¢” eine stetige Raumfunction sein, welche iiberall an
der Raumgrenze Null wird. Auch die Raumgrenzen, d. h. die Gestalt
des Conductors wird von der Variation nicht veriindert. Die Variation
von @ ist defshalb unter dem Integralzeichen an der geschweiften
Klammer auszufithren nach dem Schema:
dg”\? dg” (Og¢” dg” ddq”
5{(@%” 2 ey =g ey (023)
Die in dieser Gleichung vorgenommene Vertauschung in der
Reihenfolge der Operationen & und &/dz rechtfertigt sich dadurch,
dals die Variation des Differentialquotienten nur eine Folge der
Variation der Function selbst ist. Es ist ndmlich begrifflich ganz
primitiv folgendermaalfsen:
Bf[C ] BB (0 i |6 0. [0
k Oz ) oz ) Oz ( Oz oz )

Fiihrt man das Binomquadrat aus und vernachlissigt das in zweitem

b

oz
Gleichung (92a) angegeben ist.
Die Variation von @ lautet nun:

1 dg" ddg" O¢" ddg” dg" ddg”
=4—nfffd’{‘a%“ag gt gt } (F2h)
Auf die rechte Seite diirfen wir den GrErN’schen Satz anwenden,
denn sowohl ¢” wie d¢” sind Raumfunctionen, welche den Be-
dingungen seiner Anwendbarkeit geniigen, wenn man nach J¢”
integriren will. Setze also in Gleichung (75) U=¢", V=0¢"
und es folgt die Gleichung:

H a
a‘tp——-— fdsa‘ ai ——fffdr g Adg’. (920

Das Oberflichenintegral dieses Ausdrucks verschwindet, weil die
Variation d¢” an der Raumgrenze verschwindet; es bleibt nur das
Raumintegral iibrig als Ausdruck fiir § ®@. Das sicherlich existirende
und hier gesuchte ¢”, fir welches die Krausheit ein Minimum, mit-
hin d¢ = 0 wird, mufs also der Bedingung geniigen

1 " "

2
Grade verschwindende (66(}] ) , 8o bleibt nur das iibrig, was in
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Angenommen, es wiire bei dem gesuchten Verlauf der Function ¢”
moglich, dafs d¢"” stellenweise oder iiberall von Null abwiche, so
kinnte man bei dem willkiirlich gelassenen Verlauf der Variation
dem Integranden in jedem Volumelement ein positives Vorzeichen
sichern, ohne die Stetigkeit der Variation zu verletzen. Die Variation
brauchte nur gleichartig mit dem 4¢"” durch Null hindurchzugehen.
Dadurch wiirde aber bewirkt, dals die linke Seite von (92d) wesent-
lich von Null verschieden wird, weil sie aus lauter gleichstimmigen
Summanden besteht. Das ist gegen die Forderung. Also muls
Adg” =0 sein fir den glattesten Verlauf von ¢”. Die logische
Consequenz ist also folgende: Da es nothwendig eine Function ¢”
geben mufs, welche @ bei vorgeschriebenen Oberflichenwerthen zu
einem Minimum macht, so muls es auch nothwendig eine Function
(dieselbe = ¢") geben, welche im ganzen Raume der Liarnacr’schen
Differentialgleichung geniigt.

Es fehlt unserer Beweisfithrung noch der Nachweis der Eindeutig-
keit, der nun folgen soll. Wir nehmen an, es giibe zwei verschiedene
Verliufe, denen ein Minimum der Krausheit zukommt. Fiir beide
Functionen muls dann gelten, dals sie ausnahmelose Integrale der
Larracr’schen Differentialgleichung sind, und an der Oberfliiche des
Conductors stetig in die dort vorgeschriebenen Werthe iibergehen. Ihre
Differenz mufs also an der Oberfliche = 0 sein und mufs im ganzen
Innenraum der Larnacr’schen Differentialgleichung geniigen. Das
ist aber auf keine andere Weise moglich, als dafs die Differenz im
ganzen Innenraum = 0 ist. Dies geht ohne Weiteres aus Gleichung (83)
hervor, wenn man in derselben fir ¢ die hier angenommene
Differenz einsetzt. HEs giebt also nicht zwei verschiedene Ver-
liufe, welche § @ = 0 machen, sondern nur einen und stets einen.
Damit fiallt auch die vorher noch mégliche Bedenklichkeit fort,
ob die Bedingung & @ =0 wirklich zu einem Minimum von @
fithrt, nicht etwa zu einem Maximum oder Sattelwerth. Denn ein
Minimum mufs existiren, die iibrigen Sondererscheinungen kénnten
hochstens hinzutreten als weitere Moglichkeiten, die aufserdem noch
bestehen. Da aber aulser der einen Lisung keine andere bestehen
kann, so liefert diese das Minimum.

Durch diesen Beweis ist auch die eindeutige Existenz der
Greex'schen Function mathematisch begriindet, withrend wir uns in
§ 27 mit einer Veranschaulichung begniigten. Nimlich die damals
mit U’ bezeichnete Function sollte an der Oberfliche des Inte-
grationsraumes vorgeschriebene Werthe besitzen, welche durch 1/7

gegeben waren, und im ganzen Innenraum der Larnace'schen
g*
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Differentialgleichung folgen. Das ist also ein besonderer Fall des
hier behandelten Problems.

Nun haben wir weiter zu beweisen, dafs die Function ¢” im
ganzen Raume aulserhalb des Conductors eindeutig bestimmt ist
durch die Angaben, dafs sie erstens an der Oberfliche des Conduc-
tors einen vorgeschriebenen Verlauf hat, dals sie zweitens iiberall
der Larnace’schen Gleichung folgt, und dafs sie drittens in grofser

; . A : . :
Ferne abnimmt wie —» Wo A eine endliche Constante ist. Der Be-

weis wird in ganz derselben Weise gefithrt, wie fiir den inneren
Raum. Wir suchen einen stetigen Verlauf, fiir welchen der Aus-
druck @ ein Minimum wird, also J @ verschwindet. Als Integrations-
raum ist dabei diesmal der Aufsere Raum zu nehmen, welchen wir
begrenzt denken durch eine Kugelfliche von so grofsem Radius R,
dafs ¢” dort gleich 4/R gesetzt werden darf Die Variation J¢”
hat man dann sowohl an der Conductorfliche als auch an der fernen
Kugelfliche = 0 zu setzen. Die Umformung von & @ mittels des
GreeN’schen Satzes liefert dann noch ein Oberflichenintegral iiber
diese Kugel, welches aber ebenfalls verschwindet, so dafs sich auch
hier ergiebt, dafs der Verlauf, welcher o ® zum Verschwinden bringt
zugleich der Bedingung 4¢”= 0 geniigt. Auch die Eindeutigkeit
dieses Verlaufes ist ebenso zu beweisen wie vorher. KEin Umstand
indessen bedarf einer besonderen Betrachtung.

Wenn von einem Minimum von @ die Rede sein soll, so mufs
@ selbst endlich sein und bleiben, auch wenn man die ferne Kugel-
fliche unendlich weit hinausriickt. Nun kann man & selbst auch
nach dem GreEN’schen Satze umformen, wie wir das bereits in § 25
gethan haben. Ks ist dann:

/0 55 el
Y

Das Raumintegral verschwindet wegen 4¢”= 0. Das Oberflichen-
integral zerfillt in einen endlichen Theil iiber die Conductor-
fliche und einen noch fraglichen Theil iiber die ferne Kugel-
fliche. Die Flichenelemente dieser Kugel sind ds = R*do, ferner
ist dort g % und g‘: - %‘3} - }%, mithin: das ‘Kugel-
flichenintegral
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Dies verschwindet aber fir R = oo, und @ reducirt sich auf das
Integral iiber die Conductoroberfliche, ist mithin endlich. Der Aus-
druck @, integrirt iiber den ganzen Raum, sowohl den inneren im
Conductor, wie den #Hulseren, stellt, wie wir schon frither erwihnten,
die elektrische Energie dar derjenigen Flichenbelegung, von welcher
das Potential ¢” herrithrt, und wir haben jetzt gesehen, dals die
Gleichgewichtsbedingungen zu demjenigen Verlauf fithren, fiir welchen
@ ein Minimum ist, sowohl innen wie aufsen. Dadurch sind die
Gleichgewichtszustinde, ebenso wie die der Mechanik an ein Mini-
mum der potentiellen Energie, hier an ein Minimum der elektrischen
Energie gekniipft.

Von der abgespaltenen Potentialfunction ¢ haben wir nur zu
sagen, dafs ihre Auffindung ein besonders einfacher Specialfall des
hier bereits behandelten ist. Es soll ¢ so bestimmt werden, dals
es in dem Conductor einen constanten Werth hat (auf der ,,Oberfliche
des Conductors® wiirde geniigen) im ganzen Raum der Bedingung
A¢" = 0 folgt und in grofser Entfernung verschwindet reciprok dem
Abstand.

Hiermit ist der mathematische Nachweis gefithrt, dals es stets
eine und nur eine Gleichgewichtsvertheilung auf einem Conductor
giebt, der in ein gegebenes Hulseres KFeld gebracht wird. In den
Fillen, wo es gelingt, die Function ¢’ = ¢" + ¢ explicite zu be-
rechnen, findet man die Oberflichenbelegung ¢’ des Conductors dann
aus der uns schon bekannten Formel

og o - ,
(aﬂi)-'-(a”g)_—‘lﬂe'

"

Zweites Kapitel.
Theorie der elektrischen Bilder.

& 31. Kugelférmige Conductoren. Zwei Methoden zur Auf-
findung des elektrischen Gleichgewichts.

Der im vorigen Paragraphen gelieferte Nachweis giebt keinen
Weg an, wie man im einzelnen Falle die Vertheilung der Elektri-
citit auf dem Leiter und das dazu gehorige Potential finden kann.
Solche Wege zur vollstindigen Liésung des Problems hat man nur
fiir einzelne besonders einfache Gestalten des Leiters gefunden. Fiir
die Kugelgestalt aber besitzen wir zwei verschiedene Methoden, die
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zum Ziel fithren und je nach der Stellung der Aufgabe ihre ver-
schiedenen Vorziige bieten. Die eine Methode, die wir zuerst be-
trachten wollen, und welche namentlich dann von Nutzen ist, wenn
das Hufsere influenzirende Feld durch festliegende bekannte elek-
trische Quanta angegeben wird, ist gegriindet auf die Theorie der
elektrischen Bilder, einer reciproken Abbildung der #ufseren festen
Ladungen durch ein System von inneren nur gedachten Ladungen,
deren Wirkung im i#ufseren Raum aber diejenige der entstehenden
Gleichgewichtsvertheilung vollkommen ersetzt. Durch das Princip
dieser Abbildungen gelingt es dann noch weiter, aus bekannten
Gleichgewichtsvertheilungen neue abzuleiten.

Die andere Methode, welche bei beliebig vorgeschriebenem
Potential des influenzirenden Feldes den Vorzug verdient, beniitzt
die Theorie der Kugelfunctionen. Durch eine Summe — eventuell
eine unendliche convergirende Reihe — solcher Kugelfunction kann
man erstens jeden beliebigen Werthverlauf auf einer Kugelfliche
darstellen, zweitens aber kann man diese Functionen so in den
gulseren oder inneren Raum der Kugel fortsetzen, dals sie dort
der Liarnace'schen Differentialgleichung geniigen.

In dem einfachsten Falle, in welchem kein #ufseres influen-
zierndes Feld vorhanden ist, sondern nur ein isolirter kugelfsrmiger
Conductor, welchem eine gewisse Ladung mitgetheilt ist, kann man
die Gleichgewichtsvertheilung ohne Weiteres errathen. Wegen der
allseitigen Symmetrie der Kugel muls sich die Ladung mit gleich-
miifsiger Dichtigkeit iiber die ganze Oberfliche vertheilen. Be-
zeichnet R den Radius der leitenden Kugel, e die Gesammtladung, so
ist die gleichférmige Oberflichendichtigkeit e

e
i T (93)
Es ist also hier diejenige Vertheilung realisirt, welche bereits in
§ 15 betrachtet wurde. Das von ihr ausgehende Feld besitzt im
dufseren Raum das Potential

2
""'f ® fir r >R, (93a)

e
Pa= T =
im inneren den constanten Werth

¢i=%=4nag. (93b)
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Wenn in diesem Falle umgekehrter Weise das Potential ¢, an-
gegeben ist bis zu welchem die Kugel geladen ist, so berechnet man
daraus die erforderliche Ladungsmenge

e=R-¢, (93¢)
und die sich bildende Flachendichtigkeit

— P .
o= ot (93d)

Damit ist das Gleichgewichtsproblem fiir diesen einfachsten Fall
vollstiindig geldst.

Die Gleichung (93¢) ist ein besonderer Fall einer fiir jeden
beliebig gestalteten Conductor giiltigen Beziehnng zwischen seiner
(Gesammtladung und dem dadurch hervorgebrachten Potentialwerth.
Stellt man nimlich irgend einen isolierten Conductor fiir sich allein
in den Raum und beladet ihn der Reihe nach mit verschiedenen
Quantis ¢, so bilden sich dabei um ihn herum Felder von ver-
schiedener Stirke, aber immer von der gleichen Gestalt der Niveau-
flichen aus. Die Potentialwerthe sind iiberall, mithin auch auf und
in dem Conductor, proportional der Ladung. Es gilt deshalb die

Gleichung
e=C- 'P,:. (939)

Den Proportionalititsfactor C, welcher die Dimension einer Liinge
hat, nennt man die Capacitit des Conductors. Fiir kugelférmige

Conductoren ist nach Gleichung (93c) die Capacitit gleich dem
Kugelradius.

§ 32. Elektrisches Bild eines geladenen Punktes in Bezug auf
eine Kugel.

Wir stellen uns jetzt vor, dals das #Hulsere Feld, in welches die
leitende Kugel hineingebracht werden soll, von einer einzigen Punkt-
ladung herriihrt, welche die Elektricititsmenge e triigt. Das Potential
ist dann fiir das noch nicht durch den Leiter gestorte Feld:

e
p=— (94)

wo r den Abstand von dem geladenen Punkt bezeichnet. Die leitende
Kugel, vom Radius R, werde so aufgestellt, dals ihr Centrum den
Abstand p von jenem Punkt hat. Es mufs dann p > R sein. Ob
die Kugel von vorn herein mit einer iiberschiissigen Ladung ver-
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sehen ist, oder nicht, kénnen wir zuniichst unbestimmt lassen. Jeden-
falls muls sich auf ihr eine Vertheilung herstellen, welche allein
ohne den Punkt e ein Feld erzeugt, dessen Potential ¢’ dadurch
bestimmt ist, dafs auf der ganzen Kugelfliche (und folglich auch im
ganzen inneren Kugelraum) die Bedingung

¢ + ¢’ = Constans (95)

erfilllt ist, wie dies fiir jede Gestalt des Conductors gelten muls.
Auch die Trennung des Potentials ¢’ in zwei Theile ¢’ = ¢” + ¢,
entsprechend einer Superposition zweier besonderer Flichenbelegungen
konnen wir, wie im allgemeinen Kalle, vornehmen und fiir die ein-
zelnen Theile verlangen:

p+g¢’ =0 (95 )
¢"" = Constans. (95 b)

Zuniichst suchen wir das Potential ¢”. Dazu hilft uns ein be-
kannter geometrischer Satz:

Fig. 1.

Zeichnet man (Figur 7) auf dem Strahle vom Kugelcentrum
nach dem #uflseren geladenen Punkte ¢ denjenigen innerhalb ge-
legenen Punkt, dessen Abstand p” durch die Relation

pep’ =R? (96)
bestimmt ist, so haben die Abstéinde » und »” aller Kugelflichen-
elemente von dem iiufseren und von dem inneren Punkte das gleiche
Liingenverhiiltnils. Den Werth dieses Verhiiltnisses kann man
bequem ablesen an den beiden Polen der Kugelfliche, welche in
gerader Linie mit den beiden Punkten liegen. Fiir diese ist

r=pF R und »"=RFp".
Mithin ist fiir jede beliebige Stelle der Kugelfliche:

r _pFR _pFR _p

I RFY T B TR
r
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Diese Gleichung kann man auch so schreiben:

1
r r r

oder nach Erweiterung mit dem Werthe der Punktladung e:

-
Sa 2 B 0.0 (97)
r r
Der erste Summand giebt das Potential ¢ der dufseren Punkt~
ladung, der zweite Summand hat ebenfalls die Form des Potentials
einer Punktladung. Diese muls in dem innerhalb gelegenen reci-
proken Bildpunkte gedacht werden, ihre Stirke ist

R
==t 97a
> (97a)

oder nach Elimination von R mittels Gleichung (96)

= l/’%—-e, (97 b)

also von entgegengesetztem Vorzeichen und geringerem Betrage als
die wirkliche &#ufsere Ladung e Wir nennen sie das elektrische
Bild von ¢ in Bezug auf die Kugel. Diese Punktladung ¢” ist nicht
reell vorhanden, das Bild ist ein virtuelles, um einen in der Optik
gebriuchlichen Ausdruck zu gebrauchen. Uebrigens stimmt die Lage
von ¢” nicht etwa mit der des virtuellen optischen Bildes in der
spiegelnden Kugel tiberein. Durch die Auffindung der Gleichung (97)
haben wir nun sofort die Bedingung (95 a) befriedigt. Wir brauchen
nur im Aufseren Raume bis an die Kugelfliche heran zu setzen:

o (_R )1
Pa “(_;e)';rT; (98)

im Innern der Kugel aber

r

e
== (98 a)

so haben wir ein Potential ¢” gefunden, welches allen Bedingungen
geniigt; und da wir wissen, dafs es nur eine eindeutige Ldsung
geben kann, so ist es diese hier. Die beiden Functionsformen (98)
und (98a) gehen an der Kugelfiiiche stetig in einander iiber zufolge
Gleichung (97), aber die Differentialquotienten nach der Normale
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an der Kugelfliche sind unstetig, aus der Grofse ihres Sprunges
kann man die Flichendichtigkeit der Belegung erkennen, von welcher
das Potential ¢” herriihrt.

Es mag nebenbei bemerkt sein, dafs durch die soeben ge-
fundenen Potentiale zugleich auch die sogenannte GREEN'sche Function,
von welcher in § 27 die Rede war, fiir den Fall einer kugelférmigen
Begrenzung des dort betrachteten Integrationsraumes gegeben ist.
Wir brauchen nur in dem inneren Punkte die Ladung ¢’ =1 an-
zunehmen und dem entsprechend nach Gleichung (97a) in dem

dulseren Punkte die Ladung ¢ = — %—, so geniigt die Function:

= o = ﬁ (99}

allen Bedingungen, welche wir an die GreEx’sche Function stellten,
denn sie wird in einem inneren Punkte unendlich, wie der reciproke
Abstand 1/r”, ist an der ganzen Oberfliche gleich Null [nach Glei-
chung (97)], und folgt mit Ausnahme der Unendlichkeitsstelle im
ganzen Kugelraum der Larrace'schen Differentialgleichung.

Nach dieser Abschweifung auf ein frither behandeltes Gebiet
kehren wir zu unserem (leichgewichtsproblem auf der leitenden
Kugel unter Anwesenheit eines influenzirenden #ufseren geladenen
Punktes zuriick und finden da noch die zweite Bedingung (95 b) zu

befriedigen.

Dieses Potential ¢ kann nur von einer gleichformigen Be-
legung der Kugelfliiche herrithren, deren Gesammtmenge wir mit e
bezeichnen. Im #ufseren Raume wirkt diese wie eine Punktladung ¢”
des Kugelcentrums, im inneren Raume erzeugt sie iiberall den con-
stanten Potentialwerth, welchen das #ulsere Potential an der Fliche
selbst annimmt. Nennen wir also s den Abstand eines beliebigen

Raumortes vom Kugelcentrum, so ist aulsen:

e

rr

eﬂl
P = (100)

und innen

rer

S,

e

P; =% (100 a)

Das gesammte Potential in dem aufserhalb der Kugel liegenden
Raume ist demnach
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e
Po = ;_]- o’ + = ] (101)

withrend es im Inneren der Kugel allein durch (100 a) bestimmt wird.
Bezeichnet man den Winkel zwischen dem Strahle s und der
gemeinsamen Richtung der beiden Strahlen p und p” mit #, so kann
man (Gleichung (101) ausfiihrlicher schreiben:
R

— e rer
e P e
= — + — (101&‘
VP® + s* — 2pscos & I/Ii:+s2—2R2“’cos& s )
p P

Pa

oder nach einer leichten Umformung des zweiten Gliedes:

e

e e e
—VPB—I-S*—?pscos&_l/Rz_i_Pz&’ 2pscos&+‘92.(101b)
R

Pa

Wichtig fiir die Beurtheilung der Flichendichtigkeit auf der
Kugel ist der nach der Variabelen s genommene Differentialquotient
von ¢,, weil die Richtung des wachsenden s normal auf der Kugel-
fliche steht. Man findet aus (101b):

pﬂ
e —s—pcos&) i
0 e(s — pcosd (Ri’ ¢
Pa__ &l ) ==, (102)

ds Vi + s2—2pscosd

Epes
]/Rs + ER—':- — 2pscosd

anderseits ist natiirlich 66?;‘ = 0. Bildet man also den Ausdruck (102)

fir den Werth s = R, also dicht an der Kugelfliche, so mufs er
den Werth von — 4 we darstellen als Function des Polarwinkels .
Man findet

2_ s

4dqe=— 5 s
R-YR*4-p*—2Rpcosd  R?

Wir wollen zwei besondere Fille hervorheben.

1. Die leitende Kugel sei durch einen diinnen Draht mit der
Erde verbunden, so dafs auf ihr und in ihr das Potential Null
herrscht. Dann ist in Gleichung (95), folglich auch in (95b) die
Constante gleich Null, mithin auch

¢"=0.
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Die Belegung der Kugel wirkt dann im #ufseren Raume so, wie
der reciproke Bildpunkt allein ohne Ladung des Mittelpunktes.
Die Flichenbelegung wird dann nach (103) auf allen Zonen der
Kugel negativ, am stirksten fiir ¢ = 0, am schwichsten fir & = =.
Man sagt dem entsprechend im gewthnlichen Sprachgebrauch, die
Niahe des positiv geladenen Punktes e ziehe aus der Erde durch
den Draht ein gewisses Quantum negativer Elektricitit auf die
Kugelfliche. Die herangezogene Menge ist die virtuelle Ladung

des Bildpunktes, also gleich — % e. Dasselbe findet man auch,

wenn man den durch das erste Glied rechts der Gleichung (103)
gegebenen Ausdruck der Flichendichtigkeit iiber simmtliche Zonen
der Kugel integrirt.

2. Die leitende Kugel sei isolirt und ohne iiberschiissige Ladung,
so dals die Summe der durch Influenz getrennten Klektricitiiten
auf ihr gleich Null ist. Dann muB auch die Summe der jene
Flachenbelegungen ersetzenden inneren virtuellen Punkte gleich
Null sein, ¢”+ ¢”’= 0, oder nach Gleichung (97a):

=4 L ¢. (104)
p

Die durch Influenz getrennten Flichenbelegungen auf der Kugel
wirken dann im #Hufseren Raume, wie ein Paar engegengesetzt

gleicher Punktladungen von der Grilse g e; die positive liegt im

Centrum, die negative im reciproken Bildpunkt der dulseren Ladung e.
Das Potential, welches nach Eintritt des Gleichgewichtes in der
ganzen Kugel herrscht, findet man aus Gleichung (100a) unter Hin-
blick auf (104):

e
L= -3 104 a
P +p ( )

es ist also eben so grofls, wie es am Orte des Kugelcentrums war,
bevor die leitende Kugel in das Feld der Punktladung e gebracht
wurde. Von Iunteresse ist die Vertheilung der Flichendichtigkeit e in
diesem Falle. Die Gleichung (103) liefert, wenn man zur Abkiirzung

VR +p*—2Rpcos® =r
setzt, unter Hinblick auf (104):

o — B ot e r=s=F) quu
3

dme =—
e Ry® Rp R rp
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Dieser Ausdruck ist fiir den der dufseren Ladung e zugekehrten
Kugelpol negativ, denn dort ist » = (p — R), also

_¢t p—RP—p(p’—R) __ e-(3p— R
™ 5B p—Rp (0

An dem abgekehrten Kugelpol ist e positiv, denn dort ist
r=p+ R, also

(4“3) =£.(P+R)3—P(_P2—Rz}=+

e-(3p + R)
=z PR . (1044d)

p-(p + R}

Dazwischen, auf einem Parallelkreise von bestimmtem Winkel %,
mufs der Zeichenwechsel der Belegung stattfinden. Dort mufs e = 0
sein, man findet also fiir den zugehorigen Abstand » = 7 aus (104 b)
die Bedingung

7 = p(p— R?) (104¢)

unabhéngig von der Stirke der dufseren Punktladung.
Die Liinge ¢ der Tangente vom geladenen Punkt an die Kugel

ist gegeben durch
£ =p?— R2:
es ist also
=t (p*— RY.

Nun ist immer ¢ < p, folglich lehrt der Vergleich dieses Ausdruckes
fir #* mit demjenigen fiir 7% in (104 e¢), dals immer 7 > ¢ ist. Das
Gebiet der negativen Belegung erstreckt sich also etwas weiter als
die vom #ufseren Punkt e aus sichtbare Calotte der Kugel. Bei groBer
Entfernung freilich nihern sich beide Calotten der halben Kugel-

oberfliche.

§ 33. Elektrische Bilder in Bezug auf unendliche
leitende Ebenen.

Liifst man den Radius R der leitenden Kugel iiber alle Grenzen
wachsen, wihrend der dem #ulseren Punkt zugekehrte Pol der Kugel
unverinderte Lage behiilt, so wichst auch p iiber alle Grenzen, das
Verhiiltnis R /p nihert sich dem Werthe 1, withrend p — R = & einen
festen endlichen Werth behiilt. Die Kugelfliche geht dann in eine
unendliche Ebene itber, der Bildpunkt von -+ e nimmt die Stirke
— ¢ an und riickt ebenfalls in den Abstand %z auf der anderen Seite
der Ebene, so dafs sich in diesem Falle das elektrische Bild mit
virtuellen optischen Bilde hinter einem ebenen Spiegel deckt (Figur 8).
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Das Potential der bis in’s Unendliche reichenden leitenden Ebene
mufs Null sein, und derselbe Werth herrscht jenseits hinter der Ebene.
Vor ihr aber ist

e e
P e (105)

in einem Punkte, welcher von der reellen Ladung den Abstand r,
von deren virtuellem Bild den
’ Abstand »’ besitzt. Legen wir die

= ﬂ\ z-Achse durch e senkrecht zur

K £ ¥ leitenden Ebene, den Nullpunkt in
A diese Ebene, die positive Richtung
nach e hin und bezeichnen den

seitlichen Abstand des Punktes,

in welchem wir ¢ angeben wollen, von der z-Achse mit g,
so 1st

B

Fig. 8.

€ e

= — 105 a
¥ Vo —a2f + 3> Vb + af + o ( )
folglich
Op _ eh—2) eh+a)
0z VYh—2F+9y* Vb4 o+ 42
Dies wird hart an der Ebene z =0
99 -2tk
(6:; z=t0 VE2+3*
Auf der anderen Seite der belegten Fliche ist (‘;—Z) -
z=-0
Daher ist die Flichendichtigkeit ¢ gegeben durch
2¢eh 2e h 2 2e
4%8=—W=—F(W) =—EGOBSC‘. (105h)

Im letzten Ausdruck bedeutet ¢ den Winkel, unter welchem
der Strahl vom geladenen Punkt nach dem influenzirten Flichen-
element, in welchem die Dichtigkeit ¢ herrscht, gegen die negative
z-Richtung geneigt ist. Man sieht, dals mit wachsendem Winkel «
die Dichtigkeit der iiberall negativen Belegung der Ebene rasch ab-
nimmt. Man braucht delshalb in der Praxis, um die hier berechneten
Verhiltnisse zu verwirklichen, keine unendlich grofse leitende Ebene,
sondern es geniigt ein zur Erde abgeleiteter ebener Metallschirm,
dessen Linearmaalfse nur grols gegeniiber dem Abstand % sind.
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Auch das elektrische Feld einer Punktladung in einem Raume,
welcher durch zwei rechtwinklig zusammenstofsende ebene Metall-
wiinde abgeschlossen ist (Raumquadrant), kann man mit Hiilfe der
Spiegelbilder leicht angeben

(Figur 9. Es sind dazu i

erstens die beiden Spiegel- L

bilder ndthig, welche sich anf B | ‘.

die beiden einzelnen jenseits : 5~ “ :jb .
der Kante bis ins Unendliche / j
fortgesetzt gedachten Ebenen | T -¢
beziehen; diese beiden haben

jedes die Stirke —e. Ferner Fig. .

aber ist in dem vierten
Quadranten noch ein virtueller Bildpunkt von der Stirke 4 e
nothig. Das Feld dieser vier Punktladungen ist in dem Raum-
quadranten zwischen den beiden Metallwiinden identisch mit dem
thatsiichlich dort herrschenden. Hinter dem Eckschirm, d. h. auf
dessen convexer Seite herrscht in Wirklichkeit iiberall das Potential
Null, dort gelten also die Felder der virtuellen Bildpunkte nicht.
Nehmen wir die Ebene, in welcher die reelle Punktladung und
ihre drei Spiegelbilder liegen, zur z-, y-Ebene, die Schnitte der beiden
Metallwiinde zur positiven z- und y-Axe, die Kante (senkrecht zum
Papier in Figur 9) zur z-Axe, und numeriren wir der Reihe nach
die Abstéinde eines Raumpunktes (z, y, ) von den vier Punktladungen
mit 7 r, 7, 7, so ist das Potential fiir positive z und y

ciiieE
=1Vw —aP — b2 2 b2 2
S = TEHE SR } (106 a)
= V& +a?+ [y — b)*+ 2> =V@—aP+(y+b>+4*

wobei a, b, 0 die Coordinaten des geladenen Punktes sind.
Daraus folgt

Op __ez—a)  elz+a celeta) elx—a
dx " + r,? ry® + e
Op __tly—0)  ey—b ew+?d e+,
oy n® 7y’ g’ Ty

Von besonderem Interesse sind die Werthe dieser Differential-
quotienten an den beiden Metallwinden selbst.
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Fir z =0 wird r, =7, und r, = »,, mithin:

(ﬁ_?a_) =&_2_“1=2m.(_1§_%)>0_
z=+0 . T,

| Oz £ r® 1 4
Fiir y = 0 wird , =, und r, = r,, mithin: (106b)
O 2¢b 2ed 1 1
s 2 ) - —2¢b- [— ——|>0.
( dy )y=+0 e ry ‘ ("13 "zd) #

Daraus kann man die influenzirten iiberall negativen Flichen-
belegungen der beiden Schirmwinde ablesen, denn hinter dem Schirm
ist (é_qo) = (%) = 0, also geben die vorstehenden beiden
ox z==0 ay y==0

Ausdriicke direct die Werthe von — 47e. Man bemerkt, dafs die
Dichtigkeit in der concaven Kante auf Null herunter geht, weil
dort 7, =7, =r, =7, wird. Auch lifst sich zeigen, dals die maximale
Dichtigkeit auf beiden Wianden nicht normal vor der Punktladung,
sondern etwas verschoben in der Richtung aus der Kcke heraus
zu finden ist.

In gleicher Weise lassen sich die analogen Probleme fiir zwei
Wiinde, welche einen Winkel von %, g;,
handeln. Die Felder in den immer enger werdenden Raumfichern
zwischen den zwei leitenden Winden lassen sich durch 6, 8, ...

ete. einschliefsen, be-

L ] o
s :
) / 3
. [+] -
P 4 2 =
- "'\\‘\
/ ™
o1 e
Fig. 10. Fig. 11.

gleich stark und paarweise entgegengesetzt geladene Punkte (zu
denen auch der eine reelle gehort) darstellen. Die Figuren 10
und 11 modgen zur Anschauung geniigen. Sobald aber der Winkel
nicht ein einfacher Bruchtheil von = ist, versagt diese Methode, denn
man miilste dann unzihlig viele Bildpunkte beriicksichtigen, welche
alle auf einem Kreis um die Schnittkante der beiden Winde an-
geordnet liegen.

Endlich wollen wir das Feld betrachten, welches ein geladener
Punkt zwischen zwei parallelen leitenden Winden hervorruft. Auch
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hier sind unzéhlig viele Spiegelbilder nach beiden Seiten hin zu
Hiilfe zu nehmen, wie Figur 12 veranschaulicht. Diese sind auch
alle von gleicher Stirke und abwechselndem Vorzeichen und liegen
auf derselben geraden Linie senkrecht zu den Wianden. Darum
kann man das Potential in dem Raum zwischen den beiden Parallel-
ebenen nur in Form unendlicher convergenter Reihen darstellen,
deren einzelne Glieder mit abwechselnden Vorzeichen die Ladung +e
des Bildes, dividirt durch den wachsenden Abstand eines beliebigen
Punktes im Zwischenraum von dieser Bilderreihe bildet. Fiir Punkte
in der Axe sind diese Reihen am einfachsten: Der geladene Punkt
und die Bilderreihe mogen auf der z-Axe liegen, deren Nullpunkt

Fig. 12.

in der leitenden Ebene links. Der geladene Punkt habe die Abscisse a
und der Abstand der Parallelebene sei I. Dann ist das Potential
in einem Punkte zwischen den Ebenen (0 < = < I

e e e ¢ i
‘P=|a:-a|+ 2l+a—= + 4l t+a—w + 6l +a—=x Hew
e 2 _ e _
2l—a—2z 4l—a—=z 6l —a—a '
L (107)
e € e
el 2l—a+z + 4]l —a+z + 6l—a+=x & v
_ e e _ e (4
a+tx 2l4a4a 4l 4 a4t = 6l+at+az
Bezeichnet man zur Abkiirzung
T —a z+a
57— = % —gr =48, (107a)

wo ¢ und 3 stets echte Briiche sind, so kann man den vorstehen-
den Ausdruck folgendermaalsen schreiben:
H, v. HeLmHOLTZ, Theoret. Physik, Bd. IV. 10
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- e _ e
y le—al a+2
1 1 1
1-—a+2—u+3 w+
1 1 1 (107Db)
e |TT=FTr=E s T
+ 2 3 1 1 1
Tte T 85 T BEa T
1 1 1

Die positiven Glieder dieser vier unendlichen Reihen sowie die
negativen Glieder bilden fiir sich allein divergente Reihen, deren
Werthe unendlich werden. Wenn man aber die positiven und
negativen Glieder von gleicher Ordnungszahl zusammenfalst, so
erhiilt man eine convergente Reihe von bestimmtem Werthe, also
eine endliche Function von a. Solche bedingt convergente Reihen
mit abwechselndem Vorzeichen, deren Summenwerth durchaus von
der Reihenfolge der Zusammenfassung abhingt, kann man zur Dar-
stellung physikalischer Functionen nur dann brauchen, wenn fiir die
Art der Reihenfolge der Glieder ein innerer Grund vorliegt. Das
ist nun hier der Fall. Wenn man nimlich zur Auffindung der
successiven Spiegelbilder schreitet, so kommt man zu immer ent-
fernteren Punkten von immer schwiicherem Einflufs, so dals man
nach einer hinreichenden Menge von Bildpunkten abbrechen darf.
Dann hat man aber immer ebensoviel positive wie negative Bildpunkte
zu beriicksichtigen und defshalb ist die Zusammenfassung der Paare
von gleicher Ordnungszahl die einzig gerechtfertigte.

§ 34. Influenzirung einer leitenden Kugel durch ein festes
dufseres Ladungsgebilde. Zwei leitende Kugeln.

In § 32 haben wir nur das reciproke Bild eines einzigen ge-
ladenen Punktes in Bezug auf eine Kugel gesucht. Zuniichst ist
klar, dals eine feste Gruppirung von mehreren #ulseren Punkt-
ladungen eine nach der Regel der reciproken Abbildung aufzufindende
Gruppe von inneren Bildpunkten mit entgegengesetzten und im

jeweiligen Verhiltnils g oder I/% reducirten Ladungen besitzt,

mit deren Hiilfe man das elektrische Feld darstellen kann, welches
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die festen Aulseren Ladungen zusammen mit der Influenzvertheilung
auf der leitenden Kugel im #ulseren Raume erzeugen. Man kann
auch zu continuirlich verbreiteten auf Linien, Flichen oder in
Riumen festliegenden Ladungen iibergehen und deren reciproke
Bilder in der Kugel aufsuchen zum Zweck der Felddarstellung im
Aufsenraum. Bedingung ist dabei nur, dals die Influenzladung der
leitenden Kugel nicht wieder riickwirts vertheilend auf die #ulseren
Ladungen wirkt. Letztere miissen also entweder auf sehr kleinen
getrennten Korpern, oder aber auf vollkommenen Isolatoren be-
findlich gedacht werden. Wie die Bilder der einfachsten geometrischen
Objecte gestaltet sind, werden wir im niichsten Paragraphen aus-
fithren.

Ein Beispiel, in welchem man das Feld zwischen zwei influenzir-
baren Leitern durch eine Reihe von successiven Bildern finden kann,
bilden zwei Kugeln, deren eine vom Radius R, wir uns zur Erde
abgeleitet denken, wihrend wir die andere vom Radius R, isolirt
und mit der positiven Menge e, beladen annehmen. Der Abstand
beider Kugelcentra sei p,. Die Kugeln sollen sich ausschliefsen,
also p, > R, + R,, Man kann dann folgende Reihe von Ueber-
legungen anstellen, welche Anwendungen der beiden Sonderfille des
§ 32 sind.

1. Zunichst wirkt die geladene Kugel 2 wie eine Punkt-
ladung ¢, in ihrem Centrum. Deren Bild in der Kugel 1 hat die
Stiarke

__R
e 2o (108)

und liegt auf der Centrallinie im Abstand

Py I ( a)

vom Centrum der Kugel 1.

2. Diese Ladung e, wirkt riickwirts influenzirend auf die isolirte
Kugel 2. Diese Riickwirkung wird dargestellt durch das Bild von e,
in der Kugel 2 von der Stiirke

Ry & E,
=—— =4 ——— 108b
E Py — P : ¥ pu(Po_p1) . ( )
im Abstand
2
by = = (108¢)

Dy — P
10*
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vom Centrum der Kugel 2. Aulserdem kommt aber in deren Centrum
selbst noch die Punktladung — e, hinzu, da diese Kugel isolirt und
von der Gesammtladung e, bleiben mufs.

3. Die beiden Punkte ¢, und — ¢, erzeugen wieder zwei Bilder
in der Kugel 1. Das Bild des ersten hat die Stiirke

== R, —— Rls' R,
% Py — Py G 2o (g — 1) (Po — Py)
und liegt im Abstand

¢ (108d)

e _,._}iz,_ . 108e

Sl (108e)

Das Bild des zweiten fillt ortlich mit ¢, zusammen und hat die

Stirke
i R:R,

e Py : Poz(po_Pl) : ( f)

4. Es sind die Bilder von e, und ¢,” in der Kugel 2 zu bilden.
Diese sind

Rg R15 Rgﬂ
= — 8 == e, 108
“ Py —Pg &=+ 2y (2o — Pl) (Po — Pg) (Po - Ps) o e
im Abstand
Py Po — Ps ( )
und
2p2
PO S Ll (108i)

= ¢
Py — P % Poz(po _'pl)(]’o _Pz} =

im Abstand p,, also zusammenfallend mit e,.

Aufserdem kommt im Centrum der isolirten Kugel noch die
Punktladung — (¢, + ¢,) hinzu. Von diesen drei Punkten sind dann
wieder die Bilder in der Kugel 1 zu suchen. Zwei derselben
¢,’ und ¢,” fallen iiber die dort bereits vorhandenen Punkte e, und e,
withrend e;, das Bild von e,, einen neuen Ort im Abstand Ppg ein-
nimmt. In dieser Weise hat man fortzufahren. Die Abstinde der
neuen Bildpunkte von den Centren werden zwar grofser, aber die
Bildpunkte riicken dichter und dichter zusammen und sie kommen
iiber zwei gewisse Grenzen p,  und p, , welche in beiden Kugeln
merklich < R, resp. < R, bleiben, nie hinaus. Die Stirke der
Punktladungen aber nimmt successive ab, weil jede folgende aus der
vorigen durch Multiplikation mit einem echten Bruch hervorgeht,
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welcher kleiner als E.N resp. .3 ist, und weil die iiber einander
1w 1=
fallenden Bilder iiberdies immer im Zeichen wechseln.

Wenn der Abstand p, einigermaafsen grofs gegen beide, oder
auch nur gegen einen der beiden Radien ist, so convergiren die
Summen sehr schnell und man kann sich mit einer geringen Anzahl
der ersten Glieder der successiven Bilderreihe begniigen. Wenn
gich aber die Kugeln fast beriithren, so convergiren die Reihen sehr
langsam, und man mufs zu ihrer Berechnung besondere mathematische
Kunstgriffie anwenden. Die Theorie dieses Problems wurde von
G. Kircaa0FF (CrELLE's Journ. 59) vollstindig durchgefiihrt.

§ 35. Reciproke Bilder der einfachsten geometrischen Ob-
jecte. Winkeltreue oder Aehnlichkeit der kleinsten Theilchen
in Bild und Object.

Bevor wir zu einer neuen Anwendung der reciproken Bilder fiir
die Theorie der Elektrostatik auf leitenden Oberflichen iibergehen,
ist es niitzlich, die einfachsten Fille der Object- und Bildgestalten
und ein allgemeines Gesetz dieser Abbildung zu betrachten. Der
Uebersichtlichkeit der Figuren wegen wollen wir dabei immer die
Objecte ganz auflserhalb der abbildenden Kugel, die Bilder also
ganz im Innenraum annehmen, obwohl diese Beschriinkung nicht
im Wesen der Sache liegt. Es gelten dieselben Gesetze auch fiir
Gebilde, welche theils aufserhalb, theils innerhalb der Kugelfliche
liegen, deren Bilder defshalb theils nach innen, theils nach aulsen
fallen.

1. Bild einer Ebene. In Figur 13 ist ein Kreis um den
Mittelpunkt O geschlagen. Dessen Radius sei OS = R. Aulserhalb
lauft eine gerade Linie, auf der ein beliebiger Punkt P ausgewihlt
ist, withrend 4 der Fufspunkt des Lotes von O auf dieser Linie ist.
Von den beiden Punkten 4 und P sind die reciproken Bilder A4’
und P’ angegeben. Nennen wir

Od=a, O4d'=d, OP=p, OFP=p,
8o ist also
pp=a-a=R? (109)

oder p':a’= a:p. Daraus folgt die Aehnlichkeit der beiden Drei-
ecke OP' 4" und OAP. Da nun bei 4 ein rechter Winkel liegt,
liegt auch bei P" ein solcher. Durchliuft also P die gerade Linie,
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so folgt P" auf demselben Strahle O P, stets die Strecke 04’ unter
einem rechten Winkel erfassend, d.h. P’ lduft auf dem Kreise,
dessen Durchmesser O 4" ist. Dem unendlich fernen Punkte der
Geraden entspricht als Bild das Centrum O. Der Radius des Bild-
kreises ist } O 4', das ist gleich R?/2a. Dreht man nun die Figur
um die Axe O 4, so beschreibt der Kreis um O die abbildende
Kugel vom Radius R, die gerade Linie 4 P beschreibt eine Ebene
im Raume, welche von O den Normalabstand O A4 besitzt, und der
Bildkreis iiber O A" beschreibt als Bild jener Ebene eine Kugel.

Fig. 13. Fig. 14.

2. Bild einer Kugel. In Figur 14 haben wir denselben ab-
bildenden Kreis vom Radius R um den Punkt O, als Object aber
einen Kreis um den Punkt €. Die Centrale O ¢ schneidet ihn in
dem Durchmesser 4 B, ein beliebiger Strahl von O aus schneidet
ihn in der Sehne P @, endlich sei noch die Tangente O T bemerkt.

Von den Punkten ABPQT sind die reciproken Bildpunkte
A"B"P' Q' T construirt. Bezeichnen wir:

OAd=a OB=b OP=p 0Q=q OT=t
Od'=da OB'=V OP=p O0Q=¢qg OT=t,
so ist wegen des Gesetzes der Abbildung

aad=bb=pp=q-¢=tt'=R2 (110)
Anderseits ist wegen der Kreisgestalt des Objectes
a*b=p-qg=1% (110a)

Setzt man in diese letzte Relation mit Hiilfe der vorhergehenden
die gestrichelten Gréfsen ein, so erhilt man:

RrR? R? R®* R? Rt

R A Y L
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was nichts Anderes aussagt, als
a-bV=p-¢=1r (110b)
Daraus erkennt man ohne Weiteres, dafs das Bild des Kreises eben-

falls ein Kreis ist, dessen Lage und Dimensionen man aus der
Figur 14 leicht ablesen kann. Der Mittelpunkt ¢ des #Hulseren

Kreises (00 = 2F) bildet sich in einem Punkte ¢ (00'= ¢)
ab nach dem Gesetz
2
BHY, e 5% Gl (110¢)
2 a-+b :

Dieser Punkt ¢’ ist indessen verschieden von dem Mittelpunkt K
des Bildkreises:

OK = =

a + b R?

2 2 a b

L -1_)- (1104)

¢’ liegt excentrisch gegen O hin verschoben.

Errichtet man auf O7" im Punkte 7”eine Senkrechte, so trifft
man K, legt man dagegen einen Kreis iiber den Durchmesser 07",
so trifft man ¢, denn dieser Kreis ist das Bild der Geraden TC.

Fiir den Radius #" des Bildkreises und den Radius # des Ob-
jectkreises liest man aus der Figur folgende Gleichung ab

oder unter Benutzung der reciproken Beziehungen und des Sekanten-
satzes:

— =% > (110€)

_ R R? b—a (R’ R’) _ d=¥
Lifst man die Figur 14 um die Axe OC rotiren, so beschreiben
alle 3 Kreise Kugeln: und wir erhalten sogleich den Satz, dafls das
reciproke Bild einer Kugel im Raum wieder eine Kugel ist, deren
Lage aus der ebenen Figur vollkommen erkannt werden kann, da
diese einen gemeinsamen Centralschnitt durch alle drei Kugeln
darstellt.

3. Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen zwischen Bild und
Object. Wir stellen uns jetzt vor, es sei als Object eine beliebig
gestaltete Raumfliche gegeben. Auf ihr wollen wir ein Flichen-
element von dreieckiger Grestalt abgrenzen, welches so klein ist, dals
sowohl dessen Fliche als auch das Bild davon als eben und die
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Begrenzungslinien als geradlinig gelten diirfen. In Figur 15 sei in
perspektivischer Darstellung das kleine Dreieck auf der Raumfliche
durch 4 B C gegeben. Das reciproke Bild dazu sei das Dreieck
A'B' C.

Fig. 15.
Bezeichne
O,A. = a OB = b OC= ¢
O4d=da OB'=bF 0C=c,
dann ist

a-a=b:b'=rc+c'=R2 (111)
Delshalb liegen auf jeder der drei Seiten der spitzen Ecke O zwei
langgestreckte #hnliche Dreiecke:
OB ' ¢'~0CB, OCA~040C, OA B ~O0OBA.
Bezeichnen wir also noch die kleinen Strecken:

BC=« CA=f AB=y

BC=d CA=F AB=y,
so ergiebt sich aus den Aehnlichkeiten:

(111a)

R
o~
™
=]
o
~
o
2

Je kleiner nun das Objectdreieck gemacht wird, um so mehr nihern
sich die drei Strahlenlingen a, b, ¢ ein und demselben endlichen
Werthe, den wir mit p bezeichnen und kurz den Abstand des
Objectelementes vom Punkt O nennen. Ebenso nihern sich die drei
reciproken Strecken a', ¥, ¢ immer mehr dem gemeinsamen Werth p’
(dem Abstand des Bildelementes von O). Danach gehen die drei
vorstehenden Gleichungen iiber in

w’ —

—=

o
== (111b)

=R
|
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d. h. das Bilddreieck wird dem Objectdreieck bei verschwindender
Grilse geometrisch #hnlich.

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist folgende: Wenn auf
der Objectfliche zwei beliebige einander schneidende Linien ge-
zeichnet sind, so schneiden sich deren Bilder auf der Bildfliiche
unter dem gleichen Winkel, oder mit anderen Worten, die reciproke
Abbildung ist winkeltreu.

§ 36. Eine andere Anwendung der reciproken Abbildung
zur Auffindung des Gleichgewichts der Elektricitéit auf Leitern
von besonderer Gestalt.

In den §§ 32 und 34 haben wir die abbildende Kugel vom
Radius R immer als Oberfliche des von aulsen influenzirten Leiters
angesehen. Es giebt aber noch eine andere Anwendung, bei welcher
diese Kugel nur ein geometrisches Hiilfsmittel fiir die Ableitung
eines Ladungssystems aus einem vorgeschriebenen anderen Ladungs-
systeme bildet.

Wir denken uns zuniichst ein System von Punkten mit den
Ladungene,, ¢, ... €, ....festgelegt und bestimmen das Potential
in einem beliebigen Raumpunkt nach Gleichung (14). ¢ = E-:.‘T

a
Nun denken wir uns in einiger Entfernung von dem Ladungssystem
ein festes Centrum und nennen die Abstinde der elektrischen Punkte
von diesem Centrum p,, p,, ... po, - ..., den Abstand des Ortes
in dem ¢ bestimmt worden ist, nennen wir s, endlich die Winkel
zwischen der Richtung s und den Richtungen der einzelnen p, nennen
wir &, #,, .... %, ... Dann sind die einzelnen Abstinde

Fo= V-?z + Pa— 238p, c08 Py,
mithin ist das Potential:
€a

= . 112
4 §V33+p2—23p¢cosz9“ 13

Jetzt denken wir um das feste Centrum die Kugel vom Radius R
gelegt und bilden in ihr das #ufsere Ladungssystem ab. Das

Bild der Ladung e, wird — —pgea, dessen Abstand vom Centrum
a

2
Pa = f - Nun suchen wir das Potential ¢’ dieses Bildsystems,
a
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und zwar in demjenigen Punkte, der das Bild des vorher gewiihlten
3
ist, dessen Abstand vom Centrum also s'= % ist. Die Bilder liegen

alle auf denselben Strahlen wie die Objecte; delshalb haben die
‘Winkel %, hier dieselben Werthe und es ist:

R
— —

. Pa .
4 4 4
a l/«R—-}uR;—-Q 2 cos %,

82 Pa §°Pa

(113)

Wenn wir Zihler und Nenner der einzelnen Summenglieder mit
8P, s
R R
auf, den wir vor das Summenzeichen stellen diirfen, und es folgt:

erweitern, so tritt in allen Ziihlern der gemeinsame Factor

r § eﬂ
S 4 ; 113 a
RZVP§+82——28]J¢0038'¢ ( )
Das ist aber nach Gleichung (112):
==z (114)
wofiir man auch schreiben kann
) R
@ =— G @ (114 a)
oder
¥ (114 D)

‘P=“ﬁ P-

Diese einfache Beziehung erlaubt, das Potential ¢’ des allein vor-
handen gedachten Bildsystems zu finden aus dem Potential des
urspriinglichen Objectsystems, und zwar gilt die Beziehung fiir jedes
Paar correspondirender Orte in beiden Systemen.

Man braucht die Betrachtung nun nicht auf Punktladungen zu
beschrinken, sondern kann namentlich auch die in der Elektro-
statik der Leiter wichtigen Flichenbelegungen in der Kugel ab-
bilden. Entspricht einem Flichenelemente ds das Bildelement ds’,
so mufs, wie die Betrachtung am Schlufs des vorigen Paragraphen
und die Figur 15 sofort zeigen, wegen der Aehnlichkeit der Ab-
bildung sein: ,

ds’ p
F T (115)
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Die Dichtigkeit der Flichenbelegung im Object sei ¢ und wir
suchen die entsprechende Dichtigkeit ¢ im Bilde. Das Quantum
eds vertritt einen geladenen Punkt im Object. Das Quantum
seines Bildes ist ¢'ds’ Delshalb muls die allgemeine Regel wie bei
Punkten gelten:

R
,d = —— d
(€ ds) = — —(eds)
oder, da£=
p

gis __ W (115 a)

’

Hieraus und aus der vorstehenden Gleichung fiir % folgt:

. —3
¢ __[p
L l/p" (115 b)

wofiir man auch schreiben kann:

L Y (115 ¢)

Wiihrend also das Bild einer #ufseren Punktladung schwiicher als
das Object ist, wird die Flichendichtigkeit grifser in dem inneren
Bilde als in der #ufseren Objectfliche. Das kommt daher, dals
die Flichen noch stiirker reducirt werden als die Ladungen.
Anhangsweise sei noch auf die Abbildung riumlich geladener
Objecte hingewiesen, wenngleich man selten davon wird Gebrauch
machen konnen. Ein Volumelement dz im Abstand p > R besitzt
ein Bild d7' im Abstand ». Wegen der Achnlichkeit der kleinsten
Theilchen mufs sein: .
ar’  p’
Die riumliche Dichtigkeit in Object und Bild sei & und &. Dann
entspricht sd z einem geladenen Objectpunkt, & d " dessen Bildpunkt,
mithin ist:
(dt)=— E('sd'r)
vy
oder

s /] (116 a)
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Daraus folgt: ¢ P P RS "

= g == (116 b)
Diese Abbildungen, inshesondere diejenige elektrisch belegter Ober-
flichen, wollen wir nun zur Auffindung neuer Gleichgewichte auf
Leitern beniitzen. Wiirde man als Object einen geladenen Leiter
oder einen influenzirten Leiter nebst der die Influenz hervorrufenden
Ladung wiahlen, so wiirde immer auf der Leiteroberfliche das
Potential ¢ einen constanten Werth besitzen. Dann sieht man aber
aus Gleichung (114), dafs an der Oberfliche des Bildes das Poten-
tial ¢’ der Bildladung nicht constant sein kann, da doch die Ab-
stinde 5 der einzelnen Flichenelemente vom Nullpunkt variabel
sind. Eine Abbildung solcher Objecte kann also nicht Gleichgewichts-
vertheilungen auf Leitern liefern.

Dagegen erhiilt man eine solche Gleichgewichtsvertheilung stets
in folgender Weise: Man nimmt einen zur Erde abgeleiteten Con-
ductor und erzeugt durch eine #ufsere Punktladung e auf dessen
Oberfliche eine Influenzbelegung. Das gesammte Potential der
Punktladung und der Flichenbelegung zusammen ist dann an der
leitenden Fliche iiberall gleich Null. Nennt man den Abstand der
Punktladung von den einzelnen Flichenelementen 5, so ist der von

¢ herriihrende Antheil zum Potential an der Fliche gleich —;,
folglich der iibrige, von der Flichenbelegung allein herrithrende

Antheil gleich — %-

Entfernt man dann den Punkt e wieder, so fliefst freilich in
Natur auch die Influenzbelegung an dem Leiter wieder davon in
die Erde, aber man kann diese Belegung in Gedanken so fixirt
denken, dafs sie in derselben Vertheilung verharrt, wie sie durch
den Punkt e angeordnet wurde, auch nachdem man diesen weg-
genommen hat. Wahlt man nun diese fixirte Belegung als Ob-
ject und legt den Mittelpunkt der abbildenden Kugel in den Ort,
wo vorher die Punktladung e sich befand, so stellt das Bild dieser
Vertheilung immer das Gleichgewicht von Elektricitit auf einem
isolirten geladenen Leiter dar, dessen Gestalt nach den Regeln der
reciproken Abbildung aus der Gestalt des urspriinglichen influenzirten*
Leiters abgeleitet wird. Der Beweis der Behauptung folgt aus der
Gleichung (114). Das Potential ¢ der Objectladung in einem Punkte
der Oberfliche des Conductors ist

e
i
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Defshalb wird das Potential ¢" der Bildladung in dem Bildpunkte,
also ebenfalls in einem Punkte der Oberfliche des reciproken Bildes
jenes Conductors

> 5 e
S § s

Dieser Betrag ist an allen Stellen der Oberfliche constant. Im
Inneren des Objectconductors herrscht im realen Gleichgewicht,
d. h. unter Anwesenheit des influenzirenden Punktes e iiberall das
Potential Null, nach gedachter Fixirung der Oberflichenbelegung
und Entfernung des Punktes e besteht daselbst das variabele
Potential

P

wo s der Abstand eines inneren Punktes im Object vom Nullpunkt
bedeutet. Im Bildpunkt, der dann ein innerer Punkt des Bild-
kirpers wird, ist nach Gleichung (114)

&

€
STRITYE

’

Es sind also die Gleichgewichtsbedingungen fiir einen isolirten ge-
ladenen Leiter in diesem Bilde erfiillt.

Man wird diese Methode mit Nutzen nur da anwenden konnen,
wo das Objectsystem sich in einfacher Weise angeben liflst, sowohl
was die Flichenbelegung als auch das Potential im umgebenden
Raume betrifft. Ist dies der Fall, so haben wir alle Mittel in der
Hand, nun auch die Flichendichtigkeit auf dem und das Potential
rings um den Bildkorper anzugeben.

In § 33 lernten wir die durch einen geladenen Punkt e auf
einer im Abstand % gegeniiber gestellten unendlichen leitenden Ebene
hervorgerufene Flichenbelegung kennen und konnten auch das Po-
tential dieser Belegung vor der Ebene in einfachster Weise durch
das Potential einer fingirten Punktladung — e hinter der KEbene
darstellen. Denken wir nun diese Flichenbelegung fixirt, den Punkt ¢
entfernt, und die Abbildung der belegten Ebene ausgefithrt. Das

2
%, das Bild
besitzt auf der Oberfliche und im Inneren (letzteres entsprechend
dem Objectraume hinter der KEbene) das constante Potential

@ =+ £ . Die Flachendichtigkeit ¢’ berechnet sich nach Glei-

Bild der Ebene ist nach § 35 eine Kugel vom Radius
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chung (115¢) aus der in Gleichung (105 b) angegebenen Dichtigkeit e

auf der Ebene zu
1 2¢h

e = 4—“"’-}'2—3-"1

ist also ebenfalls constant. Da endlich das Potential der fixirten
Belegung der Ebene vor der Ebene aussieht wie dasjenige des
Punktes — e im Spiegelpunkte, so sieht das Potential der Bild-
belegung aulserhalb der Bildkugel aus wie dasjenige des reciproken
Bildes von jenem Punkte — e. Dieses Bild fillt in das Centrum
der Bildkugel und hat die Stiirke

i
£ = “2—};,

denn der Abstand jenes Spiegelpunktes hinter der Ebene von dem
fritheren Orte von e betrigt 24. Vergleicht man unter einander
die hier gefundenen Werthe des Kugelradius, des Potentials auf der
Oberflaiche, der Flichendichtigkeit und endlich des Potentials im
Auflsenraum, welches aussieht, als kiime es von einer Punktladung ¢’
im Kugelcentrum her, so erkennt man, dafs wir hier alle die uns
bekannten Verhiltnisse wiederfinden, welche fiir eine isolirte, leitende,
geladene Kugel gelten miissen.

Ein neues Resultat, das Gleichgewicht auf einem complicirter
gestalteten Conductor, liefert die Abbildung der ebenfalls in § 33
besprochenen Influenzladung auf zwei senkrecht zusammenstolsenden
leitenden Kbenen. Wir kniipfen an Figur 9, S. 143, an, entfernen
die reelle Punktladung -+ ¢ und legen an ihre Stelle das Centrum O
der abbildenden Kugel vom Radius R (Figur 16). Die beiden Ebenen
bilden sich in zwei Kugeln ab, welche sich ebenso wie die Ebenen,
rechtwinklig durchschneiden (Winkeltreue der Abbildung). Die Grilse
der beiden Kugeln hiingt von der gewiihlten Lage des Centrums O,
also von den beiden Abstinden & und b ab, die Radien sind:

R? R?

€™ 5= und ¢, = CT
Das Bild der durch zwei Ebenen gebildeten concaven Raumecke
ist also eine geschlossene Oberfliche, welche aus Theilen zweier
Kugeln gebildet wird. Die drei Spiegelbilder des reellen Punktes e,
welche zur Darstellung des Potentials in dem concaven Raum-
quadranten niitzlich waren, werden jetzt abgebildet in den beiden
Kugelmittelpunkten 4’ und B’ und in einem Punkte C" auf der
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Verbindungslinie beider. Ks ist auch leicht, die Stirke dieser drei
Bildpunkte aus der Figur abzulesen:

R
2Va*+b* d
zu fingiren. Die korperliche Gestalt des durch unsere Abbildung
gefundenen Conductors findet man, wenn man das ebene Bild der
beiden einander senkrecht schneidenden Kreise um die Centrale 4’ B’
rotiren lafst. Das Innere dieses Korpers ist das Abbild des Raumes

In 4’ ist + Ecz, in B’ ist 4+ ﬁe, in C' endlich —
2a 2b

C+e B
Fig. 16.

hinter der leitenden Wandung. Wir finden daher in der Abbildung
im Inneren bis an die Oberfliche des Conductors das constante
Potential

’ el
9=+

Die Dichtigkeit ¢’ der Flichenbelegung konnte man mittels der
Gleichung (115¢) aus der in Gleichung (106 b) angegebenen Dichtig-
keit ¢ auf den beiden Ebenen berechnen. FKs wiirde sich zeigen,
dals sie ein stirkstes Maximum an der #ufsersten Stelle der kleineren
Kugel, ein schwiicheres an der entgegengesetzten Stelle der grolseren
Kugel aufweist. Besonders bemerkenswerth ist, dafs in der ein-
geschniirten Falte der Conductorfliche die Dichtigkeit Null ist, da
gie auch in der Schnittlinie beider Ebenen gleich Null war.

Nach Aulsen erzeugt der Conductor ein Feld, als kiime es von
den drei gedachten Punktladungen 4’, B’, C’ her. Die gesammte,
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dem Conductor mitgetheilte Ladung e’ mufls gleich sein der alge-
braischen Summe dieser drei Punkte, also

R.e (1 1 1
U O | (=GN (= S opue - 117
e (a+b g (117)

Fiir jeden isolirten und nicht influenzirten Conductor besteht
fir das Gleichgewicht zwischen Gesammtladung und Potential eine
Beziehung von der Form:

¢ =09,

wo C eine nur von der geometrischen Gestalt abhiingige Constante

von der Dimension einer Linge bedeutet, welche man die Capacitiat

des Conductors nennt. Fiir den hier betrachteten Korper giebt dies
.RZ l + l e _1_

2 \a b Yo+ b? =(R’_|_R2 R?

2a 2 2Va*+ 0P

o=5
@ e
i3
oder durch die beiden oben angegebenen Kugelradien ¢, und o,
ausgedriickt:

_ L%

0= 0+ Qb_vm
a

Der letzte negative Summand dieses Ausdrucks hat einfache geo-
metrische Bedeutung: Er milst die Liinge der Strecke OC" in Figur 16.
Man kann daher die Capacitit dieses Conductors sehr leicht als
Linge construiren.

Drittes Kapitel.
Kugelfunctionen.

§ 37. Vorbemerkungen.

Hat man zwei verschiedene Lisungen ¢, und ¢, der LAPLACE™-
schen Differentialgleichung gefunden, so ist auch 4, ¢, + 4, ¢, eine
Losung, weil die Differentialgleichung linear und homogen ist. Die
Coefficienten kinnen complex gesetzt werden, wodurch eingreifende
Veriinderungen in der #ufseren Gestalt der Losungen entstehen
kénnen. Auch unendliche Summen 4, ¢, + 4, @, + A, s + .. ..
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konnen Losungen darstellen, wenn die einzelnen ¢, @,, ¢;, ..

der Differentialgleichung geniigen und die unendlichen Reihen con-
vergiren.  Selbstverstiindlich iibertragen sich Unstetigkeitsstellen
einzelner Summanden auf die ganze Summe. Wenn ¢ (z,y, ) ein
Integral ist, so ist ¢(z +a, y + b, %+ ¢) auch ein solches, denn
die neuen Argumente der Function ¢ bezeichnen nur andere Raum-
punkte, in demen aber ¢ ebenfalls die Larrace’sche Differential-
gleichung befriedigt. Die Unstetigkeitsstellen der Function #ndern
bei der Einsetzung der neuen Argumente ihre Lage im Raume, wie
bei einer gemeinsamen translatorischen Verriickung mit den Compo-
nenten — @, —b, —e¢ Aus einer Vereinigung der bereits an-

gefithrten Sitze folgt, dafls auch %qﬁ (@ + a,y,2) — 71 @ (z, y, %) ein

Integral ist. Liilst man darin die Strecke a gegen O streben, so
erhilt der Ausdruck einen festen, im Allgemeinen endlichen Grenz-
werth, den partiellen Differentialquotient von ¢ nach z. Es ist
defshalb auch

In gleicher Weise kann man hohere Differentialquotienten von
@ bilden, nach z, nach y, nach z, gemischt wie man will, und er-
hilt aus ¢ immer neue Functionen, welche der Laprace’schen Diffe-
rentialgleichung geniigen. Jedoch sind die Arten des Unstetig- oder
Unendlichwerdens bei den héheren Differentialquotienten andere,
und anch die zugehorigen elektrischen Vertheilungen, deren Poten-
tiale durch die héheren Differentialquotienten einer Function ¢ dar-
gestellt werden, sehen complicirter aus, als die zur Function ¢
selbst gehorigen Ladungen. Ist z. B. ¢ das Potential von Ladungen,

80 gehdren zu %%, %%, "Z—‘: als Potentialen sogenannte Doppel-
punkte, das sind je zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen, bei
denen das Product aus Ladung und Abstand ein festes Moment
bildet, wihrend der Abstand selbst verschwindend klein wird. Ge-
horen zu dem Felde von ¢ elektrische Flichenbelegungen, so erhilt
man durch geeignete Verbindungen der ersten Differentialquotienten

von ¢ Potentiale von Doppelschichten ete,

Wenn ¢ bereits Unendlichkeitsstellen oder Unstetigkeitsstellen
aufweist, so werden die Differentialquotienten mit steigender Ord-
nungszahl daselbst immer heftiger unendlich. Solche Stellen sind
selbstverstindlich von der Betrachtung der Function auszuschliefsen.

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd.IV. 11
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1
§ 38, Die hoheren Differentialgotienten von e

Wir wollen jetzt ausgehen von der einfachsten Potentialfunction,
nimlich derjenigen, welche das Feld um eine im Nullpunkt fest-
gelegte punktformige positive Einheitsladung bestimmt. Dieses ist

1 S—
Go=r =Yty ). (118)

Bezeichnen wir noch die Winkel, welche der Strahl » mit den
positiven Coordinatenaxen bildet, mit ¢, 3, y, so ist

= CO8 7. (118a)

R RS

& ¥
— = COS ¢ — = CO08
: , L= cosp,

Dann geniigt ¢, im ganzen Raume, mit Ausnahme des Null-
punktes der Laruace’'schen Differentialgleichung.

Bilden wir nun successive die Reihe der Differentialquotienten,
so erhalten wir neue Functionen, welche ebenfalls der Liarracr’schen
Gleichung im ganzen Raume geniigen, mit Ausnahme des Null-
punktes, in welchem sie unendlich werden wie hdohere Potenzen
von 1/r.

Die Reihe der nur nach z genommenen Differentialquotienten
beginnt mit folgenden Ausdriicken:

dep, __ = _ —cose
G T P

2, 1 a? — 14 3cos?e

g ki me——

as%__gm 15 3 _ 9cose — 15coste

Bad T T T - 73

ot 1 z? x4

6‘.3;;'0=91'_5 —90;_-7-+105r—9 { (118D)

9 —90cos?e + 105 cos* e

5

¥

35
g1

0%, x g2
- e —225-’-_7 + 1000; — 945
== 22bcose + 1050 cos®a — 945 cosbe

P

etc.

Durch Vertauschung der Buchstaben z und ¢ mit y und 8 resp.
%z und y erhilt man zwei analoge Reihen. Endlich konnen auch
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mannigfaltige gemischte Differentialquotienten nach =, y, # zugleich
gebildet werden, z. B.

¢, _ 3yx _ Bcosfcosy
oy 0z 75 73
a’fp___si_w @y  3cosf — 15 cos?wcos B
Oz?dy b P rh L (118¢)
¢ _ 1bayx _ —15cosecosBcosy
Ozdy0x T - o
etc. :

Die allgemeinste Form eines nten Differentialquotienten von ¢, ist

0" @,
In = Fmopon T (119)

wobei a, b, ¢, n natiirliche Zahlen sind.

Es stellt sich das allgemeine Gesetz heraus, dafs man ¢, dar-
stellen kann durch eine ganze homogene Function nten Grades von
z, y, %, dividirt durch die Potenz »2n +1, So lifst sich z. B. der letzte
der in Gleichung (118b) angefiihrten Differentialquotienten auf den
Greneralnenner »'* bringen und lautet dann:

0%, — 225 zr* 4 1050 2372 — 945 - 8

ozb 11
- 1202°4 60023y*— 225 zy*+ 600232 — 4502y 22— 225 224
= Pl -

Nennen wir die auf diese Weise im Zihler entstehenden homogenen
Functionen Hy 45,, s0 ist allgemein

1
* ()
— r _ Hy, 0,8,¢ .
1?,71;': axuaybazc T pZn+l

¥

(119a)

Andererseits aber konnen wir mittels der Gleichung (118a) an
Stelle von , y, » die Richtungscosinus von » in die Zahler der
Ausdriicke schaffen, wie dies in (118h) beispielsweise bereits ge-

; o . : . 1
schehen ist. Dann erscheint jeder nte Differentialquotient von o

als ein Bruch mit dem Nenner r"+1, wiihrend im Zihler eine ganze
11*
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Function nten Grades der drei Richtungscosinus auftritt. Nennen

Wir d.iese: Eﬂ,ﬂ,b,f} 80 iBt
ou I_
r

da
— r _ Ky ,0,¢ o gpd
gar 0z8 0y 0%~ ry41 oder  Ki,ape =7 0z%-0yb-0x*

. (119b)

Einfache Beispiele dieser K-Functionen sind in den zweiten
Formen der Gleichungen (118b) und (118¢) gegeben. Diese K, sind
die sogenannten Kugelfunctionen, welche zuerst von LapLace niher
untersucht worden sind und deren Nutzen fiir die Potentialtheorie
wir im Folgenden aus einander setzen wollen.

Sofort erkennt man zwischen den Kugelfunctionen und den
vorher erwihnten homogenen Coordinatenfunctionen H, , y . folgenden

Zusammenhang:
" Ky ape = Hn.uﬁ:- (119¢)

Fiir die praktische Benutzung dieser Functionen ist zwar die
hier gegebene Art ihrer Bildung noch schwerfiillig, jedoch ist ihre
Definition in dieser Fassung verhiltnifsmi(sig leicht anschaulich und
es lassen sich auch gewisse wichtige Gtesetze aus ihr leicht ableiten.
Das Unendlichwerden der Differentialquotienten ¢, im Nullpunkt
erscheint in der Schreibweise (119b) nur durch den Nenner rn+1
verursacht, denn der Zihler K, 5 . als reine Function der Richtungs-
winkel von » ist von der Liinge » unabhiingig und behilt seinen
endlichen Werth auch bei verschwindendem ». In der Form (119a)
steht im Nenner gar die Potenz »>*+! und der Zihler H, . . geht
im Nullpunkt selbst auf Null herunter wie die positive Potenz »n.
Dagegen wichst in grolser Entfernung vom Nullpunkt H, .35,
iiber alle Grenzen wie r*, wihrend ¢, dort gegen Null schwindet
wie r— @+,

Wir wollen nun nachweisen, dafs die ganze homogene Function H,
im Zihler fir sich allein (ohne den Nenner r2®+1) ebenfalls der
Larrace'schen Differentialgleichung geniigt.

Wenn U und ¥V zwei differenzirbare Raumfunctionen sind, so
gilt ganz allgemein die Formel:

oU v U oV oUoOV

Setzen wir nun
1

= p2n+17

U V"‘_"Hn’
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so brauchen wir auf der rechten Seite fiir die runde Klammer:

7] 1 T
(;zn+1)=-f2“+ 1) Tmss

Oz
ad 1 y
@(,Tﬁ)=“(2“+ ) ssuvs
0
. 5

1 %
= (m)=—(2“+1) T

Ferner miissen wir 4 U bilden: Durch nochmalige Diﬁ'erentiation‘
des ersten der drei vorstehenden Ausdriicke nach z erhilt man:

o? 1 1 o3
am (2n+1)__{2n+1) 2n+1+(2n+1 2n+3) 2n+ﬁ )

Bildet man analog die zweiten Differentialquotienten nach y und
und addirt alle drei, so ergiebt sich:

1 3 2 2 2

oder

A( 1 )= 2n@n+1)

pen+1 rin+3,

Setzen wir dies alles in Gleichung (120) ein, so folgt:
( H, ) | 2n(2n4 1)

pen+l ) T pEmal 48, + Hy- pEn+s

(120a)

—@ rin+s 0z +y Oy +# oz

Fiir jede homogene Function nten Grades gilt der Satz:

0 H, J0H, 0H,
- Ty oy % Oz

@n+1) ( 0H, = OH, aﬂn)

=nH,. (121)
Beweis:
Ein einzelner Summand von H, hat die Form:

hy = CraPoyf.xt, WO p+g+r=n.

Ohy
e

Daher ist
= p Cab=148 2%
und

%—- pOzPyIz* = Phn.
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Ebenso ist
= qhy
Y Jy q
O hy
o
Also

Ohy | Ohy | Ohy
xax +y 6y + % oz —(n+q+r)kn=nkn'

Dies iiber simmtliche Summanden der homogenen Function summirt,
liefert die Gleichung (121).
Benutzt man diese Gleichung zur Umformung des letzten Gliedes

von (120a), so erkennt man, dafs ihre beiden letzten Glieder sich
aufheben und iibrig bleibt:

H, 1
A(rh‘j‘,l)= A (122)

Wir wissen nun. dafs die linke Seite (bis auf die Stelle » = 0)
iiberall gleich Null ist, denn sie ist das 4 von einem nten Differential-

1
quotienten von e Defshalb mufs auch die rechte Seite ver-

schwinden, d.h. es muls sein
AH, =0, (122a)

d.h. die durch Gleichung (119a) definirten homogenen Functionen H,
geniigen der Larnace’schen Differentialgleichung. Im Nullpunkt ist
die linke Seite nicht mehr Null, sondern steigt iiber alle Grenzen
wie e Y (da der nte Differentialquotient von —:; selbst wie

ru+1
steigt). Da aber rechts eine noch hohere Potenz im Nenner steht,
so ist fir A4 H, im Nullpunkt keine Ausnahmestelle anzunehmen,
vielmehr gilt auch dort (122a). Dagegen wird H, selbst in grofser
Entfernung iiber alle Grenzen wachsen wie r". Als Potential eines
elektrischen Feldes kann daher eine Function H, nur in begrenzten
Gebieten dienen. Jenseits miissen Uustetigkeiten liegen, welche auf
die ursiichlichen Ladungen hindeuten, wihrend das Gebiet der
Gleichung (122a), auch der Nullpunkt, dabei ganz leer von Elektricitit
gein muls.

Man kann die Gleichung (122) auch zu dem umgekehrten
Schlusse verwenden: Hat man auf irgend eine von unserer
Gleichung (119a) unabhiingigen Weise eine ganze homogene Function
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nten Grades aufgefunden, welche der Larrace’schen Differential-
gleichung geniigt, so mufls diese Function, dividirt durch »2n+t,
ebenfalls ein Integral derselben Differentialgleichung sein, aber
mit dem Ausnahmepunkt r = 0.

Das Auffinden solcher ganzer Functionen ist nicht schwer. Jede
Constante (Function Oten Grades) und jede lineare homogene Function:
Az 4 By + Cx geniigt der Larrace’schen Differentialgleichung. Bei
den Functionen zweiten Grades: 42?4 By*+ Cx*4 Dyx + Exx + Fuy
mulfs schon eine Bedingung zwischen den Coefficienten erfiillt sein,
denn das 4 dieser Function ist gleich 2(4 + B+ C). Die ganze
homogene Function zweiten Grades erfiillt die LarrLace’sche Gleichung
nur dann und immer dann, wenn die Coefficienten der drei Quadrate
zusammen die Summe Null geben. Bei hoheren Graden steigt die
Coefficientenzahl, aber auch die Bedingungszahl. Im Allgemeinen
kann man dariitber Folgendes aussagen. Das 4 einer homogenen
Function nten Grades ist eine homogene Function (n — 2)ten Grades,
deren Coefficienten als algebraische Summen von ganzzahligen Viel-
fachen der Functionscoefficienten erscheinen. Soll nun dieses 4 fiir
jede Werthgruppe der Variabelen gleich Null sein, so muls jede
dieser eben bezeichneten algebraischen Summen einzeln = 0 sein.
Das sind demnach eben so viel Bedingungen, als die homogene

Function (n — 2)ten Grades Glieder besitzt, nimlich —(n_zi
Diese Bedingungen miissen von den w Coefficienten der

homogenen Function nten Grades erfilllt werden. Man kann eben
so viele Coefficienten, als Bedingungsgleichungen vorliegen, durch
die iibrig bleibenden ausdriicken, und erkennt, dals

mM+1)n+2) @m—1n
) - 3 =2n+1 (123)

Coefficienten frei verfiigbar bleiben. Das allgemeinste ganze homo-
gene Integral nten Grades der Larrace'schen Gleichung hat also
21 + 1 willkiirliche Constanten.

Die von uns im Zihler von Gleichung (119 a) aufgefundenen
H, .5, haben gar keine verfiighbaren Coefficienten. Man kann so viele
H, .5, auffinden, als drei natiirliche Zahlen (inclusive Null) sich
zu der Summe a 4+ b 4 ¢ = n zusammenstellen lassen; das sind

(n—+])2(n—+—2~). Jede mit einem unbestimmten Factor multiplicirt

und alle addirt geben dann auch eine ganze homogene Function
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nten Grades, die der Laprace’schen Gleichung geniigte. Dieser
m+ 1)+ 2)
2

die allgemeinste Function nten Grades.

Wir haben aber eben gesehen, dafs die allgemeinste passende
Function nur (2n 4+ 1) disponible Constanten hat. Also miissen
sicher alle durch Summirung der #, .. gebildeten Functionen unter
m—1)n

2

gleichungen aus der allgemeinsten Form herausholten, und die iiber-
zithligen Coefficienten miissen sich zu solchen Gruppen vereinigen,
dafs im ganzen doch nur 2mn 4 1 unabhiingige Bestandteile dadurch
gebildet werden. Mit anderen Worten: Die einzelnen H .5, sind
nicht lauter unabhingige Integrale.

In gleicher Weise kann man die elementaren Kugelfunctionen
Ky ope in Gleichung (119 ¢), mit je einem Factor erweitert, addiren
und erhiilt so eine allgemeine Kugelfunction nter Ordnung, welche
ebenso wie die ganze homogene der Larnace'schen Gleichung ge-
horsame Function, 2n 4+ 1 willkiirliche Constanten enthiilt.

Ausdruck hat scheinbar disponible Constanten, wie

denen sein, die wir unter Beriicksichtigung der

Bedingungs-

§ 39. Auffindung der Normalformen fiir die Kugelfunctionen.

Um aus den }(n+ 1)(n + 2) nach dem Schema der Glei-
chung (119b) herstellbaren Kugelfunctionen 1 ter Ordnung die (2n4-1)
unabhingigen Grundformen herauszusuchen oder zusammenzustellen,
miifste man umstiindliche Betrachtungen durchfithren und miilste
auch in unsymmetrischer Weise die einen vor anderen gleich-
berechtigten bevorzugen. Man kommt leichter zum Ziele und findet
auch glattere Formen fiir die unabhiingigen Elemente, wenn man
einer der drei Axenrichtungen, z. B. der z-Richtung eine Sonder-
stellung anweist, wie das auch bei der FEinfiihrung riumlicher
Polarcoordinaten um die z-Axe geschieht.

Statt der Variabelen y und x fithren wir nun zwei andere,
conjugirt complexe Variabele p und ¢ ein durch die Gleichungen:

i } (124)
=Yy —1%,
denen wir sogleich als Folgerungen hinzufiigen:
op _0q _
dy ~ dy
8o e . (124 a)
dx  ox U
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Die Rechengesetze sind fiir complexe Grifsen die niimlichen,
wie fiir reelle, mit der einen besonderen Bestimmung, dafs #=—1
zu setzen ist. Defshalb kann man auch Functionen von z, y, » ver-
wandeln in solche von =z, p, ¢, und auch partielle Differential-
gleichungen fiir diese complexen Variabelen umformen. Hat man
dann ein complexes Integral einer linearen homogenen Differential-
gleichung wie die Liarnace’sche, gefunden, so muls der reelle und
der imaginiire Theil fiir sich einzeln auch je ein Integral liefern,
so dafs man auf einen Schlag zwei particulire Integrale findet.

Zunichst formen wir das Larnace'sche 4¢ fiir den Gebrauch
2

der Variabelen z, p, ¢ um. Das erste Glied gg
zur Bildung der zweiten und dritten miissen wir erst bilden

bleibt ungeiindert;

dg _Podp . 890g
dy ~ dp 0y " 9q 0y

09 09 06p  d¢ g
dx Op 0z ' dq 0%
oder wegen (124 a)

(124 b)

Durch nochmalige Anwendung dieser letzten Formeln auf sich selbst
erhilt man

a9 Oy e s
gy = 9 t¥apoq T ag .
g __ oy , &y & (124 )
dz* adp? dpdq  dq¢*
und durch Addition beider Ausdriicke:
o'  Ogp _ , g
0 y? T3 = o 0pdq
Es ist daher
_ aﬁ(p 63.;;
A9 =g +igra (125)

und man kann die Larnace’sche Differentialgleichung in folgende
Form bringen:

6 o
6qu =—1 am‘f. (125 a)



170 ERSTER THEIL. § 89

Von dieser transformirten Gleichung gilt rein mathematisch —
gleichgiiltig, was man sich unter den Variabelen =z, p, ¢ vorstellt —
wegen ihrer homogenen Linearitit dasselbe Gesetz, welches wir fiir
die cartesischen Coordinaten bereits verwendet haben, nimlich: Hat
man eine Function ¢, von z, p, ¢ gefunden, welche die Differential-
gleichung (125a) befriedigt, so thun dies auch alle ihre mannig-
fachen Differentialquotienten nach den drei Variabelen, so dals man
als ein Integral ansetzen kann:

)
f;t-——m, a+b+c=mn. (126)

Nun sagt die Differentialgleichung (125a) nichts Anderes aus, als
dafs jede ihr geniigende Function, wenn man sie einmal nach p

2
und dann einmal nach ¢ differenzirt (Opera.tion af EF; ), dasselbe
Resultat liefert, als wenn man sie zweimal nach z differenzirt und
2
den Factor — 1 zusetzt (Opera.tion -1 66;2), Macht man also

diese beiden gleichwerthigen Operationen [mal an einer der Gleichung
geniigenden Function ¢, so ergiebt sich die Gleichung:

Flg

Rl
LIS T

(=1 ik (127)

Mit Hiilfe dieser Formel kann man das Integral (126) umformen,
wobel wir die Fille b=r¢, b > ¢ und b < ¢ unterscheiden.
Es sei zuerst b =¢, also 26 =1 — a. Dann ist

b e T 6 O Po] _(_ 150" P
fﬁ,n_é‘x?(W) "8‘?[(“'}3 W] == (1279

Zweitens sei angenommen b >c. Wir setzen b = ¢ + m, also
a+2c¢=1n—m, und konnen den Ausdruck (126) dann so anordnen:

- o 02¢ amq’,o - . 0a+2¢ am‘po
4 P {__6‘p°6q° ( G )} ==Y am= (—ap"‘ )
5 (1271)
n
i Po |
- ( })c axn-mapm

Drittens und letztens sei b < ¢. Wir setzen ¢ =0 + m, also
a+26=n—m und finden:
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] a2

Pn = 9z l02°-0a® m =\= ¥20\ g m
5,6 4 m p*-0g¢® \ dg Oz* dq (1279)
e
i b 1] 5
_( '}) axn-—m_aqm

Auf die hier noch beibehaltenen Potenzen von — 1 kommt weiter
nichts an, da man ja jedes Integral dieser Differentialgleichungen
mit einem beliebigen constanten Hactor erweitern darf.

Die beiden Formen (127b und c¢) unterscheiden sich bei Func-
tionen ¢,, welche wie unser 1/ nach p und ¢ symmetrisch zu-
sammengesetzt sind [vgl. unten Gleichung (128)], nur im Vorzeichen
von ¢, liefern also bei der Spaltung in Reell und Imaginir die
gleichen Paare von Lésungen. So sieht man bereits, dals der Aus-
druck (126) mit seiner scheinbar zweifachen Mannigfaltigkeit der
Ordnungszahlen a, b, ¢ mit der festen Summe 1 in Wahrheit nur
eine einfache Mannigfaltigkeit zweier natiirlicher Zahlen (n — m) und
m mit der festen Summe n besitzt, so dafs, da jeder Fall von m =1
bis m = n ein Lodsungspaar enthiilt, wihrend der Fall m = 0 in
(127a) nur eine einzelne Liosung liefert, im Ganzen 2n 4+ 1 ver-
schiedene Grundformen nter Ordnung auftreten, aus denen man die
allgemeinste Losung nter Ordnung mit 2n 41 disponiblen Coeffi-
cienten homogen und linear zusammensetzen kann, (Vergleiche den
Schlufs des vorigen Paragraphen).

Die Differentialquotienten nter Ordnung nach z, y, xz endlich,
welche in Gleichung (119b) als Quelle fiir die Kugelfunctionen an-
gefithrt wurden, lassen sich natiirlicher Weise als homogene lineare
Summen von nten Differentialquotienten nach =z, p, ¢ ausdriicken.

Somit sind sowohl jene ganzen Functionen H; als auch die Kugel-
a, b, ¢

functionen XK, zuriickgefihrt auf die hier in Aussicht gestellten,

a,b.c

von einander unabhiingigen 2n 4 1 Grundformen.
Wollen wir nun deren Gestalt niher kennen lernen, so ist zu

beachten, dafs in der Function ¢, = i— nur die Gruppe y* + #* vor-
kommt, fiir welche sich aus den Gleichungen (124) ergiebt:
Y+ 2t=pg=0" (128)

Die zu differenzirende Function hingt also explicite nur von dem
Modulquadrat o® der conjugirt complexen Grofsen p und ¢ ab. Es
ist delshalb
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o(1) o5 sy o)
dp Ay dp _ ay T

und da ¢ als unabhiingige Variabele neben p besteht, bei m facher
Differentiation nach p:

) )
o T O
Ganz analog ist L (129)

1 1
o (%) _6‘“(?) .
o T Pem
Hiernach nehmen die Integrale (127a, b, ¢) in jedem Falle die
Gestalt an:
1 1
o () o (;)

P e M S e

(1294)

Bei den Potenzen p™ und ¢ kommt uns zu Statten, dafls sie
durch die Kreisfunctionen der Vielfachen des Azimuthalwinkels der
complexen Griofsen dargestellt werden konnen. Dieser Azimuthal-
winkel ist hier nichts Anderes, als der Lingenwinkel der riumlichen
Polarcoordinaten um die z-Axe. Filhren wir also jetzt ein:

z = rcosd
y = rsin & cos g } (130)
% = r§in ¢ sin 7,
so wird
p=y+ix=rsind(cosy + isiny) = rein &-ein
g=y —izx= =rsin3-e—‘ﬂ} (130a)
pq = 0*= r¥sin?H
und schliefslich
pm=rmsinm0-a‘“v=rmsin"'&-{cosmq+£sinmﬂ)} (130b)
qm = = rMsin™ 3 (cosmy — ¢sinmy)

und die Integrale nter Ordnung nehmen im Anschlufs an (129a)
die Form an:
1
o ()

Prm =1 R [G o S0 O +(cosmy £ imy).  (181)
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Der reelle Theil mit dem Factor cosmy und der imaginire
nach Streichung von ¢ mit dem Factor sinmy sind, einzeln ge-
nommen, ebenfalls Losungen. Erweitern wir also beide mit zwei
willkiirlichen Constanten 4,  und By , so erhalten wir eine reelle
Losung von folgender Form:

(5)
Pr,m =Kk r™ a— e
? nm Oz~ ™. [d(o¥]™
An Stelle der beiden eingefiihrten Constanten kann man auch

eine Amplitude C,, und eine Phasenconstante ¢, , verwenden durch
die Beziehungen:

-sin™ & . (4, peosmy + B, msinmy). (131a)

dygy = Cycoscyy und Byy= Cyybdincyy

Cnm='A:m+Brntm: 6nm=&r0taﬂg§m-

nm
(1)
Pum = G B (e

oder

Dann erhilt man
sin™ &« Cypcos(my — cypm). (131h)

Der in beiden Ausdriicken rechts vorangestellte Factor &y, n be-
deutet einen Zahlenwerth, dessen geeignete Bestimmung wir auf
spitter verschieben. Jedenfalls hat dessen Hinzufiigung nichts Be-
denkliches, da aufserdem noch die disponiblen Factoren A,y, Bym
oder C,, vorhanden sind.

Aus dem ¢, , gewinnt man nun die Kugelfunctionen ganz
analog, wie in Gleichung (119b) angegeben, durch Multiplication
mit #m+1

Wir wollen folgende Bezeichnung einfiihren:

o (l
r

Ogh —m [6' (92)]111 7 (132)

Py = ky oyt ¥m+1.

Dann bhaben die auf diese Weise gefundenen Kugelfunctionen die
Gestalt:
Kym = Py m-sin™ - (4dymecosmey + By sinmz)

} (132a)

= Py 8iD™ G- Cyp-cos (M7 — eyp)-

Die directe Berechnung der nten Differentialquotienten von -%— ist
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ziemlich umstindlich. Man miilste, um einen bestimmten von ihnen
zu finden, eine ganze Reihe der niedrigeren vorher berechnen, auch
ist das allgemeine Bildungsgesetz in seiner Abhingigkeit von den
Zahlen n und m auf diese Weise nur schwierig zu erkennen. Zur
Anschauung seien die niedrigsten Vertreter dieser Ausdriicke Py
von 1t = 0 bis n = 4 nach Gleichung (132) berechnet, hier angegeben:

=20 n1=1 n=2
m=0 koo 1 Jey o (—%) ka0 (“1'*‘3%2)
m=1 ki (— 4) k1 (%‘%)
m=2 ko2 (%-3)
m=3
m=4

(132h)
n=3 n=4

m=0 |k (9%_15’?—:) s 0° (9—90:—:+105:—:J
m=1 k3l1-(%—3-§i:; k;,l-(—9 %ﬁ+15'%%)
=2 e (8- 2) |ha (- 1448555
m=3 ks (—%§-9) k;,y(%‘%'%%)
m=4 kiar(-4-5-9)
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Unmittelbar kann man hieraus nur erkennen, dals
Poyn = Fogyne(— 1 (34 25572 (182¢)
ist, und dafs die mit %, , multiplicirten Ausdriicke ganze Functionen
von —f— sind, welche entweder nach geraden oder ungeraden Potenzen
dieses echten Bruches fortschreiten und mit dessen (n — m)ten Potenz
abbrechen. Nun ist nach (130) % =cos ¢, die P, sind also

reine Functionen von cos von dem eben angegebenen Charakter.
Es ist iiblich in der Theorie der Kugelfunctionen statt der Pol-
distanz & direct deren Cosinus als Variabele einzufiihren

cosd = pu. (138)
Dann ist
sin ¢ = + Vl —_— .U.s

stets positiv, weil ¢ zwischen 0 und =z bleibt.

§ 40. Transformation von 4 ¢ flir den Gebrauch riumlicher
Polarcoordinaten.

Um die allgemeine Form der Functionen P, ,, des Argumentes u
zu finden, ist es ndthig, Integrale nter Ordnung der Larnace’schen
Differentialgleichung durch die gefundene Normalform (132a) der

Kugelfunctionen zu bilden, also entweder ¢, = rnlﬁKn,m oder

@n,m = 7"+ Ky n und diese in die Differentialgleichung einzusetzen,
welche dadurch befriedigt wird. Da aber jetzt die Integrale in
Polarcoordinaten ausgedriickt sind, miissen wir erst das A¢ fiir
solche ausdriicken.

Dies geschieht am leichtesten, wenn man den allgemeinen Satz
Gleichung (78) S. 92

o == s

anwendet auf das Raumgebiet, welches ein Volumelement der Polar-
coordinaten ausfiillt, Dieses ist begrenzt durch zwei concentrische
Kugelflichen von den Radien » und r + dr, durch zwei Kegelmintel
von den Offnungswinkeln & und & + d & und durch zwei Meridian-
ebenen von den Lingenwinkeln # und % 4 ds. Diese drei Flichen-
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paare durchschneiden sich rechtwinklig. Der Raum sei so Kklein,
dals die Kanten seiner Umgrenzung als geradlinig gelten diirfen.
Deren Linge ist

1. in radialer Richtung: dr,

2. in Richtung der Meridiankreise: »-d,

3. in Richtung der Parallelkreise: rsin & «dz.

Daher ist das Volumen:

dr =risin&-dr-dd-dn,

das Rechteck auf der Kugelfliche vyom Radius #:

ds, = rdd-rsinddn,
das Rechteck auf dem Kegelmantel vom Winkel -

ds, = rsindy-dr,
das Rechteck auf der Meridianebene vom Lingenwinkel 7:

ds, = dr.rd¥.

Ferner ist die innere Normale auf ds, gleich dr, also der Bei-

trag zum Oberflichenintegral

Op op , .
Gn ds, e sinddidy.

Von der gegeniiberliegenden Fliche rithrt ein Beitrag her, welcher
einerseits entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, weil die innere
Normale dort in Richtung — dr fillt, andererseits einen durch den
Schritt dr veriinderten Werth besitzt. Die Summe beider Antheile ist

d [0 d d .
- dr-g{a—q’r’sm Fdd dv)} _—W(Taé‘—‘f) »sind dd dq dr.

Die innere Normale auf ds, ist gleich rd«, also der Beitrag zum
Oberfliichenintegral
O d

7 M % «rsin & dy dr = og

FES smﬁ“dﬂ dr.

Von der gegeniiberliegenden Fliche riihrt wieder ein entgegen-
gesetzter und durch den Schritt d veriinderter Beitrag her, so
dafs die Summe beider ist

0

A 0 do
—d& . 6‘:9'{5' sm&depdr} a——(sm &a?)dqdrdz‘}.
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Die innere Normale auf ds, endlich ist gleich »sin & dy, also
der Beitrag zum Oberfliichenintegral:
6:; 6’ p 1 6(]?
T S TEmgy M = g A
Von den beiden letzten Flichenelementen zusammen riithrt daher der
Beitrag her

0 { 1 6t}r } 1 ¢
d =\ 8 -
"y lsind 6q datie " sind 9yt L ke
Nunmehr konnen wir die eingangs citirte Integralformel fiir unseren
Fall zusammensetzen, und im Raumintegral wegen dessen Klein-
heit A¢ als constante Grifse absondern. Dann erhalten wir:

L (r aq\sml‘}d&dﬂdr———a (ssmﬁ*alp)d'?ﬂ‘?f”’:"’L

~or\ or) a a9
1 &% it
~F5E By drdidy = — Ag@-r?sind.drdddy

oder
16 [,0¢ 1 @ ¥ 1 &% |
a9= g7 (r W)*‘mﬁa&(s‘“‘?a )ﬁigﬁafaaﬂ‘ 139

Wir wollen auch hier p = cos# als Variabele an Stelle von
i+ einfithren. Dabei ist zu beachten, dals

dp =—sinddd.

Das mittlere Glied der vorstehenden rechten Seite wird dadurch
aufserlich etwas verindert, denn es ist
—6!—35 = — sin !9'-6%'

Ferner schreiben wir sin % = J/1 — u®. Der Ausdruck nimmt dann
die Form an:
1 9 é?'p) d ( 69?) 1 e g
;’Br( ar) T r? du (= ]fip +r2( ud) on®’

Braucht man das d¢ nur fiir die Lapnace'sche Differential-
gleichung, wo es gleich Null ist (nicht aber etwa fiir die Porsson’sche
oder fiir die Wellengleichung), so darf man den gemeinsamen
Divisor »? fortlassen. Die Lapnace'sche Gleichung lautet also, in
den Variabelen 7, u, 7 ausgedriickt-

L)+ A la-m3g)+ e B o

H. v. HELMuoLTZ, Theoret, Physik. Bd. IV, 12

Ao = (134a)
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Es giebt, wie man leicht durchschauen kann, noch einige ab-
weichende Formeln fiir diese Differentialgleichung, doch weichen sie
nur in nebensichlichen Veriinderungen von einander ab.

& 41. Differentialgleichung fiir F,, und deren Ldsung.

In die soeben gebildete Form der Laprnace'schen Differential-
gleichung setzen wir nun folgende Losung ein, in welcher die Kugel-
function K, aus Gleichung (132a) verwendet wird:

1

P=TwEr

 Pyom-Y1— "+ Cecos(my — o). (136)
Nur der erste Factor ist von » abhingig, und da

d 1 1

i) == 4

A LN g

dr o

d d 1 1
d;(”ﬁ(m)) =0+ Dn

ist, wird das erste Glied der Differentialgleichung (135)

0 (.00
ar (rﬂag) =+ l}nr,r-.. (136 a)

Das gleiche Ergebnils wiirde sich finden, wenn man an Stelle

des Factors ?_—i—l in Gleichung (136) den Factor »" gesetzt hiitte,

welcher ja ebenfalls die Kugelfunction in ein Integral der Laprace'-
schen Differentialgleichung verwandelt. Es ist niimlich

_;::‘ (,-n) =1 pu=1

rzdi(?.n)____ nrn-l-l
i d

a:f- (rzd—tﬁ.—(r“)) =nm+1)r"
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Die Variabele u steckt nur in P, )1 — u? und es ist:

d — dP,
d—p(mm—m"’)— Y= — P T= @

(1—p ( Pn)T—")
dP,,.,. a2 ;
=——2Yl—p? " —mPigp)l—p

dp

jp(“_”)d (P yT= 42 )] =

2 dPp T ; =
]/1 o _2(m+1)ﬁﬂyl_y2m_mpnmlf1_1“'2“1"' m2 Py p? l_nuzm ’

dan

oder etwas anders geformt

(1 (=)

2m+4+1) dPyy m?
: — nd — — 1t — m? }.
an duz ( p) Py dl-" g * 1—1“'2

= Pull-
Also wird das zweite Glied der Differentialgleichung

sa(1-m3Y)

2 1) dPym ,
2w 1al I|uu-—-m(m-l--I)—]——ITMZ}.

-~ 1 d2Fq -
-—({{an dp? (F=#) Py dp

Die Variabele 5 endlich kommt nur in cos(m#y — ¢) vor und es ist

d® cos -
% =—micos(m#y — ¢).

Also wird das dritte Glied der Differentialgleichung:

1 é*¢ m?

i B Piag )

Alle drei Theile (136 a, b und c¢) enthalten die ganze Function ¢
als gemeinsamen Factor, den wir wegen der Null auf der rechten
Seite der Lapnace'schen Differentialgleichung weglassen diirfen.
Ferner sieht man, dafs das dritte Glied (136¢) sich gegen den letaten

12*
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Summanden des zweiten Gliedes (136h) weghebt. Wenn man den

ganzen Ausdruck noch mit P, , multiplicirt und beachtet, dals
n+ 1) —mm+ 1) =0 —mn + m+ 1)

ist, so erhiilt man das Ergebnils:

@ Py APy
(-5 =2+ 1)

F—m@ 4 m41) P =0. (187)

Dies ist eine gewthnliche lineare homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir Py, als Function der Variabelen g mit zwei
natiirlichen Zahlen n und m (=) als Parametern. Die im § 39
bereits betrachteten und durch einige Repriisentanten in der Ta-
belle (132b) veranschaulichten Functionen P, ,, miissen ihre Integrale
sein, es ist aber picht gesagt, dafs dieser Differentialgleichung hier
nicht noch andere Functionen geniigen und dals sie in Bezug auf die
Zahlen n und m an die Bedingungen ihrer Entstehung gebunden ist.?)

Zuerst leiten wir aus (137) eine Beziehung ab zwischen den
P, mit gemeinsamem n, aber verschiedenem m, und differenziren
zu diesem Zwecke die vorstehende Gleichung nach u. Dies giebt
zuniichst ohne Zusammenfassung der entstehenden Glieder:

d® Py d* Py
(1_@‘2] dud - du?
dzP‘l‘lIlI dP]‘IIII.
—2m+1)p d;i——Q(m-i*]) 7
dPen _
+(n—m)(n+m+l)~a—#— =0

Nun ist aber
—2m4+D+m—mhn+m+=0n—m—1)n+m+ 2).

Das Resultat ist also darstellbar in der Form:

1 ’)L dim] —2(m+1]+1 ' [d_fi‘]
L=l —Fn 1+ )—3, (138)
+(n—[m+1]) (0 + [m+1] + 1) [dﬁ“‘]ﬂ.

Man erkennt, dals diese Formel dieselbe Bildung besitzt, wie die
vorige (137), nur steht hier [m + 1], wo dort m stand, und hier

") Erweiterung der Bedeutung von n und m spiiter, in § 46.
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[3 Py m
ou
gleichung fiir P, 541 erhalten, und sehen zugleich, dafs die Func-

] , wo dort P, stand. Wir haben also hier die Differential-

dPp,
tiop Z-nm
10n d

ihr geniigt. Wir konnen defshalb, freilich zunichst noch

immer unter Freihaltung eines wegen der linearen Homogenitiit der
Differentialgleichung unbestimmten constanten Factors folgendes
Gresetz aufstellen:

dP,
Py, m+1 = const- d:;m
oder

[/ .
Py = const- ;;‘ 2 (138a)
Durch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes finden wir schliefslich

d™ P, o 7

Py = const- d—#u’:— . (138b)

Es geniigt daher Integrale der Differentialgleichung (137) fiir
den Fall m = 0 zu suchen, die Uebrigen ergeben sich dann aus dieser
Formel. Die Gleichung lautet fiir m = 0:

a* Pyo dPyo
d n® dp

(1 — p?) —2p +1( 4+ 1)Po=0. (139)
Auch wenn wir noch nicht wiifsten, dals es nach ganzen
Potenzen von pu fortschreitende P,, giebt (die erste Zeile der
Tabelle (132b) zeigt die ersten Vertreter), konnte man versuchen,
diese Differentialgleichung zu integriren, indem man eine Potenz-
reihe ansetzt von der Form
Poo=dy+ 4 p+4p°+ 4403+ ...+ dop 4 ... (140)
Dann ist
d Pyo
dp
d? PHD 2 3
T 214,432 A4;p+4-3-A,p> +5-4. A p® + ...
+F@+2)a+1)4, 42p +...

Ordnet man hiernach den Ausdruck (139) nach Potenzen von g, so
erhilt man:

=14 4+24,p+34,p>+44,p0°+ ...+ @+ 1) Ao 410+ ...

[2:14, + n(n+ 1)4,]p
+[3-24 + fu(n + 1) — 2§ 4,]p
+[4-34, + @+ 1)—2-1— 4)4,]p
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+[5-44, +{n(n+1)—3-2 — 6} 4]

+ @+ 2)(a+Ndsy2+nm+1)—ala—1)—2a} 4,]pu"

A — |
Der Coefficient von u®, den man auch schreiben kann:

(e+2)@+Dda42+m—a)n+ a4 1)4,],

stellt bereits von a = 0 an die richtigen Werthe dar. Soll diese
Reihe nun fiir jeden Werth der Variabelen p gleich Null sein, so
ist das nur moglich, wenn jeder einzelne Coefficient verschwindet.
Wir erhalten daraus eine Reihe von Bedingungen, durch welche
jedes 4, ;o auf das zwei Stufen niedrigere 4, zuriickgefihrt wird.
Man kann diese Bedingungen in der Form hinsehreiben:

(—n+4+am+a+1)
g = S
A TR | [ R vy
Aus dieser Gleichung erkennt man, dafs der Coefficient A, |, ver-
schwindet, weil der im Zihler der rechten Seite stehende Factor
(—=n+aq) fir a=n verschwindet. In Folge dessen miissen aber
alle alternirend folgenden Coefficienten ebenfalls verschwinden:

A“+3=An+4=ﬂn+5=...=0. [1413]

Die dazwischen stehenden Coefficienten 4, 1, 4,43, Ayis, -
verschwinden aber nicht, sondern bilden eine in’s Unendliche fort-
laufende Reihe. Die in Gleichung (140) angesetzte Liosung zerfillt
daher in folgende zwei Bestandtheile: Kine ganze Function nten
Grades von g, welche, beginnend mit dem hichsten Gliede, sowohl
fiir gerade wie fiir ungerade Zahlen n immer die Form hat:

Poo=dpp + Ay —2p™ =2+ Ay _gp*—4 4 ... (142)
Diese hat, je nach der Zahl n, entweder nur gerade oder nur un-
gerade Potenzen von u, endigt also entweder mit einer Constanten A,
oder mit einem linearen Gliede A4, u.
Dazu tritt als zweiter Bestandtheil eine unendliche Reihe, welche
man nur nach steigenden Potenzen von g ordnen kann, und welche
fiir gerades n lautet:

Qno=A, p+ Agpu® + 4, p® 4 ... in infinitum (143)
withrend fiir ungerades n
Qu o= 4y + A, u® + 4, p* + ... in infinitum (144)

zu setzen ist.
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Die Bedingung (141) zeigt, dals sowohl unter den Coefficienten
des geschlossenen Ausdrucks (142), wie unter den Coefficienten der
unendlichen Reihe (143) resp. (144) nur je ein einziger willkiirlich
gewihlt werden kann, withrend alle anderen dadurch zugleich fest-
gelegt werden. Unsere Losung enthilt also zwei disponible Con-
stanten, stellt daher das vollstiindige Integral der Differential-
gleichung (139) dar.

Je nachdem man eine oder die andere dieser beiden Constanten
gleich Null festsetzt, erhilt man entweder nur den geschlossenen
Ausdruck (142) oder nur die unendliche Reihe (143) oder (144) als
particulire Losung. Der Vergleich mit den fritheren Betrachtungen
zeigt sofort, dafs nur die ersteren Formen (142) uns die gesuchten
Grundformen fiir die Kugelfunctionen P, liefern, von denen in der
obersten Zeile der Tabelle (132b) die ersten Vertreter angefiihrt
sind. Die unendlichen Reihen liefern indessen ebenfalls brauchbare
Integrale, transcendente Functionen von u, aus welchen man Poten-
tiale eigenartiger Elektricititsvertheilungen gewinnen kann, mit denen
wir uns spiter in § 45 beschiftigen wollen.

Als den willkiirlich bleibenden Factor der endlichen Reihe vom
nten Grade wihlen wir denjenigen des hochsten Gliedes, 4,, und
berechnen aus ihm die niedrigeren. Dazu miissen wir die Be-
dingungsgleichung (141) umstellen, wie folgt:

@+ 1)(a+2)
(—n+am+a+1)

4, = Ay y2.

Gehen wir um eine Ordnungszahl tiefer, schreiben also ¢ — 2 an
Stelle von q, so nimmt sie die Form an

_ aa—1)
A""gg(—n+a—2)(n+u—1)A"' (145)

Daraus ergiebt sich folgende Reihe von Coefficienten

A, = A, (frei verfiighar)
. nm—1)
Ahﬂ_(_m@n—n An
A= Mn—lﬂn—2ﬂn—3l__An (145a)

(—2)(—49E2n—12n—-3)
o nm—1)... m—35) 4
T (—1p8-2-4.6.-2n—1)@2n—3)(2n—5) "

AII—E
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Ist n eine gerade Zahl, so heilst der niedrigste Coefficient

n!

AH?

ist n eine ungerade Zahl, so heilst der niedrigste Coefficient:

a1 n!
Ay ==y T T I o e T e )

Um nun den gesuchten Kugelfunctionen P, bestimmte Zahlen-
werthe zu geben, die ihnen ja weder durch ihre Herleitung aus
Lisungen der Larnace’schen Differentialgleichung noch durch die
Differentialgleichung (139) eigen sind, da wir dabei immer einen
unbestimmten constanten Factor mitzufiihren hatten [vgl. den Zahlen-
factor %, in Gleichung (132) und hier unser 4,], so bestimmt man
4, so, dals die Kugelfunctionen P, fiir den im Pol der Kugel-
coordinaten eintretenden Cosinuswerth p =1 alle den Werth 1 an-
nehmen, im Uebrigen daher stets zwischen + 1 und — 1 liegen
miissen, so lange u als Cosinus eines reellen Polarwinkels echt
gebrochen bleibt. Dies erreicht man, indem man festsetzt, es
solle sein

P 1.3...;‘(!21:—1)_ 48)

Dadurch werden die P,o zahlenmiilsig angebbare Functionen.
Ihre allgemeine Gleichung ist nach den Formeln (142), (145a) und
nach der Festsetzung (146) folgende:

n=2

Pro= 1-3-...(211—1){ 4 nm—1)

T T 2Rn-1n "
(147)

nm—1mn—2)n - 3)
2:4.2n—1)(2n—3)

pret —

Berechnet man die Zahlenwerthe fiir eine hinreichende Reihe
von Werthen pu, untersucht auch die Nullstellen, d. h. die Wurzeln u
der Gleichung nten Grades, welche durch Nullsetzung der ge-
schweiften Klammer entsteht, sucht die Maxima und Minima auf etec,,
so kommt man zu Verliufen, welche in graphischer Darstellung
fir die sechs niedrigsten Zahlen n in den Diagrammen Figur 17
wiedergegeben sind.
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Fig. 17.
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Die Gleichungen dieser Curven sind:

Poo=1

Pip=p

Py = %#3'— %# (147 a)
Py = 38—5#-4— 14—5&‘2+ %

Pso 6—:'115— ?;—5#3+ %5#

Es lifst sich unschwer fiir das allgemeine P, o beweisen, dals es
seine 1t Nullstellen, seine n — 1 Maxima und Minima, n — 2 In-
flexionspunkte, alle reell in dem Intervall — 1 < u < + 1 besitzt,
dafls die Curven also aufserhalb + 1 direct in's Unendliche hinauf-
resp. hinabsteigen.

Fiir die P, , erhilt man ebenfalls feste Zahlenwerthe, wenn
man in der zu ihrer directen Berechnung niitzlichen Formel (138h)
die Constante rechts gleich 1 setzt, also fordert

qam

2 Puo- (148)

Pn.n':=

Daraus ergeben sich folgende beispielsweise angefiihrten Ausdriicke:

15 3 35 15
P1_1 = 1, Pglj_*—' 3[1, P5'1_ =-2—f1.2 — ;?, P411 = -—2-—#3— —2—p,, ....]
Ppp=3, Py=1bp, P;,;=zép3—%§, ... Y(148a)
P3|3= 15, .P4,3 = 105 oy
Py, = 105,

Die Allgemeinheit der Kugelfunctionen K ,, mit ihren (21 4 1)
verfiigharen Constanten wird durch diese eindeutigen Zahlenfest-
setzungen nicht beschriinkt, da wir ja bereits in den Gleichungen (132a)
diese als 4, n und B, , oder als G , und ¢, freigehalten haben;
nur die in (131a), (131b) und (182) und in der Tabelle (132h) zu-
gesetzten Kactoren Fk, ,, erhalten vorgeschriebene Zahlenwerthe, die
man leicht ermitteln kinnte, wo es von Wichtigkeit wire. Es sei



§ 42 KUGELFUNCTIONENREIHEN. 187

hier nur angefithrt, dals der Factor k,, in Gleichung (132¢) den

Werth annimmt:
kg =(— 2. (149)

&
§ 42. Darstellung einer willkiirlichen Function der Richtungs-
winkel im Raume durch eine Kugelfunctionenreihe.

Eine wichtige Bedeutung der Kugelfunctionen fiir die Potential-
theorie besteht, wie aus den bisherigen Ausfithrungen ersichtlich,
darin, dafs man aus ihnen auf zwei Weisen: entweder durch Division
mit »t+! oder durch Multiplication mit ", Integrale der Larrace'-
schen Differentialgleichung gewinnen kann, und dals auch Summen
mehrerer, vieler, ja convergente Reihen unendlich vieler solcher Ge-
bilde als Potentialfunctionen in ladungsfreien Raumgebieten gedeutet
werden kidnnen.

Wir kommen jetzt zu einer anderen hervorragenden Eigenschaft
der Kugelfunctionen, durch welche in Verbindung mit der vorher
erwithnten es moglich wird, jede an einer Kugelfliche willkiirlich
vorgeschriebene Werthvertheilung stetig durch den inneren und den
dulseren Raum so fortzusetzen, wie dies von dem Potential einer
elektrischen Flichenbelegung der Kugel gefordert werden muls.
Diese neue Eigenschaft ist folgende: Man kann durch die con-
vergirende Summe einer eventuell unendlichen Reihe von Kugel-
functionen in einer der beiden Normalformen (182a), also durch
einen Ausdruck von der Form

o0 mn
7) = Eb 20 PomVT — i (Adumeosmy + Bynpsinmsn)  (150)
n=u m=

oder von der gleichbedeutenden KForm

f(;u,n)=§%§]u Ponl1 — p% + Camcos(my — cym) (150 a)
n=4u m=

jeder willkiirlich vorgeschriebenen Werthvertheilung einer Function
der beiden Polarcoordinaten & und 7, oder was dasselbe bedeutet,
jeder Function von g und % beliebig nahe kommen, wobei natiirlich
der Variabele p auf das Intervall — 1 bis 4+ 1 (die Poldistanz &
liegt zwischen O und =), die Variabele # auf einen einmaligen Um-
kreis, sagen wir auf das Intervall O bis 27 zu beschriinken ist. Um
Bedenklichkeiten gegen diesen Ansatz zu entgehen, wollen wir nur
annehmen — was in physikalischem Sinne immer zulissig sein
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diirfte —, dafs Unstetigkeiten bei dieser vorgeschriebenen Function
entweder nicht vorkommen oder doch als sehr steile aber continuir-
liche Uebergiinge angesehen werden diirfen, und dafls ferner die
vorgeschriebenen Werthe fiir keine Richtung des Raumes unendlich
werden. Die Eindeutigkeit der Function ist eine selbstverstindliche
Vorbedingung, da die Kugelfunctionen einzeln, also auch in Summe
eindeutige Werthe liefern. Vom Radiusvector » der Polarcoordinaten
miissen die durch (149) darstellbaren Functionen natiirlich auch
unabhiingig sein, wie es die Kugelfunctionen sind. Man kann sich
daher die willkiirliche Function dadurch versinnlichen, dafs man
um den Nullpunkt eine Kugel von beliebigem Radius legt und auf
jeder Stelle ihrer Oberfliche topographisch den Werth verzeichnet,
welcher auf dem dadurch betroffenen Strahl herrschen soll. Man
konnte etwa so, wie auf Landkarten die Darstellung der Hebungen
und Senkungen des Terrains durch Isohypsen iiblich ist, die Rich-
tungen, in denen die willkiirliche Function kein Gefiille zeigt, durch
Linienschaaren angeben, welche sich nirgends durchschneiden kénnen
und die Stellen der Maxima und Minima ringférmig umgeben. Die-
selbe Darstellung ist auch zur Veranschaulichung der einzelnen
Kugelfunctionen niitzlich, welche jede eine ganz bestimmte regel-
miifsige Werthvertheilung besitzt. Die Stellen, wo eine einzelne
Kugelfunction gleich Null wird, liegen auf Parallelkreisen und auf
aquidistanten Meridianen, deren Anzahl durch n und m bestimmt
wird. In den einzelnen hierdurch abgegrenzten Feldern sind die
Werthe abwechselnd positiv und negativ, um ein in der Mitte jedes
Feldes liegendes Maximum oder Minimum angeordnet.

Dafs man durch Superposition vieler solcher Vertheilungen unter
Verfiigung itber zwei Reihen von Coefficienten (4 und B oder auch
C und ¢) eine grofse Manmigfaltigkeit herstellen kann, leuchtet ein;
dals man aber jedem gewiinschten Verlauf beliebig nahe kommen
kann, bedarf vom streng mathematischen Standpunkt eines Beweises,
namlich eines Nachweises der Convergenz der unendlichen Reihe (150)
gegen die geforderten Functionswerthe. Dirrcurer und auf anderem
Wege Sir W. Tromson haben diesen Beweis gefithrt. Die Sache
liegt analog wie bei den Fourmer'schen Reihen, nur ist das
Problem hier wegen der zwei Variabelen w und #% noch com-
plicirter.

Wir wollen uns hier damit begniigen, zu zeigen, wie man fiir
jede willkiirlich vorgeschriebene Function f(u, 7) die zwei Reihen
von Coefficienten thatsiichlich berechnen kann.

Von den beiden Formen (150) und (150a) ist die zweite die
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anschaulichere, weil sie zeigt, dals der Einfluls oder die Stirke
eines einzelnen Gliedes der Reihe nur von einer Amplitude
bestimmt wird, wihrend von der Phasenconstante ¢, nur die Lage
der Nullmeridiane der einzelnen Kugelfunction abhingt. Die eigen-
artige Werthvertheilung der einzelnen Kugelfunction erscheint niim-
lich als drehbar um die Polaraxe, ihre Stellung wird durch ¢,y
festgelegt. Fiir die Auswerthung der Coefficienten ist aber die erstere
Schreibweise (150) mit zwei gleichartigen Reihen von Amplituden
Ay und B,y die allein geeignete. Man kann ja nachtriglich,
nachdem man die 4 und B gefunden hat, leicht die ¢ und ¢ daraus
bilden.

Wir wollen nun den Werth eines bestimmten Coefficienten Ay ;
berechnen. Zu dem Zwecke erweitern wir die Gleichung (150) mit

Pf,i lf 1-—#2 iGOSilﬂ,

d. h. mit eben dem elementaren Bestandtheile jener unendlichen
Doppelsumme von Kugelfunctionen (150), welcher durch den ge-
suchten Coefficienten 4y ; angefithrt wird. Sodann multipliciren wir
noch mit dem Flichenelement der FEinheitskugel und integriren
den gewonnenen Ausdruck iiber diese ganze Hliche.

Das Flichenelement hat, in den Polarcoordinaten & und p
ausgedriickt, den Werth

dao = sinFdiddy

und die Integration erstreckt sich fiir den Polwinkel % von 0 bis =,
fiur den Langenwinkel % von O bis 2a.
Da hier nun u = cos & als Variabele statt % eintritt, und

du= — sin# d
ist, gilt
do = —dp-dy

und die Variabele p liuft in dem Integral von +1 bis —1. Der
Werth der Oberfliche der Einheitskugel ist also

D

qu: 2:2m =4q.
U

n2n -12n +

1
J;fsmn‘)"d:‘}dq =+lf0f(- dp)-dy =_!d#

Die vorher beschriebenen Operationen an (150) fithren also zu
der Formel:
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+1 2=
i,
Jaufan-f@n- P Y1 cosin
A o= - (151)
2 & - : -
=fdpfdﬂ{2 Zﬂtan]/l—uzwm (Ay, mcosiz cosmy+ By,  cos insinmy)(.

n=0m=0
-1 0

Dabei sind bereits die von den laufenden Ordnungszahlen n, m
unabhiingigen Factoren mit den festen Zahlen f, i unter das Doppel-
summenzeichen gesteckt, eine Operation, die man sich auch bei un-
endlichen Summen stets erlauben darf. Nun aber machen wir eine
weitere Umformung, welche nur erlaubt ist, wenn sowohl vorher wie
nachher unbedingt convergente Reihen im Spiele sind: Wir ver-

tauschen die Reihenfolge der Operationen ff und >, fithren

also die Integration iiber die Kugelfiiche gliedweise an den ein-
zelnen Summanden der Doppelsumme aus. Bezeichnen wir der
Kiirze wegen die linke Seite der vorstehenden Gleichung (151) mit
L, so folgt:

+1
@ n ——i+m
L= zu zu{fdyPHan]/l —
n=0m=
=t (151a)
2a

-Idr}(An m COSi7-cosnty + By 1, cOS 17 sinme)} ‘
0

Hierbei ist das Doppelintegral iiber jeden einzelnen Summanden,
entsprechend der Abhiingigkeit seiner einzelnen Factoren von p allein
und von 7 allein, bereits in das Product zweier einfacher Integrale
zerlegt. Letztere sind nun fiir jedes Zahlenpaar n=m, und fiir
das feste Zahlenpaar f =1 aufzusuchen.

Das hintere Integral iiber den Liingenwinkel # ist mit einziger
Ausnahme des Falles m =i fiir alle anderen Zahlen m gleich Null,
In dem Falle m =1 > 0 hat es folgenden Werth:

fdt}(Anicosziﬂ+Bnicosizjsini1j)=ﬂ:-A“i, (152)
1]
welcher aber fiir m =1 =0 durch den abweichenden Werth

fdw;.ci“o=2:rc-zino (152a)
0

zu ersetzen ist.
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Diese Formeln (152) sind auf elementarste Weise herleitbar
und kommen in gleicher Weise bei der Berechnung der Coefficienten
der Fourier'schen Reihe zur Anwendung.

Von der Doppelreihe (151) bleibt also nur eine einfache Reihe
iiber die Zahlen n bestehen, behaftet mit den Factoren z 4,; oder
im Sonderfall mit 27 4, ,:

L= *)nz‘l :ufd.u'PHPni 1_.“‘)} (153)

*) Fiir i=0 muls 2n statt 7 eintreten.

Zu bemerken ist, dafs jetzt nur noch die Producte von je zwei
P-Functionen mit gleichem m =i vorkommen, und dals wegen
i+ m = 2i die Irrationalitit von J/1 — u? aufgehoben ist.

Diese u-Integrale in (153) sind nun, mit Ausnahme des Falles
n =, ebenfalls fiir alle Zahlen n gleich Null. Zum Beweise dessen
konnen wir uns freilich nicht auf elementare Integralformeln be-
rufen, wir miissen vielmehr den Beweis auf Grund der Definitionen
der P, ,, fithren.

Die erste Einfithrungsform (132) dieser Functionen wiirde un-
geschickt zu diesem Zwecke sein. Dagegen kommt man bequem
zum Ziele, wenn man die Differentialgleichung (187) fir die P, y
heranzieht. Diese lautet fir m = i:

(1= —2(i+])p M tm—in+i+1)By=0.

Um im letzten Gliede den Integrandus aus (153) herzustellen, er-
weitern wir die Gleichung mit Py;(1 — 3. Dadurch entsteht aber
zugleich in den beiden vorderen Gliedern ein vollstéindiger Diffe-
rentialquotient, denn es ist:

thm
—2p(i+1)(1—pd -

d iv1dP;] i+1d®Py
d;[(l—ﬂ"j Tpﬁ]ﬂ(l—#) -

Unsere Differentialgleichung lautet also nun:

d i dPni-‘ : 3 i
P,f-a[(l — 13 “—er +m=H+i+ )PPl —p?) =0.

Nun multipliciren wir mit dp und integriren von — 1 bis + 1.
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Dann kann man das vordere Integral durch partielle Integration
umformen

fru[n=e'* 925

i+1dP,; f i+1dP,; dPy
= P (1 —p?) T};"— (1—pd dp. dp d

Der integrirte Theil verschwindet wegen (1— u* an beiden Grenzen.
Im Restintegral ist noch wegen Gleichung (138a) und wegen der
am Schlufs von § 41 gemachten Festsetzung der Constanten in
dieser (leichung:
d Py d Py
"d_i_I:P“‘Hl' d—lf.:t=Pr’i+1'
Wir erhalten also das Resultat:
+1 -
1
an.i+1‘Pt,i+1(1—1uz) dp
4 (154)

+1 .
==Y +i+ D) [P Bl — ) du.
=1

Da n und f zwei beliebige Ordnungszahlen sind, so muls diese
Gleichung auch gelten, wenn man n und f vertauscht. Dabei bleiben
aber beide Integrale unveriindert, nur der Zahlenfactor auf der
rechten Seite nimmt jetzt den Ausdruck (f — i)(f + i + 1) an, #indert
also seinen Werth, falls nicht gerade f = n ist. Daraus ergiebt sich
aber nothwendig, dals beide Integrale verschwinden miissen, wenn
f und n verschieden sind:

+1 _
ani'P!i(l—ﬂz)ldu-f-O fir n=t¢. (155)
-1

Von der Summe iiber n in der Formel (153) bleibt also nur das
eine Glied n =1 iibrig:
+1

i
L=”‘);:‘A,i-fPfi:-(l —p3) dp. (156)
A
*) Fiir i = 0 muls 2= statt « eintreten.

Dieses eine Glied kann nicht verschwinden, da das Integral iiber
einen durchweg positiven Werth erstreckt ist, diesen Betrag zu er-
mitteln, ist unsere nichste Aufgabe,
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Man kann die Beziehung (154), nachdem man darin n = ¥ gesetzt
hat, als eine Recursionsformel fiir diese Integrale entweder bei
steigendem oder sinkendem Index i benutzen. Wir kommen schneller
zum Ziele, wenn wir steigende i benutzen. Nun kann der zweite
Index hochstens den Werth des ersten Index f erreichen. Wir
setzen also in der Formel (154) successive i, i+ 1, i +2, ... bis
f — 1, und erhalten:

+1 +1
R, 1 il
fP:,:(l ) dp = (f_i)(f_l_Hl]fPs’.fH(l p’)  dp
-1 -1
+1 +1
. gt 1 f ‘ g
-1 -1
+1 +1
2 PR 1 2 2!
Piy-1(1—pf) d,uzl_—ﬂ Pie(l — pf) du.
- | -1

Durch Multiplication der ganzen Schaar folgt:

+1
f P (1 — 9 dp
1 (1563)

+1

1 t
T2 DI DA+ 1+ ). 2] [Pf!‘(l — 1) dp.

In dem rechts iibrig gebliebenen Integral ist Ff; nur ein constanter
Factor. Ks ist nimlich

Pun=1:8.5...2n—1)

Dies erkennt man aus (148), wenn man bedenkt, dals beim
nfachen Differenziren des Ausdrucks P, in (147) nur noch die
Spuren des hochsten Gliedes p* @ibrig bleiben, und dafs

aru)
dpt =nmn—1)...2-1
ist. Man sieht es auch aus den in (148a) angefiihrten ersten Ver-
tretern
P1.1=1, P2|2=3’ P3.3=15, P4‘4=105,...
H. v. Herumourz, Theoret. Physik. Bd. IV. 13
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Den constanten Factor kann man aus dem Integrale herausziehen
und es bleibt schliefslich nur folgendes Integral zu berechnen iibrig

+1
f(1 — ) dp.
-1

Da miissen wir nun, nachdem wir bei der hichsten Stufe f die P?
aus dem Integral hinausgeworfen haben, mit einer recurrenten Formel
wieder hinunter steigen. Diese Formel gewinnt man so: Es ist:

A — ) u] = (1 — ) dp— 26(1 — 0" pdp

oder wenn man uf=1 — (1 — u?) setzt

d(t — Y p] = @E 4+ 1)-(1 — p?) dp — 2801 — ) " .

Dies von — 1 his + 1 integrirt, giebt:
+1
[(1—u- u]~ 2f+1f1—mdp——2ff1—w)
-1

Die linke Seite verschwindet an beiden Grenzen, die Integrale rechts
gind von der gesuchten Art. Man findet daher:

+1 41
t 2f -
ﬁl—ﬂz)dﬂ=—2mﬁ1—ﬂz)! ‘a
=1 -1
+1 +1
t-1,  2f—2 -
f(l—#“J dp=5y—1 /0 — ) " dp
-1 -1

f(i — ) dp = %ﬁl — w)du
-1 -1

+1 +1
ﬁl —u)dp=3|dp=3-2.

-1 -1

Durch Multiplication der Schaar ergiebt sich:
+1

f(l — ) dp =2 3.

-1

2.4 .,.(28— 2):2¢
5. (2f—1) Ct+1)
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Dazu tritt nun der Factor:
Pir=[1-3...Qf—1)2

Die ungeradzahligen Nennerfactoren heben sich also mit Aus-
nahme des letzten fort. Es bleibt im Nenner nur (2f 4 1) stehen.
Im Zghler ist die erste Potenz der ungeraden Zahlen bis (2f — 1)
iibrig geblieben. Dazu gesellt sich aber das Product der geraden
Zahlen bis 2f, so dals der Zihler das Product aller Zahlen
1.2.3 ... (2f —1)-2f enthélt. Schliefslich ist noch ein einzelner
Factor 2 vorhanden. Es ist mithin:

+1

. 2
fP?f{I—'p’)!d#_—‘m—l’I‘?'s P (2f— 1)°2f

-1

Dies haben wir nun in (156a) einzusetzen. Dort steht im Nenner
ebenfalls eine Zahlenreihe, beginnend mit 1+ 2. 8+ und schliefsend
mit (2f — 1)-2f, aber sie hat in der Mitte eine Liicke. KEs fehlen
ihr die Factoren

E—i+1D)-f—i+2)...C+i—=1)F+1).

Wiihrend sich also die vorhandenen Factoren gegen die ent-
sprechenden der vollstindigen Zahlenfolge im Ziihler heben, bleiben
die Zahlen der Liicke im Zihler ungehoben stehen, so dafs wir die
Schlufsformel finden:

+1
ngi-{l— p”)idp=§~f—2:i-_——l—-(f—i+ HE—i+2)...(E+1i). (156D)
-1

Fiir 1 = 0 versagt diese Schreibweise. Namlich fiir diesen Fall
zeigt die Zahlenreihe im Nenner von (156a) gar keine Liicke, es
folgt vielmehr auf (f — i) = unmittelbar ({ +i+ 1)=f + 1. Dels-
halb hat dann obige Schreibweise der Liickenzahlen keinen Sinn,

]
vielmehr hebt sich dann: %% =1 und es ist

+1

2
fP1°d“=W' (156¢)
=1

Fiir i = 1 bestehen bereits zwei Liickenzahlen f-(f 4 1), welche auch

in (156b) richtig auftreten.
13*
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Wir kénnen nun zu unserer Hauptaufgabe schreiten, den
Coefficienten 4y; auszudriicken. Wegen der Besonderheiten, welche
der Fall i =0 in zwei Hinsichten aufwies, wollen wir diesen zu-
nichst ausnehmen. Die Formel (156) unter Beniitzung von (156b)
liefert jetzt:

1= 2x

2f+1

Isoliren wir 4y; und setzen fiir L wieder den ausfiihrlichen
Ausdruck ein, welcher die linke Seite der Gleichung (151) hildet,
so erhalten wir das Resultat:

(f—i+1)(f—l+2)... (f+i)'A“.

2x

+1
o 241 f j gl s
i’éF 2a-t—i+1)E—1+2)...(E+1i) ld'u 401 9) P Y1 —p* cosin. (157)

0

Fiir den Fall { = 0 folgt unter Beachtung der Besonderheiten
(4 7 statt 27 und Fehlen der Liickenzahlen)

+1 2x

241

o= 21 faufanfin pio. 57a)
-1 0

Besonders zu erwihnen ist noch das Anfangsglied:

+1 2=
1
A00=Z‘Efdﬂfdﬁf(#,ﬂ]: (157h)
-1 0

welches iibrigens in richtiger Form aus 4y, folgt, da Pyp =1 ge-
setzt ist. Da 4m die Oberfliche der Einheitskugel milst, sieht man,
dals dieses 4y, nichts Anderes ist, als der Mittelwerth der willkiir-

lichen Function f (i, ).
Die Berechnung der anderen Coefficientenschaar B, geschieht

in ganz analoger Weise. Suchen wir ein bestimmtes By;, so er-
weitern wir die Gleichung (150) mit

o ST
P+ 1—#2-8111”?

und verfahren genau so weiter, wie vorher.
An Stelle der Gleichung (152) tritt jetat

a7
fdﬂ(zim-siniﬂcoain + B,;sin®iq) = 7w By;.
o



§ 43 KUGELFUNCTIONENREIHE FUR 1/e. 197

Um den (152a) entsprechenden Sonderfall i = 0 haben wir uns hier
nicht zu bekiimmern, da Glieder mit den Coefficienten B,  nicht
vorkommen.

Das Resultat, entsprechend (157) wird

2=

+1
By it .(E+i)fd‘"’ dn f (u,7) Py Y T—p? sin i, (158)
-1 0

P A=t )I—i+2)..

§ 43. Einfaches Beispiel fiir die Darstellung einer Function
von p durch eine Kugelfunctionen-Reihe.

Um die Brauchbarkeit der vorstehenden Formeln fiir die Be-
rechnung der Coefficienten einer Kugelfunctionen-Reihe zu zeigen,
wihlen wir ein einfaches Beispiel, welches zugleich noch in anderer
Hinsicht von Wichtigkeit ist. Wir legen um den Nullpunkt eine
Kugelfliche vom Radius R, und bestimmen auf der Polaraxe im
Abstand R, einen festen Punkt. Wir wollen dabei, um eine be-
stimmte Vorstellung zu haben, R, > R, annehmen, so dafs der feste
Punkt aufserhalb der Kugel liegt. Die Entfernung o dieses Punktes
von den verschiedenen Stellen der Kugelfliche ist dann unabhiingig
von deren Liingenwinkel #, alle Orte, die auf dem gleichen Parallel-
kreise liegen, besitzen gleiche Entfernung von jenem auf der ver-
liingerten Polaraxe festgelegten Punkte. Von der Poldistanz % hiingt
diese Entfernung aber ab nach der bekannten Formel

0= VR, + R*— 2R, R cos¥,
in welcher R, und R, als Constanten, und cos# = u als Variabele

erscheint.

Wir stellen uns nun die Aufgabe den reciproken Werth dieses
Abstandes durch eine Kugelfunctionen-Reihe auszudriicken. Zu dem
Zwecke haben wir in die Schlulsformeln (157, a, b) und (158) ein-

zufiigen:

1 1
f N=—= —_———— iy (159
A T XFY LYY g /
Wegen der Unabhiingigkeit unserer Function von # werden alle
Coefficienten 4y; und By; fiir i > 0 verschwindend, denn in den
Formeln (157) und (158) bleibt von der Integration iiber den Léngen-
winkel nur iibrig

2x 2=

fcosiq dq=fsinindag=0.
0 0
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Wir brauchen daher nur die Reihe der Coefficienten 4y, zu be-
2x
rechnen; die Formel (157a) vereinfacht sich, indem f dn=2mn ist,
0

und lautet:

+1

5]

App == “f"’lfdp wi ! . (159a)

’ 2 VB + R*—2R, E p
-1

Da Py bekannte ganze Functionen von u sind [(vgl. Gleichung (147)],
s0 kann man hiernach die Coefficienten der Reihe nach ausrechnen.
Man wird auf Integraltypen von folgender Form gefiihrt:
+1
F‘n
du —
f VB + R*— 2R, R p

=1

Fiir diese kann man durch partielle Integration eine Reductions-
formel fiir sinkendes a aufstellen. Dabei erst wird es von Wichtig-
keit, dafs wir R, > R, vorausgesetzt haben. Wihrend ndmlich die
bisherigen Ausdriicke durchaus symmetrisch nach R und R, gebaut
sind, werden diese Integrale unsymmetrisch.

Wir wollen hier nur die Ausrechnung der niedrigsten Glieder
der Reihe andeuten. Die niedrigsten Vertreter der B, findet man
in den (leichungen (147a), die in Frage kommenden Integrale lauten,
wenn man als Abkiirzung der Quadratwurzel das Zeichen o setzt:

+1 +1
fd# - fﬂdn 2 B
o R’ 0 3 R*’
-1 -1
+1 +1
gap & 1 2 B f#“d# 2 By 2R
fg _3R2+15 £1 0 ‘ER_B‘L%W’““
-1 -1
Danach ist beispielsweise:
+1 5 3 3 +1 +1
o b — g i
T 2 25 35 ud 21 ©
e e L L
-1 -1 -
B (BE, LB M 3RY B
5 B2 85 R, i \3 & R}
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Ebenso leicht wird man sich iiberzeugen, dals

1
oo =+~
R,

R
dio= 5%
R,?
R 3

und wenn auch das Bildungsgesetz des allgemeinen Coefficienten
hier nicht streng abgeleitet ist, kann man es durch Analogieschlufls

errathen:
3

Ay o= %-

Die Kugelfunctionen-Reihe, d. h. so viel wie in unserem einfachen

Falle von der Formel (150) iibrig bleibt, lautet hiernach:

17 i%m P, fir R, >R. (159b)

Wenn wir mit dem griofseren R, erweitern, und die Zeichen g
und > durch die ausfithrliche Schreibart ersetzen, so erhalten wir:

R,
VR +RI—2R B "°+(R’)P * (&) %o (1599

+ (%).Pa,o s T

Nun konnen wir auch gleich die entgegengesetzte Annahme,
dafs niimlich der feste Punkt auf der Polaraxe innerhalb der
Kugelfliche liegt, verfolgen. Wir brauchen dann den festen Abstand
auf der Polaraxe nur R, und den Kugelradius R, zu nennen; dann
ist wieder R, < R, und simmtliche vorstehende Formeln bleiben
ungeiindert in Giiltigkeit, nur haben R und R, ihre geometrische
Bedeutung fiir das Problem vertauscht. Den singuliren Fall R, = R,
wollen wir vorsichtshalber ausschliefsen, da dann die zu entwickelnde
Function (159) im Pole fir y =1 unendlich wird, und die Con-
vergenz der unendlichen Reihe mindestens zweifelhaft erscheint. Ks
ist indessen nicht ausgeschlossen, dafs sie auch dann noch fiir echt-
gebrochenes u zulissig ist.
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Dieses Resultat (159¢) ist nicht nur als eine Coefficienten-
berechnung der Kugelfunctionen-Reihe mit hochst einfach geformtem
Ergebnils interessant, sondern auch dadurch, dals man die linke
Seite, unabhiingig vom vorigen, durch Anwendung des binomischen

Lehrsatzes direct in eine Potenzreihe des echten Bruches —Rl ent-

R,

wickeln kann. Diese Entwickelung muls dann mit wunserem
Resultat (159c) identisch sein, da dieses, wie sich zeigt, ebenfalls

R,

als Potenzreihe von —! erscheint. Bei unserer Herleitung mufsten

die (%;)a als Coefficienten der Kugelfunctionen-Reihe erst auf-
gefunden werden, withrend die P, o uns bekannte Normalfunctionen
waren. Bei der Entwickelung in eine Potenzreihe hingegen sind

die (%l-)adie bekannten Normalfunctionen, withrend die zugehdrigen

Coefficienten, welche mit unseren P, o identisch sein miissen, erst
gefunden werden miissen.

Diese doppelte Bedeutung der Entwickelung (159¢) ist fiir uns
wichtig. Wir haben niimlich die Kugelfunctionenreihe aufgestellt,
ohne uns streng mathematisch von ihrer Convergenz zu iiberzeugen.
Wir konnten nur sagen: Unter der Voraussetzung, dals solche Reihen
moglich sind, miissen ihre Coefficienten die Form (157) und (158)
haben. Von der Potenzreihe des Binominalsatzes ist aber wohl-

bekannt, dafs sie convergirt, so lange (%) ein echter Bruch ist.

Ferner sieht man, dals die Reihenentwickelung (159¢), als Potenz-
reihe aufgefalst, zu einer vom Fritheren unabhingigen Definition der
Kugelfunctionen P, fithrt, und zwar zu einer solchen, bei welcher
nicht erst unbestimmte Factoren geeignet festzusetzen sind, sondern
welche sogleich eindeutige Zahlenwerthe liefert.

Dieser Weg ist zuerst von LAPLACE eingeschlagen worden.
Wegen der Bedeutsamkeit der merkwiirdigen Beziehung wollen wir
diese Potenzreihenentwickelung hier ebenfalls noch ausfiihren. Man
kommt am leichtesten zum Ziele, wenn man mit imaginiren Expo-
nentialfunctionen rechnet

p=cosd =L (ei? 4 e=17),

Dann zerfillt der Radicandus p? in zwei lineare, conjugirt complexe
Factoren:

B+ R — 2Ry Ry p= (B, — B ¢')(B, — Ry e= ).
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Setzen wir noch zur Abkiirzung fiir den echten Bruch
B _,

B,
so wird die linke Seite von (159a):

R,
VB + R*— 2R R

Der binomische Satz liefert:

=(1- txe"’)_’l-(l — ue-i")"’}.

5&’88"’ + e

et ’JL._. ! wel? + 3 3:0 [
(I 8 ) . 2 g 2 4

1-3-5

PR o O =il 2,-2id
(1—ee—i%)~ 1+ we + a +246

,“8,8—35ﬂ+ o
Beide unendlichen Reihen convergiren absolut, da der Modul der
complexen Zahlen e¢e*i? < 1 ist. Darum kann man das Product
der linken Seiten durch gliedweise Multiplication der rechten Seiten
finden, wie folgt:

(1 — ae,9) (1 — e i#)~
=14+ }—[a:(e“’ +e~i%) 4 lw’]
2 2

1-3[ 5 2i0 —-2id 1. 3(,id —igy 18 4
+ﬂ[w(s +e )+-2— e e’? 4 e }+ﬂw]

13-

+t3.46

l:aa( 310 . o= 3id) +%u4(e.3“’ + - 2i9)

18 . . 1:8:5
b (pit —id 6.
+gave%te )"'2-4-6"‘]

R

Die imaginiren Exponentialgrofsen vereinigen sich durchweg zu den
reellen Werthen der zweifachen Cosinus der Vielfachen von .

Ordnen wir nach Potenzen von & und bezeichnen zur Ab-
kiirzung die auftretenden Zahlenfactoren durch Symbole von der
Form:
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so kommt:
1—=2ep+ a”)_'}=1
+e+2[-}]cosF
+ e 2{[-{]cos2F + §[- 41}
+ e 2{[§]cos 8 & + [-§][-§] cos 9]
+ a*-2{[-§]cosd & + [-}][-§] cos 2 + } [-§]}

& e v
Allgemeines Glied:

2n—1 17 2n—38
211 S Pl — 9
+ e 2{[ T ]cosn:‘i—]—[ J{ 2n_2]coa(n )

+[-§}[-%E—%]cos{n—4)&+ i }

Dieses Polynom ist fiir ungerades n fortzusetzen, bis das Glied mit
cos? (einfacher Winkel) erreicht ist. Fiir gerades n schlielst der
Ausdruck mit dem von ¢ unabhiingigen reinen Zahlengliede

I n—1772

2 i
ab, welchem der besondere Factor } zugesetzt werden muls, weil
der aus dem Polynom herausgezogene Factor, herrithrend von den
zweifachen Cosinus, diesem Gliede fehlt.

Damit haben wir die Potenzreihenentwickelung vollendet und
zugleich eine neue Darstellung der Kugelfunction P, gefunden, denn

nach (159b) ist diese gleich dem Coefficienten von «® = (ﬁ)u

R,
Man pflegt noch den Factor [ 2“2; 1] vor die Klammer zu

setzen, so dals sich, nach leicht iibersehbarer Hebung gemeinsamer
Zahlen in den Ziihlern und Nennern das Resultat ergiebt:

1-3...2un-1) 1
BT {cosn0+l~.

n
Pajo=2—377 @n—1)

cos(n — 2)%
(160)
1-3-n(m—1)

i @n=1D@En—3)

cos(n—4)19+...}-

Hierbei ist vorstehende Bemerkung iiber das Abbrechen des
Polynoms und fiir gerades n auch der Zusatz des Factors } zum
letzten Gliede zu beachten.
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Wollte man diese Formel (160) zur Deckung mit (147) bringen,
8o miilste man die Cosinus der Vielfachen von # durch Potenzen
von cos¢ ausdriicken. Die Umrechnung ist indessen recht ver-
wickelt. Dalfs beide Formeln thatsichlich nur zwei formell verschie-
dene Ausdriicke fiir die nimlichen Functionen sind, ist wegen der
Reihe (159¢) nicht zweifelhaft-

§ 44. Anwendung der Kugelfunctionen auf elektrostatische
Probleme.

Nachdem wir im Vorangegangenen die wichtigsten mathemati-
schen Eigenschaften der Kugelfunctionen dargelegt haben, wollen
wir nun deren Anwendungen auf einige elektrostatische Probleme
betrachten. Die erste Fundamentalaufgabe ist folgende:

Auf der Oberfliche einer Kugel vom Radius R ist eine be-
stimmte Vertheilung von Elektricitit festgelegt. Das Potential
des Feldes, welches von dieser Vertheilung herriihrt, soll gefunden
werden. Wir konnen die Flichendichtigkeit ¢ als eine willkiirlich
vorgeschriebene (eindeutige, endliche, stetige) Function durch die Va-
riabelen p(= cos#) und % eines in den Mittelpunkt der Kugel ge-
legten Polarcoordinatensystems dargestellt denken. Man kann dann
das Potential nach der altbekannten Formel:

-

finden, wo ds Flichenelement der geladenen Kugeloberfliche, o der
Abstand dieses Flichenelementes von dem Raumpunkt ist, in welchem
¢ bestimmt wird. Wir wollen hier einen ganz anderen Weg ein-
schlagen. Wir entwickeln zunichst ¢ in einer Kugelfunctionenreihe

e=20 mE,‘Dan]/l—p’m-enm-cos(mq—cnm). (161)
= =

Die Coefficienten sind mit e, , bezeichnet, weil sie ihrer Dimension
nach Flichendichtigkeiten sind. Die Phase ¢yq = 0.

Das Potential bleibt, wie wir fither ausfiihrlich nachgewiesen
haben, an Stellen, wo endliche Flichendichten liegen, endlich be-
stimmt und auch stetig. Daher bilden die Werthe ¢, welche das
Potential auf der Kugeloberfliche selbst annimmt, ebenfalls eine
(endliche, eindeutige, stetige) Function von g und 4, deren Anord-
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nung durch die Vertheilung von ¢ bedingt wird, wenn wir auch
noch nicht wissen, in welcher Weise. Jedenfalls kénnen wir uns
auch diese Function ¢ durch eine Kugelfunctionenreihe ausgedriickt
denken:

o o
p=2>
n=0

M=

fnmvl"‘@‘zm‘g_onm'cos[mﬂ—9;1m)- (162)

Die Coefficienten ¢, sind von der Dimension des Potentials. Die
Phasenconstanten ¢, , miissen zunichst als verschieden von den-
jenigen in (161) angenommen werden, jedoch ist auch ¢jo= 0.

Wir haben jetzt die Aufgabe, die auf der Kugelfliche durch
(162) dargestellte Function ¢ so in das Innere der Kugel und in
den #ufseren Raum fortzusetzen, dals der Anschlufs an ¢ ein stetiger
ist, d. h., dals ¢ selbst beim Durchgang durch die Kugelfliiche stetig
bleibt, dals ferner ¢ iiberall innen und aufsen der Larrace'schen
Gleichung gehorcht, dals ¢ im Nullpunkt endlich und stetig bleibt
und in sehr grofsen Abstiinden » gegen Null schwindet, mindestens

.1 .
wie . Haben wir eine innere und #ulsere Fortsetzung gefunden,

welche allen diesen Bedingungen geniigt, so muls diese das gesuchte
Potential sein, denn es giebt nur eine einzige solche Function.
Hierbei kommt uns eine zweite Eigenschaft der Kugelfunctionen zu
Statten, wiahrend wir bis jetzt erst die eine (die Darstellung will-
kiirlicher Functionen auf der Kugelfiiche durch Kugelfunctionen-
reihen) verwendet haben. Wir haben nidmlich bereits in § 38, noch
vor Aufstellung der Normalformen, hewiesen, dals jede Kugelfunction
nten Grades sowohl durch Multiplication mit »", als auch durch

Multiplication mit eine Raumfunction liefert, welche der

pn+1
Larrace’'schen Differentialgleichung geniigt. Die erste Klasse dieser
Functionen bleibt im Nullpunkt endlich, wird sogar, mit Ausnahme
des Falles n = 0, daselbst gleich Null, sie wachsen aber in grolser
Entfernung iiber alle Grenzen. KEs sind dies ganze Functionen der
cartesischen Coordinaten. Die zweite Klasse hat im Nullpunkt eine
Unendlichkeitsstelle, schwindet aber in grolser Entfernung gegen

Null mindestens wie —}_—.

Wir setzen deflshalb das Potential im Inneren der Kugel in der

Form an
n

a n
P 2_;0 Eo-;s’_“an]ﬁl = Psm@mws(m’f — im)  (1622)

m=
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im Aufsenraum
oo RI‘I +1

@u 2“2) 20 ?"n+l Hmvl e ,|u' (anCOS[mﬂ ——t Bnm) (1621})

Diese Ausdriicke gehen fiir + = R in stetiger Weise in die fiir ¢
aufgestellte Kugelfunctionenreihe (162) iiber, sie geniigen auch beide
der Larrace'schen Differentialgleichung.

Im Mittelpunkt erhalten wir den endlichen Betrag

®i = Poo
r=0

und in endlicher Entfernung schwindet ¢, mindestens wie

B _
P = "~ Poo:

Falls der Coefficient ¢ = 0 ist, schwindet sogar ¢, wie eine
hohere negative Potenz von ». Wir haben also eine richtige Dar-
stellung fiir das Potential der Kugelbelegung gefunden, freilich zu-
nichst von unbekanntem Werthe, da wir die Abhingigkeit der
Coefficienten ¢, und ¢;, von der Vertheilung e, also von den
Coefficienten e,,, und e, noch nicht kennen.

Zu dieser Kenntnils verhilft uns nun der Satz, dals der nach
der Normale auf der belegten Fliche genommene Differentialquotient
des Potentials beim Durchgang durch diese Fliche einen Sprung
erleidet, dessen Betrag gleich — 4 ne ist. Nehmen wir die Normale
auf der Kugelfliche in Richtung der wachsenden ». Es ist:

Oa. o n pu=1 = )
6{’:)" =“20m_onTanV].—Il.tzm(}?anOS(mﬂ—ﬂnm)

0 A @ n Rn+1 R )
Fo 2 m+1) s Pan V1= %" o mCOS(MN— 0} )

Setzen wir in diesen beiden Ausdriicken » = R, so erhalten alle

Glieder den Factor 1% und es ist

—4me = (%%?_)r::e ( 6:92‘ ).-=R '

Falst man beide Doppelsummen zusammen und dividirt durch — 4 7,
so erhilt man

=3 SER.)T=#

n=0m=0

gm [211-]-1_

W(pm]-cos(mn — Cnm)-
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Dies ist eine Kugelfunctionenreihe fiir e, welche wegen der Ein-
deutigkeit dieser Entwickelung identisch sein muls mit der Anfangs
gebildeten Reihe (161). Die Vergleichung der Coefficienten liefert
uns folgende einfache Relationen:

Chim = Cam
und

2ut+1_
Bnm=mfﬁnm1 (163)

wofiir auch geschrieben werden kann:

o 4a R
Pum =g 1w (163 a)

So kann man zu einer vorgeschriebenen Fliichenbelegung der
Kugel leicht das Potential finden, und auch umgekehrt, wenn die
Werthvertheilung von @ auf der Kugelffiche vorgeschrieben ist, die-
jenige Elektricititsbelegung berechnen, welche ihr entspricht, zu-
gleich liefern dann (162a) und (162b) die richtigen, der LaPrAce-
Gleichung geniigenden stetigen Fortsetzungen des Potentials durch
den inneren und #uflseren Raum.

Eine besondere Bedeutung hat der erste Coefficient eqo. Er
miflst den Mittelwerth der Dichtigkeit iiber die ganze Kugelfliche,
mithin ist

= 4n R2. €0
die Gesammtladung der Kugel. Der entsprechende erste Coefficient

@oo ist dann nach (163 a)

= e
Poo = -

s

und der erste Summand der Reihen fiir ¢ wird

innen =

&=

e
aulsen = =

stellt also das Potential der gleichformig iiber die ganze Kugel-
fliche verbreiteten Ladung e dar. In grolser Entfernung » bleibt er
am lingsten spiirbar, wihrend die hoheren Glieder schon in ver-
hiltnifsmilsig geringeren Abstinden der Reihe nach unmerklich
werden. Besitzt die Kugel keine iiberschiissige Ladung, sondern nur
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durch Influenz getrennte Belegung, deren algebraische Summe ja
gleich Null sein mufls, so fehlt dieses Anfangsglied sowohl in der
e-Reihe, wie auch in den @-, ¢,- und ¢,-Reihen.

Man kann also wegen der ungestiorten Superposition der Wir-
kungen die iiberschiissige Ladung der Kugel auch hier leicht ab-
trennen von dem durch Influenz in positive und negative Quanta
zerlegten Antheile des unerschopflichen neutralen Vorraths.

Besonders einfach gestaltet sich die behandelte Aufgabe, wenn
die Belegung ¢ durch ein einziges Glied der Reihe dargestellt wird,
weil dann auch das Potential durch ein einziges entsprechendes Glied
der Reihen (162a) und (162 b) gegeben wird.

§ 45. Die transcendenten Integrale der Differentialgleichung
der Kugelfunctionen.

Man kann den Ansatz Gleichung (136) zu Anfang des § 41,
unabhingig von der damals aus den voraufgegangenen Betrachtungen
ibernommenen Bedeutung der Funection P, y(u), hinstellen als die
von sonstigen Riicksichten unabhiingige Forderung, es solle eine
Potentialfunction ¢ gefunden werden, welche, ausgedriickt in den
riumlichen Polarcoordinaten », u und 5, von der dort gegebenen
Gestalt ist und welche der Larnace’schen Differentialgleichung geniigt.
Das Ergebnils war, dals diese Forderung erfiillt ist, sobald man fiir
Py irgend eine Function von u einsetzt, wenn diese nur der
Differentialgleichung (137) geniigt. Weiter zeigte sich, dafs jedes solche
P, der mte Differentialquotient einer Function P, o ist, welek’
letztere der Differentialgleichung (139) geniigen mufs. Mit der Auf-
findung von Integralen dieser Differentialgleichung (139) sind also
die Schliissel zur Bildung von Potentialfunctionen des Typus (136)
gewonnen.

Bisher haben wir nur die eine Hilfte der gewonnenen Ausbeute
verwendet. Wir fanden némlich, dafs aulser der gewohnlichen Kugel-
function P, o, welche eine ganze Function nten Grades von g ist,
noch eine andere Art von Integralen existirt, welche sich in Form
der unendlichen Potenzreihen (143) oder (144) darstellen lalst.

Diese sogenannten ,Kugelfunctionen zweiter Art“, Q, o, wollen
wir jetzt niher betrachten und zur Bildung von: Potentialen be-
nutzen.

Den Coefficienten des ersten Gliedes dieser Reihen kdnnen wir
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willkiirlich bestimmen; alle folgenden ergeben sich dann mit Hiilfe
der procurrenten Formel (141), welche lautete:

@—mm+4a+1)
(a4 1)+ 2) €z

Man erhilt folgende Reihen. Fiir gerades n:

Agye =

Qn,0=441'{p+£}.%_£)'(n_-l._.2) 3_'_(1—"11')( _n)(n+2)(ﬂ+4)pﬁ

3 2 .8 -4+ b (164
(1—m)@—n)b—nm+2)(n+4)m+6) .,
T -8 ~%:86:8 =1 ”+“}

Fiir ungerades 1t:

Qmo=do{1+( )m+4)5+J0 mwznyw;nm+3>3
0—1)(2—u)(4—mn)( 8 .
O—n)2—n)(d—n)n+1)m+3)n+5)

TF o3 « B s &5 » 8 “+"}

Die nothwendig aufzuwerfende Frage nach der Convergenz dieser
Reihen wird erledigt durch Gauss’ Betrachtungen iiber die hyper-
geometrische Reihe. Er definirt eine Function ¥ der Variabelen
mit drei Parametern «, 3, y durch die Reihe:

«f

Flefyyia) =1+ e

1.2 yr+1)

ale+ 1)(e+2)8B + 1)(B + 2
1- 2 . 8 yp+1)r+2

*

+

A

In diesem Schema stecken, je nach den Werthen von e, f, y
und je nach etwaiger Substitution einer anderen Variabelen fir z,
sehr viele verschiedene Functionsarten, darunter auch solche, welche
man bereits in anderen analytischen Darstellungen kennt. Wenn
e oder f eine negative ganze Zahl oder Null ist, bricht die Reihe
ab, stellt also eine ganze rationale Function dar, in allen anderen
Fillen aber liuft die Reihe obhne Ende weiter. Natiirlich darf y
keine negative ganze Zahl oder Null sein. Gauss hat nun gezeigt,
dafs seine Reihe immer convergirt, wenn 2? < 1 ist, wihrend sie
fir 2 > 1 immer divergirt (wenn sie nicht abbricht) Fiir den
Grenzfall z* =1 ist die Convergenz an die Bedingung y > (« + f)
gebunden, ein iiber alle Grenzen grofser Werth ist fir 2* = 1 und
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7 =@ + 8 zu erwarten, und fiir y < (« + f) ist dann die Reihe un-
brauchbar, weil divergent. )

Unsere Reihen (164) und (165) lassen sich nun leicht als hyper-
geometrische ausdriicken. Es ist nimlich fiir gerades n inclusive 0:

l—n n4+2 3
Q.L.=A,-,-;.F( -t 2k 2 ;ﬂ) (164a)
und fiir ungerades 1
O—n n4+1 1 .
Qn,n=A°'F(T, T, ?; p’). (lbﬁa)

[Es sei bemerkt, dals diese Darstellungen auch auf die Kugel-
functionen erster Art P, , anwendbar sind. Nur gilt dann (164a)
fiir ungerades n und (165a) fiir gerades n.]

So lange p als Cosinus des Polarwinkels echt gebrochen ist,
convergiren also unsere Reihen sicher. Fiir u =4 1, das heilst
fiir Punkte, welche auf der Polaraxe, der z-Axe unseres cartesischen
Coordinatensystems, liegen, werden die dargestellten Werthe indessen
unendlich, da in beiden Formeln der Specialfall y = & + 8 vorliegt.
Wir haben also auch zu erwarten, dals die aus den @, , abgeleiteten
Potentialfunctionen in dieser Axe unendlich werden, was auf elektrische
Belegung von endlicher Liniendichtigkeit schliefsen lifst (vgl. § 13).

Bilden wir uns nun, um eine Anschauung zu bekommen, die
ersten Vertreter dieser Kugelfunctionen zweiter Art, indem wir
successive 1 =0, 1, 2, 3 in die Reihen (164) resp. (165) einsetzen,
so erhalten wir so iibersichtliche Coefficientenfolgen, dals eine Ab-
sonderung der bekannten Reihe

»+ %p"+ %#‘+ o=In l/i—i—s
leicht ist. Die willkiirlichen ersten Coefficienten wollen wir noch
unbestimmt lassen und mit Const. bezeichnen. Dann erhilt man:

s 1 3 1 5
QO,G—C (F-"-I“E—F- +g#+---) s
T 0
=C.lnl/_l!__.t_y
l—p
s . 1 2 1 4 1 ] 1 8 )
Quo= - (1= put— gubm oot — .
e (166,)

= Lo
—G-{I—p.ln l—p.}

H. v, HELMBOLTZ, Theoret. Physik. Bd. IV, 14
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2 3 3 5 4 7
Q’.’.,O':C'(F'_ 1.3!“’ - 3.5"" - 5_7»“ _"')
_ (166,)
8 1(38 , 1 1+
_O'{I“_E(Q‘“—‘z‘)m -
' 3 3.4 3.5
QE"-"=O(1_6‘"’”““13“‘”*35)"‘+5'."”'"L )
S (166,)
B 15 , 3@2 3 [+u
_G'{I_T“ gl =gl s

ete.

Man erkennt an diesen ersten Vertretern noch andere gesetz-
milsige Bildungen. Der Logarithmus erscheint in den einzelnen
Oy, multiplicirt mit der entsprechenden ganzen Function P, , [vgl.
Gleichung (147a)] und einem Zahlenfactor. Diesen letzteren kinnen
wir beseitigen, wenn wir der unbestimmten Constanten einen solchen
Werth geben, dafs der Factor =+ 1 wird.

Wir machen also den Analogieschluls aus obigen einfachen Bei-
spielen, dafs allgemein giiltig sein wird die Formel

14w

On,0 = By + Py 0ln T

- (166,,)

in welcher R, eine ganze rationale Function (n — 1)ten Grades
von u bedeutet, deren allgemeines Bildungsgesetz hier nicht auf-
zufinden ist, deren erste Vertreter indessen abgelesen werden kinnen:

3 b o, 2
Fy=0, Ri=—1, Ry=—up, R=—gu'+g-

Den allgemeinen Beweis fiir die Formel (166,), sowie die
Kenntnils des Bildungsgesetzes der R, verdanken wir Franz NEu-
MANN. Dieser hat zwar nicht unsere, fiir gebrochenes u reellen
Q,,o-Functionen, sondern diejenigen Integrale zweiter Art der
Differentialgleichung der Kugelfunctionen betrachtet, welche fiir
p =+ 1 unendlich werden, wie unsere, aber nun fiir u? > 1 reell
sind und fiir g =+ 0o gegen Null schwinden. Diese konnten wir
nicht auffinden, weil wir als Losung in Gleichung (140) eine posi-
tive Potenzreihe angesetzt hatten. Wiirden wir statt dessen eine
Reihe mit negativen Potenzen ansetzen, so wiirden wir eine ganz
analoge procurrente Formel fiir die alternirenden Coefficienten finden,
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somit fiir jede Zahl n eine Losung in Form einer unendlichen Reihe
mit einem willkiirlichen Factor. Diese Reihe convergirt dann fiir
u* > 1 und giebt die von NEumanN betrachteten Q, o, welche sich
mit den unsrigen in der Ausfiillung des Gebietes eines unbeschrinkt
variabelen u gegenseitig ergiinzen. Die ersten Vertreter dieser Func-
tionen lauten:

Guo(e)=A_, (57 + g o7+ 50™ ) |
(167,
= Const. lnl/a +1 J
g—1
3 3
Qolo)=d_y (o 4+ St 4 Dot Doy ) l
3 (167))
= Const. {—1-}- In l/a+ J
. 8 e & i
Qoo(0)=4_, (0' 3+3-:)..570' 5+3-a-7—~ "+3. 5 6 .. )
(167,)
:-.Cnat.{—§--o'+( a’z—ml—)ln a+1}
2 c—1
etc. nach derselben Regel:
Qn,0(6)=00n3t‘{Rn + Pyoln {:—}"i"} . (167,)

Die Variabele ist hier mit & bezeichnet, um dem Buchstaben p
seine Bedeutung als Cosinus eines reellen Winkels zu wahren. Aus
diesen Formeln kann man die Gestalt der R, fiir hohere n leichter
erkennen, als aus unseren Gleichungen (166). Denn wenn man hier
o= setzt, muls @, ¢(0)=0 werden. Daraus folgt, dals alle
positiven Potenzen von ¢ fehlen miissen, was zur Bestimmung von
R, hinreicht.

Diese Andeutungen mdgen hier geniigen. Weitere Aufschliisse
z. B. in Hemwe’s Handbuch der Kugelfunctionen, Franz Nreumany
Vorlesungen iiber die Theorie des Potentials und der Kugelfunctionen
und Aufsatz in CrELnE's Journal Bd. 837 S. 21.

Wir wollen nun die Kugelfunctionen zweiter Art zur Bildung
von Potentialen beniitzen, und uns dabei auf die fiir echt gebrochenes

u = cos & =§ giiltigen beschriinken. Aus @y, welches in (166,)

14%
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gegeben ist, entstehen zwei im ganzen Raume, mit Ausnahme der
z-Axe, giiltige und der Liapnacr'schen Gleichung folgsame Potentiale:

_ 1+ p
1 1+ p
Q—;‘ln m" (1683)

Die elektrischen Felder, welche ihnen entsprechen, kinnen herrithren
von einer Belegung der beiden Hilften der z-Axe mit entgegen-
gesetzten Elektricititen vom Vorzeichen der zugehorigen Ab-
messungen . Im ersten Falle (168) ist die Liniendichtigkeit auf
jeder Hilfte bis in’s Unendliche constant =4 }. Im zweiten Falle

(168 a) ist die Liniendichtigkeit = %, nimmt also im Unendlichen

gegen Null ab, wird aber in der Nihe des Anfangspunktes iiber alle
Grenzen grofs. Im Anfangspunkte selbst stofsen in beiden Fillen
entgegengesetzte Ladungen unvermittelt an einander. Die den Raum
durchsetzenden Aequipotentialflichen sind im ersten Falle g = con-
stans, also Kegelfliichen mit der Spitze im Nullpunkt, im zweiten
Falle haben sie eine riibendhnliche Gestalt, das stumpfe Ende im
Nullpunkt. Den aus den hdoheren @, ( gebildeten Potentialen, z. B.

v .
g=rQ und ¢ =—50
etc., allgemein

Qn,0

P = rh Qn' 0 und rﬂT :
entsprechen immer complicirtere Belegungen der #-Axe, und wenn
wir gar zu den hier gar nicht betrachteten, aber méglichen Func-

tionen:

d™Qy 0
Ql‘l,m= __dp,::' =

iibergehen, und nach dem Schema der Gleichung (136) Potentiale
daraus bilden, so wird die Mannigfaltigkeit noch grifser. Indessen
haben diese Fille mehr ein mathematisches Interesse. Fiir die
Elektrostatik sind sie delshalb weniger wichtig, weil alle Ladungen
und Niveauflichen sich bis in's Unendliche erstrecken, also niemals
etwa einen geladenen Conductor reprisentiren konnen.
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§ 45a. Einige Potentialfunctionen in elliptischen Coordinaten.

Wichtigere Resultate erhalten wir aus unseren neu gewonnenen
Potentialfunctionen durch Anwendung einer Methode, welche auf
folgender Ueberlegung beruht: Nehmen wir irgend eine Lisung der
Larrace'schen Gleichung, welche als analytische Function der car-
tesischen Coordinaten ausgedriickt werden kann, also ¢ (, y, ), und
setzen wir an die Stelle der einen Raumabmessung z die complexe
Variabele # + ia, wo a eine constante Linge bedeutet, withrend z
nachher wieder die gewbhnliche Coordinate bezeichnen soll, so kann
man mit bekannten Rechenoperationen die complex gewordene
Function ¢ in einen reellen und einen rein imaginiiren Theil zer-
legen. Wir driicken dies in der Gleichung aus:

pl+ia,y )=y 2)+ix @ ¥y 2).

Dis Lavtacasots 'OPRtIo o -t dn il s b
1e LAPLACE sche OUpera onw-i-w-}-w muls nn auch,

an der complexen Function ausgefiihrt, das Resultat Null geben, weil

dp  dog 0 + ia) d 5(w+ia)=l

0z O +ia Oz . oz
2
ist, und bei der zweiten Differentiation %—:; dasselbe gilt. Wir er-

halten also die Bedingung:
A +iy)=Ady+idy =0,
welche nur erfiillt sein kann, wenn
4 Y= 0 und 4 r=0

ist. Diese Methode lehrt uns also aus einer bekannten reellen
Losung ¢ der Larrace’schen Gleichung zwei neue reelle Losungen
v und y herzuleiten, welche, wie wir sehen werden, von ihrer
Mutter wesentlich verschieden sind.

Zur Anwendung wihlen wir die einfachste der soeben gefundenen

Potentialfunctionen (168). Wir konnen sie leicht in cartesischen
Coordinaten ausdriicken, denn der Cosinus des Polarwinkels ist

,u=+f», wobei r =Vz®+y?+ 2*.

_ r+z
p= I/r—-z'

Man erhalt
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Substituiren wir nun an Stelle von = die complexe Variabele z + ¢ a,
80 miissen wir dies auch in dem Ausdruck » thun, welcher dadurch
ebenfalls complex wird:

r=Ve+iaP + i+ 2" =a(d + iv).

Den Zusammenhang der beiden reellen Zahlen A und » mit den
reellen Abmessungen z, %, # findet man leicht, wenn man den Aus-
druck »" quadrirt und die reellen und rein imaginiiren Theile ein-
ander gleichsetzt. Man erhilt:
z=alv
@ + g + 2% — a® = a?(A* — 7).
Die ausgefithrte Substitution liefert die complexe Function:

(169)

a(d + i)+ z —i-'i_ah

aA+iv)—z—1a

Setzt man hierin auf Grund der vorstehenden Relation (169)
2 =aAv und hebt den Factor @ in Zihler und Nenner, so erhiilt
man folgende durch leichte Umformungen aus einander entstehende
Ausdriicke:

-~ Ativ+iv+4i (14 2)(4 ).+1I.
(P"hl/l+z'w—lv—£ th/(l-—v 1—1: *hlrs

Im letzten Gliede fithren wir fir die complexeren Zahlen 4 4 ¢ den
Modul ¢ =)/4*+1 und das Azimuth « = arccotl ein. Ks ist dann

Ati=p-eie, A—i=p-e-ia,

A+ o A4d
l/it-—-i =e und lnl/l_t,....uz,

so dals das Resultat lautet:

folglich

g=In l/—:i—:-{-iarccotl. (170)

Man erkennt aus den beiden Relationen (169) leicht, dafs » stets
ein echter Bruch ist, wihrend A alle moglichen reellen Zahlenwerthe
annehmen kann. Delshalb liefert die Gleichung (170) stets die ge-
wiinschte Spaltung der complexen Function ¢ in einen reellen und
einen rein imaginiren Theil, und die beiden nach dieser Methode
gewonnenen neuen Potentialfunctionen lauten:
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14+
W=In [/1_ - (170 a)
¥ = arccot 4. (170 b)

Man konnte auf Grund der beiden Relationen (169) 4 und » durch
z, y, » ausdriicken, es ist aber viel anschaulicher, 4 und » als Coor-
dinaten beizubehalten und ihnen als dritte Abmessung den Liingen-
winkel #% an die Seite zu stellen.

Man kann dann die cartesischen Coordinaten in Uebereinstim-
mung mit (169) folgendermaalsen durch 1, », % ausdriicken:

r=aly
y=a'|/m'|/1-—700513 (171)
x=a)i+ 1)1 —o¥sing
Um uns iiber die Bedeutung dieser Gleichungen zu informiren,
eliminiren wir erstens » und 5, was durch Quadriren und Addiren

der zweiten und dritten und Substitution von » = % aus der ersten

Gleichung bewirkt wird. Man erhilt:

ma yﬂ + 22

P T R 17 e 1 b

Fiir jeden festen Werth 42 ist dies die Gleichung eines ab-
geplatteten Rotationsellipsoides. Lassen wir A% alle Werthe von 0
bis oo durchlaufen, so beginnt die Flache als platte Kreisscheibe
vom Radius ¢ senkrecht zur az-Axe, wichst dann und wolbt sich,
wird im Zunehmen immer kugelihnlicher und verschwindet als un-
endlich grolse Kugel.
Anderseits eliminiren wir aus den Gleichungen (171) A und # und
erhalten:
z y: + 22

2
—@n T a’(l — v? = ks

Dies ist fiir jeden festen echten Bruch »? die Gleichung eines
einschaligen Rotationshyperboloids. Lassen wir #? alle Werthe von
0 bis 1 durchlaufen, so beginnt die Fliiche, indem sie die (y, z)-Ebene
mit Aussparung eines kreisformigen Loches vom Radius a doppelt
bedeckt, entfaltet sich dann hoher und hdher, withrend jenes Loch
in der Grundebene immer enger wird, Schlielslich umhiillt die
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Fliche, wie ein enger Schlauch die z-Axe, in welch’ letztere die
Fliche fiir »® =1 degenerirt.

Eliminiren wir endlich 4 und #, so erhalten wir

% sin 7

y  cosy

Das liefert fiir jedes feste 5 eine an der z-Axe ansetzende Meridian-
ebene. Wihrend % ein Intervall von der Grofse 2 a durchliuft,
dreht sich diese Ebene einmal herum.

Jede der drei Flichenarten durchstreicht bei dem geschilderten
Verlauf einmal den ganzen unendlichen Raum, trifft also einmal
jeden irgend wo festgehaltenen Punkt x, 4, x. Die drei Zahlen-
werthe 4, », 9, fiir welche dies zutrifft, nennen wir seine elliptischen
Coordinaten. (Der Vollstiindigkeit halber miifste hinzugefiigt werden:
in demjenigen System, welches durch Rotation um die z-Axe ent-
steht, aus einem System confocaler Ellipsen und Hyperbeln in der
zy-Ebene, deren Brennpunkt im Abstand a auf der y-Axe liegt.
Um die gegenseitige Abhiingigkeit zwischen den cartesischen und
den elliptischen Coordinaten eindeutig zu machen, kann man fest-
setzen:

l=A=w®
—l=r=+1

0=7=2n
VA*+1 und J1—9»* absolut.

Es ist von Wichtigkeit ein beliebig im Raume gelegenes Liingen-
element dl auszudriicken durch die elliptischen Coordinaten seines
Ortes und durch die Differentiale di, dv, dy, welche dem Unter-
schied seiner beiden Endpunkte entsprechen.

Zu dem Zwecke differenziren wir die Gleichungen (171)

de=avdl + aldy

],:'l_ 2 2
lvlz—_}:cosndl—av +w’ cos 7dv—aYA*+ 1)1 —2*singdy

Y1—2? 2
dx=al e sin ndA—av =

VAT _!’ﬂsinqdv+ayl’+1 J1—22cosndy

—

dy=a

;

P
—

g

und bilden
di? = dz? + dy® + da’.
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Die beim Quadriren der rechten Seiten auftretenden Doppelproducte
heben sich beim Addiren simmtlich fort und man erhilt:

§o ]/lz_'_vl 2 Vla_{_vz 2 5 —3 2 (1718
dl —[amdl]+[amdv]+[ayl +1Y1—2%dq) ( )

Aus dieser wichtigen Formel erkennt man, dafs die elliptischen
Coordinaten orthogonal sind, d.h. dals die drei Flichenschaaren sich
itberall senkrecht durchschneiden. Zwei eng benachbarte Ellipsoide 4
und (A + d4), zwei desgleichen Hyperboloide » und (v 4+ d») und
zwel desgleichen Meridianebenen # und (5 + d#) schlielsen ein kleines
rechteckiges Volumelement ein, dessen drei Kantenlingen (Normal-
abstiinde der Nachbarflichen) durch die einzelnen eckigen Klammern
der Gleichung (171a) gegeben sind, wiithrend di die Diagonale des
rechtwinkligen Parallelepipeds nach dem Pythagordischen Lehrsatz
ausdriickt. Als besonders wichtig fiir das Folgende lesen wir heraus,
dafs die Normale auf der Ellipsoidfiiche, welche dem Zuwachs di
entspricht, die Linge hat

2 2
RPN b 4P S (171b)

Var+1

Da die Ellipsoide mit wachsendem A grofser werden, ist diese
Normale nach aufsen gerichtet.

Nach diesen geometrischen Betrachtungen kehren wir nun zu
unseren Potentialen (1704 und b) zuriick. Da 4 nur von » abhiingt,
sind die Niveauflichen bestimmt durch » = const, das sind also die
Hyperboloide unseres Systems. Da diese sich alle in’s Unendliche
erstrecken, konnen wir jedenfalls nicht im ganzen Raume ein
elektrisches Feld dadurch darstellen. Dagegen liefert y die Niveau-
flichen 1 = const, das sind die abgeplatteten Rotationsellipsoide.
Wiihlen wir eines davon mit dem besonderen Werth 4, als Ober-
fliche eines geladenen Conductors, so giebt uns y = arc cot A
fir A=1, das Potential des #ufseren Feldes, wihrend fiir A< A,
das Potential unverinderlich gleich arc cot A, zu setzen ist. In
grolser Entfernung, d. h. fiir grofses A, nihert sich arc cot 4

der 0 wie l oder wie Der Nenner a4 milst die Radien

a

] ak ’
der grofsen Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide iibergehen.
Dieses Verhalten entspricht dem Verlauf des Potentials in grofser
Entfernung, herrithrend von einer elektrischen Menge a. So grols

mufs also, wenn kein weiterer Proportionalititsfactor zugesetzt wird,
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die Gesammtladung des Conductors sein. Will man aber eine will-
kiirliche Gesammtladung e auf dem Conductor annehmen, so hat
man fiir das Potential zu setzen:

o %arccot?t, (172)

was jetzt auch gelten soll.

Der Lauf der Kraftlinien im Auflsenraum geht normal durch
die Ellipsoide, folgt also den Schnittcurven der Hyperboloide und
Meridianebenen.

Von besonderem Interesse ist die Vertheilung der Flichen-
dichtigkeit e iiber den Conductor.

Man findet diese aus dem Sprung des Differentialquotienten
von y nach der Normale beim Durchgang durch die geladene Fliche.
Da innen kein Gefille vorhanden ist, bleibt nur das #ulsere iibrig.
Es ist

S )
dme =— (dna s (173)

Die dem Zuwachs d A entsprechende Normalenlinge haben wir in
Gleichung (171b) angegeben, und dy finden wir durch Differentiation
von (172):

e e di
dx—?darccotlw--—;—m-
Mithin wird
e di
4m=-—-“—_i_ﬂi—ilﬁ—=f§--—__—__—_-_~_1—7—_. (173a)
T P
Vat+1

Die Variabele » bestimmt die Zonen auf der Ellipsoidfliche
dhnlich wie ein Maals der geographischen Breite. Am Aequator
ist ¥ =0. Dort hat die Dichtigkeit den grifsten Werth

e
dma?l, Vi + 1

by=0=

(173D)

entsprechend der dort stirksten Kriimmung. An den abgeplatteten
Polen » =4 1 herrscht die geringste Dichtigkeit

4

&=1=WT)' (173¢)
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Degenerirt die Gestalt des Conductors in eine platte Scheibe
vom Radius a, so ist 4, = 0 zu setzen. Die Dichtigkeit auf der
oberen, wie auf der unteren Seite ist dann entsprechend (173a)

SO
~ 4dma?|y|
An Stelle der elliptischen Coordinate », deren absoluter Betrag
vorstehend mit |v| bezeichnet ist, kann man hier den variabelen

Radius ¢ = J/»* + 2* einfithren, denn aus (171) folgt fiir A =0
=y’ 4zt =a(l — 1)
a+|v| = Vot — o
also
e

4maya®—o? ( )

e

Dieser Ausdruck hat im Centrum den Minimalwerth , nimmt

e
4ma®
nach dem Rand hin allmihlich zu und wird daselbst unendlich, trotz
der endlichen Gesammtladung e.

Nach derselben Methode der Substitution von (z 4 7a) an Stelle
von z wollen wir noch aus einer anderen der uns bekannt ge-
wordenen Potentialfunctionen neues Material gewinnen. Die Kugel-
function zweiter Art Qp, welche wir aus (166,) erhalten, wenn wir

C =—1 setzen, muls nach Erweiterung sowohl mit », wie mit :—3

eine Losung der Laprrace’'schen Gleichung geben. Wir wiihlen die
erste Form
_ 14+ p) r+4x
(p-r(—l-{—pln m)-—r{—mh} — (174)

substituiren z + ¢a fiir z, also auch " =a(d 4 ¢9) fiir », und be-
nutzen dann die Relation z = ai .

Die Umwandlung, welche der Logarithmus dadurch erfihrt,
haben wir soeben berechnet, sieche Gleichung (170). Man erhilt

g=—a(d+1iv)+(@hv+ia)- (ln l/i—i—:-[—iarccotl)

oder in reell und imaginiir gespalten:

l + o
P = {—-al"'-al'ﬂh] m—aarccotl}
+'£{—¢w+alv arccoti 4 aln l/i i :}
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Jede dieser beiden geschweiften Klammern, fir sich genommen,
mufs der Laprace'schen Gleichung gentigen. Nun steht aber in
beiden als letzter Summand je ein Ausdruck, den wir aus Glei-
chung (170a, b) bereits als Losung derselben linearen homogenen
Differentialgleichung erkannt haben. Wenn wir diese also fort-
lassen, so mufs das Uebrige auch noch der Liarnacr'schen Gleichung
geniigen. Die beiden neu gewonnenen Potentialfunctionen sind also
nach Weglassung des constanten Factors a

1Jy=/1.~{..1+y1n it:} (174a)

x=v-{—1+4 Aarccoti}. (174D)

Die zweite Function y ist geeignet die Influenzirung eines
platt-ellipsoidischen Conductors durch ein gleichférmiges &ulseres
Feld (in Richtung der z-Axe) darzustellen.

Das urspriinglich gleichformige Feld hat als Potential ¢, eine
lineare Function von z, und da z = aiv ist, kinnen wir ansetzen

@, =0C Ay, (175)

Diesem superponiren wir im #ufseren Raume (2= 4,) als Stbrungs-
feld der influenzirten Ladungen

@, = Cox = Gyv{— 1+ Aarccot }. (1754a)

In grofser Entfernung A1 verschwindet dieses Potential, wie

G, v-s—;z, entspricht also durchaus der hier gemachten Vorstellung

einer Elektricititsvertheilung von der algebraischen Summe 0. Aulser-
dem wird wegen des Factors » in der ganzen Mittelebene y = 0, was
bei der entgegengesetzt gleichen Vertheilung zu beiden Seiten auch
ndthig ist. Das Gesammtpotential im #uflseren Raume ist also

@, = C Av 4+ Gv{— 1 + Aarccot i}. (175b)
Ferner verlangen wir, dals im Innern des Conductors
@;=0 (175¢)

sei. Damit ist der Ansatz fertig, es handelt sich nur um die Be-
stimmung der Constanten C,, welche dadurch gewonnen wird, dafs
das Potential an einer mit einfacher Schicht belegten Fliche selbst
stetig bleibt, dals also ¢, fiir A =4, den Werth 0 besitzen mulfs,
der fiir ¢, gilt:

0=024+ G{—1+4 4 arccot 4}

2":l
=0 — Joarccota,

(1754)
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Die Flichendichtigkeit findet man nach der Formel

_ d%)
dme = (—dna 1=%.

Das Differenziren nach der Normale geschieht bei constant
gehaltenem », wihrend A um 41 wichst:

- e et
dp,= Cv [1+ T =7 weouil, are cot A LY di.
Hierin ist 2 = A, zu setzen
di
@9, _,,= Q% Garni— A arccoid)

Den Ausdruck fiir dn, entnehmen wir aus (171b) und erhalten:

da
A 4+ 1)(1 — 2, arc cot i)

AT+ S
Va,* + 1
. y
dma Y2241 722 + »2(1 — A arccot 4)

C v
o

dme =—

oder
(175e)

g ==

Der Factor » mufs gleichstimmig mit z sein, ferner ist
(1 — A arc cot 1) immer positiv, delshalb ist ¢ auf der Seite der
positiven z negativ belegt und umgekehrt. Der Uebergang zur
Kugelgestalt kann gemacht werden, wenn man e verschwindend klein,
4, unendlich und das Product ai, gleich dem endlichen Kugel-
radius setzt. Man kommt so zu der frither fiir einen Kugelconductor
abgeleiteten Vertheilung zuriick. Das Potential y in Gleichung (174b)
findet auch Anwendung bei der Berechnung der Magnetisirung eines
platten Rotationsellipsoids durch ein gleichférmiges Magnetfeld.

Die im Vorstehenden an zwei Beispielen erprobte Methode der
Ersetzung von « durch z 4 ia bot den Vortheil, dals wir von den
gefundenen Functionen 1 und y von vornherein wulsten, dafs sie
der Larrace’schen Gleichung geniigen, obgleich sie in elliptischen
Coordinaten ausgedriickt erschienen, auf welche wir die Operation 4 ¢
nicht transformirt haben. Aber eine gewisse KEinseitigkeit liegt
darin, dafs bei dieser complexen Substitution der aus r entstehende
Ausdruck # = a(d 4 77) in den beiden Zahlen A und » immer nur
auf die elliptischen Coordinaten abgeplatteter Systeme fiihrt.
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Zwar konnte man durch geeignete complexe Grifsen an Stelle von y
und z auch zu linglichen Systemen elliptischer Coordinaten (mit
zweischaligen Hyperboloiden) gelangen, man konnte dann aber nicht
die nur von p = z/r abhingigen Kugelfunctionen zur Ableitung
analoger Resultate verwenden.

Diese Liicke lifst sich aber nachtriglich ausfilllen und eine
directe Uebertragung der fir abgeplattete Systeme gewonnenen For-
meln auf solche fiir lingliche Systeme erreichen. Man braucht in
den Coordinatengleichungen (171), welche ja unabhingig von der
Art ihrer Herleitung giiltig sind, sowie auch in allen durch g, 4, »
ausgedriickten Formeln nur ¢ und A rein imaginir zu setzen, so ist
der Uebergang gemacht. Der deutlicheren Unterscheidung wegen
wollen wir fiir das lingliche System andere Buchstaben wiihlen und
schreiben jetzt folgende Substitutionen vor:

=14b
A=—10
(176)
v=1
n=1.

Die Coordinatengleichungen (171) gehen iiber in:

z=bot
y=>b)a?—1 J1— 2% cosy (176a)
2=b}o*—1 J1— z%siny.

Die Flichen & = const (durch Elimination von z und % gewonnen)
haben die Gleichung
2 yﬁ + x2 B
Pa b2 (o2 — 1) il

und geben lingliche Rotationsellipsoide mit dem gemeinsamen Focal-
abstand 5 in der z-Axe. Der Spielraum von & ist +1=0¢=+ oo.
Die Schaar der zweischaligen Hyperboloide mit ebenfalls dem

Focalabstand & ist:
23 y? + z

VT p(l—1Y) 1

Spielraum der Variabelen 7 ist — 1 =7 =+ 1. Die Meridianebenen
liegen wie immer bisher um die 2-Axe. 0=9=2n.
Die dem Zuwachs do entsprechende Linge der dufseren Nor-
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male auf den Ellipsoiden kann man aus Gleichung (171 b) durch
die Substitutionen (176) finden:
— G2 4 72 o2 — 12
n,:ibzmlzitj;(—dd@==byi::%=da. (176 b)
Nun ziehen wir die beiden Potentiale (170a und b) heran. Diese
liefern zufolge (176):

1+7
w=1In s (177a)

c+1
c—1

(177b)

x = arccot(—z0) =i1n|/

Die Niveauflichen von 4 sind die zweischaligen Hyperboloide,
sie laufen in’s Unendliche und sind elektrostatisch nicht zu ver-
wenden. Dagegen sind die Niveauflichen von y die linglichen
Ellipsoide. (Der Factor ¢ bei einem Integral einer homogenen
linearen Differentialgleichung hat nichts zu bedeuten und kann ein-
fach gestrichen werden.) Eines von ihnen, ¢ = g,, kann als Ober-
fliche eines geladenen Conductors angesehen werden. In grolser
Entfernung wird y, = %: 5%—, bo sind die Radien der grofsen
Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide iibergehen. Die Gesammt-
ladung des Conductors ist also numerisch gleich &, soll die Ladung
einen beliebigen Werth ¢ haben, so hat man das Potential zu setzen:

¢ I/J 1
¥ = ?ln G'—— 1 . (1770)

Die Dichtigkeit e auf der Oberfliche ist gegeben durch

dx)
dna o=0;

Der Werth dn, ist in (176 b) mitgetheilt, ferner ist

4ne=—

e do

=—F -1

also erhilt man:
(1774)

[
e= 4,31,2]/0.02_1]/0._02_1.2
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e

Minimum am Aequator e = e
=0 4ab2g, )0, =1

€

Maximum an den Polen e = TP =1

Degenerirt das Ellipsoid in einen verschwindend diinnen Stab von
der Liinge (2b), so geht o, gegen 1, und ¢ wird auf der ganzen
Stablinge unendlich. Die Capacitit geht gegen Null herunter,
withrend sie bei dem zur Kreisscheibe degenerirten platten Ellipsoid
endlich bleibt.

Schliefslich transformiren wir noch die Potentiale (174a und b)
mit Hiilfe der Gleichungen (176). Es entstehen folgende Formen:

L "} (178a)

1;;=—1'cr{—-1+r1n T

z=r{—1—z‘o-arccot(-—iar)} = r!—l-[—o-lnl/gii}- (178 b)

Hier ist wieder 1 unbrauchbar, aber y kann dazu dienen, die
Storung darzustellen, welche ein gleichformiges elektrisches Feld
dadurch erfihrt, dals man einen linglich rotationsellipsoidischen
Conductor der Linge nach hineinbringt. Auch bei der Magnetisirung
langlicher Ellipsoide durch ein gleichféormiges Magnetfeld hat man
das Potential (178 b) zu beniitzen.

§ 46. Die Kugelfunctionen fiir nicht ganzzahlige Werthe
von 1 und m.

Nach dem von uns zu Anfang dieses ganzen Kapitels ein-
geschlagenen Wege zur Auffindung der Kugelfunctionen, niimlich

Betrachtung der hoheren Differentialquotienten von % nach den

Coordinaten, war es selbstverstindlich, dafs wir unter den Zahlen n
und m natiirliche Ordnungszahlen 0, 1, 2,... verstanden; es ergab
sich auch die Beschrinkung m =mn. Die Differentialgleichung der
Py w (137) und die besondere Differentialgleichung der P,  (139)
haben indessen auch einen Sinn, wenn n und m als beliebige ge-
brochene oder irrationale Zahlen angesetzt werden, und in Bezug
auf ihre Ableitung aus der Larrace’schen Gleichung fiir Polar-
coordinaten hat man auch die Gewihr, dafs dann noch die
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Gleichung (136) giiltige Potentialfunctionen liefern wird. Auf diese
wollen wir zum Schluls noch einen Blick werfen.

Wir beginnen die Erweiterung des Zahlengebietes mit der Frage,
was die Integrale der betreffenden Differentialgleichungen bedeuten,
wenn n eine ganze, aber negative Zahl (excl. 0) ist. Wir setzen zu
dem Zwecke 1 =— (1’4 1), und denken uns unter n’ eine ganze
positive Zahl (incl. 0). Nur der Zahlenfactor des dritten Gliedes
der Differentialgleichungen (137) resp. (139) wird dadurch betroffen
und es zeigt sich:

m—mn+m+)=(—n"—1—-m(—n"—1+4+m-+1)
=0 —mm + m+1).

Ganz so auch im Spezialfalle m = 0.

Die Differentialgleichungen mit negativem 1 sind also identisch
mit denjenigen fiir das positive n’. Folglich auch ihre Liosungen.
Neue Functionscharaktere liefert also diese erste Erweiterung nicht.
Interessant ist aber zu beobachten, dals die Kugelfunctionen erster
und zweiter Art ihre Rollen austauschen. Man muls setzen:

P—-(n'+l)' m = Qn’,m:
Q—[tl’-{- 1)ym = La’,me

Diese Beziehung gilt iibrigens auch noch, wenn 1’ keine natiir-
liche Zahl mehr ist.

Auch negative ganze Zahlen fiir m lehren uns nichts Neues.
Ein Blick auf die Function (136) zeigt, dafs ein Zeichenwechsel von
m gleichbedeutend ist mit einem Wechsel der Umlaufsrichtung des
Lingenwinkels #. Dieser Wechsel ist aber hier, wo es sich um
nicht rotatorische Phinomene handelt, ohne Bedeutung.

Setzen wir jetzt aber m als eine echt oder unecht gebrochene
(eventuell auch irrationale) Zahl fest, so tritt eine Veriinderung gegen
friher hervor. Zwar kann man noch die Relation (138a) ebenso
ableiten, aber die Gleichung (138 b) verliert ihren Sinn. Man kann
die Function P, , nicht mehr ableiten aus P, ; es geniigt daher
nicht mehr allein, die Integrale der einfacheren Differentialglei-
chung (139) aufzusuchen, sondern man mufs auf die allgemeinere
Differentialgleichung (187) selbst zuriickgehen. Diese kann man
auch direct durch eine positive Potenzreihe von u integriren:

Pn,m=Bg+B1p-|-B3pZ+...-]-.Bap“-I-... (179)

Man findet dann ganz analog, wie hei der Integration der Diffe-
rentialgleichung (139), dals ein gerader und ein ungerader Coefficient,
H, v. HELuuoLTZ, Theoret. Physik. Bd, IV. 15
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z. B. B, und B, willkiirlich, oder nach anderweitigen Riicksichten,
gewihlt werden konnen und dals fiir die hoheren die procurrente
Formel gilt:

am+m+4a+1)
1

+a
TR B,. (179a)

—n+4m
Bn+2 = (
(
Wenn nun (11 — m) eine positive ganze Zahl (incl. 0) ist, so werden
die Coefficienten

B —m)+2 = Bn—m+4 = alle alternirend folgenden = 0.

Die Losung zerfillt in eine ganze Function (i — m)ten Grades,
welche, entsprechend (n —m), nur gerade oder nur ungerade
Potenzen von p hat, und in eine unendliche Potenzreihe, welche fiir
p? < 1 convergirt. Bei ganzzahligem n sind dies die beiden parti-
culiiren Integrale P, , und Q, w, welche wir schon kennen. Hier
tritt nun aber die Moglichkeit auf, ganz ebensolche Liisungen zu
bilden, wenn zwar (n — m) positiv ganzzahlig oder 0 ist, aber n und m
einzeln gebrochen oder irrational sind. Das fithrt dann zu eigen-
artigen von den frither betrachteten wesentlich verschiedenen Potential-
functionen. Setzen wir der Einfachheit wegen in (136) die Phasen-

constante ¢ = g, nehmen also
@=r" “,m]/l_— pzm-sinmﬂ (179D)
oder
1 —_m . 5
9’=?T+1P""“ﬁ_ p? sinmaz. (179¢c)

Fir m =0 ist der Sinus ringsherum = 0. Fir m =1 existiren
zwel diametral gegeniiberliegende Meridianebenen # = 0 und 5 = =,
in denen ¢ = () ist. Wenn nun m zwischen } und 1 liegt, so wird

sinmy = 0 erstens fiir = 0 und zweitens fiir v = %, welch’ letz-

teres im dritten oder vierten Quadranten des Liingenwinkels liegt,
(Wiirden wir #» nicht auf das Intervall 0 bis 27 beschriinken, so
wiirden jetzt die Functionen vieldeutig werden.) Wir erhalten somit
zwel in der z-Axe als convexer Kante unter beliebigem Winkel zu-
sammenstolsende Halbebenen, in welchen das Potential 0 herrscht.
Diese Flichen konnen daher als leitend mit der Erde verbundene
Conductorgrenzen (etwa als sehr grofse geknickte Blechplatte) ge-
dacht werden. Hinter dem concaven Theile gilt dann iiberall ¢ = 0,
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wihrend vor dem convexen Theile jeder der vorstehenden Aus-
driicke mit
n=m oder =m+1, m+2,...etc

eine Potentialfunction darstellt. Die Flichenbelegung berechnet man
aus der Formel:

Og) .. n
4%3_—(an)fm‘73-—0 oder ?}'——HT-

a

Die dufsere Normale auf der Meridianebene 4 = 0 geht in Richtung

des wachsenden d# auf einem Kreise vom Radius rsin & =+ )1 — 12,
ist also

dn, = r']/l—:-w;;?- dq,
anderseits ist

rn
drp:m{ oder }P“ml/l—p"mcosmn-dﬁ,
p—@+1)
also wegen cosmy = 1:
4 { e =" d
Te=1Mm r_oiine:_:')l an]/_—‘u . (179 )

In der Kante selbst wird die Dichtigkeit unendlich, weil J1 — u?
gegen Null strebt und der Exponent m — 1 jetst negativ ist.

Auch die Superposition einer ganzen Reihe solcher Potentiale,
alle mit dem gleichen m zwischen } und 1, kann man ansetzen,
und findet so eine grolse Mannigfaltigkeit.

Endlich wollen wir n gebrochen annehmen ohne Beziehung zu m.
‘Wir wollen uns sogar auf den einfachsten Fall m = 0, also auf die
rein zonalen Kugelfunctionen beschriinken.

Es geht aus der frither durchgefithrten Integration der hier
einschligigen Differentialgleichung (139) hervor, dals bei nicht ganz-
zahligem n keines der beiden particuliiren Integrale eine abbrechende
Potenzreihe bildet, sondern dafs man zwei von einander getrennte
unendliche Reihen erhiilt, welche sowohl fiir p = — 1 wie fiir p =+ 1
logarithmisch unendlich werden. Dergleichen Ausdriicke haben wir
schon unter den Functionen @, , kennen gelernt (Anfang des § 45),
aber noch fehlen uns Functionen, welche fiir den einen Pol, also
entweder fiir w =+ 1 oder fiir w = — 1 unendlich werden, wihrend
sie am anderen Pol endlich und stetig bleiben. Diese erhilt man
durch Substitution einer anderen Variabelen an Stelle von g, und
zwar einer solchen, welche nicht vom ganzen, sondern vom halben

15*
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Polwinkel regiert wird, entweder siu% oder cos g . Diese Substitution

wiirde aber nutzlos sein, wenn wir sie an der fertigen Reihe P, o
ausfithrten, wir miissen sie bereits in der Differentialgleichung (139)
vornehmen, und ein neues Integral als Potenzreihe einer der beiden
Kreisfunctionen des halben Polwinkels aufstellen. Wir haben die
‘Wahl zwischen

b

5 und 1+p,=20033£-

1 —p=2sin? 3

Beide fithren im Wesentlichen zu dem gleichen Resultat. Wihlen
wir die erstere, und setzen zur Abkiirzung

9

Y
sin® — = s,

2
s0 ist
1l —pu=2s, 1—p?=4s(1—53),
1 d
—du=2ds, also it

Die Differentialgleichung (139) kann in der Form geschrieben
werden

d dPy o B
2 (@ =)t P =0

und geht nach der Substitution zufolge der angefithrten Formeln
iiber in

1 d dPrt,O
~ 5 (o0 =9 5] +ne 4 DR =0

oder kiirzer

d dP, o

ﬁ(s(l —3) _J.;“) +n+1)P,o=0. (180)

Wiihlen wir die zweite Moglichkeit, und setzen
C).
g
cos® 5- =1¢,

so ist
14 p=2t, 1—p2=4¢(1 -

dp=2dt, also
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und die Differentialgleichung geht iiber in

d

dPn 0
Fil (‘(1 Y

)+n(“+1)P:t0—0

Das ist genan dieselbe Form, wie bei Einsetzung von s, des-
halb auch dieselbe Losung. Wir setzen als Integral eine Potenz-
reihe an

Py = C, + C,s + Clsz"i‘ 0333+---+ Cos®*+ ..., (180a

fiigen diese in Differentialgleichung (180) ein, fithren die Differen-
tiationen und Multiplicationen gliedweise aus und fordern schliels-
lich jeden Coefficienten der daraus entstehenden Potenzreihe gleich
Null, so erhalten wir folgende Reihe von Bedingungen:

C+nn+1)C, =0
22C, —[2-1—nm+1)]C =0
320, —[3 2-n(n+1)]0 =0

(a+l) c’a+1—[(u+1)a—nn I)]O = 0,

Also G, bleibt willkiirlich, fiir die folgenden gilt die procurrente
Formel 8
@—mn@+n+1) :

GEIp . (ISOh)

C’:;+1. =

Ist n eine ganze Zahl, so bricht die Reihe der Coefficienten
mit dem hochsten Gliede C, ab, wihrend alle folgenden gleich Null
werden. In diesem Falle kann man auch noch nachweisen, dafs
nach Riickwiirtssubstitution von g an Stelle von s und geeigneter
Wahl von €, wieder die uns bekannten Kugelfunctionen erster Art
zum Vorschein kommen. Wenn aber n keine ganze Zahl ist, so
erhalten wir jetzt folgende unendliche Reihe:

(=00 +1) | (—W(=n+DE+DE+2) ,
P“-°=0°{1+ e 10T L. 3 T « 2
(180¢)
(—m)(—n+1)(—n+ 2+ @+ Jm+3) , ’
e, 8 . 7.8 . 8 +}

oder als hypergeometrische Reihe in symbolischer Schreibweise:

Poo=GCy*F(—mn,n+1, 1; ),
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Natiirlich wiirden wir genau dieselbe Reihe auch fiir die Variabele ¢
erhalten.

Die Form der hypergeometrischen Reihe giebt uns die Sicher-
heit, dals fir echt gebrochenes s der Ausdruck einen endlichen
Werth hat. Fiir s =1 wird er logarithmisch unendlich, weil auch
hier, wie schon friiher, der kritische Fall « 4 2 = y vorliegt.

; : . D ;
Diese Function /%, o von s = sin " Desitzt also an dem Pol & = 0

2
den endlichen Werth ¢, wihrend sie an dem entgegengesetzten
Pole & = =@, also fiir s = 1, zur Grenze + oo liiuft.

Wiirden wir an Stelle von s als Variabele ¢ = cos —g— withlen,

so wiirde fiir den Pol ¢+ =.0 ein unendlicher, und fiir den Pol # =mn
ein endlicher Werth resultiren.

Ebenso wie die Function P, ¢ bei ganzzahligem n gewisse Null-
stellen fiir bestimmte Werthe von <% oder p oder s oder ¢ besitzt,
g0 auch bei nicht ganzzahligem n. Die Orte, welche denselben
Polarwinkel besitzen, liegen auf Kreiskegelmiinteln, also auch die
Nullstellen von P, . Wenn man nun n stetig variabel setzt, also
alle auch irrationalen Werthe durchlaufen lifst, so verindern die
Kegelmiintel, welche die Nullstellen enthalten, ihren OQeffnungswinkel
stetig. Wie dieser Lauf der Nullwerthkegel vor sich geht, kann man
sich leicht veranschaulichen. Wir wihlen die Darstellung durch s,
welche fiir «# = 0 endlich bleibt und nehmen C, positiv an. Wenn
n = 0 ist, giebt es gar keine Nullstellen, weil P, einen constanten
endlichen Werth hat. Beginnt nun n iiber Null zu wachsen, so
lost sich von der negativen z-Axe ganz allmihlich ein Nullkegel
ab (die Spitze liegt immer im Anfangspunkt der Coordinaten.)
Im concaven Raum ist P,, negativ. Wenn n bis } gestiegen
ist, hat der Kegelmantel eine Oeffnung von etwa 50° gegen die
negative z-Axe, und bei n=1 erreicht er die AeQuatorebene.
Wichst u tiber 1, so wird er concav nach der Seite der positiven
z-Axe, zugleich 18st sich ein zweiter Nullkegel auf dieselbe Weise
ab wie der erste etc.

Aus den P, o fiir echt gebrochenes n konnen wir nun Potential-
functionen
@=r"P. o (180d)
und

1
q) = ';_“TPH,O (1809)
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bilden, welche auf einem Kegelmantel von beliebigem Oeffnungs-
winkel gleich Null werden. Setzen wir in dem concaven Raum, wo
bei Fortsetzung der Function P, o die bis in’s negative Unendliche
sinkenden Werthe liegen wiirden, iiberall ¢ = 0, so haben wir eine
Bedingung des elektrischen Gleichgewichts auf einem unendlich
ausgedehnten leitenden Kegel, wofiir man praktisch auch setzen
kann einen sehr grofsen Conductor, welcher eine kegelformige Spitze
besitzt. Die Dichtigkeit wird an der Spitze unendlich grofs. KEbenso
die Intensitit des elektrischen Feldes.

Viertes Kapitel.

§ 47. Zweidimensionale Probleme.

Schliefslich soll noch die durch Eleganz ausgezeichnete Methode
erwithnt werden, auf welche die Theorie der Functionen einer com-
plexen Veriinderlichen die zweidimensionalen Probleme der Elektro-
statik behandelt. Die Bezeichnung ,zweidimensional® ist so zu ver-
stehen, dafs die dritte Coordinate, etwa x, gar keine Rolle spielt,
weil alle Korper unendlich lange Cylinder sind, deren erzeugende
Geraden parallel zur z-Axe sind, und weil die Dichte ihrer Ladung
von x unabhiingig ist. Dasselbe gilt dann auch fiir die Potential-
function, so dals die Lapnace’sche Operation die Form

0@  O¢
A7 =522 * Gy

annimmt. Da wir also den Buchstaben z in diesem Paragraphen
nicht in der bisherigen Bedeutung brauchen, wollen wir hier
=+ 1Yy (181)

setzen; z ist dann die complexe Variabele, von deren Functionen
die Rede sein soll.
Als Function von % konnte man jede Function

2@y =@y +iyey) (182)

bezeichnen, was fiir Functionen auch ¢ und 1 sein mogen; denn
durch Angabe eines complexen Werthes fiir » sind nach (181) z
und y und nach (182) auch y bestimmt. Man ist aber iiberein-
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gekommen, den Begriff einer Function des complexen Arguments x
auf solche Functionen y einzuschriinken, welche # und % nur in der
Verbindung z 4 ¢y enthalten, bei welchen also

_ (b oy 6‘11)
iz = (G +ige)a +( a)

proportional zu
dz = dx + idy

ist. Dazu ist erforderlich, dafs

dgp Oy
((':?x +4 6:5)

und dafiir sind nothwendig und hinreichend die Bedingungen

Op dy Op By

oz~ o0y’ dy = 0z

(183)

Nur wenn sie erfillt sind, kann man der Function y (z) einen
Differentialquotienten nach »

ootz e

dz dz +i 69:

zuschreiben. Da die Gleichungen (183), wenn sie fir ¢ und

gelten, auch durch die Functionen oy und 29 erfiilllt werden,

oz Oz
; d; :
so ist dann auch _Eii_ Function des complexen Arguments z, so dals
& ; ; : d*y Ay
man auch von den hoheren Differentialquotienten v T etc.

in bestimmtem Sinne reden kann.

Die hohe Bedeutung dieser Functionen fiir elektrische Probleme
erkennt man, wenn man aus den Gleichungen (183) die eine der
Functionen ¢ und 1 eliminirt; man findet dabei

g Oy P9 t_'f)‘zflp G _ Ow
0z2  0xz0y 0y’ 0y* Oxz0y = 0x’
oder
2 2
Ao = ‘;—5 +%f 0
oy oy (184)
A= Ox? * dy? =0
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Der reelle und der imaginire Bestandtheil einer jeden Function
der complexen Veriinderlichen » sind also Liosungen der Differential-
gleichung 4d¢p = 0. Um ein vorgelegtes Problem der Elektrostatik
zu losen, hat man demnach nur eine Function y () zu suchen, bei
welcher entweder der reelle oder der imaginire Theil den Grenz-
bedingungen geniigt.

Aus (183) folgt ferner

dp Oy | G dw -
0 s ey (155)

Ist ¢ die Potentialfunction, so sind
¢ (x,y) = const

die Gleichungen der Niveauflichen, welche hier natiirlich Cylinder-
flichen sind. Thre Schnitte mit der xy-Ebene bezeichnen wir als
Niveaulinien. Nun sagt (185) aus, dals die Linien ¢ = const und
1 = const auf einander senkrecht stehen. Ist also ¢ die Potential-
function, so sind 1 = const die Gleichungen der Kraftlinien, und
umgekehrt.

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Function

x[®) =—logx.

Die Polarcoordinaten ¢, + in der Ebene hingen mit den recht-
winkligen Coordinaten durch die Relationen

z = pcos
y=0 sin %
zusammen, aus denen
¥=10 4ty =p(cosd + isin ¥ = pei?
folgt. Also ist
2@ =—logzx=—1logo —i%;
und da die Functionen

—logo =—1log (Ya? + ¢*)
und

— 3=—arctg%

beide reell sind, so ist
¢ =—loge

der reelle Bestandtheil von y(x), geniigt demnach der Gleichung
Ag@ =0. Da es ferner sammt seinen Differentialquotienten im End-
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lichen iiberall endlich und stetig mit Ausnahme des Punktes z =y =0
ist (vergl. § 18), so entspricht es genau der Losung ¢ =% der

Gleichung A ¢ = 0 fiir drei Dimensionen; es stellt die Potential-
function eines unendlich langen, unendlich diinnen, positiv geladenen
Cylinders dar. Die Kraftcomponenten sind

deo 1 do 1
__gé__.-{-g; o ~+Ecos£}
o 18 . 1. .
~ay ~toey ~tem
da
do 0 = = @
g~ VY Ty Tt
0o _ 0 g5 y in 9
ay_ =— a_y-]/x ~ Y = —---;—2-4-,—_?}_5_-: = sIn .

ist. Die elektrische Kraft nimmt mit wachsendem Abstand o ab,

wie Im Unendlichen wird ¢ nicht wie bei dreidimensionalen
Problemen 0, sondern negativ unendlich.
Dieselbe Function

g =—logo

stellt natiirlich auch die Potentialfunction im Raume zwischen zwei
metallischen, coaxialen Kreiscylindern dar, da auf diesem o = const,
also auch ¢ = const ist.

Statt aber y als geeignete Function von z zu bestimmen, ist
es manchmal einfacher, umgekehrt » als Function von y aufzusuchen;
beides ist gleichwerthig; denn hat der Differentialquotient g;- einen
% , ist also z» Function

des complexen Arguments y, so ist auch y Function der complexen
Veriinderlichen # Dieser Art ist das Beispiel, auf welches wir nun
ein wenig niher eingehen wollen,

bestimmten Sinn, so gilt das Gleiche von

Die praktisch wichtigste Form des elektrischen Condensators
besteht in zwei einander parallelen, metallischen Kreisscheiben, deren
Abstand gegen den Radius klein ist. Man macht sich leicht klar,
dafs in den Theilen des Zwischenraumes, an denen ein Einfluls des
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Randes der Platten nicht zu merken ist, die Platten also als un-
endlich ausgedehnt gelten kinnen:

p=ay+b

(@ und & Constante) die Potentialfunction ist, vorausgesetzt, dafs die
Plattennormale die y-Richtung hat; denn dann ist 4¢ = 0 und an
den Platten y = const, also ¢ = const. Wesentlich schwieriger ist
die Frage nach dem Einflufs des Randes. Man kann sie aber
wenigstens angenihert behandeln, wenn man wegen des voraus-
gesetzten Verhiiltnisses zwischen Plattenabstand und Radius von der
Kriimmung absieht und die Platten als unendlich ausgedehnte Halb-
ebenen betrachtet. Ks ist keine Beschriinkung der Allgemeinheit,
wenn wir festsetzen, dafs sie denjenigen Theil der Ebenen

y=4+A4Amn

ausfiilllen sollen, in welchem z < — A ist, obwohl hier der Platten-
abstand 2z 4 und die Lage der Randlinien (# = — 4) durch dieselbe
Constante 4 bestimmt sind; denn die letztere Festsetzung giebt nur
die relative Lage des Coordinatensystems zu den Condensatorplatten
an. Die Platten sollen auf entgegengesetzt gleichen Potentialen sein,
welche wir, um nicht noch eine Constante mehr einfiihren zu miissen,
zu + 7w festsetzen. Hierfiir lifst sich jeder andere Werth erzielen,
wenn man die unten angegebene Potentialfunction mit einem passen-
den Factor multiplicirt.

Diese Aufgabe lost der Ansatz:

=4z + ¢
oder

c4iy=Alp+iw+e?+iv) = A(p+ iy +e?(cosy + isiny))
wenn man v als die Potentialfunction betrachtet. Denn wegen

= A(p + e?cos ) }

(186)
y= Ay + e?siny)

entspricht den Niveaulinien
Yy=%=
der Theil der Geraden
y==x4n,
den
r=Alp —e¥) = Ae?(pe=% —1)



236 ERSTER THEIL. § 47

durchliuft, wenn ¢ die Reihe der reellen Zahlen von —co bis 4o

durchwandert. Fiir ¢ =— oo ist aber e? =0, also 2 =— oo, fiir
¢g=+0w wird ge?—1=—1 und ¢ =+ oo, so dals wiederum
# = — oo wird, wihrend « fiir ¢ = 0 seinen Maximalwerth — 4 an-

nimmt, da fiir diesen Werth

L N P

do
ist. Der fragliche Theil der beiden Geraden ist demnach identisch
mit den Schnitten der Platten mit der xy-Ebene.
Dals die Niveaulinien ¢ =47 auf die angegebene Weise
doppelt durchlaufen werden, wird verstiindlicher, wenn man eine der
anderen Niveaulinien discutirt, fiir welche

—a<yYy<+n
ist. Ist ¢ sehr grols und negativ, so ist annihernd
z=A ®, Y= 4 Y,

demnach —md <y <+ w4, so dals diesen Werthen von ¢ der
vom Rande weit entfernte Theil des Raumes zwischen den Platten
entspricht. Dagegen sind fiir sehr grofse positive Werthe von ¢
z und 4y je nach dem Zeichen von cosy und siny positiv oder
negativ sehr grols, wihrend fiir ¢ = 0

= Acosy >— 4
y = Ay + siny)

wird. Die Linie 1 = 0 fillt mit der z-Axe zusammen. Den Ver-
lauf der Niveau- und Kraftlinien = const und ¢ = const ver-
anschaulicht Figur 18, und zwar ist die Differenz der Werthe von v
und ¢ fiir benachbarte Niveau- und Kraftlinien stets die gleiche.
Man sieht aus ihr, dafs fiir jeden Punkt , y 4 in dem angegebenen
Intervall von — 7 bis 4 & liegt; andere Werthe entbehren der
physikalischen Bedeutung. Lings den Niveaulinien 1 =4 @ aber
entspricht ein negativer Werth von ¢ einem Punkt der Innenseite,
ein positiver Werth einem Punkt der Aulsenseite.

Das Hauptinteresse beansprucht die Frage nach der Verthei-
lung der Ladungen. Betrachten wir die positiv geladene Platte, fiir
welche @ =+ @, y =+ Ax ist; da an ihrer Innenseite die Normale

in die negative y-Richtung weist, ist -+ 4Ln %:—, an der Aulsen-
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seite dagegen — IIE g;f die Flachendichte. Nun ist nach (183)
und (186) an dieser Platte
dy de 1

dy Oz A(l—e%)’
so dals die Flichendichte gleich
1oy, 1
47 Oz =+ 47 A(1— e¥)

ist, wo das Vorzeichen 4 an der Innenseite, — an der Aufsenseite
gilt. Da der ersteren ein negativer Werth von ¢ entspricht, 1 — e®

e

1T
as
1

s

mEEEEEN

Fig. 18.
dort also positiv ist, wiihrend an der letzteren ¢ >0, 1 —e?2 < 0
ist, so ist das Vorzeichen der Flichenbelegung stets das positive.

Die Dichte ist auf der Innenseite in grofsem Abstande vom

1
474
Rande, an den entsprechenden Stellen der Aufsenseite aber Null.
Dagegen wird sie auf beiden Seiten unendlich grofs, wenn man sich
dem Rande nihert.

Eine wichtige Frage ist nun, ob bei der angenommenen Poten-
tialdifferenz 2x zwischen den Platten die Gesammtladung eines
endlichen am Rande gelegenen Stiickes der Platten endlich ist; denn
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andernfalls miifsten wir schliefsen, dafs sich ein Condensator unter
Aufwand endlicher Energie iiberhaupt nicht auf endliche Potential-
differenz laden lifst. Legen wir einen Streifen der positiv geladenen
Platte, welcher in der Richtung des Randes, d. h. senkrecht zur
@ y-Ebene, die Breite 1 hat, und von der Linie z = z,(z, < — 4)
bis zum Rand # = — 4 reicht, der Betrachtung zu Grunde; er triigt
auf der Innenseite die Ladung:

-4

1 o

I;f g 9
x

wo von den beiden Werthen von ¢, welche einem und demselben
Werthe von 2 angehéren, der negative zu nehmen ist, wihrend die
Ladung seiner iufseren Seite

—A
1 C')‘(p
"Efﬂd”
Zy

betriigt, wo von den beiden in Frage kommenden Werthen von ¢
der positive eingesetzt werden mulfs. Sind ¢, und ¢,” die beiden

zu z, gehorenden Werthe, so ist aber das erstere Integral = — ;P—;'z

I

das zweite = 4 7%]; , also beide endlich.

Da in der Figur die Differenz der Werthe von ¢ auf benach-
barten Kraftlinien constant ist, liegt zwischen je zwei Endpunkten
von Kraftlinien auf den Platten die gleiche FElektricitiitsmenge;
sie giebt daher unmittelbar ein Bild der Ladungsvertheilung.

Fiir den aus zwei kreisférmigen Platten bestehenden Conden-
sator konnen wir hieraus schlielsen: Jede der Platten trigt nur
Ladung eines Vorzeichens, diese liegt iiberwiegend auf der Innen-
seite, nur am Rande, wo auch auf der Innenseite die Ladung be-

sonders stark angehiiuft ist, ist die Aulsenseite einigermaalsen
geladen.

§ 48. Das Energieprincip in der Elektrostatik.

Schon in § 9 [siehe Gleichung (19)] wurde gezeigt, dals die
potentielle Energie einer Anzahl von elektrischen Punktladungen e,
gleich 2 >'e,p; ist, wenn man unter ¢; den Werth der Potential-
function aller Punktladungen, mit Ausnahme von e; selbst, am Ort
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von ¢; versteht. Dies wurde in § 25 auf stetig iiber riumliche
oder flichenhafte Gebiete vertheilte Ladungen iibertragen, indem

die Energie
=%(Iff¢£dmdydx+ffdsq&8) (187)

gesetzt wurde. Dals hier ¢ als die Potentialfunction aller Ladungen
aufgefafst werden kann, findet, wie dort erwiihnt, seine Begriindung
darin, dafs die Ladungen esdzdydx und eds auch am eigenen Ort
nur unendlich wenig zu ¢ beitragen. In demselben Paragraphen
wurde der Ausdruck W auch schon mit Hilfe des GrEEen’schen
Satzes umgeformt in

=;_ﬂfff[(%’i)“+(%)g+ (—%—E)g]dmdydx. (187a)

In dem speciellen Fall, dafs nur leitende Korper Triger elektrischer
Ladungen sind, ist & = 0 und (187) reducirt sich auf

Wﬁ%ffdsq-er—i-zl’fei, (187b)

wo unter P, das Potential, unter ¢, die gesammte Ladung eines
der leitenden Kborper zu verstehen ist. Wir wollen in diesem
Paragraphen zuniichst an einem Beispiel, dann allgemein beweisen,
dafls die aus (187a) oder (187b) berechnete Energie das Aequivalent
der Arbeit ist, welche gegen die ponderomotorischen Kriifte geleistet
werden mulste, um die Ladungen e, auf den Conductoren herzustellen.

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunichst eine Punkt-
ladung ¢ einer leitenden Kugel vom Radius R aus dem Unendlichen
her geniihert, bis ihr Abstand » vom Kugelmittelpunkt gleich », ge-
worden ist; und zwar soll dabei ein diinner Draht die Kugel leitend
mit der Erde verbinden, so dals ihr Potential dauernd O bleibt.
Dann unterbrechen wir diese Ableitung und entfernen die Punkt-
ladung wieder in’s Unendliche.

Aus den Erbrterungen des § 31 entnehmen wir, dafls die Kugel

wihrend der Anniherung eine Ladung — ge’ trigt, welche nach
Aulsen so wirkt, als wiire sie im Spiegelbild des geladenen Punktes

concentrirt. In der Endlage r = r, ist die Ladung

R,
Sl i (188)
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und diese bleibt auf der Kugel, wenn wir nach Unterbrechung der

Ableitung ¢’ wieder in's Unendliche fortriicken lassen. Sie vertheilt

sich dabei so, dafs ihre Wirkung nach Aufsen der zweier Punkt-

ladungen — g ¢ und — R¢’ (—:— - %) aquivalent ist, von denen die
0

erstere ihren Sitz wiederum im Spiegelbild des geladenen Punktes,

die zweite im Kugelmittelpunkt hat. Beide iiben auf ¢’ eine An-

ziehung aus, welche bei der Entfernung von ¢ iiberwunden werden
mufls., Die Arbeit, welche die erstere Ladung, — L] ¢, erforder-
r

lich macht, wurde aber bei der Anniherung von ¢ gewonnen; die

gesammte bei dem Procels geleistete Arbeit ist also gleich der,
welche zur Ueberwindung der Anziehungskraft

Re? ( 1 1 )

I VR

der im Mittelpunkt concentrirt gedachten Ladung — Re’ (1— == i)

r,
dient; d. h. gleich

ist, so ist sie in der That gleich } Pe.

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Beweis iibergehen, wollen
wir zeigen, dals die Energie W im Gleichgewichtszustande den kleinsten
Werth hat, den sie annehmen kann, solange die Lage und Form
der Leiter erhalten bleibt und leitende Verbindungen zwischen ihner
und der Erde oder zwischen verschiedenen Conductoren weder neu
hergestellt noch unterbrochen werden. Mathematisch formulirt, lautet
dies: Veriindern wir die Flichendichte der Elektricitit e um de,
so dafs die Gesammtladungen e, der isolirten Conductoren an der
Veriinderung nicht theilnehmen, so #ndert sich die Potential-
function ¢ um d¢ und die Energie W und OW. Aber vermoge
der Gleichgewichtsbedingungen, dafls iiberall

dgp =0,
dafs ferner an allen Conductoren

¢ = P, = const
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und speciell auf den zur Erde abgeleiteten
P.=il
ist, ist
dW=0,

Um dies zu zeigen, berechnen wir dW nach (187a), indem wir

5[(293)}—26@5(6@) 5,20 90y etc.

Oz Oz “dx Oz

setzen. In der so entstehenden Gleichung

do ﬁr)qa dp 0dp d¢g ddg .
SW—_fff 59: re 6‘3; oy +T§‘? 0% )dmdydm

ist wie in (187a) iiber den ganzen Raum, oder da die Differential-
quotienten von ¢ in Leitern verschwinden, iiber den von Leitern
freien Theil des Raumes zu integriren. Wenden wir nun die zum
GrEeEN'schen Satz fithrende partielle Integration an, so finden wir

vermoge A = 0
1 do
”Effdw“a—

wo das Integral iiber alle Oberflichen von Conductoren zu erstrecken
ist. An diesen ist aber ¢ constant und nach (69a)

g

% On

§W=EPdes‘.Je=2Pi§ei =0,

da an den isolirten Conductoren de,, an den zur Erde abgeleiteten
aber P, = 0 ist.

Nun denken wir uns alle Ableitungen zur Erde aufgehoben
und ertheilen einem der Conductoren, den wir durch den Index 1
auszeichnen, eine unendlich kleine Verschiebung und Drehung,
welchen einem seiner Punkte die Verriickung 07 mittheilt; Form-
dnderungen schlie(sen wir aus. Dann miissen wir gegen die pondero-
motorischen Krifte die Arbeit J 4 leisten, withrend sich die Energie
um 0 W andert. Im Allgemeinen veriindert sich mit der Verschiebung
auch die Vertheilung der Ladungen auf allen Conductoren und 6 W
besteht dementsprechend aus zwei Summanden, von denen der erste

die Veriinderung von W in Folge der Verriickung des Conductors
16

=8,

also ist

H. v. HeELmioLTz, Theoret. Physik, Bd. IV.
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bei unverinderter Vertheilung, der zweite die in Folge der Ver-
schiebung der Ladungen allein stattfindende Verinderung von W
angiebt. Der zweite Summand ist aber, wie soeben bewiesen, Null,
Denken wir nun die urspriinglich vorhandenen Ableitungen zur Erde
wieder hergestellt, so erfolgt eine neue unendlich kleine Verschiebung
der Ladungen, welche aber wiederum zu J W nichts beitrigt. Zur
Berechnung von

5W=-§0‘ffdsqre (189)

haben wir also e als fest an den Flichenelementen ds haftend zu
denken.

Dies und die vorausgesetzte Starrheit des Conductors 1 hat
zur Folge, dals die Potentialfunction ¢, der auf ihm befindlichen
Ladung sich in einem an der Verriickung theilnehmenden Punkt nicht
andert; das iiber seine Oberfliche zu erstreckende Integral

ffdstple

:

bleibt daher unveriindert. Dagegen bleibt die Potentialfunction ¢,
aller anderen Ladungen in allen Punkten unveriindert, welche an
der Verriickung nicht theilnehmen, also u. A. an den Oberflichen
der Conductoren, welche ihren Platz nicht wechseln; das fiir ihre
Oberfliichen gebildete Integral

ffdsqf,e

andert sich also auch nicht, und es wird nach (189) und wegen
Pt P=9

3W=453ffdsq,e
- %6(ffds‘?’13+ffd8?,e+ffd3‘l’1e+ffds9"z") (189a)
1 1 2 .

- .}J(jilfds%e—i-fzfdsq;le).

Aber auch diese Gleichung lafst sich mit Hiilfe des GrEex'schen
Satzes noch vereinfachen; denn ¢, und ¢, geniigen im ganzen Raum
der Differentialgleichung A¢ = 0 und den Stetigkeitshedingungen,
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nur dafs der Differentialquotient %‘i‘ an der Oberfliche des Con-

ductors 1, %—%« an der der anderen die durch die Relation (69a)

~2x o+ )=

gegebene Unstetigkeit besitzt. Das fiir den ganzen Raum gebildete
Integral

a‘Pl O, O, O, a'Pl O,
fff po + 3y Oy + ax)dzdydz

ist defshalb sowohl gleich

—ffdsgol a%— O& _4nffdstpls,

als auch gleich

— fdsg02 6901 61;0_1 “4”ffd3¢z

Flichenintegrale fiir die unendlich ferne Begrenzung des Raumes
treten bei beiden Umformungen nicht auf, weil ¢, und ¢, im Un-
endlichen wie 1/R, ihre Ableitungen wie 1/k? verschwinden. Ganz
allgemein gilt demnach

ffdsq>ae=ffd3%0:
so dals nach (189a) 1 i
JW:JfIdsq»!e

wird. Das hier allein auftretende Integral erfihrt seine Veriinderung
dadurch, dafs ein Flichenelement ds bei der Verschiebung um o7
von einem Ort mit dem Werthe ¢, an einen mit dem Werthe

Py + %6 ! kommt; also ist

SW = fdse%sfi’- d1. (189b)
1

Die von den in Ruhe bleibenden Conductoren auf das Element ds

des Conductors 1 in der Richtung von 0! ausgeiibte pondero-
16*
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motorische Kraft ist aber
6992

— G entd

oL’
die zu ihrer Ueberwindung erforderliche Arbeit

Ay «
dse—aﬂg’iaz,

also folgt aus (189b) unmittelbar
OW=274,
was zu beweisen war. )

Es werden demnach bei dieser unendlich kleinen Verschiebung
elektrische Energie und mechanische Arbeit unmittelbar in einander
umgewandelt. Dasselbe gilt von jeder endlichen Verriickung, voraus-
gesetzt, dals sie so langsam vor sich geht, dals sich in jedem Augen-
blick das elektrostatische Gleichgewicht wieder einstellt; denn sonst
fielen die Voraussetzungen unseres Beweises fort. KEs entstinden
dann elektrische Strome, welche Kriifte auf einander ausiiben, die
ganz aus dem Bereich der bisherigen Betrachtungen herausfallen,
und aulser elektrischer Energie und mechanischer Arbeit triten in
der Energiegleichung noch magnetische Energie und Jourr'sche
Wirme auf. TIst aber diese Bedingung erfiillt, so kiinnen wir aus
der Gleichheit von 6 W und & 4 schliefsen, dals die aufzuwendende
Arbeit nur von der Anfangs- und Endlage abhiingt, auf welchem
Wege man auch die eine in die andere iiberfiithren mag; denn die
Aenderung der elektrischen Energie ist auch vom Wege unabhingig.

Die Verwandlung mechanischer Arbeit in elektrische Energie
spielt in der praktischen Physik eine grolse Rolle; die Wirksamkeit
aller Influenzmaschinen beruht auf ihr. Beim Elektrophor, der ein-
fachsten derartigen Vorrichtung, z. B. wird der metallische Deckel
der elektrisch geladenen isolirenden Scheibe genithert, wihrend er
abgeleitet, und dann von ihr entfernt, nachdem er isolirt worden
ist. Ganz wie in dem durchgerechneten Beispiel die leitende Kugel
erhilt er dabei eine Ladung, deren Energie das Aequivalent der
Arbeit ist, welche bei der Anniherung und Wiederentfernung ge-
leistet werden muls.
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