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Dritter Theil.
Elektromagnetische Wechselwirkungen,

Erster Absehnitt.

Das magnetische Feld stationiirer elektrischer Striéme.

& 62. Das magnetische Feld linearer Strome, dargestellt mit
Hiilfe Ampére’scher Flichen.

In dem vorhergehenden Abschnitt haben wir nur das elektrische
Feld stationiirer Strome besprochen. Wie zuerst OrsTEDp und
Avpire fanden, iiben solche aber auch magnetische Wirkungen aus.

Am einfachsten gestalten sich die Verhilltnisse beim linearen
Strom, in dessen Umgebung sich zunichst weder ein permanenter
Magnet noch ein magnetisirbarer Korper befinden soll. Er wird

von geschlossenen magnetischen Kraft-
linien umkreist; sind in Figur 20 die

@ Punkte 1 und 2 die Durchstolspunkte

des Stromkreises durch die Zeichen-

ebene, und flielst der Strom in 1 von

Fig. 20. unten nach oben, in 2 dagegen von

oben nach unten, so geben die um

sie herum gefithrten, mit Richtungssinn versehenen Curven qualitativ

den Verlauf der Kraftlinien an. Wie man aus ihr sieht, lafst

sich der Richtungssinn der Umkreisung durch die Awmpirg'sche

Regel angeben, welche aussagt, dafs ein in Richtung des elektrischen

Stroms Schwimmender die magnetischen Kraftlinien von rechts nach
links vor sich voriiberziehen sieht.

Ein magnetisches Feld mit geschlossenen Kraftlinien lifst sich
nicht durch eine Potentialfunction darstellen; das letztere ist nur
moglich, wenn das Linienintegral der Kraft fiir jede geschlossene
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Curve verschwindet. Hier ist es aber offenbar von Null verschieden,
wenn man es fiir eine der geschlossenen Kraftlinien hildet. Nun
wollen wir aber zuniichst einmal festsetzen, dafs wir nur solche ge-
schlossene Curven in Betracht ziehen, welche eine bestimmte, vom
Stromkreis umrandete, sonst aber beliehig ausgewihlte Fliche nicht
durchsetzen. Die Erfahrung zeigt, dals fiir alle diese das Linien-
integral Null ist. Nun macht aber die genannte Fliche — man
nennt sie die Ampkre'sche — aus dem den Stromkreis umgeben-
den zweifach zusammenhiingenden Raum einen einfach zusammen-
hiingenden. In dem letzteren konnen wir also die magnetische
Kraft wiederum aus einer Potentialfunction ableiten. An der
Awrire’schen Fliche findet dabei natiirlich ein Potentialsprung
statt; die fragliche Potentialfunction ist also die einer Doppelschicht.
Nun ist die Kraft an diesem physikalisch gar nicht vorhandenen
Gehilde selbstverstindlich ebenso stetig, wie an anderen Stellen des
Raumes. Nach § 19 hiitte eine Doppelfliche von verinderlichem
Moment aber Unstetigkeit der Tangentialcomponenten zur Folge.
Der lineare elektrische Strom ist also einer Doppelfliche von con-
stantem Moment fquivalent. :

Nur in einem Punkte versagt die Aequivalenz. Stellt man sich
die Doppelschicht als aus zwei entgegengesetzt gleich geladenen
Flichen bestehend vor, so findet man fiir das Linienintegral der
magnetischen Kraft auch dann den Werth 0, wenn der geschlossene
Integrationsweg die Fliche durchsetzt. Das Curvenstiick zwischen
den Belegungen compensirt alle iibrigen, denn wenn man die Be-
legungen bei constantem Moment immer nither an einander riicken
lilst, so nimmt auch die Kraft in dem Zwischenraume iiber alle
Grenzen zu. Dagegen ist die Feldstiirke in der AmpizrE'schen Fliche
natiirlich ebenso wie sonst im Raum endlich. Will man also die
Beziehung, dals die Differenz der Potentialwerthe im Anfangs- und
Endpunkt dem Linienintegral der Kraft gleich ist, beim linearen
Strom allgemein aufrecht erhalten, so mufs man jedesmal, wenn der
Integrationsweg die Awrirr'sche Fliche durchsetzt, zur Potential-
function eine Constante hinzufiigen, welche dem an ihr stattfindenden
Potentialsprung an Grofse gleich ist; welches Vorzeichen man ihr
zu geben hat, hingt von dem Sinn ab, in welchem man die Fliche
durchschreitet. Dann wird die Potentialfunction zwar iiberall stetig,
aber um ganze Vielfache dieser Constanten mehrdeutig. Wir werden
im Folgenden der eindeutigen Potentialfunction der #quivalenten
Doppelschicht meist den Vorzug geben; da wir diese, abgesehen
von der Randeurve, beliebig wihlen kinnen, diirfen wir den Punkt,

H, v, HELmuoLTZ, Theoret. Physik. Bd.IV. 21
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in welchem wir das magnetische Feld untersuchen, stets als aulser-
halb der Fliche befindlich ansehen.

Die Potentialfunction einer Doppelfliche haben wir schon in
§ 19 berechnet; wir wollen sie aber, um einen anderen Weg kennen
zu lernen, hier noch einmal aus dem Grrex'schen Satz ableiten.
Da magnetische Ladungen nirgends auftreten, muls sie iiberall der

Differentialgleichung

geniigen und abgesehen von dem Sprung an der Doppelfiiche, den
wir in Anschlufs an frither gebrauchte Bezeichuungen mit 4 z I
bezeichnen, endlich und stetig sein. Das letztere gilt auch fir ibre
Ableitungen, freilich mit Ausnahme der vom elektrischen Strom
durchflossenen Curve. Denn berechnen wir das Linienintegral
der magnetischen Kraft fiir einen Kreis vom kleinen Radius o,
dessen Mittelpunkt in der Stromeurve liegt und dessen Ebene zu
der Richtung der Curve in diesem Punkt senkrecht ist, so muls
man nach dem Gesagten den allen die Stromcurve umschlingenden
Integrationswegen gemeinsamen, also von ¢ unabhingigen Werth
finden. Dazu ist erforderlich, dafs die in der Peripherie liegende

. .1
Componente der Kraft mit abnehmendem o wiichst wie = Da-

gegen bleibt die in Richtung von o weisende Componente endlich
und stetig; bilden wir nimlich fiir die Oberfliche eines die Strom-
curve umgebenden Fadens vom Radius ¢ das Flichenintegral

<

T og =t og
ffdsg;’f: —f dsa—{),
so mufs es, da die Stromcurve wegen der Aequivalenz des Stromes

mit einer Doppelfliiche keine magnetische Ladung trigt, Null sein.
Wiirde aber %—?} fiur sehr kleine Werthe von ¢ sehr grofs, so miifste
es fiir die ganze Fadenfliche aus Symmetrie dasselbe Vorzeichen

haben, das Integral wiire also sicher von Null verschieden. Daraus
ist zu schliefsen, dals %—fg auch bei beliebiger Anniherung an die
Stromcurve endlich bleibt. Schliefslich mufs ¢ im Unendlichen
mindestens wie —}% Null werden, seine Ableitungen mindestens

wie ik
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Wir wenden die Green'sche Umformung auf das iiber den ge-
sammten Raum gebildete Integral

d L2
Op r dg r dg r
fff 3z 9z T 9y 0y T 9z 0|17 WI

r= Ve +u— T &0

ist; auszuschliefsen sind nur die Unstetigkeitsstellen der Functionen

an, wo

1 . . :
@ und < und ihrer Ableitungen. Dementsprechend sind als Grenzen

des Integrationsgebietes zu betrachten 1. die beiden Seiten der
Doppelschicht; 2. die Oberfliche des die Stromcurve umgebenden
Fadens, dessen Radius ¢ man schliefslich unter alle Grenzen ab-
nehmen lifst; 3. eine Kugel vom Radius ¢ um den Unstetigkeits-

punkt & 7, £ der Function %, auch hier geht man schliefslich zur

Grenze ¢ = 0 iiber; 4. die unendlich ferne Fliche, diese spielt
aber wegen der Voraussetzungen iiber das Verhalten von ¢ auf
ihr keine Rolle.

Das genannte Raumintegral ist nun wegen 4¢ = 0 gleich

_desé‘(p
r On’

andererseits wegen Al; = 0 gleich

1
0
f_/ds?’an

n, ist die in das Integrationsgebiet hinein weisende Normale. Beide
Integrale sind fiir die gesammte Begrenzung zu bilden. In dem
ersteren verschwindet der Antheil der Doppelfliche, weil auf ihren

beiden Selten - denselben, g entgegengesetzt gleiche Werthe hat;

es verschwmdet ebenso der Antheil der Fadenoberfliche im Grenz-
fall p = 0, weil dann die Ausdehnung des Integrationsgebietes 0
wird, und die zu integrirende Function

]

b B

10
=

o @
s

Q)
)

7
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endlich bleibt; es verschwindet endlich auch der Antheil der um
den Punkt &, #, £ beschriebenen Kugelfliiche, weil dort

[T e o= v

(das letztere Integral soll itber das Volumen der Kugel ausgefiihrt
werden) wegen 4 ¢ = 0 verschwindet. Daraus folgt, dals auch

= gk
ffdstp»a;-- =0

ist. Hier betriigt aber der Antheil der Doppelfliiche

gt gt
r r
((pz—tpl)‘[fds——an—=4u9ﬁ fds 5|

wenn die Normale » von der negativ geladenen Seite 1 zu der
positiven Seite 2 weist; der Antheil der Fadenfliche verschwindet
freilich im Grenzfall wieder, da auch hier der Integrand endlich
bleibt; dagegen liefert die Kugel im Grenzfall p = 0 den Beitrag

offds@Wﬂ—¢Eﬂ_¢lm ffds=—-4ntpe_,,¢,
=

so dafs man die Gleichung

Pt n e =M fds 5 (230)

erhilt; sie ist identisch mit (68).

Das Flichenintegral in dieser Formel ist iiber die AmpirE’sche
Fliche zu bilden, deren Form und Lage, von der Randcurve ab-
gesehen, willkiirlich ist. Das Integral darf also nur von der letzteren
abhiingen. In der That ist

1
4 e ds Or ds
S =T A Tm = 2 os(rnn);

— ds cos (r, n) ist aber die Projection von ds auf eine um den
Punkt & 7, { beschriebene, durch den Ort von ds hindurchgehende
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Kugelfliche, — i—':cos (r,n) delshalb der kérperliche Winkel 4.9,

unter dem ds vom Punkt § #, { aus gesehen wird, und zwar ist
d £ positiv, wenn ds diesem Punkt die positiv geladene Seite 2
zuweist; denn dann ist cos (r,m) < 0. Fithrt man die Integration
iiber d 2 aus, so findet man unter Fortlassung des jetzt iiberfliissigen

Index von ¢
=M, (230a)

wo £ die gesammte perspectivische Ausdehnung oder den korper-
lichen Winkel (Kegelecke) der Ampire'schen Fliche fiir einen Be-
obachter im Punkt &, 75, £ be-

deutet. Flichenelemente ds, welche

wie in Figur 21 die Elemente ds, <
und ds, unter gleichen, aber mit

entgegengesetztem Vorzeichen zu

nehmenden Winkeln d 2 erscheinen, LA
heben sich bei dieser Integration

gegenseitig auf. Daher hiingt 0 : A
thatsichlich nur von der Form 76

und Lage der Stromcurve ab. Ist Fig. 21. Fig. 22,

2 der Werth, dem £ zustrebt,
wenn man sich einem Punkt der AwmpirE'schen Fliche von der
positiven Seite beliebig niihert, so ist (siche Figur 22)

@ e )

der Grenzwerth fiir eine Anniherung von der negativen Seite her.
Der Potentialsprung betrigt demnach

M —2)V=4aM,

was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zuriickfithrt.
Noch eine andere Deutung lilst Gleichung (230) zu. ~}: ist die
Potentialfunction eines magnetischen Einheitspoles im Punkt & #,
g
r
dn
schen Fliche weisende Componente seiner Feldstirke und

i [fo

also die von der negativen zur positiven Seite der AMPERE'-

a Ll
r
on
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die Anzahl der Kraftlinien, welche er von der positiven zur negativen
Seite durch die Ampire'sche Fliche entsendet; als positiv zihlt also
eine Kraftlinie, wenn sie in der entgegengesetzten Richtung wie die
vom Strom herriihrenden Kraftlinien die Fliche durchdringt; Kraft-
linien, welche sie zweimal in entgegengesetztem Sinne schneiden,
zihlen nicht mit. Gleichung (230) sagt also aus, dafs ¢ der
Anzahl der Kraftlinien proportional ist, die ein KEinheitspol im
Punkt &, 5, £ durch die Stromcurve hindurch schickt. Da das
Potential einer Reihe von Magnetpolen m in Bezug auf das magne-
tische Feld des Stromes

1
7 A
P=Smp=M dsgm_aﬂL (230Db)

ist, so ist sie ebenfalls proportional zu der Anzahl der Kraftlinien,
welche das magnetische System durch die Stromcurve sendet. Arbeit
wird nur bei einer Verriickung geleistet, welche die Zahl dieser
Kraftlinien veriindert; ihr Betrag wird durch — J P gemessen.
Schon in § 52 haben wir gezeigt, dals die Energie der Wechsel-
wirkung eines elektrisch polarisirten Korpers mit einem elektrischen

Felde
fff(l a—(’t-l-ng—?:) daedydx

betrigt. Auf das Gebiet der permanenten Magnete fibertragen, launtet
dieser Ausdruck:

ff[( Btp +p B(p -i—vg—dedez

er geht durch eine schon in § 54 benutzte paftielle Integration
unter Beriicksichtigung von (193) iiber in:

=_fff (6x + éiy 21) a’:a:d,_yrnf.x—-‘/vfa!sq::o'ﬁi
- fffrpp’dxdydx-{-ffds(pm'.

Versteht man unter ¢ die Potentialfunction eines linearen Stromes,
unter ' und m' die scheinbare Ladung eines Magneten, so giebt
der letztere Ausdruck die potentielle Energie ihrer Wechselwirkung.

Wie wir nun soeben sahen, ist o mehrwerthig, wenn wir volle
Umliufe um die Stromcurve mit in Betracht ziehen; fithren wir den
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Magneten einmal um den Strom herum in seine alte Lage, so durch-
schneidet jeder Theil von ihm einmal die Ampire’sche Fliche, so dafs
in der letzten Gleichung iiberall die Constante 447 I zu ¢ hinzu-
gefiigt werden mufs. Dadurch wird aber P nicht geindert, da nach
§ 49 die gesammte freie Ladung des Magneten

Iffp’dzdydz-]—ffdsm’ =0

ist. P ist also trotzdem einwerthig, d. h. eine dauernde Kreis-
bewegung des Magneten um den Strom kann nicht von selbst
eintreten.

Anders aber, wenn sich ein Theil des Stromleiters mit den
Magneten bewegt. In Figur 23 sollen K, und K, zwei metallische,
kreisformige und gleichgrofse Gleitschienen
sein, denen der Strom durch die Drithte D,
und D, zugefithrt wird. Um ihre gemeinsame
Axe 4 kann der Magnet M rotiren, dessen
positives Ende zwischen den Gleitschienen
liegt, withrend sein negatives Ende sich noch
iiber der oberen von ihnen befindet. Die

Driihte d, und d, sind mit ihm fest ver-
bunden; sie gleiten auf K und K, und

schliefsen den Strom durch die ebenfalls
leitende Axe.

Die Amrire’'sche Fliche ist hier deformir- Fig. 23.
bar; rechnet man zu ihr das Rechteck, von
dem d;, 4 und d, drei Seiten sind, so besteht ihre Deformation
darin, dafs sie sich bei einer Drehung der beweglichen Theile des
Apparates um Stiicke der durch K, und K, gehenden Cylinderfliche
vergrofsert oder verkleinert. Bei einer vollen Umdrehung kommt
die ganze Cylinderfliche einmal hinzu. Fir einen am positiven
Ende des Magneten befindlichen Beobachter nimmt ihre perspec-
tivische Ausdehnung 2 dabei zu, und zwar fast um 447, wenn
der Cylinder recht lang und schmal ist, so dals seine Grundfliichen in
ihrer perspectivischen Ausdehnung verschwindend klein sind; be-
findet sich der Beschauer aber am negativen Ende, so indert sich Q
fir ihn fast gar nicht. Fiir den einen Theil des Magneten ist
demnach

g=20MQ

mehrwerthig, fiir den anderen nicht. Dann ist auch P mehrwerthig
und kann bei dauernder Rotation in infinitum abnehmen; die
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ponderomotorischen Kriifte, welche stets eine Abnahme von P
herbeizufithren streben, fithren mithin den Magneten dauernd im
Kreis herum.

Um schliefslich ein Beispiel fir die Verwendung von (230a) zu
geben, fragen wir nach der magnetischen Kraft, welche ein Kreis-
strom vom Radius R in einem Punkt seiner Axe hervorruft. Sie
kann aus Symmetrie nur in der Richtung der Axe liegen; daher
brauchen wir ¢ auch nur fiir Punkte der Axe zu bestimmen. Ist §
der Abstand eines solchen vom Kreismittelpunkt, so ist

arctg &
“ L -—] PR
§

der Winkel, welchen der von ihm nach einem Punkt der Stromcurve
gezogene Radiusvector mit der Axe bildet, so dals

@

Q=27 |sinede =2a(l —cose)=2nm 1—#_ y
. VR+ B

o

§
P Q = 2 (1 = e e |y
g =M (1 ey )
und die magnetische Feldstirke
Op _ 2zME
08 YRy g

wird. Bei der Tangentenbussole benutzt man diese Gleichung zur
Bestimmung von IR, indem man die Ebene des Kreisstromes in den
magnetischen Meridian stellt und mit Hiilfe einer kleinen Magnet-
nadel die Richtung der Resultante aus der bekannten Horizontal-
intensitit des erdmagnetischen Feldes und der magnetischen Kraft
des Stroms beobachtet. Der Winkel zwischen ihr und dem Meridian
giebt in seiner Tangente das Verhéltnifs der beiden Krifte an.

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Stromstiirke definirt
als die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt des Stromleiters
hindurchgehende Elektricititsmenge. Daraus ergiebt sich eine Mog-
lichkeit, die Stromstiirke elektrostatisch zu messen, da wir Elektricitiits-
mengen in absolutem Maals bestimmen kénnen. Iine andere
Methode, Stromstirken wenigstens relativ zu messen, beruht auf dem
Faranay’schen Gesetz, dals die Quantitit der an der Grenze elektro-
Iytischer Leiter ausgeschiedenen Stoffe der hindurchgesandten Elek-
tricititsmenge, also der Stromstirke und der Zeit proportional ist,
withrend welcher der Strom wirkte. Unabhiingig davon konnen wir
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jetzt den Strom durch seine magnetischen Wirkungen bestimmen.
Das sogenannte elektromagnetische Maa(ssystem setzt seine Intensitiit
gleich dem Moment M der #quivalenten Doppelfliche. Erfahrungs-
gemiifs ist der so bestimmte Werth I proportional zu dem elektro-
statisch gemessenen, I,. Die Dimension des Proportionalititsfactors

findet man aus der Ueberlegung, dals 9t das Product einer Flichen-
dichte und einer Liinge, also auch

1, =[Lir
ist; dagegen ist (siche § 61)

1, =ty
daraus folgt

Ico = =1
2= =[LT7Y,

em

der Proportionalititsfactor 4 ist der Dimension nach eine Ge-
schwindigkeit. Die Versuche von W. WEBer und R. KoHLRAUSL®
ergaben 4 als gleich der rund 3.10'° ¢cm. sec.™! betragenden Licht-
geschwindigkeit im Vacuum und zwar stimmten die beiden Werthe
mit einer Genaunigkeit iiberein, die zu der Annahme zwang, dals dies
nicht auf einen Zufall, sondern auf einen tiefgehenden Zusammen-
hang zwischen elektromagnetischen und optischen Erscheinungen
zuriickzufithren wire. Der Maxwerr'schen Theorie zufolge sind
geradezu die optischen Krscheinungen rein elektromagnetischer Natur,
wie wir weiter unten sehen werden.

Natiirlich hat diese Verinderung der Stromeinheit die Ver-
inderung der anderen elektrischen Einheiten zur Folge. Nicht nur
die Stromdichte und die Elektricititsmenge, deren Betrige sich wie die
der Stromstirke von dem einen in das andere Maalssystem um-
rechnen, sondern auch die elektrische Feldstirke, der Widerstand
und die Leitfihigkeit werden hierdurch betroffen, wenn anders man
nicht die Werthe der in den Gleichungen (229) bis (229f) auf-
tretenden Energiequanten findern will. Dies wiire aber unpraktisch,
da die Energie sich unabhingig von allen elektrischen Methoden
in absolutem Maals bestimmen lifst. Nach (229D), (229d) und (229f)
ist delshalb

€ 1 1
@cs_ T ;m = “X @cm = [M%L%T—SJ
em es
2
zea =) 52“ = A2 T, = [L—E T]
w I? 1 =
wes =y Izem F W, = [LT 1]_
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Das Covnomp’sche Gesetz lautet im elektromagnetischen Maalssystem
e e
x-afp.

Wir wollen im Folgenden der Einheitlichkeit wegen das elektro-
statische Maalfssystem beibehalten, obwohl die Einfilhrung des elektro-
magnetischen die Formeln dieses Abschnitts vereinfachen wiirde. Die
Gleichungen (230), (230a) und (230b) lauten dann bhei Einfithrung
der Stromstiirke 7

1
0=
leffd r =110 230
=7 *on —a’® (230¢)
1
-Iffd : 6-7 230d
—_j_ 32‘“ an' ( )

§ 63. Das magnetische Feld eines linearen Stroms, dargestellt
durch Integrale iiber die Stromcurve. Die Riickwirkung einer
magnetischen Feldstirke auf den Stromleiter.

Aus der Formel (230b) wollen wir jetzt allgemein die mag-
netische Kraft berechnen, Dazu miilsten wir eigentlich dem
Punkt §, 7, { eine Verschiebung —dq ertheilen. Da es aber nur auf
geine relative Lage zum Stromleiter ankommt, konnen wir statt
dessen dem letzteren die Verschiebung + dg geben, deren Pro-
jectionen auf die Coordinatenaxen da, db, dc heilsen sollen; %% ist
dann die in Richtung von dg weisende Kraftcomponente am Ort &, 7, &.

Zuniichst aber miissen wir, um Vorzeichenzweideutigkeiten zu
vermeiden, eine Bestimmung iiber die Lage der drei Coordinaten-
axen zu einander machen; diese ist niimlich
durch die Forderung der Rechtwinkligkeit nicht
eindeutig bestimmt, man bekommt aus einem
System ein anderes, welches sich durch keinerlei
Drehungen mit dem ersteren zur Deckung bringen
lifst, wenn man den Richtungssinn der einen Axe
umkehrt. Wir setzen nun fest, dals im Fol-
genden stets die x-Axe fiir einen in der posi-
tiven y-Richtung blickenden Beobachter nach oben weisen soll, wenn
die z-Axe vor ihm von links nach rechts voriiberfithrt (siche Figur 24).

Fig. 24.
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Ferner rechnen wir das Linienelement dZ der Stromcurve, dessen Pro-
jectionen auf die Axen dz, dy, dx heilsen sollen, positiv in der Strom-
richtung und fassen seinen Abstand » vom Punkt & #, ¢ als einen

von dem letzteren fort weisenden Vector auf wie wir es auch bisher
thaten.

Bei der Verschiebung um dg¢ beschreibt das Linienelement d!
eine Fliche von der Grilse

dldgsin (di, dg),
deren Projectionen auf die Coordinatenebenen gleich

2

dy dz | | dx dz
ab de |’ J de da

dx dy
da db

sind. Seine Projection auf die um den Punkt § #, { beschriebene,
durch den Ort von di hindurchgehende Kugel ist also

dx dy dz
4 da db de )
cos(r,z) cos(r,y) (cosr,z)

und die entsprechende Veriinderung von £, der perspectivischen
Ausdehnung der Amrire’schen Fliche,

dz dy dz ‘
1

a9 =+ - da db de |

cos(r,z) cos(r,y) cos(rz) l

Das Vorzeichen, welches zu wihlen ist, ist entweder stets das
positive oder stets das negative. Dieseé Frage lifst sich daher an
einem Beispiel beantworten.

Die Stromcurve liege in der zx-Ebene, di weise in die positive
z-Richtung, dg in die positive z-Richtung, withrend 5 < 0 sein soll;
dann ist

dr > 0 dy =0 dz =10
da =0 db =10 de >0

und
cos(r,y) > 0;
demnach
da dy dz
da db de = —dazdecos(r,y)<0.

cos(r,z) cos(r,y) cos(r,7)



332 DRITTER THEIL. § 63

Liegt ferner, wie in der Figur 25, di im tiefsten Punkt der
Stromecurve, so kehrt die Ameirr'sche Fliche dem Beschauer in
& 7, ¢ die positive Seite zu; denn innerhalb der Stromcurve durch-
stofsen nach der Ampizre’schen Schwim-
merregel die Kraftlinien in der auf ihn
zufithrenden Richtung die zx-Ebene.
\ Daher ist 2 >0, und da es durch die
Verriickung von 4/ um dg dem ab-
soluten Werth nach abnimmt, d.£2 < 0.
---------- »x  Lige dl im hiochsten Punkt, so wire
Fig. 2. 2 < 0, nithme aber, absolut genommen,
zu. Also gilt in der letzten Gleichung
fiir @£ das Vorzeichen 4 und wir finden durch Integration nach
dl iiber die ganze Stromcurve:

di

P 7 Ty dx dy dx
—Edq=gfﬁ da db de |dl.

2
4o 7 cos(r,z) cos(ry) cos(rz)

Die Kraftcomponenten nach den Coordinatenrichtungen ergeben sich
hieraus, wenn man dg der Reihe nach mit da, db, d¢ identificirt;
so erhilt man:

dg I[ 6—} 617 I [(y=n %
L=_a,=E —;dy—a—dx =4 (rﬂ o4 — r3 dy)
dp I— al a‘%: ! 1 _Z—-C z—§ (231)
Y=gy =a) ez ¥ %=1 ("?3"‘““’“ P ‘”)
1 1
—|0— 06— Y

B 699___ g r r e i z—§ Yy—1 3

N__a_c_zf d—ydm-—ﬁdyj-—if(—;s—"dy— 78 dz|;

denn es ist
6_.1_
:

~3 008 (7, ) - =+ 3

Die Form dieser Gleichungen legt es nahe, dem Stromelement d!
an den berechneten Kraftcomponenten die Antheile
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T 6%’ 6% 1
L=7 a—zdy-—ydz = 4,5 (@ —m)dz — (z — {)dy]
1 1
d— d—
L r I 231a)
M=\t — grda) = s le—Dia—@w—9an) | |
% % |

zuzuschreiben. Doch ist dieser Schlufs keineswegs zwingend; viel-
mehr vertriigt sich mit (231) jeder Zusatz zu (281a), der bei der
Integration iiber eine geschlossene Curve verschwindet. Stellt man
gich aber auf den Standpunkt der letzteren Gleichungen, so folgt

Le—§8+My—n+Nx—8=0
Ldx + Mdy + Ndx =03
die magnetische Kraft steht also sowohl auf der Entfernung » als

auf der Richtung des Linienelements d2 senkrecht. Thre Grofse be-
rechnet man am einfachsten, wenn man bedenkt, dals

y—nzx—¢
y—mdr—(x —={dy = ‘ i @

ete. die Projectionen des Parallelogramms aus » und d! auf die
Coordinatenebenen sind, und dals dessen Flicheninhalt gleich
rdlsin(r,dl) ist; demnach ist
VI*+ M2+ N2 = A%dz sin (r, dl). (231D)

Diese Gleichung spricht das Bror-Savarr'sche Gesetz aus. Hier
liegt der schon in der Einleitung angekiindigte Fall einer Kraft
vor, welche weder anziehend noch abstolsend, sondern im Kreise
um d! herumfithrend wirkt.

Erfahrungsgemiifs gilt fiir die Wechselwirkung zwischen statio-
niiren Stromen und Magneten das Princip von der Gleichheit von
actio und reactio. Nach (231a) ist

oL oL
__I_m _rd __sz
A oz Y dy
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die z-Componente der vom Stromelement d/ auf einen im Punkt &, 4, ¢
liegenden Magnetpol m ausgeiibten Kraft,

'
== M P

mufs also die entsprechende Componente der von dem Magnetpol
auf di ausgeiibten Wirkung sein. Nun sind aber

F oL 9 o~
-

r
P e SR ) s R — =
m 5z " m M, m Oz N

die Componenten der von dem Pol m ausgehenden Keldstiirke,

also sind
I

X= T(Nd’f — Mdz)
I

9= 7(de — Ndz) (232)
I

3 =I(Mdm_ Ldy)

die Componenten der ponderomotorischen Kraft, welche di in einem
magnetischen Felde erfihrt, dessen Feldstiirke die Componenten
L, M, N hat.

Die gilt zuniichst nur fiir den Fall einer magnetischen Punkt-
ladung. Liegen deren mehrere oder stetig vertheilte Ladungen vor,
so treten in dem aus dem Princip der Gleichheit von actio und
reactio hervorgehenden Schwerpunktssatz die vom Strom auf die
Theile der Ladung ausgeiibten Krifte additiv auf. Folglich miissen
sich auch die Riickwirkungen auf den Stromleiter addiren; und da
sich die Feldstiirken ebenfalls addiren, bleiben die Gleichungen (232)
in Giiltigkeit. Es folgt aus ihnen

Xde + Ydy + Bdx =0,

XL +9M + 3N =0,
die ponderomotorische Kraft steht also sowohl auf dem Strom-
element d/ als der Richtung der magnetischen Feldstiirke senkrecht,

und zwar liegen Stromrichtung, Feldstirke und ponderomotorische
Kraft qualitativ — der Winkel ¢ zwischen Stromrichtung und Feld-
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b 1

g — @ einander wie die z-, y-

stirke betriigt im Allgemeinen nicht
und 2-Axe, denn withlt man

dz >0, dy =0, dz =0,

=0, M>0, N=0,

so wird nach (232)
=0 9=0 Z>0.

(Siehe Figur 26). Der Schwimmer, von dem die Awmpirg'sche Regel
spricht, wird nach links gedringt, wenn er in Richtung der Kraft-
linie blickt. Der Werth der resultirenden ponderomotorischen
Kraft ist

2 = T*;-VLE + M? 4+ N?sin+# dl,

also proportional zur Stromintensitiit, zur magnetischen Feldstirke
und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels.

Die Gleichungen (232) kénnen zunichst
ebenso wie (231a) nur in dem Sinn Giltig- fordaom Wirkung.
keit beanspruchen, dafs sie bei der Integration
iiber einen geschlossenen Strom Richtiges er-
geben. Aber wihrend sich die von dem
Element d! ausgehende magnetische Wirkung
nicht isoliren lifst, ist die ponderomotorische
Wirkung auf 4! bei deformirbaren Strom- Fig. 26.
leitern fiir sich allein der Beobachtung zugiing-
lich; es zeigt sich dann, dafs die Gleichungen (232) sie richtig zu
berechnen gestatten.

§ 64. Die Wechselwirkung zwischen linearen Stromen.

Da ein Strom eine magnetische Kraft hervorruft, andererseits
von einer solchen ponderomotorische Wirkungen erleidet, miissen
auch zwei lineare Strome auf einander ponderomotorisch wirken. Die
Stromstirken sollen I und J, die Elemente der Stromecurven d!
und d A, ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen dz, dy, dz und
d&, dm, d§ sein; unter z, y, x; § 7, { verstehen wir die Coor-
dinaten ihres Orts. Schliefslich ist wie bisher ihre Entfernung,

r=Ye-Ptu— " +E—0"
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ein Vector, dem wir die Richtung vom Punkt &, #, { nach dem
Punkt «, y, » beilegen.

Vertauscht man in (232) I und dz, dy, dx mit J und 4§, d7,
d§ und setzt fir L, M, N die sich aus (231a) ergebenden Werthe,
so findet man fiir die Componenten der ponderomotorischen Kraft,
welche d! auf dA ausiibt, das ,Grassmann’sche Elementargesetz*:

| b oo B Oy
9%
e (dzdf 4 dydny + dxd{)
ol s, 5
Y= (|| g, 9% + 3y dn + ——dl
" (233)
s
—W(dxd§+dydﬂ+dxd§]
u{ 6_:-' 6"1_ &
b= A? 4 Oz a5t dy an+ ox 4t
25
e (dxdf + dydn + dzdl) (.

Es giebt, wie aus der Ableitung hervorgeht, eine zu di senk-
rechte Kraft an, welche dem Princip der Gleichheit von actio und
reactio nicht geniigt; denn 4! und d1i lassen sich nicht ohne
Aenderung mit einander vertauschen.

Indessen ist die Gleichung (233) in demselben Sinne hypo-
thetisch, wie die zur Ableitung benutzte Formel (231a). Erst wenn
man sie iber die Stromcurve von I integrirt, muls sie Richtiges
liefern. Das fragliche Elementargesetz kann man daher noch in
weitgehendem Maalse willkiirlich gestalten. Nach Ampire iiben z. B.
die Elemente Anziehungs- und Abstofsungskrifte auf einander aus.
Wir wollen das Awmrkre'sche Gesetz ableiten, indem wir (233) nach
d ! integriren, das Integral durch partielle Integration umformen und
dann wieder von der ganzen Stromcurve auf das Linienelement d!
zuriickschlielsen.
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Wir fithren diese Umformung nur an dem Ausdruck fir X
durch. Da

5=
v

und
ded& + dydy + dxdf = dldhcos(dl, dA)

ist, finden wir fiir die 2-Componente der Integralwirkung zunichst
den Betrag:

IJ r dax r
A’{déf 8z di ‘“"’d"fa “di “”"'dgfa dl

+ dlf—ﬁmcos(dl,dljdt} :

Der Integrationsweg ist eine geschlossene Curve; daher heben sich
bei der partiellen Integration die Terme fort, welche sich auf die
Integrationsgrenzen beziehen, und es ist

[t Ny oY Y AL 4
=ﬁx_5;z( ) f E (0 o0 Oy,
Ebenso ist

— 8- e,
r dr .. [z—§ [dx x—§& dr
f”‘_'am ﬁ"”-f—rs (W"3 7 WJ‘”’

e 6 S =5
r de . [xz—§ [dx x—¢ Or
f__ax :eT‘“—fra (Tu“3 v az)f“
Bedenkt man ferner, dals

ar
5y = °os (r,dl)

Sag+Y ”dn & = _ =5 3w coalrd Bl

H. v. Hermuorrz, Theoret, Physik. Bd. IV, 22
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ist, so findet man fiir die in Rede stehende Kraftcomponente den
Werth

di.f (2 cos (d, d2) — 3cos (r, di) cos r, dA)) dl

Zieht man endlich den Schlufs von der Integral- auf die Elementar-
wirkung, so erhiilt man fir die Ampire'sche Anziehungskrafi den
Betrag

R =5 +—35— (2cos(dl,d2) — Bcos(r,dl)cos(r,dR);  (234)

denn es ist ihre :c-Componente
% = — g ﬁ
by , )

und fiir die beiden anderen wiirden die entsprechenden Umformungen

liefern
=

9=2""¢g, g=2"tg.
I
Zu einer einfachen Deutung dieser Gleichung gelangt man,
wenn man die z-Axe parallel zur Entfernung » legty, Wegen der
Identitit
cos (dl,d ) = cos (z,d 1) cos(z,d L) + cos (y,dl)cos(y,d L) + cos (x,dl) cos (z,d A)
nimmt (234) dann die folgende Form an:

IJ dldi

8= e (— ¢0s (z, dl) cos (x, d )

+ 2 (cos (y, d7) cos (y, dA) + cos (x, dl) cos (x dl]))

1] —dzdg + 2(dydy + dzdD)
aF A '

Die Componenten von ¢l und di in Richtung der Entfernung » iiben

demnach die Kraft

1JdzdE
£

die dazu senkrechten dagegen die Kraft

1J (dydn + dzdf)

+2 Azrz

auf einander aus, Je nachdem diese Werthe positiv oder negativ
sind, bedeuten sie Anziehung oder Abstolsung.
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Schliefslich wollen wir noch zeigen, dafs sich die Wirkungen
zweier Stromkreise auf einander aus einem Potential

_ 17 ¥ _cos(di,dl)
T IIT-JM}L (235)

herleiten lassen in der Art, dafs wenn der vom Strom J durch-
flossene Draht eine Verschiebung erfihrt, deren Componenten fiir
das Element di gleich 0§, d%, 0f sind, die Arbeit der pondero-
motorischen Kriifte

f_cu {a‘gf_x dl+ aqf_g) dl+ agfg dl} =— 4P (236)

ist. (Hier ist die Bezeichnung insofern veriindert, als an die Stelle
von X, 9), B getreten ist: Xdldi, ) didi, 3dida). Dabei betrachten
wir 0§, du, O zwar nicht als lings der Stromcurve constant —
diese wird also im Allgemeinen deformirt —, wohl aber als stetig
verinderlich. Gleitstellen sind hierdurch ausgeschlossen.

Zu diesem Zweck gehen wir vom Grassmans’schen Elementar-
gesetz aus. Wir setzen in (233) zuniichst

oy oy 0o
PR R PRI PR

a; i a.;_, g
==\ o ¥y At g Mi=— T H

und fithren dann zur Festlegung eines Punktes auf der Stromcurve J
den Parameter x» ein, so dals

oy 0, 0y
T I ey

wird. Den gleichen Dienst leistet fiir die Stromcurve I der Para-
meter k. Dann folgt aus (233) und (235)

ol 5l
IJ Jaz = r r [de dE  dy dn  dx d
Fdrdh=— F{ﬁ ot o (?;5 awtar @ T ﬁ)}‘”‘d"’ (#068)

dz df | dy dy | dx d;)
ff (dk T T T T ) T

22*
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Also wird

1 1
aﬁ a de d§  dy dn  dzd{

ff[ 0F 06+ o o+ ag 9 (df;“dx t 3k dx Tak ax

1 (dz ddE | dy ddy | dx da;) P
dk dx © dk dx ' dk dx

formen wir dann den zweiten Theil dieses Integrals durch partielle
Integration nach » um, so findet man

11
) ?,
r da: d§ | dy dn  dx dC] dx ~ r
ffl* 0z dk ax Y ak 3x T ak dx) T an ow

o1

r (dx d§ | dy iii_l_ dx d;‘._)_l__@g_ r
3y \ak dx T dk dx T ok dx) T ak Ox

+ dy

s TR
r (de d&  dy dn  dx d;‘.’) dz r
e e ——t, e e — d .
* (a’.k 3T G TOE G T Ak Ba ||

der Vergleich mit (233 a) bestiitigt unmittelbar die Richtigkeit von (236).
Nun hatten wir soeben Gleitstellen ausgeschlossen. Hs konnte
scheinen — und thatsiichlich ist dieser Einwand erhoben worden —,
als wire die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (236) dadurch be-
eintrichtigt. Man darf sich aber das Gleiten zweier Stiicke des
leitenden Systems nicht als unvermittelte Bewegung absolut starrer
Korper vorstellen; denn hierbei wiirde jeder Stromfaden, insofern
er aus einer continuirlichen Reihe materieller Theile besteht, zer-
rissen werden. FKrfahrungsgemiils hiiuft sich die Elektricitit an
solchen Stellen aber nicht an, sondern gleicht sich durch neugebildete
Schlielsungen sofort aus. Wir miissen defshalb die beiden Enden
des materiellen Theils des Stromfadens nicht als Enden der Leitung
iiberhaupt, sondern als durch ein Aufserst kleines, von materiellen
Theilen freies Stromfadenelement verbunden denken. In diesem
Sinne lifst sich unsere Rechnung durchaus aufrecht erhalten.
Thatsichlich kommt eine wirkliche Unstetigkeit der Bewegung
in der Natur nicht vor. Vielfach mufs man, um zu grolse Reibung
zu vermeiden, zwischen die Enden der festen, an einander ,gleiten-
den“ Theile der Leitung eine Fliissigkeit bringen. Jede reibende
Fliissigkeit haftet mit ihrer Grenzschicht aber fest an der Wandung,
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vermittelt also die Stetigkeit der Bewegung. Und wo es keine
Flussigkeit thut, erzeugen fast continuirlich iiberspringende Funken
Metalldampf, welcher ebenso wirkt, und vermeidet man auch diese,
indem man die gleitenden Korper fest gegen einander prelst, so
entstehen durch gegenseitige Abschleifung Uebergangsschichten.

Historisch sei bemerkt, dalfs Hermmorrz an Stelle des NEu-
MaNN’schen Potentials (235) frither?) ein anderes benutzte, welches
entsteht, wenn man zu (235) die Identitiit

1 "o
0= L —k
247 )f iy 4k,

wo % eine unbestimmte Constante ist, hinzuaddirt. Da, was hier
nicht bewiesen werden soll,

0y 1
SrE— (cos (r, d1) cos (r, dA) — cos (dl, d2))
ist, findet man die Formel

P=—— 2 vt ffi [(1+E)cos(dl, dh)+ (1 —k)cos(r, dl) cos(r,dA)]| dld .

Wir werden von ihr keinen Gebrauch machen.

Wollte man nach (236) das Potential eines linearen Stromes
auf sich selbst berechnen, so erhielte man keinen bestimmten Werth,
weil # = 0 wird, wenn 4! und di mit einander identisch werden.
Zu diesem Zwecke muls man unter allen Umstiinden die riiumliche
Vertheilung des Stromes beriicksichtigen.

§ 65. Das magnetische Feld rdumlich vertheilter Stréme.

Ein réumlich vertheilter Strom lifst sich als aus Stromfiiden
bestehend betrachten, deren jeder einen linearen Strom repriisentirt,
die Anwendung der Gleichungen (231) also unmittelbar zulifst. Man
braucht nur iiber alle Stromfiiden zu integriren, um die magnetische
Kraft der riumlichen Stromung zu finden. An die Stelle der Strom-
stirke I tritt dabei das Product aus der Stromdichte ¢ (Compo-

) Zur Zeit dieser Vorlesung betrachtete Hermmonrz selbst den nach ihm
benannten Ausdruck fiir das Potential P als veraltet, wie aus seinem Notiz-
buch hervorgeht. Der Herausgeber.
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nenten: u, », w) und dem senkrechten Querschnitt dQ des Strom-
fadens, es wird also

_ Idl=qdQdl
Idz = Idlcos(z,dl) = qcos(z,d)dQdl = udQdl
ete.

Hier ist dQdl ein Volumelement des Stromleiters, freilich von be-
sonderer Form, da ja d/ in Richtung der Stromrdhre liegt. Bei der
Integration iiber das Volumen kommt es aber nicht darauf an, wie
wir uns die Elemente gelagert denken; wir konnen delshalb d@Qdl
durch dozdydx ersetzen und finden so aus (231) fir die Compo-
nenten der magnetischen Feldstiirke eines riumlich vertheilten
Stromes:

T
L=Iff_/ -&i’—-'a?w dxdydx
Crrpler on
s T 231
M Afff oz’ 5 dedydx (237)
ol 5l
LYy ) Ve P
=4 dy 8z yax.

Hier ersetzen wir die Differentiation von s nach =, y, x durch die

nach § 7, . Da diese Coordinaten bei der Integration nach z, y, x
constante Parameter sind, kinnen wir dann die Reihenfolge von In-
tegration und Differentiation umkehren und erhalten:

_ow _ o7

T on  0&
oU ow

M= o~ B (287a)
oV  aU

N e

wenn

1
-.-_—Ifff—:—dxdydz - (238)
W—lfff—uiddd
N — dadydx
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ist. Die Grifsen U, ¥V, W berechnen sich, abgesehen von dem
Factor %, aus den Componenten w, », w des Vectors ¢ wie das

scalare Potential ¢ auns der scalaren Raumdichte der elektrischen
Ladung. Man kann sie selbst als die Componenten eines Vectors
betrachten, den man als das Vectorpotential der Stromdichte be-
zeichnet. Denkt man sich einem Continuum eine unendlich kleine
Verriickung ertheilt, welche in jedem Punkte dem dort herrschenden
Vectorpotential gleichgerichtet und an Grifse proportional ist, so
gind die Terme (siehe Band II dieser Vorlesungen, § 9)

oW 4V  dU W 9V _dU
oy ~ 6’ 9; 9F’ dE  aqg

proportional den Drehungen, welche ein Volumelement um die z-,
die y- und die x-Richtung erfihrt; sie sind die Componenten eines
neuen Vectors, welchen man dieser Analogie halber als den Wirbel
oder Curl des Vectors U, ¥, W bezeichnet. Die magnetische Feld-
stiirke ist nach (237a) gleich dem Wirbel des Vectorpotentials der
Stromdichte.

Wir bilden nun die Wirbelcomponenten der Feldstirke selbst;
aus (237a) folgt fir die z-Componente:

oON 6M 0 av OW
T~ ot =a% (9F + 5+ ap) — 47
Nach (238) ist aber
4mu
AU =— 4 (238a)
und
1 6‘ 1
6U av aW f r r
ﬁ_i_ é‘q f f + o +w 6§ drdydsx;

hier ist iiber den ganzen Raum zu integriren, soweit er vom Strom
durchflossen ist. Setzen wir nun wiederum

gL 9o
i e i
Ok oz %

so konnen wir partiell integriren, wobei ein Flichenintegral iiber
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alle Unstetigkeitsflichen der Stromdichte auftritt; die Grenze des
Stromgebietes gehtrt auch dazu:

oU ov  ow
% tar tar

du Ow 1 d
fff (ax +6y +6 )dmdydx+sz_;(qfh+qﬂs)‘

Nach (218a) und (218D) ist aber beim stationdiren Strom:

Ou dv  Ow
9 "oy Tox
qﬂ: +q”*== 0'
Also ist auch
o 6V aw
—6——§“+W+Tg=0 (238 b)

und wir finden fir den Wirbel der magnetischen Kraft die Glei-
chungen:

G et 4"
6L 0N 4=
T R I (239)

6 o5 4"
Der Wirbel der magnetischen Kraft ist gleich dem 4 m-fachen der
elektromagnetisch gemessenen Stromdichte; aufserhalb des Strom-
gebietes verschwindet er; dort ist also die Bedingung erfiillt, unter
welcher man die magnetische Kraft durch Differentiation aus einer

scalaren Potentialfunction ableiten kann; innerhalb des Stromgebietes
ist dies nicht moglich. Fir die Divergenz der Kraft folgt aus (237a)

0L dM 4N
¥+W+TQ=O’ (239&)
magnetische Raumladungen treten nicht auf; und da nach (238)
(vgl. § 11) die ersten Ableitungen von U, ¥, W iiberall stetig sind,
gilt dasselbe nach (237a) von den Componenten der magnetischen
Kraft, so dafs auch Flichenbelegungen ausgeschlossen sind. Die
Kraftlinien laufen daher alle in sich zuriick.

Auf demselben Wege, wie von (231) und (237), gelangt man
von (282) zu den Gleichungen fiir die ponderomotorische Kraft,
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welche das Volumelement dzdydx des stromdurchflossenen Leiters
im magnetischen Feld von der Feldstirke L, M, N erfihrt:

X= %{(Nv — Mw)dzdydx
1

9 = (Lw — Nu)dwdydz (240)
1

8 = o (Mu— L v)dzdydz),

Und ebenso lilst sich die Gleichung (235) fiir das NEumANN'sche
Potential zweier Strome auf einander iibertragen. Giebt man den
Componenten der Stromdichte und den Coordinaten in dem einen
von beiden zur Unterscheidung den Index 1, so findet man, da
dld) cos (dh,dA) = dxdE+dy dy+dx dl ist,und IJ (dz dE+dy dn+dz d2)
durch (ww, + vv, + ww,)dzdydzdz, dy, dz, ersetzt werden muls:

P=— %ffffff% (wu, +vov, + ww,)dedydz da, dy, dz,; (241)

oder wenn man nach (238) das Vectorpotential U, V,, W, der

Stromung u,, v, w, einfiihrt

o ;_ffj(b'lu-f- V.o + W,u)dzdydz.  (241a)

Will man das Potential eines Stromes auf sich selbst berechnen, so
erhiilt man jetzt, da nach (238) U7, ¥, W, iiberall endliche Func-
tionen sind, einen bestimmten Werth; man muls nur in (241) die
Integrationen nach dzdydx und dz dy, dz, iber dasselbe Strom-
gebiet ausfilhren. Dabei zihlt man freilich zuniichst jedes Paar von
Volumelementen doppelt, indem einmal das Element 1 unter der
Bezeichnung dadydx und das FElement 2 unter der Benennung
dx, dy, dv, auftritt, das andere Mal umgekehrt. Um dies auszu-
gleichen, setzt man den Factor } dazu und findet so fir das
Selbstpotential eines Stromsystems:

P=-21yffffff;—(uul+wl+ ww,)dzdydz dz, dy, dx,

=—§1Ifff(Uu+ Vo4 Ww)dedydz;

(241 b)
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denn den Index 1 kann man in der letzten Gleichung, wo I, V, W
die Componenten des Vectorpotentials der Stréomung w, v, w selbst
sind, fortlassen. Diese Formel umfalst natiirlich auch den Fall,
dals das Stromsystem aus mehreren unabhiingigen Strémen besteht.
Sie erinnert in jhrem Aufbau an die Gleichung (210a) fiir die
Energie eines elektrischen Feldes; denn dort wird itber das Pro-
duct aus der Dichte der Ladung und dem aus ihr ahbgeleiteten
Potential integrirt, hier itber die Summe der Producte aus den
Componenten der Stromdichte und denen ihres Vectorpotentials,
Freilich hat (241b) das negative Vorzeichen (vgl. § 68).

§ 66. Der Stokes’sche Satz

Treten aufser den elektrischen Strémen noch permanente Magnete
als Ursachen des magnetischen Feldes auf, so superponirt sich zu
dem Feld der Strome das durch die Potentialfunction ¢ darstellbare
Feld der Magnete; an die Stelle der Gleichungen (237 a) tritt dann

xALE _IF o 242
N_(?V 0U dg
T 9F o0y 0¢

oM

Bildet man die Wirbelcomponenten 6N — etc.,, so heben sich

on 0
die Differentialquotienten von ¢ fort, so dals (239) in Giiltigkeit
bleibt, bildet man die Divergenz, so verschwinden dagegen die Diffe-
rentialquotienten des Vectorpotentials und man findet statt der

Gleichung (239 a)
dL M N

a5ty tar=—47 (242 a)

Wir wollen jetzt annehmen, dalfs der Vector L, M, N, von dessen
physikalischer Bedeutung wir zuniichst vollkommen absehen kinnen,
itberall endlich und stetig ist und im Unendlichen mindesten wie —;—s
abnimmt und zeigen, dals er dann durch Angabe seiner Divergenz
und seines Wirbels eindeutig bestimmt ist. Stimmen namlich zwei
derartige Vectoren L, M, N und L', M, N' in den Wirbeln iiberein,
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so sind die Wirbelcomponenten des Vectors, der durch vectorielle
Subtraction der beiden entsteht und die Componenten L — L/,
M— M, N— N besitzt,

IN—N) (M — )
Oy og

=0 etc

Dieser Vector ist also sicher aus einer scalaren Potentialfunction P
ableitbar. Stimmen nun aber die erstgenannten Vectoren auch noch
in der Divergenz iiberein, d. h. ist

BL—L)  dM—M)  IN—N
OF dgn T ot

=0,

so verschwindet auch die 4-Ableitung der Potentialfunction ¢. Weiter
wissen wir noch von der Function ¢, dafs ihre Ableitungen iiberall
endlich und stetig sind, und dafs dasselbe von ihr selbst gilt. Denn
wire sie irgendwo im Endlichen unendlich grofs, so miilste dasselbe
bei den Ableitungen der Fall sein, wiire sie aber unstetig, so wiirde
dies auf das Auftreten von Doppelschichten hinweisen, deren Moment
entweder von Ort zu Ort veriinderlich — dann wiren die Ableitungen
nach § 19 unstetig — oder constant sein miilste, — dann wiirden
die letzteren lings der Randcurve nach § 62 unendlich. Ferner
miissen nach unseren Annahmen die Ableitungen im Unendlichen

; ;1 ; T
mindestens wie ¥l verschwinden und ¢ muls sich in Folge dessen

. . } . . ‘
dort mindestens wie 5 einer Constanten nihern, die wir, da es

darauf nicht weiter ankommt, gleich Null setzen. Daraus folgt aber
nach (83), dafs das fir den ganzen Raum zu bildende Integral

JIT(GEY + (G + (52 )amanac=

sein mufs, was nur fiir ¢ = 0, also auch L — L' =0, M — M' =0,
N — N’ = 0 moglich ist; was zu beweisen war.

Im Allgemeinen, wenn man Unstetigkeitsflichen der Functionen L,
M, N zulifst, muls man noch die Flichendivergenz und einen als
»Flichenwirbel“ bezeichneten Vector zur Bestimmung hinzuziehen;
doch ist damit eigentlich nichts Neues gewonnen, da man zu solchen
Unstetigkeiten immer durch Grenzprocesse gelangen kann.

Die Gleichungen (242) sind also die allgemeinste Darstellung
eines iberall endlichen und stetigen Vectors, welche physikalische
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Bedeutung er auch haben mag. ¢ ist in ihnen nach (242a) allein
durch seine Divergenz, U, ¥, W nach (238) allein durch seinen
Wirbel bestimmt. Das Vectorpotential T, ¥, W ist freilich nicht
wie ¢ durch (242) eindeutig definirt; vielmehr kann man, da nur
seine Wirbelcomponenten dort auftreten, seine Divergenz noch als
beliebige Ortsfunction wihlen. Setzt man sie iiberall gleich Null,
so folgt aus (242) ibhnlich wie im vorigen Paragraphen

oN oM

on 0¢
Nur unter dieser Voraussetzung bestimmt es sich aus dem Wirbel
von L, M, N in der durch (238) gegebenen Weise. '

Als Circulationswerth des Vectors L, M, N fiir eine geschlossene
Curve bezeichnen wir das Linienintegral

=—d4U. ete.

ﬁLdg + Mdn + NdJ)

erstreckt iiber diese., Er ist Null, wenn der Vector aus einer
Potentialfunction ableitbar ist, muls also durch den Wirbel des
Vectors bestimmt sein.

Um diesen Gedanken weiter zu verfolgen, betrachten wir (siehe
Figur 27) als Integrationsweg zuniichst eine beliebige, nicht ge-
schlossene Curve ¢, deren An-

Y — fangs- und Endpunkt 4 und B

% heilsen migen; einen Punkt §, 5, &

A p auf ihr bestimmen wir durch

Fig. 21. den Parameter k. L, M, N

sollen stetige und differenzirbare

Functionen des Ortes sein. Dann variiren wir die Curve so, dals

wir bei constantem & die Coordinaten §, n, £ um &§, dq, 0

wachsen lassen; nur an den Endpunkten 4 und B sollen diese

Verriickungen verschwinden. Integriren wir dann lings der variirten

Curve 8 von 4 und B und lings der urspriinglichen zuriick von B

nach 4, so ist der Circulationswerth fiir diesen Umlauf gleich der
Differenz o @ der Werthe, welche das Integral

B

B
tb=f(Ld§+Mczﬂ+Nd;)=f(L%%+M%%+Nj—i)dk
4

4

fiir die beiden Curven annimmt.
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Nun ist aber

B

4
+Grarmra o a%
LI Y LL RS LIS P

oder wenn man den letzten Theil durch partielle Integration um-
formt und ein wenig umstellt:

S = {(6N_6M) (d{,‘ P dy 5§)

P dn —6c) \ak " an
+ (57— 59) (aboe-120%)
(%_ﬂ:_g_—:;) (_g.%ag_%aq)}dk.

Bezeichnet man aber mit ds das Flichenstiick, welches das dem
Differential d% entsprechende Curvenstiick bei der Verriickung be-
schreibt, so ist

dk(zg S — %%6;) = d s cos(n, 2)
dg ar ..\
dk (Wag *755) = dscos(n, y)

also

55 - 5ot .

Die Integration bezieht sich auf den unendlich schmalen Streifen
zwischen beiden Curven, daher steht nur ein Integralzeichen da;

(243)



350 DRITTER THEIL. § 66

und die Richtung der Normalen » ist so gewithlt, dals cos(n,z) =— 1

wird, wenn

d§ dn . _ LI
-n—dk>0 ﬂdL—O dhdk 0

9§=0 dn >0 =0

ist. Die Normale und die Umlaufsrichtung, in der wir den Inte-
grationsweg durchlaufen, liegen also zu einander wie die positive
z-Axe und eine Drehung um sie, welche von der positiven z- zur
positiven y-Axe fiihrt, oder so, wie die Stromrichtung zu den sie um-
kreisenden magnetischen Kraftlinien.

Um nun den Circulationswerth fiir einen beliebigen Integrations-
weg zu berechnen, bestimmen wir auf ihm zwei willkiirlich gewihlte
Punkte 4 und B (siehe Figur 28). Durch diese wird er in zwel
Theile « und S getheilt. Nun ziehen wir auf einer von ihm be-
randeten, sonst aber willkiirlich ge-
withlten Fliiche eine beliebige Curve y
von A nach B und bilden die Circula-
tionswerthe erstens fiir den von A4 iiber
A B B nach B und iiber y nach A4 zuriick-

filhrenden Weg, zweitens fiir den Umn-

lauf von A4 iiber ¥ nach B und iiber «

A zuriick; der zu berechnende Circulations-

Fig. 28. werth ist die Summe dieser beiden,

denn die zweimalige Integration iiber y

erfolgt in entgegengesetztem Sinn, fillt bei der Addition also heraus.

Fihrt man so fort, so sieht man, dals man zum Ziel kommt, wenn

man die Fliche in unendlich viele, unendlich schmale, von 4 nach B

fithrende Streifen theilt, die Circulationswerthe o @ fiir ihre Berandung

ermittelt und dann iiber alle Streifen integrirt. Nach (243) findet
man so den Stoxes'schen Satz

ﬁLd§+Md1;r+th)—_fé(D ff 6% aﬂ)cos(n,)

(6: GN) cos (n, y) + (%% — -f;—f';) cos (n, ;r,)};

das geschlossene Linienintegral des Vectors L, M, N ist hier in
ein Flichenintegral iiber die Normalcomponente seines Wirbels ver-
wandelt. Die der Integration zu Grunde zu legende Fliche ist dabei
bis auf ihre Berandung beliebig gewihlt. Fihrt man sie fiir zwei

o

(243 2)
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verschiedene, aber von derselben Curve berandete Flichen durch, so
ist die Differenz der gefundenen Werthe gleich dem Integral

f]ds gi:r i{-{)c 08 (n;, z) + (g? ?9];) n;, )
b B (%—Jg — ?37'?) cos (n,, m)}

erstreckt iiber die von ihnen gebildete geschlossene Oberfliche, wenn
n, die in das Innere des eingeschlossenen Raumes weisende Normale
ist. Nach dem Gauss'schen Satz lilst sich das letztere in das
Raumintegral

R e i e

verwandeln, welches verschwindet, weil der Integrand, die Divergenz
eines Wirbels, identisch Null ist.

Nach (243 a) konnen wir fir den Wirbel die Definition geben,
dals seine zum Flachenelement ds normale Componente gleich dem
Verhiiltnifs des fir den Umfang von ds gebildeten Linienintegrals

f (Ld§ + Mdn + Md{) zum Inhalt von ds ist. Die analoge Defi-

nition fiir die Divergenz lautet, dals sie das Verhiltnils des Flichen-

integrals — f f ds (L cos(n, @) + Mcos (n,,y) + Ncos (v, %)), gebildet

iiber die Begrenzung des Volumelements, zu dem Volum-
element selbst ist. Betrachten wir nun ein Element einer
Unstetigkeitsfliche; wir konnen die z-Axe seiner Nor-
malen parallel wihlen. Berechnen wir nach dieser De-
finition die Wirbelcomponente, welche senkrecht zu einem

unendlich kleinen, sehr langgestreckten, von der Un-  €/§
stetigkeitsfliche halbirten Rechteck mit den Seiten
d§, dn ist (siehe Figur 29), so findet man unter Ver- dp

nachlissigung des von d§ herrithrenden Theils des
Linienintegrals den Werth

(M, — M,)dny
dgdy '’

Fig. 29.
der unendlich ist wie % . Das Entsprechende geschieht,
wenn man die Divergenz fiir eine unendlich kleine, sehr flache
von der Unstetigkeitsfliche halbirte Kapsel berechnet, deren
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Hohe d& und deren Grundfliche dyd{ ist; denn man findet sie
gleich
Wy = Ljdgds
dgdnd;

Wir wissen nun schon (vergl. § 23), dals man, um diesen unendlichen
Werth der Divergenz zu umgehen, den Begriff der Flichendivergenz
bildet, indem man nicht durch das Volumelement d§dnd{, sondern
durch das Flichenelement dydf dividirt. Dementsprechend gelangen
wir zur Definition des Flichenwirbels, wenn wir anstatt durch das
Flichenelement d§ dy durch das Linienelement d  dividiren. L, — L,
findet man so als Werth der Flichendivergenz, M, — M, und ebenso
N,—N,, d. h. den Sprung der Tangentialcomponenten, als den Be-
trag der z- und der y-Componente des Flichenwirbels. Seine
z-Componente ist 0; seine Richtung liegt also stets in der Fliche.
Wie aus seiner Definition hervorgeht, ist er der Grenzfall starker
riumlicher Wirbel; machen wir im Folgenden, wie wir es thun
wollen, von dem Princip der stetigen Uebergiinge Gebrauch, so
kinnen wir von ihm absehen. Es sei nur erwiihnt, dals im Stoxes’-
schen Satz im Allgemeinen zum Flichenintegral des riumlicheu
‘Wirbels ein Linienintegral des Flichenwirbels hinzutritt.

Zum Schlufs dieses Paragraphen geben wir noch zwei Beispiele
fir die Anwendung des StokEs'schen Satzes (243 a). Verstehen wir
unter L, M, N wieder die Componenten der magnetischen Kraft, so
folgt aus (239) und (224) fiir einen den Strom / umschlingenden Weg:

f(Ld’g' + Mdn + Nd§) = % fds (wcos(n, ) + vcos(n, y)+ weos(n, x))

47 47
=22 fasn -4,

was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zuriickfiihrt, da

I ; -
T die elektromagnetisch gemessene Stromstirke, gleich dem

Moment der #quivalenten Doppelfliche ist. Das andere Beispiel
bezieht sich auf die Deutung des Neumaxx’schen Potentials fiir die
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom / und einem be-
liebigen Stromsystem, dessen magnetische Feldstirke mit L, M, N,,
und dessen Vectorpotential mit U, V,, W, bezeichnet werden soll.
Formel (241 a) ergiebt, wenn 4! das Linienelement, 4Q der Quer-
schnitt des linearen Leiters ist, vermdge den Substitutionen

udQdl=qdQcos(x, d)dl = Idz



§ 67 DIE AMPERE'SCHE MAGNETISMUSHYPOTHESE. 3563
fir wudzdydx ete. (vergleiche den Anfang von § 64)
I 92
P=—— [(Tdz+V,dy + W,d2). (244)

Daraus folgt nach (243 a) und (237 a)

I ow, av,| 0, 0
P=_§ffdsi(6‘yl - 6?1) cos (n, z}-’r( 5 ——;1) cos (n, y)

=— %ffds(L‘ cos (n, x) + M, cos(n, y) + NV, cos(n, z)),

d. h. das Potential der Wechselwirkung ist gleich der Anzahl der
Kraftlinien, welche das Stromsystem durch die Stromcurve des
Stromes I hindurchsendet, wenn als positiv eine Kraftlinie gerechnet
wird, welche durch die Stromschleife in entgegengesetztem Sinne
hindurehfithrt, wie die Kraftlinien des Stromes I selbst. Denn die
Richtung von # fillt mit dem Richtungssinn der letzteren zusammen.
Dies Ergebnifs steht in Einklang mit dem entsprechenden fiir die
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom und einem Magnet-
system, das wir in § 62 ableiteten; und so muls es ja auch sein,
wenn anders der lineare Strom einer magnetischen Doppelschicht
dquivalent sein soll.

§ 67. Die Ampére’sche Magnetismushypothese; das Vector-
potential eines magnetischen Korpers.

o1
=1 on

die Potentialfunction des magnetischen Feldes eines linearen Stromes.
Riickt der Punkt &, #, £ in eine gegen die Dimensionen der Strom-
curve grolse Entfernung von ibr, so kann man in der Gleichung

Nach (230Db) ist

T R ; (cos (z,r) cos (z, n) + cos (y, r) cos (y, n) + cos (x,7) cos (x, n])
r und seine Richtungscosinus fiir die Integration iiber die AMpiRE'sche
Fliche als constant betrachten und findet

H. v. HeLmuoLTz, Theoret. Physik. Bd. IV. 23
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(cos (r, x)ffds cos (n, ) + cos (r, y)j.fds cos (n,y)
+ cos(r, :r,)_/‘fds cos (n, 7) ) .

Dies ist aber die Potentialfunction eines Dipols, bei welchem
(vgl. 190D)

1 I I
'y fds cos (n, ), 1 fds cos (n, y), T fds cos (n, )

die Componenten des Moments sind. Auf grolse Entfernungen ist
der Strom also einer magnetisirten Molekel Aquivalent. AmpERE
griindete hierauf die Hypothese, dals aller Magnetismus auf moleculare
elektrische Strome zuriickzufithren ist. In der That ist es dann ohne
Weiteres verstiindlich, warum es nicht gelingt, positiven und negativen
Magnetismus von einander zu trennen. Doch hat diese Vorstellung
den Nachtheil, dals diese Molekularstrome im Gegensatz zu den
sonst bekannten keinen Energieumsatz bewirken, d. h. weder Jouvrr'sche
Wiirme produciren, noch durch die Arbeit elektromotorischer Kriifte
unterhalten werden miissen. Da die Aequivalenz von Strom
und Doppelfliche innerhalb der letzteren versagt, wiirde eine Be-
obachtung des magnetischen Feldes in einer Molekel zwar die Ent-
scheidung zwischen der Ampirr'schen und der bisher angewandten
Vorstellung zulassen; da sie aber nicht miglich ist, ist eine directe
empirische Entscheidung iiberhaupt ausgeschlossen.

Nun haben wir in § 65 das magnetische Feld eines Strom-
systems durch ein Vectorpotential darzustellen gelernt. Ist der aus
magnetisirten Molekeln bestehende magnetisirte Kérper aber einem
System elektrischer Stréome #quivalent, so mulfs die von ihm hervor-
gerufene Feldstiirke auch durch ein Vectorpotential darstellbar sein;
man braucht nur das Vectorpotential des Dipols zu bilden und iiber
alle Dipole zu summiren. Wenn wir dies durchzufiihren versuchen,
stofsen wir auf dieselbe Schwierigkeit, die schon in § 49 auftrat,
dafs nimlich die Magnetisirung der Molekeln eine unstetige, noch
dazu in unbekannter Weise springende Function des Ortes ist.
Man muls delshalb auch hier wieder zur Mittelwerthbildung iiber alle
Molekeln, die ein kleines Volumen dzdydx erfiillen, schreiten. Dabei
verwischt sich aber der Unterschied zwischen den Riumen zwischen
den Molekeln, in denen die Darstellung des Feldes durch ein Vector-

- potential moglich sein mnlfs, und zwischen dem Inneren der Molekeln,

_ 1
e A2
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wo dies nicht der Fall ist. So kommt es, dals das Vectorpotential
im ganzen vom magnetisirten Korper erfillten Volumen die Feld-
stirke nicht richtig wiedergiebt, wihrend es im Aufsenraume zu
denselben Resultaten fiihrt, wie wenn man vom scalaren Potential ¢
ausgeht.

Wir machen von dem Princip der stetigen Ueberginge Ge-
brauch und behaupten, dals

fff ——y— 6—” drdydx ‘
u[fj“ (0% _2%) hrayas (245)
SR

die Componenten des Vectorpotentials des magnetisirten Korpers
sind. Wir brauchen, um dies zu beweisen, nur zu zeigen, dals im

Aufsenraum die Componenten der Feldstiirke durch die Gleichungen
[vgl. (237a)]

dz dydz

oW 9V
T 9y 8¢
o ow’

M=o — 55 (245a)
N9V _oruw
§ 7

bestimmt sind, und dafs in Analogie zu (238b) die Divergenz

ou oV ow’
g8 Tow Tar T

=0

ist.
Beides sieht man leicht ein, wenn man (245) durch partielle
5 o2

Integration umformt und dann — " mit ——— etc. vertauscht.

reflfloz -

So findet man

) dedydz
23*
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. ( = a%)
= l,l[‘f ?JW—M'(T d:i:dyd%
ete., also
U= C‘UV oM
' 0n 0¢
, 04 O4ON
V= IR T (245h)
, OM 904
V=g " an
wenn man

A
=fff7dxdyd~
M=fff“’ dedydx (246)
g
N fff”ddd
V= ? rayax

setzt. Allein aus der Form von (245b) folgt, dals die zweite der
genannten Forderungen erfiillt ist. Dagegen muls man (245b) in
245a) substituiren, um zu sehen, dals L, M, N die Componenten
der Feldstirke sind. Man findet so

0 (04 oM 4oN
L = a‘é‘ (‘8__& =+ o + ot ) —4d4.
Da nun aber nach (246)

d4=—4ni,
l

; o
dd4 oM IN ( r
'ﬁ+ﬂ+&=jﬂiﬂﬂ6+”Jmm

1

fff( 6::- -|~p. 6 +1; e )da:dydz
1 A 1 6’11)
fff?(ax—{-W%— = dedydx

=—1q (246a)
¢ das scalare Potential des magnetisirten Korpers; siehe (198a)]
ist, so folgt fir den Auflsenraum, in welchem 7 verschwindet:

Lm0

0§

I
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was zu beweisen war. Im Magneten dagegen ist

aw ov %

gy~ o ~ Lt sl

ou oW -
H_a..g_* -é—g— .—..M-|—47tp. {243C‘)
oV  oU

9F ~ 9u =N+4av

Diese Gleichungen gelten, wenn Strome fehlen. Sind hin-
gegen nur Strome als Krreger des magnetischen Feldes vorhanden,

so ist nach (237a)
ow v

ete.,

so dafs im allgemeinsten Fall des Zusammenwirkens von Stromen
und magnetisirten Kérpern

O(W+W) 8V +7)

L+4ai=

don =T eF
M+dnp= 2(.%*2 gy _ a(”;; W) (245 d)
W-plnw 6(’;: ) 5(%: i}

Es folgt hieraus fiir den vorliegenden, allgemeinsten Fall die Gleichung

O(L+4nmd) , OM+4np)  O(N+4m) 2
9E 5n 5T =0, (245¢)

die gemils (201a) die Nichtexistenz wahrer magnetischer Ladung
ausspricht.

Aber noch in anderer Weise spielt das Vectorpotential U7, V', W’
dieselbe Rolle wie das Vectorpotential T, ¥, W. In § 52 zeigten wir,
dals das Potential der Wechselwirkung zwischen einem Dipol und
einem durch die Potentialfunction ¢ dargestellten Kraftfeld gleich

do do dy
)L_a_:;_l_luay-l-j 6-;;_—(].1‘_4"1“1[*-}\:)

ist. Fiir das magnetische Feld von Stromen lifst sich dies zu-
niichst nur beweisen, wenn sich der Dipol aufserhalb des Strom-
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gebietes befindet; sonst existirt ja keine Potentialfunction. Liegt
er aber im Stromgebiet, so wollen wir zunichst die Strémung in
dem durch ihn fithrenden Stromfaden aufgehoben denken. Dann
gilt die Gleichung. Stellen wir sie nun wieder her, so macht das
fiir die Werthe von L, M, N nach (237a) nur unendlich wenig aus;
1

0—
denn die dort auftretenden Integrale f f f v 6; haben die-
gelbe Form, wie in der Elektrostatik die Ausdriicke fiir die Com-
ponenten der von Raumladungen herrithrenden Kraft. Fiir diese
wurde aber schon in § 11 der entsprechende Satz bewiesen. Also
ist ganz allgemein das Potential der Wechselwirkung zwischen einem
magnetisirten Korper und einem Stromsystem gleich

P=—fff[lL+p.M+-vN)d§dqd§.

L, M, N sind hier die Componenten der allein von den Strémen
herriihrenden Feldstirke. Wir setzen nach (237a) ihre Werthe ein,
wenden dann partielle Integration an, wobei Flichenintegrale wegen
der Voraussetzung stetiger Uebergiinge nicht auftreten, und finden
80, wenn wir dann noch (238) hinzunehmen:

A
k8%

o -
T M- e -3

du 92
+w (ag - )}dgdng dzdydx.

Nach (245) gilt also fiir das Potential der Wechselwirkung mag-
netisirter Korper und elektrischer Stréme die Formel

P=...:}fff(U’u+V’n—{-Ww)d:cdydz
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in der U', V', W', d. h. das Vectorpotential des magnetisirten Korpers
genau dieselbe Rolle spielt, wie U, ¥7;, W, in der Gleichung (241a).
Handelt es sich demnach um die Wechselwirkung zwischen einem
Stromsystem (u, v, w) mit einem anderen u,, v, w,, dessen Vector-
potential U, V,, W, ist und zugleich mit Magneten, so ist das
Potential

P=—1f[[@+0rut Bt vyt ot W) drayar

1 oN oM a4 ON
.3 o S i b 247
Afff[(rj‘+6y 6z)u+(rl+6x 6‘.@)” (#4)

oM 04
[Vgl. (245b)]

Fiir einen linearen Strom I gilt analog zu (244):

1 onN oM dd ON
P=—1ﬂ(”l +§;"EJ‘”“" ("1 +a—z—a)d3’
(247a)

oM oA
i (w,+9;--3y—) d”]

Dies gilt noch ohne jede Einschriinkung; woher auch die Mag-
netisirung stammen mag, immer ist — & P die Arbeit der pondero-
motorischen Kriifte bei einer Verschiebung des vom Strom u, v, w
durchflossenen Leiters. Jetzt aber schlielsen wir permanenten
Magnetismus aus und betrachten U, V', W’ als das Vector-
potential desjenigen Antheils der Magnetisirung, der von der Stromung
,, v, w, allein inducirt ist; dann wird

P=— Alfffi(ta+m')u+(ﬂ+ e + (W + W;)w}dﬂvd?fdx

das Potential der Wechselwirkung zwischen beiden Stromsystemen.
Denn — d P ist jetzt die Arbeit derjenigen am Gebiet der Stromung
u, v, w angreifenden Kriifte, die ihr Dasein der Stromung u,, »,, w,
verdanken. Dals P seinen Werth nicht findert, wenn man hier die
Rollen der beiden Strémungen vertauscht, erkennt man, indem man
ihre Antheile an der magnetischen Feldstirke als L, M, N und
L,, M;, N, von einander unterscheidet. Die Anwesenheit magnetisirter
Kérper hat nach § 66 auf die Grofse ihrer Wirbel keinen Kin-
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flufs; deshalb gelten ganz allgemein fiir den ersteren Antheil die
Formeln (239)

dN 63{ _ 4a

gy 0z A"

oL ON 47

0z Oz A

oM B oL 4z

b oy A4

I

Benutzt man sie in der letzten Gleichung fir P, so geht diese
in Hinsicht auf (245d) iiber in:

r'iN oM JdL ON
P"“fIHU+U‘ay—a~)(V+VWax ?ﬂ

+ (W, + W) (ﬁg{ — %‘—;J——)ldx dydx

L f oW, +wW,) o +V)
—_GJII{L(_ %‘y = lé‘z: : J
U+ U AW, +W)

+M( lax o (1395 : )

O+ W) A+ )
+“F*ax B T

} dx dydx

- 4In'ff[”‘(f‘l+4“’ﬂ + MM, +47p,)+ NN, + L, fdzdydz.
Nun ist aber nach (203a)
Li+dnl, =(1+4nxl;

also findet man fiir P die fiir beide Stromungen symmetrische

Gleichung:
1
P _Er_ffﬁl +4ax)(LL, + MM + NN,)dzdydx.

Lafst man sie mit einander identisch werden, so wird aus P das
Selbstpotential der Strémung, nur mufls man, wie schon frither in
ihnlichen Fillen, den Factor } hinzufiigen. Denn man zihlt dann
die Wechselwirkung zwischen zwei Stromfiden 1 und 2 insofern
doppelt, als man einmal den Beitrag des Stromfadens 1 zu (U, + U;") ete.

berechnet und das Integral fff{(Ul + U Yu+ —|—-} dodydx fir
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das Volumen des anderen bildet, das zweite Mal aber umgekehrt
verfahrt. Also ist

P=— 2%_[[:] -II[IH- UVu+ (V+ Ve + (W Whwidzdydx (24Th)

das Selbstpotential eines beliebigen Stromsystems bei Anwesenheit
magnetisirbaren Substanzen.

Ist die Magnetisirungszahl » in der ganzen in Betracht kom-
menden Umgebung des Stromsystems constant, so ist nach (203a)
und (239)

U,

v S?_g__xrai\’_ oM\ 4dnmx
dy 0z T \dy 6;3‘) oA
und nach (245) und ( 238)

dmx u
b= [ff (61} (3% dzdydy = -E—fff}_.dxdydz.—_4nx[]

also, wenn man diese und die entsprechenden Beziehungen fiir 7’
und W in (247h) einsetzt:

1 4
P= — —— _;A“x [fo?l+V??+W?0)d$d?{dL,

d. h. das Selbstpotential ist proportional zur magnetischen Permeabilitit
14- 47 % Dasselbe gilt von den ponderomotorischen Kriften zwischen
Stromen, im Gegensatz zu den Kriiften zwischen Ladungen. Denn
nach §52ff. sind diese umgekehrt proportional zu 1 + 4z % Auch
in diesem Punkte versagt die Aequivalenz linearer Stréme mit
Doppelschichten.

§ 68. Die Energie des magnetischen Feldes elektrischer
Strome.

In § 54 [Gleichung (211d)] fanden wir fiir die Knergie des
magnetischen Feldes im Gleichgewichtszustand den Werth

T qu; /ffa + 4mx) (L2 4+ M+ NYdedydx.,

Zwar war er nur unter der Voraussetzung der Existenz einer
Potentialfunction abgeleitet. Stellt man sich aber auf den Stand-
punkt, dafs das Energiequantum

1 4 4 temia W Ndeayds
8n )
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im Volumelement dzdydx localisirt ist, wie es die FArADAY-Max-
weLL'sche Auffassung thut, so mufs man diese Gleichung als all-
gemein giiltig betrachten, denn es lifst sich ja an dem Zustand in
diesem KElement noch nicht entscheiden, ob eine solche Function
existirt oder nicht. Wir behalten diese Gleichung daher unter Be-
rufung auf die Erfahrung auch hier bei und wenden sie sogleich
auf den allgemeinsten Fall an, dals sowobl elektrische Strome als
permanent und temporidr magnetisirte Korper auftreten.

An der Feldstirke unterscheiden wir durch die Indices 1 und 2
die Antheile, welche einerseits von den permanenten Magneten allein,
andererseits von den Stromen allein herrithren. Dann ist

%=m}1+%13+%l?
wo

1
B, = Tn ffﬁl + dmx) (L2 + M2+ N)dzdydz
die Energie des von den Magneten allein erregten Feldes ist, withrend

%,:%ffﬁl + 4mx)(L,® + M2+ N2 dzdydx

die Energie des Stromsystems allein angiebt. Der dritte Summand

1
_Efff(l+4nx)(L' L,+ M, M, + N, N,)dzdydx

entspricht der Wechselwirkung zwischen Stromen und Magneten.
Wir berechnen zuniichst den Werth des letztgenannten.
L,, M,, N, ist die Feldstirke, welche beim Fehlen permanenter
Magnetisirung auftriite; wir konnen also nach (203 a)
(1+4a%)L,= L,+ 474, et
setzen, wihrend sich L, aus der Potentialfunction ¢ der permanenten
Magnetisirung und der von ihr inducirten gemifs den Gleichungen

d¢
L = — E ete.

ableitet. Delshalb ist

1 0 d
“_fof{(bz‘i“i”lz)%'i'(%'l' 4%#2)%

+ (N, + 47 w,) g_g’}dxdydx

ff ]6L+4ml,) 0 (M, + 47 p,)
T %
Y

& (N, + 4
+—%’”’)}d zdydz
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Denn, wie des ofteren erwihnt [vergl. (245e)], verschwindet die
Divergenz des Vectors mit den Componenten L + 4z, dl + 47y,
N+ 4m v iiberall; Flichenintegrale treten bei der soeben ausgefithrten
partiellen Integration aber nicht auf, weil wir Stetigkeit aller Ueber-
ginge annahmen und im Unendlichen ¢ mindestens wie =
L 4+ 47 A = L etc. aber mindestens wie %—, abnimmt.

Aechnlich berechnen wir 2B,, indem wir nach (203a) und (245d)

IW+W) B(T+V
(1+47:x)L22=(L5+4w/12)L3=L,( ( a-_: | ST

ete.

setzen. Dann folgt mittelst partieller Integration #hnlich wie im
vorigen Paragraphen (S. 360):

w1 [P - 25

+%(6(Ua—; U) a(WaJ; W’))
+M(6[2: ") _ 6(Ua—;m)]dxdydx
1 oN, oM, oL, 9N,
-5l ol -%t) oo m(Ge -3
+ (W+ W’)(aM 66L )}dxdydx

Die Gleichungen (239), die wir zunichst nur unter der Voraus-
getzung der Abwesenheit magnetisirbarer Koérper abgeleitet haben,
gind nun aber allgemein giiltig, weil sich der von den letzteren
herriihrende Antheil an der Feldstirke aus einer Potentialfunktion
ableiten lifst, demnach wirbelfrei ist. Also wird nach (247b)

B, = ;Ifff{([“_ UYu+(V+ V’)v+(W+W’]w} dzdydx = — P. (247c)

Obwohl bei der Verschiebung eines Stromes gegen einen Mag-
neten von den ponderomotorischen Kriiften Arbeit geleistet wird,
indert sich also die Energie des magnetischen Feldes nicht, da 8,
dauernd gleich 0 ist. Und verschieben wir zwei Stromsysteme gegen
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einander, so ist sogar diese durch — J P> gemessene Arbeit gleich
der Zunahme der Energie. Das erscheint zuniichst als Wider-
spruch gegen das Energieprincip. Doch ist zu bedenken, dals allen
Erorterungen dieses Abschnittes die Voraussetzung constanter Strom-
stirken zu Grunde liegt, und diese lassen sich bei einer Verschiebung
nur durch Energiezufuhr constant erhalten. Das fithrt uns zu den
im niichsten Abschnitt zu behandelnden Inductionserscheinungen.

Zweiter Abschnitt.
Elektromagnetische Schwingungen.

§ 69. Induction.

Im Gegensatz zu allem Bisherigen gehen wir jetzt zu zeitlich
verinderlichen elektrischen und magnetischen Feldern, also zu
Schwingungen im weitesten Sinn des Wortes iiber, Es ist zu er-
warten, dals wir dabei auf giinzlich Neues stofsen werden, und es
kann zweifelhaft scheinen, ob wir die bisherigen Frgebnisse iiber-
haupt noch verwenden konnen. Nun sind aber stationire Zustinde
nur Grenziille sehr langsamer zeitlicher Veriinderungen. Fiir hin-
reichend langsame Schwingungen miissen die bisherigen Resultate
also giiltig bleiben: dals sie es sind, wollen wir in diesem Para-
graphen voraussetzen. Dadurch ist fir den Geltungsbereich des
Folgenden eine Grenze gegeben; wo sie liegt, kann erst spiter ent-
schieden werden.

Wird in einem linearen Stromkreis ein stationdrer Strom I von
elektromotorischen Kriiften im Gesammthetrage E unterhalten, so
folgt aus der Anwendung der Gleichung (225 b) auf die geschlossene
Stromeurve

E=Iw,
da ¢, = ¢, ist; und hieraus durch Multiplication mit /d¢:
Eldt = I*wdt

(vgl. § 61). Die Arbeit der elektromotorischen Kriifte ist gleich der
vom Strom erzeugten Jourr'schen Wirme.

Nun verschieben wir aber einen Magneten gegen den Stromkreis,
Nach (230d) wird dabei, wenn I constant bleibt, die Arbeit:

!
— £ it =—1--dt—PrLi‘

dt di
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geleistet, wenn wir zur Abkiirzung

1 =
1;1:—:4-—];[‘153 > m

setzen. Die Energie des magnetischen Feldes #ndert sich nach
§ 68 aber nicht. Dem Knergieprincip zufolge muls dies Arbeits-
quantum delshalb im Stromkreis geleistet werden, und zwar ist die
einzige mogliche Art die, dals die elektromotorische Kraft B ver-
starkt wird. Der Betrag der notwendigen Verstirkung berechnet
sich aus der Forderung

°v _ar

1
r —
on 01

Eldi = (I=w _ I%”—J dt,

indem wir durch 7d¢ dividiren, so dals

dy
A Ty
dyr .
entsteht, zu s Demnach i1st
dy d [9P
=gk o) (248)

die durch Bewegung des Magneten inducirte elektromotorische Kraft,
zu deren Ueberwindung der F ertheilte Zuwachs dient. Sie ist von
I unabhiingig und tritt erfahrungsgemifs auch dann ein, wenn
I=0 ist, obwohl unsere Schlulsweise wegen der Division durch
Id¢ in diesem Fall versagt. Ist sie positiv, so wirkt sie in der-
selben Richtung wie E, oder da E das in der Stromrichtung ge-
nommene Integral der localen elektromotorischen Krifte ist, in
dieser.

Auf Grund der Aequivalenz von Stromen und Magneten kdnnen
wir dies Ergebnils auch auf die Verriickung tibertragen, welche zwei
lineare Strome im Vacuum gegen einander erfahren. Ihr Potential
auf einander ist nach (235)

, ¥ i
P=— ?ff?cos{dz,dl)dedz_— 1Jp

wo p eine nur von den geometrischen Verhiiltnissen abhiingige Con-
stante, den gegenseitigen Inductionscoefficienten der Stromkreise,
bedeutet. Halten wir beide Stromstérken constant, so ist
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d (aP) __sur

dt | 61 dt

die im Stromkreis von I, (248a)
L.
at \0J | dt

die im Stromkreis von J inducirte elektromotorische Kraft.

Das Potential P kann sich aber auch auf andere Weise #ndern,
nimlich durch Stromschwankungen. Auch dann wird man in Ver-
allgemeinerung des Ergebnisses (248) und in Uebereinstimmung mit
der Erfahrung

d (6P|  dJ

dat (W) BTl
als die im Stromkreis I inducirte elektromotorische Kraft ansehen,
so dafs beim Zusammenwirken beider Ursachen daselbst

d [P dp dJ
W(W) =l P ARk

inducirt wird. Auf die Selbstinduction konnen wir an dieser Stelle
noch nicht schliefsen; denn bei der Ableitung wurde der Strom I
als constant betrachtet. Wir werden das weiter unten nachholen.

Ist bei der Verschiebung eines Magneten i,—;p > 0, so mulfs die
Bewegung durch Zufithrung von Arbeit gegen die ponderomotorischen
Kriifte erzwungen werden, die Induction sucht dann I und die ihm
proportionalen Kriifte zu vergréfsern, die Bewegung zu hemmen; ist

% < 0, so sucht sie die ponderomotorischen Krifte, die dann die
Bewegung selbst unterhalten, zu schwichen, wirkt also wiederum
hemmend (LE~z'sche Regel). Nach § 62 und § 66 ist P proportional
zu der Anzahl der Kraftlinien, welche der Magnet oder der Strom J
durch die Stromschleife von I entsendet. Daraus ergiebt sich die
Farapay'sche Form des Inductionsgesetzes, dals die inducirte Kraft
proportional zur zeitlichen Aenderung dieser Zahl ist. Dabei macht
es aber einen wesentlichen Unterschied, ob die Induction durch
Verschiebung oder durch Stromverstirkung hervorgerufen wird. In
dem ersteren Fall kann sich die Zahl der Kraftlinien nur dadurch
indern, dafs einige von ihnen unter Durchschneidung der Stromcurve
in die Stromschleife ein- oder austreten; denn ihre Gesammtzahl
bleibt unveriindert. Bei der Stromverstirkung aber vermehrt sich
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ihre Gesammtzahl und es tritt Induction ein, ohne dafs die Strom-
curve von Kraftlinien geschnitten wiirde. Besonders deutlich tritt
dies hervor, wenn der inducirende Strom in einem in sich ge-
schlossenen Solenoid verliuft. Sein magnetisches Kraftfeld liegt dann
ganz im Innenraum des Solenoids. Trotzdem ruft jede Aenderung
seiner Intensitiit in einem das letztere umschlingenden Draht Induction
hervor. Dagegen ist hier Induction durch Verschiebung unmiglich,
wie auch keine ponderomotorischen Kriifte auftreten. Der Inductions-
coefficient p bleibt in diesem Fall bei jeder moglichen Verriickung
unveriindert.

Wihrend der Schlufs auf (248a) und (248Db) ein nur durch
die Uebereinstimmung mit der Erfahrung in Strenge zu recht-
fertigender Analogieschluls war, lifst sich die Theorie der Selbst-
induction wieder aus dem Energieprincip ableiten. Die magnetische
Energie eines einzelnen Stromes I ist proportional zu 1% da die
Feldstirke proportional zu I ist; das heilst nach (247¢):

W=—P=1}pl?

wo p cine stets positive Constante, der sogenannte Selbstinductions-
coefficient ist. Wird der Stromkreis bei constanter Stromstirke
deformirt, so wird die Arbeit — %—fidt von den ponderomotorischen
Kriften geleistet, wihrend die magnetische Energie um den gleichen
Betrag wiichst. Daher mufls die den Strom treibende elektro-

motorische Kraft so verstirkt werden, dals sie — 2%&!: mehr

Arbeit leistet, als Joure'sche Wirme erzeugt wird, d. h. es mulfs

aprP dp
Sy — (72 e
EIdt—(Iw th)dt (I w1 dt)dt
oder
dp
E=1 I—
v+
sein. — I %l;_ ist demnach die inducirte elektromotorische Kraft.

Aendert sich andererseits P durch eine Schwankung des Stroms 7,
so verlangt das Energieprincip, dals die Arbeit der elektromotorischen
Kraft gleich der Zunahme der magnetischen Energie plus der er-
zeugten JourLe'schen Wirme ist; also:

Eldt = (d—fcg —I-I%v) di,
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denn andere Energiearten treten dabei nicht auf. Setzt man hier

W = 1pI% so folgt .

dl . ; . ; :
—p—- st also die durch Stromschwankung inducirte Kraft. Wirken
p
beide Ursachen zusammen, so bekommt sie den Betrag:

I dp 4 (aP

i g o o (248)

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so sehen wir,
dafs die inducirte elektromotorische Kraft stets gleich ;—t (%f;) ist,
wo P einmal das Potential des Stromes auf einen Magneten, das
andere Mal sein Potential auf andere Strome, das dritte Mal sein
Selbstpotential ist. Da influenzirter Magnetismus von wechselnder
Stirke nach § 67 ebenso wie ein variabler Strom wirkt, ist auch
seiner Inductionswirkung dieselbe Grofse beizulegen. Das Potential
eines aus permaunent und durch Influenz magnetisirten Korpers,
sowie aus elektrischen Stromen bestehenden Systems setzt sich aber
additiv aus diesen Theilen zusammen; bezeichnen wir es jetzt allein

mit P, so wird
d (0P
a (a‘f) (485)

in allen Fiallen die im Stromkreis von I inducirte elektromotorische
Kraft.

Integrirt man diesen Ausdruck nach der Zeit von # bis ¢, so
erhilt man als Zeitintegral der inducirten Kraft:

P oPr

(@), {ar )
d. h. einen vom Wege, auf dem die Verinderung vor sich ging, un-
abhingigen Werth. Fir das Zeitintegral des inducirten Stromes,
welches nach dem Oum'schen Gesetz diesem Ausdruck proportional
ist, gilt dasselbe.

Wir wiren jetzt durchaus im Stande, den im vorhergehenden
Paragraphen geforderten Beweis zu erbringen, dals die Theorien der
Elektrodynamik und Induction zusammen dem Energieprincip ge-
niigen. Wir ziehen aber vor, ihn auf eine spitere Gelegenheit zu
verschieben und zuniichst an Stelle dieser fiir langsame zeitliche
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Veriinderungen giiltigen Gesetze die streng giiltigen abzuleiten.
Dann konnen wir erst beurtheilen, in wiefern wir fiberhaupt von
dieser angeniiherten Theorie verlangen konnen, dals sie mit dem
streng geltenden Energieprincip in Einklang steht.

Zu diesem Zwecke nehmen wir nun an, dals der lineare Strom-
kreis I, in dem wir die Stiirke der Induction berechnen wollen, ruht.
Das Potential der Wechselwirkung zwischen ihm wund anderen
Stromen, sowie beliebig gelegenen permanent oder temporar magneti-
sirten Korpern ist nach (247a):

Y| CPE R PR

(e 22000,

die inducirte elektromotorische Kraft also:

560 -- 1[5 s G- e

+ar(n+ g5 - %Z:)d"’a:(WJrgf 54

(248¢)

Wie man diese auf die Linienelemente des geschlossenen Strom-
kreises vertheilen will, ist natiirlich in hohem Maalse willkiirlich.
Ist F eine beliebige Ortsfunction, so giebt jeder Ansatz von der
Korm

1 ¢ oN oM oF
X=‘I§£(Uz+a—"‘w)“a
1 ¢ od oN oF
Y=—I§Z(Vl+"a—'“m)'a—y
1 0 oM dN) oF
Z=_A 61(W1+6 —ayJ_t?x

fiir das Linienintegral der inducirten elektrischen Kraft den ver-
langten Werth

[ d (8P
f(de + Ydy + Zdx) = - (ﬁ) .
Bildet man nun aber die Wirbelcomponenten der elektrischen Kraft,
so fallt die Function F' heraus; und man findet dann, indem man
nach (245 b) )
H. v. HELmuoLTZ, Theoret. Physik. Bd.IV. 24
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aN éM i
F T
dd oON ,
7. e
oM aoN =
¥ o
und nach (245d)
a(W + W')_G(V+V')___L+4ﬂ,_
ay 6:
U+ U) OW+W)
= — P =M+4+4ap
OF+7) _0W+T) _ ntury
Oz dy
setzt:
0z ayY 1 0
0X 07 1 0
= _%-=_EE?[M+4“#) (249)
ay ox 1 o
ﬁ__W= Iﬁ(N-i_‘“”)

Die elektrische Kraft ist in zeitlich verinderlichen magnetischen
Feldern also nicht mehr, wie bisher stets, wirbelfrei, vielmehr sind
die Wirbelcomponenten der elektrischen Feldstirke gleich der zeit-
lichen Abnahme der Vectorcomponenten I + 4ai, M+ 47 p und
N + 4 wv, dividirt durch die Lichtgeschwindigkeit A.

Wendet man auf die elektrische Feldstirke den Srokes’'schen
Satz [Gleichung (243 a)] an, so folgt aus (249)

f(de+ Ydy + Zdz) = -—% %ffds{(.b+4nl)cos(n, x)
+ (M4 47mp)cos (n, y)+ (N+ 4mo) cos (n, z)}

eine Gleichung, welche sich vermige der soeben angewandten
Formeln (245b) und (245d) in die Ausgangsgleichung dieser Be-
trachtung (248 e) umformen lifst. Beide sind also gleichwerthig.
Ferner sieht man, dals die Farapay’sche Form des Induktions-
gesetzes im Allgemeinen dahin zu erginzen ist, dafls nicht die Ver-
dnderung der Anzahl der Kraftlinien, sondern der den Vector
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L+4nhd, M4+ 4np, N+ 4nv darstellenden Linien die Stirke
der inducirten elektromotorischen Kraft mifst.?)

Die Gleichungen (249) sind nur unter der eingangs erwihnten
Voraussetzung langsamer Veriinderungen abgeleitet. Wir thun nun
aber den entscheidenden Schritt, dals wir sie als allgemein giiltig
betrachten. Zu rechtfertigen ist er natiirlich nur so, dafs wir die
Consequenzen aus ihm ziehen und sie mit der Erfahrung vergleichen.

§ 70. Ungeschlossene Strome,
Fernwirkung und endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der elektromagnetischen Wirkungen.

Das Analogon zu den Gleichungen (249) fir das magnetische
Feld bilden die Gleichungen (239)

9N _ M _ 4n
dy o 4"

oL _ON _4x,

Ox dz A

6M _ 9L _dn

dz Oy 4
welche den Wirbel der magnetischen Kraft bestimmen. Sie konnen
aber nicht allgemein gelten. Denn es folgt aus ihnen fiir die rdum-
liche Divergenz der Stromdichte

du oOv Odw

und ebenso mufs die Flichendivergenz verschwinden; denn legen wir
die z-Axe in die Richtung der Normalen =,, so folgt aus der
Stetigkeit der Tangentialcomponenten der magnetischen Kraft (nach
§ 66 konnen wir diese als das Verschwinden des Flichenwirbels
bezeichnen)
0N —N,) _ 04— M) 4m
dy 0x T4
u, und u, sind hier die Normalcomponenten der Stromung; bei an-
derer Lage des Coordinatensystems lautet diese Bedingung also
I + @n = 0.

(uy — %) = 03

9 Aus diesem Grunde bezeichnet man diesen Vector jetzt auch durch-
giingig als ,magnetische Induction®. Der Herausgeber.

24%
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Diese mit (218a) und (218b) identischen Gleichungen sagen aus, dafls
die Stromlinien geschlossen sind; das ist bei stationiren Stromen
stets der Fall, bei nichtstationéiren aber, wie sie beispielsweise bei
dem Ladungsausgleich zwischen zwei auf verschiedenem Potential
befindlichen Conductoren eintreten, wenn man sie leitend verbindet,
trifft es sicher nicht zu. Es erhebt sich also die Frage nach der
Elektrodynamik der ungeschlossenen Strome: Wie sind die Glei-
chungen (239) zu ergiinzen, damit sie allgemein gelten?

Diese Frage hat der Wissenschaft viele Schwierigkeiten bereitet;
denn wiithrend sich die Gleichungen (249) fiir den Wirbel der elek-
trischen Kraft an den in geschlossenen Metalldriihten auftretenden In-
ductionsstromen leicht und genau empirisch priifen lassen, giebt es
kein dhnliches Mittel zur Untersuchung des Wirbels der magnetischen
Kraft. Man mufste sich deshalb zunichst von einer Hypothese fithren
lassen, um auf diesem Gebiet vorwirts zu kommen. Sie besteht darin,
dafs man nach einer Fortsetzung des elektrischen Stromes von den
Grenzen der Conductoren, an demen er nach der bisherigen Auf-
fassung aufhort, in das Dielektricum hinein sucht.

In einem geladene Conductoren umgebenden Dielektricum be-
steht elektrische Polarisation. Diese fiithrten wir darauf zuriick, dals
die elektrischen Ladungen der Molekeln, welche sich im Ruhezustand
neutralisiren, unter dem Einfluls der Feldstirke scheiden. Aende-
rung der Polarisation ist danach Aenderung der Ladungsvertheilung
in den Molekeln, d. h. ein Stromen der Elektricitiit; es liegt nahe,
ihr dieselbe Beziehung zum magnetischen Feld zuzuschreiben, wie
dem Leitungsstrom in leitenden Korpern.

Um diesen Gedanken mathematisch einzukleiden, denken wir
uns die Ladung einer Molekel aus zwei entgegengesetzt gleichen
Punktladungen + ¢ an den Ortenz,, y,, x4 und «_, y_, 2_ bestehend;

e@e —2), elys —ys)s elay — )

sind die Componenten ihres elektrischen Moments. Die Compo-
nenten I, m, n der Polarisation finden wir durch Bildung der Mittel-
werthe dieser Grofsen fiir ein Volumelement. Nehmen wir an, es
wiren alle Molekeln gleich polarisirt, und 0 sei ihre Anzahl pro
Volumeinheit, so ist

I =Ne(z, —z)

m=RNely: —y-)

n=MNe (v —x).
Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so ist noch nachtriiglich iiber
alle Gruppen gleich polarisirter Molekeln zu summiren, wodurch die
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Ueberlegung nicht wesentlich geindert wird. Nun sollen sich alle
positiven Ladungen um die Strecke dz, in der Zeit d¢ verschieben.
Durch eine zur z-Axe senkrechte Fliche dyd~ treten dann alle die
Punktladungen in der positiven z-Richtung hindurch, welche vorher
in einem iiber dyd~ als Grundfliche errichteten Parallelepiped von
der Hohe dz, lagen, d. h. das positive Elektricititsquantum

da,

Nedydx - =

dit;

denn 9t ist anch die Zahl der positiven Punktladungen pro Volum-
einheit. Verschieben sich die negativen Ladungen in der gleichen
Zeit um dz_, so tritt in derselben Richtung das negative Elektricitits-
quantum

%edydrzd— dt

%
dit
durch dydx hindurch. Nach der Definition der Stromdichte (§ 57)
haben diese Verschiebungen also denselben Elektricitatstransport zur
Folge wie ein Leitungsstrom, bei dem die Componenten der Dichte
die Betrige

1 dz, d:c_) B (da:.,. dx.,) _ ol
ayaz X (dt BT el T T T
dyy dy_) . om
e s
dz, dx_) _0On
me(dt ~at )T ot

haben. Fiigen wir diese Componenten des sogenannten Ver-
schiebungsstromes in (239) zu den Componenten u, v, w des Leitungs-
stromes hinzu, so finden wir

AN OM _4a a1
9y Gz a2 ¥t

0L ON A4a dm
a“ﬂ=7(”+ﬁ) (280)
oM 6‘L__4n{ dn

EER T B i T

In Folge dieses Zusatzes sind die Gleichungen (249) und (250)
einander sehr dhnlich geworden. Dafs dem Auftreten des Leitungs-
stroms in (249) nichts entspricht, ist leicht verstindlich, aber der
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elektrische Verschiebungsstrom %; ete. findet sein vollkommenes

Analogon in den Gliedern %—: etec. der ersteren Gleichungen. Da-

gegen fehlt in (250) der Differentialquotient der Feldstirke nach der
Zeit, welche in (249) auftritt.

Ziehen wir jetzt aus den Gleichungen (249) und (250) die
Folgerungen, welche sich fiir das Innere homogener Dielektrica er-
geben. In ihnen ist nach (203) und (203a)

l=kX m=kY n=kZ
A=x2L pu=x2M wv==xN,

also gehen die genannten Gleichungen iiber in

1 [(dw ﬁp)_4rz ali
% \0y 92| 4 0t

dir dwv 4z dm
% (6z “%‘)*TW (251)
1 (0p 84\ 4m dn
x \0z ~ dy| 4 dt
1 (dn Om _ l+dax ai
& \0y  0x) = x4 dt
1 /61 on 14+4nx Op
T('a?_ﬂ A A T e
1 (0m _ 01\ __1+4nx Ov
k\0z  0y| = x4 Ot

Aus ihnen folgt zunichst
1+4+4nk 0 (63 om an)
L ot = =0
7] - o
k t \da Oy % (2524)

0 [0F Odu ov\ 0
ot (B’E“"W""?Ti) =0
Die links stehenden Terme sind die zeitlichen Verinderungen der
Dichte der wahren KElektricitit und des scheinbaren Magnetismus;
die letztere ist von allen homogenen Korpern allein in den perma-
nenten Magneten von Null verschieden, dort aber zeitlich unverinder-
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lich, die erstere im Dielektricum ebenfalls zeitlich constant — in
Uebereinstimmung mit diesen Formeln. Da uns ein von elektrischen
und magnetischen Ladungen herrithrendes statisches Feld, dessen
Gesetze wir schon kennen, nicht mehr interessirt, so setzen wir im

Folgenden stets
dl dm  0On

oz T 9y V95

d. du  dv
Gzt Gy Tox T

-
(253)
0.

Im Allgemeinen wiirde sich dies Feld, da die Gleichungen (251)
und (252) linear sind, zu den jetzt zu betrachtenden Vorgingen
superponiren.

Man kann aus (251) und (252) die Magnetisirung eliminiren,
indem man die dritte der Gleichungen (252) nach y, die zweite
nach x differenzirt und subtrahirt, so dals man unter Beriick-
sichtigung von (253)

g (0v dpu Ax

9t (W‘ ﬁ) T +4nxk

erhiilt. Differenzirt man die erste der Gleichungen (251) nach ¢
so findet man aber

0 (0v Op\ 4ax 0%
m%?ﬁﬂ—jﬂW'

Also gelten fiir die Componenten der Polarisation die Differential-

gleichungen
_4mk(l4-4a%) 621

4 A? di?
dnk(l +4a%) 9?m
A (ﬁ - (254)
_4nk(l +4ax) ’n
i ==y

Vertauscht man in dieser Ableitung die Rollen der Gleichungen (251)
und (252), so findet man einmal

g [dn dm _ A
dt\dy 0dz|  da=x
das andere Mal

44,

xd ae’

dn  dm\  (1+4ax)k 622
oy 0z

d
at
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also gelten fiir die Magnetisirung die entsprechenden Gleichungen:

_Ank(l+47x) 32

44 VO T
_4dak(l4+4nx) 0*p
_4ak(l+4mx) 0%

dv=—""r5— 37"

Diese Gleichungen haben die Form der sogenannten Wellengleichung

1 6%

49= 2 g’

welche in allen Schwingungsproblemen eine fundamentale Rolle
spielt. Diejenige particuliire Losung, welche ebenen, in der posi-
tiven z-Richtung fortschreitenden Wellen entspricht, lautet:

I =F (zx—at) A= G (z—ai)
m = F, (@ — af) p=G,&—ai
n = F(x — at) v = G (x—al),

wo die willkiirlichen Functionen Fy, F,, F, und G,, G,, G, wegen
(251), (252) und (253) freilich nicht von einander unabhingig sind.
Wir gehen spiter niher auf die analoge Krage bei der MaxweLyL'-
schen Theorie (§ 72) ein. Hier geniigt es, an dieser Lisung zu con-
statiren, dafs sich nach unserer Theorie elektrische und magnetische
Wirkungen durch Dielektrica mit der Geschwindigkeit

A

= T — - 254b
! Vadmk(l + 4nx) ( )
ausbreiten.

Im Vacuum, wo % und # Null sind, und nach unserer bisherigen
Anschauung weder Magnetisirung noch Polarisation existirt, gehen
die Gleichungen (249) und (250) statt in (251) und (252) diber in

6z_oY__ 141
oy dx A4 dt
0X 0z _ 14M (251a)
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N _9oM _
oy 9z
0L 0N

oM _ 6L _
dz 9y

Differenzirt man hier die dritte der Gleichungen (251a) nach ,
die zweite nach x und subtrahirt, so findet man noch ahnlich
wie oben:

7] (c'iN 0 .
a7 (gy ~9s) — T 445

v

aus (252a) folgt aber im Gegensatz zum Obigen
0 N oM 0
9t \dy  ox)

so dafls
A4X=0, AY=0, 4Z=0

wird. Ebenso iiberzeugt man sich leicht, dals auch
AL=0, 4M=0, 4N=0

ist. Die Divergenz der Feldstiirken ist entsprechend der Gleichung (253)
dabei Null gesetzt. Diese Gleichungen lassen sich nun als Wellen-
gleichungen

mit unendlich grofser Fortpflanzungsgeschwindigkeit o auffassen.
Unsere Theorie ergiebt also neben endlicher Ausbreitungsgeschwindig-
keit in ponderablen Dielektriken Fernwirkung im Vacuum, entsprechend
der schon in § 56 am Schlufs erwihnten Auffassung.

§ 71. Uebergang zur Maxwell’schen Theorie.

Ist nun in den Gleichungen (250) die Schwierigkeit betreffs der
ungeschlossenen Strome wirklich gehoben? Man kann diese Frage
auch ohne Rechnung verneinen. In Vacuum ist ja der Zusatz
% ete. Null, er niitzt bei Fehlen ponderabler Dielektrica itberhaupt
nichts. In der That ist nach der Definition der Stromdichte das

fiir eine geschlossene Fliche gebildete Integral
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=[] 52+ 3y + 8ot 1200

das zweite Flichenintegral gilt fiir Unstetigkeitsflichen im ein-
geschlossenen Raum) gleich der Zunahme der wahren Ladung in
ihrem Innern, d. h.

ffﬂids=fff%:—dxdydz+f ds%-

Da dies fiir jede Fliche gilt, muls

ds ( ov ﬁw)
el ..l... _.l.. AR
gi oz ' Oy ' Ox (255)
57 = @n + )
sein. Nach (201a) ist aber
aﬁ%[f (X + 4nl)+6? (Y + dam) + 5 0 (z+4»,-m)]l
(201a)
B—T[((‘En,+4“‘9ﬂl)+(@u&+ 4'755'!&_-}]: ‘
so dafs stets die Gleichungen
d 1 0 1 4
07("” morst 4’”’) + oy ( g TT(Y+4"””})
d 1 6
g — 255
o (w—}« T (z+4m)) =0 (2552
1 4
[?nx+ﬂ"§(@m+4”3ﬂ;{| + [‘hz"" in at (@ +4“3ne):I =
gelten. Dagegen folgt aus (250)
d ol 0 dm 0 n
%(“+ﬁz)+“a;(”+—37)+ o ( e az) 0
(2551)

und (vergleiche den Anfang von § 70)
(@n, + $n,) + (@n, + 82) = 0.

Die Gleichungen (250) knnen also auch noch nicht streng richtig
sein. Wohl aber fillt diese Unstimmigkeit fort, wenn man in ihnen
X

zu den Ausdriicken u+g—i ete. noch 41—7! _ﬂt_ ete. hinzuaddirt.



§n UEBERGANG ZUR MAXWELL'SCHEN THEORIE. 379

Dies thut die Maxwernr’sche Theorie, welche fiir den Wirbel der
magnetischen Kraft die Gleichungen:

ON oM 1 0 X +4nl)
W—W=7(4““+T)
oL N 1 0(Y 4 47m) 256
—a;‘“a‘;‘—z“(“““—a;“_) )

oM oL 1 O(Z+ 47n)
(hﬁ(?g;#;i(/inw%k#_r)

ansetzt. Die Analogie zu (249) ist jetzt, vom Leitungsstrom und
dem Vorzeichen abgesehen, vollkommen. Bezeichnet man den aus
Leitungs- und Verschiebungsstrom resultirenden Vector als elektrischen
Gesammtstrom, so gilt nach (256) der Satz: Der elektrische Strom
ist stets geschlossen; und zwar ist dies gemils (255) nur eine neue
Formulirung des Satzes von der Unzerstorbarkeit der elektrischen
Quanten. Damitist die Frage nach der Elektrodynamik ungeschlossener
Strome beantwortet.

Die physikalische Bedeutung dieses Zusatzes ist leicht zu er-
kennen. Die bisher von uns benutzte, auf Porssox zuriickfithrende
Vorstellung legte Polarisation nur der Materie bei, sie macht zwischen
Vacuum und Materie den Unterschied, dafs man es im ersteren
nur mit der Feldstirke, in dem von der Materie eingenommenen
Volumen aber aufserdem noch mit der Polarisation zu thun hat.
Die erstere gehort auch hier dem alle Materie durchdringenden
Aether an; die letztere hat dagegen ihren Sitz allein in den Molekeln
der Materie. Nach der Farapay-MaxwerL'schen Auffassung ist
hingegen der Aether gerade so polarisirbar, wie die Materie; und
zwar betrigt seine Polarisation das Z—l-hafache der Feldstiarke. Die
ganze Polarisation erhilt man erst durch Addition der Antheile des
Aethers und der Materie, d. h. diese ist gleich dem Vector, dessen
Componenten

L 2y el maadEn)

4 im
—l—Y+m=—1—(Y+4nm)
4 im
i_z.|.n _—I—(Z +4nn)
4 in

gind. Als Componenten des Verschiebungsstroms mufs man dann
aber consequenter Weise die Grofsen:
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1 0 1 0 1 4
A X+ 4mi), 7y (Y+ 4am), TWW(Z+4N"’)

bezeichnen; so entstehen die Gleichungen (256).

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dals Farapay die KEr-
klirung des Diamagnetismus in der Annahme der Magnetisirbarkeit
des Aethers suchte. Die gesammte Magnetisirung des Aethers und

der Materie ist ganz analog durch die Componenten Tl—(L+4ul),

—-(M +4mp), 1 (N + 4m ) gegeben, und die in (249) auftreten-

den Dlﬂ'erentlalquotienten %(L + 47 4) ete. lassen sich als die

Componenten des magnetischen Verschiebungsstroms bezeichnen.
Das Verhiiltnils der Polarisation in der alten zu der in der
neuen Auffassung ist
l dnk

1 T 144k
Ty

Es wird 1 wenn man % iiber alle Grifsen wachsen lidfst. Auf
diesem Wege muls sich also die in § 70 vorgetragene Theorie in
die Maxwerr'sche iiberfithren lassen. Um dies niiher auszufiihren,
multipliciren wir alle Werthe von &k mit einer Zahl N? alle Werthe
der Stromdichte ¢ und ihrer Componenten «, v, w, sowie der Polari-
sation s und ihrer Componenten /, m, # und schliefslich die Constante 4
mit N. Die Gleichungen (249), welche sich, wenn k von Null ver-
schieden ist, auf die Form

d n a [m 1 O(L+4xd)
dy (T] 0z (_)"_3 I
bringen lassen, bleiben davon ebenso unberithrt, wie die Glei-
chungen (250)
ON M 4= ol
oy O ( + a:) ae.

Lassen wir nun 90 iber alle Grenzen wachsen, so verschwinden

die Grofsen X = L etc. wie = und mit ihnen der Unterschied

k N’
zwischen den Gleichungen (256) und (250), sowie der zwischen (255 a)
und (2556b). Durch die beiden Gleichungentripel (243) und (258)
nebst den nothigen Nebenbedingungen ist aber der Vorgang, wie

wir in § 76 zeigen werden, eindeutig bestimmt. Im Grenzfall ! = oo
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geben also beide Theorien fiir die Werthe der Polarisation, Magneti-
sirung etc. dieselben Resultate.

Gegenstand der Beobachtung sind aber niemals diese Grolsen
selbst, sondern die von ihnen herriihrenden ponderomotorischen
Kriifte und die Energiequanten, welche der elektrische Strom in
einander umsetzt. Die Formeln fiir die ponderomotorischen Wirkungen
des statischen magnetischen Feldes werden nun durch die Multipli-
cation mit 9 nicht berithrt. Aus dem Ausdruck (210b) fiir die
Dichte der elektrischen Energie

1+4+4nk 1+4ak

B T R A 77
hebt sich nun aber 9 im Grenzfall M = oo wieder heraus; das-
selbe muls deswegen auch fiir die ponderomotorischen Wirkungen
des elektrischen Feldes gelten, was man am einfachsten an den
Gleichungen (217) und (217 a)

0X,  0X X
x= 3EI_+_B_yl+ ox ' 8

P24 m? + n?

X,=1_+§g(x=*_ Y’-—Z2)+%@(X”+Y"’+Z’),
Y =g e L TAEE S,
- ¥ 4n

bestiitigt; denn @ transformirt sich wie k. Und die Gleichungen (240)
fir die Kraft, die ein Element des Stromleiters im Magnetfeld
erfihrt

F 2 =%(Nv_ Mw)dzdydx ete.

werden von der Multiplication mit 9t ebenso wenig betroffen, wie
Gleichung (229 b) fiir die vom Strom producirte Energie

J=fff(Xu+ Yo + Zw)d:cdydz-ffdsqu,,,

da sich B, wie X transformirt. Die Uebereinstimmung zwischen
der bisherigen Theorie und der ihr zu Grunde liegenden Erfahrung
wird also durch den Grenziibergang nicht gestért.

Fithrt man ihn an den Gleichungen (217c¢) durch, so ver-
schwindet die durch Spannungen nicht vermittelte Fernwirkung,
welche sich in den Gliedern

Be Fyell v Pk rrkul 7
ete.

99 _yx_ 1 [0X 0¥ 6‘2)
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1
ausdriickt wie ;- Dafiir gehen die Spannungscomponenten X" etc.

R°
in die Maxwerr'schen Werthe (217 a) iiber.

§ 72. Ebene elektromagnetische Wellen in Dielektriken.

Wir legen von jetzt an die Maxwerrv'sche Theorie der Be-
trachtung zu Grunde, d.h. wir gehen von den Gleichungen (249)
und (256) aus:

‘;_:_%=_126_‘1{L+4u)

g_f_%_f=_}j 5 (M + 47 p) (257)
%g_g—;(=—%%(N+4ﬂrv) }

ON oM 1 0

¥ PR T dru+ (-X+4ﬂz))
‘;7‘:_%% %(47“)—]—;(174-47”?3)) (258)
PR PO

Fiir homogene leitende Korper gehen sie nach (203), (203a) und
(218) iiber in
0Z 0Y l14+4ax 0L

00X 02 l1+4dmxedM
Tz 9= 4 OF S
0Y o0X l14+4mnx ON
9z dy A4 ot
IN oM _ 1{ aX}
L aN 1 d
aM aL 1 52
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Die letzteren sind insofern specieller als (258), als bei Verwendung

von (219) das Fehlen localer elektromotorischer Krifte angenommen

ist. Fiir nichtleitende Substanzen (r = 0) folgt aus ihnen zuniichst
analog zu (252a)

0 [0X A 0Y |, 0Z

1+ 4WL)W gz T dy + 5z

d (0L oM oN
X (—a';;,»‘ e *‘a‘;) =

):0

was wiederum die Unveriinderlichkeit der wahren elektrischen und
der scheinbaren magnetischen Ladungen ausspricht. Wir setzen,
um statische Felder von der Betrachtung auszuschliefsen, die

Divergenzen
0X oY az

9x T oy T on
dL oM oN
gz + dy w Ox

=0
261)

=

und wollen diese Gleichungen unter Vorbehalt spiiterer Rechtfertigung
(siche § 74) auch auf leitende Korper iibertragen.

Dann wenden wir hier dasselbe Verfahren an, durch welches
wir in § 70 zu den Wellengleichungen gelangten; d. h. wir diffe-
renziren die dritte der Gleichungen (259) nach y, die zweite nach z
und subtrahiren; differenziren wir ferner die erste der Glei-
chungen (260) nach ¢, so erhalten wir

2
lﬁ =-(%(€%—%%J 1{47;16—X+(1+47rk)?-x}.

4 ot i

Vertauscht man bei diesem Verfahren die Rollen der Gleichungen (259)
und (260) mit einander, so findet man entsprechend

dY 06X 0 [0Y 00X
9z " dy _(1+4”")§(?§_7§§)

- 1+4m¢{ 6L 6’L}
_tA— 49“:?“-'"(1“}-4”}‘:)%* ’

AAdL=—4n7

so dafs fiir die je drei Componenten der beiden Feldstirken Diffe-
rentialgleichungen von der Form

1+4ax 0 62
Adg = T{m:% +(1+4nk)6—f:} (262)

gelten.
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Zunichst wollen wir nun die Vorgiinge in einem nichtleitenden
Medium in's Auge fassen. Gleichung (261) geht fiir r =0 iiber in
die Wellengleichung

(1+4ak)(l+4nx) ¢

welcher durch den Ansatz
X =F (x— at) L =G (r—at)
Y=F,(z—at) M= G, (= — at) (263)
Z = Fy(x — at) N= G,z — at)

geniigt wird. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a ebener Wellen
ist dabei nach (262a)
A

“= Vit dnR(+dnn (264)
Die sechs Functionen F und G miissen nun aber noch gewisse
Relationen erfiillen, damit auch den Gleichungen (259), (260) und den
Relationen (261) geniigt wird. Die beiden letzteren gehen niimlich
fiir (263) iiber in

=0

G/ =0,

wo F," und G," die Derivirten der Function F und G nach ihrem
Argument sein sollen. X und L miissen also riumlich und zeitlich
constant, und da wir statische Felder ausschliefsen wollen, Null
sein. Die Componenten beider Feldstirken in der Fortpflanzungs-
richtung sind Null; ebene elektromagnetische Wellen sind daher
transversal.

Die Gleichungen (259) vereinfachen sich unter diesen Umstinden
zu den folgenden Beziehungen zwischen F,, F,, G, und Gi:

0z ., l44mx OM a . qfl+4ax
B i '5?—:{“+4’”‘)Gs—l/m :
oY . 14+4ax N a , l4-4ax _,
T =g gttt G —l/m"’?

Die Gleichungen (260) liefern nichts Neues, weil sie aus (259) und
den Wellengleichungen fiir die sechs Kraftcomponenten hervorgehen.
Da nun aber keine dieser vier Functionen einen zeitlich und rium-
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lich constanten Summanden enthalten darf — sonst kiimen wir ja
wieder auf statische Felder —, so muls

N l41-|~4:'m
ST Vit 4ak 3
i (265)
1+ 4mx
= Vira &
oder
¥ B N
I +dnx  Yl+4ak
TR Vitin (265a)
- Z__ _ M
V1+4ax V1+4nk
sein. Hieraus folgt
YM+ZN=0;

die elektrische und die magnetische Kraft stehen auf einander
senkrecht. Nun enthiilt der Ansatz (263) immer noch zwei will-
kiirliche Functionen, F, und F,; er stellt also zwei unabhiingige,
einander iiberlagernde und, wenn wir einen bekannten Begriff aus
der Optik tibertragen, senkrecht zu einander polarisirte Wellen dar.
Um die eine davon zu isoliren, setzen wir K, = 0. Dann ver-
schwinden Z und M und man erkennt, dals

in einer elektrischen Welle Fortpflanzungs-  agn.iran.

richtung, elektrische und magnetische Kraft \
wie die z-, die y- und die x-Axe zu einander Elektr. Kraft.
liegen (siehe Figur 30), /4

Nach (264) ist im Vacuum die Fort- /"
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen /t Fortpflanzung.
Wellen a gleich der Lichtgeschwindigkeit im - >
Vacuum. Dies legt den Gedanken, dals Fig. 80.

Lichtwellen nichts Anderes als -elektrische

Wellen von sehr kleiner Wellenlinge (1075 cm) sind, iufserst

nahe. Soll er zutreffen, so muls fiir nichtmagnetisirbare Substanzen

der Brechungsindex

o e

== Vi+4nk

sein, Diese von Maxwerr zuerst entdeckte Beziehung zur Dielek-

tricititsconstanten bewihrt sich zwar bei einigen Substanzen auf-

fallend gut, bei anderen freilich garnicht, doch kann die Theorie

(siehe Band V dieser Vorlesungen) auch iiber die Abweichungen

Rechenschaft geben. Die auf Grund der elastischen Lichttheorie
H. v. HELuBoLTZ, Theoret, Physik. Bd. IV. 25
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nie entschiedene Streitfrage, ob das Licht in der Polarisationsebene
oder senkrecht zu ihr schwingt, ist dann dahin zu bheantworten, dals
die eine der beiden Feldstiirken in ihr!), die andere senkrecht zu
ihr liegt. Beide sind nach (265) mit einander verkniipft. Elektrische
Wellen konnen nicht ohne magnetische bestehen und umgekehrt.

§ 73. Kugelwellen in Dielektriken.

Eine andere einfache Lisung der Wellengleichung (262a) erhalten
wir, wenn wir festsetzen, dafs die Function F die Coordinaten nur
in der Verbindung

Vit i 2t =
enthalten soll, und dann

yal
e

setzen. Durch Differentiation folgt dann

6‘_{}::(“ F, 1 ap)x

il i
Pp__F 1 9F_ o (3F_ 8 9F 1 PF|
0z r3 2o ar o T e e T 2 g2

bildet man anlog die anderen beiden zweiten Differentialquotienten
nach den Coordinaten, so folgt durch Addition:

1 *F
Agi= T oo
Andererseits ist
¢ 1 &F
ot~ r o’
also geht die Differentialgleichung fiir ¢
0%
A9 =055
iiber in
0F L 0°F
—_— O
or? a2

deren eine Losung, welche einer vom Punkt » = 0 ausgehenden
‘Welle entspricht,

F=Fr—al
lautet. Die andere

F= F(r+ ai)

') Nach neueren Forschungen die magnetische. Der Herausgeber.
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ergibe Wellen, welche nach dem Nullpunkt hin laufen. Nur dieser
selbst ist ausgeschlossen, weil wir soeben durch —:~ dividirt haben.

Nun konnen wir aus dieser einen Losung der Wellengleichung
durch beliebig oft wiederholte Differentiation nach den Coordinaten
und der Zeit und durch Addition solcher Differentialquotienten neue
Losungen gewinnen. Z. B. iiberzeugt man sich leicht, dafs nach
dem Ansatz

g 0
O _ 144nk d¢
== 3207 ¥ —— el 1295)
0% _ l44ak d%
s dz0x B A dy ot

der Wellengleichung durch alle sechs Functionen X, Y, Z und L, M, N

geniigt ist. Zugleich aber sind, wie man durch Einsetzen sieht,

auch die Gleichungen (259) und (260) befriedigt. Die Divergenz

der elektrischen und magnetischen Kraft ist gleich Null, wie es

sein mulfs, wenn aus (259) und (260) die Wellengleichung folgen soll.
Um den Ansatz (266) zu discutiren, setzen wir in ihm

do z do

0z r Or

0 1 dgp  2*[1 deg
0z T~ r oOr 7(?_5)
Py @y @ & 5_¢).

Ozdy r Or \r dr)’

denn wie die Function F ist anch ¢ nur von r und ¢ abhingig.
Dann finden wir

20 y’+22 8 (1 dg
I= T T+ ‘?(?“5;‘)
zy 0 (1 0
r=—""% (? ‘a;:)
g _ 2% 0 [1 dg
T r Or\r Or (266 )
= 0
_ l44ak z 8¢
Mo 4 r ordt
N 1+4ak y ¢
B A r Ordt

25*
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Hieraus folgt
Lz + My 4+ Nx =0

d. h. die magnetische Kraft steht auf dem Radiusvector » senkrecht.
Da L = 0, steht sie auch auf der z-Richtung senkrecht, d. h. ihre
Richtung ist durch die Breitenkreise einer Kugel um den Punkt
r = 0 gegeben, wenn man die Durchstolspunkte der z-Axe als die
Pole ansieht. Ferner folgt

XL+ YM4+ ZN=0;

d. h. elektrische und magnetische Feldstiirke sind zu einander senk-
recht. Dagegen ist

o 0@
Xe+ Yy+4 2z = S

oder anders geschrieben

or

Man darf also die Transversalitit der elektrischen Wellen nicht
dahin miflsverstehen, dafs die elektrische Kraft immer senkrecht zur
Richtung nach der Erregungsstelle wiire. Vielmehr superponirt sich
zu einer in der Meridianrichtung der genannten Kugel liegenden

(X—%—an—;)m-[— Yy + Zx = 0.

3

2
Feldstirke, deren Componenten (X - — a—q)) , Y, Z sind, die in

r or
der «-Richtung liegende, auf der ganzen Kugel gleiche Kraft
2 99
r dr

Setzt man in (266a)

¥ =
so hat man

deo 1 1l ...

[ R
LY L TORLE A - i
or (v @r)= 7 T T

g a ., 6

F I T

zu setzen. Behilt man dann nur die niedrigsten Potenzen von » bei,
so erhiilt man die folgenden Anniiherungsformeln fiir grofse Ent-
fernungen vom Ausgangspunkt:



§ T4 EBENE WELLEN IN LEITENDEN KORPERN. 389

2
Xl TH p L=0
™
_ %y, B i4+4nk z _,
Y=—22F M= 1/71_*-4“—’_2 F (266D)
. C i 14+ 4nk y _,
g R | i i b ) AR
“ rd o N I/l+4nx r? J

Es gelten mit derselben Anniiherung die drei Relationen
Xe+Yy+2Z2=0
L+ My + Nx=0
XL + YM+ ZN=0;

Fortpflanzungsrichtung, elektrische und magnetische Feldstiirke
werden im Unendlichen wie bei einer ebenen Welle auf einander
senkrecht.

§ 74. Ebene Wellen in leitenden Korpern.

Um die Vorginge in leitenden Kérpern zu untersuchen, gehen
wir zuniichst auf die Gleichungen (259) und (260)

02 9Y _ _ 1+4mk 0L
dy dx 4 0t
ete,

ON oM 1 6
F ik = =E-{4an+(1 +4nk)a—‘:z}

zuriick. Eine Losung von ihnen erhiilt man, wenn man die magne-
tische Feldstarke fiir alle Zeit gleich Null setzt. Dann ist auch der
Wirbel der elektrischen Kraft Null, diese also aus einer Potential-
function ableitbar. Trotzdem ist das elektrische Feld kein statisches;
vielmehr geniigt die Componente X der Differentialgleichung

O

ot =0,

dnr X+ (1 + 4nk)

deren allgemeine Lisung

dxr ¢
X=X,e™ 1+ixk

ist. Ebenso ist
dat {

Y= Yog— 1+4dnmk
dxzt i
Z=Zae'—' 1+4ak ™*
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Der Vector X, Y,, Z, ist dabei nur der Bedingung unterworfen,
dafs er wirbelfrei ist. Ein nach den Gesetzen der Elektrostatik
iiber den Leiter vertheiltes Feld klingt also, wenn es einmal be-
standen hat, nach dem Exponentialgesetz ab; und zwar ist die Zeit,
in der die Kraft auf den e-ten Theil herabgeht gleich

1+4xk
47T

und wegen der Grifse von 7 bei gutleitenden Stoffen unmelsbar
klein. Das Gleiche gilt von der elektrischen Ladung, da sie der
Divergenz der elektrischen Kraft proportional ist. Auch sie ver-
schwindet praktisch momentan; der Leitungsstrom aber, welcher den
Ladungsausgleich bewirkt, wird — dies ist der Sinn der besprochenen
Losung — in seinen magnetischen Wirkungen vollkommen durch den
Verschiebungsstrom compensirt. Hieraus folgt unsere Berechtigung,
bei der Untersuchung elektrischer Wellen gemilfs (261) auch bei
leitenden Substanzen

60X 0Y 0z

r-7y + By i el 0
zu setzen. Im Allgemeinen superponirt sich noch solch’ ein wirbel-
freies, abklingendes Feld iiber den Schwingungsvorgang.

Unter dieser Voraussetzung haben wir schon in § 72 aus (259)
und (260) die Differentialgleichung (262) abgeleitet, welcher die
Componenten beider Feldstirken gehorchen. Setzt man zur Ab-

kiirzung
A

Vi+4nk)(l +4nx)
dar(l +4ak)

b=

A2 !
so lautet sie
1 é*¢ dg

Da sie linear und homogen ist und constante Coefficienten besitzt, ist
@ = qeirttoz (268)

eine Losung, wenn die Constanten p und s der Gleichung

2

sz=———§2——|—1§bp (268 )
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geniigen. Der reelle und der imaginiire Theil von (268) giebt jeder
fiir sich eine in der z-Richtung fortschreitende ebene Welle. Dabei
gind » und s im Allgemeinen complex. Zeitlich rein periodischen
Schwingungen entspricht ein reeller Werth von p; die Schwingungs-
dauer betrigt dann ZZT”
Um den letzteren Fall niher zu untersuchen, setzen wir
s=gqg+ir,

wo ¢ und » beide reell sein sollen, und finden durch Trennung der
reellen und imagindren Glieder in (268a) die beiden Gleichungen

2
ey
ree a”} (2681)
2qr=bp

zur Bestimmung von » und g. Aus ihnen folgt (die Vorzeichenfrage
entscheidet sich dadurch, dafs ¢® und »* positiv sein miissen)

2 2.4
N bia -
q_QaE(lf p? Fik 1)
2 Rab )
#= (/5141

Nach (268) ist aber
@ = pel®eilpttra), (268¢)

Sollen die Wellen in der positiven X-Richtung fortschreiten, so mufs
also (p > 0 vorausgesetzt) » < O sein. Aus der zweiten der
Gleichungen (268b) geht dann auch ¢ < 0 hervor, so dafs

34
2 5[ P
1 34
r===L l/?(lfb g +1+1)
zu setzen ist.

Nach (268¢) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

(2684d)

(4]

v

P

r

]




392 DRITTER THEIL. § 14

2n .
d.h. um so gréfser, je kleiner die Periode I—:‘ ist. Fiir sehr schnelle

Schwingungen, fiir welche

p: neben 1 fortgelassen werden kann,
nimmt sie den fir einen Nichtleiter von gleicher Dielektricitits-
constante 1+ 47 % und Permeabilitit 1 4 47 » geltenden Werth « an.
Im Gegensatz zu den Wellen in Nichtleitern ist aber die durch (268c)
angegebene Welle gedimpft; ihre Amplitude nimmt, da ¢ < 0, in
der Fortschreitungsrichtung ab. Und zwar, da

EP At
. (I/ - +1—1)
dg® P S 0

. n
dp 2q® o
—_— +1
P

2x :
um so stiirker, je kleiner die Periode -2-)1 ist.  Dennoch bleibt ¢

auch dann endlich, wenn p iiber alle Grenzen wichst; denn da

a* 1 b2at
P-g——--{-1=1+? P—3+---;

limg = — &l
p=m 2

so ist

Mit unendlich wachsender Leitfihigkeit z wachsen auch b und ¢
in’s Unendliche. In dem durch z = oo charakterisirten ,,vollkommenen*
Leiter konnen sich Wellen also iiberhaupt nicht fortpflanzen. Das
folgt auch unmittelbar aus der Differentialgleichung (267); ist & = oo,

so mufs % =0 sein, da A ¢ stets endlich bleibt.

Fiur sehr langsame, durch kleine Werthe von p ausgezeichnete

2
Schwingungen kann man in (268 a) L neben b p vernachliissigen,

a?
oder was dasselbe sagt, in der Differentialgleichung (267) das Glied
2
51? fi?Tf Diese geht dann in die Wirmeleitungsgleichung
Og
Ay =t

iiber.
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§ 75. Grenzbedingungen. Die Reflexion elektrischer Wellen
am vollkommenen Leiter.

Wiihrend wir bisher nur das Innere homogener Korper der
Betrachtung zu Grunde legten, wollen wir jetzt die allgemein giiltigen
Gleichungen (249) und (256) zur Ableitung der Grenzbedingungen
an einer Unstetigkeitsfliche benutzen. Die Normale des zu be-
trachtenden Flichenelements weise in die z-Richtung; wir bilden
den Circulationswerth der magnetischen Kraft fiir den Umfang eines
unendlich kleinen, sehr lang gestreckten, von der Unstetigkeitsfliiche
halbirten Rechtecks d&ds. Nach (256) ist er, da die auf d& be-
ziiglichen Theile zu vernachlissigen sind:

O0(Z+ 4an)
ot

(M,_Me)d,;=%(4w+. )dgdq. (269)

Lafst man hier d§ kleiner und kleiner werden, so findet man als
Grenzbedingung

Da man genau so (270)

M, =M.
N =N,

ableiten kann und wegen der Symmetrie zwischen (249) und (256)
fiir die elektrische Kraft dasselbe gelten muls, wie fiir die magnetische,

so ist auch
Y, =Y, Z=12. (270a)

Die tangentiellen Componenten beider Feldstiirken sind stetig. Driickt
man dies im Anschlufs an § 66 dahin aus, dafs ihr Flichenwirbel
verschwindet, so tritt besonders deutlich hervor, dafs diese Grenz-
bedingung nur ein Grenzfall der Grundgleichungen der Maxwrry -
schen Theorie sind. Es sind dies dieselben Bedingungen, die wir
schon frither, freilich fiir einen engeren Giiltigkeitshereich, kennen
gelernt haben.

Nur eine Ausnahme giebt es. Die Stromdichte ¢ muls stets
endlich sein, wo es die Leitfahigkeit r ist. Sonst wiirden nach (229 d)
unendlich grofse Energiequanten als Jourr'sche Wirme auftreten.
Beim vollkommenen Leiter dagegen kann ¢ auch unendlich sein.
Dem entsprechend kann sich das Glied wdg in (265) mit ab-
nehmendem d§& nicht dem Werth 0, sondern einem von Null ver-
schiedenen Grenzwert w' nihern. An die Stelle von (270) treten
dann die Bedingungen



304 DRITTER THEIL, § 15

4

MI—%= A w
' 1 (270b)

M-N,= Tn”’,

wenn ¢ analog der Grenzwerth von wd§ ist. Nun konnen aber
nach den vorigen Paragraphen Schwingungen im vollkommenen
Leiter nicht fortpflanzen, es ist also M, = N, = 0 zu setzen, wenn
der Leiter auf der durch den Index 2 gekennzeichneten Seite der
Grenzfliche liegt. Also sind

47
M1=Tw
(270¢)
47 |
¥, =~

Wie man an den Gleichungen
im (wdEdn) = w'dy
d&E=0
i (0dE dL) = v dE
ag=0

erkennt, sind w'dy und +'d{ die Intensititen der durch die Recht-
ecke dfdn und d§d{ hindurchtretenden Strome. Es entspricht
genau der in § 66 gegebenen Definition des Flichenwirbels, wenn
wir den durch %" = 0, »' und ¢ als Componenten definirten Vector
als die Dichte des elektrischen Flichenstroms bezeichnet. Die
Gleichungen (270h) lassen sich dann mit den Worten ansprechen:
Der Flichenwirbel der magnetischen Feldstiirke ist gleich dem
4 g-fachen der elektromagnetisch gemessenen Dichte des Flichen-
stroms. Der letztere schiitzt das Innere des vollkommenen Leiters
vor dem Kindringen der Wellen.

Die Grenzbedingungen (270a) fiir die elektrische Kraft gehen
~am vollkommenen Leiter iiber in

Y,=0,2=0. (2704d)

Dies wollen wir benutzen, um die Reflexion ebener Wellen, welche
auf die ebene Grenze eines vollkommenen Leiters senkrecht auf-
treffen, zu erbrtern.

Die Grenzebene habe die Gleichung z = 0, der Leiter erfiille
die Raumhilfte, in welcher « positiv ist, wihrend die andere Hilfte
von einem Dielektrikum eingenommen sein soll. Der Ansatz (263)
giebt deshalb fiir die Darstellung einer ebenen auf die Grenzfliche
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auftreffenden Welle, wenn man Fy =0, F, = F setzt und (265)
beachtet, die Gleichungen

1+4ak

Flz — at).

Der Grenzbedingung ¥ = 0 fiir # = 0 ist hier, abgesehen von dem
trivialen Fall ¥ = 0, nicht geniigt. Deshalb entsteht an der Grenze
eine neue, in der negativen z-Richtung fortschreitende Welle, deren
elektrische Feldstiirke die der einfallenden in der Grenzebene gerade
aufhebt. Die Gleichungen

Xm ¥Y=—Fl—g—af) Z=0

B B T+ 4nk } (271)
L=0 M=0 N_]/T+4MF(—m—az)

geben aber eine in der negativen z-Richtung fortschreitende Welle,
weil diese zu den Richtungen der beiden Feldstirken die in Fig. 30
angegebene Lage hat. Und fir # = 0 ist die aus beiden Wellen
resultirende elektrische Kraft

Y=Flg—al)— F(—z — al)

unabhiingig von ¢ gleich Null, withrend die resultirende magnetische

Kraft
14+4ak :
N ]/l—|—4n (Fl@ — at)+ F(— z — at))

dort den Betrag 2 I/l + 41k F(— at) hat. Die Gleichungen (271)

1447
enthalten demnach die Damtellung der reflektirten Welle. Sie ist
an Intensitit der einfallenden gleich,
Bei periodischen Schwingungen kann man

F(z — at) = sins(z — al)
setzen, die resultirenden Feldstirken erhalten dann die Betriige

Y =sins(z — at) + sins(z + af) = 2sin(sz)cos(sat)

1+4n
N= Vl e 51ns(:c—at)—31ns(a:+at))

I/1—|-4-rck .
———'2 ‘r_{jﬂ;xcos(sx)slnisat).
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Es bilden sich an der reflektirenden Fliche demnach stehende Wellen,
und zwar liegen in ihr sowie in den Abstiinden g, 23—”, 3‘79‘: .. yon
ihr Knoten der elektrischen und Biduche der magnetischen Kraft;
n 3a 5%
25" 25" 25
tischen und B#uche der elektrischen Kraft.
Hervrica Herrz hat diese stehenden Wellen experimentell
nachgewiesen. Er erzeugte elektrische Wellen im Luftraum, indem
er in einem mittels des Inductoriums aufgeladenen Leitersystem
Entladungsschwingungen (siehe § 77) hervorrief. Zur Auffindung der
Lage von Knoten und Biiuchen diente ihm ein kreisformiger, an einer
Stelle durch ein Funkenmikrometer unterbrochener Draht, an dem
sich die Inductionswirkung der Wellen durch Ueberspringen von
Funken kundgab. So konnte er an der Lebhaftigkeit des Funken-
spiels die Lage der Knoten und Biiuche erkennen, den Abstand

dagegen in den Abstinden Knoten der magne-

9
benachbarter Knotenebenen, d. h. die Wellenliinge % bestimmen

und nach einer Schitzung der Schwingungsdauer ¥ zur Ermittelung
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen in Lauft

_2n

~ ST
gelangen. Dals er dabei einen der Lichtgeschwindigkeit im Vacuum
sehr nahen Werth fand, spricht sehr fiir die Maxwrrr'sche Theorie;
denn da % und # fiir Luft sehr klein sind, stimmt dies mit Gleichung
(264) iberein. Die in § 70 vorgetragene, die Fernwirkung im Va-
cuum beibehaltende Theorie wiirde dagegen mnach (254b) einen
sehr viel grilseren Wert ergeben.

§ 76. Das Energieprincip in der Maxwell'schen Theorie.
Eindeutigkeit der Lisung der Maxwell’schen Gleichungen.

Die Gleichungen (249) wurden in § 69 fiir ruhende Korper ab-
geleitet. Defshalb ist fiir permanente Magnete g—i =0 ete. zu
setzen und die Gleichungen (249) gehen fiir sie iiber in

07z 6‘Y_ _1_6L
oy dx  Adt
ete.
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Wir kinnen diese Form aber auch aus den Gleichungen (259) er-
zielen, wenn wir den permanenten Magneten den Wert % =0
zuschreiben, wie wir es schon im § 54 taten; diese Kestsetzung ist
auch notwendig, wenn die Formel (211 d) fiir die magnetische Energie
gelten soll. Dann sind die Gleichungen (259) ebenso allgemein wie
(249). Wir fithren sie zur Erleichterung der nachfolgenden Rech-
nung hier noch einmal an:

92 9Y  144nx 0L
dy dx 4 0t
60X 07 _ _144nx oM
9x 0z 4 0t (45%)
6Y_9X_ 14dmr oy
oz dy 4 ot '’

Der zweite Tripel unserer schlechthin als Maxwernr'sche Gleichungen
bezeichneten Grundformeln lautet in der analogen, noch ganz all-
gemem giltigen Form:

ON oM 1 00X
—d_@’_ —E (4nu+(1 +4TA)W)
oL aN 1 61’
6M aL 1

Diese sechs Gleichungen multipliciren wir nun mit — L, — M, — N,
X, Y, Z und addiren sie; dann finden wir

A{X(av 61!!) Y((?L GNJ 7(@_;;1 aL)

dg 0y ~ 0x dx dz : Oy
807 oY 0X 0z oY 09X
- L(“érﬂ)— (s;’—az)“‘”(az—ﬂ) }
=Bl Tt W) 4 -2 {liﬂ(xu Y? 4 29
a1 8«

8
Die linke Seite lifst sich nun leicht auf die Form bringen:

A4 )8
'ém{a (YN — ZM)-f-a (ZL — AN)-]— — (XM — YL)}
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Integriren wir also iiber einen abgeschlossenen Theil des Raumes,
80 liefert die Anwendung des Gavss'schen Satzes:

d 1 A 2 2 e
E{éﬂ.j‘ffaera)(x + Y 4 Z%dedydn

+81ﬂff (1 +4m)(L2+M2+Nﬂ)dxdydx}

+fff(Xu+ Yo+ Zuw)dadydx (273)
_.__ffds YN ZM)cos(n,,x)

+ (ZL — XN)cos (n;, ) + (XM — YL)cos (n,2). }

Dabei ist Stetigkeit aller Uebergiinge vorausgesetzt. Das erste
Glied der linken Seite ist nach (210b) und (211d) die Zunahme
der Summe aus der elektrischen und magnetischen Energie pro
Zeiteinheit, das zweite die von elektrischen Stromen pro Zeiteinheit
erzeugte Knergie, welche bei veréinderlichen Strimen im Gegensatz
zu stationtiren nicht fiir jedes abgeschlossene Stromgebiet Null zu
sein braucht, sondern sowohl positive als negative Werte annehmen
kann (vgl. § 69). Die rechte Seite giebt also an, wie viel Energie
in der Zeiteinheit in das betrachtete Raumgebiet durch die Ober-
fliche hineinstromt. Es ist wichtig, dals das Flichenintegral fiir
die unendlich ferne FKliche nicht immer verschwindet, Bei der
Kugelwelle z. B. zeigen die Formeln (266 b), dals die Componenten

beider Feldstirken im Unendlichen nur wie % abnehmen, die Aus-

driicke (YN — MZ) etc. also wie %, so dals das fragliche Integral
[

fiir die unendlich ferne Fliche einen von Null verschiedenen Grenz-
werth hat. Das hiangt damit zusammen, dals das Erregungscentrum
der Kugelwelle Energie ins Unendliche ausstrahlt.

An die Gleichung (273) kniipft sich der schon in § 70 an-
gekiindigte Beweis, dals das elektromagnetische Feld in einem Raum-
theil (der auch unendlich grofls sein kann) gemils den Gleichungen
(259) und (272) eindeutig bestimmt ist, wenn

1. der Anfangszustand X, Y,, Z;; L,, M,, N, fir ¢ =0,

2. die locale elektromotorische Kraft o (Componenten: e, 3, y),

3. an der Grenze die tangentialen Componenten der elek-

trischen oder magnetischen Feldstirke fiir alle Zeiten ¢ >0
bekannt sind.
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Zu diesem Zweck verwandeln wir Gleichung (273) durch An-
wendung von (221) in

“%{g;fff(l +Ank)(X2 4 Y2 4 Ddzdyds
"'"'81';-&'_[] "+ 4Lt + 22+ Nz)dxdydz}

-|—fff%(u5-|—-vﬂ-i—w”)dxdydx:ffﬁuu-kﬂv-|—yw)dxdydx (2183)
+ffds YN ZM) cos (n,, 2)

+(ZL — XN)cos(n,,y) + (XM — YL)cos (n,.,x).}

Wir bemerken zuniichst, dafs der Integrand des Flichenintegrals
nur von den Tangentialcomponenten der beiden Feldstirken abhiingt;
denn legt man die z-Axe in die Richtung von =, so geht er iiber in
(YN — ZM). Angenommen nun, wir hitten zwei Losungen X', Y7,
z'y I, M, N wnd X", Y, Z2"; L", M", N" der Maxwrrr'schen
Gleichungen, welche beide denselben unter 1., 2. und 3. angegebenen
Nebenbedingungen gentigen, so gehéren ihnen nach (221) gewisse
Werthe «, ¢/, ' und «", +", w” der Componenten der Stromdichte
zu. Die Differenzen X=X — X", Y=Y — Y ... u=u —u"...
geniigen dann ebenfalls den Maxwerr’schen Gleichungen, aber den
Nebenbedingungen, dals
1. im Anfangszustand beide Feldstirken Null sind,
2. die locale elektromotorische Kraft verschwindet,
3. die tangentielle Componente der -elektrischen oder der
magnetischen Feldstirke an der Grenze dauernd Null sind.

Den beiden letzten zu Folge ist die rechte Seite von (273a) gleich
Null, also da

fff%(u3+v2+ wdadydx =0,
d [1 A (2 2, 72
W{Eff (1 + 47k) (X2 + ¥? + ZYdzdydz

+%fff(1 4 4nx)(L2+M’+N’)dzdydz}§0.

Im Anfangszustand sind aber nach der Nebenbedingung 1. elek-
trische und magnetische Energie beide Null; negativ konnen sie
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nicht werden; also muls hier das Gleichheitszeichen gelten, woraus
unmittelbar

X=X —-X"=0

Y=Y -¥Y=0

ete.,
u=u —u"=0
etc.

d. h. die Eindeutigkeit der Lisung folgt.

§ T7. Das Energieprincip in der Theorie der quasi-
stationdren Strdéme.

‘Wir sind jetzt in der Lage, den in § 68 geforderten Beweis
zu fiithren, dals die in dem ersten Theil des dritten Abschnitts dar-
gelegte Elektrodynamik zusammen mit der in § 69 entwickelten
Theorie der Induction dem Energieprincip geniigt. Im § 69 er-
wahnten wir sogleich am Anfang, dals die Inductionsgesetze nicht
streng, sondern nur fir relativ langsame zeitliche Veriinderungen
gelten konnen, Zuniichst miissen wir fragen, wodurch die Grenze
ihres Giiltigkeitsbereichs bestimmt ist.

Die Antwort darauf lautet sehr einfach: Da wir in § 69 die
magnetische Wirksamkeit des Verschiebungsstromes nicht beriick-
sichtigten, so konnen die dort abgeleiteten Resultate nur gelten, so

lange in (272) alle vorkommende Werthe von (1 + 4ﬂ:k)% etc.

gegen den Leitungsstrom u, v, w vernachlissigt werden diirfen. Fiir
hinreichend langsame Schwingungen muls das stets der Fall sein.
Wir bezeichnen die Strome dann als quasistationir, um anzu-
deuten, dals wir sie fiir ihre magnetischen Wirkungen als stationir
betrachten. Consequenter Weise miissen wir dann in (273) die zeit-
liche Vermehrung der elektrischen Energie

d 1 i
W{s_qfﬂ (1 +4nk)(X2+ P2 -I—Zz)do:dydx}

gegen das vom Strom in Energie nichtelektromagnetischer Art um-
gesetzte Energiequantum

fff(xu + Yo+ Zw)dzdydz
vernachliissigen. Zugleich werden die Componenten der magnetischen

Kraft im Unendlichen wie % Null, da dies fiir das statische mag-
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netische Feld stets gilt, mag es nun von Strémen oder von perma-
nenten Magneten oder von beidem erregt werden. Daher ver-
schwindet das Flichenintegral in (273) fiir die unendlich ferne
Fliiche, so dafls fiir die Anwendung auf den unendlichen Raum
nur iibrig bleibt

2 2 2 l
87: = lff L+ 4ax)(Lt + M2 4 N dzdydy

(273 b)
+ff (Xu-l— Yv+ Zﬂ))da’;dydq_=0;

Dals wir bei der Theorie der Induction von der elektrischen
Energie absahen, war also durchaus gerechtfertigt.

Fir ein System linearer Strome I, welche Stromkreise mit
den Widerstiinden w, und den elektromotorischen Kriiften E, durch-
flielsen, ist (vergl. § 61)

ff (Xu+ Yo+ Zw)dzdyds = S)(L2w, — E,I).

Bezeichnet 28 die magnetische Energie des Systems, so geht (273 b)
itber in

—SEL+S I =0. (273 ¢)
aa a a

Fir den einzelnen Strom haben wir in § 69 die Gesetze der
Selbstinduction sowie die der Induction durch Verschiebung eines
Magneten aus dem KEnergiesatz abgeleitet. Fiir mehrere Strome
wiirde das mifslingen; denn dieser Satz liefert auch fiir mehrere
Variabele nur eine Gleichung, reicht also im Allgemeinen nicht aus.
Die zu (248a) und (248Db) fithrende Betrachtung war nicht, wie
der zu (248) leitende Schluls, streng, sondern beruhte nur auf Ana-
logie. Nur die Uebereinstimmung mit der Erfahrung sicherte ihr Er-
gebnis. Wohl aber muls es nachtriiglich moglich sein, die Ueber-
einstimmung unserer Inductionstheorie mit dem Energieprincip
nachzuweisen.

Dieser Nachweis ist aus dem Grunde noch nicht in dem all-
gemeinen Theorem des vorhergehenden Paragraphen enthalten, weil
wir dort nur von ruhenden Korpern sprachen. Fiir bewegte Korper
haben wir keine allgemeine Theorie aufgestellt. Aus Stetigkeits-
griimden konnen wir aber schliefsen, dafs, wenn die Bewegungen
hinreichend langsam erfolgen, und die Strome quasistationir sind,
aulser magnetischer Energie, Joure'scher Wirme und Arbeit elek-
trischer Kriifte nur noch Arbeit ponderomotorischer Kriifte in merk-

H. v. HeLumorrz, Theoret. Physik. Bd. 1V. 26



402 DRITTER THEIL. § 11

licher Grilse auftreten kann. Diese wird aber durch die Abnahme
des Selbstpotentials P des Stromsystems gemessen, welche so zu
berechnen ist, wie wenn die Stromstiirken konstant blieben. Deuten
wir diese Bedingung durch die Schreibweise

d_f)

( dt I = const

an, so ist (273 ¢) zu vervollstiindigen zu der Gleichung
d I8 = i 5 dP

F — B L Ll i, — (W

Die Summationen sind iiber alle Stromkreise auszufithren. Da nach
(247¢) W = — P ist, geht sie dber in

=:0.

)1'= const

aP (dP

i W)Imm + gfa(En_ Izo) 0.  (275)

Dies muls nach der Inductionstheorie eine Identitit sein, wenn sie
und die Elektrodynamik mit dem KEnergieprincip vertriglich sein
sollen.

Nun ist bei Ausschlufs permanenter Magnetisirung die magne-
tische Energie eine homogene quadratische Function der Strom-
starken, da die Componenten der Feldstirke lineare homogene Func-
tionen von ihnen sind; also

1
B=—P=5 D DpaLh, po=ma (276

Die Constanten p,, sind die Selbstinductionscoefficienten, p, (a
verschieden von b) die gegenseitigen Inductionscoefficienten der Strom-
kreise (siehe § 69); die letzteren kénnen im Gegensatz zu den ersteren
auch negativ sein, doch ist ihnen, da I8 nie negativ und Null nur,
wenn alle I, gleichzeitig verschwinden, werden kann, die Bedingung

| Py Prp - P
N
Pa Pa - B
auferlegt. Die im Stromkreis von I, inducirte Kraft ist nach (248e)
gleich ?:17 (g—lf) , d. h. es besteht die Gleichung
S 4401
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Multiplicirt man sie mit 7, und summirt iiber alle Strome, so
findet man

SLa(28) L S E - g -0 (@17)

Nun besteht aber die Identitit:

a(Zgg) - 2u 4 (50 + =57 %

und nach dem Eoner’schen Satz fiilr homogene Functionen ist
., 0P
2k 3L = 2p,

wie man an (276) leicht bestitigt. Benutzt man diese beiden
Gleichungen, so geht (277) iber in

iP 6P dI,
QET_ETL,,W'-{'ZI“(E" — Liws) =03

und dies ist, da

ir_gordl (i)
dt oI, dt dt 1= const’

identisch mit der das Energieprincip formulierenden Gleichung (275)

apr (dP)
dt /1= const

=57+ + S L(B, — Liw,) = 0.

Dieser Beweis macht implicite davon Gebrauch, dals man ein
System von elektrischen Stromen als cyclisches System betrachten
kann. Das Nithere hieriiber siehe Band I dieser Vorlesungen
§ 75 u f.

Nicht ganz in den Rahmen der hier besprochenen Anniiherung
passen die Entladungsschwingungen eines elektrischen Condensators;
denn wenn auch lings des Schliefsungsdrahtes der Leitungsstrom
den Verschiebungsstrom weit iiberwiegt, so fehlt der erstere zwischen
den Belegungen des Condensators ganz, und da die Summe aus
Leitungs- und Verschiebungsstrom, der elektrische Gesammtstrom,
nach § 71 stets geschlossen ist, ist der letztere hier bestimmt nicht
zu vernachlisssigen. Aber weil er nur zwischen den Condensator-
platten merklich auftritt und nach (256) magnetisch gerade so wirkt

wie der Leitungsstrom, bestimmt sich das magnetische Feld, wie wenn
26*
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der Condensator keine Unterbrechung der leitenden Strombahn,
sondern nur eine Verbreiterung wire. Aus demselben Grunde wie
oben fillt daher in der Energiegleichung (273) das Flichenintegral
fiir die unendlich ferne Fliche fort.

Dagegen muls die elektrische Energie des Condensators durch-
aus beriicksichtigt werden; sind die Schwingungen nicht zu schnell,
;—20- sein, wo e die Ladung
der einen Belegung, C die Capacitit bedeutet. Aus der Energie-
gleichung folgt also, wenn wir die magnetische Energie mit Hiilfe
des Selbstinductionscoefficienten p berechnen,

so mufs sie wie im statischen Fall gleich

d(1e* 1 a) i

7i (g 75+ g#l) + Pu=0.

Dabei ist von einer elektromotorischen Kraft im Schliefsungsdraht
abgesehen. Fiihrt man hier die Differentiation nach ¢ aus und be-
nutzt die Relation

de
~a b
so findet man
el 8L, .
o T ) Thibimi0 (218)

und durch Division durch 7 und nochmalige Differentiation nach ¢

@1 dI | I
P et =0, (279)

Dies ist die Differentialgleichung gedampfter Schwingungen; und
zwar vertritt, wenn man sie mechanisch deuten will, der Selbst-

inductionscoefficent p die Masse, —g die treibende Kraft, wihrend

das Glied mit w die Dampfung bestimmt. Thre vollstindige Lisung
lautet

agt ¢
I=1e"+ Le™,

wobei I, und I, die beiden Integrationsconstanten, e, und e, die
Wurzeln der Gleichung

pa”+wa+—(l;,—=0
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sind; es ist demnach

Fiir die Discussion sind zwei wesentlich verschiedene Fille zu

2 e
w < l/ :;' ]

so sind ¢, und «, complex und die vollstindige Losung lautet:

_1,( AP ey ___']/*_C.E_w,,)

_ 2p 2p ¢ 2p
I=e¢ Le + Le

Hier ist I freilich noch complex; zwei unabhiingige reelle Lisungen
gewinnt man aber leicht, wenn man {iiber die Integrationsconstanten

I, und I, so verfiigt, dafs man einmal I = I, = % I', das andere

(4

I s
Mal , =— I =— 37 setzt; diese lauten

="21‘ RIRY ol Y
I="Tre Pcos(2pl/0 w? -« f

I= I"a_ﬁ;lsin(% V%’ —ws.t).

Die Entladungsschwingungen sind dann periodisch, wenn sie auch

und

gemifs dem Factor ¢™25 '

betrigt

mit der Zeit abklingen. Die Periode

also bei sehr kleinem, gegen 2 l/% zu vernachlissigenden Werth
des Widerstandes -

2a)pC;
Nach dieser Formel schitzte Herrz die Periode seiner Schwingungen
bei den in § 70 erwihnten Versuchen, wenngleich sie dafiir nur in
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roher Annéherung gelten kann. Im Allgemeinen wichst aber die
Periode mit zunehmendem Widerstand. Wird schlielslich

3
so sind ¢ und ¢, beide reell und die allgemeine Lisung der
Differentialgleichung (279),

I=IIB%(‘/4:’—%’—\U)C —I-Ige*;_’( w'-%+w)z,

zeigt, dals die Entladung aperiodisch vor sich geht.
Eine ausfiihrlichere Discussion dieser Differentialgleichung findet
sich in Band I dieser Vorlesungen § 32.
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