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Vierter Theil.

Zusammenfassende Principien der Dynamik.

§ 58. Ueberblick.

Dem Inhalt nach fallt dieser letzte Theil des vorliegenden
Bandes unter den Titel des vorangehenden dritten Theiles: Es
handelt sich auch hier um die Dynamik eines Massensystems. Bisher
ist gezeigt worden, wie man auf der Grundlage der NEwTON’schen
Axiome und unter Annahme bestimmter Elementargesetze iiber die
Natur der wirkenden Kriifte durch mathematische Operationen, nim-
lich durch Integration der Differentialgleichungen der Bewegung,
die aus einem gegebenen Anfangszustand folgenden Bewegungen in
einem System materieller Punkte herleiten kann. Die Ueberein-
stimmung dieser theoretischen Folgerungen mit den Beobachtungs-
thatsachen lieferte dabei stets den Beweis fiir die Richtigkeit der
aufgestellten Voraussetzungen, sowohl der allgemeinen Axiome wie
auch der speciellen Kraftgesetze. Das Princip der Energieerhaltung,
welches ebenfalls zur Liosung gewisser Fragen herangezogen werden
mulste, liefs sich aus den NrEwrton'schen Gleichungen ableiten —
beweisen, aber nur unter Annahme einer besonderen Kigenschaft
der wirkenden Kriifte. Sei es nun, dals diese Eigenschaft bereits
implicite in der besonderen Form des Gesetzes der Kraft enthalten
ist, wie bei den Centralkriiften, sei es, dafs man sie bei allgemeinen
Betrachtungen als besondere Bedingung einfithrt, oder endlich, dals
man direct das Energieprineip als neuen Grundsatz hinzunimmt:
Jedenfalls hat man in dem Energieprincip eine selbstindige Er-
fahrungsthatsache, welche zu dem Inhalt der Axiome NewtoN’s
hinzutritt. Mit diesem Material von Grundanschauungen ist es
moglich, die verschiedensten dynamischen Probleme anzugreifen, in-
dessen ist die Durchfithrung der Rechnung oft uniiberwindlich oder
wenigstens sehr umstiindlich, da schlie(slich immer auf alle einzelnen
Kraftcomponenten, welche die simmtlichen Massenpunkte angreifen,
zuriickgegangen werden muls.
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Im Folgenden sollen zusammenfassende Principien aus den bisher
behandelten abgeleitet werden, welche uns eine leichtere Uebersicht
iiber das Verhalten des ganzen Massensystems gestatten, ohne dafs wir
dabei immer die Bedingungen jedes einzelnen Massenpunktes besonders
zu betrachten gendthigt werden. Wir beginnen diese Betrachtungen
mit dem einfachsten Falle, in dem die wirkenden Krifte das System
in solcher Configuration angreifen, dafs keine resultirenden Be-
schleunigungen zu Stande kommen, dals also die Krifte sich auf-
heben und, falls Ruhe besteht, solche auch bestehen bleibt. Die
Lehre von diesem Sonderfall der Kraftwirkungen nennt man Statik
— Lehre vom Gleichgewicht. Nachher soll der allgemeine Fall
betrachtet werden, dals die Kriifte beschleunigte Bewegungen in
dem System erzeugen. Diesem Theile wird oft als gegensitzliche
Bezeichnung der Name Dynamik gegeben, den wir fiir das Gesammt-
gebiet der Kraftlehre gewiihlt haben. Indessen wird es nicht zu
Mifsverstiindnissen fithren, wenn wir unserer Bezeichnung treu
bleiben und den sonst fiir das Ganze verwendeten Namen Mechanik
auf die praktischen Anwendungen beschriinken.

Erster Abschnitt.
Prineipien der Statik.

§ 59. Bedingungen des Gleichgewichts in einem conservativen
Massensystem.

Die inneren Kriifte eines Massensystems halten sich im Gleich-
gewicht, wenn keiner seiner Punkte eine resultirende Beschleunigung
erhiilt. Wenn daher alle Theile in Ruhe sind, so werden sie durch
die inneren Kriifte auch nicht in Bewegung gesetzt. Diese Auf-
fassung schlielst nicht aus, dafs das Massensystem sich in einer ge-
wissen unbeschleunigten Bewegung befinden kann, die sowohl trans-
latorisch wie rotatorisch sein mag. Bei festen Stiitzen und festen
Verbindungen (von denen nachher ausfiithrlich zu sprechen sein
wird) konnen auch gewisse Verschiebungen der relativen Lage ein-
zelner Theile vor sich gehen, ohne dals dadurch die inneren Kriifte
in die Lage kommen, beschleunigend zu wirken. Wegen der Mog-
lichkeit solcher Bewegungen ist diese Definition des Gleichgewichts
umfassender als jene, welche das System in absoluter Ruhe fordert.
Wir werden nachher bei den einfachen mechanischen Maschinen
solche Fille betrachten, in denen sehr langsame Bewegungen, denen
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kein merklicher Betrag an kinetischer Energie entspricht, ausgefiihrt
werden konnen, ohne dafs das System die Gleichgewichtsbedingungen
dabei verlilst und ohne dafs im ganzen Energie aufgenommen oder
abgegeben wird.

Zuniichst wollen wir ein System von lauter frei beweglichen
materiellen Punkten m, voraussetzen. s ist klar, dafs dann Be-
schleunigungen nur dadurch ausgeschlossen werden konnen, dals
siimmtliche resultirende Kraftcomponenten X, ¥, Z, einzeln gleich
Null sein miissen. Wenn nimlich irgend eine dieser Kraftcompo-
nenten nicht dieser Bedingung folgen wiirde, so miifste der be-
treffende Punkt in der Richtung dieser Kraft sich in beschleunigte
Bewegung setzen. Haben wir es mit einem conservativen System
zu thun, d. h. mit einem System, dessen Krifte conservativ sind, so
kénnen wir die potentielle Energie @ aufstellen. Die Gleich-
gewichtsbedingung fordert dann, dals die Differentialquotienten
von @, gebildet fiir simmtliche darin steckende variable Coordi-
naten x,, ¥,, %, einzeln gleich Null werden miissen. Bezeichnen
wir, wie schon frither, alle vorhandenen Coordinaten ohne Unter-
schied ihrer Richtung durch z,, wobei also fiir » Massenpunkte 3 »
Indices a existiren, so wird das Gleichgewicht bedingt durch die
Erfiillung der folgenden Schaar von Bedingungen:

o
e

Diese Gleichungen sind aber der analytische Ausdruck dafiir, dals
die Function @ fiir die zutreffenden Werthe der #, ein Grenzwerth
wird: ein Minimum oder ein Maximum oder endlich ein sogenannter
Sattelwerth. Zunichst ist also die Forderung, dafls die potentielle
Energie ein Grenzwerth sei, gleichbedeutend mit der vorhergehenden
Gleichgewichtsbedingung, dafs alle Kraftcomponenten einzeln ver-
schwinden sollen, aber es kniipft sich an die neue Form die Mog-
lichkeit, ein wesentlich verschiedenes Verhalten des Massensystems
in verschiedenen Gleichgewichts-Lagen oder -Configurationen zu er-
kliren je nach der Natur des Grenzwerthes von ®. Das Gesetz
von der Krhaltung der Energie liefert die Gleichung
L+ ®©=E,

wo E den unverinderlichen Betrag der Gesammtenergie milst,
wihrend L die kinetische Energie bedeutet. Herrscht fiir den Fall
eines Grenzwerthes von @ vollkommene Ruhe, so bleibt diese auch
gewahrt: L ist und bleibt dann gleich Null. Ertheilt man aber
dem System durch eine geringe Erschiitterung einen beliebig kleinen

-0, a=12....., 3n. (152)
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Betrag an lebendiger Kraft, so vermehrt man dadurch die Energie
des Systems, diese ist und bleibt dann um den geringen aber un-
veranderlichen Betrag grofser als der Grenzwerth von @. Die
Massenpunkte erhalten dabei kleine Geschwindigkeiten, welche sie
aus der Gleichgewichtslage entfernen miissen.

Nehmen wir nun als erste Moglichkeit an, dafs @ in der Ruhe-
lage ein Minimum ist. Die Function mufls dann bei jeder kleinen
Verschiebung — erfolge diese wie sie wolle — zunehmen; da aber F
constant bleibt, mufs Z dabei um ebensoviel abnehmen. Nun sollte
aber L nur einen sehr geringen Betrag besitzen; es wird also @
kein merkliches Wachsthum zeigen kinnen, ohne dafs die lebendige
Kraft erlischt. Negativ kann dieselbe als Summe von Quadraten
nicht werden, es mufs also in sehr geringer Abweichung aus der
(eichgewichtslage Ruhe eintreten, welche aber nicht von Dauer
sein kann, weil @ in dieser verinderten Lage nicht mehr Grenz-
werth ist. Die auftretenden Krifte werden vielmehr das System
nach diesem Stillstand wieder in Bewegung setzen, es tritt wieder
Bewegung und damit lebendige Kraft auf, @ muls also sinken, d. h.
die Richtung der Bewegung fithrt das System wieder der Lage ent-
gegen, fiir welche @ Minimum ist. Es konnen also nach einer Er-
schiitterung nur Schwankungen um diese Gleichgewichtslage ent-
stehen. Unterliegt die Bewegung etwa noch kleinen Reibungskriften,
wie dies bei irdischen Systemen immer der Fall ist, so wird der
kleine von dem Anstofs herrithrende Ueberschufs an Energie bald
verzehrt und das System kommt in der Gleichgewichtslage wieder
zur Ruhe. Diesen Ruhezustand, welcher durch kleine Erschiitte-
rungen nicht dauernd gestért wird und sich nach Vernichtung des
kleinen Betrages an kinetischer Energie immer wieder herstellt,
nennt man stabiles Gleichgewicht.

Ganz anders verhilt sich ein Massensystem, dessen Gleich-
gewicht durch ein Maximum der potentiellen Energie bedingt ist.
In einem solchen muls bei jeder kleinen Bewegung die Function @
abnehmen; daraus folgt, dals die kinetische Knergie, welche in der
Ruhelage nur den minimalen von der KErschiitterung herrithrenden
Betrag besals, zunehmen mulfs, dafs sich also die Massenpunkte in
beschleunigter Bewegung aus jener Lage entfernen. Diese Art des
Ruhezustandes, welcher durch den geringsten Anstols gestort wird und
der sich auch im Laufe der folgenden Bewegungen niemals wieder
herstellt, nennt man labiles Gleichgewicht. Von gleicher Un-
bestéindigkeit ist das Gleichgewicht auch, wenn @ einen Sattelwerth
besitzt. Es giebt dann zwar gewisse Verriickungen der Punkte, bei
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denen @ wiichst, sich also verhilt wie ein Minimum, in anderen
Richtungen zeigen sich aber dieselben Erscheinungen wie bei einem
Maximum; so lange also in einem solchen Falle die Verriickungen
beliebig bleiben, wird das Gleichgewicht ebenfalls labil sein.

Man kann sich den charakteristischen Unterschied beider Gleich-
gewichtsformen auch klar machen, wenn man statt der vorher ge-
dachten Erschiitterung, also statt der Mittheilung einer kleinen
lebendigen Kraft in der Ruhelage, annimmt, dafs das System in
irgend einer von der Gleichgewichtsstellung sehr wenig abweichenden
Lage oder Configuration zunichst durch iuflseren Zwang in Ruhe
gehalten werde und dann pldtzlich sich selbst iiberlassen werde.
Die gesammte Inergie besteht alsdann nur in der potentiellen
Energie der festgehaltenen Stellung, die kinetische Energie ist ja
wegen der erzwungenen Ruhe zu Anfang gleich Null. Die inneren
Krifte, welche sich wegen der Verriickung aus der Gleichgewichts-
stellung nicht vollstindig aufheben, werden dann die Punkte des
frei gewordenen Systems in Bewegung setzen, es wird lebendige
Kraft auftreten, welche nach dem Gesetz der Energieerhaltung den
Anfangswerth der potentiellen Energie in jedem Falle vermindern
mufs. Bei einer nahe einem Minimum von @ gelegenen Anfangs-
stellung werden also die Bewegungen der natiirlichen Ruhelage zu-
streben, es wird eine oscillirende Bewegung um diese Stellung ein-
treten (stabiles Gleichgewicht); in der Nachbarschaft eines Maximums
von ¢ wird aber die Abnahme von ¢ zu einer wachsenden Ent-
fernung des Systems aus der Gleichgewichtsstellung fithren, denn
eine Anniherung an diese Stellung miilste eine Zunahme von @,
also eine Abnahme von L bewirken, was nicht méglich ist, da L
bereits im Anfangszustand seinen kleinsten Werth Null besitzt.

Es kann endlich auch der Fall vorkommen, dafs bei gewissen
Verriickungen die potentielle Energie iiberhaupt nicht geiindert wird,
sie besitzt dann zwar keinen Grenzwerth, zeigt aber auch in der
Umgebung dieser Lage kein Gefille; dies ist immer der Fall, wenn
Coordinaten vorhanden sind, von denen @ nicht abhingt. Wenn
dann fiir die iibrigen Coordinaten Gleichgewicht besteht, so wird
dieses nicht gestort, wenn man Verschiebungen der letzteren Art
vornimmt. Man sagt dann, das System befindet sich diesen Ver-
schiebungen gegeniiber im indifferenten Gleichgewicht. So
kann man z. B. ein freies Massensystem, dessen innere (elastische)
Krifte dasselbe in einer bestimmten Configuration erhalten, als
ganzes verschieben oder drehen, ohne dafs dabei @ verin-
dert wird.

H. v. HELumorrz, Theoret, Physik. Bd. I, 2. 18
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Eine Function vieler variabler Grifsen, wie die potentielle
Energie eines Massensystems, wird im Allgemeinen mehrere Minima
besitzen, d. h. ein solches System wird mehrere Lagen oder Con-
figurationen stabilen Gleichgewichts besitzen. Der Grad der Be-
standigkeit dieser Gleichgewichtszustiinde wird aber meist ein verschie-
dener sein, das soll heilsen, die Grenze, welche die Erschiitterungen
oder die Verriickungen erreichen diirfen, ohne dals dabei die An-
nahmen der vorangehenden Betrachtung ungiiltig werden, ist ver-
schieden weit. Denken wir uns einen starren homogenen Korper
von der Gestalt eines rechtwinkligen Parallelepipeds, welcher von
der Schwerkraft angegriffen wird. Sobald dieser mit einer seiner
sechs Flichen auf einer horizontalen festen Grundlage ruht, ist er
in stabilem Gleichgewicht. Die potentielle Energie der Schwerkraft
ist nimlich, wie wir schon in § 18 sahen, fiir einen einzelnen Massen-
punkt m gleich g.m.x, wo x die verticale Erhebung des Punktes
ither irgend einer festen Horizontalebene angiebt. Kiir einen aus
vielen Massenpunkten bestehenden schweren Korper ist dieselbe:

D=Sg.my .2 = g.3. > M,

wo 3 die Hohe des Schwerpunktes iiber der Grundebene bezeichnet
[vergl. Gleichungen (88), S. 144], als welche wir die feste Unterlage
hier ansehen konnen. Die moglichen Verriickungen des Korpers
sind erstens horizontale Verschiebungen auf seiner Unterlage; dabei
wird die Hohe 3, mithin auch @ nicht verfindert, das Gleichgewicht
ist fiir diese Verriickungen indifferent. Bei vollstindigem Abheben
von der Unterlage wiichst 3 und @, withrend eine Senkung wegen
der festen Unterlage ausgeschlossen ist. Solchen Verriickungen
gegeniiber ist also das Gleichgewicht stabil. Als letzte Moglichkeit
bleibt noch das Kippen des Korpers, wobei eine der vier die Grund-
ebene begrenzenden Kanten als Drehungsaxe dient. Der Schwer-
punkt bewegt sich dabei auf einem schriig ansteigenden Kreisbogen,
die Hohe 3 wird dadurch vergrdfsert, die potentielle Energie nimmt
in jedem Falle zu, also ist in der Lage auf einer der sechs Flichen @
absolutes Minimum, das Gleichgewicht ist stabil. Beim Kippen
dauert das Aufsteigen des Schwerpunktes so lange an, bis er vertical
iitber der als Drehungsaxe dienenden Kante liegt. Diese Stellung
bildet fiir die gedachte Art der Verriickung ein Maximum von j,
mithin auch von @. Fiir eine andere Art von Verriickung aber
verhiilt sich @ in dieser Stellung noch wie ein Minimum; man kann
namlich den auf der Kante ruhenden Kérper noch auf eine der
beiden Ecken stellen, welche diese Kante begrenzen. Dabei hebt
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sich die Kante von der Unterlage, der Schwerpunkt wird abermals
gehoben und erreicht seine hiéchste Lage erst, wenn er vertical iiber
dem unterstiitzten Eckpunkte des Korpers liegt. Bei Unterstiitzung
einer Kante bildet & einen Sattelwerth, bei Unterstiitzung einer
Ecke haben wir ein absolutes Maximum, und zwar fiir alle acht
Ecken dasselbe. Allen diesen letzteren Grenzwerthen der poten-
tiellen Energie entspricht labiles Gleichgewicht des Korpers. Die
sechs Lagen stabilen Gleichgewichtes sind paarweise gleich wegen
der regelmiifsigen Gestalt des Parallelepipeds. Dagegen ist im All-
gemeinen die Hohe des Schwerpunkts eine verschiedene, wenn der
Kiorper nach einander auf die drei verschiedenen Flichen gelegt
wird. Die niedrigste Lage, also auch das tiefste Minimum, tritt
ein, wenn die grofste Fliche unterstiitzt ist; diese Stellung erlaubt
auch die grifste Kippung, ohne dals @ einen Sattelwerth oder ein
Maximum erreicht, diese Stellung besitzt daher die grofste Stabilitit.
Das flachste Minimum tritt ein, wenn der Koérper auf der kleinsten
Flache ruht, wihrend zu der Lage auf der mittleren Fliche auch
ein Minimum von mittlerer Tiefe gehort. Bei Unterstiitzung der
kleinsten Fliche geniigt auch die verhiltnilsmilsig kleinste Kippung,
um den Kiorper aus dem Gebiete dieses flachen Minimums heraus-
zubringen, so dals er dann, sich selbst iiberlassen, umfillt und einer
stabileren Lage zueilt. Dieses (Gleichgewicht kann bei sehr kleiner
Basis einem labilen Zustande sehr nahe kommen, indem schon eine
sehr geringe Kippung hinreicht, um den Schwerpunkt in die kritische
Lage iiber der Kante zu hringen. Das Parallelepiped besitzt in
diesem Falle die Gestalt eines langen diinnen Stabes. Ist das untere
Ende desselben iiberdies noch zugespitzt, so wird das Gleichgewicht
in verticaler Stellung véllig labil. Man kann den Stab allerdings
in dieser Stellung erhalten, wenn man sein oberes Ende nur leise
mit dem Finger berithrt; man spiirt dabei auch keine von dem
Stabe ausgehenden seitlichen Kriifte, welche das Streben desselben
verriethen, sich nach irgend einer Richtung hin in Bewegung zu
setzen. Die leise Berithrung verhindert vielmehr nur die stérende
Wirkung kleinster Erschiitterungen, durch die der Stab umgeworfen
wird, so bald man ihn freilifst. Durch Geschicklichkeit und Uebung
kann man es auch dahin bringen, einen Stab einige Zeit lang auf
der Hand als Unterlage zu ,balanciren. Man muls dabei fort-
withrend gespannt auf die Richtungen achten, nach denen das obere
Ende des Stabes sich zu neigen beginnt, und dann sofort die Hand
in derselben Richtung verschieben, damit die untere Spitze des
Stabes, welche an der Hand haftet, wieder vertical unter den bereits
18*
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etwas verschobenen Schwerpunkt zu liegen kommt. Ein solcher
Zustand des Stabes ist aber kein (leichgewicht, vielmehr das fort-
withrende Spiel zweier kleiner Kriifte, die sich zu vernichten streben,
von denen aber die von unserer Hand ausgeiibte nothwendig etwas
spiter wirkt, da die Richtung und Stiirke der die Ruhe stérenden
Einfliissse erst an ihren Wirkungen auf den Stab mit den Augen
beobachtet werden miissen.

Eine andere Gestalt des auf horizontaler Unterlage liegenden
schweren Korpers, an welcher man die Unterschiede der Gleich-
gewichtstypen leicht anschaulich machen kann, ist das dreiaxige
Ellipsoid. Grenzwerthe der Hohe des im Mittelpunkt liegenden
Schwerpunktes, mithin auch der potentiellen Energie, treten ein,
sobald das Ellipsoid mit einem Endpunkt einer der drei Hauptaxen
aufliegt. Ist dies die kiirzeste Axe, so hat der Schwerpunkt die
tiefste Lage, ® ist Minimum und das Gleichgewicht ist stabil. Nach
einem geringen Anstols beobachtet man Schwankungen um die
Ruhelage, welche mit der Zeit durch Reibung vernichtet werden.
Steht die mittlere Axe vertical, so besitzt @ einen Sattelwerth.
Wilzt man nimlich jetzt in der Weise, dafs die kiirzeste Axe als
Drehungsaxe dient, so wird der Schwerpunkt gehoben, @ scheint
Minimum, wilzt man aber um die grifste Axe, so sinkt der Schwer-
punkt, @ scheint Maximum. Wenn endlich der Endpunkt der
grofsten Axe auf der Unterlage steht, so hat der Schwerpunkt seine
hochste Lage, @ ist Maximum. Beide Lagen zeigen labiles Gleich-
gewicht.

Die Fassung der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung eines
conservativen Systems in der vorher entwickelten Form, dafls sie
gegeben ist durch einen Grenzwerth der potentiellen Energie, hat
aufser der leichten Unterscheidung stabiler und labiler Zustiinde
noch den grofsen Vortheil, dals sie unabhiingig von Wahl der
Coordinaten erscheint. Denn @ ist, abgesehen von der beliebigen
additiven Constante, vollkommen bestimmt durch die Lage oder
Configuration des Massensystems und weist bei bestimmten kleinen
Verriickungen immer dieselben Variationen auf, gleichgiiltig, wie
man die Abmessungen gewiihlt hat, welche die Lage der Punkte
bestimmen. Wéhrend nun bei einem durch die mathematische Be-
trachtung nothig erscheinenden Wechsel des Coordinatensystems oft
umstindliche Rechnungen nothwendig werden, um die alten Coordi-
naten und deren Functionen und auch die vorkommenden Differen-
tialquotienten derselben zu transformiren, so bleibt die Forderung
des Minimums der Function ® unberithrt durch die Wahl, die man
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fir das Coordinatensystem treffen moge. Sind also p, die neuen
Abmessungen irgend welcher Art, und hat man @ als Function
dieser Variabelen dargestellt, so sind die Bedingungen des Gleich-
gewichts direct gegeben durch die Gleichungen

¢ 0; &=1,2 .cis. , Sm. (152a)
Dieser Umstand ist fir die Einfachheit der Betrachtung in vielen
Fillen sehr wesentlich.

§ 60. Princip der virtuellen Verschiebungen.

Man kann die Schaar der Bedingungsgleichungen (152) in eine
einzige (Gleichung zusammenfassen, indem man jede derselben mit
einem unserer Willkiir iiberlassenen Factor erweitert, und dann die
ganze Schaar addirt. Die Reihe der willkiirlichen Coefficienten
wollen wir im Hinblick auf eine spiiter fiir dieselben einzusetzende
besondere Bedeutung durch das Zeichen o'z, ausdriicken. Man
kommt so zu der einen Bedingung

2(_ %).a% =0, (158)

a

Die Hinzufiigung der unbestimmten Coefficienten ist bei diesem
Schritt nothwendig. Wenn man einfach die Summe simmtlicher
Differentialquotienten von @ gebildet hitte, so wiirde man zwar
auch von dieser aussagen miissen, dafs sie beim Gleichgewicht eines
conservativen Systems gleich Null ist, diese eine Aussage wiirde
aber nicht die Schaar von Bedingungen, aus denen sie entstanden
ist, ersetzen, denn das Verschwinden der Summe kiénnte ebenso-
wohl dadurch zu Stande kommen, dafs die einzelnen Glieder, theils posi-
tiv, theils negativ, sich gegenseitig vernichten. Bei der Gleichung (153)
kann man aber diese Erklirung nicht zulassen, denn wir kénnen
den willkiirlichen dz, immer die gleichen Vorzeichen geben, welche
die zugehorigen Differentialquotienten von @ besitzen. Dadurch
wiirden wir erreichen, dafs jeder einzelne Summand aus zwei gleich-
stimmigen Factoren zusammengesetzt, also nothwendig positiv ist.
Die vorstehende Gleichung wiirde dann fordern, dals die Summe
von lauter positiven Gliedern gleich Null sein soll. Das ist aber
nicht moglich, mithin stellt sich die Annahme, dals die einzelnen
Differentialquotienten von @ nur durch ihr verschiedenes Vorzeichen
die Summe zum Verschwinden bringen, als unzuliissig heraus. Es
mufs vielmehr jeder Summand einzeln verschwinden, d. h. es miissen
die simmtlichen Bedingungen (152) einzeln erfiillt sein.
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Wir wollen nun den Factoren dx, die besondere Bedeutung
geben, dals sie die Componenten von sehr kleinen Verschiebungen
sein sollen, welchen die Massenpunkte des Systems unterliegen. Im
(Gleichgewichtszustand werden solche Verschiebungen durch die
wirkenden Kriifte nicht erzeugt, sie sind also unwirkliche, nur vor-
gestellte oder nach dem Sprachgebrauche der &lteren Physiker
yvirtuelle Verschiebungen®. Man findet dafiir auch die Be-
zeichnung ,virtuelle Geschwindigkeiten®, welche aber den Sinn nicht
trifft, da von einer Zeitgrifse, in welcher diese Verschiebungen er-
folgen, gar keine Rede sein kann. Die Jz, sind nur gedachte
Variationen der Coordinaten des Systems und die linke Seite der
‘Gleichung (153) ist die dazu gehorige Variation von @, also wegen
der vollkommenen Freiheit, die wir annehmen, jede Variation von .
Bezeichnen wir diese allgemein durch 0 @, so erhalten wir die
Gleichgewichtshedingung:

o =0, (153a)

welche wiederum nur ein anderer mathematischer Ausdruck dafiir
ist, dafs @ ein Grenzwerth sein soll.

Man kann dieselbe Ueberfithrung der ganzen Schaar von 3n
(leichungen in eine einzige Gleichung mit 3 » unbestimmten Coeffi-
cienten auch vornehmen, ohne dabei auf den Begriff der potentiellen
Energie ecinzugehen. Die Aussage, dals simmtliche Kraftcompo-
nenten verschwinden, also die Gleichungsschaar

X,=0, a=12....,3n
geht iiber in
S X, .03, =0, (153b)

welche ebenfalls die gesammte vorstehende Schaar von Bedingungen
ersetzt. Die einzelnen Glieder der gleich Null gesetzten Summe
sind nun ihrem Sinne nach Arbeitsgréfsen, welche die Kraftcompo-
nenten X, beim Eintreten der Verschiebungen da, leisten. Solche
Arbeiten werden aber im Gleichgewichtszustande von den Kriiften
nicht geleistet, ebenso wenig, wie sie die gedachten Verschiebungen
erzeugen, es sind dies also ,,virtuelle Arbeiten* oder im Sprach-
gebrauche der Begriinder dieser Lehren ,virtuelle Momente¥,
Die Gleichgewichtsbedingung eines Massensystems lilst sich also
nach dieser letzten Formulirung in dem Satze zusammenfassen:

Ein Massensystem befindet sich im Gleichgewicht, wenn fiir
alle virtuellen Verschiebungen desselben die Summe der virtuellen
Momente gleich Null ist. Diesen Satz nennt man das Princip der
virtuellen Verschiebungen.
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Das Verschwinden der Momentsumme kommt dadurch zu Stande,
dafs jede Kraftcomponente X, einzeln gleich Null ist. Diese X,
sind nun die nach den drei Axenrichtungen genommenen Compo-
nenten der Resultante aller den Punkt m, angreifenden Krifte.
Nehmen wir an, dafs die einzelnen Kriifte durch die Anwesenheit
der iibrigen Massenpunkte my verursacht werden, dafs also zu
setzen ist:

Xa =2lea.B

so brauchen die einzelnen X, ; nicht gleich Null zu sein, diese
Summe verschwindet vielmehr durch gegenseitige Vernichtung ihrer
Theile. Die Summe der virtuellen Momente erhiilt nach Einfithrung
der Elementarkrifte die Gestalt:

SIS (X 5-02)=0 a=1,2...., 32
a b b nicht = a.

Die einzelnen Glieder dieser im Gleichgewichtszustand ver-
schwindenden Doppelsumme brauchen nicht einzeln gleich Null zu
sein. Wenn nun die virtuellen Verschiebungen wirklich ausgefithrt
wiirden, so wiirden sich dabei die Kriifte X,  veriindern, ja sie
konnten sich bei sehr kleinen Verschiebungen schon sehr stark und
in unbekannter Weise veriindern, so dafs die Berechnung der Arbeits-
grofsen, welche die Krifte bei diesen Verschiebungen leisten, sehr
erschwert oder ganz vereitelt wird. Fiir den Gleichgewichtszustand
ist es nun aber offenbar ganz gleichgiiltig, wie die Krifte sich ver-
#ndern wiirden, wenn eine Bewegung eintriite; von Wichtigkeit sind
fir die Beurtheilung nur die Werthe, welche in der Ruhelage gelten.
Wir kénnen also in obiger Doppelsumme die X, , als constante
Grofsen ansehen, welche withrend der virtuellen Verschiebungen ihre
‘Werthe bewahren. Dadurch unterscheiden sich begrifflich die vir-
tuellen Momente von den bei realen Verschiebungen geleisteten
Arbeiten.

Die Beziehung auf ein bestimmtes Coordinatensystem kann man
hier beseitigen, wenn man die je drei zu demselben Punktpear ge-
horigen Kraftcomponenten zur Resultante vereinigt und ebenso die
drei auf einander senkrechten Verschiebungen jedes Punktes zur
geometrischen Summe zusammenfasst. Unterscheiden wir dabei
wieder die Zeichen X, ¥, Z und z, y, #, so bedeutet jetzt a die
einfache Ordnungszahl des Massenpunktes m,, man hat also =
Ordnungszahlen. Die Resultante von X, g4, Y5 Z,5 sel Kg g,
die Resultante der Verschiebungscomponenten oz, d7,, 0z, sei
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ds,, dann ist die Summe eines solchen Tripels von virtuellen Mo-
menten, dhnlich wie frither (Gleichungen 126a und b, Seite 212),

X 5-0% 4+ Yy 5. 0yy + Zy, 5.0z = K 5c08(Ky 5, Sa). 08,
und die Gleichgewichtsbedingung fordert:

SIDV K, 5-€08(Ky 5y Sa)-08a =0, a=1. 2, ci..: n  (153¢)
a 2 ; b nicht = a ’

Diese Form ist ebenfalls unabhiingig von der Wahl der Coordinaten.

Es ist endlich bei der Herleitung gar nicht wesentlich geworden,
mithin auch nicht nothwendig anzunehmen, dals die K, , siimmtlich
innere Krifte des Massensystems seien miissen, dieselben kénnen
zum Theil von aulsen auf die Massenpunkte des Systems einwirken.
Dann bedeuten freilich die betreffenden Indices b nicht Ordnungs-
zahlen gewisser von m, verschiedener Punkte des Systems, sondern
sie bedeuten iulsere Herkunft der Kraft.

Es soll als Erliuterung hierzu die Form des Princips der virtuellen
Verschiebungen aufgestellt werden, wie sie gilt fiir ein Massen-
system, dessen innere Kriifte eine potentielle Energie besitzen, und
auf dessen Punkte noch Hulsere Kriifte beliebiger Art wirken. Die
3n Coordinaten der = Massenpunkte seien wieder ohne Unter-
schied ihrer Richtung durch z, bezeichnet, die potentielle Energie
sei @, die dufseren Kriifte seien bereits so zusammengefalst, dafs
man die jeden einzelnen Punkt angreifende iulsere Resultante K
kennt. Die Componenten dieser Kraft in Richtung der Coordinat-
axen seien bezeichnet durch X;. Die urspriingliche Gleichgewichts-
bedingung ist dann gegeben durch die Schaar von Gleichungen

"%}fi’_+x;=ofﬁra=1,2, ..... , 8n (154)
oder durch
Eﬂ;(_ g_:: + X;),a% = Di (154 a)

Fiir die X, gilt bei Vornahme der virtuellen Verschiebungen wieder
die Bemerkung, dals es fiir das Gleichgewicht ohne Einfluls ist, wie
die #ulseren Krifte sich etwa verindern wiirden, wenn die Verschie-
bungen thatsiichliche wiren, dafs mithin die X; nicht als Coordi-
natenfunctionen, sondern einfach als Constanten angesehen werden
diirfen, die an den Variationen nicht theilnehmen. Man kann dann
die Gleichgewichtsbedingung der oben fiir ein freies conservatives
System gefundenen Form o @ = 0 entsprechend gestalten, wenn man
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zu ® hinzufiigt die Summe aller Producte von der Form — X;.z,
und verlangt, dafs
(® — Z X, z,)

ein Minimum werden solle, d. h. dals
O(— @+ S X;z,)=0 (154D)
a

sein solle. Fiihrt man diese Variation in allgemeinster Weise aus,
indem man alle z, variirt, so findet man

S- %gaxﬁgxga% —0,
das ist die vorher aufgestellte Form der Gleichgewichtshedingungen.
Diese Form geniigt in allen Fillen, eine vorliegende Stellung und
Configuration darauf hin zu priifen, ob sie ein Gleichgewichtszustand
ist oder nicht; umgekehrt ist aber diese Form in manchen Fillen
nicht ausreichend. Man kann zwar die innere Configuration und
Orientirung des Massensystems daraus ableiten, nicht aber die absolute
Lage im Raume, denn da wir die X; als unveriinderlich betrachtet
haben, wird eine Parallelverschiebung des ganzen Systems nichts an
dieser Bedingungsgleichung #ndern, das Gleichgewicht ist dagegen in-
different. Wenn aber thatsiichlich die #ufseren Krifte vom Ort ab-
hiingen, so wird eine besondere Betrachtung néthig sein, in welcher
Stellung die angenommenen X, zutreffen, ja man wird im Allgemeinen
deren zutreffende Werthe erst finden kiénnen, nachdem man die Gleich-
gewichtsposition gefunden hat. Villig erschipfend ist die Bedingung
nur in dem Falle, dals die Hulseren Krifte in Wahrheit unver-
inderlich in Gréfse und Richtung sind, wenn man Verschiebungen
vornimmt, wie dies z B. bei der Schwerkraft fiir die meisten Unter-
suchungen mit ausreichender Genauigkeit zutrifft.

§ 61. Beschrinkte Bewegungsfreiheit.

Die im vorangehenden Paragraphen entwickelten Formen der
Gleichgewichtsbedingungen, Gleichungen (153), (158b und ¢) und
(1564a), fallen bei der Betrachtung frei beweglicher Massensysteme
immer wieder auseinander in die urspriingliche Forderung, dals jede
der 3n Kraftcomponenten einzeln verschwinden mufs; die durch
Einfithrung der unbestimmten Coefficienten &, ermoglichte Zu-
sammenfassung fithrt deshalb schliefslich doch zu derselben Behand-
lung des Gleichgewichtsproblems, die man auch unmittelbar auf
Grundlage der Bedingungen X, = 0 durchfithren kann. Die daraus
hergeleiteten Sitze vom Minimum der potentiellen Energie oder
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vom Verschwinden der Summe der virtuellen Momente entfalten
ihren wesentlichen Nutzen und ihre Ueberlegenheit erst, wenn noch
Bedingungen vorgeschrieben sind, welche die nach allen Richtungen
freie und wunabhingige Verschiebbarkeit der Massenpunkte be-
schriinken, wenn z. B. der Abstand gewisser Massen von einander
oder von festen Punkten unverinderlich sein soll, oder wenn Massen-
punkte gezwungen sind, bei ihren Bewegungen auf vorgeschriebenen
Flichen oder Curven zu bleiben, an denen sie iibrigens noch frei
gleiten konnen. ;

Derartige Beschriinkungen kann man in der praktischen Mechanik
durch Verwendung sogenannter starrer Verbindungen wie Schniire,
Ketten, Stangen, Schienen, Lager u. s. w. herstellen. Wir haben der-
artige Einrichtungen im Verlauf fritherer Betrachtungen bereits an-
genommen, so beim mathematischen Pendel und bei der Rotations-
bewegung eines starren Korpers um eine festgelegte Axe. Ks
existiren thatsiichlich viele mechanische Einrichtungen, durch die
man praktisch mit grofser Anniherung gewisse geometrische Grijfsen,
welche die Lage des Systems mitbestimmen, unverinderlich machen
kann. Doch widerspricht die Vorstellung, dals gewisse das System
angreifende Kriifte véllig unwirksam sein sollen und deshalb un-
beriicksichtigt bleiben konnen, unseren Grundanschauungen der
Dynamik, nach denen eine Kraft nur aufgehoben werden kann durch
eine ihr entgegengesetzt gleiche. Diese Gegenkraft mufs aber eine
Ursache haben, und der Widerspruch wird nicht dadurch gehoben,
dals man kurz sagt, sie rithre von der starren Verbindung her, denn
eine starre Verbindung mufs man sich als unveriinderlich vorstellen.
Dieselbe bleibt auch bestehen, wenn die von auflsen angreifende
Kraft entfernt oder verindert wird, und man wire zu der Vor-
stellung gentthigt, dafs von dieser starren Verbindung je nach Be-
darf beliebige Gegenkriifte ausgehen, ohne dals irgend eine andere
Veréinderung damit verbunden ist. Dies widerstrebt unserer Grund-
anschauung von der objectiven Gesetzmifsigkeit der Kraftwirkungen.
Zur Erkliirung der Gegenkriifte, welche bei sogenannten starren Bin-
dungen die angreifenden Krifte aufheben, miissen daher Veriinde-
rungen im Zustand der Verbindungsstiicke nothwendig herangezogen
werden, Deformationen d. h. Abweichungen von dem Verhalten der
idealen starren Korper. Es lifst sich auch durch geniigend feine
Beobachtungsmittel stets nachweisen, und wurde in diesem Buche
bei fritheren Gelegenheiten stets betont, dafs es absolut starre Bin-
dungen nicht giebt, sondern nur solche, die bereits bei sehr geringen
Deformationen, die gegeniiber den sonst zu betrachtenden Ab-
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messungen des Massensystems und seiner freien Verschiebungen
vollig verschwinden, Kriifte erzeugen, welche jeden erforderlichen
Betrag erreichen. Alle Probleme, in denen solche starre Bindungen
vorgeschrieben sind, bilden daher nur ideale Fille, die sich aller-
dings den thatséichlichen Verhiltnissen stark nihern konnen, ohne
dass sie indess der entsprechenden Wirklichkeit gleichkommen.

Wir wollen " daher vor allem eine mit unseren dynamischen
Principien vertrigliche Darstellung der Gleichgewichtshedingungen
bei Anwesenheit sogenannter starrer Verbindungen suchen.

Wir betrachten zu diesem Zwecke ein Massensystem auf dessen
Punkte conservative Kriifte wirken, theils innere, welche dem Reac-
tionsprincip folgen, theils auch iussere. Diese alle werden fiir jede
Configuration und Lage des Systems einen Ausdruck fiir die poten-
tielle Energie @ ergeben, welche im Allgemeinen eine differenzir-
bare Function simmtlicher Coordinaten x,, @, ..., Zq..., 7, ist,
aus der die Kraftcomponenten als die negativen Differentialquotienten
gefunden werden. Aulserdem nehmen wir an, dafls noch eine und zu-
nichst nur eine vorgeschriebene Beziehung zwischen den Coordinaten
durch sogenannt starre Verbindungen aufrecht erhalten werde. Diese
sei gegeben durch die Gleichung:

G (s Ty ey @ e ) = O (155)

Wir nehmen der Allgemeinheit wegen an, dals & eine Function
simmtlicher Coordinaten sei, es kénnen aber auch nur einige Ab-
messungen durch diese Gleichung in Verbindung gebracht werden,
withrend die iibrigen nicht davon beriihrt werden. Rein geometrisch
betrachtet, sagt die Gleichung G = 0 aus, dals die darin vorkommen-
den Coordinaten nicht mehr unabhiingig von einander veriinderlich
sind, dafs vielmehr, wenn man virtuelle Verschiebungen anwendet,
eine derselben nicht mehr willkiirlich ist, sondern durch die iibrigen
bestimmt wird. Bestehen mehrere solche Bedingungsgleichungen, so
werden auch mehrere Verschiebungen unfrei. Dadurch wird aber dem
Princip der virtuellen Verschiebungen die Grundlage entzogen, auf
welcher wir dasselbe errichtet haben, nimlich die freie Verfiighar-
keit iiber simmtliche dz,, Man kann allerdings auch jetzt noch
erkennen, dass in gewissen Configurationen die Summe der virtuellen
Momente verschwindet fiir die mit den Bedingungen vertriiglichen
beschriinkten Verschiebungen, dafs dies indessen eine hinreichende
Gewiihr fiir das Gleichgewicht ist, folgt nicht ohne Weiteres daraus,
denn man kann gar nichts aussagen dariiber, was eintreten wiirde bei
Verschiebungen, welche jenen Bedingungsgleichungen zuwiderlaufen.
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Im physikalischen Sinne bedeutet nun die Bedingung G =0,
nicht, dafs gewisse Verschiebungen unmdoglich sind, denn es giebt keine
absolut starren Bindungen; sie bedeutet vielmehr nur, dals bereits
bei sehr kleinen, jene Gleichung storenden Verschiebungen bedeutende
Kriifte auftreten, welche die Punkte zuriickziehen in Liagen, wo diese
Gleichung wieder zutrifft. Diese Kriifte sind nicht inbegriffen unter
jenen, fiir welche die potentielle Energie & aufgestellt wurde. Es
ist nun statthaft, auch diese Kriifte als conservativ anzusehen und
ihnen eine potentielle Energie zuzuschreiben, die wir ¥ nennen
wollen. Diese tritt dann als Summand neben @ in der Beurtheilung
der Gleichgewichtslage auf. Wir wollen jetzt die potentielle Energie ¥
gesondert betrachten. Sie ist als differenzirbare Coordinatenfunction
anzusehen. Die Kraftcomponenten, welche von den Bindungen aus-
gehen, werden durch — 6 ¥/0 x, dargestellt, sie treten nur auf, wenn
@ von Null verschieden ist, nicht aber, wenn ¢ = 0 ist. Man mulfs
deshalb annehmen, dals ¥ nur in der Weise von den Coordinaten
abhiingt, dafs es eine differenzirbare Function der Coordinatenfunction
G ist mit der Besonderheit, dafs sie fiir ¢ = 0 ein Minimum bildet,
dagegen bereits fiir geringe positiv oder negativ von Null abweichende
Betriige des G ein sehr steiles Wachsthum besitzt. Diese Annahme
lifst die Form von ¥ noch sehr unbestimmt; bereits fiir die Func-
tion ¢ kann man ja, um eine bestimmte Art der Gebundenheit aus-
zudriicken, mannigfaltige Ausdriicke aufstellen. (Soll beispielsweise
der Punkt m, gezwungen sein auf einer mit dem Radius ¢ um den
Anfangspunkt gelegten Kugel zu bleiben, so ist dies eine ganz be-
stimmte Gebundenheit, welche ihren einfachsten mathematischen
Ausdruck findet in der Gleichung

G=xi+ya+2x—a =0

Ebenso gut kann man statt dessen auch fordern
G=Va+y+2—a=0

2 2 1
G=&Sa+ya +__i__i=0

a? z] a zh

oder

oder noch andere KFormen.)

Eis ist nur néthig anzunehmen, dafs 7 in der Nihe des Werthes 0
einen reguliren Verlauf hat; dals G selbst an dieser Stelle einen
Grenzwerth bilde, ist durchaus nicht zu fordern, wir werden daher end-
liche Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung voraussetzen.

Der Minimalwerth, welchen ¥ bei Krfilllung der Bedingungs-
gleichung zeigt, ist wegen des jeder potentiellen Energie anhaften-
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den unbestimmten aber constanten Addendus willkiirlich zu wiihlen.
Wir setzen
We_0=0, (156)
messen also nur die KErhebungen von ¥ iiber den Minimalwerth.
Die Bedingung des Minimums fordert ferner
aw
(TG)M’:o. (156a)
Das sehr steile Wachsthum von # bei solchen Verschiebungen,
welche der Gleichung @ = 0 widersprechen, erklirt sich am ein-
fachsten durch die bedeutende Grifse des zweiten Differential-
quotienten
>y
Entwickelt man nach diesen Angaben die Function ¥ in eine
Potenzreihe von @, so beginnt dieselbe erst mit dem quadratischen
Gliede, hohere Potenzen in der Nithe von G = 0 zu beriicksichtigen,
ist jedenfalls unnothig, man erhilt also:
Y=10.6%
Nun wollen wir aber ¥ als Function der in @ steckenden Coordi-
naten ansehen. Wir gehen aus von einer Werthgruppe (z,, ...,
s 3,), welche ¢ =0 macht und entwickeln ¥ nach Potenzen
der Abweichungen von dieser Configuration. Diese Abweichungen
seien durch &, &, ..., & ..., &, bezeichnet. ks ist dann:

v=touot 33 )6 + 133 (50 55 |Btt o 050

Allgemein gilt dabei
oy d¥ da

Oz,  dG dm,

und
ey 9 dw_aG)_dﬁw_Q_G__aG+dw_ e
Oz, 0z 3:cq(dG dz,)  dG* Oz, Oz, ' dG Ou,0z,

In der Reihenentwickelung sind nur diejenigen Werthe dieser
Differentialquotienten einzusetzen, welche fir G = 0 gelten, dann
erhalten wir aber wegen der Gleichungen (156a und b)

ow
et = ()
(6%>G=D

(22 _pfE g
6%6% G = o

und



286 VIERTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. §61.

folglich
c 0G 0@
w‘—‘?;;ma—%ﬁ&q' (1572)
Die gesammte potentielle Energie setzt sich aus @ und ¥ zu-
sammen; die Gleichgewichtshedingung fordert, dafs fiir jedes a
a(P+ ¥
0x,

0w c 0 dG 0@
0 T2 n o Oay Oag BT (158)
Die Differentiation der vollstindigen Doppelsumme liefert:
0 0G 0@
> o O & - &

o

=0

sei, also

oG aa
- amn'an—%gv (158a)
+En:%(6.’c;. 0z,.0xz, +"6a:;',.6:cu GEN & &

Da nun die durch 6 @[z, dargestellten Kriifte in jeder vor-
kommenden Configuration endliche Werthe haben, dagegen C iiber
alle Grenzen wachsen soll, so ist die Gleichung (158) nur erfiillbar,
wenn der mit ¢ multiplicirte Differentialquotient der Doppelsumme
verschwindend klein wird, und sich fiir den Grenzfall der Null
nihert. Dieses Verschwinden konnte erklirt werden dadurch, dals
alle ersten Differentialquotienten von & nach den Coordinaten gleich
Null werden, das wiirde aber aussagen, dals G von den Ver-
schiebungen der Coordinaten nicht beeinflufst wird, dies kinnen wir
nach unseren Voraussetzungen nicht annehmen, da doch G Function
der Coordinaten sein sollte. Einige Differentialquotienten kénnen
allerdings gleich Null sein, d. h. die Coordinaten fehlen in der Be-
dingungsgleichung. Fiir diese behalten wir dann auch eine freie
Verschiebbarkeit. Fiir alle Coordinaten, die in der Function @&
vorkommen, miissen wir dagegen, um die Gleichung (158) erfiillen
zu konnen, annehmen, dafs die Verschiebungen & selbst unmerklich
bleiben und im Grenzfall in Null iibergehen. TUnter dieser Be-
dingung wird aber in Gleichung (158a) die Doppelsumme, welche
die Producte je zweier & als Factoren der einzelnen Glieder enthilt,
verschwinden gegen die einfache Summe, welche wir dann allein
beibehalten diirfen. Die Gleichgewichtsbedingung wird dann

ow 0G
9z, T Ga,

E_gﬁ &, = 0 fiir jedes einzelne a. (158b)
p 0%
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Die in dieser Gleichung vorkommenden &, kann man eliminiren.
Denkt man niimlich jede Coordinate einzeln aus der Lage G =0
verschoben, withrend alle iibrigen ungeiindert bleiben, so erhilt man
eine Reihe von Specialwerthen der potentiellen Energie ¥, die wir
mit ¥, bezeichnen, und die nach Gleichung (157a) dargestellt werden

durch:
c (0

G 2
Yp=5 (‘E §n) . (159)
Jene Doppelsumme reducirt sich dabei auf ein einziges Diagonal-

glied, da nur ein einziges £, von Null verschieden ist. Dieses kann
man dann durch ¥, ausdriicken

1 2y,
& = LA |/ e (159a)

da,

Setzt man diese Form statt &, in unsere Gleichgewichtsbedingung
ein, so findet man:

g_:’ i 3_5_{]/6 >y2 w,,} — 0 fir jedes a.  (159b)
a a )

Die geschweifte Klammer in dieser Gleichung mufs nothwendig

einen endlichen Werth besitzen, dessen Betrag sich auch bei ge-

nauer Kenntnifs der Function ¥ angeben lassen wiirde. Wenn wir

aber zur Bedingung der absoluten Starrheit iibergehen, kénnen wir

nur sagen, dafs J/C unendlich und >'}2 ¥, verschwindend klein
)

wird. Wir konnen daher fiir den ganzen Complex nur einen un-
bestimmten endlichen Werth fordern, den wir mit y bezeichnen
wollen. Derselbe hiingt nicht ab von der Ordnungszahl a, ist viel-
mehr fiir alle a derselbe. Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun:

%% 4 ;'—g% = 0 fiir jedes a. (169¢)
Dies sind 3n Gleichungen. Wir haben aber aufser den 3# auf-
zufindenden Coordinaten z, darin noch eine iiberzihlige Unbekannte y,
welche daraus nicht gefunden werden kann, und als Coefficient die
ganze Lidsung unbestimmt macht. Nun haben wir auch im Falle
der idealen Starrheit noch eine (3 -+ 1)ste Gleichung, welche erfiillt
sein muls, nimlich &(z,, 2,,..., #;,) = 0. Die Schaar der vor-
handenen Gleichungen geniigt also zur vollstiindigen Losung der
Aufgabe.
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In gleicher Weise kann man das Problem behandeln, wenn
statt der einen Bedingungsgleichung (155) eine ganze Reihe solcher
Gleichungen fiir die Coordinaten als Beschriinkungen der Be-
wegungsfreiheit vorgeschrieben sind. Die Anzahl dieser Gleichungen
sei m, diese Zahl m muls nothwendig kleiner als die Anzahl der
Coordinaten sein, also m < 3n», wenn namlich m = 3n wire, so
wiirde man aus diesen Bedingungen allein feste Werthe der Coordi-
naten berechnen kénnen, eine Bewegung wire dann nicht mehr
moglich. Ferner aber miissen wir voraussetzen, dals die vorge-
schriebenen Bedingungen unter einander vertriiglich sind. Fordert
beispielsweise eine der Gleichungen, dafs der Massenpunkt m, aut
einer fest vorgeschriebenen Fliche bleiben soll, so darf eine andere
Gleichung nicht etwa fordern, dafs m, auf einer anderen Fliche
bleibe, welche mit jener ersten keine gemeinsamen Punkte hat,
wohl aber ist die zweite Bedingung vertriiglich, wenn die beiden
Flichen sich durchsetzen. Dann driicken beide Forderungen
zusammen aus, dafs der Massenpunkt auf der Schnittlinie der beiden
Flichen bleiben mufs. Endlich wollen wir voraussetzen, dals die
Bedingungsgleichungen von einander unabhiingig sind, dals also
nicht etwa mehrere dieselbe Gebundenheit ausdriicken und sich
deshalb durch Transformation identisch machen lassen. Die Schaar
dieser Bedingungen sei dargestellt durch die Gleichungen:

G, =0, G=0,..., Gg=0,..., Go=0, (160)

in denen die Gy vorgeschriehene Functionen der Coordinaten sind.
Ueber den geometrischen und den physikalischen Sinn dieser Glei-
chungen gelten die gleichen Anschauungen, die oben an das Be-
stehen einer einzigen Gleichung @ = 0 gekniipft wurden. Fiir die
Kriifte, welche bei kleinen den Bedingungsgleichungen widersprechen-
den Verschiebungen auftreten, setzen wir wieder eine potentielle
Energie ¥, welche ihren Minimalwerth O besitzt, sobald die Con-
figuration den Gleichungen folgt, welche aber sofort steil ansteigt,
wenn eine oder mehrere der Gleichungen nur wenig verletzt werden.
Die einfachste Vorstellung ist, ¥ als eine Summe zu betrachten,
deren Glieder von je einer einzelnen Function Gy abhiingen, und
zwar in derselben Weise, wie dies oben angenommen wurde. Wir
setzen also: '

Y= ;%(Gh) (161)

und benutzen fiir jedes ¥, die in den Formeln (156 bis 157a) auf-
gestellten Kigenschaften. Dann ist
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ow d Py -
(6—(?5) = ("m)ﬂ =0 fir Jedes b. (161&)

Der Index O bedeutet, dafs der Differentialquotient in einer mit
den Gleichungen (160) iibereinstimmenden Configuration gebildet ist.
Ferner ist

o2y d? ¥y G e
(_a_G_g_)D_ (d—GE)O = ( fiir jedes b. (161b)

Dabei bedeutet Cy fiir jedes b eine besondere, grofse positive Con-
stante; nachher werden wir alle (4 ins Unendliche wachsen lassen.
Die Entwickelung von % nach Potenzen der Coordinaten in der
Nihe einer Nulllage lifst sich nach dem Vorbilde von Gleichung (157)
durchfiithren, man erhiilt entsprechend (157a)

v=13633 (5] (5o & ae

Auch die Bildung der Differentialquotienten 0 ¥ /8=, erfolgt
in gleicher Weise, sowie die Schlulsfolgerung, dafls fiir alle in den
Bedingungsgleichungen vorkommenden Coordinaten die Verschie-
bungen & verschwindend werden miissen, sobald die ¢ sehr grofs
werden. Entsprechend (158b) findet man die Gleichgewichtsbe-
dingung

aw 0 Gy
O, +E 56%2

aGb

&, = 0 fiir jedes einzelne a. (163)

Die Elimination der §, durch Einfiihrung von Specialwerthen der
potentiellen Knergie ¥ geschieht folgendermalsen: Lilst man nur
eine einzige Coordinatenverschiebung §, eintreten, wiithrend alle
iibrigen in den durch die Gleichungen (160) vorgeschriebenen Lagen
bleiben, so wird die potentielle Energie den Specialwerth ¥, an-
nehmen, welcher aus Gleichung (162) folgt:

v = 18-30(F2) (164
mithin:
& = —wg'a,,—“ (164a)
305,

H. v. HELMnOLTZ, Theoret, Physik, Bd. I, 2, 19
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Die Gleichgewichtsbedingung wird nach Einsetzung dieses Ausdrucks
fiur &:

0w 6G,, 6 Gy 2w,
T e S T3 G

3o(a0)

=0

oder anders angeordnet

ar?,,)
B(
00 13| St v s)/ 2w | 92|t =0 ey
6za P 6(?[,
S 6 (5
b Ty

Die runde Klammer in vorstehendem Ausdruck ist ein echter Bruch,
denn der Nenner besteht aus einer Summe von positiven Gliedern,
withrend im Zihler nur eines dieser Glieder steht. Dieser Bruch
als Factor verkleinert also noch die einzelnen ¥, welche sich bei
stark wachsenden Werthen der Cy der Null so nihern miissen, dafs
der ganze Inhalt der geschweiften Klammer fiir jedes b einem ge-
wissen endlichen, aber zunichst unbestimmten Grenzwerth yy zustrebt.
Die Endlichkeit dieser Grenzwerthe y; ist fiir die letzte Gleichung
durchaus erforderlich, da sowohl d @ /&2, wie auch die simmtlichen
0 G |0, endlich vorausgesetzt sind. Im idealen Falle vollkommener
Starrheit werden die Gleichgewichtsbedingungen entsprechend (159c¢)

Bcb &_G

-= 0 fiir jedes a. (164c)

Dies sind wiederum 3n Bestlmmungsglemhungen fiir die 83n zu
suchenden Unbekannten, Darin stecken noch m iiberzihlige Un-
bekannte yy; wir haben aber bei vollkommener Starrheit anch noch
die m Gleichungen (160) als erfiillt anzusehen und zur Lisung der
Aufgabe heranzuziehen, wodurch das Problem vollstiindig bestimmt
ist. Die Bedeutung der Coefficienten yy ergiebt sich leicht aus der
vorstehenden Gleichung, die einzelnen y;.0 Gy da, sind Compo-
nenten der von den starren Verbindungen ausgeiibten Krifte, die y
bestimmen also die Intensititen dieser Kriifte. Die Erscheinung,
dafs die starren Verbindungen jede erforderliche Grafse der Krifte
hervorzubringen im Stande sind, findet ihren Ausdruck in der ur-
spriinglichen Unbestimmtheit der Coefficienten yy.

Wir wollen nun untersuchen, welche Form das Princip der
virtuellen Verschiebungen fir den Fall beschriinkter Bewegungs-
freiheit annimmt. Die virtuellen Verschiebungen bezeichnen wir,
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wie frither, mit Jx,, multipliciren jede Gleichung mit dem zu-
gehorigen dx, und addiren die ganze Schaar, bilden also die im
Gleichgewichtsfalle verschwindende Summe der virtuellen Momente

2’{6(;!)_[_%1

Diese Summe kann man folgendermalsen zerlegen:

oo 0 G, oG
2 a 5‘50 12—35%"‘?’22, a 2 axn‘t"
8 (165a)

.+ 52 ()Eﬂ . .ym;a—x:’axa=0.
Wegen der Unbestimmtheit der Coefficienten y kann diese Forderung

nur erfillt werden, wenn jedes Glied einzeln gleich Null wird. Wir
finden also die Gleichgewichtshedingungen

}a‘mﬂ -0 (165)

g%‘?a% s ( (166)

S gGl a0}

Eggﬁa%_o L (167)
aGmaa-n_o

29z,

Die erste dieser Gleichungen, (166), ist scheinbar identisch mit
der fiir ein ungebundenes System geltenden Bedingung, Gleichung
(153), den Unterschied ihrer Bedeutung erkennt man aber aus dem
Hinzutreten der nachfolgenden m Gleichungen (167). Diese fordern,
dafs die durch die virtuellen Verschiebungen verursachten Variationen
der m Functionen Gy gleich Null bleiben miissen, dals also die Func-
tionen Gy selbst dabei ihren vorgeschriebenen Werth Null bewahren
miissen. Man konnte diese m homogenen linearen Gleichungen der
3n Grifsen 0z, dazu benutzen um sm derselben durch die iibrigen
auszudriicken. Es bleiben alsdann nur (3 — m) willkiirliche vir-
tuelle Verschiebungen iibrig, die anderen m Verschiebungen sind
dadurch bereits bestimmt und zwar als vorgeschricbene homogene
lineare Functionen der willkiirlich gebliebenen. Die hierdurch ge-

fundene Beschriinkung der da, iibertriigt sich nun auch auf die
19*
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erste Gleichung (166). Man konnte die Ausdriicke fiir die m unfrei
gewordenen dw, in diese Gleichung einsetzen, und das Polynom
ordnen nach den frei gebliebenen. Die Summe fillt dann nicht
mehr, wie beim unbeschriinkten System, in 3% einzeln gleich Null
zu setzende Theile, aus denen sie entstanden ist, auseinander, sondern
nur in (3n — m) solche Theile. Wir erhalten deshalb aus dieser
Zerfillung auch nur (37 — m) Bestimmungsgleichungen fiir Coordi-
naten, die zur Lisung fehlenden m Gleichungen sind dann die vor-
geschriebenen Bindungen Gy = 0 fiir 6 von 1 bis m.

Das Princip der virtuellen Verschiebungen behiilt also auch im
Falle beschriinkter Bewegungsfreiheit seine Giltigkeit, und zwar
sind nur solche Verschiebungen zu beriicksichtigen, welche mit den
vorgeschriebenen Gleichungen (160) vertriglich sind. Sobald die
Summe der virtuellen Momente fiir jede durch die starren Verbin-
dungen noch offen gelassene Verschiebung des Systems gleich Null
wird, befindet sich das System in einer Gleichgewichtslage. Charak-
teristisch fiir diese erlaubten Verschiebungen ist dabei der Umstand,
dafs sie die von den festen Verbindungen ausgeiibten Kriifte zu
keiner Arbeitsleistung veranlassen, dals daher unter den virtuellen
Momenten solche nicht vorkommen, welche von den Kriiften der
starren Verbindungen herrithren, sondern nur diejenigen, deren Ur-
sprung in den durch die potentielle Energie @ bedingten Kriiften
liegt. Hierin liegt der Grund, dals diejenigen Theoretiker, welche
an der physikalischen Unméglichkeit starrer Verbindungen keinen
Anstols genommen haben und jene Widerstandskriifte aus der Be-
trachtung einfach weggelassen haben, zu richtigen Resultaten ge-
kommen sind. Der Gang ihrer Ueberlegung war ungefiithr der um-
gekehrte als der hier gegebene, nimlich: Wenn die Bindungen
(160) vorgeschrieben sind, bestehen fiir die virtuellen Ver-
schiebungen dx, gewisse nothwendige Beschriinkungen, welche ihren
Ausdruck in Gleichungen (167) finden. Dafs nun das Princip der
virtuellen Verschiebungen fiir diese beschriinkte Freiheit eine hin-
reichende Bedingung des Gleichgewichts liefert, wird vorausgesetzt,
demnach Gleichung (166) als Gleichgewichtsbedingung eingefiihrt.
Mit diesem Material von Gleichungen kann man dann die Aufgabe
losen, Entweder bestimmt man aus den Gleichungen (167) m Ver-
schiebungen durch die {ibrigen und setzt die gefundenen Ausdriicke
in (166) ein, spaltet dann diese Gleichung nach den iibrig gebliebenen
willkiirlichen Verschiebungen in (3 » — m) einzelne Nullforderungen,
und nimmt die m Gleichungen (160) hinzu; so findet man die er-
forderlichen 37 Gleichungen zur Berechnung der Gleichgewichts-
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lage, oder man wendet, um die Unsymmetrie der Betrachtung zu
vermeiden, die LiacraNcE'sche Methode der Multiplicatoren an: Man
vereinigt die Bedingungen (167) dadurch mit der Hauptgleichung
(166), dafs man jede der ersteren, mit einem unbestimmten Factor
multiplicirt zur letzteren addirt. Bezeichnet man diese Multiplica-
toren durch y,, 75..4, 76544y 7, 50 kommt man auf Gleichung
(165a) oder nach Vertauschung der Reihenfolge der Summationen
auf Gleichung (165). Diese kann man dann nach simmtlichen ein-
zelnen Verschiebungscomponenten zerspalten und findet so die 8#
Gleichungen (164¢). Da diese Gleichungen aufser den 3z Coordi-
naten noch die iiberschiissigen Variabeln y,,...., 7, enthalten, so
miissen auch hier natiirlicher Weise noch die vorgeschriebenen m
Gleichungen (160) zur Losung der Aufgabe herangezogen werden.
Eine Elimination der Grofsen y,,..., 7,, ist nicht erforderlich, viel-
mehr liefert die Behandlung der Gleichungen als Nebenresultat be-
stimmte Werthe fiir diese vorher als unbestimmt eingefithrten Coeffi-
cienten, d. h. die von den starren Verbindungen ausgeiibten Kriifte
werden durch die Methode der Multiplicatoren doch in die Betrach-
tung hineingebracht.

Wie weit man von den vereinfachenden Annahmen der Starr-
heit — und in dieselbe Begriffsgattung gehért auch die Incom-
pressibilitit der Fliissigkeiten — Gebrauch machen darf, hiingt durch-
aus von Natur des Problems und von der erforderlichen Genauigkeit
der Angaben ab. ¥Es kommen Fille genug vor, in denen man zu
den vollstiindigeren Bedingungen der elastischen Korper iibergehen
mufs, sowohl bei Gleichgewichts- wie auch bei Bewegungserschei-
nungen. Namentlich ist dies erforderlich, wenn sehr grolse Kriifte
auftreten. Wenn z. B. ein bewegter Kérper gegen ein sogenannt
starres Widerlager stofst, so wird die Geschwindigkeit in der aufser-
ordentlich kurzen Zeit des Stolses entweder vernichtet, oder sogar
in eine entgegengesetzt gerichtete verwandelt. Diese sehr schnelle
Verfinderung der Geschwindigkeit deutet auf eine aulserordentlich
grofse Beschleunigung, d. h. auf eine eben solche Kraft, welche von
dem Widerlager ausgeht. Die Annahme der absoluten Starrheit
fithrt dann zu Resultaten, welche mit der Wirklichkeit nicht iiber-
einstimmen. Ks pflanzt sich niimlich die beim Stols erlittene Defor-
mation in dem ausgedehnten Korper des Widerlagers als Schallwelle
fort, welche ein bestimmtes Energiequantum enthilt, und die Be-
trachtung dieser Bewegung, welche zu dem ganzen Vorgang mit
dazu gehort, erfordert, dals man den Korper, welcher das Wider-
lager bildet, als deformirbar ansieht.
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Hin einfaches statisches Beispiel, welches ebenfalls diesen Unter-
schied in der Betrachtung klarstellt, wollen wir noch hinzufiigen.
Ein schwerer Korper, den wir hier als einen einzelnen Massenpunkt
(Schwerpunkt) von der Grofse m ansehen konnen, soll in einem vor-
geschriebenen Abstand ! von einem Aufhiingungspunkte bleiben.
Man erreicht dies nahezu, wenn man ihn an einem sogenannt un-
dehnsamen Faden, etwa einem Stahldraht von der gewiinschten
Lange aufhiingt. Als Ruhelage findet man den im Abstand 7 vertical
unter dem Aufhiingungspunkt gelegenen Ort der Masse m, denn diese
Lage entspricht der starren Bindung und die noch freien virtuellen
Verschiecbungen liegen alle horizontal, liefern also unter der Wir-
kung der Schwerkraft stets virtuelle Momente gleich Null. Die
potentielle Energie der Schwere @ ist ein Minimum, dem wir den
‘Werth Null geben kénnen. Wenn man nun genau beobachtet, findet
man, dals unsere Betrachtung ungenau ist. Die Ruhelage liegt that-
siichlich ein wenig tiefer, denn der Draht ist elastisch dehnbar.
Sobald aber Verschiebungen, die der Bindung zuwiderlaufen, also
in unserem Falle verticale, zugelassen werden, ist @ = 0 kein Mini-
mum mehr, bei einer Senkung des Punktes m um die Strecke &
wiirde @ = — gm & also kleiner als Null werden; aulserdem wiirde
dann @ nicht mehr die gesammte potentielle Energie darstellen.
Es kommt vielmehr von der elastischen Deformation des Drahtes
ein Antheil hinzu:

Y= Ez Cc&,
wo C eine sehr grofse Constante ist.
Die Gleichgewichtshedingung wird dann:

O+ Y= —gmé+ } C§E = Minimum,

Daraus berechnet man & = gm [C, eine Dehnung des Drahtes,
die zwar bei unendlich grofs gesetztem C verschwindet, welche aber
thatsiichlich besteht und welche mit hinreichend feinen Hiilfsmitteln
auch gemessen wird, um daraus einen Schlufs zu ziehen auf die
Grofse der elastischen Constanten C.

Wir haben in diesem Paragraphen die Functionen ® und &
wie auch die Bedingungsgleichungen ' = 0 in cartesischen Coordi-
naten ausgedriickt gedacht, indessen lassen sich auch im Falle be-
schritnkter Bewegungsfreiheit die mathematischen Schlulsfolgerungen
fiir jedes andere Coordinatensystem in gleicher Weise durchfiihren.
Die Gleichungen verindern ihre Gestalt dabei durchaus nicht, da
wir gar keine bestimmten Functionsformen betrachtet haben. Wenn
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daher 3n irgendwie gewihlte Abmessungen p,, py, ..., Po,--vy Py,
die Lage des Massensystems bestimmen, in welchem eine Reihe von
Bedingungen

G5 (D P50 =0y ooy G (P Py--)=10...

zu erfillen sind, so wiirde die Gleichgewichtshedingung entsprechend
Gleichung (165) lauten:
is [0, . = 006
> { 0 pa +b%1n 0pa

a=1

}o'pa =0 (168)

Die allgemeinen Coordinaten brauchen nicht Liingenabmessungen
zu sein, hiufig kann man unbenannte Zahlen als Coordinaten brauchen,
wie z B. die Winkel im Polarcoordinatensystem oder die elliptischen
Coordinaten. Dann stellen die op, nicht direct die vorher betrach-
teten virtuellen Verschiebungen dar, indessen sind die einzelnen
Summanden der vorstehenden Gleichung doch stets wahre virtuelle
Momente von der Dimension der Arbeit. Die Wahl eines geeigneten
Coordinatensystems kann in vielen Fiillen die Berechnung wesent-
lich erleichtern, namentlich wenn es gelingt, solche Coordinaten zu
finden, in denen die Bedingungsgleichungen eine besonders einfache
Form annehmen. Kann man z B. eine Bedingung darauf zuriick-
fithren, dals eine einzelne Coordinate p, unveriindert bleiben soll,
withrend die iibrigen frei bleiben, so braucht man sich um diese
Bedingungsgleichung nicht weiter zu bekiimmern. Man setzt viel-
mehr fiir dieses p, den constanten Werth ein und lifst das mit
dem entsprechenden oJp, behaftete Glied in der Summe der virtuellen
Momente fort, da es ja doch wegen dp, = 0 verschwindet. Man hat
dann iiberhaupt nur noch (8n — 1) Variabele in dem Problem. Lassen
sich mehrere Bedingungen auf diese einfachste Form bringen, so
kann man dadurch eben so viele Coordinaten aus dem Problem
eliminiren. Ist z, B. ein Massenpunkt gezwungen sich auf einer vor-
geschriebenen geraden Linie im Raume zu bewegen, so thut man
gut ein cartesisches Coordinatensystem zu Grunde zu legen, dessen
x-Axe mit dieser Geraden zusammenfillt, dann werden die y- und
x-Abmessung dieses Punktes stets gleich Null bleiben, und wir be-
halten statt dreier Variabeler z, 7 x» nur die eine z. Ist ein Punkt
gezwungen, auf einem festen Ellipsoide zu bleiben, so withle man
ein elliptisches Coordinatensystem, welchem dieses Ellipsoid angehort.
Man kann dann die eine der drei elliptischen Coordinaten constant
setzen und hat nur noch die beiden anderen als Variabele zu be-
trachten.
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§ 62. Ein Grad von Freiheit. Einfache mechanische
Maschinen.

Die Anzahl der in einem Massensystem mit beschriinkter Be-
wegungsfreiheit noch iibrig bleibenden unabhiingigen Variationen der
Coordinaten nennt man ,die Anzahl der Grade von Freiheit“., Kin
Massensystem von » Punkten, in welchem keine Bindungen vorge-
schrieben sind, besitzt also 32 Grade von Freiheit. Bestehen m
Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten, so bleiben nur
3n—m Grade. Damit nur ein Grad von Freiheit {ibrig bleibe, die
Lage des Systems also durch Angabe eines einzigen Coordinaten-
werthes bestimmt sei, sind also 3% — 1 Bedingungen vorzuschreiben,
welche natiirlicher Weise mit einander vertriiglich und von einander
unabhiingig sein miissen.

Zuniichst wollen wir die Frage erortern, wieviel Grade von Frei-
heit ein ideal-starrer Korper besitzt. Wir betrachten einen solchen
Korper als ein Massensystem von sehr vielen (#) materiellen Punk-
ten, in welchem die Bedingungen erfiillt sind, dafs die Abstinde
aller Punkte von einander unveriinderlich bleiben. Wiirden wir
zwischen jedem Punktepaar m, und m; die entsprechende Bedingungs-
gleichung einfiithren

(@ — xﬁ)?' =+ (?fn = y&)g o= (%u = xb]‘z = ?'g,h =0,

WO 7 p filr jedes Paar eine vorgeschriebene Constante ist, so wiirden
wir zu viele Bedingungen fordern; die simmtlichen 7, 4 sind nicht
unabhiingig von einander. Zu einer gerade ausreichenden Schaar
von Bedingungen kommt man auf folgende Weise: Man wihlt drei
nicht in einer geraden Linie liegende Massenpunkte m,, m,, m, aus,
und stellt die drei Gleichungen auf, welche aussagen, dals , ,, 7, 4, 75,
constant bleiben.

Jeder weitere Massenpunkt m,, m,... bildet mit dem ausge-
withlten Dreieck ein Tetraeder, die relative Lage eines Massenpunk-
tes m, gegen das Dreieck wird fest bestimmt durch Angabe der
drei Kantenlingen 7 ,, 7, 75, und ebenso fiir jeden weiteren
Punkt. Sind nun die Lagen gegen das Dreieck unverriickbar, so
sind auch die Liagen der iibrigen Punkte gegen einander fest bhe-
stimmt, d. h. die Bedingungen des starren Korpers sind hiermit er-
schopft. Die ersten drei Punkte erforderten zu ihrer relativen Fest-
legung 3 Gleichungen, die ibrigen (» — 3) Punkte erforderten jeder
8 Gleichungen, wir haben also im Ganzen 3 +3(n —3)=3n — 6
Bedingungen fiir 3n Coordinaten. Der starre Korper besitzt also,



§ 62 EIN GRAD VON FREIHEIT. 297

so lange er in keiner Weise gehalten wird, 6 Grade von Freiheit.
Um ihn auf einen Grad von Freiheit zu beschrinken, braucht man
5 Bedingungen. Man kann zum Beispiel einen Grad von Freiheit
herstellen, wenn man zwei Punkte des Kérpers unverriickbar fest-
hilt. Man giebt dem Korper zu dem Zwecke zwei nach entgegen-
gesetzten Richtungen hervorragende harte Spitzen, diese bilden dann
die festgehaltenen Punkte, sobald man sie zwischen zwei unbeweg-
lich festzustellenden conisch ausgehdhlten Lagern einklemmt. Die
einzigen Bewegungen, welche der starre Korper dann noch ausfiihren
kann, sind Rotationen um die Axe, welche die beiden festen Punkte
verbindet. Mathematisch wird diese Gebundenheit scheinbar durch
6 Gleichungen ausgedriickt, denn der feste Ort jedes der beiden
Punkte erfordert die Angabe von je drei Coordinaten, indessen sind
diese 6 Angaben nicht unabhiingig von einander, da ja der Abstand
der beiden Punkte bereits durch eine Bedingung des starren Korpers
vorgeschrieben ist. Man kann diese dazu benutzen, aus 5 Coor-
dinaten zweier Punkte die sechste zu berechnen. Thatsiichlich sind
nur 5 Bedingungen in der Festlegung einer Rotationsaxe ent-
halten. Es geniigt nun in der That eine einzige Angabe, um die Liage
des ganzen Korpers zu fixiren. Man kann einen beliebigen geeig-
neten Punkt als Zeiger benutzen. Sobald man dem Kreise, den der
Zeiger durchliuft, eine Theilung und einen Nullpunkt gegeben hat,
bestimmt diese eine Coordinate eindeutig die Lage.

Eine andere wichtige Form eines Grades von Freiheit besitzt
ein starrer Korper, der durch eine sogenannte Schlittenfithrung oder
durch Riider, welche nicht von festen Schienen loskommen kénnen,
oder durch noch andere Einrichtungen beschriinkt wird, auf Parallel-
verschiebungen. Sobald auf der Schiene, welche die Bahn vor-
schreibt, eine Lingentheilung und ein Nullpunkt markirt ist, und
man irgend einen Punkt des starren Korpers, der die Schiene be-
rithrt, zum Zeiger gemacht hat, ist ebenfalls durch diese eine Coor-
dinate die Lage des ganzen Kborpers angegeben.

Bei der Beurtheilung des Gleichgewichts eines starren Kérpers
oder eines Systems solcher Kérper, die durch undehnsame Stangen
oder Seile mit einander verbunden sind, nimmt das Princp der vir-
tuellen Verschiebungen, sobald nur ein Grad von Freiheit gelassen
ist, eine besonders einfache Gestalt an. Nach den Auseinander-
setzungen des vorigen Paragraphen ist dieses Princip nur auf die
mit den Bindungen vertriiglichen Verschiebungen auszudehnen. Diese
lassen sich aber jetzt herleiten aus der Verschiebung eines einzigen
Punktes, etwa des als Zeiger dienenden Punktes. Diese Verschiebung
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tritt dann als gemeinsamer Factor aller virtuellen Momente vor die
gleich Null zu setzende Summe. Man erhilt dadurch stets eine
einzige Gleichung zwischen den wirksamen Kraftcomponenten und
den Coordinaten der angegriffenen Punkte. Da aber alle Coordinaten
durch Angabe einer einzigen bestimmt sind, kann man daraus eine
Gleichung bilden zwischen der einen Zeigercoordinate und den
Kriiften, d. h. man kann den Werth dieser Coordinate und somit
die Gleichgewichtslage finden.

In der angewandten Mechanik und in der Maschinentechnik
geht man immer darauf aus, den starren Maschinentheilen nur einen
Grad von Freiheit zu lassen, damit die Maschine sich nur in einer
vorgeschriebenen Richtung vorwiirts oder riickwiirts bewegen kinne
und keine willkiirlichen seitlichen Ausweichungen mehr méglich
seien. Deshalb haben die Gleichgewichtshedingungen bei einem
Grade von Freiheit besonderes praktisches Interesse.

Wir wollen hier nur die einfachsten mechanischen Maschinen
betrachten und deren Gleichgewichtshedingungen aus dem Princip
der virtuellen Verschiebungen ableiten.

Ein Hebel ist ein starrer Korper, welcher um eine feste Axe
drehbar ist. Geht diese Axe durch seinen Schwerpunkt, so ist er der
Schwerkraft gegentiber im indifferenten Gleichgewicht, die auf die
Hebelmasse selbst wirkenden Schwerkriifte heben sich in jeder Lage
derselben auf und fallen deshalb aus der Betrachtung heraus.

Greifen nun in verschiedenen Punkten fulsere Kriifte an, so wird
der Hebel im Gleichgewicht sein, wenn die Summe der virtuellen
Momente gleich Null ist.  Die virtuellen Verschiebungen sind die
von den Angriffspunkten beschricbenen kleinen Kreisbogen, welche
entstehen, wenn man dem Hebel eine virtuelle Drehung um einen
kleinen Winkel ertheilt denkt, wenn also die Zeigercoordinate,
Winkel %, einen Zuwachs & erfiihrt. Sind die Abstiinde der An-
griffspunkte von der Drehungsaxe r», »,, ... #;, so werden die vir-
tuellen Verschiebungen:

Os, =r,.08, 0dg=r,.0 ..., Osp=r,.09.

Diese sind als gerade Strecken anzusehen, welche senkrecht auf den
Radien » stehen. Von den Kriiften sind nur die in Richtung der
ds fallenden Componenten zu beriicksichtigen; man findet diese,
wenn man die Kriifte als gerichtete Strecken in den Angriffspunkten
ansetzt und auf die Richtungen der Verschiebungen projicirt. Fallen
diese Projectionen in die Richtung der d's, so rechnen wir sie positiv,
fallen sie in entgegengesetzte Richtung, so rechnen wir sie negativ.
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Bezeichnen wir diese wirksamen Kraftcomponenten mit S, S,, ... S,
so wird die Summe der virtuellen Momente

8 .08 4+ ...+ 8. .Fs, = (87 +...8mn).0%

Da diese Summe verschwinden muss und 8¢ von Null ver-
schieden ist, erhalten wir die Gleichgewichtsbedingung

Sr+8r+...4 8.rn=0

Diese Gleichung stimmt itbrigens iiberein mit der Forderung,
dafs die Rotationsmomente der Kriifte fiir die feste Axe sich ver-
nichten miissen (vergl. § 45).

Wenn die Drehungsaxe des Hebels nicht durch den Schwer-
punkt geht, so kommt zu der linken Seite der vorstehenden Gleichung
noch ein Glied 4 &.y hinzu, in welchem v den Abstand des Schwer-
punktes von der Axe und & diejenige Componente des vertical ab-
wiirts gerichteten Gewichts des Hebels bezeichnet, welche in Rich-
tung der virtuellen Verschiebung des Schwerpunktes fillt.

Ein besonders einfaches und oft vorkommendes Beispiel des
Hebelgleichgewichtes beobachtet man an einem linearen Hebel, d. h. an
einem hauptsiichlich in Richtung einer geraden Linie ausgedehnten
balkenformigen Korper von geringem Querschnitt, der um eine hori-
zontale Axe senkrecht zu seiner Liingsrichtung drehbar ist und der
durch zwei auf den heiden Seiten angehiingte oder aufgelegte Ge-
wichte belastet wird. Kinen solchen Hebel kann man als eine starre
Linie ansehen. Die beiden Angriffspunkte werden bestimmt durch
die Linge der beiden Hebelarme, welche eine gerade Linie bilden.
Die Winkel, welche die verticalen Schwerkrifte der beiden ange-
héingten Gewichte mit den virtuellen Verschiebungen bilden, sind
Supplementwinkel, ihre Cosinus, mit denen die Schwerkriifte multi-
plicirt werden miissen, sind entgegengesetzt gleich, heben sich also,
bis auf das Vorzeichen, nebst der Intensitiit der Schwere g aus der
Nullsetzung der Momentsumme heraus. Man erhilt als Gleichge-
wichtsbedingung des Hebels die einfache Beziehung:

My Ty = My Ty,

wo m, und m, die links und rechts von der Drehungsaxe ange-
brachten beiden Massen, und », und r, deren Hebelarme bedeuten.
Man schreibt diese Gleichung oft als Proportion

?n-l : ms = ?‘2:?’1,
in Worten: Der Hebel ist im Gleichgewicht, wenn die Hebelarme
sich umgekehrt wie die aufgelegten Gewichte verhalten. Sobald
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diese Bedingung nicht erfiillt ist, setzt sich der Hebel nach der
einen oder der anderen Richtung in beschleunigte Bewegung. 1st
aber die Vorschrift erfiillt, so bleibt der Hebel in jeder Stellung
in einem indifferenten Gleichgewicht; man kann ihn dann ohne
dufsere Arbeitsleistung durch den geringsten Anstofs nach jeder von
beiden Richtungen in eine langsame unbeschleunigte Bewegung ver-
setzen, man kann z B. das schwere Gewicht aufsteigen lassen,
withrend das leichtere herabsinkt: Die auf der einen Seite gewonnene
Arbeit ist dabei immer gleich der auf der anderen Seite verbrauch-
ten. Der Nutzen des Hebels zum Heben schwerer Lasten beruht
darin, dafs man mit Hiilfe einer geringeren Kraft eine gréfsere iiber-
winden kann. Freilich mufs die schwichere Kraft einen entsprechend
lingeren Weg hindurch wirken, als der Weg ist, um den die schwere
Last gehoben wird.

Eine andere Form der einfachen Maschinen finden wir in den
yschiefen Ebenen®. Wenn wir uns auf die Wirkungen der Schwer-
kraft beschrinken, kinnen wir diese Maschinen definiren als Kin-
richtungen, durch welche schwere Massen gezwungen werden auf
einer von der Verticalen abweichenden schriigen Bahn aufwiirts oder
abwiirts zu laufen. Alle solche Einrichtungen verursachen bei der
Bewegung viel bedeutendere Reibungskriifte, als beim Hebel zu be-
firchten sind; doch wollen wir hier diese energieverzehrenden Ein-
fliisse aus der Betrachtung ausschlielsen, etwa ganz glatte Schienen
und Riider und reibungslose Axenlager voraussetzen. Der schwere
Korper, welcher auf der schriigen Bahn bewegt werden soll, sei an
ein biegsames Seil gekniipft, welches iiber eine am oberen Ende der
schiefen Kbene befestigte Rolle liuft und auf der anderen Seite
durch frei herabhiingende Gewichte gespannt wird. Kine Rolle ver-
andert nur die Richtung des iiber sie gelegten Seiles ohne indessen
die Spannung zu beeinflussen. Freilich erfihrt die Axe der Rolle
von den beiden verschieden gerichteten Zugkriiften der beiden Seil-
hiilften einen resultirenden Druck, dieser wird aber bei hinreichen-
der Starrheit ohne merkliche Deformation ausgeglichen. Das frei
herabhiingende Gewicht g.m kann man so wihlen, dafls die Last
auf der schiefen Ebene gerade im Gleichgewicht gehalten wird. Das
ganze System besitzt einen Grad von Freiheit, die virtuellen Ver-
schiehungen sind wegen der Seilitbertragung fiir alle Massenpunkte
des Systems von gleicher absoluter Linge, aber auf der schiefen
Ebene von anderer Richtung als bei dem frei hiingenden Gewicht.
Wir wollen uns eine Verschiebung ods vorstellen, welche die Last
von der Masse M auf der schiefen Ebene aufwiirts und die Masse m
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vertical abwirts riickt. Um die virtuellen Momente zu bilden,
miissen wir die in Richtung der Verschiebungen fallenden Kraft-
componenten suchen. Das Gewicht der Last ist die vertical abwiirts
gerichtete Kraft g. 3, die in Richtung der Bahn fallende Componente
derselben ist — g.M.sin ¢, wo « den Steigungswinkel der Bahn
bedeutet. Das negative Vorzeichen tritt hinzu, weil die Componente
der von uns gewithlten Richtung der Verschiebung entgegengesetzt
ist. Die Kraft g.m wirkt mit ihrem vollen Betrage in Richtung
der verticalen Verschiebung der Masse m. Das Verschwinden der
virtuellen Momente liefert daher die Bedingungsgleichung:

—g.M.sine¢.0s+g.m.ds =0
oder:
m = M sin e.

Sobald m diesen Werth besitzt, kann man das System ohne Arbeits-
leistung in langsamer unbeschleunigter Bewegung erhalten, ohne
dabei die statischen Bedingungen zu verlassen. Letateres gilt wenig-
stens so lange man das Gewicht des Seiles vernachlissigen darf.
(Ist das Seil dagegen selbst von bedeutendem Gewicht, so erhilt
man nur eine einzige Ruhelage, in welcher Jf und m gleiche Hohen-
lage haben, und zwar entspricht diese Lage einem labilen Gleich-
gewicht. Wir wollen indessen hier das Gewicht des Seiles vernach-
lissigen.) Die fallende Masse m leistet die Arbeit, welche durch
die Aufwirtsbewegung von M wiedergewonnen wird, Der Nutzen
der schiefen Ebene besteht, wie der des Hebels, darin, dafs man
grofse Kriiffte mit Hiilfe geringerer Kriifte iiberwinden kann: Ein
Pferd kann auf einer miilsig ansteigenden Fahrstrafse Lasten
bergauf beftrdern, die es aufser Stande wiire direct vertical zu
heben, etwa mittelst eines iiber Rollen gelegten Seiles, an dessen
Ende die Last hingt.

Eine dritte Grundform mechanischer Maschinen bilden die
Flaschenziige, deren allereinfachsten Typus wir hier betrachten
wollen. An der Unterseite eines festen Balkens B (Fig. 17) sei bei
4 ein langes Seil angekniipft und daneben eine Rolle mit der Axe C
befestigt. Das Seilende sei iiber diese Rolle gefithrt und in der
dadurch gebildeten Schlinge hinge eine Rolle, deren Axe nicht fest-
gehalten ist, sondern in einem frei beweglichen Axenlager R lauft.
An dieses Axenlager kinnen Gewichte angehiingt werden, ebenso
an das frei herabhiingende Seilende. Wie miissen diese Gewichte
gewithlt werden, damit das System im Gleichgewicht ist? Man kann
nicht behaupten, dafls ein solcher Flaschenzug nur einen Grad von
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Freiheit besitze, die beweglichen Massen kinnen vielmehr mancherlei
Pendelbewegungen ausfithren, auch kann die bifilar aufgehiingte
Rolle mit ihrer Belastung um eine verticale Axe schwingen, gleich
als hinge sie an einem tordirbaren Drahte. Alle diese Verschie-
bungen schliefsen wir aus, ihnen kommt eine selbstverstindliche
Ruhelage zu, um welche jene
Bewegungen herum pendeln.
Uns interessirt nur diejenige
Verschiebung, bei welcher die
am freien Seilende aufgehiingte
Masse m vertical abwirts ge-
fithrt wird, bei welcher also
ein dieser Verschiebung gleiches
Stiick des Seiles iiher die feste
Rolle gezogen wird; diese Be-
wegung hat nur einen Frei-
heitsgrad, und man kann die

A virtuelle Verschiebung  der
h [ A " losen Rolle nebst der daran
™ -i-" hiingenden Masse M aus der-

L jenigen der Masse m berech-

;’__J' >é nen. Sinkt nimlich m um die

2 Hohe h, so wird die Seil-

schleife um die Liinge &, jede

/\ l ihrer Hilften um %/2 verkiirzt,

.t mithin steigt die lose Rolle

[ j : um 42 aufwiirts. Das ist also

N die virtuelle Verschiebung. Die

Schwerkriifte wirken mit ihrem

ganzen Betrage in Richtung

Fig. 17. der Verschiebungen, und zwar

ist die Kraft g.m positiv zu

setzen, liefert also das virtuelle Moment g.me .k, wihrend g.M als

entgegengesetzt der Verschiebung negativ zu rechnen ist und das
Moment — g M.k/2 liefert. Das Gleichgewicht fordert nun

h

gmk—_qllf--g

——
=
In der Masse M ist dabei die Masse der losen Rolle selbst mit ein-

begriffen zu denken.

: =B,
d. h.
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Stehen die Massen in diesem Verhiiltnils, so ist der Flaschen-
zug im Gleichgewicht, man kann ihn miihelos in langsame Be-
wegung setzen, ohne dals er dabei die statischen Bedingungen ver-
lifst (das Seil selbst nehmen wir dabei wieder gewichtlos an). Im
(Ganzen wird auch hierbei Arbeit weder gewonnen noch verloren.
Der Nutzen der Einrichtung besteht darin, dals man die Schwer-
kraft ¢g. M durch eine halb so grofse Kraft iiberwinden kann. In
gleicher Weise findet man auch die statischen Bedingungen der
zusammengesetzteren Flaschenziige mit mehreren beweglichen Rollen,
bei denen das Verhiiltnifs der arbeitenden Kraft zu der gehobenen
Last ein noch giinstigeres ist als 1/2.

Die Einrichtungen der einfachen Maschinen sind sehr mannig-
faltig, lassen sich aber im Princip auf die hier besprochenen Grund-
formen zuriickfithren. So kann man die in einander greifenden Zahn-
rider als Zusammenstellungen einer ganzen Reihe von Hebeln an-
sehen, welche beim Laufe des Riderwerkes abwechselnd zur An-
wendung kommen. Dasselbe gilt von den durch Treibriemen ge-
koppelten Riemenscheiben von verschiedenem Durchmesser. Die
Keile, durch welche man Korper spaltet, die einer Trennung ihrer
Theile grofse Krifte entgegensetzen, sind anzusehen als Verbin-
dungen zweier schiefer Ebenen, die unter hinreichend spitzem
Winkel zusammentreffen. Kinige dieser Einrichtungen sind bereits
im Alterthume erfunden und benutzt worden, die Gesetze des Gleich-
gewichts am Hebel und an den Flaschenziigen waren bereits dem
Archimedes bekannt.

Zweiter Abschnitt.

Principien der Bewegung.

§ 63. Das d'Alembert’sche Princip.

Unsere weitere Aufgabe ist nun, die Gesetze, nach denen die
Bewegungen in der Natur vor sich gehen, in eine allgemeine Aus-
sage zusammenzufassen, dhnlich, wie wir dies im vorigen Abschnitt
fiir den besonderen Fall des Gleichgewichts gethan haben. Wir be-
trachten also wieder ein System von beliebig vielen materiellen
Punkten, welche unter der Wirkung beliebiger innerer und #ulfserer
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Krifte stehen, doch wollen wir jetzt nicht annehmen, dals diese
Kriifte sich gegenseitig vernichten oder durch feste Verbindungen
unwirksam werden, vielmehr sollen beschleunigte Bewegungen auf-
treten. Je mach der Natur der Kriifte, je nach der Art der etwa
bestehenden Beschriinkungen der Bewegungsfreiheit und je nach dem
Anfangszustand (Configuration und Geschwindigkeit) werden die ein-
tretenden Bewegungen sehr verschiedenartig ausfallen; das durch-
gehend Gesetzmiifsige haben wir bisher nur ausdriicken konnen in
den Newrox'schen Differentialgleichungen der Bewegung (siehe z. B.
Gleichung (113) auf Seite 194), deren es ebensoviele als Coordinaten
in dem System giebt. Feste Verbindungen miissen dabei ihrem
wahren physikalischen Sinne nach als Kraftwirkungen in Folge
kleiner Deformationen angesehen werden, wenn es nicht gerade ge-
lingt durch geschickte Wahl der Coordinaten die Bedingungsglei-
chungen in solche Form zu bringen, dals einige Variabele ganz
eliminirt, d. h. constanten Grofsen gleichgesetzt werden, die iibrig-
bleibenden aber frei sind.

Das Princip, welches der berithmte franzisische Mathematiker
p’ALeEMBERT um die Mitte des 18. Jahrhunderts aufgestellt hat, falst
nun die ganze Schaar von (Gesetzen, nach denen sich die einzelnen
Coordinaten aller Punkte veriindern, in eine einzige Forderung zu-
sammen, welche sich in ihrer Form direct anschliefst an das Prinecip
der virtuellen Verschiebungen, und aus welcher man alle Bewegungs-
erscheinungen so herauslesen kann, wie sie in der That beobachtet
werden. Die Ueberlegung, durch welche p'AnEMBERT 21 seinem
zusammenfassenden Princip der Dynamik gelangte, war folgende:
Die Bewegungen der Massenpunkte werden nicht geindert, wenn
man fiir jeden Punkt zwei Kriifte hinzufiigt, welche sich jederzeit
und allerorten aufheben, welche also stets gleiche Intensitit und
entgegengesetzte Richtung haben. Solche Krifte kann man in jeder
beliebigen Intensitiit und Richtung zu dem System zugesetzt denken,
ohne dals an den Bedingungen etwas geiindert wiirde; p’ALEMBERT
nahm nun solche Zusatzkriifte von ganz bestimmter Art an: Die
einen sollten so beschaffen sein, dafls sie allein den angegriffenen
Massenpunkten, wenn diese frei beweglich wiren und von keinen
anderen Kriiften angegriffen wiirden, dieselben Bewegungen ertheilen,
welche thatsiichlich in dem Systeme vorkommen. Die anderen Zusatz-
krifte mulsten dann, der Abmachung zu Folge, den ersteren ent-
gegengesetzt gleich angenommen werden fiir alle Punkte. Die ersteren
Krifte ertheilen dann den Punkten ihre wirklichen Bewegungen, sie
sind ja so gewahlt, dals ihre Intensititen und Richtungen gerade
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die thatsiichlichen Beschleunigungen hervorrufen. Hs wird also in
der Bewegungserscheinung nichts geiindert, wenn man alle aufserdem
noch wirkenden Kriifte unterdriickt; damit ist aber gesagt, dals alle
diese Kriifte sich im Gleichgewicht halten miissen, denn sie erzeugen
keinerlei resultirende Beschleunigungen mehr. Sie bestehen erstens
in den negativen Zusatzkriften p’ALEMBERT's, ferner in den inneren
und fulseren Kriiften, welche die Punkte des Massensystems an-
greifen und endlich in den méglicherweise vorhandenen Widerstands-
kriften der vorgeschriebenen sogenannt festen Verbindungen. Das
Problem ist dadurch auf eine Gleichgewichtsfrage zuriickgefithrt, zu
deren Lisung man das Princip der virtuellen Verschiebungen be-
nutzen kann, als diejenige Form der statischen Bedingung, welche
beim Bestehen von festen Verbindungen die einfachste Darstellung
erlaubt, indem nur diejenigen virtuellen Verschiebhungen zu betrachten
sind, welche mit den Bedingungsgleichungen Gy = 0 vertriiglich sind.
Es mag noch erwiéhnt werden, dals solche Bedingungsgleichungen
jetzt auch die Zeit explicite enthalten konnen, dals dann aber die
virtuellen Verschiebungen, welche man zum Erkennen eines Gleich-
gewichtszustandes ausgefithrt denkt, verschieden sind von den bei
der wirklichen Bewegung in dem Zeitelement d¢ durchlaufenen
Wegen. Zur Auffindung der mit den Bedingungsgleichungen ver-
traglichen virtuellen Verschiebungen hat man vielmehr der Zeit
einen constanten Werth zu ertheilen, niimlich denjenigen, fiir welchen
man die Bedingungen aufstellt. Dies ist nun im Allgemeinen jeder
Zeitpunkt, wir werden deshalb auch die virtuellen Verschiebungen
als Functionen der Zeit ansehen und im Folgenden von dieser Auf-
fassung Gebrauch machen.

Die einfachste mathematische Darstellung des Princips erhalten
wir unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen cartesischen Coordi-
natensystems, welches auch p’ArEMBERT benutzte. In diesem System
haben wir bereits die Newton’schen Bewegungsgleichungen dar-
gestellt und konnen deshalb die Zusatzkrifte direct durch die that-
siichlichen Beschleunigungen ausdriicken. Wir miissen uns dabei
alle Kriifte in Componenten nach den drei Axenrichtungen zerlegt
denken. Die Axenrichtungen brauchen wir auch hier nicht durch
verschiedene Buchstaben zu unterscheiden, sondern kénnen kurz von
3n Coordinaten x, sprechen, welche die » Punkte in ihrer Lage
bestimmen. Die inneren und #ufseren Kriifte, welche das System
regieren, ergeben, jeder Coordinate entsprechend, eine Kraftcom-
ponente X,, und die p’AremMBERT schen Zusatzkriifte geben ein erstes
System von Componenten, welches wir mit + X, bezeichnen, und

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik, Bd.I, 2. 20
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ein entgegengesetzt gleiches — X;. Da nun die Kriifte X} allein
die thatsichlichen Beschleunigungen der Punkte m, erzeugen sollen,
so haben wir einfach nach der NEwronN'schen Definition zu setzen:
@ a,

e’

Die sich im Gleichgewicht haltenden Kriifte sind dann die X, und
die — X,, welche sich als gleichgerichtete Grilsen fiir gleiches a
algebraisch addiren zu

X;: mﬂ.

2
X, — X=X, —my 8
Das Princip der virtuellen Verschiebungen driickt dieses Gleich-
gewicht aus in der Forderung:
n 2
gz(xn —ma‘z—“’;)amﬂ= 0. (169)
a=1 ¢
Dies ist der mathematische Ausdruck des zusammenfassenden Prin-
cips der Bewegung in der von »’AneEmMBERT gegebenen Form, bezogen
auf rechtwinklige Coordinaten.

Auf andere Coordinaten kann man diese Form nicht so
direct iibertragen, wie dies beim Gleichgewicht moglich war [vergl.
Gleichung (152a) und (168)], denn die zweiten zeitlichen Differential-
quotienten beliebiger Abmessungen bedeuten nicht in der Regel die
Beschleunigungen, welche in der Newron'schen Kraftdefinition ge-
meint sind; im allgemeinen erfordert vielmehr der Uebergang zu
einem anderen Coordinatensystem eine mehr oder weniger umstind-
liche Transformation der Gleichung.

Wenn nun in dem System den Massenpunkten keine bestimmten
Bahnen oder sonstige Bindungen vorgeschrieben sind, sondern die
von den Kriften hervorgebrachten Beschleunigungen voll zur Er-
scheinung kommen, so lehrt uns die symbolische Formel des
p’AvemBERT'schen Princips nichts Neues; das Verschwinden der
Summe liefert dann sofort die 87 einzelnen Gleichungen

. dz,
Aﬂ S ma L _dtzi == 0,

das sind aber die NewroN’schen Grundgleichungen. Der strenge
Beweis dieser Behauptung lifst sich ebenso fithren, wie wir ihn

frither schon fiir die Statik angegeben haben: Wire die Kraft-

2
summe (X“ — g %;“—) nicht jederzeit gleich Null, sondern eine
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Function der Zeit, welche bald positiv, bald negativ sein kann, so
konnten wir die Verschiebungen oa,, welche ebenfalls Functionen
der Zeit sind, und zwar bei Abwesenheit von festen Bindungen jede
eine unabhiingige selbststandige Function, so wiihlen, dafs sie jeder-
zeit dasselbe Vorzeichen haben wie die Kraft, mit welcher sie
multiplicirt sind, dafs also das Product beider stets positiv ist. Eine
Summe von lauter positiven Gliedern kann aber nimmermehr Null
geben. Die vorstehenden Gleichungen miissen also fiir jedes einzelne
a zu allen Zeiten erfiillt sein.

‘Wenn ferner Beschriinkungen der Bewegungsfreiheit vorhanden
sind, und wir diesen auf den Grund gehen, dieselben also als
elastische Kriifte erkennen, welche bereits bei sehr kleinen Verstofsen
gegen die festen Bindungen sehr grofse Intensitiiten erreichen, so
ist das Massensystem auch dann als ein ungebundenes anzusehen:
Man muls ein gliedweises Verschwinden der Summe in Gleichung (169)
verlangen, nur sind dann in die X, auch jene elastischen Krifte mit
einzuschliefsen. Der Inhalt der Bewegungsgleichungen wird dadurch
ein anderer, dem entsprechen dann auch die veriinderten Bewegungen
des gebundenen Systems gegeniiber dem freien. Da nun aber die
Annahme absolut starrer Bindungen, als eine in vielen wichtigen
Fillen ausreichende Anniitherung an die Wirklichkeit, die Betrach-
tungen wesentlich vereinfacht, so wollen wir diese Annahme, deren
Folgerungen fiir die Statik wir bereits ausfiihrlich besprochen haben,
auch auf das p’ArEmBERT'sche Princip iibertragen, welches in diesem
Falle wirklich einen praktischen Nutzen bietet. Die vorgeschriebenen
Bedingungen werden ganz allgemein ausgedriickt durch m Gleichungen
zwischen den Coordinaten und der Zeit; es ist nicht nothig, dals
die Zeit in diesen Gleichungen vorkommt, gleichwie auch einige
Coordinaten fehlen kénnen. Diese Gleichungen schreiben wir in
der Form:

G, (@) w55+ Bay oo By on D=0}

17
ebenso G, =0,... Gy=0,... G,=0. } (10)

Man kann in diesen Gleichungen die Coordinaten variiren und erhilt
dadurch m lineare homogene Gleichungen fiir die virtuellen Ver-
schiebungen. Diese lauten:
GREN ad Gy

g?:;,‘a 5&3a—0, sen ;Ea—‘axn—o... (170&)
Es kinnen also m von diesen Grdfsen als abhiingig von den iibrigen
ausgedriickt werden, und in die Summe des p’ArLEmMBERT'schen Prin-

' 20*
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cips eingesetzt werden. Die Summe kann man dann nach den
iibrig bleibenden 3n — m Verschiebungen ordnen; der Coefficient
jeder einzelnen dieser willkiirlich gebliebenen Variationen muls ein-
zeln gleich Null sein (Beweis wie oben); man erhilt also 37 —m
Differentialgleichungen, welche zusammen mit den » Gleichungen (170)
das Problem vollstindig bestimmen. Der Nutzen des »'ArneMBERT-
schen Princips liegt also darin, dafs es jetzt so viele Differential-
gleichungen liefert, als Freiheitsgrade in dem System bestehen.

Die Elimination von m Variationen macht die Rechnung un-
symmetrisch. Falls nicht etwa durch besonders einfache Form der
Bedingungsgleichungen die Elimination einiger dz, nahe gelegt
wird, ist es iibersichtlicher, simmtliche Verschiebungen beizubehalten,
was durch die Lacrawee'sche Methode der unbestimmten Coeffi-
cienten erreicht wird. Man erweitert jede der Variationsgleichungen
(170a) mit einem unbestimmten Factor; die Reihe dieser Factoren,
welehe als Functionen der Zeit anzusehen sind, bezeichnen wir
durch y,, 74 ++4s 765244y 7,3 dann addirt man die so erweiterten
Gleichungen zu der allgemeinen Form des n’ArEmBERT'schen Prin-
cips und falst die entstehende Summe nach den einzelnen Varia-
tionen &z, zusammen. Man erhilt dann die Forderung:

- d?x,
g“a_’nuTtg +E/B_' "') a=0°
Die vorgeschriebenen Verbindungen zwischen den Punkten sind
jetzt in die Gleichung des Princips mit aufgenommen, wir miissen
also jetzt die Coefficienten siimmtlicher dz, einzeln gleich Null
setzen; dies liefert folgende 37 Differentialgleichungen:

d G
% 7 g = O
welche man auch schreiben kann:
dz xn L a Gb
My - W_Xa +E7&- B, (171)

Dieses System von Differentialgleichungen wurde von Lacranee fir
die Bewegungen eines Systems mit den durch die Gleichungen (170)
vorgeschriebenen Bedingungen aufgestellt und ist eine directe Fol-
gerung des p’ArEmBERT'schen Princips. Die Gleichungen enthalten
aufser den 3n unbekannten Zeitfunctionen «, noch die m unbekannten
Grofsen y5. Zur Losung sind auch noch die m Gleichungen (170)
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heranzuziehen. Ferner bringt die Integration der zweiten Differen-
tialquotienten fiir jede Coordinate zwei Integrationsconstanten mit
sich. Diese miissen bestimmt werden aus dem Anfangszustand,
welcher fiir die Zeit ¢ =0 jedem z, und jedem du,/dt einen ge-
gebenen Werth vorschreibt.

Die Lacrancr'schen Bewegungsgleichungen unterscheiden sich
von den fiir die Statik beim Bestehen fester Bindungen gefundenen
Gleichungen (164c) wesentlich nur dadurch, dals die Kraftsummen,
welche damals gleich Null waren, hier gleich den positiven Zusatz-
kriften gesetzt werden, welche die thatsiichlichen Beschleunigungen
der Massenpunkte erzeugen. Jene Gleichgewichtsbedingungen stellen
also nur denjenigen Specialfall der Laeraner'schen Differential-
gleichungen dar, in welchem keine Beschleunigungen auftreten,
sondern entweder Ruhe herrscht, oder hochstens unbeschleunigte
Bewegungen vorkommen, bei denen das System die statischen Be-
dingungen nicht verlilst.

§ 64. Das Hamilton'sche Princip.

Eine noch einfachere Gestalt kann man dem durch das p’ArLem-
BERT'sche Princip gefundenen Grundgesetz der Dynamik geben, wenn
man die wirkenden Kriifte als conservativ erkannt hat, wenn man
also einen Ausdruck der potentiellen Energie @ gefunden hat, aus
welchem sich die Kriifte herleiten als die negativen Differential-
quotienten nach den Coordinaten. Wir konnen die p’AreEMBERT'sche
Summe wegen der Gleichgiiltigkeit der Reihenfolge ihrer einzelnen
Bestandtheile in folgender Weise spalten:

. d?z, -
Eﬂ:ﬁa.éxu=;ma-d—:;-§ma. (172)

Gelten nun fiir die X, die Bedingungen der conservativen Kriifte:

0w

= i
daz,

X, =

so stellt die linke Seite der vorstehenden Gleichung, wie wir bereits
bei Betrachtung des Gleichgewichts, Gleichungen (153) und (153a),
sahen, die Variation von — @ dar, welche durch die virtuellen Ver-
schiebungen erzeugt wird:

0D .
EXQ 3% = 2—6—%01:“ = — 0O,
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Der zweite Theil der p’AvemBErT'schen Summe, welchen wir auf
die rechte Seite der Gleichung (172) gestellt haben, lifst eine Um-
formung jedes einzelnen Gliedes zu, welches sich als Theil eines
vollstiindigen Differentialquotienten ansehen lifst. Hs ist nimlich:

d dr, . PGy o dz, dox,
fu‘(’”“ Tz_"““) T R i B TR T
folglich:
Ay, o d d x, o dxy, dim,
mn-—é??'--()xa—m(mu dt J:t:u)—ma dt -——g't—' (1723.)

Diese Umformung ist nicht blofs eine formale Aenderung der Aus-
drucksweise, sie enthiilt auch eine Forderung. Wir hatten schon
frither eingesehen, dafs im Bewegungsprineip die virtuellen Ver-
schiebungen als Zeitfunctionen aufzufassen sind; im letzten Glied
der vorstehenden Gleichung kommt nun der Differentialquotient von
dx, nach der Zeit vor, wenn wir also diese Umformung brauchen
wollen, werden wir gendthigt, die dz, als differenzirbare Functionen
der Zeit einzufithren. Durch diese Forderung wird die Willkiirlich-
keit ihrer Wahl noch nicht beeintriichtigt. Wenn wir beispiels-
weise zum Beweise des nothwendig-gliedweisen Verschwindens der
p’AneMBERT'schen Summe vorschrieben, dals die dz, jederzeit das-
selbe Vorzeichen haben sollten, wie die mit ihnen vereinigten Kraft-
summen, so kann man einen solchen Zeichenwechsel mit der Stetig-
keit und Differenzirbarkeit doch vereinen. Die dx, sind eben kleine
Grifsen, welche sehr nahe bei Null bleiben und ohne Spriinge durch
Null hindurch von positiven zu negativen Werthen und umgekehrt
iibergehen kinnen, wie man es braucht. Die Forderung der Differen-
zirbarkeit sagt nur aus, dafs durch die virtuellen Verschiebungen,
die einem Punkte des Massensystems zu jeder Zeit ertheilt werden,
eine von der wirklichen Bewegung abweichende variirte Bewegung
vorgestellt wird, welche stetig und mit einer stets angebbaren Ge-
schwindigkeit aunsgefithrt wird. Diese Geschwindigkeit wird sich im
Allgemeinen unterscheiden von derjenigen, welche der Punkt im
gleichen Zeitelement in seiner wirklichen Bahn besitzt. Die Aen-
derungsgeschwindigkeit der Coordinate =, ist dz,/d¢, die der variirten
Coordinate ist

dz, d 0,

d
77 ) mip st

»

das zweite Glied giebt also die durch die Variation der Bewegung
verursachte Aenderung der Geschwindigkeit, welche man in der
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Schreibweise der Variationsrechnung ausdriickt durch &(dz,/d?), es
ist also:

dt dt

N ad:ca

Diese Gleichung spricht die Regel von der Vertauschbarkeit der
Reihenfolge von Variation und Differentiation aus. Vorausgesetzt
muls dabei nur werden, dals die Variabele, nach welcher differen-
zirt wird, also hier die Zeit, nicht von der Variation betroffen wird.
Dieser Voraussetzung entspricht unsere Annahme, dals die variirten
Lagen der Punkte zu denselben Zeiten durchschritten gedacht werden,
wie die wirklichen Lagen. (Man kann auch andere Variations-
bedingungen aufstellen und durchfithren, bei denen die Zeit selbst
auch variirt wird; davon wollen wir hier aber absehen.) Das letzte
Glied der Gleichung (172a) erhilt durch die Vertauschung der
Zeichen d/dt und & die Form:

dz, . dz, mg [da, \?
™ g ay = a{ 2 ( dt ) }’
stellt sich also heraus als die Variation des a-ten Summanden der

kinetischen Energie L des Systems. Die rechte Seite der Gleichung
(172) ist daher:

i d dz
gmn—d?}‘-amﬂ =——m, miaxa — 0L

und das p’AremBER1’sche Princip geht iiber in die Form:

S —SL=8(B—L)= — = Sm, I

0%y »

Verfolgt man nun die Bewegung des Massensystems von einer An-
fangszeit 7, bis zu einem Ziel £, so liegt der Gedanke nahe, den
totalen Differentialquotienten, welcher die rechte Seite der vor-
stehenden Gleichung bildet, fiir den betrachteten Zeitraum zu in-
tegriren. Man erhilt dann:

ity ty
f§((D—L).dt = — >'m, ddi;é‘xa
fo fo

Auf der rechten Seite steht die Differenz zwischen dem Anfangs-
werthe der Summe und dem Endwerthe derselben. Diese beiden
Grenzwerthe hingen davon ab, wie man die virtuellen Verschie-
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bungen zu den Zeiten ¢, und ¢ wihlt. Setzt man fest, dafs fir
beide Grenzen die simmtlichen 0z, = 0 werden sollen, dals also die
variirten Bahnen der Massenpunkte alle von der wahren Anfangs-
lage auslaufen und zur wahren Endlage fithren, so wird die rechte
Seite der vorstehenden Integralgleichung gleich Null. Auf der linken
Seite kann man noch die Reihenfolge von Integration und Variation
vertauschen, denn das Integral ist nur eine Summe von Variationen,
withrend das Zeitdifferential d¢ sowohl wie die Zeitgrenzen ¢, und ¢,
nach unserer Voraussetzung von der Variirung nicht betroffen
werden. Man findet dann als Schlufsresultat die merkwiirdig ein-
fache Forderung:

1y

Jf[GD—L}dt:O. (173)

fo

Dies ist das Hawmiurox'sche Princip der Dynamik, welches in
einer einzigen symbolischen Gleichung alle Gesetzmiifsigkeiten der
Kraftwirkung auf triige Massen zusammenfafst. Freilich haben wir
conservative Kriifte vorausgesetzt, als wir die potentielle Energie
einfiihrten, doch scheint es, dafs das Princip allgemeiner ist, als die
Bedingungen, unter denen wir es abgeleitet haben (dals beispiels-
weise die Function @, von welcher die Krifte in bekannter Weise
abgeleitet werden, die Zeit als explicite Variabele neben den Coor-
dinaten enthalten kann, wie JacoBr nachgewiesen hat. Davon im
letzten Abschnitt).

Das Integral, dessen Variation bei der wirklichen Bewegung
verschwinden soll, wiirde, dividirt durch den festgesetzten Zeitraum
t, — t,, als Mittelwerth der Grofse (@ — L) fiir das betrachtete Zeit-
intervall anzusehen sein. Man kann deshalb das Hamrinron’sche
Princip folgendermafsen in Worte kleiden: Unter allen Bewegungs-
arten, welche ein Massensystem aus einer gegebenen Anfangsposition
in einer vorgeschriebenen Zeit zu einer gegebenen Endposition fithren,
ist diejenige die wirkliche (oder sind diejenigen wirkliche), fiir welche
der Mittelwerth der Function (@ — L) ein Grenzwerth wird.

Wir wollen jetzt zeigen, dafs die eine Formel des Harnron'-
schen Princips die ganze Schaar der Newron'schen Bewegungs-
gleichungen ersetzt, dafs man also letztere aus dem Princip ableiten
kann., Wir brauchen dabei im Wesentlichen nur den Entwickelungs-
gang der zur Gleichung (178) fithrte, riickwirts zu verfolgen. Es ist:-

af(fb—L)dt=6ffbdt—a‘det.
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Die unveriinderlichen Integrationsgrenzen #, und #, sind hier und im
Folgenden immer hinzuzudenken. Diese Trennung kann man immer
dann vornehmen, wenn @ und L einzeln als endliche Grifsen an-
zusehen sind, also nicht etwa dadurch eine endliche Differenz bilden,
dafs sie in der unbestimmten Form oo — oo zusammentreten. Dies
kénnen wir aber stets voraussetzen. Dann ist weiter

é‘f‘bdt=f§fbdt=f2(%6mn)dt= —fdtZXné‘x,

und

é‘det—f&Ldt—fdt e (d-““-) fz{ da 6‘“"&4}

Da nun die Zeit von der Variation nicht betroffen werden sollte,
kann man setzen:

adx“ dt =

d oz,

77 di=ddx,.

Ferner kann man Integration und Summation vertauschen, und
findet dann:

dx,

d Ldt'__-Emafdt ~ddm,

Die partielle Integration liefert:
dx " d*z,
) Ld5=2ma'ﬁ'5%—2mn‘[‘i callal . 70
—_—ty

Der integrirte Theil liefert aber, zwischen den Grenzen ge-
nommen, Null, weil die dx, sowohl fiir ¢, wie fiir ¢ verschwinden
sollten. Man erhiilt also nach abermaliger Vertauschung von Sum-
mation und Integration im letzten Gliede:

d?x,

:)‘det= -—fdtzma TN dx,.
Deshalb ist
- dsxa
a ((D—L)dt = — d‘leﬂ axn+ thmnW—Jm‘,

oder nach Vereinigung der beiden Integrale rechts und Nullsetzung
der linken Seite (HaminroN’s Princip):

4
d? :
0 =fdt2(Xa— maF:;"‘) 0 ;.
t
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Man kann nun wieder die Variationen dz, jederzeit so wiihlen,
dals sie das gleiche Vorzeichen haben, wie die mit ihnen multipli-
cirten Kriifte. Deshalb darf man nicht annehmen, das Integral ver-
schwinde, weil der Integrand im Laufe des Zeitintervalls bald posi-
tive, bald negative Beitriige liefert, die sich schliefslich vernichten.
Es folgt daraus vielmehr als Forderung, dals der Integrand jederzeit
gleich Null sei; das liefert aber das p’ArLemsrrr’sche Princip, aus
welchem bei einem ungebundenen System die NEwTon'schen Be-
wegungsgleichungen direct abzulesen sind, und aus dem bei be-
schrinkter Freiheit die Lacraner'schen Differentialgleichungen in
der ersten Form vorher abgeleitet wurden.

§ 65. Zweite Form der Lagrange'schen Bewegungs-
gleichungen.

Was haben wir nun gewonnen durch die Umformung des
v’ArEMBERT'schen Princips in das Hawmiurox'sche? HEs wurde schon
darauf aufmerksam gemacht, dals durch die Zusammenfassung
D’ArEMBERT'S der Sinn der Bewegungsgleichungen nicht verindert
wird, dals dasselbe vielmehr immer wieder in jene NEwToN'schen
Gleichungen auseinanderfillt, wenn keine festen Verbindungen vor-
geschrieben sind durch Bedingungsgleichungen zwischen den Coor-
dinaten. Ist letzteres aber der Fall, so geht man méglichst darauf
aus, die Zahl der Coordinaten durch Elimination zu verringern, was
am einfachsten geschieht durch Einfithrung passender Coordinaten,
welche durch die vorgeschriebenen Bedingungen zum Theil constant
gesetzt werden, withrend die iibrigen unbeschriinkt frei bleiben. Um
die constant gesetzten hat man sich dann nicht weiter zu kiimmern.
In Beziehung auf solche Coordinatentransformationen ist nun gerade
die Hamrrron'sche Gleichung von grofsem Nutzen. Denn die Trans-
formation des p’AremsErT’schen Princips in allgemeine Coordinaten
erfordert die Umrechnung der zweiten Differentialquotienten @2z, /d
auf das neue System von Abmessungen, was meist zu unbequemen
und weitliufigen Ausdriicken fithrt, wilthrend im Haanrox'schen
Princip die Beziehung auf ein bestimmtes Coordinatensystem gar
nicht vorkommt. KErsetzen wir also die cartesischen Coordinaten z,
durch irgend welche andere Abmessungen, die wir allgemein mit
pq bezeichnen wollen und von denen sich weiter nichts Gemeinsames
aussagen lifst, als dals sie geometrische Grofsen im Raume sind,
welche die Lage eines jeden Punktes bestimmt definiren kénnen, so
lifst sich die potentielle Energie, welche nur von der jeweiligen
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Lage oder Configuration des Massensystems abhingt, eben so gut,
mitunter noch einfacher, als Function der p, angeben, wie als
Function der z,. Fiir die kinetische Energie haben wir allerdings
einen sehr einfachen Ausdruck in cartesischen Coordinaten, nimlich
2

> ﬁ;“ . (%ﬁi) . Die Transformation verlangt aber hier nur die Um-
a

rechnung erster Differentialquotienten. Wir miissen im Allgemeinen
bei der Transformation jedes z, als Function aller p, ansehen. Die
ersten zeitlichen Differentialquotienten der z, werden dann nach
den Regeln der Differentialrechnung folgendermalsen zu bilden sein:

dz, Oz, dpg
S el F a4

Die hier auftretenden Aenderungsgeschwindigkeiten der p, (welche
ihrer Dimension nach nicht Weggeschwindigkeiten zu sein brauchen)
bezeichnen wir im Folgenden kurz durch:

Die cartesischen Geschwindigkeitscomponenten stellen sich also
dar als lineare homogene Functionen der ¢. Die Coefficienten
0z, [0 py sind bedingt durch den geometrischen Zusammenhang der
beiden Coordinatensysteme; man kann sie sowohl durch die z wie
die p darstellen. Da wir aber zu dem System der p iibergehen
wollen, denken wir die Coefficienten als Functionen der neuen
Coordinaten p.

Erheben wir nun, um auf die kinetische Energie zu kommen,
die Gleichung (174) ins Quadrat, multipliciren mit m,/2 und sum-
miren iiber alle Massenpunkte, so erhalten wir fiir L eine homogene
Function zweiten Grades der ¢, deren Coefficienten von den p ab-
hiingen.

Man kann nun unter Zugrundelegung der allgemeinen Coordi-
naten die Variation des Hammrox'schen Integrales so ausfiihren,
dals die einzelnen dp, als virtuelle Verschiebungen heraustreten.
Da @ nur von den p, abhiingt, ist:

(174a)

o
o = —— O Pa-
E:apa £

Dagegen hat man wegen der Abhiingigkeit des L von den p, und
¢ Zu setzen:

oL oL
L= ——-—()‘ --—-—3 .
6 Ea:apa Pa + 211 aqﬂ Ta
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Die Variation d¢q, lafst sich durch partielle Integration auf dp,
zuriickfithren, denn &L wird im Hammron'schen Princip mit d¢
multiplicirt und zwischen den Grenzen integrirt. Zunichst ist,
L
dt dt
Hinzutreten des Differentials d¢ wird d¢,.d¢ = ddp, und die par-
tielle Integration des zweiten Theils von d L liefert:

weil die Zeit nicht variirt wird, d¢, = ¢ , durch das

Der integrirte Theil verschwindet aber, da an beiden Grenzen die
d0p, Null sein sollten. Es bleibt also iibrig:

6f(d)—L)dt=fthg}’(%5pamfdtzgfﬁpa

d [OL
+fdt§;dt(a%) O pa.
Die linke Seite ist nach dem Princip gleich Null, die rechte Seite
kann man in das Integral einer Summe zusammenfassen und

erhiilt:

4

oo oL d 0L\ .
f “’"?%tﬁ:“apn +‘a‘a‘(‘a‘qr)}"f’°=°-

ty

Durch dieselbe Schlussweise, die wir bei frei verfiigharen Varia-
tionen Jp, schon mehrfach gebraucht haben, folgt hieraus, dafls fiir
jede Coordinate p, einzeln und zu jeder Zeit die Gleichung erfiillt
sein muls: 56 @ 5
L d L

0 pa 0 pa di (a Qn) =0 (175)
Dies sind die von Laerance aufgestellten Differentialgleichungen
der Bewegung; wir wollen sie im Gegensatz zu den fritheren
Gleichungen (171), welche hiiufigz auch mit diesem Namen bezeichnet
werden, die zweite Form der Liacrancr’schen Differentialgleichungen
nennen. Dieselben beziehen sich in unserer Ableitung zunichst
auf conservative Kriifte, welche in allgemeinen Coordinaten durch
— 0 ®/dp, dargestellt werden. (Dabei ist zu bemerken, dafs diese
negativen Differentialquotienten von @ nach den Coordinaten nur
dann die Dimension der Newron’schen Kriifte hesitzen, wenn die
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pa lineare Abmessungen sind; ganz allgemein gilt aber, dals die
virtuellen Momente — 6 ®/dp, . dp, von der Dimension der Energie
sind) Die Verallgemeinerung sowohl des HamruronN’schen Princips
wie auch der Liacrance'schen Differentialgleichungen in der zweiten
Form fiir den Fall, dals das System #ulseren Kriften gegeniiber,
welche nicht conservativ zu sein brauchen, Reactionen iulsert,
werden wir im letzten Abschnitt dieses Bandes behandeln.

Die Bedeutung der auf der rechten Seite der Liagraxa®'schen
Gleichungen vorkommenden Differentialquotienten der lebendigen
Kraft nach den Coordinaten und nach den Geschwindigkeiten kann
man sich an einem einfachen Beispiel veranschaulichen. Denken
wir uns einmal die Bewegung eines Massenpunktes m dargestellt
durch ein Polarcoordinatensystem in derjenigen Ebene, in welcher
die Bahn des Punktes augenblicklich verliuft; » sei der Radius-
vector, ¢ der Richtungswinkel von ». Die beiden Componenten der
Geschwindigkeit sind dann d»/d¢ und r.d$/dt, erstere liegt in
Richtung des Radiusvector, letztere steht senkrecht darauf. Die
lebendige Kraft des Massenpunktes ist dann dargestellt durch:

m | dr\? g fE9\*
2= 33 + (G0}
bildet also eine homogene quadratische Function der beiden Differen-
tialquotienten dr/d¢ und d&/dt, als Coefficient kommt darin die

Coordinate » vor, wihrend  fehlt. Von Differentialquotienten nach
den Coordinaten kommt also nur in Betracht:

BL i Ff.‘i)z
5 =mr(r):

Dieser Ausdruck besitzt eine der Centrifugalkraft analoge Bildung;
jene wurde durch das Product aus Masse, Kriimmungsradius und
Winkelgeschwindigkeitsquadrat gemessen, der vorstehende Ausdruck
fallt also mit jener Kraft zusammen, sobald der Pol des Coordinaten-
systems in den Kriimmungsmittelpunkt der Bahn gelegt wird. Die
beiden & L/0 q, unseres Beispiels sind:

oL _  ar
dr\ dt
()
oL i

e i
a(d'ﬁ =m7
W

dt
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und stellen Momente der Bewegung (Bewegungsgrolsen, siehe § 10)
dar. Der erste giebt direct das Product der bewegten Masse und
der Radialgeschwindigkeit, der zweite ist das Product des Triigheits-
momentes (m#?) mit der Winkelgeschwindigkeit, wiirde sich aber
durch Division mit », welches ja bei dieser partiellen Differentiation
constant zu setzen ist, auch auf die Dimension des Bewegungs-
momentes bringen lassen. Wir erkennen aus diesem Beispiel, dalfs
wir in den LacraneE'schen Differentialgleichungen die 6 L/d p, als
Analoga der Centrifugalkraft anzusehen haben, wihrend die 6 L/6q,
Bewegungsmomente repriisentiren, deren zeitliche Aenderung eben
auf das Wirken von Kriiften hinweist.

Dritter Abschnitt.

Anwendung. Rotationen starrer Korper.
Theorie des Kreisels.

§ 66. Allgemeinste Bewegung eines starren Korpers.

Der Hauptzweck der Einschaltung dieses Abschnittes ist, an
einem Beispiele zu zeigen, welchen Nutzen das Hanmuron'sche
Princip oder die daraus herzuleitenden LiacraNgE'schen Gleichungen
in der zweiten Form bei der Behandlung dynamischer Probleme
dadurch bieten, dals sie gestatten, die fiir das Problem geltenden
Differentialgleichungen direct in solchen allgemeinen Coordinaten
aufzustellen, welche fiir die mathematische Darstellung der Be-
wegung am geeignetsten erscheinen. Nehenbei wird die Behandlung
des gewihlten Beispiels unsere bereits in den §§ 42 bis 46 be-
gonnenen Betrachtungen iiber die Rotation starrer Korper erweitern
und uns bekannt machen mit den interessanten Wirkungen aufserer
Kriifte auf schnell rotirende Massen. Bevor wir den zu Anfang ge-
nannten Hauptzweck erfiillen, wollen wir in den ersten drei Para-
graphen einigen vorbereitenden Betrachtungen Raum geben.

Die allgemeinste Bewegung, welche ein starrer Korper aus-
fithren kann, lifst sich in jedem hinreichend kurzen Zeitelement
auffassen als die Superposition einer Parallelverschiebung und einer
Drehung um eine bestimmte durch den Korper gelegte Axe. Wirken
beliebige iufsere Kriifte auf den Korper, welche erstens eine auf
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den Schwerpunkt zu iibertragende Resultante, zweitens auch ein
resultirendes Kriftepaar liefern, welch’ letateres den Korper zu
drehen strebt, so wird im Allgemeinen weder die Bewegung des
Schwerpunktes eine gleichformige sein, noch wird die Drehung um
eine festgerichtete Axe und mit constanter Winkelgeschwindigkeit
erfolgen, vielmehr werden die bestimmenden Gréfsen unter Wirkung
endlicher Krifte differenzirbare Functionen der Zeit sein. Es soll
nur gesagt werden, dafs zu jeder Zeit eine bestimmte translatorische
Geschwindigkeit des Schwerpunktes und eine hestimmte rotatorische
Geschwindigkeit um eine bestimmte Axenrichtung die wirkliche Be-
wegung vollstindig darstellt. Diese Aussage stimmt auch iiberein
mit unserer frither (§ 62) gewonnenen Krkenntniss, dals ein freier
starrer Korper 6 Grade von Freiheit besitzt: Die Bewegung des
Schwerpunktes wird bestimmt durch drei Angaben, etwa durch die
drei Geschwindigkeitscomponenten parallel den Coordinatenaxen
oder durch zwei Winkel, welche die Richtung der Bewegung im
Raume festlegen und die Grolse der Geschwindigkeit selbst; ebenso
erfordert die Angabe der Rotation drei Stiicke; man wihlt etwa
zwei Winkel, welche die Richtung der Drehungsaxe festlegen, und
die Winkelgeschwindigkeit um diese Axe, oder man zerlegt die
wirkliche Rotation geometrisch in drei Componenten, deren Axen
den Coordinataxen parallel laufen, dann hat man drei Winkel-
geschwindigkeiten anzugeben.

§ 67. Erscheinungen am Kreisel.

Wir wollen im Folgenden den allgemeinsten Fall der Bewegung
eines starren Kborpers nicht weiter verfolgen, obwohl sich die
Differentialgleichungen dafiir aufstellen und unter Annahme be-
stimmter Krafte auch bisweilen vollstindig integriren lassen. Die
translatorischen Bewegungen sollen von vornherein aus dem Spiel
bleiben, man kann diese meist ohne Schwierigkeit und ohne Storung
der iibrigen Rechnung hinzusetzen, wo es nothig erscheint. Es soll
jetzt angenommen werden, dals ein bestimmter Punkt des Korpers
durch irgend einen Mechanismus festgehalten werde, doch so, dafs
der Korper sich noch in jeder Richtung ungestort um diesen festen
Punkt drehen kann. Das vollkommenste Mittel, um diese Gebunden-
heit herzustellen, ist die sogenannte Cardanische Aufhingung, welche
wir nachher niher erliutern werden, indessen geniigen bisweilen in
den wichtigsten Beziehungen auch viel einfachere Einrichtungen fiir
diesen Zweck.
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Wir sahen bereits am Schlusse von § 46, dals ein Korper,
welcher um die durch den Schwerpunkt gelegte Axe des grolsten
Trigheitsmomentes in Rotation versetzt ist, die Richtung dieser Axe
zu erhalten strebt, auch wenn sie nicht durch #ufsere Mittel fest-
gelegt ist. KEndet diese Hauptaxe unten in einer Spitze, mit welcher
man sie senkrecht auf eine horizontale Unterlage, etwa eine Tisch-
platte aufsetzt, so wird der Korper nicht umfallen, obwohl er ohne
Rotation im labilen Gleichgewicht sein wiirde, sondern er wird mit
stillstehender Axe gleichmilsig weiter rotiren, wie man dies ja auch
an den als Spielzeug bekannten Kreiseln beobachten kann. Wenn
man die langsamen Ortsverinderungen des Kreisels unbeachtet lilst,
so kann man auch bei diesem einfachen Instrument irgend einen
Punkt der Drehungsaxe, entweder den unteren Endpunkt oder den
Schwerpunkt, als unbeweglich ansehen. Die eben beschriebene ein-
fachste Rotationsart wird beim Kreisel nur dann vorkommen, wenn
die Wirkung der Schwerkraft anfgehoben ist, also bei genan verti-
caler Stellung der Axe. Niimlich den Schwerpunkt greift die ab-
wirts gerichtete Schwerkraft an, der Unterstiitzungspunkt erfiihrt
von der Tischplatte einen entgegengesetzt gleichen Auftrieb; beide
vernichten sich nur bei verticaler Axenstellung, bilden aber sonst
immer ein Kriftepaar, welches die Kreiselaxe in der Weise zu
drehen strebt, wie dies beim Umfallen des nicht rotirenden Korpers
eintritt, sobald man ihn auf die untere Spitze der Axe stellen will.
Es kommt bei schriiger Stellung des rotirenden Kreisels unter der
Wirkung dieses Kriiftepaares in der That eine Bewegung der Axe
zu Stande, diese erfolgt aber bei schneller Drehung fast genau senk-
recht zu der Verticalebene des Kriiftepaares, also in wesentlich hori-
zontaler Richtung, die Kreiselaxe beschreibt einen Kegelmantel,
dessen Axe vertical steht. Als fester Punkt, also als Spitze des
Kegels tritt dabei ein bestimmter Punkt der Drehungsaxe auf. Ist
die unterstiitzte Spitze sehr scharf, so dals sie sich in der Tisch-
platte eine kleine Vertiefung bohrt, aus welcher sie nicht heraus-
kommen kann, so bildet diese den festen Punkt, ist dagegen das
untere Axenende abgerundet und glatt oder die Unterlage sehr
hart, so dals dies KEnde leicht gleiten kann, so bildet der Schwer-
punkt des Kreisels den festen Punkt.

Es ist dies auf den ersten Anblick eine sehr paradox schei-
nende Wirkung der Krafte, deren Nothwendigkeit man sich aber
ohne analytische Rechnung auf folgende Weise klar machen
kann. In Fig. 18 ist ein Kreisel veranschaulicht als eine massive
Kreisscheibe, durch deren Mittelpunkt eine Nadel als Rotationsaxe



§ 67. ERSCHEINUNGEN AM KREISEL. 321

senkrecht hindurchgestochen ist. Die Nadel bildet die Axe des
grofsten Triigheitsmomentes, der Kreisel kann also dauernd um
diese Axe rotiren, sobald deren Richtung vertical ist. Diese
Stellung des Kreisels ist in Fig. 184 in Seitenansicht wieder-
gegeben; die Drehungsrichtung ist durch den in den vorderen sicht-
baren Scheibenrand eingezeichneten Pfeil angedeutet, die Drehung
erfolgt mithin, von oben betrachtet, in Richtung des Uhrzeigers.
Fragen wir nun, was fiir Krifte man auf die Nadel wirken lassen
muls, um ihr oberes Ende aus der Ebene der Zeichnung heraus
nach vorn um einen kleinen Winkel -
zu drehen, um also eine Stellung ]
des rotirenden Kreisels hervorzu-
bringen, wie sie in Fig. 184 in O ——=— I
Seitenansicht dargestellt ist? Man
kann nach fritheren Auseinander-
setzungen die Drehung um die
(oben) nach vorn geneigte Axe zer-
legen in zwei Drehungen, von denen
die erste um die unverschobene
Axenrichtung vor sich geht, zu der
nun noch eine zweite hinzutritt,
deren horizontale Axe senkrecht
auf dem Papier stehend zu denken
ist. Die Richtung dieser zweiten
Drehung kann man in Fig. 185
ablesen aus den beiden Pfeilen Fig. 18¢ und b.
am Vorderrand und am Hinterrand
der jetzt in der perspectivischen Darstellung elliptisch erscheinenden
Kreisscheibe, denn die Riinder der Scheibe geben zugleich die Bahnen
der Randpunkte an. Die zweite Drehung erfolgt also, vom Be-
schauer aus gesehen, im Sinne des Uhrzeigers und in der Ebene
des Papiers. Nach den Gesetzen der geometrischen Addition, welche
fiir gleichzeitige Rotationen um verschiedene Axen gelten, ist die
erste Componente gleich der resultirenden Rotation multiplicirt mit
dem Cosinus des kleinen Ablenkungswinkels, den wir der Kreiselaxe
ertheilt denken: Dieser Cosinus unterscheidet sich nicht merklich
von 1, also ist die erste Componente wesentlich identisch mit der
urspriinglichen Rotation in Fig. 18a. Die Wirkung der gesuchten
Krifte mufs also darin bestehen, dafls sie ein Rotationsmoment der
Bewegungen, welches urspriinglich nicht vorhanden war, entstehen
und anwachsen lifst bis zu einem Werth, welcher gleich dem ur-
H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. T, 2. 21
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spriinglich vorhandenen Hauptrotationsmoment mal dem Sinus des
kleinen Ablenkungswinkels ist. Dies Anwachsen eines Rotations-
momentes, also das Existiren eines zeitlichen Differentialquotienten
erfordert nach Gleichungen (91) (Seite 151) ein Rotationsmoment von
Kriften um die Axe der entstehenden Bewegung, d. h. ein Kriifte-
paar in der Ebene des Papiers, und zwar mufs dieses Kriftepaar
die oberen Theile der Nadel in der Richtung nach rechts angreifen,
die unteren nach links. Wenn die untere Spitze der Axe sich in
einer kleinen Vertiefung der Tischplatte festgesetzt hat, so geniigt
eine einzelne am oberen Axenende angreifende Kraft, der Wider-
stand des Lagers liefert dann von selbst die entgegengesetzt gleiche
Kraft am unteren Ende, welche das Kriftepaar vervollstiindigt.
Legt man also um das obere Ende der Axe vorsichtig eine leichte
Fadenschleife und spannt den Faden durch einen leisen Zug der
Hand in der Richtung nach rechts, wie dies in Fig. 185 angedeutet
ist, so mneigt sich die Axe nach vorn aus der Ebene des Papiers
heraus, also quer gegen die Richtung der Kraft. In ganz dhnlicher
Weise wirkt nun auf einen Kreisel mit bereits schiefstehender Axe
das Kriftepaar, welches die Schwerkraft dann auf diese Axe ausiibt.
Nehmen wir an, die Axe sei in der Ebene der Zeichnung nach
rechts geneigt; die Schwere strebt dann die Axe im Sinne des Uhr-
zeigers weiter abwiirts zu drehen. KEs ist dies derselbe Drehungs-
sinn, den auch der nach rechts gespannte Faden hervorbrachte, die
Axe wird sich also unter diesen Umstiinden ebenfalls nach vorn
aus der Ebene des Papiers herausdrehen.

So gut wie rein treten diese merkwiirdigen KErscheinungen nur
bei sehr schneller Rotation, betriichtlichem Triigheitsmoment und
verhiltnifsmiifsig schwachen Hulseren Kriiften ein, sonst ist die
Wirkung eine gemischte, indem die gewdhnlichen Bewegungserschei-
nungen, welche an rotationslosen Massen durch Kriiftepaare hervor-
gebracht werden, sich auch bemerklich machen; streng genommen
fehlen letztere Wirkungen niemals ganz. Wird die Rotation durch
Reibung allmiihlich verlangsamt, so hat dies zur Folge, dals
der Oeffnungswinkel des Kegels, welchen die Drehungsaxe um die
Verticale beschreibt, allmihlich zunimmt, dals also die obere Spitze
des Kreisels nicht genau einen festen horizontalen Kreis durchliuft,
sondern eine auf einer Kugeloberfliche gezeichnete Spirale, welche
in zahlreichen, engen, fast horizontalen Windungen abwirts fithrt.
Es tritt also dann mit der Zeit eine zunehmende Neigung der
Axe ein.
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§ 68. Folgerungen aus der Constanz
der kinetischen Energie und des Hauptrotationsmomentes
bei Abwesenheit dufserer Krifte.

Wir wollen uns jetzt orientiren iiber die Bewegungen, die ein
starrer Korper ausfithren wird, wenn man ihm um eine beliebige
durch den festen Schwerpunkt gelegte Axe eine bestimmte Winkel-
geschwindigkeit ertheilt hat, und ihn dann ohne Wirkung Huflserer
Krafte sich selbst iiberlifst. Wir wissen schon, dafs die anfingliche
Axe nur dann beibehalten wird, wenn sie entweder dem grifsten
oder dem kleinsten Haupttriigheitsmoment entspricht, der mittleren
Haupttriigheitsaxe entspricht nur eine labile Ruhelage, allen anderen
Axen iiberhaupt keine Bestiindigkeit. Der vorgeschriebene Anfangs-
zustand giebt dem Korper einen bestimmten Betrag an kinetischer
Energie L, welcher withrend der Bewegung gewahrt bleiben muls,
da wir #ufsere Krifte, mithin auch Arbeitsleistungen bei der Be-
wegung ausgeschlossen haben. Aus denselben Griinden muls auch
das Hauptrotationsmoment B und die Richtung seiner Axe (oder
die invariable Ebene) gewahrt bleiben. Diese beiden Erhaltungs-
gesetze werden uns einigen Aufschlufs iber den Verlauf der Be-
wegungen geben.

Man kann in Folge der Additionsregeln gerichteter Grifsen
die herrschende Winkelgeschwindigkeit zu jeder Zeit in drei auf
einander senkrechte Componenten zerlegen. Am einfachsten wird
die Betrachtung, wenn man die Zerlegung vornimmt nach den drei
Haupttriigheitsaxen des Korpers. Die Winkelgeschwindigkeit um
die Axe des grofsten Triigheitsmomentes 2 sei bezeichnet durch
deldt = ¢/, wo « eine Winkelabmessung ist; in gleicher Weise ge-
hore zur Axe des mittleren Haupttrigheitsmomentes B die Ge-
schwindigkeit dg/dt = # und zum kleinsten Trigheitsmoment €
gehore dy[dt = /. Wir wollen nun zuniichst nachweisen, dafs die ge-
sammte kinetische Energie gefunden wird als Summe der kinetischen
Energien dieser drei Rotationscomponenten. Fiir eine einfache
Rotation haben wir den Betrag von L in Gleichung (98) (Seite 172)
aufgestellt gleich dem halben Product aus dem zur Axe gehérigen
Triagheitsmoment und dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit.
Fiir unsere drei Bewegungscomponenten, einzeln genommen, wiirden
wir also die Betrige }9%.¢% }9B.8% }C.y? finden. Um das L

der resultirenden Bewegung zu finden, miissen wir zunichst die aus
21*
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den Drehbewegungen ¢ 8 " sich zusammensetzende Drehung o
bilden. Diese wird:

e L s

Die Axe, um welche diese Drehung erfolgt, bildet mit den im
Korper festen Haupttriigheitsaxen Winkel, deren Cosinus sind:

Das sind die allgemeinen Regeln fiir die Composition dreier aut
einander senkrechter Vectoren. Das Triigheitsmoment © um die
resultirende Drehungsaxe findet man nach Gleichung(107h) (Seite 178)
aus den Hauptmomenten und den Richtungscosinus folgender-

malsen:
- o' \2 g 3 Lr 2
S ,1(6,) +98(5) +¢(Z).
Die lebendige Kraft L ist nun gleich 1 &.4¢'% d. h. es ist:
2L=U.*+B.F*+C.y2% (176)

Also, wie sich auch in der Zeit die Winkelgeschwindigkeiten ver-
indern, dieser gleich 2L gesetzte Complex mufs seinen Werth be-
wahren. Das Hauptrotationsmoment R setzen wir nun ebenfalls
geometrisch zusammen aus den drei auf einander senkrechten Com-
ponenten. Jedes Rotationsmoment eines starren Korpers kann defi-
nirt werden als das Product aus Triigheitsmoment und Winkel-
geschwindigkeit um eine bestimmte Axe; unsere Componenten in
Richtung der Hauptaxen sind demnach gleich %.¢/, 8.4, €.5 und
vereinigen sich nach dem pythagoriiischen Satze zur Resultante.
Man hat also:

R =2 % + B2 82 + G622 177)

Dieser gleich R* gesetzte Complex muls ebenfalls constant bleiben.

Die Forderungen dieser beiden Gleichungen kann man sich
durch ein geometrisches Bild veranschaulichen, indem man die
Variabelen « )" als die rechtwinkeligen Coordinaten eines Punktes
im Raume ansieht. Der Umstand, dafs die Winkelgeschwindigkeiten
ihrer Dimension nach keine Strecken sind, hindert diese Auffassung
nicht; iber die Maglichkeit, beliebige gerichtete Grdlsen durch
Strecken zu versinnlichen, haben wir uns schon frither (Seite 154)
versichert. Die beiden Gleichungen (176) und (177) definiren in
diesem Bilde die Oberfliichen zweier concentrischer und coaxialer
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Ellipsoide, deren grofste und kleinste Axen gleiche Lage haben. Die
Haupthalbaxen des ersten Ellipsoides sind, nach zunehmender Grifse

geordnet:
2L 2L 2L
I/T< w < l/F’ (78)
die des zweiten sind in derselben Reihenfolge:
R R R _
T <g<c S

das zweite Ellipsoid ist von gestreckterer Gestalt als das erste,
denn das Verhiltniss der grifsten Axe zur kleinsten ist im ersten

Falle J/C, im zweiten aber /€ und die Quadratwurzel einer iiber
1 liegenden Zahl ist immer kleiner als diese Zahl selbst. Die Ge-
stalt oder das Aussehen beider Ellipsoide wird allein bestimmt durch
die Gréfsenverhiltnisse der Haupttrigheitsmomente o, B, €, ihre
absolute Grofse wird festgelegt durch die Constanten L und R
Da nun der vorgeschriebene Anfangszustand, also die Anfangswerthe
von ¢ 7', in unserem Bilde einen Punkt darstellen, welcher auf
beiden Ellipsoidobertliichen liegen mufs, so miissen sich beide Flichen
nothwendigerweise durchschneiden; es ist ausgeschlossen, dafs die
eine Fliche die andere ohne Berithrung umschliefst, hochstens kénnen
unter singuliren Bedingungen die Grenzfille vorkommen, dals die
beiden Ellipsoide sich in den Endpunkten der grifsten oder der
kleinsten Axen berithren. Diese Fiille treten ein, wenn die ertheilte
Anfangsrotation genau um die Axe des kleinsten oder des grolsten
Trigheitsmomentes erfolgt. In allen anderen Fillen durchschneiden
sich die beiden Oberflichen lings zweier symmetrischer geschlossener
Raumecurven, von deren verschiedenen mioglichen Liagen und Formen
die Figuren 19a, b, ¢ einige Anschauung bieten sollen. Die Con-
turen der beiden Kllipsoide sind in den Figuren zu erkennen; so
weit dieselben von der anderen Fliche verdeckt werden, sind sie
durch gestrichelte Linien angedeutet. Die Richtung der ¢ ist ver-
tical, die der y" horizontal und die der @' senkrecht auf dem Papier
angenommen. Fiir das L-Ellipsoid ist in allen drei Zeichnungen die
gleiche Grélse gewihlt, das gestreckte R-Ellipsoid dagegen ist, unter
Bewahrung der Aehnlichkeit, anschwellend gedacht. Das kleinste
Format, welches fiir dies zweite Ellipsoid moglich ist, berithrt sich
mit dem L-Ellipsoid in den spitzen Polen. Lassen wir nun R
wachsen, so treten zuniichst die beiden Spitzen der lingsten Axe
heraus (Fig. 19a). Die Schnittcurve umgiebt dann in beiden Ober-
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flichen den Pol der zu den Abmessungen j/, also zum kleinsten
Trigheitsmoment ¢ gehtrigen Axe. Dies gilt, bis das R-Ellipsoid
so grofs geworden ist, dals dessen mittlere §'-Axe gleich der mitt-
leren Axe des L-Ellipsoides ist. Dann hat die Schnittcurve eine
besondere (Gestalt, die in Fig. 195 angegeben ist, die beiden Aeste

Fig. 19a, b, c.

des Schnittes treffen im gemeinsamen Pol der #'-Axe beider Ellipsoide
zusammen, so dafs es unsicher wird, wie man die Fortsetzung zu
machen hat, wenn man die Schnittcurve durchliuft und in diesen
Doppelpunkt kommt. Lassen wir nun die veriinderliche Fliiche
weiter anschwellen, so verschlingt sie immer mehr das L-Ellipsoid,
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von welchem jetzt nur die Umgebungen der flachen Pole der «'-Axe
noch herausragen (Fig.19¢). Die Schnittcurven umschliefsen also jetzt
in beiden Hllipsoiden die Pole der kiirzesten Axe, und zwar werden
diese Umschliefsungen bei weiter wachsendem R immer enger, bis
endlich der letzte Grenzfall eintritt, welcher dem griofstmoglichen
Werthe von R entspricht, nimlich der Fall, dafs die platten Pole
beider Oberflichen sich beriihren, dals also das L-Ellipsoid ganz
von dem R-Ellipsoid umschlossen ist.

Das geometrische Bild dieser beiden einander durchdringenden
Ellipsoide soll uns nun iiber die Art der eintretenden Bewegung
aufkléiren; das ganze Gebilde, folglich auch dic Lage und Gestalt
der Schnittlinien ist fest bestimmt durch den vorgeschriebenen An-
fangszustand, der ja die Werthe von L und R bereits festlegt. Die
Winkelgeschwindigkeiten ¢ ' 7, welche jederze:t den beiden Glei-
chungen (176) und (177) geniigen, deren Reprisentanten im Bilde
also Punkte sein miissen, die beiden Ellipsoidfliichen zugleich an-
gehoren, werden nur auf den Schnittcurven zu suchen sein, und die
resultirende Winkelgeschwindigkeit ¢° wird dargestellt durch den
vom gemeinsamen Mittelpunkt beider Oberflichen nach irgend einem
Punkte der Schnittlinie gelegten Radiusvector. Kin solcher Vector
ist in Fig. 19¢ und ¢ durch je eine punktirte Linie mit der Be-
zeichnung ¢ angedeutet. Da nun von vorrherein nicht anzu-
nehmen ist, dals bei einer Anfangsdrehung um eine beliebig im
Korper gelegene Axe die Bewegung in der Weise einer unverin-
derten Rotation um diese Axe weiter geht, so ist klar, dafs der
Vector ¢ zu verschiedenen Zeiten nach verschiedenen Punkten der
Schnittlinie hinzeigen mufs und da die Verinderungen der Ge-
schwindigkeit stetige sein werden, so kommen wir zu der Vorstellung,
dafs der Leitpunkt des Vectors ¢’ die Schnittcurve durchliuft.
Andererseits folgt aber aus der Erhaltung des Hauptrotations-
momentes, dafs die absolute Richtung der resultirenden Drehungsaxe
im Raume, also die Richtung des Vectors o', eine unverriickbare
sein muls. Das Wandern der verschiedenen Punkte der Schnittcurve
durch die feste Richtung ¢" kann also nur in der Weise vor sich
gehen, dafs die beiden fest verwachsenen Ellipsoide sich um ihren
festen Mittelpunkt so drehen, dafs dabei die zwischen ihnen be-
stehende Schnittcurve durch den festen Strahl ¢ geleitet wird. Die
Hauptaxen der beiden Ellipsoide, denen in der wirklichen Bewegung
des Korpers die drei Haupttrigheitsaxen entsprechen, werden also
bei der Bewegung ihre Lage im Raume immerfort wechseln, die
resultirende Drehungsaxe, um welche der Kérper mit schwankender
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Winkelgeschwindigkeit, entsprechend der verschiedenen Liinge - des
Vectors ¢’ an verschiedenen Stellen der Schnittcurve, rotirt, steht
zwar im Raume fest, nicht aber im Kborper, die Drehungspole
wechseln vielmehr fortwithrend, indem immer andere und andere
Punkte des Korpers diesen augenblicklich geschwindigkeitslosen Zu-
stand annehmen. Der Bewegungszustand kann sich aber nach Durch-
laufen des ganzen Umfanges der Schnittcurve periodisch wiederholen.
Dadurch ist der allgemeine Charakter dieser complicirten Be-
wegungen angegeben; vollstindig ist die Beschreibung nicht, iiher
den zeitlichen Verlauf des Umlaufes der Schnittcurve ist daraus
noch nichts zu schliefsen. Unsere Betrachtung ist dadurch unvoll-
stindig, dals wir nicht die den drei Graden von Freiheit ent-
sprechenden drei Differentialgleichungen der Bewegung aufgestellt
und integrirt haben, sondern uns hier auf nur zwei fertige Integral-
gleichungen beschriinkt haben, deren man stets sicher ist, wenn
keine dufseren Kriifte mitspielen. Die vollstindige Losung des Pro-
blems, die wir hier nicht behandeln wollen, fithrt auf elliptische
Functionen der Zeit fiir die Winkelgeschwindigkeiten «/, £, 7.
Zum Beschluls dieser Betrachtungen wollen wir noch auf die
drei miglichen singulédren Fille eingehen, dals die lingsten Haupt-
axen oder die mittleren oder endlich die kiirzesten Hauptaxen der
beiden durch L und R charakterisirten Ellipsoide gleiche Grolse
besitzen. Man kann diese singuliren Fille dadurch im Anfangs-
zustande herstellen, dals man dem Kiorper eine reine Rotation um
die Axe des kleinsten oder des mittleren oder des grifsten Haupt-
triigheitsmomentes ertheilt. Die Richtigkeit dieser Behauptung kann
man aus der Betrachtung der Ausdriicke fiir die Hauptaxen (178) und
(179) direct erkennen. Besteht z. B. zu Anfang nur eine Winkelge-
schwindigkeit ¢, so ist 21 = U. e’ und B = A. ¢/, es ist also dann

I/%I£ = q—}f = ¢/, also sind die beiden kiirzesten Axen gleich. Be-

steht zu Anfang nur @, so sind die mittleren Hauptaxen der beiden
Kllipsoide gleich lang, haben wir endlich zu Anfang nur die Rota-
tion 7/, so stimmen die liingsten Axen iiberein. Im ersten und
dritten Falle degenerirt die Schnittlinie in den Berithrungspunkt der
platten resp. der spitzen Pole, im zweiten Falle besitzt sie die in
Fig. 194 dargestellte Form. Ohne jede #ulsere Stérung kann in
allen drei Fillen die Rotation um die anfinglich bestehenden Axen
im Korper forthestehen.

Erfolgt aber irgend ein Stofs, so wird dadurch sowohl L wie
R verimdert, beide Ellipsoide iindern ein wenig ihre Gréfse (nicht
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ihre Gestalt), im ersten und dritten Fall kann die zu einem Punkte
degenerirte Schnittlinie dadurch nur zu einer kleinen, den betreffen-
den Pol eng umschliefsenden Curve werden, welche wihrend der
folgenden Bewegung in der oben beschriebenen Weise durchlanfen
wird, dabei bleibt also die urspriinglich als Drehungsaxe dienende
Haupttriigheitsaxe immer in nichster Nihe der jetzt herrschenden
Axe, das Gleichgewicht dieser Axen ist also ein stabiles.
Veriindern sich aber in Fig. 195 die Grofsen der beiden Ellipsoide
nur um ein geringes, so fillt die sich kreuzende Schnittcurve sofort
auseinander in zwei getrennte Zweige, welche je nach der Art des
Stofses den Figuren 194 oder 19¢ #hneln, eine dieser Curven giebt
dann den Weg fiir die Weiterbewegung an, welche sich ganz anders
gestaltet als vor dem Anstofls. Das Gleichgewicht bei einer reinen
Drehung um die mittlere Haupttriigheitsaxe ist also ein labiles.

§ 69. Coordinatenwahl. Cardanische Aufhingung.

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen wollen wir nun die
Theorie der Bewegung eines starren Korpers um einen festen Punkt
fiir gewisse, besonders wichtige Fille in exacter Form durchfiihren,
und miissen uns zu diesem Zwecke zunichst nach geeigneten Coor-
dinaten umsehen, welche jede mogliche Stellung des Korpers voll-
stiindig anzugeben geeignet sind. Es werden auf jeden Fall dazu drei
Angaben, entsprechend der Anzahl der Freiheitsgrade, erforderlich und
ausreichend sein, welche man noch in verschiedener Weise wiihlen
kann. Legt man z B. durch den festen Drehpunkt drei auf einander
senkrechte, im Raume festliegende Coordinatebenen, so kann man jede
Lage des Korpers dadurch fixiren, dafs man die Orte zweier im
Korper bezeichneter Punkte angiebt, welche nicht mit dem Dreh-
punkt in einer geraden Linie liegen. Das erfordert fiir jeden Punkt
drei, zusammen also sechs Coordinatenbestimmungen, welche aber
nicht unabhiingig von einander sind, sondern verbunden durch die
drei Relationen, welche aussagen, dafs die Abstinde der beiden
bezeichneten Punkte sowohl von einander, als auch vom Drehpunkt
unverinderlich vorgeschrieben sind; thatsiichlich bleiben also nur
drei unabhiingige Variabele. FKine andere hiiufiger gebrauchte Art
von Bestimmungsstiicken findet man dadurch, dals man aulser dem
im Raume festliegenden cartesischen Coordinatensystem auch noch
ein in dem Kirper befestigtes System von drei auf einander senk-
rechten Axen sich vorstellt. Sehr geeignet sind dazu die Axen der
drei Haupttrigheitsmomente. Jede dieser Hauptaxen hildet bei be-
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liebiger Stellung des Korpers mit den drei Coordinatrichtungen drei
Winkel. Die Lage des Korpers ist bestimmt durch die neun Winkel,
welche die drei Haupttriigheitsaxen mit den Coordinatenaxen bilden.
Zwischen den Cosinus dieser neun Winkel bestehen aber sechs be-
kannte Relationen; unabhiingig bleiben auch bei dieser Art von
Coordinaten nur drei Stiicke. Es wird hiufig unbequem, mit einer
grofseren Zahl von Variabeln zu rechnen, als bei der Gebundenheit
des Systems erforderlich sind, weil man dabei immer nebenbei die
festen Relationen beachten mufs; wenn man anderseits nach Will-
kilr einige dieser ganz gleichberechtigten Abmessungen mit Hiilfe
der Relationen eliminirt, so werden die mathematischen Ausdriicke
dadurch unsymmetrisch und weniger iibersichtlich. Das sind Uebel-
stinde solcher zum Theil von einander abhiingiger Coordinaten.

Wir wollen hier fiir unseren drehbaren Korper drei besonders
geeignete unabhiingige Coordinaten einfithren, deren Bedeutung man
sich am leichtesten veranschaulichen kann bei der Betrachtung der
sogenannten cardanischen Aufhiingung, der vollkommensten
Einrichtung, um in irdischen Verhiiltnissen einen Ko&rper frei dreh-
bar um einen festen Punkt in seinem Innern zu machen. In Fig. 20
ist die Construction der Aufhiingung schematisch dargestellt. Der
Korper ist dort als abgeplattetes Rotationsellipsoid gezeichnet, doch
ist diese Besonderheit zuniichst bei der Aufstellung der Coordinaten
nicht wesentlich. Die Axe des grolsten Trigheitsmomentes, 4 4,
ist als Drehungsaxe mit zweli spitzen Hnden versehen und Ilduft
reibungslos in zwei conischen Axenlagern, welche einander diametral
gegenitber in einem starren Ringe I eingesetzt sind. (Alle rein
technischen Einzelheiten, wie Stellschrauben, Axenlager u. s. w. sind
in der Figur weggelassen.) Der Ring I selbst, mit dem von ihm
gehaltenen Korper, ist wiederum drehbar um eine Axe BB, welche
senkrecht zur Axe 4 4 in der Ringebene festgelegt ist. Der Ring I
besitzt zu diesem Zwecke an der Aussenseite seiner Peripherie
zwei Spitzen, deren Lager in einem zweiten etwas weiteren Ringe 1T
einander gegeniiberstehen. Dieser Ring IT ist endlich mittelst Spitzen
drehbar um eine absolut festliegende Axe F F, welche in der Ebene IT
senkrecht auf der Axe BB steht. Der dritte Ring I1l, welcher die
Axenlager der Axe FF tragen soll, ist unbeweglich und bestimmt
dadurch eine feste Ebene, welche in der Figur als Ebene des
Papiers gedacht ist. Folglich liegt auch F¥ in der Papierebene
und zwar ist diese Axe vertical angenommen. Die Axe BB muls
daher stets horizontal liegen und wird im Allgemeinen aus der Ebene
des Papieres heraustreten.
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Bei dieser Art der Befestigung des Korpers wird der gemein-
same Durchschnittspunkt 0 der drei Axen 4, B und F, welcher ein
bestimmter Punkt des Korpers (bei richtiger Justirung des Apparates
der Schwerpunkt) ist, unverschiebbar festgelegt; im Uebrigen ist aber
der Korper, wie man leicht durchschaut, noch um jede beliebig
gerichtete Axe drehbar und in jede gewiinschte Stellung zu
bringen. KEine Stellung des Korpers ist nun fest definirt, wenn
erstens die Lage des Korpers im Ringe I, zweitens die Lage des

Ringes I im Ringe II, und endlich die Lage des Ringes II im fest-
stehenden Ringe IIT angegeben ist. Wir denken nun auf der Ober-
fliche des Korpers einen bestimmten Meridian bezeichnet, welcher
eine besondere durch die Axe 44 gelegte Schnittebene in dem
Korper festlegt; in Fig. 20 soll 4 M A diesen Meridian vorstellen.
Die Ebene des Ringes I schneidet den Korper in einem anderen
Meridian von verénderlicher Lage im Korper, dieser sei durch die
gestrichelte Linie 4 J 4 angedeutet. Sobald man den Lingenwinkel e
zwischen diesen beiden Meridianen kennt, ist die Lage des Korpers
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gegen den Ring I bestimmt. Der Winkel zwischen den Ebenen I
und IT, die sich lings der B B-Axe durchschneiden, ist durch g
bezeichnet, er bestimmt die Lage des ersten Kreises im zweiten.
Der Ebenenwinkel, unter welchem sich die Ebenen IT und IIT lings
der FF-Axe durchschueiden, soll ¢ heilsen, er bestimmt die Lage
des Ringes II gegen den im Raume festen Ring III. Also sind
die drei Winkel e, £, ¢ unabhiingige und ausreichende Coordinaten
des um den Punkt 0 drehbaren Kérpers. Selbstverstindlich mufs
man die Nullstellungen und den Drehungssinn, in welchem die
Winkel positiv gerechnet werden sollen, im Voraus festsetzen, um
Zweideutigkeiten zu vermeiden.

§ 70. Ausdruck der lebendigen Kraft fiir einen Korper
mit zwei gleichen Haupttrigheitsmomenten.

KEs soll nun die vereinfachende Annahme gemacht werden, dafs
der Korper senkrecht zur Axe 4.4, also zum Haupttriigheitsmoment
A zwei gleiche Haupttrigheitsmomente besitze, dafs also € = B sei.
Das schon in § 46 betrachtete Trigheitsellipsoid ist dann ein Rota-
tionsellipsoid, daraus folgt, dals die Trigheitsmomente um alle zur
Polaraxe 4.4 senkrechten, dquatorealen Axen die gleiche Grifse B
besitzen. Der Korper selbst braucht deshalb nicht nothwendig ein
drehrunder zu sein, die gleiche Eigenschaft kommt noch mannig-
fachen anderen Korperformen zu, z. B. auch jeder geraden Saule,
deren Querschnitt ein regulires Polygon, etwa ein Quadrat ist. In-
dessen wird es die allgemeinere Giiltigkeit der folgenden Betrach-
tungen nicht beeintriichtigen, wenn wir uns von nun an den Korper
als ein abgeplattetes Rotationsellipsoid vorstellen, wie dies bereits
in Fig. 20 geschehen ist.

Da die drei Winkel ¢, #, ¢ die Lage des Korpers vollstindig
bestimmen, so muls der Bewegungszustand zu jeder Zeit angegeben
werden durch die Aenderungsgeschwindigkeiten dieser Coordinaten,
d. h. durch die drei Winkelgeschwindigkeits-Componenten:

de ; g de
aw = = =y

Die Axen der Drehungen ¢ und £ stehen immer senkrecht
auf einander, ebenso die Axen von ' und ¢’, dagegen bilden die
Axen von ¢ und ¢ den veriinderlichen Winkel # mit einander;
dies kann man direct aus Fig. 20 ablesen. Wir konnen also jetzt
die gesammte lebendige Kraft der resultirenden Drehung nicht so
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einfach zusammensetzen, wie dies in Gleichung (176) fir die drei
auf einander senkrechten Componenten «, 3, ' moglich war. Zur
Auffindung des Ausdruckes der lebendigen Kraft kann man zwei
dufserlich etwas verschiedene Wege einschlagen. Der erste Weg
bedient sich der fertigen Formel (176), verlangt also, dafs wir drei
auf einander senkrechte Drehungscomponenten auffinden. Dies ge-
schieht dadurch, dalfs man die Drehung ¢’ zerlegt in eine Com-
ponente um die Axe 44 und eine zweite darauf senkrechte um
diejenige iiquatoreale Axe, welche in der durch 4 4 und FF fixirten
Verticalebene liegt. Erstere giebt die Winkelgeschwindigkeit ¢. cos £,
welche sich algebraisch mit ¢ zu der Summe (¢ + ¢.cosf3) ver-
einigt, letztere giebt ¢'.sin #, in der dritten Richtung bleibt f’
bestehen; zu beiden letzteren Drehungen gehoren Triigheitsmomente
von der Grofse B, zur ersteren gehirt % Der doppelte Werth der
lebendigen Kraft setzt sich daraus nach Gleichung (176) folgender-
mafsen zusammen:

2L =A (e + @' cosfB)P + B.7%+ B.g?sin*F. (181)

Der andere Weg folgt demselben Gedankengang, welcher uns
zur Aufstellung von Gleichung (176) fithrte; man hat danach erstens
aus ¢, 3 und ¢’ die resultirende Drehung zu bestimmen, und dann
das Trigheitsmoment fiir diese schrig gelegene resultirende Drehungs-
axe zu bilden. Zunichst bilden wir die geometrische Summe 1
der beiden Vectoren ¢’ und ¢’, welche den Winkel 3 einschliefsen.
Diese ist nach einem bekannten trigonometrischen Satze direct aus
Fig. 21a (a. folg. S.) abzulesen; man findet:

Wi=¢?+ ¢g* + 2¢ ¢ cosf.

Der Winkel ¢, welchen die Axe der Drehung v mit der Axe
von ¢ einschliefst, wird bestimmt durch

r

il

sin & = 2 sinf3,
Y

woraus unter Benutzung des vorstehenden Ausdrucks fiir 4 folgt:

s ’
¢ + ¢ .cos
COBE = ——-—-‘P {....._ﬁ.

W

Zu v tritt nun noch die darauf senkrechte Componente (5 hinzu.
Die Gesammtresultante ¢  ist also gegeben durch die Gleichung:

2=yt =+ f24- ¢+ 2¢ ¢ . cOS .
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Der Winkel # zwischen den Axen von %' und ¢’ wird bestimmt
durch

.

Y

cosy = .
T

Aus & und % lifst sich nun der Winkel & berechnen, um
welchen die zu ¢ gehirende resultirende Drehungsaxe von der

Fig. 21a und 2.

Polaraxe der Drehung ¢ abweicht. Niamlich die drei Bogen ¢, 7
und & bilden auf einer um den festen Drehpunkt geschlagenen
Kugelfliche die Seiten eines rechtwinkeligen sphirischen Dreieckes,
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welches in Fig. 215 nebst anderen die Figur bestimmenden Ele-
menten gezeichnet und durch stiirkere Umrandung hervorgehoben
ist; der rechte Winkel liegt zwischen den Seiten & und # am Durch-
stich der Axe von ' Nach einer bekannten sphirischen Formel

ist dann:
cos ¢ = C08 €.CO8 7,

also nach den beiden vorstehenden Ausdriicken fiir cos& und cos:
cos i = “_-I'_(%ﬂ :

Hieraus folgt noch unter Benutzung des Werthes fiir 2

8?2 + ¢'*sin?pB

sin? ¢ = 3

Das Triigheitsmoment & um die resultirende Drehungsaxe findet
man nun nach der schon in Gleichung (107b) (Seite 178) gegebenen
Regel, welche sich fir € = 9 noch vereinfacht:

© = Acos? I + Bsin? G,

also nach den eben entwickelten Ausdriicken fiir cos:% und sin+%:

, ’ 9 3] /2 o2
S =9 (e +qoa,;cosﬁ) + B B +?:'2Bm g

Die doppelte lebendige Kraft der Rotation ist nun

2L =6.06"2,
das heilst:

2L =U.(¢ + ¢'.cos B)? + B.(f* + ¢%sin?f). (181)*

Dieser Ausdruck stimmt mit dem auf die andere Art gefundenen,
Gleichung (181) iiberein; die Berechnung wurde auch in der
zweiten Weise durchgefiihrt, weil sie ein gutes Beispiel fiir die geo-
metrische Addition auch schief zu einander stehender Rotationen
bildet.

Es ist bei den Betrachtungen dieses Paragraphen stillschweigend
die Voraussetzung gemacht, dals den heweglichen Ringen der car-
danischen Aufhiingung keine merkliche Trigheit, also bei ihrer
Drehung auch keine lebendige Kraft zukommt. Wenn der rotirende
Kérper ein verhéltnifsmiilsig grolses Trigheitsmoment besitzt und die
Ringe so leicht wie moglich gearbeitet sind, kann man sich diese
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Vereinfachung auch meistens gestatten, namentlich in solchen Fiillen,
wo die Rotation & die schnellste ist, wihrend die Ringe nur lang-
same Drehungen ausfilhren. Wir wollen uns hier und im Folgenden
um die Massen der Ringe nicht weiter bekiimmern.

§ 71. Ableitung der Differentialgleichungen fiir den Fall, dals
keine duflseren Krifte auf den Korper wirken.

Wenn der durch die cardanische Aufhingung festgelegte Dreh-
punkt der Schwerpunkt des Korpers ist, so muls dieser bei allen
moglichen Drehbewegungen die gleiche Hohenlage behalten; die
potentielle Energie der Schwerkraft, welche gleich dem Product aus
dem Gewicht des Korpers und der Héhe seines Schwerpunktes ist,
bleibt daher bei jeder Bewegung constant, die Schwere kann also
bei diesen Bewegungen keine Arbeit leisten, es ist ihr jeder Einfluls
auf den Korper entzogen, die statischen Momente, welche von der
Schwere der einzelnen Massentheilchen des Korpers herrithren, ver-
nichten sich in ihrer Summe fiir jede Stellung, der Korper ist der
Schwerkraft gegeniiber im indifferenten Gleichgewicht, er bewegt sich,
als ob die Schwerkraft gar nicht vorhanden wire. Wir wollen nun
diese Bedingung als erfiillt ansehen und ferner annehmen, dafs auch
keine anderen #uflseren Kriifte wirken, die potentielle Energie @ ist
dann als eine Constante zu behandeln, ihre partiellen Differential-
quotienten nach den unabhiingigen Coordinaten sind einzeln gleich
Null zu setzen, gleichwie auch fiir jede mogliche virtuelle Verschie-
bung die Variation ¢ @ = 0 sein mulfs. Das Hamimuron’sche Princip
nimmt fiir diesen Fall die Gestalt an:

t S
a‘fL.dz=0. (182)
Ly

Die lebendige Kraft I, haben wir im vorigen Paragraphen als homo-
gene quadratische Function der Geschwindigkeiten ¢ [ ¢’ mit
Coefficienten, die von ¢, 8, @ abhiingen, aufgestellt. Wir konnten also
aus der vorstehenden Form des Princips die Differentialgleichungen
der Bewegungen herauslesen, indem wir erst ¢ allein, dann g
allein und endlich ¢ allein variiren, dabei wiirden die Variationen
der Geschwindigkeiten d¢, 0, d ¢’ gleich den Differentialquotienten
der Variationen der Coordinaten zu setzen, und diese Differential-
quotienten durch partielle Integration in de, 083, 6 zu verwandeln
sein. Indessen haben wir diese Umformungen des Hamruron’schen
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Integrals bereits fiir den ganz allgemeinen Fall durchgefiihrt in § 65;
wir kinnen uns deshalb hier direct der dort abgeleiteten Resultate
bedienen, néimlich der in Gleichung (175) aufgestellten LAGRANGE'-
schen Differentialgleichungen. Diese Gleichungen nehmen fiir con-
stantes @ die einfachere Form an
oL d [OL

5. T @ (3‘?) = 0. (182a)
Die p, sind in unserem Falle die drei Winkel e, £, ¢, die g, sind
die Winkelgeschwindigkeiten ¢/, &, ¢". Von den Coordinaten selbst
kommt in dem gefundenen Ausdruck fir L (Gleichung 181 oder
181%) nur # vor, ¢ und ¢ fehlen. Man findet nach den Regeln der
Differentialrechnung die drei — 6L/ p,:

oL
" e =
0L
_W=O
0L . it =
~—8~ﬂ—=%[.(a'+q> cosf).¢ sin B — B. ¢ ?sin B cos f.
Die drei 0 L [0 q, werden:
0L ,
—a—'“,—'=g[-(tz’+q} COSﬂ)
6L : ? o
T =U. (& + ¢ cosP).cosff + B.g .sin*fB
0L ;
'aﬁ,'=$-ﬁn

Aus diesen Daten setzen sich nun nach Gleichung (182a) die
fiir das Problem geltenden Differentialgleichungen der Bewegung
folgendermafsen zusammen:

%{Q[.(u’+q;’ cosﬁ)}:O (183¢)
%{Q[.(a’-{-q;’cosﬂ).cosﬁ-{—%.q:’.sin“ﬂ}=0 (183¢)

A. (e + ¢  cosP).¢’.sin g — B.gp?sinf cosf + %{EB ; ﬂ} =0. (18373

Die kurze und miihelose Rechnung, welche uns von dem Aus-
druck der lebendigen Kraft zu diesen Differentialgleichungen gefiihrt
H. v. HELMHOLTZ , Theoret. Physik. Bd. T, 2. 22
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hat, zeigt deutlich den grofsen Nutzen, welchen die LiAGRANGE'schen
Gleichungen oder das im Wesentlichen damit identische Hamiuron’-
sche Princip in solchen Fillen gewihren, wo in Folge von inneren
Bindungen im System die cartesischen Coordinaten nicht unabhiingig
von einander bleiben, und deshalb die Einfiihrung anderer Ab-
messungen, welche durch die Bindungen nicht unfrei werden, zu
einfacheren Darstellungen fithrt. Hitten wir das p’AvemMBERTsche
Prinecip oder die erste Form der Lacraver’schen Differentialglei-
chungen angewendet, so hiitten wir eine weit umstiindlichere Reihe
von Umformungen unter steter Beriicksichtigung der Schaar von
Bedingungsgleichungen durchfithren miissen, um schliefslich zu den-
selben Differentialgleichungen zu kommen.

§ 72. Eine besonders einfache Form der Bewegung.

Die soeben abgeleiteten drei Differentialgleichungen (183) bilden
die vollstindige Grundlage fiir die Berechnung der miglichen Be-
wegungen eines um seinen Schwerpunkt frei beweglichen Korpers
mit zwei gleichen Haupttrigheitsmomenten B bei Abwesenheit
dulserer Krifte. Der Anfangszustand, aus welchem sich die nach-
folgende Bewegung auf Grund jener Differentialgleichungen ent-
wickelt, wird definirt durch die Angabe einer bestimmten Rotation.
Dazu gehiort erstens die Angabe der Lage der Rotationsaxe sowohl
im Kborper wie im Raume und zweitens die Angabe der Rotations-
geschwindigkeit um diese Axe. Diese Anfangsdaten werden geliefert,
wenn man fir die Zeit ¢ = 0 die Werthe von &, £, ¢ und von &,
B, ¢ feststellt. Die Integration lifst sich in jedem Falle durch
goniometrische Functionen ausfiihren und liefert im Ganzen sechs
Integrationsconstanten, welche man dem Anfangszustand anzupassen
hat. Hier soll der allgemeine Fall nicht durchgefiihrt werden, es
mogen nur einige Bemerkungen iiber denselben Platz finden.

Zwei Integrationsconstanten kann man unmittelbar ablesen;
da nimlich in den ersten beiden Differentialgleichungen je ein zeit-
licher Differentialquotient gleich Null gesetzt wird, so miissen die
beiden in geschweifte Klammern eingeschlossenen Ausdriicke con-
stante Werthe bewahren:

A.(e" + g'cos f) = R,

. (184)
A. (e + ¢'cosf)cos B+ B.¢'sin?f = R,.
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt noch
R cosfB + B.g .sin?f = R,. (184a)

Die Constanten R, und E, werden bestimmt, indem man in den
linken Seiten die Anfangswerthe von ¢, ¢" und g einsetzt. Mit
Hiilfe dieser beiden Integrale kann man ¢ und ¢’ durch § und
constante Grofsen ausdriicken und diese Ausdriicke in die dritte
Differentialgleichung (183 ) einsetzen, welche dadurch zu einer reinen
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir # wird. KEine erste Inte-
gration dieser Gleichung kann man durch KErweiterung mit dem
integrirenden Factor #' =dfg/d¢ ermdglichen (es ist das derselbe
Kunstgriff, den wir bereits auf Seite 60 bei der Lisung eines ein-
facheren Problems anwendeten). Das Resultat ist die Darstellung
von ['% als Function von f, additiv behaftet mit einer dritten Inte-
grationsconstante, welche durch die Anfangswerthe von § und g
einen festen Betrag erhilt. Die zweite Integration ist dann eine
einfache Quadratur, welche zuniichst die Zeit als eine Arcusfunction
von cos 3 liefert, dann aber umgekehrt auch 7 als Function der
Zeit erkennen lifst. Nachdem diese gefunden ist, kann man mit
Hilfe der Gleichungen (184) auch ¢ und ¢' durch die Zeit dar-
stellen. Das Interesse an der Frage ist damit oft befriedigt, da die
Winkel ¢ und ¢ selbst von geringer Bedeutung sind. Man kann
aber auch, wo es gefordert wird, diese letzten Integrale aufsuchen,

In dieser Weise liefse sich also der allgemeine Fall behandeln.
Wir wollen uns hier nur die besondere Frage vorlegen, welche Be-
wegungen moglich sind bei constantem Winkel g. Solche Be-
wegungen wiirden darin bestehen, dals der Korper, welcher in Fig. 20
dargestellt war, um seine Axe 4 A4 rotirt, withrend vielleicht diese
Axe noch den Mantel eines Kreiskegels um die Axe I'F' beschreibt,
withrend aber die Ringe I und II ihre gegenseitige Stellung dabei
nicht iindern. KEs ist klar, dafs eine solche besonders einfache Form
der Bewegung bestimmte Beschriinkungen in der Wahl des Anfangs-
zustandes erfordert; wir wollen jetzt voraussetzen, dals eine der-
artige Bewegung eingeleitet worden sei. In der dritten Differential-
gleichung (1834) muls dann der an letzter Stelle stechende Term
d{B.p'}/dt zu allen Zeiten verschwinden, diese Gleichung gewinnt
dadurch, etwas anders angeordnet, folgende Gestalt:

A.eZ.qp.sinf + (A —B).¢'2.sinf.cos g = 0. (185)

Wenn wir nun, um ¢'? zu isoliren, diese Gleichung durch

(A — B).sin f.cos f dividiren und die rechte Seite dann wieder
22*
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gleich Null setzen, so liegen darin die drei Voraussetzungen, dafls
weder (A — B) noch sin# noch cos@ gleich Null sind, anderenfalls
wiire dieser Schritt nicht zulissigz. Wir miissen also annehmen, dafs
erstens das polare Triigheitsmoment A verschieden ist von den
dquatorealen Triigheitsmomenten %, und dals zweitens S weder 0
noch w/2, noch 7, noch 37/2 ete., sondern ein wesentlich spitzer
oder stumpfer Winkel ist. Wir wollen diese Beschrinkungen als
erfiillt ansehen; die dadurch ausgeschlossenen Verhiltnisse bilden
singulire Fille von grofser Einfachheit der Erscheinungen, die uns
hier nicht interessiren. Nach Ausfithrung der bezeichneten Division
und Absonderung des einen Factors ¢’ erhilt man:

A. e

¢ ¥+ G —myemr) =" (186)

Diese Gleichung wird erfiillt, wenn zu allen Zeiten

g’ =0 (1864a)
oder
s Ne!'

VT T M= B)cosp
ist. Der erste Fall ¢’ =0 stellt die gleichformige Rotation des
Korpers um die feststehende Polaraxe 4 4 dar; die Gelenkigkeit der
cardanischen Aufhéingung wird dabei gar nicht beansprucht, beide
bewegliche Ringe stehen dabei still in der Lage, welche der Anfangs-
stellung der Rotationsaxe 4 4 entsprechen. Dals die Winkelge-
schwindigkeit ¢ in diesem Falle constant sein mufs, bedarf kaum
eines besonderen Nachweises, da die Erhaltung der lebendigen Kraft
sowohl wie des Hauptrotationsmomentes diese Constanz fordern,
ausdriicklich folgt sie aus der ersten der Gleichungen (184), welche
fir ¢ = 0 iibergeht in e’ = R,.

Es war von vornherein zu erwarten, dafs dieser Fall in der
Losung der Aufgabe enthalten sein wiirde, denn 9 ist entweder das
grofste oder auch das kleinste Trigheitsmoment des Kérpers; die
Stabilitit der Rotation um die unveriinderte Axenrichtung eines
dieser beiden Momente hatten wir bereits frither eingesehen.
Weniger selbstverstiindlich erscheint der zweite Fall, in welchem
eine ganz bestimmte Drehungsgeschwindigkeit ¢’ als Bedingung
dafiir auftritt, dafs der Winkel 8 unveriindert bleibe. In dem Aus-
druck (186b) bedeutet das negative Vorzeichen, dafs die Drehung ¢’
im entgegengesetzten Sinne stattfindet, wie die Drehung ¢/, dabei
mufs man aber beide Drehungen von derselben Seite aus betrachten,

(1861b)
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das Auge also nach einander in die beiden Verlingerungen der-
Jenigen beiden Axenrichtungen halten, welche den Winkel 8 ein-
schliefsen. Dreht sich z. B. der Korper in Fig. 20, von rechts oben
betrachtet, im Sinne des Uhrzeigers um die Axe 4.4, so muls
sich der Ring 1I, vertical von oben betrachtet, entgegengesetzt dem
Uhrzeiger um die Axe FF drehen. Ferner erkennt man, dals die
Geschwindigkeit ¢’ direct proportional der Geschwindigkeit o ist
und zwar ist der Proportionalititsfactor /(A —B)cosf stets grilser
als 1, die Drehung ¢ ist also eine schnellere als die Drehung «'.
Wenn der Winkel 8 klein ist, so wird cos# nahezu gleich 1, die
Geschwindigkeit ¢’ wird dann unabhiingig von dem kleinen Winkel 3.
Man kann derartige Bewegungen hiufiz beobachten bei Kreiseln,
welche auf einer horizontalen Unterlage schnell umlaufen. Steht die
Kreiselaxe vertical, so bleibt sie feststehend; fithrt man dann einen
leisen Schlag von der Seite her gegen das obere Ende, so kann
man hinterher beobachten, wie das obere Axenende sehr schnell
einen kleinen Kreis, die ganze Axe also einen sehr spitzen Kreis-
kegel dnrchlauft. Wenn die Drehungsgeschwindigkeit des Kreisels
um die stillstehende verticale Haupttriigheitsaxe vor dem Stolse
gleich «'; war, so fritt nach dem Stolse an deren Stelle erstens

eine Drehung

r ?I ]
P2= g %o (187)

welche die Symmetrieaxe des Kreisels den spitzen Kegel um die
verticale Richtung beschreiben lafst, und zweitens eine riickliunfige
Drehung

(187a)

welche der Kreisel um seine Symmetrieaxe ausfithrt. Die angefiihrten
Werthe sind nur dann als richtig anzunehmen, wenn der Stols so
gering war, dals weder die lebendige Kraft noch das Rotations-
moment merklich dadurch verindert wurde, wenn also auch der
Ablenkungswinkel # der Symmetricaxe aus der Verticalen so klein
geblieben ist, dafs hohere Potenzen von f vernachlissigt werden
diirfen. Man iiberzeugt sich leicht, dals sowohl die Bedingung
(186b) zwischen ¢’, und ¢, erfillt ist, so lange man cos #=1 setzen
darf, als auch davon, dals unter der gleichen Beschriinkung die
kinetische Energie und das Hauptrotationsmoment vor und nach dem
Stofse bis auf unendlich kleine Grofsen dieselben geblieben sind.
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Das Phinomen einer Kreiselbewegung mit sehr schnell vibrirender
Symmetrieaxe steht also mit unserer Theorie im Kinklang.

Man kann auch bei beliebiger Grifse des Winkels # derartige
Bewegungen hervorrufen, wenn man dem Korper nur den geeigneten
Anfangszustand zu ertheilen vermag, was experimentell nicht leicht
ist. Man muls zu dem Zwecke dem in cardanischer Befestigung
aufgehiingten Korper einerseits eine bestimmte Rotationsgeschwin-
digkeit um seine Hauptaxe 4 4 beibringen, die wir ¢/, nennen wollen
und gleichzeitic noch eine schnellere riickliufige Drehung um die
Axe F'F, deren Geschwindigkeit ¢’, in ganz bestimmter Weise dem
Anfangswinkel 3,, unter welchem man die Hauptaxe 4 gegen die
feste Axe I eingestellt hat, angepasst werden mufs. Es muls nim-
lich gewiihlt werden

; A e,
L ) Py A (188)
Dagegen darf man dem inneren Ringe keine Drehung gegen den

dufseren geben, also
Bo=0. (1882)

Setzt man diese Anfangswerthe ¢y, ¢, und 3, in die dritte Diffe-
rentialgleichung (1834) ein, so iiberzeugt man sich leicht, dafs auf
der linken Seite alle Glieder bis auf den Differentialquotient von
B.7 fortfallen; da die rechte Seite gleich Null ist, mufs also die
aus dem vorgeschriebenen Anfangszustand folgende Bewegung in der
Weise beginnen, dals sich dabei 8" nicht veriindert. Zu Anfang war
aber @) = 0. Die Bewegung wird also zuniichst bei ungeiindertem
Winkel # = g, ablaufen. Deshalb werden auch (nach Gleichungen
184 und 184a) « und ¢’ unveriindert ihre Anfangswerthe bewahren,
es werden sich in der dritten Differentialgleichung auch fernerhin
alle Glieder bis auf das letzte vernichten, so dafs immer d 3 [d{=0
bleibt. Wir erhalten also aus dem gewihlten Anfangszustande that-
siichlich eine solche Bewegung, bei welcher die Axe 4 4 fortdaunernd
mit grofser riickliufiger Geschwindigkeit einen festen Kreiskegel um
die Axe FF durchliuft.

§ 78. Wirkung conservativer Krifte.

Es sollen nun die Differentialgleichungen des Kreiselproblems
in der Weise erweitert werden, dals sie auch solche Fille umfassen,
in denen #ufsere Krifte auf den rotirenden Kérper ausgeiibt werden.
Das Hamriron'sche Princip oder die Lacranee'schen Bewegungs-
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gleichungen fithren auch hier sofort zum Ziele, sobald es gelungen
ist, die den Kriiften zugehbrende potentielle Energie @ des Korpers
als Function der Coordinaten «, ¢, B aufzustellen. Man braucht
dann zu den bereits gebildeten drei Differentialgleichungen (183),
welche aus dem Schema (182a) hervorgingen, nur die entsprechenden
Terme & ®/0 p, auf den linken Seiten hinzuzufiigen, also zur ersten
0 @0 «, zur zweiten 6 @/d ¢ und zur letzten 6 ®/6 B, und man
hat den gewiinschten Ansatz fiir die Rechnung.

Als erstes Beispiel wollen wir die Wirkung der Schwere auf
eine schriigstehende Drehungsaxe untersuchen. Unser Korper ist in
der cardanischen Aufhiingung den Einfliissen der Schwere vollig ent-
zogen, wie wir bereits frither erkannt haben; man kann aber einen
solchen Kinfluls wiederherstellen, indem man den Ring I an irgend
einer Stelle belastet. Wir wollen annehmen, es sei bei dem in
Fig. 20 nach rechts oben gewendeten Ende der Axe 44 auf dem
Ring I eine kleine Masse m befestigt worden, welche das Gleich-
gewicht des sonst sorgfiltig justirten Apparates stort. Besitzt der
Kérper keine Rotationsgeschwindigkeit, so wird eine Bewegung des
Systems eintreten, bei welcher die Masse m auf einem verticalen
Kreisbogen ihre tiefste Lage aufsucht und um diese Lage Pendel-
schwingungen ausfithrt. Das davon vdllig abweichende Verhalten
des Korpers, im Falle er in schneller Rotation begriffen ist, wollen
wir nun aufsuchen. Die potentielle Energie der Schwerkraft setzt sich
zusammen aus einem unverinderlichen Theile, der sich auf den Dreh-
kdrper inclusive Ringsystem bezieht, und einem variabelen Theile,
der in bekannter Weise von der Hohenlage der Masse m abhingt.
Da wir nur die Differentialquotienten von @ brauchen, interessirt
uns allein der letztere Theil. Die Hohenlage der in ihrem Schwer-
punkt concentrirt gedachten Masse m werde von der durch den
festen Drehpunkt gelegten Horizontalebene aus gemessen. Bezeichnen
wir den Radius des Ringes (oder genauer den Abstand des Massen-
punktes m vom Drehpunkt) mit @, so ist bei einer Neigung der
Axe um den Winkel 8 die Hohe iiber (resp. unter) der Mittelebene
a.cos 8, mithin die potentielle Energie

P=m.g.a.cos8 = Ccosf3, (189)

dabei bedeutet gy das Mals der Schwere, das constante Product
m.g.a werde der Kiirze halber durch ¢ bezeichnet.

Da die potentielle Energie in diesem Beispiel nur von der einen
der drei Coordinaten, niimlich 3, abhiingt, bleiben die beiden ersten
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Differentialgleichungen (183« und ¢) unverindert, nur zur letzten
ist auf der linken Seite hinzuzufiigen:
o
KA
Die drei Differentialgleichungen, welche die Bewegungen beherrschen,
sind daher:

;’t [U(e + g cosp)} =0 (190 )

= — Csing. (189 a)

—‘%{i‘l(a’+tp’cosﬁ)cosﬂ—l—%qfsin”ﬁ}=0 (190¢)
— COsinfB+A(e + ¢ cosf)g'sinf—B g ?sinf cosf+B.5"=0. (1908)

In der letzten Gleichung ist dabei -% {SBﬁ'} =B.p" gesetzt,

£” bedeutet den zweiten Differentialquotienten des Winkels # nach
der Zeit. Die Form der Losung wird abhiingen von dem Anfangs-
winkel £, und von den anfinglichen Winkelgeschwindigkeiten
%'y Pos Bo

Wir wollen nun auch hier die einfachen Fille aufsuchen, in
denen die Bewegung bei unveriinderlichem Winkel 8 verliuft; dafs
sich stets ein geeigneter Anfangszustand finden lifst, welcher eine
solche Bewegung einleitet, werden wir nachher zeigen. Es ist also jetzt
immer 87 =0 zu setzen; die dritte Gleichung (190/) verlangt dann:

— Csinf + A p'sinf + (A — B)g'?cos fsinf = 0. (191)

Diese Relation kann dazu benutzt werden, um ¢’ durch ¢ und 2 aus-
zudriicken. Wir dividiren zu dem Zwecke durch (% —3)cosf.sin g,
machen also zunichst wieder dieselben Ausschliefsungen von Sonder-
fillen, welche wir im Texte zwischen den Gleichungen (185) und (186)
bezeichnet hatten. Dann erhalten wir die Normalform einer qua-
dratischen Gleichung fiir ¢’
i A e ; c
't W=DBjoosg ¥ @ —B)oosf

deren Liosung man durch ein bekanntes Verfahren findet:

0, (191a)

SRR TN N i c
¥ ==t @_—®)cosp T 0033‘8 t A=®)cosp

oder nach einer einfachen Umformung:

A 40A—3B
v= Jf(sa—;m{“lil/” C{m—gmﬂ}' b
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Man erhilt also zwei verschiedene reelle Werthe fiir die Ge-
schwindigkeit ¢’

Wir wollen nun die Beschriinkung einfithren, dals der in letzter
Gleichung unter dem Wurzelzeichen zu 1 hinzuaddirte Bruch eine
sehr kleine Zahl ist. Man iibersieht leicht, welche Bedingung da-
durch in das Problem hineingebracht wird, wenn man den Bruch
folgendermalsen spaltet:

2C  (A—B)cosp

t= g o (191 ¢c)

Der zweite Factor dieses Ausdruckes ist im Allgemeinen ein echter
Bruch von endlicher Grifse, folglich mufs der erste Theil des Pro-

ductes sehr klein sein und &< Der Zihler, 2C = m.g.(2a),

2¢

1U?
giebt den erlaubten Spielraum der potentiellen Energie zwischen
der hochsten und tiefsten Stellung des den Ring beschweren-
den Gewichtes m an, der Nenner } . ¢/'? milst die kinetische
Energie des um seine Hauptaxe rotirenden Korpers. Letztere kann
man verhiltnifsmiifsig grols machen, indem man einen Kérper von
bedeutendem Trigheitsmoment wiithlt und diesem eine schnelle Axen-
drehung ertheilt. Man kann also bei hinreichender Kleinheit des
Zulagegewichts m immer bewirken, dafs jener Bruch sehr klein wird.
Dafs man dabei gar nicht zu extremen Verhiiltnissen zu greifen
braucht, moge folgende Ueberschlagsrechnung zeigen. Der Korper
sel einem Schwungrade @hnlich, dessen Masse M zum grofsten Theile
im Rande zusammengedringt ist, sein Radius sei nahezu gleich a
gemacht worden, so dals % = Ma? ist. Macht das Rad in einer
Secunde » Umdrehungen, so ist ¢ = 27 %, mithin die kinetische
Energie 1A e'? = 2 Ma*2?n® und der in Rede stehende Bruch

m.g.

EL — .
Ma 7% n?

Messen wir alle Grofsen im C.G.S.-System, so kann fiir diese
Schiitzung hinreichend genau die Malflszahl von g gleich 100 =®
(d. 1. 986) gesetzt werden, dann wird

100 m

< W Hs

Lifst man nun den Korper etwa 10 Touren in der Secunde
ausfilhren, was einer durchaus milsigen Rotationsgeschwindigkeit
entspricht, die man durch kriftiges Abziehen einer um den diinnen
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Axenstiel gewickelten Schnur bei weitem iibertreffen kann, so wird
e<m|Ma.

Denken wir uns, um einen handlichen gyroskopischen Apparat
anzunehmen, den Radius des Schwungrades etwa 5 cm grofs und
dessen Masse gleich etwa 400 g, so wird &< m[2000; das auf-
gesetzte Gewicht kann also immerhin mehrere Gramm schwer sein,
ohne dafs dadurch ¢ die Grolsenordnung von 1/1000 iibersteigt.

Bei schnelleren Rotationsgeschwindigkeiten wird der Bruch
wegen des im Nenner stehenden Quadrates der Tourenzahl, resp.
der Winkelgeschwindigkeit ¢, noch bedeutend kleiner.

Diese experimentell sehr gut herstellbaren Bedingungen wollen
wir jetzt als erfiillt annehmen, und zusehen, weleche Vereinfachungen
dadurch in dem Ausdruck fiir ¢’ in Gleichung (191b) eintreten.
Bei kleinem & wird es hinreichen, in der Reihenentwickelung der
Quadratwurzel das lineare Glied allein beizubehalten, also zu setzen:

Vi4+e = 141

die genannte Gleichung geht dann iiber in:
, et
=y (9143)0,@{_ L+ +49}

Setzt man den Werth von & aus Gleichung (191c¢) ein, so erhilt
man, wenn das positive Vorzeichen der Wurzel gilt:

’ C
qj+=-ﬂl.€6" (191&)
wenn das negative Vorzeichen gilt:
¢ Ae c
Y= 7 @=®)cosp _ Uc (1938}

Vergleichen wir diese beiden Lisungen mit den beiden Lisungen
der anlogen quadratischen Gleichung (186) bei Abwesenheit HAulserer
Krifte. Die Wurzel ¢, entspricht der damaligen Losung ¢ = 0,
wihrend ¢’ nahezu iibereinstimmt mit der anderen Losung (186b),
welche die Bewegung mit schnell vibrirender Axe darstellte. Der erste
Theil von ¢'_ stellt nimlich ganz wie in jenem anderen Falle eine
riickliufice Rotation um die feste Axe FF dar, deren Winkelge-
schwindigkeit grifser als ¢ ist, der zweite hinzukommende Antheil
ist verschwindend klein dagegen, wie man sich iiberzeugen kann,

wenn man bedenkt, dals
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ist. Dieser Antheil kann also vernachlissigt werden. Die zweite
Losung lehrt uns nichts wesentlich Neues, sagt nur aus, dals auch
unter der Wirkung einer #Hufseren Kraft solche Bewegungen mit
schnell vibrirender Symmetrieaxe moglich sind. Von besonderem
Interesse ist dagegen die erste Losung (191d), welche eine, gegen
¢« verglichen, aulserordentlich langsame rechtliufige Drehung des
rotirenden Kirpers um die feste Verticalaxe F F anzeigt, bei welcher
also die Symmetrieaxe 4 4 nicht feststeht, sondern allmihlich herum-
gefithrt durch den Mantel eines Kreiskegels vom Oeffnungswinkel S.
Diese Drehungsgeschwindigkeit ¢’ zeigt sich unabhingig von g und
umgekehrt proportional dem Rotationsmoment A /. Je grifser letz-
teres also ist, um so langsamer wird das Vorriicken der Axe in
dem Kegelmantel erfolgen, um so deutlicher wird sich also das
Streben des rotirenden Kiorpers offenbaren, im Widerstand gegen die
dufsere Kraft die Richtung seiner Axe im Raume zu bewahren;
aber eine allm#hliche Drehung um die Verticalaxe wird immer ein-
treten, wie dies auch experimentell stets zu beobachten ist, sowohl
an den Apparaten mit cardanischer Aufhiingung des Korpers nach
Befestigung eines kleinen Uebergewichts am Ende der Axe als
auch an den gewthnlichen Kreiseln, deren Axen doch niemals genau
vertical gestellt werden kénnen.

Es sei noch bemerkt, dafls bei dieser Art der Bewegung die
Specialfillle (A —B) =0 und cos B = 0, welche bei der Ableitung
der Wurzeln der quadratischen Gleichung ausgeschlossen wurden,
keine wirklichen Ausnahmen bilden, sondern zu demselben Resultate
fithren. Man kann dies schon daraus schlielsen, dafs die im Nenner
des Ausdruckes ¢’ in Gleichung (191b) auftretenden Factoren
(A — B) cos # sich bei der Bildung von ¢, in Gleichung (191d) weg-
heben, anderseits kann man in diesen Specialfillen auch direct auf
die Gleichung (191) zuriickgehen, welche dann ihr letztes, ¢’* ent-
haltendes Glied verliert und zu einer linearen Gleichung fiir ¢’ wird,
aus welcher die eine Wurzel ¢’ sofort folgt, sobald der Fall
sin # = 0 ausgeschlossen bleibt.

Wir wollen nun zum Schlusse dieser Betrachtung noch zeigen,
dafs es stets moglich ist, einen Anfangszustand so zu wihlen, dals
die Theorie daraus eine Bewegung mit constantem Winkel 3, welche
wir ja vorausgesetzt haben, berechnen mufs. Der gesuchte Anfangs-
zustand wird darin bestehen, dafs man dem Kérper eine bedeutende
Rotationsgeschwindigkeit ez," ertheilt um seine Axe A 4, welche einen
bestimmten Winkel #, mit der Verticalen bildet, und in deren
oberem Endpunkt das kleine Uebergewicht m angebracht ist, dafs
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ferner B, = 0 ist, und dals schliefslich dem Koérper um die Axe FF
die kleine Drehungsgeschwindigkeit ¢," = C/% &," ertheilt ist. Setat
man diese Anfangsdaten in die Differentialgleichungen (190 3) ein,
so ergiebt sich der Anfangswerth £ = 0. (Exact mathematisch
ergiebt sich zwar nicht 0, sondern ein Betrag, welcher von hiherer
Ordnung verschwindend klein ist, das kommt aber nur daher, dafs
die Losung ¢’, in Gleichung (191d) durch eine abgekiirzte Reihen-
entwickelung der Quadratwurzel der genauen Lisung (191b) erhalten
ist) Wegen 8 =0 und g/ =0 wird also die Bewegung zunichst
anlaufen bei constantem Winkel £2), dann folgt aber aus den Glei-
chungen (184) und (184a), welche auch in diesem Falle, wo die
dufsere Kraft nur von der Coordinate § abhingt, ihre Giiltigkeit
bewahren, dafs ¢ und ¢ zunichst ihre festen Anfangswerthe bei
der Bewegung beibehalten miissen, d. h. dals auch spiiter noch diese
Anfangsdaten in der dritten Differentialgleichung (1903) herrschen
miissen, dafs also §” dauernd gleich Null bleibt, mithin auch kein
g’ entstehen kann, dafs also aus diesem Anfangszustand thatsichlich
eine Bewegung folgt, bei welcher die Symmetrieaxe 4 4 einen festen
Kreiskegel durchliuft. Wenn man in den Anfangsbedingungen die
sehr langsame Drehung ¢’ nicht mit aufnimmt, sondern ¢'; = 0 setzt,
so mogen wohl die Bewegungen ein wenig anders verlaufen, der
Winkel # wird kleine Schwankungen aufweisen, doch bleibt der
Typus dieser merkwiirdigen Erscheinungen wesentlich derselbe. Hs
mischen sich in der praktischen Ausfithrung der Versuche ohnehin
noch mancherlei Kinfliisse ein, die hier unbeachtet geblieben sind,
namentlich Luftwiderstand und Reibung in den Axenlagern, die mit
der Zeit den Verlauf in der Weise beeinflussen, dafs die Gesammt-
energie sich allmihlich verringert; ¢’ nimmt dabei ab, ¢" muls zu-
niichst wachsen und der Winkel B wird sich vergrifsern,

§ 74. Prédcessionshewegung der Erde.

Das zweite Beispiel, welches wir jetzt betrachten wollen, soll
uns iiber die sogenannte Priicessionshewegung der Erdaxe eine all-
gemeine Aufklirung geben. Die vollstiindige, allen thatsiichlichen
Verhiiltnissen entsprechende Theorie dieser Erscheinung ist ein sehr
complicirtes Problem, man kann sich indessen durch Annahme ge-
wisser der wahren Natur nahekommender Vereinfachungen bereits
einen Ueberblick verschaffen, mit dem wir uns hier begniigen wollen.
Die Erde lduft in einer nahezu kreisférmigen Bahn um die Sonne,
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wir wollen hier eine ideal kreisformige Bahn annehmen, dann wird
die dabei auftretende Centrifugalkraft jederzeit im Gleichgewicht ge-
halten durch die Anziehungskraft der Sonne. Diese beiden Kriifte
muls man sich als Resultanten im Mittelpunkt der Erde angreifend
denken; es ist indessen zu beachten, dals die der Sonne zugekehrten
Theile des ausgedehnten Krdkérpers wegen ihres geringeren Ab-
standes eine stirkere, die der Sonne abgekehrten Theile wegen ihres
grifseren Abstandes eine schwiichere Attraction erfahren, als das
Centrum der Erde, wiihrend die Centrifugalbeschleunigung der Revo-
lutionsbewegung in allen Theilen die gleiche Grofse hat. (Die Ro-
tation der Erde hat hierauf keinen Einfluls, da deren Centrifugal-
kriifte mit der irdischen Schwere zusammen einen -constanten
Gleichgewichtszustand in der abgeplatteten Gestalt der Erde bilden.)
Es bleibt also auf der Tagseite der Erde ein gewisser Ueberschuls der
Anziehung, auf der Nachtseite ein eben so grofser Ueberschufs der
Centrifugalkraft iibrig; diese beiden Kraftreste werden aber keine
anziehende oder abstofsende Resultante auf den Erdkérper als
Ganzes ausiiben, nur die beweglichen Wassermassen an der Ober-
fliche werden davon betroffen und erzeugen die Erscheinung der
Ebbe und Fluth, welche wir hier gleichfalls aus dem Spiele lassen
wollen. Wenn die starre Erde eine vollkommene Kugel wiire und
in concentrischen Schichten gleiche Dichtigkeit besilse, so wiirden
diese beiden Kriifte auch kein Drehungsmoment auf die Erde aus-
itben; da indessen in Folge seiner Rotation der KErdkorper am
Aequator angetrieben ist, und die Erdaxe eine schiefe Stellung gegen
die Ebene ihrer Bahn um die Sonne (d. i. die Ekliptik) zeigt, so
kommt in der That ein Drehungsmoment zu Stande, welches den
Aequatorwulst und folglich den ganzen fest mit ihm verbundenen
Krdball angreift und zwar strebt dieses Kriiftepaar in allen Stellungen
der Erde zur Sonne den Aequator in die Ebene der Ekliptik hinein-
zuziehen, also die Polaraxe senkrecht zu ihr zu stellen. Die Ten-
“denz dieser angestrebten Drehung ist immer dieselbe, die Intensitiit
ist aber verschieden: Am grifsten im Sommer und im Winter, zur
Zeit der Tag- und Nachtgleichen aber den Werth Null beriihrend.
Auch die jihrlichen Schwankungen dieses Drehungsmomentes wollen
wir nicht beriicksichtigen, da sie sich in der sehr langsamen Prii-
cessionshewegung, welche wir hier erkliren wollen, vollkommen aus-
gleichen.

Wir denken uns also die Erde als ein abgeplattetes Rotations-
ellipsoid, welchem eine gewisse Winkelgeschwindigkeit ¢ um die
Axe des grofsten Trigheitsmomentes U ertheilt worden ist, und auf
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dessen Axe ein Kriftepaar wirkt, welches dieselbe senkrecht zu der
festen Ebene der Ekliptik zu stellen strebt. Von dieser erstrebten
Stellung weiche die Axe um den Winkel # ab; bei der Erde ist
ungefithr g = 23,50°% Das statische Moment dieses Kriiftepaares kann
von dem Winkel § abhingen, soll aber sonst von der Zeit unab-
hiingig sein. Dadurch sind dieselben Bedingungen hergestellt, denen
der rotirende Korper in der cardanischen Befestigung (F'ig. 20) unter-
liegt; wir konnen den Ausdruck der lebendigen Kraft in Gleichung
(181) verwenden, es handelt sich nur noch um den zutreffenden
Ausdruck der potentiellen Energie, welcher jenes Kriftepaar zu er-
kliren geeignet ist.

Um die fiir dieses Beispiel passende Form der Function @ zu
finden, geniigt es, den Aequatorwulst als einen massiven Giirtel aunf-
zufassen, welcher fest um die iibrigens kugelformig gedachte Erde
gelegt ist, und die potentielle Energie der Sonnenanziehung auf
diesen Giirtel zu berechnen fiir eine Stellung, welche die geringsten
analytischen Schwierigkeiten verursacht. Wir wihlen die Stellung
zur Zeit des Sommer- oder Wintersolstitiums. Die Sonnenmasse
sei M, die Langendichtigkeit des Massengiirtels 4, der Radius des-
selben a, der Liéngenwinkel ¢ werde gezahlt von derjenigen Stelle des
Aequators, welche Mittag hat. Die potentielle Energie eines Massen-
elementes 1.a.d e ist dann nach dem Gravitationsgesetz (vgl. z. B.
Gleichung (183a) Seite 250):

dd = — G.Mﬁ -+ const.

Dabei bedeutet » den Abstand des Massenelementes vom Sonnen-
centrum. Die Strahlen » kénnen wegen der grofsen Entfernung der
Sonne fiir alle Theile des Aequatorgiirtels parallel angenommen
werden dem Strahle, welcher die Centra beider Himmelskorper ver-
bindet. Die Linge dieses Centralabstandes sei .. Wir miissen nun
die Liénge » ausdriicken durch /, ¢, ¢« und den Neigungswinkel g
der Aequatorebene gegen die Ekliptik. Zu diesem Zwecke denken
wir uns den in der Ekliptik liegenden Aequatorealdurchmesser ge-
zogen, welcher zur Zeit des Solstitiums senkrecht auf dem Strahle 7
steht. Der senkrechte Abstand des durch den Winkel ¢ bezeich-
neten Massenelementes von diesem Durchmesser ist «.cos ¢, die
Projection dieser Strecke auf die Ebene der Ekliptik ist dann
@.cos«.cosfd, diesen Betrag haben wir von / abzuziehen, um r zu
finden:
r=10— acosecos f.
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Da nun « verschwindend klein gegen [ ist, kinnen wir fir 1/r
eine abgekiirzte Reihenentwickelung bis zum quadratischen Gliede
setzen:

1 2
! .-=L-1-ﬁcosa.cosﬁ-}-icoszm.coszﬁ.
r a i 2 i
1(1 == cosa.cosﬂ)

Die potentielle Energie des ganzen Giirtels findet man durch
Integration von d @ nach & zwischen den Grenzen 0 und 2z, das
giebt unter Verwendung vorstehender Reihe:

2= 2x
2
¢=—Gmllafda-—6m;a cosﬁfcosadrx
0 0
2x
M Aa®
-G Isa cos”ﬁfcoszadu+ const.
) 0
Nun ist:
f&a: 2, fcoscedcc.:(}, fcos“’adu:n,
0 0 0

ferner ist die Gesammtmasse des Giirtels:

M=2nral,
man findet also:
2
D=—G SDZJM -G Em;;;a cos? 8 + const.

Der erste Summand giebt den Werth, den man allein erhalten
wiirde, wenn die Masse M gleich wie die iibrige Erdmasse im Krd-
mittelpunkt concentrirt gedacht wird. Dieser Antheil ist nach un-
seren Annahmen unverénderlich, gesellt sich also zu der unbestimmten
Constanten, mit welcher jedes @ behaftet ist; der zweite Summand
ist die gesuchte Function von @, aus welcher man auch noch einen
constanten Theil absondern kann, indem man cos?f =1 —sin?g
setzt, der variable Theil von @ ist dann

O = + Csin?g (192)
2
Die Constante C = GSDS:—EM . %— ist eine aufserordentlich kleine

Energiegrofse im Vergleich zur potentiellen Energie zwischen Erde
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und Sonne im Ganzen; es lifst sich schiitzen, dafs sie auch verschwin-
dend klein ist gegen die kinetische Energie der Rotationsbewegung
der Erde um ihre Axe, welche in unserer Bezeichnung durch }.9.¢/?
gegeben ist.
Nachdem wir nun in Gleichung (192) den gesuchten Ausdruck fiir
@ gefunden haben, kinnen wir, wie frither, aus den LiAGrRANGE'schen
Grundgleichungen die Differentialgleichungen unseres Problems her-
leiten. Die beiden auf e und ¢ beziiglichen Gleichungen behalten
dieselben Formen, die wir schon in (183¢ und ¢) und in (190¢
und ¢) angefiihrt haben. Zur Bildung der dritten Differential-
gleichung miissen wir zu (1834) hinzufiigen:
%:; =2 Csinf.cos 3,
erhalten also:
2CsinfBcos B + A(e’ + ¢ cos @) ¢’ sin B
— B ?sinfcosf + BB = 0. } 227
Wir suchen wieder nach Bewegungen, welche bei constantem
Winkel 8 méglich sind, setzen also #” =0 und erhalten nach
Division mit (¥ —%B)sin fcos B die quadratische Gleichung:
Ae 2C
't G —Desg ¥ T U=
deren Losung ist:

Ao 80U — EB)cos*"ﬂ}
f5'9_1'(91 B) cos # { lil/ N2 2 '

=0,

Die Quadratwurzel kiénnen wir wegen der Kleinheit des im
Radicandus zu 1 tretenden Gliedes durch die beiden ersten Glieder
ihrer Reihenentwickelung ersetzen. Je nachdem man das positive
oder negative Vorzeichen gelten lifst, erhiilt man dann die Werthe:

. 2 Ccos 3
e A (198)
oder
. Ae 2Gcosﬂ
P -= T @—D)oosf T A (1832)

Die zweite Losung stellt wiederum eine Bewegung mit schnell
vibrirender Axe dar, welche an der Erde nicht beobachtet wird, und
deshalb hier nicht interessirt. Die erste Losung ¢, liefert die so-
genannte Priicessionshewegung, welche die Erdaxe ausfithrt. Diese
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Bewegung, bei welcher also die Polaraxe einen Kegelmantel um die
Axe der Ekliptik beschreibt, geht so aufserordentlich langsam vor
gich, dafs sie nach Verlauf eines einzelnen Jahres eine nur durch
feine Messungen erkennbare Verschiebung von 50,24 Bogensecunden
hervorbringt; der ganze Umlauf vollzieht sich in einem Zeitraum
von etwa 25800 Jahren. Fiir kiirzere Zeitlaufte kann man daher
die Richtung der Erdaxe als unveriinderlich ansehen, dem ent-
sprechen auch die alljahrlich periodisch wiederkehrenden gleichen
Stellungen der Fixsterne am Himmel.

Ganz langsam vollzieht sich indessen die fortschreitende Ver-
inderung, welche in dem betrichtlichen Zeitraum von etwa 2000
Jahren, auf den die wissenschaftliche Beobachtung der Sternorte seit
Hrpparon bis auf die Gegenwart zuriickblicken kann, bereits fast den
zwolften Theil des ganzen Umganges durchlaufen hat. Welcher Art
ist nun diese Veriinderung? Da die Ekliptik dabei als feste Ebene
stehen bleibt, so wird die Sonne ihren jihrlichen Lauf stets durch
denselben grifsten Kreis am Fixsternhimmel nehmen; es ist dies
derjenige Kreis, welchen bereits die antiken Astronomen durch
Gruppirung von zwilf etwa gleich weit ausgedehnten, immer wieder
zu erkennenden Sternbildern bezeichnet und mit dem Namen Thier-
kreis — Zodiakos — belegt haben. Wegen der kegelférmigen
Drehung der Polaraxe bleibt auch die Neigung, d. h. der Winkel
zwischen diesem Kreis und dem Himmeldquator immer derselbe,
aber der Durchschnittspunkt beider grolster Kreise iindert seinen
Ort im Thierkreise. Zur Zeit der Tag- und Nachtgleiche im Frith-
ling unserer nérdlichen Halbkugel, nahe am 21. Mirz, durchschreitet
die Sonne den Himmelsiiquator in aufsteigender Richtung und tritt
auf die nordliche Himmelshilfte hertiber; diesen Durchschnitt nennt
man kurz den Frithlingspunkt. Zu Hreparce's Zeiten (etwa 150 J. v.
Chr. Geb.) lag dieser Punkt des Thierkreises im Sternbilde des
Widders, nahe der Grenze zum Sternbild der Fische, welches die
Sonne im vorhergehenden Monat durchlaufen hatte. Heutzutage
liegt der Friihlingspunkt im Sternbilde der Fische niher der Grenze
des vorhergehenden Sternbildes Wassermann. Der Frithlingspunkt
riickt also sehr langsam in den Sternbildern des Thierkreises riick-
wiirts, d. h. entgegengesetzt der Richtung, in welcher die Sonne all-
jahrlich den Thierkreis durchliuft. Diese Richtung entspricht auch
dem negativen Vorzeichen der Wurzel ¢', in Gleichung (193). Be-
trachten wir niimlich die Erde von derjenigen Seite, von welcher
aus wir ihren Nordpol sehen konnen, so findet die Rotation e
sowohl wie der Umlauf um die Sonne entgegengesetzt dem Uhr-

H. v. HeLmuoLtz, Theoret, Physik. Bd. T, 2. 23
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zeiger statt. Da nun die Drehung ¢’ das entgegengesetzte Vorzeichen
hat, so findet diese im Sinne des Uhrzeigers statt; in diesem Sinne
mufs also auch der Schnitt der Ekliptik und der Aequatorebene,
d. h. am Himmel der Friithlingspunkt im Thierkreise fortschreiten.
Diese Richtung ist mithin dem jahrlichen Sonnenlauf entgegen-
gesetzt, Das Wort Priicession, welches ein Vorwirtsriicken bezeichnet,
entspricht diesem Sinne der Drehung nicht, doch ist dasselbe als
Terminus technicus fiir diese Bewegung allgemein angenommen; es
ist wohl dadurch entstanden, dals man den Frithlingspunkt der
Fkliptik als festen Punkt angenommen hat und nun beobachtete,
dafs die Fixsterne im Laufe der Zeiten langsam vorwirts riickten,
in demselben Sinne, in welchem die Sonne selbst ihren jihrlichen
Lauf durch den Sternenhimmel ausfithrt, dafs beispielsweise das
Sternbild des Widders, welches frither beim Frithlingspunkte lag,
jetzt bedeutend auf die nordliche Halbkugel heriibergeriickt ist.
Dieses Vorwirtsriicken der Fixsterne beschriinkt sich selbstverstind-
lich nicht auf die Sternbilder des Thierkreises, sondern wird am
gesammten Sternhimmel wahrgenommen als eine langsame positive
Drehung um den Himmelspol der Ekliptik.

Die wesentlichen Merkmale der Priicessionsbewegung lassen sich
also mit der Erfahrung iibereinstimmend aus den vereinfachten An-
nahmen unserer Theorie herleiten. Die kleinen Abweichungen,
welche sorgfiltige astronomische Messungen ergeben haben, sind
iibrigens nicht nur auf die in der vorhergehenden Auseinander-
setzung ausfiihrlich bezeichneten Vernachldssigungen zu schieben,
sondern rithren wesentlich von einem Umstand her, den wir gar
nicht erwithnt haben: Namlich der Trabant unserer Erde, der Mond,
welcher zwar nur einen aufserordentlich kleinen Theil der Sonnen-
masse enthiilt, iibt vermoge seines geringen Abstandes von der Erde
eine Anziehung auf diese aus, welche doch knapp !/,,, der Sonnen-
anziehung betriigt. Diese Anziehung liefert fiir den Aequatorgiirtel
ebenfalls ein Drehungsmoment, dessen Wirkung sich mit dem von
der Sonne herriihrenden vollkommen vermischen wiirde, wenn die
Ebene der Mondbahn, in welche der Aequatorgiirtel hineingezogen
wird, mit der Ekliptik zusammenfiele. Nun aber besitzt die Mond-
bahn eine, wenn auch kleine, so doch merkliche Neigung von etwa
5% gegen die Ekliptik, und die Knoten, in welchen diese beiden
grifsten Kreise am Himmel sich durchschneiden, riicken in etwa
18,6 Jahren durch den ganzen Umkreis der Ekliptik. Deshalb er-
zeugt der Mond noch eine zweite langsame Schwankung der Erdaxe,
welche sich theils im periodisch langsameren oder schnelleren Wachs-
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thum des Winkels ¢, theils in einem periodischen Schwanken der
Grofse des Winkels 8 anzeigt. Diese sehr unbedeutenden Richtungs-
inderungen der Axe, welche sich der Priicessionshewegung super-
poniren, nennt man die Nutation der Krdaxe.

Die Betrachtung der beiden Beispiele: des Kreisels unter Wir-
kung der Schwerkraft und der abgeplatteten Erde unter Wirkung
der Sonnenanziehung ergaben sehr iihnliche Resultate, nur war beim
Kreisel die Kegelbewegung der Axe im gleichen, bei der Erde im
entgegengesetzten Drehungssinne wie die Rotation ¢’. Man wiirde
gleichartige Bewegungsformen iiberall da aus der Theorie folgern,
wo fir die dufseren Kriifte eine potentielle Energie existirt, welche
nur von der einen Coordinate # abhiingt, wie das ja in diesen beiden
Fillen zutraf (vgl. Gleichungen (189) und (192)). Man hat dann
immer die beiden unveriinderten Differentialgleichungen (190« und )
oder (183¢ und ¢) nebst deren Integralgleichungen (184 und
184a), nur die auf B beziigliche Differentialgleichung hingt ab von
der besonderen Form der potentiellen Energie, deren Differential-
quotient nach # im Allgemeinen auch eine Function von f ist, die
mit 7(3) bezeichnet werde. Die Rechnung lafst sich dann stets in
derselben Weise durchfithren, und wenn man die #ufsere Kraft-
wirkung sehr klein annimmt und Bewegungen sucht, welche bei
constantem Winkel 8 vor sich gehen sollen, erhiilt man immer eine
sehr langsame Pricessionshewegung, welche durch

/ FB) (194)

+= " uasing
definirt ist. s ist auch stets moglich, einen Anfangszustand an-
zugeben, aus welchem sich diese Bewegungsart entwickelt, dieser

wird durch die Daten g =3, ¢ = ¢, 3,'=0, ¢,/ = — %
0 0

geliefert. Der Beweis dieser letzten Behauptung wird in derselben
Weise gefiihrt wie am Schlusse von § 72.

23%
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Vierter Abschnitt.

Ausdehnung des Geltungsbereiches der dynamischen
Prinecipien.

§ 15. Zusatz beliebiger dufserer Kriifte.

Tm zweiten Abschnitt dieses vierten Theiles wurden als zu-
sammenfassendes Princip fiir die Wirkungsweise der reinen Be-
wegungskriifte das Hamrmnron'sche Princip gefunden

f

ﬁf(fD—L)dt=0, (173)

%
aus welchem sich durch Ausfithrung der darin vorgeschriebenen Art
der Variation des Zeitintegrales die LacrancE'schen Bewegungs-
gleichungen fiir beliebige Coordinaten in der dort angegebenen Form

o @ 0L d (0L
0pa dpa dt (a%) =Y (175)
herleiteten. In diesen beiden nur formell verschiedenen Ausdrucks-
weisen treten als Functionen des Zustandes die hekannten beiden
Formen der Energie, die potentielle @ und die kinetische L auf;
die Anwendbarkeit dieser Principien wird dadurch beschriinkt auf
conservative Massensysteme, deren wirkende Krifte entweder aus-
schliefslich innere sind (freie Systeme), oder doch solche #ufsere
Kriifte, fiir welche man den Ausdruck der potentiellen Energie kennt,
z. B. die Schwerkraft oder die Sonnenanziehung in den Beispielen
der 8§ 73 und 74. Nun kommt man hiufig in die Lage, die Wir-
kung #ulserer Kriifte beriicksichtigen zu miissen, deren Grolse und
Richtung in jedem Zeitpunkt man zwar kennt, um deren Conser-
vativitit man sich aber nicht bekiimmern mag oder kann; dies gilt
von allen jenen unvollstindigen Betrachtungen, in denen man mit
Kritften rechnet, welche als vorgeschriebene Zeitfunctionen eingefiihrt
werden (vergl. S.120). Man kann nun die vorstehenden Principien
so erweitern, dals sie auch fiir Probleme der eben erwiilinten Art
die richtige Grundlage der Rechnung liefern, indem man nimlich
zu der potentiellen Energie bestimmte Zusatzglieder fiigt, welche
bei der Differentiation nach den Coordinaten die Aulseren Kriifte
neben den conservativen inneren Kriiften liefern. Diese #uflseren
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Krafte kann man sich in Componenten zerlegt denken, deren jede
nur eine Coordinate des Systems beschleunigt; die zur Abmessung
Pa gehorige Componente bezeichnen wir durch (— P,). Das gewiihlte
negative Vorzeichen enthilt keine sachliche Beschrinkung fiir den
Richtungssinn, da P, selbst noch als algebraische Grifse anzusehen
ist.  Tritt bei der Bewegung des Systems eine Veriinderung der
Coordinate von der Grofse -+ dp, ein, so wird die #ulsere Kraft
dabei Arbeit leisten, wenn (— P,) einen positiven Werth hat, die
Energie des Systems wird also vermehrt, dagegen wird bei dieser
Verinderung das System selbst auf Kosten seines Energievorrathes
Arbeit leisten, wenn (— P,) negativ ist, also wenn P, selbst einen
positiven Werth hat. Der Betrag dieser nach aufsen abgegebenen
Energie ist nach der Definition des Arbeitsbegriffes gleich + P,.dp,,
die positive Form dieser vom System geleisteten Arbeit wurde bei
Einfithrung des negativen Vorzeichens der #Huflseren Kraft beab-
sichtigt; man kann sagen, dals P, diejenige Kraft ist, mit welcher
das System gegen die #Hufseren KEinfliisse auf Vergrifserung der
Coordinate p, hinwirkt. Sobald man die Bedingung einfithrt, dals
die P, vom inneren Zustande des Systems unabhiingig, vorgeschrie-
bene Kunctionen der Zeit, oder im einfachsten Falle iiberhaupt
constante Grofsen sind, kann man die gesuchten Zusatzglieder leicht
finden in der Form einer Summe, welche jede der Krifte 7, multi-
plicirt mit der zugehorigen Coordinate p, enthilt. (Einen eben
solchen Zusatz haben wir bereits am Schlusse von § 60 in den
Gleichgewichtshedingungen gemacht, Gleichung (154b), nur war dort
das Vorzeichen desselben entgegengesetzt, weil die dufseren Kriifte
positiv eingefithrt worden waren) Das Hamruron’sche Princip erhiilt
dann die erweiterte Form:

ty
Jf(fb—fx—kzl)upa)dt:& (195)
fo

Die Variation des Integrals lifst sich auch jetzt noch in der-
selben Weise durch Variation der p, durchfithren wie in § 65, wobei
festzuhalten ist, dafs die durch virtuelle Verschiebungen entstehenden
Liagen gleichzeitig mit den wirklichen Lagen durchschritten werden
und dals die P, als reine Zeitfunctionen nicht an der Variation
theilnehmen. Man erhiilt dann die Forderung:

‘l

o oL d 0L .
f‘”' E{P“ O 9w T a‘z‘(ay@)}"ﬂ =0

fo
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welche bei der Willkiirlichkeit der Zeitfunctionen &p, nur erfiillt
werden kann, wenn zu allen Zeiten der Inhalt der geschweiften
Klammer fiir jedes a einzeln gleich Null ist. Man erhilt also fol-
gendes Gleichungssystem :

P, =

op 0L d (BL)’ (196)

T 0 T Op di\0g

welches die gewiinschte Erweiterung der Liacrancg’schen Differential-
gleichungen hildet. Die Reaction des bewegten Systems gegen die
aufseren Krifte — denn das ist der Sinn der Grifsen P, — setat
sich hiernach zusammen aus den inneren Kriften (— @ ®/d p,) und
den Analogen der Centrifugalkraft (4 & L/dp,), von welchen die
Aenderungsgeschwindigkeiten der Bewegungsgrifsen abzuziehen sind,
die mutationes motus des zweiten NEwroN'schen Axioms, welche
nach Ausfithrung der mit L vorzunehmenden Differentiationen sich
als lineare homogene Functionen der Beschleunigungen darstellen.
Sind die p, etwa gar im Raume feste cartesische Coordinaten, so ist

da, \2
=12 (‘af“) ‘
folglich sind die

dL dx,
T AT
und die
d (0L da,
m('a}:)-mams—’

also nach der NEwroxn'schen Definition diejenigen Kriifte, welche den
angegriffenen Punkten, wenn sie frei wiren, gerade ihre thatsich-
lichen Beschleunigungen ertheilen wiirden. Mit dem negativen Vor-
zeichen, welches diese Glieder in Gleichungen (196) fithren, ent-
sprechen diese Antheile der Reaction durchaus den negativen
p’AnemBERT'schen Zusatzkriiften, welche die angreifenden Krifte im
Gleichgewicht zu halten vermdgen, wiithrend dann die positiven
v’AremBeERT'schen Zusatzkriifte allein die Bewegung regieren. Man
kinnte iibrigens auch die Gleichungen (196) in der Weise umstellen,
dafs man die Differentialquotienten der Bewegungsmomente mit
positivem Vorzeichen nach links, dagegen die P, mit negativem
Vorzeichen nach rechts bringt, dann haben wir es nicht mit den
Reactionen zu thun, sondern wir haben Gleichungen, welche die
Beschleunigungen als Wirkungen der inneren und #ufseren Krifte
hinstellen.
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§ 76. Das kinetische Potential.

Im Hamivron’schen Princip kommen die beiden Energiearten
nur zusammengefalst zur Differenz (® — L) vor, bei der Ausfithrung
der Variation wurden beide aus einander gerissen. KEs ist indessen
leicht, die Lacrance'schen Differentialgleichungen (sowohl die ur-
spriinglichen (175) als die erweiterten (196)) so zu schreiben, dalfs
die beiden Energien auch darin nur verbunden zur Differenz auf-
treten. Da némlich die potentielle Energie nur von den Coordi-
naten, nicht aber von den Geschwindigkeiten abhingig ist, sind alle
g:: und folglich auch alle dd‘t (%g:-) gleich Null. Addiren wir
also letztere Ausdriicke zu den Gleichungen (196), so werden diese
dadurch nicht gestért, man kann sie dann aber folgendermalsen
schreiben:

d(®— L) Ji(a(qfnm)’ (1962)

Fo== _6?311 dt\ Jdqa
so dafs auch hier nur die Differenz (00— L) vorkommt, deren Zeit-
integral nach dem Hammron'schen Integral ein Grenzwerth sein
soll. Wir wollen nun diese Function, auf welche es hiernach bei
der Darstellung der dynamischen Principien allein ankommt, durch
ein einheitliches Zeichen H ausdriicken:

®—L=H (197)

und sie als das ,kinetische Potential“ des Systems bezeichnen.
Das kinetische Potential ist von der Dimension der Energie und
wegen des Bestandtheiles @ behaftet mit einer unbestimmten addi-
tiven Constante. In den statischen Problemen, wo die lebendige
Kraft entweder Null ist, oder einen von gleichférmiger Bewegung des
ganzen Systems herrithrenden constanten Werth L besitzt, welcher sich
mit der unbestimmten Constante vermischt, deckt sich begrifflich
das kinetische Potential mit der potentiellen Energie, die Gleich-
gewichtsbedingung (153a) (Seite 278) kann auch geschrieben werden:

dH=0.

Direct ausgefithrt fordert dies zwar nur: 0 @ — d L = 0, aber die
Annahme, diese Gleichung konnte dadurch befriedigt werden, dals
d® = § L und dabei beide ecinzeln von Null verschieden sind, ver-
stofst gegen das Energieprincip, welches nicht zuliifst, dafs bei irgend
einer Variation @ und L gleichzeitig wachsen, es bleibt also nur
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d®W =0 und 0L = 0 iibrig; das sind die frither aufgestellten sta-
tischen Bedingungen.

Fiir bewegte Systeme unterliegt die Function H jetzt noch den
Beschrinkungen, welche aus ihrer Definition abzulesen sind: Sie
muls bestehen aus einer reinen Function der Coordinaten p,, von
welcher subtrahirt wird eine wesentlich positive, homogene quadra-
tische Function der Geschwindigkeiten ¢,, deren Coefficienten eben-
falls nur von den p, abhingen kénnen. Die Einfithrung des Zeichens
H ist zuniichst nur eine formale Vereinfachung, ebenso fordert die
Einfilhrung des Namens ,kinetisches Potential“ nicht unsere Er-
kenntnifs, kann vielmehr nur einer kiirzeren Ausdrucksweise dienen,
wenn wir das Hamrnron’sche Princip in Worte kleiden wollen. Die
weittragende Bedeutung dieser Function kann man erst daraus er-
kennen, dafs es moglich geworden ist, {iber die Grenzen der offen-
baren Bewegungsvorgiinge hinaus, Gesetze der Thermodynamik und
Elektrodynamik in dieselben Formen zu zwingen, welche das
Haminron'sche Princip fiir die Dynamik ponderabler Massen bildet,
wobei freilich H nicht mehr den eben angefiihrten beschriinkenden
Bedingungen unterliegt, sondern als eine in jedem Gebiet besonders
aufzusuchende Function der den Zustand bestimmenden Gréfsen
p, und g, erscheint, zweier Reihen von Parametern, welche nicht
einmal vollstindig correspondiren miissen, in denen vielmehr gewisse ¢
vorkommen konnen, deren zugehibrige p fehlen und umgekehrt.

Derartige allgemeine Principien, in denen verlangt wird, dass
das Integral einer gewissen Function des Zustandes, ausgedehnt
iiber den ganzen Verlauf einer Zustandséinderung, ein Grenzwerth,
mitunter nothwendig ein Minimum wird, sind mehrfach aufgestellt
worden unter verschiedenen Formen, welche verschiedenen Be-
dingungen bei der Variation entsprechen, welche aber bei vichtiger
Ausfithrung der geforderten Variationen zu denselben Differential-
gleichungen fiir den Verlauf der Processe fithren. Das ilteste
dieser Integralprincipien war das von MavuperTUts aufgestellte
Princip der kleinsten Action, welches aussagte, dafs bei allen in
der Natur vorgehenden Processen der Mittelwerth der lebendigen
Kraft ein Minimum sei. Die fiir mechanische Probleme dabei
gitltigen Variationsbedingungen sind erst von LaGraxceE gefunden
worden, und dadurch ist dieses Princip erst streng wissenschaftlich
begriindet worden. Wir kiénnen vom modernen Standpunkt aus
diese Bedingungen dadurch definiren, dafls wir fordern, die Gesammt-
energie der variirten Bewegung solle gleich der der wirklichen
bleiben.  Uebrigens leistet dieselben Dienste das Hamiuron’sche
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Princip, bei welchem eine andere Bedingung besteht, dafs namlich
die Zeit nicht von der Variation betroffen wird. Letzteres bietet
iiberdies noch den Vortheil, dals wir die auf dulsere Kriifte beziig-
lichen Zusatzglieder zu H hinzufiigen kénnen. Wir wollen deshalb
bei der Haminron'schen Form bleiben, welche jetzt unter Wahrung
derselben Variationsbedingung lautet:

4
a‘fﬂdt =0 (198)
1
und in erweiterter Form:
[
3f(H+ S P, po)dt = 0. (1982)
ta

Die erweiterten LagraneE'schen Gleichungen erhalten die Form:
P — GH+ d (GH)_
0 ¢a

x Fe T (198b)

§ 77. Eliminationen von Variabelen im kinetischen Potential.

Es sollen in diesem Bande nicht die verschiedenen Kormen
des kinetischen Potentials fiir die einzelnen Gebiete nicht reiner
Bewegungsvorgiinge aufgestellt werden, es soll aber jetzt gezeigt
werden, dals man auch, ohne iiber die Grenzen der Betrachtung
der Ponderabilia hinauszugehen, Erscheinungen findet, deren Ver-
lauf sich aus unseren zusammenfassenden Principien herleiten lafst,
in denen jedoch das kinetische Potential nicht an die Beschriinkungen
gebunden bleibt, welche aus seiner Definition herstammen. Solche
freiere Formen kénnen aus dem urspriinglichen H in Gleichung (197)
entstehen, wenn es in der Natur des betrachteten Problems be-
griindet liegt, dals man einen Theil der Geschwindigkeiten oder
der Coordinaten eliminiren kann.

Derartige Fille sind uns schon frither begegnet, als wir die
Beschriinkungen der Bewegungsfreiheit durch starre Bindungen be-
trachteten. Dabei hatten wir eine Reihe vorgeschriebener Be-
dingungsgleichungen zwischen den Coordinaten zu erfiilllen, was
wenigstens in der Idee immer dadurch geschehen konnte, dass man
diese Gleichungen zur Wegschaffung ebenso vieler Variabelen be-
nutzte. Diese am hiiufigsten betrachtete Art von Elimination fithrt
uns hier zu nichts Neuem, da @ und L, mithin auch H dabei die-
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selben charakteristischen Formen behalten, nur beschriinkt auf eine
geringere Zahl von Variabelen. Anders ist es bei einem Massen-
system, in welchem cyklische Bewegungen erregt sind, welche un-
gestort durch sonstige Verinderungen gleichmiifsig fortlaufen. Denken
wir uns eine ununterbrochene Reihe von gleichartigen Partikelchen,
welche in einem bestimmten geschlossenen Wege dicht hinter einan-
der laufen, so dals sie die ganze in sich zuriicklaufende Bahn
itherall gleich dicht und ohne merkliche Liicke mit Masse fiillen.
Ist diese Kette von Massentheilchen, welche durch starre Verbin-
dungen an einander und an die vorgeschriebene Bahn gekniipft sein
mogen, einmal in eine bestimmte Bewegung gesetzt, so wird sie
vermoge ihres Beharrungsvermégens unveriindert umlaufen, wenn
keine beschleunigenden oder verzogernden Kriifte auf die Theilchen
eine resultirende Wirkung iiben. Eine in dieser Weise bewegte
Kette liefert ein Beispiel fiir eine cyklische Bewegung. Ferner ge-
hort dahin die Drehung eines Kreisels oder eines anderen Rotations-
kirpers, z. B. eines Schwungrades. Die Weggeschwindigkeiten der
Kettenglieder und die Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Massen-
punkte der Rotationskérper erscheinen dabei an allen Stellen des
Umlaufs nothwendig als die gleichen. Dies liegt iibrigens nicht im
Wesen der cyklischen Bewegungen als solcher, sondern nur in der
Natur der gewiihlten Beispiele begriindet; eine Wassermasse, welche
in einem ringférmig geschlossenen Rohre in Circulation versetzt
ist, besitzt ebenfalls eine cyklische Bewegung, zeigt aber die be-
zeichnete Kigenthiimlichkeit nur, wenn das Rohr iiberall gleichen
Querschnitt besitzt. Ist dies nicht der Fall, so stromt das Wasser
an den engeren Stellen schneller, an den weiteren langsamer; con-
stant bleibt in dem Kalle die Wassermenge, welche in gleicher Zeit
durch simmtliche Querschnitte stromt. Die wesentliche Forderung
an die cyklischen Bewegungen besteht nur darin, dafls sie in sich
zuriicklaufen und an allen Stellen einen stationdren Zustand zeigen.
Es treten in einen bestimmten Ort des Umkreises immer andere
Theilchen ein, zeigen aber dann immer denselben Bewegungszustand,
so dafs die Verfolgung einzelner Massen entbehrlich wird, und eine
vollstindige Beschreibung gegeben ist, wenn man fiir alle Orte des
Umlaufs den Zustand der Bewegung kennt.

Ein Massensystem, in welchem eine einzige solche eyklische
Bewegung erregt ist, nennt man ein monocyklisches System,
dazu gehdren auch noch solche Systeme, in welchen mehrere
cyklische Bewegungen gekoppelt sind, so dals durch die Bewegung
eines einzelnen alle iibrigen zugleich bestimmt sind, wie dies z. B.
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bei einer Combination mehrerer Zahnrider oder bei Verwendung von
Treibriemen und noch anderen mechanischen Hiilfsmitteln eintritt.
Finden dagegen mehrere von einander unabhiingige cyklische Be-
wegungen statt, so nennt man das System ein polycyklisches.

Einer cyklischen Bewegung gehort ein ganz bestimmter Inhalt
an lebendiger Kraft, welcher sich zusammensetzt aus den lebendigen
Kriften aller in dem Cyklus laufender Massenpunkte. Da nun die
Verfolgung der einzelnen Punkte bei der stationiiren Bewegung nicht
nothig ist, da immer neue gleichartige an die Stelle der weiter-
geriickten treten, so wird durch die jeweilige Lage der Massen in
der geschlossenen Bahn die lebendige Kraft L nicht beeinflusst.
Ebenso wenig kann die potentielle Energie @ von der Stellung der
circulirenden Masse abhiangen, das kinetische Potential A kann also
die Coordinaten der einzelnen in cyklischer Bewegung befindlichen
Massenpunkte nicht als Variabele enthalten. Wir wollen diese Co-
ordinaten, welche in I fehlen, zum Unterschiede von den iibrigen
Pa bezeichnen durch py, der Index b bezeichnet also nicht eine ein-
zelne Ordnungszahl, sondern eine ganze Gruppe. Wenn die cyklische
Bewegung gleichmiifsig fortlaufen soll, diirfen sie keine Kriifte von
aufsen beschleunigen oder hemmen, also:

By i O (199)

Wohl konnen auf den ganzen Cyklus verindernde Krifte vom
iibrigen System oder von aufsen her einwirken, das sind aber keine
Py, sondern P,, Kriifte, welche auf diejenigen Coordinaten p, wirken,
welche die Lage und Gestalt der Bahn der cyklischen Bewegung
angeben, nicht aber einzelner Massenpunkte in ihr. Bei dem in
Fig. 20 gegebenen, um die Axe 44 rotirenden Korper z. B. wird
die Lage einzelner Massenpunkte angegeben durch den Winkel e,
dieser ist solch’ eine Coordinate pg, und spielt gar keine Rolle. Die
Lage des Cyklus wird bestimmt durch die Winkel # und ¢, welche
den p, entsprechen, und auch von dulseren Kriften veriindert werden
konnen.

Die Lacrancr’schen Gleichungen nehmen fiir die Indices b eine
schr einfache Form an, denn erstens sind die P, = 0, ferner auch
die 6 H/0py = 0, es bleibt also nur:

d (0H
‘&T("“ag,,)=0’ (199a)

woraus direct folgt:

0H
'-a-é:=8§,. (199b)
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Dabei bedeutet ¢y eine Reihe von Constanten, die ihrem Sinne nach
die unveriinderlichen Bewegungsmomente der cyklischen Bewegungen
darstellen. In monocyklischen Systemen wird sich die Zahl der-
selben auf eine reduciren lassen, doch kénnen wir hier die Rech-
nung auch fir polycyklische Systeme verfolgen. Da nun nach der
urspriinglichen Definition H die simmtlichen ¢, und ¢, in Form
einer homogenen quadratischen Function enthiilt, so werden die
Differentialquotienten 6 H/d g5 homogene lineare Functionen aller ¢
sein, deren Coefficienten von den p, allein abhiingen, da ja die
pp nicht vorkommen, Man erhilt also aus (199b) ein System von b
linearen Gleichungen, aus denen man die gy als lineare Functionen
der ¢, ausdriicken kann. Durch Einsetzung in den Ausdruck H
werden dann die g eliminirt, es kommen nun nur die p, und ¢,
und die Constanten ¢; vor. Den durch diese Eliminationen ver-
inderten Ausdruck A wollen wir mit § bezeichnen. Die Differential-
quotienten 99/0 p, und ¢ H/0 ¢, werden verschieden sein von den
entsprechenden Differentialquotienten der urspriinglichen Function H,
denn  enthiilt die p, und ¢, erstens an denselben Stellen, wo sie
auch in H zu finden waren, ferner aber auch an denjenigen Stellen,
wo in H die gy standen, welche jetzt ebenfalls mit Hiilfe der p,
und ¢, ausgedriickt sind. Nach den Regeln fiir die Differentiation
von theilweise impliciten Functionen wird:

09 OJoH _OH dgy

Ops  Opn T O0q Opa
und ebenso:

09 O0H ~OH 0O¢5

0 0g  0q Oqu

In den Summen kann man nach Gleichung (199b) die ¢; einsetzen
und findet dann:

0 g5 . _(?_

a]’a apa g w e

9 0
3 633 g 30

>

Es ist demnach:

}, Q'bI

]
b'?b}'

5‘ Pa

OH
r

(200)

»—-"'—-.---‘-—-.
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Diese beiden Gleichungen driicken die auf die Indices a beziig-
lichen Differentialquotienten von H durch die gleichartig gebildeten
Differentialquotienten einer anderen Function aus, in welcher nur
die p, und ¢, vorkommen, denn an Stelle der gz hat man sich die
Losungen der linearen Gleichungen (199b) gesetzt zu denken. Diese
neue Function vertritt also die Stelle von H, die LiaGRANGE'schen
Gleichungen erhalten durch sie die Gestalt:

0
By mim g R =2Xnn)+ % [B% © - Gs)]' (@00a)

Das neue kinetische Potential:
{@ = %: % Qb},

welches durch die Elimination der ¢; entstanden ist, hat eine wesent-
lich andere Zusammensetzung als das urspriingliche; zwar gelten
fir § noch dieselben Bedingungen, dals es besteht aus einem nur
von den p, abhingigen Theile und einem zweiten Theile, welcher
eine homogene quadratische Function der g, ist; dazu treten aber
die Glieder — )¢ g5, welche nach Einsetzung der Losungen gy
die Geschwindigkeiten ¢, in erster Potenz enthalten. Solche Glieder
waren in dem urspriinglichen Ausdruck Z unmiglich; man sieht
also, dals hier bereits die Regel durchbrochen ist und dafs das
kinetische Potential jetzt freier in seiner Zusammensetzung ist. Das
Auftreten dieser linearen Glieder erklirt eine wichtige Besonderheit
der polycyklischen Systeme. Will man nimlich eine Reihe von
Zustandsinderungen des Systems — einen Procels — nach seiner
Beendigung riickgiingig machen, so dals der Anfangszustand wieder
hergestellt wird, und man kehrt zu diesem Zwecke die Vorzeichen
aller Geschwindigkeiten ¢, um, so bleibt die rein quadratische
Function der Geschwindigkeiten dabei ungeiindert, die linearen
Glieder wechseln aber ihr Vorzeichen, man erhalt fir den Riick-
gang ein anderes kinetisches Potential, mithin auch andere Differen-
tialgleichungen, die Bewegung kann dann nicht in gleicher Weise
riickwiirts wie vorwirts durchlaufen werden: Der Procels ist nicht
umkehrbar. Die Umkehrbarkeit kénnte nur hergestellt werden durch
gleichzeitige Umkehrung der hier eliminirten eyklischen Geschwindig-
keiten gz; dann wiirden nimlich beim Riickgang auch alle Con-
stanten ¢, die entgegengesetzt gleichen Werthe annehmen, es wiirde
(= ¢p).(— g6) = + ¢5 . g bleiben.

Man kann sich aber Fiille vorstellen, in welchen die cyklischen
Bewegungen gar nicht entdeckt werden. Denkt man sich beispiels-
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weise den circulirenden Theil des Systems von einem undurch-
dringlichen Mantel umgeben, also etwa eine schnell rotirende Kugel
eingeschlossen in eine Hiilse, welche an ihrer Innenseite zugleich
die festen Liager der Drehungsaxe triigt, so wird man aufsen nichts
von der lebhaften Bewegung im Inneren wahrnehmen, so lange der
Kérper ruht. Wenn man ihn aber bewegt, so bemerkt man, dafls
man ihn nicht unter Wirkung derselben Kriifte durch blofse Um-
kehrung der sichtbaren KEndgeschwindigkeit wieder zuriickbewegen
kann, Dieser mechanischen Analogie gemifs kann man physikalische
Vorgiinge, welche sich durch ein mit linearen Geschwindigkeits-
gliedern behaftetes kinetisches Potential darstellen lassen, allgemein
als Fiille mit verborgenen Bewegungen bezeichnen, ohne dafs damit
gesagt werden soll, dafs wir irgend eine Kenntnifs von der Natur
solcher Bewegungen hiitten. KEs ist auch nicht nothig, dals diese
verborgenen Bewegungen gerade den regelmiifsig geordneten Cha-
rakter der cyklischen Bewegungen zeigen. Die Hypothese der
kinetischen Gastheorie z. B. nimmt eine villig ungeordnete Be-
wegung der Molekeln an, welche mit den cyklischen Bewegungen
nur gemeinsam hat, dafs ihr eine bedeutende lebendige Kraft ent-
spricht, welche nicht abhiingt von den Coordinaten der einzelnen
bewegten Theile, und dafs in jedem gegen den Molekularabstand
grofsen Volumen der Bewegungszustand trotz seiner Regellosigkeit
im Kinzelnen ein stationiirer ist und dals dieser endlich bei der
Umkehrung eines Processes nicht mit umgekehrt werden kann.
Also die kinetische Gastheorie erkliirt die thermischen Kigenschaften
und Gesetze durch Aufstellung einer Hypothese, withrend die Be-
trachtung der cyklischen Systeme bei bekannten Bewegungsvorgiingen
stehen bleibt, und aus diesem Gesetze herausliest, welche weit-
gehende Analogie mit den Hauptsiitzen der Thermodynamik zeigen.

Unter gewissen besonderen Voraussetzungen iiber die Art der
Bewegungen und der #ufseren Kriifte lassen sich noch andere Co-
ordinaten-Eliminationen ausfithren, welche viel eingreifendere Ver-
inderungen in der Gestalt des kinetischen Potentials herbeifiihren.
Setzen wir niimlich die cyklischen Coordinaten p;, welche in H
fehlen, als schnell veriinderlich, die ¢ also als grols voraus, withrend
alle anderen Coordinaten p,, welche als Parameter der Lage und
Configuration des Systems noch auftreten, sich nur sehr langsam
veriindern sollen, so werden die ¢, gegen die ¢z verschwindend klein
sein.  Ebenso werden die Beschleunigungen dq,/d¢ sehr kleine
Grolsen sein miissen, die Zustiinde werden also immer in n#chster
Nachbarschaft der statischen Bedingungen bleiben, fihnlich wie auch
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bei den einfachen mechanischen Maschinen (Hebel, schiefe Ebene,
Flaschenzug) durch die langsamen Bewegungen, welche bei ihrer
Benutzung ausgefithrt werden, die Gleichgewichtsbedingungen nicht
merklich verletzt werden. Das kinetische Potential wird dann bis
auf verschwindende Beitriige allein bestimmt durch die p, und die
gs; die pg fehlen von vornherein, die ¢, bleiben ohne merklichen
Einflufs, ihnen entspricht ein verschwindender Beitrag zur lebendigen
Kraft des Systems. Wir wollen jetzt nicht nothwendig ausschliefsen,
dafs die cyklischen Geschwindigkeiten durch Kriifte P, beschleunigt
werden, doch sollen diese Veriinderungen so langsame sein, dalfs
auch die Beschleunigungen dgg/dt in die Klasse der verschwinden-
den Grifsen gehoren. Die Laceraner’'schen Gleichungen verein-
fachen sich unter diesen Voraussetzungen. Zunichst lauten die-
selben:

d (0H
Bi= - W(“af;;)
(201)
Bo= _‘?_H d 65’)_
T T 8p " dt g0

Die nach der Zeit differenzirten Glieder bilden in beiden Gleichungen
verschwindend kleine Grifsen; denn jedes 6 H/d gy und & H/3 g, ist
eine lineare Function aller gz und ¢,, deren Coefficienten nur von
den p, abhiingen, in den zeitlichen Differentialquotienten erhiilt man
also eine erste Reihe von Gliedern, welche die dgy/dt oder dg,/d!
als Factoren zeigen, und deshalb sehr klein sind, dazu tritt eine
zweite Reihe, in welcher die Differentiation der Coefficienten aus-
gefiithrt ist, also die g, und die grolsen g; unversehrt stehen bleiben,
in diesen treten aber stets Factoren dp,/d¢ auf, welche nach Vor-
aussetzung verschwindend sind. So sieht man also erstens, dafs die
Krifte Py verschwindend klein bleiben miissen, und zweitens, dals
die Krifte P, bis auf verschwindend kleine Antheile dargestellt
werden durch Differentialquotienten des kinetischen Potentials nach
den Coordinaten allein. Vernachlissigen wir nun die verschwinden-
den Antheile, so erhalten die auf a beziglichen Gleichungen

die Form:

B O (201a)

ihrem Sinne nach sind dies statische Bedingungen, in denen iulsere
und innere Krifte sich das Gleichgewicht halten, ohne beschleu-
nigend zu wirken; dies entspricht ganz den gemachten Voraus-
setzungen. Wir wollen nun eine letzte besondere Annahme ein-
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fithren: Fir eine gewisse Gruppe von Parametern, die wir, zum

Unterschiede von den iibrigen p,, mit p, bezeichnen wollen, sollen
die Aufseren Krifte fehlen, d. h.:

P =0,
folglich erhilt man eine Gruppe von Gleichungen:

oH
0 p

=0, (202b)

Da nun H in Bezug auf die p, eine ganz willkiirlich gebaute
Function sein kann, so gilt dies auch von den Ableitungen
0 H|/d p., die vorstehenden Gleichungen werden die p, in recht ver-
wickelten Verbindungen mit den iibrigen p, und ¢; enthalten kénnen.
Gelingt es indessen einige oder alle p. aus diesen Gleichungen als
Unbekannte zu berechnen, so kann man die fir sie gefundenen Aus-
driicke in H einsetzen, und dadurch die p, eliminiren. Bei dieser
Elimination veriindert sich aber die Zusammensetzung der Function
aus den iibrig gebliebenen Variabelen in ganz unbestimmbarer Art.
Denn die Loésungen p, der Gleichungen (202b) kiénnen die p, und
auch die ¢; in jedem Grade analytischer Complication enthalten.
Die durch Elimination entstandene Function sei bezeichnet mit H’,
dafs man dieselbe noch als kinetisches Potential in den Liacrangr’-
schen Gleichungen brauchen kann, erkennt man, sobald man die

dabei erforderten Diﬂerentialquotienten bildet. Man findet:
OH dpe :
+=— anicht=c¢
0 pa apa +E OP:' Op,

MRS 9
6qb o 6‘?5 aP: agb

(202¢)

Die hier iiber die ¢ erstreckten Summen sind aber wegen der Fac-
toren 6 H/dp, gliedweise gleich Null, die Differentialquotienten von
H' sind gleich den entsprechenden von H, mithin kann H' als kine-
tisches Potential betrachtet werden, so weit man nur nach den
Parametern p, fragt; in Bezug auf die p. ist die Betrachtung un-
vollstiindig.

Derartige dynamische Probleme, wie wir in diesem Paragraphen
bezeichnet haben, bieten mannigfache Analogien mit anderen physi-
kalischen Erscheinungen, welche sich nicht auf bekannte Bewegungen
ponderabler Massen zuriickfithren lassen — thermodynamischen und
elektrodynamischen. Ks besteht deshalb das Bestreben in der mo-
dernen theoretischen Physik die verschiedenen beobachteten Gesetz-
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méfsigkeiten herzuleiten aus einem solchen zusammenfassenden Prin-
cip, welches der #iufseren Form nach iibereinstimmt mit dem verall-
gemeinerten Hamruron’schen Princip (198) resp. (198a) und den daraus
folgenden verallgemeinerten LiagranGE'schen Gleichungen (198b), in
welchen aber das kinetische Potential nicht mehr den urspriinglich
dafiir geltenden Formbeschriinkungen unterliegt, sondern als eine
gewisse, fiir jedes Gebiet zu suchende Function allgemeiner Art von
zwei Reihen von Variabelen p und ¢ erscheint, welche einander
nicht paarweise entsprechen miissen. Unter den p werden dabei
immer die Parameter zu finden sein, welche die Lage der als Triiger
dienenden Massen bestimmen, deren beschleunigte Bewegung auf
ponderomotorische Krifte hinweist, die ¢ brauchen dabei aber nicht
als Geschwindigkeiten ponderabler Massen erkannt zu sein, kénnen
vielmehr als melshare Grolsen anderer Art, als Functionen der Tem-
peratur oder als Intensitiiten elektrischer Strome, als Zunahmen
dielektrischer oder magnetischer Polarisation eingefiihrt werden. Das
kinetische Potential H wird dabei stets von der Dimension einer
Energie sein, welche ja auch in allen Gebieten der Physik sich in
bestimmter Weise aus der Variabelen des Zustandes zusammensetzt,
indessen wird von einzelnen Theilen der Function H nicht gesagt
werden konnen, ob sie ® oder L repriisentiren.

§ 78. Das Energieprincip bleibt gewahrt.

Wir wollen annehmen, wir hiitten fiir ein abgeschlossenes Ge-
biet von physikalischen Erscheinungen das kinetische Potential H
als eine ganz beliebige differenzirbare Function der zwei Reihen
von Variabelen p, und ¢, gefunden. So weit die ¢ durch dieselben
Indices correspondiren mit bestimmten p, sei:

d pa
da = dt "

Die (— P,) seien beliebige #ufsere Kriifte, bei deren positiver oder
negativer Arbeitsleistung wir Veriinderungen aufserhalb des betrach-
teten Systems vorhandener Energiequanta nicht verfolgen. Es lifst
sich dann beweisen, dals in der Giiltigkeit unseres zusammen-
fassenden dynamischen Princips die Krhaltung der Knergie eben-
falls gewahrt bleibt.

Wir schreiben unser Prineip wiederum in Form der Gleichungen:

0H d (0H

90+ 37 [5e)’

H. v. HeLmuortz, Theovet. Physik. Bd. I, 2. 24

Py =
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welche ja direct durch Ausfithrung der Variation des Hamruron'schen
Integrales ohne Einschrinkungen gefunden werden. Jede Gleichung
erweitern wir mit dem zugehorigen ¢,, und summiren die ganze
Schaar. (Dies ist dieselbe Operation, welche in § 48 mit den
NewroN’schen Gleichungen (113) vorgenommen wurde.) Es folgt
dann:

oH =l FOH
EIaQn= E___Q-I-Zdt( )Qa

Die zweite Summe rechts ist Theil eines vollstindigen zeitlichen
Differentialquotienten, es ist nimlich:
4 ' OH 0H
= e (aq )

in den beiden anderen Summen konnen wir g, durch dp,/dt er-
setzen. Dann erhilt man:

ZP dpﬂ_{ 0H dp, OH d‘}al
R o o Lot

oH dqu_
Zaqn di

di o

Da H nur von den p, und ¢, abhiingt, bilden die beiden in ge-
schweifte Klammer eingeschlossenen Summen zusammen den voll-
stindigen zeitlichen Differentialquotienten von — H, es ist also:

> Pedp, dH
K TR Tk A
oder nach Weglassung des gemeinsamen Nenners d ¢:

S P dg, = —d(H_E%‘;%). (203)

Die linke Seite dieser Gleichung bezeichnet die bei der Ver-
grofserung der Coordinaten p, um die Differentiale dp, nach aufsen
geleistete Arbeit. Diese Arbeit wird gleichgesetzt der Abnahme
einer Function:

(208a)

welche nur von den p, und ¢, also vom Zustand des Systems ab-
héingt. Diese Function wird fortdauernd in demselben Mafse ab-
nehmen oder wachsen, wie das System Arbeit ausgiebt oder auf-
nimmt, E bezeichnet den Energievorrath des Systems. Unser Princip
schlielst also das Princip der Erhaltung der Energie ein, und zwar
in seiner allgemeinsten Form, denn wir konnen weder sagen, in



§18. DAS ENERGIEPRINCIP BLEIBT GEWAHRT. 371

welchen Formen die Energie vor der Aufnahme und nach der Ab-
gabe seitens des Systems bestanden hat, noch konnen wir im vor-
stehenden Ausdruck fir F die bekannten Formen @ und L wieder
erkennen.,

Angesichts dieser ungewohnten Form, in welcher die Energie
in Gleichung (203a) durch das kinetische Potential ausgedriickt ist,
mag hier noch gezeigt werden, dafs in den Fiillen, wo das kine-
tische Potential die urspriingliche Form

H=®- L,

zeigt, die Energie B, welche durch die soeben gefundene Gleichung
definirt wird, iibereinstimmt mit dem frither bezeichneten Begriff.
Die Variabelen g, kommen nur in L vor, also ist:

L ist eine homogene quadratische Function aller g,, eine solche
kann man allgemein ausdriicken durch

L=}SS 40000 (204)

Die Indices p und q sollen in der Summe alle Ordnungszahlen
des Systems durchlaufen, fiir die Coefficienten gilt die Bedingung:

A'peq = Aq,p-

Will man dieses L nach einer bestimmten Variabelen g, differen-
ziren, so hat man zuverst aus der Doppelsumme alle Glieder abzu-
sondern, welche ¢, als Factor enthalten, die iibrig bleibenden Sum-
men, in denen die Ordnungszahl a dann ausgelassen werden muls,
sollen mit einem Hikchen (") bezeichnet werden, es ist dann:

L=§Aa,u-9§+9nﬁpyﬁma'% + i D 4,0-9 - 0
p q

folglich:

0L 0H

d. h.:
oH =
e e S T (p auch = a)
Ga P

und die in dem vorstehenden Ausdruck & (Gleichung (203a)) auf-
tretende Summe wird:

oH .
_Ea—’]ﬂ e zzfin.n-‘h-‘.?u-
a Ga a P
24"
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach Gleichung (204)
nichts anderes als 2 L, mithin ist:

E=H+2L
und schliefslich, wegen H= @ — L
E= @4 L

Dies ist der bekannte Ausdruck fiir die gesammte Energie in einem
conservativen Massensystem.

Bei dieser Beweisfiihrung wurde nur von einer allgemeinen
Higenschaft der homogenen quadratischen Functionen Gebrauch ge-
macht; man kann nimlich jede homogene quadratische Function L
eine Schaar von Variabelen g, darstellen in der Form:

oL
L=} 5t (204 1)

Es wurde in diesem Paragraphen nachgewiesen, dafs die Glei-
chungen (198b), mithin auch deren Quelle, das Hamrrron’sche Princip
in der Form Gleichung (1982a) das Gesetz von der Knergieerhaltung
immer einschliefsen. Umgekehrt ist aber dieses Princip nicht immer
erfiillt, wenn sich aus den Differentialgleichungen die Erhaltung der
Energie nachweisen lifst. Diese Behauptung brauchen wir nur durch
ein Beispiel zu stiitzen. Nehmen wir an, dals zwei der LiacrancE’schen
Differentialgleichungen, welche sich auf die bestimmten Ordnungs-
zahlen i und ¥ beziehen, nicht die bisher angenommene Form haben,
sondern dafs zur rechten Seite der i-ten Gleichung noch ein Glied
+ @.q, zu der f-ten Gleichung noch ein Glied — ¢.¢; hinzutrete,
wo ¢ irgend eine Function der Coordinaten p vorstellen soll. Die
beiden Gleichungen lauten dann:

0H d [0H
P = —‘a‘};'i' d_t(a—g,) + @.q
(205)
P— O0H d (aﬂ B .
RIS 0 pr dt \ Oq P40

Macht man nun die vorgeschriebene Operation, erweitert also die
erste Gleichung mit ¢;, die zweite mit ¢y und addirt dann die ganze
Schaar, so heben sich die zugesetzten Glieder fort, das Resultat,
welches die Erhaltung der Energie lehrt, bleibt also trotz dieser
Zusitze giiltig. Dagegen wird man sich vergeblich bemiihen, im
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Integrandus des Hamrmuron’schen Integrals einen Zusatz derart zu
finden, dals daraus bei Ausfithrung der Variation gerade diese
beiden und nur diese beiden Zusatzglieder zu der i-ten und f-ten
Differentialgleichung hinzutreten; man konnte dies nur erreichen,
wenn man ganz bestimmte Korderungen an die Function ¢ stellt.
Der Zusatz dieser Glieder widerspricht also nicht dem Energie-
princip, wohl aber dem Hammron’schen Princip. Letzteres sagt
also mehr und Bestimmteres aus iiber den besonderen Charakter
der Naturkriifte, als was in ihrer Bezeichnung als conservative Kriifte
bereits ausgedriickt ist. Wollte man daraus den Schluls ziehen,
dals das Hamiuron’sche Princip eine zu enge Grenze ziehe, so
konnte dies nur nachgewiesen werden durch Naturerscheinungen,
welche sich demselben nicht fiigen, solche sind aber, soweit iiber-
haupt eine Fiithlung der Naturgesetze mit diesem Princip ge-
lungen — und das ist bereits in vielen wichtigen Fillen gelungen
— noch nicht gefunden worden. Man ist daher zu der Annahme
berechtigt, dafs dieses Princip eine universelle Giiltigkeit hat, so
dafs man es in Gebieten, wo die Beweise fiir seine Richtigkeit noch
fehlen, doch mit Nutzen als Leitfaden fir die Auffindung der Ge-
setze benutzen kann, deren Bestiitigung oder Widerlegung dann
Aufgabe der experimentellen Forschung ist. Hs ergeben sich aus
dem Princip nothwendige Beziehungen zwischen dem Verhalten
eines Systems gegeniiber gewissen Verinderungen der Kriifte, reci-
proke Beziehungen, welche bisher immer bestiitigt gefunden wurden.
Die Grundlagen dieser Folgerungen sollen im folgenden letzten
Paragraphen dieses Bandes angegeben werden.

§ 79. Reciprocititsgesetze.

Wenn man die in den Liagraner'schen Differentialgleichungen
vorkommenden Differentialquotienten 71% (—g-qg) ausrechnen will, so

mufs man beachten, dafls die d H/d g, die Zeit nicht explicite ent-
halten, sondern, gleichwie H selbst, differenzirbare Functionen der
po und ¢, sind. Man findet dann:
d BH d'Pb d Ul
(6‘1-1) gaq@ apb 26% 6?& dt

In der ersten Summe treten die Geschwindigkeiten dpg/dt = g, als
Factoren auf, deshalb brauchen aber die Ausdriicke nicht linear
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nach den ¢z zu sein, denn die zweiten Differentialquotienten von H
kénnen ja die ¢, auch noch enthalten. In der zweiten Summe
treten die Beschleunigungen

dgy

als Factoren auf, und bilden dadurch nothwendig eine lineare Func-
tion, weil an anderer Stelle die ¢; nicht vorkommen. Die Kriifte
P, werden also dargestellt als lineare Functionen der simmtlichen
Beschleunigungen, denn man hat:

0H 0*H 0 H
P, = — —ee O 206
a?u +§af1a-apa %+§6%-6Qb . (299)

(Bei cartesischen Coordinaten ist man gewohnt die Kraft P, nur
durch die ihr gleichgerichtete Beschleunigung ¢, linear ausgedriickt
zu finden, im Allgemeinen kénnen aber auch, wie man sieht, die
anderen Einflufs haben.)

Differenzirt man P, nach einer bestimmten Beschleunigung g,
so bleibt nur der eine Coefficient aus der linearen Function iibrig,
es ist:

9P,  &H
0qc 0g..0¢

Die rechte Seite ist in Bezug auf die beiden Indices a und ¢ sym-
metrisch; man wiirde deshalb denselben Ausdruck gefunden haben,
wenn man P, nach ¢; differenzirt hitte, es mufs also sein:

opr, d P.
AR e (207)
Dies ist eine reciproke Beziehung zwischen Kriften und Beschleu-
nigungen, in Worte gekleidet: Wenn ein bestimmter Zuwachs der
Beschleunigung ¢; die Kraft P, vergrdfsert, so mufs der gleiche
Zuwachs, wenn man ihn der Beschleunigung g, ertheilt, die Kraft
P, vergrofsern und zwar um denselben Betrag.

Ein Beispiel fiir dieses Gesetz finden wir in den Differential-
gleichungen der Kreiselbewegung. Diese Gleichungen (183 ¢, ¢, )
(S. 337) sind aufgestellt fir den Fall, dafs keine iufseren Krifte an-
greifen, wir konnen aber sehr leicht solche Kriifte hinzufiigen, wenn
wir die rechten Seiten, statt Null, gleichsetzen — P,, — P, — Ps.
Fithrt man aulserdem die links vorgeschriebenen Differentiationen
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aus und bezeichnet die Winkelbeschleunigungen mit «”, ¢”, £#’, so
lauten jene beiden ersten Gleichungen (183 ¢ und ¢):

A" +A.¢".cosf—Ug .fsinf=— P,
. .cosf—A.e. 7 sinf + _;T {QIq>’cos’ﬁ+ Bg' sin”ﬁ}= — P,

Man sieht, dals in der ersten Gleichung ¢” und in der zweiten «”
mit dem gleichen Coefficienten behaftet auftreten, es ist daher:

9P, 9P, _
W_ Do ——MCOSﬂ,

wie das Reciprocititsgesetz verlangte.

Auch zwischen den Veriinderungen der Geschwindigkeiten und
der Krifte bestehen reciproke Beziehungen. Differenziren wir die
Gleichung (206) nach einer bestimmten Geschwindigkeit g. Das
eine Glied der ersten Summe, fiir welches b = ¢ ist, liefert dann
zwei Glieder zu den Differentialquotienten, denn es ist:

9 ( o H )_ oo
9g \0q0-0p. *| = 9qa-0pc * 0ga-Ope-0g

Alle iibrigen Glieder des Ausdruckes P, liefern nur ein Glied,
welches sich auf die Differentialquotienten von H bezieht. Mit diesen
kann man den zweiten Summanden der rechten Seite der vorstehen-
den Gleichung vereinigen; und man findet dann:

0P 9 H 9 H
dq apa-aqc * 9% on
( 0*H ) d ps ( 0*H )_d%_
; Ops |\ 0q0.9¢ 26‘% 0q,.0¢. ) dt

Die beiden Summen dieser Gleichung bilden zusammen den voll-

2
stiindigen zeitlichen Differentialquotient von aig—, es ist also:
a [

80~ 0100 T Op.das

0P, *H 0*H d 0*H
(g o

Durch Vertauschung der Indices a und ¢, welche willkiirlich aus-
gewithlt waren, findet man entsprechend:
0P, 0*H 0*H d 0*H
SN e ) (908
0 9a 0pc.0qa = 0p,-0q; (a%-a%) ( 2
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Die Addition beider Gleichungen liefert:

P, 0P d [ 0*H
ot o= 2 (aean) (308D)
die Subtraction der zweiten von der ersten liefert:
8P, 8P ( o*H 8 H )
=it e D e e S G il A, 208
d g 07, 0q..0p.  0q..0p, (805¢)

Zuniichst beschiiftigen wir uns mit der Gleichung (208b). In sehr
2
zahlreichen Fillen sind die Grofsen ?f—gq-{]onstanten oder sogar
[ 54 ¢
gleich Null. Dies gilt immer, wenn H die Geschwindigkeiten nur
in algebraischen Functionen ersten und zweiten (Grades enthilt,
also vor allem in der urspriinglichen Form H = @ — L und auch
noch nach Elimination der cyklischen Geschwindigkeiten gp. In
diesen FKillen verschwindet die rechte Seite von (208b) und man
erhiilt die reciproke Beziehung:
dP, 0P,

r

6‘q¢ - 6{?«’

(2084)

welche man in folgendem Satz aussprechen kann: Wenn Steigerung
der Geschwindigkeit ¢, die Kraft P, vergrolsert, so wird die gleiche
Steigerung von ¢, die Kraft P, um ebenso viel verkleinern. Man
mufs indessen vor Anwendung dieses, eine ausgedehnte Bedeutung
besitzenden Satzes immer erst die Erfiillung der erwihnten Vor-
bedingung controliren, ehe man an Stelle der allgemein richtigen
Gleichung (208 b) die einfachere (208d) anwendet.

Auch fiir dieses Reciprocititsgesetz kénnen wir den Kreisel in
cardanischer Aufhéingung als Beispiel benutzen. Nach Einsetzung
der iHufseren Kriifte — P, und — P; und nach Ausfilhrung der
Differentiationen nach der Zeit auf der linken Seite der Gleichungen

(183 @ und f) erhilt man die Gleichungen:
Ao .¢.sinf+ L(UA—VB).¢'2.5in28 + B.J" = — P,
A.e.cosf— A/ .7 .5iInf —(A—B).[.¢ .5in273
+ (Acos?B + Bsin?f).¢” = — F,.
Das kinetische Potential H enthilt in diesem Problem die Ge-

schwindigkeiten nur in der urspriinglichen durch die lebendige Kraft
bedingten Form einer homogenen quadratischen Function, die Vor-
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2
bedingung ﬁ = constans ist erfiillt, wir diirfen daher die

einfache Form des Gesetzes (208d) erwarten. In der That findet
man aus den beiden vorstehenden Gleichungen, dafs fiir den Kreisel
die Bedingung gilt:

d(—P) _ _ 0(—By)

og’ o
welche man in folgende Worte kleiden kann: Wenn die Steigerung
einer Kraft (— Pg), die den Kreisel aus der verticalen Stellung
weiter abzulenken strebt, den Erfolg hat, dafs die Geschwindigkeit
der Priicessionshewegung ¢’ dadurch vergrofsert wird, so wird
eine Kraft (— P,), durch welche man versucht die Priicessions-
bewegung direct zu beschleunigen, statt dessen die Kreiselaxe
der Verticalen zutreiben. Diese Verhiltnisse werden durch unsere
fritheren Betrachtungen bestitigt. Wir hatten § 73 eine Kraft,
welche den Ablenkungswinkel f zu vergrifsern strebte, und es
ergab sich eine mit ¢  gleichgerichtete Priicessionsgeschwindigkeit,
Gleichung (191d), S. 346, in deren Zihler ¢ der Malsstab der
dufseren Kraft auftrat, welche also schneller werden muflste, wenn
die Kraft zunahm. Die Kraft (—P,), durch welche man direct ver-
suchen wiirde, die Pricession zu heschleunigen, wiirde den Ring II
der cardanischen Aufhingung gegen den festen Ring Il um die
Axe F'F zu drehen streben, das paradoxe Resultat dieser Bemiithung
ist dann, wie schon in § 67 aus einander gesetzt wurde, eine Ver-
schiebung der Kreiselaxe quer gegen die beabsichtigte Richtung, und
zwar erkennt man aus der Weisung, welche Fig. 18b giebt, dals die
Axe sich der Verticalen nihern mufs. Bei der Priicessionshewegung
der Erde hat man im Wesentlichen dieselben Verhiiltnisse, nur sucht
dort die #ufsere Kraft den Winkel 8 zu verkleinern, und die Prii-
cessionsgeschwindigkeit, Gleichung (193), ist negativ.

Bei der Herleitung des dritten Reciprocititsgesetzes zwischen
Kriiften und Coordinaten brauchen wir nicht die aufgeschlossene
Form (206) anzuwenden, wir kionnen vielmehr die sonst benutzte
Lacranae®'sche Gleichung, welche die Ordnungszahl a trigt, nach
der Coordinate p, differenziren; dies giebt:

0P 0*H d 0*H

-avpc. T 0 pq - 0 pe i dt (6%-6}’().
Kntsprechend ist:

P 0*H + d ( 0*H

Op.  Op..0p. = dit 6q,.(3p)

=« sinf + (A — B). ¢ .sin 28,
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folglich

8P, 9P, _ d( 0 H o H )
= :

ap __6-}% B‘Ia-apr_a‘h-a};u-

Auf der rechten Seite wird der zeitliche Differentialquotient
einer Grolse gebildet, welche uns bereits in Gleichung (208 c) be-
gegnet ist, man kann unter Benutzung jener Gleichung dafiir
schreiben:

orP, 0P 0P, dP,
_ué-p: a?a % dt ( 6&'&:— - _éE ) (e08)

Fiir den Fall der Ruhe wird die rechte Seite Null, es ergiebt

sich dann hieraus das allgemeine Gesetz aller conservativen Kriifte:

apr, AP

=_—* 209a
9 pc 0p, ( )

welches wir bereits frither, Gleichung (121), S. 202, gefunden haben.
Dieselbe einfache Bedingung (209 a) ist aber auch erfiillt bei be-
wegten Systemen, sobald nur die auf der rechten Seite der Glei-
chungen (209) stehenden zeitlichen Differentialquotienten verschwinden.
Dies ist immer der Fall, wenn schnelle cyklische Bewegungen oder
iiberhaupt verborgene Bewegungen in dem System stattfinden, gegen
deren lebendige Krifte diejenigen der sichtbaren Veriinderungen
der Parameter p, vernachliissigt werden konnen. Dies sind die Be-
dingungen, welche zur Gleichung (201a) fithrten. Das kinetische
Potential ist dann nur abhiingig von den langsam veriinderlichen
Parametern p, und von den grofsen cyklischen Geschwindigkeiten ¢,
deren zugehorige Coordinaten pg aber nicht vorkommen, gleichwie
die ¢, fortfallen (vergl. S. 867 vor Gleichungen (201)). Man kann
dann dieses dritte Reciprocititsgesetz nur anwenden auf die p,,
zu denen auch die in Gleichung (209) mit p, bezeichneten Coordi-
naten gehdren miissen. Die in Gleichung (208¢) einander gleich-
gesetzten Ausdriicke sind in diesem Falle stets Null, und die An-
wendung der statischen Bedingung (209a) ist trotz der moglicher
Weise sehr lebhaften verborgenen Bewegungen gerechtfertigt. Diese
Schlufsfolgerung ist deshalb von Wichtigkeit, weil wir auf Grund
derselben die hypothetischen Wirmebewegungen und die elektrischen
und magnetischen Zustinde der Korper nicht zu beriicksichtigen
brauchen, wenn es sich z. B. um die Theorie langsamer Bewegungen
oder #ufserlicher Ruhe unter Wirkung elastischer Kriifte handelt,
dafs wir vielmehr die richtigen Resultate erhalten, wenn wir die
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Gleichgewichtszustinde als Zustinde absoluter Ruhe der Massen-
theilchen des Systems ansehen.

Wir haben uns bisher bei der Illustration der Reciprocitits-
gesetze auf reine Bewegungsvorgiinge beschriinkt, welche sich mit
Hiilfe der in diesem Bande gegebenen Lehren durchschauen lassen.
Dals indessen das zusammenfassende Prinzip diese Grenzen weit
iiberschreitet, ja, bis jetzt, da wir keine Ausnahme kennen, als all-
gemein giiltig anzusehen ist, wurde bereits betont. Es migen
deshalb hier zum Schluls noch diejenigen Gesetze zu einer vor-
liufigen Uebersicht zusammengestellt werden, in welchen die reci-
proken Beziehungen sich fiir andere Gebiete von Naturerschei-
nungen darstellen.

Elektrodynamische Reciprocitiitsgesetze, welche aus (207) folgen:

1) Da die ponderomotorischen Kriifte zwischen zwei Strom-
leitern, deren einer beweglich ist, zwar von den beiden Stromstirken,
nicht aber von deren Anwachsen abhingen, so wird der durch Be-
wegung eines geschlossenen Leiters gegen einen festen Stromkreis
in ersterem inducirte Strom zwar von der Geschwindigkeit der Be-
wegung, nicht aber von deren Beschleunigung abhiingen.

2) Zwei in (Gestalt und Lage unveriinderliche Stromleiter A4
und B seien von elektrischen Stromen durchflossen. Bewirkt ein
Ansteigen des Stromes in A einen Inductionsstrom in B, welcher
den dort laufenden Strom verstirkt, so wird auch ein Ansteigen
des Stromes in B einen Inductionsstrom in 4 erzeugen, welcher den
dort laufenden Strom verstirkt.

Mehrere interessante Gesetze liefert das zweite Reciprocitiits-
gesetz,

3) Elektrodynamisches Inductionsgesetz nach LExz.
Jede Bewegung zweier Stromkreise gegen einander, welche durch
die ponderomotorischen elektrodynamischen Krifte unterstiitzt wird,
inducirt elektromotorische Kriifte, welche die priméren Stréme
schwichen.

4) Thermodynamisches Gesetz. Wenn Steigerung der
Temperatur bei constantem Volumen den Druck eines Korpers ver-
mehrt, so wird Compression desselben die Temperatur steigern. '

b) Thermoelektrisches Gesetz. PrrTier's Phinomen.
Wenn Erwirmung einer Liothstelle einer geschlossenen Leitung einen
elektrischen Strom hervorbringt, so wird ein elektrischer Strom, in
derselben Richtung hindurchgeschickt, diese Stelle kiithlen (abgesehen
von der Wiirmeentwickelung durch den Leitungswiderstand).
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6) Elektrochemisches Gesetz. Wenn Temperatursteigerung
eines constanten galvanischen Elementes dessen elektromotorische
Kraft erhoht, so wird der Strom in demselben Wiirme latent machen.

Alle diese Reciprocitiitssiitze werden iibrigens nicht nur als
qualitative Aussagen gewonnen, welche den Sinn der beiden cor-
respondirenden Verinderungen angeben, sondern man erhilt aus den
betreffenden Gleichungen auch Aufschlufs itber die Quantitiiten, um
die es sich dabei handelt.

Berichtigungen.

Seite 20 Zeile 21 lies: (z, y)-Ebene.

» 27 5, 12 lies: Moment statt Quantitiit.
» 89 , 1v. w lies: (§-§-9)%
» 128, 6 u. 5 v.u. lies: Exponential-functionen statt -curven.

146 bis 176 Ueberschrift, lies: Erster statt Zweiter Abschnitt,
181 letzte Zeile lies: gréfsten oder kleinsten statt grofsten.
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