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Zweiter Theil.

Dynamik eines materiellen Punktes.

Erster Abschnitt.
Allgemeine Prineipien.

§ 8. Bewegungskraft.

Die Erkenntnils, dafs der im vorangehenden Theile aufgestellte
Begriff der Beschleunigung der Bewegung eines materiellen Punktes
eine gerichtete Grofse ist, welche mit ihres gleichen zu einer geo-
metrischen Summe zusammengefalst werden kann und welche auch
aus verschiedenen Componenten als Resultante zusammengesetzt ge-
dacht werden kann, bildet das wichtigste Resultat aller kinematischen
Betrachtungen und liefert die eigentliche Grundlage der Dynamik,
der Lehre von den Gesetzen der thatsichlich in der Natur vor-
kommenden Bewegungserscheinungen der Massen.

Die Gesetzmilsigkeit der Naturerscheinungen ist die oberste
Voraussetzung, welche wir aufstellen miissen, wenn wir an die Er-
forschung derselben herantreten wollen. Das Gesetz existirt fiir uns
nur, wenn wir dasselbe erkannt haben, aber wir finden, dafs Etwas
vorhanden ist unabhiingig von unserem Erkennen und Wollen, was
sich uns, sobald wir in den Ablauf einer Naturerscheinung veriindernd
eingreifen wollen, als eine objective Macht entgegengestellt, und
welches die Ursache ist, dals die Vorgiinge gerade so ablaufen, wie
wir es beobachten. Diese objectivirte Gesetzmiifsigkeit nennen wir
Kraft, und die Erforschung der Gesetze der thatsiichlichen Be-
wegungen ist identisch mit der Beantwortung der durch unser
Causalitiitsbediirfnils geforderten Frage nach den Ursachen oder
Kriften. Dieser Auffassung entstammt auch der Name Dynamik,
d. i. Lehre von den Bewegungskriften.
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Nun war es der grofse Fortschritt, welchen Ganmer gegeniiber
allen fritheren Naturforschern seit Aristoteles machte, dals er als
die eine directe Ursache fordernde Bewegungserscheinung die Be-
schleunigung erkannte. Dals eine Masse, welche eine Zeit lang in
Ruhe existirt hat und dann plétzlich anfingt, sich zu bewegen, durch
irgend eine vorher fehlende Ursache dazu angetrieben werden muls,
das liegt schon in der Allgemeingiiltigkeit des Causalitiitsgesetzes,
welches wir als Anschauungsform mithringen. Dals aber etwas ent-
sprechendes auch fiir eine bereits in Bewegung befindliche Masse
gilt, dafs nimlich jede Verinderung ihres Bewegungszustandes, aber
auch nur eine solche Verinderung eine Ursache erfordert, dies war
allerdings eine Anschauung, welche die fritheren Physiker nicht klar
zu Stande gebracht hatten, dies war ein wesentlich neuer Stand-
punkt; jene Alten hielten im Allgemeinen an der von Aristoteles
geitulserten Ansicht fest, dals jeder von der Ruhe verschiedene Be-
wegungszustand zu seiner Erhaltung einer dauernd wirkenden Ur-
sache (Kraft) bediirfe.

Ein Massenpunkt kann nun thatsiichlich in jedem Augenblick
nur eine Bewegung, daher auch nur eine bestimmte Beschleunigung
besitzen; in diesem Sinne ist jede Zerlegung der letzteren in irgend
welche, der vorliegenden Berechnung angepalste Componenten nur
eine mathematische Fiction, deren Zweckmiifsigkeit sich in gleicher
Weise auch bei den Geschwindigkeiten und bei den gerichteten
Strecken in den vorhergehenden kinematischen Betrachtungen er-
- wiesen hat. Dieselbe gewinnt indessen eine realere Bedeutung, wenn
wir bedenken, dafs die Beschleunigung, die wir in Grofse und
Richtung bestimmt haben, zunichst fiir ein und denselben Massen-
punkt, das Erkennungsmittel und das Maals fiir die bewegende Ur-
sache oder Kraft liefert. Denn es kann sehr wohl vorgestellt werden,
dals mehrere Ursachen, die wir bereits in ihren Kinzelwirkungen
studirt haben, indem wir die durch jede einzelne hervorgebrachten
Beschleunigungen festgestellt haben, dafs diese Ursachen alle zu-
sammen auf den Massenpunkt einwirken. Die Beschleunigung, welche
dessen Bewegung nun zeigt, lilst sich ebenfalls durch Beobachtung
feststellen, und es zeigt sich, dals dieselbe gleich der geometrischen
Summe aller derjenigen Beschleunigungen ist, welche durch die vor-
handenen Ursachen, einzeln genommen, erzeugt werden. Dies ist
ein Erfahrungssatz, dessen Richtigkeit gepriift werden kann und der
bereits durch die gesammte Arbeit der Physiker seit mehr als zwei
Jahrhunderten als richtig bestiitigt worden ist. In demselben hat
die geometrische Addition der Beschleunigungen einen realen Sinn,
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und das Forthestehen jedes einzelnen Summanden in der Summe
deutet die Erfahrungsthatsache an, dafs die Wirkung einer Kraft
durch die gleichzeitige Anwesenheit anderer Krifte nicht ver-
andert wird.

Es liegt nun die Gefahr nahe, sich bei der Aufstellung des
Begriffes der Kraft in eine leere Tautologie zu verwickeln. Die
Bewegungen und die Beschleunigungen sind Thatsachen, welche
beobachtet werden kionnen und deren Gréfse man durch Raum-
abmessungen und Zeitbestimmungen zahlenmilsig feststellen kann.
Wenn man dagegen von Kriften spricht als den Ursachen dieser
Bewegungserscheinungen, so weils man von deren Wesen nichts
weiter, als was man eben aus der Beobachtung des Bewegungs-
vorganges herauslesen kann, und was seinen Ausdruck schon in der
Angabe der Beschleunigung gefunden hat. Man kann daher von
der Kraft nichts aussagen, was man nicht bereits von der Be-
schleunigung weiss, und es wire die Einfilhrung dieses unerklirten
Abstractums ohne jeden Inhalt.

Der wahre Sinn, der die Einfithrung des Kraftbegrlﬁ'es recht-
fertigt, besteht nun darin, dals die Kriifte als immer bestehende,
nach unveriinderlichen Gesetzen wirkende Ursachen angesehen werden,
deren Wirkung zu allen Zeiten unter denselben Verhiiltnissen die
gleiche sein mufs. Diese Kigenschaft kann von den Beschleunigungen
nicht behauptet werden. An dieser Bedingung hat man stets fest-
zuhalten, wenn man von Kriften spricht. So kommt hiiufig der Fall
vor, dals wir die Anwesenheit einer Kraft anzunehmen Grund haben,
ohne dafs wir ihre Wirkung als Beschleunigung auftreten sehen. In
solchem Falle diirfen wir nicht annehmen, dals die Kraft voriiber-
gehend aufgehort hat zu wirken, es wird uns vielmehr stets gelingen,
dann noch andere Kriifte aufzuspiiren, deren Beschleunigungen mit
der vermifsten Beschleunigung zusammen die geometrische Summe
Null geben. Es kann sich alsdann ein materieller Punkt in diesem
Zustande des Gleichgewichtes sder Kriifte unter denselben Be-
dingungen befinden, wie wenn keine Kriifte auf ihn wirkten; wir
haben aber durch die ungestérte Additionsfihigkeit der Wirkungen
die Méglichkeit, auch in solchen Zustinden die einzelnen Ursachen
als forthestehend wund unverfindert wirksam anzusehen, und wir
kionnen an dem Grundsatz festhalten, dals das Gesetz der Kraft ein
dauerndes ist. Unter dieser Voraussetzung lifst sich mit Hiilfe des
Kraftbegriffes die ganze theoretische Physik ausbilden.

Wir wollen das Gesagte durch ein anschauliches Beispiel
illustriren und wihlen zu dem Zwecke diejenige Kraft, welche uns



§9. NEWTONS ERSTES AXIOM. BEHARRUNGSVERMOGEN. 25

aus dem tiglichen Leben am geliufigsten ist, die irdische Schwer-
kraft. Die Wirksamkeit derselben erkennen wir an der Beschleunigung
der Bewegung eines fallenden Korpers. Nun brauchen aber schwere
Massen nicht immer zu fallen, dieselben konnen bekanntlich auch
auf einem Tisch, auf jeder horizontalen Fliche eines festen Korpers
ruhig liegen, und die Beschleunigung der Schwerkraft tritt alsdann
nicht in die Erscheinung. Trotzdem haben wir die Schwerkraft als
dauernd wirksam und in gleicher Weise beschleunigend anzusehen,
wie bei der Fallbewegung; wir miissen nur nach anderen gleich-
zeitig wirkenden Kriiften suchen, deren Beschleunigungen mit der-
jenigen der Schwerkraft zusammen die Summe Null geben. Wir
finden diese auch stets in den sogenannten elastischen Kriften, die
durch die Verbiegungen des Tisches und der weiteren Unterstiitzungen
entstehen, wenn eine schwere Masse auf ihnen ruht. Dals eine solche
Verbiegung oder anderweitige Formverinderung der Unterstiitzungen
stets eintritt, 1ifst sich durch geeignete Mittel nachweisen, und ebenso
lafst sich zeigen, dals bei solchen Deformationen stets Kriifte auf-
treten, welche ebenfalls unveriinderlichen Gesetzen folgen. Man kann
mitunter sogar die Grofse der Deformation zur Messung der Grilse
derjenigen Kraft, welcher dadurch das Gleichgewicht gehalten wird,
ebenso gut oder besser benutzen, als die Feststellung der that-
sichlichen Beschleunigung, welche die letztere erzeugt. (Federwage,
Torsionswage.)

§ 9. Newtons erstes Axiom. Beharrungsvermdogen.

Wir wollen nach den einleitenden Betrachtungen iiber das Wesen
der Bewegungskraft zur Besprechung der Grundsiitze der Dynamik
iibergehen, wie dieselben von NEwron endgiiltig aufgestellt und all-
gemein acceptirt worden sind. Newron hat diese Sitze als Axiome
bezeichnet, das soll heifsen, als allgemein giltige Gesetze, welche
aber nach ihrem wahren Inhalt genommen, durch Erfahrung ge-
wonnen sind und nicht anders als durch Erfahrung gepriift und
bestitigt werden konnen.! Dieselben stehen dadurch im Gegensatz
zu den frither in der Kinematik von uns aufgestellten Sitzen. Wenn

1) Das Wort Axiom ist also hier in einem anderen Sinne gebraucht als
bei Kanr. Dieser versteht unter Axiomen der Anschauung synthetische Siitze
a priori, d. h. Urtheile, welche ohne jede iufsere Erfahrung aufgestellt werden.
Vergl. Kant, Kritik d. r. V. Elementarlehre IL. Th. I. Abth. IL. Buch IL. Hauptst.
8. Absch.
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wir beispielsweise von der Moglichkeit der geometrischen Addition
der Geschwindigkeiten und ihrer Zerlegung in Componenten ge-
sprochen haben, so waren das nur nominalistische Auseinander-
setzungen oder Definitionen, in denen Erklirungen fiir gewisse termini
technici gegeben wurden, welche in dem bestimmten angegebenen
Sinne gebraucht werden sollten, und von denen wir weiter nichts zu
beweisen hatten, als dals sie bei jeder erlaubten Art des Gebrauchs
auf die gleichen, eindeutig bestimmten Resultate fithren. Der leitende
Gesichtspunkt bei der Aufstellung dieser Begriffe, welche bis zu
einem gewissen (Grade willkiirlich gew#hlt werden kdnnten, war aller-
dings bereits, dieselben so zu formuliren, dals wir mit Hiilfe der-
selben die nun folgenden realen Sitze, die wir zu behandeln haben,
moglichst klar und einfach aussprechen kimnen. Dabei kam aber
die Frage nach der Wahrheit noch gar nicht in Betracht, wir hatten
vielmehr nur fiir die Consequenz in unserem Begriffssystem zu
sorgen.

Newtons erstes Axiom, welches wesentlich den Inhalt der schon
im vorigen Paragraphen von uns besprochenen GaAvrinerschen Ent-
deckung enthiilt, hat folgenden Wortlaut:

,Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi

uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis

cogitur statum suum mutare.“
Unter ,,corpus® haben wir hier einen materiellen Punkt oder, wie
spiter ausfithrlich zu zeigen ist, bei ausgedehnter Masse deren mitt-
leren Ort, den sogenannten Schwerpunkt zu verstehen. ,,Status
movendi uniformiter in directum* bedeutet die in § 5 behandelte
gleichformige Bewegung, die einzige Bewegungsart, bei welcher keine
Beschleunigung auftritt. ,Vires impressae sind nun die besprochenen
Bewegungskrifte, der Ausdruck ,impressae“ ist dem Sprachgebrauch
der #lteren Physiker angepalst, welche sich noch vorstellten, dals
die Krifte in Gestalt unziihlig vieler kleiner Eindriicke oder An-
stolse die Bewegung der Korper aufrecht erhielten. Man kann also
den Inhalt des ersten Axioms folgendermalsen wiedergeben: Jeder
materielle Punkt, auf den keine Kriifte wirken, bleibt in Ruhe oder
beharrt in derjenigen gleichférmigen Bewegung in welcher er sich
einmal befindet.

Die hierdurch ausgesprochene eigenthiimliche Kigenschaft der
Masse nennt man das Beharrungsvermogen; die lateinisch
schreibenden Autoren nannten dieselbe inertia — Trigheit, eine
nicht ganz gliickliche Bezeichnung, welche sich indessen in einigen
Wortbildungen noch bis jetzt erhalten hat.
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In der Anerkennung dieses ersten Axiomes liegt auch bereits
als directe Schlulsfolgerung enthalten, dafs die Wirkung einer Kraft
sich nur in einer Bewegungsiinderung, also in einer Beschleunigung

zeigt.
§ 10. Newtons zweites Axiom.

Das zweite Axiom hat den Wortlaut:

wMutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et
fieri secundum lineam rectam, qua vis illa imprimitur.®

Bei der Interpretation dieses Satzes ist zu beachten, dals unter
motus nicht einfach Geschwindigkeit zu verstehen ist, sondern dals
man dadurch im alten Sprachgebrauche denjenigen Begriff bezeich-
nete, den man jetzt Bewegungsgrifse oder Quantitét~der Bewegung
nennt, nimlich das Produet aus der bewegten Masse und der Ge-
schwindigkeit, welche dieselbe besitzt. Es begegnet uns an dieser
Stelle zum ersten Male der Begriff Masse als Quantitiit, als Grolse,
welche freilich, so lange wir nur einen einzelnen Massenpunkt be-
trachten, die Rolle eines constanten Factors spielt, mit welchem die
Geschwindigkeit multiplicirt werden mufls, um die Bewegungsgrilse
zu ergeben. Letztere ist daher eine gerichtete Grolse von der
Richtung der Geschwindigkeit; man erhiilt ihre Componenten, wenn
man die Geschwindigkeitscomponenten mit diesem Factor erweitert.
Bezeichnen wir die Grilse des Massenpunktes durch m, die Ge-
schwindigkeit durch ¢, deren Componenten durch #, v, w, so ist die
Bewegungsgrifse m.q und ihre Componenten sind m.w, m.v, m.w.
Fiir verschiedene Massenpunkte wird m verschiedene Grofse haben.
Zu einer Vergleichung verschiedener Massen oder zur Messung der-
selben durch ein festgesetztes Einheitsmaals der Masse konnen wir
nur dadurch gelangen, dafs wir dieselbe Kraft auf verschiedene
Massen wirken lassen und die in diesen Fillen beobachteten muta-
tiones motus, dies sind die Aenderungsgeschwindigkeiten der Be-
wegungsgrifse, einander gleichsetzen. Die eintretenden Beschleu-
nigungen stellen sich dadurch als umgekehrt proportional den be-
wegten Massen heraus, und dadurch ist ein Mittel des Vergleichs
gegeben. Wir werden auf diesen Gedanken noch spiiter zuriick-
kommen, einstweilen sei noch bemerkt, dals die hier als Grofse
eingefiihrte Masse bei allen wiigbaren Koérpern durchaus proportional
dem Gewichte ist. Das Gewicht ist aber die Kraft, mit welcher die
Schwere den betreffenden Kérper angreift. Nun ist die Schwere die
Wirkung einer ganz speciellen Naturkraft, welche wir in der Massen-
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anziehung kepnen lernen werden, und es konnte diese ausnahmelose
Proportionalitit zwischen der Grifse des Beharrungsvermdgens einer
Masse und ihrem Gewicht an einer bestimmten Stelle der Erde nur
durch zahllose Erfahrungen bestitigt werden. Von vorn herein
wire bei der grofsen Verschiedenheit der physikalischen und che-
mischen FEigenschaften der stofflich unterschiedenen Arten von -
Massen hieriiber nichts Gewisses auszusagen.

Nachdem wir erkannt haben, dafs die Masse eine physikalische
Grifse ist, weleche wir nach einer festgesetzten Masseneinheit messen
konnen, wihrend fiir die Krifte noch kein Maals besteht, ist es
deutlicher, wenn man in diesem zweiten Axiom das Wort ,pro-
portionalem* durch ,aequalem¢ ersetzt, denn es wird durch diesen
Grundsatz direct das Maafs festgestellt, nach welchem seit Newrox
die Grifse jeder Bewegungskraft gemessen wird, néimlich die mutatio
motus, das ist der nach der Zeit genommene Differentialquotient
der Bewegungsgrilse.

Die zweite Hiilfte des Axioms sagt aus, dafs die Richtung des
eben genannten zeitlichen Differentialquotienten der Bewegungsgrifse
auch zugleich die Richtung der Kraft ist, so dals nun die Be-
wegungskraft nach Grifse und Richtung bestimmt ist.

§ 11. Mathematische Formulirung beider Axiome.

Da die Masse eines materiellen Punktes unveranderlich ist, so kann
die Veriinderung der Bewegungsgrifse nur durch Geschwindigkeits-
inderung irgend welcher Art zu Stande kommen, bei der Bildung
des im vorstehenden Paragraphen als Maals der Kraft aufgestellten

. . . d :
Differentialquotienten W(m.q) tritt daher m als constanter Factor

heraus und wir behalten den Differentialquotienten von q. Dieser ist
aber nach den kinematischen Betrachtungen der §§ 6 und 7 die
Beschleunigung ». Wenn wir also die Bewegungskraft nach Groflse
und Richtung durch XK bezeichnen, so ist

K=m.x (14)

Falls man nicht mit gerichteten Grifsen rechnen will, ist
die Zerlegung in Componenten parallel den Coordinataxen niitzlich.
Dabei ist zu beachten, dafs die Componenten des Differentialquotienten
der Geschwindigkeit gleich den Differentialquotienten der Componenten
der Geschwindigkeit sind. Die Componenten der Kraft sollen mit
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X, ¥, Z bezeichnet werden. Alsdann findet das zweite Axiom seinen
mathematischen Ausdruck in den folgenden Gleichungen:

d du
E—gy oM =m0

d dv

Y=— (m.v)=m- ——

. g e O
dw

Z_E(m.u)=m---&t—

Statt der Geschwindigkeitscomponenten u, », w kann man auch die
Differentialquotienten der Coordinaten x, y, x einsetzen, wie dies in
§ 6 zwischen Gleichung (4) und (5) ausgefithrt ist und man erhilt

dann:
2

d®x
A=
dn
Y=m.d—:;' (15)
- d?x
_m.—dtﬂ

In dieser Form pflegt die NEwTon"sche Definition der Bewegungs-
kraft am hiufigsten dargestellt zu werden. Sie lilst sich in Worten
folgendermafsen ausdriicken: Die Kraft, welche auf den Massen-
punkt m wirkt, wird gemessen durch das Product der angegriffenen
Masse m und der Beschleunigung, welche dieselbe dadurch erhilt.
Da die Kraft in der Richtung der Beschleunigung wirkt, kann die-
selbe in Componenten zerlegt werden, dadurch, dafs man die Be-
schleunigung in denselben Axenrichtungen in Componenten auflost
und die Producte aus 7 und diesen Componenten der Beschleunigung
bildet.

Es liegt in diesen Gleichungen auch die Anerkennung des ersten
Axiomes, denn wenn keine Kraft auf die Masse m wirkt, haben wir

d®z d*y d?z

X =Y=Z=0 zu setzen, folglich auch i Ty e 0.

de dy d=z
dt’ di’ dt
constante Werthe besitzen. Fiir diesen Fall lieferten aber die Be-
trachtungen des § 5 als einzig mogliche Bewegungsart die gleich-
formige Bewegung in geradliniger Bahn mit constanter Geschwindig-
keit, also diejenige Bewegung, welche eine Masse nach der Aussage
des ersten Axioms bei Abwesenheit von Kriiften besitzen kann.

Daraus folgt, dals die ersten Differentialquotienten
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Zugleich wird eine Auffassung klargestellt, die in den NEwron'-
schen Axiomen nicht ausfithrlich betont, aber stillschweigend mit
einbegriffen ist und die wir bereits im § 8 berithrt haben, niamlich
der Grundsatz, dafs die Wirkung einer Bewegungskraft durch die
Anwesenheit einer anderen nicht veriindert wird, sondern ungestort
forthesteht. Wir konnen nimlich die Componenten X, ¥, Z als drei
zugleich wirkende Kriifte auffassen, deren gemeinsame Wirkung die-
jenige ihrer Resultante vollstindig ersetzt. Die geometrische Addition
der Beschleunigungscomponenten, deren Summe die resultirende Be-
schleunigung ist, ergiebt dann die ungestirte Wirkung jeder einzelnen
Kraftcomponente trotz der Anwesenheit der anderen. Auch in dem
Falle, dafs mehrere Krifte denselben Massenpunkt angreifen, kénnen
wir die gleichgerichteten Componenten derselben einfach algebraisch
addiren, und finden die Componenten der resultirenden Beschleu-
nigung durch algebraische Addition.

§ 12. Bewegungskraft unabhingig von der Geschwindigkeit.

Eine zweite Frage, welche von Newrox in der Abfassung seiner
Axiome unberithrt gelassen, dadurch freilich stillschweigend ent-
schieden worden ist, betrifft den KEinfluls der vorhandenen Ge-
schwindigkeit. Die Grifse der Kraft wurde gemessen allein durch
die Masse und ihre Beschleunigung, und wenn auch die Beschleu-
nigung definirt wurde durch den Grenzwerth des Zuwachses an
Geschwindigkeit dividirt durch das verschwindende Zeittheilchen, in
welchem derselbe zu Stande kommt, so ist doch dieser Begriff nicht
abhiingig von der Grifse der bereits bestehenden Geschwindigkeit.
Das Newron'sche Kraftmaals verneint also den Kinfluls der Ge-
schwindigkeit. Indessen ist doch hier zu bemerken, dafs erfahrungs-
mifsig Fille vorkommen, in denen wir es zu thun haben mit Kriften,
deren Intemsitiit abhiingig erscheint von der Geschwindigkeit, mit
welcher die Korper im Raume fortschreiten; namentlich kommen
viele Fille vor, in denen die Bewegung einen Widerstand erleidet,
welcher auf Krifte hindeutet, deren Beschleunigungen der Be-
wegungsrichtung gerade entgegengesetzt gerichtet sind und zu
wachsen pflegen, sowohl mit zunehmender absoluter Geschwindigkeit
im Luftraume oder einem anderen Medium, als auch mit wachsender
relativer Geschwindigkeit, d. h. Geschwindigkeitsdifferenz gegeniiber
einem anderen bewegten Korper. Wir brauchen nur an die Be-
wegungserscheinungen bei Anwesenheit irgend einer Art von Reibung
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zu denken. Wir wissen ja aus tidglicher Erfahrung, dafs Massen,
denen eine bestimmte Geschwindigkeit ertheilt worden ist, und
welche man allen beschleunigenden Kriiften zu entziehen strebt,
durchaus nicht in alle Ewigkeit mit derselben Geschwindigkeit fort-
zulaufen pflegen, wie es eigentlich das erste NEwToN’sche Axiom
vom Beharrungsvermégen fordert; es ist vielmehr nur bei ganz be-
sonderen Vorsichtsmaalsregeln moglich, fiir kurze Zeiten eine be-
friedigende Anniherung an diesen idealen Verlauf herzustellen. Sonst
finden wir, wenigstens in irdischen Verhiltnissen, bei Massen, die
sich im Luftraum und in Berithrung mit anderen Kérpern bewegen
miissen, z. B. eine Unterstiitzung gegen die Schwerkraft haben miissen,
um gegen die beschleunigende Wirkung derselben geschiitzt zu
sein, regelmilsig, dafls die ihnen mitgetheilte Geschwindigkeit all-
mihlich verringert wird, dafs also eine negative Beschleunigung vor-
handen ist, welche um so gréfser ist, je grélser die herrschende
Geschwindigkeit selbst ist. Deshalb haben nun die Physiker schon
im vorigen Jahrhundert vielfach mit Kriften gerechnet, welche
Functionen der Geschwindigkeit sein sollten; fiir Aufgaben, wo es
sich nur um die Gewinnung eines einseitigen Resultates von be-
schriinkter Bedeutung handelt, sind solche Annahmen auch sehr
zweckmifsig, und wir werden dieselben spater auch benutzen.

Es hat sich aber durch die spiteren Fortschritte der Physik
gezeigt, dafs in allen FKillen, wo die Geschwindigkeiten auf die
Grofse der bewegenden Krifte Einflufs zu haben scheinen, der Vor-
gang niemals eine reine Bewegungserscheinung ist, sondern dafs
dann neben den Ortsverinderungen noch andere Veréinderungen
einhergehen, deren Auffindung zum Theil sorgfiiltize Beobachtungen
erfordert, dals Dbeispielsweise in solchen Fillen, wo sogenannte
Reibungskrifte zu wirken scheinen, welche die vorhandene Be-
wegungsgrofse allmihlich verzehren, immer eine Wirmeentwickelung
vor sich geht. Auch kommen Fille vor, in denen gleichzeitig noch
elektrische und magnetische Inductionswirkungen und chemische
Veriinderungen hervorgerufen werden, die sich dann einmischen und
scheinbar Bewegungskrifte hervorrufen, die von der Geschwindigkeit
abhiingig sind. Wenn wir nun alle Arten von Kraftwirkungen, bei
denen irgend welche der vorher erwihnten Nebenerscheinungen auf-
treten, aus der gegenwirtigen Betrachtung ausschliefsen, so bleiben
allein iibrig die reinen Bewegungskriifte, welche nur beschleunigte
Bewegung ohne Nebenwirkungen erzeugen. Von diesen kénnen wir
als empirisch nachgewiesen feststellen, dafs sie unabhiingig von den
bestehenden Geschwindigkeiten sind, gleichwie auch von der gleich-
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zeitigen Existenz anderer Krifte. Diese reinen Bewegungskriifte
werden namentlich von den englischen Physikern hiiufig auch con-
servative Kriifte genannt, weil dieselben, wie spiiter gezeigt werden
wird, dem Gesetz von der Conservation der Energie gehorchen.

§ 13. Dimensionen und Maalse.

Es diirfte hier der geeignete Ort sein, einen Ueberblick iiber
die verschiedenen Arten der bisher eingefiithrten physikalischen
Grifsen und der zum Messen derselben nothwendigen Maalse einzu-
schieben. In der Kinematik hatten wir als urspriingliche mefsbare
Grifsen nur die Liingen von Strecken und von Zeitriiumen gebraucht,
welche nach Festsetzung einer Liingeneinheit und einer Zeiteinheit
zahlenmilsig angegeben werden kinnen. Die zur Bestimmung von
Richtungsunterschieden dienenden Winkelgrifsen sind in der Rech-
nung stets als unbenannte Verhiiltnifszahlen (Kreisbogen, gemessen
durch Radius) zu’betrachten und daher unabhingig von der Wahl
irgend welcher Einheiten. Bei der Besprechung des zweiten NewTon'-
schen Axioms begegneten wir noch einer dritten Klasse urspriing-
licher Grofsen, den Massen, fiir deren Messung ebenfalls die Fest-
setzung einer besonderen Einheit nothwendig ist.

Alle iibrigen Grolsen aber wurden durch Gleichungen definirt,
in denen aulser diesen nur die drei angefithrten Grundformen von
physikalischen Begriffen in verschiedenen Combinationen vorkamen.
Wir werden auch im weiteren Verlauf der Dynamik sehen, dafs fiir
alle neu aufzustellenden Begriffe dasselbe gilt. Da nun auf diese
Weise im Fortschritt der Untersuchungen verh#ltnifsmifsig compli-
cirte Zusammensetzungen der urspriinglichen Gréfsenarten auftreten
und man sehr hiufig das Bediirfnifs hat, fiir eine Grifse, die auf
einem verwickelten Wege durch Heranziehung von Sitzen aus ver-
schiedenen Kapiteln der Physik gefunden ist, die Art der charak-
teristischen Gruppirung zu bezeichnen, so bildet man Gleichungen,
welche nicht den Zahlenwerth der zu messenden Gréfse geben sollen,
sondern die Art der Zusammensetzung aus den grundlegenden Grofsen
Masse, Linge, Zeit anzeigen. Man schliefst, um an diesen beson-
deren Sinn solcher Gleichungen zu erinnern, nach Maxweris Vor-
gang zweckmiifsig die Ausdriicke in eckige Klammern ein, und be-
zeichnet, ohne sich an bestimmte Maalseinheiten zu binden, eine
Masse durch M, eine Linge durch L und eine Zeit durch 7; oft
findet man in solchen Angaben das Auftreten von Bruchstrichen
dadurch vermieden, dafs man negative Exponenten anwendet und
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dann stets ein Product irgend welcher Potenzen von M, L, T erhilt.
Diesen fiir den in Frage stehenden neuen physikalischen Begriff zu
Stande kommenden Complex dieser Grifsen nennt man die Dimen-
sion desselben.

So sehen wir aus den Gleichungen des § 5, dafs der Begriff der
Geschwindigkeit eingefithrt wurde als der Proportionalititsfactor in
der Aussage, dals der zuriickgelegte Weg proportional dem ver-
strichenen Zeitelement ist. Die Geschwindigkeit ist daher ihrer
Dimension nach selbst eine Liinge dividirt durch eine Zeit:

T

Wie die Geschwindigkeit aus dem Weg, so wurde dann der
Begriff Beschleunigung aus der Geschwindigkeit hergeleitet. Wir
haben daher die Dimension der letzteren nochmals durch 7' zu divi-
diren und erhalten:

Beschleunigung = I:T—I;j, = [L.1T 9 (17

Geschwindigkeit — [f’_} —[L.T7Y] (16)

Mit dieser Angabe stimmt es auch iiberein, dals die Componenten
der Beschleunigung durch die zweiten Differentialquotienten der
Coordinaten gemessen werden, denn die Dimension von d%z ist
gleichwie diejenige von d= und von z eine Liinge, wihrend der
Nenner d¢? das Quadrat einer Zeit ist.

In Gleichung (9a) wurde ferner die Winkelgeschwindigkeit w
definirt als Proportionalititsfactor einer mit der Zeit wachsenden
Richtungsiinderung, @ ist also der Dimension nach ein Winkel
dividirt durch eine Zeit, oder da der Winkel eine reine Zahl ist:

Winkelgeschwindigkeit = [iT] = [T71] (18)

Die Dynamik hat uns aufser dem fundamentalen Begriff der
Masse bis jetzt noch geliefert die Bewegungsgrifse als Product aus
Masse und (Geschwindigkeit:

Bewegungsgrofse = [M - %] =[MLTY 19)
und schliefslich den wichtigsten Begriff, die Bewegungskraft, welche
gemessen werden sollte durch den Differentialquotienten der Be-
wegungsgrdfse oder mit anderen Worten durch das Product der
bewegten Masse und der Beschleunigung. Die Dimension ist also:

L
Tf] — [M.L.T% (20)
H. v. HELMHOLTZ , Theoret. Physik. Bd. I, 2. 3

Kraft — [M
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Der Nutzen, welchen die Beachtung der Dimensionen gewihrt,
ist ein mehrfacher. Kinmal ist es eine nothwendige Forderung, dals
nur gleichartige Grofsen einander gleichgesetzt oder zu einer Summe
vereinigt werden konnen; die Dimensionen der beiden Seiten einer
Gleichung wie auch die der einzelnen Glieder einer Summe miissen
also stets die gleichen sein. Aus der Priifung dieses Umstandes
kann man zwar nicht die zahlenmiilsige Richtigkeit irgend einer ge-
fundenen Relation zwischen verschiedenen physikalischen Grifsen
herleiten, oft aber ohne Miihe einen etwa begangenen Irrthum dadurch
nachweisen, dals die Dimensionen dann nicht iibereinstimmen. Als
Beispiel fiir diese geforderte Gleichheit der Dimensionen wollen wir
die drei Aunsdriicke betrachten, welche in den Gleichungen (13), (13a),
(13b) fiir die Grolse der Centralbeschleunigung einer krummlinigen
Bewegung angegeben sind. In der ersten Form erscheint dieselbe
als Product der Weg- und der Winkelgeschwindigkeit, ist also gleich
[—%%], in der zweiten und dritten Form erscheint der Kriim-

: . ; 1)2 1 [L\?
mungsradius als Liinge und wir erhalten {L- (?) ] und [f . (T) ]
Man sieht, dafs alle drei Dimensionen gleich [L.7?], also gleich
der Dimension der Beschleunigung sind.

Der Hauptvortheil besteht aber darin, dals wir fiir jede nach
ihrer Dimension bekannte Grdlsenart sofort eine nicht mehr will-
kiirliche Maafseinheit finden, so dafs sich nach alleiniger Festsetzung
der drei Grundmaaflse ein zusammenhingendes System von Maalsen
itber alle Zweige der Physik verbreitet, in welchen wir die Dimen-
sionshestimmungen angeben komnen. Auch kann man aus der Be-
trachtung der Dimension sofort ablesen, in welcher Weise sich ein
abgeleitetes Maafls veriindert, wenn in der Festsetzung der drei
Grundmaalse etwas veriindert wird.

Als Urnormalen der Liingen- und der Massen-Einheit werden
zwei aus unverinderlichem Material hergestellte Etalons, das Meter
und das Kilogramm in Paris aufbewahrt, alle in Gebrauch befind-
lichen Maalsstibe und Gewichtsstiicke sind Copieen von diesen. Fiir
die Urnormale der Zeitmessung dient die als unveriinderlich anzu-
sehende Dauer der Umdrehung der Erde um ihre Axe, eine Zeit-
dauer, welche durch Beobachtungen der aufeinander folgenden Durch-
ginge irgend eines sehr fernen Fixsterns durch das Fadenkreuz
eines feststehenden Fernrohres sehr genau festgestellt werden kann.
Man nennt dieses Urmaals den Sterntag, auf welches man zuletzt
immer zuriickgehen mufs, wenn man Zeitinstrumente (Uhren), deren
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Princip die Unverinderlichkeit der Schwingungsdauer des Pendels
ist, auf ihren richtigen Gang controliren will.

Diese Urmaafse konnen nun in aliquote Theile getheilt, auch
vervielfacht werden je nach der Gréfse der zu messenden Objecte.
Bei Liingen und Massen ist allgemein die dem dekadischen Zahlen-
system entsprechende Multiplikation oder Division mit Potenzen von
10 durchgefiihrt, welche dann zu den bekannten Maafsen: Centimeter,
Millimeter ete. und Gramm, Milligramm ete. fiihrt. Das praktisch ver-
wendete Zeitmaals, die Secunde, steht nicht in so einfacher Beziehung
zur Urnormale; die Secunde ist definirt als der 60 x 60 X 24-ste
Theil des biirgerlichen oder mittleren Sonnentages, letzterer steht
zu dem Sternentage in einem hinreichend genau bekannten, aber
irrationalen Verhaltnifs, welches in der Priifung des Sekundenpendels
stets seine Rolle spielt.! Auflser den vom Meter und vom Kilogramm
abgeleiteten Maalsen werden in einzelnen Betrachtungen auch andere
Maafseinheiten angewendet, deren Reductionszahlen auf die bisher
genannten Maafse von der Genauigkeit der neuesten und sorgfiltigsten
Messungen abhéingen, daher nicht absolut feststehen. Die Linge des
vierten Theiles des Erdmeridians, d. h. der geoditische Abstand
eines Poles vom Aequator, ferner die in der Astronomie niitzlichen
Maafse, nimlich die grofse Axe der elliptischen Erdbahn und die
Masse der Erde gehoren zun diesen Maalsen.

Dasgjenige Maaflssystem, in welchem Centimeter, Gramm und
Secunde als fundamentale Einheiten festgesetzt sind, hat neuerdings
eine allgemeine Verbreitung gefunden und man pflegt in dem Falle,
dafs die Dimension der gemessenen Grofsenart als gelinfig und
bekannt gelten kann, einfach durch die zur Maafszahl hinzugesetzte
Bezeichnung (C. G. 8.), d. h. Centimeter, Gramm, Secunde, anzudeuten,
dafls die Angabe sich auf das von diesen Einheiten hergeleitete Maafs-
system bezieht, welchem man den Namen absolutes Maaflssystem
gegeben hat.

! Wiihrend der biirgerliche oder mittlere Sonnentag in Folge der Defini-
tion der Secunde genau 86400 Secunden enthilt, umfalst der Sternentag
86 164,09 . . . Secunden, eine Angabe, die fiir jede Reduction eine hin-
reichende Genanigkeit liefert.

8=
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Zweiter Abschnitt.

Besondere Formen von Bewegungskriften.

Die allgemeinen Grundsiitze itber die Existenz und die Messung
von Kriften, welche durch die besprochenen NEwton’schen Axiome
gegeben sind, sollen jetzt zum Studium von Bewegungserscheinungen
verwendet werden, welche ein materieller Punkt unter der Wirkung
einiger besonderer, wegen ihres hiufigen Vorkommens wichtiger
Naturkrifte zeigt,

Erstes Kapitel.
§ 14. Die sogenannte Centrifugalkraft.

Zuerst wollen wir die Kraftwirkung betrachten, welche bei jeder
krummlinigen Bewegung eines materiellen Punktes auftritt. Die
kinematischen Betrachtungen des § 7 hatten uns dariitber belehrt,
dafs eine gekriimmte Bahn, unabhiingig von der etwa vorhandenen
Wegbeschleunigung, eine nach dem Kriimmungsmittelpunkt gerichtete
Beschleunigung erfordert, deren Gréfse durch die Gleichungen (13),
(18a), (18b) angegeben ist als bestimmt durch je zwei der drei Be-
stimmungsstiicke: Weggeschwindigkeit ¢, Winkelgeschwindigkeit o
und Kriimmungsradius ¢. Da wir nun aus dem Auftreten jeder
Beschleunigung auf das Wirken einer Kraft schliefsen miissen, so
erkennen wir, dafs zur Aufrechterhaltung einer krummlinigen Be-
wegung eine nach dem Kriimmungscentrum gerichtete Kraft nothig
ist, welche wir messen durch das Product der bewegten Masse m mal
der durch jene Gleichungen (13) angegebenen Centralbeschleunigung.
Diese Kraft nennt man Centralkraft, auch wohl Centripetalkraft, ihr
Betrag C ist:

C’:ﬁvfn,.q.f,a=a1r:f.s.g..:|a”=m.%.qg (21)
Den einfachsten Fall, in welchem jene Kraft ihre Intensitiit nicht
indert, wihrend ihre Richtung stets nach demselben Punkt hinweist,
haben wir vor uns, wenn der Massenpunkt m in einer Kreisbahn
mit constanter Geschwindigkeit umliuft; dann bleiben nimlich ¢,
@ und o feste Gréfsen. Aus den einzelnen Ausdriicken der vor-
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stehenden Gleichung konnen wir dann folgende Gesetze heraus-
lesen:

1. Die Centralkraft ist proportional der kreisenden Masse.

2. Bei gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit ist die Central-
kraft dem Radius proportional.

3. Bei gleichbleibender Weggeschwindigkeit ist die Centralkraft
der Kriimmung (%) proportional.

Am hiufigsten werden derartige Bewegungen dadurch erzeugt,
dafs eine Masse durch sogenannt feste Verbindungen gezwungen
wird, sich in einer Kreishahn zu bewegen. Dies kann dadurch ge-
schehen, dals wir dieselbe an einem Faden befestigen, dessen
anderes Ende sich nicht verriicken kann, so dafs die Fadenlinge
den Radius der Kreisbahn bestimmt; oder man kann durch eine
gekriimmte Wandflicle oder durch eine Schiene das Austreten
aus der Kreishahn verhindern. In allen diesen Fillen wird die
zur Erzeugung der Kreishewegung nothige Centralkraft durch die
elastische Deformation der Verbindungen hergestellt: Der Faden wird
dabei gespannt und so weit verlingert, dals die auf Verkiirzung
hinwirkende elastische Kraft desselben gerade die erforderliche
Centralkraft liefert, ebenso wird die Schiene nach aufsen verbogen
und die sogenannt feste Wand wird eingedriickt, damit diese
Wirkung zu Stande kommt. Die Verbhiegung eines festen Lagers
hatten wir bereits zur Erklirung der Ruhe eines von der Schwer-
kraft angegriffenen Korpers herangezogen; die Erscheinung ist also
dieselbe, als ob der im Kreise bewegte Korper auf die festen Ver-
bindungen eine Kraft dufserte, deren Intensitit der néthigen Central-
kraft gleich ist, aber die entgegengesetzte Richtung vom Centrum
weg besitzt. Dieser KErscheinung Rechnung tragend spricht man
von der Centrifugalkraft des in krummer Bahn bewegten Kiorpers.
Sobald jene festen Verbindungen aufhéren zu wirken, wenn beispiels-
weise der Faden reifst, so bewegt sich der Korper lediglich in Folge
seines Beharrungsvermogens geradlinig weiter in Richtung der Tangente
und in gleichférmiger Bewegung; er entfernt sich dabei mehr und
mehr vom Mittelpunkt der vorhergehenden Kreisbahn. Dies ist also
nicht die Wirkung einer vom Centrum wegtreibenden Bewegungs-
kraft; sondern eine reine Folge des Fehlens jeder Bewegungskraft.

Die sogenannte Centrifugalkraft ist mithin nur ein Ausdruck
fiir diejenigen Erscheinungen, welche bei festen Verbindungen die
zur Erhaltung der krummen Bahn néthige Centralkraft erzeugen,
nicht aber eine cigenthiimliche, Bewegung verursachende Naturkraft.
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Zweites Kapitel
Schwerkraft und Fallbewegung.

§ 15. Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen.

Wir gehen jetzt itber zur Besprechung derjenigen Bewegungs-
erscheinungen, welche ihre Erklirung durch das Wirken der Schwer-
kraft finden, und die man ganz allgemein Fallbewegungen nennt.
Die Schwerkraft ist in der ganzen praktischen Physik, wie auch im
taglichen Leben von der grifsten Wichtigkeit, weil dieselbe an allen
uns erreichbaren Orten jederzeit zur Verfiigung steht und auf alle
Massen in der Nihe der Erdoberfliche nach demselben aufser-
ordentlich einfachen Gesetze wirkt. Es steht niimlich erfahrungs-
mifsig fest, dals dieselbe allen Massen unabhingig von deren Grolse
und Beschaffenheit eine Beschleunigung ertheilt, welche innerhalb
solcher ridumlicher Grenzen, die wir in einem ILaboratorium vor
uns zu haben pflegen und welche wir bei einer einzelnen Versuchs-
anordnung bequem beherrschen konnen, so gut wie constant in
Intensitit und Richtung ist. Wenigstens sind die Veriinderungen
derselben in diesen Fillen so aufserordentlich klein, dafs besonders
feine, eigens zu diesem Zwecke angestellte Messungen nithig sind,
um Differenzen nachzuweisen. An verschiedenen Orten zeigt diese
Beschleunigung bemerkbare, wenn auch immerhin verhiltnifsmifsig
geringe Verschiedenheiten ihrer Intensitit; man kann dieselbe als
Function der geographischen Breite und der Héhe iiber dem Meeres-
spiegel darstellen. Die Richtung derselben stimmt iiberall nahezu
mit der aus astronomischen Messungen abzuleitenden Richtung gegen
den Erdmittelpunkt iiberein; die Abweichungen rithren von der
durch die Rotation der Krde bewirkten Centrifugalkraft, wie auch
von der ellipsoidischen Gestalt der Erde und von abnormen lokalen
Massenvertheilungen (Gebirgen etc.) her.

Wir wollen jetzt alle diese Complicationen aufser Acht lassen,
und uns auf einen begrenzten Spielraum beschriinken, innerhalb
dessen die Beschleunigung der Schwere als eine Constante in Intensi-
tit und Richtung angesehen werden soll. Wir bezeichnen dieselbe
durch den Buchstaben g. Die Kraft, welche der Masse m diese
Beschleunigung ertheilt, ist nach dem Newrox’schen Maalfse m.g,
man nennt sie das Gewicht der Masse m; die frither erwihnte
Proportionalitiit zwischen der Masse und ihrem Gewicht findet also
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seine Begriindung in der erfahrungsmiifsigen Constanz von g fiir alle
Kérper an demselben Beobachtungsort.

Die Richtung der Schwerkraft nennt man die verticale oder
die Richtung von oben nach unten. Wir wollen fiir die folgenden
Betrachtungen das rechtwinkelige Coordinatensystem so richten, dafs
die positive z-Axe vertical nach oben zeigt, die »- und die x-Axe
bestimmen dann zwei auf einander senkrechte, horizontale Rich-
tungen. Die Componenten der Schwerkraft X, Y, Z erhalten nach
den gemachten Festsetzungen folgende Werthe:

X=—=m.g
Y=0 (22)
Z=0

Es kann nun der Fall eintreten, dafs die Masse m nicht anders
fallen kann, als indem sie zugleich noch andere triige Massen, welche
der Wirkung der Schwere durch irgend welche Mittel entzogen sind,
mit sich zugleich in Bewegung setzt, und zwar in dieselbe Be-
wegung, in die sie selbst geriith. Die fiir instructive Zwecke voll-
kommendste Einrichtung dieser Art zeigt die ArTwoopn'sche Fall-
maschine, welche zum experimentellen Nachweise der Fallgesetze
gebraucht wird. Dieselbe besteht aus einem mit mdoglichst ge-
ringer Reibung drehbaren Rade, iiber welches eine hiegsame Schnur
lauft, an deren Enden auf beiden Seiten gleiche Massen hiingen.
Diese Massen werden zwar von der Schwerkraft angegriffen, sind
aber deren beschleunigendem Einfluls entzogen, denn, wenn die eine
Masse diesem Zuge folgen wiirde, so wiirde die andere durch die
Fadeniibertragung in entgegengesetzter Richtung aufwirts gegen die
Richtung der Beschleunigung bewegt werden. Die beiden Kriifte,
welche die Schwerkraft auf diese Massen #Hulsert, halten sich also
in jeder Liage das Gleichgewicht. Damit nicht etwa die verschiedene
Linge des Fadens auf beiden Seiten des Rades ein Uebergewicht
erzeugt, pflegt man die beiden Massen auch noch unterhalb durch
einen Faden zu verbinden, welcher in mifsiger Spannung iiber ein
ebensolches Rad liuft; man ist dann sicher, dalfs sich auf beiden
Seiten stets gleiche Fadenlingen befinden. Wenn diese Massen
einmal durch einen #Hufseren Eingriff in Bewegung gesetzt sind, so
laufen sie in Folge des Beharrungsvermégens mit constanter Ge-
schwindigkeit weiter, so weit der Spielraum reicht. Legt man aber
zu einer der Massen noch ein Uebergewicht hinzu, so ist die Schwer-
kraft desselben nicht compensirt, das Gleichgewicht ist gestort, und
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in Folge dessen beginnt diese zugelegte Masse zu fallen und mufs
dabei die beiden vorher nicht beschleunigten Massen mitnehmen.
Wir wollen die mathematische Behandlung der Fallbewegung unter
dieser umfassenderen Annahme durchfiihren, dafls die in Bewegung
gesetzte Masse grifser ist, als diejenige, auf welche die Schwerkraft
wirkt und deren Gewicht das ganze System treibt. Dabei wollen
wir uns aber nicht an die Beschrinkungen fesseln, welche aus der
Construction der Arwoop’schen Fallmaschine folgen, dafls z. B. keine
horizontalen Bewegungen moglich sind, wir wollen vielmehr aus den
Gleichungen, welche wir mit Hiilfe des Newrox'schen Kraftmaafses
aufstellen konnen, die allgemeinsten Folgerungen ziehen.

Nennen wir die von der Schwerkraft angegriffene Masse m,
withrend die ibrigen mitgerissenen, lediglich trigen Massen zu-
sammen durch M bezeichnet werden, so wird die Masse (M + m) in
Bewegung gesetzt, und die Componenten der Kraft werden nach den
Gleichungen (15) gleichzusetzen sein dieser Masse (M + m) multipli-
cirt mit den zweiten Differentialquotienten ihrer Coordinaten. Streng
genommen handelt es sich beim Problem der Bewegung der Fall-
maschine in seiner einfachsten Form um drei Massenpunkte, wir
konnen aber wegen der festen Fadenverbindung allein die Coordi-
naten von m verfolgen und M an demselben Orte mit m vereinigt
denken.

Die Gleichungen (22) liefern uns dann in Gemeinschaft mit den
Gleichungen (15) folgende Differentialgleichungen als Grundlage fiir
die folgende Betrachtung:

(M 4+ m). ——5 = —m.g
(M4 m).—2 =0 (23)

(M + m)- =0

d?

Diese Differentialgleichungen haben wir nun zu integriren, um
z, y, » als Functionen der Zeit zu finden; erst dann ist die Art der
Bewegung, welche unter diesen Voraussetzungen eintritt, explicite
angegeben. Wir denken uns zu diesem Zweck in der ersten
Gleichung m.g mit positivem Vorzeichen auf die linke Seite ge-
bracht, so dals die rechten Seiten aller drei (leichungen gleich
Null sind. Es ist leicht, die linken Seiten dann als Differential-
quotienten nach ¢ darzustellen. Diese Umformung liefert dann
folgende nur formell von (23) verschiedenen Gleichungen:
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—+m._q.t} =

Haemi) o

alaem) -

Diese Gleichungen sagen aus, dafs die Ausdriicke, deren Differen-
tialquotienten hier gleich Null erkannt sind, sich in der Zeit nicht
indern, also irgend welche, zwar unbestimmte aber constante Werthe
haben miissen, die wir der Reihe nach durch a, b, ¢ bezeichnen
wollen. Das erste Resultat ist also:

(M+m)C;—::+m.g.t=a

dy - 24
(M + m)—=- =b (24)
{M+m)%‘§-’- -

Schon aus dieser ersten Integration kénnen wir einige Kigenschaften
der Fallbewegung herauslesen: So sehen wir, dals die horizontalen
Geschwindigkeitscomponenten, dy/dt und dx/d¢, wenn sie iiberhaupt
vorhanden sind, constante Werthe haben miissen, wihrend die
verticale Geschwindigkeitscomponente dx/d¢ vermehrt um ein pro-
portional mit der Zeit wachsendes Glied eine unveriinderliche
Summe liefert, selbst also mit der Zeit abnehmen mufs. Ist die-
selbe anfangs positiv, also nach oben gerichtet, so wird dieselbe
abnehmen, bis sie gleich Null geworden ist, dann fritt kein Steigen
mehr ein, vielmehr wird dieselbe negativ, also abwiirts gerichtet
und wichst dann mehr und mehr.

Wir fahren nun in der Integration fort, indem wir die Con-
stanten @, b, ¢ auf die linken Seiten der Gleichungen (24) bringen
und dann die linken Seiten wieder als Differentialquotienten nach ¢
darstellen. Es ist durch Ausfithrung der Differentiationen leicht
nachzuweisen, dafs die folgenden Gleichungen nur eine Umformung
von (24) sind:

{(M+fr;)x—at+§myts} =0

A
ai
d
o+ my — ot} =0
.
at

{(M+m)x—ct} = 0.
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Diese (Gleichungen sagen wiederum aus, dafs die in geschweifte
Klammern eingeschlossenen Ausdriicke irgend welche in der Zeit
unverinderlichen Betriige besitzen miissen, die wir der Reihe nach
durch 4, B, C bezeichnen wollen.

M4+ m)yz—at+fmgtt=4
(M + m)y — bt =.B (25)
(M + m)x — ¢t =C

Diese (leichungen enthalten keine Differentialquotienten mehr,
sondern stellen z, y, » direct als Functionen der Zeit dar; die
Integration ist also vollendet, und zwar haben wir keinerlei Speciali-
sirungen bei der Rechnung zugelassen, wir haben mithin die allge-
meinsten Integrale gefunden, welche in ihrer Form siimmtliche
Bewegungserscheinungen umfassen miissen, die bei dem Bestehen
des in den Differentialgleichungen (23) aufgestellten Gesetzes der
Kraftwirkung miglich sind.

§ 16. Ueber die Bedeutung der Differentialgleichungen
in der Physik.

In die Integralgleichungen (25) sind sechs unbestimmte Con-
stanten eingetreten, welche den urspriinglichen Differentialgleichungen
(23) fremd sind; diese eben befihigen die Integralgleichungen sich
den Besonderheiten jedes einzelnen Falls anzupassen. Da aber der
Verlauf der Bewegung durch das (Gesetz, nach welchem die Schwer-
kraft wirkt, und welches bereits in den Differentialgleichungen
seinen Ausdruck findet, vollstindig bestimmt ist, so konnen jene in
den einzelnen Fillen von einander abweichenden Besonderheiten nur
in den verschiedenen Zustinden bestehen, in denen sich der Massen-
punkt zu Anfang der Betrachtung befindet. Der Zustand eines
Massenpunktes ist aber vollkommen angegeben, wenn wir wissen, an
welchem Orte er sich befindet und welche Geschwindigkeit er besitzt.
Zur Angabe des Ortes sind drei Grofsen nothig, und zur Angabe
der Geschwindigkeit in ihrer Grifse und Richtung ebenfalls drei
Grofsen. Diese sechs Angaben reichen gerade aus, um die sechs
Integrationsconstanten den Anfangsbedingungen entsprechend zu be-
stimmen.

Die Aufstellung der Differentialgleichungen (23) und ihre aus-
gefithrte Integration ist das erste Beispiel fiir einen Gedankengang,
der uns in der gesammten theoretischen Physik iiberall wieder be-
gegnen wird; wir wollen deshalb hier einige allgemeine Betrachtungen
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iiber denselben anstellen. Die Bedeutung der Differentialgleichungen
fir die Physik besteht darin, dafs sie in ihrem Inhalt frei vom
zufilligen des Einzelfalles sind und nur das wesentliche und gesetz-
miifsige ausdriicken, was allen Fiillen einer gewissen Klasse von
Erscheinungen gemeinsam ist. Die experimentelle Beobachtung er-
streckt sich immer nur auf Einzelfille, deren Ergebnils oder deren
Deutung behaftet ist mit besonderen Grilsenangaben, die sich auf
die Verhiltnisse der gerade gewiihlten Versuchsanordnung beziehen.
In der mathematischen Formulirung einer experimentellen Be-
obachtung, also beispielsweise in der gelungenen Darstellung der
Bewegung einen Massenpunkt durch Angabe von bestimmten Zeit-
functionen fiir =, y, %, ist das (Gesetzmiilsige des Vorganges getriibt
durch die Einmischung von Grifsen, die nur fiir den herausgegrifienen
Fall charakteristisch sind. Da aber die Gleichungen fiir den ganzen
betrachteten Verlauf richtige Angaben liefern sollen, so werden wir
dieselben auch nach der Zeit differenziren kimnen, einmal oder auch
mehrmals, und werden dadurch neue Gleichungen erhalten, welche
ebenfalls richtige Aussagen iiber die vorliegende Bewegung liefern.
Diese neu gewonnenen Gleichungen konnen wir aber benutzen, um
aus der Vereinigung mit den urspriinglichen Gleichungen so viele
von den charakteristischen Gréfsen des KEinzelfalles zu eliminiren,
als wir neue Gleichungen gewonnen haben. Hiufig ist die Com-
bination der differenzirten mit den urspriinglichen Gleichungen un-
ndthig, wenn nimlich die zu eliminirenden Constanten in additiver
Stellung vorkommen und deshalb bei der Differenziation von selbst
verschwinden. Jedenfalls konnen wir auf diese Weise fiir den in
Rede stehenden Bewegungsvorgang zutreffende Gleichungen bilden,
in welchen die Coordinaten und deren Differentialquotienten, nicht
aber jene Constanten von specieller Bedeutung mehr vorkommen.
Diese Resultate sind nun die Differentialgleichungen fiir die be-
obachtete Art von Bewegungen, und die beschriebene Methode zu
denselben zu gelangen, kennzeichnet den Weg, auf dem wir iiber-
haupt in der Physik die Einzelbeobachtungen zur Auffindung allge-
meiner (Gesetze verwerthen. Jene urspriinglichen, die beobachteten
Thatsachen wiedergebenden endlichen Gleichungen zwischen den
Coordinaten und der Zeit sind itbrigens nicht etwa die vollstiindigen
Integralgleichungen, welche wir durch sorgfiltige mathematische
Schritte unter Aufrechterhaltung griofster Allgemeinheit aus den
Differentialgleichungen herleiten, sondern vielmehr moglichst ein-
fache particulire Integrale, deren Beobachtung das mindeste Maals
von Umstiindlichkeit, die wenigsten Fehlerquellen und die grifste
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(Gtenauigkeit mit einander vereinigen. Im entgegengesetzten Falle
wiirde die ganze analytische Arbeit ja unnothig sein, die Auf-
suchung der Differentialgleichungen und deren vollstindige In-
tegration wiirde uns dann schliefslich nur wieder auf denselben
Standpunkt der Frkenntnifs zuriickfiihren, von welchem wir aus-
gegangen sind.

Es kommen allerdings aufserdem Fille vor, in denen die That-
sachen nicht direct durch Gleichungen zu beschreiben sind, oder
in denen man jedenfalls diese Gleichungen nicht auffinden kann.
Alsdann versucht man aus plausiblen Annahmen oder Analogie-
schliissen direct Differentialgleichungen aufzustellen, welche nicht
aus Beobachtungen abgeleitet sind. Solche Gedankengiinge sind
aber Schritte ins Finstere und tragen einen durchaus hypothetischen
Charakter; eine Berechtigung finden dieselben erst dadurch, dafs
es gelingt, Integrale derselben zu bilden, deren Richtigkeit in
allen Fillen durch Erfahrung — Experiment und Messung — be-
stitigt wird.

§ 17. Fortsetzung der Lehre von den Fallbewegungen.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zuriick zu
unserer gegenwiirtigen Aufgabe, die allgemeinste Bewegung eines
Massenpunktes unter der Wirkung der Schwerkraft zu untersuchen.
Zunichst wollen wir die sechs Integrationsconstanten, welche durch
die erste und die zweite Integration, Gleichungen (24) und (25), ein-
gefithrt worden sind, durch die den Anfangszustand definirenden
Grolsen feststellen und dadurch zugleich nachweisen, dafls die ge-
fundenen Integralgleichungen in der That die allgemeinsten Lisungen
sind. Den willkiirlich vorzuschreibenden Anfangszustand bestimmen
wir dadurch, dafs wir fiir die Zeit ¢ = 0 folgende Festsetzungen auf-
stellen: o =z, y = y,, ¥ = %,, dz[dt = u,, dy[dt = v, dz[dt = w,
wo die Grofsen xz,, y,, %, u, v, w, vorgeschrieben sind.

Die Gleichungen (24) gehen dann fiir ¢ = O iiber in:

M+ m).uy =a
(M + m).vy = b
(M 4+ m).w,=c
wihrend die Gleichungen (25) fiir ¢ = 0 ergeben: ! (26)

(M4 m).xy=A
(M + m).y, =B
M+ m).xy = C
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Die Integrationsconstanten sind also in jedem Falle auf sehr
einfache Weise dem gegebenen Anfangszustande anzupassen. Be-
nutzen wir die gefundenen Werthe und schreiben der Kiirze halber
dwldt = u, dy/dt = v, dx/dt = w, so erhalten die Gleichungen (24)
die Form:

U= U, — " ¢
- "o M-!—mg
(24a)
=19,
w = w,
und die Gleichungen (25) die Form:
m=a:o+uoi-—§M?_?:mgzs
Y=y + vt &)

%= %y + w,t

Man kann diese beiden Gleichungssysteme, namentlich die auf
die verticale Axe beziiglichen, ersten Zeilen derselben auch durch
Einfithrung anderer durch den Anfangszustand bedingter Constanten
darstellen. HEs ist nidmlich stets ein gewisser Zeitpunkt { = 7 zu
finden, in welchem # = 0 wird. Sollte die Verticalcomponente der
Anfangsgeschwindigkeit, also w,, bereits negativ, nach unten gerichtet
sein, so liegt dieser Zeitpunkt bereits bei Beginn der Betrachtung
in der Vergangenheit, man hat alsdann die angenommenen Gesetze
der Bewegung nur als bereits frither bestehend anzusehen, wodurch
die Betrachtung selbst nicht veriindert wird. Ist aber u, positiv,
so begegnen wir dem Zeitpunkt z noch im Laufe der zu erwartenden
Ereignisse. Jedenfalls wird zu dieser Zeit die erste der Gleichungen
(24a) folgende Form annehmen:

0=u0—-ﬁ—[f};g.r 27)
Diese konnen wir von der allgemein giiltigen Gleichung (24a, Nr. 1)
abziehen, und finden:

u=-—ﬁ—m~.g.(t—r) (28)

In dieser Gleichung ist w, verschwunden, dafiir aber z eingetreten,
welches durch Gleichung (27) in seiner Abhingigkeit von w, gefunden
ist. Man erkennt aus dieser Gleichung (28) die Proportionalitit von
w mit der Zeitdifferenz (¢ — 7); so lange letztere noch negativ ist,
ist # nach oben gerichtet, spiter nach Ueberschreitung des Augen-
blickes ¢ = = aber abwiirts gerichtet und wachsend.
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Ferner ist leicht zu sehen, dals die z-Coordinate ihren positiv
grofsten Werth, der Massenpunkt also seine hichste Erhebung er-
reicht zu eben dieser Zeit z. Es folgt dies zwar mathematisch direct
aus den beiden erfiillten Bedingungen dz/d¢= 0 und d?z/d* < 0,
doch wollen wir, um die Abmessung dieser grifsten Hohe mit in die
Rechnung aufnehmen zu konnen, die erste der Gleichungen (25a)
heranziehen. Zunichst ersetzen wir in derselben #, durch = nach
Gleichung (27) und erhalten:

7 L 2
=t Y m? T T m Y’

wofiir man auch schreiben kann:

m
M+ m

gt — -&—Min—g(t—r)’

x=mﬁ+% +m

Wir bilden jetzt diese Gleichung fiir den Zeitpunkt ¢ = 7, und
bezeichnen die Hohe z, welche dann gilt, durch 2 Es ist dann:

m

9 (29)

h=a+%

Die Vereinigung dieser Gleichung mit der vorhergehenden liefert:
gt —1z) (30)

m

h—x=—§-M+m

Dieses Resultat ersetzt vollstiindig die erste Gleichung des
Systems (25a), doch ist in derselben aulser der durch z ersetzten
Constante #, auch noch z, verschwunden, statt welcher wir die aus
Gleichung (29) hekannte Hohe 2 aufgenommen haben. Man sieht
aus dieser Form (30) sofort, dals die Hohe % die hiochste withrend
der Bewegung erreichte Erhebung des Punktes bezeichnet, denn die

m
M4+ m
Quadrat der Zeitdifferenz (f — 7). Dieses Quadrat ist aber stets
positiv, auch wenn ( — 7) selbst noch negativ ist. Das gleiche mulfs
auch fiir die linke Seite dieser Gleichung gelten, es mulfs also zu
allen Zeiten 2 =h bleiben. Der Grenzwerth x = & wird erreicht
zur Zeit ¢ = r. Die Differenz (2 — ) stellt die Fallhche dar, welche
in der Fallzeit (1 — 7) zuriickgelegt wird; die Gleichung (30) spricht
also das Gesetz aus, dals die Fallhthe proportional dem Quadrate
der Fallzeit whchst.

Wenn iiber den Anfangspunkt der Zeitrechnung und iiber die
Lage des Coordinatensystems noch keine anderweitigen Festsetzungen

rechte Seite enthilt aulser den absoluten Factoren }

.g das
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getroffen sind, erhalten die Gleichungen (28) und (30) die einfachste
Gestalt, wenn wir die Zeit von dem vorher durch z bezeichneten
Augenblicke an zithlen, also 7 = 0 setzen. Ferner konnen wir dann
den Ursprung der Coordinaten in den hochsten Punkt der Bahn
verlegen; es ist dann auch 2 = 0 und jene Gleichungen erhalten die
einfachere Form:

m
U = _?-l-_-;;ﬁ“ oy (285.)

Beschriinken wir uns auch noch auf den Fall, dals keine lediglich
trige Masse M mitgeschleppt werden soll, sondern die ganze bewegte
‘Masse von der Schwerkraft angegriffen wird, wie dies beim freien
Fall und Wurf zutrifft, so ist M = 0 zu setzen, der in den voran-
gehenden Gleichungen vorkommende Quotient der Massen wird = 1,
und es gelten dann die folgenden Gleichungen:

= —g.t (28D)
z= —Lgt® (30b)

welche die verticale Bewegung des freien Falles in der einfachsten
Form beschreiben, ohne dafs das gleichzeitige Bestehen horizontaler
Bewegungscomponenten dadurch ausgeschlossen wiire. Die letzteren
finden vielmehr durch die zweite und dritte Gleichung der Systeme
(24a) und (25a) ungestort ihren Ausdruck.

§ 18. Ausblick auf das Gesetz von der Erhaltung
der Energie.

Man kann aus den vollstiindigen Losungen (28) und (30), in
denen Verticalgeschwindigkeit und Hohe des Massenpunktes als
Functionen der Zeit gegeben sind, eine Relation zwischen beiden
herleiten, indem man die Zeit eliminirt. Wenn wir etwa aus (28)
den Ausdruck fiir (¢ — 7) entnehmen und in (30) einsetzen, so er-
halten wir nach einer leichten Umformung:

m.g.(h —2z) =3 M+ m).u?

Diese Formel ist mitunter niitzlich zu verwenden, wenn keine hori-
zontalen Geschwindigkeitscomponenten vorhanden sind. Dieselbe
wird hier aber hauptsiichlich deshalb angefiihrt, weil sie einen be-
sonderen Fall eines allgemein giiltigen Gesetzes ausspricht. Beide
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Seiten der vorstehenden Gleichung stellen nimlich in der Dynamik
hochwichtige Begriffe dar. Links steht das Product der treibenden
Kraft m.g mal der Weglinge (k — z), lings deren dieselbe be-
schleunigend gewirkt hat. Man nennt dieses Product die von der
Kraft lings des Weges geleistete Arbeit. Auf der rechten Seite
steht das halbe Product aus der in Bewegung gesetzten Masse
(M + m) mal dem Quadrat der erlangten Verticalgeschwindigkeit,
also eine Gréfse, welche nur vom augenblicklichen Bewegungszustand,
nicht von der Art, wie die Masse in denselben gelangte, abhingt.
Man nennt das halbe Product der Masse mal dem Quadrat ihrer
(eschwindigkeit, einem alten, von Lwrrenxiz herrithrenden Sprach-
gebrauch folgend, meistens die lebendige Kraft (vis viva), obwohl
wir es dabei nicht mit einer Kraftgrofse zu thun haben, sondern,
wie man sofort sieht, mit einer Gréfse von der Dimension [M L* T %],
welche man als Arbeitsgrofse oder Energie bezeichnet.

Sobald auch horizontale Geschwindigkeitscomponenten vorhanden
sind, welche sich mit der verticalen zu einer Resultate ¢ nach
Gleichung (3a) zusammensetzen, milst die rechte Seite der vor-
stehenden Gleichung nicht die gesammte lebendige Kraft der be-
wegten Masse. Diese ist vielmehr gleich } (M + m).q?% also gleich
(M + m). (4* + v® + w?). Wir wollen deshalb zu beiden Seiten der
Gleichung 4(M + m) (v® + w?) hinzu addiren. Aus den Gleichungen (24 a)
sehen wir, dafs bei der Fallbewegung » und w nur constante Werthe
besitzen kénnen, dals also

FM 4+ m)(@? +w?)=H

eine withrend der Bewegung festbleibende positive Grofse ist. So
kommen wir zu der Relation

m.g.(h —x)+ H=% M+ m)(u® + v + w?) = } (M + m) g

Die linke Seite weist in diesem Falle aulser der Arbeit der Schwer-
kraft im Fallraume (2 — ) noch eine additive Constante H auf,
welche nach ihrer Definition die lebendige Kraft mifst in dem Zu-
stande, wo die Masse ihre hichste KErhebung erreicht hat, keine
verticale, sondern nur horizontale Bewegungscomponenten besitzt.
Wir konnen uns aber auch in diesem allgemeinen Falle von
der Constante H befreien, indem wir die letzte Gleichung fiir zwei
verschiedene Augenblicke der Bewegung bilden. Im ersten Zustand
sei die Masse in der Hohe z,, ihre resultirende Geschwindigkeit sei
mit ¢, bezeichnet, fiir den zweiten Zustand sollen #, und ¢, gelten.
Subtrahiren wir dann die fiir die beiden Stadien ausgefertigten
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Gleichungen, so hebt sich H, wie auch die Maximalhthe 2 und
es bleibt:
m.g.(z, — ) = § (M + m)qy® — 5 (M + m)g,* (31)

Die Gleichung gilt fiir alle Fallbewegungen, auch solche in schriigen
Richtungen und in gekriimmten Bahnen, und sagt aus, dals der
Zuwachs an lebendiger Kraft zwischen zwei Stadien der Bewegung
nur abhéngt von der Hohendifferenz der beiden Lagen.

Man kann die Gleichung (81) auch so schreiben:

m.g.z, ++(M+m)g,2 =m.g.2, + % (M + m)q,? (81a)

Die beiden Seiten der Gleichung sind jetzt ganz gleich gebaut, die
linke bezieht sich auf den ersten Zustand, die rechte auf den zweiten,
und da beide Zustiinde willkiirlich herausgegriffen sind, so erkennt
man, dafs withrend der ganzen Bewegung der Complex

E=m.g.z+ }(M+ m)q? (32)

seinen Werth nicht #ndert, dals also das durch Gleichung (32)
eingefilhrte E eine Constante ist, welche man die Energie der
schweren und triigen Masse nennt. Wir haben also hier das erste
Beispiel des Gesetzes von der Erhaltung der Energie bei der Bes
wegung von Massen unter der Wirkung conservativer Kriifte.,

Die Energie erscheint in Gleichung (32) zusammengesetat aus
zwei Theilen; der erste Theil ist das Product der Héhenlage der
Masse m, multiplicirt mit der treibenden Kraft m.g. Dieser Theil
ist also um so grofser, je hoher m gehoben ist, wihrend er sich bei
Bewegungen in horizontaler Richtung, wegen des dabei constanten z,
nicht iindert. Die Grofse dieses Ausdruckes hingt aber von der
Lage des Coordinatensystems ab, da es aber ganz willkiirlich ist, in
welcher Hohe wir die Abmessung =z = 0 setzen, so ist auch der
Werth dieses Ausdruckes me.g.z unbestimmt; bestimmt ist nur die
Differenz des Ausdrucks fiir zwei verschiedene Hihen, das ist niimlich
die Arbeit, welche die Kraft beim Sinken durch diese Hohendifferenz
leistet. Ks ist also dieser Theil der Energie mit einer unbestimmten
additiven Constante behaftet, welche indessen die Betrachtungen
niemals stirt. Man nennt diesen Theil die potentielle Energie,
den zweiten Theil, den wir bereits unter dem Namen lebendige
Kraft kennen lernten, nennt man in moderner Ausdrucksweise
actuelle oder kinetische Energie; man kann dann das bhis jetzt
nur fir die Fallbewegung erkannte Gesetz auch aussprechen: Die
Summe der potentiellen und kinetischen Energie bleibt

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. I, 2. 4
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wihrend der Bewegung constant. Wenn also die eine ab-
nimmt, muls die andere wachsen.

Beide Formen der Energie sind Arbeitsiiquivalente; die kinetische
Energie fiir diejenige Arbeit, welche die Masse vermige ihres Be-
wegungszustandes zu leisten vermag, die potentielle fiir den Arbeits-
vorrath, den das Gewicht dadurch in sich birgt, dafls es sich auf der
Hohe = befindet, von der es herabfallen kann. Wenn niimlich eine
Masse durch ihr Gewicht, also durch die Schwerkraft, Arbeit leisten
soll, so kann dies nur dadurch geschehen, dals dieselbe dabei von
ihrer urspriinglichen Héhe herabsinkt, wie wir das z. B. am Gewichte
eines Uhrwerks beobachten, dessen Arbeitsleistung darin besteht, die
Pendelschwingungen und Drehungen der Zahnriider, welche beide
sehr bald durch Reibung vernichtet werden wiirden, aufrecht zu er-
halten. Wenn das Gewicht am tiefsten Punkte angelangt ist, welchen
es vermige seiner Befestigung an einer Schnur von bestimmter Liinge
oder wegen einer der Weiterbewegung sich widersetzenden Unter-
lage (Erdboden) erreichen kann, dann bleibt die Uhr stehen, und
wir miissen, um sie wieder in Gang zu setzen, durch die Kraft
unseres Armes Arbeit leisten, indem wir das Gewicht wieder in die
Hohe heben — die Uhr aufziehen. Die vorher erwiihnte unbe-
stimmte additive Constante der potentiellen Energie findet an diesem
Beispiel eine anschauliche Illustration, denn der Arbeitsvorrath,
welcher in einem auf bestimmte Hohe gehobenen Gewicht aufge-
speichert ist, ist kein festes Quantum, derselbe ist vielmehr um so
grofser, je linger der Weg ist, durch welchen das Gewicht unge-
hindert sinken kann.

Die gleichen Betrachtungen lassen sich auf alle diejenigen
Maschinen anwenden, welche durch ein fallendes Gewicht getrieben
werden oder getrieben werden kinnen. Die eigene Muskelkraft
brauchen wir zur Hebung der Gewichte meistens zwar nur, wo es
sich um geringe und langsam verbrauchte Arbeit handelt, wie bei
den Uhrwerken. Wir konnen aber viel grifsere fallende Gewichte
benutzen, wenn die Natur sie fiir uns gehoben hat. Die von den
Gebirgen herabflie[senden Wassermassen leisten in den Miihlen durch
ihren Fall Arbeit; sie sind thatsiichlich durch meteorologische Pro-
cesse auf die Hohe der Gebirge gehoben worden, weil hauptsichlich
dort oben die Condensation des aus den Meeren und Ebenen auf-
steigenden Wasserdampfes stattfindet, und wenn wir dieselben zum
Treiben einer Wassermiihle brauchen wollen, so miissen wir sie von
der Hohe bergab fliefsen lassen, und zwar kann man, je nachdem
man grofse Wassermassen von betriichtlicher Strimung aber schwachem
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Gefille, oder geringere Mengen mit starkem Gefiille hat, auf zwei
verschiedene Weisen die Arbeit gewinnen. Im ersten Falle benutzt
man die lebendige Kraft des durch die bereits zuriickgelegte abwiirts
geneigte Bahn in betriichtliche Geschwindigkeit versetzten Wassers,
welches dann das eintauchende, unterschlichtige Schaufelrad mit
fortreilst und dadurch selbst einen Theil seiner lebendigen Kraft ver-
liert, welcher eben zur Arbeitsleistung in der Miihle verwendet wird.
Im zweiten Falle benutzt man direkt die Schwere des gehobenen
Wassers, welches in die Kiisten des oberschliichtigen Miihlrades oben
einstromt, in denselben bhei der Drehung herahsinkt und unter dem
Rade wieder in den Bach entleert wird, freilich ohne die der Hthe
des Rades als Fallraum entsprechende lebendige Kraft erlangt zu
haben. Diese vorliufigen Hindeutungen auf das spiter allgemein
zu behandelnde Naturgesetz von der Erhaltung der Energie migen
hier geniigen.

§ 19. Die Gestalt der Wurfbahn.

Wir haben nun zur Vervollstindigung der Lehre von den Fall-
bewegungen schliefslich noch die Gestalt der Bahn zu untersuchen,
auf welcher ein geworfener Korper sich in Folge der Schwerkraft
bewegt. Da unter solchen Umstiinden eine mitgeschleppte Masse M,
auf welche die Schwerkraft nicht wirkt, undenkbar ist, wollen wir
dieselbe in den vorangehenden Bewegungsgleichungen fortlassen, und
deshalb das Verhiiltnils m /(M + m) =1 setzen. Dadurch verschwindet
zugleich auch die Masse m aus jenen Gleichungen; die Bewegung
beim freien Fall ist also nicht abhiingig von der Grifse der schweren
Masse.

Wahlen wir die in (25a) gegebene Gestalt der Bewegungs-
gleichungen; dieselben lauten fiir M = 0:

=, + u,t — Lgt?
Y=Yy + 2t (33)

%= %, +w,i

Wir wollen ferner festsetzen, dafs », und ), nicht beide gleich Null
sind, dafs der Massenpunkt also eine Anfangsgeschwindigkeit besitzt,
welche horizontale Componenten aufweist, wie dies bei einem ge-
worfenen Korper der Fall ist. Ist eine der beiden in Rede stehenden
Componenten, etwa w, gleich 0, withrend », einen bestimmten end-
lichen Werth hat, so wird die dritte der vorstehenden Gleichungens:

%= %;

4‘
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also die x-Coordinate bewahrt withrend der Bewegung einen festen
Betrag, und nur z und y verindern sich mit der Zeit, die Bewegung
findet daher in einer der (z, y)-Ebene parallelen Verticalebene
statt. (Ganz analog ist es, wenn », = 0 ist und w, vorhanden ist.
Wenn beide Componenten von Null verschieden sind, kinnen wir
die beiden letzten der Gleichungen (38) zur Elimination von ¢ be-
nutzen, und erhalten:
Y=l ARy
1)0 w,

Diese lineare Beziehung zwischen y und x bedeutet in der ana-
lytischen Geometrie eine Ebene parallel der z-Axe, also eine verticale
Ebene, und wir haben damit ausnahmelos erkannt, dafs die Bahn
eines geworfenen Massenpunktes in einer festen Verticalebene verliuft.

Wir konnen deshalb die analytische Betrachtung dadurch ver-
einfachen, dafs wir das Coordinatensystem so verschieben und drehen,
dals die z-Axe vertical bleibt, und die (z, y)-Ebene mit der soeben
aufgefundenen Ebene der Wurfbahn zusammenfillt. Die Bewegung ist
dann bestimmt durch die beiden ersten Gleichungen des Systems (33),
withrend die dritte (v = 0) fortfiillt. Nur ist dabei zu beachten,
dals die Zeichen jetzt nicht mehr dieselben Werthe reprisentiren,
wie vorher, das jetzige v, hat beispielsweise den Betrag, der in der
fritheren Bedeutung der Zeichen durch Ju,2+ w,2 gegeben sein

wiirde.
Um nun aus den beiden Gleichungen:

z=a, + ugt — Fgt*
Y=Y+ vt

die Gleichung der Wurfbahn abzuleiten, haben wir die Zeit zu
eliminiren, was am einfachsten geschieht, wenn man / aus der zweiten
Gleichung berechnet und den Ausdruck in die erste einsetzt. Man
erhilt so:
- % g 2
x——"‘-'o+?0'(y—'yo)_ %‘?'(y"%)-
In dieser Gleichung kommt die verticale Abmessung = nur in erster
Potenz vor, die horizontale y dagegen auch in zweiter Potenz, wo-
durch von vornherein die Wurflinie als eine bestimmte Art von
Kegelschnitt, niimlich als eine Parabel mit verticaler Axe gekenn-
zeichnet ist. Man kann die Gleichung noch iibersichtlicher machen,
indem man die beiden, y enthaltenden Glieder zu einem vollstindigen
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Quadrate ergéinzt. Dies geschieht durch Hinzuftigung des Summanden
- 1;—": zu beiden Seiten der Gleichung. Man erhilt dann, nach
etwas anderer Anordnung der einzelnen Terme:

s e

g

als Gleichung der Wurfbahn.

Die rechte Seite ist als Quadrat stets positiv; dasselbe muls

fiir die linke Seite gelten, daher mufls  immer kleiner bleiben als
2

(:c0 -+ %), oder erreicht diesen Maximalbetrag, den wir bei den
fritheren Betrachtungen » genannt hatten, nur dann, wenn die rechte
Seite ihren kleinsten Werth Null annimmt. Nennen wir den Werth
von y, fir den dies eintritt, y,, so sind » =4 und y =y, die Co-
ordinaten des Gipfels der Bahn. Aus der Gleichung (34) erkennt
man die dafiir geltenden Ausdriicke:

3
h=:€u+

U, ?,
yh= yo +,_.{tg_0.

Ferner sieht man, dals Werthe von y, die gleich weit vor und
hinter der Stelle y, liegen, denselben Betrag der quadratischen
rechten Seite ergeben, daher zu demselben Werth von z fithren,
dals daher die Curve symmetrisch gestaltet ist zu beiden Seiten der
durch den Gipfel gezogenen Verticallinie. Man nennt diese Sym-
metrielinie die Axe der Parabel. Das Gesagte wird veranschaulicht
durch Fig. 2. In derselben bedeutet OX die z-Axe, OY die y-Axe;
B ist der Anfangsort des Massenpunktes, also 04 =y,, 4B =g,
BT ist die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit, also << 7B.J

= arctg —2, BT ist Tangente an die Bahn im Punkte B, H ist der
Gipfel der Bahn, also OK=y,, KH="h, endlich ist AK= BJ

2

=Y — Yy = 3‘% und JH=h —z,= i.‘;ﬂg_ Durch diese Angaben

ist die Lage und Grofse der Parabel, welche nach (34) die Wurf-
bahn bildet, festgelegt, und wir konnen jetzt alle Fragen, welche
man in Bezug auf die Fallbewegung iiberhaupt stellen kann, aus
dem angegebenen Material beantworten.
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Die Gestalt der parabolischen Wurfbahn kann man bequem
beobachten an Wasserstrahlen, die aus einem schriig aufwiirts ge-
richteten Rohre austreten, denn die Wassermasse zerfillt bald in
einzelne Tropfen, welche unabhingig von einander ihre Bahmen als
kleine geworfene Korper beschreiben, und zwar wegen der nahezu
gleichen Anfangshedingungen alle ungefithr dieselbe Bahn, welche
deshalb dem Auge des Beobachters als feststehendes Bild erscheint.

X

A

o A H ¥

Fig. 2.

Kleine Unregelmiifsigkeiten treten dadurch ein, dafs an der Stelle,
wo der Strahl in Tropfen zerreilst, die Kapillarkrifte, welche vorher
den Zusammenhang der Wassertheile verstiirkten, im Zustand des
Abreifsens Bewegungen erzeugen, durch welche die beiden Theile
noch von einander fortgetrieben werden. Dies macht sich dadurch
bemerklich, dafs in der weiteren Fortsetzung des Strahles die ge-
trennten Tropfen etwas verschiedene Bahnen beschreiben: Der Strahl
zeigt daher das Bild eines Biindels von vielen eng zusammenliegenden
Parabeln.

§ 20. Ueber Messungen der Beschleunigung der Schwerkraft.

Die Schwerkraft ist wegen ihrer an allen Orten verwendbaren
Gegenwart eines der willkommensten Mittel, um andere Arten von
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Kriften durch Vergleich mit derselben zu messen; daher ist die fiir
die Intensitit der Schwerkraft charakteristische Beschleunigung g
der frei fallenden Kérper eine der allerwichtigsten Grofsen in der
ganzen Physik, bei deren Bestimmung fiir jeden Beobachtungsort
grolstmogliche Genauigkeit erwiinscht ist. Die Messung von g liefse
sich im Anschlufs an Gleichung (30b) (Seite 47) dadurch ausfithren,
dals man einen Kérper ohne Anfangsgeschwindigkeit durch eine
gemessene Hohe herabfallen lifst, und die withrend des Falles ver-
strichene Zeit mifst. Doch stellen sich einer geniigend pricisen
Messung der Fallzeit, welche, wegen ihres quadratischen Auftretens
in der citirten Gleichung, mit noch grifserer procentischer Ge-
nauigkeit bestimmt werden muls als die Fallhthe, immer Schwierig-
keiten entgegen. Auch iibt bei den verhiltnifsmifsig bedeutenden
Geschwindigkeiten, welche der freie Fall bereits nach einer Secunde
Fallzeit mit sich fithrt, die Luftreibung, die wir bei den vorstehen-
den Betrachtungen aufser Acht gelassen haben, einen das Resultat
storenden Kinflufs, so dals fiir exacte Messungen die directeste
Methode ungeeignet erscheint.

Schon vortheilhafter ist die Verwendung der Arwoopn’schen
Maschine, weil bei derselben die Bewegung durch Anwendung grolser
triiger Massen M und kleinerer treibender Massen m beliebig ver-
langsamt werden kann. Dies bietet den doppelten Vorzug, dals
erstens bei geringen Fallrfiumen lingere Zeitriume zur Messung
kommen, welche immer genauer zu bestimmen sind als sehr kurze
Zeiten, und dals zweitens die Luftreibung und die bei sorgfiltiger
Construction sehr geringe Axenreibung der Riider nur einen unbe-
deutenden Einflufs auf den Vorgang haben. Man hat in diesem
Falle der Bestimmung von g die Gleichung (80a) (Seite 47) zu Grund
zu legen, aus welcher man zuniichst die Beschleunigung der Fall-
maschine y = e g tindet. Diese bildet nur einen kleinen Bruch-

M4 m
theil von g, ist aber aus den angegebenen Griinden mit grolserer
procentischer Genauigkeit zu messen, als g beim freien Fall. Die
Verhiiltnifszahl 22/(M + m) aber kann durch Bestimmung der Massen
M und m mittelst der Wage sehr genau angegeben werden. Dies
wire das Princip der Messung von g mit Hiilfe der Fallmaschine.
Es ist indessen dabei zu bedenken, dafs nicht nur M und m in be-
schleunigte Bewegung gerathen, sondern dals zu M auch noch die
Masse der verbindenden Fiden zu rechnen ist, und dafls auch die
beiden Rider, iiber welche die letzteren laufen, in eine beschleunigte
Drehung versetzt werden. Dabei erhalten nicht alle Theile der
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Rider dieselbe Wegbeschleunigung 7, sondern die den Drehungsaxen
nitherliegenden eine geringere. Der Effect ist also der, als wenn
zu M noch ein bestimmter, nur aus der Gestalt der Rader zu be-
rechnender Bruchtheil ihrer Masse hinzukime. Da diese Berech-
nung nur schwierig auszufithren ist, verfihrt man in der Weise, dals
man M mit dem unbekannten Anhange der bewegten Theile des
Apparates eliminirt. Dies geschieht durch Anwendung von zwei
verschiedenen treibenden Massen m; und m,. Man erhilt dadurch
zuniichst zwei verschiedene Beschleunigungen y, und y,, welche mit
g zusammenhingen durch die Gleichungen:

"

Al

my

wd =g
2

Die Elimination der unbekannten Constante M fithrt dann zu dem
Resultate:

-
T
" Ve

welches bei Hiufung der Beobachtungen, eventuell mit noch mehr
als zwei treibenden Massen zu einer schon betriichtlicheren Genauig-
keit fithrt. Ist die Fallmaschine so eingerichtet, dafls man ver-
schiedene triige Massen M an derselben aufhiingen kann, so kann
man den unbekannten, von den bewegten Apparattheilen herrithrenden,
Antheil auch dadurch entfernen, dafs man bei Anwendung derselben
treibenden Masse m, einmal die Masse 3, dann M, mit in Bewegung
setzen lafst. Man findet dann durch eine ganz dhnliche Betrachtung
wie vorher, durch Elimination der unbekannten Masse, welche dies-
mal die Apparattheile allein repriisentirt, aus den beiden beobachteten
Beschleunigungen y, und y,
M, — 3,
=T
71 7

Diese Methode bietet, wo sie anwendbar ist, noch Vorziige vor der
anderen, weil Zihler und Nenner der letzten Gleichung grifsere
Betriige darstellen kénnen.

Man findet so, dals in unseren mitteleuropiiischen Breitegraden
und in geringen Erhebungen iiber dem Meeresspiegel die Be-
schleunigung der Schwere etwa folgenden Betrag hat:

cm
3=y
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clr

Die genauesten Resultate fiir die Intensitit der Schwerkraft
liefert eine indirecte Methode, bei welcher die Fallbewegung auf
einer vorgeschriebenen Kreishahn erfolgt und einen periodisch hin-
und hergehenden Verlauf zeigt, niimlich die Beobachtung der Pendel-
bewegung. Beim Pendel sind die vorzunehmenden Zeitmessungen
mit der grifsten erwiinschten Schiirfe auszufithren. So weisen uns
die Betrachtungen iiber die Schwere auf die Untersuchung der
pendelartigen (oscillatorischen) Bewegungen hin, deren Besprechung
wir im niichsten Kapitel vornehmen wollen.

Drittes Kapitel

Yon den oscillatorischen Bewegungen,

§ 21. Elastische Krifte.

Wir betrachten wiederum einen einzelnen materiellen Punkt,
welcher sich unter der Wirkung einer dufseren Kraft bewegt; wir
werden daher wieder Anwendung von den in den Gleichungen (15)
(S. 29) formulirten NEwroN'schen Axiomen zu machen haben. Die
Kraft wirke jetzt in der Weise, dals der Punkt geradlinig nach
einer bestimmten Ruhelage, die wir zweckmiifsig zum Anfangspunkt
der Coordinaten withlen, hingezogen wird und zwar um so stiirker,
je weiter er sich von diesem Centrum entfernt, wihrend in diesem
Orte selbst keine Kraft auf ihn wirkt, so dafs derselbe, wenn er
nicht durch eine vom Beharrungsvermégen aufrecht gehaltene Ge-
schwindigkeit bewegt wird, in diesem Orte eine natiirliche Ruhe-
lage findet.

Krifte dieser Art pflegt man mit dem allgemeinen Namen
elastische Krifte zu bezeichnen; das Wort ist allerdings her-
genommen von einer Kigenschaft, welche nur ausgedehnte Kérper
durch gegenseitige Kraftwirkungen ihrer Theilchen auf einander bei
Formverinderungen irgend welcher Art zeigen. Das (Gemeinsame
des uns jetzt vorliegenden Falles mit den Erscheinungen der
elastischen Korper besteht aber darin, dals auch bei letzteren die
Bewegungen unter der Wirkung von Kriiften vor sich gehen, welche
die verschobenen Theilchen nach einer bestimmten Ruhelage zuriick-
treiben; darauf kommt es hier besonders an, und deshalb bewegen
sich die einzelnen Theilchen deformirter und sich dann selbst iiber-
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lassener elastischer Korper in ganz derselben Weise, wie wir das
jetzt an einem einzelnen Massenpunkte auseinander setzen werden.
Die iiber die Wirkung der Kraft gemachten Annahmen widersprechen
durchaus nicht unserer frither besprochenen Anschauung von den
Naturkriiften als dauernden unveriinderlichen Ursachen. Es ist zwar
die Vertheilung der Intensitit und Richtung dieser jetzt zu be-
trachtenden Kriifte nicht gleichmiilsig, wie dies bei der vorher be-
trachteten Schwerkraft fiir den ganzen in Betracht kommenden
Raum angenommen wurde. Aber diese riiumliche Constanz der
Kraft war nicht etwa die Folge unserer Forderung, dafs das Gesetz
der Kraft ein dauerndes sei. Es mufs vielmehr nur gefordert
werden, dals die Kraft stets in derselben Weise zu wirken bereit
ist, sobald sich der Massenpunkt wieder unter denselben Bedingungen
ihrer Wirksamkeit — d. i. bei unseren vorliegenden Betrachtungen
— an demselben Orte befindet. Die Kraftwirkung darf nach unseren
Grundsitzen nicht in willkiirlicher Weise in der Zeit wechseln. Der
Massenpunkt wird bei seiner Bewegung Orte von wechselnder Kraft-
Intensitiit und -Richtung besuchen, daher wird die thatsichlich auf
ihn wirkende Kraft allerdings in der Zeit veriinderlich sein, an
jedem bestimmten Orte ist sie aber unverinderlich; dieselbe ist also
wohl eine Function der Raumecoordinaten, nicht aber der Zeit; und
die in der Zeit verinderliche Wirkung derselben auf den Massen-
punkt rithrt nur daher, dafs bei der Bewegung die Coordinaten
ihrerseits Functionen der Zeit sind.

Wir haben nun die Charakteristik der elastischen Kraft, dafs
sie geradlinig nach einem festen Punkt (Anfangspunkt der Coordinaten)
hinweist und dafs ihr Betrag um so grifser ist, je weiter der Massen-
punkt von dieser Ruhelage entfernt ist, mathematisch zu formuliren
und wihlen dazu die bequemste Annahme, dals die Kraft einfach
proportional dem Abstand ist. Die Berechtigung dieser Festsetzung
ergiebt sich nachtriiglich daraus, dafs die unter dieser Voraussetzung
entwickelten Bewegungsformen genau oder mit sehr grofser An-
niherung mit thatsichlich beobachteten Bewegungen iibereinstimmen.
Wir nennen die gerichtete Strecke, welche vom Anfangspunkt nach
dem Orte des Massenpunktes hingeht, den Radius vector » des Massen-
punktes; die Kraft K ist dann gleichzusetzen einem constanten
Factor multiplicirt mit », und den Umstand, dals die Richtung von
K derjenigen von r stets gerade entgegengesetzt ist, werden wir
dadurch ausdriicken, dafs dieser constante Factor einen unzweifel-
haft negativen Werth darstellt. Dies erreichen wir dadurch, dafs
wir diesen Factor in der Form — a® ansetzen, welche bei reell
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vorausgesetztem a stets megativ ist. Die Kraft ist alsdann in Grofse
und Richtung definirt durch die Gleichung

K= —q?r (35)

Wenn wir das Rechnen mit gerichteten Grofsen vermeiden wollen,
zerlegen wir dieselben in Componenten parallel den Coordinataxen,
die Componenten von » sind die Coordinaten des Massenpunktes,
x, ¥, %, die Kraftcomponenten nennen wir X, ¥, Z. Dann wird vor-
stehende Gleichung ersetzt durch die folgenden:

X=—daz
Y=—-a?y {35&)
Zx —32%

Das Newron'sche Kraftmaals, Gleichungen (15), liefert dann direct
folgende Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Massen-
punktes m:

1%z

- 'fcﬂ; = —a%x |
dﬂ

" di'z = — g2 Y (35 b)
d*x

?ﬂa'—rﬁ = — ﬁsx

Threr physikalischen Bedeutung nach milst die Constante a? die
specifische Stirke der elastischen Kraft, sie ist eine nicht gerichtete
Grifse, deren Dimension sich aus Gleichung (20) (Seite 33) ergiebt.
Da niéimlich 4 multiplicirt mit einer Liinge, eine Kraft darstellen

soll, ist:
[a?] = [M /]| (85¢)

§ 22, Bewegung in einer geraden Linie.

Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall, dafs der Massen-
punkt sich nur in einer geraden Linie, beispielsweise in der x-Axe
bewegt. Wir haben es dann nur mit der ersten der Differential-
gleichungen (35b) zu thun:

d*x
Mg = —a’x. (35b, 1)

Die Integration dieser Differentialgleichung mufs uns nun iiber

die Natur der Bewegung belehren, welche der Massenpunkt unter
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Wirkung der elastischen Kraft X = — a?z ausfiihrt. Diese Differen-
tialgleichung ist nicht, wie die bisher dagewesenen, direct zu in-
tegriren; wir kénnen zwar die linke Seite leicht als den zeitlichen
Differentialquotienten von m.dxz/d¢ darstellen, aber die rechte Seite
konnen wir nicht als Differentialquotienten ausdriicken, da wir ja =
in seiner Abhiingigkeit von ¢ gar nicht kennen, vielmehr erst suchen.
Man strebt nun solche Differentialgleichungen dadurch integrirbar
zu machen, dals man sie erweitert mit einem aus z und dessen
Differentialquotienten gebildeten Ausdruck, einem sogenannten in-
tegrirenden Factor, welchen man fiir jeden Fall passend aus-
suchen mufs, der sich aber nicht immer finden lifst. Im vorliegen-
den Falle leistet die Geschwindigkeit dz/d¢ den erwiinschten Dienst.
Man schafft das Glied — a?z auf die linke Seite der Gleichung und
multiplicirt dieselbe mit dz/d:
de d*z dx

. —_— 2, v — s
s TR ¥ e Lt v

Jetzt ist der Ausdruck auf der linken Seite ein vollstindiger
Differentialquotient, die folgende Gleichung ist nach Ausfihrung der
Differentiation identisch mit der vorstehenden:

d da\?

& {2 e o
und sagt aus, dafs der in der geschweiften Klammer stehende Aus-
druck eine in der Zeit unverinderliche Grifse darstellt, welche wir

durch E bezeichnen wollen. Das Resultat der ersten Integration

ist also:

2
1m (%) + tata? =F (36)

Die Constante Z mifst die Energie der Bewegung, (Vergl. Gleichung(32)
Seite 49). Der erste Summand milst die kinetische Energie des
Massenpunktes, der zweite die potentielle KEnergie, nimlich die
Arbeit, welche geleistet werden mufs, um den Massenpunkt gegen
die Richtung der Kraft — a®z aus der Ruhelage an den Ort z zu
schaffen:

f[a”a:).dx = }a®x?

0
Da nun beide Theile der Energie in Gleichung (36) als quadratische
Ausdriicke positiv sein miissen, ihre Summe aber den festen Werth &
bewahren soll, so ist ersichtlich, dafs keiner von beiden im Hort-
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schreiten der Zeit jemals iiber eine gewisse Grenze hinaus wachsen
kann, denn der andere kann niemals durch einen dazu erforder-
lichen negativen Betrag dieses Uebermaals ausgleichen, vielmehr ist
Null der kleinste Werth, den beide Theile erreichen, daher auch &
der grofste, den sie annehmen konnen. Schon aus der ersten In-
tegration erkennt man also, dafs sich die Bewegung in festen
Schranken abspielen mufs, welche durch die Constante E gezogen
sind. Wird die Entfernung z, mithin auch die potentielle Energie
grofser und grolser, so mufs die kinetische Energie, mithin auch die
Geschwindigkeit abnehmen und endlich gleich Null werden. Der
Massenpunkt mufls dann also stillstehen und in seiner Bahn um-
kehren. Diese grifste Entfernung auns der Ruhelage wollen wir
nach ihrem absoluten Betrage mit % bezeichnen, wir kénnen dann
in Gleichung (36) % statt £ als Integrationsconstante einfithren. Denn
h ist dasjenige «, welches der Umkehr, also dem Zustand dz/d¢= 0
entspricht, und wir erhalten direct:

la?h?® = E. (362)
Durch Elimination von E aus (36) und (36a) findet man:

‘dx\?
1m {Tﬁ) = Ja?.(i® — a?).

Um zur zweiten Integration zu schreiten, miissen wir den
Differentialquotienten isoliren:

Die bei diesem Schritte nothwendige Bildung von Quadratwurzeln
bringt eine Doppeldeutigkeit in die Betrachtung. Die Geschwindig-
keit daz/dt selbst wird ja im Verlaufe der hin- und hergehenden
Bewegung ihr Vorzeichen bei jeder Umkehr veriindern; solches
konnen wir aber von dem constanten Factor Ja®/m nicht annehmen,
dieser mufls vielmehr ein fiir allemal entweder positiv oder negativ
festgehalten werden. Die freie Wahl werden wir dadurch ausdriicken,
dafs wir denselben + @/)/m schreiben, und darin @ und Jm absolut
annehmen. Zur Aufrechterhaltung des gleichen Vorzeichens beider
Seiten der letzten Gleichung ist es dann aber nothwendig, anzu-
nehmen, dals Yh? — =* sein Vorzeichen stets gleichzeitig mit dz/d¢
andert. Der Zeichenwechsel der Geschwindigkeit findet in der

Grenzlage » = h statt, wo die Wurzel VA% — 2® Null wird; dieselbe
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kann dann also ohne Unstetigkeit aus positiven in ndgative Werthe,
oder umgekehrt iibergehen. Der Quotient
dax
=7
Vh* — 2*
darf jedenfalls keinen Zeichenwechsel mehr erfahren und wir schreiben
deshalb die Gleichung der ersten Integration am klarsten in der Form:

dx
di a

W2 —in
Die Hebung von . auf der linken Seite und Vereinung aller Glieder
nach links fithrt zu der Form:

. d [z
i3]

Der hier gleich Null gesetzte Ausdruck ist gleich fertig gemacht
zur weiteren Verwendung, denn das erste Glied hat die Form eines
Differentialquotienten der Function Arcussinus oder Arcuscosinus,
withrend das zweite als Constante der Differentialquotient einer mit
der Zeit proportional wachsenden oder sinkenden Grofse ist. Ks
ist also gleichbedeutend mit der vorstehenden Gleichung die folgende:

- {arcsin = F = tl =0,

di h 1,*’ m J
Die geschweifte Klammer muls also wieder einen unveriinderlichen
Werth enthalten, den wir ¢ nennen wollen. Dieses ¢ ist die zweite
Integrationsconstante, durch deren Unbestimmtheit es gerechtfertigt
ist, dals wir die Function Arcussinus gewiihlt haben; denn wir

erhalten sofort den Arcuscosinus, wenn wir von ¢ die Grilse g
abspalten. Das Kndresultat lautet also:

a,rcsinm F - t=g
h ]/m_

oder nach Isolirang von x:

m

x = hsin (rpj:]%t). (37)
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Diese Gleichung ist das vollstindige Integral der Differentialgleichung
(35b, Nr.1), welche wir an die Spitze dieses Paragraphen gestellt
haben; sie stellt in expliciter Form » als Function von ¢ dar. Man
nennt die dadurch bestimmte Bewegungsart eine oscillirende oder
schwingende Bewegung, wohl auch zum TUnterschied von compli-
cirteren dhnlichen Bewegungen eine einfache Sinus-Schwingung
oder endlich aus spiiter einzusehenden Griinden eine pendelartige

‘Bewegung.
Der Sinus veriindert sich mit der Zeit zwischen den Grenzen
+ 1 und — 1, daher schwankt x zwischen 4+ % und — A  Man

nennt » die Amplitude der Schwingung, die Grifse ¢ nennt man
die Phasen-Constante. Der Sinus erhiilt seinen Werth immer
wieder, wenn sein Argument um eine oder mehrere Kreisperipherieen,
also um 2z oder allgemeiner um 2aw gewachsen oder gefallen ist,
wo a jede natiirliche Zahl bedeutet. Nach einer solchen Wieder-
kehr wiederholt sich immer derselbe Bewegungsvorgang. (KEs kommt
zwar schon vor Umkreisung einer ganzen Peripherie eine Stelle, in
welcher der Sinus seinen fritheren Werth wieder annimmt, dann ist
aber der Verlanf der Bewegung nicht derselbe, vielmehr die Ge-
schwindigkeit entgegengesetzt gerichtet.)

Wir wollen jetzt von einer bestimmten Zeit ¢ ausgehend, eine
solche Zeitdauner 7 verstreichen lassen, dals der Massenpunkt gerade
wieder denselben Ort mif derselben Geschwindigkeit in gleicher
Richtung durcheilt. Der Zuwachs des Argumentes des Sinus mufs
dann einem beliebigen Vielfachen von 2a gleich sein, die kiirzeste
Zeitspanne wird aber einem Zuwachs um 2x entsprechen, so dafs
wir erhalten:

oder
(38)

Von der Phasenconstante ist diese Zeitdauer unabhiingig. Man nennt
dieses kiirzeste Zeitintervall 7, welches die Wiederkehr desselben
Zustandes bringt, die Schwingungsdauer oder Periode der Be-
wegung. Die Abhiingigkeit derselben von der Masse des Punktes
und von der Stirke der elastischen Kraft ist aus Gleichung(38) er-
sichtlich, auch kann man sich leicht von der Richtigkeit der Dimen-
sionen iiberzeugen, wenn man auf die Gleichung (35¢) (Seite 59)

blickt: .
Mt
r=| gy = (7}
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Die Schwingungsdauer ist also nach Gleichung (38) direkt in Secun-
den gegeben, wenn man m und a nach den Einheiten des C.-G.-S-
Systems gemessen hat. Die angegebene Zihlung der Schwingungs-
dauern ist von den deutschen und englischen Physikern allgemein
angenommen, wihrend die franzosischen Autoren meist die Héalfte
der Periode als Schwingungsdauer bezeichnen, wodurch Verwechs-
lungen entstehen konnen und auch bei zusammengesetzten, nicht
einfach pendelartigen Schwingungen Weitliufigkeiten in der Bezeich-
nung entstehen,

Die Frage, wieviel Perioden in einer Secunde erfolgen, wird
beantwortet durch die Maalszahl der reciproken Grofse » = 1/T;
man nennt » die Schwingungszahl.

1 a
W g ﬁ . (38a)
Oft findet man auch in theoretischen Rechnungen diejenige
Schwingungszahl, welche die Anzahl der in 27 Secunden vollendeten
Perioden mifst. Diese ist gleich 27 » und soll durch » bezeichnet
werden. Nach der vorstehenden Gleichung hat man also:

P p—— (38Db)

Dadurch erhilt der in den bisherigen und auch noch in den folgen-

den Gleichungen hiufig auftretende Complex a/}/ﬁ eine anschau-
liche Bedeutung; wir konnen mit Hiilfe dieser Grifse bereits die
zu Grunde gelegte Differentialgleichung einfacher schreiben:

A’z

= —n?.z,

Die Schwingungsdauer ist vollkommen durch die bereits in der
angesetzten Differentialgleichung enthaltenen Constanten bestimmt,
dagegen unabhingig von den beiden Integrationsconstanten, ndmlich
von der Amplitude » und von der Phasenconstante ¢. Die letatere
bildet, wie man aus der Integralgleichung (37) sieht, nur einen be-
stimmten Bogen oder Winkel, der zu dem proportional der Zeit
wachsenden Argument des Sinus hinzugefiigt ist. Es wird also durch
@ nur festgestellt, zu welchen Zeitpunkten nach Beginn der Zeit-
ziahlung die Durchginge durch die Ruhelage und die grifsten
Elongationen eintreten, und in welchem Zustande, in welcher Phase
der beschriebenen Bewegung sich der Punkt zu einer bestimmten
Zeit, z B. zur Zeit { =0 befindet. Daher der Name Phasen-
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constante. Die unbestimmten Constanten 2 und ¢ dienen dazu,
die Integralgleichung jedem vorgeschriebenen Anfangszustande des
Massenpunktes anzupassen. Dies iibersieht man am leichtesten,
wenn man in Gleichung (37) den Sinus nach den beiden Theilen
seines Argumentes zerlegt:

. a . [ a
x=h.smrp.cos(1-t) j:k.cossp.sm(—_-t).
Vm Vym

Gleichwie % und ¢ stellen auch die hier auftretenden Complexe:
F=h.sing
G=h.cosg

zwel unbestimmte Constanten dar, welche jeden beliehigen Werth
annehmen kiénnen, was man daraus erkennt, dals nach willkiirlicher
Festsetzung der letzteren stets mogliche Werthe von % und ¢ gefunden
werden, welche diese Relationen befriedigen. Diese Werthe sind:

h=VF?+ G
@ = arctg - "
Auch das doppeldeutige Vorzeichen kénnen wir in das unbestimmte

G mit aufnehmen, und wir erhalten als eine andere Form fiir das
vollstiindige Integral:

a a
z=F.cos|—t +G.sin(ﬁt ; 37a
=) 7= -
Die Geschwindigkeit finden wir hieraus durch Differentiation nach
der Zeit:

d,
L —Fsm

e e

Die vorgeschriehenen Anfangsbedingungen seien nun dadurch
ausgedriickt, dals die Masse m sich zur Zeit { = 0 am Orte z, be-
findet und die Geschwindigkeit u, besitzt. Die Sinus in den beiden
vorstehenden Gleichungen verschwinden im Anfangszustand, withrend
die Cosinus gleich 1 werden. Man erhiilt also:

a
Ty = F U, = —G@G
0 ’ (1] V'—
m
oder
Ym
F = @, ————*uo

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd.I, 2. 5
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Auf diese Weise konnen also F und G jedem vorgeschriebenen
Anfangszustand angepalst werden; dasselbe gilt auch von den fritheren
beiden Integrationsconstanten. Diese werden bestimmt durch:

h= [/ y? + 2u0, ¢ = arctang — . 0.
V'J’n &0

Mit dieser Bestimmung der Integrationsconstanten durch den An-
fangszustand ist das an die Spitze dieses Paragraphen gestellte
Problem vollstiindig geldst.

§ 23. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen und eine
andere LOsung des vorliegenden Problems.

Wir hatten die an die Spitze des vorigen Paragraphen gestellte
Differentialgleichung durch einen Kunstgriff integrirt, indem wir die-
selbe mit dem integrirenden Factor dz/dt erweiterten. Hs ist in-
dessen nicht iiberfliissig, hier gleich noch eine andere Methode der
Losung anzugeben, welche bei einer hiiufig in der Physik vorkom-
menden Klasse von Differentialgleichungen, zu denen auch die vor-
liegende gehort, zum Ziele fiihrt. Wir schicken einige allgemeine
Erliuterungen voraus.

Wenn in einer Differentialgleichung die gesuchte Function und
ihre Differentialquotienten nur in erster Potenz vorkommen wund
auch Producte mehrerer derselben nicht auftreten, so nennt man
sie eine lineare Differentialgleichung. Sobald aber auch nur
eine hohere Potenz auftritt, ist die Differentialgleichung nicht linear
und ihre Integration dann meistens viel schwieriger. Die Coefficienten
der einzelnen Glieder konnen bekannte Functionen der unabhiingigen
Variabeln (also der Zeit) sein, oder im einfachsten Falle constante
Grilsen.

Enthilt ferner die lineare Differentialgleichung kein Glied,
welches von der gesuchten Function frei ist, sondern sind durch die
Differentialgleichung nur Glieder, welche die gesuchte Function und
ihre Differentialquotienten linear enthalten, in Verbindung zu einander
gebracht, so hat man eine lineare homogene Differential-
gleichung. Schafft man alle mit der unbekannten Function be-
hafteten Glieder auf die linke Seite, so ist hei der homogenen
Differentialgleichung die rechte Seite gleich Null. Spiter werden
uns auch Differentialgleichungen begegnen, bei denen in diesem Fall
auf der rechten Seite eine vorgeschriebene Function der Zeit iibrig
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bleibt. Wir wollen indessen auf diese nicht homogenen Differential-
gleichungen hier noch nicht eingehen.

Die linearen homogenen Differentialgleichungen haben wichtige
Eigenschaften, welche das Auffinden der vollstindigen Integrale sehr
erleichtern. Haben wir namlich irgend zwei verschiedene particulire
Integrale gefunden, so kénnen wir jedes mit einer beliebigen Con-
stanten multipliciren und dann beide zu einer Summe vereinigen, also
mit anderen Worten, wir kionnen eine beliebige lineare homogene
Function der particuliren Integrale zusammensetzen, welche ihrer-
seits stets auch wieder ein Integral derselben Differentialgleichung
ist. Wir wollen diesen Satz an der uns vorliegenden Differential-
gleichung (35b, 1), welche linear und homogen ist, beweisen. Seien
7, und z, zwei verschiedene particulire Integrale derselben, d. h.
zwei Zeitfunctionen, welche in die Differentialgleichung eingesetzt,
dieselbe zu einer Tdentitit machen, so hat man die Gleichungen:

2

iy
Mg —
2
L, T
dt2 - 2"

Erweitern wir dieselben mit den beliebigen Constanten F und G
und addiren sie, so kommt:

2
m.d—ﬁ(le + Ga) = —a.(Fa, + Gay,),

woraus man sieht, dafs auch (F», 4+ (¢ x,) ein Integral dieser Differen-
tialgleichung ist, und zwar ein umfassenderes, welches zwei will-
kiirliche Constanten besitzt. Man kann also jedenfalls aus einigen
verschiedenen particuliiren Integralen eine grofse Mannigfaltigkeit
von Lisungen zusammensetzen. Ob man auf diese Weise die voll-
stindige Liosung gefunden hat, hingt davon ab, ob in derselben
ebenso viel unbestimmte Constanten disponibel sind, als zur Be-
stimmung des Anfangszustandes Angaben néthig sind. Jedenfalls
braucht man also zur Zusammensetzung des vollstindigen Integrals
so viel unabhiingige particulire Losungen (die selbst keine dis-
poniblen Constanten enthalten), als Bestimmungsstiicke durch den
Anfangszustand eingefithrt werden. Diese Anzahl betriigt nun fiir
einen im Raume beweglichen Massenpunkt sechs, wie wir schon am
Anfang von § 16 auseinander setzten. Bewegt sich der Massenpunkt
nur in einer festen Ebene, so geniigen vier Angaben, und bei einem

nur in gerader Linie beweglichen Punkte, also in dem hier vor-
5’!
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liegenden Falle, ist der Zustand durch zwei Angaben bestimmt. Es
wird daher méglich sein, aus nur zwei particuliiren Lisungen z, und
z,, das vollstiindige Integral Fz, 4 G x, zusammenzusetzen.

Die soeben angegebene Art der Zusammensetzung neuer In-
tegrale aus bekannten, indem man letztere zu linearen homogenen
Functionen vereinigt, in denen sie als Summanden weiter bestehen,
nennt man die ungestdorte Superposition der Losungen oder
auch der Bewegungen, welche durch die Losungen beschrieben
werden. Wenn wir vom Begriff der geometrischen Addition ver-
schieden gerichteter Coordinaten Gebrauch machen, so kénnen wir
auch bei riiumlichen Bewegungen, welche nach gewdhnlicher Rech-
nungsweise drei gleichgestaltete Differentialgleichungen fiir z, y, »
besitzen, die drei vollstindigen Integrale z, y, » nach den drei
Richtungen zur geometrischen Summe Az + By + Cx vereinigen,
welche die vollstindige Angabe der riumlichen Bewegung als un-
gestirte Superposition der verschieden gerichteten Componenten dar-
stellt. Die ungestiorte Superposition der durch eine lineare homogene
Differentialgleichung charakterisirten Bewegungen bildet eine sehr
werthvolle und in allen Zweigen der Physik niitzliche Eigenschaft,
denn die iiberwiegende Zahl der gut zu behandelnden Differential-
gleichungen gehort zu dieser Klasse; auch wenn wir spiiter zu den
partiellen Differentialgleichungen kommen werden, welche die Be-
wegungen ausgedehnter continuirlicher Massen beherrschen, wird
diese Eigenschaft der Lisungen hesondere Bedeutung haben.

Hiaufig kann man bei der Lsung solcher Differentialgleichungen
mit Vortheil Gebrauch von den complexen Griofsen machen.
Zunichst ist vom rein mathematischen Standpunkt aus klar, dals
die Coefficienten, mit denen wir die particuliiren Integrale multi-
pliciren, auch imaginéir sein konnen. Hiitten wir also von den
beiden Identititen, welche aus der Einsetzung der beiden Integrale
@, und z, in die hier vorliegende Differentialgleichung entspringen,
die erste mit F, die zweite aber mit der imaginiren Constante i G
erweitert, so hitten wir durch Addition erhalten:

d? ’ .
m.- (Fay +¢Gay) = — a®(Fo, + i Ga,),

also ist auch der complexe Ausdruck (Fz, + i (’x,) ein Integral der-
selben Differentialgleichung. Sobald nun die in der Differential-
gleichung enthaltenen Constanten, hier also m und a? reell sind,
was bei physikalischen Problemen stets der Fall ist, so kann die
Gleichung zwischen den complexen Grifsen nur bestehen, wenn die
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reellen und die imaginéiren .}Antheile auf beiden Seiten der Gleichung
einzeln einander gleich sind. Das Resultat zerfillt also von selbst
wieder in die beiden Identitiiten, von welchen wir ausgingen, wir
sind dadurch in der Erkenntnifs nicht weiter gekommen. Der Vor-
theil dieser Betrachtung liegt vielmehr in der Umkehrung des Ge-
dankenganges; es kommt namlich oft vor, dafs ein complexer Aus-
druck, welcher der Differentialgleichung geniigt, leichter zu finden
ist, als reelle Ausdriicke. Haben wir also z. B. ein Integral 2, + i 2,
gefunden, so lehrt diese Betrachtung, dafs der reelle Theil =, fiir
sich und auch der imaginire Theil 2, fiir sich ein Integral der-
selben Differentialgleichung ist, so dafs wir auf diese Weise zwei
unabhiingige reelle Integrale zugleich gefunden haben.

Bisher haben wir keinen Gebrauch davon gemacht, dafls die
Coefficienten der Differentialgleichung constant sind, dieselben
konnten vielmehr ebenso gut bekannte Zeitfunctionen bedeuten.
Jetzt wollen wir uns aber auf den Fall constanter Coefficienten
beschriinken, welcher in der vorliegenden und vielen anderen
Differentialgleichungen zutrifft. Bei solchen Problemen lifst sich
stets ein Integral finden als Exponentialfunction der Zeit, und zwar
ist der Exponent der Basis e¢ proportional der Zeit, also ist diese
Losung mit Hiilfe einer einstweilen noch unbekannten Constante p
folgendermalsen zu schreiben:

x = ePt. (39)

Wir wollen diese Behauptung an unserer besonderen Differential-
gleichung erproben. Die Differentiation der Exponentialfunction
bietet keine Schwierigkeit. Hs ist

dz
37 =P.ePt=p.%
42
@ = P =gte.

Durch Einsetzung des hierdurch fiir d*z/d¢® aufgestellten Ausdrucks
in die Differentialgleichung ergiebt sich:

m.p*e = — a’a.
Das noch unbekannte z hebt sich, und wir behalten eine einfache
quadratische Gleichung fiir die Unbekannte p:
m.p? = — a?

aus welcher folgt, dals p eine doppeldeutige imaginiire Grilse ist:

m

a
V
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welche die Exponentialfunction (39) zu einem Integral der be-
handelten Differentialgleichung macht. Dasselbe lautet:

z=e¢ Vm (39b)

Wir haben also hier einen Fall der vorerwihnten Art, dals man
zunichst ein complexes Integral findet. Die Exponentialfunection
mit imaginfirem Argument lifst sich durch trigonometrische Func-
tionen ersetzen:
a ... @
r=0C08—1I¢+e¢sIn—1

Vm Vm

Da nach den vorangegangenen Auseinandersetzungen der reelle und
der imaginéire Theil einzeln als Losungen zu brauchen sind, er-
halten wir folgende zwei Lidsungen:

a
= Ccos——1

Vm

5 [4]
ﬂ',‘z = islﬂiz.
m

®

Aus diesen kionnen wir vermittelst zweier willkiirlicher Integrations-
constanten F und @ eine allgemeinere Lisung zusammensetzen:

a . a
z = Fcos th + G'sin V.m.t.

Das doppelte Vorzeichen von =, ist fortgelassen, da G selbst jeden
positiven oder negativen Werth besitzen kann. Wegen der zwei
disponiblen Constanten haben wir zu erwarten, dafls das gefundene
Integral die vollstiindige Lisung darstellt, Thatsiichlich stimmt die-
selbe iiberein mit der im vorigen Paragraphen auf einem anderen
Wege gefundenen Gleichung (37a) (Seite 65) von der wir nach-
gewiesen haben, dals sie jeden beliebigen Anfangszustand in sich
aufnehmen kann.

Im Anschlufs an diese zweite Art der Losung ist noch zu be-
merken, dafs wir in dem vorliegenden Falle eines einzelnen Massen-
punktes auf eine quadratische Gleichung fiir die Unbekannte p ge-
fithrt wurden, dafs aber in complicirteren Fillen, wo viele Punkte
sich bewegen und dabei Kriifte auf einander ausiiben, Gleichungen
hoheren Grades fir p auftreten, welche aber gerade deswegen so
viele verschiedene Wurzeln p liefern, dafs man eine hinreichende
Zahl unabhiingiger particularer Integrale aufstellen kann, nm durch
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die ihnen anzuhiingenden unbestimmten Coefficienten die umfang-
reicheren Anfangsbedingungen zu befriedigen und auch dann die
vollstiindige Lisung zusammensetzen zu konnen.

Seiner physikalischen Bedeutung nach stimmt der gefundene
Werth von p, abgesehen von dem Factor ¢, welcher die Exponential-
function in Sinusfunctionen verwandelt, iiberein mit der im vorigen
Paragraphen in Gleichung (38b) (Seite 64) aufgestellten Schwingungs-
zahl fiir 27 Secunden. KEs ist p =i.n.

§ 24, Bewegung im Raume.

Nachdem wir die Bewegung eines Massenpunktes unter Wirkung
einer elastischen Kraft fiir den Fall behandelt haben, dals diese
Bewegung nur in einer geraden Linie, nimlich der z-Axe erfolgen
konne, gehen wir nun zu dem allgemeineren Problem iiber, welches
durch die drei Gleichungen (35b) aufgestellt ist. Wir suchen also
die Bewegung eines materiellen Punktes, welcher bei freier Be-
weglichkeit im Raume mit einem beliebigen Anfangszustand unter
Wirkung einer nach dem Anfangspunkt der Coordinaten gerichteten
elastischen Kraft steht. In den drei fiir diesen Fall geltenden
Differentialgleichungen:

d*x 2
m.'a-i:z— = —a°r
d?y
m.ﬁ: —a’y (35b)
2,
m. 2 t;_ a?zx

erscheinen die drei gesuchten Zeitfunctionen z, y, x von vorn herein
getrennt, also unabhingig von einander, jede wird bestimmt durch
eine Differentialgleichung von der Form, die wir soeben behandelt
haben. Wir konnen daher sofort die vollstindige Losung hin-

schreiben:
x = F,cosnt+ G sinnt

y = F,cosnt+ G sinnt (40)
x=F cosnt+ G sinnt
Die Coefficienten F,, G, F,, G, F, G, sind die zur vollstiindigen
Lisung gehérigen sechs unbestimmten Integrationsconstanten,

n = a/fm hat die vorher durch Gleichung (38b) angegebene Be-
deutung. Durch diese drei Gleichungen ist die Bewegung bestimmt
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als ungestirte Superposition dreier auf einander senkrechter oscilla-
torischer Bewegungen von gleicher Periode.

Wenn wir nun die Gestalt und die Lage der Bahn, welche der
Massenpunkt im Raume beschreibt, auffinden wollen, so miissen wir
die Zeit aus den Gleichungen (40) eliminiren. Den ersten Schritt
dazu konnen wir ausfithren, wenn wir cosn¢ und sinz¢ zuniichst
als zwei selbststiindige Grifsen auffassen und die bekannte Relation
zwischen beiden fiir spiter vorbehalten. Die drei Gleichungen sind
lineare Gleichungen fiir cosn¢ und sin=zf, und bereits zwei von den-
selben wiirden hinreichen, dieselben auszudriicken. Da aber diese
Ausdriicke, in die dritte Gleichung eingesetzt, diese ebenfalls be-
friedigen sollen, so mulfs zwischen dgn vorkommenden Coefficienten
eine Beziehung bestehen, welche bekanntlich ihren Ausdruck in dem
Verschwinden der folgenden Determinante findet:

z F, G,
y F, G, |= 0
= I G, I

oder ausgefiithrt:

2(F, G, — F,G)+y(F,G,— F,G) +x(F, G, — F,G)=0. (41)

Die nothwendige Beziehung tritt also in Gestalt einer linearen,
homogenen Gleichung zwischen z, 3, + auf, welche in der analytischen
Geometrie irgend eine durch den Anfangspunkt des Coordinaten-
systems hindurchgehende Ebene bezeichnet. Die Bewegung des
Punktes mufs daher in einer festen Ebene verlaufen, deren Lage
durch die Integrationsconstanten, d. h. durch den Anfangszustand,
bestimmt ist. Thatsiichlich ist auch durch den Nullpunkt der Co-
ordinaten, den Anfangsort und die Richtung der Anfangsgeschwindig-
keit des Massenpunktes eine solche Kbene festgelegt. Nachdem wir

dies erkannt, konnen wir die weiteren Betrachtungen dadurch ver-
einfachen, dafs wir das Coordinatensystem so drehen, dals eine seiner
Ebenen, beispielsweise die (z,%)-Ebene mit der gefundenen Ebene
zusammentfiillt. Dann bleibt wihrend der ganzen Bewegung z =
und wir haben nur noch die zwei Gleichungen:

x = F,cosnt + G, sinnt
|

y = F,cosnt + G sinnt.

Dafs bei dieser Drehung die Coefficienten ihre Werthe veriindern,
ist selbstverstiindlich.
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Um nun die Bahn in dieser Ebene zu bestimmen, d. h. die Zeit
zu eliminiren, driicken wir cosn¢ und sinn¢ aus, wozu die zwei
Gleichungen gerade hinreichen:

z.G, —y.G, 1 . y.-F,—=z.F,
e sinnt=—————"—}
¥.q4 —Fr4, FQ —FG,
dann liefert die Relation:

cosnt =

cos®nt 4 sin®nt =1

das Resultat der Elimination der Zeit aus den beiden Integral-
gleichungen in folgender Form:

@G, —y Gl + Yy F,—xF) = (F,G, — F,G)>

Als Gleichung zweiten Grades zwischen z und y bezeichnet dieselbe
einen Kegelschnitt. Die Ausfiihrung der Quadrate fithrt zu der
folgenden Gestalt:

mz.(Fyz + &)+ y*.(F2+ G — 2zy.(F, F, — G,G)

—(F.G,— F,G) } (43)

Da die Coefficienten von x? und y* beide nothwendig positiv sind,
haben wir es nur mit Ellipsen zu thun, was iibrigens schon daraus
hervorgeht, dals die durch Gleichungen (40) bestimmten Coordinaten
niemals ins Unendliche wachsen. Es fehlen dieser Ellipsengleichung
Glieder, welche z und y allein in erster Potenz enthielten, daher
ist der Nullpunkt der Coordinaten Mittelpunkt der Ellipse. Es
kommt aber ein Glied mit dem Produkt z.y vor, das deutet an,
dals die z- und y-Axe im Allgemeinen nicht die Hauptaxen der
Ellipse sind, letzteres ist vielmehr nur dann der Fall, wenn der
Coefficient des betreffenden Gliedes verschwindet, wenn also

F,F, — G, G, =0.

* Diese Gleichung bedeutet, dafs die beiden oscillatorischen Be-
wegungen z und y einen Phasenunterschied von !/, Periode besitzen.
Dies folgt direct aus der kurz vor Gleichung (37a) (Seite 65) stehen-
den Beziehung ¢ = arctg F/G. Wir konnen jedenfalls das Axen-
kreuz so drehen, dafs dasselbe mit den Hauptaxen der Ellipse zu-
sammenfillt; die alsdann geforderte Bedingung, die in der letzten
Gleichung liegt, kionnen wir ohne Schaden der Allgemeinheit dadurch
erfiillen, dals wir zwei von den vier Coefficienten der Gleichungen (42),
welche diagonal stehen, gleich Null setzen, etwa: @, = F, = 0. Die
einzige Beschriinkung bei dieser Annahme ist, dals der Anfangs-
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punkt der Zeitzihlung dadurch in bestimmter Weise festgesetzt ist.
Jetzt lauten die Bewegungsgleichungen:

93=cm'osnt } (42a)
Yy = Gy sinnt
und die Eliminationsgleichung der Zeit:
i a? yB
?,;i' =+ -Gy—z =1 (433')

hat die Normalform der auf die Hauptaxen bezogenen Gleichung
einer Kllipse, welche wegen der Unbestimmtheit von F, und &, noch
jede beliebige Gestalt haben kann.

Die Schwingungsdauer der oscillatorischen Componenten (40):

P= 2; = 25:@ bestimmt in allen Fillen die Umlaufsdauer des
Massenpunktes in seiner elliptischen Bahn, diese ist also, unabhiingig
von Grofse und Gestalt der Bahn, stets dieselbe.

In dem Grenzfall, dals die eine Axe der Ellipse verschwindet,
degenerirt die Ellipse in eine doppelte gerade Strecke; wir haben
dann den zuerst behandelten Specialfall der Bewegung in gerader
Linie vor uns, In dem besonderen Falle, dals beide Axen einander
gleich werden, G,=F, erhalten wir eine Kreisbahn, deren Radius
wir kurz F nennen wollen. Das besondere dieses Specialfalles be-
steht darin, dafs dabei der Massenpunkt auf seiner Bahn stets an
Orten bleibt, an denen die elastische Kraft dieselbe Intensitiit — a® F
besitzt, dafls ferner diese Kraft stets senkrecht auf der Bahn steht,
daher keine Wegbeschleunigung erzeugen kann; die Masse kreist
vielmehr mit unveriinderter Geschwindigkeit, und jene elastische
Kraft liefert in diesem Falle lediglich die zur Aufrechterhaltung der
Kreishahn nothige Centralkraft. Wir konnen dies leicht bestiitigen,
wenn wir einen der in Gleichung (21) (Seite 36) aufgestellten Aus-
driicke der Centralkraft heranziehen. Dort ist die Centralkraft ge-
messen durch das Product aus Masse, Radius und Quadrat der
Winkelgeschwindigkeit. Die letztere, bezeichnet mit @, kénnen wir
in unserem Falle leicht aus der Umlaunfszeit 7 ableiten. Da namlich
in der Zeit 7 der ganze Kreis, also der Winkel 2z durchlaufen wird,
ist 2m = w 7, oder wegen 7= 2x.)/m/a ist die Winkelgeschwindig-
keit selbst:

a@
0} = ——,

m
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also derselbe Betrag, den wir bei oscillirenden Bewegungen die
Schwingungszahl fiir 27 Secunden nannten. Setzen wir nun die
Centralkraft auf die angegebene Weise zusammen, so finden wir:

a

m.F.
m

2
) = . F,

also thatsichlich den Betrag der vorhandenen elastischen Kraft.

§ 25. Mathematisches Pendel.

Wir wenden uns nun zu einer Bewegungsart des Massenpunktes,
welche unter Wirkung der Schwerkraft zu Stande kommt, deren
Verlauf indessen in den einfachsten und wichtigsten Fillen eine
direkte Anwendung der soeben gewonnenen Kenntnisse iiber die
Wirkung der elastischen Kuiifte erlaubt. Unter einem mathe-
matischen oder idealen Pendel versteht man einen unter Wirkung
der Schwerkraft stehenden Massenpunkt, welcher gezwungen ist, bei
seinen Bewegungen auf einer festen Kugelfliche zu bleiben. Diese
beschriinkte Bewegungsfreiheit konnen wir uns in diesem und in
allen #hnlichen Fillen dadurch hervorgebracht denken, dals der
Massenpunkt bei einer Entfernung aus der Kugelfliche in dieselbe
zuriickgezogen wird durch Kriifte von elastischer Natur, welche bei
jeder Lage des Punktes in der Kugelfliiche unwirksam sind, welche
aber bereits bei verschwindend kleinen Abstinden von dieser Fliche
so hohe Betriige erreichen, dafs sie jeder #ulseren Kraft, welche
den Punkt herauszuziehen strebt, das Gleichgewicht zu halten ver-
mogen, also deren Wirkung aufheben, ohne dals die Entfernung des
Punktes aus der vorgeschriebenen Fliche merklich wird. Auf diese
Weise koénnen wir uns die Kugelfliche z. B. dadurch festgelegt
denken, dals der Massenpunkt an einen Faden gekniipft ist, dessen
anderes Knde unverriickbar festgehalten wird. Die Bewegung kann
dann nur auf derjenigen Kugelschale erfolgen, deren Centrum der
Aufhiingungspunkt des Fadens ist und deren Radius durch die
Fadenlinge hestimmt wird. An diesen Faden stellen wir die An-
forderungen, dals er selbst gewichtlos sei, in seinem Aufhiingungs-
punkt keinerlei Steifigkeit #ufsere, vielmehr vollkommen biegsam
sei, und endlich, dafs er sogenannt undehnbar sei, d. h. dals er
bereits bei verschwindend kleinen Streckungen jeden ndthigen Betrag
von elastischer Kraft in der Richtung gegen das feste Centrum hin
erzeuge, so dafs alle iulseren Kriifte oder Kraftcomponenten, welche



76 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 25.

auf Verlingerung des Fadens hinwirken, also in Richtung der Ver-
laingerung des Fadens fallen, aufgehoben und unwirksam werden.
Diese Eigenschaften des Fadens geniigen, so lange der Massen-
punkt in der unteren Hiilfte der Kugelschale bleibt. Gelangt der-
selbe aber in die obere Hilfte, welche hoher liegt als das Centrum,
so zieht die Schwerkraft ihn in das Innere des Kugelraumes; gegen
eine solche Verschiebung wiirde ein biegsamer Faden keinen Wider-
stand leisten, wir miissen dann den Faden auch noch als starre
und unverkiirzbare gerade Strecke voraussetzen. Alle die gemachten
Anforderungen kann man in Wirklichkeit niemals in voller Strenge
erfillen, daher bezeichnet man auch die gedachte Einrichtung als
ideales Pendel; doch kann man, so lange die Bewegungen auf die
untere Halbkugel beschriinkt bleiben, Fiden herstellen, welche bei
einer gegen die Pendelkugel (die den Massenpunkt vertreten mulfs)
verschwindend kleinen Masse hinreichend undehnbar und im Auf-
héngungspunkt biegsam genug sind, um eine fiir viele Zwecke ge-
niigende Anniherung an die idealen Kigenschaften des mathematischen
Pendels zu gewinnen. Vom physischen Pendel, welches einen aus-
gedehnten, um eine feste horizontale Drehungsaxe schwingenden
Korper darstellt, werden wir spiiter zu reden haben.

Zuniichst ist die Wirkung der Schwerkraft auf den an einem
Faden von der Liinge / hiingenden Massenpunkt s in irgend einer
Lage des letzteren zu untersuchen. In Fig. 3 stellt die durch den
Aufhiingungspunkt 4 abwiirts gezogene Verticale 4 O die Ruhelage

A

Fig. 8.

des Pendels dar, 40 ist die Fadenliinge / und der in der Figur mit
diesem Radius geschlagene Kreis ist der Durchschnitt der Kugelschale
mit derjenigen durch 4 O gelegten Verticalebene, welche den Massen-
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punkt M enthilt. Der Punkt O ist die Ruhelage der Masse, weil
in diesem Punkt die verticale Schwerkraft m.g in Richtung des ver-
lingerten Fadens wirkt, also durch die Spannung desselben voll-
stindig aufgehoben wird, so dals keine beschleunigende Wirkung
auf die Masse zu Stande kommt. Jede andere Liage M des Massen-
punktes kann angegeben werden durch eine bestimmte Verticalebene,
welche 4 und M enthilt und durch den Winkel O A M = ¢, um
welchen die Fadenrichtung von der Verticalen abweicht. Die un-
verinderlich wirkende verticale Schwerkraft m.g versinnlichen wir
in Grifse und Richtung durch die Strecke M P, dieselbe bildet mit
der Verlingerung des Fadens M Q ebenfalls den Winkel . Wir
zerlegen die Kraft in eine radiale Componente 3/ @ und eine tangen-
tiale M R; der Betrag der ersteren ist m.g.cos ¢ und wird durch die
Spannung des Fadens unwirksam gemacht, die andere, wirksame
Componente hat die Grofse m.g.sine¢ und treibt den Massenpunkt
beschleunigend nach der Ruhelage O hin. Wir wollen die Frage
nach der Bewegung des Punktes nicht in ihrer allgemeinsten Fassung
unter Zulassung eines ganz beliebigen Anfangszustandes behandeln,
sondern uns mit der Erdrterung folgender drei wichtiger Special-
fille begniigen: 1. Das Pendel bleibt withrend seiner Bewegung
stets in niichster Niahe der Ruhelage O (Problem der kleinen Pendel-
bewegungen). 2. Das Pendel bewegt sich auf einem horizontalen
Parallelkreise der Kugelschale (Problem des Kegelpendels). 3. Die
Bewegung findet in einer festen Verticalebene, also in einer Kreis-
bahn statt, der Winkel ¢ nimmt aber grifsere Werthe an (Problem
grofser ebener Pendelschwingungen).

§ 26. Kleine Pendelbewegungen.

Das Pendel soll withrend der Bewegung stets in niichster Niihe
der Ruhelage bleiben. Als Grenze fiir diesen Fall wollen wir fest-
setzen, dals der Winkel ¢, welcher die Abweichung milst, in Bogen-
mafs eine so kleine Zahl ist, dafs wir bei der geforderten Genauig-
keit unserer Angaben hthere Potenzen von « vernachlissigen diirfen,
also auch den in der wirksamen Kraftcomponente vorkommenden
sin e durch « selbst ersetzen diirfen. In diesem KFalle wird auch
das kleine Sttick der Kugelfliiche, welches den Ruhepunkt O um-
giebt und den Schauplatz des ganzen Vorganges umschlielst, nahezu
als ein ebenes und horizontales Schwingungsfeld angesehen werden
konnen. Die Gréfse der wirksamen Kraftcomponente, welche dann
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geradlinig nach O hinweist, ist mg.e«. Wenn wir den kleinen Ab-
stand des Massenpunktes von seiner Ruhelage mit s bezeichnen, so
5
N

s, und stellt sich als proportional der Abweichung s heraus,

ist ¢ = —, die wirksame Kraft kann also auch geschrieben werden

mg
L
denn m.g/l ist ein constanter Factor.

Wir haben also hier dasselbe Gesetz der Kraft, welches wir
bei den elastischen Kriften vorausgesetzt hatten, und wir konnen
deshalb fiir den vorliegenden KFall ohne weitere analytische Be-
trachtungen die frither gewonnenen Resultate auf dieses Problem
itbertragen. Das negative Vorzeichen, welches wir den elastischen
Kriaften geben mufsten, ist zwar hier nicht explicite angegeben
worden, wohl aber erkennen wir, dalfs die wirksame Kraftcomponente
auch hier nach dem Ruhepunkte hinweist. Das Maals fiir die
Stirke der elastischen Kraft, welches wir frither mit «® bezeichneten,
wird in unserem vorliegenden Falle durch den Factor m.g/l, mit
welchem die Elongation s in dem Ausdruck der Kraft behaftet ist,
zu ersetzen sein. Die Bewegungen des Pendels werden entweder
in geradliniger Bahn um die Ruhelage oscilliren, der zeitliche
Verlauf wird dann ganz wie in Gleichung (37) (Seite 62) durch eine
Sinusfunction dargestellt werden, oder das Pendel wird in elliptischer
oder speciell auch in kreisformiger Bahn die Ruhelage umkreisen.
In allen Fillen ist die Schwingungsdauer oder Umlaufszeit dieselbe.

Man erhiilt den Werth derselben aus der Formel 7= 2x.}m/a

(vergl. Gleichung 38), indem man ¢ = ?%g-- einfithrt, also:

T=2n.l/§ (44)

In dieser Formel fiir die Schwingungsdauer kleiner Pendelbewegungen
liegen folgende Gesetze: 7' ist unabhiingig von der Amplitude oder
von den Dimensionen der elliptischen Bahn (so lange dieselbe nur
hinreichend klein bleiben), 7 ist auch unabhingig von der Grolse
der bewegten Masse m (gleich wie das auch bei den Erscheinungen
des freien Falles galt), 7' ist der Wurzel der Pendellinge direct und
der Wurzel aus der Intensitiit der Schwerkraft umgekehrt pro-
portional. Durch diese Formel ist das Pendel das geeignetste In-
strument zu einer genauen Messung der Beschleunigung g, denn die
Schwingungsdauer kann wegen ihrer unveriinderlichen Grofse aus
der Dauer einer sehr grofsen Zahl von Schwingungen mit aller er-
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‘wiinschten Genauigkeit festgestellt werden. Auch die Linge 2 lifst
sich recht genau messen, doch wendet man zu exacten Bestimmungen
von g nicht solche annihernd mathematische Pendel, sondern phy-
sische Pendel von besonderer Construction, sogenannte Reversions-
pendel an, an denen diese Grifse ¢ mit griofster Schiirfe bestimmt
werden kann.

§ 27. Kegelpendel.

Wir wenden uns nun zu der zweiten Annahme, dals der Massen-
punkt auf einer horizontalen Kreishahn umlaufe, welche durch einen
unverinderlichen endlichen Winkel e fest bestimmt werden kann.
Der Faden des Pendels beschreibt bei dieser Bewegung den Mantel
eines Kreiskegels, daher der Name Kegelpendel. In Fig. 4 sind
alle Bezeichnungen in Uebereinstimmung mit der fritheren Fig. 3
gewihlt. Denken wir uns O als Pol der Kugelfliche, dann bildet
die Bahn in diesem Falle einen Parallelkreis, welcher senkrecht zur
KEbene der Zeichnung steht und daher nur durch zwei diametral

1

Fig. 4.

gegeniiberliegende Punkte desselben, 3 und M’ angedeutet werden
kann. Die wirksame Componente der Schwerkraft MR =mg.sine
weist jederzeit in Richtung der Tangente des Meridians nach dem
Pol hin, und zwar wegen des constanten ¢ mit unverinderter In-
tensitiit. Da die wirkende Kraft immer senkrecht auf der Bahn
steht, werden wir nach den fritheren Auseinandersetzungen (§ 7) keine
Wegbeschleunigung zu erwarten haben, vielmehr eine Kreisbewegung
von constanter Weggeschwindigkeit, deren Centrifugalwirkung durch
die Schwerkraft und die Fadenspannung im Gleichgewicht gehalten
werden mufs. Wir werden daher auch in diesem Falle ohne ana-
lytische Berechnungen aus unseren fritheren Kenntnissen iiber die
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Grofse der Centralkraft einen Schlufs ziehen kionnen, wie grofs fir
jeden Winkel ¢ die Umlaufszeit 7 sein muls.

Die zu iiberwindende Centrifugalkraft ist nach der schon mehr-
fach benutzten (leichung (21) gleich dem Product aus Masse, Radius
und Quadrat der Winkelgeschwindigkeit. Der Radius der Bahn ist
in unserem Falle BM = I.sin«, die Winkelgeschwindigkeit lifst sich
durch die noch unbekannte Umlaufszeit T ausdriicken in der Form

—2;1 Also ist die Centrifugalkraft gleich:

. 472
m.lsine. ——-

TZ

Die Richtung derselben liegt in der horizontalen Ebene der Bahn
in Verlingerung des Radius BM und sei durch die Streck M U ver-
sinnlicht. Um zu erkennen, in welcher Weise sich die Faden-
spannung und die wirksame Componente der Schwerkraft sich an
der Vernichtung der Centrifugalkraft betheiligen, zerlegen wir die
letztere in eine Componente in Verlingerung des Fadens MV und
eine darauf senkrechte MW, welche ebenfalls in die Meridiantangente
fillt, aber vom Pole O wegzeigt. Der Winkel UMW ist, wie leicht
einzusehen, ebenfalls gleich «, also findet man:

: 42
MV =m.l.sin? e ;;

: 4 m?

MW=m.l.sine.cose-- i

Die erste Componente M ¥V wird durch die Fadenspannung aus-

geglichen, wihrend die zweite MW durch die entgegengesetzt ge-

richtete Schwerkraftscomponente M R vernichtet werden mufs. Es

muls also zur Erhaltung des angegebenen Bewegungszustandes noth-

wendig MW = MR sein. Setzen wir die Kraftbetriige fiir diese

beiden Strecken der Figur ein, und heben den gemeinsamen Factor
m.sine, so finden wir die folgende Bedingung:

472

—Tz—-l.cosa:=g,

T=2n |/%cosa. (45)

Durch diese Formel ist die Beziehung zwischen der Umlaufszeit
und dem Winkel « gegeben. Je grifser ¢ ist, um so kiirzer ist 7.

aus welcher folgt:
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Die Centrifugal-Regulatoren sind Kegelpendel, welche durch eine
laufende Maschine selbst mit in Rotation versetzt werden, die Um-
laufszeit wird um so kiirzer je schneller die Maschine Liuft. Die
Arme dieser Apparate, welche dem Faden des mathematischen
Pendels entsprechen, kionnen sich heben und senken, und dadurch
ein Dampfventil 6ffnen und schliefsen, der Winkel e wird sich bei
denselben jederzeit nach dem Gesetze der Gleichung (45) der Um-
laufszeit anpassen. Wie man sieht, ist auch diese Beziehung zwischen
T und e unabhiingig von der Grofse der bewegten Masse .

Es ist nicht uninteressant, auch den Betrag der durch die
Spannung S des Fadens vernichteten Kriifte kennen zu lernen.
Erstens spannt den Faden die Componente M @ der Schwerkraft
und zweitens die Componente MV der Centrifugalkraft. Beide zu-
sammen betragen nach Kinfithrung der dafiir gefundenen Kraft-

gridfsen:

2
S=mgcosc« + m.l.sin¢ - e

Setzen wir in diesem Ausdruck entsprechend (45)
'

42* g9 7
g5 = 008
so findet man leicht:
m.
g o g
Ccos «

Die Spannung des Fadens wiichst also mit zunehmender Erhebung e

. . T
und kann bei Winkeln e, welche nahe an -

-

kommen, leicht so

grofs werden, dafs der IFaden reifst. Kndlich sei kurz darauf hin-
gewiesen, dafs fiir sehr kleine Winkel e, fiir welche man cose = 1
setzen kann, die Umlaunfszeit 7 in Gleichung (45) iibereinstimmt mit
dem Resultat des vorigen Paragraphen in Gleichung (44).

§ 28. Ebene Pendelschwingungen von endlicher Amplitude.

Wir greifen jetzt das dritte in unserem Programm ausge-
withlte Problem an. Die Bewegung des Pendels soll dabei in einer
festen Verticalebene verlaufen, oder der Massenpunkt soll in seiner
Bewegung auf eine vertical stehende Kreisbhahn beschriinkt sein.
Alle 'in radialer Richtung wirkenden Kriifte werden durch den Faden
unwirksam gemacht; zu diesen gehort aufser der Componente M Q

H, v. HELmHOLTZ , Theorel. Physik. Bd. I, 2. 6
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(Fig. 3) der Schwerkraft in diesem Falle der ganze Betrag der
Centrifugalkraft, oder anders ausgedriickt, der Faden stellt durch
seine vermehrte Spannung allein die zur Erhaltung der Kreisbahn
nothige Centripetalkraft her; um dieselbe brauchen wir uns also im
folgenden micht zu kiimmern. Nun hatten wir bei der allgemeinen
Betrachtung krummliniger Bewegungen gesehen, dals man die ge-
sammte Beschleunigung zerlegen kann in die Centripetalbeschleunigung
und die Wegbeschleunigung, welch’ letztere sich darstellt als der
nach der Zeit gebildete Differentialquotient der Weggeschwindigkeit.
Dieser letztere Theil ist hier die Wirkung der in Richtung der
Kreisbahn fallenden Componente der Schwerkraft MR, und die
Gleichsetzung beider liefert uns die Differentialgleichung der Be-
wegung. Zur Bezeichnung der Lage des Massenpunktes benutzen
wir wieder den Winkel &, welcher die Abweichung des Fadens von
der Ruhelage milst, und zwar konnen wir bei dieser ebenen Bahn
die Abweichungen nach rechts und links durch positives und nega-
tives Vorzeichen von « unterscheiden. Die Winkelgeschwindigkeit

ist dann durch %(:— gegeben und die Weggeschwindigkeit ist

de L

g=1 —s Der zeitliche Ditferentialquotient der letzteren ist l%-:—:—
und stellt die Wegheschleunigung dar, welche, mit der Masse m
multiplicirt, das Maals fiir die wirksame Componente der Schwer-
kraft M 2 = m g.sin ¢ hildet. Da nun aber diese Kraft den absoluten
Betrag des Winkels ¢ zu verkleinern strebt, so miissen wir dieselbe
mit dem negativen Vorzeichen versehen und erhalten als Differential-

gleichung, welche die endlichen Pendelschwingungen heherrscht:

! . sin
A ——5 = —mgsine
et 4
oder ecinfacher:
d® « g .
7:"?_ = — _i S11 ¢, (46)

Man sieht sogleich, dals fiir kleine Werthe ¢ die Differentialgleichung
mit derjenigen der elastischen Kriifte iibereinstimmt. In ihrer allge-
meinen Form aber ist sie nicht linear, da sine« eine transcendente
Funection von « darstellt. Zur Integration hilft uns indessen das-
selbe Mittel, welches wir in § 22 bei der ersten Art der Losung
der clastischen Differentialgleichung benutzten, niimlich der in-

tegrirende Factor de . mit welchem wir jetzt auch diese compli-

di
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cirtere (Gleichung erweitern wollen. Nachdem wir alle Glieder auf
die linke Seite geschafft haben, erhalten wir:
de d*«

—-+~‘;J—sin

(74
atae =10

a3
Die linke Seite ist jetzt ein vollstindiger Differentialquotient, man
kann dafiir schreiben:

d [1 (de\* ¢ }H
Tt{':z_(d't')_ql_ e ke

Daraus folgt aber, dals
1 [de g

2
_Q_('dt) —-Tcosa-_-C (47)

sein muls, wo C eine unbestimmte Constante ist.

Bevor wir in der Integration weitergehen, miissen wir hier zwei
Fiille unterscheiden, weil in beiden verschiedene Umformungen dieser
Gleichung zum Ziele fithren. Die Bewegung kann so geschehen,
dals die Geschwindigkeit (i—‘:) zu gewissen Zeiten gleich Null wird.
Der schwere Punkt wird dann aiso bis zu einem gewissen Werthe
des Winkels ¢ steigen, und wenn die Geschwindigkeit Null ge-
worden ist, wieder umkehren, bis er auf der anderen Seite dieselbe
Héhe erreicht hat. Wir werden also in diesem Falle ein Hin- und
Herschwingen des Punktes erhalten. KEs ist aber nicht nothig, dals
solche Grenzlagen vorhanden sind, vielmehr kann der Punkt auch
durch die hichstgelegene Stelle der Kreishahn noch mit Geschwin-
keit hindurchfahren, und so fortdauernd in derselben Richtung im
Kreise herumlaufen. Die Geschwindigkeit wird dabei freilich keine
unveriinderliche sein; der Fall ist analytisch nur dadurch charak-

terisirt, dals dabei ‘;—T stets dasselbe Vorzeichen behiilt und niemals
Null wird.

Wir befassen uns zuniichst mit dem ersten Falle, welcher die
gewohnliche hin- und hergehende Pendelbewegung darstellt. Be-
zeichnen wir den Grenzwinkel von ¢, welchen das Pendel im Moment

seiner Umkehr, also fiir %c:— = 0 bildet und welcher nie iiberschritten

wird, mit k, so konnen wir durch diese ebenfalls unbestimmte Grofse
die Integrationsconstante ¢ in der letzten (Gleichung ersetzen, denn
fiir diesen Grenzfall erhiilt man aus Gleichung (47):

0— ? cosh = C.

6*
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Wir kionnen also das bisherige Resultat fiir unseren Fall auch
schreiben:

de\? g
(r”) _2-l (cos ez — cos ) (47a)

. ; i 5 :
Setzen wir noch cose =1 — 2sin® - und analog cosh, so ist:

-

2
((f—;:) =4 ? . (sin“—;"— — sin? ;—)
Da stets e < L bleibt, so bleibt die rechte Seite dieser Gleichung
stets positiv, was wegen des links stehenden Quadrates auch er-
forderlich ist.

Wenn wir nun in der Integration fortschreiten wollen, so
miissen wir die Variabeln ¢ und ¢ trennen. Wir nehmen also die
Quadratwurzel, um de und d¢ frei zn machen, und vereinigen alle
von ¢ abhiingigen Factoren auf der linken Seite, wiithrend wir d¢
nach rechts schaffen. So entsteht folgende Umformung:

N N =2]/9’-.d¢. (471)
- " l
sin ‘—)—Sln >

Wenn wir jetzt integriren wollen, so bietet sich rechts keine
Schwierigkeit. Wir konnen auch die bei dieser zweiten Integration
auftretende Integrationsconstante sofort als eine unbestimmte Zeit-
grofse ¢ einfithren, deren Werth lediglich von dem Zeitpunkt ab-
hiingt, von welchem an wir die Zeit ¢/ zihlen. Die Integration der
rechten Seite ist dann:

f2 l/f—dz =QI/-;’-.{s—z).

Die linke Seite miissen wir indessen noch umformen, um sie auf
die Form des Differentiales derjenigen transcendenten Function zu
bringen, welche darin steckt. Wir fithren statt ¢ eine neue Variabele ¢
ein durch die Gleichung:

sin g = sin ’; .. (48)

Es ist sofort ersichtlich, dafls ¢ stets ein echter Bruch bleiben muls.
Die Difterentiation liefert:
—‘1— cos o .d e = sin 5 -do

2 2 2
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und da

ist, erhilt man:

. h
s dao

da =2 — S

l/l — sin? ;B co?

Also finden wir folgende Umformung der linken Seite der Gleichung:

= d“ i
l/sng e %1113 [f 1 —a2. 1/1 — 51112 . ,,.2

Dieselbe fithrt auf die Normalform des Differentials des ellipti-
schen Integrals erster Ordnung nach der Lrcexpue’schen Bezeich-

: o I
nung. Die Constante sm—; nennt man den Modul desselben und
pilegt denselben durch & zu bezeichnen. Wir setzen also sin g =k,
und kionnen nun die zweite Integration schreiben:

fl/(l—rr (1 — 42 o?) l[“—’ (49)

Da wir die Integrationsconstante = bereits rechts angebracht haben,
brauchen wir auf der linken Seite die untere Grenze nicht unbe-
stimmt zu lassen, sondern kiénnen dieselbe, entsprechend der Normal-
form des elliptischen Integrals, gleich Null setzen, die linke Seite
ist dann eine bestimmte Function der oberen Grenze ¢. Ks ist also
durch diese Gleichung dic von irgend einem Zeitpunkt an geziihlte
Zeit (t — 1), als Function von & dargestellt. Wollen wir nun um-
gekehrt o als Function der Zeit darstellen, so werden wir auf eine
elliptische Function gefiihrt, und zwar auf den Amplituden-Sinus:

h
6= sma.m{ l/ (t — r)} modulo k = sin (50)

(Die elliptischen Functionen hiingen mit den elliptischen Integralen
in derselben Weise zusammen, wie die trigonometrischen Functionen
mit den Arcusintegralen

o

T
0 V ’
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zusammenhingen. Man vergl. die zu Gleichung (37) fithrenden Ent-
wickelungen, Seite 62.)

Nun kénnen wir nach Gleichung (48) statt & wieder den Winkel
e einfithren, und erhalten endlich:

o G h ’ 9 _h
sin 5 = sin 5 ginam { Vl (¢ r)} modulo & = sin 5 (51)

als vollstiindiges Integral der Differentialgleichung (46) mit den beiden
Integrationsconstanten £ und 7.

Das bei der zweiten Integration auftretende elliptische Integral
kann man auch auf eine andere Normalform bringen, wenn man
statt der Variabelen o, die doch stets einen echten Bruch darstellt,
den Sinus einer neuen Variabelen % einfithrt. Dann erhalten wir
an Stelle der Substitution (48) folgende:

sin :‘ = sin }2‘ -sin & (48a)
aus welcher, @hnlich wie vorher, folgt:

; cos ;da=sing-cos#.d#
sin A cosJ.d
B P — .

.
Yo BiRE D B
l/ sin 9 sim= ¢+
Die Umformung der linken Seite von Gleichung (47b) mit Hiilfe
dieser Substitution liefert dann:

—— "_—di—_'_.._—_ — = 2 ——_d "_}.'—. — = 2 —d-{}:_—""" =
o . N .
l/sm" ; — sin? j 1= 31112-; .sin? 4 1/1 — k2sin? 9
und die zweite Integration ergiebt:
4 19 7=
(L]
e ——— = ‘_q A —T) 493.
f]/l — k*sin® & ]/l ( ) ea)
0

Ueber die Grenzen links, und iiber die Constante z gilt das Gleiche,
wie vorher. Das links stehende Integral ist die einfachste Form
des elliptischen Integrales erster Gattung. Ks erscheint hier als
Function der oberen Grenze &, welche man Amplitude des Integrales
nennt, Ids ist % also auch Amplitude des dem Integrale gleich-
gesetzten Ausdruckes auf der rechten Seite, und in diesem Sinne
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constituirt der Begriff Amplitude die inverse Function des Integrals,
Wir driicken dies in unserem Falle durch die Gleichung aus:

% = am { l/—;!— (¢t — r)} mod. k = sin% (504a)

Bilden wir nun sin:, und beachten die Substitution (48a), durch
welche wir nun wieder sin% einfithren konnen, so finden wir die-
selbe Schlufsgleichung, welehe schon in (51) angegeben ist.

Die elliptischen Functionen, von denen wir hier den Amplituden-
sinus gebraucht haben, zeigen wichtige Analogieen mit den gewdhn-
lichen trigonometrischen Functionen, welche ja auch als ein Special-
fall der ersteren aufgefalst werden konnen, niumlich als elliptische
Functionen vom Modul & = 0. So besitzen die elliptischen Funec-
tionen eine uns hier besonders interessirende reelle Periode, d. h.
cinen Betrag, den man beliebig oft zum Argumente der Kunction
hinzufiigen kann, ohne deren Werth zu veriindern. Diese Periode,
welche bei den trigonometrischen Functionen den festen Werth 2
hat, hiingt aber bei den elliptischen Functionen von der Grilse des
Modul % ab. Wenn wir also jetzt nach der Schwingungsdauer des
Pendels fragen, so haben wir die Periode als Function des Moduls
zu suchen. Die Substitutionsgleichung (48a): sin% == sin%-siu v

lafst erkennen, in welcher Weise —g sich verindert, wenn  gleich-

miifsig von O bis 2z wiichst. Am kiirzesten konnen wir diesen
Verlauf durch folgende Tabelle anschaulich machen:

& | o |wichstbis| 7 | wichstbis| = !wﬁclmt bis 32—“ kuchstbis 2n
I I

o h ]| | oy

= 0 | wiichst bis | 4+ 3 | sinkt bis | 0 || sinkt bis | — —-| wiichst bis| 0

% B ¢ . 3
Wiihrend also ¢ danernd wichst, schwankt 5 zwischen zwei Grenzen

hin und her, wenigstens miissen wir an diesem Verlaufe festhalten,
wenn die Veriinderungen von ¢ stetig sein sollen, wie es die physi-
kalische Bedeutung dieses Winkels verlangt.

Wenn wir nun in der Integralgleichung (49a) die Amplitude
¥ = 27 setzen, so integriren wir iiber eine ganze Schwingungsdauer,
und die rechts stehende, dabei verstrichene Zeit (1 — 7) ist die ge-
suchte Periode 7.



88 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 28.
I8s lilst sich nun sehr leicht einsehen, dals die vier Quadranten
von ¢ gleiche Beitriige zu dem Integrale liefern, dafls also:

2n

l\.,‘ -]

dF =il - d i
V1 — k?sin? & V1 — k?sin® &
0 0

ist. Die Grolse

(M1

K #f
y1— “Hsin? &

welche in der anderen Schreibweise

_fV(l —rr*)(l — oY)

ist, nennt man in der Theorie der elliptischen Functionen, nach
Jacorr's Bezeichnung, das vollstiindige Integral erster Gattung. Die
Periode des Amplitudensinus ist dann = 4K, und die Schwingungs-
daver des Pendels kann aus Gleichung (51) dadurch gefunden

werden, dals
—1/s.
_ l/ ? g

: )
s o | . 5
T Kl/; (52)

Wir wollen 4K als Function von k& hier durch eine Reihen-
entwickelung auffinden. Nach dem binomischen Satze ist:
1
V1 — k¥sin® &

sein muls, also

=(1 — K?sin? )~ %

- k8sin® 9 - .

»h.:a

e —— | 9 P—— 1 b
=1+ 2—;’» sin pf+—§--—4-k Sin c)+-2 ry

Da diese Reihe, wegen k*sin®: < 1, absolut convergirt, kénnen wir
dieselbe glicdweise integriren und erhalten:

2x 3x 2z
19 1 3
'Vl'_(zz; = 2n + f Sin® 4 f sind F d o + ...
0 0 0
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Es handelt sich nun um die Werthe der Ausdriicke:

S, =[sin** 3.4, fira=1,2,3...

Wenn wir sin?®%.d % = — sin®0=1,%, d cos  setzen, so konnen wir
durch partielle Integration finden:
2= 2x
S, = —cosdsin?e-14 + (2a — 1) [ cos? F.sin?e -2 &.d &
] [t

Der aus dem Integral herausgetretene Theil fillt zwischen den
Grenzen 0 und 2# fort, und das noch iihrig bleibende Integral
kénnen wir wegen:

cos? Pt =1 — sm? Y

in zwei Theile spalten, welche wieder von der Form § sind, so dalfs
wir erhalten:

Sea=@a—-1S,,_,— Ca—-1S§,,

oder endlich:
2a =1
3 3
63-1 o= y 2¢ =2

Dies ist eine sogenannte recurrirende FKormel, aus welcher wir

nach Auffindung eines einzigen § alle iibrigen finden konnen. Nun
ist aber:

S _!sm":? d')_fd:’f=2fr,
also kionnen wir stufenweise bilden:
S: = ; Se = ?_13"2“
Ss =%Sz =‘s}'%‘27‘
st:%&:_}j'i 2 27 w s w.

Nachdem wir nun die in unserer Reihenentwickelung vorkommen-
den Integrale gefunden haben, erhalten wir:

J 1/\2 1 3\ 1 38 5
= & . 52‘ —_—— 4 e e L e
4K =2xn l1—|—(2J!+(2 4)k+(2 y G)k—]— }
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Auch diese Reihe ist absolut convergent fiir £ < 1, und wir er-

: vy B
halten aus Gleichung (52), unter Beachtung, dals k* = sin® = ist,

2
folgenden Ausdruck fir die Schwingungsdauer:
3 1 h 9 h
T — . o aming__ LB | o el
1 an/y {1—|— % sin 2 + 81 sin 9 + } (53)

Man sieht, dafs bei Schwingungsbigen von solcher Kleinheit, dafs
bereits das Quadrat des sin2/2 unmerklich wird, diese Gleichung iiber-
einstimmt mit der fiir diesen Fall frither abgeleiteten Gleichung (44)
(Seite 78), dals aber bei griofserem 2 die Schwingungsdauer zunimmt.

Bei Amplituden, die nicht iiber spitze Winkel hinausgehen,

. N/ 1 . . .
bei denen also sin? —5 < - ist, convergirt diese Reihe sehr schnell

2
und es geniigt in den meisten praktisch wichtigen Fillen endlicher
Pendelschwingungen, das erste oder hochstens die ersten zwei Glieder
der Reihe zu beriicksichtigen, denn man zieht es auch aus anderen
Grinden vor; bei den zu Messungen der Schwerkraft verwendeten
physischen Pendeln, welche genau den hier entwickelten Gesetzen
folgen, die Schwingungshigen nicht allzu grofs zu machen, wodurch
die Reibungen unniitz vergrélsert wiirden, und auch die FKr-
schiitterungen der sogenannt festen Aufhiingungen Stérungen ver-
anlassen wiirden. Das wichtigste Correctionsglied ist also das erste
Glied der Reihe. und wir konnen fiir milsige Amplituden mit ge-
niigender Genaunigkeit die geschlossene Formel ansetzen:

. T 1 .,k
P_QW.I/E {1+—‘Ism —2-} (53a)

§ 29. Pendelbewegungen in verticaler Kreishahn ohne Um-
kehrpunkte.

Wir wenden uns nun zur Behandlung des zweiten miglichen
Falles, den wir nach Ausfithrung der ersten Integration in Gleichung
(47) unterschieden haben. Die Winkelgeschwindigkeit defd¢ wird
dabei niemals gleich Null, es existirt kein maximaler Winkel %, wir
kénnen daher auch die Constante C nicht, wie beim vorhergehenden
Falle, durch diesen Winkel ausdriicken. Wir miissen vielmehr, um
eine reelle Lissung zu erhalten, eine andere Umformung vornehmen.
Aus der ersten Integration:

1 [de\® g
- (_d'g_) — cose =0 (47)
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folgt direct:

de\? 29
bt PP 25
(dt)_ C 4+ 7 cos &

oder wenn wir cose = 1 — 231112% setzen:
de)\? 2 49 . , @
=2 —2 — & g8
(dt) S 1 g
oder:
4y
le\? 2 BT .
(‘&3‘) _ (2c+ -f"_). 1— ——£—2——sm2% (54)
20+

Der Massenpunkt hat bei dieser Art der Bewegung auch im
oberen Gipfel seiner verticalen Kreishahn noch eine Geschwindig-
keit, und durchliiuft daher seine Bahn dauernd in derselben Richtung,
wenn auch die Geschwindigkeit in den oberen Theilen der Bahn
eine geringere sein wird, als in den unteren, wie man aus den
letzten Gleichungen fir das Geschwindigkeitsquadrat sieht. Der

kleinste Werth desselben tritt ein fiir ¢ = 7 oder = 37, = bz etc,,
also fiir den oberen Gipfel, und es ergiebt sich der Betrag desselben:
de\? ; g

Der grofste Werth tritt ein fir « =0, = 27, = 47 ete., also fiir
den Durchgang durch die Ruhelage. Dieser Betrag ist:

de\? g
('E?)o_ 20+ 25 (54b)
Durch Subtraction der Gleichung (54a) von (54b) kann man C eli-
. miniren und erhiilt:
de\? dea\? q &
—_] == = % 4c
(dt)u (dt)n 45 (40)

Um von den Winkelgeschwindigkeiten auf die Weggeschwindigkeiten
zu kommen, miissen wir diese Gleichung mit /2 erweitern, und wenn
wir noch den Factor m/2 hinzufiigen, so haben wir links die
Differenz der lebendigen Kraft zwischen der tiefsten und der
hochsten Lage:

S-S ] e o

Diese Gleichung ist ein neues Beispiel fiir das frither bei Ge-
legenheit der Fallbewegung in § 18 bereits beleuchtete Gesetz von
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der Erhaltung der KEnergie. Die rechte Seite stellt niimlich als
Product der Schwerkraft m.g und der Hihendifferenz 2 7 des hochsten
und tiefsten Punktes der Bahn die Arbeit dar, welche diese Kraft
bei der Abwirtshewegung leistet, und welche sich in dem Zuwachs
der lebendigen Kraft wiederfindet; bei der Aufwiirtshewegung, welche
dem Durchgang durch die Ruhelage folgt, bewegt sich die Masse
gegen die Richtung der Schwerkraft, und dabei wird dieser Zuwachs
wieder verzehrt, withrend der Arbeitsvorrath bei der Erhebung um
ebensoviel zunimmt.

Da auch (

dt
Seite der Gleichung (h4a) positiv sein, d. h. die Constante ¢ muls

) noch reell existiren soll, so muls die rechte
T

grolser sein, als 1‘:—. -
Betrachten wir nach dieser Erkenntnifs den in der Gleichung (54)

als Factor von sin? cj auftretenden Complex, so erkennen wir den-

selben als einen nothwendig echten positiven Bruch, den wir durch
k* bezeichnen wollen:

4y

o ) "

— k*, (55)

2 il
BG-+—
Wir kénnen alsdann die Constante ¢ durch &* ausdriicken, wie folgt:
g (2
o= (‘i&f . 1) (55a)

. 2 . : .

Der Zahlenfactor - 1 ist, wie vorher verlangt, stets > 1. Die
v

begriffliche Bedeutung von %% wird klar, wenn wir Zihler und

Nenner der Gleichung (55) durch die in Gleichungen (54c¢ und b)

dafiir gefundenen Ausdriicke ersetzen und den Bruch dann mit

m s i
5 (¢ erweitern. Man erhilt dann:
=

sl -2 )] )

b —— e = e
= . ! d e 3
2 | "\.dt b

k* ist also das Verhiiltnifs des Spielraumes, in welchem die lebendige
Kraft withrend der Bewegung schwankt, zu dem Betrage, welchen
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die lebendige Kraft beim Durchgang durch die Ruhelage besitzt.
Da nun der Zihler nach Gleichung (54d) nur von der Masse m und
dem Radius der Bahn / abhiingt, so ist fir dasselbe Pendel &% um-
gekehrt proportional dem Maximalwerth der lebendigen Kraft, oder
i selbst ist umgekehrt proportional der Geschwindigkeit, it welcher
das Pendel durch seine Ruhelage eilt. Nach Einfilhrung von 4? an
Stelle von € nimmt Gleichung (54) folgende Gestalt an:
2
(i‘i‘:_‘) = 4. ziz .(1_kssin== ‘;‘) (56)
Um zur weiteren Integration die Variabeln ¢ und ¢ zu trennen,
nehmen wir die Quadratwurzel und vereinigen die e enthaltenden
Glieder auf der linken Seite. s entsteht dann die Gleichung:

i =
1
R N l/” di. (56a)
« k 1)

1 — k2sin?2
l/ fsxu2

Wir sind damit wieder auf die Normalform des elliptischen Differen-
tiales erster Gattung gekommen, und wenn wir die beim Integriren
auftretende, unbestimmte Constante, wie vorher, auf der rechten
Seite durch einen unbestimmten Zeitpunkt z in Rechnung stellen,
so kinnen wir die untere Grenze des Integrales auf der linken
Seite gleich Null setzen und erhalten:

P d ¢
2 1 .
S S /”(;_r) (57)
: Py P2 k l
l/ — k“ 81N 2
0

oder in anderer Ausdrucksweise:

o« 1./9
?-—am';‘TV;(t—T)

w=2.am—;—|/v‘%(t—r) (57a)

Die Function Amplitudo wiichst fortwiihrend mit ihrem Argu-
ment, also hier mit der fortschreitenden Zeit, aber nicht gleich-
miifsig, sondern in periodischem Weehsel schneller und langsamer;
das interessante an unserem Resultate besteht darin, dals wir in
dem mechanischen Bilde eines die ganze Peripherie der verticalen

oder
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Kreisbahn durchlaufenden Pendels eine vollkommene Anschauung
des Verlaufes dieser transcendenten Function erhalten.

Fragen wir nach der Umlaufszeit 7, so haben wir die Grenzen
fiir e« iiber eine ganze Peripherie zu erstrecken; also etwa von
0 bis 27. Die Grenzen des Integrales in Gleichung (57), welches
“ 3
< enthiilt, werden dann 0 und .

Nach der Jaconr'schen Bezeichnung, welche wir oben bereits
einfithrten, ist dieses Integral dann 2K, und wir erhalten:

1./9
2K = T]/T P,

K als Function des Modulus # kann man als bekannt annehmen,
wir haben z. B. vor Gleichung (53) eine Potenzreihe fiir 4K ent-
wickelt, deren Anwendung liefert:

R 1\ . (1.8
T =l- I/E.q{l A (2) Wk +(2.4J

Je grofser die lebendige Kraft des herumlaufenden Massenpunktes
ist, um so kleiner wird, wie wir vorher auseinandersetzten, der
Modul %, um so nither riickt der Werth der geschweiften Klammer
in dieser Gleichung an 1, und 7" wird bei grofsen Geschwindig-
keiten proportional %, d. h. umgekehrt proportional der Geschwindig-
keit, wie dies auch bei gleichféormigen Rotationen der Fall ist.

Um die Continuitiit der beiden betrachteten Bewegungsarten
des Pendels herzustellen, miissen wir in beiden Fiillen zur fulsersten
Grenze gehen. Wir miissen also annehmen, das hin- und her-
schwingende Pendel steige nahezu bis zum Gipfel und kehre dort
um, also & niihere sich von unten der Grenze mx. Alsdann wird

2 1.3.5\
ket =——| k.. (B
(2.4.5) b }("8)

k= sinf—; sich der 1 niahern. Das herumlaufende Pendel aber durch-

streiche den Gipfel mit einem verschwindend kleinen Betrage von
Geschwindigkeit; auch der fiir diesen Fall geltende Modulus % nihert
sich der Grenze 1. Der gemeinsame Grenzfall ist nun der, dafs der
Massenpunkt im Gipfel der Bahn mit der Geschwindigkeit Null ver-
harrt. Der geringste Anstols wird dann den Punkt in der einen
oder anderen Richtung in Bewegung setzen und dadurch die Ent-
scheidung herbeifithren, ob die Bewegung zur ersten oder zweiten
Art gehort. Diese Ruhelage des Punktes im Scheitel der Bahn, aus
welcher derselbe durch den geringsten Anstofs sich mit beschleunigter
Bewegung entfernt, nennt man einen Zustand labilen Gleich-



§ 80. DIE DAMPFUNGSKRAFT. 95

gewichts. Betrachten wir die Schwingungsdauer 7 und die Um-
laufszeit 7" fiir diesen Grenzfall, so ist zu bemerken, dafs 7 einem
zweimaligen Durchlanfen des ganzen Kreises hin und zurick ent-
spricht, also mit der Zeitdauer 27" verglichen werden muls. Die
beiden gegebenen Reihenentwickelungen Gleichung (53) und Gleichung
(58) (mit 2 multiplicirt) scheinen sich in der That fiir £ = 1 der ge-
meinsamen Grenze:

E 1)\2 1.3\ /1.3.5)\2
2”1/9' i”('sz') +ra) + (i) + $

zu nithern. Diese Reihe steht aber an der Grenze der Divergenz,
ihre Summe ist logarithmisch unendlich.

§ 30. Die Diampfungskraft.

Bei den Annahmen, welche wir in den vorstehenden Betrachtungen
dieses Kapitels iiber die wirkenden Kriifte gemacht haben, ergaben
sich Oscillationen und Pendelbewegungen von rein periodischem Verlauf.
Dieselben werden also, einmal erregt durch irgend welche Anfangs-
bedingungen, ohne Grenze in der Zeit fortdauernd in gleicher Weise
sich wiederholen, ohne dals dabei etwa die Amplitude der Schwingungen
abnimmt. Nun wissen wir aus der gewdhnlichen, tiglichen Erfahrung,
dals schwingende Bewegungen von ewigem Bestande in irdischen
Verhiiltnissen niemals herzustellen sind, dals vielmehr bei allen
wirklichen Pendeln, deren Bewegungen wir beobachten konnen, all-
mithlich die Grofse der Schwingungsbogen abnimmt und sich asymp-
totisch der Null, der Zustand also der Ruhe des Pendels, niihert.
Man nennt diesen Vorgang die Dimpfung der Schwingungen.
Unsere Voraussetzungen iiber die hier wirkenden Krifte miissen
also bisher unvollstiindig gewesen sein, und es ist nithig, dals wir
uns dariiber unterrichten, was fiir Arten von Kriften wir eine solche
diimpfende Wirkung zuschreiben diirfen, und in welcher Weise die
Bewegung des Pendels und namentlich auch die Schwingungsdauer
durch dieselben beeinflufst wird. Diese Fragen sind von Wichtig-
keit, weil die gediimpften Schwingungen den realen Fall bilden, mit
dem wir es bei allen wirklichen Versuchen zu thun haben. Von
vornherein ist klar, dafs diese Dimpfungskraft der jeweiligen Rich-
tung der Bewegung stets entgegengesetzt gerichtet sein muls, denn
wire sie gleichgerichtet, so wiirde sie die Geschwindigkeiten und
damit auch die Amplituden mit der Zeit vergrolsern miissen. Ferner
ist es eine geliufige Beobachtung, dafs die Abnahme der Schwingungs-
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bigen um so betriichtlicher ist, je grolser diese Bigen selbst noch
sind, je grifser also auch die vorkommenden Geschwindigkeiten beim
Durchgang durch die tieferen Theile der Bahn sind. Diese Dim-
pfungskriifte werden also Functionen der Geschwindigkeiten sein,
und zwar solche, welche erstens stets das der Geschwindigkeit ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben, und welche zweitens mit wachsender
Geschwindigkeit in ihrem absoluten Betrage zunehmen. Wenn wir
nun im Folgenden die mathematisch einfachste Annahme machen,
dafs die Diimpfungskrifte den herrschenden Geschwindigkeiten direct
proportional sind, so ist das eine zuniichst unbegriindete Festsetzung,
deren Berechtigung nur aus der Uebereinstimmung der analytischen
Folgerungen mit der Erfahrung erwiesen werden kann, welche sich
aber thatsiichlich iiberall da bewiihrt hat, wo Korper mit glatten,
abgerundeten Oberfliichen sich in mifsigen Geschwindigkeiten be-
wegen. Die Ursache solcher Dimpfung, der alle irdischen Kirper
bei ihrer Bewegung ausgesetzt sind, liegt in der relativen Verschie-
bung derselben gegen ihre Nachbarn und besteht beim Pendel, wel-
ches wir jetzt betrachten, erstens in der Reibung der kleinsten
Theilchen des biegsamen Fadens an der Stelle seiner Aufhiingung,
oder in der Reibung der Schneide eines physischen Pendels auf
ihrer Unterlage, zweitens aber in den durch die Schwingungen des
Pendels erzeugten Luftbewegungen, welche hinaus in den Raum
gehen und somit dem Pendel selbst dauernd KEnergie entziehen. Bei
ungediimpften Schwingungen ist die Knergie eine unverinderliche
Grifse, wie sich schon aus der dann constant bleibenden Geschwin-
digkeit beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage und aus der
constanten Amplitude ergiebt. Diese Ableitung von Energie in die
umgebende Luft, in welcher ein Korper sich bewegt, erfordert mit-
unter ein von dem oben aufgestellten abweichendes Gesetz fiir die
Abhiingigkeit der Diampfungskraft von der (Geschwindigkeit. Besitzt
niimlich der bewegte Korper scliarfe Kanten oder Ecken, welche
nicht, wie bei den linsenformigen Pendelmassen, zum leichteren
Durchschneiden der Luft dienen, sondern welche quer zur Be-
wegungsrichtung stehen, oder ist bei einem abgerundeten Korper
die Geschwindigkeit eine sehr bedeutende, so bilden sich hinter
dem Korper Wirbelbewegungen in der Luft, deren Entstehung dem
bewegten Korper mehr lebendige Kraft raubt, als die vorher er-
wihnte gewihnliche Luftreibung. Die Diampfungskraft darf alsdann
nicht einfach proportional der Geschwindigkeit angesetzt werden,
sondern man kommt den Thatsachen nither dadurch, dals man im
Grofsen und Ganzen, d. h, wenn man den Krfolg des Luftwider-
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standes durch einen ganzen Schwingungsbogen zusammennimmt, die
Déampfungskraft proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit setzt.
Dabei ist indessen zu beachten, dafs das Quadrat heim Wechsel der
Richtung stets sein positives Vorzeichen behilt, withrend diese Kraft
im Gegentheil ihr Zeichen dabei immer wechselt. Diese Betrachtung
wollen wir indessen hier nicht weiter verfolgen, sondern wir wollen
uns auf die gewdhnlichen Fille beschriinken, in demen abgerundete
Korper mit mifsigen Geschwindigkeiten sich bewegen. Auch wollen
wir die Betrachtung nur fiir kleine, geradlinige Pendelschwingungen
durchfithren, welche uns in § 26 auf dasselbe Resultat gefithrt hatten,
wie die geradlinigen Bewegungen eines Massenpunktes unter Wir-
kung einer elastischen Kraft. Die Differentialgleichung war fiir
diesen Fall gegeben durch Gleichung (35b, 1) S. 59:

m oo a®a

aer )
Wir wollen nun zu der elastischen Kraft noch die eben besprochene
Dimpfungskraft hinzufiigen, welche wir ausdriicken durch — k. %;

k ist eine positive Constante, welche die specifische Stiirke der Rei-
bung bestimmt. Die Differentialgleichung fiir das Problem der ge-
dimpften Schwingungen wird also:

d*x 4 dx 2

el O (Tl Eatus 9

m T atx — | T (H9)

Dieselbe ist homogen und linear und hat constante Coefficienten.
Wir werden daher particuliire Integrale finden kinnen, wenn wir,
wie frither, «# als Exponentialfunction der Zeit ansetzen:

z = ept (60)

2
Dann ist ﬁ=p.m und o = p*z. Durch Einsetzung dieser

dt di?
Ausdriicke in die Differentialgleichung verwandelt sich diese in eine
quadratische Gleichung fiir das noch unbekannte p. Den allen drei
Gliedern gemeinsamen Factor z konnen wir fortheben, da wir die
selbstverstiindliche Losung: « = 0 (fiir alle Zeiten) hier nicht suchen,
sondern Bewegungen des Massenpunktes betrachten wollen. Wir
konnen diese quadratische Gleichung in der Form schreiben:

2

a

k '
2 60¢
p°+ r+ 0 (60a)

m

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd.I, 2. 7
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Die beiden Wurzeln derselben sind:

k A

— R i 60b
P 2m + 1/4?332 m (60b)

Wir erhalten also zwei im Allgemeinen verschiedene Werthe von p,
welche die Form (60) zu einer Losung der Differentialgleichung
machen, wir haben somit gleichzeitig zwei particulire Integrale ge-
funden, aus denen wir das vollstindige Integral mit zwei willkiir-
lichen Constanten zusammensetzen konnen.

Bei der weiteren Behandlnng des angegriffenen Problems: sind
nun zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem die in Gleichung (60D)
vorkommende Quadratwurzel reell oder imaginir ausfillt. Beide
Fille haben einen physikalischen Sinn, es werden dadurch zwei
wesentlich verschiedene Bewegungsarten charakterisirt; iiber die Ver-
wendbarkeit von Integralen, welche in der Form imaginirer Ex-
ponentialfunctionen auftreten, haben wir schon in § 23 gesprochen.

§ 31. Aperiodischer Verlauf der Bewegung.

Zuniichst behandeln wir den Fall, in welchem die beiden
Wurzeln p reell sind. Derselbe tritt ein, wenn die Dampfung so
stark ist, dafls die Ungleichung:

k a
=— (61)

2m — Vm

erfilllt ist. Kine obere Grenze fiir die Grifse der Dimpfung ist
durch die mathematischen Betrachtungen nicht gegeben, wenn sie
sich nur durch physikalische Verhiltnisse herstellen lifst.

Der absolute Betrag der Quadratwurzel bleibt stets kleiner als
I : : = - : .
Tt die beiden reellen Wurzeln p sind daher immer negativ und

im Allgemeinen von verschiedener Grofse. Bezeichnen wir dieselben

kurz durch
k k2 a?
=5, == 2m + ‘/Z?ﬁ’- T m

und (62)
N L ¥ N
Fz = 2m 4 m? m’

1Bl <|Bals

also
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so konnen wir mit Hiilfe zweier unbestimmter positiver oder negativer
Constanten 4, und 4, folgendes Integral bilden:
x=A .6~ At 4,.e" A, (63)

Die Vollstiindigkeit desselben ergiebt sich daraus, dafs man jeden
Anfangszustand, also den Ort 2, und die Geschwindigkeit w, zur
Zeit t = 0 durch dasselbe befriedigen kann. KEs wird niimlich:

Ty =4, + 4,
dx
woraus folgt:
A = 35, +J“t_1__
d (?z - (7)1
un
4 _bBintu
¢ ﬁz - ﬁl

Jede der beiden Exponentialfunctionen in Gleichung (63) stellt eine
Bewegung dar, welche sich mit der Zeit asymptotisch der Ruhelage

X

i
]

Fig. 5a.

nihert, und zwar erfolgt die Annitherung um so schneller, je grifser

der Coefficient 4 ist, mit welchem die Zeit im Exponenten multi-

plicirt ist. Von den beiden in (63) vorkommenden Functionen nimmt
T'
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also diejenige, welche 4, enthiilt, schneller ab, als die andere, weil
nach Gleichung (62) [f,| > |/, | ist. Der zeitliche Verlauf dieser
Funetionen ist in Fig. 5a und 5b in graphischer Weise durch die
punktirten Curven anschaulich gemacht, die Abscissen, Richtung O T,
stellen die fortschreitende Zeit dar, die Ordinaten, Richtung O X,
die Abweichungen aus der Ruhelage. Die Superposition beider, die
ausgezogenen Curven der Figuren, stellt einen Linienzug dar, welcher
sich entweder sofort der Abscissenaxe asymptotisch anschmiegt (Fig. 5 a),
oder nur einmal dieselbe durchsetzt und sich dann von der anderen
Seite nithert (Fig. 5b). Zu einem mehrfachen Oscilliren um die Ruhe-
lage kommt es also in diesem Falle iiberhaupt nicht.

Fig. 5b.

Beispiele solcher stark gedimpfter Schwingungen bieten die
Magnetnadeln in den ballistischen Galvanometern, deren Bewegungen
aperiodisch sind und nach dem ersten Ausschlag sofort ersterben.
Die Galvanometernadeln kionnen zwar nicht als Massenpunkte auf-
gefalst werden, auf welche sich unsere jetzige Betrachtung bezieht,
das einfachste mechanische System, welches man fiir dieselben ein-
setzen kann, besteht vielmehr aus mindestens zwei durch einen festen
Abstand getrennten, gleichen Massenpunkten, welche sich um eine
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gemeinsame, im Mittelpunkte der Verbindungslinie senkrechte Dreh-
ungsaxe bewegen konnen. Wir werden aber spiter einsehen, dals
auch ausgedehnte starre Massensysteme, welche sich um eine feste
Axe drehen kinmnen und dabei entweder durch die Torsion eines
Aufhéingungsdrahtes oder durch #ulsere Kriifte in eine bestimmte
Ruhelage hingezogen werden, schwingende Bewegungen um diese
Lage ausfithren nach denselben Gesetzen, welche wir hier fiir einen
einzelnen Massenpunkt finden.

Von praktischer Bedeutung fiir diesen Fall der aperiodischen
Bewegung ist noch die Frage, unter welchen Grifsenverhiiltnissen
zwischen den vorgeschriebenen Constanten m, «® und % die An-
nitherung an die Ruhelage am schnellsten erfolgt. Der spiitere
Verlauf der Bewegung wird hauptsichlich bestimmt durch die lang-
samer abnehmende der beiden Exponentialfunctionen, in unserer
Bezeichnung also durch diejenige, welche die Wurzel 3, enthiilt.
Je grofser dieser Factor also ist, desto schmeller erfolgt die Be-
ruhigung. Nun sieht man aus den Gleichungen (62), dafs der ab-
solute Betrag von 3, am grofsten wird, wenn die Quadratwurzel

verschwindet, wenn also:
k a
2m = Ym 94
ist. Dies ist mithin die gesuchte Bedingung fiir das schnellste Kr-
loschen der Bewegung. Diese Relation bildet den Grenzfall zwischen
reellen und complexen Wurzeln; dafs auch im letzteren Falle die
Déampfung langsamer wirkt, werden wir nachher erkennen.

Dieser Fall der verschwindenden Quadratwurzel bietet auch noch
ein besonderes mathematisches Interesse, da die beiden particuliaren
Integrale, aus welchen wir die allgemeine Lésung, Gleichung (63)
zusammengesetzt haben, dadurch in eines zusammenflielsen, also
zuniichst auch nur einer disponiblen Integrationsconstante Raum
geben. Man kann aber durch einen vorsichtigen Grenziibergang
zur Gleichheit von 3, und 3, die Vollstindigkeit der Losung mit
zwei Constanten auch in diesem Kalle wahren. Zuniichst kann man
die vollstiindige Losung in folgender Form schreiben:

T = {Al + A2 _e"(ﬂ:-lﬁ:)!} e b,
s k
Lifst man nun 3, und 3, gegen den gemeinsamen Grenzwerth Ty
streben, so wird wegen der verschwindenden Differenz (3, — 3,) fiir
jede endliche Zeit:

o= At =1 — (5, — )
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und die vorstehende Losung wird dann:
z= (4, + 4,).e At —4,(8, — f)).t.e At

oder wenn man folgende Constanten benutzt:

B =4, + 4,
B, = — 4, (3, — B):
x=DB,..e A4 B,.te" At fiir g, = g% (65)

2

Es tritt also fiir diesen Specialfall aufser dem Integral 8_7‘, welches
den gemeinsamen Werth der beiden fritheren particuliren Integrale

darstellt, noch ein neues particuliires Integral von der Form: 7.¢ ETN
auf. Dals dieses die Differentialgleichung (59) fiir den Fall der Er-
filllung der Relation (64) in der That befriedigt, kann man durch
Bildung seiner Differentialquotienten und Kinsetzung derselben in
(59) leicht bestitigen. Wir behalten also auch fiir diesen Fall
zwei Integrationsconstanten, mithin eine vollstindige Losung, durch
welche wir jedem beliebigen Anfangszustande gerecht werden kon-
nen. In den meisten praktischen Fillen, wo dieser Verlauf der
Bewegung erwiinscht ist, kann man entweder die bewegte Masse m,
oder die elastische Kraft &% oder endlich die Dampfung % so regu-
liren, dafs die Relation (64), von welcher das Kintreten desselben
abhiingt, erfiillt wird, Bei den Galvanometern zur Messung von
sogenannten Stromstifsen hat diesen Zustand zuerst E. pu Bois-
Reymoxp hergestellt.

Das Resultat dieser letzten Betrachtung, dafs niimlich die Be-
ruhigung am schnellsten eintritt, wenn die Diimpfung % den kleinsten
Betrag besitzt, der iitherhaupt bei aperiodischer Bewegung moglich
ist, kann auf den ersten Blick paradox erscheinen; man kinnte bei
oberflichlicher Betrachtung vielmehr vermuthen, die Ruhe miilste
um so schneller eintreten, je grolser die Diimpfung ist. Dagegen
ist aber geltend zu machen, dals bei starker Dimpfung die Bewegung
iiberhaupt nur mit geringerer Geschwindigkeit erfolgen kann und
deshalb mehr Zeit bis zur Erreichung der Ruhelage erfordert, als
in diesem giinstigsten Falle.

§ 32. Gedidmpfte Schwingungen.

Der zweite Fall, in welchem die Quadratwurzel der Gleichung
(60b) (Seite 98) imaginiir wird, liefert die eigentlichen gedimpften
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Schwingungen mit oscillatorischem Verlauf. Die Bedingung fir das
Eintreten dieser Bewegungen ist die Ungleichung:
k < a
2m ﬂ’
welche alle Fille umfafst, in denen die Dimpfungsconstante %, welche
stets positiv sein mufs, einen geringeren Betrag hat, als in dem vor-
her betrachteten Grenzfall. Wir erhalten alsdann fiir die beiden
Wurzeln p folgende Gleichung:

k a? k2
S W L ) (7 e 67
p 2m + l/m 4m? (¢0)

oder, wenn wir der Kiirze wegen schreiben:

(66)

(67a)

=-—bin (67D)
Das vollstiindige Integral wird nun
#=A, g~bttint | 4 g—di—int

oder:
r = 5—b¢{A1 ptint + A2 _e—iut}.

Die imaginiiren Exponentialfunctionen kionnen wir durch trigono-
metrische Functionen ausdriicken:

x=e"b{(4, + d,)cosni + i(d, —4,)sinnt}

Das Integral tritt in complexer Form auf; wir hatten aber schon
frither auseinandergesetzt, dals man in solchem Falle den reellen
und den imaginiren Theil gesondert als particuliires Integral be-
niitzen kann; die aus 4, und 4, zusammengesetzten unbestimmten
Constanten bleiben ebenfalls wegen einer Eigenschaft der linearen
homogenen Differentialgleichungen frei verfiighar, so dals wir aus
den beiden Theilen der letzten Gleichung folgendes Integral zu-
sammenstellen kénnen:

z=F.e~'cosnt+ G.e"Ptsinnd (68)
F und @ sind die unbestimmten Integrationsconstanten, statt

welcher man, gleichwie bei der Betrachtung der ungedimpften
Schwingungen, eine Amplitude 2 und eine Phasenconstante ¢ ein-
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fithren kann. Man erhilt dann folgende, mit der vorstehenden
gleichwerthige Liosung:

z=h.e~ ¥ sin(p + ni). (68a)

Die Vollstiindigkeit dieser Lisungen lafst sich, wie frither, dadurch
nachweisen, dafs man F und G, oder % und ¢ durch die Anfangs-
bedingungen z, und u, ausdriickt. Das Resultat unterscheidet sich
also von demjenigen, welches fiir ungedimpfte Schwingungen gilt,
rein analytisch betrachtet, nur durch den hinzugekommenen Factor
¢="* Dieser bringt aber in den durch jene Gleichungen beschriebenen
Bewegungen characteristische Veriinderungen hervor, welche wir be-
trachten wollen. Rechnen wir in Gleichung (68a) diesen Exponential-
factor mit zur Amplitude %, so erkennen wir, dals die Bewegung
wegen der Darstellung durch den Sinus eines mit der Zeit wach-
senden Argumentes eine oscillatorische sein mufs von bestimmter
unverinderlicher Periode, welche man leicht finden kann aus dem
Werth von » in Gleichung (67a, 2), der die Bedeutung der Schwin-
gungszahl fiir 2z Secunden erhilt. Jedenfalls folgen also die Zeit-
punkte, in denen der Sinus verschwindet, in denen also der Punkt
durch seine Gleichgewichtslage geht, einander in gleichen Zeitinter-
vallen. Der Hauptunterschied gegen den fritheren Fall liegt darin,
dafs die Amplitude, welche damals constant blieb, jetzt wegen des
Factors e—?¢ in einer bestimmten Weise mit der Zeit abnimmt und
gegen die Grenze Null strebt, und zwar um so schueller, je grifser
b ist, withrend bei hinreichend kleinen Werthen von & die Abnahme
der Amplituden im Vergleich zu der Schwingungsdauer der Oscil-
lationen sehr langsam erfolgt. Die Grofse b hiingt durch Gleichung
(67a) in einfachster Weise mit der Dimpfungsconstante & zusammen,
auf welche man daher leicht iibertragen kann, was hier von dem
Einflufs von & gesagt ist. Der zeitliche Verlauf erléschender Ex-
ponentialfunctionen ist bereits in den vorstehenden Figuren 5a und b
durch die punktirten Curven anschaulich gemacht.

Bei genauerer Betrachtung kann man auch nachweisen, dalfs
durch den Kxponentialfactor der zeitliche Verlauf der Bewegung im
Inneren einer einzigen Oscillation in bestimmter Weise abgeiindert
wird im Vergleich zu dem Verlaufe einer normalen Sinusschwingung.
Am deutlichsten zeigt sich dies, wenn wir die Zeiten aufsuchen, in
welchen der Massenpunkt in seiner grofsten Entfernung aus der
Ruhelage umkehrt. Diese Zeiten sind charakterisirt durch die Be-

; d 5 ; W
dingung: d—? = 0, wir miissen also zuerst durch Differentiation der
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Gleichung (68a) nach der Zeit den Ausdruck fiir die Geschwindig-
keit finden. Es ergiebt sich:

dx

7] =.h.e"% . {n.cos(p + nt) — b.sin(p + nd)}

An Stelle der beiden Coefficienten in der geschweiften Klammer,
n und b, wollen wir zwei anschaulichere Grifsen, », und y, einfiihren
durch die Festsetzung:
n=nnc'osy } (69)
b = n,siny.
Dafs man unter allen Verhiiltnissen passende Werthe von n, und y
finden kann, ergiebt sich aus den Auflésungen dieserbeiden Gleichungen:

e 2 2
N =mn*+40

}l (69a)

b
7y = arctang P

Ein Blick auf die Ausdriicke in Gleichung (67a), fir welche » und b
als Abkiirzungen eingefiihrt sind, zeigt, dafs:

“02 - m
ist, dafs also nach Gleichung (38b), Seite 64, », die Schwingungszahl
darstellt, welche herrschen wiirde, wenn keine Dimpfung vorhanden
wiire. Der Bogen y kann, da & und = beide absolute Grifsen sind,
der Tangens also einen positiven Betrag hat, immer im ersten
Quadranten gewihlt werden: 0 < y < ; Der Ausdruck fiir die
Geschwindigkeit erhilt durch Einfihrung von #, und y folgende

Form:
dx

= ny . h.e~t.cos(y 4+ @ + nt). (70)
Dieser Ausdruck wird Null, sobald der Cosinus verschwindet; wir
sehen daraus, dafs die Zeitpunkte, in welchen der Massenpunkt in
seiner #ulsersten Entfernung umkehrt, ebenfalls in unveriinderlichen
Abstanden von einander liegen, welche iiberdies gleich sind den-
jenigen, in welchen die Durchgiinge durch die Ruhelage einander
folgen. Der Unterschied vom Verlaufe der ungediimpften Sinus-
schwingungen besteht aber darin, dals die Zeitpunkte der Umkehr,
die wir mit #,,, bezeichnen wollen, eine Verschiebung gegeniiber
den Zeitpunkten des Durchgangs durch die Ruhelage, die wir ¢,
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nennen wollen, erfahren haben. Die Zeiten ¢, sind gegeben durch:
sin (p + nt) = 0. Daraus folgt ¢ + n¢, = ax, mithin

b1
,0=a,;_££ @=1,23...... ) (1)

Die Zeiten t,,,x aber werden bestimmt durch: cos (y 4+ ¢ + 7. fyay) = 0,

oder y + ¢ + ntpx = am +%, mithin:

T @ I
ISRTRNL . NN [P 4] T1a
max a n n + 2 ( )
Der Zeitraum zwischen irgend einem ¢, und dem nichsten darauf-

folgenden ., ergiebt sich hiernach:
(tmax — ) = 5— —

oder wenn wir statt n» die Schwingungsdauer T = 2a/n einfiihren:

T -
(tmax — 1) = — 5T (71b)

Die Zeit zwischen einer Umkehr und dem niichsten darauf folgenden
Durchgang durch die Ruhelage ist dementsprechend ZT -4 —2;—;:- T
Erstere ist also kiirzer, als eine viertel Periode, letztere um ebenso
viel linger, withrend bei den normalen Sinusschwingungen beide
Zeitriume den gleichen Betrag einer viertel Periode besitzen. Diese
Verschiebung der Umkehrzeiten bei gedimpften Schwingungen kann
man sich auch durch eine graphische Darstellung veranschaulichen.
In Fig. 6 stelle die horizontale, bei O beginnende Abscissenaxe die
fortschreitende Zeit dar, wihrend die verticale Ordinatenaxe OX in
positiver und negativer Richtung die Entfernungen x des Massen-
punktes aus seiner Ruhelage messen soll. Wir betrachten zuerst
eine normale Sinuscurve von der Amplitude % und der Periode T.
Dieselbe beginnt, entsprechend dem Anfangszustande, im Punkte X,
ihre Gipfel sind durch H bezeichnet, die Fulspunkte derselben auf
der Abscissenaxe, also die Zeitpunkte der Umkehr fiir diesen Fall,
durch 4, die Durchgiinge durch die Ruhelage sind £ genannt; der
Abstand zweier benachbarter 4 oder 2 milst also auf der Zeitaxe
die halbe Periode, die kiirzesten Strecken 42 eine viertel Periode;
durch die Strecke O Q findet auch die Phasenconstante ¢ Beriick-
sichtigung. Aufser dieser Sinuscurve enthiilt die Zeichnung auch
noch die graphische Darstellung der Exponentialfunction A.e—?t,
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Diese ist durch die punktirte Curve angegeben, welche im Punkte E
ansetzt; O K ist gleich 2. Wenn man nun die Ordinaten der Sinus-
curve nach dem Mafsstab der Ordinaten der Exponentialcurve ver-
Jingt, so entsteht die dritte Curve der Figur, welche den Verlauf
der gedimpften Schwingung darstellt. Die Amplituden 4 H werden
dadurch verkiirzt bis zur Hohe 4 J, welche von Halbperiode zu Halb-
periode mehr und mehr abnimmt. Da nun in der allerniichsten Um-
gebung der Gipfelpunkte H die Sinuscurve parallel der Abscissen-
axe verlduft, so muls die Curve der gedimpften Schwingung in den
Punkten J die Exponentialcurve tangiren, also in diesen Punkten

X+

X, DN~ s

|
I

1 H

| L

1 17

0| BA 52\ ﬁ}E 7:-.* BA _QW.‘: BA 9.0 BA
H e 5 8 H

Fig. 6.

bereits abwiirts geneigt sein, die Gipfelpunkte K der letzten Curve
miissen also der Zeit nach frither erfolgen, also links von J liegen;
die Fulspunkte B dieser Gipfelpunkte K, welche die Zeiten anzeigen,
zu welchen die Geschwindigkeit des gedimpft schwingenden Massen-
punktes gleich Null wird, liegen daher links von den entsprechen-
den Zeitpunkten A der ungedimpften Schwingung. Die kurzen
Strecken B 4 sind nach der vorangehenden analytischen Betrachtung

in allen Perioden dieselben und repriisentiren den durch 27’; T be-
zeichneten Zeitraum:
= - T ¥ === ¥
p ] aenste e e g h i = _
Q28 ist 7 5~ T und B Q 3 +2;;P
Aus den Gleichungen (67a) und (69a) erkennt man auch den
Einflufs der Dimpfung auf die Schwingungszahl »; es ist ndmlich:

k2
4m?’

(11¢)

n? = n,® —
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wo n, sich auf ungedimpfte Schwingungen bezieht. Die Schwingungs-
zahl wird also durch die Dampfung verkleinert, der gedimpfte
Punkt schwingt langsamer. Doch enthilt die Gleichung nur das
Quadrat der Dimpfungsconstante %, welches in den Fillen, wo %
selbst als kleine Grolse betrachtet werden kann, vollig unmerklich
wird, so dafs man den Satz aufstellen kann: Schwache Dimpfung
veriindert die Schwingungszahl mnicht merkbar. Bei stiirkerer
Dimpfung wiichst aber der Einflufs in gesteigertem Maafse, und
man mufs denselben namentlich bei denjenigen Mefsmethoden beriick-
sichtigen, in denen man die Grifse einer elastischen Kraft (Con-
stante a?) aus der Beobachtung der Schwingungszahl ableiten will.
Hierbei kommt es niimlich auf die Ermittelung von #, an, wihrend
man direct nur n beobachten kann. Die Correction, welche man
an n® anbringen muls, ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung,
erfordert aber die zahlenmiilsige Kenntnifs der Dampfungsconstante £,
mit deren experimenteller Bestimmung wir uns jetzt beschiiftigen
miissen.

§ 33. Logarithmisches Decrement, Schwingungsbeobachtungen,
Methode der kleinsten Quadrate.

Am leichtesten zu beobachten ist die Lage eines schwingenden
Punktes zur Zeit seiner Umkehr, weil dann seine Geschwindigkeit
Null ist, also ein Stillstand eintritt und man an einer festen Scala
in Ruhe eine Ablesung machen kann, ohne durch die Erwartung
eines von aulsen gegebenen Zeitsignals fiir die Ablesung beunruhigt
zu werden. Man kann durch solche Beobachtungen die Ampli-
tuden der auf einander folgenden Schwingungen (die Hohen BK
in Fig. 6) feststellen und dieselben mit den Resultaten der voran-
gehenden Theorie vergleichen. Die Umkehr findet nach Gleichung
(71a) zu bestimmten Zeiten f#,,, statt. Wenn wir diese Zeiten in
die Integralgleichung fiir » (Gleichung 68a) einfithren, so erhalten
wir die Betriige der aufeinanderfolgenden Amplituden 2, zunichst
in der Form:

L= k.e_%(u:ﬂ-%_m_r)

sin (a LI
- 7w+ 5 7
und nach einigen elementaren Umformungen in folgender Gestalt:

T by
e - (S -e-
z,= + h.e 2.{8 v (- y).cosy}.
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Die geschweifte Klammer stellt einen constanten Factor dar, welcher
die Ordnungszahl a nicht enthilt, also fiir alle auf einander folgenden

Amplituden denselben Werth besitzt, folglich stellt sich die Ampli-
r

tude @, proportional ¢~ "2 heraus, wenn man das abwechselnd

positive und negative Vorzeichen unberiicksichtigt lifst, die Ampli-

tuden also als absolute Strecken betrachtet. Bildet man die Ver-

hiltnifszahl zweier auf einander folgender Amplituden:

-(a+nb.2£
T 1 [ —_—t,—
e L (72)
@, e
a —nbz-

[

so stellt sich dieselbe als unabhiingig von a heraus, ist also fiir alle
Paare benachbarter Ausschlige dieselbe. Der Werth dieser Zahl
ist stets ein echter Bruch, welcher bei kleiner Dimpfung b nahezu 1
wird, bei gréfserer Dimpfung aber kleinere Werthe besitzt.

Die Ausschlige nehmen also ab als die Glieder einer geo-

vy
2

metrischen Reihe mit dem Quotienten ¢ "2, Dieses Resultat der
Theorie bildet durch seine Uebereinstimmung mit den Messungen,
welche an gedimpften Schwingungen ausgefiihrt werden kinnen, die
wichtigste Stiitze fiir die Richtigkeit der zu Anfang beim Aufstellen
der Differentialgleichung (59) gemachten Annahme, dals die Dim-
pfungskraft einfach proportional der Geschwindigkeit zu setzen sei.
Bildet man die Logarithmen von den Gliedern einer geo-
metrischen Reihe, so erhdlt man eine arithmetische Reihe; wenn
der Quotient der ersteren, wie in unserem Falle, echt gebrochen
ist, so ist jedes folgende Glied der arithmetischen Logarithmenreihe
um eine constante Differenz kleiner als das vorhergehende. Diese
Differenz finden wir durch Logarithmirung der Gleichung (72):
r H
logM @y 41 — logz, = —b-—2-= — o. (72a)
Man nennt dieselbe das logarithmische Decrement der Schwin-
gungen und besitzt in demselben eine genauen Messungen gut zu-
gingliche Grifse, aus welcher man nach Bestimmung der Schwin-
gungsdaver T auch die Constante b und endlich das Maals der
Dampfungskraft, £, in absolutem Maalse finden kann. Die Grilfse
der Amplituden z, kann aus den Umkehrpunkten einer festen Scala
nur abgeleitet werden, wenn man auch die Gleichgewichtslage auf

! Das Zeichen log bedeutet hier und spiiter die natiirlichen Logarithmen.
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dieser Scala kennt; diese lifst sich indessen an dem schwingenden
Punkte nicht direct beobachten. KEs lafst sich aber leicht zeigen,
dals auch die ganzen Schwingungsbogen, von einem Umkehrpunkt
bis zum nichsten gemessen, nach demselben Gesetz abnehmen.
Nennen wir s, den absoluten Betrag desjenigen Bogens, welchen
der Punkt beschreibt, um von der durch die Amplitude vom ab-
soluten Betrage =,_; gegebenen Umkehrstellung bis zur niichsten
Grenzlage =, zu gelangen, so ist

Sg = Ta—1 1+ %

und wir finden folgende Verhiltnifszahl zwischen zwei auf einander
folgenden Bogen:

La

— 41 T
Samt _ TatTasl _ Tarl Fawr  _ Tarr _ by

8 Tygm1+ & @ Lyl x

a a=1 a a a +1 a

Ty
mithin:
T
lOgsn+1—10gsu=—b?=—o‘. (721))

Zur Bestimmung des logarithmischen Decrements ist also die Kennt-
nils der Ruhelage entbehrlich.

Die Beobachtungen an pendelnden oder auch rotatorisch os-
cillirenden Korpern spielen in der ganzen messenden Physik eine
wichtige Rolle, weil dieselben mit grofser Schiirfe auszufithren sind
und einen Schlufs auf die Gréfsen der in der Differentialgleichung
angesetzten Kuiifte ziehen lassen. So fithrt z. B., wie wir schon
vorher erwiithnten, die Bestimmung der Schwingungszahl #n, zur
Kenntnifs der durch die Constante a® characterisirten Kraft, mag
dieselbe nun von der Torsion eines Aufhiingungsdrahtes oder von
einer iufseren Richtkraft, wie die Schwere beim Pendel oder die
sogenannte Feldstirke bei den Magnetnadeln, herrithren. In anderen
Fillen, bei ballistischen Messungen, wo ein schwingungsfihig auf-
gehiingter Korper durch einen Stofs eine gewisse Anfangsgeschwin-
digkeit erhiilt, kommt es auf die Grolse des ersten Ausschlages an,
welche alsdann erlaubt, diese Anfangsgeschwindigkeit zu ermitteln.
Die frither schon erwithnten aperiodischen Galvanometer zur Messung
von Stromstofsen gehoren hierher. Man kann auch die Geschwindig-
keit von Geschossen dadurch bestimmen, dafs man dieselben gegen
ein hinreichend schweres ballistisches Pendel abfeuert und den Aus-
schlagswinkel des letzteren mifst. In noch anderen Fillen ist es
die Aufgabe, die Grofse der Diampfung zu bestimmen, z. B. um die
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Grofse der Inductionsstréme zu vergleichen, welche durch die Be-
wegung von Magneten erzeugt werden. Endlich kann auch durch eine
Veriinderung der Gleichgewichtshedingungen, also durch das experi-
mentell bewirkte Hinzutreten einer vorher nicht wirksamen, nachher
aber unveriinderlichen Hufseren Kraft, die Ruhelage des Korpers
dauernd veriindert werden, und es handelt sich um die Auffindung
der neuen Ruhelage des schwingenden Kérpers, um aus der ein-
getretenen Verschiebung einen Schlufs auf die Grifse der neu hin-
zugetretenen Kraft zu ziehen. Dabei ist es unzweckmiilsig, das end-
liche Eintreten der Ruhe in der neuen Lage abzuwarten, weil dazu
meist so lange Zeit nothig ist, dals die Hulseren Verhiiltnisse in-
zwischen sich wieder irgendwie verindert haben kinnen; auch ist
aus demselben Grunde die zu einer genauen Ablesung erforderliche
Bewegungslosigkeit selten vollkommen erreicht, gewdhnlich ist die
Einstellung in einer, wenn auch geringfiigigen, so doch bemerkbaren
Wanderung begriffen, auf welche man Riicksicht nehmen mufs, wenn
die Beobachtungen iiber lingere Zeiten ausgedehnt sind. Deshalb
entsteht die Aufgabe, die Ruhelage aus der Beobachtung einiger
weniger auf einander folgender Umkehrstellungen abzuleiten.

Ehe wir zur Behandlung dieser Frage iibergehen, sei hier noch
Einiges iiber die Beobachtung der Umkehrpunkte gesagt. Bei einem
materiellen Punkte, welcher in geradliniger oder kreisférmiger Bahn
schwingt, ist der Begriff der Scalenablesung, durch welche dessen
jeweiliger Ort bestimmt wird, ohne Weiteres klar. In der Praxis
haben wir es aber stets mit ausgedehnten Massen zu thun, deren
Lagenveriinderungen wir durch irgend ein einfaches Merkmal zu
verfolgen versuchen miissen. Um nun die Lage eines um eine feste
Axe schwingenden Korpers feststellen zu kénnen und um die Winkel
zu messen, um welche derselbe sich gedreht hat, befestigte man
frither einen Zeiger an demselben, welcher iiber eine festliegende
Kreistheilung hinwegstrich, Auf diese Weise war bei der beschriink-
ten Bewegungsfreiheit die Lage aus der Stellung des Zeigers auf
der Scala sicher zu erkennen. Viel vollkommener erfiillt denselben
Zweck die von Gauss und von PocaeExporr eingefithrte Methode
der Spiegelablesung. An dem schwingenden Korper ist ein kleiner
Spiegel derart befestigt, dafs dessen Ebene die Drehungsaxe enthilt.
Man beobachtet dann durch ein feststehendes Fernrohr das Spiegel-
bild eines in beliebiger Entfernung an geeigneter Stelle angebrachten
Maafsstabes. Die Theilstriche desselben miissen parallel der Drehungs-
axe gestellt sein und das Fernrohr mufs in der Bildebene eine Faden-
marke von der gleichen Richtung besitzen. Wenn dann der Korper
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nebst dem Spiegel um jene Axe schwingt, so werden immer andere
Theilstriche des gespiegelten Bildes der Scala zur Deckung mit der
Fadenmarke kommen; die letztere scheint also auf der Scala hin-
und herzuwandern, und es ist bei einigermafsen langsamen Schwin-
gungen leicht, den Zahlenwerth derjenigen Scalenstelle abzulesen,
bei welcher der Faden stillsteht und umkehrt. Die Reduction der
auf dem Maalsstab abgemessenen Strecken auf das Winkelmaals der
Drehung kamn durch Ausmessung des Abstandes der Scala vom
Spiegel gefunden werden; hiufig geniigt iibrigens die Annahme, dafs
bei kleinen Schwingungen die auf der Scala abgelesenen Strecken
von einem Umkehrpunkt zum nichsten den wahren Schwingungs-
bogen proportional sind. Bei grifseren Winkeln ist die Verschieden-
heit des Bogenmaalses selbst von seiner trigonometrischen Tangente
dabei zu beriicksichtigen.

Wir wollen uns nun vorstellen, dals wir nach dieser Methode
die gediimpften Schwingungen eines Korpers beobachten. Der Gleich-
gewichtslage entspricht irgend ein bestimmter, aber zunichst aus den
Schwingungen nicht deutlich erkennbarer Punkt der Scala, dessen
Abmessung wir durch § bezeichnen wollen. Die Grodlse eines be-
stimmten Ausschlages, d. h. der Abstand eines bestimmten Umkehr-
punktes von der Ruhelage &, sei in Kinheiten der Scalentheile ge-
messen gleich X; auch diese Grofse wollen wir ermitteln. Drittens
fragen wir nach dem logarithmischen Decrement ¢. Um diese drei
Unbekannten zu bestimmen, liest man aufser demjenigen Umkehr-
punkte, welcher zu dem gesuchten Ausschlag X gehirt, bereits einige
vorhergehende und dann ebenso viele darauf folgende Umkehrpunkte
auf der Scala ab, so dals man eine ungerade Anzahl von auf einander
folgenden Ablesungen zur Verfiigung hat. Wir wollen uns der Kiirze
wegen auf fiinf beschrinken und dieselben der Reihe nach durch
die Scalenwerthe: A_s, A_1, Ao, A41, A4 bezeichnen. Der mittelste
Umkehrpunkt Z, entspricht dann dem gesuchten Ausschlag X; wir
wollen annehmen, dafs die Scala in solcher Richtung zahlt, dals 4,
nach den grofsen Zahlen hinitberneigt, oder, wie man sich ausdriickt,
dafs A4, ein oberer Umkehrpunkt ist. Fig. 7 veranschaulicht in
graphischer Weise den beobachteten Theil der Bewegung der Faden-
marke auf der Scala. Letztere ist als Ordinatenaxe bentitzt, wihrend
die Abscissen, wie frither, die Zeit versinnlichen. Die Buchstaben
der Figur stimmen mit denen des Textes iiberein. Folgende Be-
ziehung: 4, = & + X, ist sofort aufzustellen. Die vorhergehenden
und die nachfolgenden Ausschliige lassen sich durch die Unbekannte X
und das logarithmische Decrement ¢ nach dem Gesetze der geo-
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metrischen Progression mit dem Quotienten e¢=° folgendermalsen in
ihrem absoluten Betrage ausdriicken:

X.et20, X.gteo, X, X.6-9 X.e~29,

Da dieselben abwechselnd nach entgegengesetzten Seiten gerichtet
sind, erhalten wir folgende Beziehungen:
1_2 —_ é‘ + X.etlo
;-...1 = g — X.eto
b =E¥X
Ayr=&— X.e-¢ (18)
Apa=E + X.¢~%
oder kurz:

ho=&+(—1%.X.e-%% a von — 2 bis + 2. )

Dies sind ebenso viele Gleichungen, als wir Ablesungen angenommen
hatten, wihrend die Zahl der Unbekannten nur drei ist, also auch
drei Gleichungen zu ihrer Bestimmung ausreichen wiirden. Nun
sind aber Beobachtungen niemals ohne Unvollkommenheit: Die
Schiirfe unserer sinnlichen Wahrnehmungen hat gewisse Grenzen,

el Y
] .
Y S ek
<
o=
S
2
Sas
“ai x

L Zetl

Fig. 1.

itber welche man trotz gespannter Aufmerksamkeit nicht hinaus-
kommt; ferner spielen in dem thatsiichlichen Naturvorgang fast
immer noch schwer bestimmbare #Hufsere Einfliisse mit, die in der
theoretischen Behandlung des Vorgangs, also in der Aufstellung der
zu Grunde gelegten Differentialgleichung, unberiicksichtigt geblieben
sind. Das Streben, welches man bei der Construction und Auf-
stellung eines Beobachtungsapparates verfolgt, kann nur dahin ge-

H. v. HELMBOLTZ , Theoret. Physik, Bd. I, 2. 8
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richtet sein, diese storenden Einfliisse auf ein mdglichst geringes
Maals zuriickzufithren, namentlich solche Stérungen auszuschlielsen,
welche eine einseitige, systematische Abweichung der beobachteten
Grifsen von dem theoretisch abgeleiteten Resultate herbeifiithren
konnen. In dem hier vorliegenden Falle werden also die Ab-
lesungen . dem theoretisch gefundenen Verlauf der gedimpften
Schwingungen nicht in voller Schiirfe entsprechen, dieselben werden
vielmehr mit kleinen Fehlern behaftet sein. Wir wiirden daher aus
jeder verschiedenen Zusammenfassung von je drei der vorliegenden
Gleichungen (73) etwas verschiedene Werthe der gesuchten un-
bekannten Grilsen herausrechnen, und wir stehen somit vor der
Aufgabe, durch eine gleichmifsige Beriicksichtigung aller Beobach-
tungen diejenigen Werthe von & X und o ausfindig zu machen,
welche, im Ganzen genommen, sich den simmtlichen beobachteten 4
am genauesten anschlielsen. Diese Aufgabe wird am elegantesten
gelost durch das von Gauss aufgestellte Princip der Methode der
kleinsten Quadrate.

Man hat nach dieser Methode die Differenzen aller beobach-
teten 2 und der theoretisch dafiir aufgestellten Ausdriicke in Glei-
chungen (73) zu bilden, die Quadrate aller dieser Differenzen zu
addiren, also folgenden Ausdruck zu bilden:

(ha— & — (— 1) X.g00)2 (14)

a

It
+

a

und dann die drei Unbekannten so zu bestimmen, dafs die Quadrat-
summe so klein wie moglich wird. Wenn die Ablesungen fehlerfrei
wiren, so wiirden die Gleichungen (73) vollkommen mit einander
ithereinstimmen und alle erfiillt werden durch genau dieselben Werthe
der gesuchten Constanten. Dann wiirde jede einzelne der gebildeten
Differenzen, mithin auch die Summe ihrer Quadrate gleich Null sein,
d. h. den kleinsten Werth besitzen, den eine Summe von Quadraten
iiberhaupt annehmen kann. Bei fehlerhaften Beobachtungen aber
werden wenigstens einige Differenzen, meist alle von Null verschieden
sein, die Quadratsumme wird daher stets einen positiven Betrag haben,
und wir kénnen nur solche Werthe suchen, welche den Ausdruck (74)
zu einem Minimum machen.

Die mathematische Bedingung fiir das Eintreten dieses Minimums
ist dadurch gegeben, dals kleine Variationen der & X und ¢ den
‘Werth der Quadratsumme nicht iindern. Driicken wir die Variation
cines analytischen Ausdrucks durch ein vorgesetztes ¢ aus, so konnen
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wir die Forderung der Methode der kleinsten Quadrate in folgender
Gleichung ausdriicken:

03 (= —(—1pX.eme)2 =0, (14a)

Nehmen wir nun nacheinander drei besonders einfache Variationen
vor, indem wir erstens nur § veréindern, dann nur X und endlich
nur o, so erhalten wir unter Benutzung der Grundlehren der Diffe-
rentialrechnung folgende drei Gleichungen, in welchen die vorstehende
Quadratsumme durch das Zeichen > abgekiirzt ist:

JE. 62=o
(?x 672-——‘0
0>
ﬂ--aa_ =0.

Fithren wir die Differentiationen von > aus und unterdriicken wegen
des Nullwerthes der rechten Seiten alle sicher von Null verschiedenen
Factoren, zu denen namentlich die Variationen §&, § X, Jo selbst
gehoren, so erhalten wir folgende drei Gleichungen:

Ea:{la— §—(— 1)“X.e-ﬂ°} =0
T 1y .o=00 {3, — & — (= 1pX.em00) =0 (74D)
S(—1p.a.em@=0o{i— & — (= 1. X700} =0

aus denen die drei Unbekannten unter gleichmilsiger Verwendung
der Ablesungen eindeutig bestimmt werden kinnen. Fir & und X
sind die Gleichungen linear, fiir e=° aber von einem héheren Grade,
dessen Hohe von der Zahl der beobachteten Umkehrpunkte abhiingt.
Solche Gleichungen sind unbequem zu behandeln; wenn sie den
vierten Grad iibersteigen, itberhaupt nicht mehr in geschlossener
Form aufzulésen. Doch konnen wir in unserem Falle die Rechnung
dadurch vereinfachen, dafs wir die bei gut gearbeiteten Apparaten
(Pendeln, Waagen ete.) stets zutreffende Annahme einfiihren, das
Decrement ¢ sei eine so kleine Zahl, dafs wir fiir miifsige Ordnungs-
zahlen a mit hinreichender Genauigkeit setzen konnen:

e =1—gqo. (75)

In der graphischen Darstellung Fig. 6 bedeutet diese An-

nahme, dafs man in dem Bereich der gemachten Beobachtungen
8*
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die punktirte Exponentialcurve fiir eine schwach geneigte gerade
Linie ansehen kann, dafs also die geometrische Reihe der Ampli-
tuden von einer arithmetischen Reihe nicht zu unterscheiden ist,
dafs folglich anch in Fig. 7 die oberen Umkehrpunkte i_,, 4,, 44,
und die unteren A_,, 4,, in gleichen Abstiinden von einander liegen.

Die Gleichungen (74b) erhalten dadurch die Form:

2{7«:—&—(— 1P X+ (— 1)".a.a.X} =0
E{(_l)“ln_(_1)'25*-](—(-—-1)“.11.07.“—5—(—1)“(10‘5—{-2.15}(}:(} (T5a)
2{(— 1pai, —(—1p.af—aX+ uz.aX} w0

Die Summen der auftretenden Polynome kann man nun nach deren
einzelnen Gliedern zerspalten und die in den Theilsummen auf-
tretenden, unbekannten Factoren §, X, o, ¢ & ¢ X, welche frei von a
sind, vor die Summenzeichen setzen. Die dann noch iibrig bleiben-
den Summen erhalten durch die angegebene Vorschrift, ebenso viel
Umkehrpunkt vor wie nach dem festzustellenden Zustand abzulesen,
die einfachste Gestalt. Fir den hier angenommenen Fall von je
zwei vorhergehenden und nachfolgenden Ablesungen wird nimlich:

a=+2

>'1 =5 (Zahl der Beobachtungen)
a==2

a=+2
2(—1p=+1
=2

a=+2

Sla=0

a==2

a=+2
S(—1r.a=0
a= -2

a=4+2
>a?=10

o
I
I

Das Verschwinden zweier dieser Summen vereinfacht die Rechnung
wesentlich, die Gleichungen (75a) nehmen folgende (Festalt an:

(>4) —5E—X=0
(S(=1024) —E—5X—6>(—1r.a.4,=0 (75D)
(S(—1F.a.2,) + 106X =0

Die in der zweiten Gleichung an letzter Stelle stehende Summe

kann man aus der dritten Gleichung, in welcher dieselbe an erster
Stelle wieder auftritt, entnehmen; das letzte Glied der zweiten
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Gleichung erhilt dadurch den Werth 1062 X. Da wir aber ¢ als
eine so kleine Grifse behandeln wollen, dafs deren hohere Potenzen
vernachlissigt werden konnen, so fillt dieses Glied ganz aus der
Rechnung fort; die beiden ersten Gleichungen werden dadurch frei
von ¢ und dienen allein zur Bestimmung von £ und X, wie man
aus folgenden Rechnungen ohne weitere Erliuterungen einsieht:

+2
55+ X=3k

+ 2

§+5X =3 (—1) A

Daraus folgt:
E+X=1. {ga.n 4 St na;.a} = tlhog A+ Ay

§— X =1 {Sh— S(= 1A} = $0oy + 24
und schliefslich:
E= 3 {§0ms + A + dag) + F0my + 24y}

(76)
X = §o {3 0mg + 2+ hpg) = ey + 2a))

Man hat also zuerst den Mittelwerth der oberen und denjenigen
der unteren Umkehrpunkte zu bilden; das Mittel aus den beiden so
gefundenen Werthen liefert dann die gesuchte Ruhelage & wihrend
die halbe Differenz derselben den gesuchten Ausschlag X angiebt.
Von der Grifse der Dimpfung, so lange dieselbe nur klein genug
ist, sind diese Ausdriicke unabhiingig, und erlauben also durch sehr
einfache Rechenoperationen aus den beobachteten Umkehrpunkten
diejenigen Werthe & und X abzuleiten, welche die Methode der
kleinsten Quadrate fordert.

In Fiallen, wo die Bestimmung des Decrementes von Wichtig-
keit ist, pflegt die Dimpfung meist stiirker zu sein, als wir in
Gleichung (75) annahmen; es empfiehlt sich dann mehr, dieselbe in
einer besonderen Betrachtung auf Grund der genauen Gleichung (72b)
zu bestimmen, als die angeniiherte dritte der Gleichungen (75b) zu
verwenden. Man bildet dann aus einer Reihe beobachteter Umkehr-
punkte die Grifsen der auf einander folgenden ganzen Schwingungs-
bogen s,, deren Liogarithmen sich nach jener Gleichung alle um die
Grofse o unterscheiden sollen. Auch in diesem Falle werden die
Beobachtungen das gefundene Gesetz nicht fehlerlos darstellen,
sondern die aus je zwei Schwingungsbogen abgeleiteten Decremente
werden ein wenig von einander abweichen, wir miissen also auch
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hier nach der Methode der kleinsten Quadrate den wahrschein-
lichsten Werth o aus allen zur Verfiigung stehenden Schwingungs-
bogen ableiten. Wir wollen annehmen, es seien u auf einander-
folgende Bogen s,, s, . . . s, durch Beobachtung von (ux + 1) Um-
kehrpunkten gemessen. Wiirde man fiir ¢ einfach den Mittelwerth
aller einzelnen Bestimmungen wihlen, die sich aus den benachbarten
Paaren von s ergeben, so sieht man, dals im Resultate alle Bogen
aufser dem ersten und dem letzten sich wegheben wiirden, und als
Resultat nur ibrig bliebe:

1
o‘:—.lOS—-].O S )
- (0ga — 1088,

Doch kann man auf eine andere Weise ein Resultat fir ¢ unter
Verwendung des gesammten Beobachtungsmaterials finden. Wir
driicken zu diesem Zwecke simmtliche Bogen s, bis s, analytisch
nach dem Gesetz der Gleichung (72b) aus durch die Bogenlinge s,
welche der ersten beobachteten unmittelbar vorangeht:

logs, =logs, — @
logs, = logs, —2¢

lo'gsu= logs, —ac
loés#= logs, — no.

Aus diesem Satz von Gleichungen, welche links die mit Fehlern
behafteten Beobachtungen enthalten, sind die wahrscheinlichsten
Werthe der unbekannten Constanten logs, und ¢ zu ermitteln. Die
Methode der kleinsten Quadrate verlangt:

i {log 8, — logs, + aa}z = Minimum.

a=1

Die Bedingungen des Minimums finden wir, wie vorher, im Ver-

schwinden der Variationen von >, wenn logs, und ¢ einzeln variirt

werden. Die beiden Gleichungen, welche daraus entspringen, sind
0> _9>

ologs, do = 0, oder aunsgefithrt:

E{Ic)gsa — logs, + aa} =0

>a. {log&a — logs, + ao-} = 0.
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Da nun:

5:1 = U, iﬂ = _‘u{,u;-ﬁ und ﬁ‘a2= e+ I)G(Q,u +1)
1 i 1

ist, kann man dafiir auch schreiben:

(Slogs,) — u-logs, + &Qf_’la =0

(Salogs,) — ujgg_l_)_ log s, + g 1)6(2p, +1) a=0.

Die Auffindung der Constanten log s, interessirt uns nicht weiter, fiir
o aber finden wir nach elementaren Zwischenrechnungen:
. w+1)Slog s, — 2}13'_1?53“ _g g(lu' + 1 —2a)logs,
p-(p? —1) w(w? —1)

6
Man sieht leicht, dals die Zahlencoefficienten des ersten und letzten
Summengliedes und aller gleich weit von diesen beiden abstehenden
Glieder entgegengesetzt gleich werden. Deshalb kann man auch
schreiben:

(#_])(Igsl_' Ig"?,u) + (1“'_3) (lgsz_ lgsu—l) + (Ju’_ﬁ) (lg‘?s"' lgs,u-—-z) + ...

po(u?—1)

Diese Gleichung stellt ¢ dar unter Benutzung aller Schwingungs-
bogen; das Gewicht derselben im Resultat nimmt von den dulsersten,
welche das grifste Gewicht erhalten, nach der Mitte zu ab. Ist u
eine ungerade Zahl, so existirt ein mittelster Schwingungsbogen,
welcher gar nicht zur Bestimmung von ¢ verwendet wird; es ist
daher vortheilhaft, eine gerade Anzahl von Bogen zu messen.

Die Methode der kleinsten Quadrate, welche wir hier an zwei
Beispielen auseinandergesetzt haben, lifst sich in derselben Weise
in sehr zahlreichen Fillen anwenden und bildet deshalb ein wichtiges
Hiulfsmittel der messenden Physik bei der Verwerthung der Be-
obachtungen.

§ 34. Erzwungene Schwingungen.

Wir haben nun zur Vervollstindigung der Lehre von den
oscillatorischen Bewegungen eines Massenpunktes noch eine Erschei-
nung zu betrachten, welche sehr vielfiiltige Anwendung zur Erklirung
verschiedener Vorgiinge in mehreren wichtigen Kapiteln der Physik
findet, nimlich das Phinomen des Mitschwingens oder der
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erzwungenen Schwingungen, Dasselbe tritt ein, wenn aulser der
bisher betrachteten elastischen Kraft und der Dimpfungskraft noch
eine fremde, von aufsen her wirkende Kraft auf den heweglichen
Massenpunkt einwirkt, deren Intensitit selbst in vorgeschriebener
Periode oscillatorisch wechselt. KEs entstehen dadurch Erscheinungen
von theils sehr tiberraschender KEigenthiimlichkeit; namentlich tritt
unter besonderen Umstiinden der Fall ein, dafs die erzeugten Be-
wegungen der mitschwingenden Masse im Vergleich zur Grifse
dieser #ufseren periodischen Kraft aulserordentlich ausgiebig werden.
Wegen dieser zahlreichen merkwiirdigen Erscheinungen mechanischer,
akustischer, optischer und elektrischer Natur, welche durch das Mit-
schwingen zu erkliren sind, beansprucht dieser Vorgang ein beson-
deres Interesse.

Wir wollen hier also eine Kraft benutzen, welche sich in vor-
geschriebener Weise in der Zeit veriindert. Nun hatten wir aber
bei Gelegenheit der Feststellung des Begriffes der Kraft gesagt, dafs
wir Naturkriifte als etwas unverindert Bleibendes, Dauerndes an-
sehen miilsten, was immer die gleiche Wirkung #ulsert, wenn die
Bedingungen der Wirksamkeit die gleichen sind. Wir kénnen also
in diesern Sinne eine Naturkraft nicht als eine willkiirlich vorge-
schriebene Function der Zeit in die Rechnung einfithren. Fir den
vorliegenden Fall ist aber dazu zu bemerken, dafs wir hier nur
eine unvollstindige Betrachtung machen wollen, indem wir allein
die Bewegung des mitschwingenden Massenpunktes verfolgen, ohne
auf die Herkunft dieser Huflseren Kraft einzugehen. Wiirden wir
das vollstiindige Massensystem betrachten, von welchem unser Massen-
punkt nur ein Element ausmacht, so wiirden wir diese wechselnden
Krifte als eine Folge der Bewegung anderer Massen dieses Systems,
zu denen schliefslich auch die umgebende TLauft gehort, einfithren
miissen; dann wiirde auch die Bedingung erfiillt sein, dals bei
gleichem Zustand des ganzen Systems, d. h. also unter gleichen
Bedingungen, die Intensitit der Kraft stets denselben Betrag be-
wahrt, also nicht mehr willkiirlich von der Zeit abhiingt, sondern
nach festen, dauernden Gesetzen durch die relative Lage aller Theile
des Systems gegeben ist. Wenn nun die Bewegung dieser iibrigen
Theile von bekannter oscillatorischer Art ist und auch durch die
Anwesenheit und Bewegung des betrachteten Massenpunktes nicht
merkbar alterirt wird, so wird auch die Kraftwirkung auf diesen in
derselben Weise oscillatorisch sein, und wir haben das Recht fiir
unsere besondere Betrachtung eine Kraft einzufiihren, welche in vor-
geschriebener Weise von der Zeit abhiingt.
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Wir lassen im iibrigen die Bedingungen, welche wir vorher bei
den gedimpften Schwingungen machten, unveriindert, betrachten
also einen Punkt m, der sich in der z-Axe bewegen kann und in
deren Nullpunkt seine natiirliche Ruhelage hat. Wir haben dann
in der Differentialgleichung (59) (Seite 97) zu den auf der rechten
Seite stehenden Kriften noch die soeben besprochene #duflsere Kraft
hinzuzufiigen, welche wir als bekannte Function der Zeit durch das
Symbol K (¢#) bezeichnen wollen,, und erhalten:

d*x

m
d i

=—asa:—k%—3:—+ff(t) (78)

Diese Differentialgleichung ist, wie die fritheren linear, aber wegen
des von « unabhingigen Gliedes K (f) nicht mehr homogen.

§ 35. Ueber lineare, nicht homogene Differentialgleichungen.

In Erginzung der fritheren allgemeinen Betrachtungen iiber die
Integrale der linearen, homogenen Differentialgleichungen (§ 23) migen
hier an der Hand der Differentialgleichung (78) die wichtigsten Eigen-
schaften der Integrale entwickelt werden, welche die linearen, aber
nicht mehr homogenen Differentialgleichungen befriedigen. Nehmen
wir an, wir hiitten zwei verschiedene Losungen # und z, gefunden,
dann konnen wir durch FEinsetzung derselben in die Differential-
gleichung zwei identisch richtige, fir alle Zeiten geltende Gleichungen
herstellen. Subtrahiren wir die zweite von der ersten, so fillt in
der Differenz K(f) heraus und es bleibt iibrig:

d?(x, — x,)

m.—— 4
di?

d (@, — ;)

= — @ ) — k)

Die Differenz zweier Integrale der neu aufgestellten Differential-
gleichung ist also ein Integral der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung, welche durch Weglassung des nicht homogenen
Gliedes K (f) entsteht. Mit anderen Worten konnen wir dieses
Resultat auch in folgender Weise aussprechen: Wenn wir ein ein-
ziges particuliires Integral der nicht homogenen Differentialgleichung
kennen, so konnen wir durch Addition von Integralen der zuge-
horigen homogenen Differentialgleichung neue Liésungen der ersteren
finden. Dals durch Hinzufiigung des vollstindigen Integrals der
homogenen Differentialgleichung auch fiir diesen Fall die voll-
stiindige Liosung gefunden wird, ergiebt sich daraus, dals durch die
zwei verfiigbaren Integrationsconstanten jeder beliebige Anfangs-
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zustand des Massenpunktes befriedigt werden kann, wie weiter unten
ausfithrlich gezeigt werden wird.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ergiebt sich aus der gleich-
zeitigen Betrachtung zweier solcher Differentialgleichungen (78),
welche sich nur dadurch unterscheiden, dals K(f) in beiden ver-
schiedene vorgeschriebene Zeitfunctionen darstellt. Wir betrachten
also die Bewegung desselben Massenpunktes unter der Wirkung
zweier verschiedener idulserer Kriifte, welche wir durch die Zeichen
K, (?) und K, (f) unterscheiden wollen. Zwei particulire Integrale
und z,, welche aber diesmal verschiedenen Differentialgleichungen
angehoren, fithren dann zu den Identitiiten:

d? x. da,

m- = —a'a — kS K ()
2

m- dd:’; = —aﬁxz-kd% + K, (1)

Erweitern wir die Gleichungen mit den willkiirlichen Constanten 4,
und 4, und addiren dieselben, so erhalten wir:

Dies ist eine Differentialgleichung von derselben Form; nur ist die
iulsere Kraft jetzt die Superposition der beiden vorher einzeln
wirksam gedachten Krifte, jede in beliebiger Stirke wirkend. Das
Integral, welches dieselbe erfiillt, stellt sich dar als die ebenso ge-
bildete Superposition der einzelnen Lisungen », und x,. Wir er-
kennen daraus das Gesetz, dals die Wirkungen mehrerer #ulserer
Kriifte, also die durch die einzelnen erzeugten Bewegungen, sich
ungestirt zu einer Summe superponiren. Diese Betrachtung ist
nicht auf zwei #ulsere Kriifte beschriinkt, gilt vielmehr fiir jede
Anzahl. Wenn daher zu den Kriiften K,(f) die Bewegungen z, ge-
horen, und 4, eine Reihe willkiirlicher Constanten bezeichnet, so
gilt auch die Gleichung:

m - _ﬂi (S 4atta) = —0% S 4,20 — (EA xu) + >S40 K (). (T9a)

Diese Eigenschaft ist besonders deshalb wichtig, weil man da-
durch die Liosung fiir complicirte Ausdriicke der #Hufseren Kraft
zusammensetzen kann aus einfacheren Fillen. Ist niimlich die dulsere
Kraft von einem ganz willkiirlichen, aber periodischen Verlauf, so
gelingt es nach einem von Fourier gefundenen Lehrsatz immer,

oy + Ay) = —a?(4, 2, + 4, 7,)— L (A @, + Ay x,)+ (4, K, () + 4, K, (8)) (79
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dieselbe darzustellen als Superposition einer Reihe von ungestort
zusammenwirkenden Kriften, deren Verlauf durch je eine einfache
Sinus- oder Cosinusfunction der Zeit angegeben ist. Wenn wir also
die Integrale fiir diese einfachen sinusférmigen Krifte kennen,
so sind wir im Stande, die Wirkungen aller periodischen Kriifte
daraus zusammenzusetzen.

§ 36. Particuldre Losung fiir den Fall eines sinusférmigen
Verlaufs der #dulseren Kraft.

In Folge der letzten Bemerkung des vorigen Paragraphen konnen
wir die weitere Betrachtung unter der Annahme fortfithren, dafls der
zeitliche Verlauf von K (f) durch eine einfache trigonometrische
Function, etwa cos Nt oder sin Nt angegeben wird, wo N die vor-
geschriebene Zahl der in 27 Secunden ausgefiithrten Perioden der
Kraft bedeutet. Wenn der Anfangspunkt der Zeit nicht mehr frei
verfiighar ist, muls man eventuell zum Argumente N¢ noch eine
additive Constante hinzusetzen. Die in Gleichung (79) ausgedriickte
Eigenschaft der Liosungen unserer Differentialgleichung erleichtert
die Ausfithrung der Rechnung noch in einer anderen Weise: Iis
steht in mathematischer Hinsicht nichts im Wege, den willkiirlichen
Factor 4, =+i.4, zu setzen. Wir erhalten dann einen complexen
Ausdruck der Kraft und auch ein complexes Integral. Die Gleichung
zerfillt aber sofort wieder in die beiden vorhergehenden, aus denen
sie entstanden ist, wenn man den reellen Theil der Bewegung durch
den reellen Theil der Kraft erklirt, und den imaginiiren durch den
imaginiiren, man ist also dadurch in nichts vorwiirts gekommen.
Der Nutzen des imaginiren Coefficienten liegt aber darin, dafs bei
sinusformigen Kriiften:

K ({)=cosNt und K,()=sinN¢
die zusammengesetzte complexe Kraft:
cos Nt 4 isin Nt = el &¢

gesetzt werden kann; das Rechnen mit imaginiren Exponential-
curven ist namlich einfacher als die Anwendung der trigono-
metrischen Functionen. Nach Ausfithrung der Rechnung kann man
dann die complexe Kraft und das complexe Integral in reell und
imaginiir spalten, und so zu trigonometrischen Functionen zuriick-
kehren, welche den Verlauf der Kraft darstellen.
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Wir fithren jetzt als iufsere Kraft ein:
K(f)= A, ¥ (80)
wo A den reellen Maalsstab fiir die Stirke der Kraft bezeichnet,

withrend N dieselbe Bedeutung hat, wie vorher., Die Differential-
gleichung (78) erhilt nun die bestimmte Form:

d?x % dx o
m—d't—a‘—_ﬂ Z—kﬁ"l—fi-e (80&)
Ein particuléres Integral derselben ist:

@ = B8, (81)
Der Factor B, welcher die Rolle einer Amplitude spielt, ist dabei
aber keine willkiirliche Integrationsconstante, sondern eine zunichst
noch unbekannte Grofse, deren Werth man durch Hinsetzung des
Ausdrucks (81) in die Differentialgleichung aufsuchen mufs. Wir
bilden zu diesem Zwecke:

idf— — i N.B.eiNt
d*z 2 iNt
F= — N2.B.é

In der Differentialgleichung hebt sich nach Einfithrung dieser Aus-
driicke der gemeinsame Factor ¢Vt fort, und es bleibt:

—m.N?. B= —a?B—ik.N.B+ A
Aus dieser Gleichung folgt direct:
B= =

A —mN: i kN

Dividirt man Zihler und Nenner durch m, und fithrt an Stelle von
a*/m das Quadrat der frither schon mehrfach benutzten Schwingungs-
zahl n, der freien ungedimpften Schwingungen ein, so erhilt man:
A

B= =

(ny* — N*) + . N, %
Die Grifse B besitzt also einen bestimmten complexen Werth, den
wir dadurch umformen wollen, dafs wir den Nenner in bekannter
Weise durch den Modul ¢ und das Azimuth 1 darstellen. Wir
setzen also:
ny? — N? = p.cosy

ke . (82)
N. e . SIn Y
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woraus folgt: :
2
0=+ ]/(noz- Ny 4 e
Y " (82a)
= (ny* — N?)
und finden:
A .
— e—iw
m.o

Das in Gleichung (81) aufgestellte particulire Integral erhilt also

die bestimmte Form:
A

m o0

N =

gl t=y), (83)

Nehmen wir jetzt die Trennung der reellen und imaginiiren
Theile der #ufseren Kraft, Gleichung (80), und der dadurch er-
zeugten Bewegung, Gleichung (83), vor, so erkennen wir aus den
reellen Bestandtheilen, dafs die Kraft:

K= Acos Nt (84)
eine mitschwingende Bewegung:
A4
m=m0-cos(Nt—1p) (85)

-

erzeugt. Die imaginiiren Antheile liefern kein wesentlich hiervon
verschiedenes Resultat, es tritt nur das Zeichen sin an Stelle von
cos, die Angaben beziehen sich also nur auf einen anderen Anfangs-
punkt der Zeit, welcher um ein Viertel der Periode frither an-
gesetzt ist. Wir konnen uns daher auf die Beriicksichtigung der
reellen Theile beschrinken. Man sieht aus der letzten Gleichung (85),
dafs die mitschwingende Bewegung eine einfache Sinusschwingung
von unveriinderlicher Amplitude darstellt. Die Schwingungszahl ist
diejenige der #Aufseren Kraft, also im Allgemeinen verschieden von
derjenigen der freien und der gedimpften Schwingungen, der Massen-
punkt wird also gezwungen in einem anderen Zeitmaals zu schwingen,
als seinen eigenen Verhiltnissen entspricht, deshalb nennt man diese
Bewegungen auch erzwungene Schwingungen. Ferner erkennt
man, dafs die Bewegung z sich nicht in derselben Phase befindet,
wie die Kraft K, sondern in einem durch die bestimmte Phasen-
constante 1 angegebenen Riickstande gegeniiber der Kraft ist. s
sei bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam gemacht, in wie
einfacher Weise sich durch die Anwendung der imaginiren Ex-
ponentialfunctionen dieser Phasenunterschied zwischen Kraft und
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Verschiebung darin geoffenbart hat, dafls die in der urspriinglich fiir
das particuliire Integral aufgestellten Gleichung (81) als Amplitude
eingefithrte Grofse B sich als complex herausgestellt hat. Aus den
Gleichungen (82) erkennt man, dafs der Phasenunterschied 1 stets
in den beiden ersten Quadranten zwischen 0 und + = liegt, denn
der Modul ¢ ist eine absolute Griifse, desgleichen die linke Seite
der zweiten Gleichung, also ist sinay immer positiv zu setzen. Da-
gegen kann die Differenz (n,2 — N?), welche in der ersten jener
Gleichungen vorkommt, mithin auch costy, positiv oder negativ sein.
Darnach wird es sich also richten, ob 4 im ersten oder zweiten
Quadranten liegt:

Wenn n, > N ist, so ist 0 < ¢ < %

b
" ’?3{} ="N P 0w ‘ITF_.' = —2—

V1

1 Ny <N 5 4 p 2

< Y < m.

Bei sehr langsamen Schwankungen der #Hufseren Kraft (kleinem N)
wird der Massenpunkt nur wenig hinter der Phase derselben zuriick-
bleiben, wenn also die Kraft ihren grifsten, nach der positiven
Seite ziehenden Betrag erreicht, so wird auch der mitschwingende
Punkt schon nahe seiner #ulsersten positiven KElongation angelangt
sein. Sind dagegen die erzwungenen Schwingungen von derselben
Schnelligkeit, wie die freien KEigenschwingungen des Punktes, so
wird derselbe zur Zeit des grifsten positiven Betrages der Kraft
gerade erst nach der positiven Seite hin durch seine Ruhelage
eilen. Bei verhiiltnifsmifsig sehr schnellen Oscillationen der Kraft
(grofsem N) endlich wird der Punkt eben erst auf der negativen
Seite umgekehrt sein, wenn die Kraft ihr positives Maximum erreicht.
Die Betrachtung des in Gleichung (82a) gegebenen Ausdrucks fiir
tga belehrt uns iiber den Einfluls der Dimpfung auf die Grifse
des Phasenunterschiedes ; der Ausdruck enthilt die Dimpfungs-
constante 4 als Kactor im Zihler, wird also in den Fillen einer
sehr geringen Didmpfung, bei welcher die freien Schwingungen nur
sehr langsam erloschen, selbst auch einen kleinen Zahlenwerth be-
sitzen; 1 ist dann nur wenig von O oder von @ verschieden,
wenigstens gehdrt dann schon eine sehr nahe Uebereinstimmung
zwischen den Schwingungszahlen n, und N dazu, um durch die
alsdann klein werdende Differenz (n,2 — N?) im Nenner die Klein-
heit des Zihlers aufzuheben und gréfsere Werthe fiir tg zu er-
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geben. Wenn wir also bei sehr geringer Dimpfung die Schwingungs-
zahl der #ufseren Kraft N von kleinen Werthen aus wachsen lassen,
so wird ¢ lange nur wenig von Null verschieden sein, und erst
karz vor N = n, schnell zunehmen bis %, welcher Werth fiir die
vollkommene Gleichheit beider Zahlen erreicht wird, nach der Ueber-
schreitung von =, wird 1 ebenso schnell weiter wachsen und sehr
bald in niichste Nihe von # gelangen und fiir alle grifseren N auch
dort verharren. In Fiillen stirkerer Dampfung ist das Auftreten

: T . X :
von Phasendifferenzen nahe J? nicht auf einen so engen Bezirk

von N beschrankt.

Die zweite fiir das Mitschwingen charakteristische Grofse ist
die Amplitude desselben, die wir durch H bezeichnen wollen. Die-
selbe ist nach Gleichung (85) gleich A/(m.), oder nach Einsetzung
des Betrages von ¢ aus Gleichung (82a):

A
B (85a)
m. l/(noﬂ _— _2\72)2 + Na -

m?2

Dieselbe ist proportional der Stiirke der dufseren Kraft, welche
durch 4 gegeben ist, und umgekehrt proportional der bewegten
Masse m. Diese Abhiingigkeiten liefsen sich von vornherein er-
warten; interessanter ist der Kinfluls der Wurzelgrifse. Nehmen
wir eine so geringe Dimpfung an, dals wir das mit dem Quadrat
der Constante % behaftete Glied des Radicandus vernachlissigen
konnen, so wird die Amplitude umgekehrt proportional dem absoluten
Betrage der Differenz (1,2 — N3, also um so grifser, je nither N mit
n, iibereinstimmt. Fiir vollkommene Gleichheit beider Schwingungs-
zahlen wiirde der Ausdruck sogar eine unendlich grofse Amplitude
ergeben; es ist indessen in diesem Kalle keineswegs zulissig, die
Diampfung zu vernachliissigen; dieselbe kann bei sehr heftigen Be-
wegungen von grofser Amplitude und entsprechend grofsen Ge-
schwindigkeiten sogar einen gréfseren Kinfluls iiben, als wir durch
die Proportionalitit derselben mit der Geschwindigkeit in der zu
Grunde gelegten Differentialgleichung angenommen haben. Aber
auch auf Grund des von uns benutzten einfachen Dimpfungs-
gesetzes bleibt die Amplitude H fiir N = n, endlich, der Betrag der-
selben, den wir Hy.x bezeichnen, ergiebt sich aus der vollstindigen

(Gleichung (85a):
A

Hmax: N.k.
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Derselbe kann selbst bei kleiner Intensitit 4 der #ulseren Kraft
einen betrichtlichen Werth erreichen, wenn die Dimpfung % gering
genug ist. Die Grifse des maximalen Mitschwingens ist also wesent-
lich bedingt durch den Grad der Dimpfung.

Da es schwierig ist, die bei manchen Fragen wichtige Phasen-
differenz 1 direct durch Beobachtung festzustellen, so sei darauf
hingewiesen, dafs man dieselbe bestimmen kann aus dem Vergleich
der Amplitude H mit der maximalen Amplitude Hy,.. Dies gelingt
wenigstens in den Fillen, wo man die Schwingungszahl der fufseren
Kraft verfindern kann ohne ihre Intensitiit wesentlich zu alteriren,
namentlich also in den Fillen schwacher Diimpfung, wo schon geringe
Abweichungen zwischen N und #, betrichtliche Phasenverinderungen
mit sich fithren.

Es ist néimlich nach den soeben entwickelten Gleichungen:

A
H mo Nk
Henis =7a ° m o ’
N.k

Dieser Ausdruck ist aber nach Gleichung (82) gleich sinay, man
kann daher aus einer relativen Messung von H und H,,, zunichst
siny finden. Den Bogen 1 selbst sucht man dann im ersten oder
zweiten Quadranten, je nachdem N < oder > n, ist.

Bei stiirker gedampften mitschwingenden Massen tritt iibrigens
die maximale Krregung nicht genau fir N = n, ein, sondern fiir
eine etwas geringere Schwingungszahl, welche sich aus Betrachtung
des vollstiindigen Radicaudus ergiebt. Eine leichte Umformung der
Quadratwurzel ¢ liefert den Ausdruck:

e e [
L m? o T T g " T om?

Betrachtet man N als Veriinderliche, so sieht man, dafs die Wurzel
ihren Minimalwerth, also die Amplitude ihr Maximum erreicht, wenn
%2
2m?’
also kleiner als n,® ist. Vergleichen wir diesen Werth von NZ,.
mit dem bei gedimpften Schwingungen geltenden Ausdruck fiir das
Quadrat der freien Schwingungszahl », welchen wir in Gleichung (71¢),
Seite 107 aufgestellt haben, so sehen wir, dals N2 .. noch um eben-
soviel kleiner als »” ist, wie #? bereits kleiner als n,* ist; dies giebt

die eckige Klammer gleich Null ist, wenn also: N2, = »,? —




§ 36. PARTICULARE LOSUNG. 129

bei betrichtlicher Diimpfung einen ganz gut bemerkbaren Unterschied
zwischen der Schwingungszahl des maximalen Mitschwingens und der-
jenigen der freien Eigenschwingungen.

Wenn wir N allmiihlich veriindern und durch den Werth n,
hindurchgehen lassen, so hiingt nicht nur die Grifse des maximalen
Mitschwingens, sondern auch die Plitzlichkeit des Eintretens dieser
Erscheinung wesentlich von den Grifsen s, und % ab. Ist die zu
bewegende Masse m sehr grofs, so wird dieselbe die Amplitude I
dadurch so lange unmerklich klein halten, als nicht die Wurzel dem
Verschwinden nahe kommt; das heifst: nur fiir sehr kleine Dimpfung
und fiir sehr nahe Uebereinstimmung von », und N wird ein er-
giebiges Mitschwingen méglich. Grofse und dabei schwachgedimpfte
Massen gerathen also nur fiir einen sehr engen Bereich von N in
starke Mitschwingung, es zeigt sich ein sehr plétzliches Maximum.
Als Beispiel fiir diesen Fall kinnen stark gebaute stithlerne Stimm-
gabeln dienen, deren elastische Deformationen im Wesentlichen den-
selben Gesetzen folgen, die wir hier fiir die Verschiebungen eines
einzelnen Massenpunktes entwickelt haben. Diese besitzen eine grofse
Masse und haben, wenn sie gut gearbeitet sind, eine so geringe
Diampfung, dals die einmal erregten Bewegungen nach vielen Tau-
senden von Perioden noch nicht erloschen sind. Hat man nun zwei
auf genau die gleiche Schwingungszahl, das heilst, akustisch ge-
sprochen, auf denselben Ton abgestimmte Gabeln, so kann man
durch Erregung der einen die andere noch in einer Entfernung von
mehreren Metern in Mitschwingungen versetzen. Die wirkende
periodische Kraft entsteht alsdann nur aus den #Hulserst geringen
Luftbewegungen, welche von der ersten Gabel ausgehen und die
zweite treffen. Die geringste, fiir das Ohr kaum wahrnehmbare Ver-
stimmung der einen Gabel geniigt aber bereits, um dieses Phiinomen
zu vernichten. Haben wir im Gegensatz dazu einen Korper, der
unter starker Dimpfung schwingt, so wird die Wurzel selbst im
Minimalfalle nicht dem Verschwinden nahe kommen; deshalb wird
auch der reciproke Werth nicht an dieser Stelle plotzlich stark
ansteigen und schnell wieder sinken, vielmehr wird das Maximum
ein breites und flaches sein, welches nur dadurch betriichtliche
Hohe erreichen kann, dafls die Intensitit der #ulseren Kraft 4 hin-
reichend grofs und die zu bewegende Masse m unbedeutend genug
ist. Bei derartigen Fillen wird das Mitschwingen fiir ein grofses
Gebiet von Schwingungszahlen N in ziemlich gleicher Stirke er-
folgen. Kin passendes Beispiel aus der Akustik liefern hierfir
die stark gedimpften Membranen, beispielsweise das Paukenfell

H. v. HELMHOLTZ, Theoret. Physik. Bd. I, 2. 9
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im Ohre und die schallempfangenden Platten der Telephone und
Mikrophone.

Wirkungen des starken Mitschwingens kann man iibrigens im
tiaglichen Leben bisweilen beobachten. Kiserne Briicken, welche wegen
ihrer Klasticitit bestimmte Eigenschwingungen hesitzen, kdnnen da-
durch, dals viele Menschen gerade in diesem Zeitmaafse dariiber
hinwegmarschiren und periodische Anstolse geben, so stark in Mit-
schwingungen versetzt werden, dals dieselben die dadurch erregten
ausgiebigen Bewegungen nicht mehr ertragen kionnen und ein-
stiivzen, withrend die Tragfihigkeit derselben viel grofsere Lasten
aushalten kann. Auch Fahrzeuge, welchen, im Wasser schwimmend,
bestimmte Schwingungen um ihre Liingsaxe eigen sind, konnen durch
Wellen, welche zufiillig in dem gleichen Zeitmaalse ihre Seitenwand
treffen, in so starke Schwankungen gerathen, dals dieselben schliefs-
lich umschlagen, wenn sie nicht rechtzeitig quer gegen die Wellen
gestellt werden.

Man kann sich das Spiel der #ulseren Kraft und deren Kin-
greifen in die inneren Kriifte durch folgende Betrachtung anschau-
lich machen. Die #ufsere Kraft befindet sich, wie wir sahen, in
einer anderen Phase, als die Bewegung. Man kann die Kraft K
aber in zwei Summanden zerlegen, deren erster mit der Phase der
Verschiebung # iibereinstimmt, withrend der zweite die Phase der
Geschwindigkeit d/dt¢ besitzt. Dies geschieht durch folgende ein-
fache Umformung:

K= Ad.cosNt= A.cos{{Nt — ) + v},
also nach Entwickelung des Cosinus:
K = A.cosp.cos(Nt — ) — Adsinp.sin (Nt — ).

Wenn wir die Ausdriicke fiir die Verschiebung:

:r=—A—cos(N!—1p)

m o
und fiir die Geschwindigkeit:

duo AN .

At = " me W)

hinzunehmen, so kénnen wir dieselben in den umgeformten Aus-
druck der iulseren Kraft einsetzen und finden:
o0

. mo . dx
K=mopcosy.z + —ysin y).ﬁ-
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Setzen wir endlich aus Gleichung (82) die Bedeutungen von g cos
und ¢ sin v ein, so erhalten wir:

d
szm(?aoﬁ—ﬂrﬂ.x+isd—f-

Aus dieser Form kann man deutlich die Wirkungsweise der beiden
einzelnen Summanden erkennen, in welche wir die Kraft K zerlegt
haben. Der erste Summand, welcher den Factor z enthilt, also
proportional der Abweichung des Punktes » aus der Ruhelage
ist, wird sich mit der inneren elastischen Kraft — «?.2 vermischen
und diese dadurch in der Weise veriindern, dafs die Schwingungs-
zahl, welche vorher n, war, auf N gebracht wird. Wenn man nim-
lich in dem Ausdruck der elastischen Kraft die Constante a®
durch die ihr gleiche Grofse m.n,* ersetzt, so hat dieselbe die Form
— m.n,?. 2. Figen wir hinzu den ersten Summanden der iulseren
Kraft, + m(n,® — Nz, so ist der Betrag beider zusammen:

—a*.x+m(n® — Nz = — m N2z,

also gleich einer elastischen Kraft, welche dem Punkte m die
Schwingungszahl N giebt. Wenn N < n, ist, so ist dieser erste
Summand der #ufseren Kraft positiv, er wird daher die negative
innere elastische Kraft schwiichen, um die Schwingungszahl auf den
Werth N zu erniedrigen. Wenn dagegen N > n, ist, so ist der
betreffende Summand von K negativ, liefert also einen stiirkenden
Beitrag zu der elastischen Kraft, durch dessen Hiilfe die Schwingungs-
zahl auf N gesteigert wird.

Der zweite Summand der dulseren Kraft, + /. cé% ist in jedem

dx
W?
derselbe erfiillt also die Aufgabe, die Diampfung zu vernichten, so
dals die Schwingungen ohne Abnahme ihrer Amplitude gleichmiifsig
fortdauern kinnen. Der gemeinsame Effect beider Theile der #ulseren
Kraft ist also derselbe, als ob der Massenpunkt ohne jede Dampfung
einer in bestimmter Weise veriinderten, gesteigerten oder geschwiichten
elastischen Kraft folgte, aber — wohl zu beachten — nur bei einer
vorgeschriebenen Amplitude. Wenn die innere elastische Kraft schon
von vorn herein den durch die Schwingungszahl IV geforderten Betfrag
besitzt, so braucht kein Theil der dufseren Kraft auf Verfinderung
derselben verwendet zu werden, dieselbe steht vielmehr in ihrer
ganzen Grofse zur Ueberwindung der Dimpfungskraft zur Ver-

figung, und die Geschwindigkeiten, folglich auch die Amplituden,
9* -

Falle gleich und entgegengesetzt der dimpfenden Kraft — k-



132 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. 8 37.

werden so grofs werden, dafs beide Kriifte sich gerade aufheben.
Dies ist der Fall des stiirksten Mitschwingens. In allen anderen
Fillen wird ein grofser Theil der #Aulseren Kraft zur Veriinderung
der Hlasticitiit verwendet, zur Ueberwindung der Dimpfung bleibt
nur ein kleiner Rest iibrig, deshalb kionnen dann auch nur schwache
Bewegungen aufrecht erhalten werden.

§ 37. Vollstindige Lisung.

Das bisher gefundene Integral, Gleichung (85), der Differential-
gleichung (80a) ist eine particulire Losung, welche keinen beliebigen
Anfangszustand zuliifst, weil sie keine verfiigharen Integrationscon-
stanten besitzt. Wir haben aber in § 35 bemerkt, dafs man durch
Hinzufiigung des vollstiindigen Integrales der freien gedimpften
Schwingungen des Massenpunktes eine umfassendere Lisung finden
kann. Wir stellen daher aus Gleichung (85) und Gleichung (68)
(Seite 103) folgendes Integral zusammen:

z = €08 (Nt — ) + e~ .{Fcosnt + Gsinnt, (86)

in welchem F und & beliebige Werthe haben. Durch Differentiation
folgt daraus die Geschwindigkeit:
AN . : ‘
%: — ng--sm(Nt —Y)+ e~ {(n G—0bF)cosni—(nF+ bG)sinni} (86a)
Sobald nun ein bestimmter Anfangszustand des Massenpunktes vor-
geschrieben ist durch den Ort z, und die Geschwindigkeit u,, so

kionnen wir aus den beiden vorstehenden Gleichungen F und G be-
stimmen, indem wir { = 0 setzen. Also:

A
x0=—?ﬁgcosvp+1f"

AN .
%y = = siny +nG —bF
oder:
A
F = xﬂ — ;1.‘3 cos‘?p
_%tbxm, 4 {E i b }
G= = Py S + —-cos

Man kann also jeden Anfangszustand darstellen, mithin ist Gleichung
(86) das vollstiindige Integral.
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Wir wollen als einfachstes Beispiel jetzt annehmen, der Massen-
punkt befinde sich in seiner Gleichgewichtslage in Ruhe, und zur
Zeit ¢t = 0 beginne plotzlich die dufsere Kraft ihre Wirksamkeit.
Wir haben dann z, = 0 und %, = 0 zu setzen und erhalten:

A
F= == %cosw
4 (N . b
G = —';E;- {T{Sln‘lp—[— —n—COB’IP}'

Die Amplituden der durch den Beginn des KErgreifens der Aulseren
Kraft, wie durch einen Stofs, miterzeugten freien Schwingungen
werden also zu Anfang von derselben Grofsenordnung sein, wie die
dauernden erzwungenen Schwingungen, und da beide Bewegungen
sich superponiren, wird im Beginn der Verlauf des Phinomens ein
complicirter sein, und erst nach dem Absterben der gedimpften
Eigenschwingungen wird die Erscheinung des Mitschwingens in der
Einfachheit hervortreten, welche wir im vorigen Paragraphen be-
sprochen und durch Gleichung (85) ausgedriickt haben. Besonders
deutlich kann man diese anfiinglichen Nebenerscheinungen im Falle
des stirksten Mitschwingens erkennen, wenn also N nahezu gleich »
ist und auch die Dimpfung b eine kleine Grofse ist. Man kann
dann fiir eine ganze Reihe von Schwingungen, vom Beginn der Be-
wegung an gezihlt, den erloschenden Factor e—?f noch annihernd
gleich 1 setzen, ferner ist b/z nahezu gleich Null und N/» nahezu
gleich 1, withrend 1 nach den Erfahrungen im vorigen Paragraphen
7
-3
geniiherten Betriige in die Ausdriicke fir F und & ein, so wird
F=0 und G = — A/mgp, und die Bewegung wird wiihrend der
ersten Zeit nach Beginn, also jedenfalls wihrend einer grifseren
Anzahl von Perioden, angeniihert dargestellt durch:

fiir diesen Fall nahezu gleich wird. Setzen wir alle diese an-

%= ilf-(sin Nt — sinni).
mo
Dieser Ausdruck stellt « dar als Differenz zweier Sinusfunctionen
der Zeit von gleicher Amplitude und nahezu gleicher Schwingungs-
zahl. Die Superposition zweier solcher Schwingungen fithrt zu einer
characteristischen Krscheinung. Beide vernichten sich niimlich zu
Anfang, weil die Ausschlige dann entgegengesetzt gleich sind; wenn
aber nach Verlauf einer hinreichenden Reihe von Perioden der Unter-
schied zwischen N und n sich bemerkbar macht, so treffen verschie-
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dene Phasen der beiden Schwingungen zusammen; diese konnen sich
nicht vernichten, sondern liefern eine schwingende Bewegung mit
allmiihlich zunehmender Amplitude. Diese schwillt an bis zu einem
Maximum, in welchem beide Bewegungen sich vollkommen verstiirken,
um dann spiiter wieder abzunehmen, und so fort. Dieser ganze Ver-
lauf geht um so langsamer vor sich, je niher die beiden Zahlen N
und % {iibereinstimmen. Man nennt diese HErscheinung die Inter-
ferenz zweier Schwingungen; in der Akustik verursacht dieselbe
die sogenannten Schwebungen, welche als regelmiifsige, langsame oder
auch schnellere Schwankungen der Tonstirke zu horen sind, wo zwei
Tone von nahezu gleicher Hohe dieselbe Luft oder dieselben festen
Korper erschiittern.

Dals nun dergleichen Schwebungen beim Mitschwingen that-
siichlich zu Beginn auftreten, kann man an zwei Stimmgabeln nach-
weisen, deren Tonhihe zwar um ein Geringes verschieden, aber doch
noch so nahe gleich ist, dafs die eine die andere zu erregen im
Stande ist; man hort dann nach dem Anschlagen der einen (Gabel
in der Nihe der zweiten mehrmals hintereinander das langsame
Anschwellen und Abnehmen des Tones, bis endlich nach dem Er-
loschen der gedimpften Eigenschwingungen nur der Ton der ersten
Gabel iibrig bleibt.

§ 38. Vom Uhrpendel.

Verwandt mit den besprochenen Erscheinungen des Mitschwingens
sind gewisse stationiire Schwingungshewegungen, welche ebenfalls durch
die Wirkung einer #ulseren Kraft aufrecht erhalten werden, aber mit
dem Unterschiede, dafs letztere nicht eine von aulsen vorgeschriebene
Periode besitzt, sondern durch die Schwingungen selbst zu gewissen
Zeiten ausgelost und dadurch in eine periodisch wechselnde Wirkung
verwandelt wird. Dafs diese periodischen Antriebe zur Bewegung in
den meisten Fallen nicht durch eine einfache Sinusfunction der Zeit
darzustellen sind, sondern vielmehr den Character von discontinuir-
lichen Anstofsen besitzen, iindert an dem Wesen ihrer Wirkung nichts.
Hatten wir doch bereits frither schon vorliufig erwihnt, dafs nach
dem Fourrer'schen Lehrsatz jede beliebige periodische Wirkung zer-
legt werden kann in eine Reihe von sinusformigen Kriiften, unter
denen dann diejenige, welche in ihrer Periode mit der schwingenden
Bewegung iibereinstimmt, allein befithigt ist, starkes Mitschwingen
zu erregen. Zu Kinrichtungen dieser Art gehéren verschiedene
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Apparate, in denen elastische Federn oder Stimmgabeln durch me-
chanische oder elektromagnetische Kriifte in dauernde Schwingungen
versetzt werden. Das wichtigste Beispiel fiir diesen Kall bildet das
Uhrpendel, dessen Mechanismus wir jetzt betrachten wollen. Das
Pendel wiirde, frei schwingend, nach einiger Zeit durch Dampfung
zur Ruhe kommen, die Bewegung wird auch hier durch eine aufsere
Kraft dauernd erhalten, indem das Uhrwerk, welches nach Hebung
eines Gewichts oder nach Spannung einer Spiralfeder einen be-
stimmten Arbeitsvorrath aufgespeichert enthiilt, bei jedem Hin- und
Hergang dem Pendel durch einen unbedeutenden Anstols so viel
lebendige Kraft zufiihrt, als wihrend der halben Schwingung durch
allerhand Reibung verzehrt ist. Die Periode, in der diese Stilse
erfolgen, wird durch die Pendelschwingungen selbst bestimmt, indem
die stets zur Wirkung bereite Kraft des Uhrwerkes durch eine sinn-
reiche mechanische Einrichtung nur an einer bestimmten Stelle der
Schwingungsbahn und in der erwiinschten Richtung ausgelost wird.

Diesem Zwecke dient das sogenannte Echappement, dessen Hin-
richtung in einfachster Form aus Fig. 8 (a. folg. S.) ersichtlich ist. Mit
der Pendelstange 4 P ist ein stithlerner Anker L 4 R starr verbunden,
welcher deshalb die Schwingungen um die Pendelaxe 4 mitmacht.
Der wesentlichste Theil des treibenden Uhrwerkes ist das Steigrad S,
um dessen Welle wir uns eine durch das Gewicht M gespannte
Schnur im Sinne der Uhrzeigerdrehung gewickelt denken. Die
Schwerkraft wird daher dieses Rad in demselben Sinne herum-
zudrehen streben!) und wiirde dasselbe, wenn kein Hindernils vor-
handen wire, in beschleunigte Rotation versetzen, wobei das herab-
fallende Gewicht keine andere dufsere Arbeit leistet, als etwa einige
von der geringen Axenreibung des Rades herrithrende Wirme. Das
Steigrad ist aber rings besetzt mit langen Schneideziihnen, in deren
Zwischenritumen der vorerwiihnte Anker mit seinen hakenférmig um-
gebogenen Enden L und R bei den Schwingungen bald rechts, bald
links eingreift und dadurch die Bewegung des Rades hemmt. In
der Figur sind nur vier von diesen Ziihnen angedeutet. Denken
wir uns das Pendel in seiner linken Ausweichung, entsprechend
(Fig. 8a), so hindert der Haken R die Bewegung des Rades, welches
den Zahn » gegen die Seitenfliiche jenes Hakens driickt. Dadurch
kann auf das Pendel keine Wirkung geiibt werden, abgesehen von

1) Dafs bei den gebriuchlichen Uhrwerken diese Kraft durch Vermittelung
mehrerer Zahnrider auf die Welle des Steigrades iibertragen wird, ist fiir
unsere Betrachtungen unwesentlich.
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der unbedeutenden Reibung zwischen den kleinen Flichen. Kine
Wirkung kommt indessen zu Stande, wenn das Pendel nach rechts
zuriickschwingend seiner Gleichgewichtslage nahe ist (Fig. 8b), und
zwar dadurch, dafls die Endfliche des nun zuriickweichenden und
den Zahn » freigebenden Hakens in dem Sinne schriig geschliffen

A4 A

Fig. 8.

ist, dafs der Zahn bei der beginnenden Bewegung des Steigrades
mit seiner Schneide iiber diese schiefe KEbene hinweggleiten mufs.
Wiihrend dieses kurzen Stadiums der Bewegung weicht diese schriige
Fliche nicht allein in Folge der Pendelbewegung zuriick, sondern
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sie wird auch durch die Kraft des andringenden Zahnes zuriick-
geschoben, und das Pendel erfihrt wihrend der Zeit des Abgleitens
eine Beschleunigung durch das Uhrwerk. Sobald aber der Zahn r
frei ist und das Rad ohne Hemmung und ohne Arbeitsleistung seinen
Weg fortsetzen kann, ist der linke Haken I zwischen zwei Zihne /
und 7, auf der linken Seite eingedrungen und diese Bewegung endigt
mit dem Anschlag des Zahnes 7, gegen die Seitenfliiche des Hakens L
(Fig. 8¢). Diese Berithrung dauert so lange;, his das Pendel auf
der rechten Seite umgekehrt ist und wieder seiner Gleichgewichts-
lage nahegekommen ist (Fig. 8d). Dann gleitet der Zahn /; an der
ebenfalls schrigen Endfliche des Hakens L ab und ertheilt dadurch
dem nach links hiniiber eilenden Pendel eine Beschleunigung in
dieser Richtung. Das Rad wird frei, eilt weiter, bis der Zahn 7
gegen R stifst, und nach der Umkehr links wiederholt sich dasselbe
Spiel von vorn. Das Steigrad dreht sich also withrend eines Hin-
und Herganges um einen Zahn vorwiirts. Wenn wir es mit einem
Secundenpendel zu thun haben, dessen halbe Periode eine Secunde
dauert, und wenn das Steigrad 30 Zihne besitzt, so wird sich das-
selbe withrend einer Minute in 60 stofsweilsen Bewegungen ein Mal
vollstiindig herumdrehen, und ein an diesem Rade befestigter Zeiger
liefert direct einen Secundenzihler. Sind die Anstdfse des Uhr-
werkes auf das Pendel kriftiger, die Beschleunigungen also grofser,
so werden weitere Amplituden erfolgen. Diese bringen auch wieder
wegen der grifseren Geschwindigkeiten stirkere Reibungskriifte mit
sich, so dals sich inmerhalb gewisser Grenzen der treibenden Kraft
stets ein stationfirer Schwingungszustand herstellen wird. Ueber eine
gewisse Grenze darf indessen die Kraft des Uhrgewichtes nicht ge-
steigert werden, weil einmal die Construction des Kchappements
grifsere Amplituden nicht zulifst und andererseits anch das Gesetz
der Unabhiingigkeit der Periode von der Amplitude bei grofseren
Schwingungsbogen aufhort.

Noch ein Umstand fordert besondere Beachtung. s ist nie-
mals zu vermeiden, dafs die treibende Kraft mit der Zeit abnimmt,
oder dafs die zn iiberwindenden Dimpfungskrifte allmihlich zu-
nehmen: Das Oel auf den reibenden Fliichen wird steifer, es sam-
melt sich Staub darauf an, folglich werden die Amplituden bei einer
frisch gereinigten Uhr grifser sein, als bei einer bereits lingere Zeit
dienenden; es konnen eben bei grofserer Diampfung nur kleinere
Bewegungen aufrecht erhalten werden. Bei manchen Uhren, in
denen das Uhrgewicht durch eine gespannte Spiralfeder ersetzt ist,
nimmt die Kraft sogar beim jedesmaligen Ablaufen der Uhr be-
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triichtlich ab. Wenn wir nun verlangen, dals trotz dieser unver-
meidlichen Umstinde der Gang einer guten Uhr unveriindert bleibe,
dafs also das Pendel stets in seiner natiirlichen Periode schwinge,
so ist die Krfiillung an eine ganz bestimmte Bedingung gekniipft,
die sich dahin aussprechen lilst, dals durch die Anstifse die Phase
der Schwingungen nicht veriindert werden darf. Die Wirkung des
Anstolses besteht in einer kleinen Vermehrung der Geschwindigkeit,
withrend derselbe dem Pendel in der kurzen Zeit seiner Dauer keine
merkliche Verschiebung ertheilen kann., Wir sehen das am leich-
testen ein, wenn wir uns an die Wirkungen der Beschleunigung er-
innern, welche bei den Fallbewegungen vorkommen. Man vergleiche
Gleichungen (28h) und (30b), Seite 47. Nennen wir die Beschleu-
nigung, welche das Pendel wiithrend des Abgleitens der Zihne an
den schiefen Flichen erfihrt, y und die kurze Zeit dieser Wirkung =,
so wird die erzeugte Geschwindigkeit durch y z gemessen, withrend
der dabei durcheilte Weg gleich 1, 7% ist. Wenn nun z sehr klein
ist, so wird z* vollig unmerklich, der Weg, welcher diesem Quadrat
proportional ist, kann vernachliissigt werden, so dals wir zu der An-
nahme berechtigt sind, dafs das Pendel seinen Weg nach dem Stofs
von derselben Stelle aus fortsetzt, die es vor dem Stolse erreicht
hat. Die Wirkung des Stofses besteht dann nur darin, dafs die
Amplitude nach dem Stofse um ein wenig grilser wird, als sie ohne
Stols sein wiirde, Nennen wir die unmittelbar vor dem Stofs gel-
tende Amplitude %,, so konnen wir die Bewegung vor dem Stolse
darstellen durch:
x, = hycos (vt — ),

wo die Phasenconstante ¢, nur von der Wahl des Zeitanfanges
abhiingt. Die grifsere Amplitude nach dem Stofse sei k. Wir
konnen nicht annehmen, dafs die neue Bewegung dieselbe Phase
habe, miissen die Bewegung nach dem Stofse vielmehr schreiben:

@y = hycos(nt — o)

Die Bedingung, dals der Stofs keine Verschiebung erzeuge, findet

dann ihren Ausdruck in der Gleichung x, = z, fir die Zeit des

Stofses, die wir ¢ nennen wollen. Wir finden somit:
Iy cOs (nt— @) = hy cos (nt — Po)

und sehen, dafls thatsichlich ¢, im Allgemeinen von ¢, verschieden
sein wird. Die Folge eines solchen Phasensprunges ist aber die,
dafs ein gewisser Theil der Schwingung iibersprungen wird oder
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doppelt durchgemacht wird. In beiden Fillen wird dadurch die
Wiederkehr desselben Bewegungszustandes verschoben, verfritht oder
verspiitet, die Dauer der Periode also verfilscht, und zwar werden
diese Phasenspriinge (¢, — ¢,) um so grofser werden, je grolser h,
gegen J,, je stirker also die Stofse des Uhrwerkes sind. Der Gang
der Uhr ist dann unnormal und auch mit der Kraft des Werkes
veriinderlich. Finden die Stilse vor einem Durchgang durch die
mittlere Lage statt, so wird die Periode verkiirzt, indem die Phase
vorwirts springt, finden die Stofse nach dem Durchgang statt, so
springt die Phase riickwirts und die Umkehr wird verspitet, die
Periode also verlingert. Nur in einem einzigen Falle ist die letzte
Gleichung vertriglich mit der Forderung, dafs ¢, = ¢, bleiben soll,
wenn niamlich die Zeit ¢ so gewihlt ist, dafs beide Seiten gleich
Null werden, das heilst, wenn der Stols in dem Augenblicke erfolgt,
wo das Pendel durch seine Gleichgewichtslage geht. Hs ist diese
Erkenntnifs auch leicht daraus einzusehen, dals die Zeit zwischen
einem Durchgang und dem niichsten stets eine halbe normale Schwin-
gungsdauer betriigt, unabhiingig davon, mit welcher Geschwindigkeit
der Weg in Folge des Stolses angetreten wird. Wenn die Zeit des
Stofses nicht verschwindend klein gemacht werden kann, so muls
jedenfalls die Mitte derselben mit dem Durchgange zusammenfallen,
wodurch die Veriinderlichkeit des Ganges bei wechselnder Intensitiit
der treibenden Kraft wenigstens auf ein Minimum reducirt wird.

Die Erfilllung der angefithrten Bedingungen zu priifen, ist wichtig
fir Jeden, der mit Uhren zu thun hat, von denen eine grofse Pri-
cision des Ganges verlangt wird. Der Erste, welcher den Einflufs
dieser Umstiinde erkannt hat und dadurch die Constanz der
Pendelschwingungen fiir Zeitmessungen verwenden gelehrt hat, war
(GALILEL
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