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Dimensionen der Grossen.

A

Messung der Grossen.

1. Jeder Ausdruck fiir eine Grisse besteht aus zwei Componenten oder
Iactoren. Der eine bezeichnet eine vorausbestimmte, ein fiir alle Mal als
Vergleichseinheit dienende Quantitit der zu messenden Grosse, wiihrend
der andere angiebt, wie oft die Vergleichseinheit genommen werden muss,
bis man den geforderten Betrag der betreffenden Grisse erhiilt, Man be-
zeichnet den ersten Factor kurzweg als Fiuheit der Grisse, den zweiten als
ibren Numerischen Detray,

Ist mithin jede Grisse mit einer aus Grossen ihrer cigenen Art ent-
nommenen Einheit messbar, so kann man doch in den Zweigen der Wissen-
sehaft, die ihre Grundlagen in der Mechanik finden. alle Grissen durch
drei fundamentale oder absolute Einheiten, durch die der Liinge, der Zeit
und der Masse, bestimmen. Beispielsweise sind die Einheiten von Flichen
und Korpern durch Quadrate und Wiirfel definirt, deren Seiten der Lingen-
einheit gleich sind.

In der Praxis benutzt man hiiufig verschiedene inheiten zur Messung
derselben Grisse, So dient in England zur Bestimmung eines Rauminhaltes
neben dem Cubikfuss auch noch das Gallon (das Volumen von 10 Pfund
Wasser), ein Raummaass, dass sich wol in manchen Fillen empfehlen mag,
das aber theoretisch zu verwerfen ist, weil es in keiner rationalen Bezichung
zu dem Lingenmaass steht.

2. Da es sich fir uns um ein mathematisch streng definirtes Maass-
system handelt, so werden wir jene drei fundamentalen obengenammten Ein-
heiten der Linge, Zeit und der Masse zn Grunde zu legen und auns ihnen
alle anderen Einheiten in der miglichst einfachen Weise abzuleiten haben.
Die Ausdriicke, zu denen wir so gelangen, miissen dann so beschaffen sein,
dass sie unabhiingig von den in den verschiedenen Liindern gebriuchlichen
Einheiten fiir die fundamentalen Maasse stets zun cinem richtigen Resultate
fithren.
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Es ist aber an sich von der grissten Wichtigkeit. wenn man schon
andere Einheitssysteme in  wissenschaftlichen Untersuchungen verwenden
will, nur solche zu willen, welehe geniigend definirt und in ihrem Ver-
hiltnis zu den absoluten Einheiten gehorig fixirt sind. so dass man mit
Sicherheit von einem System zu dem anderen iiherzugehen vermag.

Am leichtesten lassen sich solche Uebergiinge bewerkstelligen, wenn
man fiir jede Griosse die Dimensionen angiebt, in denen die drei fundamen-
talen Einheiten in ihr vertreten sind.

Fine Grisse ist aber nach einer anderen Grisse von der »ten Dimension,
wenn diese in ihr in der nten Potenz enthalten ist. So ist die wissen-
schaftliche Einheit des Volumens der Wirfel, dessen Seite der Lingen-
einheit gleich ist; variirt diese, so indert sich der Wiirfel, wie die dritte
Potenz, daher ist die Einheit des Volumens von der dritten Dimension in
Bezug auf die Liingeneinheit.

Die Kenntnis der Dimensionen der Grissen giebt ein bequemes Mittel
die Zuliissigkeit von Formeln, die durch Iingere Rechnung gewonnen sind,
zu pritfen.  Da nimlich das numerische Endresultat mit Aenderung der
Einheiten fiir die fundamentalen Maasse nicht variiren darf, so miissen alle
Glieder einer Gleichung nach derselben Einheit auch von derselben Dimen-
sion sein, wenn nicht die Gleichung in verschiedenen Lindern verschiedene
Ergebnisse liefern soll.®)

Die drei fundamentalen Einheiten.

3. Lange. Als Einheit fiir die Linge wird bei wissenschaftlichen
Untersuchungen in England der Fuss verwendet, der als der dritte Teil
eines in den Ewchequer Chambers aufbewalrten Prototyps fiir den Yard
definirt ist.

In Frankreich, Deutschland, Italien und den anderen Lindern. welche
das metrische System adoptivt haben, gilt als solche das Meter, Theoretisch
sollte dasselbe der zehnmillionste Teil eines vom Pol zum Aequator der
Erde fithrenden Quadranten sein.  Tatsiichlich ist es aber durch das von
Borda angefertigte meétre des archives, das mit dem vorher von Delambre
bestimmten Urmaasse bei der Temperatur des schmelzenden Eises gleiche
Linge haben sollte, definirt. Die Liinge des Meters ist auch nicht mit den
neuweren sichereren Bestimmungen der Dimensionen der Erde in Einklang
gebracht worden, man dritckt vielmehr umgekehrt die Linge eines Quadranten
durch das einmal fixirte Meter aus.

Die Astronomen benutzen hinfig die mittlere Entfernung der Erde von
der Sonne als Lingeneinheit.

*) Die Theorie der Dimensionen der Grissen ist von Fourier begrindet
worden, Théorie de la chaleur § 160,
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Bei dem gegenwiirtigen Stand der Wissenschaft wiire die allgemeinste
Lingeneinheit, die wir annehmen kinnten, die Wellenlinge im Vacuum einer
bestimmten Lichtart, wie sie von einem weitverbreiteten Korper, etwa Natrium,
das gut definirte Linien in seinem Spectrum hat, ausgesandt wird. Eine
solche Einheit wiirde unabhiingig von Aenderungen in den Dimensionen der
Erde sein, und sollte deshalb von Denen angenommen werden, welche
ithren Schriften cine grossere Lebensdauer zusprechen mochten als unserm
Planeten.

Im Folgenden soll die Einheit der Linge durch [L] bezeichnet werden.
Ist dann ¢ der numerische Betrag einer Liinge, die in Einheiten [L] ge-
messen werden soll, so gight ¢ [L] den explicitern Ausdruck fiir ihre wirk-
liche Linge.

4. Zeit. Die Einheit der Zeit wird in allen civilisirten Lindern von
der Rotationsdauer der Erde um ihre Achse hergeleitet. Der Sterntag oder
die wahre Periode fiir die Umdrehung der Erde kann durch gewdhnliche
astronomische Beobachtungen mit grosser Priicision bestimmt werden, und
aus diesem lisst sich dann mit Hilfe der Jahreslinge leicht der mittlere
Sonnentag berechnen,

Demgemiiss wird in allen physikalischen Untersuchungen eine Secunde
des mittleren Sonnentages als Zeiteinheit angewendet.

In der Astronomie gilt manchmal das Jahr als Zeiteinheit.

Auch hier lisst sich eine allgemeinere Einheit in der Oscillations-
dauer der Lichtart angeben, deren Wellenlinge man als Lingenecinheit be-
nutzt hat, )

Die Zeiteinheit als solche soll durch [7] bezeichnet werden, wihrend ¢
den numerischen Betrag einer Zeitdauer festzusetzen hat.

8. Masse. Die Einheit der Masse ist in England das avoirdupoids-
pound, welches in den Eachequer Chambers aufbewahrt wird. Das Grain,
welches manchmal ebenfalls als Einheit benutzt wird, bildet den 7000sten
Teil dieses Pfundes.

Im metrischen System ist das Gramom die Masseneinheit. Theoretisch
sollte es gleich dem Gewicht eines Cubikeentimeters destillirten Wassers bei
der Temperatur seiner grossten Dichte und unter dem Druecke von 760 mm
sein, tatsichlich ist es der tausendste Teil eines in Paris aufbewahrten
Urkilogramms.

Da die Genanigkeit, mit der Massen durch Wiigungen verglichen werden
kinnen, verhiltnismiissig weit grosser ist, als die bei der Vergleichung
von Lingen errcichbare Pricision, so sollte man alle Massen. wo es nur
angeht, direct mit dem Urgewicht vergleichen, statt ihre Betriige aus Experi-
menten an Wasser abzuleiten.

In der beschreibenden Astronomie setzt man die Einheit gleich der
Masse der Sonne oder der Erde, in der theoretischen- dagegen leitet man
sie aus den Einheiten der Zeit und der Linge unter Zwziehung des
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allgemeinen  Gravitationsgesetzes ah.  Die astronomische Einheit fiir die
Masse ist danm diejenige Masse, welche einer anderen Masse durch ihre
Anziehung in der Einheit der Entfernung eine Einheit der Beschleunigung
erteilt.

Wir kinnen munmehr bei der Bildung unseres allgemeinen Systemns
von Einheiten die Einheit der Masse entweder in der oben angegebenen
Weise aus den Einheiten fiir Zeit und Linge ableiten, wie das his zu einer
gewissen rohen Anniherung bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft wirk-
lich moglich ist, oder aber, wenn wir hoffen diirfen bald die Masse eines
einzelnen Molekels einer Substanz bestimmen zu kinnen®), so lange warten,
bis wir diese als Masseneinheit zu benutzen vermigen.

Die Einheit der Masse als eine der drei fundamentalen Einheiten
bezeichmen wir durch [M]. Wenn, wie im metrischen System, die Einheit
der Masse durch das Gewicht eines bestimmten Volumens einer bestimmten
Substanz, Wasser, definirt wird, so édndert sich die Masseneinheit wie die
Volumeinheit oder wie [L?].

In der Astronomie. in der die Masseneinheit im Verhiltnis zu der von
ihr ausgeiibten Attraction definirt wird, sind die Dimensionen von [M]
gegeben durch [L3 7 —*]. ’

Wirkt nimlich wiihrend einer sehr kurzen Zeit die Attraction einer
Masse m auf einen in der Entfernung » urspriinglich in Ruhe befindlichen
Kérper nach dem Newton’'schen Anziehungsgesetz, so ist der Weg s, den
der Korper in dieser Zeit ¢ zuriicklegt, nach der Galilei’schen Regel
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mithin m = 272s/¢°. » und s sind beide Liingen, ¢ ist cine Zeit, die Dimen-
sionen von m miissen daher, wofern jene Gleichung einen Sinn haben
soll, durch [L37—2] gegeben sein. Ganz dasselbe lisst sich aus jeder
Gleichung der Astronomie, in der nicht alle Glieder die Masse m enthalten,
nachweisen. )

Abgeleitete Einheiten.

6. Ein Korper besitzt die Einheit der Geschwindigkeit, wenn er in der
Zeiteinheit sich um eine Liingeneinheit fortbewegt. Die Dimensionen der
Gesehwindigkeitseinheit sind mithin [L7—1].

#“ J. Loschmidt, Zur Grisse der Luftmolekel, Berichte der Wiener Aca-
demie 1865 Oect, 12: G. J. Stoney, The Internal Motions of Gases. Phil. Mag.
1868 Aug.: W. Thomson, The Size of Atoms. Nature 1870 Mirz 31.

) Benutzt man Centimeter und Sekunde als Einheiten fiir Linge und Zeit, so
ergiebt sich die astronomische Masseneinheit aus den Dimensionen der Erde, ihrer
Dichte und der Intensitiit der Schwere auf ihrer Oberfliche zu 1,537 >< 107 Gramm,
Dabei ist fiir die Dichte der Erde die von Bailey aus allen scinen Bestimmungen
deducirte Zahl 5,6604 angenommen worden,
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Uebrigens wiirde die Eiuheit der Geschwindigkeit, wenn wir unsere
Einheiten fiir Linge und Zeit von den Lichtvibrationen ableiten, gleich der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes sein.

Die Einheit der Beschleunigung ist diejenige, bei welcher die Ge-
schwindigkeit in der Zeiteinheit um die Geschwindigkeitseinheit zunimmt.
Ihre Dimensionen sind also [L7—2].

Die Einheit der Dichte ist die Dichte einer Substanz, von der in
der Volumeneinheit die Masseneinheit enthalten ist. Die Dimensionen
sind [ML—4].

Die Einheit des Moments giebt das Moment einer Masseneinheit, die
sich mit der Geschwindigkeitseinheit forthewegt. Die Dimensionen sind
[MLT-1).

Die Einheit der Kraft erteilt einem Korper in der Zeiteinheit die
Momenteinheit und hat die Dimensionen [MLT—2).

Dies ist die absolute Krafteinheit, wie sie durch jede Gleichung der
Dynamik definirt ist. In manchen Lehrbiichern wird aber ecine andere
Einheit, nidmlich das Gewicht der gerade gebrinchlichen Masseneinheit
benutzt. Um dann den Gleichungen der Dynamik gerecht zu werden, wird
diese Einheit wieder verlassen und eine kiinstliche dadurch eingefithrt, dass
man jene Einheit noch durch die Schwerkraft an dem betreffenden Orte
dividirt. Dadurch wird aber sowohl die Masseneinheit als die Krafteinheit
in Abhiingigkeit von der Schwerkraft gebracht, und da diese von Ort zu
Ort wechselt, so sind auch jene Einheiten immer an den Ort gebunden, an
welchem sie bestimmt sind.  Beziehungen, in denen sie vertreten sind, leiden
also solange an Unvollstindigkeit als nicht angegeben ist, an welchem
Orte sie als richtig befunden worden sind.

Doch ist diese Art die Krafteinheit zu fixiren seit der Zeit., da man
durch Gauss zunichst die magnetischen Krifte in allen Lindern, in dencn
die Schwerkraft selbst verschieden ist, nach einer und derselben allgemeinen
Methode zu messen gelernt hat, so ziemlich geschwunden. Man bestimmt
jetzt in der Tat alle Kriifte nach jener streng dynamischen Definition, welche
an allen Orten dieselben numerischen Resultate finden lisst.

Die Einheit der Arbedt ist gleich dem Producte aus der Krafteinheit in
die in Richtung der Wirkung der Kraft genommenen Lingeneinheit. Die
Dimensionen sind [ML2T—2].

Da die Energie eines Systems von Korpern gleich der in demselben
aufgehiuften potentiellen Arbeit ist, so wird sie durch die Arbeitsmenge
gemessen, die das System bis zur vollstiindigen Erschopfung seines Energie-
mhalts leisten kann.

Von andern Grissen sollen die Definitionen und Dimensionen bei
passender Gelegenheit angegeben werden.

Will man die Werte von physikalischen Grissen, die in einer Einheit
ausgedriickt sind, auf eine andere Einheit beziehen, so darf man sich nur
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erinnern, dass jeder Ausdruck fiir eine Grisse aus zwei Componenten besteht,
aus der Einheit und aus einem Zahlenfactor, welcher angiebt. wie oft diese
Einheit genommen werden soll. Der Zahlenfactor dndert sich daher um-
gekehrt wie die Einheit, er muss also den verschiedenen Potenzen der
Fundamentaleinheiten, die in der abgeleiteten Einheit vertreten sind, um-
gekehrt proportional sein.

Mathematische Definitionen und Lehrsiitze.

%

Physikalischer Begriff der Continuitit und
Discontinuitit.

7. Eine Grosse andert sich continuirlich, wenn sie bei dem Uebergange
von einem Werte zu einem andern alle Zwischenwerte nacheinander annimmt.

Man kann sich den Begriff der Continuitit unter Zuhilfenahme der
Existenz eines Korperpartikels in Zeit und Raum klar machen. In der Tat
kann ein solehes Partikel nicht von einem Orte zu einem andern gelangen,
ohne einen ununterbrochenen Weg im Raume zu beschreiben, und die
Coordinaten seiner aufeinanderfolgenden Positionen miissen continuirliche
Funectionen der Zeit sein,

So driickt denn auch die sogenanute Continuitiitsgleichung der Hydro-
dynamik nichts anderes aus, als dass Materie in keinem Volumenelement
erscheinen und aus keinem verschwinden kann, ohne durch die Oberfliche
desselben gegangen zu sein.

Eine Grosse ist eine continuirliche Function ihrer Variaheln, wenn sie
bei continuirlicher Aenderung dieser Variabeln selbst continuirlich variirt.

Ist also w» eine Function von =, welche wihrend = von x, bis =z,
continuirlich abiindert ohne Unterbrechung von w, zu u, iibergeht, dagegen
bei einer Aenderung des x von x, bis xy von u,' his uy gelangt, wo »," von
uy verschieden ist, so hat » an der Stelle x = 2, eine Discontinuitit, weil
es hier plotzlich vom Werte w, zu dem u," iibergeht, ohne dass & selbst
eine Aenderung erleidet.

Betrachtet man den Betrag des Differentialquotienten von » nach & fiir
@ ==ny als den Grenzwert des Bruches (uy — u,)/(ro — 2,), wenn x, sowohl
als w, ohne Ende dem ., genihert werden, dann ist, wenn ., und z, den
Wert 7, unendlich nahe einschliessen, der Wert des Zihlers u," — u,, und
der des Nenners gleich Null. Ist w eine physikalisch continuirliche Grisse,
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so kann die Discontinuitit nur in Bezug auf die besondere Variabele x
stattfinden, und die Grisse hat dann bei 2=, einen unendlich grossen
Differentialquotienten. Thre Differentiation ist aber iiberhaupt sinnlos, wenn
sie auch physikalisch nicht continuirlich ist.

Man kann sich in physikalischen Fragen zuniichst von der Beriick-
sichtigung der Discontinuitiit befreien, ohne deshalb die Bedingungen eines
vorliegenden Falles dndern zu miissen. Man nimmt erst «, nur sehr wenig
kleiner und 2, nur sehr wenig grisser als r,, so dass u, sehr nahe gleich
uy und w, sehr nahe gleich »," wird, dann setzt man voraus, dass » in dem
Bereiche ., — ., zwar beliebig, aber continuirlich von », zu u, iibergeht
und untersucht, zu welchem Resultat man gelangt, wenn man das Unstetig-
keitsgebiet immer enger macht bis #, und 2, mit 2, zusammenfallen. Findet
sich das Resultat unabhiingig von dem Wege, auf dem man die Function
w von dem Werte u, zu dem wu, iibergefithrt hat, so darf man schliessen,
dass es auch noch richtig ist, wenn « discontinuirlich ist.

8. Wenn wir in einer Function /* von mehreren Variabeln oy, z, ...
zunichst = allein als Verinderliche betrachten, y,z... aber als Constanten
ansehen, so kann /7 fiir gewisse Werte von « discontinuirlich werden, Indem
wir uns diese Werte von @ mit denen der andern Variabeln durch eine

Gleichung
) D=0 (e,p,2..)=0

verbunden denken, wird also die Funetion /7 dann unstetig werden. wenn
O =0 ist. Ihre Werte /'y, I fiir positive beziiglich negative Betrige
von @ brauchen in keiner Weise mit einander zusammenzuhingen. Man
kann diese Art der Discontinuitit leicht durch mathematische Symbole fixiren,
indem man eine Function herstellt, die fiir positive ® nahe gleich 7, und
fiir negative nahe gleich 77 ist. Dazu kann z. B. die folgende dienen

. F! + en® f':_a
in der man sich die Variabele & durch @,y z ersetzt zu denken hat. So-
lange n endlich bleibt, mag es aueh noch so gross genommen werden, ist
1" stetig, sowie aber n positiv unendlich ist, hat /" fiir positive @ den Wert
I, fiir negative den Wert /7.

Discontinuitit der Derivirten einer continuirlichen Function.

Is mogen die Werte der Variabeln .y, 2, ..., fir welche in den ersten

Derivirten einer Funetion / derselben Discontinuititen auftreten sollen, mit
einander durch eine Gleichung

O (r,y,2,...)=0
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verbunden sein. Driickt man die Werte der Funetion 27 fitr positive beziiglich
negative Werte von @, also nach unserer friihern Bezeichnung /% und F,,
durch ® und » — 1 andere Variabeln, etwa #,: ... aus, so muss, da /7
continuirlich sein sollte, F, = F| sein, wenn @ verschwindet. Daraus aber
ergiebt sich, dass fiir ® =0 wohl die Derivirten nach ®, niimlich ¢F,/ed
und ¢y /c® von einander verschieden sein kinnen, nicht aber die nach
einer andern Variabeln, wie ¢ F,/cy und oI /cy. Es kaun also nur die
Derivirte nach @ unstetig werden, wiihrend die Derivirten nach allen andern
Variabeln stetig bleiben miissen,

Periodische und vielfache IFunctionen.

9. Hat eine Funetion « von « fiir alle Werte ihrer Variabeln, die sieh
um cine und dieselbe Grisse @ von einander unterscheiden, also fiir .,
2+ a, 2+ 2a, ...+ pa..., denselben numerischen Betrag, so heisst sie
periodisch in Bezug auf diese Variabele @ und hat @ zur Periode. Daraus
ersicht man, dass umgekehrt @ fiir einen bestimmten Wert von « unendlich
viele um Vielfache von e differirende Werte haben muss; @ wird deshalb
cine vielfache Function von u genannt und hat ¢ zur eyclischen Zahl. Der
Differentialquotient dr/dw  hat nur eine begrenzte Anzahl von Werten fiir
ein und dasselbe .

Ueber die Beziehung von physikalischen Grissen zu den
lichtungen im Raume.

10. Es war einer der grissten Fortschritte in der Mathematik als
Des Cartes durch die Einfihrung der Coordinaten die analytische Geometrie
begrimdete und so an Stelle der gewohnlichen geometrischen Methoden rein
rechnerische Operationen setzte. Er machte die Lage eines Punktes im
Raume von der Liinge dreier Geraden abhiingig, welche in bestimmte
Richtungen verliefen, und liess jede Linie zwischen zwei Punkten als die
Resultante dreier Strecken erscheinen.

Fiir die Physik hat sich die Des Cartes’sche analytische Methode, so
namentlich zur Unterscheidung der einzelnen physikalischen Grissen von
einander, von einer nicht hoch genug zu schiitzenden Bedeutung erwiesen. Fiir
manche Untersuchungen, die sich ziemlich scharf von den eigentlichen Rech-
nungen trennen, ist es aber von Vorteil, sich von den Cartesischen Coordinaten
frei zu machen, also direct einen Punkt selbst anstatt seiner drei Coordinaten
oder eine Kraft und ihre Richtung statt ihrer drei Componenten in Betracht
s ziehen. In der Tat ist auch diese letztere Art geometrische und
physikalische Grissen so zu sagen in ihrer Totalitit aufzufassen das Ur-
spriinglichere und Natiirlichere. Doch hat sie ihre ecigentliche Aushildung
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erst durch Hamiltons Erfindung des Quaternionen-Calculs, die die zweite
Etappe in der Erforschung riumlicher Beziehungen bezeichnet, erhalten.

Da aber die Des Cartes’sche Methode einerseits den der Wissenschaft
beflissenen weit geliufiger ist als die Hamiltonsche und andererseits hei
Rechnungen weitaus die grissten Vorteile bietet, so sollen in der Folge alle
Resultate nach ihren Vorschriften gegeben werden. Ich hege jedoch die
Ueberzeugung, dass die Einfilhrung der Begriffe und Operationen der
Quaternionenrechnung auf vielen Gebieten unserer Aufgabe filr uns von
bedeutendem Nutzen sein wird. Es gilt das namentlich fiir die Electro-
dynamik, wo wir mit einer grossen Anzahl von physikalischen Grissen zu
tun haben, deren Beziehungen zu einander sich nach keiner anderen Methode
so kurz und so klar auseinander setzen lassen, als nach der Hamiltonschen.
Ich lasse daher zuniichst einiges aus den Grundlagen des Quaternionen-
Caleuls folgen.

11.  Charakteristisch und von der griossten Bedeutung fiir die
Hamiltonsche Methode ist die Einteilung aller Grissen in Zahlen- und
Richtungsgrissen, in Scalaren und Vectoren.

Ein Sealar ist vollstindig durch eine einzige numerische Angabe definirt,
und sein Wert hiingt in keiner Weise von den Richtungen -etwaiger
Coordinatenaxen ab.

Ein Tector dagegen hedarf als Richtungsgrisse zu seiner volligen Fest-
setzung dreier numerischer Angaben, die man zu den Richtungen der
Coordinatenachsen in Beziehung setzen mag.

Scalaren haben also nichts mit Richtungen zu schaffen.

Der Inhalt einer geometrischen Figur, die Masse und Energie eines
Kirpers, der hydrostatische Druck in einem Punkte einer Flissigkeit, das
Potential an einer Stelle im Raume sind Beispiele fiir Scalaren.

Vectoren haben sowohl Richtung als Grisse und wechseln ihr Zeichen,
so oft ihre Richtung umgekehrt wird. Die Lageninderung eines Punktes
gemessen durch eine gerade Linie von der Anfangs- bis zur Endlage kann
als Typus ecines Vectors betrachtet werden, da ihr der Name Vector ent-
lehnt ist. Die Geschwindigkeit eines Korpers, das Moment desselben, die
dabei wirkende Kraft, der electrische Strom, die Magnetisirung eines Eisen-
stiickchens geben Beispiele fiir Vectoren ab.

Andere physikalische Grissen werden zwar auch auf Richtungen im
Raume bezogen, sind aber doch keine Vectoren.

Dahin gehiren Druck und Zug in festen Korpern und manche Eigen-
schaften der Korper, die in der Theorie der Elasticitit und Doppelbrechung
behandelt werden.

Grissen dieser Art verlangen zu ihrer gehirigen Festsetzung neun Be-
stimmungen. In der Sprache der Quaternionen heissen sie lineare Vector-
functionen eines Vectors.
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Zwei Vectoren derselben Art werden genau so addirt, wie in der Statik
Kriifte summirt werden. In der Tat ist der Beweis, den Poisson fiir das
Parallelogramm der Kriifte giebt, fiir die Zusammensetzung aller Grissen
anwendbar, bei denen eine Zeicheninderung mit einer Drehung um 1809
gleichbedeutend ist,

Wenn wir einen Vector durch ein einziges Symbol bezeichnen und
namentlich darauf aufmerksam machen wollen, dass wir es eben mit einem
Vector zu tun haben, demnach Richtung sowohl als Grisse beachten miissen,
so werden wir die grossen deutschen Buchstaben 2, 2, ... benutzen.

In der Methode der Quaternionen wird die Lage eines Punktes im Raume
dadurch fixirt, dass man von einem festen Punkte aus bis zu ihm einen Vector
zieht. Haben wir nun an der Stelle dieses Punktes im Raume eine physikalische
Grisse zu betrachten, welche von der Lage dieses Punktes abhiingt, damn
behandeln wir sie als Function des vom fixen Punkte gezogenen Vectors.
Die Function kann dabei ein Scalar oder ein Vector sein. Die Dichtigkeit
eines Korpers, seine Temperatur, sein hydrostatischer Druck, sein Potential
in einem bestimmten Punkte sind scalare Funectionen. Dagegen sind die
resultirende Kraft in einem Punkte, die Geschwindigkeit eines Stromes, die
Rotationsgeschwindigkeit eines Elementes und das die Rotation hervor-
bringende Kriftepaar Vectorfunctionen.

12. Man kann die physikalischen Vector-Grissen in zwei Klassen einteilen,
je nmachdem sie zu Linien oder zu Fliichen in Beziehung gebracht werden.

So lisst sich die Grisse einer in bestimmter Richtung wirkenden
Anziehungskraft durch das Verhiltnis ihrer Arbeitsleistung, wihrend sie
einen Kérper in ihrer Wirkungsrichtung verschiebt, zu der Grisse der
Verschiebung messen. Die attrahirende Kraft ist dann zu eciner Linie in
Beziehung gebracht. Andererseits definirt man die Intensitiit eines in einem
Kirper in bestimmter Richtung verlaufenden Wiirmestroms als das Verhiltnis
der Wirmemenge, welche durch eine zum Wiirmestrom senkrechte kleine
Fliche in der Zeiteinheit durchgeht, zu der Grisse dieser Fliche. Hier ist
also die Stromung unter Zuhilfenahme einer Fliche gemessen.

Doch giebt es Fiille, in denen eine Quantitit sowohl auf eine Linie als
auf eine Fliche bezogen werden kann. So wird man bei der Betrachtung
der elastischen Verschiebung in einem Korper entweder seine Aufinerksamkeit
auf die urspriingliche und nachherige Lage eines Partikels richten. also die
Verschiebung durch die Linge der Strecke von der ersten zur zweiten Lage
des Teilchens messen; oder man wird untersuchen. welche Summe von
Partikelchen des Kirpers wiihrend der Dauer der Verschiebung durch eine
bestimmte Fliche hindurchgeht.

Ibenso mag man die Gesehwindigkeit einer Fliissigkeitshewegung da-
durch bestimmen, dass man die Geschwindigkeit der einzelnen Teilchen in
iiren Balimen untersucht, oder die Fliissigkeitsmenge eruirt, welche withrend
einer bestimmten Zeit durch eine bestimmte Fliche strimt.
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Die erste Methode haben wir anzuwenden, wenn wir sowohl die Dich-
tigkeit eines Korpers als auch die in ihm stattfindenden Verschiebungen
und auftretenden Geschwindigkeiten der Partikel kenmen lernen wollen,
die zweite dagegen, wenn es sich wm eine moleculare Theorie der Bewegungen
handelt.

Bei einem electrischen Strome wissen wir weder etwas von der Dichte
der Electricitit, noch von der Geschwindigkeit, mit der die Stromung vor sich
geht, wir kennen einzig den Wert einer Grisse, welcher in der Hydrodynamik
das Product aus der Dichte und Geschwindigkeit entsprechen wiirde. Hier
haben wir also die allgemeinere Methode der Messung der Stromstirke unter
Zuhilfenahme einer Fliche anzuwenden.

Electromotorische und magnetische Krifte gehoren. weil man sie auf
Linien bezieht, zu der ersten Klasse von Vectoren; so oft wir auf diese
Tatsache namentlich aufmerksam zu machen haben, werden wir sie Kraft-
intensitiiten nennen.

Andererseits  definirt man die Stirke der electrischen und magne-
tischen Induction ebenso wie die des galvanischen Stromes unter Zuhilfe-
nalime von Flichen, man hat sie also zur zweiten Klasse der Vectoren zu
rechnen.  Wir werden sie deshalb zu den Stromgrissen zihlen.

Jede jener Kraftintensititen ist bestrebt, eine ihr entsprechende stromende
Bewegung hervorzubringen, oder bringt wirklich eine soleche zu Stande.
Electromotorische Krifte zum Deispiel setzen die Electricitit in Leitern in
Bewegung und suchen sie in Fluss zu bringen in dielectrischen Medien.
Sie verursachen eine electrische Induetion in Dielectricis und wahrscheinlich
auch in Conductoren; in demselben Sinne bringen auch magnetische Kriifte
maguetische Induction hervor.

13. In manchen Iillen ist eine Stromung proportional der sie ver-
ursachenden Kraft und findet auch in Richtung dieser statt, hiiufig aber
weiss man nur, dass sie in Grisse und Richtung von Grisse und Richtung
der Kraft abhiingt.

In dem Capitel iber die DBewegungsgleichungen der FElectricitit
in Leitern, Art. 296, werden wir den Fall betrachten, wo die Stromecom-
ponenten lineare Functionen der Krattcomponenten sind, und dabei
finden, dass im allgemeinen neun Constanten erforderlich und hinreichend
zur Herstellung der Beziehungen zwischen den Componenten der Strémung
und denen der Kraft sind. In gewissen Fillen kann man vermuten, dass
sechs jener Constanten sich paarweise gleich sind; dann ist die Beziehung
zwischen der Richtung der Kraft und der einer zur Stromrichtung senk-
rechten Ebene dieselbe, wie die zwischen der Richtung eines Durchmessers
eines Ellipsoids und der Richtung der ihm conjugirten Diametralebene. In
der Ausdrucksweise des Quaternionencaleuls sagt man, dass der eine Vector
eine lineare Vectorfunction des andern ist, und zwar eine selbsteonjugirte
Function, weun eben der Fall eintritt, dass sechs Coefficienten zu drei
Paaren zusammenfallen.
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Bei der magnetischen Induction in Eisen ist die Stromung, d. h. die
Magnetisirung des EFisens, keine lineare Function der magnetisirenden Kraft,
Doch ist in allen Fillen das wissensehaftlich wichtige Product aus der
Kraft und der in ihrer Richtung genommenen Stromcomponente eine
scalare Grisse.

14. Jene Dbeiden Klassen von Vectoren sind anch durch besondere
mathematische Operationen charakterisirt, die bei ihrer Dehandlung hiufig
auftreten.

Bei Kriiften haben wir meist das Integral lings einer Linie von dem
Product eines Elements dieser Linie und der in Richtung dieses Elements
fallenden Kraftcomponente zn nehmen. Das Resultat dieser Operation nenne
ich das Linienintegral der Kraft. Es repriisentirt die Arbeit. welche bei der
Bewegung eines Korpers auf dieser Linie geleistet wird. Hingt dasselbe
nicht von der Gestalt der Linie selbst ab, sondern nur von der Lage der
beiden Endpunkte derselben, so wird das Linienintegral als  Potential
bezeichnet.

Bei Stromungen tritt uns ein Integral iiber eine Fliche von dem Product
cines Elements derselben und der normal zu ilir anftretenden Stromeomponente
entgegen. Wir erhalten durch dieses Integral, das Flachenintegral, dic Menge
cines Agens, welche durch die Fliche in bestimmter Zeit hindurchgeht.

Es giebt Flichen, durch welche hindurch keine Stromung stattfindet.
Schueiden sich zwei solehe Flichen, so bildet ihr Durchschnitt eine Strom-
linie, welche auch als Kraftlinie bezeichnet wird, wenn die Stromung in
Richtung der Kraft verliuft,

Man tut aber gut in der Lehre von der statischen Electricitit und
vom Magnetismus die Bezeichnung Inductionslinien festzuhalten und den
Namen Stromlinien fiir die Electrokinematik zu reserviren.

15. Ein anderes Unterscheidungsmerkmal zwischen Vectoren, nimlich
ein aus den Eigenschaften einer translatorischen im Gegensatz zu einer
rotatorischen Bewegung abgeleitetes, ist fir die Physik zwar in mancher
Hingieht selr wichtig, hat aber keine besondere Bedeutung bei mathe-
matischen Untersuchungen.

Gehen wir anch kierauf mit einigen Worten ein, so kann die Richtung
und Grisse einer Quantitiit von irgend einer Action oder Wirkung, die ganz
liings einer gewissen Linie sich manifestirt, abhiingen, oder sie kann durch
irgend etwas bestimmt sein, was eine Rotation wm diese Linie als Achse
charakterisirt. Die Composition von Vectoren geschieht stets nach denselben
Giesetzen. migen sie translatorischer oder rotatorischer Natur sein, so dass
in der mathematischen Behandlung beider Klassen sich kein Unterschied
geltend machen kanm. Bei physikalischen Untersuchungen verraten aber
gewisse Umstinde die Klasse, zu der wir eine Grisse zu rechnen haben.
So besteht die Eleetrolyse in dem Transport zweier Substanzen auf Linien
nach entgegengesetzten Richtungen. und das charakterisirt ein translatorisches
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Phiinomen, so dass offenbar keine rotatorische Wirkung um die Kraftrichtung
in Action tritt. Daraus miissen wir sehliessen, dass der electrische Strom,
welcher Electrolysen verursacht oder begleitet, ein translatorisches Phiinomen
ist, kein rotatorisches.

Andererseits unterscheiden sich Nord- und Siidende einer Magnetnadel
nicht wie Sauerstoff und Wasserstoff, welche bei der Electrolyse an entgegen-
gesetzten Stellen erscheinen, so dass wir daraus translatorische Eigenschaften
des Magnetismus nicht entnehmen kinnen. Im Gegenteil zeigt die Tatsache,
dass der Magnetismus die Polarisationsebene des Lichtes zu drehen im
Stande ist, dass wir es hei ihm mit einem rotatorischen Phiinomen zu tun
haben.

Das Linienintegral.

16. Im Anschluss an die fritheren Bemerkungen iiber die bei Rechnung
mit Veetoren namentlich auftretenden mathematischen Operationen lasse ich
nunmehr einige Bemerkungen zuniichst iiber die in der Physik eine grosse
Rolle spielenden Linienintegrale folgen.

Es seien a, 9,z die Coordinaten eines Punktes 2 auf einer Linie, und
s die Liinge dieser Linie von einem fixen Punkte A bis zu diesem Punkte .
Weiter sei B der Wert cines Vectors im Punkte P und ¢ der Winkel. den
die Richtung dieses Vectors mit der Tangente der Linie s in 2 bildet.
Recos e giebt dann die Componente des Vectors lings der Linie s im
Punkte 2. und

.
1q) L= ( I coseds
oY
das Linienintegral des Vectors.
Betrachtet man die Coordinaten wx, %y, z als Functionen der Variabeln s,
so geht das Linienintegral nach bekannter Transtormation iiber in

i,
de dy dz
1 L= IY-——+}’--‘-+Z—- ds
b) | ds ds ds| ™7
0t
wo X.Y.,Z diec Componenten von R nach den Coordinatenaxen angeben.
Im allgemeinen hingt dieses Integral von der Form der Linie zwischen
Aund P Tings welcher integrirt werden soll, ab. Iis kann aber vorkommen,
dass in gewissen Bezirken der Faetor von s in unserm Linienintegral ein
vollstiindiger Differentialquotient 1st, so dass
Xde + Ydy + Zd: = —ad VW
wird, dann haben wir
](-) r;'—_-‘l..z[—il.f'_.
auf welchem Wege wir auch von dem Punkte 4 zu dem Punkte P iiber-
gehien mogen, vorausgesetzt dass der Integrationsweg die Grenzen unseres
Bezirkes nicht iiberschreitet.
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Potential.

Die Grisse W ist eine scalare Function der Lage des Punktes P, also
unabhiingig von etwaigen Richtungen und heisst das Potential in diesem
Punkte. Ein Vector 2 hat ein Potential. wenn seine Componenten X,Y, Z
Differentialquoticuten ein und derselben Funetion sind, so dass

. i 2

wird, Existirt ein solehes Potential, so heissen Flichen. in denen dasselbe
constant bleibt, Aequipotentielle oder Niveauflachen. Sie haben die igen-
schaft, dass ihre Normalen » die Richtungen des Vectors R anzeigen, und

dass in iliren Punkten .
2) R=— ﬂ-

cn
wird.

Laplace ist der Erfinder dieser Methode, Vectorcomponenten als erste
Derivirte einer gewissen Function zu betrachten.®) Doch stammt der Name
Potential von Green her, der diese Funetion zur Grundlage seiner Electricitiits-
theorie gemacht hat.®) Greens Arbeiten bliehen aber bis zum Jahre 1846
unbeachtet. so dass inzwischen die meisten seiner Resultate von Gauss,
Chasles, Sturm und Thomson neu entdeckt wurden™),

In der Gravitatioustheorie wird dem Potential das entgegengesetzte
Zeichen von dem hier benutzten gegeben, und die Kraft in einer Richtung
durch die in dieser Richtung fiir die Lingeneinheit stattfindende Zunahme
der Potentialfunction gemessen. Dei electrischen und magnetischen Unter-
suchungen setzt man dagegen die Kraft gleich der Abnahme des Potentials
fir die Liingeneinheit in Richtung ihrer Wirkung. Dadurch kommt das
Zeichen des Potentials in Uebereinstimmung mit dem der potentiellen Energie,
weleh letztere stets abnimmt, wenn ein Korper in Richtung der ihm an-
greifenden Kraft bewegt wird.

17, Viel Licht wird auf das Verhiiltnis der Kraft als Vector- zur Potential-
function als Scalarengrosse durch die Hamiltonsche Entdeckung der
formalen Operation, mit Hilfe deren jene aus dieser abgeleitet wird, geworfen.

Wir haben niimlich gesehen, dass die Componente des Vectors nach
einer bestimmten Richtung gleich dem negativen Differentialquotienten der
Potentialfunction nach der Coordinate, die in jener Richtung verliuft, ist.
Sind also i, j, & drei zu einander senkrechte Veetoreinheiten, und X, Y, Z
die Componenten eines Vectors § nach jenen drei Vectoren, danm ist

F=iX+jY+£kZ;

*) Mée, Cél. liv. 111.

¥ Lssay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of
Electricity and Magnetism. Nottingham 1828, In Crelle’s Journal fir reine und an-
gewandte Mathematik Bd. 39, 4%, 47 von Thomson mitgeteilt,

%) Thomson u. Tait: Theoretische Physil § 483.
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mithin, wenn I" das Potential bezeichnet,

o\ fh
g R o)
F=—{imtig )
Jenutzt man fir die Operation
o + S -!-K ==

) 4 ?j (4

das Symbol 7, so wird
§=—v V.

Das Operationszeichen ¢ weist uns also an, zuniichst das Anwachsen
von I fiir die Liingeneinheit in drei zu einander senkrechten Richtungen
zu bestimmen, und dann die so eruirten Verhiltnisse wie Vectoren zu einem
einzigen zusammenzuziehen, Man kann aber auch die durch v bezeichnete
Operation so auffassen, dass erst die Richtung eruirt werden soll, in der W
am raschesten anwiichst, und dass dann nach dieser Richtung ein Vector
zu ziehen ist, der den Betrag, um den W fiir die Lingeneinheit zunimmt,
reprisentirt.

Lam¢é bezeichnet in seinem Traité des fonctions inverses den Betrag dieses
grissten Anwuchses als Differential-Parameter, doch giebt weder diese Be-
zeichnung selbst noch auch die Art und Weise, wie Lamé von ihr Gebrauch
macht, von der Tatsache Rechenschaft, dass es sich hier um Grissen hande!lt,
die neben Quantitit auch Richtung haben.

In den seltenen Fiillen, in denen jene Beziehung in rein geometrischem
Sinne zu beriicksichtigen sein wird, werde ich den Vector § als die Rawm-
Variation der scalaren Function I" bezeichnen, um auszudriicken, dass es
sich sowohl um die Grisse als uwm die Richtung der raschesten Abnalime
von W' handelt.

18. In gewissen Fiilen sind die Bedingungen dafiir, dass Xde +
Ydy + Zdz ein vollstindiges Differential ist. also die Gleichungen

cX oY oY 0Z } 0Z 0X

cy  ox oz oy O or 02

=0

in einem bestimmten Raumbezirk erfillt, ohue dass die Integration von A
bis P auf zwei verschiedenen in diesem Bezirke liegenden Wegen zu dem-
selben Resultate fithrt. Das trifft z. B. bei einem ringformigen Integrations-
gebiet ein, wenn die Integrationswege durch entgegengesetzte Segmente
gehen. Charakteristisch fiir diesen Fall ist dann, dass man die Integrations-
wege nicht in einander iiberfiithren kann, ohne durch einem Raum zu
gelangen, der nicht mehr zam Integrationsgebiet gehirt. Wir kommen so
m Betrachtungen, die der Geometrie der Lage angehoren, deren Wichtigkeit
durch Leibniz und namentlich Gauss oft genug betont worden ist, bis
sie in der neuern Zeit durch Listing eine ziemlich erschipfende Bearbei-
tuug gefunden haben.*)

”] Der Census raumlicher Complexe. Gditt. Abh, Bd. X, 8. 97 (1861).

Maxwell, Electricitiit u, Magnetismus, . 2
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Zusammenhingende Flichen und Riume.

Werden, im Raume p Punkte durch ! Linien so verbunden, dass kein
Punkt ausgelassen ist und keine zwei Linien sich gegenseitig schneiden, so
soll die dadurch entstehende Figur als Diagramm bezeichnet werden. Es
geniigen nun zuniichst p — 1 Linien, um die Punkte mit einander voll-
stindig zu verbinden und jede neu hinzukommende Linie vervollstindigt
einen in sich zuriicklaufenden Weg, den wir Cykel nennen kinnen. Die
Anzahl der Cykeln in dem Diagramm betrigt | —p + 1. Jeder geschlossene
Weg in dem Diagramm setzt sich aus diesen von einander unabhiingigen
Cykeln zusammen, von denen jeder beliebig oft und in beliebiger Richtung
durchlaufen werden kanmn,

Die Existenz der Cykeln bezeichnen wir als Cyklose und die Anzahl
derselben in einem Diagramm als die Cyklomatische Zahl des Diagramms.

Flichen sind entweder geschlossen oder begrenzt und die geschlossenen
konnen unendlich oder endlich sein. Die unvollstindigen Flichen werden
durch eine oder mehrere geschlossene Linien begrenzt und sie umfassen
auch die unendlichen und geschlossenen Flichen insofern, als bei jenen die
Grenzlinien unendlich lang werden, bei diesen zu Punkten zusammen-
schrumpfen.

Ein endliches Stiick des Raumes wird durch eine oder mehrere ge-
schlossene Flichen begrenzt. Eine dieser Flichen kann als iussere Ober-
fliche betrachtet werden, wihrend die andern Flichen sich gegenseitig
ausschliessen und die inneren Begrenzungsflichen bilden.

Hat ein Rawm nur eine begrenzende Fliche, so kann man diese beliebig
zusammenziehen ohne ihre Continuitiit zu gefihrden. Ist derselbe auch
noch einfach zusammenhiingend, Acyklisch, wie eine Kugel, so geht die Fliche
sehliesslich in einen Punkt iiber, ist er zweifach zusammenhiingend, wie etwa
ein Ring, so wird die Fliche bei fortdauernder Contraction zur geschlosse-
nen Curve, ist er endlich mehrfach zusammenhiingend, Cykliseh, so entsteht
schliesslich ein Diagramm, dessen cyklomatische Zahl gleich der des Raumes,
also um eine Finheit kleiner als seine Zusammenhangszahl ist. Der
vom zusammenhiingenden Gebiet ausgeschlossene Raum  hat  dieselbe
cyklomatische Zahl wie das Gebiet selbst, und hieraus folgt, dass, wenn das
zusammenhingende Gebiet durch innere und dussere Flichen begrenzt
wird, seine eyklomatische Zahl gleich der Summe der Zahlen ist, wie er sie
den einzelnen Flichen verdankt.

Schliesst eine Region mehrere andere Gebiete ein, so heisst sie mehrfach
oder Periphractisch. Die periphractische Zahl ist gleich der Anzahl der
begrenzenden Ilichen, sie wird gleich 1 bei acyklischen Flichen.

Die cyklomatische Zahl einer geschlossenen Fliche ist doppelt so gross
als die des Raumes, welchen sie begrenzt. Um die eyklomatische Zahl
einer begrenzten Fliche zu erhalten, denkt man sich alle Begrenzungen
olme Unterbrechung der Continuitit so lange gegen einander nach Imnen
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zusammengezogen bis sie sich schneiden. Die Fliche wird danu zam Punkt,
wenn sie aceykliseh und zum linearen Diagramm, wenn sie eyklisch ist. Die
cyklomatische Zahl des Diagramms ist gleichzeitig die der Fliche.

Nach diesen Auseinandersetzungen iber das Zusammenhingen von
Flichen und Riumen beweisen wir noch einige wichtige Siitze iiber das
Linienintegral.

19. 1) Wenn in einem einfach zusammenhingenden Raume

Xde + Ydy + Zdz: = — AV

sty so ergiebt die Integration dieses Ausdrucks zwischen zwei Punkten lings
allen Linien, die ganz in dem bezeichneien Raume liegen, denselben Wert.

Wir beweisen zunichst, dass man bei der Integration stets Null erhiilt,
wenn der Integrationsweg in sich zuriickliuft.

Denken wir uns nimlich die dquipotenticllen Fliichen gezogen. so werden
sie entweder alle geschlossen sein, oder von der Oberfliche unseres Raumes
vollstindig begrenzt werden. Jede geschlossene Linie in unserem Raume,
die eine dieser Fliichen beim Durchgehen schneidet, muss sie daher bei der
Riickkehr an einer andern Stelle in entgegengesetzter Richtung treffen. Da
das fiir alle noch so nahe aneinander gezogenen iiquipotentiellen Flichen gilt,
so werden sich immer zwei Elemente des Linienintegrals gleich und entgegen-
gesetzt sein, so dass die Summe aller Elemente, also das ganze Integral,
verschwindet.

Sind demnach AQP und AQ'P zwei Integrationswege von A nach P,
so ist das Linienintegral auf dem geschlossenen Wege AQPQ)' A gleich Null,
daher das lings AQP gleich und entgegengesetzt dem lings PQ A oder
gleich dem lings A('F.

Es ergiebt sich hieraus, dass wenn das Potential in einem einfach
zusammenhiingenden Raume fiir einen Punkt gegeben ist, dass es dadurch
fir jeden andern Punkt des Raumes unzweideutig bestimmt ist.

20. IL) In jedem mehrfach zusammenhingenden Rawm, in welchem die
Bezichung

Xde + Xdy + Zdz = — aW
uberall erfullt wird, ist der Wert des Linienintegrals zwischen A und P im
allgemeinen erst bestimmt, wenn der Verlauf des Integrationsweges néher
angeqeben ist.

Ist der betrachtete Raum £+ 1fach zusammenhiingend, so kann man
ihn durch & Schnitte oder Diaphragmen in einen einfach zusammenhiingenden
verwandeln ohme seine Continuitiit zu zerstoren. Solange der Integrationsweg
von A nach P keines der Diaphragmen durchschneidet, ist der Wert des
Linienintegrals von seinem besondern Verlanf unabhiingig, Es migen nun
die beiden Punkte A und P einander unendlich nahe zu entgegengesetzten
Seiten eines Diaphragmas liegen und dasselbe mige von zwei andern
Punkten A', P' gelten, von denen 4" dem 4 und P’ dem 2 unendlich
nahe liegt.
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Das Linienintegral iiber A PP'A'A muss dann verschwinden, and weil
die Wege PP' und A4'A sich gleich und entgegengesetzt sind, haben die
beiden Integrale itber AP und A’ P' ebenfalls gleiche Werte. Hieraus
folgt, dass das Linienintegral lings einer geschlossenen Curve stets den-
selben Wert hat. wo auch die Curve das Diaphragma schneiden mag.

Ist dieser Wert bei einem einmaligen Durchschneiden des Diaphragmas
gleich A, und geht die Curve p mal in positiver und p; mal in negativer
Richtung durch das Diaphragma, so ist der Wert des Linienintegrals
gleich (p — py) K, = n, K,. Aehnliche Betrachtungen ergeben. dass, wenn
der Integrationsweg !¢ Diaphragmen durchschneidet. das Linienintegral
lings demselben gleich

ny Ky +ny Ky +....4+n, K,

sein muss, wo #u; den Ueberschuss der positiven Durchgiinge durch das
ite Diaphragma iiber die der negativen angiebt.

Zwei Curven, die in einander continuirlich iibergefiihrt werden kionnen,
ohme jemals das Gebiet, in welchem ein Potential existirt, zu verlassen, sind
einander diquivalent *).

Die Bedingung der Existenz eines Potentials, also die, dass Xdr +
Ydy + Zdz ein vollstindiges Differential ist, tritt in vielen physikalischen
Untersuchungen und mnamentlich da auf, wo das Potential zu andern
physikalischen Deutungen fithrt als die aus ihm abgeleitete Vectorgrisse.

Betrachtet man bei rein kinematischen Fragen X, ¥, Z als Componenten
der Verschiebung eines Partikels in einem continuirlichen Korper, so sagt
jene Bedingung aus, dass diese Verschiebung eine rotationslose Deformation
hervorbringen soll *¥).

Entsprechend geschieht auch die Bewegung einer Fliissigkeit, deren
Geschwindigkeitscomponenten ein Potential haben, ohne Rotation.

Handelt es sich um Kriifte, so driickt jene Bedingung die Tatsache aus,
dass die Arbeit, die bei der Ueberfilirung eines Kirperpartikels von einer
Position in eine andere geleistet werden muss. gleich der Differenz der
Potentiale in den beiden Endpositionen ist. und fiir alle édquivalenten Wege
einen und denselben Wert hat.

Das Flichenintegral.

21. DBezeichnet @S das Element einer Fliche S und = den Winkel der
nach dem Innern von S gezogenen Normale mit der Richtung der Vector-
grisse . so nennt man [/ R cossdS das Ildachenintegral von R iiber S.
Es seien wie bisher X, Y, Z die Componenten von & und [,m,n die Rich-

“Y W. Thomson, On Vortex Motion. Trans. R. 8. Edinb, 1867—1868.
) Thomson u, Tait, Theoret. Physik, § 190 7.
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tungscosinusse der Normale zu S, dann giebt die Zerlegung des Flichen-
itegrals

\ SR cose dS = \ \.\'l dsS 4 s \ YmdS + \ \Zﬁ dS

e
o

2 s »
== \ \Xdy dz + s \ Yded: + \ gZ de dy,
LR L2 T v v
wo die Integrationen sich auf die Fliche S beziehen.

Ist die Fliche geschlossen, so hat die Coordinate « fiir jedes Wertepaar
der y und z eine gerade Anzahl von Werten, weil jede der xAxe parallele
Linie ebenso oft aus dem von .S umschlossenen Raum austreten muss, als
gie in denselben eintritt. DBezeichnen demnach . @y, ;... die Eintritts-
punkte und .y, w0y @, .. die Austrittspunkte fiir eine solche unendlich lange
Grade, so ist an den Stellen we;41 das Element /dS positiv und an den
2o negativ zu nehmen, also wird

\ \X dy dz = \ \{(\1 — X))+ (X5 — X)) +.. .:(1;/ dz.

Ieh fiige noch die Bedingung hinzu, dass die Vectorcomponente X in
dem von der Fliche eingeschlossenen Raume endlich ist und stetig verliuft.
Man darf dann

T4y
s
0X
X; —X-=s;~--—duu
i+1 i ) tx

%

setzen, und erhiilt

A~

) AR X
\ \.Y dydz = — \ \ \ ~— daedy dz,

ox
=

wo die dreifache Integrafion sich auf den ganzen von der Fliche S um-
spannten Raum erstreckt.

Sind demnach iberhaupt X, Y, Z in dem Raume endlich und stetig, so
ist das Flichenintegral

111, ) \7 \13 cose dS = — \? (({ij{( =+ ?2;—}- E(f} dedy dz,

Trifit die Bedingung der Stetigkeit nicht zu. weil die Componenten
X, Y, Z beim Durchgang von der negativen zur positiven Seite einer inmer-
halb S liegenden Fliche F(e,y,2) =0 plitzlich von den Werten X, ¥, Z
auf die X', Y', Z" springen, so ist, wenn I zwischen a; 41 und x; liegt,
Tit1

‘0 X
Fga— X =j S (X T
(]
z;
mithin
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; "(([oX , oY | 02)
111) ij cosedS = — j fj{a + o + B2 de diy dz
+ “ (X'— X) dyd: + \ S(Y' —Y)dzde + “ﬂ(?‘” — Z) dx dy,
L3 7 [ B %, L2
oder, wenn ', m', 2" die Richtungscosinusse der positiven Normale der Dis-
continuititsfliche .S" angeben,
(" 06X oY ©oZ
11I) ( R cosedS = — f (98 o 92 1 el o i dh
., JJJloz " oy * o

+ | H(X'_X) R Tyt 2= B) n'} as',

wo das Doppelintegral sich auf die Discontinuitiitsfliche bezieht.
Findet fiir jeden Punkt des Raumes die Gleichung
0X oY 0Z

El) = e =

ox oy 0z
statt und gilt fiir jeden Punkt der Discontinuitiitsfliche die Beziehung
b) XU+ Yw 4+ Z'n' =XU'+ Yn' + Zn/,

so verschwindet das Flichenintegral ganz.

Die Vectorgrisse ist dann auf diitnnen Cylindern oder Réhren verteilt,
und deshalb wird die Gleichung a) als allgemeine, die Gleichung b) als
superficielle Sphondyloidale Bedingung bezeichnet werden.

22. Wir verfolgen den Fall, dass fiir jeden Punkt innerhalb der Fliche

S die Gleichung
0X 0Y

0%
AT

=0

erfilllt ist.  Wenn keine Discontinuititsflichen vorhanden sind, ist das -
Flichenintegral gleich Null, wie auch die geschlossene Fliche sonst
beschaffen sein mag. Nun mige .S aus 3 Teilen S;, S, S5 bestehen. S, sei
ganz beliebig geformt und werde durch eine geschlossene Curve L, begrenzt,
S, entstehe dadurch, dass von allen Punkten von L, Linien gezogen werden,
deren Tangenten iiberall mit den Richtungen der Vectoren R zusammen-
fallen, endlich sei S, eine beliehige durch ihre Schuittcurve L, mit S,
begrenzte IFliche. Unser Flichenintegral zerfillt entsprechend den drei
Teilflichen in drei Teile @, €, Qs und es wird

Q=Q+ Q+ Q=0
Da aber zufolge der Detinition von S,
Rceose=Xl+ Ym + Zn
fir alle Punkte dieser Fliche verschwinden muss, so ist @, fiir sich schon

gleich Null und deshalb
=0,

111, &= — Q.
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Das Flichenintegral iiber €, ist also entgegengesetzt gleich dem {iber
@, wie auch S, und S; sonst beschaffen sein migen, wenn nur die Ver-
bindungsfliche S, keine andern Linien zu Tangenten hat als die Richtungen
der Vectoren R.

Je Kleiner die durch die geschlossene Linie L, begrenzte Fliche ist,
desto mehr entspricht die Fliche S, einem diinnen Cylinder oder einer Rihre,
und wir kinunen uns den ganzen Raum als aus solchen Rohren zusammen-
gesetzt denken. Fiir jede solche Rohre hat das Flichenintegral iiber alle
vollstiindigen Querschnitte, wenn die Gleichung a) erfillt ist, einen und
denselben Betrag, und daraus erhellf, weshalb ich

0X ©0Y ©z

YRR iR

als sphondyloidale Bedingung®) bezeichnet habe.

Stromlinien und Stromfiden.

Man kann sich den Raum auch noch specieller derartig in sehr dinne
Rohren oder Fiiden zerteilt denken, dass das Flichenintegral fiir den Quer-
schnitt einer jeden solchen Réhre der Einheit gleich ist.

Das Flichenintegral bezogen auf irgend eine endliche durch eine
geschlossene Linie L begrenzte Fliche S ist dann gleich der Anzahl der-
jenigen Rohren, welche in positiver Richtung durch die Fliche gehen, oder,
was dasselbe ist, gleich der Anzahl derjenigen, welche die Grenzlinie L treffen,

Das Flichenintegral hiingt also nicht von der Form der Fliche, sondern
nur von der ihrer Begrenzung ab.

Fliichenintegrale in mehrfachen Gebieten.

Allgemein gilt die Behauptung, dass das IFlichenintegral in einem

Raume, in welchem die Bedingung
cX oY 0Z

erfitllt ist, fiir jede geschlossene Fliche verschwindet und fiir jede begrenzte
Fliche nur von der Form der Begrenzungslinie abhingt, dann, wenn dieser
Raum nur von einer Fliche begrenzt ist. Sobald das nicht der Fall ist,
kann das Gebiet S andere Gebiete Sy, Sy, S;... in sich fassen, fir welche
die sphondyloidale Bedingung nieht erfiillt ist, und fiir diese verschwinden die
I'lichenintegrale @, (2, @, ... nicht mehr. Der obige Satz gilt dann nur fiir
die Flichen S’ des Gebietes S, welche alle Gebiete Sy, S,..., in denen die
sphondyloidale Bedingung nicht erfiillt ist, ausschliessen. Fiir Flichen, welche

*) Maxwell benutzt das Wort solenoidal, da aber bei uns Solenoid schon eine
ganz feste Bedentung hat, so habe ich die urspriingliche Faraday’sche Bezeichnung
wieder hergestellt,
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einzelne der Gebiete Sy, S, ... umfassen, ist das Flichenintegral gleich der
Summe der Flichenintegrale fiir die Begrenzungsfliichen der bezeichneten
Gebiete. Daraus folgt auch, dass es fiir zwei durch ein und dieselbe ge-
schlossene Linie begrenzte Flichen nur dann denselben Wert hat, wenn diese
continuirlich, das heisst lediglich durch DBiegung und Dehnung ohne
Ueberschreitung  der hervorgehobenen Gebiete in  einander iibergefithrt
werden kinnen.

So oft wir es aber mit einem mehifachen Gebicte zu tun haben. miissen
wir dasselbe durch Linien, welche die verschiedenen innern Begrenzungs-
flichen mit der aussern in Verbindung sefzen, in ein einfaches Gebiet ver-
wandeln. Jede solche Linie, die zwei sonst ganz getrennt liegende Flichen
verbindet, reducirt die Anzahl der unabhiingigen Gebiete um eins, so dass die
Zahl der zu zichenden Linien der periphraktischen Zahl des ganzen Gebietes
oder der Anzahl der inneren Begrenzungsflichen gleich wird.

Wir gewinnen nunmehr die priicisere Behauptung :

IIT) Das Flichenintegral verscluwindet in dem Gebiete S, wo die sphondy-
loidale Bedingung erfullt ist, fur jede geschlossene Fliche, welche die Ver-
bindungslinien der Partialgebiete mit der dussern Grenzflache gar nicht, oder
eine gerade Anzahl Mal durchschneidet. Hat die I'ldche mit der Ver-
bindungslinie eines Partialgebietes zur dussern Grenzflache eine ungerade
Anzahl von Durchschnittspunkten, so ist ihr Flachenintegral gleich dem der
Grenzfliche des betreflenden Partialgebietes.

Das bekaunteste Beispiel eines mehrfachen Gebietes, in welchem die
sphondyloidale Bedingung erfiillt ist, bietet die Region, welche einen Massen-
punkt umgiebt, der eine Attraction oder Repulsion im verkehrten Verhiltnis
des Quadrats der Entfernung ausiibt,

Man hat fiir diesen Fall

-
-~

r € r .; I
A =M=y =m— v = 1 n?
X 3 } ji’ / n 4
r r "

wo m die im Coordinatenursprung concentrirt gedachte Masse angiebt.
Fiir jedes endliche r ist daher
0X ©0Y 0oZ

-

e Py T =0

Im Massenpunkt selbst aber werden die Componenten und ihre Derivirten
unendlich. Demgemiiss ist das Flichenintegral gleich Null, wenn die Fliiche,
um die es sich handelt, den Massenpunkt nicht miteinschliesst, und, wie
eine weitere analytische Behandlung ergiebt, gleich 4=m, wenn der Massen-
punkt innerhalb der Integrationsfliche liegt.

Wollen wir das Gebiet um den Massenpunkt wie ein einfaches behandeln,
so haben wir von diesem aus eine Linie bis in die Unendlichkeit zu ziehen,
und bei Auswertung des Flichenintegrals jedesmal 4=m zu addiren, wenn
diese Linie von der negativen zur positiven Seite der Integrationsfliche
iibergeht,
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wehts und Links im Raume.

23. Alle Translationsbewegungen lings einer Axe und alle Rotations-
bewegungen wm diese Axe sollen in diesem Werke als gleichsinnig an-
geschen werden, weun ihre Richtungen mit denen der Translation beziiglich
Rotation einer rechts drehenden Schraube iibereinstimmen *).  Nimmt man
zum Beispiel die Rotationsbewegung der Erde, welche von Westen nach
Osten vor sich geht. als positiv an, so muss man sich ihre Axe von Siiden
nach Norden gerichtet denken. Fiir Jeden, der nach Norden, also nach der
positiven Richtung sieht. findet dann die Rotation vom Kopfe zur rechten
Hand zu den Fiissen zur linken Hand statt.

Befinden wir uns auf der positiven Seite einer Oberfliche, so liuft die
positive Richtung ihrer Grenzlinie entgegen dem Zeiger einer Uhr, die uns
ihr Zifferblatt zuwendet.

Dieses Rechts-System ist von Thomson und Tait in ihrer Theoretischen
Physik § 243 adoptirt, das Links-System dagegen ist in Hamiltons
(Quaterniontheorie massgebend.  Listing bezeichnet den Uebergang von
dem einen znm andern System als Perversion. Als typisches Beispiel fiir
einen solchen Uebergang kann die Reflexion cines Gegenstandes von einem
Spiegel gelten.

Entsprechend dem von uns adoptirten System werden wir also bei De-
nutzung von Cartesischen Coordinaten a, », = die Axen stets so uns gelegt
denken, dass die iibliche cyklische Folge der Symbole fiir die Coordinaten
zu einem Reehts-System im Raume fithrt. Ist also die @ Axe nach Osten,
die # Axe nachk Norden gezogen, so muss dic z Axe nach dem Zenith gehen.
Den Inhalt einer Fliiche werden wir als positiv bezeichnen, wenn die Ord-
nung der auszufithrenden Integrationen der cyklischen Folge der Coordinaten-
zeichen sich amschliesst. Daher ist der Inhalt eines von einer geschlossenen
Curve begrenzten Stiickes der ay-Ebene

entweder \ x dy oder — \ yda,

*) Eine bessere Versinnbildlichung als durch Worte gewinnt man fir die Be-
wegung einer rechtsdrehenden Schraube, wenn man die Tand nach vorwirts stosst
und sie gleichzeitic vm das Gelenk so dreht, dass die IHandfliiche von wnten mnach
oben zu liewen kommt, Ein gewdhnlicher Pfropfenzieher kann mit demselben Vorteil
benutzt werden, um dem Gedichtnis den Lauf einer Rechtsschraube einzuprigen.

Prof. W. I, Miller teilt mir mit, dass die schraubenartigen Ranken beim Wein
rechis, die beim IHopfen links gedreht sind, und so kann man wol die beiden be-
zeichneten Systeme in Beziehung zum Wein und zum IHopfen bringen.

Das System, das wir beim Wein antreffen, ist mit Ausnahme von Japan in allen
civilisirten Lindern beim Schneiden ven Schrauben adoptirt. De Candolle be-
zeichnete iibrigens die Hopfenranken als rechtsgedreht, und darin sind ihm Listing
und alle, die dber die Cireular - Polarisation des Lichtes geschrieben haben, gefolgt.
Schrauben nach Art der Hopfenranken werden zur Kuppelung der Eisenbahnwagen
und zur Befestigung der Riider der linken Seiten gewohnlicher Wagen verwendet.
Sie werden aber auch stets von ihren Verfertigern selbst als links gedrehte Schrauben
bezeichnet,



26 Beziehung zwischen Flichen- u. Linienintegralen. [24.

da in dem ersten Ausdrucke die Integration iiber ., in dem zweiten dagegen
die iiber y zuerst ausgefithrt worden ist.

Diese Beziehung zwischen den beiden Producten dxdy und dy de ent-
spricht dem Verhilltnis zwischen den Producten zweier zu einander senk-
rechter Vectoren in der Quaternionentheorie. wo das Zeichen ebenfalls von der
Ordnung, in der sich die Operationen folgen, abhiingt. Aehnlich indert
auch eine Determinante ihr Zeichen, wenn zwei parallele Reihen mit einander
vertauscht werden,.

Ein Volumintegral ist positiv, wenn die Integrationenfolge der Folge
der Coordinaten entspricht, und negativ, wenn sie dieser entgegengesetzt ist.

Beziehung zwischen Flichen- und Linienintegralen.

Wir lassen nunmehr den Beweis eines Satzes folgen, der sich deshalb
als sehr niitzlich herausgestellt hat, weil er eine Beziehung zwischen dem
Integral iiber eine endliche Fliche und dem iiber die Begrenzungslinie der
Fliche festsetzt.

24. 1IV.) Das Linienintegral lings einer geschlossenen Curve kann durch
ein Flachenintegral uber eine Flache ersetzt werden, welche von dieser Curce
begrenzt ist.

Es seien X, Y, Z die Componenten einer Vectorgrisse 2, deren Linien-
integral lings der geschlossenen Curve s genommen werden soll, und es
bezeichne S eine durch die Curve vollstindig begrenzte Fliche. Das Flichen-
integral soll sich auf eine andere Vectorgrisse B beziehen, deren Com-
ponenten &, n, £ mit denen des Vectors 2 durch die Gleichungen

1)
verbunden sind,

Aus der Definition der & 7, £ erhellt, dass sie der sphondyloidalen
Bedingung

CRLs

0Z oY X ©°Z , oY ©oX
= — _—— = e ey == T
cy 2 T %z oa * o cy

~p -~ e
03  On . 03
2) = =0
r oy 0z
geniigen.

Sind 7/, m, n die Richtungscosinusse der zu dem Elemente ¢S der Fliche S
gezogenen positiven Normale, so kann das Flichenintegral von 8 geschriehen
werden

3) ﬂ Gl + nm 4+ Ln) dS

e e

oder, indem man %, 7, £ durch ihre Werte ersetzt

CCCf X 06X oY oY .0Z 0Z
\“(c o 0 fa ¢ r){gs.

31 Jn-'é‘:'—ﬂ'e—?'f'_?Lﬂ—lF—l-l—pT-—mp‘
A z y ; 2 cy o
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Wir transformiren dicses Integral dadurch, dass wir fiir das Ilichen-
element andere Ausdriicke einfilhren. Es seien die Coordinaten x, 7, =z fir
jeden Punkt der Fliche S Functionen zweier von einander unabhingiger
Variabeln «, 3. Ist 3 constant und « variabel, so beschreibt der Punkt (#,y.2)
eine Curve auf dcr Fliche, zu einer Rt’allm von Werten des 3 gehirt also
eine Reihe von Curven (=), die alle auf der Fliche S liegen. Ganz ebenso
gehort zu einer Reihe von Werten des « eine Reihe von Curven (3), die
sich ebenfalls auf der Fliche S befinden. Indem sich die Curven (z) und
(3) schneiden, zertheilen sie die Fliche .S in einzelne Elemente, die wir be-
liebig klein halten und fiir unsere @S substituiren kinnen. Die Projection
eines solchen Elements auf die Ebene der z, z, also 1dS, ist aber nach be-
kannten Regeln

cyoz 0y oz
a) 138 = (222 2V 22N g g,
od C /

und dhnliche Ausdriicke erhiillt man fir mdS und ndS durch eyklische Ver-
tauschung der a, y, z.

Wir haben daher fiir den Teil unseres Flichenintegrals, der von X

abhingt
¥ ;X 0:0r ©0:z0x\ o0X(droy odxoy
Arian T Em e T A ,.,—,,—, d"?dq
JJ oz 0208 ©3ca oy \02 03  ©30u
0X0x 0.
oder nach Addition und Subtraction vyon — — :-
O mcﬁ

Xor 0Xoy 0X0z\ or(oXox 0Xoy 0X0z
“{ (" PR P )—i_—”‘”(fjf-?+‘_\f—j’-’+(—¢~-,——)}dzds
or 0o Oy 0% 0z C . \ 01 oy C; )

b) =f

Wir setzen nunmehr voraus, dass die Curven (3) einc Reihe von ge-
schlossenen Linien bilden, deren letzte unsere Grenzlinie s, fiir welche « den
Wert 2, haben soll, ist, und welche den Punkt der Oberfliche einschliessen,
in dem « seinen kleinsten Wert «; erreicht. Die Curven («) ziehen wir dann
von dem Punkte o = =, zu unserer Grenzlinie s, so dass die erste §, und
die letzte 3, zusammenfallen. Integrirt man in dem Ausdruck b) das erste
Glied partiell nach «, das zweite partiell nach 3, so heben sich zunichst
die dabei auftretenden Doppelintegrale auf. Da ferner die Curve == #, nur
in einem Punkte besteht, wo X nur einen Wert haben kann, so muss

. or
o s (l ﬁ)’l‘"ﬂ,, (f:%

verschwinden, Endlich fillt der Punkt (=, 3;) mit dem (=, 3;) zusammen
und deshalb heben sich die beiden Integrale
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%

= \ (\'(l) dz. und \ ( ) o
) (£r g 0 01 /3-

al’ m-! 77.
auf und es bleibt fiir den Ausdruck unter b) nur

i

“( . ox
\ (,\ E.,B)g___a‘ d3

-
ot

B
iihrig. Hier ist aber «, der Wert von = fiir unsere Grenzeurve, somit wird
aus dem Ausdruck unter b)

G
by) \ X 5 ds,

wo die Integration lings der Grenzlinie s auszufithren ist, In ganz der-
selben Weise konnen wir auch die andern von Y beziiglich Z abhiingigen
Teile unseres Flichenintegrals behandeln und erhalten sehliesslich

1V) e[\q(ﬁl +nm + %n) dS = 5?(‘\' i + 1 -I— 7 \) ds.

Das Integral links ist auf die Fliche S, das rechts auf die Grenzlinie s zu
beziehen. *)

Ueber die Operation \/ an eciner Vectorfunction.

25. Wir haben an einer andern Stelle gesehen, dass die Operation ¢
an einem Potential ausgefithrt, einen Vector kennen lehrt. Man kanun aber
auch dieselbe Operation auf Vectorfunctionen. wie namentlich T ait®*) gezeigt
hat, ausdehnen und gelangt dann zu Resultaten, die mit den Theoremen
unter III und IV in Verbindung stehen.

Es sei ¢ eine Vectorfunetion von g, dem Vector eines variabeln Punktes.
Wie iiblich sehreiben wir

p=1tdr +jy -+ kz,
s=iX+jY +LkZ,
wo X, Y, Z die Componenten von s sind.

Fithren wir an s die Operation v aus und beachten die Dbekannten
Regeln ***) fiir die Multiplication der Grissen 7, j, k miteinander, so erhalten
wir fiir o zwei Teile, einen Scalar S7 5 und cinen Vector Vv s.

) Der rrewebeue Satz riihrt von Stokes her., Smith’s Price Examination. 1854,
(Question 8. l)en Beweis findet man in T hnmwn und Tait, Theoretische Physik
§ 190 ().
; :"":’}(l’rm‘. R. S. Edin. 1862 April 28. Sehr bemerkenswert ist die Abhandlung
On Green’s and other allied Theorems in den Trans, R. S. Edin. 1869—70 und
Hu some Quaternion !nter;rrrls Proc. R. S. Edin. 1870—71. o
""" WY i =k J. k=0 ki=j; jai=—k kj=—1 t.h=—j; tvi==j j==
& ﬂ_—l
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Der erstere ist

'Ws:—(a““'c,;* P

.. .[0Z ©oY .[0X ©Z (eY 0X
Pye=t (rr/ —_r:)+"'( 0z -r‘:)-*_"l (_'(;.:- __‘?_ﬁ)

o -

oder, indem wir die in dem Theorem IV definirten Grissen %, 7. £ einfithren,
2+ + kL.

Es erhellt hieraus. dass die Funetionen. welehe in den Theoremen 111
und IV eine so grosse Rolle spielten. gleichzeitig durch die Operation v
an dem Veetor mit den Componenten X, Y, Z erhalten werden. Jene
Theoreme lassen sich aber nunmehr kurz ausdriicken durch

oX oY f_'Z)

der zweite

I'ye=i

11, ) ( \: \’.ﬂ'_ﬁ cdi= \.‘ 83.5' o Uv ds,

IV) \,g'; dp = \ \,s'.vg s

wo dt ein Volum-, ds ein Flichen- und dp ein Linienelement angiebt, I'v aber
die Einheit eines Vectors in Richtung der Normale bezeichnet.

Die folgende Bemerkung wird die Bedeutung dieser beiden Funectionen
eines Veetors dem Verstiindnis niiher bringen. Legt man
um einen Punkt 2, in welchem s den Wert s, hat, eine l p
geschlossene Fliche und rechnet bei der Bildung des \ v
Flichenintegrals von s die Normale nach dem Inmern __, . =
der Fliche als positiv, so ist S¢ = positiv. Der Vector
5—3, muss dann in der Niihe von P iiberall nach diesem / T \
Punkte hin gerichtet sein, wie die nebenstehende Fig. 1
versinnbildlichen soll, Fig. 1.

Ich sehlage daher vor, den Scalar-Teil von Vs die Convergenz von s
nach dem Punkte 22 zu nennen.

Um in ihnlicher Weise den Vectorteil zu deuten, stellen wir uns vor,
dass wir in Richtung des Vectors sehen, dessen Componenten
&y 2 sind. Wir bemerken dann, dass die Vectoren s—s, & T

in der Nithe von P tangential angeorduet sind und entgegen- P

gesetzt laufen wie der Zeiger einer Uhr, wie die Fig. 2 —_

andeutet. Fig. 2.
Ich schlage deshalb (freilich mit geringer Zuversicht) /

vor, diesen Teil von Vs diec Rotation des 5 um den Punkt
P zu nenuen. \ ;
Die Fig. 3 stellt die Verbindung einer Rotation mit / \
einer Convergenz dar.
Verschwindet der Vectorteil der Operation 7, ist also

Vo= 0
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so heisst das, dass v s ein Scalar oder dass 5 die Raumvariation einer scalaren
Funetion " sein soll.

26. Line der bemerkenswertesten Eigenschaften der Operation v besteht
darin. dass ihre Wiederholung zu der so wichtigen Operation

02 @2 o2

o0x® " Oy? 0z

fiihrt, die in fast allen Zweigen der Physik ausgefiihrt werden muss, und
die man wol passend als die Laplacesche Operation bezeichnen kanu.

Die Operation ©?* ist an sich eine scalare und ihr Resultat ist ein
Scalar beziiglich Veetor, je nachdem sie an einer Scalar- oder Vectorfunction
ausgefiithrt wird.

Bezeichnet g, den Wert einer Grisse ¢ in einem Punkt P und ¢ den
Mittelwert derselben Grisse innerhalb einer sehr Kkleinen um 22 mit dem
Radius » geschlagenen Kugel, so ist

To— q§= '11u e v")f,'f_.

so dass der Wert des ¢ im Centrum ein wenig grisser oder kleiner ist
als der Mittelwert ¢ innerhalb der Kugel, je nachdem 2% positiv oder
negativ ist. Die Operation ¥ % bestimmt also den Ueberschuss des Wertes
von ¢ in einem Punkte iiber den Mittelwert dieser Grisse fiir die ihm
benachbarten Punkte, sie zeigt also gewissermassen an, dass die Grisse ¢
sich in dem Punkte P concentrirt, I'iir eine Sealarfunction ist die Bildung
des Mittelwerts bekannt genug. DBei einer Vectorfunetion gelangt man zu
demselben mit Hilfe der fiir die Integration von Vectorfunctionen geltenden
Regeln.  Das Resultat ist natiirlich ein Vector.
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