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Sechste Abtheilung.

Die mechanische Quadratur und die Methoden der
speciellen Stérungen.

A. Die mechanische Quadratur.
Fiinfundneunzigste Vorlesung,

Herleitung der Methode der mechanischen Quadratur aus dem
Taylor’schen Theorem (nach Encke).

(1)

Bei der Anwendung der mechanischen Quadratur haben wir es, wie iiberhaupt in
den meisten Anwendungen bei der Astronomie, mit lauter Grossen zu thun, die, wenn
man sie fiir verschiedene Werthe der Variabeln, von denen sie abhiingen, bestimmt und
die (nicht zu grossen) Aenderungen dieser Werthe in arithmetischer Progression fort-
schreiten ldsst, auf arithmetische Reihen von hoheren Ordnungen fiihren, das heisst auf
solche Reihen, bei welchen irgend eine der hoheren Differenzen als constant oder ver-
schwindend betrachtet werden kann. Fiir alle solche Reihen, bei denen die Continuitiit
stets stattfindet, gilt der Taylor’sche Lehrsatz in aller Strenge und ohne Ausnahme,
Wie weit man seine Entwickelung fithren muss, hiingt von der Grisse der Aenderung
ab, die man in regelmissiger Reihenfolge bei der zu Grunde gelegten Variabeln annimmt.
Es gehort ein praktischer Tact, der nicht auf bestimmte Regeln sich zuriickfiihren lisst,
dazu, um das richtige Verhiiltniss zwischen der Genauigkeit, die man erreichen will, und
der dazu néthigen Weitliufigkeit der Rechnung zu finden.

So wie bei dem Taylor’schen Satze Differentialquotienten der verschiedenen Ord-
nungen vorkommen, so werden bei der Anwendung die Differenzen gebraucht werden,
die aus den verschiedenen Werthen der Functionen hervorgehen. Beide sind einander
ganz analog. Wenn der Differentialquotient der ersten Ordnung die Geschwindigkeit
ist, mit welcher sich die Function fiir einen bestimmten Werth der zu Grunde liegenden
Variabeln oder des Argumentes iindert, und zwar auf eine dabei angenommene Einheit
bezogen, so ist die erste Differenz der Inbegriff der simmtlichen Aenderungen, welche
der Werth der Function fiir eine angenommene Aenderung des Argumentes erlitten hat.
Sie muss deshalb, mehr oder minder genihert, das Product des Differentialquotienten in
die Aenderung des Argumentes sein, wenn man die letztere in den Einheiten ausdriickt,
die bei dem Differentialquotienten zu Grunde liegen. Wird deshalb der Differential-
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quotient der ersten Ordnung bei der Function f(x) mit f'(x) bezeichnet, so hegt es in
der Natur der Sache, die erste Differenz analog, aber doch verschieden, durch f4 anzu-
deuten. Dabei wird bei nicht allzu grossem Intervalle des Argumentes — es moge das
Intervall mit @ bezeichnet werden — und zwei auf einander folgenden Werthen ¢ und
a + @ die Differenz der Functionen f(a) und /(e + @) in der Regel am néchsten

durch @ f" (a + %m) ausgedriickt werden. Zweckmiissig wird deshalb auch die erste
Differenz: 1
f(a + o) -—f{a):f;(a+§m)

bezeichnet werden; und zwar dieses mit um so grosserem Rechte, als bei der einfachen
Betrachtung der Entwickelung nach dem Taylor’schen Satze:

f(a+m)=f(a+;-m)+%m 7! (a-{-}—co)

trap(erto) o (otyo)
f@=r(etyo)—go s (at;o)
tgor(atzo)—go (ot go)

die Differenz:
fat o) —r@=o07(atg0)+gpem(atze)
sich als eine wirkliche Funetion von a -} %m darstellt, da die Differentialquotienten
a + é—— co)a e (a -k %- co) Funetionen von z sind, in welchen nach der Differentia-

: 1 : :
tion x = a + 5 @ gesetzt worden ist. Stellt man deshalb die Argumente, von a an,

regelmiissig mit dem Intervalle @ fortschreitend, vertical unter einander, und setzt die
dazugehorigen Functionen daneben, so wird, wenn man eine horizontale Linie zwischen
a und @ 4 @ hindurchfiihrt, ganz der bisherigen Entwickelung gemiss die verticale
Reihe der ersten Differenz bei den Funetionen sich so stellen:

Argument " Function I. Differenz
s T T lll f (@) i
| Sola + 3 w)
a+ow . . .. fa+ o) 3
f ': (4 + 5
a+ 2w .. . fla+ 2w

at+3w . . H f(a + 3 w)
ete.
in welcher Bezeichnung fiir diese erste Differenz sich alles vercinigt, was man wiinschen
kann: Die Analogie mit dem Differentialquotienten, der Ort, wohin die Differenz gehort,
oder die beiden Functionen, aus denen sie gebildet ist, und der Begriff, dass die ersten
Differenzen wirklich als reine Functionen der Argumente
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(,.q + 17 w) (rt + 3-5 m) (a -+ 3— GJ) ete.

anzusehen sind; und da sie ebenfalls eine arithmetische Reihe der hoheren Ordnung
bilden, eine vollstindige Interpolation bei ihnen stattfinden kann. Wenn folglich die
erste Differenz:

fa:ll (a + W)

Fla+jo)—r(etg

verlangt wird, so wird es nur nothig sein, zwischen:
: 1.2 / 3
£’ (r.-. + 5 m) und £ (rr + 5 ﬁ})

strenge mit Riicksicht auf die hoheren Differenzen zu interpoliren, um ohne die neuen

oder:

g
N’

Funetionen f(fr + gm) und f (n‘. + *ITCO) zu bilden, den richtigen Werth zu erhalten.

(2)

Es wird kaum néthig sein, hinzuzufiigen, dass diese Betrachtungen bei den héheren
Differenzen sich fortsetzen. Die zweiten Differenzen werden folglich wieder den ganzen
Argumenten a, a -+ @, a + 2 ® ete. entsprechen, oder cs wird:

7 ("‘" + ‘;_"J) — fo (""" — ﬁ’) = fu" (”)
_ - \
f;(rf-}—'—;-m)—fo’ a + m)=.“" (¢ + @) ecte

Sie werden reine Functionen von @, a -+ @ cte. bilden und danach interpolirt
werden kinnen, wenn es erforderlich ist. Spiiter wird es doch noch nithig sein, direct
nachzuweisen, dass fy eine Function von f" (a), /' (a) ete. ist, und also iiberhaupt
cine Function von  sein muss, wenn nach der Differentiation @ — a gesetzt wird. Iier
braucht deshalb nur die Analogie zu IHiilfe genommen zu werden.

Die dritten Differenzen werden wieder halbe Intervalle in ihren Argumenten haben,
oder es wird:

| = | =

B+ o) = £ @) = 7" (o + 5 o)

.fol' (Ft —',— 2&)) — full {H + GJ) ._.fn: a4 _'21&))

Bei den vierten Differenzen, iiberhaupt bei denen mit gerader Ordnungszahl, treten
canze Argumente ein, bei den fiinften, iiberhaupt bei denen mit ungerader Ordnungszahl,
halbe Intervalle. Das Schema wird also:

| | . '
Argument Function | I. Differenz | 1L Differenz | III. Differenz | 1V. Differenz

L A A () ‘ £yt (@) fo' (@)
. . ’(ﬂl (” .lzw) | v I.!'utll a + ‘lm)i j)w .
a4+ . .. .| _,‘(a w) | ; o (4 w) |f g4 LY (a4 w)
f ] _1 m + E' |
orte | ratee |BOTIY| ppag [ FETE) o
ote, ete.

(Hi
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Alle Verticalreihen bilden Reihen einer hioheren arithmetischen Ordnung und kénnen
fiir jedes andere Argument interpolirt werden, wenn man nur gehirig beriicksichtigt, ob
die wirklich gebildeten Differenzen Functionen von ganzen Argumenten sind, oder von
gebrochenen, das heisst von solchen, die halbe Intervalle neben sich haben.

So wie bei dem Taylor’schen Satze ein folgendes Glied das Differential des
vorhergehenden, oder das vorhergehende Glied das Integral des folgenden enthiilt, so ist
von selbst klar, dass derselbe Zusammenhang zwischen den Reihen der Differenzen und
der summirten Functionen stattfinden muss, oder den Reihen, von deren erster die
gegebenen Functionen f(a), /' (e + ®w) ete. die Differenzen sind, von deren zweiter
summirter Function die erste die Differenz ist u. s. w. Bezeichnet man nach der Analogie
die erste summirte Funetion mit 7y, die zweite mit "f,, die dritte mit "'fy, so werden
auch diese als Reihen von héherer arithmetischer Ordnung gelten miissen, und zwar
werden bei der ersten, dritten, und iiberhaupt denen mit ungerader Ordnungszahl,
die ihnen zugehdrigen Argumente ein halbes Intervall enthalten und Functionen von
gebrochenem Argumente sein, die zweiten, vierten und iiberhaupt die mit gerader
Ordnungszahl, zu ganzen Argumenten und solchen Functionen gehiéven, Das Schema
wird folglich werden:

Argument H‘I Y I ”,‘ a1 I.' s | Funetion

sunm. I'unctwnlsumm.‘l' unction summ. F unction :
I "y I .

- | | 'fo (1) [ (a)
| i A (u 4+ 1] w) o (u- + l} f.u)

a+ w 20 @+ @ s )| F@F
| a —w ! @ —w

at 2w !f°(+;’)"fo(«+ﬂw>.f°(+~’)'f<u+'zw)
Meala - :-: :u) = L (H + é} lu)

4 3w = 41 (a4 8w = fla 4+ 3w

ete. ete.

Auch hier gilt Alles so wie bei den Differenzen, und die Verminderung der Accente,
wenn man es so nennen will, oder die Vertauschung von ™ mit £, ™ mit 'f, /" mit
"fy f' mit ™f geben, bei der Vergleichung mit dem Schema bis zur vierten Differenz,
die Bezeichnung von selbst an. Der Anfang bei den summirten Functionen wird durch
die Constanten bei der Integration bedingt. KEr ist z B. bei der ersten summirten
Function véllig gleichgiiltig, sobald man nur ein bestimmtes Integral verlangt, oder die
Differenz zweier summirter Functionen in der Verticalreihe der ersten summirten Fune-
tionen. Bei den hoheren muss auf die Constanten der niederen summirten Functionen
fiir den Anfang Riicksicht genommen werden. Das Schema der Differenzen und sum-
mirten Functionen ist vollig der Gliederung der Tayloxr’schen Reihe analog.

3.
Es moge hier noch eine Bezeichnung angefithrt werden, welche bloss zur leichteren
Hinschreibung dient. Bei allen Verticalreihen konnen durch Interpolation andere Argu-

mente eingefiihrt werden, doch wird dieses in der Regel nur bei der Interpolation in
die Mitte hinein stattfinden, so dass z B. bei den Verticalreihen, die von der Form

a + no sind, eine andere von der Form a + (n + 1 o interpolirt wird, oder um-
9 p

gekehrt bei den Verticalreihen von der Form a -+ (n - %) ®, eine andere von der

Form a 4+ nw. Bei dieser Interpolation kommt das arithmetische Mittel zweier auf
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cinander folgender Werthe, bei denen die Argumente nur um @ verschieden sind, aber
welche immer derselben Verticalreihe angehidren, vor. Man bezeichne ein solches arith-

. : . 1 ; : ;
metisches Mittel durch das untere Zeichen 9 statt 0, und setze das arithmetische Mittel

der Argumente hinzu, so wird nie eine Zweidentigkeit entstehen. So z B. ist:

Q7@+ 7@+ o) =4 (a4

4019446+ 3l s
[/} (a + ©) + 7 (a + 20)] ::f%' (ﬂ + gm)

_ :Lrl. (ﬂ, n 3 m) L (a 4 Zm)]:'f% (¢ + 2a)

und so fort. Bei diesem arithmetischen Mittel wird also ein ganzes Argument bei den
Differenzen und summirten Functionen von ungerader Ordnungszahl vorkommen, Argu-
mente mit halben Intervallen bei den Differenzen und summirten Functionen von gerader
Ordnungszahl. Diese Bezeichnung ist nicht wesentlich, aber sie macht die Formeln
eleganter und iibersichtlicher. Man muss nur dabei unterscheiden, dass namentlich

Ji (a -4 ) ganz verschieden ist von f (a + 5 i m)
¥

und ihnlich bei den anderen IFunctionen.

lu] Ll

B b= b = bD|

(4)

Die ecigentliche Aufgabe der mechanischen Quadratur ist die Ermittelung des
Integrals durch die Berechnung der einzelnen Werthe der Differentialquotienten. Um
indessen von dem allgemeinen Taylor’schen Satze ausgehen zu kénnen, wird es passen-
der sein, die Summe der einzelnen Differentialquotienten, oder der gegebenen Functionen
aus dem Taylor’schen Satze herzuleiten. Driickt man jede nichste Funection durch
die ihr um ein Intervall nachfolgende aus, und schreibt eine Reihe solcher Gleichungen
unter einander, so hat man:

/(@) =f@to) — @f @+o) +50 @+ a)
— 2o+ 0) + e+ o).
S+ @) =f@+20)— ©f @+20)+ 30" @+ 20)
- L s (a + 20) + —ca*f“'(a 4+ 26
fla+20) =f(@+30) — ©f @@+ 30) + 502" (a + 3a)
— 2 04" (a + 3a) + 570" (@ + 30) ...
o +30) =@+ 10)— ©f (s +40) + 30" (a + 1a)
: L L ay ot 40) £ e+ a) .
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fla+ (n — o) = fle + h—1o|—af [at+m—1)o] + %&ﬂf" [a+(n—1)a)

. _mﬁf‘"[a + (n—1a| + ;jzm*f"' [a +(n—1)a]...

fla + (n — o] = fla + ne) — of' (e + ne) + Emi_f"(a. + nw)

— —m‘f”' a + ne) + —m‘f“'(ﬂ + na).

Summirt man diese simmtlichen Gleichungen, so wird aunf der linken Seite nur
f(a) iibrig bleiben und auf der rechten Seite im ersten Gliede f(a + nw@). In den
iibrigen Gliedern kommen die Summen der verschiedenen Differentialquotienten, von
dem Argumente ¢ - ® bis zu dem Argumente @ -+ nw@, iberall vor. Bezeichnet man
die endlichen Summen ihnlich wie die Integrale, indem man das letzte Argument als
Endgrenze ansetzt, die Anfangsgrenze aber mit negativem Zeichen nimmt, so dass:

fla + @)+ fla+ 20) - + fila + no) = Zf‘(a + ma),
me=10

so wird das Ganze:
m=n
Sla) = fla + nw) — @ Z,f' (a + mo)

m=mn

+ %&Jﬂgof" (@ + mo)

m-—=mn

—_— = ﬁ)‘zf'"(:{ + mw)
m=0
m—_n

———w"z SV (a + me) ete.,

m
oder es wird:

cozf'(a + me) = f(a + n0) — f(a)
m=1~0

= mnz " (a + ma)

m=10
m=mnm

— —w‘zf'“(n - mm)
m==10

m=
S E _m-iz Y (n -+ mo) ete.

m=10

Da nun aber die Entwickelung ganz auf dieselbe Weise auch bei f", /™ ete. stattfinden
kann, so lassen sich die endlichen Summen auf der rechten Seite climiniren. Man hat
ganz analog:



= B —

WHEJ"' (0 + me) =f" (¢« + no) — 1" (1)

=10

l wm="mn
+ s o > (e + me)
= m=0
l m=n .
= _E. w:{zj-n (” s H!ﬁ))
m=1n
1 m=n
+ ﬂl-m4zfv (¢ + mw) cte
=0
"JZ,I"" (a 4 mw) :f“(“ + na) — " (a)
m=0
l e n .
+ Eﬁlgz,fll (n‘ -t y.a.m)
1 m=—mn ”
— 52/ (@ + mo) et
wmo=10

Multiplicirt man die Gleichung fiir 2 /' (¢ + me) mit 1, die fir 2" (a + mw)
mit ¢y @, fir 27" (¢ + mo) mit By, fir T (¢ + mo) mit pyo3 w s w., und
summirt die Producte, wo o, B, 70 etc. unbestimmte Coéfficienten sind, iiber die man
so verfiigen kann, dass in der Summe aller Producte die endlichen Summen der rechten
Seite wegfallen, so hat man:

m=—=n wm_=mn

ron“ (a0 + mo) + (txu — —}) @? 2}'"(«: + mw)
=10 m=0
| l l m=—n .
+ (Bo — 7 %o SF F) msz)‘ (0 + mo)
m=10
1 1 ] m=nm i )
+ (?o =% By + T % _E)w‘z" (0 + mea) ...
m=20

= fla + no) — f(a) + oo [f' (¢« + nw) — 1 (a)]
+ Bo@[f" (a + nw) — f" (a)]
+ @3 (e + ne) — M (a)]
+ 0ot/ (a + nw) — Y (a)] ...
Fiir die Wegschaffung simmtlicher endlicher Summen, ausser der fiir /' (¢ + m®),
hat man folglich die Gleichungen, welche beliebig fortgesetzt werden kinnen:

1 1 1 1 1 1
a‘,——-2—.—_0 ﬂ‘,—-‘;}—ocu--l—-i)__-zo yu—gﬁo-{—gau—ﬁ-—_*()etc.,
oder, wenn man sie nach einander auflist;

1
Oy — '2'— & — 0

1 1
b=+ 13 b= 30240
Vo= 0 M = 0

1 1
% =— 70 %0 = — 1209600
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Bezeichnet man diese Briiche, absolut genommen, mit:
[P Y N O
12 T TT120 T 30240 “4 771209600

so wird also die obige Gleichung:

A1=

m=mn

mz_f'(u + mw) = f (a + ne) — 5 (a)

<+ -;— o |f (a + ne) — 1 (a)

+ 4GS (@ + 10) — 7 (@]
— A0t [V (a + nw) — ()]
+ 408 (a + ne) — M (a)] ...
Da nun f(z) = Ij" (x)dx, so kann man fir f(a + nw) — f(a) schreiben:
z=a+4nw
J' S (z)dz
r—=—a
und wenn man die Funectionen, fiir welche die successiven Werthe berechnet werden,
licher mit f(a) statt mit f'(a) Dbezeichnet (in der That sind sie eigentlich Differential-
quotienten), so wird die Bestimmung eines bestimmten Integrals, indem man iiberall die
Accente in der obigen Formel um einen vermindert, durch mechanische Quadratur, in
dem Ausdrucke enthalten sein:

It W
m—_=n '+“

me(a + mo) = [f(a;)dx e % o [f (¢« + no) —f (a)

“ + Ay 0?[f (a + nw) — f' (a)]
— Ayt [f™ (o + nw) — " (a)]
+ 4,00 [f" (a + no) — £ (@)}

Die Glieder, die hier auf der rechten Secite neben dem Integrale stehen, und die
den Unterschied zwischen diesem und der einfachen Summenformel bilden, sind sonach
bloss aus den Gliedern der Taylor’schen Reihe entstanden und werden immer geringer,
je kleiner das Intervall angenommen wird. Sie sind die Reduction der Summenformel
bei endlichem Intervall auf Summen bei unendlich kleinem oder verschwindendem Inter-
vall, d. h. auf das wirkliche Integral.

D)

Dic auffallende Eigenschaft der Zahlen e, ffo, po cte., dass von 3, an gerechnet,
nur die Zahlen in ungerader Stelle einen reellen Werth haben, die in gerader Stelle
stets = 0 sind, erliutert Euler in seiner Differentialrechnung, Cap. V. Zuerst ent-
springen sie aus der Entwickelung des Bruches:

V= i ——1-1 i = 1 + eyu + Pyu? 4 p,ud cte,
1 — 7 u ! ry u? — % [TEP

wie man sogleich sicht, wenn man mit dem Nenner des Bruches hiniiber multiplicirt,
und da bei der Anwendung von Exponentialfunctionen Euler zeigt, dass:
u? w!

5.4 2.4.6.8

1 4 B o

=
I

wt

u?
trstes et
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1

so wird, wenn ¢, wie der Augenschein lehrt, = 0] ist, keine ungerade Potenz in der

1
Reihe vorkommen, die den Werth von ¥V — o ausdriickt, also yy, &, 7, cte. = Null

werden. Ferner wird:

1 1 ;
3 u colg = 1 — A u? — Ayut — Agud...,

wenn fiir 4,, 4,, A; die obigen Werthe angenommen werden. Endlich hingen diese
Ay, Ay, A; auch zusammen mit den reciproken Werthen der geraden Potenzen der
natiirlichen Zahlen, wenn man sie in das Unendliche fortsetzt. Wenn

(14t ot o 2) = [4]

gesetzt wird, so ist:

F3 a3 i
4 = 57| 242
e By (O
A’-:_W_°z-*u*
171
4 = | e | Togs

und iiberhaupt:
Tt 1
An = min]| 2m—1gan’

Fiir die mechanische Quadratur bedarf man dieser Eigenschaften weiter mnicht.
Man wird niemals mehr als die drei Werthe hichstens gebrauchen, die sich unmittelbar
ihren numerischen Werthen nach ergeben aus den angefiihvten Gleichungen.  TImmer

zeigt die letzte Relation fiir A4, dass, weil bei erhohtem » die [m “] sich immer mehr

der Einheit nihern, die A nahe abnehmen werden nach einer geometrischen Progression,

1 1 .
deren Exponent 5% 8 oder etwa — ist.

40

(6)
Die Formel:

ad-nw

mjf(a + mw) = J.f(a.-)dx - % o [fla + nw) — f(a)]

m=0 a

+ A [f (a+ nwo) — F (@)
_ Ay [f"(a + nw) — /" (@)]
+ Ay @i [f (a + nw) — fF(a)]...

hat das Unbequeme, dass auf beiden Seiten dieselben Grossen, f(¢) und f(a 4 nw) vor-

kommen. Die linke Seite ist:

o[f(a + ©) + F(a + 20) + f(a + 30) - - - + f(a + )]
Schafft man das Glied der rechten Seite hiniiber:

>0 [/ + ne) — 7@

so werden beide Theile:
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 67
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w{ _]—J.)"{r.'] ! a4 m)] +

Sla + (n—1)o] + %j'(a + = m)}

1 [ . X :

5 _E_f{r.f. @) E__f (a + _),m)]...
1

2

-
i

Dieses fiihrt darauf, die Form der Ausdriicke ctwas zu findern, um einen einfacheren
Ausdruck zn bekommen. Setzt man zuerst:

th 1
a + - o statt a 7 © statt 2 n statt n,

so wird die linke Scite nnd damit die Gleichung:
LI (f(a + @) + f(a + 20) + f(a + 8@) -+ + f(a + nw))

o -;_ (0] {_/'({c + t'o) +;’(r¢ + %m) + j'(ra b= % m) = _f'[a - (11 -+ %) &l]}
iI:((,;;:I):—[— % ® l_r'l;rr ! (u ! %) w] - f(:z L %m)}
ﬂ - % A, 0? {,f" [t& + (n. 4 -%-) m_— — j"(a- + 71-&}) t
L3

|
J
16 Ay @ [ M [a + (-n 4 %) ro: T (a + 1 ﬁ,) }
(a +

|/
+ (i14 iy [ f |_f‘ -+ (u n %) mi o

Vertauscht man aber in derselben Gleichung allein :

o] we

a mit a 4 5 @
so wird die Gleichung:

olr(etg0)+r(atgo)+r(atgo) trslot(otg)o
(o) |
—(r@astLoldet (o4 Do) —r(o+ L))
atzo
-{-Azmz{f'[a-f- u—|—%)m]-—-—f‘(&+é~m)}
— A, w*{f’"[a + (ﬂ -+ %) m] —f"'(a + %m)}
+ 4; 0f {f‘ [a+ (n—[—-‘;—) m]—j"'(a{-%m)} cte.

Multiplicirt man die vorletzte Gleichung mit 2 und zieht die letzte davon ab, so wird:
"n=n :.:-L(u+—)u 1 1
&'-'Zf(ﬂ"me) Jf(:c)d:-‘,— ( — )Alt‘o?{ [ +(n+a§-) co]

)}

— (a +

LD -
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o Dl e d)e] = e 39
ia B (n 4 ‘1.2) m] o (u + ; m)}l ete.

Ein Ausdruck, aus welchem durch Verinderung der Grenzen des Integrals der vorhin
bemerkte Uebelstand, dass dieselben Grassen auf beiden Seiten vorkommen, ver-
schwunden ist, und der deshalb cinen kleinen Vorzug auch wegen der kleineren Cor-
rectionscoéfficienten vor dem anderen hat.

i [ l v
—(1 — -5-‘5 ;1;;&3 lf

&

(7.)

Hiermit wiirde die Aufgabe vollstindig gelost sein, wenn die Differentialquotienten
wirklich gegeben wiiren. Es wiirde dann, wenn statt der A die Zahlen eingesetzt werden:

at(nig)o m=n
|:((.b)+<:2: = me(a + mw) + -21—4 @? {f' [a -+ (u s ;) m'l —f (u -+ ; m)}
<(+%m m=0 ' '

- %b_(j @t {f”' :ra + (n, 4 ;) m] — e+ 5o

)}
e 963(15_80 ot {f[“ T ("’ + ;)m] - (“ + %m)}

oder nach der ersten Form:

[f(r) de = mj fla + mo) — ;ﬂlf o |f(a + nw) — f(a)]

W m=10

— Jp ol @ + ne) — /@)
1 o
+ mgg @17 (@ + nw) — /" @)

L e+ o) — £ @)

Da indessen nicht die Differentialquotienten der berechneten Functionen, sondern
die numerischen Differenzen gegeben sind, so bedarf es zur Bequemlichkeit der Rech-
nung noch der Reduction der einen auf die anderen. Es wiirde ein bedeutender Umweg
sein, wenn man zuerst die Differentialquotienten berechnen miisste, um die Integrale
dann vermittelst ihrer zu finden.

Die Gleichungen zwischen den Differentialquotienten und den Differenzen finden
cich wiederum dureh einfache Anwendung des Taylor’schen Satzes. Man hat die
beiden Gleichungen:

fat+a)y=r(at go)+yor(atgo)t L ors (e + 5 o)
+x o (at g o)+
JS(a) =f(f\'« + %w) —%m.f" [z +%w + %&)’.f"'(a { %m)
'_'415_; 03" (a + LIPS e
67 *
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Folglich wird wegen f (¢ + @) — f(a) = (a + = )

1o (a. 4 —ém) — @ (a A= %m) + -21‘£ @9 ‘"(a + 1} co) - -1-91—20 @ fr (u + —:13— w)

&

Fiihrt man hier die Differentialquotienten f*(a), /" (a), /™ () etc. ein, so wird:
Fa+50)=r@+ 500" @ + g 0" @) + J5 0" @) + -
2 (a + ; m) =r"@)+ % of" () ..
und das Ganze wird:
fi(a+ 5 0) = 0r@+ 5 0" (@) + ¢ 0" (@)

1
4+ 91 @ MY (a) + == 120 o" fY () + -

Es wird daraus, wegen :

fia
fu'(a-—— m):f(a)—f(a—w)

und wenn man @ negativ setzt und auf der rechten Seite das Zeichen iiberall dndert:

0) =7+ o) — /(o)

fia — 5 @) =or (@) — 5" @ + ¢ @5 @

L @)+ s @ @ —
Ai(e+ 5 o) —f;( — 5 @) =/

¥ (a) = o2 f"(a) + ca"f“( 8) e 360 @5 " (a)...

Geht man =o fort, so findet man:

f‘u"(a -+ ; ra) = o " (a 4 ; m) -+ ; m-?f"(a + ; m) + -

oder wegen:

erhiilt man:

fa\' (ﬂ) et fﬂ"f“ (a,) — @Y f“ (ﬂ')
72 @ = 0" (@) + 7 0" (o) et

Nimmt man hier die Functionen mit ganzen Argumenten zusammen und die, bei

welchen halbe Argumente vorkommen, so hat man die beiden Systeme, wobei die Ent-
wickelung etwas weiter fortgefiihrt ist:



f:.”(u 1 %m) - mi‘f'”(u + % ’:") b Etﬂ'f‘ (rr B 3 w) - 1“;0 oy f‘“(ﬂ 1 _(,3)_’_
Rt mar (o he) + hor(er 9
und:

(@) = 0" (0) + 11—2 ot (a) + -3-;% 08" (@) + ggrcs 0@
) = @t (@) + 5 00" (@) + g5 @ (@)
V(@) = @ 7(@) + o 0 (@) + -
Leitet man aus diesen beiden Systemen die Werthe von:
7 (a + —12‘0;-), Fm (a 4 %m) ete., f(a), S (a) ete
aus den gegebenen Grossen:
Io (a -+ %m), ‘“( + = co) ete, fo(a), [y (a) ete.

ab, was durch einfache Multiplication mit zweckmiissigen Zahlencoéfficienten und Summirung
der Producte geschieht, so erhiilt man:

or(at30)=rn(etgo)—gi(atgo)+gghilatgo)

Vi1 1
nsaf( ?‘”)

o /" (a) = fi(@) — 35 /¥ (@) + 55 /3 (@) — 555 3" @)

@3 (o + 5 @) =7 (a + %w) — gf:(a 3 0) + 1055 (a + 5 0)
o' (a) =fo (@) —=fi'@ + g—m o (a)

@’ fr (a + % m) =55 (a + E— m) — -;—4}"‘,,’" (a + % w)

o f*' (a) = f5 (@) — " (a),

in welchen Ausdriicken die Entwicke]ung so weit getrieben ist, als man sie irgend ge-
braucht. In der Praxis wird man niemals so weit gehen, sondern statt bis zur sicbenten
oder achten Differenz fortzugehen, lieber die Intervalle bei den Argumenten verringern,
wodurch man hichstens bis zur fiinften oder vierten Differenz zu gehen néthig haben wird.

(8)
Diese Ableitung fiir den Ausdruck der Differentialquotienten durch Differenzen ist
die clementarste, wenn man einmal bloss von dem Taylor’schen Satze ausgehen will
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Aber sie ist ungemein weitliufig und deshalb unbefriedigend. Man kann sie weit iber-
sichtlicher und eleganter machen, wenn man ecine analytische Function zu Grunde legt,
welche die Eigenschaften vereinigt, Ausdriicke fiir die Differenzen und Differential-
quotienten zu geben, die nie abbrechen, den hier gewiihlten Bezeichnungen sich anschliessen
und die simmtlichen Ausdriicke auf eine oder ecinige Reihen reduciven, deren Ent-
wickelung analytisch gegeben ist. Die Zahlencoéfficienten miissen sich bei ihr vollig
genau ergeben, da sie von der Natur der Function ganz unabhiingig sind.

Eine solche ist die Exponentialfunction ¢ Legt man sie statt der allgemeinen
Function f (x) zu Grunde, so hat man zuerst fiir dic Differentialquotienten in Bezug auf
x stets denselben Werth ¢ Es werden folglich:

[ a) = ¢ F(a) = ¢, (@) = ¢ _f'm.(ﬂ) = ¢,
Jla+ o) =f@a@+ o)=,r"a-+ o)="u4+ o) =e+" s w

Fiir die Differenzen aber hat man:

" l [t o, m o+ lmn .1..,,. - __]_l.‘
.’:r(ﬂ _1__2(0)=el+*_c = 2 (02 L g 2 )
4 1 1 1 1
3 a4 s a—zm =0 —zw
_f::.‘{(f) :(g 2 g 2 )(,_ g 1 )
1

+%m —— i1
e —e =
setzt @
1
.f:}(ﬂ + ";—w) = A= '(a - —;—m) u
Jo (@) = ¢*. u? = f"(a).. u?
1" 1 "+1_"’ y STl 1
2 (a + g-m) —¢ 2 =7 (a - E—m) . ub
o (a) S = /" (a) . ut
u. S, w.

wie sich aus dem beliebig fortzusetzenden Schema :

|
Argument Function | 1. Differenz | 1L Differenz | IIL Differenz IV. Differenz
|
| | | |
@ — W + + . \'?" i« ll'—_l!" '._F( - . “! | a _;_',’ e{l'--[’} ”| -
g 3 " | e 1u> |
| (] i ] i 1
W o« o 5w ol e “+1_.,, e’ . u “_{,1_“J {-alBe |
i | e 2 u e
«+w. ... L T ' ’ ettty g2 ' e g s

| |
ergiebt. Substituirt man diese Werthe in die obigen Gleichungen fir @ f* (a + %m),

. " a . e ut-w
®? f" (a) u. s. w. und hebt auf beiden Seiten die gleichen Factoren ¢ 2 ¢*... weg,
so bleibt iiberall nur eine Potenz von ® auf der linken, und eine Reihe nach

Potenzen von u auf der rechten Seite iibrig. Entwickelt man deshalb aus der Gleichung:
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den Werth von @ nach einer Reihe, die nach Potenzen von u fortgeht, so wird diese
Reihe und ihve Potenzen die numerischen Coéfficienten in den obigen Entwickelungen
geben miissen.

Zn diesem Zwecke hat man zuerst aus:

1 1
+=m ——
g 2 g '3

4
b |-

folglich:

1
L 1 N\ 3

: = <= 2
lemF_2"-;"(,l -4")_

2du 1 ’ 1
g ¥ e V(l -} Zu-)

= (1 4 i u? 2,

oder:

dw
du

1
0w = J(l - }Iu‘) : d e,
ohne weitere Hinzufiigung einer Constante, weil fir ¥ = 0 anch @ = 0 wird. In den
beiden Reihen:

folglich:

1 —a I 2? j I 1.3.5 ut

= il ey = BT = A B O i
(1+41‘) =l—samtsiw " 3.4.6%

und:
3
[/ 1 Iy 1 1 wd 1.3 1 b
. = g8 4 =gy S i S e e

" ,|(1+4“) M=wSgprEt s R ™

und den Potenzen dieser letzteren wird also das Gesetz der obigen Zahlencoéfficienten
in dem Ausdrucke der Differentialquotienten durch die Differenzen enthalten sein. In
der That ist:

o -

0 = u - W 2y
- 22" 7 510 7168 ©

1 1 1
? — 2 — — ! e (RN o - e AL
®? = u 15 ¥ -4 90 “ 560 '

1 7
$ieu e Vs 7
0 = u 5 " +19201e -
1 7
4 — g — — 46 G R
@ u G ub - 540 U



5

0d =@ — — Y
24
1

@b = ub — — ut ...
1

Fiigt man auf der linken Seite die Differentialquotienten je nach den Potenzen
von @, bei den geraden bezogen auf das Argument a, bei den ungeraden bezogen auf

1 : . .
das Argument a | o @, hinzu, und vertauscht auf der rechten die Potenzen von » mit
den Differenzen derselben Ordnung, ebenfalls bei den ungeraden fiir das Argument

1 . . . .
a -+ 3 @ bei den geraden fiir das Argument a, so hat man die obigen Werthe, die

man hiernach beliebig fortsetzen kann.

(9)
Die Ausdriicke der Differentialquotienten durch die Differenzen in (8) kann man
in die erste Integralformel in (7) sogleich substituiren, weil in derselben dann die Werthe
der Diferenzen:

ez o) (etgo)s(otg o) @@L @

vorkommen, die nnmittelbar bei der Bildung der Differenzen vorliegen. Fiir die zweite
Integralformel in (7) ist noch eine kleine Umformung nothig. Hier werden f' (a), ™ (a),
S¥ (@) durch Differenzen ausgedriickt werden miissen, die folglich auch die Form haben
werden f; (a), £ (a), fy (@), aber bei der Bildung der Differenzen aus den gegebenen
Funetionen nicht unmittelbar vorliegen, sondern erst durch Interpolation hergeleitet

werden mussten. Man wiirde z B. den Werth von f; (a) aus den beiden Werthen
Jo (a —-%— ) und (a L % GJ), die wirklich vorliegen, und ihren Differenzen durch

Interpolation zu suchen haben. Allein man kann auf leichterem Wege die néthigen
Reihenentwickelungen finden. Betrachtet man die Exponentialfunction, so wird in ihr:

fl; (a) = e"’ o,
’ . 1 1 3
wenn man es aus der Bildung der Functionen f'(a — 5 @ ), f|a + 3 &)),f a -+ 3 @

ableitete.
Dagegen wird hier:

folglich wird:
1 2
n@=gla(erge)+ali—zo)

g A +e 77
oder nach der oben eingefiihrten Bezeichnung:
2
H@O =16 ———
2 e a - a

ﬂ“l_i_g 2'!

Da nun ganz dasselbe aueh bei:
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o

Y@= @
e 2 1 2
fo ("‘)—f (a)- “—2—1—'

+ ¢
stattfindet, so wird in den Reihen von wu, lldcll welchen @ und seine Potenzen entwickelt
sind (und also aueh in den Ausdriicken, wodurch die Differentialquotienten aus den
Differenzen hervorgehen), durch eine einfache Multiplation mit der Reihe, welche den
Werth von: ,

+1-m —-:-I:w

e ¥ Je 2

nach Potenzen von w giebt, oder nach dem Obigen durch:

2 3
-}-l L] ~lo (1 L u’)
e" % Lo ¢
der vollstiindige Ausdruck der Differentialquotienten gegeben sein.  Nur wird man hier
die Potenzen von u, mit dem arithmetischen Mittel von derselben Ordnung und mit
demselben Argumente bezeichnet, vertanschen, wobei die Differenzen von ungerader
Ordmung ganze Argumente, die von gerader Ordnung gebrochene oder halbe Intervalle
enthalten.
Nimmt man deshalb die Reihe:

1
1 —3 1w 3wt 1.3.5 wus
2 — s — T ey PR
(1+4") =l—gn Jrz 1% 9.4.6 2 T

und multiplicirt sie mit den verschiedenen Potenzen von @, so wird:

2 | -
(0] +;_m+ _-%w—u——u-‘-l-&nzs' a0 *
e e
2 ] 259
e il = B g
"’ +}m+ LT T + 5760
e e
2 1 T:
@ 3 — =l — g e = Ut
1oy 3 4 120
(4 €
2
@4 - — =t — 57 b
c-i m—Lg_zu
@3 £ —u'——lu*
+lw u_ 3

und durch Einfiihrung der arithmetischen Mittel wird :

w f (ﬂ-) f':li (I&) o :; j-lI‘Ir (”) s '_il'_'j% (“) 140-’1" (a)

mif"(a+:.1,‘ W)'—'f"(f“l" )_%f'l_"(a+é-fﬂ) : "Ti'af;:)f”( + )
o /" (a) =j-%‘ (a) — Ifé (a) + 12(,f1" (@) -« -

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. [5:]
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a E ) v 1 T 1
o'/ (rf +§m)= :_I(a Lﬁw)——ﬁjj ‘n-f—gm)-—
P 1 \‘II
@ f* (a) f @—z5" @--

Dieses sind die ;\usﬂumk&., die in die zweite Integralformel eingefiihrt werden
miissen, um die Correctionen durch die Differenzen auszudriicken,

(10.)

Endlich, da bier nun Differenzen mit ihren Bezeichnungen eingefiihrt sind, wird
es zweckmiissig sein, auch die summirten Functionen statt der bisherigen X zn setzen.
Es wird:

m=nm

zf(aJ,—mm):f(a—{—m)+f(a+2m)--'+f(a—f—uw)

m =0 =lfn[a—|—(n—}—-;—)w:|-——'ﬂ,(a—l--l2—m)

und auf iilinliche Weise, wie bei den Differenzen arithmetische Mittel vorkommen in der
zweiten Formel, wird es auch bei den Summen der Fall sein. s ist niimlich:

E}(a +mo) — 2/ @+ n0) — 7 @)

— %f(u) +flat+ @)+ flat+20)+ fatseo)+ -+ fla+ (n—1)w)]
+ 5/ (@ + no)

=%:}b(ﬂ- R .]jm)—%:;‘o(a--%m)—{— 'fg[a - (u——) ] 3u(u + _&,)
-i—%fﬂ;.l:a—}-(-n—i—;-)m]—gfol_a-}- ﬂ——) ]

= -12— { Y4 [a + (u. R 17) ra] + % [a 4 (n —é) m]l l{ fo (a -+ -;— )
—i-ﬂ,(a——i-co)}

Substituirt man jetzt die Differenzen statt der Differentialquotienten, so wird nach
gehoriger Reduetion:

=/fy (@ + nw) — 7, (a).

@ n+3)“
|j(x) da -—m{ ‘j;,lrrr -

atlo (
- [

nnd ;
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8 + nw
fr)der — o Il fi (@ + no)—f, (a)
2 2

—i,} {f; (e - waf—13 (a)}
t e -go)

— G_OISF {fj} (a + no) ——f; (a)} etc.}
Bei dem letzten Integrale thut man gut, die erste Zeile anf der rechten Seite
:fil (a + no) — 'f% (a)
so zu schreiben: :
£y @+ o) =y (e + 3 0) + 77 (@,

weil in dem arithmetischen Mittel f, (a) bereits ein Theil des In'tegl':ﬂs enthalten ist,
und die summirte Function doch mit einem 'f, ( + ) beginnen muss, eine Grisse,
die an sich ganz willkiirlich ist, da sie im Integrale w lede: abgezogen wird.

Die letzten Glieder in beiden Ausdriicken, die zu den Argumenten a -} % @ und a

gehoren, bilden, wenn man das Integral beliebig fortsetzen will, die Constante des
Anfanges. Man kann deshalb die Formeln auch so schreiben, dass man fiir die erste

. 1
summirte Function an die Stelle von f, (a + ) m) setzt:

m 1 327 1 A\l
Cg"{ 4’°( *" )+:}760f“ T Z‘“’)—Qei?sau Jo (“ '*‘2"’)1
und damit die summirte Reihe bildet. Es wird dann ganz vollstindig:
B o e men w m s
|j'(a:)-:i:c = m{ %o la - (n 4 ‘_}) ca] + 31 i l(@ - (n + 5) ro]
17 : 1
— 576070 [“ s ("‘ * E) ‘”]
367 1
+ 96768070 [@ [ + (" + 5)"”
. 1
Fiir die zweite Formel setzt man an die Stelle von 'f (a + 5 co):

m 191
Gb={+ 3/ @+ 5404 @+ s /s @]

und erhilt dann, wenn man damit die summirte Reihe bildet, ebenfalls vollstindig:
a4+ nw

[f(.r)dz: ra{ ’f% (a + nw) — if'1 (a + no)

J

191
— 0480 /2 (@ + no)-

—_—

G8*
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s 5 i ! - 1 .
Es wird dann das Dbestimmte Integral a -+ 5 © bis a + (ﬂ -+ 5) @ und a bis

(a 4+ na) vollstindig gefunden, wenn man an die Zahlen der summirten Funetion, die
zi dem End-Argumente gehoren, nur die angegebenen drei Correctionen anbringt und
nithert sich in dieser Form der Entwickelung des allgemeinen Integrals.

(11.)

Am einfachsten lassen sich beide Ausdriicke so in Worten fassen. Es sei, um die
kleinen Briiche zu vermeiden :

. PO TR
24° 5760 967680 7
und man habe fiir die zu integrirende Function f(z) die Reihenfolge von Werthen:
I (a), S (e + @), Sfla+ 2a)...

beliebig weit berechnet, so wird das Integral allgemein werden:
@ ne
_“ S@)dz = o [fy(a + nw) + af; (a + na)
LB @+ ne)
£ 2f (a4 no) 4o
-+ Const.,
wo die Constante so bestimmt wird, dass fiir das Argument, fiir welches das Integral
Null werden soll, es sei dieses das Argument (a + 2’ @), die vorangehenden Ausdriicke

mit negativem Zeichen hinzugesetzt werden, also:
Const. = — @ [fy (a + #'0) af] (a + n'w)
n
+ B3 (a + n'w)
v '
+9f3 (@ + w'o) .. )
Dieser allgemeine Ausdruck wird in der Rechnung am einfachsten, wenn, wie in

1
der ersten Integrationsformel von (10), die Zahlen n und #' von der Form (':' R -é—)

1
und (-i‘ + i) werden, weil daun unmittelbar die aus der Reihe f(a), f(a + @) u. s. w.

sich ergebende summirte Function ', [a + (i + —12‘) ro] und die Differenzen:

f;[ + (@' ¥ -}) o fat (i 3) w] sila+ (i + %) o,

ohne weitere Aenderung angewandt werden konnen, und ebenso bei i. Ist aber n von
1l

einer anderen Form, so miissen diese Functionen von 'fy, fi, fu fo ete. aus den wirk-
lich dastehenden Zahlen so interpolirt werden, als ob sic reine Functionen der Argu-

mente a -+ (s' -+ %) @ bei allen wiiren.

Ein Beispiel dieser Art gicbt die zweite Integrationsformel, wo n von der Form i
ist, und »n’ von der Form ¢, Die hier nothwendige Interpolation in die Mitte hinein
ist bei ihr ausgefithrt, und da hier die arithmetischen Mittel der Funetionen von:

a—[—(i-i—%)m und (L—I—(T'-_‘%-)&)

vorkommen, so sind diese eingefiihrt und die Zahlenreihe:



— b4l —
1 11 191
— g Ry SO 6
=3+ 730" — Goaso "
ist entstanden aus dem Producte von:
1 4 au? 4 fut + yus...

mit der bei der Interpolation in die Mitte hinein geltenden Reihe:

1
o 1 3 5
- — y? — _— g2 L ogd L 0 s
(1+ 4u) 1 e s T -1 Too1 "

Zur Bequemlichkeit der Reehnung kann man hier noch hinzufiigen, dass man am
besten thut, nicht:

' [ (a) J(a + o) J(a + 20) ete.
anzusetzen, sondern:

o j (a) of (o + @) of (a 4+ 2) cte,

Da dieser Factor @ sowohl in die Differenzen als in die summirten Functionen, die man
aus @f (a), of (a + @), of (a + 2@) bildet, von selbst iibergeht, so fillt er in diesem
Falle aus der rechten Seite vollig weg.

Endlich kann man noch bemerken, dass, wenn man das Beispicl der Exponential-
grisse ¢ auch bei der Integrationsformel verfolgt, die summirte Funetion:

] -lvllJl
‘fo(a m):c’+s —

w
wird und da fe*dz fir 2 — (:r

e

L1

m) wiederum e 72" ist, die obige Integralformel
die Gleichung geben wird:

1l = o {?i{ + au + fut + pus .. -},

woraus folgt:

%: 1 + wu? + But 4 pus. ..

oder:
w u o u
® deo . 1 1 u 1.3 1 !
jﬂ‘“‘" R T S TR B S T

das heisst:

1 4+ au? + fut + pus... =
1 _.L“E + iui._..__
24 640 7168

b _,
b

so dass die Werthe e, ff, ¢ ete., wenn man sie fortsetzen wollte, aus dem reciproker.
Werthe der Zablenreihe entstehen wiirden, die bei dem ersten Differentialquotienten

i (rs - é— )stattﬁndct., wie es auch bei dem Integrale in der Natur der Sache liegt.

(12).

Vermittelst dieses allgemeinen Ausdruckes der Integration fiir jede Form des
Argumentes, néthigenfalls mit Zuziehung der Interpolation werden sich die zweiten,
dritten und folgenden Integrationen ohne alle Miihe ausfithren und ableiten lassen. Bei
der Bildung der verschiedenen Constanten findet immer dasselbe Princip statt, die allge-
meinen Integrationsformeln so zu benutzen, dass man die Werthe der Constanten it
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ihrer Zuziehung richtig erhiilt. Diese Werthe sind an der gehorigen Stelle in den
summirten Reihen so anzusetzen und zu der Bildung der summirten Reihen zu benutzen,
dass spiiter anf die Anfangsgrenze nicht mehr Riicksicht zu nehmen ist, sondern an alle
Werthe der dadurch gebildeten summirten Reihen nur die Correctionen der Endgrenze
anzubringen sind. Die Bequemlichkeit der Rechnung wird dabei allein noch einige Be-
trachtungen néthig machen.

Werde zuerst das zweite Integral gesucht, so giebt die allgemeine Formel fiir das
erste Integral:

‘f (2)dr = @ [Ify(a + no) + «f) (a + nw)
+ B/0'(a + no)
+ vfi (@ + no). . .|
die verschiedenen Theile des zweiten Integrals, je nach den Theilen, aus denen das
erste besteht. Setzt man zuerst statt:

Fla= ) savs v oy Y (a + ne),

so hat man fiir den ersten Theil des zweiten Integrals den Ausdruck:

J‘ dx ‘.j'(,r') dz — 02 |["fy (a + ne) + af (EI - nm)
+ Bfo (a + nw)
F vfe (0 + nw) . ..},
weil bei den beiderseitigen hoheren arithmetischen Reihen die Differenzreihen nur vor-
riicken. Ebenso werden die folgenden Theile, wenn man fiir:
S (a + n@) nach und nach 7| (¢ + nwo)
» » s JSol(a 4+ no)
o » o fi(e+ ne)

setzt, respective:

w?{af (@ + no) + efy (e + no) + af (@ + no). ..}
w? | Bri(a + no) + af /(e + no). ..
@2 | ySfola + ne)...}

Zusammen wird also:
atnw .
Idx jf(x) dz = 0 Yy (a + ne) 4+ 2af (a + no)
+ @+ 26) /3 (a + nw)
+ 2(ep + p) (e + nw) ...}
oder die Zahlenreihe der wirklichen Integrationscoéfficienten wird die Form geben:

a0
a

d Jj(a:) do — w? {‘:;"0 (¢ + nw) + 11_2 S (e + ne)

1 1
—m‘fo (@ + o)

81, |
t goago o (@t n@) -
bei denen, wenn man:

1 . £ £ ’ 31

% = g A 340 "=+ 50480
setzt, die Reihe:

2

1+mw+mm+mm+m:(%,

w
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nach dem oben am Ende von (11) angefiihrten Werthe. Unmittelbar kann sie ange-

wandt werden fiir:
"o — i@,

weil in den geraden summirten Reihen und Differenzen die Werthe:
"Yola + iw) S (o 4 i@) Jo (o + iw) S (0 4 i)
ohne weitere vorzunchmende Aenderung vorkommen.

hJ - 1 s . . . . -
Ist aber nw von der Form (‘t - ?) @, so miissen diese Reihen so in die Mitte

hinein interpolirt werden, als wiiren sie reine Funetionen von (u i@). Multiplicirt
1

man also:
— y =
— 1 —_— g2
(m) mit (l e T ﬂ)

und fiihrt statt der wirklichen Differenzen die arithmetischen Mittel ein, so erhilt man:
@ 4= (l'+ %) o

"tf:!:v[ () da = o2 {"f i i = — [f 4 ('—f-] ®
Jas)r@as=wfia+ (14 g)0]—gple+ (i +5)0]

rol =

% T%;ﬁf_; o+ (i + -',-) o]

367 o ; 1
~ 193536 /1 l“ + (‘ T ?) "”] }
Es wird bei der Rechnung bequemer sein, bei einer solchen zweiten Integration
nicht f (a), f (¢ + @) u. s. w. anzusetzen, sondern ®? f (a), ®@? f (a + ®) ete. Man
erhiillt danm allerdings das erste Integral, verbunden mit dem Factor ®, und muss, wenn
man es gebrauchen will, mit diesem Factor erst dividiren. In der Regel aber wird man
grossere und bequemere Zahlenwerthe erhalten,

(13

Wendet man dasselbe Verfahren auf die dritte Integration an, so wird man
erhalten:

w4+ nm

|t1x dz ‘,‘{:) dez = @° {'"ﬁ, (¢ + nw) 4+ é Yo (a + nw)

T
1 ﬁQ_ﬂj:'(“ + no)
457 - |
+ gereso /0 (@ T n@)y
Setzt man hier:
1 7 457
“=F b= — 13 72 =+ ggres0

3

. s . s '\ <
so entspringt die Reihe aus diesen Coéfficienten aus (—-) ; oder es ist:

w
3
14 Lu? 4 fhut + p3us *=(;—:)

. L s S 1
Unmittelbar ist diese Form anzuwenden, wenn # von der Form ist i - 3 Wegen
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der ungeraden Ordnungszahl der summirten RReihen und Differenzen.  Fiir die Form:
=4
wird man die letzte Reihe:

o=

1 -+ oo,u? 4+ fyut 4 p,us multipliciven mit (l 4 % uﬂ)
und statt der Differenzen arithmetische Mittel einfiithren miissen. Man erhiillt dann:
l dx Ide f(x)de = @? [rf% (¢ + iw) + m_)‘i (a + iw)
31 ;
~ 30240 f;' (@4 iw)- j
das Glied mit fy (¢ + i@) hat hier den Coéfficienten Null, so dass mit verhiiltniss-
2

missig weit grisserer Nitherung als bei den fritheren Integrationen die dritte summirte
Function das dreifache Integral ausdriickt.
(14)

Es mogen jetzt die Werthe der sowohl am Aufange als am Ende der Integration
anzusetzenden Gréssen, welche nach den bisher ausgesprochenen Grundsitzen nur bei
dem Anfange besonders cine ectwas grossere Mithe der Berechnung verlangen, so fiir
die drei ersten Integrationen iibersichtlich zusammengestellt werden, und zwar fiir beide
B 1 : s ;
Formen von z und 2/, —= & und = a -+ 5 @ dass man unmittelbar das jedesmal Nithige
daraus entnehmen kann.

T ; ; s

Zuerst hat man nach dem Ausdrucke fiir o in einer teihe, und ihrer Potenzen bis
zur dritten:

7 1 17 567
=1 ¥ — ——— yt
@ T 5760 T 067680

=1+ aur + pfut I+ yub cee

wh

w?

|
w1t Tli g ?;TJ L 'ls-ub;lsu' MR }

Il

Il

L+ omur + fiut + Y ub
w 7 457
.-:;_ =k i ":? w— a0 v+ ‘.Jf:’:’:‘:éo_ "
=1+ wu + fyut + 7o ub
Die Werthe e, f3, v; ey, By, 71} ¢y Py Y., die hierdurch gegeben sind, bilden die
Zahlenwerthe, welche bei der ersten, zweiten und dritten Integration fiir die wirklich
dastehenden Differenzen gebraucht werden,

s g . : : 1
Multiplicirt man diese Reihen mit (l + T u?) , 80 erhiilt man:

[

u- 1 = 1 191

—_— i 4 — gl — __._._, 2 ’ e it - B we
= (l + 1 ﬂ) =1 u? "J'U ut 60480~ *

=14+ ¢u? + fut F+  yus
1

ad ( 1 )'_E 1 2 . 567

2= — gt e 2| g SCT : 6 5 5%
a8 AL g =51+ 19505 % — Toa 536 ¥

=14 du + fLu + pLus
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1
s 1 T3 1 31
—s i} — 2 —_ 1] — On? PR S (S [
@’ ( T ) : “ + 55 % 30940 ¥
=1+ dyu? + faut +  phus

Die Werthe o, ', "5 o'y, fy, ¢1: @y, B4, 95, die hierdurch gegeben sind, und
niothigenfalls fortgesetzt werden komnen, bilden die Zahlenwerthe, welche bei der ersten,
zweiten und dritten Integration bei Anwendung der arithmetischen Mittel gebraucht
werden.

Es sei jetzt die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so gegeben, dass fiir
2’ = a die Integrale simmtlich Null werden. Hat man dann die Reihe der Werthe
berechnet:

I (@) S (a + o) S+ 20)... Sla+ na)...,
80 bildet man fir die Anfangsgrenze von der Form:
D) a=i=0

bei der ersten Integration die erste summirte Reihe so, dass man an die Stelle von

fo (ﬂ + %w) setzt:
1 1 1 o r 1 ’ m ! "W
j],(u-E—Eca):Co:Ej(rr)—ocfl(n)u—ﬁf_!(n)—yjl(rt).... o w o« (A)

Fiir die zweite Integration fiigt man mit Beibehaltung der ersten summirten Reihe
eine zweite summirte Reihe hinzu, indem man an die Stelle von "/} (1) setzt:

Sl = C=i—eafl@)—=pffil@—nf@--} -+ - - . (B

Fiir die dritte Integration bildet man ans der zweiten summirten Reihe eine
dritte summirte Reibe, indem man in derselben anfiingt mit dem Werthe €, der an

. 1 .
die Stelle von "'f, (({ + 3 &J) gesetzt wird, wo:

l L l ].
o (e + "2"") = C¢ = {_ 9 « f(a) + ﬂlf:\(“ = 5"’)
1 ( 1 1 ] | ©
+gnlp(at go)+8sm(a—ga)--]
Wenn dagegen die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so gegeben ist, dass

1 : : = : ‘ )
fir 2 = a + 3 @ die Integrale simmtlich Null werden, so bildet man bei der Form:

2) n=1 + %
dic erste summirte Reihe, so dass man an die Stelle von 'f, (u - l}m) die Grisse €,
G 2
setzt, wo:
i 1 ( = 1 it 1
fo(“‘f"?—ﬁ’)zolz—”l_“fu @ + 7‘0)—.3.& ”—!—793)
: " SERE

P RO
Fiir die zweite Integration wird unter Beibehaltung der auf diese Weise gebildeten

- - Py - 5 - - . ’
ersten summirten Reihe fiir den Anfang an die Stelle von "f; (1) die Grésse € ge-
gesetzt, wo: £
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o) + B2/} (a + @) + £5@] ) ®
+ 7B+ @) + 277 (@] -+

Vermittelst der hiermit gebildeten zweiten summirten Reihe wird fiir die dritte
Integration eine dritte summirte Reihe gebildet, bei der der Anfang gemacht wird,

o(a) = C1 loo f (a +
3

indem man an die Stelle von "', (.«z 1 -i—co) die Grisse Cl setzt, wo:
3
i g 1 — ' ' 1 ‘ o] | 1
Jo (o + ?m) {; = ay fola + 5 0 ) — B, fo (”- T ?ﬁ.‘l
1] l
(ot b))

teihen so, wenn die

(F)

Es stellten sich folglich die Anfinge der drei summirten
Integrale simmtlich Null sind fiir dic Anfangsgrenze:

1) & =a:

Argument Function | I. summirte Reihe Il summirte Reihe 11I. summirte Reihe
a . . . ‘r" (l‘t) = f”u L
a4+ w L fla 4+ w) ! c, + ¢’ Co

....... ! . (-'n + .'l. (”r + &) -:. o . ('In _,_ U:n + f,':.'
a+2w. . . ... Jla + 2w 20,4+ C'h+ fla+w)

e 1
2) Fir 2' —a + - o:
Argument Function . summirte Reihe  II. summirte Reihe = IIL summirte Reihe
. | At
e I (a) ¢, (.', o
atw ... ... f(a + w) 4 + (" el
v + [ (a+ w) ¢ + ¢y + Y

a4+2w. .. ... Fl ;+f'1 +f({l+w) T 2 3

wa+2@|
| |

Der Werth der ganzen bestimmten Integrale hiingt dann nur von der Form der
Endgrenze ab und ist, je nachdem diese von der Form « b i@ oder a -+ (-a' - ~2—) ®

ist, von einander unterschicden. Indessen wird der Ausdruck derselben weit einfacher,
weil keine Riicksicht mehr genommen zu werden braucht auf die in den anderen sum-
mirten Reihen anzusetzenden Zahlen, welche sich aus den ausgefiihrten Summirungen
von selbst ergeben. Man hat dann:

1) Fiir die Endgrenze z a + iwo:
|j1 (0 + iw) + or.f (¢ + i) + ﬂ’j“‘ (o + iw)
S5 4 f; @+ ia)--|

@ fo (0 + iw) + o f(a + i0) + B,/ (a + iw) ?
+ nSfo (@ + i) -}
jfujdzjf(w)rh“— @ l"'ﬂ (a + iw) + o, '»" (a+iow)+ ﬂ.zf: (@ + iw)

g o hf':" (@ +ia)--}

j f(x) dx

j.dx If(;r)dx )




~ AT —
2) Fiir die Endgrenze x — a + (i o %) 0:

J.f(.r) dr — @ {fﬂ. [u J- (-:‘ 4+ %) m] + u fy [a =L (i 4 ‘lj) w]
+ B [a+ (i +5) o] +osife+ (i +5)0]+

J‘dx J.j'(z):fx = @? I"j% [{c + (s’ - —;—) ﬁJ] + M{j;} [u 4 (:' - -i—) m]
+ 8|+ (i +g)o]+risy [o + (i + 5) @]+

'[t!x J‘d:c.l.f(x)dx: w* {"'fu [rt -+ (:' + é—) w] + o fy [rt 4+ (17 - %) m]
t b s o+ (i 4+ 5) o]+ [a+ (i + 5) 0]+

(15.)

Setzt man in diesen letzten Ausdriicken i = 0, so wird man die Werthe der oben
angegebenen Constanten erhalten fiir:

—_—

(1)

1) #=a
hat man aus dem ersten Systeme:
fffll @+ ofi@+Fri@+ys@--) =0,
oder weil : . 2 ) )

5, @) = (t 4 50)—3/@=C—575@ . . . . @

den Werth von C, wie oben.
Ebenso wird fiir €y die Gleichung:
(@) + @ /@) + BifS@ + nST@h =00 . . . . (B)
oder weil "f, (@) = C,, den Werth von C| geben.

Endlich fir C; hat man bei dem dritten Integrale:

", (@) + 3, (@) + Bufy (@) + 7asy (@) =0

oder weil:
. 1
"f,f'% (a) ="y (u + —I)-m) 5 "7y ()

nund:
] = l v "y .
Uo' =" (“ + 5 "’)3 Co = "fo(a)

[

Da nun aber:

fey — ,IEC.'. + &y fy (@) + o fi () + ¥ 1Y (a) - } =0

wy—0, fy,=—pf uwd y,=—2p
ist, so wird, wenn man die friiheren Werthe substituirt:

6G9*
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—30 = tyes@ +i670 +inm@.
2y (@) = 0

. 0 = — sy )

A — 207 @

dabei ist:

@ =7y (a+ 50)—7i(a— 30)

@ =55+ 50) + 3 (a— L o)
(e 3 o)

J‘“'(n) = T g (u + %m) G %f:;'.(“ ‘—' % m)

und die Gleichung “ud.
" 1 . - 1
Co + l;"“l.f(“)_ﬁlfo(“_‘.f"’) l
n e
g (o + 5 o) + 34 (0 — g o) =Ol

und giebt damit den obigen Werth von €.
Aus dem zweiten Systeme hat man fiir:

L

2) z=a+—;~m:

O+ {wsi(a+ 50) + 870 (a4 S0)+on («+ go)f=0-.@

weil :

C%=fﬁ,(a + %m)

Bei der zweiten Integration wird:

o+ )=+ h gm0y e 4
] 2

!
2 2

wl —_ mf

ores b brner 19
und damit soll die Gleichung stattfinden :

—gosni(vtzo)— oo+ so)—Lys(os ] Yoo

. 1 1
+wl‘;l(”+-‘-)~m)4—ﬂf r:—}—— )+y1j a-+—-é-m)...=0.
2 -
Es ist hier aber:

¢, = — a B, = —38 Y= —5yp.
und :
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(ot to)=re+o)—r@
5y (ot go) =g/ @+o) +5/@,

2

sowie die analogen Werthe bei f§' und fj. Setzt man diese Werthe zusammen, so wird:

C% —af(a+ @) — B {27 (0 + @) + £ (a)) |
— P (35 (a + @) + 27 (@)} = 0]

wie es der oben gegebene Werth verlangt.

(E)

Endlich findet wegen U’; =l (a 4+ %&J) fiir die dritte Integration die Glei-
T

chung statt:
¢y + wti(a+ go)+hsi (ot 50)+ nst (o + go)=0,

oder wegen 'f;, (a 4 % &J) = 0.

1
2

" ]- 1
C o, O o — + oS0 | ¢ — =0 & » « EF
i@y hsi (ot 50) + 0 (o + g o) ®)

wie es die obige Angabe verlangt.
Fiir den Anfang der verschiedenen Integrationen wird man die zu berechnenden
Functionen immer so wiihlen konnen, dass bei berechnetem f (a), f (¢ + ®@) ete. der

Anfang entweder auf 2’ — a, oder — « -+ -;— @ fillt und reicht dann mit diesen

Formeln aus.
Fiir die Endgrenze ist es am bequemsten, einige Werthe der Integrale fiir:

a+ (i — 1w, a—l—(@‘~—~é—)m, a+iw, a -+ (i—[—%)w, a+(i+1)e
nach den hier gegebenen Ausdriicken zu berechnen und aus ihnen den Werth des Inte-

grals fiir andere Grenzen, die nicht auf ¢ 4 i@ und a + (z’ + -%) @ fallen, strenge

zu interpoliren. Man kann dhnlich auch bei dem Anfange verfahren, nur wird man bei
den héheren Integrationen, auf den richtigen Beginn der simmtlichen vorangehenden
summirten Reihen zu sehen haben.

(16)
Als Beispiel kann noch die Annahme:
S (2) = at e =1 w =1,
gemacht werden. Es wird damit fiir:
1) o'=l:
s 1 . 1
Jj(:c)da; =& —=
i ' 1 1 1
: i e 2=
‘ de_;‘(x)dx__%a: %+
[ e f 1 1 1 1
e s S ) cSoom oo oo
.‘ rh:deJf(x)dx_ 570 © 10 ° - i 1

und fiir:



jj(x)dx

J' dx ‘[f(x) de =

.“ dx J.d @ J. f@)dz =

2) o
1
f)
1
B—G.’L‘
1

— 15
243
160
243 243
m’”"'fﬁé‘

_ 43, A3 218T
320 128 T o1m9e’

Zu dem Anfange der Reihen bei der mechanischen Quadratur bedarf man der
Differenzen der ersten Werthe von f (a), f (¢ + @) w. s. w.

Diese sind:

i Argument | Function — f{ I ‘ R 2 | I ‘ i
| J | |
a — w 0 0 2 | 24
| 1 12 0
& i | 1 1 1 | 14 | 56 24 0
adwsy .ol B 6| IR Y1
|

Soll nun zuerst die Anfangsgrenze:
1) sat= 1
. sein, so wird nach den in (14) gegcbenen Werthen:

Cu=

Co

|

"
CU —_—

f(a) +35
= ﬁf(“) + m
— 557 @) —

und da hier:

f()
o (@) —

1 .
Y (u -

oy

191

720 fm (@) + 60480 fy (a)

6 UlibU I ( %)

31
120960

e

. : g d 1
I @ = 1 fu (o) = 14 Fo (rr- s m) — 1
" o av At 1 b P
ji (G) = 8 Jo (”) = ju (II — 5 ﬁj) — 12
111 ‘ " 1 3 ay
f1'(a) = 24 f ( + w) — 36
fi (a) — )
2
g0 wird: C, = + 0,8000 C, = — 0,0373 Ch = — 0,0274
und die summirten Reihen bilden sich so:
| |
I Argument | f (a) i '..f‘(a + % w) ‘ " () $af ((! -+ % m)
| i |
| 1| 1| | 0,037
epmafieinss E i i 4080 n‘ [_; — 0,027
at+w . ..., 2 | | 1 16,800 - 706+ 0736
a+2w. .. .. 3 | 81 i o+ 97.800 |4 17,563 + 18,299
a4+38w..... 4 956 | s |+ 115363 1
i . . - 353,800 1 4iie -+ 133,662
a-+4w. .. .. b 320 . + 978,500 . 469,163 + 602,825
(1] -|-~ s s u | 6 1296 : | 1447965 |
| |
ete. | ! ete. |




Wird :

angenommen, so sind die Werthe zu nehmen:

, 1, 1 17 ., 1 367 . 1
bp=— ﬁ-’" (“‘ L) “’) & f?cf'u-"’ (“‘ T3 “’) ~ 3676807° (” oy “’)
Oy = g/t 0) —Z (27 @+ @) + 73 @)
36[ 3 e
% P i I | 457 1
Ci=—gh (_" Ty “’) T 109070 (“ T3 “’)'_967580 Jo ( i "’)'

Da nun hier:

fo (a + .]! ) = 15 fo (@ + ®) = 16
(et yo)=9  A@ =1
fo (u + i m) = 0 1o (@ + @) = 50
Foi(a) = 24

fo (@4 o) =24

setzt:

)

und wenn man den Werth von €, an die Stelle von f}.}( —I—

)

W 17 407 m
x == 1.)00’"( L) “’) " 4838407 (

so werden die W'ert,he:

'I.\-'-'\'h-._.-/

¢, = — 0,188
3
0, = + 03757
3
¢y = + 0,1025
2
und die summirten Reihen bilden sich fir den Aufaugswerth 2 = 1,5 so:
— e —— l
.Argument' S (a) Yola+ & "") "o (@) "fo (@ + 1 “")
...... 1 . :
;T . 1 — 0519 + 0376 + 0108
O 2 | 16 2 — 0,43
o " p + 15,481 + 15888 — 0,040
MR Ao s + 96481 ¥ 1+ 15,298
a4+ 38w, . . .. i + 256 + 111,819
) , + 853,481 + 127,117
a4+ 4w. . ... 5 625 1 978,481 -+ 465,300 1 599,417
a-Bes i v 6 L1206 o 1 14438,781 '
ete, ete.

Aus beiden Tabellen werden sich die richtigen Werthe nach den Formeln (I) und (I1T)
in (14.) ergeben, die nach der Substitution der Zahlen werden fiir:
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1) 2 =a + im:

Jr@az=olr, @+ io) — /3 @+ i0) + o /@ + ia)

191
~ Goso /1 (@ ”"’)5

. - 3 ) l .
J d:rJ_f(_:c) dz — m"’{fo (a« + i) + 3 S (a + iw) — 2‘10 (4 iw)

31
T Goaso /o (@ + 1)

| g m A 1 1 .
| rl::jdxjj(m) dx — w'—‘{ ‘fé (a + iw) + ﬁﬁfl_:(a—{-?m)_ E;Tdﬂdf-_} (a + ?EJ)---I
und fiir:
9) z=ag +(-f+ Dm
i ¢ X 1 1 | 2 1 i
Jf(:r:)d’.:::m{;‘tl [a—|—(-a+—2-)mn+ﬂfﬂ[n 1-1-2)0{

— gl e + (i + i)‘”]Jr 96:34'6:80 Aot (i +3 o]

J'demf(m) dr — w? {‘j, :a + (e’ - —Ll) m: — ﬂjl a + (a + %) w:
o + 1920 fl :" + (" E ;)“’1 lBiS:dﬁf‘ l“ + (" i3 _;) “’]}
szJde}'(z)dz: @ {fo o 4 (; il —;) o] —%y'o a + ( + —;)m-l

",

Frmhlo s (el wto o+ (4 )]}



B. Die speciellen Storungen.

Sechsundneunzigste Vorlesung.

Allgemeine Bemerkungen iiber definitive Bahnbestimmungen.

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten geschen, wie man aus einer ge-
wissen Zahl von Beobachtungen mehr oder weniger angeniiherte Elementensysteme eines
Kometen oder Planeten erhalten kann. Mit Hiilfe eines derartigen Elementensystemes
ist es dann gewdhnlich moglich, das betreffende Object lingere Zeit hindurch aufzufinden.
So lange man also nur diesen Zweck im Auge hat, losen die im Vorhergehenden ge-
gebenen Methoden das Problem der Bewegung ecines Himmelskorpers im Allgemeinen
in ziemlich befriedigender Weise.

Aus diesem Grunde hat man sich in friherer Zeit fast ausschliesslich auf die Be-
rechnung ,vorliufiger® Bahnen beschriinkt. Hierzu kam noch der Umstand, dass die
ilteren Beobachtungen in Folge der Unsicherheit der astronomischen Fundamental-
constanten und in Folge der Mangelhaftigkeit der technischen Hiilfsmittel nicht auf be-
deutende Genauigkeit Anspruch machen konnten. Man konnte sich daher mit vollem
Rechte auf niherungsweise Darstellungen der Bewegung der Himmelskiorper beschriinken.
Erst der bedeutende Aufschwung der beobachtenden Astronomie seit der Mitte des
achtzehnten Jahrhunderts machte die Auffindung neuer, strengerer Methoden zur Be-
stimmung der Bahn eines Himmelskorpers nothig.

Man bestrebte sich also, anstatt nur einzelne Beobachtungen eines Objectes zu ver-
werthen, simmtliche Beobachtungen zur Bestimmung einer Bahn heranzuziehen, und
stellte die Frage in folgender Form: Wenn ein Elementensystem gegeben, welches
simmtliche zur Verfiigung stehenden Beobachtungen bis auf gewisse Grossen in Recta-
scension und Declination darstellt, welche Verbesserungen muss man dann an  diesen
Bahnelementen anbringen, um eine bessere oder die beste mogliche Darstellung aller
Beobachtungen zu erreichen?

Es sind nun aber die Rectascensionen und Declinationen eines Objectes sehr ver-
wickelte Functionen seiner Bahnelemente. In Folge dessen ist es im Allgemeinen
schwierig, anzugeben, um welchen Betrag sich diese Gréssen dndern, wenn sich ein Bahn-
element um eine gewisse Grosse iindert. Nur dann, wenn die Aenderungen der Bahn-
elemente als unendlich kleine Grossen von der ersten Ordnung betrachtet werden konnen,
ist es leicht, diese Aufgabe durch Differentialformeln zu lésen. Man ist also ge-
zwungen, die Kenntniss cines Elementensystemes vorauszusetzen, welches die Beobach-
tungen bis auf sehr kleine Betriige genau darstellt, und kann dann annehmen, dass das
zu suchende Elementensystem von dem gegebenen nur um unendlich kleine Grissen
erster Ordnung abweicht und allgemein die Aenderungen des scheinbaren Ortes als
lineare Functionen der Aenderungen der Bahnelemente darstellen. Somit hat man
gewisse analytische Ausdriicke fiir die Darstellungen jeder einzelnen Beobachtung durch
alle dem gegebenen Elementensysteme unendlich benachbarten.
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Es handelt sich jetzt noch darum, eine Bedingung zn wihlen, durch welche ein
moglichst guter Anschluss der zu bestimmenden Bahn an die Beobachtungen erreicht
wird; mit anderen Worten, dic Gesammtheit der iibrig bleibenden Abweichungen mog-
lichst klein zu erhalten.

Man hat sich daran gewdhnt, die zn suchenden Bahnelemente so zu bestimmen,
dass die Summe der Quadrate der Abweichungen ein Minimum wird. An Stelle der
Abweichungen in Rectascension (4 ¢) nimmt man jedoch 4« cosd (wo O die Declination
des Objectes), weil Ao cosd die wirkliche Abweichung der Beobachtung auf der
Sphiire ist.

Die zu suchenden Bahnelemente definirt man also durch die Bedingung, dass die
Summe:

Z[(dwcos 0)2 + (d0)?]

ein Minimum werden soll. Wir sehen an dieser Stelle von der theoretischen Be-
griindung dieser ,Methode der kleinsten Quadrate® vollstindig ab und beschriinken uns
im Angenblicke darauf, die praktischen Vortheile derselben hervorzuheben. Die Grissen
Ao cos O und 40 haben natiirlich im Allgemeinen verschiedene Vorzeichen, d. h. die
Beobachtungen fallen bald auf die eine Seite der idealen Bahn, bald auf die andere.
Die Grissen (4o cosd)? und (40)? sind jedoch immer positiv; sie sind ferner um so
grosser, je grosser die absoluten Werthe von e cosd und 49 sind. Die oben an-
gegebene Minimalbedingung muss daher von vornherein Elemente liefern, welche sich
sehr gut an die wirkliche Bahn anschliessen. Es bleibt nun noech zn untersuchen, ob
dieselbe die Bahnelemente vollstindig bestimmt.

Sei fiir eine bestimmte Beobachtung im Sinne ,Beobachtung (0) minus Rech-
nung (¢)*:

0, — 0, — »n
fiir unser urspriingliches Elementensystem; d. h. also, wenn man mit den zu Grunde zu
legenden Elementen fiir die Zeit der Beobachtung die Declination berechnet, so erhilt
man 0. Diese Grisse weicht von der vom Beobachter gemessenen Griésse 0, num » ab.

Wir bezeichnen die Bahnelemente des urspriinglichen Systemes mit e, ey ... e. In
den  astronomischen Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate ist ¢ immer
gleich 5 oder 6, je nachdem man eine parabolische Bahn oder eine allgemeine Kepler’sche
Bewegung voraussetzt. Nun nehmen wir an, dass man zu diesen Grissen noch die
Correctionen Je,, de, ... de; hinzufiigen muss, um die, zu suchende, y,definitive“ Bahn zu
erhalten. Fiir diese Bahn sei die der Beobachtungszeit entsprechende Declination gleich 8.

Dann hat man:

dd, dad, d
3=3c+d—el—d¢1 +Te_2-dﬂs+'"+

5.._ 4 €.
d e

" ao,. .. . . . \ .
Die Grossen = (die Differentialquotienten der Coordinate d. nach den Bahn-

elementen) sind offenbar Functionen der Bahnelemente e, e,...¢; und der Beobachtungs-
zeit (da o, selbst eine Function dieser Grissen ist). Spiiter werden wir analytische Aus-
driicke fiir dieselben aufstellen und konnen sie daher als bekannt betrachten, da wir ja
die Beobachtungszeit und das urspriingliche Elementensystem ¢; ... ¢; kennen. Desgleichen
haben wir gesehen, wie man n (die Abweichung der Beobachtung von der urspriing-
lichen Ephemeride) erhiilt. Indem wir in der Gleichung fiir 0 die Grésse 8, durch 0, —
ersetzen, folgt:

dd. Higy dac.dez— ... dd,
de de, de;

Diese Grosse ist aber nichts Anderes als 40, die Abweichung der beobachteten

0g — 0 — n —

d&.‘....(l)
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Coordinate 0, von der, dem zu suchenden definitiven Elementensysteme entsprechenden
Coordinate 8.

Wir sehen also, dass die Grossen 40 und ebenso o cos 0 lineare Funetionen mit
bekannten Coéfficienten der, dem urspriinglichen Elementensysteme zuzuertheilenden Zu-
wiichse e sind. Sie enthalten ausserdem noch ein bekanntes constantes Glied n.

Obige Minimalbedingung kommt mithin also darauf hinaus, die Grossen ey, e, ...
Ae; g0 zu bestimmen, dass sich ein Ausdruck, welcher ihre Quadrate und ihre ecrsten
Potenzen mit gegebenen Coéfficienten enthiilt, auf ein Minimum reducirt. Wir be-
merken iibrigens, dass die Coéfficienten der Quadrate von e, ... de¢; immer positiv
sind. Nun wollen wir die Form der Minimalbedingung aufsuchen. Zu diesem Zwecke
denken wir allen Griossen ey, Aey...Ae; einen gewissen Werth zuertheilt, mit Ausnahme
von A e, welches wir so bestimmen wollen, dass ein Ausdruck von der Form:

(de)2A + deF(dey, deg...48) + G(deg...de) . . . . . (2)
ein Minimum wird.

In diesem Ausdrucke ist A eine positive Grosse, welche nicht von ... d¢ ab-
hiingt. F ist eine lineare Function dieser Grossen. Die allgemeine Bedingung dafiir,
dass der Ausdruck (2) bei gegebenen Werthen von dey...d¢; ein Maximum, ein Mini-
mum oder einen Wendepunkt hat, ist allgemein:

d(2) __ 0
dde,
9de, A + F(dey des... d&) = 0 .

Hieraus ergiebt sich also e, als eine lineare Function von de,... Je;

Man iiberzeugt sich leicht, dass der durch die Gleichung (3) definirte Werth von
Ae; einem Minimum von (2) entspricht (weil, wie wir sahen, A immer positiv ist).

Betrachtet man irgend eine andere Grosse, z. B. e, als variabel und alle iibrigen

oder:

)

als gegeben, so erhilt man eine der Gleichung (3) analoge.

Man erhilt also im Ganzen ¢ lineare Gleichungen zur Bestimmung der Grossen
dey... de;

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt somit die Unbekannten voll-
stindig und eindeutig.  Die Summe der iibrig bleibenden Fehlerquadrate wird immer
¢in Minimum.

Die Gleichungen (1) pflegt man die Bedingungsgleichungen, die Gleichungen (3)
dic Normalgleichungen zu nennen.

Im Vorhergehenden haben wir vorausgesetzt, dass die Methode der kleinsten
Quadrate auf jede einzelne Beobachtung angewendet wird, wie das gelegentlich auch
Bessel gethan hat.  Es erfordert dies aber einen ausserordentlichen Arbeitsaufwand.

Aus diesem Grunde zieht man es vor, mehrere Beobachtungen in einen ,Normal-
ort“ zu vereinigen und nur auf diese Normaltrter die Methode der kleinsten Quadrate
anzuwenden. Da nimlich die wirkliche Bahn des Objectes sich immer in unmittelbarer
Nihe an die der Rechnung zu Grunde gelegte anschmiegt, so kann man fiir einige Tage
voraussetzen, dass z B. die Differenz: ,Wirkliches 0 minus berechnetes 0% der Zeit pro-
portional ist. Wenn also in diesem Zeitraume eine Anzahl Beobachtungen die wirklichen
0 geben wiirden (d. h. keine Beobachtungsfehler enthielten), so wiirde das Mittel der
Differenzen 8, — 0, die der Ephemeride hinzuzufiigende Correction fiir das Mittel der
Beobachtungszeiten sein, oder 40 bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate,

Der Umstand, dass die Beobachtungen nicht die wirklichen Orte geben, sondern
auch noch Beobachtungsfehler enthalten, spielt bei dieser Betrachtung keine Rolle.
Das Mittel der §, — 0, ist natiirlich genauer als ein einzelner Werth dieser Grosse.

70%
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Fiigt man dasselbe zu demy dem Mittel der Beobachtungszeiten entsprechenden 9, hinzu
(und ebenso fiiv die Reetascension), so erhilt man einen Normalort, der cbhenfalls genauer
ist als eine einzelne Beobachtung.

Durch Bildung soleher Normalorte wird die rechnerische Anwendung der Methode
der kleinsten Quadrate ausserordentlich erleichtert.

So lange sich die Beobachtungen eines Objectes nur iiber einen oder zwei Monate
erstrecken, kann man sie so simmtlich zur Bestimmung der Bahnelemente verwenden.
Fiir lingere Zeitriiume bewirkt aber die Anzichung der Planeten Abweichungen von der
Kepler’schen Bewegung, die Stérungen. Diese Grossen miissen offenbar an  die
Ephemeride vor Vergleichung mit den Beobachtungen angebracht werden. Man stellt
sich also die Aufgabe wie folgt: Man sucht fiir einen gewissen Theil der Bahn
(oder priiciser gesagt fiir ecine bestimmte Epoche) ein Elementensystem,
welches die wirkliche Bewegung osculiren soll. Dasselbe soll also fiir den
betreffenden Zeitpunkt den Ort und die heliocentrischen Geschwindigkeitscomponenten
des Objectes strenge darstellen.

Zu diesem Zwecke geht man von einem fiir die Osculationsepoche niherungsweise
richtigen Systeme aus, und berechnet dic Stirungen durch die Planeten. Man bringt
dieselben dann an die Ephemeride an und vergleicht erst nachher mit den Beob-
achtungen. Durch Ausgleichung mittelst der Methode der kleinsten Quadrate erhilt
man dann das wahrscheinlichste, fiir die Osculationsepoche geltende Ele-
mentensystem.

Dieses Verfahren setzt voraus, dass das Ausgangselementensystem so angeniihert ist,
dass es die Storungen vollstiindig genau wiedergiebt. So lange es sich nur um Beob-
achtungen einer Erscheinung handelt, ist dies im Allgemeinen leicht zu erreichen. Wenn
aber Beobachtungen verschiedenen Umliufen angehren, konnen sich diesem Verfahren
erhebliche Schwierigkeiten entgegenstellen.

Nehmen wir an, dass es sich um die Beobachtungen zweier Erscheinungen handle.
Man verfiigt iiber ein Elementensystem, welches die Beobachtungen einer Erscheinung
ziemlich gut darstellt.  Jetzt berechnet man die Stérungen fiir den Zeitranm, welcher
die beiden Erscheinungen trennt und bringt die hieraus folgenden Correctionen an die
Ephemeriden fiir die erste und zweite Erscheinung an.

Mit Hiilfe der Grossen: e, — et und 0, — 0, verbessert man dann das urspriing-
liche Elementensystem mittelst der Methode der kleinsten Quadrate. Zuweilen konnen
die Correctionen dessclben so gross werden, dass sich eine Abiinderung der Werthe fiir
die Storungen nithig macht, Dies kann besonders dann eintreten, wenn die Stérungen
in dem Zeitraume zwischen beiden Erscheinungen betriichtlich waren, z B. in Folge
starker Annitherung an Jupiter. In einem solchen Falle bleibt dann weiter nichts iibrig,
als mit dem verbesserten Elementensysteme die Stérungen neu zu berechnen und dann
die Ausgleichung von Neuem zu beginnen.

Was die Berechnung  der Storungen durch mechanische Quadraturen, ,die
speciellen Storungen®, wie man zu sagen pflegt, betrifft, so ist dieselbe im Principe
schr cinfach.

Wie in der crsten Vorlesung gezeigt, treten zn den Kraftcomponenten der Central-
bewegung noch stérende Kriifte hinzu, welche durch die Planeten bedingt sind und eine
allmilige Abweichung des Objectes von der Kepler'schen Bewegung hervorbringen.
Man kann nun entweder berechnen, um wieviel eine nach den Kepler’schen Gesetzen
berechnete Coordinate von der wirklichen Coordinate abweicht (Coordinatenstérungen),
oder aber man betrachtet die Variation der osculivenden Bahnelemente (Variation der
Constanten).
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Man denkt sich also in diesem letzteren Falle alle Balinelemente, welche die wirk-
liche Bewegung osculiren, d. h. in jedem Zeitpunkte die heliocentrischen Coordinaten und
Geschwindigkeitscomponenten des Objectes strenge darstellen, und verfolgt die Aende-
rungen dieser Elemente mit der Zeit. Zur Berechnung der stirenden Kriifte (welche
auch den Ort des gestorten Objectes enthalten) wiire, strenge genommen, bereits die
Kenntniss der Storungen nithig. Da jedoch die Massen der Planeten gegeniiber der
Masse der Sonne sehr klein sind, so geniigt im Allgemeinen eine nitherungsweise Kennt-
niss der Coordinaten des gestirten Korpers, um die stirenden Kriifte mit hinreichender
Genanigkeit zu berechnen.

Die Methode der mechanischen Quadratur giebt nun immer im Voraus geniherte
Werthe fiir die Storungen und also auch fiir den wahren Ort des gestorten Korpers,
so dass wir die storenden Kriifte als bekannt voraussetzen koénnen.

Die Differentialgleichungen fiir die Veriinderung der Stérung in einer Coordinate
oder in einem Bahnelemente nehmen dann die Form an:

%ﬂé— =X oder ‘;—7: = ¥,
wo (wenn man die stirenden Kriifte kennt) X oder ¥ bekaunte Grossen sind.  IHat man
fiir einige #dquidistante Intervalle X oder Y berechnet, so kann man, wie aus den Vor-
lesungen 94 und 95 iiber mechanische Quadratur folgt, X und Y nach Potenzen der
Zeit (des Argumentes) entwickeln, wodurch sich durch Quadratur £ oder 3, nach Potenzen
der Zeit entwickelt, ergiebt. Man kann also, von Intervall zu Intervall weitergehend,
die Grossen £ oder n berechnen und so die Bewegung des Kérpers verfolgen.

Wenn sich das Object einem Planeten, z B. Jupiter, sehr niihert, so ist es zuweilen
gerathen, diesen letzteren Korper als Centralkérper zu betrachten, die Sonne und die
iibrigen Planeten hingegen als stirende. Man berechnet dann fiir den Moment, in welchem
man den Uebergang machen will, die jovicentrischen Coordinaten und Geschwindig-
keitscomponenten und hieraus jovicentrische Osculationselemente, verfolgt dann withrend
einer gewissen Zeit die Bewegung um Jupiter und berechnet schliesslich, wenn sich der
Korper wieder von Jupiter entfernt hat, Osculationselemente beziiglich der Sonne, mit
deren Hiilfe man dann die Bewegung weiter verfolgt. Laplace hat im vierten Bande
seiner Mdécanique Céleste eine Formel fiir den Radius der Wirkungssphiire e¢ines Planeten
gegeben, d. h. fiir den Grad der Annitherung eines Korpers an cinen Planeten, bei
welchem es vortheilhaft ist, den Planeten als Centralkérper zu betrachten.

Die definitiven Bahnbestimmungen gehéren zu den miihsamsten Arbeiten der
Astronomie, allein wichtige Resultate belohnen die ermiidende Thiitigkeit des Rechners.

Die genaue rechnerische Verfolgung eines Objectes iiber lange Zeitriiume hin con-
trolirt die Grundlagen der ganzen classischen Astronomie. Zunichst bilden derartige
Untersuchungen eine Garantie fiir die Richtigkeit des Newton’schen Gravitations-
gesetzes. So haben Asthen und Backlund nachgewiesen, dass der Encke’sche Komet
in der Nihe seines Perihels Widerstandskriiften begegnet.

Auch beziiglich der Planetenmassen ergeben derartige Rechnungen wichtige Schliisse.
Man setzt zu diesem Zwecke die von einem Planeten hervorgerufenen Elementenstirungen
als der Masse desselben proportional vorans und fiihrt so in die Bedingungsgleichungen
noch als Unbekannte die Correctionen der Planetenmassen ein. Auf diesem Wege er-
hielt der uns leider so frith entrissene Hiirdtl eine Jupitermasse, welche ziemlich
merklich von den sonst gegebenen Werthen abweicht. Dieses bemerkenswerthe Resultat
fand seine Bestitigung durch Newcomb’s grosse Arbeit iiber die Polyhymnia, — In
dhnlicher Weise hat man aus den Erscheinungen kleiner Planeten bei grosser Anniihe-
rung an die Erde die Sonnenparallaxe bestimmt.



So  liefern die hier ecitirten und noch viele andere, verdienstvolle definitive
Bahnbestimmungen wichtige Aufschliisse iiber die Fundamentalconstanten des Sonmen-
systems. —

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehen wir zur Darstellung der verschiedenen
Methoden iiber, mit deven Hiilfe sich die speciellen Stérungen berechnen lassen.

Siebenundneunzigste Vorlesung.

I. Encke’s Methode zur Berechnung der speciellen Stirungen
in den rechtwinkligen Coordinaten.

Die einfachste Methode zur Berechnung der speciellen Storungen ist die von Bond
und unabhiingig von diesem spiter von Encke entdeckte, und in grosserem Umfange
angewandte Methode der Storungen in den rechtwinkligen Coordinaten.

Man betrachtet die Bewegung in erster Anniherung als eine Kepler’sche und
bestimmt die Abweichung der wirklichen Bahn von der ungestérten in den drei Coordi-
naten. Seien also 2% #»° und 2° die ungestorten, der Kepler’schen Bewegung ent-
sprechenden Coordinaten, und &,  und { die Stérungen, so sind in jedem Augenblicke
die drei rechtwinkligen Coordinaten z, ¥ und z des Korpers gegeben durch:

=2 4 &
y=19 + 1
5=+
und folglich ist auch:
@x  @@av | d2E
iz~ der T ae

d*y _ d*y* | d'ny
ag — de U oae
a2z arz0 | d2f
ar = ao T aw
Die elliptische Bewegung wird dann nach den ersten Vorlesungen von Abtheilung T
durch die folgenden drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung charakterisirt:

d2z® k(1 4 m)a®

’ “ M o
di? o
a2 y° I2(L 4+ m)y°

49 LAl T 113 = =0
an "(:'1 2 (l)
@2 R 4 m)a

e At T — 0
a7 T .

in denen k? die Gauss’sche Constante hedeutet, wobei:

2 2 2 2
ro =2 + 0 + 2
ist.
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Denkt man sich jetzt als dritten Kérper einen stérenden Planeten, der sowohl auf

die Sonne, wie auf den gestérten Plancten einwirkt, dann sind die Differentialgleichungen
der gestirten Bewegung: '

dx B 4+ m)yr
et o =X

d?y (1 + m)y ;
dait? ¥ = X ( )
déz | k(1 4+ m)z
@ —F
wohel:
S [ 1
X = m}? (‘x—“—:c — 3/'_’)
e 1’
L 1
Y = mi2 (3_'_—'! 1 . == yi!)
o rl

v
&}
-

gl —

R, § 1 [t SRR

A= mk ( o ,-13

die nach den Coordinatenaxen zerlegten stirenden Krifte bezeichnen, so genommen,
dass sie die relative Bewegung des Planeten um die Sonne bestimmen, wenn man sie
nur an den gestorten Planeten angebracht denkt, und dabei ihre Richtung in der Art
gewihlt ist, dass sie die Coordinaten vergrissern. Es bezeichnen also «, y, » die wahren
heliocentrischen Coordinaten des gestérten Planeten, z° y% 2° seine ungestirten Coordi-
naten und 2, 1, 21 die heliocentrischen Coordinaten des stérenden Plancten. Mithin ist:

o= (1 —2) + (B — )P + (0 — 2

w

2 2 2
rt =z 4+ 1 + 2,
Dureh Subtraction der beiden Gleichungssysteme (I) und (1T) ergicht sich unmivtelbar:

dazg R . z° x

I = X+ k(1 4+ m) {r““ - :3:

d’n , oy

FIp = ¥ 4+ k2 (]_ e m) {run — :‘} "I N (]l])

2L s (2 _ =)
T e Z 4 k(1 + m) Lo

Die Masse m des angezogenen Planeten oder Kometen ist dabei in den meisten
Anwendungen auf unser Sonnensystem gleich Null.

Mit der Aufstelling der ifusserst einfachen Gleichungen (III) ist die Grundlage der
Encke’schen Methode gegeben.  Will man die stérende Einwirkung mehrerer an-
ziehender Korper beriicksichtigen, so tritt in denselben neben dem crsten Term noch ein
dihnlicher mit m®, 23, 4@, @ auf, w. s. w.

Um die Methode anzunwenden, geht man von einem Osculationselementensysteme fiir
cine bestimmte Epoche aus, Dasselbe muss die Beobachtungen in der Nihe einer
gewissen Epoche (der Osculationsepoche) moglichst gut darstellen, mindestens iiber einen
Zeitraum von einem bis drei Monaten. Man nimmt dann in der Mitte dieser Zeit eine
Osculationsepoche an und setzt voraus, dass die Elemente fiir den betreffenden Zeit-
moment die Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten des gestorten Korpers strenge
darstellen, oder die wirkliche Bewegung ,osculiren®.
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Da sich die Stérungen gewdhnlich erst nach Monaten fithlbar machen, so hat man
in der Wahl der Osculationsepoche einen ziemlichen Spielraum. Nun geben die astro-
nomischen Jahrbiicher die Coordinaten der Planeten (nebst mehr oder weniger zuver-
lissigen Angaben iiber ihre Massen) fiir gewisse Intervalle, z B, von 20 zu 20 Tagen,
von einem gewissen Datum ausgehend. Man setzt also die Osculationsepoche fiir einen
dieser Tage fest und wiihlt als Integrationsintervall 20 oder 40 Tage, um sich die Inter-
polation der Planetencoordinaten zu ersparen.

Gewdhnlich gilt ein Intervall von 40 Tagen fiir die Berechnung der Stiérungen fiir
ausreichend. Im Falle grosser Storungen muss man jedoch mit Intervallen von 20 Tagen
oder noch weniger rechnen. Will man die Einwirkung mehrer Planeten beriicksichtigen,
so muss man fiir alle dasselbe Integrationsintervall zu Grunde legen. Hierdurch geht
dann aber ein grosser Theil der Kiirze, durch welche sich die Encke’sche Methode
gegeniiber den beiden anderen, im Folgenden zu besprechenden Methoden der speciellen
Stérungen auszeichnet, verloren,  Auch aus anderen Griinden, die wir spiter kennen
lernen werden, ist man mehr und mehr davon abgekommen, die Encke’sche Methode
fiir umfangreichere Arbeiten in unserem Sonnensysteme anzuwenden.

Um so niitzlicher erweist sie sich, wenn es sich nur darum handelt, die Bewegung
eines Objectes unseres Sonnensystems fiir einen kiirzeren Zeitraum, z B. wiihrend einer
cinzigen Opposition zu behandeln.  Einer besonders hitufigen Anwendung erfrent sich
die Encke’sche Methode in rechnerischen Untersuchungen iiber das drei Koérperproblem.
Hier; wo man noch obendrein die Bedingungen des Problems vereinfachen kann, indem
man z B. die drei Korper in eine Ebene legt, leistet die Encke’sche Methode zur
Aufsuchung periodischer Losungen, Behandlung von Stabilitiitsfragen w. s. w. ganz Ausser-
ordentliches. Die rechtwinkligen Coordinaten, welche sie gleichzeitig giebt, erlauben
unmittelbar eine graphische Darstellung der Bewegung.

Der Anwendung der Encke’schen Methode geht naturgemiiss die Berechnung der
Coordinaten z', y' und 2! des storenden Korpers fiir gewisse Epochen voraus. Wenn es
gich um Avwendung auf unser Sonnensystem handelt, pflegt man die rechtwinkligen
Coordinaten auf die Ekliptik zu beziehen.

In friitherer Zeit wurde die Encke’sche Methode, wie gesagt, ofter angewendet
und man hat daher Sorge getragen, dem Bahurechner soweit als moglich entgegen zu
kommen,

So enthilt die erste Publication der Astronomischen Gesellschaft die rechtwinkligen
Eklipticalecoordinaten aller Planeten ausser Mercur von 1830 bis 1864. Dieselben stiitzen
sich auf iltere Tafeln der Planeten, so » B. fiir Jupiter auf Bouvard. Die sechste
Publication der Astronomischen Gesellschaft enthiilt die Coordinaten von Jupiter nach
Bouvard von 1770 bis 1830. Von 1770 bis 1843 hat ferner M. Coniel die Jupiter-
coordinaten nach Leverrier im DBulletin astronomique gegeben. Endlich hat Méller
in den Astronomischen Nachrichten die Coordinaten Jupiters von 1843 bis 1878 nach
Leverrier berechnet. Fiir die Gegenwart ist man gendthigt, sich die Coordinaten der
storenden Massen selbst zu berechnen. Die Astronomischen Jahrbiicher geben jedoch
fir gewisse Tage im Jahre die heliocentrischen Eklipticalcoordinaten der Planeten:
nimlich die Liinge 1, die Breite b und den Radiusvector r.

Man hat dann ganz einfach:

xl = r1 ¢cos b cos 1!
Y1 = »! cos bl sin I
gl = rl gin bl

Diese Angaben bezichen sich anf das mittlere Aequinoctium des Anfanges ecines
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Jahezehnts, so dass man im Allgemeinen beim Uebergange aus einem Jahve in das andere
das Coordinatensystem nicht zun wechseln brancht.

Man rechnet damn die Bahnelemente des gestorten Korpers anf den Anfang des
betreffenden Jahrzehnts um, auf den sich auch die Planetencoordinaten bezichen. Iier-
auf rechnet man mit den so umgeformten Bahnelementen die rechtwinkligen Ekliptical-
coordinaten % y% 2° des Objectes nach den Formeln:

20 = rlq sin (A + @ 4 oY)
Yy = rb sin (B + @ 4+ »9)
20 = ri¢ sin (@0 + oY),

worin indess die Grossen a, b, ¢ und A, B nicht die eigentlichen Gauss’schen Constanten
repriisentiren, sondern durch die Formeln:

asin A — cos Q
aeos A = — sin §4 cos i
b sin B = sin £
bcos B =— cos 5§ cos i
t — T

gegehen sind,
Die Grossen 2%, »° und 2% berechnet man fiir dieselben Epochen, fiir welche die
Coordinaten des storenden Korpers gegeben sind.

Nuach diesen Vorbercitungen kann man nun daran gehen, aus den Gleichungen
(I11) die Gréssen &, 5 und & durch mechanische Quadraturen zu ermitteln. Ueber das
diesbeziigliche Verfahren schicken wir zuniichst cinige allgemeine Bemerkungen voraus,
um  sodann die rechnerische Zurichtung, durch welche Encke die Auflisung der
Gleichungen (1I1) durch cine Tafel wesentlich erleichtert hat, in Encke’s Original-
darstellung anzuschliessen.

In den rechten Seiten der Gleichungen (1), die man zu dem genannten Zwecke
als bekannt voraussetzen muss, treten ja die wahren Coordinaten o, y und 2 des gestorten
Korpers auf.

Man miisste also schon & 5 und € kennen, nn
v+ &
¥+ 0
— 0 L g

£

=
LI

Ty

berechnen zu kénnen.  In den ersten Gliedern der rechten Seite der Gleichungen (11T)
hat dies weniger zu bedeuten.  Diese Glieder sind wegen des Factors m (dler Masse
des storenden Korpers) immer sehr klein und es wiirde daher zu ihrer Berechnung
schon eine ganz rohe Kenntniss von &, n und § geniigen. Man neunt diese, fiir
Anwendungen auf unser Sonnensystem leichter zu berechnenden Glieder die ,directen
Glieder“,

Grissere Bedeutung haben die zweiten Glieder auf der rechten Seite der Glei-
chungen (I11), welche als Factor die Sonnenmasse enthalten.  Dieselben sind bei den
gewdhnlichen Anwendungen weit grisser als die ersten und miissen daher mit genaueren
Werthen von &, p und § berechnet werden. Man nennt diese Glieder die ,indirecten
Glieder®,

Nehmen wir im IHinblick auf die voransgehenden Darstellungen der mechanischen
Quadratur an, dass sich die mechanische Quadratur bereits im Gange befinde, so ist
allgemein:

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 71
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w4+ im

H(f)d!*—mzl" ((aTam)+ ”f(u + iw "".’:1_6 (e aco)-l

und in vorliegendem Falle f/ beziehungsweise gleich:
dz¢ dzq  d2¢
atr’ der’ di?
Man behiilt nun als Variable nicht die Zeit (gemessen in mittleren Sonnentagen)
bei, sondern nimmt als Zeiteinheit das Intervall, z. B. @ mittlere Sonnentage an, hat

also allgemein:

t n@ -+ const.

oder:
di = wdn
und somit:

w + o
jj'(-nca + const.) dn? = "f(a + i) + %f{f! + iw) — %ﬁf”(‘! +ie). ..

Man berechnet also: :
a2 d?
el
und integrirt diese letztere Grisse.
Zu diesem Zwecke braucht man nur in den Gleichungen (I11I) % ® an Stelle von &
oder k?®@? an Stelle von k? zu setzen.
Die Grundgleichungen werden dann:

g = Wotm [0 “,TJ AR +’"J{“*§1
d*v;_h 2 1{""'l Y\ k@2 (1 LA
dn? e 9 31 el m)i :] (19}
a§ (&' — & Fa z|
= k2o?m! K2e2(1 4 2
i @2 m l 93 ’l + 0 ( 'm) l,o .,-"I

und auf diese Gleichungen, in denen die Zeiteinheit mit dem Intervalle identisch ist,
hat man einfach nun die Formel:

a + fw
[[romman =1 + i0) + 55+ 1) — g @ + o)
ﬂ 2
anzuwenden, wobei f(a + ¢®) beziehungsweise gleich e, d—ﬂ oder d_§ ist.
dn?’ dn? dn?

Wenn sich die mechanische Quadratur bereits im Gange befindet, so ist iiber die
Anwendung der Gleichungen (1V) nicht viel zu sagen. Man sieht aus denselben, dass man
£(a + i@) angenihert bereits kenmen muss, wn den strengen Werth von £, und §
durch die doppelte Summirung zu erhalten. Bei derartigen Rechnungen ist es indess
fast immer leicht, die Werthe von &, n und £ mit hinreichender Genauigkeit im Voraus
zu schitzen. Zu Anfang einer mechanischen Quadratur sind die Anfangswerthe der
ersten und zweiten Summenreihe unbekannt, sowie die Storungen.

Man setzt dann in erster Niherung die Storungen gleich Null und berechnet unter
dieser Voraussetzung die Werthe von:

s (O und ﬁ;

ae’ de d (2

etwa zwel Intervalle vor und zwei Intervalle nach der Osculation.
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Fillt die Osculationsepoche mit einer der Epochen fiir die Differentialquotienten
(a) zusammen, so bestimmt man die Anfangsconstanten der Summenreihen nach den Formeln:

- 1 - (e 31 i

f(0) =— 5/0@) + 355°0) — so567 @ ---
y 1 . e n o, 191
fla — 50) =—5f(a0) + 3/ (@ — 55 /@) + g @ - -

Die Quadratur vollzieht sich dann nach der Formel:

4 3w

‘ ‘j(z) dr? = "f(a + iw) + -1%)‘ (¢« +7i0) — ﬁ M+ iw)

31 . .
- 6_048“'; (a +iw) ...

Fillt hingegen die Osculationsepoche in die Mitte zwischen zwei Epochen a — @ und a,
fiir welche man die Differentialquotienten berechnet hat, so wendet man die Formeln an:

@) = g7 (@ — ©) — grio 27" (@ — ©) + /" @)

367 0 e AL
+ geres0 3 (@ — @) +2/7()] ...
e . iz 1 . S b 367 ., 1
fla =30 =—g /(=30 + e/ = 39 —gereso @3-
P i ] 1
| |rman =7 + o) + s+ o) — g @+ ie).

Sind fiir die ersten Intervalle verbesserte Werthe von &, 7 und § bestimmt, so
kann man mit denselben die Differentialquotienten noch eimmal berechnen und so noch
genanere Werthe fiir die Stérungen ableiten.

Gewohnlich aber geniigt es bei der Berechnung der Differentialquotienten fiir die
ersten Intervalle die Storungen gleich Null zu setzen. Sowie eine gewisse Anzahl Werthe
von & n und § erhalten werden, bildet man ihre Differenzreihen, um sich vor Fehlern
bei Anwendung der mechanischen Quadratur zu sichern. Es ist stets zu empfehlen, sich
durch Bildung der Differentialquotienten davon zu iiberzengen, dass die Werthe von §

und ﬁ fiir die Osculationsepoche wirklich gleich Null sind, damit nicht gleich in

der Grundlage der mechanischen Quadratur ein Irrthum bestehen bleibt.

Nach diesen allgemein orientirenden Bemerkungen gehen wir dazu iber, die Grund-
gleichungen (I1I) rechnerisch so umzuformen, dass ihre Integration durch Anwendung
einer Tafel erleichtert wird. Wir folgen dabei der Originaldarstellung von Encke;
indem wir zuniichst die Regeln der mechanischen Quadratur mit Encke in Kiirze dahin
zusammenfassen, wie sie bei Anwendung auf den vorliegenden Fall des Gleichungs-
systems (III) oder (IV) gebraucht werden.

(A

Soll J.dx_" f(z)dz gefunden werden, so bestimmt man fiir verschiedene Werthe
1

von x, die eine arithmetische Reihe erster Ornllfung bilden, die numerischen Werthe von:
fla)y, fla+ @), fla + 20)...f(ac + no)

Das gewithlte Intervall @ darf nicht zu gross sein, um keine allzu miihsame Verbesserung

der spiter vorzunehmenden Summation néthig zu machen, aber auch nicht zu klein, damit

71*
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man nicht zu viele Werthe zu berechnen hat. Die Grenzen b und 1! miissén innerhalb
a und a + no licgen. Doch ist es nicht nothig, dass sie mit cinem der berechneten
Werthe zusammenfallen. Da aus den auf einander folgenden Werthen f'(a) bis f(a + n )
irgend ein Werth durch Interpolation gefunden werden kann, der dem j'(b) oder f(bY)
entspricht, und eben dasselbe auch bei allen aus der Reibhe f(a) bis f(a + ne) ab-
geleiteten Werthen, sofern sie fiir eines der Argumente a his « 4+ n@ gelten, statt-
findet, so wird man immer den Anfangswerth oder Endwerth des Integrals durch Inter-
polation finden konnen, wenn man ihn fir mehrere der Argumente a bis a 4+ no hat.
Indessen wird man auch bei der Auswahl der Werthe a bis @ -+ no es so einrichten
kinnen, dass einer oder cin Mittel aus zweien mit den Grenzen iibereinkommen. Hier

: ; 1 : i
werden wir deshalh annchmen, dass die Anfangsgrenze anf a 4 - @ trifft, die Endgrenze

: s 1
anf @ 4+ i@ oder a - (, 4 7) .

Fiir die Integration bedarf man der ersten, zweiten ete. Differenzen der Grossen
f(a), f(a + @) ete. Werde dic nte Differenz durch i bezeichnet, analog den Differen-
tialquotienten, und werde, um anzugeben, zu welcher Stelle sic gehirt, das Mittel der
beiden Argumentenwerthe, aus deren Differenzen sie hervorecht, dem /4 hinzugefiigt, so
dass also:

S+ @) — f(a) :‘,‘;'.(u ' ‘_im‘)
fo (r.‘ it _li m') — (” % t-)‘) — {” Low)

(a) cte.,

1]

; ::(” } _.JGJ) —_f.:,l(ﬂ -+ w) '-:_,“:J”(H | -

so wird sich das folgende Schema bilden:

Argument Function I. Differenz IT. Differenz 111. Differenz
1" .
O s apmmmen ® A0 [ So (rr - % m) Jo (@ f::l(rf e ; m). ..
a S f(a | [ (a w :
+ld ‘{l‘ +W) .,5(”_'_%“) -ﬂ{ + ) .-',Lu ”_}_:_fm)_“
a+2w. .. flt 4+ 2w) | | Sy (e 4 2w) 'r;

(e + ) 1 (a4 g o)

ﬂ+3w. o J'(ﬂ' +5w) i f:;(u—l—:%m)

Ebenso bedarf man aber auch der summirten Reihen fir die Integration. Man
bezeichne die erste summirte Reihe analog den Differenzen durch 7, mit Hinzufiigung
eines Argumentes in demselben Sinne wie bei den Differenzen, so dass also:

S (e + w)+ffu(a+% ) = ffu(rf —L-;:w)

Yol + Yo (a +

: w) = ") (a + w)

2
" 10 1 :-] 1y i
fola + @) + i (a + 35 co) = "/ (@ + 2@),
weil namlich: '

Vo @+ 20) — U (0 + ©) =y (.ﬂ ! %w)s

\ 4

so wird sich ein zweites Schema bilden:



Argument Funetion I. summirte Reihe II. summirte Reihe
|
B s o e 3 S() i (u . ) o (1)
5 2
1 B e a 4= w) " (nt w)
+ w fla+ v p(o+ 3 o) )+
a4 2w, . Sla + 2w) : ( i 5 ) A (0 1) S
ol ]
4 3w. . . fla 4 8w) | 4 "ol 4+ 3w) -+«

Es bedarf dabei jede summirte Reihe eines Anfangswerthes fiir irgend ein
Argument, iihnlich wie das Integral einer Constante bedarf.

Mit Hiilfe dieser beiden Schemata lisst sich das einfache und doppelte Integral
von f(z) durch mechanische Quadratur folgendermaassen bestimmen :

v e : 1
o, die Endgrenze a - (r + _)) ®. Man setze

1
T

Es sei die Anfangsgrenze a -+

in der ersten summirten Iieihc'

” AT e 1
€ = — ,,_1 fu( + Ew) T 5760 Jd (‘u L Em)

i i 1
an die Stelle von 'f, (u = &% w) oder:

1
0 = f,‘].(n + = m).

und in der zweiten summirten IReihe den Werth:

17 . = 3
C, = + }l—if (a + @) — - T I-,"“,',' (a + @) + £ (a)] - - -

A
)

an die Stelle von " (@) oder:
C, = !.If;l (a),

und bilde damit die Tafel beliebig weit fortgesetat:

Argument IFunetion . I. summirte Reihe | II. summirte Reihe
L Ll v ] C — n ;'
“ J(@ !( =% (tt + 2 r.u)J| “’ Jo (@)
ST @
“+w | f( +"") | ‘fu \'I+%m) fu{“+"’)

a4+ 2w, ., ., fla + 2w) | 5 (e 4 2 w)
b (u + = tu) ‘
a« + 3w. .. fa 4+ 3w "fo(e + 8 w)

so wird das erste Integral:

« + (f + l) w
J..f-('x)cfx — {b"u l« 1 (1' + é) w] | ﬁf{, [u { (,‘ L 2) ]

1
4 —w 17 m - l
2 —= “’hOJ‘” [ﬂ ] (\; _|_ ‘} ]] v e

und das Doppelintegral :
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a + (i' + %) m

def{.r}d.r — w'*{% (7o(a + io) + "hla + (G + 1) @]}

a +':1TI'J o l_ {j( 1 ‘«'.GJ) _+ f[ﬂ + (. + 1 -
- 48 & = S i ) o]}
1” Sl = e a1 .
- fitifiu (foi'l@ + iw) + fi'la + (P + 1) wll} S

Bliebe dagegen zwar die Anfangsgrenze, aber fnderte sich die Endgrenze in
a + i@, so wirde:
a4 iw

und das Doppelintegral:

a4 fw

| dx J f(@)dz = w? {'f,ﬁ, (a + io) + l—l;z-j'((: + iw) — 2;-0 N (a + fm)} e
a + EU

Bei der Integration der hier vorkommenden Grossen ist die Zeit das Argument.
Wird deshalb das Doppelintegral bis zur Zeit a 4 i© verlangt, so werden fiir dieselbe
Zeit die Funetionen "/ (a + i@), f(a + iw), fi' (¢ + i©) gebildet werden miissen,
wobei namentlich:
i\ @ drE
fla 4+ io) = T
wenn die erste Differentialgleichung als Beispiel gewiihlt wird, eine Grisse, welche die
Kenntniss von &, %, { schon verlangt. Indessen wenn keine ausserordentlichen Fille vor-
kommen, so werden die Briiche 11—2 und — ﬁ,
grals f (a 4 i®) und /' (a + i@) multiplicirt sind, eine falsche Annahme fiir diese Werthe
nur in geringem Maasse einwirken lassen. Man wird, wenn man bis zu f[a + (i — 1) @]
die Rechnung strenge durchgefiihrt hat, aus dem Gange dieser Function bis zur Zeit
a + (i — 1) o, einen nicht ganz unsicheren Schluss auf ihren Werth / (¢ + i®) machen

mit welchen in Ausdriicke des Inte-

1 - - - . T
kénnen, und der Factor — wird wesentlich beitragen, den Irrthum zu verringern. Noch

12
mehr findet dieses bei /' (a + i®) statt. Der Werth aber, von dem hauptsiichlich das
Doppelintegral abhiingt, "/, (¢ + i®), ist an sich schon durch die fritheren Rechnungen
bis zur Zeit a + (i — 1) @ gegeben, weil:

Yola + i0) = Yila + (G — Dol + %o+ (i—5) o]

="la+ (= Dol + %ot (i—3F)o] + 70+ —1) al

Hat man also alle Grissen bis zu f|a -+ (i — 1) @] strenge gegeben, so hat man
es in seiner Gewalt, fiir f (e 4 i®) cinen so geniiherten Schitzungswerth zu erhalten,
dass man mit Sicherheit hoffen darf, wenn man diesen Nitherungswerth verwendet, um
die rechte Seite der Gleichungen numerisch zu berechnen, es werde eine kurze, indirecte
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Rechmung zum Ziele fiihren. Mit dem Niherungswerthe fiihrt man die Integration aus,
und mit dem geniiherten Integral berechnet man die Correctionen, welche in jjj‘xd.r:’
vorkommen, um die genaueren Werthe des Integrals zur Berechnung des zweiten Differential-
quotienten zu erhalten. Man schreitet auf diese Weise von Intervall zu Intervall vor.
Aus fla 4+ (i — 1) @] findet man 7 (¢ + i®), aus diesem f[a + (i + 1) @] w s w.

Fiir den Anfang der Reclmung, d. h. fiir f(«) und f(a 4+ ©@) nimmt man zuerst
En & = 0 und findet daraus f(¢) und f(a + ®) genithert, woraus sich (;, ¢; und
C, + O, ergeben. Die Integrationsformel, auf diese fiinf Werthe angewandt, giebt dann
die Grossen f(a) und f(a + @) strenge, und von diesem Anfange an schreitet dann die
technung in ganz gleichmiissiger Weise fort.

Die erste Rechnungsform, die hier vorgeschlagen werden kann, wird sich deshalb
so anfstellen lassen.

In dem Ausdrucke von X, Y, Z vernachlissigt man einstweilen den Betrag der
Storungen, welehe bei dem gestorten Planeten 20 in # verwandeln und da 2y iy & strenge
Lekannt sind, ebenso auch 29 y° 2° fiir jede beliebige Zeit angegeben werden kinunen,
go wird man:

' ]
r — z0 &
X = w'l2 ( —— —
3 .
o' r

Y = w'k? yr =g i)

3 ]

90

v

'r" —_— 0
7z = w'k? ("7 = —-'i,-—)
X pu.l 1"3_

92 —_ (x' N xo)a + (y’ o 30)2 J- (3' —_— 30)1'.
fiir alle Zeiten a, ¢ + @, a + 2@,...a + no berechnen konuen. Der Fehler, der
aus der Substitution von z° statt @ entsteht, ist in der That bei diesen Kriiften ungemein
wering, da er von der zweiten Potenz der Massen herriihrt.

Fiir den zweiten Theil der Gleichungen (5):

wobei:

z¢ z Y y 2° z
) 3 3 3’ 3~ T a?
ro A Y

~

F 5 - . x0 0 20
kann man, wenn & #,¢ klein sind, das erste Differential der Grissen — —'1-,1, — cin-
y0’ ro' y0

fiithren. Es wird:

z __ a £ 82° & 0
Zha i
i ] r
¥ ¥ + . 39 a0

i o o 0
2 20 ¢ 30
—_—— e, My S R 0
3 = 0¥ + 0? o or L

) 7 r

wenn:
]

. x Y E
0rt = 'ra‘g -+ ol t =55

und folglich:



k(1 4 m)(

;0 E AN Po " k2l 4 m)
3 ?-:s) = (" 0 g) 4

p0 7! v
i o /R oy k(1 4 m)
62 (1 = —— i R 5 - —_— —
k(1 4 m) (,.u“ -r"') (o i 9 1}) "

B+ m)(’% = ’) - (:—: J“ or — ;)Jf-(-l——f—”—')—

r 3 r“

Die Gleichungen werden folglich, sobald man auf dem oben angezeigten Wege
einen Nitherungswerth fir & #, { erhalten hat, er mige mit &, #,, & bezeichnet werden,
in der folgenden Ovdnung in Anwendung kommen. Zuerst berechnet man:

: xf y° 20
0rt = 70 & + yo Mo -+ 0 £,
findet damit:

d? £, . — & a's (L 4+ m) g,
di? = ' I? (_ 3 === ',.J:a) Tt 2 ("’ ’

&

2 iy — g0 ! 2 (1 - 0 \
d M — " k2 (_’; :‘.rn'__'“y_ i E_'_{_]_t_iﬁ}(:ju_aru — ’}”)

di? ot r's o i
argy, =2 F 4 BA+m), L., \
qe = w'k (_ 9"3 — —— "';_1) + _—;{;T__" (-! "—“' ort — gu)

nnd  dureh Anwendung  der Integralformeln auf diese Zahlen ein Integral &, 3y, &,
welches zuverlissig schon nither der Wahrheit kommt als &, %, und §. Eine Wieder-
holung derselben Operation wird die genauen Werthe & 5, £ geben, wenn man &, 3y, §
statt &, o, § einfiihrt.

Man kann auf diese Weise durch alle Intervalle a bis « 4 no dic Rechnung
durchfiihren.  Allein die strengste Genaunigkeit wird man dabei nicht erveichen.  Denn
cinmal sind die Grissen X, Y, Z nicht streng richtig, weil £, 9, £ bei ihnen vernach-
lissigt sind.  Dann aber wird bei grosseren & 5, £ das erste Glied in der Entwickelung

1 L
von %: — -’%, iﬁ; — ii, z_’i —- -’%, nicht mehr ausreichen.  Wollte man deshalb auch

» ro r?
die ganze Rechnung noch einmal durchmachen fiir alle Intervalle, und mit den jeden-
falls sehr geniherten & n, § die Werthe fir X, Y, Z verbessern, so wiirde man doch
wegen der nicht vollstiindigen Strenge der Annahme, dass:

Xy x a e % L

4 b 3
)0 ¥ i

Yo Yy a3 1
2o = = Or — —
ru:; ri ( y0 ' ’]-) ru:'.

2° Z & L |
2520 _g)L
e e 0 o3
y y r

die ganz strengen Werthe nicht errcichen.

Den ersten Mangel, dass die Werthe von X, Y, Z wegen der vernachlissigten
&, n, § nicht genau sind, kann man dadurch beseitigen, dass man die Werthe von X, Y, 2
nicht auf einmal fiir alle Intervalle berechnet, sondern bei ithnen ebenso wie bei den
BE dtq 4§

—[—d-t-gl, 0 di immer von Intervall zu Intervall fortschreitet und jedesmal

Daten fiir
wten fiir 7T
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in X, ¥, Z die crsten geniiherten Werthe &, 1y, §, einfiihrt. Bei diesen Kriften werden
die genitherten Werthe vollig ausreichen, weil der Factor m' in unserem Sonnensysteme
immer kleiner als 0,001, bei einer etwas sorgfiltigen Beriicksichtigung der Mittel, die
man hat, gleich zuerst der Wahrheit sich zu nihern, den etwaigen Mangel véllig un-
merklich macht. Man fiigt folglich den im Voraus berechneten Werthen von 29 y9, #£°
jedesmal das zum niichsten Intervalle gehorige &, 7o, § hinzu. Die Rechnung wird
dadurch allerdings weniger angenehm, aber man hat auch den Vortheil, eine véllige
Strenge zu erreichen.

Der zweite Mangel wiirde sich beseitigen lassen, wenn man statt der Differential-
formel die eigentliche Form:

20 x y° i 20 4
3T . TF  ge? 3T 5%
0 r 30 r 70 r

beibehielte. Diese Art der Ermittelung der numerischen Werthe wiirde indessen sowohl
ungenau, durch die Differenz zweier nicht sehr verschiedenen Grossen zur Erhaltung
eines kleinen Werthes, als auch wegen der nachherigen Einfiihrung der verbesserten
Werthe von &, 7, §{ zu weitliufig sein. Eine bequeme und nicht sehr ausgedehnte
Tafel wird diesen Mangel vollig beseitigen. Schreibt man nimlich:

k(1 4 m) (x—o — i) - ’i(l_:ﬂ‘) {(1 — r—03> xr — g}
r°s 3 03 ri

=
3
vy _BA+m e |
k2 (1 m il s — ;
B ( + )(,.o"' fs) ri:l3 rd y 1}]
A 2 k2 (1 4 m) ro’ ]
;2 - _——— | = £ _ _— .
k2 (1 - m) (,.o“ rs> e 1~ = L 5[
. o’ . .
so lisst sich 1 — 7 durch eine Tafel streng ﬁndlen, ohne dass die Einfithrung ver-

besserter Werthe fiir &, ), §, cine zu grosse Weitliufigkeit machte. Denn da:

=" 4 220F + 2900 + 26 + 8 + 0 + 8

so wird:
1 1 1
, (#+g8)e+(e+gn)n+(o+70)e
L= 14 2 - ’
2 2
r0 e
Sei:
1 1 1
m°—|—§§ ﬂ“'l‘?j"? z°+§-§
- £+ — s ————if =,
’pﬂ .ro rﬂ
80 wird:
2
r
3
r0 —3 3.5 .50 3.5.7.9
—_ = 2 — = N R o e r—— "lcl
7 =+ l=8gtys@—1eag t1ron3s"?

Setzt man daher:
b 5.7
= 8. —_— -
so wird:
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" k2(1+m)(——i = B0 e — ¢

0
auf welche Weise das Glied fg¢ den durch Differentiation erhaltenen Factor 3 g:;—
¥

streng ersetzt.

Die dazu néthige Tafel fir f mit dem Argumente ¢ ist in der Ausdehnung von
— 0,030 bis - 0,030 aunf sicben Decimalen im Logarithmus berechnet und als Tafel XVII
im Anhange aufgenommen. Wahrscheinlich wird diese Ausdehnung fiir alle Fille
geniigen. Denn da ¢ nahe dem Incremente des hyperbolischen Logarithmus von r
durch die Stdrungen gleich ist, so wird dem Werthe von ¢ = 0,030, bei dem mittleren
Werthe des r fiir die kleinen Planeten etwa 0,08 in der Storung des Radius vector
entsprechen, die wohl zuniichst nicht eintreffen wird. Die Tafel ist iibrigens nicht
unmittelbar nach der Reihe, sondern nach dem durch die Entwickelung nach einem
Kettenbruche erhaltenen Niherungswerthe berechnet:

o 1 -+ q
ot
1—f— q + z q"
bei welchem der Fehler im niichsten Gliede der Reihenentwickelung 8 < — -7% qt

betriigt und hier keinen merklichen Einfluss mehr dussern kann, Die Formel, nach der
die f-Tafel gerechnet, ist also folgende:

. 5 5.7 5.7.9 5.7.9.11 |
— RN Bl 4 2 S e ST
;_3P 3l 1t 38”5344 T 95343 ¢ |
wobei:
1 1 1
2+ 5§ y+ 5 s+ 5 ¢
= st s — 4T == {
rO f-lJ rU

Stellt man hiernach die strenge Berechnung der Storungen zusammen, so wird sie
die folgende sein:

Fiir die verschiedenen Intervalle a, « + @, a + 2@, a + 3@, ... (a + ne) be-
rechnet man die elliptischen Coordinaten z% y9 2% r% sowie die des stérenden Planeten
'y oy 2, ¢ Man bildet dann fiir den nichsten Ort nach dem schon berechneten

1 .
20 + £% y° + 19 2° - £°, sowie 20 | 7}5”, y' -+ »;;—-73", 20 - EC"; und berechnet mit
diesen Werthen zuerst:

X =l —2—8_ o)
903 ,-"SI
Y=mi.:*ly’_y“*#"i _31.}
Q° w2
—— Y
St l 9“ ﬁ}’
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wo'!
2
o = () — ot — B () — 0 — ) (¢ — 0 — L
Bei diesen Werthen braucht man nur die einfache Zahl in der zweiten summirten Reihe

zu nehmen, oder hichstens, wenn man von a + (i — 1)@ auf a + i@ iibergeht,
die Zahl:

i . 1 1

"+ i) + 5 fla+ @ — 1) o)
Man bedarf niimlich gewdhnlich hier nur bei £°, 49, §° der Werthe bis auf fiinf Deci-
malen, und wenn man die Storungen selbst bis zur siebenten Decimale berechnet, so

wird bei schicklich gewiihitem Intervalle @ die Correction von "f; (« - {@) nur auf die
sechste und siebente Decimale fallen. Ebenso bildet man aus den unter einander stehen-

den Zahlen z0 und £°, »° und %°, £° und §° die Werthe z0 4 -:la— £, 90 4+ % 7%
20 4 —é— €.  Auch diese werden keiner spiiteren Verbesserungen bediirfen. Man be-

rechnet dann:

1 1 1
a4+ 2".5" '+ 5n° 2+ 56
g =——F—%&+ 3 7 + %
0 ro o
wobei man nach dem Gange der Funetionen f(a 4 n®) bis zu » =i — 1 hin, oder

dzE dry d*§
att’ de’ de
Werthe zu ermitteln gesucht hat, nimmt aus der Tafel den zugehdrigen Werth von f
und erhiilt damit die Werthe:

B e+ oy — ol =0 G2
(1 4+ m)

y0

fiir die Multiplicatoren £° 5% £% die mdglichst geniiherten

der Grossen

I

[fa(sﬁ’ + ) —'?°J T

it {fQ(z“ +69 — §°] —5. 2L
’-U

Die Summe dieser Grossen mit X, ¥, Z giebt die zuverlissig schon sehr geniiherten
arE d'*n da*§
ae’ dir’ d®
Grosse erhaltene Doppelintegral:

1
"f (a +§°’)+ﬁf(“+i)__§i_0 i (e + iw)

Werthe von , oder die Grisse f(a + i@). Das vermittelst dieser

wird schon bei der ersten Wiederholung die der Wahrheit villig oder so gut wie vollig
entsprechenden Werthe & %, £ geben, mit denen man die Rechnung von ¢ an wieder-
holt und dann keine merkliche Aenderung mehr finden wird.

Die Anordnung der Rechnung, welche Encke am bequemsten scheint, ist die folgende.
Auf zwei neben einander stehenden Seiten werden, nachdem z° »° 29 1%; 2, o, 2/, '
berechnet, in einer verticalen Spalte unter einander geschrieben:

72%



1. 11. 1 11
t | 4+ diw 4 7w t @+ {w 4w
a° 1 log 28 — 2 “qx
I:u | e 7] t“) ) i jl‘{'
* log - log ——= ;
. o - oS
o log &° ! [ €os | f".i'u_ff
¥ - 9 1 sin | i
) .
' ¥+ ;]‘, U faz
= = 5 !
b log —— log o ¢
= g _ log ¢* T
£ | log 1 ! m" log r*
{ B '1‘ ' oy e tog (14 m) o
] \ :'ﬂ = =0 B a-'l
!'Uy (.,'.u_l_ 3 {”) 0 + 3 L T B
2 o o2 x— . 0
1 3 T log m® —— log (fye—&)
Ing (:‘!” +357) log L log (fay—°)
I 1 == log — m® # log (fqe—1%
i B 0 — o ——
log (' ke ) a5 2 B oder X0
log o : — J- _,_'j:‘;
b t
Loyt ‘l) y° log m?® u
i A& 4 Yo
o y ut
x| at - ¥ r [ log —me L, s. Ly
f—— N ey L, - s e
450 B oder C
' S ke =
: ot f— | 70
y | y 4 e P [ i dr‘ i
—= ——— = = log m* ——~ L :
ol q @ : dt
i % log 4 i ———
5 | PR tog f log — m =7 Y
S e B oder L dt*
| g -2 log (fa) . )
log (y' — ) log =* + & log X° di*
€08 0 o | "0 dee
| 10 %080 | log Y 5 " log }o e
| | sin | | log &® + ¢ . log % df

In diesen Columnen bedarf nur der Erklirung 1) die Bezeichnung log ’z::}- Sie

soll ausdriicken, dass, wenn man z B. zur Erhaltung von V[(z' — 2)? 4+ (¥ — »)?] den
. z —z : cos

Quotienten e lgy setzt, an die Stelle von log { sin} entweder der logcos oder

der log sin gesetzt werden soll, immer der log der Function, welche den grissten Werth

hat und daher sich am leichtesten interpoliren lisst, um entweder durch den Bruch

r !
¥ — ¥ — 3 s e o
£ — 2 oderd = Y den Werth der Quadratwurzel zu erhalten; 2) die eingefiihrte

sin p
Grosse %  Wenn man die Stérungen in Einheiten der siebenten Decimale haben will,
so wird logm® = 34711629 + logm' + 2logw, wo der erste Logarithmus k2 in Ein-

heiten der siebenten Decimale ist, und bei @ als Einheit der Tag zu nehmen ist. Es
wird vortheilhaft sein, da das Doppelintegral J.dx jf(m) dx cine Multiplication mit ©*
i
dt?
mit ©? zu multipliciven;  3) die Bezeichnung B oder ¢ Es bezicht sich diese auf die

verlangt, sogleich w? . anzusetzen, um nachher nicht néthig zu haben, "7 (¢ + i®)
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Gauss’schen Logarithmen, da je nachdem die Summe der Zahlen, deren Logarithmen
man vor sich hat, zu nehmen ist, oder die Differenz, ecine von diesen Grissen mit
dem grisseren Logarithmus zu verbinden ist; 4) die Einfiihrung des Factors @? in

Bt

2 g
log 12§

w? erklirt sich aus dem unter 2) bemerkten Umstande, dass o? By,
70 di?
am vortheilhaftesten angesetzt wird.

Wenn die erste Rechnung dnrchgefiihet ist, so verbessert man die unter II. anf-
gefiihrte Columne vermittelst der jetzt genauer zu erhaltenden Werthe von &, 14, &, bei

1 1 1
8§ Pt B il
welchen indessen —— == . 5 — mit scinem friiheren Werthe bei-
0 70 r|.}“

behalten werden kann.  Die Werthe in der Columue I. bediirfen simmtlich keiner
weiteren Verbesserung.

Ein kleines numerisches Beispiel werde hier hinzugefiigt, da die Kirze der
Operation, verbunden mit vollstindiger Schiirfe, doch nur bei einer solchen Anwendung
hervortritt.

Fiir die Elemente der Vesta:

L0 = 1200 6' 28".2)

A9 G h T
20 — 2290 51 50 | 1993 Sept. 11 00 M. Par. Zt.

0 — 2500 14’ 37".4 .
M. Aeq. 1810
Qo = 1020 47 1471 ) © 4
© = T° 8 26"5
@ = 50 5 48"8
pt = 977",64529
und das Intervall @ = 42 Tagen waren die Stérungswerthe bis 1855, Oect, 28. so ge-

funden worden:

| . N T [ [ L AP . L
L fla417w) ’jn[u—!-’!w}|"j',(ﬂ-|—'.{m} flad-dw) fola+7w)| "fladtiw | fla+iw) | 'flatia) " flatin)
= or @5 | (,,dE £ g A1 o @l ; o L dc =
B || e | (27) } © | (g | @ |G| (27) ©
Aug.5. . .| —6970 | _ g9, +78053 | — 8465 | 4 g0 !+19447,4 F U818 | | yann | — 121147
oy % 1 L]
Sept. 16.. . | —B168 | _ 1oy +6807 | — 8324 | | g5 | 4228945 414622 | | 50909 —1067,70
Oct. 28. . . | —1855 | _y4059 | +93803 [ —11900 | 424'7 | +25002) 411281 4 R | — 7T
Dec. 9. . . + 8912,4 " | 4269839 U — 87491
| |

Die Grissen & %, § waren in Einheiten der sicbenten Decimale gegeben und die

: d& . . :
Ueberschriften (4.}{—11;') und (§) ete. bedeuten nicht die strengen Werthe, sondern die

Summen von 422 ddg ete.
di?
Es wurde nun zuniichst fiir Dee. 9. berechnet:
20 = 4 2,35158 y = — 0,31156 2" — — 0,27865
und fiir Jupiter:
 — 4 459100 y = — 1,95917 2 = — 0,00740.

Als vorliufige Werthe wurden angenommen, in Einheiten der fiinften Decimale, zufolge
der obigen Werthe von & , { fir Dec. 9.:
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g = -+ 39 n° = + 268 { —

Hiermit und mit der Jupitermasse , withrend die Masse der Vesta =— Null an-

1
1053,924
genommen ward, ergab sich:

logm® — 3,694 853,
und es fand sich in Einheiten der siebenten Decimale als das Resultat der Columne I:
X0 = + 329,3 YO — — 2994 70 = + 4534
Werthe, die keiner Verbesserung bediirfen.
Fiir die Columne Il wurden die Werthe von §% 5% £ in Einheiten der siebenten
Decimale angenommen:
£ = 4+ 3937,0 N = 4+ 26820,0 £ = — 370,0,

woraus sich fand:

1
a® + i ) ¥+ 57 ek <l i %
— =4 16231 ——° =— M8 ———§ =+ 18L
,-0 ’,.l'.l ’-D
Es war folglich ¢ = - 182,7 und log f = 0,477 10, womit man erhalten wird:
dig . d??i . & d-jg B ren
) d2 = 101,[ 5 T{T = — 10{)4,0 TF"_ = + 8,3-#.
Endlich erhiilt man dureh Vereinigung dieser Werthe mit X9 Y0, Z°:
dazg : dn 0 A% =
22 — 228,2 ?—— — — 1333 22— =2 — 53,67.
4 FID + i 42 ST A 4 an + 53,67
Leitet man hieraus £ 1, § selbst ab, so wird:
¥ 9
Ee= 1 89124 } 22178)1 = + 39314
133
n =+ 269389 — = g'ﬁ — 4 268228
7
E=— 37491 + -?—?;"?ﬂ = — 370,44,

und wenn man mit diesen Werthen die Rechnung wiederholt, wobei man nur in den
Einheiten und Decimalen eine kleine Aenderung findet, so wird:

1
x°+% y"+%n #4548
——— £ = 4 16208 ;— 11— — 14583 ——— =+ 18],
yo’ 'r“ 74
folglich:
g = + 180,6 log f = 047710
At d2 a2
B 1 — 4.0 6 2 —
4 T 101,8 0 ae 10340 1D + 8.41,
und also durch Vercinigung mit X9 Y, Z°:
ar& _ d?n i n. G o
03 ] P Q97 F 5 . — — 1333 22 — = a4 .
42 FTh + 2275 422 I 1333.4 4 an + 53,75

Werthe, die jetzt die vollkommen strengen sind, und sich nur in den Decimalen von
den ersten aus den beiliufigen Werthen von &, %, £ berechneten unterscheiden.  Setat
man mit denselben die Stérungstafeln fort:
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o I s > o i (e N
1865, Oct. 28. | —185.5 | _yyo5q |+ 58393 | —11900 | 4 g4z |+ ?u 5002 | 4+ 1}2.?1 4 40980 | — 77T
Dec. 9.| 42275 | _ g4 | +89124 | —18884 | + o1 |T269889[ 4 5375 | 4 yn s | —87491
1856, Jan. 20, | + 27180 + 27025,2 + 8164

o wird jetzt dieselbe Rechnung fiir Jan. 20. zu wiederholen sein. Die geringere von

Jo abhiingige Correction, deren Factor — ist, wird man in den bei Weitem meisten

1
240
“dllen gar micht zu beriicksichtigen haben, wenn das Intervall klein genug gewihlt
worden ist. Wenigstens aber wird der Einfluss derselben in den Werthen von £ %, &

9 2 2
a2§ . 41 6 LS larauf nicht

. : s dass i dar Bered @3 - S |
so klein scin, dass man bei der Berechnung der @ T R T 1 qi

Riicksicht zu nehmen nithig hat. —

Bei derartigen Rechnungen entnimmt man gewdhnlich &, 4, § der mechanischen
Quadratur extrapolatorisch, und berechnet so:
2k azy 2

TR Tl und >

we

-—

{

Es ist dies um so leichter, als durch die mechanische Quadratur schon immer der
doppelt summirte Werth fiir das niichste Intervall bekannt ist; man brauncht also nur

1 y
noch 'I—Q"f (@ + io) — 2‘10 S" (@ + iw) zn schitzen, was wohl fast immer mit ge-

niigender Genauigkeit geschehen kann.  Andererseits ist es immer anzurathen (wie das
auch in dem mnoch folgenden ausfiibrlichen Beispiele geschehen ist), die Werthe von £,
n und § direct durch Differenzreihen zu priifen, schon um sich vor Fehlern in der
doppelten Summation zu sichern. Sind aber diese Differcnzreihen gegeben, so ist es
keineswegs schwierig, den fiir & % und { zu erwartenden Werth mit vollig hinveichender
Sicherheit vorauszusehen. Nihert sich der gestirte Kirper sehr dem stirenden, so ist
man hiufig gezwungen, das Intervall zu verengern (zu halbiren), oder dasselbe spiiter
wieder zu verdoppeln, wenn die Entfernung eine grissere wird.

Meistens gestaltet sich diese Aufgabe einfach in Folge der Kleinheit des Gliedes

1 . .. . .
— —— " (a i®). In schwierigeren Fillen aber kann man sich der von IHerrn
240 =

Professor Dr. H. Seeliger?) gegebenen Formeln zur Neubestimmung der Integrations-
constanten bedienen. Bei dieser Gelegenheit wie bei Osculationen ist es immer dringend
anzurathen, die beiden Quadraturen neben einander zu fithren und sich so von der
Richtigkeit der Anfangsconstanten zu iiberzeugen. —

Wir wollen jetzt noch die vollstindige rechnerische Durchfiihrung einer
mechanischen Quadratur fir den Fall folgender Anwendung der Encke’schen
Methode geben: dass die Bewegung eines Planeten von der Masse Null, der sich zu
einer gewissen Zeit in derselben Ebene wie zwei Korper von der Masse Eins (der
Sonnenmasse) befindet, untersucht werden soll.

Die Stirungen wollen wir dabei mit 0w, 0y, 02 bezeichnen, da die bisher fiir die-
selben angewandte Bezeichnung & %, £ im Folgenden anderweitig verwendet wird.

') H. Seeliger, Untersuchungen iber die Bewegungsverhiltnisse in dem dreifachen Stern-
systeme { cancri, Denkschriften der Wiener Akademic 1881, Bd. XLIV, S, 35,
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Der cine Korper von der Masse Eins (ein in das Sonnensystem eindringender Stern)
beschreibt dann um die Sonne eine Hyperbel mit dem Perihelabstande:
1 = [0,100343 3] Erdbahnradien.
Die Excentricitit ¢! wihlen wir gleich:
143,6684 (2,157 361 3].
Hieraus folgt:
(—a') = [7,9460155| pl= [22607170].
Als Nullpunkt der Zeit setzen wir den Periheldurchgang des Sternes fest.

Die + a-Axe gehe durch sein Perihel, die + y-Axe senkrecht dazu (und y wachsend
im Sinne der Bewegung des Sternes).

Die Zeiten sind in mittleren Sonnentagen geziihlt.

Demnach sind z B. fiir die Zeiten —20% und 4 207 die Werthe von 2! heide
gleich.  Hingegen sind fiir diese Zeiten die y!' gleich, aber von entgegengesetztem Vor-
zeichen,  Allgemein ist:

1 = r! cosol, y' = r? sinvl,

negativ |
positiv J

Die Berechnung dieser Grossen geschah nach den fiir Hyperbelbahnen mit starken
Excentricititen gegebenen Vorschriften (siehe siebente Vorlesung).

Fiir den Plancten wurde angenommen, dass er im Augenblicke — 451 (Osculations-
epoche) eine Kreisbahn mit dem Radius:

r' = 1,255 2610 [0,098 754 0],
und zwar in demselben Sinne wie der Stern um die Soune beschreiben soll.  Seine
mittlere Bewegung ist daher in diesem Augenblicke:
nt = 42' 2",932,

Die Anfangslage des Planeten soll eine derartige sein, dass er (wenn keine Storungen

Vol ;
wo ¢! { } dem Periheldurchgange

nach

stattfiinden) sich zur Zeit des Periheldurchganges des Sternes auf dessen Apsidenlinie
zwischen ilm und der Sonne befinden wiirde, so dass zur Zeit ¢ = 0 die drei Korper
in einer geraden Linie stinden.

Die ungestirten Coordinaten des Planeten berechnen sich daher nach den Formeln

% = 19 cos M°
Yy = r' sin M,
wobei M, = nt ist.

Also ist auch y, vor dem Periheldurchgange des Sternes negativ.

Es wurden nun von der Osculationsepoche — 45" ab, die Stirungen der recht-
winkligen Coordinaten des Planeten: d2 und 0y berechnet. Seine wahren Coordinaten
sind demnach:

z = 2 + daz, y =1y + dy.

In Folge der starken Anunitherung des Planeten an den Stern mussten die Inter-
valle immer mehr und mehr verengert werden. Schliesslich zwischen — 64,5 und — 34,0
wurde mit einem Intervalle von 1/, Tag gerechnet.

Wir setzen die Coordinaten des stirenden Korpers z! und ! ala gegeben voraus
und beginnen sofort mit der Bildung der Differentialquotienten.

Die Storungen sind wie immer in Einheiten der siebenten Decimale ausgedriickt.
Wir geben hier ein Bruchstiick der Rechnung (Zeiteinheit 1/, d) wieder:
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[
Biivinenusa — 2758/ 42" 461
cosM . ...... | 9999413
s M L. v sl 8,715 674n
loga® . . . ....| 0008147
Yot v v v s al 3,814 408p
Veda 3 o — 749
@ ... . .| 41253566
& R — 1497
Yedy . — 875
W sr v & @ 26 — 0,065 224
dy ; 0 —1749
T | (B 1,7
S - 1,252 069
P — 1,107 150
O wrEE SR e — 0,066 973
a1, o 4 1,25282
¥+ Yudy — 0,066 10
log (a® 4 Yoda) . . 0,097 89
logda . . .. ... 7.175 22,
log(v* + Yedy) . . | 882020,
logdy . .. .. .. 7,242 79,
log1/rs da (20, dr) | 7,075 G4y
2
bogl/v dy(y"+"/udy) | 586552
numerus . . . . . . | — 0,001 190
numerus . . . . . . | 0,000073
Summe = ¢ — 0,001 117
b vite v v v o s 7,048 05
FOQF w4 & 4 3 0,478 34
ogaasms o o & @ o 0,097 62
*
logflfam « v v s s s 7,230 19,
gy ca v, 8,825 90y
p |
log fquf® . . . . .| 73278l
E1
tog Fgqu/r® o o o & s 6,056 09
logda/thiiin o o & 6,879 02y
@
lﬂg lfy/lo ...... | 6,946 59,
|
3 |
SA-Ffqaps . oo —0002127
£ E]
|—dape. . . .. + 0,000 757
(A-fayr . ..o 40000114
|—dypo. . . .. -+ 0,000 584
at — ... -+ 0,004 962
i R | —1,040177

—4,0

‘-—- 2748 11,728 — 2° 37" 40,995

9,999 480

8,689 367x |

! 0,008 214
[ 8,788 101,

. — 1788
+ 1,253 759
‘ — 1575

! — 936
— 0,061 890
— 1872

-+ 1,257 5324
-+ 1,252 184
| — 1,042 087
— 0,063 262
| +1,25297
| — 0,062 33
[ 0,007 94
7,197 28,
8,794 70y
7,272 31y
7,097 76
5,860 54
— 0,001 252
40000074
— 0,001 178

7.071 15,
0,478 40
0,097 66
7,253 86
8,801 14y
7,351 01,
6,054 49

6,901 08,
| 697611,

l — 0,002 244
| -+ 0,000 796
| 40000113
R 0,000 946

| 0,005 140
| — 0078825

Klinkerfues, Theoretische Astronomie,
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i — 8,75
|

| 9,999 543
8,661 360,

0,098 277
8,760 094y,

— 829
+ 1,253 940
— 1658

— 1005
— 0,057 556
— 2009

— 0,977 016
| — 0,059 565

11,253 11

— 0,058 56
0,097 99
7,219 58,
8,767 60n
7,302 98,
7,120 10p
5,873 11

— 0,001 3186
+0,000074 7

7,094 70y
0,478 47

0,097 70
7,277 06y
8,774 990
7,374 76n
6,052 05

6,923 358,
7006 78,

— 0,002 370
| 4 0,000838

-+ 0,000 113
+ 0,001 016

0,005 524
— 0,017 451

| 0,001 2439 |

— 3,50

9,999 602
8,631 416,

0,098 336
8,780 150,

—878
+ 1,254 111
— 1746

— 1083
— 0,053 722
— 2166

-+ 1,257 876
-+ 1,252 365
— 0,911 936
— 0,055 888

+1,25613
— 0,054 81

0,000 04
7,242 04n

8,738 86
7,335 66
7,143 61y
5,877 05

— 0,001 8919

— 0,001 3166
7,119 465
047855

0,098 73
7,301 81,
8,747 32n
7,400 By
6,049 13

| 6,945 84,
7,039 46,

— 00025150

— 395

9,999 657

| 8,399 249,

0,098 391
0,697 9834,

— 921

+ 1,254 271

—1841

— 171

— 0,049 887

' — 2342

-+ 1,258 134
+ 1,252 430

— 0,846 847
— 0,052 229

+ 1,253 35
— 0,051 06

0,008 07

7,265 05n
8,708 08,
7,369 59,

7,165 65n
5,580 20

| — 0001 464 4

| —00013885
| 7,142 55,
0,478 63
0,097 75

| 7,324 98n

[ 8717914
7,422 78,
6,042 89

(,968 85n
7,078 39

0,002 646 9

— 3,0

— 2°27'10",262|— 2° 16 39",529) — 2°6'8",796

9,999 707
8,564 504n

0,098 441
8,663 233,
—971
-+ 1,254 414
—1942

—1272
— 0,046 051
— 2543

+1,258 379
+1,252 472

— 0,781 748
— 0,048 594

41,258 44
— 0,047 32

0,098 10
7,288 25

8,675 04y
7,405 35a
7,188 88,
5,882 92

— 0,001 544 9

400000758 | 400000759 | - 0,000076 4

— 0,001 468 5
7,166 88,
0,478 72
0,097 77
7,349 40,
8,686 69y
7,447 17
6,035 99

6,992 05
7,109 15,

— 0,002 800

| 4 0,0008528 | 400009308 | 4 0,000982

400001120 | 4 0,0001104 | 4 0,000 109

4 0,001 095 1

40,005 511
| — 0,856 0483

40,001 184 1

- 0,005 704
— 0,794 618
73

| 40,001 286

| 40,005 907

—0,733 154



log(z! —2) . ... 7,695 GH7

.......

log (= — a)/¢” .
log(y' — w)/e* . . .

T(E)[—-a,'/J S i
I+ (& — z)’n" .

mf—!}/-“ #i
[+ — /e

log Zx
log(hw®* 2 . .
zy
V00 ZU v vim o n o a
log(kw)*Zy . . . .

atdxdn® . . . ..
oyt ... ..

Bei — 39 steht der Planet dem Sterne schon bedeutend niiher als der Sonne.
vortheilhafter, von da ab denselben als Centralkdrper und die Sonne als
Die rechtwinkligen Coordinaten des Planeten, be-

ist daher

storenden Korper zu betrachten.

9,999 995
0,051 336
0,017 1075

2,321 450n
0,017 112

7,644 521
9965 771

— 0,267 446
-+ 0,004 409

+ 0,235 557
— 0,024 210

— 0,001 370
— 0,263 057

| 0,000998

— 0,688 653

— 0,264 407
9,422 273,
1,689 516,

— 0,687 655
9,837 571n
2,104 414,
— 45,90

— 127,18

7.710 963
£,8999 994

9972133
9,990 705,

2,279 742y
D990 711

7,738 830
0,018 572,

— 0,288 708
-+ 0,005 451

| 0,259 285
— 1,043 690

— 0,001 448
— 0,283 227
-+ 0,001 059
— 0,804 405

— 0,284 675
0,454 350,
1,721 5930

— 0,808 346
0,904 903,
2,171 946,

— 52,65

| —148,58
|

0,999 993

9,887 770 |
9,962 583,

2,236 35n _
9,962 590 |

7,838 468 |
0,074 813a |

— 0,811 877 |
+ 0,006 894

—+ 0,241 904
— 1,187 992

— 0,001 532
— 0,504 453

- 0,001 129
— 0,46 0=5

— (0,306 015
0,485 743,
1,752 786

— (0,944 959
9,975 413
2,242 4506p
— 56,60

— 174,77

7,741 230
9,009 991
9,797 521

9,932 198,

2,191 268,
09,052 507

7945 709
| l.l:“ D7Tn

— 0,385 401
0,008 784

| 40,248 159
| —1,364 510

— 0,001 G32
— 0,326 617

- 0,001 207
— 1,121 351

— 0,328 249
90516 204y,
1,753 247,

— 1,120 144
0,049 274,
2,316 317n

— 60,71
— 207,17

(Hier folgen nebenstehende Tabellen.)

7,756 180
9,999 989
0,700 507
9,900 153,

2,143 978,
9,900 169

8,055 673
0,199 651,

— 0,360 679
+ 0,011 368

4 0,242 772
— 1,553 621

— 0,001 716

— 0,349 311
3

-+ 0,001 295
— 1,340 849

— 0,351 027
9,545 340,
1,512 383,

— 1,342 144
0,127 799,
2,394 832,

— 64,92
— 248,22

7,771 367
9,999 986

9,595 627
9,865 195,

2,093 828,
9,865 200

8,175 740
0,269 568,

— 0,387 047
+ 0,014 979

4 0,240 447
— 1,860 255

— 0,001 818
— 0,372 068

-+ 0,001 395
— 1,619 788

— 0,373 886
9,672 759,
1,839 782,

— 1,618 393
0,209 084n
2476127

— 69,15
— 299,51

Es

zogen auf den zweiten Hauptkirper und gerechnet in derselben Richtung wie x und y

seien £ und 7.
Dann ist:

z
y

at + §
v+ 0

Die Formeln zum Uebergange auf den Stern stimmen im Wesentlichen mit den
sonst bekannten iberein.
Man ermittelt 9 y° dz, dy, 2!, y' und rechnet:

det sinv'k@l)
a5 == 1"

1 /3 ¢! .19
di — k.._.__} 2_8 + cosvl - A_“_Q
dt 1_’1,1 1p!

1 In diesen Formeln tritt V2 auf, weil sowohl der Stern als die Sonne die Masse 1 haben ;
V2 ist also die Wurzel aus der Summe der beiden Massen.
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und:
da® dy°®
— = — y'n B — o0
dt L
g & s i i s B o
wo die mittlere tigliche Bewegung des Planeten in Linearmaass # = &+ — ist, je nach-
2
ro

dem der Planet gegen die Sonne recht- oder rickliufig ist.

1 1
Die Differentialquotienten %x? und % kann  man mit Hilfe des Flichensatzes
controliren:
dy! dat — = W e
Gt Ul 1l = 112 Vpt.
ra: at ¥ 3 EYl + m! Vp EY2\p
Die Grissen (?d? und Grft?)f erhilt man durch die mechanische Quadratur. Man
rechnet nun:
ey g T dr b
sl e E Yt
. ; 4y _dp | 49y
y=v+0s F=37t G
dE dz dax?
£ — J— 1 —_— e —
SET T W T At T at
d dy dy!
n=y— y; -Td=2Y y

at — dt  at
e . 3 daé dy
Fiir die weitere Rechnung bilden &, %, 73 und Tl das Fundament.
Die Linge des Planeten in seiner Bahn um den zweiten Hauptkérper, u (gerechnet
von der £-Axe), und sein Radius vector @ bestimmen sich nach den Gleichungen:
E—=— opcosu
n = Qsinu.
Die iibrigen Grissen bezeichnen wir wie gewdhnlich, nur sei noch erwihnt, dass
® (die Perihellinge) ebenfalls von der &-Axe aus gerechnet wird. Ferner gilt im

Folgenden, das i:?:;fejl Vorzeichen, je nachdem der Planet um den =zweiten Haupt-
i il rechtliufig | .
KQrper | viicklinfig | i .
Man findet jetzt:
do 1 dE dn)
F—E('E at T 'd
— dn a&
0 = Jf_ —_— —_—
BYp '—(grlt+th

Die Grissen ¢, #, ® und —a bestimmen sich aus den Gleichungen:
"N
e sny — T at

ecos v — — — 1

(—a) = 4
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Es wird hier sogleich eine Hyperbel vorausgesctzt, entsprechend unserem Beispicle.
Fiir dic bis jetzt gefundenen Gréssen ergeben sich folgende Controlen:

(€ RN "

% =F s-.i'nu-n_‘-},{:—_. F e..li sin @
r \»
d—q.__-#_cusa-t—kwsm wowoa e G wowow (d)
a Vp V»
E= o cosu
N = 0 sinu
Weiter wurde F' aus:
e
=y =+ (—-a)

berechnet.  Als Controle fiir ' konnte die Formel:

1
I/e-l-l Wy
le—1 "~ | 1

dienen, welche auch, da e nahe gleich 1 ist, mit Vortheil zur Bestimmung von ¢ ver-
wendet werden kénnte,

Mod. &
F)
(== “)‘

Mittelst:
ergab sich dann die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit ¢ und schliesslich
die Zeit des Periheldurchganges selbst.

Zur Controle rechnet man dann umgekehrt:

o 1 Mod. k o ]

Ft = (e Mod)) tg F — log tg (450 4

15| —

(—a)?

und schliesslich :

r:osF )’
wodurch F' endgiiltic gepriift wird.

Beiliufig geben wir hier einige bei dieser Rechnung mehrfach verwendete Con-
stanten:
Mod. = [9,637 754 3]
Mod. k = | 7,873 365 7|
k= [8,235 581 4]

E' = 3,000 006 G].
Wiihlt man als Osculationsepoche — 44, xo gestaltet sich die Rechnung wie folgt:
x* | + 1,253 75688 ' | — 00613905
oz | — 15750 dy | — 18725
x +1,2;018;8 y '__nnh;mu
@t | 4 1,2573237 9t | — 0420873

£ '—oou)liJJ ‘4—09:38241
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.‘% | = 0,000 750 899 %‘z —+ 0,015 335 375
d‘f‘? - ‘ ‘%@f — 520428
dw e dy

| 0000430728 ¢ | T 0014814947

1

AL 4 0001149 863 %y{ + 0260267779
S_f — 0,000719 135 i’f— — 0,245 452 832

Die Bewegung des Planeten um den zweiten Hanptkarper ist demnach rechtlinfig;
d. h. sie erfolgt in demselben Sinne, wie die des zweiten Hauptkorpers num die Soune.

Mittelst dieser Werthe von &, p, %f und %

elemente des Planeten beziiglich des Sternes berechunet:

wurden nun siebenstellig die Bahn-

g | 77109547, log EdE/dt 4,567 765 1

sin 9.99¢ L@ 0,000 006 7
ap® | @NYBE0 log ndn/dt | 93806727,
] 9,990 704 7 - — - —
‘ Skl s s o (g"'_‘5+ “_'?) 9,380 666 0
tgw' | 22797500, I\*at ™ "ai y "
o’ 900 18" 8,107 log @ 9,090 710 7
7 9,090 7107 - — -
agz 7’ S log do/dt | 9,38 9553,
log Ay 547, = N 646G
- : 1 : 0,822 512
log dn/dt | 93899680, o9 Vo/k e
S / 8,125 07
logn | 99907047 fog p/e YOI
log AE/dt 6,856 510 4,, log (% — 1) 9,994 168 6,
log Edn/dt 7.1009227 : =
log nd§/di 68475151, log e sinv 0,212 267 6,
e sin AT
gdq/dt | + 00012616029 ap Y 9,032231 7
—nd§/dt | + 0,000703 9067 loge cosv 9,994 168 6,
kVp | + 00019655096 ' tg v 0,218 099 0
log k\p 7,295 475 1 v | — 121010/ 56,807
log I 8,285 581 4 log 0,280 035 9
- log ¢ 0,560 071 8
log \p 9,057893 7 5.8 0,189 888 1
log p 8,115 787 4 log (¢2 — 1) 04201837
log & 7,710 954 7, log p 8,115 7874
log dE/dt 6,856 8104, log a 7,695 6037,

logn | 9,990 704 7
log dm/dt 9,389 968 0




Controle fiir a.

log (AE/dt)! | 37136208
L.G| 00000037
log (dn/df) | 87799360
logZ | 87799397
gkt | 64711628
log 2 /K | 9,308 776 9
L.G | 00043804
log 2/0 0,510319 3
log1/a |  2,3043965,
log a 7,695 603 6,
o 900 18' 3,107
o | — 121010/56",807
211028'59",914

iy (_La)

2,205 107 1

L.G | 00021958
1og (*La oF 1) 9.297 302 9
loge | 0,280035 9
log cos F' 7,9827330

F | — 89096577721
gF 1) | 20172469

1, F | 44943 28”861

Vv | 600 35’ 28" 404
tg'eF | 99958622
tgl/yv ‘ 0,248972 8

e—1 ¢ .

n= i | omesssa
=t : | 9037088
log (1 +n?) | 01178274
log (1 — n?) i 9,837 791 4
toge=1log | 1+ ::2 9 02800360
log e 0,280035 9
log Mod. |  9,6377843
loge Mod. | 90178202
logtg #'| 20172469

') In den folgenden Zeilen kommen nur die absoluten Werthe in Betracht, weil vor und nach

dem Perihel alles symmetrisch ist.

¥) Controle.

%) Wir setzen in diesem Gliede F' als bekanut voraus und sehen dann, ob wir aus fg F' wieder

dasselbe F' finden.

loge Mod. tg F'

numerns
oty (45 + 14 ) |
Differenz

log (Diff.)

Mod. &

(—a)%

log t
‘ 1
Perihel |

1,935 067 1
86,112 680
2,318 287

83,794 393
1,923 214 9

1,329 960 3

0,593 254 6
— 31919716
— 04,080 284

Gesammtcontrole,

Epoche | — 44,000 000
Perihel | — 09,080 284
t — 31919716
logt?) 1,593 254 6
Mod. & ;
o 1,329 9603
Mod. it e
log — o 1,923 2149
numerus 83,794 385
logtg (45 + 1/, F) %) 2,318 287
x| 86112672
log X 1,935 067 1
1
= D C
S T 0,0821798
tgF | 20172469
F 89026571721
logeosF | 7,9827330
loge | 02800359
log efcos F 2,297 3029
0,002195 7
e
tog (= — 1) | 22051072
log (—a) 7,695 603 6
log 9,990 7108



584

Uy B | 440 43' 28",863 — sinu 97178786
tg 1/, I 0,995 826 2 ek/Vp 0457 723 6
fo ot | 9,930 843 ¢
V et 1 0.953 146 6 + cosu W30843 3,
g—1 ——
== kosinw T
19190 | 0,248 9728 log (— il ) QITT 6817,
1y 600 35' 28",394 P
v | — 121010'56",788 log (-— ' fi”‘f'f) 9,175 602 2
w |+ 211928'59",914 Ve /|
u 900 18" 3”126 log (? ‘"’f’i'“') 6,897 939 5,
log cos 7,7202518, Vo
foge 99907108 log ('" L )| s,
log sinu 9,999 9940 Vp
log £ 7,710 962 6, Tesinu o
logq 9,990 704 8 T e | T YR0G5031
= S = ek sin P
N 4 09788244 NUNOR. e [ —
Ty —_— - =
—— ——— X = d§/dt 0,000719 14
log Vp 9,057 893 7 ¥ cos
] 4 - SR 000079057
logk/Vp | 91776877 . 1’:’ :
loge 0,280 035 9 e — 024466220
e Vp |
logek/Vp 9,457 723 6 = o o
’ T I —
— sin u 9,999 994 0, = = dyat i
1\ p 9,177 687 7
4 cosu | 7.720251 8,

|
Man hat demmnach:

log p — 8,115787 4

log e — 02800359

log (—a) = 17,695 603 6
© — 211° 28" 59”914

1 "y
log ( FMOE) — 0,0821798

Mod. %
log ———

(— a)?

s = 1,329 9603.

Zeit des Periheldurchganges: — 09,080 284

Ve+1
Tog
: e—1

= 0,253 146 G.

Die Geschwindigkeitscomponenten berechnen sich nach den Formeln:
ag
dt
dn
dt

Dieses  Elementensystem  ergiebt, wie wir sahen, fir die Coordinaten und Ge-
schwindigkeitscomponenten bei — 44 die Werthe:

= — sinu [9,177 687 7] 4 0,149 83117

= - cosu [9,177687 7] — 0,244 662 20.
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£ = — 0,0051400 n = + 09788244
(_Ig — ] d'l? — RARD T
= — 000071914 o= — 024545277,

welche mit den obigen Ausgangswerthen sehr gut iibercinstimmen.

Um diese Osculation nochmals zu priifen, rechnen wir die beiden mechanischen
Quadraturen, welche die Storungen fiir die Babn um die Sonne und um den zweiten
Hauptkorper gehen, fiir einige Epochen gleichzeitig.

Obige Quadratur lief bis — 34,0. Daher lassen wir die Quadratur,
Bewegung um den zweiten Hauptkorper giebt, schon bei — 445 beginnen, und be-
zeichnen analog dem friiheren mit £ und 79 die ungestorten Coordinaten des Planeten
Ferner mit 0 und 0% die Stérungen, und mit §
Dann ist:

welche die

beziiglich des zweiten Ilanptkérpers.
und 5 die wahren Werthe dieser Coordinaten.

§=4§& 49§ =17+ dn.
Die Bewegungsgleichungen sind:
a20¢ (& 3 % x zt)
@ (g—" = Eﬁ) w5t
@0y _ (1 _ 1 A ﬂ}
() ]2

Dieser Quadratur entuehmen wir hier & und 8% fiir cinige Epochen und ver-
gleichen die Werthe von 2 und y, welche sich ergeben, wenn man die Sonne um den
zweiten Iauptkorper als Centralkorper betrachtet.

Centralkdrper: Sonne.
Epoche I —4.5 — 3,75 — 3,0
a0 1,253 850 9 412530408 41,254 4159
o 14249 — 16577 — 99415
@ ‘ 12519850 41,252 283 1 41,252474 4
y° | 00690570 — 0,057 556 4 — 0,046 050 9
dy — 16391 — 20104 - 25433
y ‘ — 0,070 696 1 — 0,059 566 8 — 0048594 2
Centralkérper: Zweiter Hauptkorpern
w | —00047803 — 0,005 319 7 — 0,005 857 9
gE | = 133 = 31 - 467
§ | — 00047936 — 0,005 322 8 — 0,005 904 6
! | 12067286 41,257 606 1 + 1,258 3788
* || +1,251935 0 +12622833 | 412524742
2 i 11,101 5150 40,917 451 1 40733185 1
9y I 72 — 19 — 314
e e -
. | 1,0015078 40917 4492 107381587
' —1,1722038 — 09770164 | —0,7817450
y — 0,070 696 0 — 0,059 567 2 — 0,048 594 3

Klinkerfues, Theoretische Astronomie.
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Wie man sieht, ist die Uebereinstimmung der zwei anf verschiedenem Wege
gefundenen Werthe von « und y so gut, als man dies nur hei sicbenstelliger Rechnung
erwarten kann.

Die hier angewandte Controle scheint uns die einzige wirklich durchgreifende,
wenn auch nicht absolut sichere bei Berechnung von Osculationselementen oder Intervall-
wechseln zu sein. —

Die Berechmung der speciellen Stirungen bildet cine der schwierigsten Aufgaben
der rechnenden Astronomie.  So ist anch bei Anwendung der Encke’schen Methode
eanz besonders auf die Richtickeit der angewandten Formeln und Constanten zu achten,
denn der Rechner hat im Allgemeinen nur eine einzige indirecte Controle zur Ver-
fiigung, nimlich diejenige durch die Differenzreihen. Wachsen die Stérungen zu stark
an, so reehnet man cin Osculationselementensystem, und fihet dann fort, beziiglich des-
scelben von Neuem die Coordinatenstérungen zu berechnen.

G ; ; . dE d dé
Man berechnet also fiir eine gewisse Epoche: £ n und §, sowice T E}}- und at’
nd kann nun noch:
dz®  dy* d 20
TF dF nnd =7

(der Genanigkeit halber analytisch) berechnen und dann mittelst:

=2+ § y=9"+ 9, t=2+§

dr _dx0 i dE dy _dy0  dy o ds_dst  dg

dt At dt’  dt T di e’ dt — dt ' di
ein Osculationselementensystem beziiglich des Centralkérpers ableiten.

Oppolzer hat gesucht, die Genanigkeit der diesbeziiglichen Formeln dadurch zn
erhihen, dass er die Differenzen der neuen und der alten Bahnelemente als Fune-
d& dn
dt’ dt
Encke’sche Methode wie gesagt nur fiir kurze Intervalle angewendet wird (wobei man
also nicht gezwungen ist, ecin Osculationselementensystem zu rechnen), so glauben wir
diese Formeln hier iibergehen zu kinnen.

: l : ; y :
tionen von & 17, &, nd :”g darstellt.  Da  jedoch fiir unser Sonnensystem die

Die Hauptnachtheile der Encke’schen Methode bei Anwendung auf unser Sonnen-
system bestehen in Folgendem :

1. Wenn man mehrere storende Korper beriicksichtigen will, ist man gezwungen,
fiir alle dasselbe Integrationsintervall anzuwenden. In Folge dessen miisste man even-
tuell die Coordinaten eines der storenden Korper fiir engere Intervalle interpoliren, als
sie in den astronomischen Jahrbiichern gegeben sind.

2. Die Ersparniss an Arbeit bei Berechnung der Differentialquotienten geht wieder
verloren, wenn man gezwungen ist, ein Osculationselementensystem zu berechnen.

3. Die doppelten Summirungen bedingen fiir grosse Zeitriiume eine bedeutende
Unsicherheit in den rechtwinkeligen Coordinaten.

4. Die Encke’sche Methode ist nicht geeignet, die Massen der grossen Planeten
zu bestimmen, besonders wenn man gezwungen war, in der Mitte der Rechnung eine
Osculation einzuschalten.

5. Die astronomischen Ephemeriden sind jetzt vorwiegend mit Riicksicht auf die
Anwendung der anderen Methoden der speciellen Stérungen construirt.
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Je weniger aber die Eucke’sche Methode auf nnser Sonnensystem angewendet
wird, um so wichtiger ist sic fiir rechnerische Untersuchungen iiber das Dreikirper-
problem.

Die rechtwinkligen Coordinaten, die sie unmittelbar giebt, eignen sich vorziglich
zur graphischen Darstellung der Bahneurven.  Anch lisst sich in solchen Fillen oft durch
gecignete Wahl des Coordinatensystemes und der Zeiteinheit viel gewinnen. —

Wiihrend die Encke’sche Methode, wenn man die Storungen nur fir einen be-
schrimkten Zeitraum, etwa fiir die Erscheinung eines Kometen oder fiir cinen Pla-
neten zur Zeit einer Opposition zu berechnen hat, unlengbar den Vorzug verdient, weil
sie die wenigsten Rechnungen erfordert, behauptet die Methode der Variation der
Constanten, die von Lagrange zur Ermittelung der analytischen Stérungen auf-
gestellt, dann von diesem auch zur Berechnung der speciellen Stérungen vorgeschlagen
worden ist, im Allgemeinen den Vorrang in allen den Fiillen, wo die Stérungen fiir
cinen lingeren Zeitraum zu berechnen sind.  Die Hansen’sche Methode diirfte
hauptsiichlich dann angewendet werden, wenn es sich darnm handelt, bei Wiederkehr
cines periodischen Kometen schnell eine Aufsuchungsephemeride zu erhalten, denn ihre
rechnerische Anwendung ist verhiiltnissmiissig kurz und man ist bei ihr weniger der
Gefahr ansgesetzt, durch Berechnung von Osculationselementen aufgehalten zu werden.
Die Methode der Variation der Constanten, in numerischer Hinsicht wie in der
Analyse diejenige, welche die besten Resultate sichert, ist rechneriseh freilich die miihe-
vollste.  Wir gchen jetzt zu ihrer Darstellung iiber.

Achtundneunzigste Vorlesung.

[1. Lagrange’s Methode der Variation der Constanten zur
Ermittelung der speciellen Storungen (nach Encke).

Wenngleich sich nieht in Abrede stellen lisst, dass durch die Beschriimkung anf
eine bestimmte Bahn und noch mehr auf cinen nicht allzu grossen Zeitraum, der die
Methode der speciellen Stérungen unterworfen ist, die Uebersicht iiber dic
Bewegung der Korper im Allgemeinen nicht erreicht oder wenigstens erschwert wird,
so hat doch auch wiederum die Genauigkeit, welche eben diese Beschriinkung den
numerischen Bestimmungen zu geben erlanbt, ihren allgemeinen sowohl als auch ihren
besonderen Nutzen. Es ist auf diesem Wege vorzugsweise mdiglich, die Grosse der
wirkenden Krifte mit einer Schiirfe anzugeben, welche bei der bisherigen allgemeineren
Untersuchung mnicht erreicht worden. Die sogenannten héheren TPotenzen der Masse,
oder die genaue Bestimmung der Stirke der Anziehung, sofern sie von dem jedesmaligen
wirklichen Stande des anziehenden und angezogenen Korpers abhiingt (nicht von einem
nw niherungsweise bekannten), werden so gut wie vollstindig beriicksichtigt werden
konnen, und da wir aus der Vergleichung einer strengen Theorie mit der Beobachtung
iiberhaupt erst die Kriifte finden kénnen, so werden die Massenbestimmungen sich
genauer ergeben als auf dem anderen Wege. Ebenso wird es sich schirfer heraus-
stellen, wemnn vielleicht noch aussergewdhunliche Einwirkungen ausser diesen storenden
Kriiften allein beriicksichtigt werden miissten.  Endlich ist auch die Beschrinkung auf
eine gewisse Zeit, die Integration innerhalb bestimmter Grenzen statt des allgemeinen
Integrals, nicht so zu verstehen, als erlaube die Weitliutigkeit der Rechnung nicht diese

T4*
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Grenzen so weit auszudehnen, dass es wenigstens fiir jetzt noch nicht mdoglich sein sollte,
die ganze Zeit zu umfassen, aus welcher wir Beobachtungen von einiger Genauigkeit
besitzen, So wenig freilich auch da, wo die bisherigen Methoden eine Anwendung
erlauben, die allgemeine rein theoretische Bestimmung, welche fiir alle Zeiten den ge-
storten Ort eines Plancten ergiebt, nachgesetzt werden darf der speciellen Berechnung
fiir eine beschriinkte Zeit, so michte doch in dem jetzigen Zustande der Analysis die
Grenze schwer zu bestimmen sein, bis zu welcher eine solche specielle Berechnung ganz
unstatthaft wire. Die Moglichkeit, in allen Fillen, selbst in den verwickeltsten, welche
unser Sonnensystem darbietet, durch Berechnung der speciellen Stérungen das Ziel er-
reichen zu konnen, vergiitet in gewissem Sinne die Beschriinkung in Hinsicht auf die
Zeit, der diese Methode unterworfen ist, sowie auf der anderen Seite die Allgemeinheit
und Wichtigkeit der Resultate, welche die allgemeine Methode gewihrt, und wodurch
sie in die Constitution unseres Sonnensystems so tiefe Blicke hat thun lassen, den Mangel
ersetzt, der sich darin fiihlbar macht, dass so viele Wandelsterne sich vermége der
Natur ihrer Bahnen und des jetzigen Standes unserer Kenntnisse ihr entzichen. Es ist
gewiss sehr zu wiinschen, dass wir einmal dahin gelangen mégen, der speciellen Berech-
nung ganz entbehren zu kinmen, allein so lange dies nicht der Fall ist, darf man diese
wichtige Form der Untersuchung des wahren Laufes der IHimmelskérper nicht allein auf
Kometen beschriinken, da unser Sonnensystem so manche Theile zeigt, in welchen die
specielle Berechnung sowohl schon Aufklirung verschafft hat, als noch kiinftig zu geben
verspricht.

Die Berechnung der speciellen Storungen wird am sichersten erbalten durch
die Anwendung des in der Mechanik so wichtigen Princips der Variation der
Constanten auf die Bewegung der Planeten. Man erreicht dadurch den grossen
Vortheil, die doppelten Integrale zu vermeiden und nur durch einfache Integration
das Ziel zu erreichen. Zuvérderst miissen deshalb die Gleichungen abgeleitet werden,
welche zeigen, wie der Betrag der Storungen ausgedriickt wird durch eine Veriinderlich-
keit der Elemente, die ohne sie ganz constant wiiren; oder welche den wahren von den
Storungen afficirten Ort jedesmal finden lassen vermittelst eines Systems von Elementen,
was strenge genommen nur fiir einen einzigen Zeitpunkt gilt und mit der Zeit ver-
inderlich ist. Sind diese Gleichungen so weit entwickelt, dass man sie nur noch zu
integriren hat, so wird die Anwendung der mechanischen Quadratur jedesmal fiir eine
bestimmte Zeit das zu ihr gehorige System von Elementen finden lassen.

Nimmt man zuerst den einfachen Fall, dass ein materieller Punkt ohne Masse sich
um einen festen anderen Punkt, in welchem die anzichende Kvaft ... &* ... ihren Sitz
hat, bewegt und legt bei der anziehenden Kraft das Newton’sche Gesetz zu Grunde;
setzt man weiter den Anfangspunkt der Coordinaten in den festen Punkt und zerlegt die in
der Entfernung » stattfindende Anziehung % in ihre drei, den Coordinatenaxen parallelen
Componenten, indem man dabei die Richtung der Kraft, welche die Coordinaten ver-
kleinert, die positive nennt, so hat man die drei Gleichungen?):

d*z k*x

el 2 e O

dt'} + re

dy By S ) |
dt? L rs 0 M
d?z Kz

—— —_— =

i * yd

1) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 2,
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Bei der Bestimmung der Grosse einer Kraft und ihrer Bezichung auf eine Kinheit,
muss nothwendig eine Zeiteinheit und eine Raumeinheit angenommen werden.  Jene ist
fiir unser Sonnensystem der mittlere Tag, diese die halbe grosse Axe der Erdbahn.
In Bezug aunf beide ist:

brigg. log I = 8,2355814 E = 00172021 . ..

brigg. log ? = 64711629 k= 0,0002959 . . .
Zahlen, welche ausdriicken, dass, wenn die Sonne auf einen ruhenden materiellen Punkt,
dessen Entfernung von der Sonne = 1 angenommen wird, withrend eines mittleren Tages
fortwihrend einwirkte und dabei immer mit derselben Kraft (so dass also die relative
Entfernung sich nicht iinderte), sie am Ende des mittleren Tages dem Punkte eine
Geschwindigkeit ertheilt haben wiirde, welche ihn, wenn er jetat sich ganz allein selbst
iiberlassen bliebe, in der Zeiteinheit, dem mittleren Tage, um die Linge k%, gemessen
nach der Langencinheit, forttreiben wiirde.

Diesen drei Differentialgleichungen wird Geniige gethan durch folgende Gleichungen 1)
fiir den Werth der Coordinaten, welche, da sie sechs Constanten enthalten, das voll-
stindige Integral derselben sind.

Wenn: k

) n = -y
as

p=a(l — e
ut + &8 = FE — esin E

1 | 14
R
p

= 1 + ecoswv >

so wird:

& = r [cos (v + ©) cos 8 — sin (v + @) sin & cos i l

y = r[eos (v + @) sin & + sin (v + @) cos L cos i ] coe e e oe (2)

z=r sin (v + @) sin i

I

Die sechs Constanten?) sind hier a, & ¢, @, &, 7, von denen die anderen Grossen
i, p, K, v, v entweder reine Functionen, bloss der Bequemlichkeit der Bezeichnung wegen
eingefiihrt sind, oder in Verbindung mit ¢ gebildet werden.
Der astronomischen Bedeutung nach sind diese Werthe gemiiss Abtheilung I:
@ . .. halbe grosse Axe der Bahn des bewegten Punktes;

£ ... Epoche der mittleren Anomalie fir { = 0;
¢ .. . Excentricitit der Ellipse;
® . .. Winkel zwischen dem Perihel und aufsteigenden Knoten gezihlt in der

Ebene der Bahn;

£ . . . aufsteigender Knoten der Ebene der Bahn mit der Ebene der ay, wofiir
gewdhnlich die Ekliptik angenommen wird;

i ... Neigung der Ebene der Bahn gegen die Ebene der xzy;

@ . . . mittlere tigliche siderische Bewegung;

p ... halber Parameter;

E .. . excentrische Anomalie, gezihlt vom Perihel an;

v . . . wahre Anomalie, gezihlt vom Perihel an;

. Radius vector.

1) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 4.
*) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 3, Schluss von Vorlesung 4 und Vorlesung 10,
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Die Ableitung dieser Ausdriicke aus den obigen Differentialgleichungen ist in Ab-
theilung 1 gegeben worden. Man kann sich auch durch directe zweimalige Differentiation
tiberzengen, dass durch sic wirklich den Differentialgleichungen Geniige gethan wird.
Man erhiilt nimlich:

drE _ k «
e el
dt a3 ¥
de __ kyp
at "~ rr
ar i ¢ sin v
o Vo 2 Sin v,
und damit die ersten Differentiale:  «
dx B :
ﬁ = — = {[sin (v + @) + ¢ sin @] cos &
/p 3
+ [eos (v + @) + ¢ cos @] sin &2 cos i}
dy k = i : 5 :
= ﬁ {[sin (v + @) + ¢ sin @] sin L .. (3)
— [eos (v + @) + ¢ cos @] cos $2 cos i)
.‘l'l.
ds = + —= {[cos (v + @) + ¢ sin @] sin i]
(Et rlp s
bei welchen der blosse Anblick sogleich lehrt, dass:
Br _kx do _ R
der Vp r At rd
d?y o k y  de o 2y ) o (4)
de Vp r dt Ty
d*s Ik z dv __ kg
P g e S S e

Wirke jetzt ausser der anziehenden Kraft &? noch eine andere stirende Kraft, deren
Ursprung zuniichst noch mnicht in Betracht gezogen zu werden braucht, auf die Be-
wegung des materiellen Punktes ein. Die Grisse dieser stirenden Kraft werde durch

. P ... bezeichnet, bezogen auf dieselbe Einheit der Kraft, in welcher auch k? aus-
gedriickt ist, oder auf eine Einheit der Kraft, welche in der Zeiteinheit einem Punkte,
dessen Entfernung von dem Sitze der Kraft constant gleich der Lingencinheit bliebe,
eine Geschwindigkeit mittheilen wiirde, durch welche er, sich selbst iiberlassen, die Liingen-
einheit in der Zeiteinheit durchlaufen wiirde. Um die Richtung der stérenden Kraft P
anzugeben, denke man sich um den Anfangspunkt der Coordinaten eine Kugel mit
willkiirlichem Halbmesser beschrieben. Seien auf der Oberfliche derselben X, Y, Z die
Punkte, in welchen die nach der positiven Seite hin verlingerten Coordinatenaxen die
Kugel treffen. Sei ebenso ¢ der Punkt, in welchem eine mit der Richtung der Kraft
durch den Anfangspunkt gezogene Parallele die Kugel trifft. Werde ferner, um iiber
das Zeichen der Kraft immer bestimmt zu entscheiden, der Sitz der stirenden Anziehungs-
kraft so angenommen, dass sie den Punkt in der Richtung vom Nullpunkte nach @ hin
anzicht. Bezeichne man endlich den Winkel zwischen der durch @ bestimmten Richtung,
mit der durch X bestimmten, durch @ X, und ebenso sei QY, @Z der Theil des
grossten Kreises zwischen @ und Y, @ und Z Hiernach werden die drei Componenten
der stirenden Kraft:

Poeos QX Peos QY Peos Q7
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und die Differentialgleichungen der so gestirten Bewegung des Punktes werden sein:

d*x k2x
—_ = P v
FIT o = P cos QX
d2y 2y : =
g e ¢ W W & w W W W W o
FT) t - Peos QX (5)
a2z kiz g
Tl b e Poeos Q7
Wenngleich diese neuen Differentialgleichungen von den fritheren darin verschieden
sind, dass die rechte Seite derselben nicht mehr = 0, sondern die stirende Kraft P

enthiilt, so kann man ilmen doch durch dieselbe Form der Coordinaten , y, & Geniige thun,
wenn man nur in dem obigen Ausdrucke fiir diese Coordinaten, die dort als constant
angenommenen Grissen o, & ¢ @, §, i nicht mehr als constant, sondern als Grissen, die
ehenfalls mit der Zeit variabel sind, betrachtet. Zu dem Ende denke man sich diese
Grissen in dem Ausdrucke von z, y, 2 als von der Form:

@« =a, + da E=¢& -+ ds& e = ¢ 4+ Ae

0O =0, + JdJo D= 8+ 48 i= 14, + 41,
WO g, &y €y @y, Sg, iy wirkliche Constanten sind, da, d&, de, Ao, 4 &, di aber
solche Functionen der Zeit und der Grisse P, welche = 0 werden, wenn P — 0 gesetzt

wird. Um hier des Folgenden wegen die Zeit, insofern sic in da, A& de, 4w, 48,

i enthalten ist, zu unterscheiden von der Zeit, die bei constanten Elementen die Ver-

inderung von 1z, y, z bewirkt, bezeichne man in da, d& de, Ao, 48, 4i die Zeit

mit 7, wihrend man sonst dafiir das Zeichen ¢ beibehiilt. So betrachtet, sind z, y, #

Functionen von { und 7, und das vollstiindige Differential von z, y, # in Bezug auf die
dr dy dz

Zeit -+ - T ——I‘?a FTi ohne Parenthese . . . wird sowohl das Differential von @, in Bezug
‘ ‘ ‘

i 7 g X dx d
auf die Zeit bei constant angenommenen Elementen - - - ( ) u) ( ”), mit Paren-
these . . . als auch das Differential von 2 in Bezug auf die Veriinderlichkeit der Elemente,

sofern diese auch von der Zeit abhingt - - - d—x . d_y ) _d_z' s « »+ enthalten. Eben
dr dr dr

dasselbe findet auch bei den zweiten Differentialen statt. Man hat folglich die

Gleichungen: do (dx (dz)
at rH)
dy _ (dy d_?J)ﬁ
ﬁ”(zu) v

dz_(dz)
dat — \at

und darans:

da l
a2z (d ((_iT)

diz

dy dy dy t_L!]_)
dy ‘I(Er'))+ d(Tc)) +(‘I(R‘E : ‘I(sf: . ()
dez dt dt dt dt
de e dz dz
de d(ﬁ)) ( W)) 1 ("(_,TE L (‘i(ﬁ))
o dt ., drt dt dt
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Die Grissen (%), (%:1), (ﬁ) sind hier die oben in (3) hingeschriebenen

2\ diy\  [(dig\ .. : :
Werthe, und chenso (i!ﬂ}")’ (_f_u), (i—-—{) die Werthe, welche in (4) gefunden sind.
PIE

el 2 dt*
k*x Ily Kle
Addirt man zu (7) auf beiden Seiten beziiglich T = g0 wird die linke Seite

vermige (H) gleich P eos QX, Peos QY, P cos QZ, und auf der rechten Seite wird ver-

mage (4): - -
a*xr (Yol
(W) + e 8

d?y By
(@) + = =0

d2z k2z
(@) + = =0

folglich werden die Gleichungen (5):

d:r n‘:c ( )
- df dt dr
Pioos @ X = dt ) dz
", dy d’ p,-' df;
("*) )
7 5 A,
Piom e ¥= dr dt _ dz
dz
(7)) (@ ) )
e (160). () (G

Die Differentialquotienten (—:), ((;J;
Entwickelung sechs von einander unabhiingige Functionen und Differentiale, Ja, J¢,
de, Adw, 4 G, 4i und ihre Differentiale, oder iiberbaupt %s g—i’ %» %ﬁ;’a %s :::
Eben dieselbe Anzahl wird auch in die zweiten Differentiale iibergehen, so dass die End-
gleichungen, wenn man die Richtung und die Stirke der strenden Kraft als gegeben
ansieht, sechs unbekannte Grissen enthalten, withrend doch nur drei Gleichungen zu
ihrer Bestimmung vorhanden sind. Wegen dieser Unbestimmtheit der Aufgabe wird
es gestattet sein, noch drei Bedingungen hinzuzufiigen, welchen die sechs Unbekannten
geniigen sollen.

Wenngleich diese drei Bedingungen an sich willkiirlich sind, so ist es doch klar,
dass, insofern es daranf ankommt, die Functionen Ada, A&, Ade, Aw, 455, Ai aus den
Gleichungen (8) zu bestimmen, die vortheilhafteste IForm fiir die Bedingungen eine solche
sein wird, welche womdglich alle zweiten Differentiale fortschafft, um zuletzt in jedem
Falle nur Differentialgleichungen der ersten Ordnung zu erhalten. Man erreicht diesen

da ds de dm dﬂ di

Zweeck enn man die ersten Differentiale —> — —_— d ingt
Zweck, wenn man ¢ T 3= c!r1 == = 7= der Bedingung

unterwirft, dass, wenn ihr wahrer Werth substituirt wird, die Differentiale ( ) : y)

) -—-) enthalten bei ihrer vollstindigen

d . : rss " :
(Tz) nicht bloss fiir bestimmte Zeiten, sondern fiir alle gleich Null werden, oder nur
dr

solehe Glieder enthalten, welche vollkommen identisch sich vernichten. Aus diesen drei
Bedingungen, dass:
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dax

— ) = |
(dr) )
(i-’—")zn i v E R ERE G muE s 0
dr

dz
—— p—ry ,
(dr) ( .

nach gehdiriger Substitution der Endwerthe identische Gleichungen werden, folgt niimlich,

dass jedesmal auch ihre Differentiale, sowohl in Bezug auf ¢ als auf 7 = 0 werden,
oder dass ebenfalls:
i/
dz
( dr ) —0 d((!r)) -
di o dr |
dr; P dy)
t?r — dr =10
di o \ dr o
( (= ()
= i{} =)
di dr

identische Gleichungen sein werden. Dagegen werden die Differentiale:
dx dy dz
(@) (@) (&

dr ' dr
bestimmte Werthe erhalten, weil eben vermige der Bedingungsgleichungen (9) die beiden
Variabeln 7z und #, abgesehen von ihrer urspriinglichen Bedeutung, anch der analytischen
Form nach, nicht mehr als von ecinander unabhiingige Variabeln zu betrachten sind, es
folglich auch nicht gleichgiiltig ist, in welcher Ordnung man die Differentiationen vor-
nimmt. Substituirt man aber diese letzten Werthe fiir die zweiten Differentiale in (8),
s0 werden sie:

)
{'h’ _. — Pvos QX
1y
a(‘d—t) R s 1))
p— » r
= = Pcos QY
()
. R
= = Pcos Q72

und in diesen beiden Systemen wird dic Auflosung der Aufgabe vollkommen bestimmt
cnthalten sein. Das erste System giebt, verglichen mit (6):

do d:c) dy (d_ﬂ) dz (ds)

at — \at)’ at — \ar)’ at — \at)’
oder enthilt die Bedingung, dass zu jeder beliebigen Zeit fiir den Ort, den der bewegte
Punkt einnimmt, die Tangente an beiden Bahnen, sowohl an der, in welcher die Elemente
als constant betrachtet werden, als an der, in welcher die Elemente als variabel angesehen

werden, eine und dieselbe ist, wobei von selbst zu verstehen ist, dass man die als con-
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. Vi
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stant angesehenen Elemente so annimmt, wie sie zu der gegebenen Zeit wirklich waren,
Durch diese Uebersetzung in Worte verliert auch die Wahl der drei Bedingungen das
willkiirliche, was sie anscheinend moch hatte. Die drei Coordinaten des Ortes und die
drei Componenten der augenblicklichen Geschwindigkeit sind die sechs Constanten, welche
die angenblickliche Bahn bestimmen, und aus denen sich die sechs Elemente direct ab-
leiten lassen. Jede storende Kraft kann diese urspriinglichen Daten nicht éindern, sondern
wirkt erst in dem zweiten Zeitelemente ein, wenn man ¢s so ausdriicken darf. Hiernach
wird es der Natur der Sache allein gemiiss sein, die Tangente der gestirten Bahn in
dem Augenblicke, von dem an die Stérungen zu wirken anfangen, zusammenfallen zu
lassen mit der Tangente der Bahn, welche der bewegte Punkt ohne die stérende Kraft
beschrieben haben wiirde.

Die oben in (3) vollstindig ausgeschriebenen Werthe von ({é'—:-)s (%)1 (i—j)
migen der Kiirze wegen mit xy, 9, &, bezeichnet werden. Man erhiilt dann die Differential-
quotienten der variabeln Elemente, wenn man die Werthe von @, y, 2 in (2) differentiirt,
indem man nur die Elemente als variabel betrachtet und jeden Quotienten (j{—fa %%1 (;—:
gleich Null setzt; und ferner die oben ausgeschriebenen Werthe von «,, #;, 2, e¢benso
differentiirt bloss in Bezug auf die Elemente und die Gleichungen (10) bildet.  Fiihrt
man jetzt auch fiir dic Differentiation in Bezug auf die Elemente wieder das Zeichen ¢
ein, so sind die vollstindigen sechs Gleichungen die folgenden:

__ [(dx\ da de dry do de\ d £ di
”—(a;)dﬁ( )m ( ﬁ+(d—w)ﬁ+(m) m+(5)(ﬁ
__ [dy\ da dy d:; de dy\ do dy\ di
D= (ffa) dt £ (rl& it 7 dt + (dro dat + ( dt (dr) dt
2\ da dz\ de dz de dz d §& dz\ di

0= [|—) — e e e posiizl =
: du) dt + ((h) dit + (do dt = (dm) dt + (d§& dt (d;) dt
d £

5 __(day\ da fh,) de (’drl de dxl) da dr, {
¢ “”SQX_(@) dt (ds s T \m)amt (ﬂ:‘ T aa) 3

t
da,\ di
(7)o <00

) _ {4\ da 'd_f,r,) din\ de dy\ dw din d82
rase¥=( g+ (B 5+ e+ B +E0 S

dy,\ di
+ (TJT) dt

, dz,\ da dz rIE r!z,) de dz) dw dz\ d&
P e 7= bt it Q) Wb B BN iiad ) Wb
s 9 (du) a1 (de (de at T (;m_ Tl dga..) at

+ dz, di
di ) dt
da de : " . .
Aus diesen in Bezug auf — 57 07 ete. linearen Gleichungen miissen jetzt durch

gehorige Elimination dic Werthe jedes einzelnen Differentialquotienten gefunden werden.
Die Integration dieser Differentialgleichungen des ersten Grades wird den genauen Werth
jedes da, de ete. oder mit Hinzufiigung der Constanten ay, e, ete. jedes Elementes
a, & e, @, §, i geben.

In den Abbandlungen der Berliner Akademic der Wissenschaften fiir 1834 hat
KEncke dic Formen fiir:
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. o, (5. (), (). (42) e
da)’ \da/' \da/' \da/)' \da/’ \da i

iiberhaupt fiir jeden Coéfficienten der
da de de
E‘ H, a ete.
angegehen, welche diese Elimination ganz direct und mit Leichtigkeit vollfithren lassen.
Man bedarf dazu gewisser Richtungen, die aber, da sic nur von dem augenblicklichen
Orte und der angenblicklichen Geschwindigkeit und ihrer Richtung abhiingen, als gegeben
angesehen werden miissen.

Bezeichnet man die Richtung der Verlingerung des Radius vectors mit R, in dem
Sinne wie oben bei @, X, Y, Z bemerkt worden ist, die Richtung der Senkrechten auf
den Radius veetor in der Ebene der Bahn im Sinne der Bewegung genommen mit S,
die Richtung der Tangente cbenfalls im Sinne der Bewegung genommen mit 7, die
dichtung der Normale nach dem Inneren der Ellipse hin mit &, die Richtung der Senk-
rechten auf der Ebene der Bahn mach dem Nordpole der Ekliptik zu mit W, so hat
man fiir die Cosinus der Winkel, welche diese Richtungen mit X, ¥, Z machen, fol-
gende Gleichungen. Zuerst folgt aus (2):

@ = rcosRX = r[cos (v + @) cos § — sin (v + ) sin & ecosi]
y=rcos RY = r[cos (v + @) sin & + sin (v + ®) cos § cosi]
2 =reosRZ = rsin (v + @) sini.

Ferner, wenn man die Liniengeschwindigkeit mit ¢ bezeichnet, so dass:

k2 "2 1
c‘-":;(l -I-‘.!ccosv-{—e‘-’):k?(?—-g),

so wird nach (3):

=100 TX = — fi_ [sin (v + @) + e sinw| cos
'p
+ [eos (v + @) + e cos@] sin § cos if
n=-cesTY = — — |[[sin (v + @) + esina] sin Q

— [eos (v + @) + e cosw@] cos §& cos i

s=—occsTZ=+ 1—;:: leos (v + ©) + e cos ] sin i.
I

Denkt man sich jetzt die Ellipse in ihrer Ebene um 900 gedreht, so dass alle
iibrigen Elemente dieselben bleiben und allein @ sich verwandelt in 90° 4+ @, so wird
in dieser zweiten Lage der Radius vector und die Tangente, welche demselben v wie
in der ersten Lage entsprechen, gleiche Grésse behalten, aber eine Richtung haben,
welehe senkrecht auf B und 7' in der Ebene der Bahn steht, also oben durch S und N
angedeutet wurden. Hiernach giebt die Vertauschung von @ mit 90° 4 @ inrcos RX
und ¢ cos TX ete. die Werthe:

reosSX = — r {sin (v + @) cos @ + cos (v + @) sin 2 cos i}
reos SY = —r [sin (v + @) sin & — cos (v + @) cos § cos ij
reosSZ =  reos (v + @) sin i
ceos NX = — %_ [[cos (v + @) + e cos@] cos §

P

— [sin (v + @) + esinw] sin 8 cos

TH*
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k
ceos NY = — 1—.— {[eos (v + ©) + e cosw]| sin &
r
+ [sin (v + @) + e sinw| cos & cos i)

ccos NZ = — ‘—L: [sin (v + @) + e sinw| sin i
P

Um zuletzt die Richtung W zu erhalten, setze man in cos RX, ecosRY, cos RZ
zuerst (v + @) = 90°% so werden die neuen Werthe dic Richtung in der Ebene der
Bahn senkreeht anf die Knotenlinie angeben, vertanscht man dann noch @ mit 900 4 4,
so hat man die Richting W, folglich:

cos WX = sin §& sin i
cos WY — — cos §2 sin i~
cos WZ = sin i.

Vermiige der bekannten Gleichung, dass fiir irgend welche zwei Richtungen 4 und B:
cos AB—=cosAX cosBX + cos AY cosBY + ecos AZ cosBZ

und vermige der Form aller Ausdriicke fiir die Cosinus der Winkel, welche simmtlich

die Gestalt haben:

f=2cos& + w sin S cos i
g = A sin&3 — w cos § cos i
= — usini

fT= 4 cos & + w' sin £ cosi
g = A sin §& — w' cos $& cosi
o= u' sin i,

wonach folglich:
I F gF4 82 A+ w2

S+ W = A2 4

S+ gd + Rl = AN + pu
lassen sich alle Cosinus der verschiedenen Combinationen der Richtungen unter sich
finden, wobei man die bekannte hier vorkommende Gleichung:

cosRX2 + cosRY? + cosRZ: =1
auch durch cos RR — 1 ausdriicken kann.

cosRRE =1 ccos TN =0
k ' TW — 0
ccos RT = — esinv uees W

v’; cos8S =1

cos RS =0 = ccosSN:if.i_ esinw

EYp 'p

""""an:__,;'" cosSW = 0
cosRW =0 cos NN — 1
cosTT =1 cosNW =10
cos WW =1

A I.'r_
cos TS = + a4
v
Um vermige dieser Winkel die Differentialquotienten:

(#@) @) @) @) @) @)

darzustellen, bemerke man, dass die Elemente a, & ¢ allein in » und » enthalten sind und
dass in @,9,2 nur die beiden Verbindungen rsin (v + ®@) und rcos (v + @) vorkommen.
Bei der vollstindigen Differentiation hat man aber:



(:—-;) t—— a: — 23 V esmnvy
g ayp
dr) .
(E-E = ﬁ esmuv
dr
(d_e) = — acosv
av\ 3 ktYp
(d_ﬂ) o g @.rr 7
3 &
dv\ azﬂ
d_e) e
(d_’t’) — (P + )“' sin .
; r (1 —e2)

Wenn man diese Werthe in die Differentialgleichungen:
d[rsin (v + o) —=sin (v + @) dr + reos (v + ©) do
d[reos (v + )] = cos (v @) dr — rsin (v + ©) dv
einsetzt und dabei fiir }— seinen Werth:
1 14 ecosv

r r

benutzt, so wird:

(ﬂ&‘ﬁ_i "’)]) ] (!; s . i’; % {eos (v + @) - ecos @)

(ﬂ_"ﬂ_’f_@_—f_"’n) . j [cos (v + @) + ecos @)

de

Loy o
(p ] ﬂ;nu o0 (a 1f: ]

(d [rcos (v 4+ )] reos (v + @) _, [sin (v + ©@) + esinwo)
@ 2 4 V

(Mw_w)l) _ T [sin (v + @) + esinm)

(‘I [rcos (v + w)_j) = — acosvcos (v + @) — (?'1-!—??)}'85{" " sin (v + )

(d [rsin (v 4 @) |)

— acosvsin (v + @) +

de
Hiermit wird man:

@ @ @ @ @ @ @ @) @

sogleich hinschreiben kénnen. IFiir die Differentiale in Bezug auf ©@ sieht man so-
gleich, dass:

da d(rcasRX)) -
(dw : ( o =rcsSX
dy\ __ (d(rcosRY)\

d_a) __( 5 )_rmsSY
‘dz\ _ (d(reos RE)\ 5
1) = ("de ) =ressz

und in Bezug auf & und ¢ ist die Differentiation und der Ausdruck durch cos SX,
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cos SY, cos 8Z, cos WX, eos WY, cos WZ, ebenfalls gleich durchgefiihrt, weil z B. fiir die
. fdx
in (ES_E) vorkommende Grisse:
cos (v + @) sin & + sin (v + @) cos Q cosi
= {cos (v + @) sin & cosi + sin (v + @) cos Q) cosi + cos (v + @) sin @ sin i,
folglich: = — cosi cos SX + cos (v + @) sini cos WX

und analog fiir die Differentiale ({—f%), (:;) Die Zusammenstellung fiir die Diffe-

rentiale von a, y, # in Bezug auf jedes Element wird damit folgende:

5t
( ) =2 s RX — 5= ccos TX
o =0
¥ 3t —
(dr _Ecoslfl'u—ﬂccasll
E :"—-cos.RZ—-s—tccasI’Z
da a 2a
8
dx a® .
E) -_?ccaslx
3
dy\ __a
c?;:) =5 ceosTY
s
l' 2
(z) =%ccosT.Z
ri -7
— — acosv cos RX -+ --; sinv cos SX
o . . 1)+__
(dc) — — acosv cosRY + 1T— sinveosSY
(ﬁ—: — — acosvcos RZ + Pi———— sinv cos SZ
dx .
e — reos S X
(d_y = resSY
d o
dz
—_—) = 18 = Z
dm) reos SZ

(ﬁ%)—: reosi cos SX — reos (v |- @) sini cos WX

(ﬁ%): reosi cosSY — rcos (v + @) sini cos WY

(dd—;, = reosi cosSZ — rcos (v + ©) sini cos WZ
dx . .
E;) = rsin (v + ®) cos WX
dy A 7
3;) = rsin (v + @) cos WY

g—:) =rsin (v + @) cos WZ.



— 599 —

Aus diesen Werthen lassen sich sogleich die Werthe von

‘dx, d iy, dz da, d a,fl oz,

) (o) (&) (&) (@) (&) o
ableiten. Denn da diese Differentialquotienten bezeichnen, dass man zuerst jede
Coordinate in Bezug auf ¢ so differentiiren soll, dass man alle Elemente als constant
ansieht, und den gewonnenen Ausdruck nachher in Bezug auf jedes Element noch ein-
mal so differentiiren, dass man auf die Veriinderlichkeit von ¢ keine Riicksicht nimmt,
so werden bei der ersten Differentiation die Elemente nicht als Funetionen wvon {
betrachtet und in der zweiten ebenfalls ¢ picht als Function der Elemente. Beide
Grossen, t und die Elemente sind deshalb hier als ganz von einander unabhiingig anzu-
schen und auch bei veriinderlichen Elementen muss in dem Sinne, wie es hier genommen

wird :
dzx dx
B (@) _(*Ga)
da) : da |

dt

sein, und dhnlich bei allen iibrigen Elementen. Ein Unterschied in der Ordnung der
. — " . dx

Differentiation kénnte nur dann stattfinden, wenn man in z oder (ﬁ) auch auf das
at

welches in den verdnderlichen Elementen enthalten ist, hiitte Riicksicht nchmen miissen.

Dieses aber wiirde nach dem Obigen ganz fehlerhaft sein, da 2 der reine Differential-

quotient in Bezug auf ¢ ist, wenn die Elemente als villig constant angeschen werden.
Hiernach hat man nur die eben gegebenen Werthe von:

() ). ) (). (2. (22 e

in Bezug auf ¢ so zu differentiiren, dass man die Elemente als constant ansieht, und
also auch nur auf die Gréssen zu achten, welche ¢ explicite enthalten. Die Functionen
von f, welche in den veriinderlichen Elementen vorkommen, diirfen nicht beriicksichtigt
werden. Fiir die in diesem Sinne nach ¢ veriinderlichen Gréssen finden sich aber so-
gleich die folgenden Werthe:

1
(( (HZSRX) (%):xlzccasi'X
(d(rC;iRl))z(fl_.:)zyl — ¢ccos TY
d(rcosk 7 1 S
( ( T )) (%) — g —ccos TZ
(d(cms TX)) dﬁ)___?ﬁ_ _ k2cosRX
dt (c t/) i r?
(d (ccos I‘Y)) (iu_,) _ Ky __ KcosRY
ot dt/) I re
o) _ (dn) | Wr_  wouEs
( at it/ re r?

Ausserdem ist nach dem Obigen;
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d(reos RX)\
(—?Z_CO__H) = rewsSX
d(reos RY)\ o
(T—) — reosSY
((1(?_‘2021_‘3@) — resSZ
de ’
und wie man bei dem ersten Blicke sieht:
({Z(ccos TX)) — ccos NX
dw e
(M) — ccosNY
dw
(‘I (c COEE‘A)) = ces NZ,
dw
folglich da:
d (rcos RX) -
( it ) = ceos T'X
(d(z'cosRY)) — ccosTY
dt
(d (r c;iR/})) = G

nothwendig auch:

dt
d(reosSY)
(_rit—) — ccos N Y
(d_f_as_é)) — ccos NZ
dt o

Hierzu kommt noch:

(‘EE?S_‘KX) =0

at
deos WY
T T Y =0
)
(fZ_l:_‘OS }VZ) — 0
dt
und :
(n’ [reos (v f")') B [sin (v + ©) + esinw]
4 dt Vv |
a|rsin (v + ﬂ”) — _L [eos (v + @) + ecosw],
dt \p

wenn man die friither angefiihrten Werthe von (%-:—) und % benutzt. Mit IHiilfe dieser
. ¢
Differentialquotienten werden sich alle Differentiationen ohne Weiteres hinschreiben

: a 5 lx dy az\ .
lassen, nur mit Ausnahme der Differentiale von (:Tf)' (d—:), %) in Bezng auf {. Wenn
man diese indessen nur etwas anders schreibt, so wird auch hier keine Weitliufigkeit
stattfinden, ks ist niimlich:
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dx e : ; sinv .

7;) = — @ (cosv cos RX — sinv cos SX) + T FeosSX

dy ; _ sin v

)= (cosv cos RY — sinv cos SY) + T — reosSY
—

d_z) = — a (cosv cos RZ — sinv cos SZ) + fay rcos SZ.

de ' Tiigh !

Nun aber wird, wenn man die gehdrigen Werthe substituirt:

cosv cos R X — sinv cos SX = cos®@ cos §& — sin® sin §3 cosi

cosv cos RY — sinv cos SY — cosw sin £ + sin® cos § eosi

cosv cos RZ — sinv cosS7Z — sinw sini
oder sie sind frei von allen mit ¢ variabeln Grdssen. Wollte man die Richtung von der
Soune nach dem Perihel mit A bezeichnen, so wiirden sie:

cos AX cosAY cos AZ
und:
dx sin v
(d_e) = —acosAX + ) reos SX
(:%) = —acsAY + i'SLjv_ei reosSY
dz , sin v
((_I; = — acos AZ + l_g_}:cosSZ.
wobei:
(dcosAX) —0
dt o
deos A Y
( dt )__ 0
deos A Z
5 ( dt ) =0

und folglich die Differentiation aueh hier auf die obigen Gleichungen zuriickgebracht
ist. Es folgen hieraus die Werthe:

dx,\ __ 3k . ¢
E)—mcosR}L—é—&-wsTX
dy,\ _ 3k c E
(v&?)__‘zar* cosRl’—2a cosTY
dz\ _ 3k a ¢
(ﬁ)_mwsﬂd %a cos TZ
3
71
(dﬁ):-—a—_h-cosﬂx
de r:
3
2
(d_?i'- =—“—k-casRY
de y2
8
(dﬁ) = — “-.,k ccos R Z
e re

Klinkerfues, Theoretisehe Astrovomie. i
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(t.z_‘.r_l_) i . ﬂfﬂs v S X + € COS NX
de Vp — ¢?

dy, ) k  acosv sinwv

A R s K ¥
({M = s SY + T ceos N

d z, k  acosv %

( ):__._ w87 4 - ccosNZ
de V’p l

(dﬂ) — ceos NX

dw
(i‘?l — c¢cosNY
dw
dﬂ) — ccos NZ
dw

dux,

d &2

dy,
d £2

d‘rl
d §2

/"'!""‘\
N

I
cosi cecos NX -+ f__ [sin (v + @) + esin®| sini cos WX
P

cosi ccosNY 4+ —= [sm (v + @) + esin®] sini cos WY

G

ol Ry
—

cosi cecos NZ + -‘,1 |sin (r + @) 4 csinw| sini cos WZ
P
®) + ecos@| cos WX

— ['cos (v +

1[_ [eos (v + @) + ecos@]| cos WY

— |eos (v + ®) + ecos@] cos WZ

Bei dieser Form der simmtlichen Coéfficienten von:

de do dS2
dt' dt ' dt’

di
dt
in den Gleichungen (11), wird die Elimination der einzelnen Werthe keine Schwierigkeit
haben. Man kann dabei den gewdhnlichen Weg einschlagen, erst eine Grisse, etwa

de
dt’

da
dt’

dt
beziiglich mit — (dﬂ)

da

zu eliminiren, am einfachsten so, dass man in (11) die ersten drei Gleichungen

(%
da

drei multiplicirt, und ebenfalls die letzten drei Gleichungen mit (g—ﬁ), ({h) (j;)

a foi i
e (!—::), oder den Coéfficienten in den letzten
.

oder den Coéfficienten von @ Aus der Summe der

dt

. . da .
Producte wird T verschwunden sein.

a0 ai
dt 7 dt’

in den ersten drei Gleichungen.

Der Einfachheit wegen bezeichne man die Coéffi-

da
dt’

de
dt’

s de : : > s
cienten von I welche man in dieser summirten Gleichung er-

hiilt mit:

la, £, [a, ], [a, ®f, la, S ], [a, i‘.,v

so dass z B.:
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== (2)(20) - (2)(22) - (2)(22)
@) (@) + GG + @)@
da/\de de
Eliminirt man nachher aus den urspriinglichen sechs Gleichungen ZTE, so werden in der
Summe der Producte die Coéfficienten der iibrig bleibenden unbekannten finf Grissen:
do de do 49 di
at’ dt’ di® dt’ dt
[&al, [&e], [&®], [& 2], [&i],
wobei es von selbst klar ist, dass:
6, a] = — [a, €]
und analog bei allen anderen Verbindungen. Setzt man fiir alle sechs Grissen das Ver-
fahren so fort, so hat man im Ganzen 15 Coifficienten zu bestimmen. In allen diesen
werden iiberall Formen wie:
cos RX cos TX + cos RY cos TY + cos RZ cos TZ
vorkommen, wofiir man sogleich cos It 7' schreiben und dabei anch gleich anfangs die
Cosinus weglassen kann, welche = 0 sind, niimlich:
cos RS—=—10, cos RW=20, cos TN=20, cos TW=—=20, cos SW=10, cos NW =0,

ebenso fiir cos RR, cos TT, cos SS, cos NN, cos WW den Werth = 1 setzen. Fiihrt
man die Rechnung durch, so erhiilt man:

respective:

- l,r— 3
[a, E] = 6:‘ tecosRT + 2‘“ 1." + .._}- tecosRT
-2
[a, e] = + '3_];;?'? '—'w';ﬂ osRT + z-l;; sinvecos ST

rsine Akt cosv

ccoaRN—T— ceos ST
2rVp

[a, @] = + L ccos ST + % ccos RN

_+_

2a
[a, &]= + ﬁ cosiceos ST + —;~ cosicecos RN
[a, i] = 0
5 5
2 k 2 3
[ ¢] = + a :c131:+rr wsY S
’ rp
[, ] = 0
[e, ] =0
[&i] =0
[e, ] = V_aco:,u— %cwsSN—amsarccosRN
? =
-+ p+ 5 sinvecos SN
[ &] = — ‘—;.h_ acosveosi — lfsr_uz; cosiceos SN — acosveosiceos RN
m e
s p +e sinwvcosiccos SN
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[e,i] = 0

[@, 8] = — reosiceos SN + reosiceosS]

[o,i] =0

[8i] = — VL_ [sin (v + @) + esino]r sin (v + @) sin i
P

- fk__ [cos (v + ©) + e cosw|r cos (v + @) sin i.
P

Substituirt man hier die oben gegebenen Werthe fiir diese Cosinus und reducirt Alles,
so findet sich zuletzt:

k : k
la, ¢] = — 2";; [6a] = + ﬂ";
[a, e] = 0O [e,a] =0
— _kp )
Ll 6Ty [0, 6] = + =5,
[@ &] = — ]5-2%'- cos i [, a] = + @2}%_, cos i
[wi =0 ial =0
[e,e] =0 [, a] = 0
|, @] = 0 |@, ] = 0
[ 2] =0 [83, 6] = 0O
i =0 [i,e] =0
[e @] = + 1;:7 ae [@, ] = — 1—% ae
e8] = 4+ L_ aecosi [82, ] = — —fi_ aecosi
[e, $2] " .
/P '»
[ =0 [i¢] =0
[0,3] = 0 [2, 0] = 0
[@,i] = 0 [i, @] = 0
[R,i] = — kVp sin i [4 2] = + &Vp sini.

Nachdem so die rechte Seite jeder Endgleichung, wenn immer eine der zu be-
stimmenden Grossen eliminirt ist, auf eine hochst einfache Form zuriickgefiibrt ist, hat
die Behandlung der linken Seite noch weniger Schwierigkeit. Diese ist nimlich iiberall
Pcos QX, Pcos QY, Pcos QZ, beziiglich multiplicirt mit:

dzx dy dz o (A= dy dz
(ﬂ)’ (ﬂ)’ E—&), oder mit (ﬂ)’ (ﬂ 3 (ﬂ) ete.,

wo man also nur die Richtungen @ zu vereinigen hat unter dem Cosinuszeichen mit der
Richtung, die in jedem Werthe der Differentialquotienten neben X, ¥ und Z steht. Die
Endgleichungen werden demnach:



Eod :Yp d k ‘
i1"(203(&'.&?—-.?'—E.':Pe:ms@fl':——--—-17-—15—m—m—‘- V—L‘Gi—
a 2a 2Ya dt  2a dt  2a at
3
a’ E da
—e¢PeosQl = —
" ¢ +2 a dt
- k 1 k d
—acostcasQR—{—p+ -sinv Pcos QS — {—m—i—n—aemsc——-
1 V;a at  Vp dt
s (12)
kYpda Kk ,de
S= = — =
Gl L 2a dt P (”
reosiPeos QS — rcos(v -+ @) sini Peos QW
=RVP cosa’d ——'!i—r:ecob:d—e—l psin-f'—t
2a at  y» dit di
rsin(v + ©@) Peos QW = —E—!.]f;smadd‘s:’

Wenn, wie bei Lagrange, die nach den Hauptaxen zerlegten stdrenden Kriifte die
Form von partiellen Differentialen in Bezug auf dic Coordinaten haben, oder:

d 8L
Peos QX = (ﬂ)

2
PeosQY = %)
Peos QZ = (%—'%- i

so ergiebt sich von selbst, dass die linke Seite aller dieser letzten Gleichungen, da sie
immer von der Form:

W)+ () @) + (@) @)

in Bezug auf jedes Element ist, das partielle Differential von & in Bezug auf jedes
Element wird, in dem Sinne, wie hier iiberhaupt die partiellen Differentiale genommen
werden., Die linke Seite wird folglich beziiglich :

g2, e

&)’ \di

19) (12 gy (ae
(dn)1 d&)' (de 2 dm)’

d |
und die Grossen -d—': % cte. werden allein durch partielle Differentiation der Stdrungs-

function & in Bezug auf jedes Element gefunden, wobei die Factoren der Differential-
quotienten cbenfalls nur ans Elementen gebildet sind, ohne dass Gréssen vorkommen, in
welchen ¢ explicite enthalten wire.

Diese Gleichungen (12) geben sogleich die reinen Werthe der gesuchten Grdssen.

. : AL fo v d . ; o i
Zuerst giebt die zweite —‘:, und damit die vierte ch’ aus beiden giebt die fiinfte k5

d dt’

die erste, dritte und sechste lassen ;Q‘, d_r.o und é-f finden. Es wird:
dt’ di di
da 2 a?
“"iT = ‘—T ¢ P cos Q T
de [ pcasv 1 »p+r 3t
_—= Qr — PeosQR — —= - simvPcosQS + ——=cPcosQ1
dt .L? , R e e T ¢
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de 1 1 —e¢ p 1 "

—_———— J=.—¢P

= kVP rPecos @S {—e ¢ cos QT

do 1 peosv 1 pdkr. o .d 8
W_—EV;---—.?—PCOSQ.R—{—W;- . sinv Pecos QS cos i —
a8 l_-wasQW

di ;;Vp sini

di

= % reos (v + @) P cos QW.

Fiir die numerische Rechnung ist es angenchm, mit gleichartigen Grossen zu thun
zu haben, entweder bloss mit Winkelgrissen, oder bloss mit Lingengrossen. Es wird
deswegen vortheilhaft sein, statt der beiden Elemente @ und ¢ andere Variable ein-
zufithren, welche durch Winkelgrossen ausgedriickt werden. Man kann hier fiir ¢ nach
dem Vorgange von Gauss setzen:

e — sin @,
wodurch:
de d D
dat

oder:

dd 1 de

dt  cos®@  dt

Statt @ kann man die mittlere tigliche siderische Bewegung n nehmen, gemiss der
Gleichung:

dat 2 a dt

Ferner bedarf man nie des Elementes & allein, sondern wendet es immer nur an in
Verbindung mit nt. Wemn also M die mittlere Anomalie bedeutet oder:

M = at | &,
d M ; . d& 2 7 : ey s
so kann man durch v das Differential T ausdriicken. Um die dazu nothige Trans-
Lf

formation deutlicher zu iibersehen, gebe man den Elementen die schon oben angenommene
Form, wonach sie aus einem von P freien Theile bestehen, und einem von P so ab-
hiingigen, dass der letztere mit P verschwindet. Kiir jede Zeit ¢ wird demmach die
mittlere Anomalie sein:

M= (n, + dn)t + & + d¢&

= & + ngt +t dn + Ade,

und wenn man sich das M ableiten wollte, welches ohne die Strungen zur Zeit ¢ statt-
gefunden hiitte, so wiirde es von der Form sein:

& + myf,

wo & die Epoche der mittleren Anomalie bezeichnet, welche fiir den Augenblick { = 0
stattfand, von welchem an man die Stérungen rechnet, und fiir welchen auch die con-
stanten Elemente ay, 7y u. s. w. gelten. Fiigt man diesem Theile noch den anderen,
von der storenden Kraft abhiingigen Theil hinzu ... 43 ..., so wird die Gleichung:

o+ gt + AM = & + ngt +tdn + de,
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oder wenn man statt 4 M, dn, 4 ¢ lieber das wirkliche Integral der obigen Differential-

quotienten hinschreibt:
[ e i

Differentiirt man diese Gleichungen nach {, so wird:

d M dn dn e
t?f_j‘ d{+!r”+ﬁ_t.

Es befindet sich nun aber in dem Ausdrucke von % ein Glied:
at

g y Bt d
LB T L 22
kYa 2a? a
oder wenn man fiir B . a% einfiihrt:
dt dt
3 k dn dn
!L‘—CP(OSQT _;%{f_f?_.— H,

s de .
so dass der vollstindige Ausdruck von T geschrieben werden kaun:
dt

1 T _ . _ 1
LN L[ Ty S . L .y W S L .
di kYa e | kYa e di
d M
Substituirt man diese Form in — 7 50 hebt sich:
dn dn
TR g

oder t erscheint nicht mehr explicite ausserhalb der sonst von { abhiingigen Grissen, und

der Werth von % wird:

4l v 1
ﬂ:—# 2:‘—I)—NJ£IIJt.'asQ]fﬁ- I.—--P+ sm?'Pcosz—}—[‘n- dt,
dt EYa e | EYa

wobei freilich in 2 selbst das doppelte Integral ”%d t? erscheinen wird. Die Grisse,

welehe nach der doppelten Integration hinzuzufiigen sein wird, ist dabei & -+ ngt.

In dem Werthe von ti—':’ ist ohnedies schon eos @ ggf erhalten. Man kann deshalb

noch mehr dem gewdhnlichen astronomischen Gebrauche gemiiss, und selbst etwas be-
quemer und genaner statt des Elementes @ die eigentliche Linge des Perihels ... 7 ...
einfiihren, wobei:

=@ + §
et A
und das Glied in %, welches % enthiilt, wird fiir ‘;—T:
(1 — eosi) %li — 2sin % 2 %

Endlich kommt in allen Gliedern der Gleichungen entweder der Factor #_—. oder
p
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1 . . : e 1 s 5
— — vor. Fiihrt man einen von diesen durchgiingig ein, etwa —=, so wird man fir

kYa EYp
1 i i
— schreiben miissen:
kYa
| e cos P
KWa kY
Mit diesen simmtlichen Veriinderungen werden nun die Formeln (12):
dn _ & s chls_QT
dt EYp
] ] I R
. L2 cos® — peotg @ eosv | i Q— — (p + r) cotg Dsinv - os.__QS'
dit EYp
" n
'1— J -JT < dt
dd PeosQS P "’E Il e¢Pecos@T
-?_._—_—_—-rcof_r;cb —— e e T — - (13)
dt EYp c EYp
. ) B . ) 3 -
dx __ __Dpcosv E msER + p+ sin I ca:..QS IS — dg
dt “ ].“ P 4 ;.1 P dt
a5 + rsin(v 4+ — Q) Peos QW
it sind I 1"},
l . Pcos QW
'd: + reos(v Jr::-—gs,)uTH_;’_.
Wollte man hier, um sich noch niiher an den astronomischen Sprachgebrauch an
zuschliessen, die mittlere Linge ... L ... statt der mittleren Anomalie einfiihren, wo also:
L=M4 =
d L dM dx
= +

dt — dt " dt’
s0 wiirde:

{fl_tL:_{‘)ims‘D +-1ij1 cbcas*’}lfffh—{_(]} r).-‘q Ris ]J;HEPQS
~ d 8 d
+ (]—rosz)ﬁ—kj.ﬁdt.

Das niichste Geschiift wird jetzt sein miissen, den wirklichen Ausdruck fiir die storende
Kraft und ihre Richtung, oder die stirende Kraft nach drei rechtwinkligen Richtungen
zerlegt zu geben. Die Wahl dieser Coordinatenaxen fiir die Zerlegung der stirenden
Kraft ist véllig willkiirlich, da man in allen Fillen doch aus ihnen wieder auf die
Richtungen R, S, T, W iibergechen muss, diese letzteren aber nur durch den Ort und
die Richtung der Bewegung des gestorten Planeten bestimmt werden. Die bei @, £
und i getroffene Wahl der Ebene, welche bei der Bestimmung der Lage der Bahn des
gestorten Planeten im Raume zu Grunde gelegt worden, hat auf die Zerlegung der
Kraft nach bestimmten Richtungen keinen Einfluss.

Wir bezichen den Ort jedes Planeten immer auf die Sonne, folglich bestimmen
wir auch nieht seine wahre Bahn im Raum, sondern nur seine relative in Bezug auf
den jedesmaligen Ort der Sonne (cf. Abtheilung I, Vorlesung 2). Da aber die stérenden
Planeten ebenfalls auf die Sonne einwirken und ibhren absoluten Ort dndern, so wird
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es nothwendig, zugleich mit der Wirkung, welche sie auf den Planeten fussern, auch
die Wirkung zu beriicksichtigen, welche sie auf die Sonne ausiiben. Sei hierzu irgend
ein Punkt im Raum als Anfangspunkt bei drei willkiirlichen rechtwinkligen Coordinaten
angenommen. Seien die Coordinaten der Sonne in Bezug aunf ihn:
X, Y, Z, ihre Masse — k.
Die Coordinaten des gestorten Plancten in demselben Sinne seien:
£ n, § seine Masse = ml?,
das letztere, weil wir gewohnt sind, die Masse der Sonme als Einheit bei den Massen zu
Grunde zn legen, nicht die Einheit, welehe man die absolute nennen kénnte. Seien die-
selben Grossen bei den storenden Planeten:
g wl. g, Masse = ' k?
£ B , = m"E? ete.
Die Entfernungen von der Sonne bei dem gestirten und den storenden Planeten seien:
r, 'y’ efoy

wo folglich:

o= (X — 8+ (Y —a)p + (Z— b

P = (X — P (F— Pt (2 — 8 e
Und schliesslich seien die Entfernungen des ersten, zweiten und folgenden storenden
Planeten von dem gestorten:

0y 0y 9” etey,
wonach :
¢ = —§ +@—ap+E —
g =(F'— EP - — R — %

Alle Kriifte sind anzichende Krifte, oder solche, welche jedes Theilchen des an-
gezogenen Kérpers zu sich hin zu niithern streben.  Hiernach wird die Gesammtwirkung
aller Kriifte, sofern sie die Sonne anzichen, dem Newton’schen Gesetze der Anzichung
im umgekehrten Verhiiltnisse des Quadrates der Entfernungen folgen und nach den
Coordinatenaxen zerlegt sind, in den Gleichungen enthalten sein:

d* X g_-X X gr_X . g“_x ",
7 B mk* + gy ™ ke gy ™ k...
ey _n—¥ =T enn WX gy
= g m 2 4 3 m'k 4 - pE L o T
27 ; — Z .0 ;r = 7 ! L ;n — 4 'l 2
T = ,-a' mhk: 4 )3 'k '3 m' k2.,

und die Gesammtwirkung auf den gestirten Planeten wind die Gleichungen geben:

dzﬁ P X— f L E == 'f ! 1.0 grr = "; "o

T = /5 k4 " k* iy - M ol

3 ¥ —B e o ' — 9 g v W— s

B k4 , ok o' m' k2. ..

d"‘; o= ; a gt o ; Fr ;n - Q "1

5 k4 0l w' I 4 o m' k2.

Die Verbindung beider Systeme giebt fir die Wirkung der simmtlichen IKrifte,

in Bezug auf die relativen Coordinaten des gestirten Plancten gegen die Sonne E— X,
n — Y, £ — Z, Gleichungen, welehe sich so schreiben lassen:

-1
-1

Klinkerfues, Theoretisehe Astronomic,
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d? (a; X) ‘l‘ 3 ,!,,2 (1 + m) = (’g" _3 . g,;—zz) w' k2
(

#O—T) 9 — _(u’-n_n’—1')
d 12 Tk “(1 + m) = o 3 ' k2
" " =
I (1? ] 3_g 2 i . ) m'" k2
Q
R T SR = i P
d e = (1 4+ m) = PE — ) 'k

Bezeichnet man also iiberhaupt die relativen Coordinaten jedes Planeten gegen die
Sonne mit , y, 23 o, ', 2 ete., wonach

f—X=s ¥ x— B G
Y I. = " — Y=y " —Y=y"
§ — & =¢# § —Z =/ ¢ — Z = &' ete,
folglich auch:
 —t=4ad — 2z Pt = —
ﬂr_’}'_—_?f_‘ﬂ n”_nzyﬁ__y
§'—§:z'—-z g"-—gzz“‘——zcw.,
go werden die Gleichungen:
2z k(1 + m)z 7 — 2\ = gt .
}{T'l_ ( rs =( 08 o8 "“k2+(—5,“ — 7 m" k...
a* y B2(1 4 m)y Yy — ¥ Y Y — -y iy
CypREmy (Lo Dy g (Lot — )
ge k?(l -I—ie_)_z — zi_ L= m' k2 & 2" "9
dt‘2+ rs '_( 0} ) k +( o' —-H—,‘m.’.

Die Vergleichung dieser Formeln mit den Formeln (5), welche den Differentialgleichungen
der Elemente zu Grunde liegen, zeigt, dass die linke Scite ganz iibereinstimmt, wenn
man nur iiberall in den Differentialgleichungen (13) statt:

CEYL 4 m
schreibt, wenn nimlich dem gestérten Planeten im Verhiiltniss zur Sonnenmasse die
Masse m zukiime. Es wird indessen nicht néthig sein, diese Aenderung in die Formeln
wirklich einzufiihren, da fir alle Fille, auf welche die Methode, wie sie hier angegeben
wird, bisher angewendet ist, m als ganz unmerklich und noch nicht bestimmbar, gleich
Null gesetzt worden. Sollten Fille spiter vorkommen, in welchen es merklich ist, so
wird man sich an diese Abéinderung erinnern miissen.
Um die rechte Seite iibereinstimmend zu machen, wird man setzen miissen:

2 —ax 2 &',
I’cosQX:( P —r,)mk"-{-( o'F -—r,,g)m B

S rf___
PcosQY:(y QJ-E-—:—) '&3—}—( "f_:fm)m”!. swel @ ow @ wew w (AG)

' I 2"
Pocos Q7Z = (z—gx £ 1%)m'h’- + ( 9,3—3~—- T m'E2. ..
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und vermittelst dieser Werthe Peos QR, Pros QS, Peos Q T, Pcos @ W bestimmen. Allein
da die Richtung der urspriinglichen Coordinatenaxen fiir diese Zerlegung willkiirlich ist,
und unter den vier Richtungen R, S, 7, W, auf welche man die stérende Kraft pro-
jiciren muss, schon drei auf einander rechtwinklige sich befinden, nimlich R, S, W, so
wird man am directesten zum Zicle kommen, wenn man als Coordinatenaxen selbst diese
Richtungen wiihlt, und folglich die Coordinaten 2,3/, 2'; 2", 9", 2" ... der stérenden Planeten
auf eine Axe der = bezicht, welche die Richtung I (Radius vector des gestorten Planeten)
hat, eine Axe der Y, welche die Richtung S hat, senkrecht auf # in der Ebene der
Bahn des gestorten Planeten, und eine Axe der z, deren Richtung durch 117 als senk-
recht auf der Ebene der Bahn des gestirten Planeten bezeichnet wird.  Fiir die
Coordinaten des gestirten Planeten wird in diesem Falle offenbar:
T =7 =0 g =0,

Gewdhnlich wird angenommen werden konnen, dass der jedesmalige Ort des
storenden Planeten fiir jeden einzelnen gegeben ist durch seine Entfernung von der
Somne ', " ete, seine Linge in der Bahn I, L" ete., seinen Knoten ', Q" ete., beide
letzteren gezihlt in der Ekliptik von der Linie der Friihlingstage- und Nachtgleichen an,
und die Neigung seiner Bahn gegen die Ekliptik i, i" ete. Bezeichnet man die hier-
durch bestimmte Richtung des Radius vectors fiir jeden Planeten mit R, R" ete., so
werden die anf die Axen R, S, W bezogenen Coordinaten sein:

o =14 cosRI y =1 cos SR’ g =1 cos WR'
' — " cos RR" y" = 1" cos SR" ' = 1" ecos WR" etec.

Man kennt, vermige der oben gegebenen Ausdriicke, die Coordinaten in Bezug
auf die Axen, Linie der Frihlingstage- und Nachtgleichen, senkrechte darauf in der
Ekliptik, senkrechte auf der Ekliptik. Wenn man diese Axen folglich mit X, ¥, Z be-
zeichnet, so hat man, wenn der Kiirze wegen:

L' — Q'=
gesetzt wird, sofort:

cos R' X = ecosu' cos S0" — sinu' sin 82" cosi’
cos B'Y = cosu'sin Q' -+ sinu' cos 2 cos i’
cos R' 7 — sinu'sin i
und #hnliche Werthe fiir cos R" X, cos R" Y, cos R"Z ete. Ferner hat man wie oben,
wenn v + @ — u gesetzt wird:
cos R X cos wcos S — sinwsin §2 cosi

cos Y = cosusin $& + sinwcos $2 cosi

cos R 7 — sinusini

cos SX = — sinucos 2 — cosusin £ cosi
cos SY — — sinusin & + cosucos 8 cosi
cos87Z = cosu sin i

cos WX—= sin £ sini

cos WY = — cos § sini

eos WZ = €08 1.

Aus der successiven Verbindung dieser Systeme erhiilt man:
cosR = cos RXcosI' X + cos RY cos 'Y 4 cos RZ cos ' Z
cos SR — cosSXcos "X + cosSY cosR'Y + cosSZ cosR' 7
cos WER' = cos WXcos ' X + cos WYcos 'Y + cos WZcos R' 7
und ihnlich bei cos R B, cos S I, cos WR" ete. Fiihrt man die Multiplicationen wirklich
aus, 8o erhilt man:
T
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cos R = cosu {cos (' — ) eosu' — sinu'sin (' — &) cosi’

+ sinu |sinisini’ + cosicosi cos($' — K) ) sina’

+ sinu [cosisin (' — £) | cosu’
cos S B = cosu |sinisini' -+ cosicosi' cos (2" — )| sinw

+ cosu | cosisin (§' — £2) | sinu'

— sinu | eos(' — §)cosu' — sinu' sin (' — ) eosi’
cos WR' = — sin(Q' — &) sinicosu'

{sini' cosi— sinicosi cos (6 — &2)! sin.
i i

Setzt man hier zur Vereinfachung die Coéfficienten, welche allein aus £, £/, 4, i
gebildet sind, dem Sinus und Cosinus verschiedener Hiilfswinkel proportional, wobei die
Achnlichkeit mit den Formeln der sphiirischen Trigonometrie von selbst darauf fiihrt,
dass die Factoren, mit welchen diese nenen Sinns und Cosinus multiplicirt  werden
miissen, selbst einem Sinus oder Cosinus gleichgenommen werden kiénnen, weil sic immer
< 1 sind, und sucht man zugleich den Ausdruck des Cosinus, wenn jeder Factor einem
Sinus gleichgesetzt ist, so reicht man mit folgenden Hiilfswinkeln aus:

sinasin A = cos (' — &)

sinacos A = — sin (2" — Q) cosi'

cos a — sin (' — §)sinid'

sinbsin B = sin (8" — §2)cosi

sinbeos B = sini' sini + ecosi cosicos (' — §)
cos b = cosi'sini — sini' cosicos (' — )
sinesin (¢ = — sin(§' — Q)sini

sinecos O = sini' cosi — cosi’ sinicos (L2 — )
cos ¢ = cosi'cosi + sini' sinicos (2 — Q)

Dass diese Annahmen gestattet sind, zeigt sich darans, dass die Summe der
Quadrate der drei Gleichungen in jedem Systeme a A, b B, ¢ €, auf beiden Seiten identisch
gleich 1 wird. Die Einfiihrung dieser Werthe, die so lange wie £, €', i, ¢ als con-
stant betrachtet werden, cbenfalls constant sind, giebt:

cos RV = sinasin(A + uw')eosu + sinbsin(B + o) sinu
cos SR = sinbsin(B + u')eosu — sinasin(A + o')sinu
cos WR' = sinesin (C + o).
Die Rechnung hiernach wiirde hauptsiichlich deshalb weitlinfig werden, weil man zu '
drei verschiedene constante Winkel 4, B, ¢/ zu addiren haben wiirde. Um bloss eine
solche Addition néthig zu haben, wo € des cinfachen letzten Ausdruckes den Vorzug
verdient, schreibe man fiir:
A+ d...C+u + A—C
D4+v...C+4 4+ B—2C

und entwickele sin (A | ') und (B + «') unter dieser Form wirklich. Man erhiilt so:

cos RE' = |sinbsin(B — C)sinu + sinasin(Ad — C)ecosu} cos(C + u')

+ {sinbeos (B — C)sinu + sinacos (A — C)eosu|sin(B + ')

cos SR = |sinbsin (B — C)cosu — sinasin(A — C)sinu}cos(C + )

4 | sinbeos (B — C()eosu — sinacos(A — C)sinu) sin(C + o).
Sucht man jetzt den wahren Werth von sin b sin (B — C), sin a sin (A — C),
sinbeos (B — C), sinacos(A — (), als Fuanetion von Q. §', 4, i so findet sich bei der

wirklichen Entwickelung:
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sinbsinesin (B — C) sinb sin B sin ccos C — sinb cos B sin ¢ sin ¢!

sin (8" — &) sini’

Il

oS a
i 3 = ¥ I8 3 i g Gl ]
sinasin esin (A — C) = — cost' sini + sini cosicos(§ — £2)
= — cosh
sinb sinecos (B — () = — |cosi' sini — sini' cosicos (' — )} =
Leosi' cosi + sini' sinicos (' — Q)|
= — cosbcose
sinasinceos (A — C) = — [sini'sin(2 — Q)| =
{cosi' cosi + sini' sinicos(Q' — &)}
= —— cosacosc.
Es ist folglich, wenn man jede Seite dieser vier Gleichungen quadrirt und sin (B — €')?

mit cos (B — €)% sin(A C)* mit cos(A — C)? verbindet:

sinb?sin ¢ = cosa® + cosb? cos c?

sina?sine? = cosb? 4+ cos a? cos c?,
ans welchen beiden Gleichungen auf dieselbe Weise folgt, dass:

siner = cosa® + cos b
Setzt man also, was gestattet ist, cos @ und cos b dem Sinus und Cosinus eines Hiilfs-
winkels proportional, so muss man den gemeinschaftlichen Factor sin ¢ einfiithren. Sei
deshalb :
cosa = sin (£’ )sini' = sinesinD
— cosh = — cosi'sini + sini'cosicos(S2' — Q) = sineccos D,

so wird:

sinbsin(B — () — sin D

simasin(Ad — C) = cos D
sinb cos (B () = coseecos D
sinarcos (A )= cos esin D

und damit:
cos R R cos(u — Dyeos(u' + ) & sin(u — D)sin(v' + C)cose
cos S I — sin(u — D)eos(u' + C) + cos(u — D)sin(u' + ()eose
s WR' —  sin(u' 4 C)sine
Setzt man also jetzt noch :

1l

cos (v + C) = cos 3 cos X'
coscsin(u' + ) = cos ' sin k'
sinesin(u' + C) = sinf¥,
was gestattet ist, weil die Summe der Quadrate auf beiden Seiten — 1, so wird:
cos RE' = cos ' eos|[) — (u — D)
cos SR = cosf'sin|d — (u — D)]
cos WR' — sinf.

Die ganze Berechnung beschriinkt sich folglich auf die Grossen ¢, ¢ und D, aus
welchen man 4" und #' ableitet. Ueberhaupt sind aber die Constanten a A, b B, ¢ C,
villig analog den durch Gauss eingefiihrten Constanten zur Transformation der Coor-
dinaten eines Planeten von der Ekliptik als Ebene der z y auf den Aequator, und der
geometrischen Bedeutung nach, wenn man die Richtung nach dem Pol der stirenden
Planetenbahn mit K bezeichnet, die Richtungen nach dem aufsteigenden Knoten der
Bahn des gestirten Planeten mit £2, die senkrechte daraunf in der Ebene der Bahn des
gestirten Planeten mit U, die nach dem Pol der Ekliptik mit %, so sind diec Werthe von:
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8 e K6 A... Winkel  KE
b wn BT B... Winkel UK E
e e KW C... Winkel WKE

die letzteren immer in einem Sinne, so wie wir die Lingen zihlen, herumgezihlt, wobei
jedesmal von & K, oder UK und WK angefangen wird, bis man zu den Seiten K E
gelangt ist, Da nun, wenn man die Richtung nach dem Durchschnittspunkte der beiden
Bahnen des stiorenden Plancten und des gestirten, und zwar dem aufsteigenden Knoten
des storenden Planeten in der Bahn des gestirten, mit /, die nach 62’ mit £’ bezeichnet

EK ... senkrecht ist anf K Q'

WK ... senkrecht ist auf K I,
so wird der Winkel £ K W oder:

3600 C= Q'K1

oder gleich dem Argument der Breite des Durchsehnittspunktes beider Bahnen, gezihlt
auf der storenden Planctenbalin. Ferner ist ¢ = 1WA gleich der Neigung der beiden
Bahnen gegen einander und damit folgt, dass D das Argument der Breite des Durch-
schnittspunktes, gezihlt auf der gestirten Planetenbahn, ist, wie die Betrachtung des
sphiirischen Dreieckes K1 sogleich ergiebt.  Endlich wird auch / und ' die helio-
centrische  Breite und Linge des stirenden Plancten, in Bezng auf die Bahn des
gestirten Plancten, und die Linge dabei von dem Durchsehnittspunkte beider Bahnen
an gezihlt. Um dicse geometrische Bedentung mehr in Erinnerung zu bringen, ver-
tausche man :

3600 — ¢ = Q'KI ... mit N'

D= Q& WI ... mit N

¢ = o Mt i

so sind die siimmtlichen Formeln, welche hier gebraucht werden, die folgenden:

sinlsin N —  sin($' §u) sind'

sinleos N = — cosi' sini -+ sini' cosicos(§2' — &)

sin Isin N' — sin (88" — S&)sini s« o« (1D)
sin Teos N' — sinid' cosi — eosi' sinicos (L' — §2)

cos 1 — cosi' cosi + sind' sinicos (' — &)

Grissen, welche so lange constant sein werden, als man i, ¢, &, §' als constant be-
trachtet.  Setzt man fiir ' seinen Werth 1) — £/, so hat man dann zu herechnen:

cosfil cos A — cos| L' — (§2" 4+ N")] I
cos ' sind' = sin[L/ — (' + N')]eosI . . . . . . (16)
sin ' = sin| L' — (2" + N')|sinl
und wenn man ebenso fiir # seinen Werth v 4 ® setzt, so vereinige man unter einer
Bezeichnung :
4 2 — N = o,
dann wird:

£ =1 a' = r eosfleos|V — (v + @)
y=10 Y =resfsin[d — (v + @)} - . . . . . AT
=20 g = rsinfl j

Hieraus muss jetzt noch ¢ gefunden werden, vermige:
0 = 't — Aro'eos fleos|V — (v + @")] + 2

Fiir die numerische Rechnung nimmt man am bequemsten:
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cos ¥ eos|d — (v + @) = cosy
r'siny! = psinl' e e s s e o+ s (18)
r—r'cosy = ocosl’
wobei man die Winkel ' und 7' nicht wirklich aufzusuchen braucht, sondern unmittelbar
bei ihmen von dem Cosinus zum Sinus iibergeht, und von der Tangente zum Sinus oder
Cosinus, je nachdem die Interpolation am bequemsten ist, oder iiberhaupt immer die
grisste der beiden Funetionen anwendet.
Man kann die Berechnung von N und N’ einmal durch eingefiihrte Hiilfsgrossen
bequemer machen. Wenn:

sini' cos(Q' — L) = fsinF sinieos(Q — ) = gsinG
cos i’ — feos I cos i — goeos (4,
80 ist:
sin I'sin N — sin( Q' §2) sin d' sin Isin N' = sin (" — S'A).s-iuf]
sinlTcosN = fsin(F — i) sinlcos N' = gsin (i — @) - - (19
cos 1 = feos (F— i) cos T = geos (' — @) J

Man kann aber auch zweitens, weil diese Formeln eigentlich etwas Ueberfliissiges
enthalten, den Werth von sin I zweimal finden lassen, und weil im Grunde doch die
Aufgabe auf die vollstindige Anflosung eines sphiirischen Dreieckes hinauskommt, in
welchem die Seiten sind:

Q' — K, N, N'
und die gegeniiberliegenden Winkel:

L 180 — ¢, i,
noch etwas bequemer die Gauss’schen Formeln, aus drei neben einander liegenden
Stiicken eines sphiirischen Dreieckes  die iibrigen zu finden, hier anwenden. Die An-
wendung auf den gegenwiirtigen Iall giebt:

s Al o 1 o Lo SR T :
sin o I sin ) (N 4 N'") = sin 3 (8" — Q) sin 5 (" + )
3 |  SUR /I
sin 5 1cos - (N 4 N') = cos 5 (' — Q) sin 3 (@ — i)
1 1 1 1 (=
cos 5 I sin 3 (N — N') = sin 3 (" — &) cos 3 (@ + i)
cos ; Ico:;% (N — N') = cos % (82" — ) cos % (i — i)

wodurch man vollig scharf, da jeder Winkel durch die Tangente bestimmt wird, ohne

. . . . 1
etwas Ucberfliissiges zn rechnen, und mit der Controle, dass der Werth von sin - und

1 ;
cos 5 I demselben Winkel entsprechen muss, das Verlangte erhiilt.

Sind auf diese Weise die Coordinaten auf den Radius vector des gestirten Planeten
bezogen worden, so hat man zu berechnen:

g —z x
93 ’-'1
y—y
o? T 473
g —z 4
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welehe sich fiir die hier anzuwendenden Werthe 2 — », y — 0, 2 =— 0 bequemer so
schreiben lassen :

1 1

S — =4 I

9.1 r's

r i I (21)

R=dd —— S =udy wuzdzJ
0

Fihrt man fiir jeden storenden Plancten diese Rechnungen anf gleiche Weise durch,
wobei natiirlich nicht bloss N, I', &, o/, &, I, S', W' iibergehen in N", I, &", y", &",
R’ 8", W", sondern auch das N sich dndert, so werden endlich die storenden Kriifte
projicirt auf den Radius vector des gestirten Plancten, und die damit verbundenen
Richtungen :

PeosQR — w'R'E2 + m"R"E2 4 -«
Peos QS8 = w'S'k* + m"S8"k2 + ...
PeosQ W= w/W'k*4+ m" W'Ek2 4 - - .
und zum Behufe des vollstindigen Ausdrucks der Differentialquotienten 3—':, g—f— ete.

wird nur noch die Ermittelung von ¢ Peos @ 1' nithig scin.  Es ist aber wegen:
cos Q1 = cos QI cos RT + cos QS cos ST + cos Q W cos W T,

wenn man die oben gegebenen Werthe von cos @ T, cos ST, cos W1 substituirt :

cPeos QT = {": esinv P cos QR + 1-'-1) Peos QS
."P

= 'k [ sk R + 1P H’]
Vr

—

Rt - ‘—:3 .S'”] ete.

(.u‘)i.*!e‘

+ m" I3 {
Vr
Setzt man also der Kiirze halber:
Peos QR = I, . k*
Peos QS = 5,.1k*
Pews QW = W,.k%,
wodureh:

By =R + 2R + .. ]
S =m'Ss 4 w"s" 4 .. (22)
Wo=mw'W 4" W' ...
P } . e dM :
und substituirt diese Kviifte in die obigen Werthe von (—d!;—, (_JT ete., indem man auch
¢ Peos Q1" dadurch ausdriickt, so wird die zur Berechnung fertive Form die folgende:
dn Sk IRy 3k p kS,
T amans ,_wa————?-;-{_
Va Vo Ve Vp
dM kIR k td
= — [2rcs D — peotg D cosv) —— — (p + 1) colg D sinv T‘ " at.
dit Vo Vp dat
iy kI, kS,
C— — acosDsinv —2 + acot gD (———) o
dt V» r @ }/;
da _ peosv kRy s pt+r I d Q;

= 5 ]"p = sin v 1—1) + (1 — cos r) -
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aQ __ rsin(v 4w — Q) kW,
dt sini Vp

di o o AJW[;
u:t_:"cc,!s(v—|—:rr ) Vr

oder, wenn man statt M ... L einfiihren will:

-

ar _ 1 kR, 1 . kS,
E—t—_—{Qrmsdi-l—ptggqlcas-vl?—;—l—(p—|—r)fy§(f)smv 7>

N A8 dn
+(l—003’2)“5-£-—|—j"atu.

Wiewohl es nun bei einer praktischen Arbeit der vorliegenden Art, mit Hiilfe
dieser Gleichungen die Stérungen fiir einen kleinen Planeten oder Kometen zu berech-
nen, eigentlich nicht moglich ist, die absolut zweckmiissigste Form der Ausfiihrung an-
zugeben, die Gewohnung des Einzelnen an gewisse Einrichtungen vielmehr stets Aen-
derungen herbeifiihren wird; so ist es sicherlich von hohem Werth, die Form kennen
zu lernen, welche cin so erfahrener und schépferischer Rechner wie Encke gewiihlt hat.
Daher mogen seine mit dem grossten Detail entwickelten Erwiigungen und Vorschriften,
sammt dem von ihm gegebenen ausfiihrlichen Beispiel, hier noch Platz finden.

Zuerst wird man sich iiber die Grisse der Intervalle der Zeit, fiir welche man die
Differentialquotienten berechnet, um sie nachher integriren zu kinnen, eine feste Be-
stimmung zu machen suchen miissen. Diese hingt sowohl von der storenden als der
gestorten Planetenbahn ab, und muss so gewiihlt werden, dass die berechneten Oerter
mit aller erforderlichen Schiirfe bei gehdriger Interpolation die dazwischen liegenden
geben wiirden. Fiir die stirenden Planeten, insofern es sich bloss um die ilteren
handelt, scheint die Erfahrung zu ergeben, dass das Minimum der Grisse der Intervalle
ctwa cin Zwolftheil der Umlaufszeit betriigt, so dass, wenn man die ganze Periode des
Planetenjahres in zwolf Theile theilt, man mit binlinglicher Genauigkeit den ganzen
Lauf bestimmt hat. So z B. geben heliocentrische Jupiterdrter, von 180 zu 180 Tagen
berechnet, noeh das Zehntheil der Bogensecunde, oder iiberhanpt alles so scharf, als die
Tafeln erlauben.  Dieses Intervall entspricht etwa dem vierundzwanzigsten Theile der
Umlaufszeit. Bei der Vergrisserung um das Doppelte wird man schwerlich mehr als
cine oder cinige Secunden fehlen, eine Grisse, welche ganz vernachlissigt werden kann.
Bei Mereur kénnen die Fehler etwas stiivker sein, immerhin werden sie unmerklich.
Denn da der Hauptfehler von der Mittelpunktsgleichung herriihren wird, und man bei
der Entwickelung derselben in eine periodische Ifunetion, die nach den Vielfachen der
mittleren Linge unter dem Sinuszeichen fortschreitet, aus zwilf gleich vertheilten berech-
neten Werthen der Strenge nach die fiinf ersten Glieder, also bis zu sin 5 M erhalten
wurde, so kimnen die kleinen miglichen Irrthiimer der Rechnung und die kleinen Un-
gleichheiten der Storungen niemals die Genauigkeit des Ortes wesentlich beeintrich-
tigen.

Mehr indessen noch als durch den stérenden Planeten wird unter iibrigens gleichen
Umstiinden die Grisse des Intervalles durch die Bahn des gestirten Planeten bestimimt.
Bei jenem geben uns die astronomischen Tafeln die Bestimmung in grosster Schiirfe,
und ausserdem wirken sie nur auf die Berechnung der Kriifte ein. Die Elemente des
gestorten Planeten dagegen sind nur nitherungsweise im Voraus bekannt, wenn man die
Rechnung nicht doppelt machen, und vermittelst der ersten vorliufigen Integration die
Elemente fiir das definitive Resultat verbessern will.  Ausserdem aber kommen sie nicht
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blogs bei den Kyiften, sondern auch bei den Coéfficienten derselben in den Differential-
gleichungen in Betracht. Einen Fehler in der Ermittelung dieser Grossen wegen der
nicht absoluten Genauigkeit der Elemente wird man sich jedenfalls gefallen lassen
miissen. Er wird sehr verringert durch die Kleinheit aller stirenden Kriifte und fast
ganz unmerklich, wenn man bei hinlinglich kleinen Intervallen die niemals zu vernach-
lissigende Vorsicht gebraucht, nach einer nicht zu grossen Anzahl solcher Intervalle die
Elemente jedesmal so zu verbessern, wie die vorhergehenden Rechnungen es erfordern.
Diese Vorsicht der suecessiven Verbesserung sollte niemals versiumt werden. Die Diffe-
rentialgleichungen setzen cigentlich villige Schirfe der Coéfficienten und Kriifte voraus.
Dieser theoretischen Bestimmung sich so viel als moglich zu niihern, muss stets das
Augenmerk sein und die kleine Miihe der successiven Correction darf nicht geschent
werden. )

Es ist im Allgemeinen nicht wohl miglich, die Grenze zu bestimmen, innerhalb
welcher man mit hinreichender Schiirfe die Elemente unverindert beibehalten kann. Man
kinnte dazu zwar etwa den folgenden Weg einschlagen. Man denke sich die Coor-
dinaten in ecine Reihe nach Potenzen der Zeit geordnet entwickelt:

z=A+ At + A, 2+ 4,88 ...
y—=DB + B,t + B,t* + B, t5...
z c+Ct+4+ 0,64 C,18...

Da die Coordinaten und die Projectionen der Lincargeschwindigkeit durch die Stérungen
nicht geiindert werden, so wird, weil:

Il

2 2
%;:'.?.A”—I—HA,,J... %—f‘%
erst der Coéfficient der zweiten Potenz 4,,, B,,, C, cinen Unterschied in der Berechnung
des Ortes nach festen und veriinderlichen Elementen bewirken kinnen. Giebt man also
dz dty dz
dai’ dr’ de
die P so, dass sie das Maximum ihres Werthes erreichen, so wird man, wenn man die
hiheren Potenzen vernachlissigt, den Fehler von A,, im Maximum bestimmen und daraus
die Zeit ableiten konnen, innerhalb welcher 2, y oder 2 um ein Beliebiges fehlerhaft
zn werden besorgen lassen. Der Unterschied der Coordinaten, welche nach den gestirten

= 2B, |+ 6B,,1... ete.;

hier den die Verbesserung Peos @ X, Peos QY, Peos (Z und bestimmt

Elementen cigentlich hiitten berechnet werden sollen, von denen, welehe bei den unver-
indert gelassenen gefunden sind, betriigt demnach im ersten Gliede, in welchem er sich
merklich zeigt:

Ape=— étﬂ Peos QX + -+

dy:%t”Pcos@l’-{—

1 P
dz = Et“PcasQZ + -y
oder wenn man die Coordinatenaxe in der Richtung It und die Werthe (21) einfiihrt:

1 ' —r '
Adx = =12 (I—— — 'r'_‘) w' k2
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folglich ist fiir die Zeit ¢ der Abstand beider Oerter von einander:

ds =V (da? + dy? + dz%) w'k?
1 (1 1 29:(x—r)—|-2y’y—|—23’3"|
— 13 —
_‘2£VIQ|+F‘ 07’8 ] m'k?
1 1 1 r'2—ra

=§t’V{p" + ,;—-2‘—95—?‘?— Xﬂl’k’.

Fiir die stdrenden Planeten kann bei diesem vorliufigen Ueberschlage " als constant,

oder die Bahn derselben als Kreisbahn betrachtet werden. In diesem Falle wird s

ein Maximum, wenn z' miglichst gross wird, also fiir 2/ — »’, weil dadurch zugleich

der negative Theil entweder am kleinsten, oder selbst positiv, und ¢ am kleinsten wird,

nimlich
o=k(’—1)

je nachdem der stérende Planet entfernter oder niher der Sonme ist, als der gestorte.

Es wird demnach:
1 1 1 . 2 )
— gl e — ! 13
3—2t ]/(9‘ +r" i 92'“) XX m'k

1 1 1
Rt T 1 (oedlie il S
‘t(i—l——,,) k2.

Will man die Zeit finden, in welcher dieses /s eine Secunde im heliocentrischen
Orte fiir den gestirten Planeten betriigt, so hat man demnach die Gleichung:

r 1 1 e
e -3 43 (.
206965 — 3 ™ ¢ ( + r”)

e=T{ ) ()
206 269 mit) 72 gt )’

wo man der Sicherheit halber, um gewiss das Maximum zu bekommen, ¢ so klein an-
nehmen kann, als die Natur der Bahnen iiberhaupt gestattet. Die Zeit wird dabei
von dem Augenblicke an gerechnet, fiir welchen die unveriindert beibehaltenen Ele-
mente gelten.

Fir die Vesta z B. wird ziemlich nshe der mdglichst kleinste Werth von g in
Bezug auf Jupiter = 2,504 sein, wie er im Januar 1835 wirklich stattfand. Vesta war
damals im Aphel, Jupiter nahe dem Perihel. Die correspondirenden Werthe von
r und ¢ sind:

oder:

log r — 0,4098 logr' = 0,7042.
Wenn man also die Jupitersmasse nach Nicolai’s Annahme setzt1):
m=__1 _
1053,924°

so wird:

2 -
fog V(Eos 265 m'rcﬂ) =4#09126

und wenn man bei entfernteren stérenden Planeten und Anwendung des oberen Zeichens
o = r' — r setat, fiir den Jupiter:

1

also fiir Vesta f etwa gleich 27 Tagen, so dass man, wenn allein die zweite Potenz von

') Den modernen Werth siehe Tafel XX im Anhange. Anmerkung des Herausgebers der
3. Ausgabe,
8%



— 620 —

t beriicksichtigt wird, etwa 27 Tage vor der Epoche und 27 nach ihr die Elementc
unverindert beibehalten darf, ohne zu befiirchten, dass ein Fehler von 1” im helio-
centrischen Orte dadurch hervorgebracht werde.

Aus dieser Formel geht zugleich hervor, mit welchem Rechte wir bei den Kometen
withrend der meistentheils kurzen Dauer einer einzelnen Erscheinung die Stdrungen
vernachliissigen konnen. Betrachtet man nimlich die aus den Beobachtungen abgeleiteten
Elemente als diejenigen, welche fiir die Mitte der Beobachtungszeit gelten, und beriick-
sichtigt man den Umstand, dass die Kometen meistentheils nahe bei der Sonne gesehen ‘
werden, so wird fir die unteren Planeten, Jupiter und Saturn, @ wenigstens nicht sehr
klein gegen r* und folglich wird die Zeit, innerhalb welcher wir ein System unver-
indert beibehalten konnen, so gross, dass sie nahe die ganze Dauer der Erscheinung
umfasst, wenigstens in Bezug auf die Storungen des Jupiter und Saturn. Fiir r = 2
wird sie mit dem obigen Werthe von ' in Bezug auf Jupiter + 32 Tage. Die
Storungen dieser Planeten werden aber im Allgemeinen die betriichtlicheren sein, so
dass, wenn der Komet nicht gerade einem der oberen Planeten, Mercur, Venus, Erde
und Mars, allzu nahe gekommen ist, man im Ganzen versichert sein kann, dass die Ver-
nachlissigung der Stérungen keinen sehr wesentlichen Einfluss auf die Bahnbestimmung
wihrend der Dauer der Erscheinung haben wird.

Diese Grenze ist aber offenbar bei der Berechnung der speciellen Stérungen nicht
festzuhalten; sie ist viel zu eng, theils weil immer das Maximum des Einflusses genommen
ist, theils weil die Fehler in der Bestimmung des Ortes betriichtlich grosser als 1" sein
kénnen, ohne hier zu schaden. Beriicksichtigt man dagegen aber auch den grésseren
Einflugs, den Fehler im Orte des gestérten Planeten haben, verglichen mit den Fehlern
des storenden Himmelskérpers, so scheint das Resultat, welches die Erfahrung gegeben
hat, ziemlich sicher, dass man etwa doppelt so viele Punkte in der Bahn des gestirten
Planeten bestimmen muss, als in der Bahn des stérenden. Wenn dort also das Minimum
der 12. Theil der Umlaufszeit wire, so wiirde hier etwa der 24. Theil als Minimum an-
genommen werden miissen. Hiernach wird man ungefihr die Grésse des anzunehmenden
Intervalles zu nehmen haben, und bei der wirklichen Ausfiihrung der Rechnung sich
durch die erhaltenen Resultate selbst bestimmen lassen, wie viel man von der ersten
Anlage abzuweichen gendthigt wire.' Die Rechnung giebt nimlich zwei Priifungsmittel,
das eine fiir die angenommene Grosse des Intervalles in Bezug auf die Genauigkeit der
davon abhiingigen Integration, das andere fiir die Grésse der Zeitriiume, innerhalb
welcher man dieselben Elemente unverindert beibehalten darf. Hat man fiir irgend ein
Intervall  die Differentialquotienten berechnet und integrirt, so integrire man mit den-
selben Werthen auch fiir das doppelt so grosse Intervall 2@, wozu es nicht ndthig ist,
eine andere Rechnung als die leichte Imtegration noch einmal zu machen. Stimmt das
Resultat der letzteren Integration, welches an sich nothwendig ungenauer sein muss, mit
dem der ersteren so nahe iiberein, dass die Unterschiede fiir die beabsichtigte Schirfe un-
erheblich sind, so kann man sicher sein, dass das Intervall @ nicht zu gross angenommen
ist. So z B. zeigt es sich bei den Jupiterstorungen der kleineren Planeten, dass ein
Intervall von 100 Tagen nicht sehr merklich andere Werthe giebt, als das Intervall von
50 Tagen. Jenes ist etwa der 17. Theil der Umlaufszeit bei Ceres und Pallas, dieses
der 34. Theil. Es ist deswegen kein Grund vorhanden, ein noch kleineres zu wihlen,
da schon dieses sich von dem oben angenommenen Minimum der Anzahl der zu be-
rechnenden Punkte ziemlich entfernt. - Macht man es sich ausserdem zur Regel, jedes-
mal den letzten Ort, den man mit einem constanten Systeme von Elementen berechnet
hat, von Neuem als den erstén zu berechnen, mit dem neuen durch die erhaltenen Inte-
grationswerthe verbesserten Systeme, so wird die Vergleichung dieser beiden Resultate
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zeigen, ob die Elemente nicht vielleicht allzu lange als constant angesehen worden sind;
stimmen beide nahe iiberein, so kann man, wenn nicht besondere, mehr als Ausnahme
zu betrachtende Umstinde in der Zeit, withrend welcher die Elemente beibehalten sind,
stattgefunden haben sollten, véllig versichert sein, dass von dieser Seite nichts zu be-
fiirchten ist.

Solehe Ausnahmen von der alleemeinen Regel hiingen ganz allein von der rela-
tiven Entfernung des gestorten und storenden ITimmelskorpers ab, sowie iiberhaupt die
absolute Grosse von @ und das successive Ab- und Zunchmen derselben ganz vorziiglich
und verhiltnissmiissig mehr noch als der Gang der Coordinaten jedes einzelnen Planeten
zu beriicksichtigen ist. Bei den bekannten Planeten, selbst bei den kleineren, werden
sie, 8o lange man die Stérungen der kleinen Planeten unter sich vernachlissigen darf,
im Grunde niemals ecintreten.  Wie gross auch die Verinderung des Abstandes der
Pallas vom Jupiter ist, so wird doch, wo ein Minimum eintritt, dieses Minimum nie so
plitzlich sich zeigen, dass nicht schon eine betriichtliche Zeit vorher und nachher der
Gang der Functionen, welche dadurch besonders afficirt werden, sich so iindert, dass
eine Art von Sprung bei sonst nicht zun gross angenommenen Intervallen sich nicht
zeigen kann. Tmmer wird es gut sein, um auch in diesen Fillen keine Vorsicht zu ver-
nachliissigen, in der Gegend eines solchen Minimums hiinfiger die Elemente zu dndern,
oder wenigstens sich so einzurichten, dass an der Stelle, wo die Wirkung desselben am
merklichsten hervortritt, oder in der Gegend des Minimums selbst, ein Weehsel des
Elementensystemes stattfindet, damit sowohl die oben erwiihnte Priifung ihre Kraft be-
hiilt, als anch der wahre Werth des Minimums und der davon abhingenden stirenden
Kraft so nahe als miglich erhalten wird. Bei den kleinen Planeten scheint es, dass
man ohne merklichen Fehler, ctwa wihrend neun Intervallen von je 50 Tagen oder
wiithrend fiinf Vierteljahren, die Elemente als constant betrachten kann und sie dann
erst zu verindern braucht, wenn bei dem Minimum der Entfernung man mit der Aende-
rung sich nach den Zeiten dieses Minimums richtet. Bei der Vesta hat Encke, um ganz
sicher zu gehen, in der Regel nach je sechs Intervallen von je 42 Tagen, oder immer
nach je 252 Tagen die Klemente geiindert, dafiir aber auch anf das Minimum der Ent-
fernung keine weitere Riicksicht genommen.  Bei dem oben angefiihrten kleinstmiglichen
Minimum, bei welehem znfiillie gerade cin Wecehsel der Elemente stattfand, war die
Storung der mittleren Linge um 07,05, die der mittleren Bewegung um 0",000008, die
Linge des Perihels um 1" in der einen Rechnung verschieden von der anderen;
Grossen, die unter einer ganz ungewdhnlichen Verbindung von Umstiinden hervortreten,
sich selbst unter gewohnlichen Verhiiltnissen vielleicht nicht ganz verbiirgen lassen, und
bei der Berechnung des Ortes sich noch dazu in gewissem Sinne aufheben.  Die be-
triichtlichere Abweichung der Storung des Perihels erklirt sich durch die Kleinheit der
Excentricitit und ist in der That ganz unmerklich. Das Bisherige bezicht sich indessen
nur auf Bahnen, deren Excentricitit so gering ist, wie die der meisten bisher bekannt
gewordenen Planeten. Bei Kometen lassen sich selbst solehe vorlinfige Vorschriften gar
nicht geben, und man wird sowohl in der Grisse der Intervalle, als in der Anzahl und
Vertheilung der Punkte in der Kometenbahn, welche man durch Rechnung bestimmt,
ganz sich nach den jedesmaligen Umstiinden richten miissen. Abgesehen von allen
iibrigen Verhiiltnissen wird schon die blosse Schitzung nach Theilen der Umlaufszeit
durchaus nichts mehr iiber die Grisse der Intervalle bestimmen lassen, denn bei so sehr
excentrischen Bahnen wird man, um die Gestalt der Curve in der Rechnung auf eine
gleichmiissige Art niederzulegen, genithigt sein, in der Nihe des Perihels die Zeitinter-
alle sehr stark zu verkiirzen. Noch mehr aber wirkt ausserdem der Umstand ein, dass
der Abstand des Kometen von den verschiedenen Plancten, in deren Anziehungssphiire
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er kommt, so plotzlich sich findert, dass man immer ein genaues Augenmerk auf solche
Ausnahmefille haben muss, um nicht der Gefahr sich auszusetzen, bei zu grossen Inter-
vallen solehe, man kionnte sie Spitzen in der Curve der Integrationswerthe nennen, ganz
zu iibergehen. Die Durchkreuzung der Planetenbahnen (im weiteren Sinne genommen)
von der Kometenbahn fiihrt diese geringe Regelmiissigkeit unabwendbar herbei, und es
giebt dagegen kein anderes Hiilfsmittel, als den gegenseitigen Lauf der Himmelskorper
mit Aufmerksamkeit zu verfolgen, und die Grosse der Intervalle, sowie auch die Aende-
rung der Elemente so zu modificiren, dass die Interpolation zwischen den berechneten
Werthen von r, @ und den Differentialquotienten immer so nahe als moglich die wahren
Werthe giebt. Die Vorsicht in Bezug auf schnellere Aenderungen von ¢ und die hiiufig
damit verbundene Nothwendigkeit, weit Gfter als sonst die Elemente zu verbessern, ist
hier doppelt zu beachten. ’

Wenn die Stérungen mehrerer Planeten zu beriicksichtigen sind, so wird die
Rechnung am kiirzesten, wenn man nach (22) in R, die simmtlichen stirenden Krifte
in eine Summe vereinigt und den ganzen Ausdruck in (23) substituirt.  Allein in der
Praxis wird es rathsam sein, von dieser griossten Kiirze etwas aufzuopfern und die
Storungen durch jeden Planeten abgesondert zu berechnen, oder so viele einzelne Sub-
stitutionen zu machen, als verschiedene Glieder w'E, m" k" ete. in Ry enthalten sind.
Unsere Planetenmassen sind siimmtlich noch so unsicher, dass man sich bei jeder Rechnung
darauf gefasst machen muss, Correctionen der Massen kiinftig anbringen zu miissen,
was nur mdglich ist, wenn man fiir jeden Planeten einzeln den Betrag der Stérung vor
sich hat. Die Rechnung wird natiirlich weitlinfiger, weil mehrere einzelne Substitutionen
zu machen sind. Doch ist dieser Theil bei Weitem der am wenigsten beschwerliche,
und der Nachtheil wird auch dadurch wieder aufgewogen, dass man bei dieser Ver-
einzelung die Grosse der Intervalle je nach der Bahn des stérenden Planeten modi-
ficiren kann, so dass z DB., wenn beim Merkur die Intervalle nicht wohl unter sieben
Tagen genommen werden kénnen, man fiir Jupiter und Saturn das Dreifache und Vier-
fache mit seltenen Ausnahmen immer nehmen kann, und also auch die Substitutionen
aus (22) in (23) bei ihnen nur bei dem je dritten oder vierten Orte zu machen ndthig
hat. Die successiven Verbesserungen der Elemente des gestirten Planeten miissen des-
wegen doch aus den Storungen aller Planeten zusammen hergeleitet werden, wie es
sich von selbst versteht. Im Folgenden wird nur immer ein stirender Korper allein
angenommen werden.

Eben diese Verschiedenheit der Grisse der Intervalle, je nach der Gestalt der
Bahn des storenden Planeten, wiirde in den meisten Iillen die Rechnung unendlich
weitliuftic machen, wenn es immer nithig wire, auf alle Planeten, namentlich also auch
auf die oberen Planeten, Merkur, Venus, Erde, Riicksicht zu nehmen. Gliicklicherweise
sind ihre Massen so gering, dass nur bei ungewohnlicher Anniherung, wo dann auch
die kleineren Intervalle nicht zu umgehen sind, ihr Einfluss merklich sein kann, und der
noch etwa iibrig bleibende Theil durch eine etwas verinderte Form der Rechnung sich
ermitteln lisst. Bei den kleinen Planeten, die nicmals der Erde, geschweige denn der
Venus und dem Merkur nahe kommen konnen, kann man, wie es bisher immer ge-
schehen ist, entweder ganz dariiber hinweggehen, oder wenn man dies nicht wollte,
durch eine Reihenentwickelung nach Art der allgemeinen Storungen die Hauptglieder
finden. So behandelt, haben bei der Vesta selbst die Mars- und Saturnstorungen, die
aus Daussy’s Tafeln genommen sind, wie es scheint, sehr wesentlich dazu beigetragen,
die Bahn dieses Planeten weit befriedigender, als die der iibrigen kleinen Planeten, den
Beobachtungen anzuschliessen.  Bei Kometen, die fiir die lingere Zeit ihres Laufes von
den oberen schr entfernt bleiben, aber in der Nihe ihrer Sonnennihe ihnen auch
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wiederum sehr nahe kommen kénnen, wird die Betrachtung ihrer Bewegung wesentlich
erleichtert, wenn man bei den grosseren Abstinden die Bahn nicht, wie gewdhnlich, auf
den Mittelpunkt der Sonne, sondern auf den gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Sy-
stemes bezieht, wobei es selbst gestattet ist, nur fiir einzelne Planeten diese Form, wenn
man es so fiir rathsmin hiillt, gelten zu lassen. Bei der Beziehung auf den Schwerpunkt
des Systemes, der durch die gegenseitigen Anzichungen keine Bewegung erleidet, wird
der Theil der stirenden Kraft, welcher in der gewdhnlichen Form aus der Riickwirkung
des stirenden Planeten auf die Sonme herrithrt, verschwinden, und damit werden auch
die Glieder vernichtet oder wenigstens sehr unbedeutend gemacht, in denen die Coordi-
naten des storenden Planeten unmittelbar vorkommen, abgeschen von dem Einflusse,
den sie auf die Bestimmung der Entfernung des gestorten und stirenden Karpers haben.
Wenn also auch die schnelle Aenderung dieser Coordinaten sehr kleine Intervalle bei
der gewdshnlichen Form nothig machen sollte, so werden sie bei dieser Abiinderung in
weit grisseren Zeitriiumen erst untersucht zu werden brauchen. Man kann selbst in den
meisten Fiillen diesen schwachen Einfluss ganz iibergehen, wenn man bei der Vernach-
lissigung der Merkurstérungen z B. die Bahn betrachtet, als un den gemeinschaftlichen
Schwerpunkt der Sonne und des Merkurs beschrieben, und so oft man auf den Merkur
Riicksicht nehmen will, die Aenderung der Elemente, welche von der Versetzung des
Elementensystemes aus dem gemeinschaftlichen Schwerpunkte in den wahren Mittel-
punkt der Sonne und umgekehrt, herriihrt, gehorig Rechnung triigt.

Ob es iiberhaupt eine wesentliche Abkiirzung wiire, immer die Storungsrechnungen
auf den gemeinschaftlichen Schwerpunkt zu beziehen, kann bezweifelt werden. Bei der
Form unserer simmtlichen Planctentafeln wiirde die Rechnung, wenn die gleiche theo-
retische Strenge errcicht werden sollte, wieder eine Aenderung des Ortes der simmt-
lichen stérenden Planeten nothig machen und damit, wenn nicht die grossere Entfernung
des gestirten Himmelkorpers eine Abkiirzung  gestatten sollte, der Vortheil auf der
cinen Seite gegen den Nachtheil der anderen verschwinden. Wenn ausserdem nicht,
wie bei Kometen, erst in sehr grossen Zeitfristen fiir ein bestimmtes Zeitmoment,
den Durchgang durch die Sonnenniithe, allein ein Elementensystem néthig ist und damit
also auch nur eine Reduction vom Schwerpunkte des Systemes auf den Sonnenmittel-
punkt, sondern wenn, wie bei den kleinen Planeten, gewiss alle Jahrve einmal eine fiir
die Form unserer Tafeln geeignete Bestimmung der Elemente gefordert wird, und
ausserdem noch es wiinschenswerth wird, zn beliebigen Zeiten dazwischen mit gleicher
Leichtigkeit und gleicher Schiirfe den jedesmaligen Ort bestimmen zu kionnen, so wird
die Betrachtung des gemeinschaftlichen Schwerpunktes ausgeschlossen werden miissen.

Wenn man so durch eine allgemeine Ueberlegung, oder néthigenfalls durch eine
vorliufige Rechnung, iiber die Wahl der Grissen der Intervalle und iiber den Zeitpunkt
des Anfanges sich eine feste Vorschrift gemacht hat, so theilt sich die Rechnung in
folgende fiinf Theile:

1. Die Berechnung der Oerter des storenden Planeten fiir die angenommenen
Zeitmomente und ihre Reducirung auf die in den Formeln angenommenen Werthe
Ly Sld;

2. Die Berechnung der Oerter des gestirten Planeten und der Werthe, welche zur
Bildung der Cotfficienten in den Differentialgleichungen nithig sind;

3. Die Berechnung der Grisse der stirenden Krifte nach den Richtungen R, S, W3

4. Die Substitution derselben in die Bedingungsgleichungen und die Berechnung
der Werthe der Differentialquotienten selbst;

5. Die Integrirung dieser letzteren oder die Bildung der Tafel, welche die Stelle
des allgemeinen Integrales mit Inbegriff der verschiedenen Constanten vertritt.
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Unsere Planetentafeln geben unmittelbar die Liinge in der Balm und den Radius
veetor, also das, was L' und 7' bezeichnet ist, sowie auch £’ und #". Benutzt man also
unmittelbar die Tafeln, so wird man bei der Festhaltung an diesen Werthen nur die
Breitenstorungen vernachlissigen, welche immer so klein sind, dass ihr Weglassen durch-
aus nicht von Erheblichkeit ist. In diesem Falle hat man nur nicht zu versiumen, die
Lingen siimmtlich auf ein festes mittleres Aequinoctium, gewdhnlich das der Zeit des
Anfanges, durch Hinzufiigung der Pricession zu reduciren,

Interpolirt man dagegen aus den Ephemeriden, welche die Liingen und Breiten in
der Ekliptik geben, so wird man, dann aber in voller Schiirfe, diese erst anwenden
miissen, um £ und ¢ zu finden, und daraus die I/, Lingen in der Bahn, herzuleiten.
Wenn ' und ¥, die schon auf das feste mittlere Aequinoctium reducirten Lingen und
Breiten sind, also die Nutation mit entgegengesetztem Zeichen und die Priicession be-
reits angebracht ist, so hat man aus zwei, so vortheilhaft als die Umstinde gestatten,
gewithlten 7, und 7'}, ¥y und ¥', die Formeln zu berechnen:

I )
sin [%__ ("'1 + Iro) — Q,'] tgi — sin (bl 4—:) n) o
= 2 cosV'y cosVy cos - (I'y — U'y)

a ! ]
cos [lJ @, + Vo) — &2,'] tgi = sin (V' '_1[’ 0
- 2 cos by cosl'y sin 3 ", — )

I'=1U+4+1 -;— 252 (I — ") + % {g% itsind (! — Q). ..

die letatere Formel fiir jedes I'; aus den beiden ersten wird man £’ und ¢ mit Tn-
begriff der Breitenstorungen so scharf finden, als die Tafeln erlauben. Fiir alle dlteren
Planeten ist das Glied mit tyE i'* so gut wie unmerklich. Hierdurch ist der erste
Theil der Rechnung in der verlangten Form gegeben.

Fiir den zweiten, oder den Ort des gestorten Plancten, wird es gut sein, in dem
Ausdrucke der Differentialquotienten die Grissen, welche fiir cine grissere Anzahl von
Intervallen constant bleiben (alles, was von den reinen Elementen abhiingt), zu sondern
von den anderen mit der Zeit verinderlichen Grossen.  Bezeichnet man mit Ry, S, W,

ERy kS

. . 5 kW, . s
fiir jetzt das, was in (23) mit —=s s J__o bezeichnet worden ist, und nennt man
[/ A )
die Grisse cines Intervalles in mittleren Tagen ausgedriickt . . . @, beriicksichtigt ausser-
dem, dass zum DBehufe der Integration die Differentialquotienten mit @ multiplicirt

dn :
772 Vs wegen des doppelten Integrales mit @2
multiplicirt sein muss, und fiihrt fiir die constanten Factoren die Zeichen (1), (2), (3) ete.
ein, so wird man folgende Formen néthig haben:

werden miissen, mit Ausnahme von

Tew!

(1) = @, wo m' gleich in Secunden ausgedriickt wird, oder logm' = 5,3144251
ﬁ -+ dem log brigg der Masse des stivenden Planeten in Theilen der
Sonnenmasse, und logk = 8,2356814.

1 1 Jkw 1
2 _— 5 —_— — ——— ]1 = —(_D
@ = o ®) =+ @=Fr =1y
1
(3) = acos® (6) =ty i i (V) = ply 3 @ (12) = peolg @
(4) = P (7) = M—l_'f-’c (10) = 2¢cos D (13) = colg D.

¢ ]fra
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Damit schreiben sich die Formeln (23) wie folgt:

8 =)~
Wo == (1) "’VII
di
@ = reosu W
d 5 .
B = (2) rsinu W,
dd .
0 — = (3)sinv R, + (3) (cosv -} cos E) S,
dm P s : >
0 == (4) cos v By + (5) (-; + 1) rsinv Sy -+ (6)rsinu W,
dn - 1
m*-ﬁ = — (T)sinv Ry —(8) = Se
dL | P ; . dn
0 — = |— (9) cosv — (10)r} Ry -+ (ll)(r + 1)rsnwsn + (6) rsinu Wy + 7 @t
) d;dﬁ?f = [+ (12) cos v — (10) r} Ro—(l:‘l)(%—{— l)rsf:f v S, + [% dt.

Diese Formeln sind ganz identisch mit (23), bis auf die kleine Abiinderung,
dass, weil:
»

= 1 €cosv
2 =1+
=
= 1— e¢cosFE
a
P r : : ; . dd .
statt SRR e (cosv - eos F) geschrieben ist, wodurch in Ty das letzte Glied ver-
: = ¢

wandelt wird in:
acos D (cosv + cos E).

Es ist fiir die numerische Rechnung vortheilhafter, zwei kleinere Grissen, die mit
seltenen  Ausnahmen gleiche Zeichen haben, zusammenzoaddiren, als zwei grissere,
deren Zeichen immer dasselbe ist, von einander zu subtrahiren. Besonders wird diese
Addition durch die Gauss’sche Tafel fiir den Logarithmus einer Summe oder Differenz
erleichtert, eine Tafel, welche man bei dieser Rechnung mehrfach mit grossem Vortheile
benutzen kann. Wegen der Benutzung dieser Tafel ist auch statt (p 4 r) sin v

geschriehen (—}1 i 1) r sin v. Denn da, wenn p > r, also 1: ein unechter Bruch, fiir
=

; 5 » ; a
A in den Gauss’schen Tafeln als Tog }?, der nebenstehende Logarithmus in der Columne

C gleich ist log (% I 1), und wenn p < r oder% ein echter Brueh die Columne B

den log (% - 1) iebt fiir A = log %, so geht man mit der Differenz der Loga-

rithmen von p und » jedesmal in A ein, und findet dann in B oder € den log (% - l),

je nachdem dieser kleiner oder grisser als der log der Zahl zwei ist, was sich sogleich
beurtheilen liisst.
Im Ganzen hat man also zu berechnen:
sin v, eos v, eos K, sin u, cos n, log r,

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 79
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von denen sehr einfache Verbindungen die Coifficienten bilden, Hierzu kann man ver-
schiedene Formeln anwenden. Die, welchen Encke den Vorzug giebt, sind die folgenden:
Wenn die Elemente in der Form, wie die Rechnung sie verlangt, gegeben sind,

also fiir ein gewisses Zeitmoment T, von welchem an man die Stérungen berechnen will,
und in Bezug auf ein bestimmtes mittleres Aequinoctium, dasselbe, weleches bei dem
storenden Planeten angenommen ist, die Grossen:

L ... mittlere Linge des gestorten Planeten;

n ... mittlere tigliche siderische Bewegung;

7 ... Linge des Perihels;

@ ... Winkel, dessen Sinus gleich der Excentricitiit;

§ ... anfsteigender Knoten;

i ... Neigung;

so berechnet man zuvirderst die Constanten:

-h2
— (%-)“, wo log I, weil # in Secunden gegeben ist, hier = 3,550006 6;

-
¢ — sin @ in Secunden oder zum log ¢ der Logarithmus von
206265 — 5,3144251 hinzugelegt;
‘q a 0 bei welchen die Prifung stattfindet, dass log ]F 1—e)
1
Va A +e) | —togVa (1 + ¢) = log tg (45 — 5 D)

p = a cos P?
und die obigen Constanten (1), (2) ... (13).
Man kann, um alle Constanten zu vereinigen, hier zugleich die Reduction der Bahn
des stérenden Plancten aunf die des gestirten hinzufiigen, welche zur Berechnung der
Kriifte nithig ist, oder die Berechnung der Grissen J, N, N’ nach den Formeln (20):

sin —é— J sin % (N 4 N') = sin % (&' — Q) sin ;— (" + 1)

sin 1 J cos L (N 4+ N') = eos L (' — 8) sin L @i — 9)
2 2 2 2

cos = J sin 2 (N— N') = sin L (82" — &) cos l (@ + 1)
2 2 2 ' 2

cos L J cos 2 (N — N') = cos L (8" — ) cos “ (# — 9)
2 2 2 ' 2 ’

. . — | 1 . . ‘
wo wiederum in der Uebereinstimmung von sin 5/ und cos 5 J eine Priifung liegt.
- -
Fangen dann fiir 7' die Storungsrechnungen iiberhanpt erst an, so muss man fiir:
b 3

r_'_ e .rr__l_ g l gt 8 1
T 2m,T 2ra,1 2m,!+2fu....l1(r-+§)ra

die Oerter bherechnen, wenn man die bequemste Integration fiir die am hiufigsten vor-

.
; ; a ; b
kommenden einfachen Integrale haben will. Weiter als bis 7' — 5o braueht man,

bei zweckmissiger Grisse der Intervalle, nicht zuriickzugehen, Will man die kleine
Unbequemlichkeit der Bildung bei der ersten Constante nicht achten, so kann man auch
fir ' —30, I'—20, '—w, I, T+ @... 7T | i® rechnen. Schliesst sich aber
fiir cine spitere Zeit 71" die neue Rechnung an eine friihere, so sucht man erst das
Elementensystem, welches ans der fritheren Rechnung so nahe als miglich dem 71" liegt,
und berechnet jedesmal mit dem neuen Systeme den letzten Ort der vorigen Rechnung
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noch einmal, um die Prifung zu haben, aus welcher man sehen kann, ob die Elemente
auch in der fritheren Rechnung zn lange Zeit als constant beibehalten sind.
Zur Berechnung von v, » ete. dienen dann fiir jeden Ort die Formeln:
M=L—x+n({t— 1)
M=FK — ¢ sin E
sin -l,- v 1’17 = sin .15 E ]’E 1+ ¢

=

cos

= L sar—
5 v Vi = t-as§b Ve (1 — e)
Zur Auflésung der transcendenten Gleichung, welche & aus M finden lisst, nimms
man irgend welchen miglichst geniiherten Werth von ¥ an ... E’, und berechnet:
M = E' — ' sin B
Dann wird:
M— M =FE—E — " (sin E— sin L")
= (E — E') (1 — ecos E'),

wenn man ' — K als eine kleine Grisse der ersten Ordnung ansieht, und die der
zweiten Ordnung einstweilen vernachliissigt, so dass ein neuer geniherter Werth von F ist:
i a—
T — s B
mit dem man ebenso verfihrt, bis man den wahren Werth erreicht hat. Es ist dabei
fast immer unnithig 1 — ¢ cos &' mehrere Male zu berechnen.  In der Regel, wenn das
erste B’ nicht gar zu irrig war, wird man den cinmal berechneten Werth von 1 — e cos B

bei allen Versuchen beibehalten kinnen.
Dieses Verfalhren, welches fiir die erste Niherung am schnellsten und sichersten
scheint, ist ganz identisch mit der Vorschrift von Gauss, sich der logarithmischen
Differenz bei sin £ ... 4 ... zu bedienen, und der logarithmischen Differenz bei der
Zahl ¢" sin B ... % ..., beide natiivlich auf dieselbe Einheit bezogen, und dann als

folgenden Niherungswerth anzunchmen:
' (M — D) -

I

Denn da 4 nichts Anderes ist als:

d log sin I cos I

TdE ~ sin B’

wenn man den Modulus des Brigg’schen Systems weglisst, der nachher von selbst
sich aufhebt, und:

A ==

_ dlog (¢ sin B) 1
"= (¢" sin E) e sin E’
so wird:
i - 1 o 1
W — 34 l—i-_ T—ceos £
n

so dass das doppelte Zeichen » 4 4 immer so zu nehmen ist, dass es dem Zeichen von

cos I entspricht, wenu A immer als positiv betrachtet wird. Beide Formeln wiirden ganz

identisch sein, wenn in der Praxis nicht die Unsicherheit der logarithmischen Differenzen,

falls die Niherung noch nicht sehr gross ist, die letzte Form efwas schwankender

machte als die erste.  Man wird diese zweite Form aber mit Vortheil hei dem

letzten Versuche anwenden, um die Uebereinstimmung bis auf die letzte Stelle der Loga-
’ 79*
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rithmen zu bewirken. Uebrigens werden, wenn man mehrere auf einander folgende
Oerter berechnet, die Versuche durch Differenzen, die man aus den friitheren Resultaten
bildet und fiir das neue Datum fortsetzt, so abgekiirzt, dass man nach vier oder fiinf
Oertern fast ohne allen Versuch die Wahlrheit findet. Es wird deshalb auch nicht
rathsam sein, die Versuche in der wirklichen Rechnung aufzufiihren. Nur das End-
resultat und seine Priifung darf hier Platz finden.

Die Addition von den constanten Logarithmen }’Fc-z- (1 + ¢) u s. w. wird durch ein
iiber den anderen Logarithmen gehaltenes Papier, auf dessen unterem Rande der con-
stante Logarithmus steht, im Kopfe gemacht, wie iiberhaupt jede Verbindung dieser Art
von Constanten mit Variabeln.

Die Bildung der anderen Grissen:

u=v+xwx — 8,

; . ) .
r sin u, r cos u, sin v, cos v, (cos E + cos v), (1? o+ ‘1), rsin v

bedarf keiner Erliuterung. Die letzte Grisse r sin v gewiihrt eine zweckmissige Priifung,
weil:
rsine = acs Dsin E,
also um einen constanten Logarithmus verschieden ist, von dem schon hingeschriebenen
log sin E.
dai d L i %
Wenn man 73 und —7 Zusammen berechnen will, der Priifung wegen, da sonst
d a
ein Werth hinreicht, so wird man bei:

— (27 cos @ — p colg D cos v) —(Qrcusq)—}-p!g%‘bwsv)

oder bei:
' — (10) » + (12) cos v — (10) ¥ — (9) cos v

nicht die Gauss’schen Logarithmen anwenden, sondern lieber die Zahlen aufsuchen.
Berechnet man nur einen der beiden Werthe, so kann man aueh hier sie mit Bequemlich-
keit gebrauchen.

Die gehdrige Verbindung der Werthe mit den verschiedenen Constanten (2) bis
(18) giebt die log. der Coéfficienten vou Ry, Sy, Wy in den Differentialgleichungen, womit
auch ein Theil der vierten Abtheilung beendigt ist.

Es folgt dann die dritte Abtheilung, die Berechnung der Kriifte, fiir welche die
nithigen Werthe N, N', J schon gefunden sind. Die simmtlichen Formeln nach (16),
(17), (18), (21) sind:

sin B' = sin L' — (' + N')] sin J
tgd =tg [L' — (&' + N')] cos J,
wo cos &' immer einerlei Zeichen haben muss mit cos |1/ — (&3’ + N9,
g =rsinf
u = v cos p' sin [A — (v + &)
x = v cos f' cos [A — (v + @')],

wo
@ —mx — § — N,
ferner:
cos B' cos [A' — (v + @')] = cos ¥
r' siny' = g sin 1’
r—resy —r — a2 — pecosl,

ohne die Winkel " und 1" wirklich anzugeben. Dann:
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gD
wo die Gauss’schen Logarithmen mit grossem Vortheile gebraucht werden. Endlich:
W, = (1) 42
Sy = (1) 49’
= (1 [ Adx — i
R = (1) | 47 — =

3

Diese Kriifte miissen mit den gehérigen Coéfficienten verbunden werden. Nimlich fiir:

At .. TEOSU « + + + &+ o« o« « mit W
d&... @Qrsinu. . . . . . .. 5 W
d(p_“l(:‘i)sinw e et v ¥ B % 4 b

B)(osv+ecosE) . . . . , 8

— @ cosv . . . . .. . 4, IR
dm -+ {+ (5)(% -+ l)rsha R
+@rsinu ... ... , W
— (T) RO o e wow v o gy Ry

. 1
]_ (8) = HdaEiEE L g So
— Deosv— A0 r . . . . , R
gL s +(11)(3}--|-1)r5iuv oo 5

=
+ ®)rsinw . . . . . . 5, W

(12) cos v — (10) r . . . , Ry
(13) (£ + 1) v sin v S,

dw + -

3

l+
ddM- - -
l_

Das doppelte Integral:

bei L und M wird abgesondert nach der Integration hinzugefiigt. So sind die nume-
rischen Werthe der Differentialquotienten gegcben, von deren Integration ausfiihrliche
Beispiele in der fritheren Darstellung iiber mechanische Quadratur enthalten sind.  Bei
den Elementen , &, m, @ sind die hinzuzufiigenden Constanten die urspriinglichen fiir
eine bestimmte Zeit 7' angenommenen Werthe, und die Integration giebt unmittelbar
den Zuwachs, weil der Factor @ schon in (1) enthalten ist. Bei # giebt das erste Inte-
gral @4 n, weil in dem Differentialquotienten der quadratische Factor @? vorkommt;
eine Multiplication von @ wird durch die Constante (1) bewirkt, die andere durch
die Constanten (7) und (8). Bei L und M ist ausser dem doppelten Integrale und dem
Resultate der Integration von % noch hinzuzufiigen Ly 4+ ny, (¢t — 1) und M, + ny
(t — 7). Endlich darf nicht vergessen werden, dass alle Lingen sich auf ein bestimmtes
mittleres Aequinoctium beziehen, und daher die Priicession und Nutation fiir eine andere
Epoche angebracht werden muss.

In Bezug auf die Genaunigkeit, welche in diese Rechnung gelegt werden muss,
scheinen Logarithmen von fiinf Decimalen véllig hinzureichen. Wenn die Stirungen
so gross werden sollten, dass diese bei einem bestimmten Intervall nicht Geniige thiiten,
so wiirde es auch aus anderen Griinden rathsam sein, das Intervall so zu verringern, dass
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die fiinf Decimalen alles Verlangte gewithren. Vorzngsweise sind sie aunch zu wihlen,
weil die Rechnung sich mit ilnen sehr rasch durchfiihven lisst. In einem Tage lisst
sich, bei einiger Anstrengung, die vollstindige Storungsrechnung fiir etwa 10 Intervalle
beendigen, selbst dann noch, wenn man, wie es in der Regel fast rathsam sein michte,
v, r und alle Constanten mit sechs Decimalen rechnet, um der letzten fiinften Stelle
sicher zu sein, und bei der Aunflisung der transcendenten Gleichung fiir 2 nicht Resultate
zu erhalten, welche an sich hinreichend genau, doch in den Differenzen nicht die Regel-
missigkeit haben mochten, durch welche eine feste Priifung der Richtigkeit moglich
gemacht wird. Diese Priifung durch Differenzen sollte, am Ende besonders, nie ver-
nachlissigt werden. Das Anschliessen der spiteren Rechnung an die frithere sichert vor
constanten Fehlern, die Regelmiissigkeit der Differenzen vor zufiilligen.

In dem folgenden ausfiihrlichen Beispicle, in welchem keine einzige Zahl fehlt,
welche etwa nebenbei berechnet wiire, mit Ausnahme der unbedeutenden Berechnung von
Q" und i und der Versuche bei E, und wodurch die verhiiltnissmiissig geringe Weit-
Jiufigkeit und Schwierigkeit dieser Rechnung am deutlichsten hervortritt, ist die Rech-
nung der Kiirze wegen nur mit vier Decimalen angefiibrt.  Doch scheint der Zeitgewinn
nicht erheblich genug, um den Vortheil, die simmtlichen Winkel bis auf wenige Secunden
sicher zu erhalten, was bei fiinf Decimalen moglich ist, aufzuopfern, wiithrend bei vier
Decimalen nur Theile von Minuten angegeben werden kinnen.

Als Beispiel der Integration konnen dabei die vorausgesetzten Elemente fir 1836.
Juni 12. dienen, welche aus den Anfangszahlen, der friiheren Rechnung zufolge, her-
geleitet waren 1),

1) In diesem Beispiele hat Encke, wie er selbst bemerkt, die Glieder, welche von der sicularen
Aenderung der Schiefe der Ekliptik herrithren, ibergangen. Die sirengen Formeln, die bei den
speciellen Storungen in Betracht kommen, sind die folgenden.

Wenn y den Winkel zwischen der beweglichen Ekliptik und der festen Ekliptik bezeichnet,
fiir welche letztere die Ekliptik zur Zeit der Epoche . . . 7', . ., auf welche die festen Elemente
sich beziehen, genommen wird, und W, den Betrag der allgemeinen Pricession von der Epoche bis
zu einem beliebigen Zeitpunkte ¢ bezeichnet, wobei nach Bessel fir 1750 | ¢':

g = 0"48892¢" — 0",0000030719 ¢'*
W, = 50‘",21129-" -J(" D",0001221483 n’-m;
wenn ferner unter o ), Jw, 4i, 47, 4 L der Betrag der Stirungen verstanden wird, wie die Berech-
nung der speciellen Stérungen ihn unmittelbar ergiebt, so wird fiir jede Zeit ¢ bezogen auf das
mittlere Aequinoctium von f:
= Qo+ 48 + ¥ — x cot gy 1y sin ($3, + 1)
w = w, + dw -t y cosec i, sin (3, -+ H)
a= a4+ dn v, 2ty i iy 8in (S0 + M)
i= i, di-4 ycos (S, -+ M)
L= Lo+ 4L+ v+ 1195 io sin (Qo+ 1) + e ¢ — 1),
wo nach Bessel fiir 1750 4 ¢/:
=8 23' 50" 4 5"21¢'
ist. Die im folgenden Rechenbeispiel vernachlissigten Glieder mit dem Factor » haben aber bei Vesta
und ebenso z B. bei Ceres nur einen ganz unbedeutenden EFinfluss, wihrend sie z. B. bei Juno,
Pallas und dem Pons’schen Kometen in der Neigung der Balim merklich werden. Daher wurde
von einer nachtriiglichen Beriicksichtigung der betreffenden Glieder und Umrechnung des Encke’-
schen Beispieles, das nur den cinzuschlagenden Gang der Rechmung veranschaulichen soll, hier ab-
gesehen, —



Storungen der Vesta durch Jupiter.
1836. Juli 3. bis December 18,

Oerter des Jupiter.

Dic Interpolation aus dem Jahrbuche ergiebt fiir den scheinbaren Ort:

1836 I |

ob M. P. Zt. Limge X Breite 4 Rad. vector
Jull Bow o e e ‘ 115° 58" 35".8 | 4+0° 2% 1979 5,254 33
Aug. 14.. . . . . 119 23 6,1 27 45 6 5,269 16
Sept. 25.. . . . . 122 46 26 2 32 40 5283 71
Nov:Bs 5 . 65 5% 126 8 40 4 36 14 3 5,297 94
Do I8 « & w @ o 129 29 53 ,1 40 16 .1 5,311 79

Der Abzug der Nutation und der Pricession seit 1810. Jan. 0., um alles anf das

mittlere Aequinoctium dieser Epoche zu bringen, giebt die reducirten Lingen:

1836 i [ Correction wegen der
|t — 1810 Reducirte Lingen
oh M. P, Zt. | T . = e
| Nufation | Priicession |
Juli8.. ..... 9681 + 1176 —92 11”3 | 115° 36’ 36,1
Aug. 14,. . . . . 9723 10 4 22 17,1 119 0 59 4
Sept. 26, .« . v . 9765 118 92 22 9 122 24 14 6
Nov. 6. . « « o & 9807 12,1 | 22 28 .7 126 46 23 8
s 1B & o 9849 | 10 4 | 92 34 5 ‘ 120 7 290

Aus den Oertern:
Juli 8.. . . . . 115° 36' 36",1 4 00 23’ 19”9
Dec. 18. . . . . 129 7 29.0 40 16 .1

folgt:
£ = 989 22' 56".,0 i = 10 18" 45".9,

worauns die Reduction auf die Liingen in der Bahn wird:
4 277073 sin 2 (Red. Linge — Q).
Man erhiilt folglich:

1836 ‘
- ! Reduetion | L' log »’

8" M. P. Zt. |
Juli 3. . . .. .. | 415”3 | 115° 86/ 5174 | 0720517
Aug. 4. . . . .. 17 9 19 117 3| 0721741
Sept. 25. . . . . . 20 ,1 122 24 34,7 0722939
Nov. 6. . . . .. 22 ,1 125 46 45 9 | 0724107

Dec: 18 & o v o 23 8 120 7 52 8 0.725 241
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Elemente der Vesta.
1836. Juni 12. O™ Mittl. Par. Zt.

= 3190 13’ 1"8 x = 2500 T 56"4
n = 977",831 72 Q =102 59 1.6
@ = 5o 2 336 i= T 8 15,7
2,990 264 8,043 977 0,998 316 0,087 898
3,600 007 5,314 425 9,996 632 0,036 H8T
0,559 743 4,258 402 0,369 T94 0,373 162
0,186 581 log ¢" log p 9,960 043
0,373162 tog Va (1 + ¢€) . .. 0,204875
log a tog Va (1 + ¢) ... 0166603
2 v -
tog 2% _ 9673934 g BOE . gyaan
v Va
log m' = 2,291 616 Jupitermasse in Secunden
., r A
log (1) - - - 2 "’_ M. 1,965 550 tog (7) - - - 126k , 9093348
V» Y
10g (2) + -+ — -« 0,905 688 o (8) «<s 2208 5 . 0519168
sin i Va
log (3) ... acos @ ...0371478 log (9) .. .pfy-é-q). .. 9013582
log (4) -« -+ f ------ 1,425 817 log (10) ... 2cos @ . . 0299346
log (B) + -+ l; ------ 1,056 023 log (11) . ... i’y_l—cb... 8,643 788
tog (6) - tg5ine-. 8,794 967
Q' ... 98022 56”0 i’ ... 1018 45"9 %(sa' — R) v 1TTO4Y 57"2
Q ...102 59 1.6 i...7T 8157 %(i' i 413 30 8
%(1’.’——:‘) ..... 2 b4 44 .9
8,867 333 8,705 952 n 17 (N+ N')= 302 33
86036355 9999650 13 (N—N) =177 42 90
9,998 818 9,099 439 Woiaaisan s 181 2123
7,470 968 8,602 453 B B i 147 8 54,8
8,705 602 00990892 @ ......... 326 6 42,5
9,999 264 9,999 651 W comnsvn o 185 37 54 ,3
8,706 538 9,999 438 B comeias e s 98 22 56,0
S T...2008 5472, T...50 49 d8'4 Q'+ N'..... 981 0 50 3

log sin I... 9006804 log cos I... 9997747,
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Gestorter Planet . . . Yesta.
1836 Juli 3 A 14 Sept. 25 Nov. 6 Dec. 18
ob M. P. Zt. ' uli 3. ug. 14, ept. 25. v. 6, c. 18,
I}
T :
Moo A & | 824° 55'3 | 836° 198 | 347° 44'2 | 359" 8,7 | 10" 382
F 56 555 5D e 321° 48’4 | 334° &0 |346° 340 |7350°°. F8 | 11° 338
logn-E = i voveraasses 97913 n 09,6397 n 90,3661 n 82134 n 9,3020
E8NE . v e e —3" 69 |—2° 11’8 |—1" 102 —49 | 41" 06
%E .............. 160° 54,2 | 167° 40 |173° 1770 | 179° 81,9 | 5° 469
|
log sin :12 E . ......... [ 95147 93499 | 9,068 70124 9,0032
log cos % B s s eaa | 99754n 99888 n|  9,9970n 00000n| 99978
G N i ! - i
. |
o 1 '
logsingoVr . ..., 9,7196 9,5548 9,2729 8,1173 9,2081
— |
logeos=v VF ... .. ... | 01420n 0155¢n Ol6%n|  01666n| 0164
%v .............. 159° 1794 | 165° 55,1 | 172° 40’3 ‘ 179° 293 6° 186
- |
cos % Do e e | 997100 9,9867,9;% 9,9964 n 0,0000n 9,9973
Pog Vo = 4 v & % % G ‘ 0,1710 0,1686, 0,1672 0,1666 0,1671
v e (818" 348 | 381° 50,2 | 345° 206 | 358° 58'6 | 12° 372
0gayss & 5 5% 5 % % % % e | 03420 0,3373 | 0,3344 0,3332 0,3342
$ 5 EE DG G R .. [ 105° 437 | 118° 59,1 | 132° 2905 | 146° 7.5 | 159 46/,1
10gcos . « v v v v v v on .. h 94331 n 9,6854 9,8296 99192 n 9,9723 n
logsimiss < = 5 % 5 5 % &b wi | 99835 99419 | 98677 9,7462 9,5388
WG F BB A ¢ o« % 5 womms ‘ 0,3255 02792 | 02021 0,0794 9,8730
10g 80 O v v v o e e e 9,8206 n 9,6740 n 94032 n 8,2519n 9,3394
log 208 B o = % 4 4 % 5 s oo 9.8750 09,9453 90,9856 9,9999 9,9894
logeos B o o o v oo vn .. 9,8953 9,9542 90,9879 9,9999 9,9911
0,2911 0,2966 0,2999 0,3010 0,3002
log (cos v + cos E) 0,1864 0,2508 0,2878 0,3009 0.2913
i
log % e 0,0278 \ 0,0325 0,0354 0,0366 0,0356
log (% + 1) ......... 03152 | 03176 0,3191 0,3197 0,3192
logremv. « « « « v . 0,1626 n 0,0113n 9,7376 n 8,685l n | 9,6736
log(p+nsinv........ 04778 n 0,3280 n 0,0567 n 800480 90,9928
—plg P ST, . | —00774 | —00910 | —00998 | _og0s2 | —0,1007
—Gypoon® 3 5 5 5 nw s B 5 G —4,3780 | —43310 | —43020 | —4,2000 | —4,3000
log Coéff. dL . . « o v o s o | 0,6489 " 0,6456 n 0,6437 n| 0,6428 nl 0,6436 n
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 80
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. Jupiter.

1836

ob M. P. Zt Juli 3, Aug. 14. Sept. 25. Nov. 6. Dee. 18.

Wy v cxssacrmnios 38 8 w5 8 o o 191° 860 | 195° 0’4 |198° 29,7 |[201° 45%9 | 208° 70
oFemtw i g v s e e E e 9,3034 n 04132 n 94991 n 29,5691 n 90,6278 n

log ty o' o (e e T I 09,3123 0,4283 09,6219 n 90,6013 9,6710

L S H LR GG 1 191° 323 | 194° 559 | 198° 183 | 201° 39,7 | 205° 00

T I SR | 284° 415 | 297° 56'9 | 811° 27'3 | 825° 53 | 838° 489

R Y S 266° 50'8 | 256° 59,0 | 246° 5170 | 236° 344 | 226° 16,1
fog e Bt o v v oww w5 | 8,3102n 8,4200 n 8,605 n 8,5759 n 8,6346 n
log cos [ — (v 4+ )] . . . . . | 874052 93526n|  95945n|  97411n|  9,8396n

g eos B! . v o5 e s s 9,999 9,9999 9,9998 9,9997 9,9996
log sin [ — (¢ + )], . . .. ' 9,0994 n 9,9887 n 9,9636 n 99215 n 9,8589 n

r

log A’;i, ......... . . 9,9993 n 9,9886 n 9,9634 n 9,9212 n 9,8585 n
WU v wns smawmwns 8,7404 n 9,3525n | 09,5943 n 9,7408 n 9,8392 n

Josiny i iFannwa 9,9994 0,9887 09,9636 9,9216 90,8593

g v o v v w & & o w0 0,3420 0,3573 0,9344 0,3332 0,3342
, | 94609 n 0,0742 n 0,3172 n 0,4649n 0,5644 n

109 &l s ww s sw e :; 0,0537 0,1891 0,2026 0,2402 0,2010

logoeosl' . oo oo oo .. | 08957 0,52064 0,6270 0,7051 0,7654

logogin V' o i visvesun [ 07199 0,7104 0,6865 0,6457 0,5845

log cos 1' o v v v v v v v v 19,9560 9,9226 9,8772 9,8772 9,9216

10 @ « v v o v e e e | 0,7639 0,7878 0,8003 0,8279 0,8438

1 (A 7,6366 7,5721 7,5163 7,4686
WFvrrEiresrabunh | 7,8384 0 7,8348 n 783120 7,8277 n 7,8243 n

tog (—5) o e 0,5870 04360 0,3475 0,2910 0,2525
117 7 R N - - ‘ 7,25614 n 7,3088 n 74837 7.5367 n 76718 n
gl vciosissanss | o7198n|  07103n|  06363n| 06453n| 058370
1000 Fivv vono v womowim oo 9,2169 n 9,3643 n 9,4492 n 9,5022 n 9,5373 n
log ' S E A A R NG G 9,0307 n 90,1417 9,2988 n 9,3000 n 9,3598 n

i

Togid s’ & s v i 5 5 wow o s 6,7123 74730 7,8009 8,0016 8,1362
] ( ' 8,0505 n 79739 n T.9065 n 7,5495 n 7,8028 n

og (— =F) e e | 0,0204 0,1647 0,6656 0,5294 0,2700

T . | 80299 n 7,8092 n 7,2409 n 74722 7,86563

Krifte und Aenderungen der Elemente.
1336
ob ML P. Zt ‘i Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Nov. 6. Dee. 18.
' |

log R, | 2k [| 9,9954 n 97747 n 9,2064 n | 9,4377 9,8308

log S, 1‘;_ eovw e e ne ol 99367 0,0746 01855 |  0,1475 0,1210

log l-I-'.,l % |i 8,2476 8,5060 ! 8,6780 I 8,8022 8,8971
P W 9,7751 n 0,0227 n 0,1640 n 0,2524 0 0,3065 n

G o L w | 1,2312 1,1849 1,1078 0,9851 0,7787
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1836 \ _ o |
o M. P. Zt. Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. | Nov. 6. Dec. 18.
| |
FE o s e (R ‘ 0192Ln| 0045w 0777 8624 97109
LS i‘ 0,5579 06228 | 06593 0,6724 0,6628
(R | 1,8008m 1,3711n 1,4114n 14257 n 141520
B = e oo e il 1,5338 n 13849 n 1,1127 n 9,9608 n 1,0488
lu’l 9,1205 0,0742 89971 | BETM 8,6680
|
i R 89139 | 87673 8,4965 7.3452 84327 n
SRR RS R e h 0,1772n | 0,1819 n 0,1848 n 0,1860 n 0,1850 n
I o I |
R |  06489n  06456n  06437n  06428n|  0,6436m
e S 9,1216 n | 89727 n | 8,7006n 7,6486 n 8,6366
w 9,1205 00742 | 89971 88744 n 8,6680
42 di | — o1l = 07034 | — 0"070 | — 0113 | — 07,160
248 |4 0301 | 4 07491 |+ 0”611 | 4 07613 | + 0474
R + 17,540 ]+ 0”661 | 4 0,096 | — 07012 |+ 07,348
24|+ 97128 | - 47076 | + 6”284 |+ 67606 |+ 6,079
4+ 47663 |4 57637 | + 67830 | 4 6594 | 4+ 6”427
[: 4+ 197777 | 4187990 |+ 47,148 | — 77,302 : —17",620
g2 dn || 2T | —28807 | —17708 | — 11253 + 14,783
l'-{- 0,002 |+ 07004 |+ 07005 | 4 0"005 |+ 07,004
I| — 9",768 —14”.,813 _13"}555 = 8",580 i 2",833
— 00811 | — 070348 | — 07,0050 | 4+ 07,0006  — 07,0183
(42 dn § | — 17,8000 | — 17,8050 | — 27,0910 | — 271552 | — 20229
| — 173811 | — 17,8398 | — 27,0960 | — 29,1546 | — 2",0412
| ¥ 1 ) ] | L}
Lo4n409 | + 27632 | b 07708 | — 17204 | — 27981
@aLl|— oW1 | — 041 | — 07069 | — 07005 4 0”057
|+ o%002 |4 07004 |+ 07005 |+ 07005 |+ 07004
|+ 4207 | 2525 | b 0nese | — 17204 | — 27920
Fiir die Integration.
i= 1708 11”64 £ = 103° 8' 20"48.
1890 | ¢ — 1810 42 di i 42 4 d
0" M. P. Zt. | © & : 248 e
|
i 922, 06 ' "
Myt s 0000 | 4 aroes | TIA® | grenore
B e 9681 0011 wopa | OOl | Ty
August 14, . . . . . .. 0723 — 0,034 i sross | T _,58,,‘1.,4
September 25. . . . . . .. .. | 9765 — 0,070 o +ore11 | :i, i
November 6. . . . . . . .. .. | 9807 — 0113 +3"’('}6§ -+ 0613 ?47",513
December 18. | 9549 — 0160 +-8/805 + 0474 | — 556/,900

s0*
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w = 249° 48’ 26"91.

I
1836 i
i g | t—1810 | 4d2dw s 42dn an
Mal2& ¢ vovowow v 9 % % 5o 5 963¢ 3,62 | 4 |
. 659 F6U | opneer | T 3886 |4 170n 016
I 9681 +47668 | o ivons | — #5768 | T chram
T E S T 9723 + 5637 | el —14"813 g
S ox e inins — 415",267 " -+ 1145" 435
September 25. . . . . . . . . .. 0765 + 6".350 o aam | — 18',55B g
N . : oo | — 4087937 P90 | 1 11317,880
November6, & i v o 2 o % ow 4 g 9807 -+ 6".5014 109543 | — 8,580 1123”300
December 18. . . . . . . . . .. 9849 i Jer427 | T T — 2833 umlout
n = 978"29671 L = 105° 53' 15".63.
1836 . 1
oh M. P. Zt. | t — 1810 | (42 dn 42 a4 n 4 M 42dL 4L
| |

Mai 22, . . . .. 9639 —L"71156 . | — 48023339 - 5,825

; : - s — 19,5017 | - ! —1071"
Juli 3. . eest | —173811 _fm,,g;.,: —4321",8356 |+ 4",207 _:g;f,,‘if?
August 14.. .. .| 0728 | — 188 | "o, vl | —usaavmie | ompes | 1007270
September 25. . . 9765 [ —270060 @ ‘.;1"!8-1;(5 | —4365" 4410 | -+ 0",644 —1064",106
November 6.. . . 9807 — 21546 ——‘;6”?973" — 4800”2596 | +1",204 1065”‘310
December 18, 9849 | — 2" 0412 T —a017m2328 | 427920 | T '

I

Die constanten Elemente gelten fiir 1810. Jan. 0. Mittl. Par. Zeit.
bezichen sich auf das mittlere Aequinoctium derselben Epoche.

Die Lingen

Bemerkung zur Berechnung der stérenden Krafte (vergl. S. 611 ff).

Die jetzigen Berliner Jahrbiicher geben unter dem Titel ,Heliocentrische
Planetencoordinaten® fir jeden Planeten (bezogen auf das Aequinoctium des
Anfanges eines bestimmten Jahrzehntes) fiir gewisse Epochen den Logarithmus seines
Radius vectors und seine Linge in der Bahn. Am Fusse der Seiten findet man neben
einer Angabe iiber die Masse des Planeten die Elemente & und 4, welche im Allge-
meinen ein Jahr als constant betrachtet werden kénnen.

An demselben Orte findet sich die heliocentrische Breite des Planeten und die
sReduction auf die Ekliptik#, d h. der Winkel, den man zur Linge in der Bahn
hinzufiigen muss, um die heliocentrische Linge des Planeten zu erhalten. Fiir die
grossen Planeten ist diesen Angaben noch der Winkel B, beigefiigt, welchen der
Radius vector mit derjenigen Bahnebene bildet, welche durch die anbei folgenden
Werthe von £’ und i’ definirt ist. Um diese kleinen Correctionen zu beriicksichtigen,
hat man an Stelle der Formeln (16) der vorstehenden Encke’schen Darstellung (vergl.
8. 614), die folgenden zu verwenden:

cos ' cosh' = cos [I' — (&' 4+ N')]
cos ' sink' = sin [I' — (' + N")] cosJ — Bysin1" sind
sinf! = sin [I' — (@' + N')] sinJ -+ Bysinl" cos.J.
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Neunundneunzigste Vorlesung.

ITI.  Die Hansen-Tietjen’sche Methode zur Berechnung
der speciellen Storungen in Polarcoordinaten (nach Tietjen)?).

Den Berechnern der kleinen Planeten, besonders denjenigen Astronomen, welche
beginnen, sich in diese Rechnungen einzuarbeiten, diirfte es erwiinscht sein, diejenigen
Formeln, welche fiir die Rechnungen zur Zeit als die zweckmiissigsten gelten konnen,
in Kiirze abgeleitet und nebst einem Rechnungssechema und Beispiel zusammengestellt
zu finden. Tm Folgenden ist versucht, dies in Bezug auf die Berechnung der speciellen
Storungen fiir Polarcoordinaten auszufiihren.

Diejenige Ebene der Bahn, in welcher der Planet sich zur Zeit eines gewissen
Anfangspunktes, z B. des der Rechnung bewegt, werde als Grundebene, als Ebene der
zy, angenommen; ferner sei fiir den gestorten Korper:

m die Masse, die Sonnenmasse als Einheit genommen;

z, ¥, # die rechtwinkligen Coordinaten, deren Anfang im Mittelpunkte der Sonne
sich befindet;

r der Radius vector, also r2 — 22 | y? 4 22;

b der Winkel, welchen » mit der angefithrten Grundebene bildet;

¢ die Projection von r auf diese Grundebene, also ¢ = rcosb;

I der Winkel, welchen ¢ mit der z-Axe bildet.

Die idhnlichen Grossen fiir den stérenden Korper mdgen mit m,; @, 3, 4,
ry, By, L, bezeichnet werden.

Fiir die rechtwinkligen Coordinaten des gestirten Korpers erhiilt man:

x = geosl = rcosb cosl
¥ = osinl = rcosbh sinl R ¢ 9
g = otgb = rsinb

b ist ebenso wie z eine Grisse von der Ordnung der Stirungen, welche wir
als Grossen erster Ordnung betrachten wollen. @ unterscheidet sich daher von #r nur
um eine Grosse zweiter Ordnung.

Fiir den stérenden Korper erhiilt man in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem:

x, = r, cos By cos I, l
Yy = 1y cos By sin I, (2)
g = r, sinB, [

Wird die Entfernung beider Planeten mit /\ bezeichnet, so ist noch:
At=(zr, —a2)* + (h — Y + (& — #)*
— 02+ 22 + v} — 2[ry0cos By cos(Ly — 1) + er;sinB;]
Die Gleichungen, welche die Bewegung des gestorten Korpers um den Sonnen-
mittelpunkt ausdriicken, sind nun bekanntlich:

(1 4+m)a Z — % )
2 —— = k2m, ( Al — f,?)‘
al‘) s

y,,+k2(1;}s-m)y:k,ml(y:‘;;y n . v (3)

(1 4 m)e & — & &
' 1 —_— Em —_—
: rs wm A\ 2
') Die folgenden Ausfiihrungen sind mit freundl. Genehmigung seitens der Erben des Professor

Tietjen, sowie Ferd. Diimmler’s Verlagsbuchhandlung in Berlin aus dem Berliner Astronom.
Jahrbuche fir 1877 entnommen.
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worin % die bekannte Constante unseres Sonnensystems, deren Logarithmus — 8,2355814,
wenn der mittlere Sonnentag als Zeiteinheit genommen wird.

Ferner ist hier 2 fiir %, " fiir % und & fiir %—-2— gesetzt, so wie wir iiber-
haupt den ersten Differentialquotienten nach der Zeit mit einem, den zweiten mit zwei
Accenten oben rechts bezeichnen wollen,

Sind mehrere storende Korper in Rechnung zu ziehen, so ist fiir jeden ein ihn-
licher Ausdruck wie die rechte Seite dieser Gleichungen (3) zu bilden und die Summe
dieser Ausdriicke einzusetzen. Der Kiirze wegen halten wir uns an einen einzigen
storenden Kérper, und da man specielle Storungen wohl nur fiir Asteroiden und Kometen
berechnen wird, so wollen wir dabei m = 0 annehmen.

Um die Gleichungen (3) durch Polarcoordinaten ausgedriickt zu erhalten, sind
darin die Werthe der rechtwinkligen Coordinaten aus (1) und (2) zu substituiren.
Wird zuniichst die zweite der Gleichungen (3) mit z, die erste mit y multiplicirt, so
giebt die Subtraction beider Producte:

zy" — ya' = Bmy (zy, — yx,) K,
wo:
g e DO TN
Ay 2}

Die linke Seite wird:
d(zy —ya') _ d(e*l)

- 7

dt dt

und die rechte Seite giebt:

kmy .Q9r, cosBy sin(Iy —1). K = U,

80 dass:
d ()
i =5
oder:
'l = Comst. + [Uadt.
Die Werthe, welche ¢ und I in der ungestrten Bewegung, fiir welche U = 0

und /S Udt = 0 ist, annehmen, seien r, und v, + N,, wo #, die ungestirte wahre
Anomalie und N, eine Constante bezeichnet. Es wird dann:

rng"'; — kma

wenn p, = Parameter der ungestérten Bahn.

Folglich wird obige Const. = k1 p, und es ist:
el =kVp+sSUat. . ... ......(@O

Um eine zweite Gleichung zwischen ¢ und [ zu erhalten, multiplicire man die
erste der Gleichungen (3) mit @, die zweite mit y und addire die Producte. Dies giebt:

za" 4 yy" + Pet By |(z2; 4 y2 )K__s
3 1 1T ¥ AS

Mit Riicksicht auf Gleichung (1) und (2) wird die rechte Seite:

k2m, lKr, cos By cos(Ly — 1) — ZZ\_] o =DR-9

und die linke Seite giebt:
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d(zs + 9y ; ker  d(oo 5 k2
Co L 30)_ (o fyy RO _C0D | oy 4 B,
also:
—- 99” _— 933’2 -+ k:f:f
Folglich haben wir:
) oy B
¢ —e+=L=R.........@O

Durch die Gleichungen (I) und (II) und die letzte der Gleichungen (3) also durch:

2 -
&+ k—r; = k*m (E‘N ! — j—}) = k2m, (zl K — é) = Z- - (T)
ist der Ort des gestirten Korpers vollstindig bestimmt.

Wollte man den Radius vector r und den beschriebenen Bogen u statt der resp,
Projectionen dieser Grissen @ und 1 cinfithren, so ist zu bemerken, dass sich » von g
und % von ! — gleichen Anfangspunkt der Zihlung vorausgesetzt — nur um Grossen
zweiter Ordnung unterscheiden. Veriindert man daher jedesmal die Lage der Ebene
der xy, sobald diese Unterschiede merklich werden, oder besser, geht man in jedem
Augenblick auf die jedesmalige Bahnebene iber, d. h. auf diejenige Ebene, welche
durch zwei unmittelbar auf einander folgende Radienvectoren » und r 4 #'dt geht,
so kann man in (I) und (II) @ durch » und ! durch u ersetzen. Die Grissen R und U
sind dann natiirlich auch fiir die jedesmalige Bahnebene zu bestimmen, Letzterer Um-
stand hauptsiichlich giebt die Veranlassung, statt der veriinderlichen Ebene eine feste
Ebene, niimlich die Bahnebene fiir den Zeitpunkt des Anfanges der Rechnung bei-
zubehalten.  Diese Ebene mige kwrz ,ungestorte Bahnebene® genannt werden, sowie
wir iiberhaupt der Kiirze wegen die fiir diesen Zeitpunkt osculirenden Elemente mit
pungestorten Elementen® bezeichnen wollen. Wir werden daher bei den folgenden Ent-
wickelungen die Gleichungen (1), (II), (III) zu Grunde legen. Da:

r? = p? 4+ 29,

so wird:

wo es wohl in allen Fillen ausreichen wird, die Reihe mit dem zweiten Gliede abzu-
brechen. Die Substitution dieses Werthes in (IT) und (I11) giebt:

" ' K2 __ 3 K2
0 939_%9! R+29‘_R1 P SO 1, )
K2z 3 kgt
It —_—
+..9_§. Z+EF Az(V)
In den meisten Fiillen wird man 7, — Z setzen kinnen.

Aus den Gleichungen (I), (II), (III) oder aus (I), IV), (V) lassen sich unzihlige
Methoden zur Berechnung der speciellen Stérungen ableiten. Wir wollen uns hier auf
drei, die besonders fiir unsere Zwecke geeignet erscheinen, beschriinken.

Bei allen drei Methoden werden wir die Gleichung, welche # giebt, in einer und
derselben Form anwenden, die man sofort aus (V) erhiilt, wenn man darin fiir Z seinen
Werth aus (III) setzt. Es wird dann:

B ] K2 m, 3 k28
&+ F‘ A —A—s)z:k’mlﬂsl L 5 ?,
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oder:
& + ﬁg = Zla
wenn:
v 3 k2z8
;FF .2 ml =f uwd kmKz + :; 'l‘_p‘f'_ = Z,

: ; 3 3 k22 o
gesetzt wird, wo wohl in den meisten Fillen - —— vernachlissigt werden kann.

2

Es sei:
0=y + 09 und 1 =— w }+ Ou,
wo 1, und u, der ungestirten Bewegung entsprechen und auf gewdhnliche Weise aus
den ungestorten Elementen erhalten werden, niimlich aus:
E, — ¢ sin By, = M,
ro8invy, = aq cos @y sin B, | (4)
rocosvy = a,(cosEy — ¢)
g = vy + N,

N, ist der Abstand des Perihels der ungestirten Bahn vom Durchschnittspunkte
dieser Bahn mit der Bahn des stérenden Korpers.

Da man die Gleichungen fiir die ungestirte Bewegung erhiilt, wenn man in denen
fiir die gestirte Bewegung alle die Masse des stérenden Planeten enthaltenden Aus-
driicke Null setzt, so folgt aus:

] ¥ 2
" —ol? + o R,
zundchst, wenn fiir:

(@) _ (kVpo + SUaly?
o L

gt =
substituirt wird:
fo? 2 L ] pu

k2 p
gu T 9}50_ 4 O_- — R _[_

=

;uz+—(fuu)e—m .. ()

und es ist also auch:

-
vy — —5b +r|,‘_0

Die Subtraction beider Gleichungen giebt:

- 1 1 el ] ] .
(09) _m(_‘“_ﬁ)l’u‘f'-""’(—'_'_.? = %N,

o? [
oder:
) ?-» | Po 0 /o) |
sor + ) -1 R - %) ==
(d9)" + & l= ~ = (=%
Nun ist:
Po
i 1 + eycosvy,
0
also:

[ )_IJPo_?(fuz ):%—1+anosau(i—c;—1).
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Aus ¢ = r, + 0o ergiebt sich:

¢ _;.9%_,
| — e v,
3 + + v
v do .
wo der Kiirze wegen v =— — gesetzt ist; also:
o

%—;—1::(1 + v —1=3v( + v) 4+ »n
1]

Dies ecingesetzt, giebt:

klrov

(3o) + . {14 [3 (1 4+ v) + v?] ¢ cosv,) = R,

oder:
WO 2 e 1
(00)" + o ll + 3 (1 + v 4 3 vﬂ) c,,casvo] do =N

Setzt man:

g = 1 + 3e,cosvy
(v + .liﬂ) 3 ey cos vy
SRS PO il e i
0 oy
o k?
] -QT’

so wird:
B 3,00 =27 « o = 5 « v = = « » [A)
Substitnirt man »} (1 4 »)2. [wy + (0u')] statt @21 in (I), so ergicbt sich:
g (1 4+ v)uy + 02(0u) =%k }JE + fUadt,
oder, da r2u'y = kY py:

. 21;:1-’@.;:(1 + 5 *u)
(51:-)':9—*fUdt—- I ¢ £)

92
Sobald d ¢ und also auch v — 6?.9 aus (A) gefunden, wird du aus (B) durch
0

cinmalige Integration erhalten. Zu bemerken ist jedoch, dass die strenge Auflisung der

3 k22
5 f enthiilt.
@

&

Gleichung (A) auch die Kenntniss von z erfordert, weil 9 die Grosse

Dieser Ausdruck wird aber bei den ersten Werthen ganz vernachlissigt werden konnen,
spitter kann er mit Leichtigkeit im Voraus extrapolirt werden. Die Werthe R und U7
wird man ja ebenfalls nur successive berechnen konnen, weil sie schon die gestirten
Werthe ¢ und 1 enthalten.

Vorstehende Methode wurde im Wesentlichen zuerst von Briinnow in den Astr
Nachrichten Nr. 808 angegeben.

1I.

Bei der soeben behandelten Methode hat man, uwm den Ort des gestirten Korpers

zu erhalten, die Grossen », tnd w, = v, + N, der ungestirten Bewegung nach (4)

abzuleiten und an diese Grissen die Stérungen anzubringen. Man kann nun offenbar

auch die Storung 0 M der mittleren Anomalie M, so ermitteln, dass, wenn man in (4)

M, + 0 M statt I, einsetzt und damit » und v findet, man unmittelbar 7 = v + N,
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 81
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erhiilt. Um dann ¢ zu finden, wollen wir mit Hansen eine Grosse w so bestimmen, dass
@ = r¢“, wo ¢ die Basis des natiirlichen Logarithmensystems ist.  Wir haben daher jetzt

folgende Gleichungen:

M=DM+0M

g cos @y sin

(6)

so gelangt man zu den von

E — esinE = M
rsiny =
reosv = a, (cos £ — e)
l=9v + N,
0 = rc¥.
Bezieht man alle Grissen auf die gestorte Bahnebene,
Hansen zuerst aufgestellten Formeln, Aus:
0 =re¥
folgt:
o' = ow' + V7
oder, da:
r=—2  wd T=1
1 + eocosv
ist:
, €y SINY  — —
O = ow + ¢ EET (1»2;) — Qwﬂ' + ¢ w8,

wo der Kiirze wegen:
€ Sinv. sinv

Do

S = (0*1)

gesetzt ist.
Differentiirt man o’ noch einmal nach ¢, so wird:

o' = ow" + w (0w + ¢=%8) — ¢c—“Sw + w8

ow" + ow'? 4 ¢c—v 8"

Nun ist:

€0 COS DV
Py

oder mit Beriicksichtigung der fritheren Gleichungen:

€ SNV sinv

8 = 2 't +

(e27),

— (i_L) 92 Ip‘g + eoSi'n?) T
r Po Do
27N 2 g
— 0""93"! o (9 IZ €y Sth v U
Do @ Do
= cvol? — L w (“fdt)’] € Sinv 3
e* POQE Do ]
also:
@' — el? + Fe = ow' + ow'? + esiny e U — Qi’vVPof vdt + (f Udt)=

0! Po
Dieser Ausdruck, von:
k?
o' — el + —=R
(4

subtrahirt, giebt:

Do 0?



— 643 —

et B . 2kYp, fUAL + (f van:
—(l—c¢c")=—ow'—ouw?+ R
93( ) 0 ouw' + Ry + T
o s;nv -
0
oder:
LBy e B 2.(1,pofUdi + (fuan
0* ‘ o ? » @*
com - (M
QSN '
Po @
Um eine Gleichung fiir M zu erhalten, bemerke man, dass:
v d;'ru
s b PR WL
¢ ¢ am at’
also, da:
o 2 iy T3
d—i — ‘lu__‘:f_'}?o — L‘E’ = Rtpu ¢2*  und aF = n, + g (611)
dM r? ng r? 1y 0 dt
o1l = k{py . o (1 + Hl o M)’).
0
Nach (I) ist auch:
o2l = kVpo + fUadt,
folglich:
v 4 S (éJI) =14 ——f['dt
kY
oder:
Nge—
BaU) = ‘/_ fffdt—(l—c-'”") fgs o @ v ow B A8)
Sei:
Yo '
U= F" also SUdt=F
h'yPo VPn :

so folgt aus (7) und (8):

i 2k F F ey Sinv
w" — 1] — g . _(]_ _) —w __ 0% w T &
+ ( )= . + T T U— w (9)
((?M)’ =Fe W — (1 —a )%y o o« o« o o 000 o (B)
Setzt man w; = Mw, wo M der Modul des Brigg’schen Logarithmensystems, so
geht (9) iiber in:

w’f+§ﬂm(1—c—w):m25+2kng( +2,”0)10‘“"

e g
== D
__gsinoM 10— w'f (D)
P @ m
Setzt man in (D) zur Abkiirzung:
22 F F .
=@+ aw) 1o
k2 M k?
biyw, = — : wo b = PER

81*
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so geht diese Gleichung iiber in:

" m e sinv w'?

A tpn =T (=0 )+ o
m e sinv } wl 3 ME2 22
=@ )t a—F g

Die beiden mit %?- multiplicirten Glieder lassen sich noch zusammenziehen, wenn
man fiir B und U ihre Werthe einsetzt, nimlich:
R = k2m, (K.p-1 cos By cos (Ly — 1) — —&Q;) = k*m, (K & — —&g—t)
U= ktm; Ko cosB, sin(Ly —1) = k2my Kon,.
Es wird alsdann:

B — e sinv e U= km [K ( , _""ﬂ_s’-_”;c___w " 9) — L]
0

Po A
Nun ist:
ey sinv e
o S F (0 B )
Po r
? i . —
== _Po- (& + e (&1 950 — my sinv)]
r
= — €
o &+ 0 £2)
wo: £, = &, cosv — 1, sinw

oder wenn hierin fiir & und 7, ihre obigen Werthe gesetzt werden:
£, = 1, cos B, cos[Ly — (I — v)] = n, cos By cos(Ly — IV,).
Obige Gleichung gicbt dann:
" 52 ey 9 3
o+ by =2 K107 (6 + o) — 6ty me S L)

In den Gleichungen (D) und (F) kommen Atmdrucke von der Form:
M (1 — cnv)

k2 ml m

vor. Da auch:
o | 1 — Ly e ) 1
M (A —en?) = M¢ 2" (03"'" — ¢ 2" 9) = ¢ 2" nw, [1 + 33 (nw)’---],
so wird fiir Brigg’sche Logarithmen :

log [M (1 — ¢ "°)] = lognw, — ; nw, + 1,

wo
1 " 1
logn = 5 M (nw)? [1 = E—ﬁ(nw)?---]- N e 1))
Die Tafel T giebt 5 in Einheiten der sicbenten Stelle mit dem Argumente 7 w,.
Die Grissen ¢"* — 107" herechnen sich leicht, da:

log ¢"* — nw, e i1
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I11.

Vorstehende Methoden lassen sich leicht combiniren, wodurch die Rechnung etwas
vereinfacht wird. Setzt man niimlich:
=V -+ N und ¢2N = JUdt,
so erhilt man aus (I):
02 V' = ¥V,
V folge wieder aus den Gleichungen (4) statt v, wenn darin M, 4 A M statt B,
gesetzt wird; statt r, ergebe sich dann r, so dass:
E—e¢sinE=DM + AM
rsin V= a, cos g, sin K

reos V= ay (cos E — ¢)
und es sei:

Po €V
9 T cl\ ——
14 ¢ cosV
Hieraus folgt:
I — w4y ___Il°cm_ 5 ; !
0 = re®w +(1+cocosV)2 e sin V.V .
. ]U, —[_ ) sinV y 92 V’ . ]U’ + —}i,' ('ﬁ_ —Psin¥ ( )
] 9 Py e® @ 1;
un
. =10 3 co— W
o' = on” + (9 w4 " ¢osin V) i e B By + i:___ ey - cos V (92 V')
V Po V2o Q Vl"o
= on" 4+ ow'? + - cocos V,
oder:
kgpn k2g—w
" =o' + + ow'
03 0*
folglich :
-2 -2 , | w
9:;__?»91:0_'_5;:911),,_‘_?( 9 C'_)_E_Qm
Nach (5) ist aber:
k2
9” PO + il ’
also:
12 (1 — ¢ )
w’ 4 - w2
0° 0
oder wieder:
= Mw
gesetzt und den Werth fiir % aus (5) eingetragen:
" ?.., (1l — ¢ i 2k r3
w4 “:’(93 2 sm(‘ “J“frdmr (det)) “...@

Um eine Gleichung fiir A M zu erhalten, hat man wmdcr:

2V = 1Vp, [1 =C ;10 (AM)'],
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oder da:

re 'Vl' —_ QEG—EW V-‘ — kv’E ) c—-ﬂlvj
80 wird:

AM) =—n(l—c) . . . . . . ... H
Die Gleichungen (G) und (H) in Verbindung mit:

. 1
N = E fUdf ¢ 4 s a0 W G e w4 oW (J)
oder:
L
(6&))’ —— ET”-", Ud{,

wenn:
N=N, + 0w
und also:
l=V+ N, + 0w
gesetzt wird, bestilnmen wieder @ und 1.

Die Mitnahme des Gliedes w'} in (G) und ebenso die Berechnung des Gliedes w';
in (D) macht einige Unbequemlichkeit. Diese wiirde vermieden, wenn v statt w ver-
mittelst der Gleichung ¢¥ = 1 -+ v eingefiibrt wiirde, allein die Berechnung der iibrigen
Glieder wiirde wieder etwas unbequemer werden.

Da aber w'} eine kleine Grisse sein wird, welche auf die Grossen @, R, U fast
ohne Kinfluss ist, so kann man zuniichst @'} in (G) vernachlissigen. Setzt man also
zuniichst:

" PMA—cv) am g
w + PE = 0
und setzt den strengen Werth von w, gleich w, + dw,, so erhiilt man leicht:

; EBMye—v w'?
(0 w,)" + ;—1— 1 —¢v) = — E;—,
wofiir mit hinreichender Niherung:
(Ewl)”+aﬁw1=—%{- W o9 G o& oW %o S (K)
zu setzen, wenn:
k2O
loga = log R Wy

Es mag dem Rechner iiberlassen bleiben, welchen Weg er einschlagen, ob er w'} gleich

mitnehmen, oder den Einfluss dieses Gliedes nachtriiglich berechnen will. Im ersteren
w'y g
Falle kann ﬁl aus Tafel III mit dem Argumente »’; entnommen werden.

IV. Berechnung der storenden Kriifte.

Den aufsteigenden Knoten £2, der Bahnebene des storenden Planeten in Bezug
auf die Ekliptik und die Neigung 4, derselben Ebene gegen die Ekliptik wird man fiir
ein paar Jahre als unveriinderlich betrachten kimnen, wenn man £, und ¢, nur so wiihlt,
dass sie etwa fiir die Mitte dieses Zeitraumes wirklich gelten. Mit Hiilfe der Tafel IV
wird man diese Gréssen leicht entnehmen konnen?).

') Genauer findet man diese Grissen im Berliner Jahrbuch. Vergl. die Bemerkung auf 5. 636.
Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage.
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Fiir die Anfangslage der Bahnebene des gestérten Planeten seien die iihnlichen
Grossen £y und 4y; ferner sei fiir dieselbe @, der Abstand des Perihels von $2, Be-
zeichnet man noch den Winkel, welchen die Durchschnittslinie der beiden angefiihrten
Bahnebenen mit der vom Mittelpunkte der Sonne nach £2, gerichteten Linie bildet, durch
@, und den Winkel, welchen diese Durchschnittslinie mit der Richtung nach £, bildet,

durch @, — alle Grossen in der Richtung der Bewegung, @ von §, und @, von ,
aus gezihlt — und nennt man schliesslich J die Neigung beider Bahnebenen gegen

einander, go ergeben sich @, @, und J aus:

sin % Jsr'n_% (P + D)) = sin % (82, — ) sin % (4 + )

| 1 1 . :
smiJcos 3 (@ + @) = cos 3 (8, — &) sin 5 (i, — i)

(13)

1 1 1 ] [ ;
cos 3 J sin 3 (@ — @) = sin O} (821 — $2) cos 3 (i + 9)
1 1 1 | .
cos 5 J eos (P — D) = cos 5 (81 — Q) cos 3 (4 — i)

und es sei ferner (siehe Fig. 62):
%=ﬂ0+(mﬂ—¢)=vo+Na, \VONuzmgﬁ—(p.

Fiir den storenden Korper ist im Jahrbuche die Linge in der Bahn 2, gegeben.
Nennt man «; den Winkel, welchen der Radius vector r, dieses Korpers mit der er-
withnten Durchschnittslinie bildet, so ist:

A'1=<Q'l‘I‘d,l‘l'“u:n
“1:11_(gl+¢1):AI+P e . . . . . . (14)

also:

wenn:

P = 360° — (Q, + D).

Der Radius vector r, ist gleiehfalls im Jahrbuche gegeben, die Grossen B, und L,
erhiilt man auf bekannte Weise aus u; und J nach:

cos B, sin I sinu, cos J | 1)

cos By cos Ly = cosuy, S R )]
sin B, = sinu, sinJ

& = 1, cosBy cos(L; — 1)
Mm=rcosB, sin(Ly —1); + « - « « « « « . (16)
§& = n sin B, J

Sei:

') Im Berliner Jahrbuch (vergl. Bemerkung S. 636) sind mittlere Elemente ¢, und ¢, fiir
jeden Planeten gegeben und die dort angegebene Linge in der Bahn ist die Liinge in dieser mittleren
Bahn. Ausserdem giebt das Berliner Jahrbuch noch fiir die grossen Planeten den Winkel B,, den
der Planet mit dieser idealen Bahn bildet (der positiv zihlt, wenn sich der Planet ndrdlich,
negativ, wenn er sich siidlich von der idealen Bahn befindet). Will man dann die storenden
Krifte streng berechnen (ohne Vernachlassigung von B,), so hat man an Stelle der Formeln (15) die
folgenden zu setzen:

cos By sin L, = sinu, cosJ — B,sin1" sind

cos B, cos L, = cosu,

sin B, = sinu, sind -+ B,sin1" cosJ.
Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage.
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so wird:

A= (& —e)+ 1 + (& —2)%

und wenn, wie oben:

=5 o
JAN "
gesetzt wird:

7= k2m Kn, 0
R = k2m KE — K2y Eg l 6 s (1)
/A berechnet sich am bequemsten aus:
AcosBesL —§& — o
AcosB sin L = 1, T i )
N sin B =§ —=
wobei man die Winkel 7, und B selbst nicht aufzuschreiben braucht.

V. Mechanische Quadratur.

Es seien gegeben die Functionswerthe:

[ (a), f(a + o), fla+20) . .. f(a+ mo).

Dic ersten Differenzen bezeichne man mit £, die zweiten mit f§ ete., so dass:

fula+(m+ q) = fla 4+ (m + 1) @] — f(a + mo)

o (a + mo) = [a + (m -+ ;) J l_“' -+ (-m = %) m]

ete. Ferner bezeichne man die summirten Reihen mit 'f; "/ ete, und zwar so, dass:

'J'“[a-k(::e-{—;)m]:'f[a (m—%)m]—l—f(a-{-mm)

(@ + ma) ="fla + (m — 1)w] + f[a - (m o :1& m]
Die Integralformeln sind alsdann:
a+ﬁn+%)w

[1@az =a {y[a+ (it y)0] + st (w+ 5)o]
o — ,J.‘.bu,-""[a (m + :) m]}
a+ m+é w i ‘
jjf(x)dx'z — @? {" %’-a 4 (m + %) w] — —211]'% la - (m - %) ca]

+ i!lj;[jflj: [u % (m -+ ;) w]} 9)

a4 mw
-

fl@)de = @ {:f_l (a + mw) —1—12f' (a—}-mm)
2+mw
[ f(@)da? = m’{‘ff’ (a + mo) —|—%f(a+mca)

- 240 o (0 + mo).. J
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worin:

fi [a § (m 4 %) m] = ; (f[& + (» + o] + f(a + mo))

fi (a + me) = % {fc,' [a + (m -+ %) uJ] + 5 [a -+ (m R ;) ro]}
3 -
ete.
bezeichnet.

Um die einfachen und doppelten Summen 'f und "f bilden zu kénnen, muss fiir
die Anfangswerthe irgend cine Bedingung gegeben sein, z B. die, dass das Integral fiir
einen bestimmten Werth von m, z. B. m = m; (wo m; << 1 vorausgesetzt werden kann),
gegeben ist. Es sei:

a4 myw
If(m)dx =l

also:

C,=a [ (@« + m o) + 24f._,(r: + m @) — '760 v (@ + m ). J
Nun ist nach der Interpolationsrechnung, wenn m;, — m, -} % gesetzt wird :
1 , 1
fla + me) = (a—l——m+m3m)=f(a—|—-—BJ)—|—mgf(a+.m)—

D (et 2o) +

1.
i ) 1 4 E}) — 1 1 l
24f0(t + = ﬂfu(a-l-2m)—|—---
ete.
Sei also:
- — ma(my —1) 1
Ay = my 4, = 1.9 + By
(my + 1) mg(my — 1) | 1 _ (mg + 1) my (my — 1) (my — 2)
dy = 1.2.3 T 94 M2 4y =" - 1.2.3.4
1 ﬂi(?ﬂg — 1) 17
24 1 8 ~ BT60

ete.,
so wird:

fo(a+ yo)=o—[As@t o) + 4fi(0t 50)+ 4fi+ o)

+ A5 1y (z-!——;—w)-!—---]-

Auf gleiche Weise findet man, wenn das Doppelintegral:

i 4myw

[[r@ae =0 = o[ @ + mo) + 7@ + mo) + -+ |
gegeben ist, und man setzt:

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 52
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B, =m
_ (my + 1) my (my — 1)
By v 2.8 + 12 4
B = (m, + 2) (m; + 1) my (my — 1) (m, — 2) 1 (m 4+ 1) m(m —1) "
= 1258 & T 1.2.38 2407
oy (ml — 1)
By = 1. * 12
B, — (m + 1) my (wy, — 1) (o —2)  1om(m—1) 1
L 1:2 0804 12 1.2 240

ete.
n Cﬂ 1 1 1 1 1
f(a)_—,,,—[ﬂ_lf(a +50) + Bf@ + Bfi(e+ 5 o) + Bfi@ + - |
ﬁollen z. B. beide Integrale verschwinden fiir m = %, so wird:

my =0 C,=290 CG=20

1
m; = —

2
und folglich:

f(a+30)=—[535 (e +30)— srao v (¢ +30)-.|
=

"f (a) __%’f(a.p%w)—ﬂf(a)—ﬁj"(a—FéW) 1"320 o(a) .. ].(20)
oder:
"/ (@) :—1— (“4"2 )+g4f‘(“+2 ) lJéOfl‘ H’%“’)"'

Diese beiden Werthe erhilt man auch sofort aus den beiden ersten Integral-
formeln.

@ driickt hier das Zeitintervall aus, fiir welches die Werthe f (a 4 m @) berechnet
sind; nimmt man daher dies Zeitintervall als Einheit an, so fillt der Factor @ bei dem
einfachen, und ®* bei dem Doppelintegrale fort. Bei den Storungsrechnungen ist im
Allgemeinen das Intervall von 40 Tagen eine bequeme Einheit, es wird daher im
Folgenden diese Einheit zu Grunde gelegt werden.

Das Doppelintegral kommt hier bei Differentialgleichungen von der Form:
B = “ (X — bx) da?
zur Anwendung, worin b eine kleine Grisse ist. Da hier also:
fla+m)=X—bz
so giebt die Integralformel:
(a+m)

- | ‘ fl@)dz? = "f(a + m) + 12f(” + m) — 240 Jo (a 4 m) .

Hiernach wird man fir « einen Niherungswerth annehmen, diesen in f (a 4 m)
= X — bx einsetzen und damit nach vorstehender Formel einen genaueren Werth von
@ erbalten w. s. w. — "/ (a + m) kann man schon mit dem vorletzten Werthe von «
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1
240

erhalten kénnen. Kann man gleich auch @ schon in den meisten Fillen genau genug

bilden und ebenso wird man

Ji (@ + @) durch Extrapolirung stets genau genug

erhalten, um -1-1§f (a + m) damit zu bilden, so scheint es doch bequemer, die indirecte
Rechnung auf folgende Weise zu vermeiden. Da:
i 1 1 §
z="f(a + m) + TQ—X—ﬁbm—mJ‘c (¢ + m) ...
oder:
1 "y 1 1 11 —
(1 - 1—2—0).1:—- j(a—l—m)—i—EX—-%—Ujo (@ + m)- . -= 5,

g0 wird:

by = — b-l- T R 1)
1+ b
Der Factor b, = - 9 = kann leicht mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln be-
1 + 15 b
rechnet werden. Mit bz erhiilt man f (a 4+ m) = X — ba, hiermit bildet man:
'f (a + m + ;) "F(a + m + 1) ete.

Es wird ferner vorkommen, dass eine Gleichung von der Form:

w = X—b0MA — ")
MA — %) = w, p,

zu integriren ist. Sei:

wo:
1
Iag?:—z w) +‘ 1?'!
so wird hier:
P — ) = —F— B =Bfu . - . . . . (2D)

logy wird man fiir mehrere Werthe im Voraus hinreichend genau bilden kénnen.

V1. Verwandlung der fiir die Zeit ¢ berechneten Coordinatenstorungen, welche
sich auf osculirende Elemente fiir den Zeitpunkt ¢, beziehen, in Elementen-
storungen oder Ableitung neuer osculirender Elemente fiir die Zeit ¢.

Unter ,osculirende Elemente ecines Korpers fiir eine Zeit t“ werden diejenigen
elliptischen Elemente desselben verstanden, welche seinen Ort sowohl fiir die Zeit ¢ als
auch fiir die Zeit ¢ + dt strenge wiedergeben. Wir bezeichnen diese Elemente mit:

M o £, 1 @, n a

Bei der Ableitung derselben aus den fiir die Zeit t, osculirenden Elementen, die
wir mit Mo, @g, §30, gy Poy My @ bezeichnen werden, und den fiir die Zeit ¢ geltenden
Coordinatenstirungen nebst deren ersten Differentialquotienten nach der Zeit, werden
wir zunichst:

g2
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p=ua(l — e = acos p?

bestimmen, womit sich dann ergiebt:

-
esinvzl}—?r'
ecosv:(g)— -—1)

r
; P k
Si?.‘r@:ﬂ 6 = -— n—=—7
1 — ¢ -

il Ay ,
sin (v — E)= V;—sm 5 @ sino
M = E — ¢ sin E.

Die beiden letzten Formeln kann man mit Hiilfe siebenstelliger Logarithmen genau
genug berechnen, wihrend es sich bei den anderen Formeln empfiehlt, die Differenz
zwischen den fiir die Zeit f, und den fiir die Zeit ¢ osculirenden Elementen anfzusuchen.

Bezeichnet man den aufsteigenden Knoten der fiir ¢ geltenden osculirenden Bahn-
ebene in Bezug auf die fiir {, gilltige mit K, wo K von demselben Anfangspunkte O
wie I gezihlt wird (siche Figur 62) und die Neigung beider Ebenen gegen einander
mit I, so ist:

i .

tg Isin (I — K) = 5

Da I und K auch fiir die Zeit £ 4 d{ gelten, so erhiilt man durch Differentiation:
0d —z0'  0d —e¢

el kyYp + S UGt
Nachdem man aus diesen beiden Gleichungen I und K bestimmt hat, und zwar

so, dass I < 90° erbiilt man fiir das Argument der Breite u, vom Knotenpunkte K
aus gezihlt:

tg I eos (1 — K) =

tgu = tg(1 — K) sec I
oder:

1
n=I1l—K+tg Psin2( —K)+:---=1—K+ Au
Ferner wird:

EYVp =rtw = o2l . seeT = (k{po + S UdL) sec1,
also, wenn:

_ Vo= Voo + 0Vp

gesetzt wird: )

dyVp = (%fUdt + 2Vp, sin %p) sec T
und :

1 -
P— P = ﬁp =0q ]5 (]"p_o - 55 ]-’lp).
Sei ferner:
F — o =— 6 r,

so erhiilt man:

ceosy =L —1="2 _ ] 4 (P——P?)
r ry r o

1
ecosr = e cosvy + - (51} — :_’?()r).
(]



Aus: B
Yp.r
k

e siny =
erhilt man leicht:
e siny = ¢ sinv, + }: [Vp . @ry + 0 1p].
Setzt man daher:
2 V3 @) + r00y3] = nsin N

1 Po
= (6;; —~ 6r) = n cos N,
80 wird:

esine = ¢ sinvy + nsin N
ecosv — ¢, cosvy + ncos N

oder:
esin (v — v,) = nsin (N — v)

ecos (v — vy) = ¢y + ncos (N — »)).
Hieraus folgt noch:

2 — el — 2¢,necos (N — v) + n2 = 0(e?)

e P oo p P
Sl T i 1 —ef’

also wenn:
a=a (1 + Aa)
gesetzt wird:
Aa :;— [0p + ad (e2)].
Endlich wird: ’

k |
n= — = Hn———gzﬁu@_&z“)i
. d  (+ A0k
enn:
8
B 1= Boa) =il (1 - '1'1?2_::)“
oder:
Na _5p+aoa(t£)_mﬁ
14+ Aa ™ P o
wesetat:

3 1 1 1
B — Lo — - B . pa__ = B3
/5;3_2{3(1 4‘3 24‘3 6L )
Setzt man:

n = ny — %nuﬁ.C.D,

].l' 1
{}i=— 1—55,

so wird D nahe = 1. Der Logarithmus von D kann aus Tafel I entnommen werden.
Um diese Formeln bei den verschiedenen Methoden anwenden zu kinnen, hat man
” ' : p
zuniichst 02 und (0r) zu bestimmen. Es ist:

WO

r?= ¢+ & rr' =90 + 24,
also:
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A 1554_)
"_9(1 _292 9.4 ot o

Nach der obigen ersten Methode hat man nun sofort:

1 22 1 24
0r= r_’u“69+9 293 BQ_‘)-6Q+;
r— Bl 3 8 Pyp
@Y =r —to=8¢'+ L — (55— 5 %) ¢ =0 +¢
Bei der zweiten Methode war:
0= rcv o' = ¢ + o,
also:
a~=e+¢:?+?(cw—1)+c=F+az
WO

log (¢* — 1) = log w -|— 5 " + 7 (s. Tafel I).
Ferner wird:
r=¢ +f=r+7(@—1)+ e + ¢,

- rh AN keysinv

oder da:

o — — 1 &
wo:
= . @y,
also:
= kesiny k ey sinv
Y = f..-:—-" —
Vo Vpo
- kensz'ﬂv Legsmv (6 1p )
ﬁ VPO
80 wird:
keysinv | keysinv
w=ﬁ?”+%fﬁfy+s+w D+ 9|+ ew +¢
Vp Veo Y
Es ist aber auch wieder:
y __ kesimo
T
folglich: -
esine = ¢, sinv + :ﬂ o, sinv [ ‘“‘J + & + (¢@ — l)] + % (0w + &)
Po .
Setzt man daher:
}."_ | fe=
ny sin N, = Y2 € Sin v ( ;1_1) + ec? 4+ ¥ — 1) -+ 1?? (ow' + &)

Vp
ny cos Ny = = (ﬁp — @a‘;),
r r

'IPD

so erhilt man hier fhulich wie frither:
esin (v — v) = n, sin (N; — v)
ecos (v —v) = e + n,cos (N, — v)
e? — el = ny [2¢egcos (N; — ©) + n,] = 8 (e?).
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Bei der letzten Methode setzten wir:

9 — 1-01?,
wodurch:
r=r+4r—1)+§=1r1 + »),
wenn:
Y = v 1 §
y = ¢ — 1 4 &
und:
k w ' . 3
' eac—i_sa-nV_[_gm,:k_cn_fffz_!_kegsml’ [31”) (e — l)l Al
Voo V» Vr Vpo
woraus:
T I
esine = 119 = ¢ sinV + e sinVe ™ [ﬁ"—z—ﬁ — (v — 1)] 5 %ﬁ (ow' +¢).
Po

Sei daher:

= e sin Ve~ [6 y—; — (" — 1)] + l-,,"g (ow' + &)

Ty sin N 3 1
 Po

1
ng €08 Ny = P ©Op — py - 1),
so wird:
esin(v— V) = n, sin (N, — V)
ecos (v—V)=1¢ + nycos (Ng — V)
0 (e2) = ny [2 € cos (N — V) + ny]

Fiir die Liinge m; des Perihels, von dem Durchschnittspunkte K aus gezihlt, erhilt

man in allen Fiillen:
m=un—1

Schliesslich ist noch die Lage der fiir die Zeit ¢ osculirenden Bahn in Bezug auf

eine andere Ebene (z. B. Ekliptik) zu bestimmen.
Fig. 62.

Der aufsteigende Knoten der fiir die

Zeit t; osculirenden Bahn in Bezug auf die Ekliptik sei §,, die Neigung gegen dieselbe
i und fir die zur Zeit ¢ osculirende Bahn seien diese Grossen £ und 7.

In vorstehender Figur bezeichnet:
§3o P, die osculirende Bahn des gestorten Planeten zur Zeit
£ P die osculirende Bahn zur Zeit f,
§2, % die Bahn der stérenden Planeten,
P der Ort des gestorten Planeten zur Zeit 4,
P P, senkrecht auf 3, P,.



— 666 —
Ferner:
V=8 YR=8, V& =&,
800 =@, &,0=q,,
OK=K KP =1—K KP=nu,
$ol 8 — PKP, = I
In dem sphiirischen Dreieck £, K £ ist nun bekannt:
Winkel K&, 2 = 4, Winkel £, K Q = I, QoK =K+ @ = W,
und es werden gesucht:
QE=% ;0 =88 — R¢y=A8, Winkel Q,Q K = 180 — i.
Setzt man daher:
cosq sin Q = sin Icos P
cosqeos @ = cosT

sing = sinIsin P,
worin cosg positiv zu nehmen ist, so wird:
sinisin /\ & = sinIsin Wy, = sing
sinicos /\ § = cosqsin (iy + Q)
cos i = cosqcos (i + Q)
Es ist damm Q@ = Q; + A ©. Zur Bestimmung von i ist hinreichend genau:
2 sin . q?
i=4d + @ + cotg (i + Q).

sin 1"
Berechnet man ferner:

" B i 1 1
sz-ng/\‘l"_-cus( 3 )smgi\ﬁzsec‘zf,

s0 wird:
QE=%¥ =0 + K+ AP
Fiir den Abstand des Perihels vom £ folgt noch:

0=a +F=u—v+ 0+ K+ AW,

wo:
n—=—1—K + Au
Nun war aber bei der ersten Methode:
l=w + 0y — O + du,
also:
@ =06y — (v —u)+ Au+ du + AP
Bei der zweiten Methode war:
= ‘!-_’ + @y — q’,
also:

O =00y —(—1v) + Au + AT
und bei der dritten findet sich:

@ =0 — @v—V)+ Au+ 0o + AP

VII. Zusammenstellung der Formeln nebst Rechnungsheispiel.

Als Beispiel werde die Berechnung der Jupiterstorungen der @ Sylvia wiihrend
der ersten bis dritten Erscheinung gewiihlt, weil hier die Storungen besonders betriicht-
lich werden.



— 657 —

Als genitherte Elemente werden folgende zu Grunde gelegt:

Oscul. und Epoche 1866. Mai 22,0.
p
M, 2720 22" 2"4
@y 2630 14' 45”,1
Qo 760 22" 43"2 ; mittl. Aequin. 1870,0.
iy 100 55" 30"4
@ 4930 971
n, 544",0605
log a, 0,5429063.

=~

=

Nimmt man fiir den Jupiter:
an . f 1
Sgl = 990 4” .‘)‘)",0 1) — 10 18‘I 39 ’,0 my — 1'04',‘.18%

an, so sind zuniichst @, @, und J zu berechnen aus Formel (13):

S | | 1 N [, 2
sm-z‘.fsm 3 (D + @) = sin 3 (8§, — &) sin 3 (i, + 9)

| 1 1 . i .
sin 5 J cos 5 (@ + @,) = cos ) (§2, — 82) sin g(1*1—-1')

1 o A 2 L. .
cos 7 J sin 5 (@ — d) = sin 3 (2, — 8) cos 3 (i, + 1)

1 1 ] .
mngcos g(lD—(Dl) = cos 5(511 — ) cos Q(Ta—f)-

% Q, = 490 32 18"0 %-sl = 00 39’ 19”5 %(Q,1 — Q)= 11020’ 56"4
%53 — 380 11’ 21",6 %1‘- = 50 27’ 45",2 %(r‘, 44 = 60 T 4"7
%({1 —i)=— 4048 25",T
se’n% (£, — ) 9,293991 cos% (R — $) 9,991422 % (@ + @,) 1650 40’ 50",7
sin% (i, +4)  9,027659 sin% (i, — i) 8,023254,, % (@ — @) 11019 29”5

ms%— (G, + 1) 9,997519 cos% (i, — )  9,998470

sfn;—JSi'n%—((D—i— ®,) 8,321650 cos%-Jsm‘—‘lg-(di—(Dl) 9291510 @ 1770 ' 20”2

1 ”
sin %’Jms%(@ -+ @,) 8,914676, cos -—Jcos%(di—tbl) 9,980892 @, 1540 21' 21,2

2
2 |
oS8 % (P + @) 9,986293, sy (P—@,) 9,091460
%J 40 51 51”8 sin J 9,227847 N, = o, — @ — 860 14’ 24”9
J 9043’ 43"6  cos J 9,995709 P = 360 — (2 + @) = 1060 34’ 2"8.

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 83



— 658 —

Erste Methode.

Man kann hier r; und », aus obigen Elementen fiir den ganzen Zeitraum, welcher
die Storungsrechnung umfassen soll, berechnen.

Im Folgenden sind die ersten Werthe zusammengestellt nebst den nothwendigen
Daten fiir den Jupiterort (4, Linge in der Bahn, r; Radius vector), welche aus dem
Berliner Jahrbuche abgelcitet sind.

0" Berlin ’| o log cos v, logr, Ay log r,

1866. Mai 2. . .. (2600237461 9222988, | 0545947 !25}0" 414773 0712514
Juni 11. . . . |266°23'16"1 8799361, | 0542375 |204° 4'56"8 0711295
Juli 21, . . . [27209546"7 8636180 | 0538749 | 297°20 1478 0,710083
Aug.80. . . . 2784072778 9178456 | 0535100 | 500°54' 409 0,708886
Oct. 9. ... 284552476 9412246 | 0531505 |804021'14"5 0707710
Nov.18. . . . |291°92/3777 9561704 | 0527960 |307°48'54"8 0706558
Dec. 28. . . . [[207°53" 274 9669952 | 0524562 [311°17'40”8 0,705434

Im Folgenden wird man die Logarithmen von den Numeris leicht unterscheiden,
da bei letzteren stets die Vorzeichen stehen:

cos By sin Ly = sinuy cosJ

cos By cos Ly = cos uy oaon hoat Wi e o s (1D)
sin B, = sinu, sinJ

E = r cos B, cos(Ly, — 1)

N =nrcosB sin(Ly —1)¢ - - « « - « « . . (16)
& = r sin By

WO
l =y + 0u =1, + Ny + du.

Ou ergiebt sich erst aus der nachfolgenden Rechnung, in der Regel ist es am
Anfange der Rechnung so klein, dass es vernachlissigt werden kann, bei dem weiteren
Fortgange der Rechnung ist es im Voraus zu extrapoliven. Hier ist du z B.:

1866. Mai 2. . . . . 4+ 0"1
Junill. . . . . 4 0"]1
Juli 21, . . . . +1"3.

Letzterer Werth ist hier bereits mit in Rechnung gezogen.

Ebenso ergiebt erst die weitere Rechnung die Werthe fiir d @ und fiir die daraus
folgenden:

_Je
— ‘-"_u-

Die # werden bei den ersten Oertern nicht merklich.

Es mag noch bemerkt werden, dass cos B, sich am sichersten aus sin B, bestimmt,
der Werth, welcher fiir cos B, aus den beiden ersten Gleichungen (15) folgt, kann als
Controle dienen. Nun ist:

v

ANcosBeosD = §& — g
AcosB sin, = n,
/A sin B = § —=
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1 1
.( _ = —
. A3 rd
g = 0?2k2my,,
1866. Mai 2,0. Juni 11,0 Juli 21,0.
, | 370 15’ 50”1 | 400 38’ 59”6 ' 440 3' 17",6
sin . 9,782105 9,813871 9,842202
cos By sin I | 9,775814 9,80%80 981;911
cos By cos Iy 9,900834 9,880073 9,856532
cos Iy 9,903119 9 882 720 9,859551
I, 360 51’ 53",2 | 400 14’ 24”4 | 430 38' 25",0
l | 3460 38' 1170 | 3520 37" 4170 3580 43/ 12”,9
L —1 | 50013 42"2 | 47° 36" 43"4 | 440 55" 12”1
sin B, 9,009952 | 9041718 9,070049
cos Bl 9,997715 9,997 353 9,996 981
" 0,712514 0,711295 0,710083
| - R
sm(L, — r) | 9,885701 9,868407 9,848 878
cos(Ly — 1) | 9805996 9,828 754 9,850091
ry cos B, 0,710229 0,708648 0,707 064
do L 4,2049, 4,1550,, 5,043 83,
To 0545947 | 0642375 0,538 749
v ‘ 3,6590, 3,6126, 4,505 08,
& | 9,722466 9, 75501 3 9,780132
-4 ! — - —
j
£ | 0516225 0,537 402 0,557 155
0 | 0,545947 0,542375 0,538 748
g —p 9,366464,, 8,598725, 9,175 183
n 0,595 930 0,577 055 0,555 942
sin I 9,999246 9,999 976 9,999 624
g — 3 9,722466 9, 753013 9,780 132
A\ cos B 0,596 684 0577079 | 0,056318
cos B 9,996 159 9,995172 \ 9,993 997
Zl | 9,399475 9,418093 9,437 679
go } 4,200919 4,197 347 4,193720

wo @ das bei der Rechnung angewandte Zeitintervall bezeichnet, also hier:

g = (40 k)2 m,.
Um die storenden Kriifte in Einheiten der siebenten Stelle zu erbalten, ist:
log (40F)* = 6,675283
83 %
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zu setzen, und fiir den Jupiter, also:
log (40 k)2 my = 3,664972
U=gne.K |
R=ygbLK—yge x5
Z =9L K

Juat
Ryb — 80% Vpo f Udt [1 T —,.—_]
: (807 1p,).
3 12 e
BR=F+ 5=

§R=R1 -I'-Rg
gy = 1 4 3¢ cosvy

v(l - 1}' v) 3 e cosva]

%y

o=ty |1 4+

_ (40m

b 9.{

o, wo log(40k)? = 9,675283 — 10, b =

@) = R — b, S,
W = [Udt — 80k Voov (1 i %v)

1
ou) — - WL
(0u) g

¢vsin 17

Da W in Einheiten der siebenten Stelle gefunden ist, so hat man, um 0w in Bogen-
secunden zu erhalten:

__  __ — (83144951 — =
log oTsin 17 (8,3144251 — 10) — 21log o
zun setzen:
40 E)2 [/
p=T & a=—tr
1+ 158
3” — Z e ﬁl Sg-
| 1866. Mai 2,0. Juni 11,0, Juli 21,0.
|
-ﬁ | 8198425 | 8254279 8,313037
| |
% | 7,862458 7,866115 7,869751
1 |
Mo O L141877 1,119430 1,094690
In 0 | 4,796849 4,774402 4,749662
9 4171197 | 4192374 4212127
K 7920730 | 8025788 8,118985
7t 3,377438 3,407 985 3,435104
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| | -
1866. Mai 2,0. | Juni 11,0. Juli 21,0.
0%, Ry 2,853 853, 2,890115 3,403226
o) 1,637841 1,627125 1,616244
gE K | 1+ 126,16 1 165,26 + 214,34
1 |
— g0 =3 — 250,81 — 282,90 — 321,19
R, — 1643 + 18,32 + 6123
R — 141,08 — 99,32 — 45,62
bisl — 017 — 016 — 198
oo | 9,982 592 [ 9,993 508 0,004403
v (l —E—%v).‘ﬂeucosvo‘ 2,51,
o | 9982592 9,993 508 0,004 403
(40 k)2 51; | 8037442 8,048158 8,059039
G |
g 'Zlﬁ I 48534 49092 4,9680
b | 8,020034 8,041 666 8,063 441
1 % b | 379 398 419
B 8,01965 8,04127 8,063 02
S, 1,204.1, | 1,153, 2,0441,
0? 1,091 894 1,084 750 1,077496
. L - 7,222 531 7,229 675 7,236 929
0? sin 1
w 2,425942,, 9,496 141 3,029 084
Z + 20,28 + 27,15 + 35,82
B, 8, + 0,03 + 003 4+ 035
B 8,03773 8,04847 8,059 39
1 | _,
I Fanib 39 40 41
B, 8,037 34 8,04807 8,05898
S, 0,4487 0,4900 1,486 4

In dem obigen Schema®und Rechnungsbeispiel wird man mehrere Grossen hin-
geschrieben finden, die erst spiiter berechnet werden kénnten. Dies ist geschehen, damit
die Zahlen, mit denen sie verbunden werden, nicht zweimal hingeschrieben zu werden
brauchten.

In Bezug auf die angewandten Constanten ist noch zu bemerken, dass sie so ge-
wiihlt sind, nm 8 ¢ und &z in Einheiten der siebenten Stelle und d % in Bogensecunden
zu erhalten.
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Die Integrationen fiithrt man am besten anf besonderen Blittern aus. Im Folgen-
den sind die ersten Werthe mitgetheilt, die nach Abschnitt V unmittelbar verstindlich
sein werden. Der Anfangspunkt der Storungen liegt 1866. Mai 22,0.; bezeichnet man
also die zu integrirenden Functionswerthe fiir Mai 2,0. mit f(c), die fiir Juni 11,0. mit

a 1), so sind die Anfangsconstanten 7 (a -+ l und "f (a) gebildet nach:
g g

g a+%)=—[%f‘: (“Jr?}) 5760'{'”( %)]

L 1]
a — R 11
f (a) 37 (a4 3) + 534 (e 5) — oA (a+3)
| l log [ S Udt
1866 I 11 U=f, i SUdt |log fUAt (/ Uasy
B0k V]’o
. (+ 89,85) — 536,01
Mai 2. | (48,56) -+ 532,82 — 278,34 | 2444576, | 2,444571,
-+ 98,41 — 4,10 [—11,69]
Juni 11. | 49,36 631,23 4 380292 | 2481328 | 2,481333
107,77 +627,18 [—10,51]
Juli 21 | 49066 739,00 + 987,25 | 2,994427 | 2,994 444
117,43 1366,13 [—82,01]
Aug. 30. | 4944 856,43 1784,16 | 3,251434 | 8,251464
126,87 2922 56 — 186,94]
Oct. 9. 983,30
3205,86

Die in () eingeschlossenen Zahlen, welche unter f) und fi stehen, sind ergiinzt.
JUdt wird erhalten aus:

JUdt = :}"'% (@ + m) — f1 (e + m) + 20}'." (a + m).
Die arithmetischen Mittel:
1
ff];(a~{-m)-—_—% ['f(a-}-m+§) -I—"f(a-l—m—%)—l

B =

fé(a{-m): [fu'(a—|—¢:e+%)+j§(a-F—m.—%]

kann man mit Bleistift oder gefirbter Dinte zwischen die zugehorigen Functionswerthe
schreiben, in vorstehendem Schema sind dieselben fortgelassen. Mit Juli 21. wiirde
z B. auf derselben Zeile zu stehen kommen:

i = + 996,63 i =+ 11260,

woraus fiir dasselbe Datum:

SUdt = + 996,63 — 1—1, . 112,60 = + 987,25.

Nachdem [ Udt gefunden, wurde mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln:
Ud )2
log [j Udt + U {“) —|

(80 % )
gebildet, wobei das Argument der Tafeln:

1og 80 % Vpo — log f Udt
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sein wird. Da letzterer Werth in Einheiten der siebenten Stelle gefunden, so ist hier

log80% = 7,138671 und also fiir Sylvia nach den angefithrten Elementen log (80 % 1;})—0)
= T7,408782. Addirt man zu:

2
log [f udt + [T dp——:l
(80% V)
noch log 80 1-'%: 0,408782, so erhilt man log (03 R,) in Kinheiten der siebenten Stelle.
Die unter /Udt stehenden, in [ ] eingeschlossenen Zahlen sind:

W, = 80% Y, - v(l + %v)

welche erst nach der Integration von (0 @)” berechnet werden kénnen. Indem man die-
selben von [ Ud{ subtrahirt, erhiilt man W.
Im Folgenden sind die ersten Werthe von 0 ¢ abgeleitet, wobei die Anfangswerthe

1
i ((r o= 5) und "/ (a) nach den oben angegebenen Formeln gebildet sind.

1866 ” B iH I /o | fo (0 0)" A o do
| |
Mai 2. (+ 11,26) — 140,91 — 4,24 — 16,03
(+1,81) + 41,75 — 1,73
Juni 11, + 13,07 — 99,16 — 597 14,29
+1,78 54,82 100,89
Juli 21. 14,85 — 44,34 106,86 110,62
+1,75 69,67 145,23
Aug. 30. -+ 16,60 | + 2533 252,00 — 250,05
-+ 86,27 | — 119,90
Oct. 9, -+ 111,60 — 371,99
!

Es ist hier:
mn ; ]' l 11
0o = "(a 4+ m) + 15 (00)" — 540 fo (a + m)

und:

@) = % — 5,

Hat man die Rechnung z B. bis Aug. 30. beendigt, so kann man mit dem ge-
fundenen (09)", = -+ 25,33 schon "f fiir das folgende Datum Oect. 9. bilden und erhilt
dann S, = "/ + 1—12 (}}t o glﬁf:;). Fiir Oct. 9. findet sich nun % = + 106,96 und

da, wie man mit einem Blicke sieht, /i etwa — 4+ 18,3, so wird:
n 1 ]' 11 € 1 E 3]
S="+13 (m — %fo) = — 871,09 + 35 - 106,05 = — 363,15.

Es ist ferner fiir Oct. 9.:
log b, = 8,105 986,
also:
00) =R — b, 8. = + 106,96 4 4,64 = + 111,60.
Mit diesem Werthe bildet man wieder "f fiir das folgende Datum u. s. w.

Nachdem 0¢ und hieraus v — ? gefunden, berechne man v (1 S %1}) und:

0

W, = 80;:-.1-’;;.1;(1 3 %9)
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Fiir Aug. 30, ist z B.:

log 0 o = 2,398027, logv = 1,862921, log v (1 -+ %v) = 1,862919,,
log 7, 0535106 | 1log (1 + -;-v) = — 2 | log (80% {p,) = 0,408782,
also:

W, = — 186,94.
14 %—v wird mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln berechnet, das Argument ist hier:
7,301030 — log »,

weil v in Einheiten der siebenten Stelle gegeben ist.
Den Werth von W) kann man, wie oben erliutert, gleich unter /Udt schreiben
und erhiilt daon W = JUdt — W,.

Die Integration von:

@uf = W

o2sin 1"

ist fihnlich der von fU7df, c¢benso wird 2 in #ihnlicher Weise erhalten wie 0 .

(' u) 5 du

1866 1 | Jo l
| 1 ]
.i |
, 4 0404
Mai 2. ‘ ' — 0”445 ' + 0”115
| + 0,977 — 0”041
Juni 11. 4 03836 e + 0”532 -+ 0",130
1,318 07491
Juli 21 0,301 + 17,845 ’ 1 17,291
+ 17614 -+ 21336
Aug. 30. + 8459 + 87,921
' ‘ -+ 5,795
| |
*_ gl | " _: i _.:f I 1 i__ nge
1866 it Fa - | 'f | 'f 2
Mai 2. (4 1,16) 920,25 + 132 + 2,80
+ 6,87 — 0,29
Juni 11. [ 4148 27,12 0,83 3,08
I 8,35 -4 26,83
Juli 21 -+ 1,80 35,47 927,66 30,61
[ 10,15 62,30
Aug. 30. | (4 20) 145,62 89,96 93,85
| 4+ 12,2)

Die weitere Rechnung gestaltet sich wie folgt:
Nachdem man z B. die vier ersten Werthe gefunden, extrapolire man 0o, 0 u
Um z B. z weiter zu bilden, wiirde man etwa die dritte

und z fiir weitere Daten.

Differenz als constant und = -+ 0,3 annehmen.

Damit ergiibe sich:




‘ I(: ! flll ‘.H 'IJ(' Ilf‘ z
. .
1866. Aug. 30. 4+ 21 + 45,6 + 90,0
+ 122 + 1079
Oct. 9. ‘ 2.4 57,8 197,9 4+ 203
. 14,6 1657 |
Nov. 18. | 2,7 72,4 863,6 370
, 17,3 2381 |
Dec. 28. | 3,0 89,7 601,7 609
20,3 327,8
1867. Febr. 6. | f 1100 | 9295 939
I I

Fiir 0 ¢ und du wiirde man etwa annehmen:

do 0u
1866. Oct. 9. . . . —362 4+ 8”3
Nov. 18 . . . —362 14".6
Dec. 28. . . . —144 25".0
1867. Felnr. 6. . . . 4 417 337

Diese Werthe sind nun bei der Berechnung der storenden Kriifte zu benutzen,
aus denen man damn d g, du und 2z strenge erhiilt. Darauf ist wieder fiir weitere
Daten 8 9, 0w und z durch Extrapoliren genithert zu bestimmen u. s. w.  Es lisst sich
nicht leugnen, dass diese Art der Rechnung nicht angenehm ist, doch ist dies der
kiirzeste Weg, um die Stérungen strenge zu erhalten.

Yerwandlung der Coordinatenstérungen in Elementenstorungen fir die neue
Oseulationsepoche 1868, Nov. 27,0.

Um die fiir die Verwandlung nothwendigen Grossen bilden zu kinnen, mdigen zu-
nichst die bei der mechanischen Quadratur benutzten Endwerthe folgen:

1868 i 5 ’ i U 1f S Udt
|
Sept. 28. -+ 82,67 — 2045,63 -+ 10430,47
— 28,02 + 87,54 -+ 9407,79
Nov. 7. 54,65 2008,09 8397,98
(—18,8) 92,19 ' 7399,70
Dee. 17. 1915,90 6432,79
5483,80
1868 T | iR oo ‘ ® | 7 do
Sept. 28. | —10,2 -+ 55,46 — 920,68 -+ 135481,06 | 4 135354,1
4 10,46 | — 388,49 -+ 13950,66 _
Nov. 7. | (—9,7) + 65,92 | 1309,17 149381,72| 1492724
(+0,8) | — 822,57 12641,49
Dee. 17. | (—9,0) (4 66,7) | 1G31,74 162023,21 |  161887,0
| | | | |

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 84



— 666

1868 i Fipt 3 £} (& uy 't du
|
Sept. 28. 4 2" 565 — 178" 524 — 604”29
~+ 0,580 — 19" 810 — 695",327
Nov. 3145 — 198”334 — 792" 97
(4 0,303) — 16",665 — 893,661
Dee. 17. | (4 3",448) — 214,999 999,02
“ — 1108",660
1868 3 i : & s ‘ o z
|
Sept. 28. -+ 10,12 — 148,44 _ | 43359976 | -4+ 33587,5
| =21y — 86,67 + 3487,50 |
Nov. 7. | 12,29 — 235,11 [ 37087,26 37067,6
(0,00) — 74,38 3252,61 |
Dec. 17. (+12,3) | — 309,49 | 4033987 40314,0

Aus vorstehenden Daten sind nun zuniichst fUdt; do, (0 g)'.; du, z, ¢ fiir 1868.
Nov. 27. abzuleiten nach:

u+m+%

.‘.f(:c)dx =¥ (a +m 4+ %) + ﬁli [fu' (a +m+ %) 240f:;‘( a-+m+ é_) ]
BJUTJ L ]
Es wird z B.:

.4+m+—
1 1 17 1
[f(:r)dx?—'h (a+m+ ) ﬂ[fé(a+m+ ) Sﬂf (a+?’?-+2) =
. 1 17 . .
do = + 15570247 — 5 (— 147046 — m-ﬁﬁ,d) — 4 155764,33

(o) = /(o) at = + 1264149 + g7 (— 82257 — 55 08) = + 1262805,

Hierbei ist zu beachten, dass die Zeiteinheit 40 Tage betrigt.

Nachdem man nun noch r, und », fiir 1868. Nov. 27. berechnet, kommen folgende
Formeln zur Anwendung:

k= @k, wenn @ das der Rechnung zn Grunde liegende Zeitintervall, also hier:

— 40k i i — 0,1623586

(D)——fUdt

— — (0 o) ) = —
k; ( 9) ( ) 'F'l z
Ey = M, + ¢ sinE,
ro , N L 1
ke 1 — eycos E, (Argument. der Zech’schen Tafeln — log — e 008 1‘:0) .

1
sin 5 (vy — By) = Ia‘ﬁ sm 5 Po sin E,
2 o

E:'3"0‘i"-Nl:"l"sh"



() =

9=r0+69=r0(1+v),

pos 1 2 14
=g (g o3 —g a7
——*9+§=rg+ﬂr,
LR
= 29° B
@r)y = ¢ + ¢

€, Sin 3

V’

667 —

@)=+ ¢

tg1sin(l — K) = %

!_;Icos(?——ﬁ)_g(‘el)_g(g)

do

wo Vv — —

o

Vo + (U)
Au——l_fg;I?sEnQ(I—K)---]sﬁ
5.
dVp = [(U,) + 2Vp, sin = 1?] see I
_ AT
p—m = 0p=2Vp. 51/‘(14-2}0)

nsinN = \p

neos N — —
r

esin(v — v) =

(00 4 ()0 Vp

(o —2e % yr)

nsin (N — v,)

ecos(v — vy) = ¢ + ncos(N — v,)

 —

1868. Nov. 27,0.

1868. Nov. 27,0.

+ 155764,33
4 8872502
— 894,36

+ 17403,60
+ 12628,05
+ 324951

7,031802
7,263696
6,674177

01“ 24/ 18” 07

| 5 &' 37,29

sin Iy 99138609
cos F, 97575753
1

e 1,3475380

ey cos B, 8475
log 7 — 0,0199613

ty
sin 5 @ sinld 8,5080529
tog. L/ 22 + 0,0099806
Ty
;- (v0 — Eo) 1053’ 20",445

il 30 46" 40,89

B4*
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1868. Nov. 27,0. 1968. Nov. 27,0.
%o 580 52’ 18",18 (0" 8,578 804
N 860 14’ 24”90 1
— 5 Adbs 5 (@) 8,277774
v + Ny 1450 (' 43",08 g\
du — 14/54",36 (fp) 4,126044
1 1449 51' 48",72 ]

— = ey T® 0,223939
Yo 0,522 9450 || -
de 8,192468 2 () 4262168
£ i e r 0,5249698
P 7,687991 B

£
0 0,524 9694 —E,—) 3,73720
£
£, 7,063 022 1 2
. ' 5 (@ e 2,40382
sin v, | 9,932480 = T
“ 8’(’24776 (Vz?; gﬁé?ééé
- Ni}
v{g _1 J t]
S e 0 () 7,199146
(r'o) 8,067 206 2 (0') 6,166795
1 ] 5 b )
w(d 7,263 696 TR
( 2 Q) A o(¢) — 2(¢) 7,156839
¢ 3,716 56 Voo + (U) 0,270362
talsin(l—K) |  7,065022
tg I cos(1— K) 6,886 477
2 —ef = 0 (¢2) = 2¢yncos (N — v) + n?
. . 0(e)
W)= e 90
o 2
g = P+ ay0 (e2) §— %
» Lo—p
@
709“&;——“?09(1—(3)
o= ny — j wp.0.D,
1
wo (O = ]/l —5 g und D aus Tafel II zu entnehmen, wofiir meistens geniigt:
3 / 1
n = ny — 2-110(3],1—- 5 B.
Wo =14+ D=, + @, + 0u
ty, = W, — (t:— K)

cosq sin @ — sin I cos P,
€0s q cos )
sin g

= cos I
sin I sin Yy,
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also :
tg Q = tgl cos,
sini sin /\ & = sinI sin{y = sing
sini cos A Q = cosq sin(iy + Q)
cos i = cosq cos(iy + Q)
8 = 8o+ AR
i—=d 4+ Q+ AL,
WO @
1
2 sin —- g2
A Q = ——gz— cotg (i + @)
e I . e
sin 5 AY = —cos 5 (1o + 17) sin 3 A § seel
Ao = — (v —v) + 0u + LAY + Au
0= 0, + NAe
1868. Nov. 27,0. 15868. Nov. 27,0.
sin(l — K) | 9920289 dp 7,603794
l— K 560 20" 15",2 Po : :
tg I 7,142733 = | 8,209807,
sin2 (I — K) 9,96506 sp—Lor | 8086178,
0 :_
ty % Iz 3,68341 r [ 0,524 970
1 5.31443 (or) 7,263819
sin 1" : — p :
” - Vp.(@r) 7,534181
B N i I T 5,580783
2V po sin % 1?2 4,264 55 nsin N : 7,539089
1 ncos N 7,561208,
2V po sin 5P+ ()  17,082527 cos N | 9,860262,
sec I 0,000000 - N | 1360 27’ 30",2
d 7,032527 —— —| ———
B V_; S = N — ¢ | 770 35' 12",0
2V 0571141 sin(N—w) | 9989727
3 'l"fi_’ cos (N — u,) 9,332 363
1 — 126
=+ 2 Vo, n _ ':_,70{)_94@
R ey 8,894 8867
Or 8,192030 neos (N — o) 7,033309
Lo 0,017277 o
7o 2 esin(v — vy) 7,690673
3 0,270362 ccos(v —v,) | 89008192
cos (v — ) 9,999176 6
v — ¥ : 30 31' 37"85




670

1868. Nov. 27,0.

1868. Nov. 27,0.

e 8,9016426 cos q sin Q 6,034324,,
@ 40 34' 23"76 cos q cos @ 0,000000
® + @ 90 4’ 32",86 Q — 292".399
— = i 100 55' 8,08
2epmcos (N—wp) | 6229223 oo ¢ !
n? 5,401892 sin(iy + Q) 9,277425
3 (%) 6,280479 cos q 0,000000
sin (@ + o) 9,197944 sind sin /\ & 7,141411,
= sini cos /\ & 9,277425
& (342906 s A\ 9,999 988
____“_‘ﬂi + 4, 14",66 i A — 25’ 8”01
dp | 7,603794 1
ay0 (¢2) l 6,832 385 sin - q° 3,68076
0p -+ a,0(e?) : 7,671710 9
P 0,640724 S 11 5,61546
log = | 0,0005876 AQ + 17,03
Y | i i 100 55" 9,11
a | 0,5434939 o R
= s 5 (i + i) 100 55" 19",7
Ty 3,
X L
5 B 6,829956 cos% G % 9,992061
1
Vl il — 147 s:in% A& sec 7,562948,
. SN, 4
Tog A\ n 0,042577,, 3 AP 4- 12" 20",347
An — 1”,10300 B
" | 5‘1-2”,957 50 o (t’ o %) — 3031 37",85
v+ @ + du | 321052 892 AY bl
“Pl} 2650 31! 53”,7 a’h‘: — 14’ 54 ,1']6
sin Vo 9,998 678, Hou +0 o I
cos %o 8,891591, A oAl Bl
sin I 7,142733 ® 2590 52' 53".67

Mit Hiilfe der gefundenen Werthe ist nun noch M zu rechnen.

v
sinw

sin —1
9 P

= ;
sin 5 @.sing

V=

620 23’ 56,03
9,9475291

8,6009586
8,0484877

9,9921229

% (v —E) | 1059 23464
v — K 30 58’ 46",93
E 580 256" 9".10
sin B 9,9303898
¢! 4,2160678
F—M 30 53" 30,63

M 549 31’ 38,47
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Die neuen Elemente sind also:

Oscul. und Epoche 1868, Nov. 27,).
M 540 31' 38" 47
@ 259¢ 52' 53",67 I
& 750 57 35",19 © mittl. Aequ. 1870,0
i 100 55" 9711 l
@ 40 34' 23",76
n 54295750

log a 0,6434939.

Zweite Methode.

Man rechne @, @, J, N,, P ganz wie auf 8. 657 erlautert, darauf », r nach den
Formeln (6), womit I = v 4+ N,, log@ = logr + w, wird. (Unter log werden wie
frither stets Brigg’sche Logarithmen verstanden.)

Fiir den Anfang der Rechnung, wo 0 A und w, noch nicht bekannt sind, kinnen
diese Grossen vernachlissigt werden, sie sind aber in Rechnung zu ziehen, sobald sie
merklichen Einfluss gewinnen.

Im Folgenden ist zugleich die Reihenfolge angegeben, wie etwa die numerischen
Werthe bei der Rechnung unter einander zu schreiben wiiren:

w =4~ + P Ny =/\cos B sin L=r, cos Bysin(L, —1)
sin iy & — 0=/ cosB cos L
. . sin I oder cos L

cos By sin Ly = sinuy cosJ _
cos By cos L, = cosu, § — 2= AsinB
cos Ly /N cos B
Iy cos B
I‘l — Nﬂ 1
v S
Ll — 1l = Ll =+ Nlj _; 1

A
sin By = sinw; sind 1
cos B, i
rl — - —————

AR Mo

sin(Ly — 1) -
cos (L, — 1) = ‘r";_’ gme  (wo g = @*%*m)
ry, cos By - (9 ’ — ht
cos (Ly — Np) (2) = %

(3) = he &,
& = r, cos By cos (Ly — N,
: : | - ! (wn = g 10 'lﬂ)

Po
& — r cosB, cos(L, — 1)
Y 1
: E=rm— 7

§ = r, sin B, 9 — 2)



(F' = !f’hQK) b i
Al 1 4 1307
2
gy = 2;«:9}2?(_1_9 )10_,.,. -
Ny g by
Gy = (2) K Lo T
Gy = () K T 13
G = — 9“—&5%2 S.  (siche S. 651)
§ T § (4) — Fe 2w
Go = (t; ‘i" G’? + 6’3 + (74 (5) — (1 — G_a“’) o
3G = — 21 4 3 Meie @MY = (4) + (5)
m 2 o’
G=G, + 06 B =0+ Z%
b Se g
[0 = 6 — b, 5] 1+13P
93 o . - o ﬁl
§ %2 @2 S; (ﬂiehe S. 651)
= =
9
A“ ﬁl ‘83
1
logy = — 5w + 1

Ueber die Integration von wy siehe S. 651 und die dritte Methode.

Yerwandlung der Elemente.

w'y

(w) = @EM’
wo @ das Intervall bezeichnet, fiir welches man gerechnet hat. Ist @ = 40 Tage, so wird:
log IIQR = 0,5245743.
()= ;’s;; log ﬁ = 0,1623586.
() = ;j;

(0. 21).

Die Grossen 'y, &', F, (0 M) sind unmittelbar aus der Rechnung zu entnehmen,
sie bezichen sich also anf das Intervall o.

oy — ¢ — 1, loges, =— 0,3622157 + Togw, + —;— w, + 79

Ny

= 1 22 1 2
logo = logr + w, = (E-E__S_E)

0 S ; ! 1 22 3 :
@)=(+: )””10'”1+9(w §=93(z)_(5e%—‘§;_*)(9)

Ll
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dr = “1; + §
th.sin(l—K):_—.g
tgI cos(l — K) = E’Fi—')__w
Voo + (.r’.'l)
. ; 1
A= [fy —5125*:;;2(1 — K) ] =77
aﬁ = l(U]) - 2@ sin le_ I‘f_ see T

— o oVp
p—po=0p=2Vp 0 Vp (1+—],/£—)
2V po
=
$VE . srowd wo=a
Vo

p— :V P sint . + Vp o) + €]
1]

1
ny cos Ny = = (513 k) 6:-)
>

esin (v — v) = n, sin(N, — v)
ecos (v — v) = ey + ny cos(N, — v)
et — el = 0(e?) = n,[2e cos (N, —v) + 1]

sin A = ﬂ—-—
sin (¢ + @o)
o dp 4+ a0 (e?)
r
@ 1
@ 1—p
n = n, — -g— ngBC . D (siche Tafel II)
cosq sin Q — sin I cos P,
cosq cos Q = cosI
sing = sinl sin ¥,
wWaol
sini sin A\ §& = sing
sini cos A\ § = cosq sin(iy + @)
cos i = cosq cos(ip + Q)
2 sin % q°

i=ityt Qi ——i— cotg (3o + @) + -+
sin -1— AP = ——f:cisl (7 + o) sinl A\ § see I

2 2 2
Ao =—(v—v)+ Au+ AY
8 = Q¢+ AR 0=, + Ao

Klinkerfues, Theoretische Astronomie.
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Dritte Methode.

Nach dieser Methode wurden ebenfalls die Jupiterstérungen der Sylvia fiir den-
selben Zeitraum wie nach der ersten Methode berechnet. Das folgende Beispiel giebt
die Rechnung fiir den letzten Ort 1868. Dee. 17. Die Elemente der Sylvia sind die-
selben wie 8. 637. Die geniiherten Storungswerthe fiir diesen Ort wurden vermittelst
Extrapolirung wie folgt erhalten:

AM = — 20" 50"7 dow — } & 50
w, = 4 23040 w, = 4+ 1839 g = + 40314.
Letztere drei Werthe sind in Einheiten der sicbenten Stelle angegeben und ',
bezogen auf das Intervall von 40 Tagen. Die Rechnung ergab ferner:
V = 61° 45' 0".3 logr — 0,624 378,
also:
=V + N, + 00 — 61° 53’ 5”3 + N,
logo — logr + w, — 0,526652.
Zuniichst werden @, @, .J, N;, P wie auf 8. 657 berechnet, darauf wieder:

cos By sin Ly — sinwy cos.J
cos By ecos Iy — cosu,

sin By — sy sind
& = r cos By cos(Ly — 1)
m = 1 cos B sin(L; — 1)
& = r, sin B,
AcosBceos, = & — o
ANcos B sin L —

A\ sin B =& — =
1 1
k="

g = @*k2m, oder, da das Intervall @ hier wieder zu 40 Tagen angenommen wird
und m; die Jupitermasse bezeichnet:
logg — 3,664972 in Einheiten der siebenten Stelle.

U= gKne
H = My % K log Mg — 3,2927H6
Mg
H, = — AS
B = — c(fUdt),

wWo:
vdt
vdt) = fUdt (1 SO -_-)
(SUat) = J + 807 Ve
c= M.80%kYp, logM . 80k = 9,7764556
loge — 0,046566
Hy = H, + H, + H,



| 1868. Dee. 17.

1868. Dec. 17.

A 160 12’ 51”2 1 ‘
U 1220 46’ 54”0 ~ 9,613402
1
sin Uy 9,924.662 N 8,840206
cos 1y 9,733550,, 1 ‘
cos By sin I 9,918371 = 7,916 086
sin Iy 9,922799 £ N
L 1230 9’ 38".0 o 0,120929
¢ 1480 7' 30”2 n 0 0,842263,
Tai—1 8350 2" 78 :
I -
sin B, 9,152509 Mg ) 3,413685
cos By 9,995,572 gm0 4,497235,,
ry 0,694 638
K 8,785137
sin (L, — 1,) 9,625 371, 9& 3,502119
S AT 4
ﬁosr(i;‘:}s » ?I) gﬂg;g ;?(1) (f Ud t) 3,808 508
I : ’ e(/ Udt) 3,855 074
& 9,847 147 ot 2,106 728
2 7,605456 1, 1+ 158,060
& 0,647611 11, —1 3&:,8] 9
0 0,526 682 e + 56,020
&L—o 0,033 295 1, + 78,261
M 0,315 581, AH — 0,662
cos I 9,947 664,, T T 77599
& —2 9,844 650 — by S — 286,134
A cos B 0,367917 o 1580046
ot foBlal b 8,095 237
4 — 1152
by 8,094 085
1
5 449
L g 0
7 — 3 gaga M2 (w'y)? H—H AH
/_\I == —2— w2 [ T - _gjg_- — 7 + /

log % (40E)2 M = logh = 648916 (Einheit der siebenten Stelle).

Hier ist z B.:

5,2109 log 0> = 2,6334

2
92,5775 log k% — 9,0667

85*
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also: 22

I oy = 4 0,117,
Mity w', = + 1839 crhilt man aus Tafel 111:

w9 _ [
5 = + 0179,

folglich :
AH = 0,117 — 0,779 = — 0,662.

&)‘3#233

. 3
Das Glied 3 in Z,, wo Fog% (40%)2 = 6,8514, giebt hier erst eine Kin-

heit der zehnten Stelle und kann also vernachlissigt werden.

Z =gt K
?oy?:——é—mi G L
e p=—"
1 + 12 by 1 4 10 B

w = H — 3)2 Su.
d'=Z — B 8:

(&mf = — PYal,

wo':
log ys ng = log w, + log Sg;" i
log %? — 2,2653057,
da:
. . 80 n, -
logny, = 2,7356472 so wird log I 5,000953.
Endlich ist noch:
o 1 T
(V) = v sind" Judt.
1868. Dee. 17. 1868, Dec. 17.
by 8,093636 logw, 7,362484
See 4,362934 w, 2304
(Togw,) — 1w, 7,360180
ﬁ . |- 13:;6 log (A MY 2,361133,
— F1.52 =9 AM) | =— 229"685
B 8,095237 le4) :
___'_‘_}_ A A5 1 rrrd ) )
A 549518 1 JUat 2,122824
B 8,096 526 0? 1,053 364
’ e d M &5

14 1_12 p 59 ) + 17,734
B, 8,095874
S 4,605908




=

Es mag noch wieder daran erinnert werden, dass nach 8. 6561:

1
Sm"f(a—|—m)-|—11—2X—me’(ﬂ+m)---

21130: . | 1 1 11
B = 1J T H— 5 /o
o P | I 1 3 1 T
S: = f + 12— 9/

Wie aus den obigen und folgenden Werthen hervorgeht, ist in obigem Beispicle also:

Se = + 23057,499 + 1L2 (77,599) — 791) = + 23063,93

1
210 ¢

S, = + 4033987 + Tl-j (193.76) — 2‘1—0 (12,3) = -+ 40355,97.

Ableitung osculirender Elemente fiir 1868. Nov. 27,0.
Als Beispiel moge auch hier die Ableitung osculirender Elemente fiir 1868. Nov.
27,0 gewiihlt werden. Die Grossen fUdt, z, ¢ sind dann dieselben, wie die S. 668
angefiihrten, die Werthe fiir w;, w';, A M und d® sind aus Folgendem zu entnehmen:

Die eingeklammerten Zahlen sind extrapolirt.
Sind w';, ¢, fUdt die Werthe, wie sie unmittelbar aus den Integrationstabellen
erhalten werden, so ist wieder zu beachten, dass sie sich auf die der Rechnung zu

— :
1868 I J'-L” ""IJI JL ,m;l' If "f
November 7 | | 75t | | — 158,099 + 21125717
‘ (+ 0,37) ‘ — 49536 | + 1931,782
December 17 | (4 7,91) ‘ — 208,535 + 23057,499
1868 ‘ fo I ; £o | (A My ‘ ¥

November 7 | + 1,591 I — 210,562 |

| 4+ 048) ‘ — 19,123 = 1249936
December 17 | + 2,07) — 229,685 ‘

i|

— R S— — =

1868 s i I £ we | f

November 7 | | +020 | + 15”563

| (4 020 — 8,829 4+ 473" 312
December 17 | (+ 0,42) + 117,734

|

Grunde liegende Zeiteinheit — die hier 40 Tage betrigt — beziechen. Setzt man daher
ky = 40k so kommen hier folgende Formeln zur Anwendung:
w'; 1 S
w') = — log —— — 0,5245743
®) = ;o Irm ="

1
() = ;"’_3 log - = 0,1623586 (1) = ;TI, Sudt.
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v und ¥V werden nach den bekannten Formeln aus M + A M — M, ¢, und a,
berechnet.
logo = logx + 1w,
A = ¢ sin V10—m log A = loge, sinV — w,

(m=%+um

=0 &6

1 2 z(¢
t=—(Ga-32) @+ 2 @=@+r

o = c¢® —1 logery = 0,3622157 4 logw, + ; w, + n (siehe Tafel I).
‘ 1868. Nov. 27,0. 1868. Nov. 27,0.
W, + 22099,33 sin V 9,930728
2 + 38725,02 egsin V 8,825615
AM | — 20 50734 10w — 2210
0w |+ 478",152 A 8,823405
', + 1929,717 (1) 7,031802
i + 324951 | — K 560 20" 15”2
Judt + 7403,60 tg1 7,142733
Au + 07,092
o o4t " i
A 4 ‘24, 38,,’9_7 aYp 7,082527
Fap/ — 20’ 50",73 Py 7603794
I, 510 8 27”34 P il
jgr] 54.0 43! 47”,46 1"1 Po [},2?0111
v | 580 29" 30".68 Siehe Seite 670
. i ; —
AR o 6,762416
V4 N | 1440 43’ 55”58 Vro
do |+ 75815 o, 7,707700
l 1440 51" 48”73 I3 7,655415,
logx [ 05227595 w'y 6,285 494
1, L 22099 (w) 6,810068
log o 0,524 969 4 o(n") 7,335037
7 & g 3,71656
3 ! g’;“;‘ﬁ’?g o(n') + ¢ 7,335 142
| —_—
¢ el Vp 0,270362
log 1w, 7,344.379 B 7,605504
log w 7,706 595 Ag 6,475820,
i w, 1105 7 7,707757
= 5 o Doy 8,247979
dp 7,603794
:xg 7,707700 &5 — b 8.136220,
5 | 3,82722 r 0,524 970
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tgIsin(l — K) = —;
tgT cos(1 — k) — @) —2(¢)
Yro + (U))
Hu = tg %12 sin2 (1 — K) .

2 sin 1"

aYp = [(h’,) + 2V po sin i I'—" see 1

- 5Vn.
p—pp =0y =2 ‘E 9 I’flp (l + :)_:!;_j')
oYy
Vo
Ri= 1-? [o (W) + &]

oy =0ty |- % (Es ist 0r = »;1)

1

ny, sinN, — At + B
1
Ny cOS N, — s ©Op — pevy)

esin(v — V) = nysin (N, — V)
ecos(v — V) = e, + nycos(Ny — V)
et — ¢ = 0(e?) = 2¢ nycos(N, — V) + nd

; e 00D
sin A\ = sin (@ + 90)
ﬁ_fﬁp—l—aoﬂ(e“) a 1
o P a 1 —p

3
?1:7@-0—511.0;3.0.1),

wo (= l/l — -;— f und D mit dem Argument log C aus Tafel II zu entnehmen ist.
Yo =1+ @ — (Il — K)

cosq sin Q) — sinl cos Y,
cosq cos Q — cos I
sin g = sin I sin 1,
sind sin /\ §2 =— sing
sini cos A\ § = cosq sin(iy + Q)
cos = cosq eos(iy + Q)

i =do+ @+ —2;— colg (io + Q)

sin %Ad’ = — ¢08 -é (i + 1) sin % A 8 secT
Ao = — (v —V)+ 0o + Au + Ay
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1868. Nov. 27,0.

1868. Nov. 27,0.

1y it Ny 7,071787 2¢yngc0s (N,—V)| 6215224
ny c0s N, 7,611250, n? 5,485 858
cos N, 9,868321 -
—I\T'). ’ 1370 35f 58:,4 6(82) 6,289489
= sin(¢ + o) 9,197944
No— ¥ | 799 6277 JAN 2 + 254”66
sin (N, — V) 9,992104
cos (N, — ¥) | 9.276378 a9 () i i
ny 7742929 | Op e
0p + ag0(e?) 7,671711
€ | 8,894 8867 P 0,540724
nycos (N, — V) |  7,019307 B 7,130987
_____ o
esin(v — V) 7,135033 log —~ 0,0005876
ecos(v — V) 8,9006322 !
cos(v — V) 9,9989895 30 3,212768
o t oRit
v ¥ + 30 54’ 25" 42 % 8 6,820957
e 8,901 6427 "—i—m
@ 40 34' 23”8 VI —=g B — 147
log A n 0,042578,,
An —1",10301
i, &, A finden sich genau so wie 8. 670:
—(—7") — 3° b4’ 25”42
0w + 7' 53".156
Au + 0,09
Ay + 24' 40",69
AN — 30 21’ 51”49
Berechnet man nun M aus:

v =V 4+ (v— V) = 62023 56”10 und @ = 40 34' 23",76,

s0 erhilt man:

log

M — 54° 31’ 38",54,

so dass die neuen Elemente sind:

Osculat. und Epoche 1868. Nov. 27,0.

M 540 31" 38"54
o 259° 52" 53",61
S 750 57" 85",19
i 1005 911
¢ 4% 34’ 23"76
n 542".95749

a 0,6434939

Mittl. Aequin. 1870,0.



— 681 —

Vergleicht man diese Elemente wmit den auf 8. 671 gefundenen, so findet man
cine vollige Uebereinstimmung, denn die kleine Abweichung in M von 0”,07 hebt sich
mit der entgegengesetzten in @ von 07,06 fast vollstindig auf. Bei der Grosse der
Storungen war iibrigens die Berechnung mit sechsstelligen Logarithmen an der Grenze
des Ausreichenden.

Es diirfte noch interessiren, den Betrag der Glieder héherer Ordnung zu erfahren.
Zu diesem Zwecke wurden nach der ersten Methode die Stoérungen erster Ordnung
berechnet, die sich im Folgenden fiir den letzten Ort 1868. Dec. 17. zusammengestellt
finden :

erster Ordnung strenge Werthe Differenz
Judt + 662752 4+ 6432,79 + 194,7
do -+ 161456,2 + 161887,0 — 430,8
Oun — 1003",39 — 999”92 —  8"AT

Hitte man die Grisse 2 bei der Berechnung der stirenden Kritfte vernachlissigt, also:

AY=(§ — @) + v + &
ANr= (& — e + 8 + (& — 2)*,

so hiitte dies fiir den letzten Ort eine Abweichung von 50,9 Einheiten der siebenten
Stelle in ¢ oder 6,6 Einheiten der siebenten Stelle in log ¢ hervorgebracht. Der Ein-

gesetzt, statt:

fluss des Gliedes — w'?, welches bei obiger Rechnung mit in w; enthalten ist, wurde

m
noch besonders nach Gleichung (K) 8. 646 berechnet und fiir 1868. Dec. 27. gefunden:

0w, = — 40,38 (Einheiten der siebenten Stelle).

Sind nun auch die Stdérungswerthe nicht immer so betriichtlich, als die hier als
Beispiel gewiihlten, so wird man sich bei Vernachlissigungen doch stets durch nume-
rische Priifungen, etwa in grosseren Intervallen, versichern miissen, dass dabei das End-
resultat innerhalb der vorgesteckten Grenze sicher erhalten werde.

Die Anwendung der strengen Formeln ist besonders bei der Berechnung der
storenden Kuriiffte unbequem, da man diese Rechnung nur successive ausfithren kann.
Die erste Methode hat vor den beiden anderen den Vortheil, dass man den Radius vector
und die wahre Anomalie gleich fiir den ganzen Zeitraum der Stérungsrechnung berechnen
und durch Differenzen priifen kann, withrend bei den beiden anderen Methoden die Be-
rechnung dieser Grissen schon eine geniitherte Kenntniss der Stérungen voraussetat.
Dass 0o viel grosser wird, als w; oder w;, ist nur ein scheinbarer Nachtheil, denn da

d (log @) = %d@, so braucht man 6 ¢ wegen des kleinen Factors % nicht so genau zu

kennen, als d (log@). Die strengen Formeln fiir (0 9)” und w; bei den beiden ersten
Methoden sind nicht so einfach, als die fiir wy bei der dritten Methode, dagegen ist es
bei dieser Methode wieder ein Nachtheil, dass d @ getrennt berechnet werden muss. —
Es muss dem Rechner iiberlassen bleiben, welche Methode er anwenden will, denn ver-
glichen in Bezug auf Zeit und Mihe, welche jede in Anspruch nimmt, sind sie nicht
schr verschieden. Eine vielfache Anwendung aller drei Methoden hat uns jedoch zu
Gunsten der dritten gestimmt.

Hat man die Stérungen eines neuen Planeten zu berechnen, dessen Elemente nicht
fiir einen bestimmten Zeitpunkt osculirende sind, sondern sich vielmehr withrend eines
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 86
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gewissen Zeitraumes moglichst nahe an die Beobachtungen anschliessen, so ist es richtiger,
die stérenden Krifte mit diesen Elementen direet zu berechnen, und dabei also nicht
die gestorten Coordinaten anzuwenden. Da man im Allgemeinen diese Stérungsrechnungen
mit den verbesserten Elementen zu wiederholen haben wird, so braucht man auch wiihrend
der ersten Rechnung bei den Integrationen nur die Glieder erster Ordnung zu beriick-
sichtigen, so dass man in diesem Falle von folgenden Gleichungen Gebrauch machen wird:

L

"

_R-I-QF,“HO

0 r:!

o 1 -f-hm -
(0 4) =£FfUdt riég.

o

Judt

IL.
wi + ‘_ BES 6+ atax— B  20E 2
4y = 29;;“- .
TIL.
wi + kg::" - gR?R 2“92:'—1-1’9 JUdt
(Aay = — 2m @) = /Ut

Bei vorstehenden Formeln sind & und », wieder auf diejenige Zeiteinheit zu be-
ziehen, die bei der Rechnung als Intervall zu Grunde gelegt ist.

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass man iiberhaupt zuniichst die Stérungen
erster Ordnung berechnen und darauf den Einfluss der vernachlissigten Glieder in

grosseren Intervallen ermitteln und fiir sich berechnen kann, dhnlich wie dies 5. 653 fiir
r2

% angegeben ist. Die Formeln dafiir werden allerdings etwas weitliufig, doch geniigen

wenige Decimalen zu ihrer Berechnung.
Tafel I.

log (1 — ¢c"v*) = 0'36221567 + lognw; — % nw, +
1
2

log ("0 — 1) = 0:3622157 + lognw, +

nw, 4+ 7
nw, ‘ n naw, 7
10 000 + 1 60 000 I +3
20 000 4 5 70 000 | 47 1
30 000 9 . 80 000 ' 61
40000 : B 90 000 ' (LI
50 000 | +2¢ 100 000 | + 96

nw, und % sind in Einheiten der siebenten Stelle ausgedriickt.
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Tafel II.
3 e
n=ny — = nf.C.D; woC=]/I————ﬁ.
2 2
log C log D log C log D

-+ 0,0000 — 0 . — 0,0000 — 0 :
0,0005 1oy 0,0005
0,0010 L 0,0010
0,0015 9 o 0,0015 9
0,0020 15 9 0,0020 15 9
0,0025 o 0,0025 W oo

0,0030 34 0,0030 35
0,0035 46 12 0,0035 48 -
14 15

0,0040 60 0,0040 63
= 16 16
0,0045 % o 0,0045 B

40,0050 — 04 — 0,0050 — 98

log D bezieht sich auf Kinheiten der siebenten Stelle.
Tafel IIL
w'y % w'y % w'y ]| T;;;

+ 100 -+ 0,002 7 =+ 1600 -+ 0,589 76 -+ 3100 -+ 2,213 145
200 (0,009 12 1700 0,665 81 3200 2,358 150
300 0,021 16 1800 0,746 - 3300 2,508 151
400 0,087 o1 1900 0,531 90 3400 2,662 159
500 0,058 25 2000 0,921 94 3500 2,821 163
600 0,083 30 2100 1,015 99 3600 2,984 168
700 0,113 34 2200 1,114 104 3700 3,152 178
800 0,147 39 2300 1,218 108 3800 3,325 177
900 0,186 & 2400 1,326 113 3900 3,502 160
1000 0,230 49 2500 1,439 118 4000 3,684 187
1100 0,279 53 2600 1,667 199 4100 : 3,871 191
1200 0,332 57 700 1,679 196 4200 4,062 195
1300 0,389 6 2800 1,805 131 4300 4,257 901
1400 0,451 o 2900 1,936 136 4400 4,458 205
1500 0,518 - 3000 2,072 141 4500 4,663 209

<+ 1600 -+ 0,589 +3100 | +2213 + 4600 + 4,872

w'} . .
w'; und —- beziehen sich auf Einheiten der siebenten Stelle.

m

86%
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Tafel IV 1).
£& 1 VAN ‘Q‘l ?'1 A il
Mercur . . . . . | 46° 54’47 4 711 7° 0,16 -+ 0,01
Venus . . .. . | 75° 86'31 -+ 548 3% 23,60 -+ 0,01
Merg: < & 5 5 = 2 [ 48 3788 + 4'.67 1° 51,03 0,00
Jupiter . . . . . 990 11,50 + 5,72 1° 1856 | — 0,08
Saturn . . . . . | 1120 37,10 + 5,12 20 99/ 49 — 0,03
Uranus . . . . . | 78° 2842 | 4+ 8,10 0° 46/,34 — 0,04
Neptun . . . . . “ 130° 277,40 + 6,63 1° 46,86 — 005
|

&2, und i, beziehen sich auf das Aequinoctium und die Epoche 1880,0.
A S8y und Ay geben die Aenderung von @, und 4, in 10 Jahren.

X1
ml 10 + Iagml inlg?.nilaﬂi‘m:l:lur
1 sichenten Stelle.
Mercar = & ¢ 4 55 5 3271742 3,48522 0,16050
Nenug s o b9 @ w e % I 401 839 4,595 95 1,07123
Bl 5 54 LR A6 @ | 355499 4,44916 1,124 44
Mars <. .v%%3 35 2 680 337 3,57181 0,247 09
Jupiter . . . . . ... 1047,879 6,979689 3,654.972
Satarm . . . . . .. .. | 8501,6 6,455733 3,131016
Uranus . . . . . ... ' 22000 5,65758 2,33286
Nepb: o o & 5w w0 ‘| 19700 5,70553 2,38082

') Diese Werthe werden jetzt vortheilhafter dem Berliner Jahrbuche entnommen. Vergl. Be-
merkung auf S. 636, Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage.
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