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Finfte Abtheilung.

Berechnung einer elliptischen Bahn aus vier Beob-
achtungen, von denen nur zwei vollstindig sind.

Dreiundachtzigste Vorlesung.

Einleitende Bemerkungen.

Die Nothwendigkeit, zur ersten Berechnung der elliptischen Bahn zuweilen vier
Beobachtungen, von denen nur zwei vollstindig sind, anzuwenden, haben wir schon
frither erwiihnt. Man erkennt sie leicht aus der schon in der 47. Vorlesung angestellten
Betrachtung. Von derselben Nothwendigkeit konnen wir uns noch aus einem anderen
Gesichtspunkte iiberzeugen; wir haben in der vierten Abtheilung gesehen, dass die Bahn-
bestimmung aus drei Beobachtungen unsicher wird bei solcher Beschaffenheit des Materials,
dass der mittlere Sonnenort sehr nahe in dem durch den ersten und dritten geocentri-
schen Ort gelegten grissten Kreise liegt; es wurde in solchem Falle gerathen, Beobach-
tungen von anderer Lage zu withlen. Wenn nun i = 0 wird, ist es offenbar unmdéglich,
giinstigeres Material in drei Beobachtungen zu finden; man wird also dann jene Methoden
nicht anwenden diirfen. Auch bei den Methoden der dritten Abtheilung fiir die para-
bolischen Bahnen haben wir einen ganz analogen Fall, den Ausnahmefall der Olbers’
schen Methode, kennen gelernt; der Nothwendigkeit, eine vierte Linge zu Hiilfe zu
nehmen, wurden wir dadurch enthoben, dass bei der Parabel ¢ gegeben ist, das zu Hiilfe
zu ziehende weitere Datum also in den drei gegebenen Lingen schon enthalten ist.
Wenn wir diese nahe Verwandtschaft zwischen dem Ausnahmefalle der Olbers’schen
Methode fiir die Parabel und dem der Gauss’schen fiir die Ellipse uns nicht entgehen
lassen, so zeigt sich uns zugleich ein Verfahren, welches die uns hier vorliegende Auf-
gabe 16st, sowohl fiir den Fall, dass die vollstindigen Beobachtungen die idusseren, als
fiir den Fall, dass sie die mittleren sind. Eine dem ersteren Falle entsprechende Aus-
wahl der Beobachtungen wird in Betreff der Bestimmung von i und £ etwas grossere
Genauigkeit versprechen, fiir die iibrigen Elemente indessen ohne Einfluss sein; in der
Theoria motus ¢. ¢. hat Gauss deshalb nur den zweiten Fall behandelt, weil er etwas
angenehmere Rechnungsformen gestattet.

Die Auswahl der Beobachtungen fiir die Bestimmung der Bahn aus vier Oertern
muss mit einer ganz besonderen Sorgfalt geschehen, wenigstens mit eciner viel grisseren,
als man fiir gewohnlich bei drei Oertern néthig hat, wenn der Erfolg der ganzen Rech-
nung nicht in hohem Grade gefihrdet werden soll. Man muss ndamlich ebenso sehr zu
vermeiden suchen, dass die drei Zeitintervalle sehr ungleich, als auch, dass zwei der
geocentrischen Lingen einander nahezu gleich werden, weil sonst, wie wir spiter deutlich
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erkennen werden, schon ein kleiner und unvermeidlicher Beobachtungsfehler einen ausser-
ordentlich bedeutenden Einfluss auf alle bei der Rechnung zum Vorschein kommenden
Zahlen ausiiben wird. Ein kleiner Planet wird selten lange vor seiner Opposition ent-
deckt, und es wird demnach zwischen der Epoche der Entdeckung und dem zweiten
Stationiirwerden, wo die Abnahme der Lingen in eine Zunahme iibergeht und der Planet
auf die durchlaufenen Lingen und sebr nahe auf die schon vorher von ihm eingenom-
menen Oerter zuriickkommt, kein grosses Intervall liegen; wenn man ohne besondere
Aufmerksamkeit die Beobachtungen aussucht, etwa bloss mit der Riicksicht auf die
Zwischenzeiten, so wird man beinahe immer auf Beobachtungen treffen, deren Lingen
zu wenig verschieden sind. Fiir so kleine Zeitriume, wie sic bei hinreichend grosser
Neigung der Bahn statthaft sind, darf man sich hier bei der Methode aus vier Beob-
achtungen keinen Erfolg versprechen, da fiir solche ecine geniigende Lingenbewegung
nicht zu erwarten ist.

Vierundachtzigste Vorlesung.

Grundformeln fiir die Bestimmung der Distanzen aus vier Beobach-
tungen, von denen nur die fiusseren vollstindig sind.

Setzen wir der Kiirze halber:

r' " sin (V" — V') n,

re'" sin (V" — v) =W @

r' sin(v —wv) W) P

rsin (V" —v) T W = %

" sin (0" — ") m, .

r'" sin (’U‘m _ 1')) === n =1

r’ sim(v' —v) o,

TR W

so bestehen fiir die heliocentrischen Coordinaten aller vier Oerter die Gleichungen:

2 —=¢zx 4 ¢
Y =ey+ ey’ oo o0 w000 (1)
d =c¢ 2+ ¢
2 =c,z + ¢ l

V' =gy by p e v v s e e ()
¥ =8 e [

Wie schon in der vierten Abtheilung bemerkt wurde, kann man fiir jedes dieser
beiden Systeme die z-Coordinate auf drei verschiedene, beliebig zu wihlende Funda-
mentalebenen bezogen denken, wodurch in die Grundformeln die Winkelabstinde der
geocentrischen Oerter und der Sonnendrter von den jenen Fundamentalebenen ent-
sprechenden gréssten Kreisen der Sphire zum Vorschein kommen. Den ersten der
grossten Kreise legen wir durch den ersten geocentrischen Ort und den Pol der Ekliptik;
bezeichnen wir die geocentrischen z-Coordinaten der vier Planetendrter, bezogen auf die
dem grossten Kreise entsprechende Ebene, d. h. die Projectionen der vier Abstinde von

i
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der Erde 4, ', 4", 4" auf eine zu jener Ebene senkrechte Axe mit &, &, &", £,
denselben Theil der Sonnencoordinaten mit Z, Z', Z", Z", so haben wir, da # = £ — Z,
§F=f — 7' w s w:

;! — Z.’ — ¢ (: — Z) __|_ c:* (gm — Zi‘i‘.!)1

¢ — 2" = o, — 2) + & (" — 2").

Bedeuten ferner w, w', w”, w"' die Winkelabstiinde der vier geocentrischen Oerter

von dem durch den ersten Ort und den Pol der Ekliptik gelegten grossten Kreise,
wobei dann:

g = 4 sinw = 0
¢ = 4" sinw"

Cn! — Ari! Sfﬂ wlﬂ'
die Winkelabstinde der Sonnendrter von demselben gréssten Kreise mit W, W', W"
g 3 3 3
W', so erhalten wir:
A sinw' — R sin W — — ¢, Rsin W + ¢ (4" sinw" — R" sin W"") | ®)
A"sinw" — R"sin W' = — ¢, Rsin W -+ ¢ (4" sinw" — R" sin W") |
Werden ferner mit w., wi, w/, w/'y W,, Wi, W/, W' die Abstinde der vier
geocentrischen Oerter und der vier Sonnendrter von einem durch den vierten Ort und
den Pol gelegten grossten Kreise bezeichnet, so haben wir auch:
A’ sinwr — R sin W, = o (dsinw, — Rsin W) — ¢ R" sin W." | @
A" sinw, — R"sin W/ = ¢, (dsinw, — Rsin Wi) — ¢y R" sin W/ |
Sind noch 4, A, 4", A" die vier geocentrischen Lingen des Planeten, 8, " die
Breiten der beiden vollstindigen Oerter, ©, ©/, ©", ©", wie gewohnlich, die Lingen
der Somne, so wird offenbar:

sinw' _ sin (A — &)
sinw,  sin (A" — A)
sinw" _ sin (A" — A)
sinw! — sin (A" -— 4")
sinw"” = cos " sin (A" — )
sinw, = cosfp sin (A" — 2)
W =06 — 4, W, =" — 0@
W =0 —i& W = —¢
W’ — e — A w:’ = A O
w" = (‘_:Jm e A, T‘V.:" e I (—_)m_

Somit erhalten wir, wenn wir die erste und zweite der Gleichungen (4) in die
erste und zweite der Gleichungen (3) dividiren, um 4’ und 4" zu eliminiren:

R'sin(A" — ©") sin (A" — &) — R sin (@' — 2) sin (A" — ')
= — ¢ dcos sin(A" — 4) sin(¥ — i) + ¢ 4" cos p" sin (A" — 1) sin (A" —- 1)
4 c,”Rse'n (A" — ©) sin (M — 1) — ¢, Rsin (© — &) sin (A" — X)
¢, B"sin(X" — @") sin(X — &) — ¢/ R"sin(@" — 4) sin (A" — i)
oder nach einigen leichten Reductionen:
Rsin(M — Q)= — o {dcosB sin (A — 2) — Rsin (V' — @)}
+ ¢ (4" cos B sin (A" — A') + R sin * — ")}
oder wenn wir die curtirten Distanzen ¢ und " einfiihren:
Esin(M — Q') =rc [Rsin(d — @) — gsin (¥ — 1)) | &5
+ & (R sin(¥ — @") — g"sin (¥ —amy | "7 00 B)
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Auf vollig analogem Wege erhilt man noch die Gleichung:
R'sin (A" — @") = ¢, {Rsin (A" — ©) — ¢sin (A" — 1)} ¢
— cn{R" sin (A" — ©") — o" sin (A" —A")} * (6)
Um hieraus die Unbekannten ¢ und ¢" zu bestimmen, bediirfte es der Kenntniss
der Werthe von ¢, ¢/ ¢, und ¢; diese Kenntniss kann man sich successive sehr leicht
verschaffen, indem man von geschitzten Werthen dieser Grossen ausgeht. Angeniihert
ist nimlich, wenn ¢, ¢, t’, ¢/ die vier Beobachtungszeiten, v’ und r” die Radienvectoren

des zweiten und dritten Ortes vorstellen!):

&t (1 L RE =0 @ — z'))

“= = 273

= =t (1+ Ll L f-’)_)
R A
= =t (1 4+ BE=007 =),

Hier wird fiir »' und »” immer eine Schiitzung zur Hand sein mit vollkommen
binreichender Sicherheit fiir den schliesslichen Erfolg, z DB. eciner vorhergegangenen
Berechnung einer Kreisbahn zu entnehmen. Substituirt man die entsprechenden Werthe
in (5) und (6), so erhidlt man eine Niherung fiir ¢ und ¢" und die heliocentrischen
Coordinaten , ¥, z, «’", ¥, 2. Aus diesen letzteren bestimmen sich mit gesteigerter
Genaunigkeit nene Werthe von ' und »”, da:

"t = (g + ad") + (qy + YR + (62 + o)
" = (c,& + cna’ ) + (e,y + ony”) + (c,2 + cnz")

Macht man diese neue Substitution in den obigen Ausdriicken fiir ¢, ¢, ¢, und ¢
und darauf in () und (6), so werden wiederum genaunere Werthe von ¢ und " und
der Coordinaten gefunden werden; die Fortsetzung dieses Verfahrens pflegt in den
praktischen Fillen bald dahin zu fiihren, dass sich in den erhaltenen Zahlen nichts mehr
indert, womit die Durchrechnung der ersten Hypothese erledigt ist.

Bei der zweiten Hypothese berechnet man ¢, ¢/, ¢, und ¢, nach strengeren For-
meln, recht bequem z B. mittelst der am Schlusse der vierten Abtheilung gezeigten
Methode, welche sich auf den Lambert’schen Satz iiber die Bewegung in Kegelschnitten
griindet.  Werden die so zu erhaltenden Werthe der Verhiltnisse zwischen den Dreiecks-
flichen in (5) und (6) eingesetzt, so bekommt man eine weitere Niherung fiir ¢ und
0", eine Niherung, iiber die man in der Praxis selten hinauszugehen braucht. Fiir eine
ctwaige dritte und jede weitere Hypothese wiirden alle Operationen der zweiten zu
wiederholen sein.

Die obigen Formeln kénnen, statt auf Lingen und Breiten, auch auf Rectascen-
sionen und Deelinationen mit der ganz geringfiigigen Modification angewandt werden,
dass fiir R, R, R", &' die Projectionen des Radius vector der Soune auf den Aequator,

e

') Genauer ist nach den Entwickelungen der vierten Abtheilung:

_ P B — ) — (¢ — !uJi]}
¢ = g 1 —I_ 61'*

i g = LI — 0 — (¢ — e
(’::‘,‘m__, {l+ [( (};J.m ( )]}

als erste Anniherung, und analoge Werthe fiir ¢, und ¢j, zu setzen.
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fir ©, @, @", ©" die Rectascensionen der Sonne gesetzt werden. Diese Anwend-
barkeit der Formeln ist nicht ohne Bedeutung und Nutzen, ausser friiher angefiihrten
Griinden schon deshalb nicht, weil bei dem zweiten und dritten Orte die Declination
missgliickt sein darf, ohne dass sie unbrauchbar werden. Bekanntlich werden die Decli-
nationen hiufiger unsicher, und es wird, wenn man in solchem Falle Lingen und Breiten
einfiihrt, die Unpsicherheit zu einem Theile auf die Lingen mit iibertragen; diesem
Uebelstande wird zuweilen durch Anwendung der Rectascensionen abzuhelfen sein.

Fiinfundachtzigste Vorlesung.

Andere Art der Entwickelung der Grundformeln.

Um die Elimination von 4’ oder von @' noch einfacher zu bewirken, mache man die
XZ-Ebene des Coordinatensystems demjenigen grossten Kreise entsprechend, welcher
durch den zweiten geocentrischen Ort und den Pol der Ekliptik geht. Die Projectionen
der vier Distanzen 4, 4, A", A" auf die Y-Axe des Systems werden dann der

Reihe nach:
o cosp sin(h — A)

A" cosf sin (' — A') oder 0
A" cos B sin (A" — 1)
Am €os ﬁm S‘fn (1”" — l’).

Dieses sind also die geocentrischen Y- Coordinaten; zieht man von ihnen die auf
dieselbe Axe bezogenen Sonnencoordinaten:
R cosB sin(©® — 1)
R esB sin(Q — 1)
R" cos B" sin(@" — )
B cos B sin (Om o 11)1
in denen B, B/, B", B" die vier Breiten (beziehungsweise Declinationen) der Sonne vor-
stellen, ab, so erhilt man die vier heliocentrischen Y-Coordinaten des Planeten:
y — A cosf sin(A — A) — R cosB sin(© — A"
Y — R cosB sin (@' — V)
y' = A" cos " sin (A" — 1) — R" cos B" sin (©" — X)
?Iﬂl’ .'_‘If" 08 ﬁh‘f s'iﬂ (lﬂf — lf) I Igf" COSBH! sin (@Hi o At}.

Bezeichnen wir zu besserer Uebersicht die doppelte Dreiecksfliche zwischen den
Radienvectoren » und +' mit [r#'], die zwischen r und # mit [r+"], und so weiter die
iibrigen, so haben wir nach dem Vorhergehenden:

("]
(7]
(rr'] (w o am ' " sin(d —
+ ] (0" sin (& )y + R" cos B" sin (. ®")}
[rﬁrfﬂ]
[r "]

+ E‘f r’}] {Qmﬂ.ﬂ (l"’__ 1’) -'I— Rm cos .Rm sin (1' it G}m)‘

I

RcosBsin(A' — Q') = {o sin(A — ) + R cosB sin(d — O)]

und

Reos B sin(M — Q') = {o sin(A — )+ R cosB sin(F — O)}
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Q”S’f?! (1”‘ 1) _]_ I.u 08 BH s”’l (li’ @ﬂ)

[fn‘ rl'l’J

= {o sin(A —X) + R cosB sin(¥ — @)}

A
+ 1A G sin (1 — 1) + RV wsB" sin(¥ — O™,

und nach Analogie, wenn die X Z-Ebene durch den dritten geocentrischen Ort gelegt wird:
o sin(A — M) + R cos B sin (A — )

= Lf:::']] {o sin(A — ") + R cosB sin(A" — @)}
+ %‘ {Qm Si‘.#i ("L!H_ ;’H) L R'”cas B"’Sﬁlﬂ (AH — On;)}
I’.u P

R"cos B" sin (A" — @") = ml o0 sim(A — 1") + R cosB sin(A" — O
J

[r#
l_’ r”l " n i I o " r
+ [y (0" sin(A"— &) 4 R cos B"sin(1" — ©")}
" "N oL " 1 1”” f’"J r - [} LAY r 1] . " r
R" cos B" sin (A" — Q") = |’T':WT {¢’ sin(d' — i")' + R cosB' sin(A" — Q')}

_+_ [f rm] {Qw sin (].r.-.- 1”} + Rmms B"'S!'ﬂ (ﬂ." o Om)}'

Man hat hier sechs Glelehungun zwischen vier Distanzen; die darin vorkommenden
Verhiltnisse der Dreiecksflichen kénnen, wenigstens in der ersten Hypothese, als gegebene
Functionen von »* und #”3 betrachtet werden. Wird statt +' und »” R’ und R" ein-
gesetzt, so muss sehr nahe die Erdbahn als Losung, d. h. o = @' = 9" = ¢ = 0
erhalten werden. Hierin liegt der Grund, der verbietet, +' und +' aus den obigen sechs
Grundgleichungen zu eliminiren, und auf diese Weise vier Gleichungen zwischen den
vier Unbekannten ¢, ', 9", 0"’ herzustellen. Denn in solchen Gleichungen wiirde, da
sie vom ersten Grade sind, jeder Unterschied zwischen der Lisung fiir die Erde und
die fiir den Planeten hinwegfallen; mit anderen Worten, sie wiirden Gréssen der nullten
Ordnung vernachlissigen.

Wollte man dagegen aus den sechs Gleichungen g, o', 0", 0" eliminiren, um zwei
Gleichungen % und "% iibrig zu behalten, so wiirde sich eine #hnliche Unzulissigkeit
zeigen; man wiirde fiir » und »” nur eine einzige reelle Losung erhalten, wihrend doch
in den Gleichungen auch die Losung ' = R, " = R" mit enthalten sein muss. Also
auch hier wiirden Grossen der nullten Ordnung vernachldssigt werden ). Der in voriger
Vorlesung angegebenen Art der Auflésung, bei welcher die Dreiecksflichenverhiltnisse
zuerst mit geschitzten und spiter mit den aus ¢ und ¢ zu bestimmenden Werthen
berechnet werden, kann man den Vorwurf der Vernachlissigung von Gréssen der nullten
Ordnung nicht melw machen, da fir die Erde und fiir den Planeten eine verschiedene
Loésung erhalten wird.

Nach diesen Betrachtungen werden wir fiir den hier betrachteten Fall, dass die
erste und vierte Beobachtung vollstindig sind, zur Bestimmung von 4 und 4" oder
¢ und @"” uns der beiden Gleichungen:

"

') Es ist, wie uns schon die Grundformel der Olbers’schen Methode lehrt, keineswegs immer
unmdéglich, gewisse Bestimmungsstiicke in der Bahnberechnung als Wurzeln von Gleichungen sehr
niedrigen Grades, ja sogar ersten Grades, auf brauchbare Weise auszudriicken; aber es bleibt diese
Méglichkeit doch immer auf solche Stiicke beschriinkt, welche ihrer Natur nach fiir die Erde unbe-
stimmt werden, wie eben das Olbers’sche Verhiltniss:

"

£ —m
e



— 497 —

R B s — ©) = Lhil e sn@ — 1) + R asB sn(@ — 0))

[rr')

+ “[,.,.m] {Q"’sin (A”"——- lr) i R™ eos B" sin (l" S G)m)}

lfﬂ' J.FJ']

] {0 sin(A —2") + R cosB sin(A" — @)}

[r "]
[r

R'cos B"sin(A" — Q") =

__l_ ”'] {9‘”3”@ (lm AH‘) + R.IH cos B”’S?"ﬂ- (Aﬂ — O.’H)}

bedienen. Die Grossen ¢’ und ¢” kénnen, wenn man @ und @"”" auf die oben-angegebene

Weise gefunden hat, der zu beriicksichtigenden Aberration wegen aus den Gleichungen:
o' sin (' — i") + R’ cos B sin (A" — Q@)
[’: 1'::J| {o sin(A —A") + R cosB sin (A — @)}
-+ l’, ::)I {0" sin (A" — ") + R" cos B"'sin (A" — O™)}
o"sin (M — ) + R'cosB"sin (A — ©")
[[?H:::!]] {0 sin(i — A) + R cosB sin(¥ — @)}
e
Tr

an {e"sin (A" — ) -+ R"cos B" sin (X — ©O"))

berechnet werden. Bei der Verbesserung der beiden Zeiten ¢ und ¢ wegen Aberration
wiirden nun zwar nicht o' und @”, sondern vielmehr o' secfl, ¢”sec f” bekannt sein
miissen. In der Wirklichkeit wird die angenommene Unkenntniss genauer Breitenwerthe,
abgesehen davon, dass sie fiir die Breiten fast niemals statthaben wird, der Beriick-
sichtigung der Aberration und anderer kleiner Correctionen, welche von der Breite ab-
hiingen, nicht hinderlich sein kiénnen.

Sechsundachtzigste Vorlesung.

Grundformeln fiir die Berechnung der Distanzen aus vier Beobach-
tungen, deren fussere unvollstiindig sind.

Die Bestimmung der Distanzen aus den Grundgleichungen fillt etwas bequemer
aus, wenn statt der Husseren die beiden mittleren Oerter als vollstindige gebraucht
werden, da in diesem Falle ¢’ durch #, ¢” durch #” und lauter bekannte Grossen aus-
gedriickt werden konnen.  Es wird sich deshalb bei erstlichen Anwendungen empfehlen,
bei der ersten Iypothese die zweite und dritte Beobachtung vollstindig zn gebrauchen,
damit die ersten Schritte zur Niherung méglichst bequem ausfallen, bei den weiteren
Iypothesen aber die Rechnung auf vollstindige Darstellung der #dusseren Oerter zu
fithren.

Eliminirt man zu dem Zwecke aus den allgemeinen Grundgleichungen (1) und (2),
der 84, Vorlesung, einmal g, indem man die XZ-Ebene durch den ersten Ort und den
Pol legt, darauf durch analoges Verfahren g", so wird nach der Bezeichnung der
vorigen Vorlesung:

Klinkerfuea, Theoretiache Astronomie. 63
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¢ sin(k — 1) + B cosB sin(h — O)

O” !)}

'
= %ﬁ Reos Bsin(h — ©)
+ {:::f]] {o"sin(\"" — &) + R" cos B" sin(h —
o"sin (A" — 1) + R"ecos B” .v:in ,(,1 —5%
= [[J—:,:TJ + Reos Bsin(A — ©)
+ il:: ’:%I {Qmﬂﬂ(lm A) + RmCOSBmS?'ﬂ(;- o Gm)}
p.i sin (},f - lm) i A eoa B Sin (lm__ _u)
— [[’J fm]J {o sin(A— A") + R cosB sin(A" — @)}
+ [[!" ':::} _Rm cos Bm N (A,,, o (—)”")
" sin (A" — ") + R" cos B" sin (;-m—* @")

[[’; ,J] {o sin(r —
[r "]
[re™]

m

_|_

Durch Elimination von ¢

{: r:n]] {o' sin (' — 1) + R eos B sin(A — O')}

= %m‘]‘]' {o" sin (A" —
_ [ ] — o] [
[ [

{o" sin (A —
_ I fm]l {e" sin (A" —

: [rr | [ ") — [r "] [F 7]
Lrr™] [r "]

Wird dann ferner gesetst:

= H” €08 BH." S?'ﬂ (J-I'H' = O.IH)'

und ¢ erhilt man:

A) + R"ecos B"sin (A —

R cos B sin (A — @)

lr!f e IHJ

"y ! -4 HF_-
l" 7 — A'") 4+ R cos B' sin (A

")

AH!) + RH €08 BM’ S‘t"N. ()'H!_

R.IH' €08 B’” ss” (lﬂf

")

O " )}
!H)}

A"y 4+ R eosB sin(A—

0));

(1)

(2)

el ¥ me { ¢ }

[rr™] t’” t PR

[r] — Q" 1

Lr ?_Nf] = t!” — { {1 —l_ 2 _rﬂs J 3
1?_! P J o r - i + Q:" } ( )
[re™|] — " — 1t 21’3
|_ 1‘” rm] - im — t: Q:;

[r 7] P S {1 7t W}

so bietet sich fiir die Berechnung
folgendes Verfahren dar.

ausgehend, nach den Gleichungen (3) die vorlinfigen Werthe von

wobei angeniihert:

von ¢ und o”

aus den Gleichungen (1) und (2)

Man berechnet, von Schitzungswerthen der Grissen ¢ und »”

[rr] [rr"]

U B. W.



— 499 —

Qr = Q:n k2 (t‘r = t) (tm === H)
Qrf o Q::r kg (t” o t) (tHI o t}!) 1).

Die Gleichungen (1) und (2) liefern dann geniherte Werthe von o’ und ", aus
denen wiederum # und »” und genanere Werthe der Dreiecksflichenverhiltnisse abzu-
leiten sind. Die wiederholte Substitution derselben in (1) und (2) wird endlich keine
merklichen Aenderungen mehr in den zu findenden Zahlen herbeifiihren.

I

Siebenundachtzigste Vorlesung.

Weitere Vereinfachung der Bedingungsgleichungen fiir ¢" und o”.

Die Formeln der vorigen Vorlesung konnen in denjenigen Fillen mit Nutzen
gebraucht werden, in denen das mittlere der drei Zeitintervalle, " — ¢/, bedeutend gegen
die #usseren an Grosse zuriicksteht, weil dann jene Formeln etwas grossere Convergenz
versprechen, als die folgenden, im Uebrigen bequemeren.

Aus den Grundgleichungen (1) und (2) der 84. Vorlesung folgt ndmlich auch, wenn
man den ersten Lingenmeridian, von welchem alle Lingen gerechnet werden sollen,
durch den ersten geocentrischen Ort legt:

o sin(d — i) + R'cosB'sin(A — @)
ii"' ,,,JL Rcos Bsin (A — ©) l

(1)
4 1L: r"H {o0" sin (A" — &) + R"cos B" sin (A — ©O"); ’

Wird der erste Lingenmeridian durch den vierten geocentrischen Ort gelegt, so
ergiebt sich die der vorigen analoge Gleichung:

9” Si?‘! (Arr < ‘{m) _l_ Rn cos _Bu sin (lm' @-ﬂ)
h 7] R cos B sin(d — @)

[!F’J:flf ’ (2)
+ 1[7— JI (o' sin (1 — X' + R’ cos B sin (A" — @')}‘
Es sei: | ;
ro’] @
i =l
[rl ’JJJ - t” P z! { QI
e T —r T e

‘1",: Mo — ti {
AT ST
o mo___ gn n
[ "] ¢ {{1}_ @

"[;,‘F‘;EHJ' — ?r—'_f'

') Oder besser: )

¢ =B — o — ¢ — b
QN : l/a k! [{tﬂ'l’ iy t)ﬁ s (‘!F e t)!]
Q= 1/8 2 [(‘m . t}* . (tm . tl‘)!.]

::‘ 'Iuk! t"l'_tl__ li_”!_!_f l‘
Q@ = VR [ — O — @ — ")) .
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wobei in der ersten Hypothese gesetzt werden kann:

Q@ =BE — 1 ¢ —t)
¢ = K2 (t” == ) (tm — ¢
Qu — kg(.,f o t) (t” —_— ti')
Q.Fh‘ — k2 ({H e tl) (tm e fl’i‘)‘
(In der ersten Hypothese ist demnach @ = @", @ = @".")
Die Gleichungen (1) und (2) nehmen nach Einfiihrung von @, ¢/, Q", @" fol-
gende Form an:

o' sin(A — &) + R'cosB'sin(A — ©)
=L =% .RcosBsm(J. — Q). (1 - L )
=Y 27 (3)
+ ——z —— «{R"cos B" sin (b — O") + @"sin (A" — 1)} ( ?‘_‘s)
Q”St"” (ﬂ." = Am) Rm cos Bm sin (Am _— r!)
— t” :—' _f’. 1 e s " — fHr ( Q'
= i B"cos B sin (4 "M . (14 5,7 @)
Pr— . . B - . ) B Qm
?’_,-;7—112 cos B'sin (A" — @) + o'sin (A' — &™)} (1+ ?;ﬁ)

Diese Gleichungen (3) und (4) haben vor den Gleichungen (1) und (2) den grossen
Vorzug, dass darin r und " nicht gleichzeitig auftreten, und dass man sie daher
durch reine ITypothesen iiber ¢’ auflésen kann. Denn zu jedem Werthe von o' bestimmt
sich ' nach der Formel:

r'? = R"* + o"?secf’* + 2R o secf cosy';
die Gleichung (3) liefert also einen bestimmten Werth von g”, durch welchen dann auch
die Gleichung (4) befriedigt werden muss.

Mit Vortheil kann man hier, ihnlich wie bei der Gauss’schen Form der Olbers’
schen Methode fiir Kometen, ¢’ und ¢” durch zwei andere Grossen ersetzen. Es wird:
7" = (o' secf' + R' cosy)? + R'? siny?

" = (¢"secp" + R"cosy")? + R"siny"%

Setzt man daher:

o secf + R cosy = o'
o"secf" + R'cosy’ = u"

R siny' (04
R siny" e,
so gehen (3) und (4) iiber in:
W cos B’ sin(X' — 1) + R'cos B'sin (A — ©') — R cos ) cos ' sin (A" — 1)
o "oy ) Q"
— tTj - Reos B sin (1 = O) = (1 .2_(1??_4-?2)‘79)
I %—% < {R" cos B" sin (A — ©") — R" cos x" cos p" sin (A" — 1) ()
+ ' cos f" sin (A" — )} (1 S T wa— N C”)“fﬂ)

') Genauer ist auch hier:

Q =R — g — @ — o
Q = 1/3 k2 [{tn.r — i — @ — )]
Qn = VL[ — ) — (" — )]
Q" = 1/3 ER[(e — )2 — (" — trr):]_
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w" cos B sin (A" — A"") -+ R" cos B" sin (A" — ©") — R cos 3" cos " sin (A" — A'")

i R" cos B"' sin (A" — ©O") (1 = ___Ql’ - )

T —T 2 (u” c")"
" " - i I
: {R' cos B sin (A" — Q') — ' cos 3/ cos §' sin (A — 1) &

-+ ' cos ' sin (A — A1)} (1 + m)

Achtundachtzigste Vorlesung.

Fortsetzung der Entwickelungen der 87, Vorlesung.

Die Glieder der Gleichungen (5) und (6) baben eine sehr cinfache geometrische
Bedeutung, deren Erkenntniss uns erlauben wird, dieselben noch mehr zusammenzuziehen
und in méglichst reducirter Form zu schreiben.

Sehr leicht erkennt man, dass «' nichts Anderes ist als die rechtwinklige Pro-
jection des Radius vectors der zweiten Beobachtung auf die Richtung der Verbindungs-
linie zwischen Planet und KErde, oder das Stiick dieser Linie, welches zwischen dem
Planeten und dem Fusspunkte eines von der Somne gefillten Perpendikels liegt. Die
Grosse:

cos B’ sin(A' — A)

ist der Cosinus des Winkels, welchen die Verbindungslinie Erde-Planet in der zweiten
Beobachtung mit ciner Richtung macht, deren Linge (Rectascension) gleich 90° 4 4,
und deren Breite (Declination) gleich Null ist. Die Grosse:

(' — R’ eosy') cos ' sin (A — 1)
ist demnach die Projection der Distanz 4’ auf die genannte Richtung; ebenso zeigt
sich, dass:

R cos B sin(© — 1)

die Projection von R' auf dieselbe Richtung ist. Die erste oder linke Seite der Glei-
chung (5) ist offenbar nichts Anderes, als die Projection des Radius vectors des Planeten
auf eine X-Axe, welche auf den Punkt der Sphire von der Linge (Rectascension)
90° + 4, und der Breite (Declination) 0° zielt. Werden iiberhaupt alle z- Coordinaten
des Planeten auf diese Axe bezogen und mit z;, #3, 27, 27" bezeichnet, ebenso die Sonnen-
coordinaten in Bezichung auf die genannte Axe mit X;, Xj, X;, X7, so lisst sich die
Gleichung (5) schreiben:

/ " — ' —t ' — ! —t _» 1
- ) 4 i+ Yol — QM = — 1
& {f” ! z 7 {x-} i2 { 2 7 { Q:G}. (c!, ! 1&"')"' ( )

" —
wobei fiir die Rechnung die 2, 2, 2] durch die Relationen:
n—=—X;
@ = (W — R' cos §') cos p sin(A — 1) — X
xy = (W' — R"cosy") cos B sin (A" — &) — X
gegeben werden. Die Grossen der Gleichung (6) sind die z-Coordinaten des Planeten,
bezogen auf eine andere Axe, deren Richtung der Linge (Rectascension) 90° 4- 4" und
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der Breite (Declination) 0° entspricht. Nach Analogie mit dem Vorhergehenden konnen
wir schreiben:

" , " "
f=f=ta s E=T )
$ o = v e R (0w )
wobei die Relationen:
zon = (W — R’ cosy') cos B sin (2 — X") — Xl
aym = (u" — R" cos 1) cos B" sin (A" — A") — Xl

e 1

L = — XJ,"I'
zuzuziehen sind.

Die Form der Gleichungen (1) und (2) ist recht iibersichtlich, da die darin vor-
kommenden Grossen beinahe unmittelbar durch die Data des Materials ausgedriickt
werden, daher die Vorbereitungsrechnungen sich auf ein Minimum reduciren.

Wenn es darauf ankommt, jene Gleichungen auf miglichst kurze Weise ohne
Riicksicht auf andere Bezichungen abzuleiten, so kann das durch folgende Bemerkungen
gescheben.

Jede heliocentrische Coordinate lisst sich ausdriicken als die Differenz: geocentrische
Coordinate weniger Sonnencoordinate.  Soll nun ans der allgemeineren Fundamental-
leichung :

S R N I

i il
die Distanz 4 der ersten Beobachtung durch eine bestimmte Wahl des Coordinaten-
systems eliminirt werden, so geniigt es, fir die X-Axe eine Richtung zu suchen, von
der man trotz der Unvollstindigkeit der ersten Beobachtung sagen kann, dass sie mit
der Richtung von 4 einen Winkel von 90° bildet, damit die geocentrische Coordinate
verschwinde. Soleche Richtung hat aber offenbar der Pol des durch den ersten geocen-
trischen Ort gelegten Lingen- (beziehungsweise Rectascensions-) Meridians. Dieselbe
Betrachtung wiederholt sich fiir die Gleichung:

I

(%) [ ]

hier muss die X-Axe so gewihlt werden, dass sic von dem unvollstindigen Orte der
vierten Beobachtung 90° absteht und die geocentrische Coordinate mit 4" oder o™ ver-
schwindet.

Leicht kann man nach derselben Betrachtungsweise auch denjenigen Gleichungen,
welche dazu dienen, um aus @' und ¢” die Grissen ¢ und @" zu finden, die einfachste
Gestalt geben. Man braucht zu dem Zweck nur aus der allgemeinen Gleichung zwischen
x, 2 und 2" einmal die Distanz 4” zu eliminiren, was einfach dadurch erreicht wird,
dass eine von 4" um 90° abstehende X-Axe gewiihlt wird; das andere Mal bringt man
in der Gleichung zwischen «', &", " nach derselben Methode den Coéfficienten von 4’
zum Verschwinden. Auf solche Weise wird man zwei Gleichungen, die eine zwischen
4 und A", die andere zwischen 4’ und 4" bekommen, in welchen nun auch die Ver-
hiiltnisse zwischen den Dreiecksflichen nicht mehr ganz unbekannt sind.

Die Coéfficienten, welche in allen diesen Gleichungen vorkommen, Cosinus des
Abstandes zweier gegebenen Punkte der Sphiire von einander, berechnen sich nach der
bekannten Cosinusformel der sphirischen Trigonometrie anf so einfache Art, dass ihre
besondere Ausfithrung hier nicht néthig scheint.
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Neunundachtzigste Vorlesung.

Modification in der Bildung der ersten Hypothese zur Erzielung
einer grosseren Genauigkeit bei derselben.

Die einfache Form der aufzulisenden Gleichungen erlaubt es, die erste Hypothese
noch um ein Erhebliches genauer zu bilden, als wir bis dahin gethan haben. Wir
fanden nach den Reihenentwickelungen der Abtheilung TV, fir die Verhiltnisse der
Dreiecksfliichen, wenn zur Abkiirzung :

E({W —t) =98, k@' —1)
E@ — ) — &, k@ —1)

gesetzt wird (wobei & = 9)),

¥, k@ —t) =98,
o, k(@ — ) = 9,

Il

"] _ @ [ , 82 —48 & (8" M) ar’
[r '] — & F 6r's + - 4yt kdt t
el _orf @ 6@ k00— daF
[re"] — ¥ | 6r'® 4 Pt kdi
"] _ 8, f) 8 —9F | 8 8+ 9,8 — 87) ar'
=t e T i Fat T
e _ o 1+a, — 92 &,(1‘}2+ﬂ,%i'—-ﬁ?)dﬁ+_.__
[F ]~ @ 6178 4r kdt
Nun ist offenbar sehr nahe: .
LT
kdt @ - 9
ebenso:
ar" o e gt 3 o —
rat — & - T &

Bei Einfiihrung dieser Werthe in die Gleichungen (1) und (2) der 88, Vorlesung
wiirden wiederholt die Unbekannten »' und " gleichzeitig auftreten; man braucht aber
die Glieder mit #” — ' erst dann bei der Rechnung heranzuzichen, wenn man der
Lésung mit Beriicksichtigung der vorhergehenden Glieder schon ganz nahe gekommen
ist, und kann jene Glieder dann als eine bekannte Grisse behandeln,

Mit nicht allzu viel Complication kann man sogar in der Genauigkeit noch einen
Schritt weiter gehen. Unter Anwendung des Taylor’schen Satzes hat man:

ar N oar
r“r‘—qﬁ_{ (t_t)+2d:g(t_f)g+
dr ,
W o 5 s o t')+2dt* e dicfemns

2
Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen die Grosse ;T’:ﬂ’ so ldsst sich

d
d_:’ durch r, ¥ und »" ausdriicken; es wird nimlich:



o B0d —

éi - (g-‘ — 1) (t‘” — )+ ({u o ‘f)g (' — )
dt (f-' == 3) (f" i {} (fu — .,r)

oder:
dr' 8" (" — ) + 2 (7 — 1)
kdt — 599" '
Durch Analogie erhilt man:
(Ei"" - (tll - t)z (_rl'.'] T _’,”} _!_ (CFN —— t”)-} (f" " rf)
at ¢ =) ¢ —1) ¢ — 1)

oder:
(h‘" - ,ﬂ.:-‘s (rm el ru) + %’i (ru o r.‘)
kdt 2,997

Diese Ausdriicke werden, nach Substitution in den Reihenentwickelungen, drei
Unbekannte gleichzeitig auftreten lassen, nimlich in der Gleichung (1) der 88, Vorlesung
die Grossen 1, ¢/, ", in (2) die Grdssen v, ¥, »". Da nun aber nach dem mehrfach
beschriebenen Verfahren » und #" leicht aus #' und »" berechnet werden kénnen, so
wird auch diese viel genauere Lisung nicht sehr umstindlich, wenn man sich nur bei
den ersten Versuchen auf die Glieder niederer Ordnung beschriinkt.

Man kann alles eben Gesagte endlich noch in der Ausdehnung zur Anwendung
bringen, dass man in den Finalgleichungen die vier Unbekannten r», ¥/, », ¥ anftreten
lisst, wobei es dann moglich wird, in der ersten Hypothese die Nitherung bis zu den
Gliedern achter Ordnung inclusive zu treiben.

Neunzigste Vorlesung.

Die Gauss’sche Form der Berechnung der Bahn aus vier
Beobachtungen.

Um den Leser endlich noch mit derjenigen Form bekannt zu machen, welche
Gauss in der Theoria motus c. e. seiner Methode der Bahnberechnung aus vier Beob-
achtungen, von denen die mittleren vollstindig sind, gegeben hat, machen wir von der
Darstellungsweise Gebrauch, welche Bruhns in seiner Abhandlung: ,De planetis
minoribus inter Martem et Jovem circa Solem versantibus® gewihlt hat,
wobei wir zugleich die dortige Bezeichnungsweise beibehalten wollen.

Es seien:

t, t, ", " die Beobachtungszeiten,
o, o, o, «" die geocentrischen Lingen,
g, p" die geocentrischen Breiten zur Zeit ¢ und ",
L, I/, 1", I'" die Liingen der Erde,
R, R, R'", R die Radienvectoren der Erde,
r, ry ', " die Abstinde des Planeten,
0, 0, 0", o die curtirten Distanzen des Planeten von der Erde,
v, v, v, v die wahren Anomalien des Planeten,
E, E', E", E" die excentrischen Anomalien,
My, M, " die mittleren Anomalien;
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ferner sei zur Abkiirzung wieder:
ro’ sin(V —v) =[r ]
r o sin (V' — v) = [r 7]
" sin (V' — V)= [¥ v"]
Y sin (V" — v') = [ ¥V
™" sin (V" —v") = [ ¢"]
[’ "]
F ="
[ ) _
[} —
[r ']
[r ]
[~ "]
="

L

”.‘l

I

et
Bekanntlich ist nun:

[z —[rv"]a 4 [rr]a” =0

[rl rﬂ'_l y — I_" ’.H] y! 1+ [.P‘ ’JJ yn — 0

|_’_n P J ot [,-" i J 2" + [ oot J =g

[:.,.H J.i'»'.r] 3)‘, — [rr _’.Hf] 3)'" + ['l" ?_u] ym = U,
wenn wieder @, y, 2/, ¥’ u. s. w. die heliocentrischen Coordinaten des Planeten vor-
stellen.  Fiir letztere hat man aber auch die Relationen:

£ =9 cose -+ R cosL

y — 0 sine -+ R sinlL

# = ¢ cose/ + R cosl/

y = ¢ sine 4+ R sinl/

2 =9 tgf . 1
"o " " " n : ! : : . ' ( )
' = @" coset! + R" cosl

yrr —_— g.-r sin o + RM sin LH

zﬂ' — 9” {g ﬁﬂ

wl”’ o Q!ﬂ 08 m?ﬂ __I_ R!ﬂ 08 I‘Hf

y" = 9" sined" + R"sinI

demnach, wenn man hierauf in den obigen Grundgleichungen Riicksicht nimmt:
n (o cose + Rcosl) — (o' cose! + R cosL') + " (9" coset” + R" cos ') = 0
n (0 sine ++ R sinl) — (o' sine’ + R sinL') + n” (9" sina” -+ R" sinI'') =0
n' (@'cose’ + R'cosl')— (9" coset! + K" cos L") + 0" (" cose + R" cos /") = 0
n'(@'sine + R'sinl')— (¢"sine” + R"sinL") + n'" (0" sina’' + R" sin L") = 0.
Wird die erste Gleichung mit sin e multiplicirt, die zweite mit — cose und addirt,
werden ferner die dritte und vierte nach Multiplication mit beziehungsweise sinea' und
cos e addirt, so erhilt man:

n R sin (¢ — L) — [0 sin(e — &) + R sin (¢ — 1)}
+ " {o"sin(w — &)+ R'sin (@ — L")} = 0 @
n' (o' sin (e — o) + R sin (" — 1)) J
— {o" sin (& — o) + R sin(a" — L")} + ™ R" sin (@ — L") = 0

Es sei ferner:
"

P = f:%a Phie %r, Q=+ n— 1), Q' = (n' + w" — 1)y,

Klinkeriues, Theoretische Astronomie. G4



80 dass: "
n n
1 4+ P = 7
Q _ ’
'l—|—i—?‘_a-1—ﬂ’
1 __1-|—.P'
5 = ——
n 1+3’_

Diese Ausdriicke fiir n, n’, ﬂ” -n”’
1

4 R sin (a — 1"y + 0" sin(ew — &) = 0

P Rsin (¢ — L) — Q' {
1+ 25

PH Rfl.’ Si n (uf” i'u'l') _1 + gr

l + ”3

+ R sin(e" —

Die vier Unbekannten

Gleichungen :
gf
wsp T
9”
oS ﬂff o
heranzieht, worin ¢’ und 0" die durch
cos 0'

cos 0"

7z bestimmenden Husseren Winkel an der Erde in der

vorstellen.

R sin(e — L') + o sin(e — &)}

IR sin ("

o'y ', ¢" und r"

R cosd' + Vo' — R sind™
R” COS aff:!: Vrﬂz_

506

fi "

P L
v

1 + % — ”! + nﬂ‘l

l + PH

1 - . Q

w=ltom

sind in (2) zu substituiren; man erhilt dadurch:

- (3

_LH’) _]_ gﬂ's?—ﬂ (alﬁ' —y “ﬂ')l

L) + o sin(«" — o) = 0

werden auf zwei reducirt, wenn man die

4)

R"?gin 0"

die Formeln:

cos ' cos(e — L)
cos " cos (o'

e L.-.t)
zweiten und dritten Beobachtung

Fiihrt man noch die Winkel am Planeten ein, 2/ und £”, und setzt zur Abkiirzung:

xl‘

i — R sind’? =

so wird:

vrﬂg o 1‘”3 si,na‘”'j —_ .T”,
1"
x
cot ot — TP T
g R sind”
o B sind”
o siﬂ,,e”
"
o — R sin(d" — z”)
N sin "

Die Gleichungen (3) gehen iiber in:

=P Rsin(e— L) + R" sin (¢ — L") -} cos " sin (¢ — ") 2" — cos p" sin (o — e'') R cosd’

x i@ [R'sin (@ — L') -
14 3
!
s F, (R sin ("' — L") -+ cos " sin
11 ¢
Ha

:F RH! S'iﬂ: (afﬂ

cos ' sin (&« — &) &' — cosP' sin (v — o) R' cosd'}

—L") 4 R'sin (e — L") 4 cosp' sin ("' —

®)
(M*H e,

") a"” — cos B sin (& — ") R" cos 8"}’

o) ' cosd’

o) ' —cos ' sin (& —
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Setzt man noch:

cosf' sin(v — o) = A; eosfB” sin(e — o) = B
cos f"sin (o' — o) = C; cosp’ sin(e — &) = D
. o '
B L) (Z ) R cosd' =V
R" sin (“m_L”) — R"cosd" — p"
— —
! o mo__ .1t
Roin( — 1) _ ot =+
W i
gt—ﬂw(;——l;—)—lﬁ”msﬁ' =y e o ()
R sin (¢ — L) 1
e e
Rﬂ'r Sfﬂ (aur_Lur) o A’"
D o
.'il. — u’
B A,
% — f-"”
so erhalten wir: ;
RO LDV ) _ gy yar
SN S T D -
" r ’ U
1 2 B (_xm_ R"gszl??ﬁ””)_u_’;
oder, wenn zu grisserer Bequemlichkeit:
. xﬂ' o A’I_;I' — Cl I x! =" 1!” l)ﬂr e GH
”i' (1 + Pl) — d_! p‘ﬂ' (l _'_ I)’J‘J p— d"
gesetzt wird: P m e — a @ + V)
l + ] QF : Fayay,
@ + R? sind"7)% ®
; i dﬁ' 2:” bH
=" + ( j'_,, )
l + fa .I'z 2 6”3 A
Es sei: (2 + R™ sin 0")
k@@ —¢8) =1" E@ —tH) =7 k@ —t) ==t
k (Ei'u — 'H) — t:rr k (tm e f’) — r’ll‘
so wird nach den Entwickelungen der Abtheilung IV:
BT BT RS L. K LA
8 L T e T
7" (4 1) 7 (v 4+ o’ — ') dr
O i I 4 1 - 7 S Vi 1 idi } e
tm : r(r' + rﬂ'r ) T ('ﬂE + I'.'l.'"f T EJ’FF”) d?‘" PR
i 5 "_10 {1 U ur”ii ) 1 Vs - phe kdl + ”.}
SRV A TE L B il ik 1 T L A
n = a ll +He 7 Ya 7 kdl g

)
64.*
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Unter Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung setzt Gauss in der ersten
Annitherung:

n T n

=g = P=w=w

=+ 0 — 1) =1,z Q' = (' + n'" — 1) " = 1fg v".

Einundneunzigste Vorlesung.

Fortsetzung der Entwickelungen der vorhergehenden Vorlesung.

Bruhns macht hier den Vorschlag, die erste Hypothese auf etwas andere Art als
die eben angegebene zu bilden, um durchschnittlich, besonders aber bei sehr ungleichen
Zeitintervallen, eine grossere Gepauigkeit zu erreichen. Es verdient diese Modification
um so mehr Beachtung, als gerade bei der Berechnung einer Bahn aus vier Oertern
bei dem Aussuchen des Materials eine ziemlich grosse Ungleichheit der Zwischenzeiten
gar nicht zu vermeiden ist, wenn man nicht das viel gréssere Uebel haben will, dass
zwei von den vier geocentrischen Lingen einander sehr nahe gleich werden.

Die Gleichungen (2) der 90. Vorlesung werden unter Zuziehung von (4) und (6)
sich schreiben lassen:

nkh —u'd —p¥V 4+ 02" 4 =0
WA — wa — p"V 4 ' ' = 0.

it

Werden darin fiir n, »', ' und 2" noch diejenigen Glieder der Entwickelung

i 1 1 s :
beriicksichtigt, welche 71 und —- enthalten, dividirt man ferner die erste der vorstehen-

lfs

T
den Gleichungen mit —, die zweite mit :, und setzt:

0
pho o F
== -t'_' P = .Ei?'\

so wird man haben: . o

Yol[e (@ + 2] + e Pﬁ(.rq—_x"LHu
wA+P)@ +V) =0E@"+%x"+4P) (14 ¥

R TR
y'n(], 4+ P")(x”-{— V) = (2' + ® L ampny. {1+ i J

Sollen nun diese Gleichungen auf dieselbe Form, wie in (8) der 90. Vorlesung
zuriickgebracht werden, so braucht man nur zu setzen:
(" — 1) P'A
Q! — lfﬁt (t, + r”) + 1/6 IJ,-‘]. + :5" + xn
2 + F 1t (1 — P)A
_ "lr'I!S‘t"2 (_1}‘_) l/ﬁ (u — )
; rﬂf — r) PH A’!H (
Q" — 1/517 (‘!u 'l'v"ﬂ) + g Ijl(lru + pe + P2

' 1_ [ L
= 1z ( -;"P’)_!_ 1{5"1’0&’_52)1
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In diesen Ausdriicken kommen auch die unbekannten Grossen z' und z" vor, fiir
welche die aus den Versuchen selbst hervorgehenden Niherungen eingesetzt werden.
Bei der Auflosung der Gleichungen (8) der 90. Vorlesung geht man von derjenigen

Anniiherung aus, welche sich ergiebt, wenn @ — @” — 0 gesetzt wird, d. h. von den
Werthen:

§ G” + di.l (b.ﬂ + ci) + dl' d.’! bi‘

= 1 —dd . @
e d +da (b! 4 c.u) ofi ' ar "
- I—dd

Die Verbesserungen aber kann man auf folgende Art erhalten. Mit einem ge-
niherten Werthe von 2/, welchen wir durch & bezeichnen wollen, bestimmt man aus der
ersteren der Gleichungen (8) den Niiherungswerth £/, und darauf mit diesem letzteren
aus der zweiten jener Gleichungen den Werth von a', welchen wir X' nennen wollen.
Es sei nun der Versuchswerth von 2’ iiberhaupt gleich &' 4 4§, der nach der ersten
der Gleichungen (8) dazn gehdrende Werth von a” gleich & 4+ A& und der darauf
aus der zweiten Gleichung folgende Werth von 2’ gleich X' 4 4 X/, so wird man sehr
angenithert die Proportion haben:

A :4X =o — §:2a — X
oder:
@ —X)d¥ = A% (@ — &),
also auch:
' _ergr___gldxr

(g:_ Xl‘)dg!.
x - Agl‘_d‘xr

=& gy

Fiir 2" erhilt man auf demselben Wege:
o EM (5" — Xi)dg" .,
o' =§" 4+ A_XI'-—AE"
Aus 2 und z” findet man ', ", ¢/, ¢” mit Hiilfe der oben angegebenen Rela-
tionen, und dann ferner auf bekannte Weise die heliocentrischen Coordinaten.
Um die heliocentrischen Bogen zwischen den #usseren Oertern, also v — v auf
bequeme Art zu finden, bemerke man, dass:

'

rv sin(v' — v) = - " sin (v — V') w8 W,
also: .
rse'n(v'—v):%-r"sin(v”—v’). & Y ey S e & KO
desgleichen: 1
r sin(v —v + v V)= == rsm(@ —v) . . . . . (4)
’
r" sin (V"' — v") = :i—’,',, rsin@@ —v). . ... (5
" sin (V"' — V" 4 V' — ) = ;%,,— Psin(w' —v). . . . . (6)

Werden (3) und (4) sowie auch nachher (5) und (6) cinmal addirt, das andere Mal
von einander subtrahirt, so erhidlt man die Gleichungen:



= fip =
Y

r osin {(v' —v) + 1, (V" — )} = = sin1fy (V" — V')
rocos {(vV —v) + Y (" =)} = ’:—-1;ﬂ”—r” cos1/y (V" — )
sin (@ — ")+ 1y (0 — v)) = T iy, 07— v)
™ cos {(v"' — V) + 1y (V' — V)] = it .51 _mﬂr d cos 1fy (v" — ')

i

Zweiundneunzigste Vorlesung.

Zusammenstellung der Formeln und Rechnungsbeispiel.

Bruhns wihlt in der genannten Schrift folgende Beobachtungen des Planeten
Bellona, um daran den Gang der numerischen Rechnung sn zeigen:

Lt W e e 1854 Mirz 4.5 Mirz 17,6 Mirz 47,6 Mirz 86,5

a, ol o e ... 1770 50" 48”8 174° 53’ 27,7 1690 32’ 23"9 1700 55’ 44”6
), B, " (B"). ... (4 7°13 56"9) |-8° 6'39"2 4 9° 130”3 (480 39" 19"4)
L, BB 3w s ws 1640 5 58”1 1770 3’ 37,0 206° 36’ 54,4 2440 20’ 46”2
jog &, log R', log R",

log B oo v woarevs 5w 9,996 668 9,998194 0,001910 0,005815.

Die vorstehenden Zahlen sind von dem Einflusse der Parallaxe, der Nutation und
der Fixsternaberration befreit, auf das mittlere Aequinoctium der Epoche 1855,0 be-
zogen worden.

1. Kommen die folgenden Formeln zur Anwendung:

v =k({l —1) 7 =k (" —
r =k —t) v =k (¢ — 1)
zﬂ'n‘ e k (t!” tﬂ)

wobei logk — 8,23556814, ferner:

_ P , _ ta(@ — 1)

g = sin (o' — I') t9¥ = cosw '

= Sm(or. T— I gl = cosw” ’
d und 8", die Husseren Winkel an der Erde in der zweiten und dritten Beobachtung,
sind stets kleiner als 180°, und da in den Gleichungen cos 8' = cos 8’ cos (o/ — 1),
cos 0" = cos " cos (&' — L"), cos ' und cos " positive Gréssen sind, so zu wiihlen,

dass cos &' mit cos (& — L'), cos 0" mit cos (&« — L") gleiches Vorzeichen hat.
In diesem Falle ergiebt sich:

logt" — 9,349524 logt — 9,869049
logr — 9,712702
logt"" — 9,826646 logt', = 0,074430
o' — 8023’ 38"7 0" = 3800’ 14”3
log R'sind' — 9,162490 log R" sin 8" = 9,791291

log R' cosd' — 9,993516 log B" cos 0" — 9,8984189.
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Sodann kommen 2. die Formeln:

cosp sin(e — o) = A cosf' sin(v — &) = B
cos 3" sin (" — &) = C cos ' sin(o'— o) = D
EL&‘& (“ .-_..__._L,} — ' cos o = ié'ii(g-:_%_) i
A B
R” S%-ﬂ aﬂ'f P LH! o 1':’" e 6” . b” RJH S?” m”f_ I‘Hf) - lr”
c D
P e m___ s
M_(_.% _L)_ == R“ cos d = ¥ % — !""
ol I "
1" sin (aB L ] — R" cos 8" — x" % _— F"
an die Reihe. Man erhilt dadurch:
log A — 8,708003 logC — 8,379153
log B — 9,154 385 logD — 8835077,
logh' — 9,855749, logh" = 1,402504,
logz' — 9,755687 logz" = 0,621092,
logi — 0,218206 log A" =— 1,152288
logu' — 9,553618 logu" — 9,044076,

3. Wird nun zur Bildung der ersten Hypothese geschritten, wobei:

T
(R
P-—v?—,,

Pl=

Ya

und ¢, Q" entweder nach Gauss:
Q.‘ f— 1;.'2.:,:.!! Qu

oder mit der Bruhns’schen Verbesserung:

2 + pr i= P") e ‘
¢ =t fe T |

Zur Abkiirzung sei:

Ygrd”. . . o oo oo L (D)

cf —_— xl.l T AP’ d’ — ﬂ' (1 + 1}-‘)

Cn —_— x.l' . l.l'l'.'I)H ‘IH — P”(l + 1;!.')
Man erhilt hier:

logc — 9,562483 log ¢ = 1,060426,

logd — 0,073143 logd" — 9,791860,.

Es sind sodann auf irgend einem indirecten Wege, z B. dem in voriger Vorlesung
beschriebenen 1), die Gleichungen:

& @ + V)

x":d“!"'—"‘

7 U

') Eine bequeme Auflosungsart besteht darin, dass man in den Anniherungsformeln (2) der

’
Vorlesung 91 anstatt d' die Grosse d' : {l T Wm] und anstatt 4" die Grosse
2

"
d":{l L @ +"R£T=ﬂ‘"*% einsetzt, indem man die Werthe von ¢ und " successive verbessert.
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, a" (" b
d = ¢ -+ (= _5” ) T T T (n)
L (2"t + R"sind"?)%

anfzulogen.
Die Bruhns’sche Hypothesenbildung von @' und @" nach (2) kann offenbar erst
angewandt werden, wenn &’ und z” schon nahe bekannt sind. Zuerst erhilt man:

log P = 0,363178 log P" — 9,886056
und wenn (1) zu Grunde gelegt wird:
log ¢ = 8,761196 log Q" — 9,238318.

Von den Anniiherungsformeln:
m, . cu + du (b" + G’) + dl' dﬂ bl

1 —ad
h_CF A+ F aa
= 1 —add

ausgehend, welche log ' = 0409737, log " — 0,407602 als erste Werthe bieten,
findet sich:

log’ = 0,395328

log 2" = 0,389030,
wenn die Hypothese nach (1) gebildet wird; nach (2) dagegen, wenn die Niherungs-
werthe loga! = 0409737, loga" = 0,407602 zu Grunde gelegt werden, ergiebt sich:

e T

log ¢ = 8,303187 log ¢ = 9,263833
log = 0,394034 logz’ — 0,388375,
Mit letzterer Losung wird dann aus (2) die noch genauere:
Tog @' — 8,224279 log ¢ — 9,264200
loga’ = 0,393996 loga’ — 0,388409
gefunden.
4, Kommt die Reihe an die Formeln: '
cot s x = cot " — _E"_
95 = Wsin0 9% = R'sind”
. Rsind ., R'sind"
Y = . g " = S T
sin 2 sin 2
R'sin (0" — &) i R" sin (0" — 2")
P o A y — 22 il 7
¢ = sin &' cos B g sin &' e
Q 1
"o b y
=1+ %) 15
n =qu'P wenn €' und Q" ans
o Q" 1 1) berechnet sind
*"—(1+r—a)1+p~ 1) ;
ﬂ”, — Hf Pi
. e 24 P
ol = (1 t 35 T3 )
v 1427
n = —r,— (l + E-— . _-I-_T_> '
T 2¢'8 3P wenn @' und Q" aus
- ir" (1 i E_:; . LP") (2) berechnet sind.
th 23 3

" 142P"
L+ 5om g5
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In dem gegenwirtigen Beispiele wiirde aus (1) folgen:

& = 3020'52",9 ¢ = 14010/ 15"5
logr' — 0,396069 logr" — 0,402451
logo’ — 0,171675 log " = 0,214119
logn" — 9,482097 logn = 9,756855
logn' = 9,84527H log n'" = 9,642911

dagegen aus (2):

¢ = 3°21'29"9 J'— 14°11'25"4
logr' = 0,394743 logr" = 0,401868
log o' = 0,169465 log " = 0,213203
logn" — 9,482823 logn' — 9,844981
logn — 9,756517 logn" = 9,643393

5. Kommt die Ableitung der heliocentrischen Lingen und Breiten, und, wenn die
Verbesserung weit genug getrieben ist, des Knotens, der Neigung und der Argumente

der Breite w, ', «’, #". Es dienen dazu die hekannten Gleichungen:

v cost' sin(l — L') = ¢ sin(e/ — L')
v cosb cos(! — L') = @ cos(e/ — L') + R

Il

v sinl/ o tgp

ru 08 bH’ S%‘ﬂ (I" e Ln) i 9" siﬂ (“!l — LH)

?"” c08 bl’f co8 I” — Ln) — 9" cos (“ﬂ' = LJ’) 4_ Rﬂ
M sin b = 9" tg g",

wenn 1, I, 1", 1" die heliocentrischen Lingen, b, ¥, b”, b"" die heliocentrischen Breiten
des Planeten vorstellen. Zur partiellen Priifung der Rechnung dient, dass @', ¢”, v’ und
7" mit den vorhin gefundenen Werthen iibereinstimmen miissen. Zur Berechnung von
8, i, «', u” hat man dann weiter:

sin [Yo (' + V) — Q] tgi = Yy (tg¥" + tg¥') sec (" — 1)

cos [V (" + 1) — Q] tgi = Yy (tgb" — tgb') cosec /g (" — 1)

tgw = tg(I' — &) seci, tgu" = tg(1" — &) seci.
Die numerischen Werthe sind hier, wenn ¢ und @” aus (1) gebildet werden:

logr' = 0,396069 logr’" = 0,402451 (also wie oben)
I' = 175°45'42"6 " = 183029'4".9
logtgV = 8931042 log tg V" — 9,014923
£ = 144°42'20"5 i= 9°23'10"9
o = 31°23'54",7 u' = 39° 9'23"]7.
Wird die Hypothese nach (2) gebildet, so erhilt man die Zahlen:
logr = 0,394742 logr" = 0,401868
I = 175045’ 52",2 I — 183030’ 13" 4
logtgl' — 8,9801H63 logtg " = 9,014586
§ = 144943 4"8 i = 9°22'28"3
o = 31023'16",6 ' = 39° 944”7,

6. Sind die heliocentrischen Coordinaten der #usseren Oerter zu suchen nach den
Formeln:

rsin[Yo(w — o) + W —w)] = ﬁ—nﬂ sin 1y (W — u')

¥ cas[]_!! (u" 2o j) + (“‘; . u)] — f’ — ﬂ”f‘" s 1!’ (ﬂ" B 1“‘I)

n

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 65
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" r r’

Psin[Ya (o — w) + @ — w)) = T gy —
/7 I

" cos[Vy (W' — o) + (" — u")] = Bl R”:t T cos Yy (u" — o).

Fiir Bellona wird hier nach der Hypothesenbildung aus (1) gefunden:

logr = 0,393473 logr" = 0,411478
w = 27058 29,7 W — 48054’ 98"1,
nach (2) aber:
logr — 0,391813 logr" = 0,411750
u = 27°56'25".8 u" = 4852'46".3.

Wie in praktischen Fillen iiberhaupt, ist es nun sehr zweckmiissig, eine vollstindige
Priifung der bis hierher gefundenen Werthe vorzunehmen. Man berechnet zu dem Ende
L, ", b und b"” aus w und «" und dann weiter o, o, B, p", o, 0"'; es miissen dann,
auf welche der beiden Arten die Hypothese finr @' und @" auch gebildet sein moge, o
und «" genau, § und B” nahe mit den Beobachtungen iibereinstimmen. Man kann sich
folgender Formeln bedienen:

tg(l — ) = tgu cosi, tg(U" — &) = tgu'" cosi
sinb — sinu sini sin " = sinu'" sini
r cosb sin(l — L) = @ sin(e — L)
r cosb cos(l —L) —R — ¢ cos(z — L)
r sinb =0 tgf
fm 08 bm Sﬁ'ﬂ (lrﬂ —_ LH.") — Qmsiﬂ (am —_— Lm)
rfﬂ' cos bl’” cos (zﬂ! Ty L'”)_ Rf” — (,‘H oS8 (aﬂ'i — IJ!”)
rm sin bﬂ! e QJH tg ﬁl‘.ﬂ'
Bei Hypothesenbildung nach (1) wird gefunden:
1 — 172021'42".7 " = 193°13"50".3
log sinb — 8,883683 log sin U — 9,089603
o — 177950’ 48",8 o = 170055 44" 4
B = 7013524 pr — 8°40'13"3
logo = 0,1737H3 log 9" = 0,317833.
Bei der Hypothesenbildung aus (2) erhilt man:
I = 172020'27",1 S = 193912’ 56",0
log sinb — B8,882648 log sin b — 9,088872
o — 177050 48",9 e — 170°55" 44,7
= 701855"9 B — 8939'14"3
loge = 0,170998 log " = 0,318209.

Nach 8. 479 aber soll sein: " = 8039'19"4. Die Priifung fillt demnach be-
friedigend aus.

Dreiundneunzigste Vorlesung.

Fortsetzung des Rechnungsbeispiels. Zweite Hypothese.

Es miissen jetzt nach den eben gefundenen Zahlen P’ und P, @' und Q" ver-
bessert werden, fiir welches Geschiift eine Reihe von Methoden zun Gebote stehen.
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Sector

Bezeichnet man das Verhiltniss ———— fiir die Intervalle ¢ — ¢, (" — (', {" — {" be-
7 2
Dreieck
ziehungsweise mit y, ¥, ¥, so wird man nach den frilher gegebenen Entwickelungen
haben:
. = ¥ Y
- rH y»‘ . :Hf yf
r'y 1
=1 v
v e r " yy cosy (W — u) cost/y (W' — u) cosV/y (u" — )
Qﬂ — 1}( ' r”,—" .- i .
? "y y" eos Yy (0" — ') cos Yy (0" — ') cos 1/, (" — u")

Hansen’s Kettenbruch oder auch die Encke’sche Reihenentwickelung oder die
Tafeln der Theoria motus (siche Tafel XII und XIII im beifolgenden Tafelanhang)
liefern fiir das vorliegende Beispiel, wenn die erste Hypothese fiir ¢ und @” nach (1)
der 92, Vorlesung gebildet war:

logy — 0,000237

logy' — 0,001224
logy" — 0,001965
log P' = 0,362191 log P" — 9,886797
log Q' = 8,759209 log @ — 9,240136,
fir @ und @” aus (2) der 92. Vorlesung:
logy = 0,000239
Togy' = 0,001232
logy” — 0,001964
log P' — 0,362185 log P" — 9,886788
log @ = 8,768811 log Q" = 9,240008.

Fiir den Fall der ersten Hypothese aus (1) der 92, Vorlesung ergiebt dann die
zweite Hypothese die folgenden Zahlen:

logc = 9,672660 logd" = 0,072455
logc” = 1,061130, logd" — 9,792182,
logs’ — 0,394030 loga" — 0,385426

g = 3021'28"9 g/ = 14°11"28"6
logy — 0,394777 log)" = 0,401883
logo' — 0,169523 loge" — 0,213226
logn" = 9,482792 logn — 9,844 983
logn' — 9,756571 logn" — 9,643 368

U = 175%45'51"9 " = 183°30'11"5

§3 = 144942'53"5 i = 9022'27"1

W = 3leagraTy W' = 39 951”0
log r — 0,391866 log """ — 0411701

w = 27056'39"7 w" = 48053 6"7

1 = 172020/29",6 " = 193013’ 5"2

o« = 177950'48"9 o = 170055 44" 4

ﬁ == 70 13'56",0 ﬂm — 8039 17u’0’

fir @ und @ aus (2) der 92. Vorlesung liefert die zweite Hypothese:
logd — 9,572721 logd! — 0,072451
loge’ = 1,061122, logd" = 9,792179,
loga' = 0,394 046 logz" =— 0,388452

¢ = 3021'28"% &' = 14011'20",7

65+



logy — 0,594793 logr"” = 0,401907
loge' = 0,169549 logo" = 0,213264
logn" — 9,482794 logn = 9,844979
logn' = 9,756571 logn" = 9,643359
l" — 175“45,51",8 l” — 183030’ 8"-,7
£ — 144°43' 5"6 i = 9922'31",2
W = 31023 15"5 u" = 890 989”1
log r = 0,391882 logr"' — 0411741
u = 27°56'28",3 u" = 48052'47".2
1 = 172020'30",1 " = 193°12'57"5
o — 177°50'48",8 o = 170055’ 44”6
ﬁ — 70 13! 56",0 ﬁm — 80 39: ]7.'!13.

Wird aus diesen Zahlen die dritte Hypothese gebildet, so ergiebt die Fortsetzung
von (1) der 92, Vorlesung:

logy = 0,000239
logy' = 0,001232
log y' = 0,001964
log ' = 0,362185 log P" — 9,886 788
log ' = 8,758812 log @" = 9,240035,
von (2) der 92. Vorlesung:
logy = 0,000239
logy = 0,001232
logy" = 0,001964
log P' = 0,362185 log P" — 9,886788
log ' = 8,768804 log Q" = 9,240026.

Die Fortsetzung von (1) der 92. Vorlesung wiirde das Durchrechnen einer dritten
Hypothese verlangen, wenn scharfe Uebercinstimmung erzielt werden soll; bei (2) der
92. Vorlesung hingegen stimmen die log F’, log P der dritten Hypothese vollstindig,
die eine weniger wichtige Rolle spielenden log ¢/ und log ¢” aber so nahe mit den
Zahlen der zweiten Hypothese, dass hier die weitere Berechnung der dritten Hypothese
erspart wird.

Auf bekanntem Wege ergeben gich dann aus den heliocentrischen Coordinaten der
dusseren Oerter die folgenden Elemente der Bellona:

Epoche 1855, Mirz 0,0.

M = 369 44’ 13"8
r = 122° 17" €"3
§& = 144° 43" 5"6 | Mittleres Aequinoctium von 1855,0
 — go 22' 31”2
9 — 8 54 39
loga = 0,443278

w = T67",520,
wobei M die mittlere Anomalie der Epoche bedeutet.
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Vierundneunzigste Vorlesung.

Hypothesenbildung (1) und (2).

Die vorhergehenden Rechnungen haben gezeigt, wie sehr die von Bruhns vor-
geschlagene Hypothesenbildung (2) der ilteren (1) der 92. Vorlesung an Genauigkeit
iiberlegen ist. Wir wollen hier deren zwei andere hinzufiigen, durch weiche die Genauig-
keit der ersten Hypothese noch weiter erheblich gesteigert werden kann.

Sehen wir uns nimlich die Gleichungen (9) der 90. und (1) der 91. Vorlesung

etwas genauer an; der Kiirze halber seien n, n', 2", " unter der Form:

_ q S S
9a_r,(l+r,s) « =57 @ +9)
t!” qf 1

!'____ = i "
n = 'LI (l+ r's q’ - 6 t(t,ﬂ_]_ !)
n__1t 1 q" e rr_l (v "
W =l g ¢ =gE(E o ¥)
" T qh" LI 1 [

"'—_-‘—.;(l-[-pg) "= (e +7)

enthalten, so gehen die Gleichungen (1) der 91, Vorlesung iiber in:
' !
Foamigh e S BB
Q@ =4q" - jo) 'i' s + %
(Um S qr 1_,-'! Am
Q” = q — P +_)£F"_l'__;‘n

z 5 T 7 :
withrend noch immer P’ — o P = on gesetst wird. In der vorstehenden Form

kénnen @' und @” auch dann noch enthalten gedacht werden, wenn in den Reihen-
entwickelungen fir n, #/, #”, »”" Glieder von noch héherer Ordnung beriicksichtigt
werden sollen.

"
Sollen die Glieder mit g;;; und r;t zngezogen werden, so hat man:
dr
q = 1/6'5" (‘IT'r + 1.') -I— 1;" ‘E” (‘l}” ‘F’ e 1:'2) m
dr
gﬂ —_— 1/‘.‘, (IJ' _l_ tu) i ]’,«4‘ (‘F t! — .l’,i'i'g) m
ﬂ’ — iz (1:" + .cm) + ,/ - ('L' "-"o — ng) _E_’i,__
16 0 4 T”P'Gdt
g.w= 1/ ‘I:m(t" 4 .;) —y rm(zmr' o rg) dr”
] 0 4 0 r”kdt
dr’
¢ = =@ =) Y )
dr"”

q!ﬂ__ gr f— 1/8 (tmg = 32) = 1!‘ (1:’3 __I__ ,Ems) m'
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demnach:
¢=ul¢ + + STl
_ F@f—fﬂ—gﬁ;?fJﬁf
o=+ +

"y plt dr”
y p gy . 8 A ST PTAY :
4 {'C (trl} T ) _Pﬂlm + .15" _+_ xr r”kdt

Setzt man hier nach Vorlesung 89, aber unter Annahme der Bruhns’schen

Bezeichnung:
dr' o =yt
r'kdt — 't
dr" Py
7kat 7't

so erhilt man:

Hg a9 '

¢ =Y {f(f + &) + ?Efl—-l— ;r%}
s 4 '3 P -1 r—

'{'lfi{r:; — g — ' T 7
T PA4+ o 4+ xl v
' ("2 — %) P! A

Q=13 Jlf & + )+ S

2 VL AT |
73 4 ¢ P | R

1 r — UL . IS

+ I 4 {fru T T ‘Pﬂlnr + xr _I_ ﬂ(’] f'"

(1)

wobei, wie friiher bei Bruhns’ Bildung der ersten Hypothese, die Grissen P'und P"

als Abkiirzungen fiir T und — betrachtet werden miissen. In den folgenden Hypo-

H i'H
n "
thesen dagegen stellen P’ und P"” wieder die Verhiltnisse o und ~ Yo

Noch erheblich weitere Anniherung an die wahren Werthe erhiilt man gleich in
der ersten Hypothese, wenn nach Vorlesung 89:

¥ B —r) 4@ —7)

kdt — ey
ar" 72 (rm . i"”) ¥ "2 (ru . rr)
kAt Ty T

gesetzt wird; es ergeben sich dann die Ausdriicke:
" (tue — %) P'A 1
'_“{@ )+Fm3%7ﬁ
1 e 2 4 o8 PA } 7 r—o") 4+ "2 (@ —1r")
+ J|III‘[ o T P2 ...FE” + %' o o
- ! (tfﬂ'g i .cj) PH An‘ﬂ}
1/6 {t( ”,:' + Prm

()

HI'J

Vi tt“ Has: T P +$’+3\‘-’

s + s P”ﬂ-’” } rfg(rﬂ! f”) + :I'H'g (r.-r . rD

f’ tm i
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Die Ausdriicke fiir n”, n, n/, 2" werden bei der Hypothese nach (1):
T’ ! 2 + P gt — 2 Y —
W=+ 5 e}
T ! 142F 't — 12 Y —
n =2+ o I + e
T 2p'3 P 4r r't
it e 2 + P e’y — " ' — 1
W = {1 + 7t T T }
Ty 273 3 4 P
T T t”} 1 + QPH ;ﬂ'l .Elo —_— t”2 T, S }J'J'
A= ?; {1 + 978 3p" + 4p" & P }'
bei der Hypothese nach (2):
T tz’ 2 + P e — "2 w2y — ') 4 20— )
n'! = e e 1 —l_ + e 7
7 | 29’3 3 4 ' s
w = [ i e’ 14 2P i vie—a 22— 1) L ) }
- 7| 2¢% 3P 4P " r't
ﬂ' o ‘L’” {1 + .F,;.ﬂ'l' 9 + Pﬂ + ‘l:‘l-"g — r.ﬂ'!g zl‘g (rm == ’_H) + ‘I':mﬁ(#‘” _L.r)
Y, 24718 3 4 ' ol Bl
nm . T {1 + !f"l:’” 1+ 2PH tm tfn_,;.'.'g ,;rg(rn o _J!J} + .;m'g(’.-' s rﬂ)}
= ? 9,5 3 p" 1P : T £
In den Formeln (1) und (2) sind die ersten Glieder offenbar mit denen der

Bruhns’schen Formeln identisch. Die Zusatzglieder zu beriicksichtigen, bietet sich bei
den praktischen Rechnungen die beste Gelegenheit, niimlich da, wo die Zeiten wegen
der Aberration zu corrigiren sind und deshalb schon aus diesem Grunde die Auflésung
der Finalgleichungen noch einmal vorgenommen werden muss.

Das oben behandelte Beispiel fiir Bellona kann hier auch gleich dazu dienen, die
Anwendung der Hypothese (1) und (2) zu zeigen, indem wir die aus (2) der 92. Vor-
lesung in der ersten Hypothese folgenden Werthe benutzen.

Wir erhalten:

Y, (r-c' — iﬁi T x,, oy ) — — 0,049083
Yy (v — v — = s o A J_,,,PJ:A;:.__F o) = — 0125807
r — e — — 0,016541
___""rj i = 4 0016272,

also log @' — 8,244821, log Q" = 9,269334. Losen wir
gleichungen (I) und (II) der 92. Vorlesung von Neuem

nach diesen Werthen die Final-
auf, so ergiebt sich:

loga' — 0,394201 loga! = 0,388641
logr' = 0,394946 logr”" — 0402085
logn" — 9482781 logn — 9,844974
Togn" = 9,643279 logn' = 9,756528.

Rechnet man nach Hypothese (2), so erhilt man log @' — 8,243 955, log Q" = 9,259147,
daraus im Uebrigen sehr nahe dieselbe Losung. Den Grad ihrer Annaherung zu beur-

theilen, braucht man nur die Werthe von n, »', 2",

n

m

mit den in der 93. Vorlesung
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gefundenen zu vergleichen, da von der Darstellung dieser Verhiltnisse der Dreiecke auch
die der geocentrischen Oerter vorzugsweise abbiingig ist. Man hat namlich:

92. Vorlesung 94. Vorlesung
Hypothese nach (1) nach (2; nach (1) definitive Werthe
logn — 9,844974 9,844 981 9,845275 9,844 979
Togn' = 9,756 855 9,756517 9,756 528 9,756571
Togn" = 9,482097 9,482823 9,482781 9,482794

logn" = 9,642911 9,643393 9,643338 9,643359.
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