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Dritte Abtheilung.

Die Bestimmung der parabolischen Bahnen von
Kometen.

Dreiundzwanzigste Vorlesung.

Einleitende Bemerkungen iiber die Kometenbahnen. Wiedererkennen
friiher erschienener Kometen.

Die in der zweiten Abtheilung vorgetragenen Methoden zur Berechnung einer
Kreisbahn, welche gelegentlich der Entdeckung neuer Planeten schitzbare Dienste leisten
konnen (obgleich sie im Allgemeinen nicht erméglichen wiirden, einen solchen Himmels-
korper nach seinem zweiten Stationiirwerden und Unsichtbarwerden in der Abend-
diimmerung in einer niichstfolgenden Erscheinung zwischen unzihligen Sternen desselben
Aussehens wieder aufzusuchen), erweisen sich giinzlich unbrauchbar bei den Kometen,
einer ihrer physischen Erscheinung nach noch immer schr rithselhaften Classe von
Gestirnen, die nach Keppler’s Ausdrucksweise zahlreicher ist, als die Fische im Ocean.
Thre Bahnen vertreten den Grenzfall der Ellipse, wo dieselbe zur Parabel iibergeht, so
ausserordentlich nahe, dass selbst aus lingeren Beobachtungsreihen eine Abweichung nur
in den selteneren Fillen festzustellen ist. Xs kann daher immer ohne alles Bedenken,
bis die Beobachtungen mit Entschiedenheit eine Abweichung von der Parabel und dass
der Komet zn den sogenannten periodischen gehort, verrathen, die Excentricitit e — 1,
also der Excentricititswinkel ¢ = 900 gesetzt werden, womit, wie dem Leser aus der
ersten  Abtheilung bekannt, die Bewegung in der Parabel ausgedriickt wird. Somit
bleiben noch die folgenden fiinf Elemente zu bestimmen iibrig:

T die Epoche des Perihels,

x die Linge des Perihels,

£ die Linge des aufsteigenden Knotens,

i die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik,

q der Abstand von der Sonme im Perihel;
es sind daher auch fiinf von einander unabhiingige Data néthig, wie sie z B. in zwei
vollstindigen Beobachtungen und einer unvollstindigen, in drei Rectascensionen und
zwei Declinationen oder drei Liingen und zwei Breiten enthalten sind. Die gebriuch-
lichste Methode fiir solche Rechnungen wendet, aus Griinden, welche der Leser weiter
unten kennen lermen wird, drei vollstindige Beobachtungen, d. h. drei geocentrische
Lingen und Breiten an, worin nach dem cben Gesagten ein iiberflissiges Datum ent-
halten ist.
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Wir haben in den obigen fiinf Elementen zwar nur eine einzige Unbekannte mehr
als bei der Kreishahn, aber dieser Umstand war geniigend, die Berechnung einer para-
bolischen Bahn, nicht bloss fiir das Zeitalter Newton’s, welcher znerst die parabolische
Natur der Kometenbahnen verkiindete, sondern noch fiir fast das ganze vorige Jahr-
hundert zu einer ausserordentlich schwierigen und zeitraubenden Aufgabe zu machen.
Als problema longe difficillimum bezeichnet sie Newton, und obgleich er selbst und seine
Nachfolger, die grossen Mathematiker des 18, Jahrhunderts, unter Anderen A. Lambert,
Euler, Legendre, Laplace, Losungen des Problems gegeben haben, so geniigte doch
keine darunter dem praktischen Bediirfniss. Erst die im Jahre 1796 von Olbers
erfundene Methode, deren Darstellung einen wichtigen Theil dieses Werkes bilden wird,
besiegte auf iiberraschend einfache Art alle Schwierigkeiten. Bevor wir zur Aus-
einandersetzung von Principien iibergehen, weleche mit besonderer Leichtigkeit auf die
Olbers’sche Methode fiihren, erscheint es zweckmiissig, noch Einiges iiber das praktische
Bediirfniss, welchem die Kometenberechnung zu geniigen hat, zu sagen.

Ein niichstliegender Zweck bei solcher Bahnbestimmung ist, wie bei allen anderen
Untersuchungen dieser Art, die Ableitung einer Ephemeride, durch welche man den
Lauf des Kometen und seine Helligkeit (soweit dieselbe von reflectirtem Sonnenlicht
herrithrt und sich nach bekannten Gesetzen richtet) in den Hauptziigen fiiv den ganzen
Verlauf der Erscheinung voraussehen kamn. Es ist dies um so wiinschenswerther, als
gerade der geocentrische Lauf der Kometen viel zu verwickelt und reich an Wendungen
ist, als dass man ihn ohne Ephemeride anch nur einigermaassen beurtheilen konnte?).

Es ist gar nicht selten, dass ein Komet gegen die Zeit seines Perihels durch die
Anniiherung an die Somme und weil er nur bei Tage iiber dem Horizont ist, unsichtbar
wird, nach dem Perihel aber mit zuweilen ginzlich verfiindertem Glanze und Aussehen
wieder auftaucht, wie dies unter vielen bei den berilhmten Kometen der Jahre 1770
und 1811 der Fall war.

Ein anderes wichtices Interesse bietet die Vergleichung der Elemente eines neu
erscheinenden Kometen mit denen friiher berechneter, weil sie den besten Anhalt bei
der Beantwortung der Frage liefert, ob der neue Komet mit einem anderen identisch
sel. Ein Verzeichniss der Bahnelemente aller bekannten Kometen, bis in die neueste
Zeit fortgefiihrt, findet man in mehreren Biichern, die sich mit den Kometen niiher
beschiiftigen 2).

Je grosser die Uebercinstimmung von zwei Elementensystemen ist (wobei natiirlich
das Element 7' oder die Perihelzeit nicht in Betracht kommt), desto grésser ist auch
die Wahrscheinlichkeit der Identitit der Kometen. IHier wird also die Berechnung des
ganzen Elementensystems erfordert. Wenn es hingegen nur darauf ankommt, zu wissen,

) Gauss sagt daher in der Stelle der Vorrede der Theoria motus corporum coelestium, wo
Newton’s Entdeckung, dass die KKometen sich in Parabeln bewegen, besprochen wird: Cometaeque
usque ad illam diem semper indomiti, vel si devicti videbantur mox seditiosi et rebelles, frena sibi
injiei passi, atque ex hostibus hospites redditi, iter suum in tramitibus a calculo delineatis pro-
sequuti sunt ete. ete.

%) So in der dritten Ausgabe der hier schon oft eitirten Olbers’sehen Abhandlung: ,Dr. Wil.
helm Olbers’ Abhandlung iiber die leichteste und bequemste Methode, die Bahn eines Kometen zu
berechnen. Mit Berichtigung und Erweiterung der Tafeln im Jahre 1847 von Neuem herausgegeben
von J. F. Encke, Director der Berliner Sternwarte. Dritte Ausgabe, vermehrt mit einem Anhange,
die I'ortsetzung und Erginzung des Kometenverzeichnisses bis zum Jahre 1864 enthaltend. Von
Dr. J. G. Galle, Professor der Astronomie und Director der Sternwarte in Breslan. Mit dem Bild-
nisse von Olbers und einer Figurentafel. Leipzig, Voigt u. Giinther 1864. Schliesslich: ,Verzeichniss
der Elemente der bisher berechneten Kometenbahmen nebst Anmerkungen und Literaturnachweisen,
neu bearbeitet, ergiinzt und fortgesetzt bis zum Jahre 1894 von Dr.J. G. Galle, Geh. Regierungsrath
Professor der Astronomie und Director der Sternwarte zu Breslau. Verlag von Wilhelm Engelmann.
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ob ein eben entdeckter Komet mit einem, dessen Wiederkehr ins Perihel ungefihr um
dieselbe Zeit erwartet wird, identisch sein kénne, so reicht dazu schon eine einzige voll-
stindige Beobachtung und das Verfahren der folgenden Vorlesung aus. Es versteht
sich iibrigens noch von selbst, dass die Bahn eines Kometen, welcher von Zeit zu Zeit
in sein Perihel zuriickkehrt, elliptisch sein miisse, wie denn ja der Satz, dass die Kometen-
bahnen Parabeln seien, nicht in aller Strenge gelten kann.

Vierundzwanzigste Vorlesung.

Kriterium aus einer vollstindigen Beobachtung eines neu erschienenen
Kometen, ob derselbe mit einem erwarteten identisch sein kann.

Jede vollstindige Beobachtung liefert auch die Lage einer geraden Linie, in wel-
cher der Himmelskorper zur Zeit der Beobachtung sich befinden muss, vollstindig; die
Lage der Bahnebene eines erwarteten Kometen ist gleichfalls durch dessen Knoten und
Neigung gegeben, also auch der Punkt des Raumes, in welchem jene Gesichtslinie die
Bahnebene schneidet. Soll nun die Vermuthung, dass die Beobachtung dem erwarteten
Kometen angehort, einige Festigkeit erhalten und nicht gleich ganz zu widerlegen sein, so
ist vor allen Dingen ndthig, dass der genannte Schnittpunkt nicht bloss in die Bahn-
ebene, sondern auch in die Bahnlinie des erwarteten Korpers falle. Hierin besteht das

Fig. 47. einfache Princip des Krite-
- riums, welchem sich nun
/ leicht die folgende ¥ormel
P geben lisst.
= / Es sei wieder, in Kr-
_ /"/ innerung der einundzwanzig-
B - 3 T ¢ sten Vorlesung der zweiten
7 / 7 Abtheilung in Fig. 47 EC

die Ekliptik, & der aufsteigende Knoten der Bahn des erwarteten Kometen, 7' der Ort
der Erde, 7' (= der Winkel, welchen der Radius vector R der Erde mit dem Radius
vector » des Kometen macht, ferner wieder der sphiirische Winkel o= 7C — p, wie
in der genannten Vorlesung. Bedeutet auch A die geocentrische Linge, 8 die Breite,
welche die Beobachtung ergeben hat, I die Linge der Erde, so ist, wie friiher:

to B

Y= Gaa—1)
Lo sinf
siny — o

und: cosy = cos f3 cos (A — I).

Der sphiirische Winkel ¢== & I' ist offenbar gleich ¢; wir haben demnach durch
Auflosen des Dreiecks (== & T' nach den Gauss’schen Formeln, wenn £ (&= — u
= Argument der Breite, T' (== = g — 2, Winkel & (= T = 5 gesetzt wird:

sinl/ynsinify(u + 4 — 2) = sinl/y,(L — Q) sinfy (p + z)]
sin/ameosly(u + 51 — 2) = cosfy (L — Q) sinlfy (y — 1)
cos Vo sintfy[u —(x — 2)] = sin/y (L — ) cos'fa(y + ejJ
c0s 'y M cos Yy [u — (x — £)] = cos1/y (L — Q) eosty (y — 1)

- (A)
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Nachdem aus diesen Formeln die Gréssen w und z, d. h. das Argument der Breite
und derjenige Winkel, welcher am Kometen von den Richtungen nach der Sonne und
nach der Erde gebildet, bestimmt worden, ergiebt sich die wahre Anomalie » des
Kometen auf doppelte Weise, denn einmal ist:

- q __ Isinyg
cos1/yvt T sinz
oder:
qsinz
coslfgv? = Z————
/s Rsiny

wenn ¢ den bekannten Perihelabstand des erwarteten Kometen vorstellt, anderentheils

aber auch:
T— 8§ 4+ v=—u
oder: -
v=u — (x — £3),

wobei 7 — O dem Elementensystem desselben Gestirnes zu entnchmen ist. Beide

Werthe von v miissen iibereinstimmen, es muss also die Gleichung:

qsinz

Iisin g

ganz oder doch sehr nahe erfiillt sein, wenn die Mdoglichkeit und sogar Wahrscheinlich-

keit, dass die Beobachtung dem erwarteten Kometen angehore, bestehen bleiben soll
Bei Bahnen von kiirzerer Umlaufszeit kann es zuweilen erforderlich sein, den Aus-

druck von # in der Ellipse zu wiihlen. Man berechnet in solchem Falle:

cos Yo[u — (r — Q)] =

- T . _
gy B = Vm ctg sl — (m— §)]

und es muss dann:
qsinz

cos i."JE [u ‘__ (?I T Q)JZ - R Sfﬂz

coslg B2, . . . . . . (B)
gein.,
Erstes Rechnungsbeispiel.

Man erwartete im Jahre 1835 den Halley’schen Kometen zuriick; gesetzt, man
wire iiber die Zeit seines Periheldurchganges sehr unsicher gewesen, so wire die Frage
aufzuwerfen und zu beantworten gewesen, ob folgende von Bessel in Konigsberg
angestellte Beobachtung:

Aug. 25: 14" 44’ 19" mittl. Zeit Rectase. = 860 17" 7",7 Decl. = -+ 24°2'56"8
sich auf den Halley’schen Kometen beziechen kann.

Verwandelt man den Ort in Linge und Breite und anf Berliner Zeit, indem
man den Meridianunterschied zwischen der Konigsberger und der Berliner Sternwarte:
0% 28 24" von der Beobachtungszeit subtrahirt, so wird der zu priifende Ort:

Aug. 25: 14%15'55" oder Aug. 25,594387: A — 86036'30",6, f — -+ 0037'51",6.
Fiir diese Zeit findet man die (mit Aberration behaftete) Linge der Sonme aus dem
Berliner Jahrbuche fiir 1835 gleich 15204’ 36”4, also die Linge der Erde:

L = 383204/ 36" 4, log R = 0,004406.

Den Einfluss der Aberration kénnen wir noch bei einer Rechnung, wie die gegen-
wilrtige, vernachlissigen, zumal der Einfluss der durch die Planeten erlittenen Stirungen
viel bedeutender ist.

Die weiterec Rechnung ergiebt:

y = 0041'36".9
g = 114 31 28 O.
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Nach der sehr sorgfiltigen Bahnbestimmung von Rosenberger war fir die Fr-
scheinung des Halley’schen Kometen in 1759 @ = 53050/ 27" 7 — Q. = 1100 39" 59"
i = 162036"52", wobei zu beriicksichtigen, dass das Aequinoctinm das mittlere vom
13. Mirz 1759 ist. Fir die Erscheinung von 1835 (genauer fiir die Zeit des Perihels
und das mittlere Aequinoctium des 7. November) giebt Rosenberger jene Grissen

wie folot an:

£ = bhbhv11'21"4
T — Q — 110 40 22 7
i = 162 16 35 5,

und diese Werthe wollen wir daher bei Beantwortung der uns egestellten Frage zn

Grunde legen.
Es wird demnach 1, (p 4 @) = 81020'6"2, 1/, (y — i) = — 80047 29",3,
Vg (L — £2) = 138°26"37",5 und die Gleichungen (A) ergeben:

Vy[u + (x — £)] = 221036 5”6

y[ — (1 — £)] = 140 38 26”3
= 2 14 31"9
Lt — & = 80 57 39"3
g = 83 33 48"7T.
Den Gleichungen (A) geniigen zwar auch Werthe von u und (y — £), weleche um

1800 grasser sind; diese letzteren werden indessen durch die Betrachtung ausgeschlossen,
dass der Komet nothwendig bei ndrdlicher geocentrischer Breite auch nérdliche helio-
centrische Breite gehabt haben, mit anderen Worten: dass <180 gewesen sein muss;
- desgleichen ist g — 2z als Winkel in einem ebenen Dreieck in diese Grenzen 00— 1800
eingeschlossen, und es bleibt somit nur die angegebene Lisung iibrig.  Bei dem
Halley’schen KKometen ist noch ferner:
e — 0,967634
logg = 9,766799,
und da nach dem Vorhergehenden:
Vp[u — (x — 83)] = Yyv = — 53942’ 55" 4,
so wird:
1/, E = 9954'6",0
logcos1/y[u — (w — 2)]2 = 9,544344
qsinz
I siny
Bei dieser Uebereinstimmung der rechten und linken Seite der Gleichung (B) konnte
die Identitit des von Bessel beobachteten Kometen mit dem IHalley’schen sehon nach
der cinen Beobachtung als sehr wahrscheinlich gelten.

cos 1/, F2 = 9,533034.

Zweites Rechnungsbeispiel

Die Bahnen der Kometen von 1264 und 1556 zeigen einige Achnlichkeit mit ein-
ander; man hat aus den allerdings nicht sehr sicheren Beobachtungen gefunden, fiir den
Kometen von 1264:

T — § = 275045'0", § — 178045'0", i = 30025'0", logq = 9,61364,
bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1264,0 und fiir den von 1556:
T — § = 262049'6", Q = 176029’ 6", i = 36'39'12", logq = 9,78254,
bezogen auf das mittlere Aequinoctinm von 1556,0.
Klinkerfues, Theorotische Astronomie. 39
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Waren die beiden IKometen identisch, so durfte man die Wiederkehr im Jahre
1848, und mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass im gegenwiirtigen Falle die von
den grossen Planeten verursachten Stérungen die Wiederkehr um einige Jahre ver-
zigern mussten, gegen Mitte der H0er Jahre dieses Jahrhunderts erwarten. Konnte nach
einer einzigen, und zwar der folgenden Beobachtung: 1855, Juni 4, 10" 30" mittlerer
Gottinger Zeit, Rectase. = 104020/, Decl. 36°30" zu urtheilen, ein am 3. Juni 1855 von
Donati zu Florenz entdeckter Komet wohl der erwartete sein?

Durch eine Transformation, wie die friihere, erhalten wir:

Juni 4: 10%43"'49" mittlerer Berliner Zeit = Juni 4,4471 2 = 78011'6"
B = + 18037 37"
Znr selbigen Zeit ist die Linge der Erde I = 253°38'30" und log R = 0,00642. Die
Berechnung von ¢ und x ergiebt:
p = 1080 542"
7 = 165038" 58".

Zur Bestimmung der Quadranten, in welchen p und x liegen, trigt auch hier die
Bemerkung bei, dass nicht mur x<C180° werden muss, sondern auch die Gleichung
cosy — cosPeos(h — L) erfilllt sein, also da cos 3 nothwendig positiv ist, cosy mit
cos (A — L) gleiches Vorzeichen haben muss. Die Formeln (A) rechnen wir mit den
Elementen von 1556 als den wahrscheinlich sicherer bestimmten, wobel wir indessen
nicht vergessen diirfen, dass wir auf das Aequinoctium der Beobachtung angenithert
reduciren miissen. Durch die Pricession seit 1556 wiichst & um 4°10' 30”; es ist also
das reducirte £ = 180039'36"; die sehr viel kleineren Aenderungen, welche auch
m — £ und i durch die Priicession erfahren, kénnen wir hier, ebenso wie die Nutation,
vernachlissigen. Wir setzen demnach L — § = 72058'54", » i — 144044'54",
y — i = 71026’ 30", 1/,(L — Q) = 86929'27"; Yy (y 4+ i) = 72022'27", 1/, (y — 9)
— 35943’ 15", und erhalten dann aus den Formeln (A):

Vsl 4+ (f — 2)] = 50022'12"
Yglu— (g —#2)] = 156 25 24
w = 65 47 36
¥ — &= 34 b6 48
also

g = 130 42 10
u— (m— ) = 162 58 30
Yy[u—(r— )] = 81 29 15

logeos /gv2 — 8,34068

og I%—:';; —  0,26165.

In diesem Falle zeigen sich die Zahlen, auf deren Vergleichung es ankommt, ginzlich
verschieden; die Gleichung (B) ist nicht erfiillt und es konnte deshalb die Identitit des
nen entdeckten Iometen mit dem von 1556 entschieden verneint werden.




Finfundzwanzigste Vorlesung.
Vorbereitende Bemerkungen zu der Methode von Olbers.

Fiir das Problem der Bahnbestimmung von Kometen, nicht weniger auch fiir die
Planeten, ist die Bemerkung von der grissten Wichtigkeit, dass der Aufgabe alle ihre
Schwierigkeiten genommen sind, sobald man fiir zwei in Zeit hinreichend verschiedene
Beobachtungen die Entfernungen der Himmelskorper von der Erde kennt. Denn aus
diesen Grossen, fiir die wir mit Beibehaltung der fritheren Bezeichnung wieder ¢ und ¢”
setzen, ergeben sich, wie schon in der zweiten Abtheilung aunsfiihrlich gezeigt wurde, die
beiden zugehirigen Radienvectoren r und ", die heliocentrischen Lingen und Breiten
L b, 1", b, und der durch die heliocentrische Bewegung in dem Zeitintervall ¢/ — ¢

zuriickgelegte Bogen, d. h. die Differenz der wahren Anomalien v” — v. Nun haben
wir aber fiir die Parabel nach der finften Vorlesung:

1 1

—— c0$ g = —_—

Ve Vr

1 1
"
- 08 1;’ g = —

V4 |0
oder, wenn wir diese Gleichungen einmal zu einander addiren, das andere Mal von ein-
ander subtrahiren:

2 1 1
— - cos1/, (V' + v) cos VY, (V' — V) = — —
Vi Jmili — =t ¥
2 : - 1 1
——=sin'/ (V" 4+ v) sin Y, (v — V) = —= — =,
l : 1':‘0. v'rn -‘ ”
demnach:
1 o At ]
V'_‘T csinlfy (V" +v) =1, (171’—- = 1—}-7' cosee /4 (V" — v}l
) g y R )

— - cos Y (V' + v) = 1 ( — + h) secl/y (v — v)
Va Vr yr"

Diese Gleichungen liefern den Perihelabstand ¢ und die halbe Summe der wahren
Anomalien 1/, (v" 4 v), welche letatere mit der schon bekannten Differenz 1/, (v" — v)
verbunden, die beiden wahren Anomalien selbst giebt. Aus v folgt mittelst der
Barker’schen Tafel das zugehdrige I, also auch der zeitliche Abstand der ersteren
Beobachtung vom Perihel; anf dieselbe Art ergiebt v" die Epoche des Perihels,

Was die Elemente §2, w — £, ¢ betrifft, so hat man schon nach dem Friiheren:

sinb = sinisin (v + w — Q)
sinl' = sinisin (V" + w — Q),
welche Gleichungen, addirt und subtrahirt, i und « — £ finden lassen. Fiir die Be-
rechnung von £ hat man:
tgl — Q) = cosity (v + w— Q)
und auch:
tg(l' — ) = cosityg (V' + = — &2).

Man ersieht hieraus, wie in Wirklichkeit die ganze Aufgabe, die fiinf Bahnelemente
cines Kometen zu finden, darauf zuriickecefiihrt werden kann, die zwei Unbekannten o

32>
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und @" zu bestimmen, ganz idhnlich, wie bei der Kreisbahn die in ihr vorkommenden
vier Elemente leicht zu berechnen waren, sobald man o kannte. Im gegenwiirtigen Falle
haben wir eine Unbekannte mehr, als bei der Kreisbahn, und entsprechend auch eine
Bedingungsgleichung mehr. Denn withrend bei der Kreisbahn fiir das den beiden
Beobachtungen geometrisch geniigende » die Bewegungsbedingung, oder, wie man zu
)
sagen pilegt, die phoronomische Bedingung ?-b—(i’_-%_—t)- — v’ — v zu erfiillen war, haben
wir bei der Parabel erstlich der phoronomischen Bedingung fiir die Parabel aus der
achten Vorlesung:
. (r+ " ) — (4 " — )= 6k (" — 1),
worin % die beide Radienvectoren verbindende Sehne bedeutet, zu geniigen, zweitens
aber auch noch von einer weiteren Beobachtung die eine Coordinate darzustellen. Die
eben angefiihrte Gleichung ist uns schon unter dem Namen der Lambert’schen
bekannt.

Es stinde uns somit der Weg offen, die beiden Abstiinde von der Erde g und "
durch Versuche so zu bestimmen, dass sowohl der Lambert’schen Gleichung, als auch
der einen Coordinate der Rectascension oder Declination, der Liinge oder der Breite
einer, am besten in die Mitte der Epochen ¢ und ' fallenden Beobachtung geniigt wird.
Es ist dies auch in Wirklichkeit eine der empfehlenswerthesten Methoden fiir die Ver-
besserung eines schon nahe bekannten Elementensystems; fiir den Fall jedoch, welchen
wir hier zu behandeln haben, in welchem wir giinzliche Unkenntniss aller Bestimmungs-
stiicke der Bahn voraussetzen, wiirde ein solches Tatonnement iiber zwei Unbekannte
meistens eine erschreckend lange Rechnung verursachen. Dieser zu entgehen und die
Versuche von idhnlicher Einfachheit, wie bei der Kreisbahn, zu haben, miissten wir wie
dort eine Relation zwischen ¢ und @"” haben, welche Alles auf die eine Unbekannte o
reducirt.

Wir werden nun in der folgenden Vorlesung sehen, wie in Wirklichkeit das Ver-

1
haltniss < unmittelbar durch die Data dreier vollstiindiger Beobachtungen und die Zeit-
@
intervalle mit geniigender Schiirfe ausgedriickt werden kannj wir kionnen also dann aus @
allein die Grossen r, 1", z berechnen und den Werth suchen, welcher durch Befriedigung
der Lambert’chen Gleichung sich als den richtigen zu erkennen giebt.

Sechsundzwanzigste Vorlesung.

Ableitung des Olbers’schen Ausdruckes fiir das Verhiiltniss von
zwei Distanzen von der Erde ¢ und ¢".

Eine solche Vercinfachung der Bestimmung von noch giinzlich unbekannten Bahn-
elementen, wie wir sie jetzt vornehmen wollen, wird doreh eine in der Praxis regel-
miissig von der Natur gebotene Erleichterung  erméglicht, die darin besteht, dass die
der ersten Berechnung zu Grunde zu legenden Beobachtungen niemals durch schr grosse
Zeitintervalle von cinander getrennt sind, Es ist z B. erfahrungsmiissig selten, dass
man gendthigt wire, das Zeitintervall zwischen zwei benachbarten Beobachtungen zur
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Bahnbestimmung grisser als zehn Tage zu wihlen, obgleich meistens mit Nutzen fiir

die zu erhaltende Niherung ein grosseres angewendet werden kann. Der eben erwihnte

Umstand nun erlaubt eine der einfachsten, angeniihertsten und niitzlichsten unter den

vielen nicht ganz strengen Voraussetzungen, zu denen man zur Abkiirzung dieser sonst
sehr zeitraubenden Rechnungen zu greifen pflegt.

Es sei in Fig. 48 S die Sonne, PP’ P" ein Stiick der Bahn irgend eines Himmels-

korpers um die Sonne, mag dieselbe parabolisch oder elliptisch sein. SP oder r, SP'

. oder #, SP"” oder ¥’ seien

Fig. 48, . .

drei Radienvectoren, ent-

sprechend den Zeiten ¢,#,¢';

@) der Durchschnitt des mitt-

e = leren dieser Radienvectoren
mit der die Punkte P und
P" verbindenden Sehne. Be-
s trachten wir nun das Ver-

hiiltniss eines der von zweil
Radienvectoren wund einer
Sehne gebildeten Dreiecke
zu dem ihm entsprechenden
Sector, so bemerken wir leicht, dass dasselbe fiir miissig grosse Zeiten immer der Ein-
heit sehr nahe bleiben wird; wir diirfen uns daher erlauben, fiir das Verhiltniss:

A Sl;f P”

48P P

das Verhiltniss der Sectoren:
Sector S P"
Sector SI" P

welches letztere aber bekanntlich gleich:

ist, zu setzen. Ausserdem haben aber die mit einander verglichenen Dreiecke S P' P
und SP'P die gemeinschaftliche Basis S P’; sie verhalten sich demnach wie QP zu QP,
woraus denn die fir die Olbers’sche Methode fundamentale Bemerkung folgt, dass
die Sehne zwischen den beiden iHusseren Oertern sowohl bei den Kometen, als bei
der Erde, vom mittleren Radius veetor sehr nahe im Verhiltniss der Zwischenzeiten
geschnitten werde. Es ist auch leicht zu erkennen, dass dies ganz besonders nahe der
Fall sein wird, wenn die Zwischenzeiten gleich sind, d. h. ¢" — ¢ = ' — ¢ ist.

Fihren wir nun die Constrution der Fig. 48 noch einmal, sowohl fiir die drei
Oerter eines Kometen in seiner Bahn €, €', (", als auch fiir die drei zugehérigen
Oerter der Erde 7, I', 7" durch, und verbinden den Schnittpunkt der Erdsehne
zwischen dem ersten und dritten Orte @ mit dem entsprechenden g der Kometenbahn,
Iig. 49, so lisst sich sogleich eine sehr wichtige Eigenschaft der Richtung dieser Ver-
bindungslinie und der Lage ciner Ebene, auf welcher sie senkrecht steht, nachweisen.

Es ist niimlich klar, dass, wenn man sowohl die drei Punkte C, g, C"" der Kometen-
sehne, als auch die entsprechenden 7, @, 7" der Erdschne auf cine solche Ebene recht-
winklig projicirt, die Verbindungslinic @g¢ als DPunkt erscheinen und folgende Figur
entstehen wird (Fig. 50).

In dieser sind nun aber, wenn man die oben gemachte Annahme, dass die Sehne
der Erdbahn von dem mittleren Radius vector in demsclben Verhiiltniss geschnitten
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werde, wie die Kometensehne, beibehiilt, die Dreiecke @ 7'C und @ 7" C" #hnlich; denn
es verhilt sich:

O 0T = Qg0": Q0
d. h.

QT":9C" — QT :40,
da durch eine solche Projection das Verhiltniss der projicirten Stiicke offenbar nicht
gciindert wird, und ausserdem ist Winkel € QT — Winkel C" Q T".

Es ist also C T parallel 17" C", oder die auf diese Ebene projicirten Verbindungs-
linien zwischen Erde und Komet fiir die erste nnd dritte Beobachtung sind sich dia-
metral entgegengesetzt. Demnach wiirden die geocentrischen Oerter des Kometen in
der ersten und dritten Beobachtung, wenn sie fir cine solche Ebene als Fundamental-
ebene transformirt wiirden, die beiden Lingencoordinaten 180° von einander differirend
ergeben, Diese auf eine andere Fundamentalebene als die Ekliptik bezogenen Lingen

Fig. 49. Fig. 50.
c’ Q' "

7

A = ___\0

wollen wir im Folgenden der Kiirze
halber die Quasilingen, die zugehdri-
oen  Breitencoordinaten die Quasi-
breiten nennen. Die Richtung der
Linie Qg in Fig. 49 ist der Pol
einer solchen Fundamentalebene; er muss also, da die Quasilingen der ersten und
dritten Beobachtung um 180° verschieden sind, nothwendig auf einem den ersten und
dritten geocentrischen Ort verbindenden grossten Kreise der Sphire liegen. Die Rich-
tung von Qg liegt aber offenbar auch, da sie einen Punkt des Radius vectors der Erde
in der zweiten Beobachtung, mit einem Punkte des entsprechenden Radius vectors des
Kometen verbindet, in einer durch diese beiden Radienvectoren, oder auch durch die
Linien S71" und 1'C' in Fig. 49 gelegten Ebene. Allen in diese Ebene fallenden
Richtungen entspricht aber der durch den geocentrischen Ort und den Sonnenort in der
zweiten Beobachtung gelegte grisste Kreis der Sphire. Die Richtung von g, d. h.
der Pol der Fundamentalebene, fir welche dic Fig. 50 in Bezichung auf die Projectionen
giiltig ist, liegt also auf dem Durchschmitte zweier griosster Kreise, wovon der eine die
gegebenen geocentrischen Oerter der ersten und dritten Beobachtung, der andere den
zweiten geocentrischen Ort und den zugehirigen Somnenort verbindet, Diese Richtung
ist also zu bestimmen; denken wir uns letzteres Geschiift ausgefithrt, so haben wir

aus Tig. 50:

ilf_- t' [
R = + O,

Tt

worin C" 1" und 0T die Projectionen der Distanzen 9" und o Dbedeuten. Bezeichnen
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wir die Quasibreiten fiir diese Fundamentalebene mit (8) und (B”), so hat man
CT = gcos(B), C"T" = " cos ("),

¢ eos () = 5= gcos (B)

demnach

d. h.

o' __ cos(B) " — ¥ = e
o T w(d) T—t¢ @

Um zu ciner ecinfachen Relation zwischen ¢"” und g zu gelangen, an der uns aus
bekannten Griinden so viel gelegen ist, haben wir jetzt nur noch cos(f) und cos (") zu
entwickeln. KEs sind diese Grissen
auch die Sinus der Abstinde
des geocentrischen Ortes vom
Pole der Fundamentalebene, oder
vom Durchschnitte der genannten
o grossten Kreise. In Fig. 51
denken wir uns die drei geo-
centrischen Oerter des Kometen
in ¢, ¢!, " und den Sonnenort

¢ der zweiten Beobachtung in S
auf einen Himmelsglobus aufgetragen und die beiden grossten Kreise durch € und C”,
S und C' construirt; der Durchschnitt beider sei ¢. Dann ist:

cos(B) __ singC
cos (") — sing C"

Werden noch die Bogen grosster Kreise S € und SC" gezogen, so hat man ferner:

Fig. 51.

singC _ sinCSgq
simSC ~— sinCqS
sing C" sinC"Sq
sinSC" — sin C"gS’

also

singC __ sinSC sinCS¢ )
singC" ~ sinSC" sin C" Sy .

Die rechte Seite dieser Gleichung lisst sich unmittelbar durch die drei geocen-
trischen Lingen und Breiten des Kometen 4, 8, 4, f#/, 4", " und durch die Linge der
Soune in der zweiten Beobachtung, ', ausdriicken. Bedeuten nimlich yp, 3/, " dic
Winkel, welehe die dureh SC, SC', SC" gelegten grissten Kreise mit der Ekliptik
bilden, so wird:

Winkel ¢Sq =3¢ — ¥
# C”’ Sq _— yﬂ R yf

sinCSq  sin(y' — p) _ siny'cosy — cosy siny
sin 0" Sq sin(p" — ') sinyeosy’ — cosy" siny'

Es ist aber nach Friherem (cinundzwanzigste Vorlesung):

i o sin

siny — sinSC = —.-ﬁ
siny

sin 3"

sin p"

siny! = sinSC" =
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gy —=——"28 _ tg B —_ tB
sin (A — L) sin[A — (@ + 180%)]  sin (@' — 4)

tg f'
Y = mto =0

" __ tg B )

BY =@ =)

Die Gleichung (3) geht dadurch in die folgende iiber:

I

singC __ sinf  siny" siny' cosy — cosy siny
singC" ~ sinf" ' siny siny” cosy — cos ¢ siny'
sin B siny' cotgy — cosy
sinB” " cosy — siny cotgy”
sin 8 cotgy — cotgy
= sinf" cotgy” — cotg y”
cos B tgf sin (A — @) — tgf sin (A — O
 cosB" tgp" sin (W — @) — tgfsin(A” — Q')

oder, wenn man der Kiirze halber:

g
sin(d — @)

setzt, und endlich in der Gleichung (2) den hier fiir %(g% gefundenen Ausdruck

m

substituirt:

' —+t cosp msin(d—Q)—tgp 4)
' —t  cosp’ tgf" — msin (A — Q)

Es ergicbt sich hiernach zu jedem Werthe von @ sogleich das zugehdrige @", also
auch » und " und die Sehne %, die einzigen Grissen, welche in der Lambert’schen
Gleichung ausser dem bekannten 6%(t" — ¢) cine Rolle spielen, und es bleibt nur noch
iibrig, sich fiir die iiber ¢ anzustellenden Versuche bequem einzurichten.

9"
"E'- —

Siebenundzwanzigste Vorlesung.

Die Olbers’sche Methode zur Berechnung einer Kometenbahn
in verschiedenen Formen.

Der Schwerpunkt der Olbers’schen Methode liegt in der Gleichung (4), welche
durch die Annahme erlangt wurde, dass die Sehne der Erdbahn zwischen dem ersten
und dritten Orte vom zweiten Radius vector in demselben Verhiiltnisse, wie bei dem
Kometen, speciell in dem der Zeitintervalle ¢/ — ¢ und ¢ — ¢, geschnitten werde, was
in den Fillen praktischer Anwendung immer #dusserst nahe richtig ist. Der weitere
Gang der Operationen kann mannigfaltic modificirt werden. Eine der einfachsten und
kunstlosesten Arten, die Versuche iiber ¢ anzustellen, wiirde darin bestehen, dass man
die heliocentrischen Coordinaten des Kometen, hier bezogen auf die Ekliptik, also, unter
Anwendung frilherer Bezeichnung, die Ausdriicke:



— 27T —

x = gcosfeosd — Reos O, 2" = 0" ecos 3" cos 1" — R"cos O,
y = Qcosfsind — Rsin(®, y" = 0" cos B"sin X' — R"sin ®",
& = gsinf, & = o"sin ',

o= — 2O — 9+ @ —
r2 — Ra _I__ 92 + Q(RQ)RQg i.ﬂ'g — -R.'.FR __l__ Qh"g + 2(}‘!:?!!)13!! 9",
worin die Symbole (Rg) und (R"g") die in der achtzehnten Vorlesung angegebene
Bedeutung haben, berechnete, und zur Probe fiir den Werth von ¢ in die Gleichung:
r+ "+ 0% —(r+ " — %)% =6k — 1)
cinsetzte. Man sieht iibrigens noch leicht ein, dass sich der Ausdruck fiir das Quadrat
der Sehne x fiir alle Versuche auf die Form:

# = A + Bo + Co" + Do + Eqe" + Fo™
bringen lisst, welche, wenn man unter Benutzung der Gleichung (4) der vorigen Vorlesung:
¢" = Mg

W= A+ (B+ CM)o + (D + EM 4 Fir) o
= A4 + B¢ + C'¢?
ibergeht. Denkt man sich einen Versuch mit dem Werthe ¢ = 0 gemacht, so muss
offenbar das entsprechende %2 das Quadrat der Sehne der Erdbahn zwischen dem ersten
und dritten Orte werden; also ist der Coéfficient A das Quadrat dieser Sehne. Auch
die Coéfficienten B’ und (' enthalten nur gegebene Gréssen und kénnen daher vor den
Versuchen berechnet werden.
Die eben gegebene Form ist durchaus nicht unbequem und von Olbers selbst
gewihlt worden  Wir kénnen fiir die Versuche aber auch an die Gleichung (5) der
achtzehnten Vorlesung, welche wir hier unter der Form:

(r") 11" = (RE') RE' + (Re") Re" + (K"0) R0 + (0¢") 0¢"
schreiben, ankniipfen. Da x? = »2 4 "2 — 2(r#")rr”, so erhilt man aus ihr:
2 = r? + ¢ — 2 (RR") RR" — 2 (R¢") R¢"
— 2(R"0) B"o — 2 (00") 00",

setzt, in:

oder auch, da
r? — R? 4 o2 4 2 (Ro)Ro — R? + 02 4+ 2R cosy _
2 — R & gﬂg 49 (R”Q") ergu — R" + 9”2 dead .R”Q” cosx"
2 = R* +4 R"? — 2(RR") RR" + 2(R¢) Ro — 2 (Rg") Ro"
+ 2 (R!f Q") RH oh‘ i 2 (RH 9) R” 9
+ 0* + ¢ — 2 (e0") 00"

Die Summen der drei Glieder k? 4 R"2 — 2(RR")RR" geben sich hier un-
mittelbar als das Quadrat der Erdsehne, welches wir im Folgenden mit g2 bezeichnen
wollen, zu erkennen. Die Summen @2 + 0”2 — 2(00") 0 @" entsprechen dem Quadrate
einer Grosse, weleche man die geocentrisch genommene Sehne des Kometen nennen
konnte, d. h. derjenigen, welche man erhalten wiirde, wenn man die Verbindungslinic
zwischen Erde und Kometen bis zu einem Durchschnitte in der Erdsehne parallel ver-
schibe. Bezeichnen wir diese Grisse mit s und setzen (@ ¢") = cos @, so wird:

st =02 + " — 2¢¢"cos0 = @* — 200" + ¢" + 2¢ ¢
— 200" cosw =— (9" — 0)? + 400" "sinVy0? = [(M — 1)2
+ 4 Msinl/, 0 oo
Die Einfiihrung des sinl/; @ ist fiir scharfe Rechnung nothwendig, wenn @ ein
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 33
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kleiner Bogen ist; denn der cos® wiirde sich hiufig fiir eine betriichtliche Aenderung
des Beobachtungsmateriales fast ganz unempfindlich zeigen.
Die Erdsehne g berechnen wir nach der Formel:

¢ = (B" — R)? + 4RR"sin'/, (Q" — O

Der Ausdruck fiir #? wird durch Einfiihrung von g und s:

w =g+ s + 2{(RQ) R — (R"Q)R" + M[(R"¢")R" — (R¢")R]}e-

Der Coéfficient von @, auch in der Iform:

2[(Ro) — M(RQ")]R — 2[(1" @) — M(R"@")]R"

zu schreiben, lisst sich nach den fiir (Rg), (Re”) u. s. w. bekannten Formeln, ohne
weitere Umformung mit hinreichender Schiirfe berechnen; doch werden wir bald eine
viel vortheilhaftere Transformation auch dieser Glieder kennen lernen.

Achtundzwanzigste Vorlesung.

Die Gauss’sche Umformung der Olbers’schen Methode.

In den Formeln von Olbers und in der eleganten und héchst bequemen Modifica-
tion, welche Gauss daran vorgenommen hat, bedeuten ¢ und ¢” nicht die Distanzen selbst,
sondern deren Projectionen auf die Ekliptik, die sogenannten curtirten Distanzen, nach
unserer Bezeichnung demnach die Grossen geosfi und ¢"cosf”. Aus diesem Grunde
wollen wir ebenfalls wenigstens fiiv die nichsten Untersuchungen unter ¢ und o” die
curtirten Distanzen verstehen.

Die genannte Modification erstreckt sich nicht auf den Olbers’schen Ausdruck
fiir das Verhiltniss der beiden Distanzen, sondern nur auf die Berechnungsweise von %,
r und . Um fiir % einen Fig. 52.
bequemen Ausdruck zu ge-
winnen, wird eine einfache
Construction zu Hiilfe ge-
zogen, auf die wir durch
das Vorhergehende schon
vorbereitet sind. Wir ver-
schieben (Iig. 52) die Ver-
bindungslinie zwischen Erde
und Komet in der crsten Be-
obachtung, 7'C mit sich
parallel auf der Erdsehne,
bis gie durch den Erdort in
der dritten Beobachtung 1"
geht, wobei wir ihre Linge
unge#indert lassen; oder, was
dasselbe ist, wir tragen in
C eine Linie, der Erdsehne
parallel und gleich, also ebenfalls von der Linge g, auf. Die Coordinaten des auf diesc
Weise festgelegten Punktes wollen wir mit xg, 9y, 25, den Punkt selbst mit ¢, bezeichnen.
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Nach der Natur der eben ausgefiihrten Construction, wegen des Parallelismus und
der Gleichheit der in C aufgetragenen Linge mit der Erdsehne, iibertreffen die recht-
winkligen Coordinaten des Punktes ¢, die des Punktes ¢ um eben so viel, als die
Coordinaten des dritten Krdortes 7" die des ersten 1' iibertreffen, Ks ist also, mit
Beibehaltung fritherer Bezeichnung:

g — & = R'eosL' — Reosh = Reos® — R"cos O
¥ — y = R'sin ! — Rsinl, = Rsin@® — R"sin@"
2y — &2 =0\
Setzt man demupach:
x — ;g = R'cos @' — Reos @ = geos G
Y — yo = R'"sin @" — Rsin © = gsin G,
so ist & die Liinge des Punktes ¢ von ¢ aus gesehen, oder, was wegen der Con-
struction dasselbe ist, die Linge des ersten Erdortes, vom dritten aus geschen, und g
wieder die Sehne zwischen beiden. Bezeichnen wir hier mit o dieselbe Grisse, welche
wir in der vorigen Vorlesung s genannt haben, d. h. den Abstand des Punktes ¢, von
dem dritten Kometenorte € und setzen:
o' — xg = 0"cosA" — o0cosd = ohcosEcosH
v — y, = @"sind" — @sink = @hcos§sin
= o"tgf" — oty = ohsing,
so bedeutet offenbar H die Linge des Punktes C”, von ¢, aus gesehen,  die Breite
derselben Richtung. Da aber ausserdem, mit Riicksicht auf die hier stattfindende Be-
dentung von ¢ und 9":

o U=t phsin@ — Q) — tgfsin(¥} — Q)

2 —

et Tt | AR e L <@
N ' —t tgp'sin(d — @) — tgf sin(A — @)
welehe in der sechsundzwanzigsten Vorlesung abgeleitete Gleichung wir i Folgenden
unter der Form:

3

o' = Mg
schreiben, so haben wir:
Mocosi" — @cosh = Qheos§cos H
Mosind' — gsink = o heos§sinH
Motgp" — otgfp — o@hsiné.
Da @ aus diesen Gleichungen herausfillt, werden 7, £, H villig bekannte Grissen.
In dem allgemeinen Aunsdrucke fiir »2:

w = (" — )+ (¢ — )+ (" — 2

geben wir den Differenzen 2" — a, 3" — », 2" — z die Form:
2 — o — 2" — ay — (@ — xy) = 0hcos§cosH — geos G
y'— gy =y — yy — (y — yo) = Qhcos§sin I — gsin (s

M — =" — 2, — (2 — 2,) = ohsin,
wodurch der Ausdruck fiir 2 wird:
%2 = 02h? 4 ¢? — 2gohcos§eos(G — H).
Fiir »? und "2 erhiilt man durch Bildung der Summen 2?2 4 y* 4+ 2 und
't + " + #"% in welchen:

@ — Q cosk — R cos(® x" = g"cosh" — R'cos Q"
y = 0 sink — R sin@® Y = o"sind" — R'sin (D"
z — 9 !‘gﬁ z”’ e gﬂtgﬁl],

33%
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die Ausdriicke:
r? = g2secP? + R — 2Rocos(h — ©)
1"t = IMPg%secf't + R'* — 2MR"ocos(A — ")

Zun weiterer Abkiirzung fithrt Gauss noch die Hiilfsgrossen 1, ¢" und ¢ mittelst
der Gleichungen:

cos B cos(h — @) — cos
cosB" cos (A" — ") = cos "
cos§eos (G — I) = cos
ciny dann wird:
r? = (psecff — Reos¥)2 + 1?siny?
"2 = (Mosce " — R"cos'")? + R"2siny"?
#2 = (@h — geos@)? + gisin 2
Da es sich empfichlt, fiir ¢ eine andere Unbekannte einzufiihren, so wird ferner:
oh — grosgp —
gesetzt.  Man Dbestimmt also hierbei zuniichst u, aus dessen Werthe sich dann @ nach
der Formel: .
t -+ geos
b= 14 :
crgiebt.

Der Leser ist dureh das Vorhergehende in Stand gesetzt, das folgende Schema in
allen Theilen zun verstehen, welches Gauss fiir Anstelling der Versuche bei einer
Kometenbahn (v. Zach’s monatliche Correspondenz, Bd. 28) aufstellt ). Bei der schon
frither angegebenen, doch der Vollstindigkeit der Vorschrift wegen hier noch einmal
zu wiederholenden Bedeutung der Zeichen, wobei:

t, ¢, 1" die drei Beobachtungszeiten,
i, &', A" die drei beobachteten geocentrischen Lingen,
B, B, f" die drei geocentrischen Breiten,
o, 0" die curtirten Abstinde des Kometen von der Krde,
®, @' @" die drei Lingen der Sonue,
R, ', R" die drei Radien vectoren der Ervde
vorstellen, berechne man:

Lt —t B — ©) — tBsin(¥ — O
T —t wh sim(A — Q) — lgfsn(A — O
Reos(@" — @) — R = geos(t6 — )2

R'sin(@" — ©) gsin(G — ©)

M — cos(A" — 2) I cos § cos (H — i)

sin (A" — A) = heos §sin(Hl — 1) tvm e ()
Mitgp' — tgf3 = hsin§
cos§eos (6 — H) = cos @
cos Beos (A — @) = cos
cos 3" cos (A" — ") = cos Q"

1) Wir empfehlen dem Leser noch den vortrefflichen, in vieler Beziehung lehrreichen Anfsatz
von Encke: ,Ueber die Olbers’sche Methode zur Bestimmung der Kometenbahnen® im Berliner
astronomischen Jahrbuche fir 1833, zum Studium.

#) Diese Gleichung ist mit der vorher abgeleiteten

" eos @" — Reos@ = geos &
identisch, da man sich immer denken kann, alle Lingen wiirden vom ersten Sounenorte an gezihlt.
Eine dhnliche Bemerkung ist noch von einigen anderen Gleichungen der Formeln (1) zu machen.
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g st =
R siny == B
ljlf “_‘;ln ‘L‘.” - Wt
licos B =
I cos " s gl M)
M o
geosq@ — b Rcosd = i
geosp — V' R"eosyp” = ¢

i

Die Ausdriicke fiir o2 ¢"2 und %22 werden dann:

rr = ('_”_ + E)z 1 B2
b
. (H-{—t‘”)“—' L opn e ('2)

#2 = u? + A3,
und es muss noch w 5o bestimmt werden, dass der aus denselben abzuleitende Werth von:
(I' + ml + }C);!‘f‘! o (’_ _l_ l'” . x)"r"!,

gleich (ik(t” — 1) wird. Hat man dies dureh in bekannter Weise anzustellende Ver-
suche erreicht, so berechnet man:

A geosg |
_—-h_""""'--(l‘i)
o' = Mo. I
Man kann nun sofort die heliocentrischen Lingen und Breiten des Kometen Iy b,
1", v bestimmen, wozu sich die aus den Fundamentalformeln des ersten Abschnittes
leicht abzuleitenden Gleichungen:
o cos(hA — @) — I — reosh cos(l — @)
0 sin(h — @) reosb sin(l — ©)
o typ rsinb
o'eos(A' — @") — R reos " cos (1" — ")
o sin(A" — Q") " eos b sin (' — )
0"ty p" ! sin b
sehr gut eignen.
Es gewiihrt hier cine erste Priifung der Rechnung, dass die duwreh die Auflésung

Il

(4)

Il

I

der Gleichungen folgenden Werthe von # und #” mit den aus den Versuchen iiber u
folgenden dibereinstimmen miissen.  Der Komet ist rechtliufie, d. h. die Neigung der
= = (=} B
Bahnebene gegen die Ekliptik 7 ist im Folgenden im ersten Quadranten zu nehmen, wenn:

" — [ positiv;
im anderen Falle, wenn:
" — 1 negativ,

ist der Komet rickliufig, was, wie wir wissen, am cinfachsten dadureh Deriicksichtigt
wird, dass man i im zweiten Quadranten withlt und das Vorzeichen von (m — )
g(":imlert wird.

§ und ¢ berechnen sich aus den Gleichungen:
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g — 4 tgisin(l — $2)Y) ‘
tgl" —tgbeos (" —1) s be o 0 o s o« (B)
sin (I — 1) =t B wet— @) |

Ueber den Quadranten von [— §2 bleibt kein Zweifel, da fg ¢ positiv werden muss,

wenn " — 1 positiv, dagegen negativ, wenn 1" — 1 negativ ist.  Die crste der beiden
eben genannten Gleichungen ist nichts Anderes, als die Auflésungsformel eines recht-
winkligen sphirischen Dreiecks, in welchem | — & die cine Kathete, ¢ der ihr an-

liegende Winkel, b die andere Kathete ist. Es hesteht daher auch noch die Gleichung:
tgb’ = &+ tgisin (" — ),
welehe mit der ersteren verbunden, die zweite der in Rede stehenden Gleichungen giebt.
Bequemer noch ist es, die heiden Gleichungen:
tgb = + tyisin (I — )
tglt' = + tgisin (" — )
durch Addition und Subtraction umzuformen, wodurch man fiir die Bestimmung von i
und £ erhilt:
tgisin [Yy (1" 4+ 1) — 52 |
1y (tgV" + tgb)see oy (" — 1) ‘ . ()
tgicos [y (I" + 1) — S ] I

| H |l H

1y (tgb" — tgb) cosec 1/, (I" — 1)
Auch hier findet keine Zweidentigkeit der Losung statt.
Wir sind jetzt im Stande, die Argumente der Breite, o4 (w— ) und ¢/ £ (7 — $2)
zu berechnen, da nach uns bekannten Formeln:
tg(l_— Q)

oS 1

tgle £ (= — &)] =
B —83 [
'+ @— ) = LE=2)
: cos i

und es bietet sich hier wieder eine Gelegenheit zur Priifung der Rechnung bis zu

diesem Punkte. Der Werth von #2 aus der Gleichung:
# =2 4+ " — 299" s [ L (w— Q)] — [v £ (m — )]}

muss mit dem frither gefundenen genau ibereinstimmen.

Endlich haben wir noch, wie frilher gezeigt, fiir die Bestimmung von 1/, (0" + »),

welches mit dem bekannten Werthe von 1/, (¢ — #) verbunden, die beiden wahren
Anomalien und dann verglichen mit » 4+ (x — ) und " + (w — &), das Element
x — & ergiebt, und fiir die Bestimmung des Perihelabstandes, die Formeln:
1 : " 1 1 i
—-sinlf, (¢ + v) = 1, (—__ — — ) cosec Y, (V" — v)?)
Vu Vr i :
1 1 1 ' c G
—:mmw+wzmﬁr+q?mmw—w|
" q 1.1' r 1"?'”

') Wo in diesen und den folgenden Formeln ein doppeltes Vorzeichen vorkommt, bezieht sich
das obere auf rechtliufige Kometen, das untere auf riicklinfige.
#) In der Olbers’schen Abhandlung ist den Formeln:
b SRS ERp A o) o COEE i ®) | S
Ve Ve ' Vi B
der Vorzug gegeben.
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Fiir die Berechnung der Epoche des Perihels 7' mittelst des Perihels bedurfte es
keiner besonderen Vorschrift, da sie dem Leser aus dem ersten Abschnitte schon hin-
reichend bekannt ist. Es sei jedoch bemerkt, dass bei unserer Art, das i bei riick-
liufigen Kometen zu zihlen, auch hier eine etwas listige Unterscheidung iiberfliissig
wird. Bei uns ist stets:

T'=1t— Mgn = — M'"qg%mn,

wobei M und M" die zu » und ¢ nach der Barker’schen Tafel gehérenden mittleren
Bewegungen und » einen festen Coéfficienten bedeutet, dessen Logarithmus — 0,0398723.

Die Probe, dass die beiden Werthe von 7 iibercinstimmen miissen, controlirt die
sorgfiltige Auflosung der Lambert’schen Gleichung.

Neunundzwanzigste Vorlesung.

Rechnungsbeispiel fiir die Gauss’sche Modification der
' Olbers’schen Methode.

Nach Géttinger Beobachtungen vom 7., 14. und 21. April 1813 ist fiir den zweiten
Kometen von 1813:
t — 7,55002
t — 14,54694
¥ = 21,59931

A = 271016’ 38" g — + 29 2/ ¢
A = 266 27 22 g = + 22 5218
A’ — 256 48 8 " — 4+ 9 5312
© = 17 4741 logR — 0,00091
@' = 24 38 45 Tog B! — 0,00175
O"= 81 3125 log R — 0,00260.
Aus diesem Materiale ergeben sich:
log M = 9,75799 log B — 9,98706
G — 113°43' 57" log B" — 9,86038
logg — 9,38029 logh — 9,75645
H = 109° 5'49" logb" — 0,056028
E = 44 138 9 geosp = 0,17147
logh — 981477 ¢ — 0,31365
log A — 922527 ¢ — 0,95443

In Beziehung auf &, §{, H kaun es viclleicht niitzlich sein, den Leser daran zn
erinnern, dass i und cos§ mach ihrer im Friiheren gegebenen Definition stets positiv zu
nehmen sind; hiermit ist denn auch der Quadrant von H villig bestimmt.

Machen wir den ersten Versuch mit u = 0,3, so stellt sich die Rechnung fir
denselben wie folgt:
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logu = 9ATTI2 (v + ¢) = 0,61365 w + ¢ — 1,25443
log u? — 8,95424 log(u + ¢) = 9,78793 Tog (u + ¢") = 0,09844
log A® = 845054 tog % — 024355 log 7 = 99497

Differ. = 0,50370 0,03148 0,04816

Zeoh = 0,11844 0,06296 0,09632
log »? — 9,07268 log B? — 9,97412 log B"? — 0,72076

logx = 9,58634 Differ. — 0,08554 Differ. — 0,87556

% = 0,34382 Zech — 0,25888 Zech — 0,15264
logr? — 0,?51?34 Togr"? = 0,24896

logr — 0,16092 log+" — 0,12448

r — 1,44850 P — 1,38193

r " + % — 312425, r 4 ¥ — x = 243661

(r + 7" + %)t — (r + " — x)h =1,71883.
Es ist aber:

log 6 = 0,7781H
logk = 8,23558
log (t" — t) = 1,14765

0,16138 = Tog numeri 1,45040.

Die Hypothese u = 0,3 zeigt hiernach in der Befriedigung der Lambert’schen
Gleichung einen Fehler von 0,26843, um welche Grisse die linke Seite die rechte
iibertrifft.

Machen wir einen zweiten Versuch mit dem Werthe v = 04, so finden wir auf
die nimliche Art:

r 4+ 4+ 0% — (r + r" — %) = 2,24869;

diese Hypothese hat in demselben Sinne, wie vorhin, den Fehler 0,79829; da demnach
die Aenderung von eciner Einheit der ersten Stelle von # den Fehler um die Grosse
0,52986 hat wachsen lassen, so werden wir den Werth ¥ = 0,3 um die Grisse

0,26843

0,52986
vermindern miissen, um der Wahrheit niher zu kommen; den dritten Versuch wiirden
wir deshalb mit » = 0,24934 anstellen. Setzen wir die Versuche bis zur grossten
Schirfe fort, so erhalten wir als definitiven Werth

u = 0,24389,

- 0,1 oder 0,05066

welchem entsprechen:

logx = 947150
Togr = 0,13896
log " = 0,11068

log0-= Tog “__.h.ﬁ‘? = 9,80366

log " = log Mo = 9,56165.

Die helioeentrischen Coordinaten des Kometen werden:

ocosh — Reos O = 0,01418 — 0,95415 = — 0,93997
osind — Rsin® = — 0,68614 — 0,30625 — — 0,94239
oty = 0,35519
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" — o"cosd" — R"cos @' = — 0,08321 — 0,857556 = — 0,94076
y' = "sind" — R'"sin @" = — 0,35483 — 0,562599 = — 0,88082
g = o"tgP — 0,06352.
Aus diesen Zahlen folgt durch eine uns schon hinlinglich bekannte Rechnung:
= 2259 4'23" V= 223° 656"
b= + 14 51 40 W= 1+ 2 4918
logr = 0,13896 logr" — 0,11069.

Diese Werthe von logr und logr” zeigen, dass die Rechnung bis auf die kleinen
unvermeidlichen Unsicherheiten der letzten Stelle richtig gefiihrt worden ist. Da
I — 1 negativ ausfillt, giebt sich der Komet als riicklinfic zu erkennen. Wir wenden
deshalb zur Berechnung von & und ¢ die Formeln (6) mit den unteren Zeichen an,
welches folgende Rechnung giebt:

log 1/ = 9,69897 log '/y = 9,69897
log (tgb” 4 tgb) — 9,49781 log (tgv" — tgb) = 9,33458
log sec 1/, (I" — 1) = 0,00006 log cosee 1/, (I' — 1) = 1,76735,
9,19684,, 0,80090
Die Auflosung muss so gewihlt werden, dass {gi negativ wird; man erhilt:
W + 1) — & = 181925’ 32"
{= 98 59 b
£ = 42 40 8.
Die Formeln (7) haben nur ein einfaches Vorzeichen, wenn wir bei retrograden Kometen
fiir # — & seine Erginzung zu 360° nehmen. Sie ergeben:
v + 1 — & = 164°56' 57" 1)
v — Q= 177 8 32
v — v = 4 12 11 35,

womit :
¥ = r? ++ ¢ — 27" eos (V" — v) = 0,08771

wird, wiithrend der frither erhaltene Werth die rechte Seite gleich 0,08770 liefert. Der
Unterschied ist von keiner Bedeutung.

Bei der nun folgenden Rechnung der Bestimmung von g, v und v” ist es immer
zu empfehlen, siebenstellige Logarithmen anzuwenden,

log 1/, = 9,6989700 log 1y — 9,6989700
1 1 . 1 1 2
log (= — —=) = 84502743 log (= —_) == 0,2386775
g (]_;_r Y’ _,,) : n g (V; i V”" s
log cosec 1/, (V" — v) = 1,2742750 log sec 1/, (V" — v) = 0,0006149
9,4235193, 9,9852624.
Aus diesen Zahlen folgt eindeutig, da ¢ positiv werden muss:
Y, W 4+ v) = — 169 59'49",09
V. (0" + v) — — 33 39 38 18
Yy @ —v) = 6 547 50
W = — 27953'51"
v—=— — 40 5 26
loggq — 0,084 6818.

") Wenn cosi negativ ist, liegt die Ergiinzung des Argumentes der Breite zu 360° mit 7 — §)
immer in demselben Quadranten.
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 34
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Wir hatten auch noch v + = — £ = 164°56'57"; demnach wird:
n — § — 205°2'23" 1),

Zu v = — 4095’ 26" gehort in der Barker’schen Tafel log M — 1,45605,; also
wird — Mng% — 414971, die Zeit des Perihels — April (7,550 +4 41,971), oder Mai
19,521,  Aus " folgt 7' =— Mai 19,519, nahe mit dem ersten Werthe stimmend, so
dass wir 7' = 19,520 setzen konnen.

Am Schlusse stellen wir die einzelnen Resultate, welche wir erhalten haben, noch
einmal zusammen:

T = 1813 Mai 19,520 mittl. Berl. Zeit
x — § = 205° 223"
& = 42 40 8
i— 98 59 5
log g — 0,08468,

oder, wenn wir die andere Unterscheidung fiir riickliufige Kometen wiihlen wollen:

T =— 1813 Mai 19,520
w— &£ — 154°57' 37"
8 = 42 40 8
i— 81 055
logg — 0,08468

Bewegung: Retrograd.

Dreissigste Vorlesung.

Verschiedene Arten, die erste Hypothese fiir ¢ oder w bei der
Olbers’schen Methode zu bilden.

In dem eben gegebenen Rechnungsbeispiele haben wir bei dem ersten Versuche
u = 0,3 angenommen, ohne davon Rechenschaft abzulegen, weshalh wir mit diesem
Werthe beginnen. Die Olbers’sche Methode iiberlisst in der That die Bildung der
ersten Iypothese dem praktischen Takte des Rechners, welcher uns in dem gegen-
witrtigen Falle mit einem leichten Ueberschlage erkennen liess, dass der Werth von u
nicht viel grisser sein werde als 0,3 oder 0,4, weil wir sonst auf Entfernungen des
Kometen von der Sonne gefiihrt werden, in denen diese I{érper fiir uns meistens nicht
sichtbar sind. Ks kommt jedoch zuweilen vor, dass man das Fehlen ciner bestimmten
und festen Vorschrift in der Beziehung als eine Liicke in der Methode empfindet.
Olbers selbst hat diesem Gegenstande noch eine besondere Abhandlung gewidmet,
welche man in der zweiten und dritten Ausgabe des Olbers’schen Buches unter der
Ueberschrift ,Ueber die zweckmissigste Art, bei Berechnung einer Kometenbahn die
Versuche anzustellen® und in dem Berliner Astronom. Jahrbuche fiir 1833 mit abgedruckt
findet. Es wird darin gezeigt, wie aus einer genithert richtigen Hypothese eine andere

') Bei den.iibergeneigten Dalnen retrograder Kometen ist, wie schon bemerkt wurde, das
n — & der hier befolgten Zihlungsweise identisch mit — (7 — £) der anderen Zihlungsweise
von ¢, wie man am leichtesten findet, wenn man sich den Uebergang von einer directen zu einer
retrograden Bahn bei ¢ — 90° vorstellt,
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noch mehr geniherte gebildet werden kann, was den allerdings grossen Vortheil gewihrt,
dass man sich nicht, wie bei den auf das Gerathewohl angestellten Versuchen, von der
Wahrheit einmal wieder entfernen kann. Beispielsweise begegnete uns das Letztere
auch bei der Rechnung der neunundzwanzigsten Vorlesung, wo der dem zweiten Ver-
suche zu Grunde gelegte Werth von u, u = 0,4, fehlerhafter war, als der bei dem
ersten Versuche angenommene u — 0,3. Im Wesentlichen besteht das von Olbers
vorgeschlagene Verfahren darin, dass aus einem geniiherten Werthe von r 4 #” das
nach der Lambert’schen Gleichung, also phoronomisch, entsprechende x bestimmt wird,
woraus sich dann wieder durch rein geometrische Bedingungen r und 7" finden. So
lange man nicht die richtige Losung besitzt, werden die beiden Summen von r -+ »”,
nimlich diejenige, welche man durch die Substitution in der Lambert’schen Gleichung
erhiilt, und die geometrisch aus dem dieser Gleichung geniigenden Werthe der Schne x
abgeleitete, verschieden sein. Die Umformungen, welche wir unten fiir solche Zwecke
mit der Lambert’schen Gleichung vornehmen werden, lassen uns auch erkennen, dass
das aus derselben zu berechnende # fiir einen Fehler in der Annahme von r 4+ " viel
empfindlicher ist, als das geometrisch aus r + #” zu bestimmende. Aus demselben
Grunde wird das aus % geometrisch (d. h. hier immer ohne Zuzichung der Zeit) be-
stimmte r -+ r” der Wahrheit niher kommen, als das, von welchem man ausgegangen
ist. Den so gefundenen genaueren Werth von » -+ »” substituirt man dann von Neuem
in die Lambert’sche Gleichung, erhilt einen genaueren Werth von #, aus diesem aber-
mals genauer » und »’ uw s. w.

Der Gewinn, welchen dieses Verfahren mit sich bringt, wiirde noch erheblich
grisser sein, wenn man von vornherein den Werth von r -+ #" genauer bestimmen
konnte. In der Bildung der ersten Hypothese wird indessen von Olbers noch Vieles
dem praktischen Gefiihle des Rechmners iiberlassen; es wird nur empfohlen, wenn der
Coéfficient von @ in dem Ausdrucke fiir »2 nahe Null ist, » 4 " =— 2 zu setzen, wenn
er sehr stark negativ ausfillt, » - #” kleiner als 2, etwa =— 1,56, und wenn er stark
positiv wird, grisser als 2, etwa 2,5 zu wihlen.

In einer Zusammenstellung der Formeln fiir Berechnung einer Kometenbahn,
welche sich im Anhange der Encke’schen Ausgabe von Olbers’ Abhandlung findet,
wird in Betreff der Bildung der ersten Hypothese Folgendes bemerkt: ,Kennt man
sonst keine Nitherung fiir ¢ oder r oder »”, wodurch u# genihert bekannt wirde, so

kann man ausgehen von:
2
o V( 41 ) C

ein Vorschlag, der offenbar darauf hinauskommt, % — = zu setzen. Zu dieser

wegen des Divisors 41 etwas fremdartic ausschenden Niherungsformel wollen wir

N

bemerken, dass 111 hier nur eine Abrundung fiir % 2 ist. Entwickelt man die Differenz

(r + " 4+ %% — (r + 7" — %)% unter Voraussetzung eines schr kleinen Werthes
von #, dessen hihere Potenzen vernachlissigt werden konnen, setzt man demnach:
('.I' + ' + 3{)3’" i (l‘ + I.H).‘I‘z! + 3‘{1 (_r +' rf!’)lllrg %
(r + f‘" == x)af,, — (’. "I“ ?.u)a/! — 3/2 (r + rrr)l,' %,
so geht dic Lambert’sche Gleichung in die folgende:
¢+ =2k — i)
SRl == 0)
Vr 4+

oder:

34*
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iiber. Setzt man hier, was Olbers als Mittelwerth vorschligt, r 4 »" — 2, so
erhilt man:
- 3 - ¢ — ¢

x_.kﬁ(t —t)—mT-
In dem durchgefiihrten Rechnungsbeispiele wiirde danach logx — 9,53487 geworden
sein, was von dem definitiv gefundenen logx — 947150 nicht gerade stark abweicht.
Indessen kann es doch fiir manche Fille erwiinscht sein, gleich der ersten Hypothese
mit Sicherheit einen hoheren Grad von Auniiherung geben zu konnen, ohne zu einer
weitlinfigen Reehnung gendthigt zu sein. Aus den fiir solchen Zweck in der niichsten
Vorlesung anzustellenden Betrachtungen folgt dann auch mit Leichtigkeit der berithmte
Satz von Lambert iiber die Kriimmung der geocentrischen Bahn eines Himmelskorpers,
nach welchem man aus dieser Kriimmung entscheiden kann, ob derselbe der Sonne
entfernter oder niher ist als die Erde.

Einunddreissigste Vorlesung.

Vorbereitende Betrachtungen fiir den Lambert’schen Satz iiber
die Kriimmung des geocentrischen Laufes.

Nach den Elementen der Attractionslehre, der wir einige Betrachtungen hier ent-
lehnen miissen, kann man die Bewegung cines die Sonne in ecinem Kegelschnitte um-
kreisenden Korpers an jedem Punkte der Bahn als das Resultat einer in der Richtung
der Tangente wirkenden Fig. 53.
Wurfgeschwindigkeit und
einem nach der Sonne
vermoge deren Aftraction
gerichteten Fallen an-
sehen. Ist in Fig. 53 S
die Sonne, PPFP'P" ein
Theil des Kegelschnittes,
wobei P, P, P’ der /

Reihe nach den Zeiten /
t, ', ¢ entsprechen sollen, /
ferner 77U die Tangente 5«:——\ a

in P, so ist PPU zu-

gleich die Richtung, \

welche der Korper ver- e
folgen wiirde, wenn im r
Punkte P’ zur Zeit ¢ die J,"
Attraction der Sonne plétz- T

lich aufhorte. FEr wiirde dann seinen Weg gleichformig mit derjenigen Geschwindigkeit
zuriicklegen, welche er im Punkte P’ besass, und auf diese Weise zur Zeit ¢ bis zu
cinem gewissen Punkte p der Tangente gelangen. Unter dem fortdauernden Einflusse
der Schwerkraft jedoch wird der Richtung von SP’ parallel mit beschleunigter Ge-
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schwindigkeit in dem Zcitraume ¢” — t das Stiick p P” durchfallen, so dass der Korper
die nach der Sonne concave Bahn P’ P" verfolgt. Ziehen wir noch durch den Punkt P”
mit der Tangente parallel die Linie 7" @", wodurch @7 parallel und gleich ¢P" wird.
So lange nun das Zeitintervall " — ¢’ an Grosse nicht diejenigen Grenzen iiberschreitet,
Fig. 54. welche wir bei diesen Unter-
suchungen innehalten diirfen,
sind die Veriinderungen in der
Intensitit der beschleunigenden
Kraft: sehr gering; es ist dann
erlaubt, diese Kraft wiihrend
der ganzen Fallzeit gleich
== oder -g
- y (Sr): ¢
S~ =L zu setzen, wobei C eine gleich
zu  bestimmende, von der
Sonnenmasse abhiingende Con-
stante vorstellt. Den durch-
fallenen Raum findet man be-
kanntlich aus der beschleunigenden Kraft, indem man diese letztere mit dem halben
Quadrate der Zeit multiplicirt; also hat man:

VP = 50 (' — O

Dicse Formel muss aber offenbar auch noch ihre Giiltigkeit fiir die Bewegung
in einer Kreisbahn vom Radius 1 behalten, in einer solchen wird:

QTP =1 —cosk(t" —t) =1—[1L — k2" — ) + ...,

demnach :
o' —1t)ye k?
% — 5 (t" — t’)’
oder:
C =12
Setzen wir zur Abkiirzung k({" — ') =4, so wird daher in dem allgemeineren Falle:
T 8.2
CF=am

Ein Korper, welcher nach der Fig. 53 die Bahn P77 verfolgt hitte, wiirde in
dem Zeitintervall ¢ — ¢ nach P gelangen. Construirt man P¢@ und @' gerade so, wie
vorhin P"Q" und @"P, so wird daher nach denselben Betrachtungen :

— k2t — t)? i
WP =" Tam
wenn wiv zur Abkirzung & (' — {) — 9" setzen.

In Fig. 54 wiederholen wir die Construction von @ und @” und zichen noch die
Sehne P P". Deren Durchschnitt mit SP' sei (.

Es entstehen wegen des Parallelismus von QP und @"P" die ihnlichen Dreicke
P@Q und P'Q'Q", daher die Proportionen:

00 : Q" =PQ: PQ"=PQ :qP
oder, da sich die letzteren Grossen sehr nahe wie die Zeiten verhalten:

QU : Q" =9 .9,
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also auch, wenn wir k(t" — f) =— o' setzen, wodurch & = & -} #" wird:

T U+ TT = 9,
d. h. nach dem Vorigen:

o ¥ SN —9) (6 — 9
QQ g QQ Y 942 — 9472 h

Hieraus ergiebt sich dann weiter:

S g2 (e —
PP=FQ+ 0 =oy; + TC27)

oder endlich:
a&ﬂ
= 575 s eow oo e Q)

eine fiir viele Untersuchungen sehr wichtige Gleichung, weswegen wir sie mit dem
besonderen Buchstaben (Q) bezeichnen.

ryg

Zweilunddreissigste Vorlesung.

Der Lambert’sche Satz von der geocentrischen Kriimmung,

Lambert, von dessen wichtiger Gleichung iiber die Bewegung in der Parabel
wir schon so hiufigen Gebrauch gemacht haben, verdanken wir auch die Entdeckung
einer sehr merkwiirdigen Eigenschaft des geocentrischen Laufes aller Gestirne, fiir
welche die Sonne Centralkérper ist, der folgenden nimlich:

Die Kriimmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Kometen ist gegen
den Ort der Sonne auf der Sphiire concav, so lange die rdumliche Entfernung des
Korpers von der Sonne die der Erde von der Sonne nicht iibertrifft, im anderen Falle
dagegen convex.

Oder auch:

Legt man durech den ersten und dritten von drei benachbarten geocentrischen
Oertern eines Himmelskorpers cinen grossten Kreis, durch welchen die Kugel in zwei
Hemisphiiren getheilt wird, so liegen Fig. 55.
der zweite geocentrische Ort und o
die Sonne auf verschiedener Hemi- q
sphire, so lange der Radius vector
der Erde den des Gestirnes iiber-
trifft; dieselben Oerter liegen auf
derselben Hemisphiire, wenn der
Radius vector des Gestirnes der
grossere ist.

Mercur und Venus z B. kehren ¢
trotz aller Complication in ihrem Q '
geocentrischen Laufe der Sonne doch T
immer die concave Seite zu, die oberen Plancten, Mars, die Asteroiden, Jupiter, Saturn,
Uranus und Neptun stets die convexe Scite.  Bei den Kometen geht die Convexitiit gegen
den Ort der Sonne in Concavitiit iiber, wenn sie der Sonne niher kommen, als der Erde.
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Wir wollen den eben ausgesprochenen Satz zuniichst beweisen und dann An-
wendungen von demselben machen.

In Fig. 55 zeichnen wir wieder, wie in Fig. 49 der 26. Vorlesung, das ebene
Dreieck 87" €' der zweiten Beobachtung und die Verbindungslinie Qg zwischen den
Schnittpunkten der Sehnen mit dem mittleren Radius vector, die dort gebrauchte Be-
zeichnung so weit hier unveriindert beibehaltend. Ist nun SC’ > S1', d. h. ' > R/,
so ist nothwendig Winkel S Qg > Winkel S7" C’; denn wiiren beide Winkel einander
gleich, so wiirde man die Proportion haben:

QI : g0 = 8T :8C

Nach der Voraussetzung, dass S ¢’ > S1', miisste also auch ¢ C' > Q@ 7’ werden ;
dasselbe wiirde in noch hoherem Grade stattfinden, wenn gar der Winkel S Qg <C
Winkel ST (' wire. Nun ist aber nach der Relation (Q) am Schlusse der 31. Vor-
lesung:

'a 8”

2y'2

e '9’8‘”
oF = g

qC =

also g ' < Q71" so lange »* > R'. Demnach muss Winkel S@q¢ in der That grosser
sein, als Winkel S 77 ¢, wenn kein Widerspruch mit den Bewegungsgesetzen entstehen
soll; und es liegt 7" C' oder die Richtung des zweiten geocentrischen Ortes der Rich-
tung 1" S, d. h. dem Ort der Sonne in der zweiten Beobachtung, nither als die Rich-
tung von @gq der letzteren Richtung liegt. Qg zielt aber bekanntlich auf einen Punkt
des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten grossten Kreises und es
ist somit bewiesen, dass, wenn »' > R', der zweite geocentrische Ort und der zweite
Sonnenort auf einer und derselben von den beiden Hemisphiren liegen, in welche die
Kugel durch jenen Kreis getheilt wird.

Auf ganz dieselbe Art ist zu zeigen, dass, wenn ¢ < R/, dann nothwendig auch
Winkel S Qg < Winkel S 7" €' sein muss, weil sonst wieder ein mit der Gleichung (Q)
der 31. Vorlesung unvereinbares Resultat erhalten werden wiirde. Es miissen also in
diesem Ialle der zweite geocenfrische Ort und der zweite Sonnenort auf verschiedene
Halbkugeln fallen.

Dreiunddreissigste Vorlesung.

Anwendung des Lambert’schen Kriteriums iiber die Entfernung
eines Gestirns von der Sonne.

Der in der 32. Vorlesung bewiesene Satz lisst sich offenbar auch umkehren, so
dass aus der Kriimmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Kometen ein
Schluss, vorerst allgemeinerer Art, auf die Entfernung des Korpers von der Sonne zu
zichen ist. Ob nach der Seite der Sonmne, d. h. nach derjenigen Richtung hin, nach
welcher die Sonne weniger als 180° im grossten Kreise absteht, die Kriimmuug concay
oder convex ist, kann durch Construction auf einem Globus oder auf einer sorgfiltig
gezeichneten Karte, in welche man die geocentrischen Oerter eintriigt, am Sichersten
aber durch Rechnung ermittelt werden.
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Nach der Bezeichnung in Fig. 51 der 26. Vorlesung und den darauf folgenden
Gleichungen ist zn entscheiden, ob der Bogen S¢ < oder grosser > S C¢'. Nennen wir
Ao, Bo die geocentrische Linge und Breite des Punktes g, Griossen, welche sich leicht
tinden lassen, so wird:
sin fBy
singy'
oy  mEE D PR G &
siny'

= tg (A — @)
gm = |
)_’. e % wow ononow wa (8)

sin b_q ==

sin SC' =

oder auch:

!
0= A — ¢
cos y
Es wird sich demnach hauptsiichlich darum handeln, 4, und B, auf miglichst kurze
Weise zu bestimmen. Bezeichnen wir die heliocentrischen rechtwinkligen Coordinaten
des Schnittpunktes der Sehne des Himmelskorpers und seines zweiten Radius vector mit
Zgy Yoy 20, die entsprechenden Grossen bei der Erde mit X, Yy, 7, und bedienen uns der
Olbers’schen Annahme, dass beide Sehnen im Verhiltniss der Zwischenzeiten geschnitten
werden, so haben wir:

n=at @ — ) = e b
W=yt —=Fty =yl .. @
2o = & :frr :_: (" —2) = :::f &+ %:__i ¢
S S
= et eyt L Bt ] . . gy
IR gty S T Prg e

Gleichungen, welche, wie gleich bemerkt werden mag, auch fir andere Fundamental-
ebenen, als die Ekliptik, ihre Giiltigkeit behalten, da durch rechtwinklige Projection auf
irgend welche Ebene das Verhiltniss der Theilstiicke einer Geraden keine Aenderung
erleidet.

Es besteht hiernach die Gleichung:

=% _ (—)@—0+ ¢—0F—19)
Xy — XO = (i” —= t.r) (.‘l‘.‘ — 4() + (f-’ = fj (.?.,'” T ‘Y”)
Substituiren wir, hier die Ekliptik als Fundamentalebene beibehaltend, fir z — X,

y— Y, 2" — X", ' — Y" die dafiir bekannten Ausdriicke:

x — X = 0 cosh

y — Y — 9 sink

2" — X" = ¢"¢cosd" = M gcosd’

yH o }-ﬂ‘! — 9” 3?‘?1— l!f —_— Mesin lﬂ,

fg‘;.g E—

worin noch ¢ und @"” die curtirten Distanzen von der Erde in der ersten und dritten
Beobachtung vorstellen, so erhalten wir: '
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i (t" — ') sind 4+ M ({' — t) sind"”
9% =W —"7)cosk + M(f —1) cosi”
oder aber, wenn wir mit Riicksicht auf den Ausdruck fiir M in den Formeln (1) der
28. Vorlesung:

- fgﬂ’ sin (ﬂ. — O*) e tqﬁ Sfii‘,(ﬂ." o O,)
N = fyﬁ”siu(}_'_ O:) == jyﬁpsm(a,;-:-—::__j.?j PR T S T (V)
und :
7/ S Y
M—m-N...........(“)
setzen :

sin A + Nsin A"
el Wl 2 %K (X)

Aus Grossen also, welche auf dem Wege der Olbers’schen Methode liegen, kann
A, auf die einfachste Weise berechnet werden.

Es mag dann noch bemerkt werden, dass die Grosse fgyp’ mit der Grésse m am
Schlusse der 26. Vorlesung, deren Einfithrung Olbers zur Abkiirzung des Ausdruckes
fiir M empfiehlt, identisch ist.

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dass aus den Vorbereitungsgrossen fiir die
Olbers’sche Methode Sg und SC' mit leichter Miihe und zwar, ganz seltene Ausnahmen
abgerechnet, nach den Formeln (V), (W), (X) und (8) zu finden sind. Findet sich
dabei der Bogen S C' < Sq, oder wenn S ¢’ grisser als 1800 wiire, 3600— S €' <360°
— S¢q, so ist der beobachtete Himmelskorper in der zweiten Beobachtung von der
Sonne entfernter als die Erde; im anderen Ialle ist er niiher.

Ein Beispiel wird die Bequemlichkeit der Rechnung zeigen.

Aus den Zahlen der 29. Vorlesung erhalten wir:

f_()‘lu =

sz - tgf'
logm = logtgy = log A —0) — 9,679974,
- msin(h — @) — tgpp
g N =109 1, BT msin (4" — ©)
woraus etwas abweichend, aber wegen der mit sechs Stellen gefiibrten Rechnung  auch

etwas genauer als im Friheren:

— 0,754 515,

log M — 9,757944
sich ergiebt. Bis hierher haben wir nur Grossen gebraucht, deren wir bei der Olbers’
schen Methode nothwendig bedurften. Es wird nun ferner:
- sind + Nsind"
logtgky =— log Wl F Vol — 1,159989

A, = 266° 2 32"3

tg(d — Q) _

e = 0308152
Sq — 2430 48" 321, Abstand des Punktes ¢ von der
Sonne = 116° 11’ 27",9

logtgSq = log

I r
g — O) _ (315549

cos y
SC'= 2440 11' 36"3, Abstand des Punktes C' von der
Sonne =— 1159 48" 23"7.

logly SC' = log

Der Quadrant von Sgq ist stets derselbe, wie der von 4, — (', ebenso liegt S C’
mit A — @’ in demselben Quadranten, wie schon bei verschiedenen Gelegenheiten cr-
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 45
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wihnt wurde. Da nun also hier der Abstand des Punktes €' von der Sonne kleiner
als der der Richtung Q¢ ist, so ist ganz gewiss der Komet in der zweiten Beobachtung
von der Sonne entfernter gewesen als die Erde. Dieses sichere Urtheil haben wir durch
Nebenrechnung gewonnen.

Vierunddreissigste Vorlesung.

Bestimmung der Entfernung des Himmelskirpers von der Sonne.

Mit einem nur geringen Mehraufwande von Rechnung kann das oben angegebene
Lambert’sche Kriterinm zu einer wirklichen Bestimmung von »' vervollkommnet werden.
In den dahin fithrenden Betrachtungen wollen wir fiir den Bogen S¢, den kleinsten
Abstand des Punktes ¢ von der Sonne, die Bezeichnung mit gy, fir das entsprechende
S €' das Zeichen ' einfiihren, wonach wir also haben:

tg(hy — @'

e = 9‘(;08?‘@)

tgx: = tgg"" __'(')')_
cosy'

Ferner sei fiir die in Fig. 55 dargestellten ebenen Dreiecke Sq¢ = ry, SC' = ¥,
SQ = Ry, S1" = R', Winkel SC' ' = £, dann haben wir
o RsinST'C' __ R'siny

sin z T sine
i i Ros‘iﬂ SQq _ Rusf"ﬂh
"sinle — (SQqe— ST'C)] T sin(e+ ¥ — %)’
also auch:
9" R siny' Ry siny
T — A = =z 0 . s % G
d "o ac 2" sinz sin (2 + g — xo)} M
L) !
und wenn fiir »' sein Werth M gesetzt wird :
sinz
g8 sinz® _ R'sing Ry sinyo 2)
2 R'ising'? = sing sin(z + ' — 70) t

Die Seciten dieser Gleichung sind von der Ordnung des Productes der kleinen
Grossen & und #", oder nach einem gebriiuchlichen Ausdrucke, kleine Grossen der
zweiten Ordnung. DMan darf deshalb die rechte Seite der Gleichung mit einem Factor
multipliciren, welcher von der Einheit um eine kleine Grosse zweiter Ordnung verschieden
ist, da man dabei nur cine Grosse der vierten Ordnung vernachlissigt. Man multiplicire

!
: ; : 5 r ;
die rechte Seite mit dem Factor —, d. h. mit:

T
B gny sin(s + 1 — %)
Ry sin g, Sin z ?

wodurch man erhilt:

99" sing R'sing" sin(z + 1 — %) R' siny'
2 Risinyg't  Rysinygsinz sinz sinz
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oder: shighis 2R'singt  sin(z + 3 — ) 2R3 siny®
T 9" Rysing sinz i
Setzt man zur Abkiirzung:
I siny' ; -
m-cos(x — %) —1=a
R siny . ,, -
TBLsin(f — ) =

g0 erhidlt man:
2a 1’3 siny'? 20 RS siny'
& 8" a8

Wird colg 2 =  gesetzt, so geht die Gleichung iiber in:

: 2a R'S siny's 2bR'3 gin gt
Ata)y™="gm e+ —gpree.. ...

GOI'E » « & wor v e (9)

sing® =

Hieraus ist sofort eine sehr einfache Construction fiir die reellen Lisungen dieser

Gleichung zu erkennen. Man zeichne niimlich die durch die Gleichung:

y=(1 + at)=%
vorgestellte Curve, was, da dieselbe keinen veriinderlichen Parameter enthilt, nur einmal
fiir alle moglichen Fille zu geschehen braucht, und lege durch diese die der Gleichung:
__ 2aRsing' 2b R'3siny'?
Y="%% G0

entsprechende gerade Linie hindurch, deren Lage sich in jedem gegebenen Falle auf
das Leichteste bestimmt. Die Absecissen der Schnittpunkte werden die Werthe von
cotg z sein, welche die Gleichung (4) befriedigen. Die Ordinaten stellen sinz® vor.

Die Curve besteht aus zwei von einander getrennten, zur Abscissenaxe symmetrisch
liegenden und die letztere zur gemeinschaftlichen Asymptote habenden Zweigen; sie hat
also nothwendig mindestens zwei Schnittpunkte mit jeder gegen die Abscissenaxe
geneigten Geraden. Eine dieser reellen Losungen entspricht sehr nahe der Erdbahn,
liefert also ' = R’, d. h. z = 180° — 4/, da doch auch die Erde ein in den Gesichts-
oder Beobachtungsrichtungen gelegener Iimmelskorper ist, welcher bei seiner Bewegung
die zu Grunde gelegten Gesetze befolgt. Die praktisch in Betracht kommende Lisung
ist in den allermeisten Fillen leicht dadurch zu erkennen, dass bei ihr z zwar positiv,
aber kleiner als 180° — 7' ausfallen muss. In dem nicht seltenen Falle, wo mehr als
eine Losung dieser Bedingung geniigt, giebt es auch in der That mehr als eine Bahn,
welche die gegebenen Beobachtungen darstellt, und es konnen dann nur weitere Beob-
achtungen entscheiden, welche Losung man zu wihlen hat.

1
In den Ausdriicken fiir @ und b kommt das Verhiltniss f; vor. Nach der in Vor-
0
lesung 32 entwickelten Relation haben wir:

R — Ry, = -mer = %'
also: - g
v
R T ImE
wofiir wir unter Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung:
a9
I = C¥ L

sefzen diirfen.
35 &
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Eine fiir die Auflgsung durch Rechnung und Verbesserung des durch Construetion
gefundenen Werthes von £ bequeme Form der oben entwickelten Gleichung erhiilt man,
wenn man zwei IHiilfsgréssen #n und ¢ einfiihrt.
Macht man:
a = 7nc0sq
b= nsing,
so geht die Gleichung (3) iiber in:
Wi o
%:ﬂsfﬁ(z—l—q) S % sE e ms ww e & )
Durch eine einigermaassen sorgfiiltice Construction kann meistens £ bis auf einen
kleinen Bruchtheil eines Grades genau gefunden werden; nachher kann man die Glei-
chung (5) uunter der Form:
89" sinzt
log Qﬁf:;'s = log [nsin (2 + q)]
durch Auwendung des schon bekannten Gauss’schen Kunstgriffes des logarithmischen
Increments leicht so genau auflésen, wie man fiir néthig hilt.
Es ist somit:

sin g

#..8 r
» I siny

bekannt und nach Vorlesung 30 wird:

I T |
'C_V" (¢ r)_f}V;;

ein sehr geniiherter Werth fiir die in der Zeit {" — { beschriebene Sehne sein. Das
Ausgehen von demselben bei der Olbers’schen Art der Hypothesenbildung oder ein
derselben im Wesentlichen gleich kommendes Verfahren, welches wir spiter noch ent-
wickeln wollen, fiihrt dann bald zu definitiven Werthen.

Es erschien zweckmiissig, die obigen Vorschriften zur Bestimmung von #' zu ent-
wickeln, sowohl um zu zeigen, dass sich fiir die Bildung der ersten Hypothese ein gar
nicht beschwerliches Verfahren angeben lisst, als auch, weil doch in einzelnen Fiillen
auch das practische Gefiihl des erfahrenen Rechners eine Zeit lang vergeblich nach einer
brauchbaren Niherung suchen wiirde.

Rechnungsbeispiel fiir die Bestimmung von .
Am Schlusse der 33, Vorlesung fanden wir:
3600 — Sq = g, = 116°11/27"9
8600 — SC = 3/ = 115°48' 4"9

Da:
Tog® = 9,083917
Tog &' — 9,080485
log ' = 0,001750
"
10g 5w = 0,304530,
so ist:
".' —_— E\gg 59!37”4
— — 0,003 q g
Tog I ,005144 g BIOLITS
logb = 7,837213, A
loga = 8,024801 o9 SResing® 7,994052,
logtgq = 9,812412,
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wonach denn die aufzulésende Gleichung heisst:
(7,994952) sinz¢ = (8,101179) sin (+ — 52059’ 37",4)
(9,893 T73) sin gt = sin (¢ — 32059 37" 4).
Durch eine vierstellige Versuchsrechnung finden wir, dass # zwischen 420 und 43° liegt.

oder:

Fiir 2 = 420 hat man: Fiir z = 43° hat man:
log sing = 9,8255 log sin ¢ = 9,8338
4logsinz = 9,3020 4 log sin z = 9,3352
9,8938 9,8938
9,1958 9,2290
log sin (420 — 32059’ 37" 4) = 9,1946 log sin (430 — 320 59" 37"4) — 9,2399
Differenz — -~ 0,0012 Differenz = — 0,0109

Aus der regula falsi ergiebt sich als Verbesserung 4z von # in Minuten:

= 0,0012- 60 = 0,0012. 6010000 = 12 - 60 - 720
0,0121 0,0121-10000 121 121

Nennen wir die Verbesserung von #z in Secunden z und entnehmen fiir jede Seite

der Gleichung aus den Logarithmentafeln die Aenderung des Logarithmus in Einheiten
der letzten Stelle, die der Aenderung von z um 1” entspricht, so ergiebt sich durch

sechsstellige Rechnung:

= 6%

logsin4206' 0" — 9,826351 + 9234«
41ogsin42°6' 0" = 9,305404¢ + 9,36
9,893773
9,199177 4 9,36z
Tog sin (4206 0" — 32059'37"4) — 9,199387 4+ 13,13z
Fiir die Correction z erhalten wir demnach die Bedingungsgleichung:
9,199177 -+ 9,36 2 = 9,199387 4 13,132

— 3,77z = + 210
z = — 55"7
£ = 4206'0"0 — 55",7 = 4205'4",3
R sin g’
logr' = Tog ——* = 0,12992.
g r og P ),12992

Da nun Tog®' = logk (" —t) = 9,38323, so erhalten wir fiir die erste Hypothese
bei log % den Niherungswerth:

1 B
log# = log &' ;—, — 9,468 78,

in der 29. Vorlesung erhielten wir als definitiven Werth:
Togx = 9,47150.

Die Kenntniss von # giebt uns sogar die Mittel an die Hand, ¢ und ¢"” ohne die
Vermittelung von % zu finden und darauf hin die ganze Bahnbestimmung zu vollenden.
Wir wiirden aber damit ein wesentliches Stiick der Olbers’schen Methode, die Benutzung
der Lambert’schen Gleichung, aufgeben,

Da, wie wir in den vorhergehenden Entwickelungen gesehen haben, die erste
Hypothese fiir die Versuche der Olbers’schen Methode, wenn man will, auf eine
systematische und sichere Weise gebildet werden kann, so beschiftigen wir uns im
Folgenden mit der Verbesserung der Hypothesen. Hierbei ist, wie schon bemerkt wurde,
eine Transformation der Lambert’schen Gleichung fiir die Parabel von grossem Nutzen.



Finfunddreissigste Vorlesung.

Umformung der Lambert’schen Gleichung; Ausdruck fiir das Ver-
hiiltniss des Sectors zum Dreieck bei der Parabel.

Durch Einfithrung der Iliilfsgrésse @ mittelst der Relation:

; =

sin g = - T
nimmt die Lambert’sche Gleichung fiir die Parabel eine Gestalt an, welche unseren
Zwecken sehr forderlich ist. Dieselbe geht dadurch zuniichst iiber in:

6k(t" — t) = (r 4+ )% {[1 - cos (90° — )]s — [1 — cos (90° — )2}
= 2%(r + r")% {cos (45° — 1/, 9)* — sin (45° — 15 @)%},
oder, da:

cos (45° — 1/5 @)% — sin (45° — Y/ @)?
= {cos (45° — 1/, ) — sin(45° — VY, 9)} {1 + Vyco8 9}
= 2c0s45° . sinfa @ (1 + Yyeos @)
= 2" sin 1’;2 P (1 + 1}:2 cos q")a

R — t) = 2sina@ (1 + Yacosg) (r + Ys . . . . . (1)
Multiplicirt und dividirt man auf der rechten Seite mit cos !/, ¢ und bemerkt, dass:

in:

. . %
2sinl/gpeosl/yp = singp — g

so erhilt man:

Gk(i" o ﬂ) — x(r __I_ 'JI)IkQ_J[- cos @

cospp

oder nach x aufgeldst:
= S SR )
At ese (rryx ST T (2)
Auf dieser Umformung beruht die Construction der Encke’schen Hiilfstafel fiir
2 (1" — 1)
¢+ 7y
3cos 1y @

& 1/
;%ﬁ. Bezeichnen wir diese Grisse T e’ welche in
den Fillen der Praxis immer sehr nahe gleich 1 bleibt, mit dem Buchstaben g, so wird

die Sehne aus der Formel:

Auflssung der Lambert’schen Gleichung. Dieselbe giebt fiir das Argument

den Logarithmus von

. — 2k " —1
= (f__—|— 1J‘r)l.,.-' F’
erhalten. Auf diese Weise rcicht die in dem Anhange aufgenommene Tafel X aus,
mit aller Bequemlichkeit % aus » +4 " der Lambert’schen Gleichung gemiss zu be-
stimmen.
Aus Gleichung (1) erhiilt man noch, wenn man cosg in 1 — 2sin/, p? umsetat

s,-ﬂ%q)s_s.;,s,;ﬂ%@2_%%;(:_%)%. N )
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eine cubische Gleichung, deren kleinste positive Wurzel den Bogen ¢ ergicbt. Hiermit
TE
ist dann zugleich der Weg gezeigt, auf welchem die Hiilfsgrosse g aus -(}i—(t—_[_ _‘"_)_f'?i
i
abgeleitet werden kann.
Mittelst der Hiilfsgrosse ¢ kann man auch das in vielen Rechnungen cine wichtige
Rolle spielende Verhiiltniss des parabolischen Sectors zum Dreieck zwischen denselben
Radienvectoren auf eine sehr einfache Weise ausdriicken.

Es sei 4 die doppelte Dreiecksfliche, also:
4 = rr"sin(v" —v) = 2rr"sin1/, (V' — v)eost/y (V" — v),

wenn wieder v und v” die wahren Anomalien von » und »” vorstellen.
Bedeutet X den doppelten Sector, so konnen wir folgende Entwickelung des Aus-
druckes fiir 4 vornehmen:

4 = 2Yr"sintfy(v" — v) Vro" cos Yy (v — v)
Vor"sinlfy (V" — V) = ——— S (sin /30" cos /3 v — cos/y V" sin 1f3 V)

cos 1y v cos 1y v
= q(tg 20" — tg1)sv),
wo ¢ den Perihelabstand bezeichnet. Ferner ist nach Vorlesung fiinf:

Z = Lgav — tgav) + (%" — g ¥hv)a
= q(tg 1y v" — tg'/av) (stg Vv 4+ VYstg /o' tg v 4+ Ystgtfyv? - 1)
= 4q (tﬂ 1y v — gy "-’) {'/:s (L + g, ’-'"2) + s (1 + tg1/yv?)
+ Ys(1 + tgfav"tg1fyv)}).

Da nun:

_ a 1/ 2
r = s, vt a(l + tg¥fsv?)

= = g (1 + tg1/y0"?)

e e
cos [y "2

cos 1fy (V' — v 1 .,—
14 tg'fv"lgfyv = cos 1, v(" cos 1/223 — 4 retoosiy (V7 — ),

so erhilt man aus dem Vorhergehenden:
2 = —23{{ (tg 1o v — tg1yv) ("' + 7 + Vre" cosVfy (V" — v))

4 = 2q(tg')sv" — tg1fyv) Yri" cos Yy (V" — v).
Fiir das Quadrat der Sehne haben wir aber den Ausdruck:

#2 = "2 L 2 — 2ry"cos (V' — v)
= (""" 4 )2 — 4rr"cos/y (V' — V)3

folglich:
2Yrr"eostfy (V' — v) = Y(r+ ') —ut = (" + r)cos @
= 2 1
" Tewp T B
oder:
B ey :
Feirgat e I (4)

Obwohl diese Gleichung sich durch Einfachheit auszeichnet, kann sie doch meistens
mit Vortheil durch eine Reihenentwickelung ersetzt werden, welehe nach Potenzen von
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"
;(:(:_ 9"’)3 fortlduft; denn der Winkel @ ist nur selten unmittelbar gegeben. Wir wollen
"o ’
zur Abkiirzung die Grosse -2(-16—-(—_2_ Y ? oder -Er 2—6?_,, iz» welche auch zugleich das Argu-

ment der vorhin erwiihnten Encke’schen Hiilfstafel ist, mit dem Buchstaben ¥ bezeichnen
und dann die Wurzel der cubischen Gleichung (3), d. h. sin !/, @, in eine nach Potenzen
der Grisse v fortlaufende Reihe zn entwickeln suchen.

Die kleinste positive Wurzel der reducirten cubischen Gleichung:

Jv
P | s S E
& o2 i

existirt unter der Form:

z = Av + Bvt | Cv® + Dvt - ..,
worin A, B, C, D u. s. w. Zahlenfactoren vorstellen, welche nach der bekannten Methode
der unbestimmten Coéfficienten zu ermitteln sind, Substituirt man die fiir £ angenommene

Reihe in 29 — 3/,2 und ordnet nach Potenzen von », so erhilt man:
3 A l ]» F i3] F 3 'D — 3 ¥
_.2.11_.. .!_I_(All.___ e _%(OAEB_T)@H_’_...,_._-T‘
das heisst:
34
. f';.. = — 3,
3
— = — A8
— — — 342B

= — 3 ABY — 342C

= — B® — 6ABC — 34D

- = — 3B2C — 3AC* — 6ABD — 3 A%E

u. 8. W.
also:
A =1, E = 1y
B =0 F=20
C =1, G = Y

D=0
Man hat also fiir sin1/, ¢ den folgenden Ausdruck:
sinlfy@ = Yo¥ 4 Y0 ¥® + Yy, ' | VggvT .-+
Das Verhiiltniss des Dreiecks zum Sector hat man:

4. . Beany Scos g 1 -— SsintiapP
2T 2 4 cosp .-J-—-(l-—-cosq:) l—’/asm*/gtp

= (1 — 2sint/, ‘P?)(l + Yysinl/y @2 + Yy sintfy @t + ¥y; sin '/, @t
4+ 16/ sin1fy @ + --) = 1 — 4sinlf, @2 — 3’3 sin 1/, gt

— 8y sinlf; @t — w/an sinl/y @t —



Substituirt man pun den Werth von sin!/, @ aus obiger Reihenentwickelung, so
erhilt man nach leichten Reductionen:
|

3
—_—

=1 — 108 —1/ vt — 1/ pb 88/ 95 — 91/ g V10 — 19/ 1 12 338 2, (5)
Nach dieser in allen praktischen Fiillen sehr schnell convergirenden Reihe ist im
’ , . + 4 .
Anhang die Tafel XI construirt worden, aus welcher der Werth von log =, der fiir viele
Rechnungen von grosser Bedeutung ist, mit dem Argumente:
2k (" — t)
(}‘ + j.f!) -oi

entnommen werden kann.

Sechsunddreissigste Vorlesung.

Systematische Verbesserung der Hypothesen in den Versuchen zur
Olbers’sehen Methode, durch ein Rechnungsbeispiel erliutert.

Durch die vorhergehenden Entwickelungen haben wir uns die nothigen Hiilfsmittel
verschafft, um ohne Unbequemlichkeit zu cinem angenommenen oder gegebenen Werthe
von r 4 #” die Sehne % zu berechnen, welche die Lambert’sche Gleichung befriedigt,
und das schon frither angegebene Verfahren der Verbesserung der Versuchswerthe der
Olbers’schen Methode mit weniger Arbeit durchzufiihren.

Ein Beispiel wird den Gang einer solchen Reehnung am besten erliutern.

In der 34. Vorlesung ermittelten wir, dass der auf das Rechnungsbeispiel der
29. Vorlesung beziigliche Werth von log # nahe gleich 946878 sein miisse. Wir hatten
logr' = 0,12992 gefunden; betrachten wir dies als Niherungswerth fiir log 1, (r 4 "),
setzen demnach log (r 4+ »"”) = 0,43083, so wird:

2k (" — 1) _ -3’
T+ " o+

Geht man mit diesem Werthe v = 0,109 15 in die Encke’sche Iilfstafel, so

findet man:

= 0,10915.

logu = 0,00022,
und es ist nun:
_2u®
(r"+ r:r)li;
u? = #2 — A* = (0,24187)2; u = 0,24187.
Mittelst der Ausdriicke:

. (u + r) By, M — ﬁ‘#),“i' -

log « = log = log[uv (r + +")] = 946906.

Ferner ist:

findet man:
logr = 0,13817
Togr" = 0,11178.

Klinkerfues, Theoretlscha Astronomie. 36
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Demnach hat man viel geniherter fiir die folgende Hypothese:

loy (r + ") = 0,42621

v = 0,11091

logu = 0,00022

log» — 9,47139

u = 0,24380,

woraus dann wieder genauer:

Togr — 0,13892

log r" 0,11067

log (r -+ ') = 0,42605

v = 0,11096

Togu — 0,00022

logx — 9,47144,

Aus dem Gange der Zahlen, die wir fiir logx erhielten, niimlich:

0,46906 ..
Diff. = 4 0,00233

047189 D

047144 Diff. = + 000005

konnen wir schliessen, dass der definitive Werth von log % = 0,47145 sein wird,
welcher nur fiinf Einheiten der letzten-Stelle von dem in der 29, Yorlesung gefundenen
abweicht.

Siebenunddreissigste Vorlesung.

Verbesserung des nach dem Olbers’schen Prineip gefundenen

"

Werthes von %— Kunstgrift von Carlini.

Erste Bahnbestimmungen von Kometen pflegt man im Allgemeinen nicht auf einen
sehr hohen Grad von Schiirfe anzulegen; man vernachlidssigt auch meistens den Einfluss
der Parallaxe und der Aberration, ohne die Gefahr, eine brauchbare Aunniherung zu
verfehlen. Nur in einzelnen Fillen kann diese Vernachlissigung fiir den Erfolg der
Rechnung, welche aus nur wenige Tage umfassenden Beobachtungsmaterial schon die
ganze Individualitit der von einem neuen Kometen beschricbenen Bahn im Wesentlichen
verrathen soll, von grosserer Bedeutung, gewissermaassen verhiingnissvoll, werden. KEs
tritt dies hiufig dann ein, wenn der beschriebene geocentrische Bogen sehr klein ist,
und dennoch eine Bahnbestimmung gewagt werden soll; in einem solchen Falle ist es
rathsam, eine Form der Rechnung zu wiihlen, welche die Beriicksichtigung von Aberration,
Parallaxe und anderer kleiner Correctionen miglichst erleichtert, wie sie der Leser spiiter
kennen lernen wird. Hiervon abgesehen, ist aber die Olbers’sche Methode an und
fiir sich, soweit dieselbe von der Voraussetzung Gebrauch macht, dass die Sehne der
Kometenbahn und die der Erdbahn in gleichem Verhiltniss gesehnitten werden, welche -
Annahme man auch wohl das Olbers’sehe Princip zu nennen pflegt, keine ganz strenge.
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Der dadurch begangene Fehler kann ebenfalls gewdhnlich vernachlissigt werden, be
sonders, wenn die Zwischenzeiten der Beobachtungen sich nicht sehr von der Gleichheit
entfernen. Werden dagegen diese Intervalle schr ungleich, oder ist die geocentrische
Jewegung des Kometen so schwach, dass dadurch ein jeder sonst unschiidliche Fehler

eine grossere Bedeutung erlangt, so wird es nithig, auch den Olbers’schen Ausdruck
"

fiir =—— oder M zu verbessern. Ziemlich einfach kann dies durch einen von Carlini

vorgeschlagenen Kunstgriff, anf welchen die folgenden Betrachtungen fiihren, erreicht
werden.

Es ist cinleuchtend, dass wir, um den Werth von M verbessern zu kénmen, auch
ein Merkmal haben miissen, zu erkennen, dass dersclbe der Verbesserung bedarf; dieses
Merkmal liegt in der Art, wie die Beobachtungen dargestellt werden. Offenbar werden
die #usseren Beobachtungen nach den Rechnungen der Olbers’schen Methode stets
vollstindig dargestellt, wie fehlerhaft auch das angenommene I sein mige; damit aber
auch die mittlere Beobachtung vollstindig durch die Elemente wiedergegeben werde,
dazu ist Zweierlei erforderlich: erstlich miissen die Beobachtungen selbst einer para-
bolischen Bahn entsprechen, obwohl sie eine gegebene Griosse mehr enthalten, als die
Parabel erfordert; zweitens darf die Voraussetzung, auf welcher die Herleitung des
Olbers’schen M beruht, nicht fehlerhaft scin. Ist diese zweite Bedingung vollstindig
erfiillt, aber nicht dic erstere, so werden weder die geocentrische Liinge noch die Breite
der mittleren Beobachtung dargestellt, doch ist alsdann der aus den Elementen zu be-
rechnende Ort der zweiten Beobachtung noch cin Punkt jenes grissten Kreises, welcher
den beobachteten Ort mit dem Sonnenorte in der zweiten Beobachtung verbindet. Es
wird also dann mit anderen Worten die Grisse:

m=1igy = ——

durch das ans den Elementen zu berechnende 4’ und f#, welches wir zur Unterscheidung
im Folgenden mit 4," und B,' bezeichnen wollen, genaun wiedergegeben werden miissen.
Dass alsdann auch die Grosse M so dargestellt wird, wie sie bei der Rechnung zu
Grunde gelegt wurde, die Elemente also a posteriori das angenommene 3 bestiitigen,
ist leicht einzusehen, weil in dem Ausdruck fiir die letztere Grosse ' und g, nur so
weit sie in m enthalten sind, vorkommen. Ist dagegen das Olbers’sche Princip wirklich
fehlerhaft, so wird sich das eben dadurch verrathen, dass der aus den Elementen be-
rechnete Ort einem anderen durch den zweiten Sonnenort gelegten Kreise entspricht,
als dem eben genannten, wonach denn also die zweite Beobachtung selbst in dem Falle,
dass sie genau ciner Parabel entspriche, nicht dargestellt werden konnte.

Diese Betrachtungen geben nun den von Carlini vorgeschlagenen Kunstgriff an
die Hand, durch welchen man erreicht, dass nach ciner zweiten Bestimmung der Elemente
der durch den zweiten Sounenort und den schliesslich berechuneten Ort gehende grosste
Kreis in Wirklichkeit auch sehr nahe durech den beobachteten Ort geht und folglich
diesen darstellt, wenn derselbe einer Parabel entspricht. Man wird dies, wie leicht
einzuschen, dadurch erreichen, dass man den Dbei der ersten Rechnung gefundenen
Unterschied:

' '
a(;ﬂi o)) i (::ﬁi_J') = Beobachtung — Rechnung
als cine Correction betrachtet, welche an dem Werth:

tg p'

sin(A' — Q")

m =

86G*
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angebracht werden muss. Der verbesserte Werth von 3, welechen man bei der Wieder-
holung der Bahnberechnung zu Grunde zu legen hat, wird also auf einfache Weise
dadurch erhalten werden, dass man darin:

i fg‘ ﬁ’ fq ﬂrn
= 2 — —_— : —] —
m=2_ W — &) Fall, o) Beobachtung Rechnung

setzt. Kin DBeispiel wird hinreichen, diese Vorschrift zu erliutern.
Fiir den zweiten Kometen des Jahres 1813 fanden wir die Klemente:

7" = 1813, Mai 19,5620 Berl. Zeit

m — £ — 2050 2’ 23"
§ = 42 40 8
i— 9859 5

logy — 0,08468.
Die mittlere Beobachtung fiel anf April 14,5469; also ist ! — 7' —

34,9751,
Die mittlere tigliche Bewegung ist %5%; log motus medii diwrni 9,83311. In die Bar-
q ]

ker’sche Tafel hat man demnach mit dem Logarithmus 9,83311 + log 34,9731, d. h. mit
1,37684 einzugehen, um die wahre Anomalie v' zu finden. Letztere ergiebt sich gleich

b ol on q “
— 34°13'2", logr' = Tlog w03/, 03 = 0,12399,

Das Argument der Breite # — £ -4 v’ wird demnach:
2050 2' 23" — 340 13" 2" = 170° 4¥ 21",
Setzen wir nach Formeln der Vorlesung Zehn:

¥ = r'es(m — Q + )
¥y = r'eosisin(mr — O 4 V)
?o=r'sinisin(m — & + V)
X' = R'eos (O — §)
Y = R'sin(©' — ),
so wird:
o eos (My — ) = &' + X'
o sin(My — &) =14 + Y

o' tgpy = &.
Im gegenwirtigen Falle werden wir auf folgende Zahlen gefiilirt:
v a' = 1 cos (170049’ 21") = — 1,51340
¥ = r'cos (98°59'5")sin (170°49'21") =— — 0,033 14
2" = r'sin (98°59'5") sin (170049’ 21") = 4 0,20959
X'—= I cos341°58' 37" = + 0,95477 .
Y' = R'sin341°58' 37" — — 0,81065
Ay — & = 2230 47 22"
b — 266027 30"
B = -} 22052'28"

Es sollte ' = 266°27'22", g/ = - 22052'18” erhalten werden.

Legt man nun auf diesen fiir eine erste Bahnbestimmung sehr wenig in Betracht
kommenden Unterschied derartiges Gewicht, dass man die Bahnberechnung mit einem
verbesserten M wiederholen will, so hat man zuniichst die Grosse:

tgf'y
sin(Ay — @)’
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welche hier gleich — 047865 gefunden wird, zu berechnen. Oben hatten wir:

’
m = ﬁiﬁ = — 047860
erhalten. Bei der Wiederholung miisste deshalb:
m = — 095720 + 047865 — — 047855

angenommen und in die Formel:

et =t wom(—0) —Up

' — 1t tgp”— msin (A" — @)
eingesetzt werden. Durch diese Substitution wird:
log M — 9,75826

und hat demnach gegen die erste Rechnung eine Correction von 0,00027 crlitten,

Achtunddreissigste Vorlesung.

Die Beriicksichtigung der Aberration, der Parallaxe und der
Bewegung der Aequinoctien bei Bahmbestimmungen.

Schon im ersten Abschuitte wurde bewiesen, dass in Folge der Aberration ein
Himmelskérper unscres Sonnensystems bis auf eine in der Praxis vollig unmerkliche
Grésse genau in derjenigen Richtung gesehen wird, welche zu der Zeit, als das unser
Auge treffende Licht von dem Korper ausging, die Richtung der Verbindungslinie
zwischen ihm und der Erde war, dass man demgemiiss, wenn man die Zeit der Beob-
achtung um so viel vermindert, als das Licht nothig hat, den Weg zwischen den beiden
Himmelskérpern zuriickzulegen, Alles so betrachten kann, als sci die Aberration des
Lichtes gar nicht vorhanden. In der Regel wird nun Dbei ersten Babnbestimmungen,
auch wenn sie gar keine Riicksicht anuf die Aberration nehmen, die Entfernung von der
Tirde hinreichend genaun bekannt, um bei ciner Wiederholung der Bahnbestimmung diese
cinfachste Methode in Anwendung bringen zu konnen, und so kénnte man denn auf:h
bei der ersten Bahnbestimmung selbst schon die ganze Rechnung mit wegen Aberration
verbesserten Beobachtungszeiten wiederholen. Ein solches Verfahren wiirde aber die
sehr fiihlbare Unbequemlichkeit mit sich fithren, dass man fiir die verbesserten Zeiten
auch die Erd- oder Sonnencoordinaten von Neuem bestimmen oder, den verinderten
Zeiten gemiiss, cbenfalls corrigiven miisste, was zur weiteren Folge hitte, dass sogar
unter den Grossen der Vorbereitungsrechnungen npicht eine cinzige Zahl ungeindert
bliebe. Diesen Uebelstand kann man nun aber dadurch vermeiden, dass man die Beob-
achtungsrichtungen von derjenigen Tiuschung, welche die Bewegung der Erde ver-
ursacht, d. h. von der sogenannten Fixsternaberration befreit. Sind dann ¢, ¢, ' die
Beobachtungszeiten, o, ', 4" die wirklichen (nicht curtivten) Distanzen des Gestirnes
von der Erde, so entsprechen diese verbesserten Beobachtungen den Richtungen der
Verbindungslinien zwischen den Erdortern der Zeiten ¢, ) ¢ mit den Planeten- oder
Kometenirtern der Zeiten ¢ — 498”5 o, ! — 498"5 ', ' — 498",5 4". Da nun dic
Fixsternaberration im Gegensatze zu der Planetenaberration von der Entfernung unab-
hiingig ist, so dndern sich weder die Sonnenédrter, noch die beobachteten Oerter bei
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solcher Behandlungsweise der Aberration, wenn nur immer den gefundenen Abstinden
von der Erde gemiiss die Zeiten, welchen die heliocentrischen Coordinaten des beob-
achteten Himmelskorpers entsprechen, verbessert werden. Schon im ersten Abschnitte
haben wir geschen, dass die volle Wirkung der Fixsternaberration in einen durch die
Richtung der Erdbewegung und die Richtung nach dem Stern gelegten grissten Kreis
fillt, und dass sie stets beide Richtungen um ecine Grisse zu nihern strebt, welche dem
Producte aus der Erdgeschwindigkeit mit dem Sinus des von beiden Richtungen ein-
geschlossenen Winkels proportional ist. Bei der Aberration spielt also der Punkt am
Himmel, auf den die Evdbewegung gerichtet ist, cine ganz iihnliche Rolle, als bei der
Wirkung der Parallaxe Zenith oder Nadir des Beobachtungsortes, da die Parallaxe den
Ort cines Gestirnes dem Nadir um eine Grisse zu nihern strebt, welche dem Producte
aus der Horizontalparallaxe mit dem Sinus der Nadirdistanz proportional ist.

Die Parallaxe kann schon bei einer ersten Bahnbestimmung und ohne alle Kenntniss
der Abstinde des Gestirnes von der Erde und der daraus folgenden Horizontalparallaxe
in aller Strenge beriicksichtigt werden. Man braucht zu dem Zwecke nur anstatt der .
Coordinaten des Erdmittelpunktes die des Beobachtungsortes in die Rechnung einzufiihren.
Die letzteren findet man offenbar dadurch, dass die auf den Erdmittelpunkt bezogenen
Coordinaten des Beobachtungsortes zu den heliocentrischen des Erdmittelpunktes addirt
werden. Wiihlt man den Aequator zur Fundamentalebene, so nechmen die zu den Sonnen-
coordinaten hinzuzufiigenden Grossen sehr cinfache Gestalt an, denn bezeichnet man mit
s die Sternzeit der Beobachtung, mit @ dic Polhthe des Ortes und mit # die Sonnen-
parallaxe in Sceunden (nach den neuesten Bestimmungen zu 87,80 angenommen), mit X,
Y, Z die unmittelbar den Jahrbiichern zu entnehmenden Sounencoordinaten, so sind fiir
die Bahnbestimmung die Grossen:

X — ©COSQ . COSS

b4
206264,8

! = @ . si
e —a 2—06264—‘8' COS@ . Sns

T .
2 = 062648 "
als Sonnencoordinaten zu gebrauchen, um die Parallaxe von vornherein zu beriicksichtigen.
Es ist nun aber noch leicht zu sehen, dass, wenn dicse corrigirten rechtwinkligen Coor-
dinaten der Sonne in Polarcoordinaten umgesetzt werden, z B. in Rectascension und
Declination, der durch die Sonnenparallaxe verinderte Sonnenort erhalten wird. Auf die
Parallaxe des zu berechnenden Himmelskorpers kann also in dreierlei Formen Riicksicht
genommen werden: entweder corrigirt man die Sonnencoordinaten X, Y, Z auf die oben
angegebene Weise, oder die geocentrischen Oerter des Kometen (Plancten) mit der aus
seiner Distanz 4 folgenden Parallaxe, oder man bringt an den Sonnenort den Effect der
Sonnenparallaxe an.  Im letzteren Falle muss jedoch auch R um eine von dem Cosinus
der Zenithdistanz der Sonne abhiingige Griosse vermindert werden, und zwar um den
Betrag:

sin7 . eos Zenithdistanz,
wie sich leicht daraus ergiebt, dass die Sonne im Zenith dem Beobachtungsorte um den
Erdhalbmesser, d. h. um sin 7, geniihert ist.

Bei einer scharfen Bahnbestimmung muss auch noch auf die Bewegung der Aequi-
noctien von einer Beobachtung zur anderen Riicksicht genommen und auf ein festes
Aequinoctium reducirt werden, wie wir in Vorlesung 14 gesehen haben. Man wiihlt zu
letzterem gewdhnlich das mittlere Aequinoctium vom Anfange desjenigen Jahres, in
welchem der Komet in sein Perihel kommt. s ist bei den Astronomen vorwiegend
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Gebrauch geblieben, den scheinbaren Ort der Beobachtungen, d. h. den mit der Nutation
und der Fixsternaberration behafteten Ovt anzugeben; die Reductionen demmach, welche
ausser der fiir Parallaxe nach dem Vorhergehenden anzubringen, werden nichts Anderes
sein als diejenigen Grissen, welche man nach Angabe der astronomischen Jahrbiicher an
den mittleren Ort fiir den Jahresanfang angegebenen Ort anzobringen hat, um den
scheinbaren zu erhalten, nur mit entgegengesetztem Zeichen.

In Anbetracht des Umstandes, dass die weitaus grissere Zahl der Beobachtungen
neuer Himmelskorper in der Form von Messungen des Rectascensions- und Declinations-
unterschiedes gegen ecinen sehr benachbarten Stern erhalten werden, dessen Reduction
vom scheinbaven auf den mittleren Ort bis auf cine dusserst kleine Grisse dieselbe sein
wird, wie die des zu bestimmenden Gestirnes, wird man sich ausserordentlich hiiufig
erlauben diirfen, der Rechnung ganz cinfach diejenigen Positionen zu Grunde zu legen,
welche dureh Anbringung des beobachteten Rectascensions- und Declinationsunterschiedes
an den mittleren Ort des Vergleichsternes erhalten werden.  Nur, wenn der letatere
nicht ganz benachbart war, wie wohl bei Meridianbeobachtungen vorzukommen pflegt,
wird man zu einer Ausnahme gendthigt sein, d. h. dic Reduction des Vergleichssternes
und die des Beobachtungsobjectes verschieden setzen miissen.  Die so behandelten Beob-
achtungen geben, wenn man noch ausserdem auf angegebene Art die Parallaxe beriick-
sichtigt, die Bahnelemente, bezogen auf das mittlere Aequinoetium des Jahresanfanges,
also gerade das, was man haben will.  Man kann dann sogar mit diesen festen Elementen
die Ephemeride berechnen; nur muss man, wenn sic auf das Aequinoctium des Tages
bezogen und auf die gewdshnliche, dem Leser schon bekannte Art mit den Beobachtungen
vergleichbar scin soll, an die Ocrter der Ephemeride noch die Reduetion vom mittleren
auf den scheinbaren Ort, wie ihn die Jahrbiicher geben, jedoeh mit Ausschluss der
Glieder fiir die Fixsternaberration, anbringen,

Diese letztere Form der Ephemeridenrechnung, bei welcher man ein unverinder-
liches System Gauss’scher Constanten anwenden kann, empfiehlt sich vor dem frither
erklivten durch grissere Bequemlichkeit und Uebersichtlichkeit.

Neununddreissigste Vorlesung.

Die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als Fundamentalebene
umgeformt.

Die jetzige Einrichtung der Jahrbiicher kommt, wie schon an anderer Stelle be-
merkt wurde, dem Gebrauche des Aequators als Fundamentalebene so sehr entgegen,
dass die Ekliptik einen grossen Theil ihrer Bequemlichkeit verloren hat. Wo die Ekliptik
ohne Weiteres den Vortheil bietet, durch das Nullwerden der Z-Coordinate des Sonnen-
ortes die Formeln zu vercinfachen, scheint sich allerdings auch bei der jetzigen Ein-
richtung der Jahrbiicher die Verwandlung der Beobachtungen in Liinge und Breite noch
zit lohnen.  In Strenge besteht aber jener Vortheil fast niemals, wegen der Sonnenbreite,
welche nach der positiven sowohl als der negativen Scite ganz nahe 1" erreichen kann,
und ausserdem, wie wir wissen, wegen der Parallaxe.  Nur wo man diese Correctionen
vernachliissigen will, und dies ist allerdings bei ersten Bestimmungen in der Regel

ey
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erlaubt, diirfte sich die Ekliptik unbedingt empfehlen; fiir scharfe Rechnungen und die-
jenigen besonderen TFiille dagegen, wo schon auf die erste Bestimmung ein héherer
Grad von Sorgfalt und Genauigkeit zu verwenden ist, scheint der Aequator als Funda-
mentalebene mehr Aufmerksamkeit zu verdienen, als ihm bis jetzt, trotz der sehr zu
seinen Gunsten veriinderten Einrichtung der astronomischen Jahrbiicher, zu Theil ge-
worden ist. Hierher ist besonders zu rechnen, dass die Jahrbiicher jetzt auch die Sonnen-
coordinaten fiir das mittlere Aequinoctium des Jahresanfangs geben.

Man konnte vielleicht zu Gunsten der Ekliptik noch geltend machen, dass doch
schliesslich die Bahnelemente auf dieselbe bhezogen zu werden pflegen, wogegen wieder
7zt bemerken sein wiirde, dass man fiir den doch vorwiegend wichtigen Zweck der
Ephemeridenberechnung der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator bedarf, und
dass es ebenso leicht ist, die Elemente fiir die Ekliptik aus den Gauss’schen Con-
stanten, wie diese aus jenen zu berechnen. Nur besteht hier auch noch fiir den Aequator
der Vortheil, dass sich aus den Zahlen einer mit dieser Fundamentalebene ausgefiihrten
Bahnbestimmung sofort auch die Gauss’schen Constanten ergeben, wiithrend man im
anderen Falle ecrst von den urspriinglich immer auf den Aequator bezogenen Beob-
achtungen durech Verwandlung der Rectascensionen und Deelinationen in Lingen und
Breiten auf die Ekliptik und von dieser schliesslich wieder auf den Aequator zuriick-
gehen muss.

Aus den eben angefiihrten Griinden wollen wir denn die Ekliptik hier nicht in
dem Grade bevorzugen, wie es in den meisten Schriften dieser Art zu geschehen pflegt,
und demnach untersuchen, wie sich die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als
Fundamentalebene gestaltet.

"

Die Hauptaufgabe wird hier darin bestehen, das Verhiiltniss % oder das Olbers’sche

M moglichst unmittelbar durch Rectascensionen und Declinationen auszudriicken, was wir
aber jetzt auf eine andere und allgemeiner anwendbare Art thun wollen, als frither. In
der 26, Vorlesung kam es uns vor Allem darauf an, die Kenntniss jenes Verhiltnisses
als nahe und fast unmittelbare Folge des Olbers’schen Princips darzulegen. Zu unserem
jetzigen Zwecke konnen wir an die Bemerkung ankniipfen, dass fiir irgend drei Bogen
A, B und € folgende identische Gleichungen:

sin(B — A)sin C + sin(C — B)sin A + sin(A — C)sinB = 0

sin(B — A)cos C + sin(C — B)eosA + sin(A — C)ecosB — 0
existiren, wovon man sich sehr leicht durch Auflésung der Klammern iiberzeugt. Be-
zeichnen wir nun die doppelte Dreiecksfliiche zwischen den Radienvectoren » und ",
d. h. die Grosse ' " sin (V" — ) mit n, die doppelte Dreiecksfliiche zwischen 7 und 4,
d. h. r o' sin (V' — v) mit 2", » " sin (V" — v) mit %/, und Dberiicksichtigen, dass auf
irgend welche durch die Sonne gelegte Fundamentalebene bezogen, die rechtwinkligen
heliocentrischen Coordinaten z, y, 2, «', ¥, 2, «”, ", &’ durch die Formeln:

z=ua'r sin(4'" + v) g =d'r sin(4' + v') &’ = a'r"sin(4' + v")
y="0r sin(B 4+ v) y = sin(B + o) y' =V r"sin(B" + v")
g=27cr sin(C 4+ v) g =7drsin(C + v) &' = "sin(C' 4 v")

erhalten werden, so ist nach obigen Identititen:

Wy = nx 4 n"2"
ny = ny |+ 2"y"
e —=nz 4+ '

n ;
oder, wenn 7 = iy oy = " zur Abkiirzung gesetzt werden:
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& = ex + "2

Fmeg k()
¥ o pg A @

Letztere Gleichungen bilden den Ausgangspunkt schr vieler hierher einschlagender
Untersuchungen, so auch der uns jetzt vorlicgenden Aufgabe. Dedeuten nimlich o, o,
o' die drei heobachteten Rectascensionen, 8, &', 8" die Declinationen, X, ¥, Z, X', Y',
Z', X", YY", Z" die zngehirigen Sonnencoordinaten, aus denen das Verhiiltniss der fiir
den Aequator curtirten Abstéinde ¢ und ¢” gefunden werden soll, so haben wir zuniichst

die hekannten Gleichungen :

':z_r X — Iy’
g 4 7 ;
vy = ety

oder, nach dem Obijzen:

ey &'y’ 4 ¥ '
L PHLE WE vt v n o mmm n v ()
ez + '+ Z'

x0T+ X =gectndgd o & i » e 8 (8)
Driickt man hier nun noch a, 2, 9, 3", 2z, 2" durch @ und @" aus, da:

z — @eosot — X " = @"cosa — X"

y = @sinee — Y y' = o"sine — Y

z _—Qfga_z z” f— 9” (g aﬂ S— Z”,
so erhillt man aus (2) und (3) zwei Gleichungen zwischen @ und g".
Abkiirzung:

Setzt man zur

M = (X sine' — Y cosa') . cosec(v" — o)
M = (X' sine — Y' cosa') . cosec (o' — o)
MN" = (X"sine! — Y"cosed) . cosee (v — o),

so geht Gleichung (2) in die folgende iiber:

non o gt N L 3}&(@ __“!)_ N

""" = M M ar'e (e —a) g0 « « @ w w (k)
Der Gleichung (3) kann man eine ganz analoge Gestalt geben; setzt man:

g g g g
N = X tgd' — % coso/
N = X"tgd' — Z' coset
N'= X"tgd' — Z" cos &/,
g0 hat man:

(coset’ tg 0" — cose tgd") " @" = N' — Nec — N"¢" — (coso’ tgd — cosoutgd')cg (B)

Aus diesen beiden Gleichungen (4) und (5) konnte man nun die Grosse ¢” eliminiren,

v ¥ " i " ” & c n
in der Weise, dass die darans resultirende Gleichung nur das Verhiltniss Fa oder e

als einzigen nicht in aller Strenge bekannten Factor von ¢ enthielte. Erlaubten wir uns
nun anch hier, dieses Verhiiltniss der Dreiecksfliichen fiir die Erde und fiir den Kometen
gleich gross zu setzen, so kitmen wir auf einen fiir jede beliebige Fundamentalebene
wiiltigen und brauchbaren Ausdruck. Da nun aber hier die X, ¥, Z u. s. w. wegen der
in voriger Vorlesung angegebenen Beriicksichtigung der Parallaxe nicht mehr den Punkten
einer Planetenbahn entsprechen, indem sie sich nicht auf den Erdmittelpunkt beziehen,
so wiirden wir hier mit Anwendung des Olbers’schen Princips ohne Correction eine
Inconsequenz begehen. Deshalb miissen wir, wenn sich die Beriicksichtigung der Parallaxe
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 37
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und der Aberration vollstindig lohnend zeigen soll, der Gleichung zwischen o und "
cine grossere Genauigkeit geben, als in der Olbers’schen Annahme enthalten ist.
Vorliufig aber machen wir hier von den Gleichungen (4) und (5) unmittelbar Ge-
brauch; von der ersteren, wenn die Rectascension des Kometen sich stivker iindert, als
die Deelination, von der letzteren, wenn das Gegentheil der Fall ist. Weiter unten

werden wir aus (5) eine Gleichung ableiten, welche vollkommen streng den Olbers’schen
n

Ausdruek fiir %— als speciellen Fall enthiilt.

Um in den genannten Gleichungen ¢ wnd ¢" auf cine vortheilhafte Weise aus-
zudriicken, fiihren wir die Verhiiltnisse des Sectors zum Dreieck ein.
Bezeichnet man das dem Zeitintervalle " —¢' entsprechende Verhiltniss —D?I{il—e-?{{--—
Ausschnitt
mit 7, das dem Intervalle # — ¢ entsprechende mit %", das fiir ¢’ — ¢ mit ', so ist
offenbar:

o=k —t)q .Vp
A (!r o ‘,)}jn":‘;
W =k{"—t)y .Vp,

demnach:
c ==t m _ 89
' nr g 7]'
. e g 'i}” - ' ,’l]ﬂ
¢ = y = ‘8.!??!_'

Hierdurch gehen die Gleichungen (4) und (5) in die folgenden iiber:

&' ar 2 ayr . Sin(e — o) B

'
Q" = M 8.‘?1?!? —

UL @ —a) e @
iy - " ’s.f ?f 8‘ i )
(cose'tg 0" — coseigd’) @" = N' 5&5{.;” — N g gﬁ — N"

Q)

I}
— (coso' tgd — coseetg d') ,";"*':” c 0

welche vollig streng sind, aber auch die nicht vollig bekannten Grissen %, %', 4" ent-
halten. Aus unseren Entwickelungen in der 35. Vorlesung, speciell der Gleichung oder
Reihenentwickelung (5) geht hervor, dass 5 von ' -+ #", %' von » + +", 5" von r 4 o'
abhiingig ist und sofort bekannt wird, sobald es diese Snmmen werden. Zu bemerken
ist, dass die Verhiltnisse %, %, %" nur um kleine Gréssen zweiter Ordnung von der
Einheit verschieden sind, durch welchen Umstand es ermdglicht wird, wenn man will,
das unten zu beschreibende Verfahren der successiven Verbesserung schon wiihrend
der systematischen Versuche finr die ¢ und 9", welche die Olbers’sche Methode vor-
schreibt, durchzufiihren, im Gegensatze zu der Verbesserung des Olbers’schen M nach
ausgefithrter Bahnbestimmung. Zugleich erbilt man Gelegenheit, an die Zeiten die
Verbesserung wegen der Aberration anzubringen.

Dass die Gleichungen (6) und (7) iiberhaupt auch zur Verbesserung des Olbers’-
schen Verhiltnisses gut gebrancht werden konnen, liegt auf der Hand; wir wollen es
aber hier doch noch an dem frither behandelten M des zweiten Kometen von 1813
erliutern. Wo die beobachteten geocentrischen Liingen und Breiten gebraucht werden,
wird zur Anwendung von (6) etwas einfacher:

M = R sin(¥ — © ) cosec (A" — A')
M = R sin (X — Q') cosec (A" — 1)
M"= R'sin (A — ©") cosec (A" — 1),
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und wenn wir (7) anwenden wollen:

N = R tgf cos ®
N' = R tgp cos ©'
N'"= R"tg ' cos @".
Fiir das in Rede stehende Beispiel gestaltet sich die Aufstellung der Gleichung (6)
wie folgt:
Es wird:
logM — 0,74555
log M' = 0,72240
log M" = 0,69108
sin (A —A') y
zoy W(?,——- ).’.) —_— 9,69\’ 99;].
Ferner ist nach frither gefiihrter Rechnung:
r = 1,37708
v — 1,33042
Y = 1,29027;
28 i g e ; ’
da nun e 0,057191, welche letztere Zahl fiir v in die Reihenentwickelung (5)

der 35. Vorlesung gesetzt werden muss, um 7 zu erhalten, so ergiebt sich:
n = 0,99891,  Tlogn = 9,99953,
was auch der Tafel XI im Anhange entnommen werden kann.
Ebenso findet sich:
w = 099587, logn = 9,99820,
n"! = 099903,  logn" = 9,99958,

also, da: log® = 9,08392, log®' — 9,38323, logd" — 9,08049,
logm = 9,08345
log &' n' — 9,38143

log 2" 9" = 9,08007,
wird die numerisch ausgedriickte Gleichung (6):
0" = 0,04278 4 0,50509 . p.

Wir hatten friiher gefunden, dass log@ sehr nahe gleich 9,80366 seci; nach der
eben aufgestellten Relation gehért dazu:

log 0" = 9,56130,

also ist hiernach der verbesserte Logarithmus des Olbers’schen M = 9,75764.

Die Uebercinstimmung der aus den Gleichungen (6) und (7) folgenden Relationen
zwischen ¢” und @ mit der nach der Carlini’schen Verbesserungsmethode folgenden
ist davon abhingig, ob die Linge und die Breite der zweiten Beobachtung einer und
derselben Parabel entsprechen. Wenn wir die Gleichung (7) zur Aufstellung jener
Relation benutzen wollen, was hier in Anbetracht der grésseren Bewegung in Breite
das Genauere ist, so bekommen wir:

log N — 9,60476
log N' = 9,58541
log N" = 9,55840
log (cos &' tgB" — cosd"tgp') — 8,93215
log(cosA' tgp — coshtgf’) — 8,64061,
87*
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und endlich:

o" = 0,08638 4 0,51504 o;
dem Werthe logo = 9,80366 entspricht hiernach log ¢” = 9,56122; folglich ergiebt
sich aus Gleichung (5) der Logarithmus des Olbers’schen M — 9,757561).

"
Nach dieser Abschweifung iiber die Verbesserung des Verhiltnisses % kehren wir

zu unserem Hauptthema, der strengen Bestimmung einer Kometenbahn aus drei voll-
stiindigen Beobachtungen, welche in Rectascension und Declination gegeben sein sollen,
zuriick.

Es lasst sich zu dem Zwecke folgender Gang der Rechnung vorschlagen.

Man macht zuerst eine Annahme iiber g, welche dem Werthe r = 1 entspricht,
setzt gleichzeitig fiir die Berechnung von %, %', 4" r = 1, v = 1, v = 1, und be-
stimmt das zu @ gehirige 9" entweder nach der Formel (6) oder nach (7), je nachdem
der Gebrauch der Rectascensionen, oder der der Declinationen eine grossere Genauigkeit
verspricht. Aus ¢" ergiebt sich dann auf einfache Weise »” und nach der Encke’schen
Hiilfstafel die zu o und ¢"”, oder r und »"” gehérige Sehne %. Darauf berechnet man
die heliocentrische Bewegung (v — v), deren Cosinus wir in der 18. Vorlesung mit
(rr") bezeichnet haben. Die Gleichungen (4) oder (5) der genannten Vorlesung, d. h.
die Gleichung:

(f rﬂ) rr” — (R R”) RR” + (R 9”) 1{ Q” _l_ (Rl’f 9) -RHQ + (9 9”) 9 9”1
mit Beibehaltung der dort eingefiihrten Bezeichnung geschrieben, liefert hier mit aller
nur zu wiinschenden Schirfe das Product der Radienvectoren r#”, da das gegen die
Anwendung derselben bei kleiner geocentrischer Bewegung geiiusserte Bedenken jetat
wegfillt. Denn man kann nun nicht mehr, wie friiher der Fall war, das Beobachtungs-
material merklich dndern, ohne auch auf das Resultat fiir r+" erheblich einzuwirken.

Den so gefundenen Logarithmus des r+” zieht man von demjenigen, welcher der
Hypothese fiir ¢ und ¢" entspricht, ab; die ganze Differenz betrachtet man als die an
den angenommenen logr anzubringende Verbesserung. Sollte diesclbe zufilligerweise
schon bei dem ersten Versuche klein ausfallen, so lohnt sich die Miihe, gleich auch »'
aus der Formel:

P g—— + 42+ 2= (cx 1. c"af’)’ 4 (cy 4@ cr.-yu)a & (CE 4 C”B")’.,
und hieraus dann noch @' zu berechnen. Die drei Abstinde von der Erde g secd,
0'secd’y @"secd” dienen dann dazu, die Beobachtungszeiten wegen der Aberration zu
corrigiren; die n, 1/, v’ ergeben mit gesteigerter Schiirfe #, %', %" und ermdglichen auch,
eine genauere Relation zwischen @ und @" fiir die weiteren Versuche in Anwendung
zu bringen.

Zeigt sich hingegen der erste Versuch, indem sich aus Gleichung (5) der 18. Vor-
lesung ein ganz anderes r+” ergiebt, als den zu Grunde gelegten Werthen entspricht,
noch sehr von der Wahrheit entfernt, so wird man sich erlauben, die Correction wegen
Aberration noch zu unterlassen, und fiir die eine Berechnung von 3, %',%", ¥ =1/, (r + 1)
zu setzen. Sollten die beiden Zwischenzeiten sich aber hierfiir zu weit von der Gleich-
heit entfernen, so interpolire man »' im Verhiltniss der Zwischenzeiten, setze demnach:

a. "
r':Fr-l-%—r".

') Im Derliner Jahrbuche von 1833 findet Encke nach ebenfalls Leinahe strengen Formeln
in diesem Falle einmal log M = 9,75863, ein anderes Mal log M = 9,75524, welcher letztere Werth
mit dem nach der Carlini’schen Verbesserungsmethode gefundenen log M = 9,75826 fast ganz iiber-
einkommt. Die Unterschiede sind bei einer mit fiinf Stellen gefiihrten Rechnung zu erwarten.
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Dieser letztere Ausdruck wird sich hiufig auch wihrend der ganzen Rechnung
vollstiindig geniigend erweisen.

Erscheint die Zweideutigkeit, welche der Bestimmung von ¢ aus r, oder von g"
aus 1 anhaftet, storend, so wird man es vorziehen, die obige Gleichung (5) in Be-
zichung auf ¢ ¢” aufzuldsen, und den dafiir gefundenen Werth mit dem Producte der
angenommenen Werthe zu vergleichen. Im Uebrigen bleibt der Gang der Rechnung
wie beschrieben wurde. Der Leser darf bei der Gleichung (5) aus Vorlesung 18 nicht
iibersehen, dass darin ¢ und ¢"” die wirklichen, nicht curtirten Abstinde bedeuten.

In den meisten Fillen wird man bei der eben beschriebenen Art, bei welcher die
Verbesserung des Olbers’schen Verhiiltnisses mit der Auflésung der Lambert’schen
Gleichung vereinigt wird, ziemlich schnell definitive Werthe bekommen; iibrigens sind
die Formeln dieser und der folgenden Vorlesung mehr fiir einen Noth- und Ausnahme-
fall der Olbers’schen Methode geeignet, und aunsserdem hier als Vorbereitungen zu
einer weit vollkommeneren Form zu betrachten.

Vierzigste Vorlesung.

Zusammenstellung der Formeln fiir eine auf den Aequator zu
beziehende Kometenbahnberechnung.

Es seien:

o, o, o' die zu den Zeiten f, ', {" gehérigen, von der bekannten Reduction vom
mittleren Aequinoctium des Jahresanfanges auf das scheinbare Aequinoctium wieder
befreiten Rectascension, 0, 8', 8" die auf eben solche Art behandelten Declinationen
des Gestirns, X, ¥, Z, X', Y', Z, X", Y", Z" die zugchorigen, auf das mittlere Aequi-
noctium des Jahresanfanges bezogenen, wegen der Lage des Beobachtungsortes ver-
besserten Sonnencoordinaten. Um daraus die heliocentrischen Coordinaten des Gestirns,
bezogen auf das genannte mittlere Aequinoctium, mit aller Schirfe zu finden, hat man
nun zunichst folgende Vorbereitungsrechnungen, betreffend die Grossen R2 R'%, R"%
(RR"), (RQ"), (B" @), (¢@"), desgleichen cosy oder (Rg) und cosy” oder (R"g@") zu
erledigen:

Re X2 Y 4+ 2

R'ﬁ X’ﬂ + Y‘ﬂ + Z'ﬂ

,R”3 — Xug + 1:;!5 + Zﬂg
RR'(RR"Y = XX" + XYY" + 22

I

I

— R.(RQ") = Xcosd" cose” 4 Yeosd" sine' 4 Zsind" < (1)
— R . (R"0) = X" cos0 cosec + Y cosd sinoe + Z" sind
(00") = sind sind"” + cosd cosd” cos (" — o)
—R.(R@) = — Rcosy = Xcosd coso. + Ycosd sinew + Zsind

— R (RH 9") — — R"cos xn — X" cos 0" cos ot + Y cos 8" sin o 4 2" sin 6"

Nachher berechne man, wenn die geocentrische Bewegung in Rectascension den
grosseren Bogen umfasst,” die Relation zwischen den auf den Aequator projicirten Ab-
stiinden @ und g":
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8!,'}! M ‘3'7?

sin (“' - u!) 9" o' _3.?!11" - 3"1}‘"

—M" ~— ol (oc - “,) 3‘” i@

wobel 9, 7', 4" die in der 39. Vorlesung erklirte Bedeutung haben, die Grossen M, M', M"
aber der Reihe nach durch die Gleichungen: '
M = (X sine' — Y casa')‘
M = (X! sina' — Y’ cosuw
M = (X" sine’ — Y" coser')

(3)

definirt werden, und als nur Gegebenes enthaltend, in die Vorbereitungsrechnung mit
aufzunehmen sind.
Entspricht dagegen der Bewegung in Deeclination ein grosserer Bogen, so bediene
man sich statt der Gleichung (2) der folgenden:
Faql
(cose'tgd"” — cose'’tgd’) " = N' %‘-2—,7 — N 3'?;;% ]
Ceee e ()
&
— N" — (cose'tgd — coseuigd’) '8”1;” : QJ
worin die Grossen:
N =X g8 — Z cosa'l
N = X' tgd — /’ cos o
N'" = X"tg0' — Z" coset

ebenfalls schon in den Vorbereitungsrechnungen vollstindig zu bestimmen sind.
Man mache nun iiber ¢ eine zweekmissig scheinende Hypothese und berechne:

12 = R? | p2?sec02 |- 2RQsecdecosy - » « - « - - - - (6)

Dem hieraus folgenden Werthe von r setzt man zuerst auch »' und #" gleich, und mit
diesen Werthen bestimme man auf die oben beschriebene Weise die Grossen n, ' 1"
in (2) oder (4). Man ist jetzt im Stande, das zu @ gehirige ¢” nach (2) oder (4) zu
berechnen, aus welchem wiederum #” durch die Formel:

¥ = R"2 + 0"2secd"? 4 2R" 0" secd"cosy" - - - - . - . ()

zu bestimmen ist. Es kommt darauf die Encke’sche Hiilfstafel fiir die Lambert’sche
Gleichung in Anwendung, welche aus &' und r 4 7" die Sehune % liefert. Zur Priifung
der Richtigkeit des angenommenen Werthes von ¢ dient dann die Gleichung:
(00") 0o secd secd” = 1/, (r2 + +'"? — %2) — (RR") RR" |
— (R"9) R"g secd — (Ro") Ro"secd") " = " ° @)

aus welcher g o” iibereinstimmend mit den der Gleichung (2) oder (4) gemiss an-
genommenen Werthen von ¢ und ¢” sich ergeben miisste. Aus einem sich zeigenden
Unterschiede leitet man auf die oben beschriebene Art ein verbessertes ¢ ab, um damit
denselben Versuch zu wiederholen.

Ist man durch die successiven Verbesserungen der Wahrheit schon sehr nahe ge-
kommen, so berechnet man, wenn man sehr grosse Schiirfe in die Bestimmung zu legen
wiinscht, +/ aus der Gleichung:

@'Yy = [(On)* + @9" ny"]r2 + [(9"5")* + 88" nn"] 7" — 88" gy’ 52 - - (9)
Geniigt geringere Genauigkeit, so setzt man:
Ve'=0r &' . ¢« « o0 o v (]0)
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Aus ' bestimmt man, wenn man der Rechnung die volle Schiirfe bewahren will, o'

unter Anwendung der Formel:

o'secd = — R'ceosy' +Vr'? — R2sing2 « « « « .« o« (11)
wobei:

— R'eosy' = X'ecosd' coset’ + Y'cosd' sino' + Z'sind,
bei etwas geringeren Anspriichen an die Genauigkeit kann man auch hier einfacher:
3’9":1‘}9..!_.&”9" o s w e @ & & & » @& Us a (12)
zu setzen sich erlauben, was zugleich dazu dienmen kann, im anderen Falle das Vor-
zeichen der Wurzelgrésse in Gleichung (11) zu entscheiden. Die weitere Rechnung hat
man dann mit den Zeiten:
{ — 49885 o sccd ' — 4985 g’ sec o’ " — 49885 p" sec "

zu fithren, um die Aberration zu beriicksichtigen; demgemiiss sind auch 4,4, 8" zu indern.

Zu bemerken ist dabei jedoch, dass die Gleichungen (10) und (12) nur brauchbar
sind, solange die fusseren Beobachtungen auf derselben Seite des Perihels liegen, un-
brauchbar dagegen, wenn auf entgegengesetzten Seiten.

Hat man die definitiven Werthe von ¢ und @”, » und +” und aus % noch den
heliocentrischen Bogen ¢” — v gefunden, so berechnet man zuniichst auf schon be-
kannte Weise die Epoche des Perihels 7, den Radius vector des Perihels ¢, sowie die
wahren Anomalien v und 2”. Diesem Geschifte kann man dann fast unmittelbar die
Berechnung der Ephemeride folgen lassen, da sich, wie wir wissen, die heliocentrischen
Coordinaten auf die Form:

z = da'rsin(4' 4 v)

y=brsin(B + v)

g=¢rsin(C" + t)
bringen lassen, deren Constanten o, ¥, ¢, A, B, ¢/, sich deshalb aus £,L,2
" y" 2" . ! s ) B A
F7 i T Y und ¢ auf folgende Weise bestimmen:

da sin [A' 4 1y (v + ¢)] = s (i_:" + _::_) see 1/, (v — v) 1

2—'”

 cos T4 + Y (0" + ) =y (B — L) cosee 1y (0" — )
v sin (B + 1y (¢ + ) =1 (L + L) se0 4 (0" — 0)

1 ) e e (13)
Voeos [B + 3 ¢ + 0] = ¥a (G — L) cosee 1y (0" — )

¢ sin [0+ 1 0+ 0= (5 + £) seo s (07 — )

o [Cl' I 7 (U" + 1)1 = if, (_iF . ’i) cosec 1/, (1;" _ 1.?)

Will man die Epbemeride, wie das in der Regel bei der ersten Berechnung eines
Himmelskorpers zn sein pflegt, nur zum Zwecke des Aufsuchens und der Voraus-
berechnung seiner Helligkeitsverhilltnisse (da nach der Erfahrung auch bei Kometen
nahezu die Helligkeit dem Quadrate des Productes der Entfernungen von der Erde und
von der Sonne sich umgekehrt proportional zeigt) benutzen, so kann man auch die zu
berechnenden Oerter simmtlich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges be-
zichen. Es sind dann also mit den heliocentrischen Coordinaten die Sonnencoordinaten,
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bezogen auf dasselbe Aequinoctium, zu verbinden. Im anderen Falle, wenn die Ephe-
meride auch zu scharfen Vergleichungen zwischen Rechnung und Beobachtung dienen
soll, und dieses Geschiift auf die gewthnliche Weise ausgefiihrt werden soll, hat man
den berechneten mittleren Oertern noch die Reduction auf das wahre Aequinoctium des
Beobachtungsmomentes hinzuzufiigen. Die Fixsternaberration hat man wegzulassen, da
diese nachher bei der Vergleichung der Beobachtungen mit der Ephemeride in der uns
bekannten anderen Art beriicksichtigt wird ?).

Um endlich mit leichter Miihe auch die Elemente £, # — & wund 4, bezogen auf
die Ekliptik, zu haben, braucht man nur die Gleichungen (8) und (9) der 19. Vorlesung
in Anwendung zu bringen. Jene Gleichungen machen keinen Unterschied zwischen
rechtlinfigen und riickliufigen Kometen; man erhiilt bei letzteren einfach einen im
zweiten Quadranten liegenden Werth von ¢, und fir # — & das § — @ der anderen
Zihlungs- und Bezeichnungsweise riickliufiger Kometen; will man auf diese andere
iibergehen, so hat man daher ¢ in 1809 — ¢, # — & in 360° — (w — ) zu ver-
wandeln, und den Elementen noch das Zeichen R. oder Retrograd hinzuzufiigen.

Da hier die Bezeichnung in einzelnen Stiicken von der in der 19. Vorlesung ab-
weicht, und der Vollstindigkeit halber mdgen hier jene Vorschriften zur Berechnung
von 7w — &, &, i noch einmal aufgefiilhrt werden. Bedeutet ¢ die Schiefe der Ekliptik
zur Epoche des gewihlten Aequinoctiums, so berechne man einen Iiilfswinkel ¢ aus
der Formel:

b’
gy = i
dann bhat man:

YhE + O —x— ) =2C=9 u@—0¢). .. 1

cos (¢ + )
cos & = d'sin[d' — (x — Q)]
— sin § cosi = d'cos[A' — (x — )] l 15
sin & = Vsecé sin[B — (x — Q)] ] t 8 kol i(l8)
= ¢’ cosec & sin[C' — (w — §3)]

In welchem Quadranten w — S und & liegen, muss hier, da wir die geocentri-
schen Breiten nicht unmittelbar haben, auf etwas andere Art, als in Vorlesung 19 ent-
schieden werden, namlich dadurch, dass eine der beiden Gleichungen:

Veos[B' — (m — §)] = cos § cosi cos &8 — sini sin e

dcos[C' — (m — §)] = cos § cosi sine - sini cose
zugezogen wird. Ist noch eine derselben befriedigt, so ist in (14) der Quadrant von
n — & richtig gewdhlt; im anderen Falle sind # — & und £ um 180° zu indern.
Das auf soleche Weise bestimmte System wird die Gauss’schen Constanten wiedergeben,
daher die Beobachtungen darstellen, und man hat somit auch die Elemente, bezogen auf
die Ekliptik und das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges.

1) Nach der Bezeichnung des Berliner Jahrbuches hat man also an die mittleren Rectascensionen
noch die Gréssen A, B b, an die Declinationen die Grossen A a', B0 anzubringen.
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Einundvierzigste Vorlesung.

Rechnungsbeispiel zu Vorlesung Vierzig?).

Der Komet 1857. 1II. wurde vom Herrn Professor Férster am Berliner Refractor
wie folgt beobachtet:

Mittlere Berliner Zeit  Rectascension Declination
1857. Juni 23.  12b 56’ 53" 530 6 53"4 4 400 59’ 38”5
21. 12 56 37 61 20 51,1 + 44 53 50,1
Juli 2. 18 27 387 77T 2 50,6 4+ 48 47 8 8.

Wir filhren zunfichst an diesen Beobachtungen die Reduction vom scheinbaren
Orte auf den mittleren aus, d. h. beziehen die Beobachtungen auf das mittlere Aequi-
noctium des Jahres 1857,0, indem wir sie zugleich von der Fixsternaberration befreien.
Die Jahrbiicher geben die dazu gehérigen Formeln und Zahlen. Dem Jahrbuche (hier
dem Nautical Almanac) entnehmen wir auch noch die Sonnencoordinaten fiir die Beob-
achtungszeiten und bringen daran zur Beriicksichtigung der Parallaxe die in der 38.Vor-
lesung angegebenen, von der Sternzeit und Polhthe des Beobachtungsortes abhingigen
Correctionen an, nimlich:

an den X die Correction — —2_06,2[—64,@ cos @ cos s
kg :
» n X » — 5069648 5P Sins
Z S el
5 2 » ’ 2062648 *" "

Wir wollen diese leichten Reductionen hier nicht in das Einzelne durchfiihren,
sondern gleich das auf solche Weise von fremdartigen Beimischungen befreite Material
der Rechnung selbst hier anfiihren.

t, ¢y ¢ . . . . Juni 2353950  Juni 27,53932  Juli 2,56085
o oy o . . . 530 6 51" 610 20" 48" 770 2 447
38,8 . . . 40 59 35 44 43 46 48 47 4
) R (1 <o DA — 0,04203 — 0,10953 — 0,19350
Y 0,93183 0,92730 0,91569
ZED . . 0,40432 0,40235 0,39731.

Die Vorbereitungsrechnungen nach den Gleichungen (1) der vorigen Vorlesung
ergeben nun nach (1): :

R —  1,03355 (R"Q) R secd = — 0,96155

R? = 1,08377 (00")secd secd” =  1,90622

R'"* —  1,03378 (Ro)R = Reosy — — 0,80873

(RR") RE' =  1,02204 (R" ") R" = R’ cosy” = — 0,85827,
(R@") Rsecd” = — 1,36029

1) Da es hier bloss darauf ankommt, den Gang der Rechnung zu veranschaulichen, so wurde
von einer Umrechnung des Beispieles mit den modernen Werthen der Sonnenparallaxe und Aber-
rationszeit abgesehen. Anmerkung des Herausgebers der 2. Auflage.

Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 38
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und fiir den Fall einer scharfen Berechnung der Aberration:

R'eosy =— — 0,82396
Rsiny't = 0,35486.

Von den Formeln (2) und (4) verdient offenbar hier die erstere bei der Auf-
stellung der Relation zwischen @ und ¢” den Vorzug, weil die Bewegung in Reet-
ascension die in Declination bedeutend iibertrifft; berechnet man deshalb die M, M, M”,
s0 erhilt man:

M = — 0,48370
M = — 0,54077
M" = — 0,60888,
und jene Relation wird iiberhaupt:
0 270"8 " 7 'BJ ??' '3‘ 7} a 1?
,27058 . ¢" = — 0,54077 S + 0,48370 Fr -+ 0,60888 4 0,14319 N 0.

Die Gleichungen (6) und (7) nehmen, in Zahlen ausgedriickt, folgende Gestalt an:

2 = 1,03855 — 2,14293¢ -+ 1,75529 g2
2 = 1,03378 — 2,60520 " + 2,30340 "2,

und die Gleichung (8) endlich wird:
3,81244 . po” — r2 + " — x? — 2,04408 + 1,92310 9 -+ 2,72058 o”".

Da hiermit die Vorbereitungsrechnungen beendigt sind, schreiten wir zu den Ver-
suchen iiber @; ohne Gefahr, unser Ziel zu verfehlen, konnten wir mit einem Werthe
beginnen, der r = 1 entspricht. Die Grosse der negativen Coéfficienten von ¢ in dem
Ausdrucke fiir 2 liisst indessen vermuthen, dass r bedeutend kleiner als 1 ist; deshalb
schiitzen wir r = 0,75 und beginnen die Versuche mit ¢ = 0,9. Mittelst der geschiitzten
Werthe von ' 4 ", r 4+ ", r 4+ », welche wir vorliufic bei der Berechnung von
n 1y " alle drei gleich 1,5 setzen, bekommen wir nach den nun bekannten Vor-
schriften:

logn = 9,99871 logon = 8,93513
Zog 1‘}" — 9,99578 ?Og & )]" —_ 9,18663
logn" = 9,99918 log 9" " = 8,83680.

Um die Gleichung zwischen @ und @” zu verbessern, hat man jetzt die x, %, 4"
mit den Werthen » = 0,72574, » = 0,64809, " = 0,55063 zu berechnen. Zu o = 0,9
oder logp = 9,95424 gehort zufolge der Relation (2) log ¢"” = 9,79022, aus (6) und (7)
ergeben sich die zugehdrigen r? und r"%:

r? =— 0,52670 r = 0,72574
r’2 = 0,30325 r"" = 0,58067.

Bestimmt man aus 9’ und (r -+ r”) die Sehne x mittelst der Lambert’schen
Gleichung und Encke’s Hiilfstafel, so wird logz = 9,43970, x? = 0,07575. Wird
letzterer Werth auf der rechten Seite von Gleichung (8) substituirt, so erhilt man:

(rr")ry" = 0,37582;

wir wollen diesen aus Gleichung (8) hervorgehenden den geometrischen, den aus der
Lambert’schen Gleichung zu bestimmenden, wenn man das derselben entsprechende %
in die Formel (rr”) r#” =1/, (r? + r"2 — x2) einsetzt, den phoronomischen Werth
von (rr") rr” nennen. Der letztere wird hier gleich 0,37710. Um die Fehler von
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1, 7y 7" zu verbessern, berechnen wir zu dem r und r” der ersten Iypothese noch das
r' nach der Formel:

(a!n!)n rrg — (&n + 8nﬂil) (‘ﬁ‘qrs + 8'” qﬂ' r}l‘g) B 'B.?? . 3",’?]0 . %2
Diese Rechnung liefert uns: ' — 0,64407; bestimmen wir jetzt aus den drei
Radienvectoren von Neuem 7, %', 1", so erhalten wir:

logn — 9,99744 log®n = 893386
logm' — 9,99309 log &' ' = 9,18394
logn" — 9,99893 log®''n" = 8,83655.

Dem Werthe von log o = 9,95424 entspricht nach Gleichung (2) demnach genauer der
Werth: log@” = 9,80303; die weiteren Zahlen der zweiten Hypothese werden nun:

r? = 0,62670 r — 0,72574
2 = 0,30839 " = 0,55533
logx — 9,43894
x  — 0,07548
(rr") rv" geometr. — 0,38237
(rr"") rv" phoron. = 0,37980.

Um der Wahrheit sich mehr zu nihern, miisste daher das Product rr"”, welches
dem angenommenen Werthe von @ und ¢" entspricht, in dem Verhiltniss von 0,37980
mu 0,38240, oder das hypothetische r — 0,72574 im Verhiltniss von 10,37980 : 10,38240
vergrissert werden, Es wiirde dies eine Vermehrung des r von 0,00248 erfordern,
welchem Zuwachs von » nach der Relation:
rt — 1,03355 — 2,14293 0 + 1,75529 o,

oder:
r/Ar = (1,76529 ¢ — 1,07146) A o
als Zuwachs von ¢ die Grosse 0,00354, als Zuwachs von logg die Grisse 0,00171 ent-
spricht.
Bei der folgenden Hypothese nehmen wir demgemiss an: logg = 9,95595; um
mit grosserer Genauigkeit den entsprechenden Werth von log@" zu finden, verbessern
wir mit den drei Radienvectoren der vorhergehenden Hypothese r=—=0,72574, r' =—0,64859,

' = 0,65533 die Werthe von logm, logn', logn". Die letzteren werden dadurch:
logn = 9,99750,
logn' = 9,99316,
logn" — 9,99894.

log 0" wird gleich 9,80459, und die weiteren Zahlen der Rechnung ergeben sich
wie folgt:

r? — 0,63032, r — 0,72822,
r"? = 0,30915, " = 0,55601,
log x 9,43859,

%2 = 0,07530,
(re") r" geometr. = 0,38411,
(r+") rv" phoron. = 0,38208.

Das logg der Hypothese bediirfte diesmal der Verbesserung von 0,00131; um die
Convergenz des Verbesserungsverfahrens zu erhéhen, nehmen wir an, dass die durch
dasselbe zu erhaltenden einzelnen Correctionen eine geometrische Progression bilden;
dieselbe wiirde hier mit den Gliedern:

0,00171 4 0,00131 + - ..
38*
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beginnen; ihr Exponent wiirde 0,77, ihre Summe gleich 0,00171 . i——%, also gleich
Y

0,00727 sein. Demgemiss diirfen wir schliessen, dass logo sehr nahe gleich 9,95424
+ 0,00727 oder 9,96151 sein wird, was sich in der That bestitigt findet.

Es ist deshalb jetzt die Verbesserung der Beobachtungszeiten wegen der Aberration
vorzunehmen. Benutzen wir die #, %', " der vorhergehenden Hypothese, so finden wir,
dass zu loge = 9,96151 ein log@” = 9,80982 gehtrt, und dann wieder folgende drei
Radienvectoren:

r — 0,73658
r' = 0,656 64
r" = 0,55819.

Aus dem ¢’ folgt der Abstand von der Erde in der zweiten Beobachtung gleich:

— R'cosy + Yr'? — R'*sin 2 oder gleich 0,82396 4- 0,27628.

Die drei nicht curtirten Abstinde von der Erde, mit demen man die Aberrations-
constante von 493,31) nach den gegebenen Vorschriften multipliciren soll, werden somit:
1,21250
1,10024
0,979 50,

und die geforderten Verbesserungen der Beobachtungszeiten, in Tagen ausgedriickt, gleich:
— 0,006 92
— 0,006 28
— 0,00559.
Man wird also fiir den Schluss der Rechnung die Beobachtungszeiten:
Juni 23,53258
Juni 27,533 04
Juli  2,55526,
und die %, y', 4", &9, 89, 99" noch einmal dementsprechend berechnen.
Fiir die folgende Hypothese wird mit Riicksicht hierauf:
logy = 9,99757, log®n = 8,93405,
logy' = 9,99338, logd'n' = 9,18430,
logn" = 9,99898, log 8" %" = 8,836 67.
Fiihrt man die Versuche zu Ende?), so findet man endlich fir log ¢ die definitive
Loésung:
log o = 9,96102,
und fiir log ¢":
log " = 9,80809.

Es entsprechen dieser Lisung die Radienvectoren:
r = 0,73582, logr = 9,86677
7 = 0,565755, logr" = 9,74628
x2 = 0,074787.
Zun#ichst berechnet man darauf den Bogen 1!/, (¢ — ») nach der Formel:
dre” sin1/y (V" — v)2 = x? — (' — 1)},

') Siehe Anmerkung 8. 297.

*) Bei dem Schlusse der Versuche ist es, wenn man eine sehr grosse Genauigkeit in die Rech-
nung legen will, vorzuziehen, den geometrischen Werth von »* aus der Gleichung (2 — )® 4 (y" — y)*
+ (¢ — 2)* zu suchen, um mit dem phoronomischen Werthe zu vergleichen; um so mehr, als die
heliocentrischen Coordinaten doch spiiter berechnet werden miissen.
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woraus sich:

1, (" — ») = 9018’ 59”3

ergiebt.
Rechnet man darauf nach den Formeln (12) der 28. Vorlesung, so findet man noch:
Y, (" + v) = — 40021’ 45",8
logg =  9,565436
oder:
v — 900 2’ 30”9

Il

t’”

— 71 24 32 .3,
und hieraus mittelst der Barker’schen Tafel die Zeit des Perihels:
T = 1857, Juli 17,99482 (Berl. Zeit).

Die definitiven Werthe der heliocentrischen Coordinaten des Kometen waren fiir
die erste Beobachtung:

z = 0,59073, y = — 0,20066, ¢ = 0,39015;
fiir die zweite Beobachtung:

o' = 033761, ¢ — — 028923, ¢ — 0,33658;
also werden die Grissen o', A, bV, B, ¢/, C' u. 5. w.
a — num. log. 9,97237, A = 211013’ 14"
b — num. log. 9,93412, B = 288 32 45
¢ = num. log. 9,79078, C' = 149 10 41.

Hiermit ist nun alles fiir Berechnung einer Ephemeride Erforderliche bekannt. Priift
man, wie die zweite Beobachtung durch diese Constanten dargestellt wird, so ergiebt sich:

Berechnete Rectascension = 61°20" 50"

Beobachtete = = 61 20 48
Berechnete Declination — 4 44 43 56
Beobachtete = = 44 43 46.

Die Rectascension wird so genau dargestellt, als es der Gebrauch der fiinfstelligen
Tafeln ermdglicht. Eine ebenso genaue Darstellung der Declination dagegen war, weil
wir die Relation (2) angewandt, welche nur die Rectascensionen beriicksichtigt, nicht zu
erwarten.

Wollen wir nun noch die auf die Ekliptik bezogenen Elemente des Kometen kennen
lernen, so haben wir, nach den Gleichungen (14) und (15) der 40. Vorlesung, mit dem
Werthe & = 23°27' 37" fiir die Schicfe der Ekliptik zn der Epoche 1857,0:

T — § = 134° 4’ 0"
£ 23 48 42
i 121 6 52,

|

Il

oder, nach anderer Bezeichnungsweise:
T — & 225°56' 0"
§ = 23 48 42
i = b8 53 8.
Retrograd.
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Ziweiundvierzigste Vorlesung.

Die Gauss’sche Form der Olbers’schen Methode, auf den Aequator
iibertragen.

Wir haben absichtlich in den vorhergehenden Rechnungen aus bald zu errathenden
Griinden von ‘einer Umformung der Gleichung (4) keinen Gebrauch gemacht, durch

welche die Grisse c_%}’ welche am meisten durch die Convergenz der Verbesserungen

verzdgert wird, ganz aus der Relation verschwindet. Unsere Absicht war, den Leser
schon an diesen Rechnungen erkennen zu lassen, wie man fiir den Fall, dass eine Beob-
achtung wegen fehlender Declinationsbestimmung unvollstindig wire, doch nicht allzu
mithsam zu einem scharfen Resultate gelangen kénnte. Diesem Falle widmen wir in
der folgenden Vorlesung noch einige Betrachtungen; jetzt aber wollen wir zeigen, wie
in dem Falle vollstiindiger Beobachtungen fiir die Fundamentalebene des Aequators eine
vollstindig strenge Gleichung zwischen ¢” und g, den auf diese Ebene eurtirten Distanzen
zu crhalten ist, in welcher als Unbekannte ausser ¢ und " selbst nur das Verhiltniss

7 noch auftritt. Von diesem Verhiltnisse ldsst sich nach den fritheren Entwickelungen
erkennen, dass es bis auf Grossen von der Ordnung des Productes der kleinen Zwischen-

zeiten, d. h. bis auf Grossen der zweiten Ordnung inclusive genan, gleich dem Verhiltniss
I ]

— oder &E,, gesetzt werden kann. Hieraus geht noch hervor,

dass eine solche Relation, wie wir sie zu entwickeln vorbaben, um die Genauigkeit des
Olbers’schen M zu erreichen, die Kenntniss der %, %', " nicht mehr erfordert. Sub-
stituirt man aber bei einer Wiederholung der Rechnung die 5 und %", welche dann
selbst bis auf Grossen zweiter Ordnung inclusive bekannt sind, so erhilt man die Un-
bekannten bis auf Grossen vierter Ordnung genau; iiberhaupt steigert jede Wiederholung
die Genauigkeit hier um zwei Ordnungen, und wenn die Zwischenzeiten gleich sind,
sogar um drei Ordnungen.

Dieses vorausgeschickt, bemerken wir, dass der Coéfficient N’ der Gleichung (4)
im Gegensatze zu M' der Gleichung (2) von der Wahl der Anfangsrichtung in der
Fundamentalebene abhiingig erscheint, so dass es immer moglich sein wird, durch eine
blosse Drehung des Coordinatensystems um die Z-Axe den Coéfficienten N’ und dem-

der Zwischenzeiten 7

1 : ; i : :
nach auch N’ - o =am Verschwinden zu bringen. Es sollen also jetzt die Rectascensionen

von einem Meridian gerechnet werden, welchem nach der gewdhnlichen Zihlweise die
Rectascension A'; entspricht, unter der Bedingung, dass:
N' = X'tgd'cos A’y + Y'tgd'sin A"y — Z' cos (' — A')) = 0
wird. Die Auflésung dieser Bedingung ergiebt:
X'tgd — Z' cos ')

e R e . e e . . . ] . 1
tg 4o Y' tgd' — Z'sine (1)

1) Es mag hier vorliufig Erwihnung finden, dass nach dieser Gleichung A’ mit der Recta-
scension (beziehungsweise der Linge) der Pole eines grossten Kreises identisch ist, welcher den
zweiten geocentrischen Ort und den zugehdrigen Sonnenort verbindet.
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Die Zweideutigkeit des Quadranten von A, ist hier gleichgiiltiz, da sie keinen
Einfluss hat.
An die Stelle der Gleichung (4) konnen wir daher jetzt die folgende setzen:
v __ tgdcos(of — A'g) — tgd cos(w — A) By
& = Wms(au . A'o) - !9‘3}3603 o — A’o) 2 '&"73” Q
(X s do + Toind) — 2"ow(@ —4) | (g
tg 0" cos (" — A'y) — 190" cos (o — A'y)
tgd' (X ecos A'y + Ysin A')) — Zeos (o) — A')) 99
T tg0' cos (o' — A')) —tg 0" cos(o/ — A,) 0"
welche Formel noch vollkommen streng ist.

& . .
Nimmt man nun aber an, dass das Verhiltniss 5_7;% bei dem Kometen und bei der

Erde gleichen Werth hat, was bis auf Grossen zweiter Ordnung inclusive richtig ist, so
muss die vorstehende Relation auch die Losung der Erdbahn: ¢ = 0 und ¢” = 0 mit
einschliessen, was nur moglich ist, wenn sich auch das von @ freie Glied der rechten
Seite auf Null reducirt. Man kann daher mit demselben Grade von Anndherung, den
die Olbers’sche Methode besitzt, von der Gleichung:

p— tgdeos(a — Ag) —tgdcos(x— Ay) t'—¢ 3)

~ tg0'cos (o — A'y) —tg0”cos () — A') ¥ — ¢ S

Gebrauch machen, bei welcher die Verwandlung der Beobachtungen in Linge und Breite
nicht mehr verlangt wird.

Gelingt es nun noch, die Gauss’sche Form, die Versuche anzustellen, auf den
Aequator zu iibertragen, so werden wir zu einer Methode gelangen, welche grosste
Bequemlichkeit mit grosster Schiirfe vereinigen lisst. Wir erreichen unseren Zweck
wenn wir setzen:

X" — X = geosyecos &
Y"— Y = gcosysinG
Z" — Z = gsiny,

wobei, wie leicht ersichtlich, g die Erdsehne zwischen der ersten und dritten Beobachtung,
G die Rectascension des ersten Erdortes, vom dritten aus gesehen, y die zugehorige
Declination bedeutet.
Ferner setzen wir, analog den friiheren Entwickelungen in der 28. Vorlesung:
M cos &0 — cos oo = h cos § cos H
M sin et — sinee = h cos £ sin H
Migd" —tgé = hsint,
wodurch man fiir %2 oder (2" — 2)? 4 (y" — y)? + (¢ — 2)? folgenden Ausdruck
erhalten wird:
% = @%h? — 2gQh[sinysinf + cosycoscos (¢ — H)| + g%
Bezeichnen wir den Winkelabstand des ersten geocentrischen Ortes des Kometen vom
ersten Sonnenorte mit ¥, die entsprechende Grisse bei der dritten Beobachtung mit ",

so haben wir:
Reosy =— XecosOcoswe -+ YcosOsinaw -+ Zsind

R'cosp" = X"cosd" cose” + X"cosd"sino + Z" sind".
Es sei auch noch der Kiirze wegen:
cosp = sinysing -+ cosycos§cos (G — H),
so werden r% r’% und %2 wieder ganz ihre frithere Form (28. Vorlesung) annehmen;
man wird nimlich haben:
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r? — (psecd — Rcosy)? + R2siny?
r'"? = (Mo secd” — R"cosy")? 4+ R"2siny'"?
= (@h — geos p)* + g*sin @2
Man braucht jetzt nur noch wieder die Grosse w mittelst der Gleichung:
eh — geosp = u,
d. h.:
o Wit g on g
= h

einzufiihren, und die Versuchsgleichungen werden wieder ganz die fritheren, nur mit
dem Unterschiede, dass sich @, und entsprechend %, ebenso wie das wieder mit M

"
bezeichnete Verhiiltniss % hier auf den Aequator, statt auf die Ekliptik beziehen. Es

ist leicht zu schen, dass die Formeln fiir die Ekliptik durch Specialisirung aus den
vorhergehenden zu erhalten sind.

Wir wollen fiir diese der Olbers’schen nahe verwandte Methode, welche ihr an
Bequemlichkeit ungefihr gleich kommt, aber dabei so ungemein leicht den hichsten Grad
von Schirfe in die Bestimmung legen ldsst, noch cinmal die Formeln zusammenstellen.

Dreiundvierzigste Vorlesung.

Zusammenstellung der Formeln fiir die unmittelbar auf den Aequator
bezogene, strenge Form der Olbers’schen Methode. Rechnungsbeispiel.

Man berechne:

X'tgd' — Z'coso

Y'tgd' — Z'sined gl

M — tgdcos(V 4 o) — tgd'cos(V 4 o) ' — f
tgd cos (V + o) — 190" cos (V + o) ¥ —
geosycos G = X" — X
geosysinG — Y" — Y
gsiny = 2" — 2
M — cos (" — &) = heos§cos (H — o)
sin (0" — o) = hcosEsin(H — «')
Mitgd"” — tgd — hsing
cos ¢ = sinysing + cosycoseos(G — H)
Rcosy = XcosOcoso: + Ycosdsina -+ Zsind
R'"cosy" — X"eosd"cose” -+ X" cosd" sine + Z"sind".

gV =

Y Oder auch, wenn man licber die Polarcoordinaten, Rectascension und Declination des Sonnen-
ortes A’ und D' gebrauchen will:
P tg d’cos A’ — tg D' cos e
9r = tgd'sin A’ — tg D' sin e
Desgleichen kann man im Folgenden setzen:
cosyp == sin dsin D -+ cos d cos D cos (e — A),
cos ¢ = sin d" sin D" -+ cos 0" cos D" cos (&' — A").
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A = gsing
B =— Rsiny
B" =— R"sin wu
b = hcosd
T cos 8"
M
= gecosqp — b Reos
¢" = geosp — V" R" cos ",

7 2
Y (“_':J"_'?_) 4 B
e — (u —z’,’—;’ cn)2+ B
%3 — u? 1+ A%
ist % auf bekannte Weise, der Lambert’schen Gleichung geniigend, bestimmt, so wird:

_ utgosy
== I

bh‘ —

dann wird wieder:

Fiir cine Wiederholung der Rechnung wird man die Zeiten wegen Aberration
corrigiren, und M nach Gleichung (2) unter Beriicksichtigung der % und %" von Neuem
bestimmen, dabei jene Gleichung unter der Form:

r
' =ap+d=(a+5)0
schreibend, in welcher:
,_ 190"(X" cos V. — Y"sin V) — Z"cos (&' -+ V)
s tgd cos(V + «") — tg 8" cos(V + o)
tgd' (XcosV— Ysin V) — Zeos(e' 4 V)
tg0' cos(V + o) — tg0"cos(V 4+ o)
- tgdcos(V 4 o) —tgd'cos(V+ o)  &n
T tg0'cos(V + o) — tg0"cos(V L ) D' q"

Die zweite oder Verbesserungsrechnung wird also mit dem Werthe:

._i_

&
M‘_—_a'{'Es

worin der in der ersten Rechnung gefundene Werth von @ zu substituiren ist, zu
fithren sein. '

Man erreicht durch die Verbesserung des M hier dasselbe, was man auch durch
andere Arten der Correction des Olbers’schen M erreicht, dass der durch den zweiten
Sonnenort und den zweiten geocentrischen Ort gehende Kreis durch die berechnete
Parabel wiedergegeben wird. Entsprechen die Beobachtungen in Wirklichkeit einer
Parabel, so miissen auch wieder der beobachtete und der berechnete Ort in einen Punkt
des genannten grissten Kreises fallen.

Wir benutzen noch weiter das Material des Kometen 1857 III, um die grosse
Bequemlichkeit der oben gegebenen Formeln zu zeigen. Mit Zugrundelegung also der
Daten der 41. Vorlesung erhiilt man:

Vi = — 280 332" H = 194017’ 28"
log M — 9,84828 & = — 75919
G = 186° 4'56" logh — 9,66345
¥ = — 238 b geos @ — 0,14833
logg — 9,18324 Reosy — 0,80873

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 39
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R'eosy" =  0,85827 log b = 954128
log A = 8,04866 log b = 9,63398
log B = 9,78961 ¢ = —0,13227
log B" = 9,736 47 e’ = — 0,22117
Den Gleichungen:

o (”’:};_E)+ B2

R R u_i- c”)? g

= (“T5) + B

%! — u? |+ A2

und der Lambert’'schen Gleichung wird nun, wie man leicht findet, geniigt durch:
« = 0,271 32,
d. h. durch folgende Werthe von log g, log 0", logr, logr" und x?:
loge = 9,95942
log 0" = 9,80770

logr — 9,86595
logr" — 974617
%2 = 0,074566.

Will man die Genauigkeit noch weiter bis zu den Gréssen vierter Ordnung in-
clusive treiben, so hat man die Gleichung (2) anzuwenden, in welcher 4’y mit — ¥
identisch ist. Es wird nun, wie wir hier nicht von Neuem zu berechnen brauchen, mit

Beriicksichtigung der Aberration 1), log i = 0,097 58, demnach:

o' = 0,70285 ¢ }+ 024517 — 0,24458

1
— (0,70285 - 000059-~) 1
(’ e o) ¢

oder, wenn wir fiir (¢) den eben gefundenen Werth, dessen Logar. = 9,95942, einsetzen:

" = 0,70350 p,
d. h.:
log M = 9,84726;
bei der zweiten, mit diesem Werthe zu fihrenden Rechnung wird man so gut wie
vollig strenge, mit dem frither auf lingerem Wege gefundenen Resultate iiberein-
stimmende Zahlen erhalten.

Vierundvierzigste Vorlesung.

Der sogenannte Ausnahmefall der Olbers’schen Methode. Berech-
nung der Balm eines Kometen aus drei Beobachtungen, von denen
nur zwei vollstindig sind.

Nach den Principien der Olbers’schen Methode war das Verhiltniss M der
Distanzen von der Erde aus der Lage des Durchschnittspunktes jener beiden gréssten
Kreise der Sphiire zu finden, von denen der eine die beiden Husseren geocentrischen

') Siehe Bemerkung 8. 297.
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Oerter, der andere den mittleren geocentrischen Ort mit dem Orte der Sonne verbindet.
Es ist klar, dass dieser Durchschnittspunkt und demnach auch der Olbers’sche Aus-
druck fiir das genannte Verhiltniss an grosser Unbestimmtheit und Unsicherheit leiden
werden, so oft die beiden Kreise nur einen sehr kleinen Winkel mit einander bilden,
d. h. wenn die Richtung der geocentrischen Bewegung eines Kometen sehr nahe mit
dem durch die Sonne gelegten grossten Kreise zusammenfiillt, Diesen Fall, wo man
demnach die Relation zwischen ¢ und ¢” mit anderen Hiilfsmitteln ableiten muss, nennen
die Astronomen den Ausnahmefall bei der Olbers’schen Methode.

Die Hiilfsmittel nun, welche alsdann zugezogen werden kdénnen, besitzen wir schon
in den Entwickelungen der 40. Vorlesung; denn in den Relationen (2) und (4) dieser
_ Vorlesung spielt der Durchschnittspunkt der genannten Kreise keine Rolle.

Obgleich hiernach die Untersuchung im Ausnahmefalle als erledigt betrachtet
werden konnte, weil man sich, sei es fiir den Aequator, oder fiir die Ekliptik, durchaus
der Formeln der genannten Vorlesungen bedienen kann, so mag doch hier noch eine
Entwickelung Platz finden, welche zuweilen mit Nutzen bei Kometenbahnen von geringer
Neigung gegen die Erdbahn angewendet werden kann. Die Parallaxe kann dabei nicht
gut von vornherein beriicksichtigt werden, weshalb es hier bequemer erscheint, die
Formeln auf die Ekliptik zu beziehen.

Die friiher entwickelte Relation (4), 8. 289, wobei die M definirt sind durch die
Gleichungen (3), S. 294:

sin(A" — ). """ =M — Mc— M'¢" — sin(A — ). co
geht dann {iber in:
sin (A" — XY " Q" = R'sin(M' — Q') — Rsin(¥ — @) . ¢
— R'sin(M — @")¢" — sin(L — V)eco. i
Es ist nun cinleuchtend, dass, wenn in dieser Gleichung die Verhiltnisse 5, -::—,,

wie sie fiir die Erdbewegung stattfinden, substituirt wiirden, dieselbe durch die Werthe
0 = 0 und ¢” = 0 befriedigt werden miisste, da die Erde selbst sich in den drei durch
die Beobachtungen gegebenen Gesichtslinien befindet. Bezeichnen wir daher die genannten
Verbiltnisse bei der Erdbewegung mit € und C”, so wird die Gleichung:

0= R'sin(A' — Q') — CRsin(M' — @) — C"R"sin(VM — @")
oder: ) 1 o

0= Rsin(d — Q@) - o Rsin (¥ — @) - i — R sin (' — @")
erfiillt sein miissen. Subtrahirt man diese Gleichung von der obigen Relation, nachdem
man die letztere durch ¢” dividirt hat, so findet man:

mqru_zj.yuzjfmmr__oj(;_-éa
C
c

Ferner aber ist, mit Riicksicht auf die Definition von ¢ und ¢’, sowie die Ent-
wickelungen der 32. Vorlesung:

el ot _wdal O 0 14 il
B T T e A 2178

w_n' " ata BB 1 a9
W ata" W g & ( 2,-'3‘)’

also:
1_#¢ am> e ®
L‘” == g - 2’_r3 -

89*
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and analog fiir die Erde (da die Ausdriicke bei den Kegelschnitten allgemein gelten):

1 b a9 C &
o=w(l—1m) o=

Folglich erhalten wir, wenn wir von diesen Gleichungen in der obigen Relation Gebrauch
machen, die Gleichung:
w __ OP'R /1 1\ sin (A — @) & sin(A — 1)
V=" (m—m) = " e = . O
Nach dem Vorschlage von Encke fir den Ausnahmefall der Olbers’schen
Methode kann diese Gleichung so angewendet werden, dass man zuerst:
" . '
Y
0 8" sin (A" — A')
den Formeln der Olbers’schen Methode als Ausdruck fiir M zu Grunde legt. Der
danach durch die bekannten Versuche erhaltene Werth von ¢ sei gleich (), so wird
dann nach Gleichung (1) der Ausdruck: .
o _ 99'R /1 1 sin (A' — Q) & sin (A —4)
=t m—w) RE=n P amr—1
ein verbesserter Werth des Olbers’schen M sein, mit welchem die Rechnung zu
wiederholen wiire. Es ist demnach der zuerst angenommene Werth:

9 sin (A — A)

7w (7 — )

mit dem Correctionsfactor:

1+

YR sin(¥ — Q) (1 1
2(e) sn (A —12) (ﬁ"s o ?‘5)

zu multipliciren.

In dem von uns schon mehrfach benutzten Beispiel vom zweiten Kometen des

Jahres 1813, welches zwar keinen Ausnahmefall bietet, gerade deshalb aber geeignet
ist, den Grad der Annidherung der vorhergehenden Formeln zu zeigen, war:

logr = 9,08392, N— 2 = — 4°49'16",
log?' — 9,38323, A= = —9 39 14,
log &' = 9,08049, logsin(A' — ) = 8,92451,,
log (0) = 9,803 66, logsin (A" — &) — 9,224 52,,,
logr' = 0,12399, M— @ =  241048'37",
log R' = 0,00175, logsin (' — @) = 9,94517,.
Setzt man in der Formel (1) zuerst ' = &', d. h. macht man von (2) Gebrauch,

so erhillt man:
log M = 9,70342.
Rechnet man hingegen mit Benutzung der obigen Werthe von #' und ¢/, auf welche
man successive durch Wiederholung der Rechnungen der Olbers’schen Methode gefiihrt
werden wiirde, so findet man:
B9 sin(M — QR /1 1
G _Sfm__z) (R_1 — ’Ta) — 0,13563,

den Correctionsfactor des obigen M demnach gleich:

1,13563,
dessen Logarithmus:
0,05524
zu dem Werthe von log M — 9,70342 addirt werden muss, um diesen letzteren zu ver-

bessern. Man erhiilt demnach jetat:
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log M — 9,758 66,

withrend nach dem gewdhnlichen Ausdruck der Olbers’schen Methode:
log M — 9,75799

gefunden wurde.

Nicht immer, obwohl meistens, wird in dem Ausnahmefalle der Olbers’schen
Methode die Bewegung in Linge die iiberwiegende sein; auch der Fall, dass der geo-
centrische Ort hauptsiichlich Breiteniinderungen erleidet, und also wegen der Kleinheit
von A — A4 und A" — A’ auch die vorhergehende Formel fiir M ihre Dienste versagen
wiirde, hat einigen Anspruch auf unsere Beriicksichtigung. Aus der Relation (4), Vor-
lesung 40:

(cos M tg " — cosA"tgp') . 0" = N’ - % — N% — N" — (cos M tg 3 — cosAig B') - % 0,
worin: N =R cs® tgf

N = R eos O tgfy

N" = R"cos Q" tg p's

folgt durch Betrachtungen, welche den vorhin angewendeten ganz analog sind:
; P L ; 1 1
(C‘ﬂs A f_l‘)' .d" — C0S A fg ﬁi') o = T a .Rl cos 6? {g ﬁ ] (F-‘ — .;-Fi!_)

kis
— (eos A" tg B — cos Atg ) g7 @
oder:
v B coshitgP — coshtgp i a9 (l o l) ~ RosO'igp 3)

T cosAtg B — cosdtgp ¢ 2 RS '3) cosd'tgB" — cosh"tgf

Es ist einleuchtend, dass es fiir die Relation zwischen ¢” und ¢ ganz gleichgiiltig
sein muss, von welchem Punkte der Ekliptik die Lingen gezihlt werden, so dass man
unbeschadet der Richtigkeit der vorhergehenden Gleichung die in derselben vorkom-
menden Grossen 4, A, 4 und ©" um den Betrag ' vermindern kann. Dadurch geht
dieselbe iiber in:

w_ o tgBleos(A — Q) —tgPeos (¥ — Q) B
T8 tgf"cos (A — @) — tgPcos(AT — O

& i Yo | &
" tgfB"cos (' — Q') —tgfleos (A" — @) \Rs ¥

Der Factor von ¢ auf der rechten Seite dieser Gleichung unterscheidet sich von
dem gewdhnlichen Ausdruck fiir das M der Olbers’schen Methode, wie man sieht,
bloss dadurch, dass hier iiberall die Cosinus der Bigen 4 — @/, V' — @', A" — @'
vorkommen, wo dort die Sinus stehen. In einem Ausnahmefalle der in Rede stehenden
Art kann man daher so verfahren, dass man in dem gewdhnlichen Ausdrucke fiir das
Olbers’sche M die Cosinus statt der Sinus der obigen Unterschiede einsetzt. Hat man
hierdurch eine erste Niherung erhalten, so kann dann dieses M durch Multiplication
mit dem Factor:

Fili 1 tg B R ( 1 1 )

It S PG —0)— (@ —0) @) \&

verbessert werden.
Bei dem Kometen 1813 II. licfert die Cosinusformel:

log M — 9,73400;
der Togarithmus des Verbesserungsfactors aber wird, Tog (¢) = 9,803 66 und log "= 0,123 99
gesetzt, gleich:
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0,02427,
also der verlbesserte Werth selbst:
log M = 9,75827,
was mit dem nach der Carlini’schen Methode gefundenen Tog M — 9,75826 so gut
wie vollig, und auch mit dem Ergebniss der Formel (2) zemlich gut iibereinstimmt.
Die Formel (4) verdiente aber hier vor jener wegen der stirkeren Breitenbewegung
den Vorzug.

Der aufmerksame TLeser wird vielleicht selbst schon die von uns viel gebrauchte
Relation (2) (40. Vorlesung), und die daraus abgeleitete (1) dieser Vorlesung, in welchen
beiden die Winkelcoordinaten des Abstandes von der Fundamentalebene, d. h. die Decli-
nation oder die Breite, explicite nicht vorkommen, als unmittelbar brauchbar auch fiir
den Fall einer Bahnberechnung erkannt haben, welche auf zwei vollstindige und cine
unvollstindige Beobachtung gestiitzt werden soll. Es ist dies ein Problem von prak-
tischer Bedeutung, weil bei den Beobachtungsmitteln, auf deren Gebrauch sich die
Astronomen bei den Kometen vorzugsweise angewiesen sehen, die Bestimmung einer
Declination ziemlich leicht misslingt.

In dem Rechnungsbeispiele der 41. Vorlesung hitte es, wie man leicht erkennt,
der Kenntniss der Declination der zweiten Beobachtung gar nicht bedurft; diese Deeli-
nation diente dort nur dem untergeordneten Zwecke, die fir die Beriicksichtigung der
Aberration nithige Bestimmung von @' aus #' auf eine bequemere Art auszufithren. Es
hiitte dies aber auch dadurch geschehen kénnen, dass man das Formelsystem:

o'coset = ca + "2’ + X'

o'sine = ey 4+ "¢y’ + Y

o'tgd = cz + ' + 7
auflgste, wodurch dann sowohl der fiir die Verbesserung der Beobachtungszeit zu suchende
Abstand von der Erde ¢'secd’ bekannt, als auch eine schiitzbare Controle der Reelmung
gegen griobere Fehler gewonnen wird; denn es wird das so zu findende o' mit der
gegebenen Rectascension sehr nahe iibereinstimmen miissen,

Wire die unvollstindige Beobachtung immer die mittlere, so wiirden wir den
gegebenen Vorschriften nichts weiter hinzuzufiigen haben. In der Praxis aber ist es
gerade die Beobachtung in der Nacht der Entdeckung, also die erste, welche mehr als
andere der Gefahr, unvollstindig zu werden, ausgesetzt ist. Aber auch diesem Falle
konnen die Formeln der 40. Vorlesung durch eine leichte Modification angepasst werden,
indem man den auf die unvollstindige erste Beobachtung beziiglichen Daten den Accent ’
giebt. Das Material der Rechnungen der 41. Vorlesung wiirden wir dann, nimlich unter
der Voraussetzung, die Declination der ersten Beobachtung (Juni 23.) sei nicht gelungen,
in folgendes Schema stellen:

H Y, " . . . . . Juni 2753932, Juni 23,53950, Juli 2,256085

a oy W L. 61020’ 48" 530 6'51" 770 9/ 44"
d O . . . . . 4 44 43 46 + 48 47 4
XX B v v s« — D09ES — 0,04203 — 0,19350
e SN (G 0,927 30 0,93183 091569
VA S 0,40235 0,404 32 0,39731,

um dann darauf mit couscquenter Beriicksichtigung der Vorzeichen die Formeln der
40. Vorlesung anzuwenden. Es wird dabei #” negativ, desgleichen #"%", da die Reihe
fiir das Verhiiltniss des Sectors znm Dreieck nur die geraden Potenzen von @ enthilt.
Die Vertauschung der ersten mit der zweiten Beobachtung hat also bei diesen Grossen
die Folge, dass auch &5 und 97’ sich vertauschen, wihrend #" 5" negatives Vorzeichen
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bekommt. Bei den M, M’, M" dagegen werden in Folge der veriinderten Ordnung des
Materials ganz andere Zahlen zum Vorschein kommen, im vorliegenden Falle z. B.:

M = — 0,64417
M = — 059291
M" = — 0,70437,

als Relation zwischen ¢ und ¢" wird die Gleichung:
0,65889 . ¢ 9" = — 0,59291 + 0,64417¢ + 0,70437 . ¢ + 0,17816 cg
oder:
P

0,65889 9" = — 0,59291 ;}T:;,, 1+ 064417 ;,’, ?z
erhalten werden. Im Uebrigen weicht der Gang der Rechnung von dem des Beispiels
in der 41. Vorlesung nicht ab; es erscheint daher unndthig, dieselbe hier von Neunem
durchzufiihren.

Man kann vielleicht noch wiinschen, auch den Fall behandelt zu sehen, wo die
Declinationen alle gegeben sind, dagegen eine der drei Rectascensionen fehlt. Derselbe
kann ganz leicht zu einem praktischen werden, z. B. dann, wenn man nach Anstellung
einer in beiden Coordinaten gut gelungenen Beobachtung entdeckt, dass an der Recta-
scension des gebrauchten Vergleichssternes eine Unsicherheit haftet. Der erfahrene
Beobachter weiss, dass Unsicherheiten von mehreren Zeitsecunden, aus Zihl- oder Schreib-
fehlern entsprungen, gar nicht so iiberaus selten selbst in den besten Sternkatalogen
sich vorfinden, dass darauf nicht einige Riicksicht zu nehmen wire,

9
4 0,70437 4 0,17816 ﬁ 0

Dieser Fall kann ohne besondere Schiwierigkeit anf Grundlage der Gleichung (4)
(40. Vorlesung) behandelt werden; denn obwohl in derselben die als nicht genau bekannt
anzusehende Rectascension &' ebenfalls vorkommt, so kénnen wir es, da sie nur durch
jhren Cosinus vertreten ist, leicht so einrichten, dass eine ganz rohe, nur bis auf etwa
cine Zeitminute genaue Kenntniss derselben, wie wir sie ja immer zur Hand haben
werden, zur Aufstellung der Relation zwischen ¢ und @” vollkommen hinreicht.

Offenbar ist die die Abhiingigkeit des " von g ausdriickende Gleichung unab-
hiingig von dem Nullpunkte der Zihlung der Rectascensionen; man kann diesen Null-
punkt daher, anstatt in das Friihlingsiquinoctium, in einen Punkt des Aequators ver-
legen, dessen Rectascension nach der gewdhnlichen Zihlungsweise einen gewissen Werth
o'y hat. Die Gleichung (4) der 40. Vorlesung wird dann iibergehen in:

&'y Py

[cos (off — oy) tg 0" — cos (o — o/y)tgd'] @" = N’ P N o

: : s
— N — [cos (o — ofp) tgd — cos (& — o'y) tg O'] F’?i'_" 0,

worin dann aber fiir N, N, N” der Reihe nach die Ausdriicke:
?

(X cosedy + Y sindy) tgd — Z cos (' — o'y)

X'eoset'y + Y siney) tgd — 7' cos (o' — oy
0
X"coso'y + Y"sino'y) tgd' — Z"cos (&' — oy
I g

zn setzen sind.
Es wird nun aber immer moglich sein, die willkiirliche Grosse «'y so nahe dem o
zu wihlen, dass ohne merklichen Fehler:

cos (o) — o) = 1

gesetzt werden kann, und die obigen Ausdriicke die Form:
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'y a9y

[tg " — cos (e — oy) tgd'] @" = N' oy N-{'}Tqi,ﬁ

— N" — [tgd — cos (& — o'y) tg 0’| _,aa_:‘;u' 9,

N = (X cosay + Y sinedy)tgd — Z

N = (X'ecose’y + Y siney)tgd — 7'

N' = (X"eosely + Y"sinedy)tgd — 2"
annehmen.

Aus dem Materiale des Kometen 1857 III. z B. hitten wir, wenn wir statt der
Declination der zweiten Beobachtung deren Rectascension als nicht genau bekannt vor-
aussetzten, mit der Annahme:

Bl = 61030":
N — + 038703
N' = 4 0,36315
N" = -+ 0,30840

[tg 8" — cos (& — o) 1g0'] =  0,18732
[tgd — cos (& — &'y) tgd'] = — 0,11093.
Hieraus ergiebt sich die Relation:
i o'y’ i
0,18782¢" = 035315 g, — 038708 -1.,},,.};,,-
&
— 0,30840 + 0,11094 rard 0.
- L Oy oy . . .. .
Substituirt man fiir - und die definitiven Werthe, wie sie sich schliess-

a7 nu 'a_.-i_ﬁ'r?
’ot

lich in der 41. Vorlesung ergaben, d. h. log ?}&"_27 = 0,34761, Tog ;?T:,; = 0,09737, so

erhiilt man den zu dem Werthe loge = 9,96102 gehorigen Werth von log 0" gleich
9,80828, wihrend derselbe an jener Stelle gleich 9,80809 gefunden wurde. Der kleine,
fiir praktische Zwecke meistens nicht in Betracht kommende Unterschied riithrt zum
grosseren Theile daher, dass die hier gebrauchte Declination der mittleren Beobachtung,
und die oben zu Grunde gelegte Rectascension nicht einer und derselben Parabel ent-
sprechen.

Da, wie wir eben gesehen, eine Schiitzung der verfehlten Rectascension bis auf
15 Bogenminuten oder 40 bis 60 Zeitsecunden genau geniigt, die zur Bahnberechnung
erforderliche Gleichung zwischen @ und ¢” aufzustellen, so ist also das Fehlen der
Rectascension bei einer Beobachtung ebenso wenig wie das der Declination ein Hin-
derniss fiir die Ausfiilhrung der Vorschriften der 40. Vorlesung.
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Finfundvierzigste Vorlesung.

Eine andere Umformung der Gleichung (4) in Vorlesung Vierzig.
Bessel’s Beitrag zur Kometentheorie.

Durch einen Kunstgriff, welchen wir im Vorhergehenden schon einige Male in An-
wendung brachten, kann die Relation (4):

(cosd tg 3" — cosA” tg ) @" = N’ Ci — N

— N" — (cosA' tg3 — cosh tg p') (’% 0

so umgeformt werden, dass die Grisse ?}” welche im Gegensatze zu % schon in der
ersten Niherung den Radius vector »' in die Formeln einfiihrt, verschwindet.

Wir machen wieder die Bemerkung, dass der Nullpunkt der Zihlung fiir die
Lingen nach Belieben gewiihlt werden kann, und nehmen jetzt als solchen einen Punkt
der Ekliptik von der Linge 90° -+ ®'. Es geht dadurch eosi iiber in cos (A—900— @)
oder sin(A— @'), cos &' in sin (A' — @), cos A in sin (A" — @'), N in Rsin(© — Q") tg p,
N in R sin (Q' — @) tgp' oder Null, N” in R sin (@" — ') tgf' und die ganzc
obige Gleichung in: B

o tgp sin(h — @) — tg B sin(d — @)
T g B"sin(AF — Q') — tg B’ sin @ — O "¢

Rigf sin(O' — ©) Ef" + R'tgf sin(Q' — Q")
fgﬁ" sin (l-‘ - O.‘) - tgﬂf an(l” - @i‘)

(1)

_|_.

iiber,
Es ist dies wieder eine durchaus strenge Gleichung, welche speciell das Olbers’sche

M ergiebt, sobald das Verhiltniss % bei dem Kometen dem entsprechenden Verhiilt-

niss bei der Erde oder der Grosse:

R sin (@H — @1)

It sin (0 — ®)
gleichgesetzt wird; man erkennt sofort, dass alsdann das Zusatzglied zn dem Olbers’-
schen Ausdrucke verschwindet.

Die Gleichung fiihrt uns daher ebenfalls auf das schon bekannte Hiilfsmittel, die
Olbers’sche Methode von dem Fehler der Voraussetzung zu befreien, dass die Sehne
der Kometenbahn von dem mittleren Radius vector in demselben Verhiiltniss, wie bei
der Erde geschnitten werde. Es ist zu dem Zwecke nur nithig, wenn eine erste Rech-

nung die Distanz ¢ = () und % = (ECT) hat finden lassen, die Bestimmung mit Zu-

grundelegung des Ausdruckes:

A = tgp sin(h — @) — tgf sin(¥ — @) (i)
& gl sin( — @) — gf sin(A’ — @) \&

Ritg ' sin(®' — ©) . (:,’,—) + R'tg ' sin (@' — ©") 1
+ WP sin (A —0O)— gf sn & — @) ()

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 40
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. . - ¢
zu wiederholen. Um nun aber zu vermeiden, dass man bei der Berechnung- von P
jedesmal auf die Elemente selbst zuriickgehen miisste, behandelt Bessel die Aufgabe:
'c% durch die beiden dusseren Radien und die Zwischenzeiten unmittelbar zu finden ?).

Wir haben fiir diese Aufgabe schon oben eine indirecte, praktisch sehr bequeme
Auflisung kennen gelernt, indem wir bemerkten, dass fiir »'? die Gleichung:

r'? — [(._'?,.ﬂ_ ! + 13"3' . ﬂ] re

a.f ql %f 1‘}! ‘3.]' ’zf
9 g\ oy 8" 'F” s
+ l( Yy ’F:) + g ?}J 5 g qJ ] 1
g 7 g _’?n i
—

existire. Von einer Schiitzung fiir »' ausgehend, fanden wir einen Niherungswerth fiir
7, ', 9", mit welchem wir dann ' genauner bestimmen kounten; dieses lieferte uns
darauf genauere Werthe von 75, %/, %", dann wurde die Berechnung des »' wiederholt
und so fort, bis sich nichts mehr dnderte. Obgleich die rasche Convergenz dieses Ver-
fahrens das Bediirfniss einer directen Auflésung nicht fiihlen lisst, so kann doch die
clegante Behandlung des Problems durch Bessel hier nicht gut iibergangen werden.

Bedeuten nach unserer gewdhnlichen Bezeichnung », ¢/, " die wahren Anomalicn,
so wird bei der Parabel:

e __n __ o"sin(@" — ) sin(v" — o) cosi/y0?
d " T rrtsin(V —v) T sin(! — ) cospu"?
. (tg /g v" cos/yv' — sin!/y0") (cos Vo o' + tg 1y 0" sin1/yv) | C @
(sin1yv' — tg /a0 cos 1/, 1) (cos Vv’ + tgV/yv sint/y?')

g1t — tglst 1 4 910 tg /30"
tgtht —tgihe 1 4 gl,u tglt)yo

Wir fanden nun schon in Vorlesung 35 fiir den doppelten parabolischen Sector X
die Gleichung:

z . . .
5 — ¢ (tg2fa0" — tg Yy v) (Vstg Va2 + Ystg Voo tgVsv + Yytg/ye? + 1),

also wenn wir zur Abkiirzung:

3k ,,
ﬁ- (t' h— ﬂ) = Tf,
3k ,
0y # —t) =1
setzen und die Gleichung auf die Intervalle ¢ — ¢ und ¢ — ¢ anwenden:

T" = g% (tg'av' — tg'/s v) 3 + tg'he? + tg av tgYad’ 4 tg1/,¢'%) ) » - (8)

T = g% (tg /30" — tg13¢') (3 + 197/,0"2 4 tg Vo tg1)y0) + tg1/y0'?) | '
oder:

T" — q% (tg 'yt — tg1)a0)® = 3g"% (tg 1,0 — tgi/sv) (1 + tg¥/yv tg1/y?)

T — g% (tg')yv" — tg 3 0') = 3 g™ (tg Yo" — 19 1/4¥') (1 + tg ¥y ¢/ tg Vo 0").

') Siehe Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Zweites Heft, S, 1.
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Es sei noch zur Abkiirzung:
Va-(tg st — tg1/a0) = u"; Va.(tg st — tg?s?) = w
dividirt man die letzterhaltenen Gleichungen in einander, so erhilt man mit Riicksicht
auf (2):
¢ n T — ud
?7 p—t n_” = m . . . . . . . - . (4)
Die unbekannten Grossen # und u”, von welchen demnach das gesuchte Verhilt-
niss abhingt, erhilt man durch die gegebemen Grissen r, ", T, 1" ausgedriickt, wenn

man g, tg /v, tg?/3¢” aus den Gleichungen (3) und aus:
"

/)

=1 1, tg‘_,-'gv"2=%—1 . ()

eliminirt. Substituirt man fiir tg /3¢’ in (3) seine Werthe aus (5), so erhilt man, mit
Beriicksichtigung von (6):
" = u" (3r + 3u'tg'svVq + ey )
T —u (Bu' — Butgi/yv" ',’? + u?) |
ferner, weil nach (5) und (6):
Wt u = i — 0% YT

v —r = qlg V"t — qlgly vt
die Gleichungen:
S .- ,.
T tg Yo" VE + tg'svVa
— o g — I
y Y] " 5 s ! BT R "
HPARNE= ramy, W R 2NV ey W TG

Substituirt man diese Ausdriicke in (7), so wird:

. M

i . : . =1 ;
271" = o (b r + 3u" e 3uu" — u”-‘)
u u
"
: R
20 = u (Gr” — 3u v v Buu — u? )
w“ u

Addirt man diese Gleichungen, einmal unmittelbar und einmal nach Multiplication mit
-— «" und 4+ w, so erhdlt man:

2(T + I=30"4+7) (" 4+ v) — («" + u)?

2 (1w — 1"u) = wd" [3 (' — r) + o' — ut)

und, wenn:
w4+ u'= 2z w— =247

gesetzt wird:
T4+ 1"=380"4+r)e— 4 ]
2(r—1Te—2(L+1INd=(2—)[30"—7r)—4:] |
Der zweiten Gleichung kaun man auch, mittelst der ersten, die folgende Form geben:

] ' i ' [ '"+ i o '
23‘—'3_4'*-';—1"32+3k(?—2—i)-—£~>-£'

®)

T 11!} (I})
== P = sa'l (r" == J'} L J

’
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. . oy c n . . . .
Die Bestimmung des Verhiltnisses e oder o7 st also von zwei cubischen Glei-

chungen abhiingig, von denen die cinfachere dem irreductiblen Falle angehort. Die Grosse
kann ihrer Natur mnach nicht negativ werden; die bekannte trigonometrische Formel
lisst sogleich erkennen, dass zwei positive Wurzeln existiren, von denen die kleinere zu
wiihlen ist, wenn der Komet weniger als 180° in wahrer Anomalie zuriickgelegt hat.
Die Gleichung fiir 2/ hat nur eine reelle Wurzel. Fiir die praktischen Anwendungen
wird man zuweilen mit Reihenentwickelungen, durch welche noch die Glieder zweiter
Ordnung beriicksichtigt werden, hinreichende Schiirfe crlangen. Die Reihenentwicke-
lungen sind nach der Methode der unbestimmten Co@fficienten ganz iihnlich, wie in
Vorlesung 35 leicht auszufiihren und ergeben:

T4+ 1 f fod
£ = d(l’” r) + 3(’.': +?’) +
. T— 1" . TI" ' —r

£ = 3 (r"' r) /s " T (’T—'i'_;F e gl
oder:
o B8 WP e
- ( /" ') /8 T’ (ru ,)21
e 27 gr TI" yl—r
== 3 (rn _|_ ’) 3 .T’ (l'" + ’.)._.’
. . ¢ Tr
woraus dann die Gleichung (4), und da 7= g ’—?,—,:
u?
m=1-—7
.H3
g'=1 — -1;—‘”

bestimmt wird.
Bei den oben gebrauchten Beobachtungen des Kometen 1857 IIL. haben wir:

log® = 8,93648, logT = log -V_" — 9,26309

Tog & = 9,19092, log T' = log "TE — 9,51753
39"

?UJ &JJ e 8,85?69, ?Uf} v — ?0!‘} " .’_- — 9,16‘*30

Es ergiebt sich nach den Reihenentwickelungen:
logn = 9,99760, log n" = 9,99898.
Fiir den vorliegenden Fall zeigen sich hiernach, wenn man mit den friiher erhaltenen
Werthen vergleicht, die Reihenentwickelungen fiir w und »” hinreichend weit fortgesetat.
Wo es auf Erlangung grosserer Schirfe abgeschen ist, diirfte meistens das oben

; o ; e .
beschriebene indirecte Verfahren zwr Bestimmung von o7 aus r und ' den Yorzug ver-

dienen,
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Sechsundvierzigste Vorlesung.

Ueber Construction einer Tafel zum schnellen Erkennen der Identitét
von Kometen.

Die in den vorhergehenden Vorlesungen entwickelten Methoden nehmen auf alle
Umnstiinde Riicksicht, welche bei neu entdeckten Kometen vorzukommen pflegen, es sei
denn, dass sich die Bahn schon in den ersten Rechnungen als merklich von der Parabel
abweichend erweist. Letzterer Fall ist gar nicht selten, und die Geschichte der Kometen-
erscheinungen hat auffallende Beispiele davon verzeichnet, dass die Astronomen durch
solche Korper von kurzer Umlaufszeit iiberrascht wurden, wie bei dem grossen Kometen
des Jahres 1770, dessen Periode sich unerwarteter Weise zu nur 51/, Jahren herausstellte.
Es fillt bei einem solchen Vorkommnisse der Berechnung der parabolischen Bahn die
Rolle zu, den Beweis zu fithren, dass die Beobachtungen nicht darstellbar werden, eine
Aufgabe, welche bei der gebriiuchlichen Anwendungsweise der Olbers’schen Methode
etwas weitliufige Rechnungen verursacht; denn es ist der gesammte EKinfluss aller der
Vernachlisgigungen, welehe man sich zu erlauben pflegt, wie der Parallaxe, der Aber-
ration, der Bewegung des Aequinoctiums u. s. w. anf die Bahnbestimmung sehr schwer
zu schétzen. Die zuverlissigsten Beobachtungen vorausgesetzt, wird man daher erst,
wenn die Abweichungen von der Parabel in ansehnlicher Grosse hervortreten, den
Beweis ihres Vorhandenseins leicht fithren konnen. Mit geringerer Miihe diirfte der-
selbe Nachweis auf iiberzeugende Art nach der in Vorlesung 42 gegebenen Ueber-
tragung der Gauss’schen Form auf den Aequator zu fithren sein, weil sic der Beriick-
sichtigung aller Correctionen in hohem Grade Vorschub leistet.

Um aber die eben empfohlene, chenso kurze als scharfe Methode noch niitzlicher
zu machen, wire es wiinschenswerth, den Rechner auch noch der schliesslichen Bestim-
mung der Elemente fiir die Ekliptik zu iiberheben. Dies ist um so leichter thunlich, als
ja vorerst die beiden Hauptzwecke der Bahnbestimmung, die Aufstellung der Ephemeride,
und die Untersuchung der Identitit mit friiheren Kometen, ohne die Kenntniss jener
Elemente erreicht werden kénnen.

Um nun die Frage nach der Identitiit méglichst rasch zur Entscheidung bringen
zu konnen, bedarf es nur einer leichten Umformung des Verzeichnisses der friiher
erschienenen Kometen, bei welcher an die Stelle der Elemente Q, @+ — £, i die Gauss’-
schen Constanten A 4z — & oder A, B} & — & oder B, C + @ — & oder €' mit
Hinzufiigung ihrer Secularinderungen gesetzt werden. Eine solche von dem Verfasser auf
Grund des in der dritten Ausgabe der Olbers’schen Abhandlung enthaltenen Kometen-
verzeichnisses berechnete Tafel findet der Leser im Anhange als Tafel XIX gegeben.
Es ist klar, dass die drei von einander unabhiingigen Constanten A’, B, (', die Elemente
Q, % — & wnd i vollstindig ersetzen.

Soll ein nmeu erscheinender Komet, dessen Bahn man eben bestimmt, mit einem
friiheren fiir identisch gelten kounen, so miissen, unter Beriicksichtigung der Secular-
inderungen, die 4’y B, ¢’ und ¢ der neuen Erscheinung mit denen der aiten iiberein-
stimmen,
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