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ist, so erhalten wir in Riicksicht auf (c)

AQ=v(eTl+l+v (e, T4 M)+ r(c, T+ )+ ...
=vh+vh+ov,hy+...=— H-logh,.
AQ ist gleich der Dissoziationswirme, die verbraucht wird,
um zwei Molekille JH zu spalten. Ist i die Dissoziations-
wirme fiir ein Gramm der Substanz und p das Molekular-
gewicht derselben, so haben wir

AQ=2hip.

Dreizehnter Absehnitt.

Wirmeleitung.

§ 161. Die Fouriersche Gleichung.

Wenn die Temperatur oder die mittlere lebendige Kraft
der Bewegung der Molekiile in den verschiedenen Teilen eines
Korpers ungleich ist, so tritt eine Fortpflanzung der Wirme-
energie von den wirmeren zu den kilteren Stellen ein, bis
alle Teile des Korpers dieselbe Temperatur haben, d. h. bis
das Temperaturgleichgewicht eingetreten ist. Diese Erscheinung
der Fortpflanzung der Wirme und der Entstehung eines Wirme-
stromes wird als innere Wirmeleitung bezeichnet. Wir wollen
dabei voraussetzen, daB der Korper weder Wirme von der
Umgebung aufnimmt, noch Wirme an dieselbe abgibt. Je
schneller der Gleichgewichtszustand eintritt, um so besser leitet
der Korper die Wirme. Wir unterscheiden zwischen guten,
mittelmibigen und schlechten Wirmeleitern, zwischen denen
eine scharfe Grenze jedoch nicht gezogen werden kann, Die
Wiarmeleitungsfihigkeit ist abhéngig von der Temperatur des
Kérpers und iiberhaupt eine Funktion seines Zustandes.

Den Vorgang der Wirmeleitung oder der Ausbreitung der
Bewegungsenergie der Molekiile konnen wir ansehen als eine
Ubertragung eines Teiles der Energie der Schichten des Korpers
mit hoherer Temperatur durch fortgesetzte Zusammenstofie
der Molekiile auf die anliegenden Schichten mit geringerer
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Temperatur und also auch geringerer Bewegungsenergie. Auch
kann man den Vorgang der Wirmeleitung auf eine intra-
molekulare Strahlung zuriickfithren. Ohne niher auf diese
beiden inneren Vorgiinge einzugehen, die vielleicht auch gleich-
zeitig auftreten kénnen, wollen wir nur von der Beobachtung
ausgehen, daf die iiberall und stets von selbst eintretende
innere Wirmeleitung so lange auftritt, bis das Temperatur-
gleichgewicht im Kborper sich eingestellt hat. Man kann auch
die Wirmeleitung der Metalle zuriickfithren auf eine Uber-
tragung der Energie durch StéBe der Elektronen und nicht
der ponderablen Molekiile, die nur um Gleichgewichtslagen
schwingen, ohne durch StoB aufeinander zu wirken.

Wir bezeichnen als Stromstirke der Wirmebewegung die
Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit durch die Flichen-
einheit tritt. Durch das Element ¢f im Inneren des Korpers
geht also in der Zeit 4 die Wirmemenge

Q.-df-d &,

wenn @ die Stromstiirke der Witrmebewegung durch das Flichen-
element df ist. Sind U, 7 und # die Komponenten der Strom-
stiirke nach den Koordinatenachsen, so geht durch das Flichen-
element dy dz in der Zeit d+9 die Wirmemenge U-dydz-d,
wihrend durch die Flichenelemente dzdz und dxdy in der
Zeit d9 bzw. die Wiarmemengen 7-dx dz-d& und I} dady- di
stromen. Die Strom-

stirke @ der Warme- J/
bewegung durch ein
Element d f, deren Nor- B -’
" male die Richtungs- b
kosinus /, m und » zu- ) 0
gehdren, konnen wir A
darstellen durch

(a) Q=1U+mV-+nW.

In Fig. 162 be- - C B’
trachten wir als Raum- Fig. 162.
element des Korpers
ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Kanten 04 = a,
OB =14 und OC=¢ den Koordinatenachsen parallel sind.
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Wenn im Punkte O die Komponenten der Stromstirke [, /”
und # sind, so sind sie in 4 bzw,

U+ aa-g-a, l"-{-%a, W4 %I—:a,
indem @, # und ¢ so klein sind, daB wir nur die ersten Glieder
der Entwickelung zu beriicksichtigen brauchen. Durch die
Fliche O BA'C erhalt das Parallelepiped in der Zeit d & die
Wirmemenge U.d&-bec, durch die Fliche 4C'0'B’ stromt
in derselben Zeit aus dem Raumelemente die Menge

(U+%ga)bc.d.9

aus. In bezug auf diese Stromkomponente hat also das Raum-
element die Wirmemenge

-——?—Uabc-da‘l'
dx

aufgenommen. Beriicksichtigen wir auch die iibrigen Seiten-
flichen, so ist die Wirmemenge, die durch die Strimung ins
Raumelement eingetreten ist

oU , 0V L oW
— (ax + a—y + 6_2? )al’)(,"(l{’)\',

oder, wenn wir abec = dv setzen,
U  dV W
_(67z+67y+ a%)dud'ﬁ'.
Ist ¢ die spezifische Wirme des Korpers und ¢ seine Dichte,
8o erhoht jene Wirmemenge die Temperatur 7' des Korpers
um d7. Wir finden also
. m_ (8T , 8F L 81N\ ,
(b) f‘?'dl—'_('é'?v‘i—’gy-f‘afx')dlf.
Diese Gleichung gilt jedoch nur dann, wenn die aufgenommene
Wiirme allein zur Temperaturinderung verwendet wird und
nicht etwa gleichzeitig Anderungen des Aggregatzustandes oder
chemische Veriinderungen des Kérpers eintreten. Zuweilen
entsteht auch Wirme im Inneren des Korpers, die nicht in
Form von Wirme in den Korper gedrungen ist, sondern in-
folge inmerer Reibung oder durch einen elektrischen Strom
im Korper entstanden ist.
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Die Stromkomponenten ¢/, 7 und /' hingen von der
Temperaturverteilung im Kérper und von der Natur des Kirpers
ab. In einem isotropen Korper hat der Koeffizient 2 der inneren
Wiirmeleitung in allen Richtungen von einem Punkte aus den-
selben Wert, und der Wirmestrom hat in jedem Punkte die
Richtung der Normalen der Isothermenfliche 7'= const, die
durch diesen Punkt hindurchgeht. Fir einen isotropen Korper
kann man die Stromstirke in folgender Weise bestimmen.
4 und B seien zwei unendlich nahe benachbarte Punkte inner-
halb des Kérpers, in denen die Temperaturen bzw. 7' und 7"
sind. dv sei der Abstand der Punkte 4 und B, und % sei
der Koeffizient der inneren Wirmeleitung oder kurz das /Wiirme-
leitungsvermdigen, dann ist die Stirke des Wirmestromes in der
Richtung 4 B durch den Ausdrack

E(T—T)
© GRS

gegeben. Auf dieser durch die Versuche bestitigten Annahme,
daB der Wirmestrom ¢ dem Temperaturgefille proportional
ist, beruht die mathematische Theorie der Wirmeleitung. Nach
der Gleichung (c) wird das Wirmeleitungsvermogen % durch
diejenige Warmemenge bestimmt, die in der Zeiteinheit durch
eine Flicheneinheit in der zu der letzteren senkrechten Richtung
hindurchstréomt, wenn die Temperatur in der angegebenen
Richtung auf die Liéngeneinheit bezogen um 1° abnimmt, oder
wenn das Temperaturgefille in der Richtung gleich 1 ist. Da aber

"=14 %‘du
ist, so haben wir auch
(@ Q=—ig

Fiir die Stromkomponenten 7, 7, /" erhalten wir daher die
Ausdriicke

(e) U= —#%

BE o B0 o g

5o V=—hyy W=—hg

In Wirklichkeit ist das Leitungsvermbégen % eine Funktion

von 7. Nehmen wir der Einfachheit wegen an, daB % konstant

ist, so erhalten wir aus (b) und {e)

1 ar (i N L L

®) 60 g5 = ‘(axe oy T+ a:;*)‘
Christiansen-Miller, Physik. 3. Aufl, 40



626 Dreizehnter Abschnitt.

Auch die spezifische Wirme ¢ und die Dichte ¢ sind Funk-
tionen von 7. Der Gleichung (f), die als Fouriersche Gleichung
bezeichnet wird, kinnen wir auch die Form geben

(®) L LI o R
i d4 dz* ' dy* ' gaxr)’
wo
\ 2 ke
(h) % = —
ce

ist.  »? wird als Temperaturleitungsfihigheit hezeichnet.

In der folgenden Tabelle sind die Werte von % und x
fir die Temperaturen 0° und 100° C. nach den Beobachtungen
von L. Lorenz?') zusammengestellt.

ky F100 “ *100
Kupfer 0,7198 0,7226 0,909 0,873
Zinn 0,1528 0,1432 0,392 0,344
Eisen 0,1665 0,1627 0,202 0,179
Blei 0,0836 0,0764 0,242 0,222

Die Angaben der verschiedenen Forscher iiber den Betrag des
Temperaturkoeffizienten ¢ der Wirmeleitungsfiihigkeit & weichen
ziemlich stark voneinander ab. Man stellt 2 dar in der Form
k=hy(l + et),

wo ¢ die Temperatur in ® C. und %, die Wirmeleitungsfihig-
keit bei 0° C. sein soll. Jiager und Diesselhorst haben
eine von K. Kohlrausch angegebene Methode der direkten
Bestimmung des Verhiiltnisses der Wirmeleitungsfihigkeit zur
elektrischen Leitfihigkeit weiter ausgebildet und die Methode
auch zur Ermittelung des Temperaturkoeffizienten e benutzt.
Die genannten KForscher fanden, daf fiir die reinen Metalle e
nur sehr klein ist, und ferner, daB e« negativ fiir Kupfer, Zinn,
Blei und Kisen u. a. m. ist, daB ¢ positiv z. B. fiir Gold, Platin
ist, GroBere Werte von ¢ finden wir beim Wismut und bei
Legierungen wie RotguB, Konstantan, Manganin und den un-
reinen Metallen iiberhaupt.

§ 162. Der stationire Wiarmezustand.

Der Wirmezustand des Korpers ist sfationir, wenn die
Temperaturen der einzelnen Teile des Kérpers verschieden sind,

) L. Lorenz, Wied. Ann. 13. S. 422, 1881,
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aber im Laufe der Zeit sich nicht dndern. In diesem Falle
gibt jedes Teilchen nach der einen Seite so viel Wirme ab
als es von der anderen Seite empfingt, und die Temperatur
ist unabhingig von der Zeit % und nur abhiingig von den
Koordinaten z, y, z. Fiir den stationiren Zustand lautet die
Gleichung § 161 (f) -

2 27 A2
@ 3o+ 9o+ g = VT =0.
Die Stromkomponenten werden durch die Gleichungen & 161 (e)
ausgedriickt.

Die Wiirmestromung in einer Platte. “Wir betrachten eine
diinne Platte, deren Seitenflichen Z und M der yz-KEbene
parallel sind. Die Seitenflichen haben bzw. die Temperaturen
7} und 7,. In diesem Falle ist der Warmestrom der z-Achse
parallel, und die Temperatur 7' hingt in der Nihe der 2-Achse
allein von z ab, sodaB nach (a)

(b) 0T

A=
ist.  Also wird
T=px—+q.
Haben die Seitenflichen Z und M vom Koordinatenanfangs-
punkte bzw. die Abstinde e und b, so finden wir
T, =pa+g und 1,=pdb+gq,
und also
ptt=-tha (L-Tz
b—a b—a
Bezeichnen wir den Abstand 4 — a der Seitenflichen mit e, so

ist die Stirke U des Wirmestromes

_ k(G - 1)
(c) U="0—2

Uberhaupt entspricht jedes Integral der Gleichung (a) einem
stationiren Warmezustande. Ist
= fla y, 2)
ein Integral von (a), so sind
Li=f(y2 ud T,=f(ys2),
wo 7} und 7, konstant sind, die Gleichungen fiir zwei Flichen

konstanter Temperatur oder fiir zwei isotherme Flichen. Wird
40*
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der Korper von den Flichen begrenzt, die durch 7, und 7,
bestimmt sind, und ist 7" eine Temperatur, die zwischen 7/
und 7, liegt, so ist
I'=flzy 2)
die Gleichung fiir eine beliebige isotherme Fliche.
Die Wirmestromung in einer Kugel. Sind m und ¢ Kon-
stante und ist 72 = 2% 4 y* 4 2% so wird
o W i
T = - +e
eine Lidsung von (a). Setzen wir also
7 m 7] m
T, = 71-{-0: T, = ;r;"l'c;
80 1st
, p=L=-Tnrn nh-nl
kd) &= r(re—1y) rg— 1
die Gleichung fiir das System der isothermen Flichen, die in
diesem Falle Kugelflichen sind. Fiir den Wirmestrom U in
der Richtung » haben wir
© R L (N

) ey

"1 7

Aus den Gleichungen (d) und (e) ergeben sich auch die
Temperatur und die Wiarmestromung in einer Hohlkugel

Fig. 163.

(Fig. 163), deren innere und #uBere Fliche bzw. die Tempera-
turen 7, und 7, haben. Die gesamte Wirmemenge @), die
durch die Kugel § mit dem Radius » ausstromt, ist
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Q=4arU=4gk(l, — 1))

o=ty

d. h. unabhéngig vom Radius r der Kugelfiiche 8.

Wir betrachten jetzt die stationire Wirmestromung in
einer von zwei konzentrischen Zylinderflichen begrenzten Schicht.
Sind ¢ und ¢ Konstante und ist 7% = 2% + »% so haben wir
nach S. 255

T=clogr 4 ¢

als ein Integral von (a). Wird also

7 =clogr, +¢, 1,=clogr,+¢
gesetzt, indem den Grenzflichen mit den Radien r, und 7,
bzw. die Temperaturen 7 und 7|, zugehoren, so finden wir
log » Ty logry — Tylogry

( " = 1] - m -
\f) 1 (fl 12) log ry— log r, logr, — logn,

In der Richtung des Radius ist der Wirmestrom
= 7 _m 1 )
U=4(, [z),. (log r, — log #,)
Die Wiarmemenge, die durch eine Liingeneinheit des Rohres
stromt, ist also

- 2a k(T,—T,)
7 'I —— L 1 2 .
() ) 2arl log r, —log

§ 163. Die periodische Warmestromung in einer Richtung.

Wenn die Temperatur des Korpers nur von einer Koordi-
nate z B. z abhéngt, so lautet die Fouriersche Gleichung
® 75 = ¥

a4 dx?
In welcher Weise diese Gleichung integriert werden kann, soll
spiter untersucht werden. Vorliufig wollen wir einzelne Inte-
grale betrachten, die einfachen und wichtigen Fillen ent-
sprechen.

Die Temperatur des Erdkérpers iindert sich im Laufe
des Jahres; sie steigt und fallt wie die Temperatur der Luft.
Allein das Maximum der Temperatur tritt um so spiter ein,
je tiefer man in das Erdinnere eindringt; dasselbe gilt natiir-
lich von dem Minimum der Temperatur. In der nachfolgenden
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Betrachtung wollen wir die Eigenwiirme der Erde nicht be-
riicksichtigen.
Ist die Temperatur an der Erdoberfliiche durch

(b) 7 =sine ¢
gegeben, so kann man die Temperatur im Krdinnern durch
(c) T=P-sined+ Q- cose?
ausdriicken, wo P und @ Funktionen des Abstandes z sind,
den der betrachtete Punkt von der Erdoberfliche hat. Setzen
wir fiir 7' den Ausdruck (c) ein in (a), so wird
q . Y a*P aQ
Pecoser — Qusined = x (sma&w -+ cos ¢ d-xg) .

Demnach mubB

=yt B - EY
—Qu=1= it und Peo ==z e
sein. Setzen wir
2=,
pr:
so wird
, 1 d'P _ 1 ap
@ B & dat md = & do’
Zur Integration der Gleichung nehmen wir
* P = zi erx
und erhalten dann
p=c- 1/— 1.
Das Integral der Gleichung (d) erhilt dann folgende Form
GeVeTew =Y Tlue

P= e L& 4+ Be ke
(14 =T)ex (=1-V=T)ex
+ Ce k2 + De ¥z
Da 7= 0 sein muB fir z = oo, so wird 4 = B = 0, und also
(=14)=1)ex= (—1=V=T)ex
P=~Ce V2 4 De
Nach der Gleichung (d) erhalten wir

(-—_1+V—1)ex (—1—1':?):2')
g=\ce ¥ _—pe V |iy—1.

Y]
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Aber nach den Gleichungen (b) und (¢) ist £ =1 und ¢ =0
fir 2 = 0, also wird C = 2 = }. Demnach erhalten wir

[esVoi eV
-2 Vz | ] -2 ]
P=g WP E ,+‘:‘, J—-e V"-cos(%%),
ezl —1 _7:::1/-*1 \
-2 143 Ve - 2=
i 1/‘2 _6. — —_’3 = — V?_ 1 il
Q@ =—ce T | e Sm(]/ﬁ)

ET

T—¢ Vﬁ-sin(m?—-f/g)-

&

Setzen wir den Wert fiir & ein, so ergibt sich

(e) 1'=e‘?V?.sin(w— xl/)
7 % 2

Der Unterschied zwischen der hichsten und tiefsten Temperatur

in der Tiefe » unter der Erdoberfliche ist also

2e_:V?.

Dieser Unterschied hingt demnach wesentlich von & ab. Je
schneller die Temperatur an der Oberfliche wechselt, desto
geringer ist der Einflub dieses Wechsels auf die Temperatur
im Inneren. Setzen wir z. B. die Temperatur an der Ober-
flache gleich

- 2m 9
T =s8in—F—,
]

so wird jener Unterschied zwischen der hdchsten und tiefsten
Temperatur gleich

2
Qe £ (—J..
und dieser ist sehr viel groBer, wenn () die Dauer eines Jahres

ist, als dann, wenn @ die Dauer eines Tages ist,
Wir finden ferner

’_ 3 & @T 7 -:?' ]/1”.‘(
ZHSIDQ”(_@_'WI/@)'E —¥.o
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Demnach ist die Linge A der Wirmewelle

2.=2x-1/n(-):2|/“"@

e¢

d. h. die Linge der Wirmewelle ist proportional der Quadrat-
wurzel der Dauer © einer Wiirmeperiode. 1 ist der in der
Richtung der z-Achse gemessene kleinste Abstand zweier
Punkte, die sich in gleicher Wirmephase befinden, also z. B.
zu gleicher Zeit die Temperatur 0°C. haben. Da sich wihrend
der Zeit @ die Wirmewelle um die Strecke A fortpflanzt, so
haben wir fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit » der Wirme-
wellen in der Richtung der z-Achse

= i:f)l/ 1o S I/E
v ~ & 98@ 22 @1

d. h. die Geschwindigheit ist wmgekehrt proportional der Quadrat-
wurzel aus der Dauer einer Wirmeperiode.

Die Dampfung der Warmewelle ist durch das Glied

e # V; = # 2] = o A
gegeben. Demnach ist also die Dampfung um so gréBer, je
kleiner die Dauer @ der Wirmeperiode oder die Linge i der
Wiarmewelle ist.

An der Erdoberfliche gestalten sich in Wirklichkeit die
Verhiltnisse anders als sie durch die obigen Gleichungen be-
schrieben werden. Die jahrliche und besonders die tigliche
Wiirmeperiode verlaufen unregelmifBig, sodaB auch der mittlere
Verlauf kaum durch eine Sinuskurve dargestellt werden kann.
Dazu kommt, daB, von besonderen Fiillen abgesehen, die Ober-
flichenschicht der Erde nicht als homogen angesehen werden
kann. Immerhin gibt die Anwendung des behandelten Problems
einen Kinblick in den Vorgang des FEindringens der Wirme
in das Erdinnere.

§ 164. Eine erwirmte Fliche.

Die Temperatur in einem unendlichen Korper, die wir
im Nachfolgenden mit ¢ bezeichnen wollen, sei iiberall Null,
ausgenommen in einer Ebene §, in der jede Flicheneinheit die
Wirmemenge ¢ enthilt. Dieser Zustand sei zur Zeit & = 0
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vorhanden. Fourier hat gezeigt, daB die Temperatur ¢ in
einem Punkte, dessen Abstand von der erwiirmten Ebene z ist,
zur Zeit % durch

-_—— m‘: -

1 i3 4zt
= — [

Va 2LV
gegeben ist, wo % das Leitungsvermogen und » die in §161 (h)
definierte GroBe ist. Wir untersuchen nun, ob dieser Aus-
druck fiir ¢ allen Bedingungen geniigt, und zwar zunichst der
Differentialgleichung

(8)

ot _ ot

a9 7 da?
Aus (a) erhalten wir

ot 1 z?

(b) B '_"(_é_a+4z*&=)t’

at ‘w ¢
©) % = e’

0%t 1 x?

@ 7 = (~ 5% + )

Aus (b) und (d) folgt, dafl die Differentialgleichung erfiillt ist.
Fiir ¢ = 0 ist £ = 0 fiir alle Werte von = mit Ausnahme des
Wertes # = 0. Denn die Funktion

ze ¥
nihert sich dem Grenzwerte Null, wenn z unendlich grof wird.
Wenn ¢ durch die Gleichung (a) bestimmt ist, so kénnen wir
ferner zeigen, daB jede Flicheneinheit der erwirmten Fliche §
zur Zeit & = 0 die Wiarmemenge ¢ enthilt. Die gesamte Warme-
menge, die im Raume vorhanden ist, wird durch den Ausdruck

+oo +co a®
™ S 1 " LF
Soctdr =22 —g 0% gy
2¥n KV&
—o0 —00

gegeben. Weil aber

+o0
(e) Ie—q’2 dg = '[/f;
ist, so muB die zu jeder Zeit im Raume vorhandene Wirme-
menge gleich 5o sein. Da aber diese Wiarmemenge zur Zeit
+ = 0 auf der unendlichen Fliche § vorhanden ist, so muf
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die FKlicheneinheit zur Zeit & = 0 die Wirmemenge o ent-
halten.

Aus (a) ergibt sich, daB ¢= 0 ist sowohl fiar ¢ =0 als
auch fir # =oo. Zu einer bestimmten Zeit mufl also ¢ ein
Maximum haben. Dieser Zeitpunkt wird gefunden aus

at P a?
(f) ﬁ —_— 0 Oder l]' = '.)Ké.
Der entsprechende Wert von ¢ ist
1 o
f it .
(®) V2ne c¢=

Nach der Gleichung (a) miiBte sich die Wirme mit unendlich
groBer Geschwindigkeit ausbreiten, denn # ist iiberall von Null
verschieden, sobald nur & groBer als Null ist.

Wir wollen jetzt die Temperatur zu jeder Zeit in einem
Raume bestimmen, in dem die urspriingliche Wirmeverteilung
nur von einer der Koordinaten abhangt. Fiir «# =0 sei ¢t = f(a),
wo a der Abstand von der yz-Ebene ist. Der Teil des Raum-
gebietes, der von zwei parallelen Ebenen S begrenzt wird,
fiir die 2 = @ und 2 = a + da ist, enthiilt die Wirmemenge

Se=58-da-gpc-fla).

Also ist die Wirmemenge o, die in der Flicheneinheit der
Lamelle vorhanden ist,
g=da-oc-[(a).

Wenn der iibrige Teil des Raumes die Temperatur Null
hat, so stromt von dem betrachteten Teile nach beiden Seiten
die Wiirme aus und in einem Punkte, dessen Abstand von der
y z-Ebene gleich z ist, der also von der betrachteten Lamelle
den Abstand z — a hat, ist nach (a) die Temperatur

(x— a)®
_ L gex T
rlf—-ﬁ YRV e fla)da.
Die iibrigen entsprechenden Lamellen senden die Wirme nach
demselben Gesetze aus, und wir haben demnach

1 ! e
420 .
(h) t=1’_;.9‘4/9tle fla)da.

- 00
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Setzt man
g = w=e
‘.5;4]/5‘-’
so wird
+eo
3 1 —a s .
(1) = 17;17'[8 q-f(a'w'r-qu]/&)dq.
— 00 B

Durch die Ausdriicke (h) und (i) ist die vorgelegte Aufgabe
vollstindig geldst. Setzt man in der Gleichung (i) & = 0, und
benutzt man die Beziehung (e), so ergibt sich sogleich ¢ = f(2).

Ist z.B. die Anfangstemperatur konstant und gleich ¢, fiir
— Il < z <+ 1, aber gleich Null auBerhalb dieser Grenzen, so
wird die Integration in (h) zwischen diesen Grenzen ausgefiihrt,
sodaB

+1
(x —a)®
(k) e o |y S0,
V; 221/3
-1

ist.
§ 165. Die Ausbreitung der Wirme von einem Punkte aus.

In einem unendlich groBen Korper sei die Temperatur
iiberall gleich Null, ausgenommen in einem Punkte, in dem
die Wiarmemenge m konzentriert ist. Wir wollen die Wirme-
verteilung zu einer beliebigen Zeit ¢ im Korper untersuchen.
Diese Aufgabe ist zuerst von Fourier behandelt, der fiir die
Temperatur # im Abstande » von m den Ausdruck

Te
T it

2

(&) {=

1
CRNCP T
gefunden hat. Wir zeigen zunichst, daB dieser Ausdruck
allen Bedingungen geniigt.
Befindet sich der Punkt mit der Wirmemenge im Koordi-

natenanfangspunkte, so nimmt die Fouriersche Gleichung

at (8% | &t | &t

gy =* (W+ay=+a7ﬁ)
nach S. 253 die Form an

at o [(0% | 2 a8t
(b) §3=x(5‘r3+r 61-)'
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weil ¢ allein von » abhingt. Der letzten Gleichung kann man
die Form
drt) _ 200t

(c) I ar?
geben. Aus (a) erhalten wir
der _ 3 .,
& (" ag T lxﬂm)”’
d(re) 1 r
@ 2 = (? - 'ws) "E,

o (rt) 3 r?
o (‘W"’W)”'

Somit ist die Fouriersche Gleichung erfillt. Fiir 4 = 0 ist
ferner ¢= 0. Die urspriinglich vorhandene Wirmemenge ist
wirklich gleich m, denn die gesamte Wirmemenge zu einer
beliebigen Zeit ist durch

00 o0
a ]
J‘LTF"Z'QCf'dI‘-—-f‘ir”gm- Ljse L20 g
(2;{]/7; .‘)‘)
0 0
gegeben. Setzt man
.

7= 2::]/—5,

so nimmt das Integral die Form

(e) ;? f‘e_qe- g dqg
0
an. Hiihrt man in

oo

fe—"rlz= V:T )

0

das sich leicht aus § 164 (e) ergibt, fiir die Variable z eine
mit ihr proportionale Variable durch die Substitution z = a =
ein, so finden wir

! (=]
fe— “fgdy = VT’I und fc*"gwe dr = Va

2a

0 [§]
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Setzen wir ferner a? — e, so folgt

=]

fe—azﬁdx = Ll/f.,
o

0
wobei der Quadratwurzel das positive Vorzeichen zu geben ist,
da die Funktion unter dem Integralzeichen positiv ist. Diffe-
renziert man unter dem Integralzeichen in bezug auf e,
so folgt

[

oo e

/

, )
fﬁfaz’_de_.r=]4’l .a—,)-:
0

woraus fir ¢ = 1 folgt

oo

feizixzd.r:: oL
4
0

Auch durch teilweise Integration und mit Riicksicht auf die
Gleichung § 164 (e) findet man, daB das Integral (e) den
Wert m hat.

Der Zeitpunkt *, in welchem ¢ seinen hdchsten Wert
annimmt, ergibt sich aus der Gleichung d¢/d& = 0, oder
nach (a) aus

pe
&=z

Der entsprechende Wert von ¢ ist

..
2 3 cqrs
(]/?ne

§ 166. Die Ausbreitung der Warme in einem unbegrenzten
Korper.

{t=

Wir wollen mit Hilfe der gefundenen Resultate die Aus-
breitung der Wiarme in einem unendlichen Korper untersuchen,
wenn die Verteilung der Wirme in einem bestimmten Zeit-
punkte gegeben ist. Zur Zeit & =0 sei ¢=f(a, b, ¢), Wo
a, b, ¢ die Koordinaten eines rechtwinkligen Koordinatensystems
sind. Ein Raumelement da - db - de enthilt die Wirmemenge

k

<fla, b, c)-dadddec.
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Breitet sich diese Warmemenge iiber den Korper aus, so bringt
sie nach § 165 (a) die Erwirmung
d‘ | Ll o dndd
t=(§xvm‘}—)3-e ~fla, b c)da c
hervor
Nimmt man die Summe iiber alle Erwirmungen, die von
der betrachteten Wirmeverteilung herrithren, so erhilt man

fiir die Temperatur ¢ im Punkte z, y, =z

+co 4+ 00 400

fo:—ai’+(y—b)’+(z—c‘)
e
Mﬁ X f(a, b ddadbde.

Dieser Ausdruck fiir ¢ ist ein Integral der Differentialgleichung
8t _ . (0%t | &'t | @t

Man beachte, dab die Integration dieser Gleichung von der
Integration der einfacheren Gleichung

8X _ ,oX
(©) 55 = * a*
abhiingt. Ist namlich X eine Funktion von z und &, die der
Gleichung (c) geniigt, und sind ¥ und Z bzw. Funktionen von
¥, ¥ und z, %, die den analogen Gleichungen (c) fiir y und z
geniigen, so befriedigt

t=XYZ

die Gleichung (b). Wir haben
98X | vy Y B> S Gy
Y25+ X0 G+ X5y =) (Y55 + X053 + XY g2).

Aus (¢) und den analogen Gleichungen fiir y und z ergibt sich,
daf diese Gleichung erfiillt ist. Nach § 164 (a) ist die Glei-
chung (c) erfillt durch '

(x—a)
=g &'
Vb* :
Demnach ist der Ausdruck
(z—a)® (y—b® . _ (=
LI P S S v~ F SR SR P2

Ve Vo Ve
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ein Integral der Gleichung (b). Ebenso ist auch

+ 00 + 00 + 00
<x—a}‘3+ry—1.)‘*+cz—n

z=cf f /5;{ 159 -fla, b, ¢)dadbde
J J WP
— 00 —o0 — 060

ein Integral der Gleichung (b). C ist eine Konstante und
f (a, b, ) eine willkiirliche Funktion von @,  und ¢. Setzen wir

a— b—-y - _ =%
T 2ye ﬂ— Vel ' 2y’
so ergibt sich
+ 00 + 00 + o
t=(2x)30f f fe—a*—ﬂ*—r‘-’-f(w,-‘zxa]/ﬁ, y+2x8 Y7,

z 4+ 2:;;']/3) dedfdy.
Nimmt man nun # = 0, so folgt mit Hilfe von § 164 (e)

t = (2% C(Vﬂ:) fla, y, 2
Ist f(z, y, 2) ein Ausdruck fir die Temperatur im Anfange
der Zeit, so setzt man
1
a '(2%]/71 )3
und erhilt also
J 400 400 400

fi= (V—;)Sf f fe-n’—ﬁ'—r”.f(r + 2%},
y+228Y3, z+2xy)#)dedfdy.
Die Ausdriicke (a) und (d) sind identisch, wovon man sich

durch Einfilhrung der vorhin henutzten Substitution iiber-
zeugen kann.

(d)

§ 167. Die Eishildung.

Eire Wassermasse habe fiberall im Inneren die Tempe-
ratur ¢ = 0; ihre Oberfliche sei in Beriihrung mit einer Fliche,
welche die Temperatur — ¢, hat. 7 kann konstant oder
variabel sein, soll aber stets unter Null liegen. Unter der
Fliche mit der Temperatur — ¢, wird eine Eisschicht gebildet,
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die Dicke & der Kisschicht ist eine Funktion der Zeit . Die

Temperatur ¢ in der Eismasse selbst ist eine Funktion von %

und vom Abstande z von der Oberfliche. Fiir » = ¢ haben

wir stets £= 0. In der Eismasse gilt iiberall die Gleichung
at o 0%

® o=

An der Grenzfliche zwischen Eis und Wasser wird fortgesetzt

neues His gebildet. Die Wirmemenge, welche in der Zeit 4%

durch die Flicheneinheit der untersten Kisschicht aufwiirts

stromt, ist durch

ot
kyxtll$

gegeben. In derselben Zeit wird eine HKisschicht von der
Dicke de& gebildet, die dadurch frei gewordene Wirme-
menge ist :

Rode,
wenn /¢ die Schmelzwirme und ¢ die Dichte des Eises ist.
Fiir 2 = ¢ wird

ot : ds at R de
(b) kaa:“"ff"d& oder =g

Il

[+1]

¢ kann durch
©Y) — et 1 de-af 1  de-af

K 1-2  #.d¥ 1-2:8.4  #.d9?
dargestellt werden, und man itberzeugt sich leicht, daB (c) die
Gleichung (a) befriedigt. Ferner wird ¢ = 0 fir z =& Um
zu zeigen, daB auch (b) erfiillt ist, differenziieren wir in (c) in
bezug auf » und erhalten dadurch

e 0t d(e — x) 1 L@ (e —a)

TR 8z A.d® ~ 1-2.3 #-d&
Hieraus erhalten wir fiir = s die Gleichung (b).
Da an der Oberfliche ¢ = — ¢, ist, ergibt sich aus (c)

. 2 2 o4
@ T T
Ist die Dicke der Kisschicht als Funktion der Zeit ¢+ ge-
geben, so kann #, leicht bestimmt werden; ist dagegen ¢, ge-
geben, so ist es im allgemeinen schwierig, & zu bestimmen.

') Diese Lisung ist von L. Lorenz mitgeteill worden. Siehe
anch Stefan, Wied. Ann. 42, S. 269.
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Ist #, konstant, so muf die rechte Seite der Gleichung (d)
ebenfalls konstant sein. Hierzu ist erforderlich, dafi

< =2pr8,

wo p eine Konstante ist. Aus (d) erhalten wir dann die
Gleichung
cto . p! _I_)-i-- ; _]_Jﬂ
(©) R -TtistTes T
die zur Bestimmung von p dienen kann. Um die Reihe in (e)
in eine endliche Form zu bringen, bilden wir aus (e
ety

(%)

—
und also wird

_ » P »°
=1 1 +1-3_]'1-3-54""“

Das Integral dieser Gleichung lautet
P

_u'-'—;u'-'
) %":pfe ? de.

0
Wiichst die Dicke der Kisschicht proportional mit der
Zeit &, ist also

e =gz,
wo ¢ eine neue Konstante ist, so ergibt sich aus (d)
qB ‘5\3
1.2-3

ety
R

4 3!
=@+ ql——z +
oder

(8) ch et 1.

Ist & sehr klein, so erhalten wir aus (d)

de*

und demnach
&
2 _ 2k . ]
(h) A= ftuda‘i.
(1]

Das letzte Resultat ergibt sich auch, wenn wir den aufwirts
sich bewegenden Wirmestrom gleich %7, /& setzen, wobei jedoch
Christiansen-Miiller, Physik., 3. Aufl. 41
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angenommen wird, daB die Temperatur im Kise gleichmiBig
nach unten zunimmt. Unter dieser Voraussetzung strémt in
der Zeit 4 ¢ die Wirmemenge kf,-d & [& anfwirts durch das
Eis. In derselben Zeit wird eine Kisschicht von der Dicke de
gebildet, wobei die Wirmemenge R o - d¢ frei wird. Wir haben

demnach
kty-93
&

= Ro-deg.

Diese Gleichung fithrt zu demselben Resultat, das wir oben
erhalten haben. Ist # konstant, so ergibt sich

1) 8=V Es

§ 168. Die Warmebewegung in einer Platte, deren Oberfliche
auf konstanter Temperatur erhalten wird.

I allgemeinen ist es sehr schwierig, zu ermitteln, in
welcher Weise die Temperatur in einem begrenzten Kérper
sich andert. Wir wollen einige F#lle besprechen, in denen
die Losung der Aufgabe moglich ist. Im Inneren einer plan-
parallelen Platte sei die Temperatur ¢= f'(z), wo = der Ab-
stand des betrachteten Punktes von der einen Seitenfliche ist.
Von der Zeit & = 0 ab befindet sich die Oberfliche in Be-
rithrung mit einer Mischung aus Eis und Wasser, oder ihre
Temperatur wird in irgend einer anderen Weise auf 0° C. er-
halten. Das Gesetz, nach welchem die Wirme im Inneren
der Platte abnimmt, soll ermittelt werden. Bezeichnen wir die
Dicke der Platte mit a, so ist

fir 4 =0, t=f(z); fir 9 =00, t=0;

fir 2 =0, t=0
An der Oberfliche #ndert sich die Temperatur unendlich
schnell; sie ist unmittelbar auBerhalb der Oberfliche an der
einen Seite der Platte gleich Null, innerhalb der Oberfliiche
aber f(0). An der anderen Seitenfliche ist die Temperatur
auBerhalb. der Platte ebenfalls Null, innerhalb derselben aber
f (a). Die Funktion ¢ soll nicht allein diesen Bedingungen ge-
niigen. sondern auch der Differentialgleichung

(@)

3 fiil‘:r:a, t=0.

at g 9%t
(b) i = ¥ aa
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Ein Integral dieser Differentialgleichung lautet

(c) t=e""#%(4sinmz + Bcosmaz).
Nach (a) muB B = 0 sein, sodaB
(d) t = Ade~"#?sinma

ist. Dieser Wert von ¢ erfiillt nicht allein die Gleichung (b),
sondern verschwindet auch fiir x = 0. Weil # auch Null sein
soll fiir £ = a, so muB

sinma =0
sein und also

ma=-+pm,
wo p eine ganze Zahl ist. Wir haben demnach

oo

(e) t=4d-e @ . gin (pa:n)‘

a

Beriicksichtigen wir ferner, daB ¢ — f'(2) fir & = 0 sein soll,
so muf

f) f(z) = 4-sin (p:w)
sein.

Im allgemeinen kann aber die Funktion f(z) nicht durch
diesen Ausdruck dargestellt werden. Zur Liosung der Aufgabe
benutzt man dann die folgende Methode.

Der Ausdruck (e) liefert uns nicht allein ein Integral der
Fourierschen Gleichung, sondern als ein Integral dieser
(leichung gilt auch eine Summe von Ausdriicken (e), die sich
dadurch ergibt, daB wir p alle ganzen Werte zwischen 1 und oo
beilegen. Die Glieder, welche einem negativen p entsprechen,
unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen von den Gliedern
mit positivem p und kdnnen also als in den letzteren ent-
haltend betrachtet werden. Wir setzen demnach

atxt D 22ax® P

; - N -
(@) t::Alsmif-e a; -|-Azsm—7;§-e @ 4.

Fir & =0 ist t = f(z), sodaB fir 0 < z < a

(b) f(e) = 4, 5m%% + 4,072 4
wird.
Wir untersuchen nun, ob eine willkiirliche Funktion f(z)
filr den betrachteten Bereich durch eine trigonometrische Reihe
41*
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von dieser Form ersetzt werden kann. Zu diesem Zwecke
withlen wir an der Stelle der unendlichen Reihe (k) eine andere
Reihe mit (» — 1)-Koeffizienten 4,, 4,, ... 4,_,, die mit /()

in (n — 1)-Punkten zusammenfillt, nimlich fir
@ 2a (n—1)a
T=—, D= —, c4, B = —
n -’ n n

Daraus ergeben sich folgende (n — 1)}-Gleichungen

fa 2n X (= 1)n
/(;) =4, sm + 4, sm— R ] =

. 2(&) A A «2n A Binzm_l‘m.
/ -of sm -i— sin © ceet 4, =

f'((_"';l)ﬂ) - A, sm("’ =L 4, sm( -_,:-)2'” + ...

+ 4, m—1)£;a-1)
Wird die erste dieser Gleichungen mit (sinz/n), die zweite mit
sin (27 /n) usw. multipliziert, so ergibt sich durch Addition der

rechten und linken Seiten der Gleichungen

f(o)in 3+ (a4 (250 et

_ o [ne ™ o gin22® ins @ =
#.Il[sm " + sin = + ...+ sin =

; 2 2q . 2.2
+ 4, [sm : sin ’3 4 sm—sm =

+ ...

- sin @,_,n 1),’!- sin ,(n;]'),gi] i

¥

Nun ist
sinfe - sin?2e¢ 4+ ... 4 sin’(n — e

=4[n—1— (cos2¢ + cosde + ...+ cos(2n — 2)e)].
Wir summieren zunichst

s=cosf+cos28 4 ...+ cos(n — 1)3.
Multipliziert man die beiden Seiten dieser Gleichung mit
2cos#, und verwandelt man die Produkte der Kosinus in
Summen, so folgt
2s.co88=1-4cosf+co82f 4 ... 4 cos(n— 2)/3
+cos23 4 cos3F + cosdfF+ ...+ cosnp.
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Fiir den ersten Teil der Reihe kionnen wir setzen
s+ 1—cosin—1)8
und fiir den zweiten Teil

s —cosfi 4 cosnf.
Somit folgt

2s(l —cosP) = — (1 — cos )+ (cos(n— 1)8 — cosnf),
also
PR O cos(m —1)f —cosnf _ cosgmf-siny(m—1f
- T 21 —cosf) - sin } 8

Demnach wird
sin?¢+sin®2a - ... +sin*(n— 1o = _{L[n— 1— c—oﬂa—"—?w(—ln ] :

Setzen wir fiir « seinen Wert z /7 ein, so wird

. o TF - 92w s an—1)m n
sin- 8l — 4 ... sln® ————— = .
n + n & n

Dem Faktor von 4, kinnen wir die Form
27 6
%[cos —cos —i—coss—u—cos?—:r cot
- —1y8
)n —con B—Libn
n

+ cos ¢

geben. Wenden wir die oben angegebene Summationsformel
an, so zeigt sich, daB dieser Faktor gleich Null wird. In der-
selben Weise verschwinden die Faktoren 4,, 4, ..., und wir
erhalten das Resultat

2. . 2m fr—1)a\ . (n=1)=n
4, = [/( )sm +f( )sm L +...—]—f(— — )sm - ]
Allgemein hat man fir 0 < m < n
: 215 . . (2 . 2
(i) Am=-;[f(:)sm%—|—f(.“)sm ?::n-l—...
+r ((n 1)a,) gin (n—-:_fnlﬂ]_

Demnach ist es moglich, die Koeffizienten 4,, 4, ... so
zu bestimmen, daB f(z) und die trigonometrische Reihe fir
(n —1)-Werte von 2 zwischen 0 und @ zusammenfallen. Je
groBer n gewidhlt wird, desto mehr Werte haben die beiden

Funktionen gemeinsam, und fiir » = oo ist es gestattet, die
eine Funktion an die Stelle der anderen in dem betrachteten
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Intervalle zu setzen. Beide Funktionen sind jedoch nicht
identisch, denn ihre Differentialquotienten konnen ganz ver-
schieden sein. Die eine Funktion verhilt sich zu der anderen
wie eine gerade Linie zu einer geziihnten Linie, deren Zihne
unendlich klein sind.

Wir wollen nun annehmen, daB » = oo ist, .und schreihen
die Gleichung (i)

A= 22l r() i ()2 (in

Wir setzen nun

so folgt
(k) =3ff( )smm, Vdy.

Wird ferner » = ay [ gesetzt, so haben wir|

1) S ff gin PR g

Dasselbe Resultat ist in einer anderen Weise in § 42 ()
gefunden.

Wir konnen also fiir einen beliebigen Bereich, z. B. von
0 bis a, an die Stelle der Funktion f(z) eine trigonometrische
Reihe, nimlich fir 0 < 2 < a

2nx

(m) f(z)= {sin’% 'ff( z)sin " B d:r:+sm— ff sin ——dz+. J
0

setzen. Werden die fir 4,, 4,... erhaltenen Werte in (g) ein-
gefiithrt, so ist die betrachtete Aufgabe gelist, und wir erhalten

at a2 a

oe=einpee 7 fflgaintide
0
(1)
T _2'*,19%'3:‘) a S
1oq] a 2
sin——-e ff( )sm dx -+ .
0
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Ist z. B. die Temperatur der Platte von vornherein kon-
stant und gleich #,, so haben wir

a

mnx at,
ff gsin— —dz=(l—cosmam)- - ",
[ m
0
und also

T ”

* 3
(0) 4mi= rosin¥e—(“).ﬂ+1t sm%we_( “x)-?—f-

Fiir & = 0 erhalten wir, wenn 0 < z < a ist,

bmax

TR

(p) %n-:sin“—-—'h‘sm———i-%s

§ 169. Die Entwicklung der Funktionen in Reihen von
Sinus und Kosinus,

Nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen kann
man stets

(3-) f() AS!D —|-A mn@_}_
setzen, wo nach § 168 (l)

2 Mmoo
(b) =— ! ) sin do

ist, wenn! z mit « vertauscht wird. Die Reihenentwicklung
gilt nur fir 0 < z < a; fiir die Grenzwerte 0 und a selbst gilt
sie nicht, wofern nicht f(z) selbst gleich Null fiir diese Grenz-
werte ist. Die rechte Seite von (a) ist eine ungerade Funktion,
die zugleich mit » das Vorzeichen wechselt. Die Reihe (a) gilt
auch fiir den Bereich — e < z < 0, wenn f(z) auch eine un-
gerade Funktion ist. Setzen wir f(z) = 2, so wird

COS m T
fde =—2a -

= — f(t sm
M7

Wir haben niimlich, wenn p = m 7 [ a gesetzt wird,
f“sinp“d“ _ _ @cospe +Icns;m d e
P r
__ ®cospa sinpo
P T r
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Also wird
a a
g a*cosmn 2 .omma cosmm
e¢simpede =—————; —- | @sin- de=—2a- .
m T a a m I
0 0

Ferner haben wir fiir f(z) ==

1 2m
(¢) —.1,--?:=sm@—% n——+§ sin 7 “”—...

Da z eine ungerade Funktion ist, so gilt die Reihe auch fiir
negative Werte von z, wenn sie fiir positive Werte besteht.
Weil aber die Reihe auch fiir 2 = 0 gilt, so gilt sie fiir den
Bereich

—a<lz< +a.
Setzt man nx/a =y, so ist auch fir —2 <y < |+ x
(d) ty=siny—}esin2y 4 }.sin3y — ...

Diese Reihe gilt nicht mehr fir y =+ 7. Wird ferner
(e) fl&) = B, + B, cos “; + B, cos aZT b,

gesetzt, und werden beide Seiten dieser Gleichung mit cos (m 7z [ a)
multipliziert und dann integriert von O bis a, so ergibt sich,
wenn m und n ganze Zahlen sind,

@ a

mmnx ?lﬂx mnx
fcos —=co dz =0 und fc:osgzh—;i dz =1}a.

V] 0

Demnach erhalten wir fiir m > 0

a

(f) Bm=i.ff'(.r}-cosm:xd$ und B, = f ) dz.
0

0

B, ergibt sich, wenn in (e) rechts und links mit 42 multipliziert
und dann von 0 bis e integriert wird. Ist f(z) eine gerade
Funktion, so gilt die Reihe fiir den Bereich — a < z < a, da
die Kosinusreihe nicht mit = das Vorzeichen wechselt. Ist aber
f(z) eine ungerade Funktion, so gilt die Reihe (e) nur inner-
halb der Grenzen 0 und a.
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Nach (a) und (b), sowie nach (e) und (f) erhalten wir

la- ffzw:sm——ff ) sin ; (74

=+ Sll’l

ff sm———d @+ .

und

ta-f —ljf «)de -+ cos ™ ff cos—du

Eine willkiirliche Funktion f(z) kann auch in Reihen von
Sinus und Kosinus entwickelt werden, sodaB die Entwicklung

fiir den Bereich — ¢ < x < a giiltig bleibt. Zu diesem Zwecke
setzt man

[@)=41[f@)+ (= 2]+ ;- [f&) —F(— 2],
wobei }[f(z) 4 f(— 2)] eine gerade Funktion ist, weil sie un-
veriandert bleibt, wenn man x mit — 2 vertauscht. Dieselbe

Funktion kann als Kosinusreihe dargestellt werden. Der
Koeffizient von cos(mz 2 [a) wird

LJ [f(@) + f(— @] cos "2 de
)

= . ff( )cosmﬂ“d o+ % ff (— &) cos m"da.
1]

Wird in dem letzten Integral ¢ mit — « vertauscht, so geht
es iiber in

Jf cos@"m «,

und der gesuchte Koeffizient wird dadurch

+a
g mna
{,jf(ce cos— —de
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Wir erhalten demnach

Ya-[f@)+f—a) =} [fl@)de

+a
. TL mTw
Q) +cos™” f f(@)cos ™" da
—a

+a

+cosgzx -ff(a)cos 22“-0!9: P s
Dagegen ist die Funktion 1-[f(z) — f(— z)] eine ungerade
Funktion, weil sie mit » zugleich das Vorzeichen wechselt.

Mit Hilfe von (g) stellen wir also diese Funktion als Sinus-
reihe dar. Der Koeffizient von sin(mn z [a) wird

b [Tf (@ — f(— ) sin ™

= [ fle)sin "X da — } [ (= @ sin™"" de.
v 0

Vertauscht man in dem letzten Integrale ¢ und — ¢, so
geht es iiber in

— %'ff(a)sin m—::f-da,

und der Koeffizient wird

+a

%-ff(a)sin m:“-d’a.

Wir erhalten also das Resultat

o |

+a
. 2 . . 2a
l + sin Z:'-:--ff;(a)51n TCde+ ..,

e

a[f @) = f(—2) = sin 7 [f(e)sin" da -

Durch Addition ergibt sich aus den Gleichungen (i) und (k)
endlich
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T8 +a )
Ef ey %"ff(&')da +‘ff(w)cosi(_ma—_“)d“

oder fiir —a<z<a

+a

=4 [li+ome

(m) =8

— )

+ cos 2"(";- L% ...]f(ce)dw.
Diese Reihe rithrt von Fourier her, die auch in der Form

m=o00 +a

() ff Ydo + - Z'ff @)cos 22272 g,

m=1 —a

dargestellt werden kann.

Wir konnen nun a irgendwelche Werte beilegen. Ist a
unendlich groB und ist ‘

endlich, so verschwindet das erste Glied auf der rechten Seite
der Gleichung (n), und wir erhalten

m=00

2 ff cos = 2= .

m 7
"=, und also T =dJ
a a

Wird nun

gesetzt, so ergibt sich

(0) fle)= -fdlff(cx)cos (h(z — @) de
0 —o00

wo — 00 < x < oo ist. An Stelle dieser Gleichung kann man
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oft zwei andere anwenden, die sich aus (g) und (h) ergeben.
Das allgemeine Glied in (g) lautet néamlich

oM mm o
sin =~ -Jf()sn de

Demnach ist

mmnx mna
E sin - f;‘ sin —

Wird nun

m
a~

= A, und also Z =dL

gesetzt, so ergibt sich fiir 0 < » < @

5 (=] oo
(p) [@)= "« |disin(ia)|f(e)sin(le)de
nof s
Aus (h) erhalten wir in derselben Weise fiir 0 < 2 < oo

(@) fla)= fdzcos la_ff{a Jeos(he)d .

§ 170. Die Anwendung des Fourierschen Satzes auf die
Ausbreitung der Warme.

Wenn die Temperatur in einem Raume nur von der
z-Koordinate abhiingt, so muBl die Temperatur 7' der Fourier-
schen Gleichung

T _ 0T
(@) 56 = * 95t

geniigen. Nach § 168 (c) ist
T =e#*?(4sindz + Bcoska)

ein Integral der Gleichung (a), wenn 4, 4 und B Konstante
sind. Wir konnen 7' auch darstellen durch

T'=e-#5%cos (A(z]— &) -  («),

wo ['(«) eine willkiirliche Funktion von ¢ ist, und wo A und e
konstante Grifen sind, die alle mioglichen Werte annehmen
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konnen. Jede Summe solcher Glieder geniigt der Gleichung,
und also geniigt ihr auch

o + 00
(b) T= - f die=? [ f(c)cos (A(x — o) da.
0 -0

Aber fiir & = 0 ergibt sich hieraus

co +00
7= 71: -fdlff'(w} (cosi(r — ) de,
0 —00

woraus wir durch Vergleichung mit § 169 (o)
T=f(2)
erhalten.

In (b) ist also die Liosung der Aufgabe enthalten, die Tem-
peratur in einem Korper zu irgend einer Zeit «+ zu bestimmen,
wenn die Temperatur zur Zeit # = 0 durch 7' = f(z) gegeben
ist. Dieselbe Aufgabe ist inzwischen bereits auf einem anderen
Wege in § 164 (h) und (i) gelost worden, und wir zeigen nun,
dafl der hier fiir 77 gefundene Ausdruck mit dem fritheren
identisch ist.

Da
+co oo
(c) y S 2t — )
(c) 1= = f,‘ (e) dafe cos (Alz — &) d
— oo 0
ist, so bestimmen wir zundchst den Wert des Integrals
(-]

fc—i’z'ﬂ cos (4 (z — e)) d 1.

0
Entwickeln wir cos (A(z — &)) in eine Reihe, so wird dieses
Integral dargestellt durch

n=00 (=]

" (1'—“)2“ " —1128 32
-1 = fe a2n.da.
0

n=0

Durch teilweise Integration ergibt sich

(==} (=]
o . 2n—1 %
-39 320 S —x9 )2n-2 g2
f emieond] = 2 f e~ J2n-2 g )
() (1]
und durch fortgesetzte Reduktion
(=2} [==]
Y A RS 2n—1)(2n—138)...3. 550w
je‘*”‘-"";ﬁﬂdl o B 1}((72:32‘%, 31 [e-wm0q; .
[{] 0
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Weil aber
fe-'l’dg =4{Vn
0
ist, so erhalten wir
fe_p,‘.,;,)ﬁ_,,dl _@n-1)@n-9)...3.1 VYm
;' 2 I i, i
o (2 %% ) 3,'.]/.}
Das gesuchte Integral wird also
n= 0o
Va 7 (@—a?®" (2n—1)2n—38)...8-1
- — el el an
2xV'9 2 ) (2n] (2x* o)

n=0

_ Vr N=1 @t
o n] @xre’
) 2% - [n] (4x*9)
oder
(z—a)?
424 .

Va -

— "¢
2z &
Fithren wir diesen Ausdruck fiir das Integral in (c) ein, so
ergibt sich

+ea (z — a)®

d) 7 Vln . 2;‘]1/_& 'D[f(“)e a8 J o
Diese Gleichung ist identisch mit der in § 164 (h) gegebenen.

Wir wollen ferner den Fourierschen Lehrsatz benutzen,
um das Gesetz aufzufinden, nach dem die Wirme in einen
Korper eindringt. Dabei wollen wir den einfachen Fall be-
trachten, in welchem der Korper mit seiner ebenen Grenz-
flache # einen anderen Korper beriihrt, der die gegebene und
konstante Temperatur #, hat. Die Temperatur des kalten
Korpers sei 0° C.

Wenn wir von dem im AnschluB an die Gleichung (a) fiir
t bzw. 1" gegebenen Ausdruck ausgehen und § 169 (p) benutzen,
so folgt

t=ty4 2 -fd?hsin {lx)e—"-‘”“"ff(a)sin(l dde.
0 0

Dieser Ausdruck fiir ¢ geniigt allen Bedingungen, wenn nur
fiir ¢ =0
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+ 2. fd; sin ( ?xff )sin (. &) d
0

wird. Aber nach § 169 (p) wird diese Gleichung erfiillt, wenn

ist. Die Losung der vorgelegten Aufgabe ist demnach in

©0

(e) t=t,— = ”""J sin (A «)de
0

enthalten. Benutzen wir dieselbe Reduktionsmethode, durch
die der Ausdruck (¢) in den Ausdruck (d) umgewandelt ist, so
ergibt sich

®  (z—a)p® _(zt+a)®

t:to—;;;ﬁ-{fe 4"’"da-— 42t da}
woraus folgt
t=1, _];nn . {fe"q'dq—fe"i’dg},
-2;‘;@ 2,;]2/_?_
also auch
v
t= to{l—y‘;; -fe'ﬂ’dq}-
_2;;4}

Da e—¢" eine gerade Funktion ist, so erhalten wir

2x) 0
t=tn{1—%:-ufe"‘-’*dq},

oder in Riicksicht auf § 164 (e)

f) t = 2’?" - |edgqg.
) Vi q

2.}
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A4 und B seien zwei Punkte im Inneren des Korpers,
welche bzw. die Abstinde 2z, und 2, von der Fliche # haben.
Wenn 4 nach der Zeit «#, die Temperatur ¢ erlangt hat, so ist

2t 5
t = i-fe“'f'd .
V .

T
L2l

2x ]""’1

Dieselbe Temperatur erreicht B erst nach der Zeit ,, die
durch die Gleichung

oo

£ = 2h -fe*’f'"rlg
Va

My

bestimmt ist. Durch Vergleichung der beiden Integrale sieht

man, daB
! Ty
= —2_ oder A

V#l VB'E i
sein muB, d. h. die Zeiten, nach deren Verlauf zwei Punkte die-
selbe Temperatur erlangen, verhalten sich wie die Quadrate der
Abstinde der Punkte von der erwirmten Fliche F. ,
Wir bestimmen nun die Wirmemenge, welche durch die
Fliacheneinheit in den kalten Koérper wihrend der Zeiteinheit
hineinstréomt. Zu diesem Zwecke geben wir der Gleichung (f)

die Form
t= e e~

woraus sich in Riicksicht auf (f)

SR

at kb, -1y
N L. Y
dz xVnd 4
ergibt. Die gesuchte Wiirmemenge U finden wir, wenn » =0
gesetzt wird. Die Wirmemenge ist

ki,
(8) U= 4 m
Mit Hilfe der Gleichung (g) wollen wir eine wichtige Auf-
gabe losen; die mit der Frage nach dem 7emperatursprunge
an der gemeinsamen Oberfliche zweier Korper in Verbindung
steht. Nach den Beobachtungen von G. Wiedemann und von
Angstrom ist ein Temperatursprung an der Beriihrungsfliiche
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zweier Metalle nicht vorhanden. Dagegen hat Rogowski
(1903) aus einem Versuche auf einen Temperatursprung an
der Oberfliche eines durch einen elektrischen Strom geheizten
Metalldrahtes, der von stromendem Wasser umgeben war, ge-
schlossen. Zwei Korper L und // stoBen in einer ebenen
Fliache zusammen, der eine von ihnen hat die Temperatur ¢,
der andere die Temperatur #. Werden beide Korper mit-
einander in Berithrung gebracht, so wird der eine von ilinen
erwirmt, wihrend sich der andere abkiihlt. Wir kiénnen auch
die Temperatur #, der Berithrungsfliche bestimmen. Nehmen
wir an, daB # konstant ist, so wird die Wirmemenge, die .
in der Zeiteinheit empfingt, nach (g) ausgedriickt durch

k(l,—1)
Wi )
x ) ad
In derselben Zeit erhilt L’ die Wirmemenge
O
#Vnd

wo % und » dieselbe Bedeutung fiir 7/ haben wie % und
fiir Z. Da aber die Grenztliche keine Wiirme enthilt, so mub
U+ U =0 sein, oder
k(t,—t) K (£'—t,)
P y

“z “
woraus

m)?y - ol R0+ PV REY
Vikeo+Vkcy

sich ergibt. Daraus ersieht man, da unsere Annahme richtig
ist, nach der die Temperatur in der Grenzfliche zwischen zwei
Kirpern, die sich in einer ebenen Fliche beriithren, konstant
ist. In Wirklichkeit miissen die beiden sich berithrenden
Korper unendlich groB sein, aber die Formel (h) kann auch
auf kleine Korper angewandt werden, wenn wir nur die Zeit
kurz nach der Beriihrung betrachten. Aus (h) folgt

t—t J¥Y
E= heo

Sind ¢ und 7° die Temperaturen eines festen Korpers und
eines Gases, so ist ¢ viel groBer als ¢'. Demnach ist 7, — ¢ sehr

) L. Lorenz, Die Lehre von der Wiirme. 8,178, Kopenhagen 1877,
Christiansen-Miiller, Physik. 3. Aufl. 42
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viel grofer als ¢—¢,, besonders wenn % auch groBer als &’ ist,
withrend ¢ und ¢’ nicht sehr voneinander abweichen. Aus (h) ergibt
sich also, daB die Temperatur eines erwirmten festen Korpers
nur wenig von der Temperatur der Grenzschicht verschieden
ist, wenn die Wirme von dem Korper auf ein ihn umgebendes
Gas durch Leitung iibergeht. Dagegen ist der Temperatur-
unterschied zwischen Grenzschicht und Gas erheblich, sodaf
wir einen Temperatursprung an der Oberfliche eines festen
Korpers finden, besonders wenn der Kérper von einem ver-
diinnten Gase umgeben ist. Dieser Temperatursprung ist von
Smoluchowski theoretisch auf Grund der kinetischen Gas-
theorie untersucht worden.

§ 171. Die Abkiihlung einer Kugel.

Die Temperatur im Inneren einer Kugel hinge nur vom
Abstande des betrachteten Punktes vom Kugelmittelpunkte ab.
In diesem Falle nimmt nach § 165 (¢) die Fouriersche
Gleichung die Form

& (rf)

o 0% (r#)
(@) 35 =% 57

== ¥~ -
ort

an. Sind m, 4, B willkiirliche GroBen, so lautet ein Integral
der Gleichung (a)

rt=e "% (4sin(mr) + Bcos(mr)).

Weil aber ¢ = oo wird fir »r =0, so muB B = 0 sein, und
wir erhalten als Integral der Gleichung (a)
(b) rt=Ad.e-™*d.gin(mr).

Wir wollen zuniichst den Fall betrachten, in welchem die
Kugel in einer Mischung von Schnee und Wasser sich be-
tindet, oder ihre Oberfliche durch irgend ein anderes Mittel

die Temperatur 0° annimmt. Bezeichnen wir den Radius der
Kugel mit £, so ist fiir » = £ auch ¢ = 0 und also muB

sin(m ) = 0
sein. Ist demnach p eine beliebige ganze Zahl, so folgt

mR=+pax.
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Wir kénnen nun setzen
' .1:4')'3

(c) rt=d e_(ff / ﬂ-sm o+ dye (T] ’.sin

2nr

5 s
Die Konstanten 4,, 4, ... werden mit Hilfe der Temperaturen
bestimmt, die zur Zeit ¢ = 0 vorhanden sind. Zu dieser Zeit
sei die Temperatur durch f‘(r ) gegeben. Wir erhalten also

2ar

rf(r) = 4 sm ~|-A sin e
Nach 168 (1) finden wir f'ii):

Ist die Temperatur konstant und zwar gleich #, zur Zeit J = 0,
so folgt

und demnach (vgl. § 169)
2L R

A =— ""Zcosmm.
ma

m

Somit ergibt sich das Resultat
_2k4 [ ~(5)% _ r (5
' b= [st e E:5111

(€) -
Sax
—~(Z==)»
l —|—§-sin3%'-e (R) -;—...Il.

Die Mitteltemperatur ¢ ist
w\® EEZAY Brx\?
=-{EZ} s - & - i
(f) t,=%"_.{g (R) +'»1Ie ( B ) +%¢ (Ii ) - }
Die Gleichung kénnen wir auf ein Thermometer anwenden,
das in eine kiltere Fliissigkeit gebracht oder in ihr bewegt
wird. Die Temperatur des Thermometers ist dann wesentlich
durch das erste (Glied- der obigen Gleichung gegeben. Die Ab-
kithlungsgeschwindigkeit ist
r dt _ ki
(g) T AT " coR?
Wir betrachten jetzt den anderen wichtigen Fall, dafi sich

eine Kugel in einem leeren Raume befindet und Wirme aus-
42%
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strahlt. Der Raum oder vielmehr seine Begrenzung habe die
Temperatur 0°. Die Ausstrahlung erfolge nach dem Newton-
schen Gesetze und sei also proportional der Temperatur an
der Kugeloberfliche. Nach (b) erhilt das Integral die Form

(h) rt= > A e~"*%.gin(mr).

Bezeichnen wir mit # das Ausstrahlungsvermogen, so strahlt ein
Element ¢ § der Oberfliche in der Zeiteinheit die Wirmemenge
dS- Dt
aus. % soll in dem betrachteten Falle konstant sein. Dasselbe
Flichenelement &8 erhilt aus dem Inneren der Kugel in der

gleichen Zeit die Wirmemenge
k-dS-dt

— st
Da die von 48 aufgenommene Wirmemenge gleich der ab-
gegebenen sein mufl, so erhalten wir
) — k3L~ Bt oder —ZL_ e,
wo der Kiirze wegen & = F |k gesetzt ist. Demnach ergibt
sich fir r = &

= —m?xtd, m cos (m R) = s_in(mR) P —miat, Bi'ﬂ(‘?ﬂ RJ
2 Am & ( R R? — h ZAme R

oder

S, e=™*?-[m Rcos(mR) — (1 — k R)sin (m R)] = 0.
Soll diese Gleichung fiir jeden Wert von 4 gelten, so mufl
(k) mR-cos(mR) = (1 — hR)-sin(mR)

sein. Diese Gleichung muB nach m aufgelost werden. Wir
setzen m R = » und haben dann

@z

0 tga = i=hR
Nehmen wir ferner

.'/1 = tg x,
so konnen », und z als die rechtwinkligen Koordinaten einer
gewissen Kurve betrachtet werden (Fig. 164). Diese Kurve hat
unendlich viele Zweige oa, ad, 27c,..., fir welche die
geraden Linien

r =

o=

m, T =

e

M.,
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Asymptoten sind. Wird ferner

. H
Y2 =15FR

gesetzt, so stellt diese Gleichung eine gerade Linie, z. B. opgq
dar, die durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems geht.

4

yia H je
"
P‘/
P .

P~ x
/
-

h ist sicher positiv, liegt also zwischen 0 und co. Wir

betrachten den Fall, daB /% = 0 ist; dann folgt

Yo =2y
und diese Gleichung stellt eben die gerade Linie opg¢ dar,
welche die Kurve oa im Punkte o beriihrt, ferner z4 in p,
2xc in ¢ schneidet. Die Abszissen 0, z, 7, ... sind Wurzeln
der Gleichung (1) Ferner ist

T < x <3?n; 2 < 2, < %TE;...R?! <z, <(n+ P m.

Je groBer » wird, desto mehr nihert sich z, der oberen
Grenze (7 + })m. AuBer den positiven Wurzeln hat die
Gleichung (1) auch negative Wurzeln, die dem absoluten Werte
nach den positiven gleich sind. Ist nichstdem

0<1¢<112-,

Fig. 164.

so ist
0<1—-AR <1
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und also

Yy =z
Eine solche Linie ist z. B. o« (Fig. 164), welche die Kurven
in o, &, (... schneidet. Die Abszissen 0, 2, z," z," ... dieser

Punkte sind Wurzeln der Gleichung (1), und wir haben
O<a'<in; m<ay < 32"; 23 < 1,/ < 52”...
- <2/<@m—} .

Je grober /i wird, desto mehr nihert sich der Winkel ¢ 0 n
dem Winkel }#z und desto mehr nihern sich die Wurzeln
ihrer oberen Grenze. Ist A= 1/R, so wird x = 0, und die
Wurzeln werden

0’ é %, 3;, 02r
Ist nun
' }1;,- Ll 0o,
so wird
x
Y2 =7 hr -1

Die gerade Linie hat dann z B. die Lage of’;". Bezeichnen
wir in diesem Falle die Wurzeln der Gleichung (1) mit

0, ", z,” ..., so haben wir

" 3
la<a"< m; : <z"<2m...

Je mehr A wiichst, desto mehr nihern sich die Wurzeln ihrer
oberen (Grenze. Ist aber A = oo, so erhalten wir

” » ‘II_ a
2 =m; 2"=2m;...

Wir kionnen nun die Wurzeln der Gleichung (1) als be-
kannt betrachten und aus denselben m bestimmen. Die den
einzelnen Wurzeln entsprechenden Werte von m seien

0, m, my,...
Die negativen Wurzeln konnen wir fortlassen, weil die ihnen
entsprechenden Glieder in (h) mit denen zusammengefat werden

kijnnen, die von den positiven Wurzeln herriithren. Wir setzen
also

(m) rt=Ad e "'*?gin(m, 7)+ 4,e-"™'*?sin (myr) 4 ...
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Ist die Temperatur zur Zeit & = 0 durch ¢ = f(r) gegeben,
so haben wir

(n) rof(r)= A, sin(m, r) + 4, sin(m,r) + ...

Sind nun m, und m, zwei Wurzeln der Gleichung (k), so werden
die rechte und linke Seite der Gleichung (n) mit sin(m,_r)
multipliziert. Durch Integration von 0 bis Z ergibt sich

b R
(0) fr-f(r) sin(m,r)dr = EAJ,fsin (m, 7)sin (m,7)dr.
0 0

Nun ist aber

R

.,
f sin(m, )sin{m, r)dr =1 f{cos[(mb—ma) r]—cos[(m, + m,rlidr
(1]

0

(p) 1. sin [(m, — m,) R) s sin [(my + m,) R]
2 "y — Mg : My + Mg
__ Mg 8in (my, B) cos (m, B) — my, cos (m, R)sin (m, R)
myt — Mmg* 2

Weil aber nach (k)
m, R =(1—hR)tg(m, R), m R =(1— hR)tg(m,R)

ist, und also
m, tg(m, R) = m, tg(m_R),
oder
m,-sin (m, R).cos (m, ) = m,-sin (m, R). cos (m, I
ist, so wird
R
fsin (m, 7)-sin (m,r)dr = 0,
0
wofern m, und m, voneinander verschieden sind. Sind aber
m, und m, einander gleich, so wird (p) unbestimmt. Den Wert
des Ausdruckes (p) finden wir in diesem Falle dadurch, daB
wir m, = m, + ¢ setzen, wo & eine kleine GroBe ist. Kinfacher
gelangen wir zum Ziele, wenn wir den Wert des Integrales

H R
fsing(mar) dF—4 -f[l —cos(2m,r)|dr =} {R __sin(@m,R)
0 "

2in,

0
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suchen. Daraus erhalten wir

R
_ 2 L sin (m, r)
4. = p f’ M—gann®"
g '"Zmr
mG
Die vollstindige Lisung der Aufgabe ist demnach enthalten in

Rrt  sin(m r)e” "% .
e T 1 sin (2 m, R) f f sin m rydr

‘)nr‘)1

sin (me,7) e 't
e mamA f v flsinmy r)dr + ..

2my R 0

In dem einfachen Falle, in welchem die Temperatur der Kugel
anfangs in allen Punkten gleich groB ist, haben wir f(r) = ¢,
und finden dann
R
Yy vam(mr)d , *[sin(m &) — m K cos(m R)],
0

oder in Riicksicht auf (k)

R
tojrsin(mr) g R ::1 mR)

Wir erhalten also das Resultat

—my? P

Pooow 2 5 sin (m, R) sin (m, 7) e
irt="hEt- ( my [2m, B — sin (2 m, R)]

(1‘) i — met x2 9
sin (mg R)sin (myr)e” "™

I my2my B — sin@my )] )
Ist das Ausstrahlungsvermogen # und also auch A sehr klein,
oder ist der Radius der Kugel klein, so ist das Produkt (A R)
eine kleine Grofe. In diesem Falle erhalten wir aus (k), wenn
der Sinus und der Kosinus in eine Reihe entwickelt und die
hiheren Potenzen fortgelassen werden

1—m2R*=(1—AhR)(1—}m?RY,
woraus sich

ergibt.



Wiirmeleitung. 665

Die anderen Werte von m sind so sehr viel grofer, daB
die entsprechenden Glieder in (r) verschwinden gegen das erste
Glied. Wir erhalten also

3hxt D

t=1¢ ¢ &

oder, wenn der Wert fiir 4 eingesetzt wird,
_ 3EH
(s) t=fye ek,

Diese Formel kinnen wir auch in einfacher Weise ableiten. Die
Wiirmemenge, welche die Kugel in der Zeit d ausstrahlt, ist

4a R2Et-d¥.
Dabei nimmt die Temperatur der Kugel um — ¢ ab; die ab-
gegebene Wiirmemenge ist also
— g—r < R3eo-dt.
Demnach haben wir
4nR2Et-d % — — “3” -R3¢g-dt,
woraus folgt

3Ed
N co R
t=te L&,

da die Temperatur der Kugel gleich #, zur Zeit + = 0 ist.

§ 172, Die Wirmebewegung in einem unendlich langen Zylinder.

Der Querschnitt § des Zylinders sei so klein, dall die
Temperatur ¢ in ihm konstant ist. 4 und B seien zwei Quer-
schnitte, deren Abstand 42 ist. Durch A stromt wihrend der
Zeit d die Warmemenge

—Sk-g;.d.v-.

Durch den Querschnitt 5 strdmt in derselben Zeit die Wiirme-
menge

—Sfc(g—éﬂ—ai}r/x) 7.

Der Teil des Zylinders, der zwischen 4 und B liegt, hat dem-
nach die Wiirmemenge
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Ske 2 tdzad

aufgenommen. Kin Teil dieser Wiirme wird durch Leitung
oder Strahlung an die Umgebung abgegeben. Ist P der Um-
fang des Zylinders, F eine Konstante, und hat die Umgebung
des Zylinders die Temperatur 0°, so ist die durch Leitung oder
Strahlung abgegebene Wirme

PHtedzdd.

Ein anderer Teil der zugefithrten Wirme dient zur Erwirmung
des Zylinders, und dieser Teil ist

Sedz-cp-di.
Demnach erhalten wir die Gleichung
#t 3t . »
Sk'E_" = S{)Ca—-&—i— ].Et,
oder
at g 022
(a) e =atg —ht
wenn
P
#»?="- und ]"":Eé.’

gesetzt wird.

Wenn der Zustand in dem Zylinder oder der Stange
stationir geworden ist, haben wir 97/ =0, und die
Gleichung (a erhiilt die Form

e '8" i = hi.
[ager]
Daraus ergibt sich
z]"h z]/ﬁ.
(b) t=Ade * +Be *.

Ist die Temperatur der Stange in zwei Punkten gegeben, so
erhalten wir durch (b) die Temperatur in den Zwischenpunkten.
Wir wollen annehmen, dafl ein Punkt der Stange die Temperatur
{, habe, und daB in einem sehr groBen Abstande von dem be-
trachteten Punkte die Stange die Temperatur 0° habe. Dann
muf ¢ =0 fiir 2 = oo und also

J.'l'/ﬁ
() =t

/



Wiirmeleitung. 667

sein. Ist aber der Zustand nicht stationir, so mub die
Gleichung (a) benutzt werden. Setzen wir in dieser Gleichung

t=mun-e~h?,
s0 ergibt sich
(d) % = /25;
Das Integral dieser Differentialgleichung ist friiher angegeben.
Mit Hilfe der Gleichungen (¢) und (d) konnen wir die Ab-
kiihlung einer Stange untersuchen, die beliebig erwirmt ist.
Wir wollen hier nur den Fall betrachten, in welchem ein
einzelner Querschnitt § der Stange die Temperatur #, hat,
withrend an allen iibrigen Stellen der Stange die Temperatur
gleich Null ist. Von & breitet sich die Warme nach beiden
Seiten hin aus und nach unendlich langer Zeit ist die Temperatur
im Abstande x vom Querschnitte § durch
a:]r"f

t=1¢,e

gegeben. Dagegen ist zur Zeit ¢ die Temperatur an derselben

Stelle durch

(e) t=te " +ueh?

bestimmt. Hier muB = die folgenden Bedingungen erfiillen:
1. » muB der Gleichung

LA ]
04 ow
geniigen;
2. fiir & =0 muB
_zln
0=te * +u,

und
3. fiir z = 0 soll =0 sein.
Den Bedingungen 1 und 3 geniigt
2 .
=2 . 1 & s Aoyt 0 o
B = d/.sm().x;aff(cc)sm(la)e de

0
Damit » auch (2) geniigt, muB
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= P‘Vh
O=gpe * —'——j d i sin ( )x‘j;‘ )sin (A ¢)d e
sein. Hierzu ist erforderhch, dall

_ali
fley=—te ~

ist. Die Lisung der vorgelegten Aufgabe lautet demnach

—-i]-i v OIQ ﬁf.d'ﬁﬁuvi;

tmityos —2;°-e-"0[dlsin(l.r)-Jsin(lce)e e

> 0

0
Ehenso wie in § 170 kénnen wir dem Ausdrucke

2
2o
Y]
die Form
Jeoslie—ae-rrar— - [cos[h(e+ ) =i+ da
V]

-sin(de)e=##d}

geben, und dieser letztere Ausdruck ist gleich
( (z—a)? N r.c+a)*)

420
e .

T Lty

24Vn o
Fithren wir diesen Ausdruck in die Gleichung fiir ¢ ein, so

% dal.

(=]
(2 4+ a)?

ergibt sich
-I"I —hd [ (22— a)?
A g % et p— (e— g 1P )L
2x Y &
0

Zur Vereinfachung dieses Ausdruckes setzen wir
«=z+2xp)¥.

o —
= !
2% L
Dann ergibt sich
=] oo -
—h (m—a? a]/h i _ rl’_'h. LR
W e 9. % flmess Py _Pvm-e—"ﬂdp
2xYnd Va .
o &€
zi’#

i (0]
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oo =

- 7
_ e ’_y' -/E(P+V}“”2dp=e :' .ﬂ__qedg.
Va Va
~TaVe e

In derselben Weise erhalten wir

oo 'V“
_ zVh >
e~ h? _fztar &l 8‘7 5
= —.fe ¥P.p xde=—— —.[e "dg,
2x)/m G Va
[ = v
0 — [
/he + ——
) 2. V9
und also
Vi :l:]/'f: oio z]/f ?o
@ Vh - . =S
f) t=¢ S s e Tdg+ -2 — e_q'afg .
Va Vo
.
z _
‘ni — = /R + ——
Vi 2x )5 Ve 2.V

Eine genaue Betrachtung dieses Ausdruckes zeigt, daB er
wirklich den Verlauf der Erwiirmung in einer unendlich langen
Stange darstellt. Fir & = 0 wird die untere Grenze des
ersten Integrals gleich — oo, der Wert des Integrals selbst
ist dann gleich )/ ; die untere Grenze des zweiten Integrals
wird in demselben Falle oo, der Wert des zweiten Integrals
also gleich Null. Wir erhalten demnach fiir =0 auch =0,
und dieses sollte auch der Fall sein fiir alle Querschnitte der
Stange, ausgenommen fiir den erwirmten Querschnitt. Fir
=0 erhalten beide Integrale denselben Wert, und also ist
t=1t,. Fir % = oo verschwinden beide Integrale, und wir
haben also richtig fiir den stationiren Wirmezustand

t=1-¢ £ 4
Weil

e

Seg
ist, so wird /2 unendlich klein, wenn der Querschnitt der Stange
unendlich groB, oder wenn das Ausstrahlungsvermogen // un-
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endlich klein wird. Setzen wir 2 =0 in (f), so gelangen wir
zu einem frither behandelten Falle, indem

oo =]
(g) t=t0f1—?l;-Je_92(lg+ Vl’t_ -]e_"ﬂdg}.
N 2:)5 zz‘lm

Dieses Resultat ist auch in § 170 gefunden. Der Ausdruck (g)
gibt néimlich die Temperatur in einem unendlich weit aus-
gedehnten Korper an, der zur Zeit # = 0 in allen Punkten
die Temperatur ¢ = 0 hat, mit Ausnahme der Punkte auf der
Fliche z = 0, fiir die ¢ = ¢, ist.

Die Losung (f) gilt nur fiir positive Werte von 2; soll
sie aber auch fiir jene Teile der Stange gelten, denen negative
Werte von 2 entsprechen, so muB zuniichst in (f) # mit — =
vertauscht werden.

§ 173. Die Wirmeleitung in Flissigkeiten,

Bislang haben wir nur die Wirmebewegung in festen
Korpern betrachtet. Die Resultate, die sich dabei ergeben
haben, konnen im allgemeinen nicht auf die Fliissigkeiten iiber-
tragen werden, weil jeder Temperaturunterschied eine ver-
schieden grobe Ausdehnung in den verschiedenen Teilen der
Fliissigkeit hervorbringt und damit zu sogenannten Konvektions-
stromungen Veranlassung gibt. Tm allgemeinen werden die
Temperaturunterschiede durch diese Stromungen schneller aus-
geglichen als durch die Leitung allein. Die Verhiiltnisse sind
also sehr verwickelt. Zur Untersuchung der Wirmeleitung in
Fliissigkeiten kann man entweder die Masse der Fliissigkeit
von oben her erwiirmen oder von unten abkithlen und die
Temperaturen in verschiedenen Hohen messen, oder eine sehr
diinne Flissigkeitsschicht zwischen zwei horizontale Metall-
platten bringen, deren Temperaturen beobachtet werden. Fiir
Wasser von 23,6° C. fand H. F. Weber % = 0,00143, dagegen
fand R. Weber (1903) fir Wasser von 20° C. % = 00131 (in
C.G.S.-Einheiten). Wir beschriinken uns darauf die allgemeinen
Bewegungsgleichungen zu entwickeln, die in einzelnen einfachen
Fillen angewendet werden sollen.
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Wir gebrauchen die in der Hydrodynamik benutzte Be-
zeichnung. Die Kontinuititsgleichung [vgl. S. 180 (d]] lautet,
wenn wir das Zeitelement mit % bezeichnen,

69 a(gu)

(a) + "“”+ 2 —0.

Die Bewegungsmenge, welche die Volumeneinheit in der
Zeiteinheit aufnimmt, ist gleich der Kraft, die auf jene Volumen-
einheit wirkt. Nach § 46 haben wir also

(Bue ) Bu Bu,  du X, , 89X
A= ()(B?Jru" 6‘:1: + 5' 6 + '6 )H 0‘95 + aJ T == o
(b) Bhn(g?_l_ b0, %Z"+u,g:’)—” 8y, , av.

#6:8-}- dy gz ' N

+o¥

+ 04,

2

 {9u du, du. | 0w\  0Z 82
("9(85 tTUge ThEy T fa?)_ 3z T0Z.

Die Bezeichnung 4, B, C ist der Anwendung wegen hmzugefugt
die spiter gemacht werden soll.

Der flissige Korper, den wir hier betrachten wollen, sei
tropfbarflissig und inkompressibel. In diesem Falle enthiilt er
nur Energie in Form von lebendiger Kraft oder von Wirme.
Ist der Korper dagegen luftfirmig, so soll er ein ideales Gas
sein, das den Gesetzen von Boyle und Gay-Lussac folgt.
Solche Gase kiénnen wohl zusammengedriickt werden, aber die
bei der Kompression geleistete Arbeit tritt in Form von Wirme
auf, sodaB die im Gase enthaltene Energie unabhiingig vom
Volumen ist, aber allein durch die lebendige Kraft und Tem-
peratur bestimmt ist.

Ein Raumelement dw = dzdydz der Flissigkeit, das die
Gestalt eines Parallelepipeds hat, enthilt zur Zeit & eine
Energiemenge, welche die Summe der lebendigen Kraft und
der Wirmemenge ist, wenn wir die letztere mit dem mecha-
nischen Aquivalent # der Wirmeeinheit multiplizieren. Ist
e die Energie der Volumeneinheit, und enthilt die Massen-
einheit die Wirmemenge ¢, so haben wir, wenn 4 die Ge-
schwindigkeit bezeichnet,

Se=3%oh+ Ep0.

Withrend der Zeit % erhilt das Volumenelement 4w die
Energiemenge
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3o
l TSl do,
(c) 4 indem
[ dZe _ dleh | 5 de6)
de¢ ~ T d&¢ 7 db

ist. Der Zuwachs an Energie, den das Klement dw in der
Zeit d 9 erhilt, rithrt von folgenden Ursachen her:

1. von der Arbeit, welche die beschleunigend wirkenden
Krifte X, Y, Z leisten,

2. von der kinetischen Energie, die infolge des Stromens
der Fliissigkeit durch die Oberfliche des Raumelementes o
in das letztere hineingelangt,

3. von der Arbeit, welche die Oberflichenkrifte X , X,
auf die Teile der Kliissigkeit ausiiben, die sich in der Ober-
fliche des Klementes d @ befinden,

4. von der Wirme, welche die Teile der Fliissigkeit ent-
halten, die in das Raumelement 4 hineinstrémen,

5. von der Wirme, die durch Leitung in das Element d
dringt.

Diese einzelnen Energiemengen wollen wir der Reihe nach
mit e dwd®, e,dwd?, e dwd®, e dodd, e dwdd be-
zeichnen. e, ist also die Knergiemenge, welche die Volumen-
einheit in der Zeiteinheit allein durch den Einfluf der be-
schleunigend wirkenden Krifte erhdlt. Wir wollen nun die
Werte von e, ¢, ... ermitteln.

Die Arbeit, welche die¢ beschleunigend wirkenden Krifte
withrend der Zeit ¢ ausfiihren, bestimmen wir folgendermaBen.
Das Raumelement ¢ w hat die Masse o d w und bewegt sich in
der Zeit d 9 um die Strecke »_d ¢ in der Richtung der z-Achse.
Dabei leistet die Kraft X die Arbeit pdw- Xu,d&. Die
Arbeiten, welche die Krifte ) und Z ausfiihren, werden in
derselben Weise bestimmt. Die betrachtete Arbeit ist also

0w, X+ u, Y+ u d)ydodd.
Diese Arbeit haben wir aber mit e dwd9 bezeichnet und
demnach folgt
(d) : elk.:g(u:)[—l—uyl’+ u, ).
Die kinetische Energie, welche dm durch die Teile der
Fliissigkeit empfiangt, die withrend der Zeit % in das Element
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d @ hineinstromen, bestimmen wir folgendermaBen. Die Masse,
die wahrend der Zeit 4 durch das Oberflichenelement dydz
hineinstromt, ist pu d ¢ - dydz; die kinetische Energie dieser
Masse ist also Lou,d-dydz-h% Setzen wir aber

U ,=30u h?

so ist U die Stromkomponente der kinetischen Knergie in der
Richtung der z-Achse. Die entsprechenden Stromkomponenten
nach der y- und nach der z-Achse seien bzw. U, und 7; wir
haben dann

U;:%guyhz, U=Ltouh®
Nach #@hnlichen Betrachtungen wie in § 62 erlangt das Volumen-
element dw in der Zeit d & die Euergiemenge

(dm ¥ ayw )dmd.‘}

Diese Grolfle bezeichnen wir mit e, dw d:% und demnach folgt

3 (o u,. h* B(g 24, 1) h‘) d (o u, h?)
o=—3{"% TRt
oder

{5 (0 u,) g u,) | Olow))

P |

ou, (? auz 61.:,, + ¥ c{u,)

éu-,, 0w,

u”("” y Thay T 6y)

au;, du,

—0u, (u Y Ox + u, 6;)

Mit Riicksicht auf die Gleichungen (a) und (b) erhalten wir
hierans

¥ 6{7‘ L]
— (dn + B?ty-l— Cu),

-15-239-{-9(18#—{—15 +H%)

oder einfacher
(e) =f—

Die Energlemenge, welche die Oberflichenkrifte X, X , ...
dem Elemente dw erteilen, bestimmen wir in folgender Weise.
Auf das Oberflichenelement dydz, das dew auf der Seite be-
grenzt, die nach der Richtung der negativen z-Achse liegt,
wirkt die Kraft — X_dy dz in der Richtung der z-Achse. Die

Christiansen-Miller, Physik. 3. Aufl. 43

d(gh) A?t+Bn—f—(/’u)
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Flissigkeitsteilchen, welche wihrend der Zeit 4 durch das
Element dydz stromen, legen den Weg u_d« in der Richtung
der z-Achse zuriick. Dabei leistet die Kraft — X, die Arbeit
— X, dydz-u,d&. Aber die Flissigkeitsteilchen, die sich im
Oberfliichenelemente dy dz befinden, haben auch tangentiale
Bewegungen. In der Richtung der y-Achse legen sie unter
dem Einflusse der Kraft —T, dydz den Weg u dJ zuriick,
wobei die Arbeit — 1 dydz-u, di geleistet wird. Ferner be-
wegen sich auch dieselben Teilchen in der Richtung der
z-Achse, wobei die Arbeit — Z_dy dz - u d\) geleistet wird. Die
gesamte Arbeit, welche die auf das KElement dy dz wirkenden
Kriifte in der Zeit 9 ausfiihren, ist also

— (X, u,+ quy+ Zou)dydzdd.

Diesen Energiestrom in der Richtung der 2-Achse wollen wir
mit 0 dydzd$ bezeichnen; die entsprechenden Strome in
der Richtung der y- und in der Richtung der z-Achse seien
bzw. U'drdzd® und U dzdydd. Dann haben wir
U/=— X u+Yu+Zu), U/=—X,u+ Y u+ 7 u),
U '=—(Xu,+ Lu+ Zu).

Die Energiemenge, die dw dabei erhélt, wird ebenso wie

im vorigen Falle bestimmt und ist gleich

¢y do> d = — (%% + dal;" % ‘?a:") duddh,

Demnach erhalten wir
Oewk Yt t Zew) | OOk Y+ Zy )

Y ox ' oy
4 0 &u + Yowy + 2, 0)
dx '
Benutzen wir aber die Gleichungen (b), so ergibt sich
- du, cBuy |, 0w |, (Gu. | Ou,) , (Ou,  Ou,
le3 =&, ox & }UW+ A‘?’J’x F A!f(a;r/ T ax) + ‘\2(3‘: + ax)

(f)
l + ¥, (%’ 1 6;;) +(d—oX)u,+ (B—ol)u+(C—pZ)u,

Die Warmemenge, welche die einzelnen Teile der Fliissig-
keit enthalten, wird mit diesen durch die Strémung fortgefiihrt.
Durch das Flichenelement dy dz dringt in der Zeit % in

das Element dw die Masse ou,d -dydz ein und bringt
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mit sich die Warmemenge ou_ dydzd$ (), oder die Energie
Eou,dydzd®@. In derselben Weise bestimmen wir die
Wirmemengen, die in das Element dw durch die anderen
Grenzflichen gelangen. Benutzen wir sodann die oben an-
gegebene Methode und setzen

U'=Louw,®, U'= Eou,0, U'=Eou0,

so ergibt sich die Warmemenge e, dw d&, die das Parallel-
epiped dw in der Zeit d% durch die Wirmekonvektion auf-
nimmt, aus

e

e TR T

a l.:;’ a - ’” 6 {J "
s =" "\

~ oder
_ B é( g'&r @) (gu ®)  dlowu )
l dy ' o= ]

Hieraus folgt in Riicksicht auf die Gleichung (a)

@ o0=E 2P ~Fe(55+ugg +ugy + 4
Endlich erhilt das Element dw auch Wirme darch die

Leitung. Die entsprechenden Stromungskomponenten sind nach

§ 161

ar

=

v AT .
— B35, —Bh-g, —Ek

Setzen wir die Energiemenge, die dw in der Zeit d erlangt,
gleich e, dwd¥, und nehmen wir das Leitungsvermogen als
konstant an, so ist
T . 32T . #AT
(h) e = Bk (a'wu g 3y a"%i)‘
Der Zuwachs an Energie, den dw in der Zeit d+% erhalt,
ist nach (¢) durch

|42

gegeben. Zu gleicher Zeit stromt in das Element dw die
Energiemenge (¢, + e, + ¢; + ¢, + ¢)dw d:% hinein, und wir
haben also

d(ok?)

+ F deo di

d(o@}

d (o h*)

() R0 o pele s

=€ + e +e e +¢€.
43%
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Setzen wir in diese Gleichung die fiir e, e,, e, ... gefundenen
Werte ein, so ergibt sich

J ’( +rzgf—|— 3y +?rza)—]fk g
ou. du, , Ou, du, - (Bu, , Qu,
(k)|=X36_5+Y36J - Edx (Brf+6x) +4, (6‘x+ )
- (Bu, du,.
+1( + g

Tritt in der Fliissigkeit eine innere Reibung auf, so
haben wir nach § 52 (h) und (b)

au, 3 du., Ou,
‘Y—_}"l‘?!" (ax—*_ a,y'i‘ax)

und
Zy = (a—“’ + au,,) USW.
Wegen dieser Gleichungen kionnen wir statt (k) schreiben

30 , 36 , 38 , ae .
( +H"'FW+ v ay +”2T)—Ek'vT

du, 0w, a .,
( + dy + Bx]

ronl(5)+ (550" (52 -y 85+ )

vollG e (e 2+ G+ )

Eo

M

Zur Bestimmung der Bewegung und der Temperatur der
Flissigkeit haben wir die finf Gleichungen, die unter (a), (b
und (1) gegeben sind. Diese fiinf Gleichungen reichen zur Be-
stimmung der sieben Unbekannten u, u, u, ¢, p, ©® und 7'
nicht aus. Zwei weitere (leichungen ergeben sich in folgender
Weise. Die gesamte Wirmemenge ), welche die Masseneinheit
enthilt, muf von 7' abhiingen, und wir wollen annehmen, daB
(m) 6 =xp "
ist, wo ¢ konstant ist und die spezifische Wirme bedeutet.
Wenn die betrachtete Flissigkeit luftformig ist, so ist ¢ die
spezifische Wiirme bei konstantem Volumen.

Die zweite Gleichung mufl die Abhiingigkeit der Dichte o
vom Drucke und von der Temperatur angeben. Fiir Fliissig-
keiten kann man anniherungsweise
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%
() O=Ti a3

setzen, wo g, die Dichte bei ¢ = 0°C,, und wo « eine Kon-
stante ist. Fir luftformige Korper aber haben wir, wenn 7
das Volumen der Masseneinheit bei dem Drucke p und der
Temperatur ¢, 7, das Volumen derselben Masse bei dem
Drucke p, und der Temperatur 0° ist,

po Vo T .

pr:POI/.U(I—' “t)= 2173

Da 7p =1 und ebenso 7 g, =1 ist, so haben wir

P _ Py b T
(0) Z=lopton=0_.
Die Gleichung (o) in Verbindung mit den Gleichungen (a), (b),
() und (m) dient zur Bestimmung der unbekannten GroBen.
Die entwickelten Gleichungen, welche die Temperatur und die
Bewegung in emner Fliissigkeit bestimmen, sind sehr schwer
zu integrieren, sodafl bislang noch keine Aufgabe fiir irgend
einen Fall vollstindig geldst ist.

§ 174. Der EinfluB der Wirmeleitung auf die Stirke und
Geschwindigkeit des Schalles in luftformigen Koérpern.

Nach § 173 hat man zur Bestimmung der Bewegung in
einem luftformigen Koérper, in dem die Temperatur verinderlich
ist, die folgenden Gleichungen:

1. Die Kontinuitiitsgleichung § 173 (a), die in die folgende
Form gebracht werden kann:

de , f(u,  du 0 u, deo do do _
ao " (Bz : y+ 6‘%)4‘" Yo gw Jé’y+ ‘% =0,

2. die Bewegungsglelchungeu §173 (b). In diesenGleichungen
setzen wir fiir die Krifte X, X ,... die Werte ein, die in
§ 52 (b) und (h) gefunden sind, und erhalten [vgl. & 53 (a)]

d Ue 6’ur, aux 0u,
’ é du, | du.
thu o"::(ux .__1_6'{)

und die analogen Gleichungen fiir y und z,
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3. die Bedingung fiir die Erhaltung der Energie [vgl.
§ 173(1)],

4. der Zusammenhang zwischen dem Wirmeinhalte und
der Temperatur [vgl. (§ 173 (m)],

5. das Gesetz von Boyle und Gay-Lussac [vgl. § 173 (0)].

Die Geschwindigkeit und die Temperaturinderung seien
sehr kleine GriBen; dasselbe ist der Fall mit den Differential-
de 36
dz’ dw
dukte dieser GroBen unberiicksichtigt lassen, d. h. die Glieder
von der Form

quotienten wie usw., und wir wollen daher die Pro-

do 0 u, 06

gz’ Y2 g’ gz .
fortlassen. Dadurch nehmen die Gleichungen 1—5 eine sehr
viel einfachere Gestalt an. Wir erhalten nimlich

usw.

d (log 0) Ot Bu, , Dew
(@) & Tow "oy TV

Setzen wir ferner u /o = ¢/, so nimmt die Gleichung unter (2)
in Riicksicht auf (a) die Form an

u, 1 dp
(b) EE i 0 ax =p
Dieselben Gleichungen gelten fiir u, und u, mit Vertauschung
von z bzw. durch y und z.

Eliminieren wir in der Gleichung § 173 (1) ©® durch die
Beziehung @ = ¢ 7', und fithren wir fir 1/#£ das Wéarme-
aquivalent 4 der Arbeitseinheit ein, so ergibt sich, wenn wir
jetzt die Temperatur mit ¢ bezeichnen,

’ ; O (logg)
o7 — 3 . ¢
Vit =3l 5288

9t = 4piloega
(c) co- BE—LV”—AP 7>
Ferner lautet die Gleichung § 173 (o)
(d) ' L =D+ ab).

¢ Q0
w'y k und ¢ werden als konstante Groflen betrachtet. An die
Stelle von ¢ wird g, gesetat, wenn ¢ oder 1/¢ als Koeffizient
auftritt; ebenso wird in (¢) p durch p, ersetzt. Bei diesen Sub-
stitutionen vernachlissigen wir nur unendlich kleine Grifien
zweiter Ordnung. Wird

0 =29,(l + a)
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gesetzt, so erhalten wir
(e) logo = logo, + 7,

weil & eine kleine GriBe ist. Demnach erhilt die Gleichung (d)
die Form
p=p(1 +0)(1 + et),

oder, weil auch # eine kleine GrifBe ist,

(f) P=p, (1 + 0+ at).
Die Gleichung (c) lautet nun
ot k

s SR TR, v [ Pz . o

a4 €0, €, b
Setzen wir aber

k eog,t
2= = ) — Z80°
- und @ = o

so folgt aus der letzten Gleichung
06 23 —2pm . 00
® 95 ~ X VIO =55

Die Gleichung (b) konnen wir in Riicksicht auf (e) und (f)
umformen in

du,  p 8o | peadt ., L, 0o
3¢ T L 9 Franl A L Ty

Fithren wir fir ¢ die vorhin definierte GroBe © ein, so folgt

0 u, P 0o Po APoﬂa_Q___ R P o
b)) =+ ¢ gz M ViU gl o

96 g8z | g @e 0w

Wird ein Gramm Luft von der Temperatur ¢ auf ¢ 4 d¢
bei konstantem Drucke erwirmt, so ist dazu die Wirmemenge
C.dt erforderlich, wenn C die spezifische Wirme bei kon-
stantem Drucke ist. FEin Teil dieser Wirmemenge, niéimlich
¢ - dt, ist zur Erwiirmung verbraucht, der andere Teil dient zur
Uberwindung des Widerstandes bei der Ausdehnung, bei der
die Arbeit p - d ¥ geleistet wird. Wir haben also

Codt=c-dt+ dp-dF.
Aus der Zustandsgleichung
pV=p,V,(1+ el
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ergibt sich, weil p hier konstant ist,

pdV =p,Vye-dt,
und also
) C = 221,
weil 7,0, =1 ist. ‘
Setzen wir endlich
pe PO g g,
€¢C Qo

so nehmen die Gleichungen (a), (b) und (¢) die folgenden
Formen an:

Ty =
R A A et
0} 55+ 0155+ 6= B9 = K O b g
R R G A AR VL
7O g

Diese Gleichungen rithren von Kirchhoff?) her. Wegen der
Anwendung dieser Gleichungen auf schwierigere Fille der Fort-
pflanzung des Schalles sei auf Kirchhoffs Arbeit verwiesen.
Wir wollen hier nur den EinfluB der Warmeleitung und der
Reibung auf die Bewegung ebener Schallwellen untersuchen.
Zunichst soll aber die physikalische Bedeutung der Konstanten
e und & ermittelt werden.

Wenn weder Wirmeleitung noch Reibung in der Luft statt-
findet, so ist %# = 0 und p'= 0; wenn ferner die Schwingungen
in der Richtung der z-Achse erfolgen, so ist auch u =u =0.
Unter diesen Umstinden lauten die Gleichungen (k)

do du,

wtam =0

6, s 00 2 9086
a‘,*i"b 5;‘*‘(“ -—-1))55—0,
UL L8

a9

!) Kirchhoff, Pogg. Ann. 134. 1868.
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Wird die zweite dieser drei Gleichungen in bezug auf &
differenziert, so erhalten wir

6% u, 3 EC]

T +f,6x6l! +(@* = B gpay = 0-

Hieraus ergibt sich aber mit Hilfe der ersten und letzten der
drei Gleichungen

0%, 5 0% s

a9 ot

Ein Integral dieser Gleichung ist

omonfizo- 2]

und dieser Ausdruck stellt eine Wellenbewegung dar, die mit
der Geschwindigkeit

) a—/”° bl/

fortschreitet. Dieser Wert fiir die Geschwindigkeit des Schalles
ist von Laplace gefunden. Er weicht von dem in § 40 be-
rechneten Werte ab, der urspriinglich von Newton gefunden
ist und in der von uns benutzten Bezeichnung

z,=]/ﬂ
do

lautet. Der Unterschied zwischen beiden Formeln riihrt daher,
daB wir bei der ersteren auf die Erwirmung der Luft bei der
Kompression und auf die Abkiihlung derselben bei der Kx-
pansion Riicksicht genommen haben. Da man durch direkte
Versuche das Verhiltnis C/c¢ ermittelt hat, so kann die wahre
Geschwindigkeit des Schalles in der Luft berechnet werden.
Fiir atmosphéirische Luft ist bei 0° C. C/¢ = 1,405; demnach
wird a = 33815 cm. Dieser Wert stimmt sehr gut mit der
Erfahrung iberein. Aus unseren Betrachtungen aber ergibt
sich, daB & der Wert fiir die Schallgeschwindigkeit ist, den
Newton berechnet hat, wihrend a die wirkliche Geschwindig-
keit des Schalles ist.

Eine ebene Welle pflanze sich in der Richtung der
z-Achse fort; » und p' sollen von Null verschieden sein. Die
Schwingungen sind parallel der =z-Achse, sodaB ‘uy=0 und
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u,=0. Da u, @ und ¢ jetzt Funktionen nur von » und &
sind, so lauten die Gleichungen (k):

(ch
=0,

du 42 aa 2 266 3w |, 0
W) Fs TV 5 T g7 =¥ am ¥ 5582
36  ,80  do

59 ¥ oz T av

Die unbekannten u_, © und ¢ sind gewisse periodische
Funktionen von . Wir wollen mit 2 eine reelle Gréfe be-
zeichnen und mit «, ® und ¢* drei GriBen, die nur Funktionen
von z sind. Alsdann liegt es nahe

(n) u,=u'-ehit, @ =@elid g =g ehi?
zu setzen, wo i = J/— 1 ist. Mit Hilfe dieser Gleichungen er-

halten wir aus (m)
du'

f:zr'—|————=0,
i g do’ de’ s d2w ¥ gl
lizu+b-ﬁ-|—(a2 5)3‘;?:”45?—%M IIIT,
2 L)
hi@—xzdd@ = hio'.

Aus diesen Gleichungen kann ¢ eliminiert werden, und wir
erhalten dann

de d'u
5 l-—hn—[-/tl(ﬂ‘—b) 5 ="+ § uhl)dz’?
0
d ' o 2@ : ()
l T = — ki@,

Wird die erstere der Gleichungen (o) nach z differenziert, so
kann «' eliminiert werden, und wir erhalten dann folgende
Differentialgleichung
d' e
1 e

(p) #2(0*+ 2w hi)=—— + (h*x*+ ;:,u'].!u—/:a z)i’@
Da diese Gleichung linear ist, so setzen wir

{q) ’ @‘= em
und erhalten dann

) w2md(b® + $ ' hi) - mE(h2a 4 L' A2 — hati)— 13 = 0.
i 3
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Wir wollen den Exponenten m nur fiir den Fall bestimmen,
in welchem sowohl das Wirmeleitungsvermégen als auch die
innere Reibung sehr gering sind. Ist % =0 und =0, so
erhalten wir aus (r)

m=—-— —-
@

Setzen wir also allgemein

—hit+0
m = —

y

wo o0 eine kleine GriBe ist, deren hohere Potenzen unbeachtet
bleiben konnen, so ergibt sich aus (r), wenn die Glieder »*u/,
%20 usw. fortgelassen werden,

. P %y’k*+(l-—%)x’k"
8 - — .

2a?
Aus (n) und (q) folgt aber, daB der eine Wert fiir @
2t aefo—5)
(.) — e a i@ { a,.}

ist. Den anderen Wert erhalten wir durch Vertauschung von ¢
mit —7, indem auch
LES i z
—_ —hi|® —
O=e¢" . e \ ")
ist. Die halbe Summe der beiden Werte von €@ geniigt eben-
falls den Bedingungen und ist zu gleicher Zeit reell, indem

[*,.,,;’f.w- (1 =& ] x?h'-’:l:z

(t) O=e e . COS [h (ﬂ - -‘5)]

o

ist. Aus dem Exponenten von e erkennt man, dab die
Temperaturinderungen in der Welle abnehmen, je weiter sie
fortschreitet; zu gleicher Zeit nimmt auch #_ ab. Der Schall
wird also um so schwiicher, je weiter die Welle vorwirts
schreitet. Wenn 7 die Schwingungsdauer und » die Schwingungs-
zahl ist, so haben wir
o= 2-H =2nm.

T

Aus der Gleichung (t) ergibt sich aber, daB die héheren
Tone schneller erloschen als die tieferen.
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Die mathematische Behandlung der Wiarmeleitung riihrt
hauptsiichlich von Fourier her, der nicht nur die partielle
Differentialgleichung entwickelt hat, die bei der Betrachtung
der Wirmeleitung zugrunde gelegt wird, sondern auch Methoden
zur Losung einer griBeren Zahl von Aufgaben angegeben hat.
Sein Hauptwerk ist: Théorie analytique de la Chaleur, Paris
1822. Von den neueren Werken, welche die Wirmeleitung
behandeln, heben wir hervor: Kirchhoff, Vorlesungen iiber
die Theorie der Wiirme, 1894; Poincaré, Théorie analytique
de la propagation de la chaleur, Paris 1895; Helmholtz
Vorlesungen iiber die Theorie der Wirme, Leipzig 1903;
Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen, Braun-
schweig 1901.
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