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und Bedeutung erlangt . Hieran schließen sich die Unter¬
suchungen über die elektromagnetische Strahlung , die durch
Einführung der Elektronentheorie ein weites Gebiet umfassen .
Die Grundlagen der Elektronentheorie sind von H. A. Lorentz
(Enzykl . d. math . Wissensch . V. 1904 S. 2) entwickelt . Eine
hervorragende Darstellung der Elektronentheorie und der
elektromagnetischen Strahlung ist von M. Abraham im zweiten
Bande seiner Theorie der Elektrizität (Leipzig u.Berlin , 1908) ge¬
geben . Zum Aufbau der Elektronentheorie haben J .J . Thomson ,
0 . Heaviside , W. Voigt , E . Eiecke , A. Sommerfeld ,
W .Wien , P . Drude , A. H. Bucherer u.a.m. Beiträge geliefert .

Elfter Abschnitt .

Die optischen Eigenschaften durchsichtiger isotroper
Körper und durchsichtiger Kristalle.

§ 130 . Einleitung .

Je mehr Erscheinungen in der Lehre vom Lichte auftreten
und je mehr Beziehungen zwischen dem Lichte und anderen
Naturerscheinungen gefunden werden , um so schwieriger wird
es, eine Theorie des Lichtes zu entwickeln . Nach der Emissions¬
theorie des Lichtes , die im allgemeinen Newton zugeschrieben
wird und von ihm mathematisch behandelt ist , wird die Energie
durch Lichtkörperchen übertragen , die von dem leuchtenden
zu dem beleuchteten Körper wirklich übergehen . Die Licht¬
körperchen vermögen dabei ihre kinetische Energie als auch
eine gewisse andere Form der Energie , die sie in sich auf¬
nehmen können , mit sich fort zu führen . Im - vorigen Jahr¬
hundert reichte die Emissionstheorie aus , die bekannten Er¬
scheinungen zu erklären . Allein die Emissionstheorie ließ sich
nur sehr schwer weiter entwickeln ; dies trat besonders im An¬
fange des vorigen Jahrhunderts bei den großen Entdeckungen
in der Optik hervor , die wir Young , Fresnel und Malus
verdanken . Im Gegensatze zur Emissionstheorie entwickelte
Fresnel seine erste Form der Undulationstheorie, die ursprüng -
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lieh von Huygens herrührt ; hierbei werden die Lichtwellen
als longitudinale betrachtet . Nach der Undulationstheorie ist
der Raum zwischen dem leuchtenden und dem erleuchteten
Körper mit einem materiellen Medium angefüllt . Durch die
Wirkung der Teilchen dieses Mediums aufeinander wird die
Energie , welche vom leuchtenden Körper ausgesandt wird , von
Teilchen zu Teilchen durch das Medium fortgeleitet bis zum
erleuchteten Körper . Demnach ist das betrachtete Medium
der Träger der Energie während des Überganges des Lichtes
von dem einen Körper zum anderen . Die Undulationstheorie
hat manche Vorzüge gegenüber der Emissionstheorie . Nament¬
lich werden die Interferenzerscheinungen in natürlicher Weise
durch die Undulationstheorie erklärt , dasselbe gilt auch zum
Teil von den Erscheinungen der Doppelbrechung . Aber die
Erklärung der Polarisation des Lichtes durch diese Undulations¬
theorie bot nicht unerhebliche Schwierigkeiten , die nur dadurch
überwunden werden konnten , daß man die Richtung der
Lichtschwingungen senkrecht zur Strahlenrichtung annahm .
Da Fresnel zugleich festhielt , daß das Medium , der Äther,
in welchem die Lichtschwingnngen fortgepflanzt werden , ein
flüssiger Körper ist , so stieß er auf einen hartnäckigen Wider¬
stand , indem namentlich Poisson mit Recht geltend machte ,
daß transversale Schwingungen nie in einem flüssigen Körper
fortgepflanzt werden können . Obwohl die Undulationstheorie
in ihrer ursprünglichen Form keineswegs einwurfsfrei und in
mancher Beziehung auch unzureichend war , indem unter anderen
die Farbenzerstreuung nicht aus ihr abgeleitet werden konnte ,
so war ihre Entwickelung doch der Emissionstheorie gegenüber
ein gewaltiger Fortschritt .

Da es nicht möglich ist , das Licht als Schwingungen in
einem elastischen Medium zu betrachten , nicht einmal unter
der Annahme , wie später gezeigt wird , daß das Medium ein
fester Körper ist , so müssen wir auf einem anderen Wege
nach einer Erklärung der Erscheinungen in der Optik suchen .
Unter den Bestrebungen nach dieser Richtung hat besonders
die von Maxwell entwickelte elektromagnetische Lichttheorie be¬
sondere Vorzüge . Nach der Auffassung von Maxwell ist das
Licht auch eine Wellenbewegung , aber es besteht in periodischen
elektrischen Strömungen oder Verschiebungen in den Isolatoren ,
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die an die Stelle der Ätherschwingungen in der Theorie von
Fresnel treten .

Der Vorteil der elektromagnetischen Lichttheorie , die die
Lichtstrahlen und die Wärmestrahlen als elektromagnetische
Wellen ansieht , besteht darin , daß sie von vornherein longi¬
tudinale Wellen ausschließt und nur transversale Wellen zuläßt .
Die auf der Elastizitätstheorie beruhende mechanische Auf¬
fassung des Lichtes als Wellenbewegung eines elastischen Me¬
diums liefert für den Übergang der Bewegung an der Grenze
zweier elastischer Körper sechs Grenzhedingungen , zu deren
Befriedigung man außer den transversalen Wellen auch longi¬
tudinale Wellen annehmen mußte . In der verschiedensten
Weise ist in der älteren Theorie versucht , die sich hier dar¬
bietenden Schwierigkeiten zu überwinden . In der elektro¬
magnetischen Lichttheorie gelten dieselben Grenzbedingungen ,
die in jedem elektromagnetischen Felde bestehen , und sie
macht besondere Voraussetzungen für die Lichtschwingungen
unnötig . Ausschlaggebend für die Annahme der elektromagne¬
tischen Theorie des Lichtes ist aber der Umstand , daß diese
Theorie gestattet , die Große der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Lichtes im leeren Baume und bisweilen auch in ponderablen
Körpern aus reinen elektrischen Messungen heraus im voraus zu
berechnen.

Nach der elektromagnetischen Lichttheorie ist die Fort¬
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes

c

wenn ii = 1 gesetzt wird . Im freien Äther ist die Fortpflanzungs¬
geschwindigkeit des Lichtes gleich dem Verhältnis c des elektro¬
statischen zum elektromagnetischen Maßsystem. Die sorgfältigsten
Messungen der Lichtgeschwindigkeit haben v—2,999 •10 10 cm/sek
ergeben , während andererseits aus elektromagnetischen Ver¬
suchen c = S- IO 10 cm/sek gefunden ist .

In einem Isolator mit der Dielektrizitätskonstanten s ist
die Lichtgeschwindigkeit

Bezeichnen wir mit A0 den Brechungsindex des Isolators gegen
das Vakuum , so ist

31 *
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(b ) 7V0 = l / * = ^ ,

d. h. das Quadrat des Brechungsindex muß gleich der Dielektrizitäts¬
konstanten sein. Diese Maxwellsche Relation ist schon auf
S. 437 gefunden ; sie kann nicht streng gelten , weil N0 in allen
Körpern von der Schwingungsdauer oder von der Farbe ab¬
hängt , während « nach der Definition hiervon unabhängig ist .
Da hei den Gasen der Brechungsindex nur in sehr geringem
Maße von der Farbe abhängt , so finden wir hei ihnen die
Gleichung (b) bestätigt . Dagegen ist hei vielen festen Körpern
(Glas) und bei Flüssigkeiten (Alkohol , Wasser ) s erheblich
größer als A02. Um diese Abweichungen der Theorie zu be¬
seitigen , muß man die seither als konstant angesehene Größe
« als abhängig von der Schwingungsdauer ansehen .

§ 131. Die Formeln von Fresnel .

Da die Formeln von Fresnel für die nachfolgenden Be¬
trachtungen große Bedeutung haben , so wollen wir sie zu¬
nächst entwickeln . Hier seien nur kurz noch die Hauptsätze
der Optik erwähnt , die für alle isotropen und vollkommen
durchsichtige Körper gelten . Die Kenntnis dieser Hauptsätze
ist für die Ableitung der Formeln von Fresnel notwendig ,
aber nicht hinreichend .

I , Das Licht pflanzt sich in einem und demselben Medium
mit einer Geschwindigkeit fort , die auch nach den Interferenz¬
versuchen von Lippich und Ebert von der Intensität der
Lichtquelle unabhängig ist , aber von der Wellenlänge des
Lichtes abhängt . In verschiedenen Medien hat die Licht¬
geschwindigkeit verschiedene Werte .

II . Trifft ein Lichtstrahl auf eine ebene Fläche , die zwei
verschiedene Medien voneinander trennt , so tritt eine Brechung
und eine Beflexion ein. Alle drei Strahlen , d. h. der ein¬
fallende , der gebrochene und der reflektierte Strahl liegen in
einer und derselben Ebene , die zur brechenden Fläche senk¬
recht ist . Ist cp der Einfallswinkel , i/j der Brechungswinkel
und cp' der Reflexionswinkel , so haben wir

Das Brechungsverhältnis N ist für homogenes Licht konstant .
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III . Ist F1 die Geschwindigkeit des Lichtes in dem
Medium (1), in welchem die Reflexion eintritt , und F2 die Ge¬
schwindigkeit in dem Medium (2), in dem die Brechung statt¬
findet , so ist

Der Brechungsexponent beim Übergang des Lichtes von einem
Medium 1 zu einem Medium 2 ist also gleich dem Ferhältnis der
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des Lichtes in 1 und 2.

Im Vakuum ist die Lichtgeschwindigkeit unabhängig von
der Farbe , was in Übereinstimmung mit der Tatsache steht ,
daß beim Beginn und Ende der Verfinsterung der Jupiter¬
monde diese dem Beobachter nicht farbig erscheinen . In der
Luft ist der Unterschied der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
von Strahlen verschiedener Farbe wegen der geringen Dis¬
persion der Luft praktisch genommen gleich Null .

IV . Das Licht kann als eine Wellenbewegung in einem
Medium betrachtet werden , das wir als Äther bezeichnen . Ob
dabei an die Körper selbst oder an eine unbekannte Substanz
gedacht wird oder vielmehr an Veränderungen im elektrischen
oder magnetischen Zustande des Körpers , ist hier ganz gleich¬
gültig . Wir wollen nur ausdrücken , daß die Lichterregung
durch ein oder mehrere Glieder von der Form

ausgedrückt werden kann , wo A die Amplitude oder Schwingungs¬
weite, t die Schwingungsdauer , S die Phase und t die ver¬
änderliche Zeit ist . Die Schwingungsenergie ist dem Quadrate
der Amplitude A proportional und bestimmt für die sicht¬
baren Strahlen die sogenannte Lichtintensität .

V. Die Bewegung des Äthers ist senkrecht zur Richtung
des Lichtstrahles , d. h. wir haben transversale Schwingungen.
Die Bewegung kann entweder immer in derselben Richtung
erfolgen , dann haben wir einen geradlinig polarisierten Strahl ,
oder zwei oder mehrere Bewegungen der eben angegebenen
Art versetzen die Ätherteilchen in eine Kurvenbewegung , die
im allgemeinen eine elliptische ist . Lichtstrahlen der letzteren
Art heißen elliptisch polarisiert . Ist die Bahn des’ Äther -
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teilchens ein Kreis , so ist das Licht zirkular polarisiert . Über
das natürliche Licht hatte Fresnel die Vorstellung , daß seine
Schwingungen ebenfalls senkrecht zur Kichtung des Strahles
und geradlinig stattfinden , daß sie aber innerhalb einer sehr
kurzen Zeit nach allen Richtungen erfolgen ohne irgend eine
derselben zu bevorzugen .

Der polarisierte Strahl muß in den verschiedenen zu
seiner Richtung senkrechten Richtungen ungleiche Eigen¬
schaften besitzen . Nach der Vorstellung von Fresnel ist der
Strahl in einer bestimmten Ebene polarisiert , wenn seine
Schwingungen senkrecht zu dieser Ebene erfolgen .

Im Nachfolgenden wollen wir die von Fresnel abgeleiteten
Formeln für die Amplitude und Stärke der reflektierten und
gebrochenen Strahlen wiedergeben . Gegen die Theorie von
Fresnel sind mit Recht viele Einwände erhoben . Jedoch
führt die Theorie in einfachen Fällen zu Formeln , die durch
die Beobachtung bestätigt werden . Die Fresnelschen Formeln
finden jedoch keine Bestätigung , wenn es sich um Reflexion
von Strahlen an Körpern handelt , deren Absorptionsvermögen
für die betrachteten Strahlen sehr groß ist ; sie gelten also
nicht für die Reflexion der Strahlen an Metallen und an
Substanzen , die eine anomale Dispersion zeigen .

Fig . 131 .

Die Ebene OM (Fig . 131) sei die Trennungsfläche zweier
isotroper durchsichtiger Medien . Die Geschwindigkeit des
Lichtes in dem Medium über der Trennungsebene sei SO = Fv
die Geschwindigkeit des Lichtes in dem Medium unterhalb der
Trennungsebene sei OG = F2. N sei der Brechungsindex des
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Strahles beim Übergange vom ersten zum zweiten Medium ,
also ist Vl = NV t . Der Punkt 0 in der oberen Trennungs -
fläche werde zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Koordi¬
natensystems gewählt , die z -Achse sei senkrecht zur Trennungs¬
fläche, und die x - Achse liege in der Einfallsebene, d. h. in der
Ebene , die durch das Einfallslot L L' und den einfallenden
Strahl SO gelegt ist . Die ?/ -Achse ist also senkrecht zur
Einfallsebene und nach dem Leser hin gerichtet . Ferner sei
SO der einfallende , OB der reflektierte , und OG der ge¬
brochene Strahl . Der Einfallswinkel ist mit cp, der Brechungs¬
winkel mit 'ip bezeichnet . Die Amplitude der Schwingungen
des einfallenden Strahles sei mit Av diejenige der Schwingungen
des gebrochenen und reflektierten Strahles bzw. A2 und A3
bezeichnet . Die Scbwingungsebenen dieser Strahlen bilden
mit der Einfallsebene Winkel , die bzw. mit a 1, a 2, cc3 be¬
zeichnet werden sollen . Die Komponenten der Bewegung nach
den Koordinatenachsen sind für den einfallenden Strahl
Xv Yv Zv für den gebrochenen Strahl Xv Yv Z2 und für den
reflektierten Strahl X3, Y3, Z3. Ferner ist es zweckmäßig ,
eine Bezeichnung für die Bewegungskomponenten einzuführen ,
die in der Einfallsebene liegen und zur Bichtung der Strahlen
senkrecht sind . Diese Bewegungskomponenten sollen für die
drei Strahlen bzw. mit P1} P2, P3 bezeichnet werden . Wir
haben dann in Rücksicht auf Fig . 131 die folgenden Gleichungen :

^ — Pj sin qp, Z2 = — P2 sin i// , Z3 = — P 3 sin cp;
Xj = Pj cos cp, X2= P2cos tp, X3= —P3cos cp;

(a) zfü = Px2 + d? , As = Pf + Yf , As = Pf + Yf :

tg = PT ’ tg *2 = PP tg C/3 = •

Um P2 und P3, sowie X2 und Y3 durch P x und Yx aus¬
drücken zu können , müssen gewisse Annahmen über das Ver¬
halten des "Lichtes beim Übergange von dem einen Medium
zum anderen gemacht werden . In dieser Hinsicht ging Fresnel
von folgenden Voraussetzungen aus :

1. Beim Vorgänge der Reflexion und Brechung geht kein
Licht verloren oder die Summe der reflektierten und der ge¬
brochenen Lichtintensität ist gleich der einfallenden. Hierin ist
nur der Satz von der Erhaltung der Energie ausgesprochen ,
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indem die kinetische Energie des einfallenden Strahles gleich
der kinetischen Energie des reflektierten und gebrochenen
Strahles ist . 0 MSS ' (Fig . 131) sei ein Zylinder , dessen Grund¬
fläche 0 M die Größe f hat und dessen Seitenlinie S 0 die
Lichtgeschwindigkeit f \ ist . Bezeichnen wir mit Oj die Dichte
des schwingenden Mediums , so hat die in dem betrachteten
Zylinder enthaltene Lichtmenge die kinetische Energie Lx

A = i (h Fi • cosy - fJ ^ .

Nach Verlauf einer Sekunde ist diese kinetische Energie auf
den reflektierten und den gebrochenen Strahl verteilt . Die
kinetische Energie Z3 in dem reflektierten Strahle ist

L 3 = \ Qi r i - cos V • M 2’

und die kinetische Energie Z2 in dem gebrochenen Strahle ist

Z 2 = iPa F 2 • cos t / > • / Li , 2 ,

wenn q2 die Dichte des schwingenden Mediums unterhalb der
ebenen Grenzfläche ist . Nach der oben ausgesprochenen An¬
nahme ist

= i /2+ L3 oder qxVx(A1a—Ä^ )cos ^ = p2 F2 cos ip.
Beachten wir die Beziehungen

Vx — NF 2 und sinqo = Asimp ,
so können wir der letzten Gleichung die Form

(b) pj —As2) sin (p cos cp = q2A22sin ip cos x/j
gehen . Liegen die Schwingungen des Strahles in der Einfalls¬
ebene , so ist Ax —Px usw., und wir erhalten

(c) px(Pj 2̂—P32) sin <p cos <jp = p2P22sin xp cos xp.
Sind aber die Schwingungen des Lichtstrahles zur Einfalls¬
ebene senkrecht , so ist Ax — Yx usw., und also

(d) pj {Yx2— Fg2) sin cp cos cp = p2 P22sin xp cos xp.

2. Fresnel nahm ferner an , daß die der Grenzfläche
parallelen Schwingungslwmponenten des Lichtes unmittelbar unter¬
halb und oberhalb der Grenzfläche gleich groß sind. Liegen
die Lichtschwingungen in der Einfallsebene , so ist also nach
dieser Annahme an der Grenzfläche
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X1+ X3= X2,
oder
(e) (Px—P3)cos (f — P2cos -ip.

Sind die Schwingungen aber zur Einfallsebene senkrecht , so
erhalten wir an der Grenzfläche '

(f) ^ + ^3 = ^ ■

Aus (c) und (e) ergibt sich

IT) p' 2g,sin(pcosq>2 1 Ci sin <P cos cos <p sin ip

p p q.) cos qc sin ip—q, sin cp cos rfi
3 1 sin <p cos + qv cos cp sin tfj

Ferner erhalten wir aus (d) und (f)

( iWr -
(h )

2 p, sin <p cos cp
qt sin <p cos q>+ q2 sin ip cos rp

Y y s' n f cos f ~ Q‘i sin V 008 V
v 3 1 ?i sin cp cos cp+ q2sin ip cos cp

3. Da das Verhältnis zwischen (jj und o2 gänzlich un¬
bekannt ist , so mußte Fresnel eine dritte Annahme machen ,
und zwar setzte er in verschiedenen Medien gleiche Elastizität ,
aber verschiedene Eichte des Äthers voraus . Demgegenüber hat
F . E . Neumann die Annahme gemacht , daß die Eichte des
Äthers für alle Medien dieselbe , daß aber die Elastizität für ver¬
schiedene Medien verschieden sei . Weil Fresnel den Äther als

einen luftförmigen Körper betrachtete , so war seine Annahme
natürlich , aber sie ist nicht berechtigt , wie wir vorhin schon
bemerkt haben . Fresnel nahm ferner an, daß V-, und P2 in der¬
selben Weise wie in der Elastizitätslehre ausgedrückt werden
könnten [vgl. § 40 (k)] und setzte demgemäß

Ist aber nach der Annahme Fresnels Nx—N2, so erhalten wir

(i) JA = F' 2 = V2
W ?1 F/

wobei N der Brechungsexponent ist .
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Beachten wir, daß

sin (« b)cos (« — £>) = sin a cos « + sin 5 cos b ,

sin (a — b) cos (« + £) = sin a cos a — sin 6 cos b

ist , so nehmen in Rücksicht auf die dritte Annahme die
Gleichungen (g) und (h) die Form an :

p _ p 2 cos (f>sin ip

(k )

P = P
-* 3 1

sin (qo+ \p) cos (<p — yj)
tg (<jo - y ) .
tg (<p + v/)

v v 2 cos cp sin «/
o - J- m • Z j Tsin (qp+ iss)2 1

Y = — Y ■ sin ^ ~ ^ .
3 1 sin (qp + yj)

Diese Formeln für die Amplituden des reflektierten und durch¬
gehenden Lichtes rühren yon Fresnel her . Der Versuch
allein kann über den Wert dieser Formeln entscheiden . Die
Beobachtungen von Jamin zeigen , daß diese Formeln von
Fresnel streng wahrscheinlich nur für sehr wenige Körper
gelten . Von großem Einflüsse ist dabei der Zustand der Ober¬
fläche der Körper .

Die Schwingungsebene des einfallenden Strahles bildet ,
wie oben angegeben , mit der Einfallsebene den Winkel «j ,
während der entsprechende Winkel für den reflektierten Strahl
«3 ist . Brewster hat gefunden , daß

, , COS (qp — « /)tg = — tg a . - ^ --
3 1 cos (qp + rp)

ist . Dieselbe Gleichung ergibt sich auch aus den Fresnel -
schen Formeln , indem

w = i = _ tg« -cos(? - .y)
3 p a 3 COS(qp + tp)

ist . Diese Übereinstimmung spricht also für die Richtigkeit
der Fresnelschen Formeln .

Nimmt <p den besonderen Wert cpg an , für welchen
y 0 + ist , so ist P3 = 0. In diesem Falle , wo
tg cp() = iV ist , wird die zur Einfallsebene parallele Schwingung
überhaupt nicht reflektiert . Fällt also ein polarisierter Licht -
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strahl auf die Grenzfläche unter dem -Winkel (f 0, den wir als
Polarisationswinkel bezeichnen , so wird nur die zur Einfalls¬
ebene senkrechte Komponente dieser Schwingung reflektiert .
Wenn <jd0 + -j// = jr / 2 ist , so liegt der reflektierte Strahl senk¬
recht zum gebrochenen Strahl . Ist dieses der Fall , so wird
das einfallende Licht , das senkrecht zur Einfallsebene polari¬
siert ist , dessen Schwingungen also in der Einfallsebene liegen ,
überhaupt nicht reflektiert (Gesetz von Brewster ). Dieses
Gesetz gilt jedoch nur für normale Substanzen und nicht für
die Reflexion an Metallen oder an Substanzen , die das Licht
stark absorbieren oder anomale Dispersion zeigen .

Fresnel nahm an , daß die Elastizität des schwingenden
Mediums zu beiden Seiten der brechenden Fläche dieselbe ist .
Diese Annahme ist ziemlich willkürlich . Demgegenüber ging
F . E . Neumann von der Annahme aus , daß p1 = o2 ist . Wir
erhalten dann aus (g) und (h)

§ 132. Reflexion und Brechung an der Grenze isotroper
durchsichtiger Körper .

Bei der Betrachtung solcher Körper , in denen keine Ab¬
sorption stattfindet und in denen die Lichtgeschwindigkeit
nach allen Richtungen gleich groß ist , gehen wir aus von
den Gleichungen § 114 (d) und (e) und setzen für Isolatoren
<7 = 0 und jii= 1. Da div § = 0 und div (£ = 0 , also das
Vorhandensein freier Ladungen ausgeschlossen wird , so ist ,
wenn wir die Komponenten der elektrischen Kraft mit X ,
Y, Z, die der magnetischen Kraft mit cc, ß, y bezeichnen ,

(a)

Hinzutreten also noch die Gleichungen
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da dß d T _ r,
dxdydz

(b ) und

In § 115 haben wir gefunden , daß die Differential¬
gleichungen (a) Wellen darstellen , die sich mit der Geschwindig¬
keit e/ ]/7 fortpflanzen , welche wir mit V bezeichnen wollen.

Die Bedingungen an der Grenzfläche zweier Medien er¬
geben sich aus § 117.

Eine ebene Lichtwelle bewege sich in einer Bichtung , die
mit den Achsen Winkel bildet , deren Kosinus l, m, n sind .
Im Anfangspunkte sei die elektrische Kraft ausgedrückt durch

In einem Punkte , dessen Koordinaten x, y und z sind, ist die
elektrische Kraft

denn die Phase hat den gleichen Betrag in den Ebenen
Ix my nz = konst .

Diese Gleichung stellt die Wellenebenen dar . Z, m und n
sind die Richtungskosinus der Normalen zu den Wellenebenen ,
indem

Diese Ausdrücke für X , T, Z genügen den Gleichungen (a).
Damit auch die zweite der Gleichungen (b) erfüllt ist , muß

sein , d. h. die Richtung der elektrischen Kraft ist zur Fort¬
pflanzungsrichtung der elektrischen Welle senkrecht . Die Welle

/ » ttt 2ntf — cos -
' T

(c)

ist . Hat F die Komponenten Fx, Fy, Fz, so ist

FJ + Fym + Fzn = 0
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ist also eine Transversalwelle . Auch die magnetische Kraft ist
zur Fortpflanzungsrichtung senkrecht .

Die a-«/-Ebene (Fig . 132) sei die Trennungsfläche zweier
Körper 1 und 2 , deren Dielektrizitätskonstanten s1 und s2 sind .
Im Körper 1 falle eine ebene
Welle unter dem Einfallswinkel
cp auf die Grenzfläche , und zwar
sei die arz- Ebene die Einfalls¬
ebene . Dann ist

(e) l = sin (p , m — 0 ,
n = cos rp.

Die elektrische Kraft F der ein¬
fallenden Welle sei in zwei Kom¬
ponenten F p und Fs zerlegt , von
denen F p parallel und F s senk¬
recht zur Einfallsebene ist . Die Amplitude Fs ist parallel zur
y -Achse . Wir haben also in Rücksicht auf (e) für die // -Kom¬
ponente Ye der elektrischen Kraft der einfallenden Welle

(f) r = • cos (t - ” sin <P + * C08?) j ,

indem Y1= c/ ]/s1 die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Körper 1
ist . Der Index e bezieht sich auf die einfallende Welle .
F ist senkrecht zum Lichtstrahl , da wir es mit transversalenP 7 •

Wellen zu tun haben . Die Komponenten von Fp nach der
x- und nach der z-Achse sind in Rücksicht auf Fig . 132 bzw.

Fp cos (p und —Fp sin cp.
Also finden wir nach (a) für die x- und für die z-Komponente
der elektrischen Kraft der einfallenden Welle

a: sin (p + cos q>\

Fig . 132.

(g)
x e = Fp cos rp■cos [t

Z = —F sin np•cos
e P *

E )} ’
f2 re L x sin <p + x cos q>\ ]w v Jr

Alle Eigenschaften des elektromagnetischen Feldes in einem,
tropen Isolator sind durch die Gleichungen

e d X _ dp d ß e d Y d n dp
c ä t dy dz ’ c d t dz dx ’

dY dZ \ dß dZ dX(h )

dz dy dt d x d * :

e d Z _ d ß da
c d t dx d y '

fdjp _ dX dY
c d t d y d x
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gegeben . Diese Gleichungen ergeben sieb aus den mit (b) und (c)
auf S. 429 bezeichneten , wenn wir die am Anfange dieses
Paragraphen eingeführte Bezeichnung anwenden . Aus den
Gleichungen (h) erhalten wir die Komponenten der magneti¬
schen Kraft der einfallenden Welle . Wir finden

s 2rc /\ x sin (p -b %cos (p\ )
« e = - ^ V «! COS9 . COS | ^ -- ^
„ tt - i /~ s2jr / . x sin cp x cos <p \ 1

ße = *1 cos { - [ t - - jr ,

77 . f2jrG a: sin qo+ * cos <»\ 1
re= y 6XSin cp■cos| --

Liegt die elektrische Kraft in der x z-Ebene , d. h. ist Fs = 0,
jedoch > 0 , dann ist nach (i) tce = ye — 0 , aber ße nicht
gleich Null . Für die in der Einfallsebene liegende elek¬
trische Kraft finden wir eine zugehörige und zur Einfallsebene
senkrechte magnetische Kraft . Ist aber Fp = 0 und Fs von
Null verschieden , so haben wir nach (f) eine zur Einfallsebene
senkrechte elektrische Kraft , und ' nach (i) eine in der Einfalls¬
ebene liegende magnetische Kraft .

Bezeichnet man mit cp' den Winkel zwischen der Richtung
der z-Achse und der Fortpflanzungsrichtung der reflektierten
Welle , so haben wir für die Richtungskosinus der Normalen
der reflektierten Welle

l = sin cp' , m —0 , n = cos cp’.

Demnach erhalten wir für die Komponenten der elektrischen
Kraft in der reflektierten Welle , ebenso wie in (f) und (g)

-rr -n / s 2 ?! /\ x sin qp' 4- x cos <p'\ 1
Xr = Rp cos (p -cos ) - ^ -- Vjj ,

/IN V Tt I 2 n F X sinw ' + x, cos q>'\ )
(k) Fr = F cos { - ^ -- ^ --

Fr = - F p sin cp . cos -j ^ - ?

wo Rp und Rs dieselbe Bedeutung für die reflektierte Welle
haben wie F „ und F für die einfallende Welle .p s

Für die in den Körper 2 übergehende gebrochene Welle
haben wir

f = sin -ip , ?n = 0 , n = cosi // ,
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und also, wenn die elektrische Kraft G der gebrochenen Welle
bzw. die Komponenten Gp und Ga hat :

Gp cos ^ ■cos {^ (^- ^ -8inV y C08Vj } ,

(1) • Gscos sin y * 008̂ },
/7 • s 2 ra a; sin w + * cos y /\ )

g ~ ~ Gp sin • cos | ~ ^ -- ^ - - ] ( •

Die Komponenten der magnetischen Kraft der reflektierten
Welle ergeben sich aus (k) und (h), nämlich

■ - a , MhCOSy - ■cos ( ^ ( <- ,

(■» ) ß, ~

t ) il — • / f 2na : sin <p, + * cos (»' Xl
\ 7r = R. V «r sin 9 • cos | ^ -- ^

Für die Komponenten der magnetischen Kraft der gebrochenen
Welle finden wir aus (h) und (1)

, /— f 2 ji / . x s,\nw + x cos w\ \
«y = - cos ^ . cos | — ^ j ,

, , n ~ — f 2ji : f . a; sin «/ + * COS«A1
(n) ^ y^ - cos ) - ^ -- L .—

r , — • f 2 Ti / . a: sin w + x cos w\ 1
r 9 = V*2sm V' ‘ cos | ^) } •

Wir setzen an die Stelle der trigonometrischen Form

, , f 2 jT / a?sin q> + x cos <»\ 1
(o) cos) - ^ --
den Ausdruck

(P) / t {,

wo r = ]/ — 1 und k = 2n / t bedeutet . Aus dem Schluß¬
resultate wird nur der reelle Teil von (p), nämlich (o), ent¬
nommen . Beide Ausdrücke (o) und (p ) genügen derselben
Differentialgleichung , und deshalb kann bei unserer Kechnung
der eine an die Stelle des anderen treten . Wir erhalten somit
für die Gleichungen (f), (g), (k) und (1) die folgenden
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x sin <p + z cos <p
Vi

(q')
x sin cp + z cos qp

-)

(q")
x sin <p ' + z cos qp' "

)

x sin yj + z cos tp'
V* .

(q"' )
x sin tp + z cos ip'0

x sin xp + z cos xp'

Durch die Gleichungen (q' ), (q" ) und (q' ") sind die Komponenten
der elektrischen Kräfte in der einfallenden , reflektierten und
gebrochenen Welle dargestellt .

An der Grenzfläche zwischen dem Körper 1 und dem
Körper 2, d. h. für z = 0 , haben wir

Diese Gleichung muß an der Grenzfläche (z = 0) für jeden
Wert von t und für alle zusammengehörigen Werte von x und y
bestehen . Dazu ist erforderlich , daß die Exponenten aller
drei Funktionen einander gleich sind , oder , daß

ist . Zunächst finden wir siny = sinqo' , und also (p' = n —cp,
d. h. der einfallende Strahl und der reflektierte Strahl liegen
symmetrisch zum Einfallslote {Reflexionsgesetz).

also

(r) sm cp sm <p sin
F, V1 F2
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Ferner haben wir

(s) 4F ? = £ = jv ,' ' sin y k2

wo iV der Brechungsindex des Körpers 2 gegen den Körper 1
ist . Wir haben damit das Snelliussche Brechungsgesetz ge¬
funden . Jjer gebrochene Strahl liegt in der Einfallsebene . Der
Sinus des Einfallswinkels verhält sich zum Sinus des Brechungs¬
winkels wie die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in den zugehörigen
Körpern .

Um B p, Rs, Gp und Gs aus Fp und Ft zu bestimmen ,
benutzen wir die an der Grenzfläche geltenden Bedingungen
(vgl . S. 443 ). Diese lauten in Rücksicht auf (r), und weil
cos cp — — cos cp',

| (FP- R v) cos cp, = Gp cos y ,
U \ Fa + B s = G, .

Da ferner die der Grenzfläche parallelen Komponenten der
magnetischen Kräfte zu beiden Seiten an der Grenzfläche
gleich sein müssen , also für 2 = 0

^ 6+ Cfr = Ug UIld Ä + ßr — ßy

sein muß , so haben wir ferner noch zur Berechnung der
Amplituden der elektrischen Kräfte die Gleichungen

| [Ft — Rf) cos qp= G, l/eg cos ip ,
\ {Fp+ B p) fc = Gp fe .

Aus den Gleichungen (t) und (t') erhalten wir

z> V Vet COB cp- Ye, cos y _ o rt Vs , cos ?
y ex cos 9 + (/ e2cos \fj (/ ßi cos 9 + (/ e2cos ip

(t ) <
7? / cos <r , VY \ = P /cos ? ]/ ii \ pi = /cos ? l/ f-2

. f (cos ? ' t' y ^ j r ĉos ? yfj ’ P 2 P \cos ?

Das Verhältnis ist gleich dem Brechungsindex A7 vom
Körper 2 gegen den Körper 1, also

V*. = _ ä = 3ia f’ .
y ~ V2 sin ? '

Christiansen - Müller , Physik . 3. Aufl. 32
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Demnach erhalten wir

(i ) I
sin (<p — ip) q ^ 7 2 sin -y/ cos <p
sin (<p + ip) ’ 8 8 sin (<p + ip) ’
tg (q> - ip) q _ jji 2cos (p sin ip
tg (q>+ ip) ’ P P sin (ip + yj) cos (cp—ip)

Wir gelangen also zu denselben Formeln , die die elastische
Lichttheorie (vgl. S. 490) geliefert hat . Die Gleichungen (u)
sind die von Fresnel aufgestellten , nach denen man die
Intensität und Phase der reflektierten und gebrochenen Welle
aus den Eigenschaften der einfallenden Welle berechnen kann .

Aus (u) folgt , daß = 0 ist , wenn tg (qo+ tg) = oo oder
qc>4- tg = jt / 2 und qp' — tg = jr / 2. Also ist Rp = 0, wenn der
reflektierte Strahl auf dem gebrochenen senkrecht steht . Da¬
gegen kann Ra nicht gleich Null werden .

Aus qp-ftg = 7i;/ 2 folgt ferner , daß cosqp = sintg ist .
Da aber sinqp / sintg = A ist, so haben wir für Rp = 0

Dieses ist das Brewstersche Gesetz . Fällt also ein Licht¬
strahl ein unter dem Winkel qp, der der Gleichung (v) genügt ,
so hat die elektrische Kraft der reflektierten Welle keine zur
Einfallsebene parallele Komponente . Auch wenn natürliches
Licht auf die Grenzfläche unter dem Winkel qp einfällt , der
der Gleichung (v) genügt , so hat in der reflektierten Welle die
elektrische Kraft nur eine zur Einfallsebene senkrechte Kom¬
ponente , d. h. das reflektierte. Licht ist linear ■polarisiert. Setzt
man an die Stelle der Schwingungen der elektrischen Kraft
die in der älteren elastischen Lichttheorie betrachteten Ather -
schwingungen , so sind diese letzteren in der linear polarisierten
Welle senkrecht zur Einfallsehene , die zugleich die Polarisations¬
ebene ist . Nach der Theorie von F . E . Neumann müßten die
Ätherschwingungen den periodischen Änderungen der magne¬
tischen Kraft entsprechen .

Trifft der Lichtstrahl senkrecht die Trennungsfläche, ist also
cp = 0 , so verlieren die Gleichungen (u) ihre Bedeutung , da
auch ig = 0 ist . Die Gleichungen (t) und (t ' ) ergeben

tgqp = A .
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indem

V*L
ist . Ferner finden wir

fw') R = F Z ~ l ■v ; p n + i

Ist also i\r> 1, so ist die zur Einfallsebene senkrechte Kom¬
ponente der elektrischen Kraft der reflektierten Welle entgegen¬
gesetzt gerichtet der entsprechenden Komponente der ein¬
fallenden Welle . Dasselbe gilt jedoch auch für die der
Einfallsebene parallelen Komponenten der elektrischen Kraft
der einfallenden und der reflektierten Welle , denn für cp = 0
sind nach Fig . 132 beide Komponenten entgegengesetzt . Für
einen sehr großen Wert des Brechungsexponenten 7v und für
(f —0 würden die Amplituden der elektrischen Kräfte der
einfallenden und reflektierten Welle einander gleich und ent¬
gegengesetzt gerichtet , d. h. wir müßten an der reflektierenden
Fläche selbst einen Schwingungsknoten erhalten , wenn durch
Interferenz der einfallenden und reflektierten Welle stehende
Schwingungen auftreten . Was die magnetische Kraft anbetrifft ,
so ergibt die Betrachtung der Gleichungen (w) und (w' ), daß
die Amplituden der magnetischen Kräfte der einfallenden und
reflektierten Welle gleich gerichtet sind . An der reflektieren¬
den Fläche müßten also bei stehenden Wellen und für iV> 1
die magnetischen Kräfte einen Schwingungsbauch haben . Diese
Resultate sind besonders wichtig in bezug auf die stehenden
Lichtwellen, die von 0 . Wiener (1889) zuerst durch Reflexion
von senkrecht einfallenden und von einer homogenen Licht¬
quelle herrührenden Strahlen am einer versilberten Glasplatte
erzeugt wurden .

§ 133. Die totale Reflexion .

Im Körper 1 treffe das einfallende Licht auf die Trennungs¬
fläche zwischen den Körpern 1 und 2. Der Brechungsindex N
der Substanz 2 gegen die Substanz 1 sei kleiner als 1. Dann
ist der dem Einfallswinkel cp entsprechende Brechungswinkel ip
nicht mehr reell , wenn
t \ • sin w . -t
(a) sin > 1

32 *
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ist . Für alle Einfallswinkel cp, die dieser Gleichung zugehören,
findet keine Brechung statt, sondern das ganze einfallende Licht
wird reflektiert.

Für diese totale Reflexion gelten auch die Gleichungen (t)
und (t') des vorigen Paragraphen. Wir legen ein Koordinatensystem
zugrunde wie in Fig . 132 S. 493 . Die zur Einfallsehene senk¬
rechte Komponente der elektrischen Kraft in der reflektierten
Welle ist nach den Gleichungen (q") und (u) des vorigen
Paragraphen

. , ( x sin ‘P — z cos
(b) Y = - F • 8in fo. ~ -y ) . e V L < •

r s sin (<p + ip )

Nach (a) ist

cos -̂ = | / l
sin - <f>

also, weil cos y negativ imaginär sein muß,

JYi cos yj = ]/ sin2cp .
Wir erhalten also

sin (q5—yj) cos q> + i \/ sin 2 <f>— N *
sin (<p + y ) ~ cos <p - 11/ PIn 2y '

Wir setzen

cos 9p = Ccos ^/ und y sin2^ —iV2 = Csin -̂^ ,
so wird

(c) tg i ^ = V 8ip*<p—N* c 2 = \ - N \
K ' o J * cos ^

Ferner ist
_ sin(q, - yi) = etX

sin ((p + ifj)

Also ist die zur Einfallsebene senkrechte Komponente der
elektrischen Kraft der reflektierten Welle durch den reellen
Teil von

{, / x sin qp—zcos<p\( — v —

gegeben, also durch

Fa•cos {ä - a;sin<p - * e03^ + x y

Demnach ist die Reflexion vollständig , da Fa als Amplitude
sowohl in dem Ausdrucke für die einfallende wie in dem für
die reflektierte Welle auftritt. Furch die totale Reflexion erleidet
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aber das reflektierte Licht eine Phasendifferenz % gegenüber dem
einfallenden Lichte . Diese Phasendifferenz ist aus (c) zu be¬
rechnen .

Die der Einfallsebene parallele Komponente der elek¬
trischen Kraft der reflektierten Welle ergibt sich aus der
Gleichung (q" ) auf S. 496

f x sin q> — z cos w\
JS . / • ! V - 1! .

P

und in Rücksicht auf (u) finden wir für diese Komponente
f x sin <p — z cos cp\

F tg(? - y) . eUir yt } .
P tg (9 + 9 )

Beachten wir die Gleichung

N i cos = ]/ sin 2qp—iV2,
so wird

tg ((f>— ip) 2V2 cos 9 + i "|/ sin 2 9 — iV2
tg (9 + 9 ) ~ ]gi cos 9 - t Y sin 29 - W 2 *

Wir setzen

(d) LI2cos (p = L) cos -̂ö , y sin 2(p —JV2 = 2) sin
und erhalten

tg (9 - 9 ) _ e iä
tg (9 + ip) ’

(e) tgl ^ i ?2 = iV4cos2rp' -J- sin2qp— W2.

Also wird die zur Einfallsebene parallele Komponente der
elektrischen Kraft der reflektierten Welle durch den reellen
Teil von

(,/ xsin cp—zcos cp\( -) +Ä)
und zwar durch

Fp ■cos [k - ^ siI1-,?, - A co^ j + jj

gegeben . Die Beflexion ist also vollständig . Zur Bestimmung
der Phasendifferenz Ü zwischen der reflektierten und einfallenden
Welle dient die Gleichung (d). Aus (c) und (e) finden wir

1 ex _ V si“ 2 <p - iV2• cos 9
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Bei streifender Inzidenz ist cp = n j 2 , also <3 —/ = 0 . Auch
wird d = x , d. h. die relative Phasendilferenz wird gleich Null
für sin <jp = JV, d. h. für den Grenzwinkel der Totalreflexion .
Für die Zwischenwerte ist S —x von Null verschieden , d. h.
das reflektierte Licht ist elliptisch polarisiert , falls das einfallende
Licht linear polarisiert ist . Wir bezeichnen die relative Phasen¬
differenz mit £, sodaß

, v V sin 2 qd—N 2tg 1 £ = r-v COS Cp.
° s sin 2 cp *

Dann wird

X = 2 N t - sin 2 cp(1 + Ar2)
2 cos 2 \ 'id cp ~ sin 3 y ylin 2<p — N *

£ wird also ein Maximum für den Wert (p0 , der der Gleichung
2 A’2sin - (xn = T7Fro ! + j\ ' -t

genügt . Der Höchstwert der Phasendifferenz ist dann durch
, i h i - Ar2
tgir£o ~ 2 N ~

gegeben .
Wir betrachten jetzt das bei der Totalreflexion in das

zweite Medium eingedrungene Licht . Die zur Einfallsebene senk¬
rechte Komponente der elektrischen Kraft in der gebrochenen
Welle ist nach § 132 (q'" ) und (u)

{ xsin xp+zcosw\____ c 1 v, x .
s sin (cp + ifi)

Nun ist
2 sin yj cos cp 2 cos 9 J/2t^
sin {(p + ty) G

und
x sin ip + z cos xp x sin cp—ix ]/ sin 2 cp— Ar2

V, ~ Vt
Der reelle Teil von (f) wird also

F , ■ k‘-Vainy * - N \ cos j Ä ^ _ + .

Diese Gleichung stellt eine Welle dar , die sich in der Richtung
der .z-Achse fortpflanzt . Die Amplitude nimmt in der Richtung
des Einfallslotes ab , ferner ändert sich die Phase in einer
zum Einfallslote geneigten Richtung . Eine Energieströmung
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durch die x ^-Ebene kann dabei nicht stattfinden . Im übrigen
ist die Ampbtude der gebrochenen Welle nur merklich von
Null verschieden in sehr geringem Abstande von der brechenden
Fläche .

Ähnliche Resultate ergeben sich bei der Untersuchung des
gebrochenen Strahles , wenn wir die zur Einfallsebene parallele
Komponente der elektrischen Kraft betrachten .

§ 134. Farben dünner Blättchen . Newtonsche Ringe .

Läßt man auf eine sehr dünne Schicht einer festen , flüssigen
oder gasförmigen Substanz weißes Licht fallen , so zeigt die
Schicht im reflektierten und im durchgehenden Lichte Färbung .
In den beiden Fällen sind die Färbungen komplementär . Diese
Interferenzerscheinung beob¬
achtet man an Seifenblasen ,
an auf dem Wasser ausge¬
breiteten dünnen Olschichten
usw. Die im reflektierten
Lichte beobachteten Farben
dünner Schichten ergeben sich
durch Interferenz zwischen
Strahlen , die an der oberen
Seite AB der Platte (Fig . 133)
und die an der unteren Seite

B1 der Platte reflektiert
sind oder die nach einer un¬
geraden Anzahl von Reflexio¬
nen in der Platte an der oberen Seite AB wieder austreten .
Im durchgehenden Lichte kommen die Farben zustande durch
Interferenz der Strahlen , die direkt durch die Platte hindurch¬
gehen , mit den Strahlen , die vor ihrem Durchgänge durch die
Platte eine gerade Anzahl von Reflexionen im Inneren der
Platte erlitten haben . Die Beobachtung zeigt , daß an jeder
Stelle eines dünnen Blättchens die Farbe mit der Größe des
Einfallswinkels des Lichtes wechselt . Im übrigen ist der
Gangunterschied der reflektierten und durchgehenden Strahlen
von der Dicke und von dem Brechungsverhältnis des Blättchens
abhängig .

Fig . 133 .
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Ein besonderer Fall der Farben dünner Blättchen sind
die Newtonschen Farbenringe , die man beobachtet , wenn eine
schwach gekrümmte Plankonvexlinse mit der konvexen Fläche
auf eine ebene Glasplatte gelegt wird und von oben her weißes
Licht auf die Linse fällt . Man beobachtet dann eine Anzahl
farbiger Binge , deren Farben in bestimmter Ordnung auf¬
einander folgen. Beleuchtet man mit homogenem Liebte , so
zeigen sich im reflektierten Lichte zahlreiche helle und dunkle
konzentrische Ringe . Die Mitte der Ringe , wo sich Linse und
Platte berühren , ist im reflektierten Lichte dunkel . Solche
Ringe beobachtet man auch im durchgehenden Lichte , hierbei
ist aber die Mitte der Ringe hell . Die Ringe liegen um so
dichter zusammen , je kleiner die Wellenlänge des einfallenden
Lichtes ist . Bei den Newtonschen Farbenringen ist das dünne
Blättchen durch die zwischen Glasplatte und Linse vorhandene
dünne Luftschicht gegeben , deren Dicke mit der Entfernung
vom Berührungspunkte der Gläser zunimmt .

Die Theorie der Farben dünner Blättchen ist zuerst von
Thomas Young (1802) aufgestellt als Anwendung des von
ihm zuerst behandelten Prinzipes der Interferenz .

Wir betrachten eine ebene Lichtwelle , die senkrecht auf
eine planparallele Platte (Fig . 133 ) mit der Dielektrizitäts¬
konstanten s2 trifft . Die Platte , deren Dicke d sei, befinde sich
in einem Medium , dessen Dielektrizitätskonstante «j ist . Wir
wollen die Seite der Platte , auf die das Licht einfällt , als
die x «/-Ebene des rechtwinkligen Koordinatensystems ansehen ,
die andere Seite der Platte ist die zur xy - Ebene parallele
Ebene z — d.

Wir behandeln im Nachfolgenden eine von P . Drude 1)
gegebene Darstellung der Erscheinungen der Newtonschen
Farbenringe . Dabei betrachten wir nur die in der y -Achse
liegende Komponente der elektrischen Kraft . Nach der
Gleichung (q') auf S. 496 setzen wir für cp = 0

Xe= 0 , P = Ze= 0 .
Wir brauchen nur die nach der y -Achse liegende Komponente
zu betrachten , da sich für die in der Richtung der a:-Achse

x) P . Drude , Lehrbuch der Optik . 2. Aufl. S. 287.
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liegende Komponente im übrigen dieselben Resultate ergeben .
Zu den letzten Gleichungen gehört nach (i) S. 494 die magne¬
tische Kraft

«e= — ße= 0 , ye—0 .

Alle ebenen Wellen , die in der Richtung der negativen z -Achse
reflektiert werden , können stets zu einer einzigen ebenen Welle
zusammengesetzt werden , deren Amplitude mit ß bezeichnet
werden soll. Für die elektrische Kraft der reflektierten Welle
im Medium 1 haben wir nach (q") auf S. 496

Xr= 0 , r = Jlek ‘(‘+ ‘W , Zr= 0 ,

und für die magnetische Kraft nach S. 495 (m)

+ £ . = 0 , 7r = 0 .
Auch bei den im Inneren der Platte mehrfach auftretenden

Reflexionen können wir alle ebenen Wellen , die sich in der¬
selben Richtung bewegen , stets zu einer einzigen ebenen Welle
zusammensetzen . Dabei haben wir in der Platte Wellen , die
sich in der Richtung der -}- z -Achse fortpflanzen und deren
Amplitude mit bezeichnet werden soll. Die elektrische
Kraft für diese ist nach (q'") auf S. 496 dargestellt durch

Z1= 0 , Fi = Gl e*‘(<- */ *''.) , ^ = 0 .

Für die elektrische Kraft der Wellen , die sich im Inneren
der Platte in der Richtung der negativen z - Achse fortpflanzen ,
haben wir

J 3= 0 , F2= G2e^ +*ir>), Z2= 0 .
Die zugehörigen magnetischen Kräfte sind bzw.

«i = “ y £2 ^ = 0 ;

«2= + ^ Ve2e,IJ(<+*/ F2)> & = 0 > / 2= 0 -

Die elektrische Kraft und die magnetische Kraft des durch
die Platte hindurchgegangenen Lichtes , das vorher mehrfach
in der Platte reflektiert sein kann , läßt sich darstellen durch

^ = 0 , Yd= Gekl<-t- ‘l ri) i Fd= 0 ;

« d = - £V «i eM <~ */ Fi) > ßd ^ 0 ’ yd = ° -
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Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen an beiden Seiten
der Platte , d. h. für z = 0 und für z — d auf (vgl. § 117).
Für z = 0 haben wir

(a ) ^ r = ^ 1 + ^ 2 UnĈ a e+ a T~ Kl + a 2 ’
und für z = a! ferner

(b) ¥1+ T2 = Yd und «x+ «2 = .
Aus den Gleichungen (a) erhalten wir

(c) I ^ = Gi + G2, _
1 (F — Ä) = (G1— G2) ^ 2 .

Aus (b) finden wir

e - fud / F, + g + kid / V, = Q e - kid / Vlf

Gj — (rj ]/«2 e ,c, (J/r! = G ]/s1 e~ k‘d/r^.
Setzen wir

k d -\ k d
TT = m und ~V\ = v ’

so lassen sich die letzten Gleichungen darstellen durch

( G1 e~ ‘u + G2 e+ ‘u = Ge - ">,

| Gj j/fige~ iu — G2 ]/«2 eiu = G j/gj e ~iv.

Aus (d) erhält man

(e) G1e~ ' u (]/e2 - [/gj = G0_e‘u (]/g3 + j/sj .

Ferner ergibt sich aus (c)
B

1 + F (ö , + GyV«t
\ ~ (Gi —Ĝ YszF

also
B _ ff, Q/ i , - VT, ) + ff2(l/ ij + Yh )
F Öi(1̂ + l/gj + G, (Vz, - Vh)

Führen wir hier den Wert von G1/ G2 aus (e) ein, so wird

B _ (e‘“ - e - ‘“) (ei - s2)
F e‘u (i/ s, + i/ 6ä)2- e - i “ (y £l - i / 62)2 ’

oder
B _ i sin u (e, —e2)
F 2]/ £, e2cos m -f i (s, + e2) sin u
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Das Verhältnis der Intensitäten des reflektierten und des ein¬
fallenden Lichtes , d. h. R ^-. F 2 ergibt sich , wenn man den
Ausdruck auf der rechten Seite der letzten Gleichung mit
seinem komplex konjugierten multipliziert . An die Stelle einer
Beziehung zwischen komplexen Größen kann man stets eine
andere setzen , die dadurch sich ergibt , daß man an die Stelle
von + 1 die Größe —i setzt . Durch den Übergang zu den
konjugiert komplexen Größen bleibt die Gleichung richtig
bestehen , weil die reellen und die imaginären Teile auf den
beiden Seiten der Gleichung für sich genommen einander
gleich sein müssen . Wir erhalten daher
/r , Ä 2 _ sin * u (s, — e2)2

F - sin2u (e, —£a)2 + 46, e.2
Führen wir den Brechungsindex N der Platte (2) gegen das
umgebende Medium (1) ein, so ist N 2 = «2 : , und wir erhalten

7,2 ^ r72 sin 2u (1 - jV2)2
(1 - N *)* sin 2 m + 4iV 2 '

Die Intensität R 2 des reflektierten Lichtes wird Null für
m= 0 , n , 2 Ti usw., d. h. für

kd 2n d 2n d „ „
■vr ^ \ = ^ = 0 > 2n usw-

Also verschwindet die Intensität des reflektierten Lichtes an
den Stellen , wo die Plattendicke

d = 0 , d = y > ^ = 2̂ USW-
Aus den Gleichungen (c) und (d) erhalten wir für das Ver¬
hältnis der Intensitäten des durchgehenden Lichtes und des
einfallenden Lichtes

®! = 4 62
F - sin 2u (el — e2)2 + 4 e, e2

Die Gleichungen (f) und (g) zeigen , daß die Summe der Intensi¬
täten des reflektierten und des durchgegangenen Lichtes gleich
der Intensität des einfallenden Lichtes ist .

§ 135 . Die Doppelbrechung .

In einem Kristalle hängt die Dielektrizitätskonstante von
der Richtung der elektrischen Kraft ab . Im allgemeinen stimmt
in einem Kristalle die Richtung der Stromlinien nicht überein
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mit der Richtung der elektrischen Kraft . Man kann jedoch
in einem Kristalle drei Achsen angehen , die wir als Koordinaten¬
achsen wählen wollen und die solche Richtung haben , daß in
ihnen die elektrische Strömung mit der Richtung der elektri¬
schen Kraft zusammenfällt . Diese Achsen werden als elektrische
Symmetrieachsen bezeichnet , indem das elektrische Verhalten
des Kristalles eine Symmetrie in bezug auf jene drei zueinander
senkrechten Richtungen aufweist , bzw . in bezug auf die Ebenen ,
die man ' durch die drei Achsen legen kann . Bezeichnen wir
mit Sj, s2, 83 die Hauptdielektrizitätskonstanten , so lauten jetzt
die Gleichungen (b) auf S. 429

HdX = dr _ d_l
' ' e 81 8 y 8 x ’’

e, 8 7
c 8 t

8 a
8 x

8_j _
8x ’

8 Z dJ . .
8 x

sbl JL = ‘L- _ M 1 d(j _ 8Z 8X
' 0 8 t 8 x 8 y ’ c 8 t 8 x 8 x ’ c 8 t 8 y

8 a

' öl / 5

8 Y
8 x

Ferner ergeben die Gleichungen (d) auf S. 429 , wenn wir auch
hier die magnetische Permeabilität = 1 setzen ,

(c)

2 T 8 (8X 8 Y 8 Z
V 8x \ öa: + 8y + 8x

s , 8 r‘X
c 2' 8 f ■

dy \ 8x dy dx ) c* 8 t1 ’
d’- Z

o z \o x o y o x ) = c2 8f -

Bezeichnen wir die Amplitude des Vektors der Licht -
erregung mit A, und seine Komponenten nach den Koordinaten¬
achsen mit ax, ay, az, so können wir diese Komponenten von A
bei ebenen Wellen darstellen durch

(d )

wobei

= A 2 cos — \ t —

a„ — AiÜl cos

a, = A 91 cos
2 n

lx + my + n *
V

lx + my -\- nx
V

Ix + my -’t- nx
} •

} •

S 2 + 9J12 + 912 = 1 und + w2 = !

ist . I, m, n sind die Richtungskosinus der Wellennormale , und
S, W, 91 sind die Richtungskosinus von A gegen die Koordinaten¬
achsen .
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Die Lichtstrahlen betrachten wir als die Strömungslinien der
Energie . Die Richtung des Lichtstrahles ist also zugleich durch
die Komponenten des Strahlvektors @ gegeben und steht senk¬
recht sowohl zur elektrischen Kraft , wie zur magnetischen
Kraft des Feldes .

Aus den Gleichungen (b) ergibt sich

Kraft auftreten und unter diesen Verhältnissen die nach t ge¬
nommenen Differentialquotienten von dajdx usw. diesen Größen
selbst proportional sind , von einer Phasendifferenz jr/ 2 abgesehen .

Setzen wir also der Theorie von F . E . Neumann u. a.
entsprechend den Lichtvektor an die Stelle der magnetischen
Kraft , d. h . nehmen wir ax, ay, az bzw, proportional u, ß, y an,
so sind nach der Gleichung (e) Lichtvektor und magnetische
Kraft senkrecht zur Wellennormale , und wir erhalten bei
dieser Annahme transversale Wellen . Da die Polarisations¬
ebene die durch die Richtungen der magnetischen Kraft und
der Wellennormale gelegte Ebene sein soll, so liegt der Licht¬
vektor in der Polarisationsebene .

sind proportional den Komponenten der elektrischen Strömung .
Die Gleichungen (a) ergeben , daß auch

ist . Setzen wir also den Lichtvektor A an die Stelle der
elektrischen Strömung , so ergibt die Gleichung (f), daß wir
auch in diesem Falle eine transversale Welle haben . Im be¬
trachteten Falle liegt der Lichtvektor senkrecht zur Polarisations¬
ebene , und wir gelangen zur Theorie von Fresnel .

Die dritte Annahme schließlich , bei der wir die Richtung
des Lichtvektors mit der Richtung der elektrischen Kraft zu-

Dann muß auch

(e)

sein, weil hier nur periodische Änderungen der magnetischen

e, öA e2 d Y s3 dZ
c 81 ’ c dt ’ c dt
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sammenfallen lassen , also «x, ay und az bzw. proportional
X, Y und Z setzen , ergibt keine transversalen Wellen . Denn
nach (f) ist wegen der verschiedenen Werte der Dielektrizitäts¬
konstanten f.

ox o y dz 7
und also wäre auch

(g) 2 / + STcm + 9t « is 0 .
Da die Wellennormale senkrecht ist zur magnetischen

Kraft und zur Richtung der elektrischen Strömung , die Richtung
des Lichtstrahles oder der Energieströmung aber zur Richtung
der elektrischen und magnetischen Kraft senkrecht ist, so fällt
der Lichtstrahl im allgemeinen nicht mit der Wellennormale ebener
Wellen zusammen.

Wir wollen voraussetzen , daß der Lichtvektor identisch ist
mit dem Vektor der elektrischen Strömung, und wir setzen daher
im Anschluß an (d) für ebene Wellen

Ix + my + nzy

(h)

ax = 61X = J2co S ^ {f - ^ + ?7 + w^} ,

« ^ e, Y = Aißl Cos 2Y \ t - lx + my + n ^
y * x { y "} ’

„ 2 Ti f lx + m y + nz \
az = e3Z = AW. cos — f - j •

Die Gleichung (f) ist erfüllt , wenn

(h' ) 2 / + 99tm + 9tw = 0 ,
d. h . wenn die Wellen transversale sind .

Führt man die für X, Y und Z aus (h) sich ergebenden
Werte in die Gleichungen (c) ein , so folgt

J _
F 2
m
F*
n
F2

SJ_
6l

. iälm yin
«2 *3

90?»» 91 ri
e» e.

g
e, F 2

90?
t,_V2

91
«aV2

C2 ’

C2 ’

e2

c bedeutet hier die universelle Konstante 3 -10 10. Da wir den
Buchstaben c hier in anderer Bedeutung verwenden müssen ,
so wollen wir in den Gleichungen (i) und den nachfolgenden c
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ersetzen durch K. Wir finden dann durch Multiplikation der
Gleichungen (i) mit G2V2

(k) _ SF 2 = / e:2(— + +
8l V «1 « 2 SS /

und die zugehörigen , die sich durch zyklische Vertauschung
der Buchstaben ergeben . Wir setzen nun

,i ,, E2 o (S2 , , ®2 2
(k ) ^ = aJ ’ T - = 6 ’ -r = c ’C1 fc2 c3

und erhalten dann aus (k)

2a 2 - 2F 2 = ?(a 22l + y- Wlm + c23fjw) .

Bezeichnen wir den in der Klammer auf der rechten Seite
stehenden Ausdruck mit D 2, so finden wir die Gleichungen

(1) 2 {a2- F 2) = lD 2, 9K{b2—F 2) = m B 2, 31(c2—F 2) = n L 2,
oder

(m ) 2 = 1 ) 2 - 1— , = ^y 2 , ^ ~ ^ ^ C2 - F 2

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit l, m
und n, so ergibt sich durch Addition in Rücksicht auf (h')

l2 , m 2,' TO2 _
W st2_ V2 + b2_ V2 -r C2_ V2 — •

Diese Gleichung stellt das Fresnelsche Gesetz für die Licht¬
geschwindigkeiten dar . Die Gleichung (n) ist in bezug auf V
vom vierten Grade , und sie stellt V als Funktion von l, m und n
dar . Da je zwei Wurzeln dem absoluten Betrage nach ein¬
ander gleich sind , aber entgegengesetzte Vorzeichen haben , so
hat die ebene Welle in der Richtung ihrer Normalen zwei ver¬
schiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeiten und V2.

Die Gleichung (n) können wir in die Form

| F 4 - [l 2{b2 + c2) + m2{c2 + st2) + «2(st2 + ö2)}V2
^ | -p / 2 Z>2 C2 + TO2 C2 st 2 + st 2 st 2 6 2 = 0

bringen . Ist / = 0, d. h. ist die ebene Welle der x - Achse
parallel , so haben wir

F 4 _ (a2 + wj2c2 + n2b2) V2+ st2[m2c2 + w262) = 0 .
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Die Wurzeln dieser Gleichung lauten

V1 = a und V2 = ^ m2c* + n2b 2.
Um darzustellen , in welcher Weise die Fortpflanzungsgeschwindig¬
keiten der Welle mit der Richtung der Wellennormale sich
ändern , können wir von einem Punkte 0 (Fig . 134) in der

y z-Ebene Radienvektoren ziehen , die
der Größe und Richtung nach die
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten dar¬
stellen . Die Endpunkte dieser Radien¬
vektoren liegen dann auf zwei Kurven ;
die eine entspricht V1 — a und ist
ein Kreis , die andere entspricht
V2 — Ym2c2+ n2b2 und ist ein Oval .
Ist a > b > c , so hat die Kurve , die
K2 entspricht , ihre kleine halbe Achse
c in der y -Achse und ihre große halbe

Achse b in der z-Achse . Das Verhalten der ebenen Wellen ,
die bzw. mit der y- und mit der z-Achse parallel sind , ist in
Fig . 135 und Fig . 136 dargestellt .

st yo c
Fig . 134.

O x.
Fig . 136 .Fig . 135.

Ist 7 = 1 und m = n = 0 , so wird Vx = b und V2 = c ,
d. h. liegt die Wellennormale in einer der elektrischen Sym¬
metrieachsen , z. B. in der x-Achse , so sind b und c die Fort¬
pflanzungsgeschwindigkeiten (vgl. Fig . 135 u. Fig .136). a, b und c
werden als die Hauptlichtgeschwindigkeiten bezeichnet .

Besonders eigentümlich ist das Verhalten der Licht¬
geschwindigkeiten in der x z-Ebene . Wir finden nämlich für
m = 0 aus der Gleichung (o)
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Vx — b und F2 = y /2c2 + w2«2,
wobei / 2+ w2= l ist . Die Wellennormale , für welche die beiden
Geschwindigkeiten Vx und V2 gleich sind , ergibt sich aus

. , , / a2- ö4 , , , / b‘l - c1
/ = ± 1/ ^ und n = ± Vi ^ -

Die zugehörige Wellennormale ist in
Fig . 137 durch die Gerade OP ge¬
geben .

Trägt man von einem Punkte 0
auf allen Richtungen der Wellen¬
normalen die beiden zusammen¬
gehörigen Geschwindigkeiten ab , so
ergibt sich nach den Fig . 134— 136
eine zweischalige Fläche , die als
JVormalenßäche (Fig . 137) bezeichnet
wird . In der xz - Ebene schneiden
sich die beiden Schalen der Normalen¬
fläche in vier Punkten , von denen einer in Fig . 137 dar¬
gestellt ist .

Fig . 137.

§ 136. Die Lichtgeschwindigkeiten .

Sind F1 und V2 die beiden Fortpflanzungsgeschwindig¬
keiten derselben ebenen Welle , so haben wir nach der
Gleichung (o) auf S. 511
. . ( ^x2 + F22 = / 2(£2 + c2) + m 2(c2 + a 2) + w2(«2 + .P ) ,

I TT2 TZ2

und
Fj 2 F22 = Z252c2 + m 2c2«2 + n2« 2*2,

4 (Z2b2c2 + m2c2a2 + n2a2b2).
(Fj2 - F22)2 = [Z2(Z>2 + c2) + m2(c2 + fl2) + n2(a2 + Z-2)]2

Wird das letzte Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung
mit Z2 + m2 + n2 = 1 multipliziert , so ergibt sich

(Fj2 - F22)2 = Z4{b2 - c2)2 + m*[a 2 - c2)2 + n*(a2 - b2)2

+ 2m2n2[a2- b2)(a2- c2) + 2l 2n2{b2- c2)^ 2- a2)
+ 2 l 2m2[a 2 - c2) {Ij2 - c2) .

Christiansen - Müller , Physik . 3. Aufl. 33
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Ist a > b > c, so wird also

( ^ 2 _ ^ 2)2 = / 4 (J2 _ c 2)2 + m 4 (ct2 _ c 2)2 + „ 4 ^ 2 _ ^ 2)2

+ 2 m2n2[a2 - b2){a2 - c2) - 2Pn ^ b2 - c2)(a2—b2)
+ 2Pm 2{a2 - c2) (62 - c2) ,

oder

(b)

(Ej2- F22)2 = [l2{b2 - c2) + wi2(a2 - c2) + n2(a 2 - 52)]2
- 4Z2w2(a2 - ö2)(62 - c2) ,

( ^ 2 _ ^ 2)2 = {m 2 (a 2 _ c 2) + ( lpt - c 2 + n ^ a 2 - b 2y )

{7?i2(a2 — c2) + {l ~\lb2— c2 — n ]/a 2—62)2} .
Demnach können die beiden Geschwindigkeiten 7̂ und 7̂ für
bestimmte Richtungen der Wellennormalen gleich groß werden .
Dieser Fall tritt ein, wenn m — 0 und

oder
l ^ b2— c2 + n ]/a2— 52 = 0 ,

l ^ b2- c2 - n ya 2- b2 = 0
ist . Diese Bedingungen sind erfüllt durch

m = 0 und — = ± 1/ - 5•n |/ o2 — c2

Demnach ergeben sich vier Richtungen , die sämtlich der
x z-Ebene parallel und zur mittleren elektrischen Symmetrie¬
achse senkrecht sind . Bezeichnen wir mit Z0, m0, w0 die

Kosinus der Winkel , welche diese
Richtungen mit den Koordinaten¬
achsen bilden , so ist

X ß

/ V

V ,/

(c )

Die durch diese Gleichungen
bestimmten beiden Richtungen

Pig 138 der Wellennormale , für die die
beiden Lichtgeschwindigkeiten zu¬

sammenfallen , nennt man die optischen Achsen des Kristalles .
Zwei optische Achsen sind yorhanden , indem jede von ihnen
zwei entgegengesetzten Richtungen zugehört . Die elektrischen
Symmetrieachsen x und z (Fig . 138), die die Winkel zwischen
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den optischen Achsen Bl und A2Bi halbieren , nennt man
optische Mittellinien.

Wir wollen nun die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in einer
beliebigen Richtung durch die Winkel E1 und F2 ausdrücken,
welche diese Richtung mit den optischen Achsen OA^ und 0A 2
bildet . I, m, n sind die Kosinus der Winkel , welche die Fort¬
pflanzungsrichtung der ebenen Welle mit den Achsen bildet

0A l hat die Richtungskosinus + |/ “nr ^ > 0 , + j/ ^F~
V -
a * — c2

— 62

(d )

+ 1/ S -
Also erhalten wir

008

Daraus ergibt sich

2a = (cos Ex + cos Et) >

2 1 = (cos Ex - cos E2) •

Wird m mit Hilfe der Beziehung / 2+ m2+ w2 = 1 aus der
Gleichung (a) eliminiert , so erhalten wir

7^ + F22= a2+ c2 + {n2(62- c2) - Z2(a2- ö2)},
und demnach in Rücksicht auf die Gleichung (d)

(e) Fj 2+ F,2 = st2+ c2-f- (st2— c2)cos Aj cos E2.
Aus den Gleichungen (d) finden wir ferner

(a 2- c2) sin 2^ = a 2- ca - Z2(a2- S2) - n2(fi2- c2)

—2Za ]/a2—A2]/Z>2— c2,
(a2 — c2) sin2A2 = a 2— c2 — Z2(a 2— 52) — n2(ö2— c2)

(el

+ 2 Zn ]/a 2 — Zi2 ]/ Z>2 — c 2.

Wegen der Gleichung Z2+ m2+ ?<2 = 1 können wir die
Gleichung (b) in der Form

{Vf*— F22)2 = {a2- c2 - Z2(a2 — b2) - a2(ö2 - c2)}2
- 4Z 2n2(a 2- Z»2) (ö2 - c2)

33 *
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schreiben . Dadurch erhalten wir wegen (e')
(f) Z7, 2— V2l = (st2— c2)sin El sin E2.

Aus den Gleichungen (e) und (f) folgt

j 2 Fj 2 = st2+ c2 + (st2— c2) cos [E1 — E2) ,
1 2 F32 = st2+ c2 + (st2- c2)cos [E1+ E2) .

Hat also die Wellennormale die Richtung der z-Achse , so ist
A’j = E2, und wir erhalten aus (g) Vx— a und V2— b, weil
cos Ex= w()= cos E2 ist . Hat die W ellennormale die Richtung
der x - Achse , so ist E1-\- Ei = n , und wir erhalten nach (g)
F2 = c und = b, indem cos 2̂ = /0 ist . Fällt die Wellen¬
normale mit einer der optischen Achsen , z. B. 0 Ax zusammen ,
so ist Aj = 0 und ferner cosi = n0, also wird = b und
V2= b. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der ebenen Welle
ist dann gleich der mittleren der drei Hauptlichtgeschwindig¬
keiten .

§ 137. Die Strahlenfläche.

Vom Anfangspunkte des Koordinatensystems gehe eine
ebene Welle 1 aus , deren Normale mit den Achsen Winkel
bildet , welche die Kosinus /, m, n haben . Nach Verlauf der Zeit¬
einheit hat die ebene Welle in der Lage 2 vom Koordinaten¬
anfangspunkte den Abstand V. Die in einem Punkte vor¬
handene Lichterregung hat sich nach Verlauf der Zeiteinheit
auf eine Fläche ausgebreitet , die wir als Strahlenfläche , bis¬
weilen auch als IVellenfläche, bezeichnen . Sieht man jeden
Punkt einer Wellenebene (Fig . 139) als Ausgangspunkt einer
Lichterregung an und konstruiert man die zu ihm gehörige
Wellenfläche , so ergibt die Enveloppe dieser Wellenflächen
eine Ebene , d. i. die Lage der Wellenebene nach der Zeit¬
einheit . Die Richtung des Lichtstrahles fällt dabei mit der
Wellennormalen nicht zusammen . Während Vdie Fortpflanzungs¬
geschwindigkeit der Wellennormale ist , wollen wir mit SS die
Strahleng eschwindigkeit bezeichnen . SS möge mit den Koordinaten¬
achsen Winkel bilden , deren Kosinus f , g , und h sind . Dann
ist der Kosinus des Winkels zwischen der Strahlenrichtung und
der Wellennormale

(a) ~ = lf + mg + nh .
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Die Strahlengeschwindigkeit 33 ist größer als die Normalen -
geschwindigkeit V. V ist nach der Gleichung (n) auf S. 511
gegeben durch
iu \ D , m 2 , w2 n
lD) a2—T *+ h2- F2+ ê F2 = ’
wobei

(c) Z2 + »n2 + ?t2 = 1

ist . Wenn l , m und n sich ändern und zugleich auch V, so
hüllen die Ebenen 2 (Fig . 139 ) eine Fläche ein , die wir als
Strahlenfläclie bezeichnen . Denken wir uns demnach durch
einen Punkt alle möglichen Wellenebenen gelegt , und be-

/

(T
Fig . 139.

trachten wir ihre Lagen nach der Zeiteinheit , so ist die
Strahlenfläche die Enveloppe der sämtlichen Wellenebenen , die
wir erhalten haben . Nach der in Fig . 139 angedeuteten Kon¬
struktion muß die zum Strahle OS gehörige Wellenebene die
Tangentialebene sein , die wir im Punkte S an die Strahlen¬
fläche legen können . Wir wollen jetzt die Gleichung dieser
Strahlenfläche aufstellen . S (Fig . 139 ) ist ein Punkt der Strahlen¬
fläche , und seine Koordinaten seien x , y , z, indem

x y * 7
H ~ <J ’ ÜB

ist . Wir schreiben dann statt (a)

V -= lx -\ - my -\ - nz .

Aus dieser Gleichung und aus (b) und (c) erhalten wir

(d) dF = x ' dl m • dy -\- n • dz ,

(e) l • dl m • dm n • dn ■= 0 ,
ic\ l ' dl m • dm n - dn . rT r JV - n
(f) + + e2 + 7 F - dV = () >
WO
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(g)
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r = + +
(a2 — F 2)2 1 (62 —F 2)2 1 (c2— F 2)2

ist . Eliminiert man dV mittels der Gleichung (d) aus (f), so
ergibt sich

rVx +
l

a * - V2 dl + \rr y + - F2

+ \rrz + -j- . F 2

dm

dn — 0 .

Zur linken Seite dieser Gleichung addieren wir die mit einem
Faktor A multiplizierte Gleichung (e). Da dl , dm und dn als
willkürliche Größen angesehen werden können , so haben wir

(h )
+ rVx + v ^ yhJr rV y + Äm= ° >

-j- FFz + An = 0 .e2 - F 2

Werden diese Gleichungen der Reihe nach bzw. mit l, m und n
multipliziert und dann addiert , so erhalten wir in Rücksicht
auf (a) und (b)

A = — rv 2.
Demnach ist

a2- F2 = rv { ri - x ) , ürryi = rV {Vm- y),
= rV {Vn — z) .

Erheben wir die rechten und die linken Seiten dieser Gleichungen
zum Quadrat , so ergibt sich durch Addition und in Rücksicht
auf (g)

1 = rV 2{F 2- 2r {lx + my + nz) + SS2},
indem SS2 = x2 + t/2 + z2 ist . Da aber Ix my -{■nz = V ist,
so linden wir

(k) 1 = rF 2(SS2- F2) .
Nun kann aus dieser Gleichung F nach den Beziehungen (i)
eliminiert werden , und dann erhalten wir

( !')
oder

( 1)

X IV y m V X n V
SS2- «2 ~ F 2- «2’ SS2- *2 F 2- *2’ SS2- C2 “ F 2—c2 ’

/ •SS 1 V SS mV * 35 nV
SS2- «2 F 2- « 2’ SS2- *2 F 2- *2’ SS2- c2 F 2—c2
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Diese Gleichungen stellen Beziehungen dar zwischen der Fort¬
pflanzungsgeschwindigkeit SS des Lichtstrahles und der Fort¬
pflanzungsgeschwindigkeit SS der Wellennormale , sowie zwischen
der Richtung des Lichtstrahles und der Richtung der Wellen¬
horm ale .

Wir gelangen auch zu den Gleichungen (1), wenn wir die
Lichtstrahlen als die Strömungslinien der Energie des elektro¬
magnetischen Feldes ansehen . Wir haben dann in Rücksicht
auf S. 426 und die hier benutzte Schreibweise

f -.g -. h ^ [yY - ßZy . {ttZ - yX ) -.{ßX - uY).
Nun ist nach (h) auf S. 510

X -. Y -. Z ,el et ea
oder nach den Gleichungen (k') auf S. 511

X : Y: Z = 2a 2: Wl >2: Wc2-

Ferner ergeben die Gleichungen (b) auf S. 508 zusammen mit
den Gleichungen (h) auf S. 510

a : ß : y = (Wm c2 — fDln h2) : (Qn a 2 — 91 lc 2) : ($)l l h2 — Sma 2) .
Dann folgt

f :g : h = [2a 2ü 2 - / (22a4 + 9F6 4 + 912c4)] ,
wo die beiden übrigen Glieder auf der rechten Seite sich leicht
durch zyklische Vertauschung der Buchstaben ergeben . E 2hat
die auf S. 511 angegebene Bedeutung . Die Gleichungen (1)
auf S. 511 ergeben ferner

(m) 2 a2 = 2F 2 -f W 2, mi >2 = + mE 2,
91c2 = 91F 2 + nE 2.

Werden die rechten und linken Seiten dieser Gleichungen
quadriert , so folgt durch Addition

22a4 + 9912i 4 + 912c4 = F4 + E \

indem 2 »i -l- 9Jl»i -|- 91w= 0 ist . Also finden wir

f :g : h = [2a 2Ä2 - ! (F4 + ü 4} .

Durch Benutzung der Gleichungen (m) ergibt sich dann
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und schließlich

Wir führen einen Proportionalitätsfaktor G ein und setzen .

f ~ lG {Ä + Vi) > 9 = ™G{ v^ v + }n) usw-
Da f 2 -Y g2 + Ä2 = 1 ist , so erhalten wir in Rücksicht auf
(n) S. 511

I) s\ ü + . - + I + yi = -L .l(F2- a2)2 T (F 2- 62)2 T ( F 2- c2)2J ^ C?2

Da aber nach (m)
ßi = g a ( F 2- a 2)2

ist , so finden wir

(n ) -ö 4 + ^ = i ‘

Nun ist nach (a)

m - '1-Ä +r1+ +^| + •
Mit Rücksicht auf das Fresnel sehe Gesetz der Lichtgeschwindig¬
keiten (vgl. S. 511) erhalten wir

(o ) Ä = F2 oder =

Demnach wird

f = Wv {v ^ + r2 ) usw-
Da nach (n)

= _L _ F4 = 5S2V2 - V4,

ist , so finden wir
r —U “ “2/ — Sli)S F 2 - a 2

und analoge Gleichungen für g und h. Wir sind damit zu
den Gleichungen (1) zurückgekommen .

Schreiben wir die Gleichungen (1') auf S. 518 in der Form
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und multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit
x, y und z, so ergibt sich, weil lx -\ - my -\ - nz = V ist ,

x l ( i72- oä) y-̂ V ' - W) c2) _ r2sg2- «2 * 2- b1 » 2- e2

Für diese Gleichung wollen wir abgekürzt schreiben

<p> 2 ^ ^ - ^

Bei Benutzung dieser abgekürzten Schreibweise ergibt sich
-Ŝ Ta:2(F2- o2) a:2(F2- S82+ S?2- o2)

^ « 2- a2 ~ « 2- st2

Da aber in Rücksicht auf unsere Bezeichnung

2 ^2= ar2+ ?/2+ z2= as2
ist , so folgt aus (p)

Die Gleichung der Strahlenfläche lautet also

M 2:2 , 2/2 , iw Ss2- st2+ 5b2- A2+ _ cs - 1 »
oder
, / 2 S 2 <?2 S82 Ä2 Sß2 _
Vüi SS2—a2 332—62 s«2_ fi2 ~ 1 •

Weil aber in unserer Bezeichnung

"V — = 1SS2

ist und daher mit Bezug auf (q) .

Xt / x'2 a:2 _ X 7 “22:2 _ n
i S82- a2 WJ ~ SS2—a2 ~ ’

so können wir der Gleichung der Strahlenfläche auch die Form
, . a? x2 V2y”- c2x2 «
W SB2- cd ^ iß2_ *2 + C2 — 0
geben .

Da f 2 -\- g ‘1Jr h2 — 1 ist , so ergibt sich aus (q' )
Pa 2 g2b2 h2 c2 „

iß,2— a 2 ' SB2 — *2 S82— c2 ’
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wofür man auch schreiben kann

P g* h*
l 1_ 1 JL 1_
a2 SB2 62 iß2 c2 S82

Diese Form der Grleichung der Strahlenüäche geht aus der
Gleichung der Normalenfläche (n) auf S. 511 hervor , wenn wir
an Stelle von a 2, b2, c2 die reziproken Beträge und ebenso den
reziproken Wert des Geschwindigkeitsquadrates einführen .

Durch die Gleichung (q' ) wird die Strahlengeschwindig -
keit SS als Funktion der Strahlenrichtung gegeben . Trägt man
nach jeder durch die Richtungskosinus / , g und h bestimmten
Richtung die aus der Gleichung (q' ) sich ergebenden Werte SS
als Radienvektoren auf , so ergibt sich auch hier eine zwei-
schalige Fläche , die als Strahlenfläche bezeichnet wird . Die
Gleichung der Strahlenfläche ist vom vierten Grade .

Aus (r) erhalten wir

(0 SS4(a 2/ 12+ b2g2 + c2h2) — I (Zf2 -f- c2) a2f 2 + (a2 + c2)b2g 2

+ [a2 + b2) c2A2}SS2 + a2A2c2 = 0 .
Also wird

2 S82(a2f 2 + b2g2 + c2h2) - {(A2 + c2)a2f 2 + (a 2 + c2)A2^ 2

+ (« 2+ A2) c 2 /t2} = ±R ,
wo

ß 2 = {(A2 + c2) a2f 2 + («2 + c2)A2g2 + (a2 + A2) c2A2}'
- 4 sl2A2c2(a2f 2 + b2g2 + c2A2)

ist . Hieraus erhalten wir ferner

R2= («2 - c2) b2g2 + (a / -]/ A2- c2 + c A\ a 2- b2)2

(ß2 - c2)A2g2 + [g f ~/ b2—c2 - ch ^ a2- A2)2

Eine gerade Linie , die vom Koordinatenanfangspunkte ausgeht ,
schneidet die Fläche in zwei Punkten , die zusammenfallen ,
wenn 2Z= 0 , oder wenn

(s) <7 = 0 und +
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ist . Daraus erhalten wir

, J. c / a * — i 2 . a / b2 — e*
( ^ ~ — 6 | / a 2 - c2 ’ — i j / a 2 - e2'

Die durch diese ßichtungskosinus bestimmten beiden Richtungen
heißen die Strahlenachsen .

Zur besseren Übersicht wollen wir die Schnittkurven
zwischen der Strahlenfläche und den Symmetrieebenen y z, z x,
xy bestimmen . Aus (r) erhalten wir

(t)
(a 2.r2 + 62y 2 + c2z 2) S82 - (A2 + c2) a2z 2 + (a2 + c2) b*y

+ («2 + ^ ) c2z ^ a- bl c2 = 0 .

Setzen wir hier der Reihe nach # = 0 , y = 0 und z = 0 , so
ergibt sich für x = 0
[b2y 2+ c2z2)(y 2+ z 2) — (a2+ c2) 62y 2 —(a 2-f- b2) c2z2 a2b2c2 =■0
oder

(y2 + z2 — a2){b2y 2 + c2z2 — 62c2) = 0 ,
und für y = 0 und z = 0

(z2 -)- z 2 — b2) (c2z2 -)- a 2z 2 — a2c2) = 0 ,
(z 2 fl- y2 — c2)(a 2z2 + ^2y2 — st2̂ 2) = 0 .

Demnach sind die Schnittkurven der Strahlenfläche mit den
Symmetrieebenen Kreise und Ellipsen , die in den Figg . 140
bis 142 dargestellt sind .

Fig . 140.

o b &
Fig . 141 . Fig . 142 .

Besonderes Interesse bietet die zz -Ebene . Die Gleichung
z 2 -(- z2 = b2 stellt einen Kreis mit dem Radius b dar . Die
Gleichung c2z2 -|- a2z2 — a2c2 = 0 liefert eine Ellipse , deren
Halbachsen a und c sind . Unter der Voraussetzung , daß
a > b > c ist , schneiden sich der Kreis und die Ellipse in
einem Punkte P , der einer der vier Schnittpunkte der beiden
Schalen der Strahlenfläche ist .
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Im übrigen sei noch bemerkt , daß wir die durch die
Gleichungen (s') definierten Richtungen der Strahlenachsen er¬
halten , wenn wir in den Gleichungen (c) auf S. 514 für die
Richtungen der optischen Achsen alle Größen durch ihre
reziproken Werte ersetzen .

§ 138 . Konische Refraktion .

Nach der Gleichung (n) S . 511 gehören zu jedem Werte
von l, m, n zwei Werte von V2 und demgemäß nach den
Gleichungen (1) auf S. 518 auch zwei Strahlen mit verschiedenen
Geschwindigkeiten .

Besonderes Interesse bietet der Fall , in dem die Wellen¬
normale in der Richtung einer der optischen Achsen liegt . In
diesem Falle ist nach § 135 die Normalengeschwindigkeit
gleich h und die Fortpflanzungsrichtung ist nach den Glei¬
chungen (c) auf S. 514

o — ]/ a1—c2’ m0 - 0 > ”o ~ i | / a*- c2■
Betrachten wir nur eine der optischen Achsen , so lauten die
Gleichungen (1) auf S. 518

/ •SB kb h® __ n0 b
SB2 - a 2 P - a * ’ SB2- e2 b*- e* ’

oder
/ 'SB(a 2 - b 2) = x (a 2 - l>2) = l0 b (a 2 - SB2) ,

h %{b2 - c2) = z (b2 - c2) = m0 ä (SB2 - c2) .

Führen wir in diese Gleichungen die Werte von l0 und n0 ein ,
so ergibt sich

I ar y (a 2 — b 2) (a 2 — c 2) — b [a 2 — SB2) ,(aj 1 ,__
I 2 y (42 - c2) (a2 - c2) = b (%2 - c2) .

Indem Sß2 = x 2 -j- g 2 -j- z2 ist , stellt jede dieser Gleichungen
eine Kugel dar. In der Schnittlinie beider Kugeln liegen die
Berührungspunkte zwischen der betrachteten Wellenebene und
der Strahlenfläche . I )ie Wellenebene berührt also in dem be¬
trachteten Falle die Strahlenfläche längs eines Kreises .

Zu diesem Resultate gelangen wir auch auf dem folgenden
Wege . In Rücksicht auf die oben angegebenen Werte von l0
und w0 können wir den Gleichungen (a) die Form
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. b («2 — x 1 — y * — x )̂ j b (a;2 4- w2 + — e2)b) x = —— . . „ - - und z = - i— ” - -v ‘ l0(a2 —e2) n0(a2 —c2)
geben . Durch diese Gleichungen wird eine ebene Kurve dar¬
gestellt , weil

(c) l0 x + ji0 z = b
ist . Wir führen nun ein neues Koordinatensystem ein mit
demselben Anfangspunkte ; die Achse falle mit der Achse
zusammen , während die Achse mit der optischen Achse zu¬
sammenfällt . Zu diesem Zwecke setzen wir

(d) x = gn 0 + £l 0 , V = ^ + ? no •

Die Gleichung (c), die eine Ebene darstellt , lautet dann
(e) £ = ö ,
d. h. die Ebene der Schnittkurve ist senkrecht zur Sichtung der
optischen Achse und geht durch den Endpunkt der letzteren .

Die erstere der Gleichungen (b) nimmt mit Rücksicht auf
(d) und (e) die Form

(f) I 2 + 1 • /o(°2~ c2) + i?2 = 0

an . Diese Gleichung stellt aber einen Kreis dar , der durch
den Punkt | = 0 , g = 0 , £ = ö oder durch den Endpunkt der
optischen Achse geht . Der Radius r des Kreises ist

l / (6 2 - c 2) (» 2 - 6 2)
r = 26 ’

und der Mittelpunkt des Kreises hat die Koordinaten
f = - r , »? = 0 , £ - 6 .

Damit ist der Kreis bestimmt , in welchem eine auf der
optischen Achse in ihrem Endpunkte senkrechte Ebene die
Wellenfläche berührt .

Die Untersuchung zeigt also , daß zur optischen Achse als
Wellennormale unendlich viele Strahlen gehören , die auf einem
Kegelmantel liegen . Der Offnungswinkel S des Kegels ergibt
sich aus

2 r V (62 —e2) (a2—62)
WZ — ~b~ — ^

Gibt man dem auf eine Kristallplatte fallenden Licht¬
strahl solche Richtung , daß die gebrochene Wellennormale mit
der optischen Achse des Kristalls zusammenfällt , so bilden die
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im Inneren des Kristalls vorhandenen Lichtstrahlen einen
Kegelmantel . Diese Erscheinung wird als innere konische Re¬
fraktion bezeichnet . Handelt es sich um eine planparallele
Kristallplatte , so liegen nach dem Austritte aus der Platte die
Lichtstrahlen auf einem elliptischen Zylinder , dessen Achse
der Richtung der einfallenden Strahlen parallel ist . Zur Beob¬
achtung der inneren konischen Refraktion eignet sich besonders
der Aragonit .

Um bei gegebener Richtung des Strahles , d. h. wenn f g
und h gegeben sind , die Richtung der zugehörigen Wellen¬
normalen zu finden , muß man von den Gleichungen (1) auf
S. 518 ausgehen und diese mit der Gleichung (a) auf S. 516
verbinden . Zu jedem Werte von f , g, h gehören nach der
Gleichung (q') auf S. 521 zwei Werte von SS2 und daher auch
zwei Normalenrichtungen . Hat aber der Lichtstrahl eine durch
die Gleichungen (s') auf S. 523 bestimmte Richtung , so ist
332 = h2. In ähnlicher Weise wie oben kann der Nachweis
geführt werden , daß einem Lichtstrahle , der im Inneren des
Kristalls in der Richtung der Strahlenachse fortgepflanzt wird,
eine unendliche Anzahl von Wellenebenen zugehören , deren
Normalen auf dem Mantel eines Kegels liegen . An der Aus¬
trittsstelle der Strahlenachsen haben wir an der Strahlenfläche
nicht zwei Tangentenebenen, sondern einen Tangentenkegel. Nach
dem Austritte des Lichtstrahles aus dem Kristalle bilden die
äußeren Lichtstrahlen dann einen Kegelmantel . Dabei ist zu
beachten , daß wegen der verschiedenen Lagen der Wellen¬
ebenen im Kristall infolge der Brechung Strahlen entstehen ,
die dann außerhalb des Kristalls verschiedene Richtungen
haben .

§ 139. Die Richtungen der Lichtschwingungen und der
elektrischen Kraft .

ON (Fig . 143) sei die Normale einer ebenen Welle ; die
Richtung der Normalen ist durch die Kosinus l, m, n bestimmt .
OP 1 — F1 und OP 2 = U2 seien die beiden Fortpflanzungs¬
geschwindigkeiten , welche der betrachteten Welle entsprechen .
Die Berührungspunkte zwischen der ebenen Welle und der
Wellenfläche seien Ql und Q2. Wir haben dann OQ1 = S31
und 0 Q2 = 332. Die Koordinaten der Punkte Ql und Q2 be-
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zeichnen wir bzw. mit xx, yx, zx und x2, y2, z2. Sind Q,l P1 = px
und Q2P2 = p2 die Senkrechten , die von den Berührungs¬
punkten auf die Fortpflanzungs¬
richtung der ebenen Welle gefällt
werden , so haben wir

Pl * = ay - y ,

Der Zusammenhang zwischen der
Strahlenrichtung 0 Qil und 0 Q2 und
der Richtung der Wellennormale 0 Px
und OP2 ist durch die Gleichungen (1)
auf S. 518 gegeben . Die Richtungen
der Linien px und p2 wollen wir
näher betrachten . Die Projektion
von P Q auf die a:-Achse ist VI—x.
Bezeichnen wir die Kosinus der
Winkel , welche p mit den Achsen
bildet , mit V, p , v , so haben wir

Fig . 143.

VI —x Vm —y Vn —x,
PP P

Führen wir in diese Beziehungen für x , y und z die" Werte
aus den Gleichungen (!') (S. 518) ein , so ergibt sich in Rück¬
sicht auf die obigen Gleichungen für px und p2

IVTp , m Vp . nVp(a) X ■■ V b* - V2’ '' c1 —V*'

Nach den Gleichungen (m) auf S. 511 haben wir
X -. p' -. v' = 2 : SK: 97,

d. h. px und p2 geben die Bichtungen der Lichtvektoren oder der
elektrischen Strömung (s. S. 510). Um den Winkel zwischen
PxQj und P2Q2 zu finden , bestimmen wir den Kosinus

/ v

oder
cos {Px P2Q2) = Xx l 2 + Pi Po! + vx v2,

cos {Pxq^ p2q2) = Pxp2 vxr2̂ (g2_ v^ {a, _
Da aber nach der Gleichung (n) auf S. 511

V —
^ a*- F,2

= 0 und
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ist , so haben wir auch

( ^l 2 - _ yt ) (as _ = ° -

Sehen wir von dem Falle ab, in dem Fl = F2 und die Wellen¬
normale mit einer der optischen Achsen zusammenfällt , so ist

cos (P, Q^ P2 Q2) = 0 ,
und also der Winkel zwischen 1\ und P2 Q2 ein Rechter .
Die durch die Richtungskosinus

l m n

(a')

2 • ÜJf • 9? =
1 - a 2 - VF ' b 2 - VF ‘ c 2 - VF

und

2„ : = m
■ " ' 2 • ' v2 a 2 _ J72 • _ VF • C2 - VF

bestimmten Lichtvektoren liegen senkrecht zueinander . In der
Richtung einer bestimmten Wellennormale werden nur zwei
linear polarisierte Wellen fortgepflanzt ; beide Wellen sind
senkrecht zueinander polarisiert . Fällt aber die Wellennormale
mit einer der optischen Achsen zusammen , d. h. ist wi = 0
und auch /F — F 2 = 0 , so wird die Schwingungsrichtung un¬
bestimmt . Daher kann in der Richtung einer der optischen
Achsen natürliches Licht sich fortpflanzen wie auch Licht , das
nach irgend einer Richtung polarisiert ist .

Werden von P 1 und P2 die Linien F1T1 und P2 T2 bzw.
senkrecht zu 0 und 0 Q2 gezogen (Fig . 143 ), und setzen wir
p i Ti = und P 2 T2 = 172.- 30 ist

q \p = F -. 'iß , also q = •
Ferner ist

F 2
oy = V -

Sind X, fi und v die Kosinus der Winkel , die q mit den
Koordinatenachsen bildet , so ist

n - OT . ^X = - usw .
2

In Rücksicht auf die Gleichungen (1') auf S. 518 erhalten wir

[ A(«2- n = -̂ ,
v (c2 — V 2) =
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Auf S. 519 fanden wir für die Richtung der elektrischen Kraft
X -. Y -. Z = Za 2: Wb i -Mc 2,

oder nach der Gleichung (m) auf S. 511

(c)

Also finden wir , daß die Pl 1\ und P2T2 die Richtungen der
zu den Wellen gehörigen elektrischen Kräfte angeben , die
senkrecht sind bzw. zu den Strahlen 0Q 1 und 0 Q,2.

§ 140 . Die einachsigen Kristalle .

Wenn zwei von den Konstanten a, b, c gleich groß sind ,
z. B. a = b, so werden die Verhältnisse wesentlich einfacher ,
und unsere Betrachtungen finden dann eine wichtige An¬
wendung bei der Brechung in den einachsigen Kristallen , zu
denen die Kristalle des quadratischen und hexagonalen Systems
gehören . Die Kristalle des regulären Systems sind optisch
isotrop , sie zeichnen sich daher mit Bezug auf die in ihnen
auftretenden optischen Erscheinungen durch keine Besonder¬
heiten vor den isotropen Körpern aus , weil wegen der kristallo -
graphischen Symmetrie a = b — c sein muß .

Bei den einachsigen Kristallen fallen beide optischen
Achsen zusammen , und zwar in die Richtung der «- Achse.
Dieses ergibt sich aus den Gleichungen (c) auf S. 514. Wenn
nach S. 515 A1, und E2 die Winkel sind , die die Wellen¬
normale mit den optischen Achsen bildet , so ist also bei den
einachsigen Kristallen stets = E2 = E. Also erhalten wir
für die einachsigen Kristalle aus den Gleichungen (g) auf S. 516

Aj2 = ö2 und A32 = a 2cos2A + c2sin2A ,
wo A der Winkel ist , den die Wellennormale mit der optischen
Achse bildet .

Um die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten Aj und V2 auf
anderem Wege zu erhalten , wmnden wir die Gleichung (o) auf
S. 511 an , die übergeht in

(a) A4— (a2+ Ti2«2+ (1—H2)c2) A2-|- a2(»t2a2+ (1—w2)c2) = 0 .
Hieraus finden wir

(b) Aj2 = u2 und A22 = n2a2 + (1 - 7t2)c2.
Diese Gleichung stimmt mit der obigen überein , weil cosA = n ist,

Christiansen - Müller , Physik . 3. Aufl. 34
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Die eine Welle hat also die konstante Geschwindigkeit
Fx= a, sie wird als ordinäre Welle bezeichnet . Die Geschwindig¬
keit V2 der anderen Welle , die wir als extraordinäre Welle be¬
zeichnen , hängt von der Richtung der Wellennormale ab, oder
von dem Winkel , den die Wellennormale mit der Symmetrie¬
achse c bildet . Diese Achse ist die optische Achse des Kristalles ,
die der kristallographischen Achse parallel ist , deren Richtung
im Kristall durch die geometrischen Eigenschaften seiner Ober¬
fläche gegeben ist . In der Richtung der optischen Achse des
einachsigen Kristalles haben wir nur eine Geschwindigkeit der
Wellenebenen und also auch der Strahlen . Als Ilauptschnitt
des einachsigen Kristalles bezeichnen wir jede durch die
kristallographische Achse gelegte Ebene , im weiteren Sinne
jede Ebene , die der kristallographischen Achse parallel ist ,
also jede Ebene , in der eine optische Achse liegt . Durch
jeden Punkt des einachsigen Kristalles kann eine optische
Achse und können unendlich viele Hauptschnitte gelegt werden .
Auch kann man durch jede Gerade im Kristall einen Haupt¬
schnitt legen .

Die Gleichung der Strahlenfläche der optisch einachsigen
Kristalle erhalten wir , wenn die Gleichung (r ') auf S. 522 in
der Form

S33(«2x2+ *V + c2z3)- ((62+ c2)«2̂ 2+ («2+ c2)*V + («2+ *2)c2- 2)
+ a2 c2 = 0

schreiben und a =■h setzen . Dann finden wir

(552 — a 2) • ja 2(,r 2 + y 2) -j- c2z2 — a 2c2} = 0 .

J)ie Strahlenfläche besteht also aus einer Kugel mit dem Radius a
und einem mit ihr konzentrischen Rotationsellipsoid mit der Polar¬
achse 2 a und der Aquatorialachse 2 c. Kugel und Ellipsoid be¬
rühren sich in der Polarachse . In Fig . 144 ist AAX die Polar¬
achse oder die optische Achse , AR 1A1 eine Schnittebene
durch die Kugelfläche und AR 2A1 eine Schnittebene durch
das Ellipsoid . 0 P 2R1 sei die Normale zur ebenen Welle POQ -,
B1D und P 2R2 sind zwei Tangentialebenen zur Wellenfläche ,
die beide zur Wellennormale senkrecht sind . 0 Rx und 0 B2
sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in der Richtung der
Wellennormale . Die von uns betrachtete Schnittebene , welche
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Fig . 144.

sowohl die optische Achse als auch die Wellennormale enthält ,
ist ein Hauptschnitt . Für die außerordentliche Welle ist OR2
die Strahlenrichtung , wenn im Punkte i ?2 die Ebene B2R2
das Ellipsoid berührt . Die Richtung der elektrischen Kraft
gibt B2U2, das senkrecht zu O/ f, ist . Für die ordentliche
Weile fallen Strahlenrichtung
und Wellennormale zusammen ,
und die Richtung der elektri¬
schen Kraft ist senkrecht zur
Ebene der Figur .

In der Fig . 144 ist die Polar¬
achse AAj = 2 a größer als die
Aquatorialachse 2c ; die Kri¬
stalle , in denen sich die ordent¬
liche Welle schneller fortpflanzt
als die außerordentliche , und
also die ordentliche Welle die
weniger stark brechbare ist , be¬
zeichnet man als positive Kristalle . Ist dagegen a <. c, so ist
der Kristall negativ , bei diesem wird die ordentliche Welle
stärker gebrochen als die außerordentliche . Die Kugel kann
das Ellipsoid umschließen oder umgekehrt ; Kristalle der ersteren
Art nennt man positive, die der zweiten Art negative. Kalkspat
ist ein negativer , Bergkristall ist ein positiver einachsiger
Kristall .

Berechnet man nach den Gleichungen (a' ) auf S. 528 die
Richtung des Lichtvektors der außerordentlichen Welle bzw.
die dieser Welle zugehörige Strömung , so ergibt sich in Rück¬
sicht auf die Gleichungen (b), daß der Lichtvektor bzw. die
Strömung im Hauptschnitte liegen . Wir sagen , daß die
Schwingungsrichtung der außerordentlichen Welle im Haupt¬
schnitte liegt , d. h. in der Ebene , die durch die optische Achse
und Wellennormale gelegt werden kann . Dagegen ist also die
Schwingungsrichtung der ordentlichen Welle zum Hauptschnitte
senkrecht . Um die Richtung der elektrischen Kraft für die
außerordentliche Welle in bezug auf die Wellennormale zu
finden , gehen wir aus von den Gleichungen (c) auf S. 529 und
beachten , daß die Richtungskosinus der Wellennormale l, rn
und n sind . Für den Kosinus des Winkels zwischen der

34 *
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Eichtung der elektrischen Kraft der außerordentlichen Welle
und der Richtung der Wellennormale erhalten wir daun

w (as2 — e2)"|/ l —rc (a 2 — c2) cos E sin E
]/ a 4n - + e* (1 —w2) l/ a 4 cos 2E + c* sin 2 E

Wir betrachten einen polarisierten Lichtstrahl , der z. ß .
heim Übergänge von Luft zum Kristall auf die Oberfläche
eines doppelt brechenden Mediums trifft . Die z- Achse sei
dem Einfallslose parallel und sei von der Luft in das Innere
des doppelt brechenden Mediums gerichtet ; die y -Achse sei
senkrecht zur Einfallsebene , und die ar-Achse sei der Schnitt¬
linie zwischen der Einfallsebene und der brechenden Fläche
parallel . Die Komponenten der elektrischen Kraft des ein¬
fallenden Strahles können wir nach der Gleichung (c) auf S. 492
und den Gleichungen (f) und (g) auf S. 493 darstellen durch

-ü = v ;. ü = 2» /; > - ^
wo

^ , , 2n / , x siu (p -{- %cos (p= ^ —
oder, wenn wir nur den reellen Teil berücksichtigen ,

j * sin <p + z cos rpt

f ' = Ke ‘ {t

setzen . In diesen Gleichungen ist cp der Einfallswinkel und
F die Geschwindigkeit des Lichtes außerhalb des Kristalles .
Zu diesen Gleichungen kommt noch die Bedingung , daß die
elektrische Kraft zur Eichtung des Strahles senkrecht ist . Die
Richtungskosinus des letzteren sind durch die Gleichungen (e)
auf S. 493 gegeben . Wir haben demnach

2esin cp+ 9fecos <p = 0 .

Bei der entsprechenden Bezeichnung für den reflektierten Strahl
haben wir

X r = Zrfr ’ K = K fr , Z = K fr >

Irr

Damit die elektrische Kraft senkrecht zur Richtung des Strahles
ist , muß

2rl + »»_ + 9Üw = 0r r 1 TT * TT
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sein . Endlich haben wir für den gebrochenen Strahl

_ hjX + mg y + nöz \
f = F e“ '• q q

Zct -

' 9

Die Normalengeschwindigkeit F ’ hängt von den Eichtungs -
kosinus der Wellennormale ab . Die Grenzbedingungen sind
dieselben wie bei den isotropen Körpern . Überall in der
Grenzfläche , d . h . für 2 = 0 , haben wir

* e + ^ = ^ >
also

, I xsimri , lrx + mry \ i

2, i' e ' ^ ' + 2, K, 1 - 8, / ; « I .
Da diese Gleichung für alle Werte von x und // bestehen
muß , so haben wir
, , sin <f _ Ir _ lg
lcJ V ~ V ~ V'
und

(d) o = fr = ff :

Demnach ist mr = mg = 0 , d. h . die Wellennormalen des reflek¬
tierten und gebrochenen Strahles liegen in der x z -Ebene, d. h in
der Einfallsebene . Da nach (c) lr = sin cp ist , so ist der
Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel . Die Richtung des
reflektierten Strahles wird also in derselben Weise bestimmt
wie bei der Reflexion an einem isotropen Körper .

Wir wollen jetzt nach der von Huygens gegebenen Kon¬
struktion die Richtung der gebrochenen Strahlen ermitteln ,
wenn das Licht übergeht von einem isotropen Medium zu
einem einachsigen negativen Kristall . XX sei die natürliche
oder künstlich geschliffene Oberfläche eines einachsigen nega¬
tiven Kristalles ; LL sei das Lot zu dieser Oberfläche . BO
und B 1S seien die unter dem Winkel (p gegen das Einfallslot
auftreffenden Strahlen . Während der Strahl den Weg BS in
der Luft zurücklegt , entstehen um die Punkte zwischen 0
und S Strahlenflächen , die aus einem Rotationsellipsoid und
einer Kugel bestehen . Da der Kristall ein negativer sein soll ,
so wird die Kugel von dem Rotationsellipsoid umschlossen .
0 Ol sei die Richtung der optischen Achse . Die um den
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Punkt 0 liegende zweischalige Strahlenfläche ist in der Fig . 145
dargestellt und besteht aus der Kugel A A und dem Rotations¬
ellipsoid C C. Alle Kugeln und Rotationsellipsoide , die um die
Punkte zwischen 0 und S zu konstruieren sind , sind in bezug
auf ihre linearen Dimensionen dem Abstande des betreffenden
Punktes von 0 proportional . Alle diese Kugelflächen haben
eine gemeinsame Tangentialebene S Sl , die durch eine durch
den Punkt S und zur Zeichnung senkrechte Gerade gelegt ist .
Die Rotationsellipsoide haben die gemeinsame Tangential¬
ebene SSi . /S'/S'j und SS 2 sind bzw. die gebrochene ordent -

Fig . 145 .

liehe und außerordentliche Welle . Der gebrochene Strahl stellt
die Yerbindungslinie des Mittelpunktes der Strahlenfläche mit
dem Berührungspunkte der Wellenebene dar . Demnach ist
OiTj ein ordentlicher und OK ein außerordentlicher Strahl .
Der außerordentliche Strahl ist hier der weniger stark brech¬
bare . Der Strahl OII ^ liegt in der Einfallsebene . Jedoch wird
der Punkt K im allgemeinen nicht in der Ebene der Zeich¬
nung oder in der Einfallsebene liegen . Dementsprechend ist
der außerordentliche Strahl OK durch eine gestrichelte Linie
dargestellt . Die Normale 01I 2 zur gebrochenen außerordent¬
lichen Welle SS2 liegt in der Einfallsebene . Die Fortpflanzung
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der ebenen Welle SS2 erfolgt in der Richtung 0H r Der außer¬
ordentliche Strahl OK ist nicht senkrecht zur außerordent¬
lichen ebenen Welle SS2. Die Wellennormale 0 / / 2, der außer¬
ordentliche Strahl OE und die optische Achse 00 1 liegen in
einer Ebene . Die vom Mittelpunkte eines Rotationsellipsoids
gefällte Senkrechte auf eine Tangentialebene des Ellipsoids ,
ferner die Rotationsachse des Ellipsoids und der Berührungs¬
punkt liegen nämlich in einer Ebene , die ein Hauptschnitt des
Kristalls ist .

Bezeichnen wir mit w0 den Brechungsexponenten des ordent¬
lichen Strahles , mit ne den des außerordentlichen Strahles und
ferner mit A0 und Ne bzw. die Brechungsexponenten der ordent¬
lichen und der außerordentlichen Welle . Ferner möge V die
Geschwindigkeit des Lichtes in der Luft , 330 und 58e mögen
die Geschwindigkeiten des ordentlichen und außerordentlichen
Strahles und V0 und Fe bzw. die Geschwindigkeiten der ordent¬
lichen und außerordentlichen Wellenebene sein . Dann ist

v F , , F , r r
n° ~ ’ ° ~ F0 ’ * ~ V, '

Die Brechungswinkel der ordentlichen und außerordentlichen
Welle wollen wir bzw. mit ■\p() und bezeichnen ; (p ist der
Einfallswinkel . Wird das Licht in der Zeit t fortgepflanzt
von D nach S, so ist
l ) S = F-t - OH l = \ - t = F0- t \ OH2 = Fe' t \ 0 K — -1.
Also ist

SS0 = V0 und w0 = An.
Ferner haben wir

Oifj = S80•^ = F0t = 0 S - sin ip0 -, OH2 = Fe• t == 0 5 •sin i//e
und ferner

ES = F- t ■= OS -siny -
Aus diesen Beziehungen finden wir

, r V sin q> i F= -77- = —- = nn und A. = Tr =F0 sin 0 e Ve sin ipe’
d. h. die Brechungsexponenten beider Wellen sind gleich den Ver¬
hältnissen des Sinus des Minfällsioinhels zum Sinus des Brechungs¬
winkels. Dabei ist N0 konstant , während JV von der Fort¬
pflanzungsrichtung der ebenen Welle abhängt .
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Liegt die optische Achse in der Ein fallsebene, so liegt auch
der außerordentliche Strahl in der Einfallsebene. In Fig . 146
ist dieser besondere Fall dargestellt und zwar für einen posi¬
tiven Kristall . OOl ist die optische Achse des Kristalles . BO

Fig . 146 .

und Bl S stellen die einfallenden Strahlen dar . 01\ l und OK2
sind bzw. ein ordentlicher und ein außerordentlicher Strahl .
In dem betrachteten Falle (Fig . 146) liegt der außerordentliche
Strahl in der Einfallsebene . Bei einem positiven Kristalle ist
der ordentliche Strahl der weniger stark brechbare .

§ 141. Absorbierende Substanzen .
Die Gesetze der Reflexion von Lichtstrahlen an stark

absorbierenden Substanzen mit anomaler Dispersion stehen in
einem gewissen Zusammenhange mit den Gesetzen der Reflexion
an Metallen . Malus hat nachgewiesen , daß durch einfache
Reflexion gewöhnlicher Strahlen an metallischen Flächen gerad¬
linig polarisierte Strahlen nicht entstehen . Fällt nämlich ein
natürlicher Lichtstrahl auf eine Metallfläche , so ist der re¬
flektierte Strahl im allgemeinen zum Teil polarisiert . Eine
vollständige Polarisation tritt bei der Reflexion an Metall -
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flächen niemals ein ; nur bei einem bestimmten Einfallswinkel
— dem Haupteinfallswinkel — tritt ein Höchstwert der Polari¬
sation auf. Fällt ein in der Einfallsebene oder senkrecht zur
Einfallsebene polarisierter Lichtstrahl auf eine Metallfläehe , so
liegt die Polarisationsebene des reflektierten Strahles ebenfalls
bzw. in der Einfallsebene oder senkrecht zu dieser . Dabei
hängt die Menge des reflektierten Lichtes in den betrachteten
Fällen von dem Einfallswinkel ab , und ist stets größer als
Null . Bemerkenswert ist besonders , daß die reflektierten Strahlen
eine Amplitudenänderung und eine Pbasenänderung aufweisen ,
die für die beiden oben erwähnten Lagen der Polarisationsebene
verschieden sind . Bildet also die Polarisationsebene den Winkels
mit der Einfallsebene so ist der reflektierte Strahl elliptisch polar isiert.

Nach der elektromagnetischen Lichttheorie muß die Ab¬
sorption des Lichtes in allen solchen Substanzen auftreten , die
nicht vollkommene Isolatoren sind . In solchen Substanzen wird
ein Teil der Energie der Strahlung wegen des Leitungsvermögen
in Wärme nach dem Jouleschen Gesetze verwandelt . Statt
der auf S. 493 gegebenen Komponenten der Strömung haben
wir jetzt als Komponenten (s. S. 327)
, \ v I e ÖA v e d Y rr , e dZ
(a) cx —oX — -g-j , cj, -
für unvollkommene isotrope Isolatoren einzuführen . Setzt man
die magnetische Permeabilität ,« = 1 , so lauten nach S. 429
die Feldgleichungen

in (x _ d y _ 4 7Tc„ da dy in _ d ß da
' c dy 9 * ’ c 9 * 9 $ ’ c dx dy '

M 1 d ß - dZ dX - 1 8 r _ dX 9 y
' C' c ä t dt d y ’’ e d t dx d x ' c dt d y d x

Als Grenzbedingungen für den Übergang von einem Medium
zum anderen gelten auch hier die auf S. 443 entwickelten
Gleichungen , indem die der Grenzfläche parallelen Komponenten
der magnetischen und elektrischen Kraft zu beiden Seiten an
der Grenzfläche selbst einander gleich sein müssen .

Wir beschränken uns auf diese Bemerkungen über die
optischen Eigenschaften absorbierender Körper und verweisen
wegen der weiteren theoretischen Untersuchungen auf die
Arbeiten von P. Drude .1)

’) Vgl . P . Drude , Lehrbuch der Optik . 2. Aufl . S . 340ff .
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