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und Bedeutung erlangt. Hieran schlieBen sich die Unter-
suchungen fiiber die elektromagnetische Strahlung, die durch
Einfithrung der ZElektronentheorie ein weites Gebiet umfassen.
Die Grundlagen der Elektronentheorie sind von H.A. Lorentz
(Enzykl. d. math. Wissensch. V. 1904 S. 2) entwickelt. Eine
hervorragende Darstellung der KElektronentheorie und der
elektromagnetischen Strahlung ist von M. Abraham im zweiten
Bande seiner Theorie der Elektrizitiit (Leipzig u. Berlin, 1908) ge-
geben. Zum Aufbau der Elektronentheorie haben J.J. Thomson,
O. Heaviside, W. Voigt, E. Riecke, A. Sommerfeld,
W.Wien, P. Drude, A. H.Bucherer u.a.m. Beitriige geliefert.

Elfter Abschnitt.

Die optischen Eigenschaften durchsichtiger isotroper
Korper und durchsichtiger Kristalle.

§ 130. Einleitung.

Je mehr Erscheinungen in der Lehre vom Lichte auftreten
und je mehr Beziehungen zwischen dem Lichte und anderen
Naturerscheinungen gefunden werden, um so schwieriger wird
es, eine Theorie des Lichtes zu entwickeln. Nach der Emissions-
theorie des Lichtes, die im allgemeinen Newton zugeschrieben
wird und von ihm mathematisch behandelt ist, wird die Energie
durch Lichtkorperchen iibertragen, die von dem leuchtenden
zu dem beleuchteten Korper wirklich iibergehen. Die Licht-
korperchen vermogen dabei ihre kinetische Knergie als auch
eine gewisse andere Form der Energie, die sie in sich auf-
nehmen konnen, mit sich fort zu fiihren. Im: vorigen Jahr-
hundert reichte die Kmissionstheorie aus, die bekannten Er-
scheinungen zu erkliren. Allein die Emissionstheorie lieB sich
nur sehr schwer weiter entwickeln; dies trat besonders im An-
fange des vorigen Jahrhunderts bei den groBen Kntdeckungen
in der Optik hervor, die wir Young, Fresnel und Malus
verdanken. Im Gegensatze zur Emissionstheorie entwickelte
Fresnel seine erste Form der Undulationstheorie, die urspriing-

Christiansen-Miiller, Physik. 3. Aufl. 31
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lich von Huygens herrithrt; hierbei werden die Lichtwellen
als longitudinale betrachtet. Nach der Undulationstheorie ist
der Raum zwischen dem leuchtenden und dem erleuchteten
Korper mit einem materiellen Medium angefiillt. Durch die
Wirkung der Teilchen dieses Mediums aufeinander wird die
Energie, welche vom leuchtenden Kérper ausgesandt wird, von
Teilchen zu Teilchen durch das Medium fortgeleitet bis zum
erlenchteten Korper. Demnach ist das betrachtete Medium
der Triiger der Energie withrend des Uberganges des Lichtes
von dem einen Korper zum anderen. Die Undulationstheorie
hat manche Vorziige gegenitber der Emissionstheorie. Nament-
lich werden die Interferenzerscheinungen in natiirlicher Weise
durch die Undulationstheorie erklirt, dasselbe gilt auch zum
Teil von den Krscheinungen der Doppelbrechung. Aber die
Erklirung der Polarisation des Lichtes durch diese Undulations-
theorie bot nicht unerhebliche Schwierigkeiten, die nur dadurch
iiberwunden werden konnten, daB man die Richtung der
Lichtschwingungen senkrecht zur Strahlenrichtung annahm.
Da Fresnel zugleich festhielt, daf das Medium, der Ather,
in welchem die Lichtschwingungen fortgepflanzt werden, ein
fliissiger Korper ist, so stieB er auf einen hartnickigen Wider-
stand, indem namentlich Poisson mit Recht geltend machte,
daB transversale Schwingungen nie in einem fliissigen Kérper
fortgepflanzt werden konnen. Obwohl die Undulationstheorie
in ihrer urspriinglichen Form keineswegs einwurfsfrei und in
mancher Beziehung auch unzureichend war, indem unter anderen
die Farbenzerstreuung nicht aus ihr abgeleitet werden konnte,
so war ihre Entwickelung doch der Emissionstheorie gegeniiber
ein gewaltiger Fortschritt.

Da es nicht moglich ist, das Licht als Schwingungen in
einem elastischen Medium zu betrachten, nicht einmal unter
der Annahme, wie spiter gezeigt wird, daB das Medium ein
fester Korper ist, so miissen wir auf einem anderen Wege
nach einer Erklirung der Erscheinungen in der Optik suchen.
Unter den Bestrebungen nach dieser Richtung hat besonders
die von Maxwell entwickelte elektromagnetisclie Lichttheorie be-
sondere Vorziige. Nach der Auffassung von Maxwell ist das
Licht auch cine Wellenbewegung, aber es besteht in periodischen
elektrischen Stromungen oder Verschiebungen in den Isolatoren,



Die optischen Eigenschaften durchsichtiger isotroper Kérper usw. 483

die an die Stelle der Atherschwingungen in der Theorie von
F'resnel treten.

Der Vorteil der elektromagnetischen Lichttheorie, die die
Lichtstrahlen und die Wirmestrahlen als elektromagnetische
Wellen ansieht, besteht darin, daf sie von vornherein longi-
tudinale Wellen ausschliefit und nur transversale Wellen zulift.
Die auf der FElastizititstheorie beruhende mechanische Auf-
fassung des Lichtes als Wellenbewegung eines elastischen Me-
dinms liefert fiir den ["Jbergang der Bewegung an der Grenze
zweier elastischer Korper sechs Grenzbedingungen, zu deren
Befriedigung man auBer den transversalen Wellen auch longi-
tudinale Wellen annehmen muBite. In der verschiedensten
Weise ist in der ilteren Theorie versucht, die sich hier dar-
bietenden Schwierigkeiten zu iiberwinden. In der elektro-
magnetischen Lichttheorie gelten dieselben Grenzbedingungen,
die in jedem elektromagnetischen Felde bestehen, und sie
macht besondere Voraussetzungen fiir die Lichtschwingungen
unndtig. Ausschlaggebend fiir die Annahme der elektromagne-
tischen Theorie des Lichtes ist aber der Umstand, daf diese
Theorie gestattet, die Grifie der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Lichtes im leeren Raume wund bisweilen auch in ponderablen
Kirpern aus reinen elektrischen Messungen heraus im voraus zu
berechnen. :

Nach der elektromagnetischen Lichttheorie ist die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes

. (4]
v = Ve
wenn p =1 gesetzt wird. Im freien Ather ist die Fortpflanzungs-
gesclwindigheit des Lichtes gleich dem Verhiltnis ¢ des elekiro-
statischen zum elektromagnetischen Mafsystem. Die sorgfiltigsten
Messungen der Lichtgeschwindigkeit haben »=2,999.10%cm/sek
ergeben, wihrend andererseits aus elektromagnetischen Ver-
suchen ¢=3-10'° cm/sek gefunden ist.

In einem Isolator mit der Dielektrizititskonstanten & ist
die Lichtgeschwindigkeit

[+

(&) v = ]7‘?'
Bezeichnen wir mit &, den Brechungsindex des Isolators gegen

das Vakuum, so ist
81*
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(b) Ny=Ve= %,

d. h. das Quadrat des Brechungsindex muf gleich der Dielektrizitiits-
konstanten sein. Diese Maxwellsche Relation ist schon auf
8. 437 gefunden; sie kann nicht streng gelten, weil %, in allen
Korpern von der Schwingungsdauer oder von der Farbe ab-
hingt, wihrend & nach der Definition hiervon unabhiingig ist.
Da bei den Gasen der Brechungsindex nur in sehr geringem
MaBe von der Farbe abhiingt, so finden wir bei ihnen die
Gleichung (b) bestiitigt. Dagegen ist bei vielen festen Korpern
(Glas) und bei Flissigkeiten (Alkohol, Wasser) & erheblich
groBer als V,% Um diese Abweichungen der Theorie zu be-
seitigen, mufl man die seither als konstant angesehene Grofe
¢ als abhiingig von der Schwingungsdauer ansehen,

§ 131. Die Formeln von Fresnel

Da die Formeln von Fresnel fiir die nachfolgenden Be-
trachtungen groBe Bedeutung haben, so wollen wir sie zu-
niichst entwickeln. Hier seien nur kurz noch die Hauptsitze
der Optik erwihnt, die fiir alle isotropen und vollkommen
durchsichtige Korper gelten. Die Kenntnis dieser Hauptsitze
ist fir die Ableitung der Formeln von Fresnel notwendig,
aber nicht hinreichend.

I. Das Licht pflanzt sich in einem und demselben Medium
mit einer Geschwindigkeit fort, die auch nach den Interferenz-
versuchen von Lippich und Ebert von der Intensitit der
Lichtquelle unabhiingig ist, aber von der Wellenlinge des
Lichtes abhiingt. In verschiedenen Medien hat die Licht-
geschwindigkeit verschiedene Werte.

II. Triftt ein Lichtstrahl auf eine ebene Fliehe, die zwei
verschiedene Medien voneinander trennt, so tritt eine Brechung
und eine FReflexion ein. Alle drei Strahlen, d. h. der ein-
fallende, der gebrochene und der reflektierte Strahl liegen in
einer und derselben Ebene, die zur brechenden Fliche senk-
recht ist. Ist ¢ der Einfallswinkel, 1 der Brechungswinkel
und ¢’ der Reflexionswinkel, so haben wir

r_ Sing

rp = @J! ‘2\ = Siﬂw
Das Brechungsverhiiltnis N ist fiir homogenes Licht konstant.
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III. Ist 7, die Geschwindigkeit des Lichtes in dem
Medium (1), in welchem die Reflexion eintritt, und 7, die Ge-
schwindigkeit in dem Medium (2), in dem die Brechung statt-

findet, so ist
sing ¥,

N = %, und also Sy =T
Der Brechungsezponent beim Ubergang des Lichtes von einem
Medium 1 zu einem Medium 2 ist also gleich dem Verhiiltnis der
Fortpflanzungsgeschwindigheiten des Lichtes in 1 und 2.

Im Vakuum ist die Lichtgeschwindigkeit unabhiingig von
der Farbe, was in Ubereinstimmung mit der Tatsache steht,
daB beim Beginn und Ende der Verfinsterung der Jupiter-
monde diese dem Beobachter nicht farbig erscheinen. In der
Luft ist der Unterschied der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
von Strahlen verschiedener Farbe wegen der geringen Dis-
persion der Luft praktisch genommen gleich Null.

IV. Das Licht kann als eine Wellenbewegung in einem
Medium betrachtet werden, das wir als Ather bezeichnen. Ob
dabei an die Kéorper selbst oder an eine unbekannte Substanz
gedacht wird oder vielmehr an Veriinderungen im elektrischen
oder magnetischen Zustande des Korpers, ist hier ganz gleich-
giiltig. Wir wollen nur ausdriicken, daB die Lichterregung
durch ein oder mehrere Glieder von der Form

a=Acos(@+5)

ausgedriickt werden kann, wo A4 die dmplitude oder Schwingungs-
weite, T die Schwingungsdauer, ¢ die Phase und ¢ die ver-
inderliche Zeit ist. Die Schwingungsenergie ist dem Quadrate
der Amplitude 4 proportional und bestimmt fiir die sicht-
baren Strahlen die sogenannte Lichtintensitiit.

V. Die Bewegung des Athers ist senkrecht zur Richtung
des Lichtstrahles, d. h. wir haben transversale Schwingungen.
Die Bewegung kann entweder immer in derselben Richtung
erfolgen, dann haben wir einen geradiinig polarisierten Strahl,
oder zwei oder mehrere Bewegungen der eben angegebenen
Art versetzen die Atherteilchen in eine Kurvenbewegung, die
im allgemeinen eine elliptische ist. Lichtstrahlen der letzteren
Art heiBen elliptisch polarisiert. Ist die Bahn des Ather-
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teilchens ein Kreis, so ist das Licht zirkular polarisiert. Uber
das naturliche Licht hatte Fresnel die Vorstellung, daf seine
Schwingungen ebenfalls senkrecht zur Richtung des Strahles
und geradlinig stattfinden, daB sie aber innerhalb einer sehr
kurzen Zeit nach allen Richtungen erfolgen ohne irgend eine
derselben zu bevorzugen.

Der polarisierte Strahl muB in den verschiedenen zu
seiner Richtung senkrechten Richtungen ungleiche Eigen-
schaften besitzen. Nach der Vorstellung von Fresnel ist der
Strahl in einer bestimmten Ebene polarisiert, wenn seine
Schwingungen senkrecht zu dieser Ebene erfolgen.

Im Nachfolgenden wollen wir die von Fresnel abgeleiteten
Formeln fiir die Amplitude und Stirke der reflektierten und
gebrochenen Strahlen wiedergeben. Gegen die Theorie von
Fresnel sind mit Recht viele Einwiinde erhoben. Jedoch
fithrt die Theorie in einfachen Fiillen zu Formeln, die durch
die Beobachtung bestiitigt werden. Die Fresnelschen Formeln
finden jedoch keine Bestatigung, wenn es sich um Reflexion
von Strahlen an Koérpern handelt, deren Absorptionsvermogen
fir die betrachteten Strahlen sehr grofl ist; sie gelten also
nicht fiir die Reflexion der Strahlen an Metallen und an
Substanzen, die eine anomale Dispersion zeigen.

o fff x: ‘/? .
e SR B .

Fig. 131.

Die XEbene O M (Fig. 131) sei die Trennungsfliche zweier
isotroper durchsichtiger Medien. Die Geschwindigkeit des
Lichtes in dem Medium iiber der Trennungsebene sei SO =7,
die Geschwindigkeit des Lichtes in dem Medium unterhalb der
Trennumgsebene sei O ¢ =7,. N sei der Brechungsindex des
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Strahles beim Ubergange vom ersten zum zweiten Medium,
also ist 7, = N¥,. Der Punkt O in der oberen Trennungs-
fliche werde zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems gewihlt, die z- Achse sei senkrecht zur Trennungs-
flache, und die z-Achse liege in der Zinfallsebene, d. h. in der
Ebene, die durch das Einfallslot Z Z/ und den einfallenden
Strahl §0O gelegt ist. Die y-Achse ist also senkrecht zur
Einfallsebene und nach dem Leser hin gerichtet. Ferner sei
80 der einfallende, O R der reflektierte, und O G der ge-
brochene Strahl. Der Einfallswinkel ist mit ¢, der Brechungs-
winkel mit 1 bezeichnet. Die Amplitude der Schwingungen
des einfallenden Strahles sei mit 4,, diejenige der Schwingungen
des gebrochenen und reflektierten Strahles baw. 4, und 4,
bezeichnet. Die Schwingungsebenen dieser Strahlen bilden
mit der Kinfallsebene Winkel, die bzw. mit «,, «,, ¢, be-
zeichnet werden sollen. Die Komponenten der Bewegung nach
den Koordinatenachsen sind fiir den einfallenden Strahl
X, I, Z,, fiir den gebrochenen Strahl X, ¥,, Z, und fiir den
reflektierten Strahl X;, Y,, Z,. Ferner ist es zweckmiBig,
eine Bezeichnung fiir die Bewegungskomponenten einzufiihren,
die in der Einfallsebene liegen und zur Richtung der Strahlen
senkrecht sind. Diese Bewegungskomponenten sollen fiir die
drei Strahlen bzw. mit P, Z,, P, bezeichnet werden. Wir
haben dann in Riicksicht auf Fig. 131 die folgenden Gleichungen:
4y =—Psing, Z,=—Psiny, Z,=—Psing;

X, = Pecosp, X,= Pecosy, X,=—PFPcosgp;
(a) 42=P2 4+ Y2, A42=P24 Y2, A42=P2+ J2;

Y. T, . Y,
tgrzl-—-?, tgu2=?;, tgrz3=lT"

Um P, und P,, sowie ¥, und ¥, durch P, und 1, aus-
driicken zu kinnen, miissen gewisse Annahmen uber das Ver-
halten des Lichtes beim Ubergange von dem einen Medium
zum anderen gemacht werden. In dieser Hinsicht ging Fresnel
von folgenden Voraussetzungen aus:

1. Beim Vorgange der Reflexion und Brechung geht hein
Licht verloren oder die Summe der reflektierten und der ge-
brochenen Lichtintensitiit ist gleich der einfallenden. Hierin ist
nur der Satz von der Erhaltung der Energie ausgesprochen,
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indem die kinetische Energie des einfallenden Strahles gleich
der kinetischen Energie des reflektierten und gebrochenen
Strahles ist. O M S5 (Fig. 131) sei ein Zylinder, dessen Grund-
fliche O M die GrioBe f hat und dessen Seitenlinie SO die

Lichtgeschwindigkeit 7, ist. Bezeichnen wir mit ¢, die Dichte

des schwingenden Mediums, so hat die in dem betrachteten
Zylinder enthaltene Lichtmenge die kinetische Knergie 7,

Ly =%p, V,-cosqp-f42
Nach Verlauf einer Sekunde ist diese kinetische Energie auf

den reflektierten und den gebrochenen Strahl verteilt. Die
kinetische Energie 7, in dem reflektierten Strahle ist

Ly =1%o, Vy-cosgp-fAd?
und die kinetische Energie Z, in dem gebrochenen Strahle ist
LE =10, 72 - cosy - fﬁszﬂ'

wenn g, die Dichte des schwingenden Mediums unterhalb der
ebenen Grenzfliche ist. Nach der oben ausgesprochenen An-
nahme ist

Ly=1L,+ L, oder o,V (d>*— 4% cosep =p,7, d,%cosy.
Beachten wir die Beziehungen
V=NV, und sing = Nsiny,
s0 konnen wir der letzten Gleichung die Form
(b) 0, (4,2 — 4% sin g cos p = 0, A4,%sin 1 cos y

geben, Liegen die Schwingungen des Strahles in der Kinfalls-
ebene, so ist 4, = P, usw., und wir erhalten

() 0, (B* — Py%)sinp cos g = g, F* sinp cos .

Sind aber die Schwingungen des Lichtstrahles zur Einfalls-
ebene senkrecht, so ist 4, = ¥, usw., und also _

(d) 0, (Y2 — Y% singcos g = o, ¥,2siny cos .

2. Fresnel nahm ferner an, daf die der Grenzfliche
parallelen Schwingungskomponenten des Lichtes unmiitelbar unter-
halb und oberhalb der Grenzfliche gleich grofi sind. Liegen
die Lichtschwingungen in der Einfallsebene, so ist also nach
dieser Annahme an der Grenzfliche
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X+ X =14,
oder

@) (P, —P,)cos g = P, cos .

Sind die Schwingungen aber zur Einfallsebene senkrecht, so
erhalten wir an der Grenzfliche’

) F+1,= 1,
Aus (c) und (e) ergibt sich

29, sin ¢ cos ¢
P2=P1' T ! < ’
€ BIn @ €08 Y + @, COS ¢ SIn Y
P P 0, 08 @ sin v — g, sin ¢ cos 1y
8 *1° i i :
@y Sin @ co8 Y + g, €os @ sin

(8)

Ferner erhalten wir aus (d) und (f)

) T 29, sin @ cos ¢

(h) 2 1" g, singcosp + g, sinycosy
P P sin ¢ cos @ — g, 8in 1y cos Y )
3~ "1 0, 8in @ cos @ + g, siny cos Y

3. Da das Verhiltnis zwischen ¢, und g, ginzlich un-
bekannt ist, so muBte Fresnel eine dritte Annahme machen,
und zwar setzte er in wverschiedenen Medien gleiche Elastizitiit,
aber verschiedene Dichte des Athers voraus. Demgegeniiber hat
F. E. Neumann die Annahme gemacht, daf die Dichte des
Athers fur alle Medien dieselbe, dafs aber die Elastizitit fir ver-
schiedene Medien verschieden sei. Weil Fresnel den Ather als
einen luftformigen Kiorper betrachtete, so war seine Annahme
natiirlich, aber sie ist nicht berechtigt, wie wir vorhin schon
bemerkt haben. Fresnel nahm ferner an, daB 7} und 7, in der-
selben Weise wie in der Elastizititslehre ausgedriickt werden
konnten [vgl. § 40 (k)] und setzte demgemiiB

Ist aber nach der Annahme Fresnels &, = &, so erhalten wir

. o _ T _ oy
(1) 21 o v,k =Y ?

wobei N der Brechungsexponent ist.
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Beachten wir, dab
sin (a -+ b)cos (@ — b) = sinacosa + sinbcos b,
sin(a — &)cos(a + b) = sinacosa — sind cos b

ist, so nehmen in Riicksicht auf die dritte Annahme die
Gleichungen (g) und (h) die Form an:

. i 2 cos ¢ siny
P, = B sin(p + w)cos(p — v)
p_p.Boe—-v.
(®) »=F tg (@ + )
V=Y. 2cos @ sin
2= 1 Tsin(g + )
__y.fnle—y
Y‘" o 11 sin (@ + )

b

Diese Formeln fiir die Amplituden des reflektierten und durch-
gehenden Lichtes rithren von Fresnel her. Der Versuch
allein kann iiber den Wert dieser Formeln entscheiden. Die
Beobachtungen von Jamin zeigen, dall diese Formeln von
Fresnel streng wahrscheinlich nur fiir sehr wenige Korper
gelten. Von groflem Einflusse ist dabei der Zustand der Ober-
fliche der Korper.

Die Schwingungsebene des einfallenden Strahles bildet,
wie oben angegeben, mit der Einfallsebene den Winkel ¢,
withrend der entsprechende Winkel fiir den reflektierten Strahl
e, ist. Brewster hat gefunden, daB

o cos(p —y)

By =—tge, cos (¢ + )
ist. Dieselbe Gleichung ergibt sich auch aus den Fresnel-
schen Formeln, indem

¥ cos (p —

cos (p + )
ist. Diese Ubereinstimmung spricht also fir die Richtigkeit
der Fresnelschen Formeln.

Nimmt ¢ den besonderen Wert ¢, an, fiir welchen
Po+w=m[2 ist, so ist P, =0. In diesem Falle, wo
tg @, = N ist, wird die zur Einfallsebene parallele Schwingung
iiberhaupt nicht reflektiert. Fillt also ein polarisierter Licht-
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strahl auf die Grenzfliche unter dem Winkel ¢, den wir als
Polarisationswinkel bezeichnen, so wird nur die zur Kinfalls-
ebene senkrechte Komponente dieser Schwingung reflektiert.
Wenn ¢, + v = /2 ist, so liegt der reflektierte Strahl senk-
recht zum gebrochenen Strahl. Ist dieses der Fall, so wird
das einfallende Licht, das senkrecht zur Einfallsebene polari-
siert ist, dessen Schwingungen also in der Einfallsebene liegen,
iiberhaupt nicht reflektiert (Gesetz von Brewster). Dieses
Gesetz gilt jedoch nur fiir normale Substanzen und nicht fiir
die Reflexion an Metallen oder an Substanzen, die das Licht
stark absorbieren oder anomale Dispersion zeigen.

Fresnel nahm an, daf die Elastizitit des schwingenden
Mediums zu beiden Seiten der brechenden Fliche dieselbe ist.
Diese Annahme ist ziemlich willkiirlich. Demgegeniiber ging
F.E. Neumann von der Annahme aus, daB g, = ¢, ist. Wir
erhalten dann aus (g) und (h)

P = , 2sing cosg Y =Y. 2sinpcosgp

0 2 1 sin(p +1vw) '’ 27 "1 Sin(p + w)cos(p — )
——p.e-—wn Y. Be—-v
h=—bh merw BN gerw

§ 132. Reflexion und Brechung an der Grenze isotroper
durchsichtiger Korper.

Bei der Betrachtung solcher Korper, in denen keine Ab-
sorption stattfindet und in denen die Lichtgeschwindigkeit
nach allen Richtungen gleich groB ist, gehen wir aus von
den Gleichungen § 114 (d) und (e) und setzen fiir Isolatoren
¢6=0 und p=1 Da divHp =0 und divE =0, also das
Vorhandensein freier Ladungen ausgeschlossen wird, so ist,
wenn wir die Komponenten der elektrischen Kraft mit X,
Y, Z, die der magnetischen Kraft mit &, 8, y bezeichnen,

2, _ & 0%« 29 8 0%f 2., _ & 8y,
) Iv“‘oﬁ'az“ Vi=agar VY= agps

(
8 8 Z
e a

1V2X=f 62X vz)‘f_:ﬁaﬂy vaz:

T EET

Hinzutreten also noch die Gleichungen
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a8

6‘x+ + =0

aX 07
6y A

In § 115 haben wir gefunden, daB die Differential-
gleichungen (a) Wellen darstellen, die sich mit der Geschwindig-

keit ¢/)/s fortpflanzen, welche wir mit 7 bezeichnen wollen.
Die Bedingungen an der Grenzfliche zweier Medien er-
geben sich aus § 117.
Eine ebene Lichtwelle bewege sich in einer Richtung, die
mit den Achsen Winkel bildet, deren Kosinus I, m, n sind.
Im Anfangspunkte sei die elektrische Kraft ausgedriickt durch

(b) ] und o

...nt

[ = F-cos

In einem Punkte, dessen Koordma.ten z, y und z sind, ist die
elektrische Kraft

() f=,Ef”-c.os{??ﬂ(z‘—l——-—m +mlj"+"x)},

denn die Phase hat den gleichen Betrag in den Ebenen
lz +my + nz = konst.
Diese Gleichung stellt die Wellenebenen dar. 7, m und =»

sind die Richtungskosinus der Normalen zu den Wellenebenen,

indem
P4+m*+at=1
ist. Hat Z die Komponenten 7, F,, I, so ist

X=F. 003{2”(;} l$+mpy+nx)}’
(d) Y:Fy-cos{"T(t l"f'l‘my-{-nx)}

. 2n lz +my +nx
Zm Beos [t (g = 12t my £ )]
Diese Ausdriicke fiir X, ¥, Z geniigen den Gleichungen (a).
Damit auch die zweite der Gleichungen (b) erfillt ist, mufl
le—i—]"ym-{-l?’:n:()

sein, d. h. die Richtung der elektrischen Kraft ist zur Fort-
pflanzungsrichtung der elektrischen Welle senkrecht. Die Welle
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ist also eine Transversalwelle. Auch die magnetische Kraft ist
zur Fortpflanzungsrichtung senkrecht.

Die zy-Ebene (Fig. 132) sei die Trennungsfliche zweier
Korper 1 und 2, deren Dielektrizititskonstanten & und &, sind.
Im Kborper 1 falle eine ebene
Welle unter dem Einfallswinkel T j;
¢ auf die Grenzfliche, und zwar :
sei die zz-Ebene die Einfalls-
ebene. Dann ist 4 ¥

() I=singp, m=0, 1
n=cosg. ‘

Die elektrische Kraft 7' der ein- 2«:

fallenden Welle sei in zwei Kom-

ponenten #, und F, zerlegt, von - 3 i

denen ¥, parallel und F, senk- MR

recht zur Einfallsebene ist. Die Amplitude 7, ist parallel zur

y-Achse. Wir haben also in Riicksicht auf (e) fiir die y-Kom-

ponente ¥, der elektrischen Kraft der einfallenden Welle

(0 ¥, = F,- cos {22 (¢ — 2P L2 c0s0)),

indem 7, = c¢/}/¢, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Korper 1
ist. Der Index e bezieht sich auf die einfallende Welle.
F ist senkrecht zum Lichtstrahl, da wir es mit transversalen
Wellen zu tun haben. Die Komponenten von F, nach der

z- und nach der z-Achse sind in Riicksicht auf Fig. 132 bzw.
F,cosqp und —F sing.
Also finden wir nach (a) fir die 2- und fir die z-Komponente
der elektrischen Kraft der einfallenden Welle
2n(, wsing +xcos @
X, =F,cosqp- cos{ (t — )},
@ sin @ + x cos ¢’
[¢—==meget)).
Alle EHigenschaften des elektromagnetischen Feldes in einem iso-
tropen Isolator sind durch die Gleichungen
X dy 0f 88Y _da dy &
b c 0t dy a8z’ e 8l dx dx’ e
® 1\ 1 oe sy 0z 148 4z ox 1

(8)

Z =—F smq; cos{2

0z _0f_de

cdt dz 06y’ ecdt odx dx’ cdt dy d=
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gegeben. Diese Gleichungen ergeben sich aus den mit (b) und (c)
auf S. 429 bezeichneten, wenn wir die am Anfange dieses
Paragraphen eingefithrte Bezeichnung anwenden. Aus den
Gleichungen (h) erhalten wir die Komponenten der magneti-
schen Kraft der einfallenden Welle. Wir finden

R
f

e 2n
-—If’s]/elcos:p-cos{rr‘
8 PPN )

1
= ) s si

7,= ZF Ve sin (p-cos{i? (.f— M)}
Liegt die elektrische Kraft in der z2z-Ebene, d. h. ist # =0,
jedoch #, > 0, dann ist nach (i) e, =y, =0, aber f, nicht
gleich Null. Fir die in der Einfallsebene liegende elek-
trische Kraft finden wir eine zugehdrige und zur Einfallsebene
senkrechte magnetische Kraft. Ist aber /), =0 und F, von
Null verschieden, so haben wir nach (f) eine zur Einfallsebene
senkrechte elektrische Kraft, und’ nach (i) eine in der Einfalls-
ebene liegende magnetische Kraft.

Bezeichnet man mit ¢' den Winkel zwischen der Richtung
der z-Achse und der Fortpflanzungsrichtung der reflektierten
Welle, so haben wir fiir die Richtungskosinus der Normalen
der reflektierten Welle

(L‘— ﬂ:smqa+xcosq1)

|
I ’

l=sing’, m=0, n=cosg.

Demnach erhalten wir fiir die Komponenten der elektrischen
Kraft in der reflektierten Welle, ebenso wie in (f) und (g)

- [2 xsinq;’+xcosq>'}
X,= E,cosg- cos.1 =i = ====——=r,
(k) ) B C08{2n(t 2 sin ¢’ -Il;xcosq))}’
- i 2n xsin @'+ x cos ¢’
4, =— R, sing -cos{;—(t-#—ﬁé)},

wo R, und Z, dieselbe Bedeutung fir die reflektierte Welle
haben wie ¥, und 7F, fir die einfallende Welle.

Fir die in den Korper 2 iibergehende gebrochene Welle
haben wir

'l=sin1p, m=0, n=cosy,
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und also, wenn die elektrische Kraft @ der gebrochenen Welle
bzw. die Komponenten G, und G, hat:

27 iny +
Xg= G 0051p cos{ T(t_%"cosw)},
) Y = G,cos { 2"( _ {9_‘3&'_:;;"_'30% w)}

[2n

— z xsiny + % cos
f=- 0, - 2 )

2

Die Komponenten der magnetischen Kraft der reflektierten
Welle ergeben sich aus (k) und (h), némlich

. — , 2n x sin @'+ x cos ¢”
a,=— R Ve cosg -cos{T(t— T)},

. : 2 (, wsing'+axcosg’
m)d B,= R, V¢ cos[—; (t __"_Vl—)}’
S 2n @ sin @’ 4+ cos ¢’
¥, = fit“,[/elslnc,'p-cos{—t (t_ﬁ_"__’Vl )}

Fiir die Komponenten der magnetischen Kraft der gebrochenen
Welle finden wir aus (h) und (1)

e, =— G, Vs, cos u;-cos{%(t_w)},

Ve

_ 27 @ siny + x cosy
(n) By= G,Ve cos{ (t— _V,_)}=
. 2m x sin @ + % cos
V= G‘,Vezsmxp-cos{T(t_—wm__i”)}.

Wir setzen an die Stelle der trigonometrischen Form
(0) cos{ (t— x sin @ -{I;lz,cos (p)}

den Ausdruck
®) M=

wo ¢=)—1 und %= 2x/z bedeutet. Aus dem SchluB-
resultate wird nur der reelle Teil von (p), nimlich (o), ent-
nommen. Beide Ausdriicke (o) und (p) geniigen derselben
Differentialgleichung, und deshalb kann bei unserer Rechnung
der eine an die Stelle des anderen treten. Wir erhalten somit
fiir die Gleichungen (f), (g), (k) und (I) die folgenden
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k’.(t_ﬂgj- zcosq:_)
X, = F,cosqp-e h ’
(q,) ¥ F.ek‘(i_acsiﬁrp;zcosw),
e ) k,(,_ﬁ“’,’,ﬂ"”?“ﬁf).
Z,=—F,sing-e " ’
7 (, L zjtﬂ:ﬁﬂ)
X,= R,cosqg e £ ’
x sin @’ + z cos ¢’
@ (1= R,
: ko (1-ZERE L0
Z,=— R, sing e & ’
k‘(timsiuw+zcosqj)
Xg-_— G?cosw-e Va !
xsin z CoS
@) T it wm
. ke (,_m,si“, ¥t erony
Zg:—-Gp-mnw'g Va

Durch die Gleichungen (q), (q") und (q'”) sind die Komponenten
der elektrischen Krifte in der einfallenden, reflektierten und
gebrochenen Welle dargestellt.

An der Grenzfliche zwischen dem Kiérper 1 und dem
Korper 2, d. h. fiir z = 0, haben wir

X; + X;- = -Xg!
also

z sin ¢ zsin qo')

Fp.cogqg.eh(‘— L& )+RP-COS(p'-eh(t Vi
zsin yp
= G,-cosy . (t_—Vr—)
Diese Gleichung muB an der Grenzfliche (z = 0) fir jeden
Wert von ¢ und fiir alle zusammengehdrigen Werte von z und y
bestehen. Dazu ist erforderlich, daB die Exponenten aller
drei Funktionen einander gleich sind, oder, daB

sing  sing’  siny
() 7R A

ist. Zunichst finden wir sing =sing’, und also ¢’ =@ — ¢,
d. h. der einfallende Strahl und der reflektierte Strahl liegen
symmetrisch zum EBinfallslote (Reflexionsgesetz).
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Ferner haben wir

sing _ V, _
®) siny ~ V, ¥,

wo N der Brechungsindez des Korpers 2 gegen den Korper 1
ist. Wir haben damit das Snelliussche Brechungsgesetz ge-
funden. Der gebrochene Strahl liegt in der Einfallsebene. Der
Sinus des Linfallswinkels verhilt sich zum Sinus des Brechungs-
winkels wie die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in den zugehirigen
Kirpern.

Um R, R, G, und G, aus F, und 7, zu bestimmen,
benutzen wir die an der Grenzfliche geltenden Bedingungen
(vgl. S. 4438). Diese lauten in Riicksicht auf (r), und weil

cos p = — cos ¢,
® (F,— R)cosqg = G, cosy,
‘Flc + Ra = Ga' 4
Da ferner die der Grenzfliche parallelen Komponenten der

magnetischen Kriifte zu beiden Seiten an der Grenzfliche
gleich sein miissen, also fiir z =10

C£C+C!1_= ag und ﬁc—f-ﬁr:ﬁy

sein muB, so haben wir ferner noch zur Berechnung der
Amplituden der elektrischen Krifte die Gleichungen

{(E~R.)V€cossp= G, Ve, cosy,
(F,4+R) Ve, =G, Ve,.

Aus den Gleichungen (t) und (t') erhalten wir

(t)

R F]/elcoscp—]@cosw G'-—QF Ve cos g

) *Ve, cos p + Ve, cos w *Vs, cos @ + Ve, cosw
7 cosqa+V_ cosm_ﬁ P10 cosw+1fsg _
Pleosy /e, P cosy Ve TP T Zleosg Ve

Das Verhiltnis e,/ ist gleich dem Brechungsindex N vom
Korper 2 gegen den Kérper 1, also

Vf—z E :7 sin simg
]/51 ~V, sin 7

Christiansen-Miiller, Physik. 3. Aufl. 32
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Demnach erhalten wir

R =—_pHrle—v G = 25sin 1 cos ¢
() J s sin(p + )’ : s sin(p +w)
B FEF9 G — p __ 2cosgsiny
2 Ptglp+w’ P72 sin (g + ) cos (p — )

Wir gelangen also zu denselben Formeln, die die elastische
Lichttheorie (vgl. S. 490) geliefert hat. Die Gleichungen (u)
sind die von Fresnel aufgestellten, nach denen man die
Intensitit und Phase der reflektierten und gebrochenen Welle
aus den Eigenschaften der einfallenden Welle berechnen kann.

Aus (u) folgt, daB 7, = 0 ist, wenn tg(¢p + ) =oco oder
g +yw=mn/2 und ¢—y=mn/2. Also ist £ =0, wenn der
reflektierte Strahl auf dem gebrochenen senkrecht steht. Da-
gegen kann £ nicht gleich Null werden.

Aus ¢ + ¢ =mn[2 folgt ferner, daB cos¢ = siny ist.
Da aber sing/siny = N ist, so haben wir fir #, =0

(v) tggp = N.

Dieses ist das Brewstersche Gesetz. Fillt also ein Licht-
strahl ein unter dem Winkel ¢, der der Gleichung (v) geniigt,
so hat die elektrische Kraft der reflektierten Welle keine zur
Einfallsebene parallele Komponente. Auch wenn natiirliches
Licht auf die Grenzfliche unter dem Winkel ¢ einfiillt, der
der Gleichung (v) geniigt, so hat in der reflektierten Welle die
elektrische Kraft nur eine zur Einfallsebene senkrechte Kom-
ponente, d. h. das reflektierte Licht ist linear polarisiert. Setzt
man an die Stelle der Schwingungen der elektrischen Kraft
die in der #lteren elastischen Lichttheorie betrachteten Ather-
schwingungen, so sind diese letzteren in der linear polarisierten
Welle senkrecht zur Einfallsebene, die zugleich die Polarisations-
ebene ist. Nach der Theorie von F. E. Neumann miiliten die
Ktherschwingungen den periodischen Anderungen der magne-
tischen Kraft entsprechen.

Trifft der Lichtstrahl senkrecht die Tremnnungsfliche, ist also
@ = 0, so verlieren die Gleichungen (u) ihre Bedeutung, da
auch w = 0 ist. Die Gleichungen (t) und (t') ergeben
N-1
N+1

™) =7,
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indem B
N = Ves
Vel
ist. Ferner finden wir
P =1
() R £ N +1

Ist also /' >1, so ist die zur Einfallsebene senkrechte Kom-
ponente der elektrischen Kraft der reflektierten Welle entgegen-
gesetzt gerichtet der entsprechenden Komponente der ein-
fallenden Welle. Dasselbe gilt jedoch auch fiir die der
Einfallsebene parallelen Komponenten der elektrischen Kraft
der einfallenden und der reflektierten Welle, denn fiir ¢ = 0
sind nach Fig. 132 beide Komponenten entgegengesetzt. Kiir
einen sehr groflen Wert des Brechungsexponenten & und fiir
¢ =0 wiirden die Amplituden der elektrischen Krifte der
einfallenden und reflektierten Welle einander gleich und ent-
gegengesetzt gerichtet, d. h. wir miiten an der reflektierenden
Fliche selbst einen Schwingungsknoten erhalten, wenn durch
Interferenz der einfallenden und reflektierten Welle stehende
Schwingungen auftreten. Was die magnetische Kraft anbetrifft,
so ergibt die Betrachtung der Gleichungen (w) und (w’), daB
die Amplituden der magnetischen Krifte der einfallenden und
reflektierten Welle gleich gerichtet sind. An der reflektieren-
den Fliche miiBten also bei stehenden Wellen und fiir &>1
die magnetischen Kriifte einen Schwingungshauch haben. Diese
Resultate sind besonders wichtig in bezug auf die stehenden
Lichtwellen, die von O. Wiener (1889) zuerst durch Reflexion
von senkrecht einfallenden und von einer homogenen Licht-
quelle herrithrenden Strahlen an einer versilberten Glasplatte
erzeugt wurden.

§ 133. Die totale Reflexion.

Im Kirper 1 treffe das einfallende Licht auf die Trennungs-
fliche zwischen den Korpern 1 und 2. Der Brechungsindex N
der Substanz 2 gegen die Substanz 1 sei kleiner als 1. Dann
ist der dem Einfallswinkel ¢ entsprechende Brechungswinkel 1
nicht mehr reell, wenn

(a) sin = =

N>1

32*
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ist. Fiir alle Einfallswinkel ¢, die dieser Gleichung zugehéren,
findet keine Brechung statt, sondern das ganze einfallende Licht
wird reflektiert.

Fiir diese totale Reflexion gelten auch die Gleichungen (t)
und (t') des vorigen Paragraphen. Wir legen ein Koordinatensystem
zugrunde wie in Fig. 132 8. 493, Die zur Einfallsebene senk-
rechte Komponente der elektrischen Kraft in der reflektierten
Welle ist nach den Gleichungen (q”) und (u) des vorigen
Paragraphen
B Bl BT

" * sin(p +v)

.Nach (a) ist -
Cos 1Y = l/l - S’?\—:;p,

also, weil cos negativ imaginir sein mubf,

Nicosy = ]/m 3
‘Wir erhalten also
sin(p—1y) _ cosg + ¢}/ sin*g — N*
T sinlp+y) cos g — :]/;in’q?h-N".

Wir setzen
cos¢g = Ccos}y und Jsin2¢—N?=Csin}y,

so wird

() tgdx

Ferner ist

Veng— N3
_ iaunmc:?';qJ N . Ct=1— N2

. PN
sin(g+y)
Also ist die zur KEinfallsebene senkrechte Komponente der
elektrischen Kraft der reflektierten Welle durch den reellen

Teil von
« 8in @ — z cos
7. eg[k(t—i‘”h‘ w) +x}
gegeben, also durch
. _ @sing — xcos @ )
Facos{k(t —Vl—-{-x}

Demnach ist die Reflexion vollstindig, da #, als Amplitude
sowohl in dem Ausdrucke fiir die einfallende wie in dem fiir
die reflektierte Welle auftritt. Durch die totale Leflexion erleidet
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aber das reflektierte Licht eine Phasendifferenz y gegeniiber dem
einfallenden Lichte. Diese Phasendifferenz ist aus (c) zu be-
rechnen.

Die der Einfallsebene parallele Komponente der elek-
trischen Kraft der reflektierten Welle ergibt sich aus der
Gleichung (q”) auf S. 496

ke {t_:l:sintp;lzcosqi} )

R_-e

»
und in Riicksicht auf (u) finden wir fir diese Komponente

x sih g — z CO8 @
dglo—y) -y
P tgle +y)

Beachten wir die Gleichung
Nicosy = Jsingp — N2,
so wird
e—v)  Nowg+:Van’yg— N
tg (@ + ¥  Nlcos @ — ¢} sin®p — N®

Wir setzen

(d) N2cosg = Dcostd, Vsin?gp —N?= Dsin}d
und erhalten
tglo—w) _ ,is
tg (@ + )
(e) tgio= Vsin*e gete: ~N—?, D?* = N*cos’qp + sin*gp — Nﬁ’

N2cos ¢

Also wird die zur Einfallsebene parallele Komponente der
elektrischen Kraft der reflektierten Welle durch den reellen

Teil von
x si — z CO0S
e b
und zwar durch
@ sin @ — x cos ¢
Fp-cos {k (t v, ) + 0}
gegeben. Die Reflexion ist also vollstindig. Zur Bestimmung

der Phasendifferenz o zwischen der reflektierten und einfallenden
Welle dient die Gleichung (d). Aus (c) und (e) finden wir

V sin® g — — N2 cos L3
singp

tgy(0—x) =
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Bei streifender Inzidenz ist ¢ = 7 /2, also d — y = 0. Auch
wird d = 7, d. h. die relative Phasendifferenz wird gleich Null
fir sing = N, d. h. fiur den Grenzwinkel der Totalreflexion.
Fiir die Zwischenwerte ist & — 7 von Null verschieden, d. h.
das reflektierte Licht ist elliptisch polarisiert, falls das einfallende
Licht linear polarisiert ist. Wir bezeichnen die relative Phasen-
differenz mit £, sodaB

3t = ]/s1

smch = cos .
Dann wird

1 0 _ 2N*®— sin® ¢(1+N“)

2¢08*§{89  ginte)Entg - N

¢ wird also ein Maximum fiir den Wert ¢, der der Gleichung

st g 2 N?
S P = T¥ °
geniigt. Der Hochstwert der Phasendifferenz ist dann durch
1—N°®
Bibh = oy

gegeben.

Wir betrachten jetzt das bei der Totalreflexion in das
zweile Medium eingedrungene Licht. Die zur Einfallsebene senk-
rechte Komponente der elektrischen Kraft in der gebrochenen
Welle ist nach § 132 (@) und (u)

: ¢o [ oy hscosy
(f) . 2sinyeosg  kofl i
& sin(p + )

Nun ist
2 sin 1 cos @ . 2 cos @ e]’é"’
sin (¢ + ) c

und
zsiny +xcosy  xsing— czVéin_"q;—ﬁZ!f )
Vs N "
Der reelle Teil von (f) wird also

k2 sy —
.FL°2CZ,S¢-6_ 1’,¢m-cos{fc(l‘—msm¢)+fl’}
Diese Gleichung stellt eine Welle dar, die sich in der Richtung
der z-Achse fortpflanzt. Die Amplitude nimmt in der Richtung
des Einfallslotes ab, ferner #dndert sich die Phase in einer
zum Kinfallslote geneigten Richtung. FKine Energiestrémung
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durch die xy-Ebene kann dabei nicht stattfinden. Im iibrigen
ist die Amplitude der gebrochenen Welle nur merklich von
Null verschieden in sehr geringem Abstande von der brechenden
Flache.

Ahnliche Resultate ergeben sich bei der Untersuchung des
gebrochenen Strahles, wenn wir die zur Einfallsebene parallele
Komponente der elektrischen Kraft betrachten.

§ 134, Farben dinner Blittchen. Newtonsche Ringe.

LaBt man auf eine sehr diinne Schicht einer festen, fliissigen
oder gasformigen Substanz weiBes Licht fallen, so zeigt die
Schicht im reflektierten und im durchgehenden Lichte Fiirbung.
In den beiden Fillen sind die Farbungen komplementir. Diese
Interferenzerscheinung beob-
achtet man an Seifenblasen,
an auf dem Wasser ausge-
breiteten diinnen Olschichten
usw. Die im reflektierten
Lichte beobachteten Farben
diinner Schichten ergeben sich
durch Interferenz zwischen
Strahlen, die an der oberen
Seite 4 B der Platte (Fig.133)
und die an der unteren Seite
4, B, der Platte reflektiert
sind oder die nach einer un- Fig. 133.
geraden Anzahl von Reflexio-
nen in der Platte an der oberen Seite 4B wieder austreten.
Im durchgehenden Lichte kommen die Farben zustande durch
Interferenz der Strahlen, die direkt durch die Platte hindurch-
gehen, mit den Strahlen, die vor ihrem Durchgange durch die
Platte eine gerade Anzahl von Reflexionen im Inneren der
Platte erlitten haben. Die Beobachtung zeigt, daB an jeder
Stelle eines diinnen Bliittchens die Farbe mit der GroBe des
Einfallswinkels des Lichtes wechselt. Im {ibrigen ist der
Gangunterschied der reflektierten und durchgehenden Strahlen
von der Dicke und von dem Brechungsverhiiltnis des Bliittchens

abhiingig.
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Ein besonderer Fall der Farben diinner Blittchen sind
die Newtonschen Farbenringe, die man beobachtet, wenn eine
schwach gekriimmte Plankonvexlinse mit der konvexen Fliche
auf eine ebene Glasplatte gelegt wird und von oben her weiBes
Licht auf die Linse fillt. Man beobachtet dann eine Anzahl
farbiger Ringe, deren Farben in bestimmter Ordnung auf-
einander folgen. Beleuchtet man mit homogenem Lichte, so
zeigen sich im reflektierten Lichte zahlreiche helle und dunkle
konzentrische Ringe. Die Mitte der Ringe, wo sich Linse und
Platte berithren, ist im reflektierten Lichte dunkel. Solche
Ringe beobachtet man auch im durchgehenden Lichte, hierhei
ist aber die Mitte der Ringe hell. Die Ringe liegen um so
dichter zusammen, je kleiner die Wellenlinge des einfallenden
Lichtes ist. Bei den Newtonschen Farbenringen ist das diinne
Blattchen durch die zwischen Glasplatte und Linse vorhandene
diinne Luftschicht gegeben, deren Dicke mit der Entfernung
vom Berithrungspunkte der Gliser zunimmt.

Die Theorie der Farben diinner Bliittchen ist zuerst von
Thomas Young (1802) aufgestellt als Anwendung des von
ihm zuerst behandelten Prinzipes der Interferenz.

Wir betrachten eine ebene Lichtwelle, die senkrecht auf
eine planparallele Platte (Fig. 183) mit der Dielektrizitiits-
konstanten ¢, trifft. Die Platte, deren Dicke d sei, befinde sich
in einem Medium, dessen Dielektrizititskonstante ¢ ist. Wir
wollen die Seite der Platte, auf die das Licht einfillt, als
die zy-Ebene des rechtwinkligen Koordinatensystems ansehen,
die andere Seite der Platte ist die zur zy-Ebene parallele
Ebene z = d.

Wir behandeln im Nachfolgenden eine von P. Drude?)
gegebene Darstellung der Erscheinungen der Newtonschen
Farbenringe. Dabei betrachten wir nur die in der y-Achse
liegende Komponente der elektrischen Kraft. Nach der
Gleichung (q") auf S. 496 setzen wir fir ¢ = 0

X=0, Y=Fet-:i0 70,
Wir brauchen nur die nach der y-Achse liegende Komponente
zu betrachten, da sich fir die in der Richtung der z-Achse

) P. Drude, Lehrbuch der Optik. 2. Aufl. . 287.
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liegende Komponente im iibrigen dieselben Resultate ergeben.
Zu den letzten Gleichungen gehort nach (i) S. 494 die magne-
tische Kraft -

(Ze=-—FV818k‘(t""zr"Vl), ﬂe= 0’ yc= 0.

Alle ebenen Wellen, die in der Richtung der negativen z-Achse
reflektiert werden, kionnen stets zu einer einzigen ebenen Welle
zusammengesetzt werden, deren Amplitude mit 2 bezeichnet
werden soll. Fir die elektrische Kraft der reflektierten Welle
im Medium 1 haben wir nach (q”) auf S. 496

Xr= 0, 1’;: ]{ekt(t+z,.-V1)) Zf= 0,
und fir die magnetische Kraft nach S. 495 (m)
ar=I{V€eh(‘+z[“)J ﬁr=07 7,-=0

Auch bei den im Inneren der Platte mehrfach auftretenden
Reflexionen kionnen wir alle ebenen Wellen, die sich in der-
selben Richtung bewegen, stets zu einer einzigen ebenen Welle
zusammensetzen. Dabei haben wir in der Platte Wellen, die
sich in der Richtung der -+ z-Achse fortpflanzen und deren
Amplitude mit @&, bezeichnet werden soll. Die elektrische
Kraft fiir diese ist nach (q") auf S. 496 dargestellt durch

X, =0, Y,=@Get-=%, Z=0.

Fiir die elektrische Kraft der Wellen, die sich im Inneren
der Platte in der Richtung der negativen z-Achse fortpflanzen,
haben wir

X,=0, X,=@G,ekt+:/P,  Z =10,

Die zugehorigen magnetischen Krifte sind bzw.
=— G Vyett=:", =0, z=0;
w2=_1_6121/5_23ki(t+=/n), By=0, 7,=0.

Die elektrische Kraft und die magnetische Kraft des durch
die Platte hindurchgegangenen Lichtes, das vorher mehrfach
in der Platte reflektiert sein kann, liBt sich darstellen durch

X,=0, ¥,=@Ge =%, Z,=0;
#y=— GYgek¢==m, 8,=0, y,=0.
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Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen an beiden Seiten
der Platte, d. h. fir z=0 und fir z=d auf (vgl. § 117).
Fiir z = 0 haben wir

(a') Y;+ 171-= 'Y].-I- 1’2 und “e+ o= al+ &
und filr z = 4 ferner
(b) Y +Y,=%Y, wnd e+ e =¢,.

Aus den Gleichungen (a) erhalten wir

F+R=06G+6,,
(©)
(F— R)Ve = (G,— G,) Vs, .
Aus (b) finden wir
G1 e—Fed/Ve Gz etkid/Va = @ g=hed/Vy,
G, 'V%e—kad,’?g -G V% eked/Ve — GV;; e—ked/V,

Setzen wir

kd—u und = =
A A

so lassen sich die letzten Gleichungen darstellen durch
(@ { et G ers= Gom,
G Ve, e= v — @, Ve, et = G Ve, e
Aus (d) erhiilt man
© &, 6= (s — Vo) = 6, e (s + 1)

Ferner ergibt sich aus (c)

1

B

F (G, + &) 'l/el

T R (G — @) V*‘-‘g
F

also

R _ 6,0/a-Va)+ 6Wa+Va) |

Fooa(Va+Vea)+ 6(Va—Va)

Fithren wir hier den Wert von @, /@, aus (e) ein, so wird

R _ (e —e™*") (& — &)
F —_— ’

e (Ve +Ve)'— e (Vo — V&)
¢ 8in u (8, — &)
2V 585 c08 % + ¢ (g + &) sin u

oder

| &
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Das Verhiiltnis der Intensititen des reflektierten und des ein-
fallenden Lichtes, d.h. &2:F#? ergibt sich, wenn man den
Ausdruck auf der rechten Seite der letzten Gleichung mit
seinem komplex konjugierten multipliziert. An die Stelle einer
Beziehung zwischen komplexen Grofen kann man stets eine
andere setzen, die dadurch sich ergibt, daB man an die Stelle
von +: die GroBe —: setzt. Durch den Ubergang zu den
konjugiert komplexen Grioflen bleibt die Gleichung richtig
bestehen, weil die reellen und die imaginiren Teile auf den
beiden Seiten der Gleichung fiir sich genommen einander
gleich sein miissen. Wir erhalten daher
() o RS A
I sin® u (& — &) + 46 &
Fiithren wir den Brechungsindex N der Platte (2) gegen das
umgebende Medium (1) ein, so ist N2 = g,:¢,, und wir erhalten
sin® % (1 — N%)? )
(1—N%sin®u + 4N®
Die Intensitit R? des reflektierten Lichtes wird Null fiir
v=0, a, 27 usw,, d. h. fir
kd 2nd 2nd
Vi, L
Also verschwindet die Intensitiit des reflektierten Lichtes an
den Stellen, wo die Plattendicke

B = F2.

=0, 7, 27 usw,

A
d=20, d=?’, d = A, usw.

Aus den Gleichungen (¢) und (d) erhalten wir fir das Ver-
hiiltnis der Intensitiiten des durchgehenden Lichtes und des
einfallenden Lichtes

G* 4 8 &,
(g) F*~ sintu (8, — 52);+ 4 g eg'
Die Gleichungen (f) und (g) zeigen, daB die Summe der Intensi-
titen des reflektierten und des durchgegangenen Lichtes gleich
der Intensitit des einfallenden Lichtes ist.

§ 135, Die Doppelbrechung.

In einem Kristalle hingt die Dielektrizititskonstante von
der Richtung der elektrischen Kraft ab. Tm allgemeinen stimmt
in einem Kristalle die Richtung der Stromlinien nicht iiberein
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mit der Richtung der elektrischen Kraft. Man kann jedoch
in einem Kristalle drei Achsen angeben, die wir als Koordinaten-
achsen wiithlen wollen und die solche Richtung haben, da in
ihnen die elektrische Strémung mit der Richtung der elektri-
schen Kraft zusammenfillt. Diese Achsen werden als elektrische
Symmetrieachsen bezeichnet, indem das elektrische Verhalten
des Kristalles eine Symmetrie in bezug auf jene drei zueinander
senkrechten Richtungen aufweist, bzw. in bezug auf die Ebenen,
die man- durch die drei Achsen legen kann. Bezeichnen wir
mit ¢, &,, &, die Hauptdielektrizititskonstanten, so lauten jetzt
die Gleichungen (b) auf S. 429

(a) ad0X 0y 068 &0Y de_ 0y &0Z_0f 0O«
c 8t dy 0z e di dx 0z’ cat_ax dy’

3
98 _9Zz 8X 18y 80X 9Y.
o1

T dax 8z’ ecd8ft B8y 0z

Ferner ergeben die Gleichungen (d) auf S. 429, wenn wir auch
hier die magnetische Permeabilitiit u = 1 setzen,

92\ _ & X

vl — 61:(6;1:+6J+ )_62—6_!"’

sy _ 6 _ 5 @'Y

© v aJ(ax+ay+ax)—zé'WJ

z _ 9 &g 0*Z
Z 6(6x+6y+8x)_c*6t"'
Bezeichnen wir die Amplitude des Vektors der Licht-
“erregung mit 4, und seine Komponenten nach den Koordinaten-
achsen mit «_, a,, a, so kénnen wir diese Komponenten von A
bei ebenen Wellen darstellen durch

J rzx=_42cos2_“{t_.’; +m§f+m},
T V
_ 2n lz +my +nzx
d) a, =AM cos — {t — k—Vﬁ—_} .
a, = Aﬂlcosz—{t_l_x_""_’ﬁy"'”"}
z T V y
wobei

LLME4N2=1 und 24+ m24+n2=1
ist I, m, n sind die Richtungskosinus der Wellennormale, und

2, M, N sind die Richtungskosinus von 4 gegen die Koordinaten-
achsen.
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Die Lichtstrahlen betrachten wir als die Stromungslinien der
Energie. Die Richtung des Lichtstrahles ist also zugleich durch
die Komponenten des Strahlvektors @ gegeben und steht senk-
recht sowohl zur elektrischen Kraft, wie zur magnetischen
Kraft des Feldes.

Aus den Gleichungen (b) ergibt sich

éat(6x+aﬂ+ )’—0'

Dann muB auch
d
© 3ty g

sein, weil hier nur perlodlsche Anderungen der magnetischen
Kraft auftreten und unter diesen Verhiltnissen die nach ¢ ge-
nomimenen Diﬁ'erentialquotienten von Ge [0z usw. diesen Griofen
selbst proportional sind, von einer Phasendifferenz x| 2 abgesehen.

Setzen wir also der Theorie von F. E. Neumann u. a.
entsprechend den Lichtvektor an die Stelle der magnetischen
Kraft, d. h. nehmen wir a,, a , a, bzw, proportional ¢, 3, y an,
so sind nach der Gleichung (e) Lichtvektor und magnetische
Kraft senkrecht zur Wellennormale, und wir erhalten bei
dieser Annahme transversale Wellen. Da die Polarisations-
ebene die durch die Richtungen der magnetischen Kraft und
der Wellennormale gelegte Ebene sein soll, so liegt der Licht-
vektor in der Polarisationsebene.

8 dY 8 0Z

Gt ¢ ot

g 0X .
e at’ ¢
sind proportional den Komponenten der elektrischen Strémung.
Die Gleichungen (a) ergeben, daB auch

d axX 6y 0z

(f) ;3;(51 Bt]+6y(36t)+ax(36‘t) a
ist. Setzen wir also den Lichtvektor 4 an die Stelle der
elektrischen Strémung, so ergibt die Gleichung (f), daB wir
auch in diesem Falle eine transversale Welle haben. Im be-
trachteten Falle liegt der Lichtvektor senkrecht zur Polarisations-
ebene, und wir gelangen zur Theorie von Fresnel.

Die dritte Annahme schlieBlich, bei der wir die Richtung
des Lichtvektors mit der Richtung der elektrischen Kraft zu-
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sammenfallen lassen, also @, a, und a, bzw. proportional
X, ¥ und Z setzen, ergibt keine transversalen Wellen. Denn
nach (f) ist wegen der verschiedenen Werte der Dielektrizitits-
konstanten =

Q.s

Y
a—+6—+

IS

=0,

Q
L

und also wiire auch
(g) QU+ PMm+Nn=0

Da die Wellennormale senkrecht ist zur magnetischen
Kraft und zur Richtung der elektrischen Strémung, die Richtung
des Lichtstrahles oder der Energiestromung aber zur Richtung
der elektrischen und magnetischen Kraft senkrecht ist, so fallt
der Lichtstrahl im allgemeinen mclzt mit der Wellennormale ebener
Wellen zusammen. -

Wir wollen voraussetzen, daf der Lichtvektor identisch ist
mit dem Vektor der elektrischen Stromung, und wir setzen daher
im Anschluf an (d) fir ebene Wellen

p { )
am=51X= Aﬂcggz_:‘{g_ ‘xﬂw},

14

(h) a =50Y=Amzcos.2_”{z_.‘_“"i’_"..9+””"},
Y 2 T Vv

=g Z = AN cos &= {t— Lhui Bl n”} .
T V

Die Gleichung (f) ist erfiillt, wenn
(i) Q4+ Mm+ Nn=0,
d. h. wenn die Wellen transversale sind.

Fihrt man die fir X, ¥ und Z aus (h) sich ergebenden
Werte in die Gleichungen (c) ein, so folgt

J I(Ql+932m+M) £ 8

2
v &y

&,
21 M m Nn m N
Ivz1s—1+ LR LF T -

Ll Mm
e+

&y &3

¢ bedeutet hier die universelle Konstante 3-101°, Da wir den
Buchstaben ¢ hier in anderer Bedeutung verwenden miissen,
so wollen wir in den Gleichungen (i) und den nachfolgenden ¢
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ersetzen durch €. Wir finden dann durch Multiplikation der
Gleichungen (i) mit €2 V2

&) A _gr—ier (B4

&

M m N n
&g + &g )’

und die zugehdrigen, die sich durch zyklische Vertauschung
der Buchstaben ergeben. Wir setzen nun

(k’) E = aE, 5 = bz: g = cZJ

& €y &g

und erhalten dann aus (k)
La? — Q72 =1(a®QI+0*Mm + *Nn).

Bezeichnen wir den in der Klammer auf der rechten Seite
stehenden Ausdruck mit 22 so finden wir die Gleichungen

) Q@=r/y)=1D% MG —7VY)=mD?, N(*—7V?=nD?
oder

m) Q—=p2_"' M D2 m_pr. "

a7’ R -7
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit i, m
und 7, so ergibt sich durch Addition in Riicksicht auf (h")

2

/il m*, n?
2_ T2 + E— Yt + P 7] =0.

(n)

Diese Gleichung stellt das Fresnelsche Gesetz fiir die Licht-
geschwindigkeiten dar. Die Gleichung (n) ist in bezug auf ¥V
vom vierten Girade, und sie stellt ¥ als Funktion von /, m und =
dar. Da je zwei Wurzeln dem absoluten Betrage nach ein-
ander gleich sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen haben, so
hat die ebene Welle in der Richtung ihrer Normalen zwei ver-
schiedene Fortpflanzungsgeschwindigheiten V, und V,.

Die Gleichung (n) kénnen wir in die Form

PO (B30 ¢+ mAet + o)+ Pt + B9} P
(0) { L 128%¢? 4 m2cta® + n?a?d? =0

a

bringen. Ist =0, d. h. ist die ebene Welle der z-Achse
parallel, so haben wir

V4 — (a® + m?c? + n20%) V2 + a®(m?c® + n?b%) = 0.



512 Elfter Abschnitt.

Die Wurzeln dieser Gleichung lauten

Fi=a uwnd 7, = ]/7117202 + n2b 2, '
Um darzustellen, in welcher Weise die Fortpflanzungsgeschwindig-
keiten der Welle mit der Richtung der Wellennormale sich

#ndern, kionnen wir von einem Punkte O (Fig. 184) in der
y z-Ebene Radienvektoren ziehen, die

A der Grofe und Richtung nach die
a Fortpflanzungsgeschwindigkeiten dar-
b stellen. Die Endpunkte dieser Radien-

vektoren liegen dann auf zwei Kurven;

die eine entspricht /] =a und ist

ein Kreis, dié andere entspricht

V, = Y m?c® + n®b® und ist ein Oval.

0 z a y Ist @ > & > ¢, so hat die Kurve, die

Fig. 134. 7, entspricht, ihre kleine halbe Achse

¢ in der y-Achse und ihre grofie halbe

Achse 4 in der z-Achse. Das Verhalten der ebenen Wellen,

die bzw. mit der y- und mit der z-Achse parallel sind, ist in
Fig. 135 und Fig. 136 dargestellt.

" .
[«
b
Ia c
o b a x a c b x
Fig. 135. Fig. 136.

Ist /=1 und m=n=0, so wird 7, =54 und 7, =e¢,
d. h. liegt die Wellennormale in einer der elektrischen Sym-
metrieachsen, z. B. in der z-Achse, so sind & und ¢ die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten (vgl. Fig. 185 u. Fig.136). a, 4 und ¢
werden als die Hauptlichtgeschwindigkeiten bezeichnet. '

Besonders eigentiimlich ist das Verhalten der Licht-
geschwindigkeiten in der zz-Ebene. Wir finden nimlich fiir
m = 0 aus der Gleichung (o)
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V=06 und 7, =7V + nla?

wobei [24-n%2=1 ist. Die Wellennormale, fiir welche die beiden
Geschwindigkeiten 7, und 7, gleich sind, ergibt sich aus

=+ Z::i: und 7 =4 z:—:--g.

Die zugehorige Wellennormale ist in ‘2

Fig. 137 durch die Gerade OP ge- @
geben. £

Trigt man von einem Punkte O

auf allen Richtungen der Wellen- P
normalen die beiden zusammen- \
gehorigen Geschwindigkeiten ab, so pra €

ergibt sich nach den Fig. 134—136 “F
eine zweischalige Fliche, die als

Normalenfliche (Fig. 137) bezeichnet
wird. In der zz-Ebene schneiden Fig. 137.
sich die beiden Schalen der Normalen-

fliche in vier Punkten, von denen einer in Fig. 137 dar-
gestellt ist.

§ 136. Die Lichtgeschwindigkeiten.

Sind 7, und 7, die beiden Fortpflanzungsgeschwindig-
keiten derselben ebenen Welle, so haben wir nach der
Gleichung (o) auf S. 511

" { V2 V2 = 12(6% + ) + m?(c® + a?) + n®(a® +5?),
V2V, = 1202 c® + m?c?a® + n?ad?,
und
(72— V22 = [I2(b® + ¢?) + m2(c? + a?) + n?(a® + b3)J?
— 4(1%b%c® 4+ m? e? a® + n® a? b?).
Wird das letzte Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung
mit [% 4+ m? 4+ »n? = 1 multipliziert, so ergibt sich
(7,2 = 7,22 = 14 (3% — c%? + m*(a® — 2 + n*(a® — b3
+ 2mPnt(a? — b%)(a® — ) + 21202 (B% — %) (0% — a?
+ 212m2(a® — ¢?) (8% — ).
Christiansen-Miller, Physik, 3. Aufl 83
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Ist @ >b>e¢, so wird also
(A A 14(5% — o3 + m4(a® — c?? + nt(a® — BY)?
+ 2m?n?(a® — 5% (a® — %) — 21222 (b2 — c?)(a® — b?)
+ 212m? (a* — ¢?) (6% — ¢?),
oder
(72— 7,2? = [P(* — ¢ + m?(a® — ) 4 n?(a® — B7)]?
— 41202 (a® — DY (b® — €F),
(b) (Vlz - ]7;2)2 = {mS(az = c"’)_—{- (l]/t?——cz 4 n]/m)’}
{m2(a? — ¢?) + (1)2* — 2 —n ]/a_f:?’)’} .
Demnach kionnen die beiden Geschwindigkeiten 7, und 7, fiir

bestimmte Richtungen der Wellennormalen gleich grof werden.
Dieser Fall tritt ein, wenn m = 0 und

Y82 — 2+ n}a— 82 =0,

oder

12— c* —n}a?— 02 =0

ist. Diese Bedingungen sind erfiillt durch
a® - b?
[

Demnach ergeben sich vier Richtungen, die séimtlich der
z z-Ebene parallel und zur mittleren elektrischen Symmetrie-
achse senkrecht sind. Bezeichnen wir mit 7, my, =, die
Kosinus der Winkel, welche diese
Richtungen mit den Koordinaten-
B, A, achsen bilden, so ist

L=

m=0 und - =
n

a* — b
at—¢c

% (c) m0=0) lo=i

D b a TR
B, . e ey

Die durch diese Gleichungen

bestimmten beiden Richtungen

Fig. 138. der Wellennormale, fiir die die

beiden Lichtgeschwindigkeiten zu- -

sammenfallen, nennt man die optischen Achsen des Kristalles,

Zwei optische Achsen sind vorhanden, indem jede von ihnen

zwei entgegengesetzten Richtungen zugehort. Die elektrischen

Symmetrieachsen z und z (Fig.138), die die Winkel zwischen
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den optischen Achsen 4, B, und 4, B, halbieren, nennt man
optische Mittellinien.

Wir wollen nun die Fortpflanzungsgeschwindigheit in einer
beliebigen Richtung durch die Winkel Z, und Z, ausdriicken,
welche diese Richtung mit den optischen Achsen 04, und 04,
bildet. 7, m, n sind die Kosinus der Winkel, welche die Fort-
pflanzungsrichtung der ebenen Welle mit den Achsen bildet.

-02

04, hat die Richtungskosinus -+ a——gg, 0, +

04, hat die Richtungskosinus — l/“;;"’: , 0, I/ = e:_
at—o¢ =

Also erhalten wir

cos B, = ll/a—b :—z:,
(d)
cosE3=—-l :gubs+ l/bz_cg

Daraus ergibt sich

2n = (cos B, + cosE)l/ a:_-::,

a?_cB

21 = (cos B, — cos £,) l/a—,—:?-
Wird m mit Hilfe der Beziehung [24 m24n? =1 aus der
Gleichung (a) eliminiert, so erhalten wir
V24 7,2 = a4 ¢® + {n? (52 — ¢?) — I2(a?— B2},
und demnach in Riicksicht auf die Gleichung (d)
(e) V.24 7,2 = a’ + ¢ + (a® — c®) cos E, cos L, .
Aus den Gleichungen (d) finden wir ferner
(a® — ?)sin? B, = a® — ¢? — %(a® — b%) — 22 (% — ¢?)
Sl YB=PYIT— 2,
(@® — c¥sin® E, = a? — c? — {%(a?— b%) — n?(§2 — ¢?)
+2in)a® — 62132 — 2
Wegen der Gleichung /%4 m?+ »? =1 konnen wir die
Gleichung (b) in der Form
(Fi2— V2P = {a® — ¢ — I*(a® — b%) — n2(b? — c¥)}?
— 41202 (a®— 0% (b —cz)

(¢)

33*
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schreiben. Dadurch erhalten wir wegen (e")

() 72— 7,2 = (a® — ¢¥)sin £, sin .
Aus den Gleichungen (e) und (f) folgt
272 = a®+ ¢* + (a®— c?)cos (B, — L),
® { 27,2 = a’ 4 ¢ 4 (a® — e cos (B, + E,).

Hat also die Wellennormale die Richtung der z-Achse, so ist
E, = E,, und wir erhalten aus (g) /,=a und 7,=15, weil
cos £, = n, = cos £, ist. Hat die Wellennormale die Richtung
der z-Achse, so ist B + B, = x, und wir erhalten nach (g)
Vo=cund 7, =5, indem cos B, = [, ist. Fillt die Wellen-
normale mit einer der optischen Achsen, z. B. 04, zusammen,
so ist £, = 0 und ferner cos} &, =n,, also wird 7, = 4 und
V,=b. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der ebenen Welle
ist dann gleich der mittleren der drei Hauptlichtgeschwindig-
keiten.

§ 137. Die Strahlenfliche.

Vom Anfangspunkte des Koordinatensystems gehe eine
ebene Welle 1 aus, deren Normale mit den Achsen Winkel
bildet, welche die Kosinus /, m, n haben. Nach Verlauf der Zeit-
einheit hat die ebene Welle in der Lage 2 vom Koordinaten-
anfangspunkte den Abstand 7. Die in einem Punkte vor-
handene Lichterregung hat sich nach Verlauf der Zeiteinheit
auf eine Fliche ausgebreitet, die wir als Strahlenfliiche, bis-
weilen auch als /ellenfliche, bezeichnen. Sieht man jeden
Punkt einer Wellenebene (Fig. 139) als Ausgangspunkt einer
Lichterregung an und konstruiert man die zu ihm gehorige
Wellenfliche, so ergibt die Enveloppe dieser Wellenflichen
eine Ebene, d.i. die Lage der Wellenebene nach der Zeit-
einheit. Die Richtung des Lichtstrahles fillt dabei mit der
Wellennormalen nicht zusammen. Wihrend 7 die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Wellennormale ist, wollen wir mit 8 die
Strahlengeschwindigkeit bezeichnen. B moge mit den Koordinaten-
achsen Winkel bilden, deren Kosinus f; ¢, und 2 sind. Dann
ist der Kosinus des Winkels zwischen der Strahlenrichtung und
der Wellennormale

(a) Tg-:'t’f'+ mg + nh.
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Die Strahlengeschwindigkeit 8 ist groBer als die Normalen-
geschwindigkeit 7. 7 ist nach der Gleichung (n) auf S.511
gegeben durch

2 n‘!

72

(b) ;::72 i3 b‘_-—'?f_f,’_! g U
wobei
(c) Pami4+nt=1

ist. Wenn /, m und n sich 4ndern und zugleich auch 7, so
hiillen die Ebenen 2 (Fig. 139) eine Fliche ein, die wir als
Straklenfliche bezeichnen. Denken wir uns demnach durch
einen Punkt alle moglichen Wellenebenen gelegt, und be-

P e e &

N

Fig. 139.

trachten wir ihre Lagen nach der Zeiteinheit, so ist die
Strahlenfliche die Enveloppe der simtlichen Wellenebenen, die
wir erhalten haben. Nach der in Fig. 139 angedeuteten Kon-
struktion muB die zum Strahle 08 gehirige Wellenebene die
Tangentialebene sein, die wir im Punkte § an die Strahlen-
fliche legen konnen. Wir wollen jetzt die Gleichung dieser
Strahlenfliiche aufstellen. § (Fig. 139) ist ein Punkt der Strahlen-
fliiche, und seine Koordinaten seien z, y, z, indem

i L
s=1 w=9 g=*"

ist. Wir schreiben dann statt (a)
V=lz+my+nz.
Aus dieser Gleichung und aus (b) und (¢) erhalten wir

(d) dV=z-dl+m-dy +n-dz,
(e) l-dl+m-+dm+n-dn=20,
: l-dl od od
® Fptrmtaopt I7-d7=0,

wo
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t! m! ,n!

(g] I'= @ — Ve Ea &=V + (@ =V

ist. Eliminiert man 47 mittels der Gleichung (d) aus (f), so
ergibt sich

(772 + ta| di 4 [T7y + ) dm

+ |17z + 5 | dn = 0.

Zur linken Seite dieser Gleichung addieren wir die mit einem
Faktor 4 multiplizierte Gleichung (e). Da dl, dm und dn als
willkiirliche Groflen angesehen werden kénnen, so haben wir

" st TV 4+ A1=0, =" TTy+4m=0,
G—,-_ET,-;+FVZ+1?1=0-

Werden diese Gleichungen der Reihe nach bzw. mit /, m und =
multipliziert und dann addiert, so erhalten wir in Riicksicht
auf (a) und (b)

4d=—TI72
Demnach ist
1
g l#=m= TV(Fl—a), mem=IV(m—y),
1
= =7 (Fn—2),

Erheben wir die rechten und die linken Seiten dieser Gleichungen
zum Quadrat, so ergibt sich durch Addition und in Riicksicht
auf (g)

1l=TrrV2{F:—2F(z+ my + nz) + B,
indem B? = z? + y% 4 2% ist. Da aber lz +my +nz = 7 ist,
so finden wir
(k) 1=TP2(82— 7Y,
Nun kann aus dieser Gleichung I” nach den Beziehungen (i)
eliminiert werden, und dann erhalten wir
% x 1V y _ mV x  _ nV
( ) BV_g?  Viog?! W02 TIp2? Wr—_ge: Pr_e?? ‘
oder

1 8 iV 98  mV hB nV
( ) R g2 = g2’ B_pr . Vi-b2' [i— o =g
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Diese Gleichungen stellen Beziehungen dar zwischen der Fort-
pllanzungsgeschwindigkeit & des Lichtstrahles und der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit B der Wellennormale, sowie zwischen
der Richtung des Lichtstrahles und der Richtung der Wellen-
normale.

Wir gelangen auch zu den Gleichungen (I), wenn wir die
Lichtstrahlen als die Stromungslinien der Energie des elekiro-
magnetischen Feldes ansehen. Wir haben dann in Riicksicht
auf S. 426 und die hier benutzte Schreibweise

[9:h=pY—82):(«Z—yX):(BX— al).

Nun ist nach (h) auf S. 510

X: Y:Z=£:E:E,

& & &
oder nach den Gleichungen (k') auf S. 511
X:Y:Z7=28a?:Mb2: N2
Ferner ergeben die Gleichungen (b) auf S. 508 zusammen mit
den Gleichungen (h) auf S. 510
e:f:y=Mme2 —Mnb?):(Qna®?— Nic?H: (M1 — 8ma?).

Dann folgt

wo die beiden iibrigen Glieder auf der rechten Seite sich leicht
durch zyklische Vertauschung der Buchstaben ergeben. D2 hat
die auf 8.511 angegebene Bedeutung. Die Gleichungen (])
auf S. 511 ergeben ferner
(m) LQa?=Q72+1D?, Mb2=MV?+ mD?,
Ne2=NV2+4 a2 ‘

Werden die rechten und linken Seiten dieser Gleichungen
quadriert, so folgt durch Addition

Lat + M2b4 + N2e* = V4 + D4,
indem 8m + Mm + Nn = 0 ist. Also finden wir

Durch Benutzung der Gleichungen (m) ergibt sich dann

frgih= {;;‘_”g,'_,-l(rw 1) Vi
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und schlieBlich

f:g:h:l{—v%i+72}: {V’ 2-}-172} { ,D_*cg—i-Vz}.

Wir fithren einen Proportionalitﬁtsfaktor @ ein und setzen
f= ZG{ — + Vﬂ} g=m G'{W_D—"F + 1"2} usw.

Da f? 4+ ¢*+ k*=1 ist, so erhalten wir in Riicksicht auf
(n) 8. 511

B m? nt 3
(T’W—ﬂg)'2 + (Vﬂ_bﬁ)ﬂ + (72‘__0(2)2} + V4 = ﬁ‘

]
Da aber nach (m)

_Dé= Q?(V?_ a'z)z _

[E

ist, so finden wir
() T 7 =L
Nun ist nach (a)

o=t Pl a7,

Mit Riicksicht auf das Fresnelsche Gesetz der Lichtgeschwindig-
keiten (vgl. S. 511) erhalten wir
(0) GTZ-:I” oder =BV,

Demnach wird

Dl
f= B V{m + p‘z} usw.
Da nach (n)

= B2FL _ p4
ist, so finden wir
_1V g -a
f_ )5 V"—-a,‘
und analoge Gleichungen fiir ¢ und A Wir sind damit zu
den Gleichungen (l) zuriickgekommen.
Schreiben wir die Gleichungen (I) auf S. 518 in der Form
. x(V2—a?

B = [V usw.



Die optischen Eigenschaften durchsichtiger isotroper Kirper usw. 521

und multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit
z, y und z, so ergibt sich, weil Iz +my + nz = V ist,

(V2= a?) Y (V2= b 22(V2— ¢y
BT _ 2 + BE — b2 + P

= P,

Fiir diese Gleichung wollen wir abgekiirzt schreiben

2 (V*—a?) 2
(p) z —Sp=g =

Bei Benutzung dieser abgekiirzten Schreibweise ergibt sich

22 (V2 —a?) '?:c‘(V" B2 + V21— a?)
W B2 — g?

E
. E”g =+ (VZ_ %2)2 BT — Pl
Da aber in Riicksicht auf unsere Bezeichnung
zzz=xz+y3+zz=‘82
ist, so folgt aus (p)
2 z* ) _
(72— )(1_ EW) =0.

Die Gleichung der Stmhlenﬂéiche lautet also

E2 3
(q) 202 — ag_}_be b-s—l_Bi_z:]’
oder
i 2 %E EB? h2 %2
(q) Qgi_aa"'%gz b*+ N Jg=i'
Weil aber in unserer Bezeichnung
o) &t
_ B 1

ist und daher mit Bezug auf (q).
z? z? al? o
Dlese—w)=Deea=0
so konnen wir der Gleichung der Strahlenfliche auch die Form

a® z* b y? c?x?
(r) 2;2 4+ }80 bu"’" ‘82 ‘3 =0

geben.
Da f2+4 ¢+ h* =1 ist, so ergibt sich aus (q')
2 2 !b! h! 2
23{ aa2+ -‘Bg °3+§Bn_cce=0!
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wofiir man auch schreiben kann

al_! B, P TW & B

Diese Form der Gleichung der Strahlenfliche geht aus der
Gleichung der Normalenfliche (n) auf S. 511 hervor, wenn wir
an Stelle von &2 2% ¢® die reziproken Betrige und ebenso den
reziproken Wert des Geschwindigkeitsquadrates einfiithren.

Durch die Gleichung (q') wird die Strahlengeschwindig-
keit ¥ als Funktion der Strahlenrichtung gegeben. Triigt man
nach jeder durch die Richtungskosinus f, ¢ und % bestimmten
Richtung die aus der Gleichung (q’) sich ergebenden Werte B
als Radienvektoren auf, so ergibt sich auch hier eine zwei-
schalige Fliche, die als Straklenfliche bezeichnet wird. Die
Gleichung der Strahlenfliche ist vom vierten Grade.

Aus (r) erhalten wir

B (@22 + 62 g% + c2 h2) — {(bz + e a®f? + (a® + c?) b2 g?
i + (a® + b%)c? hg} B2+ a’d?ct = 0.
Also wird
2B2(a®f2 + b9 + ¢ h?) — {(b2 + )t f? + (a® + c?) b2 g
- (a2+bﬁ)c2h2} - R,
wo
R? — i(bz + ) a2 + (a® + ) b2g + (a® + b ]tz}’
—4a®B (@l f? + b2g? + c* Y
ist. Hieraus erhalten wir ferner

P e [(a2_02)5292—}(af]/m+ ch"/F_'TZ)z]_
[(aﬁ_ b2 g? + (af Vor— & — chvm’)z]_

Eine gerade Linie, die vom Koordinatenanfangspunkte ausgeht,
schneidet die KFliche in zwei Punkten, die zusammenfallen,
wenn £ = 0, oder wenn

H
gl
S A
| |'
%l

(s) g =10 und -é-:
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ist. Daraus erhalten wir

. e a®— b =
(B) f_ i-b I/a_“—-?*’ k- bl/a?——c".

Die durch diese Richtungskosinus bestimmten beiden Richtungen
heifen die Strahlenachsen.

Zur besseren Ubersicht wollen wir die Schnittkurven
zwischen der Strahlenfliche und den Symmetrieebenen vz, zz,
zy bestimmen. Aus (r) erhalten wir

l (@2® + B2 y® + ¢22%)B? — [(bz + e atz? + (a® + c?)biy?
(t)l +(ag+62)0222] + a%b%e? = 0.
Setzen wir hier der Reihe nach 2 =0, y =0 und z =20, so
ergibt sich fiir z = 0
@2y + c® 29 (y2+ 22) — (a2 + ¢?) b2y — (a2 + b%) c222 a2 b2e? = 0
oder
(° + 22 — @ (B2y® + 2% — b2 c?) =0,
und fiir y =0 und z =0
(22 + 2% — b9
(= +y* — Y(a® 2 + *y* — a®bY) = 0.
Demnach sind die Schnittkurven der Strahlenfliche mit den

Symmetricebenen Kreise und Ellipsen, die in den Figg. 140
bis 142 dargestellt sind.

(2% + a’2? — a*c?) =0,

¥ y
a
b b
[ C
0 coa Yy o b a & 0 cbh
Fig. 140. Fig. 141. Fig. 142.

Besonderes Interesse bietet die zz-Ebene. Die Gleichung
2% + 2? = b? stellt einen Kreis mit dem Radius 4 dar. Die
Gleichung ¢?2* 4 a*x? — a”¢®> = 0 liefert eine Ellipse, deren
Halbachsen a und ¢ sind. Unter der Voraussetzung, daB
a > b > ¢ ist, schneiden sich der Kreis und die Ellipse in
einem Punkte P, der einer der vier Schnittpunkte der beiden
Schalen der Strahlenfliche ist.
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Im ibrigen sei noch bemerkt, dall wir die durch die
Gleichungen (s') definierten Richtungen der Strahlenachsen er-
halten, wenn wir in den Gleichungen (c¢) auf S.514 fir die
Richtungen dér optischen Achsen alle GroBen durch ihre
reziproken Werte ersetzen.

§ 138, Konische Refraktion,

Nach der Gleichung (n) 8. 511 gehéren zu jedem Werte
von I, m, n zwei Werte von /2 und demgem# nach den
Gleichungen (1) auf S. 518 auch zwei Strahlen mit verschiedenen
Geschwindigkeiten.

Besonderes Interesse hietet der Fall, in dem die Wellen-
normale in der Richtung einer der optischen Achsen liegt. In
diesem Falle ist nach § 1385 die Normalengeschwindigkeit
gleich & und die Fortpflanzungsrichtung ist nach den Glei-
chungen (c) auf S. 514

a‘! — bB b2 = c?
[“:il/m’ m0=0, ﬂ°=i|/m.
Betrachten wir nur eine der optischen Achsen, so lauten die

Gleichungen (1) auf 8. 518

8 kb hB 7y b
T-—a P-a’ B-o bP-&’

oder

[B(a® — %) = x(a® — *) = [, b(a® — BY,

hB(B: — ) = z(82 — %) = uy b(B* — ¢?).
Fithren wir in diese Gleichungen die Werte von /, und =, ein,
go ergibt sich

z ) (a® — &% (a® — ¢?) = b (a® — B?),
2V (8% — ¢?) (a® — c%) = b (B2 — ¢?).
Indem B2 = 2* + y® + 2* ist, stellt jede dieser Gleichungen
eine Kugel dar. In der Schnittlinie beider Kugeln liegen die
Berithrungspunkte zwischen der betrachteten Wellenebene und
der Strahlenfliche. Die Wellenebene beruhrt also in dem be-
trachieten Falle die Strahlenfliche lings eines Kreises.

Zu diesem Resultate gelangen wir auch auf dem folgenden
Wege. In Riicksicht auf die oben angegebenen Werte von I,
und n, konnen wir den Gleichungen (a) die Form

(2)
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b —a® —y —2Y _b@ YA — Y
(b) s l(@® — ¢ we. = ny (@* — %)

geben. Durch diese Gleichungen wird eine ebene Kurve dar-
gestellt, weil

(e) Lzt nz=15

ist. Wir fihren nun ein neues Koordinatensystem ein mit
demselben Anfangspunkte; die #-Achse falle mit der y-Achse
zusammen, withrend die {-Achse mit der optischen Achse zu-
sammenfillt. Zu diesem Zwecke setzen wir

(@) z=E&n,+84L, y=1u, z=—§L+{n,.

Die Gleichung (c), die eine Ebene darstellt, lautet dann
(e) {=2b,
d. h. die Ebene der Schuitthurve ist senkrecht zur Richtung der
. optischen Achse und geht durch den Endpunkt der letzteren.

Die erstere der Gleichungen (b) nimmt mit Riicksicht auf
(d) und (e) die Form

() Py nb@o L ap

an. Diese Gleichung stellt aber einen Areis dar, der durch
den Punkt § =0, n =0, { =4 oder durch den Endpunkt der
optischen Achse geht. Der Radius r des Kreises ist

_ V& - @ -8
- 20 7
und der Mittelpunkt des Kreises hat die Koordinaten

E=—r, =0, ¢=05.

r

Damit ist der Kreis bestimmt, in welchem eine auf der
optischen Achse in ihrem KEndpunkte senkrechte Ebene die
Wellenfliche beriihrt.

Die Untersuchung zeigt also, dafi zur optischen Achse als
Wellennormale unendlich viele Strahlen gehiren, die auf einem
Kegelmantel liegen. Der Offnungswinkel 0 des Kegels ergibt

sich aus
2r b* — Y (a®*— by )

tgx =5 = e

Gibt man dem auf eine Kristallplatte fallenden Licht-
strahl solche Richtung, daB die gebrochene Wellennormale mit
der optischen Achse des Kristalls zusammenfillt, so bilden die
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im Inneren des Kristalls vorhandenen Lichtstrahlen einen
Kegelmantel. Diese Erscheinung wird als innere konmische Re-
fraktion bezeichnet. Handelt es sich um eine planparallele
Kristallplatte, so liegen nach dem Austritte aus der Platte die
Lichtstrahlen auf einem elliptischen Zylinder, dessen Achse
der Richtung der einfallenden Strahlen parallel ist. Zur Beob-
achtung der inneren konischen Refraktion eignet sich besonders
der Aragonit.

Um bei gegebener Richtung des Strahles, d. h. wenn f; ¢
und % gegeben sind, die Richtung der zugehdrigen Wellen-
normalen zu finden, muB man von den Gleichungen () auf
S. 518 ausgehen und diese mit der Gleichung (a) auf S. 516
verbinden. Zu jedem Werte von f;, ¢, &~ gehoren nach der
Gleichung (q") auf S. 521 zwei Werte von B2 und daher auch
zwei Normalenrichtungen. Hat aber der Lichtstrahl eine durch
die Gleichungen (s) auf S. 523 bestimmte Richtung, so ist
B2 = 4% In #hnlicher Weise wie oben kann der Nachweis
gefithrt werden, daB einem Lichtstrahle, der im Inneren des
Kristalls in der Richtung der Strahlenachse fortgepflanzt wird,
eine unendliche Anzahl von Wellenebenen zugehoren, deren
Normalen auf dem Mantel eines Kegels liegen. An der Aus-
trittsstelle der Strahlenachsen haben wir an der Strahlenfliche
nicht zwei Tangentenebenen, sondern einen Tangentenkegel. Nach
dem Austritte des Lichtstrahles aus dem Kristalle bilden die
guberen Lichtstrahlen dann einen Kegelmantel. Dabei ist zu
beachten, dafl wegen der verschiedenen Lagen der Wellen-
ebenen im Kristall infolge der Brechung Strahlen entstehen,
die dann auBerhalb des Kristalls verschiedene Richtungen

haben.

§ 189. Die Richtungen der Lichtschwingungen und der
elektrischen Kraft.

O N (Fig. 143) sei die Normale einer ebenen Welle; die
Richtung der Normalen ist durch die Kosinus /, m, n bestimmt.
OF, =7, und OF, = V¥, seien die beiden Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten, welche der betrachteten Welle entsprechen.
Die Berithrungspunkte zwischen der ebenen Welle und der
Wellenfliche seien @, und @,. Wir haben dann 0Q, =%,

und 0@, =%B,. Die Koordinaten der Punkte @, und @, be-
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zeichnen wir bzw. mit z, y,, 2, und z,, y,, z,. Sind @, P, = p,
und @, P, =p, die Senkrechten, die von den Beriihrungs-
punkten auf die Fortpflanzungs-
richtung der ebenen Welle gefillt Q1
werden, so haben wir
n*=9%"-7?
Pt =B — 7%
Der Zusammenhang zwischen der
Strahlenrichtung O @, und O @, und
der Richtung der Wellennormale O P,
und O P, ist durch die Gleichungen (1)
auf S. 518 gegeben. Die Richtungen
der Linien p, und p, wollen wir
niher betrachten. Die Projektion
von P@ auf die z-Achse ist /'l—z.
Bezeichnen wir die Kosinus der

0

Winkel, welche p mit den Achsen Fig. 143.
bildet, mit A/, u’, ¢/, so haben wir
J,'=Vl_x, ,sz—-y’ 1’,=V1ra—ac_
p p p

Fithren wir in diese Beziehungen fiir z, y und z die” Werte
aus den Gleichungen (I') (S. 518) ein, so ergibt sich in Riick-
sicht auf die obigen Gleichungen fiir p, und p,

’ IVp ’ mVp . nVp
(2) V=c—p0 F=p_—pn Y=Gg—m

Nach den Gleichungen (m) auf S. 511 haben wir
Nig:o =2 M:N,
d. h. p, und p, geben die Richtungen der Lichtvektoren oder der

elektrischen Stromung (s. S.510). Um den Winkel zwischen
P, Q, und P, @, zu finden, bestimmen wir den Kosinus

/\ r r r r r r
cos(Fy @) Py Q) = A4, + py" py" + v, 9,

oder
A\ ]
cos(P, @ P @) =pp 73 ‘VzZ @ -V =V
Da aber nach der Gleichung (n) auf S. 511

L4 i
2 rpp=0 wd o=t
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ist, so haben wir auch

ral [:!
(;12 - 722)2 (@® — V;’_) (@ — V) = 0.
Sehen wir von dem Falle ab, in dem 7, =7, und die Wellen-

normale mit einer der optischen Achsen zusammenfillt, so ist
e .
cos(P, @, £,@,)=0,
und also der Winkel zwischen P, @ und P, @, ein Rechter.
Die durch die Richtungskosinus

! m n
8:0:h = Gyaim oy iy
(@) und

22:2U32:§¢‘1=7t PR .

A=V -V T

bestimmten Lichtvektoren liegen senkrecht zueinander. In der
Richtung einer bestimmten Wellennormale werden nur zwei
linear polarisierte Wellen fortgepflanzt; beide Wellen sind
senkrecht zueinander polarisiert. Fillt aber die Wellennormale
mit einer der optischen Achsen zusammen, d.h. ist m =0
und auch 4*—72 =0, so wird die Schwingungsrichtung un-
bestimmt. Daher kann in der Richtung einer der optischen
Achsen natiirliches Licht sich fortpflanzen wie auch Licht, das
nach irgend einer Richtung polarisiert ist.

Werden von P, und P, die Linien P, 7} und P, T, bzw.
senkrecht zu 0@, und 0@, gezogen (Fig. 143), und setzen wir
P T, =g¢g und AT, =g, so ist

g:p="7:8B, also ¢= PJ.

Ferner ist
bl
Sind 4, w und » die Kosinus der Winkel, die ¢ mit den
Koordinatenachsen bildet, so ist
o O e
A= ——— " usw.
q

07 =

In Riicksicht auf die Gleichungen (') auf 8. 518 erhalten wir
la® 4 m b?
AMa® =73 = ’P, (bz_p'z)ﬁ $P

'y(cz e V‘) = Eg;ﬁ.
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Auf S. 519 fanden wir fiir die Richtung der elektrischen Kraft
X:Y:Z=8a: Mb2:Nc?,
oder nach der Gleichung (m) auf S. 511

= 1 2 b“. 2
(e) X:l:Zza*—thﬂ:big?-Vg:c’n—cVi‘
Also finden wir, daB die #, 7| und P, 7, die Richtungen der
zu den Wellen gehorigen elektrischen Kriifte angeben, die

senkrecht sind bzw. zu den Strahlen 0@, und 0@,.

§ 140. Die einachsigen Kristalle.

Wenn zwei von den Konstanten a, 4, ¢ gleich groB sind,
z B. a = b, so werden die Verhiiltnisse wesentlich einfacher,
und unsere Betrachtungen finden dann eine wichtige An-
wendung bei der Brechung in den einachsigen Kristallen, zu
denen die Kristalle des quadratischen und hexagonalen Systems
gehbren. Die Kristalle des reguliren Systems sind optisch
isotrop, sie zeichnen sich daher mit Bezug auf die in ihnen
auftretenden optischen Erscheinungen durch keine Besonder-
heiten vor den isotropen Kérpern aus, weil wegen der kristallo-
graphischen Symmetrie a = » = ¢ sein muf.

Bei den einachsigen Kristallen fallen beide optischen
Achsen zusammen, und zwar in die Richtung der z-Achse.
Dieses ergibt sich aus den Gleichungen (c¢) auf 8. 514, Wenn
nach 8.515 £, und Z, die Winkel sind, die die  Wellen-
normale mit den optischen Achsen bildet, so ist also bei den
einachsigen Kristallen stets Z = F, = E. Also erhalten wir
fiir die einachsigen Kristalle aus den Gleichungen (g) auf S. 516

P=a* und J,? =acos? B+ ¢*sin* K,
wo F der Winkel ist, den die Wellennormale mit der optischen
Achse bildet.

Um die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 7, und 7, auf
anderem Wege zu erhalten, wenden wir die Gleichung (o) auf

S. 511 an, die iibergeht in

(@) Vi— (a*+n2a® +(1—u?)c?) 1+ a® (nPa* + (1 —n%c?) = 0.

Hieraus finden wir

(b) F,i2=4a? und 7,2 =n%a®4 (1 — n¥c.

Diese Gleichung stimmt mit der obigen iiberein, weil cos # = = ist,
Christiansen-Miller, Physik. 3. Aufl. 34
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Die eine Welle hat also die konstante Geschwindigkeit
¥V, = a, sie wird als ordinire Welle bezeichnet. Die Geschwindig-
keit 7, der anderen Welle, die wir als extraordinire Welle be-
zeichnen, hingt von der Richtung der Wellennormale ab, oder
von dem Winkel, den die Wellennormale mit der Symmetrie-
achse ¢ bildet. Diese Achse ist die optische Achse des Kristalles,
die der kristallographischen Achse parallel ist, deren Richtung
im Kristall durch die geometrischen Eigenschaften seiner Ober-
fliche gegeben ist. In der Richtung der optischen Achse des
einachsigen Kristalles haben wir nur eine Geschwindigkeit der
Wellenebenen und also auch der Strahlen. Als Hauptschnitt
des einachsigen Kristalles bezeichnen wir jede durch die
kristallographische Achse gelegte Ebene, im weiteren Sinne
jede Ebene, die der kristallographischen Achse parallel ist,
also jede Kbene, in der eine optische Achse liegt. Durch
jeden Punkt des einachsigen Kristalles kann eine optische
Achse und konnen unendlich viele Hauptschnitte gelegt werden.
Auch kann man durch jede Gerade im Kristall einen Haupt-
schnitt legen.

Die Gleichung der Strahlenfliche der optisch einachsigen
Kristalle erhalten wir, wenn die Gleichung (r) auf S.522 in
der Form

%"‘(azz‘?‘—l—bzyz—i-czzz)—-((62+02)a2x2+(a2+c2) 52y2+(a2—|—62)c2;3)
, +a*b?e? =0

schreiben und @ = & setzen. Dann finden wir
(B2 — a?) - {a2(.1:2 _{,yz) 4 e?2? — azcz} = 0.

Die Strahlenfliche besteht also aus einer Kugel mit dem Radius a
und einem mit thr konzentrischen Rotationsellipsoid mit der Polar-
achse 2a und der Aquatorialachse 2c. Kugel und Ellipsoid be-
rithren sich in der Polarachse. In Fig. 144 ist 4.4, die Polar-
achse oder die optische Achse, 4 R 4, eine Schnittebene
durch die Kugelfiiche und 4 £, 4, eine Schnittebene durch
das Ellipsoid. O B, R, sei die Normale zur ebenen Welle PO Q;
B, D und B, R, sind zwei Tangentialebenen zur Wellenfliche,
die beide zur Wellennormale senkrecht sind. OR, und O B,
sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in der Richtung der
Wellennormale, Die von uns betrachtete Schnittebene, welche
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sowohl die optische Achse als auch die Wellennormale enthilt,
ist ein IHauptschnitt. Fir die auBerordentliche Welle ist OR,
die Strahlenrichtung, wenn im Punkte &, die Ebene B, R,
das Ellipsoid berithrt. Die Richtung der elektrischen Kraft
gibt B, U,, das senkrecht zu OR, ist. Fiir die ordentliche
Welle fallen Strahlenrichtung
und Wellennormale zusammen,
und die Richtung der elektri-
schen Kraft ist senkrecht zur
Ebene der Figur.

In der Fig. 144 ist die Polar-
achse 44, = 2a grober als die
Aquatorialachse 2¢; die Kri-
stalle, in denen sich die ordent- Q
liche Welle schneller fortpflanzt
als die auBerordentliche, und
also die ordentliche Welle die Fig. 144.
weniger stark brechbare ist, be-
zeichnet man als positive Kristalle. Ist dagegen a< ¢, so ist
der Kristall negativ, bei diesem wird die ordentliche Welle
starker gebrochen als die auBerordentliche. Die Kugel kann
das Ellipsoid umschlieBen oder umgekehrt; Kristalle der ersteren
Art nennt man positive, die der zweiten Art negative. Kalkspat
ist ein negativer, Bergkristall ist ein positiver einachsiger
Kristall.

Berechnet man nach den Gleichungen (a’) auf 8. 528 die
Richtung des Lichtvektors der auBerordentlichen Welle bzw.
die dieser Welle zugehorige Stromung, so ergibt sich in Riick-
sicht auf die Gleichungen (b), daB der Lichtvektor bzw. die
Stromung im Hauptschnitte liegen. Wir sagen, daB die
Schwingungsrichtung der auBerordentlichen Welle im Haupt-
schnitte liegt, d. h. in der Ebene, die durch die optische Achse
und Wellennormale gelegt werden kann. Dagegen ist also die
Schwingungsrichtung der ordentlichen Welle zum Hauptschnitte
senkrecht. Um die Richtung der elektrischen Kraft fiir die
auBerordentliche Welle in bezug auf die Wellennormale zu
finden, gehen wir aus von den Gleichungen (¢) auf S. 529 und
beachten, dall die Richtungskosinus der Wellennormale 7, m

und » sind. Fiir den Kosinus des Winkels zwischen der
34%
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Richtung der elektrischen Kraft der auBerordentlichen Welle
und der Richtung der Wellennormale erhalten wir dann

n(a® — c_:;E)Vl;—-rz _(a® —¢®) cos E sin £

Vatn® + et (1 —n? Va* cos? B + ¢* sin* E

Wir betrachten einen polarisierten Lichtstrahl, der z. B.
beim Ubergange von Luft zum Kristall auf die Oberfliche
eines doppelt brechenden Mediums trifft. Die z-Achse sei
dem Einfallslote parallel und sei von der Luft in das Innere
des doppelt brechenden Mediums gerichtet; die y-Achse sei
senkrecht zur Einfallsebene, und die z-Achse sei der Schnitt-
linie zwischen der Einfallsebene und der brechenden Fliche
parallel. Die Komponenten der elektrischen Kraft des ein-
fallenden Strahles kinnen wir nach der Gleichung (c) auf S. 492
und den Gleichungen (f) und (g) auf S. 493 darstellen durch

L=8f, L=%f, L=,
wo
f, = 1 cos 21—“ (t— it Mo ;“OS—Q’),

oder, wenn wir nur den reellen Teil Dberiicksichtigen,

£ F:ek,{g_i‘““q":_ﬂ}

setzen. In diesen Gleichungen ist ¢ der Einfallswinkel und
¥ die Geschwindigkeit des Lichtes auBerhalb des Kristalles.
Zu diesen Gleichungen kommt noch die Bedingung, daf die
elektrische Kraft zur Richtung des Strahles senkrecht ist. Die
Richtungskosinus des letzteren sind durch die Gleichungen (e)
auf S. 493 gegeben. Wir haben demnach

L sing + N, cosp = 0.

Bei der entsprechenden Bezeichnung fiir den reflektierten Strahl
haben wir

X=Q1'f;" 1:-29321'}(;’ Zr=mrf;’

brx + mr rz
f; _ _F;_ g;“{;_ %}
Damit die elektrische Kraft senkrecht zur Richtung des Strahles
ist, muB

8,0+ M,m, +N,n, =0
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sein. Endlich haben wir fiir den gebrochenen Strahl

X, =81 Y, =f, Z,=R[,
f-7 ek‘{'"fiﬁﬁﬂ}
Die Normalengeschwindigkeit 7 hiingt von den Richtungs-
kosinus der Wellennormale ab. Die Grenzbedingungen sind
dieselben wie bei den isotropen Korpern. Uberall in der
Grenzfliche, d. h. fiir z = 0, haben wir
X+X =X,
also

|, xzsing| { lrz+mry} { t,,:c+mg_y}
Kond———" keqt — —— keyt =

Q 5 1 v | ¥ A 7 v’
QF e +Q Fe —Qgﬁge

Da diese Gleichung fiir alle Werte von = und y bestehen
muB, so haben wir

My m, .
@ 0= =
Demnach ist m, = m =0, d. h. die Wellennormalen des reflek-
tierten und gebrochenen Strahles liegen in der xz-Ebene, d. h in
der Einfallsebene. Da nach (c) I =sing ist, so ist der
Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel. Die Richtung des
reflektierten Strahles wird also in derselben Weise bestimmt
wie bei der Reflexion an einem isotropen Korper.

Wir wollen jetzt nach der von Huygens gegebenen Kon-
struktion die Richtung der gebrochenen Strahlen ermitteln,
wenn das Licht iibergeht von einem isotropen Medium zu
einem einachsigen negativen Kristall. XX sei die natiirliche
oder kiinstlich geschliffene Oberfliche eines einachsigen nega-
tiven Kristalles; £ L sei das Lot zu dieser Oberfliche.. BO
und B, § seien die unter dem Winkel ¢ gegen das Einfallslot
auftreffenden Strahlen. Wihrend der Strahl den Weg D4 in
der Luft zuriicklegt, entstehen um die Punkte zwischen O
und 8 Strablentlichen, die aus einem Rotationsellipsoid und
einer Kugel bestehen. Da der Kristall ein negativer sein soll,
so wird die Kugel von dem Rotationsellipsoid umschlossen.
00, sei die Richtung der optischen Achse. Die um den
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Punkt O liegende zweischalige Strahlenfliche ist in der Fig. 145
dargestellt und besteht aus der Kugel 4 4 und dem Rotations-
ellipsoid ¢ C. Alle Kugeln und Rotationsellipsoide, die um die
Punkte zwischen O und § zu konstruieren sind, sind in bezug
auf ihre linearen Dimensionen dem Abstande des betreffenden
Punktes von O proportional. Alle diese Kugelflichen haben
eine gemeinsame Tangentialebene §5,, die durch eine durch
den Punkt § und zur Zeichnung senkrechte Gerade gelegt ist.
Die Rotationsellipsoide haben die gemeinsame Tangential-
ebene §8,. §8, und §68, sind bzw. die gebrochene ordent-

Fig. 145.

liche und auBerordentliche Welle. Der gebrochene Strahl stellt
die Verbindungslinie des Mittelpunktes der Strahlenfliche mit
dem Berithrungspunkte der Wellenebene dar. Demnach ist
OH, ein ordentlicher und OK ein auBerordentlicher Strahl.
Der auflerordentliche Strahl ist hier der weniger stark brech-
bare. Der Strahl O /7, liegt in der Einfallsebene. Jedoch wird
der Punkt £ im allgemeinen nicht in der Ebene der Zeich-
nung oder in der Kinfallsebene liegen. Dementsprechend ist
der auBerordentliche Strahl O K durch eine gestrichelte Linie
dargestellt. Die Normale OX, zur gebrochenen auferordent-
lichen Welle 88, liegt in der Einfallsebene. Die Fortpflanzung
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der ebenen Welle 88, erfolgt in der Richtung O H,. Der auBer-
ordentliche Strahl OX ist nicht senkrecht zur auBerordent-
lichen ebenen Welle §8,. Die Wellennormale O 17,, der auBer-
ordentliche Strahl OF und die optische Achse 00, liegen in
einer Ebene. Die vom Mittelpunkte eines Rotationsellipsoids
gefillte Senkrechte auf eine Tangentialebene des Ellipsoids,
ferner die Rotationsachse des Ellipsoids und der Beriihrungs-
punkt liegen niimlich in einer Ebene, die ein Hauptschnitt des
Kristalls ist.

Bezeichnen wir mit », den Brechungsexponenten des ordent-
lichen Strahles, mit », den des auBerordentlichen Strahles und
ferner mit N, und A, bzw. die Brechungsexponenten der ordent-
lichen und der auBerordentlichen Welle. Ferner mige 7 die
Geschwindigkeit des Lichtes in der Luft, B, und B, mogen
die Geschwindigkeiten des ordentlichen und auBerordentlichen
Strahles und 7, und 7, bzw. die Geschwindigkeiten der ordent-
lichen und auBerordentlichen Wellenebene sein. Dann ist

7
m=gr W= M= M=
Die Brechungswinkel der ordentlichen und auBerordentlichen
Welle wollen wir bzw. mit 1, und 1, bezeichnen; ¢ ist der
Einfallswinkel. Wird das Licht in der Zeit ¢ fortgepflanzt
von 70 nach §, so ist
DE=V-t; OH =B,-t=VF,-t; OH, =V -t; OK=191-t,

Also 1st

B, =F, wd 7ug;=2.
Ferner haben wir
OH, =%B,-t=V,t=08-siny,; OH,= 7V -t=08-siny,
und ferner

DS=V-t=08sine-
Aus diesen Beziehungen finden wir

N, = 7" - fg‘q‘f =7, wd N= = sjil“i,

d. h. die Brechungsexponenten beider Wellen sind gleich den Ver-
hiiltnissen des Sinus des Einfallswinkels zum Sinus des Brechungs-
winkels. Dabei ist N, konstant, wihrend N, von der Fort-
pflanzungsrichtung der ebenen Welle abhingt.

]
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Liegt die optische Achse in der Hinfallsebene, so liegt auch
der auflerordentliche Strahl in der Einfallsebene. In Fig. 146
ist dieser besondere Fall dargestellt und zwar fir einen posi-
tiven Kristall. 00, ist die optische Achse des Kristalles. BO

Fig. 146.

und B, § stellen die einfallenden Strahlen dar. 0K, und 0K,
sind bzw. ein ordentlicher und ein auBerordentlicher Strahl.
In dem betrachteten Falle (Fig. 146) liegt der auBerordentliche
Strahl in der KEinfallsebene. Bei einem positiven Kristalle ist
der ordentliche Strahl der weniger stark brechbare.

- § 141. Absorbierende Substanzen.

Die Gesetze der Reflexion von Lichtstrahlen an stark
absorbierenden Substanzen mit anomaler Dispersion stehen in
einem gewissen Zusammenhange mit den Gesetzen der Reflexion
an Metallen. Malus hat nachgewiesen, daf durch einfache
Reflexion gewdhnlicher Strahlen an metallischen Flichen gerad-
linig polarisierte Strahlen nicht entstehen. Fillt niimlich ein
natiirlicher Lichtstrahl auf eine Metallfliche, so ist der re-
flektierte Strahl im allgemeinen zum Teil polarisiert. Kine
vollstindige Polarisation tritt bei der Reflexion an Metall-
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flichen niemals ein; nur bei einem bestimmten Einfallswinkel
— dem Haupteinfallswinkel — tritt ein Hochstwert der Polari-
sation auf. Fillt ein in der Einfallsebene oder senkrecht zur
Einfallsebene polarisierter Lichtstrahl auf eine Metallfliiche, so
liegt die Polarisationsebene des reflektierten Strahles ebenfalls
bzw. in der Einfallsebene oder senkrecht zu dieser. Dabei
hingt die Menge des reflektierten Lichtes in den betrachteten
Fillen von dem Kinfallswinkel ab, und ist stets grofer als
Null. Bemerkenswert ist besonders, daf die reflektierten Strahlen
eine Amplitudeninderung und eine Phaseniinderung aufweisen,
die fiir die beiden oben erwihnten Lagen der Polarisationsebene
verschieden sind. Bildet also die Polarisationsebene den Winkel &
mit der Einfallsebene 8o ist der reflektierte Strahl elliptisch polarisiert.
Nach der elektromagnetischen Lichttheorie muf die Ab-
sorption des Lichtes in allen solchen Substanzen auftreten, die
nicht vollkommene Isolatoren sind. In solchen Substanzen wird
ein Teil der Energie der Strahlung wegen des Leitungsvermdgen
in Wiarme nach dem Jouleschen Gesetze verwandelt. Statt
der auf S. 493 gegebenen Komponenten der Stromung haben
wir jetzt als Komponenten (s. S. 327)
(8 ¢ = er-i—ﬁ%—‘g, ¢, =¥+ i%, ¢, =04+

y

§ 04
in a0t
fiir unvollkommene isotrope Isolatoren einzufiihren. Setzt man
die magnetische Permeabilitit © = 1, so lauten nach S. 429
die Feldgleichungen

(b) 4nc; 0y 0f 4dmeg  de dy 4me.  0f dea,

¢c  dy 8z’ e 0z o0z’ ¢ dx  dy’
© Lo« _8Y_ 0z 10§ 92 0X. 14y 8X 0¥

edt 08sx dy’ edt dxz 0z’ edt Ody dz
Als Grenzbedingungen fiir den Ubergang von einem Medium
zum anderen gelten auch hier die auf S. 443 entwickelten
Gleichungen, indem die der Grenzfliche parallelen Komponenten
der magnetischen und elektrischen Kraft zu beiden Seiten an
der Grenzfliche selbst einander gleich sein miissen.

Wir beschrinken uns auf diese Bemerkungen iiber die
optischen Kigenschaften absorbierender Kérper und verweisen
wegen der weiteren theoretischen Untersuchungen auf die

Arbeiten von P. Drude.})

) Vgl. P. Drude, Lehrbuch der Optik. 2. Aufl. 8. 340 ff.
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