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Dritter Absehnitt.

Gleichgewicht und Bewegung fliissiger Kdorper.

§ 44. Gleichgewichtsbedingungen.

Der Hauptunterschied zwischen den festen Korpern einer-
seits und den tropfbar fliissigen und gasférmigen Kérpern
andererseits besteht darin, daB die letzteren nicht wie die
ersteren einen groBen Widerstand gegen Formverinderungen
leisten, wenn sie auch einen Widerstand den Volumenveriinde-
rungen entgegensetzen. Freilich ist eine Kraft erforderlich,
um die Gestalt einer Flissigkeitsmasse zu veriindern, aber der
von der Fliissigkeit geleistete Widerstand richtet sich nach der
Geschwindigkeit, mit der die Formverinderung vor sich geht,
und wird unendlich klein, wenn die Formverinderung sehr
langsam vollzogen wird. Wir setzen voraus, daB die Bewegung,
durch die der Gleichgewichtszustand erreicht wird, sehr langsam
vor sich geht und diirfen daher in der Hydrostatik annehmen,
daB die Fliissigkeit gar keinen Widerstand gegen Gestalts-
anderungen bietet, wofern diese nicht von Volumeniinderungen
begleitet sind.

Versucht man dagegen das Volumen von Fliissigkeiten und
Gasen zu verkleinern, so zeigen beide ein sehr verschiedenes
Verhalten. Sperrt man eine Flissigkeitsmenge in einem Zylinder
durch einen Kolben ab, so zeigt sich auch bei sehr groBem
Drucke auf den Kolben nur eine sehr geringe Verkleinerung
des Volumens, die lange den Beobachtungen entzogen blieb.
Aus diesem Grunde bezeichnete man die Fliissigkeiten als
inkompressible Flussigheiten. Die Gase dagegen nehmen schon
bei einer sehr geringen Anderung des Druckes ein anderes
Volumen an. Man nennt daher die Gase, um ihre gemein-
samen Kigenschaften mit den Fliissigkeiten, sowie ihr entgegen-
gesetztes Verhalten zu kennzeichnen, kompressible Fliissigheiten.

Die inkompressiblen Fliissigkeiten, oder kurzweg Fliissig-
keiten, besitzen also ein fast konstantes Volumen. Jede un-
endlich kleine Gestaltsiinderung eines unendlich kleinen Teiles
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eines solchen Korpers kann nach § 34 betrachtet werden als
hervorgebracht durch die Dilatationen @, 4 und ¢ der Lingen-
einheit in drei zueinander senkrechten Richtungen. Die Strecken
u, v, w in diesen drei Richtungen werden u(l+ a), v(1+ &),
w(l +¢). Sind 4, B und C die entsprechenden Normalkrifte
pro Flicheneinheit, von denen 4 auf die Flache vw wirkt,
withrend B und € bzw. auf die Flichen ww und wv wirken,
so ist die von den Normalkriften bei der betrachteten Gestalts-
inderung geleistete Arbeit

Avwua 4+ Buwvd 4 Cuvwe
oder
(Ada+ Bb+ Ceouvw.
Die betrachtete Gestaltsinderung wird im allgemeinen eine
Vergroflerung des Volumens zur Folge haben, die

wvw(l+a)(l+6)(1+c¢)—uvw
ist. Da a, 4 und ¢ unendlich klein sind, so wird die Ver-
groBerung des Volumens bis auf unendlich kleine Grofen hoherer
Ordnung gleich
(@ + b+ cuvw.

Gehen wir von der Annahme aus, daB die von den Kriften
geleistete Arbeit gleich Null ist, wenn das Volumen nicht ge-
andert wird, so haben wir gleichzeitig

Aa+ Bb4+ Ce=0 und a4+ b4+ e¢=0.

Diese Gleichungen kionnen nur zusammen bestehen, wenn
A =B=C

ist. Die fiir die Spannungskomponenten in § 32 (i) aufgestellten
Formeln ergeben

X,=Y =2 wd Z=0, X, =0, ¥ =0,

d. h. nnerhall einer Flissigheit, welche einer FVerschiebung ihrer
Teile, die ohne Anderung des Volumens statifindet, keinen Wider-
stand entgegensetzt, sind die tangentialen Druckhrifte gleich Null ;
in thr kinnen also nur normale Druckhkrifte wirksam sein.
Gehen wir davon aus, daB die flissigen Kérper nur im
Gleichgewicht unter dem Kinflusse von Kriiften sind, die senk-
recht gegen die Oberfliche wirken, so gelangen wir zu dem-
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selben Resultat, daB die Normalspannungen gleich grof sein
miissen. Wir setzen also
Z,=0, X =0, ¥, =0,
und erhalten aus § 32 (a)
P=Xcose, Q=DVYcosf3, R=2Zcosy.
P, @ und R sind die Komponenten der Spannung fiir eine
Fliche, deren Normale mit den Achsen die Winkel ¢, # und y
bildet. Die ganze in dieser Fliche wirkende Spannung ist
VP + @+ R?;

die Normalkraft V ist durch

N = Pcose + Qcosf + Rcosy
bestimmt. Die Tangentialkraft 7" ist

T =(P? 4 @ + R?) — (Pcose + Qcos @ + Rcosy)
Durch Einfithrung der Werte von P, @ und R ergibt sich

(X, — T )?cos®wcos? 3 + (¥, — Z) cos® 3 cos? y

+ (4, — X ) cos’ecos’y =0,
woraus folgt, daB
X, =71, = Z,

ist. Aus dem oben angegebenen Ausdrucke fiir V ergibt sich,
daB N = X_ ist, d. h. in einer Flussigkeit sind die normalen
Druckkrifte in jedem Punkte unabhingly wvon der Lage des
Fliichenelementes, auf das sie wirken. Der auf die Flichen-
einheit wirkende Normaldruck ist also nur eine Funktion des
Ortes, nicht aber der Lage der Fliche.

Dabei sind nur sogenannte ideale [liissigheiten betrachtet
worden, in denen nicht, wie bei den in der Natur vorkommenden
Fliissigkeiten, jeder Deformation ein Reibungswiderstand ent-
gegengesetzt wird. Beriicksichtigen wir auch nicht die spater
behandelte Kohiisionskraft der Fliissigkeit, so muB die Normal-
kraft ein Druck sein. Bezeichnen wir diesen Normaldruck
gegen die Flacheneinheit mit p, so ist fiir eine Fliissigkeit
(a) X, =Y =%4=—p; 4,=0, X, =0, I =0.

Ist o die Dichte der Fliissigkeit, so lauten nach § 31 (c) die
Gleichgewichtsbedingungen

dp dp - dp .
(b) ia:={)*Y’ a_'y':‘gls ’7':QZ-
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X, ¥ und 7 sind die Komponenten der auf die Massen-
einheit wirkenden Krifte; o kann als konstant in der Fliissig-
keit angesehen werden. Bei den Gasen ist ¢ eine Funktion
des Druckes.

Die Gleichungen (b) konnen auch in der folgenden Weise

hergeleitet werden. Das Parallel-

y epipedon (Fig. 60) hat die Seiten
L c’ 04d=dz, OB=dy, 0C=dz,
A o' Der Druck auf 04" ist p-dy-dz,
d it (0 i
B P agegen au a() A gleich
(p—|— az da:)-dy-dz.
3/ b Die Resultierende der beiden Druck-
Fig. 60. krifte ist der Druck

ap_
== dxdydz

in der Richtung der xz-Achse. Auferdem wirkt auf das
Parallelepipedon in derselben Richtung die Kraft ¢ X.dzdydz.
Wir erhalten demnach als Gleichgewichtshedingung

ap é =
(-32+ QX) dzdydz =0,

woraus sich sogleich die erste der Gleichungen (b) ergibt. Die
beiden iibrigen Gleichungen werden in #hnlicher Weise her-
geleitet,

Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so muB p den Gleichungen
(b) geniigen. Damit dieses der Fall ist, muB

0(X) _ 8(eY) (YY) _ d(e2) 8(eZ) _ 8(eX)

B g ~ 3 * o oy ' oz . 0z

sein. Diese Gleichungen gelten aber, wenn eine Funktion &
von solcher Beschaffenheit existiert, dafl

JdD R G
(d) ?ﬂ? —] l;J X, a—y = {) Y, —é'i— = (}Z

ist. Die Gleichungen (c) sind die eigentlichen Gleichgewichts-
bedingungen. Sind diese Gleichungen erfiillt, so kann p be-
stimmt werden. Wir haben dann

dp =o(Xdax+ Ydy + Zdz).



Gleichgewicht und Bewegung fliissiger Korper. 175

Haben die Kriifte ein Potential v, sodaB

_ oy F_ 9y z_ 0w
X=— s 1__Ty’ L=~
ist, so ergibt sich
(e) dp =—o-dy.

Bei den Gasen ist ¢ eine Funktion von p; bei den Fliissig-
keiten wird p als konstant betrachtet. Im letzteren Falle er-
halten wir dann

(f) p=c—oy,
wo ¢ eine Konstante ist.

§ 45. Beispiele des Gleichgewichtes fliissiger Korper.

Wir untersuchen zuerst das Gleichgewicht einer Fliissigkeits-
masse, die in einem GefiBe enthalten ist und auf die nur die
Schwere einwirkt, deren Beschleunigung ¢ ist. Die Lage der
Fliissigkeitsteile sei auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem
bezogen, dessen z-Achse senkrecht nach oben gerichtet ist; wir
haben dann nach der Bezeichnung im vorigen Paragraphen

X=0, Y=0, Z=—g.
Also ist
Yy=gz.
Da die Dichte ¢ als konstant betrachtet wird, so kann das
Gleichgewicht unter dem Einflusse der Schwerkraft eintreten.
Nach § 44 (f) ist
p=1c—g0%.

Also ist der Druck in derselben Niveaufliiche iiberall gleich grof.

Wir bestimmen sodann den Druck in einer Flissigheit, welche
sich in einem Gefifle befindet, das sich um eine senkrechte Achse A
mit honstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht. Die Fliissigkeit
moge sich wie ein fester Kérper um die Achse 4 drehen mit
derselben Winkelgeschwindigkeit wie das GefiB.

Auf ein Fliissigkeitsteilchen im Abstande » von der
Achse 4 wirkt die Schwere und eine Zentrifugalkraft, deren
Beschleunigung ®?r ist. Die z-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems sei senkrecht nach oben gerichtet und falle
mit der Drehungsachse zusammen. Wir haben dann

X=0oiz, Y=0y, Z=—g9g,
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und das Potential v ist
Y= —}tae’r’+gz.
Nach § 44 (f) ist der Druck
p=ctofw’r’—ygaz).
Die Fliachen konstanten Druckes sind Rotationsparaboloide mit

der gemeinsamen Achse A.

Eine dritte Anwendung der Gleichgewichtshedingungen
machen wir bei der Bestimmung des Druckes in der Atmosphiire.
Die Schwere sei nach dem Erdmittelpunkte gerichtet; ihre
Beschleunigung 7 kann ausgedriickt werden durch

ga
F=iee s

wo g die Beschleunigung an der Erdoberfliche, a der Erdradius
und » der Abstand des betrachteten Punktes vom Erdmittel-
punkte ist. Wir haben dann

__ 92
Y=

Ist die Temperatur konstant, so ist
o=*%p,
wo % eine Konstante ist. Nach § 44 (e) haben wir dann
dp=—rhpdy oder logp=c—rky.

Ist der Druck an der Erdoberfliche p, und das Potential da-
selbst 1, so ergibt sich

log py = ¢ — kp,
und ferner
I -
log (%) =k(y —y,) = kga(r—a)

r

Ist die Differenz » — @ sehr klein im Vergleiche zu a, so
kénnen wir

log (%) —kgh

setzen, wo 2 = r — a die Hohe des betrachteten Punktes iiber
der Erdoberfliche und % fiir trockene Luft bei 0° C. gleich
1,2756 . 1079 ist.
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§ 46. Eulers Bewegungsgleichungen.

Die Untersuchungen iiber die Bewegung der Fliissigkeiten
sind sehr schwierig, und es gibt nur sehr wenige Probleme,
welche bisher vollkommen gelést wurden. Im vorliegenden
Abschnitt wollen wir nur die sogenannten idealen Fliissig-
keiten betrachten, dabei sehen wir ab von der Reibung zwischen
den bewegten Fliissigkeitsteilchen und ferner von den Kohisions-
und Adhiisionskriiften, die spiter behandelt werden sollen.
Wir fiigen die weitere Annahme hinzu, daB die Fliissigkeiten
inkompressibel sind. Unter diesen Voraussetzungen konnen
mehrere Kigenschaften der Bewegung der Fliissigkeiten her-
geleitet werden; dagegen ist die Behandlung der Bewegung
luftférmiger Korper #unBerst schwierig und hat noch so wenige
Resultate ergeben, daB wir auf sie nicht weiter eingehen wollen.

Zur vollstindigen Bestimmung der Fliissigkeitshewegung
muf sowohl die Bahn eines jeden einzelnen Fliissigkeits-
teilchens als auch der Ort des Teilchens in der Bahn zu jeder
Zeit gegeben sein. Die Koordinaten , y und z des Fliissigkeits-
teilchens J/ miissen als Funktionen der Zeit ¢ gegeben sein.

Leichter ist es von den Geschwindigkeitskomponenten aus-
zugehen. Die Geschwindigkeit u an einem Punkte der Fliissig-
keit komnen wir als Funktion der Zeit ¢ und des Radius-
vektor v darstellen, der von einem festen Bezugspunkte nach
dem betrachteten Punkte gezogen ist. Wir konnen also
schreiben

wi= f(x; 2.

Die Geschwindigkeit ist also im allgemeinen in einem bestimmten
Augenblicke fiir die einzelnen Punkte der Fliissigkeit ver-
schieden und eine Funktion von r; sie #ndert sich aber an
demselben Orte auch mit der Zeit £ Dementsprechend kinnen
die Komponenten der Geschwindigkeit u als Funktionen der
Zeit ¢ und der Koordinaten des betrachteten Punktes dar-
gestellt werden.

Die Anderung der Geschwindigkeit an einem bestimmten
Orte in der Flissigkeit ist durch den Differentialquotienten
0 u |0 tgegeben. Fir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen
handelt es sich aber um die Beschleunigung des Flissigkeits-

Christiansen-Muller, Physik. 3. Aufl. 12
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teilchens und demnach um die Anderung, welche die Ge-
schwindigkeit desselben Fliissigkeitsteilchens erfihrt. Diese
Anderung setzt sich aus zwei Teilen zusammen und zwar
erstens aus der Anderung, die durch die Verschiebung u-d¢
des Fliissigkeitsteilchens aus seiner urspriinglichen in die un-
endlich nahe benachbarte Lage bewirkt wird, und zweitens
aus der Anderung, die die Geschwindigkeit am urspriinglichen
Orte des Flissigkeitsteilchens auch ohne die Verschiebung
u-dt erfahren wiirde. Die gesamte Anderung der Kompo-
nenten wu, u, u, der Geschwindigkeit, d. h. der Komponenten
der Geschwindigkeit desselben Flissigkeitsteilchens konnen wir
also darstellen durch

du, du, du, doe  du.dy  du.dx

di =9t Towadt T aya: Taxas
Damit haben wir die Beschleunigungen desselben Fliissigkeits-
teilchens nach den Richtungen der drei Koordinatenachsen
dargestellt. Da

usw.

LR VR
= =g WT g T a:
ist, so erhalten wir
du, 0, 0u, LRI du.,
(a) =

qt 9t T Thay The
Ahnliche Gleichungen gelten fiir
d u, d .,
) und s
Zuar Auffindung der Bewegungsgleichungen einer Fliissig-
keit sei aus ihr ein Parallelepipedon d @ ausgeschnitten, dessen
Kanten da, dy und dz sind, und auf das eine Kraft mit den
Komponenten X, ¥ und Z wirkt. Im Zeitelement d¢ erhilt
das Parallelepipedon eine Bewegungsmenge, deren Komponenten

oXdwdt, pVdwdt, pZdwdt

sind, wo ¢ die Dichte bedeutet.
Der im Punkte z, y, z wirkende Druck p erteilt, wie im
§ 44 gezeigt ist, dw im Zeitelemente d ¢ die Bewegungsmengen

_ap ap , dp
Srdwdt, —g,wdt, —Fldaar.

Unter dem Einflusse dieser Kriifte erhiilt der Kérper in der Zeit-
einheit einen Zuwachs an Geschwindigkeit, dessen Komponenten
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du, du, du,
dt’ dt’ dt
sind. Wir finden also

du, d du, - O0p, du,
(b) o- =9X—6—Z; Q‘d—;'=91—£s 97;7=9Z—

Mit Hilfe der Gleichungen (a) ergibt sich dann

0w, du, du, AU _ 5 1 dp
B RPN Ty T e i e
du, d u, du, 8uy, 1 dp
(c) 7 +u, 5+, 3y s ¥ 2 T
a0 u, du, du, | du., 1 dp
B T Ty T — 7 g e

Diese Gleichungen rithren von Euler her und heillen die
Eulerschen Bewegungsgleichungen.

Wir fiigen noch die sogenannte Kontinuitiitsgleichung hinzu,
die in folgender Weise gefunden wird. In das betrachtete
Parallelepipedon do stromt wihrend des Zeitelementes d¢
durch die eine Fliche dy dz die Flissigkeitsmenge ¢ u, dy dz dt.
Durch die gegeniiberliegende Fliche stromt die Menge

(yu:l= - a(g:’) dx) dydzdt

aus. Die Differenz der Fliissigkeitsmengen, die durch die
zwei Fliachenelemente stromt und in einem Verluste besteht,
wenn (0 (ou,) [ Ox) da positiv ist, wird also

9ot g4, g
dx :

Mit Riicksicht auf die beiden iibrigen Flichenpaare ergibt sich
als gesamte Differenz zwischen den in das Parallelepipedon
eintretenden und austretenden Fliissigkeitsmengen

6(9 ) 6(9 uy) 6(9 ;)
(_335 + Cdy T dx )dmdt.

Urspriinglich enthielt das Parallelepipedon die Menge ¢dm,
nach Ablauf des Zeitelementes 4 ¢ enthiilt es die Menge

(g + %dt) do.

Die Differenz der Fliissigkeitsmengen ist also

12*
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Hieraus folgt die Kontinuititsgleichung

(d) 69+6f0?‘x +6(9un+a@u 0.
Ist aber die Dichte o der Fliissigkeit konstant, so nimmt die

Kontmmtdtsglewhung die Form

0w, a u., du,
© e Ty Tas =0

an.

In den Gleichungen (¢) und (e) sind vier unbekannte
GroBen u,, u, u, und p enthalten, zu deren Bestimmung vier
Gleichungen vorhanden sind. Zur Bestimmung der bei der
Integration auftretenden Konstanten mufl der Bewegungszustand
der Fliissigkeit fiir einen bestimmten Zeitpunkt gegeben sein.
Ist' die Fliissigkeit von einer unbeweglichen Fliche begrenzt,
so sind die Komponenten der Geschwindigkeit in der Richtung
der Normalen der Grenzfliche Null. Sind @, @, @, die Ge-
schwindigkeitskomponenten eines Teilchens an der Grenze der
Fliissigkeit, und bildet daselbst die Normale der Grenzfliche
mit den Achsen die Winkel ¢, 3, 7, so ist

(f) @,co8 ¢ + @, 0083 + @ cosy = 0.

Wir wollen auch die wvektoranalytische Form der Euler-
schen Gleichungen herleiten. Die Geschwindigkeit eines Fliissig-
keitsteilchens sei mit u bezeichnet. Die Geschwindigkeits-
anderung desselben Fliissigkeitsteilchens ist du/d¢. Diese
Anderung setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Zunichst
betrachten wir einen bestimmten Punkt ¢ der Fliissigkeit; an
diesem Puankte Andert sich die Geschwindigkeit im Zeit-
elemente d¢ um einen gewissen Betrag, den wir durch

du
;e
darstellen, wobei die Differentiation bei konstantem Orte nur
in bezug auf ¢ auszufithren ist. Bewegt sich aber das Fliissig-
lkeitsteilchen wihrend des Zeitelementes d¢ vom betrachteten
Punkte @ in der Richtung u um die Strecke ds zum Punkte @,,
so gelangt es damit an eine Stelle, wo die Geschwindigkeit

nach Grife und Richtung eine andere ist. Diese Anderung
der Geschwindigkeit konnen wir darstellen durch
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ou du
fTsd" = ézu-(lt,

indem du/ds die Anderung von u bezogen auf die Liingen-
einheit ist.

Wir haben aber die Beziehung
du . du, | .du du,

ds ' ds +J-6_sy+fﬂ_’

indem die auf die Lingeneinleit bezogene Anderung des
Vektors u in einer bestimmten Richtung 8 gleich der Vektor-
summe der auf die Lingeneinheit bezogenen Komponenten ist.
Nach Seite 42 schreiben wir die Glieder auf der rechten Seite
der letzten Gleichung in der Form

, O U,

i =16 V) =i V)u, usw.

Dann wird
du

g?ua’tz (8, V)u-udt.

Dabei stellt (8, V)u die in_der Richtung der Strecke 2
auf die Lingeneinheit bezogene Anderung der Geschwindigkeit
dar. Gehen wir in der Richtung des Vektors 8 zu einem
anderen um ds = ud¢ entfernten Punkte iiber, so ist die
Anderung der Geschwindigkeit

) )u-dt = g‘s—‘ cu-dt.
Demnach kionnen wir die Anderung der Geschwindigkeit

desselben Fliissigkeitsteilchens in der Zeiteinheit durch

du _ 9
=gtV

darstellen. Ist p der Druck der Fliissigkeit, so wirkt auf ein
Flussigkeitsteilchen zunichst die Kraft — p. Bei Ausschluf
iubBerer Krifte wiirden wir -also

haben, Ist ferner mnoch die #duflere Kraft & wirksam, so
haben wir :

(@ §— - Vp=g; V.
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Beachten wir, dafl die Komponenten von (u v/)u

‘ 6w, 8 u, 6 u.
wV)u,=w g+ 4yt

du du 0 u,

(h) (“V)“y=“z__‘a; -+ uy——a; + #,mt;
Oe, . GETA d u,

("v)uz=“sﬁ+ % Ty r}—uz-—ax

sind, so gelangen wir zu den unter (c) aufgestellten Euler-
schen Gleichungen.

Die auf die Volumeneinheit bezogene ZErgiebigheit der
Quellen der Flissigkeitsstromung ist bei konstanter Dichte o
nach (d)

du, , Ou, 0.
P - By S T
Dieser Ausdruck wird symbolisch dargestellt durch
divu
und ist als die JDiergenz des Vektors u bezeichnet. Die
Kontinuititsgleichung lautet dann
(i) divu = 0.
Die Divergenz ergibt sich, wenn man den Hamiltonschen
Operator (vgl. S. 42)
. 8 . d 0
W =it By + t&

auf einen Vektor nach den Regeln der skalaren Multiplikation
einwirken liBt. Wir erhalten dann

. . @ . 0 0 ' :
Vu=dvu= (‘ﬁ‘i‘lg*y‘*‘fa’)(“z‘“f‘“yl‘F uzf)

%
o, du, ou,
=%z T oy Tax

§ 47. Transformationen der Eulerschen Gleichungen.

Bei der Bewegung #ndert das Parallelepiped mit den ur-
spriinglichen Kanten dz, dy, dz in der Fliissigkeit im all-
gemeinen nicht nur seinen Ort im Raume, sondern es rotiert
auch und #“ndert zugleich seine Gestalt. Die augenblickliche
Bewegung ist durch die Geschwindigkeitskomponenten u_, u , u

: e z Yy e
bestimmt; die Rotationen und Formverinderungen werden
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folgendermaflen ermittelt. In der Elastizititslehre ist fiir die
Rotationskomponente %, eines solchen Elementes der Ausdruck

gegeben (s. S. 139)
at  ay’
g I [
k= 'f(é’y ax)’

wenn £’ und 4’ die unendlich kleinen Anderungen der Koordi-
naten z und y bei der Bewegung sind. Wir kénnen {'= u_ dt
und 7' = u,dt setzen und erhalten dadurch
du, du,
(ay — ka,{) dt.
Ist w, die entsprechende Winkelgeschwindigkeit, so wird
h,= w,+dt und ferner
du du, du ou. du du

I U e (L P 1 oo R = ¥__ ),
() w, z(ay 6x)’ "y =3 (ax 6‘:1:)’ e %(az, ay)
w,, w, und w, sind die Komponenten der Winkelgeschwindig-
keit w bei der Rotation um die drei Koordinatenachsen. In
vektoranalytischer Darstellung hahen wir

w=iw, jwy-{— fuw,,
und nach S, 36 finden wir
(a") 21 = rotu,
d. h. die Rotation der Weggeschwindigkeit » ist gleich der

doppelten Winkelgeschwindigkeit.
Findet keine Rotation in der Fliissigkeit statt, so ist

—
]lm a3

. w,= 0, u‘y:U, w,= 0,
oder

O 0%, v Ok, D% Gu
dy 6z 0z oz dx 0Oy
Diese Gleichungen sind die Bedingungen fiir die Existenz einer

Funktion ¢ von z, y, z und ¢, welche die Eigenschaft hat, dafl

d d 04
I
ist. Diese Funktion ist von v. Helmholtz als Geschwindig-
keitspotential bezeichuet, denn die Komponenten w,, u,, u, der
Geschwindigkeit verhalten sich in diesem Falle wie die Kom-
ponenten einer Kraft, die ein Potential hat.

Fiir die Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit gilt
unter der Voraussetzung der Existenz eines Geschwindigkeits-

potentials die Kontinuititsgleichung [§ 46 (e)]
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a’g P _ o3y -
:1:‘+6 L Py o =1,
Die (Geschwindigkeit » eines Fliissigkeitsteilchens folgt aus
- __ (dg\" do do
w =ttt o+l = (0)+ (G7) + (52)°
Aus den Gleichungen (a) folgt
Buy 0%,

Gu,
dy *6‘—5-—21[:’ dz

8?: + 21.' :

Die erste der drei Kulerschen Glelchungen § 46 (¢) lautet
demnach
du, du, 1 dp

voz T s — X ¢ m

%’:’-{-2(% uu)+u " u

‘6:1:

Fiithren wir in diese Gleichung die Geschwindigkeit « ein,
so wird

aux du’ _ 1 dp
+2(u, v, uywz)—i—z— X_?E
und ebenso ergeben sich die Gleichungen
(b) Bu, du? - 1 dp
= + 2w, w,— w,w,) + }- E‘y = V- - iy
6‘% 1 0% _ gz 1 6p
+ 2(u, w, uzw%')_l-?ax =4 A

Beachtet man, daB nach S. 51 das Vektorprodukt
[w,u] = i(w, u,— w, uy) + j(w,u,— wyu) 4 E(w, u,— w,u,)

ist, so ergibt sich leicht, daB wir die drei Gleichungen (b) in
der Vektoranalysis durch die eine Gleichung

/ 1
(b) s +2mul +3ve=5—+Vp
darstellen konnen, indem die Kraft & die rechtwinkligen Kom-
ponenten X, 1, Z hat.
Aus den Gleichungen (b) kann p eliminiert werden. Wird

namlich die zweite der Gleichungen (b) nach z differentiiert,
und die dritte nach y, so ergibt sich durch Subtraktion

aw,_|_ 0w, we— w,wy) O (e, —w,ws) :'LJ__ Y
at dy 0% T E\dy 3;_)
Nach (a) ist aber

Bux

0 w, _|_a“’='_|_aw’ =0 oder divw =0,
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und nach der Kontinuititsgleichung haben wir
Bu,, .

az 8. 777_0 oder divu=0.
Wir finden demuach
dw, 8w, duw, duw,

9t Thgy TG, T

% 9

o s Bu _ Ou (az g_}_)
z g Y9y 0% dy 0%
Odw,[d¢ gibt die zeitliche Anderung der Komponente w, der
Winkelgeschwindigkeit an demselben Orte. In derselben Weise
wie die Anderung der Geschwindigkeit desselben bewegten
Fliissigkeitsteilchens, stellen wir auch die gesamte Anderung
der Winkelgeschwindigkeit dar durch

el

dw, dw, 6w, dw, dw,

At ~ ot T%ew Tay T %Gs
Fiihren wir diesen Wert von dw_/d¢ in die letzte Gleichung
ein, so wird

du,___ ‘Bm 1
© = xax""“Ja e =ax '3'?(

Beachtet man, daB in der Vektoranalysis

07 _ 7).
0y 0%

a é 3Nz ! &
(wV)u = (wz e o w?fﬁ + u'za—z) (tu,+ ] u,+ fu),

so ergibt sich, daB wir die Gleichung (c) und die zwei zu-

gehorigen durch die Gleichung

() (Z? (0 7)u + rot§

darstellen konnen. Kann die Kraft § aus einem Potential

abgeleitet werden, so ist nach S. 37 rot§ = 0. Ist ferner die

Winkelgeschwindigkeit w in irgend einem Zeitpunkte gleich

Null, so wird nach (¢") auch
an
dat

Haben also die Kriifte ein Potential und rotiert in einem be-

stimmten Augenblick ein Fliissigheitsteilchen nicht, so wird es nie-

mals rotieren.

Auch aus der Gleichung (c) ergibt sich, daf in einer idealen
Flussigheit heine Rotation entstehen hann, wenn die Kriifte ein

= 0.
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Potential haben. In diesem Falle werden die Flussigheitsteilchen,
die bereits rotieren, auch fernerhin in Rotation bleiben; aber die
Teilchen, die nicht von Anfang an rotieren, werden niemals in
Rotation geraten. Dieser Satz ist zuerst von H.v. Helmholtz
ausgesprochen.

§ 48. Wirbel- und Stromungsbewegungen in einer Fliissigkeit.

Bei den Untersuchungen iiber die Bewegung der Fliissig-
keit ist es wichtig zu erfahren, ob eine Rotation der einzelnen
Fliissigkeitsteilchen stattfindet oder nicht. Findet eine Ro-
tation statt, so wird sie als Wirbelbewequng bezeichnet. Wir

haben dann
0w, 0 u,
9z  dz)?

d u, 0 u
e w2 .4
, E(Bx ay)

a . 0w
=1 et
lwz 3(63; 6%)

(2) l

N{--

Hieraus folgt sogleich

(b) aa!;’ + % 4 w,, + Qiu—f =0 oder divw=0.
Die Kontmultatsglelchung ergibt
() ?;’ T %% =0 oder divu=0.

Haben die Krifte ein Potentia.l, so folgt aus den Gleichungen
§ 47 (c)

dew, 0wy _ﬁu, 0 u.
A g T Yy TR
dw, du, 10 uy du,
@ At ™ Yagy Ty 3t Ug s
d w. 8 . 6 . 0 u,

at = Year T gy TV,

Sind die Komponenten w,, w, w, dagegen iiberall in der
Flissigkeit in einem bestimmten Augenblicke Null, so sind sie
nach den Gleichungen (d) zu jeder Zeit Null. In diesem Falle
bezeichnen wir die Bewegung als Stromung, welche durch die
Gleichungen

©) 0w, du, Q_u; _ Ou, du, 0w,
’ dy éx’ 8z dz’ dx  dy
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charakterisiert ist. w,, u, und u_ besitzen dann nach § 47 ein
Geschwindigkeitspotential ¢, das im allgemeinen von z, y, z und
¢t abhiingt. Die Kontinuitiitsqgleichung lautet

e o 8¢ _ s _
(f) gz Ty Tow = VP=0
Die Eulerschen Gleichungen § 46 (c) erhalten jetzt die Form
Po , 9u? 1dp

X=—geattte; +*yoz

- 0% g du? 1dp

: —_—— 1 il Al
g—_ %9 , 04  13p

T dzdt " Y ba 0 0z

Haben die Krifte ein Potential, sodaf

A JORYL PR L

X ==—

dy’ ]
ist, so wird
g : 37 7 0 .0
iX+jl +EJ=—(xa£r+Iaag+f'36—l:)=_v¥f.

Ferner ist

I gy . - :
Higp+ig+ o) =3Vl = 1 V(v o,
indem
e (20 L x0e 8¢\ . _ i
u= (l6x+16y+fax)_ Vg

ist. Demnach kdnnen wir die Gleichung (g) in der Vektor-
analysis in der Form

‘ 0 i
€ —a(VO+IV(Verl=—-V¥-_Vp

darstellen, unter der Voraussetzung, daB die Kriifte ein Po-
tential haben. Die Gleichung (g") laBt sich integrieren, und
wir finden dann

” dq
() - +iver+ig=—¥-L,

wo f(f eine Funktion der Zeit allein bedeutet. Diese
Gleichung als Integral der Gleichungen (g) konnen wir auch
in der Form

0
(b) 7 — e +ig=v+%
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schreiben. Zur Bestimmung von ¢ und p nehmen wir zu
dieser Gleichung noch die Beziehung (f) hinzu. In einem ein-
fach zusammenhiingenden Raume ist ¢ eine eindeutige Funk-
tion des Ortes und der Zeit. Aus der Gleichung (h) kénnen
dann ¢ und dessen Ableitungen, d.h. die Geschwindigkeits-
komponenten, sowie der Druck p bestimmt werden.

Um ein einfaches Beispiel fiir die zwei Arten der be-
sprochenen Bewegungen zu erhalten, nehmen wir an, daB alle
Teilchen einer unendlichen Fliissigkeitsmasse sich in Kreisen
bewegen, die der x y-Ebene parallel sind und deren Mittel-
punkte auf der z-Achse liegen. Alle Teilchen, die sich in
demselben Abstande von der z-Achse befinden, bewegen sich
mit derselben Geschwindigkeit und nach derselben Richtung.
- Dann ist entsprechend § 41 (e)

U, =—oy, u,=-+oz, u=0.
@ soll nur vom Abstande des Teilchens von der z-Achse ab-
hiingig sein. Da

Oy o BHBE g BW o 5 THED

dx r dr dy e
ist, so wird die Kontinuititsgleichung (c) erfiillt. Im allgemeinen
findet eine Rotation der einzelnen Teilchen statt, da

d

oy
ist.  Wir finden namlich

y'do  du, _ o do
rdr® 08z r dr

w, = 4 % Z—T’ .
w, und w, sind gleich Null. Die Gleichungen (d) sind erfillt,
indem w, allein von r abhiéngt und w,, » und », von z un-
abhingig sind.
Wir setzen nun fest, daB w, = w, fir r <, und w, =0
fir » > », ist. Hierbei ist ), eine Konstante. Fir r < r,

setzen wir
c

o = wo —|— —15',
wo C eine neue Konstante ist. € muB verschwinden, weil
sonst die Teilchen in der Achse eine unendlich grofie Ge-
schwindigkeit haben wiirden. Fiir den Teil der Fliissigkeit,
welcher im Inneren eines Kreiszylinders liegt, dessen Radius 7,
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ist, und dessen Achse mit der z-Achse zusammenfillt, ist dem-
nach @ = w,. Diese Teilchen der Fliissigkeit rotieren also
um die z-Achse als Wirbelachse, gleichsam wie wenn sie einen
festen Korper bildeten. Ist dagegen » > 7, und demnach
w, =0, so ist die Winkelgeschwindigkeit «’

P

n = —F5-
r.ﬂ

Die lineare Geschwindigkeit ist

also umgekehrt proportional dem Abstande des Teilchens von
der Achse. Da keine Unstetigkeit in der Bewegung der
Fliissigkeitsmasse stattfinden soll, so muf fiir » = r, auch
w, = C'[r,? sein. Fiir » > r, ist demnach

-

rm

Wird », unendlich klein, dagegen w, unendlich groB, so erhalten
wir einen sogenannten /irbelfaden.

Die Wirkung des Wirbelfadens auf die umgebende Fliissig-
keit hingt von dem Produkte aus seinem Querschnitte und
seiner Winkelgeschwindigkeit ab. Setzen wir m = nr 2w, so
ist die Geschwindigkeit / eines Fliissigkeitsteilchens, das nicht
dem Wirbel angehort,

h=ro =2
=

Die GroBe m = ar,2w,, die als Stirke des Wirbelfadens
bezeichnet wird, stellt eine unverinderliche und unzerstorbare
Eigenschaft des Wirbels dar. Andert sich der Querschnitt
eines Wirbelfadens mit der Zeit, so #ndert sich auch die
Rotationsgeschwindigkeit w,, stets bleibt aber m konstant. Die
Wirbelachse braucht nicht eine gerade Linie zu sein, sie kann
jede beliebige Form haben. Befindet sich die Wirbelachse
selbst in Bewegung, so werden die Kreisbahnen der rotierenden
Teilchen mit der Achse fortgefiihrt, wie wenn sie fest mit ihr
verbunden wiiren. KEine Vermischung der dem Wirbel an-
gehorigen Fliissigkeitsteilchen mit den iibrigen findet nicht
statt. Die Wirbelachse muB in sich selbst zuriickkehren oder
an der Begrenzung der Fliissigkeit endigen, sie kann nicht im
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Inneren einer Fliissigkeit aufhéren, weil sonst die Kontinuitit
der Bewegung aufhiren wiirde.

Die Wirbelfiden sind zuerst von H. v. Helmholtz unter-
sucht, spiiter von William Thomson und mehreren anderen.

§ 49. Stationire Bewegung mit Geschwindigkeitspotential.

Sind die Geschwindigkeitskomponenten von der Zeit un-
abhiingig oder #ndert sich an demselben Punkte in der Fliissig-
keit der Bewegungszustand nicht, so ist die Bewegung stationdr.
Ist ein Geschwindigkeitspotential ¢ vorhanden, so hat man

__99 _ g __dg
®) L= Tawr T Tayr %T T an!
wo ¢ eine Funktion von z, y und z allein ist. Dasselbe gilt
fir das Potential ¥ der Kriifte. Demnach muB die Funktion

f(¢) in § 48 (h) konstant sein. Setzen wir {(¢) = C, so wird
(b) w+-€-+3§u3=c.

Wirken keine anderen Kriifte als Druckkriifte im Inneren der
Fliissigkeit, so kann man % = 0 setzen und erkennt dann,
daB die Geschwindigkeit wiichst bei der Bewegung des
Fliissigkeitsteilchens von Stellen hiéheren Druckes zu solchen
niederen Druckes und umgekehrt.

Fiir eine Bewegung, bei der ein Geschwindigkeitspotential
existiert, hat man als Kontinuitiitsgleichung
(C) Vzrp =0.

Als Beispiel einer solchen Bewegung betrachten wir eine
in einer unendlich ausgedehnten Fliissigkeitsmasse ruhende
Kugel. Die Teilchen der Fliissigkeit, welche vom Kugelmittel-
punkte weit entfernt sind, bewegen sich mit gleicher Ge-
schwindigkeit in derselben Richtung.

" Der Kugelmittelpunkt liege im Koordinatenanfangspunkt 0;
der Radius der Kugel sei R Die Fliissigkeitsteilchen, deren
Abstand » von O unendlich ist, mégen sich mit der Geschwindig-
keit », in der mit der positiven z-Achse parallelen Richtung
bewegen. Wir setzen das Geschwindigkeitspotential ¢

@ ¢ = F—=tyi,
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wo ¥/ =0 fiir » = o0 sein moge. Dann ist
av av av

(e} uz='—'gzv', uy=—a—y, uz=—6x+1)0.
Mit Riicksicht auf die Gleichung (c) ist
(f) ViF=0.

Setzen wir 7 = 1 /r oder gleich einem in bezug auf z, y oder z
genommenen Differentialquotienten von 1/r, so wird die
Gleichung (f) erfillt. Da die Erscheinung rings um die z-Achse
herum symmetrisch ist, so wollen wir versuchen, ob durch
die Annahme i

(1/7) Cx
(@) 7=0c20n_

,r:i
die Bedingungen erfiillt werden.

An der Kugeloberfliche bewegen sich die Fliissigkeits-
teilchen ldngs der Oberfliche, und die Komponente der Ge-
schwindigkeit in der Richtung des Radius ist Null, d. h.

do .
(ET\'),:R = 0.

Setzen wir
-;}- = GOS8 ¥,
so wird
Ccos y
p =——x — Ty, CO8 Yy
und
0 20900 o uou 3
r -
Hieraus ergibt sich, daB
h O TE
(b) = ]
ist. Aus den Gleichungen (d), (g) und (h) folgt, daB
: v Rz R?
(i) ¢=—"—2;Tma:oz=—voz(1+§;;;)~
Ferner erhalten wir
_ 8¢ Sy liam, 5 __a_ep__SvDRsxy.
YT T e 2 0 T T ay T g8rs
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Wird _
uIZ _|_ uyi = S2 und 32 __|__ y2 — q2
gesetzt, so ist

Sy, R3g=x

8§ =
2795

Sind ¢ und z die Koordinaten der Bahn eines Fliissigkeits-
teilchens, so lautet die Bahngleichung

d
(k) bt

Bedenkt man, daB r® = ¢® -+ z® ist, so ergibt sich durch
Integration der Gleichung (k)

Dieses ist die Gleichung der Stromlinie, wenn ¢ eine Konstante
bedeutet. Ist ¢ = 0, so wird entweder » = 2 oder ¢ = 0; im
ersten Falle erhiilt man die Gleichung eines groBten Kreises,
im zweiten die Gleichung der z-Achse.

Der Druck p wird mit Hilfe der Gleichung (b) bestimmt.
Da ¥ =0 ist, so wird '

p=0(C—}v).

Es ist jedoch u?=u? uyz—}-uf; fiir einen Punkt an der
Kugeloberfliche wird also

und
EE — x".’ .
H';!

Der Druck p ist demnach auf dem Teile der Kugel, der
nach der positiven Seite der z-Achse liegt, ebenso groB wie
auf dem nach der negativen Seite der z-Achse gelegenen Teile
der Kugel; die bewegte Fliissigkeitsmasse wird daher die Kugel
nicht von ihrer Stelle entfernen konnen. Auf die Kugel braucht
also keine Kraft einzuwirken, um sie in der wirbelfreien Stromung
einer idealen Fliissigkeit an einer bestimmten Stelle festzuhalten.
Andererseits erfihrt eine Kugel, die sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit in unveriinderlicher Richtung in einer unbegrenzten,
idealen und ruhenden Fliissigkeit bewegt, keinen Widerstand

p=0C—3o,
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bei der Bewegung. Dieses scheinbar iiberraschende Resultat
erklirt sich dadurch, daf der Reibungswiderstand nicht be-
riicksichtigt ist.

§ 50. Die Bewegungsgleichungen von Lagrange.

Ein Flussigkeitsteilchen P befinde sich urspriinglich im
Punkte, dessen Koordinaten a, 4, ¢ sind; nach Verlauf des
Zeitelementes d¢ sei dasselbe im Punkte z, y, z. =z, y, z sind
Funktionen von ¢, @, 4 und ¢; #@ndert sich ¢ allein in diesen
Funktionen, so erhalten wir die Bahn eines bestimmten Teilchens.
Erteilen wir dagegen den Koordinaten a, 4 und ¢ alle mog-
lichen Werte und lassen ¢ konstant, so ergeben sich die Orter
der verschiedenen Fliissigkeitsteilchen zu derselben Zeit. Wird
der Druck mit p und die Dichte der Fliissigkeit mit ¢ be-
zeichnet, so erhalten wir aus § 46 (b), wenn

dzx dy _dx

2= W= g T g
gesetzt wird,
@ T2ox_lip @y_y 1ép @, 14y
S FE=L=Tie ar ~ T~ ¢ly TF -2 30

Um die in bezug auf z, y und z genommenen Differential-
quotienten fortzuschaffen, werden diese Gleichungen bzw. mit

dx dy 0z

da’ da’ da’
mit

Q

i
’ 8b

T
b ?

Q
(=1}
S

und endlich mit
Gz dy 8z
de’ de’ de

multipliziert. Durch Addition ergeben sich dann folgende

Gleichungen
(6= x)35+ (55— 1) 304 (57 -85+ 120
O (8- x)35 + (5= 1) (5 -0) -0
(02 )32+ (51 1)+ (51 - )+ 2220

Christiansen-Miuller, Physik. 3. Aufl. 13
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Diese Gleichungen rithren von Lagrange her. Von H. Weber
sind Gleichungen aufgestellt worden, die die Vorteile der
Kulerschen Gleichungen mit denen der Lagrangeschen
Gleichungen vereinigen. (Crelles Journal, 68. 1868.)

Zu diesen Gleichungen (b) kommt noch eine Beziehung,
die ausdriickt, daB das Volumen der Fliissigkeit nicht gefindert
wird. Die Flissigkeitsteilchen, welche sich urspriinglich in
einem rechtwinkligen Parallelepipedon mit den Kanten da, d?
und d¢ befanden, sind zur Zeit ¢ in einem Parallelepiped ent-
halten, dessen Kanten die Projektionen

dx 0%

dy .
Bf&da, a—ada, aada,
dxz dy 0% i
a—gdb, %db, B—-Brlb,
dx 0y dx
ﬁdc, E—Edc, %dc

haben. Der Inhalt des Parallelepipeds zur Zeit ¢ wird also
de @y ds
da’ da’ da |
de dy d=x |
ﬁ, é_[;, a‘—bl'dadbdc.
dm Ay 0%
de’ de’ de

tinuitiitsgleichung

0z 8y o8z
da’ da’ ﬂ,;
de By dx |
() a6 @b’ ﬁ|—1-
dx dy Bz |

do’ de’ @e |
Zur Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen betrachten
wir eine Fliissigkeitsmasse, die sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit @ um die z-Achse dreht, die senkrecht nach
unten gerichtet ist. Wir haben dann
X=0, =0, Z=g
und setzen
z=c, a=rcosqp, b=rsing,
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ferner
r=rcos(p+ wt)=acoswt— bsinwt,
y=rsin(p + wi)=bcoswt+ asinwt.
Hieraus ergibt sich, daB

g—g=coswt, S—E=—sinwt, g:=0;
%=sinmt, %:cosmt, gg':o;

Die Kontinuitiitsglelchung (c) ist erfillt, und die Be-
wegungsgleichungen (b) lauten:
2—2=gw2a, ?P=Qm25’ g;:_qg.

Demnach ergibt sich durch Integration
p=C+o(fo*@+b)+gc).

Diese Losung der Aufgabe stimmt mit der in § 45 gegebenen

iberein.

§ 51. Die Wellenbewegungen.

Die Lagrangeschen Gleichungen kénnen mit Vorteil zur
Untersuchung der unter dem Kinflusse der Schwerkraft in einer
Fliissigkeit stattfindenden Wellenbewegung benutzt werden.

Fir die wirkliche Bewegung der Fliissigkeitsteilchen bei
der Wellenbewegung haben sich nach den Beobachtungen der
Gebriider Weber (Wilhelm Webers Werke 5) die folgenden
Sitze ergeben: Die Schwingungsbahnen der Teilchen, die in der
Nihe der Oberfliche der Flussigheit liegen, sind anscheinend
LBillipsen, die nahezu Kreisgestalt haben: mit zunehmender Tiefe
wird die elliptische Gestalt der Bahnen immer gestreckter, und
schlieflich wird die Bahn eine horizontale gerade Linie. Je tiefer
das schwingende Teilchen unter der Oberfliche liegt, desto
kleiner ist sowohl der vertikale als auch der horizontale Durch-
messer seiner Bahn. Die scheinbare Bewegung, die in dem

Fortschreiten der Welle besteht, kommt aus der vorher be-
13%
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schriebenen reellen Bewegung der Fliissigkeitsteilchen dadurch
zustande, daB die in der horizontalen Fortpflanzungsrichtung
hintereinander liegenden Teilchen nacheinander eine schwingende
Bewegung annehmen. Hierbei sind niemals zwei oder mehrere
der Teilchen, die derselben Welle angehdren, gleichzeitig in
entsprechenden oder gleich gelegenen Punkten ihrer Schwingungs-
bahnen, sondern sie gelangen nacheinander in diese ent-
sprechenden Punkte. Zwischen den Schwingungen der neben-
einander liegenden Teilchen ist demnach eine Phasendifferenz
vorhanden.

Alle Fliissigkeitsteilchen mogen sich in ebenen Kurven, die
der xz-Ebene parallel sind, bewegen; die z-Achse sei horizonal,
die z-Achse sei senkrecht nach unten gerichtet. Wird also y = &
gesetzt, so erhalten wir

dx dy dy _ iy E
ol go=% =l F=h H=0
und d,—y_{)
dft

Die Bewegungsgleichungen § 50 (b) lauten also
d*z 6 = d*x dzx  dP

| 77 7a G =97

|t e e o2
dtge T \ae T9)de T Fe —

und die Kontinuititsgleichung § 50 (¢) hat die Form

(a)

dxdx dzdzx
®  Fads —Fads =
Ein Flussigkeitsteilchen B (Fig. 61),
dasin der Ruhelage die Koordinaten
04 =aund 4B = ¢ haben moge,
bewege sich auf dem Kreise D FE,
dessen Zentrum in € liegt. Das
Teilchen befinde sich in 2. Der
Winkel zwischen € D und der lot-
rechten Linie sei %. Ferner sei
BC=sund CD =r. Dann ist

() z=a+rsinéd, z=c+s+rcost, *=mt+na,

wo m und n Konstante sind, und » und s Funktionen von e
bedeuten. Wir erhalten also

0 a A i 1.

Fig. 61.
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da _ acad BB e
ﬁ__l—kmcos&, éa—unrsmdrf,
dx dr . dx ds dr a.
%=a—031n&, aé-:l-}-a—c-a-d;cosu.

Durch diese Beziehungen erhilt die Gleichung (b) die Form
ds dr dr ds
E—i—nrdc—k{ag-{-?zr(l—l—az)}GOS{}:O.

Da diese Gleichung fiir jeden Wert von ¢ oder % besteht, so
haben wir

ds dr .o dr ds\ _
(d) d—c—}-n'r%:(], tﬁ'—}'ﬂr(l—i‘da—)-—O-
Ferner ergeben sich aus den Gleichungen (a) die Beziehungen

—(m? — gmrsing + 3L — o,

(e) I —mer%—g(l—]-gZ)—mzr(l+gz)¢08{,
P
= gz—:cos&+g—c=0,
von denen die letztere infolge der Gleichungen (d) in die Form
dr d §r
6 = —gmr {5+ (145 ) cosd) —g+ 5 =0

iibergeht. Ist der Druck nur von ¢ abhiingig, so folgt aus (e)
und (f), daB

(2 . m* = gn,

(h) Pi=.gie

ist, wenn die Konstante gleich Null gesetzt wird. Der Druck
verschwindet also fiir ¢ =0, was an der freien Oberfliche
gelten soll.

Die Bahnen der Teilchen sind Kreise. Braucht ein Teil-
chen zum Durchlaufen der Bahn die Zeit 7z, d. h. ist z die
Schwingungsdauer, so haben wir

27 g _ 2n 2La .
m == und 'fHT(""’ :g)
Ist 2 die Wellenléinge und % die Wellengeschwindigkeit, so
ergibt sich ‘
=22 und A= i,
2n T
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woraus folgt, daB
; VL g o
(i) ft—l/gﬂ und =7 = 7
ist.
Bei der Bewegung beschreibt das Teilchen einen Kreis,

dessen Zentrum wenig oberhalb der Ruhelage des Teilchens
liegt. Nach der ersten der Gleichungen (d) ist namlich

s=—1nr

wo die Konstante fortfillt, da s und r gleichzeitig verschwinden.
Wir haben auch nach (i)

(k) s=—2r

Aus der zweiten der Gleichungen (d) folgt, daB

dlogr +ndc+ s) =0
ist. Durch Integration erhalten wir

logr + n(ec + s) =&,
wo % eine Konstante ist. Fiir ein Teilchen in der Oberfliche
ist ¢ = 0. Werden die Werte von » und s fiir dasselbe Teil-
chen der Oberfliche mit 2 und § bezeichnet, so ist

logR 4+ nS==%.

Wir haben ferner

log(%)+n(c+s—-8} =0.

¢+ s— A8 =H ist der senkrechte Abstand zwischen dem
Mittelpunkte der Bahn des betrachteten Fliissigkeitsteilchens
und dem Mittelpunkte der Bahn eines Teilchens in der Ober-

flache. Man hat also
2aH

M r=Re 1.

Wird ds/dc aus den Gleichungen (d) eliminiert, so erhalten wir
dr+nr({de —nrdr)= 0.

Die Integration ergibt

1 2 '
‘;z—]()g?' + e — -E—?t?" = k.
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Fiir die Teilchen an der Oberfliche ist
1 2 ’
r_r?—z-log R—1nl®=F.
Demnach wird

(m) ¢ = log (——) — %(]fz —r?),

Die freie Oberfliiche kann man sich dadurch entstanden denken,
daB ein Kreiszylinder auf der Unterseite einer horizontalen
Fliche 4B (Fig. 62) rollt, die in der Hohe O4 = 4 /2x iiber
den Mittelpunkten der Bahnen liegt, welche die Teilchen in

B

Fig. 62.

dgr Oberfliche beschreiben. Die freie Oberfliche wird dann
von einer geraden Linie, deren Abstand von der Zylinderachse
gleich 7 ist, beschrieben.

§ 52. Innere Reibung.

Bei der Behandlung der Bewegung der fliissigen Korper
ist bislang die Reibung zwischen den Fliissigkeitsteilchen nicht
beriicksichtigt worden. Zwischen den verschieden schnell be-
wegten Teilchen einer Flissigkeit findet eine Reibung in ver-
schiedenem Grade statt. Infolge der Reibung ist die Zih-
fliissigkeit mehr oder weniger groB. Wegen der Reibung der
Fliissigkeit muB eine Kraft wirken, um eine Fliissigkeitsschicht
an einer anderen mit einer gewissen Geschwindigkeit voriiber
zu schieben. Diese Kraft bezeichnet man als die innere
Retbungshraft oder kurz als die innere Reibung. Unter der
dufseren Rleibung versteht man die Kraft, welche wirken mub,
um eine Fliissigkeitsschicht an einer festen Wand entlang zu
schieben. In den meisten Fillen freilich haften die Fliissig-
keiten an der festen Wand mit einer Grenzschicht fest. Wir
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wollen die innere Reibung durch die Bewegung der Fliissig-
keit zu bestimmen suchen.

Alle Teilchen einer Fliissigkeitsmasse mogen sich in einer
zur z-Achse parallelen Richtung bewegen, und alle in demselben
Abstande von der xz-Ebene sich befindenden Teilchen sollen
dieselbe Geschwindigkeit haben. Die z z-Ebene sei eine ruhende
horizontale Wand, und die Geeschwindigkeit wichst proportional
mit dem Abstande der Teilchen von der zz-Kbene. Infolge
der verschiedenen Geschwindigkeiten der itbereinander liegenden
Flissigkeitsschichten entsteht zwischen zwei aneinander grenzen-
den eine Kraft, welche die schneller sich bewegende Schicht
zu verzogern, die langsamer sich bewegende zu beschleunigen
sucht. Die Ursache fir das Auftreten dieser Kraft liegt in
der inneren Reibung der Flissigkeit. Die Kraft selbst ist als
ein in der Grenzfliche der Fliissigkeitsschichten wirkender Zug
aufzufassen, dessen Richtung bei der langsameren Schicht mit
der Bewegungsrichtung iibereinstimmt, bei der schnelleren da-
gegen der Bewegungsrichtung entgegengesetzt ist. Diese Zug-
kraft, oder die Reibungskraft, die sich ergibt, wenn die eine
Flussigkeitsschicht an der anderen hingleitet, hiingt auBler von
der Art der Flissigkeit und deren Temperatur wesentlich
von dem Geschwindigkeitsunterschiede benachbarter Flissigkeits-
schichten ab. Nach Newton ist die Reibungskraft proportional
dem Geschwindigheitsgefille, d.h. der Anderung der Geschwindig-
- keit bezogen auf die Lingeneinheit. Im Gegensatze zu der
Reibung zwischen festen Korpern scheint die innere Reibung
der Flissigkeiten unabhiingig vom Drucke zu sein. Auch in
der Fliissigkeit, in der Reibungskriifte auftreten, gelten die
Gleichungen § 31 (d),

X =1, =2, 4,=2X,.

Dabei hingt die Tangentlalkraft. X ab von du [0y, d. h. von
dem in der Richtung der y-Achse gemessenen Geschmndlgkelts-
gefille. KEbenso hingt die Tangentialkraft ¥ ab von dem
Gefille, das die Geschwindigkeitskomponente u, in der Richtung
der z-Achse erfihrt, also von du,[6z. Die Tangentialkrifte
sind aber den in der Fliissigkeit auftretenden Reibungskriiften
proportional.

Da ¥, und X, sowohl durch du,/dy wie durch du, [0z
bestimmt sind, so wollen wir setzen
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X= ;:M(%_}_ du”)’

Y dy dx

g du, du,
(a) K—%—M&;+aj)
du. du.,
Zy=4 ('76.'37 + 0% )

Die Konstante u ist der Reibungskoeffizient der Fliissigkeit.

Um die physikalische Bedeutung dieses Ausdruckes zu er-
kennen, betrachten wir ein Fliissigkeitsteilchen, das sich ur-
spriinglich im Punkte =z, , z befunden, und dann eine unend-
lich kleine Bewegung, deren Projektionen auf die Achsen &7,
sind, ausgefithrt hat. Dabei wird

3% _an

U = Hy—ha—'t-:

= gt’
und _
oy a8 (3 ) g, 0
X=T=pgy (ay + E) = 2"
Demnach ergibt sich die Tangentialkraft aus der Reibung,
die bei einer Bewegung in einem fliissigen Korper entsteht.
Wir finden also

(v _ aﬂ’d.__' Buz 611,)
A‘ =2 Mas T 0z

h( a—u’ + 6&3) )

6_@;, du, du,
2{& (6:5 + ay)-

(b) ¥.=25 ax

Nach der Erfahrung ist g unabhingig vom Drucke. Die Be-
deutung der iibrigen GriBen in (b) ist von selbst einleuchtend.

Mit Hilfe der Formeln (b) kann man die Tangentialkriifte
bestimmen, die in der Fliissigkeit zur Uberwindung der Reibungs-
widerstinde wirken miissen. Wir wollen nun die Grofe der
Normalkriifte ermitteln, die zur Ausdehnung einer zihen Fliissig-
keit in einer gegebenen Richtung nétig sind.

Die Flissigkeit bewege sich in einer zu 4B parallelen
Richtung (Fig. 63). Die Geschwindigkeit eines Fliissigkeits-
teilchens, das sich im Abstande y von dieser Linie befindet,
sei gleich #,. Wir konnen dann setzen

U, = Uy + €Y.
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Nach Verlauf des Zeitelementes d¢ hat 4 die Strecke u, d¢,
C die Strecke (u,+ -4 C)dt zuriickgelegt. CC’ stellt die
_, relative Bewegung des Punktes
C in bezug auf 4 dar, und
wir haben

CC'=c¢e-4C.dt.
Bezeichnen wir den Winkel
CA4C mit deg, so ist
(c) do = ¢-dt.

Dasim Rechteck 4 BCD
beschriebene zweite Rechteck
EFG H geht in das Parallelo-
gramm F /' @'H’' iber, und
wir bestimmen die Verlingerungen, welche die Seiten # i und
B F dabei erhalten. Der Winkel # F B sei y, so ist

EH'=EH+ HI'-cosy, B =EF—FF. sinwy,
da U H' und FF’' parallel mit 4 B sind. Ferner ist
HH'=BH-dg =EH- -siny-dg,
FFP' = AF .-dop=EF-cosy-deg.
Also haben wir

EH'-EH
EH

C

Fig. 63.

= sinycosywdeg, F-%ijz‘ = — sinycosydep.
Wird die Verlingerung der Lingeneinheit von £/ mit ds
bezeichnet, so ist

(d) ds =sinycosydeg;

ds ist zugleich die Verkiirzung der Lingeneinheit von Z 7.

Um die betrachtete Formveriinderung hervorzubringen, mufl
auf 4 BCD eine Tangentialkraft 7' wirken, die
(€) I'=ps
ist, indem & = du /0y das Geschwindigkeitsgefille darstellt.
Diese Kraft wirkt auf die €D entsprechende Fliche in der
Richtung C D, aber auf die 4 B entsprechende in der Richtung
B A4; auf die beiden anderen Flichen wirken die Kriifte in
den Richtungen €4 und B7D. Wir bestimmen die auf die
Fliche Z 7" wirkende Normalkraft N und setzen in § 30 (a)
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T,

[

e=1vy, f=}z—vy, y=
ferner

Wihrend alle anderen Spannungskomponenten Null sind, er-
gibt sich
(f) N = Pcosy + @siny = 2Tsiny cos .

Nach (c) und (d) haben wir

ds = sinycosy .- di,
nach (e) und (f)

N=2uesinycosy.
Demnach ist

: d
(8) N=2p.22

dt

Die in der Fliche # I wirkende Spannung ist — V. Vorhin
ist gezeigt, daB eine Liingeneinheit in der Richtung # # die Ver-
lingerung — ds erfihrt. Hitte auf die Oberfliche von 4 BC D
eine Normalspannung § gewirkt, so wiirde diese keinen KinfluB
auf die Formveriinderungen gehabt haben; aber in & Z hitte
eine Normalkraft §4- 2, in ZH eine Normalkraft § — NV ge-
wirkt. ‘

Wirken auf ein rechtwinkliges Parallelepipedon, dessen
Kanten den Koordinatenachsen parallel sind, die Normal-
spannungen X, ¥, Z, so bringen diese bei der Bewegung
teils Formveriinderungen, teils Ausdehnung des Volumens hervor.,
Wie in der Elastizititslehre setzen wir die riumliche Dilatation
O ==z+y,+z, soist 2, — 1O der Teil der Ausdehnung in
der Richtung der a-Achse, welche hier in Betracht kommt.
In derselben Weise setzen wir -

38§=X+T1 + 2,
und
X—8
ist der Teil der Normalkraft in der Richtung der z-Achse, der
Formveriinderung hervorbringt. Mit Hilfe von (g) haben wir

- = dz, ,00
Ar—sﬁgygT_wgﬂ.

Setzen wir endlich fir — § eine Grife p, die als Druck be-
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trachtet werden kann wegen ihrer Analogie mit dem Drucke
in idealen Fliissigkeiten und Gasen, und bedenken wir, daB
0t Oz du

= 6_[1;’ a — —a' ‘llSW.,

so ergibt sich
- 0, o, 0 u.
(b X, =—p+2p —‘“2”(am+a? )
Analoge Ausdriicke gelten fiir ¥, und Z.
Nach der Gleichung (h) hat u die Dimension M L 271,
w ist fur viele Fliissigkeiten und Gase bestimmt. Nach den
Beobachtungen von Thorpe und Rodger ist fir Wasser bei
10° p = 0,01303, bei 20° u = 0,01002, bei 30° x = 0,00798.
Fiir Methylalkohol ergab sich bei 0° p = 0,00818, bei 20°
w = 0,00091. Nach den Versuchen von Kundt und Warburg
ist fir Luft bei 15° p = 0,000179, fir Wasserstoff hei 15°
w = 0,0000923.

§ 53. Die Bewegungsgleichungen fiir eine zdhe Flissigkeit.

Wir stellen die Bewegungsgleichungen fiir eine Flissigkeit
auf, in der innere Reibung stattfindet. Nach § 31 wirken die
Spannungskomponenten auf die Volumeneinheit in der Richtung
der xz-Achse mit der Kraft

= 0 X, , :
(X) = dx oy ax

Ist », die Geschwindigkeit des einzelnen Teilchens der

Flissigkeit in der Richtung der a-Achse, so ist

' du, = E

0 =X +oX,
wo X in der {iblichen Bezeichnungsweise dic Kraftkomponente
in der Richtung der z-Achse bezeichnet. Nach § 52 (b) und (h)
erhalten wir
du, _ d du, 0 u,

(a) {dt_())L 6w+ﬂvu+"#6m(6m+ +6x)
Die Gleichung (a) und die analogen, die fir die Geschwmd1g-
keiten u, und u, bzw. in den Richtungen der y- und z-Achse
gelten, rithren von Stokes!) her. AuBerdem haben wir die
Kontinuititsgleichung:

) Stokes, Cambridge Phil. Tr. 8. S. 297. 1845.
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(b) +‘l(e:“_z) 6%};@)4_6(;::, _o.

Wir setzen voraus, daf die Fliissigkeit inkompressibel ist,
und haben

©) e+ S0,
(J(aur 1?31: uj%—l—uz%)_luvzu N T'
(@) ()(auy 16622 J%?""”z?;”)—uv”u-i—al BJ
(au, “'ax gJ%f;z+ uz%) s g s e Bx

Fiir uw =0 erhalten wir wieder die HEulerschen Gleichungen
§ 46 (c). In der Vektoranalysis konnen wir die Gleichungen (d)
darstellen durch (vgl. S. 181)

@) o (57 V) =p VPu+ 0§ - Vp.
Erleichtert wird die Losung auch durch die Voraussetzung,

daB die Geschwindigkeit sehr klein ist. In diesem Falle
konnen die Glieder

= du, 2 B,

g’ vy
in den Gleichungen (d) fortgelassen werden. In der Glei-
chung (d") wiirde unter dieser Voraussetzung das Glied (u 7)u
gegeniiber Ou/0¢ vernachlissigt werden konnen, und wir
konnten Ou/dt = du/dt setzen. Ist die Bewegung als eine
stationire anzusehen, so wird auch du/d¢ = 0, und dann lautet
die Gleichung (d")
(e) eViu+o0F—vp=0.
Sehen wir von der Einwirkung #uflerer Kriifte ab, so ist
% = 0 zu setzen, und wir haben

(e") wuvin—vp=0.
Hierzu kommt noch die Kontinuititsgleichung

0 . BuJ 6‘2;, T -
o -+ =divu = 0.

Nach (¢) ergeben sich fur (he Komponenten von u die Glei-
chungen
2 2] d 8
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Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach bzw. nach =, y
und z differentiiert, so ergibt sich durch Addition der drei
Gleichungen in Riicksicht auf die Kontinuititsgleichung

(g) V2p=0.

Mit Riicksicht auf die Grenzbedingungen diirfen wir all-
gemein annehmen, dafl die Fliissigkeitsteilchen, welche die
Wiinde beriihren, keine relative Bewegung in bezug auf diese
haben; an der Grenze der Fliissigkeit mub also

=0, 3=0, =0

sein, wenn #, ¢ und # die Geschwindigkeitskomponenten an
der Grenzfliche sind. Sind feste Korper in der Fliissigkeit,
die sich bewegt, so kann man in der Regel annehmen, daB
jedes Teilchen an der Oberfliche des festen Korpers dieselbe
Geschwindigkeit hat wie das Fliissigkeitsteilchen, welches die
Oberfliche beriihrt.

§ 54. Die Stromung durch ein Rohr mit kreisférmigem
Querschnitt.

Wir betrachten eine langsame Bewegung in einem sehr
engen Rohr, das horizontal liegt, sodaB die Schwere die Be-
wegung nicht beeinflubbt. Die Achse des Rohres sei die z-Achse,
und alle Fliissigkeitsteilchen mogen sich parallel der z-Achse
bewegen. Dann ist

u,=0, u =0.
Nach den Gleichungen (f) des vorigen Paragraphen haben
wir dann

dap _ 8p _ e o Bl
(&) 3’5*02 ﬁ*‘os u vu:_a
Ferner ist nach der Kontinuititsgleichung
0 u,
(b) 9z 0,
und schlieBlich gilt auch die Gleichung § 53 (g)
(c) Vip=0.

Demnach ist

@ P20 ud p=fz+p,,

A
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wo f und p, Konstante sind. Aus (a) folgt ferner

1 v2 U, = f'
Da u, vom Abstande r des betrachteten Fliissigkeitsteilchens
von der Achse des Rohres abhiingt, so ist, wenn r? = 2% | 3
gesetzt wird, nach Seite 153

 d*u, 1 du,
vzuzé drt +M dr

Demnach ist

d*u. 1 du, f
drt +9_ dr ?,c_

Durch Integration erhalten wir
] o
u, = c-logr + 7y + .

Da u, fir r = 0 einen endlichen Wert hat, so muB die Kon-

stante ¢ = 0 sein. Also ist

(e) u, = uy + - I
4pu’

wo u, die Geschwindigkeit in der Achse der Rohre ist. Ist

fir z=10 der Druck gleich p, und fir z=17 der Druck

gleich p,, so haben wir nach (d)

PP,
I'="

Fithren wir diesen Wert fiir /' in die Gleichung (e) ein, so ist

7Py — Py
o dul
Fiir alle Flissigkeitsteilchen, welche die Wand des Rohres be-
rithren, ist », = 0. Ist R der Radius des Rohres, dann er-
halten wir also
. B (po—p)

0=u, e
Somit wird

g = Po—P) B—1Y)

5 dul

Ist m das Flissigkeitsvolumen, das in einer Sekunde durch
einen Querschnitt des Rohres strémt, so haben wir
R

f) m =f2nruzdr = ”(P,‘?;‘f’;l)}ﬁ,
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d. h. das Flussigheitsvolumen ist direkt proportional der vierten
Potenz des Radius des Rohres, ferner umgehehrt proportional der
Liinge und der Konstanten .

Die Stromung der Flissigkeiten durch enge Rohren hat
Poiseuille zuerst untersucht; er ist zu Resultaten gelangt,
die mit der obenstehenden Gleichung iibereinstimmen.?)

Vierter Abschnitt.

Kapillaritét.
§ 55. Die Oberflichenenergie.

Die Gestalt einer Fliissigkeitsmasse, auf welche keine
duBeren Krifte wirken, ist allein durch die Krifte bestimmt,
mit denen ihre Teilchen aufeinander wirken. Ist die Masse
sehr groB, so wird sie infolge der gegenseitigen Anziehung der
Teilchen Kugelgestalt annehmen; ist dagegen die Masse klein,
so wird die allgemeine Massenanziehung keine irgend merk-
liche Wirkung haben. Gleichwohl hat jede Fliissigkeitsmasse
infolge der Kohdsionskraft das Bestreben, eine bestimmte Gestalt,
und zwar die Kugelgestalt anzunehmen. Aus den iiber die
Wirkungsweise der Kohiisionskraft angestellten Versuchen geht
deutlich hervor, daB diese Kraft nur zwischen Teilchen wirksam
ist, die sich in sehr geringem Abstande voneinander befinden.
Uber die Abhiingigkeit dieser Kraft vom Abstande der Teil-
chen ist noch nichts bekannt. Man kann indessen vorteilhaft
von der folgenden Betrachtung ausgehen, die in einer ver-
hiltnismiBig einfachen Weise zu den (Gesetzen der Kapil-
laritdt fahrt.

Um die Gestalt eines kugelférmigen Tropfens irgend einer
Fliissigkeit zu #indern, ist eine Arbeit erforderlich. Wenn kein

) Zur Literatur: Lamb, Treatise on the motion of fluids. Cam-
bridge 1879; Auerbach, Die theoretische Hydrodynamik. Braun-
schweig 1881. Kirchhoffs Mechanik, 15. Vorlesung u. ff.; Basset,
Treatise on Hydrodynamics, Cambridge 18838, W. Wien, Lehrbuch der
Hydrodynamik, Leipzig 1900.
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