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Von dem Gleichgewichte und den kleinen
Bewegungen eines elastischen Fadens .

%

203. Die Aehnlichkeit dieser Aufgabe mit den vorigen
hat uns bestimmt , sie hier folgen zu lassen .

Bisher haben wir von der Ausdehnbarkeit der Fäden ganz
abgesehen ; jetzt dagegen wollen wir Rücksicht darauf nehmen ,
dass sie fähig sind , sich unter dem Einflüsse von Kräften ,
welche in ihnen eine beliebige Spannung hervorbringen , zu
verlängern . Wir werden unsere Betrachtung nur innerhalb sol¬
cher Grenzen anstellen , dass der Faden nicht zerreisst und
seine vorige Länge wieder annimmt, wenn die Kraft zu wirken
aufhört . Die Erfahrung lehrt , dass innerhalb dieser Grenzen
die Verlängerung der Spannung proportional ist .

Den natürlichen Zustand des Fadens nennen wir den¬
jenigen , in welchem er von keiner Kraft angegriffen wird. Er¬
zeugt man in einem homogenen Faden , der sich in diesem
Zustande befindet , eine der Krafteinheit gleiche Spannung , so
verlängert sich die Längeneinheit um ein Stück d, welches in
allen Fällen gegeben sein muss. Läge die der Einheit gleiche
Spannung ausserhalb der oben bezeichneten Grenzen , so würde
man sie zwar nicht wirklich in dem Faden hervorbringen ; aber
wegen der Gleichförmigkeit der Bezeichnung wollen wir auch
in diesem Falle voraussetzen , dass man uns die Grösse 8 giebt ,
um welche die Längeneinheit sich ausdehnen würde , wenn der
Faden dabei innerhalb der Elasticitätsgrenzen bliebe . Nur ist
bei jeder besonderen Anwendung zu untersuchen , ob diese
Grenzen nicht überschritten werden , in welchem Falle die Er¬
fahrung mit den Ergebnissen unserer Rechnung nicht überein¬
stimmen könnte .
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204. Es stelle AB einen homogenen elastischen Faden
vor, dessen Endpunkte A , B fest sind, und welcher eine Span¬

nung x erleidet , während keine
Fig 17 . äussere Kraft auf ihn wirkt

und folglich alle seine Punkte
in der Geraden A B liegen ;
die Masse seiner Längenein¬
heit sei £. Nehmen wir den

Punkt A zum Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems
und die Richtung AB zur Axe der x. Lassen wir nun bewe¬
gende Kräfte an allen Punkten des Fadens wirken, deren Com-
ponenten , auf die Masseneinheit bezogen , an irgend einem Punkt
X, Y, Z heissen mögen . Die Aufgabe besteht darin , für ir¬
gend einen Punkt des Fadens die drei Coordinatenwerthe zu
bestimmen , welche constant sind im Falle des Gleichgewichts
und bei der Bewegung von der Zeit t abhängen .

Die Kräfte X, Y, Z bewirken eine allgemeine Verrückung .
Es sei M die Lage , welche in einem gewissen Augenblick der
ursprünglich in P gelegene materielle Punkt einnimmt. Su¬
chen wir zunächst den allgemeinen Ausdruck für die Spannung
in diesem Punkt . Zu dem Ende betrachten wir einen zweiten
Punkt des Fadens , welcher in dem ursprünglichen Zustande um
das unendlich kleine Stück PQ — a von P entfernt war und
sich in N befindet in dem Augenblick , wo P in M. ist. Die
Differenz MN — PQ , getheilt durch PQ , giebt die auf die
Längeneinheit bezogene Ausdehnung , welche das Element P Q
in der Lage MN erfahren hat ; und aus dieser findet sich un¬
mittelbar die Zunahme der Spannung .

Die ursprüngliche Abscisse A P des materiellen Punktes P
heisse x -, die Coordinaten von M seien x -\- u , y, z. Die drei
sehr kleinen Grössen u , y , z sind die Unbekannten der Auf¬
gabe ; im Falle des Gleichgewichts sind sie Functionen von x,
bei der Bewegung Functionen von x und t. Betrachtet man
die Bewegung eines und desselben materiellen Punktes , so
bleibt x constant ;' es ändert sich dagegen , wenn man auf eine
andere Molekel übergeht .

Der Unterschied MN — P Q ist sehr klein im Vergleich
zu P Q-, man darf also bei seiner Berechnung nur solche Grös¬
sen vernachlässigen , welche gegen PQ sehr klein von zweiter
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Ordnung sind . Wir beschränken uns auf die Fälle , wo die
Winkel aller Fadenelemente mit der Axe der x sehr klein
bleiben , und dürfen deshalb statt MN seine Projection auf
diese Axe nehmen . Man hat folglich , wenn u' den Werth des
u für den Punkt Q bezeichnet :

MN — PQ — u‘ — u.
Nun geht aber u‘ aus u hervor , indem man x - j- « statt x
setzt , also ist :

du
?/,' — u = - 7 - a .dx

Theilt man diese Verlängerung durch « , so erhält man , auf
du

die Längeneinheit bezogen , als die positive oder negative

Dehnung des ursprünglich in P Q gelegenen Elements oder als
die Dehnung des Fadens in dem Punkt mit der ursprünglichen
Abscisse x. Die Verlängerung ist dem Zuwachse der Spannung

proportional , mithin beträgt dieser -i , und folglich wird die

Spannung des Fadens in dem Punkt mit der ursprünglichen
Abscisse x zu jeder Zeit ausgedrückt durch :

T — r +J ' 8 dx ’
du • •
-7- bezeichnet die partielle Ableitung von u nach x.dx

Nachdem man den allgemeinen Ausdruck der Spannung
kennt , befolgt man denselben Gang wie bei unelastischen Fä¬
den . Die Kräfte , welche auf ein unendlich kleines Element
MN wirken, sind die in M und N angreifenden , nach aussen
gerichteten Spannungen und die Kräfte

asX , asY , asZ .
Die Richtung MS der Tangente bilde mit den Axen die Win¬
kel A, fr , v , dann sind

— Tcosh , — T cos fi , — T cos v
die Componenten der das Element MN in M angreifenden
Spannung und
Tcosl d . Tcosl , Tcosp d . Tcosp , Tcosv -\- d . Tcosv
die Componenten der in N angreifenden Spannung .

Mag man nun das Element MN als starr oder als verän¬
derlich ansehen , die Bewegung seines Schwerpunkts geschieht
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immer so , als ob er die Masse des Elements besässe und alle
darauf wirkenden Kräfte ibn angriffen . Für die Bewegung
des Punktes M kann man die des Schwerpunktes von MN
setzen und erhält dadurch folgende Gleichungen der Bewe¬
gung für M :

d . Tcosk - I- « £X = dt 2

d . Tcosfi -\- ttsY = a£ ,

d . Tcosv asZ =
dt 2

Wenn man dieselben durch « theilt und auf die Grenze über¬
geht , so werden ihre ersten Summanden die partiell nach x
genommenen Ableitungen von

Tcosk , Tcosfi , Tcosv ,
und diese wollen wir zunächst ausdrücken .

Für cosk kann man bei Vernachlässigung der sehr Klei¬
nen zweiter Ordnung 1 setzen ; dies giebt mit Rücksicht auf
den gefundenen Werth von T :

d . T cosk 1_ d2u
dx ~ ö dx 2'

Die Werthe von cos ft , cosv sind sehr klein erster Ordnung ,

ebenso man darf daher T cos fi , Tcosv gleich r cos ft , r cos v

nehmen . Bezeichnet man die Unterschiede der Coordinaten
y , z der zwei unendlich nahen Punkte M , N durch dy , dz ,
so hat man :

dy dz
COSU -— TTtTt , COSV =r MN MN

Da nun beide Cosinus sehr klein sind und MN sich von PQ
oder dx nur um eine gegen dx sehr kleine Grösse unterschei¬
det , so darf man setzen :

dy dz
cosu = ~ , cosv — -7-dx dx

und erhält dadurch :

d . T cos(i dPy d . Tcosv d2z
dx Tdx 2’ dx Tdx 2'
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Demnach werden die Gleichungen der Bewegung des Fa¬
dens :

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen , welche gelten ,
wenn der Faden unter dem Einflüsse der Kräfte X , Y, Z im
Gleichgewicht steht :

Wenn die Kräfte X , Y, Z Null sind oder von t und x
allein abhängen , so lassen sich die Functionen u, y , z unab¬
hängig von einander aus (1) berechnen . Die durch u be¬
stimmte Längenbewegung ist dann unabhängig von der durch
y und z bestimmten Querbewegung .

Für X = Y = Z — 0 vereinfachen sich die Gleichungen

wegung eines Gases in einem cylindrischen Rohre und erge¬
ben analoge Resultate . Man würde finden, dass die Fortpflan -

(1) .

(2)

(1) zu :
d^u 1 d2u
dt 3 8s dx 3'

d3y t dty
dt 2 £ dx 2'

d2z _ r d2z
dt 2 £ dx 2’

Diese sind von derselben Form wie die Gleichungen der Be-

zungsgeschwindigkeit in longitudinaler Richtung

darauf senkrechter Richtung ; die Dauer der Län -
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genschwingungen des Fadens von der Länge I ist 2 l \sd s , also
unabhängig von seiner Spannung ; die Dauer der Querschwin¬

gungen 2 /

Längenschwingungen der Stäbe .

205. Um die zur Bestimmung von u dienende Gleichung
zu erhalten , bedarf es der Voraussetzung eines biegsamen und
dünnen Fadens nicht ; sie bleibt deshalb geltend für einen
elastischen Stab , in welchem man nur Längenbewegungen be¬
trachtet , die für alle Punkte eines imd desselben Querschnitts
dieselben sind. Die Verlängerung S, welche die Längenein¬
heit durch die Krafteinheit erfährt , steht im umgekehrten Ver-
hältniss mit dem Flächeninhalte des Querschnitts ; da aber die
Masse s der Längeneinheit diesem Flächeninhalte direct pro¬
portional ist , so bleibt das Product ds unabhängig von der
Dicke des Stabes .

Sind beide Enden des Stabes fest , so ist die Dauer seiner
Längenschwingungen 2 l wie bei einem elastischen Faden .

Es können aber auch beide Enden frei, oder das eine Ende
kann frei und das andere fest sein. Diese zwei neuen Aufga¬
ben sind nicht schwieriger als die erste . Die Spannung an
dem freien Ende ist unveränderlich , und folglich muss man

du
hier beständig = 0 haben . Man findet , wenn beide En¬

den frei sind , die Dauer der Längenschwingungen gerade so
gross , als wenn sie fest wären ; die Schwingungsdauer wird
aber doppelt so gross , wenn ein Ende fest und das andere
frei ist . Es findet somit vollständige Analogie zwischen den
Längenschwingungen der Stäbe und denen von Gasen in cy-
lindrischen Röhren statt ; ein festes Ende des Stabes entspricht
einem geschlossenen des Rohres und ein freies Ende einem of¬
fenen.

Von den kleinen Bewegungeneines beliebigen
Systems Punkte .

206. Ein beliebiges System Punkte , welche in gewissen
Verbindungen mit einander stehen, die durch Gleichungen zwi¬
schen ihren Coordinaten ausgedrückt werden, befinde sich un-
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ter dem Einflüsse von Kräften , welche auf irgend eine Art
von den Coordinaten abhängen , in stabilem Gleichgewicht .
Die Zeit soll in den Verbindungsgleichungen und in den
Ausdrücken für die Kräfte nicht explicit vorkommen . Ent¬
fernt man die Punkte sehr wenig aus ihrer Gleichgewichts¬
lage , theilt ihnen sehr kleine Geschwindigkeiten mit und über¬
lässt sie darauf der Wirkung jener gegebenen Kräfte , so wer¬
den die Aenderungen ihrer Coordinaten immer sehr klein blei¬
ben , weil das Gleichgewicht stabil war . Wir wollen diese Aen¬
derungen als Functionen der Zeit bestimmen und einige allge¬
meine Eigenschaften derselben kennen lernen .

Es seien x , y , z die Coordinaten eines beliebigen Punk¬
tes des Systems in irgend einem Augenblick , a , b , c ihre
Werthe in der Gleichgewichtslage , (i die Masse dieses Punktes .
Setzen wir

x = a - j- a , y — b ß , z = c -j- y ,
so sind a , ß , y sehr kleine , mit der Zeit variable Grössen ,
von welchen die Lage des Punktes y in jedem Augenblick ab¬
hängt . Für einen zweiten Punkt y ‘ hat man :

a ‘, y ' = 6' - f- ß ‘, z‘ — c' - f- y ' ,
u . s. w. Die Componenten der den Punkt u angreifenden
Kraft mögen X , Y, Z heissen ; ihre Werthe für den Punkt
y‘ seien X ‘, Y‘, Z ‘, etc . Die gegebenen Bedingungsgleichun -
gen zwischen den Coordinaten x, y, z, x ‘, y‘, z‘, . . . seien :
(1) L = 0 , M = 0 , iV = 0 , . . . .
Man verlangt die Gleichungen , welche « , ß , y , . durch t
bestimmen .

Setzt man a -\~ a , b ß , c - f- y , . . . statt x , y, z, . . . in (1),
so darf man die Entwickelungen mit der ersten Dimension von
a , ß , y , ■■■ abbrechen . Hierdurch erhält man , weil a , b, o, . . .
den Gleichungen ( 1) selbst genügen :

dL , dL „ , dL , dL
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dabei stellen - J- , —rri • • ■die Werthe vor , welche
da db dx dy

dadurch annehmen , dass man durchaus x = a , y = b, . . . setzt .
Die Functionen X , Y, Z , X ' , . . . mögen in der Gleich¬

gewichtslage des Systems die Werthe A , B , C , A ' , . . . ha¬
ben . ln einer beliebigen Nachbarlage ist dann :

i Y' d i dX . dX . dX .ZT“ + -3r (i + 77
IV n \ dY \ dY a \ dY I
ly = -B + 77“ + 77 '5 + 77 )' + '

(3) . { z = c

\x ‘ = A ‘ + i-i - + - ’

dX dX nT . dX dXwenn - r—, -77- , . . . die Werthe von , 7— , . . . tur x = a ,
da db dx dy

y — b , . . . bezeichnen .
Weil

d^x ds« d2y d2ß
~dt ? ~ 'dt *’ dP ~ Ip ’ ' ' ' ’

so ist die allgemeine Gleichung , welche die Bewegung des
Systems bestimmt :

^ S \(X~ ^ ) Sx+ ( Y- ^ yy ^ (Z- y^ Sẑ = 0,
wo die Grössen dx , dy , dz , dx ' , . . . den Bedingungen zu
genügen haben :

dL
+

dL
dy +

dL
dx d x

dy dz
\d.M

+
dM

dy +
dM

1dx
dx

dy dz
AN

dx +
dN

dy +
dN

dx dy dz

d « 0 ,
( 5 ) " "

da : - I- ' ' ' = :: b »

Die Coefficienten der Gleichungen (5) unterscheiden sich
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von denen der Gleichungen (2) um Grössen , welche in Bezug
auf a , ß , y , . . . linear sind. So hat man z. B. :~

dL dL d? L d^L .
dx da da2 ** dadb ' ’

etc.

Die Gleichungen (5) bestimmen eine gewisse Anzahl der
Grössen d als lineare Functionen der übrigen , welche ganz
willkürlich bleiben. In diesen linearen Functionen sind die
willkürlichen 8 mit Coefficienten behaftet , welche man in zwei
Theile zerlegen kann : in einen endlichen Theil , der dadurch
erhalten wird , dass man k — 0 , ß — 0 , etc. macht , und in
einen anderen , welcher die sehr kleinen Grössen « , ß , y , . . .
mit Vernachlässigung ihrer zweiten und höheren Dimensionen
überall linear enthält . Wollte man den Ausdruck derjenigen
8 haben, welche sich auf die Gleichgewichtslage des Systems
beziehen , so müsste man sich auf den ersten Theil beschränken .

Substituirt man nun in der Gleichung (4) denjenigen ö,
welche aus (5) als lineare Functionen der übrigen gefunden
sind , ihre Werthe , so hat man die Coefficienten der willkür¬
lich bleibenden 8 gleich Null zu setzen . Jeder dieser Coef¬
ficienten lässt sich in zwei Summanden zerlegen : in dem er¬
sten, endlichen haben die Kräfte X, Y, Z, . . . und die Functio -

nen . . . jene Werthe , welche sich auf die Gleichgewichts¬

lage beziehen ; der andere Summand enthält « , ß , y , . .
. -4 -^ , . . . in allen Gliedern linear, indem man die hö-dt 2 ’ dt 2

heren Dimensionen (auch die Producte von a, ß, . . . in eine
der zweiten Ableitungen ) vernachlässigt . Den ersten Summan¬
den würde man durch die Betrachtung des Gleichgewichts al¬
lein erhalten ; er ist deshalb Null, und es bleibt nur der zweite,
welchen man gleich Null zu setzen hat .

Die so erhaltenen Gleichungen muss man mit den Glei¬
chungen (2) verbinden , welche eine gewisse Anzahl von Un¬
bekannten «, ß, y, . . . als lineare Functionen der übrigen
bestimmen . Eliminirt man mittelst (2) diejenigen u, ß, y, . . . ,
deren Zeiger am höchsten sind , und löst die dadurch entste¬
henden Gleichungen in Bezug auf die zweiten Derivirten auf,
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so gelangt man schliesslich zu einem Systeme von Gleichun¬
gen nachstehender Form mit constanten Coefficienten und ohne
unabhängige Glieder :

/ K i a i i / i— = »i« m, /J -f »t3 ,

= w« + «i /3 -f wj y + n3 ,

/ y
(6) = P « + Piß + PiY + Pa«' + ••• >

= m' a -j- m'iß -j- 4 - • ■• ,

Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der nach
der Elimination übrigen a , ß , y , . . . .

207 . Es kann zuweilen nützlich sein , die Grössen a , ß ,
y , mittelst anderer unabhängiger Variablen u , v, w, . .
welche ebenfalls sehr klein sind , auszudrücken . Man erkennt
leicht , dass die Form der Gleichungen (6) für die Gleichun¬
gen zwischen u , v , w , . . . bestehen bleibt . Denn die Aus¬
drücke für a , ß , . ■. durch u , v , w , . . . werden nur solche
Glieder enthalten , welche in Bezug auf die letzteren Grössen
von der ersten Dimension sind . Setzt man nun diese Aus¬
drücke und ihre zweiten Derivirten nach t in die Gleichungen
(6) , so erhält man neue lineare Gleichungen , aus welchen

cl2u d^v
sich für , - rj-ß , • • • Ausdrücke ergeben , die in allen Glie¬
dern u , v , w , . . . linear enthalten .

208 . Zusammensetzung der Bewegungen . — Die
Form der Gleichungen (6) führt zu einer sehr wichtigen Fol¬
gerung .

Wenn mehrere Systeme a , ß , y , . . . einzeln genommen
jenen Gleichungen genügen , so liefert die Addition aller a ,
aller ß , etc . ein neues System , welches denselben Gleichun¬
gen genügt . Der Anfangszustand der Punkte in der durch
das letzte System dargestellten Bewegung resultirt aus den
Anfangszuständen , welche den partiellen Systemen entspre¬
chen , offenbar dadurch , dass man die mit den Axen paralle -
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len (Komponenten der Verrückungen und Geschwindigkeiten
algebraisch addirt .

Folglich erzeugt ein aus dieser Zusammensetzung mehre¬
rer Anfangszustände resultirender Anfangszustand eine solche
Bewegung , dass man in jedem Augenblick den Weg und die
Geschwindigkeit irgend eines Punktes erhält , indem man nach
den Regeln für Kräfte die Wege und Geschwindigkeiten zu¬
sammensetzt , welche in demselben Augenblick den aus den
einzelnen Anfangszuständen hervorgehenden Bewegungen ent¬
sprechen würden .

209. Anwendung auf das Kegelpendel . — Um
die Nützlichkeit dieses Gesetzes zu zeigen , wollen wir es auf
das schon früher behandelte Beispiel anwenden .

Betrachten wir einen schweren materiellen Punkt , der ge¬
zwungen ist in constanter Entfernung von einem festen Punkt
zu bleiben , und den man sehr wenig aus der durch diesen
Punkt gehenden Verticalen entfernt hat , unter Ertheilung einer
sehr kleinen horizontalen Geschwindigkeit . Diese Aufgabe ist
bereits in den Nrn . 236, 237 des ersten Theils gelöst worden ; die
dortigen Bezeichnungen wenden wir auch bei der neuen Auflö¬
sung an .

^ Zum Ursprung nehmen wir
den festen Punkt A, zur Axe der s
die Richtung der Schwere und füh¬
ren die Ebene der x, z durch die
Anfangslage AB des Pendels . Es
sei ilf die Lage des materiellen Punk¬
tes zu irgend einer Epoche , P die
Projection von M. auf die Ebene
XY , C die Projection von B . Wir
setzen :

BAZ = « , MAZ = 0 , PAX = ip, AM = l , AP = r

und bezeichnen die parallel mit A Ygerichtete Anfangsgeschwin¬
digkeit durch k.

Wir führen die Aufgabe auf zwei andere und einfachere
zurück , indem wir den Anfangszustand in folgende zwei zerle¬
gen . Im ersten dieser beiden Anfangszustände denken wir uns
den materiellen Punkt in der Lage B ohne Geschwindigkeit ;
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im zweiten denken wir uns ihn senkrecht unter A aber mit der

Anfangsgeschwindigkeit begabt .
Bezeichnen wir in der auf den ersten Anfangszustand fol¬

genden Bewegung durch q> den variablen Winkel des Pen¬
dels mit AZ , so ist bei dem hier genügenden Grade der An¬
näherung nach Nr . 226 des ersten Theils :

Bei der zweiten Bewegung sei a der Winkel , welchen
das Pendel mit AZ bildet . Nach derselben Nr . 226 findet

Die Gleichungen (a) und (b) , welche jeden Augenblick
die Lage des Punktes angeben , bestimmen alle Umstände sei¬
ner Bewegung .

210 . Will man die rechtwinkligen Coordinaten des Punk¬
tes M kennen , so muss man sein x aus der Gleichung (a) be¬
rechnen und sein y aus (b). Die dritte Coordinate unterschei¬
det sich von l nur um eine sehr kleine Grösse zweiter Ord¬
nung ; man könnte sie mittelst der beiden ersten aus der Glei¬
chung der Kugel finden , aber es ist nicht von Interesse dies
zu thun .

Man hat :

oder mit Vernachlässigung der sehr Kleinen dritter Ordnung :

wenn man die positiven cp und w auf Seite der positiven x
und y zählt . Demnach wird :

man :

indem man —7 = ß 2 setzt .
9 l

x = l sin cp, y — Isinco

x — lep , y = lco ,

(c) x — la cos . t y = lßsin . t ^ 2- ,
u

und da tang ip = ^ , so folgt :
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8
tangip — ^ tang .t

' Der variable Werth r von AP ergiebt sich, wegen r i = xi -\- yi,
aus den Gleichungen (c), nämlich :

r 2 = Z2 | â2 ( cos. t ^ -)- /32( sin . t j .

Daraus findet man den Werth des Winkels ö, dessen Sinus

02 = a2 ( cos. t

Will man endlich die Projection der Trajectorie aut’ die Ebene
X Y kennen , so muss man t zwischen den Gleichungen (c) eli-
miniren ; dies giebt :

a 2y2 + /?2a’2 = Z2«2ß2,

die Gleichung einer Ellipse mit den Halbaxen Za, Iß .
Diese Resultate stimmen sämmtlich überein mit den im

ersten Theile erhaltenen .

Es ist leicht , die Aufgabe in mehreren Beziehungen zu
verallgemeinern .

Zunächst könnte die Anfangsgeschwindigkeit eine belie¬
bige , die Kugel tangirende Richtung haben . Man würde sie
dann in zwei Componenten zerlegen , eine auf der Anfangslage
des Pendels senkrechte und horizontale und eine in der durch
die Anfangslage gehenden Yerticalebene senkrecht auf das
Pendel gerichtete . Die beiden einfachen Bewegungen würden
sich nur insofern von den vorigen unterscheiden , als der An¬
fangszustand der einen aus Verrückung und Geschwindigkeit
zugleich bestände .

Liegt der schwere Punkt in dem tiefsten Punkte der ver -
ticalen Hauptaxe eines Ellipsoids , so zerlegt man die anfäng¬
liche Verrückung in zwei andere , mit den horizontalen Haupt -
axen parallele und die Anfangsgeschwindigkeit in zwei mit
den verticalen Hauptebenen parallele Seitengeschwindigkeiten .
Darauf bestimmt man die Bewegung , welche aus der Ver -

Duhamel , Mechanik, ü . 19
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rückung und Geschwindigkeit in einer dieser Ebenen hervor¬
geht und auf eine Bewegung in dem Krümmungskreise der
entsprechenden Hauptellipse hinauskommt . Ebenso bestimmt
man die Bewegung auf dem Krümmungskreise der anderen
verticalen Hauptellipse aus der anfänglichen Verrückung und
Geschwindigkeit in ihrer Ebene ; und die Zusammensetzung
dieser beiden einfachen Bewegungen giebt die wirkliche Be¬
wegung .

Wenn endlich der schwere Punkt auf irgend einer Ober¬
fläche liegt und sehr wenig von dem Punkte entfernt wird , in
welchem die Tangentialebene horizontal ist , so ersetzt man
diese Oberfläche durch ein Ellipsoid , welches durch diesen tief¬
sten Punkt geht und dessen Hauptschnitte hier dieselbe Krüm¬
mung und Richtung wie diejenigen der Oberfläche haben ; und
dann ist die Aufgabe wieder die vorige .

211. Einführung neuer Kräfte . — Die Gleichun¬
gen (6) wurden unter der Voraussetzung erhalten , dass man
blos die Punkte des Systems aus der Gleichgewichtslage ver¬
rückt und ihnen gewisse Anfangsgeschwindigkeiten mittheilt .
Durch Einführung neuer Kräfte , welche nur sehr kleine Ver¬
rückungen hervorbringen können und selbst sehr klein sind,
würde man die Aufgabe veraUgemeinern . Dies wollen wir jetzt
thun , indem wir jedoch voraussetzen , dass die neuen Kräfte
sowohl von der Zeit als von den Grössen a, ß, y, . . . unab¬
hängig sind. Man gelangt in diesem Falle zu bemerkenswer -
then allgemeinen Resultaten .

Zunächst sieht man leicht , dass die Differentialgleichun¬
gen der neuen Bewegung sich von den Gleichungen (6) nur
durch Hinzufügung constanter Glieder unterscheiden . Denn
man muss in der Gleichung (4) die Kräfte X, Y, Z um die
respectiven Componenten der neuen Kräfte vermehren , und
wenn man nun denselben Gang wie in Nr . 206 befolgt , so
zeigt sich , dass die zweiten Seiten der Gleichungen (6) nur
um solche Glieder vermehrt werden , von denen jedes eine
der neuen Componenten in der ersten Dimension enthält und
constant ist .

Die Differentialgleichungen der neuen Bewegung sind
demnach :
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H ma miß -\- mga' -j- . .

K -\- na - )- riiß

L + p « 4 - piß + ••• >

H ‘ ß • - y

Sie ergeben <x, ß , y , . . . als Functionen von t, und die willkürli¬
chen Constanten sind aus dem Anfangszustand zu bestimmen .

Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man auch den neuen
Gleichgewichtszustand des Systems nach Einführung der neuen
Kräfte finden . Man braucht sich nur a, ß , y, . . . constant
zu denken : die zweiten Seiten werden dadurch gleich Null ge¬
setzt und ergeben die gesuchten Werthe für die Verrückun¬
gen aller Punkte , welche dem neuen Gleichgewichte ent¬
sprechen .

212 . Die Gleichungen (7) lassen sich auf dieselbe Form
bringen wie die Gleichungen (6), wenn man
(8) a = « j -f t , 0 == fr - f- y == j/j a \ -fl ' , . . .
setzt und ‘die Constanten Ui, ßu y, , . . . durch folgende Glei¬
chungen bestimmt :

f II -)- mui ml ßi m2y1 . . . = 0,
(9) I -f w«x - j- nißi -f w2yx , . . = 0 ,

d â __
dP ~
dtß
TW ~

(7) \ d2y
dP ~

d2aJ_
Tp

Die Gleichungen (7) gehen dann durch Substitution der durch
(8) gegebenen Werthe für « , ß , . . . in nachstehende über :

r= m | -f mjrj + m2 g -f ms £‘ -f . . . ,

( io )

| = pl + Piij -f p 2 § - f . . . ,

welche sich von (6) nur dadurch unterscheiden , dass die Va
riablen g, 97, g, . . . sind statt «, ß , y , . . . .
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Man bemerkt , dass die durch (9) bestimmten Werthe von
ax, ß1, yj , . . . gerade diejenigen sind , welche sich auf das neue
Gleichgewicht des Systems nach Einführung der neuen Kräfte
beziehen , und dass folglich §, 77, £, . . . die Verrückungen der
Punkte in Bezug auf diese Gleichgewichtslage darstellen .

Die Gleichungen (8) lassen sehen, dass die Anfangswerthe
dä dri dt , da dä dy , . ,von -i - , -Tr, ■. . denen von , -j- , -j - , . . . gleichdt dt dt dt dt dt 5

sind , während die Anfangswerthe von | , 77, £, . . . selbst de¬
nen von u, ß, y, ■ . vermindert respective um «j, ß1}yt, . .
gleich sind.

Weil die Gleichungen (10) für !;, r], . genau diesel¬
ben Werthe liefern wie die Gleichungen (6) für die dortigen
a, ß, y, . . wenn nur die Anfangs werthe dieser beiden Rei¬
hen von Variablen und ihrer ersten Derivirten respective über¬
einstimmen , so hat man folgendes merkwürdige und einfache
Theorem :

Wenn irgend ein System von Punkten sehr we¬
nig aus einer stabilen Gleichgewichtslage ver¬
rückt wird und man es ausserdem durch neue , con -
stante und sehr kleine Kräfte angreift , so ist die
Bewegung eines jeden Punktes in Bezug auf seine
neue Gleichgewichtslage unter dem Einflüsse der
ersten und zweiten Kräfte zusammen dieselbe wie
diejenige , welche unter dem Einflüsse nur der er¬
sten Kräfte in Bezug auf die alte Gleichgewichts¬
lage stattfinden würde , wenn man das System in
einen Anfangszustand versetzen wollte , welcher in
Bezug auf diese Lage so wäre , wie der gegebene
Anfangszustand in Bezug auf die neue Gleichge¬
wichtslage ist .

Dieser Lehrsatz ist unabhängig von der Zahl und den
gegenseitigen Entfernungen der Punkte ; er besteht mithin noch,
wenn man ihr System als stetig ansehen darf . Er hat folg¬
lich Geltung für alle kleinen Bewegungen der Flüssigkeiten
und elastischen festen Körper .

213. Man kann a priori diesen Satz einsehen , zu dem
eine sehr einfache Rechnung uns geführt hat . Die neue Gleich¬
gewichtslage des Systems nach Einführung der neuen Kräfte
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liegt sehr nahe bei der alten . Deshalb ' werden sich die Glei¬
chungen , welche die Bewegung bestimmen , die aus einer Ver¬
rückung des Systems aus seinem neuen Gleichgewichtszustände
entspringt , nicht von den Gleichungen (6) unterscheiden ; denn
die Coefficienten könnten in beiden Systemen von Gleichun¬
gen nur um Grössen von demselben Range wie a, ß, . . . ver¬
schieden sein , und wir vernachlässigen die aus diesen Unter¬
schieden hervorgehenden Glieder . Demnach würden gleiche
Verrückungen der Punkte aus jedem der beiden Gleichgewichts¬
zustände Bewegungen erzeugen , welche respective für jeden
Punkt übereinstimmen ; und damit ist das vorige Theorem be¬
wiesen .

214 . Uebereinanderlagerung der Wirkungen .
— Die Form der Gleichungen (10) zeigt , dass | , 17, . . gleich
sind respective mit £1 - f- £2, ij1 - (- ij2, . . , wenn man sich die

Anfangswerthe £10, . . , • • gleich den wirkli¬

chen Anfangsverrückungen und Geschwindigkeiten des Systems
denkt , und die anderen Anfangs werthe £20, - • gleich — «j,

— ßi , . . sowie 0 , . . gleich Null nimmt . Nun stel¬

len «1 - f“ £2, ßx - f- fj2, . . diejenigen mit den Axen parallelen
Entfernungen der Punkte von ihrer alten Gleichgewichtslage
dar, welche unter dem Einflüsse der neuen Kräfte ohne an¬
fängliche Verrückung und Geschwindigkeit stattfinden . Ferner
sind die Grössen £b r]1, . . gleich den Werthen , welche die
Gleichungen (6) für die dortigen ergeben würden ; sie
stellen folglich diejenigen Entfernungen der Punkte von ihrer
alten Gleichgewichtslage dar , welche aus dem wirklichen An¬
fangszustand resultiren , wenn blos die alten Kräfte wirken .
Da nun die wahren gleich sind respective mit -f - £,
ßx rj, . . , so sieht man , dass

diegesuchte Bewegung durch Uebereinanderlage¬
rung zweier anderen Be wegungen entsteht : von die¬
sen wird die eine durch den gegebenen Anfangszu¬
stand ohne Einführung der neuen Kräfte erzeugt , die
andere dagegen durch Einführung dieser Kräfte ohne
anfängliche Verrückung und Geschwindigkeit .

Die erste dieser beiden Bewegungen kann nach Nr. 208
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auf unendlich viele Arten zerlegt werden ; man überzeugt sich
leicht , dass dies auch bei der zweiten der Fall ist .

Die Form der Gleichungen (9) zeigt nämlich Folgendes :
Wenn man eine jede der Grössen H , K , L , . . . in dieselbe
Anzahl beliebiger Theile , welche auch Null sein können , zer¬
legt ; wenn man zunächst nur die ersten Theile nimmt , dar¬
auf nur die zweiten und so fort , so bilden die Summen der
verschiedenen cti, der verschiedenen ßi , . . . , welche den par¬
tiellen Systemen genügen , die Auflösung der Gleichungen (9).
Zerlegt man nun die neu eingeführten Kräfte in eine beliebige
Anzahl Gruppen , so geben die vollständig bekannten Glieder ,
welche diese Gruppen in den einzelnen Systemen von Glei¬
chungen der entsprechenden neuen Gleichgewichtslagen liefern ,
durch ihre Addition respective die Grössen H , K , L , . . . Mithin
geben die Werthe von «j , ß lt . . . , welche einer jeden dieser
Gruppen entsprechen , wenn man sie respective addirt , die
durch die Gesammtheit der neu eingeführten Kräfte hervorge¬
brachten Verrückungen . Da sich nun die Wirkungen der Ver¬
rückungen addiren , so addiren sich die von den ver¬
schiedenen Kräftegruppen erzeugten Wirkungen .

215 . Integration der Gleichungen . — Integriren
wir jetzt die Gleichungen (6) , auf welche alle Fälle zurück¬
kommen , und deren Anzahl n jener der unabhängigen Coor -
dinaten gleich ist .

Eine Auflösung derselben erhält man durch die Annahme :
a = sin (rt - )- s) ,
ß — sm (r t -j- s) ,
y — R 2 sin (rt -f- s) ,
a ' — R 3 sin (rt s) ,

Durch Substitution dieser Ausdrücke in den Gleichungen
(6) gehen R 1; iü3, . . . nur in der ersten Dimension ein ; und
man erkennt leicht , dass die Elimination von Ri , R 2, ■. . eine
Endgleichung ergiebt , welche in Bezug auf die Unbekannte r 2
vom Grade n ist . Die n Werthe , welche diese Endgleichung
für r 2 liefert , müssen alle positiv und ungleich ausfallen ; denn
ausserdem würden die Ausdrücke für die Unbekannten a , ß ,
y , ■■■ Exponentialgrössen oder ganze Functionen von t in sich
aufnehmen , welche beide mit der Zeit wachsen , was der Vor -
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aussetzung eines stabilen Gleichgewichts zuwider wäre. Davon
muss man jedoch die besonderen Fälle ausnehmen, in welchen
die Coefficienten der wachsenden Glieder vermöge des An¬
fangszustandes Null sind.

Von den 2 n Werthen , welche sich für r ergeben , berück¬
sichtigen wir blosudie positiven , weil die durch die negativen
Werthe gegebenen Auflösungen in den anderen enthalten sind.

Jeder Werth von r bestimmt ein einziges System Werthe
für ./?!, i ?2, . . . , es sei denn , dass es unendlich viele dersel¬
ben giebt .

Multiplicirt man die vorstehenden Werthe von «, ß, y, . . .
mit einer willkürlichen Constante II , so hat man wieder eine
Auflösung der Gleichungen (6) , und es stecken dann in jeder
Unbekannten a, ß, . . . die zwei willkürlichen Constanten li , s.
Indem man die so erhaltenen Auflösungen für jeden der n
Werthe von r addirt , gelangt man zur allgemeinen Auflösung
der Gleichungen (6) , welche 2n willkürliche Constanten H,
R\ . . . , s, s', . . . enthält. Sie wird durch folgende Formeln
gegeben :

Ux. = R sin (rt s) -\- R‘ sin (r't -f- *0 “I- • ‘ j
j/3 = iüi ?! sin (r <- )- s) -(- R ‘R 'xsin (r ' t - (- sy) -)- ••• ,

^ ' W = RR 2 sih (rt -j- s) -f" R ‘R \ sin (r‘ t -J- «') -J- • • • ,

Die 2 n Constanten sind aus den Anfangswerthen von a, ß, y,

a‘, . . . , -j - , . . . zu bestimmen.dt dt
216. Zerlegung der Bewegung in einfaches

Schwingungen . — Die besonderen Bewegungen des Systems,
welche einem jeden der n Werthe r, r ' , . . . entsprechen , be¬
sitzen einige merkwürdige Eigenschaften . Betrachten wir z. B.
die erste Bewegung , nehmen also :

a — Rsin (rt -j- s) ,
ß = RR ^sin (rt - (- s) ,
y = R R2sin (rt -)- s) ,
«' = RR 3sin (rt - )- s) ,

Da die Verrückungen a , ß , y in constanten Verhältnissen ste¬
hen, wie auch t sein mag , so folgt , dass die Bewegung des
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Punktes , dem sie angehören, geradlinig ist; dasselbe gilt für
alle übrigen Punkte. Man siebt ferner, dass die Bewegung

2 n
periodisch ist , und dass die Dauer der Periode beträgt.

Demnach machen alle Punkte geradlinige Schwingungen von
gleicher Dauer, welche sie zu gleicher Zeit beginnen und be¬
endigen, und ihre Wege stehen in constanten Yerhältnissen.

Der blosse Anblick der Gleichungen (11) lehrt nun fol¬
genden Satz :

Jede Bewegung eines Systems Punkte von end¬
licher Anzahl , die sehr wenig aus einer stabilen
Gleichgewichtslage verrückt wurden , kann be¬
trachtet werden als hervorgehend aus der Zusam¬
mensetzung der verschiedenen einfachen Schwin¬
gungen , deren das System fähig ist .

Die Anzahl dieser Schwingungen ist gleich jener der unab¬
hängigen Coordinaten, wenn nicht unendlich viele dadurch mög¬
lich werden, dass Unbestimmtheit von ./?!, _ß2, . . . eintritt.
Die Schwingungeneiner und derselben einfachen Schwingungs¬
art geschehen in derselben Periode ; ihre verschiedenen Rich¬
tungen und die Dauer der Periode hängen einzig und allein
von der Natur des Systems ab, während ihre Amplituden und
die Coefficienten, mit welchen sie in der allgemeinen Auflösung
auftreten, von dem Anfangszustandeabhängen.

217. Betrachten wir als Beispiel den sehr einfachen Fall
eines Punktes, welcher nur der Wirkung der Schwere unter¬
worfen ist und auf einer beliebigen Oberfläche bleiben muss.
Entfernt man denselben aus seiner Gleichgewichtslage an der
tiefsten Stelle der Oberfläche und ertheilt ihm eine sehr kleine
Geschwindigkeit, so kann er je nach seinem Anfangszustand
unendlich viele verschiedene Curven beschreiben. Da aber nur
zwei Coordinaten unabhängig sind, so kann der bewegliche
Punkt auch nur zwei Arten einfacher Schwingungen ausfüh¬
ren , und zwar finden dieselben statt in den beiden Krüm¬
mungslinien für den tiefsten Punkt der Oberfläche. Jede
andere Bewegung geht aus der Verbindung dieser beiden
in den passenden Yerhältnissen hervor. Wenn alle Krüm¬
mungshalbmesser in diesem Punkte gleich wären, so könnte
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jeder senkrechte Schnitt der Ort einfacher Schwingungen sein ,
und es würde somit unendlich viele Arten derselben geben .

218 . Wenn die verschiedenen Wurzeln r , r ' , . . . der Bestim¬
mungsgleichung für r unter einander commensurabel sind , so
durchläuft das System periodisch dieselben Zustände .

Denn es bezeichne (i das grösste gemeinschaftliche Ge¬
mäss aller r , so werden sich wenigstens zwei r angeben las¬
sen , die wir durch h [i , h' [i bezeichnen wollen , so dass h, h' zu
einander relative Primzahlen sind . Damit nun die Werthe von
« , ß , . . . periodisch nach Verlauf eines Zeitintervalls 6 wie¬
derkehren , so müssen die Producte rQ sämmtlich Vielfache von
2 n sein . Man muss also insbesondere für die durch hfl , h'fi
bezeichneten Werthe von r haben :

Aftö = 2nk , h' tiQ = 2 nie 1,
während k, k' ganze Zahlen vorstellen . Diese müssen sich aber
zu einander verhalten wie h, h' , und weil h, h‘ relative Prim¬
zahlen , so sind diese selbst die kleinsten brauchbaren Werthe
für k, k‘. Man erhält bei dieser Annahme :

ein kleinerer Werth von 0 würde den beiden Werthen Ag, A'p
für r nicht genügen . Es liegt aber auf der Hand , dass dieser
Werth von 0, mit irgend einem der n Werthe von r multipli -
cirt , ein Vielfaches von 2 je giebt : er ist also die Dauer der
Periode .

Sie würde unendlich werden für p = 0, d . h . wenn kein
gemeinschaftliches Gemäss für alle r existirte . In diesem Falle
ist daher die Bewegung nicht periodisch , und das System kann
sich niemals in zwei identischen Zuständen bezüglich der La¬
gen und Geschwindigkeiten befinden ; denn geschähe dies ein¬
mal , so würden alle auf den ersten der beiden identischen Zu¬
stände gefolgten wiederkehren , und die Bewegung wäre mit¬
hin periodisch .

Duhamel , Mechanik . II . 19 *
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