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Gleichgewicht von Systemen mit veriinderlicher
Gestalt, welche aus starren Systemen zu-
sammengesetzt sind. '

1. Wenn nicht alle Punkte eines Systems fest verbun-
den sind, so kann man nicht alle Kxrifte in eine Kraft und
ein Paar vereinigen. Zum Gleichgewicht wird jetzt erfordert
und geniigt es, dass an jedem einzelnen der starren Systeme
die Kriifte sich im Gleichgewicht halten, welche auf dasselbe
wirken und aus den gegebenen sowie jenen Kiiiften bestehen,
welche aus seiner Verbindung mit den anderen Systemen ent-
springen. Wir nehmen an, dass die Verbindungen aus bieg- .
samen Fiden oder starren Béndern bestehen, deren Endpunkte
an verschiedenen Systemen befestigt sind; ferner mégen einige
Korper sich mit ihren Oberflichen gegen einander driicken.

Im Gleichgewicht des Ganzen ist jeder biegsame Faden
im Gleichgewicht und wird folglich durch zwei gleiche und
entgegengesetzte Krifte gespannt, so dass jeder von den zwei
durch den Faden verbundenen Korpern an dem anderen zieht.

Hat man statt der Fiden vollkommen starre, weder dehn-
bare noch zusammendriickbare Béinder oder Stibe, so erheischt
ihr Gleichgewicht, dass die Kiriifte an den beiden Enden
gleich und gerade entgegengerichtet sind; aber sie brauchen
nicht im Sinne der Verlingerung zu wirken, sondern jeder
Korper kann den anderen driicken.

Wenn zwei Korper sich mit ihren Oberflichen beriihren,
und diese Oberflichen durch ihren Widerstand nur normale
Kriifte aufheben konnen, so werden im Gleichgewicht beide

Duhamel, Mechanik. Anhang. 1
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Korper in der Richtung der gemeinschaftlichen Normale mit
gleicher Kraft gegen einander gedriickt.

Wenn also die Verbindung durch biegsame Fiden, starre
Biinder oder durch Contact von Oberflichen geschieht, so
iiben je zwei verbundene Korper auf einander unbekannte
Wirkungen aus, welche gleich und entgegengesetzt sind. Ebenso
miissen in allen anderen Fillen die durch die Verbindungen
vermittelten Wirkungen paarweise gleich und entgegenge-
setzt sein.

Sind die starren Systeme einfache Maschinen wie
der Hebel, das Weéllrad ete., so stellt ihr Ganzes eine zu-
sammengesetzte Maschine dar.

2. Um die Bedingungen des Gleichgewichts zu finden,
bildet man fiir jedes starre System die Gleichungen, deren
Zahl zwischen 1 und 6 variiren kann. Indem man die von
den Verbindungen ausgeiibten Kriifte eliminirt, erhilt man
diejenigen Gleichungen, denen die gegebenen Kriifte geniigen
miissen, wenn das zusammengesetzte System im Gleichgewicht
stehen soll; und die zur Elimination benutzten Gleichungen
bestimmen Grdsse und Richtung aller durch die Verbindun-
gen ausgeiibten Kriifte.

In dem besonderen Falle, wo das Gleichgewicht eines je-
.den starren Systems nur eine Gleichung erfordert, und wo
aus der Verbindung von je zwei Systemen nur zwei gleiche
und entgegengesetzte Kriifte hervorgehen, iiberzeugt man sich
leicht, dass das Gleichgewicht der gegebenen Kriifte nur eine
Bedingungsgleichung hat.

In der That, ist m die Zahl der Systeme, so erhiilt man
m Gleichungen, und es entspringen aus der Verbindung des
ersten Systems mit dem zweiten, des zweiten mit dem drit-
ten, etc. m— 1 unbekannte Kriifte X, X,,..., X,_;. Von
diesen enthiilt die erste Gleichung X, die zweite X; und X,
die dritte X; und Xj;, etc., endlich die letzte X, _,. Findet
man nun X; aus der ersten und substituirt in der zweiten;
findet man aus dieser X, und substituirt in der dritten; ete.,
so erhélt man eine Endgleichung, in welcher nur die gegebe-
nen Kriifte vorkommen. Sie ist die einzige Bedingung des
Gleichgewichts, wiihrend die vorhergehenden Gleichungen X;,
X5, ..., X;y—1 bestimmen.
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3. Erstes Beispiel. — Auf zwei Hebel, d. i. auf zwei
starre Korper, welche um feste Punkte O, O/ frei beweglich
sind, . wirken beliebige
Kriifte. Ein biegsamer
Faden ist an beiden Kor-
pern in den Punkten
M’ befestigt, und das
System befindet sich in
einer solchen Lage, dass
der Faden gerade aus-
gespannt ist: man ver-
langt die Bedingungen des Gleichgewichts.

X bezeichne die unbekannte Spannung. Den Hebel M0
greifen gegebene Kiiifte an und die von M gegen M’ gerich-
tete Kraft X. Man hat fiir sein Gleichgewicht die bekannten
drei Gleichungen, deren jede X in der ersten Potenz enthilt.
Ebenso steht der Hebel M0/ im Gleichgewicht, wiihrend auf
ihn gegebene Kriifte wirken und die von M’ gegen M gerich-
tete Kraft X. Fiir ihn gelten drei neue Gleichungen, deren
jede X in der ersten Potenz enthilt.

Findet man X aus einer von diesen sechs Gleichungen,
so kennt man die Spannung des Fadens, und das Einsetzen
in die fiinf anderen liefert die Bedingungen, denen die gege-
benen Kriifte geniigen miissen, wenn das System im Gleich-
gewicht stehen soll.

4. Zweites Beispiel. — Ein Korper ist frei beweg-
lich um den festen Punkt O,
ein anderer um die feste Axe
AZ; beide Korper beriihren
sich in M, und es wirken be-
liebige Kriifte. Man verlangt
die Bedingungen des Gleich-
gewichts und die Grosse X
des gegenscitigen Drucks in M.

Auf den Korper MO wir-
ken gegebene Kriifte und die
lings M N gerichtete Kraft X.
Sein Gleichgewicht wird durch drei Gleichungen ausgedriickt,

welche X enthalten. Auf den zweiten Korper wirken gege-
1%

Fig. 2.
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bene Krifte und die I'ai.ngs MN' gerichtete Kraft X. Sein
Gleichgewicht fiihrt zu einer Glelchuncr welche X enthiilt.

Von diesen vier Gleichungen’ beqtlmmt eine X, und durch
Einsetzen geben die drei anderen die Bedingungen, welchen
die gegebenen Krifte geniigen miissen.

5. Drittes Beispiel. — Betrachten wir ein Polygon,
das durch starre Geraden gebildet wird, deren Winkel man
ohne Widerstand veriindern kann, und deren Endpunkte auf
gegebenen festen Curven bleiben miissen.

Es stelle AB C1)E dieses Polygon vor; P, Q, R, S, T
seien die Resultanten
der gegebenen Kriifte
an A, B, C, I, E.

Damit ein beliebiger
Eckpunkt im Gleich-
gewicht sei, so muss
die Resultante aller ihn
angreifenden Kriifte
auf der entsprechenden
Curve normal stehen.

Da auch jede Poly-
gonseite im Gleichge-
wicht sein muss, so wirken an ihren Endpunkten zwei gleiche
und gerade entgegengesetzte Kriifte, welche sie aufhebt, in-
dem sie ihnen zwei gleiche Kriifte entgegensetzt. Bezeichnen
wir diese von den e1n7eh1en Polygonseiten hervorgebrachten
Kuriifte durch X, Y, Z, U.

Es seien «, b, ¢, d, ¢ die Winkel, welche die Richtungen
der Kriifte P, @, R, S, T mit den entsprechenden Tangenten
machen; e, o’ seien die Winkel der in der Geraden AB ge-
richteten Kriifte X mit den Tangenten in A und B3, B, g die
Winkel der Krifte Y mit den Tangenten in B und C, ete.

Das Gleichgewicht des Punktes A ergiebt:
Peosa 4+ Xeos e = 0;
das Gleichgewicht von B liefert:
Xeosa! 4 Qeosh + Ycosf = 03

fiir die anderen Punkte erhiilt man:
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Yeos ! + Reose 4 Zeosy = 0,

Zcosy' + Scosd + Uecosd = 0,

Ucosd’ + Teose = 0.
Eliminirt man X, Y, Z, U, so bleibt eine Gleichung zwischen
den gegebenen Kriften als Bedingung des Gleichgewichts. Die
anderen Gleichungen bestimmen die Grosse von X, Y, Z, U.
‘Der Sinn, in welchem diese Kriifte wirken, wird durch die
Zeichen der Cosinus von «, o, f8, B’ etc. bestimmt.

6. Bemerkenswerth ist der besondere Fall, wo eine der
Geraden auf einer Curve normal steht. Es sei z. B. B C nor-
mal auf der Curve in B, dann ist cosf — 0, und die zwei
ersten Gleichungen ergeben durch Elimination von X eine Be-
dingung zwischen P und (), bei welcher die Gerade A B fiir
sich im Gleichgewicht sein wiirde. Und in der That hat die
Kraft Y keinen Einfluss auf A4 B, da sie durch den Wider-
stand der Curve in B aufgehoben wird.

Die drei anderen Gleichungen geben, durch Elimination
von Z und U, die Bedingung fiir das Gleichgewicht des Sy-
stems CD) E. In dieser Bedingung kommt eine willkiirliche
Kraft Y vor, welche in € lings BC im einen oder anderen
Sinne wirken und keine Verriickung erzeugen kann, weil sie
durch den Widerstand in B aufgehoben wird.



Von der Bewegung ohne Riicksicht auf ihre
Ursachen.

7. Bevor man die Bewegungen untersucht, welche durch
bestimmte Kriifte erzeugt werden, ist es gut die Bewegung
an sich zu betrachten unabhingig von jeder Ursache. Hat
man sich erst vertraut gemacht mit ihren moglichen Modifica-
tionen und mit den Gesichtspunkten, unter welchen sie aufzu-
fassen sind, so wird die Einsicht in die Wirkungsweise der
Kriifte leichter. . Man hat dann die Schwierigkeiten getrennt,
statt sie vereinigt zu lassen.

Zuweilen bedient man sich in der Geometrie der Bewe-

-gung zur Erzengung der Grossen. Aber die Zeit bleibt dabei
unberiicksichtigt; es kommt nur darauf an, dass die bewegli-
chen Linien oder Fliichen gleichzeitig ihre entsprechenden La-
gen einnehmen, welche Zeit auch von einer Lage bis zur an-
deren verfliessen mag. Diese Gleichzeitigkeit ist allein wich-
tig, und die Bewegung bleibt iibrigens unbestimmt.

Wir werden uns dagegen nur mit villig bestimmten Be-
wegungen beschiftigen, bei denen die Zeit ein wesentliches
Element ist, und wo es sich um die Lagen der verschiedenen
Punkte des Systems in jedem Augenblick handelt. Unsere
Aufgabe ist also kein Gegenstand der reinen Geometrie. Man
konnte aus ihr eine besondere Wissenschaft machen; aber es
scheint uns angemessen sie als einen Zweig der Mechanik, der
allgemeinen Wissenschaft von der Bewegung, zu betrachten.
Bevor man untersucht, welche Bewegung durch Kriifte her-
vorgebracht wird, muss man wissen was die Bewegung an
sich ist; und es soll dies vorliufige Studium als Eingang in
die Dynamik dienen. Wir beschriinken uns darin auf die ele-
mentarsten und allgemeinsten Betrachtungen.



Bewegung eines Punktes.

8. Der Begriff der Zeit ist einer von denen, welche sich
auf keinen andern zuriickfithren und folglich auch nicht de-
finiren lassen. Man muss aber die Gleichheit zwischen den
Zeitgrossen definiren, damit dieselben messbar und der Rech-
nung unterwerfbar werden.

Wir nennen zwei Zeitintervalle gleich, wenn zwei identi-
sche Kérper, welche sich zu Anfang dieser Intervalle in den-
selben Umstéinden befanden und durchaus gleichen Wirkungen
und Einfliissen unterworfen wurden, am Ende identische Wege
durchlaufen haben. Der Begriff der Gleichheit fiihrt zu dem
eines beliebigen Verhiltnisses.

Die Bewegung eines Punktes heisst gleichférmig, wenn"

er in gleichen Zeiten gleiche Wege durchlduft, wie klein auch
diese Zeiten sein mogen.

Eine Bewegung, welche weder gleichférmig noch aus
gleichformigen Bewegungen von endlicher Dauer zusammen-
gesetzt ist, wird verdnderlich genannt.

9. Geschwindigkeit. — Die gleichférmigen Bewe-
gungen konnen sich unterscheiden durch die wihrend gleicher
Zeit durchlaufenen Wege. Hieraus entspringt die zuerst et-
was vage Idee von Geschwindigkeit. Um dies unerliissliche

e

Element in die Rechnung einzufiihren ist eine genaue Defini- |

tion nothwendig, und wir werden unter der Geschwin-
digkeit eines gleichformig bewegten Punktes den Weg
verstehen, welchen er in der Zeiteinheit durchliuft, oder das
Verhiiltniss des durchlaufenen Wegs zu der dabei verflosse-
nen Zeit. Der Punkt, dessen Geschwindigkeit durch die
Zahl 1 ausgedriickt wird, durchléduft also die Liingeneinheit
wihrend der Zeiteinheit.

Nach dieser Definition fillt bei derselben Bewegung die



8 Anhang.

Grosse, welche wir Geschwindigkeit nennen, um so grisser
aus, je grosser die Zeiteinheit ist, was sich mit der gewohnten
Vorstellung von Geschwindigkeit nicht vertriigt; aber der Quo-
tient aus den Geschwindigkeiten zweier gleichformigen Bewe-
gungen hiingt nicht von der Zeiteinheit ab, denn er ist der

Quotient aus den wiihrend gleicher Zeit zuriickgelegten Wegen.

Die Zahl, welche die Geschwindigkeit ausdriickt, hingt
auch von der Lingeneinheit ab und wird um so grosser, je
kleiner diese Einheit ist. Diese Bemerkungen iiber den Ein-
fluss der verschiedenen Einheiten sind nothwendig zur Beur-
theilung der Homogenitit in den Formeln der Bewegung.

Bemerkung. — Wollte man a priori den Begriff der
Geschwindigkeit zulassen und keine Definition davon geben,
so miisste man, wie bei der Zeit, die (leichheit zwischen
Grossen dieser Art definiren. Man wiirde dann die Geschwin-
digkeiten” zweier gleichférmigen Bewegungen gleich nennen,
wenn die wihrend derselben Zeit durchlaufenen Wege gleich
sind.- Die Addition von Geschwindigkeiten wiirde man defini-
ren durch die Addition der in derselben Zeit durchlaufenen
Wege. Daraus wiirde folgen, dass das Verhiiltniss zweier Ge-
‘schwindigkeiten das der Wege ist, und somit wiirde die Ge-
schwindigkeit eines Punktes gemessen durch den Weg, den er
in der Zeiteinheit durchliuft, wenn man die Geschwindigkeit
jenes Punktes zur Einheit nihme, der in der Zeiteinheit die
Liingeneinheit zuriicklegt.

10. Bei der veriinderlichen Bewegung kann man unter
Geschwindigkeit in irgend einem Augenblick nicht mehr den,
von diesem Augenblick ab, withrend der Zeiteinheit durchlau-
fenen Weg verstehen, weil dann die Geschwindigkeit des Be-
weglichen von den Aenderungen abhingen wiirde, welche die
Bewegung nach dem Augenblicke erleidet, um den es sich
handelt.

In der Theorie der Curven kann man wohl als Maass der
Kreiskriimmung in einem beliebigen Punkte die Kriimmung
eines der Einheit gleichen Bogens nehmen; aber bei einer Li-
nie, deren Kriimmung nicht der Bogenlinge proportional ist,
kann man nicht die in irgend einem Punkt stattfindende Kriim-
mung durch jene eines der Einheit gleichen Bogens messen,
der mit diesem Punkt anfiingt.
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Aehnliches lisst sich sagen iiber das specn‘:sche Gewicht
in einem Punkte einer heterogenen Substanz, iiber die Tem-
peratur in einem Punkte eines ungleich erwiirmten Korpers, etc.
Auch verfihrt man in diesen verschiedenen Fillen auf analoge
Weise.

Es sei M in einem gewissen Augenblick der Ort eines
Punktes, der mit veriinderlicher Bewegung irgend eine Curve
beschreibt. Nach einer Zeit § wird er sich in einem anderen

" Punkt N befinden, und der Quotient -ﬂ% drﬁckt die mittlere

Geschwindigkeit aus, mit welcher der Bogen M N durchlaufen
wurde. ILi#sst man nun 6 unendlich abnehmen, so nihert sich

die mittlere Geschwindigkeit ﬂzﬁ

die Geschwindigkeit des Bewegliche'n im Punkte M nennen.
In der Sprache der Infinitesimalrechnung heisst also die
Geschwindigkeit des Beweglichen in einem gegebenen Augen-
blick die mittlere Geschwindigkeit, mit welcher dasselbe, von
diesem Augenblicke ab, einen unendlich kleinen Bogen be-
schreibt.
Bezeichnet ¢ die Zeit, s die Bogenlingen der beschriebe-

einem festen Werthe, den wir

nen Linie, von irgend einem Punkt an gezihlt, so ist g die

Mithin wird die Geschwindigkeit an einer

Grenze von - 9

beliebigen Stelle der Bahn ausgedriickt durch die erste Ablei-
tung des Wegs nach der Zeit.

11. Es ist zu bemerken, dass der in unendlich kleiner
Zeit beschriebene Bogen sich betrachten lisst als das Product
dieser Zeit in die Geschwindigkeit zu Anfang derselben. Denn
er wiirde genau das Product der Zeit in die mittlere Ge-
schwindigkeit darstellen, welche sich von der oben definirten
Geschwindigkeit zu Anfang des Intervalls nur um eine unend-
lich kleine Grisse unterscheidet. Man kann auch die Ge-
schwindigkeit in irgend einem Augenblicke des Intervalls neh-
men. Das Resultat ist von dem gesuchten immer nur um
eine unendlich kleine Grésse zweiter Ordnung verschieden und
darf folglich allemal dafiir gesetzt werden, wenn es sich nur
um die Grenze von Quotienten oder Summen handelt.
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So ist der in endlicher Zeit durchlaufene Weg die Grenze der
Summe aus den Producten der unendlich kleinen Zeitelemente
in die Geschwindigkeiten zu Anfang oder wihrend dieser Ele-
mente. Die Geschwindigkeit, so wie wir sie definirt haben,
spielt also dieselbe Rolle bei der veriinderlichen Bewegung,
wenn man unendlich kleine Wege betrachtet, wie bei der gleich-
férmigen Bewegung; und dies ist der Grund, welcher die Bei-
behaltung des Namens rechtfertigt.

12. Endliche Gleichung der gleichférmigen
Bewegung. — Die gleichférmige Bewegung eines Punktes
auf einer geraden oder krummen Linie kann dargestellt wer-
den durch eine Gleichung ersten Grades zwischen der Zeit
" und Entfernung.

Man bezeichne mit ¢ die Zeit von einem bestimmten Au-
genblick an, mit # die Entfernung des beweglichen Punk-
tes M von einem festen Anfangspunkt O, die Entfernung und
den Anfangspunkt auf der unendlichen Linie XX, welche der
Punkt durchliuft, genommen; « sei die Entfernung O A des
Ursprungs O von dem Punkte, wo sich das Bewegliche fiir
t = 0 befand; endlich sei v die Geschwindigkeit oder der con-
stante Weg, welcher in der Zeiteinheit durchlaufen wird. Ge-
sucht wird eine Gleichung zwischen z und ¢

Der Weg withrend der Zeiteinheit ist v, also v¢ wiihrend
der Zeit ¢, Hat daher die Bewegung die Richtung O X der
positiven @, so ist:

2= a -+ vt;
hier sind # und « positiv oder negativ nach Lage der Punkte
A und M gegen den Ursprung, v ist eine absolute Zahl und
¢t eine positive Zahl, welche den Zeitpunkten nach dem Zeit-
anfang entspricht.

Man bemerkt aber, dass man die vorstehende Gleichung
auch fiir die Epochen vor dem Zeitanfang beibehalten kann
und deshalb nur ¢ negativ zu nehmen braucht.

Ferner kann man dieselbe Gleichung anwenden, wenn die
Richtung der Bewegung jener der positiven @ entgegengesetzt

ist; man muss dann v negativ nehmen. — Auf diese Weise
kann die allgemeine Gleichung
D x=a-4 vt

alle gleichformigen Bewegungen darstellen.
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13. Differentialgleichung der gleichférmigen
Bewegung. — Bei einer jeden Bewegung wird die Ge-

schwindigkeit durch -‘j—i ausgedriickt, in dem vorliegenden

da
Falle also durch -

Nimmt man ¢ zur unabhiingigen Variablen, also dt¢ posi-
tiv, so ist % positiv, wenn die Bewegung im Sinne der po-
sitiven x stattfindet, und negativ im entgegengesetzten Fall.
Schreiben wir daher v — (fl—f, so verstehen wir unter » eine
positive oder negative Zahl, je nachdem die Bewegung die
Richtung der positiven oder negativen # hat. Da iibrigens die
Wahl des Abscissen- und Zeitanfangs gleichgiiltig ist, und
die gleichformige Bewegung eine beliebige Beschaffenheit ha-
ben kann, so sind alle gleichformigen Bewegungen in der
Gleichung

da
(2) 7 ="

enthalten, wo v eine positive oder negative Constante darstellt.

Sie folgt aus (1) durch Differentiation und umgekehrt
diese aus ihr durch Integration, wobei eine willkiirliche Con-
stante « eingeht.

14. Gleichférmig veréinderte Bewegung. — Nach
der gleichformigen Bewegung folgt als einfachste diejenige,
bei welcher die Geschwindigkeit sich gleichférmig, d. h. der
Zeit proportional #indert. Sie dient zur Vergleichung der ver-
wickeltsten Bewegungen.

Die Bedingung, dass die Geschwindigkeit » proportional

: e . . . d
mit der Zeit wachse, ergiebt, dass die Ableitung Ezti constant
sein muss, sowie umgekehrt. Bezeichnet also « irgend eine
positive oder negative Constante, so ist die allgemeine Glei-

chung aller gleichférmig veréinderten Bewegungen:

dv 2z g v dz

dt T O VE =g
hieraus folgt durch Integration: i

— a oder
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dx
(D) u-—:ut—{—b:d—;,
wie man schon vorher wissen konnte. Integrirt man neuer-
dings, so kommt:
a

Dbt e,

wo b und ¢ willkiirliche anstanten.

(2) X =

Diec Zunahmen der Geschwindigkeit sind positiv oder ne-
gativ zugleich mit der Constante a, welche den durch die Zeit
getheilten Zuwachs der Geschwindigkeit misst, oder den Zu-
wachs der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit.

Man nennt die Constante @ die Acceleration, welche
positiv oder negativ sein kann. Die Zeichen von «, b, ¢ in
den Gleichungen (1) und (2) sind beliebig.

Von der verinderlichen geradlinigen Bewegung
,im Allgemeinen.

15. Bisher konute der Punkt sich auf irgend einer Linie
bewegen. Jetzt aber nehmen wir an, um die Schwierigkei-
ten zu trennen, dass die Bewegung in gerader Linie statt-
findet.

Der Begriff der Acceleration, den wir bei der gleich-
formig veriinderten Bewegung gaben, lisst sich in #hnlicher
Weise ausdehnen wie der Begriff von Geschwindigkeit.

Es bezeichne 4v den Zuwachs der Geschwindigkeit, wenn
die Zeit von einem gewissen Augenblicke an um /¢ wichst.
Denken wir uns eine gleichférmig veriinderte Bewegung, de-
ren Geschwindigkeit zu Anfang und Ende des Intervalls 4t
itbereinstimmt mit der Geschwindigkeit der wirklichen Bewe-
Adv
At
mittlere Acceleration der wirklichen Bewegung wéhrend des
Intervalls 4¢ dar, und sie nihert sich einer festen Grenze,
wenn At gegen die Null abnimmt.

Diese Grenze nennen wir die Acceleration der wirklichen
Bewegung in dem betrachteten Augenblick. Ihr Ausdruck ist:

gung. Die Acceleration der Hiilfsbewegung stellt die
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de ode e
ar °°" e
Man sieht leicht, dass sie bei der verfinderlichen Bewegung

iiberhaupt fiir unendlich kleine Intervalle dieselbe Rolle spielt
wie bei der gleichférmig veriinderten Bewegung. Denn ist 4¢
unendlich klein, so erhélt man:

Av dv »
e
wo ¢ auch unendlich klein, und folglich:

dv
Aﬂ:&;dt"{*— sAdt.

Das wirkliche Increment 4v der Geschwindigkeit unter-
dv
dt
Grisse zweiter Ordnung, welche allemal vernachlissigt wer-
den kann, wenn es sich nur um die Grenze von Summen oder
Quotienten handelt. Mithin kann man in allen solchen Fillen
das unendlich kleine Increment der Geschwindigkeit so berech-
nen, als ob die Bewegung sich gleichf6rmig #inderte, und die
oben definirte Acceleration der wirklichen Bewegung zu ihrer
Acceleration hiitte.

Bemerkung. — Wir haben die veriinderliche Bewe-
gung iiberhaupt auf zwei verschiedene Weisen als Grenze suc-
cessiver Bewegungen von unendlich kleiner Dauer betrachtet.
Das eine Mal waren diese elementaren Bewegungen gleichfor-
mig, das andere Mal gleichférmig veréndert.

scheidet sich also von At nur um eine unendlich kleine

Die ersten Bewegungen besitzen zu Anfang der unendlich
kleinen Zeitintervalle einerlei %—?— oder gleiche Geschwindigkeit
mit der wirklichen Bewegung; die zweiten besitzen gleiches
d . d?: . e ‘
E‘f— und gleiches 'y z:, d. h. dieselbe Geschwindigkeit und Ac-
celeration mit ihr. Die ersten Bewegungen haben, wenn man
so sagen darf, eine Beriihrung erster Ordnung mit der vorge-
legten Bewegung, und die anderen eine Berithrung zweiter
Ordnung. Auch kann man, selbst fiir unendlich kleine Zeit,
die Bewegungen erster Art statt der wirklichen Bewegung

nur zur Berechnung der Wegzuwachse setzen; wiihrend man
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zur Berechnung der Zunahmen der Geschwindigkeit die ande-
ren Bewegungen nehmen kann.

Krummlinige Bewegung eines Punktes.

16. Richtung der Geschwindigkeit. — Die De-
finition, welche wir von der Grosse der Geschwindigkeit ga-
ben, ist unabhiingig von der Linie (Bahn oder Trajectorie),
welche das Bewegliche beschreibt. Wenn aber die Bewegung
krummlinig ist, so muss man noch den Begriff der Richtung
einfiilhren. Bei der geradlinigen Bewegung hat die Gerade,
welche zwei unendlich nahe Lagen des Punktes verbindet, im-
mer eine und dieselbe Richtung, némlich die Richtung der
beschriebenen Geraden, und man nennt diese die Richtung der
Bewegung. Bei der krummlinigen Bewegung iindert die Ge-
rade, welche eine bestimmte Lage des Punktes mit einer nach
unendlich kleiner Zeit eingenommenen verbindet, ihre Rich-
tung, wenn das Intervall sich verkiirzt, und sie strebt gegen
eine bestimmte Grenze hin, welche man bisweilen die Rich-
tung der Bewegung in dem betrachteten Augenblick nennt,
und welche wir die Richtung der Geschwindigkeit in
diesem Augenblick nennen werden. Sie ist offenbar die im
Sinne der Bewegung genommene Tangente an die Trajectorie.

Die Cosinus der Winkel, welche sie mit drei rechtwinkli-
gen Coordinatenaxen macht, sind der Grosse und dem Zei-
chen nach

do dy de

ds’ ds’ ds’
wenn man ds als den Absolutwerth des Bogenelements be-
trachtet, und d, dy, dz als die. positiven oder negativen In-
cremente der Coordinaten 2, y, 2 nach der unendlich kleinen
Zeit dt.

17. Zusammensetzung und Zerlegung der Ge-
schwindigkeiten. — Wenn mehrere Krifte auf einen
Punkt wirken, so hat die Statik uns gelehrt, sie in eine zu-
sammenzusetzen durch eine einfache geometrische Construction,
wobei man die Kriifte in Grésse und Richtung durch Geraden
darstellt, welche durch den angegriffenen Punkt gehen. Wenn
diese Constructionen vorkommen, ohne dass es sich um Krifte



Phoronomie. 15

handelt, so ist es bequem, analoge Bezeichnungen anzuwenden,
welche kurz dasjenige andeuten, was ausserdem langer Umschrei-
bungen bediirfte. In diesem Sinne werden wir zuweilen die
Ausdriicke anwenden: Resultante von Geraden, welche,
der Grisse und Richtung nach gegeben, von einem Punkt aus-
gehen; Componenten einer in Grisse und Richtung gege-
benen Geraden. .

In demselben Sinne verstehen wir die Zusammensetzung
und Zerlegung von Geschwindigkeiten. Um also die Compo-
nenten einer gegebenen Geschwindigkeit parallel mit drei gege-
benen Geraden zu erhalten, construiren wir auf der Geraden,
welche in Grosse und Richtung die zu zerlegende Geschwin-
digkeit vorstellt, ein Parallelepiped, von dem sie die Diagonale
ist und dessen drei Seiten die vorgeschriebenen Richtungen
der Componenten haben. Umgekehrt verfihrt man bei der
Zusammensetzung von drei Geschwindigkeiten; und wie gross
auch die Anzahl der gegebenen oder gesuchten Componenten
sei, s0 hat man doch immer nur dieselben Constructionen zu
machen wie fiir Kriifte an einem Punkt. Wenn eine Compo-
nente parallel ist mit einer gegebenen Richtung, alle iibrigen
aber senkrecht darauf sind, so heisst sie die nach dieser Rich-
tung zerlegte oder geschitzte Geschwindigkeit. Sie ist
die Projection der Geschwindigkeit auf die gegebene Richtung.
In der Folge werden wir den Nutzen dieser Transformationen
einschen. Aber vorliufig ist mit den Benennungen Compo-
nenten und Resultanten von Geschwindigkeiten kein anderer als
der oben festgestellte Sinn zu verbinden.

18. Componenten der Geschwindigkeit paral-
lel mit den Axen. — Nimmt man die Axen rechtwinklig,
so werden die Componenten die Projectionen der Geschwin-
digkeit. Indem wir den Absolutwerth der Geschwindigkeit
nehmen und ihre Richtung so, wie wir iibereingekommen sind,
ndmlich im Sinne der Bewegung, miissen wir die Producte

von g—: respective in (;—':-, %, %— bilden; dies giebt fiir die
Componenten :

de dy d

de’ de’ dt’

welche Ausdriicke positiv oder negativ sind, je nachdem die
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Richtung der Geschwindigkeit mit den positiven Axen spitze
oder stumpfe Winkel bildet.

Man sieht leicht, dass die Componenten dieselben Aus-
driicke auch bei schiefen Axen behalten.

Denn es sei M irgend eine Lage des Punktes und M
seine Lage nach einer sehr kleinen Zeit; Az, Ay, Az seien
die Incremente der Coordinaten von M. Das Parallelepiped
mit den Kanten 42, 4y, 4z und der Diagonale M M’ strebt
gegen ein Parallelepiped hin, dessen Kanten auch mit den
Axen parallel sind und dessen Diagonale die Richtung der
Tangente hat. Dieses Grenzparallelepiped ist aber demjeni-
gen #hnlich, dessen Diagonale und Kanten die Geschwindig-
keit und ihre Componenten darstellen; folglich sind die Quo-
tienten dieser Componenten durch die Geschwindigkeit die
Grenzen der Quotienten:

' Az | Ay Az
MM? MM MM?
die Quotienten der Componenten durch die Geschwindigkeit
sind also:

da fzi dz

ds’ ds’ ds’
Multiplicirt man sie mit der Geschwindigkeit %, so erhiilt man

fiir die Componenten die vorigen Ausdriicke:
ds dy de
dt’ dt’ dt’

Man mag bemerken, dd¥s %‘;—c die Geschwindigkeit eines

Punktes ist, welcher sich auf der Axe der 2 bewegt und im-
mer dieselbe Abscisse wie der Punkt im Raum hat. Dasselbe
gilt von den zwei anderen Componenten. Daraus sieht man,
dass die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes die
Geschwindigkeiten seiner rechtwinkligen oder schiefen Projec-
tionen auf den drei Coordinatenaxen sind.

Fig. 4. 19. Abweichung. —
Betrachten wir einen Punkt,
der sich irgendwie veriin-
derlich bewegt, und ziehen
wir in einem beliebigen Au-
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genblick in dem Punkt M, wo er sich auf der Trajectorie be-
findet, die Tangente. Nehmen wir nun an, in diesem Augen-
blicke heginne ein zweiter beweglicher Punkt sich von M an
auf der Tangente mit der Geschwindigkeit zu bewegen, die
wir die Geschwindigkeit des ersten in M nennen, und es seien
M', N die gleichzeitigen Lagen beider Punkte nach irgend
einer Zeit. Die Gerade NM' zeigt an, um wieviel der erste
Punkt von der Lage entfernt ist, die er wiirde eingenommen
haben, wenn seine Geschwindigkeit in Grisse und Richtung
constant wie in M geblieben wiire. Die Betrachtung dieser
Geraden ist #usserst wichtig fiir die Untersuchung der Bewe-
gung, vorzugsweise dann, wenn das Zeitintervall zwischen den
beiden Lagen M, M’ unendlich klein ist. Wir geben ihr den
Namen Abweichung. Sie kann sowohl aus dem Gesichts-
punkte der Grosse als dem der Richtung betrachtet werden;
die Richtung nehmen wir immer von N gegen M’ hin. Sie
ist demnach vollstindig bestimmt, wenn man ihre drei Com-
ponenten parallel mit den Axen in Grosse und Zeichen kennt.
Diese wollen wir ausmitteln, indem wir die Bewegung als ge-
geben, d. h. die Coordinaten =, y, # des beweglichen Punk-
tes als bekannte Functionen der Zeit ¢ betrachten.

20. Componenten der Abweichung parallel mit
den Axen — Es sei § ein unendlich kleines Zeitintervall;
die Coordinaten von N auf der Tangente sind am Ende des-
selben :

. d
a4 20, y4 Uy, L0
Fiir die Coordinaten des Punktes M’ auf der Trajectorie -er-
hilt man nach der Taylor’schen Formel, wenn man unter
& &, &' unendlich kleine Gr(')'ssen \ersteht:

,@+ 204 dﬂ E)Q,
y-i”‘d— (dzz+ )
z+jt +(dtz+ Lt _'

Zieht man von diesen Coordinaten die ersten ab, so erhilt
man in Grosse und Zeichen die Componenten der Abweichung
N M, ihre Werthe sind:

Duhamel, Mechanik. Anhang. 2
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d?z 0 (dy )“’ (_d’_z n>ﬁ
(EF"‘E)Q’ (dt2+ 2 \ae T¢) %

Da ( unendlich klein ist, so kann man die zweiten Summan-
den weglassen, wodurch sich die Componenten reduciren auf:
a2 By 0 2 0
dee 2° die 27 de 2
Die Abweichung selbst wird, unter Voraussetzung rechtwinkli-

ger Axen:
H? d?m 2 d? 2 d? 2\2
o () + @) + =)

21. Richtung der Abweichung. — Unter Richtung
der Abweichung in einem beliebigen Punkt M versteht man
die Grenze, gegen welche die Richtung N M’ hinstrebt, wenn-
M’ sich M nihert. Die Cosinus der Winkel, welche N M’ mit
den rechtwinkligen Axen bildet, sind immer den Componenten
von N M’ proportional und haben dieselben Zeichen wie diese;
daraus folgt, dass die Richtung der Abweichung mit den Axen
‘Winkel macht, deren Cosinus den drei Grossen

dre d?y d?z

der’ der’ de
proportional sind und die Zeichen dieser Grissen haben. Die
Werthe der Cosinus werden also erhalten, wenn man die vor-
stehenden drei Gréssen theilt durch den Absolutwerth von:

V(dt? (dt?) + ZZ:)E

Wiire die Bewegung geradlinig, so wiirde offenbar die
Abweichung nach der Geraden selbst gerichtet sein; und

2 2
in der That sind in diesem Falle die Grossen %f—, %;g,

d2z ., da d
_dF mit ET:’ Eg—,

22. Acceleration in der Abweichung.— Mit Ver-
nachlissigung der Grossen, welche in Bezug auf § von héhe-
rer als der zweiten Ordnung und folglich gegen die Abwei-

chung N M’ unendlich klein sind, ist der Werth der Abwei-

chung:
S0t (2,
+ (da:2 o dez ] ”

V ,__ﬁ d?_mi
A = 2 V(dt?)

E:_ proportional.
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Dieser Ausdruck wichst wie der Weg eines Punktes, der, von
der Ruhe ausgehend, sich gleichformig beschleunigt bewegt,
und dessen Acceleration

d%)

di?

d2z\?

V( an) T dt?
betriigt. Denkt man sich demnach die Abweichung als durch
die Bewegung eines Punktes beschrieben, und bleibt man in
der Anniherung bei den Unendlich-Kleinen zweiter Ordnung
stehen, welche fiir die Berechnung der unendlich kleinen In-
cremente der Geschwindigkeit hinreichen, so kann man sagen,
dass die abweichende Bewegung gleichformig beschleunigt ist,
und dass ihre Acceleration den Werth hat:

d? z\? d2z
V(dﬂ dt“) + (di°)‘

Multiplicirt man depselben durch die oben berechneten Cosi-
nus der Winkel, welche die Richtung der Abweichung mit
den Axen macht, so erhilt man

d?e  d?y d?z

dan’ de’ div
in Grosse und Zeichen als die Componenten dieser Accele-
ration.

Es ist aber wohl zu beachten, dass diese Acceleration
derjenigen Bewegung angehort, durch welche man sich die
Abweichung beschrieben denkt, und nicht der wirklichen
Bewegung auf der Trajectorie. Es wiirde natiirlich sein,

: ; dv
unter der Acceleration dieser Bewegung =, 2 verstehen.

23. Die Abweichung zerlegt nach der Tan-
gente und Normale. — Die Componenten der Abweichung
parallel mit den Axen werden, mit Vernachlissigung der gegen
sie selbst Unendlich-Kleinen, ausgedriickt durch:

2 der’ 2 dee’ 2 de’

Fig. 5. Es sei nun N M’ die Ab-
weichung und M'P die Senk-
rechte aus M auf die zu M
gehorende Tangente. Unse-
rer Definition gemiiss sind N/

2*
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und PM' die Componenten von N M’ nach der Fangente und
der Richtung P M.

Die Tangentialcomponente NP wird man in Grésse und
Zeichen erhalten, wenn man die drei mit den Axen parallelen
Componenten von N M’ auf die Tangente projicirt. Unter fort-
dauernder Voraussetzung rechtwinkliger Axen sind

de dy  dz
ds’ ds’ ds
die Cosinus der Winkel, welche die Richtung der Tangente,
im Sinne der Bewegung ‘genommen, mit den Axen macht.
Mithin erhiilt die Tangentialcomponente der Abweichung den
Werth:
62 dad?zx + dy d*y + dz dﬂz
2 ds di
Aus der Gleichung

dx? 4+ dy? + dz? = ds?
folgt aber:

doe &z 4+ dy d2y + dz d?z = ds d?s,
deshalb wird der vorstehende Ausdruck:
s, 0o
2 de 2 dit’
Er ist der Werth der Tangentialcomponente.

Um die zweite Componente F M zu berechnen, hat man
mit Vernachlissigung der gegen sie unendlich kleinen Grossen,
wenn £ den Kriimmungsradius der Trajectorie fiir den Punkt
M bezeichnet :

P = X1
2.

Da nun MM der in der Zeit 6 durchlaufene Weg ist, so
kann man M M durch »0 ersetzen, und erhilt mit dem ver-
langten Grade der Anndherung

PM:—

62 v2
2R
als den Ausdruck der Normalcomponente, deren Richtung man
in dem Kriimmungsradius fiir den Punkt M nehmen kann.
Man kann die beiden Componenten auch tangentiale
und centripetale Abweichung nennen.
Aus ihren Ausdriicken sieht man, dass wenn die Bewe-
gung gleichférmig ist, die Abweichung auf der Trajectorie
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normal steht. Ist die Bewegung geradlinig, so wird B unend-
lich, und die Abweichung ist im Sinne der Tangente, also der
Bewegung gerichtet. '

24. Tangentiale und normale Componente der
Acceleration in der abweichenden Bewegung. —
Aus den Ausdriicken fiir die Wege NP und PP M’ erhalten

2 -
wir durch Division mit % die gesuchten Componenten dieser

; v gy 38 dv - v?
Acceleration, niimlich BT oder T als tangentiale und 7 als

normale Componente.
Man nennt sie auch zuweilen: tangentiale und centri-
petale Acceleration.



Geometrische Bewegung eines starren Korpers.

25. Betrachtet man zwei Lagen eines ‘starren Kérpers
ohne Riicksicht auf die bewegenden Krifte und die zwischen
beiden Lagen verflossene Zeit, so giebt es unzihlig viele Ar-
ten der Ueberfithrung des Korpers aus der ersten Lage in
die zweite, und man kann sich vernehmen, die einfachsten Ar-
ten zu bestimmen. .

Es sei die wirklich stattfindende Verriickung des Korpers
wie sie wolle, so kann man ihn doch immer auf folgende Art
in seine neue Lage bringen. Man betrachte die Gerade, wel-
che die zwei Lagen eines Punktes des Korpers oder eines fest
damit verbundenen Punktes verbindet, und bewege diesen
Punkt in ihr nach seiner neuen®Lage; zugleich lasse man alle
anderen Punkte des Korpers bis an die Endpunkte von Ge-
raden fortschreiten, welche parallel und gleich sind mit der
ersten; darauf halte man jenen Punkt in seiner neuen Lage
fest und drehe den Kérper um ihn herum so lange, bis zwei
andere Punkte, die mit demselben nicht in gerader Linie lie-
gen, ihre vorgeschriebenen neuen Lagen eingenommen haben:
dann ist das Ziel erreicht.

Betrachten wir nun eine jede dieser beiden Bewegungen,
Fortschreitung und Drehung, fiir sich.

Es ist klar, dass der zuerst betrachtete Punkt von der
einen Lage in die andere kommen wiirde, wenn er irgend ein
Polygon beschriebe, das in jener anfinge und in dieser auf-
horte. Also kann man auch statt der ersten Bewegung eine
Folge von anderen Fortschreitungen setzen, welche in Grisse
und Richtung durch die Seiten des Polygons dargestellt werden.

Was die Bewegung um den fest gehaltenen Punkt be-
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trifft, so ldsst sich zuniichst leicht zeigen, dass sie auf unend-
lich viele Arten in zwei Drehungen um feste Axen zerlegt
werden kann. Denn betrachte ich ausser dem festen noch einen
beliebigen Punkt in der Lage, in welche ihn die Fortschrei-
tung gefiihrt hat; verbinde ich diese Lage mit derjenigen, in
welche der Punkt kommen soll, durch eine gerade Linie; lege
ich durch den festen Punkt eine Ebene senkrecht auf diese
Linie, und ziehe ich in dieser Ebene durch den festen Punkt
irgend eine Gerade: so kann ich offenbar den betrachteten
Punkt in seine vorgeschriebene Lage bringen, indem ich den
Korper um diese Gerade drehe, denn es sind ja beide Lagen
des betrachteten Punktes von dem Mittelpunkt seiner Drehung
nothwendig gleich entfernt. Habe ich aber dies erreicht, so
befinden sich zwei Punkte des Korpers in den Lagen, welche
sie einnehmen sollen, und nun kann der Kérper durch Dre-
hung um die Verbindungslinie dieser beiden Punkte in seine
vorgeschriebene Lage gebracht werden. Somit ist die Bewe-
gung um den festen Punkt zuriickgefiihrt auf Drehungen um
Axen, welche durch diesen Punkt gehen.

Die Sitze, welche wir iiber Zusammensetzung und Zerle-
gung solcher Drehungen vortragen werden, sind gezogen aus
der Théorie nouvelle de la rotation des corps von Poinsot: vor-
her wollen wir aber noch eine sehr einfache und niitzliche Be-
merkung machen. Wenn ein Korper sich um eine feste Axe
um einen unendlich kleinen Winkel dreht, so hiingen die un-
endlich kleinen Aenderungen der Coordinaten eines Punktes
von seinen Coordinaten ab und von den Bestimmungsstiicken
der Aufgabe. Also werden fiir einen unendlich nahen Punkt
diese Aenderungen von den ersten nur um Unendlich-Kleine
gegen sie selbst verschieden sein, und man wird die einen
Aenderungen fiir die anderen setzen konnen, wenn es sich nur
um die Grenze von Summen oder Quotienten handelt. Man
darf deshalb, wenn man die unendlich kleine Verriickung eines
Korpers bestimmen will, welche durch entsprechende Drehung
um eine Axe bewirkt wird, annehmen, der Korper ginge, an-
statt von der gegebenen Anfangslage, von einer ihr unendlich
nahen Lage aus; die Aenderungen der Coordinaten irgend
eines Punktes vom Korper, unter dieser Voraussetzung berech-
net, konnen fiir die gesuchten genommen werden. Hat man



24 Anhang.

daher einem Korper successive irgend eine endliche Zahl von
unendlich kleinen Drehungen zu ertheilen, so kann man sich
jede von ihnen als von dem Korper aus seiner Anfangslage
vollfiihrt denken, und kann die Summe aller so entstehenden
Variationen der Coordinaten irgend eines Punktes betrachten
als die Variation, welche die nach einander und in beliebiger
Reihenfolge ausgefiihrten Drehungen bewirken.

Ferner sieht man leicht, dass wenn der K&rper sich um
denselben unendlich kleinen Winkel um eine der gegebenen
mnendlich nahe Axe dreht, die Variationen der Coordinaten
irgend eines von der Axe endlich entfernten Punktes dadurch
nur um Unendlich-Kleine gegen sie selbst alterirt werden.
Denn mit Beschrinkung auf die Unendlich - Kleinen erster
Ordnung sind die Variationen der Coordinaten Producte des
unendlich kleinen Winkels in endliche Functionen der Grossen,
welche die Axe bestimmen. Und wenn diese Grissen unend-
lich wenig variiren, so entspringen daraus fiir die Variationen
der Coordinaten unendlich kleine Aenderungen von hdherer
als der ersten Ordnung.

Wenn also ein starrer Korper successive um beliebig viele
Axen unendlich kleine Drehungen macht, so begeht man in
dem Ausdruck fiir die Variationen der Coordinaten irgend
eines Punktes keinen Fehler in Bezug auf die Unendlich-Klei-
nen erster Ordnung, wenn man statt dieses Punktes einen un-
endlich nahen Punkt und statt der Axen andere unendlich
nahe Axen nimmt, und man darf die Reihenfolge der einzel-
nen Drehungen beliebig abéndern. Dieser Vortheile halber
zerlegt man immer die Bewegungen wihrend endlicher Zeit
in solche, welche wiihrend der unendlich kleinen Elemente die-
ser Zeit ausgefithrt werden. Auch wird beinahe Alles, was
wir iiber Zusammensetzung und Zerlegung der Bewegungen
sagen werden, sich allein auf den Fall beziehen, wo diese Be-
wegungen unendlich klein sind.

26. Winkelgeschwindigkeit. — Betrachten wir die
stetige Drehung eines starren Korpers, und fithren wir durch -
die Axe eine Ebene, welche wir mit dem Korper fest verbin-
den. lhre Lage bestimmt die Lagen aller Punkte des Kor-
pers, und kann in jedem Augenblick gegeben sein durch den
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Winkel 9, den sie mit einer festen, durch die Axe gehenden
Ebene macht. )

Ist die Zunahme dieses Winkels der Zunahme der Zeit
proportional, so ist die Winkelbewegung des Korpers gleich-
formig. Aber auch die Bewegung irgend eines Punktes ist
gleichformig, und die Geschwindigkeiten der Punkte sind ih-
ren Abstinden von der Axe proportional. Unter Winkel-
geschwindigkeit des Korpers versteht man in diesem Falle
den Winkel, welchen die bewegliche Ebene in der Zeiteinheit
beschreibt; sie ist die Geschwindigkeit aller Punkte, welche
um die Lingeneinheit von der Axe abstehen.

Ist die Winkelbewegung veriinderlich, und der. Winkel o
eine gewisse Function der Zeit, so nennt man Winkelgeschwin-
digkeit in irgend einem Augenblick die Grenze der mittleren
Winkelgeschwindigkeit, mit welcher ein unendlich kleiner Win-
kel von diesem Augenblicke an beschrieben wird. Ihr Werth-

ist die Ableitung %‘;ﬂ des Winkels nach der Zeit; und der in

unendlich kleiner Zeit beschriebene Winkel kann, mit Ver-
nachlissigung der Unendlich - Kleinen héherer Ordnung, be-
trachtet werden als das Product der Winkelgeschwindigkeit in
diese Zeit.

27. Offenbar kann ein Punkt in demselben Augenblicke
nur eine Bewegung haben. Wenn man daher sagt, dass ein
Korper gleichzeitig mehr als eine Bewegung habe, so meint
man damit, dass der Korper in Bezug auf ein starres System
bewegt sei, welches in Bezug auf ein anderes bewegt ist, das
selbst wieder bewegt sein kann, etc., bis man endlich auf ein
ruhendes System kommt. Daraus resultirt fiir den Korper
eine gewisse Bewegung im Raum, welche stetig ist, wenn die
componirenden Bewegungen es sind.

Betrachten wir diese gleichzeitigen Bewegungen wihrend
einer gewissen Zeit. Nehmen wir an, der Kérper bewege sich
zuerst allein und vollende seine Bewegung in Bezug auf das
erste System; dann verbinde man den Korper und das erste
System fest, und lasse beide ihre Bewegung in Bezug auf das
zweite System ausfilthren; darauf verbinde man das erste und
zweite System, und bewege sie in Bezug auf das dritte; etc.
Man sieht ein, dass der Korper zuletzt sich in der Lage be-
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finden wird, in die er kommen soll. Die gleichzeitigen Be-
wegungen bringen ihn also in dieselbe Lage, als wenn er sie
nach einander ausfiihrt.

28. Zwei Drehaxen treffen in demselben Punkte
zusammen. — Hs sei 04 die Richtung einer Axe, um wel-

Fig. 6. che ein starrer Korper irgend

einen Winkel 2 « beschreibt. Wir
nehmen die Richtung der Dreh-
axe immer so, dass einem Men-
schen, von dessen Fiissen diese
Richtung zum Kopfe geht, die
Drehung von links nach rechts
erscheint.
O B sei eine zweite Axe, um welche der Korper den Win-
* kel 28 beschreibt, nachdem die erste Drehung vollendet ist.
Wir wollen zeigen, dass der Korper auch durch eine einzige
Drehung um eine gewisse, durch den Punkt O gehende Axe
in seine neue Lage kommen kann.

Legen wir durch O A eine Ebene, welche mit der Ebene
AOB den Winkel ¢ gegen OB hin macht, und durch OB
eine andere Ebene, die gegen OA hin den Winkel 8 mit
AQDB bildet. Die Durchschnittslinie O D dieser beiden Ebe-
nen wird nach der ersten Drehung sich in der gegen die Ebene
AO B symmetrischen Lage befinden, und durch die zweite
Drehung wird sie ihre vorige Lage wieder annechmen. Mithin
muss der Korper in seine neue Lage kommen, wenn man ihn
um die Axe 0D dreht.

Dies findet statt bei jeder Grosse der Winkel 2ea, 28;
wir wollen aber insbesondere den Fall untersuchen, wo sie
unendlich klein sind. In dem korperlichen Dreieck, das die
Kanten O A, OB, OD bilden, ist das Verhiltniss der Sinus
von BOD, AOD gleich sine:sinf oder gleich a:f, weil «
und $ unendlich klein sind. Statt der wahren Axe der den
beiden successiven Drehungen zu substituirenden Drehung,
welche unendlich wenig iiber die Ebene A0 B emporragt, kann
ich die ihr unendlich nahe Gerade nehmen, welche in der
Ebene AOB selbst liegt und mit OB, O A Winkel bildet, de-
ren Sinus sich verhalten wie «: 3. Diese Gerade ist aber die
Diagonale cines Parallelogramms, welches Léngen zu Seiten
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hat, die von O an auf O A4 und OB proportional mit ¢ und g
abgetragen sind.

Es fragt sich nun, in welchem Sinne man den Karper
um diese Gerade drehen will, und wie gross der Winkel der
Drehung sein muss. Die Richtungen O 4, OB waren die bei-
den Axen, um welche von links nach rechts successive die
Winkel 2 e, 28 beschrieben werden sollten. Wir werden die
Richtung O der Diagonale zur Axe der zu substituirenden
Drehung nehmen, diese also von links nach rechts um 0D
stattfinden lassen.

Um die Grosse des Drehungswinkels zu bestimmen, wihle
ich einen Punkt J auf der Axe OA der ersten Drehung. Die-
Fig. 7. ser Punkt #ndert sei-
nen Ort erst bei der
zweiten Drehung, und
beschreibt dann eine
unendlich kleine Ge-
rade J I. senkrecht auf
der Ebene A0 B. Fil-
len wir die Perpendi-
kel JK, JH auf OB,
OD. Die unendlich
kleinen Drehungswin-
kel JKI, JHL ver-
halten sich wie J H zu J K oder sin HOJ zu sin KOJ. oder
ON zu OP. Die Grésse der Drehung, welche ich statt der
beiden successiven Drehungen setzen kann, wird also durch
die Diagonale des aus den Seiten «, # und dem Winkel A0 B
construirten Parallelogramms bestimmt. Um die Richtung
OD dieser Diagonale findet diese Drehung von links nach
rechts statt.

Denkt man sich die drei unendlich kleinen Drehungen
um OA, OB und OD wihrend gleicher unendlich kleiner
Zeiten gleichférmig ausgefiihrt, so ist das Verhiiltniss ihrer
Grossen auch das Verhiiltniss ihrer Winkelgeschwindigkei-
ten. Somit ergiebt sich der Satz: Wenn ein Kiorper
nach einander wihrend gleicher Zeiten um zwei
Axen unendlich kleine Drehungen mit bestimm-
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ten Winkelgeschwindigkeiten machen soll, und
ich auf den Richtungen beider Axen, von jhrem
Durchschnittspunkte an, Lidngen abtrage, wel-
che den Winkelgeschwindigkeiten dieser Drehun-
gen gleich sind, so stellt die Diagonale des er-
ginzten Parallelogramms, in der Richtung vom
Durchschnittspunkte ab, die Axe der resultiren-
den Drehung und die Grésse ihrer Winkelgeschwin-
digkeit dar.

Die Zusammensetzung und Zerlegung einer
beliebigen Zahl von Drehungen um Axen, welche
durch denselben Punkt gehen, geschieht also auf
gleiche Weise wie bei Kriften.

29. Parallele Drehaxen. — Betrachten wir zwei pa-
rallele Axen mit Richtungen von gleichem Sinn, z. B. seien
dieselben senkrecht iiber eine gewisse Ebene empor gerichtet.
Ihre Projectionen auf diese Ebene seien die Punkte 4 und B,

Fig. 8. und der Korper moge um die Axe
A den Winkel 2« und nachher um
die Axe B den Winkel 28 beschrei-
ben. Es sei AC die Spur einer
Ebene, welche durch die Axe 4
geht und mit der Geraden A B den
Winkel €A B = & gegen B hin
macht; ebenso sei BC die Spur
einer anderen Ebene, die durch die
Axe B geht und den Winkel CB A
= gegen A hin mit BA bildet.
Fithren wir durch den Punkt C eine Parallele zu den bei-
den Axen, so wird diese Parallele in ihre anfiingliche Lage
zuriickgekehrt sein, wenn die beiden Drehungen vollzogen
sind. Der Korper kann folglich auch in seine neue Lage ge-
bracht werden durch eine Drehung um diese Gerade, und
wir wollen diese Drehung von gleichem Sinn nehmen mit den
beiden ersten.

Werden die Winkel «, # unendlich klein, so f&llt der
Punkt ¢ in die Gerade 4 B, etwa nach €, und theilt diese im
umgekehrten Verhiltniss der Winkel &, f oder, wenn die Dre-




Phoronomie. 29

hungen withrend gleicher Zeiten geschehen, der Winkel-
geschwindigkeiten.

Um die Grosse der resultirenden Drehung und ihre
Winkelgeschwindigkeit zu finden, so sei A7) die unendlich
kleine Linie, welche der Punkt A um 5 beschreibt. Die
unendlich kleinen Winkel AZBD und AC’D verhalten sich
wie AC' zu AB. Werden daher die Winkelgeschwindig-
keiten um A und B respective durch BC’ und AC’ repri-
sentirt, so wird es die resultirende Winkelgeschwindigkeit
durch 4 B. '

Das Gesetz fiir die Componirung zweier Drehungen von
gleichem Sinn um parallele Axen ist also ganz so wie bei pa-
rallelen und gleich gerichteten Knriiften. Dieselbe Ueberein-
stimmung findet auch noch statt bei entgegengesetzten Dre-
hungen; dies erkennt man durch Ableitung aus dem betrach-
teten Fall oder durch directe Untersuchung.

30. Gegenpaar von Drehungen. — Sind die bei-
den Drehungen um parallele Axen gleich und von entgegen-
gesetztem Sinn, so hat man nach Poinsot ein Gegen-
paar von Drehungen. Wir verstchen unter Hebel-
arm und Axe eines solchen Gegenpaars den Hebelarm und
die Axe eines Gegenpaars von Kriiften, welche die Richtun-
gen der beiden Drehaxen haben.

Es sei M irgend ein Punkt des Korpers. Dieser Punkt

Fig. 9. bewegt sich in einer senkrechten Ebene auf
den beiden Axen; und da er durch die
beiden successiven Drehungen die unend-
lich kleinen Geraden M C, CN beschreibt,
welche senkrecht auf MA, MB und mit
den Liingen dieser letzten proportional sind,
so gelangt er an den Endpunkt N der
Diagonale MN des aus MC, MD con-
struirten Parallelogramms. Nun sind die
Dreiecke MCN, AMB i#hnlich wegen ei-
nes gleichen Winkels zwischen proportio-
nirten Seiten, also ist M N senkrecht auf AB. Aus einem
Gegenpaar von Drehungen resultirt demnach eine Fortschrei-
tung im Sinne der Axe dieses Paars, und diese Fortschrei-
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tung bleibt ungetindert, wie man auch immer das Gegen-
paar in seiner Ebene ‘oder in einer parallelen Ebene stellen
mag. Die Grosse der Fortschreitung ist fiir alle Punkte
gleich, und man sieht, dass sie z. B. fiir den Punkt A die
Entfernung A B, multiplicirt mit dem Drechungswinkel, be-
triigt.

Da hiernach jede Fortschreitung sich in zwei Drehungen
zerlegen liésst, so konnte man sich auf Betrachtung von Dre-
hungen beschrinken.

Fortschreitungen componiren sich wie Kriifte an einem
Punkt; also gilt dasselbe fiir Gegenpaare von Drehumgen.
Trigt man daher auf der Axe eines jeden Gegenpaars eine
Linge ab, welche gleich ist dem unendlich kleinen Drehungs-
winkel multiplicirt mit dem Hebelarm, so geben diese Lin-
gen, wenn man sie wie Krifte von demselben Punkt an zu-
sammensetzt, in Grosse und Richtung die resultirende Fort-
schreitung.

Statt einer Drehung um eine Axe A kann man immer
eine in Grosse und Richtung identische Drehung um eine an-
dere, mit der ersten parallele Axe B setzen und noch ein Ge-
genpaar von Drehungen mit dem Hebelarm AB. Denn man
kann ja zwei mit der ersten Drehung gleiche und einander
entgegengesetzte Drehungen um -die Axe B einfithren: die
Verriickung des Korpers wird dadurch nicht veréndert.

31. Allgemeine Reduction einer jeden Bewe-
gung. — Wenn ein Korper irgend welche unendlich kleine
Drehungen und Fortschreitungen ausfithren soll, so lassen
gich dieselben immer reduciren auf eine Drehung um eine ge-
wisse Axe, die durch einen ganz beliebigen Punkt geht, und
auf eine Fortschreitung, welche von der Wahl dieses Punk-
tes abhiingt.

Denn ich setze statt irgend einer Drehung um ihre Axe
eine identische Drehung um eine parallele Axe, die durch je-
nen willkiirlich angenommenen Punkt geht, und noch eine
Fortschreitung oder ein Gegenpaar von Drehungen, welches
abhéingt von der Lage der neuen Axe. Die Zusammensetzung
aller Drehungen liefert immer eine und dieselbe resultirende
Drehung um eine Axe von constanter Richtung, wo auch der
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Punkt liegen mag, an den man alle Axen versetzt hat. Aber
die anfiinglich gegebenen Fortschreitungen oder Drehungs-
paare geben durch ihre Zusammensetzung mit den durch die
Versetzung der Drehaxen eingefiihrten ein resultirendes Paar
oder eine Fortschreitung, veréinderlich an Grésse und Richtung.

32. Der besondere Fall, wo die Bewegung pa-
rallel ist zu einer Ebene. — Wenn alle Punkte eines
Korpers Linien beschreiben, welche zu einer Ebene parallel
sind, so kann man durch den Kérper einen Schnitt fiihren
mittelst einer festen zu der ersten parallelen Ebene: die Durch-
schnittsfigur wird sich in dieser festen Ebene bewegen; und
da ihre Lage die Lage des K&rpers bestimmt, so reicht die
Betrachtung ihrer Bewegung hin.

Nun lisst sich leicht darthun, dass, welche unendlich kleine
Verriicking auch die Figur erleiden mag, diese doch durch
Drehung um einen gewissen Punkt erreicht werden kann.
Denn man wird diese Verriickung immer erzielen kénnen durch
eine Fortschreitung, welche irgend einen Punkt 4 in die Lage

Fig. 10.

A’ fiihrt, die er einnehmen soll, und durch eine entsprechende
Drehung 2« um A‘. Ziehen wir durch A’ eine Senkrechte
LM auf AA’ und zwei Geraden, die mit LM den Winkel «
machen; ziehen wir noch zwischen diesen die mit A .4’ glei-
chen und parallelen Linien BB, CC".

Die beiden Punkte B, C, wenn man sie sich mit der be-
weglichen Figur fest verbunden denkt, werden durch die Fort-
schreitung nach B, €’ gebracht; die darauf folgende Drehung
fiihrt entweder' den Punkt B’ nach B oder ¢* nach C zuriick,
je nachdem sie den einen oder anderen Sinn hat. Nehmen
wir an, es komme B’ nach B: dann kann man die Figur in
ihre neue Lage bringen, ohne dass B seinen Ort veriindert,
also durch einfache Drehung um den Punkt 5, dessen Lage
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wir vollstindig bestimmt haben. Der Korper wird dabei eine
unendlich kleine Drehung.um eine Axe ausfiihren, die durch
B geht und senkrecht ist auf der Ebene der Figur.

Euler hat zuerst die Bewegung einer Figur auf einer
Kugel untersucht, in welcher Aufgabe die von uns behandelte
enthalten ist.

33. Allgemeine Reduction auf eine schrauben-
formlge Bewegung — Wir haben bereits eine jede Be-
wegung auf zwei andere zuriickgefiihrt: auf eine Fortschrei-
tung, welche von dem Punkte abhingt, den man zum Ver-
sammlungspunkte aller Drehaxen gewiihlt hat, und auf eine
Drehung, welche in Richtung und Grésse constant ist. Zer-
legen wir die Fortschreitung parallel mit der Axe dieser Dre-
hung und senkrecht darauf. Da die Reihenfolge der unend-
lich kleinen Bewegungen gleichgiiltig ist, so diirfen wir an-
fangen mit der zur Axe parallelen Fortschreitung; es bleiben
dann noch die senkrechte Fortschreitung und die Drehung
auszufiihren, welche sich, wie wir in der vorigen Nr. sahen,
zusammensetzen in eine Drehung um eine mit der ersten pa-
rallele Axe.

Demnach lésst sich jede unendlich kleine Bewegung zu- .
riickfithren auf Drehung um eine Axe und F' ortachreitung pa-
rallel mit dieser Axe, eine Bewegung, welche einer Schraube
in ihrer Mutter zukommt.

Um diese zur Axe parallele Fortschreitung zu erhalten,
braucht man nur die ganze Fortschreitung, welche zu irgend
einem Versammlungspunkte aller Drehaxen gehiort, auf die re-
sultirende Drehaxe zu projiciren. Sie wird immer dieselbe
und ist gleich der gemeinschaftlichen Linge, um welche_alle
Punkte des Korpers, beim Uebergang in ihre neue Lage, sich
von einer und derselben, gegen die Richtung der Axe senk-
rechten Ebene entfernen; sie ist zugleich die kleinstmégliche
Fortschreitung.

Man kann dasselbe Resultat durch Bezugnahme auf Kriifte
und Kriiftepaare erhalten. In der Statik wurde bewiesen, dass
jedes System von Kriften und Kiiiftepaaren sich auf eine
Kraft und ein Paar reduciren lisst, dessen Axe mit der Rich-
tung dieser Kraft parallel ist. Daraus folgt, dass auch jedes
System von unendlich kleinen Drehungen und Fortschreitun-
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gen reducirt werden kann auf eine Drehung und eine Fort-
schreitung parallel mit der Axe dieser Drehung.

34. Stetige Bewegung parallel mit einer festen
Ebene. — Wir brauchen in diesem Falle nur die Bewegung
einer ebenen Figur in ihrer Ebene zu betrachten. Zerlegen
wir die Zeit in unendlich kleine Elemente. Die Bewegung
wihrend eines solchen Elements kann, wie gezeigt wurde, be-
trachtet werden als Drehung um einen bestimmten Punkt, den
man den augenblicklichen Mittelpunkt der Drehung
nennt; und alle diese Mittelpunkte liegen auf einem ganz be-
stimmten, in der Ebene festen geometrischen Ort. Diejenigen
Punkte der beweglichen Figur, welche nach einander Mittel-
punkte der Drehung werden, indem sie zusammenfallen mit
den entsprechenden Punkten des auf der Ebene festen Orts,
bilden einen in der Figur festen Ort, der sich mit dieser auf
der Ebene bewegt. Kennt man seine Bewegung, so wird auch
die Bewegung der Figur bekannt.

Es seien A4, B, C, 1), E, I' ete. die successiven Mittel-
punkte der Drehung; die Punkte der Figur, welche mit ihnen

in dem Augenblick zusammenfal-
Fig. 11. len, wo sie Mittelpunkte werden,
seien durch A/, B, ', D' ete.
bezeichnet. Wenn z. B. B/ in B
liegt, dann dreht sich die Figur
so lange um /5, bis ¢’ nach C
kommt; darauf rotirt sie um C,
_ bis I’ mit /) zusammenfallt, und
so fort. Folglich haben beide Polygone gleiche unendlich
kleine Seiten, und rollen auf einander ohne zu gleiten; dabei
nimmt die Figur nach einander alle Lagen ein, welche sie
einnehmen soll.

Da wir uns die Zeitintervalle unendlich klein denken, so
stellen die beiden Polygone zwei bestimmte Curven dar, von
denen eine fest und die andere mit der Figur beweglich ist.
Diese beiden Curven tangiren einander bestindig, indem die -
bewegliche ihre Bogen auf gleichen Bogen der festen abrollt,
so dass kein Gleiten stattfindet.

Wenn man also mit der Figur die Curve fest verbindet,
welche den Ort aller augenblicklichen Mittelpunkte in Bezug

Duhamel, Mechianik. Anhang. 3
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auf die Figur darstellt, so darf man nur diese Curve ohne
Gleiten rollen lassen auf der in der Ebene festen Curve der-
selben Mittelpunkte: die Figur erhilt dadurch ihre wirkliche
Bewegung.

Handelt es sich um die Bewegung des ganzen Korpers,
80 braucht man nur die beiden Cylinderfliichen ohne Gleiten
auf einander rollen zu lassen, welche sich in jenen Curven auf
die feste Ebene projiciren.

35. Stetige Bewegung um einen festen Punkt.
— Wir zerlegen sie in unendlich kleine Bewegungen, welche
wihrend unendlich kleiner Zeitintervalle ausgefiihrt werden,
und welche man betrachten kann als Drehungen um successive
unendlich nahe Axen. Alle diese Axen bilden eine im Raum
feste Kegelfliche. Man erhilt eine zweite, bewegliche Kegel-
fliche, wenn man sich jede Axe in der Lage mit dem Kérper
verbunden denkt, welche sie gegen ihn in dem Augenblicke
hat, wo sie zur Drehaxe wird. "Beide Kegelflichen tangiren
sich bestindig mit einer Kante. Sie gleiten aber nicht auf
einander, denn die Beriihrungskante hat als augenblickliche
Drehaxe die Geschwindigkeit Null und verriickt sich folglich
in einem unendlich kleinen Zeitintervall von erster Ordnung
nur um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung, so dass kein
Gleiten stattfinden kann. Betrachtet man iibrigens die beiden
Kegelflichen als Vielkante mit unendlich kleinen Seitenflichen,
so fallen immer gleiche Seitenflichen auf einander, mithin
rollt die bewegliche Kegelfliche stets ihre Stiicke auf gleichen
Stiicken der festen ab, und folglich ist kein Gleiten moglich.

Man kann demnach die Bewegung eines Korpers um einen
festen Punkt durch zwei Kegel bestimmen, welche den festen
Punkt zur Spitze haben, indem man den mit dem Korper ver-
bundenen Kegel auf dem im" Raume festen, ohne zu gleiten,
-rollen ldsst. :

Den vorigen Fall wiirde man erhalten, wenn man sich
den festen Punkt im Unendlichen dichte.

36. Stetige Bewegung im Allgemeinen. — Die
unendlich kleinen Bewegungen, in welche man sie zerlegt, las-
sen sich auf unendlich viele Arten in Fortschreitung und Dre-
hung verwandeln; wir wollen aber diejenige Art voraussetzen,
bei welcher die Fortschreitung zur Axe der Drehung parallel
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ist. Alle augenblicklichen Axen der Drehung und Gleitung
bilden eine im Raum feste Regelfliiche und eine andere, welche
in dem beweglichen Korper fest ist. Alle Erzeugungslinien
der zweiten Regelfliche werden sich nach einander auf die
der ersten legen: und zwar wird, wenn man sich die Fort-
schreitung zuerst ausgefiihrt denkt, eine Erzeugungslinie der
zweiten Fliche durch Drehung mit der entsprechenden Er-
zeugungslinie der ersten zusammenfallen und auf ihr mit dem
Korper fortgleiten; darauf wird sich die bewegliche Regel-
fliche um sie herum drehen, bis zum Zusammenfallen ‘von
zwei nichsten Erzeugungslinien; und so fort.

In dem Augenblicke, wo die Drehung um eine gemein-
schaftliche Erzeugungslinie eine zweite Erzeugungslinie mit der
entsprechenden der festen Fldche zusammenfiihrt, haben beide
Flichen zwei Erzeugungslinien gemeinschaftlich und tangiren
sich folglich in der ganzen Ausdehnung derselben. Die Be-
wegung des Korpers kann demnach hervorgebracht werden
durch eine mit dem Korper verbundene Regelfliiche, welche
sich auf einer anderen, im Raume festen Regelfliche bewegt,
dergestalt dass beide Flichen sich bestindig mit einer Erzeu-
gungslinie tangiren, und dass die bewegliche Fliche auf der
festen rollt und zugleich lings der gemeinschaftlichen Erzeu-
gungslinie gleitet.

Das Verhiltniss, in welchem Gleiten und Drehung stehen,
hiingt von der Natur der Bewegung ab und kann selbst Null
sein. Ist eine FKliche abwickelbar, so ist es nothwendig
auch die andere, weil die Elemente beider der ganzen Liinge
nach zusammenfallen.

Wenn der Korper einen festen Punkt hat, so werden die
Flichen Kegelfliichen, und das Gleiten wird Null.

Analytische Herleitung der vorhergehenden
Sitze.

37. Es wird nicht iiberfliissig sein zu zeigen, wie man
die wichtigsten unter den vorstehenden Sitzen iiber die Bewe-
gung eines festen Korpers durch den.Calcul herleiten kann.
Wir bestimmen die Lage des Korpers in jedem Augenblick

durch die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes () dessel-
sG
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ben und durch die Winkel, welche die festen Axen AX, AY,
AZ mit drei rechtwinkligen Axen 0X, 0 Y', O Z' bilden, die
mit dem Korper fest verbunden sind und durch jenen Punkt
O gehen.

Die Axen der ', ', 2 migen mit denen der z,y, 2 Win-
kel machen, deren Cosinus respective a, b, ¢, o/, V', ¢!, a”, b”,
¢’ sind; die Coordinaten des beliebigen Punktes vom Kérper,
durch welchen man die Axén der «/, y/, 2’ fiihrt, seien & %, §,
und die Richtung dieser Axen im Kérper sei unabhingig ge-
wihlt von ihrem Anfangspunkte . Man hat zwischen den
Coordinaten irgend eines Punktes in beiden Systemen die be-
kannten Gleichungen:

2 =&+ az’ + by + ez,
¢ zy =1+ oz 4 by + oz,
2 — g + a’l p! + buyl_'_ ot o,
Wenn wir einen bestimmten Punkt 3 des Korpers be-
trachten, so sind 2/, y’, 2/ constant. Wir wollen nun anneh-
men, es wachse die Zeit ¢ um eine endliche Grosse 4¢, und
wollen durch das Zeichen 4 auch die entsprechenden endli-
chen Incremente der iibrigen Variablen andeuten. Dann ge-
ben die Gleichungen (1):
(de —= AE 4+ a'da 4 ydb + z'Ade,
(2) %Ay:dn + 2da’ + y'Ab + A,
dz = A + z'da* 4 y' Ab"" + 2 4.

Die ersten Seiten dieser neuen Gleichungen sind die Com-
ponenten der Verriickung des Punktes parallel mit den festen
Axen; die ersten Summanden auf der zweiten Seite sind die
Componenten der Verriickung von O; und auch die drei letz-
ten Summanden in einer jeden der Gleichungen werden sich
leicht interpretiren lassen. Denken wir uns niimlich den Punkt
O fest und die Richtung der Axen X', ¥, Z‘ so verindert,
dass in der Zeit ¢ die Cosinus a, b, ¢, o', etc. die vorigen
Incremente Aa, A4b, ete. erhalten, so bleiben § %, { in den
Gleichungen (1) constant, und die zweiten Seiten der Glei-
chungen (2) reduciren sich auf die drei letzten Summanden.
Mithin stellen diese zweiten Theile auf der rechten Seite die
Componenten der Verriickung dar, welche der Punkt M dann
erfithrt, wenn man dem Korper um den festen Punkt O eine
Bewegung ertheilt, die in der Zeit A#¢ die Neigungen der Axen
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X', Y, Z' gerade so veriindert, wie es bei der wirklichen Be-
wegung geschicht. Es geniigt, folglich, um jeden Punkt in
seine vorgeschriebene Lage zu bringen, dass man den Kérper
die zwei Bewegungen nach einander ausfiihren lisst, welche
einem jeden Punkt die betrachteten zwei Componenten der
Verriickung ertheilen. Somit hat man folgenden Satz:

Jede endliche Verriickung eines starren Sy-
stems ldasst sich dadurch erreichen, dass man die-
sem System zunichst eine gemeinsame Fortschrei-
tung ertheilt, bei welcher irgend ein Punkt des-
selben in seine vorgeschriebene Lage kommt, und
dann eine Drehung um diesen Punkt; upd ZWar
bleibt die Drehung unverindert, welchen Punkt
man auch fiir die Fortschreitung widhlt, und sie
hingt nur von den Aenderungen in der Richtung
der Linien des Systems ab.

Es versteht sich von selbst, dass man eben so gut vor der
Fortschreitung die Drehung um den Punkt ¢ in seiner alten
Lage ausfithren kann; die Werthe fiir 42, 4y, 4z werden
dadurch dieselben, und folglich kommt das System in die vor-
geschriebene neue Lage. Uebrigens lidsst sich dies unmittel-
bar durch geometrische Betrachtungen einsehen.

38. Vereinfachung der Bewegung um einen
Punkt. — Wir werden zeigen, dass jede Veriinderung der
Lage eines Korpers, der einen festen Punkt hat, durch Dre-
hung um eine durch diesen Punkt gehende Axe erreicht wer-
den kann.

Denkt man sich den Punkt O fest, so ergeben die Glei-
chungen (2) fiir 42, 4y, Az Werthe, welche Null sind fiir
alle Punkte des Korpers, die den Gleichungen geniigen:

#da 4 y'db 4 2d¢ =0,
(3) adat -y A + 2'de =0,
ada 4 y b 4 ' de = 0.

Demnach haben alle diese Punkte zu Anfang und zu Ende
der Bewegung einerlei Lage. Eliminirt man #’ und y‘ zwi-
schen den Gleichungen (3), so fillt 2/ von selbst weg; und
wenn die daraus resultirende Bedingungsgleichung erfiillt ist,
so werden alle Punkte einer gewissen, durch O gehenden Ge-
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raden den Gleichungen (3) geniigen. Dass nun dies wirklich
stattfindet, wird das Folgende darthun.

Die variablen Gréssen a, b, ¢, o/, etc. miissen bestindig
den Gleichungen geniigen:
a’-+~a“2 +a::2 =1, bs_l,_b:z +bll2 =1, c“-{—c‘? +cng =1’
ab+albl+aﬂbh’=0’ ac+alcl+allch‘=0’ bc—-’—b'c’—'—b”c”—_—o.
Lésst man a, b, ¢, etc. um die Incremente Aa, 45, etc. wach-
sen und zieht die vorstehenden Gleichungen ab, so ergiebt sich:’

(a4-34a) da—+(a'+} Aa’y Aa' + (a4} A ') A a? =0,
4). ;(b—}-%d'b)db-{—(b‘ 346N A (b 4L by 4 b =0,
NeFide) de4-(c'+3dc) d et 4 (¢ -1 de') d e =0;
adb+t-bda+ta'db' b da’ 4 a' Ab" 4-b" Ao’
\ +dadb+da’ Ab - dar 46" =0,
ade+cdat-a'de’ G’ da’ +at* Ao’ ¢ Aat
+dade+ darde' +dat*dc’ =0,
bde+cdb 4-b'de' e Ab 4 b de" + ¢ Ab"
S dbde+db'de’ +Ab' A¢ =0,

®) ¢

Multipliciren wir jetzt die Gleichungen (3) respective durch
a-+lda, o' + L da’y o + L da", und addiren sie; zufolge
der ersten Gleichung (4) erhalten wir:

' [(a4-} da) b (@ -} Aaf) AY - (@} Ay 257)
+2 (a4 da)de (a4} da’) d¢' 4 (a* + 3 A a’) A ] = 0.
Zwei andere Gleichungen ergeben sich, wenn man die Glei-
chungen (3) mit:
b4 14b, b 3 A, b 4L b
und mit:
c+3de, ¢! 4-14de, o 4 Jde
multiplicirt. Man kann also die Gleichungen (3) durch nach-
stehende ersetzen:
Y (adb—+-a' Ab'+-a" Ab" -} dadb+-§ Ao’ Ab' 4} Aa’' Ab")
2! (ade+a de!4-at' Aot 4y dade -} Aa’ Ae! 4} Aat! Aey=—0,
o (bAe b Ae!-b* Aot -1 Ab Ao -1 Al Aot 11 Ab* o)
2! (bda+-b'Ada'4-b" da'' 43 AbAa--L A Ada’ -1 AbY da')=0),
3 3 3
& (cdat-o' da' 4o dat' +-3 doda-|-} Ae! Aa'+-L Ach Aat?)
+y’ (cdb~-c' db!4-c" Ab" -} AcAb -} Ac' Ab' 4L de'' Ab')=0.
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Wir schreiben abkiirzend :
cdb ¢t Ab! 4o Ab -} Aodb -} Ac! Ab -3 Act At —p,
(Made+-a'de' o de'' Y dade—+-} da’ Ae' -1 Aot Ae''—q,
bdat-bi da' b o'} AbAa-} Ab' Aa? -1 A Aabi—r;
daraus folgt wegen (5):
bdo+bide! +- b de't -3 Ab Ao~} Ab' Ao -} AbY At— —p,
(8)eda~-c'da’ ¢ Ao’ -} deda—+-} Ac' Ao’ -} Ae'' o' =—q,
adb+-a' Ab' +-at Ab -} dadb~+} Ao’ Ab' -1 At b= —r.
Die Gleichungen (6); welche mit den Gleichungen (3) gleich-
bedeutend. sind, lassen sich demnach so schreiben: )
qz' — ry = 0,
ra! — p2'=10,

py — ga'=0.

®

Man sieht nun leicht, dass diese Gleichungen sich auf
zwei reduciren; denn multiplicire ich die erste mit p, die zweite
mit ¢, die dritte mit r, und addire, so erhalte ich eine Glei-
chung, die ich statt einer der drei setzen kann; und weil diese
Gleichung identisch ist;. so reduciren sich die drei Gleichungen
auf zwei. Es sind demnach unendlich viele Auflésungen mog-
lich, und der Ort der Punkte, welche sie darstellen, ist eine
durch O gehende Gerade.

Die Gleichungen (9) bestimmen demnach in Bezug auf die
Axen X', V', Z' die Gerade, um welche man den Kérper dre-
hen muss, um ihn in diejenige Lage zu bringen, welche er
annimmt, wenn der Punkt () fest bleibt und die Cosinus a, b,
¢ a'y etec. um Aa, 45, etc. wachsen.

Somit ist bewiesen, dass jede Verriickung eines star-
ren Korpers erzielt werden kann durch eine Fort-
schreitung, welche irgend einen seiner Punkte in
die vorgeschriebene Lage bringt, und durch eine
Drehung um eine gewisse, durch diesen Punkt ge-
hende Axe; und es hingt weder die Richtung die-
ser Axe noch die Griosse des Drehungswinkels von
dem gewédhlten Punkte ab.

Die Cosinus der Winkel, welche die Drehungsaxe mit X,
Y, Z’ macht, sind proportional mit p, ¢, », sie betragen
folglich: :
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P q r
Vp5+q?+1.2’ Vpi+q2+f2’ VP2+q2+rﬁ
Demnach sind di¢ Cosinus derselben Axe mit den Axen der

2, 2
ap 4+ bg +er w'p 4 bg4cr a'p 4 biqg ey
Vetg+ Vertate Vo tyte
39. Grisse der Drehung. — Wir wollen den Win-
kel kennen, den die Senkrechte beschreibt, welche aus irgend
einem Punkte auf die Drehaxe gefillt ist. Wir wihlen dazu
einen Punkt, welcher auf einer der Axen X’ Y, 7/ in der
Entfernung 1 vom Ursprung O liegt, z. B. auf 7. ~ Sein Ab-
stand von der Drehaxe ist der Sinus ihres Winkels mit 0Z,
V p2 2
also —mbt-L . Die Strecke zwischen beiden Lagen
‘/ ,Pﬂ + q? _1._ r2
dieses Punktes betrdgt V dz2 L Ayt~ Adz2, wo dx, Ay, dz
die Werthe haben, welche die Gleichungen (2) fiir ¢, 419,
A4, a', y' gleich Null und 2/ — 1 ergeben: die Strecke be-
tridgt folglich:

Vder 4 des + Aol

The:lt man diese Liange durch den Abstand des Punktes von
der Drehaxe, so ergiebt sich der doppelte Sinus des halben
Drehungswinkels ; also, wenn @ den ganzen Winkel bezeichnet :
V de? et o Vpr+ g2 r

Vpr+ ¢
Ebenso findet man. wenn man den Punkt auf den Axen der
y’ und 2 annimmt:
Vabr 4+ abr - a2 Vpr + g2+ r2

Vp2 + r2

2sin } @ =

und:

Vdar + da'r + dar2 Vp’ + ¢ + 72

Va4 r2
Daraus folgt:

Ada? -+ da'? -+ dm”” Afﬂ—}-db"*’—}- Ab'2 Ac? + e de'2
q"—}-—vﬂ P2+12 p2+q2
Au?~}—du’2~|-dr:”24—db2—}—db‘2+Ab"2+dc?+dc‘9+dc”2
2(p*+ ¢+ 1)
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‘Demnach bestimmt folgende Formel den Winkel @ :
(10) sinle =

2 V_ V da2 - da'r - dar - Ab2 - A2 Ab 2 Ao de'? - dot2.

40. Die Verriickungen aller Punkte geben
gleiche Projectionen auf die Drehaxe. — Denn denkt
man sich eine feste Ebene senkrecht auf diese Axe, so wer-
den alle Punkte des Systems durch die gemeinschaftliche Ver-
schiebung um gleiche Stiicke ihr niher kommen oder sich von
ihr entfernen. Die Drehung aber éndert die Entfernung von
dieser zur Axe senkrechten Ebene nicht. Mithin gehen die
Verriickungen aller Punkte eine gleiche Projection auf die
Axe.

Es folgt hieraus, dass wenn man aus einem und demsel-
ben Punkte des Raums Geraden zieht, die parallel und gleich
sind mit den Verriickungen aller Punkte des Systems, dass
dann die Endpunkte aller dieser Geraden in einer zur Axe
senkrechten Ebene liegen. Um also die Richtung der Dreh-
axe zu erhalten, braucht man nur aus einem Punkte drei Ge-
raden zu ziehen, welche gleich und parallel sind mit drei nicht
zu einer und derselben Ebene parallelen Verriickungen; dann
eine Ebene durch ihre Endpunkte zu legen, und auf diese
Ebene eine Senkrechte zu errichten.

Wenn man damit anfingt, das System parallel mit der
Axe um ein, der Projection der wirklichen Verriickungen, auf
die Axe gleiches Stiick fortschreiten zu lassen, so ist nur noch
eine Bewegung parallel mit einer zur Axe senkrechten Ebene
nothwendig. Somit hat man den Satz:

Jede Verriickung eines festen Kérpers ist er-
reichbar durch zwei successive Bewegungen: die
erste senkrecht gegen eine Ebene, und die zweite
parallel mit dieser Ebene.

41. Bewegung eines Kérpers parallel mit einer
Ebene. — Wir haben durch eine einfache Construction be-
wiesen, dass wenn diese Bewegung nicht in einer blossen Fort-
schreitung besteht, man eine Drehung an ihre Stelle setzen
kann. Auch die Rechnung wird dies leicht zelgen

Nehmen wir die Axen der =z, y, 2/, y' in der gegebenen
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Ebene, 8o kann man die Gleichungen (1) unter der bekannten
Form darstellen:
z=§&-+} x'cose — y'sina,
Yy =mn-+ 2'sina -+ y'cose,
wenn « den Winkel der Axe der 2/ mit der #-Axe bezeich-
net. Man sieht nun leicht, dass es einen Punkt giebt, der vor
und nach der Verriickung dieselbe Lage hat; denn man braucht
nur a/,y’ zu bestimmen aus den Bedingungen 4z =0, 4y=0,
welche geben:
A+ x' decose — y' Asinee = 0,
Adn 4 a' dsine + y' dcose = 0.

Diese Gleichungen liefern nur ein System Werthe fiir
', y', also nur einen Punkt, der vor und nach der Verriickung
dieselbe Lage hat. Seine Coordinaten konnen niemals unend-
lich werden, weil ihr gemeinsamer Nenner'

(d cos &)? -+ (d sin &)?
ist, und dieser nur dann Null sein kann, wenn
deosa =0, dsinee = 0,
in welchem Falle der Winkel « sich nicht @ndern und die Be-
wegung also in einer blossen Fortschreitung bestehen wiirde.
Daraus folgt der Satz:

Jede Verriickung eines starren Kérpers, des-
sen Punkte sich nur parallel mit einer festen
Ebene bewegen, kann, wenn sie nicht in einer ein-
fachen Fortschreitung besteht, hervorgebracht
werden durch Drehung um eine auf dieser Ebene
senkrechte Axe.

42. Jede Verriickung ist durch eine Schrauben-
bewegung erreichbar. — Denn jede Verriickung eines
Kérpers kann erzielt werden durch eine Fortschreitung und
eine darauf folgende Drehung um eine Axe von fester Rich-
tung. Statt der einen Fortschreitung kann man zwei sich fol-
gende Fortschreitungen setzen: die eine parallel zu der Axe
und von constanter Grosse; die andere senkrecht zur Axe und
abhiingend, gleich der absoluten Lage dieser Axe, von dem zur
Bestimmung der Fortschreitung gewihlten Punkte. Diese letzte
Fortschreitung und die Drehung zusammen kann man durch
eine Drehung um eine parallele Axe ersetzen. Also:

Jede Verriickung eines Kérpers kann erreicht
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werden, wenn man den K&rper mit einer gewis-
sen festen Geraden verbindet, ihn lings dersel-
ben gleiten und darauf sich um sie drehen ldsst;
und offenbar kann man diese beiden successiven
Bewegungen durch eine Schraubenbewegung er-
setzen.

Dieser Satz ist hier fiir irgend eine endliche Verriickung
bewiesen. Vorher war er nur betrachtet worden in dem am
allgemeinsten niitzlichen Fall einer unendlich kleinen Ver-
riickung.

43. Die Grissen p, ¢, r haben Beziehungen zu einander,
welche bisweilen zur Vereinfachung der Formeln dienen, und

welche wir deshalb mitthei-
Fig. 12. len wollen. Es sei O der
Ursprung der beweglichen
Axen X/, Y, Z/; wir den-
ken uns ihn fest, und legen
durch ihn drei Axen 0 X,
0Y, OZ parallel zu den
festen Axen. OJ sei die
Axe, um welche man das
System drehen kann, um es
in die durch die Incremente
A a, 4b ete. bestimmte Lage
zu bringen; die Cosinus der Winkel, welche OJ mit den Axen
X', Y, Z' bildet, sind proportional mit p, g, . Betrachten
wir nun dreli Axen, die zuerst mit X, Y, Z zusammenfallen,
aber mit X', Y/, Z’ fest verbunden sind und sich folglich mit
ihnen bewegen. Nach der vollbrachten Drehung seien X, Yj,
Z, die Lagen dieser neuen Axen. Nehmen wir auf 0 X, 0 X,
die der Einheit gleichen Lingen O A4, 0A4;; da der Punkt,
welcher vor der Drehung in A war, durch die Drehung nach
4, kommt, so ist A4, senkrecht gegen OJ.

Die Axen X', Y, Z‘ bilden in ihrer neuen Lage diesel-
ben Winkel mit O X; wie in der alten Lage mit O X, denn
OX, ist ja mit ithen fest verbunden und coincidirte anfing-
lich mit 0 X; die Cosinus dieser Winkel sind demnach a, b, e.
Mit O X machen X/, Y/, Z/ in der neuen Lage Winkel, de-
ren Cosinus a + da, b + 4b, ¢ + dc sind. Diese letzten
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Cosinus sind die Projectionen von 0A auf X, Y/, 7/, und die
ersten sind die Projectionen von A4, auf dieselben Axen;
folglich stellen da, 4b, 4¢ die Projectionen der Geraden
Ay 4 dar auf XY, V', Z’ in der neuen Lage, und also sind die
Cosinus der Winkel, welche die Richtung 4,4 mit X', ¥, Z
bildet, proportional mit-da, 4b, 4¢ und respective von den-
selben Zeichen. Daraus folgt, weil die Richtungen OJ und
A; A senkrecht gegen einander stehen, dass:

pda~+ qdb 4+ rde = 0.
Betrachtet man statt O X die Axen O Y und OZ, so er-
hélt man zwei analoge Gleichungen; also hat man die drei
Gleichungen :

(11) pda' 4 qAb + rde =0,

pda + qdb +rdec =0,
lpdu“-*— qab! 4yrde’=0. - i
Wenn ich nun auch auf jéder der Axen X', Y, Z‘ einen
Punkt in der Entfernung 1 vom Ursprung nehme, und aus-
driicke, dass die Gerade, welche seine erste und zweite Lage
verbindet, auf () senkrecht steht, so erhalte ich folgemda drei
neue Gleichungen: ‘
\ (ap +bg+4cerda+ (a'p + b'g+ !r)da’
+ (CE“P + bflq + clfr)ﬂall — 0,
(12) « (ap + bg 4 er)db 4 (@'p + b'q 4 'r) AV
+ (a"p + b g+ )4 =0,
) (ap+ bg+cer)de+ (a'p + Vg + ! rYde
+ (@p + g+ 'r)de’ = 0.

44. Richtungen, auf welchen die Verriickun-
gen aller Punkte gleiche Projectionen geben. —
Wir wissen bereits, dass die Projectionen aller Verriickungen
auf die Axe gleich sind; es wird aber nicht nutzlos sein zu
zeigen, wie man direct zu dieser Einsicht gelangen kann.

Es habe eine gewisse Richtung diese Eigenschaft; die
Winkel, welche sie mit den Axen X/, Y/, Z . bildet, seien
A, p, v. Die Verriickung irgend .eines Punktes hat parallel

mit denselben Axen die Componenten: ®
: ade + a' dy 4 o'’ de,
(13) bda + b dy 4 b dz,

cda + ¢! dy + ¢ dz; 2 iy
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die Projection dieser Verriickung auf die Richtung, um welche
es sich handelt, ist demnach:
(adx~+a' dy—+ a'' dz)cosh 4 (bdz b Ay b 4z) cos
+ (cdz + o 4y + ¢ 42)cosw,
und es sind nun cosd, cosg, cosv so zu bestimmen, dass diese
Grosse constant bleibt, welche Werthe man auch den Grossen
2’y y', 2 beilegt. Dazun ist es aber nothwendig und hinrei-
chend, dass wenn man in dem vorstehenden Ausdruck fiir
Adx, Ay, Az die in (2) gegebenen Werthe setzt, dann die
Coéfficienten der drei unabhingigen Variablen =, y', 2/ Null
werden. Dies ergiebt die drei Bedingungen:
(ada—+a' da'~-a'’ Aa'’) cos A+ (bda—+-b' da'+-b" da'’) cos
4 (cda—-¢' da' ¢ 4a'’) cosv=0,
(1)) (-0t b/ -t 000 cos A - (b4 - b AV b4 A5) cos
: ) +(edb4-¢' Ab' 4" Ab') cosv =0,

(ade—~-a'de! 4-a'' Ae') cos A (bde —{—b‘A‘c"-{—b”Ac”) cos it
F(cde+c'de' 4" de'') cosv=0.

Diese Gleichungen bestimmen die Verhiltnisse der drei
Grossen cosd, cosp, cosv. Man sieht aber leicht, dass diese
Verhiltnisse genau die von p, ¢, » sind; denn schreibe ich
diese letzten Grossen an die Stelle der ersten in den Glei-
chungen (14), so werden sie zufolge (12) Identititen. Also
fillt die durch (14) bestimmte einzige Richtung mit der
Drehungsaxe zusammen; welches zu verificiren war.

Da alle Verriickungen gleiche Projectionen auf der Axe
haben, so folgt, dass alle Verriickungen, welche mit der Axe
emen gleichen, vom rechten verschiedenen Winkel machen,
also auch alle parallelen Verriickungen einander gleich sind,
und umgekehrt.

45. Gleichungen fiir die Axe der Drehung und
Gleitung. — Die Punkte dieser Axe zeichnen sich vor al-
len anderen dadurch aus, dass ihre Verriickungen nur in der
Richtung der Axe selbst geschehen. Die Cosinus der Winkel,
welche die Richtung der Verriickung eines beliebigen Punktes
mit den Axen X, Y, Z macht, sind proportional mit 4z, Ay,
Az; und die Cosinus der Winkel, welche die Drehaxe mit
denselben Axen macht, sind proportional mit:

ap 4+ bq +cr, a'p + big 4 ¢'r, a''p 4 b g 4 ¢'r. -
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Demnach werden die auf der gesuchten Axe liegenden
Punkte bestimmt durch die Gleichungen:

Az Ay . Az .
) ap+bg+tecr a‘p+b‘q—|—c’r_a”p+b”q+c"f’
und ersetzt man hier 42, Ay, 4z durch ihre in (2) gegebe-
nen Werthe, so hat man zwei Gleichungen ersten Grades zwi-
schen 2/, y, 2 und den Daten der Aufgabe, welche die ge-
suchte Gerade in Bezug auf die Axen X', Y, Z’ darstellen.
Wir wollen aber diese beiden Gleichungen auf die einfachste
Form zuriickfiihren; deshalb schreiben wir zunichst die vor-
stehenden so:

(a4f-lda)dz (o' f-1da)dy
@F1da) GapFbgF o) — @ F1da) @p+ FgFom
— (all + lda“)AZ
(all‘ + 1 Aafl) (aflp _+_ bllq + clfr)

Dm‘ch Addition der Zahler und Nenner ergiebt sich wie-
der ein gleicher Bruch. Die Summe der Nenner, wegen der
ersten Gleichung (12) und

ab 4 a'bt! 4+ ab' =0, ac + a'¢’ + a'¢’! =0,
reducirt sich auf p. Die Gleichungen (2) ergeben die Summe
der Zghler gleich & 4 g2/ — ry’, wenn man setzt:

(a 43d0) A& + (@ + } daydn + (@ + }dat) df = b

Demnach sind die Quotienten (15) gleich h_‘_#;f_ty—‘-

Verfihrt man in Bezug auf die Buchstaben & und ¢ ebenso,
wie wir in Bezug auf a gethan haben, so zeigt sich, dass die
Quotienten (15) auch den neuen Ausdriicken gleich sind:

it ra —p2 kA py — g2
q T

withrend die Grossen h, 4, k durch folgende Gleichungen be-
stimmt werden:

h=(a+1da)dE+ (o' 41 da) Ay + (@ +-3 da) A,

i = (b4} Ab) A&+ (b -} V) A+ (b -y ab) 48,

k= (ct+1d)dE 4 (' +1d0) dn S (¢ +dd ey 4.
Die Gleichungen der gesuchten Axe sind also:

h4qz - vy i4ral —p2 k4 py — qa’
q ¢

Wir wollen Zahler und Nenner des ersten Bruchs mit p,

des zweiten mit ¢, des dritten mit r multipliciren und dann
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die neuen Zihler und Nenner addiren; dies liefert den glei-

chen Bruch:
ph+ gi 4 rk
R
Die Werthe von h, ¢, k ergeben, mit Riicksicht auf (11):
Ph+ gqitrk = (ap+bgtcr)dE+ (a'p+bg+c'r)dy
. _+_(aﬂp _+_ bliq + c”f)dg.
Theilt man aber die zweite Seite dieser Gleichung durch
V p? + ¢* 4 72, so erhilt man die Projection der Verriickung
des Ursprungs auf die Drehaxe. Wird diese Projection durch
v bezeichnet, so hat man:
ph+qitrk=v Vpr 4 g2 4
Demnach haben die Projectionen der Axe auf den von
den Axen X', Y, Z' gebildeten Ebenen nachstehende Glei-
chungen:
h4-gz'—ry’  i4-ra'—p2'  ktpy'—qx' v
P q T Vpridgitne

oder:

R . 4 -
\qz SR ==
— Pl g —i
(16) ra! p =wv g 1y
Py —qa'=wv . — k.
Ve tetr

46. Man kann sich in allen bisherigen Rechnungen die
Verriickungen unendlich klein und wiihrend gleicher unend-
lich kleiner Zeiten ausgefiihrt denken; alle Incremente werden
dann Differentiale, und die bisher erhaltenen Gleichungen er-
geben Relationen zwischen den Grenzen der Differenzquotien-
ten der Variablen oder zwischen ihren Differentialen. Man
erhilt diese Relationen, indem man die unendlich Kleinen
zweiter Ordnung vernachliissigt, und das Zeichen 4 mit d ver-
tauscht. Damit aber die Homogenitit sichtbar hervortrete, so
werden wir p, ¢, r in den vorigen Formeln, wenn sie unend-
lich klein sind, durch pd¢, gdt, rdt darstellen. Uebrigens
lassen sich die zu findenden Relationen direct aus den Glei-
chungen (1) herleiten durch Differentiation und &hnliche
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Rechnungen wie die fiir endliche Verriickungen gemachten.
Theilt man die Verriickungen und ihre Componenten 4z, Ay,
Az durch At, so geben diese Quotienten an der Grenze die
Geschwindigkeiten und deren Componenten %,- ‘é—‘?{-, -3—“:
da die Geschwindigkeiten und Verriickungen sich nach den-
selben Regeln zusammensetzen, so sieht man ohne Miihe, dass
alle fiir die Verriickungen gefundenen Sitze, wenn man auf
die Grenze iibergeht, analoge Sitze fiir die Geschwindigkei-
ten der Punkte des Korpers liefern. Wir werden diese Siitze
rasch hinter einander vornehmen.

; und

Unendlich kleine Bewegung eines starren
Systems. 3

' 47. Differenziirt man die Gleichungen (1) der Nr. 37
nach ¢, und betrachtet 2/, y/, 2/ als constant, so ergiebt sich:

de _dE L da b de
T a T TV HY g
dy _dn , da v de
@ E”‘dt‘*—"’d dt+y dt+z dt °
dz dg , da’’! db' e de'

prianlr il sl b Pl o e rale sl v

Diese Ausdriicke sind die mit X, Y, Z parallelen Com-
ponenten der Geschwindigkeit irgend eines Punktes des Sy-
stems, der in Bezug auf die Axen X’, Y/, Z’ die constanten
Coordinaten a‘, y‘, z* hat.

Sie gehen aus den Gleichungen (2) derselben Nummer her-
vor, indem man durch 4¢ dividirt und auf die Grenze der
Quotienten iibergeht, wenn 4¢ sich der Null néhert.

48. Componenten der Geschwindigkeit in der
Richtung der beweglichen Axen. — Die Componente
parallel mit X’ erhélt man durch Multipliciren der Gleichun-
gen (1) mit a, @/, «’’ und Addiren; die Componenten parallel
mit Y und Z‘ ergeben sich auf dieselbe Weise, nur dass man
mit b, b‘, b/ -und ¢, ¢/, ¢/ multiplicirt. Wir werden diese
Componenten respective durch w, v, w bezeichnen. Die Com-
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ponenten der Geschwindigkeit des beweglichen Ursprungs seien
h, 1, k, setzen wir also:

d d d
a g+ PG =h
d d d P
@ b=

‘_ié t‘_fﬂ n_‘,i_;__
Lo g T e g=—h

dann finden wir:
v=h+4 qz' — ry’,
(3) v =14 ra’ — p2,
w=k-+ py' — g2,
wihrend p, ¢, r durch die Gleichungen gegeben werden:
pdt = cdb -+ ¢'db’ J o' db",
qdt = adc + a'de’ + a''dc,
rdt = bda -+ b'da’ 4 b dat,

Die ersten Summanden auf der rechten Seite in den
Gleichungen (3) sind die Geschwindigkeitscomponenten der ge-
meinsamen Fortschreitung; und folglich sind die Geschwindig-
keitscomponenten, welche von der Drehung um den fest ge-
dachten Ursprung herriihren:

gz — ry's ra’ — p2’y, py' — qa’.

49. Augenblickliche Drehaxe. — Die Punkte, de-
ren Geschwindigkeit in der Bewegung um den fest gedachten
Ursprung Null ist, ergeben sich aus den drei nachstehenden
Gleichungen, von denen aber nur zwei von einander unab-
héingig sind:

@4 g2 —ry =0, ra’ —pz' =0, py — qa' =0.

Sie liegen demnach auf einer Geraden, welche durch den Ur-
sprung geht und mit den Axen X', Y/, Z‘ Winkel macht,
deren Cosinus sind:

®) - ’ tqg . = ,

Verd e+ Vg4 Vperd g+
wobei man entweder alle oberen oder . alle unteren Zeichen
zusammen nehmen muss.

Man nennt diese Gerade die augenblickliche Dreh-

axe, weil man annehmen darf, dass die Bewegung wihrend
Duhamel, Mechanik. Anhang. 4
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einer unendlich kleinen Zeit um sie stattfindet, da die Fehler,
welche aus dieser Annahme hervorgehen, fiir Punkte in end-
licher Entfernung von der Axe unendlich klein von der zwei-
ten Ordnung sind.

.~ Man kann also jede unendlich kleine Bewe-
gung um einen festen Punkt betrachten als Dre-
hung um eine durch diesen Punkt gehende Axe.

Und folglich kann man jede unendlich kleine Be-
wegung eines starren Korpers betrachten als re-
sultirend aus einer Fortschreitung und einer Dre-
hung um eine feste Axe.

50. Grosse der Winkelgeschwindigkeit. — Bei
der Bewegung um eine feste Axe ist die Winkelgeschwindig-
keit gleich der Geschwindigkeit irgend eines Punktes, getheilt
durch dessen Abstand von der Axe. Nimmt man den Punkt
auf der Axe Z/ in der Eutfemung 1 vom Ursprung, dessen
Coordinaten also sind:

:O, y'=0, z"=1,

so ergeben die Formeln (3) seine Geschwindigkeitscomponen-
ten parallel mit den Axen XY, Y, Z’ gleich ¢, — p, 0; seine
Geschwindigkeit ist demnach V p? 4+ ¢% Sein Abstand von
der Drehaxe ist der Sinus des Winkels dieser Axe und der

Axe Z' oder l il e

Winkelgeschwindigkeit :
(6) o=Vp + ¢+

51. Drehrichtung. — Es bleibt noch die Drehrich-
tung des Systems zu bestimmen, oder, was dasselbe ist, die
Richtung der Drehung, welche in irgend einer auf der Axe
senkrechten Ebene stattfindet. Dazu hat man nur néthig zu
untersuchen, ob die oberen oder unteren Zeichen der Aus-
driicke (5) der Richtung der Axe dieser Drehung entspre-
chen. Wir betrachten deshalb die Ebene, welche durch den
Ursprung senkrecht auf die Drehaxe gefiihrt ist, und wir wol-
len suchen die Richtung der Axe fiir die Drehung zu be-
stimmen, welche der Leitstrahl vom Ursprung nach irgend
einem Punkt 2/, y/, 2/ dieser Ebene in derselben Ebene aus-

Folglich ist der Werth der
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fiihrt. Dieser Punkt bewegt sich, von irgend einer seiner
Lagen an, in der Richtung seiner Geschwindigkeit, welche mit
den Axen X', Y/, Z/ Winkel macht, deren Cosinus proportio-
nal sind mit %, v, w und mit diesen Grossen gleiche Zeichen
haben. Um also die Axe der von dem Leitstrahl ausgefiihr-
ten Drehung zu erhalten, braucht man nur in den Formeln
(2) auf Seite 12 des ersten Theils statt der Richtung (afy)
die des Leitstrahls und statt der Richtung (a’g‘y’) die der
Geschwindigkeit zu setzen. Daraus folgt, dass die Cosinus
der Winkel, welche die Richtung der Drehaxe mit X', Y/, Z¢
macht, dieselben Zeichen haben wie die Ausdriicke
yw — z'v, Zu — 2w, 2'v — ylu; i

und es fragt sich nur noch, ob die Zeichen dieser letzten iiber-
einstimmen mit denen von p, g, » oder ihnen entgegengesetzt
sind.

Um dies zu entscheiden, nehmen wir der Kinfachheit we-
gen 2z’ = 0, dann ist: '

u = —ry, v=ra,
und der dritte von den vorstehenden Ausdriicken wird:
r(a'? 4 y'?),

also von demselben Zeichen wie ». Man muss folglich in den
Ausdriicken (5) die oberen Zeichen nehmen.

Demnach sind die Cosinus der Winkel, welche die Rich-
tung der Drehaxe mit den Axen X', Y, Z‘ bildet, in Grisse
und Zeichen:

@ P ’ q , r '
Vet oo Vpr b V-
Multiplicirt man diese drei Cosinus mit der Winkel-
geschwindigkeit, so erhilt man ihre Componenten um die
Axen X/, Y/, Z/. Sie sind in Griosse und Zeichen: |

®) P g

. 52. Augenblickliche Axe der Drehung und
Gleitung. — Der Satz der Nr. 42 gilt fiir jede Bewegung
eines Korpers, also auch wenn diese Bewegung unendlich klein
ist; man hat folglich den schon friiher geometrisch erwiesenen
Satz:

Jede unendlich kleine Bewegung eines Kir-
4‘
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pers lisst sich hervorbringen durch Drehung um
eine Axe und Gleiten lings dieser Axe.

Diese augenblickliche Axe der Gleitung und
Drehung lisst sich noch aus einem anderen Gesichtspunkte
betrachten. Substituirt man némlich den unendlich kleinen
Wegen, die man sich in gleichen Zeiten durchlaufen denkt, die
Geschwindigkeiten, so erhiilt man den vorigen Satz folgender-
maassen ausgedriickt :

Man kann die Geschwindigkeiten aller Punkte
eines Kérpers in einem beliebigen Augenblick
betrachten als resultirend aus der Zusammen-
setzung von Geschwindigkeiten, welche gleich und
parallel sind mit einer gewissen Geraden, und
von den Geschwindigkeiten, welche diese Punkte
bei einer gewissen Drehung um eine, mit jener
Geraden parallele Axe haben wiirden.

Die zur Axe parallele Componente ist die Projection der
Geschwindigkeit des beweglichen Ursprungs auf die Axe. Die
Winkelgeschwindigkeit der Drehung betrigt V p? 4 ¢2 + 2,
und die Richtung der Axe macht mit X, Y/, Z/ Winkel, de-
ren Cosinus proportional sind mit p, g, » und die Zeichen die-
ser Grossen haben.

53. Gleichungen fiir die augenblickliche Axe der
Drehung und Gleitung. — In Nr. 45 haben wir die
Gleichungen dieser Axe fiir eine beliebige endliche Bewegung
gegeben; aus ihnen gehen die gesuchten hervor, indem man
durch ¢ dividirt und auf die Grenzen iibergeht. Die dorti-.
gen Grissen p, ¢, » gehen dann in diejenigen iiber, welche
wir jetzt durch dieselben Buchstaben bezeichnen; &, ¢, k& wer-
den die Componenten der Geschwindigkeit des Ursprungs im
Sinne der Axen X', Y/, Z‘, und wir wollen diese auch durch
h, i, k bezeichnen; endlich v, welches die Verriickung des Ux-
sprungs, geschiitzt im Sinne der Axe, darstellte, wird die Ge-
schwindigkeit des Ursprungs, geschdtzt nach derselben Rich-
tung, oder die gleitende Geschwindigkeit. Wir werden sie
‘durch denselben Buchstaben darstellen, und ihre Componenten
parallel mit X’ Y, Z* durch v/, v, v*. Die Gleichungen
der augenblicklichen Axe der Drehung und Gleitung werden
nun in Bezug auf die Beweglichen Axen:
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gz! — ry' = v’ — h,
() re! — pz! = v — i,
py — qo' = v — k.

In Bezug auf die festen Axen erhdlt man ihre Gleichun-
gen, indem man fiir 2/, y’, 2/ ihre Werthe in z, y, z setzt.
Somit ist die Lage dieser Axe sowohl im Kérper als gegen ein
festes Coordinatensystem in jedem Augenblick bestimmt, wenn
die Grossen §, %, § a, b, ¢, o', etc. gegebene Functionen der
Zeit sind. '

Die Gleichung der Oberfliche, welche den Ort dieser
Axen im Kérper darstellt, wiirde man erhalten, wenn man die
Zeit aus den Gleichungen der Axe zwischen z/, y4, 2' elimi-
nirte; und die Gleichung der anderen Fliche, welche den Ort
dieser Axen im Raume darstellt, wiirde sich ergeben durch
Eliminiren der Zeit aus den Gleichungen der Axe zwischen
2, Y, 2
. 54. Virtuelle Verriickung eines starren Kor-
pers. Gleichungen des Gleichgewichts. — Die For-
meln (3) der Nr. 48, welche die Geschwindigkeitscomponenten
fiir irgend einen Punkt eines bewegten Korpers ausdriicken,
liefern unmittelbar die Componenten der virtuellen Geschwin-
digkeiten aller Punkte dieses Korpers; und die Anwendung
des allgemeinen Princips der Statik wird die Gleichungen er-
geben, welche fiir das Gleichgewicht von Kriften an einem
freien starren Korper nothwendig und hinreichend sind. In
der That, wenn ein starrer Korper aus einer Lage in eine
unendlich nahe Lage iibergeht, so kann man annehmen, dass
alle seine Punkte unendlich kleine Strecken gleichférmig durch-
laufen, mit Geschwindigkeiten, welche den Lingen dieser
Strecken proportional sind. Die Componenten dieser virtuel-
len Wege sind die Producte der bei ihrem Durchlaufen ver-
flossenen Zeit () in die durch die Formeln (3) gegebenen Ge-
schwindigkeitscomponenten. Demnach ist die Summe der vir-
tuellen Momente aller Kriifte, deren Componenten X, Y, Z,

, Y, Z', etc. sind:

62[X(h—|—qz’—ry )+ YE4 rm‘—pz‘) + Z(k —|—py —qa')].

Damit Gleichgewicht stattfinde, so muss nach dem Prin-
cip der virtuellen Geschwindigkeiten diese Summe Null sein
fiir jede Verriickung, wenn man durch (/ dividirt; sie muss
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also Null sein fiir alle Werthe der sechs Grossen h, i, k, p,
¢ r, da man sich den Korper ganz frei denkt. Dazu ist aber
nothwendig und hinreichend, dass die Coéfficienten einer jeden
von diesen sechs Grossen Null seien, woraus die Gleichungen
folgen:

X =0, 2Y=0, ZZ=0;
EyZ—2Y)=0, Z@@X—a'Z)=0, Z(@'Y—y' X)=0.

Die Axen der 2/, y‘, 2/ konnte man beliebig im Raume
annehmen. Man kann sie also mit den Axen der 2, y, z zu-
sammenfallen lassen. Dadurch werden die drei letzten Glei-
chungen:

EWi—2Y)=0, BeX—22)=0, Z@Y—yX)=—0.

Zum Schlusse empfehlen wir dem Leser die Abhandlung
von Rodrigues ,,Des lois géométriques qui régissent les déplace-
ments dun systeme solide dans lespace, et de lo wvariation des
coordonnées provenant de ces déplacements considérés indépendam-
ment des causes qui peuvent les produire Dieselbe steht im
fiinften Theile des Journals von Liouville.



Geschwindigkeit und Abweichung in der zusammen-
gesetzten Bewegung eines Punktes.

55. Hat ein Punkt eine gewisse stetige Bewegung in Be-
zug auf ein starres System, und hat dieses System selbst eine
stetige Bewegung im Raume, so sagt man, der Punkt besitze eine
absolute stetige Bewegung, die aus den beiden anderen zusammen-
gesetzt sei. Man wiirde, von einem beliebigen Zeitpunkte an-
gefangen, die Lage des Punktes nach irgend einer Zeit erhal-
ten, indem man ihn fest mit dem System verbiinde und die-
ses sich wihrend einer gleichen Zeit bewegen liesse; dann
miisste man den Punkt in dem unbeweglichen System sich be-
wegen lassen, bis er die vorgeschriebene relative Lage ein-
nihme. Natiirlich konnte man auch in umgekehrter Ordnung
verfahren.

Am bequemsten bestimmt man die beiden componirenden
Bewegungen, indem man sich dreier, mit dem System fest
verbundener Axen bedient. Die relative Lage des Punktes
wird dann durch seine Coordinaten in Bezug auf diese Axen
gegeben, und die Bewegung des Systems durch die successi-
ven Lagen derselben Axen. Kennt man die beiden componi-
renden Bewegungen, so sind die Coordinaten des Punktes in
Bezug auf die beweglichen Axen bekannte Functionen der
Zeit, sowie auch die Coordinaten des beweglichen Ursprungs
und die Neigungen dieser Axen gegen feste Axen.

Wir wollen nun sehen, wie man fiir die resultirende oder
zusammengesetzte Bewegung des Punktes die beiden wichtigen
Elemente, Geschwindigkeit und Abweichung, bestimmen kann.

56. Geschwindigkeit in der zusammengesetz-
ten Bewegung. — Es sei M die Lage des Punktes in einem
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gewissen Augenblick; MU die Trajectorie desjenigen Punktes
des Systems, welcher in demselben Augenblick mit M zu-
sammenfillt, und M, seine Lage
nach einer unendlich kleinen
Zeit 0; M; V die Lage, welche
nach dieser Zeit die mit dem
starren System verbundene Li-
nie einnimmt, auf welcher sich
unser Punkt bewegt, oder mit
anderen Worten die Lage der
relativen Trajectorie; M, M
der Bogen, welchen .der Punkt
auf dieser Curve withrend der
Zeit 6 zuriickgelegt hat. Die Lage des Punktes nach der
Zeit 6 ist dann M‘, und seine absolute Trajectorie wird eine
Linie MM'T sein, die durch M und M’ geht.

Verbinde ich die Punkte M, M‘, M; durch Geraden und
lasse die Zeit 6 gegen Null abnehmen, so haben diese Gera-
den zu Grenzen ihrer Richtungen die Tangenten an den drei
Curven MU, MT und M, V, die letzte Curve in ihrer Grenz-
lage gedacht, bei welcher M; in M liegt. Fiir die Verhalt-
nisse der Seiten des Dreiecks MM' M, gelten dieselben Gren-
zen wie fiir die Verhiltnisse der Bogen MM,, M, M', MM,
welche wihrend der Zeit # durchlaufen werden, der erste durch
den Punkt des Systems, der sich in M befand, der zweite
durch unseren beweglichen Punkt in seiner relativen Bewegung,
und der dritte durch denselben Punkt in seiner zusammengesetz-
ten Bewegung. Dividire ich aber diese drei Bogen durch 6, so
sind die Grenzen der drei Quotienten die Geeschwindigkeiten in
den drei Bewegungen, zu der Zeit wo das Bewegliche in M
ist. Die Verhiltnisse dieser Geschwindigkeiten sind also die
Grenzen fiir die Verhiltnisse der Seiten in dem Dreieck M M; M.

Um die hierin enthaltene Lésung unserer ersten Auf-
gabe einfach auszusprechen, bilden wir das Parallelogramm
MM, M'K. Die Grenzrichtung der mit M; M* parallelen Seite
MK ist die in M an die relative Trajectorie gezogene Tan-
gente, und das Parallelogramm hat zur Grenze ein Parallelo-
gramm, dessen Seiten in M Tangenten an die relative Tra-
jectorie des Beweglichen und an die Trajectorie des mit die-

Fig. 13.
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sem in M coincidirenden Punktes des Systems sind, und pro-
portionale Lingen haben mit den Geschwindigkeiten beider
Punkte auf beiden Curven.

Man kann also den folgenden Satz aussprechen:

Die Geschwindigkeit des Beweglichen in sei-
ner zusammengesetzten Bewegung wird in Grisse
und Richtung durch die Diagonale eines Parallelo-
gramms dargestellt, dessen beide Seiten in Grosse
und Richtung die relative Geschwindigkeit des
Beweglichen und die absolute Geschwindigkeit des
coincidirenden Punktes des Systems darstellen.

Oder kurz ausgedriickt nach der in Nr. 17 gegebenen
Definition des Zusammensetzens von Geschwindigkeiten :

Die Geschwindigkeit in der zusammengesetz-
ten Bewegung ist die Resultante aus den Geschwin-
digkeiten in der relativen Bewegung und in der
Bewegung des coincidirenden Punktes des Systems.

57. Relative Geschwindigkeit. — Die Seiten MV,
MU des Parallelogramms M UT V sollen in M respective die

relative Trajectorie und
Fig. 14. die Trajectoriedes coin-
cidirenden Punktes des
Systems tangiren, und
ihre Lingen sollen die
Geschwindigkeiten in
beiden Bewegungen
darstellen. Wir haben
gesehen, dass dann die Diagonale M7 in Grisse und Rich-
tung die Geschwindigkeit der absoluten Bewegung des Punk-
tes im Raume darstellt.

Verlingere ich aber MU um MU' = MU, so wird MV
die Diagonale des Parallelogramms auf MU’ und MT. Ich
kann also sagen:

Die relative Geschwindigkeit eines Punktes
in Bezug auf ein bewegtes starres System ist die
Resultante aus seiner absoluten und einer anderen
Geschwindigkeit, welche gleich und entgegenge-
setzt ist der Geschwindigkeit des coincidirenden
Punktes des Systems:
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58. Abweichung in der zusammengesetzten Be-
wegung. — Es sei M die Lage des beweglichen Punktes in
einem gewissen Augenblick; MV die Linie, auf welcher er
sich in dem Systeme bewegt, oder seine relative Trajectorie;
MU die Linie, welche der dem System angehirende Punkt
M beschreibt. Nach einer unendlich kleinen Zeit 6 befinde
sich das Bewegliche auf seiner relativen Trajectorie in m, und

Fig. 15.

ry

der Punkt M des Systems in M,. M7, M7, seien diejenigen
Stiicke von den Tangenten an diesen beiden Curven, welche
in der Zeit 6 mit den in M stattfindenden Geschwindigkeiten
wiirden gleichférmig beschrieben werden.

Die Abweichung in der relativen Bewegung des Punktes,
nach der Zeit 6, ist 7'm; in der Bewegung des Punktes M des
Systems -ist sie 73 M.

Die Diagonale M 1" des Parallelogramms 7'M T 1" giebt
die Richtung der Tangente- an die absolute Trajectorie des
Beweglichen; und die Lénge von M 7" stellt zugleich die Ge-
schwindigkeit auf dieser Curve -dar, so dass M7* der Weg
ist, welchen withrend der Zeit # ein Punkt durchliuft, der sich
auf dieser Tangente mit der Geschwindigkeit bewegt, die das
Bewegliche in M auf seiner absoluten Trajectorie hat.
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Will man daher die Abweichung des Beweglichen in. sei-
ner zusammengesetzten oder absoluten Bewegung haben, so
braucht man nur den Punkt 7” zu verbinden mit der Lage,
welche das Bewegliche nach der Zeit 0 auf seiner absoluten
Trajectorie einnimmt, oder, mit anderen Worten, mit seiner
wirklichen Lage im Raume. Diese wirkliche Lage nun zu be-
stimmen wird uns leicht fallen nach dem., was wir iiber die
Bewegung der Systeme gesagt haben.

Betrachten wir deshalb zunichst das System wihrend der
Zeit ¢ als unbeweglich; der Punkt M gelangt dann in die Lage
m, und hier denken wir uns ihn mit dem System fest verbun-
den. Nun bewegen wir das System so, wie es sich in der
That wihrend der Zeit 6 bewegt, und diese Bewegung zerle-:
gen_ wir in eine gemeinsame Fortschreitung, welche M nach M,
fithrt, und in eine Drehung um eine gewisse Axe M;J, deren
Richtung, sowie die Grosse des Drehungswinkels, nur von der
Richtungsinderung der Linien des Systems abhingt. Da 0
unendlich klein ist, so darf diese Axe mit der angenblickli-
chen Drehaxe vertauscht werden, und kann man den um M,J
zu beschreibenden Winkel betrachten als das Product der Zeit
# in die der Lage M entsprechende Winkelgeschwindigkeit
des Systems. = Wir haben nun den mit dem Systeme verbun-
denen Punkt m zu verfolgen.

Die Fortschreitung M M, bewirken wir durch die beiden
anderen MT,, T\ M,. Die Fortschreitung M T} fiihrt die Ge-
rade M7 in die Lage 7)7*; die andere Fortschreitung 7} M,
bringt sie in die Lage M;u, wenn 7"u gleich und parallel mit
Ty M;. Ziehe ich dann noch py’ gleich und parallel mit 7'm,
so ist w’ die Lage von m nach vollbrachter Fortschreitung.
Vollfiihre ich nun die nothwendige Drehung um M;J, so be-
schreibt der Punkt w’ einen gewissen Kreisbogen w/ M’ senk-
recht auf der Ebene J M, w/, dessen Radius die Senkrechte aus
p' auf die Axe M;J ist. Nachdem diese Drehung vollbracht
ist, so befinden sich alle Punkte in den Lagen, welche sie bei
der wirklichen Bewegung nach der Zeit () einnehmen; M’ ist
die absolute Lage des Beweglichen, und folglich ist 7" M‘ die
gesuchte Abweichung.

Das geschlossene Polygon T'uu'M' zeigt, dass 7' M' die
Resultante ist von den Linien 7'y, pp!, p'M’, diese in den
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Richtungen genommen, nach welchen sie von 7' aus durch-
laufen werden. 7'p ist die parallel zu sich selbst versetzte
Abweichung 7 M,; pu’ ist die ebenso versetzte Abweichung
Tm. Was die dritte Linie w!M’ betrifft, so hat ihre Richtung
zur Grenze die Senkrechte auf diejenige Ebene, welche geht
durch die Grenzrichtung von M, .J, also durch die augenblick-
liche Drehaxe, und durch die Grenzrichtung von M, g/, welche
zugleich die Grenzrichtung von M, g, und zwar darum ist, weil
g’ unendlich klein von der zweiten und M) ' von der ersten
Ordnung. Folglich darf man die Linie p' M betrachten als
senkrecht auf der Ebene, welche Parallelen enthdlt zu der
augenblicklichen Drehaxe und zu der Richtung M 7' der rela-
tiven Geschwindigkeit des Beweglichen.

Es ist wichtig, dass man bemerkt, dass der Sinn dieser
Richtung der Sinn der augenblicklichen Drehung des Systems
ist. Wollte man sie also betrachten als die Axe einer direc-
ten Drehung in der Ebene, auf welcher sie senkrecht steht,
so wiirde diese Drehung von der augenblicklichen Axe gegen
die Richtung der relativen Geschwindigkeit hin stattfinden.

Es bleibt uns nur noch iibrig, das Maass der Grosse
u'M' zu finden. Bezeichnet m die Winkelgeschwindigkeit des
Systems, v, die relative Geschwindigkeit, und 8 den Winkel
ihrer Richtung mit der augenblicklichen Drehaxe, so ist der
Radius des durch w’ beschriebenen Kreisbogens M, p’. sind,
wofiir man M, u.sind oder fv, sind setzen darf; der  Mittel-
punktswinkel ist 6 @, und folglich:

w' M = 2@ v, sind.

Die Aufgabe ist jetzt vollstindig gelést, und das Resultat
ldsst sich so aussprechen:

Die Abweichung in der zusammengesetzten Be-
wegung ist die Resultante von drei Linien. Davon
sind die beiden ersten die Abweichungen in der
relativen Bewegung des Punktes gegen das Sy-
stem, und in der Bewegung desjenigen Punktes
vom System, welcher mit dem Beweglichen in dem
betrachteten Augenblick coincidirt. Die dritte
Linie steht senkrecht auf einer Ebene, die paral-
lel ist mit der augenblicklichen Axe des Systems
und mit der relativen Geschwindigkeit des Punk-
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tes, und sie hat den Sinn der augenblicklichen
Drehung des Systems. Oder mit anderen Worten,
sie hat die Richtung der Axe einer Bewegung, wel-
che auf dem kiirzesten Wege die Richtung der
augenblicklichen Axe in die Richtung der relati-
ven Geschwindigkeit des Punktes fithrt. Die Grisse
dieser dritten Linie ist das Product des Quadrats
der unendlich kleinen Zeit in die Winkelgeschwin-
digkeit des Systems und in die Projection der re-
lativen Geschwindigkeit auf eine zur augenblick-
lichen Axe senkrechte Ebene.

59. Wir haben gesehen, dass die Geschwindigkeit der
zusammengesetzten Bewegung nur abhiéingt von der relativen
Geschwindigkeit gegen das System und von der Geschwindig-
keit des coincidirenden Punktes des Systems. Aber die Ab-
weichung in der zusammengesetzten Bewegung ist durch die
Abweichungen in den beiden componirenden Bewegungen noch
nicht bestimmt. Sie wiirde es nur in dem Falle sein, wenn
die Bewegung des Systems in einer blossen Fortschreitung
bestinde. Sobald aber auch eine Drehung stattfindet, so hat
diese einen Kinfluss, welcher unendlich klein von der zweiten
Ordnung ist und darum nicht vernachlissigt werden darf.

60. Besondere KFille. — 1) Reducirt sich die Be-
wegung des Systems auf eine Fortschreitung nach irgend einem
Gesetz, so wird die Winkelgeschwindigkeit Null, und die dritte
Componente fillt weg. In diesem Falle resultirt die Abwei-
chung aus der Zusammensetzung der beiden Abweichungen,
welche der relativen Bewegung und dem coincidirenden Punkte
des Systems angehoren.

2) Geschieht die Fortschreitung in constanter Richtung
und mit constanter Geschwindigkeit, so wird die Abweichung
des coincidirenden Punktes des Systems Null, und dann ist
die Abweichung in der absoluten Bewegung identisch mit der
Abweichung in der relativen Bewegung.

3) Reducirt sich die Bewegung des Systems auf eine
Drehung um eine Axe, so beschreibt der coincidirende Punkt
des Systems einen Kreishogen um diese Axe. Und geschieht
diese Drehung gleichférmig, so ist die Abweichung dieses
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Punktes nach dem Mittelpunkt seines Kreises gerichtet, und
ist keine andere als die centripetale Abweichung.

61. Abweichung in der relativen Bewegung. —
Aus dem Satze der Nr. 58 ziehen, wir eine sehr ivichﬁge Fol-
gerung. Da man in jedem geschlossenen Polygone irgend
eine Seite als die Resultante aller iibrigen betrachten kann,
so folgt, dass in dem Polygone 7*up/M' die Linie py' die
Resultante der drei vom Punkte g aus durchlaufenen Linien
wl, "M, M'w ist. Bei dieser Bewegung wird die Abwei-
chung 7" M’ in ihrem wirklichen Sinne durchlaufen; aber die
Abweichung 71 M; oder 7T'w wird in dem entgegengesetzten
Sinne genommen, und die Gerade M'w’ hat den entgegen-
gesetzten Sinn von demjenigen, mit welchem sie in dem vori-
gen Falle zu nehmen war. Mit Riicksicht darauf hat man
den folgenden wichtigen Lehrsatz:

Hat ein Punkt eine absolute Bewegung im
Raume, und betrachtet man seine relative Bewe-
gung gegen ein starres System, das selbst eine ab-
solute Bewegung hat; d. h. betrachtet man die ste-
tige Folge der Lagen, welche dieser Punkt in dem
Systeme einnimmt, und welche ein Beobachter,
der das System unbewegt glaubt, fiir absolute La-
gen hilt: so ist die Abweichung in der Bewegung
auf dieser scheinbaren oder relativen Trajectorie
die Resultante folgender drei Linien: 1) der Ab-
weichung in der absoluten Bewegung; 2) der Ab-
weichung in der Bewegung des coincidirenden
Punktes des Systems, diese Abweichung aber im
entgegengesetzten Sinn genommen; 3) einer Linie,
die gleich ist dem Product des Quadrats der un-
endlich kleinen Zeit in die Winkelgeschwindigkeit
und in die Projection der relativen Geschwindig-
keit auf eine zur augenblicklichen Axe senkrechte
Ebene. Diese dritte Linie steht senkrecht auf der
durch diese Axe und die relative Geschwindigkeit
gehenden Ebene, und ihre Richtung ist dem Sinne
der augenblicklichen Drehung des Systems ent-
gegengesetzt. Mit anderen Worten, sie ist die
Axe einer Drehung, welche auf dem kiirzesten
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Wege die Richtung der relativen Geschwindigkeit
in die Richtung der augenblicklichen Axe fiihrt.

Analytische Herleitung der vorstehenden Sitze.

62. Es wird nicht ohne Nutzen sein zu sehen, wie der
Calcul zu den vorstehenden Sitzen fiihrt.

Nehmen wir drei rechtwinklige Axen O XY, 0 Y, 0Z, die
wir mit dem bewegten starren System fest verbinden; & %, §
seien die Coordinaten ihres Ursprungs 0. Zwischen den Coor-
dinaten 2, y/, z* des beweglichen Punktes in Bezug auf diese
Axen und seinen Coordinaten z, y, z in Bezug auf feste Axen
bestehen die bekannten Gleichungen:

2=§-4 ax' + by + c2,
(1) y:q—{—a‘x‘ _‘__blyl +Glzf’ ‘
. 2z — g _l_ a' p! _I__ bllyl _+_ ol 21,
Durch Differenziiren derselben erhilt man:

de dE , da db de
=t a tVa g

da' dy’ dz'
+GE+’} df +cd—t-’

dy _ dq o det L db L de

- it = mTe T YT
. dz' ui&l , a2
togm+¥ g+

dz dg da’ db" , de!

@ T aT a TV te T

W22 .9y dz’
SRl e aldt ke Sk o

Die ersten Seiten dieser Gleichungen sind die Componenten
der absoluten Geschwindigkeit des Beweglichen, parallel mit
den festen Axen.

Die vier ersten Summanden auf der zweiten Seite dieser
Z—f, %, j—jannehmen
wiirden, wenn &', y‘, 2* constant wiren; sie sind also die mit
X, Y, Z parallelen Componenten der Geschwindigkeit desjeni-
gen Punktes vom System, welcher in dem betrachteten Augen-

Gleichungen sind die Werthe, welche
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blick mit dem Beweglichen zusammenféllt. Die mit X', Y. Z¢
parallelen Componenten der relativen oder scheinbaren Ge-

« e a i : . odat dy de :
schwindigkeit des Beweglichen sind TR TP TR folglich stel-
len die drei letzten Summanden auf der zweiten Seite die
Componenten dieser relativen Geschwindigkeit dar, parallel
mit den festen Axen X, Y, Z. Somit hat man den schon
geometrisch erkannten Satz:

Die Geschwindigkeit in der zusammengesetz-
ten Bewegung eines Punktes ist die Resultante
aus der Geschwindigkeit, welche dieser Punkt in
Bezug auf das System hat, und aus der Geschwin-
digkeit des coincidirenden Punktes vom Systeme.

Und daraus folgt:

Die relative Geschwindigkeit des Punktes ist
die Resultante seiner absoluten Geschwindigkeit
und der entgegengesetzt genommenen Geschwin-
digkeit des coincidirenden Punktes vom System.

63. Zusatz zu Seite 12 des ersten Theils. —
Trage ich vom Ursprung an auf der Richtung «/, B, p’ eine
Liénge q ab, und bezeichne ich die Coordinaten ihres End-
punktes durch 27, y/, 2, so ist:

&' = qeosaty, y' = qeosf’, 2 = qeosy’,
und die Formeln (1) (auf derselben Seite) werden:

yz'—zy' =pqcosd, za' —zxz'=pqcosy, xy —yz'=pqcosv.

Da nun p die Lénge der Senkrechten bedeutet, welche vom
Ursprung geféllt ist auf diejenige Parallele zu der Richtung
o, B, p', welche durch den in der Richtung «, 8, y genom-
menen Punkt @, y, z geht, so stellt pg den Inhalt des Paral-
lelogramms dar, dessen Seiten die Geraden vom Ursprung
nach den Punkten x, y, 2 und 2/, y*, 2/ sind. Bezeichne ich
diese Fliche durch P, so habe ich also die drei Gleichungen:
(A) PcosA=yz'—zy', Peosp—zz'—zz', Pcosv=ny —ya’,
in welchen 4, w, v der Axe einer Fliche angehiren, die durch
einen vom Ursprung ausgehenden Radius beschrieben wird,
der sich auf dem kiirzesten Wege von dem Punkte z, y, 2
gegen a‘, y', 2’ hin bewegt. Und nehme ich noch auf der
Richtung dieser Axe die Linge P, so stellen die vorstehen-
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den Ausdriicke in Grosse und Zeichen die Projectionen dieser
Linge auf den Coordinatenaxen dar.

64. Durch nochmaliges Differenziiren der Gleichungen
(2) erhilt man:

2z dzg dazb d2¢
T = (dt? +o o dzz + ‘et dﬂ)
d2a’ dz'
+ (o Gr +oTE +o w
da' da dy' db ! de
t: T ata dt+dt dt)
&y (g da |, &b dzet
dt? dtz + = dez dt? + # daee
(3) + al + b ﬂ + ol d”_z
di? dit? di?
de' da' | dy' db' | dz' de!
+2(dt dt+dt dr+7ﬁd—t)
1 d2z d2g , a2e"!
ar = \ae +* dt2+ v dt2+ dtﬂ)

_+_ aud2_wt+ n _’__dl )
di? dﬂ dt2

da' da* i’L db* dz' de'!
i 3 2(df dt aalvrivre +E'&'E_)

Multlphmre ich diese Gleichungen mit %—, so werden ihre er-

sten Seiten die mit den Axen X, Y, Z parallelen Componen-
ten der Abweichung, welche in der absoluten Bewegung des
Punktes der unendlich kleinen Zeit  entspricht.

Untersuchen wir jetzt die drei Theile, in welche wir die
zweiten Seiten zerfillt haben. Der erste Theil driickt die

: . dix d2y dz
Werthe aus, welche respective T dn’ dn annehmen, wenn

2

» e T . 0
man ', y', z* constant lisst. Nach der Multiplication mit 7

sind also die ersten Theile die Componenten der Abweichung
desjenigen Punktes vom System, welcher mit dem Beweglichen
coincidirte. Die zweiten Theile sind die mit den Axen X, Y, Z
parallelen Componenten der Abweichung in der relativen Be-
Duhamel, Mechanik. Anhang. 5
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wegung. Es handelt sich also nur noch darum, die dritten
Theile zu interpretiren und zu sehen, von welcher Linie sie
die Componenten parallel mit X, Y, Z sind.

Bilden wir deshalb die Componenten dieser gesuchten
Linie parallel mit XY Y%, Z‘/; was dadurch geschieht, dass
man die Projectionen der alten Componenten auf diese neuen
Axen addirt. Dies liefert bis auf den Factor 62 folgende drei
Ausdriicke :

dz! dy' da' dz'"  dy daz’
@ aG—Tar & —Par Pdr—1a
und es ist die Linie zu bestimmen, von welcher sie die Pro-
jectionen auf X’, Y!, Z‘ sind.

Nun lehren uns aber die Formeln (A) der Nr. 63, dass
wenn man durch den Punkt O zwei Geraden O.J, OV zieht,
deren Componenten fiir die erste p, ¢ und fiir die zweite
d—il dy g arallel mit X*, Y, Z' sind, dass dann die
de’ dt’ dr P 7 * :
Ausdriicke (4) die Projectionen des aus diesen beiden Linien
construirten Parallelogramms auf den Ebenen der Axen X,
Y’, Z* darstellen: sie sind deshalb proportional mit den Cosi-
nus der Winkel, welche die Axe dieser Fliche mit X*, Y*, Z*
macht, und ihre Zeichen beziehen sich auf die Richtung der
Axe der Drehung, welche O.J auf dem kiirzesten Wege nach
O V fiihrt.

Der Inhalt dieses Parallelogramms ist gleich dem Product
seiner zwei Seiten in den Sinus ihres Winkels: so dass die
Linie, deren Projectionen die Ausdriicke (4) darstellen, und
welche die Richtung der Axe der eben. definirten Drehung
hat, gleich wuv, sind ist, wenn @ die Winkelgeschwindigkeit des
Systems, v, die relative Geschwindigkeit des Beweglichen und
0 den Winkel ihrer Richtung 'mit der augenblicklichen Axe
bezeichnet. Multiplicirt man diesen Werth mit 62, so erhilt
man fiir die dritte Componente der Abweichung in der abso-
luten Bewegung des Punktes den schon gefundenen Werth:

2@ v, sin 0.

Somit hat man den Satz der Nr. 58 und folgeweise auch
den Satz der Nr. 61.
Bemerkung. —— Ist die Bewegung des starren Systems
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bekannt, d. h. sind & %, § a, b, ¢, af, V4, ¢, a’’, b, ¢ gege-
bene Functionen der Zeit, so kennt man mit der absoluten Be-
wegung des Punktes auch seine relative Bewegung, und um-
gekehrt. Denn in der That, sind #, y, = bekannte Functionen
von %, so geben die Gleichungen (1) die Gréssen 7, y/, 2/;
und umgekehrt geben sie z, y, 2, wenn man 2/, y/, 2/ als
Functionen von ¢ kennt.

Kennt man blos eine der beiden Trajectorien, die ab-
solute oder die relative, so findet man aus ihr leicht die an-
dere. Sind z. B. die beiden Gleichungen zwischen 2, y, z ge-
geben, welche die absolute Trajectorie des Beweglichen be-
stimmen, so braucht man nur z, y, z, ¢ zwischen diesen und
den . Gleichungen (1) zu eliminiren, und man erhilt dadurch
zwei Gleichungen zwischen 2/, y/, 2/, welche die der relativen
Trajectorie sind. Ebenso verfihrt man, um die Gleichungen
der absoluten Trajectorie zu finden, wenn die Gleichungen
der relativen Trajectorie gegeben sind. .

Es ist leicht, diese Betrachtungen dadurch zu verallge-
meinern, dass man statt des Punktes ein starres System nimmt,
dessen Bewegung durch drei seiner Punkte bestimmbar ist.
Die relative Bewegung liésst sich stets aus der absoluten fin-
den, und umgekehrt. Wir konnen aber hier nicht niiher dar-
auf eingehen.

Andere Betrachtung der relativen Bewegung.

65. Im Vorhergehenden haben wir die relative Bewe-
gung als eine der Bewegungscomponenten eines Kérpers oder
materiellen Punktes betrachtet. Wir haben untersucht, wie die
Bestimmungsstiicke dieser Bewegung dazu dienen kénnen, die
Geschwindigkeit und Abweichung in der zusammengesetzten Be-
wegung zu bestimmen; und daraus haben wir umgekehrt den
Ausdruck dieser Grossen in der relativen Bewegung abgeleitet.

Man kann aber auch die relative Bewegung direct be-
trachten, und. dabei auf mehre Weisen verfahren. Der Weg,
den wir einschlagen werden, ist derjenige, dessen allgemeiner
Gedanke sich bei den verschiedensten Aufgaben wiederholt,
und er fithrt am natiirlichsten auf die Betrachtung der ubso-

luten Bewegung zuriick.
56
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Wir denken uns néimlich die beiden absoluten Bewegun-
gen ausgefiihrt, verbinden darauf den Punkt oder Korper
mit dem System, gegen welches seine relative Bewegung un-
tersucht wird, und ertheilen ihrem Ganzen eine Bewegung,
welche das System in seine alte Lage zuriickbringt.

Indem wir diese neue Bewegung hinzufiigen und“die re-
sultirende absolute Bewegung suchen, so ist diese letzte genaun
die fragliche relative Bewegung gegen das System. Dies ist
die schon lange befolgte Methode, welche wir auf die beiden
Hauptaufgaben bei der Bewegung eines Punktes anwenden
werden.

66. Geschwindigkeit in der relativen Bewe-
gung. — Es sei M eine Lage des Beweglichen, M die Lage
nach einer unendlich klei-
nen Zeit, M, die Lage,
welche nach dieser Zeit
der Punkt des Systems
einnimmt, der mit dem
Beweglichen in M coin-
cidirte.  Verbinden wir
diese Punkte durch Gera-
den und ergiinzen das Pa-
rallelogramm MM, M' K.
Betrachten wir jetzt den
Punkt M’ als mit dem
Systeme verbunden, und fiihren wir dieses in seine alte Lage
zuriick. Dazu brauchen wir nur dem Ganzen eine Fort-
schreitung zu ertheilen, welche M, nach M und M’ nach K
fiihrt, und dann eine Drehung um M, welche die neue Lage
des Punktes M* nur um eine unendlich kleine Grésse zweiter
Ordnung alterirt, da MK von der ersten Ordnung ist. Wir
kionnen also diese Grosse vernachldssigen und annehmen, dass
M in K bleibt. Nun haben die Richtungen der drei Geraden
MK, MM, MM, zu Grenzen die Tangenten an der relativen
und der absoluten Trajectorie des Beweglichen und an der
Trajectorie des coincidirenden Punktes des Systems, und die
Grenzen der Verhiltnisse dieser drei Geraden sind die Ver-
hiiltnisse der Geschwindigkeiten auf diesen Trajectorien. Dar-
aus folgt, wie vorher:

Fig. 16.
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Die relative Geschwindigkeit ist die Resul-
tante der absoluten Geschwindigkeit und der ent-
gegengesetzt genommenen Geschwindigkeit des
coincidirenden Punktes des Systems.

67. Abweichung in der relativen Bewegung. —
Die zu berechnende Grisse ist von der zweiten Ordnung; wir

Fig. 17.

kénnen also nicht mehr die Drehung vernachliissigen, da diese
eine Grosse zweiter Ordnung einfiihrt.

Es sei M die Lage des Beweglichen in einem gewissen
Augenblick, M’ seine Lage nach einer unendlich kleinen Zeit
6, und 7" die Lage, welche dann auf der Tangente ein Punkt
einnehmen wiirde, der von M zugleich mit dem Beweglichen
ausginge und sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit be-
wegte, welche dieses in M hat; 7" M’ ist die Abweichung in
der absoluten Bewegung. 17 M, sei die Abweichung nach der
Zeit @ in der Bewegung desjenigen Punktes des Systems, wel-
cher mit dem Beweglichen in M coincidirte. Die Liingen
MT, MT, sind den Geschwindigkeiten in M auf den beiden
Trajectorien proportional.

Um nun die Abweichung in der relativen Bewegung zu
erhalten, kénnte man in M die Tangente an die relative Tra-
jectorie fiihren, auf ihr einen Punkt sich gleichférmig mit der
relativen Geschwindigkeit wiihrend der Zeit  bewegen lassen,
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withrend sie mit dem Systeme sich bewegt, mit welchem sia
fest verbunden ist, und dann miisste man diesen Punkt in der
Lage, in welche er auf diese Weise gekommen ist, mit M’
verbinden: die gerade Verbindungslinie wiire in Grisse und
Richtung die Abweichung in der relativen Bewegung.

Dieses vorausgeschickt, betrachten wir den Punkt M’ als
mit dem System verbunden, und fiihren dieses in seine an-
fingliche Lage zuriick; die relative Abweichung wird dadurch
in eine leicht zu bestimmende Lage gebracht.

Ertheilen wir zuerst dem System die beiden Fortschrei-
tungen M, 77 und T); M, welche den Punkt M, in seine alte
Lage M zuriickbringen. Ziehe ich M’m‘ gleich und parallel
mit 77 M, m‘p gleich und parallel mit M, 7}, so erhalte ich
w als die Lage von M’ nach den beiden Fortschreitungen.

Darauf muss man das System um die durch M gehende
augenblickliche Axe mit der Winkelgeschwindigkeit @ wih-
rend der Zeit 6 zuriickdrehen, wobei der Punkt g einen un-
endlich kleinen Bogen wu’ beschreibt, den wir sogleich be-
stimmen werden; p/ ist also die Liage des Beweglichen, wenn
das System in seine alte Lage zuriickgekehrt ist.

In dieser alten Lage befindet sich die Tangente an der
relativen Trajectorie in der Richtung M#, und zugleich ist die
Linge Mt der gleichférmig mit der relativen Geschwindig-
keit wihrend der Zeit 6 durchlaufene Weg, wihrend welcher
Zeit auch die Lingen M 7¥ und M T gleich 77# auf den Tan-
genten der beiden anderen Trajectorien durchlaufen werden;
woraus folgt, dass die relative Abweichung # p’ ist.

Aber #p’ ist die Resultante der drei Linien #m’ oder
T M, m'y oder M; 7} und pwu’. Die erste von ihnen ist die
Abweichung in der absoluten Bewegung; die zweite die ent-
gegengesetzt genommene Abweichung in der Bewegung des
coincidirenden Punktes des Systems.

Was die dritte Linie pyu’ betrifft, die durch den Punkt p
beim Drehen um die augenblickliche Axe MJ beschrieben
wird, so kann man dieselbe ersetzen durch jene, welche der
Punkt # beschreibt, der von g nur um eine unendlich kleine
Grosse zweiter Ordnung entfernt ist. Ihre Richtung ist also
senkrecht auf der Ebene J M¢, welche durch die augenblick-
liche Axe und die relative Geschwindigkeit geht, und sie muss
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im Sinne der oben angegebenen Drehung genommen werden.
Ihre Linge ist das Product des Drehungswinkels @f in den
Abstand des Punktes # von M.J, welcher gleich ist dem Pro-
duct aus M# und sinJ Mt'; und da Mt = Ov,, wenn v, die
relative Geschwindigkeit bezeichnet, so hat der Bogen up’
zum Ausdruck (?@v, sin J Mt' mit Vernachldssigung der Un-
endlich - Kleinen von héherer Ordnung. Somit haben wir den
Satz der Nr. 61 wieder gefunden.




68. Richtung und Grisse der Kraft nach der
hervorgebrachten Bewegung. — Betrachten wir irgend
eine Lage M eines Punktes von der Masse m, dessen Coordi-

Fig. 18.

naten &, y, z bestimmte Functionen der Zeit ¢ sind. Wenn die
Kraft, welche auf ihn wirkt, von diesem Augenblicke an zu
wirken aufhérte, so wiirde er sich auf der Tangente M T be-
wegen mit der Geschwindigkeit v, die er in M hat. Nehmen
wir daher drei Axen X, Y/, Z/ an, welche stets mit den fe-
sten parallel bleiben, und deren Ursprung auf M 7" mit der
constanten Geschwindigkeit v fortschreitet, so wird die Bewe-
gung des Punktes m in Bezug auf diese Axen identisch sein
mit derjenigen Bewegung, welche dieser Punkt gegen feste
Axen haben wiirde, wenn er sich ohne Geschwindigkeit in ih-
rem Ursprung beféinde, und dieselbe Kraft auf ihn wirkte.
Die relative Bewegung des Punktes ist seine abweichende Be-
wegung, und die gerade Linie M‘m’, welche er dabei be-
schreibt, ist seine Abweichung. Wenn also der Punkt in M
keine Geschwindigkeit hitte, aber dieselbe Kraft wie bei der
wirklichen Bewegung auf ihn wirkte, so wiirde er in unend-
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lich kleiner Zeit eine mit der Abweichung gleiche und paral-
lele Linie gleichformig accelerirt beschrelben Daraus erge-
ben sich die beiden nachstehenden Sitze:

1) Die Richtung der Kraft, welche in irgend
einem Augenblicke auf das freie Bewegliche wirkt,
ist die Richtung der Abweichung in diesem Punkt.

2) Die Intensitit dieser Kraft, auf die Einheit
der Masse bezogen, wird gemessen durch die Ac-
celeration in der abweichenden Bewegung.

Aus dem ersten folgt ein anderer wichtiger Satz:

Die Richtung der Kraft in jedem Punkte der
Trajectorie ist enthalten in der Kriimmungsebene
dieser Curve fiir diesen Punkt, denn die Abwei-
chung, da sie stets einen Punkt der Curve und einen
Punkt der Tangente verbindet, hat zur Grenzrich-
tung eine Gerade, welche in dieser Ebene liegt.

Die Richtung der Abweichung macht mit den Axen Win-
d2e  d?y d%z
sind; und die Acceleration in der abweichenden Bewegung hat

d”.m d?z\? ;
den Werth V dt2 dt?) -} (—d?) Wenn wir da-

her durch ¢ die beschleumgende Kraft bezeichnen, welche auf
das Bewegliche wirkt, so haben wir:

d2a\? d2y’\? dzz
V(dﬁ (Eﬂ_) + (@,
und die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtung mit den
Axen bildet, sind :
1dz 1dy 1 a2
p d2’ @ di2’ @ diz”
Daher sind die Componenten der beschleunigenden Kraft in
Grosse und Zeichen:
Ba b
di2’ der’ der’
Durch Multipliciren mit s erhilt man die bewegende Kraft
und ihre Componenten.
69. Tangentiale und normale Componente der
Kraft. — Die tangentiale Componente der Acceleration in

kel, deren Cosinus den Gréssen proportional
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2
der abweichenden Bewegung ist (Zil?f’ und die normale Com-

ponente % Die beschleunigende Kraft und die Acceleration

haben einerlei Richtung und einerlei Maass. Also ist auch

2
g—t'—; die tangentiale Componente der beschleunigenden Kraft

und % ihre nach dem Mittelpunkt der Kriimmung gerichtete

normale Componente oder die Centripetalkraft. Die entspre-
chenden Componenten der bewegenden Kraft fiir die Masse
d?s 2
a " ®

70. Bewegung durch eine die Trajectorie be-
stindig tangirende Kraft. — In irgend einer Lage des
Beweglichen sind die Cosinus der Winkel, welche die Kraft-
der’ de’ de’
und nach der Voraussetzung sollen diese Winkel denjenigen
Winkeln gleich sein, welche die in diesem Punkt an die Tra-
jectorie gezogene Tangente mit den Axen bildet, und deren
Cosinus proportional sind mit f‘l—”’-”- 4y d_z_ Man hat also

dt’ dt’ dt
die Gleichungen:
@) (@) _(@)
dt? di? di?
@ @
dt) dt (dt)

Diese geben durch Integriren, wenn man mit ¢, ¢, ¢/ drei
willkiirliche Constanten bezeichnet:

m sind m —

richtung mit den Axen bildet, proportional mit

log cd—u—logo’—l = log ¢ gﬁ
folglich:
do_ dy _ , dz
@ ‘T ="u =" &

Integrirt man neuerdings und bezeichnet durch «, o/, a drei
neue willkiirliche Constanten, so kommt:
(2) ce +a=cy+ o' =c"2 4 a

Da also die Coordinaten des Beweglichen zweien Gleichungen
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ersten Grades geniigen, so folgt, dass die Trajectorie eine
Gerade ist.

Die Anfangslage des Beweglichen ist ein Punkt dieser
Geraden. Die Componenten der Anfangsgeschwindigkeit be-
stimmen vermdige (1) die Verhiltnisse der Coéfficienten ¢, ¢/, ¢’/
Die Gerade ist folglich bestimmt, da man ihre Richtung und
einen ihrer Punkte kennt.

71. Bewegung durch eine zur Trajectorie be-
stindig normale Kraft. — Die bekannte Bedingung fiir
das Senkrechtstehen zweier Geraden auf einander giebt un-
mittelbar:

de d?x dz d?z
dt det + 5 dt dt” a t+ dt de
Die erste Seite, verdoppelt, ist die Ableitung von:

a0) + @) + (&)

oder von 2, wenn v dle Geschwindigkeit, wie immer, bezeich-
net. Bedeutet daher v, ihren Anfangswerth, so hat man:

) + @)+ (@) =

Um die Bewegung zu bestimmen, wiren noch zwei Glei-
chungen nothwendig; uns kam es aber blos darauf an, den
nachstehenden allgemeinen Satz zu beweisen:

Wenn die Richtung der Kraft, welche einen
materiellen Punkt angreift, immer auf seiner Tra-
jectorie normal steht, so ist die Bewegung dieses
Punktes gleichformig.

Anmerkung. — Die Resultate der zwei letzten Nummern
kann man auch aus den Formeln fiir die tangentiale und nor-
male Componente der Kraft ableiten.

In der That, tangirt diese Kraft bestindig die Trajectorie,

0.

2
so ist ihre Normalcomponente Null, also in jedem Punkte %’

— 0 oder R = w. Die Linie ist daher gerade, weil ihr
Kriimmungsradius in jedem Punkte unendlich.
Und steht die Kraft immer normal, so ist ihre Tangential-

componente immer Null, folglich %, oder die- Geschwin-

2
a2
digkeit, constant.
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72. Bewegung durch eine gegen den Radius
vector senkrechte Kraft. — Betrachten wir noch den
Fall, wo die Kraft senkrecht steht auf einer, durch einen fe-
sten Punkt gehenden Linie. Dies findet z. B. statt fiir einen
Punkt, der auf einer Geraden bleiben muss, die sich nach ir-
gend einem Gesetz um einen ihrer Punkte dreht, und deren
normaler Druck die einzige auf den Punkt wirkende Kraft ist.

Die gegebene Bedingung wird, dann ausgedriickt durch
die Gleichung:

d*a dry
*qm TV e dﬂ -
Setzen wir:

2?2 4+ y? 4 22 = 1

dr
df+y +zd't:rﬂ'
Durch nochmaliges Dlﬂ'erenzuren kommt:
d2a

; d2z dz\?
md." (h‘) Ty dﬂ (dz) T2 Jt? (F)
d?'r
ram + (W) ’

und diese Gleichung reducirt sich vermoge der ersten auf:

o d2r dr\? _ [/ds\?

g+ (@) = @)

Nennt man @ den vom Radius vector im Raume beschrie-
benen Winkel, so hat man:
ds? = dr? 4 r?dw?.

Und setzt man diesen Werth von ds? in die vorige Gleichung,
so wird diese zu:

daraus folgt:

de = "\@

Wenn das Gesetz der Winkelbewegung durch eine Glei-
chung zwischen @ und ¢ gegeben wird, so kann man aus die-
ser Gleichung @ und aus der vorstehenden » als Function von
¢ bestimmen. Die Grosse von » hiingt nur von der Beziehung
zwischen @ und ¢ ab, und nicht von der Leitlinie des Kegels,
welchen die Gerade durch ihre Drehung beschreibt. Wiirde
man z. B. die Kegelfliche durch Abwickeln zu eciner Ebene
machen, so wiirde der bewegliche Punkt, bei demselben Ge-

d2r dw)2
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setze zwischen @ und #, in dieser Ebene die abgewnckelte
Curve durchlaufen.

Arbeit einer Kraft. — Lebendige Kraft.

73. Um zu begreifen, wie man zu der Bezeichnung Ar-
beit gekommen ist, denken wir uns, man lasse durch Men-
schen in gerader Linie und mit gleichférmiger Bewegung Erz
aus der Tiefe eines Schachts auf die Oberfliche emporheben.
Jeder von diesen Menschen wird bestindig eine dem Gewicht
des Korpers, den er hebt, gleiche Anstrengung machen; die
Zeit, withrend welcher man ihn anwenden muss, wird propor-
tional sein dem Totalgewichte, das er heben, und der Héhe,
auf welche er es heben soll.. Also wird das, was man ge-
wohnlich die Arbeit eines dieser Menschen nennt, und folglich
auch die Ausgabe, eine Grésse sein, welche proportional ist
diesem Gewichte und der Héhe, d. h. proportional der verti-
calen Kraft, welche wirkt, und der Strecke, um welche ihr
Angriffspunkt sich hebt.

Betrachtungen dieser Art sind es, welche veranlasst ha-
ben, dass man den Namen Arbeit einer Kraft dem Pro-
ducte dieser Kraft in den Weg giebt, welcher ihr Angriffs-
punkt durchlduft, wenn er in der Richtung der Kraft ver-
riickt wird.

In dem weniger einfachen Falle, wo der Angriffspunkt
der Kraft sich nicht in der Richtung dieser Kraft bewegt, hat
man erkannt, dass der hervorgebrachte Nutzen und die ver-
ursachte Ausgabe proportional sind dem Producte der Kraft
in den Weg, welchen ihr Angriffspunkt im Sinne der Kraft
durchliuft, oder proportional dem Producte der Kraft in die
Projection des Wegs auf die Kraftrichtung. Man giebt die-
sem Product allgemein den Namen Arbeit der Kraft.

Nach dieser Definition wird die Arbeit durch die Zahl 1
gemessen, wenn die Kraft der Einheit gleich ist, und ihr An-
griffspunkt die Léngeneinheit im Sinne der Kraft zuriicklegt.
Die Einheit der Arbeit ist also diejenige Arbeit, welche dem
Gewichte 1 Kilogramm entspricht, das um 1 Meter vertical
gehoben wird.

Die Arbeit einer Kraft ist positiv, wenn die Projection
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des Wegs die Richtung der Kraft hat, oder wenn der Weg
einen spitzen Winkel mit dieser Richtung macht. Im entge-
gengesetzten Falle, also wenn dieser Winkel stumpf wird, ist
die Arbeit negativ. Sie ist Null, wenn der Winkel recht ist,
d. h. wenn der Punkt sich weder im Sinne der Kraft noch im
entgegengesetzten Sinne bewegt.

Wenn die Kraft nicht constant ist, so muss man, um die
hervorgebrachte Arbeit nach der vorigen Definition zu berech-
nen, die Bewegung in unendlich kleine Theile zerlegen, denn
innerhalb eines solchen Intervalls darf man die Kraft als con-
stant betrachten. Die totale Arbeit ist die Summe der ele-
mentaren Arbeitsgrossen, also das zwischen den bei-
den Grenzen genommene Integral [ Fdscosp, worin P die
variable Kraft, ds das Element der beschriebenen Curve und
¢ den Winkel der Richtung der Bewegung mit der Richtung
der Kraft P bezeichnet.

Auf diese Weise verstehen wir immer in Richtung und
Grosse die elementare oder endliche Arbeit irgend einer Kraft.

74. Neuer Ausdruck des Princips der virtuel-
len Geschwindigkeiten. — Wie man sieht, ist das vir-
tuelle Moment einer Kraft von derjenigen elementaren Arbeits-
grosse dieser Kraft nicht verschieden, welche der virtuellen
Verriickung ihres Angriffspunktes entspricht. Man kann da-
her das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten in nach-
stehende Fassung bringen:

Wenn irgend einSystem von Punkten im Gleich-
gewicht ist, so wird die algebraische Summe der
Arbeitsgrossen aller Krifte Null bei jeder unend-
lich kleinen, mit den Verbindungen des Systems
vertraglichen Verriickung.

Und wenn umgekehrt diese Summe Null wird bei allen
maiglichen Verriickungen, so ist das System im Gleichgewicht.

75. Arbeit der Resultante von beliebigen Kraf-
ten. — Kriifte, welche ein starres System angreifen und eine
Resultante haben, werden in das Gleichgewicht gebracht, wenn
man eine mit dieser Resultante gleiche und entgegengesetzte
Kraft einfiihrt. Die Summe der virtuellen Arbeitsgréssen
wird dann Null, folglich ist die virtuelle Arbeit der Hiilfs-
kraft, mit Ausnahme des Zeichens, gleich der Summe der Ar- *
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beiten der gegebenen Kriifte. Da nun die Hiilfskraft und die
Resultante gleich und entgegengesetzt sind, also gleiche und
entgegengesetzte Arbeitsgrossen geben, so kommt man zu nach-
stehender Folgerung:

Die Arbeit der Resultante von Kriften, welche
ein starres System angreifen, ist in Grosse und
Zeichen gleich der Summe der Arbeiten der Com-
ponenten bei jeder unendlich kleinen Verriickung
dieses Systems.

Die Kriifte werden dabei als positiv betrachtet. Oft ist
es aber niitzlich die Componenten der Kriifte parallel mit den
Coordinatenaxen einzufiihren, und dann erhilt man mit posi-
tiven und negativen Kxiiften zu thun. Auf Seite 124 des er-
sten Theils ist gezeigt, dass Xdao -+ Ydy + Zdz die, positive
oder negative, elementare Arbeitsgrosse einer Kraft mit den,
positiven oder negativen, Componenten X, Y, 7 ist, wenn de,
dy, dz die, positiven oder negativen, Componenten der Ver-
riickung des Angriffspunktes sind. -

76. Lebendige Kraft. — Betrachten wir zuerst die
geradlinige Bewegung eines Punktes von der Masse m, auf
welchen eine bewegende Kraft /' wirkt. Man hat die Glei-
chung:

n

di?

Die elementare Arbeit dieser Kraft, welche dem Wege dz
entspricht, ist #'da; und die vorstehende Gleichung giebt:

— W

v dgw
(1) I‘dm:mmﬂ— dz =} d.mv?,

wenn v die Geschwindigkeit oder g—f bezeichnet. Man sicht

also, dass der unendlich kleine Zuwachs der Arbeit der Kraft
gleich ist dem halben Zuwachse der Grisse mv?. Man nennt
diese Grosse mv? die lebendige Kraft des Beweglichen.

Die Gleichung (1) lisst sich jetzt in folgender Weise aus-
sprechen :

In der geradlinigen Bewegung eines freien
Punktes ist die elementare Arbeitsgrisse der wir-
kenden Kraft gleich dem halben zugehdrigen In-
cremente der lebendigen Kraft dieses Punktes.
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Variirt die Kraft /7 auf irgend eine Weise mit der Lage
des Punktes und auch mit der Zeit, so bleibt der vorstehende
Satz immer wahr fiir die unendlich kleinen Intervalle, in
welche man die Bewegung zerspalten kann. Bezeichnen v,
und v die Werthe der Geschwindigkeit zu Anfang und Ende
eines endlichen Intervalls, so erhilt man durch Summiren der
Gleichungen (1), welche ‘sich auf alle Elemente dieses Inter-
valls beziehen:

) Yymv?— Yy muy? = [Fda.

Man kann die Summe f ausfithren, wenn / nur von z ' ab-
hiingt; und bezeichnet man in diesem Falle durch ¢ (z) die-
jenige Function, von welcher /' die Ableitung ist, und durch
z, und z die extremen Werthe der Abscisse, so wird die vor-
stehende Gleichung

' Yymv? — amvy? = @ (2) — @ (a)-

In allen miglichen Fiillen ist aber [Fdz die Summe der
in allen unendlich " kleinen Intervallen hervorgebrachten, posi-
tiven oder negativen, Arbeitsgrossen und folglich die in dem
endlichen Intervall hervorgebrachte totale Arbeit, also kann
man die Gleichung (2) so aussprechen:

In der geradlinigen Bewegung eines freien ma-
teriellen Punktes ist die Arbeit der Kraft in ir-
gend einem Intervall gleich dem halben entspre-
chenden Zuwachse der lebendigen Kraft des Be-
weglichen.

77. Beziehung zwischen der lebendigen Kraft
und Arbeit in der allgemeinen Bewegung eines Punk-
tes. — 1. Denken wir uns zuerst den Punkt frei und eine
bewegende Kraft /" auf ihn wirkend, deren Componenten pa-
rallel mit den Axen X, Y, Z seien. Die Gleichungen seiner Be-
wegung sind, wenn m seine Masse bezeichnet:

d2a dy? d2z
&) mdﬂ:X,mTi%:Y,mﬁ_Z.

Nun ist Xdz + Ydy-+ Zdz nach Nro. 75 die Arbeit der Kraft
F fiir eine Verriickung, welche die Componenten dz, dy, dz

hat. Durch Multipliciren der Gleichungen (1) respect:ve mit dz,
dy, dz und Addiren erhilt man: .
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Xdo + Ydy + Zdz = m (92 do 4+ 2% 4y + dﬂd,.)
oder:

©)) Xde+ Ydy—+ Zdz=1},d . mv2

Das erste Glied ist die Arbeit der Kraft F oder die algebrai-
sche Summe der Arbeitsgrissen der Kriifte, von denen £ die
Resultante ist. Die Gleichung (2) driickt also den nachstehen-
den Satz aus:

In der Bewegung eines freien Punktes ist die
Summe der elementaren Arbeitsgrossen aller Krifte,
welche ihn angreifen, gleich dem halben zugehérigen
Incremente der lebendigen Kraft des Beweglichen.

Da diese Gleichheit fiir jedes unendliche kleine Intervall
stattfindet, so besteht sie fiir irgend eine Summe solcher In-
tervalle, also fiir ein endliches Intervall; woraus der Satz folgt:

Die Summe der Arbeitsgréssen aller Kriifte,
welche einen freien materiellen Punkt angreifen, wih-
rend irgend einer endlichen Zeit, ist gleich dem hal-
ben Zuwachse der lebendigen Kraft dieses Punktes
wihrend desselben Intervalls.

Wenn die totalen Componenten X,Y,Z die particllen Ab-
leitungen einer und derselben Function ¢ (2,y,2) sind, so wird
der Ausdruck Xda+ Ydy-+Zdz gleich d.¢ (2,y,2), und die
Gleichung (2) wird integrabel.

Bezeichnen @, ¥y, 2, vo die Werthe von @, y, 2, v zu An-
fang des beliebigen Intervalls, das man betrachtet, so giebt
die Gleichung (2), wenn man sie bis zu irgend einer, den Coor-
dinaten @, y, = entsprechenden Grenze integrirt:

(3) 1y mv?2—1/ymey? = @ (2, Y, £) — @ (Lo, Yos Z0)-

2. Denken wir uns jetzt, der Punkt sei genithigt auf
einer festen Curve oder Fliche zu bleiben, an welcher er sich
nicht reibt, und die folglich nur eine za seiner Trajectorie
normale Kraft ausiibt. X, Y, Z sollen wieder die totalen Com-
ponenten aller #usseren Krifte bezeichnen, welche auf den
Punkt wirken.

Fiihrt man zu diesen Kriiften diejenige ein, welche die
Curve oder Fliche ausiibt, so darf man den Punkt als frei
betrachten, und folglich die Gleichung (2) anwenden, mdem

Duhamel, Mechanik. Anhang. G
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man diese normale Kraft unter allen denjenigen einbegreift,
welche in das crste Glied eingehen. Nun ist aber die clemen-
tare Arbeit einer zur Trajectoric normalen Iraft Null, weil
die Projection des unendlich kleinen Bogens auf die Normale
Null ist. Es bleibt daher in dem ersten Gliede nur die Arbeit
der #usseren Iriifte, und man hat also auch in diesem Falle:
(4) Xda + Ydy + Zdz = 1,d.imv?
und wenn:
Xde+ Ydy+ Zdz=d.p (z,y,2),

so folgt:
®) 1y mt— Yymvg? = @ (2,,2) — P (o1 Jor20)
Pemnach ist dic Beziehung zwischen der Arbeit der
dusseren Kriifte und der lebendigen Kraft eines mate-
riellen Punktes diesclbe, ob der Punkt frei ist oder
gich auf einer festen Curve oder Fliche ohne Rei-
bung bewegt.

Wenn die Schwere die einzige iussere Kraft ist, so wird:

X=0, Y=0, Z=—my,
und die Gleichung () liefert:
Ygmv? — 1fymuy® =mg (zg — 2)-

Von den Kriiften, welche die relative Bewegung
eines Punktes hervorbringen kénnen.

78. Die Aufgabe, welche wir uns stellen, ist diese: -

Gegeben sind die Kriifte und alle Bedingungen,
durch welche die absolute Bewegung eines materiel-
len Punktes bestimmt ist; gegeben ist ferner die abso-
lute Bewegung eines starren Systems: man soll finden
die Krifte und alle Bedingungen, welche eine abso-
lute Bewegung dieses Punktes bestimmen wiirden, die
identisch wiire mit seiner rclativen Bewegung gegen
das System.

Wir wollen also die Betrachtung der relativen Bewegung
zuriickfithren auof die einfachere Betrachtung der absoluten
Bewegung; und wir suchen, wie man ‘die Bestimmungsstiicke der
absoluten Bewegung des Punktes modificiren muss, damit die
daraus hervorgehendgabsolute Bewegung identisch sei mit derjeni-
gen Bewegung, welche dieser Punkt in Bezug auf das System hat.
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Wenn AX, AY, AZ drei feste Coordinatenaxen und
A'X', A'Y, A Z drei mit dem System fest verbundene Axen
sind, so wird, indem wir dic Lagen des Punktes auf beide
Axen beziehen, seine absolute Bewegung lestimmt durch die
successiven Werthe von ,y, ¢, und scine relative Bewegung
durch die successiven Werthe von ar, v, 2.

Der gegebene Anfangszustand des Punktes und des Sy-
stems bestimmt den relativen Anfangszustand, d. h. die An-

o ¢ ~
fangswerthe von a', ¥, 2/, —((%, %, %

Somit kennt man schon den Anfangszustand des Punktes
in der absoluten Bewegung, die identisch sein wiirde mit sei-
ner relativen Bewegung. Is Dbleibt also nur die beschleuni-
gende Kraft zu bestimmen, welche man in jedem Augenblick
an dem Punkt in dieser absoluten Bewegung anbringen muss.

Wir wissen, wie in jeder absoluten Bewegung die be-
schleunigende Kraft in Richtung und Grisse durch die Ab-
weichung bestimmt wird. Wenden wir diese Regel auf die
relative Abweichung des Punktes an, welche die Abweichung
in der gesuchten absoluten Bewegung ist, so lernen wir die-
jenige Kraft kennen, welche auf den in cinem identischen An-
fangszustand mit scinem relativen Anfangszustand befindlichen
Punkt 'wirken miisste, damit dieser eine absolute Bewegung
erhiclte, die identisch wiire mit sciner relativen Bewegung.
Diese Kraft werden wir mit dem Namen relative Kraft be-
zeichnen. Um sonach die Lisung unserer Aufgabe zu erhal-
ten, brauchen wir uns nur die in Nr. 61 angegebene Zerlegung
der relativen Abweichung zuriickzurufen.

Da diese Zerlegung nach demseiben Gesetze gemacht ist
wie die Zerlegung von Kriiften, so wiirden, wenn wir die Kraft
durch die Abweichung darstellten, auch die Componenten der
Kraft durch die Componenten der Abweichung dargestellt sein.
Aber nicht durch die Abweichung sclbst messen wir die be-
schleunigende Ilraft, sondern durch die Accecleration derjeni-
gen Bewegung, vermdge welcher wir uns die Abweichung
beschrieben denken, also durch den Quotienten dieser Abwei-
chung durch %, wenn ( das der Abweichung entsprechende
unendlich kleine Zeitintervall bezeichnet. Folglich erhilt man

Gﬁ
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die Componenten der relativen beschleunigenden Kraft, indem
\ :

man mit %— die Componenten der relativen Abweichung divi-

dirt. Man hat daher den nachstehenden Satz:

Die relative beschleunigende Kraft ist die Resul-
tante von drei anderen beschleunigenden Kriiften.

Die erste ist die gegebene Kraft selbst.

Die zweite ist die Triagheitskraft, welche durch
den Punkt des Systems entwickelt wird, der mit dem
Beweglichen in dem Augenblick, den man betrachtet,
coincidirt.

Die dritte hat den Werth 20w, sind, wennv, die rela-
tive Geschwindigkeit des Beweglichen, @ die Winkel-
geschwindigkeit des Systems um seine augenblickliche
Drehaxe und § den Winkei der Richtung der rclativen
Geschwindigkeit mit der augenblicklichen Drehaxe
" bezeichnet. Die Richtung dieser dritten Kraft steht
senkrecht auf der durch die augenblickliche Axe und
die relative Geschwindigkeit gehenden Ebene, und hat
den der augenblicklichen Drehung entgegengesetzten
Sinn: mit anderen Worten, sie ist die Axe einer Dre-
hung, welche auf dem kiirzesten Wege die Richtung
der relativen Geschwindigkeit in die Richtung der au-
genblicklichen Axe des Systems bringen wiirde.

Diese Zerlegung der relativen Kraft verdankt man Corio-
lis, welcher die zweite Componente, im entgegengesetzten
Sinne genommen, Zugkraft, und die dritte Componente zu-
sammengesetzte Centrifugalkraft genannt hat. Die re-
lative Bewegung war zuerst von Newton bei den Planeten
betrachtet worden, indem er fiir die beweglichen Axen eine
blos fortschreitende Bewegung annahm. Clairaut hatte spi-
ter die relative Bewegung in einer Ebene untersucht fiir irgend
eine Bewegung der Axen in dieser Ebene; aber er hatte einen
Fehler begangen, welcher vor Kurzem von Bertrand berich-
tigt wurde. Coriolis ist der Erste, welcher den allgemei-
nen Ausdruck der fingirten Kriifte gegeben hat, deren Ein-
tilhrung die relative Bewegung auf eine absolute zuriick-

fiihrt.
79. Man muss aber wohl bemerken, dass diese fingirten
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Kriifte, da sie nicht gegeben sind und von der relativen Be-
wegung selbst durch die Grissen v, und & abhiingen, das Pro-
blem dusserst verwickelt machen. Diese Zerlegung der rela-
tiven Kraft, die in verschiedenen Aufgaben sehr niitzlich sein
kann, ist nichts Anderes als eine Interpretation der Differen-
tialgleichungen, welche man unmittelbar aufstellen wiirde, um zu
der Untersuchung der Gleichungen der relativen Bewegung iiber-
zugehen; und auf diesem Wege ist Coriolis zu dem Ausdruck
der Componenten der relativen Iraft gelangt. In dem Falle,
wo durch die Natur der Daten die absolute Bewegung des.
Punktes vollstindig bestimmt werden kann, muss man nicht die
relative Kraft anwenden, sondern die absolute Bewegung be-
stimmen; man ist dann auf eine Combination bekannter Bewe-
gungen zuriickgefiihrt, also auf eine Aufgabe der Phoronomie.
In den verwickeltsten Féllen setzt sich das System der zu be-
handelnden Gleichungen zusammen aus den drei Gleichungen
der absoluten Bewegung des Punktes und einer oder zwei Be-
dingungsgleichungen, worin vorkommen kénnen die absoluten
Coordinaten #,y, z, die relativen Coordinaten a*, y, 2 und an-
dere von der Bewegung des Systems abhingende Grissen;
ausserdem hat man die Gleichungen, welche die Coordinaten
in den beiden Systemen verkniipfen, und deren Coéfficienten
gegebene Functionen der Zeit sind.

Wenn der Punkt frei ist, oder die Bedingungsgleichungen
nur von z, y, z abhiingen, so kann die absolute Bewegung fiir
sich bestimmt werden; nicht aber dann, wenn diese Gleichun-
gen von der Bewegung des Systems abhiingen, wie es beinahe
immer der Fall ist.

80. Der besondere Fall, wo das System nur eine
fortschreitende Bewegung hat. — Hat das System der
beweglichen Axen nur eine fortschreitende Bewegung, in Folge
welcher alle Punkte gleiche und parallele, nach irgend einem
Gesetz variirende Geschwindigkeiten haben und irgend welche
identizche Curven beschreiben, so wird die Winkelgeschwindig-
keit @ Null, und die dritte Componente der relativen Kraft
verschwindet. Der allgemeine Satz reducirt sich dann auf
folgenden:

Wenn die beweglichen Axen bestindig zu sich pa-
rallel bleiben, so ist die relative beschleunigende
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Kraft die Resultante der gegebenen beschleunigenden
Kraft und ciner gleichen und entgegengesetzten mit
derjenigen Kraft, welche die Bewegung irgend eines
Punktes des Systems bestimmen wiirde.

Auf diesen besonderen Fall beschriinkt man sich gewghn-
lich in den Elementarbiichern, er geniigt fiir die Berechnung
der relativen Bewegung der Planeten. Den vorstchenden Satz
kann man unmittelbar erhalten, auf dieselbe Weise wie wir
den allgemeinen Satz erhalten haben.

Ist die fortschreitende Bewegung des Systems geradlinig
und gleichférmig, so verschwindet auch die zweite Compo-
nente, und die relative Kraft ist keine andere als die gegebene
Kraft selbst.

* 81. Der Fall, wo das System cine gleichférmige
Rotationsbewegung hat. Anwendung auf die Erde. —
In diesem Falle ist die Triigheitskraft eines PPunktes des starren
Systems oder die zweite Componente der relativen Kraft genan
die Centrifugalkraft in diesem Punkte; die dritte Componente
ist immer 2wv,smd. Schen wir zu, was diese Ausdriicke in
dem Falle werden, wo das starre System die Erde ist.

Dic Bewegung um die Sonne wird hervorgebrackt durch
eine an allen Molekeln wirkende ICraft, welche fiir gleiche
Massen, wie diese auch in der Erde liegen migen, als die-
selbe betrachtet werden kann: sie iindert deshalb die rclativen
Bewegungen nicht in schiitzbarem Grade, und wir kénnen da-
von absehen.- Wir denken uns also, dass die Erde eine gleich-
férmige Rotation um ihre unbewegliche Axe habe; sie vollen-
det die ganze Rotation in einem Sterntag, d. h. in einer durch
die Zahl 86164 ausgedriickten Zeit, woraus folgt

2 .
@ = g = 0,000073,
was eine sehr kleine Groisse ist. Der Winkel 8 ist derjenige,
den die relative Geschwindigkeit mit der Erdaxe macht, oder
das Complement des Winkels, den sie mit dem Acquator
macht, 3> dass v,sind die Projection der relativen Geschwin-
digkeit auf den Aequator darstellt.

Nimmt man die relative Geschwindigkeit wenig betriicht-
lich an, so ist dic dritte Componente sehr klein im Vergleich
zu den beiden anderen; und wenn man sie in einer ersten
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Annéherung vernachliissigt, so kommt man zu folgendem
Satz:

Die scheinbare Bewegung eines Punktes auf der
Erdoberfliche kann berechnet werden, indem man die
Erde als unbeweglich annimmt und zu den Kriften,
welche in der That auf diesen Punkt wirken, die Cen-
trifugalkraft hinzufiigt. '

Wenn die Anzichung der Erde die einzige auf den Punkt
wirkende I{raft ist, so erhiilt man das Resultat, welches wir schon
in Nr. 214 des ersten Theils bei Berechnung der Kraft ge-
funden haben, welche die Kérper im Zustande der Ruhe solli-
citirt, wenn man die Rotation der Erde beriicksichtigt.

Die Componente, welche wir in dem obigen Satze ver-
nachliissigt haben, verursacht Stérungen, von welchen wir hier
nicht néher sprechen. Sie ist die Ursache des seit langer Zeit be-
merkten Phinomens der Abweichung der Korper gegen Osten,
wenn man sie ohne Anfangsgeschwindigkeit fallen lisst. Sie
bringt ferner die Bewegung der Schwingungsebene des Pendels
hervor, von welcher Poisson glaubte, dass sie wegen der
Kleinheit dieser Kraft unmerklich sein miisse, welche aber
Foucault’s schone Versuche uns kennen gelehrt haben.

82. Allgemeine Bemerkung. — Da die relative Bewe-
gung iibereinstimmt mit einer absoluten Bewegung, in welcher
der Anfangszustand derselbe wiire wie der relative Anfangszu-
stand, und in welcher die Kraft die Resultante der gegebenen
Kraft und der beiden fingirten Kriifte, d. h. die relative Iraft
seinwiirde, so folgt, dass alle fiir die absolute Bewegung eines
freien Punktes bewiesenen Siitze auch noch Geltung haben in der
relativen Bewegung, wenn man den Punkt als unter dem Ein-
flusse der relativen Ilraft stehend betrachtet. Wir werden
einige Beispiele davon geben.

&3, Gesetz der Flichen in der relativen Bewe-
gung. — Wenn die relative Kraft eines Beweglichen
bestindig durch einen und denselben Punkt des be-
wegten Systems geht, so ist die relative Trajectorie
des Beweglichen eben, und der von dem constanten
Punkte zu dem Beweglichen gehende Strahl beschreibt
relative Flichen, welche den entsprechenden Zeiten
proportional sind. ‘
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Umgclkehrt

Wenn der aus einem const'mten Punkte des Sy-
stems zu dem Beweglichen gehende Strahl Fliachen
beschreibt, deren Projectionen auf drei rechtwinklige
mit dem System verbundene Ebenen proportional den
Zeiten wachsen; oder mit anderen Worten, wenn die
relative Trajectorie eines Beweglichen eben ist, und
die Flichen, welche der von einem constanten Punkt
dieser Ebene zu dem Beweglichen gehende Strahl be-
schreibt, proportional der Zeit wachsen, so geht die
relative auf das Bewegliche wirkende Kraft immer
durch diesen constanten Punkt.

84. Gleichung der lebendigen Kraft in der re-
lativen Bewegung eines freien Punktes. — Betrachtet
man die mit der relativen Bewegung identische absolute Be-
wegung, so ist withrend einer unendlich kleinen Zeit das halbe
Increment der lebendigen Kraft gleich der Arbeit wihrend die-
ser Zeit. Mit Einfiihrung der Benennungen der relativen Bewe-
gung ist also die elementare Arbeit der relativen Kraft gleich
dem derselben Zeit entsprechenden halben Incremente der re-
lativen lebendigen Kraft. Die Arbeit einer Kraft ist gleich
der Summe der Arbeiten ihrer Componenten, und die relative
Arbeit der dritten Componente der relativen Kraft ist Nall,
weil diese Componente auf der relativen Geschwindigkeit und
somit auf ‘der relativen Trajectorie senkrecht steht. Man kann
demnach folgenden Satz aussprechen:

In der relativen Bewegung eines freien Punk-
tes ist das halbe Increment der lebendigen Kraft
wihrend eines unendlich kleinen Intervalls gleich
der entsprechenden Arbeit der wirklichen Kraft
plus der Arbeit derjenigen Trigheitskraft, welche
der Punkt entwickeln wiirde, wenn er in dem Au-
genblick, den man betrachtet, mit dem System ver-
bunden wiire.

85. Relative Bewegung eines unfreien Punk-
tes. — DBetrachten wir jetzt den Fall, wo der Punkt, dessen
relative Bewegung man sucht, nicht vollkommen frei ist. Er
kann einer oder zwei Bedingungsgleichungen unterworfen sein,
" und dicse konnen auf irgend eine Weise die Zeit sowie die
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absoluten und relativen Coordinaten des Punktes enthalten.
Da die Gleichungen fiir die Transformation der Coordinaten
es moglich machen, die einen durch die anderen auszudriicken,
so konnen wir annehmen, dass diese Bedingungsgleichungen
nur die Zeit und z.B. die relativen Coordinaten cnthalten. Der
Punkt wird dann durch jede Gleichung genithigt, auf einer
mit der Zeit.variablen Fliche zu bleiben, die in jedem Augen-
blick der Gestalt und Lage nach in Bezug auf das System
der beweglichen Axen gegeben ist.

Diese Oberfliche iibt in jedem Augenblick eine normale
Kraft aus; und nimmt man diese zu den auf den Punkt wirken-
den IKriiften hinzu, so kann man die Fliiche wegnehmen und
den Punkt als vollkommen frei betrachten, wennnur diese einzige
Bedingung vorhanden war. Daraus folgt nachstehender Satz:

Ist das Bewegliche gezwungen, auf einer gege-
benen, in Gestalt und Lage variablen Fliche zu
bleiben, so bestimmt sich die relative Kraft wie in
dem Falle eines freien Punktes, sofern man zu der
gegebenen Kraft eine unbestimmte Kraft hinzu-
nimmt, die normal ist zu dieser Fliche in dem Punkte,
wo sich das Bewegliche in dem betrachteten Augen-
blick befindet.

Hat man statt der einen Oberfliche zweil, so
verfihrt man ebenso fiir die zweite und erhiilt eine
zweite unbestimmte, zu der zweiten Fliche nor-
male Kraft. Diese zwei Kridfte setzen sich in eine
der Grosse nach unbestimmte Kraft zusammen,
welche liegen muss in der Normalebene der Durch-
schnittscurve der beiden Flidchen.

Man sieht, dass in dem Falle, wo der Punkt nur einer
Bedingungsgleichung unterworfen ist, dadurch eine neue un-
bekannte Grosse eingefiihrt wird, zugleich aber eine bekannte
Gleichung zwischen seinen Coordinaten und der Zeit. Ist der
Punkt zwei Gleichungen unterworfen, so treten zwei Unbe-
kannte auf. Man hat also immer eine gleiche Zahl von Un-
bekannten und Gleichungen.

Nach der allgemeinen Bemerkung, welche wir gemacht
haben beziiglich der Ausdehnung der in der absoluten Bewe-
gung bewiesenen Sitze auf die relative Bewegung, ist es fast
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unnéthig zu sagen, dass die Gleichung der relativen lebendi-
gen Kraft Geltung hat, wenn der Punkt auf einer Fliche oder
Curve von constanter Form bleiben muss, die mit dem System
der beweglichen Axen unveriinderlich verbunden ist. Und in
der That, da die von ihr aumsgeiibte Kraft auf der relativen
Trajectoric des Beweglichen normal steht, so giebt sie eine
elementare Arbeit gleich Null.

\

Relative Bewegung eines Systems.

86. Wenn alle materiellen Punkte, welche das System
zusammensetzen, volikommen frei und unabhiingig von einan-
der wiiren, so wiirde die Theorie der relativen Bewegung eines
freien Punktes anwendbar sein, und man brauchte nur in je-
dem Punkte die beiden fingirten Iriifte der Nr. 78 einzufiih-
ren, um die relative Bewegung des Systems auf eine absolute
zuriickzubringen.

87. Nchmen wir jetzt an, es seien gewisse Punkte des
Systems genothigt, auf gegebenen Oberflichen oder Curven
zu bleiben, die fest oder beweglich, von constanter oder varia-
bler Form sein konnen. Daraus resultiven fiir diese Punkte
unbekannte, gegen diese Flachen cder Curven normale Kiriifte.
Wenn man die Werthe derselben kennte, so kinnte man sie
zu den gegebenen IKriiften hinzunchmen und die Punkte als
frei betrachten, und dann wiirde man sich in dem vorigen
Falle befinden. Man brauchte nachher nur in jedem Punkte
die beiden von der Bewegung der Axen abhingenden fingirten
Krifte einzufithren, um auf ecine absolute Bewegung zuriick-
zukommen. Aber, obgleich jene normalen I{rifte unbekannt
sind, so kann man sie doch so einfiihren, wie wenn sie be-
kannt wiiren. Die Zahl der zu bestimmenden Gréssen wird
dadurch vermehrt; aber die Zahl der Gleichungen wird es
um ebensoviel. Denn die Coordinaten eines Punktes, der auf
einer Oberfliche bleiben muss, miissen bestiindig der Glei-
chung dieser Fliche gentigen. Muss der Punkt auf zwei Fli-
chen, also auf einer gegebenen Curve bleiben, so treten da-
durch zwei unbekannte, gegen diese Flichen normale Kriifte
auf; zugleich aber hat man zwei Gleichungen zwischen seinen
Coordinaten: so dass die Zahl der Gleichungen und die Zahl
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der Unbekannten immer um gleichviel zunehmen, und das
Problem vollstindig bestimmt ist. Die Gleichungen dieser Fli-
chen oder Curven kionnen als Functionen der Zeit und der
absoluten oder relativen Coordinaten gegeben sein, und man
kann sie mit Hiilfe der Formeln fiir die Transformation der
Coordinaten ausdriicken in demjenigen dieser beiden Systeme,
in welchem man will.

88. Sind zwei Punkte des Systems gendthigt in constan-
ter Entfernung von einander zu bleiben, so entspringen hicraus
zwei gleiche und entgegengesetzte Krifte, welche lings der
Geraden gerichtet sind, die beide Punkte verbindet, und welche
respective an jedem von beiden Punkten angreifen. Fiihrt man

" diese Kriifte ein, so kann man dic Punkte als frei betrachten;
aber man muss ausdriicken, dass ihre Entfernung constant ist:
was eine neue Gleichung liefert zugleich mit der neuen Un-
bekannten, welche die Grisse der Kraft ist. Diese Bedingun-
gen kinnen sich beliebig vervielfiiltigen. Derselbe Punkt kann
mit belicbig vielen anderen Punkten verbunden und genithigt
sein, auf einer oder zwei Flichen zu bleiben. Jede dieser Be-
dingungen fiihrt immer eine Unbekannte und eine Gleichung
ein, und somit ist die Aufgabe bestimmt. Aus dem Vorste-
henden folgt nun der Satz: -

Wenn verschiedene Punkte eines bewegten Sy-
stems gendthigt sind in constanten Entfernungen von
einander zu bleiben und sich auf Oberflichen oder
Linien von constanter oder variabler Lage und Ge-
stalt zu befinden, so ist die Bewegung dieses Systems
in Bezug auf drei bewegliche Axen identisch mit einer
absoluten Bewegung, welche man in folgender Weise
gegen feste Axen bestimmt: Man lidsst das System
ausgehen von einem mit dem relativen identischen An-
fangszustand; man bringt zuniichst in jedem Punkt
Krifte an, deren Componenten durch dieselben
Functionen der Zeit und der neuen absoluten Coor-
dinaten ausgedriickt werden, wie die gegebenen
Kriifte es durch die Zeit und die relativen Coor-
dinaten sind; man fiigt zu diesen Kriften solche
fingirte Kréafte hinzu, wie sie in dem Falle eines
freien Punktes bestimmt worden sind; endlich un-
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terwirft man die Punkte den Bedingungen, dass sie
die gegebenen Entfernungen von cinander behal-
ten und sich auf Flichen oder Curven bewegen
miissen, welche zu Gleichungen in Bezug auf die
festen Axen die gegebenen, in den relativen Coor-
dinaten ausgedriickten Gleichungen haben.

8). Der allgemeine Fall. — Die Bedingungen, un-
ter welchen wir die relative Bewegung eines Systems unter-
sucht haben, kommen am hiufigsten vor. Nur aus diesem
Grunde haben wir sie vorausgeschickt, denn wir hiitten mit
dem ganz allgemeinen Falle anfangen kinnen, womit wir uns
jetzt beschiiftigen wollen.

Nehmen wir an, die Verbindungen des Systems seien durch
Gleichungen ausgedriickt, welche die Zeit und die absoluten
Coordinaten =z, y, z, a, y', 2/, a, y", 2", ... irgend einer
Zahl von Punkten A, 3, M+, ... enthalten. Wir haben be-
wicsen, dass die absolute Bewegung dieselbe bleibt, wenn man
die Verbindungen unterdriickt und in jedem Punkt Kriifte
einfiihrt, welche durch die Gleichungen bestimmt werden, die
diese Verbindungen ausdriicken. Diese Kriifte fiir irgend einen
Punkt M, der in irgend einem System von Axen die Coor-
dinaten z, y, z hat, sind normal gegen die verschiedenen Fli-
chen, welche man fiir den Augenblick, den man betrachtet, er-
hiilt, indem man a, y, z in allen Gleichungen, worin sie vor-
kommen, als die einzigen Variablen ansieht; und’ die Werthe
der Componenten dieser Kriifte parallel mit den 2, y, z sind
die Producte aus den partiellen Derivirten dieser Gleichungen
nach #, y, z und einem gemeinschaftlichen Factor, welcher
nicht gegeben und derselbe ist fiir alle Derivirten, die von
derselben Gleichung herriihren: so dass es dieser Unbekann-
ten eben so viel als Gleichungen giebt und folglich miglich
ist, nicht nur die Coordinaten aller Punkte fiir jeden Augen-
blick zu bestimmen, sondern auch die Gréssen und Richtun-
gen der Krifte, welche statt der Verbindungen gesetzt wer-
den konnen und dann erlauben, dass man alle Punkte als voll-
" kommen frei betrachtet. !

Fiithren wir also diese, die Verbindungen ersetzenden
Kriifte ein, so kommen wir auf den ersten Fall zuriick, und
die gesuchte relative Bewegung stimmt mit einer absoluten
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Bewegung iiberein, in welcher diese Kriifte hinzugefiigt sind
zu den gegebenen und zu den fingirten Kriiften, welche sich
auf die relative Bewegung eines freien Punktes beziehen. Weil
aber die von den Verbindungen herrithrenden Kriifte neue
Unbekannten von der Zahl der gegebenen Gleichungen ein-
schliessen, so muss man diese Gleichungen zu ihrer Bestim-
mung anwenden, um in Allem eben so viel Gleichungen zu
haben als Unbekannten.

Wenn wir nun in allen diesen Gleichungen, welche nur
absolute Coordinaten enthalten sollten, diese durch die relati-
ven Coordinaten ersetzen vermittelst der Gleichungen fiir die
Transformation der Coordinaten, so wird an den Verbindun-
gen nichts gciindert. In irgend einem Augenblick kann man
zu Coordinatenaxen drei Geraden nehmen, die zusammenfallen
mit  den beweglichen Axen in der Lage, welche -diese in die-
sem Augenblick einnehmen. Die Verbindungsgleichungen wer-
den dann die gegebenen Gleichungen sein, ausgedriickt in den
relativen Coordinaten. Die Componenten der einzufiihrenden
Kriifte parallel mit diesen Axen werden dargestellt durch die
partiellen Derivirten der Gleichungen nach den relativen Coor-
dinaten, welche Derivirten multiplicirt sind durch gemeinschaft-
liche Factoren von der Anzahl der Gleichungen, wie wir oben
wiederholend ausecinandergesetzt haben. Daraus folgt nach-
stehender Satz:

Die relativeBewegung einesSystems von Punk-
ten, die verbunden sind durch irgend welche Glei-
chungen zwischen der Zeit und den relativenCoor-
dinaten dieser Punkte, ist identisch mit einer ab-
soluten Bewegung desselben Systems unter fol-
genden Voraussetzungen: 1) Das System muss aus-
gehen von einem mit dem relativen identischen An-
fangszustande; 2) es miissen die Kriifte wirken, de-
ren Componenten durch dieselben Functionen der Zeit
und der Coordinaten der Punkte ausgedriiekt wer-
den, wie es die Componenten der gegebenen Kriifte
durch die Zeit und die relativen Coordinaten sind;
3) man muss hinzunehmen die fingirten Kriifte;
4) man muss das System Verbindungen unterwer-
fen, die ausgedriickt werden durch Gleichungen,
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welche die gegenwiirtigen Coordinaten in dersel-
ben Weise enthalten wie die gegebenen Gleichun-
gen die relativen Coordinaten.

Schiefer Stoss.

90. Die Mittelpunkte zweier Kugeln von den Massen
m, m' bewegen sich nicht in derselben Geraden. Die Lagen
dieser Mittelpunkte in dem Augenblicke der Beriihrung seien
0, 0. Wir wollen Grisse und Richtung ihrer Geschwindig-
keiten nach dem Stosse finden. Denken wir uns deshalb in
dem Augenblicke, wo die Beriihrung beider Kugeln eintritt,
eine jede ihrer Geschwindigkeiten in zwei andere zerlegt, von
denen die eine nach der gemeinsamen Normale OO gerichtet
ist, und die andere in der gemeinsamen Tangentialebene liegt.
N, T seien diese Componenten fiir die Masse m, und N, 7,
fiir die Masse m/.

Nach dem, was von der Wirkung momentaner Kriifte be-
wicsen wurde, kionnen wir zuerst die Geschwindigkeiten be-
rechnen, welche aus ihrer Wirkung auf das System resultiren
wiirden, wenn dieses nur die lings O 0’ gerichteten Geschwin-
digkeiten besiisse; die so berechneten Geschwindigkeiten miis-
sen wir dann zusammensetzen mit den in der Tangentialebene
liegenden Componenten.

Wir betrachten also zundichst die beiden Kugeln m, m/
als in derselben Geraden OO’ bewegt und mit den Geschwin-
digkeiten N, N' zusammenstossend. Wir beschriinken uns auch
hier auf die zwei Fiille, wo beide Korper ganz unelastisch
oder vollkommen elastisch sind.

1) Sind die Kiirper unelastisch, so geben ihnen die bei-
den normalen Krifte eine gemeinsame, ]dnﬂ's ()O' gerichtete
Geschwindigkeit v, welche den Werth hat:

mN 4 m' N
m -+ m'
wenn man die Grossen N, N, v als positiv betrachtet in
der einen Richtung auf der Normale und als negativ in der
anderen. Ausser dieser gemeinsamen Geschwindigkeit haben
die beiden IKugeln noch respective die auf O (' senkrechten
Geschwindigkeiten 7, 77
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2) Nehmen wir jetzt an, die beiden K&orper seien voll-
kommen elastisch und nur mit ihren lings O (' gerichteten
Geschwindigkeiten begabt. Sie bewegen Elch dann auf dieser
Geraden it den Geaclm indigkeiten NV, N und besitzen nach
dem Stosse Geachwmdlgkelten v, v', deren Ausdriicke wir den
Formeln auf Seite 106 des zweiten Theils entnehmen:
(m — m)N 4 2w/ N‘
m - m!
@ (m' —m)N ++2mN
n - !
Wenn wir diese mit den in der Tangentialcbene gerichteten
Componenten 7}, 77 verbinden, so erlmlten wir Grosse und Rich-
tung der Geschwindigkeiten nach dem Stosse.
91. Fiir m = ' findet man:
v =N, v*=N,
die Kugeln haben also ihre primitiven normalen Geschwindig-
keiten ausgetauscht, wie wir es schon bei dem geraden Stosse
gesehen haben.
92. War die Masse m' vor dem Stosse in Ruhe, so ist
Ni = 0 und folglich:
_m—n W ol 2m N
m — m - !
Wiichst daher m' unendlich, so wird v Null und v wird — N.
Indem man diese Geschwindigkeit — N zusammensetzt mit der
in der Tangentialebene liegenden Componente 7, erhilt man
eine Geschwindigkeit, welche der des Punktes m vor dem
Stosse gleich ist, in der Ebene der Normale und der einfallen-
den Geschwindigkeit liegt, und deren Richtung mit der Nor-
male denselben Winkel macht wie die Richtung der primiti-
ven Geschwindigkeit. Man driickt dies so aus: Wenn eine
vollkommen elastische Kugel auf ein unbewegliches
und elastisches Hinderniss stdsst, so wird sie in
der Weise reflectirt, dass ihre Geschwindigkeit
dieselbe bleibt, und dass die Richtungen der Be-
wegung ihres Mittelpunktes vor und nach dem
Stosse in derselben, durch die Normale in dem Ein-
fallspunkte gehenden Ebene liegen und mit die-
ser Normale gleiche Winkel machen.
93. Dieses Reflexionsgesetz elastischer Korper lisst sich

P =

.
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direct beweisen. Wenn die Kugel m die feste Oberfliiche trifft,
80 wirkt auf sle eine variable normale Kraft /, welche eine
Function der Entfernung f des Mittelpunktes von der festen
Oberfliiche ist. Das Integral f I'df in der ganzen Ausdeh-
nung des Stosses genommen ist also Null, und die lebendige
Kraft bleibt ungeiindert. Die Geschwindigkeit ist also die-
selbe vor und nach dem Stosse. Weil nun die zu der festen
Oberfliche normale Kraft durch ihre Wirkung auf die Kugel
die Geschwindigkeit derselben parallel mit der Tangentialebene
nicht #indert, so folgt, dass nach dem Stosse’die ganze Ge-
schwindigkeit der Kugel und ihre eine Componente dieselben
gind wie vorher: also muss auch die andere Componente die-
gelbe und darum der Reflexionswinkel gleich dem Einfalls-
winkel sein.

94. Nehwmen wir endlich an, die reflectirende F l'tlche, statt
fest zu sein, habe eine Bewegung, welche durch die einfallende

Kugel nicht alterirt werden kann. Man braucht dann nur in .

den Formeln (a) zu setzen m' = «@, und man findet:
v=—N+2N=— (N—2N), vv= N

. Also hat jetzt die normale Componente der Geschwindigkeit
nach der Reflexion nicht mechr denselben Werth wie vorher,
sondern einen um das Doppelte der normalen Geschwindigkeit
der reflectirenden Fliche davon verschiedenen. Die Kugel
wiirde sich daher nach dem Stosse in der zu dem Einfalls-
punkte gehorigen Tangentialebene dieser Oberfliiche bewegen,
wenn N — 2 NV' wiire.



Tndem ich dem Publikum den Schluss meiner Bearbeitung
von Duhamel’s Mechanik iibergebe, darf ich fiir diese spiite
Vollendung um Nachsicht bitten. Es entschuldigen mich Un-
terbrechungen bei der Arbeit, welche zu beseitigen nicht in
meiner Macht stand, sowie gewissenhafte Sorgfalt bei ihrer
Ausfithrung. Nur grosse Sorgfalt und Correctheit kénnen
einer solchen Arbeit Werth verleihen, und dem Publikum
wird es deshalb sicher lieber sein, einige Monate spiiter in
den Besitz des vollstindigen Werkes zu gelang‘en, als wenn
ich mich bestrebt hiitte so rasch, aber auch so uncorrect zu
arbeiten, wie es bei einer anderen concurrirenden Ueber-
setzung des Duhamel’schen Werkes geschehen ist. Um
diesen Ausspruch zu rechtfertigen, halte ich mich fiir ver-
pflichtet, mindestens einen Theil der Mingel, welche mir
bei der Durchsicht jener Uebersetzung auffielen, am Schlusse
dieser Worte vorzufiihren *).

Ein zweiter Gewinn, welchen ich den Besitzern meiner
Bearbeitung darbiete, rithrt daher, dass von dem Originale,
dessen Werth ein allgemein anerkannter ist, inzwischen eine
neue Auflage erschien, welche interessante Zusiitze und einen
neuen Abschnitt, ,,Phoronomie, enthilt. Der Anhang,
welchen ich meiner Bearbeitung am Schlusse beigegeben,
bringt diese Phoronomie so wie alle wichtigen Zusitze der
neuen Auflage des Originals.

Berlin, im Juli 1854.

Wagner.

*) Sn Nr. 63 fithrt dag Original den fehr einfaden Beweid, daf der Sechwer:
punkt eines homogenen Cylinders bdiejenige Gerade hilftet, welde die Scwers
puntte feiner (parallelen) Grundfiddien verbindet. Offenbar lieat diefer Schwer-
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puntt auf einer Gbene, die pavallel it mit den GrundAdchen und gleich weit
von ibnen abfteht. Um zu zeigen, da er aud) auf der fraglichen Geraden liegt,
serfchneidet man den Cplinder durch irgend ein Spftem unter fich und mit den
Kanten pavalleler Chenen in unendlidh ditnne Scheiben. Fn Begug auf eine
Beliebige diefer Ghenen verhalten iy die Momente yweier folden Scheiben wie
die Momente ifrer unendlih fdymalen Grundfdden, welde Elemente von den
Grundfldcen des Cplinders find. Daraus folgt das Moment des gangen Cyp-
linders gleidh Null in Bejug auf diejenige unter den parallelen Ebenen, Beyiig-
lich weldjer das Moment feiner Grunddden Mull wird; diefe Ehene geht aber
burdy die Schwerpuntte beiver Grundfdgen hindurd). Und weil fiir ein ande-
red Spftem Gleiches gilt, o lieat in ver That der gefuchte Schwerpuntt auf
jener ®eraden. — $Hren wir nun die Ueberfepung: ,,Bildet man ferner ein
System von unendlich nahen Ebenen, die einander und den Kanten paral-
lel sind, so zerfdllt der Cylinder in eine Reihe Parallelopipeda, deren
obere und untere Begrenzungsflichen die Elemente der Cylinderbasis und
deren Momente proportional den Momenten ihrer Grundflichen sind
in Beziehung auf jede ihren Kanten parallele Ebene. Eben deshalb
muss die Summe der Momente sowohl der Seitenflichen als der Pa-
rallelopipeda in Bezug auf dieselbe Ebene Null sein.** — ir bemerfen zur
@rfldrung diefes Unfinng, daf ein Drudfehler ded Originals, faces ftatt bases,
venfelben veranlaBt. Die cinfdlagenve Stelle lautet ndmlich: ,,le cylindre se
trouvera décomposé en parallélépipédes dont les bases seront les éléments des
bases du cylindre, et dont les moments seront proportionnels & ceux de leurs
bases par rapport i tout plan paralldle & leurs faces finies. Donc les som-
mes des moments, soit des faces, soit des parallélépipédes, seront nulles pour
le méme plan.*

Jn Nr. 99 wird aus der Differentialgleihung der Tractorie BMS (bie

Goolvende der Rettenltme), ydz = — dyV m*—y*, gefolgert :
fydx——jdy Vim—y2,

wo die Grengen z, y Cnorbmattn emeé und veffelben Punftes diefer Curve bes
seichnen, fo daf 3 B. = AP, y=MP.
Die Gleidhung driictt daber in dem Falle
ver Figur aus, daf die Flide BMP A
aleidy ift jenem Segment des mit dem
Ravdius AB = m befdhriebenen Kreidqua:
pranten, welhes abgefdhnitten wird von
einer Parallelen zu AX, die durdy M
aeht. — Die Ueberfepung hat ven Fehler
in der Figur ded Originals nicht verbef:
fert; fie fagt, e8 feien BIN und BMPA
gleich.

St Mr. 133 fehlt der Ueberfebung ein
Bufat, deflen das Original bedarf, ndm:
lich daf die Kugel nur dann einen duBeren Punkt bei jeder Entfernung fo an-
aieht, als ob ihre gange Maffe im Schwerpuntt veveinigt wdre, wenn fie aus
homogenen concentrifden ©dyidyten befteht.

Sn Nr. 226 hat das Original die Formel:




2 2
(% = % + g?q (cosf — cosa),
worauf e8 fortfihrt: ,,On tirera de la que dé est de signe contraire & dt
tant que le mouvement reste dans le méme sens

Spes — ld6 i

Ve 4+ 29l (cost — cose)

@3 ift Flar, daf dburdy ein Dructverfehen hinter (o die Worte en observant fehs
len. — Die Ueberfesung fdyreibt, darum unbeffimmert: ,,Man schliesst hier-
aus® (aud der Formel), ., dass d9 von entgegengesetztem Zeichen mit dt
ist, so lange die Bewegung in demselben Sinne verharrt, also ...% —
Ridtia wdre: »Man erhdlt burauﬁ weil d6 dem Beiden nady dt entgegenge:
fest ift, fo lange die Bewegung in demfelben Sinne beharrt: . . .«

Tt Mr. 4 dved pweiten Bandes finden wir folgende Behauptung: ,,Man darf
also immer voraussetzen, dass ein bewegter Punkt irgend eine gegebene
Curve durch die Wirkung einer Kraft beschreibe, deren Richtung durch
irgend einen festen Punkt geht.“ — &ie bedarf erftlih der Befdhranfung,
baf die Curve eben fei, und dann muf nody der fefte Punft in ihrer Ebhene
liegen.

Das Drincip von O’ Ulembert fagt, auf Momentanfrdfte angewendet, baﬂ
ant einem materiellen Syftem vermdge feiner BVerbindungen Gleidhgewicht {tatt-
findet zwifden den Krdften, welde gewirft haben, und den anderem, welde -
durdy die hervorgebracditen Grifien der Bewequng qemeflen werden, lestere ent- .
aeaengefest mit ihren Ridtungen genommen. — Dem entgegen Hat die Mr. 42
folgende Stelle: il y a équilibre entre les forces mesurées par les quantités
de mouvement acquises et les forces instantanées prises en sens contraires de
leurs directions.*  Diefer theovetifhe Fehler und der analoge bei ftetigen Krdfe
ten fommen fpdter nody hiufig vor; audy beridhtiat ibn dag Erratum mehrfady.
— $ier, wo dies nicht gefdehen ift, foricht die Ueberfesung ihn trew nad:
,, Gleichgewicht . . . zwischen den durch die Quantititen der Bewegung
gemessenen Kriften und den in entgegengesetztem Sinne mit ihren Rich-
tungen genommenen momentanen Kriften.* — Jfre Treue in diefem Punft
geht fo weit, daf in Mr. 98, wo bdas Original durcdy denfelben Fehler
Gleidhgemidt 5mifd}tn ben ﬁr&ftrn — X, — ¥, — Z und dem Spftem bder
anderen m d—x. m d;l’ m Bebauptet bie Ueberfepung, wie dag Errafum bdes
Originals, eine $Hdlfte des ‘z}eblcré verbeffert, die anbdere aBer nidt; fie behaup:
tet ndmlich Gleidhgewidyt ywifchen + X, + ¥, + Z und m*, m %}ys dj

Jn Nr. 69 foll bie Stabilitit ded Gleichaewidyts unterfucht werden. i!!nr:
ausgefest wird dabei ein Spitem, deffen Verbindungen voun der Seit unabhins
aig find, und auf weldhesd Krifte wirfen von folder BefdyafFenbeit, daf der Wus-
brud = (Xdz + Ydy + Zdz) das vollftindige Differential einer Function
o (z, ¥y, 2, 'y . . .) bdarftellt. — Dag Original fagt: ,,un systéme de points
assujettis & des liaisons quelconques indépendantes du temps, et telles que Z
soit la différentielle exacte dune fonction o Die Uuslaffung soumis &
laction de forces hinter et [iegt auf der Hand; sum Ueberfluf findet man fie
auf der folgenden Seite hingugefest. — Die Ueberfesung bringt den voranftes
penden falfhen Sap und GGt den nachfolgenden ridytigen weg: , betrachten
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wir das Gleichgewicht eines Systems von Punkten, deren Verbindun-
gen von der Zeit unabhiingig und der Art sein mogen, dass X das
exacte Differential einer Function ¢ ausmacht.”* — Ferner erfifrt man bier,
wie dad Gleihgewidht ftabil ,,bleibt, wihrend dag Spftem feine Eleinen Be:
wegungen madf.

Gin gefchicter Befferungdverfucy findet fih in Nr. 75. — Das Original
enthdlt hier den Sat: ,, Pour que le volume* (Drucfehler, {oll volant heifen)
» charge moins les supports, il est ulile de lui donner la moindre masse pos-
sible, el pour cela on lui donne la forme d'une roue dont la masse est pres-
que tout enfitre & la circonférence.* — Die Ueberfesung fagt: ,,Damit die-
ser Korper die Unterlagen weniger belaste, und das kleinstmogliche Vo -
lumen erhalte, giebt man ihm die Form eines Rades; dessen Masse fast
ganz in der Peripherie liegt.* — Riditig iberfest fann diefe Stelle fo lau-
fen: »Man nimmt diefelbe« (die Maffe, den volant), »damit fie die Stiien
weniger Belafte, fo Elein al8 fiir den Swed mbglich, und deshald giebt man 1br
die Form eines Rades (dad fog. Sdhwungrad) . . «

Gine gany unjdhlbare Menge von anderen oﬁmﬁaren Drudfehlern des
Originald giebt die Ueberfebung forgfiltig wieder. Wir werden nur einige ders
ferben hervorheben.

Rann ein Puntt eine Oberflide nicht verlaflen, fo geniigt ed filr fein
Oleidhgewicht auf ihr, wenn die Refultante der ihn angreifenden Krdfte fent
redit auf der Oberflddie fteht. — Daraus folgert die Ueberfesung in MNr. 18 des
erften Bandeg, daf ,,die Cosinus ‘der Winkel, welche die Richtung der
Resultante mit den Axen bildet, denen proportional sind, welche sich
.auf die Normale beziehen.*

Die Nr. 100 foll zeigen, dag die Eckpunfte eined Seilpolpgonsd, weldes
durdy lfauter gleiche, in gleichen Sorizontalabftinden aufgehingte Gewidhte ge-
fpannt vwird, auf einter und derfelben Parabel liegen. Llnter den Beftimmungs:
ftiicken diefer Parabel wird ausédriclidh die conftante Horizontalfpannung mit
m Bezeidinet; dagegen wurde unter a der fhalbe $Horizontalabftand der Geiden
Aufhdngepuntte verftanden. — Ein Druckverfehen ded Originald bewirft nun,
vaf in den Formeln der Nr. 100 an der Stelle von m iiberall a fleht. — Die
Ueberfesung madht diefe Ungereimtheit pinktlich nadh.

Sn Mr. 196 fteht folgender Sat: ,.Les valeurs de x', y', 2 seront donc
les mémes que seraient les coordonndes absolues dun point qui serait sollicité
par une force absolue ayant pour composantes les expressions (4), et* (fehlt
qui aurait) ,,pour vilesse el position initiales, la vitesse relative et la position
relative initiales.'* — Die Ueberfesung: , Die Werthe von 2/, 3, 2’ sind
also dieselben, wic die absoluten Coordinaten eines Punktes, auf den eine
absolute Kraft wirkte, welche die Ausdriicke (4) zu Componenten und zur
anfinglichen Geschwindigkeit und Lage die relative Anfangsgeschwindig-
keit und Lage hitte.*

Original und Ueberfesung bringen in MNr. 203 die Formel:
r »
m@*—k = F [Rar F [Rlar T etc,
To o

welder auf der reciten Seite der Factor 2 fehlt.

2



Sn Nr. 226 (leht man die Gleidhung
d* & .
ir = — -%-smﬂ
fo integritt:

( )—-y-cos‘++0

baraus wird gefolgert:
% — -ﬂ- cos e + C,
und nun erft taudgt beim Ginfesen veé C, wie im Original, der verlorene Fac:
tor 2 auf. — Dody ein Berdienft hat hier die Ueberietung, fie fest ein grofes
L ftatt des Eleinen.

Die Nr. 237 ftempelt, wie der Druckfehler ded Origintals, ae, bp ju Halb:
aren der Gllipfe

aiy! + pix! e a!a!'gi.

Bon ver Sorgfalt, mit welder dbie Revifion mitunter fiir genaue Ueberein-
timmung des Textes und der Ueberfebung wadite, legt ein Seugnifi ab bdie For-
mel, (4) der Nr. 30 jweiten Banbdes:

d
i[r0z] [rorroE]
de - dx .
wenngleid der redytéftehende Ausdruckt jenem ved Originald

[v s %]
dx

nidht gang congruent ift, da ihm cin StiiE Strich feplt.
Sn Nr. 144 ., findet man z = %, und da f* = a'r, so folgt f*= atVor

undz=a Vr.« — Die Schuld liegt beim Original, warum fdyreibt diefes
d ftatt f?

Aus Nr. 148 exfahren wir, daf die Kathete RT
eined Bei T rechtwinkligen Dreiects gleich u tang O oder
R Stang RS T ift. — Dasd Original fdyreibt ja fo.

Jn Nr. 150 behauptet ein Druckfehler ded Origi-
nals, au-dessous ftatt aw- dessus, wenn der Schwer:
punft des cingetauchten Korpers tiefer liege alé der
Schywerpunkt der verdrdngten Fliffigkeit (die allemal
ftabite Gleichgewidhtslage), fo fei der Wbftand a beider negativ zu nehmen. —
Die Ueberfesung behauptet ed natiivlichy mit.

us Nr. 200 fann man lernen,-daf (2n + )7 ein Bielfaches der gan:
gen Periphevie ift, da rvedt ausdriicklich, mit dem Druckfefler ded Oviginald, be:
hauptet wird, ed fei:

sin 2n 4 Vnz
cos 2!

in Beyug auf = um den Inder 2¢ periodifch.
Diefe Beifpicle ftatt aller von dpnlidher Art. Nun jur Claffe ded eige:
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nen Unfinns. Bielleidt erwartet man diefen von der Ueberfesung, an m?hﬁn
die Rrdfte Cggerd und SHIImird wirften, am wenigften.

Auf Seite 8 ded evften Theild ded Originald foll MA die Tangente im
Punfte M einer Curve von doppelter Krimmung Bezeichnen, und MB eine
Parallele u der in einem unendlih naben Punfte an diefe Curve gezogenen
Tangente fein, fo daf MA und MB bden Contingengwinfel bilden. — Die
Ueberfesung fagt auf Seite 7: ,Sei MA eine Verlingerung der Tangente
im Punkte M einer Curve doppelter Kriimmung, MB eine in einem un-
endlich nahen Punkte zur Tangente parallele Linie . . . .*

Nr. 192. ,, Nous allons chercher les formules au moyen desquelles on
peut déterminer la direction et la grandeur soit de la vitesse, soit de la
Sorce, daprés les fonctions de t quwexpriment z, y et 2. — Ueberfebung:
, Wir wollen nun die Formeln suchen, mit deren Hiilfe man die Rich-
tung und Grosse sei es der Geschwindigkeit, sei es der Kraft, als
Functionen der Zeit ¢ bestimmen kann, welche durch z, ¥ und z ausge-
driickt ist.'* — Ridtig {iberfest wilrde diefe Stelle lauten: »>Wir wollen die
Formeln auffucdien, vermdge weldher man Ridbtung und Grife, fowohl der Ge-
fdywindigeit ald der Kraft, aud denjenigen Functionen von ¢ beftimmen Fann,
welde z, y, z ausbdriicen.«

Sn Nr. 237 verdeutfht die Ueberfebung ,,suivant laxe des y*, wo sui-
vant »parallel mit« Bedeutet, durd) ,, gegen die Axe der y.*

Das Princip der Eleinfen Wirfung fest voraus, daf die Gleihung der le-
Benbigen Kraft ftattfindet. Diefe Lorausdfebung madt die MNr. 238 in der
Unnahme

Xdx + Ydy + Zdz = dp (=, y, 2),
aus weldher folgt:
v = 2m(z y, 2) + C. :

Sie betracifet nun die wirflie Frajectorie ded Punttes swifden zwei Beliebi-
gent ihrer Punfte A, B und wiederholt jundchft eine friihere Bemerfung, ndm:
lidy daf der materielle Punft, welde andere Gurve man ibhn audy von 4
nachy B zu durdilaufen ywingen mag, dod immer unter dem Cinflug derfel:
Ben Krdfte mit derfelben Gefdwindigfeit in B anfommt, wenn er nur in A4
allemal eine gleich grofie Gefhwindigbeit hatte. — Die Ueberfesung faft bdiefe
Bemerfung fo: . Fixirt man die beliebige Curve zwischen 4 und B, und
zwingt den materiellen Punkt dadurch auf ihr zu bleiben, dass man ihn
der Einwirkung iusserer Krifte unterwirft, so wird iibrigens seine Ge-
schwindigkeit immer durch dieselbe Formel ausgedriickt." — Die einfdhlagende
Stelle des Originalé lautet: ,,si lon fizait la courbe quelconque que lon con-
sidére entre A et B, et quon asswetlit le point matériel o y rester, en le soumet-
tant & laction des mémes forces exlérieures, sa vitesse serait loujours donnée
par la méme formule® — Man iberfept alfo ridtig: » Bemerfen wir, daf
wenn man eine beliebiae Curve wifhen 4 und B feft macht, den materiellen
Puntt i auf ihr ju bewegen ywingt und ihn denfelben duferen Krdften unter:
wirft, daf dann feine Gefhmwindigheit nody immer durch die ndmlide Formel
gegeben wird.«

Die MNr. 25 ded zweiten Theild hat den Sap: ,,5t Lon prend pour ori-
gine des temps linstant ot Pon @ 6 = 0, la plandte est au sommet le plus
voisin du foyer, qui correspond & r = a(l — &), et qu'on nomme le péri-
hélie.** — Ueberfesung: ,, Wahlt man zum Anfangspunkte der Zeiten den
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Augenblmk, wo § = MO befindet sich der Planet in dem Scheitel,

weldher dem_;emgen unkte am nichsten liegt, fiir den r =a(1—é¢)

und den man das Perihel nennt.* — Ridytig wiirde man fberfepen:
n'ﬁ'l ftﬁnbet fich der Planet in bdemjenigen Seheitel, welcher dem Brennpuntt
m uddbften liegt, und fiir den r = a (1 — o) ift.«

B Rdy — ZQdg = 0, equatwn qui sera satisfaite si
le g.néme, quel qud 80it, est en équilibre; et qui en est la condition suffi-
mnts, s'il est a liaison comptéte“ — Ueberfepung: ,und diese Gleichung

wird erfiillt, wenn das System im Gleichgewicht ist, vorausgesetzt, dass
eine vollkommene Verbindung vorhanden ist.*

Sn Jtr. 110 Bemerkt das Original von den Componenten der Bbefchleuni-
genden Kraft irgend eined Punktes: ,,Ces composantes sont, comme on le sait,
les dérivées secondes, par rapport au temps, des coordonnées du point, esti-
mées parallélement & trois directions invariables quelconques.® — Die Ueber:
febung bringt hier Cinfhranfungen an und fagt: ,,Die genannten Compo-
nenten sind bekanntlich die partiell in Bezichung auf die Zeit genomme-
nen zweiten Differentialquotienten der Coordinaten, vorausgesetzt, dass das
Coordinatensystem unveriinderlich und rechtwinklig ist* — Sie follte
aber fagett: »Diefe Componenten pavallel mit brei Beliebigen feften Ridhtungen
find die jweiten Ubleitungen der Coordinaten nacy der Seit.«

Sn dem Ubfhnitte, welcher von der Drehung um einen feften Punkt in
Folge der LTrdgheit handelt, bemerft die Nr. 113, daf wenn wman mit bden

Gleicyungen: /
(12) 4'p* + Bi¢* + C*r* = B3,
(15) Ap® 4+ Bg® 4 Cr® = h,

nody die Bebingung p* + ¢* + r* = Const. verfniipft, dann die Componen-
_ ten p, g, r ber Winkelgefhwindigkeit (fofern A4, B, C ungleidh find) conftante
Werthe erhalten; woraus fofort folgt, daf die Drehung jest immer um eine
und diefelbe Wre gefdhieht. — Die Ueberfepung lehrt: ,, Verbindet man mit
den Gleichungen die Bedingung, dass die Winkelgeschwindigkeit constant
sei, so erhiilt man zwischen p, g, r drei Gleichungen, welche sie bestim-
men, wenn 4, Bund C'ungleich sind und die Drehungsaxe fest ist.* — Das
Original: ,,on aurait entre p, q, v trois équations, qui les détermineraient si
A, B et C sont inégaux, et Paxe de rotation serait fize*

Die Nr. 118 pat gum Gegenftand die geometrifhe Darftellung der Dre:
hung um einen feften Punft mit Hilfe zweier Kegel, eined feften und eined be-
weglichen, welder auf dem erften vollt. Der im abfoluten Raum fefte Ort al-
ler augenbliclicgen Dreharen - bildet eine trandcendente Kegelflddhe; diefelbe Hat
jur Bafis auf der feften Tangentialebene des Centralellipfoids die Serpoloide,
madt daher im Ullgemeinen unendlich viele wellenfirmige Windungen und legt
fich um Ddiejenige Senkrechte herum, weldhe aus dem feften Punkt auf diefe Tan:
aentialebene gefdlit ift. Der im Korper fefte Ort aller augenblicklichen Dreh
aren bilvet ecine Kegelfldche zweiten Grades. Diefe beiden Kegelfldchen tangi:
ren einander in jedem Uugenblick; die bewegliche rollt auf der feften ofme ju
gleiten, da ihre Beriihrungstante die augenblikliche Drehare iff. — So will ed
vag Original; bied hAalt aber die Ueberfebung nicht ab, su fagen: ,,Es kann
also die Bewegung des Korpers mit Hiilfe eines Kegels vom zweiten
Grade construirt werden, der fest mit dem Korper verbunden ist und auf
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einem andern Korper rollt, dessen Oberfliche sich unaufhorlich dreht,
indem sie um die Axe des resultirenden Paares schwingt.*

Wenn ywei mit verfchicdenen Flitffigleiten gefiilite Gefife durdy einen bn—
rijontalen Canal communiciven, und man jwei $Horizontalebenen duvdy deflen
hidhfte und tieffte Kante leat, fo muf wdihrend ded Gleichaewidhts in allen
Puntten einer und derfelben mittleren $Horizontalebene ein gleidher Druck ftatt:
finden; und dies qilt nod) fiir die beiden Givenjebenen. Deswegen Hemerft
die Nr. 137: ,les parties situées en dessous du canal seront soumises a
laction d'une pression égale  leur partie supérieure. — Die Ueberfepung
meint: ,,Ebenso sind die unterhalb des Canals liegenden Theile der Wir-
kung eines Druckes unterworfen, welcher gleich ist ihrem oberen Theile.*
Der Ueberfeer Fann fi) merfen, daR & bier »an« heifit.

Sn Nr. 139 entdectt man die Ulternative: ,,In beiden Fillen ist das
Trapez zu einem Dreieck geworden, dessen Spitze entweder in der Ober-
fliche des Wassers oder in der Grundlinie liegt.* — Das Original: ,, Le
trapize est alors réduit ¢ un triangle: dans le premier cas, son sommet est i
fleur deau, et, dans le second, c'est sa base qui 'y trouve.®

Nr. 140. ,,Die auf eine krumme Wand ausgeiibten Druckkrifte las-
sen sich nicht immer auf eine Einzelkraft zuriickfiihren, weil ihre Richtun-
gen nicht parallel laufen; wirken sie aber auf ein starres System, so kon-
nen sie auf hichstens zwei Kriifte reducirt werden. Ferner: ,,Im entge-
gengesetzten Falle kann man das Kriftesystem auf eine Einzelkraft und
auf ein Paar reduciren, auch letzteres, wenn man will, auf zwei Kriifte
zuriickfiihren. — Die betrefenden Stellen des Originald lauten: ,,mais, comme
elles sont appliquées & un systéme rigide, elles sont toujours réductibles &
deux forces au plus* und ,,le systéme des forces se trouvera réduit & une
Jorce et un couple, et Lon pourra, si Pon veut, le véduire & deuz forces
seulement .

Denten wir ung cinen Krper gang oder sum Theil eingetaudht in eine
Fliifiigkeit, und diefe im Gleichgewidt. RNehpmen wir das Niveau der Fliiffig:
feit jur Gbene der x, y und die Ridtung der Schwere jur Wre der z; ed fei
o die nur mit z variirende Z’)id}te ver Fliffigfeit.  TMennt man den Drud am
RNiveau P, fo it P 4 ¢ / odz der Druck in der Elcfe z; der Unterfdhied der
beiden Dructe in den '&men 2, und z betrdgt daher an dz. Betradtet man

51
nun von dem eingetaudyten Theil einen Faden, der fid in dem Redhtect du dy
auf die Ebene der x, y projicict und von z, bis = erfirecen mag: fein Ge-
widyt, wenn man ihn mit Fliffigeeit, in gleicher Hibe von der Didhte der dufe:
z
ren, exfillit ficg dentt, ift gdw dy fodz. Die allein ju betrachtenden vertica:
%
fen Dructcomponenten auf dag obere und untere Ende ded Fadens find, abfo-
zy z
fut genommen, Pda dy + g dz dyfg dz und Pdzdy 4 gdxdyf-;) dz;
0

0
die erfte ift von der jweifen abyuzichen. &3 bleibt alfo die verticale, nady oben
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-eerubtete Kraft gdedy f 0 dz iibrig, welde jenem Gewicht aleich ift. — Die

Utﬁttftsunq fagt bagcgm m Jir. 141: ,Componenten in entgegengesetztem
Sinne, welche sich auf eine Kraft reduciven, die von unten nach oben ge-
richtet und gleich dem Gewichte der Fliissigkeit ist, welche denjenigen
Theil des Korpers ausfiillt, der die nimliche Projection dz dy besitzt, wo-
bei dieser Theil Fliissigkeit bis zu der Hohe* (alfo vielleicht hiher al8 der
cingefaudyte Krper) ,fortgesetzt angenommen wird, welche die den Korper
umgebende Fliissigkeit hat, und der Korper homogen oder heterogen
sein kann. Es folgt daraus, dass der Korper in entgegengesetzter Rich-
tung mit der Schwer(‘ getrieben wird, weil® (follte buﬁen »ie«) ,, der
Theil der Fliissigkeit, dessen Stelle er einnimmt, es in der Richtung der
Schwere werden wiirde.* — Die verunftaltete Stelle des Originald lautet:
5y cette portion de liquide étant supposée continuée & hauteur égale comine** (in
aleidher $8he o forfoefest angenommen wird wie) ,,/le liquide qui entoure le
corps, et qui peut Etre homogéne ou hétérogine. Il suit de I que le corps
est poussé en sens contraire de la pesanieur, comme ‘e serait, dans le sens
de cette force, la partie du liquide dont il tient la place. *

Cin Ellipfoid fdwimmt befanntlih dann in ftabilem Gleihgewidt, wenn
feine verticale Hauptare die Fleinfte ift, wie aucd) vad Original lehrt. — Biel:
leicht war ed in Nr. 156 die Revifion, die fitr Uebereinftimmung des Zertes
und der Figur forgte, denn wir lefen: ,,dass die verticale Axe des Ellip-
soids die grosste sein miisse."

Sn Mr. 181 fefen wir: ,,die von dem d’Alembert’schen Princip ge-
lieferten Gleichungen :

—5‘2 = ¢ (g — u'), —% = — o?', %ii = — ow',

wo u!, v/, w', welche Grissen Differentialquotienten nach ¢ sind, die Com-
ponenten der Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte bedenten * —
Das Original fagt: ,,uf, v, w' étant les dérivées, par rapport au temps, des
composantes de la vitesse en un point quelconque‘’. — Man diberfest alfo rich:
tig: »worin u!, ¥, w' die Ableitungen der Gefchwindigkeitscomponenten ivgend
einer Molefel in einem gewiffen Punkt« (ed handelt {idh um eine permanente
Bewegung) »nach dver Seit begeichnen.«

Sn Mr. 187, fiir die Fleinen Bewegungen einer elaftifdhen Flifjigkeit, wer-

ven die Gleidungen gefunden:
M y == (:_1 ; ;

d? d*o d® o d®op
@ ar ) rrl _ll'l?- + dz”)

=

&

wo y die Condenfation und @ bdiejenige Function von z, y, 2z, £ bezeichnet, de:
ven partielle AUbleitungen nady =, », = in jedem WugenblicE die Componenten
ver Gefdwindigteit darftellen. Sur Beftimmung der willtirlichen Functionen,
weldhe durd die Integration eingehen, muf man die Unfangswerthe von » und

d : 2
Ti—'f— fennen.  Der Unfangdwerth von d—f wird durdy den nofhwendig befann:



P

‘

‘.

;.
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B
tert fiir ¥ geaeben. Bon den Anfangswerthen der Eomponenten der Gefl
bigFeit wivd voraudgefest, dafi fie bdie partiell nad 3 Y 2 genomumenen
tungen einer Junction von x, y, z bilden, und man erhdlt ans ihnen
Function mit einer wiltklirlichen Conftante. Auf hicfc @onftante Fommt Bei
ber vorliegenden Uufgabe nichts an, weil alle gefuchten Grifien Hlof durdy Dif:
fercnziiven von @ gefunden werdent; fie darf veshalb gang aufer AdE Bleibe
und man fann fomit die 3unctmn o, fiir t = 0, al3 burd) die beFanni
123 Syl ”
fangswerthe von Zx %, —d—z— Beftimmt Betrachten. — Hiren wir nun be
Ueberfebung in dem Paffus: ,jund da letztere® (die Conftante) , keinen
Einfluss auf die gesuchten Grossen haben kann, weil sie alle durch Diffe-
rentiation der Function ¢ erhalten werden, so braucht man derselben
keine Rechnung zu tragen, und kann die allgemeine Function ¢ als bekannt
betrachten, wenn man sie fiir t = 0 kennt®* Die Gleidjung (3) ju
infegriren, ift man hiernach iiberhoben, man Fennt ja o {fiberhaupt, da man ¢
fiit ¢ = 0 fennt. — Das Original fagt: ,,et lon peut considérer la fonction
générale w comme connue lorsqulon y fait t — 0.
Sn MNe. 192 fieht man branche d'une courbe durd ,, Werth e1ner Curve*
i'tﬁerfetjt
Sn Nr. 196 will dad Original die BVewegqung eined Gafed in einer endlie
then Mohre betrachten: die Ueberfesung madyt fie ,,unendlich®. — Einen Un-
fangssufand in unendlicher Wusdehnung madyt e ju einem ,,unbestimmten'

L ARE

A anfangs,;uﬂanb

5

w

Sn Nr. 198 fagt dag Original von einem Werthe fiir ¢, er geniige allen
Bedingungen mit alleiniger Ausnahme bded Anfangdzuftandes. — Die Uebers
febung fagt von ifm, daf ,er jedem ausser dem anfiinglichen Zustande
geniigt.*

Résoudre par rapport & Btlﬁt in Mr. 206 ,,reduciren auf*.
Pr. 210. ,, On chércherait ensuite le mouvement sur le cercle osculateur

_de la seconde section, daprés le déplacement et lu composante de la vitesse

parallélement au sccond plant* — UeBerfefung: ,,nachher ist die Bewegung

auf dem Kriimmungskreise des zweiten Schnittes, welcher durch die Ver-
riickung und die Componente der Geschwindigkeit nach der zweiten Ebene
bestimmt ist, zu ermitteln.*

Man wird an diefen Vroben genuq haben; fie mbaen ald Beweid bdienen,
daf die Gagers’iche Ueberfepung ein Werk ift, weldes ,,hinsichtlich der rich-
tigen Verdeutschung des Originals und dessen Erginzung und Berich-
tigung nach dem ncuesten Standpunkt der Wissenschalt® feinen TBunfd
ﬁfmg [igt. — DWer ficdh bie Mithe geben will, vem verfyricgt dad Budy neod
eine reiche Wusdbeute an Ahnlichen Curiofitdten.



	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	Seite IV
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	[Seite]
	[Seite]
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	[Seite]
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	[Seite]
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58
	Seite 59
	Seite 60
	Seite 61
	Seite 62
	Seite 63
	Seite 64
	Seite 65
	Seite 66
	Seite 67
	Seite 68
	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	[Seite]
	Seite 73
	Seite 74
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87
	Seite 88
	Seite 89
	Seite 90
	Seite 91
	Seite 92
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95
	Seite 96
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10

