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Ubungsaufgaben zu Kapitel XI bis XIII.

1%, Bestimmung der geoditischen Linien des Rotationsellipsoides im n-dimen-
sionalen Euklidischen Rawm (§ 68). .
Es handelt sich darum, das Integral

by
J= Vit Fara
i

zu einem Minimum zu machen mit der Nebenbedingung

Ao+ - +ai,
at tp=1

Losung: Setzt man
ds* = daf + daf + - - - 4 da?,

80 erhiilt man fiir die Extremalen

L B_a at— bkt gt

(d_,;n) et B TR g b®
Fs) . &= = ah— pF .\

14 **brf-"’i (1 + B -""5)

wobei % eine Integrationskonstante und 1 der Multiplikator ist. Die Funktionen
Ty By, ...y @ geniigen simtlich derselben homogenen linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung

d*z, o

a¢ =~ ta
man kann sie daher durch zwei linear unabhingige Integrale x, y dieser Diffe-
rentialgleichung homogen und linear ausdriicken, und zwar kann man die
letzteren so wiithlen, daB

altatt. ol —atty,

womit das Problem auf das entsprechende dreidimensionale zuriickgefiihrt wird.

fm1,8, e, n—1;

(Rupro)
2. Geoddtische Linien des m-dimensionalen Rawmes.")
Im Raum R, der Variabeln @, xy, ..., , sei die Linge einer ,Kurve*
z, =z, (1), t ?t?tﬁ, t=1,2,-40,

definiert darch das bestimmte Integral

d;
_f sk aa:k dt (ﬁ:: d;)w

) Vgl. Biancai-Lugar, Differentialgeometrie (1899), p. 568.
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wobei die a;, gegebene Funktionen von z , x,, ..., «, sind und die quadra-
tische Differentialform
=2aikd“id‘°k1 (“n=“.-k)
ik

definit und positiv ist.

Es soll die kiirzeste, zwei gegebene Punkte des R, verbindende Kurve
(,,geodiitische Linie”) bestimmt werden (§§ 66, 69, 70).

Lésung: Die Differentialgleichungen der geod‘s’ztischen Linien sind, wenn
s als unabhiingige Variable gew'é.hlt wird,

Z‘um ds® Z[ﬂb] 4 dxk h=1,2,--.m,

[#]-4 (3__‘2@_ T ?f‘f_k)
Rl 2\ox, " o2, Oz,
das ,,Christoffel’sche Drei-Index-Symbol erster Art bedeutet.?)
Dieses Resultat soll abgeleitet werden 1) indem man zuniichst von einem

beliebigen Parameter ¢ ausgeht, 2) indem man von vorn herein s zur unabhiin-
gigen Variabeln wihlt.

wobei

8. Das im fiinften Kapitel behandelte ebene Variationsproblem in Para-
meterdarstellung 1Bt sich auch als Lagrange’sches Funktionenproblem behan-
deln, wenn man den Bogen s als unabhiingige Variable einfiihrt. Es ist dann
das Integral

8y
J=J‘F(.’L‘, Y, ', y’) ds
0

zu einem Extremum zu machen mit der Nebenbedingung
. 't y't=1

bei nicht vorgeschriebener oberen Grenze s, (§ 70, a)).
Hiernach die Extremalen fiir Beispiel I und XV zu bestimmen,

4. Wird die Aufgabe dahin modifiziert, daB die Linge der zuliissigen
Kurven vorgeschrieben ist, so hat man ein Lagrange’sches Problem mit festen
Endpunkten, auf welches sich die Resultate von §§ 74—77 anwenden lassen.

Hiernach Beispiel II und XXI vollstiindig durchzufiihren.

Dieselbe Methode liaBt sich allgemein auf das in Kapitel X behandelte
isoperimetrische Problem anwenden, wenn die Funktion & (x, v, ', ) im Sinn
von § 38, ¢) definit ist, da man dann das Integral

,2
v :_fG(w‘ Y,z y')dt
i
als unabhiingige Variable einfiihren kann.

1 Ibid. p. 43.
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5. Analoge Bemerkungen gelten fiir riilumliche Variationsprobleme. Hier-
nach folgende Aufgaben als Lagrange’sche Probleme mit der Bogenlinge als
unabhiingiger Variabeln zu behandeln:

Beispiel XVI (Geodiitische Linien). (LixpeLir-Morano)

Aufgabe Nr. 15 auf p. 298 (Allgemeine Brachistochrone auf einer Fliche).

(LixpELor - Moraxo)
Aufgabe Nr. 2 auf p. 528 (Spezielles isoperimetrisches Problem auf einer

Fliche). (LixpEeLiF -Moreno)

6*. Zwischen zwei gegebenen Punkten die kiirzeste Raumbkurve von gegebener
1
Lonstanter erster Kriimmung B M zichen (§ T1). (DELAUNAY)

Losung'): Wenn man die Bogenlinge s als unabhiingige Variable einfiihrt
und setzt: 2" =&, y' =1, 2"=¢, so hat man ein Lagrange’sches Funktionen-
problem mit gemischten Bedingungen, bei welchem die obere Grenze s, nicht
vorgeschrieben ist. Bei passender Wahl der z-Achse findet man

s BC+ @az
§ = ==

V&Q)
wobei: G = (¢4 a)*(1 — (%) — ¢* Die GroBen a und ¢ sind konstant.
Setzt man

’

E4in =P, x4 iy=re?,
8o findet man weiter

cdg
Q’=1’§’| d‘P=”” 2 T
1—=EVEe®E
und nach geeigneter Verschiebung des Koordinatenanfangspunktes in der z, y-
g E+a)fdf
Pr=RC+a—c], do=_"tTH% __,
‘ [+~ VE®

Setzt man

—dg--=du,

Vé®
so kann man simtliche Variabeln mittels der Funktionen 6w, pu ausdriicken.
G (§) hat genau dieselbe Form wie in Aufgabe Nr. 13 p. 532; daher dieselbe
Realitiitsdiskussion wie dort.

Ausartungen: 1) Ein Kreisbojen (¢ = 0), zuerst von Derausay an-
gegeben, von H. A. Scewarz *) auf Hinlinglichkeit untersucht. Dies ist die ein-
zige migliche Liosung, wenn die Tangentenrichtungen in beiden Endpunkten
nicht vorgeschrieben sind.

2) Eine Sehraubenlinie, zuerst von Topmunrter angegeben, von VENskE
genauer untersucht.

Yy Vgl. die Dissertation von O. Vexske, Gottingen 1891, auch fiir die son-
stige Literatur tiber das Problem.
%) Berliner Berichte, 1906, p.365.
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7. Fir das Problem
ff(ma Y Yy !I"a # ey y(")) dx = Minimum.
a) nachzuweisen, daB stets der ,Hauptfall** eintritt (§§ 66, 69, d), 74).
(v. Escuericn)
b) die Bedingungen (II), (1II), (IV) aufzustellen (§§ 66, 74, 75, 76).
(Jacom1, ZermELo)

8% Die Stabilititsgrenzen fiir einen an seinen beiden Fnden festgeklemmten
ebenen elastischen Dralt zu bestimmen.?) (3 69, 74, 75).

_ 9% Fiir das riumliche Variationsproblem in Parameterdarstellung ohne
Nebenbedingungen:
11
. J=IF(.7:, Y, 4, 'y, 2) dt = Minimum
Y
lauten die Hamilton'schen Formeln fir die partiellen dbleitungen des Extre-
malenintegrals B (xy, ¥y, 7y ; gy Y, 4):

0B 1 OB 1 0B 1
'am;=_F"l’ B.yl__Fy,l, -B-Z_—F,,I A »
OB _ s OB _Lu 0B L
axz"" 2l ay’— v BZ, 3
Fiir das spezielle Integral
ty
T=[Gy o VaFy Tt (32
‘l

folgt hieraus: Sind die beiden Endpunkte P, (z,,,2,), resp. P, (y, ¥, 2,), auf
zwei Raumkurven §,, resp. f,, beweglich, welche durch ihre respektiven Bogen-
lingen s, und s, dargestellt sind, und bezeichnet ,, resp. o,, den Winkel
zwischen der Extremalen P, P, und der positiven Richtung von ®, im Punkt P,,
resp. der Kurve &, im Punkt P,, so lautet das Differential des Extremalen-
integrals von P, nach P,:
AW = G(xy, Yy, 2,) €08 0, ds, — G(y, Yy, 2,) COB @, d,. (73)
(Tmomsoxn und Tarr)

Hiernach den folgenden Satz von Tuomsox und Tarr zu beweisen:

Zieht man von den Punkten einer gegebenen Fliche & aus Futremalen fiir
das Integral (72) senkrecht zur Fliche und schneidet auf jeder derselben von
threm Schnittpunkt P mit der Fliche aus, nach derselben Scite hin, einen Bogen
PQ ab, welcher fir das Integral einen Lonstanten Wert liefert, so ist der geo-
metrische Ort der Endpunkte @ eine Fliche, welche simtliche Extremalen senk-
recht schneidet (§ 78).

1) Siehe Aufgabe Nr. 21 auf p. 536 und die dort zitierte Dissertation von Borx.
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10. Das Doppelintegral
S 6@y, 9 VTF 9+ + Hw,y,9) dady

zu einem Extremum zu machen (§ 79, a)).
Ldsung: Die Extremalflichen sind charakterisiert durch die Gleichung

1 1 1
ot o =g X6+ Y6, + 26,4+ H),

wo X, Y, Z die Richtungskosinus der positiven Normalen und ¢,, ¢, die Haupt-
kriimmungsradien der Fliche sind. (JELLETT)

11.  Unter allen geschlossemen Flichen, welche ein gegebenes Volumen ein-
schliefen, diejenige kleinster Oberfliche zu bestimmen (§ 79, d)).
Dabei sollen die zuldssigen Flichen in réumlichen Polarkoordinaten in

der Form
r=r(0,9)
darstellbar sein.

Die Lagrange’sche Differentialgleichung aufzustellen und zu zeigen, daB
die Kugel mit dem Koordinatenanfang als Mittelpunkt derselben geniigt.?)

12. Die Fliiche wiedrigsten Schwerpunktes bei gegebenem Ilicheninhalt und
gegebener Begrenzung zu Fonstruieren (§ 79, d)).

Losung: Die positive z-Achse werde vertikal nach unten gewiihlt. Dann
haben die Extremalfiichen die charakteristische Eigenschaft, daf

1,1 1

9 Qs ;!
wo N das Stiick der Flichennormale zwischen der Fliche und der konstanten
horizontalen Ebene: z -+ 4 =0 bedeutet. (JeLLETT)

13. Ein gegebenes Quantum homogener Materie ist nach oben begrenzt von
einer horizontalen Ebene, nach unten von einer Fliche von gegebenem Flichen-
inhalt. Die Fliche so zu bestimmen, daB der Schwerpunkt der Masse mdiglichst
tief liegt (§ 79, d).

Losung: Die positive z-Achse werde vertikal nach unten gewiihlt. Dann
haben die Extremalflichen die charakteristische Eigenschaft, daB

1 1 z42
e e ok’
wo 4 und p die beiden isoperimetrischen Konstanten sind.

Uberdies muB die Fliche die gegebene horizontale Ebene senkrecht schneiden
(§ 80, ¢). (LivpeLér-Motaxo)

1y Wegen des Nachweises, daB die Kugel wirklich die kleinste Oberfliche
bei gegebenem Volumen besitzt, vgl. H. A. Scawanz, Géttinger Nachrichten,
1884, p. 1; Mivkowskr, Mathematische Annalen, Bd. LVII (1908), p. 447; und
die auf p. 661, Fubnote *) zitierte Dissertation von J. O. MiLLER.
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14. Unter allen Flichen von gegebener Begrenzung und gegebenem Flichen-
inhalt diejenige zu bestimmen, deren Potential in Beziehung auf einen gegebenen
Punkt ein Extremum st (bei Zugrundelegung des Newton’schen Anziehungs-
gesetzes).

Losung: Die Extremalfliichen haben die charakteristische Eigenschaft, daB

in jedem ihrer Punkte
1 1 d

o e riAArt
Darin bedeutet r den Abstand des Flichenpunktes P von dem angezogenen
Punkt; d den senkrechten Abstand des angezogenen Punktes von der Tangential-
ebene an die Fliche im Punkt P; 1 die isoperimetrische Konstante.
(JeLLETT)

15*.  Die Gleichgewichtsfigur einer homogenen |Flissigheit in einem Gefip
mit vertikaler zylindrischer Wandung unter der Einwirkung der Schwere und der
Kapillarkrifte zu bestimmen (§ 79, d), § 80, ¢)).

Lisung: Die positive z-Achse werde vertikal nach oben gewiihlt; der
Boden des GefiBes sei eine horizontale Ebene, welche wir zur @, y-Ebene wihlen.
Es bezeichne ¥ das Volumen der Fliissigkeit, H die Hohe des Schwerpunktes
derselben iber dem Boden des GefiBes, ferner 7' den Inhalt desjenigen Teiles
der Oberfliche der Fliissigkeit, welcher die Wand berithrt, U den Inhalt des
freien Teiles der Oberfliiche, welcher entlang der Kurve £ an die Wand grenzen
moge; endlich seien «, f zwei von dem Verhiiltnis der Schwere zur Intensitit
der Kapillarkriifte abhiingige Konstanten.

Alsdann ist die Gleichgewichtslage der Fliissigkeit nach Gavss?!) dadurch
charakterisiert, daB der Ausdruck

VH- (! — 289 T+ «*U (74)

ein Minimum wird mit der Nebenbedingung, daB das Volumen V einen vorge-
schriebenen Wert haben soll, withrend die Kurve & nur der Beschriinkung unter-
worfen ist, auf dem gegebenen Zylinder zu liegen.

Betrachtet man zuniichst Variationen, bei welchen £ ungeiindert bleibt, so
bleibt 7' konstant und man hat ein isoperimetrisches Problem, wie das in § 79, d)
behandelte. Man erhilt als charakteristische Eigenschaft der freien Oberfliiche
die Relation (Laerack)

911 El; = - :‘c{; l‘ » (75)

wo 1 die isoperimetrische Konstante bedeutet.

Bei Variationen, welche die Kurve £ #ndern, ist auch das einfache Integral
T zu berticksichtigen. FEine leichte Modifikation der in § 79,¢) und d) durch-
gefiihrten Schliisse fiihrt anf das Resultat (Larvace, Gauss), daB entlang der Kurve &

i B
sin =

Y Werke, Bd. V, pp. 55, 290, wo die Aufgabe fiir beliebige Gestalt des Ge-
fiBes durchgefiihrt wird. Vgl. auch Kxeser, Lehrbuch, pp. 274, 280, wo die Auf-
gabe in Parameterdarstellung behandelt wird.
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sein muB, wenn ¢ den Neigungswinkel zwischen der Tangentialebene der freien
Oberfliche und der vertikalen Richtung bedeutet. (Gauss.)

16*  Gleichgewichtsfigur eines an einer horizontalen Ebene hingenden
Tropfens?) (§79,d), § 80, ).

Lisung: Es muB wieder der Ausdruck (74) ein Minimum werden mit der
Nebenbedingung V= konst. - Dabei ist hier

7=[[azay
und f=c.

Die Gleichung (75) gilt. auch hier. Die Grenzgleichung geht in die Be-
dingung iiber, daf die freie Oberfliche des Tropfens die horizontale Ebene be-
riithren muB.

17. Die , Kantenbedingung® fir diskontinuierliche Lésungen (Flichen der
Klasse D) fiir das Integral (19) aufzustellen (§ 80, b)).

Losung: Ist € die Kurve in der u,v-Ebene, an welcher die partiellen Ab-
leitungen von z,y, z Spriinge erleiden, so miissen beim {Tberschreiten von © die
Ausdriicke

Fp o' —F,u, Fyv'—F, u', Fo o' —F, w
stetig bleiben, wobei die Ableitungen u’,v" entlang der Kurve € genommen sind.
(Kosn),

18. Zu beweisen, daB die partielle Differentialgleichung (57) befriedigt

wird durch die Funktion

) 25
u=ER|:G (s)—-ﬁﬁ G(S):I‘ (76)
wenn ((s) eine beliebige analytische Funktion von s =& -+ i7 ist, und § = &£ —i,

(Scawarz).
19*  Die Schraubenfliche
z+ytgz=0 (1)

ist eine Minimalfiiiche. Bei fester Begrenzung die zweite Vartation desjenigen
Teiles derselben zu untersuchen, welcher zwischen den beiden Ebenen

z=—an und z= ax

und zugleich innerhalb der Zylinderfliche z* + y* = R* liegt (§ 81).
Losung: Es sei

p=1log (R+V1+ E*)
Ule,3) = AChigChe — ShigShe.

und es bezeichne

Yy Vgl. Encyklopidie V 9 (Mwvkowsxkr), p. 572 und E. Swwrr, Uber die Form
und Stabilitit gewisser Fliissigheitstropfen, Dissertation, Gottingen 1907, wo eine
Anzahl spezieller Fiille im einzelnen durchgefiihrt werden.
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Wenn dann « <4, so ist U(g, EIE) positiv fiir jedes p, und die zweite
Variation ist stets positiv. Ist dagegen « =>4, so besitzt die Gleichung

U(Q, —2—1;) =0

stets eine positive Wurzel f§;; die zweite Variation ist dann stets positiv, wenn

f << B,, sie kann dagegen negativ gemacht werden, wenn > f,.
Andeutung: Fiir die Schraubenfliche (77) ist

1
%}(S) — 21’ sz
Mache von Nr. 18 Gebrauch, withle
N R -1
G(s) =s(*—s57%), 1.—20‘

und setze s=—e?t¢Y.
(Scawarz)

20. Das dreifache Integral
J=ffj}'(.r, Yo 2,y Uy, Uy, U)dxdydz

durch passende Wahl der Funktion # von a, ¥, # bei unverinderlichem Inte-
grationsbereich zu einem Extremum zu machen.
Losung: Die Lagrange’sche Differentialgleichung lautet

0
fu_éafua_a—yfuy_ﬁﬁas;:o

wobei die angedeuteten Differentiationen sich auch auf die in w,wu,, u,,u, als
Argumente enthaltenen Variabeln z,y,z beziehen.

Andeutung: Wende den allgemeinen Green'schen Satz fiir dreifache Inte-
grale auf die Traysformation der ersten Variation an.

Beispiel: f=u 4 uj + u?, (Dirichlet’sches Prinzip fiir den Raum)
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