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Ziwolftes Kapitel.

Weitere notwendige, sowie hinreichende Bedingungen beim
Lagrange’schen Problem.

§ T4. Analoga der Bedingungen von WeierstraB und Legendre.

In diesem Kapitel sollen zuniichst die den Bedingungen von
LEGENDRE, JacoBl und WEIERSTRASS entsprechenden Bedingungen
(II), (III), (IV) fiir das Lagrange’sche Problem aufgestellt werden.
Wir werden diese Bedingungen zuerst ohne Benutzung der zweiten
Variation ableiten, indem wir mit der Weierstrali'schen Bedingung
beginnen und daraus die Bedingung (II) herleiten (§ 74), wihrend
sich die Bedingung (III) aus einer Verallgemeinerung des Enveloppen-
satzes ergeben wird (§ 75). Alsdann werden wir, wenn auch nur
kurz, auf die Theorie der zweiten Variation eingehen, teils ihres
groBen historischen Interesses wegen, teils weil dieselbe, wie sich
herausstellen wird, zur Vervollstiindigung der vorangegangenen Theorie
der konjugierten Punkte unentbehrlich ist (§ 76).

Den Abschluf des Kapitels bildet dann die Aufstellung hin-
reichender Bedingungen auf Grund des allgemeinen Hilbert’schen
Unabhiingigkeitssatzes (§ 77) und die Theorie der Mayer'schen Extre-
malenscharen (§ 78).

Wir beschriinken uns dabei durchweg auf den Fall des ,Funk-
tionenproblems® mit festen Endpunkten bei welchem sdmtliche Neben-
bedingungen Differentialgleichungen sind.")

Ferner machen wir iiber die Extremale €, dieselben Voraus-
setzungen A), B), C) wie in § 72, b), fiigen denselben aber noch eine
weitere Voraussetzung D) hinzu:

") Der einzige Fall, welcher auflerdem bisher vollstiindig durchgefiihrt
worden ist, ist das rilumliche Variationsproblem ohne Nebenbedingungen,
welches liirzlich Masox und Briss eingehend behandelt haben, und zwar in
Parameterdarstellung bei festen und bei variabeln Endpunkten, Transactions
of the American Mathematical Society, Bd. IX (1908), p. 440; vgl. auch
die Dissertation von Napescapa Gerner (Gottingen 1902), die dasselbe Problem
mit z als unabhiingiger Variabeln bei festen Endpunkten behandelt.



§ T4, Analoga der Bedingungen von Weierstraf und Legendre. 603

D) Die Extremale ] soll sich in Beziehung auf jedes noch so
kleine Teilintervall [£ &] des in § 72, b) definierten ,Regularitits-
intervalls“

Bn<o<
normal verhalten (§ 69, d)), d. h. das einzige System von m Funk-
tionen 4, 4y, ..., 4, welche in [§ ] von der Klasse (/" sind und
den n linearen Differentialgleichungen

(h“”* d, %) o i=1,2

dx .” oy} #

geniigen, ist
=0, =0, .-+, 2,=0 in [EE&]

Wir driicken diese Voraussetzung nach v. Escuericn?) dadurch
aus, daB wir sagen, es soll der ,Haupifall* des Lagrange’schen
Problems vorliegen.

In den Voraussetzungen A) bis D) ist enthalten, dafl die Kon-
stante {, von § 69 den Wert 1 hat, sodaB also in den Euler’-Lagrange-
schen Differentialgleichungen
F=f+2%9,

zu setzen ist.
a) Die WeierstraB’sche Bedingung?):

Zur Herleitung der Weierstrali’schen Bedingung wihlen wir
auf der Extremalen € zwischen P, und P, einen beliebigen Punkt P;.
Es folgt dann aus der Voraussetzung C), daB im Punkt P; mindestens
eine Determinante mten Grades der Matrix (43) von § 69 von Null
verschieden ist; es sei etwa

C(Pys Pyre - vs Pu)
G (Yir Yar - -+ Uo) |
Diese Determinante ist dann auch noch in einer gewissen Umgebung
des Punktes P; von Null verschieden. In dieser Umgebung wihlen
wir auf €; und vor P, einen Punkt P;. Wir ziehen dann durch P,
eine beliebige Kurve _
I C: Y= ¥;(2)

%) Vgl. Wiener Berichte, Bd. CVIII (1899), p. 1290.

*) Zuerst von Hany auf etwas anderem Wege abgeleitet, vgl. Monatshefte
fiir Mathematik und Physik, Bd. XVII (1906), p. 295; fiir den Fall end-
licher Bedingungsgleichungen ist die Ausdehnung der Weierstrafi’schen Be-
dingung auf das Lagrange’sche Problem schon vorher von Rupro gegeben worden,
vgl. Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft zuZiirich,
Jahrgang XLII (1898), p. 340.

+0. (1)
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der Klasse (', welche den m Differentialgleichungen?)
9, (2, §@), i’ @) =0
geniigt, und fiir welche das Wertsystem
Zyy Yy (T5)y ooy Yn(@5), Y1(@5), « ooy Yn(y) (2)
ganz im Innern des Bereiches ® von § 69 liegt. Wie sich aus den

Existenztheoremen iiber Differentialgleichungen ergibt, ist dies stets
moglich, und wir kénnen die Werte

J1(@8), -5 Y ()
beliebig vorschreiben, vorausgesetzt, daB fir das Wertsystem (2)
mindestens eine Determinante mten Grades der Matrix
liaqlﬁ; e L
| 5% p-1,2..,m O

von Null verschieden ist.

Es sei jetzt P, derjenige Punkt von §, dessen Abszisse den
Wert z, = #; — ¢ hat, unter.e eine kleine positive GriBe verstanden.
Dann konnen wir stets, und zwar fiir beliebige, hinreichend kleine
Werte von &, eine Kurve

¢: Y, = ¥i(, )

von den erforderlichen Stetigkeitseigenschaften konstruieren, welche
durch P, und P, geht:

Yi(o; €) = Yi(#o), (@, 8) = 9:(2,), (4)
sich fiir ¢ =0 auf € reduziert: '
Y; (.’E, 0) = ﬁi(m)r
und den m Differentialgleichungen
Py (2, y(x, &),y (,8) =0

geniigt.

Zum Beweis dieser Behauptung verfahren wir ganz #hnlich wie in § 69, a).
Wir withlen »n(n — m) Funktionen ) 71; +»(@) von der Klasse €, welche siimtlich
in @, verschwinden, sonst aber willkiirlich sind, und setzen

1’m+r(:c, By Bay o n o E) =Yy 1 . (2) —%—zsk'qf;t +r(w).
k
Alsdann kinnen wir nach § 24,e) m Funktionen

yu = I’a(x, Eiy-eny 8!!)
Y Wir benutzen dieselben abkiirzenden Bezeichuungen wie in §§ 68 und 72,
*) Wegen der Bedeutung der Indizes vgl. die Verabredung im Eingang
von § 68.
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von den dort angegebenen Stetigkeitseigenschaften bestimmen, welche mit den
Funktionen Y, . zusammen den m Differentialgleichungen
fpﬁ(ﬂ':. Y, Y)=0
und den Anfangsbedingungen
Y, (x,0,...,00=0, Y, (@,6,-.8)= Y, (o)

geniigen.

Gelingt es nun, die GriBen &,...,¢, so als Funktionen von & zu bestimmen,
daB sie den n Gleichungen

Yi(@g, ey 00 8,) = U(2y) 6]
mit der Anfangsbedingung: & =0, ...,¢, =0 fiir ¢ =0 geniigen, so besitzt die
Kurve
Yi=Y,([@ & @), ..., 8,@) =¥,

alle verlangten Eigenschaften.

Eine solche Bestimmung der & ist nun aber in der Tat stets moglich.

Denn da nach der Konstruktion der Kurve €

Yi(xg) = 371‘ (@), (6)
so werden die Gleichungen (5) durch das Wertsystem ¢ =0, & =0, ..., g, =0
befriedigt, und iiberdies libt sich zeigen, daB die willkiirlichen Funktionen 71:‘;,, e
sich so withlen lassen, daf die Funktionaldeterminante der Auflésung von Null
verschieden ist. Zum Beweis bemerken wir zuniichst, daB die durch die Glei-

chungen
oY, "
( Es‘.‘")o_ e

definierten Funktionen nﬁ den Differentialgleichungen

a'EP',- k aq:‘ﬂ 1
oty =0

¥

und den Anfangsbedingungen
T () = 0

geniigen, woraus wie in § 69, b) folgt, daB die Funktionen "Ti nur von den Funk-

tionen nfl +, it demselben oberen Index abhiingen und nach Wahl derselben

eindeutig bestimmt sind.
Da ferner nach unserer Voraussetzung D) die Extremale & sich in Be-
ziehung auf das Intervall [« 2,] normal verhiilt, so folgt nach § 69, d), daB sich

die Funktionen nﬁ.“ so withlen lassen, daB sie in x, verschwinden, und daB

fiir die hiernach in der eben angegebenen Weise bestimmten Funktionen 111; die
Determinante
[ (@) | 0. Q)

m+ 8§
m+r

Wihlt man jetzt schlieBlich noch die Funktionen 5 so, daB

Nt r (@) =3,

unter &, wieder das Kronecker'sche Symbol verstanden, so reduziert sich die

Bolza, Variationsrechnung. 39



606 Zwolftes Kapitel. Lagrange’sches Problem. Fortsetzung.

fragliche Funktionaldeterminante auf die Determinante (7), womit unsere Be-
hauptung bewiesen ist.

Nachdem so eine Schar von zulissigen Variationen von den ge-
wiinschten Eigenschaften hergestellt ist, betrachten wir das Integral J
vom Punkt P, entlang &; bis P, von da entlang € bis P, dann
von P, entlang € nach P; und endlich von P, entlang €, bis P,
Den Wert desselben als Funktion von & bezeichnen wir mit J(e).
Da sowohl die Funktionen y,(z), als y,(, ¢), als y,(z) den Differential-
gleichungen g, = 0 geniigen, so kinnen wir J(¢) auch schreiben

J(¢) =Ji;'dm -;-.f}dm -hf%dx -I—Ji;'dx,

wobei die in F, resp. F' und F' vorkommenden Funktionen A5 die zur
Extremalen €, gehorigen Multiplikatoren sind.

Beachtet man jetzt Gleichung (6) sowie die aus (4,) folgende
Relation

ays(a:, -‘;)l _Jg(xy 8)=— xd,)

so erhilt man nach einfacher Rechnung unter Anwendung der La-
grange'schen partiellen Integration und unter Benutzung der Be-
zeichnung (120) von § 72:

J'(0) = Flz,y(@), 5 @, @) — Fla,y@),y’ @, 1@)
—-Z(zlix) Y, @) F, (@ y @)y’ @), 4@)) .

Definiert man daher die WeierstraB'sche &-Funktion fiir das
vorliegende Lagrange’'sche Problem als Funktion ihrer 3# +m 4+ 1
Argumente

x.l y]! L | ynfpli . * 'J.pu’ﬁl.' R | f)n’ j'l! LRt | lrn

durch die Gleichung

8(2',‘,1 ﬂ’:ﬁ; 2’) = F(.’L, y:i}a J.)—F(x,y,p, J') _Z(I’z — ;) F,‘_,_‘(:c,y,p,l), (8)
so folgt hieraus der Satz!):
Soll die Extremale €, ein starkes Mivimum fiir das Integral J
mit den Nebenbedingungen @5 =0 liefern, so mufs
8(z,y@;y @), p; 1) >0 (IV)

1) Vgl. Hamx, loc. cit., p. 303. Hier, wie bei allen folgenden Sitzen iiber
das Lagrange'sche Problem, sind stets die Voraussetzungen A) bis D) noch
hinzuzufiigen.



§ 74. Analoga der Bedingungen von Weierstra und Legendre. 607

sein fiir jedes x im Intervall [z,@,) und fiir jedes endliche Wertsystem
Duy -+ 5 Dy welches den Bedingungen
942 y@),p) =0 )

geniigt, und fiir welches der Punkt (x,y(x),p) im Innern des Bereiches
© liegt und mindestens einer Determinante mien Grades der Matriz (3)
einen von Null verschiedenen Wert erteilt.

b) Die Clebsch’sche Bedingung:

Aus der WeierstraB’schen Bedingung 148t sich nun leicht die
der Legendre’schen entsprechende Bedingung (II) ableiten.?)

Dazu miissen wir zunichst den folgenden Hilfssatz bheweisen:

Es sei §,&,...,£, irgend ein System von Grofien, welche den
m Gleichungen 3%‘

3!1:

geniigen. Alsdann kann man stets % Funktionen p;(s) bestimmen,
welche in der Umgebung der Stelle ¢ =0 von der Klasse C” sind,
fiir beliebige, hinreichend kleine Werte von |&| den m Gleichungen

(10)

Ps (xs;y(xs):lj(e)) =0 (11)
und den Anfangsbedingungen
20 =0, p0)=& (12)

geniigen.
Die Argumente von (cp,/fy sind dabei (zy,y (@), y (xy).
Zum Beweis definieren wir zunichst

.pm+r(8) = ?lm+r(933) + E§m+r'
Dann konnen wir nach dem Satz iiber implizite Funktionen die m
Gleichungen
QJI,(-’L‘S, yl(xs)r tem yn(xSLf)lJ et ﬁml f’m-:-l(e)! e jjn(e)) =0

in der Umgebung des Wertsystems & = 0, p, = y, (), . . ., D, = ¥,,(25)
eindeutig nach p,,...p, anflosen. Denn die Gleichungen werden
durch dieses spezielle Wertsystem befriedigt, und die Funktionaldeter-
minante der Auflosung ist nach (1) von Null verschieden. Wir er-
halten daher eine Losung p, = p, (&) der verlangten Art, von der nur
noch zu zeigen ist, daB sie auch der Bedingung (12,) gentigt. Diffe-
rentiieren wir die in & identischen Gleichungen (11) nach & und setzen
dann & = 0, so erhalten wir

0"1’ ’ s
= ()+20y “ e =0,

1) Vgl. Hauw, loe. cit. p. 303. Der Beweis von Hahn ist iibrigens durch
den hier gegebenen Hilfssatz zu ergiinzen.

39%
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woraus durch Vergleich mit (10) wegen (1) folgt, daB: p,(0) =¢,,
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Wegen (11), (12,) und (1) muB nun im Fall eines Minimums
die Weierstraf’sche Bedingung

8 (5, (@g); 9’ (2y), P(8); 4 () > 0

fiir alle hinreichend kleinen Werte von |&| erfiilllt sein. Bezeichnen
wir die linke Seite als Funktion von & mit E(e), so ergibt eine ein-
fache Rechnung unter Benutzung von (12):

E0)=0, E0)=0, E"0)= ay, o &80
Da nach dem Taylor'schen Satz

E(e) = 4 [E”(0) + (9)],
so folgt hieraus der Satz:

Fiir ein Minimum des Integrals J mit den Nebenbedingungen g4=0
ist weiter notwendig, daf in Jedem Punlt des Ezxtremalenbogens

fiir alle den m Gleickungen

o9
6= 0 (13)

geniigenden Wertsysteme der Grofien &, &, -+, &,

Dabei sind die Argumente der zweiten Ableitungen von F:
(2, y(@), y' (@), A@), diejenigen von dg4ry: (z, y(@), ¥’ @)).

Wir werden diese Bedingung die ,, Clebsch’sche Bedingung nennen,
da sie zuerst von CLeBscuH?) gegeben worden ist, und zwar mit Hilfe
der zweiten Variation.

In der Theorie der quadratischen Formen wird gezeigt?®), daB die

Bedingung (II) damit &quivalent ist, daB unter den Wurzeln der
Gleichung

1) Das Summationszeichen 2 bedeutet hier und in der Folge stets die

ik
Doppelsumme 22

=1

9 Journal fur Mathematik, Bd. LV (1858), p. 254, Vgl. auch unten
§ 76,1).

%) Weierstrass, Vorlesungen viber Variationsrechnung 1879; C. Joroax, Cours
d’ Analyse, Bd. III, Nr. 392,
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|Byy —eo, Ry, vy By, Ly, -+ Ly,
Rﬂ; ng"’@, Y Rsm L21: i L?m|
G(Q) = Rnl’ Rnﬂ) ] ‘le_gi Lnl! T an. =0} (14)

Lnr Lsn' ] Lnn O: Y 0

0, - 0 |
welche bekanntlich alle reell sind'), sich keine negativen befinden,
wobei zur Abkiirzung
*F 093

gesetzt ist. ooy e i for

Fiir ¢ = 0 reduziert sich die Determinante G (o) auf die Determi-
nante R von § 72,a), die nach Voraussetzung C) entlang &, von
Null verschieden ist. Somit kann unter den Wurzeln der Gleichung
(14) die Null nicht vorkommen. Das hat zur Folge, daB unter der
Voraussetzung C) die Bedingung (II), wenn iiberhaupt, nur in der

stirkeren Form Py
. 2yl 0y, §6>0 r)

le! L2m) ity L

nm?

fiir alle den Gleichungen (13) geniigenden, nicht siimtlich verschwin-
denden Werte §,, &, - - -, §, erfiillt sein kann.
Da die Wurzeln der Gleichung (14) siimtlich reell sind, so er-

1) Siehe Guxperriscer in Hesse, Analytische Geometrie des Rawmes (1876)
p. 518; Wrierstrass, Vorlesungen iiber Variationsrechnung 1879. Den folgenden
einfachen Beweis verdanke ich Herrn Liwy:

Ist ¢ eine Wurzel der Gleichung (14), so gibt es n 4 m reelle oder kom-
plexe GroBen w,, @y, --,&,,%,,Ys, ", Y, Welche nicht alle gleich Null sind
und den n 4 m Gleichungen geniigen

Bz + Ryyay + -+ By, + Ly + Lisva + - + Lig Y = 0,

Llp'ml. + Ly, 4o+ Ln,)‘xn i
Dabei kinnen wegen (1) nicht alle GroBen a; gleich Null sein.

Es seien jetzt z;, Y3 die zu ;, Yy konJutnert imaginiiven Gréfen; dann folgt,
indem wir die 7 te Glelchung mit ;, die (n 4 f)te mit yﬁ mnltiplizieren und
dann addieren,

2R=kx¢f'5 + DLyt Ey)—e 515" ;0
T g
Da R L‘i reell sind, und R, = i 50 ist die linke Seite reell; da
L
iitberdies auch 2.1:,-.%,- reell und von Null verschieden ist, so folgt, daf ¢ reell

. f
gein muB.
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gibt sich aus der Descartes’schen Regel ein sehr einfaches Mittel,
um zu entscheiden, ob die Bedingung (II') erfiillt ist: Man ordne die
ganze Funktion (+(¢) nach absteigenden Potenzen von p; alsdann
miissen die Koeffizienten der so erhaltenen ganzen Funktion ab-
wechselnde Vorzeichen haben.

§ 75. Die Kneser’sche Theorie der konjugierten Punkte beim
Lagrange’schen Problem.

Wir werden in diesem Paragraphen nach dem Vorgang von
K~Esgr den Enveloppensatz von § 44,¢) und § 62,d) auf den Fall
des Lagrange’schen Problems ausdehnen und daraus die der Jacobi-
schen Bedingung entsprechende Bedingung (III) ableiten. Wir halten
dabei an den Voraussetzungen A) bis D) von §§ 72 und T4 iiber die
Extremale €; fest.

a) Definition des konjugierten Punktes:

Wir gehen aus von der Betrachtung der Gesamtheit') der Eaxtre-
malen durch den Anfangspunkt P,(z,, 4., -+, ¥,,) des Extremalen-
bogens E,. Dieselbe bildet eine n-parametrige Schar, die sich nach
den Resultaten von § 72, ¢) mittels der Funktionen 9), in der folgenden
Normalform darstellen liBt:

Y= D@52, Y11y 2 Y1y Gr s cn) = Y@, ¢, -¢,), (16)

mit ¢,, - -+, ¢, als Parametern. In der Tat ist nach Gleichung (136,)
von § 72

Yi(#y,6, 5 €)= Yir» (16)
woraus sich durch Differentiation nach ¢, ergibt
3 Y!- '1-1'1
52| =0 17)

Die Schar (15) enthiilt die Extremale €, und zwar in der Be-
zeichnung von § 72, Gleichung (122), fiir:

og=0(z)=¢e,-- ¢, = v,(x,) =,

sodaB also
lr{(x, 6(1): T cg) - y,(ﬂ))

) Streng genommen handelt es sich nur um Extremalen, die zu solchen
Losungen der Differentialgleichungen (I) gehéren, welche nur wenig von der
Lisung (119) von § 72 abweichen. DaB die Gleichungen (15) alle diese Extremalen
darstellen, folgt daraus, daB nach Gleichung (143) von § 72 die Determinante
09;/2b; | von Null verschieden ist.
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Die Funktionaldeterminante der Schar bezeichnen wir mit
Do, 6, -+, 0) = Spee .
Es folgt dann aus (17), daB
D(zy, ¢+ 6) =0,
inshesondere also auch
D(@y, ey -+ ¢0) =0 (18)
Wir wollen nun die Annahme machen, daB der Punkt z, ein
isolierter Nullpunkt der Funktion D(z,c?,---,¢?) ist, d. h. daB sich
eine Umgebung von 2, angeben liBt, in welcher diese Funktion, ab-
gesehen vom Punkt z,, von Null verschieden ist. Es wird sich spiter
zeigen'), daB dies in Wirklichkeit keine weitere beschriinkende An-
nahme, sondern eine Folge unserer bisherigen Voraussetzungen A)
bis D) ist.
Es folgt dann, dafl entweder?)

D(z, ), -, e0) =0 fiir 2, <z < a3

oder aber, daB es zwwchen #, und x; einen zunichst®) auf z;
folgenden Nullpunkt z; dieser Funktion gibt, sodaB also

'D(.a’l’ '1' Sy 7r)—0
D@, ey, ) =0 filr 2, <z < z,.
Im zweiten Fall heiBt der dem Wert x = 2, entsprechende Punkt
P der Extremalen €, wieder der zu P, konjugierte Punlt.
Die Funktionaldeterminante I 148t sich auch als Determinante
2nter Ordnung schreiben; definiert man nimlich nach A. Mayer*) die
Funktion A(z,2,) durch die Determinante

0yl 0By 0B OBy

(19)

iabL ! *9b,| * B¢, | ! Gc‘ p
| : | 20
s~ ope o s one O
| 3b, | 2 a0, | B | 7T 7,
(?:=1,2"°'Jﬁ)7

wobei in den partiellen Ableitungen der Funktionen 9),(z; a, b, ¢) nach

) Biehe § 76,g). Sind die Funktionen f und ¢ analytisch und reguliir
im Bereich T, so ist diese Annahme damit gleichbedeutend, daB D(z, ¢, - --,e?)
nicht identisch verschwinden soll.

) Wegen der Bedeutung des Zeichens a¥ siehe § 72, b).

%) Vgl. den am Ende von § 61, b) erwithnten Hilfssatz iiber stetige Funktionen,

*) Journal fiir Mathematik, Bd. LXIX (1868), p. 250.
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der Differentiation @ = z,,b, = ¥y, -+, b, =¥Y,;, 6, =2, -+, ¢, =
zu setzen ist, so ist

D(z, e}, - - -, 0p) = Az, 2,), (21)
wie sich unmittelbar aus den Gleichungen (143) von § 72 ergibt.

In dieser Form A wird uns die Determinante in der Theorie der
zweiten Variation wieder begegnen; man pflegt sie die Mayer’sche
Determinante zu nennen.

Geht man von der Normalform (15) der Extremalenschar durch
den Punkt P, zu einer andern Darstellungsform iiber, indem man an
Stelle der Parameter ¢, - - -, ¢, andere n unabhiingige Parameter ein-
filhrt, so wird die Funktionaldeterminante D(z,¢,,---, ¢,) der Schar
nach bekannten allgemeinen Sitzen iiber Funktionaldeterminanten nur
mit einem konstanten, nicht verschwindenden Faktor multipliziert.
Dasselbe gilt von der Determinante A(z, z;), wenn man von den
nkanonischen Konstanten® b,,.-.,b,, ¢, -+, ¢, zu heliebigen anderen
Integrationskonstanten iibergeht.

Fiir die weitere Diskussion werden wir die beschrinkende Annahme
machen, daB im konjugierten Punkt, falls ein solcher existiert,

D, (5, &,y ) +0. (22)
Dann kénnen wir nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung
D(z, ¢, - ‘lcn) =0
in der Umgebung der Stelle z =2/, ¢, =¢, - -, ¢, =¢ eindeutig

nach z auflésen’). Die Lisung sei
Ak {CYRERT A
D(x, ¢+ 6,) =0
identisch in ¢, ---, ¢, und
£(ed - ) =2y
Es besitzt dann auch jede der Extremalen €, benachbarte Extremale

(¢) der Schar (15) einen zu P, konjugierten Punkt, und die Abszisse
desselben ist (e, -, ¢,).

Den geometrischen Ort dieser konjugierten Punkte, d. h. also die
n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit

- z=r(c," " C) yi=Y,(g, ¢, 0,)

1) Dabei miissen wir allerdings voraussetzen, daB auch die zweiten Ab-
leitungen ¢*Y;/d¢; ¢c; existieren und stetig sind; das wird nach p. 178, Zusatz I
sicher der Fall sein, wenn wir die urspriinglichen Voraussetzungen von § 69
iiber die Funktionen f und ¢, dahin verschiirfen, daB dieselben im Bereich %

; g
von der Klasse CIV gind.

sodaB also
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im Raum der Variabeln z,y,,---,y, konnte man die , Brennhyper-
fliche* der Schar (15) nennen. Es lassen sich fiir dieselbe #hnliche
Betrachtungen anstellen, wie im Fall des isoperimetrischen Problems
(§ 62,1)).

b) Das ausgezeichnete Extremalenbiischel durch den Punkt P,:?)

Wir greifen jetzt aus der n-fach unendlichen Extremalenschar (15)
eine einfach-unendliche, die Extremale €, enthaltende Schar (ein
,,Biischel®) heraus, indem wir die Griofen ¢, durch Funktionen eines
Parameters « ersetzen, welche fiir einen bestimmten Wert « = «, die
Werte ? annehmen und in der Umgebung von ¢, von der Klasse (" sind:

Cia &i(a)’ ¢,(ety) = ¢, (23)
sodall das Biischel dargestellt wird durch die Gleichungen
Y= ;Yi(x) CyyveyCp)s (24)

und stellen uns nunmehr die Aufgabe, die Funktionen ¢;(«) so zu
bestimmen, daB dieses Biischel eine Enveloppe besitzt, d. h., daB es
eine Kurve §§ gibt, welche von séimtlichen Kurven des Biischels be-
rithrt wird.

Angenommen es existiere eine solche Kurve §§, und es sei
Z(e) die Abszisse des Berithrungspunktes P, der Extremalen €, des
Biischels (24) mit §. Die Ordinaten von P; sind dann Y[(%,¢,,...,¢,),
und die Kurve §§ ist in Parameterdarstellung gegeben durch die
Gleichungen

& © = ¥(e), Y= Y&, ¢y, . - oy 60) = Ui(). (25)

Im Punkt Pj sollen sich die beiden Kurven €, und § beriihren,
worunter wir verstehen, daB die n Gleichungen bestehen sollen:

&' () Xi] = #;(a), (26)
wenn wir durch die Klammer [] die Substitution von #¢,,...,¢,
fir @,¢,...,c, andeuten. Da nach (25) -

-0 My~ r 0 Y; -~
7@ = [0 (@) + 3| 5554, (27)
k
so reduzieren sich die Gleichungen (26) auf

Z’ [36%*]% («) = 0. (28)

1) Im wesentlichen nach Kneser, Mitteilungen der Mathematischen
Gesellschaft zu Charkow, zweite Serie, Bd. VII (1902); vgl. auch fiir den
speziellen Fall n =2, m =0 die schon oben erwiihnte Arbeit von Masox und
Briss, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. IX
(1908), p. 446.
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Da ferner die Funktionen ¢, nicht siimtlich konstant sein sollen,
so muB die Determinante des Gleichungssystems (28) verschwinden,
d. h. es muB

D(Z; Byyve g 6,) =0 (29)

sein. Diese Gleichung sagt aus, daB der Beriihrungspunkt P; ein zu
P, auf der Extremalen €, konjugierter Punkt (im weiteren Sinn)
sein muB. Wir betrachten insbesondere den Fall, wo der Beriihrungs-
punkt der Extremalen €, mit § der konjugierte Punkt im engeren
Sinn, P;, ist, also

T (o) = ;.

Dann folgt aus (29) nach der am Ende von Absatz a) gemachten
Bemerkung unter der Voraussetzung (22), daB

Z(a) =172(Ci5 o205 65)

fiir alle Werte von « in der Nihe von e.

Gibt man dem & («) diesen Wert, so ist es moglich, den Gleichungen
(28) durch Werte der GriBen ¢ (¢) zu geniigen, welche nicht siimt-
lich null sind, und zwar sind die Verhiltnisse dieser Gréfen durch
die Glelchungen (28) eindeutig bestimmt. Denn wegen der Voraus-
setzung (22) sind die Subdeterminanten des Koeffizientensystems dieser
Gleichungen nicht simtlich gleich Null, da

0¥
Dz, ¢, .- .56,) =2 D, B—c:"
ik

wenn D),, die Subdeterminante des Elementes 7#Y,/c¢, in der Deter-
minante [} bedeutet. Es sei z. B.

[D,,]+0 (30)

fir @« =, und daher auch in einer gewissen Umgebung von e.
Dann ergibt die Auflésung von (28)

&,(e) = o[D,]. (1)

Den Proportionalititsfaktor ¢ diirfen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit gleich 1 annehmen, da wir dies durch Einfithrung eines
passenden neuen Parameters an Stelle von « stets erreichen konnen.

Die Gleichungen (31) stellen nunmehr ein System von n Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung in der Normalform dar, welche
zusammen mit den Anfangsbedingungen (23,) nach dem Cauchy’schen
Existenztheorem von § 23, a) die Funktionen ¢, («) eindeutig be-
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stimmen, und zwar sind dieselben wegen (30) nicht etwa simtlich
konstant.)

Fiir das so erhaltene 'unktionensystem ¢,(«) gelten dann in der
Tat die Gleichungen (26) in der Umgebung von « = «,. Falls #(¢,) == 0,
so ist die Beriihrung eine eigentliche. Ist dagegen #'(e,) =0, so
ist auch y,(¢)) = 0. Ist dabei Z’(e) &= 0, so ist P, ein singuliirer
Punkt der Enveloppe . Ist dagegen Z'(«) =0, so ist auch
4;(¢)=0, d. h. die Enveloppe {§ degeneriert in einen Punkt, und
zwar in den Punkt P, wie sich aus den Anfangsbedingungen fiir
o« = «, ergibt.

Es gilt also der folgende von KNESER herrithrende Satz:

Unter der Voraussetzung (22) gibt es in der n-fach unendlichen
Euxtremalenschar (15) durch den Punkt P, ein und nur ein die Extre-
male &, enthaltendes ausgezeichnetes FExtremalenbiischel, welches eine
Enveloppe besitet, die im Punkt P| entweder die Extremale €, beriilrt,
oder in P, einen singuliren Punkt besitzt, oder aber in den Punkt P
degeneriert.

¢) Der verallgemeinerte Enveloppensatz:?)

Wir betrachten jetzt unser Integral J, gemommen entlang der
Extremalen €, des ausgezeichneten Biischels vom Punkt P, bis zum
konjugierten Punkt P;. Dasselbe ist eine eindeutige Funktion von «,
die wir mit J(«) bezeichnen:?)

I(e) =[f(z, Y@, &), ¥'(z, &) da.

Nach der Definition der Funktion U von § 73, a) ist dann
(o) = W(@; 24y Yryy - o3 Yuas €1y v v o5 € (32)
Daher kénnen wir mit Hilfe der allgemeinen Formeln (145) und (146)
1) Hieraus folgt, daB die Extremale €, nicht etwa fiir alle Werte von «
in der Umgebung von &, mit &, identisch sein kann. Denn aus der Identitiit

Y.«(.'L‘,El Yoy En) %'y‘({ﬂ)
wiirde durch Differentiation nach « folgen, daB

o=

ol D0y
1
was wegen (19,) nicht mdglich ist.
Diese Bemerkung ist fiir den unter d) folgenden Beweis von Wichtigkeit.
%) Vgl. Kneser, loc. cit.
%) Wir schreiben analog den friiheren Abkiirzungen

~é(e) =0,

(z,¢) statt (x,¢,,...,E,).
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von § 73 den Ausdruck fiir die Ableitung J'(«) unmittelbar hir-
-schreiben, wobei wir uns der Definition (15) der Funktionen Y, sowie
der Bedeutung des Zeichens [] zu erinnern haben. Man findet

J'(«) = f(# Y& ¢), Y'@ 6)&’
= & = ro o= D Sy
+§ F.. (& Yz,0), Y@,¢), A&, ¢)) [E:ﬂck'

Die Doppelsumme ist aber gleich Null, da ja das Extremalen-
biischel das durch die Gleichungen (28) definierte ausgezeichnete
Biischel sein sollte. Es kommt also schlieBlich

J (e} = (2, X@, &), X (& &))&". (33)

Wir unterscheiden jetzt zwei Fille: '

Fall I: %'(«) % 0, die Enveloppe § degeneriert nichi.

Wir beschriinken uns dabei auf den Fall

&' (e) + 0, (34)

indem wir den Ausnahmefall, wo die Enveloppe § in P| einen sin-

guliren Punkt hat, bei Seite lassen. Dann kénnen wir nach (25)
und (26) die Gleichung (33) schreiben

I (@ = £(2(@), 5(@), L3 @) (35)

Andererseits kinnen wir wegen (34) die Gleichung z = #(«) in
der Umgebung von «= ¢, eindeutig nach ¢ auflisen; es sei: «=a(z).
Wir konnen daher die Enveloppe § in der Form schreiben:

§F:  y=u(w) = Y,),

woraus folgt
]"jﬂ ?; (ﬂ)
i (:[) :—c" (ﬂ) i

Wir erhalten also, wenn wir die Gleichung (35) nach « inte-
grieren und z als Integrationsvariable einfithren,

’

T(ey) — I(«) =[ (2, Y, ¥'(@)da. (36)

Wir wihlen nun « < ¢, je nachdem #'(¢) 20, sodaB in beiden
Fillen #(e) < #(e,), d. h.
z <.
Dann kinnen wir die Gleichung (36) schreiben:
Jo,(PyPy) = Jg (P Py) + Jy (P P,). (37)
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Diese Gleichung stellt den von KNESER herrithrenden verallgemeinerten
Enveloppensatz dar.
Fall II: i'(«)=0, die Enveloppe degeneriert in einen Punkt.
Dann folgt aus (33): J'(«) =0, also J(&) = J(g,), d. h.
Js, (P1Py) = J (P P)). (38)

Die Extremalen des ausgezeichneten Biischels, welche in diesem Fall
siimtlich durch P, und P; gehen, liefern also fiir das Integral J,
genommen von P, bis P, simtlich denselben Wert.

d) Notwendigkeit der Mayer’schen Bedingung:

Mit Hilfe des Enveloppensatzes liBt sich nunmehr zeigen, daB
ein Extremum jenseits des konjugierten Punktes nicht mehr bestehen

kann. Angenommen es sei
2 < 2. (39)

Dann folgt aus dem Enveloppensatz zuniichst, daB man AJ =0
machen kann durch eine zuldssige Variation des Extremalenbogens &
Fiir den Fall II ist dies unmittelbar klar. Fiir den Fall I ist nur
noch zu zeigen, daB auch der Bogen P, P von F den Bedingungs-
gleichungen ¢, = 0 geniigt. In der Tat folgt dies aus der Gleichung

q’rf(x! Y(.Z‘, E’)J Y’('I"J E)) = O’

wenn man darin zunichst # durch Z(«) und dann « durch a(z) er-
setzt. Daher stellt die aus dem Bogen P, P; von €, und dem Bogen
Py P; von § zusammengesetzte Kurve eine zulissige Variation!) des
Bogens P P; von €, dar, fiir welche AJ=0. Damit ist bewiesen,
daB kein eigentliches Extremum stattfinden kann, wenn z; Z x,.

Es muB aber noch weiter gezeigt werden, dafl unter der Voraus-
setzung (39) auch kein uneigentliches Extremum stattfinden kann,
d. h. daB man AJ <0 machen kann.

Wir betrachten zuniichst den Fall . Angenommen der Kurven-
zug P, P; P; liefere ein Minimum fiir das Integral J; dann muBl der
Bogen P,P; der Enveloppe § ein Extremalenbogen sein. Aus Stetig-
keitsgriinden folgt, daB fiir denselben ebenso wie fiir den Bogen P, P,
die Bedingungen B), C) von § 72 und®) die Bedingung D) von § T4
erfiillt sind, wenn « hinreichend nahe bei «, gewiihlt wird. Nehmen
wir dann noch an, daB die Enveloppe § von der Klasse C” ist, was

") Man beachte auch die Ungleichung # < @, sowie die Bemerkung in
Fubnote ') auf p. 615.

*) Fiir die Bedingung D) kann ich dies allerdings nur als Vermutung aus-
sprechen.
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stets der Fall sein wird, wenn die Stetigkeitsvoraussetzungen von § 69
iber die Funktionen f und ¢, hinreichend verschirft werden, so
konnen wir auf den Kurvenzug P, P, P, den Zusatz von § 70, b) iiber
diskontinuierliche Lisungen anwenden. Darnach muB, da die beiden
Kurven €, und § sich im Punkt P, beriihren,

Yi' (&, = ¥i'(2) (40)
sein. Nun ist aber nach (26), identisch in «,
Yi (&, ¢) = Yi (2).

Daraus folgt durch Differentiation nach «
A 4 aY: -~ N N
Y; (-’t, (,‘).’L‘ +2[“§c‘_] =Y (.E! X
Die n Gleichungen (40) sind also nur mdoglich, wenn
BYi’ ~r
Slla=o
k

Da aber auferdem die Gleichungen (28) bestehen und die » GréBen &
nicht simtlich gleich Null sind, so schlieBt man, daB die n Deter-
minanten, die aus der Determinante D (Z, ¢,, . . ., ¢,) hervorgehen, wenn
man je eine Zeile [¢Y;/¢c], k=1,2,-.+, n darch die entsprechende
[¢Yi/ee], k=1,2, -+, n ersetzt, verschwinden miissen. Daraus
wiirde aber folgen, daB D, (z, ¢, - - -, ¢,) = 0 sein muB, was wegen
(22) nicht stattfinden kann, wenn « hinreichend nahe bei «, liegt.

Damit ist hewiesen, daB der Kurvenzug P, P, P kein Minimum
fiir das Integral JJ liefern kann; man kann denselben daher so variieren,
daB das Integral J einen kleineren Wert annimmt, d. h. daB
A J <0 wird.

Aber auch im Fall IT kann man A J < 0 machen, wenn 2, < ;.
Denn nehmen wir an, die aus dem Bogen P, P von €, und dem
Bogen P[P, von @, zusammengesetzte Kurve liefere ein Minimum
fiir das Integral .J, so miissen im Punkt P die Eckenbedingungen
(74) von § 70,b) erfiillt sein. Aus denselben folgt, daB im Punkt P,

F—F-2F,, (' —y)=0

sein muf, wobei sich die uniiberstrichenen Buchstaben auf €,, die
iiberstrichenen auf € beziehen. Man zeigt aber leicht, daf diese Be-
dingung fiir hinreichend kleine Werte von |« —«a,| nicht erfiillt sein
kann, wenn die Clebsch’sche Bedingung fiir die Extremale €, in
der stiirkeren Form (II") erfiillt ist.
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Unter der einschrinkenden Annahme (22) und unter Beiseite-
lassung des Ausnahmefalles, in welchem die Enveloppe §§ in P; einen
singuliren Punkt besitzt, konnen wir also den Satz aussprechen’):

Fiir ein Extremum des Integrals J mit den Nebenbedingungen
Py = 0 ist weiterhin notwendiy, daf3

Alz,z)=0 fir z,<z<a (III)
oder, anders geschricben, -
z, 2.

Dieser Satz ist zuerst von A. MAYER®) gegeben worden, der den-

selben aus der zweiten Variation ableitet.

§ 76. Die zweite Variation beim Lagrange’schen Problem.

In den vorangehenden Paragraphen haben wir die Notwendigkeit
der beiden Bedingungen (II) und (III) ohne Benutzung der zweiten
Variation bewiesen. Im gegenwiirtigen Paragraphen soll nunmehr im
Anschluf an die Untersuchungen von v. ESCHERICH eine gedringte
Darstellung der Theorie der zweiten Variation®) gegeben und wenig-
stens angedeutet werden, wie man mit deren Hilfe ebenfalls die Not-
wendigkeit dieser Bedingungen beweisen kann. Zugleich wird sich

) Der in FuBnote *) p. 617 erwihnte Punkt wiire dabei noch aufzuklirean.

*) Loc. cit. p. 2568. Freilich beweist Mayer nur, daB ¢* = 0 gemacht
werden kann, wenn w{?wg; vgl., auch wegen der weiteren Literatur, p. 625
FuBnote *). Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 4, 7, 8 am Ende von Kap. XIIIL

%) Wegen der Geschichte dieser Theorie verweisen wir auf die Encyklo-
pidie ILA, pp. 591—601 (Kxeser) und pp. 633—635 (Zermero und Harx), sowie
auf die historische Einleitung der unten angefiihrten Arbeit von Scuerrer. Die
fiir unsere Zwecke wichtigsten Arbeiten sind:

Crepscn, , Ueber die Redultion der zweiten Variation auf ihre einfachste
Form*, Journal fir Mathematik, Bd. LV (1858), pp. 254—270.

Crenscn, ,,Ueber digjenigen Probleme der Variationsrechnung, welche nur eine
unabhingige Variable enthalten”, Ibid. pp. 335—355.

A. Maver, ,,Ueber die Kriterien des Maximums wnd Minimums der einfachen
Integrale”, Journal fir Mathematik, Bd. LXIX (1868), pp. 238—263.

Scueerrer, ,,Die Maxima und Minima der einfachen Integrale zwischen festen
Grenzen'', Mathematische Annalen, Bd. XXV (1883), pp. 522—593.

v. Escuericn, ,,Die zweite Variation der einfachen Integrale, Wiener Be-
richte, Abt. Ila, Bd. CVII (1898), pp. 1191—1250, 1267—1326, 1383—1430;
Bd. CVIIL (1899), pp. 1260—1340.

Kwuser, ,, Ableitung hinreichender Bedingungen des Maximums oder Mini-
mums aus der Theorie der zweiten Variation, Mathematische Annalen,
Bd, 11 (1899), p. 821—345,

Endlich ist auch die Darstellung in C. Jorpax’s Cours d'Analyse, Bd. III
(1896), pp. 499—527 zu erwithnen.
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dabei eine wichtige Frginzung unserer bisherigen Entwicklungen er-
geben, insofern der in § 75 ohne Beweis benutzte Satz iiber das Ver-
schwinden der Funktion A (z,z,) seine Erledigung finden wird.

a) Vorbereitungssatz iiber die zweite Variation:

Wir halten an den Voraussetzungen A) bis D) von §§ 72 und 74
iiber die Extremale €; fest. Dann gilt auf Grund der Voraussetzung
D) das ,Erginzungslemma® von § 69, e) fiir jedes Teilintervall des
Integrationsintervalls [z,2,]. Daher konnen wir jedes Stiick [£&,]
des Extremalenbogens §, fiir sich variieren, und zwar konnen wir
zu jedem System von Funktionen 7;, welche in [£ &;] von der Klasse
C” sind, in £ und & verschwinden und den m Differentialgleichungen

@)= 3 (g n+ 598 1) = 0 (41)
geniigen, eine einparametrige Schar von zuldssigen Variationen
% =7Y:i(z, )
des Bogens [§ &| der Extremalen €, konstruieren, fiir welche
0y, = &,
Fiir diese Schar muf nun im Fall eines Minimums
*J=0 (42)
sein; gleichzeitig folgt aus den Gleichungen: ¢, (z,y,y") =0, daB
g, =0.
Daher konnen wir die Ungleichung (42) auch schreiben

&
0* + 3 [ 1,0%9,dz = 0,
fE

wo die 1, die zur Extremalen €, gehirigen Lagrange’schen Multi-
plikatoren von § 69, ¢) sind. Wie bei der analogen Untersuchung
von § 60, a) fallen nun in dieser Ungleichung infolge des Bestehens
der Differentialgleichungen (1) die zweiten Variationen 9%y, heraus, und
wir erhalten wie dort den Satz:

Im Fall eines Minimums muf das Integral

g = E’].E(P.-k??,-m + 2 Qikﬂiuk’ + Rikn;m:) dz =0 (43)

Lk

sein fiir je zwei den Ungleichungen z, = &, < &, Z x, geniigende Werte £, &,
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und fiir alle Funktionensysteme v, der Klasse C”, welche in & und &
verschwinden und den m Differentialgleichungen (41) gendigen.
Darin bedeutet
e
oy oy

*F _»'F
oy; 0y, T oy oy’

Q=
wobei die Argumente in den zweiten Ableitungen von F sind: (z, y (2),
y' @), (@)

b) Erste Transformation der zweiten Variation!):

Multipliziert man die Differentialgleichungen (41) mit unbestimmten
Funktionen von z von der Klasse (", 2u,, integriert zwischen den
Grenzen £ und & und addiert die erha.ltenen Resultate zu (43), so
kann man die zweite Variation auch in der Form schreiben

0*J = 52_/.2‘9'("?,"7‘) w)dz, (44)
&
wobei 2&(n,n",u) die folgende quadratische Form der GriBen

N1y Nay -« o) Mo ’7;) gs =+ o2 Ty lay Bgs + 5 By
bedeutet:

29y, ', 1) =2(Pumm + 2 Q. + Rynnt)

+22P’ﬁ( _E ’T;)
Nach dem Euler'schen Satz uber homogene Funktionen ist

28 =Z(S + 817' :) +20pﬂ

Die letzte Summe ist null, da nach (41)

02
Fug = Pp(n) =

Setzt man den so erhaltenen Ausdruck fiir £ in (44) ein, wendet
partielle Integration an und beachtet, daB die Funktionen 7, an beiden
Grenzen verschwinden, so erhdlt man fiir 0°J den Ausdruck?):

(46)

0 = '5?/.2"]; ¥ (n, w)da, (46)
& *

) Nach A. Maver, loc. cit., p. 243; vgl. anch C. Joroax, Cours d’ Analyse,
Bd. III, Nr. 878. -
%) Verallgemeinerung der Formeln (12) von § 10 und (45) von § 61.

Bolza, Variationsrechnung. 40
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wenn
a2 d ¢
LA lu‘) = o — 3z o (47)

oder ausgeschrieben,
: d ,
®i(n,u) =t2[P.-,-c N+ Qi — iz (Qxime + Byrii)]

09, d i,
+§ [“rf Gy, adz (-”-’ a'y:—')] '

Wir versuchen nun zuniichst wieder, die zweite Variation gleich
Null zu machen. Dies ist stets moglich, wenn es eine Lisung

(1, @) = (4, Ugy - - 5 U5 015 03y - - - O)
des Systems von n + m homogenen linearen Differentialgleichungen
y(u,0) =0, 'Dﬂ(“) - (48)

gibt, in welcher die Funktionen u, von der Klasse C”, die Funktionen
@; von der Klasse (’ sind, und simtliche Funktionen u, in zwei
Punkten £ wund & des Integrationmsintervalles [x,z;] verschwinden,
ohne jedoch im Intervall [§ §,] siimtlich identisch zu verschwinden.
Denn variieren wir dann nur den Bogen [ §,], indem wir in diesem
Intervall %, = u, und zugleich u, = 95 setzen, so erhalten wir ein zu-
lissiges System von Funktionen 7, fiir welches nach (46): §%J = 0.

c¢) Integration des akzessorischen Systems linearer Differential-
gleichungen;

(47a)

Es kommt nunmehr alles auf die Integration des Systems linearer
Differentialgleichungen (48) an, das wir nach v. EscuericE!) das
wakzessorische System linearer Differentialgleichungen® nennen wollen.
Man kann dieses System zuniichst auf ein System linearer Differential-
gleichungen in der Normalform reduzieren, indem man, #dhnlich wie
in §72,a), die Gleichungen (48,) nach =z differentiiert und die so
modifizierten Gleichungen (48) nach den GroBen u, g, aufldst, wobei

die Auflosungsdeterminante mit der Determinante R von § 72, a) identisch
ist, welche nach Voraussetzung C) von Null verschieden ist. Daraus
schlieft man nach allgemeinen Existenzsiitzen tiber Systeme linearer
Differentialgleichungen, da in jeder Lisung (u,0) des Systems (48)
die Funktionen u, von der Klasse ", die Funktionen g, von der
Klasse €' sind in dem in § 72,b) definierten ,Regularitétsintervall“
z] < x < xy; der Extremalen €.

1 Vgl. v. Escaerice, Wiener Berichte, Bd. CVII, p. 1236.
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Ferner gilt nun auch hier, in Verallgemeinerung des Jacobi’schen’
Theorems von § 12,b), der Satz!), daB sich das allgemeine Integral
des Systems (48) aus dem allgemeinen Integral der Euler-Lagrange-
schen Differentialgleichungen (I) durch Differentiation nach den Inte-
grationskonstanten ableiten liBt:

Ist

Y =Y:(%5 20 Vas - 5 Vau)s Ay =43(%5 915 %85 - - -5 P2)
das allgemeine Inlegral der Euler-Lagrangédschen Differentialglei-
chungen (1), mit beliebigen Integrationskonstanien y,, so wird das ak-
zessorische System linearer Differentialgleichungen (48) durch die 2n
Systeme von Funltionen

i B . Oy, .. P& e Bk
1=-a%;,...,u 4L 2 (49)

"=3y_,,’ 91=33}r:"'19m a7,
v=12...,2n,

befriedigt, in denen nach der Differentiation die y, durch die spegiellen,
die Fatremale S, liefernden Werte p° zu ersetzen sind.

Zusatz I: Diese 2n Losungen bilden ein ,Fundamentalsystem®,
d. h. sie sind linear unabhingig in dem Sinne, daB es keine 2n Kon-
stanten C,, die nicht alle null sind, gibt, derart daB in irgend einem
Teilintervall von [z, z,]

Cu, =0, ZCW; =0

firi=1,2,..,n86=12,..,m
Zusatz II: Jede andere Lisung (u,p) des Systems (48) liBt sich
linear und homogen durch diese 2 Losungen ausdriicken:

=20, 0,=2Cey (50)

Der Beweis des Hauptsatzes ergibt sich sofort, wenn man die
Funktionen y,(z; »,, %3y . - - Yau)s i#(x;y‘l,yz, .+ .y V2,,) an Stelle von y,,
Ay in die Differentialgleichungen (I) einsetzt und die so erhaltenen
Identititen nach y, differentiiert.

Insbesondere folgt, dall die aus den Losungen

Y= (@5 0,b,¢), Ay = Bﬁ(wia, b,¢)
von § 72,¢) abgeleiteten 2n Funktionensysteme
09, 09, 0% 0%
ac,ﬁ’ 2 36;-’ Eck’ 2 ack,
9, 09, o% s, 1)
cb? 7 ob? ob,? 7 Gby?
- (k=1,2,...,n),
1 Vgl. Creescr, loc. cit. p. 259.

U

40%
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in denen nach der Differentiation b, = y,(a), ¢, = v,(a) zu setzen ist,
Losungen des akzessorischen Systems (48) sind. Wir wollen dieselben
das dem Punkt x = a zugeordnete Jfanowische Lisungssystem* von (48)
nennen.

An diesem speziellen') Lsungssystem beweist man auch am ein-
fachsten den Zusatz I. Aus den Identitiiten

2

Soimas, Zolao

r=1

statt b, geschr:eben haben, wiirde niimlich zuniichst

s
2 C3e,= 0
und dann weiter nach Gleichung (142,) von § 72

2050 =0

v

in denen wir ¢,
folgen

+i

was wegen der Ungleichung (138) von § 72 nicht mdglich ist.

Wegen des Beweises von Zusatz II verweisen wir auf die all-
gemeinen Entwicklungen von v. EscHERICH?) tiber Fundamentalsysteme
des Systems (48).

Aus diesen Resultaten folgt nun weiter: Soll es eine Losung (u, o)
des akzessorischen Systems (48) von den am Ende von Absatz b)
postulierten Eigenschaften geben, so miissen sich 2» Konstanten
Cy, ..., Cy,, nicht alle gleich Null, so bestimmen lassen, daB gleich-
zeitig die 2n Gleichungen erfiillt sind

2ei=0, oMk

und dazu ist notwendig, daB die Mayer'sche Determinante 2n-ten
Grades

ay‘ |E| 3y‘IEl . ay‘ &
AR IS 77

OR AR o A (52)
31’1' ETH AR TN

(=12...,mn)
gleich Null ist.

1y Vgl. die Bemerkung in § 75, a) iiber den Ubergang von den kanonischen
Integrationskonstanten zu beliebigen anderen.
) Siehe FuBnote ') auf p. 622.
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Ist umgekehrt A(E,,£,) = 0, so ist die verlangte Bestimmung der
Konstanten C, stets moglich, und die so erhaltenen Funktionen u,,...,u,
kénnen nicht im ganzen Intervall [£,, &, | siimtlich verschwinden. Denn
sonst wiirden die zugehdrigen Funktionen g, welche wegen Zusatz I
sicher nicht ebenfalls simtlich identisch verschwinden, nach (48,) den
n Differentialgleichungen gentigen:

Z (et~ i erg) | =0, (53)

was mit der Voraussetzung D) im Widerspruch steht.

Wir erhalten also das folgende von A. MayERr') herrithrende
SchluBresultat dieser Betrachtung:

Wenn es zwei dem Integrationsintervall [x,x,] angehirige Punkte

£, & gibt, fiir welche
A(EE) 31) — 0:

so gibt es zuldssige, nicht identisch verschwindende Funktionensysteme 1,
fiir welche 6*J = (.

Insbesondere kann man also d*J = O machen, wenn die zuniichst®)
auf z; folgende Wurzel z; der Gleichung

Az, z,)=0

zwischen #; und z, liegt oder mit x, zusammenfillt. Man wird dann
als wahrscheinlich erwarten diirfen, daf ein Extremum nicht eintreten
kann.?)

Wiihlt man bei der soeben gegebenen Ableitung fiir das Funda-
mentalsystem (49) das dem Punkt  zugeordnete kanonische Lisungs-
system (51), so erhiilt man die Determinante A(E;,£,) in der Normal-

1 Vgl. Maver, loe. cit. pp. 250, 258,

*) Vgl. § 76, g).

% Vgl. § 10,b) und § 61,a). Wenn x] < x,, so kann man, wie in den ein-
facheren Fillen von § 14 und § 61, ¢), nicht nur §2J = 0, sondern sogar 6%*J < 0
machen, womit dann die Notwendigkeit der Bedingung (III) bewiesen ist; vgl.
Scueerrer, Mathematische Annalen, Bd. XXV (1885), p. 522 und v. Escrericy,
Wiener Berichte, Bd. CVII, p. 1418 und Bd. CVIII, p. 1300. Der Beweis von
Scheeffer, der iibrigens nicht ganz vollstiindig ist, und der zweite Beweis von
v. Escherich beruhen auf einer Verallgemeinerung der Methode von Erdmann
von § 14, a), der erste Beweis von v. Escherich dagegen auf einer Verallgemei-
nerung der Methode von WeierstraB von p. 82, Fulnote ®) und § 61,¢). Wir
gehen auf diesen Nachweis nicht ein, da wir in § 75 bereits auf anderem Wege
die Notwendigkeit der Bedingung (III) bewiesen haben, allerdings unter Beiseite-
lassung gewisser Ausnahmefiille, die bei den eben erwiihnten Beweisen nicht aus-
geschlossen zu werden brauchen.
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form (20) von § 75, womit die Bezeichnung A(,, ) fiir die Deter-
minante (52) gerechtfertigt ist.

d) Konjugierte Systeme von Losungen des akzessorischen Systems
linearer Differentialgleichungen:

Sind

(5,7) = (zu gyt By Ty Tay vy ?'m)
und

(4, 0) = (tty, Ugy =+ +5 1,5 015 03, * * 5 010)
irgend zwei Systeme von # + m Funktionen von z von den erforder-
lichen Stetigkeitseigenschaften, so gilt nach einem bekannten Satz

iiber quadratische Formen fiir die durch (45) definierte Funktion £
die Formel:

Z[u 02(z,7 1) ;8.52(2 £, r):| +2 a.sz(z,z,r)
> 02;
_2[ 78 (u, ,9)+ »352(@ u,e)] +2 asacuu,o)

Mit Hilfe derselben verifiziert man leicht dla folgende Relation von
Clebsch?):

g[u‘@"(z,r)—z‘. wf(“:@)]'l";‘[@ﬁ q)(i (2) —1; P (w)]= % ¥(2,75u,0), (54)

wo
w(z,ru,0) = 2 35&(u w,0) iB.Q(azzz r):l
— ZJ [Qui (e — w,2,) + Ry (2,0, — w;2,)] + z ayj; (2:05 — w;7g)-

Wenn daher (2,r) und (u, o) swei Lisungen des akzessorischen
Systems (48) sind, so ist
¥(z, r; u, o) = konst. (56)

Wenn nun inshesondere diese Konstante den Wert null hat, so
heifen die beiden Lisungen nach v. ESCHERICH ,zueinander konjugiert®,
und ein System von % linear unabhingigen Losungen des akzessorischen
Systems (48), von denen je zwei zueinander konjugiert sind, heiBt ein
whonjugiertes System®.  Unter der ,Deferminante eines konjugierten
Systems®
: N ul,0'; u 0% -+ U Q"

Y Vgl. Cressc, loe. cit. p. 260 und v. Escuericu, Wiener Berichte,

Bd. CVII, p. 1244. Die Formel ist eine Verallgemeinerung von Gleichung (14)
von § 10.

(55)
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verstehen wir die Determinante
v(ulfugp"')“n)zlu;}r i}k=172;"':”'

Ein solches konjugiertes System bilden z B. die # ersten Losungen
des kanonischen Fundamentalsystems (51):
0 0Dn. 08 08
%, By, 5%3 Bc‘. Il ’ac:n: k=‘1’2)“'1n' (57)
Denn bildet man die Gleichung (56) fiir irgend zwei Ldsungen
dieses Systems und berechnet den Wert der Konstanten aus dem
speziellen Wert = a, so folgt
29 28, 9Y a8\
P (36’;’ E) 361. H ack) . 0} (58)
da nach Gleichung (143) von § 72
09; |
de, | 0; (59)
damit ist zugleich die Existenz von konjugierten Systemen bewiesen.
Durch Vergleich') mit (21) erhélt man zugleich den Satz:
Die Mayer’sche Determinante A (z, a) ist zugleich die Determinante
eines konjugierten Systems, nimlich des dem Punkt @ zugeordneten

kanonischen konjugierten Systems (57).
In derselben Weise findet man unter Benutzung von Gleichung

(143a) von § 72 (32 P 38) i -
Ebj’abj’aek’ﬁ = ViR ( )

wo d,, wieder das Kronecker’sche Symbol ist.
Von besonderer Wichtigkeit ist fiir uns der folgende Satz von

v. EScHERICH?):
Zu jedem Punkt z=a im Innern des Regularititsintervalls:
zy <z <a, der Extremalen € liBt sich ein konjugiertes System

1wl cRepll o,
Fis Bt e

konstruieren, dessen Determinante
v(zlrzzy"';zﬁ)=|'e?|7 ?;:k=1’2:""”
im Punkt z = a von Null verschieden ist.
Zum Beweis gehen wir von dem dem Punkt a zugeordneten
kanonischen Fundamentalsystem (51) aus, das wir schreiben
ul, 0% w0 0% 3w, Q" T, @ B, g,
') Statt des speziellen Punktes x ==, haben wir hier einen beliebigen

Punkt & = a der Extremalen .
) Wiener Berichte, Bd. CVIII, p. 1339.
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Darin bilden, wie wir gesehen haben, die n ersten Lisungen ein kon-
jugiertes System. An Stelle der » letzten Lisungen fithren wir andere
n Losungen (2%,7") ein durch die Substitution

RS I TS T

Aus den E1genschafben der Funktion v als blllnearer Form folgt
dann, daB
W ) = B s )

.3 Edf P (ur+h ot b, o) + 2“‘? o (W, of un+E, an)
i J
-i-"zJ o ety (W, 0%5 0, 9,

was sich nach (58) und (60) auf
p(h 2 rt) = pluth et huth ot e —ap (61)

k
reduziert. Daraus folgt aber, dal wir die Konstanten « stets so
wihlen kénnen, daB

P(t ket =0, fir bk =1,2,.---,n
d. h. so, daB die » Ldsungen

21,?‘1; 32, 1‘5; ceey .6’", pn
ein konjugiertes System bilden.

Die Determinante dieses konjugierten Systems ist aber fiir z = a
von Null verschieden, da nach Gleichung (143) von § 72

) P"f (a) = 0;

womit der Satz bewiesen ist.

e) Die Escherich’sche Fundamentalformel®):

Es sel jetzt

uly @' u 0% - - Uy Q" (62)

irgend ein konjugiertes System, dessen Determinante U=
V(u,u?, - - -, u") in einem Teilintervall [£ &,] von [2,2,] von Null ver-
schieden ist. Ferner sei (z,7;) ein, abgesehen von Bedingungen der
Stetigkeit und Differentiierbarkeit, belleblges System von # + m Funk-

tionen von . Setzt man da.nn mit unbestimmten Multiplikatoren
w?, v* die n Ausdriicke an

wh(z) = ;wfw(""ia o'52,71) + ;‘ﬂ:‘; d)p,(z),

" Nach v. Escuerica, Wiener Berichte, Bd. CVIIL, p. 1278, wo der Leser
auch die im Text {ibergangenen Einzelheiten der Rechnung nachlesen mdge.
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welche lineare, homogene Funktionen der Grofen z;, 2,7, sind, so
kann man fiir das Intervall [£&] die Multlpllkatoren w}, v} so be-
stlmmen, daB in dem Ausdruck w,(z) alle GroBen r, herausfallen,
sowie alle Ableitungen 2, mit Ausnahme von #), welches den Koeffi-
zienten 1 erhilt, sodaf} also w,(2) die Form annimmt

wy(2) =7, + ?Q?‘%-
Das Resultat dieser Bestimmung ist
1 ; ; i
0,(2) = g 2 Au Vv (s 5567) +3 ) 94 @,(2)
ik ;

Darin bedeutet R die durch Gleichung (113) von § 72 definierte
Determinante, 4,, ist die Subdeterminante von R,,, ¢" diejenige von
mpﬁ/ryﬁ in der Determinante R; endlich ist U% die Subdeterminante
von u} in der Determinante U.

Nun lifit sich aber noch eine zweite Form fiir die Funktion w,(2)
mit diesen speziellen Werten der Multiplikatoren angeben. Denn aus
der Definition der konjugierten Systeme folgt, daf die » Funktionen
w,(2) identisch verschwinden, wenn fiir z, » irgend eines der obigen
Losungssysteme o', o' von (48) gesetzt wird. Wir kennen also » linear
unabhéingige Losungen des Systems von # homogenen linearen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung: w,(#) = 0, und kénnen daher nach
der Theorie der linearen Differentialgleichungen die Koeffizienten von
w,(2) durch die partikuliren Losungen uf ausdriicken. Bezeichnen
wir mit g,(¢) die Determinante

31:5 21y Rgy vy & ‘
wl's uwl, wl, ..., wul]
1w = ot (63)
u,":,; u’f» u;; e u-: i
so 1st 1
0y(£) = = 14(6) (64)

Fiir die weitere Diskussion machen wir die spezialisierende
Annahme, daf die Funktionen z; den m Differentialgleichungen

Dy(2) =
3
geniigen. Dann vereinfacht sich die durch Gleichsetzen der beiden
Ausdriicke fiir w,(2) erhaltene Formel, und man erhilt

1(8) = 7 >, Ay Ui v 655 2,7). (65)
ik
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Hieraus folgt zunichst die wichtige Relation

2 5ur 18) = 0, (66)

wenn man von der Glelchung

09
=P 7
2 Ay =0 (67)
Gebrauch macht, die sich aus der Betrachtung der Subdeterminanten
der Determinante 1@ ergibt.
Weiterhin leitet man aber aus (65) die folgende, von v. ESCHERICH
herrithrende Fundamentalformel ab:

gRakZi(z) 1u:(2)
==‘2'zp(u‘, o5, { V(' ul,- -, w) V' (uy- -, u ™Y g u o u)  (68)
=V (u et ) V(T g ) )
Darin bedeutet V' die Ableitung von V nach #, und die Formel gilt,
ebenso wie (66), unter der Voraussetzung, daB die Funktionen 2, den
Differentialgleichungen (64) geniigen.
Zum Beweis setze man auf der linken Seite von (68) fiir einen

der beiden Faktoren y(z) den Ausdruck (65) ein und mache dann von
den folgenden beiden Determinantenrelationen Gebrauch:

i
ZRMAM: +2 Te f‘ (Pﬁ =0, R, (69)

ZU;lk(z)*v(u - u")v (u '7“"-]73:””1)"':“")
k
— V'(uty ud - u™) V(e w2 0 Y, ),

deren erste, wie (67), aus der Betrachtung der Determinante R folgt,
withrend sich die zweite aus den Sétzen?) iiber Determinanten von
Subdeterminanten, angewandt auf die Determinante y,(z), und tiber
die Differentiation einer Determinante ergibt.

f) Die zweite Transformation der zweiten Variation:?)

Aus der Fundamentalformel (68) ergibt sich nun ohne Miihe

eine zweite Transformation der zweiten Variation, und zwar auf die
der Jacobi’schen Formel (11) von § 10 entsprechende reduzierte Form.

(70)

1 Vgl z. B. Bavazer, Determinanten (1875), p. 60; es handelt sich um die
Formel *R

Gy oty — a“ag,—Raa 3@

Der rechten Seite derselben entspricht bei der Anwendung das Produkt ;. (2) Uf.
*) Nach v. Escaerics, Wiener Berichte, Bd. CVII, p. 1284.
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Immer unter der Voraussetzung, daB die Determinante des kon-
jugierten Systems (62) im Intervall [£ &;] nicht verschwindet:
Vi) 40 in [,
kann man die Gleichung (68) auch schreiben

R, 2,1, . .
i,Zk itk km_ =_ZV(MI,...,u"l,z,u'“,...,un)id}(ui 8, ¥)
Viul,...,u"? Vul, ..., u") dz 1 @5 %
‘ (71)
d V.. et
g Vi, ... o) ~¥(, ¢ 47).
i

Darin ersetze man die Ableitung von ¢(w, o' 2, r) durch den aus (54)
sich ergebenden Wert und beachte, daB

T, (', ¢) =0, djﬁ(ui) =0, D,(2) =0,
und daB nach einfachen Determinantensitzen
;u;V(u‘, cony WL wttt L w) =2,V (u.. ., u)

Dann geht die Gleichung (71) {iber in
— B 1,02,
2 4T = g (12)

k
1 i+1

d V.. . u et ) o ;
_d-—azz V(u‘,,...,u"‘) ’ _w(u,@‘;g,p),
i

Nun ist aber nach (46), wenn nur der Bogen [£,&,] der Extre-
malen €, variiert wird,

5,
0*J = & | S, ¥,(n, w)dz. (46)
IS

Darin waren die %, irgend ein System von Funktionen der Klasse C”,
welche simtlich in £ und &, verschwinden und den m Differential-
gleichungen (41) geniigen, wihrend die w; beliebige Funktionen der
Klasse O' waren. Man darf daher in (75 D g =1y, vy =W, setzen
Integriert man die so erhaltene Gleichung zwischen den Grenzen §,
und £, und beachtet, daB die Determinante ¥V (u?,..., w'=% u, w+1 ... u")
zugleich mit den Funktionen #; in & und & verschwindet, so erhilt
man die folgende, zuerst von CLEBSCH!) gegebene reduszierte Form

1) Vgl. Cresscu, loc. cit. p. 266, Aus der reduzierten Form (738) laBt sich
die Notwendigkeit der Bedingung (II) fiir ein schwaches Minimum herleiten,
siehe v. Escuericn, Wiener Berichte, Bd. CVII, p. 1393.
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der zweiten Variation: .

[
ik
dsJ = £: W dﬁ, (73)

1

wo zur Abkiirzung
&= 1(n)

gesetzt ist. Wegen (66) geniigen die Funktionen {; den m Gleichungen

a‘Pr,‘ -
2 o= 0 (%
i

Wir wollen nun annehmen, daB fiir unsern Extremalenbogen &,
die Clebsch’sche Bedingung von § 74, b) in der stirkeren Form (II”)
erfiillt ist. Dann folgt, daB 9*J > 0, auBer wenn gleichzeitig

11(’7) =0, Zs("ﬂ =0,..., xn("?) =0

im ganzen Intervall [£ &] Das wiirde aber bedeuten, daf das Funk-
tionensystem 1, eine Lisung dieser #» homogenen linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung wiire, und da nach (63) die Funktionen
ui,...,u, n Losungen desselben Systems sind, welche nach der De-
finition eines konjugierten Systems linear unabhingig sind, so wiirde

folgen
N = 2 Coui.

Nun verschwinden aber siimtliche Funktionen 7, in £, wihrend die
Determinante |u; (&) mnach Voraussetzung von Null verschieden ist;
also muB C,=0, C;=0,..., C,=0 sein.

Wir erhalten also den folgenden Satz:!)

Ist fiir den Faxtremalenbogen €, die Bedingung (11') erfiillt, und
gibt es ein konjugiertes System, dessen Determinante im Intervall [, E,]
von Null wverschieden ist, so ist die zweile Variation fiir dieses Intervall
positiv fiir alle wicht identisch verschwindenden Funktionensysteme ; der
Klasse C”, welche in & und &, verschwinden wund den Differential-
gleichungen (41) gendigen.

g) Sitze iiber die Mayer'sche Determinante A(z, £):

Hilt man den letzten Satz mit dem am Ende von Absatz ¢) be-
wiesenen zusammen, so erhilt man das folgende ,, Oszillationstheorem*:*)

Ist die Bedingung (1I') fiir die Extremale €, erfiillt, und gibt

1) Vgl. A, Maver, loc. cit. p. 256. %) Vgl. A. Maver, loc. cit. p. 258,
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es ein konjugiertes System, dessen Determinante in einem Teilintervall
[£,&,] von [x,2,) von Null verschieden ist, so ist

AEE)+0

fiir je zwei den Ungleichungen: &, Z &' < 8" Z &, geniigende Werte £',E".
Daran schlieBt sich der folgende, zuerst von v. EscHERICH') be-
wiesene Satz:
Ist & ein beliebiger Punkt des Regularititsintervalls der Iutre-
malen &j:

und st die Bedingung (II’) in der Umgebung des Punktes & erfiilll,
so hat die zum Punkt & gehirige Mayer'sche Determinante A(z, E)
in & eimen isolierten Nullpunkt.

Denn nach Absatz d), Ende, kinnen wir stets ein konjugiertes
System: 2, 7';...; 2% »* konstruieren, dessen Determinante V (2%, ..., 2")
im Punkt & von Null verschieden ist. Wegen der Stetigkeit der
Funktion V liBt sich dann ein Intervall [§ — &, & + 0] angeben, in
welchem auch noch V4 0. In diesem Intervall kann daher die
Funktion A(z, &) nur den einen Nullpunkt & besitzen, weil sich
sonst ein Widerspruch mit dem vorangehenden Satz ergeben wiirde.

Dieser Satz ist deshalb von ganz besonderer Wichtigkeit, weil
ohne ihn die ganze Theorie der konjugierten Punkte in der Luft
hiingt; denn so lange nicht festgestellt ist, daB der Punkt z, ein iso-
lierter Nullpunkt der Funktion A(z, z,) ist, kann man gar nicht von
dem zundchst auf xz, folgenden Nullpunkt dieser Funktion, und daher
auch nicht von dem zu P, konjugierten Punkt sprechen. Der Satz
bildet daher eine unentbehrliche Erginzung des in § 75 gegebenen
Beweises fiir die Notwendigkeit der Bedingung (III), der erst jetzt
als vollstindig erbracht angesehen werden kann.

Endlich gilt noch der folgende Satz,*) von dem wir spiiter Ge-
brauch zu machen haben werden:

Ist fiir-den Extremalenbogen €, die Bedingung (II') erfiillt, und ist

A o) +0 fir o<sZa, ()

) Wiener Berichte, Bd. CVIII, p. 1299. Wir haben zwar bereits frither
hervorgehoben, daf alle in diesem Kapitel abgeleiteten Siitze nur unter den
Voraussetzungen A) bis D) von §§ 72 und 74 bewiesen sind, wollen dies aber
hier nochmals wiederholen und ganz besonders betomen, dab gerade dieser Satz
nur im ,, Haupifall richtig ist.

* Nach A. Maveg, loc. cit. p. 259 und C. Jorpax, Qowrs d’Analyse, Bd. III,
Nr. 393.
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so lift sich eine positive Grifle d angeben derart, daf
Az, z,) +0 fir 0,222 2,

wofern &, — d < &, < x,.

Man beweist denselben genau so, wie den analogen Satz in § 61, d),
Ende, wobei man nur noch zu beachten hat, daB die Funktion
A(z, &) nach d) stets zugleich die Determinante eines konjugierten
Systems ist.

Dieser Satz, in Verbindung mit dem am Ende von f) erhaltenen
Resultat zeigt, daB die Bedingungen (II') und (III”) fiir ein permanentes
Zeichen der zweiten Variation hinreichend sind. DaB dieselben Be-
dingungen auch fiir ein schwaches Minimwm des Integrals J hin-
reichend sind, beweist KNESER') durch eine Verallgemeinerung der
Methode von § 15, b). —

Seitdem WeierstraB und Kneser fiir das einfachste Problem der
Variationsrechnung gezeigt haben, daB zum Beweis der Notwendig-
keit der Legendre’schen und Jacobi’schen Bedingung, sowie zur
Aufstellung von hinreichenden Bedingungen, die Theorie der zweiten
Variation nicht nétig ist, ist dieselbe wegen ihrer geringeren An-
schaulichkeit etwas in MiBkredit geraten. Dem gegeniiber ist hervor-
zuheben, daB schon beim einfachsten Problem der Variationsrechnung
ein alle Fille umfassender, strenger Beweis der Notwendigkeit der
Jacobi’schen Bedingung mittels des Enveloppensatzes mit weit groBeren
Schwierigkeiten verbunden ist, als sie die zweite Variation darbietet
(vgl. § 47); daB aber beim Lagrange’schen Problem die Unter-
suchung der zweiten Variation solange iiberhaupt unentbehrlich ist,
als nicht die beiden letzten der oben gegebenen Siitze ohne Hilfe der
zweiten Variation bewiesen sind, ganz davon zu schweigen, daB hier
der Nachweis der Notwendigkeit der Jacobi’schen Bedingung fiir die
erwihnten Ausnahmefille mit Hilfe des Enveloppensatzes iiberhaupt
noch nicht erbracht worden ist.?)

) Mathematische Annalen, Bd. LI (1899), p. 321; dasselbe beweist
auf anderem Weg v. Escaerica, Mathematische Annalen, Bd. LV (1902),
p. 108,

#) An weiterer neuerer Literatur iiber die zweite Variation erwiihnen wir
noch eine Abhandlung von v. Escmericn, Wiener Berichte, Bd. CX (1901),
pp. 18566—1421, in welcher derselbe seine Untersuchungen auf den Fall der
Parameterdarstellung ausdehnt, und eine solche von Hamx, Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, Bd. XIV, pp. 1—57, in welcher die Verallgemeinerung
der Escherich’schen Resultate fiir den Fall von gemischten Bedingungen ge-
geben wird.

&
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§ 77. Hinreichende Bedingungen beim Lagrange’schen Problem.?)

Wir wenden uns jetzt zur Ausdehnung der Sitze von §§ 16 und
17 iiber Extremalenfelder auf das Lagrange’sche Problem, und zwar
betrachten wir in diesem Paragraphen den speziellen Fall von Feldern,
deren Extremalen durch einen festen Punkt gehen. Fiir diesen speziellen
Fall lassen sich die fritheren Resultate iiber das Feldintegral, den Un-
abhiingigkeitssatz und den Weierstrafi’schen Fundamentalsatz ohne
Schwierigkeiten verallgemeinern, und hieraus ergeben sich dann leicht
hinreichende Bedingungen des Extremums fiir das Lagrange’sche
Problem bei festen Endpunkten.

Wir werden dabei an den Voraussetzungen A) bis D) von § 72
und § 74 iiber den Extremalenbogen &, festhalten.

a) Das Feldintegral und der Weierstraf’sche Fundamentalsatz:

Es sei 4,(a® b, ...,07) ein beliebiger Punkt der Extremalen E;.
Durch diesen Punkt geht eine n-parametrige Schar?) von Extremalen,
die wir in der Normalform

Y= ?Ji(xi a’, bo} c) = Y.(x: Oy W%y Cu) (76)

mit ¢, ..., c, als Parametern schreiben. Die zugehorigen Multiplika-
t ind .
oren Ssin 1;3 = gﬂ (x; a® b° ¢) = A‘.-: (@505 s L)

Die Schar (75) enthilt die Extremale & fiir ¢; = ¢} = v;(a°) in der
Bezeichnung von § 72, b).

Wir nehmen jetzt an, daB diese Schar ein Feld bildet, so daB
also die Gleichungen (75) eine ein-eindeutige Beziehung zwischen
einem gewissen Bereich €L im Gebiet der Variabeln z, ¢,,,..., ¢,

und dessen Bild o’ im z, ,, ..., y,-Raum definieren und daB gleich-
zeitig im Bereich €L die Funktionaldeterminante der Schar, d. h. die

: B
Funktion?®) D(z, e, c,)=D(z; a B, ¢)

von Null verschieden ist.
Durch jeden Punkt (z, v, ..., y,) des Feldes of geht eine und
nur eine Feldextremale, deren Parameter ¢, ..., ¢, durch die inversen

Funltionen des Feldes*)
G=C@ Yy Y =€ (a% Y, -+, B2 2, Y1y 000, Y,)

" Vgl. zu diesem Paragraphen A. Maver, Leipziger Berichte 1903,
p- 181 und Borza, Transactions of the American Mathematical Society,
Bd. VII (1906), p. 476.

*) Vgl. § 75, a); unsere jetzige Bezeichnung wird mit der dortigen iden-
tisch in dem speziellen Fall, wo a° = «,.

% Vgl. wegen der Bezeichnung Gleichung (148) von § 73.

4 Vgl. wegen der Bezeichnung § 73, b).
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geliefert werden. Dieselben gentigen den Gleichungen

K(.’.C, Gy oy Cn) =9 (76)
identisch im Bereich of und umgekehrt ist
Ci(x; Yi: T Yn) =0 (77)

identisch im Bereich CL.
Als Gefallfunltionen des Feldes bezeichnen wir die n Funktionen

P (@ Yy oY) = Yi(®, ¢, 005 0); (78)
dieselben geniigen den m Gleichungen
932 ¥, 0)=0 (79)

identisch in den Variabeln z, y,,...,y,. Dies folgt aus den identisch
in z,¢,...,c, giltigen Gleichungen
(}Jﬁ(w, ¥, Y’) =0,

wenn man darin ¢, durch c; ersetzt.

Ferner verstehen wir unter den Mulfiplikatoren des Feldes die
Funktionen)

lu,‘,f(it, Y1y 1Y) = A;f (@) €1y -+ ). (80)

Endlich verstehen wir unter dem Feldintegral das Integral J, ge-
nommen vom Punkt A, bis zum Punkt P(z, y,, ..., y,) des Feldes
entlang der eindeutig definierten Feldextremalen, welche diese beiden
Punkte verbindet. Wir bezeichnen dieses Integral mit W (z, v, ..., v,),
sodaB in der Bezeichnung von § 73, c)

W(z, 4y, Yu) = B(a® 8, -, 005 2,9, - -, Ya)-
Daher kimnen wir die Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen des
Feldintegrals unmittelbar aus den allgemeinen Formeln (158) von

§ 73 entnehmen; wir erhalten so unter Berticksichtigung der Defini-
tion der Funktionen p; und u;

¢ W ;
('GE =}‘(x, Y, _p) —gpiFn+;(m, Y, b, ."’)7
- (81)

dy, wek (2,9, D, 1)
Hieraus folgt unmittelbar der Hilbert'sche Unabhingigkeitssate
fiir das Lagrange’sche Problem?):

) Die Funktionen g, haben natiirlich mit den in § 76, b) eingefiihrten,

ebenso bezeichneten Funktionen nichts zu tun.

?) Fiir den allgemeinen Fall zuerst bewiesen von A. Maver, loc. cit. p. 140;
fiir die speziellen Fiille n = 2, m = 0, und m = 2, » = 1 schon vorher von
Navescupa-Gerver, Gottinger Dissertation 1902, pp. 21 und 63.
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Der Wert des Integrals
* dy,
J@=f{f(w,y,p)— E(Pi—;j)Fw(x, y,p,y)}dw, (82)
§ ;

genommen entlang einer ganz im Feld of gelegenen Kurve € der
Klasse €’ von einem Punkt P’(E', %, ..., 7,) bis zu einem Punkt
P (E", qiy ..., nn), hiingt nur von der Lage der beiden Endpunkte
P’, P” ab, nicht aber von der sonstigen Gestalt der Kurve €, da
nach (81)
Je (PP )me WIE", iy oey T )y— WAE, Bipve o5 ko
Liegen insbesondere die beiden Endpunkte P’, P” auf derselben
Feldextremalen €, so ist
J& (P' Pl‘) F Jé (P’ Pf') o J& (PfP"),
wie daraus folgt, daB nach (77) und (78)
(@ Xy, -e sy Y,) = X: (x’ Cry * 5 Cu)e
Liegt daher €, ganz im Innern des Feldes of, und ist
C: =0, xlzln
irgend eine zulissige Kurve fiir das vorgelegte Variationsproblem,
welche ebenfalls ganz im Innern von o liegt, so ist, da auch die
Kurve € von P, nach P, fiihrt,
Je.=Je, =I5 »

AT =Jg—Jp = Jz— J5. (83)
Die Kurve € geniigt als zulissige Kurve den m Differentialgleichungen
q’;:(x: 7,9)=0.

Daher kann man in J; den Integranden f(z,%,3") durch F(z, 3, ', u)
ersetzen; ebenso kann man wegen (79) in dem Ausdruck fiir J3 die
Funktion f(z, 7, p) durch ¥(z, ¥, p, u) ersetzen. Erinnert man sich

schlieBlich noch der Definition (8) der &-Funktion, so erhilt man
aus (83) den Weierstraf3'schen Fundamentalsatz fir das Lagrange’sche

Problem: z
AT — (8,75 2,7 ) da. (84)

und daher

Darin sind p;, resp. p;, die Gefillfunktionen, resp. Multiplikatoren des
Feldes fiir die Argumente (z, ¥, ..., ¥,).

b) Hinreichende Bedingungen:

Wir nehmen jetzt an, daB fiir den Extremalenbogen €, die Bedin-
gungen (II") und (III") von § 74,b) und § 76,g) erfiillt sind. Wiihlen

Bolza, Variationsrechnung. 41
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wir dann den Punkt A, auf der Fortsetzung von €, iiber P, hinaus
hinreichend nahe hei P,, so ist nach dem letzten Satz von § 76, g)
Alz, )40 in [za],
was wir nach (21) auch schreiben kdonnen
D($$ C‘l))' --,G:)=¥=0 in [.leg],
wenn [) dieselbe Bedeutung hat wie unter a).
Hieraus folgt aber nach dem allgemeinen Satz iiber die Existenz

eines Feldes (§ 22, d) Zusatz), daB die Extremalenschar (75) durch den
Punkt A4, ein den Bogen &, in seinem Iunern enthaltendes Feld of liefert.

Ist dann € irgend eine zuliissige Kurve, welche ganz im Innern von of
liegt, so gilt fiir sie der WeierstraB’sche Satz (84). Hieraus folgt aber?)
Sind fiir den Extremalenbogen € die Bedingungen (I1') und (1I1°)
erfillt, und gibt es eine Umgebung (@) von €, derart, daf3
8(5’3;9? p@,y), D5 wz,y9)>0 va)
fiir jedes Wertsystem , 9y, . . ., Yp3 Pys - - - Dy, welches den Bedingungen
(w? yl,"', y‘n) Zn (9); (x’ yl.‘"‘,yu; ﬁl""’ﬁﬂ) 3” %g);
‘Pﬂ(x: y,p)=0; (Bry - P+ (@, Y, -+, 2,3, 9)
geniigt, so liefert der Extremalenbogen &, ein starkes, eigentliches Mini-
mum fiir das Integral J mit den Nebenbedingungen @, = 0.
DaB es sich wirklich um ein eigentliches Minimum handelt,
folgt ganz wie in § 19,a): Wire niimlich A J=0 fiir eine Ver-
gleichskurve €, so miiBten entlang dieser Kurve die # Gleichungen

bestehen — . -
Sl TR (85)

Dies ist aber unmoglich, wenn € von @, verschieden ist. Denn
differentiiert man die aus (76) folgenden Gleichungen

Yk (.’B, El: Y _cvz) =Y (86)

in welchen: T, = ¢;(#, ¥, -, ¥,), nach z, so wiirde aus der Annahme
(85) folgen, daB die n Gleichungen bestehen miiiten

> k=0,

Die Determinante derselben, d.h. die Funktion D(z, t,, ..., T,) ist

aber in [2;2,] von Null verschieden, wenn € ganz im Felde liegt,

2

') Immer unter den beschriinkenden Annahmen A) bis D) von §§ 72 und 74.
%) Vgl. §§ 68 und 69.
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und daher wiirde folgen ¢,= C, einer Konstanten, deren Wert sich
aus @ = x, als ¢ ergibt. Das bedeutet aber nach (86), daB € = G,.
Es ist also in der Tat A J>0 fiir jede von €, verschiedene Ver-
gleichskurve €, welche ganz in der Umgebung (¢) von G, gelegen
ist, vorausgesetzt, daB ¢ so klein gewiihlt wird, daB (o) ganz im
Innern von of liegt.

§ 78. Mayer’sche Extremalenscharen.

Im vorangehenden Paragraphen haben wir den Hilbert’schen
Unabhéngigkeitssatz fiir den speziellen Fall von n-parametrigen Ex-
tremalenscharen durch einen festen Punkt bewiesen. Im gegenwiirtigen
Paragraphen soll dieser Satz nun auf allgemeinere n-parametrige Ex-
tremalenscharen ausgedehnt werden. Es wird sich dabei das Resultat
ergeben, daB der Hilbert’sche Unabhiingigkeitssatz und seine Folge-
rungen beim allgemeinen Lagrange’schen Problem nicht fiir beliebige
n-parametrige Extremalenscharen gilt, sondern nur fiir eine ganz be-
stimmte spezielle Klasse solcher Scharen, die wir nach ihrem Ent-
decker , Mayer'sche Extremalenscharen nennen werden.

a) Die allgemeinste Form des Hilbert 'schen Unabhiingigkeitssatzes:
Es sei’)

Y= Yi(x: bl; « 595 bn)? v; = V,-(:E, bu T ey bn) (87)
eine beliebige n-parametrige Schar von Losungen der kanonischen
Differentialgleichungen

dy,' . BH d‘v; . BH

crial rO o (88)
von § 72, welche unsere spezielle Losung

Yi = ¥:(2), v; = v;()
enthilt, und zwar fiir b, = b?. Diese Schar mége ein Feld of um den
Extremalenbogen &, liefern; die inversen Funktionen des Feldes be-
zeichnen wir mit
b, = Bi(x: Yy« o yn).’

die Gefillfunktionen und Multiplikatoren des Feldes mit

Pi(iﬂ, Y-« yn) = Y:(.’B, Blr site ey IJ"),
.“"ﬁ(xy Yoy oo oy yn) = ‘Ap‘(xJ byy.. oy Bn):
") Die Zeichen Y7, Vi, Ag, b; usw. haben hier also eine allgemeinere Be-

deutung als in § 77.
41*
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wenn
ll-} = ‘4;)(5) by .-y bn)
die zur Losung (87) gehorigen Multiplikatoren bedeuten.
In dem speziellen Fall, wo die simtlichen Extremalen der Schar

Y. = Y,(.i:‘, bu s iy bn) (89)

durch einen festen Punkt gehen, ist dann der mit diesen Funktionen p;, u,
als Argumenten gebildete Differentialausdruck

[z, 4, p) — S0 F,1i(2 9, p, w)]da +k2Fﬂ+k(w, Y, p, w)dy, (90)

nach § 77, a) ein vollstindiges Differential. Es fragt sich jetzt: Gilt
dies auch noch fiir eine ganz beliebige n-parametrige Extremalen-
schar, wie dies beim einfachsten Variationsproblem (n =1, m = 0) in
der Tat der Fall war?

Zur Entscheidung dieser Frage!) ziehen wir quer durch das Feld
eine beliebige n-dimensionale Mannigfaltigkeit (,Hyperfliche” in der
Terminologie®) der mehrdimensionalen Geometrie) & welche jede Ex-
tremale des Feldes in einem und nur einem Punkt schneidet. Eine
solche Hyperfliche kann man darstellen in der Form

R: z=E@, ..., 5,), Y= X,(5by,...,b,), (91)

wenn £(by,...,b,) die Abszisse des Schnittpunktes der Hyperfliche &
mit der Extremalen €, der Schar (89) ist.

Wir betrachten dann das Integral J, genommen entlang der
Extremalen €,, von deren Schnittpunkt P, mit der Hyperfliche &
bis zum Punkt P, dessen Abszisse z ist, d. h. also das Integral

U@, by, ..., 0) = [f(z, ¥, Y)da.
é(’bn---vbn)
Dasselbe Integral, betrachtet als Funktion der Koordinaten z,y,,...,y,
des Punktes P, bezeichnen wir mit W(z,y,,...,,), sodaB also

W(xr Yis oo s y,,) = U(% by,..., bu)' (92)

Die Hyperfliche & nennen wir die ,Ausgangshyperfliche® fiir die
Funktion W.

Wir berechnen jetzt die partiellen Ableitungen der Funktion W.
Dabei machen wir zur Vereinfachung der Rechnung von der leicht

1) Vgl. fiir das Folgende Borza, Transactions of the American Mathe-
matical Society, Bd. VIL (1906), p. 478.
%) Vgl. z B. Braxcar-Lurar, Differentialgecometrie, p. 564.
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zu verifizierenden') Bemerkung Gebrauch, daB jede n-parametrige
Schar von Losungen der kanonischen Differentialgleichungen (88),
welche ein Feld von Extremalen um den Bogen €, liefert, sich durch
eine Parametertransformation auf die kanonische Form bringen ldfit:

Y = 9i(z; a% b, 0), v, = By(z; a% b, C), (93)
wobei die GréBen C,, ..., C, Funktionen von b,,...,b, sind, welche
den Anfangsbedingungen

Oy, . b8) =i} (93a)

geniigen. Die Groflen af 89, ..., sind dabei die Koordinaten eines
Punktes der Extremalen €}, und ¢? = v,(a?).

Wir nehmen an, die Parameter der Schar (87) seien gerade diese
kanonischen Parameter, sodall also

Yi(@b, .-, 0,)=9:(;05,0), Vi2by,...,b,)=B;(x;a°b,C). (94)
Es folgt dann nach Gleichung (136) von § 72, daB
lfi(aor by .oy bn) - bﬂ V‘.(ao, bl} e Ry bn) - Oi' (95)
Weiter folgt, daB das Integral U sich durch die in § 73, a) definierte
Funktion U ausdriicken liBt:
Uz, b, ...,0,)=U(z;a b C) — U(E; a% b, C).
Wir erhalten daher

- )

g“‘_.g =f(», ¥, Y'),

oU _ rol) ZU@20; _ d[u®)

eb, Loy, ]'*'2[ acs ]ab,, b’
J

wobei die Klammer [ ] die Substitution von a°, C, fiir a, ¢, andeuten soll.

(96)

beliebigen Parametern y,,...,», gegeben

yn‘:?i(x,?’u'--!yn)! 1.’,-=I7,-(a7,yl,...,}‘,,),
wobei die Extremale §, dem speziellen Wertsystem y, =y entsprechen mige,
so withle man auf E}, aber noch im Innern des Feldes, einen beliebigen Punkt
(a% bY,...,b%) und setze -
Y@ y1y - 70) = b
Diese n Gleichungen kénnen wir, da die Extremalenschar ein Feld bilden sollte,
in der Umgebung der Stelle y?, ¢ eindeutig nach y,,...,y, auflosen; sei
Y= T30y vy b
Definiert man dann ! ' 1 )
Cl'(bl!‘ "'bn)= .Va'(a‘na Iy qeesy Tg)s
so ist nach der Definition der Funktionen );,%; von § 72, ¢)
T:-{:l’:, Pl FoewiEy Pﬁ) z'g)i(x; uo‘ br C)} V{(xy r‘],w L ] Pn}i %’-(J’.‘; a°1 ba C)I
womit die Behauptung bewiesen ist.
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Hierin setze man die Ausdriicke fiir die Ableitungen von l(z)
aus Gleichung (146) von § 73 ein und beachte, daB nach (94)

aY ag’: OCJ
75— oo +2 [ac,
und nach (95) und nach Gleichung (142) von § 72

Fm+k(aox Y(ao); Y,‘:ao)p A(aﬂ}) = Vk(ao’ bu reey bn) = Ck'
Dann erhiilt man

obi Z‘ o LY, 5

wo M, die folgende Funktmn von b,,..., b, ist:

1
M,=—C— [aéf] (98)

Geht man jetzt zur Funktion W(z,y,,...,y,) lber, indem man
von der Definitionsgleichung (92) und von den durch Differentiation
der Identititen

Yi(@; by, .., 0,) = w

folgenden Relationen Gebrauch macht, so erhilt man?)

ab
ax _f('x %p) 2 p; n+l('v’ y,p,p) +2(M)T$"
i
oW 0b;
I = F, (2,9, 1) + 2 (M.-)@,

o+, (97)

(99)
ey

wobei die Klammer () die Substitution von b, fiir b, andeutet.

Hieraus folgt: Soll der Differentialausdruck (90) ein vollstindiges
Differential sein, so ist notwendig und hinreichend, daB auch der
Differentialausdruck

023 a3+ S 3

ein vollstindiges leFerentlal ist. D;e Integrabilititsbedingung, welche
die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ausdriickt, redu-
ziert sich nach einfacher Rechnung auf die Bedingungen?)

(%50) = (7,):

Y Vgl. die entsprechenden Entwicklungen in § 73, c).
?) Man erhiilt zuniichst

2{(%-:{:)_(38{1)}55#23_0 fir p,v=01,2,...,0;y, =z.

ik
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aus denen durch die Substitution y, = ¥, folgt, daB auch

0 oM,

by oby
sein muB. Es muB also eine Funktion N(b,...,b,) geben, so daB

oN

M, = by’

d. h. also
D) S . (100)

Wir haben also den folgenden, von A. MaYER') herriihrenden
Satz bewiesen:
Soll fiir eine in der kanonischen Form

Y= Q‘J‘.(m; ao? b.v C(b)) (101)

gegebene n-parametrige Extremalenschar der Hilbert'sche Unabhingig-
Feitssatz bestehen, d. h. soll der Differentialausdruck (90) ein vollstindiges
Differential sein, so ist notwendig und hinreichend, daf3 die Funktionen
Ci(by, ..., b,) den Integrabilititsbedingungen

60, G,

30— 9, (L0Z)
geniigen, also die partiellen Ableitungen ein und derselben Funktion
B(b,,...,b,) sind:

2B(,,....b,)
. _(l%'_ . (103)
Die Funktion B(b,,...,b,) ist, abgesehen von Stetigkeitsbedingungen,
nur der aus (93a) folgenden Anfangsbedingung

OBy, b) b= o (104)

A
unterworfen. .

Wir werden eine n-parametrige Extremalenschar, welche, in
die kanonische Form (101) gebracht, diese Bedingung erfiillt, eine
Mayer’sche Extremalenschar nennen.

Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, gilt fiir die
Extremalenschar durch einen festen Punkt der Hilbert’sche Un-

Hieraus folgt das im Text gegebene Resultat, da im Feld o die Determinante
| 28, |
oy’

von Null verschieden ist.

1 Von A. Mayer auf anderem Weg bewiesen in den Leipziger Be-

richten 1905, p. 49.

(@3J= 1,2,.. '|'n)
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abhiingigkeitssatz; daher miissen diese speziellen Scharen Mayer’sche
Scharen sein. Dies lift sich leicht mit Hilfe der Resultate von § 73
verifizieren. Wir fanden dort fiir die Extremale durch die beiden
Punkte (a,b;,...,0,) und (&, ..., 7,) in der dortigen Bezeichnung

d
SR Y= g)i(x; @, b} @);
und nach Gleichung (159) von § 73 war
oW
@k ] Tbk 2

Wir konnen die Extremale also schreiben

o 0B
yiEg){(xia:blﬁ"': by — ﬁr;_az)

Halten wir darin die Grofen &, 7, ..., 7, sowie a fest und variieren
die Parameter b,,...,b,, so stellen diese Gleichungen die Extremalen-
schar durch den Punkt &, %,, ..., 7, in der kanonischen Form (101) dar
und zeigen daher, daB diese Schar in der Tat eine Mayer'sche Schar ist.

b) Verallgemeinerung des Kneser'schen Transversalensatzes?):

Wir betrachten eine beliebige, die Extremale E, enthaltende

n-parametrige Extremalenschar in der kanonischen Form (93)

¥ = Yi(z, by, .. ., b)) = Yi(z;0% b, C).
Die Funktionen C; sollen in der Umgebung der Stelle 2?,..., % von
der Klasse O’ sein und den Anfangsbedingungen (93a) geniigen, und
die Schar soll ein Feld um den Bogen €, liefern.

Und nunmehr stellen wir uns die Aufgabe®), die Ausgangshyper-
fliche & fiir das Integral W so zu bestimmen, dafl die Ausdriicke fiir
die partiellen Ableitungen von W dieselbe einfache Form (81) an-
nehmen wie in dem speziellen Fall einer Schar von Extremalen durch
einen festen Punkt. Dazu ist nach (99) notwendig und hinreichend,
daB die durch (98) definierten Funktionen M, simtlich identisch ver-

schwinden, daB also AMUE
’ 0, —— _[3 b(k I (105)

Die verlangte Bestimmung der Fliche & ist also nur miglich,
wenn die gegebene Schar eine Mayer'sche Schar ist, wie dies auch
a priori aus dem unter a) erhaltenen Resultat folgt. Diese Bedingung
sei erfiillt, und es sei 3B(b,,...b,)

S T

1) Vgl. hierzu Borza, loe. cit. p. 483,

%) In Verallgemeinerung eines von Kxeser fiir das einfachste Variations-
problem durchgefiihrten Gedankengangs, vgl. § 31, ¢).
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Dann folgt aus (105) durch Integration
(g a0, 36) +B=—c, (106)

Wwo ¢ eine von b,...,b, unabhiingige numerische Konstante ist. Dieser
Gleichung muB also die gesuchte Funktion £ geniigen.
Fiir die Diskussion derselben schreiben wir der Kiirze halber

U (w3 a%b, ab) + B=G(a,b,...,b)

und machen die beschrinkende Avnahme, dabB

f(@y@,y' @)+ 0 in [2,2,] (107)
Unter dieser Voraussetzung betrachten wir die Aufgabe, die Gleichung
G, 0y, 0550) = ¢ (108)

nach z aufzulésen. Da nach (104) und Gleichung (145) von § 73

Gz(w’ b? it w) == f('TJ ¥ "I"))y (@] )?
so sind wegen (107) die Vora,usetzungen des erweiterten Satzes iiber
implizite Funktionen von § 22,e) erfiillt, und man erhélt durch An-
wendung desselben das folgende Resultat:

Es sei ¢, resp. ¢, das Minimum, resp. Maximum, der Funktion
Gz, b2, ..., b9 im Intervall [x,2,] und = = £,(¢) die wegen (107) im
Intervall [¢ ¢,] eindeutige Losung der Gleichung

Gz, b, ..., 00) =c
Dann liBt sich die Gleichung (108) in der Umgebung der Punktmenge
C: z =& (¢), b; = by, 6 e 6
eindeutig nach x auflosen. Die Losung sei
2= E(b;, . . 50,3 €).

Schreiben wir dann noch

K(g(b].? 0y bﬂ? C) b ) ﬂi(le S n? c)’ (109)
so stellen die Gleichungen
z=E(by,...,b,50), Yi = 1i(by, - - 5 by50)

eine Hyperfliche von den verlangten Eigenschaften dar, die wir mit
&, bezeichnen. Lassen wir die Konstante ¢ variieren, so erhalten
wir eine einfach unendliche Schar von solchen Hyperflichen, die wir
die ,, Transversalhyperfliichen” des Feldes nennen wollen. Man beweist
leicht, daB bei gehoriger Beschrinkung des Feldes durch jeden Punkt
desselben eine und nur eine Transversalhyperfliche hindurchgeht. Wir
konnen dann unser Resultat in den Satz zusammenfassen:
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Damit die Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen der Funktionen
Wiz, vy, ...,y,) dieselbe einfache Form (81) annchmen wie bei einer
Schar von Extremalen durch einen festen Punld, ist notwendig und hin-
reichend, daf die zugrunde liegende Extremalenschar eine Mayer’sche
Sehar ist, und dafi die Ausgangshyperfliche fiir die Funltion W eine
Transversalhyperfliche des Feldes dieser Schar ist.

Weiter folgt nun unmittelbar die Verallgemeinerung des Kneser-
schen Transversalensatzes fiir das Lagrange'sche Problem?):

Zwei Transversallyperflichen X, und T, eines von einer Mayer-
schen Schar gebildeten Feldes schneiden auf den verschiedenen Extremalen
der Schar Bogen aus, welche fiir das Integral J denselben konstanten
Wert liefern, nimlich den Wert ¢ — ¢’

Denn es ist nach der Definition der Funktionen 1l und &:

Uy
T ’ BB ' s hB
J 1@ ¥ 7yde = (50509050, 57) — 1 (60300 00, 5%)

E(bic)
= G(Eb;e"),b) — GED;e),b) =" —¢".

Hieraus folgt weiter: Wird als Ausgangshyperfliiche bei der Defi-
nition der Funktion W eine Transversalhyperfliche des Feldes gewiihlt,
so sind die Transversalhyperflichen identisch mit den Hyperflichen

W (@, - - 9,) = konst. (110)

Kombiniert man dieses Resultat mit dem unter a) bewiesenen
Satz, daB der Hilbert'sche Unabhiingigkeitssatz fiir ein beliebiges
Mayer'sches Extremalenfeld gilt, so erkennt man, indem man genau
wie in § 41, Ende, schlieBt, daB der Weierstraf'sche Fundamentalsatz
(84) seine Giiltigkeit behiilt, wenn das Feld statt von einer Extremalen-
schar durch einen festen Punkt von einer beliehigen Mayer'schen
Schar gebildet wird, und die Vergleichskurve § statt vom Punkt P,
von einem beliebigen Punkt der durch P, gehenden Transversalhyper-
fliche T des Feldes ausgeht.

Damit hat man zugleich hinreichende Bedingungen fiir die Auf-
gabe gewonnen, das Integral J mit den Nebenbedingungen ¢; = 0 zu
einem Extremum zu machen, wenn der erste Endpunkt auf der Hyper-
fliche ‘T frei beweglich, dagegen der zweite fest ist.

¢) Zusammenhang mit der Transversalititsbedingung:

Um die Analogie der im vorangehenden entwickelten Theorie
mit den entsprechenden Untersuchungen von Kneser fiir den ein-

1) Hierzu die ["bungsaufgabe Nr. 9 am Ende von Kap. XIIL
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fachsten Fall » =1, m =0 zu vervollstindigen, haben wir nun zu
zeigen, daB die Transversalhyperflichen auch durch ein System von
partiellen Differentialgleichungen definiert werden konnen, welche
die Verallgemeinerung der Transversalititsbedingung des einfachsten
Falles sind.

Dazu diﬁ’erentiiewn wir die Gleichung (106), durch welche die
Funktion &(b,, ..., b,;¢) definiert wird, partiell nach b, und machen
von den bei der Ableitung der Gleichungen (97) erha,ltenen Resultaten
Gebrauch. Dann kommt

A Is (4 al’;lh
o, ¥, Y 2 2 @ LY, )55 =0, (111

_ Umgekehrt: Ist £ eine Funktion von b,...,5,, welche diesen
n partiellen Differentialgleichungen geniigt, so folgt riickwiirts die Glei-
chung (106). Die Transversalhyperflichen konnen also in der Tat durch
die n partiellen Differentialgleichungen (111) fiir die Funktion & defi-
niert werden; dieselben sind infolge der Relationen (102) miteinander
vertriglich.

Fiihrt man die durch die Gleichungen (109) definierten Funk-
tionen 7; ein, so gehen die Gleichungen (111) iiber in

f(z,Y,Y")— 21’ F,,(aY,Y, ,1)| Z % 4 A)Eon.,_o. (112)

Fiir =1, m =0 reduzieren sich diese Gleichungen auf die
eine Gleichung

f@& YY) — Yiyla, Y, V) 2 + f,0, X, Y,)[ 51 = 0, (112a)

d. h. eben auf die hekannte Transversalititsbedingung.

Hiermit sind zuniichst rein formal die Transversalhyperflichen als
Verallgemeinerung der Transversalen des einfachsten Falles nachgewiesen.
Es bleibt jetzt aber noch zu zeigen, daB die Differentialgleichungen
(112) fiir das Lagrange’sche Problem mit einem variablen Endpunkt
dieselbe Bedeutung haben wie die Transversalititsbedingung (112a)
fiir den einfachsten Fall.

Wir betrachten daher jetzt die Aufgabe, — gleich etwas allge-
meiner, als fiir unsern unmittelbaren Zweck nétig wiire —, das Integral J
mit den Nebenbedingungen ¢, =0 zu einem Extremum zu machen,
wenn der Punkt P, fest ist, wiihrend der Anfangspunkt auf einer ge-
gebenen ¢-dimensionalen Mannigfaltigkeit & beweglich ist, welche in
Parameterdarstellung gegeben sein mige durch die Gleichungen

s & =8y, - by, Yy = ny(by, - - b,),
wo q < n.
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Die gesuchte Kurve €; muB dann eine Extremale sein, und wenn
ihr Anfangspunkt P, auf & den Parameterwerten b, =13, - -, b, =b}
entspricht, so muf nach der in § 38 entwickelten Differentiations-
methode in der Bezeichnung von § 73, c¢) die Funktion

B(E 1y s Na3 Lor Yisr** *s Yus)

der unabhiingigen Variabeln b;,---, b, fir b, =1%),--,b =10 ein
Extremum besitzen; dabei ist (zy, %5, - -, ¥,;) ein Punkt der Extre-
malen &, der so nahe bei P, gewiihlt ist, daB A(z,2,) & 0.Y) Dies
fiihrt nach den Gleichungen (158) von § 73 auf die Bedingungen:

’ o f a
[f(@y, y (@), ¥ @) — ;yi (.‘1:1) 3 (321 ) Y (&), Y (&), 7-@1))] (3750)0 (1 13)

+ ST y@y @), 4w) (530) =0
i 0/ 0
0= 1,2,"',Q',

wobei der Index O die Substitution von »? fiir b, andeuten soll.

Dieselben lassen sich unter Einfithrung der Funktionen v,(z) nach
den Gleichungen (122) und (129a) von § 72 auch einfacher schreiben
in der Form

Hia i, o) () — 2 o) (330) =0 (114

Diese ¢ Gleichungen, welche im allgemeinen die Lage des Punktes P,
auf der Mannigfaltigkeit & bestimmen, bilden zusammen die ,7rans-
versalititsbedingung® fiir das vorgelegte Variationsproblem; wenn die-
selbe erfiillt ist, werden wir sagen, die Mannigfaltigkeit & schneide
die Extremale €, im Punkt P, transversal. —

Die Gleichungen (112) sagen also aus, daB die durch Gleichung
(106) definierte Transversalhyperfliche & in jedem ihrer Punkte die
durch denselben hindurchgehende Kxtremale der Mayer’schen Schar
transversal schneidet, womit die Bezeichnung Transversalhyperfliche
ihre Rechtfertigung findet.

d) Zwei Aufgaben iiber Transversalhyperflichen:

Hieran schlieBen sich naturgemiB zwei Aufgaben, deren Lisung
eine wichtige Erginzung zu den unter a) und b) gegebenen Entwick-
lungen liefern wird; zuniichst die Aufgabe:

Zu einer beliebig gegebenen Hyperfliche & eine n-fach unendliche
Eztremalenschar zu bestimmen, welche von & transversal geschnitten wird.

) Vgl. § 73, b), insbesondere p. 597, FubBnote *) und § 76, ).
g
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Dabei wird angenommen, daB die spezielle Extremale €, im Punkt
P, von & transversal geschnitten wird. Die Hyperfliche & sei wieder
gegeben in der Form

x='§(bl!' " bu): yi=77a'(b1?' ] bn)'

Durch den Punkt (b) derselben ziehen wir zuniichst eine beliebige
Extremale, die wir in der Normalform von § 72, c¢)

Y= D(@; & My s v oy My 1o v o5 G )

ansetzen. Dann ist nach (114) die Bedingung dafiir, daB diese Ex-
tremale von der Hyperfliche & in ihrem gemeinsamen Schnittpunkt
transversal geschnitten wird:

d b
H(E n,c) ‘3‘5; — G @_gj‘ =0, k=1,2..-,m, (115)

da nach Gleichung (136) von § 72
By (855 5y s My €y w72 Cn) = G

Da nach Voraussetzung die Hyperfliche & die Extremale €, in P,
transversal schneidet, so werden die n Gleichungen (115) befriedigt
durch das spezielle Wertsystem b, = b?, ¢, = ¢? = v,(#,). Daher konnen
wir dieselben in der Umgebung dieser Stelle eindeutig nach ¢,---,¢,
auflosen, wofern an derselben die Funktionaldeterminante der Auf-
losung von Null verschieden ist. Erinnert man sich, dal nach (88)
, oH
Yo = 5o,
so erhilt man fiir die fragliche Funktionaldeterminante nach einfachen
Determinantensitzen die Determinante # + 1ten Grades

i 17 ?)‘; (xl): yé(xl); s Ty yr:(xl)

|
. 6, G Gr |
(k = 1’ 2} Y n)

Wir kinnen also den Satz aussprechen:

Wenn die Determinante (116) von Null verschieden 1ist'), so lif3t
sich stets eine und nur cine, die Extremale €y enthaltende n-parametrige
Lxtremalenschar konstruieren, welche von der Hyperfliche & transversal
geschnitten wird.

) D. h. geometrisch: Wenn die Hyperfliche ® im Punkt P, die Extremale
&, nicht beriihrt.

-
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Die zweite der oben erwiihnten Aufgaben ist die zur ersten in-
verse Aufgabe:

Zu einer gegebenen n-parametrigen Extremalenschar eine Trans-
versalhyperfliche zu konstruieren.

Wir nehmen dabei an, daB die gegebene Schar die Extremale &,
enthilt, und priizisieren die Aufgabe genauer dahin, daB die zu kon-
struierende Transversalhyperfliche durch einen gegebenen Punkt
A,@2,---,b) von €, gehen soll.

Wir schreiben die gegebene Extremalenschar in der kanonischen
Form (93) mit der Nebenbedingung (93a) und schneiden, wie unter
a), die Schar mit einer beliebigen durch den Punkt A4, gehenden
Hyperfiiche &, die wir wieder durch die Gleichungen (91) analytisch
darstellen. Soll dann & jede Extremale der Schar transversal schnei-
den, so muB die Funktion (b, -, b,) den n partiellen Differential-
gleichungen (111) geniigen. Fiihren wir jetzt wie unter a) die Funk-
tion U(z,b,,---,b,) ein und machen von den Formeln (96) und (97)
Gebrauch, so gehen die Gleichungen (111) iiber in

GUE 08 , oU
oz | oy o | — =0
was wir auch schreiben kénnen
oUEY)
o M, = 0.
Da aber U(g b, ---,b)=0, so folgt: M, = 0. Hiermit sind wir
aber auf die bereits unter b) geloste Aufgabe zuriickgefiihrt und
erhalten daher den Satz:

Soll es miglich sein, zu einer gegebenen n-parametrigen Fxtremalen-
schar eine Transversalhyperfliiche zu konstruieren, so ist notwendig und
hinreichend, daf die gegebene Schar eine Mayer’sche Schar ist.

Durch Kombination mit dem oben gefundenen Resultat ergibt
sich hieraus der weitere Satz'):

Konstruiert man 2u einer belichigen Hyperfliche  die von ihr
transversal geschnittene Extremalenschar, so ist letztere eine Mayer’sche
Schar, und wmgekehrt kann jede Mayer’sche Schar auf diese Weise
erzeugt werden.

) Hiermit ist die Verbindung zwischen den Resultaten von A. Maver und
Hiuperr hergestellt. Letzterer hatte n#imlich, noch vor Verdffentlichung der
oben zitierten Mayer’'schen Arbeit, an dem Fall # = 2, m = 0 in sehr einfacher
Weise durch vollstiindige Induktion bewiesen, daB fiir jede n-parametrige Extre-
malenschar, welche von einer Hyperfliche transversal geschnitten wird, der Un-
abhiingigkeitssatz gilt, vgl. Zur Variationsrechnung, Gottinger Nachrichten
1905, p. 159 und Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), p. 3561.

-
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Hiermit ist zugleich eine von der speziellen Normalform (93) un-
abhiingige Definition der Mayer’schen Scharen gewonnen.

Beispiel XXVIII: Fiir das Problem der kiirzesten Verbindungskurve zweier
Punlkte im drei-dimensionalen Raum die Mayer’schen Exiremalenscharen zu be-

stimamen.
Hier hat man das Integral

Ty
J=f'|/1-|—y”-|—z”‘d:c
n
ohne Nebenbedingung (m = 0) zu einem Minimum zu machen.

Die Extremalen sind die Geraden des Raumes. Eine n(= 2)-parametrige
Extremalenschar ist eine Kongruenz von Geraden. Die Bedingung, daB eine
Fliche (= Hyperfliche)

z=§(b,, by), y=mn(by, by, 2=§(by, by)

y=az+p, z=yz+0
transversal schneidet, wird durch die beiden Gleichungen
1 0§ Y n z ¢

die Extremale

Vidyidaih iy ol iy oh
ausgedriickt. Transversal ist also mit orthogonal identisch. Fiir das vorliegende
Problem sind also die Mayer'schen Extremalenscharen Normalenkongruenzen.®)

Der Kneser’'sche Transversalensatz geht in den bekannten Satz iiber Parallel-
flichen iber®): Trigt man auf den Normalen einer Fliche von ihren FuBpunkten
aus eine konstante Strecke ab, so bilden die Endpunkte derselben eine Fliche,
welche die Normalen der ersten Fliche wieder senkrecht schneidet (eine ,,Paral-
lelfliiche* der ersten).

=0, k=1,9.

) Vgl. z. B. Buancar-Lukar, Differentialgeometrie, § 143.
%) Vgl. z. B. Scurrrers, Theorie der Flichen, p. 205.
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