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Zehntes Kapitel.
Isoperimetrische Probleme.

§ 59. Die Euler’sche Regel.

Beim isoperimetrischen Problem?!) vom einfachsten Typus, welches
den Gegenstand des gegenwiirtigen Kapitels bildet, besteht — zunichst
fiir den Fall fester Endpunkte — die Gesamtheit 91U aller zuldssigen
Kurven aus allen gewthnlichen Kurven €, welche von einem ge-
gebenen Punkt P, nach einem zweiten gegebenen Punkt P, fiihren,
ganz in einem vorgeschriebenen Bereich R verlaufen und dem Integral

K ='@f G(z,y, o', y")dt

einen vorgeschriebenen Wert 1 erteilen:
Kg=1. (1)
Unter diesen zulissigen Kurven ist dann diejenige auszusuchen,
welche dem Integral

Js = [ F(a,y, @', y)dt
€

den kleinsten Wert erteilt.
Dies ist das Problem des ,absoluten” Minimums, dem sich dann,
ganz wie in § 3,b) und § 25, das ,relative” an die Seite stellt.
Von den Funktionen F und G soll dabei vorausgesetzt werden,
daB sie in z', y° positiv homogen von der Dimension 1 sind und
iiberdies als Funktionen ihrer vier Variabeln von der Klasse C” in
dem Bereich

®: (z,y) in R, (=, ") =+ (0, 0).
a) Herstellung einer Schar von zuldssigen Variationen:
Wir nehmen an, wir hiitten eine zuliissige Kurve
€, z = &(t), y =1y, h<EZ by (2)

) Vgl. p. 4. Statt ,isoperimetrisches Problem* wird hiiufig ,,Problem des
relativen Extremums* gesagt. Wir halten jedoch im Gebrauch der Worte absolutes
und relatives Extremum an der in §§ 2 und 3 eingefiihrten Terminologie fest,
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gefunden, welche in dem angegebenen Sinn ein relatives Minimum
fiir das Integral J liefert, und welche ganz im Innern des Bereiches
R liegt.

Bs handelt sich dann zuniichst darum, einen analytischen Aus-
druck fiir eine einfach unendliche Schar von zuliissigen Variationen
dieser Kurve zu erhalten. Man iiberzeugt sich leicht, daB man infolge
der ,isoperimetrischen Bedingung® (1) jetzt nicht mehr mit Variationen
von dem einfachsten Typus (17) von § 26 auskommt, sondern daB
es nitig wird, Variationen von dem allgemeineren Typus

x =zt ¢), y=y(te) (3)
heranzuziehen. Man kann zu solchen einparametrigen Scharen zu-
lissiger Variationen nach WEIERSTRASS folgendermafien gelangen:

Man wiihle irgend zwei Funktionenpaare £(f), %(¢) und &, (¢), n, (¢)
von der Klasse I)’, welche in ¢ und {, verschwinden:

£t) =0, 7(t) =05 &) =0, () =0,

Et) =0, n(ty) = 05 () =0, 7)) =0,
und setze
X(t e 8)=2() + eE(0) + &,5,()), Y( & ) =9()+ en(®) + &, (P),
wobei & & Konstante bedeuten.

Wenn wir diesen Konstanten nun noch die Bedingung auferlegen,
daB sie der Relation

ty
K(se)=) G(X, T, X, Y)dt =1 (4)
f

geniigen sollen, so stellen die Gleichungen
T= X(t’ & 51): Y= Y(t: & '51) (5)

fiir jedes solche Wertsystem &, ¢ eine zulissige Variation der Kurve
&, dar, wenn nur |&| und |& | hinreichend klein genommen werden.)

1) An dieser Stelle zweigt eine von Hirserr in seinen Vorlesungen gegebene
elegante Modifikation des WeierstraB’schen Beweises der Euler'schen Regel
ab. Statt die Gleichung (4) nach ¢ aufzuldsen, fithrt er die Aufgabe auf ein
gewdhnliches Extremum wmit einer Nebenbedingung zuriick. Es muf niimlich jetzt
die Funktion

t!
T(e, 6)= f (X, Y, X, Y')dt
tl

fiir e=0, & =0 ein Minimum mit der Nebenbedingung (4) besitzen. Daher
muB es unter den Voraussetzungen und in der Bezeichnung des Textes eine von
& und & unabhiingige Grofe 1 geben, so daB gleichzeitig

J,+ 3K, =0, J,+1K,=0.
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Nun wird die Gleichung (4) befriedigt durch & = 0, & = 0, weil
ja die Kurve @, als zulissige Kurve der isoperimetrischen Bedingung
(1) geniigt. Ferner ist die Funktion K(¢ &) in der Umgebung der
Stelle ¢ =0, & =0 von der Klasse C”. Wenn wir daher £, % so
withlen, dafl die Grofle

ty
5K ) = - . -
(g}{)o =j(_Gx§1 + (rf’??l + Gr'gl + (Trf'ql)dt =K,

f1

von Null verschieden ist, so kénnen wir nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die Gleichung (4) in der Umgebung der Stelle & =0,
& = 0 eindeutig nach & auflosen, und die erhaltene Lisung: & = ()
verschwindet fiir ¢ = 0, ist in der Umgebung dieser Stelle von der

Klasse (', und es ist

de\ K,

(E){, =T K’ (6)
wenn wir analog

ly
oI i ol v i ’ ’
(55, =j((fx.§ + G+ G + G, q)dt =K,

setzen; dabei soll iiberall der Index O das Nullsetzen von ¢, resp. von
¢ und & andeuten.

Tragen wir fiir & die Funktion g(&) in (5) ein, so erhalten wir
eine einparametrige Schar von Variationen der Kurve €

x=X(t ¢ y@)=2(t¢), y=Y{ 5 1@)=9 ), (7

welche alle verlangten Eigenschaften besitzt.
Aus (6) folgt, daB fiir diese Schar

d‘x=s(§—§%’§1), 3y=5(;-—%m)~ (8)

Bs wirft sich jedoch die Frage auf, ob sich die Funktionen
g, m, stets so wihlen lassen, daf K, 4 0. Dies ist nur dann un-
moglich, wenn das Integral K, fiir alle Funktionen &, %, von den
angegebenen Figenschaften verschwindet. Das wiirde aber nach § 26, a)
Die zweite Gleichung bestimmt i und zeigt, daB i jedenfalls von E 7 unabhiingig
ist; aus der ersten folgt dann die Euler'sche Regel.

Dies ist wohl der einfachste strenge Beweis der Euler'schen Regel. Daf
wir denselben trotzdem im Text nicht gewiihlt haben, ist mit Riicksicht auf die
Entwicklungen von § €0 iiber die zweite Variation geschehen.

Vgl auch Kxeser, Kuler und die Variationsrechnung, Abhandlungen zur
(Geschichte der Mathematischen Wissenschaften, Bd. XXV (1907), p. 50.
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bedeuten, daB die Kurve €, eine Extremale fiir das Integral K wiire.
Wir setzen daher in der Folge voraus, daf3 die Kurve &, nicht zugleich
Extremale fiir das Integral K ist, d.h. also daB der Ausdruck

Fe= (J'.ty' - Gy.r" + (}1(53'?]” - y'x”): (9)

berechnet fiir die Kurve €, im Intervall [#{,] nicht identisch ver-
schwindet.!)

Da die Kurven der Schar (7) fiir beliebige Werte von & der
Gleichung K = [ geniigen, so folgt daraus durch Differentiation nach &

SK = 0. (10)

Umgekehrt gilt aber auch das folgende Lemma, welches spiter bei
der zweiten Variation zur Anwendung kommen wird:

Sind &, y zwei vorgegebene Funktionen der Klasse D', welche in
t, und i, verschwinden und der (ileichung

ta
(GEt+ Gy+ Gt + Gn)dt=0 (11)

" ¥ Yy

4

gendigen, so lift sich stets eine emporametrige Schar von zuliissigen
Variationen konstruieren, fiir welche

0% =&k, dy = &7. (12)

Denn wiihlen wir bei der obigen Konstruktion der Schar (7) fir
g, v die beiden vorgegebenen Funktionen, so ist wegen (11): K, = 0,
und daher gehen die Gleichungen (8) in die verlangten Gleichungen
(12) iiber.

Ist die Kurve €, von der Klasse C”, so kinnen wir auf die
Gleichung (11) die Transformation (18) von § 26 anwenden und
erhalten das Lemma in der folgenden modifizierten Form, in welcher
dasselbe von WEIERSTRASS gegeben worden ist:?)

Ist aw drgendeine Funktion der Klasse D', welche in 1, und f,
verschwindet und der Gleichung

‘1
[ Vwdt =0 (13)

) Wiire diese Bedingung nicht erfiillt, so wiirden gewisse hinreichend
kleine Stiicke des Bogens €, wenigstens ein schwaches Extremum fiir das
Integral I liefern, und es wiire daher unmoglich, ein solches Stiick zu variieren
(wenigstens im Sinn der schwachen Variation) ohne den Wert von K zu #indern
(WEIERSTRASS).

*) Vgl. Kneser, Mathematische Annalen, Bd. LV, p. 100.
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geniigt, so kann man stets eine Schar zuldssiger Variationen konstruieren,
fiir welche . .

yox — 0y = ew.
Denn die Funktionen

. wy _ —ux
; x'2+y’2} ’7 w’!_l,_y’!

geniigen alsdann allen Bedingungen des eben bewiesenen Lemmas,
aus welchem dann die Behauptung unmittelbar folgt.

b) Beweis der Euler'schen Regel:

Nachdem wir so eine Schar von zulissigen Variationen kon-
struiert haben, schlieBen wir jetzt in der iiblichen Weise, daB fiir
dieselbe die Kurve &, den Bedingungen

dJ =0, *J=0 (14)

geniigen muB. Wenn wir zur Abkiirzung schreiben
i
Jo=f (F &+ Fyp + F,& + F,y)dt,

4

gy = [ (Ft, + Fyu, + F,.& + F,n))dt,

h

so lautet die erste der beiden Bedingungen (14), mit der wir es hier
zunichst ausschlieBlich zu tun haben, wenn wir fiir dz, 0y ihre Werte
aus (R) einsetzen,

J— % g =o0. (16)

Wir denken uns jetzt die beiden Funktionen £, 7, ein fiir alle-
mal fest gewiihlt; dann ist der Quotient

Jl._
1{1'=—’1

eine ganz bestimmte numerische Konstante, die jedenfalls von der
Wahl der beiden Funktionen £, 5 unabhingig ist. Die Gleichung (15)
lautet also jetzt oF: b R il

d. h. aber, wenn wir
F(z,y,2,y) + AG(x,y,2,y) = Hz,y,,y54)  (16)
setzen: Es muB
iy
J(HE+ By + H, & + H,q)di =0 (17)

Bolza, Varintionsrechnung. 30
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sein fiir alle Funktionen &, 5 von der Klasse D', welche in #, und ¢,
verschwinden. Daraus folgt aber nach § 5, ¢) und § 26, a) das
folgende, unter dem Namen der ,Fuler'schen Regel“*) bekannte Resultat:

") Evrer hat die nach ihm benannte Regel durch eine sinnreiche Infini-
tesimalbetrachtung bewiesen (Methodus inveniendi ebe. [1744], Kap. V, Art. 27).
Er betrachtet die Kurve als Polygon von unendlich vielen Seiten, variiert dann
die Ordinaten zweier aufeinanderfolgender Ecken desselben, aber so, daf die
isoperimetrische Bedingung erfiillt bleibt. Seine Schliisse entsprechen zwar den
heutigen Begriffen von Strenge nicht mehr, sind aber immer noch befriedigender
als das meiste, was sonst vor Weierstral iiber diesen Gegenstand geschrieben
worden ist.

Der erste strenge Beweis der Euler'schen Regel rithrt von WemrsTrass
her (Vorlesungen 1877, oder friiher); es ist im wesentlichen der im Text ge-
gebene.

Man kann dem Beweis auch eine andere Wendung geben, welche sich
mehr an die SchluBweise der ilteren Variationsrechnung anschlieBt, indem man
denselben folgendermaBen in zwei scharf getrennte Teile zerlegt:

Angenommen man hiitte auf irgendeinem Weg eine Schar zulissiger
Variationen der Kurve §, gefunden. Dann miissen fiir diese Schar gleichzeitig
die beiden (leichungen bestehen

dJ=0, dK=0.

Daraus hat man nun weiter geschlossen: Also muf ¢.J = 0 sein fiir alle Funk-
tionen dz,dy, welche der Bedingung d K =0 geniigen. Dieser SchluB ist an
sich falsch; er wird erst gerechtfertigt, nachdem das unter a) erwiihnte
WeierstraB'sche Lemma bewiesen ist, welches somit eine wesentliche Liicke
der iilteren Variationsrechnung ausfiillt.

Weiter zeigh man dann: Ist §J =0 fiir alle Funktionen dx, dy, fiir welche
0 K = 0 ist, so muB die Kurve €, der Differentialgleichung (I) geniigen.

Der Beweis dieses Satzes reduziert sich (nach Anwendung der Lagrange’schen
partiellen Integration auf ¢ und & K) auf das folgende Fundamentallemma fiir
isoperimetrische Probleme, welches sich dem Fundamentallemma von § 5 als
Gegenstiick an die Seite stellt:

Sind M und N zwei tm Intervall [t,t.] stetige Funktionen von t, und ist

ty

szrdt =10

4
fiir alle Funktionen w der Klasse C’, welche in t, und t, verschwinden wnd der

Gleichung o
[ .N wdt=10
i

1
geniigen, so gibt es eine Konstante L derart, daf
M4 1 N=0 im ganzen Intervall [t,1,].
Dieses Fundamentallemma ist wohl zuerst von Bemrrraxp bewiesen worden

(Journal de Mathématiques, Bd. VII (1842), p. 55). Bekannter ist der Beweis
von Du-Bois-Revmoxp geworden (Mathematische Annalen, Bd. XV (1879),
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Jede Lisung des vorgelegten isoperimetrischen Problems, welche
wicht zugleich Fxtremale fiir das Integral K ist, muf fiir einen ge-
wissen Wert der Konstanten A den Differentialgleichungen

d d
H —H.=0, H—gzH, =0 (18)
geniigen, welche mit der einen Differentialgleichung
H,, — H,.+ H(@y" —y'z") =0 M

xy’
dquivalent sind.
Dabei ist die Funktion H durch die Gleichung (16) definiert,
und es ist
Hl _ Hz'z' . Hyryr Hy' i ) (19)

e = 7

z'y’ x'?

Dies ist aber dieselbe Differentialgleichung, die man erhallen
wiirde, wenn man das Integral

S+ @at (20)

ohne Nebenbedingung zu einem Extremum zu machen hitte.

Jede der Differentialgleichung (I) fiir einen bestimmten Wert
von A4 geniigende Kurve soll nach KNESER wieder eine Extremale fiir
das vorgelegte Variationsproblem heifen.

Zu den vorangehenden Resultaten fiigen wir noch die folgenden
Bemerkungen hinzu:

1. Nach der obigen Ableitung kénnte es scheinen, als ob
die Konstante 2 noch von der Wahl der Funktionen £, %, ab-
hingig wire. Dem ist aber nicht so. Denn aus (15) folgt, wenn
auch K, = 0,

J, J,

rAab A

p- 812, wo noch ein weiterer, von Rxrer herrithrender Beweis gegeben wird).
Die entsprechende Verallgemeinerung fiir das allgemeinste isoperimetrische
Problem bei einfachen Integralen findet man bei Scuerrrer, ibid., Bd. XXV
(1885), p. 584 und A. Maver, ibid., Bd. XXVI (1886), p. 78.

Die oben hervorgehobene Liicke ist typisch fiir die iltere Variations-
rechnung. * Durch den Lagrange'schen d-Algorithmus wird die Aufmerksamkeit
auf die ersten Variationen dz,dy abgelenkt, und man vergiBt dariiber nur zu
leicht, daB man aus den Funktionen dz, dy erst dann etwas schlieBen kann, wenn
man imstande ist, von diesen auf eine Schar von zulissigen Vergleichskurven
zuriickzugehen. Erst Wreierstrass hat hier Klarheit in die Variationsrechnung
gebracht.

80"
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Die linke Seite dieser Gleichung enthédlt nur &, %,, die rechte
nur § 7; die beiden Funktionenpaare sind voneinander vollkommen
unabhiingig; daraus folgt aber, daB die isoperimetrische Konstante A
auch von der Wall der Funktionen &, w, unabhingig ist (WEIER-
STRASS).

2. Das allgemeine Integral') der Differentialgleichung (I) enthilt
auBer den beiden Integrationskonstanten noch die Konstante :

.ib‘:f(t, & 3, l): y=y(t, a, B, 4). (21)
Zur Bestimmung der Konstanten «, f, 2 und der unbekannten GriBen
ly, t; haben wir — im Fall einer kontinuierlichen Losung — aunBer

den vier Gleichungen, welche ausdriicken, daB die Kurve fiir ¢ =1
durch den Punkt P, fiir { ={#, durch den Punkt P, gehen soll, noch
die isoperimetrische Bedingung K =1, also ebensoviele Gleichungen
als Unbekannte.

3. Neben den der Differentialgleichung (I) geniigenden Losungen
des Problems kann es dann miglicherweise noch Ldsungen geben,
welche Extremalen fiir das Integral K sind, sogenannte ,starre Lisungen®,?)
was in jedem einzelnen Fall durch eine besondere Untersuchung zu
entscheiden ist. Man kann diese Losungen unter die vorigen ,mit
einbegreifen, wenn man einen zweiten Faktor » einfiihrt, der im all-
gemeinen Fall = 1 ist, wihrend in diesem Ausnahmefall x =0, 1 =1
ist, und

H=xF 4 1G
setat.

4. Bei dem obigen Beweis der Euler'schen Regel war nicht
vorausgesetzt, dall die Kurve &, von der Klasse €’ ist; sie darf auch
eine endliche Anzahl von Ecken haben. Nur hat man dann vor
Ausfithrung der Differentiation nach & und & die Integrale J(e, &)
und K(g &) in bekannter Weise in Summen von Integralen zu zer-
legen, die Differentiation an den Summanden auszufiihren und nach
der Differentiation die Integrale wieder unter einem Integralzeichen
zu vereinigen. Daraus folgt, daB auch bei einer diskontinuierlichen
Lisung die isoperimetrische Konmstante A entlang allen Lontinuierlichen
Segmenten ein und denselben konstanten Wert hat.*)

') Niiheres hieriiber unter e); vgl. iibrigens die auch hier giiltigen Bemer-
kungen auf p. 204.

) Vgl. p. 460, FuBnote *).

" Diese wichtige Bemerkung rihrt von A. Maver (Mathematische
Annalen, Bd. XIII, (1877), p. 65, FuBnote) und WEriersrrass her.

-
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Ferner ergibt sich weiter aus (17) nach § 48, b): In jeder Ecke
t=1, einer diskontinuierlichen Lisung muf die Weierstra $'sche
Eckenbedingung

H,, 'D_U=H3¢!tn+o? 'Hyfifn_t':Hv’l‘u*’o (22)

x

erfiillt sein.

c¢) Das spezielle isoperimetrische Problem:

Darunter verstehen wir die folgende Aufgabe, welche der ganzen Klasse
von Aufgaben, mit der wir uns gegenwiirtig beschiiftigen, den Namen gegeben hat:

Beispiel II:Y) Unter allen gewidhnlichen Kurven wvon gegelener Linge,
welche zwei gegebene Punkte P, und P, verbinden, dicjenige zu bestimmen, welche
mit der Sehne P, P, den gripten Flicheninhalt einschlieft.

Wiihlen wir die Verbindungsgerade von P, und P, zur z-Achse, mit P, P,
als positiver Richtung, so haben wir das Integral ¥

f‘!
J=1 /'(xy' —yx’)dt
Y

zu einem Maximum zu machen, withrend das Integral
ty
K= (Vertyha
By

einen vorgeschriebenen Wert 27 besitzen soll, den wir groBer als den Abstand
P, P, | voraussetzen.
Fiir den Bereich R kinnen wir hier die ganze x,y-Ebene wiihlen,

5 H=4(@y —yz)+ 1Y+,

80 erhalten wir . 2

TR o
und daher wird die Differentialgleichung (I)
1 - m'yff -y)xil o 1 .
O e i

Dieselbe zeigt, daB A stets von Null verschieden ist, und dab die gesuchte
Kurve ein Kreis vom Radius |A| ist, der im Sinn?®) des Uhrzeigers oder im ent-
gegengesetzten beschrieben wird, je nachdem 1 >0 oder A< 0. Man verifiziert
dies auch leicht direkt durch wirkliche Ausfihrung der Integration, indem man

Y Vgl p. 8.

%) Hierdurch wird zugleich definiert, was wir unter dem fraglichen Flichen-
inhalt verstehen; vgl. Goursar, Cours d’Analyse, I, Nr. 94 und C. Jorpan, Cours
d'Analyse, I, Nr. 102, 112 und II, Nr. 129—133. Man beachte, daB das Integral J
entlang der Geraden P, P, gleich Null ist.

%) Vgl. p. 192.
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die Differentialgleichung (24) in der Normalform (48) von § 27 schreibt, mit dem
Bogen s als unabhiingiger Variabeln. Die Integration ergibt bei passender Wahl
des Anfangspunktes fiir den Bogen s

m—o:=—lcos(—l:), y—ﬁ:——lain(——:-)- (25)

Da H, stets von Null verschieden ist, so kénnen nach (22) und § 48, c),
Zusatz I, keine diskontinuierlichen Lisungen auftreten.

Konstantenbestimmung *): Wir wiithlen zur
Vereinfachung den Mittelpunkt O der Strecke
P, P, zum Koordinatenanfangspunkt, so daB
¢ = 0 wird, Ferner beschriinken?® wir uns
auf Losungen, welche nicht iiber einen vollen
Kreisumfang hinausgehen, und auf den Fall
1< 0. Fiihrt man dann den halben Zentri-
winkel o des Bogens P, P, ein, so normiert,
daB derselbe zwischen 0 und = liegt, so ist

A

x, =—isinw, l=—lo, f=icosaw,

woraus sich zur Bestimmung von o die trans-

Py zendente Gleichung ergibt

o :
Fig. 106. 7 e=tino.

Da nach Voraussetzung 0 <7z, <71, so ergibt die Diskussion dieser Gleichung,
daB dieselbe stets eine Wurzel o zwischen 0 und = besitzt. Daraus folgt, daB
es stets einen den Anfangsbedingungen geniigenden Kreisbogen gibt, fiir
welchen 1< 0.

Daneben gibt es, wenn z,/l unter einer gewissen Grenze liegt, dann noch
Losungen, welche iiber einen vollen Kreisumfang hinausgehen,

Der Ausnahmefall, daB eine Extremale fiir das Integral K, d. h. also eine
Gerade, Losung des Problems ist, kann nur eintreten wenn 2/=| P, P, |. Als-
dann ist aber diese Gerade iiberhaupt die einzige zuliissige Kurve, kann also
gar nicht den Bedingungen der Aufgabe gemiiB variiert werden.

d) Gleichgewichtslage eines schweren, an seinen beiden End-
punkten befestigten Fadens:

Nach physikalischen Prinzipien ist die Aufgabe mit der folgenden fiquivalent:

Beispiel XXI: In einer vertikalen Ebene zwischen zwei gegebenen Punkten
P, und P, diejenige Kurve won gegebener Linge zu ziechen, derem Schwerpunikt
maoglichst niedrig liegt.

Wir nehmen die positive y-Achse vertikal nach oben; dann wird die Ordi-
nate des Schwerpunktes gegeben durch den Quotienten

1 Vgl. C, Jorpax, Cours d’Analyse, 111, p. 498.
*) Vgl. § 61, ¢).
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fy
Syva™y™de

1

ty '
[Va Fysar

'~‘\ P 51

Da _]edoch der Nenner bei allen zuliissigen Kurven konstant bleibt, so ha.ben wir
einfach das Integral

I= [y a
:l
zu einem Minimum zu machen, wihrend gleichzeitig das Integral
)
K= [V Fy™at
t

einen vorgeschriebenen Wert ! haben soll, den wir gréBer als den Abstand
| P, P,| voraussetzen.
Wir haben hier =
—y+nVaTE g,
Indem wir von der ersten der beiden Gleichungen (18) Gebrauch machen, erhalten
wir sofort ein erstes Integral der Differentialgleichung (I):
Hpm WS
Yzt +y”

Ist @ =0, so erhalten wir die Losung?)

a = konst.,

welche nur dann statthaben kann, wenn die beiden gegebenen Punkte in der-
selben Vertikalen liegen.

Ist dagegen «==0, so erhalten wir als allgemeine Losung der Differential-
gleichung (I) zwei Systeme von Kettenlinien

z=f+ at, ¥+ 4= +aCht. (26)
Aus (22) folgt, daB die Konstante « selbst im Fall einer diskontinuierlichen
Losung entlang der ganzen Kurve denselben Wert behalten muf. Sehen wir
daher von dem trivialen Fall ¢« =0 ab, so kinnen nach § 48, ¢), Zusatz I,
keine diskontinuierlichen Losungen auftreten; denn
H, (x,y,cos0,sinf; 1) =1y 4 1,
und dies ist im Fall ¢ <=0 entlang jeder Extremalen von Null verschieden.
Konstantenbestimmung *): Nehmen wir an, daB z, < x,, so muB « > 0 sein,

") Die Gerade: y 4+ 1=0 ist keine Extremale, da sie der zweiten der
Differentialgleichungen (18) nicht geniigt.

*) Nach Waienstrass, Vorlesungen 1879; vgl. auch Arrenn, Traité de Méca-
nique, I, p. 191.
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damit ¢, <t,. Da die Kurve durech die beiden Punkte P, und P, gehen soll,
so miissen die folgenden Gleichungen erfiillt sein

2 =f+eat, % + 4=+ aChi,

Ty =f, + by, ¥s + 4=+ «Chi,.

Ferner muB die Kurve die vorgeschriecbene Liinge haben; das gibt die weitere
Gleichung
(Sht, — Sht,) =1.
Aus diesen fiinf Gleichungen haben wir die Unbekannten «,f,1,¢ ,¢ zu be-
stimmen. Fihrt man statt ¢, und ¢, die beiden GriBen
S i T T s i
2 20 3

e —t, @ —a

=

w

[£4

ein, so leitet man leicht aus den obigen Gleichungen die folgenden ab

Yy — Y, =+ 2¢Shp Shy, @7
l=2aChyuShy.
Daraus folgt

The =+ g*_?_y.l . (28)
Da nach Voraussetzung
1> V(‘”s_;“ “"1)2:’?"“ (y: .;-Ty-x)z\ > Y= W,

so hat jede der beiden in (28) enthaltenen Gleichungen eine Lisung p. Ferner
folgt aus (27)

Vi — (y — )" =2«Shy, also Shy=]—/?’;(g—l’l’)!\sk.
v x, — x,

Da k>1, so hat diese transzendente Gleichung eine positive Wurzel », wie
sich aus der Diskussion der durch die Funktion Shv — kv von v dargestellten
Kurve ergibt.

Nachdem g und » bestimmt sind, ergeben sich die Werte von «, f, 4, ¢, 1,
unmittelbar.

Jedes der beiden Systeme von Kettenlinien (26) enthdilt also eine Ketten-
linte, welche den Anfangsbedingungen geniigt. ')

e) Existenztheoreme fiir isoperimetrische Extremalen:

Aus dem Satz von § 27, a) folgt unmittelbar: Durch einen
Punkt A4,(ay, b,) im Innern des Bereiches R liBt sich in einer vor-
geschriebenen Richtung p, eine und nur eine Extremale der Klasse C”
mit einem vorgeschriebenen Wert 4, der isoperimetrischen Kon-
stanten A konstruieren, vorausgesetzt dab

H, (ay, by, cos py, sin py; 49) + 0. (29)

') Hierzu weiter die {bungsaufgaben Nr. 1—9, 18—22 am Ende dieses Kapitels.
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Diese Extremale, die wir schreiben

z=z(t), y=y@), (30)
liBt sich dann wieder auf ein ganz bestimmtes Maximalintervall
<t

fortsetzen.

Ist ¢ =, der Parameter des Punktes A;, und sind 7, T, zwei
der Ungleichung

R e N R

geniigende Werte, so ldBt sich eine positive GrioBe d angeben derart,
daB die folgenden Siitze gelten:

1. Ist

j5”0"“-"01?d"s“!o—bﬂ?d:.@o_?ti;?d:!‘."__va:oi?dr

so liBt sich auch durch den Punkt z,,y, in der Richtung 6, eine
Extremale mit dem Wert A der isoperimetrischen Konstanten kon-
struieren. Bedeutet insbesondere ¢ die Bogenlinge, so konnen wir

diese Extremale unter Benutzung der in § 27, b) definierten Funk-
tionen X, %) schreiben:

@ = X(t — ty; %oy Yoy Or 2) Y=Y — t; % Yo 0, 1), (31)
wobel wir im gegenwiirtigen Fall noch 4 mit unter die Argumente
aufnehmen miissen. Dazu kommt dann noch fiir den Tangenten-
winkel 6 in Punkt ¢ die Gleichung

0 = Ot — ty; o, Yoy Oy 2).
2. Fiir
Zog=0g, Yo=by, O=7 2=1
geht die Extremale (31) in die Extremale (30) iiber.
3. In dem Bereich

T2t Ty |2y — 00| 2, Yy — Do 2y | Oy— 0 [ Zdy|A— 4| Zd (32)
sind die Funktionen
x, a':u s 9,00 @r:? 0, 6,

als Funktionen der Variabeln ¢, zy, 4, 0, 2 von der Klasse C'.
4. In dem Bereich (32) ist
H(X,9,X,9; 4)+0 (83)
und

%9, 9)
3o o0 T O (54
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Endlich liegt die Extremale (31) fiir jedes den Ungleichungen
(32) geniigende Wertsystem von ¢, z, y,, 0,, 2 ganz im Innern des
Bereiches R.

Zum Beweis dieser Behauptungen schreibe man die Differential-
gleichung (I) unter Einfithrung des Tangentenwinkels 6 in der den
Gleichungen (43) von § 27 entsprechenden Normalform und betrachte A
als vierte, der Differentialgleichung

dl

a0
geniigende unbekannte Funktion. Auf das so erweiterte System von
Differentialgleichungen wende man dann die Sitze von § 24 an.

Gibt man in (31) einer der GriBen x,, y,, 0, einen festen
numerischen Wert und betrachtet die iibrigen beiden als Integrations-
konstanten, so erhilt man das bereits unter b) erwiihnte jallgemeine
Integral® der Dlﬂ'erentmlglelchung (I), zunéichst in einer Normalform,
von der man dann wie in § 27, ¢) zur allgemeinsten Form iiber-
gehen kann.

§ 60. Die zweite und vierte notwendige Bedingung.
Wir nehmen jetzt an, wir hiitten eine Extremale

€,: 3:=‘%(t)1 y=§(t); f‘l?t?ts
gefunden, welche der Differentialgleichung (I) mit einem bestimmten
Wert 4, der isoperimetrischen Konstanten geniigt, von P, nach P,
fithrt und dem Integral K den vorgeschriebenen Wert l erteilt.
Weiter setzen wir voraus, die Kurve €, sei von der Klasse C" und
liege ganz im Innern des Bereiches R, und endlich verschiirfen wir
die in § 59, a) iiber die Funktion ¥ gemachte Annahme dahin, daB

sie entlang der Extremalen € in keinem noch so kleinen Teilinter-
vall von [#7,] identisch verschwinden soll.

a) Das Analogon der Legendre’'schen Bedingung:

Zur Aufstellung weiterer notwendiger Bedingungen wenden wir
uns nunmehr zunichst zur Untersuchung der zweiten Variation.
Wir betrachten irgendeine einparametrige Schar von zulissigen
Variationen (3); fiir dieselbe muf dann nach (14)

0% = 0 (35)
sein. Bei der Bildung von d°J haben wir zu beachten, daf im gegen-

wartigen Fall der Integrand nicht nur die schon beim Problem ohne
Nebenbedingungen (§ 28) auftretende quadratische Form in 8z, dy,



§ 60. Die zweite und vierte notwendige Bedingung. 471

dx’, 0y  enthilt, sondern nach § 8, b) auBerdem noch eine lineare
Form der zweiten Variationen, nimlich

F,0%z + F,8% + F,.é°2" + F,.0%’,
weill wir es hier nicht mit Variationen von dem einfachsten Typus
(17) von § 26 zu tun haben, sondern mit solchen von dem allge-
meineren Typus (3).

Diese zweiten Variationen lassen sich nun aber eliminieren,!)
wenn man die Ungleichung (35) mit der aus der Differentiation der
Gleichung: K = [ nach & folgenden Gleichung: 0°K = 0 in der Weise
kombiniert, daB man die letztere mit der Konstanten i, multipliziert
zur ersteren addiert:

0:J + 24,0 K= 0. (36)
Die Glieder, welche zweite Variationen der unbekannten Funktionen
enthalten, vereinigen sich nunmehr zu dem Integral
la
[(H,0% + H,0% + H,.0% + H,0%)dt, (37)
b
wobei in der Funktion H die Konstante 4 = 4, zu setzen ist.

Wendet man aunf dieses Integral die Lagrange'sche partielle
Integration an und beachtet einerseits, daf die Extremale €, den
Differentialgleichungen (18) mit dem Wert 4, der isoperimetrischen
Konstanten geniigt, andererseits, daB die Funktionen 0%z, 8%y in ¢,
und £, verschwinden, wie sich durch zweimalige Differentiation der
in ¢ identischen Gleichungen

£(t1:5)=x1: g(t1:£)=y11

Z(ly, £) = @y, Yty €) =4,
ergibt, so erkennt man, daB das Integral (37) gleich Null ist, und
daB sich daher die Ungleichung (36) auf

fa
0t = [[H,(02) + ...+ H,,.(0y)dt S 0 (38)
h

reduziert. Diese Ungleichung muB bestehen fiir jedes Funktionen-
paar dx, 0y, welches aus einer einparametrigen Schar von zulissigen
Variationen durch den d-ProzeB ableitbar ist. Die Gesamtheit dieser
Funktionenpaare ist aber nach dem Weierstraf’schen Lemma von
§ 59, a) identisch mit der Gesamtheit derjenigen Funktionenpaare

1) Vgl. eine hierauf beaiigliche Bemerkung von Swirr, Bulletin of the
American Mathematical Society, Bd. XIV (1908), p. 373.
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d0x,dy, welche in [f,4] von der Klasse D’ sind, in ¢ und {, ver-
schwinden und iiberdies der Gleichung 0K = 0 geniigen. Fiir alle
diese Funktionenpaare muB daher die Ungleichung (58) gelten.

Auf das Integral auf der linken Seite von (3R8) kann man jetzt
die WeierstraB'sche Transformation von § 28, a) anwenden und
gleichzeitig auf d K die Transformation (18a) von § 26, so daB in
beiden Integralen 0 und dy nur mehr in der Verbindung

y'ox —a'dy = ew
vorkommen. Wendet man dementsprechend das Weierstrafi’sche
Lemma in der zweiten am Ende von § 59, a) gegebenen Form an,
so erhilt man den folgenden Satz:?)

Fiir ein Minimum des Integrals J mit der Nebenbedingung K =1
st weiter notwendig, daf3 das Integral

ty
d 1\ 2 p— @
T = f (7, (%) + Hyutlats 0 (39)
A
fiir alle Funktionen w von der Klasse D', welche in t, und t, ver-
schwinden, und fiir welche

ty
S vwat=o. (13)

Dabei sind die Funktionen H,, H, aus der Funktion H= F 4 1, G
genau so abgeleitet wie in § 28, a) die Funktionen F), F, aus der
Funktion F; die Funktion ¥V ist durch (9) definiert, und die Funk-
tionen H,, H,, V sind fiir die Extremale &, berechnet.
Hieraus folgt nun leicht der Satz:
Die zweite notwendige Bedingung fir ein Minimum des Integrals J
mit der Nebenbedingung K =1 ist, daf
H, 3 0 (H)
entlang der Fxtremalen €, d. h.
H, (&), 50, Z'®), ¥ ©); 4) SO0 in [41].

Zum Beweis kénnen wir genau wie in § 9, b) und § 28, a)
verfahren, nur daf jetzt noch zu zeigen ist, daB wir zu jedem vor-

") Weierstrass, Vorlesungen 1879. Man kann dieses Resultat auch ohne
Benutzung des Weierstraf'schen Lemmas ableiten, indem man in konsequenter
Weiterfiihrung des Hilbert'schen Gedankengangs (p. 4568, FuBnote 1)), die zweite
notwendige Bedingung dafiir entwickelt, daB die Funktion J(s,¢,) fir &=0,
& = 0 ein Minimum mit der Nebenbedingung K (&, &,) = [ besitzen soll; vgl. Borza,
Bulletin of the American Mathematical Society, Bd. XV (1909), p. 213.
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r

geschriebenen Teilintervall [7'z ] von [f,1,] eine Funktion w kon-
struieren kinnen, welche in [¢'z”] von der Klasse C' ist, in 7" und "
verschwindet, ohue im ganzen Intervall identisch zu verschwinden,
und welche der Bedingung (13) geniigt. Dazu wiihle man zwei be-
liebige Funktionen w,, w,, welche den ersten beiden der drei auf-
gezithlten Bedingungen geniigen, und iiberdies i, so, daB

jTszdt +0,

was nach der im Kingang dieses Paragraphen iiber die Funktion ¥V
gemachten Voraussetzung stets moglich ist. Dann setze man:
w = w, + cw, und bestimme die Konstante ¢ so, daB (13) erfiillt ist.

Die Bedingung (II) ist das Analogon der Legendre’schen Bedin-
gung fiir das isoperimetrische Problem. Wir werden dieselbe in der
ganzen weiteren Entwicklung in der stiirkeren Form:

H, >0, ()

entlang &, voraussetzen. Ks folgt dann nach § 27, ¢), daB sich die
Extremale €, iiber das Intervall [##,] hinaus fortsetzen liBt, und es
gelten fiir die so fortgesetzte Extremale € die Siitze von § 59, e).
Insbesondere folgt, dall die Extremale €, aus dem allgemeinen Integral
(21) der Differentialgleichung (I) abgeleitet werden kann, indem man
den GroBen ¢, f, 2 gewisse spezielle Werte « = «p, § = 8, 4 = 4, gibt,
so daB also
8(t) =£(t, eo, Bos %), Y(t) = g(t, e, Boy 20) - (40)
b) Die WeierstraB'sche Bedingung:
Um spiitere Entwicklungen nicht
unterbrechen zu miissen, schliefen wir
gleich hier die WeierstraB’sche Be-
dingung an. Wir wenden dasselbe Ver-
fahren wie in § 30, a) an, wobei jedoch
einige Modifikationen nétig werden. Unter
Festhaltung der dortlgen Bezeichnung
handelt es sich darum, eine einparametrige Schar von Verglelchskurven

x=Z(1 &), y=79(t e
aufzustellen, welche nicht nur, wie dort, die Bedingungen
.’Z‘(t, 0) = "E(t): g(t: 0) = :&(t),
Z(t, &) = ay, Y, &) =y,
j(ts'£)=§"(f3_£)) y(tsr E) =§](73_'5))

Fig. 107.
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sondern auch die isoperimetrische Bedingung
En + f(;a =K (41)
erfiilllen. Dazu setzen wir die Vergleichskurven in der Form an
x = &) + &£ () + &E (0 + &&(©),
y=9® + em(t) + &) + &ny(0),
wo &, u; willkiirliche Funktionen von ¢ von der Klasse €’ sind, welche

in ¢, verschwinden, und bestimmen nun &, &, & als Funktionen von &
durch die Gleichungen:

Ty + &5, (6) + &8,(6) + &585(8) = @ty — &),
Ys + &y (&) ‘*‘_ﬁa"?a (tsl+ gn(l) = Y& — €,
K14+ K4s S Kls-

Dies ist aber nach dem Satz iiber implizite Funktionen stets maglich,

went £ (%) & (t) Es(ty) |
M (ts) 15 (ty) N3 (tx;)*1 + 0,
K, K, K,
wobei

4
K, =[G4+ G+ G& + G n]at

Das ist stets leicht zu erreichen; man wihle z. B. £, 7, so, daB
Ei(t) =0, n(ts) =0, K, +0,

was nach der im Fingang dieses Paragraphen iiber die Funktion ¥
gemachten Annahme stets moglich ist; ferner

§(ty) =0, na(t) + 0, & (t;) + 0.
Nachdem so eine allen Anforderungen geniigende Schar von Ver-
gleichskurven hergestellt ist, muB fiir alle hinreichend kleinen posi-
tiven Werte von ¢ die Ungleichung
jl'l + 3’45 § J13
stattfinden, welche man mit Riicksicht auf (41) auch schreiben kann:
T+ 20 Boy) + is + 20Kin) S iy + Ao K.

Die weitere Behandlung dieser Ungleichung fiihrt nun ganz wie in
§ 30,a) zu dem folgenden Resultat: Es bezeichne

8(‘13:?” x’;yri 52’)3?'5 l) =

~p ~y ~ ror ~r . . 42
H(z,y,%,y'; 2) — & H.(z,9,2",y"; 1) *"yHy'(x:y,x:y 3 4). (&)
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Dann gilt der Satz'):
Die wvierte notwendige Bedingung fiir ein starkes Minimum des:
Integrals J mit der Nebenbedingung K =1 besteht darin, daf

(2,95 1,45 B, 45 %) > 0 (Iv)
entlang®) dem Extremalenbogen €, .

§ 61. Die WeierstraB’sche Theorie der konjugierten Punkte beim
isoperimetrischen Problem.

Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, dabl, soweit es sich
um die Bedingungen (I), (II) und (IV) handelt, das vorgelegte iso-
perimetrische Problem #quivalent ist mit dem Problem, das Integral

JF + 1,6)at (43)

ohne Nebenbedingung zu einem Minimum zu machen.

Man hat lange geglaubt, daB beide Probleme iiberhaupt dquivalent
seien; dies ist jedoch falsch, wie zuerst LuNDSTROM?®) gefunden hat.
Die weitere Untersuchung der zweiten Variation zeigt némlich, daB
auch beim isoperimetrischen Problem ein konjugierter Punkt P
existiert, iiber welchen hinaus ein Extremum nicht mehr stattfinden
kann; dieser Punkt fillt aber im allgemeinen nicht mit dem konju-
gierten Punkt fiir das Integral (43) ohne Nebenbedingung, den wir mit.
P; bezeichnen wollen, zusammen, vielmehr ist im allgemeinen P > P;,
wie dies auch a priori nicht anders zu erwarten ist. Denn beim
Problem ohne Nebenbedingung muf die Ungleichung (39) fiir alle
Funktionen w der Klasse D’ erfiillt sein, welche in # und # ver-
schwinden, beim isoperimetrischen Problem dagegen nur fiir diejenigen,.
welche auBlerdem noch der Bedingung (13) geniigen; daraus folgt
schon, daf sicher P; > P sein muf.

Bei der dritten notwendigen Bedingung hort also die Aquivalenz
der beiden Probleme auf.

a) Definition der konjugierten Punkte:

Wir wenden zunichst auf das Integral (39) die Jacobi’sche Trans-
formation von § 10,b) an. Ist [77,] irgend ein Teilintervall von

) Nach WeiersTrass, Vorlesungen 1879.

*) In demselben Sinn wie in § 30, a).

% Vgl. ,,Distinction des maxima et des minima dans wn probléme isopéri-
métrique’, Nova acta reg. soc. sc. Upsaliensis, Ser. 3, Bd. VII (1869); vgl.
auch A. Maver, Mathematische Annalen, Bd. XIII (1878), p. 54.
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[t,t;], und wiihlen wir die Funktion w identisch gleich Null auBerhalb
[7,75], gleich Null in 7, und 7, und von der Klasse C” in [z,7,], so
kénnen wir hiernach die zweite Variation schreiben

8t = & % P(w)dt, (44)

wobel

] d dw
P(w) = Hyw — dt(HI dt)'
Da wir aber nur solche Funktionen w betrachten, welche der Glei-

chung (13) geniigen, so konnen wir in den Ausdruck fiir 62J dadurch
eine willkiirliche Konstante einfiithren, daf wir das mit einer Kon-
stanten w multiplizierte Integral

b | Fwdt =0

hinzuaddieren. Wir erhalten so:

7.

027 = & 10 W(w) + p V]dt (45)

Wir versuchen nun zuniichst, dhnlich wie in § 10, b), die zweite
Variation durch passende Wahl der Grifen 7,7, u und der Funktion
w gleich Null zu machen. Daza betrachten wir die Differentialgleichung

T(w) +uV =0. (46)

Das allgemeine Integral derselben liBt sich mittels eines dem
Jacobi'schen Verfahren von § 12,b) und § 29,a) analogen Verfahrens
leicht angeben. Denn setzen wir in die Differentialgleichung

H—To g

J?_“fz_ X

mit unbestimmtem A fiir z, y das allgemeine Integral (21) ein, diffe-
rentiieren nach «, #, 4 und setzen schlieBlich o = ¢, § = f,, A = 4,,
so ergibt sich das folgende Resultat:

Bezeichnen wir

8O =91 — Yo
&ﬁ(t) = grf:f = flgﬁ? «=dy, =Py ¥="7

) ’&s(t) =g — 9
so 1st

WD, ) =0,  BBMH) =0,  WA,b)+ V=0 (47)
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Die ersten beiden dieser Gleichungen werden genau so erhalten wie
die analogen Resultate in § 29,a). Bei Ableitung der dritten Glei-
chung hat man sich zu erinnern, dal die Gréfie 2 nicht nur implizite
in den Funktionen f, g vorkommt, sondern auch explizite als Faktor
von ¢ in H= F +4 AG. Die Ausfithrung der Differentiation nach 1
ergibt daher zuniichst die Gleichung

, . d
y' T(@0) + G, — i G, =0,

woraus dann das obige Resultat auf Grund der nach Gleichung (23)
von § 26 giiltigen Relation

d .
G,— 5;G.=yV

folgt.

Aus den Gleichungen (47) ergibt sich, daB die Funktion

w = ¢, 9, (1) + 6,8,(F) + udy(?) (48)

der Differentialgleichung (46) geniigt, und da sie zwei willkiirliche
Konstanten ¢, ¢, enthilt, so ist sie zugleich das allgemeine Integral.
Dasselbe kann nur dann in einem Intervall [z,7,] identisch ver-
schwinden, wenn ¢, =0, ¢, = 0, ¢ = 0. Denn wiire w = 0, so wiirde
zunichst aus (46) folgen, daB u = O sein muB, da V = 0 vorausgesetzt
ist; weiter wiirde dann ¢, = 0, ¢; = O folgen, da &,(#) und 9,(¢) zwei
nach § 29,a) linear unabhingige Integrale der Differentialgleichung
T(w) = 0 gind.

Sollte es nun moglich sein, die Konstanten ¢, c,, x und einen der
Ungleichung

<t Tt

geniigenden Wert #; so zu bestimmen, daB gleichzeitig
w(t) =69 (4) + ad () + uds(t) =0,
w(ty) = e 9 () + ad () + pds(t) =0,

JVwat=c [Vodt + ¢ [Vo,at + ufVo,at =0,
H 4 t t

so konnte man die zweite Variation durch eine allen Bedingungen
geniigende Funktion w gleich Null machen, indem man w in [f1]
gleich dem Integral (48) mit diesen speziellen Werten von ¢, ¢, u
setzt, dagegen identisch gleich Null in [#/#,]. Daraus wiirde dann,
wie wir wenigstens als wahrscheinlich erwarten diirfen, folgen, daB

AJ<O0.

Bolza, Variationsrechnung. 31
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Wir kénnen somit den folgenden Satz') aussprechen:
Soll 0%J > 0 sein fiir alle zulissigen, in [t t,] nicht identisch ver-
schwindenden Iunltionen w, so muf
(), (), B()
D)= &,(t ¢ Oy (¢ +0
&t4)= ‘ 10, (); () + (49)
JV&dtJVﬁdthﬂﬁ

sein fiir _
L<tSe,
Indem wir mit ¢ die zundchst®) auf # folgende Wurzel der
Gleichung D(t8) =0

bezeichnen, kionnen wir die Bedingung (49) auch schreiben
i< L.
Der dem Wert ¢, auf der Extremalen € entsprechende Punkt P/
heift wieder der su P, komjugierte Punkt.

Eine leichte Modifikation der obigen SchluBweise fiihrt zu dem
folgenden, wenigstens scheinbar allgemeineren Resultat: Wenn

D(E",t) =0
fiir zwei den Ungleichungen
L2 <t"2H,
geniigende Werte ¢',¢”, so kann man §*J = O machen durch eine zu-
ligsige Funktion .

b) Eigenschaften der Funktion D( ¢,):

Fiir die weitere Entwicklung haben wir den folgenden Hilfssatz?)
iiber die Funktion D(f,#) notig:

Die Funktion D(t t,) wechselt im Punkt t; ihr Zeichen, aufer
wenn t; zugleich kownjugierter Punkt (im weiteren Sinn) fiir das Integral
(43) ohne Nebenbedingung ist.

Zum Beweis bringen wir zuniichst D(f, ¢,) auf eine fiir die Dis-
kussion bequemere Form. Wir fiihren dazu die beiden folgenden
Funktionen ein:

Y Satz und Beweis nach Wererstrass, Vorlesungen 1872.

% Vgl. die Bemerkung am Ende von Absatz b).

% Derselbe riihrt von WeiersTtrass her, siche die Dissertationen von Hows,

Berlin 1887, und Horumaxy, Gottingen 1887; einen Beweis hat zuerst Kwrser ge-
geben, Mathematische Annalen, Bd. LV (1902), p. 86.
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w=9,(t) %) — 9,0¢) 0 =ut),
v=C 90+ C8:(t) — () =v(t, t),
wobei die beiden Konstanten €, C; der Gleichung
01 By (tl) T 02 oy (t1) — iy (51) =10
geniigen. Die beiden Funktionen u,» geniigen den Differential-

gleichungen W) — 0, W)=V (50)
und den Anfangsbedingungen
u(t)=0, of)=0. (51)

Mit Hilfe von elementaren Determinantensiitzen liBt sich dann die
Funktion D(¢,t,) folgendermaBen durch u und v ausdriicken:
D(t, &) = mv — nu, (52)

wo ; ,
m =fVudt =mt, i), n =fV'vthn(t, )
P4 ) &

Aus (50) folgt
v (u) —uPv) = (% H(uv' —ou') =—uV.

Integriert man diese Gleichung und bestimmt die Integrationskon-
stanten aus (51), so kommt

H, (uv"— vu') = — m. - (53)

Differentiiert man andererseits (52) nach ¢, so folgt aus der Defi-
nition der Funktionen m und », daB

D' =mv'— nu’, (53a)
und daher i
Du'— D'u= ' (54)

Wir schlieen hieraus zuniichst, daf die Funktion D(f,¢) in
keinem noch so kleinen Teilintervall von [#,#,] identisch verschwinden
kann; denn sonst miifite dasselbe mit /)’ und daher auch mit m der
Fall sein, was mit der im Eingang von § 60 iiber die Funktion V
gemachten Annahme im Widerspruch steht.

Weiter folgt aber aus (54), dab

d D m* &
dtu— H (b5)
und dies zeigt, da H, > 0, daB der Quotient Dju sein Zeichen wechselt,

wenn ¢ durch den Wert #; hindurchgeht; dasselbe tut also auch die
31*
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Funktion D, wenn u(#;) == 0, und das ist eben der oben ausgesprochene
Satz, da ja die Gleichung w(f)=0 die konjugierten Punkte (im
weiteren Sinn) fiir das Integral (43) ohne Nebenbedingung bestimmt.

Da u in #;, nach (50) und § 11, a) nur von der ersten Ordnung verschwindet,
m und D) dagegen von hdherer') Ordnung, so folgt durch Integration von (55),

Diese Gleichung zeigt, in Ubereinstimmung mit den Bemerkungen im Eingang
dieses Paragraphen, daB D==0 fiir t, < t<Ct{; denn ¢| ist nach Definition die
zuniichst auf ¢ folgende Wurzel der Gleichung u(f) = 0. Kombiniert man dieses
Resultat mit dem folgenden, leicht zu beweisenden Satz iiber stetige Funktionen:

»Ist die Funktion f(x) stetig in [ab], positiv in @, aber nicht in allen
Punkten von [ab], so gibt es in [ab] einen Punkt ¢, so daB

f@) >0 fir a<x e, fle) =0,

so folgt: Wenn die Funktion D(f¢) tberhaupt im Intervall ¢, <t <] ver-
schwindet, so besitzt sie stets auch einen zunichst auf ¢, folgenden Nullpunkt.

¢) Nachweis der Notwendigkeit der Bedingung: P, < P;:

Die in Absatz a) bewiesenen Resultate machen es wahrschein-
lich,?) daB das Extremum jenseits des konjugierten Punktes P nicht
mehr bestehen kann, und in der Tat l@Bt sich durch eine Modifikation
der von WeierstraB?®) fiir den analogen Zweck beim Problem ohne
Nebenbedingung angewandten Methode beweisen,*) daBl man die zweite
Variation und daher auch A.J negativ machen kann, wenn P; < P,.

Dazu schreiben wir den Ausdruck (45) fiir die zweite Variation
in der Form

ta ty
T (- szl'/ widit + Ewa[ﬂqT‘(w) + uV]dt,
t 4

) Sind die Funktionen H,, H,,V regulir, und verschwindet ¥ in ¢, von
der Ordnung %(=0), so verschwindet m in ¢, von der Ordnung % 4 2, D von
der Ordnung 2k 4 4.

%) Vgl. die Bemerkungen bei der analogen Diskussion auf p. 62, insbesondere
FuBnote 1).

%) Vgl. p. 82, FuBnote ).

%) Der Beweis ist zuerst von Kxuser gegeben worden in der auf p. 478,
FuBnote ®) zitierten Arbeit. Nach den Mitteilungen, die Howr und Hormaxy in
ihren ebendort erwiihnten Dissertationen machen, scheint es, daB WemrsTrAss im
Besitz eines ihnlichen Beweises war; doch ist mir nicht bekannt, ob er den-
selben in Vorlesungen vorgetragen hat. Einen wesentlich hiervon verschiedenen,
ebenfalls von Kwxeser herrithrenden Beweis werden wir in § 62 geben.
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wobei k eine willkiirliche positive Konstante bedeutet, wihrend
— a dw
Pw) = (H, + k)w — 5 ('Hl ‘gg")‘
Es seien jetzt %, ¢ diejenigen partikuldren Integrale der Differential-
gleichungen W(ii) = 0, W)=V,
welche den Anfangsbedingungen
u(t) =u(t) =0, w'(ty) = u'(t),
i) =v(t) =0, () =v"(®)
geniigen. Dann folgt aus dem Einbettungssatz') von § 24, b), daB
! Lo['f?t(t) —u)] =0, kiSU[E(t) — o] =0,

und zwar gleichmafig in Bezichung auf das Intervall [t t,].
Setzen wir daher entsprechend

ty ta
w=—Vadt, 7= [Vidt,
‘l ll

D, t,) = i — ai,
so folgt, daf auch
*=LDD (tJ 4) = D(t, tl): (56)

ebenfalls gleichmdfig in [t t,].
Angenommen es sei jetzt
(<t

u(t)+0.

Dann wechselt, wie wir unter b) gezeigt haben, die Funktion D(t,1,)
in ¢ ihr Zeichen; wir konnen daher zwei der Ungleichung

t1<t3<t1’<t4<ta

geniigende Werte #,, ¢, von ¢ angeben, fiir welche D(Z,?,) entgegen-
gesetzte Zeichen hat. Und nunmehr kénnen wir wegen (56) die

und zunichst

1) Man schreibe die Differentialgleichung ¥(x) = 0 in der Normalform (20)
von § 23 mit u, o',k als unbekannten Funktionen und mit der Zusatzdifferential-
gleichung dk/dt = 0. Dann gibt es nach § 24, b) eine positive Grofie d, so daB
die Funktion #%(¢) in dem Bereich t, £tZ4,,|k| Zd eine stetige Funktion von
t und % ist, welche fiir & = 0 in u(t) iibergeht; daraus folgt dann die Behauptung
nach dem Satz iiber gleichmiBige Stetigkeit, vgl. AIl6 und AIIT3. Dasselbe
gilt fir die Funktion %.
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Groe k so klein wihlen, daB auch D(t,t) in ¢, und ¢, entgegen-
gesetzte Zeichen hat; daher muB D(#,¢) in einem zwischen #; und ¢,
gelegenen Punkt 7, verschwinden. Wenn aber D(#, t,) = 0, so kinnen
wir zwei Konstante ¢,, ¢,, nicht beide gleich Null, so bestimmen, daB

‘-"171(5;) 3 "'2{'(;1’) =4,
em(ly) + ei(l]) = 0.
Wihlen wir jetzt
w =i+ v in [{t],
w=0 in [£t,)

und geben der Konstanten uw den Wert — ¢,, so hat w alle in dem
Satz von § 60, a) verlangten Eigenschaften und geniigt iiberdies der
Differentialgleichung _

T(w) +uV=0.

Diese Funktion # macht aber 0%J negativ, da fiir sie

ta
02 = — e’k'fw’dt.
b

Es bleibt jetzt noch der Ausnahmefall:') u(#;) =0 zu unter-
suchen. Derselbe kann nur dann eintreten, wenn gleichzeitig m(t;) = 0
und v(f,) =0, wie sofort aus (54) und (53) folgt, wenn man be-
achtet, daB H, 40 in [{7,], und daB » und »’ nach § 11, a) nicht
gleichzeitig verschwinden konnen.

In diesem Fall konnen wir nun zuniichst 0*° = 0 machen durch
die zuliissige Funktion

w=u in [§¢], =0 in [¢ 4],

wie aus der Form (44) der zweiten Variation folgt, wobei man sich
der Definition der Funktion m zu erinnern hat.

Dariiber hinaus Lifit sich dann aber mittels einer Modifikation
des von ScHWARZ fiir den Beweis der Notwendigkeit der Jacobi'schen
Bedingung beim Problem ohne Nebenbedingung benutzten Methode
(§ 14, b)) beweisen, da man 02J auch negativ machen kann.

Man zeigt niimlich leicht, daB man stets eine Funktion @ von ¢
bilden kann, welche in [#¢,] von der Klasse C” ist und den Be-
dingungen ty

o) =0, o)=0 o)+0, foVat—0
t

—_— 1

) Vgl. wegen dieses Ausnahmefalles Borza, Mathematische Annalen,
Bd. LVII (1908), p. 44.
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geniigt. Setzt man dann
w=u+ko in [{ ], w=kao in [tt],

unter % eine Konstante verstanden, so ist die so definierte Funktion w
stetig in [£,#,], ihre erste Ableitung erleidet aber einen Sprung an der
Stelle {;; ferner verschwindet #« in # und # und geniigt der Be-
dingung (13).

Wir konnen daher auf die zweite Variation in der urspriinglichen
Form (39) die Jacobi'sche Transformation in der modifizierten Form
von § 10,¢) anwenden und erhalten genau wie in § 14, b)

ty
0*J = 28k Hy(t))o (t;)u' (1)) + I [ 0 ¥(w)dt. .
tl

Da der Koeffizient von & von Null verschieden ist, so folgt hieraus
in der Tat, daB wir 0?J durch passende Wahl von % negativ machen
konnen.
Somit ist bewiesen, daB ohne Ausnahme der Satz gilt:
Fiir ein FExtremum des Integrals J mit der Nebenbedingung K =1
ist weiterhin notwendig, dafs
Dt)+0 fir t,<t<t,

oder anders ausgedriiclkt, daf o
B P, (1I0)

Beispiel IT (Siehe p. 465).

Aus der Gleichung (23) folgt, daB im Fall eines Maximums i negativ sein
muB., Von den beiden in Beziehung auf die Gerade P, P, symmetrischen Kreis-
bogen, welche den Anfangsbedingungen gentigen, kann also nur derjenige ober-
halb der x-Achse ein Maximum liefern. Fiir denselben diirfen wir

s

T

i
als Parameter einfithren und erhalten so aus (25) fiir den Bogen €, die ana-
Iytische Darstellung
=0, —1,c08t, Y=Ff,—hsint, t <t .
Hieraus folgt
&, (f) =—4,cost, By (t) =— Ay sin t, 8y (1) = 4,.
Ferner

was sich nach (24) fiir die Extremale €, auf — 1/1;, reduziert. FEine leichte
Rechnung ergibt dann fiir D(t,t,) den Ausdruck:
Dt t)=41%sinz(sin r — 7 cos 7), (87T)
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wobei
=%
-2

Den beiden Faktoren von D(t,t,) entsprechend erhalten wir zwei Reihen von
konjugierten Punkten im weiteren Sinn, einerseits r = v =, andererseits die Wur-
zeln der Gleichung ,

T

tge=r,

deren zuniichst auf 7 — 0 folgende Wurzel im dritten Quadranten liegt.

Der zu P, im engeren Sinn konjugierte Punkt wird also geliefert durch den
Wert

ti=t, + 2=

Ein Kreishogen, welcher iiber einen vollen Kreisumfang hinausgeht, kann
also keine Lisung fiir das isoperimetrische Problem liefern,

Andererseits ist, wie wir bereits auf p. 234 gesehen haben, fiir das Problem,
das Integral

ts
f[%(-'cy'— ya')+ Va4 y ' de
Y

ohne Nebenbedingungen zu einem Extremum zu machen, der zu ¢, konjugierte
Wert

El’ - tl + @,
so daB also in der Tat: ¢{ > ¢#{, in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie.
Da ferner:
w(t) = — A3 sin (t — 1),

so tritt hier gerade der oben erwithnte Ausnahmefall ein, daB u(#{) = 0.
Beispiel XXI (Siehe p. 466):
Da hier
y+4

H = i A

=
so ist fiir ein Minimum notwendig, daB y 441 >0. Da nach unseren Fest-
setzungen die Konstante ¢ >0, so erfiillt von den beiden den Anfangsbedingungen
geniigenden Kettenlinien (27) nwr die nach umten konvexe die Bedingung (II),
d. h. also die Kettenlinie

E,: =, 4+ e,t, Y+ 1 =e,Cht.
Fiir dieselbe erhiilt man
&, (t) = «, (tSht — Che), n‘}!(t)=rx(,Sht, &, (1) =,
p_ Ty —ya” 1

Wa "y @O
Hieraus folgt

t 1 t
¢ . 1 : ‘
' [’Wl ar=[— c'h—t:lf,’ JV&,dt=|:_ o [ V,dt—[The],,
y 15 2 4
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woraus sich fir D(¢¢,) das folgende Resultat?) ergibt:
Dt t,) = a}[2 — 2Ch(t — t,) + (t— t)Sh (¢ — 1,)],

oder wenn wir
t—t, =27

setzen,
Dt t,) =—4aiShz(Shz — zChr).
Die Funktion Shz ist positiv fiir positive Werte von r, und die Funktion
¢(t) =8hr —zChr

ist negativ fiir alle positiven Werte von 7, da
@(0)=0 und ¢'(r)=—1Shr

Es existiert also kein zu Py konjugierter Punkt, und die Bedingung (ILI) ist stets
erfiillt. %)

d) Hinldnglichkeit der Bedingung: P, << P fiir ein permanentes
Zeichen von 0%J:°%)

Soll 627 > 0 sein fiir alle nicht identisch verschwindenden zu-
lissigen Funktionen w, so ist, wie wir in § 60,a) und § 61,a) gesehen
haben, notwendig, dall H, > 0 in [##] und P, << P;. Es soll jetzt
die Umkehrung dazu bewiesen werden:

Wenn fiir den Extremalenbogen €, die beiden Bedingungen

H>0 i (4], )
BB (1)

erfiilllt sind, so ist 0°J >0 fiir alle nickt identisch verschwindenden
zuldssigen Funlktionen w.
Es sei #, irgend ein der Ungleichung?)

b <ty <t
geniigender Wert von £. Zu demselben gehiren dann vier Funktionen
w=u(t, ), v=u0(t1), m = m(tt,), n=n(t,1,),

welche der Stelle #, in derselben Weise zugeordnet sind wie unter b)
die Funktionen w(Z,¢,) usw. der Stelle 7,.
Sind dann p,q irgend zwei Funktionen von # welche im Intervall
[t,t,] von der Klasse C’ sind, und setzt man
0 = pu + qv,
1) Zuerst von A, Maver gegeben, Mathematische Annalen, Bd. XIII
(1878), p. 67. _
%) Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 12—17,21 am Ende dieses Kapitels,
% Von dem Inhalt dieses Absatzes ist nur das am SchluB gegebene Lemma
fiir die spiiteren Entwicklungen erforderlich und auch dieses erst in § 64.
% Vgl. wegen der Bezeichnung § 59, e).
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so gilt die folgende Relation’):
Ho?+ Hyo = H(p'u+ q'v)* — 2q(p'm + ¢'n)
d r r A
+ 5 [ (2w + qv)(pu’ + qv’) + (pm + gn)q).

Man verifiziert dieselbe leicht, indem man einerseits die Werte
von ® und o' einsetzt und ausmultipliziert und dann die dabei auf-
tretenden Produkte H,u, Hyv mittels der Differentialgleichung (50)
eliminiert, andererseits die Differentiation nach ¢ ausfiihrt und von
der Relation (53) Gebrauch macht.

Wir wollen zunichst annehmen, #; lieBe sich so wiihlen, daB

D, t) +0 fir t, St =+4,. (59)
Ist dann « irgend eine in [¢,4,] nicht identisch verschwindende zu-

lassige®) w-Funktion, so bestimmen wir die beiden Funktionen p, g
aus den beiden Gleichungen

t
put+qu=w, pm-+qn =ijdt, (60)

(58)

deren Determinante mach (59) in [##] von Null verschieden ist, da
ja der Gleichung (52) entsprechend die Relation

Dt b)) = m(t, &) vt &) — n(t, b)u(?, &)

gilt. Hieraus und aus den Kigenschaften der Funktion w folgt, daB
die so definierten Funktionen p, ¢ im Intervall [#,4,] von der Klasse D’
sind und in # und #, verschwinden, ohne identisch in [f¢,] zu ver-
schwinden. Ferner folgt aus (60) durch Differentiation

p'm+qg'n=0. (61)
Sind nun die Funktionen p und ¢ zunichst von der Klasse €' in

[t.t,], so gilt fiir sie die Relation (58), durch deren Integration wir
erhalten®)

& fa
[(Hw + Hyw?)dt = [Hy(p"u + q'v)dt.
4 4

Wegen der Voraussetzung (II') kann die rechte Seite nur dann gleich
Null sein, wenn p'u +q'v=0 in [f4], was wegen (61) und (59)

1) Vgl A. Maver, Mathematische Annalen, Bd. XIII (1878). p. 53, und
Borza, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. III
(1902) p. 309.

) Vgl. § 60, a).

%) Dies ist das Analogon der Jacobi'schen Formel (11) von § 10.
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mit den nachgewiesenen Kigenschatten der Funktionen p und ¢ un-
vereinbar ist; es ist also in diesem Fall d%J > 0.

Dasselbe Resultat bleibt aber auch bestehen, wenn die Funk-
tionen p,q von der Klasse D’ sind, wie man in bekannter Weise
durch Zerlegen des Intervalles [ £,] in Teilintervalle und nachherige
Integration zeigt, wobei man zu beachten hat, daf die Funktionen p, ¢
selbst stetig bleiben, auch wo ihre Ableitungen Unstetigkeiten erleiden.

Hiermit ist das folgende vorliufige Resultat gewonnen:

Ist die Bedingung (II') erfiillt, und liBt sich #, so wiihlen, daB

Dt t,) + 0 fiir t, ¢ Z 1,
so ist 0%J >0 fiir alle nicht identisch verschwindenden zuldssigen
Funktionen .

Um nun von hier aus zu dem im Eingang dieses Paragraphen
ausgesprochenen Satze zu gelangen, bemerken wir zunichst, daB aus
der Vergleichung des eben erhaltenen Resultates mit dem unter a)
bewiesenen folgt, daB fiir die Funktion D(f,1,) das folgende, dem
Sturm’schen Satz von § 11, c¢) analoge Lemma gilt:

e Dt t) + 0 in [t8], (39)
so muf D(t", t") == 0 sein fiir je zwei der Ungleichung: ¢, S t' <<t" Z t,
geniigende Werte t', ",

Hieraus folgt nun weiter: Wenn #, < ¢/, so liBt sich stets £, so
wiihlen, daB die Bedingung (59) erfiillt ist.) Denn da unsere Voraus-
setzung gleichbedeutend ist mit

Dt t) %0 fir t, <t = ¢, (IIT)
so ist insbesondere D(%#,#) <+ 0. Daher konnen wir wegen der
Stetigkeit der Funktion D in Beziehung auf ihre beiden Argumente
eine positive Gréfe d angeben derart, daB

D", t)+0 fir: |t'—¢ |2 d, =t 2d. (62
Daher ist: D(t,t) 40 fir ¢+ dZtZ t,+ d. Daraus folgt aber
nach dem obigen Lemma, daBl
Dt,+dt)=0 firt, +dTt<t,+d,
wihrend aus (62) folgt, daB
D(t,+d, t)+0 firt, —dTtZt +d.

D+ d,t)+0 firt, —dJtIty,
womit unsere Behauptung bewiesen ist, da: D(t, 4,4+ d) = — D(t,+ d, t).
) Beweis nach C. Jorpax, Cours d’Analyse, Bd. III, Nr. 393.

Es ist also
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Nunmehr folgt aber aus dem oben erhaltenen vorldufigen Resultat
der im Kingang dieses Absatzes formulierte Satz.

Wir fiigen hier noch ein weiteres Lemma iiber die Funktion
D(t, t)) an, das wir spiiter gebrauchen werden. Wiihlen wir némlich ¢,
im Intervall ¢, — d < #, < t,, so folgt aus der bewiesenen Ungleichung:
D(t,ty+ d) 0 fiir {, — d 2 ¢t Z ¢, nach dem obigen Lemma®):

Sind die Bedingungen (1I') und (III°) erfiillt, so lift sich eine
positive Grife d angeben derart, dafs

D, ty) +0 fir {,Z2tZ 4,
sobald t, — d <t,<{t.

e) Das Mayer'sche Reziprozititsgesetz fiir isoperimetrische
Probleme:

Schon EuLer?) hat bemerkt, daB das Problem: das Integral J
zu einem Extremum zu machen, wihrend das Integral K einen vor-
geschriebenen Wert hat, und das dazu ,reziproke Problem“: das
Integral K zu einem Extremum zu machen, wihrend das Integral JJ
einen vorgeschriebenen Wert hat, zu derselben Gesamtheit von Eaxtre-
malen fithren.

Denn beziehen sich durchweg die iiberstrichenen Gréfen auf das
zweite Problem, so haben wir

=@ +1F=1(F+ % @),

also wenn wir

— 1
A= 5 setzen, (63)
1
H == H,

woraus folgt, daf die Differentialgleichungen der beiden Probleme
durch die Substitution 1 — % ineinander iibergehen.

A. Mayer?®) hat diese Bemerkung von Euler dahin erweitert,
daB die beiden genannten Probleme auch in Beziehung auf die iibrigen
notwendigen Bedingungen eines Extremums #iquivalent sind.

Wir nehmen dabei an, die Endpunkte seien bei beiden Problemen
dieselben, und die vorgeschriebenen Integralwerte seien in beiden

5 Fir den Fall, daB die Funktion D(t, ¢,) in der Umgebung der Stelle
t=t,, t, =t, reguliir ist und V(t,) <=0, gibt Kxeser einen von der Betrachtung
der zweiten Variation unabhiingigen Beweis dieses Lemmas, Lehrbuch §§ 31 und 42.

f Vgl. Methodus inveniendi ete., Kap. V, Art. 37.

f Mathematische Annalen, Bd. XIII (1878), p. 60; vgl. auch Kxeseg,
Lehrbuch, p. 131 und 136.
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Problemen so gewiihlt, daB ein und dieselbe Extremale €, die Anfangs-
bedingungen fiir beide Probleme befriedigt. Uberdies mage die zu-
gehorige GroBe 1, endlich und von Null verschieden sein. Dann
folgt die behauptete Aquivalenz zuniichst fiir die Bedingungen von
Weierstrafs und Legendre unmittelbar, da nach (63)
" = % H,, l
) (638)
8('_x,y;x’,y'; w35 0)4_8(2;;./13; Y38, 4 54). I

Nur ist dabei zu beachten, daB einem Minimum des ersten Problems
ein Minimum oder Maximum des zweiten entspricht, je nachdem 2,
positiv oder negativ ist.

Aber auch die kowjugierten Punkte sind bei beiden Problemen
dieselben. Denn nach dem iiber die Beziehung zwischen den Differen-
tialgleichungen der beiden Probleme Gesagten ist

f(t “}ﬂ’l) (t “’ﬁ:%)s ﬁ(t,a,,ﬂ,l)=g(t,oc,ﬁ,%).

by a2

Daraus folgt

51@) = '31(‘5)’ '52@) = 32("")! '53('5) = ’Igﬂs(t)'
Ferner ist:

=

= T, also, da entlang &,;: T+ 1,V=0,
V= — 1,V

Nunmehr folgt aus (49)

1_)('53 t) = lgD(tr t),

womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Der Batz wird nach Mayer das Reziprozitiitsgeselz fiir isoperi-
metrische Probleme genannt.!)

§ 62. Die Kneser’sche Theorie der konjugierten Punkte beim
isoperimetrischen Problem.

Die Kneser'sche Theorie der konjugierten Punkte geht — fihn-
lich wie die analoge Theorie von § 29,h) — von der Betrachtung der
Extremalenschar durch den Punkt P, aus. Daraus ergibt sich dann
eine doppelte geometrische Deutung des konjugierten Punktes, welche
zu einer Ubertragung des Enveloppensatzes von § 44, c¢) auf isoperi-
metrische Probleme und mit dessen Hilfe zu einem neuen Beweis fiir
die Notwendigkeit der Bedingung (III) fiihrt.

) Hierzu die Ubungsaufgabe Nr. 10 am Ende dieses Kapitels.



490 Zehntes Kapitel. Isoperimetrische Probleme,

a) Die Doppelschar von Extremalen durch den Punkt P,:

Durch den Punkt P, geht eine doppelt unendliche Schar von
Extremalen. Nach den Ergebnissen von § 59,e) kinnen wir dieselbe
in der Normalform?!) schreiben:

& = '}'(t it ﬂfn&’n%l) =gl %, 2),

Y= -Q)(t - tl; LYy %, ’1) = w(t: x, j’)
Der Kurvenparameter ¢ hat dabei die Bedeutung der Bogenlinge; von
den beiden Scharparametern x, 1 ist % der Tangentenwinkel der be-
treffenden Extremalen im Punkt P,, wihrend 1 wie bisher die iso-
perimetrische Konstante bhedeutet. Auf allen Kurven der Doppelschar
entspricht der Punkt P, demselben konstanten Wert f=1¢ 6 so daB
also, identisch in z, A:

@(f-‘“x,l) =, ﬂ’(tux;’l):yu
worans durch Differentiation folgt

@, (t,%,4) =0, ¥, (b,%,4) =0,

o, ,%,4) =0, ¥, (b, %,4) = 0.
Ferner folgt aus der geometrischen Bedeutung der GroBen ¢ und

@,(t,,%,1) = cosx, ¥,(t,,%,A) = sin x. (66)

Die einem bestimmten Wertsystem #, 1 entsprechende Extremale
der Doppelschar (64) bezeichnen wir mit €,,.

Die Extremale &, ist in der Doppelschar (64) enthalten, und
zwar moge dies eintreten fiir % — %, A — 1, so daB also, wenn auch
anf der Extremalen §, die Bogenlinge mit passendem Anfangspunkt
als Parameter gewiihlt wird,

P(t, 205 4) = 2(8), V(b %, ) = §(2).

Aus den in § 59,e) unter 3) und 4) aufgezihlten Eigenschaften
der Funktionen X, ¥) folgen schlieBlich noch die entsprechenden Eigen-
schaften der Funktionen ¢, ¢.

Wir fiihren, iihnlich wie in § 27, d), die permanente Bezeichnung ein

Fp,v, 9, ¥) = F(t,%,1),
G(p, ¥, 9, %) = (:’) (t,%,4), (67)
H(p, 0,90 %5 4) = I(t,x,2),

) Von der Normalform (64) der Doppelschar kann man durch eine Trans-

formation von der Form
=St % %), a==U(x, 1), b=B(x, 4

zu deren allgemeinster Darstellung iibergehen, wobei die Funktionen T, %A, B
dhnlichen Beschriinkungen zu unterwerfen sind wie auf p. 220.

(64)

(65)
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die wir dann auch auf die partiellen Ableitungen dieser Funktionen,
sowie auf die Funktionen H,, H,, V ausdehnen.

Setzen wir
u=94, — 09, v=@9; — ¥,p;, (68)
so folgt ganz wie in § 61,a), daB diese beiden Funktionen den Diffe-
rentialgleichungen

Hgn — 5 (9, 55) = 0

2t e N7 I ’
» d ‘ dv (69)

(lﬂ,gu — E—t ((‘}{1 dt_) == ‘@

- geniigen, und aus (65) und (66) folgt, dall
ult) =0, w(t) =1, 70
of)=0, o'(5)=0. (70)

Fiir % = %, A = 1, gehen die Differentialgleichungen (69) in die Diffe-
rentialgleichungen (50) iiber, und durch Vergleichung von (70) und
(51) folgt dann, daB
u(t, %y, Ag) = ou(t), v(t, %4, Ay) = v(8), (71)
vorausgesetzt, daB die in § 61,b) nur bis auf ein additives konstantes
Vielfaches von u(f) bestimmte Funktion v passend normiert wird; g ist
eine von Null verschiedene Konstante.
b) Die Kongruenz von réumlichen Extremalen durch den Punkt P,:
Wir betrachten jetzt das Integral K, genommen entlang der Ex-

tremalen €,; vom Punkt P,(#) bis zu einem variabeln Punkt P(#)
und bezeichnen den Wert desselben als Funktion von £, %, 2 mit y (7, %, 1):

:
1% 2) =[ Q(t,% A)dt. (12)
LY

Und nunmehr errichten wir nach dem Vorgang von WEIERSTRASS?Y)
im Punkt P eine Normale zur z,y-Ebene, die nach GriBe und Rich-
tung gleich dem Integralwert (7% 1) ist, indem wir eine bestimmte
Richtung der Normalen als positiv festlegen. Fiihren wir diese Kon-
struktion fiir jeden Punkt von €,; aus, so erhalten wir eine der
ebenen Extremalen §,, zugeordnete 1aumltchez) Extremale €, welche

Y Vorlesungen 1879.

*) Die Bezeichnung ist insofern gerechtfertigh, als diese Raumkurve Ex-
tremale fiir das folgende Variationsproblem ist, welches in gewissem Sinn mit
dem gegebenen isoperimetrischen Problem fiquivalent ist: Unter allen Rawmburven,
welche die beiden Punkte x =, y=14y,, 2=0 und x =x,, y=1y,, ¢ =1 ver-
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auf ein rdumliches rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen ana-
lytisch gegeben ist durch die Gleichungen

z2=9txl), y=vlrd), =7y(xi). (73)
Lassen wir % und 4 variieren, so stellen die Gleichungen (73)

eine der Doppelschar von ebenen Extremalen (64) zugeordnete Kon-
gruenz") von riaumlichen Fztremalen dar, welche wegen

x(tlﬁ %, 1) == ()
simtlich vom Punkt P, der z,y-Ebene ausgehen. Insbesondere ent-
spricht der Extremalen €, eine rdumliche Extremale €.

Die Funktionaldeterminante der Schar (73) bezeichnen wir mit

9'31 Py Z)
Atz ) = tnd)
Es gilt dann nach KNEser der Satz? )

Die Funktionaldeterminante der Kongruenz raumlicher Extremalen
durch den Punkt P,, berechnet fiir die raumliche Extremale ©;, unter-
scheidet sich von der Weierstraf'schen Funltion D(i,t,) nwur um einen
von Null verschiedenen lonstanten Faltor:

A 5, dy) = CDEL), C+0. (74)

Zum Beweis berechnen wir die partiellen Ableitungen der Funktion
%~ Wendet man bei der Berechnung von g, und y, die Lagrange-
sche partielle Integration sowie die den Formeln (23) von § 26 ent-
sprechenden Relationen an, so erhilt man, der Formel (18a) von
§ 26 entsprechend, das Resultat

= (:1):’?:’: i (:l) Wy (h (1,)

xz = (‘I‘.‘t’qu J li', r@udt (75)

== 3)_2'¢4 cf Y, J@vdt

wobei man noch von den Glelchungen (65) Gebrauch zu machen hat,

bmden und der Differentialgleichung: 2" = G (x,y,x",y") geniigen, diejenige zu be-
stimmen, welche das Integral t

J:f]F(x, y 2,y dt
',.I
zu esnem Mindmum macht. Vgl, iibrigens auch § 64,b) Ende.
Iy Unter einer , Kongruenz* von Raumkurven versteht man allgemein ein

zweiparametriges System von Raumkurven, vgl. Darsoux, - Théorie des surfuces,
Bd. II (1889), p. 1. % Vgl. Lehrbuch, § 42,
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Setzt man diese Werte in die Determinante A ein, so folgt nach
einfachen Determinantensiitzen
A{!‘, %, A.) = 11U — 111, (76)
wobei , ,
m=(Quat, n=[Ouat (i7)
A i

Fiir % = #,, 1 = 4, geht aber die rechte Seite von (76) nach (71),
abgesehen von einem konstanten Faktor, in m» — nu iiber, womit nach
(52) unsere Behauptung bewiesen ist.

Aus bekannten Eigenschaften der Funktionaldeterminante folgt,
daB} der Satz (74), sowie die weiter unten folgenden geometrischen
Anwendungen, von der speziellen Normalform, in welcher wir die
Doppelschar (64) angenommen haben, unabhiingig sind.!)

Wir bezeichnen jetzt den dem Wert ¢ = ¢, entsprechenden Punkt
von ;, dessen Projektion also der Punkt P; ist, mit @, und nennen
thn den réumlichen konjugierten Punkt. Fiir denselben ergibt sich
nunmehr aus der allgemeinen Theorie der Kongruenzen von Raum-
kurven eine einfache geometrische Deutung.

Ersetzt man in (73) » und 1 durch Funktionen eines neuen

Parameters «: % = () A=1 («)
y 2

welche fiir einen gewissen Wert « = &, die Werte x,, 4, annehmen,
so gehen die Gleichungen (73) in eine einparametrige, in der Kon-
gruenz (73) enthaltene Kurvenschar (,Kurvenbiischel®)

z=g(t%i), y=vt%L), =yt (78)

¢

iiber, welche die Kurve € enthiilt, oder anders ausgedriickt, in eine
»Fliche der Kongruenz (73)%, welche durch die Kurve §; hindurchgeht.

Konstruiert man dann in einem beliebigen Punkt @ von €
die Tangentialebene an die Fliche (78), so wird dieselbe im allgemeinen

von der Wahl der Funktionen %(«), 1(¢) abhiingen. Dagegen hat der
Punkt @, die Eigentiimlichkeit, daB alle Flichen der Kongrueng,
welche dwrch €, hindurchgchen, im Punkt Q; dieselbe Tangentialebene
besitzen (oder aber simtlich einen singuliren Punkt in @, haben).
Dies ist aber die definierende Eigenschaft®) des ,DBrennpunites der
Kongruenz (73). Das ergibt den Satz:

Der riumliche konjugierte Punkt Q] ist ein Brennpuniit der Kon-
gruenz (13) auf der riwmlichen Extremalen € und zwar der zundchst

1) Vgl. p. 490, FuBnote ). %) Vgl. Darsoux, loc. cit., p. 4.

Bolza, Variationsrechnung. 32
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Zum Beweis der erwihnten Higentiimlichkeit des Punktes @]
schlieBt man folgendermaflen: Es modgen zunichst nicht alle Unter-
determinanten der Determinante dritter Ordnung A(Z,%,,4,) gleich
Null sein. Dann folgt aus der Gleichung

A(t], %, k) = 0, (79)
daB sich drei Grifen a, b, ¢, von denen b und ¢ nicht beide gleich
Null sind, so bestimmen lassen, daB fiir ¢ =#, % = %), 4 = A,:

ag; + by, + ¢, =0,

ay, + by, + ey, =0,

age+ by, + ey, =0.
Bildet man jetzt fiir die Fliche (78) und den Punkt @, die drei in
der Flichentheorie mit A4, B, C' bezeichneten Funktionaldeterminanten,
welche den Richtungskosinus der Normalen in ¢; proportional sind,
so folgt auf Grund dieser Relationen, dafl die Verhiltnisse der drei
GriéBen A, B, C von der Wahl der Funktionen %, 12 unabhiingig sind.

Sind dagegen alle Unterdeterminanten von A gleich Null, so sind
die drei GroBen A, B, C gleich Null, wie auch die Funktionen #, 1 ge-
wihlt sein mégen, d. h. simtliche Flichen haben in @ einen singu-
liren Punkt. Wie aus den Gleichungen (75) folgt, tritt dieser Aus-
nahmefall stets und nur dann ein, wenn gleichzeitig

u(t;) =0, v(t) =0, m,)=0, n(t)=0.

In der allgemeinen Theorie der Kongruenzen') wird weiter be-
wiesen, daB die Brennfliche der Kongruenz, d. h. der geometrische
Ort simtlicher Brennpunkte, von allen Kurven der Kongruenz in den
jeweiligen Brennpunkten beriihrt wird. Daher kann der Punkt @, auch
charakterisiert werden als derjenige Punkt, in welchem die Kurve €
gum ersten Mal (von P, aus gercchnet) die Brennfliche der Kongruensg
(73) beriihrt, wobei jedoch zu beachten ist, dab die Brennfliche ganz
oder zum Teil auch in Kurven oder Punkte degenerieren kann.

Beispiel IT (Siehe pp. 465, 483):

Aus der in § 61, c¢) gebrauchten Form des allgemeinen Integrals der
Differentialgleichung (I) ergibt sich die Doppelschar von Kreisen durch den

Punkt P, in der Form
& — @, = — A(cost — cost?),
Yy — 1y, = — i(sint — sin¢?),
wobei ¢! als variabler Parameter zu betrachten ist. Die Liinge des Kreisbogens
t%, 4 vom Punkt P, (¢") bis zu einem variabeln Punkt P(f) hat den Wert
Z=— At —tY).

1) Vgl. Darnoux, loc. cit., p. 6.
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Die Kongruenz riiumlicher Extremalen ist also hier ein doppelt unendliches
System von Schraubenlinien mit der Neigung 45°.
Fiithren wir statt ¢ und ¢! die fiir unsere Zwecke bequemeren GriBen
t— ! 7

1 =T, t‘:'{.-—‘j

ein, so erhalten wir die Kongruenz in der Form

& — x, = —2Lcos(r 4 x)sint,
y — 4y, = — 2Asin (z + #)sinz, (80)
2= —21t,

wobei nunmehr auf allen Kreisen der Doppelschar der Punkt P, demselben
Wert 7= 0 entspricht, withrend x» dieselbe Bedeutung hat wie in der Normal-
form (64), siehe Fig. 108.

Aus diesen Gleichungen ergibt sich in
Ubereinstimmung mit (57) und (74)

A(r, %, 1) = 8A%sinz(sint — rcost). (81)
Jede der unendlich vielen Wurzeln der Gleichung
A = 0 liefert einen konjugierten Punkt im
weiteren Sinn; und jedem derselben entspricht
eine Schale der Brennfliiche, die aber auch de-
generieren kann.

Letzteres tritt nun gleich bei dem kon-
jugierten Punkt im engeren Sinn ein, fiir
welchen t© — =; die zugehirige Schale der
Brennfliche degeneriert in die Gerade Fig. 108.

=2, & o 5
welche von allen Kurven der Kongruenz (80) geschnitten wird.

‘Wir wollen noch den niichsten konjugierten Punkt betrachten, welcher der
im dritten Quadranten gelegenen Wurzel )

257°27°12"

der Gleichung .
gT=71

entspricht. Hier wird die Brennfliche gegeben durch die Gleichungen

& — o = — 2Lcos(y + #)siny,
Y — 1y, = — 2Lsin(y + =)siny, (82)
Z=—217, [

mit #, 2 als Fliichenparametern; daraus ergibt sich durch Elimination von » und
in®
@— @)+ — g 25T =0,

") Nach Erpmany, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. XXIII
(1878), p. 372.

32"
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Die zugehdrige Schale der Brennfliche st also ein senkrechier Kreiskegel mit der
Geraden x =,y =1y, als Achse. Man verifiziert leicht, daB jede Kurve der
Eongruenz (80) in der Tat diesen Kegel in dem fraglichen riumlichen kon-
jugierten Punkt beriihrt.

c¢) Das ausgezeichnete Extremalenbiischel durch den Punkt P,:

Wir machen fiir die folgende Diskussion die beschrinkende
Annahme, da

AL, %y, 4y) = 0. (83)
Dann 1dBt sich nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung
At % 1) =0

in der Umgebung der Stelle ¢/, x,, 1, eindeutig nach ¢ auflésen. Die
Losung sei: t = 1'(x, ), so daB also, identisch in x, 4,

At (, Ay %, 1) =0 (84)
t' (%0, o) = ;.- (85)

Wir greifen jetzt aus der doppelt unendlichen Extremalenschar
(64) ein Biischel heraus, welches die Extremale €, enthilt, d. h. wir
ersetzen %, A durch zwei Funktionen eines Parameters «: x = z(«),
A= A(«), welche fiir einen bestimmten Wert «, der Bedingung
%= #%(ey), A= A(e,) geniigen. Die Funktionen %Z(e), i(«) sollen
iiberdies in der Umgebung von «, von der Klasse ¢ sein und die
Ableitungen %'(e,), 4'(e,) sollen nicht beide gleich Null sein. Auf
jeder Kurve des so erhaltenen Extremalenbiischels

z=gt,#1), y=u(tx1) (86)
markieren wir den durch den Parameterwert
t=t'(%, 1) = t(a)

definierten konjugierten Punkt. Der geometrische Ort §§ dieser kon-
jugierten Punkte ist dann die durch die Gleichungen

& =% i) =%, y=uv%, 1) =7y
dargestellte Kurve. Wir stellen uns jetzt mit KNESER die Aufgabe,
das Extremalenbiischel so auszuwihlen, daf jede Kurve des Biischels
in ihrem konjugierten Punkt f—i(«) die Kurve §§ beriihrt, oder,
anders ausgedriickt, so, daB der geometrische Ort der konjugierten
Punkte der Biischelkurven zugleich die Enveloppe des Biischels ist.

Dazu ist notwendig und hinreichend, daB es eine Funktion o
von ¢ gibt, so daf, identisch in e,

#@) =olpd, () =eolwl], (87)

und iiberdies
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wobei die Klammer [ ] andeutet, daB die Argumente , %, 2 durch {, %,
zu ersetzen sind. Ausgeschrieben lauten diese Gleichungen

[9d?" + [9]7" + [9] 4" = elwd,

[et” + [9,)%"+ [w,]4" = e[w]-
Daraus folgt durch Elimination von ¢ in der Bezeichnung (68)

[u]dx + [v]di = 0. (88)
Gleichzeitig besteht aber mit Riicksicht auf (83) und (76) die Gleichung
[m][v] — [n][u] =0. (89)

Es sind nun zwei Fiille zu unterscheiden:
Fall I: Es ist gleichzeitig

[m]dx + [n]dd = 0. (90)
Fall 1I: Es ist
[])dx + [n]di+0,
und daher
[W]=0, [u]=0.

Aus einem weiter unten ersichtlichen Grund lassen wir den
Fall IT beiseite.

Fiir die Behandlung des Falles I bemerken wir, daB mindestens
eine der beiden Funktionen m, w fiir ¢t=+¢/, x =2, =41, von Null
verschieden ist, wie nach (53a) und (74) aus der Annahme (83)
folgt. Daher kionnen wir die Differentialgleichung (90) mit der An-
fangsbedingung # = %,, 4 = 1, integrieren, und die Lisung ist ein-
deutig. Aus (89) folgt, daB dann die Differentialgleichung (88) von
selbst miterfiillt ist. Und nunmehr folgt riickwiirts, daB wir o so
bestimmen kionnen, daB die Gleichungen (87) erfiillt sind. Freilich
kann es vorkommen, daB die so bestimmte Funktion ¢(«) identisch
verschwindet; das bedeutet dann eben, daB die Kurve §§ in einen
Punkt degeneriert.

Wir haben also den folgenden, von KNESER herriihrenden Satz?)
gewonnen:

Unter der Voraussetzung, daf

Az(t;: %y, Ao) + 0,

kann man aus der Doppelschar von Extremalen durch den Punkt P,
ein ausgezeichnetes Biischel herausgreifen, welches die Eatremale €,

Yy Vgl. Lehrbuch, § 40.
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enthdlt, und dessen Enveloppe jede Extremale des Biischels in dem zu
P, Fkonjugierten Punkt beriihrt.")
Fiir dieses Biischel besteht auBerdem die Differentialgleichung (90).

Man kann zu demselben Resultat noch auf einem zweiten Weg gelangen,
der zugleich iiber den oben ausgeschlossenen Fall II Aufschluf gibt. Dazu fiihrt
folgende aus der allgemeinen Theorie der Kongruenzen *) bekannte Fragestellung:

Greift man aus der Kongruenz (73) ein beliebiges Biischel (78) heraus, so
wird dasselbe im allgemeinen keine Enveloppe besitzen, d. h. es wird keine
Kurve geben, welche von simtlichen Kurven des Biischels beriihrt wird. Man
kann sich aber die Aufgabe stellen, alle in der Kongruenz enthaltenen Biischel
zu bestimmen, welche eine Enveloppe besitzen.

Man wird dann auf die beiden Gleichungen (88) und (90) als notwendige
und hinreichende Bedingungen gefiihrt, aus denen sich dann (89) ergibt. Unter
den beiden oben gemachten einschrinkenden Voraussetzungen folgt daraus, daB
es ein und nur ein die Kurve G, enthaltendes Biischel gibt, welches eine En-
veloppe §’ besitzt; dieselbe beriihrt die Kurven des Biischels in ihren Brenn-
punkten und liegt daher auf der Brennfliche.

Projiziert man dieses Biischel riumlicher Extremalen mit seiner Enveloppe
&’ auf die x, y-Ebene, so erhiilt man das oben bestimmte ausgezeichnete ebene
Biischel mit seiner Enveloppe 3.

Dagegen fiihrt der Fall II auf ein Biischel riumlicher Extremalen, welches
keine Enveloppe besitzt, dessen Kurven aber siimtlich in ihren jeweiligen Brenn-
punkten einen auf der x, y-Ebene senkrechten Zylinder bertihren. Das aus der
Projektion eines solchen Biischels entstehende ebene Biischel hat zwar auch
noch die verlangten Eigenschaften, geniigt aber nicht mehr der fiir die weitere
Entwicklung wesentlichen Differentialgleichung (90).

Beispiel IT (Siehe pp. 465, 483, 494):

Aus den Gleichungen (80; berechnet man

w=421*sinzcosz, v=—4lsin®r,
m = — 21sin’z, n=27 — 2sinrcosr.

Wir bestimmen zunichst die zum konjugierten Punkt im engeren Sinn ge-
hirige Enveloppe §. Hier ist nach (81)

(kA =m.
Die Differentialgleichung (90) wird also
2xdl=0

mit der Lisung: 1=1,.

1) Es verdient iibrigens hervorgehoben zn werden, dafi der konjugierte
Punkt P; nicht notwendig der zuniichst auf P, folgende Beriihrungspunkt von E,
mit der Enveloppe zu sein braucht; vgl. unten Beispiel II

% Vgl. Darsouvx, loc. eit., p. 6, und die Untersuchungen von Briss und
Masox {iber das riiumliche Variationsproblem ohne Nebenbedingungen, Trans-
actions of the American Mathematical Society, Bd. 1X (1908), p. 450.
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Das zum konjugierten Punkt im engeren Sinn gehirige ausgezeichnete Extre-
malenbiischel ist also das Biischel von Kreisen mit dem konstanten Radius |1, |
durch den Punkt P, .

Die Enveloppe desselben bestcht aus dem Kreis mit dem Radius 2|2,| um
den Punkt P, zusammen mit dem als degenerierte Kurve zu betrachtenden
Punkt P,. Aber nur der letztere Bestandteil deg Enveloppe kommt nach der
Definition der Kurve § fiir uns in Betracht. Dies geht auch deutlich aus der
Betrachtung des zugehirigen Biischels von rilumlichen Extremalen (Schrauben-
linien) hervor; die Enveloppe §* desselben degeneriert in den Punkt @;:

=1, Y=y, 2=—21,=,

durch welchen siimtliche Kurven des Biischels fiir z =z hindurchgehen. Das
zeigt wieder, daB die Enveloppe % in den Punkt P, (r = =) degeneriert.
Interessanter gestaltet sich die Untersuchung fiir den zweiten konmjugierten

Punkt) ) =7

(vgl. p. 495). Hier lautet die Differentialgleichung (88)
leosydx —sinydi=0,
deren Integration bei passender Konstantenbestimmung ergibt
i ;'d ecotg(x—zo) .

Setzt man diesen Wert von 1 in (80) und (82) ein, so erhiilt man das aus-
gezeichnete Biischel von riiumlichen Extremalen und dessen Enveloppe §'. Daraus
ergeben sich dann durch Projektion auf die @, y-Ebene, d. h. durch Unterdriickung
der Gleichung fir z, das ausgezeichnete ebene Extremalenbiischel, sowie dessen
Enveloppe §. Fiir letatere erhiilt man in Polarkoordinaten mit dem Punkt P,

als Pol das Resultat
r=— 21, 8inye™ s Q=¥ —#)

also eine logarithmische Spirale, welche die radii vectores vom Punkt P, aus
unter dem konstanten Winkel y schneidet, ein Resultat, das sich auch a priori
aus der charakteristischen Kigenschaft der logarithmischen Spirale und der
geometrischen Bedeutung des Winkels v (siehe Fig. 108) hiitte erschliefien lassen.
Diese logarithinische Spirale beriihrt in der Tat jeden durch den Punkt P,
gehenden Kreis des ausgezeichneten Biischels in dem dem Wert =1y ent-
sprechenden konjugierten Punkt, freilich auch schon vorher in dem nicht kon-
Jjugierten Punkt 7 =y —=.

d) Der Enveloppensatz fiir isoperimetrische Probleme:

Fiir das im vorigen Absatz bestimmte ausgezeichnete Extremalen-
biischel durch den Punkt P, gilt nun ein dem Enveloppensatz von
§ 44, ¢) analoger Satz.

1) Nach Knweser, Konjugierte Punkte beim 1isoperimetrischen Problem,
Jahresberichte der Schlesischen Gesellschaft fir vaterlindische
Kultur, 1906.
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Zum Beweis desselben betrachten wir das Integral J, genommen
entlang irgend einer Extremalen €,, der Doppelschar (64) vom Punkt
P,(t,) bis zu einem variabeln Punkt P(), und bezeichnen dasselbe mit

Uty 2) =/ F(t,% 2)d.

Fiir die partiellen Ableitungen der Funktion U erhalten wir, ganz
analog den Formeln (75),

U= g.—aq’t < ﬁry-'wn (= EF))

Ux = EF:"?;: + gy‘w;: __/1‘6 u dt’ (91)

t
U= F9, + T4, —Boat,
i
wobei © die fiir die Extremale §,, berechnete Funktion 7' von §26,a)
bedeutet.

Addieren wir diese Gleichungen zu den mit 4 multiplizierten
Gleichungen (75) und erinnern uns, dafl die Extremale €,; der Diffe-
rentialgleichung

B+19=0

geniigt, so erhalten wir
U+ 4= [i"L’x,tp, o :i‘ty‘¢t)
U+ dg,= Hpo, + :"Cyfw,,,] (92)
U+ g = ;"va‘Pg + rh"cy:@'z-
Wir betrachten jetzt insbesondere die beiden Integrale J und K
entlang der dem Parameterwert « entsprechenden Extremalen € des

unter ¢) bestimmten ausgezeichneten Extremalenbiischels vom Punkt

P,(t,) bis zu dem dem Wert ¢ —i(e) entsprechenden konjugierten
Punkt P’. Die so definierten Integralwerte, d. h. also in unserer
fritheren Bezeichnung die GriBen

[U]= Ultx 1),
[x] = 2(t% 1),
sind eindeutige Funktionen des Parameters «, die wir mit J(«) be-

ziehungsweise K («) bezeichnen. Wir erhalten dann zuniichst fiir die
Ableitung von K(«)

K@) = [t + [t + [1:]2
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also, wenn wir von (75) Gebrauch machen und uns der Definition der
die Enveloppe § darstellenden Funktionen #(«), #(«) erinnern,

K'(&) = [§.13"+ [§ 13— ([m]%" + [»]).
Nun geniigen aber die Funktionen #(«), (tx) fir das ausgezeichnete
Extremalenbiischel der Differentialgleichung (90), also ist
K'(a) = [¢/ 12+ [§ ]y (93)
Ganz in derselben Weise folgt aus (92)
J'(6) + L@ K'(0) = [H,15 + [K,]7,
und hieraus unter Benutzung von (93), da
[K] = [F] + 4[],
I (@) = [T, 1" + [T, 1y (94)
Wir unterscheiden jetzt, wie in § 47, zwei Fille:
Fall I: Die Enveloppe § degeneriert nicht in einen Punkt.

Dann konnen wir nach (87) eine nicht identisch verschwindende

Funktion ¢(«) bestimmen, so daB
' =ole,], ¥y =oelv]

Wir wollen annehmen, dall o(e¢y) <=0, daB also die Enveloppe & im
Punkte P| keinen singuliiren Punkt besitzt. Wir diirfen dann ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB o(e«,) >0, d. h.
daB die Enveloppe und die Extremale sich im Punkt P, gleichsinnig
beriihren, da wir andernfalls zuvor den positiven Sinn auf der Enve-
loppe durch die Substitution ¢” = — ¢ umkehren konnten. Nunmehr
folgt ganz wie in § 44,¢)

' («) = F(2,y,3,9), K'(o)=G@,5,2,7). (95)
Integrieren wir diese Gleichung von ¢,
bis zu einem hinreichend nahen Wert «,
so erhalten wir den von KNEser') her-
rithrenden Enveloppensalz  fiir  isoperi-
metrische Probleme:

Jo(By Py) + I5(Ly P1) =Ja,(Pr ), (96)
Ke(P,Py)+ K5(PyP{)= K, (P, Py).

Die zweite dieser Gleichungen zeigt, Fig. 109.
daB der aus dem Bogen P, P; von &

und dem Bogen P, P, von § zusammengesetzte Kurvenzug eine zu-

lissige Vanatmn des Extremalenbogens P P; ist. Daher folgt jetzt

1

H Vgl Knpsm, Lehrbuch, § 40.
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aus der ersten der Gleichungen (96) #hnlich wie in § 47, b), daB
der Bogen €, kein Extremum mehr liefern kann, wenn sein End-
punkt P, mit P, zusammenfillt, also a fortiori auch nicht mehr,
wenn P, < P,

Hiermit haben wir einen zweifen Beweis') fiir die Notwendigheit
der Bedinguny P, <P, (111
gewonnen, allerdings unter der beschriinkenden Voraussetzung, daB
die Bedingung (90) erfiillt ist, und daB die Enveloppe § im Punkt P
keinen singuliren Punkt besitzt.

Fall I1: Die Enveloppe degeneriert in einen Punkt, der notwendig
mit dem konjugierten Punkt P; auf §; zusammenfallen muB. In
diesem Fall gehen simtliche Extremalen des ausgezeichneten Biischels
durch den Punkt P;, und es ist

2()=0, §(«)=0,
J(¢)=0, K'(a«)=0.

Wir erhalten also in diesem Fall den Satz:

Wenn sdmitliche Extremalen des ausgezeichneten Biischels durch den
Punkt P, zugleich auch durch den konjugierten Punlt P; gehen, so hat
sowohl das Integral J als das Integral I, genommen entlang den ver-

schiedenen Extremalen des ausgezeichneten
c Biischels von P, nach P, einen konstanten

Wert:
il " J(@) = I(e), K(@)=K(s). (97)

Daraus folgt dann wieder wie in
§ 47,b), daB auch in diesem Fall ein
Extremum iiber den konjugierten Punkt
hinaus nicht bestehen kann.

also

Ein fast triviales Beispiel hierzu liefert
unser Beispiel II (p. 498). Bei dem Biischel
von Kreisen durch den Punkt P, mit dem
konstanten Radius |1, | igt fiir den Bogen P, P},

4 d. h. fiir einen vollen Kreisumfang, sowohl

19, die Bogenlinge als der Flicheninhalt kon-
stant. Daraus folgt aber sofort, daf ein iiber den vollen Kreisumfang hinaus-
gehender Kreisbogen P, AB P, P, kein Maximum liefern kann. Denn der aus dem
Kreis P,CDP, mit demselben Radius und dem Kreisbogen P, P, zusammen-
gesetzte Kurvenzug ist eine zulissige Variation und liefert denselben Wert fiir 7,
der aber nach § 59,b) sicher kein Maximum sein kann wegen der Ecke im Punkt P,.

") Vgl. Kneser, Lehrbuch, § 40.
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§ 63. Der WeierstraB’sche Fundamentalsatz fiir isoperimetrische
Probleme.

Auch beim isoperimetrischen Problem beruht der Hinlinglichkeits-
beweis auf einem dem WeierstraB'schen Fundamentalsatz iiber die
Darstellung der totalen Variation durch die &-Funktion analogen Satz.
Zum Beweis desselben haben wir zuniichst die Theorie des Feldinte-
grals und der Hamilton’schen Formeln von § 31 auf isoperimetrische
Probleme zu iibertragen, wobei wieder die schon im vorangehenden
Paragraphen hervortretende Auffassung des isoperimetrischen Problems
als eines riumlichen Problems von entscheidender Bedeutung sein wird.

a) Die Hamilton'schen Formeln fiir isoperimetrische Probleme:

Es sei P(f,) ein Punkt auf der Fortsetzung unseres Extremalen-
bogens €, iiber den Punkt P, hinaus. Dann lassen sich die Entwick-
lungen von § 62,a) und b) ohne weiteres auch fir den Punkt P,
durchfithren. Wir erhalten zunichst eine Doppelschar von ebenen

Extremalen durch den Punkt P, die wir wieder — also unter Be-
zeichnungswechsel — mit
T = ‘P(tx %, 1)7 y= 'f"(ty L2 j") (98)

bezeichnen; weiter eine Kongruenz von riumlichen Extremalen durch
den Punkt P,

r=q (t: *, '1)7 y= 'p(t; %, ’1): it / (t: %, 1-): (99)

wobei nunmehr die Funktion y(#,%,41) den Wert des Integrals K ent-
lang der Extremalen €,, der Doppelschar (98) vom Punkt P, bis zu
einem variabeln Punkt P(#) bedeutet.

An Stelle der Gleichungen (64) bis (70), (72) bis (77) treten
entsprechende auf die Kongruenz durch den Punkt P, beziigliche
Gleichungen, die wir von jenen durch Uberstreichen unterscheiden
wollen, und die sich von ihnen nur durch die Substitution von £y, z,, v,
an Stelle von ¢,,,y,, sowie durch die verinderte Bedeutung der
Funktionen ¢,v, y und dementsprechend der Funktionen 9",(3, Iy uy v
ete. unterscheiden.

Wir nehmen jetzt an, daB die Gleichungen (99), als Transfor-
mation zwischen einem %, --Raum und einem z,y,2-Raum aufgefaBt,
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen einem bestimmten Bereich €U
des ¢,%,A-Raumes und dessen Bild o” im z,y,sRaum definieren, so
daB also durch jeden Punkt des Bereiches of” eine und nur eine rium-
liche Extremale der Kongruenz (99) hindurchgeht, fiir welche das zu-
gehorige Wertsystem #,%,4 dem Bereich €L angehort.
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Uberdies soll vorausgesetzt werden, daf die Funktionen

P Pos Py ¥y ¥y Yy
als Funktionen ihrer drei Argumente im Bereich €L von der Klasse
C’ sind; ferner daB die Projektion of des Bereiches of” auf die z,y-
Ebene ganz im Bereich R enthalten ist, und endlich, daB
Hx2)>0 in C (100)
Alt,x,A)+0 in CL (101)
Alle diese Annahmen fassen wir in die Aussage zusammen, daf der
Bereich of” ein Feld von riumlichen Extremalen bildet.

Die zugehorigen inversen Funktionen des Feldes, welche die Auf-
losung der Gleichungen (99) nach 7, %, 4 darstellen, bezeichnen wir mib
g t(.‘L', Y %), e f(m)y! z)’ A= I(a:,y, z);

so daB also, identisch in z,y,z2:

ot L) =z, v(L,ED) =y, 1LED) =2 (102)

und gleichzeitig, identisch in ¢,%, 4:
te,v,2) =4, to,,0) ==, v, 2) = 4 (103)
Es sei jetat (2, v 2;) irgend ein Punkt von o, Py(zy,y,) seine
Projektion auf die z,y-Ebene. Alsdann geht von P; nach ¢, eine
und nur eine rdumliche Feldextremale €;; nach der Bedeutung der
Ordinate z; ist dann die Projektion &; von €, zugleich die einzige

Extremale der Doppelschar (98), welche durch den Punkt P; geht,
und fiir welche das Integral K den Wert 2z, besitzt:

: Ky = 2,
und die zu €, gehirige isoperimetrische Konstante hat den Wert
s = (@5, Yy, 2y)-
Das Integral J, genommen entlang €, von P, bis P;, betrachtet
als Funktion von ay,,, 2, nennen wir das zum Feld " gehorige

Feldintegral nnd bezeichnen seinen Wert mit Wi(z, y,, 2,), so daB
also nach der Bedeutung der Funktion 7

T/V(:L', Y z) - U(t? fr I);
wenn wir der Einfachheit halber den Index 3 durchweg unterdriicken.
Wir berechnen jetzt die partiellen Ableitungen von W; zuniichst ist
I’V:A: = ( Lrt) t.'z =+ ( Ur) f:: + (D'i) [.t ] l
W,=(O)t,+ (U)E, + (U;')[y’l (104)
W, = (O)t,+ (UL + (UYL,

und
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wenn wir durch die Klammer () andeuten, daB ¢ %, 4 durch t, £ [ zu
ersetzen sind.

Multipliziert man jetzt die Gleichungen (104) der Reihe nach
mit t, £, [, und beriicksichtigt die durch Differentiation der Iden-

tititen (102) sich ergebenden Gleichungen
(@)t + (pIf + (9L =1,
@t + @)L+ ¥, =0,
)t + () + (L= 0,

W,=(H,)

x

so erhilt man

und ganz analog
W, = (X,.), W.+1=0.

Nun sind aber die rechten Seiten der beiden ersten Gleichungen
nach der Bedeutung des Zeichens # und der Klammer gleich den
Funktionen H,,, H,, mit den folgenden Werten ihrer fiinf Argumente

z Y 2,y ;A
(97)7 (U-’); (‘Pt); ('h); L.

Die ersten beiden sind nach (102) identisch gleich z und y; das
dritte und vierte diirfen wir wegen der Homogeneitit von H,,, H,,
ersetzen durch die Funktionen

; () ()
p Z, 2) == e X Z) o 105
A E XA A E e M
Daher erhalten wir schlieBlich fiir die partiellen Ableitungen des Feld-
wntegrals die folgenden Werte:

ow

5e — Ho(z 9,0, ¢; 1),

oW : 106
5_3; - Hy"x’ Y, 0, 45 [); U'Ob)
UL

0z

Darin bedeuten die Funktionen p = p(z, y, 2), ¢ = q(z, ¥, #) die Rich-
tungskosinus der positiven Tangente der Extremalen € im Punkt P,
und [ = [(2,y,2) ist der zur Extremalen €, gehérige Wert i, der
isoperimetrischen Konstanten.

Diese Formeln sind das Analogon der Hamiltow'schen Formeln
(148) von § 31 fiir das isoperimetrische Problem.



506 Zehntes Kapitel. Isoperimetrische Probleme.

b)Die WeierstraB'sche Konstruktion fiir isoperimetrische Probleme:

Aus den Hamilton’schen Formeln ergibt sich nun der Weier-
strafi’sche Fundamentalsatz entweder mittels der WeierstraB'schen
Konstruktion oder mittels des Hilbert'schen Unabhiingigkeitssatzes,
beide in geeigneter Weise modifiziert. Wir betrachten zuerst die
erste der beiden Methoden.

Es sei') €, der unserem Extremalenbogen € in der Kongruenz
(99) zugeordnete riitumliche Extremalenbogen:
€ z=9lxph), Yy=v{lxpdy), 2=73(t%,d), LTt
Derselbe fihrt vom Punkt Q: z=ux,y=y,, 2=2(= K,,) nach
dem Punkt Q.: 2 =%,y =y;, 2 = 5 (= K,,).

Wir nehmen an, dieser Bogen € sei ganz im Innern des
Feldes of” gelegen, und ziehen nunmehr in der z, y-Ebene irgendeine
zulissige Kurve € von P, nach P,

C: z=2z(), y=¥@), #nIrIn;

als zuldssige Kurve geniigt dieselbe der
isoperimetrischen Bedingung (1)

Ki=1 (107)

Den Wert des Integrals K, genommen
von P, entlang €] bis P, und von da

[
Fig. 111.

entlang € bis zu einem variabeln Punkt
Py(v) von @, bezeichnen wir mit z(z), so daB also

2(v) = Koy + Ky = Koy + [ G(&,7, 7, 7)dr. (108)

Dann ordnen wir der Kurve € die Raumkurve

€ a=2(), y=§@, =)

zu. Da

(1) = Koy = 2, 7(ry) = Koy + Ky = Koy + Ky = 2,
so fithrt die Kurve €', ebenso wie €/, vom Punkt @, nach dem
Punkt @,.

Wir fithren jetzt die beschrankende Annahme ein, daB auch die
der Kurve © zugeordnete Raumkurve €' ganz im riumlichen Feld "
gelegen ist. Fiir die Kurve € selbst bedeutet dies: Durch jeden Punkt

1) Mit Bezeichnungswechsel(!) gegen § 62, b).
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P, von € liBt sich von P, aus eine und nur eine ebene Extremale €,
ziehen, fiir welche
Ky; = Koy + Ew- (109)
Man pflegt diese Annahme auch dadurch auszudriicken, daB man sagt:
Fiir die Kurve € soll die Weierstrafische Konstruktion miglich sein.
Jetzt betrachten wir mit WeierstraB das Integral J, genommen
von P, entlang der Extremalen §; bis zum Punkt P; und von da
entlang € bis P,; wir bezeichnen dasselbe als Funktion von 7z mit

S(r), so dab also -
8(z) = Jos + J 5s-

Es ist dann insbesondere

] S(ﬁ):'};x"‘jls: S(ty) = Jyg = Joy + s
also
AJ = Jg — Jg, = — [S(ry) — S(z,)], oder

AT — —f"fjf‘)dr.
T

51

Nun ist aber nach (109) und nach der Definition der Funktion W:
Jos = W(Z(), §(@), 2(v),

jss =¢{F('f: ¥ 3—7’5 g')dr.

Daher kann man nach (106) den Ausdruck fiir die Ableitung S’(r)
unmittelbar hinschreiben; derselbe vereinfacht sich, wenn man aus
(108) den Wert von z” einfiihrt:

7= G(7, 7, Er; ¥),

und man erhilt in der Bezeichnung von § 60, b) den Weiersiraf’schen
Fundamentalsatz fiir isoperimetrische Probleme®)

AT = [8(z, 950,07, 7'; . (110)
Dabei ist '
PEP("E: 7, E): q=(1(‘f)g: })’ I“—‘I(E»y; E’),

) Weierstrass, Vorlesungen 1879; WeierstraB benutzt die Kongruenz
von riumlichen Extremalen durch den Punkt P,, vgl. p. 269, FuBnote ®). Die
hier gegebene Modifikation, bei welcher der Punkt Py an Stelle von P, tritt,
rithrt von Kwxeser her, Lehrbuch, §§ 86 und 38.
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oder ohne Bezugnahme auf den Raum ausgedriickt: p, ¢ sind die
Richtungskosinus derjenigen von P, nach dem Punkt P(7 ) der
Kurve © fiihrenden Extremalen, fiir welche

Koy = Ky, + K:s:
withrend [ die isoperimetrische Konstante fiir eben diese Extremale &,
bedeutet.

c¢) Der Hilbert'sche Unabhéingigkeitssatz fiir isoperimetrische
Probleme:

Andererseits folgt aus den Hamilton’schen Formeln (106) un-
mittelbar das Analogon des Hilbert'schen Unabhéngigkeitssatzes. Ist
nimlich € irgendeine gewdhnliche Raumkurve, welche ganz im
Feld o gelegen ist und von einem Punkt @,(z;, y;, 2;) nach einem
Punkt @,(z,, y,,2,) fiihrt, so ist der Wert des riumlichen Linien-
andegrals

Jo = H,%, 9, p, g3 Dz + H,.(z,9,0,0; ) dy — (de), (111)
&
genommen entlang der Kurve € von @y nach @,, nur von der Lage

der beiden Endpunlte ), und Q,, nicht aber von der sonstigen Gestalt
der Kurve € abhingig. Denn es ist

Js :‘-_j AW (, y, 2) =W(zy, Yy, 25) — W (25, 43, %) - (112)
&

Ist die Kurve @’ inshesondere eine Extremale @ des riiumlichen
Feldes, dargestellt durch die Gleichungen (99), so ist nach (103) und (105)

R g - ].
P(‘P! ¥, x) = Vor + v Q(‘P: v, Z) V [(‘P: W, Z) A

L = . .
+ 97’ i + 9}
Da ferner in diesem Fall
dz = 3,(t, », A)dt = @ (t, =, A)dt,
so geht das Integral nach einfacher Reduktion iiber in

ts
Je =[5t ).
t

Es ist also entlang einer Extremalen €' des riwmlichen Feldes')
Je = Jg, (113)

wenn € die Projektion der riiumlichen Extremalen € auf die z, y-Ebene
bedeutet.

1) Vgl. den analogen Satz in § 17, b).
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Nennt man die Flichen
W(z, y, z) = konst.

die Transversalenflichen des riumlichen Feldes, so folgt aus (112),
daBl das Hilbert'sche Integral J*, genommen zwischen swei Punkien
derselben Transversalenfliche, stets gleich Null ist.

Aus (113) ergibt sich nun genau wie in § 17, ¢) ein zweiter
Beweis des Weierstraf’schen Fundamentalsatzes. Denn da die
beiden Kurven G’ und G in o liegen und dieselben Endpunkte
haben, so folgt

Te,= o= 2.
und daher
AS=Jz—J§, (114)

woraus sich sofort die Gleichung (110) ergibt.

§ 64. Hinreichende Bedingungen beim isoperimetrischen Problem.

Die Frage der hinreichenden Bedingungen liegt beim isoperi-
metrischen Problem viel weniger einfach als bei dem Problem ohne
Nebenbedingungen. Zwar reicht bei manchen Beispielen der Weier-
straf’sche Fundamentalsatz auns, um die Existenz eines starken
Extremums zu beweisen. Dagegen geniigt dieser Satz nicht, um all-
gemein zu beweisen, dafl die den Bedingungen (I’), (Ir), (Ir), (Iv7)
von § 32, b) entsprechenden Bedingungen fiir ein starkes Minimum
hinreichen; er gestattet vielmehr nur zu zeigen, daB, falls diese Be-
dingungen erfiillt sind, A J >0 fiir alle diejenigen Vergleichskurven
in einer gewissen Umgebung des Bogens €, fiir welche die Weier-
straB’sche Konstruktion moglich ist. Das ist aber eine nicht in der
Natur der urspriinglichen Aufgabe gelegene, kiinstliche Beschrinkung
der Vergleichskurven.

Die hiernach ndtige Ergéinzung der Weierstrafi’schen Theorie
ist vor kurzem von LINDEBERG') gegeben worden mit Hilfe eines
Satzes tiber Ixtrema ohne Nebenbedingungen, welcher zusammen
mit dem WeierstraB’schen Fundamentalsatz zu dem SchluBresultat
fithrt, daB auch im Fall des isoperimetrischen Problems die oben ge-
nannten vier Bedingungen fiir ein starkes Extremum hinreichend sind.

') In einer demniichst in den Mathematischen Annalen erscheinenden
Arbeit ,,Uber einige Fragen der Variationsrechnung®, deren Manuskript mir
Herr Lixperere giitigst zur Verfiigung gestellt hat.

Bolza, Variationsrechnung. 33

5.08



510 Zehntes Kapitel. Isoperimetrische Probleme.

a) Erledigung der beiden Beispiele:

Unsere beiden Beispiele II und XXI gehtren gerade zu den-
jenigen, bei welchen der WeierstraB’sche Satz ausreicht, um die
Existenz eines starken Extremums (und zwar sogar eines absoluten)
nachzuweisen.

Beispuiel 11 (Siehe pp. 465, 483, 494, 498).

Wir betrachten neben dem Kreisbogen @, eine beliebige von P, nach P,
filhrende gewdhnliche Kurve @ von der vorgeschriebenen Liinge 21. Wir nehmen

dann auf der Fortsetzung des Kreis-

bogens €, iiber P, hinaus einen Punkt P,
Go an, der nur der einen Bedingung unter-

worfen ist, nicht auf € zu liegen.

Ist dann P, irgend ein Punkt von @,
so ist Py von P, verschieden, und die
Summe z, der Liinge des Bogens P, P,
von G} plus der Linge des Bogens P, P,
von @ ist sicher groBer als der Abstand

g 1 Py P, |:

zg > V(s — )+ (s —yo)* > 0. (115)

Daher geht nach den Resultaten der in

§ 59, ¢) gegebenen Konstantenbestimmung von P, nach P, ein und nur ein

Kreisbogen €,, dessen Liinge gleich der eben genannten Bogensumme z, ist:
K=K, + K ,=2,

und welcher iiberdies weniger als einen vollen Kreisumfang betriigt und in
positivem Sinne durchlaufen wird.

Oder anders ausgedriickt: Die Kongruenz von riiumlichen Extremalen durch
den Punkt P,, welche nach (80) durch die Gleichungen

(=]

Fig. 112. 0

& —xy=—22¢08 (r |=x) sin 7,
Y — Yo =—2121sin (r + ») sin 7,
r=—21r
" dargestellt wird, bildet, wenn die GrdBen 7, », 2 auf den Bereich
0<r<m, 021:-(2#, 1<0
beschriinkt werden, ein riumliches Feld ", welches den durch die Ungleichung
>Vie—x) 4 Y—y) >0 (116)

definierten Teil des Raumes ausfiillt, und die der Kurve € zugeordnete Raum-
kurve €' liegt ganz in diesem Feld J".

Daher gilt fiir die Kurve € der WeierstraB’sche Satz (110). Ferner ist in
leichtverstindlicher Bezeichnung

8@y, Yss Posys ParTas ) = Ay [1 —COS(B; — 6y)].
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i, ist negativ und cos (6, — 6,) kann nicht entlang der ganzen Kurve € gleich 1
sein, wenn, wie wir annehmen, € von &, verschieden ist. Dies folgt, wie unter
b) allgemein gezeigt wird, daraus, daB nach (81) entlang der ganzen Kurve €

A(Ty, ny, Ay) =813 sint, (sin 7, — 7, €08 7,) 0,

0l <m, i, <O
Aus dem WeierstraB'schen Satz folgt daher, daB
AJ 0.

Wir erhalten also das Resultat: Der Kyeisbogen &, liefert fiir den Flichen-
wnhalt J einen groferen Wert als jede andere gewdhnliche Kurve derselben Liinge,
welche von P, nach P, gezogen werden kann.

Durch eine Modifikation der vorangehenden SchluBweise beweist man auch
den Satz: Unter allen geschlossenen gewdlmlichen Kurven von gegebener Linge
wumschlieft der Kreis den groften Flicheninhalt.")

Beispiel XXI (Siehe pp. 466, 484);

Ist irgend eine zuliissige Kurve € gegeben,
8o withlen wir den Punkt P, auf der Fortsetzung
des Kettenlinienbogens €, tber P, hinaus so, daB
fiir jeden Punkt P, der Kurve £:

Ly > By,

_ Dann gilt auch hier die Ungleichung (115).
Es laft sich also nach den Resultaten der Kon-
stantenbestimmung von § 59, d) von P, nach o
jedem Punkt P, der Kurve € eine und nur eine
nach unten konvexe Kettenlinie €, ziehen, deren Direktrix mit der x-Achse parallel
ist, und fiir welche

da

Kos: Ko1 +Kls’

d. h. die WeierstraB'sche Konstruktion ist auch hier stets miglich fir die
Kurve €.
Fiir die Kongruenz von ritumlichen Extremalen durch den Punkt P, findet
man aus (26)
T — L, = ot —x),
¥ — Yy, =e«(Cht—Chx),
z=a (Shi{— Shx).

) Weierstrass, Vorlesungen 1879; vgl. auch Kneser, Lehrbuch, § 37. Sreixer
gibt in der Abhandlung , Uber Mazxima wund Minima bei den Figuren ete.
(Werke, Bd. II, p. 198) einen rein geometrischen Beweis dieses Satzes (jedoch
unter der Voraussetzung der Existenz einer Losung), sowie zahlreiche interessante
Modifikationen des speziellen isoperimetrischen Problems. Neuere Beweise ohne Be-
nutzung der Variationsrechnung sind gegeben worden von Hurwisz, Comptes Rendus,
Bd. CXXXII (1901), p. 401; Bernstriy, Mathematische Annalen, Bd. LX (1905),
p. 117 und Wrirnive, Archiv der Mathematik (8), Bd. XII (1907), p. 288.

33%
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Bei Beschrinkung auf den Bereich

e >0, t>u%
bildet dieselbe ein rdumliches Feld, welches den durch die Ungleichungen (118)
and z > =, definierten Teil des Raumes ausfilllt. Die der Kurve G zngeordnete

Raumkurve § liegt ganz in diesem Feld.
Ferner findet man

8 (%5 Ys 3 Doras Paras ha) = (Ys +4) [1— cos (9_3 _83)]'
Yg + 4y = g Chity, >0,

und da kein konjugierter Punkt vorhanden ist, so schlieBt man wie beim vorigen
Beispiel, daB

Da

AJT>0,

d. h. Bei der Keitenlinie €, liegt der Schwerpunkt tiefer als bei jeder andern gewdhn-
lichen Kurve von derselben Linge, welche von P, nach P, gezogen werden kann.")

b) Folgerungen aus dem WeierstrafB'schen Fundamentalsatz:

Wir wollen nun zusehen, wie weit sich der WeierstraB’sche
Fundamentalsatz zur Aufstellung von hinreichenden Bedingungen beim
allgemeinen isoperimetrischen Problem verwerten liBt. Wir machen
dabei iiber den Bogen €, die analogen Voraussetzungen wie in
§ 32, b), nimlich:

1. Der Bogen €, geniigt der Euler’schen Differentialgleichung (I)
mit einem bestimmten Wert 4, der isoperimetrischen Konstante; er
fithrt von P, nach P, und erteilt dem Integral K den vorgeschriebenen
Wert I; endlich ist er von der Klasse (', besitzt keine mehrfachen

Punkte und liegt ganz im Innern des Bereiches R. (1)
2. Es ist
HG (), §0), ¥©), § 0; 4)>0 fir 4 T¢T 4. (D)

3. Der Bogen €, enthilt den zu P, (im Sinne des isoperimetri-
schen Problems) konjugierten Punkt P{ nicht:
P, < P Ir)
4. Es ist

8((8), §(t); &'(H), i (®); cosf, sind; 1)>0  (IV))
fir {, Z¢= ¢ und fiir jede Richtung 6, die von der Richtung der
positiven Tangente an &, im Punkt # verschieden ist.

Es fragt sich, ob diese Bedingungen fiir ein Minimum des In-
tegrals J mit der Nebenbedingung K = [ hinreichend sind.
Zunéchst folgt nach § 61, d), Ende, aus den ersten drei Voraus-

) Wemerstrass, Vorlesungen 1879; vgl. auch Kweser, Lehrbuch, p. 142
Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 10, 11, 12, 15 am Ende dieses Kapitels.
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setzungen, daB wir einen Punkt P (#,) auf der Fortsetzung von €,
iiber P, hinaus so nahe bei P, wihlen kénnen, daB
D(t,t)+0 fir t, =t

Daraus ergibt sich aber mit Riicksicht auf?) (74) nach dem allgemeinen
Satz iiber die Existenz eines Feldes (§ 22,d)), daB die Kongruenz
von riiumlichen Extremalen (99) durch den Punkt P, ein rdaumliches
Feld o liefert, welches den dem Bogen €, in der Kongruenz (99)
zugeordneten rdumlichen Extremalenbogen €, in seinem Innern enthiilt.

Weiter zeigt man, ganz dhnlich wie in § 32, b), mittels der
analog wie dort zu definierenden Hilfsfunktion &, daB sich auf Grund
der Voraussetzungen (II') und (IV’) eine réumliche Umgebung (o)
von §; angeben lift, derart, daB
im Bereich )

(z,9,2) in (¢7); 0= 0= 2x; (cosh, sinb) = (p, q).

Wir wiihlen ¢’ so klein, daB die Umgebung (o )(s' zugleich ganz
im Feld of" gelegen ist.

Zieht man jetzt von P, nach P, irgendeine der isoperimetrischen
Bedingung K = [ geniigende gewdthnliche Kurve G, deren zugeordnete
Raumlburve & ganz in der Umgebung (o) von €, verliuft, so gilt fiir diese
Kurve € der WeierstraB’sche Satz (110), und wegen (117) ist dann
AJ >0, es sei denn, daB in jedem Punkt P, von € die positive
Tangente an & mit der positiven Tangente der oben mit €, bezeich-
neten Extremalen zusammenfillt:

cosly = p,, sinfly = ¢, (118)

Aber auch hier 1aBt sich dhnlich wie in § 32, b) zeigen®), dal
dieser Ausnahmefall nur eintreten kann, wenn die Kurve € mit €,
identisch ist. Denn ersetzen wir in den Identitiiten (102) die Variabeln
z,vy, % durch die die Kurve € definierenden Funktionen #, 7, Z von
t und differentiieren nach 7, so erhalten Wir

d
@) :,,‘ + @R+ @ =7,

(#’)dr & (‘*”x)d, + @ )d, 7', (119)

ll! =
(xt) Az + () ar T (x}) d =Z.

') Wegen der Bedeutung der iiberstrichenen Gleichungsnummern siehe
§ 63, a), Eingang. ) Nach Kxeser, Lehrbuch, p. 134.
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Durch Uberstreichen ist dabei angedeutet, daB iiberall z, y, z durch
Z,7,Z zu ersetzen sind, wihrend die Klammer die in § 63, a) er-
klirte Bedeutung hat.

Angenommen, es bestinden nun in jedem Punkt von € die Glei-
chungen (118), so giibe es nach (105) eine stets positive Funktion m
von 7, derart, daB

F=m@) T =@

Dann wire aber auch
& = m (xt);

da einerseits: ' = G (Z,7,Z%, ), andererseits: y, = G (p,¥,9,v,),
und iiberdies die Funktion G positiv. homogen von der Dimension 1
in ihren beiden letzten Argumenten ist.

Setzt man diese Werte von 7', %', 7" in (119) ein, so erhilt man
ein System von drei homogenen linearen Gleichungen in

dt at a1
N P
deren Determinante A (t, f,[) nach (101) fir 1, ©7 = 7, von Null
verschieden ist, da die Kurve € ganz im Felde liegt. Es muB also
Uom, =0, -0 (120)
sein, woraus man wie in § 32, b) schlieBt, daB die Kurve € mit G,
identisch sein muf.

Somit haben wir den folgenden Satz’) bewiesen:

Sind fiir den Bogen €, die Bedingungen (I'), (II'), (1IT'), (IV?) erfiillt, so
liefert derselbe fiir das Integral J einen Lleineren Wert als jede andere
zuliissige Kurve ©, deren sugeordnete Raumkwrve G ganz in einer ge-
wissen Umgebung (") des dem Bogen &, zugeordneten riuwmlichen
Bogens €, gelegen ist.

Hiermit ist aber noch nicht bewiesen, daB die Bedingungen (I')
bis (IV”’) fiir ein Minimum unserer isoperimetrischen Aufgabe in dem
urspriinglich definierten Sinn hinreichend sind, da den Vergleichs-
kurven hier eine nicht in der Aufgabe begriindete Beschriinkung auf-
erlegt wird.?)

Y Wererstrass, Vorlesungen 1882; vgl. auch Kxeser, Lelwbuch, §§ 36 und 38.
%) Das erhaltene Resultat ist gleichbedeutend mit dem folgenden Ausspruch:
Die Raumkurve §; liefert ein starkes Minimum fiir das auf p. 491 FuBnote *)
formulierte réumliche Variationsproblem, welches gewihnlich als fiquivalent mit
dem gegebenen ebenen isoperimetrischen Problem betrachtet wird, jedoch nicht voll-
kommen fiquivalent mit demselben ist, wie sich eben gerade an dieser Stelle zeigt.
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¢) Der Lindeberg’sche Satz:

Wir wenden uns nun zu dem im Kingang dieses Paragraphen
erwiihnten Satz, mit dessen Hilfe es LINDEBERG gelungen ist, die
eben hervorgehobene Liicke auszufiillen. Derselbe bezieht sich auf
das Extremum des Integrals

J=![AF($; y, ', y)dt

olme Nebenbedingungen, und ist auch unabhingig von seiner Anwen-
dung auf das isoperimetrische Problem von Interesse. Bei der Dar-
stellung desselben miissen wir uns jedoch auf einen kurzen Bericht
beschrinken und verweisen fiir die Detailausfiihrung auf die oben
zitierte Arbeit von Lindeberg.

Es sei

C: z=2z(t), y=y(@), RSN
eine von P, nach P, fihrende Kurve, iiber welche wir die folgenden
Voraussetzungen machen:

A) Die Kurve € ist von der Klasse C”, hat keine mehrfachen
Punkte und liegt ganz im Innern des Bereiches R.

B) Es gilt fiir sie die Legendre’sche Bedingung in der stirkeren
Form (II').

C) Es gilt fiir sie die WeierstraB’sche Bedingung in der
stirkeren Form (IV’) von § 32, b).

Wir heben aunsdriicklich hervor, daB die Kurve € zwar eine Ex-
tremale fiir das Integral J sein kann, aber nicht zu sein braucht.

Wir kinnen dann die Kurve @ stets so iiber das Intervall [#4,]
hinaus auf ein weiteres Intervall [T} 7,] fortsetzen, daB die Bedin-
gungen A), B), C) auch fiir den so erweiterten Bogen €* erfiillt sind.

Es folgt dann zuniichst aus den beiden ersten Bedingungen auf
Grund der Sitze von § 21,b) und § 27,a): Ist ¢ eine hinreichend
kleine positive Grofe, so kann man durch jeden Punkt P(¢) der
Kurve ' eine und nur eine Extremale des Integrals J ziehen, welche
mit der positiven Tangente der Kurve G* im Punkt P den konstanten
Winkel ¢ bildet. Als Parameter mége auf der Extremalen die Bogen-
linge s, gemessen vom Punkt P aus, gewiihlt werden.

Mit Hilfe des Satzes von § 22, d) zeigt man dann weiter: s
lassen sich zwei positive Groben 4, & so klein wihlen, daB die so
erhaltene Extremalenschar ein den Bogen € in seinem Innern ent-
haltendes Feld o hildet, wenn s und ¢ auf den Bereich

Is| Z &, h—hiZh+h

beschriinkt werden.
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Ist dann
¢: z=1(7), y=79(1), 7t

irgendeine von P, nach P, fiihrende gewohnliche Kurve, welche ganz

in diesem Feld of liegt, so gilt die Formel
I —Jg =f&’.d; —kadi. (121)
¢

Zum Beweis wende man auf die beiden Kurven € und € den
Hilbert’schen Unabhiingigkeitssatz von § 31, ¢) an:

Je=dJdg
und addiere links JE: - JE’ rechts J; — J;, wobei sich zugleich die
Bedeutung der in der Gleichung (121) gebrauchten abkiirzenden Be-
zeichnung erklirt.

Werden die drei das Feld of bestimmenden GréBen 6, h, & hin-
reichend klein gewihlt, so 1aBt sich von jedem Punkt des Feldes of
auf die Kurve €* eine und nur eine Normale fillen'). Unter dieser
Voraussetzung sei P () irgend ein Punkt von € und P der FuS-
punkt der von P auf die Kurve € gefillten Normalen; fiir den
Parameter v werde die Bogenlinge gewihlt. Dann bezeichnen wir
mit @ (v) den Winkel zwischen der Richtung der positiven Tangente
an € im Punkt P und der Richtung der positiven Tangente an ©
im Punkt P, so normiert, daB

—a<o(t)Z

Ist dann & eine beliebig vorgegebene positive GrioBe, so liBt

sich zeigen, dafl die Menge derjenigen Punkte 7 des Intervalls [7,7,],

in welchen ® (T)‘ 5 8’, (122)

eine abzihlbare Menge von offenen Intervallen ist, deren Liingen stets
eine endliche Summe haben, welche wir mit

bezeichnen wollen. % (<)

Bei dieser Bezeichnungsweise liBt sich nun der Lindeberg'sche
Satz folgendermaBen formulieren:

Geniigt die Kurve € den Bedingungen A), B), C) und sind &, & zwei
beliebig vorgegebene positive Griflen, so laft sich eine Umgebung (o) der
Kurve € bestimmen derart, daf

Te> T, (123)

") Vgl. Buiss, Transactions of the American Mathematical Society,
Bd. V (1904), p. 487.
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fiir jede von Py nach P, fiihrende, ganz in der Umgebung (o) gelegene
gewdhnliche Kuwrve @, fiir welche

dﬁ (E') 3

Der Beweis beruht darauf, daB das erste Integral auf der rechten
Seite von (121) bei fortgesetzter Verkleinerung der Grifien ¢ und %
fiir alle Kurven € von der angegebenen Beschaffenheit infolge der
Voraussetzung C) oberhalb einer bestimmten positiven Grenze bleibt,
withrend gleichzeitig durch Verkleinerung von ¢ der absolute Wert des
zweiten Integrals unter jede Grenze herabgedriickt werden kann.

Die Bedeutung dieses Satzes fiir das Extremum ohne Neben-
bedingung besteht darin, daB derselbe den Anteil feststellt, welchen
die Bedingungen von Legendre und WeierstraB, fiir sich ge-
nommen, am Zustandekommen des Extremums haben. Dieser Anteil
ist iiberraschend groB; die beiden genannten Bedingungen verbiirgen
in der Tat das Bestehen der Ungleichung A J > 0, fiir alle benach-
barten Kurven mit Ausnahme gerade derjenigen, welche sich, wie wir
es kurz ausdriicken konnen, in ihrer Tangentenrichtung am engsten
an die Curve € anschlieBen. Nur um auch fiir diese letzteren die
Ungleichung A J >0 zu erzwingen, sind die Bedingungen von Euler
und Jacobi erforderlich.

d) Anwendung des Lindeberg’schen Satzes aunf das isoperi-
metrische Problem:

Wir nehmen jetzt an, fiir die Kurve &, seien die unter b) auf-
gezihlten Bedingungen (I'), (II"), (IIT"), (IV?) erfiillt. Dann a8t sich,
wie unter b) gezeigt worden ist, eine positive GroBe ¢” angeben, so daB:
Jg > Jg, fiir jede von €, verschiedene, im Sinn des isoperimetrischen
Problems zulissige Kurve €, deren zugeordnete Raumkurve €’ ganz
in der Umgebung ¢ der riumlichen Extremalen &, liegt.

Lindeberg heweist dann weiter den folgenden Hilfssatz:

Ist ¢ eine beliebig vorgegebene positive Griofle, so lassen sich
drei positive GroBen g,, ¢ ¢ angeben, derart, daf die Raumkurve €’
ganz in die Umgebung (¢") von G fiillt fiir jede zulissige Kurve G,
welche ganz in der Umgebung (g,) von € liegt, und fiir welche

dﬁ, (5’) ? &
wobei bei der Definition des Symbols d; (¢) die Extremale €, an die

Stelle der Kurve @ tritt.
Und nunmehr wird folgendermaBen weiter geschlossen:



18 Zehntes Kapitel. Isoperimetrische Probleme.

Fiir das Integral

fa
[(F+ 2, G)at
4
sind die Voraussetzungen des Lindeberg’schen Satzes erfiillt, wobei
wieder €, an die Stelle der Kurve € tritt. Daher kéinnen wir eine
positive GriBe o = o, bestimmen derart, daf

J@ + 4 KE = J@D + 4, Kczo (124)

fiir jede gewdhnliche, von P, nach P, gezogene Kurve €, welche ganz
in (p)g, verliuft, und fiir welche

dz (&) > e
Wir ziehen jetzt in dieser Umgebung (g)g, von P, nach P,
irgend eine im Sinn des isoperimetrischen Problems zulissige Kurve €.
Fiir dieselbe ist entweder
a5 (£) Z &5
dann liegt nach dem Hilfssatz die Raumkuive € in (o')¢,, und es

ist A J >0 auf Grund des WeierstraB’schen Satzes.
Oder aber es ist d ) > e

dann ist A.J >0 auf Grund des Lindeberg’schen Satzes, da hier
inshesondere
K{E — K@n.
Wir gelangen also zu dem SchluBresultat?):
Wenn fiir den Kurvenbogen & die Bedingungen (I'), (IT'), (I1T),
(IV’) erfiillt sind, so liefert dersclbe ein eigentliches starkes Minimum
fiir das Integral J mit der Nebenledingung K = I.

Yy Der entsprechende Satz fir das x-Problem, der das Analogon des auf
p. 126 erwithnten Satzes {iber das Problem ohne Nebenbedingungen ist, lautet
folgendermafen:

Es sei §,: y = ¢ (v) eine Extremale fiir das Problem, das Integral

i)
J= /f(w, Y, y) dx
£31

zu einem Minimum zu machen in Beziehung auf die Gesamtheit aller in der
Form y =y (x) darstellbaren Kurven der Klasse (', welche von P, nach P,
fithren, in einem gewissen Bereich & liegen und dem Integral

K:lfg(f, Yy, y) de

1
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§ 65. Einiges iiber isoperimetrische Probleme bei variablen
Endpunkten.

In diesem Paragraphen soll noch kurz die Modifikation des iso-
perimetrischen Problems besprochen werden, bei welcher der erste
Endpunkt auf einer gegebenen Kurve beweglich ist, wihrend der
zweite fest ist. '

a) Die Transversalititsbedingung bei isoperimetrischen Problemen:

Die gegebene Kurve sei durch einen Parameter x dargestellt.

K z=7(x), y=y)
Wir machen iiber dieselbe die nimlichen Voraussetzungen wie in § 36;
auch die Gesamtheit der zuldssigen Kurven ist ebenso definiert wie
dort, nur daB dieselben jetzt noch iiberdies der isoperimetrischen Be-

dingung (1) geniigen miissen.
Line Kurve
€,: .'.U=.%(t), y=:f;(f), tfft?tz;

welche in Beziehung auf diese Gesamtheit von zulissigen Kurven ein
Minimum fiir das Integral J liefert, mufl dann zuniichst die simt-
lichen notwendigen Bedingungen fiir ein isoperimetrisches Minimum
bei festen Endpunkten erfiillen; sie muf also in erster Linie eine
FEzxtremale sein. Der zugehorige Wert der isoperimetrischen Kon-

einen vorgeschriebenen Wert erteilen; 1, sei der zu €, gehtrige Wert der iso-
perimetrischen Konstanten.

Ferner sei
L

entlang €,, der Bogen €, enthalte den zu P, im Sinn des isoperimetrischen
Problems konjugierten Punkt nicht, und es sei

Ba, § ()5 9" (), Pi b] >0
fiir
n<rl @, 0|F— 9 (@)|<Zep
Dann liBt sich eine positive GroBe ¢ bestimmen derart, daB jede von €, ver-

schiedene zuliissige Kurve @, fiir welche
@ —i@ | <e ¥ @—¥ ()| <ep
fiir das Integral J einen groferen Wert liefert als §,.

Dabei ist die Funktion 8 aus der Funktion f- 1, ¢ in derselben Weise
abgeleitet, wie die &-Funktion auf p. 110 aus der Funktion f; iiber die Funktionen
f und g werden dieselben Voraussetzungen gemacht, wie iiber die Funktion f
auf p. 14.

Fiir diesen Satz hatte Linpepere bereits in der in FuBnote 2) auf p. 126
zitierten Arbeit einen ausfiihrlichen Beweis gegeben, der sich jedoch wohl nur
schwer auf den Fall der Parameterdarstellung iibertragen LiBt.
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stanten sei 4, Der Punkt der Kurve &, von welchem die Extremale
€, ausgeht, sei P, und entspreche dem Wert » = »,, Wir setzen wie
in § 60 voraus, dal kein noch so kleiner Bogen von &, Extremale
fiir das Integral K ist.

Um weitere notwendige Bedingungen zu erhalten, hat man nun
zunichst eine einparametrige Schar von zuldssigen Variationen

z=2=(te), y=1yI(te)

zu konstruieren, welche, abgesehen von Stetigkeitsbedingungen, die
folgenden Bedingungen erfiillt:

T (t’ 0) =z (‘ﬂ: y (tr 0) - 9'1' (t):
z (tlﬁe) = (9‘0 T E)) 7] (tn ‘E) = (“o + 8): (125)
T (fy,€) = g, Y (t8) = ¥

K=l (126)

Eine solche Schar von zulissigen Variationen kann man leicht mit
Hilfe der in § 60,b) benutzten Methode herstellen.

Fiir diese Schar muf nun: d J =0 sein, wihrend gleichzeitig
aus (126) folgt: 0 K = 0. Indem man beide Gleichungen kombiniert,

erhilt man X Tt B U,

woraus man nach Anwendung der Lagrange’schen partiellen Inte-
gration wie in § 36,a) das Resultat?) schliebt:

Im Punkt P, muf} die Relation

H:,-' ("p W x’: 3/); ’10) &+ Hy’ (.:L’, Y, mlr" ’§ %) iﬂl =0 (127)
erfillt sein, wobei sich die Ableitungen &,y auf die Extremale €, da-
gegen ', auf die gegebene Kurve & beziehen.

Dies ist die Transversalitdtsbedingung beim isoperimetrischen
Problem. Sie ist identisch mit der Transversalititsbedingung fiir die
Aufgabe, das Integral (43) mit denselben Endbedingungen, aber ohne
Nebenbedingung zu einem Extremum zu machen.?)

b) Die Brennpunktsbedingung:

Wir setzen fiir die Folge die Transversalititsbedingung (127)
als erfiillt voraus; weiter nehmen wir an, daB entlang dem Extremalen-
bogen €, die Bedingung (II’) von § 60, a) erfiillt ist.

Dann lassen sich nach Kxeser?®) die Entwicklungen von § 62
folgendermaflen auf den gegenwiirtigen Fall iibertragen:

') Vgl. hierzu Kxeser, Lehrbuch, § 33.
*) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 3, 28—25 am Ende dieses Kapitels.
% Lelwbuch, § 39.
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Wir stellen uns zuniichst die Aufgabe, durch einen dem Punkt P,
benachbarten Punkt P; der Kurve R eine Extremale € mit vor-
gegebenem, von 1, nur wenig abweichendem Wert A der isoperi-
metrischen Konstanten zu konstruieren, welche in P von der Kurve &
transversal geschnitten wird. Ist 0 der Tangentenwinkel der gesuchten
Extremalen & im Punkt P, und x der Parameter von P, auf &, so
muf die Gleichung bestehen

H, (3(x), §(x), cos 0, sin 05 1) &' ()
+ H, (&(x), §(x), cos 0, sin 0; 1) ' (x) = 0.
Man zeigt genau wie in § 40, daB diese Gleichung stets in der Um-
gebung der Stelle x =%y, 4 =4,, 0 = 0, (unter 6, den Tangenten-
winkel von €, in P, verstanden), eindeutig nach 6 auflosbar ist,
wenn die beiden Kurven €, und ® sich in P, nicht beriithren, wie
wir in der Folge voraussetzen wollen.

Die Losung der Gleichung (128) sei: 6 = 0 (x,4); dann wird die
gesuchte Extremale € in der Bezeichnung von § 27, b) durch die
Gleichungen dargestellt

z=X(t—t;2(x), §(x), 0(x,2); 1) = o(t, %, 4),
y=9¢—t;%(x), (%), 0(x,A); ) = v¥(t, %, 4),
wenn unter ¢ wieder die Bogenlinge verstanden wird.

Dieselben Gleichungen stellen, wenn %, 1 als variable Parameter
betrachtet werden, eine doppeltunendliche Schar von Extremalen dar,
welche simtlich von der Kurve & transversal geschnitten werden, und
zwar tritt dies auf allen Extremalen der Doppelschar fiir denselben
Wert ¢ =1, ein. Die Extremale €, erhiilt man fiir » =%, 1= 4,.

Aus der Definition der Funktionen ¢, ¥ und den Eigenschaften
der Funktionen X, ) ergibt sich, daB, identisch in %, 1,

®(ty, %, 4) = 3(x), v(t, %, 1) = 9(x),
woraus durch Differentiation folgt
P, (b, %, 1’)=5"’(")! ¥, (4, %, ‘1)237’(”)}
‘p.!(.tn %y l) = 0’ wl(tl? %, l) =0.
Aus diesen Relationen folgt, daB wir die Transversalitit der

Kurve ® zur Extremalen € in der Bezeichnung (67) auch durch
folgende Gleichung ausdriicken konnen:

Moo 2, 0) @, (8,2, 2) + 3, (b, %, 1) 0, (4, %, 1) =0. (131)

Wir bezeichnen jetzt mit y(¢,%,4), resp. U(t,x,4) die Werte
der Integrale K, resp. J, genommen entlang der Extremalen €,; der

(128)

(129)

(130)
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Doppelschar (129) von deren Schnittpunkt ¢ = ¢, mit der Kurve &
bis zu einem variabeln Punkt P(f), und berechnen die partiellen Ab-
leitungen der Funktionen y und U. Auf Grund der Gleichungen (1304}
unterscheiden sich die Resultate, die man erhillt, von den fritheren
(75) und (91) nur dadurch, daB in den Ausdriicken fiir y,, U, je ein
Zusatzglied

_ ((:',]m-’ 9., + (:i}y’wz) ;"; resp. — (g';:’qu + g'yr 1!";:):'}l
hinzutritt. Dieses Zusatzglied fillt aber in der Kombination
Uyt A1

infolge der Transversalitiitsbedingung (131) weg, und daher bleiben
die Formeln (92) auch fiir den Fall einer Doppelschar von Extremalen,
welche von der Kurve & transversal geschnitten werden, bestehen.

Andererseits aber hat das Auftreten dieses Zusatzgliedes zur Folge,
daBl der Ausdruck (76) fiir die Funktionaldeterminante A (¢, %, 1) im
gegenwiirtigen Iall nur dann richtig bleibt, wenn man jetzt unter m
die GriBe

."
m :/@ wdt + ({",,,tp,,+ (:J)y,!b,!) i
h

d

versteht.

Mit dieser veriinderten Bedeutung der Funktion »i bleiben nun
die Entwicklungen von § 62, ¢) und d) bestehen, und man erhilt das
folgende Resultat:

Es sei ¢ die zundichst auf ¢,
folgende Wurzel der Gleichung

A(t, %, 2)=0;

dann nennen wir den dem Wert

t=1, entsprechenden Punkt P

der Extremalen €, den Bremn-

fto Fig. 114. punkt der Kurve & auf dieser
Extremalen.

Unter denselben beschrinkenden Annahmen wie in § 62, ¢) kann
man dann aus der Doppelschar (129) von Extremalen ein ausgezeichnetes
Biischel herausgreifen, dessen Enveloppe § jede Extremale des Biischels
in dem auf ihr gelegenen Brennpunkt der Kurve & beriihrt.

Fiir dieses ausgezeichnete Biischel gilt dann der Enweloppensatz
in der folgenden Form

Je(P"Q7) = I (P'Q) + J (@ Q"),
Kg.(P"Q") = Ko (P'Q) + K, (Q'Q").

(132)
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Daraus schlieBt man dann wieder wie in § 62, d), dabl das iso-
perimetrische Extremum unter den vorliegenden Anfangsbedingungen
jedenfalls nicht iiber den Brennpunkt P| hinaus bestehen kann:

P, <Pl (111)

¢) Hinreichende Bedingungen:

Der allgemeine Hinléinglichkeitsbeweis fiir isoperimetrische Probleme
mit einem variabeln Endpunkt bietet noch wumgeliste Schawierighkeiten.
Zwar folgt aus dem Bestehen der Formeln (92), daB auch die Hamilton’-
schen Formeln (106) mit ihren Folgerungen fiir jedes von der Kon-

i r=g(, =, l): y=vE, x, ;'): =7 (t; %, R‘) (135}
gebildete riumliche Feld giiltig bleiben.

Aber die Kurve & kann nie einem solchen Felde angehiren;
denn da die Funktionen ¢, ¢, ¢ fiir ¢ = ¢, identisch verschwinden, so

ist auch At x,2) =0.

Hierin besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen dem isoperi-
metrischen Problem und dem Problem ohne Nebenbedingungen (§ 41),
der zur Folge hat, daB man jetzt aus dem Bestehen der Bedingungen
(II’) und (III') nicht mehr ohne weiteres schliefen kann, daB sich
der Bogen €, mit einem riumlichen Feld umgeben liBit. Vielmehr
fiithrt das allgemeine Existenztheorem von § 22, d) hier nur zu einem
uneigentlichen riumlichen Feld, welches gegen den Punkt P, zn in
eine Spitze auslinft und daher fiir den Hinlinglichkeitsbeweis bei
variablem ersten Endpunkt nicht zu gebrauchen ist.

Wenn sich dagegen in einem speziellen Ifall zeigen Lifit, daB ein
den Punkt P, enthaltendes endliches Stiick der Kurve & der Be-
grenzung eines den Bogen &/ (abgesehen von seinem Anfangspunkt P,)
umgebenden rdumlichen Feldes angehort, so laft sich fiir alle Ver-
gleichskurven €, deren zugeordnete Raumkurven €’ (abgesehen von
ihren Anfangspuukten) ganz in diesem Feld verlaufen, die Weierstraf’-
sche Konstruktion mit ihren Folgerungen durchfiihren.

Beispiel XXII.Y) (Vgl. Beispiel 11, pp. 465, 483 und Aufgabe Nr.37 auf p. 151.)

Von dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels nach einem auf dem andern
Schenkel gegebenen Punkt P, eine den Winkelraum nicht verlassende Kurve wvon
gegebener Limge 1 zu ziehen, welche it den beiden Schenkeln eine miglichst grope
Fliche einschlieft.

Der erste Schenkel werde zur positiven x-Achse gewiihlt; der fragliche
Winkelraum werde erzeugt, indem ein vom Koordinatenanfangspunkt ¢ aus-

Y Vgl. dazu Kxeser, Lefirbucl, p. 159,
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gehender Halbstrahl sich von der positiven x-Achse aus in positivem Sinn um
den zwischen 0 und 27 gelegenen Winkel o dreht.
Wir haben wieder das Integral

mit der Nebenbedingung
12
Ve R ae—1
ll

zu einem Maximum zu machen.

Daher folgt aus den Resultaten von § 59, ¢) und § 61, c) zunichst, daB die
gesuchte Kurve ein in positivem Sinn beschriebener Kreisbogen von der Linge I
sein muB, welcher, von einem Punkt P, der positiven x-Achse ausgehend, durch
den Winkelraum « nach dem Punkt P, fiihrt.")

Da ferner im Punkt P, :4{ =0, y, = 0, so reduziert sich die Trans-
versalitiitsbedingung darauf, daB der Kreisbogen im Punkt P, auf der x-Achse
senkrecht stehen mub.

Wir nehmen an, wir hiitten einen diesen Bedingungen geniigenden Kreis-
bogen &, gefunden

E,: & = uy — &, cost, Yy = — L, sint,
Die Doppelschar von Extremalen (129) besteht hier aus den Kreisen
& = % — A cost, y = — Asint, (134)

welche simtlich fiir ¢ = 0 die x-Achse senkrecht schneiden. Die beiden Glei-
chungen (134) zusammen mit der Gleichung

g=—1it (185)
definieren die Kongruenz (133). Daraus erhilt man
Aty %,4) = A(sint — ¢ cos{).

Auf allen Kreisen der Doppelschar (184) wird also der Bremnpunkt der xz-Achse
durch denselben Wert 2570927 127
=y =" 2n
geliefert.
Zur Bestimmung des in (134) enthaltenen ausgezeichneten Extremalenbiischels
erhiilt man nach (88) die Differentialgleichung

cosydx — dl =0,

Daraus folgt, daB das ausgezeichnete Biischel aus denjenigen Kreisen besteht, welche
ihre Mittelpunkte auf der z-Achse haben und die im Brennpunkt P{" an den Kreis

@) gezogene Tangente berithren. Die letztere ist also die Enveloppe § des

Biischels, ein Halbstrahl, welcher mit der positiven x-Achse den Winkel y — =

bildet. 2
') Abgesehen von etwaigen unfreien Losungen (§ 52), welche streckenweise
mit den Schenkeln des Winkels zusammenlaunfen.
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Werden die Variabeln ¢, », 1 auf den Bereich
a: 0<t<y, — < x40, 40
beschriinkt, so bildet die Kongruenz (184), (135) ein riiumliches Feld, welches
den durch die Ungleichungen
J: 2>>0, cosy<g<1

definierten Teil des Raumes ausfiillt.

Zu einem gegebenen Punkt 2, 4, z von J'” erhiilt man den zugehdrigen Punkt
von &, indem man zuniichst die Gleichung

sint — 4t =0
z

nach ¢ auflost; da die Funktion sin¢/t von 1 bis cosy bestiindig abnimmt,
wenn t von O bis y wiichst, so hat diese Gleichung eine und nur eine Lisung
¢ zwischen 0 und y. Die Werte von 1 und = folgen dann aus (134).

Die z-Achse gehiort nicht zu diesem Feld o, wohl aber zu dessen Begren-
zung. Daher liBt sich die Weierstrap’sche Konstruktion durchfiihren und zwar
auf folgende Weise:

Fall I1: 0L m.

Sei § irgendeine von @, verschiedene Vergleichskurve; sie moge von einem
Punkt P, der a-Achse ausgehen. Wir setzen zuniichst voraus, daf sie nicht mit

Fig. 115, Fig. 116.

einem zur x-Achse senkrechten geraden Segment beginnt (Fig. 115). Ist dann P,
ein Punkt von € zwischen P, und P,, so ist die Liinge des Bogens P, P, sicher
grioBer als y,, und v, = 0, da ja die Kurve € ganz in dem Winkelraum e ver-
laufen soll. Daher liegt der Punkt xy, y,, 2, in &, da cosy < 0; wir kinnen
also nach P, von der a-Achse aus einen und nur einen Kreishogen P, P, kon-
struieren, welcher im Punkt P, die x-Achse senkrecht schneidet, in positivem
Sinn beschrieben ist, dessen Zentriwinkel ¢, zwischen 0 und y liegt, und dessen
Linge z, gleich der Linge des Bogens P, P, der Kurve € ist. Die Betrachtung
der Punktion: S(¢) = J,, + J,, fiihrt nun zum WeierstraB’schen Funda-
mentalsatz und mit dessen Hilfe wie in § 64, a) zu dem Resultat: AJ < 0.

Der Beweis ist etwas zu modifizieren'), wenn die Kurve € mit einem zur

) Vgl. hierzu Kxgser, Lehrbuch, p. 148.
Bolza, Variationsrechnung. 34
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x-Achse senkrechten geraden Segment P; Py beginnt (Fig. 116). Fiir einen Punkt P,
zwischen P, und P, gelten dann die vorigen Resultate. Niihert sich der Punkt
P, dem Punkt P, so nihert sich der Kreishogen P, P, dem geraden Segment
P, P, und es ist

L Jy =Ty, L K, = K.

T3 =7;,+0 T, =7,+0
Daraus folgt, daB
Sty + 0) = J,g + Jys = 5., und daher

A = — [S(r, — 0) — S8(z + 0],
woraus, wie oben, folgt, daB A.J < 0.

Wir erhalten also das Resultat: Wenn der Winkel « zwei Rechte nicht
tibersteigt, so liefert der Kreisbogen G, das absolute Maximum fir den Flichen-
inhalt.

Fall 11: m < o< 2.

Hier ist die Weierstraf'sche Konstruktion nicht immer méglich. Trotz-
dem labt sich wenigstens die Existenz eines starken relativen Maximums nach-
weisen. Dazu verbinden wir die beiden Schenkel des Winkels durch zwei mit
E, konzentrische Kreis-
bogen mit den Radien
l —d und R+ d, wenn
R — — 1, den Radius von
&, und d eine hinreichend
kleine positive Grofe be-
deutet, und beschriinken
die Vergleichskurven auf
den zwischen diesen bei-
den konzentrischen Kreis-
bogen gelegenen Teil des
Winkelraums ¢« Ist P,
ein Punkt einer solchen
Vergleichskurve, fiir wel-
chen y, > 0, so gelten
dieselben Betrachtungen
wie im Fall I. Ist dagegen y, <0, so sei P, der Schnittpunkt des Vektors CP,
oder dessen Verlingerung mit dem Kreis €}, und z, die Liinge des Bogens P, P,
von €. Dann zeigt man leicht (siehe Fig. 117), daB

Yp=R+dy,

5~ BE—ds,’
und hieraus ldBt sich schlieBen, daf man d so klein wiithlen kann, daf die Un-
gleichung

cosy <g’ <1
3

fiir jeden Punkt P, jeder ganz zwischen den beiden konzentrischen Kreisbogen ver-
laufenden Vergleichskurve erfiillt ist, welehe nicht mit einem zur z-Achse senk-
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rechten Segment beginnt. Daraus folgt dann wieder die Moglichkeit der
Weierstraf’schen Konstruktion und damit die Ungleichung AJ < 0Y).

d) Weitere Literatur iiber isoperimetrische Probleme:

Schon die letzten Entwicklungen haben gezeigh, daf die Theorie des iso-
perimetrischen Problems noch nicht zu einem #hnlichen Abschluf gelangt ist
wie die Theorie des Extremums ohne Nebenbedingungen. Dies gilt auch von
den Fragen, die wir fiir das letztere in Kapitel VI bis IX im einzelnen durch-
gefiihrt haben. Wir beschriinken uns daher darauf, die wichtigsten hierher
gehirigen neueren Arbeiten zusammenzustellen:

Von diskontinuierlichen Lisungen®) bei isoperimetrischen Problemen handelt
Cararneopory in seiner auf p. 367, Fubnote *) zitierten Dissertation. Insbesondere
wird der Ausnahmefall untersucht, in welchem jede Extremale des Integrals J
zugleich Extremale fiir das Integral K ist.

Fiir isoperimetrische Probleme mit Gebietseinschrinmkung gilt zuniichst der
von Weierstrass herriihrende Satz, daB alle frei variierbaren Bestandteile der
Minimumskurve Extremalen mit demselben Wert i, der isoperimetrischen Kon-
stanten sein miissen. Ferner miissen, wie ebenfalls Weierstrass *) gezeigt hat, in
den Ubergangspunkten in der Bezeichnung von § 52, b) und § 60, b) die Be-
dingungen

B(@ys Yys Py Qsi Py B3 4o) =0, BTy Yy Pyr @5 ParBys By) =0
erfiilllt sein. Andeutungen iiber die Bedfngung entlang der Schranke gibt
Hapavarn, ,,Sur quelques questions de caleul des variations”, Annales de I'Ecole
Normale Supérieure (8), Bd. XXIV, (1907), p. 222.

In derselben Arbeit beschiiftigt sich Haipamarp mit der Aufgabe das
Hilbertsche Existenztheorem auf isoperimetrische Probleme zu iibertragen. Dabei
ergeben sich eigentiimliche Schwierigkeiten, die damit zusammenhiingen, daB
in den Bedingungen von Legendre und WeierstraB die isoperimetrische
Konstante i auftritt. Hier ist schon der Satz von § 33 tiber die Existenz eines
Minimums im Kleinen nicht mehr richtig. Dagegen liBt sich der Usgood’sche
Satz auf das isoperimetrische Problem iibertragen, wie Haux*) gezeigt hat.

An weiteren neueren Arbeiten erwithnen wir schlieBlich noch zwei Gottinger
Dissertationen: Camrns, ,,Die Anwendung der Integralgleichungen auf die zweite
Variation bei isoperimetrischen Problemen® (1907), und Cratnorne, ,,Das rium-
liche isoperimetrische Problem (1907).

1) Hierzu weiter die [bungsaufgaben Nr.11, b) und 26—85 am knde dieses
Kapitels.

%) Vgl § 59, b), Ende, und Kneser, Lehrbuch §§ 45, 46.

%) Vorlesungen 1879, vgl. auch Hancock, Lectures, Art. 206 und Kxeser,
Lehrbuch § 47. Der Beweis folgt leicht nach der SchluBweise von § 60, b);
vgl. dazu Fig. 84,

%) Vgl p. 280, Fubnote *),

34%
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