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Achtes Kapitel.
Diskontinuierliche Losungen.

§ 48. Die WeierstraB-Erdmann’sche Eckenbedingung.

Bei der Formulierung') der Aufgabe, das Integral
J=/:F(x,y,z',y')dt

zu einem Minimum zu machen, haben wir von den Vergleichskurven
vorausgesetzt, dal sie ,gewbhnliche Kurven“ sind, womit wir aus-
driicklich Kurven mit ,Hcken“*) zugelassen haben. Dagegen haben
wir uns in allen bisherigen Entwicklungen auf den Fall beschriinkt,
wo die gesuchte Kurve selbst keine Ecken besitzt.

- Wir wollen uns jetzt von dieser Beschrinkung befreien, indem
wir uns die Aufgabe stellen, nunmehr auch diejenigen Lisungen
unseres Variationsproblems zu bestimmen, welche Ecken besitzen;
solche Losungen pflegt man ,diskontinuierliche Liosungen® zu nennen?)
im Gegensatz zu den bisher ausschlieBlich betrachteten ,kontinuier-
lichen Lisungen®. Dabei sollen die Endpunkte P,, P, der zulissigen
Kurven jetzt wieder fest und gegeben sein.

a) Einleitende Bemerkungen iiber diskontinuierliche Losungen:
Wir setzen zuniichst der Einfachheit halber voraus, die gesuchte

Kurve: x = a(t), y=y(b), L2 L,

) Vgl. § 25, d).

%) Vgl § 25,a). Statt ,BEcke* sagt Cararurovory , Knickpunkt.

%) obgleich die Funktionen x,y selbst stetig bleiben. Gleich bei dem
altesten Problem der Variationsrechnung (Newron’s Rotationskdrper kleinsten
Widerstandes) ergab sich eine solche Diskontinuitit (vgl. § 54) und dann wieder-
holt im Launf der geschichtlichen Entwicklung lei vereinzelten Beispielen. Der
erste, der sich in systematischer Weise mit diskontinuierlichen Ldsungen be-
schiiftigte, war Topmunrer, der in seinem Buch ,, Researches on the Caleulus of
Variations'* (1871) eine groBe Anzahl von Beispielen behandelt, ohne jedoch zu
einem allgemeinen Satz zu gelangen. Die aus der ersten Variation sich ergebende
nEckenbedingung verdankt man Weierstrass und Erpuass (vgl. § 48,b)).

Bolza, Variationsrechnung. 24



366 Achtes Kapitel. Diskontinuierliche Losungen.

welche das Integral J zu einem Minimum macht, und welche wieder
ganz im Innern des Bereiches R liegen mige, hesitze eine FKeke und
zwar im Punkt P,(f = {;). Sie besteht also aus zwei Bogen der Klasse
C', P, P, und P,P,, die im Punkt P, unter einem Winkel zusammen-
stoBen. Der Tangentenwinkel des Bogens
P, P, im Punkt P, sei 8, derjenige des
Bogens P P, im Punkt P, sei 6, BEs
wird ausdriicklich vorausgesetzt, daB

6, — 0, % 0 (mod 2x).

g Fig. 60. Wir betrachten nun zunichst solche
spezielle Variationen P, P, P, der ge-

suchten Kurve P, PjP;, welche das Stiick P P, unveriindert lassen
und nur den Bogen P, P variieren. Dann folgt, wie frither, daB fiir
den Bogen P, P, die im fiinften Kapitel entwickelten notwendigen
Bedingungen (I), (II), (III), (IV) fiir ,kontinuierliche” Lésungen er-
fiillt sein miissen. Ehenso folgt aus der Betrachtung von speziellen
Variationen, welche das Stick P, P, ungeiindert lassen, daB dieselben
vier Bedingungen auch fiir den Bogen P, P, erfiillt sein miissen.

Dieselbe SchluBweise ist auf den Fall von beliebig vielen Ecken
anwendbar und man erhilt so das Resultat:

Jede diskontinuierliche Lisung') setzt sich aus Extremalenbogen der
Klasse C' zusammen, von denen jeder, fiir sich genommen, die Be-
dingungen von LEGENDRE, JAcoBI und WEIERSTRASS erfiillt.

b) Die Weierstrafi'sche Eckenbedingung:

Wir setzen fiir die weitere Diskussion voraus, daf unsere beiden
Bogen P, P, und P, P, Extremalenbogen sind. Die Extremale, welcher
der Bogen P, P) angehort, bezeichnen®) wir mit &, diejenige, welcher
der Bogen PP, angehort, mit €, Ferner nehmen wir an, daB fiir
die beiden Bogen P, P; und P P, die Legendre’sche und die
Jacobi’sche Bedingung in ihrer stirkeren Form erfiillt sind:

F>0, 11
et b < b b < bR (1)
wobei P(f = 1) denjenigen Punkt von €, bezeichnet, dessen konju-

gierter Punkt P, ist, und P;(t =) den auf €, zu P, konjugierten
Punkt.

Y Um MiBverstiindnisse zu vermeiden, mag man hier noch hinzusetzen -
»welche abgesehen von ihren Endpunkten frei variierbar ist*, vgl. §52.

®) €,, €, sind hier in demselben Sinn gebraucht, wie G in § 27, ).
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Wir ersetzen nunmehr die Kurve P, P, P, durch eine benachbarte
Kurve von der Form
G: $=33($)+EE(#), y'_"y(t)_'_‘?’?(t)x tl?t?tgi
wobei E(f), 7(t) zwei willkiirliche Funktionen von ¢ von der Klasse ("
sind, welche in # und f, verschwinden. Das Integral J; ist dann
gleich der Summe?)
4o Y 2
Jg = | F(z,5,%,7) dt + [ F(z,5,2,5")dt.
t to+0
Auf jedes dieser beiden Integrale kémnen wir dann unmittelbar die
Formel (18a) von § 26 anwenden und erhalten
0J = [Ft+ F ql2o=0.
Wihlen wir jetzt das eine Mal die Funktionen 1 so, daB
() + 0, (%) =0,
das andere Mal so, daB
£(t) =0, 1(ty) = 0,
so erhalten wir den folgenden von WEIERSTRASS?) herriihrenden Satz:

In jeder Ecke P, einer diskontinwierlichen Lisung wmiissen die
beiden Gleichungen

F[o=0=FJo+%,  Ffe=0=F,Jo+" @)

erfiillt sein.

" Vgl. wegen der Bezeichnung p. 197, FuBnote ?).

*) Von WeiersTrass schon in seiner Vorlesung im 8. 8. 1865 gegeben.
Siehe Cararmeovory, Uber die diskontinwierlichen Lisungen in der Variations-
rechnung, Dissertation (Gottingen, 1904), p. 3.

Unabhiingig von WeierstraB hat Erpmany (Journal fiir Mathematik,
Bd. LXXXII (1877), p. 21) die entsprechende Eckenbedingung fiir das z-Problem
gefunden und zwar in der Form

fy".rn-[) — fy".’tovi*D (2b)
[— V1 om0 = [— ¥ £, 0.

Diese Gleichungen folgen unmittelbar mittels der Gleichungen (16) von § 25 aus
den WeierstraB’schen. Eine direkte Ableitung derselben ist umstindlicher als
fiir den Fall der Parameterdarstellung, vgl. z. B. Bouza, Lectures, § 9.

Die Eckenbedingung (2) liBt sich nach Warrremore auch aus dem Du-
Bois-Reymond’schen Lemma von § 5, ¢) ableiten; diese Methode 1iBt sich auf
Diskontinuitiiten von kompliziterem Charakter anwenden, ja sogar auf den Fall
von unendlich vielen Diskontinuitiiten, vgl. p. 28, FuBinote *) und p. 29, FuBnote ¥).

24%
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Trotz der Diskontinuitit in der Fortschreitungsrichtung miissen
also die Funktionen F,, F, in jeder Ecke stetig bleiben.

Wir nennen eine Kurve, welche aus zwei Extremalenbogen P, P,
und P, P, zusammengesetzt ist und in P, eine Ecke besitzt, in welcher
die WeierstraB’sche Eckenbedingung (2) erfiillt ist, eine gebrochene
Eztremale.

Da die Funktionen F,, F,, in 2,y positiv homogen von der
Dimension O sind, so lassen sich die Gleichungen (2) auch schreiben:

F (%, Yo, Por 90) = L (%o, Yo, Doy Go)s

" s 2a
. Fgr'(%; Yos Pos To) = Fy'(ml)) Yo» Do To)s (2a)
wobei .
Py = cos b, gy = sin b,

Py = cos 60, o = SIn 50.
¢) Zusiitze und Beispiele:

Die Eckenbedingung laBt sich auch mittels der &-Funktion ausdriicken!).
Es ist niimlich nach der Definition der &-Funktion

& (a, y; cos 6, sinf; cos 6, sin §) = cos g(ﬁ',f — F.)+ siuﬁ(ﬁy, —F,),
und hieraus berechnet man leicht
28 (2, y; 008 0, 8in 0; cos ), sinf)
o0
Daraus folgt, daB die Eckenbedingung (2 a) mit den beiden Gleichungen

&(2,, o3 088, sinf;; cos by, sinf,) — 0,

= —sin§(F, — F,) 4 cos(F, — F).

0 &(x,, 11,3 cosl,, 8inf,: cosf,, sin 6,) § (3)

dquivalent ist. 98,
Andererseits ist aber auch
& (g, 4, ; 080, 5inf,; cosh,, sinf,) = 0, 4)
und aus (3,) und (4) folgt riickwiirts (2 a), vorausgesetzt, dab
6, — 6, = 0 (mod =). (®)

[]]

Aus der Symmetrie der Gleichungen (2 a) in

2 hezug auf 6, und 6, folgt: Schneiden sich zwei

kontinuierliche Extremalen P, P, P, und P, P, P,

im Punkt P, derart, daB fiir ihre beiden Tan-

gentenrichtungen 6, und 6, im Schnittpunkt die

Eckenbedingung (2a) erfiillt ist, so ist sowohl

o - P, P,P, als P, P, P, eine mogliche®) diskontinuier-
3 | Fig. 70. 1 +

liche Lisung.

1 Vgl. Cararurovory, Dissertation, p. 8.
*) Boweit es sich eben um die Eckenbedingung handelt.
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Kombiniert man die Gleichung (3,) mit der Relation zwischen der & Funktion
und der Funktion F) {Gleichung (125) von § 30), so erhiilt man den

Zusatz I: Die Funktion I\ (x,, y,, cos0, sin0) verschwindet wenigstens fiir
einen. Wert von 0 zwischen) 0, und 6,.

Daraus folgt, daf ein Punkt P, in welchem F| fiir keinen Wert von 6
verschwindet, nicht Ecke einer diskontinuierlichen Losung sein kann; bei einem
,reguliren Problem konnen also iiberhaupt keine diskontinuierlichen Lisungen
auftreten.

Zusatz IT: Wenn iiberdies

Fy (s Yos 2oy 80) > 0, B (Zoy Yos 2oy 90) > 0,
s0 nimmt die Funktion ), (x,,y,, cos0, sin0) zwischen') 0, wnd 0, auch negative
Werte an und verschwindet daher mindestens zweimal zwischen 8, und 6.

Denn aus dem Ausdruck (124) von § 80 fiir die &-Funktion folgt dann,
daB die Gleichung (3,) nur dann erfillt sein kann, wenn F, zwischen 6, und 8,
negative Werte annimmt,

- Zusatz IT1:%) Geometrisch sind fiir einen Punkt P, diejenigen Richtungspaare
0,, 0,, welche der Weierstrafi’schen Feckenlbedingung geniigen, dadurch charak-
terisiert, dap die Punkte 0,0, der zum Punkt P, gehirigen Indikatriz die Be-
rithrungspunlkte einer Doppeltangente der Indikatriz sind.

Denn die Tangente in einem belichigen Punkt 6 der Indikatrix fiir den
Punkt P, ist nach Gleichung (128 b) von § 30 gegeben durch die Gleichung

F (2, 4y, co8 8, sin 8) X | (@), Yy, 086, sinf)) ¥ = 1, (6)
woraus unmittelbar folgt, daB die Tangenten
in den Punkten 6, und 6, zusammenfallen, wenn
die Gleichungen (2 a) erfiillt sind, und umgekehxt.
Erinnert man sich der Beziehungen der %
Funktionen & und F)| zur Indikatrix, so kann
man hiernach die Gleichungen (3), (4), sowie die

beiden Zusiitze I und II unmittelbar an der
Indikatrix ablesen.

Verbindet man dies Resultat mit der in
§ 36, a) gegebenen Konstruktion der zu einer ge-
gebenen Richtung transversalen Richtung, so
erhiilt man den

Zusatz TV: Die tm Punkt Py zu den beiden
Richtungen 0, und 0, transversalen Richtungen
fallen zusammen, was librigens auch unmittelbar
aus der Vergleichung der Gleichungen (2) mit Gleichung (2) von § 36 folgt.

Fig. 71.

1y Dabei sind nach § 30, b) die Winkel 6,,8, so zu normieren, daB:

— < 60 —6, ? bl
%) Nach Caratneovory, Dissertation, p. 71 und Mathematische Annalen,
Bd. LXII (1906), p. 465.
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Die’ Konstantenbestimmung fiir eine diskontinuierliche Losung mit einer Kcke
gestaltet sich folgendermaBen: Ist wieder
f@, o B, y=yg{t e f)
das allgemeine Integral der Kuler’schen Differentialgleichung (I), und sind « = «,,
B =B,, resp. « = q,, p =, diejenigen Werte der Integmtmnskonata.nten, welche
den Bogen P, P,, resp. P, P, liefern, und sind ferner ¢, resp. {, diejenigen Werte
von ¢, welche a.uf P, P,, resp. P,P, den Punkt P, liefern, so hat man zur Be-
stimmung der acht unbekannten GroBen
gy o3 ;‘u! ﬁ_o; b,y b by, Eo
folgende acht Gleichungen: Zunichst die vier Gleichungen, welche ausdriicken,
daB der Bogen P, P, fiir t=1t, durch P,, der Bogen P, P, fiir t=1¢, durch
P, geht; ferner die beiden ‘Gleichungen
oy @0y Bo) = f(im E"ul Eo)‘ 9 (tos @y fo} = g(im ;‘ov Bn)’ )
welche ausdriicken, daf die Koordinaten z, y beim Durchgang durch die Ecke

stetig bleiben; und endlich die beiden Gleichungen (2), bei denen die Argumente
auf der linken Seite sind:

f(.tm ‘Yot ﬁo)| ."i(“’m “0! ﬁo)\ ff(tm aov ﬁo)l g;(tm a’o: ﬁo)9
auf der rechten Seite:

f(tov ';01 Eo)- 9(}0, ;o! EO)II f:(Eaa ;ol Bo)! yg(Eo\ ‘_!01 Eo)
Betispiel XIII. (Siehe p. 268.)
F=G,y) Ve +y™
F, (x,y, cos 0, sin 6) = G (z, v),

Da hier

so folgt nach Zusatz I, daB die Punkte der Kurve G'(xz,y)=0 die einzigen
moglichen Ecken von diskontinuierlichen Lisungen sind.
Beispiel XIX: Das Integral

T ' (@ +ydt

BT REs
zu einem Extremum zu ma.chen. Dabei ist unter a eine Funktion von 2 und y
verstanden, Die zuliissigen Kurven sind auf den Bereich: a(z,y)>1 zu be-
schritnken, damit das Integral sicher endlich bleibt,

Die Gleichung der Indikatriz lautet:
e=a-+ cosf,

Dieselbe stellt eine Pascal’sche Schnecke) dar. Bei der Diskussion sind drei Fiille

zu unterscheiden, je nachdem aZE. In den beiden ersten Fillen (> 2) besitzt

die Indlkn.tnx keine reelle Doppeltangente. Ist dagegen 1 <Za <2, so besitzt

) Vgl. G. Loria, Spezielle ebene Kurven, p. 136.



§ 48. Die WeierstraB-Erdmann’sche Eckenbedingung. 371

sie eine reelle Doppeltangente, parallel der 7-Achse; dieselbe beriihrt die Indikatrix
in den Punkten 6 =+, wo f§ durch die Gleichung gegeben ist:

[

cos fil = — = o

Hieraus folgt nach Zusatz III fir diskontinuierliche N

Lisungen das Resultat: <

In denjenigen Teilen der x, y- Ebene, in welchen:
alx,y) = 2, kinnen Leine Ecken von diskontinuierlichen -
Lisungen liegen. Dagegen ist jeder Punkt des durch '
die Ungleichungen: 1 < a(x, y) < 2 definierten Be- -
reiches Feke einer gebrochenen Extremalen. Die beiden
zugehirigen Richtungen 0,0 haben die Amplituden - p.

Fiir die Funktion F, findet man nach einfacher Rechnung, bei welcher es
bequem ist, von den Formeln von § 32, ¢) Gebrauch zu machen,

I, (x, y, cos 0, sin ) = @’ :(%ngz_g_.*n :

Die Funktion F| verschwindet mit Zeichenwechsel fiir 0=+4«, wo &
definierk ist durch die Gleichung

Fig. 12.

COS ¢ = — e
3a

In dem speziellen Fall, wo « eine Konstante ist, sind die Extremalen gerade
Linien. Ist insbesondere 1< a <2, so ist jeder Punkt der Ebene Ecke einer
gebrochenen Extremalen.

Ist der Punkt P, beliebig gegeben, so fiillen diejenigen Lagen des Punktes
P,, welche mit P, durch eine gebrochene Extremale mit einer Ecke verbunden
werden konnen, das Innere des (spitzen)
Winkels aus, welcher von zwei von P, aus-
gehenden Halbstrahlen von den Amplituden f
und — f gebildet wird. Und zwar gibt es
nach jedem solchen Punkt P, allemal zwei
gebrochene Extremalen P, P, P, und P, P, P,

(siehe Fig. 73). Es sind dies gerade die-
jenigen Lagen des Punktes P,, nach welchen
sich keine kontinuierliche starke Losung
ziehen liBt. Dagegen lassen sich von P,
nach jedem Punkt P, in dem angegebenen
Winkelraum unendlich viele gebrochene Ex-
tremalen mit mehr als einer Ecke ziehen, niimlich gebrochene Linien, welche sich
aus Stiicken zusammensetzen, die abwechselnd die Amplituden § und — f haben. ¥)

1) Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 24—29 am Ende von Kap IX.
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§ 49. EKonjugierte Punkte auf gebrochenen Extremalen.')

Wir setzen fiir die weitere Diskussion voraus, daf unsere Kurve
P, P P, eine gebrochene Extremale ist, daB also im Punkt P, die
WeierstraB'sche Eckenbedingung (2) erfiillt ist, und betrachten jetzt
als Vorbereitung fiir die Aufstellung weiterer notwendiger, sowie hin-
reichender Bedingungen die Aufgabe, die Kurve P, P, P, in eine Schar
von gebrochenen Extremalen einzubetten. Dabei halten wir an der
schon in § 48,b) eingefiihrten Annahme fest, daB sowohl fiir P, P, als
auch fiir Py P, die Bedingungen (II') und (III’) von § 32, b) erfiillt sind.

a) Konstruktion einer Schar von gebrochenen Extremalen:

Es ‘vt T = (p(f. a)r y= w(t: a) (\3)

irgendeine Schar von Extremalen, welche den Extremalenbogen P, P,
enthilt, und zwar fir a = a,, und welche den in § 27,d) aufgezihlten
Bedingungen A) bis D) geniigt. Wir
- stellen uns die Aufgabe, auf einer der
Extremalen P, P benachbarten Extre-
malen €, der Schar (8) einen Punkt P (%)
und rugleich eine durch P gehende
Richtung # zu bestimmen, derart, daB
die Richtung 6 der positiven Tangente
der Extremalen €, im Punkt P zu-
sammen mit der gesuchten Richtung 6
Fig. 2 der WeierstraB’schen Fckenbedin-
gung (2a) geniigt.
~ Wir haben dann zur Bestimmung der beiden Unbekannten ¢ und
# die beiden (leichungen

F.(pd a0 0,0l a,v,0aq) —F.(pta),yE a),cos ﬁ, sin 5) ={), 4
F (g, @), vt a), @0 a), ¢t ) — F, (¢t a),v ¢ a,cos 0,sin 6) = 0. &
Fiir den Wert der Funktionaldeterminante der linken Seiten dieser

beiden Gleichungen nach ¢ und # im Punkt P, ergibt eine einfache
Rechnung?) den Ausdruck

V"""c;z + ?I{;BL‘ F: (1)) 2, (10)

) In jhren allgemeinen Umrissen riihrt die Theorie der konjugierten Punkte
auf diskontinuierlichen Losungen von Cararazopory her (Dissertation, $§ 6, 8, 9
und Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), p. 474); im einzelnen durch-
gefiihrt und in wesentlichen Punkten vervollstiindigt worden ist sie von Borza
(American Journal of Mathematics, Bd. XXX (1908) p. 209) und Dxespex
(Transactionsofthe American Mathematical Society, Bd.IX(1908),p.480).
A Fiir die Einzelheiten derselben vgl. Bowrza, loc. cit. p. 211.
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wobei die von CARATHEODORY eingefiihrte GroBe 2, definiert ist durch
8y = po F (24, Yo, Po» 7o) + %Ey(“"’mym Dor o)

— Do (&0, Yoy Pos Bo) — Qo Ly (%o Yoy Pos %0 )-

Daraus folgt nach dem Satz iiber implizite Funktionen das Resultat:
Wenn die Bedingung

(11)

Q40 (12)

erfilllt ist, so lassen sich die Gleichungen (9) in der Umgebung der
Stelle t,, a,, 9 cindeutig nach 1, 0 auflisen, und die Lisung

t = Ha), 0 —0(a) (13)
ist in der Umgebung von a = a, von der Klasse C' und erfiillt die
Anfangsbedingung - B
t(a) = 1y, 0(a,) = 6, (14)
Hiermit ist die Aufgabe, die wir uns zuniichst gestellt hatten, geltst.

Wir setzen in der Folge die Bedingung (12) als erfiillt voraus.
Nun war weiter nach Voraussetzung

F, (%4, 4y, cos b, sin 6,) > 0;
daraus folgt, daB auch
F(g(t@),a), v (t@),a),cos b (), sin 5(@)) =0

wenn nur a — o, hinreichend klein gewiihlt wird. Alsdann kénnen
wir aber nach den Existenztheoremen von § 27,a) durch den Punkt
P in der Richtung # eine Extremale €, konstruieren, die wir mit

@n: T = (p(t? a’)! y == E(t} ﬂ',) (15)

bezeichnen. Den Parameter ¢/ konnen wir so wiihlen, daf auch auf

¢, dem Wert ¢ = t(a) der Punkt P entspricht, so daB also
§t@a) = pt@,a)  Fl@,a) = vit@a).  (16)

Wir erhalten so eine gebrochene Extremale €, 4 €, mit der Ecke im
Punkt P, auf welcher der Parameter ¢ sich stetig iindert.

Lassen wir a variieren, so erhalten wir eine Schar von ge-
brochenen Extremalen, welche die spezielle Kurve P, P, P, fiir a = a,
enthilt. ‘

Die Schar (15) wollen wir die zur Schar (8) ,komplementire
Extremalenschar” nennen.
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b) Die Eckenkurve:
Lassen wir a variieren, so beschreibt die Kcke P eine Kurve

@, welche wir die FEckenkurve') nennen wollen. Definiert man die
Funktionen #(a), (a) durch die Gleichungen

3’(0) = q)(t<a): a’): 37((1') - "[’(t(a')! C&), (17)
wofiir man wegen (16) auch schreiben kann
i(a) = g(ta), a), y(a) = 9 (@), a), (18)

so ist die Eckenkurve in Parameterdarstellung gegeben durch die
Gleichungen 5 . .

& e—ile,  y—ila)
wobei ein gegebener Wert @« = a’ die Ecke fiir die gebrochene Extre-
male €, + €, liefert. ‘

Aus den Definitionsgleichungen (17) fiir die Funktionen #(a),#(a)
kann man dann nach den Regeln fiir die Differentiation impliziter
Funktionen, angewandt auf die Funktion ¢(a), die Ableitungen Z'(a),
#'(a) und daraus das Gefiille tgf der Tangente an die Eckenkurve
im Punkt P berechnen. Inshesondere erhiilt man fiir das Gefille tg 6, der
Kurve € im Punkt P, das folgende Resultat?):

Es sei (¢t = t) der dem Punkt P, zuniichst vorangehende Brenn-
punkt der Schar (8) auf der Extremalen (Eo, ein solcher existiert stets,
wenn der in § 48, b) definierte Punkt P, existiert, wie wir fiir dlB

0
folgende Dlskussmn voraussetzen wollen, und zwar llegt @ nach dem

Sturm’schen Satz zwischen P) und P;. Weiter bezeichne @(f,t) die

in § 29, a) definierte Funktion von WeierstraB, d. h. dasjenige Inte-

gral der Jacobi’schen Differentialgleichung fiir die Extremale €,
welches fiir f = r verschwindet. Alsdann ist

» @Bty + BO, 1)
, 8% = 180, )+ 68,607’ (19)
wobei

«= APy + By B=(2*+ 45" 0 F1 (%) sin (6, — 6,),

7 =—(ByBo+ Coly)y 0 = (4* + 45 °)po F (8) 8in (0, — 0),

Aﬂ=Eo—Lo: B, = ﬂo_Mm (?o=ﬁ;>—No- (21)

Die GréBen L,, M,, N,, resp. Ly, M,, N, sind durch die Glei-
chungen (85) von § 28 definiert, und zwar sind die ersteren fiir den

(20)

Y, Knickpunktskurve* nach Camarneopory, loc. eit.
% Fiir die Einzelheiten der Rechnung vgl. Borza, loe. cit. p. 215.
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Punkt Py und die Extremale §; zu berechnen, die letzteren fiir den
Punkt P, und die Extremale €,

Da die GroBen e, 8, y, 0 von der Wahl der Schar (8), und ins-
besondere von v unabhiingig sind, so folgt:

Das Gefiille der Eckenkurve € im Punkt P, ist dasselbe fiir alle
Eaxtremalenscharen (8), welche denselben Brennpunki ) besitzen, wobei
die Extremalenschar durch den Punkt @ unter den letzteren mit in-
begriffen ist?).

Wir untersuchen jetzt, wie sich das Gefiille tg f, veriindert, wenn
der Punkt ¢) die Extremale €, durchliuft.

Dazu hat man die Ableitung von tg 0, nach 7 zu berechnen. Die
Rechnung, bei welcher man zu beachten hat, daB die durch (11) defi-
nierte Gréfe £, sich auf Grund von Gleichung (87) von § 28 auch
schreiben liBt

Ry = Agpo Py + Bo(PoTo + 90 P0) + CottoTo; (11a)
ergibt das Resultat
d '" — k*sin (8, — 6,) R, &
az 80 = F (x)(y O, i) + m),{tm )’ (22)
wobei & eine von Null verschiedene Grife ist.

Wir machen fiir die weitere Diskussion die Annahme, daf}

8, — 0, = 0 (mod x). (23)

Nunmehr lassen wir den Punkt ¢ die Extremale €, vom Punkt?)
P, bis zum Punkt P, durchlaufen, d. h. wir lassen = von #; bis %,
wachsen. Dabei behiilt nach (22) die Ableitung von tgd, ein kon-
stantes Vorzeichen, da F(r) >0 und die Grofe £, welche von ¢
unabhiingig ist, nach (12) von Null verschieden vorausgesetzt wird.

Fiir = {] und 7z ={, verschwindet @(f,,7), und es wird:

tgly— b — % _ g0,
Hieraus ergibt sich das Resultat:

Wiihvend der Punkt @ die FEatremale €, vom Punlt P, bis zum
Punkt P, durchlingt, dreht sich die Gerade®) 0, um den Punkt P, von
der Anfangslage 0, bestindiq in demselben Sinn wm den Winkel x bis
z2uwr Endlage 0,

) @ erscheint dabei als entartete Enveloppe, vgl. § 47,a) p. 361.

%) Biehe § 48, b), Eingang. i N

%) D. h. die Gerade durch P, vom Gefille tg6,, so dab also die Gerade 0,
(nicht zu verwechseln mit der Richtung 6,) mit der Geraden 6, -+ = identisch ist.
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Dabei passiert sie genau einmal durch die Lage 0,. Den Wert
von 7, fiir welchen dies eintritt, bezeichnen wir mit ¢;,, den ent-
sprechenden Punkt von €, mit F, Dabei ist es fiir die weiteren
Entwicklungen wichtig, zu unterscheiden, ob die Gerade 6, in den
Winkel") zwischen den beiden Zweigen P, P, P P, unserer diskonti-
nuierlichen Lisung eintritt oder nicht. Man erhilt vier Fille, die
durch die beifolgenden Figuren geniigend charakterisiert sind, wobei
zundchst nur der Bogen PP, in Betracht kommt:

Fall I: Q,>0,
a) sin(@—0)>0 | b) sin(f,—0)<0

8y

Fig. 5. 4 Fig. 76.
Fall II: £, <0,
a) sin(6,—0) >0 | b) sin(6, — 6,) <O

Fig. 11

F,

Y) Darunter soll derjenige der beiden von den Halbstrahlen 6, und 6, =
gebildeten Winkel verstanden werden, welcher kleiner ist als 7. Wir werden
diesen Winkel in der Folge kurz den ,,Fckenwinkel“ nennen.
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Wihrend sich der Punkt @ von P, nach E; bewegt, dreht sich
die Gerade 6, aus der Lage 0, in die Lage 6,, und zwar durch den
Eckenwinkel, wenn £, > 0, auBlerhalb desselben, wenn £, < 0. Be-
wegt sich dann ¢ weiter von I, nach P,, so dreht sich die Gerade 8,
weiter aus der Lage 6, in die Lage 6, und zwar auBerhalb des frag-
lichen Winkelraumes, wenn £, > 0, innerhalb, wenn Q, < 0. Liegt @
anf dem stirker ausgezogenen der beiden Bogen P I, E P, so tritt
die zugehirige Gerade 0, in den Eckenwinkel ein.

Aus der vorangegangenen Diskussion folgt zngleich die Um-
kehrung: Zu jeder durch den Punkt P, gehenden Geraden f,, welche
in P, weder den Bogen P, P;, noch den Bogen P, P, heriihrt, gehort
ein und nur ein Punkt @ zwischen P, und P, derart, daB die Ecken-
kurve fiir jede Extremalenschar (8), welche ihren Brennpunkt im
Punkt @ hat, die Gerade §, im Punkt P, beriihrt.

Man erhilt den zu einer gegebenen Geraden éo gehorigen Wert
von 7, indem man die Gleichung (19) nach r auflost. Setzt man die
Werte von «, 3, , 0 ein, so erhiilt man die Gleichung in der Form

(Ao PoPy + Bo(Bodo + Todo) + Codoo) @ty 7)
— (@5 + y3 ) Fy(ty) sin (6, — ;) sin (0, — 0,) ©,(ty, T) = 0;
dabei ist

(24)

Do = cos b, Gy = sin b,

Inshesondere erhilt man die Gleichung fiir den Parameter ¢, des
Punktes F, indem man in (24): 8, = b, setzt.

¢) Definition der konjugierten Punkte fiir gebrochene Extremalen:

Falls der zu P, auf €, konjugierte Punkt P, existiert, wie wir fiir
die weitere Diskussion annehmen wollen, so besitzt anch die zur Ex-
tremalenschar (8) komplementiire Schar (15) einen Brennpunkt
¢'(t =1"), und zwar zwischen P, und P,. Zwischen " und dem
Gefille tg, besteht dann eine Relation (24), die aus (24) dadurch
hervorgeht, daB man die {iberstrichenen und uniiberstrichenen Buch-
staben vertauscht, da man ganz analoge Betrachtungen wie unter b)
auch fiir die Schar (15) anstellen kann. Daraus folgt aber, daB alle
Scharen gebrochener Extremalen, welche den Bremnpunkt ¢) gemein-
sam haben, auch den zweiten Brennpunkt /' gemeinsam haben.

Wir nennen diesen zweiten Brennpunkt ¢ den zuwm Punkt @ auf

der gebrochenen Extremalen €, + €, konjugierten Punki. Derselbe kann
nach dem eben Gesagten auch definiert werden als der Brennpumht
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auf &, der zur Eaxtremalenschar durch den Punkt Q komplementiren
Eztremalenschar.

Durch Elimination von tg#, aus den beiden Gleichungen (24)
und (24) erhilt man die folgende Relation?) zwischen den Para-
metern 7, t7 der konjugierten Punkte ), Q":

(4o Cy — By ) O(ty, 7) Oy, 7")

’ ’ 0 to!
— (5" + %) E (to) (Ao Py + 2 Bypy g0 + Coqp) - 28

Oty 7")

s S 2 - ~ 20t 7" (26
+ (@ + 4" ) F'y () (Ao P+ 2 By Po T + Goqg)@(tm’ Eé: 2] )

= (2> +9,7) (@ +7,%) Fy () Fy () sin?(6,—0, )GQ’P"’M 3@21;,1 3

In Fig. ©5 bis 78 ist die Abhingigkeit zwischen den Punkten
@, Q" angedeutet. So bewegt sich z. B. im Fall I, a) der Punkt @”
von E, nach P/, wihrend der Punkt @ von P; nach F, geht. Be-
wegt sich der Punkt @ weiter von I, nach P,, so bewegt sich der
Punkt Q" von P, nach E,

Dabei hat der Punkt E (¢ = ¢,) die analoge Bedeutung fiir die Ex-
tremale &,, wie der Punkt E, fiir die Extremale §,, d. h. in der Re-
lation (24) entspricht dem Wert v =g, der Wert 8, — 0,.

Die beiden Punkte E,, E,, deren Bedeutung fiir die Frage des
Minimums aus dem folgenden Absatz erhellen wird, sind von
CARATHEODORY eingefithrt worden.

d) Das Analogon der Jacobi'schen Bedingung fiir diskontinuier-
liche Losungen:

Wir werden jetzt unter Festhaltung der Voraussetzungen (12)
und (23) zeigen, dab fiir ein Minimum des Integrals J aufer den
bereits aufgezihlten Bedingungen weiterhin notwendig ist, daf*®)

E, <P, P=P, (26)

wenn P den zu P, auf der gebrochenen Extremalen €+ €, kon-
jugierten Punkt bezeichnet.

') Vgl. Borza, loc. cit. p. 221 und Drespen, loc. cit. p. 483.

*) Der Satz in dieser einfachen Form riibrt von Drespex her, der denselben
mittels der Differentiationsmethode beweist (Transactions of the American
Mathematical Society Bd. IX (1908). Uber die Beziehung zu den ur-
spriinglichen Resultaten von Cararmeovory vgl. p. 8372. Wegen der Bezeichnung
vgl. § 25, a).
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Zum Beweis werden wir uns des Enveloppensatzes, ausgedehnt
auf gebrochene Extremalen, bedienen.

Es mdgen die Gleichungen (8) die Extremalenschar durch den
Punkt P, darste]leu, (15) die dazu komplementiire Schar Wir greifen
irgend eine der gebrochenen
Extremalen der Schar heraus:
€, + €,, und nehmen auf ihr
einen Punkt Py(f) an. Den
Wert des Integrals ./, genommen
entlang dieser gebrochenen Ex-
tremalen vom Punkt P, bis
zum Punkt P, bezeichnen wir
mit % (¢, a). Liegt der Punkt P,
vor der Ecke P, also auf der
Extremalen €,, so gelten fiir
die Funktion u(#, @) und ihre Ableitungen genau die fritheren Formeln
von § 31,¢) und § 44,a). Liegt dagegen der Punkt P; jenseits der
Ecke, also anf der Extremalen €, so ist

Fig. 79. 1

u(t, a) = Jyg + Iy = [ F(t, )at + [ F(t, a)at; 27)
i t

dabei ist zur Abkiirzung gesetzt
EF(t, a) == F(tp ¢, @, v, a), ¢, a) P, “));

F(t,a) = Flot, @), vt a), ¢,t, a), v, a)),
und #' und # sind die Werte von 7, welche auf der Extremalen &,
die Punkte P,, resp. P; liefern. Hieraus folgt zuniichst:

M~ F(t,a), (28)

und weiterhin, wenn man beachtet, dall die auf den Punkt P, beziig-
lichen Glieder ebenso wie in § 31, b) — wo dem Punkt P, der Punkt
P, entspricht — wegfallen,
da l!‘—‘EF ‘p(&_'_ } ¢w+ 3'.&‘;' =t

was sich wegen der Homogeneititsrelation (1{)) von § 25 auch
schreiben lift

0dls @ dt\ | . dty\ =t

=T (90 + 0igg) + Ty (ve + 0ig) [

Nun ist aber f; = #(a), wo t(a) die in § 49,a) ebenso bezeichnete
Funktion bedeuatet, fiir welche die Gleichungen (16) und (17) gelten.
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Daher kommt

a:[ns -~ f o 4
s — (5, @) (@) + Ty, 0) 7 (a).

Ganz ebenso erhilt man, wenn man (18) statt (17) benutzt
by _
0y _ Tt a) g, a) + ffy.(t, @)y, (t, a)

o
— Tty ) ¥ (a) — T, (t, a) ¥ (a),
also schlieBlich

g’Z =T 09,0t a) + F, 0 a)w,(¢ a) (28a)

+ 3 ()| Ty (b, ) — T (&, @) + §"(@)[F, (b, @) — F (&, a)).

Die Ausdriicke (28) und (28a) fiir die partiellen Ableitungen von
u(t, @) unterscheiden sich also von den friiher fiir den Fall eines Feldes
von kontinuierlichen Extremalen gegebenen Gleichungen (144) und
(146) von § 31 nur durch das in dem Ausdruck fiir », in der zweiten
Zeile stehende Zusatzglied. Diescs Zusatzglied ist nun aber auf Grund
der Weierstrafschen Eclenbedingung (2) gleich Null*) Denn dar-
nach gelten im Punkt P, die Gleichungen

frh.r’(fﬁ? a)= ﬁ;—.r'(tar a), fr—y’(ta: a) = ny‘ (5 a);
somit erhalten wir fiir die Ableitungen u,, u, genau dieselben Aus-
driicke wie friiher.

Es sei jetzt § die Enveloppe der komplementiren Schar (15)
(Fig. 79); sie berithrt, wie wir wissen, die Extremale €, im Punkt P[;
der Beriithrungspunkt von €, mit §§ sei P,. Dann folgert man genau
wie in § 44, ¢) den Ernveloppensatz:

Jo, (B By) + J5, (P Py) + J5( Py P) = Je, (P, Py) + Jg, (P Py);
und hieraus folgt weiter wie in § 47, daB im Fall eines Minimums
der Punkt P, nicht jenseits des konjugierten Punktes P liegen darf:

| P, <P (29)
Uberdies muf aber L
E,< P, (30)

sein.?) Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei: P, < F,. Dann
kénnen wir nach den Resnltaten von § 49, ¢) stets auf dem Bogen

) Vgl. Cararueonory, Dissertation, p. 21.
%) Es mub sogar: E, <P, sein, wie sich aus der Differentiationsmethode
ergibt, vgl. Drespex, loc. cit.
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E, P, einen Punkt @ so nahe bei F, wihlen, daB dessen konjugierter
Puankt Q” vor P, liegt. Daher konnen wir nach dem eben be-
wiesenen Satz von ) nach P, eine zulissige Kurve € ziehen, welche
einen kleineren Wert fiir das Integral .J liefert als die gebrochene
Extremale Q P, P,, womit zngleich gezeigt ist, daB auch die gebrochene
Extremale P, P, P, selbst kein Minimum liefern kann.

Aus (30) folgt nach § 49, ¢), daB: P < E®. Somit muB a fortiori

P, < E, (31)

Wir erhalten also zunichst fiir jeden der beiden Punkte P, und
P, fiir sich genommen eine Bedingung, niimlich (30) und (31); auBer-
dem mufl dann zwischen beiden die der Jacobi’schen Bedingung ent-
sprechende Bedingung (29) erfiillt sein.’)

sein.

§ H0. Hinreichende Bedingungen fiir diskontinuierliche Lésungen.

Die Aufstellung von hinreichenden Bedingungen heruht auf der
Konstruktion eines Feldes von gebrochenen Extremalen und auf der
Ausdehnung des Weierstrafi’schen Fundamentalsatzes auf ein
solches Feld.

Wir halten dabei an der bereits in § 49 gemachten Annahme
fest, daB} fiir unsere gebrochene Extremale P, P, P, die Bedingungen

2+ 0 (12)
und B
sin (6, — 6,) 4 0 (23)
erfiillt sind.

a) Konstruktion eines Feldes von gebrochenen Extremalen:?)

Wir betrachten eine beliebige Schar von gebrochenen Extremalen,
die sich zusammensetzt aus der Schar (8) und der dazu komplemen-
tiren Schar (15), und bezeichnen wieder mit @ (¢ = 7) und @"(f =17")

ihre beiden Brennpunkte auf €;, resp. €. Wir nehmen an, es sei
P<@<P, P<Q <P,

und®) der Punkt P, liege zwischen ¢ und /), der Punkt P; zwischen
Py und @”. Dann gelten nach der Definition der Punkte @, @ fir
dle Funktionaldeterminanten der beiden Scharen die Ungleichungen:

) Hierzu die ['bungsaufgaben Nr. 30, 31 am Ende von Kap. IX.

) Nach Cararurovory, Dissertation, § 6 und Mathematische Annalen,
Bd. LXII (1906) p. 474.

%) Vgl p. 383.

Bolza, Variationsrechnung. 25
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Alha)+0, fir 4Zt24,

At a) +0, fir ¢ ZtZt,
Wir konstruieren jetzt in einer ¢, a-Ebene das Rechteck
tx—hlét?tz'*'hz: ;a’_("o;zk: (33)

wobei Ay, hy, I positive GroBen sind.

(32)

T Dasselbe wird durch
/ die Kurve
a a = t=t(a) (34)

4 o & K
/ — wobei t(a) dieselbe
: I @= &~k Bedeutung hat wie in
t=f=h t= i Gk ! §49,a) — in zwei Teile
Fig: %0, zerlegt, die wir mit €L

und @ bezeichnen; im ersten ist ¢ = {(a), im zweiten ¢ = ¢(a).

Das Bild des Bereiches €L in der z, y-Ebene mittels der Trans-
formation (8) bezeichnen wir mit of, dasjenige des Bereiches O mittels
der Transformation (15) mit of Die Bereiche of und of haben das
Bild der Kurve (34), d. h. die Eckenkurve € gemeinsam. Wir
machen noch die Annahme, daf die Kurve P, P P, keine vielfachen
Punkte besitzt. Dann folgt nach § 31, a) aus (32), daB sich die-
positiven GroBen hy, hy, k so klein wihlen lassen, daB die Trans-
formation (8) eine ein-eindeutige Beziehung zwischen € und o, und
gleichzeitig die Transformation
(15) eine ein-eindeutige Bezie-
hung zwischen €L und of de-
finieren, und daf iiberdies

A(t,a)=4=0 in CL,

A(t,a) &= 0 in EL.

Dabei ist es immer noch méglich,
daB die beiden Bereiche of und of
sich teilweise iiberdecken, und dies tritt in der Tat auch stets ein,
wenn die Tangente an die Eckenkurve € in P, auBerhalb des Ecken-
winkels?) liegt, (sieche Fig. 81). Wir setzen daher in der Folge voraus,
daB die Gerade 0, durch den Eckenwinkel geht. Unter dieser Voraus-
setzung 1Bt sich zeigen, daB die beiden Bereiche of und of auBer der
Kurve € keinen Punkt gemeinsam haben, wofern nur die GriBen
hy, kg, k hinreichend klein genommen werden.

D) Vglr.”p. 376, Fubinote ).
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Zum Beweise nehme man an, es giibe, wie klein auch % gewahlt
werden moge, mindestens einen nicht auf € liegenden Punkt, der
gleichzeitig zu of und of gehért. Alsdann 1iBt sich ganz #hnlich wie
in § 22, b) und d) zeigen, daB es dann in jeder Nihe des Punktes
P, Punkte geben miiBte, die, ohne auf € zu liegen, gleichzeitig zu of
und of gehoren. Letzteres ist aber nicht moglich, da bei der voraus-
gesetaten Lage der Geraden 6, alle Punkte von of in der Niihe von
P, auf derselben Seite!) von @, alle Punkte von o in der Nihe von
P, auf der entgegengesetzten
Seite von § liegen miissen.

Man erhilt also das Resul-
tat, daB man die GriBen hy, h,, &
s0 klein wihlen kann, daf die
durch die Gleichungen (8) und
(15) definierte Beziehung zwischen
dem  Rechteck (33) wund dessen
Bild £+ & eine ein-eindeutige ist.
Den Bereich of 4+ of nennen wir
dann ein Feld wvon gebrochenen ‘
Extremalen num die spezielle ge- Fig. 82,
brochene Extremale P, P, P, ¢
Durch jeden Punkt des Feldes geht dann also eine und nur eine (kon-
tinuierliche oder gebrochene) Extremale unserer Schar, fiir welche die
Bedingungen (33) erfiillt sind. —

In dem vorangegangenen Beweis sind wir von einer gegebenen
Schar von gebrochenen Extremalen ausgegangen und haben dann an-
genommen, daf die beiden Punkte P,, P, zwischen den Punkten @
und Q” liegen. Wir wollen jetzt umgekehrt von den beiden Punkten
P, und P, als gegeben ausgehen und uns fragen, unter welchen Be-
dingungen wir die Kurve P, Pj P; mit einem Feld von der angegebenen
Art umgeben kounen.?) Es handelt sich also darum, ob wir den
Punkt @ so wiihlen kinnen, daB P, << @ << P,, P, << Q", und daB
gleichzeitig die Gerade §, in den Eckenwinkel eintritt. Sobald dies
der Fall ist, so brauchen wir nur eine Extremalenschar (8) mit dem
Brennpunkt @ zu konstruieren (z. B. die Schar von Extremalen durch
Q); diese Schar zusammen mit ihrer komplementéiren liefert dann nach
dem vorigen ein Feld von gebrochenen Extremalen um die Kurve P, P, P,.

) Um einen arithmetisch strengen Beweis zu erhalten, wiren hier noch
mancherlei Einzelheiten zu beweisen, auf die wir jedoch nicht eingehen.
% Immer unter Festhaltung der Voraussetzungen (IT") und (IIT") von § 48,b).
25*
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Es sind folgende IFille zu unterscheiden, wobei P;" den dem
Punkt P, auf €, konjugierten Punkt bezeichnet. (Man vergleiche
Fig. 75 bis 78):

Fall 1: 2,>0,

A) P,<P,<E, aso E,<P'<P;.
Alsdann ist fiir die Méglichkeit der Konstruktion eines Feldes der
gegebenen Art offenbar notwendig, daB
P, P-=<2,

da ja aus @ << P, folgt: Q" < P]. Diese Bedingung ist aber auch
hinreichend; denn wir konnen dann @ so nahe bei P, wiihlen, daB

Sa=a i B) E,<P, <P,
Dann lautet die Bedingung fiir P,
P, <P, < P,
Denn wir kionnen dann den Punkt ¢ zwischen P und Zj, so nahe
an F, wihlen, da P, < @" < P;.
Fall 11: 2, < 0.
A) Py< P, < E,.
Hier ist es wnicht mdiglich, ein Feld der gewiinschten Art zu kon-
struieren; denn fiir jede Lage von @ zwischen P; und P, liegt die
Gerade 0, auBerhalb des Eckenwinkels.
B) E,<P, <P, adsc FP,= P <FE;
Hier lautet die Bedingung fiir P,:
Py=tBy== Py,
b) Der Weierstraf'sche Fundamentalsatz fiir ein Feld von ge-
brochenen Extremalen:?)
Wir nehmen jetzt an, unsere Kurve P, P, P, lasse sich mit einem

Feld von gebrochenen Extremalen of + of umgeben, wobei wir der
Einfachheit halber voraussetzen wollen, daf die Schar (8) aus den
durch den Punkt ¢ gehenden Extremalen gebildet ist. Wir definieren
dann das zugehorige Feld-Integral genau wie in § 31,b): Ist Py(z,y)
irgend ein Punkt des Feldes, so geht durch ihn eine und nur eine Feld-
extremale, gebrochen oder nicht, je nachdem P, in o oder in of liegt.

") Im wesentlichen nach Cararmeovory, loc. cit.
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Das Integral J, genommen entlang dieser Extremalen vom Punkt
() — den wir in der folgenden Untersuchung mit P, bezeichnen —
bis zum Punkt P;, ist dann das Feldintegral, das wir wieder mit
W(z,y) oder u(t,a) bezeichnen, je nachdem wir 2,y oder 4, a als die
unabhiingigen Variabeln betrachten, wobei #, @ das Bild des Punktes
Py in der #,a-Ebene bedeutet.

Dann folgt aus den in § 49,¢) iiber die Funktion «(# «) erhal-
tenen Resultaten unmittelbar, daB die Hamilton'schen Formeln (148)
von § 81 aueh im Fall eines Feldes von gebrochenen Fxtremalen bestehen
bleiben.

Daraus folgt aber weiter: Auch der Weierstraf'sche Fundamental-
satz behdll seine Giiltigheit fiir ein Feld vom gebrochenen Eztremalen,
da derselbe eine unmittelbare Folge der Hamilton’schen Formeln ist
(§ 82,).

Bei der Anwendung des Satzes tritt aber eine Schwierigkeit auf,
die bei einem Feld von kontinuierlichen Extremalen kein Analogon
hat: Wie wir in § 48, ¢) gesehen haben, verschwindet die 8-Funktion
im Punkt P, auBerordentlich, wenn nimlich fiir p,¢ und 7,7 die
Richtungskosinus der beiden zur Hcke P, gehdrigen Fortschreitungs-
richtungen 6,6, eingesetzt werden. Die WeierstraB’sche Bedingung
kann also gar nicht fiir den ganzen Bogen P, P P, in der stirkeren
Form (IV”) von § 32, D) erfiillt sein, da dies sicher im Punkt P, nicht
der Fall ist. Ebenso verschwindet die &-Funktion in jedem Punkt
der Eckenkurve auBerordentlich. Aus diesem Grunde liBt sich auch
das Endresnltat, soweit es sich auf die Weierstrafi’sche Bedingung
bezieht, nicht so einfach aussprechen, wie im Fall einer kontinuierlichen
Losung.

Wir fassen zusammen: .

Es sei P, PP, eine gebrochene Extremale, so dafi also im Punkt
P, die Weierstraf'sche Eckenbedingung (2) erfiillt ist. Ferner sei
entlang P, P, P, die Legendre'sche Bedingung in der stirkeren Forin

F, >0, resp. F, >0 (IT)

erfiillt, und es sei im Punkt P,:
2,+9, (12)
sin (6, — 6,) + 0. (23)

Endlich werde iiber die Lage der beiden Endpunkte Py, Py auf den
Extremalen €, und € vorausgesetzt, daf’

E, < P, =< D2, P, =< P, = P (35)
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sei. Daraus folgt dann, daf die Kurve P, P, P, sich mit einem Feld
von gebrochenen Fxtremalen wmgeben 16ft.

Wenn alsdann die Weierstrafsche Bedingung entlang allen Ex-
tremalen des Feldes in der starkeren Form (IV’) erfiillt ist (mit Aus-
nahme der Punkte der Eckenkurve), so liefert die gebrochene Extremale
P, PP, fir das Integral J ein starkes, eigentliches®) Minimum.

c¢) Beziehungen zwischen der GroBe £, und der &-Funktion®):

Nach den Resultaten von § 50, a) scheint es, als ob im Fall
&, >0 auch dann noch ein Minimum eintreten miiBte, wenn die
Punkte P, und P, statt den Ungleichungen (35) den weniger starken
Einschriinkungen

P,<P,<E, P~<P<P,
E <P <P, By By Py
unterworfen werden.

Dies steht aber in direktem Widerspruch mit den friiher als not-
wendig nachgewiesenen Bedingungen (29) und (30). Der Widerspruch
16st sich dadurch, daB die Voraussetzung £, > 0 mit der WeierstraB-
schen Bedingung (IV) unvereinbar ist, wie sich aus der folgenden
Beziehung zwischen der Grofe 2, und der &-Funktion ergibt:

Der Einfachheit halber sei die Extremale §, durch die Bogen-
linge s als Parameter dargestellt

% z = a(s), y=y(s)
Fiihrt man jetzt in die 8-Funktion fiir die beiden ersten Argumenten-
paare: z(s), y(s), 2'(s), y'(s) ein und setzt zur Abkiirzung
8(x(s), y(8); 2" (), y' (©); cos 6, sin ) —= &(s, 0),
so folgt durch Differentiation nach s, bei Benutzung der Definitions-
gleichung (120) von § 30 fiir die &-Funktion und der Differential-
gleichungen der Extremalen €, in der Form (20) von § 26:
8(5,0)=a'()F, +y (s)F, — cos 0 F, — sin 5Fy,

wobei dié_Argumenté von ‘Fz,lf} sind: z(s), y(s), 2'(s),y’(s), dijenigen
von F,, F: x(s),y(s),cos §,sin .

Fiir den Punkt P, folgt hieraus die wichtige von DRESDEN her-
rithrende Relation zwischen der Grife 4y und der & Funktion:

oder

a ’ oy n . —~ =3, b
8, = 38 &(z(s), y(®); 2'(s), ¥ (8); cos O, sinf,) . (36)
) Vgl. Cararaeopory, Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), p. 480,
#) Nach Dzespen, loc. cit. p. 485.
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Nun ist nach (3): 8(s,,8,) = O; ist daher / eine kleine positive
GroBe, so ist B
; E(sy — by 05) = — 23k + h(h);
also schlieBen wir: Wenn auf dem Bogen P, P, die Weierstraf’sche
Bedingung (IV') fiir ein Minimum erfillt ist, so muf
2,20

Zugleich ergibt sich aus der Gleichung (36) ein einfacher Beweis?)
des folgenden Satzes von CARATHEODORY:

Hirt eine kontinuierliche Euxtremale €, in ecinem Punkt P, auf
stark zu sein, so gilt es eine durch den Punkt P, gehende Richtung 6,
welche zusammen mit der Tangentenrichtung 0, der Extremalen €, der
Weierstraf’schen Eckenbedingung geniigt.

Denn unsere Voraussetzung sagt aus, dab

& (sy—h 6) >0
fiir alle hinreichend kleinen positiven Werte von 4 und fiir beliebige
Werte von ), daB diese Ungleichung aber nicht mehr fiir alle Werte

von # stattfindet fir h — 0. Dabei ist die Funktion &(s,) aus der
Funktion 8 von § 32, b) in derselben Weise abgeleitet wie &(s, 8)
aus der & Funktwn Uberdles wird angenommen, daB auch noch im
Punkt P, die Legendre’sche Bedingung in der stiirkeren Form I, >0
erfiillt ist.

Nach dem Vorzeichensatz fiir stetige Funktionen schlieBt man
dann aus dem ersten Teil unserer Voraussetzung, daB &, (s, 0) =0
sein muB fiir alle §; aus dem zweiten Teil derselben folgt daher,
daB es mindestens eine wegen I, (s,) > 0 von 6, verschiedene Richtung 6,
geben muB, fiir welche & (s, 6,) = 0; also ist auch: &(s,, 6,) = 0.

Daher ist

8(sp—hy 0y + 1)) = — Qb + 85(sy, 0)k + «h + BE,
wo « und  mit - und % unendlich klein werden. Wiire nun:
85(84, 0,) # 0, so kénnte man /s > 0 und k so wihlen, daB: &(s,— %,
6, + k) < 0 ausfallen wiirde, was gegen unsere Voraussetzung verstoBt.
Somit muB: 8(s,, f,) = O sein, und damit ist nach (3) bewiesen, daB

die beiden Richtungen 6,, 0, in der Tat der WeierstraB’schen Ecken-
bedingung geniigen,

sein.

') Nach Drespex, loe. cit. p. 486.
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Weiter folgt noch, daB, wenn Q) == 0, die &Funktion beim Durch-
gang durch den Punkt P, auf der Extremalen € stets ihr Zeichen
wechselt.

d) Der Ausnahmefall £, = 0:

Wenn £, =0, so kinnen wir nicht mehr zu einer gegebenen Extremalen-
schar (8) in eindeutiger Weise eine komplementiire Schar konstruieren, und da-
mit wird die Theorie der konjugierten Punkte hinfédllig. Trotzdem lassen sich
auch in diesem Fall hinreichende Bedingungen aufstellen.

Dazu  betrachten wir allgemein (d. h. unabhiingig von einer bestimmten
Voraussetzung iiber &) die folgende Aufgabe, welche bei Cararneopony (loe.
cit. § 6) den Ausgang der ganzen Untersucliung iiber Scharen gebrochener Ex-
tremalen bildet:

Fiir einen in der Nihe von P, gegebenen Punkt Pla,y) zwei Richtungen
0, 0 zu bestimmen, welche der Weierstrap'schen Eekenbedingung (2a) geniigen.

Man zeigt leicht mittels des Satzes {iber implizite Funktionen, daf die Auf-
gabe unter unsern Voraussetzungen stets eine eindentige Losung besitzt, voraus-
gesetzt, daf die Ungleichung (23) erfiillt ist. Die beiden Richtungen seien

Man kann dann nach § 27, a) eine gebrochene Extremale konstruieren, welche
im Punkt P ihre Ecke hat. LBt man jetst den Punkt P eine gegebene, durch
den Punkt P, gehende Kurve € beschreiben, so erhiilt man eine einparametrige Schar
von gebrochenen Iwtremalen, welche die Kurve PP, P, enthilt, wnd welche die
gegebene Kurve © zur Fekenkurve hat. Man zeigt dann weiter, daB fiir diese
Schar

Aty ap) F 0, Ay, a,) F 0,

vorausgesetzt daB die Kurve @ im Punkt P, keinen der beiden Bogen P, P,, P, P,
beriihrt. Daraus folgt, daf die Schar von gebrochenen Extremalen mit der ge-
gebenen Eckenkurve § wenigstens fiir die Umgebung des Punktes P, ein Feld
bildet. Iiir dieses gilt dann wieder der Weierstraf’sche Satz und die sich
daran kniipfenden Folgerungen. Man beachte, daB es bei dieser Ableitung nicht
nitig war, vorauszusetzen, daB £, == 0.

Man kann sich nun weiter nach Cararneopory (loc. cit. § 8) die Aufgabe
stellen, eine Kurve zu konstruieren, welche die Eigenschaft hat, daf in jedem
ihrer Punkte die positive Tangentenrichtung mit der zu demselben Punkt ge-
horigen Richtung 0(x,y) iibereinstimmt. TFithrt man die Bogenliinge als Para-
meter ein, so ist cine solche Kurve einfach durch die Differentialgleichungen

dy

dx
—— = cos (0(x, ¥)), ds

35 = sin (6 (z, y)) (37)

charakterisiert. Aus den Existenztheoremen iiber Differentialgleichungen folgt,
daB man durch jeden Punkt in der Umgebung von P, eine und nur eine solche
w0-Kurve" konstruieren kann. Es gibt also eine einfach unendliche Schar solcher
6-Kurven.
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Ebenso gibt es eine Schar von ,0-Kurven®, deren positive Tangenten-
richtung in jedem ihrer Punkte mit der zu demselben Punkt gehirigen Richtung
@ iibereinstimmt,

Hieran kniipft sich die Frage'): Unter welchen Bedingungen ist eine 0- Kurve
zugleich eine Fatremale? Man findet als notwendige und hinreichende Be-
dingung, dal die Funktion

Q(x,y) = cos O I, (, y, cos 8, sin 0) - sin 0 I, (x, y, cos , sin 0) a3

— c08 0 F, (z, y, cos 0, sin 0) — sin 6 F (x, y, cos 6, sin 9), "

in welcher 6, 6 durch die Funktionen 0(z,%), 0(z, ) zu ersetzen sind, entlang
der betreffenden #-Kurve verschwindet.

Wenn eine Extremale mit einer §-Kurve zusammenfillt, so ist jeder ilirer
Punkte Ecke einer miglichen diskontinuierlichen Losung, in direktem Gegensatz
zu dem fiir den Fall &, <=0 gefundenen Resultat (§ 49, a)). Von besonderem
Interesse ist der Fall, wo &(x,y) identisch in &, y¥ verschwindet. Alsdann ist
jede 6-Kurve einerseits, und jede #-Kurve andererseits zugleich Extremale.
Man erhiilt also zwei bestimmté Extremalenscharen: die eine, mit der Schar
der 0-Kurven identisch, enthiilt den Bogen P, P,. die andere, mit der Schar der
6-Kurven identisch, enthillt den Bogen P, P,. Aus beiden kann man auf unend-
lich viele Arten Scharen gebrochener Extremalen zusammensetzen, indem man
eine beliebige durch P, gehende Kurve G als Eckenkurve withlt und durch jeden
ihrer Punkte einerseits die #-Kurve, andererseits die 0-Kurve zicht.

Beispiel XI1X (Siehe p. 370).
In dem speziellen Fall, wo @ eine Konstante, ist die Funktion
P — Frtyr
aVa' 4y + a2
von z und y unabhiingig, also ist hier & (x,y)=0, Fiir die Losung P, P, P,
von Fig. 73 sind die beiden ausgezeichneten Extremalenscharen die beiden
Scharen paralleler Geraden von der Amplitude § und — f. Brennpunkte sind
hier nicht vorhanden. An der Indikatrix (Fig. 72) liest man ab, daB die Be-
dingungen (II') und (IV) entlang allen Extremalenscharen des Feldes erfiillt sind.
Man erhiilt daher ein starkes, aber uneigentliches Minimum.*

§ Hl. Diskontinuierliche Variationsprobleme.

Wir haben in den vorangegangenen Paragraphen diskontinuierliche
Lésungen von kontinuierlichen Variationsproblemen betrachtet. Die
mathematische Physik liefert jedoch auch Beispiele, bei welchen dis-
kontinuierliche Losungen dadurch entstehen, dafl das vorgelegte Variations-
problem selbst dislontinuierlich ist, bei welchen also die Funktion

) Vgl. Cararneovory, loe. cit. § 8.
%) Hierzu weiter die Ubungsaufgabe Nr. 29 am Ende von Kap. IX.
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F(z,y,2',y) als Funktion ihrer vier Argumente in dem_in Betracht
kommenden Bereich Unstetigkeiten erleidet.

Dies tritt z B. ein bei dem Problem der Brechung des Lichtes.
Die Fortpflanzung des Lichtes in einem durchsichtigen Medium (oder
einem System von solchen) von einem Punkt P, nach einem Punkt
P, erfolgt in der kiirzesten mdoglichen Zeit, d. h. also entlang der-
jenigen Kurve, welche das Integral?)

r!
f = / n(z,y,2) Vet +y'3 + 22 dt
tl
zu einem Minimum macht, wobei %(z,y,2) den absoluten Brechungs-
exponenten des Mediums im Punkt x,y,2 bedeutet.

Hat dabei der Lichtstrahl durch brechende Flichen zu passieren,
so erleidet die Funktion n(z,y,2) an diesen Flichen Unstetigkeiten,
man hat es also in der Tat mit einem ,diskontinuierlichen Variations-
problem® zu tun. Man hat dann das Integral J in eine Summe von
Integralen zu zerlegen, entsprechend den verschiedenen Medien, durch
welche der Lichtstrahl zu gehen hat. Ist die Funktion #» von # un-
abhiingig, und liegen die beiden Punkte P, und P, in der z,y-Ebene,
so liegt auch die Bahn des Lichtes in der z, y-Ebene, und das Problem
reduziert sich auf den einfachsten Typus.

Die Theorie solcher diskontinuierlichen Probleme ist von Briss
und MasoxN?) entwickelt worden, woriiber hier noch kurz berichtet -
werden soll.

Das Problem wird folgendermaBen formuliert:

Unter allen Kurven, welche zwei awf entgegengesetzten Seiten einer
gegebenen Kwrve R liegende Punkte P, und P, verbinden und die Kurve
& nur ein cinziges Mal Freuzen, diejenige zu bestimmen, welche die
Summe der beiden Integrale

o= j "F(z,y,2,y) at,
J =QfF(m:.% xr;y’) dt

zu einem Minimum macht, wobei das erste Integral vom Punkt P, bis
eur Kurve 8, das zweite von & bis sum Punkt P, su nehmen ist.

) Vgl. die Ubungsaufgabe Nr. 18 auf. p. 299 und die dort gegebenen
Literaturnachweise.

* Transactions of the American Mathematical Society, Bd. VII
(1906), p. 325. Kurze Andeutungen iiber diskontinuierliche Probleme hatte
iibrigens schon vorher HiLserr in seinen Vorlesungen (1904/5) gegeben; insbesondere
rithrt die Eckenbedingung (39) von Hilbert her.
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_ Man zeigt zuniichst in bekannter Weise, daB die gesuchte Kurve
P, P,P,, wobei P, den Schnittpunkt mit der Kurve & bedeutet, aus
einem Extremalenbogen P, P, fiir das Integral .J
und aus einem Extremalenbogen PP, fiir das
Integral J bestehen muB, und daB fiir jeden der
beiden Bogen die Bedingungen von LEGENDRE,
Jacosr und WEIERSTRASS erfiillt sein miissen.
Wir setzen dieselben in der stirkeren Form
(11", (11", (IV") voraus. %

Weiter ergibt sich dann zur Bestimmung
der Lage des Punktes P, auf der Kurve &
eine Bedingung, die man am einfachsten daraus
ableitet, daB die Funktion)

3(-'171 Yy, 55(“): _&(a}) + §(’3‘(ﬂ;), ?}(“:‘r Ly yz)l 1 Pig. 28

als Funktion von a fiir a = @, ein Minimum besitzen muB, wenn die
Kurve & dargestellt ist durch die Gleichungen

& a=i@  y=i

und dem Punki P, der Wert @ = a, entspricht. Nach den Formeln
(18) von § 37 erhiilt man hieraus die , Eckenbedingung“

Fo (%0 Yo Pos 40) Do + Fy (%0, Yo, Pos 10) 1o =

Fy(wo: yn,ﬁu;qo)ﬁo + F_f;'(.xo: Yoy Pos f—fu)‘i’ni
dabei bedeuten p,, qo; Do, o5 Por 9o der Reihe nach die Richtungskosinus
der positiven Tangente an die Kurven P, P ; P,P;; & im Punkt P,

Es wird dann weiter die Extremalenschar (fiir das Integral J )
durch den Punkt P, betrachtet. Ist € eine dem Bogen P, P, benach-
barte Extremale dieser Schar und P, ihr Schnittpunkt mit 5? 80 kann
man stets von P, aus eine Extremale € (fir das Integral J) kon-
struieren, welche in P, mit € die Eckenbedingung (39) erfiillt, voraus-
gesetzt, daB der Extremalenbogen PP, die Kurve & im Punkt P,
nicht beriihrt.

Man erhilt so ganz dhnlich wie in § 49 eine zur Extremalen-
schar durch P, ,komplementire Extremalenschar”, welche mit jener
zusammen eine Schar von ,gebrochenen Extremalen® bildet. Fiir diese
letztere Schar gelten dann wieder die Formeln (144) und (146) von
§ 31 fiir die partiellen Ableitungen der Funktion u(?, a), da die wegen
der Unstetigkeit an der Kurve & neua auftretenden Glieder sich infolge
der Eckenbedingung (39) wegheben. Daraus folgt dann, dafl einerseits

) Vgl_i} 37, b).

(39)




392 Achtes Kapitel. Diskontfinunierliche Lsungen.

der Enveloppensatz von §44,c) mit seinen Folgerungen auch hier
bestehen bleibt und andererseits der Weierstraf’sche Fundamental-
satz mit seiner Anwendung auf die Herleitung hinreichender Be-
dingungen.’)

§52. Randbedingungen bei Problemen mit Gebietseinschrinkungen.

Bei unseren bisherigen Untersuchungen haben wir stets voraus-
gesetzt, dafl die gesuchte Kurve ganz im Innern des Bereiches R
der z,y-Ebene liegen sollte, auf welchen die Vergleichskurven be-
schrinkt waren.®) Es kann aber auch Losungen unseres Variations-
problems gehen, welche Punkte mit der Begrenzung des Bereiches
R gemein haben. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, diese Losungen
zu bestimmen; dabei wird sich zugleich eine neue Art von diskon-
tinuierlichen Lésungen ergeben.

a) Die WeierstrafB'sche Randbedingung:
Die hierzu nitigen Uberlegungen gestalten sich besonders einfach
fiir die Aufgabe, das Integral

T =fiy,)da (40)

unter den in § 3 aufgefiihrten Voraussetzungen zu einem Minimum
zu machen.

Dabei ist es bequem, von der Vorstellung einer punktweisen
Variation einer Kurve Gebrauch zu machen, welche in der #lteren
Variationsrechnung eine wichtige Rolle gespielt hat:

Zwischen zwei Kurven

&  y=y)
E: y=y&) + w(x)

konnen wir cine ein-eindeutige Beziehung herstellen, indem wir je
zwei Punkte mit derselben Abszisse z sich entsprechen lassen; und
wir kénnen uns vorstellen, dali die zweite Kurve aus der ersten durch
eine stetige Deformation entstanden ist, bei welcher jeder einzelne
Punkt sich nach einem bestimmten Gesetz entlang seiner Ordinate
bewegt, z. B. indem wir in

und

y(@) + ca(z)

den Parameter ¢ von 0 bis 1 wachsen lassen.

1) Hierzu die Ubungsaufyabe Nr. 32 am Ende von Kap. IX,
*) Vgl. § 3,a) und §25,b), insbesondere die Bemerkungen auf pp. 16, 17.
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Ein Punkt von §,, dessen Abszisse z’ ist, heiBt frei variierbar
in Beziehung auf ein vorgelegtes Variationsproblem, wenn @(z") be-
liebige hinreichend kleine Werte annehmen darf; andernfalls heibit er
unfiet.

Bei einer Kurve, welche ganz im Innern von @R liegt, sind heim
Problem mit festen Endpunkten alle Punkte mit Ausnahme der End-
punkte frei variierbar; und diese freie Variierbarkeit war bei den
Schliissen von § 5 wesentlich. Anders verhiilt es sich bei einer Kurve,
welche Punkte mit der Begrenzung von R gemein hat. Der Ein-
fachheit halber wollen wir voraussetzen, daB die Begrenzung von @R,
auch ,,Schranke genannt, einen Bogen € enthiilt, welcher in der

Form 5 g it}
darstellbar und von der Klasse € ist. Dieser Bogen € soll selbst
mit zu R gehéren, und ebenso mogen alle Punkte, welche iiber")
der Kurve € und in einer gewissen Umgebung von € liegen, zu R
gehoren. Wenn dann die Kurve G, einen Punkt mit € gemein hat,
so ist die Variation dieses Punktes nicht mehr frei, sondern der Be-
dingung
unterworfen.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir jetzt annehmen, die
Kurve §,, welche das Integral J zu einem Minimum macht, setze sich
aus drei Stiicken zusammen: aus
zwei Bogen P, P,, P, P, welche,
abgesehen von den Punkten P, und
P,, ganz im Innern von R liegen,
und aus dem Segment P, P, der
Begrenzung § von Q.

Dann zeigt zundchst die schon
in § 48,a) benutzte Methode der
partiellen Variation, dafl die beiden
oireien“ Bogen P, P, und P, P, /7
Extremalen sein miissen.

Sodann betrachten wir eine
zuldssige Variation von der speziellen Form

y=y(@) + &q(x),

bei welcher die beiden Bogen P, P; und P,P, ungeindert bleiben
und nur das Stiick P, P, variiert wird. Die Funktion 5(z) ist daher

0(@) S0

1) Ein Punkt z,y liegt ,iiber* dem Bogen G, wenn y > ().
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identisch Null in [#,4,] und [z,2,], wihrend in [2;2,] nach der oben
gemachten Bemerkung: en(z) > 0 sein muB. Die Funktion y(2) darf
also in [zya,] ihr Zeichen nicht wechseln; withlen wir: 5(z) = 0, so
darf somit die Konstante & nur positive Werte annehmen. Daher
kénnen wir jetzt aus der Ungleichung?)

AT =¢[J(0) 4 ()] S 0
nicht mehr schliefen: J’(0) = 0, sondern nur: J'(0) = 0.

Nach Ausfiihrung der partiellen Integration von § 5,a) erhalten
wir daher i

_/n(fy . )(zx,zo (41)
wobei die Argumente von fy, f;, sind z,9(z), §'(z). Diese Ungleichung
muB erfiillt sein fiir alle Funktionen % der Klasse (', welche in 2,
und z, verschwinden und iiberdies der Bedingung

>0
geniigen.
Die in § ,b) zum Beweis des Fundamentallemmas der Variations-
rechnung angewandte SchluBweise fithrt jetzt zu dem Satz:
Wenn die Kurve, welche das Integral (40) zu einem DMinimum
macht, ein Segment Py P, mit der Begrenzung™C des Bereiches R gemein
hat, dann mufl entlang diesem Segment die Bedingung erfiillt sein

fy dxf S 0, wenn R iiber Py P, liegt,

- (42)
f,— EE:fv’ < 0, wenn R unter P, P, liegt.

Das erhaltene Resultat 1i8t sich nun unmittelbar auf den Fall
itbertragen®), wo das Integral

t
J =fF(x,y,x',y’)dt (43)
f

zu einem Minimum zu machen ist, und wo sowohl die zulissigen
Kurven als die Kurve € in Parameterdarstellung gegeben sind.
Denn ist P irgendein Punkt des Bogens Py P,, so kann man
stets durch eine Drehung des Koordinatensystems erreichen, daB im
Punkt P: 2" >0. Dam liBt sich die Kurve € in der Umgebung
von P in der Form y = y(x) darstellen, und man kommt auf das

1) In der Bezeichnung von p. 20; vgl. Gleichung (21) auf p. 21.
*) Vgl. die Bemerkungen am Ende von § 25, €).
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frithere Problem zuriick. Es muf daher im Punkt P die Ungleichung
(42) erfilllt sein, aus welcher mit Hilfe der Gleichungen (16) und
(23) des fiinften Kapitels die Weierstraf'sche Randbedingung®) fiir
ein Mivimum fiir den Fall der Parameterdarstellung folgt:

12030, (44)
wenn der Bereich R zur Linken (Rechten) des Bogens Py P, liegt;
dabei bedeutet 7' den Ausdruck (23a) von § 26, berechnet fiir die
Kurve G.

Wenn entlang dem Bogen P, P, der Kurve € die Funktion F|
positiv ist, so gestattet das vorangegangene Resultat eine einfache

geometrische Deutung: Alsdann kénnen wir niimlich nach § 27,a) durch
jeden Punkt P von P, P, eine und nur eine Extremale € konstruieren,

welche die Kurve € in P gleichsinnig?) berithrt. Fithren wir dann

in den Ausdruck fiir 7' die Krimmung 1/# von § im Punkt P ein
und bezeichnen mit 1/r die Kriimmung der Extremalen € im Punkt
P, so kinnen wir unter Benutzung von Gleichung (23b) von § 26
die Bedingung (44) auch schreiben:

t51(zd) e

Fir den Fall, wo & zur Linken des Bogens P, P, liegt, folgt
hieraus:

Wenn: >0, d. h. wenn der Vektor vom Punkt P nach dem
Kriimmungsmittelpunkt 3 von § zur Linken®) der positiven Tangente
an € in P liegt, so muB auch » positiv sein, =
und der Krimmungsmittelpunkt M der Ex-
tremalen & muB zwischen P und M liegen
(oder mit M zusammenfallen). (Fig. 85).

Wenn dagegen: r < 0, d. h. wenn der

Vektor P M rechts von der positiven Tangente
liegt, so muB M entweder (Fig. 86) auf der

Y Von Wemesstrass direkt fir den Fall der
Parameterdarstellung abgeleitet, Vorlesungen 1879;
vgl. Knesir, Lehrbuch p. 177 und Bovza, Lectures, Fig: 85,

§ 29, a). Zum obigen Beweis beachte man noch, daf nach Gleichung (39)
von § 45 die GréBe 7T bei einer Drehung des Koordinatensystems invariant
bleibt.

% D. h. so, daB die positiven Tangenten beider Kurven zusammenfallen

% Vel p. 192,
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entgegengesetzten Seite der Tangente liegen wie M (wenn némlich
r > 0), oder aber (Fig. 87) auf derselben Seite, aber jenseits M (oder
mit J zusammenfallen).

In allen Fillen
mufp also die Extre-
male € in der Umgebung
des Punlites P ganz im
Bercich R liegen, ein
Resultat, das sich nach
den Existenztheoremen
von § 33 a priori er-
warten liBt.

Im Fall des Maxi-
mums (statt Minimums) sind die Zeichen 2 in S umzukehren.

b) Die Weierstraf@’sche Bedingung in den Ubergangspunkten:

Neben der Bedingung (44), die entlang dem Bogen P, P, erfiillt
sein mufl, ergibt sich aus der Betrachtung der ersten Variation noch
je eine Bedingung fiir die Punkte P; und P,, in welchen die gesuchte
Kurve die Begrenzung G von R trifft, resp. verliBt.

Die Grenzkurve € sei durch die Gleichungen

(OF z=2%(a), y=7y) A4;ZalAd,

dargestellt und in ihrer ganzen Ausdehnung von der Klasse C”. Die
Punkte P; und P, migen den Werten ¢ = a; und a = a, entsprechen,

und es sei Aoy & iy < A

Um die Bedingungen in P, zu erhalten, beachten wir, daB die
Funktion

S @y, v, ¥, §@) + [ F@E@, j@), 3 @), § @) da

Fig. 86. Fig. 87.

fiir « = a, ein Minimum besitzen mufl, was auf Grund der Formeln (18)
von § 37 sofort zu der Weierstraf’schen Bedinguny') fiihrt:
Im Ubergangspunkt P, mufs die Bedingung

&2y, Y55 Ps) 55 D3y T) =0 (46)
erfiillt sein, wobei pj,, g, und p,, ¢, die Richtungskosinus der positiven

Tangenten im Punkt P; an die Extremale P, P, bezichungsweise an
die Kurve € bedeuten.

) Weierstrass, Vorlesungen, 1879. Vgl. die Ubungsaufgabe Nr. 33 am Ende
von Kap. IX.
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Wendet man dasselbe Verfahren auf den Punkt P, an, so erhilt
man das Resultat, daB im Punki P, die analoge Bedingung

8(934’ Yss Pas a3 Pas 1) =0 (47)
erfiilllt sein muBl, wobei p,, g, und p,, ¢, die Richtungskosinus der
positiven Tangenten im Punkt P, an die Extremale P, P,, beziehungs-
weise an die Kurve € bedeuten.

In dem besonderen Fall, wo das Problem entlang der Grenz-
kurve € ,regulir“!) ist, folgt aus Gleichung (125) von § 30, daB die
beiden Gleichungen (46) und (47) nur erfiillt sein konnen, wenn™

Ps="Ps: @3 =455 Ps=Ps 9= 45
das heiBt aber: Bei einem entlang der Grenzkurve § reguliren Problem
miissen die beiden Extremalenbogen P, P, und P, P, die Grenshurve §
im Punkte Py, bezichungsweise P, gleichsinnig beriihren.?)
Beispiel® XX :

In der ®,y-Ebene sei eine einfache, geschlossene Kurve § von der Klasse €
gegeben, und zwei Punkte P, und P,, deren Verbindungsgerade die Kurve §
schneidet. Unter allen Kurven, welche die beiden Punkte P, und P, verbinden

Y Vgl. § 27, a).
*) Weierstrass behandelt auch den Fall, wo die gesuchte Kurve der Be-
dingung unterworfen wird, mit der Begrenzung [ nur einen einzigen, nicht vor-
gegebenen Punkt P, gemein zu haben. Durch
ein dem obigen ganz a.na,lon-es Verfahren (siehe
Fig. 88) findet man leicht, daB im Punkt P, die
Bedingung
&(moiyo;pMQG;i'mgo):g(‘rolyn;ﬁo!gn;ﬁmqtp) {“1‘8)
erfiillt sein mub, wenn p,, q,; By, T3 Do, G, der
Reihe nach die Richtungskosinus der positiven
Tangenten der Kurven P, P, P, P,, € im Punkt P,
bedeuten. .
Weierstrass selbst gibt die Bedingung in
der folgenden Form, die sich leicht aus (48)
ableiten liBt:
sin d, :sin d, = 8(w,, Yo Po» Go;
Por 00): 8oy Yo3 Pos €0 Por Qo) (49)

wenn d,, 0, die numerischen Werte der Winkel bedeuten, welche die beiden
Richtungen p,, q,, vesp. p,, g, mit der Richtung ,, g, bilden, so gemessen, daf
beide Winkel ZZ . Vgl. Kxuser, Lehrbuch, p. 173; Bovza, Lectures, pp. 161, 267;
Haxcocr, Lectures, pp. 241—243.

% Vgl. Kxeser, Lehrbuch, p. 178.

Bolza, Variationsrechnung. 26

&
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und nicht in das Innere o der geschlossenen Kurve @ eindringen, die kiirzeste
zu finden.

Hier ist F'— Y/2"* 4+ y"*". Der Bereich & besteht hier aus der ganzen Ebene
mit AusschluB des Bereiches . Die gesuchte Kurve muB aus geradlinigen Seg-
menten und aus Segmenten der Kurve § bestehen. Die letzteren diirfen nicht

konkav nach aupfen sein, da im gegenwiirtigen Fall :_=0 und somit die Be-
dingung (45) lautet: ;20 oder %;0, je nachdem der Bereich & zur Linken

oder Rechten des betreffenden Segmentes liegt.
Da das Problem reguliir ist, so miissen die geradlinigen Segmente die
Kurve G in den Ubergangspunkten beriihren.
9 9

/ 4

Beispiel I: (Siehe pp. 1, 83, 79) F=yVz'* 4+ y'*.

Der Bereich @ ist die obere Halb-Ebene: y > 0; die Grenzkurve also die
a-Achse. Die zuliissigen Kurven sind die Gesamtheit aller gewthnlichen Kurven,
die in diesem Bereich von P, nach P, gezogen werden kénnen. Bei der Be-
handlung des Problems in Parameterdarstellung treten auBer den schon friiher
gefundenen Kettenlinien

y:aChm-;ﬁ (e > 0)

als weitere Extremalen noch die Geraden

anf x = konst"

Da die Kettenlinien die x-Achse nie treffen, so ist die einzige magliche
Liosung, welche ein Segment der x-Achse enthilt, die aus den Ordinaten P, P,,
P, P, der beiden Punkte P , P, und dem sie verbindenden Segment P, P, der
x-Achse zusammengesetzte Kurve. Da entlang der z-Achse

(R
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s0 ist die Bedingung (44) fiir das Segment P, P, erfiillt; und da
&(x, ¥; cos 6, sin@; cos @, sin ) = (1 — cos B — 6)) Y,

0 sind auch die Bedingungen (46) und (47) in den Ubergangspunkten P, und
P, erfiillt.

Diese diskontinuierliche Ldsung ist zuerst von Gowvscmypr?!) bemerkt
worden (1831). Topnunter®) hat bewiesen, dab die gebrochene Linie P, P, P, P,
stets ein starkes relatives Minimum liefert. Nimmt man niimlich anf der Geraden
P, P, einen Punkt P an und schneidet dann auf einer beliebigen von P, aus-
gehenden rektifizierbaren Kurve einen Bogen P, @ gleich | P, P| ab, so ist, wie
man leicht zeigt, die Ordinate M @ des Punktes @ grifer als P, P, es sei denn,
daB der Bogen P, ¢) mit dem geraden Segment P, P identisch ist.

Daraus folgt: Ist € irgend cine von der Goldschmidt’schen Lisung verschie-
dene zulissige Kurve von P, nach P,, deren Linge = | Py P, - | P, P, |, so liefert
die Goldschmidt'sche Losung einen kleineren Wert fiir dus Integral J, als die
Kurve G.

Zum Beweis schneide man auf der Kurve € von P, aus einen Bogen P, @
gleich | P, P, | und von P, aus einen Bogen P, ), gleich | P, P, | ab und wende
das obige L.emma an.

SchlieBlich kann man leicht eine Umgebung der diskontinuierlichen Lisung
P, P, P, P, angeben, derart, daB fiir alle in derselben verlaufenden zuliissigen
Kurven die obige Ungleichung fiir die Liinge erfiillt ist, womit bewiesen ist, daB
die Goldschmidt’sche Lisung in der Tat stets ein relatives Minimum fiir das
Integral .J liefert.

Die diskontinuierliche Losung liefert eine wichtige Krgiinzung unserer
friitheren Resultate iiber kontinuierliche Losungen (p. 81). Bezeichnen wir niim-
lich mit I und II dieselben beiden Bereiche wie auf p. 81 (siehe Fig. 12), so
haben wir frither gesehen, daf nach einem Punkt P, im Innern des Bereiches II
keine Kettenlinie mit der xz-Achse als Direktrix gezogen werden kann. Hier ist
also die diskontinuierliche Lisung die einzige mogliche Losung. Dasselbe gilt,
wenn der Punkt P, auf der Enveloppe ¥ liegt, da die Kettenlinie P, P, nach
§ 47, d) kein Minimum liefert.

Liegt dagegen der Punkt P, im Innern von I, so haben wir zwei Lisungen,
welche jede ein relatives Minimum liefert: eine Kettenlinie und die diskontinuier-
liche Lisung.

Mit diesen beiden Lisungen sind zugleich alle mdglichen Lisungen des
Problems, das Integral

"'.I
I= [yVaTFy T ar
1

zu einem relativen Minimum zu machen, erschopft, wenn wir die trivialen Fiille:
T =%y, Y=0, Y=0
1) Siehe das Zitat auf p. 81, FuBnote #).

% Researches in the Calcwlus of Variations, p. 60, vgl. auch Many E. Sixcraizg,
Annals of Mathematics (2) Bd. IX, p. 151.

26*
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beiseite lassen. Denn jede Losung muB sich zusammensetzen aus einer endlichen
‘Anzahl von Kettenlinienbogen, von geraden Segmenten parallel der y-Achse und
von Segmenten der xz-Achse. Ecken kdnnen nach § 48, c¢), Zusatz I, im Innern
der oberen Halbebene nicht auftreten. Eine einfache Uberlegung zeigt dann,
dafl die beiden gefundenen Lisungen die einzig moglichen Kombinationen dar-
stellen.

Wir werden spiiter') zeigen, daB eine der beiden Losungen stets zugleich
auch das absolute Minimum fiir das Integral J liefert.?)

§ 53. Hinreichende Bedingungen bei Losungen, welche Segmente
der Grenzkurve enthalten.

Wir nehmen an, wir hitten eine Kurve P, P,P,P, gefunden,
welche den bisher als notwendig erkannten Bedingungen geniigt,
d. h. also:

1. Die Bogen P, P; und P, P, sind Extremalen, welche fiir sich
betrachtet den fiir ein Minimum bei festen Endpunkten notwendigen
Bedingungen (II), (IIT), (IV) geniigen;

2. entlang dem Bogen P, P, der Grenzkurve ist die Bedingung
(44) erfiillt;

3. in den Ubergangspunkten P; und P, sind die Bedingungen
(46) und (47) erfiillt.

Uberdies moge der Kurvenzug P, P, P, P, keine mehrfachen Punkte
besitzen. Der Bereich & mége, um die Ideen zu fixieren, zur Linken
des Bogens P, P, liegen.

Briss®) hat gezeigt, daB fiir regulire Probleme diese Bedingungen
auch hinreichend sind fiir ein Minimum des Integrals J, wofern sie
dahin verschiirft werden, daf (III) dwrch (III') und die Bedingung
(44) durch

erselzl werden.
Da das Problem als reguliir vorausgesetzt wird, also F|(x,v, cosy,

siny) =+ 0 fiir jedes y im ganzen Bereich R, so miissen nach § 52, b)
die Extremalenbogen P, P, und P, P, in den Punkten P, und P, die
Grenzkurve € gleichsinnig beriihren.

Da iiberdies insbesondere

I, >0 entlang G, (b1)

T<0 (50)

Yy Vgl. § 57, e). i :

%) Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 33—40 am Ende von Kap. IX.

% Transactions of the American Mathematical Society, Bd. V
(1904) p. 477.
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so konnen wir nach § 52, a) die Bedingung (50) auch schreiben
L 250, (62)

r

Der Beweis von Bliss, bei dessen Darstellung!) wir iibrigens
hier nicht auf alle Einzelheiten eingehen konnen, griindet sich einer-
seits auf die Konstruktion eines zusammengesetzten Feldes, das aus
der Schar von Extremalen durch einen Punkt P, auf der Fortsetzung
des Bogens P, P, tiber P, hinaus und aus der Schar von Extremalen,
welche den Bogen P;P, beriihren, gebildet wird, andererseits auf
die Ausdehnung des WeierstraB’schen Fundamentalsatzes auf ein
solches Feld.

a) Die Schar von Extremalen, welche die Grenzkurve beriihren:

Aus der Ungleichung (51) folgt nach § 27,a), daB wir durch
jeden Punkt P(a) der Grenzkurve

C: e=2a(a), y=jla), 4,TaT 4,

eine und nur eine Kxtremale €, konstruieren kionnen, welche die
Kurve § im Punkt P gleichsinnig berithrt. Wir kionnen den ana-
lytischen Ausdruck derselben sofort mit Hilfe der Funktionen %, %)
von § 27, b) hinschreiben, niimlich
& =X(t; Z(@), i (@), 0@) =gt a), y="9(t; &@), @), 0@)=v(ta). (53)

Dabei bedeutet ¢ die Bogenlinge der Extremalen €,, gemessen
vom Punkt P an, und §(a) den Tangentenwinkel der Kurve € im
Punkt P, so normiert?), daB 6(a) eindeutig und stetig ist entlang
€. Aus den Existenztheoremen iiber Differentialgleichungen folgt,
daB sich eine positive, von a unabhingige®) GroBe ! angeben liBt
derart, daB die Extremale €, mindestens im Intervall: |#| Z 1 existiert.

Lassen wir a variieren, so erhalten wir so eine Schar von Extre-
malen, welche die Kurve € beriihren, und welche durch die Gleichungen
(53) dargestellt sind.

Die Funktionen ¢, 3 geniigen folgenden Anfangsbedingungen:

9(0,a) =2(a),  ¥(0,a)=y(a),
(pr(O? a) = 5"’(“)’ 1,!),(0, a) = ?}' (@),

") Wir weichen dabei darin von Bliss ab, daB wir den Beweis direkt fiir
das Problem in Parameterdarstellung geben, withrend Bliss die Aufgabe zuerst
fiir den speziellen Fall des 2-Problems ldst und dann den allgemeinen Fall der
Parameterdarstellung mittels einer Punkttransformation der Ebene auf jenen Fall
zuriickfiihrt,

%) Vgl. § 34, Gleichung (173,). % Vgl. § 23, a), Zusatz.

(54)
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wenn wir der Einfachheit halber fiir a die Bogenlinge auf der Kurve
@ withlen. Hieraus folgt durch Differentiation nach a

9.(0,0) = Z’(a), ¥,(0,a) = y'(a),

o - 5b
‘Pta(Or a) ==& (a),' tb,a(o, a) =y (a)a ( )
woraus sich fiir die Funktionaldeterminante
_ O(p,)
Alh%) = F4,a)
die Gleichungen ergeben:
A0,0)=0,  A0,8)=1— ;. (56)

Es seien jetzt a,, a, irgend zwei den Ungleichungen
A; < ag< ag, a, <a;< A,

geniigende Grofen; alsdann kann man heweisen!), daB unter den ge-
machten Annahmen die Gleichungen (53) eine ein-eindeutige Beziehung
zwischen dem Rechteck

& O ik a,Zaa,
in der #,a-Ebene und dessen Bild of in der z,y-Ebene definieren, wo-
fern die positive Grofle & hinreichend klein genommen wird. Der

a

Y

;
= a4
8 =iy

L}
t=0 tek ~
Fig. 91. Fig. 92.

Beweis ist jedoch hier wesentlich komplizierter als in dem in § 31, a)
betrachteten Fall, weil die Funktionaldeterminante A(7#,¢) im Recht-
eck @ verschwindet, wie klein auch % genommen werden mige,
nimlich entlang der Seite ¢ = 0.

Das Bild der Begrenzung des Recktecks €L ist eine stetige ge-
schlossene Kurve ohne mehrfache Punkte P;P;P;P,P;. Die Punkt-

) Wir verweisen auf Buiss, loc. cit. pp. 482, 488 und Borza, Trans-
actions of the American Mathematical Society, Bd. VIIT (1907) p. 399.
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menge of ist identisch mit dem Innern dieser geschlossenen Kurve
zunsammen mit der Kurve selbst. Dieser Bereich wird also von den
Extremalen der Schar (53) einfach und liickenlos iiberdeckt, wenn #
und a auf das Rechteck ©L beschriinkt werden. In diesem Sinn
bilden die Extremalen, welche den Bogen Py P, beriihren, ¢in Feld. Es
handelt sich aber nur um ein ,uneigentliches Feld*, da die friiher fiir
ein Feld aufgestellten Bedingungen wegen des Verschwindens der
Funktionaldeterminante hier nicht ausnahmslos erfiillt sind.
Die ,inversen Funktionen des Feldes®, die wir wieder mit

t =t(z,y), a=a(z,y)
bezeichnen, sind stetig im ganzen Bereich of und iiberdies von der
Klasse €’ in allen Punkten von of mit Ausnahme der Punkte des

Bogens P,P,, in denen die partiellen Ableitungen im allgemeinen zu
existieren aufhoren.

b) Konstruktion des zusammengesetzten Feldes:

Wir kombinieren jetzt nach Bliss das im vorigen Absatz be-
trachtete Feld mit dem Feld von Extremalen durch einen Punkt P,
auf der Fortsetzung der Extremalen P, P, iiber den Punkt P, hinaus.

Letztere Schar schreiben wir in der Normalform von § 27, d)

&= &'(‘!; Lo Yo w)= (}.J("’: @), y=9Y(r; Loy Yo, &) = ii’ (7: “)7 (57)

wobei 7 die Bogenlinge bedeutet, gemessen vom Punkt P, aus, und
« den Tangentenwinkel der Extremalen €, im Punkt P,

Die Schar (57) enthilt unsern Extremalenbogen P, P,; dies moge
fiir ¢« = «, statttinden, und dem Punkt P; moge dabei der Parameter-
wert © = 7, entsprechen. Aus unserer Voraussetzung (III’) folgt wie
in § 32, b), daB wir den Punkt P, so nahe bei P, annehmen kinnen,
daB die Schar (57) ein Feld um den Bogen P, P, liefert, wenn 7 und
« auf den Bereich

02 v 7+ dy «—ay <k
beschrinkt werden, wofern die beiden positiven Grofen d; und f,
hinreichend klein gewihlt werden.

Von diesem Feld behalten wir denjenigen Teil bei, welcher dem
Bereich R angehirt; wir bezeichnen diesen Teil mit I (Siehe Fig. 93).

Wie wir gesehen haben, bertihrt der Kxtremalenbogen P, P; die
Kurve € im Punkt P, gleichsinnig; dasselbe tut aber auch die Extre-

male €, der Schar (53), und da iiberdies F; 4 0 entlang ¢, so muB
die Extremale €, im Sinn von § 23,d) die Fortsetzung des Bogens
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P, P, sein, also gleichzeitig der Extremalen « = ¢, der Schar (51)
angehdren. ')

Andererseits berithrt der Extremalenbogen P, P, die Kurve § im
Punkt P, gleichsinnig; er muf also der Extremalen €, der Schar
(h3) angehoren.
Diese Extremale
existiertalsonicht
bloB im Intervall:
0Z¢Z2k, sondern
+in  dem ganzen
. Intervall: 0 = ¢
' Z by, worin £, die
I Liinge des Bogens
P, P, bedeutet; sie
lift sich sogar
nach § 23, d) auf
ein etwas weiteres
Intervall: 0 2 ¢ Z ¢, + d, fortsetzen. Daraus folgt aber nach § 27, ¢),
daB sich eine positive GroBe ky < a; — a, angeben lift, derart, daB simt-
liche Extremalen der Schar (b3), fir welche a, — ky T a Z a, + &y,
im ganzen Intervall: 0 = ¢ Z 4, 4 d, existieren.

Wir behalten nun von dem von den Extremalen der Schar (53)
gebildeten Feld of denjenigen Teil bei, welcher das Bild des Bereiches

02t ag L aZ a,+ ky

mittels der Transformation (53) ist. Diesen Teil von o bezeichnen
wir mit II; derselbe bildet a fortiori ebenfalls ein Feld.
Endlich bezeichnen wir mit III das Bild des Bereiches

EZEZ + dy, a,—kyJal a +ky

mittels der Transformation (53). Auch dieser Bereich bildet ein Feld,
vorausgesetzt, daB d, und k, hinreichend klein gewéhlt werden. Denn
die Funktion A(t,a,) verschwindet nach (56) fiir = 0; daher kann
sie nach dem Sturm’schen Satz (§ 11, ¢)) zwischen 0 und /4, nicht

! Bei der von uns gewithlten Darstellung der beiden Scharen (53) und (57)
erleidet allerdings der Parameter beim Ubergang von P, P, auf den Bogen &
einen Sprung. Dem kann man aber, wo es notig sein sollte, dadurch abhelfen,

daB man zuniichst den Anfangspunkt fiir den Bogen a der Kurve € so wiihlt,
daB @, = 7,, und sodann in der Schar (53) den Parameter ¢ durch ¢t — a ersetzt.

Dabei wird dann auf der Extremalen €, der Beriihrungspunkt mit € durch den.
Wert ¢t = a gegeben,
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noch einmal verschwinden, da nach Voraussetzung (III') der Bogen
P, Py den zu P, konjugierten Punkt nicht enthiilt.

Diese drei Felder I, II, 111 sefzen sich nun zu einem einzigen
Feld A zusammen. Die beiden Felder I und II stoBen entlang dem
Bogen P, P, der Extremalen € _ zusammen, die beiden Felder II und
III entlang dem Bogen PP, der Kurve

Sv=tp(]»',a), y=¢'('1"ra'): 04—1‘5?0?044-’52.

Sonst haben die drei Felder keine Punkte gemein, wofern die Grofen
ky ky, kg, dy, dy hinreichend klein gewiihlt werden.

c¢) Das Feldintegral und der Weierstrafi'sche Fundamentalsatz:

Es sei jetzt P, irgendein Punkt des im vorigen Absatz kon-
struierten Feldes 2l; x,y seine Koordinaten.

Liegt der Punkt P, im Bereich I, so geht durch ihn eine dem
Feld angehorige Extremale PjP, der Schar (57). Unter dem Feld-
integral W (z,y) verstehen wir dann genau wie in § 31,b) den Wert
unseres Integrals ./ genommen entlang dieser Extremalen P P, be-
trachtet als Funktion von z,y. Dann gelten fiir die partiellen Ab-
leitungen von W ohne weiteres die Hamilton’schen Formeln (148)
von § 31.

Liegt dagegen P, im Bereich II 4 III, aber nicht auf der Kurve
€, so geht durch ibn eine dem Feld angehdrige Extremale der
Schar (53); ihr Beriihrungspunkt mit der Grenzkurve © sei der Punkt
P, In.diesem Fall verstehen wir unter dem Feldintegral W (z, )
das Integral J gemommen vom Punkt P, entlang der Extremalen
P,P,P, bis zum Punkt P,, von da entlang der Kurve € bis zum
Punkt P und endlich vom Punkt P, entlang der Extremalen P, P,
der Schar (53) zum Punkt P,, das Integral wieder betrachtet als
Funktion von z, y:

W(z,y) = Joys + j:\m + g (58)

Wir wollen zeigen, daB auch in diesem "Fall die Hamilton schen
Formeln noch gelten.

Der Parameter des Punktes P, auf der Kurve € sei a, derjenige
des Punktes P, auf der Extremalen Py P, sei £ Wir betrachten das
Feldintegral W zuniichst als Funktion von / und @ und bezeichnen
dasselbe, so aufgefaBt, mit u(f, ). Es ist also

fz :
u(t,a) = Jy, -f—'/F(%(a'),g(a'),%'(a i'a’))da’ +Jff(t',a)dt',
dy 0
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wobei die Funktion F(/,a) fiir die Schar (53) durch die Gleichung
(83) von § 27 definiert ist.
Da das Integral J,; von ¢ und @ unabhiingig ist, so erhalten

wir zuniichst u
% — F(t,a) (69)
und weiter unter Benutzung der Lagrange’schen partiellen Integration
O _ P, i@, 7 @), i @) + [Tl )9, (6 0) + F, (6a)w, (6 .

Nun folgt aber aus den Relationen (54) und (55) unter Benutzung
der Homogeneititsrelation fiir F:

T (0,0) 9, (0,a) + "J"y,((), a)¥,(0, a) = F(x (@), §(a), ¥ (@), §' (@));

also kommt

e

T @) g, (ta) + F, ()0, (4, 0). (60)

Wir erhalten also fiir die partiellen Ableitungen von w dieselben
Ausdriicke wie bei einem gewdhnlichen Feld'), und daraus folgt dann
weiter, wenn wir von den Variabeln ¢, zu den Variabeln z,y iiber-
gehen, daB auch fiir die partiellen Ableitungen von W nach # und y
dieselben Formeln gelten wie frither, d. h. eben die Hamilton’schen
Formeln.

Die Definition (5%) des Feldintegrals dehnen wir auch aunf den
Fall aus, wo der Punkt P, auf der Kurve € liegt, indem dann einfach
der Punkt P, mit Py zusammenfillt, weshalb in (58) das letzte Glied
Jge = 0 zu setzen ist.

Die nunmehr fiir das ganze Feld QL eindeutig definierte Funktion
W ist stetig im ganzen Feld, und es gelten fiir ihre partiellen Ab-
leitungen die Hamilton’schen Formeln in allen Punkten von 2L mit
einzig moglicher Ausnahme der Punkte der Kurve €, in denen die
Existenz der partiellen Ableitungen fraglich wird.

Wir ziehen jetzt vom Punkt P, nach dem Punkt P, irgendeine
gewohnliche Kurve G, welche ganz im Feld QL gelegen ist; sie mige
durch die Bogenlinge s als Parameter dargestellt sein.

Dann kénnen wir die Weierstrafi'sche Konstruktion in folgender

Weise anwenden: Ist P, irgendein Punkt von €, so definieren wir

die Funktion S(sy) = W(g,9s) + jus- (61)
Die Funktion S(s,) ist stetig entlang €, und es ist

AT = — 1848 = — [S(s5) — S(sy)].

1 Vel. die Gleichungen (144) und (146) von § 31.
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Da die Hamilton'schen Formeln bestehen bleiben, so findet man fiir
die Ableitung von S, genau wie friiher, in der Bezeichnung von § 32, a),

S'(SB) e 8(-939,%3-',179, QH;.Z_)Q)QII)‘ (62)

Dies gilt zuniichst nur, wenn der Punkt P, nicht auf der Grenzkurve
G liegt. Hat die Kurve G ein Segment mit der Kurve € gemein,
so folgt aus der Definition der Funktion S, daBi S(s,) entlang diesem
Segment konstant ist, also S'(s)) = 0. Da aber fiir ein solches Segment

Dy =1~’9 =Dy, Gy= fl‘J iy, also 8§ = O,

8o bleibt die Formel (62) auch fiir ein solches Segment bestehen.
Wir wollen annehmen, daB die Kurve € nur eine endliche Anzahl
derartiger Segmente enthilt.

Es folgt dann, daB fiir die totale Variation AJ der Weierstraf-
sche Fundamentalsatz (156) von § 32, a) gilt, und da das Problem
als reguliir vorausgesetzt ist, so folgt nach § 30,b), daB A.J > 0, es
sei denn, daB die &-Funktion entlang der ganzen Kurve € verschwinde,

was nicht eintreten kann, wenn die Kurve @ nicht mit dem Kurven-
zug P, P, P, P, zusammenfillt.

Somit ist bewiesen, daB unter den im Eingang dieses Paragraphen
aufgezilhlten Bedingungen der Kurvenzug P, P, P, P, in der Tat ein
starkes Minimum fiir das Integral J liefert.

Beispiel XX (siche p. 397):

Wenn der Bogen P, P, der Schranke & nach aufen konvex ist, so sind die
simtlichen hinreichenden Bedingungen erfiillt, und der Kurvenzug P, P, P, P,
liefert in der Tat ein starkes Minimum.!)

§ H54. Das Newton’sche Problem des Rotationskiorpers kleinsten
Widerstandes.?)

An die Probleme mit (+ebietsbeschriinkung wiirde sich naturgemif
eine Besprechung von Aufyaben mit Gefiillbeschriinkung anschliefen;
auch diese fithren im allgemeinen auf diskontinuierliche Ldsungen.
Da jedoch Aufgaben dieser Art noch wenig untersucht worden sind?),

Y) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 34, 35, 38—40 am Ende von Kap. IX.

*) Wegen der Literatur vgl. Pascar, Variationsrechnung, § 30; vgl. auch
oben p. 95, FuBnote '), die sich iibrigens auf einc andere Formulierung des
Problems bezieht (ohne Gefillbeschriinkung).

%) Eine Aufgabe dieser Art behandelt Zemmzro, Jahresberichte der
Deutschen Mathematikervereinigung, Bd. XI (1902), p. 186 (siche U!mnys-
aufgabe Nr. 41 am Ende von Kap. IX). Vgl. auch Beispiel VIIL, p. 34 und Ubungs-
anfgabe Nr. 35 auf p. 149,
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so begniigen wir uns damit, ein hierher gehdriges, nach verschiedenen
Richtungen interessantes, klassisches Beispiel im einzelnen durchzu-
fiithren, das Newton’sche Problem des Rotationskérpers von kleinstem
Widerstand.

a) Analytische Formulierung der Aufgabe:!

Wir betrachten den Rotationskirper, der durch Rotation der
Kurve ABD um die z-Achse erzeugt wird. Dabei soll der Punkt

¥
A
& B
T ’./
P~ 1L
E A Q
<A & N D
~ 3 M:
~
Vo4 5 o
I 4
¢’ -
~ B"

Fig. 94.

Komponente P M senkrecht dazu.

A auf der 2-Achse liegen; wir withlen
ihn der Einfachheit halber zum Ko-
ordinatenanfang. Der Punkt B liege
in der oberen Halbebene, sodaf) seine
Ordinate D I} positiv ist. Dieser Ro-
tationskirper bewege sich mit kon-
stanter (feschwindigkeit 7~ in der
Richtung der negativen z-Achse in
einem widerstehenden Medium, das
aus gleichen, gleichmiBig verteilten,
in Ruhe befindlichen materiellen Teil-
chen besteht.

Ist dann die Meridiankurve 4 B
durch einen Parameter ¢ dargestellt,
der von #, bis #, wiichst, so erhilt
man nach NEwToN') fiir den Wider-
stand, welchen der Rotationskorper

) Principia philosophiae natwralis, Buch II, Sect. VII, Prop. XXXIV, Scholium
(1686). Newton geht von der Bemerkung aus, daf die Wirkung des Zusammen-
pralls des Korpers und der Teilchen des Mediums dieselbe ist, als wenn der
Ktrper ruhte und die materiellen Teilchen mit derselben Geschwindigkeit 17 in
der Richtung der positiven z-Achse gegen den Korper geschleudert wiirden.
Der StoB eines einzelnen Teilchens, das im Punkt P den Rotationskorper trifft,
mige nach Grife und Richtung durch den Vektor P¢ = f dargestellt werden
(siehe Figur 94), man zerlege denselben in eine normale Komponente PN und
eine tangentiale Komponente PT'; letztere ist ohne Wirkung auf den Korper,
wenn die Reibung vernachlissigt wird. Die normale Komponente PN zerlege
man weiter in eine Komponente PL in der Richtung der z-Achse und in eine

Gleichzeitig trifft ein zweites Teilchen mit

derselben Geschwindigkeit den Rotationskérper in dem zum Punkt P in Be-
ziehung auf die x-Achse symmetrischen Punkt P’. Die analoge Zerlegung fiihrt
zu einer Komponente P’'M’ in der Richtung der y-Achse, welche mit der Kom-
ponente PM in derselben Geraden liegt, ihr absolut gleich, aber entgegengerichtet
Von dem Stof P@ bleibt daher nur die Komponente PL = fsin®*6 als
‘wirksam iibrig, wenn 6 den Tangentenwinkel der Kurve 4 B im Punkt P bedeutet.
Sei jetzt m die Anzahl derjenigen Teilchen, welche in der Zeiteinheit durch
die Flicheneinheit der durch Rotation der Ordinate AC= DB um die a-Achse

ist.
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erfihrt, (abgesehen von einem von der Gestalt der Kurve AB un-
abhingigen numerischen Faktor) das bestimmte Integral

¢
1
J = f f}-’w- (63)
to

Aus physikalischen Griinden kann man schlieBen?), daB man sich
dabei auf Kurven AB zu beschrinken hat, fiir welche 2"’ < 0 und
y" = 0. Daher formulieren wir nunmehr unsere Aufgabe analytisch
folgendermafen:

Das Integral (63) soll zu einem Minimum gemacht werden in Be-
ziehung auf die Gesamtheit aller gewohnlichen Kurven, welche wvom
Koordinatenanfangspunlt A nach einem gegebenen Punkt B im Inneren
des ersten Quadranten gezogen werden kinnen, und welche iiberdies der
Gebietsbeschrdinkung
y>0 fir t,<tZt, (64)

entstehenden Kreisfliche hindurchgehen. Dann hat die Resultante der Stibe,
welche der Rotationskdrper in der Zeiteinheit erfithrt, d. h. eben dér Widerstand,
den Wert

n):/‘;inz Odw,

wenn dw ein Element dieser Kreisfliche ist. Indem man in letzterer Polar-
koordinaten mit dem Pol A einfiihrt, kann man schreiben

do=ydydy

und erhiilt so, da der Winkel # von ¢ unabhiingig ist, den Widerstand durch

das bestimmte Integral
Ya

2':z-nf/;in! Bydy
0

ausgedriickt, woraus sich durch Ubergang zur Parameterdarstellung die obige
Formel (63) ergibt.

Die Newton’schen Hypothesen und die daraus gezogenen Folgerungen
werden iibrigens durch das Experiment nicht bestitigt, vgl. dariiber Enecyclopddie,
IV C, (Finsterwalder), p. 164.

Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 42, 43 am Ende von Kap. IX.

) Diese wichtige Bemerkung hat znerst Aveusr gemacht, Journal fiir
Mathematik, Bd. 103 (1888), p. 1. Wire &’ < 0 fiir Teile der Kurve 4B, so
wiirden in der Oberfliche des Rotationskorpers | trichterformige oder ringformige
Vertiefungen entstehen, bei denen ein wiederholtes Anprallen der Luftteilchen
unvermeidlich wiire, was eine bedeutende Vermehrung des Widerstandes zur
Folge hiitte.’* Wiire "< 0, so wiirden luftverdiinnte Riiume entstehen, welche
ebenfalls den Widerstand vermehren wiirden. Die mathematischen Folgerungen,
welche August aus diesen physikalischen Bemerkungen zieht, sind iibrigens in
wesentlichen Punkten falsch.
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und der Gefallbeschrdankung
) ¥50, ¥SO fir 4,TtZ4 (65)
geniigen.
b) Die Newton’sche Kurve:
Wir betrachten zunichst einen Bogen der Minimumskurve von
der Klasse (', fiir welchen
z2'>0, gy >0 (66)
Bei Anwendung der Schliisse von § 26, a) auf einen solchen Bogen
folgt aus der Gefillbeschriinkung (65) keine weitere Einschriinkung
der dort mit &, 5 bezeichneten Funktionen; der Bogen muB daher der
Euler’schen Differentialgleichung geniigen'), woraus sich sofort das
erste Integral®) ergibt e
@iy " (67)
wobei a eine Konstante bedeutet, welche wegen (64) und (66) positiv
sein mul.
Zur weiteren Integration®) der Differentialgleichung (67) setzen wir
‘;‘l: — g = cotg 6, (68)
unter # den Tangentenwinkel der Kurve im Punkt ¢ verstanden. Dann

folgt aus (67)
y= a(1 499 (69)

q H
und hieraus nach (68)

o =a(— ; +2¢ + 3¢°) ¢/,

z=a(g’+ ¢ —logq) +b. (70)

Die Gleichungen (69) und (70) stellen das allgemeine Integral der
Euler’schen Differentialgleichung dar, wenn man darin noch g durch
eine solche Funktion von ¢ ersetzt, fiir welche die Bedingung (66)

erfiillt ist.
Die allgemeinste Extremale geht also aus der speziellen Kurve

X=¢"+3¢"—logg= X(g),
y— Q.::H’)! = Y(q)

1) Vgl. die analoge Bemerkung aunf p. 34.

%) Schon von Newrox angegeben, loc. eit.

%) Dieselbe ist zuerst von L’Hospirar ausgefiihrt worden (1699), etwas spiter
und unabhiingig davon von Jomany Bervournr, vgl. des letzteren Opera Omnia,
Bd. I, pp. 807, 311, 315.

und somit

(1)
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durch die Ahnlichkeitstransformation
r=aX+b, y=aY

hervor.
Fiir die Diskussion der Kurve (71) hat man
ren (888 —1)(g*+ 1) ‘ (3¢ —1)(¢*+1)
X~ CE=NCED g Go' 0

T o .
X'(q)Y"(q) — ¥'(g) X"(g) = — 1 13;«'(“* +,

b

woraus sich die schon von ¥
L’HosPITAL angegebene Gestalt A
der Kurve ergibt: Wiichst ¢

von 0 big 1/)/3', so nehmen X
und Y von + oo anfangend
bestéindig ab, und die Kurve
ist konvex gegen die x-Achse.
Fiir ¢ = 1/1/3' hat die Kurve
eine Spitze, deren Tangente mit
der positiven X-Achse einen
Winkel von 60° bildet. Wiichst ¢
weiter von 1/)/3' bis A s
+ 0o, so wachsen X AN
und Y bestiindig bis - .
zum Wert + oo, und <
die Kurve ist konkav %> & »X
gegen die X-Achse Fig. 95.
(siehe Fig. 95). Zu-
gleich folgt, daB fiir den konvexen Zweig: { — l/g, fiir den konkaven:
t = q ein zuldssiger Parameter ist.

Die Legendre’sche Bedingung nimmt fiir unsern Bogen die
Form an:

v 2y(Bg*—1) =
. B=yrarer>0
d. h.Y .
‘S5 (12)

Somit kann nur ein Bogen des konkaven Zweiges der Kurve Bestand-
teil unserer Minimumskurve sein.
SchlieBlich lautet die Weierstraf’'sche Bedingung®)

ysin® (0 — 0) sin (20 + ) S0

) Wohl zuerst von SivaeeLie angegeben. * Vgl. p. 246.
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fiir alle Werte von # im Intervall
0<8Z T,
und zwar nur fiir diese, da auch die Vergleichskurve, mit deren Hilfe

die Weierstrafi’sche Bedingung abgeleitet wird (vgl. p. 241), der Be-
dingung (65) geniigen muB. Darans folgt aber, daB

02823 (13)

q> 1 (73a)
Einen Bogen einer Kurve (69), (70), fir welchen g > 1, werden
wir in der Folge kurz einen Newton’schen Bogen nennen.

¢) Bestimmung des Winkels an der Stirnfiéiche:

Wir zeigen jetzt weiter, daB ein Bogen der Minimumskurve von
der Klasse ', welcher nicht in seiner ganzen Ausdehnung der Be-
dingung (66) geniigt, entweder ein Segment einer Geraden x = konst.,
oder aber einer Geraden y = konst. sein muf.

Denn angenommen der Bogen, der dem Intervall « < ¢ < 8 ent-
splechen moge, enthielte einen Punkt t', in welchem z'y" > 0, so folgt
nach § 2, a) und A III 2, daB es ein in [aﬂ] enthaltenes Intervall
[e'B’] geben mub, derart daB z'y’ >0 fiir ¢’ <{<j3’, dagegen z'y' =0
fiir £ = «’, auber wenn ¢’ = ¢, und 2"y’ =0 fiir t= 4", auBer wenn ' =j.
Nach dem unter b) bewiesenen muf also der betrachtete Bogen fiir
' <t<f' der Differentialgleichung (67) mit einem positiven Wert
der Konstanten « geniigen. Indem man dann ¢ gegen «’, resp. 8’ kon-
vergieren lifit, zeigt man, daB z'y" weder in «’ noch B° verschwinden
kann, daB also «'=e, = f sein mub, und z'y" >0 im ganzen
Intervall [«f], was mit unserer Annahme im Widerspruch steht.

Somit mufl 2"y =0 sein in [¢f]. Nunmehr AEIgt man durch
Anwendung derselben Schlufiweise auf den Faktor z', dal entweder
2’ =0 in [«ff] oder y" =0 in [«f], wobei man noch davon Gebrauch
zu machen hat, dal bei einer gewihnlichen Kurve 2’ und ' nie
gleichzeitig verschwinden.

Die Minimumskurve, falls eine solche iiberhaupt existiert, muB
sich also aus einer endlichen Anzahl von Stiicken zusammensetzen,
von denen jedes einzelne ein Newton’scher Kurvenbogen, oder ein
Segment einer Geraden z = konst. oder ein Segment einer Geraden
y = konst. ist.

sein muf, d. h.1)

) Diese Bedingung findet sich wohl zuerst explicite bei Wavrox, Quar-
terly Journal, Bd. X (1870), p. 844, implicite jedoch schon bei Newron, loc.
cit., vgl. Ubungsaufgabe Nr. 43 am Ende von Kap. IX.
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Wir haben nun zu untersuchen, welche Kombinationen dieser
drei Bogenarten, die wir der Reihe nach mit N, X, Y bezeichnen,
méglich sind, und welche Bedingungen in den Ubergangspunkten er-
fiillt sein miissen. In einem solchen Ubergangspunkt sind folgende
sieben Fille moglich: N'N”; NX, XN; NY,YN; XY, Y X.

1. N'N”: Ein Punkt P, in dem zwei verschiedene Newton’sche
Kurven aneinanderstofen, ist frei variierbar, da fiir beide Bogen die
Ungleichungen (66) erfiillt sind. Man kann also direkt die Schliisse,
die zur Weierstrall’schen Eckenbedingung (2) fithren, anwenden. Da

F,(z, y, cos p, sin ) = 2y sin p(3 cos? y — sin?yp)
fiir keinen Wert von y zwischen 0 und : verschwindet, so folgt aus

§ 48, ¢), Zusatz I, unter Beriicksichtigung der Bedingung (73), daB
dieser Fall unmoglich ist.

2, NX und XN: Ein Punkt P, in welchem ein Newton’scher
Bogen und ein Segment # = konst. aneinander stofien, ist zwar in der
Richtung der y-Achse frei variierbar, nicht aber in der Richtung der
ax-Achse wegen der Bedingung 2 > 0. Da, wie man leicht verifiziert,
auch die Gerade z — konst. der Euler’schen Differentialgleichung ge-
niigt, so muB die Weierstraf’sche Eckenbedingung, soweit sie sich
auf eine Variation in der Richtung der y-Achse bezieht, erfiillt sein;
es muB also im Punkt P,

- +
‘F.'!‘ - Fy'
sein; das fithrt auf die Bedingung
y3¢'+1)
1+499° g
aus welcher folat
g=1

Fiir die Kombination N X kann diese Bedingung nie erfiillt sein,
da hier im Punkt P, notwendig ¢ > 1 sein muB. Wohl aber ist die
Kombination X' N moglich, d. h. ein gerades Segment parallel der
y-Achse, an welches sich ein Newton’scher Bogen unter einem Winkel
von 45° gegen die positive y-Achse anschlieBt.

3. NY und YN: Die analoge SchluBweise zeigt, dafl hier die
Bedingung ~ "
B B,
erfiillt sein mubl, was auf einen Widerspruch fiihrt.

4. XY und YX: Dal auch diese Kombinationen unmiglich sind,
zeigt man durch Abschriigen der Ecken (siehe Fig. 96). Denn bildet

Bolza, Variationsrechnung. 27
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die Gerade P, P, mit der positiven z-Achse den Winkel «, so ist
Iy = (U7 — ¥3)s

s =3 — y3) sin® .
Da ein Newton’scher Bogeu nie die z-Achse erreicht, so ergibt
sich aus den bisherigen Entwicklungen das folgende Resultat, bei
2

dagegen

B
> x

Fig. 6. Fig. 97.

dessen Formulierung, wie iiberhaupt in der weiteren Diskussion, wir
P, und P, statt 4 und B schreiben:

Wenn unsere Aufgabe iiberhaupt eine Lisung besitzt, so muf sich
dieselbe aus einem Segment Py P, der y-Achse und aus einem Newton’-
schen Bogen P,P,, welcher im Punlkt P, eimen Winkel von 45° mit
der positiven y-Achse bildet, zusammensetzen.')

d) Konstantenbestimmung: ?)

Es sind jetzt die Integrationskonstanten ¢ und b so zu bestimmen,
daB die Kurve (69), (70) durch den gegebenen Punkt P, geht und
(he posmve y-Achse unter einem Winkel von 45° schneldet

1 DaB bereits Newron dieses Resultat bekannt war, ergibt sich aus seiner
Bestimmung der Integrationskonstanten a in der Gleichung (67), welche er, aus
seiner geometrischen Einkleidung ins Analytische iibersetzt, folgenderma.Ben
schreibt: ya y:

a+q¢%°

unter y, die @rdinate des I'unktes P, verstanden. Ich verdanke diese Bemerkung
Herrn WebperBURN.

Unabhiingig von Newrox ist der Satz, daB der Tangentenwinkel an der
Stirnfliche 45° betragen muB, von Armanmzi bewiesen worden (Annali di Mate-
matica (3) Bd. IV (1900) p. 131), und zwar unter folgender Formulierung der
Aufgabe: Von einem unbekannten Punkt P, der y-Achse nach einem gegebenen
Punkt P, eine Kurve zu ziehen, fiir welche die aus der Rotation der gebrochenen
Linie P, P, P, entstehende Oberfliche ein Minimum des Widerstandes liefert.

#) Na.t.h KxEsEr, Alchn der Mathematik und Physik (3), Bd. IT (1902),
p. 278.
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Die letzte Bedingung, analytisch ausgedriickt, lautet

aX(1l)+b=0,
woraus folgt
bh=—aX(1)=—ia
Tragen wir diesen Wert in (70) ein und schreiben der Uberein-
stimmung mit unserer sonstigen Bezeichnung halber ¢ statt ¢, so er-

halten wir fiir die Schar von Newton’schen Kurven, welche die
y-Achse unter einem Winkel von 45° schneiden, den Ausdruck

z=alf + 3 —log t — £] = (4, ),

a(l+t%*

Y= =v( a) ] (9

In diesen beiden Gleichungen haben wir z,y durch z,, y, zu ersetzen
und dann nach ¢ und @ aufzulésen. Durch Division der beiden Glei-
chungen erhalten wir zunichst zur Bestimmung von ¢ die Gleichung

@, '+ §t°—tlogt—Jt _ )
e - (1 + tﬂ)! T x(t)'! (75)

nun ist
" X @i 1
1) =gag| 3 + 1+t +logt]

stets positiv fiir £~ 1, und

1(1)=0, z(+ o) =+ oo
Daraus folgt, daB die Gleichung (75) eine und nur eine Wurzel ¢t > 1
besitzt. Ist dieselbe gefunden, so erhilt man « aus der Gleichung

a(1l 4 t%*
.

Ys

Somat gelht durch jeden Punkt Py im Inmern des ersten Quadranten
eine und nur eine Newton’sche Kurve, welche mit der positiven y-Achse
einen. Winkel von 45° bildet, und daher konnen wir vom Koordinaten-
anfangspunkt P, nach jedem Punkt P, im Innern des ersten Quadranten
einen und nur einen Kurvenzug P, P, P, der verlangten Art ziehen.

e) Hinlédnglichkeitsbeweis:')

Das vorangehende Resultat zeigt zugleich, daB die Extremalen
der Schar (74) bei Beschrinkung der Variabeln ¢ und a auf den

Bereich 151, a =00 (76)
ein Feld bilden, welches den ersten Quadranten
>0, y>0 (77

Yy Zuerst von Knesen gegeben, loc. cit. p. 274.

1o
=1
;



416 Achtes Kapitel. Diskontinuierliche Losungen.

einfach und liickenlos iiberdeckt, da iiberdies die durch Auflésung
der Gleichungen (74) nach t und a erhaltenen inversen Funktionen
im Bereich (77) von der Klasse C” sind. Letzteres ergibt sich nach
dem Satz iiber implizite Funktionen daraus, daB die Funktionaldeter-
minante A(f, @) der Schar (74) gleich ist dem Zihler des Ausdrucks
fiir y'(f), multipliziert mit a, weshalb A(#, a) > 0 im Bereich (76).

Sei jetzt P, irgend ein Punkt im Innern des ersten Quadranten,
Py der Punkt, in welchem die durch P, gehende Feldextremale die
y-Achse schneidet; so definieren wir nach KNESEr das zum obigen
Feld gehirige Feldintegral als das Integral J genommen vom Punkt
Py entlang der y-Achse bis zum Punkt P; und von da entlang der
Feldextremalen P, P, bis zum Punkt P,. Als Funktion von ¢ und «
(wie wir zur Abkiirzung statt f,, a, schreiben) bezeichnen wir das-
selbe mit u(t, a), als Funktion von # und y mit W(z,y). Da

Jos =343, und y;=a¥(l)=4a,

so ist

u(t, a) = 8a? _|.J‘fr"(t, a)dt,
1

wo F(t,a) wieder durch die Gleichung (83) von § 27 definiert ist.
Bildet man jetzt die partiellen Ableitungen von u(f, @) in der iiblichen
Weise und beachtet, daB

@a(lpa}:or wa(lya)=47 I‘Ty'1=ys=4a,

so erhiilt man

; .= F(t, a),
gz = T.(, A, a) + F,(t, a)v,(t a),
also genau dieselben Ausdriicke wie in der allgemeinen Theorie fiir
die partiellen Ableitungen des Feldintegrals, gerechnet von einer Trans-
versalen aus (§ 31, Gleichungen (144) und (146)). Daraus folgt aber
weiter, dal auch die Hamilton’schen Formeln (148) von § 31 fiir
die partiellen Ableitungen der Funktion W(z, %) nach z und y hier
unveriindert bestehen bleiben.

Nachdem die Giiltigkeit der Hamilton’schen Formeln nach-
gewiesen ist, liBt sich nun leicht mit Hilfe einer passenden Modi-
fikation der WeierstraB’schen Konstruktion beweisen, daB der unter
¢) bestimmte Kurvenzug P, P, P, einen kleineren Wert fiir das In-
tegral o liefert als jede andere zuliissige Kurve €, welche vom Punkt
P, nach dem Punkt P, gezogen werden kann.
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Wir setzen der Allgemeinheit halber voraus, dall die Kurve €
vom Punkt P, aus zuniichst ein Stiick weit der positiven y-Achse
entlang lduft und diese erst im Punkt P; verliBt. Darin soll der
Fall mit inbegriffen sein, wo der Punkt P, mit dem Punkt P, zu-
sammentillt, wo die Kurve also nur den Punkt P, mit der y-Achse
gemein hat. Wegen der Bedingungen (6G4) und
(65) liegt dann der Bogen P; P, der Kurve G
abgesehen von seinem Anfangspunkt P, ganz
im Innern des ersten (Quadranten. Durch einen
beliebigen Punkt P, des Bogens P, P, geht
also eine und nur eine Feldextremale; dieselbe
mige die y-Achse im Punkt P, treffen. Wir
betrachten alsdann das Integral ./, genommen
vom Punkte P, entlang der y-Achse bis zum

Punkt P, von da entlang der Feldextremalen Fig. 98.
P, P, bis zum Punkt P,, und endlich vom

Punkt P, entlang der Kurve € bis zum Punkt P,, und bezeichnen seinen

Wert mit S(s), unter s den Parameter des Punktes P, anf der Kurve €
verstanden, also

S(s) = Jun + Tou + T3 = Wiay, ) + [ F(7,5,5,5)ds.
Es ist dann
S(sy) = Joy + s, S(s;) = Jos + J 59,
A = (Jys + T g) — (o + 1) = — [S(s3) — S(s5)],

woraus sich nunmehr in der iiblichen Weise der Weierstrab’sche
Satz ergibt:

also

AJ:_/ 8(5) ¥ pq; '2_"": g?')ds,

wenn p,q die Richtungskosinus der durch den Punkt P, gehenden
Feldextremalen in diesem Punkt bedeuten. Nun ist aber

- e B —E )P —1)F + 27
8(z,7; p,a; ©,5)="Y (lz_)g'g)('(fei%j). z).

Da t>1, auBer im Punkt P;, und ferner z°< 0, ' = 0, ohne daB
beide gleichzeitig verschwinden, so ist

8(3'_, s pg; 'f‘; ?7') :>:‘ 0

entlang dem Bogen P, P,, und zwar gleich Null nur in denjenigen
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Punkten, in welchen die Feldextremale die Kurve € beriihrt, und mog-
licherweise im Punkt P;.

Daraus schlieBt man aber ganz wie in § 32, b) das Endresultat:
Unter allen gewihnlichen Kurven, welche vom Punkt P, nach dem Punlit
P, gezogen werden kimnen, und welche den Bedingungen (64) und (65)
gendigen, liefert der Kurvensug Py P, P,, welcher sich aus dem Stiick
P, P, der y-Achse und dem Newton’schen Bogen P, P, vom Gefille
+ 1 im Punkt P, susammensetet, den kleinsten Wert fiir das Integral J.*)

1) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 44, 45 am Ende von Kap. IX.
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