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Sechstes Kapitel.

Der Fall variabler Endpunkte.

§ 36. Die Variationsmethode.

Wir wenden uns jetzt zu einer eingehenden!) Diskussion des
Problems, das Integral
J=J'F(x,y, o,y )dt

zu einem Minimum zu machen in dem Fall, wo die Endpunkte der
zulissigen Kurven nicht beide vorgegeben sind. Wir betrachten zu-
niichst den Fall, wo der erstc der beiden Endpunlte auf einer gegebenen
Kurve R beweglich ist, wihrend der zweite, P,, fest und gegeben ist.
Die Kurve & denken wir uns durch einen Parameter a dargestellt:
f: a—i@, y=i@), wTaZa

Wir setzen voraus, dab sie von der Klasse C” ist und ganz im
Bereich %) liegt.

Unsere zulissigen Kurven sind also die Giesamtheit 9T aller , ge-
wohnlichen“?) Kurven, welche von der Kurve £ nach dem Punkt P,
gezogen werden konnen, und welche iiberdies ganz im Bereich R
liegen.

Wir nehmen an, wir hiitten eine Kurve

G,: & = #(t), y =y, A EL (1)
gefunden, welche unser Integral J in bezug auf diese Gesamtheit 9T
zu einem (relativen) Minimum macht. Dieselbe mioge von der Klasse
C’ sein und ganz im Innern des Bereiches R liegen. Der Punkt der
Kurve &, von dem sie ausgeht, sei P, und moge dem Wert a = q,
entsprechen, so daB also

o i'(ti) - -’E’(“o): ?7(51:) = ?7(“0): (2)

) Voriibergehend gestreift haben wir das Problem bereits in § 7, beim

z-Problem.
%) Vgl. § 25, b); die Annahmen {iber die Funktion F' sind dieselben wie dort.

% Vgl § 25, a).

Bolza, Variationsrechnung. 20



302 Sechstes Kapitel. Der Fall variabler Endpunkte.

wobel wir annehmen, daB @, < a, < a,., Wir schlieBen dann zuniichst
ganz wie in § 7,a), daB die gesuchte Kurve €, in erster Linie alle
notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum bei festen Endpunkten
erfiillen muB. Sie muB also eine Eztremale sein und iiberdies miissen
die Bedingungen (II), (III), (IV) erfiillt sein. Wir nehmen fiir die
weitere Diskussion an, daB alle diese Bedingungen erfiillt sind.

Fiir die weitere Behandlung der Aufgabe sind drei wesentlich
verschiedene Methoden entwickelt worden, die wir als Variations-
methode, Differentiationsmethode®) und Kneser'sche Methode®) unter-
scheiden wollen. Im gegenwiirtigen Paragraphen soll die erste der-
selben, soweit sie sich auf die erste Variation bezieht, besprochen werden.

a) Die Transversalititsbedingung:

Die Variationsmethode besteht darin, daB man fiir das vorliegende
Problem ,Normal-Variationen“”) von hinreichender Allgemeinheit her-
stellt, fiir dieselben 0 und d*J berechnet, und dann die Bedingungen
0J =0, d*J= 0 diskutiert. Diese Methode, die bis auf LAGRANGE*)
zuriickgeht (1760), fiihrt am einfachsten zu der aus dem Verschwinden
der ersten Variation folgenden Trans-
versalititsbedingung, steht jedoch fiir
die weitere Behandlung des Pro-
blems hinter der Differentiations-
methode an Einfachheit und Trag-
weite zuriick.

Wir setzen zuniichst vorauns, daB
die Funktion 7' von den Koordinaten
der Endpunkte nicht abhiingt.

Es sei Py derjenige Punkt von &,
welcher dem Parameter a = a, + ¢
entspricht, wobei ¢ eine unendlich kleine GréfBe bedeutet. Dann ziehen
wir eine den Bedingungen einer Normalvariation geniigende Kurve

¢: z=2a(t) + & e), y =yt + u(te), EEES
vom Punkte P; nach dem Punkt P,. Die Funktionen &(f,¢), y(f )
miissen also so gewilhlt werden, daB fiir jedes e:
E(t,e) = &(ay + &) — #(ay), E(ty,6) =0,

S () = U(a + &) — y(a), n(ty, &) =0,

Y Vgl. §§ 88—40,

%) Dieselbe setzt erst nach Ableitung der Transversalitiitsbedingung ein.
Vgl. § 41 und Kap. VII.

® Vgl § 8, a).
9) Vgl. Lacrance, (Fuvres, Bd. I, pp. 338, 345.

K3 Fig. 46.

@)
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was stets moglich ist, z. B. indem man (wie in § 30, a))

E(t, &) = [#(ao + &) — &(ag)] u(¥),

n(te) = [y(a, + &) — §(ap)]v(?)
setzt, wobei u(f), v(f) Funktionen von ¢ allein sind, die fiir ¢ = ¢, ver-
schwmden und fiir £ =, gleich 1 werden.

Fiir eine solche Variation erhilt man dann nach G‘rlelchung (78)
von § 8, da die Kurve €, eine Extremale ist, ganz wie in § 30, a),

= [F.dz + Fyoyl?, (4)
wobei nach (3) im gegenwiirtigen Fall
dx|t = 6.’1"((10)) oy ' = e-_&'(ao),
dz|* =0, dy|? =

Die Bedingung 0./ = O fiihrt also auf das Resultat?):
Im Punkt P, muf3 die Relation

Fy (w)?/’ m':y’)ﬁ;l s Fy'(x:y‘* x'?/f)ﬂ’ I ‘=0 (5)
erfullt sein, wobei sich die Ableitungen z', y' auf die Extremale €,, die

Ableitungen %', " auf die gegebene Kurve & bezichen.
Dies ist die ,7ransversalititsbedingung fiir den Fall der Para-

meterdarste].lung o

Yy Waierstrass, Vorlesungen 1882; vgl. Kneser, Lehrbuch, p. 32.
) Die zweite Variation bei variabeln Endpunkten, auf die wir hier nicht
eingehen, ist zuerst von Erpmaxx fiir das Integral

T= [ t@y.y)de
Ty

untersucht worden (Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. XXIII
(1878) p. 864); fiir das Integral in Parameterdarstellung

la
J= /.F(zc, y &, y)dt
:

von Buiss (T'ransactions of the American Mathematical Society, Bd. IIT
(1902) p. 132, siehe unten § 39; fiir das allgemeinere Integral

T3
T ='[.f($, YusUsr s Yuy Y1y Yo - oy Yo) AT,

in dem die unbekannten Funktionen g,y - ¥y, durch eine Anzahl von
Differentialgleichungen verbunden sind, von A. Muzn (Leipziger Berichte

(1896) p. 436).
20*
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten «, # des allgemeinen
Integrals der Euler’schen Differentialgleichung, sowie der unbekannten
GroBen t,, t,, a, hat man fiinf Gleichungen, nimlich

fl(tw «, ﬂ) = &y, g(tﬂﬁ Gy ﬂ) = Ya;
f(t, & B) = @(ay), 9(t, o B) = ¥(ap)

und auBerdem die Transversalititsbedingung (5).

(6)

Beispiel XVI: Die Geodiitischen Linien. (Siehe p. 209.)

Fiir die Transversalitiitsbedingung findet man hier leicht die Gleichung
w' (Ew 4+ Fv') 4+ v (Fw' + 6v) |' =0,

welche ausdriickt, daB die geodiitische Linie die auf der Fliche gegebene Kurve

orthogonal schneiden mub. )

Die im Punkt z,, y, zur Richtung af, ¥} transversale Richtung z{, g;;, die
durch die Gleichung (5) definiert ist, liBt sich nach Cararmeopory sehr einfach
mit Hilfe der Indikatriz (§ 30,c)) geometrisch konstruieren. Bezeichnen wir mit 6,
und §, die Amplituden der beiden Richtungen, so folgt aus (5):

, F . (x,y,,cos6,,8in6,)
tgh —— . * 11 Y1 1 i

F, (2, y,, cos 6, sin 6,) )

Durch Vergleichung mit Gleichung (128b) von § 30 ergibt sich daraus die Regel:
Um die zur Richtung 6, (ransversale Richtung 0, zu erhalten, konstruiere

man am Punkt Q(0)) der Indikatriz die Tangente Q, T, an die_Indikatriz; die

Richtung derselben gibt dann die gesuchte transversale Richtung 6,, (vgl. Fig. 35).
Ubrigens ist mit 5, stets zugleich auch 8, + = transversal zu 0,.%)

b) Der Fall, wo die Funktion 7' die Koordinaten der Endpunkte
enthilt:?)

Die Untersuchung gestaltet sich wesentlich anders, wenn die
Funktion ' die Koordinaten der Endpunkte enthiilt. In diesem Fall
hat man nach p. 50 dem Ausdruck (3) fir dJ noch das Zusatzglied

ta
[, 03, + F, 8, + F, 82, + F,oy.)dt
4
hinzuzufiigen, wobei
0z, = dx|% dy, = dy 4, (i=1,2)
da ¢, und 4, von & unabhiingig sind.
) Vgl. 2. B. Buaxcur-Lukar, Differentialgeometrie, p. 65.
*) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 1—3 am Ende von Kap. IX.

) Zuerst behandelt von Lacraxce (1769), vgl. (Fluwres, Bd. II, pp. 47 und 59,
Vgl auch Kxmser, Lehrbuch, § 12.
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Unter Benutzung von (4) erhalten wir daher im gegenwirtigen
Falle statt der Transversalititsbedingung (5) die folgende Bedingung:

Iy
— (@ F;+§'F,) '+ [(F,3 + F,j)dt=0, (7
t

- : ) ’oor, )
W-O!.Z)EI' die Argumente von F,,, F, sind: x,, y,, 2/, yi3 &y, Y,, Ty, Y}
diejenigen von F,, F, :

z(8), y(@), (&), ¥'(£); x,, Yy, 25, Yo-

Diese Gleichung ist von wesentlich anderem Charakter als die
Transversalititsbedingung (5), insofern ihre linke Seite nicht nur vom
Punkte P, sondern gleichzeitig vom Punkte P, abhiingt.

Beispiel XV. (Siehe p. 207).

Die Brachistochrone fiir den Fall, daf der Ausgangspunkt P, auf einer ge-
gebenen Kurve § beweglich ist, wihrend der Endpunkt P, gegeben ist.

Dabei setzen wir voraus, daB die gegebene Anfangsgeschwindigkeit v, (und
daher auch die Konstante I) von den Koordinaten x,, y,, ,, y, unabhiingig ist.

Die Funktion e
RS
Vy—u +F
enthillt hier in der /Tat die Ordinate v, des Punktes P,. Im Punkte P, muB
also nicht die Transversalititsbedingung (5), sondern die Bedingung (7) erfiills
sein. Im gegenwiirtigen Falle ist
a’ y
FI‘Z rr— et e — 1 F1= o —
Va®+ 9" Vy—y + 7 CVa Yt Vy—u R
2R 2\
Fo—0 i M= —1/“’4'%_\3-
Tz (V?:’ —Ypt k)
Diese Ausdriicke sind nun fiir die Extremale € zu berechnen, d. h. fiir

die Zykloide:
& — 2z, + =« —sint),

Y— 4 +k=«{l —cosi),
wobei wir nach einer schon frither gemachten Bemerkung ') voraussetzen, daB

0t <t, < 2.
Man findet
" t
1 wes 1
',= — F;z' ——try F —_————
7 ]/2 o v "/2 o Y gvﬂ\ gin® ¢

2

Y Vgl p. 209 FuBnote *). Die Einschriinkung ist zur Zeichenbestimmung
der Quadratwurzeln erforderlich.
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Daher nimmt die Bedingung (7) die Form an
~, -~ t
w1+y';cotg-22=0. (8)

Bezeichnet jetzt 0, den Tangentenwinkel der Zykloide im Punkt P,,6, denjenigen
der Kurve § im Punkte P,, so folgt hieraus, da

ty
tg 6, = cotg 2 N

das Resultat?): -

=2
Die Tangente der Zykloide im Punkte P, mup also auf der Tangente an die
Kurve & im Punkte P, senkrecht stehen.®).

cos(@, —6,)=0, d.h. 6,=86, +

§ 37. Das Extremalenintegral.

Ehe wir zur Darstellung der ,Differentiationsmethode® iibergehen
kénnen, miissen wir den wichtigen Begriff des Extremalenintegrals
einfiihren. Dazu haben wir ein an die Sitze von § 27 ankniipfendes
Existenztheorem notig.

a) Ein Existenztheorem iiber die Konstruktion einer Extremalen
durch zwei gegebene Punkte:

Es sei ein ganz im Innern des Bereiches R gelegener Extremalen-
bogen A, A, gegeben, dem entlang die Bedingung F)| == 0 erfiillt ist.
p, Wir nehmen in der Niéhe von A4,

einen Punkt P, in der Nihe von

A, einen Punkt P,, und stellen

uns die Aufgabe, von P, nach P,
2, eine Extremale € zu ziehen.

Die Koordinaten der Punkte
Ay, Ag; Py, Py seien ay, by, ay, by;
%y, Yy, Ly, Yp. Der Tangentenwinkel des gegebenen Bogens A4, 4, im
Punkte 4, sei ¢, derjenige des gesuchten Bogens P, P, im Punkte
P, sei 0,; die Linge des Bogens A, 4, sei I. Dann kénnen wir nach
§ 27,¢) den gegebenen Extremalenbogen in der Normalform

x=X(s—s;;5 ay,by, ), y=YP(s— 385 a,b,0,),5T5Z1+s, (9)

Ay Fig. 47.

) Laeraxce hatte in seiner ersten Behandlung der Brachistochrone mit
variablen Endpunkten (1760) die Abhiingigkeit der Funktion I von y, iibersehen,
und infolgedessen die gewihnliche Transversalitiit (hier Orthogonalitiit) als Be-
dingung angegeben ((Fuwvres, Bd. I, p. 343). Das Versehen wurde dann von
Borpa (1767) bemerkt und das obige Resultat angegeben, das dann auch spiter
von Laeravee (1769) nach seiner Methode bewiesen wurde ((Fuvres, Bd. II, p. 63).

% Hierzu die Ubungsaufgabe Nr. 4 am Ende von Kap. IX.
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schreiben und ebenso den gesuchten in der Form
C: 2=X(s—sy; 2,4, 0,)=2(5), y=Y(s—31; 21,41, 0) =y (), (10)
8B Gy
Dabei ist s, eine beliebige Konstante, fiir die man z. B. Null wihlen
kann.
Da die Kurve (10) fiir s =s, durch den Punkt P, gehen soll,

so haben wir zur Bestimmung der beiden unbekannten GriBen s,, 0,
die beiden Gleichungen

X(sy — 83 Ty, 4y, 0;) = Ty, 8(32 = 813 Xy Yy 6;) = Yy (11)

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit
des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt sind, wofern die Funktional-

determinante _
xjs({; ay, by, ), 9.5 a4, by, ¢) +0. (12)
a"ﬂ(l? aubu“l)y ?')G(Ziaubn“l)

Diese Determinante ist aber nach § 27,d) nichts anderes als die
dort mit A bezeichnete Funktionaldeterminante der Extremalenschar
durch den Punkt 4,, berechnet fiir den Punkt 4, Die Ungleichung
(12) driickt also aus, daB der Punkt A4, nicht zu A4, (im weiteren
Sinne) konjugiert ist. Unter dieser Voraussetzung kionnen wir also
die Gleichungen (11) im Sinne von §22,e) in der Umgebung der Stelle
Sg=1+s, 2 =a,y =b,x,=a,, y, = b, eindeutig nach s,, 6, auf-
I6sen und erhalten so den Satz:?)

Fs sei Ay A, ein ganz im Innern des Bereiches R gelegener Ezx-
tremalenbogen, dem entlang Iy 4= 0, und es sei A, nicht zu A, (im
weileren Sinne) Lonjugiert.  Werden dann die beiden Punkte P,, P,
hinreichend nahe bei A,, resp. A, genommen, so kann man von P, nach
P, stets eine cindeutig definierte Fxtremale zichen.

Die durch Auflésung der Gleichungen (11) erhaltenen Werte
sy, O, ergeben sich als Funktionen von z,, y,, #,, y,, welche in der
Umgebung der Stelle a,, b,, a5, b, von der Klasse €’ sind, und an
dieser Stelle selbst sich auf 74 s, resp. ¢ reduzieren. Setzt man
den gefundenen Wert von @, in (10) ein, so erhilt man den Extre-
malenbogen P, P, dargestellt in der Form

(‘g: - X(s;x[,y]}xE’yi')i“ :y= Y(S;I"I;yl}w27yﬂ)} (13)
o 8 < 8 < 8-

') Weierstrass, Vorlesungen 1879; WeierstraB benutzt zum Beweis irgend-
ein allgemeines Integral der Euler'schen Differentialgleichung; vgl. Bovza, Lec-
tures, p. 175, FubBnote.
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Fir (2,,9,,%,¥:) = (ay, by, 0, b)) reduziert sich derselbe auf den Ex-
tremalenbogen A, 4,.

Ist der letztere nicht in der Normalform (9) gegeben, sondern
durch einen beliebigen Parameter ¢ dargestellt:

z = z(?), y=y@), LI, (9a)
der mit dem Bogen s durch die Parametertransformation
s =g(), t = h(s) (14)

verbunden sein moge, sodaB also: h(s)) =4, h(l+s,) =4, so wende
man auf die Gleichungen (13) die Parametertransformation

t, — 1, 77
b=t + s () — )
an; dann erhiilt man den Extremalenbogen € dargestellt in der Form

E: x = x(t; %y, Yy, Ta, Ya), y="Y90 2, 4,2, %), (13a)

welche, wie man leicht zeigt, die beiden folgenden Eigentiimlich-
keiten hat:

1. Die Endpunkte P,, P, entsprechen den von x,,y,, s, yy unab-
héingigen Werten t =1t,, t = t,.

2. Fiir (xy, Yy, Ty, Yg) = (ay, by, ay, by) gehen die Gleichungen (13a)
in die gegebenen Gleichungen (10a) des Eaxtremalenbogens A, A, iiber.

Uberdies folgen aus den Identititen

r, = X(tﬁ 2y, Yy Tay Yo ) Y = 0(4; 2y, Uy, Ty, Ua),
Zo = ¥ (ly3 21, Yy» Tay Yo)s Yo = V(b3 15 Y1, 22, Ys)
durch Differentiation nach #,, y, die Gleichungen

(18)

oxt) 9x(t) _0
Bz ik ay, .
E i Lk=1,2 (16)
oy () 0 oy (ti) 5
amk =ik gyk = Yirs

wobei 0;: = 1 oder O, je nachdem %k =i oder I = .

b) Die ersten partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals:

Wir betrachten jetzt unter Festhaltung der Voraussetzung, daB
A, nicht zu 4, konjugiert ist, unser Integral .J, genommen entlang
der Extremalen € von P, nach P,:

4
J&(Pl Pg) =!/ If(ly U, Lt l)r) dt.
f
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Dasselbe ist eine Funktion der Koordinaten z,,y,,,,y, der beiden
Punkte P,,P,, eindeutig definiert und von der Klasse C* in der Um-
gebung der Stelle a,,b,,a,,b,. Wir bezeichnen diese Funktion mit
3@, 915 Zoh vs)

und nennen sie das ., Fxtremalenintegral® (oder auch den .extremalen
Abstand) von P, nach P,; dasselbe ist identisch mit der von HaMiLTON ")
wPrincipal Function genannten Funktion, im speziellen Fall der geo-
diitischen Linien mit der ,Geodiitischen Distanz“?) der beiden Puniite Py P,.

Es sollen jetzt die partiellen Ableitungen der Funktion J nach
ihren vier Argumenten berechnet werden.®) Aus der Definition folgt
zuniichst, wenn z irgend eine der vier GriBen z,,v,,,,1, bedeutet,

= 2
aa?: - [(FTEJ + I‘__rr[); + Fz’EM + Fy'nez)d{‘?
h

da t, und ¢, von z,,¥,, %y, Y, unabhiingig sind. Wendet man jetzt
auf die beiden letzten Glieder rechts die Lagrange’sche partielle
Integration an, und beachtet, daf die Funktionen x, y den Differential-
gleichungen

F,—-3F,—0  F-1%F -0
geniigen, so erhilt man
ac" v £3 L
8\; = [F:’ga + Iy"')z]j; - (17)

Spezialisiert man daher die GréBe z in (17), macht von den
Gleichungen (16) Gebrauch und erinnert sich der Homogeneitiitseigen-
schaften der Funktionen F,, ¥, so erhilt man den folgenden Satz*):

Die partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals haben folgende
Werte:

% ~ oy
aT\j == F.r'(xu Yy Py Ql): 66 = = Ir;,'(xuyvpn fh):
£§ - Fr(mmywpzz%): o

ox,

(18)
= I, (23, Y3, D5, 05)-

" Philosophical Transactions, 1835, Part. I, p. 99.

) Vgl. Darsoux, Théorie des surfaces, Bd. II, Nr. 536.

) Fiir die ganze weitere Diskussion wird vorausgesetzt, daf I die Koordi-
naten der Endpunkte nicht enthilt.

#) In den allgemeineren Resultaten von Hamintox enthalten, vgl. Haminron,
loc. cit.; fiir den Fall der geoditischen Linien gibt Darmoux die entsprechenden
Formeln. Hierzu die {"bungsaufgaben Nr. 13—17 am Ende von Kap. IX.
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Darin bedeuten p,, q,, resp. py, g, die Richtungskosinus der positiven
Tangente der Extremalen € im Punkt Py, resp. P,.

Wir werden die Formeln (18) die ,allgemeinen Hamilton’schen
Formeln“ nennen, im Gegensatz zu den spezielleren Formeln (148)
des fiinften Kapitels.

¢) Die zweiten partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals:!)

Um die zweiten partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals
zu erhalten, haben wir die ersten partiellen Ableitungen der Tangenten-
winkel 6,, resp. 0, der Extremalen € in den Punkten P, resp. P, nitig.
Die Ableitungen von #, ergeben sich aus (11) nach den Regeln iiber
die Differentiation von impliziten Funktionen, nnd zwar findet man:

a6,  wy(s) 00, w(s)

cx,  w(s,)’ gy, w,(s,)’

i 1 '1( 2/ AJI 1’( _) (19)
o0, _ (sy) 60, .mri(ggi).

@, w, (s,)’ 8y, w, (s,)

Darin bedeuten in Ubereinstimmung mit § 27, Gleichung (56):
Uy (8) a xs g)r e ?Js&".zl vy (S) = ‘is 'gy i @xxyi Wy (S) — Ia ?Jﬂ T, g]s'}:ﬂ?
und die Argumente der partiellen Ableitungen der Funktionen X, 9)
i §— 8, &, W, 0

Um die partiellen Ableitungen von 6, zu erhalten, bemerken wir,
daP die Extremale € sich auch schreiben li8t

&= X(s — 85 7y, Yo, Oy) = 2(8), ¥ = Y(s — 855 % %, 0y) =y (5);
daher geniigen die beiden Funktionen s,, 0, von z,, ,, ,, ¥, auch
den beiden Gleichungen
2y = X(s; — 833 @y, Yo, 0), ¥y = Y (51— S5 22, Ya, 0y)-

Aus diesen erhiilt man dann analog:

b, o ¥ is) oo, :c'g.glj

ox, Wy (8,)’ ¢y, wy(s,) 20)
00y o Uy(8) 00, __t(s)

0y W (s,)’ 0Ys W, (81)

Darin bedeuten wu,, v,, w, dieselben Determinanten wie oben, jedoch

mit den Argumenten
8 — 8, Iy, Yy, b,

2

) Die folgenden Entwicklungen, die iibrigens erst in § 39 zur Anwendung
kommen, sind der Dissertation von A. Drespex entnommen, ,, The second partial
derivatives of Hamilton's prineipal function and their applications in the calculus
of variations, Transactions of the American Mathematical Society,
Bd. IX (1908), p. 476.
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Nunmehr erhilt man durch Differentiation der Gleichungen (18) Aus-
driicke fiir die zweiten Ableitungen der Funktion J§. Dieselben lassen
sich jedoch wesentlich vereinfachen. Zun#chst driicke man die dabei
auftretenden zweiten Ableitungen von F' mach Gleichung (12a) und
(85) des fiinften Kapitels durch die WeierstraB’schen Griofen F),
L, M, N aus. Sodann beachte man, daBl die Funktionen u,, v, w,;
ty, ¥y, Wy nach § 29, a) der zar Extremalen € gehorigen Jacohbi’schen
Differentialgleichung geniigen, und zwar sind sie hierdurch zusammen
mit den folgenden Anfangsbedingungen, die sich aus den Eigenschaften
der Funktionen X, J) ergeben, vollstindig bestimmt:?)

uy(s) = — ¥'(s), uy(5) = — 4" (5,):

v(s) = 2'(s) vi(s) = 2(sy),

w ()= 0, wi(s)= 1, (21)
Uy (8) = — ¥'(5), uy(8y) = — ¥ (sa),

1y(8) = 2'(s), (%) = 27(sy),

we(sy) = 0, wy(sy) = 1.

Bezeichnen nun @,, resp. @, diejenigen Integrale der zur Extre-
malen € gehdérigen Jacobi’schen Differentialgleichung, welche durch
die Anfangsbedingungen

@ (s) =1, "’:1 (8,) =0, 22)
resp. 0y(s) =1, wy(s;) =0
definiert sind, so folgt
uy=—y"(s;) w0y — y'(s,) oy,
vy = Z(8)w + 2'(5,) oy,
und ebenso
Uy = — o (83) 10y — ¥ (8;) @y,
v = a"(8) wy + 7'(8) @,.
Macht man hiervon Gebrauch und setzt schlieBlich noch
) 23)

so erhiilt man das folgende von DRESDEN herriihrende Resultat:

h Vgl § 27, Glelchungen (51a), (61b) und die aus (51a) durch Dlﬁ'eren-
tiation nach x,, y,, 0, sich ergebenden Gleichungen.
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S = L)+ Fy()y (5055, Gy —— N(s0) +Fy(s)a () (),
“35,1 ;M = — M(s;) — F(s)2'(5,)y (51) 2 (53)s
28— Lis) — Ry ()% (), 5.3 = Nis) — Fy (52 ()a(s1),

0

P, g% M(s,) + Fy() 2 (55)y(82) 2 (1),
1’

8 Ky )y 6 3 _ Beyeye (G4
dx, o, wy (s,) ? ox, 0, w, (8,) !
'y _  Fi)y )26 0* _ _ Fi(s)Y ()2 (s)
CEXATS wy (5s) 4 2y, 0, wy(8) }
'3 FE)d6)y6) 0*3 _ _Fi@)r )y ()
5'.% dx, w0y (5,) ’ 0z,0y, wy (8y) !
I I S YCVEACYEACY °F _ ()2 (s)2 (s)
0Y, Gy w0, (8) ! 2y ¢y, ws (8;)

Die hieraus folgende Relation
Fy(sy)wy (s) + Fy(s,)wy(s,) = 0 (25)

verifiziert man direkt, indem man den Abel’schen Satz von § 11, b)
auf die beiden Integrale w,, w, der Jacobi’schen Diﬁ‘erentialgleichung
anwendet:

w, (s)w,(s) — wy(s)wy(s) = VD) (s)
und dann einmal s = s;, einmal § = s, setzt.

DaB w, (s,) und w,(s,) von Null verschieden sind, wenn die beiden
Punkte P,, P, hinreichend nahe hei A4,, A, liegen, folgt aus der
Voraussetzung (12).

Ebenfalls aus dem Abel’schen Satz folgen die spiter zu be-
nutzenden Formeln

,(5)0}(5) — oy ()i (8) = — 70
o o (26)
W,y (8) 0,(5) — 0y(8)wy(s) = — f'—%j

Die Funktionen w, (s), o,(s) lassen sich leicht mittels der Weier-
straB’schen Funktion @(s,s,) von §29, a) und deren partieller Ableitung

h
nach s, Z(S,SI) _ ‘793(’: $) (27)
ausdriicken:
“’1(3) == Z(:’ :‘)) ’ 1(8) Z(:;'.:l)) (28)

und analog fiir die Funktionen w,(s), o,(s).
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Die Ausdriicke fiir die zweiten Ableitungen des Extremaleninte-
grals sind unter der speziellen Voraussetzung abgeleitet worden, da
als Parameter auf der Extremalen ¢ die Bogenlinge s gewihlt worden
ist. Sie bleiben jedoch unverindert bestehen, wenn die Extremale €
durch einen beliebigen anderen Parameter dargestellt ist. Denn geht
man von einem Parameter { zu einem neuen Parameter ¢ iiber mittels
der Transformation ¢= g(f), so erhilt man unter Benutzung der
Homogeneitiitseigenschaften der Funktion F' und ihrer partiellen Ab-
leitungen (§ 25) folgende Transformationsformeln:

I=L—QT; ’QFI,- ﬁ"—‘l\?’_g‘.;x’zFﬂ
@ (29)
=M + 52’y Iy,
Ot 1,) =0'(t)e'(t,) @(f’tl)! (30)

Z{Et) =o' (De () 2(t,t) + o ()" (1) O, 1),
aus denen sich die Invarianz der rechten Seiten der Gleichungen (24)
“unter einer beliebigen Parametertransformation sofort ergibt.

§ 88. Die Differentiationsmethode.')

Wir kehren jetzt zu der im Eingang von § 36 formulierten Auf-
gabe zuriick, um dieselbe nach der zweiten der dort genannten Me-
thoden, der Differentiationsmethode, in Angriff zu nehmen. Wir wollen
den duflerst einfachen Grundgedanken dieser Methode zuniichst an
dem Beispiel der kiirzesten Kurve von einer gegebenen Kurve & nach
einem gegebenen Punkte P, erliutern. Nachdem man durch Be-
trachtung von Variationen mit festen FEndpunkten gezeigt hat, dab
die Extremalen gerade Linien sind, hat man des weiteren nur noch
die Aufgabe zu losen: Unter allen Geraden, welche von der Kurve
® nach dem Punkte P, gezogen werden kinnen, die kiirzeste zu
suchen; und das ist ein Problem der Theorie der gewihnlichen Maxima
und Minima. Die Entfernung der beiden Punkte P, und P,, (die
nichts anderes ist als das Extremalemntegral fiir das vorhegende Bei-

spiel), is

3 (2, Ys» Toy Yo) = V('Ts — 230 + (v, — )"

Y Der Grundgedanke der Methode scheint auf Poissox und Jaconr zuriick-
zugehen; vgl. auch Diexeer, Grundrifi der Variationsrechnung (1867) p. 27. Im
einzelnen durchgefithrt worden, und zwar auch fiir die Glieder zweiter Ordnung,
ist die Methode zuerst von A. Maver fiir das allgemeine Lagrange’sche Problem,
Leipziger Berichte (1884) p. 99 und spiiter nochmals in der oben (p. 303 Fuf-
note ¥)) zitierten Arbeit von 1896.
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Man hat also einfach die Funktion
V@) — )+ G@ — w)
der Variabeln ¢ zu einem Minimum zu machen.

Da die gerade Verbindungslinie zweier Punkte ausnahmslos die
absolut kiirzeste Verbindungskurve der beiden Punkte ist, so liefert
in der Tat die Methode hier offenbar nicht nur notwendige, sondern
aach hinreichende Bedingungen.

Ganz analog ist die SchluBweise im allgemeinen Falle: Man zer-
legt das Problem in zwei scharf getrennte Telle Zunichst 16st man
das Problem bei festen, aber unbestimmten Endpunkten, bestimmt
dann die Integrationskonstanten als Funktionen der Koordinaten der
beiden Endpuukte und berechnet das zugehirige Extremalenintegral
(@, Yy, @9, ys). Der zweite Teil der Aufgabe besteht dann darin, dal
man die Funktion J(z,u,,2,,y,) unter den durch die Aufgabe vor-
geschriebenen Nebenbedingungen zu einem Minimum macht, was eine
Aufgabe der Theorie der gewihnlichen Maxima und Minima ist. Das
liuft darauf hinauws, daB man nur solche Variationen der gesuchten
Kurve €, betrachtet, welche selbst Extremalen sind.

Es ist klar, da man auf diese Weise notwendige Bedingungen
erhiilt; ob auch hinreichende, das ist im allgemeinen Falle nicht so
selbstverstiindlich, wie es nach Analogie des obigen Beispiels scheinen
konnte. Daher sind auch die Einwiinde, die ErDMANN!) gegen die
Methode erhoben hat, an sich berechtigt. Trotzdem fihrt die Methode,
wenigstens in einem etwas beschriinkteren Sinne, auch zu hmrelchenden
Bedingungen, wenn man die hekannten him'eicheu{]en Bedingungen
fiir gewohnliche Maxima und Mi-
nima mit den hinreichenden Be-
dingungen fiir das Variationsproblem
mit festen Endpunkten verbindet.?)

Wir fiigen fiir die weitere Dis-
kussion den im Eingang von § 36
aufgezihlten Voraussetzungen iiber
den Extremalenbogen €, die weitere
hinzu, dafl die Legendre’sche und
& - Jacobi'sche Bedingungin derstiirke-

i ren Form (1) und (III') von § 32, b)
erfiillt sind. Dann sind die Voraussetzungen der beiden Sitze von
§ 37 fiir den Extremalenbogen &, erfiillt, wobei anstelle der dort mit

Y Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. XXIII, (1878) p. 364.
%) Vgl. Bowrza, Lectures, § 23,e).
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A, Ay, resp. P, P, bezeichneten Punkte die Punkte P, P,, resp.
Py, P, treten.

Wird daher der Punkt P; hinreichend nahe bei P, angenommen,
so geht von P, nach P, eine eindeutig definierte Extremale €, dar-
gestellt durch die Gleichungen (13a), wenn man darin z,, y, durch
Zy, yy ersetzt. Der Wert des Integrals J, genommen von P, entlang
€ nach P, ist dann gegeben durch das Extremalenintegral

S (55 Y5y Zas Ys)-
Da der Punkt P; auf der gegebenen Kurve & liegt, so ist hierin
zg=(a), Y =y(a) (31)
zu setzen, wenn a der Parameter von P; auf der Kurve & ist, (so
daB also in der Bezeichnung von §36,a) @ = a,+ ¢). Durch Ein-

setzen dieser Werte geht das Extremalenintegral in eine Funktion
der einzigen Variabeln @ iiber, die wir mit JJ(a) bezeichnen, so daB

J(a) = J(&(@), y(@), 25, 95)- (32)

Die Funktion J(a) muB nun nach dem im Eingang dieses Ab-
schnitts Gesagten fiir @ = a, ein Minimum besitzen, es muf also sein:

J(a,) =0,  J"(a,) > 0. (33)
Nun ist aber nach (32)
T@) =g d + g 0

setzt man hierin fiir die Ableltungeu von J ihre Werte aus (18) ein
und beachtet die Homogeneitit von F ,,I’,, so erhilt man:

J (@) = — {7 Fy(z,y,2",y") + ¥ F(z,9,2,9")} [* (34)
Fiir @ = a, ergibt sich hieraus unmittelbar die 7ransversalitiitsbedingung
in derselben Form (5) wie in § 36,a).
Ist die Kurve ® nicht in Parameterdarstellung, sondern durch
eine Gleichung y(z,y) = 0 gegeben, so hat man die Funktion
RICANNY
der beiden Variabeln z,,y, mit der Nebenbedingung
2(@,9) =0

zu einem Minimum zu machen, was nach den bekannten Regeln fiir
bedingte Minima auf die Transversalititsbedingung in der Form

Fz’(xv?ﬁ;x;?y;)zy(xn?h) — Fy'(xuyn z, Y )t (2, y,) =0 (3D)
fihrt, in Ubereinstimmung mit (5).
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Ebenso leicht liBt sich die Differentiationsmethode auf das all-
gemeinere Problem') anwenden:

Das Integral
SRR J=[F(a,y,a'y) dt

zu einem Minimum zu machen, wihrend zwischen den Koordinaten
der Endpunkte eine Anzahl von Relationen gegeben ist

% (@1, Y1, %2y 9:) = 0.
Die Anzahl der voneinander unabhingigen Relationen kann nicht
groBer als vier sein. Ist sie genau gleich vier, so haben wir den
Fall fester Endpunkte.

Sind beide Endpunkte vollstindig frei beweglich, so erhilt man
die vier Bedingungen

F.r'il - O} Fy:il e O, f;,lz == 0, Id’y’ 2 _ 0'

§ 3Y. Die Brennpunktsbedingung.

Wir fiigen jetzt den im Eingang von §§ 36 und 38 iiber den
Extremalenbogen §; gemachten Annahmen die weitere Annahme hinzu,
daB im Punkt P, die Transversalititsbedingung (5) erfiillt ist, und
wenden uns nun, im weiteren Verfolg der leferentmtmnsmethode, zZur
Diskussion der Bedingung

J"(ay) = 0. (33,)

a) Berechnung®) von J”(a,); Einfithrung des Brennpunktes:

Aus der Definition (32) der Funktion J(a) folgt unmittelbar

N o~ ad ~H 3--_ 2‘:“ -I~J 3«-,
J" () = ()as v + 3a:’ 3 &z, 0y, +3y 97|

Triigt man hierin die Werte fiir die Ableitungen von J aus (18)
und (24) ein und setzt
Ay =3"F,+ y"F,+ L¥* 4+ 2M&'§ 4+ Nyj*|?,
B, = (2'y’ —y'#)F, '3,
wobei die Argumente von F, F,, F,, L, M, N sich auf die Extre-
male §; und Jen Punkt P, bemehen, S0 erhalt man

J” (@) = — 4, + B, z(4), (37)

wobei die Funktion z () durch (23) definiert ist und ¢ statt s ge-
schneben 1st da der Parameter auf der Extremalen € beliebig ist.®)

(36)

1y Vgl Kmsm Lehrbuch, § 10. %) Nach Dresoex, loc. cit. p. 474.
%) Vgl die cherkuug am Ende von § 37, ¢).
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In dem Ausnahmefall, wo: z/y, — ;& =0, wo also die Extre-
male €, die Kurve & im Punkt P, beriihrt, reduziert sich die Be-
dingung (33,) auf: 4, Z 0, also eine Bedingung, die von der Lage
des Punktes P, auf der Extremalen') € unabhingig ist.

Wir lagsen diesen Ausnahmefall in der Folge beiseite und setzen
voraus, daB 2§, — yiE + 0, (38)
d. h. daB die Kurven €, und & sich im Punkt P, nicht beriihren.
In diesem Fall hingt J”(a,) von der Lage des Punktes P, ab. Wir
lassen daher den Punkt P, die Extremale vom Punkt P, bis zu dem
zn P, konjugierten Punkt P| durchlaufen und untersuchen, wie sich
dabei das Zeichen von J”(a,) #ndert.

Wegen der Voraussetzungen (II') und (38) ist B, > 0. Ferner
folgt aus (23) und (26), daB

dz () _ F )
At — T F (twi(t)’ (39)
also stets positiv. Uberdies ist nach (21) und (22)
2(ty+0) =+ oc; dagegen 2 (t; —0)= — oo, (40)

da nach dem Sturm’schen Satz von § 11, ¢) die Funktion o, (#) in
t, und ¢ entgegengesetztes Zeichen hat.

Wihrend also der Punkt P, die Hxtremale € vom Punkt P,
bis zum Punkt P; darchliuft, nimmt J”(a,) bestindig ab von + oc
bis — oo, passiert also genau einmal durch den Wert 0. Denjenigen
Wert von £, fiir welchen dies eintritt, bezeichnen wir mit #. Dann

ist also >0, wenn &<t
J"(a,) { =0, wenn ¢,=1, (41)
<0, wemn #>1/.
Fiir ein Minimum?) ist also nétig, daB .
- b (42)

Derjenige Punkt P der Extremalen &, welcher dem Parameter
t =t entspricht, heifit nach KNESER®) aus spiiter ersichtlichen Griin-
den der Brennpunlié der Kurve & auf der Extremalen €.

1 Vgl. wegen der Bezeichnung § 27, ¢).

% Fiir spiitere Anwendung (§ 42) beachte man, daB die Funktion J(a) im
Fall t, > t{ fiir a =a, ein Maximum besitat.

% Vgl. Kxeser, Lehrbuch § 24; Briss gebraucht statt dessen ,critical point**,
und diese Bezeichnung ist von Zemmero und Hamx adoptiert worden (FEneyclo-
pidie, TTA, p. 630). Wenn kein konjugierter Punkt P; auf der Extremalen €+
existiert, so braucht auch nicht notwendig ein Bremnpunkt P;" zu existieren.
Im letzteren Fall ist J*'(a,) > 0 auf der ganzen Extremalen @). Wir schreiben
auch in diesem Fall : ¢, <#/".

Bolza, Variationsrechnung. 21
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Somit kénnen wir den Satz aussprechen:

Fiir ein Minimum des Integrals J unter den angegebenen End-
punkisbedingungen ist weiterhin nitig, daf der Brennpunkt P der
Kurve & auf der Fxtremalen &, nicht zwischen den beiden Punkten
P, und P, liegt.

Die Gleichung J"(a,) = 0, welcher der Wert ¢ geniigt, konnen
wir nach (27) und (28) auch schreiben?)

Ht, 1) = 4,60 §) + B, 2554 o, (43)
und zwar ist 7 definiert als die zuniichst auf #, folgende Wurzel
dieser Gleichung.

Mit Hilfe der Gleichungen (21), (22), (27) und (28) verifiziert
man leicht, daB

A H(t, t,) + B H(, ) =0. (44)
Die Funktion H(f,{,) kann daher, abgesehen von einem konstanten
Faktor, auch als dasjenige Integral der Jacobi'schen Differential-
gleichung definiert werden, welches der Anfangsbedingung (44) ge-
niigt.?) Denn ist #(f) ein zweites Integral der Jacobi’schen Diffe-
rentialgleichung, welches derselben Anfangsbedingung geniigt,

Ayu(ty) + By’ () = 0,
so folgt, da B, + 0,
Hu —uH'|%=0,

und dies ist nach § 11, b) Zusatz I, nur méglich, wenn u = konst. H.

b) Abhiingigkeit des Brennpunkfes von der Kriimmung der
Kurve & im Punkt P;:
In den Ausdruck fiir die Funktion H(f, {,) kann man statt der beiden

Ableitungen :7:,", ;j," die Kriimmmung der Kurve & im Punkt P, einfiihren, also
die GriBe

1 &g =gz |1
B M e 3

@&*+ g2
wenn man — unter Festhaltung der Voraussetzung (38) — aus den beiden Glei-
chungen

FE, 4§ F,|'=0, &Fy+y' F,|'=F[ (45)
die GréBen F, ' und Ty berechnet und in 4, einsetzt.

) In dieser Form zuerst von Buiss gegeben (Transactions of the
American Mathematical Society, Bd. III (1902), p. 136) und aus der zweiten
Variation abgeleitet. Unsere Bezeichnung weicht von der Bliss'schen um einen
unweséntlichen konstanten Faktor ab. Die entsprechende Gleichung fiir das
a-Problem findet man bei Borza, Lectures, § 23, e).

% Vgl. Buiss, loc. cit.
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Bezeichnen 6, und 8, die Tangentenwinkel von G,, resp.  im Punkt P,,
und setzt man zur Abkiirzung
01 == _’*_7L"*"T 1
V' y'Psin (0 — 6)
D, =Lcos’5+ 2 M cos @ sin8 + N sin*f 12,
E, =@ +y)sin*@—)F, *,
#0 nimmt die ‘Gleichung zur Bestimmung des Brennpunktes nach (37) die Form an

- (% Y 1)1) + B8, (87 =0. (47)

b

(46)

Denken wir uns die Extremale €, und den Punkt P, festgehalten und die
Kurve & variiert, aber so, daB die Richtung ihrer Tangente im Punkt P, unver-
andert, somit die Transversalitiitsbedingung erfiillt bleibt, so zeigt die voran-
gehende Gleichung, daf der Brennpunkt P;” ungeiindert bleibt, solange die
Kriimmung der Kurve & im Punkte P, dieselbe bleibt, sich dagegen im all-
gemeinen') indert, wenn die Krimmung sich iindert. Um die Abhiingigkeit

zwischen beiden nither zu untersuchen, losen wir die Gleichung (47) nach é auf:
T
C Al ”
';Tl =E 7)) — Dy,
und betrachten % als Funktion von ¢
Aus (39) und (40) folgt daher fiir den Fall, daB der konjugierte Punkt P{
existiert, das Resultat:
Withrend #;” von ¢, bis ¢{ wiichst, nimmt die Kriimmung -;- ab (zu), und
zwar von -+ oo (— o0) bis — 0o (4 00), wenn C, positiv (negativ) ist.
Hieraus ergibt sich zugleich das Verhalten der inversen Funkéion ¢/ als

Funktion von ; .

Beriicksichtigt man noch die geometrische Bedeutung des Vorzeichens von
(vgl. § 25a)), so liBt sich das Resultat®) auch folgendermaBen aussprechen:

Ldipt man den Kriimmungsradius ¥ der Kurve & im Punkt stetig sich dndern,
und zwar von 0 bis 0o auf derselben Seite von &, auf welcher €, liegt, und dann
von 00 bis 0 auf der entgegengesetzten Seite, so bewegt sich der Bremmpunkt Py
stetig vom Punkt P, nach dem konjugierten Punkt P{, wenn F(x,, y,, ], y1) > 0,
dagegen vom Punkt P{ nach dem Punkt P,, wenn F(z,, y,, z{, y;) < 0.

| =

Y Ist F(z,, 9, 2y, y1) = 0, (was wegen (38) und (45) nur eintreten kann,
wenn gleichzeitig ]‘ == Fy, I‘ = 0), 8o ist C; = 0 und #{" von der Kriimmung
unabhiingig; wir setzen in der weiteren Diskussion voraus, daB

F(-Tn%-m{: .’)‘D+0 (43)

Aus dieser Annahme zusammen mit der vorausgesetzten Transversalitiits-
bedingung (5) folgt iibrigens riickwiirts die Ungleichung (38).

%) Satz und Beweis nach Briss, loc. cit. p. 138.

5



320 Sechstes Kapitel. Der Fall variabler Endpunkte.

¢) Beispiel I bei variablem Anfangspunkt:!)

Hier ist Fe g ya? +?\.
Die Extremalen sind Kettenlinien mit der z-Achse als Direktrix. Wir schreiben
insbesondere die Extremale @, in der Form
€, : x=f, +et, y=e,Cht.
Die Transversalitiitsbedingung lautet:
Y& +§'y’)=0.
Die Kettenlinie €, muB also im Punkt P, zu der gegebenen Kurve § ortho-

gonal sein.
Ferner ergibt eine einfache Rechnung

\ 1 r
_L=—'1ht, M:m) N=I‘ht,
und daraus, wenn wir die positive Richtung der Kurve § so wiihlen, dal
~ x
0, —0, =+ 9

C,=—a,Cht;,, D,=—Tht¢, E =1.
Endlich findet man
O(t, t,) = «f{ ShtSht, (¢t —t,) 4+ ShtCht, — Sht, Che}.
Hieraus ergibt sich zur Bestimmung des Brennpunktes die leichung®)
a(Cht —¢8ht) 4+ b8Sht =0, worin

| i;j" Ch*t, Sht,,

L2
b= SHECHE, - b - 5 (1;? Y (Oht, — ¢ She).

Die Diskussion dieser Gleichung ergibt das folgende Resultat?®):

Liegt der Punkt I, auf dem absteigenden Ast der Kettenlinie (in welchem
Fall ein zu P, konjugierter Punkt P; existiert*), so existiert stets ein Brenn-
punkt, und zwar in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie zwischen P,
und Pj.

Liegt der Punkt P, auf dem aufsteigenden Ast (in welchem Fall kein zu
P, konjugierter Punkt existiert), so ewistiert ebenfalls ein Bremnpunlt, aufer
wenn T zwischen 0 und — e, Ch*t, Sht, legt; liegt dagegen ¥ in dem angegebenen
Intervall, so existiert kein Brennpunli.

) Siehe pp. 1, 83, 79.

*) Zuerst gegeben von Kxeser, Lehrbuch 8. 85.

?) Nach Mary E. Sivcram, Annals of Mathematies (2), Bd. VIII (1907),
p- 177, wo fiir den Fall # = o0 auch die experimentelle Bestimmung des Brenn-
punktes mittels des Plateau’schen Versuches gegeben wird.

Y Vgl. p. s0.
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Der Brennpunkt liBt sich durch eine der Lindel&f’schen ihnliche, aber
im allgemeinen etwas kompliziertere Konstruktion') bestimmmen. In dem spe-
ziellen Fall, wo ¥ = -}- o0, ist dieselbe besonders einfach: Die Normale an die
Kettenlinie im Punkt P, und die Tangente im Brennpunkt P’ schneiden sich
auf der ax-Achse.?)

§ 40. Geometrische Bedeutung des Brennpunktes.

Ahnlich wie der konjugierte Punkt hat nun auch der Brennpunkt
eine einfache geometrische Bedeutung. Um dieselbe abzuleiten, be-
trachten wir zuniichst die Aufgabe, durch einen Punkt P, der Kurve
R in der Nihe von P, eine Extremale zu konstruieren, welche von
der Kurve ® transversal geschnitten wird.

Der Parameter des Punktes P, auf der Kurve & sei wieder «,
seine IKoordinaten also Z(a), j(a). Ist dann # der Tangentenwinkel
der gesuchten Extremalen €, im Punkte P,, so konnen wir letztere
in der Normalform von § 27, b) ansetzen:

z = X(s;a(a), y(a),0), ¥y =Y (s;i(a), j(a),8),
wobei der Punkt P; dem Wert s = 0 entspricht.

Soll diese Extremale im Punkt P, von der Kurve & transversal
geschnitten werden, so muB sein
¥ (a) F,.(¥(a), y(a), cos 8,sin 0) + j'F,,(i(a),j(a), cos #,sin ) = 0. (49)
Diese Gleichung haben wir nach 6 aufzulisen. Die Voraussetzungen
des Satzes iiber implizite Funktionen (§ 22, e)) sind erfiillt: Denn da
nach unserer Annahme die Extremale €, im Punkt P, von der Kurve
R transversal geschnitten wird, so wird die Gleichung befriedigt fiir
a=a,, 0 =40, wenn 0, den Tangentenwinkel von &, im Punkt P,
bezeichnet. Ferner ist die linke Seite von (49) in der Umgebung der
Stelle @ = a,, 0 = 0, von der Klasse ', und endlich ist ihre partielle
Ableitung nach 6 an dieser Stelle von Null verschieden; denn eine leichte
Rechnung ergibt fiir diese Ableitung den Wert: F)(j cos — i’"sinf),
und dies ist wegen unserer Voraussetzungen (II') und (38) im Punkt
P, von Null verschieden. Somit kénnen wir in der Tat die Gleichung
(49) in der Umgebung der Stelle @,, 0, eindeutig nach # auflosen
und erhalten als Losung eine Funktion: 0 = 6(a), welche in der Um-
gebung von @ = a, von der Klasse " ist und der Anfangsbedingung:
0(a,) = 0, geniigt. Die gesuchte Extremale &, wird also dargestellt
durch die Gleichungen

€ a=X(s;7@,§@,0@), y=Y(s;8@),§@,0@).  (50)

) Vgl Mary E. Sivcram, loe. cit., p. 182,
*) Hierzu weiter die U'bungsaufgaben Nr. 3, 5, 6—8 am Ende von Kap. 1X.
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Dabei liefert der Wert s =0 den Schnittpunkt P; mit der Kurve &,
und fiir « = @, reduzieren sich die Gleichungen (50) auf die Gleichungen
der Extremalen €, in der Normalform

€,: x=X(s;2,9,0), y=Y(s;2,,4;,6,)- (51)

Endlich folgt aus den Gleichungen (51b) von § 27, daB die
Funktionaldeterminante der beiden Funktionen auf der rechten Seite
von (H0) nach s und a fiir s =0 den Wert: ¥ cos6(a) — @’ sin 6(a)
hat, welcher fiir kleine Werte von a wegen unserer Voraussetzung (38)
von Null verschieden ist.

Wir formulieren das Resultat als selbstéindigen Satz:?)

Wenn die Extremale €, im Punlkt P, von der Kurve & trans-
versal geschwitten, aber wicht beriilwt wird, so lift sich durch jeden
Punkt P; von & in der Nihe von P, eine und nur ecine Extremale
konstruieren, welche im Punkt Py von R transversal geschnitlen wird,
und deren Tangentenwinkel im Punlkt Py wur unendlich weniy von dem-
jenigen von €, im Punlt P, verschieden ist.

Geht die Extremale &; aus der urspriinglich gegebenen Dar-
stellung (1) in die Normalform (61) iiber durch die Parameter-
transformation (14), so fiihrt dieselbe Parametertransformation die
Gleichungen (50) iiber in eine neue Darstellung der Extremalen €,

€,: z=opta), y=1va), (52)
welche fiir @ = @, in die gegebene Darstellung (1) der Extremalen €,
ithergeht: o o e

¢ ¢(ta) =2(8), (4 a) =), (53)

und bei welcher der Punkt P; der Extremalen €, dem von a unab-
hiingigen Wert /= #, entspricht:

p(t, a) = (a), v(h,a) = ja) (54)
Uberdies haben die Funktionen ¢, ¢ die in § 27, d) unter A) bis D)
aufgeziihlten Kigenschaften.

Variiert man a, so stellen die Gleichungen (50) oder (52) eine
die Extremale €, enthaltende Schar von Extremalen dar, welche simt-
lich von der gegebenen Kurve ® transversal geschnitten werden.

Die Transversalitit der beiden Kurven €, und & im Punkt P,
driickt sich aus durch die Gleichung

#(@F, +§@F, =0, (6)

wobei die Argumente von F, und F,, sind

o x - .r(a), o= E}(a’)! 7 = ‘p:(tua’)» ""r = 'Pt(tna)'
‘) Derselbe rihrt von Kxeser her, vgl. Lehrbuch § 30.
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Diese Gleichung, welche eine Identitit in a ist, differentiieren wir
jetzt nach a. In dem zuniichst sich ergebenden Resultat driicke man
die zweiten Ableitungen von F' mittels der Gleichungen (12a) und
(85) des fiinften Kapitels durch die Funktionen F,, L, M, N aus und
beachte, daB nach (54)

‘I:’(a') = qj(r (tll a)! I”(G) = ﬁ"n:(tl? a)
@t W)Y (@) — v (b, )7 (a) = A(t, ),
wenn A(f,a) wieder die Funktionaldeterminante der Schar (52) bedeutet.
Setzt man schlieBlich @ = @y, so erhilt man die Relation:
4, A(ty, @) + B, A(t, a,) =0, (56)
wenn A(f,a) die Funktionaldeterminante der Schar (52) bedeutet.
Nun ist aber nach § 29, b) die Funktion A(#a,) ein Integral der
Jacobi’schen Differentialgleichung fiir die Extremale €;; und da

A(t,ay) der Anfangsbedingung (56) geniigt, so folgt nach der am
Ende von § 39, a) gemachten Bemerkung, dab

und daher

At ay) = CH(, 1), (57)
wo (' eine von Null verschiedene Konstante ist, da nach (53), (54)
und (38) A(ty,a0) = 2,7, — ,# =+ 0. (57a)

Die Funktion H(%#) unterscheidet sich also nur um einen kon-
stanten Faktor von der Funktionaldeterminante A(# a,) derjenigen
Extremalenschar,
welche von der ge-
gebenen Kurve
transversal  ge-
schnitten wird.

Daraus folgt
aber nach § 29, ¢)
der Satz:!)

Der  Brenn-
punkt P[  der
Kurve 8 auf der
Eztremalen € ist
derjenige Punkt, in welchem die Extremale € zum ersten Mal — von P,
nach Py zu gerechnet — die Enveloppe § der von der Kurve & trams-
versal geschnittenen Extremalenschar beriihnt.?)

) Vgl. Bruss, loc. eit. p. 140.
%) Diese Eigenschaft dient bei Kxuser (Lehrbuch § 24) als Definition des
Brennpunktes. Hierdurch findet zugleich der Name seine Erklidrung; man denke

R Fig. 49.
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Beispiel XVIII: Von einer gegebenen Kurve R nach einem gegebenen
Punlt P, die kiirzeste Kurve zu ziehen. )

Hier ist I
ier 1 FeVYZ@ify?

Die Extremalen sind Gerade, da die Differentialgleichung (231) von § 26 hier
die Form annimmt 1

— =0,

Die Bedingungen (II') und (IIT") sind stets erfiillt.
Die Transversalitiitsbedingung lautet

-~

T iy =0,
d. h. die Gerade €, mufs im Punkt P, auf

 §

der gegebenen Kurve 8 senkrecht stehen. Die

Extremalenschar, welche von der Kurve £

transversal geschnitten wird, ist hier also das

Normalensystem der Kurve ®; ihre Enve-

loppe ist die Evolute § der Kurve §. Der

Brennpunkt Py ist daher der Kriimmungs-

mittelpunkt der Kuwrve & im Punkt P, und
Y wir haben daher das Resultat:?)

Fiir ein Minimum ist notwendig, dafi

Fig. 50. der Punkt P, entweder auf der entgegen-

gesetzten Seite der Kurve ® liegt, wie der

Kriimmungsmittelpunkt P oder aber, falls beide Punkte auf derselben Seite von ®

liegen, dafs P) wnicht zwischen P, und P, liegt.

K

G,

§ 41. Hinreichende Bedingungen fiir das Problem mit einem
variabeln Endpunkt.

Wir setzen jetzt voraus, daB der Extremalenbogen €, keine
Doppelpunkte besitzt und die Bedingungen?®) (II') und (IV’) fiir feste
Endpunkte erfiillt; ferner daf er im Punkt P, von der gegebenen
Kurve & transversal geschnitten wird und die Ungleichung (48) er-
fiillt; endlich dal er den Bremnpunkt P, nicht enthiilt, d. h. also daB

bkl (58)

an den Fall, wo die Extremalen gerade Linien sind, die man als Lichtstrahlen
interpretiert. Die Brennpunktsbedingung mit dieser Definition des Brennpunktes
riithrt von Kxeser her (loc. cit.); wir werden seinen Beweis in § 47 geben.

") Da fiir das Lingenintegral: J,, = J,, (vgl. § 25, b)), so ist die Aufgabe
dquivalent mit der Aufgabe: Von einem gegebenen Punkt nach einer gegebenen
Kurve die kiirzeste Kurve zu ziehen.

*) Schon von Erpmans aus der zweiten Variation abgeleitet. Zeitschrift
fiir Mathematik und Physik, Bd. XXIII (1878) p. 874.

% Vgl. § 82, b).



§ 41. Hinreichende Bedingungen bei einem variabeln Endpunkt. 325

Wir wollen zeigen, daB alsdann der Bogen €, in dem im Ein-
gang von § 36 definierten Sinn ein Minimum fiir das Integral .J liefert?).

Die in § 40 bestimmte Extremalenschar (52), welche von der
Kurve & transversal geschnitten wird, liefert unter den gemachten
Voraussetzungen ein Feld of, , um den Bogen €,. Denn die Bedlngung
(b8) laBt sich nach (57T), (41) und (43) auch schrelben

At ap) 0 fiir {, 22 1;

und da iiberdies die Funktionen ¢,y die in § 31, a) vorausgesetzten
Stetigkeitseigenschaften besitzen, so sind alle Bedingungen des Satzes
iiber die Existenz eines Feldes erfiillt.

Der dem Intervall: [a¢, — k, a, + k] des Parameters « entsprechende
Bogen der Kurve & liegt ganz in diesem Feld, da man wegen (54)
die Kurve & auch schreiben kann

§: z=g,a) y=uvt,a).

Wir verfahren jetzt ganz wie in § 31,b):
Wir nehmen auf der
Fortsetzung des Bogens
€, iber den Punkt P
hinaus einen Punkt P,
go nahe bei P, daB -

F(zy, Yo, 2, 4,) + 0,

was wegen der Voraus-
setzung (48) stets mog-
lich ist, konstruieren
durch den Punkt P, die
Transversale &, zur Ex-
tremalenschar (52) und fithren das Feldintegral W (z,y) ein, gerechnet
von der Kurve &, aus,

Jetzt sei

6:  w=2(s), y=76), %=sTs

irgend eine gewdhnliche, ganz im Feld gelegene Kurve, welche von

irgend einem Punkt P; der Kurve & nach dem Punkt P, fithrt; da-
bei wiihlen wir der Einfachheit halber den Bogen s als Parameter

auf €. Dann gilt fiir die totale Variation
A =Jz—Jdg

) Zuerst von Kxeser bewiesen, Lehrbuch, §§ 20—22; wegen eines zweiten
sich unmittelbar an die Differentiationsmethode anschlieBenden Beweises, vgl.
p. 314, Fubnote *)
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der Weierstrap'sche Fundamentalsatz
AJ = [(8(z,7:p,¢; 7,7)ds, (59)

wobei die Argumente der &-Funktion dieselbe Bedeutung haben, wie
in § 32, a).

Dies 1Bt sich auf Grund der Resultate von § 31, ¢) mittels einer
von KNESgr') herrithrenden Modifikation der Weierstraff'schen Kon-
struktion beweisen,

Sei in der Tat Py(s =s;) irgend ein Punkt der Kurve €, so
schneidet die durch P; gehende Extremale des Feldes, €;(a = a,), die
Transversale &, in dem auf & dem Wert a = a, entsprechenden
Punkt P,. Dann bilden wir das Integral J, genommen von P, ent-
lang der Extremalen €; bis P, und von P, entlang der Kurve € his
Py, und bezeichnen dessen Wert mit S(s;), sodaB

& S(ss}=J45+jss-
LaBt man den Punkt P, mit P, zusammenfallen, wobei P, nach P,
riicken moge, so kommt -
S(s5) = Jg5 + Jye-
LiBt man dagegen P; mit P, zusammenfallen, so kommt
) S(8y) = oy = o + 5.
Nun ist aber ‘
oz = Wlag,u5), Joy = Wiz, ¥,)

Wiz, y5) = Wz, m), (60)
da nach §31,¢) W(z,y) auf der Transversalen § konstant ist. Ks
folgt also _ s

AJ =y — Jyy = — [8(s:) — S(sy)]-

Die Berechnung der Ableitung S'(s;) und damit der Beweis von (59)
gestaltet sich nunmehr genau wie in § 32,a).

Statt der Weierstraf’schen Konstruktion kann man auch hier
wieder das Hilbert'sche invariante Integral /7 benutzen. Nach
Gleichung (151) von § 31 ist niimlich einerseits

Jé = Wi(zy,4,) — W5, 9),
andererseits, da &, eine Extremale des Feldes ist,

J@o = TV(xsmyE) _ W(wliyl);

und

Y Vgl. Kxeser, Lehrbuch, § 20.
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§ 42. Der Fall zweier variabler Endpunkte.

also ist wegen (60) J

G
woraus nunmehr wie in § 17,¢) und § 32,a) der WeierstraB'sche
Satz (59) folgt.

Nachdem aber einmal der WeierstraB'sche Satz bewiesen ist,
kann man genau wie in § 32, b) weiter schlieBen und erhiilt das Resultat,
daB AJ > 0, falls die Kurve € nicht mit &, identisch ist und falls
die GroBe & hinreichend klein gewihlt worden ist.

Der Bogen €, liefert also in der Tat unter den im FEingang dieses
Paragraphen aufgezihlten Bedingungen ein starkes, eigentliches Minimum
fiir das Integral .J.

=T,

§ 42. Der Fall zweier variabler Endpunkte.

Wir betrachten schlieBlich noch den Fall, wo beide Endpunkte
beweglich sind, der erste auf einer Kurve R, der zweite auf einer
Kurve &;,. Beide Kurven sollen, soweit sie fiir die Untersuchung in
Betracht kommen, von der Klasse C” sein und im Innern des Be-
reiches R liegen. An der Voraussetzung, daB die Funktion F von
den Koordinaten der Endpunkte unabhiingig ist, soll auch hier fest-
gehalten werden.

a) Vorbemerkungen:

Wir nehmen wieder an, wir hitten ecine Kurve €, gefunden,
welche unter diesen Anfangsbedingungen ein Minimum fiir das Inte-
gral J liefert. Indem wir dann zunichst wieder Variationen betrachten,
welche die beiden Endpunkte P, P, von €, festlassen, finden wir wie
in § 36, daB die Kurve €, eine Extremale sein mufi und die simt-
lichen iibrigen notwendigen Bedingungen fiir den Fall fester Endpunkte
erfiilllen muf. Wir nehmen fiir die weitere Untersuchung an, daf die
Bedingungen (II'), (IIT'), (IV’) erfiillt sind. Sodann folgt aus der
Betrachtung von Variationen, welche den Punkt P, fest lassen, wihrend
P, auf der Kurve R, frei beweglich ist, daB die Kurve & die Ex-
tremale €, in P, transversal schneiden mufl

&' Fy(z,y,2,y") + .f"ny’(‘x?y}x,J y)1=0, (61)
und daB der in § 39,a) definierte Bremnpunkt von R, auf der Ex-
tremalen @€ nicht zwischen P; und P, liegen darf. Wir wollen
diesen Bremnpunkt den ,rechtsseitigen Brennpunkt® von & auf G
nennen und seinen Parameter wie bisher mit ¢ bezeichnen. Wir
nehmen an, die Brennpunktsbedingung sei in der etwas stiirkeren Form

erfiillt. t, < f: (62)
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Weiterhin betrachten wir Vaviationen, welche den Punkt P, fest
lassen, wihrend P, auf £, beweglich ist. Fiir solche Variationen
lassen sich die Schliisse von §§ 36-—41 fast unveriindert wiederholen,
und wir erhalten das Resultat, daB die Kurve &, die Extremale €,
in P, transversal schneiden muf:

F (z,y,2,y") + -’}’Fy‘(m’ y,2,y) =0, (63)
und daB der ,linksseitige Brennpunkt“ von &, auf €] nicht zwischen
P, und P, liegen darf. Der Parameter #,” desselben ist definiert als
die dem Wert {4, zundchst vorangehende Wurzel der Gleichung

_ H(t,1,) =0, (64)
wobei

Hy )= A, @(tt)+1;3@“ b)) (65)

withrend die Konstanten A,, B, genau in derselben Weise fiir den
Punkt P, und die Kurve R, zu berechnen sind, wie die Konstanten
A,, B, mittels der Gleichungen (36) fiir den Punkt P, und die Kurve
f,. Wir nehmen an, die zweite Brennpunktsbedingung sei in der
etwas stiirkeren Form

ty <t (66)
erfiillt.

Endlich soll noch fiir die weitere Diskussion angenommen
werden, dab

1"(.%1,:1}1,.’,3;, y;) ='= 0! F(IEJ yEJ‘TE’J y;) =|= 0; (67)
woraus nach p. 319 FubBnote !) folgt, dall die Extremale €, weder in
P, die Kurve &, noch in P, die Kurve &, beriihrt.

b) Die Bliss’sche Bedingung:?)

Zu den auf diese Weise aus der Betrachtung spezieller Varia-
tionen abgeleiteten Bedingungen mufl nun noch eine weitere, voun
Briss herriihrende Bedingung hinzugefiigh werden. Die Kurve &
hat niimlich auf der Extremalen €] auch noch einen ,rechtsseitigen
Brennpunkt® P, dessen Parameter #, durch die zunichst anf #, fol-
gende Wurzel der Gleichung (64) bestlmmt wird. Die Bliss’sche
Bedmguno‘ liibt sich dann einfach so aussprechen:

') Fiir das Beispiel der kiirzesten Entfernung zwischen zwei Kurven ist
diese Bedingung zuerst von Erpmaxy (Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik, Bd. XXIII (1878) p. 369) aus seiner allgemeinen Formel fiir die zweite
Variation bei variablen Endpunkten abgeleitet worden; fiir den allgemeinen Fall
ist der Satz zuerst von Briss gegeben worden, von dem auch der im Text ge-
gebene Beweis herriihrt (Mathematische Annalen, Bd. LVIII (1904) p. 70).
Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 9—12 am Ende von Kap. IX.
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. Der rechtsseitige Brennpunkt P, von K, darf nicht swischen dem
Endpunkt Py, und dem rechisseitigen Brenmpunkt P von R, liegen, es

mufs also sein St (68)

<8
so wiihle man zwischen P, und P, einen Punkt P, auf €] und be-
trachte zuniichst die Aufgabe, das Integral J zu einem Minimum zu
machen, wenn der erste
Endpunkt auf & beweglich
ist, withrend der zweite fest
ist und mit P, zusammen-
fillt. Fiir diese Aufgabe
liefert nach § 39, a) der
Bogen P, P, der Extre-

malen € kein Minimum, da

Wir kénnen also in jeder

Umgebung des Bogens P, P, eine Vergleichskurve P, P, finden, fiir welche
I 30 < Jyo-

Die Kurve P;P, schneide &, in einem Punkte P,

Jetzt betrachte man andererseits das Problem, das Integral J zu
einem Minimum zu machen, wenn der erste Endpunkt auf &, beweglich
ist, withrend der zweite fest ist und mit P, zusammenfillt. Da

ty <1,

so sind fiir dieses Problem nach § 41 die hinreichenden Bedingungen
erfiillt, vorausgesetzt, da die Bedingungen (II') und (IV’) auch noch
iber P, hinaus bis zum Punkte P, gelten. Daraus folgt, daB

J4.0 > 'IS!O’
falls die Kurve P, P, in hinreichender Nihe von €} gewihlt worden ist.

Durch Subtraktion der beiden Ungleichungen folgt aber

Sy <y,

womit die Notwendigkeit der Bedingung (68) bewiesen ist.

Die Bedingung (68) ldBt sich noch in eine andere Form bringen.
Dazu konstruieren wir nach § 40 diejenige Extremalenschar

r= ‘P(t; a), y= tﬁ(t: a’): (69)
welche von der Kurve & transversal geschnitten wird. Alsdann
konnen wir nach §31,c¢) auf Grund der Voraussetzung (67;) durch

Angenommen es wiire

& Fig. 52.
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den Punkt P, eine cindeutig definierte Transversale T der Extremalen-
schar (69) konstruieren. Zugleich ist dann die Extremalenschar (69)
im Sinne von § 40 die einzige Extremalenschar, welche im Punkte P,
von der Kurve T transversal geschnitten wird. Aus der geometrischen
Bedeutung des Brennpunktes folgt daher, daf der Bremnpunkt der
Kurve T auf der Extremalen €] mit dem Punkte P[" identisch ist.

Wendet man jetzt auf die beiden Kurven T und ®, die Resul-
tate von § 39,b) an, nachdem man vorher den positiven Sinn auf
beiden Kurven so gewiihlt hat, daB die positive Tangente an &, im
Punkte P, links von der (gemeinsamen) positiven Tangente an T und
R, liegt, so erkennt man, daB die Ungleichung (68) mit der folgenden
Bedingung iiquivalent ist:

Wenn F'(xy,y,,2,,y;) > 0(<0), so muB im Punkte P, die
Kriimmung von §, nicht kleiner (griBer) als diejenige von T sein:
1 peoenss 3

ro.” <) P (70)
Dies lifit sich auch so aussprechen:?)

Wenn F(xy,yy, 25, y5) > 0(<0), so mup die Kwve T in der
Nihe des Punltes P, ganz auf derselben (entgegengesefzten) Seite der
Kurve R liegen wie der Extremalenbogen &,

In dieser zweiten Form bleibt der Satz auch dann noch richtig,
wenn die Brennpunkte P;" und P, gar nicht existieren, in welchem
Falle (68) illusorisch wird.

c¢) Hinreichende Bedingungen:

Wir fiigen jetzt den unter a) aufgezihlten Voraussetzungen iiber
den Extremalenbogen &, noch die weitere hinzu, daf die Bedingung
(68), resp. (70) in der stirkeren Form

ty <t (68a)
resp. . < 5 o

- = 10a
erfiillt ist. " i

Alsdann liefert der Bogen & in der Tat einen Eleineren Wert fiir das
Integral J als jede andere gewihnliche Kurve, welche in einer gewissen Um-
gebung von €y von der Kurve & nach der Kurve 8 gezogen werden kann.

Man kann dies nach ZerMELO und Hann?) folgendermaBen be-
weisen: Man nehme zwischen P; und P, einen Punkt P, an; da
ty < t;, so liefert nach § 41 der Bogen P, P, der Extremalen € einen
kleineren Wert fiir das Integral J als jede andere gewdhnliche Kurve,

5 Vgl.iBz.xss, loc. cit., p. 80. In dieser Form liBt sich der Satz {ibrigens
auch direkt mit Hilfe des Kneser'schen Transversalensatzes beweisen.
%) Encyclopidie, I1 A, p. 631,
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welche in einer gewissen Um-
gebung Al des Bogens P, P,
von &, nach P, gezogen wer-
den kann, allerdings unter
der weiteren Voraussetzung,
daB die Bedingungen (II") und
(IV") tiber den Punkt P, hin-
aus bis zum Punkte P, gelten.
Andererseits folgt nach
(41) aus der Ungleichung % Fig. 53.
ty <t,, daf der Extremalenbogen P, P, ein relatives Maximum fir
das Integral .J liefert in Beziehung auf die Schar von Extremalen,
welche von der Kurve &, nach dem Punkte P, gezogen werden kénnen.
Ist daher die Umgebung QL passend gewiihlt, so folgt: Ist P, P,
irgendeine Vergleichskurve, welche von einem Punkte P, von &, nach
einem Punkte P, von &, fiihrt und ganz im Bereiche 2L liegt, so
konnen wir vom Punkte P, nach dem Punkte P, eine Extremale
P, P, ziehen, und es ist dann nach dem eben Gesagten einerseits

jS-& F J—lO = Jio:
J;O < J?()'

Durch Subtraktion folgt hieraus: ./, < .J,,, was zu beweisen war.')
) Der hier gegebene Beweis sowohl fiir die Notwendigkeit der Bedingung
(68) als fiir die Hinlénglichkeit von (68a) zeichnet sich durch seine Anschaulich-
keit aus, leidet aber an dem Mangel, daB er unnétige Bedingungen einfiihrt,
indem er das Bestehen der Bedingungen (II') und
(IV") iiber den Punkt P, hinaus voraussetzt. Einen
rein analytischen Beweis fiir beide Behauptungen,
der von diesem Mangel frei ist und auch sonst vom
Standpunkte der Strenge befriedigender, dafiir aber
weniger einfach ist, erhilt man nach Buss (loe, cit.
p- 75), wenn man das Integral J betrachtet, ge-
nommen entlang einer Extremalen €, der Schar (69)
von ibrem Schnittpunkte mit der Kurve &, bis zu
ihrem Schnittpunkte mit §,. Dieser Integralwert,
der eine Funktion von a ist, muf fir a = a, ein f Fig. 54.
Minimum besitzen. Daraus folgt dann zuniichst,
dhnlich wie in § 39, die Notwendigkeit der Bedingung (70) und sodann durch Kombi-
nation der hinreichenden Bedingungen fiir ein gew¢hnliches Minimum mit den hin-
reichenden Bedingungen von § 41 fiir ein Minimum bei einem variabeln Endpunkt
die Hinliinglichkeit der angegebenen Bedingungen (siehe Fig. 54). Einen dritten
Beweis fiir die Notwendigkeit der Bedingung (68) gibt Drespex mit Hilfe der Formeln
(24) fiir die zweiten Ableitungen des Extremalenintegral, loc. cit. p. 477.

andererseits
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