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Fiinftes Kapitel.

Die Weierstraf’sche Theorie der einfachsten Klasse von
Problemen in Parameterdarstellung.

§ 25. Formulierung der Aufgabe.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir uns durchweg auf
Kurven beschrinkt, bei welchen sich y als eindeutige Funktion von
2 darstellen liBt, bei welchen also jede zur y-Achse parallele Gerade
die Kurve hichstens in einem Punkt schneidet; iiberdies haben wir
vorausgesetzt, daB die Kurve keine zur y-Achse parallele Tangente
besitzt. Wir werden uns jetzt von dieser Beschrinkung befreien, in-
dem wir in Zukunft simtliche zu betrachtende Kurven in Parameter-
darstellung') annehmen.

a) Allgemeine Bemerkungen iiber Kurven in Parameterdarstellung:*)

Eine stetige Kurve € wird definiert durch ein System von zwei
Gleichungen

G: z==z(), y=y(), LEEZ G, (1)

wobei x(f) und y(f) Funktionen der unabhiingigen Variable ¢ (des
sogenannten ,Parameters®) sind, welche im Intervall [ #,] eindeutig
und stetig sind. Jedem Wert von ¢ im Intervall [ 4] wird durch
die Gleichungen (1) ein Punkt P der Kurve zugeordnet, den wir

) Die Behandlung der Probleme der Variationsrechnung in Parameter-
darstellung rithrt von Weierstrass her (Vorlesungen, schon 1865); sie bedeutet,
besonders fiir geometrische Aufgaben, einen wichtigen Fortschritt, da die Be-
schriinkung auf Kurven, die in der Form: y = y(x) darstellbar sind, eine er-
schopfende Behandlung geometrischer Aufgaben im allgemeinen unmdglich
macht.

*) Vgl. hierzu Jorpaw, Cours d’Analyse, 1, Nr. 96—113, und Oscoop, Lehr-
buch der Funktionentheorie, Bd. I, p. 122.
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einfach den Punkt ¢ nennen. Durch die Gleichungen (1) wird daher
nicht nur eine gewisse Punktmenge in der z, y-Ebene definiert, sondern
zugleich eine bestimmte Ordnumg dieser Punkte festgelegt: ist ¢ < {7,
so geht der Punkt P(#) dem Punkt P”(¢") voran, in Zeichen P’ —< P".
Wiihrend ¢ von #; bis #, wiichst, beschreibt!) der Punkt (z,y) die
Kurve in einem bestimmten Sinn, von ihrem Anfangspunkt zu ihrem
Endpunkt; ersteren bezeichnen wir mit P,, letzteren mit P,, wofiir
wir hiufig auch bloB 1 und 2 schreiben werden. Wenn wir von
einer zwei Punkte 4 und B verbindenden Kurve reden, so soll
damit stets eine von dem zuerst genannten Punkt (A) nach dem zu-
letzt genannten Punkt (B) gezogene Kurve gemeint sein.
Machen wir die , Parametertransformation”

b= g(5) (@)
wo y(r) eine stetige Funktion von 7 ist, welche bestiindig wiichst
von #; bis #,, wihrend r von 7, bis r, zunimmt, so verwandeln sich
die Gleichungen (1) in

z=2z(1)=X(), y=ya@) =YY@, 1rI1Z7n. (la)

Umgekehrt gehen die Gleichungen (1a) wieder in die Gleichungen (1)
iiber durch die zu (2) inverse?) Transformation

T=0({). (2a)

Die Gleichungen (la) stellen wieder eine Kurve, €, dar. Die beiden
Kurven € und € bestehen nicht nur aus denselben Punkten, sondern
diese Punkte sind auch in beiden in derselben Weise geordnet. Aus
diesem Grunde kommen wir iiberein, die beiden durch (1) und (1a)
definierten Kurven als identisch zu betrachten, und umgekehrt sollen
zwei stetige Kurven auch nwr dann als identisch betrachtet werden,
wenn sie durch eine Parametertransformation von der angegebenen
Eigenschaft in einander transformiert werden kinnen.

In dem speziellen Fall, wenn die Funktion z(f) bestiindig wiichst,
withrend ¢ von ¢, bis ¢, zunimmt, 1Bt sich die Gleichung z = z(f)
eindeutig nach 7 auflésen?®) und die inverse Funktion

t =y (z)

" Wesentlich verschieden von dieser Auffassung der Kurve als Bahn eines
sich bewegenden Punktes (,,Bahnkurve, path-curve’ E. H. Moorg) ist die Auf-
fassung der Kurve als eines geometrischen Ortes (,,Ortskurve, locus-curve*), bei
welcher die Kurve durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten x, y definiert
wird, und wobei von der Ordnung der Punkte abgesehen wird.

% Vgl. A TIT 5.
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liefert eine zulissige Parametertransformation; wir erhalten daher die
Kurve (1) dargestellt in der Form
y=9().

Ebenso ist —z ein zuléssiger Parameter, wenn die Funktion
#(f) bestindig abnimmt. 7

Beispiel: Der im ersten Quadranten gelegene Bogen des Kreises um den
Nullpunkt mit dem Radius ¢ wird als Ortskurve definiert durch die Be-
dingungen o -

-‘”32+!v'2=a=1 a“SO! y$01

dagegen als Bahnkurve, wenn er im entgegengesetzten Sinn des Uhrzeigers
durchlaufen wird, z. B. durch

x =acost, Yy=asint, O?t

7

Al
wla

3}

oder auch durch die Gleichungen

_a(l—1% — 2ar
147% Y71 +7*’

die aus der ersten Darstellung durch die Parametertransformation

0?1: 21,

t=2 Arctgz
hervorgehen, wo Arctg, wie stete in der Folge, den zwischen — % und 4 %
gelegenen Hauptzweig der Funktion arcus tangens bezeichnet.

Ist eine stetige Kurve € in einer anderen, &, als Bestandteil
enthalten, so heiBt € ein Bogen der Kurve &.

Die Kurve € soll von der Klasse C™ heiflen, wenn sich der
Parameter ¢ so wiihlen') liBt, daBl die Funktionen #(f) und y(¢) im
Intervall [#, 4,|] von der Klasse C™ sind, und daB iiberdies die Ab-
leitungen 2'(f) und y'(f) nicht beide in demselben Punkt des Inter-
valls [¢, t,] verschwinden, so daB also

F Y0 i [4 4], ®)

Eine Kurve der Klasse?) C™(n = 1) besitzt in jedem Punkt eine
Tangente; die ,Amplitude“ 0 der positiven Richtung derselben, d. h.
der Winkel dieser Richtung mit der positiven z-Achse, den wir kurz

Y Zur Darstellung einer Kurve der Klasse €' sollen nur solche Parameter
zugelassen werden, welche diese beiden Eigenschaften besitzen, d. h. also nur
solche Parametertransformationen (2), bei welchen %(r) ebenfalls von der Klasse
O ist und {iiberdies

7@ >0.
an beachte, dall die Klasse C in der Klasse enthalten ist.
%) Man beachte, daB die Kl 41 in der Klasse (") enthalten i
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»den Tangentenwinkel der Kurve € im Punkt £ nennen werden,
wird durch die beiden Gleichungen gegeben

cos = —= sin 0 =

z y
Vi Vi (4)
Eine Kurve der Klasse €’ ist stets rekfifizierbar'), und die Linge s
des Bogens [f {] ist ausdriickbar durch das bestimmte Integral:

t
s= Vot + yPat. (5)
4

Da dasselbe mit # bestindig wichst, so kann man fiir eine Kurve der
Klasse C’ stets s als Parameter wihlen.

Eine Kurve der Klasse C” hat in jedem Punkt eine endliche
Kriimmung, welche durch die Formel®) gegeben wird:

de a'y” —ay
1~ ot o) )

Ist dieselbe positiv (negativ), so liegt der Vektor von dem be-
trachteten Kurvenpunkt nach dem Kriimmungsmittelpunkt zur linken
(rechten) der positiven Tangente der Kurve, wenn, wie wir stets
voraussetzen, die positive y-Achse zur linken der positiven x-Achse
liegt. Die Grifen 6, s, r bleiben invariant gegeniiber allen Parameter-
transformationen.

Wir werden es in der Folge fast ausschlieBlich mit stetigen
Kurven zu tun haben, welche entweder in ihrer ganzen Ausdehnung
von der Klasse €’ sind, oder aber aus einer endlichen Anzahl von
Bogen von der Klasse (" bestehen. Eine solche Kurve wollen wir
der Kiirze halber eine gewdihnliche Kurve nennen.

Ein Punkt, in dem zwei dieser Bogen zusammenstofien, soll eine
wlocke*?) heiBen, wenn dort die Richtung der positiven Tangente tat-
sichlich eine Unstetigkeit erleidet. Auch in einem solchen Punkt
existiert die vordere und die hintere Derivierte von z(#) und y(¢),
und dementsprechend eine vordere und hintere Tangente.

Wir sagen eine Kurve sei regulir in einem Punkt /=, wenn
sich z(f) und y(f) fiir hinreichend kleine Werte von f—¢ in kon-
vergente nach ganzen Potenzen von (f — ") fortschreitende Reihen
entwickeln lassen:

L
.

Y Vgl. Jorvax, Cours d Analyse, I, Nr. 106—111.

* Vgl z. B. Joroax, loc. eit., I, Nr. 448, 450, und Scuerrers, Minfihrung
dn die Theorie der Kurven, I, p. 35.

%) Auch ,,Knickpunkt* nach Cararneopbory, vgl. § 48.
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z)=a+a(t—¢)+---
yOy=b+ bt —t)+---,
in welchen @, und b, nicht beide null sind.

b) Bedingung fiir die Invarianz eines Kurvenintegrals unter
einer Parametertransformation:

Es sei F(x,y,2',y) eine Funktion von vier unabhiingigen Vari-
abeln, welche von der Klasse C ist in einem Bereich ©, welcher aus
allen Punkten (z,y, #',y) besteht, fiir welche (z,y) in einem ge-
wissen Bereich R der z,y-Ebene liegt, wihrend (2, y") irgend ein
endliches Wertsystem mit Ausnahme des Wertsystems (0,0) sein darf.

Wir setzen voraus, daB die durch die Gleichungen (1) definierte
Kurve € in dem Bereich R liegt und von der Klasse  ist, und
wiihlen') zwei beliebige Punkte P, und P,({, <t,) auf € Dann
verstehen wir unter dem Integral der Funktion F' genommen entlang
dem Bogen P, P, der Kurve € das Integral

. [ ‘}'*"(:r.ff), ), ', y'@)dt. (7
1

Hier tritt uns nun aber eine eigentiimliche Schwierigkeit ent-
gegen: (rehen wir namlich durch die Parametertransformation (2) zu
einer anderen Darstellungsform (1a) derselben Kurve € iiber so er-
gibt sich nach der eben gegebenen Definition fiir das Integral der
Funktion F entlang demselben Bogen, der Darstellung (1a) entsprechend,

_‘:';
JFX@, Yo, X', Y'@)dr, (Ta)
]
WO:
ty = 1(7), ty = x(r)-

Der Begrift des Integrals der Funktion I’ entlang einer gegebenen
Kurve hat also nur dann einen bestimmten, von der Wahl des Para-
meters unabhingigen Sinn, wenn die beiden Integrale (7) und (7a)
einander gleich sind; und zwar verlangen wir, daB diese (leichung
gelten soll

«) fiir jede Parametertransformation ¢ = y(z) von den oben an-
gegebenen Eigenschaften, bei welcher iiberdies y(7) in [747,] von der
Klasse O ist;

" Wenn wir sagen, wir wihlen einen Punkt auf der Kurve €, so soll dies
stets heiBen: wir wiihlen einen Wert von ¢ und bestimmen dann den zugehérigen
Punkt der Kurve. Diese Verabredung ist notig, weil dasselbe Wertsystem (x, v)
verschiedenen Parameterwerten entsprechen kann (mehrfache Punkte).

Bolza, Variationsrechnung. 13
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B) fir jede Lage der beiden Punkte P; und P, auf der Kurve §;

) fiir jede im Bereich R gelegene Kurve € von der Klasse (.

Fiithren wir in dem Integral (7) statt der Variabeln # die Variable
7 ein, mittels der Substitution: # = y(r), und beachten, daB

X(r)=2O) (), Y@=vyOr1x),
so geht (7) iiber in

s X@ Y@\
; f F(Xw, Yo, o m)x(r) dr. (Th)
Wegen ) diirfen wir die Gleichung: (7b) = (7a) nach 7z, differentiieren
und erhalten, wenn wir der Kiirze halber r statt z, schreiben:

F(X@), ¥, 59, T

L8 z.(ﬂ)x'(r):F(X(-r}, Y, X@, Y'®). (8)

Wegen «) mubl dies auch fiir die spezielle Transformation

gelten, wenn k irgend eine positive Konstante ist; also folgt
F(X@), Yv, kX'(v), kY'0)) = kF(X(v), ¥Y(v), X'(x), Y'(»).

Aber indem wir, der Forderung p) entsprechend, die Kurve G
und den Parameter v passend wiihlen, kdnnen wir die vier GriiBen:
X(z), Y(r), X'(1), Y'(r) jedes vorgeschriehene dem Bereich © an-
gehorige Wertsystem annehmen lassen, und daher muB die Relation

F(z,y, ka', ky) = kF(z,y, &, ) )

identisch erfiillt sein, fiir jedes Wertsystem z,y, 2,4, im Bereich ©
und fiir jedes positive k, oder wie wir sagen wollen: Die Funktion
Flz,y,,y) mufp in o,y positiv-homogen) und von der Dimen-
sion 1 sein.

Umgekehrt, wenn diese Bedingung erfiillt ist, so gilt (8), da wir
7 () >0 voraussetzen und daraus folgt riickwirts die Gleichung:

) Man muB sich hiiten, diese beschrinkte Homogeneitit mit der oge-
wdhnlichen Homogeneititt rationaler Funktionen zu verwechseln, bei welcher die
Homogeneitiitsrelation fiir positive und negative Werte von % gilt. So sind
z. B. die Funktionen

Ver+y®, sy —yd VYT

positiv-homogen, aber nicht homogen im gewhnlichen Sinn.
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(7)= (7a). Wir haben also den folgenden von WEIERSTRASS her-
riihrenden

Satz'): Die notwendige wund hinreichende DBedingung dafiir,
daf der Wert des Integrals der Funktion F(z,y, 2, y") entlang einer
Kurve von der Wahl des Parameters wunabhinglg ist, besteht darin.
daf Fin bezug auf z' und y positiv-homoycn von der Dimension 1 ist.

Wir werden in der Folge stets voraussetzen, daB die Funktion
F(z,y,2',y) die Homogeneititsbedingung (9) erfiillt, und wir werden
das Integral 4
SF@w, yo, 6., yb)at
i
je nach Bedarf mit Jg(P, P,), oder auch kiirzer mit Jg oder Ji, be-
zeichnen. Allgemeiner soll Jg(P; P,) das Integral J, genommen ent-
lang einem Bogen P, P, der Kurve @, bezeichnen.

Will man die Richtung der Integration umkehren?®), so mufl
man zuerst einen neuen Parameter einfiithren, welcher wiichst, wenn
die Kurve vom Punkt P, bis zum Punkt P, durchlaufen wird,
z. B¥): u = —1 Die Gleichungen

[ z—a(—u), y=y(—u), wZuTu,
WO:

u, = —1ty, My=—1t,

stellen dieselbe Gesamtheit von Punkten dar wie (1), aber der Sinn
ist entgegengesetzt. _
Das Integral von F' entlang der Kurve €' hat den Wert

Uy
dae d
Iy = f F(a: Y, gor g3) du
H.

Uy
= f Flo(—w), y(—w), — 2 (—w), — y'(—w)du

f
= | F@®, yo, — &), — y@®)dt.

'y Weierstrass, Vorlesungen; vgl. auch Kxeser, Lehrbuch, § 3. Die Ver-
allgemeinerung des Satzes fiir den Fall, wo F hohere Ableitungen von @ und y
enthiilt, ist von Zermero gegeben worden. (Dissertation, p. 2—23); fiir den Fall
von Doppelintegralen von Koss, Acta Mathematica, Bd. XVI (1892), p. 67.

% Vgl. Kxuser, Lehrbuch, p. 9.

% Dies ist natiirlich keine eigentliche ,,Parametertransformation‘* und dem-
entsprechend haben wir die Kurve €' als von € verschieden zu betrachten.

18*
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Wenn die Relation (9) auch fiir negative Werte von / giiltig
bleibt (was z. B. eintritt, wenn I’ eine rationale Funktion von 2, 4’
ist) so ist

-1"(55; Yi— a;J: o :‘Jf’) - F(:E, Y, .’17', y’)’
und daher: Jy,, = — J,,.

Ein hierher gehiriges Beispiel ist das Integral fiir den Inhalt der

von einer geschlossenen Kurve begrenzten Fliche:

&
J = -}J (zy — ya)dt.
tl

Die Relation (9) braucht aber fiir negative Werte von £ nicht
zu gelten; wenn insbesondere fiir negative Werte von % statt dessen
die Relation

F(z,y, I"x’: ky’) - kF(ﬁ', Y, x’, 3)")
gilt, wie z. B. bei dem Integral fiir die Bogenlinge, so ist: ., = /,,.

Beides sind jedoch nur spezielle Fille, und im allgemeinen it

sich keine einfache Beziehung zwischen .J,, und ./, aufstellen.

¢) Relationen') zwischen den partiellen Ableitungen der Funktion
Flz,y, 2, 9):

Differentiiert man (9) nach k und setzt dann k =1, so kommt,
wie bei gewGhnlichen homogenen Funktionen,

rF,+yF,=F. (10)
Hieraus folgt durch Differentiation nach 2z und y
F,=2F,,+yF,,, F = F, +4F,,, (11)
und durch Differentiation nach 2z’ und o’
“Fpypy+y¥,y=0, &F,,+yF,, =0; (11a)
und hieraus, wenn 2" und y’ nicht gleichzeitig null sind,
By o Byt B f? 3 = S vm®; (12)

daher existiert eine Funktion F, von z,y, ', ¢ derart, daB

Fopw=y*F, F,,——2'yF, F,,=a"F,. (12a)
Die so definierte Funktion F, ist nach unseren Annahmen iiber 7’
von der Klasse (' im Bereich ©, selbt wenn eine der beiden Vari-

1 Nach Weirnstrass, Vorlesungen.
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abeln #', ¥ null ist; dagegen wird F, im allgemeinen unendlich oder
unbestimmt, wenn gleichzeitig 2’ =0, ¥’ = 0 und zwar selbst dann,
wenn F' selbst fiir (2, %) = (0,0) endlich und stetig bleibt; so
z B. fiir

Yy .
Va7
Wir bemerken noch, daf aus (9) durch Differentiation nach z und y,
bzw. " und y" die weiteren Homogeneitiitsrelationen folgen:

Fo(z,y, k', ky) =k F(z, 9,2, y), Fy(‘rr Y, k', ky') = J"‘Fy(w: ¥, 2,9),
F (e, y, ka'y ky') = F(a,9,2,y), Iﬂy'(x’ Y, k', ky') = Fy'(xa ¥, 2,y), ¢ (13)
F(z,y, ko', ky) = k3 F, (z, ¥, &, ¥),

F=yyYa?+ y?, wo F, =

fiir

I>0.

d) Definition des Minimums:?)

Die Definition des Minimums gestaltet sich nun ganz #hnlich
wie im § 3, nur daB jetzt alle Kurven in Parameterdarstellung voraus-
gesetzt werden; auBerdem wollen wir den Begriff der zulissigen
Kurven noch dadurch erweitern, daf wir auch Kurven mit einer end-
lichen Anzahl von ,Ecken* zulassen.®)

) Im wesentlichen nach Weierstrass, Vorlesungen, 1879; vgl. auch Zermero,
Dissertation, p. 26—29, und Kxeser, Lehrbuch, § 17.

%) Fiir eine Kurve mit einer endlichen Anzahl von Ecken von den unter a)
charakterisierten Kigenschaften hat das Integral J zuniichst {iberhaupt keine
Bedeutung, da die Funktionen ', 4" und daher auch F'(z, y, 2, ') in den Ecken
nicht definiert sind. Legt man aber der Funktion F in den Ecken, die den
Parameterwerten t =c¢,, ¢,, ..., ¢, entsprechen migen, beliebige endliche Werte
bei, so erhiilt das Integral fiir die so modifizierte Funktion nach A V 2 einen
bestimmten endlichen Wert, und dieser Wert ist nach A V 3 von der Wahl der
Werte von F' in den Punkten ¢; unabhiingig und daher die naturgemiBe
Definition fiir das Integral .J entlang der betrachteten Kurve. Es folgt dann
nach bekannten Siitzen iiber bestimmte Integrale, daB

n ¢11—0
»
J = E [1"(9:1 Y, x' ?f')dta (Cp =1y, Cn-}-l:ti)‘
T=00c;+0

wobei die Bezeichnung andeuten soll, daB man bei der Berechnung des Inte-
grals fiir das Intervall [c;c; ;] den Funktionen 2', y" in ¢, die Werte 2'(c; 4 0),
¥'(c;+0),in ¢; ., die Werte 2'(¢; ; —0), ¥'(¢; ; — 0) beilegt.
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Es seien also zwei Punkte P, und P, im Bereich R gegeben;
wir betrachten als ,zulissige Kurven“ die Gesamtheit 9L aller ,ge-
wohnlichen') Kurven®, welche in & von P, nach P, gezogen werden
konnen. Dann sagen wir eine zulidssige Kurve € liefert ein Minimum 2)
fiir das Integral

t.

J=J.F'(2¢, Yy, y’) dt,
4

wenn eine ,Umgebung® Al von € existiert, derart, daB
I < I
fiir jede zulissige Kurve €, welche in 2l von P, nach P, gezogen
werden kann.
Dabei soll unter einer Umgebung Al einer ebenen Kurve @
wieder jeder ebene Bereich®) verstanden werden, welcher die Kurve €

ganz in seinem Innern enthilt, so daB also jeder Punkt von € ein
minnerer®) Punkt von QL ist.

e) Vergleichung der Methode der Parameterdarstellung mit der
fritheren Methode:

Man ist leicht geneigt, die iltere Methode, bei welcher & als unabhiingige
Variable gebraucht wird, im Vergleich zur WeierstrafB'schen Methode der
Parameterdarstellung fiir veraltet und unvollkommen zu halten. Jedoch mit
Unrecht: Vielmehr haben es die beiden Methoden mit zwei verschiedenen Auf-
gaben zu tun, und welche von beiden den Vorzug verdient, hiingt in jedem
einzelnen Fall von der speziellen Natur des vorliegenden Problems ab.

Im allgemeinen kann man sagen, dab fiir geometrische Aufgaben die Me-
thode der Parameterdarstellung nicht nur vorzuziehen ist, sondern iiberhaupt die
einzige ist, welche eine vollstindige Losung der Aufgabe liefert.#) Handelt es
sich dagegen darum, eine Funktion zu bestimmen, welche ein Integral zu einem
Extremum macht, so hat man die iltere Methode anzuwenden.

") Vgl. § 25, a). FEine Ausdehnung der Aufgabe auf eine allgemeinere
Klasse von Kurven wird in § 35 betrachtet werden.

*) Genauer ,starkes, relatives® Minimum; wir werden es fast ausschlieBlich
mit diesem zu tun haben. Die Unterscheidung zwischen eigentlichem'* und
,uneigentlichem* Minimum ist dann wieder ganz so wie p. 18 definiert.

%) Wegen der Definition von ,Bereich* und ,Inneres* vgl. A I 7 und 9.
Man beacbte, daB wir zwischen Umgebung und Nachbarschaft einer Kurve
unterscheiden, vgl. § 3, b).

%) Es sei demn, daB man die auf p. 205, Fubnote auseinandergesetzte
Methode anwenden will, bei welcher man jedoch die gegebene Aufgabe durch
eine Aufgabe von weit komplizierterem Typus ersetzt. Vgl. auch die (Tbungs-
aufgaben Nr. 36—40 auf pp. 149—151.
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Dieselbe Unterscheidung gilt auch fiir Aufgaben von allgemeinerem Typus.
So sind z B. das Hamilton’sche Prinzip und das Prinzip der kleinsten Aktion
in der ersten (Lagrange’schen) Form Funktionenprobleme, weil hier die
Koordinaten der Punkte des Systems als Funktionen einer ganz hestimmten un-
abhiingigen Variabeln, niimlich der Zeit, gesucht werden. Dagegen ist das
Prinzip der kleinsten Aktion in der zweiten (Jacobi'schen) Form, bei welcher
die Zeit eliminiert ist und nur die Bahnen bestimmt werden, ein Kurven-
problem (vgl. Kap. XI).

Betrachtet man die Aufgabe das Integral

fa
J :J Fx,y, «, y)dt

u i

zu einem Minimum z{ machen, einmal in Beziehung auf eine gewisse Menge JIU
von zulissigen Kurven, das andere Mal in Beziehung auf eine andere Menge I,
g0 sind dies zwei ganz verschiedene Aufgaben, und man muf im allgemeinen
erwarten, daf auch ihre Ldsungen verschieden sind.

Wir wiihlen nun fiir 9L die Gesamtheit aller Kurven der Klasse (7, welche
im Bereich & vom Punkt P, nach dem Punkt P, gezogen werden konnen, und
fiir JU die Gesamtheit derjenigen Kurven von I, fiir welche Lestindig

£H)>0. (14)

Fiir jede Kurve von JU kinnen wir dann z als Parameter einfiihren, und er-

halten die Kurve in der Form
y=ylx),

wo y(x) eine Funktion der Klasse ( ist, withrend das Integral .J iibergeht in

)
J=ff(ac, ¥, g—‘i)d:c,
@y

wenn wir die Funktion f(z, y, p) durch
f(.‘l', y|P)=F(3«‘» ¥, 1, P) (15)

definieren. Die zweite Aufgabe ist aber identisch mit dem Problem, das wir
in den drei ersten Kapiteln behandelt haben.

So gehtrt also zu jedem ,¢-Problem*, wie wir sagen wollen, ein ent-
sprechendes ,z-Problem*, das durch Hinzufiigung der Bedingung (14) daraus
hervorgeht. Ebenso kann man riickwiirts von einem gegebenen ,xz-Problem* zu
dem entsprechenden ,,¢-Problem* iibergehen, indem man

setzt und demnach
Fla,y, o, y)=f (w. Y, %) @’ (15a3
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definiert, wobei es freilich vorkommen kann, daB die Funktion F' nicht allen
von uns vorausgesetzten Bedingungen geniigt.
Aus (15a) folgen die Relationen

I';rm fzm’s I"_uzf:qm’
Fo=f—pty, Fy=1 (16)
f
by
¥, = e

Da die Menge IU in der Menge I enthalten ist, so folgt, daB jede
Losung des t-Problems, welche tiberdies der Bedingung (14) geniigt, a fortiori
auch eine Losung des a-Problems liefert. Das i-Problem kann aber auch
Lisungen besitzen, welche die Bedingung (14) nicht erfiillen, und welche daher
keine Losungen des z-Problems sind. Ein Beispiel dieser Art ist die bekannte
»diskontinuierliche Losung® beim Problem der Rotationsfliche kleinsten Inhalts
(vgl. § 52).

Es kann aber auch umgekehrt das xz-Problem Lisungen besitzen, welche
nicht zugleich Lisungen fiir das ¢-Problem sind. Ein einfaches Beispiel ) dieser
Art liefert die Aufgabe, das Integral

£y
J=ﬁ;"dx
Ty

zu einem Minimum zu machen, wobei die Endpunkte I, und /%, die Koordinaten:
(@, ¥,) = (0, 0), (4, ¥y)==1(1,1) haben sollen. Dann liefert die Gerade P, P,:
y=ua ein starkes Minimum fiir das Integral und zwar ist der Minimalwert
J =+ 1. Denn ersetzt man y durch y + o, wo o irgend eine Funktion der
Klasse (7 ist, welche in beiden Endpunkten verschwindet, so ist

1 1
AT = [0’y + ' da - [ode,
b b

also AJ > 0.
Dagegen liefert dieselbe Gerade P, P, fiir das entsprechende /-Problem, wo
2
' 2
J= L a
i

.
4

kein Minimum. Denn man kann in jeder noch so kleinen Umgebung von P, P,
die beiden Punkte I, und P, durch eine Zickzacklinie verbinden, welche ab-
- wechselnd aus geradlinigen Stlicken vom Gefille 0 und — 1 besteht. Fiir eine
solche Zickzacklinie wird aber offenbar das Integral./negativ, also sicher kleinerals1.

Die betrachtete Zickzacklinie ist fiir das ¢-Problem eine zulissige Variation,
nicht aber fiir das @z-Problem.

Y Dasselbe riihrt von Bromwicm her, vgl. Mathematical Gazette,
Bd. IIT (1905), p. 179. Ein anderes Beispiel dieser Art ist unser Beispiel X,
p. 113, in dem Fall, wo m >0, oder m <7 -— 1; man benutze dieselbe Zickzack-
linie wie im Text.
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Das eben behandelte Beispiel ist nur ein spezieller Fall eines allgemeinen,

von Weierstrass herriihrenden Satzes (vgl. § 80, b)), wonach das Integral
£,

/.Ffm, y, @,y )dt

(l
iiberhaupt kein Extremum besitzt, wenn F(z, y, ', ') eine rationale Funktion
von «’, ¢ ist, withrend das entsprechende z-Problem sehr wohl eine Losung be-
sitzen kann.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB man in allen Fillen, wo es sich nur um
die Untersuchung einer Kurve der Klasse ¢’ in der Umgebung eines
einzelnen Punkties handelt, die Kurve ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
stets in der Form: y —y(x) annehmen darf, da man stets durch Drehung des
Koordinatensystems erreichen kann, daB in der Umgebung des betreffenden
Punktes 2" > 0.

§ 26. Die Differentialgleichung des Problems.

Das Verfahren zur Aufstellung notwendiger Bedingungen fiir ein
Extremum ist zuniichst ganz analog wie in § 4; wir werden daher
nur diejenigen Punkte ausfiihrlich erértern, in welchen die Behandlung
in Parameterdarstellung charakteristische Eigenttimlichkeiten aunfweist.

a) Die WeierstraB'sche Form der Euler’schen Differential-
gleichung:

Wir nehmen an, wir hiitten eine Kurve € gefunden, welche das
Integral J zu einem Minimum macht. Wir setzen fiirs erste!) voraus,
die Kurve € sei von der Klasse O und liege ganz im Innern des
Bereiches . Sie sei durch irgend einen zulissigen Parameter aus-
gedriickt in der Form

¢: v=ua(), y=y@), L=<tIk,
wobei wir darauf aufmerksam machen, daB jetzt die Endwerte 7,, £,
unbekannt sind. Wir ersetzen die Kurve € durch eine benachbarte
Kurve von der speziellen Form

¢: x=u(t)+ &), y=y@)+eq®), tIt<h, (A7)
wo ¢ eine kleine Konstante ist und £(#), %(¢f) Funktionen von ¢ von
der Klasse®) I)" sind, welche in # und #, verschwinden, sonst aber
willkiirlich sind. Wir schlieBen dann ganz wie in § 4, daB
0J =0, 0*J = 0
sein mub, wo wieder
) Wir werden uns von diesen Beschriinkungen in Kap. VIII befreien.

%) Vgl. die Definition § 10, ¢). Die Zulassung von Vergleichskurven mit ,,Ecken*
macht nur ganz unwesentliche Modifikationen der friiheren SchluBweise n&tig.
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J_.s(‘;")o, 0T = & ‘2;’-)

Im gegenwirtigen Fall ist
ta
0T =& [(Ft+ Fn+ F 8 + Fypdt. (18)
f

Indem wir einmal spezielle') Variationen betrachten, fiir welche
% = 0, das andere Mal solche, fiir welche £ =0, erhalten wir das
Resultat, daBl einzeln

f.‘_ :‘!
[(FE+F8)at=0, [(Fpn+Fa)dt=0  (19)
h [

sein muf.

Auf diese beiden Gleichungen kinnen wir jetzt die Methode von
§ b, ¢) anwenden, und erhalten so den Satz, daB die beiden Funk-
tionen x und y den beiden Differentialgleichungen

3 o 5 4 2
B ” -0 “Fy_ﬁEv'z(' (20)

geniigen. miissen, was zugleich die Existenz der Ableitungen dF,/dt,
dF/dt involviert. Die beiden Dlﬂ'ereutlalglelchungen (20) sind jedoch
nicht voneinander unabhiingig?), wie sich schon a priori erwarten liBt,
da dieselbe Kurve unendlich viele Parameterdarstellungen zuliBt. In
der Tat, fiihrt man die in (20) angedeuteten Differentiationen®) aus,

Sind ¢, ¢, ..., ¢,_,, die Unstetigkeitspunkte von £, 4, so zerlegt man das
Integral J in eine Summe von Integralen zwischen den Grenzen f, ¢, ¢ ¢, , .
and fiihrt die Differentiation nach &, welche &.J und &*J liefert, sowie die wei-
teren Umformungen an den einzelnen Summanden aus. Die vom Integralzeichen
freien Glieder, welche dabei auftreten, heben sich weg, weil die Funktionen a’, 4
und &, 5 als stetig vorausgesetzt werden.

) Was gestattet ist, so lange es sich um die Ableitung von notwendigen
Bedingungen handelt.

* Schon Haminrox hat bemerkt, — und zwar fiir das entsprechende Problem
im Raum —, daB aus der Homogeneitiit der Funktion I’ folgt, daB die Diffe-
rentialgleichungen (20) nicht voneinander unabhiingig sind. (Transactions
of the Irish Academy, Bd. XVII, p. 6.)

% Der Hilbert'sche Satz (§ 5, d)) {iber die Existenz der zweiten Ableitungen,
welche dabei vorausgesetzt wird, ist dahin zu modifizieren: der Parameter t lipt
sich stets so wihlen, dafi die zweiten Ableitungen &', y'' cxistieren und stetig sind
in allen denjenigen Punlten der Kwive, in welchen

Fixi), yit), 2, y&)==0. (21)
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und macht dabei von den Relationen (11) und (12a) Gebrauch, so
erhilt man die Identititen

F—%F =yr, F-°

T y"*th :*J"j’, {23)

v —
wo

T(a, y; &, ¥; &, ¥') = Foy— F,o+ Fy(&y" — 2"y). (28a)
Da 2" und y nicht gleichzeitig verschwinden, so sind die beiden
Differentialgleichungen (20) dquivalent mit der einen Differentialgleichung

F:y'_ Fyz' + F!. (‘T’y" T x”y’) = O N (I)

Dies ist die Weierstrafi'sche') Form der Fuler’schen Differen-
tiulgleichung. lhr muB jede Kurve, welche das Integral J zu einem
Extremum macht, geniigen. Jede den beiden Differentialgleichungen
(20) geniigende Kurve soll nach Kxeser wieder ein Ezfremale heiBen.

Fiithrt man die Kriimmung ri der Kurve ein, so kann man nach
(6) die Differentialgleichnng (I) auch schreiben:
1 _ ‘1"_1-'!,1‘—A{',y'.r .
r T R R
Die Kriimmung bleibt invariant unter jeder Parametertransforma-
tion, ebenso die rechte Seite von (23b), wie man sich leicht mittels
der Formeln (9) und (13) iiberzeugt.

Aus den Formeln (23) leitet WEIERSTRASS eine wichtige Um-
formung der ersten Variation ab. Formt man in dem Ausdruck (18)

(23b)

Dies findet z. B. statt, wenn man fiir ¢ die Bogenliinge withlt, was sich ana-
lytisch dadurch ausdriickt, daf man den Differentialgleichungen (20) die weitere
hinzufiigt:

B yt=1, (22)

Ist in dem Punkt, fiir welchen man die Existenz von 2", y” beweisen will,
¥ =#=0—, & und y" sind nicht beide null, — so leitet man, indem man ganz
analog wie im § 5, d) verfihrt, aus den beiden aus (20) und (22) folgenden
(+leichungen :
AFE,. Alx 4y
T 2= iy A =0
at=u At % \i=0 At

Ausdriicke fiir die Differenzenquotienten
A’ Ay
&1 At

her, an denen man dann den Grenziibergang mit dem oben angegebenen Resultat
ausfithren kann.
) Weierstrass, Vorlesungen.
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fiir 0 die beiden letzten Glieder durch partielle Integration um und
macht von den Gleichungen (23) Gebrauch, so erhilt man

t i,
0 = ¢ {[31‘}4« T;'I"';,.]: +;[ Tw dt}, (18a)

wobei
w=yE&—a'y
gesetzt ist.

Die Umformung setzt die Existenz und Stetigkeit von 27, y”
voraus.

Die Differentialgleichung (1), zusammen mit geeigneten Anfangs-
bedingungen, bestimmt im allgemeinen zwar die Kurve!), aber nicht
die Funktionen #(f) und y(f), solange der Parameter ¢ unbestimmt
gelassen wird. Erst nachdem man eine Festsetzung iiber die Wahl
des Parameters getroffen hat, werden auch die Funktionen 2(f) und
y(t) bestimmt. Eine solche Festsetzung bedeutet aber analytisch, daB
man zur Differentialgleichung (I) noch eine endliche Gleichung oder
eine Differentialgleichung zwischen x, # und ¢ mit geeigneten Anfangs-
bedingungen hinzufiigt; diese Zusatzgleichung ist nur der einen Be-
dingung unterworfen, dal die Funktionen x(f) und y(f) sich schlieBlich
als eindeutige Funktionen der Klasse € ergeben miissen. Die beste
Wahl des Parameters hiingt von der speziellen Natur der vorgelegten
Aufgabe ab. Fiir Untersuchungen allgemeiner Natur ist es meist am
vorteilhaftesten, die Bogenlinge als Parameter zu wihlen, was mit
der Zusatzgleichung (22) identisch ist.?)

1 Vgl. genaueres hieriiber in § 27,a). Der hier scheinbar vorliegende Wider-
spruch lost sich dadurch, daf dieselbe Kurve durch Transformation des Para-
meters in unendlich vielen Formen dargestellt werden kann, vgl. § 25, a).

%) Bei dem Ubergang zu einem speziellen Parameter hat man sich vor
einem naheliegenden Fehler zu hiiten: Trifft man iiber den Parameter ¢ fiir die
gesuchte Kurve @ eine bestimmte Wahl, die mit der Adjunktion der Relation

Git,z,y,2,4)=0 (22a)
gleichbedeutend sein moge, so kann es kommen, daB die Funktion F(z, y, &, y)
sich auf Grund von (22a) auf eine Form F°(xz, y, &', ') reduzieren liBt, welche
der Homogeneitiitsbedingung (9) nicht mehr geniigt. Wir konnen dann das
Integral J; in der doppelten Form schreiben

ly fa
J =_fF(w‘ ¥, @,y dt :Lfi-'f'(a:. y, &, y)dt.
4 b

Wenn wir nun zu einer benachbarten Kurve € iibergehen, indem wir z, y durch
Z=u=x4 ¢k, y =y -+ en ersetzen, wobei &, n beliebige Funktionen von ¢ von
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Nachdem man eine bestimmte Wahl iiber den Parameter ¢ ge-
troffen hat, erhilt man die allgemeine Lésung in Form eines Paares

der Klasse 1) sind, welehe fiir £ == ¢, und ¢ = {, verschwinden, so wird im all-
gemeinen der Parameter ¢ fiir € nicht mehr dieselbe Bedeutung haben, wie fir
€, d. h. &, y werden im allgemeinen nicht mehr der Relation (22a) geniigen,
also wird sich auch fiir die Kurve € die Funktion F nicht mehr auf die Form F°
reduzieren lassen. Daher miissen wir schreiben

Y
Jg =JF(E, 7, 7, 7)) dt
L

und diirfen nicht schreiben
1.

k]
Jg= [ F'@ 5,3, ¥)dt.
5
Daraus folgt, duB auch in 6J und daher schlieBlich in den Differentialglei-
chungen (20) und (I) die Funktion F und nicht F'° gebrancht werden muB.
Erst jetzt, in den fertigen Difierentialgleichungen, darf man die aus der Adjunk-
tion von (22a) sich ergebenden Reduktionen vornehmen.
So fiihrt z. B, die Aufgabe das Integral

[

J = j ‘_y Va' i y2 dt
i

zu einem Minimum zu machen, wenn man den Bogen s als unabhiingige Variable
einfiihrt, auf das Integral <

I ='j'_;:ds.

LN

Wollte man hier unter Vernachliissigung der obigen Warnung, mechanisch
die friiheren Regeln auf das reduzierte Integral anwenden, so wiirde man fiir
die Differentialgleichung (I) das falsche Resultat 1 = 0 erhalten.

Es gibt allerdings noch eine zieite Methode, die Aufgabe zu behandeln:
sie besteht darin, daf man nicht nur fiir die gesuchte Kurve, sondern gleich-
zedtig fiir sdmtliche zulissigen Kurven den Parameter ¢ in derselben Weise spe-
zialisiert, d. h. den siimtlichen zuléissigen Kurven die Nebenbedingung (22 a) auf-
erlegt. Dann sind aber die Funktionen &,  nicht mehr willkiirlich, und man
hat es mit einem ganz anderen, und zwar viel komplizierteren Typus von Auf-
gaben zu tun (vgl. Kap. XI).

Das obige Beispiel wiirde in der neuen Formulierung lauten: Unter allen
Funktionenpaaren «, y, welche der Nebenbedingung

2 yt=1
geniigen, dasjenige zu finden, welches das Integral

S
J=J yds
zu einem Minimum macht. %
(Vgl. Lixperir-Moreno, Legons, Nr. 116—120.)



206 Fiinftes Kapitel. Die WeierstrafB'sche Theorie.

von Funktionen von #, welche zwei Integrationskonstanten?!) enthalten:

.’I-——-f(t, o, ﬁ)r y=y(¢:“)ﬁ)' (24)
Die Konstanten «, § zusammen mit den beiden unbekannten End-
werten £, #, sind aus der Bedingung zu bestimmen, daB die Kurve
durch die beiden gegebenen Punkte gehen soll:

$1=,l(tlra;ﬁ)’ y1=g(t1) &, ’j) }
m2=f(t2:“: ﬁ}’ :"/22.'7(62! &, ﬁ)
Die vorangehenden Bemerkungen iiber die Integration der Diffe-
rentialgleichung (I) werden durch die nachfolgenden Beispiele noch
weiter erliutert werden. Wir bemerken dazu noch, daB es hiiufig
vorteilhafter ist, statt der Differentialgleichung (I) eine der beiden
Differentialgleichungen (20) zu benutzen, besonders wenn die Funk-
tion F' eine der beiden Variabeln # oder y nicht enthilt. Nur muf
man sich daran erinnern, daB jede dieser Differentialgleichungen nach
(23) eine fremde Losung enthilt (die erste 3= 0, die zweite 2" = 0),
und daB erst die Kombination beider mit (I) dquivalent ist.
Beispiel XIV: Das Integral
Iy
7= [Ts @y — ya) — RV £y ar

4

(26)

zu einem Maximum zu machen. : . .
Dabei ist R eine positive Konstante.

2 Fir den Bereich # kénnen wir die
ganze x, y-Ebene wiihlen.
Man findet
F,= = (26)

W)

und daraus fiir die Euler'sche Diffe

rentialgleichung:
1 _ 2y'—ya” 1
A (ZEEar Kt
Die Krimmung ist also konstant

1

d gleich —. I i
=t und gleich - Daraus folgt, daB die
Extremalen Kreise mit dem Radius R
sind, die in positivem Sinn beschrieben
werden, d. h. so daB der Mittelpunkt zur Linken liegt. Wir haben also hier

") Niiheres hieriiber folgt in § 27.
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ein Beispiel, wo eine Extremale aufhort, Extremale zu sein, wenn sie tn ent-
geqgengesetztem Sinn durchlawfen wird.?)
Wir kénnen das allgemeine Integral der Differentialgleichung (I) schreiben:

x=@a-+4 Rcost, y=p-4 Rsint. 20
Durch die beiden gegebenen Punkte P,, P, gibt es zwei, einen oder keinen
Kreisbogen der verlangten Art, je nachdem )
= L
R Z2 |.P1 Ly
Im ersten Fall ist von den beiden Kreishogen der eine P, P, P, kleiner, der
andere P, P, P, griBer als ein Halbkreis.

b) Die Brachistochrone?):

Beispiel XV: Unter allen Kurven, welche in einer gegebenen vertikalen
Ebene zwischen zwei gegebemen Punkien P, und P, gezogen werden kimnen, die-
Jenige zu finden, entlang welcher ein nur der Schwere unterworfener materieller
Punkt in der kiirzesten Zeit von P, nach P, gelangt, wenn er den Puwnkt P, mit
der gegebenen Anfangsgeschwindigheit v, verlifst.

Wir wiihlen die vertikale Ebene zur z, y-Ebene eines rechtwinkligen
Koordinatensystems und nehmen die positive y-Achse vertikal nach unten. Be-
zeichnet dann ¢ die Konstante der Schwerkraft und wird von Reibung und
Widerstand des Mediums abgesehen, so hat man nach den Elementen der
Mechanik das Integral

o
J— [V tyr at
Y Vy—n+k

zu einem Minimum zu machen, wo
r.]?

- T
Die zuliissigen Kurven sollen von der Klasse (" sein; sie miissen auf den Bereich
R y—y+k>0

beschriinkt werden, da sonst der Integrand unendlich oder imaginiir werden wiirde.
Da F', = 0, so erhalten wir nach (20) sofort ein erstes Integral
4
F e ol 18 (28)
VAT Vy—wnt b
Ist @ = 0, so erhalten wir: & = konst. und dies ist in der Tat die Losung der
Aufgabe, wenn die beiden Punkte P, und P, in derselben Vertikalen liegen.

Y Vgl § 25, b).
%) Den Abstand zweier Punkte A und B bezeichnen wir stets mit |4 B|.
% Vgl. Linoerir- Morexo, loc. cit., Nr. 1125 Pascar, loe. cit,, § 31; Kneser,

Lehrbuch, p. 37.
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Ist @=4=0, so wiithlen wir flir den Parameter ¢t den Tangentenwinkel der
Kurve; das ist gleichbedeutend mit der ,Zusatzgleichung®:

,

T e
e e, 29)
welche (28) auf
¥y — ¥ + k= «(l+4 cos 2t (30)
reduziert, wo zur Abkiirzung
b 5
o= —
PL
gesetzt ist.
Aus (30) folgt durch Differentiation
Y = — 2o sin 2¢

und durch Einsetzen dieses Wertes in (29),
&' = 4 4« cos® ¢,
Machen wir schlieBlich die Substitution

2t =17 — =,
s0 erhalten wir das Resultat:

a;—xl-}—.ﬂ_—"ia(t-—-sint) l

y—h+k= a«(l—comr), =
wobei § die zweite Integrationskonstante ist. Die Extremalen sind also Zykloiden ),
die durch einen Kreis vom Radius « erzeugt werden, der auf der Geraden
¥y — y, + k=0 rollt.

Unter dieser doppelt unendlichen Schar von Zykloiden gibt es eine und
nur eine®), welche durch die beiden gegebenen Punkte P, und P, geht und

Y) Schon von Jonaxy Bervourn: (1696) gefunden, siehe Osrwarp's Klassiker ete.,
Nr. 46, p. 8. Vgl auch Caxror, Geschichte der Mathematik, Bd. III, pp. 225
bis 228.

*) Fiir den speziellen Fall, wo », = 0, hat schon Jomaxxy Brrxourr:i (1696)
einen geometrischen Beweis gegeben (loc. cit.); derselbe ist von H. A. Scawarz
auf den allgemeinen Fall ausgedehnt worden (siehe Haxcock, Lectures, Nr. 105).
Rein analytische Beweise geben Herrrer, ,,Zum Problem der Brachistochrone®,
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. XXXIV (1889) und Bovza,
wThe Determination of the Constants in the Problem of the Brachistochrone®,
Bulletin of the American Mathematical Society (2), Bd. X (1904), p. 185.
E. H. Moore hat gezeigt, daB der betreffende Satz ein spezieller Fall eines
allgemeinen Satzes iiber eine gewisse Klasse von Kurvenbogen ist (,,0n Doubly
Infinite Systems of dirvectly Similar Arches with common Base Line”,
Bulletin of the American Mathematical Society (2), Bd. X (1904),
p- 887.
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keine Spitze!) zwischen P, und P, besitzt, vorausgesetzt, daB die Koordinaten
der beiden gegebenen Punkte den Ungleichungen gentigen

:Eg:i:xlz ye—y1+!‘“;0 (32J

¢) Die Geoddtischen Linien®):

Beispiel XVI: Die Liirzeste Linie zu bestimmen, welche auf einer gegebenen
Fliiche zwischen zwei gegebenen Punkten @ und @y gezogen werden kann.

Sind die rechtwinkligen Koordinaten z, %, z eines Punktes der Fliche als
Funktionen zweier Parameter w, v gegeben, und werden die Kurven auf der
Fliche mittels eines Parameters dargestellt

u = u(l), v=o(t), (33)

s0 ist unsere Aufgabe gleichbedeutend damit, das Integral

fa
J=f1/i=.u"+ 2Fu v & Godt (34)
i'l
zu einem Minimum zu machen, wobei

E ﬁzxu’, F ﬁzwux, i G = Exv’,

und die Summation sich auf eine zyklische Vertauschung der Buchstaben z, v, z
bezieht.

Die zuliissigen Kurven (33) in der u, v-Ebene sollen ,,gewthnliche'* Kurven
sein; sie miissen auf einen Bereich R der w, v-Ebene beschriinkt werden, wel-
cher die Eigenschaft hat, mit seinem Bild 9U auf der Fliche in ein-eindeutiger
Beziehung zu stehen. Sind P, (u,,v,) und P, (u,, v,) die den beiden gegebenen
Punkten @, und (), entsprechenden Punkte der %, v-Ebene, so miissen die zu-
lissigen Kurven die heiden Punkte P, und P, verbinden. Wir setzen ferner
voraus, daB die Funktionen E, F, G in R von der Klasse C” sind, und daB das
Flichenstiick I frei von singuliren Punkten ist, d. h. daB die drei Determinanten

4= Yubeo — %uYer B = ZyTy — TyZps €= TyYy — Yu¥o

nicht gleichzeitig verschwinden, was wegen der Identitiit

E6 — F'—= A*4 B*4 C*
mit der einen Bedingung

EG —F:>0 (35)
Aquivalent ist.

) H. A. Scawarz hat in Vorlesungen bewiesen, daB ein Zykloidenbogen,
welcher eine Spitze enthilt, niemals ein Minimum fiir das Integral J liefern
kann, vgl. Haxcock, Lectures, Nr. 104.

%) Die Aufgabe geht ebenfalls auf Jomaxsy Bervournr zuriick (1697); vgl
Caxror, Geschichte der Mathematik, Bd. III, pp. 232—235.

Bolza, Variationsrechnung. 14
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«) Wir benutzen zuniichst die Weierstrapf'sche Form (1) der Eulerschen
Differentialgleichung und bezeichnen allgemein mit &(F') den Differentialausdruck

PF) = F, ,—F,p+ F @y —a'y}.
Dann ergibt eine einfache Rechnung
I

@ (VEW® +2Fu'v + 6v'2)) = (VE'“;;’ + T + TEDR (36)
" I' = (EG — F® (&'v" — "0
+ (Ew' 4 F¢)[(F,— {4 E w4 6,u'v" 4 { 6,0 I (37)
— (Fu' 4 Gv)[$E v+ E u'v + (F,— 1 6,)v'%].
Die Extremalen gentigen daher der Differentialgleichung!)
r=0. (38)

Diese Differentialgleichung besitzt eine einfache geometrische Bedeutung; die
geodiitische Kriimmung K, der Kurve (83) im Punkt ¢ wird durch den Ausdruck

G sl I: e == (3
= Ve — P (VEwT T aFwe £ Gu)’ e
gegeben. ®)

Daher hat die kiirzeste Linie die charakteristische Eigenschaft, dab ihre geo-
déitische Kriimmung bestindig null®) ist, d. h. sie ist eine geodiitische Linie nach
einer der verschiedenen Definitionen*) dieser Kurven.

Nebenbei bemerken wir die Relation

@ (VEW? + 2Fu’v + 6v'*") = K, JVEG —F* ", (40)

die uns spiter von Nutzen sein wird.

Y DaB (38) die Differentialgleichung der geodiitischen Linien ist, konnte
man direkt aus den Lehrbiichern iiber Differentialgeometrie entnehmen, z. B.
Kwomraven, Flichentheorie, p. 140; Biancui-Luxar, Differentialgeometrie, p. 164;
Darpovx, Théorie des Surfaces, Bd. II, p. 403; Scuerrens, Theorie der Flichen,

. 407.

! %) Vgl. = B. Scuerrens, Theorie der Flichen, p. 482. Eine elementare Ab-
leitung dieser Formel findet man bei Borza, ,.Concerning the Isoperimetric Problem
on « Giwen Surface, Decennial Publications of the University of
Chicago, Bd. IX, p. 13.

) Eine elegante Ableitung dieses Resultates gibt Bromwicn (Bulletin of
the American Mathematical Society, Bd. XI (1905), p. 547) mittels einer
Transformation der ersten Variation des Integrals

fﬁ
[V gt o ar.
i

%) Vgl. Darpoux, Théorie des Swrfaces, Bd. II, Nr. 514,
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f) Benutzen wir statt der Differentialgleichung (I) die beiden Difjerential-
gleichungen (20) und wihlen iiberdies die Bogenlinge s der Kurve auf der Fliche
als Parameter, was mit der ,Zusatzgleichung*

du dv dv\*
( ) + 2F ds ds+G(cTs) =1

gleichbedeutend ist, so erhalten wir fiir die Extremalen die folgenden beiden
Differentialgleichungen )

d (_du dv du\* du dv dv\*

17 (6% +A%) —E(5) +R G T+ e (E) "
d du du dv dvy\ 2

' & ( ds+sde) E(d ) T F"ds ds+e“(¢Ts)'

Auch diese Differentialgleichungen |[haben eine einfache geometrische Be-
deutung: Aus der Definition von E, F, G folgt, daB

dv dx
ds + ds 2 Fu s 2
d % 2 dz
Fa t ¥ ds %o ds
Hieraus folgt durch Differentiation nach s:

d dv d*z
ds( ds by ) E“Ts"

e ) g ('

d*x

2 , Lo get 0;
diz

2> e Gha=os

diz dly d'z
ds? " ds? ds?

_|_

und daher wegen (41)
ebenso findet man

also ist
—d 3B 10, (42)

d. h. aber geometrisch: In jedem Punkt der Kurve fillt die Hauptnormale der
Kurve mat der Flichenormale zusammen, was eine andere charakteristische Eigen-
schaft der geoditischen Linien ist.®)

1 Vgl. Kxosraven, loe. eit. p. 142; Braxenr, loc. ecit. p. 1563 ; Darsoux, loc.
¢it. p. 405,
%) Hierzu [die [Fbumgsaufgaben, Nr. 1—6, 9, 10, 12, 14—18 am Ende
von Kap. V.
14%
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§ 27. Anwendung der allgemeinen Existenztheoreme fiir Differential-
gleichungen auf die Theorie der Extremalen.’)

Bevor wir zur Betrachtung der zweiten Variation iibergehen,
stellen wir in diesem Paragraphen die Resultate zusammen, die sich
aus den in §§ 23 und 24 mitgeteilten allgemeinen Existenztheoremen
fiir die Differentialgleichung der Extremalen ergeben.

a) Konstruktion einer Extremalen durch einen gegebenen Punkt
in gegebener Richtung:

Wir betrachten zuniichst die Aufgabe, durch einen gegebenen
Punkt Py(z,, #,), von dem wir voraussetzen, daB er im Innern des
Bereiches R liegt, in einer gegebenen Richtung von der Amplitude

0, — oder, wie wir kiirzer sagen wollen, ,durch das Linienelement
L0(z,, Y, 0,)¢ — eine Extremale zu ziehen.

Dazu ist es am bequemsten, die Bogenlinge s, gemessen vom
Punkt P, aus, als Parameter einzufiilhren. Man kann dies nach
WEIERSTRASS ®) in der Weise tun, daB man zur Differentialgleichung (I)
die Zusatzgleichung (22) hinzufiigt, letztere differentiiert, und dann
das so erhaltene System von zwei Differentialgleichungen zweiter
Ordnung nach 2", " auflést, wodurch sich die Aufgabe auf die
Lésung eines Systems von vier Differentialgleichungen erster Ordnung
reduziert.

Einfacher ist es, nach dem Vorgang von Briss®) den Tangenten-
winkel 6 einzafihren. Macht man dann von den Formeln (4)
und (6) Gebrauch, so erhilt man aus (23b) das System dritter
Ordnung:

) Der Leser wird gut tun, Absatz b) bis d) dieses Paragraphen zun#chst
zu iiberschlagen und sofort zu § 28 iberzugehen, da die betreffenden Resultate
erst spiiter zur Anwendung kommen.

%) Vorlesungen 1879; vgl. Kneser, Lehrbuch, §§ 27, 29, und Bovrza, Lectures,

25, a).
; ")) Transactions of the American Mathematical Society, Bd. VII
(1906), p. 188; vgl. auch unten § 32, ¢). Es ist iibrigens nicht notig, bei Ab-

leitung des Systems (43) den Begriff der Kriimmung zu benutzen. Denn durch
Differentiation der beiden ersten Gleichungen (48) erhiilt man

a8 daz d*y dy d*z
ds — ds ds*  ds ds*’

woraus dann nach (I), wenn dort s statt ¢ geschrieben wird, die dritte Glei-
chung (43) folgt.
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dx

g —cos @
A (}li?:- = sin 0 (43)
a0 o
= H(x, y, cos @, sin ),
wo die Funktion H durch die Gleichung
Fl e 1"11 4
H, 9,7, 9) = 3 et (44)

=" ym)

definiert ist. Auf dieses System kdnnen wir nun direkt die allgemeinen
Existenztheoreme von § 23 anwenden: Wenn die Anfangswerte x,, y,, 0,
der Bedingung

F\(z,, 4,, cos 8, sin 6;) = 0 (45)
geniigen, so sind nach unsern Annahmen iiber die Funktion F' (vgl.
§ 25, b)) die rechten Seiten der Gleichungen (43) als Funktionen von
z,y, 0 in der Umgebung der Stelle z,, y,, 6, von der Klasse C".
Der ,Stetigkeitsbereich € des Differentialgleichungssystems (43)
besteht also aus dem durch die Bedingungen

& —o<Ls<+o0; (z,9)in R; —o<lIL<+ oo;
F\(z, y,cos 0, sin 0) 40
charakterisierten Bereich im Raum der Variabeln s, z, y, 6.
Es gibt daher ein und nur ein System von Funktionen
x:x(s)J y=y(s), 0 =0(s), (46)
welche den Differentialgleichungen (43) geniigen, fiir s = 0 die vor-
geschriebenen Werte z,, y,, #, annehmen:
2(0) =2,  y(O0) =y, 0(0)=6, (46a)

und in der Umgebung von s==0 von der Klasse " sind, d. h. aber
geometrisch:

Wenn die Anfangswerte x,, y,, 0, die Bedinguny (45) erfiillen, so
lift sich vom Punkt z,, y, aus in der Richtung 0, eine und nur eine
Extremale der Klasse C° ziehen.

Die Lésung (46) liBt sich nach § 23, d) nach beiden Seiten hin
auf ein ganz bestimmtes Maximalintervall

ag < s <P

eindeutig fortsetzen. Fiir alle Werte von s zwischen «g und ﬂgo sind
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die Funktionen x(s), y(s), #(s) (mindestens) von der Klasse €'’ und
die Extremale

w=uz(s), Y=y, e <s<fg (47)
liegt ganz im Innern des Bereiches R und geniigt der Ungleichung
Fi(z(s), y@&), '), y'() +0. (48)

Aus der speziellen Form der Differentialgleichungen (43) folgt
weiter, daB diese einzige Extremale der Klasse O’ dann allemal sogar
von der Klasse O ist. Denn da die Funktion H(z, y, cos 8, sin )
in der Umgebung der Stelle x,, y,, 6, von der Klasse (" ist, so folgt
aus der letzten der Gleichungen (43), daB 6(s) von der Klasse C" ist
und daher sind nach den beiden ersten Gleichungen z(s), y(s) von
der Klasse C"".

Wenn die Bedingung (45) fiir jeden Wert von 0, erfiillt ist, so
kann man vom Puankt P, aus nach jeder Richtung eine und nur eine
Extremale von der Klasse O’ ziehen.

Diejenigen Wertsysteme, z,, y,, 0,, fiir welche

F,(z,, Yy, cos 8, sin ) =0
ist, nemnen wir die singuliren Anfangswerte. Wenn die Bedingung
(45) fiir jeden Punkt a, y, eines Bereiches der z, y-Ebene und fiir
jede Richtung 6, erfiillt ist, so sagen wir entsprechend) der in
§ 19, b) fir das z-Problem gegebenen Definition, das vorgelegte
Problem sei in diesem Bereich regulir; dabei unterscheiden wir dann
nach dem Vorzeichen von F; noch ,positiv’ und ,negativ reguldr,

Beispiele:

1 F = G, y) Vai+yz. (vgl. § 32, by).
Hier ist:

1'11 x, y, cos b, sin 0) = G\ml Y
das Problem ist also regulir in jedem Bereich der x, y-Ebene, welcher keine
Punkte mit der Kurve G(xz, y) = 0 gemein hat.
2. F— 5,,”_3"_ ot (vgl. § 80, b);

F,(x,y, cos0,sinf) = 24 sin 0 (4 cos*0 — 1),

daraus

Das Problem ist in keinem Bereich regulir. Zuniichst sind alle Wertsysteme
singuliir, in welchen y = 0; und auBerdem fiir jeden beliebigen Punkt (2, y)
die durch die Gleichungen

sin @ =0, cosd =+ §
definierten Richtungen,

) Vgl. Gleichung (16) von § 25.
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b) Abhiéingigkeit der Losung von den Anfangswerten:

Wir betrachten jetzt die durch die Anfangsbedingungen (46a)
charakterisierte Losung (46) in ihrer Abhingigkeit von den Anfangs-
werten z,, y,, 6, und schreiben sie dann entsprechend

&= X(s; %o, Yo, )
Yy =Y(s; o, Yo, bo) ] (49)
0 = @(s; o, Yo, 0)

Aus der allgemeinen Theorie ergibt sich dann nach § 24, a), daB
die Funktionen X, 9), @ folgende Eigenschaften besitzen:

1. Die Funktionen X, 9), @ sind eindeutig definiert und stetig in
dem durch die Bedingungen

(%o, ) im Innern von R; — o0 < b, < + ~0; }
F, (@4, Yo, cos Oy, 5in O)) +=0; ey <5< fg
definierten Bereich. In demselben Bereich sind die Funlktionen
x) "{s? 'Ia's: @’ g’)ﬂ‘ g)n; @’ ®Jr
als Funltionen von s, z,, y,, 0, von der Klasse C', wie sich zum Teil
aus der allgemeinen Theorie (§ 24, a)), zum Teil aus der speziellen
Form') des Systems (43) ergibt.

2. Die Funktionen X, ¥), ® geniigen ferner den Anfangs-

bedingungen

(50)

X (05 @, Yoy 0p) = xol
D(O; %, Yo, 0y) = yo, (51)
O(0; @y, Yo, 0o) = b,
identisch in x,, y,, 6,, woraus wegen (43) folgt
%,(0; o, 9y, 0,) = cos 0, 9.(0; %, ¥o, ) = sin b, (51a)
und weiter durch partielle Differentiation
xl-o((); Zy, Yo, Op) =1, 2);0(05 Zos Yo Op) = Ul
Iyﬂ((); Zos Yos Oo) = 0, g)yo(o; Ty Yoy o) = 11.  (51b)
Ioa({); oy Yoy 0y) =0, @30(05 Ty, Yoy Bo) =0
3. Uberdies ist die Funktionaldeterminante

D(s; @y, 4o, 6p) = idchch +0 (52)

0(@y, Yy B)

im ganzen Bereich (50).

) Vgl unter a) den Beweis, daB die Extremale (47) von der Klasse 0" ist.
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4. Endlich haben die Funktionen X, 9), ® folgende Periodizitits-
eigenschaften:

X (85 %, Yoy Oy + 27) = X (35 245 Yy, 6p),

D (835 o, Yo, O+ 27) = Y(s3 Ty, Yo, by), 2 (52a)
O(s; %y, Yo, 0o+ 27) = O(s;5 g, Yo, Op) + 27

denn aus der besonderen Form der Differentialgleichungen (43) folgt,
daB die Funktionen auf der rechten Seite den Differentialgleichungen
(43) geniigen, und da diese Funktionen fiir s =0 die Anfangswerte
Zoy Yoy O+ 27 annehmen, so miissen sie mit den Funktionen auf der
linken Seite identisch sein.

Aus der Lisung (49), welche die vorgeschriehenen Werte z,, v,, 6,
fiir den speziellen Wert s = 0 annimmt, erhilt man diejenige Lijsung,
welche dieselben Anfangswerte fiir einen beliebigen Wert s = s, an-
nimmt, indem man s durch s — s; ersetzt, also:?)

z=X(s— 85; Ty ¥, 0p)
Y= D(s — 843 %oy Yy, Oy) (53)
0 = @(s — 845 %y, Yo, 05))

Dies ist eine unmittelbare Folge davon, daB die rechten Seiten
der Differentialgleichungen (43) die Variable s nicht explizite ent-
halten.

Das ,allgemeine Integral® des Systems (43) ergibt sich nach den
am Ende von § 24, a) gemachten Bemerkungen aus (53), indem man
einer der vier GroBen s, @,, ¥,, ), einen passenden festen numerischen
Wert beilegt und die drei andern als die ,Integrationskonstanten®
betrachtet. Man erhilt so ein dreifach unendliches Funktionen-
system, aber nur ein zweifach unendliches Kurvensystem im Rawm
der Variabeln x, y, 0. Denn gibt man z. B. der GrioBe x, einen festen
Wert und variiert die Grofen s,, y,, 6,, so liefern alle Losungen,
welche demselben Wertsystem y,, 8, entsprechen, sich also nur durch
den Wert von s, unterscheiden, ein und dieselbe Kurve, da sie ja
alle aus der Losung, fiir welche s;—= 0 ist, durch eine zuliissige
Parametertransformation hervorgehen (§ 25, a)).

') Die Funktionen auf der rechten Seite von (53) als Funklionen von
83 8y, %y, Yy, 0, entsprechen den Funktionen ¢, (t; 7, &, ..., §,) der allgemeinen
Theorie (§ 24, a)).
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Die Determinante D(s; z,, ,, 0,) 1aBt eine fiir spiitere Anwen-
dungen wichtige Transformation zu:
Wendet man auf die Losung (53) die Gleichung (35) von § 24, a)
an und beachtet, daff in unserm Fall:
I . . L L)

ds, 08’ 7s, és’ s, 28 ?

so erhilt man, wenn man schlieBlich noch s, = 0 setzt, die folgende
Umformung der Funktionaldeterminante 1):

% 9. e
D(s; w4, yo, 0,) cos 0y = '}:y“ g)yu @y,, (54)

%, Dy, O,
und eine analoge zweite Gleichung, in welcher links der Faktor
cos f, durch — sin 6, und rechts der Index y, durch =z, er-

setzt ist.

Der Ausdruck (54) liBt sich noch weiter umformen, indem man
die partiellen Ableitungen der Funktion @ durch partielle Ableitungen
von X und ) ausdriickt. Bezeichnet niimlich voriibergehend z irgend
eine der Variabeln s, z,, y,, 0,, so folgt aus den beiden ersten der
Gleichungen (43) durch Differentiation nach z:

X.=—sin@-0, Y.,=cos G- 6,
@: - xsgsz_ ?)s:{'s: d (55)

Wendet man diese Formeln bei der Umformung der Determinante
(b4) an und setzt zur Abkiirzung

u=2X9,— 9%, v=%9,— 9%, v=%9,—-9%,, (56)

so erhilt man nach einfacher Rechnung:

und daraus

v w | % w |
D(s; g, Yo, 0,) 08 Oy= | v a1 |, — D (5 Ty, Yo, O)sin = du dw0|- (BT)
| &s @s |75 75

¢) Anwendung des Einbettungssatzes:

Es sei irgend ein spezieller Extremalenbogen €, der Klasse ('
gegeben

€,: "f’='ﬁ(t)J yzl.‘{;'(.t): Lt ty,



218 Fiinftes Kapitel. Die WeierstraB'sche Theorie.

welcher ganz im Innern des Bereiches R liegt und fiir welchen die
Bedingung

Fi(&®, §©), £®, §'®) +0 (58)
in [¢t,] erfillt ist.

Wir setzen dabei zunichst voraus, dal der Parameter ¢ die
Bogenlinge bedeutet, also mit der in den vorangegangenen Absiitzen
mit s bezeichneten Variabeln identisch ist. Dann liegt die zur
Extremalen €, gehirige Lisung

= ";:(t): Y= ?}(t); 0 = B(t): ty ? <ty (59)
des Systems (43) ganz im Innern des Stetigkeitsbereiches € dieses

Systems. Hieraus schlieBen wir wie unter a), daB wir die Losung
(H9) auf ein ganz bestimmtes Mazimalintervall

i<t (60)
fortsetzen konnen, wobel stets
4" <t, s < 1"

Die auf diese Weise durch Fortsetzung des Extremalenbogens €, auf
das offene Intervall (60) erhaltene Extremale bezeichnen wir mit €
so daB also C;" definiert ist durch die Gleichungen

G, =201, y=g{), H <t

Nach § 23, d) und § 27, a) liegt dann die Extremale E;* in ihrer
ganzen Ausdehnung im Innern des Bereiches R und geniigt der Be-
dingung (58); und nach a) ist sie in ihrer ganzen Ausdehnung von
der Klasse O

Es sei jetzt Py (t ={,) irgend ein Punkt der Extremalen €,* und
%y, Yy, 0, die zugehbrigen Werte von x,y, 0, so daB

B(ta) =20, §(t) =, (k) = 6.
Dann 1aBt sich die Extremale €* nach § 23, ¢) und § 27, b) auch
schreiben
= &:(f — o3 %oy Yo, 00)} ¥y = @” - tu? Loy Yoy 60) . (61)

Von den GroBen cos 6, sin 6, ist mindestens eine von Null ver-
schieden; wir nehmen an?), es sel
cos B, =+ 0. (62)

) Wire cos 6, = 0, so wiirden wir in (61) die Argumente z,, 6, durch §, «
ersetzen.
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Dann definieren wir

f(t, «, B) = X(t — ty; #,, B, @)) (63)

g(t, o, ﬁ) = g)(t% lo; %o, B, “)J

und betrachten die doppeltunendliche Schar von Extremalen

x=ft e, p), y=ygtep), (64)

indem wir ¢, z, als fest, «, 8 als variable Parameter ansehen.
Sind dann T}, 7, irgend zwei den Ungleichungen

H'<T <t ty < Ty <ty (65)

geniigende GriBen, so kdonen wir eine zugehdrige positive GriBe d
bestimmen, derart, dall sich iiber die Funktionen f, g folgende Aus-
sagen machen lassen, wobei wir der Gleichformigkeit halber o, §,
statt 6, z, schreiben:

A) Der Bogen €, ist in der Schar (64) enthalten fiir ¢ = «,
B = By, so dab also

f(t; wyy Bo) = 1), 92, ey, Bo) = 4(t). (66)
B) Die Funktionen
Frtolis 9,90 9

sind als Funktionen der drei Variablen # «, f von der Klasse €’ in
dem Bereich

T, 2Ty, [e—a|ld, [B—BIZd. (67)
C) Fiir jedes «, f im Bereich
e — |2 d, B—B,Zd

liegt der Bogen [7'|7,] der Extremalen (64) ganz im Innern des
Bereiches R und es ist

Fl(fzt’ a? ﬁ)P g(t) a? ﬂ)? fl(t? Ct',’ ﬁ)! yf(t? a? ﬁ))+0

68
fit, e, B)+9°@¢ e, ) >0 (68)

im Bereich (67).

D) Bezeichnen wir ferner

Uy =fi0e — Gifuy U "_"f:yﬁ_grf:u (69)
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so ist die Determinante

uy % — Uy %—‘ +0 (70)
im Bereich (67).

Was den Beweis dieser Behauptungen betrifft, so folgt A) aus
der Darstellung (61) der Extremalen €. Der Beweis von B) und
C) ergibt sich aus der Anwendung des Satzes von § 24, b) auf
die Losung (53) des Systems (43) zusammen mit den in § 27, b) be-
wiesenen Stetigkeitseigenschaften der Funktionen X und 9). Endlich
folgt D) aus (52) und (57), wenn man d so klein wiihlt, daB cos e 4 0
fir |« — ¢, < d, was wegen (62) stets moglich ist.

Die Glelehungen (64) stellen das ,allgemeine Integral® der
Euler’schen Differentialgleichung (I) in einer Normalform dar, in-
sofern sowohl der Kurvenparameter ¢ als die ,Integrationskonstanten®
e, in ganz bestimmter Weise gewihlt worden sind. Um daraus
das allgemeine Integral in seiner allgemeinsten Form zu
erhalten, miiite man schlieflich noch statt der GriBen ¢, «, 8 drei
nene GroBen 7, ¢, f einfilhren, mittels einer Transformation von
der Form:

t =%t e, p), «="U,p), f-a::%(“)ﬁ)r (1)
wobei die Funktionen T, , B den Bedingungen
A(t) = Ty(t, e, o) >0 in [T,T,],

2, B)[F=
‘v'“‘a<a B) | 30

(72)

geniigen miissen. Sind iiberdies die Funktionen T, T, T,, A, B im
Bereich (67) von der Klasse (', so haben die Funktionen f, 7 von
t,a, 8, in welche die Funktionen f, ¢ durch die Transformation (71)
iibergehen, die entsprechenden Eigenschaften wie die Funktionen f
und ¢. Aus dem allgemeinen Integral in seiner neuen Form geht
die Extremale §;* hervor, indem man

« =ty = Aey, fy), ﬁ '60 B (o, Bo)

setzt, und man kann die Transformation (71) stets so einrichten, daB
dabei die Extremale §,* in einer vorgegebenen Parameterdarstellung
erscheint,

Indem wir schlieBlich £, g, ¢, «, 8 statt f, 7,7, ¢, 8 schreiben,
konnen wir das folgende Resultat anssprechen:
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Wenn der Eztremalenbogen €, ganz im Innern des Bereiches R
liegt und der Bedingung (58) geniigt, so lipt er sich in eine doppelt
unendliche FExtremalenschar (64) einbetten, welche die unter A) bis D)
aufgezdhlten Figenschaften besitzt.

d) Die Extremalenschar durch einen gegebenen Punkt:

Da die Ungleichung (58) entlang der ganzen Extremalen &,
erfiillt ist, so gilt insbesondere im Punkt P, die Ungleichung

F\ (2o, Yo, o8 0, sin 8,) == 0
und daher auch
F (x4, 4y, cos a, sin a) =0

fiir alle hinreichend kleinen Werte von |a — 6, .

Daher liBt sich nach a) durch den Punkt P, nach jeder von
der Richtung 6, hinreichend wenig abweichenden Richtung -eine
und nur eine Extremale ziehen. Diese Extremalen durch den Punkt P,
bilden dann eine einparametrige Schar, deren analytischen Ausdruck
wir sofort mit Hilfe der Funktionen X, ) von § 27, b) hinschreiben
konnen, wenn wir zunichst wieder annehmen, der Parameter ¢ be-
deute die Bogenlinge. Aus der Bedeutung der Funktionen X, 9)
folgt dann, daB die Extremalenschar durch den Punkt P, gegeben
ist durch die Gleichungen’)

r = £ (t o tﬂ; x()! Yos ”’) Ef(t! a, yl)) (73)
¥ =9 —to; %0, %, 1) = 9(t; a, o))
wobei der Parameter der Schar, a, den Tangentenwinkel der be-
treffenden Extremalen im Punkt P, bedeutet. Dem Punkt P, ent-
spricht dabei auf allen Extremalen derselbe Wert ¢ = ¢,.

Die Gleichungen (73) stellen die Extremalenschar durch den
Punkt P, in einer bestimmten Normalform dar. Um daraus die all-
gemeinste Darstellung der Schar zu erhalten, hat man statt der
Grofen £, @ neue GroBen ¢, @ einzufithren, mittels einer Transforma-
tion von der Form:

t =1, a), a=a(a), (71a)
wobei die Funktionen t,t, t,,, a von der Klasse (' sind und den
Ungleichungen

t,(2, ay) > 0, a,(a,) <=0 (72a)

gentigen, wobei a,= 0,.

!) Die Funktionen f, ¢ sind dabei in der speziellen Bedeutung gebraucht,
in welcher sie urspriinglich durch die Gleichungen (64) eingefiihrt worden sind.
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Indem wir schlieBlich wieder ¢, a, a, statt ¢, @, @,= a(a,) schreiben,
konnen wir den folgenden Satz aussprechen:
Durch jeden Punkt P, der Extremalen €, geht eine Extremalen-
schar
x=g(t, a), y=1uv(t, a), (14)
welche folgende Figenschaften hat:
A) Die Extremale €] ist in der Schar (74) enthalten fiir ¢ = a,,
so daB also ,
p(t, a)) =2(1), v, a) =y(t). (15)
B) Die Funktionen

Py Py Piss v, ¥y, Py

sind als Funktionen von 7 und @ von der Klasse C’ in dem Bereich
I, <t< 1y, la—a, | < dj (76)
dabei sind 7', 7, zwei beliebige GriBen, welche den Ungleichungen
(65) geniigen, und d ist eine positive, von der Wahl von 7, und 7,
abhiingige GriBe.
C) Fiir jedes a im Intervall: a—a,|< d liegt der Bogen [7} 1}]
der Extremalen') €, ganz im Innern des Bereiches # und es ist

'F;.(q)(t’ a)J w(t? a')! @f(t! a)) wl(t7 a)) %= 0

‘P:ﬂ(t! a) + ﬂ’zg(t: a‘) >0
im Bereich (76).
D) Bezeichnen wir nach KNESErR mit A){, @) die Funktional-
determinante

(17)

A(t, a)=o@v,— U,

und wird dem « irgend ein fester Wert im Intervalle a —a,| < d
beigelegt, so ist die Funktion A(#, a) als Funktion von ¢ nicht iden-
tisch null in [T, T}].

Der Beweis dieser Behauptungen folgt fiir den Fall, daB die
Schar in der Normalform (73) angenommen wird, unmittelbar aus
den entsprechenden unter ¢) bewiesenen Eigenschaften der Funk-
tionen f, g, aus denen in diesem Fall die Funktionen ¢, ¢ einfach
dadurch hervorgehen, daf man = y,, & = a setzt. Insbesondere folgt D)
aus der Ungleichung (70), wenn man beachtet, daB A(¢, @) aus der
dort mit u, bezeichneten Funktion erhalten wird, wenn man f§ = y,,

") Bo bezeichnen wir die einem bestimmten Wert von a entsprechende
einzelne Extremale der Schar (74).
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@ = a setzt. Und diese Higenschaften bleiben bestehen, wenn man
von der Normalform (73) durch eine Transformation der angegebenen
Art zur allgemeinen Form iibergeht.

In Beziehung auf den Punkt P, gilt dann noch folgendes:

E) Der Wert von ¢, welcher auf der Extremalen €, den Punkt
P, liefert, und den wir #* nennen wollen, ist eine Funktion') von «,

die wir mit
= po(a) (78)

bezeichnen. Diese Funktion ist im Intervall: |a — ay| = d von der
Klasse €’ und geniigt der Anfangshedingung

%o(@) = £ (79)

Wihlen wir daher die beiden GriBen 7, 7} so, daB: 7' < t, < T,
so folgt aus der Stetigkeit von g,(a), daB wir d so klein annehmen

kénnen, daf B o o
T1210(“)2T2 fiir ia"“nlzd-

Aus der Definition der Grife #° folgt, daB identisch in «
(p(,tox a‘) = Ty, “lb(to; a’) = Yo (80)

daraus ergibt sich durch Differentiation nach «
dat®
9, (8% a) e P,(t% @) =0

0 o) & 0 :
ﬂ",(t ’ a’);{a + ¥, a) =0
und hieraus, identisch in a,
A% a)=0. (82)
Wir verabreden noch folgende permanente abkiirzende Be-
zeichnung:
F(ot, o), ¥¢, a), @, @), ¥,¢, @) = F(, a). (83)
Die entsprechende Abkiirzung soll fiir die partiellen Ableitungen von
F, sowie fiir die Funktionen F, F, gebraucht werden, so daB wir
also z. B. schreiben
F (9, , ¥, 0, 9,¢, @), ¢, @) =Tt a)
Fi(plt, o), v¢, @), ¢, a), ¥,(¢, @) = TF,(¢, a).

(81)

(83a)

) Fir die Normalform (73) ist ¢° konstant gleich #,; daraus ergibt sich t*
mittels der Transformation (71a).
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§ 28. Die Weierstraf®’sche Transformation der zweiten Variation
und die zweite notwendige Bedingung.

Wir nehmen jetzt an, wir hitten eine Extremale

G e—d®), y—i), 4<tZ4

gefunden, welche die beiden gegebenen Punkte P, und P, verbindet.
Wir setzen voraus, sie liege ganz im Inneren des Bereiches R und
sei von der Klasse!) O,

Dann schliefen wir, wie in § 4, daB im Fall eines Minimums
die zweite Variation 0°J nicht negativ sein darf. Fiir Variationen
der Form (17) hat man

1y
0*J = [ 0*Fat,
/

wo

CF =8| F B+ 2F tn+ F, v+ 2F 85+ 2F, vy |

zx'

’ ’ T ’ r ’ ; (84)
+ 2F, b0 + 2F, 08 + Fo 87+ 2F, 0 + Fn) |

Die Argumente der partiellen Ableitungen von F' sind dabei:
z = "‘n'(t): Y =?;(t): 7 = "F'(t)r Y =?nf'(t)'

a) Weierstrafl’ Transformation der zweiten Variation:

Der Ausdruck fiir 02°F liBt sich nun nach WEIERSTRASS?) auf
dieselbe einfache Form bringen, wie im Fall der nicht-parametrischen
Darstellung:

Wir driicken zunichst F,, .,
aus und setzen, wie schon friiher,

F,,, F,, nach (12a) durch F,

'3 4
W=yt —a;
ferner
’ " Al ’ rr
L=F,. —yy'F, N=F,, —a2"F,|

L nl sy (85)
M=F, +2y'Fi=F,+yz'F

die beiden Ausdriicke fiir M sind einander gleich, weil # und y der

Differentialgleichung (I) geniigen. Auf diese Weise erhalten wir:

) Diese Annahme ist nodtig, da in der unter a) folgenden Transformation
die dritten Ableitungen von z und y vorkommen. Vgl. dazu p. 214,
*) Weierstrass, Vorlesungen 1872.
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d 2 ’ ¢ ’ ’ ’
O°F = & {E(d'f) + 2LEE + 2M (kv + nE) + 2Ny

t+ (Fo— y B 8+ 2(F,, + "y F) b + (F,,— 2 F) 77}
Man beachte jetzt, daB

QLEE +2M(Ev +mE) + 2Ny
dL adN
= LlLe+ 20y + No?] — [ 57 + 260 G+ G

fithrt man daher die Abkiirzungen ein:

n rra dL
L.|.=I’J:z—y"F1—Ti??
v adM
M=ny+x Y Fl— dt ? (86)
% aN
N,= &, — w82,

so geht der obige Ausdruck fiir ¢*F iiber in:
dw\2
OF — | F, (gy) + L& + 2 M0 + Nyo?
d
+ go[ L&+ 2MEn + N]}

Die drei Funktionen L,, M,, N, haben nun die wichtige Eigenschaft,
mit y*, — z'y’, ' proportional zu sein.
Beweis: Aus der Definition von L, M, N und den Relationen

(11) folgt:
Ld+ My=F, M« + Ny=F,. (87)

Differentiiert man die erste dieser Relationen nach #, so kommt:

dL , adaM ., " 17
Ex+dty+Lx + My

- Fzzx’ + I?:yy’ + Fz:’x" + F:y'?f"'

Lo+ My’ = U, + F, ',
und aus (I) folgt, daB
oo Foy= (@Y — 2

Es ist aber

"o

¥).

Fithrt man diese Werte ein, so erhiilt man

Lo + My =0,

Bolza, Variationsrechnung. 15
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und ebenso
M,z + Ny =0,

woraus folgt, dafl in der Tat
LM : N =y?:— gy g™

Bezeichnen wir nach Weierstrall den Proportionalititsfaktor mit
F,, so kénnen wir schreiben:

L1=?f'2F2.~ Mlﬂ_w'yrlai'u Nl=xJ2F12‘ (88)

F, ist eine Funktion von ¢, welche nach den iiber die Funktion
F(z,y, «,y) und iiber die Extremale §, gemachten Annahmen?)
stetig ist in [/, 4], wihrend aus denselben Annahmen folgt, daB F,
in [#1,] von der Klasse O’ ist.

Hiernach nimmt der Ausdruck fiir ¢?F die Form an:

0F = & [ F, () + Fow+ ;[ L&+ 2 My + Nt} (89)

Wenn daher, wie wir gegenwiirtig voraussetzen, die Endpunkte fest
sind, also & und % in #, und #, verschwinden, so reduziert sich schlieB-

) Vgl. § 25, b) und den Anfang dieses Paragraphen. Es ist dabei
besonders zu beachten, daf mnach den in § 25, a) gegebenen Definitionen
unsere Annahmen iiber € die Bedingung enthalten, daB #'®*- y"*==0 ent-
lang €, .

F, liBt sich noch auf eine andere Form bringen: Fiihrt man die Differen-
tiation von I, M, N aus und macht dabei von den Homogeneitiitseigenschaften
von F Gebrauch, so erhilt man

i & i = oA d
L=y (1_,-;-&};, 1-.), Ny——uz (zym'i_tm F,),
(36a)
. o fim d . ., " (| A—
M=—2 (—’.wf‘ 7Y I’:)=;’l (Ty—(ﬂw 131),
und daraus y
T+ 3}'3!"1"1= y I, ]
. . (90)
g « e . “’ 1"
Ilp.;'—"nﬂ? Fl— & 12 I

’”

Dabei ist 7' die durch (28) definierte Funktion der GriBen x, y, z’, y', 2”7, y”.
Vgl. Uspermicr, Invariants of the Function F(x, y, x', y) wnder point and
parameter transformation, connected with the Calewlus of Variations, Dissertation,
Chicago, 1907. Vgl. auch den Nachtrag in § 32, c).
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lich der Ausdruck fiir 0°J auf die Form?)

[
82T = & j [Fl (G + 7, wf’] dt. (91)

1

Dieses Integral darf also im Fall eines Minimums nicht negativ sein,
und zwar gilt dies fiir alle Funktionen w der Klasse I), welche in
beiden Endpunkten verschwinden; denn durch passende Wahl der
Funktionen £(f), n(#) kann man die Funktion

w=yt—2a'y

jeder beliebigen Funktion der Klasse ), welche in ¢ und ¢
verschwindet, gleich machen. Fiir die folgende Diskussion wird
vorausgesetzt, daB F, und F, nicht beide im Intervall [#¢] identisch
verschwinden.

Die zweite Variation hat jetzt genau dieselbe Form wie in § 9, a),
wobei den dort mit P, @, R, 5 bezeichneten Grofien der Reihe nach
die Griofien F,, 0, F,, w entsprechen. Wir kiénnen also unmittelbar die
im zweiten Kapitel erhaltenen Resultate anwenden und erhalten daher
zuniichst entsprechend der Legendre’schen Bedingung wie in § 9, b)
den Satz:

Die zweite notwendige Bedingunyg fiir ein Minimum besteht darin, daf

F,s0
sein mufs entlany der Fxtremalen &g, d. h.
F (2@, yb, '@, 9¥©)S0 in [tt)]. (I)

b) Invariante Normalform fiir die zweite Variation:

Wir erwihnen hier noch eine weitere, prinzipiell wichtige Re-
duktion der zweiten Variation. Wir addieren zu dem Integral (91)
das Integral

Iy Iy

'f;— ;t (1"1'-102) dt =f(Fl'wu:' - % Fl"wﬁ) dt,

t 4

dessen Wert Null ist, da « in beiden Endpunkten verschwindet, und
machen dann die Substitution

I Dies gilt auch noch, wenn £, " Unstetigkeiten der hier erlaubten Art
haben, vgl. p. 201, FuBnote *), da &, n und, nach unseren Annahmen iber die
Extremale §,, auch L, M, N stetig sind in [f,¢,].

15*
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w=oF 1, (92)

die gestattet ist, wenn F, entlang dem ganzen Bogen &, von Null
verschieden ist. Alsdann erhalten wir fiir 6%J den Ausdruck:

1y

0T = f [(‘fi"‘tl)2 -~ Kmﬁ] at, (93)

tl
wobel
1 F* 1F" F
s s %" (&4

1

Die Funktion K ist eine ,absolute Invariante der Funktion F'
in bezug auf Punkttransformationen“!), sie indert sich jedoch bei
Transformation des Parameters f.

Wenn die Funktion F' positiv ist entlang der Extremalen €,, so
kann man statt / als Parameter das Integral

t
3 =f F(z,y, o, y)at
t
einfiihren; setzt man dann noch

ca=vFu°E,

so daB also
v=wF*F}, (92a)

so erhilt man folgende invariante Normalform fiir die zweite Variation:

7y

02 = & f () — Ko*]dr, (93a)

T
wobei
- 1 1 E'VII? 7!-7 P‘l e P‘z 3 1"2 1 F!I
Ky= g 4 FF 2 F, F,+4 g RS

(944)

Die Funktion K, bleibt nunmehr invariant®) sowohl bei jeder Punkt-
transformation der Variabeln z, y, als auch bei jeder Parameter-
transformation.

¢) Anwendung auf die Geoddtischen Linien:

Beispiel XVI: (Siehe p. 209).

Es sei o
G,: w =) v=80), t<t<la

) Vgl. § 46 und Uxperumr, loc. cit. ) Vgl. Unoeramr, loc. cit.
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eine die beiden Punkte P, (w,, #;) und P,(u,, v,) verbindende Extremale in der
u, v-Ebene, d. h. also eine der Differentialgleichung (38) geniigende Kurve. Thr
entspricht dann auf der Fliche eine die beiden gegebenen Punkte @, und ¢,
verbindende geodiitische Linie, die wir mit &, bezeichnen.

Eine leichte Rechnung ergibt

. EG;— Ft .
' VW f aFwv T Go0)

I

(95)

Nach den iiber das Flichenstiick Il gemachten Annahmen (vgl. (35)) ist also F)
stets positiv und somit die Bedingung (II) stets erfiillt.

Fiir die weitere Diskussion der zweiten Variation legen wir zur Verein-
fachung der Rechnung ein spezielles krummliniges Koordinatensystem auf der
Fliche zugrunde, das wir nach Boxxer!) folgendermaBen withlen:

Durch einen beliebigen Punkt M der geodiitischen Linie ®; ziehen wir
die zu @, orthogonale geodiitische Linie, was nach § 27, a) stets mdglich ist,
da hier die Bedingung (45) fiir jedes 6, erfiillt ist. Die positive Richtung auf
dieser geodiitischen Linie wihlen wir so, daB sie zur Linken der positiven
Richtung von &, liegt.

N sei ein beliebiger Punkt dieser orthogonalen geodiitischen Linie. Wir
withlen dann als Koordinaten des Punktes IV auf der Fliiche die mit entspre-
chenden Vorzeichen versehenen Bogenliingen

arc @, M = u, arc MN =v.

Bei dieser speziellen Wahl der krummli;xigen Koordinaten nimmt der Ausdruck
fiir das Quadrat des Linienelementes die folgende Form an:

ds®*= Edu® -} dv®,
wobei noch iiberdies die Funktion E (u, v) den
Bedingungen
E(u,0) =1, E,(4,0) =0 (96)
gentigt.

Denn danach den getroffenen Festsetzungen
die Kurve

Fig. 32.

% == konst. , V=1
eine Extremale ist, so folgt durch Einsetzen in die Differentialgleichung (38)
"},'FGo-_G(Fg';'&'Gu)H_—O‘ (97

Da ferner: arc M N = v sein soll, so folgt

Y) Comptes Rendus, Bd. XL (1850), p. 13115 vgl. auch Darsouvx, Théorie
des surfaces, Bd. III, pp. 92—98.
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v
® =fVG(u,T‘)\d't,
0

also, indem man nach » differentiiert,

Glu,v)=1. (98)
Unter Benutzuug dieser Gleichung reduziert sich (97) auf

F,(u,v) = 0.

Es ist also F(u, v, von v unabhiingig, also gleich F(u, 0); dies ist-aber gleich
Null, da M N in M zu &, orthogonal sein sollte. Somit?) folgt

F(u,v) = 0. (99)
Da weiter auch die Kurve €, d. h.
G,: u=t, t=20,

eine Extremale ist, so erhiilt man durch Einsetzen in (38) unter Benutzung der
bereits gewonnenen Resultate

E,(#,0) =0,
und endlich folgt aus der Bedingung, daB: arc @, M = u sein soll,

E(u,0 =1,

womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Wir haben jetzt die GroBe K fiir die Funktion

zu berechnen, und zwar entlang der Extremalen
&, : u=_t, v =0.

Das Einsetzen dieser speziellen Funktionen fiir » und » deuten wir durch Ein-
klammern an. Man findet dann leicht aus (96) und den daraus folgenden
Gleichungen

E, (¥, 0) =0, E u(u, 0) =0, E,,(, 0) =0,
die folgenden Resultate:

(F)=1’ ('Z;‘u)=0-' (Fv:‘=0! (‘E-‘l):ll

(Fu.!t";' - 0’ (Fuu’) == 01 (I“un') - U! (Fuv') - O!
und daraus
Iy=o0, @=0, (N)=0
und weiter
1 (FIH w =0, (Fuu) =0, g"ea) =4 Eau(“? 0),
also

) Hierin ist zugleich der GauB'sche Satz iiber geoditische Parallelkoordi-
naten enthalten, vgl. § 438, a).



§ 29. Die Jacobi'sche Bedingung fiir den Fall der Parameterdarstellung. 231

(FS) = 1§ Epu(“? U) 1 (100)
und daraus schlieBlich
==4 Evn(u’: 0). (101)

Der Ausdruck fiir /U ist aber nichts andeves als das Kriimmungsmap') der
Fliche vm Punkt (u,0) der geodiitischen Linie ®,. Aus dem Ausdruck (93)
fiir die zweite Variation folgt jetat der Satz?¥):

Wenn das Kriimmungsmap der Fliche entlang dem Bogen @, Q, der geo-
diitischen Linde bestindig negativ ist, so ist die zweite Variation der Bogenlinge
positiv.

Auf Fliichen mit durchweg negativem KriimmungsmaB ist also a fortiori
die zweite Variation stets positiv.®)

§ 29. Die Jacobi’sche Bedingung fiir den Fall der Parameter-
darstellung.

.

Wir haben nunmehr die Modifikationen zu betrachten, welche die
in §§ 10 bis 14 entwickelte Jacobi'sche Theorie beim Ubergang zur
Parameterdarstellung erfihrt.

Wir setzen dabei, sowie fiir die ganze weitere Diskussion, voraus,
daB die Legendre'sche Bedingung (II) fiir unsern Extremalenbogen
€, erfiillt ist. Dariiber hinaus machen wir aber noch die Annahme®),
daB die Funktion ¥} in keinem Punkt von €, verschwindet, so
daB also

Fi(z®), y®, @, y@)>0 fir 4,3t 4. (Ir)

Aus dieser scheinbar geringfiigigen Verscharfung unserer Annahme
ergibt sich die wichtige Folgerung, daB wir auf den Extremalen-
bogen €, die Resultate von § 27, ¢) und d) anwenden diirfen.

Y Vgl. z B. K~osraven, Krumme Flichen, § 24, (2) und § 27, (6). Der
Satz, dab K gleich dem KrimmungsmaB ist, ist von der Wahl des Koordinaten-
systems auf der Fliche unabhiingig, vgl. p. 228.

* Der Beweis mittels der Bonnet’schen Koordinaten ist nicht einwandfrei.
Es miiBte noch gezeigt werden, daB durch jeden Punkt N in einer gewissen
Umgebung von (§, nur eine zu &, orthogonale geoditische Linie gezogen
werden kann. Vgl die Ubungsaufgabe Nr. 7 am Ende dieses Kapitels.

% In dieser Form wurde der Satz zuerst von Jacomr (ohne Beweis) gegeben,
Journal fir Mathematik, Bd. XVII (1837), p. 82, und Vorlesungen iiber
Dynamik, p. 47. Bewiesen wurde der Satz zuerst von Boxwer, loc. cit.

% Der Ausnahmefall, wo F, in Punkten des Bogens §, verschwindet, bietet
groBe Schwierigkeiten und ist, abgesehen von einigen Andeutungen in den Vor-
lesungen von Hicerr vom Winter 1904/05, noch so gut wie gar nicht be-
handelt worden.
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Ahnlich wie beim a-Problem erscheint die Jacobi’sche Be-
dingung auch hier in zwei verschiedenen Formen, von denen die eine
von WEIERSTRASS, die andere von KNESER herriihrt.

a) Die Weierstraf’sche Form der Jacobi'schen Bedingung:

Die Jacobi'sche Differentialgleichung (9) von § 10 nimmt fiir
das Integral (91) die Form an

2wl —o, (102

wobei die Funktionen I, F, sich auf die Extremale G," beziehen.
Die Differentialgleichung (102) hat in dem offenen Intervall: £, <t < #,*
keine singuliren Punkte; denn nach § 27, ¢) sind die Funktionen
F,, F\, I, stetig und es ist F; & 0.

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (102) erhiilt man
nach WEIERSTRASS folgendermafen: Substituiert man in der Differential-
gleichung

Fou —

F d

:— gile =0 (20,)

fiir z,y das allgemeine Integral
£ = f(’; «,B), y=9(«,p), (64)

so wird die Differentialgleichung identisch befriedigt fiir alle Werte
von ¢, ¢, f im Bereich (67). Differentiieren wir diese Identitiit nach e,
so erhalten wir

F::.tf:f + F:cyglr + Fz::’f!u + ny’gza
d ¥ o
- a—i(Fz'zfa + F:'yya =} I‘z':r’ftm i Fz’y'gru) =0.

In dieser Gleichung driicken wir die zweiten partiellen Ableitungen
von I mit Hilfe der Formeln (12a), (85), (86) und (88) durch

L,M,N,F, F, aus, wobei wir voriibergehend durch Uberstreichen
andeuten, daf die betreffenden Funktionen fiir die allgemeine Ex-

tremale (64) zu berechnen sind. Nach einigen einfachen Reduktionen
erhilt man
=5 d (= do
-‘/r[F o= r"ft(}“'l&u)] =0,

w0 = gtfa o f;‘ga'

wobel



§ 29. Die Jacobi'sche Bedingung fiir den Fall der Parameterdarstellung. 233
Wenden wir dasselbe Verfahren auf die Differentialgleichung
- —F =0 (20g)

vy dt
an, so erhalten wir
_f![FgﬁJ - ( 1dt):] 0.

Da f, und g, nach (68) nicht gleichzeitig verschwinden konnen,

so fol
gt F5 d —,dﬁ)
Fgm—a(}f]-ﬁ)=0.

Ein ganz analoges Resultat ergibt sich, wenn man nach § statt nach

o differentiiert. (Gibt man schlieflich den GréBen «,  die speziellen

Werte &, f, und macht von (66) Gebrauch, so erhilt man die

Weierstraf’sche Modifikation des Jacobi'schen Theorems (§ 12, b)):
Die Jacobi'sche Differentialgleichuny

. d )
Fou— '(F1 ‘d‘:) =0 (102)

hat die beiden partikuldren Integrale

lc}1@) = ¢,(¢, @, ﬂo) fo(t, %oy Bo) — fi(E; o3 Bo) 9t o, ﬁn): (103)
By(8) = 9,(¢, @, o) f3(2, o, Bo) — 1Lt o, 5@)9;3(15, o, fo) -

Dieselben sind nach (70) linear unabhiingig, woraus nach § 11, b)
die spiter mehrfach zu benutzende Ungleichung folgt:
D) = 9,(8) 9(8) — 9, 9/(1) + 0 (104)
fir §F .
SchlieBt man jetzt wie in §§ 12 und 14 weiter und bezeichnet nach

WEIERSTRASS _
@(t; tx,\' - 'ﬂl(t) y (tl.) — iy (f) 81@1); (105)

so erbilt man das Resultat:
Die dritte notwendige Bedingung fiir ein Fxtremum lautet:

O, t)+0 fir t,<i<t,. (I11)

Dies ist die Weierstrafsche Form der Jacobi'schen Bedingung.
Bezeichnet man mit ¢ die zunichst auf f, folgende Wurzel der

Gleichun
. @, t,) =0 (106)
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falls eine soleche im Intervall (60) existiert, so 1Bt sich die Be-
dingung (III) auch schreiben:
L2t
¢/ ist der Parameter des zum Punkt P, konjugierten Punktes P,
Allgemeiner nennen wir einen Punkt von €;*  im weiteren Sinn
zu P, konjugiert”, wenn sein Parameter der Gleichung (106) geniigt.
Der konjugierte Punkt ist von der Wahl des Parameters f und
der Integrationskonstanten ¢, f unabhiingig. Denn wendet man auf
die GroBen f,«,# eine Transformation von der Form (71) an, so
findet man nach einer leichten Rechnung zwischen der Funktion
@(t,t,) und ihrer transformierten @(f,7,) die Relation

@(t: tl) = l(t) l(tl)V@(f, 51)7 (107)

und der Faktor 1(¢)41(¢,)V ist nach (72) von Null verschieden. Das-
selbe Resultat kann man auch mit WEIERSTRASS aus der geo-
metrischen Bedeutung des konjugierten Punktes schliefien.

Beispiel XIV: (Siehe p. 206).

Wir haben hier nach (26)

R
N =l

also entlang irgend einer Extremalen (27)
1
B
Die Bedingung (II') fiir ein Maximum ist also stets erfiillt.

Ferner berechnet man aus dem allgemeinen Integral (27):

Ot, t,) = — R¥sin (t —1,).
t' =t +=m.

Der zum  Punkt Py Fonjugierte Punkt P," ist also der ihm auf dem be-
treffenden Kreis diametral gegeniiberliegende Punkt. Daraus folgt (vgl. Fig. 31):

Wenn R>>1| P P, |, so erfiillt von den beiden Kreisbogen P, P, P, und
P, P, P, nur derjenige, welcher kleiner ist als ein Halbkreis, also P, P, P, die
Bedingung (IIT).

Wenn R=14| P, P,|, so ist die Bedingung (III) zwar auch noch erfiillt,
aber es fillt jetzt der Punkt I, mit dem konjugierten Punkt P, zusammen.

Beispiel XV: Brachistochrone) (siehe p. 207).

Wir nehmen an, daB die beiden Endpunkte P, und P, zwischen den
beiden Spitzen + =0 und 7 = 2z der Zykloide

F,=—

Also ist

Y) Vel. Lispecoe-Motexo, loc. cit., p. 231, und Weiersrrass, Vorlesungen.
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z—z + B, =‘xo(7"“3in‘f’) (108)
Yy—y +khk=e,(1—cosr)

liegen, so daB also die den beiden Punkten P, und P, entsprechenden Werte
=1, und =1, der Ungleichung geniigen
07 <7, <2m.
Fiir die Funktion F) erhiilt man
S R 1
TV FRE YY) gy maye s

F, ist also positiv entlang dem Zykloidenbogen P, P, und die Bedingung (IT')

ist erfiillt.
Fiir die WeierstrafB'sche Funktion @(z, r,) findet man nach einfacher

Rechnung

. T T . T T T 7,
Oz, 7,) =4, sin _ cos_ sin ' cos ! |:-|r—'.2tg2 wrl+2tg2‘J-

2 2 2 2

Daraus folgt, daB der Parameter z,” des zu P, konjugierten Punktes P, ent-
weder ein Vielfaches von 2z sein muB, in welchem Fall P," sicher nicht dem
Bogen P, P, angehtrt, oder aber z,” muB der transzendenten Gleichung gentigen

T L2
z—?tg2=rl—'2tg—21- (109)

Wiichst ¢ von 0 bis 7, so nimmt die Funktion r —2 tg; bestiindig ab
von 0 bis — oo; wiichst ¢ weiter von = bis 2x, so nimmt sie bestiindig ab
von + 0o bis 2z, Daraus folgt, daB r =1, die einzige Wurzel der Gleichung

(109) ist, welche zwischen 0 und 2z liegt. Daher gibt es auf dem Bogen P, P,
keinen zu P, konjugierten Punkt, also ist auch die Bedingung (III) erfiillt.”)

b) Die Kneser'sche Form der Jacobi’schen Bedingung:

Man kann nach Kxeser®) die Jacobi’sche Bedingung noch in
eine andere Form bringen, bei welcher statt des allgemeinen Integrals
(64) der Euler'schen Differentialgleichung die Extremalenschar durch
den Punkt P, zugrunde gelegt wird. Aus dieser zweiten Form ergibt
sich dann auch am naturgemiBesten die geometrische Bedeutung der
konjugierten Punkte.

1y Hierzu noch die Ubungsaufgaben Nr. 1—6, 10, 12, 16—18 am Ende

dieses Kapitels.
) Vgl. Kxeser, Lehrbuch, § 81; vgl. auch oben die analogen Entwicklungen

von § 13.
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Wir betrachten, fiir spitere Anwendungen gleich etwas all-
gemeiner als fiir unsere unmittelbaren Zwecke erforderlich wire, eine
beliebige Extremalenschar

= (p(t, a’): Y= ‘!j,r(t, a’)} (110)

welche die in § 27, d) unter A) bis D) aufgezihlten Eigenschaften
besitzt.

Substituiert man dann in den beiden Differentialgleichungen (20)
fiir #, y die Funktionen ¢, v und differentiiert die so entstandene
Identlta.t nach @, so erhiilt man genan wie unter a) das Resultat,
daB die Funktionaldeterminante: u = A(#, a) der Schar (110) als Funk—
tion von ¢ der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung:

d
Fyu — (‘:‘r’, %) =0 (111)
geniigt, welche wegen (75) fiir @ = a, in die Jacobi’sche Differential-
gleichung (102) iibergeht.

In dem speziellen Fall, wo die Gleichungen (110) die Extremalen-
schar durch den Funkt P, darstellen, folgt iiberdies aus (79) und
(82), da in diesem Fall #, = t,

Aty ay) =0,

und wir erhalten daher das Resultat:
Die Funktionaldeterminante

U = A(t’ “o)

der Extremalenschar durch den Punlt P, geniigt der Jacobi'schen
Differentialgleichung

du
Fyu— (Fl a) =0 (102)
und versclavindet fiir t =t,.

Daraus folgt aber, daB die Funktion A(?, a,) von der Weier-
straB’schen Funktion @(t, ¢,), welche dieselben beiden Eigenschaften
besitzt, nur um einen konstanten Faktor verschieden sein kann:

Aty a)) = cO(L, t,), (112)

wo ¢ eine wegen [)) von Null verschiedene Konstante bedeutet.
Der zu {# konjugierte Wert 7" kann daher auch durch die
Gleichung
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A(t, ay) =0
definiert werden.
Wir bemerken noch, daB aus den beiden Gleichungen

) A(tu a’o) =0, A(tli: a,) =0 (113)
nach § 11, a) folgt, daB
Aft, a) + 0, Aty a) + 0, (114)

da ¢, und ¢," keine singuliren Punkte der Differentialgleichung (102) sind.

¢) Geometrische Bedeutung der konjugierten Punkte?):
Wir betrachten wieder eine beliebige Extremalenschar
z =9t a), y =¥, a), (110)

welche die in § 27, d) unter A) bis D) aufgeziihlten Eigenschaften besitzt.
Auf der speziellen Extre-

malen G}
P
z =g, a), y =, a), /
nehmen wir einen Punkt P'(t") an, = __——  p] 7 *
wobei: T, << t' < T, sein soll. In e,
der Nidhe von P’ nehmen wir einen Fig. 33.

zweiten Punkt P(#) auf € an und
konstruieren in ihm die Normale. Die Gleichung derselben ist

X—2)2'+ (Y—y)y' =0,

wenn X, ¥ die laufenden Koordinaten, x, y die Koordinaten des Punktes P und
a’, y' die Ableitungen von z, y nach ¢ bedeuten.

Wir untersuchen jetzt den Schnitt dieser Normalen mit einer benachbarten
Extremalen €, der Schar (110).

Angenommen, die Normale schneide diese Extremale in einem Punkt P (Z, 7),
der auf §, dem Parameterwert ¢ — ¢t entspricht; dann haben wir zur Bestim-
mung von ¢ die Gleichung

[q}(t-i (l) o ‘p(t! a’o)] q:'f(ta ao) + ['P(t_a a) - "P(tv “o)l"‘f"r"t- au) =0, (115)
Dieselbe wird erfiillt fiir t = t', t = t, @« — a, und da nach (77)

‘pls(t’a ao) + ‘P:’(f”1 au) + 01

%) In der Hauptsache nach Wrirrstrass, Vorlesungen 1879 ; vgl. auch Kneser,
Lehrbuch, p. 90.
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so sind die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit des Satzes iiber implizite Funk-
tionen (§ 22, e)) erfiillt; wir kionnen daher die Gleichung (115) nach ¢ aufldsen
und erhalten eine und nur eine Lisung:

welche in der Umgebung der Stelle t = ¢, a = a, von der Klasse €’ ist und

der Anfangsbedingung -
.’t(“, mu) =
geniigt.
Aus der speziellen Form der Gleichung (115) und der Eindeutigkeit der

Lisung folgt, daf allgemein
Z(tr @) =1
tiir jedes ¢ in hinreichender Niithe von ¢.
Wenden wir jetzt auf die Differenz

1t @) — z(t, a)

den Taylor'schen Satz mit Restglied an und brechen mit den Gliedern zweiter
Ordnung Y ab, so erhalten wir nach einfacher Rechnung:

(=t (- ?‘—%';—TF%"T‘”“ +a—a)r) @—a).
Dabei sind die Argumente von g, usw.: t, «,, und r ist eine Funktion von ¢ und
a, deren absoluter Wert in einer gewissen Umgebung der Stelle (¢, ¢,) unter-
halb einer endlichen Grenze bleibt.

Wir berechnen jetzt weiter den Abstand PP der beiden Punkten I’ und P.
Entwickelt man die Differenzen

—r=q,a)— @t a), ¥—y=1up{,qa)—pt a)

mittels des Taylor'schen Satzes mit Restglied nach Potenzen von ¢ — ¢, a — a,
und bricht wieder mit den Gliedern zweiter Ordnung ab, so kommt, wenn man
fiir die Differenz ¢ — ¢t den gefundenen Wert einsetzt:

g — B+ @—a) V)% (@ —a,)
L = 2 2
@+,
. (116)
¥ gt A I Ee—%)
9+ %,

Dabei sind die Argumente in ¢,, %, und der Funktionaldeterminante A wieder
t und a,, und V" ist eine Funktion von ¢ und @, welche in einer gewissen Um-

) Hierzu ist allerdings nétig, dab y,, in der Umgebung von (¢, a,) exi-
stiert und stetig ist; dies findet statt, wenn wir die Annahme machen, daB auBer
den unter B) erwithnten Ableitungen auch ¢,, und ,, im Bereich (76) exi-
stieren und stetig sind. Dies ist sicher der Fall, wenn wir die Funktion F' von
der Klasse O statt von der Klasse O’ voraussetzen, vgl. § 24, a) Zusatz L.



§ 29. Die Jacobi'sche Bedingung fiir den Fall der Parameterdarstellung. 239

gebung (0) der Stelle t=1t', a =a, dem absoluten Betrage nach unter einer
festen Grenze (¢ bleibt.
Aus (116) ergibt sich fiir den Abstand | PP | der Ausdruck:
PP —| Bt a)+@—a)Vi,m)a—a) |
Vo't ap) + v, (thay)'

Ferner folgt aus (116)
TH—y)—y@E—2)=(Ad¢ a)+@—a)Vit, @)(a— ),

woraus sich schliefen. liBt, daB der Ausdruck
A, )=A(t, a) + (a — a)V(t, a)

als Funktion von ¢ und « in der Umgebung (d) der Stelle (t, a,) stetig ist.
Soll nun die Extremale €, die Extremale §,* im Punkt P(f) schneiden, so
muB | PP | =0 sein, also mub, da a==a, vorausgesetzt ist,

At,a)=0

sein. Daraus schlieBen wir
1. Wenn
A, a,)==0,
so konnen wir wegen der Stetigkeit von A (¢, @) nach A III 2 eine positive GroBe
7%6 angeben, derart, daf
At,a)==0

=t 1y, Je—a | Iy,
A (t"l ao) + 0 2
so schneidet keine Extremale der Schar (110), fiir welche: |a — a, | =y die Ex-

tremale €,* in dem Intervall [ —y,t -+ 7).
2. Wenn dagegen

fiir

d. h. aber: Wenn

A, a)=0,
g0 ist, wie oben unter b) gezeigt worden ist,
Aty @)+ 0;
also wechselt A (t, a,) sein Zeichen, wenn ¢ durch den Wert ¢ hindurchgeht.
Wir konnen daher eine positive GriBe v<< d so klein wiihlen, daf
At —r,a,) wnd A+, a,)
entgegengesetztes Zeichen haben. Und nunmehr kénnen wir eine zweite positive
GroBe » angeben, derart, daB auch
At —z,a) mnd A('+7,a)

entgegengesetztes Zeichen haben, wofern

a—a | Zx.
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Da die Funktion E\(t, @) als Funktion von ¢ im Intervall [t — z, t 4 7] stetig
ist, 'so muB sie daher mindestens in einem Punkt zwischen ¢ —7z und # 4z
verschwinden, d. h. also:

Wenn
A (trt a«)) =0,

80 sehneidet jede Extremale G, der Schar (110), fiir welche |a — a, | < # die Ex-
tremale G* wenigstens einmal zwischen t' — ¢ und t 4.

Da wir = beliebig klein annehmen kinnen, so folgt weiter:

Der?) Schnittpunkt der beiden Extremalen nihert sich dem Punkt P’ (t) als
Grenzlage, wenn a gegen a, konvergiert.

Aus der Theorie der Enveloppen?®) folgt dann, daf der Punkt P’ zugleich
auf der Enveloppe der Extremalenschar (110) liegt, Jund zwar beriihrt im all-
gemeinen die Enveloppe in P’ die Extremale ,*.

Indem man diese Resultate insbesondere auf die Extremalenschar durch
den Punkt P, anwendet, erhiilt man auch fiir den Fall der Parameterdarstellung
das Resultat, daB der zu P, konjugierte Punkt P, derjenige Punkt ist, in
welchem die Extremale €,* zum erstenmal (von P, an gerechnet) die Enveloppe
der Extremalenschar durch den Punkt P, beriihrt.

Beispiel XIV (Siehe pp. 206, 234):

Die Extremalenschar durch den Punkt P, besteht hier aus der Gesamtheit
-der im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers durchlaufenen Kreise vom Radius R
durch den Punkt P,. Die Enveloppe dieser Kreisschar ist ein Kreis um den
Punkt P, mit dem Radius 2R. Jeder Kreis der Schar beriibrt die En-
veloppe in dem dem Punkt P, diametral gegeniiberliegenden Punkt, womit wir
zu demselben Resultat gelangt sind, wie auf p. 284.

Beispiel XVI: Geoditische Linien. (Siehe pp. 209, 228).

Aus der vorausgesetzten ein-eindeutigen Beziehung zwischen dem Bereich &
in der u, v-Ebene und dessen Bild I anf der Fliche folgt: Wenn zwei Kurven
&, %, in der u, v-Ebene sich in einem Punkt P schneiden, so schneiden sich
auch ihre Bilder £, £, auf der Fliche in einem Punkt ¢, dem Bildpunkt von P,
und umgekehrt. Ferner folgt aus den Formeln %) fiir den Winkel, unter welchem
sich zwei Kurven aut der Fliche schneiden: Wenn sich die beiden Kurven &,, &,
im Punkt P beriihren und zwar so, daB ihre positiven Tangentenrichtungen zu-
sammenfallen, so beriihren sich auch die Bildkurven &,, €, im Punkt ¢, und
zwar ebenfalls mit zusammenfallenden positiven Tangenten und umgekehrt, Hier-
aus folgt, daB sich die Sitze iiber die geometrische Bedeutung der konjugierten
Punkte unmittelbar von den Extremalen in der u, v-Ebene auf die geodiitischen
Linien selbst iibertragen.

") Es liBt sich =zeigen, daf die Anzahl der Schnittpunkte zwischen
—7 und ¢4 ¢ endlich sein muB; man wiihle den zuniichst bei P, ge-
legenen.

*) Vgl. Encyelopdidie, IIL D, p. 47, FuBnote 117,

*) Vgl z. B. Kvosraven, Krumme Flichen, § 4, Gleichung (6) und (8).
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Da die Jacobi'sche Bedinguung (II) eine notwendige Bedingung fiir ein
permanentes Zeichen der zweiten Variation ist (vgl. § 14), so folgt aus dem in
§ 28, ¢) gegebenen Satz:

Wenn das Kriimmungsmap der I'liche entlang der betrachteten geodiitischen
Linde @, Q) bestindig negativ ist, so kann der zu @, konjugierte Pumkt nicht
zwischen @ und ), legen.")

§ 30. Die Weierstra®’sche Bedingung und die &-Funktion.

Zur Herleitung der Weierstrapg'schen Bedingung®) wenden wir hier
die urspriinglich von WEIERSTRASS selbst benutzte Methode an, die
wesentlich elementarer ist als diejenige, welche wir beim z-Problem
benutzt haben, da sie weder den Begriff des Feldes noch den
Weierstraf'schen Fundamentalsatz voraussetzt.

a) Der Weierstrafi'sche Beweis der vierten notwendigen Be-
dingung:

Auf unserm Extremalenbogen
(‘go: ﬂ’=‘;(t); y:g}(t), t1?t?tﬂ

wihlen wir einen beliebigen Punkt P,(#;) und ziehen durch denselben
eine willkiirliche Kurve der Klasse ("

& e—i@, y—i;
auf der Kurve € mige der Wert 7 =7, den Punkt Py liefern. Es
sei I’, derjenige Punkt von €, welcher dem Wert 7 = 7, — ¢ ent-
spricht, wobei & eine kleine positive Grifle bedeutet; seine Koordi-

naten seien
Z,= 2+ Az, Yo=Y+ Bys.

Nun ziehen wir eine den Bedingungen einer ,Normalvariation“®)
geniigende Kurve

G: 2=FO) =30+ 500,  y=TO) =0+ 10t )

vom Punkt 7, nach P, wobei der Parameter ¢ so gewiihlt sein mdge,

') Weitere interessante Siitze iiber konjugierte Punkte auf geoditischen
Linien findet man bei Bravswine, Mathematische Annalen, Bd. XIV (1879)
p. 557, v. Maxcoror, Journal fiir Mathematik, Bd. XCI(1881) p. 23; Dagsoux,
Théorie des surfaces, Bd. III, Livre VI, Chap. V.

Vgl. ferner die {'bungsaufgaben Nr. 1—6 am Ende dieses Kapitels.

% Vgl. § 18. % Vgl. § 8, a).

Bolza, Variationsrechnung. 16
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daB den Punkten P,, P, die Werte { =1¢, t =1{, entsprechen, so
daB also
£, ©)=0, n(t, 8 =0, }

(118)
E(‘s: £)=Ax8t '?(ta; £)=Ays 4

Eine solche Kurve konnen wir z. B. auf folgende Weise herstellen:
Es seien w und v zwei Funktionen von ¢ von der Klasse C" in [# 4],
welche fiir / = ¢, verschwinden und fiir # = ¢, gleich 1 werden. Dann
geniigen die Funktionen

E(t, &) = ulbzy = u(f)[#(ry — &) — ¥ (zy)],
1t &) =vAyy=v(t)[I(rs— &) — §(1)]

allen Bedingungen.

Jetzt variieren wir den Extremalen-
bogen €, indem wir das Stiick P, P,
von €, durch die gebrochene Kurve
P, P, P, ersetzen, wihrend wir das Stiick
P, P, ungeiindert lassen. Dann ist

AT = ju‘l‘ j;s - Jnn

wobei die Integrale J, J, J respektive entlang den Kurven §,, €, €
zu nehmen sind. -

Fiir die Berechnung der Differenz of,, — J;; konnen wir von der
Formel (79) von § 8 fiir die Variation eines Extremalenbogens Ge-
brauch machen. Dieselbe ergibt in unserm Fall:

Fig. 54.

4
Ju— = [F 0z + Fya?l]‘ + £(e),

wobei (&) eine mit ¢ unendlich klein werdende Funktion von & be-
deutet und ’
oz = &£,(¢,0), oy = en,(t,0).

Nun folgt aber aus (118)
dz/1=0, oy|'=0,
0z|*= —si'(z,), Oy *=—¢y'(5);
wir erhalten also
J_u — Jyg=— &{ F(xy, Y5, %y Y5 ) Ty + Fy' (%5, ¥s, %55 Y5 ) Y5 + (2) )

wobei zur Abkiirzung
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'j”(ts) =z, g,(ts) = ¥s)

, '(r)=7%, Y ()=
gesetzt ist.
Andererseits ist

Jy=| Fla@, j@, ¥'®, § @)dz,
was wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes wegen der Stetigkeit
der Funktion F'(Z(r), y(r), #'(r), 4'(r)) schreiben kinnen
.]:s= e [F (3, g5, &5, 45) + ()]

Beachten wir noch, daf
Ty = 2y, Uy = Ys»
g0 kommt
AJ =& F(xy, Ys, Tys Yy ) — Fo (25, Yy, 235, y5') &5 — I';'(wa, Ys) Ts> Ys ) Us
+(8)}.

Da s eine positive GroBe sein sollte, so folgt hieraus durch Ver-
kleinerung von ¢, daB im Fall eines Minimums
F(xw Ys, %s'! ?:’s') - 1“3.-'(565: yarxs’! ys’) :"'3’ - Fy’(xsrys: 53’; ys')?'fs' >0 (119)
sein muB, und zwar fiir jede durch den Punkt P, gehende Kurve §
und weiterhin fiir jede Wahl des Punktes P; auf dem Bogen €.

Wir fiihren jetzt die WeierstraB’sche §-Funktion®) ein durch
folgende Definition:

8(.’,6‘, y; 23y &, 9) =

Fa,y, @, 9) — 3" Folz, 9, 7, ) + V' F (2, y, o, )]
oder, da nach (10)

Fa,y, &, y) = 3'Fo(a,y, %, §) + § Fyla,9, 2,9,

}, (120)

&(z,y; 2,y %, 9) = |
[FA,y,%,§)— Fu(z,9,2,9)] | (120a)
+ ¢ [Fy(,y,%,§)— F (z,9,2,y)] ]

Aus den Relationen (9) und (13) ergibt sich die folgende Homo-
geneitiitseigenschaft der &-Funktion:

8("1:; Y3 ka, ky’; 7;:5"'; A?-f’) = k'g(w: Y3 .’i.’?’, yli :E?}, 3;"), (121)

wenn die beiden GroBen % und % positiv sind.
Yy Fiir die Vergleichung mit Kvyeser beachte man, dab Ksmser — & statt
des WeierstrafB'schen -4 8 schreibt, vgl. Lehrbuch, p. 75.
\ . lﬁ*
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Setzen wir daher

I

p=- _.7—;\--—(5056 q=?_‘jif=ﬁln8’
) V'C +?! - Va ;‘y o (122)
P—V + cosB q= V S =sinéb,

7t 1} :T"

80 1ist
8z, y; 2,y ¥, 9)=V& + §* 8(z,y; p,¢; $,7), (128)

wodurch das zweite und dritte Argumentenpaar auf Richtungskosinus
reduziert werden.

Wir kinnen daher das oben gewonnene Resultat (119) so for-
mulieren:

Die wierte notwendige Bedingung fiir ein (starkes) Minimum des
Integrals oJ besteht darin, daf

8(x,y; 0,459, 0) >0 (IV)

fiir jeden Punkt (z,y) des Extremalenbogens &, wenn p, q die Rich-
tungskosinus der positiven Tangente an €, im Punkt (z, y) und p, ¢
die Richtungskosinus irgend einer Richtung bezeichnen.

Wir werden diese Bedingung die Weierstraf'sche Bedingung nennen.,

b) Zusammenhang zwischen der &-Funktion und der Funktion F,:
Werden die Winkel # und 6 durch (122) definiert, so haben wir
nach (120a):
8z, 951,45 D, D)
— cos O[F,(,y, cos 8, sin 8) — F(x,y, cos 0, sin )]
+ sin é[Fy,(x, y, cos 0, sin 0) — F,(z,y, cos 8, sin 6)].
Nun ist aber

F_(z,y, cos 8, sin §) — F(x,y, cos 0, sin 0)

=J %Fz,(x,y, cos (@ + 1), sin(@+1))dr,
0

wobei: @ — 6 — 6; und eine analoge Formel gilt fiir F,.
Fiithren wir die Differentiation nach z aus und machen alsdann
von den Formeln (12a) Gebrauch, so erhalten wir:

&(z,y;p,9; 0,0 |

2 ) ) - (124)
= | F(z,y, cos(@+1), sin(d+ 7)) sin (0 — 1) er
1]
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Die beiden Winkel 6 und 6 sind nur bis auf additive Vielfache von
2x bestimmt; man kann die letzteren stets so wihlen, daf

— <ol ®.
Da alsdann sin (@ — ) zwischen den Integrationsgrenzen sein Zeichen
nicht wechselt, so konnen wir den ersten Mittelwertsatz anwenden
und erhalten die folgende Relation') zwischen der &- Funktion und der
Funktion F,:
&(z, y; cos 0, sin 05 cos 6, sin 6)

= (1 — cos (80— 6)) F(z, y, cos 0%, sin 6%), (125)
wo 0% einen Mittelwert zwischen 6 und 6 bedeutet.

Aus diesem Satz ergeben sich eine Anzahl wichtiger Folgerungen:

1. Lassen wir 0 gegen 6 konvergieren, so kommt

8(.717, s pyq; B, Fl)

L =222 D U P (a : 26
i e (126)
Daraus folgt, daB die Bedingung (11) eine Folge der Bedingung (IV) ist.
2. Die Bedingung (IV) ist ihrerseits in der stiirkeren Bedingung:
Fi(z,y, cos y, siny) >0 (ILa)
fiir jeden Punkt (2,4) von €, und fir jeden Wert des Winkels 7,

enthalten. i

3. Die &-Funktion verschwindet stets, wenn 6 = 6 (,ordentliches
Verschwinden“ nach KNESER), und es ist dann stets auch

98 1e=*_;
20 |

Fiir einen Wert 6 < 0 kann die 8-Funktion nur dann verschwinden
(auBerordentliches Verschwinden®), wenn F (z,y, cos y, sin p) fiir
einen Wert p = 0" zwischen # und 6 verschwindet.

4. Wenn in einem Punkt (z,y) die beiden Funktionen F(z,y,
cos p, sin y) und I(z, y, cos p, sin ) fiir alle Werte von » von Null
verschieden sind, so miissen beide in diesem Punkt fiir alle Werte
von y dasselbe Zeichen haben..?)

Dies folgt aus (125), wenn man fiir die &Funktion ihren Aus-
druck (120) einsetzt und dem 6 einen der beiden speziellen Werte
gibt, fiir welche
F_(z,y, cos 0, sin 8) cos § + F,(z,y, cos 0, sin 0) sin § = 0.

) Satz und Beweis nach Weieksrrass, Vorlesungen (1882). Vgl auch die
analoge Formel beim z-Problem, § 18, Gleichung (28).
# Von Kxeser auf anderem Weg bewiesen, val. Lelaobuch, p. 53.
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Beispiel') XVII: Das Integral

:3
yy *at
J = a.’.'x_i_y‘:

¢
zn einem Extremum zu machen. .
Man findet fiir die &-TFunktion den Wert

y(pa—ap) [(P*— 1) 1+ 2p4p)
P+ '+ )
= ysin® (6 — ) sin (26 + 6).

&, yip, s 0,9 =

Abgesehen von dem Ausnahmefall, wo die beiden Endpunkte auf der w-Achse
liegen, kann man die &-Funktion durch passende Wahl von 6 sowohl negativ
als positiv machen; es kann also kein (starkes) Extremum stattfinden. In dem
erwithnten Ausnahmefall ist €, das Stiick der x-Achse zwischen den beiden
gegebenen Punkten, und & = 0 entlang €, fiir jede Richtung 6.
Allgemeiner gilt der Satz?), daB ein (starkes) Extremum — im allgemeinen —
nicht eintreten Lann, wenn die Homogeneititsbedingung (9) nicht nur fiir positive,
sondern auch fiir negative Werte von k erfiillt ist, was z. B. allemal eintritt, wenn
F' eine rationale Funktion von z', 4" ist.
Denn in diesem Falle gilt (121) auch fiir negative Werte von £, so daB
&(z, y; cos, sinf; cos @ 4 ), sin (@ + m) = — &(x, y; cos b, sin 6; cos B, sin §).
Die Bedingung (IV) kann also nur in der Weise erfiillt sein, daB
8(:"; Y Py q; f’\ '}} =0

entlang @, fiir jede Richtung 6. Es muB also auch
28 28
a0 ' a6

gein. Nun findet man aber durch direkte Ausfithrung der Differentiation an dem
Ausdruck (124) die Relation

0

o8 3 it §
55_! + & = F, (z, y, cos 0, sin 6). (127)

Es miifte also auch i )
F, (z, y, cos B,8in 0) =0

sein entlang €, fiir jedes 6. Dies ist aber nur fiir ganz spezsielle Funktionen F'
und auch dann nur fiir singuliire Lisungen der Differentialgleichung (I) moglich.

) Auf dieses Integral filhrt Newrox's Problem des Rotationskorpers von
geringstem Widerstand, vgl. unten § 54, sowie Pascar, Variationsrechnung, p. 111;
Kxeser, Lehrbuch, §§ 11, 18, 26; der obige Ausdruck fiir & riithrt von Wreisrsrrass
her, Vorlesungen (1882).

%) Weierstrass, Vorlesungen (1879). Fiir das x-Problem gilt der Satz nicht;
denn von den beiden Richtungen 6 und 6+ x liefert dann immer nur eine eine
zuldssige Variation P P, P, da ja jetzt " > 0 sein muB; vgl. § 25, ).
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¢) Die Indikatrix:

Die Diskussion des Vorzeichens der Funktionen ¥, und & liBt sich nach
Carareeopory ') mit Hilfe der ,Indikatrix* sehr anschaulich machen. Die Indi-
katriz fiir einen Punkt x—=x,, y=1y, des Bereiches & ist diejenige Kurve,
welche in Polarkoordinaten ¢, 6 durch die Gleichung

1

F(,,9,, 08 0, 5in 0) (128)

0=

definiert wird. Dabei wird (wie auch sonst in der analytischen Geometrie), fest-
gesetzt, daB fiir negative Werte von ¢ der Radius Vektor [g| vom Pol des
Koordinatensystems aus in der der Richtung 6 entgegengesetzten Richtung zu
konstruieren ist. Der Pol des Koordinatensystems heiBt der ,Grundpunkt der
Indikatrix; wir bezeichnen ihn mit G.

In rechtwinkligen Koordinaten &, 7 wird die Indikatrix mit 6 als Parameter
dargestellt durch die Gleichungen

§— cos 6 - sin 6

= F(x,, ¥y, 0080, sin6) '

(128a)

Fzy, 9,, cos 0, sin6) '

aus welchen durch Differentiation
nach 6 folgt

Fy , F,
2

§=_1;12l ’]=I‘1 (1281))

Mit Hilfe von bekannten Sitzen
der analytischen Geometrie beweist
man dann leicht die folgenden
Resultate: N

1. Es seien @ und { die
den beiden Parameterwerten 6 und
6 entsprechenden Punkte der Indica-
trix,. Man ziehe den Radius
Vektor G'¢@ und konstruiere im 4]
Punkt ¢ die Tangente QI an Fig. 35.
die Indikatrix (siehe TFig. 35).
Zieht man dann durch den Punkt ¢ eine Parallele zu G @ und ist R der Schnitt-
punkt derselben mit der Tangente Q7' so ist¥)

@R _ B(xy, Y3 cos B, sin 6; coaﬁ,sﬁing}_
G F (@, Yo, cos 8, sin )

T

(129)

1y C. Canarneovory, Uber die diskontinuierlichen Lisungen in der Variations-
rechnung, Dissertation (Gottingen 1904), p. 69 und Mathematische Annalen,
Bd. LXII (1906), p. 456. Cararueopory beschriinkt sich aunf den ,positiv de-
finiten** Fall. Die Kurve ist zuerst von G. Hamer in seiner Dissertation: Uber die
Geometrieen, in denen die Geraden die Kirzesten sind (Gottingen 1901), p. 52,
betrachtet worden.

%) Nach brieflicher Mitteilung von Herrn Cararmeopory.
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mit der Verabredung iiber das Vorzeichen, daB der Quotient ¢R/G @ positiv
oder negativ zu nehmen ist, je nachdem die beiden Vektoren ¢) R und G @ gleich
oder entgegengesetzt gerichtet sind.
Daher gilt die Regel: Wenn
F(z,, y,, cos §, sin 6) >0,
so0 ist N N
& (2, 9,5 cos B, sin 05 cos 0, sinh) >0 oder <0,

Jje nachdem der Punkt () der Indikatriz auf derselben oder der entgegengesetzten
Seite der Tangente an die Indikatric im Punkt Q(8) liegt, wie der Grund-
punkt G.

Ist dagegen F(z,, y,, cosf, sin @)< 0, so sind in der Ungleichung fiir
die &-Funktion die Zeichen >> und < zu vertauschen.

2. Aus der leicht zu beweisenden Formel

v

E"li”_ E,Tj’: 'F1§ x

in welcher die Akzente Differentiation nach 6 andeuten, schlieBt man weiter:
Wenn
F(z,, y,, cos@,8in6) >0,
so ist
F,(x,, 9,, cos 0, sin 6) >0 oder <0,

Jjenachdem die Indikatriz im Punkt Q(0) thre konkave oder konvexe Seite dem
Grundpunlt G zukehrt.

Ist dagegen

F(x,, y,, cos 0, sin6) <0,

50 sind in der Ungleichung fiir ¥, die Zeichen >> und < zu vertauschen.

Hiernach lassen sich die unter b) aus der Relation (125) gezogenen Folge-
rungen unmittelbar an der Indikatrix ablesen; ebenso der ebendort bewiesene
Satz von WeierstraB. Weitere Anwendungen der Indikatrix folgen in §§ 36, a)
und 48, ¢).

Beispiel XVI: Geodiitische Linien. (Siehe pp. 209, 228, 240.) Hier lautet
die Gleichung der Indikatrix in rechtwinkligen Koordinaten

EE* 4 2Fén - Gni=1.
Wegen (35) ist die Indikatrix also eine Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem
Grundpunkt ¢ zusammenfillt. Hieraus schlieft man sofort, daf F, > 0 fiir
jedes 6.
Beispiel XVII. (Siehe p. 246.)

-y
EESTEL y>0.
Die Gleichung der Indikatrix in Polarkoordinaten lautes
o ) §
$= ysin®6

Hier ist:
e@+m=—e®).
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Daraus folgt, daf die Indikatrix aus zwei zusammenfallenden Zweigen besteht,
von denen der eine den Werten von 6 von 0 bis = (p > 0), der andere denen
von 7 bis 27 (¢ < 0) entspricht.

Den Werten

T
—x3. 4%
entsprechen Wendepunkte der Indikatrix.
In diesen Punkten wechselt die Funktion
F,(x,y, cos 0, sin 6) + 2
—=2ysinf (3 —4sin?0) F\/1

ihr Vorzeichen. Das Vorzeichen von F, - -
ist in den verschiedenen Sektoren von
Fig. 36 eingetragen.

Ausdem Zusammenfallen der beiden
Zweige folgt sofort geometrisch, dab die
beiden Funktionen

&(x, y; cos 0, sin 0; cos O, sin 6) und &(x,y; cos B, sin O; cos @ 4 ), sin (@ + @),

stets entgegengesetztes Vorzeichen haben.?)

§ 31. Das Feld und das Feldintegral.

Indem wir uns jetzt zur Aufstellung hinreichender Bedingungen
wenden, haben wir zuniichst wieder den Begriff eines Feldes®) von
Extremalen einzufiihren.

a) Der Satz von der Existenz eines Feldes.

Die Gleichungen
r = (p(tﬂ a’)’ y= w(t: “’) (130)

mdgen eine beliebige Schar von Extremalen darstellen, welche unsern
speziellen Extremalenbogen & enthiilt (fiir @ = «,), und welche die in
§ 27, d) unter A), B) und C) aufgeziihlten Eigenschaften besitzt.

1) Hiezu die {Tbungsaufgabe Nr. 8 am Fnde dieses Kapitels.

%) Vgl. die analogen Entwicklungen fiir das x-Problem in § 16. Die dort
gegebene Definition des Feldes ist nur darin zu modifizieren, daB jetzt die das
Feld bildenden Extremalenbogen in Parameterdarstellung gegeben sind, und
ausdriicklich vorausgesetat wird, daB dieselben keine mehrfachen Punkte be-
sitzen. ‘
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Wir setzen iiberdies voraus, daB der Bogen &, keine mehrfachen
Punkte®) besitzt und daB die Funktionaldeterminante

2@,
NCOEE

entlang dem Bogen &, von Null verschieden ist, d. h. also
At a) +0 fir ¢, ZTtZ4,. (131)

Alsdann lassen sich nach § 22, d) und § 21, b) zwei positive
GroBen h, &

a Y
—a,+k
g a ;
5
1 ;:‘ ; ! z
Fig. 7. Fig. 3%,
hh =T, ST =%, k<, (132)

so klein wihlen,?) daB die Gleichungen (130) eine ein-eindeutige Be-
ziehung zwischen dem Rechteck?)

') Man kann diese Bedingung fallen lassen, wenn man mehrblittrige Felder
nach Art einer Riemann’schen Fliche einfithrt. Der Beweis ergibt sich leicht
aus dem folgenden Hilfssatz: Jede Kurve der Klasse C°

z=z), y=y@), LIt

lipt sich in eine endliche Anzahl von Bogen ohne mehrfache Punkte zerlegen.
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes und der Stetigkeitssiitze zeigt man niimlich,
daB man stets eine positive GroBe ! bestimmen kann, so daB

(xt)— 2@ + (Y E) —y )40

fiir je zwei Werte ¢, t” des Intervalls [t ¢,], fir welche [t — ¢ <L

%) Wegen der Definition der Grofen 7,, T,, siehe § 27, d) unter B).

%) Fiir manche Anwendungen ist es notig, das Rechteck etwas allgemeiner
in der Form

‘1"‘"1?*’?@"”"2! “o_k:?a?ao"'k:

anzunehmen,



bo
(]}
—

§ 31. Das Feld und das Feldintegral.

A: Ht—hZTt3H+h, |la—a)|Zk
in der #,a-Ebene und dessen Bild of in der z,y-Ebene definieren,

und daB gleichzeitig
A(t,a) 4= 0 (133)
im ganzen Bereich CL.

Wir nennen dann wieder den Bereich of ¢in den Bogen &, umgebendes
Feld, gebildet von den Extremalen der Schar (130). Nach § 22, ¢)
und d) liegt der Bogen G, ganz im Innern von of, so daB also der
Bereich of im Sinn von § 25, d) eine ,Umgebung” des Bogens G,
bildet.")

Ferner sind im Bereich € die Ungleichungen (77) erfiillt und das
Feld o liegt ganz im Innern des Bereiches R, da wegen (132) das
Rechteck €L ganz im Bereich (76) enthalten ist.

Wo es nétig wird, die die Ausdehnung des Feldes bestimmenden
GroBen /i, k in die Bezeichnung aufzunehmen, schreiben wir €L, ,

und of, , fir & und of.
Durch die ein-eindeutige Beziehung (130) zwischen den beiden

Bereichen @ und of werden ¢ und @ fiir den ganzen Bereich of als
eindeutige Funktionen von # und y definiert. Wir bezeichnen die-

selben mit
t=t(z,y), a=a(z,y),
so daB also, identisch in of
p(t,0) =2, vt )=y, (134)

und umgekehrt
g, )=t, a(p,¥)=a, (134a)
identisch in CL.

Es gelten dann in of die Ungleichungen:
L—hZ @) Zh+h, ey —a Sk (135)
Die inversen Funktionen t(z,y), a(z,y) sind nach § 22, d) im
Bereich of (mindestens) von der Klasse C". Thre partiellen Ableitungen
ergeben sich aus den Gleichungen
ot 0 ot 0
1= () sz T (9.) 3‘; ’ 0=(p) oy + (9.) ;; ’
ot da ot da (186)
0=@) 2+ @), 1= @),

') Man kann auch hier, ebenso wie in § 16, a), den Satz von ScmONFLIESs
(A VII 2) anwenden, mit demselben Resultat wie dort.
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wobei die Klammern andeuten, daB die Argumente von g¢,, ¢, usw.
die Funktionen t, a sind.

Durch jeden Punkt P(z,y) des Feldes geht eine und nur eine
Extremale €, der Schar (130), fiir welche der Parameter a der Be-
dingung |a — a,| < k geniigt, wihrend gleichzeitig der den Punkt P
liefernde Wert von ¢ der Ungleichung ¢, —hZ¢t=Z ¢, + h geniigt.
Diese Extremale €, hat im Punkt P eine ganz bestimmte positive
Tangente; die Richtungskosinus p, ¢ derselben sind daher im Be-
reich of eindeutig definierte Funktionen von # und y, die wir mit
p(z,y), q(x,y) bezeichnen. Thre expliziten Ausdriicke sind nach (4)

. ) ()
a TN e e g\xr = - - - . 137
PN = st @Y= vorra B0

Nach den iiber ¢ und ¢ gemachten Voraussetzungen sind die
Funktionen p(z,y), q(z,y) im Bereich of von der Klasse C".

b) Definition des Feldintegrals:

Wir nehmen jetzt auf der Fortsetzung des Bogens €, iiber P,
hinaus einen Punkt P, (¢ =t,) an, derart daB

L<h<t—h

und ziehen durch P, eine Kurve &, die wir uns folgendermaBen
herstellen:

Es sei y,(a) eine im Intervall [ay— &, ay+ k| eindeutig definierte
Funktion von @ von der Klasse (', welche der Anfangsbedingung

10 (o) =1y (138)
geniigt. Durch Verkleinerung von & konnen wir dann stets erreichen, daB
I, < pol@) < t,—h (139)

im ganzen Intervall [a,— I, a,+ k].
Setzen wir dann

¢ (1@, a) = y(a),  Y(po(@), @) = ipo(a), (140)

so sind die Funktionen 7y (a), i,(a) von der Klasse C" in [a, — k, a, + k],
und die Gleichungen

Ry: x = Zy(a), Y = Yo(a)

definieren eine Kurve, welche durch den Punkt P, geht.
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Die Kurve &, kann auch in einen Punkt ausarten, wenn es sich
nimlich trifft, daB die durch die Gleichungen (140) definierten Funk-
tionen #,(a), ij,(a) sich auf Konstante reduzieren, die dann mit den
Koordinaten des Punktes P,

o = Fy(ty), Yo = Yol@)
identisch sein miissen. Natiirlich kann dies nur dann eintreten, wenn
alle Extremalen der Schar (130) durch den Punkt P, gehen; in diesem
Fall ist die Funktion y,(a) mit der in § 27, d) unter E) ebenso be-
zeichneten Funktion identisch.
Jetzt sei Py(wy,y,) irgend ein Punkt des Feldes of; durch ihn
geht eine und nur eine Extremale des Feldes

€ z=9(a), etk
Y= 11[’“: “s)»

WO
ag = a (2, Ys) -

Dem Punkt P; mige
anf ©; der Wert ¢ =1¢,
entsprechen. Aus (140)
folgt, daB die Extremale
€, die Kurve &, in dem-
jenigen Punkt P, schneidet,
der auf der Kurve €; durch
den Wert f=y,(a,), auf der Kurve ®, durch den Wert a = a; ge-
liefert wird. Da #;, =t — k, so ist nach (139)

1y > 1(as).
Wir betrachten jetzt unser Integral
J =fF(a:, y, &, y)dt

genommen entlang der Extremalen §; vom Punkt P, bis zum Punkt
P,. Schreiben wir zur Abkiirzung

Fig. 39,

%o(ag) = t°,

und machen von der Abkiirzung (83) Gebrauch, so ist der Wert
des Integrals')

) Dies ist nur richtig, weil ¢, >¢°. Wiare t° >1¢,, s0 miiBte man zuerst
auf dem Bogen P, P, eine den Sinn umkehrende Transformation t = —r aus-
fiihren, vgl. § 25, b).
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¢,

Je,(P.Py) = [ e}(t, ag) dt = u(ty, ag). (141)

Derselbe ist zundchst als Funktion von #;, a; gegeben; da er
jedoch durch die Lage des Punktes P, eindeutig bestimmt ist, so ist
er zugleich eine im Felde of eindeutig definierte Funktion von g, y,,
die wir mit W(z,,y,) bezeichnen und das zum Feld & gehirige Feld-
integral, gerechnet von der Kurve &, aus, nennen.

Das Feldintegral ist also explizite gegeben durch die Gleichung

W (wy, y5) = w(t @y, ys), a2y, ¥s)) . (142)

c¢) Die partiellen Ableitungen des Feldintegrals:!)

Es sollen nunmehr die partiellen Ableitungen der Funktion
W, y,) nach z,, y, berechnet werden; dabei lassen wir jedoch der
einfacheren Schreibweise wegen den Index 3 bei den GroBen zy, ¥,
ty, ay weg.

Aus (142) folgt zundchst

cw cu\ ot o\ da AL ou\ ot du\ oa \

- Gnt @ w-GatEn
wobei wir wieder durch Einklammern andeuten, daB nach der Diffe-
rentiation ¢, a durch t(z,y), a(z,y) zu ersetzen sind.

Weiter ergibt sich aus (141) nach den Regeln fiir die Diffe-
rentiation eines bestimmten Integrals nach den Grenzen und nach
einem Parameter

63_": - ff(t: CL) 2 (144)

‘ at’®
a_l(: __:f[&'z(pa + ﬂry#’a + Ex'(p?a + Efy"”m] dt — %"(tﬂ’ a‘) d_fl ]
:0

wobei durchweg von der Abkiirzung (83) und (83a) Gebranch ge-
macht ist.
Beachtet man jetzt, daB

(pta.= Qat! wfa=wa”

und wendet auf das dritte und vierte Glied unter dem Integral die
Lagrange'sche partielle Integration an, so kommt

') Nach Kxeser, Lehrluch, 8§ 14, 15, 20.
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N
o
()]

t=t

du s it dt
ta = (gm' Pa o Jy' wa) | = (gfcpa“%‘ Er»y"pa—f- gﬂ)

t

AICAS LATE AT L ATAIR

d d
F— 2 F,=0, F——F =0,

Nun ist aber

da die Kurve §; eine Extremale ist. Wenn man noch beachtet, daf
wegen (10)

Ft,a) =9, )T a) +v,(t, ) F, (2, ),
so erhdlt man

% =T.(t, a) 9., a) + F, (4, a) ¥, (¢, a) (145)

~[F 0 (5.0 + 90,0 75) + T, (@ &) (b B+ 0 75) |

da

Wir fiihren die Rechnung zunichst fiir den schon oben erwiihnten
speziellen Fall weiter, wo die Extremalen der Schar (130) alle durch
den Punkt P, gehen und die Kurve & auf den Punkt P, zusammen-
schrumpft. Das Feldintegral ist dann einfach das Integral J vom
Punkt Pjnach dem Punkt P; entlang der Extremalen €,. In diesem
Fall gelten fiir die Schar (130) die Gleichungen (81), und daher

reduziert sich der Ausdruck fiir su/?a auf:
e = Tt ) 9.t @) + T, (1, @), (¢, a). (146)

Allgemeiner tritt dieselbe Vereinfachung allemal dann (und nur
dann) ein, wenn die Funktion # = y,(a) der Differentialgleichung

T (®, 0) (9, (0,0) + 9., 0) 55)

+ T, (&, a) (% (, @) + (2, a) % =0
geniigt. Da nach (140)
P @) + 9, 0) To =3 (@), ¥,(00) + 9, 0) G = Fo(@),
so laBt sich die Bedingung (147) auch schreiben
F. (P a) 7, (a) + 3’}, {#°, a) i, (a) =0, (147a)
oder auch in etwas anderer Bezeichnungsweise

Ex' (_9&‘, Y, .'22", ff’) 5"0) = Fy.(.’li, Y, 50', ?l')?}o' t=0 (147b)

(147)
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Die Bedingung (147b) driickt aber, wie wir bei der Behandlung
des Problems mit variabeln Endpunkten sehen werden, fiir den Fall
der Parameterdarstellung aus, daBl die Extremale €, im Punkt P,
von der Kurve & transversal') geschnitten wird; ist diese Bedingung
also fiir jeden Punkt der Kurve R, erfiillt, was eben durch das Be-
stehen der Differentialgleichung (147) ausgedriickt wird, so ist die
Kurve &, in der schon frither benutzten Terminologie,®) eine Trans-
versale der Extremalenschar (130).

In dem speziellen Fall einer Extremalenschar durch einen festen
Punkt P, kann der Punkt P, als eine degenerierte Transversale be-
trachtet werden, da alsdann die Bedingung (147a) stets erfiillt ist.

In den Ausdriicken (144) und (146) fir cu/ct, 7u/éa hat man
nun schlieBlich t, a statt 7, @ einzusetzen und die erhaltenen Werte
in (143) einzufiihren. Macht man dabei von den Gleichungen (136)
Gebrauch, so erhiilt man

a:; =%t 0), 3;_:; == EFy' (t, 0).
Erinnert man sich jetzt der Identititen (134), fiihrt die durch (137)
definierten Richtungskosinus p, ¢ ein und benutzt die Homogeneitits-
eigenschaft (13) der Funktionen F,, F,, so erhilt man den Funda-
mentalsatz:*)

Wird das Feldintegral W (z, y) von einer Transversalen der das
Feld bildenden Extremalenschar aus gerechnet, so haben die partiellen
Ableitungen desselben folgende einfache Werte:

oW , oW
T =I:’(E: Y, p, Q)) 33; =E,*(‘T:?fypr 9): (148)

wobei p = p(x,y), ¢ =q(z,y) die Richtungskosinus der positiven Tan-
gente der durch den Punkt (z, y) gehenden Feldextremalen im Punkt (z, y)
bezeichnen.

Wir werden die Formeln (148) die ,Hamilton schen Formeln®
nennen, da sie in allgemeineren®) zuerst von HaminToN entdeckten
Formeln enthalten sind.

Es wirft sich hier die Frage auf, ob man durch den Punkt P,
stets eine Transversale der Schar (130) ziehen kann, d. h. ob die
1) Vgl. § 7, b) und § 36, a). 5 Vgl § 20, a).

% In dieser Form zuerst von Kwseser gegeben, Lehrbuch, pp. 47, 69. Die
Formeln entsprechen beim x-Problem den zuerst von Benrrawi gegebenen

Formeln (41) des dritten Kapitels.
Y Vgl § 37, b).
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Differentialgleichung (147) stets ein Integral: #°= y,(a) der Klasse C"’
besitzt, welches der Anfangsbedingung (138) geniigt. Schreibt man
die Differentialgleichung (147) in der nach (10) damit dquivalenten
Form

T @) 50 + F (1% a) 9, (&% @) + T (1% ) 0, (&% ) = 0,

so erkennt man auf Grund des Cauchy'schen Existenztheorems, daf
ein solches Integral stets existiert, wofern

F(to @) +0. (149)

Wenn die Kurve & keine Transversale ist, so fallen die Formeln
fiir die partiellen Ableitungen von W(z,y) etwas komplizierter aus,
da jetzt in Gleichung (145) das auf #=¢° beztigliche (lied nicht
verschwindet. Dasselbe ist eine eindeutige Funktion von a; das un-
bestimmte Integral’) derselben bezeichnen wir mit {(a), so daB also

o

’ d =
g(a)=€y’ﬁ+$};%+&"y,¢a-' *
Dann hat man in den beiden Formeln (148) rechts noch das Zusatzglied
reoy 00 rroy 00
~t@%, e —r@3
hinzuzufiigen. Setzt man daher

§(0) = o(z,9),
so lauten die Formeln fiiv die particllen Ableitungen des Feldintegrals,
gerechnet von einer beliebigen Kurve R, aus,

o Wz, Jdo(z,
3(_: y)EFz'('Tv y,p,q)— g’;—w: 48
¢ Wz, y)_F (.’L __Co,y), ( a)
ay Ly :y}PrQ) a!" )

die Funktion @(x,y) ist im Feld eindeutig definiert und von der
Klasse (.

Aus den Formeln (148), resp. (148a), ergibt sich unmittelbar das
Hilbert'sche invariante Integral®) fiir den Fall der Parameterdarstellung :
Zieht man nimlich zwischen zwei beliebigen Punkten P;, P, des

1 Vgl. dazu Kxesew, Lehrbuech, § 20.

% Vgl § 17, a). Einen direkten Beweis des Unabhiingigkeitssatzes fiir den
Fall der Parameterdarstellung, der sich mehr an den Gedankengang von Hilbert's
urspriinglichem Beweis anschlieft, gibt Buss, Transactions of the American
Mathematical Society, Bd. V (1904), p. 121.

Bolza, Variationsrechnung. 17
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Feldes irgend eine ganz in o verlaufende Kurve €, so ist der Wert
des Linienintegrals

Tt = [ [Fu(w,y,p,q)dz + F,(z, 4, p, q) dy], (150)
¢

genommen entlang der Kurve €, vom Integrationsweg unabhingig
und nur von der Lage der beiden Endpunkte abhiingig, wofern die
GroBen p, q dieselbe Bedeutung haben wie in den Formeln (148) und
(148a). Denn aus letateren folgt, daB

Ji =J AWz, 5) = W(ay, 9) — Wz, 4y), (151)

falls das Feldintegral von einer Transversalen aus gerechnet wird, und

Jg = Wiz, y,) + 0@y, yy) — W(ag, ys) — o(z, 4,)

fir den Fall einer beliebigen Kurve &,.
Aus (148a) folgt weiter, daB die Funktionen p(z,y), q(z,y) der
partiellen Differentialgleichung

9 0 5
oy Fo@ 4,2, 0) = 53 F (%, 9, 9, 4) (152)

geniigen, entsprechend der partiellen Differentialgleichung (19) von § 17.
Endlich schlieft man?') aus (148) und (147a):
Wird das Feldintegral W(z,y) wvon einer Transversalen aus
gerechnet, so ist
W(z, y) = konst.

entlang jeder Transversalen der Extremalenschar (130).
Ist némlich?)

r=gQ@,0=ia, y=v@@,ad=3j)
eine beliebige Transversale des Feldes, so dab also, identisch in «
F@F(t, 0) + 7@ F,(t, @)= =0,
so folgt aus (148), daB

’

W (E@, j@) = 0.

1 Vgl. § 20, a) und § 44, b).
) Vgl. das oben iiber die Kurve £, gesagte, insbesondere die Gleichung
(147a).
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Unter derselben Voraussetzung erhilt man die partielle Differen-
tialgleichung?) fiir die Funktion W (z,y) durch Elimination von p, ¢
aus den beiden Gleichungen (148) und der Gleichung:

r+¢=1.

§ 32. Der WeierstraB’sche Fundamentalsatz und die hinreichenden
Bedingungen.

Wir sind jetzt in der Lage, den WeierstraB'schen Fundamental-
satz¥) iiber die Darstellung der totalen Variation AJ durch die
&-Funktion auch fiir den Fall der Parameterdarstellung zu beweisen
und daraus hinreichende Bedingungen fiir ein Extremum abzuleiten.

a) Die WeierstrafB'sche Konstruktion:

Wir wollen uns hier zum Beweis des WeierstraBschen Satzes
der sogenannten ,Weierstraf’schen Konstruktion®®) bedienen. Zu

diesem Zweck ziehen wir — unter Festhaltung der Voraussetzungen
und Bezeichnungen des vorigen I
Paragraphen — vom Punkt P, e |
nach dem Punkt P, irgend eine e &
Kurve der Klasse C':
C: z=7(s), y=u(9), * 2.'\_
\
HZ A= 8y y \

welche ganz im Feld of gelegen |
ist. Dabei nehmen wir der Ein-
fachheit halber die Bogenliinge s,
gemessen von einem festen Punkt der Kurve € als Parameter.

Durch einen beliebigen Punkt Py(z,,y,) von € geht dann eine
und nur eine Extremale §; des Feldes; dieselbe schneide die Kurve &,
im Punkt P, (vgl. § 31, b)).

Fig. 40.

N Vgl § 20, b). % Vgl § 17, o).

" Wrrerstrass selbst hat die nach ihm benannte Konstruktion zuerst 1879
gegeben, und zwar fiir die Extremalenschar durch den Punkt P,. Dabei er-
geben sich jedoch gewisse Schwierigkeiten, da man es mit einem ,uneigentlichen*
Feld zu tun hat (vgl. p. 104, FuBnote *) und § 33, a). Um dieselben zu vermeiden,
hat Zerugvo (Dissertation, pp. 87, 88) statt dessen die Extremalenschar durch
einen jenseits von P, gelegenen Punkt P, eingefiihrt. Die im Text gegebene
Verallgemeinerung auf ein beliebiges Feld rithrt von Ksuser her (Lehrbuch,
8¢ 14, 17).

17¥
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Wir betrachten nunmehr das Integral J, genommen vom Punkt P,
entlang der Extremalen €, bis zum Punkt P; und vom Punkt P,
entlang der Kurve € bis zum Punkt P,. Der Wert dieses Integrals
ist eine eindeutige Funktion des Parameters') s des Punktes P; auf
der Kurve €, die wir mit S(s) bezeichnen, so daB also in der schon
mehrfach benutzten Bezeichnungsweise

S(s) = Jug + Ias (183)

wobei durch Uberstreichen wieder Integration entlang der Kurve &
angedeutet wird.

Wir lassen jetzt den Punkt Py die Kurve € von P, bis P, durch-
laufen. Fillt Py mit P, zusammen, so fillt €, mit dem Bogen P, P,
der Extremalen @] zusammen und es kommt

S(s,) = o+ g -

Fillt dagegen der Punkt P, mit dem Punkt P, zusammen, so er-
halten wir?)

S(8p) = Jg= "ot + Iy
Also ergibt sich fiir die totale Variation
A =dyy—dJyy = Js— Jg,
AT = —[8(s) — S(s)]. (154)

Da die Funktion S(s), wie wir sofort sehen werden, im Intervall
[s,s,] eine stetige Ableitung S’(s) besitzt, so konnen wir die letzte
Gleichung auch schreiben

der Ausdruck

¥y
AT——[8'(s)ds. (154a)

Die Berechnung der Ableitung S’(s) bietet nach den Resultaten
von § 31, b) keinerlei Schwierigkeiten. Denn einerseits ist nach der
Definition des Feldintegrals

Jg= Wiz, yy) = W(E(@s), 50),

dd, oW _, W
ds — 2% iy ¥

also

) Der einfacheren Schreibweise halber schreiben wir s statt s,.

%) Streng genommen ist S(s,) nicht definiert, und die obige Gleichung ist
durch einen (leicht ausfiihrbaren) Grenziibergang zu erschlieBen, wobei S(s,)
durch den Grenzwert S(s, — 0) definiert wird.
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also nach (148), wenn wir der Einfachheit halber zuniichst annehmen,
daB die Kurve 8, eine Transversale') ist,

aJ,, . _
ds F, (%3, Ys, Py, 45) Ps + Fy"('x.'ii Yss D3, 95) T35
indem wir zur Abkiirzung

Py =p(%5, Ys), s = q(Zs, Yy)
) Py= Z'(s), gs=7'(s)
schreiben,
Andererseits ist

jsz=fF(:E(s), ¥©),Z 6,y ®)ds,

also
dJy,

F F(xy, Yy, Py, Ts)-

Indem wir die beiden Resultate kombinieren, und uns der Definition
(120) der &-Funktion erinnern, erhalten wir daher?)

s I o
% = — 8(%s, Y35 Ps» @55 Pss To) (155)

und somit nach (154a)
: 2
AT = [ 8z, 4yi Py 153 Bor 1) ds. (156)

Ist die Kurve &, keine Transversale, so ist nach (148a) dem
obigen Ausdruck fiir dJ,;/ds noch das Glied
do _, (w _, 1 = =
— 5.7 —gy—y :—ém(w(s},y(s)) (157)
hinzuzufiigen. Das Integral dieses Zusatzgliedes nach s zwischen den
Grenzen s, und s,, nimlich

o (2, Y1) — 0(23, ¥s),
ist aber gleich Null. Denn nach der Definition der Funktion o (z, y) ist

1 Dabei soll stets der Fall mit inbegriffen sein, wo die Kurve &, in den

Punkt P, degeneriert.
) Wrierstrass beweist dieses Resultat, indem er die Differenzenquotienten
'?@_ii_)h— L4 berechnet und dann zur Grenze iibergeht; vgl. Bovrza, Lectures,

§ 20, b) und Haxcock, Lectures, Art. 161.
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o (2, y,) = §(alxy, 9y), o(zs, ¥5) = §(a(zy, yy),

und da die beiden Punkte P, und P, auf derselben Extremalen (a = a,)
des Feldes liegen, so ist

a(zy, 1) = ay, 0(23, ¥5) = .

Somit gilt die Gleichung (156) auch, wenn &, keine Transversale ist.

Dasselbe Resultat bleibt auch noch bestehen, wenn die Kurve €
eine endliche Anzahl von ,FEecken* besitzt, also nach unserer Termi-
nologie ) irgend eine ,gewéGhnliche Kurve® ist. Denn zuniichst folgt aus
den expliziten Ausdriicken?) fiir JJ,; und /y, nach A III 4 und A V 4,
daB die Funktion S(s) auch in diesem Fall im Intervall [ss,] stetig
ist. Ferner behilt auch die Gleichung (155) — eventuell mit dem
Zusatzglied (157) — ihre Giiltigkeit, wofern man auf beiden Seiten
die Differentialquotienten nach s, (zu denen auch p,, 7, gehéren), durch
die vorderen, resp. hinteren Derivierten ersetzt, da die hei der Ab-
leitung von (155) benutzten Differentiationsregeln auch fiir rechts-
seitige und linksseitige Differentiation gelten. Hieraus folgt nach
A V 4 durch Integration die Gleichung (156).

Wir haben somit den Weierstraf'schen Fundamentalsutz fiir
den Fall der Parameterdarstellung bewiesen:

Wenn der Fxtremalenbogen € sich mit eimem Feld wmgeben lafpt,
so laft sich fiir jede ganz vm Feld gelegene, die beiden Punkte P, und
P, verbindende gewihnliche Kurve € die totale Variation

AT =T — T

durch die 8- Funktion ausdriicken in der Form

5
Ad =J 8(51 Y50y 43 P, q)ds. (156)

Dabei ist (2, ) ein Punkt der Kurve €; p,q sind die Richtungskosinus
der positiven Tangente der Kurve & im Punkt (Z,y), und p,q sind
die Richtungskosinus der posifiven Tangenle der durch den Punlkt (T, )
gehenden Ezxtremalen des Feldes im Punkt (7, 7).

Noch einfacher gestaltet sich der Beweis des WeierstraB’schen
Satzes nach HILBERT mittels des invarianten Integrals (150). Denn

Y Vgl § 25, a).

*) Wegen der Bedeutung des Integrals J;, entlang einer Kurve mit Ecken
vgl. p. 197, FuBnote *).
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da nach der Definition der Funktionen p(z,y), ¢(z,y) entlang der
Extremalen @

o X3

Q(xa y) T\
y

p(z,y) = ]‘/5:2“}_—5—2\,

so folgt unter Beriicksichtigung von (10) und (13), daB entlang €,
Fo(z,9,p,9)de + F (2,9, p,9) dy
= (B2, 9,8, §") &' + F, (&, 5, %, §") ) dt = F(&, i, &', ) at.

Daher ist
I, = 76,

woraus sich ganz wie in § 17, ¢) ein zweiter Beweis des WeierstraB-
schen Satzes ergibt.

b) Hinreichende Bedingungen:

Mit Hilfe des Weierstraf’schen Fundamentalsatzes ist es nun
leicht zu beweisen, dall die vier bisher fiir ein starkes Minimum des
Integrals J als notwendig erkannten Bedingungen — von gewissen
Ausnahmefiillen’) abgesehen — zugleich auch hinreichend sind.

Der bessern Ubersicht halber stellen wir noch einmal unsere
simtlichen Voraussetzungen zusammen:

Von der Funktion F(z,y, a, y") wird vorausgesetzt,?) daB sie in
dem Bereich

G (z,9) in R, 2+ y*+0,

von der Klasse " ist und der Homogeneititsrelation (9) geniigt.

') Diese Ausnahmefiille, die wir zum Teil spiter noch betrachten werden,
sind

1. €, hat mehrfache Punkte (vgl. hierzu jedoch die FuBnote auf p. 250)

oder Ecken (vgl. §§ 48—50), oder hat Punkte mit der Begrenzung von

R gemein (vgl. §§ 52, 53).

2. F, = 0 in gewissen Punkten von €.
Ly =1t (vgl. § 47).
4. & = 0 in Punkten von §, fiir gewisse Richtungen p, g, die nicht mit
P, q zusammenfallen.

Streng genommen konnte man erst dann von ,notwendigen und
hinreichenden* Bedingungen sprechen, wenn auch alle diese Aus-
nahmefille erledigt wiiren.

5 Vgl § 25, b).

oo
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Von dem Bogen

@0: ’E=§(t)r y=;}(f):r tlztzts:
wird vorausgesetzt:

1. Der Bogen €, ist ein Extremalenbogen der Klasse') C’, ohne
mehrfache Punkte, Welcher vom Punkt P, nach dem Punkt P, geht
und ganz im Innern des Bereiches R liegt. (T')

2. Es ist

o F(&®), y@&, z'@), §'®) >0 r)
fir: L <t L4,

3. Der Bogen €, enthiilt den zu P, konjugierten Punkt P, nicht:

f < L (III")

4. Es ist

&M, yity; '), 4 t); cos @, sin 6) > 0 (IV?)

fiir: ¢, <t <1, und fir jede Richtung 6, welche von der Richtung
der positiven Tangente an &, im Punkt ¢ verschieden ist.

Es soll gezeigt werden, daB unter diesen Voraussetzungen der
Bogen €, wirklich ein starkes Minimum fiir das Integral

J=fF(x, y, &, y)dt

in dem in § 25, d) definierten Sinn liefert.

Aus den Vmausse’rzungen (I'), (I'), (IIT") folgt zuniichst, daB der
Bogen €, mit einem Feld of, , umgeben werden kann. Denn wiihlt
man einen Punkt Py (7,) anf der Fortsetzung von €, iiber den Punkt P,
hinaus hinreichend nahe bei P;, so besitzt die Extremalenschal duth
den Punkt P: _

3*'=W(t;a')) y=l,b(f,ﬂ)

die in § 27, d) angegebenen Eigenschaften, die zugehirige Funktional-
determinante Alt, ay) = cO(1, 1,) geniigt nach § 29, b) der Jacobi-
schen Differentialgleichung (102) und verschwindet fiir ¢ =¢,. Aus
der Bedingung (1II') folgt dann mittels des Stunmschen Satzes
genau Wie in § 12, a), dab

At a) =0 fiir {24,
falls der Punkt P, hinreichend nahe bei P, angenommen wird. Hier-

aus folgt aber nach § 31, a), daB die Extremalenschar durch den
Punkt P, in der Tat ein Feld of, , um den Bogen @, liefert.

) Hieraus zusammen mit (II') folgt, daB €, allemal von der Klasse O ist
vgl. § 27, a).
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Ziehen wir jetzt im Innern dieses Feldes irgend eine, von €,
verschiedene, ,gewohnliche* Kurve € von P, nach P,, so gilt fir die
vollstindige Variation: AJ=.Jz—J; der WeierstraB’sche Satz
(156).

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB aus den gemachten Voraus-
setzungen weiter folgt, daB der Integrand von (156) nie negativ sein
kann, vorausgesetzt, daB die die Ausdehnung des Feldes of, , bestim-
menden GrioBen /i, k hinreichend klein gewihlt worden sind.

Zu diesem Zweck fithren wir mit AFRMEL o) neben der &-Funktion
eine Funktion & ein durch folgende Definition:

8 (@, y5 p, 43 D, q)

l ;m_ypf)ifq—)?- , wenn 1 — (pp+4qq) %0, (158)
Fi(z,y,p,9), ween 1—(pp+qq)=0, dh p=p, §=g¢;
wobel p, q; p, ¢ durch (122) definiert sind.
Die Funktion 8 ist dann nach (125) und (126) eine stetige
Funktion ihrer sechs Argumente in dem durch die Bedingungen

(z,y) in R, p4+4¢'=1, p4+¢=1

charakterisierten Bereich.

Jetzt sei (z,y) irgend ein Punkt des Feldes of), ,, und (¢, a) der
entsprechende Punkt der £, a- Ebene; ferner seien p(z, y) und ¢(z,y)
wieder die Richtungskosinus der positiven Tangente der durch den

Punkt (2, y) gehenden Extremalen des Feldes, und 6 sei die Amplitude
einer heliebigen Richtung. Dann ist nach (137) und (121)
8,(z, y; p@, ), (@, y); cos b, sin 0)

=& (g, @), v(t, a); @,t, a), ¥,t, a); cos 0, sin é)

und die auf der rechten Seite stehende Funktion der unabhingigen

Variabeln ¢, a, § ist nach dem Satz iiber zusammengesetzte Funktionen
stetig in dem Bereich

ht—hZtZh+h, |a—a|Zk, —oo<l< +o0. (159)

Sie ist ferner nach unseren Voraussetzungen (IV’) und (II') positiv in

1Y Dissertation, p. 60. Ks ist fiir den folgenden SchluB nétig die Funktion &,
einzufiibren, weil die &-Funktion fiir § — 0 verschwindet.
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der ganz im [nnern dieses Bereiches gelegenen, beschriinkten, ab-
geschlossenen’) Punktmenge

tl?t?tm a =y, 0?9?2”5

also lassen sich nach dem erweiterten Vorzeichensatz (§ 21, b)) die
beiden positiven GroBen h und & so klein annehmen, daB die be-
trachtete Funktion von ¢, a, f auch moch positiv ist in dem ganzen
Bereich (159), wobei man noch von der Periodizitit in Beziehung auf
0 Gebrauch zu machen hat. Daraus folgt aber nach (158): Wenn
die beiden Groflen s und % hinreichend klein gewithlt worden sind,
und die Kurve € ganz im Bereich o), ; liegt, so ist der Integrand
von (156) positiv in allen Punkten der Kurve €, in welchen die
Richtung 7, ¢ nicht mit der Richtung p, ¢ zusammenfillt, dagegen
gleich Null, wo diese beiden Richtungen zusammenfallen. Es ist also
AJ > 0, auBer wenn j = p, § = ¢ entlang der ganzen Kurve €,
in welchem Fall AJ =0 ist.

Der letztere Fall kann aber nicht eintreten, wenn, wie wir voraus-
gesetzt haben, die Kurve € von G, verschieden ist.

Demn?®) nach (134) ist in jedem Punkt (Z,7%) von G:

o(t@, M, a@,9) =z, Y@y, a@,y)=7. (160)
Differentiieren wir diese Identitit nach s so kommt:
P+ Page =7

dt da , ()
Vigs T Vagy =V -

Wiire nun p = p, 7 = ¢ entlang der ganzen Kurve €, so wiirde
folgen
T'=me, ¥ =my,
wo m eine Funktion von s ist, welche in [s;s,] bestindig positiv ist,
withrend die Argumente von ¢,, ¢, wieder t(Z, %), a(Z, ¥) sind.

) Bei der entsprechenden Untersuchung beim x-Problem hat man es, bei
der von uns gewithlten Formulierung der Aufgabe, mit einem Bereich zu tun,

der nicht abgeschlossen ist (da dort die Richtungen =i—"—;- ausgeschlossen

sind), Dies ist der Grund, weshalb beim z-Problem die den Bedingungen (I')
bis (IV") entsprechenden Bedingungen nicht hinreichend sind. (Vgl. § 18, ¢) u. § 19),
?) Beweis nach Kweser, Lehrbuch, p. 80.
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Die Gleichungen (161) lassen sich also schreiben:
' dt d
9:(gs —m) + 9.5 =0
d
w5 —m) + 9. g5 = 0.

Nun gehéren aber nach (135) die Argumente t(Z,7), a(Z, )
von @,, ¢, ¥,, ¥, dem Rechteck €L, , an (vgl. § 31, a)), also ist nach
(133) die Determinante dieses linearen Systems von Null verschieden,

also:
d;t da

=m =
ds ? ds

0.

Aus der zweiten Gleichung folgt, daB die Funktion a(z,y) ent-
lang der Kurve € konstant ist, und da im Punkt P;: a(z,,y,) = q,,
so ist a(Z,y)=a, entling €. Dagegen sagt die erste Gleichung
aus, daBl die Funktion t(Z7, 7) gleichzeitig mit s wichst. Daraus folgt
aber nach (160), daB die Kurve € mit €, identisch!) sein miifte, da
ihre Gleichungen aus denen von €, durch eine zulissige Parameter-
transformation hervorgehen.

Somit ist AJ >0, und wir haben das folgende zuerst von
WerersTrASS (1879) bewiesene Endresultat gewonnen: .

Wenn der Extremalenbogen S, die Bedingungen (I'), (1I'), (IIT),
(IV) erfiillt, so liefert er stets ein starkes eigentliches Minimum fiir
das Integral

J=JF(w,y,x’,y’)dt.

Zusatz I: Die Bedingung (III') kann auch hier durch die Be-
dingung ersetzt werden, daB sich der Bogen €, mit einem Feld um-
geben Lifit.

Zusatz 11: Wenn die Bedingung

F(z,y, cosy,siny) >0 (IT%)

in jedem Punkt (z, y) von €, und fiir jeden Wert von y erfilllt ist,
so sind (I') und (IV’) a fortiori erfiillt, letztere wegen (125).

") Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, daB die Kurve € keine Ecken
besitzt ; andernfalls hat man in den Ecken die Differentialquotienten durch die
vorderen (resp. hinteren) Derivierten zu ersetzen. Das Resultat bleibt aber das-
gselbe; denn auch dann hat die Funktion a(%,7%) entlang der ganzen Kurve €
denselben konstanten Wert, da sie stetig ist.
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Fiir ein im Bereich R regulires') Problem ist daher die Be-
dingung (II,") stets a fortiori erfiillt.
Beispiel® XIII:
F=G(z, ) V" + y™.
81 (xa yi P| 45 f’v 6)2 G(CB, y)!
daher ist die Bedingung (IV") erfiillt, wenn

Gx,y) >0

Hier ist

entlang €, .

Dies zeigt, daB beim Problem der Brachistochrone ein Bogen P, P, der
Zykloide (108) wirklich ein Minimum liefert, wenn er keine Spitze enthiilt
(vgl. p. 209, FubBuote ?) und p. 235).

Beispiel XVI: Die geoditischen Linien. (Siehe pp. 209, 228, 240, 248).

Hier war
o EG—F* o

(VEwT f2Fu'v + 6o2)

Unter den Annahmen, die wir auf p. 209 iiber die Natur des Fliichenstiickes
I gemacht haben, auf welches die geodiitischen Linien zu beschriinken sind,
ist das Problem ein regulires Problem. Ein Bogen ), ¢, einer geoditischen
Linie, welcher keine mehrfachen Punkte und keine Ecken besitzt, und ganz im
Innern des Flichenstiickes JIU liegt, liefert also allemal wirklich ein Minimum,
wenn er den zu (), konjugierten Punkt @, nicht enthilt.

c¢) Nachtrag: Die Bliss’sche Modifikation des WeierstraB'schen
Problems.

In einer withrend der Drucklegung des gegenwiirtigen Kapitels erschienenen
Arbeit ,, A new form of the simplest problem of the calculus of variations”, Trans-
actions of the American Mathematical Society, BA.VIII (1907), p. 405, hat
Briss das in diesem Kapitel behandelte WeierstraB’sche Problem in einer
modifizierten Form diskutiert, iiber die hier noch kurz referiert werden soll.

Haben die Buchstaben 6 und s dieselbe Bedeutung wie in § 25, a) und
setzt man

‘F ‘I

IFz,y,cos0, sin0) = F(x,y,0), (162)
so liBt sich wegen (9) das Integral

ta
J = fF(w,y, 'y y')dt
:

auch schreiben

J =J%(a:, y, 6)ds. (163)

5 Vgl p. 214,
*) Wegen mechanischer und optischer Interpretationen dieser Aufgabe siche
die Ubungsaufgaben Nr. 9 und 18 am Ende dieses Kapitels.
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Bliss stellt sich nun die Aufgabe, das Integral J in dieser Form zu einem
Extremum zu machen, wobei er noch die Verallgemeinerung eintreten lift, daB
die Funktion §§ in 6 nicht periodisch mit der Periode 2« zu sein braucht.

Ersetzt man, wie in § 26, die Funktionen z,y durch & = + &, y =1y + &7,
wobei 0 in 6 iibergehen moge, so findet man durch Differentiation der Gleichungen

= —r

= x ws K
cos 0 = e Binf= ———
Vatf g Vet ¥y
nach &, daB
_ g _go¥
0 _"oe Ve
o . @ fy°

Hiernach liBt sich dann die erste und zweite Variation des Integrals (163)
berechnen. Setzt man

; w
m=§sm8-—-ncosﬂ={/ﬁ:’Ty‘ﬂ,
8'1 = % + %gg ]
; . dae (164)
T = F,sind —S-ycoaﬂ—k%xacosﬂ-l—%yesmﬂ + & P
¥ —F, 6in0 — T, co0 —F (d-‘g §
2 z v 1 ds/’
so erhiilt man im Fall fester Endpunkte
8y
o= E.,[‘m Tds,
n
(165)

0] = s’ffggm’-{- & (%:)":I ds.

Daraus ergibt sich dann unmittelbar die Euler’sche Differentialgleichung,
die Legendre’'sche und die Jacobi'sche Bedingung fiir das Integral (163).
Man kann diese Resultate auch aus den WeierstraB'schen Formeln ableiten,
indem man von den Relationen zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen
F und § Gebrauch macht, die man durch Differentiation der Identitit (162)
nach x, y, 0 erhiilt. Es ergeben sich dabei folgende Beziehungen:

Fy(@ oy, o, )V +y*)' =8 (=, 9, 0),
R T df
T(J’,‘, Y. T, Y, 2,y )=g:(-"v1 ¥, a, a),

wv_“%%f V) = §(@,y.0)— S@,y, 0 cos G0) | (166)

- %a('z\ y,ﬂ)sin (éh9)$

) ! i d &
I'va2+ys =%1+ dt (ﬁ:":i )
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Der Vorteil der Bliss'schen Formeln besteht darin, daB in ihnen nur
Grifen vorkommen, welche bei einer Parametertransformation invariant bleiben.
Auch ist die Funktion §, einfacher als die WeierstraB'sche Funktion F,.

§ 33. Existenz eines Minimums ,im Kleinen®,

Sind zwei Punkte P,, P, gegeben, so ist es im allgemeinen nicht
moglich, a priori zu entscheiden, ob dieselben durch eine Extremale
verbunden werden konnen; es bedarf dazu in jedem einzelnen Fall
einer besonderen Untersuchung. Wenn jedoch die beiden Punkte
hinreichend nahe beieinander liegen, so kann man sie unter
gewissen Voraussetzungen iiber die Funktion F' stets durch eine Ex-
tremale verbinden, und zwar eine solche, welche tatsiichlich ein Ex-
tremum fiir das Integral J liefert.

Dieser Satz'), der nicht nur an sich, sondern auch wegen seiner
zahlreichen Anwendungen von Wichtigkeit ist, soll den Gegenstand
des gegenwiirtigen Paragraphen bilden.

a) Konstruktion eines Feldes um einen Punkt:

Wir beweisen zuniichst den folgenden

Satz I: Fs sei P,(x,,vy,) ein Punkt im Innern des Bereiches R,
fiix welchen die Bedingung

F(, y,, cos y, siny) + 0 (167)

fiir jedes y erfiillt ist. Alsdann lassen sich zwei positive Griflen 1 und
R angeben, derart daff sich vom Punkt P, nach jedem von P, ver-
schiedenen Punkt Py im Innern des Kreises mit dem Radius R um
den Punkt P, eine und nur eine Extremale®) zichen lifit, deren Linge
Kleiner als 1 ist.

Dieselbe besitzt keine Doppelpunkte und ist ganz in dem Kreis mit
dem Radius | P, Py| wm den Punkt P, enthalten.

Beweis: Aus den gemachten Annahmen folgt zuniichst nach § 27, a), daB
vom Punkt P, nach jeder Richtung eine und nur eine Extremale gezogen werden
kann. Die Extremale €,, deren positive Tangente im Punkt P,” mit der posi-
tiven x-Achse den Winkel @ bildet, schreiben wir in der Normalform (73)
von § 27:

Y Der Satz riihrt von Wererstrass her, der jedoch nur einige Andeutungen
eines Beweises gegeben hat. Einen detaillierten Beweis hat zuerst Buiss ge-
geben, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. V
(1904), p. 113. Cararsgopory hat kiirzlich den Satz auf gebrochene Extremalen
ausgedehnt, indem er die Voraussetzung (167) durch eine schwiichere Voraus-
setzung ersetzt, vgl. Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), p. 481.

% Es ist hier ausschlieBlich von Extremalen der Klasse ¢ die Rede.
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m=£(t;w,,yua>zw(%a)}, (168)

y=Y(t; L1y Uiy a)=(t, a)
wobei ¢ wieder die Bogenliinge, gemessen vom Punkt P, an, bedeutet, so daB also

q';:2 + ﬂzf =1, (169)

Nach § 28, a) Zusatz!) liBt sich dann eine positive, von a unabhiingige

GroBe h angeben, derart daB das Reguldrititsintervall der Extremalen €,

mindestens das Intervall |¢| < h umfaBt, und aus den Eigenschaften der Funk-
tionen?) X, 9 folgt zugleich, daB die Funktionen

Py P Py U, U, Yy,
im Bereich

0Z|tiZh, 0Za<2= (170)
von der Klasse (" sind, und daB sie den Anfangsbedingungen
90, a) =, PO, A)=1p, |

. (171)
9,(0, @) =cosa, ¥,00,a)= sina)
geniigen, aus denen durch Differentiation nach a folgt:
0, a)=0, 0,a)=0,
[pa( L] a’) i "Pa( 1 6&) }_ (172)
$1,(0, a) = —sina, 1,0, a)=cosa.

Endlich sind die Funktionen ¢, 1 in Beziehung auf die Variable @ periodisch
mit der Periode 2.

Es handelt sich um die Auflosung
der Gleichungen (168) nach ¢ und «. Statt
die Aufgabe direkt in Angriff zo nehmen,
wobei sich wegen des Verschwindens der
Funktionaldeterminante A(t, ) fiir t=10
Schwierigkeiten ergeben, fiilhren wir an
Stelle der rechtwinkligen Koordinaten a, y
Polarkoordinaten 7, @ ein mit dem Pol P,
und der positiven z-Richtung als Achse.
Alsdann ist bei geeigneter Normierung *) des Fig. 41.
Winkels o

) Die dort mit €, bezeichnete Punktmenge ist hier die durch die Be-
dingungen
t=0, s==x, y=1, 002

charakterisierte Menge im Raum der Variabeln ¢, x, y, 6. Dieselbe liegt nach
den gemachten Voraussetzungen im Innern des Stetigkeitsbereiches der Diffe-
rentialgleichungen (43), vgl. § 27, a).

f Vgl § 217, b).

% Die hier gewiihlte Darstellung (173,) fiir den Winkel w, die man leicht
durch Differentiation nach ¢ verifiziert, hat im Gegensatz zu den Darstellungen
durch inverse trigonometrische Funktionen den Vorteil, eindeutig und stetig zu sein.
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r=Vp—a)'+@—9)"=ra

S g (178)
w=a+j(9’ -951)'4’:’-2 W — )9, dt=n(t,a).
0

Es 1iBt sich nun stets eine positive, yon a unabhiingige Grofe k< h angeben?),
so dab r >0 fir 0<{t<Tk. Alsdann sind die Funktionen r({,a) und o(t, a)
von der Klasse® ('’ in dem Bereich

0<tZk, O<a<2mw. (174)

Ferner ist
r,(0,a) =1, r,0,a)=0, rita+2x)=r{a), (175)
w0,a)=a, 0,0,a)=1, of,ad2x)=o0(,a) -+ 2x. (176)

Hieraus ergibt sich fiir die Funktionaldeterminante

o(r,
o= 62
der Anfangswert
V©0,a)=1. (177)

Nunmehr kann man auf die Gleichungen (173) den Satz von § 31, a) an-
wenden, wobei den dort mit ¢, @, ¢, bezeichneten Griofien der Reihe nach die
GriBen a, ¢, 0 entsprechen und erhiilt das Resultat, daB man % so klein withlen
kann, daf die Gleichungen (173) eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem
Bereich (174) und dessen Bild in der r, ® Ebene definieren, woraus sich der
oben ausgesprochene Satz durch Ubertragung auf die =, y-Ebene ergibt,

Statt dessen lkann man auch folgendermafen schliefen®): Nach § 21, b)
folgt aus (175) und (177), daB sich eine positive GrioBe I <k so klein withlen
1iBt, daB

>0, V>0 (179)
fiir
0ZtZ1l, —oo<a<+oo.

) Durch Anwendung des Taylor'schen Satzes erhiilt man
r=tYp 0 ta) + v}t a), 0KO<1, 0KO'<1.  (178)
Man wende nunmehr den Satz von § 21, b) auf die Funktion

P2, @) + 92t a)
an.

*) Der Wert ¢t =0 verursacht einige Schwierigkeiten; man wende den
Taylor'schen Satz an und benutze die Gleichungen (169), (171) und (172).
Wesentlich einfacher gestaltet sich der Beweis, wenn ¢(t, a), ¥ (t, a) regulir sind.

%) Nach Briss, Bulletin of the American Mathematical Society,
Bd. XIII (1907), p. 321; der geometrische Grundgedanke des Beweises kommt
itbrigens schon bei Weierstrass vor.
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Es sei jetzt R das Minimum der stetigen, stets positiven Funktion r(l, a)
im Intervall 0 < a < 2= und P, ein von P, verschiedener Punkt im Innern des
Kreises') (P, R). Wir konstruieren den durch P, gehenden Kreis mit dem
Mittelpunkt P, und bezeichnen mit », seinen Radius, so daB

0<n <R,

Alsdann schneidet jede FEziremale €, der Schar (168), deren Linge kleiner ist
als 1, den Kreis (Py, ry) in einem und nur eimem Punki Py. Denn lassen wir
t von 0 bis I wachsen, so wiichst die Funktion »(t, @) wegen (179) bestindig
von O bis r(l, a), sie muB also fiir einen Wert von ¢ zwischen 0 und /, den wir
mit ¢(r,, @) bezeichnen, den Wert , annehmen. Aus der Periodizitiit von r(t, a)
folgt, daB auch die inverse Funktion ¢(r, @) in @ periodisch ist mit der
Periode 2.

Lassen wir jetzt a von 0 bis 2x wachsen, so beschreibt der Punkt P, den
Kreis (P, r,) genaw einmal; er muf also durch jeden Punkt des Kreises, also
auch durch P,, gerade einmal hindurchgehen.

Denn die Amplitude des Vektors P, P, ist bei passender Normierung ge-
geben durch

G,

o (tir, @), a) = L(r,, qa).
Nun ist aber

lt=t(ry, @

%§=m:td+wa=% (ra )’
und dies ist nach (179) positiv, da
t(ry, a) < L

Lassen wir also @ von 0 bis 2z
wachsen, so wichst Q(r,,a) bestindig
von £(r,, 0) bis &(ry, 27). Aus Gleichung
(176) und aus der Periodizitit von t(r,a)
folgt aber

Q(ry, 2m) = (ry, 0) + 2=,

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Somit geht in der Tat durch jeden Punkt P, im Innern des Kreises
(P,, R) eine und nur eine Extremale §,, deren Linge kleiner ist als I. Aus
der Ungleichung 7, >0 folgt noch weiter, daf diese ,kiirzeste Extremale* €,
ganz in dem Kreis um P, mit dem Radius | P, P,| gelegen ist, und daB sie
keine Doppelpunkte besitzt.

Die durch Auflésung der Gleichungen (173), resp. (168) sich ergebenden
inversen Funktionen #, ¢ sind nach dem Satz iiber implizite Funktionen von der

) Allgemein soll nach dem Vorgang von Hamkxess und MorLey unter der
Bezeichnung (4, ) der Kreis mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius r ver-
standen werden.

Bolza, Variationsrechnung. 18
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Klasse (!, zuniichst als Funktionen von r, @ im Bereich
1] ]

0<r<R, Q0,0 0<r0)+2x,

und weiterhin auch als Funktionen von z, ¥ in allen Punkten der entlang der
Extremalen @ = 0 aufgeschnittenen Kreisfliiche: 0 < (z — 2,)* + (y — #,)* < R™.

In gegeniiberliegenden Punkten des Schnittes hat die inverse Funktion
a(x, y) die Werte 0 und 2z; daher sind die Funktionen t(x, ), p(x, y) = ¢,({, a),
q(x, y)=1b,(t, a) von der Klasse O’ in der unaufgeschnittenen Kreisfliche mit
Ausschluf des Mittelpunktes P;. Im Punkt P, bleibt t(x, y) stetig und hat
dort den Wert Null, wihrend p(z, y) und g(x, ) unbestimmt werden. Nihert
sich aber der Punkt (x, y) lings einer Kurve € der Klasse ¢’ dem Punkt P,
so nithern sich p(w, y), ¢(x, y) den Richtungskosinus der positiven Tangente an
die Kurve € im Punkt P,. Letzteres folgt daraus, daf nach (173,) die Funktion
o(t, @) fir t=0 gegen e konvergiert und zwar gleichmiifig in Beziehung
auf a.

Wir werden im AnschluB an unsere frithere Terminologie sagen,
die Kreisfliche (P,, R) bilde ein (uneigentliches) Feld von Extremalen
wm den Punkt P,.

Man beweist!) dann weiter mittels der Weierstrah'schen Kon-
struktion den

Satz II: Ist o = R, liegt der Kreis (P, ¢) ganz im Innern des
Bereiches R und st

Fy(a, y, cosp, siny) >0 (<0) (180)

fiir jedes x, y in (P, o) und fiir jedes y, so liefert die kiirzeste Extremale
E,, von P, nach einem im Innern von (P, o) gelegenen Punkt P, fiir
das Integral .J ecinen ILleineren®) (grifferen) Wert als jede andere
gewihnliche Kurve §, welche im Innern des Kreises (P, ¢) von P,
nach P, gezogen weyden kann.

Aus § 21, b) folgt iibrigens, daB sich o stets diesen Bedingungen
gemiB withlen libit, sobald die Voraussetzungen von Satz I erfiillt sind

Lafit man in den Gleichungen (168) die Variable ¢ von = — } bis zum
Wert 0 wachsen, so stellen die Gleichungen einen im Punkt P, endigenden
Bogen der Extremalen §, dar. Definiert man nun die Funktion r(t, @) fiir nega-
tive Werte von ¢ durch

1y Vgl. §32. Der Punkt P, verursacht dabei einige Schwierigkeiten, da die
Funktionen p, g in P, unbestimmt werden; dieselben erledigen sich jedoch unter
Benutzung von A IV 4, wenn man beachtet, dab die Funktionen p, ¢ sich be-
stimmten endlichen Grenzen niihern, wenn der Punkt (x, y) sich dem Punkt P,
lings der Kurve € niihert, und daB die Kurve €, da sie eine gewdhnliche Kurve
ist, nur eine endliche Anzahl von Malen durch P, gehen kann.

*) Fiir den Nachweis, daB der Fall AJ=0 nicht eintreten kann, (vgl.
§ 32, b)), beachte man, daB: A(t, )= V(i a), sowie die Ungleichung (179).
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(AN
a1
o

rit,a)=—Ve—=z) +@® —y)",
dagegen (t,a) ebenso wie frither, so ist
rit,a)=—|P, P , o(t,a) =am P, P, 4 =x.

Indem man dann die fritheren Schliisse fiir das Intervall: — h = ¢ < 0 wiederholt,
erhiilt man den

Zusatz: Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz I lassen
sich zwei Grifen U und R’ angeben, derart daf von jedem won P,
verschiedenen Punkt P, im Innern des Kreises (Py, R') eine und nur
cine Extremale €,; nach P, gezogen werden kann, deren Liinge kleiner
als U ist.

Die Extremale €,, wird im allgemeinen von §;, verschieden sein,

vgl. § 25, b).

b) Abhéngigkeit der Grofien / und R von der Lage des Punktes P

Die GroBen / und X hiingen natiirlich von der Lage des Punktes
P, ab. Hieriiber gilt der folgende Satz:

Satz I11: Ist R, ein ganz im Inmern des Bereiches R gelegener,
beschriinkter, abgeschlossener Bereich, und ist das vorgelegte Variations-
problem reguliiv®) in R, so gelten die vorangehenden Resultate gleich-
mapig in bezug auf den Bereich Ry, d. h. es lassen sich zwei von
%,, ¥, unabhingige positive GroBen [, und g, bestimmen, derart daB
irgend zwei Punkte P, P, von R, deren Entfernung kleiner ist als
04, durch eine und nur eine Extremale €, verbunden werden konnen,
deren Liinge kleiner ist als /), und diese Extremale €, liefert fiir
das Integral J einen kleineren Wert, als jede andere gewdhnliche?)
Kurve, welche im Innern des Kreises (P, 0,) von P, nach P, ge-
zogen werden kann.

Um dies zu zeigen, hat man in dem vorangehenden Beweis die Funktionen
@, 3 7, @; r, V als Funktionen nicht nur von ¢, « sondern auch von z,, y, zu

betrachten und sich dabei der Eigenschaften der Funktionen X, ) zu erinnern.
Es folgt dann zuniichst nach § 23, a) Zusatz, angewandt auf die Menge

t=0, (#y,y,) in 910, O?a%2”a

daB sich eine positive, von «, x,, ¥, unabhiingige Grofe h, angeben liBt, der-
1 D. h. es ist
1“1(&‘, Y, co8 y, gin T)=*=“
fiir jeden Punkt (z,%) von &, und fir jedes y, vgl. § 27, a).

%) Wegen der Ausdebnung des Satzes auf Kurven der Klasse K siehe
§ 35, d), Ende.

18
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art daB das Kegularitiitsintervall fiir jede, von einem beliebigen Punkt P, von

R, ausgehende Extremale €, das Intervall ¢|< h, enthilt.
Sodann zeigt man mittels des Satzes von § 21, b), daB sich zwei weitere,
von a, z,, y, unabhiingige Groben %y <h, und I, <k, angeben lassen, derart daB

r(t‘|a; mll y1)> 0

fiir
N 0 <t <ky; (@,y,) in Ry; — oo <la<<+ 00,
un
r(tya; wy,9) >0, Vit a; 2,3) >0 (181)
fiir

0ZtZ by; (@y,9,) in Ry; — 00 < a <+ 00.

Ferner sei R, das stets positive Minimum der Funktion r(l,, a; z;,%,) in dem
Bereich o
(@, 3) in Ry; 0T a< 27, (182)

SchlieBlich bestimmen wir nach § 21, a) und b) eine Umgebung [4] P welche
im Innern von # enthalten ist, und in welcher das Problem auch noch reguldr
ist. Dann ist g, die kleinere der beiden GriiBen R, d.

Die kiirzeste Extremale §, braucht selbst nicht ganz im Bereich R, zu
liegen. In dem speziellen Fall, wo sich eine positive GriBe 6, < g, angeben
liBt, derart daB fiir je zwei Punkte P,, P, von R, deren Entfernung kleiner
als 6, ist, die sie verbindende kiirzeste Extremale @, stets in R, enthalten ist,
sagen wir, der Bereich @R, sei ,extremal-konvex.”

Fiir spdtere Anwendungen schlieBen wir hier noch einige weitere, die
gleichmiBige Konvergenz betreffende Folgerungen an:

Indem man die Stetigkeitssitze und den erweiterten Vorzeichensatz von
§ 21, b) auf die Funktion

9 (', @) + ¥, (t", @)

der fiinf Variabeln ¢, ", a, x,, ¥, anwendet und von Gleichung (178) Gebrauch
macht, erhiilt man das Resultat, daB

t,
L tee_, , (188)
t=0 ¢

gleichmiBig!) in Bezichung auf den Bereich (182), und daB sich zwei positive,
von @, z,, ¥, unabhiingige Konstante g, und &, angeben lassen, derart daB

9ot Zr(t,a) < Gyt (184)

0?t21.01 0?“22"7' (@, ) in Ry,

was sich auch so aussprechen liBt: Sind P,, P, irgend zwei Punkte von &R,

in dem Bereich

1 Vgl. A II 6.
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deren Entfernung kleiner ist als R,, und ist 7,, die Linge der von P, nach P,
gezogenen , kiirzesten Extremalen €,,, so ist

90%:? -Pl-P:‘?Golls- (184a)
Ist ferner N, das Maximum der Funktion | F'(z, y, cos y, sin y) | im Bereich
(182), so erhilt man fiir den Wert .J|, des Integrals J entlang €,, von P, nach
P, die Ungleichung
!Jl‘ziéNollE?%"PlPE.' (18‘“’)
JO

Weiter folgt aus (173,), daB
Llo(t,a)—a]=10 (185)
t=0

gleichmiBig in Beziehung auf den Bereich (182).
Endlich ist

L[F(pit,e), wit,a), @t a, ¥t a)—F,y, cosa,sina)]=0

de=
und (186)
L[F(x,,y,, cos at, a), sin e, a)— F(r,y, cosa, sina)] =0
t=0

ebenfalls gleichmiBig in Beziehung auf den Bereich (182).
¢) Der definite Fall:

Ein Variationsproblem heiBt positiv (negativ) definit') in einer
in der z, y-Ebene gelegenen Punktmenge, wenn fiir jeden Punkt (z, y)
dieser Menge und fiir jeden Wert von p die Ungleichung gilt

F(z,y, cos p, sinp) >0(<0).
Wir fiigen nun den unter b) gemachten Voraussetzungen noch die
weitere hinzu, dafl unser Problem in Beziehung auf den Bereich R,
definit sein soll. Alsdann lassen sich die vorangegangenen Resultate
zu folgendem Satz®) erweitern:

Satz IV: Ist R, ein beschrinlter, abgeschlossener, ganz im Innern
von R gelegener Bereich, und ist gleichzeitig®)

Fie, 9, 008 9, sin 9) > 0, (180)
F(z,y, cosp, siny) >0 (187)

fiir jeden Punkt (z,y) von R, und fiir jedes y, so lift sich eine posi-
tive Grifle d, bestimmen, derart dafp drgend zwer Punkte P, und P,
1) Nach Cararaeopory (Mathematische Annalen, Bd. LXII (19086), p. 456)
?) Nach Buiss, Transactions of the American MathematicalSociety,
Bd. V (1904), p. 128.
% Nach § 30, b), vierte Folgerung aus der Relation (125), miissen bei einem
gleichzeitig definiten und reguliiren Problem J7, und ¥ dasselbe Zeichen haben.
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von R, deren Abstand Kleiner ist als dy, durch eine Extremale €,
ohne mehrfache Punkte verbunden werden kinmen, welche einen Lleineren
Wert fiir das Integral J liefert, als jede andere gewshnliche') Kurve,
welche im Bereich R, von P, nach P, gezogen werden kann.

Liegt die Extremale €, selbst ganz im Bereich R, so liefert
sie daher ein absolutes Minimwm fir das Integral J in Beziehung
auf die Gesamtheit aller gewdhnlichen Kurven, welche in R, von P,
nach P, gezogen werden konnen. Dies wird stets stattfinden, wenn
der Bereich R, ,extremal-konvex“?) ist und d, hinreichend klein ge-
wihlt wird.

Beweis: Aus der Voraussetzung (187) folgt zuniichst, daB wir auf den
Extremalen der Schar (168) statt des Bogens ¢ den Wert des Integrals J; ge-
nommen vom Punkt P, bis zum Punkt ¢ der betreffenden Extremalen, also
die GriBe

t
u(t, a)=| F(t, a)dt,
J

als Parameter einfilhren konnen, wobei & (¢, @) wieder durch (83) definiert
ist. Denn da nach (187) die Ableitung u,= &({, a) bestéindig positiv ist,
so komnen wir die Gleichung: w = u(t, @) eindeutig nach ¢ auflosen, und die
Einsetzung des gefundenen Wertes in die Gleichungen (168) ergibt fiir die Ex-
tremalenschar durch den Punkt P, eine Darstellung von der Form

w=‘ﬂ[¢ha]= th[!f,a]. (188)

0T uuly, q), 0<a<2x (189)

Im Bereich

haben die Funktionen o[u, a], ¥[u, @] dieselben Stetigkeitseigenschaften wie
die Funktionen e (t, a), ¥ (f, @) im Bereich (170). {Tberdies sind sie periodisch
in @ mit der Periode 2=

Gleichzeitig geht die Funktion (¢, @) in eine Funktion von u und « iiber,
die wir entsprechend mit r[w, a] bezeichnen. Wegen (181) ist dann

r,[u, a] >0 (190)

im Bereich (189). Ist weiter m, das stets positive Minimum der Funktion
F(z, y, cos y, 8in y) im Bereich

(z,y) in R,, 0 y=<2m, (191)
80 ist

myt < u t, a) . 192
0 (¢, a)

) Der Satz bleibt auch noch richtig fiir Vergleichskurven der Klasse K,
vgl. § 35, d) und p. 279, Fufnote *. Fiir Vergleichskurven, deren siimtliche
Punkte auf &, liegen, ist dabei das Zeichen < durch < zu ersetzen.

) Vgl. die Definition von extremal-konvex auf p. 276.
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Aus (178) und {192) leitet man dann das weitere Resultat ab, daB es eine von
t, a, x,, y,, unabhiingige GroBe K, gibt, derart daB in dem Bereich (189)

rlu, a] < Kyu. (193)

Nach diesen Vorbereitungen wihlen wir eine positive GréBe ¢ kleiner als
0,/ K, und gleichzeitig kleiner als das stets positive Minimum der Funktion
w(ly, a3 @, y,) im Bereich (182) und betrachten die Kurvel):

R: :L'=q)[(f, a]: y=vle, a],

02.:;22:1.

Dieselbe ist ecine stetige, geschlossene
Kurve ohne mehrfache Punkte (eine
Jordan'sche Kurve), da sie wegen
(198) ganz im Innern des Kreises
(P,, 0,) liegt. Das Innere®) der Kurve
® ist das eineindeutige Abbild des
Bereiches

0<u<e, V< a<2n.
mittels der Transformation (188).

Ist daher P, ein von P, ver- = s Z°
schiedener Punkt im Innern der Kurve Tor
& und €, die kiirzeste Extremale von Fig. 43.

P, nach P,, so ist der Wert J,, des Inte-

grals J entlang €, kleiner als ¢. Ziehen wir jetzt irgend eine andere gewshnliche %)
Kurve € von P, nach P,, welche ganz im Bereich R, liegt, so ist der Wert .Ji,
des Integrals J, genommen entlang €, groBer als J,,.

Wenn die Kurve € ganz in dem von der Kurve f begrenzten Bereich ver-
linft, so liegt sie a fortiori im Innern des Kreises (P,, p,) und die Behauptung
folgt nach b). Es ist also nur notig, den Fall zu betrachten, wo die Kurve G
aus dem von der Kurve & begrenzten Bereich heraustritt. Sei P, der Punkt,
wo die Kurve © zum ersten Mal®) die Kurve § schueidet; ziehe die kiirzeste
Extremale €, von P, nach P,. Dann ist nach b)

. - J_”§Ju=c>J1=.
Also ist a fortiori B
dis >, (194

da wegen der Voraussetzung (187): J, > J,,.

) Die Kurve ist nach § 44, b) eine Transversale der Extremalenschar durch
den Punkt P,.

fH Vgl A VI2

%) Der folgende SchluB bleibt auch noch bestehen, wenn die Kurve € von
der Klasse K ist, vgl. § 35, d).

%) Vgl. Joroax, Cours d’Analyse, Nr. 103,
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Ist endlich d, das stets positive Minimum der.Funktion r[e, a; 2, y,]| im
Bereich (182), so liegt der Kreis (P, d,) ganz in dem von der Kurve § he-
grenzten Bereich, und die Ungleichung (194) gilt daher a fortiori, wenn der
Punkt P, im Innern des Kreises (P, d,) liegt, womit der Satz bewiesen ist.

§ 34. Der Osgood’sche Satz.

Wenn eine Funktion f(z) an der Stelle . = a ein eigentliches,
relatives Minimum besitzt, so kann man eine positive Grifie I an-
geben, so dab

f(@) —fla) >0 fir O0<|z—alZk.
Dies gilt, gleichgiiltig ob die Funktion f(z) stetig oder unstetig ist.
Wenn aber f(z) im Intervall [a — &, a + k] stetig ist, so besitzt sie
iiberdies noch folgende Eigenschaft: Zu jeder positiven Grife I, die
kleiner ist als J, gehort eine positive Grifle ¢, derart daB

f@)—fla)S e fir l< z—a k. (195)
Denn alsdann erreicht f(z) fiir das Intervall [@ — &, a —I] ein ab-
solutes Minimum in einem Punkt x; des Intervalls; ebenso fiir [a+ 1,
e+ k] in z,, und es ist dann f(z,) > f(a), f(2y) > f(a). Bezeichnet
daher & die kleinere der beiden positiven Differenzen f(z,)— f{a),
f(zy) — f(a), so gilt in der Tat die Ungleichung (195).
Daf unstetige Funktionen diese Eigenschaft im allgemeinen nicht
besitzen, zeigt OscooDn durch das Beispiel:

1, wenn z irrational;

1/q, wenn z = 4 p/q, wo p,q zwei positive ganze Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler sind;

flz) =

0, wenn z = 0.

Diese Funktion hat fiir # = 0 ein eigentliches Minimum, ohne die
oben angegebene Eigenschaft zu besitzen.

Wie Oscoopn') gefunden hat, gilt nun ein ganz analoger Satz
fiir das eigentliche, starke Extremum eines bestimmten Integrals.

a) Der Fall eines Extremums ,im Grofen*:

Die Analogie ist am vollstindigsten bei der folgenden von Haux?)
herrithrenden Fassung des Satzes:

) Transactions of the American Mathematical Society, Bd. IT
(1901), p. 278.

®) Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Bd. XVII (1906), p. 63;
auch der im Text gegebene Beweis riilhrt von Hahn her. In der genannten
Arbeit verallgemeinert Hahn den Satz auch auf isoperimetrische Probleme und
auf das Lagrange’sche Problem.
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Es sei €, ein die beiden Punkte P, und Py verbindender Futre-
malenbogen ohne mehrfache Punkte, fiir welchen die Bedingungen (II7),
(1), (V") und auferdem in den beiden Endpunkien die Be-
dingungen

Fi(2y, y,, cos p, siny) >0, Fy(ay, 9y, cosy, siny)>0 (196)

fiir jedes y erfiillt sind. Alsdann existiert eine Umgebung of des Bogens
&, von folgender Beschaffenheit: Zu jeder ganz im Innern von o ge-
legenen (aber nicht mit & identischen) Umgebung QU des Bogens €,
gehirt eine positive Grifie eq, derart dafl fiir jede gewihnliche von P,
nach Py gezogene Kurve €, welche ganz im Bereich of, aber nicht ganz
im Bereich QL verliuft,

Jo—Je, > eq- (197)

Beweis: Aus der Voraussetzung (196,) folgt zuniichst nach
Satz I von § 33, daB wir um den Punkt P, einen ganz im Innern
von R gelegenen Kreis (P, o,) beschreiben kénnen, in welchem das
Problem positiv regulir ist, und dessen Inneres ein Feld um den
Punkt P, bildet, geliefert von der Extremalenschar durch den
Punkt P,.

Sei Py <4 P, ein Punkt des Bogens &) im Innern dieses Kreises.
Dann folgt weiter nach § 31, a) und § 32, b) aus den Voraus-
setzangen (II") und (IIT'), daB sich zwei GroBen hy i so klein wihlen
lassen, daB die Extremalenschar durch den Punkt P, zugleich auch
ein Feld of,, um den Bogen P, P, von €, liefert, und daB iiberdies
die Bedingung

8,(z, y3 p(2,v), 4(z, ); cos 0, sin 0) > 0 (198)

fiir jedes 6 in allen Punkten (z,y) von of, . erfiillt ist.

Es sei o) die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche entweder
zur Krelsﬂache & 91) oder zu o, , oder glelch:?eltlg zu beiden ge-
héren; of; ist dann eine Umgebung des Bogens &, und bildet ein
Feld um denselben. Ist P; irgend ein Punkt im Innern von of), so
konnen wir von P, nach Ps eine Feldextremale & ziehen. Ist
andererseits €, irgend eine gewdhnliche, die beiden Punkte P, und
P, verbindende Kurve, welche ganz in o, verliuft, so folgt aus dem
WeierstraB'schen Satz, daf in bekannter Bezeichnungsweise

TS Ty, (199)
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Ganz ebenso kionnen wir nun ein zweites Feld of, um den Bogen
€, konstruieren, welches die analogen FEigenschaften in Beziehung
auf die Extremalenschar nach') dem Punkt P, besitzt, d. h. von
jedem Punkt P; von o), liBt sich eine Feldextremale €, nach dem
Punkt P, zlehen und wenn @, eine gewdhnliche ganz in of, ver-
laufende Kurve ist, die von Py nach P, gezogen ist, so ist

Iy > Iy (199a)

Wir bezeichnen jetzt mit of irgend eine Umgebung des Bogens €,
welche gleichzeitic in o, und o, enthalten ist. Ist dann P, ein
Punkt im Innern von of, so kinnen wir beide Extremalen €,; und
€,, ziehen. Wir betrachten nun die Differens

&(xy, Yy) = Jig + e — -

Dieselbe ist eine im Innern von of eindeutig definierte und stetige
Funktion der Koordinaten z,, y, des Punktes P;. Sie verschwindet,
wenn der Punkt Pj auf dem Bogen §; liegt; in allen anderen Punkten
ist sie positiv, da der Bogen &, ein eigentliches starkes Minimum
fiir das Integral ./ liefert.
Nunmehr sei 2l irgend eine Umgebung von €, welche ganz im
Innern von of liegt (ohne mit of identisch zu sein), und es sei ©
diejenige Menge von Punkten
e B von of, welche nicht zu 2l
gehoren, unter Hinzurech-
nung ihrer Hinfungspunkte.
Die Menge © ist dann ab-
geschlossen und  enthilt
kemen Punkt von €,. Daher
besntzt die Funktion &(% Ys)

\ \ 7 / i11 © einen positiven Mini-
\ e B - s malwert, den wir mit &,
N W o g amae® s u g 5
N ” bezeichnen, so daB also in ©:
~ -
~ v & - .
T s m e Jls+sts_'jr12>5=_)1" (200)
Tl ot Endlich sei € irgend eine

gewdhnliche, von P, nach
P, gezogene Kurve, welche ganz im Innern von of, aber nicht ganz

) Vgl. § 83 a), Zusatz.
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in QL verliuft, und es sei P, ein Punkt von €, welcher nicht in QL
liegt. Alsdann gelten gleichzeitig die Ungleichungen (199), (199a)
und (200) und daraus folgt

Jip— > g,
was zu beweisen war.

Zusatz: Der Satz gilt auch noch in etwas modifizierter Form,
wenn die beiden Bedingungen (196) in den beiden Endpunkten nicht
erfiillt sind. Der Bereich QL muf dann so beschaffen sein, daB der
komplementire Bereich @ keinen Punkt mit der Fortsetzung des
Bogens €, iiber die beiden Punkte P, und P, hinaus gemeinsam hat.!)

b) Der Fall des Extremums ,im Kleinen*:

Fiir spiitere Anwendungen mdoge auch noch die Modifikation des
Osgood'schen Satzes® fiir den Fall eines Extremums ,im Kleinen* hier Platz
finden:

Ist R, ein beschriinkter, abgeschlossener Bereich im Innern von R, und
ist das vorgelegte Variationsproblem reguliir in Beziehung auf den Bereich &,
8o 1dBt sich eine positive GroBe », bestimmen, derart daB nicht nur je zwei
Punkte P, P, von &,, deren Entfernung kleiner als r, ist, sich durch eine
kiirzeste Extremale €, verbinden lassen, sondern daB gleichzeitig fiir diese
Extremale auch noch der folgende Satz gilt:

Jeder Umgebung U des FExtremalenbogens €y, welche ganz im Innern des
Kreises (Py, 1) liegt, lipt sich eine positive Grife e o zuordnen, derart daf fiir
Jede die beiden Punkte P, und I, verbindende gewdihnliche Kurve €, welche ganz
im Inmern des Kreises (P, ), aber nicht ganz in A legt, die Ungleichung gilt

JIZ _le §Ec)r (197&)
Beweis: Nach § 21, a) und b) kénnen wir zuniichst eine geschlossene Umgebung
5"1 p— [J]ggo

von R, bestimmen, welche ganz im Innern von R liegt, und in Beziehung auf
welche das Problem ebenfalls noch regulir ist. Fiir diesen Bereich ®, be-

') Hahn beweist dies, indem er auf der Fortsetzung von €, iiber P,,
resp. P,, hinaus zwei Punkte P,", resp. P,’, annimmt und dann statt der Extre-
malenscharen durch P, und P, diejenigen durch P," und P," betrachtet.

Ebenfalls ohne Benutzung der Voraussetzungen (196) und wieder in etwas
anderer Fassung werden wir den Satz in § 46 mit Hilfe der Kneser'schen
krummlinigen Koordinaten beweisen.

*) In der Hauptsache nach Cararnropory (Mathematische Annalen,
Bd. LXII (1906), p. 490), der den Satz fiir den allgemeineren Fall von gebrochenen
Extremalen beweist.
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stimmen wir die in § 33, b) definierten’) Griflen 7,, R, und bezeichnen mit r,
eine positive GroBe, welche den Ungleichungen geniigt:

B

Ty < (201)

e
4

Sind dann P,, P, irgend zwei Punkte des Bereiches #,, deren Abstand
kleiner ist als r,, so kionnen wir von P, nach P, eine wie in § 38, a) definierte
kiirzeste Extremale €,, ziehen.

Sei jetzt € irgend eine andere gewdhnliche Kurve, welche ebenfalls die
beiden Punkte P, und P, verbindet und ganz im Innern des Kreises (P, r,)
verliuft, und sei P, irgend ein Punkt von G, der nicht zugleich auf €, liegt.
Dann konnen wir zuniéichst von P, auch nach P, eine kiirzeste Extremale G,,
ziehen, und es gilt die Ungleichung

‘]uSJla'
Weiterhin kénnen wir aber auch vom Punkt P, nach dem Punkt P, eine
kiirzeste Extremale ziehen. Denn aus der Ungleichung (201) folgt, daB der
Punkt P, im Bereich #, liegt und iiberdies ist
PP |<2r,<R,.

Die Extremale G, liegt ganz im Innern des Kreises (P,, 27,); in demselben
Kreise liegt aber auch der Bogen P, P, der Kurve €, da ja der Kreis (P, r,)
ganz im Tnnern des Kreises (P, 2r,) enthalten ist. Der Kreis (P,, 27,) seiner-
seits liegt ganz im Innern des Kreises (P, 47,), und da letzterer wegen der
Ungleichung (201) ganz in R, enthalten ist, so liegt der Kreis (P, 2r,) ganz
im Innern von R, und das Problem ist reguliir in Beziehung auf den Kreis
(Py, 21,). Daraus folgt aber, daB

'“az §Js= J
Ju + Js: = JIE L]

wie darans folgt, daf die aus den beiden Extremalenbogen €., €,, zusammen-
gesetzte Kurve ganz im Innern des Kreises (P, 4r,) liegt.

Indem man nunmehr wie unter a) weiter schliefit, erhiilt man die zu be-
weisende Ungleichung (197 a).

Andererseits ist aber

§ 3D. Verallgemeinerung der Bedeutung des Kurvenintegrals.

Wir haben uns in allen bisherigen Untersuchungen auf ,gew&hn-
liche” Kurven beschrinkt. Diese Beschriinkung war in der Tat not-
wendig fiir die meisten unserer Beweise, sie liegt aber nicht in der

') Entsprechend den dort mit I,, R, bezeichneten Griben.
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Natur des behandelten Problems; vielmehr wiire das natiirlichste, alle
diejenigen Kurven zuzulassen, fiir welche das Integral °

iy
J=[lF(x: y, =, y)dt
h

einen bestimmten, endlichen Wert hat.
Fir viele geometrische Probleme ist es jedoch wiinschenswert,
die Klasse der zuldssigen Kurven noch weiter auszudehnen.

a) Beispiel der Lénge einer Kurve:

So ist z. B. die Aufgabe, die kiirzeste Kurve zwischen zwel
gegebenen Punkten P,, P, zu bestimmen, nicht genau iiquivalent mit
dem Problem, das Integral

Iy
J= [V + ydt
S

zu einem Minimum zu machen, weil der Begriff der Linge auch noch
fir Kurven eine Bedeutung hat, fiir welche das Integral seine Be-
deutung verliert, insbesondere auch fiir Kurven, welche keine Tan-
genten besitzen.

Die Linge einer stetigen Kurve

o z=9t), y—v(), 4ZTt24 (202)

wird folgendermaBen definiert!):
Man betrachte irgend eine Teilung IT des Intervalls [#4,] in
n + 1 Teilintervalle mittels der Zwischenpunkte 7,, 7,, ..., 7,, wobei

h<n<1y---<7,<1;.

Die zugehiorigen Punkte der Kurve £ seien: P, @, @, ..., €., Py,
thre Koordinaten: z,y;; &, 1,5 &, %g; - - -5 Eay M3 e, Yp; dann ist die
Liinge des der Kurve £ eingeschriebenen geradlinigen Polygons %P,,,
dessen Kcken eben diese Punkte in der angegebenen Reihenfolge sind:

n
A B 8t A \ 0
Wo= VAL + (B, (203)
=0
Y Vgl. Jorvax, Cours d’Analyse, Bd. I (1893), Nr. 106—111. Diese Defi-
nition ist fiir unseren gegenwirtigen Zweck am bequemsten. Die Peano’sche
Definition wird unter ¢) zur Sprache kommen.
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wobei
Agr - gl'-l-l - Ev! A'}r = ’)1'1"1 s

mit der Verabredung, daB
o="t, b=a, no=y, und T, ., =4, E =%, N =Y

Wenn dann die Summe W, gegen eine bestimmte, endliche Grenze J
konvergiert, wenn % ins Unendliche wichst, aber so, daB gleichzeitig
alle Differenzen 7, ., — 7, gegen Null konvergieren?),

J=LW,,

Ar=0

so sagt man, die Kurve € habe eine endliche Liinge, deren Wert
gleich J ist. Und man nennt eine Kurve ,rektifizierbar‘®), wenn sie
stetig ist und eine endliche Linge hat.

Wenn die ersten Ableitungen ¢'(f), ¢'(f) existieren und stetig
sind im Intervall [# 4], so kann die Linge durch das bestimmte
Integral

fy
(Va® + y»at

ausgedriickt werden.?)

b) Verallgemeinerung der Bedeutung des Kurvenintegrals .J:

In ganz analoger Weise hat WeisrsTrASs?) die Bedeutung des
allgemeinen Integrals

t
T=[F(z,y,2,y)dt

auf Kurven ausgedehnt, welche nicht zur Klasse der ,gewdhnlichen®
Kurven gehdren.

5 D. h. zu jedem positiven & gehirt eine zweite positive GriBe d, der-
art, daB
| —Wy i <&

fiir alle Teilungen IT, bei welchen simtliche Differenzen =, ;— 7, kleiner
sind als d,.

%) Vgl. Jorpax, loc. cit. Nr. 110.

% Vgl. Jorpax, loc. cit. Nr. 111 und Svorz, Transactions of the
American Mathematical Society, Bd. Il (1902), pp. 28 und 303.

Y Vorlesungen 1879; vgl. auch Oscoop, Transactions of the American
Mathematical Society, Bd. II (1901), pp. 275 und 293.
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Wir setzen von der Kurve £ voraus, daB sie ganz im Innern
des Bereiches R liegt und stetig ist, und betrachten nunmehr, wie
oben, eine Teilung I des Intervalls [#7,], und bilden die Summe?)

W, =2 F(, n,, A, Ar,), (204)

die als die naturgemiBe Verallgemeinerung der Summe (203) er-
scheint, und die wir wegen der Homogeneitdt der Funktion F' auch
schreiben konnen

W :%F(g,, 7,, COS @, sin w,)7, (204a)

wenn 7, und @, die Linge, resp. die Amplitude des Vektors @, @, ,
bedeuten.
Ist die Kurve & von der Klasse (', so Lonvergiert die Summe W,

bei dem angegebenen Grenzidbergang gegen das Integral Jo(Py Py):
2 .
MI;EVH :;‘jF(’E’ y, 2, y)dt. i

Denn das Integral Jg liiBt sich alsdann nach dem Mittelwertsatz schreiben

T,
n ¥+1

Iq =2 [‘F(m, y,x, y)dt=

r=073
T,

n
= 2F(p,), ¥E), §E), v'E)) @, —7,),
1r=40

wo v’ einen Mittelwert zwischen z, und z, e bedeutet.
Andererseits ist

A«E‘, = W‘(fy") (’1‘4,1 e 7,-) 1 A‘I’),‘ = w’(rvm) (71 +1 7))

14

e wieder Mittelwerte zwischen z, und 7, ,, sind. Daraus folgt wegen

der Homogeneitit von F':

wo T, , T, +1

n
Wh =2F(q: (z,), iz, ¢'te,”), ¥, ), —7,)-
r=0

) Sollte @, ., = ¢, sein, so ist dabei F'(,, n,, 0, 0) durch 0 zu ersetzen.
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Aus der in der Definition einer Kurve der Klasse €’ enthaltenen Annahme:
@ O+ t)>0 in [tt], folgt dann nach § 21, b), daB man eine abge-
schlossene Umgebung €L der Menge

2 zféte\ 12 _Zﬁtuétzt t=t"
im (iebiet der Variabeln ¢, {” angeben kann, derart daf
g E)+ 9N >0 in Q.

Die Funktion F(gb), v@), ¢'t), w't”) der Variabeln ¢, ', {” ist dann gleich-
miifig stetig in dem Bereich '

t, Jtlt, (t,t) in Q.
Hieraus und aus der gleichmiBigen Stetigkeit der Funktionen ¢(t), v (t) folgt

dann, daB man zu jeder positiven GrdBe & eine zweite positive GréBe d, be-
stimmen kann, derart daf

F(p@,), px), ¢'c)), ¥'@,) — Fler,), ¥, ¢, ¥'E,) <s

tiir jede Teilung I1, deren simtliche Intervalle kleiner als d, sind. Es ist
dann also

[ Wy —dJg | <&ty —1,),
womit die Behauptung bewiesen ist.

“Dasselbe Resultat gilt auch noch fiir gewhnliche Kurven mit
einer endlichen Anzahl von Ecken, wie man sich durch Betrachtung
solcher spezieller Teilungen iiberzeugt, welche die Ecken als Teilungs-
punkte enthalten.

Wir kommen nunmehr nach WEIERSTRASS iiberein, allgemein
fiir irgend welche stetige Kurve £ das Integral

fy
JS(PI PE) =IF(.’2’;, Y, x’? y’) dt
4

durch den Grenzwert der Summe W, zu definieren, in allen Fillen,
in welchen W, bei dem angegebenen Grenziibergang gegen eine
bestimmte, endliche Grenze konvergiert. Dies ist eine naturgemiifie
Verallgemeinerung der Definition des Kurvenintegrals, da sie, wie wir
eben gezeigt haben, fiir gewshnliche Kurven mit der gewihnlichen
Definition iibereinstimmt.

Die folgende Modifikation') der WeierstraB'schen Definition
des verallgemeinerten Kurvenintegrals wird sich spiiter als niitzlich
erweisen:

1 Vgl. Oscoop, Transactions of the American Mathematical
Society, Bd, IT (1901), p. 293.
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Da die Kurve ¥ ganz im Innern des Bereiches R liegen sollte,
so wird das geradlinige Polygon 9, mit den Ecken P, @, @, ..., @,,
P, ebenfalls ganz im Innern von R liegen, vorausgesetzt, daB die
simtlichen Differenzen 7, .1 — 7, hinreichend klein gewiihlt worden
sind. Unter dieser Voraussetzung bezeichne ¥V das Integral J, ge-
nommen entlang dem Polygon B, von P, bis P,

Wenn alsdann die Kurve & vektifizierbar ist, und wenn eine der
Summen W, und V, fir LAv=0 gegen eine bestimmte, endliche
Grenze Tonvergiert, so lkonvergiert die andere Summe gegen denselben
Grenzwcert, so dall man auch definieren kann

T(BP)= LV, (205)
Denn bezeichnen wir wieder mit », und w, die Linge, bzw. die
Amplitude des Vektors @, @, , und setzen

E,=E +scosw,, ¥, =1, + ssinao,

so konnen wir unter Benutzung der Homogeneitit der Funktion F
die Differenz ¥V, — W schreiben:

Vi =Wy =D [TFE, 7, cos 0, sin0) —F(E, 7, cos o, sinw,)]ds.

v=00

Hierans folgt dann die Behauptung, wenn man den Satz iiber die
gleichmiBige Stetigkeit auf die Funktion

F(z,y, cos ¢, sin y)
anwendet.

Indem wir uns in der Folge auf rektifizierbare Kurven be-
schrinken, werden wir die Gesamtheit aller rektifizierbaren Kurven,
fiir welche die Summe W,, gegen einen bestimmten endlichen Grenz-
wert konvergiert, ,dic Klasse K“ nennen.

¢) Zweite Definition des verallgemeinerten Kurvenintegrals:

Fiir spiitere Anwendungen erwiihnen wir hier noch eine zweite Definition
des verallgemeinerten Kurvenintegrals, welche als naturgemiiBe Verallgemeinerung
der Peano'schen Definition!) der Linge einer Kurve erscheint. Praxo definiert
niimlich als Linge der Kurve £ die obere Grenze der Werte der durch die
Gleichung (208) definierten Summe W, fiir alle moglichen Teilungen II des

Y Vgl. Praxo, Applicazioni geometriche del Calcolo infinitesimale, (Turin
(1887), p. 161,

Bolza, Variationsrechnung. 19
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Intervalls [#,¢,]. Diese Definition hat den Vorzug, daB sie in allen Fillen fiir
die Linge einen bestimmten, wenn auch méglicherweise unendlichen, Wert liefert.
Wenn die obere Grenze endlich und die Kurve £ stetig ist, so lift sich zeigen,
duB die obere Gremze der Werte W, zugleich in dem unter a) erklirten Sinn
die Grenze von W, fiir At =0 ist, so daB also in diesem Fall beide Definitionen
zu demselben Resultat fiihren?).

Um diese Definitionen und Resultate aul den allgemeinen Fall unseres
Integrals J ausdehnen zu kdnnen, machen wir {iber die Kurve &, die wir nach
wie vor als stetig voraussetzen, die weitere Annahme, dab unser Variations-
problem entlang der Kurve & regulir ist, und zwar, um die Ideen zu fixieren,
positiv regulir.

Wir kénnen dann zuniichst nach § 21, a) und b) eine geschlossene ganz im
Innern von R gelegene Umgebung )

g{‘o i [UJS

der Kurve £ angeben, in welcher das Problem ebenfalls noch regulir
ist. Ferner gehért nach dem Satz iiber gleichmiBige Stetigkeit, ange-
wandt auf die Funktionen ¢(t), w(t), zu jedem & eine zweite positive Grobe
A(s), so daB fiir je zwei Punkte P'(f), P”(f") der Kurve &, fiir welche
t — 1| < A, stets | P'P” | <& Sei jetzt die positive Grobe R, fiir den
Bereich R, ebenso definiert wie in § 33, b), und sei d die kleinere der beiden
GroBen R,, 7. Wenn wir uns dann auf solehe Teilungen IT beschriinken, bei
welchen siimtliche Teilintervalle kleiner sind als A(d), so konnen wir von P,
nach @, von @, nach ¢, ..., von @, nach P, je eine ,kiirzeste Extremale
ziehen, welche iiberdies ganz im Innern des Bereiches &, liegt. Wir bezeichnen
nun mit U, den Wert des Integrals J entlang dem Extremalenzug P, ¢, @, ...

QnP:: :
U =276,@, 9 11 (206)
r=0

und definieren®) als Wert des Integrals J entlang der Kurve 8 die obere Grenze
der Werte 7, fiir alle mdglichen, der angegebenen Bedingung geniigenden
Teilungen II. Wir bezeichnen den™ so definierten Integralwert mit J3', so

daB also _
Tg (BB == LU (207)

Die Summe U, hat wun die wichtige Figenschaft, daf
0 = Uyrs (208)

wenn die Teilung 11" aus der Teilung IT durch Weitertetlung der Intervalle wvon
IT enistanden ist, vorausgesetzt, daB die Teilung IT hinreichend fein gewihlt

Y Vgl. Jorvax, Cowrs d’ Analyse, Bd. I, Nr. 107,

) Diese Definition ist nicht wesentlich verschieden von der von Ossoop
(Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (1901),
p- 294, FuBnote) herriihrenden Modifikation einer von Hiugerr in Vorlesungen
gegebenen Definition des verallgemeinerten Integrals (vgl. NosLe, , Fine neue
Methode in der Variationsrechnung®, Dissertation, Gottingen 1901, p. 18).
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worden ist. Es geniigt dazu, in der Bezeichnung von p. 290 siimtliche Teilintervalle
von IT kleiner als A (%) zu nehmen, wenn g, fiir den Bereich R, wiein § 33,b) definiert

ist. Sind ndmlich bei der Teilung II" zwischen den Punkten ¢, und @, | von I1die
Zwischenpunkte M,, M,,. .., M,, eingeschaltet, so liegt alsdann der Extremalen-
wg QM M, ... M,¢Q, , ganz im Innern des Kreises (¢),, ¢,), und daher ist
der Wert des Integrals J entlang demselben nach Satz 111 von § 33
> Jg, (@, €, +1), woraus unmittelbar unsere Behauptung folgt.

Auf Grund dieser Eigenschaft der Summe U, kann man nun aber mittels
der Methode der Superposition zweier Teilungen unter Benutzung der Un-
gleichung (184b) den Satz beweisen!):

Wenn die obere Grenze Jg' endlich ist, so ist sie zugleich die Grenze der
Summe Uy beir unendlicher Verkleinerung der Teilintervalle:

L Up=Jg, (209)
Ar=0
und ist P ein Punkt von & zwischen P, und P,, so sind auch die Integrale
Jo' (P, P) und JG'(PP,) endlich, und es ist

Jo' (B, B) =Jd' (P, P) 4 Jg' (PP,) . (210)

Weiter gilt der Satz: Das Integral Jy' ist stets endlich, wenn die Kurve €
rektifigierbar 4st. Denn nach (184 L) ist

U :l\rﬂ e |
|Un| 25 D00 uls
y=0

wo die beiden GrioBen N, g, fir den Bereich &, dieselbe Bedeutung haben wie
in § 33, b).

Es fragt sich schlieBlich noch, welche Beziehung zwischen der Weier-
strafB’schen Definition des verallgemeinerten Integrals und der hier gegebenen
besteht. Hieriiber gilt der Satz:

Ist die Kurve & rektifizierbar und ist das Variationsproblem regulir ent-
lang &, so hat dus verallgemeinerte Integral nach beiden Definitionen einen be-
stimmten endlichen Wert und zwar denselben fiir beide:

Tg' = Jg. (211)

Denn stellt man die kiirzeste Extremale €, von ¢, nach @, , in der Normal-
form (168) dar durch die Gleichungen

€ :

v

.L‘=(P’,(t, ay)’ y=¢y(t! a,)a Oztzi'm
und schreibt zur Abkiirzung

141(‘?.-”1 ay), wv(t': a',t!'l QJ,: ®, ﬂ,‘_)1 1!”;“1 (l”)) o= &—,‘(L a,.) »

") Man schlieBt ganz analog wie Jorpax, loc. eit,, Nr. 107, 108,
19*
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80 ist nach dem Mittelwertsatz
n
Up= 3%, a,t,

=0

wo f, einen Mittelwert zwischen 0 und ¢, bedeutet. Daher ist
l -~
Ug—Wg =2r1‘ { [J‘ (t,, a,)—F(E, n,, cosa,, sin al_)]
y=0

—[F(E,, n,, cos @, sinw)— F(§,, 1,, cos a,, sina)] 4+ (;tl — 1) 5’,.(5,., a,) } N

wenn 7, und o, wieder die Linge, resp. die Amplitude des Vektors @, ¢
bedeuten.

Aus der GleichmiiBigkeit der Grenziibergiinge (183), (186) und aus der
Ungleichung ‘

r+41

£,(,,0)| Z N,

folgt nunmehr, daB man zu jedem positiven & ein d, angeben kann, so daB

Up—Wgl <52" LR
r=0
sobald alle Teilintervalle von II kleiner sind als ,, Wenn nun die Kurve &
rektifizierbar und I ihre Liinge ist, so ist

219,0,.1<L
r=0

und zugleich wissen wir, daB dann Uy, fir Ar =0 gegen eine bestimmte end-
liche Grenze J' konvergiert. Derselben Grenze muf sich daher auch W, nithern,
was zu beweisen war.

d) Ausdehnung des Hinldnglichkeitsbeweises auf Kurven der
Klasse K:

Es sei jetzt &, ein die beiden Punkfe P, und P, verbindender
Extremalenbogen ohne mehrfache Punkte, welcher ganz im Innern
des Bereiches R liegt. Wir setzen voraus, dal fiir den Bogen €,
die Bedingungen (II'), (III'), (IV") erfiillt sind. Dann kdnnen wir
nach § 32, b) den Bogen €, mit einem Feld of, , umgeben, in welchem
die Ungleichung (198) erfiillt ist.

Weiter sei € irgend eine Kurve der Klasse K, welche ebenfalls
die beiden Punkte P, und P, verbindet, ganz im Innern des Feldes
o, ; verlauft und mindestens einen Punkt enthilt, welcher nicht auf
dem Extremalenbogen €, oder seiner Fortsetzung liegt. Wir wollen
beweisen, daB dann

Jy > . (212)
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unter o/, das in b) definierte verallgemeinerte Kurvenintegral ver-
standen.

Beweis: Die Kurve £ sei wieder durch die Gleichungen (202)
dargestellt. Wir wihlen eine beliebige Teilung IT des Intervalls
[t,%,] und konstruieren das zugehorige, der Kurve € eingeschriebene
Polygon %,,. Da die Kurve £ ganz im Innern des Feldes o), liegen
sollte, so wird auch das Polygon B, ganz im Innern von o), , liegen,
vorausgesetzt, daf die simtlichen Teilintervalle hinreichend klein
gewiihlt worden sind. Da das Polygon iiberdies eine gewohnliche
Kurve ist, so folgt aus unseren Voraussetzungen nach § 32, b), daB

V> Jg,

Grehen wir daher zur Grenze iiber und benutzen die Definition (205)
fiir das Integral .J,, so folgt:

Iy > Jg,

Es liBt sich nun aber, wie schon WEgiErsTRASSY) bemerkt hat,
noch weiter zeigen, dafl unter den gemachten Annahmen stets
J >J Dies folgt sofort aus dem Osgood’schen Satz, am ein-
fa.uhsten in der in § 46, d) gegebenen Formulierung. Denn ist @
ein Punkt von & welcher nieht auf dem Extremalenbogen €, oder
dessen Fortsetzung liegt, und ist @ = a, 4 [ der Wert des Parameters
der durch den Punkt @ gehenden Feldextremalen, dann ist: 0 < 1/ <F.
Daraus folgt aber nach dem erwihnten Satz, ‘dal sich eine positive
GroBe ¢ angeben liBit, derart daB fir jede gewShnliche, P, und Py ver-
bindende Kurve @, welche durch den Punkt ¢ geht und ganz im
Innern des Feldes verliuft,

J&s — J@“ S

Beschriinken wir uns daher bei dem obigen Grenzprozel auf
solche Teilungen I7, welche den Punkt @ als Teilungspunkt enthalten,
was, wie man leicht zeigt, anf denselben Grenzwert fiir das Integral
V,, fihrt, so ist '

V’.’ = Jf& =g

Y Vorlesungen 1879; den WeierstraB'schen Beweis findet man in § 81, e)
meiner Lectures durchgefiihrt. Der im Text gegebene Beweis rithrt von Osaoon
her, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (1901)
p. 292.
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und daher, wenn wir zur Grenze iibergehen,
ofy = J(E., =

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Aueh der Satz iiber die Furistenz eines Minimums tm Kleinen lipt sich auf
Vergleichshwrven der Klasse K ausdelnen:

Es sei #, ein Bereich, fiir welchen die Voraussetzungen von § 33, b) er-
fiillt sind, und es sei r, fiir den Bereich R, definiert wie in § 34, b). Sind
dann P, und P, irgend zwei Punkte von R, deren Entfernung kleiner ist als rg,
und ziehen wir von P, nach P, einerseits die kiirzeste Extremale §,,, anderer-
seits eine beliebige Kurve € der Klasse K, welche ganz im Innern des Kreises
(P, r,) liegt und mindestens einen Punkt enthiilt, welcher nicht auf dem
Extremalenbogen €, liegt, so ist: Jg > Jg .

Der Beweis ist ganz analog wie oben mittels des Osgood’schen Satzes,
diesmal in der Form von § 34, b), zu fiithren; an Stelle des Feldes é},lk tritt
jetzt die Kreisfliche (P, r)).
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