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Viertes Kapitel.")

Hilfssiitze iiber reelle Funktionen reeller Variabeln.

Teils als Nachtrag zu den bisherigen Kapiteln, hauptsichlich
aber als Vorbereitung fiir die schwierigeren Untersuchungen der
folgenden, stellen wir im gegenwiirtigen Kapitel eine Reihe von Sitzen
iiber reelle Funktionen reeller Variabeln zusammen, die fiir eine arith-
methisch strenge Begriindung der Variationsrechnung nicht zu ent-
behren sind. Es handelt sich dabei im wesentlichen um gewisse
Existenztheoreme iiber implizite Funktionen und iiber Systeme von
Differentialgleichungen, die gewdhnlich nur fiir die Umgebung eines
Punktes bewiesen werden, wihrend man sie in der Variationsrechnung
fiir die Umgebung einer ganzen Kurve notig hat.

§ 21. Uber die Umgebung einer Punktmenge.

Wir werden sagen, ein Punkt P(z,/, ..., z,) liege in der Um-
gebung (o) einer im z,, ..., #,-Raum definierten Punktmenge CX,
wenn er in der Umgebung (gp) wenigstens eines Punktes von €L

liegt, d. h. also, wenn es mindestens einen Punkt A(a,, ..., a,) von
L gibt, derart, daB
|2 — oy <o,... |2 —a,]<e. 1)

Die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche in der Umgebung (o)
der Menge €L liegen, bezeichnen wir mit (¢)g und nennen sie ,die
Umgebung (0) der Menge CL¥,

) Wir empfehlen dem Leser dieses Kapitel zuniichst zu iiberschlagen und
erst spiiter nach Bedarf darauf zuriickzugreifen.
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Man zeigt leicht, daB jeder Punkt von (¢)g zugleich ein innerer?)
Punkt von (g)g ist; ferner, dal (6)g stets in (0)g enthalten ist?),
wenn 6 < 0.

Dagegen werden wir sagen der Punkt P(z,’, ..., ) liege in
der ,.geschlossenen Umgebung [o] der Menge ©L%, in Zeichen: in [g]g,
wenn es mindestens einen Punkt A(ay, ..., a,) von €L gibt, fiir

welchen . '
[y =ty | Z@gee oy | B =0 | S 0. (1a)

Ist € beschrinkt und abgeschlossen®), so ist auch die Menge [g]g
beschrinkt und abgeschlossen.

Unter Benutzung dieser Terminologie beweisen wir nun zunichst
folgende Hilfssiitze:

a) Lemma I:

Ist B eine beschriinkte, abgeschlossene Pumktmenge, welche ganz
im Innern einer anderen Menge ©U liegt, so lift sich o so Flein
wihlen, daf3 die Umgebung (0)g ganz in €U enthalten ist.

Wir wenden zum Beweis eine in der Theorie der Punktmengen
hiiufig benutzte SchluBweise) an, von der wir noch wiederholt Ge-
brauch zu machen haben werden:

Angenommen, wie klein wir auch ¢ wiihlen mogen, so gibe es
immer noch mindestens einen Punkt von (¢)g, welcher nicht zu CL
gehirt.  Dann wihlen wir eine abnehmende Folge von positiven
Griofen mit der Grenze Null:

O>p>>0> >0,
Lo,=0. @)

In (¢,)g gibt es nach Annahme mindestens einen Punkt
P,(z;, ..., z}), welcher nicht zu €L gehort; nach der Definition von
(0,)p liBt sich dem Punkt P, mindestens ein Punkt B (3}, ..., b}
von &P zuordnen, so daB

e — b < o,, e=1,2,..,8. (8

) Vgl AT 7.

%) Auch die Umkehrung dazu gilt, vorausgesetzt daf es Punkte des
(x)-Raumes gibt, welche auBerhalb €L liegen, und daB ¢ hinreichend klein
gewiihlt ist.

® Vgl. AT 2 und 6.

4 Vgl. z. B. Jorpax, Cours d’Analyse, I, Nr. 30.
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Wir betrachten jetzt die Folge {B,}. Hat dieselbe unendlich
viele verschiedene Punkte, so besitzt sie mindestens einen Hiaufungs-
punkt!) Hky, ..., h,), da sie als Teilmenge von B beschrinkt ist.
Wir komnen dann stets aus der Folge |B,} eine unendliche Folge
{B,}, wo v, > v, herausgreifen derart daB?)

LB = H. “)

Enthiilt dagegen die Menge {B,} nur eine endliche Anzahl ver-
schiedener Punkte, so kommt mindestens einer derselben unendlich
oft vor; wir konnen also in diesem Fall eine unendliche Folge { B, }
herausgreifen, so daf

B, = H;
daher gilt auch hier (4).
In beiden Fiillen folgt ans (2) und (3), daB auch

LP = (4a)
Der Punkt H gehort stets zu %. Im zweiten Fall ist dies unmittel-
bar klar, im ersten Fall folgt zunichst, daf H als Hiufungspunkt von
{B,} a fortiori auch Hiufungspunkt der Menge % ist, in welcher
{B,} enthalten ist. Da aber die Menge & abgeschlossen ist, so
enthiilt sie den Punkt H.

Hiermit sind wir aber bei einem Widerspruch angelangt; denn
als Punkt von % ist H ein innerer Punkt von €, es gehoren also
alle Punkte in einer gewissen Umgebung von H zu CL; andererseits
gibt es nach (4a) in jeder Umgebung von H Punkte, welche nicht
zu €L gehiren, namlich die Punkte P, fiir hinreichend groBeWerte von i.

Daraus folgt, daB unsere Annahme falsch war, und damit ist
der Satz bemesen

Da jeder Punkt von (g)g zugleich ein innerer Punkt von (¢)g
ist, so folgt iiberdies, daB (¢)g ganz im Inmern vom €L enthalten ist.

Ist ferner: 0 < 6 < g, so ist a fortiori auch [6]y ganz im Innern
von E enthalten.

Ein stetiger Kurvenbogen

@: =g, LZIZ4, TR W —

1 Nach A 15,
%) Vgl. AT4. Die Gleichung (4) bedeutet natiirlich

Lbli = h,, a=1

i=mw

2 "n.

T R |
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ist eine beschriinkte, abgeschlossene Punktmenge') im z,, ..., z,- Raum.
Liegt daher ein solcher Bogen ganz im Innern eines Bereiches €L,
so gibt es stets eine Umgebung () der Kurve €, welche ganz in &L
liegt. In dieser Form haben wir schon hiiufig von dem Satz Ge-
brauch gemacht.

b) Lemma II (Erweiterter Vorzeichensatz®):

Ist die Funktion f(z, ..., z,) stetig in®) einem Bereich & und
positiv in einer beschrinkten, abgeschlossenen, ganz im Innern von €L
gelegenen Punlitmenge C, so lif3t sich o so klein willen, daf f(z,, ..., z,)
auch noch in der ganzen Umgebung (o)g positiv ist.

Beweis: Ist C irgend ein Punkt von @, so ist / positiv in C
und da C ein innerer Punkt des Bereiches €L ist, in welchem f stetig
ist, so liBt sich eine gewisse Umgebung von C angeben, in welcher f
auch noch positiv?) ist. Bezeichnet also B die Gesamtheit der-
jenigen Punkte von €L, in welchen f positiv ist, so ist die Menge C
nicht nur in % enthalten, sondern sie liegt auch ganz im Innern
von ®. Daher kénnen wir Lemma I auf die beiden Mengen % und
@ anwenden und erhalten unmittelbar den obigen Satz.

Ist z. B. die Funktion f(2; a,, ..., a,) stetig im Bereich

Xi<z< X,, |g,—ali<d, i=12,...,n
und ist
FlE5 % o0 @%) > 0;
fiir -
T <2 Ay,
wo X, <, 2, < X,, so liBt sich % so klein wiihlen, daB
Fl; ey ) >0
in dem ganzen Bereich
o —k<z<z,+Fk,|a,—al| <k, i=1,2,..,n.

Denn dieser Bereich ist identisch mit der Umgebung (k) der be-
schriinkten, abgeschlossenen Menge

xl%x?xir aiﬁa's‘o! i=1!2!'-'?”r
in welcher f positiv ist.
) Nach A VII 1.
% Der Satz ist eine Erweiterung des Satzes von A IIT 2.

% Vgl. AIIT 1 und 3.
9 Nach A III 2.
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Zusatz: Das obige Lemma bleibt richtig, wenn darin das Wort
»positivé beidemale durch ,wvon Null verschieden® ersetzt wird.
Denn wird nur vorausgesetzt, daB

fla,..,2)+0 in @

so bezeichne © (resp. ©”) die Gesamtheit derjenigen Punkte von C,
in welchen f positiv (resp. negativ) ist. Alsdann ist jede der belden
Mengen @, €C” beschriinkt und abgeschlossen. Ersteres ist unmittelbar
klar; um letzteles zu zeigen, sei H(h, ..., h,) ein Hiufungspunkt
von ©'; dann kann man aus € ein unendliche Folge') von Punkten
P,(x}, ..., x}) herausgreifen, so daB

LP, = H.

Aus der Stetigkeit von f folgt dann, daB
[y -5 B)) = Pf(xb ey 23) 2 0.

Nun ist aber der Punkt H als Hiufungspunkt von € a fortiori zu-
gleich Hiiufungspunkt von €, und da € abgeschlossen ist, so ist H
in @ enthalten; es ist also nach Voraussetzung

f(hy o ooy B) =03
daher bleibt nur die Moglichkeit, daB f(i,, ..., k,) positiv. Der
Punkt H gehort also zu @, und daher ist € abgeschlossen; das
gleiche gilt von €”.
Wir konnen also nach Lemma II zwei positive GriBen ¢, o”

angeben, so daf '

f(@, ..., 2)>0 in (o)

i < 8) <0 I {o)en
Bezeichnet daher ¢ die kleinere der hbeiden GriBlen ¢, o”, so folgt
leicht, daf )

flgy ..y 2)+0 in (oo

§ 22. Ein Satz iiber eindeutige Abbildung und seine Anwendungen.
Es handelt sich um die Auflssung der » Gleichungen
Pf‘=f;($1,...,xu), i=1,2,...,n, (5)

nach z, ..., z,. Wir formulieren zuniichst den Satz, wie er in den

1y Vgl AT 4.
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Lehrbiichern gegeben zu werden pflegt, und kniipfen daran die Er-
weiterung, die wir fiir die Zwecke der Variationsrechnung nétig
haben.

a) Der Satz tiber die Inversion eines Funktionensystems fiir die
Umgebung eines Punktes:

Dabei wird die Auflosung des Gleichungssystems (5) unter
folgenden Annahmen betrachtet:

A) Die Funktionen f;(#, ..., z,) sind von der Klasse C’ in
einer gewissen Umgebung (d) eines Punktes z, =a,, ..., z, =a,.

B) Die Funktionaldeterminante

8lhs s B}

73('31:1, couy &)

Ay, ...y 2,)=

ist an der Stelle («) von Null verschieden.
Setzt man dann
fay - . &) =1b,

so 1Bt sich nach Annahme einer hinreichend kleinen positiven GroBe
0 <d eine zweite positive GroBe & derart bestimmen, daB die
Gleichungen (5) fiir jedes Wertsystem y,, ..., y,, fiir welches

Y — b <e, i=1,2,...,n,
eine und nur eine Losung z,, ..., z, besitzen, fiir welche
z;—a| <0, =12 _..,%.

Bezeichnen wir diese Liosung, die natiirlich von #,, %, ..., ¥, ab-
hingt, mit _
T =Yy Yoy -+ -5 yn)) i=1,2,...,n,

so sind die Funktionen ¢; eindeutig definiert und von der Klasse C’
im Bereich: |y, — b,| <&, und die partiellen Ableitungen von ;
werden nach den gewéhnlichen Differentiationsregeln fiir implizite
Funktionen erhalten. Der Satz ist ein spezieller Fall des Dini’schen
Satzes iiber implizite Funktionen?).

) Fiir den Beweis des letzteren verweisen wir auf D, Analisi infini-
tesimale (litt.), Bd. I, p. 168; Peaxo, Differentialrechnung, Nr. 110—117;
C. Joroax, Cours d’Analyse, I, Nr, 91, 92; Oscoon, Lehrbuch der Funktionen-
theorie, Bd. I, p. 47—57.
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b) Der erweiterte Satz iiber die Inversion eines Funktionen-
systems?):
Wir betrachten jetzt die Auflosung des Gleichungssystems

Y =fi(#y, -5 7,), 1=1,2,...,n, ®)
und zugleich die durch diese Gleichungen vermittelte Abbildung des
(z)-Raumes auf den (y)-Raum unter den folgenden allgemeineren
Voraussetzungen:

A) Die Funktionen f,(z,, ..., x,) sind von der Klasse C'
einem Bereich L.

B) @ st cine beschrinkte, abgeschlossene Punktmenge im Inmern
von CL.

C) Zwei verschiedenen Punkten (x), () von © werden durch die
Transformation (5) allemal zwei verschiedene Punkte (y), (") szu-
geordnet.

D) Die Funktionaldeterminante

U(fu Tt f"‘)
A(xl’ ey ) = a(ﬂ.’:“ sy mi;l)

ist von Null verschieden in C.

Alsdann lapt sich eine positive Grifle o so klein wdahlen, daf die
Tramsformation (5) eine ein-eindeutige Beziehung zwischen der Um-
gebung (o) und deren Bild 05’ im (y)-Rawm definiert, oder anders
ausgedrucht daf3 fiir jedes (y) m 05’ die Gleiclungen (5) eine und nur
eine Lisung in (0)e besitzen.

Beweis: Zunichst kionnen wir nach § 21, a) eine positive GriBe
d so klein wihlen, daf die Umgebung (d)e ganz im Innern von €L
liegt. Alsdann wihlen wir eine abnehmende Folge positiver GriBen
mit der Grenze Null:

d>0>0>-0>-->0

Ty, =0 ; ®

und nehmen an, es gibe fiir jeden Wert des Index » in der Um-
gebung (¢,)e mindestens ein Paar verschiedener Punkte

Piln -y @),  Pl@lny e, T,

deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen. Wir wollen zeigen,

!).Siehe Borza, Mathematische Annalen, Bd. 63 (1906), p. 247; vgl. auch
Bovza, Lectures, § 34, wo ein spezieller Fall des Satzes bewiesen wird.
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daB diese Annahme zu einem Widerspruch mit unseren Voraus-
setzungen fithrt.

Zu diesem Zweck bemerken wir zunichst, dall nach der Definition
der Umgebung einer Punktmenge den Punkten P/, P” sich zwei
Punkte von € zuordnen lassen:

H,"(gl',.: veey g,:,,) ’ H,.“[:gl’:.: vy g;-;; )
derart daB')

2, —§,1<e0, |% —&,|<e, )
und betrachten nunmehr die Folge von Punkten
= {08 B 8D :
ve=1,2 ..., if inf
im 2n-dimensionalen Raum der Variabeln £, ..., &5 &" ..., & .

Dieselbe ist enthalten in der durch die Bedingungen
b k) in € (\5’1', i SR) m @

definierten Menge 2. Letztere Menge ist beschriinkt; also ist es
auch die Menge {Z |. Daraus folgt nach der in § 21, a) benutzten
Methode, daB ein Punkt (4, ..., 2); b, ..., h”) und eine zugehdrige
Teilfolge (Z, | von {Z,| existieren (wo wieder v, , >w»,), der-
art daB

LZ*;. ol [ SOT R ey G

1|3
#!:ﬁ
oder, was dasselbe ist,
Lm =H, L =H,
u=a =0 u

wenn wir mit A’ und H" die Punkte
H=(,..., "), H' =, .., k")

im ()- Raum bezeichuen.
Die Menge @ ist iiberdies abgeschlossen, wie leicht zu zeigen
ist; daraus schlieBt man wie in § 21, a), daB der Punkt (%, ..., % ;

k', ..., h)) za D gehiort, d. h. daB die beiden Punkte H’, H zar
Menge @ gehéren. Endlich folgt aus (6) und (7), daB auch

LP =H, LP’'=H" (8)
u=w M u=w M
Y Dem Index ¢ sind stets die Werte 1,2, ..., n zu geben.

Bolza, Variationsrechnung. 1
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Nun laBt sich aber zeigen, daB die beiden Punkte H’', H” zusammen-
fallen miissen. Denn nach der Definition der Punkte P/, P ist

f,(.’lf;‘, sy x,:,- = fi(xlﬂ.s By m:,,);
also wenn wir

14 B r ’ " " s
Pty ..., 820y &)= D - 0 8)—Filals - . oy 8]
:

definieren,
F(:.cl’j‘, i i By B e sy )i
Aus (8) folgt daher unter Beriicksichtigung der Stetigkeit der
Funktion £ daB

b}

y ’ r1' - lf’ L s ’ f‘ L e o
LF(:c Y ...,xmu)—-F(Izl,...,hn,h,,...,k")_u,

IS N . .3
= l:’.‘ "y IIH

also, da wir es nur mit reellen GroBen zu tun haben,

AT % X ¢ SN o

Das heiBt aber: Die Bilder der beiden Punkte /', H" fallen zusammen,
und daher miissen die beiden Punkte selbst nach Voraussetzung C)
zusammenfallen, da sie beide zur Menge © gehoren. Wir schreiben

H = H" = H;
also ist
LP —=H, LP’'=H. (9)
u=x M H=w M

Somit folgt aus der eingangs gemachten Annahme, daf es einen
Punlkt H der Menge C gibt, derart daf in jeder Nihe von H Paare
verschiedener Punkte cxistieren, deren Bilder im (y)-Raum zusammen-
fallen.

Dies fithrt nun aber unmittelbar zu einem Widerspruch mit
anseren Voraussetzungen. Denn einerseits sind fiir den Punkt H die
Voraussetzungen des Satzes von § 22, a) erfiillt; bezeichnet also K
das Bild des Punktes H im (y)-Raum, so lassen sich nach a) zwei
positive GroBen o und & angeben, derart daB die Gleichungen ()
fiir jedes Wertsystem (y) in der Umgebung (¢) des Punktes K eine
und nur eine Lisung in der Umgebung (o) des Punktes H
besitzen.

Andererseits folgt aber aus den Gleichungen (9) und aus der
Stetigkeit der Funktionen f;, daB

L Qv == K ?

H== "
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wenn Q den gemeinsamen Bildpunkt von P,f“ und P bezeichnet.
Wir kénnen daher nach (9) den Index u so groB withlen, daf P und P,
in die Umgebung (d) des Punktes H, und gleichzeitig Q ,in die
Umgebung (&) des Punktes K fillt, was einen Widerspruch it dem
Vorangegangenen involviert, da fiir (y) = ¢, die Gleichungen (5) die
beiden verschiedenen Losungen (z) = P, und P, besitzen.

Daher muB die Annahme, von der wir ausgegangen sind, falsch
sein; es muf} also mindestens einen Wert » = m gehen, derart daB
zwei verschiedenen Punkten der Umgebung (g, )e durch die Trans-
formation (5) allemal zwei verschiedene Punkte des (y)-Raumes zu-
geordnet werden. Sobald wir also ¢ Z g, wihlen, ist die durch (5)

N m

definierte Beziehung zwischen (g)o und o), eine ein-eindeutige, Q. E. D.

¢) Eigenschaften des Bereiches of, und der inversen Funktionen:

Wird ¢ der zuletzt angegebenen Bedingung gemifl gewiihlt, s
haben die Glelchungen (5) fiir jedes der Menge of’ a.ngehonge Welt-
system ¥, ..., ¥, eine und nur eine Losung Ly .o, T, in der Um-
gebung (9)e. Diese Werte der z sind daher in d; emdeutlg de-
finierte Funktionen von y,, ..., y,, die wir mit

=0y, s Uy) (10)

bezeichnen. Es soll gezeigt werden

Zusatz 1: Unter den Voraussetzungen A) bis D) lipt sich o so
klein wiillen, daf jeder Punkt der Menge &, ein innerer Punkt von &,
ist, und daf} diberdies die inversen Funktionen V(Y « -0y Ya) 0 von
cler Klasse C" sind.

Zum Beweis withlen wir o(= ¢,,) so klein, daB

Ay ..., 2,)+0 in (g, (11)

was nach § 21, b) auf Grund unserer Voraussetzungen A), B), D)
miglich ist. Alsdann sei (2") irgend ein Punkt von (g)e, und (y")
sein Bild im (y)-Raum. Nach einer friitheren Bemerkung ist der
Punkt (z") zugleich ein innerer Punkt von (g)p; wir kinnen also
eine positive GroBe d so klein wiihlen, daB die ganze Umgebung (d)
von (") auch noch in (g)e liegt. In dieser Umgebung (d) sind dann
die Funktionen f; von der Klasse C'; ferner ist

Az, ...,z)=+0.

Wir konnen also nach dem gewdhnlichen Inversionssatz (§ 22, a)
zwel positive GroBen 0 < d und & angeben, derart daB fiir jeden
11*
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Punkt (y) in der Umgebung (&) des Punktes (y") die Gleichungen (5)
eine und nur eine Losung (2) in der Umgebung (d) des Punktes (2)
besitzen, und daB gleichzeitig die inversen Funktionen v,(y,, ..., ¥,)
in der Umgebung (&) von (y') von der Klasse C’ sind.

Jeder Punkt (y) in der Umgebung (&) des Punktes (y') ist daher
das Bild eines Punktes (z) des Bereiches (9)p und gehort daher zur
Menge o). Das heiBt aber, jeder Punkt der Menge d; ist ein innerer
Punkt von d:,, und zugleich folgt, daB v (y, ..., #,) in d:, von der
Klagse (7 ist.

In dem speziellen Fall, wo der Bereich () zusammen-
hiingend ist, ist auch of, zusammenhiingend?); in diesem Fall ist
daher der Bereich 05; ein I%ontinunmz).

Aus dem eben bewiesenen Zusatz ergibt sich unmittelbar der
folgende

Zusatz 11: Deseichnet & das durch die Transformation (5) defi-
nierte Bild der Menge © im (y)-Raum, so lift sich unter den Voraus-
setzungen A) bis D) neben der Grifle o eine zweite positive Grofle o
bestimmen, derart, dafy die Gleichungen (5) fiir jedes (y) in der Um-
gebung (6)g eine und nur eine Lisung () in der Umgebung (g)e besitaen.

Denn da © beschriinkt und abgeschlossen ist, so ist anch & be-
schrinkt und abgeschlossen®), und nach dem eben Bewiesenen liegt
& ganz im Innern von of,. Also kénnen wir nach § 21, a) 6 so
klein wihlen, daf die Umgebung (6)g ganz in of’g enthalten ist, wo-
mit unsere Behauptung bewiesen ist.

d) Der allgemeine Satz von der Existenz eines Feldes:

Es sei jetzt eine n-parametrige Schar von Kurven im (n + 1)-
dimensionalen Raum der Variabeln a,, ay, ..., z,, , gegeben

.’Ej=q7j(t,m1,...,an), J=142,..,08+1, (12)
welche folgende Bedingungen erfiillt:
A) Die Funktionen ¢, @y, ..., ¢, ., sind als Funktionen ihrer
n + 1 Argumente von der Klasse ("' in einem Bereich
Tyt Ty la, —a?| < 4, i=1,2,..,%n. (12a)
B) Die spezielle Kurve
C: u,—=9,t0%...,a%, L,3tZ4L, j=1,2,...,0+1,

") Nach Joroax, Cours d’ Analyse, I, Nr. 64.
H Vgl AL 9.
%) Nach A VII 1,
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(wobei T, <t, t, << T,), hat keine mehrfachen Punlkte, d. h. zwei ver-
schiedenen Werten von # im Intervall [ 7] entsprechen stets zwei

verschiedene Punkte der Kurve .
C) Die Funktionaldeterminante

5[:9’1‘ Pey vy 9’,{4.51)

A(t’ By oe g an) = o, a @)
3 crey Gy

ist von Null verschieden entlang G, d. h.
Al al...,a+0 in [ti]. (13)

Alsdann lassen sich die positiven Grifen I, ky, ..., k, so klein wdihlen,
dafi die Gleichungen (12) eine ein-cindeutige Beziehung zwischen dem
Bereich

A: (4 —rZiZt+h, |—a|Zk, i=1,2,...,n
wund dessen Bild & im (z)-Raum definieren, und daf gleichzeitig

Al 0005 a,) 40 (14)
im ganzen Bereich CL.

Das Bild of” des Bereiches
: —-h<t<ty+h, |a,—al| <k, i=1,2,...,n,

bildet dann ein Kontinuwm, wnd die durch Auflosung der Gleichungen
(12) erhaltenen inversen Funktionen

g t(sr,'“ =% &3 wn+1)

a =0 (Jru * siap xn+1) (15)

a, = LIn(',';l? e Eimd $R+l)
sind im Bereich of von der Klasse .

Der Satz ist ein spezieller Fall unseres erweiterten Inversions-
satzes. Der dort mit © bezeichneten Punktmenge entspricht hier
die Menge

Q: =2, @=ab i=1,2 ...,mn,
welche in der Tat beschriinkt und abgeschlossen ist und ganz im
Innern von (12a) liegt. Der Satz ergibt sich dann unmittelbar, wenn
man noch beachtet, da die Umgebung (9)e hier nichts anderes ist
als der Bereich

L—o<t<tl+o, la, —al| <o, S R R A

Man hat dann nur o, &y, ..., b, < ¢ zu wihlen.
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Zusatz: In dem speziellen Fall, wo die Koordinaten der Kurven-
punkte sich als eindeutige Funktionen einer dieser Koordinaten aus-
driicken lassen, ist die Bedingung B) stets erfiillt und kann daher weg-
gelassen werden.

Denn lautet z B. die letzte der Gleichungen (12)

Tpp1= ¢

go entsprechen zwei verschiedenen Werten von f stets verschiedene
Werte von «,.,, also sicher auch zwei verschiedene Kurvenpunkte.
Man beachte noch, da in diesem Fall

A, a...,8,)= ACARIRIL A0

Flags oy ly)

e) Der erweiterte Satz iiber implizite Funktionen:

Bei dem Satz') iiber implizite Funktionen in seiner ge-
wohnlichen Form handelt es sich um die Auflésung eines Gleichungs-
systems

Fil@gy ooy By Yiy oo o9 Yo) =0, i=1,2,...,n. (16)
Dabei wird vorausgesetzt, es sei eine spezielle Losung von (16):

Ty = Qpy oo oy Ty = 3 yl=bl!"'?yn=bn (17)

m m?

bekannt, in deren Umgebung die Funktionen f; von der Klasse C’
sind. Ferner wird angenommen, daB an der Stelle (17) die Funktional-
determinante

O Lyse o5 F)

. . Oy Ysr - -2 Y
von Null verschieden ist.

Alsdann lassen sich die Gleichungen (16) in der Umgebung der
Stelle (17) eindeutig nach y,, ..., y, auflésen, das heift: Zu jedem
hinreichend kleinen positiven & gibt es eine zweite positive Grobe o

derart, daB fiir jedes Wertsystem =, ,, ..., 2, welches den Un-
gleichungen
lxl_al <a7 ‘52—%\<a,..., xm—amé<a

geniigt, die Gleichungen (16) ein und nur ein Losungssystem y,, .. ., ¥
besitzen, welches den Ungleichungen

h—b <e, s — 8| <se, ..., i, s
geniigt.

n

) Vgl. die Zitate auf p. 159, FuBnote ?).
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Uberdies sind die hierdurch eindeutig definierten impliziten
Funktionen: ;= ¢;(2,...,,) in der Umgebung der Stelle
& =@ay, . ., &, =a, von der Klasse C'".

Auch dieser Satz liBt sich von der Umgebung einer einzelnen
Stelle auf die Umgebung einer Punktmenge ausdehnen. Dabei sollen
folgende Voraussetzungen gemacht werden:

A) Die Funktionen f; sind won der Klasse " in einem Bereich
€L des (z, y)-Raumes.

B) Die Glelchungen (16) werden befriedigt durch die Koordinaten
x, ¥ der Punkte einer beschrénlkten, abgeschlossenen Menge ©, welche
ganz im Innern von CL liegt.

C) Sind (', ¥) und (2", y”) zwei verschiedene Punkte von @, so
ist allemal auch (z') <+ (x”)").

D) Die Funltionaldeterminante

Ofys - os 1)
3(yn LR ; ?f.,:’

ist von Null verschieden in €.

Bezeichnet alsdann % die ,Projektion von € in den (z)-Raum
so lassen sich zweli positive GrioBen ¢ und e angeben, derart daB es
2u jedem (x) in der Umgebung (6)x, eine und nur eine Lisung (y) des
Gleichungssystems (16) gibt, fiir welche (x,y) in der Umgebung (9)e
liegt, und daf die durch Auflosung der Gleichungen (16) erhaltenen
impliziten Funktionen

y:='\£’i(xll"‘}x1a)} "=11 2)"'7“’! (18)
im Bereich (6)y, von der Klasse C° sind.
Dabei ist unter der Projektion eines Punktes z,,..., 2/, 4/, ..., 9,/

in den (x)-Raum der Punkt: z, ==z, ..., 2, = «, verstanden.
Zum Beweis betrachten wir zuniichst die Auf lésung des Gleichungs-
systems
Uy = Ty 5 Un 44 =f:(xn co ey Ty Y1y - o5 Yn) (19)
(h=1,2,...,m;i=1,2,...,m) :
Dach Ty; ¢ oy By Yps onny Y
Auf dieses Gleichungssystem kénnen wir den Zusatz II zu dem
erweiterten Inversionssatz (§ 22, ¢)) anwenden. Man erhilt dann
unter Beriicksichtigung der speziellen Form des Systems (19) das

I Wir konnen diese Bedingung auch so ausdriicken: Innerhalb der Menge
C sind die Gleichungen (16) eindeutig nach y,, ..., y, auflisbar,



168 Viertes Kapitel. Hilfssiitze iiber reelle Funktionen reeller Variabelu.

Resultat: Es gibt zwei positive GroBen ¢ und ¢ derart, daB die
Gleichungen (19) fiir jedes (=, ..., 2,) in (6)y und fiir jedes
Upy i1y« - -3 Uy qy fiir welches |u, . .| < ¢, ein und nur ein Lisungs-
system

yi o= 2'I:j.i(ﬁ':l! Latahs | :Eng’ um-{-l! LR “m«i—u}’

(t=1,2,...,m)

besitzen, fiir welches der Punkt (z,y) in (o)o liegt.

Setzt man schlieBlich w,,, =0, so erhilt man den obigen Satz.
Wir werden den Inhalt dieses Satzes kurz dahin zusammenfassen, daB
unter den Voraussetzungen A) bis D) die Gleichungen (16) sich in
der Umgebung der Punktmenge C eindeutig nach y,, . .., y, auflisen
lassen®).

23. Existenztheoreme fiir Systeme von gewdhnlichen Differential-
gleichungen. ?)

Wir betrachten in diesem Paragraphen ein System von #n Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung:

flxk

dt =r.ll‘(.t»xux!?"'? .’l‘,‘“), ]‘bml’2F e By (20)

unter folgenden Voraussetzungen:

A) Die reellen Funktionen f,(t, #,, @, ..., ,) sind eindeutig
definiert und stefig in einem Bereich € im Raum der reellen Vari-
abeln ¢, z,, @y, . . ., @,

B) Die partiellen Ableitungen der f, nach x,, z,, ..., z,
{i €l

T

existieren und sind sfefig im Innern desselben Bereiches CL.

1) Zugleich folgt noch, daB (6);z in (g)z; enthalten ist, und daraus folgt,
dab stets ¢ < o, da es Punkte des (x)- Raumes gibt, die auBerhalb 2% liegen (vgl.
p. 155, FuBnote *. Daraus ergibt sich weiter, daB jede in (OF gelegene Lisung
des Systems (16) zugleich dem System (18) geniigt und umgekehrt.

%) Vgl. fiir das folgende das Referat von Pawweve, Eneyclopidie, II A,
p. 190—200, und die zusammenfassende Darstellung von Briss, (Annals of

Mathematics, (2) Bd. VI (1905), p. 49—68), dem ich mich in der Bezeichnung
und der Formulierung der Siitze angeschlossen habe.
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C) Der Punkt A(r,§,&,...,&,) liegt im Innern des Be-
reiches CL.

Den Bereich €L nennen wir den , Stetigheitsbereich des Systems (20)%.
Es soll eine Losung des Systems (20) bestimmt werden, welche den
Anfangsbedingungen

z(r) = &, k=1,2, ..., n, (21)

geniigt.

a) Bestimmung eines Elementes der Lisung:

Da der Punkt A im Innern von €U liegt, so liBt sich eine

positive GroBe ¢ so bestimmen, daB auch die geschlossene Umgebung
[o] des Punktes 4, d. h. der durch die Ungleichungen

t—2|<Ze, [2—-§I<e .- iz, —§Ze
definierte Bereich, ganz im Innern von @ liegt. In dem ab-

geschlossenen Bereich [g] erreicht jede der stetigen Funktionen
f.(t, @, #,, ..., x,)| einen endlichen Maximalwert; sei M der griBte

derselben, und sei ! die kleinere der beiden GroBen: o, ;%-
Alsdann gibt*) es ein Funltionensystem (eine ,Kurve®)
2, = (D), k= 1,2, puytls (22)
welches fiir das Intervall: ¢ —v Z 1 eindeutig definiert ist und in
demselben folgende Eigenschaften besitzt:

1. Die Funktionen z,(t) sind stetig und differentiierbar.
2 Sie geniigen den Ungleichungen :

z(t) — &I Z e (23)
3. Sie geniigen dem System von Differentialyleichungen
dxy ;
Tti = fk(t: Lyy gy =« +y xn)' (20)
4. Sie geniigen den Anfangsbedingungen
2y () = & (21)
Eine Folge dieser Eigenschaften ist, daf auch die Ableitungen
x,(t) in demselben Intervall stetig sind.
Da die gefundene Losung vorliufig nur fiir eine gewisse Um-
gebung von ¢ — v definiert ist, so nemnen wir sie ein ., FElement‘ der

1) Zuerst von Cavcny bewiesen, vgl. Prcawn, Traité, Bd. II (1905), p. 322-—330,
340—345; Goursar, Cours d’Analyse, Bd. II, p. 369—3871, 376—382.
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durch die Differentialgleichungen (20) und die Anfangsbedingungen
(21) definierten Kurve.

Zusatz'): Ist €, eine beschriinkte, abgeschlossene Menge im
Innern von €, so liBt sich eine positive GrioBe [, angeben, so daB
die Losung durch irgend einen Punkt (z,&,...,&) von &
mindestens im Intervall ¢ — 7 =, existiert und im Innern von €L
liegt. Denn wir kénnen dann nach § 21, a) eine geschlossene Um-
gebung [g,]g, angeben, welche ganz im Innern von CX liegt. Ist
M, der groBte der Maximalwerte der Funktionen [f,' in [go]g , so ist

ly die kleinere der beiden Grofien g, ﬁ[" :
0

b) Die Peano’'sche Ungleichung:

Es sei B ein Bereich im Gebiet der Variabeln ¢, z,, ,, ..., z,,
in welchem die Funktionen f,(¢, #,, ..., #,) stetiy sind und der
Lipschitz'schen Bedingung geniigen, d. h. es soll eine positive GriBe
K geben, derart daB fiir irgend zwei Punkte von ® mit derselben
¢-Koordinate:

"

b,z uwd &z ..., 2

] n ?

die Ungleichungen gelten

ifk(t: m!.’-‘ ¥ iy xn’) - ﬁ.—(t: xlr': v ity xu”)! = KiZlixc’ o xz'”\ . (24)
k=1,2,...,n)

Ferner seien
@, = 5(f), xp = Ty(t),
k=1,2,...,n)

zwei fiir dasselbe Intervall: « Z¢ = definierte Losungen?) des
Systems (20), welche ganz im Bereich & liegen.
Setzt man dann
w(t) = 7 () — (1),
8o ist

duy, i - .
T; =l 7y, 7)) — it 2, .., 2,

1 Vgl. Buss, loe. eit., p. 53.

) Dies involviert die Differentiierbarkeit (und daher a fortiori die Stetig-
keit) von () und Z.(f) in [«f], was in der Folge stets in dem Wort , Losung*
inbegriffen sein soll.
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also wegen (24)
| d"k| < KZ K (25)

Beachtet man, daB fiir die vordere Derivierte!) von |u, die Un-
gleichung gilt )

| — d | = |du|

I;;—* < JE-F

so folgt hieraus

= d2|u¢!
— KnZ} ", — < I(-n2|ul 3

woraus man durch Integration zwischen den Grenzen #, und 7 die
folgende von Praxo?) herrithrende Ungleichung erhiilt:

n

2 E () — o )| <ewi-nl DNF ) —at),  (26)

i=1
fiir -
et B,
wenn #, irgend einen Wert von ¢ im Intervall [¢f] bedeutet.

¢) Einzigkeit der Losung:

Wir kehren jetzt wieder zu den Annahmen und Bezeichnungen
von § 23, a) zuriick. Es sei

¢ %, =z, (1), e Zt2 B, k=1,2,...,n,

irgend eine fiir ein gewisses Intervall [e¢f] definierte Losung des
Systems (20), welche ganz im Innern des Bereiches €L liegt?).

Dann konnen wir nach § 21, a) eine positive GriBe ¢ so klein
wiihlen, daB auch die geschlossene Nachbarschaft [6] der Kurve G,
d. h. der durch die Ungleichungen

altZ B, g—x50)|Z 0, k=1,2,...,n,
definierte Bereich ganz im Innern von CL liegt.

) Vgl. Buss, loc. cit., p. 54, FuBnote; vgl. auch A IV 1.

%) Vgl. Nouvelles Annales (3), Bd. XI (1892), p. 79 und Atti di Torino,
Bd. XXXIIT (1897), p. 9.

% Das soll heiBen: fir jedes ¢ im Intervall [«p] liegt der Punkt
t, x,(t), ..., ¢, im Innern von L.
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Ferner sei

G: %, = T(t), eZtZ P, kb=1,2,...,n,
eine zweite ebenfalls fiir das Intervall [ef] definierte Losung von
(20), welche ganz in [6] liegt. Dann folgt aus der Stetigkeit der
Funktionen f/, daB im Bereich [¢] die Lipschitz'sche Bedingung
erfiillt ist.!) Wir diirfen also auf die beiden Lésungen € und € die
Peano'sche Ungleichung (26) anwenden.

Hieraus folgt sofort: Wenn die beiden Lésungen € und € sich
in einem Punkt schneiden, d. h. wenn es einen dem Intervall [«f]
angehorigen Wert #, gibt, fiir welchen

n(t) =mlt), Fk=1,2,...,n,

7, (t)=x,(t) im ganzen Intervall [«f].

s0 ist

Wir kénunen aber die Voraussetzungen dieses Satzes noch ab-
schwiichen: Wir wollen von der zweiten Losung € nicht mehr vor-
aussetzen, daB sie in der Nachbarschaft [¢] liegt, sondern nur, daf
sie im Innern von € liegt und daB sie mit der ersten Losung €
einen Punkt f, gemein hat. Daraus folgt wegen der Stetigkeit der
Funktionen #,(f) und 7,(f), daB wir ein den Punkt #, enthaltendes
Teilintervall [¢'#"] von [«¢f] angeben konnen, so daB

Bl —a0)| e (27)

2t
_ Sel ¢ = « die untere Grenze fiir die Werte von # und g'= g
die obere Grenze fiir die Werte von #’, fiir welche dies stattfindet.
Dann gilt (27) zunichst fiir

« <t<p,
und wegen der Stetigkeit von z,(f) und Z,(¢), auch noch fir { = &"
und £ = g

Fiir das Intervall [¢'8"] kénnen wir also den obigen Satz an-
wenden, und es ist daher

5,({t) ==z(t), in [«f],

7

fiir

also inshesondere auch fiir { = ¢ und ¢ =3
Y Vgl z. B. Buss, loc. cit., p. 50, FuBnote. Man kann fiir K jede Grifie

wihlen, die grifer ist als der groBte der Maximalwerte der Funktionen |f?| im

Bereich [o]. '
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Wiire nun « > «, so wiirde, wegen 7,(¢') — z,(¢') = 0, die Un-
gleichung (27) auch noch in einem Intervall [« — 0, ¢| gelten und
« wire nicht die untere Grenze der #; es muB also ¢’ = & sein, und
ebenso f'= . Wir haben also den Satz gewonnen:

Fs seien:
G: xk':xk(t)! “%fzﬁ
¢: %, = Z,(1), aZtZf

zwet fiir dasselbe Intervall [«f] definierte Losungen des Systems (20),
welche

1. ganz im Innern von CU liegen

2. einen Punlt gemeinsam haben:

7 (ty) = z, (L) , k=1,2...,n,
«Zty < B
alsdann sind beide Lisungen im ganzen Intervall [«p] identisch:
B =20, t=12,...,n, fir «aZt348.

d) Fortsetzung des durch den Punkt 4 gehenden Elementes'):

Wir kehren jetzt wieder zu der in a) betrachteten, durch den
Punkt 4 (r,§,...,&,) gehenden Lisung (22) zuriick, welche zu-
niichst nur fiir das Intervall: |# — 7| = I definiert war. Wir kénnen
dieselbe auf folgende Weise iiber ihren urspriinglichen Definitions-
bereich hinaus fortsetzen: Wir setzen 7 4 [ =p3,; da der Punkt
@ (B, 2By, - . ., x,(B)) wegen der Ungleichung (23) im Innern des
Bereiches €L liegt, so kionnen wir nach a) eine in einem gewissen
Intervall: [ — B, = I, definierte Losung von (20) konstruieren, welche
durch den Punkt @, hindurchgeht und ganz im Innern des Bereiches
CX liegt. In dem den beiden Intervallen: ¢t —z| =1 und ¢—f, =1,
gemeinsamen Bereich miissen daher nach c¢) beide Liosungen identisch
sein, da sie beide durch den Punkt ¢, gehen. Der Definitions-
bereich der zweiten Lidsung reicht aber um das Stiick [f;, f, + /]
iiber den der ersten hinaus. Wir nennen daher die zweite Losung
eine , Fortsetzung” der ersten, und bezeichnen sie durch dieselben
Buchstaben: #, = #,(¢). Diesen ProzeB konnen wir nun beliebig oft
wiederholen, indem wir weitere Elemente mit den Mittelpunkten

) Vgl. v. Escuericn, Wiener Berichte, Bd. CVII, Abt. Ila (1898), p. 12,
und Buss, L. ¢ p. 52
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ﬁ2=ﬁ1+1u ﬁs=ﬁs+l:’;--

hinzufiigen. Andererseits kimnen wir eine analoge Reihe von Fort-
setzungen nach der negativen Seite hin bilden mit den Mittelpunkten

’ ’
o, =z—1, o = o — 1, o=ty — Uy, ...

Da die Groflen g, mit » wachsen, so ndhern sie sich fiir » = co
einer bestimmten Grenze 8,, die endlich oder + oo sein kann;
ebenso nithern sich die «, einer Grenze «,, welche endlich oder — oo
sein kann.

Wir erhalten daher durch den angegebenen ProzeB eine durch
den Punkt 4 gehende Losung €,, welche fiir das offene Intervall

v, <t<p,

definiert ist, und im Innern des Bereiches €U liegt.

Nach Briss gilt der Satz:

Wenn bei Anniherung der Variabeln ¢ an den Wert «, (resp.
B,) der entsprechende Punkt der Kurve € sich einer bestimmten
endlichen Grenzlage P, (resp. ¢,) ndhert'), so muB der Punkt P,
(resp. @,) auf der Begrenzung des Bereiches € liegen.

Hieraus folgt: Ist

€, &y = ‘%k(t): LIt T

irgend eine ganz im Innern von €L gelegene Losung des Systems
(20), und ist A(z, &, &, ..., E,) irgend ein Punkt von €, so ist

o, <7 ﬁA>72

und € ist ein Stiick der Kurve €.

Hieran kniipfen wir noch folgende prinzipiell wichtige Be-
merkung:

Die bei dem FortsetzungsprozeB gebrauchten GriBen [, 1,17, ...
sind innerhalb gewisser Grenzen willkiirlich. Mit Hilfe des eben an-
gegebenen Satzes 1iBt sich jedoch leicht zeigen, dab die Grenzwerte
«,und B , sowie die Kurve &, von der Wahl dieser Grifen un-

4
abhiingig und somit durch den Punkt A eindeutig bestimmt sind.

) Dies tritt nach Briss (loe. cit. p. 52) stets ein, wenn €U beschriinkt
und abgeschlossen ist.
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§ 24. Abhiingigkeit der Lésung eines Systems von gewdhnlichen
Differentialgleichungen von den Anfangswerten und verwandte
Fragen.

Wir geben in diesem Paragraphen zuniichst ein Referat iiber die
wichtigsten Sitze iiber die Abhingigkeit der Losung eines Systems
von gewohnlichen Differentialgleichungen von den Anfangswerten und
entwickeln dann einige sich daran anschlieBende Sitze, die fiir die
Variationsrechnung von besonderer Wichtigkeit sind.

a) Abhingigkeit der Losung von den Anfangswerten:!)

Die durch einen Punkt A(r, £, &,...,&,) im Innern von &
gehende Lisung

G .:

A

2, = z,(t), o, <t<B,

hiingt von der Lage des Punktes A ab, d. h. #,(f) ist eine Funktion
nicht nur von #, sondern auch von z,§,§&,,...,£,; wir bezeichnen
dieselbe mit ¢, (¢; 7, &, &, ..., §,) und schreiben unsere Lisung:

€,: =t 7,8y &, -0 §), w, <t<B,. (28)

Die Funktionen ¢, besitzen die folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktionen ¢, sind eindeutige und stetige Funktionen ihrer
i+ 2 Argumente in dem Bereich

B A(r,&,...,¢) im Innern von €L, w, <t<p,,

und der Punkt: (¢, ¢, ...,¢,) liegt im Innern des Bereiches &,
wenn der Punkt (#; 7, £,...,€) in B liegt.

2. Sie geniigen den Anfangsbedingungen
Pt 0 6y B =6 (29)

identisch fiir jedes (7, §,...,£,) im Innern von CEL.

1 Vgl. Nicorerri, Ace. R. dei Lincei, 1895, p. 316; Picarp, in Darbouz's
Théorie des surfaces, Bd. IV (1896), p. 863; Bexpixson, Bull. Soc. Math.
de France, Bd. XXIV (1896), p. 220; Pravo, Atti di Torino, Bd. XXXIII
(1897), p. 9; v. Escuerica, Wiener Berichte, Bd. CVIL, Abt. Ila (1898),
p. 1198, und Bd. CVIII (1899), p. 622; Pamvevet, Bull. Soe, Math. de France,
Bd. 27 (1899), p. 152; Buiss, loc. cit, p. 55,
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3. Die partiellen Ableitungen
dp,  C B?k 32:}. e, g, - ot
Tt fr? §E 9tor  ovet’ otoE, 9L ot
(t=1,2,...,n)

existicren und sind sfetig im Bereich B.
4. Jedes der n + 1 Funktionensysteme

09, 09 0,

31 ’ 3“ 3 e =F BT ’

cp 09y o . g :

a—f, FE Gg"-, s=1,2,...,n,
(] ’

ist eine Losung des Systems linearer homogener Differentialgleichungen:

,” Z‘fk (t’ Py Pay - - -y tp,,)ﬁ;, U‘": 1} 2; Ly n) (30)

i=1

mit den Anfangswerten

o9y (= . 1, wemn i=1F

7k | {0, wenn ik &4
dg, [t=7 .
3_‘:' - "—f.k(f, £y gss : "'En)? (32)

woraus folgt
o, op
5 —— @bt bl e (33)

5. Die Funktionaldeterminante

wl‘q)Z"" ‘lpﬁ) a(p'{ ‘

sln bbb =g g g =g BE- LB an

ist im ganzen Bereiche ® von Null verschieden.')

') Ist das System von linearen Differentialgleichungen gegeben:

dz =
X .
d_t=_2qk'-zi‘ kel 2 ... 0,

wo die ¢, Funktionen von ¢ sind, die in einem Intervall [¢,¢] stetig sind,
und sind:

o, 2, ... 27, J=12 ...,mn,



§ 24. Abhingigkeit der Losung von den Anfangswerten. 117

Wir kniipfen hieran noch die folgende Bemerkung: Die
Gleichungen (28) stellen, wenn man den GroBen (7, &, ..., §,) alle
moglichen Wertsysteme im Innern von €L gibt, alle im quem von
€U gelegenen Lisungen des Systems (20) dar, aber jede Lisung wn-
endlich oft. Denn ist A irgend ein Punkt der Kurve €, so ist die
Kurve €5 nach § 23,¢) und d) mit €, identisch. Um alle ver-
schiedenen Losungen zu erhalten, ist es daher nicht notig, den Grifen
(v, &,...,§,) alle angegebenen Wertsysteme beizulegen; es geniigt
vielmehr, wenn man dem v einen festen numerischen Wert') beilegt,
und blof die Grofen §,&,..., & variteren l@Bt. Ist nimlich
A% E° ..., E?) ein Punkt im Innern von € und 4, (¢}, £, ..., 1)
irgend ein Punkt in hinreichender Nihe von A4, so kann man stets
die GroBen £, &,,..., & so bestimmen, daB die Losung

=@t 7% 6, .., 8D, k=12 ...,n,

in welcher ¢ den Wert ¢° hat, durch den Punkt 4, geht.
Man hat dazu das System von n Gleichungen

‘Pk(rl; tﬂ; Eu Ez; ceey g,‘) = 'Ekl. = 1, 2, —

nach &, ...,& =zu losen. Das ist aber nach dem Satz iiber implizite
Funktionen (§ 22, e)) stets moglich; denn fiir

irgend » Ldsungen, so hat die Determinante
A=|zJ|, =18 e b
nach Jacosr (Werke, Bd. IV, p. 403) den Wert

¢
ﬁ‘hl t Qo tc o Qpp) At
A= Cﬂtﬂ .) (34]

wo O eine Konstante ist. Da die Funktionen g, stetig sind in [f,#,], so folgt
hieraus: Es ist entweder A =0 im ganzen Intervall [f ¢, ], wenn nimlich C'= 0,
oder aber A==0 im ganzen Intervall [¢,¢ ], wenn niimlich C==0. Im ersten
Fall sind die Losungen linear abhiingig, im zweiten Fall unabhiingig.
Wendet man diesen Satz auf das System (30) an, und beachtet, daB
wegen (31)
Az, &, ...;8)=1

fiir jedes (r, &, ..., &,) im Innern von CL, so folgt der Satz Nr. 5 unmittelbar.
1 Ob ein fester Wert von r geniigt, um alle partikuliren Losungen zu
erhalten, hiingt freilich von der Gestalt des Bereiches @ ab. Im allgemeinen
wird es nitig sein, den Bereich Gl in verschiedene Teilbereiche zu zerlegen,
und fiir jeden derselben dem r einen bestimmten konstanten Wert zu geben.
Bolza, Variationsrechnung, 12
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=l =80 B =g B =8

werden die Gleichungen befriedigt durch das Wertsystem:
E=8%5=§%..,8= Enﬂ'

Und die Funktionaldeterminante A(z% 2% £° ..., £7°) ist &= 0.

In diesem Sinn stellen die Gleichungen (28), wenn man dem =
einen festen Wert erteilt und die Groflen &, &,,...,E, als variable
Integrationskonstanten betrachtet, das allgemeine Integral des Differential-
gleichungssystems (20) dar.

Statt dessen kann man aber auch ebensogut einer der Gréfen E
einen festen Wert erteilen, z. B. §, = £° setzen, und als unabhingige
Parameter der allgemeinen Losung die GroBen v;&,...,&_1, &, ..., &,
betrachten, wenn nur die Bedingung

f:{(to’ Elyeia gno) =+ 0
erfiillt ist.

Denn mit Hilfe der Gleichung (33) ‘kann man die Funktional-
determinante A nach elementaren Determinantensitzen auf die Form
bringen

b : — 9@ s _tir %)
_A(t: T, Ei; ey gn)fj(t: El? ey gn) _ a(gn R gi-—i‘ T, €j+l’ . 5") (35)
Wenn daher die obige Ungleichung erfiillt ist, so kann man die

vorige SchluBweise ohne weiteres auf den Fall anwenden, wo man
£, = & setzt und die GroBen =, &,...,&_,, &, ..., &, variiert.

Zusatz I'): Macht man die stirkere Voraussetzung, dab die simt-
lichen partiellen Ableitungen der Funktionen f; his zur »n — 1tn
Ordnung (inkl) im Bereich €L existieren und stetig sind, und ebenso
simtliche partielle Ableitungen bis zur »'" Ordnung mit Ausnahme
der n'** Ableitungen nach ¢ allein, so sind die Funktionen ¢, von
der Klasse (') im Bereich B.

Zusatz 11%): Sind die Funktionen f; analytische Funktionen der
Variabeln ¢, «;,...,2, und regulir an der Stelle 7,,£° ..., E° so
sind auch die Funktionen ¢, (#; 7, &, ..., %,) analytische Funktionen
ihrer # + 2 Argumente und regulir an der Stelle

t=to,'r*—"‘ro,§1=§10,-..,§ﬂ=§”°.

" ‘Vgl. Buss, loc. cit., p. 67. ?) Vel. Encyklopidie, 11 A, p. 202,
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b) Einbettung einer partikuléren Losung in eine #-fach un-
endliche Schar von Losungen:

Wir beweisen jetzt noch den folgenden fiir unsere Zwecke be-
sonders wichtigen Satz:?) :
Es sei
S, z=2,0), L4ZIZ4h, k=1,2,...,n

eine Losung des Systems (20), welche ganz im Innern des Be-
reiches CL liegt.

Ferner sei v, irgend ein spezieller Wert von t im Intervall [t t,]
und es werde: #,(v,) = E° gesetet.

Alsdann laft sich eine positive Grifie d angeben, derart daf fiir
jedes den Ungleichungen

v—1|2d, E—ETd, k=12..,n (36)
geniigende Wertsystem 1, &, .. ., &, die Lisuny
=gl 5 &, u&), k=12...n (28)

des Systems (20) im ganzen Intervall [t t,] existiert, von der
Klasse C' ist und tiberdies ganz im Innern des Bereiches CL liegt.
Fiir v =1y, & = §° ..., =£E" fallt die Lisung (28) mit G,
Zusammen :
Pet; Toy 5% - 8O = &i(8) in [f 1]

Zum Beweis wiihlen wir zuniichst eine positive Grife ¢ so klein,
daB die geschlossene Nachbarschaft [6] des Bogens €, d. h. der
Bereich

[6]: ty ?t??’z; xk_;?k(t)lzdy k=1,2,...,n,

ebenfalls noch ganz im Innern von €L liegt, was nach § 21, a) stets
moglich ist. In diesem Bereich [¢] sind die Funktionen f, stetig
und geniigen der Lipschitz’schen Bedingung (24) mit einem ge-
wissen Wert der Konstanten K letzteres beweist man mit Hilfe des
Mittelwertsatzes angewandt auf die Differenzen

f‘k{'f, -'351‘, vy mn’) - ﬁ.:(ta wl”} veey .’L‘"") J

) Einen analogen Satz fiir analytische Differentialgleichungen gibt Kxuser,
Lehrbuch, § 27. Fiir nicht-analytische Differentialgleichungen ist der Satz aunf
anderem Wege zuerst bewiesen worden von Lusx, Dissertation (Chicago, 1904).
Fiir den hier gegebenen Beweis vgl. Borza, Transactions of the American
Mathematical Society, Bd. VII (1906), p. 464.

12*



180 Viertes Kapitel. Hilfssitze iiber reelle Funktionen reeller Variabeln.

Wir ordnen nunmehr jedem Punkt ¢, z,, 7,,. .., z, des Bereiches
LS, —o<n <+ oo, k=1,2,..,n (37)
einen Punkt £, 7, #,,...,Z, von [¢] zu mittels der Definition
%, wenn: #(t) — 6 Z 4, = z,(f) + 6,
T =1%,)+0, wemn: z,>i()+a,
#,(f) —e6, wemn: z,<u,(f)—a,

und definieren dann die Funktionen f,(¢, z,, ..., #,) fir den Bereich
(37) durch die Gleichungen®)

fills @y - oy 8 = £l By - - -, B).
Die Funktionen f, haben folgende Eigenschaften:
A) Sie sind stetig im Bereich (37); denn man findet
f;c(t +hya + by, + kn) _f;(t: Lyy ooy By) =
=fl+h 3+ k.. o+ k) — (5, ..., 2,),

wobei fiir hinreichend kleine Werte von |4 und [k, , ..., k,|entweder
k, =k, oder k, = x,(t + h) — z(%).

1 Der Leser mag den Beweis zundchst fir den Fall » =1 durchfiihren,
wobei man sich der folgenden geometrischen Deutung bedienen kann: Sind ¢, 2
rechtwinklige Koordinaten in einer ¢, z-Ebene und y eine dritte Ordinate senk-

recht zur £, 2-Ebene, so kénnen wir die Fliche:

th y=1[t2 (88)
1
Ly folgendermaBen aus der Fliche
/‘f_—_" . y=Ft, @) (39)
N /’__‘__4‘_‘ ableiten: Wir schneiden aus der Fliche (39)
T G PAP, dasjenige Stiick X heraus, dessen Projektion
: | auf die ¢, z-Ebene der Bereich [6] ist. Von
I ,‘-——-”’__"}"5_’—_' jedem Punkt desjenigen Randes von X, dessen
i P, Projektion die Kurve
i 1, - t, ! m=3°"k‘t/."‘!'ﬁa tl?"?*ﬁ
Pig. 0. ist, ziehen wir eine Gerade parallel zur

x-Achse in positiver Richtung ins Unendliche.

Ebenso ziehen wir von jedem Punkt des
gegeniiberliegenden Randes von X eine Gerade parallel der z-Achse in nega-
tiver Richtung ins Unendliche. Die beiden so konstruierten Zylinderflichen zu-
sammen mit dem Stiick X bilden dann die Fldche (38).
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B) Sie geniigen in demselben Bereich der Lipschitz’schen Be-
dingung; denn

'f;(t: ‘1‘1’7 ininy mu, . f:!(t) mluy iviiey .’L‘,," | ==
=it %, ., 8) - AE 5., 2" < K2 & — x|

und

& = %" | ]2 — ="
C) Sie sind endlich im Bereich (37); denn ist (¢ der griBte der
Maximalwerte der Funktionen |f,| in [6], so ist

‘ ity 2) | 26 (40)
in (37).

Hieraus folgt aber: Ist £, =724, und ist £,..., &, ein ganz
beliebiges Wertsystem, so besitzt das System von Differential-
gleichungen

d;, =
3 = oy h2), k=1,2,..,n, (41)
eine und nur eine Lisung

Fult; T, 8- e s B, (42)

welche durch den Punkt A(r,£,...,§,) hindurchgeht, und diese
Lisung existiert im ganzen Intervall [t t,].

Denn ist & eine beliebige positive GriBe, so sind die Funk-
tionen f, stetig und geniigen der Lipschitz'schen Bedingung in
dem Bereich

AT o, —E |0, k=1,2.

Bezeichnet daher M den griften der Maximalwerte der Funktionen
f.| in diesem Bereich, und I die kleinere der heiden GroBen # — 7,
b/M, so existiert die durch den Punkt 4 gehende Lisung (42) nach
Caucay?!) mindestens im Intervall: +Z¢=Z 741 Nun ist aber
M= G; wihlt man daher: b > (f, — )G, so ist b/ M >, —  und
daher | =17, — r. Die Losung (42) existiert also mindestens im Inter-
vall [v#,]. Ganz in derselben Weise zeigt man, daB sie auch im
Intervall [¢ 7] existiert und somit auch im ganzen Intervall [# 4,].

Ist ferner 7., £,° ..., irgend ein zweiter Punkt des Bereiches
(37), so gilt nach § 23, b) die Peano’sche Ungleichung (26) und

) Vgl. z. B. Goursar, Cours d’Analyse, Bd. II, pp. 369, 377,
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daher ist a fortiori fiir jedes ¢ in [#, ¢,]:
L @u(ts 7, 8- - E) — Dult; 70, % - -, £ |

= g% 2 Pu(To; T &y -+ 5 &) — Pul(mo; Ty 5% -, £9) ]

Nun?) ist aber einerseits nach (29)
‘iii(z; T, gl: . .3 gn) - 5’:‘(703 Tos §1Ot wiiey Eno) == gi - Eioy
und andererseits

o CHE P TR £) — 935(‘50; Tybgyee ey b)) =

‘1.1 ” S .
jcﬁ @ll; &, &yye <y 8, ) dE =ﬁi(t; Py oy P,) AL,
To T .
also nach (40)
1Pi(75 7, 815 5 &) — BilTo; Ty 61y - - 1, B S G T —75].

Da iiberdies: |f—1, Z ¢, — ¢, so erhilt man schlieBlich die Un-
gleichung .
q’t@; L3 517 £12 % E-n) - Q‘Jk(t; To, Elo’ T £y gno)i

comnnlndemn + G-t @
Hieraus folgt: Wenn d die kleinere der beiden GriBen
o= K=t e=nK(ty=h)
T anG ! an

bedeutet, und wir wiihlen
lt—5, 2 d, [E—E% L, k=1,2,...,n, (44)

Pelt; 760 o 8) — Pl 70, E% .. 580 <0 (45)
fiir jedes ¢ in [#,4,].

Nun folgt aber weiter aus der Definition der Funktionen f}.; daB
jede Losung des Systems (41), welche ganz in [6] liegt, zugleich dem
System (20) geniigt und umgekehrt. Hieraus ergibt sich zuniichst,
daB die Losung

€, Ty = ik(t)t Lt
von (20) zugleich dem System (41) geniigt.

so ist

%) Fiir die folgende Umformung vgl. Buiss, loc. cit. p. 62.
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Wihlen wir daher den Punkt (7, £° ..., £°) inshesondere auf
der Kurve €, so daB also

£ = 2y(z,), (46)
so gilt nach § 23, ¢) und d) die Doppelidentitiit

(%) = it 0s &% -+ 0 ) = Gu(ls 70, & -+ 1 B2).
Zugleich sagt alsdann die Ungleichung (45) aus, daB unter der Voraus-
setzung (44) die Losung (42) von (41) ganz in [6] liegt. Daher muB
dieselbe nach der eben gemachten Bemerkung auch dem System (20)
geniigen, und da sie durch den Punkt (7, &, ..., §) geht, so ist sie
mit der durch das Symbol

= (v, 8, E) (28)

definierten Losung von (20) identisch. Somit existiert auch die
letztere mindestens im ganzen Intervall [£,4,], vorausgesetzt daB die
Ungleichungen (44) erfiillt sind. Damit ist aber unser Satz bewiesen.

Zusatz: Die Losung (28) existiert sogar sicher noch in einem
etwas weiteren Intervall. Denn da die Losung €, ganz im Innern
des Bereiches € liegen sollte, so lifit sie sich nach § 23, d) auf
ein etwas weiteres Intervall

h—elt<llh+e

fortsetzen, wo e, ¢, zwei hinreichend kleine positive Griofen sind.
Und nun kann man in dem vorangegangenen Beweis das Intervall
[t, —e, &+ 6] fir das Intervall [f ] substituieren und erhilt das
Resultat, daB die Losung (28) fiir jedes den Bedingungen (44) ge-
niigende Wertsystem =, &, &, ..., £, auch noch in dem weiteren
Intervall [¢, —e,, {, +¢,] existiert, wobei wir noch besonders hervor-
heben, daB ¢, e, von 7, £, ..., £ unabhingig sind.
Wiihlt man insbesondere v = 7, und setzt

t; 10, £y - o ) =085 &y - 5 &) (47)
so stellen die Gleichungen
=0t & 8)
eine n-fach unendliche Schar von Liosungen (das sogenannte allge-

meine Integral®) des Systems (20) dar, welche die gegebene Ldsung
@, enthillt, nimlich fir § =£° ..., =£° Die Funktionen

o9, €9 079 - 74y
Ier Gt + G otok a0t
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existjeren und sind stetig im Bereich
t1_31?t?t2+esn gk_gko ?d: ]"=1:2:---y”; (48}
und die Funktionaldeterminante
(%> 915+ 9n)
Ok Bar k)
ist im Bereich (48) von Null verschieden.

¢) Anwendung der allgemeinen Existenztheoreme auf die Theorie
der Extremalen:

Wir fithren zunichst die Euler’sche Differentialgleichung
. d - . Y "o
f_rf—dmfy’zfy——fy'.r_yfy’y_yfy'y’=0 (49)
auf ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zu-
riick, indem wir sie in der Form schreiben:

dy _ .
dz

) . 50)
G Ll ) (
tli = yf ygEH(x}y:y)

vy
Nach unseren Voraussetzungen iiber die Funktion f(z,y, ') (vgl
§ 3,a)) sind die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen von der
Klasse (" in dem durch die Bedingungen

(x‘.' ,U) iIl a; — o0 < y' < + m‘? fy‘,ﬂ'(x? 1? y,) =i= 0
charakterisierten Bereich € im Gebiet der Variabeln z,y, y.
Aus § 23, a) und c¢) folgt daher:
Ist Py(zy, y,) irgend ein Punkt im Innern von R und y, = tg 8,
das Gefille irgend einer durch den Punkt P, gehenden, nicht mit der
y-Achse parallelen Richtung, fiir welche die Ungleichung

f;f'_ff’(xo’ y{)} yo’) =!= O (51)

erfillt ist, so lipt sich durch den Punkt P, in der Richtung 6, eine
wnd nur eine Extremale von der Klasse C° zichen.

Wir haben schon frither (§ 19, b)) ein Problem der Variations-
rechnung von dem in den drei ersten Kapiteln betrachteten Typus
reguldr genannt, falls die Ungleichung

fyw (@, ¥, D) +0 (52)

fiir jeden Punkt des Bereiches R und fiir jeden endlichen Wert von p
erfiillt ist. Bei einem reguliren Problem kann man also von jedem
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Punkt im Innern des Bereiches R nach jeder Richtung, die nicht
mit der y-Achse parallel ist, eine und nur eine Extremale ziehen.
Aus dem Satz von § 24, b) Ende folgt ferner:
Ist

€,: .9=yu(x): 5 2 T,

irgend ein ganz im Innern von R gelegener Extremalenbogen der
Klasse (', fiir welchen die Bedingung

fyy(@ §@), ¥ (@) + 0 in [2,2,] (b3)

erfiillt ist, so ldBt sich derselbe in eine doppelt unendliche Schar von
Extremalen
Y= g(x, o, ﬁ\’

weinbetten”, welche den gegebenen Bogen €, enthilt, und welche die
in § 12, b) aufgezithlten Eigenschaften besitzt, wobei noch zu bemerken
ist, daB die dort behauptete Existenz und Stetigkeit von g daraus
folgt, daB nicht nur die partiellen Ableitungen H, und H, sondern
auch, — und dies geht iiber die Voraussetzungen der allgemeinen
Theorie hinaus —, H, existiert und stetig ist in &.

Die linearen Differentialgleichungen (30) reduzieren sich auf die
Jacobi'sche Differentialgleichung.

d) Ausdehnung des Einbettungssatzes auf ein System von Dif-
ferentialgleichungen, das nicht in der Normalform gegeben ist:
Es sei das System von n Ditferentialgleichungen gegeben
Foty 2, @4y -0 2y @, 89,55 2,) =0 (54)
(k=1,2,...,%),

wobei die Funktionen ¥ in einem Bereiche B des t, »,, ..., z,, @/, ..., z,-
-Raumes von der Klasse (' sind. Ferner sei
. P e g
&, =2, E=1,2,...,%,

eine Losung des Systems (54) von folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktionen #.(f) sind von der Klasse (" in einem Inter-
vall [#t,].

2. Fiir jedes ¢ im Intervall [#4,] liegt das Wertsystem

b @ ()., 2,(0); 2,(0), ..., 2.(1)

im Innern des Bereiches .
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3. Setzt man in der Funktionaldeterminante

I By )
a(xl’u lea ey -'D;;)
B=a,(l), @ =), k=1,2,..,n,
so ist die so entstehende Funktion von ¢ von Null verschieden

i [44].

Alsdann gelten fiir die durch den Punkt (z,&,,..., £,) gehende
Lsung

n=t; 7, &, .. 5 5y b=1,2,...,m,

des Systems (54) dieselben Folgerungen, wie in § 24, b) fiir die
gleichbezeichnete Losung von (20).

Zum Beweis wenden wir auf das Gleichungssystem (54) den
erweiterten Satz iiber implizite Funktionen von § 22, e) an. Der dort
mit € bezeichneten Punktmenge entspricht hier die Menge:

G, : n=a,(t), @ =/, LWt by,
(k== 1,2,...,%8),

welche in der Tat nach A VII 1 beschriinkt und abgeschlossen ist
und ganz im Innern des Bereiches % liegt. Sind ferner

(b Biyve oy By Byyevony) und (E,2,...,%, & .. ., 8
zwei verschiedene Punkte von €, so muB notwendig f 4 ¢ sein, es
ist also dann auch allemal

(PR AR 2 (7% /TR z,);
somit ist auch Bedingung C) des Satzes erfiillt, und ebenso D) wegen
unserer dritten Voraussetzung.

Daher lassen sich die Gleichungen (54) im Sinne von § 22, e)
in der Umgebung der Punktmenge €, eindeutig nach =z/,...,z,’
auflosen:

xl.-l = fk(t: Hyyseiny wm): kF=1,2,...,n, (55
und die Funktionen £, sind in einer gewissen Umgebung € von G,
eindeutig definiert und von der Klasse C".

Nunmehr ergibt sich der Beweis unserer Behauptung, indem man

den unter b) bewiesenen Satz auf das Normalsystem (55) anwendet.

e) Anwendung auf Systeme von Differentialgleichungen, welche
konstante Parameter enthalten:

Es sei ein System von n Differentialgleichungen gegeben, welche
7 Parameter 4,,..., 4. enthalten:
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Fo(t; Typae By @y ooy 85 44y0. 0y 2,) =0 (56)
(k=1,2,...,n),

wobei die Funktionen F, nach simtlichen Argumenten in einem Be-
reich B von der Klasse € sind.

Fiir ein spezielles Wertsystem der 1, 1,= 1,° sei eine Lisung
von (56) bekannt:

o= (D), w12 .00

von folgenden Eigenschaften:

1. die Funktionen i,(¢) sind von der Klasse C' in [#¢,].

2. Fiir jedes ¢ in [#1,] liegt das Wertsystem

ty o= a(t); @ =2/ ()5 b=12,"
(h = 1,250 58 =18, . .uyith)

im Innern von B.
3. Setzt man in der Funktionaldeterminante

6(1’11L7'$ I“JJ)
a(‘xj,’; R 3’2"')
@, = x,(1), &l=5'(f), =12

so 1st die so entstehende Funktion von # von Null verschieden

in [t]. )
Endlich sei 7, irgend ein Wert von ¢ im Intervall [#4,] und

(%) = &
Alsdann gibt es eine L'c')sung von (56):
WGy Blpaaay By Aygos sphs)y Ko LT, coiyt [OT)
von folgender Beschaffenheit:
1. Die Funktionen G(#; gl, - §n, Ayy..., &) sind samt den Ab-
, 06, 8G, 96, PG, G,
ISRngen s o T, awg’ ata:

h—eZtlh+te, §E—§'Zd, [3,—20Z2d.

stetig in einem Bereich

2. Es ist
Gi(t; &%, 60 4% .. 40 = z(t) in [#6]. (58)
3. Fiir ¢ =1, ist
fiir alle: Gyt 1y oo By Ay b)) =8 (59)

Ek_gko éd: il,i—/lhof ?d-
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; Zum Beweis ist es nur notig zu bemerken, daf das System (56)

wegen der Konstanz der GrioBen 1, mit dem folgenden erweiterten

System

" Fk(t§ Lyge oy Ty, xl’,‘ * oy 'T’ali Tpg1y o x;;+r) = Ol
dx

3 =0 ]

mit den Anfangsbedingungen

Ty (7o) = 4;°

(H6a)

dquivalent ist.
Wendet man auf dies erweiterte System den unter d) gegebenen
Satz an und setzt

‘Pk(t; Tos El: vo 0y En; 11, vo k)= Gk(tg gir 5 5y ‘gn': Ayyoo oy lr)?

s0 haben die Funktionen G, die oben ausgesprochenen Eigenschaften.
Einen fiir Anwendungen wichtigen Zusatz erhilt man, wenn man
speziell &, = £° setzt.
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