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{’bungsaufgaben zu den drei ersten Kapiteln.

(Schwierigere Aufgaben sind durch einen Stern gekennzeichnet.)

1, Obere und untere Grenze, resp. absolutes Maximum und Minimum der
folgenden Funktionen fiir die angegebenen Intervalle zu bestimmen (§ 2):

a) s(z) =2 {Einm_ sin2z  sm3z sindx }

2 3 4
. in [0, x], in [—=, +=], in —co<lal 400,

b) ;%@ in [--‘Jlf, __%]1 in [_ﬂ’ +ﬂ:]! in ['—W, 0]'

¢) f 319537):1: in [0,1].
1]
d) 8x' — 162+ 182* 42 in [—1, 4].

Die notwendigen und die hinreichenden Bedingungen fiir ein starkes,
respektive schwaches, Extremum des Integrals

Ty
J= f}'(w. y,y)dx
T

fiir die folgenden Funktionen f aufzustellen, sowie die Konstantenbestimmung
und die Konstruktion von Extremalenfeldern zu diskutieren:

2. f=ay®—3yy*.
8. f=1@"—y".
(A, MAaver).
4 f=ay*+2byy +cy*
a, b, ¢ konstant,
5. f=Vy Vity®, y>o.
6. f=yVi—y™,

y>o, |y
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(Wegen der Gefillbeschriinkung vgl. Beispiel VIII, p. 34; wegen der geo-
metrischen Deutung vgl. Nr. 35).

m

. | f=@+y Vity™
(Evrer, Erpmaxy.)

Andeutung: Fihre Polarkoordinaten ein. Spezielle Fiille

-m=—2,1, —‘},—3.
8. f= (x'z_'_lg)y'g.
(WeiERSTRASS.)
Die Koordinaten der Endpunkte seien: (— 1, a), (41, b).
Spezialfall:
1=0.
_ v .
9. f‘—iﬁ_ya z—y>0, y >0.
Extremalen: (cx+P)(ley+p+1=0.
Y (GuLpBERG.)
142y
10. ALl 0.
3y Y14y s
Extremalen: (x— e) 4 o2 = f2.
(StroMQUIST.)
1% f=yvVi+y®, y>o.

(Evrer.)
Wird die Funktion ¢(w) durch die Differentialgleichung: ¢" = r@2r—1 und
die Anfangsbedingungen: ¢(0)=1, ¢’(0)= 0 definiert, so sind die Extremalen

(auBer fir r=20):
x—
Yy=cop (Tﬂ) .

Diskutiere die Gestalt der Extremalen, wobei die Fille: r>1, 0<<r<1, r< 0
zu unterscheiden sind. Untersuche die Periodizitiitseigenschaften der Extremalen,
wenn 7 rational. Diskutiere die Konstantenbestimmung.

12%. f=yVi—y™, >0, |yI<1.
Ahnliche Resultate wie in der vorigen Aufgabe.

13. Das Hamilton’sche Prinzip!) auf die Bewegung eines materiellen
Punktes anzuwenden, welcher gezwungen ist, sich auf einer gegebenen Kurve:

r=¢@, y=v@, =10
zu bewegen, Anwendung auf das ebene Pendel.

1) Vgl. Kap. XI.
Bolza, Variationsrechnung. 10
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14. Dieselbe Aufgabe fiir den Fall, daB die gegebene Kurve sich nach
einem gegebenen Gesetz bewegt:

=091, y='¢(€, ), 2=y(q,1).

15. Alle Funktionen f(z, y, v") von der Form

f= L(.’L" y)y’z + “M(‘E! y)y’s -f_ N(a:‘ 3‘;‘)!}"

zu bestimmen, fiir welche die Extremalen Gerade sind (§ 6, c)).
Losung: )
L=Ye) M='—§'Y': .‘I?—I-Y“

1 v 9 ’
N=17, xuiyl z+Y,,

wobei Y,, ¥,, Y, drei willkiirliche ganze Funktionen von y allein sind, deren
Grad durch den Index angegeben wird.

15a. Dieselbe Aufgabe fiir

¢ L@, )+ M@, 9y + e yy*
a4y
Losung (fir n 40,1, 4): 7/ 2 + -7

L=ax-+40b, M=—m—1ay-+ec, N=nax-+d.

16* Alle Funktionen f(x, ¥, ¥") zu bestimmen, fiir welche die Extremalen
Kreise mit dem Mittelpunkt auf der x-Achse sind (§ 6, ©)).
(STroMQUIST.)

17. Alle Funktionen f(z, ¥, ¥) zu bestimmen, fiir welche ,transversal* mit
sorthogonal®* identisch ist.

Lésung:

f=G@, YV1iFy*.
(Heprick.)

18. Unter der Annahme, daf die Konstantenbestimmung bei gegebenen
Endpunkten P, und P, (wenigstens bei Beschrinkuug von P, und P, auf ge-
wisse Bereiche) eindeutig ist, ist das Integral J, genommen entlang der Ex-
tremale von P, nach P,, eine eindeutige Funktion der Koordinaten z,, y,; #,, ¥,
dieser Punkte, die wir mit J(xz,, y,; x,, y.) bezeichnen und das Exiremalen-
wtegral zwischen Py und P, nennen.

Das Extremalenintegral zu berechnen fiir

f=Vity™
f=y*
F=vya1—y®
f= q?j’i\ ‘
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19. Zu beweisen, daf die partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals
folgende Werte haben:

‘ ' e Ok i
5;; = —[f@, ¥ ) —wn fy’(xls Yy ¥, 3y1 =_fy'(‘v1! Yy Y1)

(78)
J 7 ’ . aJ ’
S&’- =L@ 920 927 = 92Ty (@ 92, )]s 5= Fy(@s 920 90,

wobei y,’, y," das Gefille der Extremale P, P, in P,, resp. P, bedeuten.
(Hamruron.)

20. Hinreichende Bedingungen fiir ein starkes Extremum des Integrals

J}Zﬂh y)dx

£

mittels der ersten und zweiten Variation abzuleiten, wenn beide Endpunkte auf
gegebenen Geraden x = x,, respektive =z, beweglich sind.

Lésung:
Andeutung: Benutze die Taylor'sche Formel mit Restglied.
Beispiele:
f=(6az—y*)y.
(Euvrer )
f=6ax—3a*—y*) 2ax —x*— dxy + ¥ .
(BuLer.)

21. Mit Hilfe der zweiten Variation z}{ beweisen, daf die Gerade P, P,

das Integral
T2
firas
L

zu einem starken Minimum macht. (Bromwicn.)

22, Mit Hilfe von Nr. 21 den folgenden Satz von Oscoop zu beweisen:
Es sei f(x) von der Klasse ¢’ im Intervall [ab] und es sei

a<lZb, uwad [f)—fl@)|=L>0. .
1
ff’(m)!dw>b—a
a

23. Enthalt f die Variable y nicht explizite, so kann man die Extremale €,
stete mit einem Feld umgeben. Daher ist hier die Bedingung II'v hinreichend
fiir ein starkes Extremum. (Osaoon.)

10*

Alsdann ist
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24, Fir die Aufgabe Nr. 2 die Transversalenschar zu dem von der Schar

paralleler Geraden
y=mx+a

gebildeten Feld zu bestimmen (§ 20, a)).

25. Fiir Beispiel X die Transversalenschar des aus dem Geradenbiischel durch
den Koordinatenanfang bestehenden Feldes zu bestimmen (§ 20, a)).

26, Fiir Beispiel VIII die Transversalenschar des auf p. 99 betrachteten
Feldes zu bestimmen (§ 20, a)).

Die folgenden Aufgaben Nr. 27 bis 32 sind singuliir, insofern bei ihnen
nicht alle in der allgemeinen Theorie gemachten Voraussetzungen erfiillt sind;
insbesondere verschwindet f,,,, im Integrationsintervall. Es soll besonders die
Extremalenschar durch den Punkt P, und ihre Enveloppe untersucht werden:

27 ¥, f=ay'4 1292,
(2, %)2(—1'—“1)' (a:,,y,)=(—|—1,+1),

(HiBERT.)

28*. =y costx, a:1<1<xz.
2

(ErDMANN.)
29% f=a*y*+ xy'?, &< U<y,
30%. f=axV1+y", 5<0<a.
81* f=y'*

(2, ¥,) =0, 0), (3, Ys) = (1, 0).

(HruperT.)

32+, f=x§y"
(@, yy) =(—1,—1), (@, Yo)=(+1, +1).
(HrusErT.)

33% Die Bedingungen (IV) und (V) fiir das Integral

J=f(’— +yy' + (0 —22)y"dx
1 +y7?

zu diskutieren, wobei y, =0, y, =0 sein soll (§ 18, d)).
Lésung: o -
% >0, Ty — < 2.

34* Dieselbe Aufgabe fiir

f[(y—l-l)-I-my + @y +1)y*lde
Vity™
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Lésung:
—1Zx e

Wenn 2, ——1, so muB iberdies x,< 4 sein.
Wenn @, =41, so muB iberdies x, > 1 sein.

Gewisse isoperimetrische Aufgaben mit variabeln Endpunkten lassen
sich mittels eines schon von EuvLer angewandten Kunstgriffes auf Aufgaben
ohne Nebenbedingungen und mit festen Endpunkten reduzieren. Dieser Art ist
die folgende Aufgabe:

35. Unter allen Kurven von gegebener Linge j, welche vom Koordinaten-
anfang P, (0, 0) durch die obere Halbebene (y>>0) nach einem nicht vor-
geschriebenen Punkt P,(z,, 0) der positiven ax-Achse gezogen werden konnen,
diejenige zu bestimmen, welche mit der x-Achse den griBten Fliicheninhalt
einschlieBt.

Der Euler'sche Kunstgriff besteht hier darin, daB man auof allen zulissigen
Kurven die Bogenliinge s, gemessen vom Punkt P, bis zu dem variabeln Punkt
P als unabhiingige Variable einfiihrt, die
zulissigen Kurven also schreibt P c

c=2(), yY=y@). /_\

Der Punkt P(z, y) beschreibt dann die
Kurve von P, bis zum Endpunkt P,
wenn s von 0 his I wichst:

0 ? s ? i
Da s die Bogenliinge bedeutet, miissen die Funktionen z(s), y(s) der Differential-

gleichung gentigen
it yi=1. (76)

Hiernach formulieren wir jetzt die Aufgabe folgendermaBen analytisch:
Unter allen Funktionenpaaren x(s), y(s) von der Klasse (’, welche der
Differentialgleichung (76) und iiberdies den Bedingungen

£(0)=0, y0)=0; zO>0, y@=0,
yO>0 fir 0<s<l, 2S0Y

geniigen, diejenige zu bestimm;,n, welche das Integral

!
= ﬁm’ds
0
zu einem Maximum macht.
Wir haben also ein Variationsproblem mit zwei unbekannten Funktionen
und einer Differentialgleichung als Nebenbedingung, also ein Problem derart,

) Es laBt sich zeigen, daB dies keine Beschriinkung der Allgemeinheit
involviert.
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wie sie schon in § 1 erwithnt worden sind. In unserem Fall ergibt sich aber
aus der speziellen Form des Integranden, daB sich die Aufgabe auf den ein-
fachsten Fall ohne Nebenbedingungen reduzieren lift. Wir kionnen nimlich
# mittels (76) eliminieren und erhalten dann folgende, mit der vorigen fqui-
valente Aufgabe: Unter allen Funktionen der Klasse C”

y=y@, 0Isll,
welche den Anfangsbedingungen
y(0) =0, yH=0
y(E >0 fir 0<s<!
und der Gefillbeschrinkung?)

der Gebietseinschriinkung

geniigen, diejenige zu bestimmen, welche das Integral

2\
_f V1— d—y- ds

zu einem Maximum macht. Dies ist ein Problem vom einfachsten Typus ohne
Nebenbedingungen. #)

Nachdem man das Problem in der s, y- -Ebene gelost hat, berechnet man
die Funktion x(s) mittels (76) und kehrt so schlieBlich zur z, y- Ebene zuriick.
Als Lisung erhiilt man einen Halbkreis in der x, y-Ebene.

Die folgenden Aufgaben sind mit derselben Methode zu lésen. Bei der
Anwendung derselben hat man jedoch die grifite Vorsicht zu beobachten, weil
beim Ubergang von der urspriinglichen z, y-Ebene in die neue Ebene hiiufig
die eigentiimlichsten Beschrinkungen der zuliissigen Kurven eingefiihrt werden.

36* Unter allen Kurven, die in der oberen Halbebene (y >> 0) von einem
gegebenen Punkt P, nach einem nicht vorgeschriebenen Punkt P, der Geraden
y =y, gezogen werden kinnen, und welche zusammen mit den Ordinaten der
Punkte P,, P, und dem dazwischenliegenden Segment M, M, der z-Achse einen
gegebenen Flicheninhalt A einschlieBen, diejenige zu bestimmen, welche die
kleinste Liinge hat. (EvrEr.)

1) Vgl. wegen derselben p. 34.

® Es ist hier ganz wesentlich, daf die Abszisse @, nicht gegeben ist.
Denn wiire , gegeben, so wiire nunmehr noch die Bedingung hinzuzufiigen,

1
]ﬁ';j""\ ds =,
0

und man hiitte wieder ein isoperimetrisches Problem.
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Andeutung: Fihre als unabhiingige Variable den Fliicheninhalt
M, MPP, M, ein (siehe Fig. 28).

Ltsung: Ein Kreishogen mit P
dem Mittelpunkt auf der a-Achse. "

37%. Es sind zwei vom Koor-
dinatenanfang O ausgehende Geraden
O M und O N gegeben und auf O M ein
Punkt P,. Unter allen Kurven, welche
von P, nach der Geraden ON gezogen
werden kionnen, und welche mit den
beiden Geraden einen Sektor von ge-
gebenem Fliicheninhalt einschlieBen, u, M 4
die Kurve kleinster Liinge zu be- Fig. 28.
stimmen. (Evier.)

7 -

[l
1
1
I
|
|
]
1
]
I
|
i
I
I}
1
[
I
]
L

38*% Analoge Aufgabe, wenn der End-
punkt P, statt auf der Geraden ON auf
einem gegebenen Kreis r—r, mit dem
Mittelpunkt O beweglich ist. (EvLEr.)

39* Einen Rotationskdrper von ge-
gebener Oberfliche und moglichst groBem
Volumen zu konstruieren, dessen Ober-
fliiche die Rotationsachse genau zweimal
trifft. (KxEsEr.)

Die Aufgabe lifit sich auf das Be?-
spiel VIII reduzieren. Die gesuchte Ro-
tationsfliche ist eine Kugel.

40" Aus einem gegebenen Quantum
homogener, nach dem Newton'schen Gesetz
anziehender Materie einen Rotationskirper
zu bilden, dessen Oberfliche die Rotations-
achse genan in zwei Punkten trifft, und
welcher auf einen materiellen Punkt, der
sich in einem dieser beiden Treffpunkte be-
findet, eine miglichst groBe Anziehung
ausiibt. (Gauss, Kneser, N. R. WiLsox.)

Die Gleichung der Meridiankurve der
gesuchten Rotationsfliche lautet in Pola.i;koordinaten

r*=ua*cosf.

Fig. 20

41. Die erste notwendige Bedingung fiir ein Extremum des Integrals

Ta
J=!ff(mv'n sony Yna yl" £ 5y yn‘)d‘r

aufzustellen (§ 8).



152 E’buugsaufgaben zu den drei ersten Kapiteln.

Lisung:

af of _

d ;
By;_ﬁay:' 0 !—1,2,...,%. (77)

-

42, Die kiirzeste Linie szwischen zwei Punkten im Raum zu be-
stimmen.

43. Die erste notwendige Bedingung fiir ein Extremum des
Integrals ‘

J=ff(x, y, ¥,y )dx

aufzustellen: !

a) Wenn die Endpunkte und die Tangentenrichtungen in denselben vor-
geschrieben sind,
b) Wenn nur die Endpunkte vorgeschrieben sind.
Ltsung:
af d of , d* of "
3y dady Tast oy " e

Wenn f die Variabeln # und y nicht enthiilt, so lassen sich zwei Integrationen
sofort austiihren und man erhalt

=y gl —atuy. (19)
(Evrer.)
Im Fall b) kommen noch die Grenzgleichungen
P 1 = | |
g, e (80)
7y” | 7y" |

hinzu (§ 7, a)).

44* In einer Ebene zwischen zwei gegebenen Punkten A und B eine
Kurve zu ziehen, welche zusammen mit den Radien 4 4", BB’ der Krimmungs-
kreise in 4, resp. B, und dem Bogen A’B’ der Evolute den kleinsten Flichen-
raum einschlieBt. Das Gefille der Kurve in 4 und B ist vorgeschrieben.

(EuLEr.)
Losung: Die Extremalen sind Zykloiden.

Andeutung: Mache von (79) Gebrauch, setze
a=2¢cosy, b=2¢siny,
und mache alsdann die Substitution
P i
Y =cotg(2- —-y).

Diskussion der Konstantenbestimmung. Diskutiere den Fall, wo nur die End-
punkte gegeben sind.
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45. Die erste notwendige Bedingung fiir ein Minimum des Integrals

Ty
J=f}"(x, Yoy Y™ da
x
aufzustellen.
Losung:

of d of

d* of' a* of
dy  dz 3y+dz

.. e— n
I =0 (81)
(BuLer.)
Andeutung: Wende die Lagrange'sche partielle Integration wieder-
holt an.
46*. Unter welchen Bedingungen ist die Funktion

f(m': ?L y‘s izl y(m)
bei beliebiger Wahl der Funktion y die vollstiindige Ableitung einer Funktion
P, y, ¥, ...,y
nach x? (§ 6, b))
Antwort: Hs ist notwendig und hinreichend, daB identisch in z, ¥,
y" e y(Sm

of _d af | d* &f w & af
dy  dx 3y +da:‘ Ey”'”+(_1) daz" oy""'_u
(;,Jntegrabilititsbedingung*). (BuLer, Lexers.)

47% Egs sel IV eine in [x, x,] stetige Funktion und es sei

de Tdz=0

fiir alle Funktionen 7, welche in [a:lm,] von der Klasse C'" sind und samt ihren
n—1 ersten Ableitungen in x, und x, verschwinden. Alsdann ist N eine ganze
Funktion »n — 1** Grades (§ 5, ©). (ZERMELO.)
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