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Zweites Kapitel.

Die zweite Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben.

§ 9. Die Legendre'sche Bedingung.

Nach Integration der Euler’schen Differentialgleichung und Be-
stimmung der Integrationskonstanten erhilt man im allgemeinen eine
gewisse Anzahl') von Kurven, als die einzig moglichen Liosungen des
vorgelegten Problems; d. h. wenn es tiberhaupt Kurven gibt, welche
das Integral J zu einem Minimum machen, so miissen dieselben unter
den so gefundenen enthalten sein. Wir haben jetzt jede einzelne
dieser Kurven daraufhin zu untersuchen, ob sie wirklich ein Minimum
liefert oder nicht.

a) Allgemeines iiber die zweite Variation:

Wir nehmen also an, wir hitten eine Extremale®) der Klasse ¢’
gefunden, welche durch die beiden gegebenen Punkte P, und P, geht;
sie mige mit €, bezeichnet werden, und sei durch die Gleichung

&, : 3;’=1'}(x): 2, 2 % (1)

dargestellt. Wir nehmen iiberdies an, daB &, ganz im Innern des
Bereiches R liegt.

Wir variieren jetzt die Kurve €, ganz wie in § 4, wobel wir
uns wieder auf Variationen der speziellen Form @ = &% beschrinken.

1) Die Anzahl kann auch unendlich sein; es kann andererseits aber auch
unmdglich sein, die Integrationskonstanten den Anfangsbedingungen entsprechend
zu bestimmen, vgl. p. 32, Fubnote ?).

*) Hierin ist stets implizite die Annahme enthalten, daB der Differential-

: d e
quotient S f, existiert.
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Dann muf, wie schon in § 4 bewiesen worden ist, in der dort be-
nutzten Bezeichnung?)
0 = &J"(0)= 0
sein, falls @, wirklich ein Minimum liefert. Fiithren wir die Diffe-
rentiation aus, wobel wir nach unseren Annahmen iiber die Funktionen
f und y wieder die gewdhnlichen Regeln fiir die Differentiation eines
bestimmten Integrals nach einem Parameter anwenden diirfen, und
setzen zur Abkiirzung

f:yy(m? !}(‘T)’ .?}r(a’)) = P(x)
£ (@, 9, ¥ @) = Q) [ » (2)
ty s (@, 4@, ¥ @) = R(z)

so kommt

81T = & (P + 2Quf + Ry du. (3)

*

Es mufy also im Foll eines Minimums

JPrt +2Qui + Ry)dsS 0 4)
sein und gwar fiir alle Funktionen v der Klasse (', welche in x, und x,
verschwinden,

Aus unseren Annahmen iiber die Funktionen f und y folgt®),
daf die drei Funktionen P, @, R stetig sind in [z,2;]. Wir nehmen
in der Folge an, daB sie nicht alle drei identisch verschwinden in
[, ,].

b) Legendre’s Transformation der zweiten Variation:

In dem speziellen Fall wo P=0, @ = 0, kann man unmittelbar
iiber das Vorzeichen der zweiten Variation entscheiden; denn dann ist

0% = e{fRn’” dx,

und man schlieBt leicht®), daB im Fall eines Minimums R0
sein muB.

1) Im Fall eines Maximums lautet die Bedingung natiirlich 8*J < 0.

*) Nach A III 4.

% Vgl. unten. Dieser spezielle Fall liegt z B. bei Beispiel VI vor:
f=Gy).
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Auf diesen speziellen Fall hat LEGENDRE') die Diskussion des
allgemeinen Falles durch folgenden Kunstgriff zuriickgefiihrt:
Er addiert zur zweiten Variation das Integral

T3
wo w eine vorliufig willkiirliche Funktion von x ist. Das Integral
ist gleich Null; denn es ist gleich

Ty
d 9 2 1
Eg,_fc??: (pPw)dz =& I:aqﬂ %]n’
T

und % verschwindet in @, und z,. Daher ist

027 = & [[(P + ) 7 + 2(Q + w)ny/ + Rof*]dz.

Und nunmehr bestimmt Legendre die bisher willkiirlich ge-
lassene Funktion w durch die Bedingung, daB die Diskriminante der
quadratischen Form in 7, %" unter dem Integralzeichen verschwindet?),

d. h. so daB
(@ +w)— R(P+uw')=0; (5)

dies reduziert 6°J auf die Form

2T = [ R(n + 95" ») as. (6)

Ty

Hieraus schlieBt Legendre, daB R sein Zeichen nicht wechseln darf
in [#2,], und daB alsdann &%J dasselbe Zeichen hat wie R.

Schon LaGrance?®) hat gegen diesen SchluB den Einwand er-
hoben, daB Legendre’s Transformation stillschweigend voraussetzt,
daB die Differentialgleichung (5) ein Integral besitzt, ,welches im ©
Intervall [,2,] endlich und stetig ist. *

1) Lecexore, ,,Mémoire sur la maniére de distinguer les maxima des minima
dans le caleul des variations, Mémoires de UAcadémie des Sciences, 1786; in
Sticker’s Ubersetzung in Osrwawup’s Klassiker usw. Nr. 47, p. 59.

*) Eine von Lacraxce herriihrende Modifikation dieses Schlusses wird weiter
unten (§ 15, b)) zur Sprache kommen.

% Im Jahr 1797, vgl. (Buvres, Bd. IX, p. 303.
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Trotzdem liBt sich durch eine leichte Modifikation des Beweises
der erste Teil des Legendre'schen Schlusses villig streng beweisen,
d. h. der

Fundamentalsatz II: Soll die Extremale

y=1y(®)
ein Minimum?) fiir das Integral J liefern, so muf3 sein
R(@)=fyy(z, §@, ¥ @) S0 in [22,]. (I1)

Beweis?): Angenommen, es sei R(¢c)<<( in einem inneren
Punkt ¢ des Intervalls [2,2,]. Dann konnen wir ein Teilintervall
[£,&,] von [z, x,] angeben, fiir welches gleichzeitig die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. R(z) <0 im ganzen Intervall [ £ ].

2. Es gibt ein partikulires Integral w der Differentialgleichung (5),
welches in [£&,] von der Klasse C° ist.

Denn da R(z) stetig ist in [2,,] und R(c¢) < 0, so®) kénnen wir
ein ganz in [2,#,| enthaltenes Intervall [¢ — &, ¢ + 0] angeben, in
welchem R(z) < 0. Losen wir jetzt die Differentialgleichung (5)
nach «" auf:

W P £ (@ + w)? )

da R

und verstehen wir unter w, irgend einen Wert von w, so ist die
rechte Seite von (7) eine Funktion von # und w, welche in der
Umgebung der Stelle # = ¢, w = w, stetig ist und eine stetige Ab-
leitung nach « besitzt. Daraus folgt aber nach dem Cauchy’schen
Existenztheorem*), daB es ein Integral von (5) gibt, welches fiir
z=c¢ den Wert w — w, annimmt, und welches in einem gewissen
Intervall [¢ — 0’ ¢+ 0"] von der Klasse (' ist. Bezeichnet dann
[£,E] das kleinere der beiden Intervalle [¢— d, ¢ + 6] und [¢ — &',
¢+ 0], so sind in der Tat in [§&] die beiden angegebenen Be-
dingungen erfiillt. Nunmehr wiihlen wir % = 0 auBerhalb [£,&] und®)
=(x—E)(x — &) in [§E]. Die so definierte Funktion 4 liefert

) Fiir ein Maximum lautet die Bedingung natiirlich RZ0.

*) Nach Wererstrass, Vorlesungen, 1879.

% Nach A III 2.

Y Vgl § 23, a).

%) Wirde man n= (# — &) ( — &,) wihlen, so hiitte 5" Unstetigkeiten in
g, und &, und eine Nebenbetrachtung wie in § 14, ¢) wiire notig.
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eine zulissige Variation der Kurve €, da sie in [2,2,] von der
Klasse!) " ist und in z, und x, verschwindet.
Fiir diese spezielle Funktion » wird aber

8*J = & [(Py* + 2Quy’ + RyYda.
Auf dieses Integral ist aber wegen der Eigenschaften des Intervalls
[, ] die Legendre’sche Transformation anwendbar, und wir erhalten

62J-—£fR 1;-{—9—"}-3?7)

Da R <0 in [§§,], so ist 8°J = 0; wegen der Stetigkeit simtlicher auf-
tretender Funktionen konnte nur dann das Gleichheitszeichen gelten, wenn

v+ 8% =0,

identisch im ganzen Intervall. Das ist aber

nicht moglich; denn dividiert man 5 + 9—% 7 durch (z—&) (z —§&,)

und liBt = sich der Grenze & nidhern, so nihert sich der Quotient
dem von Null verschiedenen Wert 2(§, — &,).

Somit wire ¢°J fiir die betrachtete Variation negativ, was un-
moglich ist, wenn €, wie wir voraussetzen, das Integral J zu einem
Minimum macht. Es mubB also, zunichst im Innern des Intervalls
[#,2,] und dann wegen der Stetigkeit von R auch in den Endpunkten
R(z) = 0 sein, was zu beweisen war.

Indem wir den Ausnahmefall®), in welchem R(z) in Punkten des
Intervalls [#,,] verschwindet, beiseite lassen, werden wir in der Folge
voraussetzen, daf3 die Extremale €, die Bedingung

R(x)>0 in [z z,] (IT)
erfiillt.

Eine Folge dieser Annahme ist, daB y”(z) im ganzen Intervall
|z, existiert und stetig ist, wie in § 5 d) gezelgt worden ist.
Daraus folgt weiter, dab nicht nur die Funktionen P, O, R, sondern
auch ihre ersten Ableitungen in |x,z,| stetig sind.

" Vgl. p. 26, Fubnote ?).

) EinBeispiel dieses Ausnahmefalls betrachtet Eromaxy, Schlémileh's Zeit-
schrift, Bd. XXIIT (1878), p. 369, niimlich /= y'* cosz, wenn @, < i"%<x,. Vgl.
dazu die Ubungsaufgaben, Nr. 27—32.
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Eine weitere Folge der Voraussetzung (II') ist, daB die Lésung
y=1y(z) der Euler'schen Differentialgleichung sich nach beiden
Seiten hin iiber das Intervall [a;z,] auf ein etwas weiteres Intervall
[X, X,] fortsetzen?) liBt (X, <z, #, < X,), und zwar derart, dafl
auch in dem erweiterten Intervall [ X, X;] die Ungleichung (II') er-
fiillt ist und P, ¢, R von der Klasse (' sind.

Beispiel I: (Siehe pp. 1, 83): f=y}1Fy*.

Hier ist

% ¥
fyy=0| fyy’ fy,y;= T

——d

Vity™®
Ferner ist, wenn wir mit «,, f, ein den Anfangsbedingungen (39) von § 6 ge-
niigendes Wertsystem der Integrationskonstanten «, § bezeichnen,

G, : R il )
B

woraus sich ergibt

P—o0, — Tl “":;ﬁq! e :
¢ e cn:®—F

&y

y

Da wir voraussetzen, daB y >0 (vgl. p. 17), so folgt, dal «, >>0 und daher ist
die Bedingung R >0 fiir jedes z erfiillt. )

§ 10. Die Jacobi’sche Differentialgleichung.

Wir haben jetzt den zweiten Teil des Legendre’schen Schlusses
zu priifen, welcher besagte, daB auch umgekehrt allemal 6°J = 0,
wenn B >0 in [z,2,]

Der Schluf ist richtig, wie unmittelbar aus den vorangehenden
Entwicklungen folgt, wenn ein Integral der Differentialgleichung (5)
existiert, welches im ganzen Intervall [z,a,] stetig?) ist; er ist da-
gegen falsch, wie wir in § 14 sehen werden, wenn kein solches Inte-
gral existiert.

a) Reduktion der Legendre'schen Differentialgleichung auf die
Jacobi'sche:

Die ganze Entscheidung hingt also von der Integration der
Differentialgleichung (D) ab.

Da ist es denn zunichst von Wichtigkeif, da die Legendre’sche
Differentialgleichung (5) zur Klasse der Ricecati'schen Differential-

1) Im Sinne der Theorie der Differentialgleichungen, siehe § 23, d).
*) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 2—12, 85—40 am Ende von Kap. IIL
% Da R==0, so folgt nach (7) die Stetigkeit von «” aus derjenigen von w.
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gleichungen gehért und sich daher auf eine homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung reduzieren liBt, wie zuerst
Jacost') bemerkt hat.

Dies geschieht mittels der Substitution

w=—@—RE, (8)
durch welche (5) iibergeht in?)
o aQ d (pdu
W) = (P—5)u— 7 (Rg3) = 0. 9)

Wir werden diese Differentialgleichung die Jacob'sche Differential-
gleichung nennen und ihre linke Seite mit () bezeichnen.

Fiihren wir die Differentiation aus, so kinnen wir (9) auch
schreiben

d*vw  Rdu (¢ —P) ‘
wwtasmt g =0 )

Nach den am Ende von § 9 gemachten Bemerkungen sind die Koeffi-
zienten der Differentialgleichung (10) im Intervalle [X, X] stetig.
Daraus folgt mnach allgemeinen Existenztheoremen iiber lineare
Differentialgleichungen (§ 11, a)), daf jedes Integral der Differential-
gleichung (10) im Intervalle [X, X;] von der Klasse C” ist. Also
ist die durch (8) definierte Funktion u in [#,a,] von der Klasse C’,
sobald # im ganzen Intervalle [z,x,] von Null verschieden ist. Unser
I}rriﬂ:uares Resultat 1Bt sich jetzt also so aussprechen:

Wenn R >0 in [z2,], so ist 0°J >0 fir alle®) zulissigen
Funltionen v, vorausgesetzt, dafy es e partibulires Integral w der

Y Jacosr, ,, Zur Theorie der Variationsrechnung und der Differentialgleichungen’s
Journal fiir Mathematik, Bd. XVII (1837), p. 68; auch von Sticker heraus-
gegeben in Ostwarp’s Klassiker usw., Nr. 47, p. 87. Jaconr's Abhandlung, welche
iibrigens auch den allgemeineren Fall behandelt, wo die Funktion f hhere
Ableitungen von y enthiilt, bezeichnet einen Wendepunkt in der Geschichte der
Variationsrechnung. Jacont gibt jedoch nur kurze Andeutungen der Beweise;
ausfithrliche Beweise sind von Devausay, Serrzer, Hesse und anderen gegeben
worden (vgl. die Literaturnachweise bei Pascar, loc. cit. p. 63 und Knuser,
Eneyclopiidie IT A, p. 588—591). Unter diesen Kommentaren zu Jacobis Ab-
handlung ist der vollstindigste der von Hesse (Journal fiir Mathematik,
Bd. L1V (1857), p. 255), dessen Darstellung wir hier folgen. Jacobi’s Resultate
sind auf das allgemeinste Problem fiir einfache Integrale von Cressce und
A. Maver ausgedehnt worden (vgl. die von Pascaw, loc. cit. p. 64, 65 gegebenen
Zitate und Joroan, Cours d’Analyse, 111, Nr. 373—394).

%) Man beachte, daB, wie oben gezeigt, die Ableitungen @, R’ existieren
und stetig sind.

% Natiirlich auBer: =0 in [z, z,]
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Jacobi'schen Differentialgleichung (9) gibi, welches im ganzen Intervall
[y 5] von Null verschieden ist.

Falls es ein solches partikulires Integral u gibt, so liBt sich
d*J auch schreiben

80 — ezfm"—“u—,—“ﬂ“dx, (11)
wie man sofort sieht, wenn man in (6) mittels der Substitution (8)
die Funktion » statt w« einfiihrt.

b) Jacobi’s Transformation der zweiten Variation:

Wenn es dagegen kein partikulires Integral der Jacobi'schen
Differentialgleichung gibt, welches im ganzen Intervall [z, #,| von Null
verschieden ist, mit anderen Worten, wenn jedes Integral von (9)
mindestens in einem Punkt von [z, 2] verschwindet, so ist die Le-
gendre’sche Transformation der zweiten Variation nicht anwendbar
und wir kommen also auf diesem Wege zu keiner Entscheidung iiber
das Vorzeichen der zweiten Variation.

Hier setzt nun eine zweite, von Jacosr herrithrende Trans-
formation der zweiten Variation ein, die uns auch fiir diesen Fall
Aufschluf iiber das Vorzeichen der zweiten Variation geben wird.

Es bezeichne [£ £,] entweder das Intervall [z, ,] selbst oder ein
Teilintervall von |2, #,] und es sei y auBerhalb [£ &] identisch Null,
und in [§ &] gleich einer Funktion der Klasse C”, welche in & und
g, verschwindet.

Bezeichnen wir dann mit 22 die in bezug auf 7, 5" quadratische
Form

20 =Py 4+ 2Qyy + By'®,
und wenden den Euler’schen Satz iiber homogene Funktionen an, so
konnen wir 6?J in der Form schreiben:

02J = ezf(n%%-}— 1;'2-5%)(3.7{;.

Dieses Integral kénnen wir jetzt — ganz so wie den #hnlich
gebauten Ausdruck fiir 0J in § 4 — durch partielle Integration?) des
zweiten Gliedes umformen. Wir erhalten so:

) Die partielle Integration ist statthaft, da nach den gemachten Annahmen
o2 .
&,? = @n+4 Ry

im Intervall [£ & ] von der Klasse O’ ist.
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+

N o8 ? d 2% )
o7 = & {[n3, ]+f (35 — ds 57)92)
Da 7 in & und & verschwindet, und da

7 d
e = dw oy = B — 1 — g (Br) = T(a),

so ergibt sich hieraus der folgende Ausdruck fiir die zweite
Variation:

01T = & [y W(n)da, (12)

51

giiltig fiir jede Funktion % von den angegebenen Eigenschaften.

Auf Grund der Formel (12) kénnen wir jetzt dem unter a) aus-
gesprochenen Resultat das folgende als Gegenstiick zur Seite stellen:
Wenn die Jacobi’sche Differentialgleichung (9) ein partikuldires Integral u,
besitzt, welches in zwei Punkten &, &, des Intervalls [z, z,] verschwindet,
so kann man durch passende Wahl der Funktion v die zweite Variation
gleich Null machen.

Dazu braucht man nur 4 =0 zu wiihlen in [z, & ] und in [§ 2,],
und 5§ =, in [§ &].

Wenn aber 0°J = 0 ist, so hiingt das Vorzeichen von AJ von
demjenigen der dritten Variation ab, und wird daher im allgemeinen
durch passende Wahl des Vorzeichens von & negativ gemacht werden
kinnen.?)

Wir haben nunmehr weiter zu zeigen, daf von den beiden Fillen:
(9) besitzt ein in [z, z,] nicht verschwindendes Integral, und: (9) be-
sitzt ein in [z, 2,] mindestens zweimal verschwindendes Integral,
stets entweder der eine oder der andere eintreten muB; ferner haben
wir Kriterien fiir das Eintreten des einen oder des anderen Falles zu
entwickeln.?)

') Gegen diesen von Jacos: herriihrenden Schlub konnen zwei Einwiinde
erhoben werden: Erstens ist die benutzte Funktion % nicht von der Klasse €’
wegen der Unstetigkeit von %" in & und £,; diesem Einwand kann durch ,Ab-
runden der Ecken“ begegnet werden, wie in § 14, ¢} nilher ausgefithrt werden
wird; zweitens wire es noch denkbar, daB die spezielle Funktion %, welche
9*J = 0 macht, allemal auch §°J =0 macht, womit der obige SchluB hinfillig
wiirde; wir kommen auf diesen Punkt weiter unten, p. 70, zurick.

*) Fortsetzung der Entwicklung in § 12, wozu der Leser unmittelbar iiber-
gehen mige.
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c¢) Die Jacobi'sche Transformation fiir Variationen der Klasse D":

Wir werden spiiter eine Verallgemeinerung der Formel (12) nétig haben,
nimlich fiir den Fall, daB die Ableitungen von 7 gewisse Unstetigkeiten besitzen.
Wir werden uns dabei der folgenden Terminologie bedienen: Wir werden zur
Abkiirzung sagen, eine Funktion f(x) sei in einem Intervall [z, @,] von der
Klagse’) D® wenn sie selbst in dem ganzen Intervall stetig ist, und wenn sich
das Intervall in eine endliche Anzahl von Teilintervallen [z, ¢,], [¢, ¢,], - .. €,y @, ]
zerlegen 1aBt, derart, daB in jedem der Teilintervalle fiir sich hetrachtet die
Funktion von der Klasse O'?) ist. Hieraus folgt, dab in jedem der Punkte ¢; die
beiden Grenzwerte ®) f“ ¢; + 0) und f(’)(c — 0) existieren und endlich smd fiir
v=1,2,...p Dabei wud angenommen, daB in einem Punkt ¢; mindestens
fiir einen dieser ‘Werte von » die beiden Grenzwerte voneinander verschieden
sind. Die Klasse ¢?) betrachten wir als in der Klasse D®) enthalten, niimlich
fir n=1.

Dies vorausgeschickt, sei 5 von der Klasse D" in [£ &,]. Sind ¢, ¢,, ...¢, -1
die Unstetigkeiten von 7" oder %", so miissen wir vor Ausfithrung der partiellen
Integration das Integral fiir d%J in eine Summe von Integralen zerlegen?®),
von & bis ¢, von ¢ bis ¢,, usw. Die partielle Integration darf dann in jedem
Teilintervall ausgefiihrt werden, und wir erhalten so:

6’J—8"{2[n ] :wm)dm }
(. J-[l

51
=

oder wenn wir fiir o'g,
an
7, ¢ und R in ¢, ¢, ... c,_, stetig sind,

seinen Wert @7 + R#’ einsetzen und uns erinnern, daf

i 2n<c )R 6= )= e+ )+ rFda |

v.-l

d) Zweiter Beweis der Formel (11):

Aus der Formel (12) ergibt sich noch ein zweiter, ebenfalls von Jacos:®)
herriihrender Beweis fiir den Ausdruck (11) fiir die zweite Variation; derselbe
griindet sich auf die folgende Eigenschaft des Differentialausdruckes ¥: Sind
u und » irgend zwei Funktionen der Klasse C'”, so ist

d p
w P (v) --vIF(u)=—-WR(uv —u'v). (14)

Yy Der Buchstabe D soll an ,diskontinuierlich* erinnern, ebenso wie € an
wEontinuierlich*,

%) Vgl ATl 2.

% Vgl. dazu die Bemerkungen in $-44_a).

Y Vgl. die Zitate auf p. 60, FuBnote !), insbesondere die Arbeit von Hesse.
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Wenn daher » der Differentialgleichung

W) =0
geniigt, so erhalten wir
oo d 3 j
u’Pt‘v)——ER(uu —u'v),
und wenn wir darin
v=PpU

setzen, wo p irgend eine Funktion der Klasse C” ist, und mit p multiplizieren,
so erhalten wir

d ’
(@0 B (pw) = — p o (R W)= — L (Rpp'ut) + Rpw*.  (19)

Nehmen wir jetzt iiberdies an, daf die Funktion « in [& £] von Null ver-
schieden ist, dann diirfen wir in (15) fiir p den Quotienten
= N
P=y
substituieren, wo 7 wieder eine beliebige Funktion der Klasse C” ist, welche in
&, und §, verschwindet. Integriert man jetzt (15) zwischen den Grenzen §, und &,
substituiert fiir p den eben angegebenen Wert und beachtet, daB dann auch p
an beiden Grenzen verschwindet, so erhiilt man?') aus (12)

R(nu—nu)de
J’J=s’f I (11a)

1

e

§ 11. Hilfssiitze iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Wir stellen in diesem Paragraphen eine Reihe von Sitzen iiber
homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung zusammen
die wir bei der weiteren Diskussion der zweiten Variation gebrauchen
werden.

1y Dieser zweite Beweis der Formel (11) setzt voraus, daB » von der Klasse C”
ist in [§, &) Wenn man jedoch mit (15) die schon bei Ableitung von (12) be-
nutzte Identitit

Po* 4 2Quv 4+ Ro'*= 0% ) —J—E%v(Qv —+ Rv')

kombiniert, so erhiilt man:
d d{pu)\* , d -
C P+ 2000 7o 00+ R (CEY) = R+ L tu@ut Re), (10

aus welcher (11a) unmittelbar durch Integration folgt. Da aber in (12) die
zweite Ableitung von p gar nicht vorkommt, so ergibt sich hieraus, in Uber-
einstimmung mit dem fritheren Resultat in § 10, a), daB es fiir die Richtigkeit
der Formel (11a) nicht notig ist, die Existenz von %" vorauszusetzen,
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Es sei die Differentialgleichung gegeben:

d*u du
dﬁa:—,+p35+gu=0, . (17)

wo p und g gegebene Funktionen von z sind, welche in einem Inter-
vall [ab] stetig sind. Alsdann gelten die folgenden Sitze und De-
finitionen:

a) Existenztheorem:

Gehort der Punkt 2, dem Stetigkeitsintervall [ab] an, und sind
uy, u, zwei willkiirlich vorgeschriebene endliche Werte, so gibt es
ein und nur ein Integral von (17), welches den Anfangsbedingungen

u(Zy) = %y, W (zy) = g

geniigt'), und welches in der Umgebung von z, von der Klasse C” ist.

Dieses Integral und daher iiberhaupt jedes Integral der Differential-
gleichung (17) ist von der Klasse C” im gangen®) Intervall [ab].

Zusiitze:

1. Da u=0 eine Losung von (17) ist, so fithrt die Anwendung
des Existenztheorems auf die speziellen Anfangswerte u, =0, u, =0
zu dem Satz:

Ein partikulives Integral « von (17) kann nicht gleichzeitig mit
seiner ersten Ableitung in einem Punkt z, des Intervalls [ab] ver-
schwinden, es sei denn, daB u =0 in [ab].

2. Ein partikuldres Integral » der Differentialgleichung (17) kann
im Intervall [ab] nur in einer endlichen Anzahl von Punkten wver-
schwinden, es sei denn, daB uw =0 in [ab].

Beweis: Angenommen % hiitte unendlich viele Nullstellen in [ab],
ohne identisch zu verschwinden; dann wiirde es nach A I 5 fiir die-
selben mindestens eine Hiiufungsstelle ¢ im Intervall [ad] geben. Es
ist nun entweder w(c) 4 0; alsdann liBt sich nach A III 2 wegen
der Stetigkeit von w(z) eine Umgebung von ¢ angeben, in welcher
u(z) 4 0; oder es ist u(¢) =0, dann folgt nach Zusatz 1, daB
u'(¢) 4+ 0. Es ist aber nach der Definition der Ableitung

7 ule + h) = hlw'(e) + (h)],
1) Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Cauchy’schen Existenztheorems
fiir Differentialgleichungen, vgl. § 23.
%) Vgl. Proarn, Traité d Analyse, III (Paris, 1896), p. 91, 92 und PaNieve,
Eneyclopidie, IL A, p. 194.

Bolza, Variationsrechnung. b
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wo (h) mit / unendlich klein wird. Daraus folgt, daB sich eine Um-
gebung von ¢ angeben liBt, in welcher ¢ die einzige Nullstelle von u
ist. In beiden Fillen gelangen wir also zu einem Widerspruch mit
der Annahme, daB ¢ eine Hiufungsstelle der Nullstellen von u ist,
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

3. Es existieren stets (unendlich viele) , Fundamentalsysteme“?)
fiir die Differentialgleichung (17), d. h. Systeme von zwei linear un-
abhiingigen partikuliren Integralen w,, u,, fiir welche also keine Re-

lation der Form
Ciu, + Cou, =0

besteht, wo C,, C, Konstanten bedeuten, welche nicht beide gleich
Null sind.

4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf u, und u,
linear unabhingig sind, besteht darin, dafi thre , Hauptdeterminante”

u =
p=|f " (18)
| ui “2 |
nicht identisch verschivindet.®)
5. Bilden u,;, u, ein Fundamentalsystem, so ist jedes Integral
von (17) durch w, und wu, ausdriickbar in der Form?)

u=Cu + Cyus,
wo C,, C, Konstanten sind.

) Z. B. die beiden durch die Anfangsbedingungen

2N (mo) =1 ’0]'_ (xa) =0
Vg (@) =0 vg(my) =1

definierten Integrale »,, v,. Jedes andere Fundamentalsystem w,, u, ist durch
dieses spezielle ausdriickbar in der Form

Uy = gy Uy - ey, 0,
Uy = ) Dy + s Uy

WO @, @y, €, @, Konstanten sind, fiir welche

Gy Gyy — Gya 0ty 0.

*) Vgl. Vessior, Encyclopdidie, 11 A, p. 261; Joroax, Cours d’ Analyse, 111,
Nr. 122; Serrer, Lelrbuch der Differential- und Integralrechnung (Leipzig, 1904),
Bd. III, Nr. 768. Der Ausdruck ,Hauptdeterminante** bei Serrer, loc. cit.; sonst
wird auch der Ausdruck ,Wronski'sche Determinante' dafiir gebraucht.

% Vgl. Eneyclopidie, 1. c., Jorban, Cours d’Analyse, III, Nr. 119;
SerreT, 1. €.
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b) Der Satz von Abel?):
Sind u,, u, zwei linear unabhingige Lisungen von (17), so ist

D dug dul - Ce—éFpu!:J (19)

=u — Uy
“dg tdx

wo C eine von Null verschiedene Konstante ist.
Denn nach Voraussetzung ist

d*u du
igt T2 g, T9%=0
d*u, du.
izt TP g, T9%=0.

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit — u,, die
zweite mit #, und addiert, so kommt

dD

und daraus folgt durch Integration (19).
Wire ¢ =0, so wiirde folgen
d_(u,
iz (:—‘) =0, also u,= kounst.u,,
gegen die Annahme, daB #, und u, linear unabhiingig sind.
Zusdtze: 1. Die Hauptdeterminante I () eines Fundamentalsystems
ist in jedem Punlit des Stetigkeitsintervalls [ab] von Null verschieden.
2. Zwei linear unabhingige Losungen u,, u, konnen nicht in
demselben Punlit z, des Intervalls [ab] verschwinden.

¢) Der Satz von Sturm?):

Sind wy, w, zwei linear wnabhingige Integrale der Differential-
gleichung (17), so liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
von u, stets eine und nur eine Nullstelle von u,, vorausgesetet, daf diese
Nullstellen sdmtlich dem Stetigkeitsintervall [ab] angehiren.

Beweis: Aus (19) folgt, daB die Determinante im ganzen Inter-
vall [ab] ein konstantes Vorzeichen besitzt, niimlich dasselbe wie die

) (Buvres, Bd. I, p. 251.

#) Srura, Mémoire sur les équations différentielles du second ordre, Journal
de Liouville, Bd. I (1836), p. 181; vgl. auch Sturm, Cours @’ Analyse, 12. Aufl,
Bd. II, Nr. 609, und Serrer, 1. ¢. Nr. 775; ferner Darsoux, Théorie des swrfaces,
(Paris, 1894), Bd. III, Nr. 628, und Bocmer, Transactions of the American
Mathematical Society, Bd. II (1901), p. 150, 428,

5*
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Konstante C; es sei, um die Ideen zu fixieren,

du. du
2'}1-&5! == Msﬁl' = O.

Sind nun , und & zwei dem Intervall [ab] angehorige, auf-
einanderfolgende Nullstellen von u, (so daB also u, zwischen z, und 2
nicht verschwindet), so ist hiernach

u@ (@) <0, u(e)uy(@) <O0.

Andererseits sind aber nach a) Zusatz 1, die beiden Werte u,(z,)

und w;(z) von Null verschieden; also wechselt u,(z) sein Zeichen
, n 2 und 2{; und da iiber-

= e ,7(u" dies u, zwischen z; und z,’

., <~ [/,  sein Zeichen nicht wechselt,
7 7 P ’ ’ Py

S, i so miissen w,(z;) und w;(z,)

~ o

~== entgegengesetztes Zeichen ha-

Fig. 8. ben; also miissen auch w,(z,)

und u,(2",) entgegengesetztes

Zeichen haben. Daraus folgt aber wegen der Stetigkeit von u,, daB

zwischen 7, und # mindestens eine Nullstelle von u, liegen muB.

Angenommen es giibe noch eine zweite, so wiirde nach dem eben

Bewiesenen folgen, daB zwischen diesen beiden Nullstellen von wu,

mindestens eine Nullstelle von u, liegen miiite, was gegen die An-

nahme ist, dal 2] die zuniichst auf #, folgende Nullstelle von w, ist.

Hiermit ist der Satz in allen seinen Teilen bewiesen: Die Nullstellen
von u; und %, miissen also miteinander alternieren.’)

§ 12. Das Jacobi’sche Kriterium.

Wir sind nunmehr in der Lage, die am Ende von § 10, b) auf-
geworfenen Kragen iiber das Vorzeichen der zweiten Variation mit
Hilfe des eben bewiesenen Sturm’schen Satzes zu beantworten.

a) Einfilhrung der Funktion A (z, ,):

Zu diesem Zweck fithren wir dasjenige, — bis auf einen konstanten
Faktor bestimmte —, Integral der Jacobi'schen Differentialgleichung (9)

") Das einfachste Beispiel des Satzes ist die Differentialgleichung:

d!
Zgr H=0

mit den beiden partikuliren Integralen: w, =sinx, w, = cosaz.
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ein, welches fiir # =, verschwindet.') Wir bezeichnen dasselbe, in-
dem wir den konstanten Faktor in bestimmter, spéter niher zu pri-
zisierender Weise gewihlt denken, mit A (z, z,). Da nach der am
Ende von § 9, b) gemachten Bemerkung das Stetigkeitsintervall der
Jacobi’'schen Differentialgleichung sich mindestens auf das Intervall
[ X, X;] erstreckt, so lassen sich die Sitze des vorigen Paragraphen
auf die Jacobi'sche Differentialgleichung und das Intervall [X, X,]
anwenden. Die Funktion A (z, #,) verschwindet also nach § 11, a)
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten im Intervall [ X, X,]; wir
bezeichnen mit #; die zuniichst auf z, folgende Nullstelle von A (z, z,),
falls eine solche iiberhaupt im Intervall [ X, X,] existiert, so daB also

Az, 2,) =0, Az, 2,) =0
A, 2)+0 fir o, <az<sz,.

Alsdann tritt einer der beiden folgenden Fille ein:

Fall I: 2i < ;. Dann folgt nach dem Satz von Sturm (§ 11, ¢)),
daB jedes von A(x, z,) unabhiingige Integral von (9)in einem Punkt
zwischen #, und z," verschwindet. Somit existiert in diesem Fall
kein Integral der Jacobi'schen Differentialgleichung, welches im
ganzen Intervall [z,2,] von Null verschieden ist, dagegen sicher
mindestens ein Integral, — nidmlich: » = A (z, ) — welches in
zwel Punkten des Intervalls verschwindet. Hs tritt also die zweite
der in § 10 betrachteten Moglichkeiten ein. Wir konnen also nach
den in § 10, b) erhaltenen Resultaten den Satz aussprechen:

Wenn A(z, @) aufler in @, noch in eimem zweiten Punkt des
Intervalls [z, @,] verschwindet, so kamn man 0*J = 0 machen durch
passende Wahl®) der Funktion 7.

Nach Jacosr schlieBt man hieraus, wie wir bereits in § 10, b)
gesehen haben unter Zuziehung von 0°J, daBl in diesem Fall ein
Extremum nicht eintreten kann. Der Schlufl ist zwar nicht einwand-
frei?), trotzdem ist Jacobi’s Resultat, abgesehen von gewissen Aus-
nahmefillen, richtig®) wie wir spiiter sehen werden (§ 14).

Y Vgl. Hesse, loc. cit. p. 268, und fiir das allgemeinste Problem fiir einfache
Integrale A. Maver, Journal fiir Mathematik, Bd. 69 (1868), p. 250.

% Vgl p. 62, Fubinote 7).

%) ErpMany beweist dies, indem er den Wert von &°J fiir die spezielle
Funktion 7, welche d%J zum Verschwinden bringt, d. h. also fiir die Funktion

(B, ) in [za)]
”‘{ 0 in [2fay],
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Foll I1: x> x,, oder x| existiert nicht,') mit andern Worten:

Az, z)+0 fir o, <2 7,. (21)

In diesem Fall gibt es stets Integrale der Jacobi'schen Differential-
gleichung, welche im ganzen Intervall [2,2,] von Null verschieden sind.
Zum Beweis betrachten wir neben dem Integral A(z, z,) das-
jenige Integral A(z, z,) der Jacobi'schen Differentialgleichung,
welches in #, verschwindet; beide sind linear unabhiingig, da nach
Voraussetzung
A(z,, )+ 0, wihrend A(z,, z,) =0.

Daher folgt nach dem Sturm’schen Satz aus (21), dal
Az, z)+0 fir o, <z<un,

also, da A(z, z,) stetig in [X,X,], auch noch in dem Intervall
[#, — 0, 2], wo d eine hinreichend kleine positive GroBe ist. Wiihlen
wir jetzt x, zwischen 2, —d und z,, und grofer als X, so sind
auch die beiden Funktionen A(z, z,) und A(z, ;) linear unab-
hiingig, da

A (2, 7) = 0, A(zy, 2y) + 0,

und eine nochmalige Anwendung des Sturm’schen Satzes, diesmal anf
die beiden Integrale A(xz, z,) und A(z, x,), ergibt das Resultat,?) daB

Az, 2,)+=0 fir 2,222,

Somit kénnen wir, indem wir u = A(z, x,) wihlen, die zweite
Variation auf die Form (11) transformieren, und erhalten so den Satz:

wirklich berechnet (Schlémileh's Zeitschrift, Band XXII (1877) p. 327). Er
findet in der Bezeichnung von § 13

0% = — a"R(zci) (p;(wi, aO) qjaa(ﬁ;'ll a0)§ (20)
R(x)) und ¢, (], a;) sind stets von Null verschieden: und ¢, , (2}, a,) ist gleich-
falls von Null verschieden, auBer wenn die Enveloppe der Schar (32a) eine
Spitze in Pj hat oder in einen Punkt degeneriert. Mit Ausnahme dieser beiden
Fille ist also Jacobi’s Resultat richtig.

") Man kann den Fall, wo z] nicht existiert, in der Ungleichung: #] > @,
mit einbegreifen, wenn man fiir diesen Fall, d. h. also wenn A(z, z,)==0 fir
2, < aw< X,, definiert: 2 = X,, wie es Goursar (Cowrs d’ Analyse Mathématique
(Paris 1905), II, p. 601) tut.

*) Man kann dasselbe auch aus dem folgenden Lemma ableiten, das auch
sonst gelegentlich niitzlich ist: Es sei X, << &< X,, und & die zuniichst auf &
folgende Wurzel der Gleichung A (x,£) = 0, falls eine solche in [§X,] existiert,
dagegen £ = X, wenn A(z, £ <=0 in §<Ca < X,. Dann liBt sich leicht zeigen,
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Wenn ‘
R>0 fir 22225
und

A(x; z)+0 fir » <zl (21)

so ist 0°J positiv fiir alle zulissigen Funktionen 1.
Die Bedingung (21)
kénnen wir auch durch
die Ungleichung s 5
&>z (2la) " i B FRNEAN

ersetzen, wenn wir die et
auf p. 70, FuBinote ?)
erwilhnte Verabredung iiber die Bedeutung von ] treffen.

Aus dem vorangehenden Satz schloB Jacosr, daB in diesem Fall
wirklich ein Minimum eintritt, und dies wurde allgemein angenommen,
bis WEIERSTRASS im Jahre 1879 zeigte, daB der SchluB falsch ist,
wenigstens wenn man den Begriff des Minimums in der allgemeinen
Weise faBt, wie wir denselben in § 3, b) definiert haben (vgl. § 15, a)).

Die beiden obigen Sitze pflegt man unter dem Namen ,Jacobi’sches
Kriterium* susammenzufassen.

Der Wert ; wird der zu x, konjugierte Wert genannt, und der
Punkt P der Extremale') €,, dessen Abszisse 2 ist, der zu Punkt P,
konjugierte Punkt (nach WEIERSTRASS).

Beispiel VI (Siehe p. 32): f= G(y").

Hier ist

P=Oa Q=01 R=G”(l¥0),
also wird die Jacobi'sche Differentialgleichung

d*u

dw* =
und daraus
Az, x))=a—uz, .

Es ist also stets d*J >0, was freilich hier unmittelbar aus der speziellen Form
von d8%J klar ist.

dap & als Funktion von § im Intervall [X, X,] stetig ist wnd mit & bestindig zu-
nimmt, so lange £ < X,; so bald aber £ diesen Wert erreicht hat, bleibt es
von da ab konstant gleich X,.

Hieraus folgt noch weiter, daf die Funktion & — & von & im Intervall [z, z,]
einen positiven Minimalwert ! erreicht. Ist daher [«f] irgend ein Teilintervall
von [z, x,] dessen Linge <1, so kann das Intervail [«f] kein Paar konjugierter
Punkte enthalten.

) oder ihrer Fortsetzung auf das erweiterte Intervall [ X, X,], siehe § 9, b).
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Beispiel I (Siehe pp. 1, 38, 59): f=y)/1 4y .
Aus den aufp. 59 gegebenen Werten von P, @, R erhiilt man fiir die Jacobi'sche
Differentialgleichung:

dw 2 x—p, du : L
(Ix,_a_oTh 1:710 d—m+££0'215—0.

Zwei partikuliire Integrale dieser Differentialgleichung sind:
u,=—Sh3§:ﬁ-", %=Ch?‘___ﬁﬂ_"’°“__ﬁos}]x_—'_&,
& @y @y @y
und hieraus ergibt sich
Az, @) —Sh9Chv, —8ho, Cho+(v—o,)Shofhe, ¥/
wobei zur Abkiirzung
ical, TR .
Gy %y

gesetzt ist. Auf die Diskussion der sich hieraus ergebenden transzendenten
Gleichung fiir die Bestimmung von #] werden wir weiter unten nither eingehen )

(p. 80).
b) Der Jacobi'sche Fundamentalsatz iiber die Integration der
Jacobi'schen Differentialgleichung:

Nach dem Vorangehenden ist es zur Entscheidung {iber das Vor-
zeichen der zweiten Variation erforderlich, die Jacobi'sche Differential-
gleichung zu integrieren; dies kann praktisch auf groBe Schwierig-
keiten fiihren, ja die weitere Diskussion tiberhaupt unmdglich machen.

Daher ist die Entdeckung JAcoBI's®) von fundamentaler Be-
deutung, daB das allgemeine Integral der Jacobi'schen Differential-
gleichung stets durch bloBe Differentiationsprozesse erhalten werden
kann, sobald das allgemeine Integral g(z, &, #) der Euler’schen
Differentialgleichung (I) bekannt ist.

*  Dazu miissen wir zunichst einiges iiber die Eigenschaften der
Funktion ¢(z, «, B) vorausschicken.

Wir haben bereits in § 9 die Annahme eingefiihrt, daB unsere

Extremale

@n: y=§(2’-), mlzxzxs
im Innern des Bereiches R liegt, und daB fiir sie die Bedingung
R@) = f,,(@, §@, §@)>0, in [z,3], (Ir)

erfiillt ist.

') Hierzu die Ubumgsaufgaben Nr. 2—12, 35—40 am Ende von Kap. IIL
%) in der schon mehrfach zitierten Abhandlung vom Jahr 1837, siehe p. 60,
FuBnote ).



§ 12. Das Jacobi'sche Kriterium. 73

Aus diesen Annahmen, die fiir die ganze weitere Untersuchung
des vorliegenden Problems festgehalten werden sollen, folgt, nach all-
gemeinen Sitzen') aus der Theorie der Differentialgleichungen, daB
die Extremale §, aus dem allgemeinen Integral der Euler’schen
Differentialgleichung abgeleitet werden kann,indem man den Integrations-
konstanten «, § spezielle Werte: « = «,, f = f, erteilt, so daB also

9%, «y, o) =i() in [a,a,], (22)
und daB sich eine positive GroBe d so klein annehmen liBt, daB die
Funktion g(z, ¢, #) in dem Bereich:

X, <2< Xy, |la—eg|Zd, |[B—B|<Zd (23)
folgende Eigenschaften besitzt:
1. Die Funktionen g, ¢"'=g,, ¢" =g,, sind als Funktionen der

drei Variabeln z, a, 8 von der Klasse " im Bereich (23).
2. Fiir jedes «, f im Bereich

le—a | <d, |[B—By|<d (24)
geniigt ¢(z, «, §) als Funktion von z im Intervall [X, X;] der
Euler'schen Differentialgleichung.

3. Die Kurve N

y=y9(,« p), X <re< X,

Liegt fiir jedes «, § des Bereiches (24) ganz im Innern des Bereiches R
und es ist

fyy (@, 9@, ¢, B), 9 @, @, $) >0 (25)
im Bereich (23).

4. Die Funktionaldeterminante

ég,9)
dwp TP (26)
im Bereich (23).

Dies vorausgeschickt, erhalten wir nach Jacorr auf folgende
Weise zwei partikulire Integrale der Differentialgleichung (9): Sub-
stituleren wir in der Kuler’schen Differentialgleichung fiir y das
allgemeine Integral g(z, «, ), so erhalten wir: '

fy(.’L', 9, «, B, g’(-'l-', &, ﬁ)) - adx fy’(x: 9@, «, B, '()"(-ﬂ, &, ﬁ}) =l

') Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, verschieben wir eine ein-
gehende Besprechung dieser Siitze und ihrer Anwendung auf die Euler'sche
Differentialgleichung auf spiiter (§ 24). Vorliufig mag der Leser die genannten
Eigenschaften des allgemeinen Integrals g (z, «, f) statt als Folgerungen aus
fritheren Annahmen als neue selbstindige Annahmen betrachten.
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Diese Gleichung ist fiir alle Werte von x, ¢, § im Bereich (23)
identisch erfiillt und darf daher nach « oder g differentiiert werden.
Fiithren wir diese Differentiation aus und machen von der Vertauschbar-
keit") der beiden Differentiationen nach z und « Gebrauch, so kommt:

d . d i
(fw - ﬁfy‘y) ga—ﬂ (fy'y‘ ga) =0
d . d :
(fw_ ﬁfy‘y) 9~ a= (fy'y' -gﬁ) =

Geben wir jetzt den GroBen «, § die speziellen Werte « = e,
B = f, und erinnern uns der Gleichungen (2) und (22), so erhalten wir
Jacobi's Fundamentalsatz: Ist
y=g (.’L' y Oy ﬁ)
die allgemeine Lisung der Euler’schen Differentialgleichung, dann besitzt
die Jacobi’sche Differentialgleichung

W) =(P— Y u— L (RT) =0

(21)

dx da
die beiden partikuliren Integrale
= ga(x G ﬁo)]
—!)'e(x %y, ﬁo)f
Zusatz: Die beiden partikuliren Integrale »,,», sind linear wun-
abhiingiyg.
Dazu ist nach § 11, a) notwendig und hinreichend, daB die
Determinante
| (@), mn(2)

7@, n@))

(28)

D(z) =

nicht identisch verschwindet.
Nun lautet aber die Determinante I)(z) ausgeschrieben:

19a(%, &y Bo),  95(2, ¢, Bo) |
D(x)=| : B
@) Daz(Z, by Bo) s g,‘fa:(x! t, fo)

andererseits ist

a(g,g) 14 = ;’fo - ga("’v7 oy ﬁo)’ gxa(.x’ Coy 60)

d(w, B) ‘Qrg(x’ s Bo)s  925(%, ooy Bo)
und da aus den KEigenschaften von g(z, «, g) folgt, daB g, =g,,,

) Dieselbe ist nach A IV 7 und A IV 9 eine Folge der Eigenschaften von
g (z, e, f).
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9pz = Yo S0 Ist )
_ 2@, 9) 5=
D) = Fa,
und daher nach (26)

D(x)+0 in [X, X;],

womit unsere Behauptung bewiesen ist.")
Daraus folgt: Das allyemeine Integral der Jacobi'schen Differential-
gleichung ist:
u= Cjr, + Cyry,

wo C,, C, willkiirliche Konstanten sind.
Um also das allgemeinste partikulire Integral A(z, z,) zu er-
halten, welches fiir # = z, verschwindet, miissen wir C,: C, aus der

Gleichung
Ciry (@) + Cyry(2,)) =0

bestimmen. Wir erhalten so, indem wir zugleich eine bestimmte
Wahl iiber den bisher unbestimmt gelassenen konstanten Faktor
treffen, das Resultat:?)

Az, z,) = 1 (%) 1y (%) — r3(®) 1y (2) (29)

womit das Jacobi'sche Kriterium erst in seiner vollen Bedeutung
erscheint.

Bei Anwendungen ist es daher gar nicht nétig, die Jacobi'sche
Differentialgleichung wirklich aufzustellen, man kann vielmehr direkt
aus dem allgemeinen Integral g(z, «, f) die Funktion A(z, z,) ab-
leiten und daraus den konjugierten Punkt z; bestimmen.?)

§ 13. Geometrische Bedeutung der konjugierten Punkte.

JacoBr*) hat eine sehr elegante geometrische Deutung der kon-
jugierten Punkte gegeben, welche auf der Betrachtung der Extremalen-
schar durch den Punkt P, beruht.

1 Vgl. Pascax, loc. cit., p. 75.

*) DaB A(z, a,) nicht etwa identisch verschwinden kann, (d. h. fiir jedes x),
folgt aus der linearen Unabhingigkeit von 7 und r, nach § 11, b), Zusatz 2.

% Beispiele folgen am Ende von § 13.

% Loe. cit., und Vorlesungen diber Dynamik, p. 46; vgl. auch Hessk, loc.
cit., p. 258,
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a) Zusammenhang der Funktion A(z,r) mit der Extremalen-
schar durch den Punkt P°):

Wir wihlen (etwas allgemeiner als es fiir unsern unmittelbaren
Zweck nitig ist) irgend einen Punkt Py (z,,y,) auf dem Extre-
malenbogen §; oder auf dessen Fortsetzung auf das erweiterte Inter-
vall [X| X;] und betrachten die Schar von Extremalen durch den
Punkt P, Man erhilt dieselbe analytisch, indem man zwischen den
beiden Gleichungen
Yo= g('?o: @, ﬁ)} (30)

y=9(, a, f)
eine der heiden Konstanten «, g eliminiert. Die Gleichung (30,) wird
durch die Werte « = «,, p = f, befriedigt; ihre rechte Seite ist in
der Umgebung der Stelle « =, f=p, von der Klasse C’, und
iiberdies ist mindestens eine der beiden partiellen Ableitungen

9u(@o, o, By) = 71(%;) und 95(%y, «, Bo) = 3 (2,)

von Null verschieden, da » (2) und 7,(z) zwei linear unabhiingige
Integrale der Jacobi’schen Differentialgleichung sind, und die Stelle z,
dem Stetigkeitsbereich der letzteren angehdrt. Sei, um die Ideen zu
fixieren,

95(%oy g, By) + 0.

Dann gibt es nach dem Dini'schen Satz') iiber implizite Funktionen
eine und nur eine Funktion,

B=p(e),

welche in der Umgebung von « = ¢, von der Klasse O’ ist, der
Gleichung (30,) geniigt und fiir « = ¢, den Wert g, annimmt.
Setzen wir dieselbe in (30,) ein, und bezeichnen

9(@, @, @)= ¢ (z, «), (31)
so stellt die Gleichung
y=9(, o), (32)

die durch den Punkt P, gehende Extremalenschar dar, wobei dann
die Extremale €, selbst durch

G, : v =9, @) (33)

1 Vgl § 22, €).
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dargestellt wird. Aus den Eigenschaften der Funktionen g(z, e, f)
und f(«) folgt, daB man eine positive GroBe d, so klein wihlen kann,
daB die Funktion ¢ und die Ableitungen ¢, ¢, ¢,., P, und @,
in dem Bereich

X2 X, e — ey | Z d,
existieren und stetig sind.
Fiihren wir dann die Funktion

Az, xy) = 1,(2) 15() — ro(2) 7y (%)
9., ) = C,A(z, 1), (34)

wo C, eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Denn®) nach
der Definition von ¢(z, «) ist

Po (@, o) = 1(2) + 75(2) B (2)) 5
und aus (30,) folgt
9o(@g; @, B) + g‘,;(-’b'o, «, ) gg =0,

) e 3
ein, so ist?)

also
&)a (.‘IL', “0) - A?g%;go:] )

Wir haben der Einfachheit halber den Parameter der Schar in
ganz bestimmter Weise gewihlt. Man erhilt daraus die allgemeinste
fiir unsere Zwecke brauchbare Darstellung der Extremalenschar durch
den Punkt P;, indem man in (32) fiir « eine beliebige Funktion
o = «(a) eines neuen Parameters®) a einfiihrt, welche den Wert & = ¢,
fiir einen bestimmten Wert @ = @, annimmt, in der Umgebung dieses
Wertes von der Klasse C° ist und iiberdies der Bedingung «'(a,) 4 0
geniigt.

Setzt man dann

¢ (2, ¢(@) = 9 (2, a),
so stellt die Gleichung )
y=o(,a) (32a)

5 Vgl. Erpmaxy, Schlémileh's Zeitschrift, Bd. XXII (1877), p. 325.

% Die Gleichung (34) folgt noch einfacher daraus, daB die Funktion
¢, (x, ;) der Jacobi'schen Differentialgleichung geniigt und fiir z =, ver-
schwindet.

% Hierzu eignet sich z. B. aus geometrischen Griinden das Gefille der
betreffenden Extremale im Punkt P,:

a =g'(xo, o, f).
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in allgemeinster Weise die Extremalenschar durch den Punkt P,
dar, die Funktion ¢(z, @) hat dieselben Stetigkeitseigenschaften wie
¢ (z, «) und es ist

Az, z)) = Co,(x, a,). (34a)

Wenden wir die vorangehenden Resultate insbesondere auf den
Fall an, wo der Punkt P, mit dem Endpunkt P, des Bogens €, zu-
sammenfillt, so erhalten wir den Satz:

Ist
y=g(z,a) (32a)

die Schar von Extremalen durch den Punkt P, so kann der su z,
konjugierte Wert x," auch definiert werden als die zundchst auf =z,
folgende Wurzel der Gleichung

Pa (:’E! ao) =0.
Neben den beiden Gleichungen
Pa(2y, a)) =0, Pa (@), ) =0 (35)

folgen aus den bekannten Eigenschaften von A(z, z,) noch die Un-
gleichungen?) .
Pua(®rs @) + 0, Paz(1y @) + 0. (36)
b) Die Enveloppe der Extremalenschar durch den Punkt P;:
Aus dem letzten Satz ergibt sich unmittelbar die im Eingang
dieses Paragraphen erwihnte geometrische Interpretation der kon-
jugierten Punkte. Denn die Koordinaten z,, %" des zu P, kon-
jugierten Punktes P, geniigen den beiden Gleichungen
Dz, ¥y, @) = @2, ag) —y,' =0
(I’a(wlfa ylrv a‘ol) =9, (371', a'n) =0,

und auberdem ist die Determinante

fir x ==, y =y,’, a = a, von Null verschieden, da ihr Wert gleich
@, (2, a;) ist. Hieraus erhalten wir nach der Theorie der Enve-

1) Vel § 11, a), Zusatz 1.
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loppen’) folgende geometrische Interpretation: Man betrachte neben
der Extremale

&, : y= oz, a)
eine benachbarte Extremale der durch den Punkt P, gehenden Schar:
E: y=ox,a,+ k).

Wird dann % hinreichend klein gewilhlt, so schneidet®) die
Kurve € die Kurve €, in einem’und nur einem Punkt P in der Na,ha
von P,; und liBt man £
gegen Null konvergieren, so
nithert sich der Schnittpunkt
P dem konjugierten Punkt £
P, als Grenzlage. Nach ~ ’
der Definition der Enve-
loppe haben wir also den
Satz:

Der zum Punkt P, kon-
Jugierte Punkt P, ist der-
jenige Punkt, in welchem die %
Eztremale €, zum ersten Mal
(von P, aus gerechnet) die
Enveloppe der Latremalenschar durch den Punkt P, beriilrt.

Beispiel VI (Siehe pp. 32, T1): /= G(y").
Hier ist:
g(xa“tﬁ)=“m+ﬁ1

n==x, re=1,

.

Fig. 10.

also

Az, 2)=2—u2,.

Es existiert also kein konjugierter Punkt, wie auch sofort aus der geo-
metrischen Deutung der konjugierten Punkte folgt; denn die Schar von Extre-
malen durch den Punkt P, ist hier das Gera.denbﬁschel durch P,.

Beispiel I (Siehe pp. 1, 38, 72): f=y )1+ o=\
Hier ist

1

9(519» o, ﬁ) e “Ch:'c;a—’.g

Y Vgl. Eneyclopidie, TII D, p. 47. Der Beweis setzt die Stetigkeit von
D, Dy, B,, Paz, Doy, Poo in der Nihe des Punktes x=z,', y=1y,', a=a,
voraus, Diese Bedingungen sind fiir die Schar (32a) erfiillt, wofern man die
weitere Voraussetzung macht, daf auch ¢, , existiert und stetig ist.

%) Vgl. die eingehendere Diskussion derselben Frage in Parameterdarstellung,
in § 80, c).
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daraus erhiilt man fiir », und », die beiden aut p. 72 mit w», und %, be-
zeichneten Funktionen und hieraus, in Tbereinstimmung mit dem schon dort
angegebenen Resultat,

Az, x)=8hvChy, —Shv,Chv+4 (v —v,)Sho Shy,,
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist

r— &, —
. ,,:=1_ﬁn.
%y &

Daraus ergibt sich (wenn v, == 0) fiir die Bestimmung von z,” die transzendente
Gleichung
Cothv — v = Coth v, — »,. (37)

Da die Funktion!) Cothe —# von -+ oo bis — oo abnimmt, wihrend » von
— 00 bis 0 wiichst, und dann wieder von -+ 00 bis — oo abnimmt, wihrend »
von 0 bis 4 oo wiichst, so hat die Gleichung (37) auBer der trivialen Liosung
v=1, noch eine andere Losung v,’, und », und v haben entgegengesetztes
Zeichen.

Wenn daher v, >0, d. h. wenn der Punkt P, auf dem aufsteigenden Ast
der Kettenlinie liegt, so existiert kein zu P, konjugierter Punkt:

Az, z,)==0 fiir jedes 2 >zx,. Dasselbe Resultat gilt fir », =0.

Wenn dagegen », <0, d.h. wenn P, auf dem absteigenden Ast der Kettenlinie
liegt, so existiert stets ein zu P, konjugierter Punkt P,’, und zwar liegt derselbe
auf dem aufsteigenden Ast. Der Punkt P,” kann geometrisch durch folgende
von Livoeér?®) entdeckte Eigenschaft bestimmt werden: Die Tangenten an die
Kettenlinie in den beiden Punkten P, und P," schneiden sich auf der Direktrixz
der Kettenlinie, d. h. der z-Achse. Denn die Abszissen der Schnittpunkte dieser
beiden Tangenten mit der x-Achse sind:

Xy e, Gt “‘"la_ﬂ
und ’

X —ax,"— e, Coth 5= -
@y
und es ist X' — X = 0 wegen (37).
Wir bemerken noch, daB die Lindel&f'sche Konstruktion ganz allgemein
fiir diejenigen Probleme der Variationsrechnung gilt, fiir welche das allgemeine
Integral der Euler'schen Differentialgleichung die Form hat:

y=“1?(‘f:_:ﬁ).

Wir kniipfen hieran noch einige Bemerkungen iiber die Enveloppe der
Schar von Kettenlinien durch den Pumkt P,.

) Der Leser moge sich die diese Funktion darstellende Kurve aufzeichnen.
*) Livpenor-Morano, loe. cit, p. 209, und Lmpenor, Mathematische
Annalen, Bd. II (1870), p. 160.
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Vom Punkt P, aus liBt sich nach § 24, ¢) nach jeder Richtung (auBer
parallel der y-Achse) eine Kettenlinie mit der x-Achse als Direktrix ziehen. Be-
stimmt man auf jeder Kettenlinie dieser Schar den zu P, konjugierten Punkt P,’,

&
I
|
[l
)
£ Ir
/s
P Vi
1“\\‘-‘:’/’ 1
z =T z
N
Fig. 11. Fig. 12.

so ist der geometrische Ort der Punkte P,” die Enveloppe § der Schar. Nach
(87) erhalt man die Enveloppe in Parameterdarstellung, wenn man u, aus den
Gleichungen

Coth w — u = Coth 2, — %,
eliminiert.

Mac Newsu!') hat diese Enveloppe nither untersucht. Sie hat etwa die
Gestalt einer Parabel mit der positiven Hilfte der Geraden x =z, als Achse
und dem FuBpunkt N der Senkrechten von P, auf die z-Achse als
Scheitel.

Hiermit hingt nun die Frage der Konstantenbestimmung aufs engste zu-
sammen. Das Resultat ist folgendes®): Durch die Enveloppe § wird der von
der positiven w-Achse und der positiven Hilfte der Geraden z = x, begrenzte
Quadrant in zwei Teile I und II zerlegt (Fig. 12).

1. Nach jedem Punkt P, im Innern von I lassen sich von P, aus zwei
Kettenlinien mit der x-Achse als Direktrix ziehen; die eine enthiilt den zu P,
konjugie rten Punkt nicht, die andere enthiilt den konjugierten Punkt zwischen
P, und P,. Nur die erstere kann also ein Minimum liefern und tut es auch in
der Tat (vgl. § 19).

Y) Annals of Mathematics (2), Bd. VII (1905), p. 65.

*) Vgl. Gorpscmwior, Determinatio superficiet minimae rotatione curvae data
duo puneta jungentis circa datum axem ortae, Gittingen, 1831; H. A. Scuwarz, Berliner
Vorlesungen, mitgeteilt von Haxcock, Lectures on the Caleulus of Variations,
Chap. III, und Mac Nemsm, loc. cit.

Bolza, Variationsrechnung. : 6
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2. Nach jedem Punkt P, der Kurve § lifit sich von P, aus eine Kettenlinie
mit der z-Achse als Direktrix ziehen; auf derselben ist der Punkt P, zugleich
der zu P, konjugierte Punkt. Diese Kettenlinie liefert kein Minimum (vgl. § 43).

3. Liegt P, im Innern des Bereiches II, so lifit sich von P, aus keine
Kettenlinie mit der x-Achse als Direktrix nach P, ziehen.?)

§ 14. Notwendigkeit der Jacobi’schen Bedingung.

Wir haben bereits hervorgehoben, dall die beiden in § 12, a)
bewiesenen Sitze JacoBI's, obgleich sie uns wichtige Aufschliisse iiber
das Vorzeichen der zweiten Variation geben, dennoch weder eine not-
wendige noch eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
Extremums enthalten.

Trotzdem kann man wenigstens eine notwendige Bedingung aus
dem ersten der beiden Siitze durch eine leichte Modifikation der
Jacobi'schen SchluBweise ableiten. Es laBt sich nimlich zeigen:
Wenn z,"< z,, so kann man 06%J nicht nur gleich Null, sondern
sogar negativ machen.

Dies ist zuerst von WEIERSTRASS®) und ERDMANN?) bewiesen
worden.

Y Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 2—12, 35—40 am Ende von Kap. IIL
*) Weierstrass, ( Vorlesungen) schreibt die zweite Variation in der Form

ot ]

NI =5 {f[(P-kk)wf + 2091 + Rn”] dx—fdf;:dx},

wo k eine kleine positive Konstante ist, und wendet auf das erste Integral die
Jacobi'sche Transformation an (§ 10, b):

sr=e| /3; ﬁ(n)dz—urfﬁfdx},
wo Ty o s
F)=(P+b— @)1 — - (Br).

Dann zeigt er auf Grund allgemeiner Siitze iiber Differentialgleichungen, welche
einen Parameter enthalten (vgl. unten § 24, e) und Powncart, Mécanique céleste
(Paris 1892), Bd. I, p. 58, und Picaro, Treité, Bd. III, p. 157), daB man fir
hinreichend kleine Werte von % eine Funktion 7 der Klasse I konstruieren
kann, welche der Differentialgleichung % () = 0 geniigt und in x, und z, ver-
schwindet, Fiir eine solche Funktion 7 ist aber offenbar *J negativ.

%) 8Schlémilch’s Zeitschrift, Bd. XXIII (1878), p. 367.
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Andere Beweise sind spiter von SCHEEFFER') und SCHWARZ?)
gegeben worden.

a) Der Erdmann’sche Beweis:
Wir nehmen also an, es sei

oy <y (38)
Alsdann kénnen wir eine GroBe x,” so wihlen, daB
2 <y <y

A(zy, z,) £+ 0.

und gleichzeitig

Wir bezeichnen dann
u= Az, z,), v=+ A(z, xsf):

wobel wir uns die Wahl des Vorzeichens vorbehalten. Die Funktionen
w und v sind zwei linear unabhingige Integrale der Jacobi’schen
Differentialgleichung (10); daher gilt fiir sie der Abhel'sche Satz (19),
welcher fiir die spezielle Differentialgleichung (10) die Form annimmt

R(uv —u'v)=K, (39)

wo K eine von Null verschiedene Konstante ist.

Jetzt wihlen wir das Vorzeichen von » so, daB K positiv wird.
Dies ist stets méglich; denn wenn man v durch — v ersetzt, so geht
K in — K iiber.

Da ferner auch % und % — v ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen der Differentialgleichung (10) bilden, so folgt nach dem
Sturm’schen Satz, dall v — v eine und nur eine Nullstelle zwischen
@y, und z," besitzt; wir bezeichnen dieselbe mit ¢; es ist dann also

u(c) = v(c).

) Mathematische Annalen, Bd. XXV (1885), p. 548; der Scheeffer'sche
Beweis ist nur unwesentlich von dem Erdmann’schen verschieden.

%) In seinen Vorlesungen, 1898—1899; vgl. SommerreLp, Jahresbericht der
deutschen Mathematikervereinigung, Bd. VII (1900), p. 189, und Hancock,
Lectures on the Caleulus of Variations, Nr. 183. Es ist zu beachten, daB bei allen
diesen Beweisen die Annahme x,' <7z, (mit AusschluB des Gleichheitszeichens!)
wesentlich ist; fiir den Fall #,"=x,, soweit er nicht durch Erdmann’s Formel
(20) fiir 8%.J erledigt wird, vgl. Kneser, Mathematische Annalen, Bd. L (1897),
p. 50, und Oscoop, Transactions of the American Mathematical Society,
Bd. IT (1901), p. 166. Wir werden diesen Fall spéter in Parameterdarstellung
ausfiihrlich behandeln (vgl. § 4¥).

g
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Jetzt wihlen wir die Funktion % folgendermaBen:
w in [zec]

A e SR n=lv in [ez]
—u v

Fig. 13. 0 in [zyz].

Die so definierte Funktion % ist von der Klasse D” in [,2,]. Denn
sie ist selbst stetig wegen w(¢) =wv(¢) und v(z;") = 0, withrend ihre
Ableitungen in ¢ und z,” Unstetigkeiten der in § 10, ¢) charakte-
risierten Art besitzen. Wir diirfen also die Formel (13) fiir die
zweite Variation anwenden und erhalten, da ¥ () = 0 in jedem der
drei Teilintervalle,

03T = e (¢)B() [ (¢ — 0) — v/ (e + 0)].
7(0) = u(e) = v(),
We—0)=w(@), 7(+0)=r(),

Da aber

und

so konnen wir dies schreiben
0 = — ER(uv’ — u'v) f =—¢K, (40)
wobei wir von dem allgemeinen Substitutionszeichen
@(z) " = @(e) (41)

Gebrauch machen. Da K > 0, so ist hiermit bewiesen, daf man in
der Tat die zweite Variation, und daher auch die vollstindige Vari-
ation AJ negativ machen kann.

b) Der Schwarz'sche Beweis:

In § 10, b) und § 12, a) haben wir nach Jacosr's Vorgang eine
Funktion 7 aufgestellt, fir welche 0*J = 0; Scawarz konstruiert
nun auf folgende Weise eine von jener Funktion nur unendlich wenig
abweichende Funktion, fiir welche §%J << 0. Er wiihlt:

{u+ks in [z
E ks in [x/a,],

wo wieder u = A(x, #,), wihrend s irgend eine Funktion der Klasse
C” bedeutet, welche in z, und z, verschwindet, dagegen in z,’ von
Null verschieden ist; % endlich bedeutet eine kleine Konstante.
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Die so definierte Funktion % ist von der Klasse D” in [z,2,];
sie ist stetig, da u(z,") =0, und ihre Ableitungen haben als einzige
Unstetigkeitsstelle  den
Punkt z = z,”.

Wir diirfen daher
zur Berechnung von 0% PO R
wieder die Formel (13) | "5 v & °
anwenden. Da

n(z,) = ks(z,),
"7’(561’ - O) = u'('rl’) g ks’(ml’):
7 (2, +0) =ks'(z)),

Fig. 14.

so erhalten wir

02 = s’{kR(xl')u’(xl’)s(ml’) +-f(u + ks) P(u + ks)dz +

+ [ks ®(ks) dz)-
Beachtet man nun, daB B

Tu+ ks) = P(u) + F(ks) = P(u) + kP(s),
ferner daf
Pu)=0,
und daher nach (14)
uP(s) = — ;55 R(us’ — u's),
und endlich daB
u(@)=0, u(@)=0, s()=0,

so reduziert sich der Ausdruck fiir d2J auf
82T = {2k R(x,) w (") s(,) + k2 [s%(s) da |- (42)

Nun ist nach Voraussetzung R(x,")=4 0; ferner nach § 11, a)
w' (2, ) 4 0, weil u(z,") = 0; und endlich s(z,") 5= 0 nach der Bildung
der Funktion s. Also ist der Koeffizient von k& von Null verschieden,
und daher kénnen wir durch passende Wahl von & die zweite Vari-
ation in der Tat negativ machen.

¢) Ein Lemma iiber Variationen der Klasse I)":
Wir haben zwar im Vorangehenden gezeigt, daB AJ negativ
gemacht werden kann; damit ist aber noch nicht bewiesen, daB kein
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Minimum eintreten kann. Denn die spezielle Variation, welche wir
dazu benutzt haben, gehdrt gar nicht zu den zulissigen Vari-
ationen, da ja die Ableitung von 7 Unstetigkeiten im Intervall
[#,@,]| besitzt. Der Beweis wird erst vollstiindig durch den folgenden
Hilfssatz):

Kann man AJ negativ machen wmittels einer Variation der
Klasse D', so ist dies stets auch miglich mittels einer Variation der
Klasse C'.

Man beweist denselben leicht mittels eines Prozesses, den man
kurz als ,Abrunden der Ecken® beschreiben kann. Es sei nimlich

¢: yzg(ﬂi‘), xl?x<wﬁ

eine die beiden Punkte P, und P, verbindende, ganz im Innern des
Bereiches R gelegene Kurve der Klasse D’ fiir welche

AT = Jg— Jg < 0;

ferner sei ('(a,b) eine der Ecken der Kurve €, und p,, p, die
beiden Werte des Gefilles der Kurve € in der Ecke (. Sodann
withlen wir eine positive GréBe L > |p, , |p,|, nehmen auf € zwei
der Ecke links und rechts benachbarte Punkte @, und ¢, mit den
Abszissen @ — 1 und @ + h, und konstruieren eine Kurve € der
Klasse (', welche durch @, und @, geht, die Kurve € in @, und @,
beriihrt, und deren Gefille dem absoluten Werte nach bestindig
kleiner als L ist, was stets moglich ist, z. B. indem man die Kurve G
aus einem Segment einer Geraden und einem
Kreishogen zusammensetzt.

Man zeigt dann leicht weiter?): Ist ¢ eine
beliebig kleine vorgegebene positive GriBe, so
kann man stets & so klein wiithlen, daB

[T5(@.C Q) — Ts(Q Q)| <o

A at+h Wir ,runden jetzt die Ecke C ab¥, indem
Fig. 15. wir das gebrochene Stiick @, C¢Q, durch das

Stiick @, @, der Kurve € ersetzen.
Fithren wir diese Operation fiir simtliche Ecken der Kurve ©
durch, so erhalten wir als Resultat eine Kurve & der Klasse (',

) Vgl. hierzu Goursar, Cours d’Analyse, 11, p. 606.
%) Wihlt man ¢ >0 so klein, daB die geschlossene Umgebung

[ele: lz—a|<le, ly—bi<e
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welche ebenfalls die beiden Punkte P, und P, verbindet und im
Bereich R liegt, und durch Verkleinerung von % kénnen wir er-
reichen, daB die Differenz J; — J, dem absoluten Wert nach unter
jede vorgegebene GroBe sinkt. Da nun nach Voraussetzung Ji —J; <0,
so konnen wir durch Verkleinerung von /% auch erreichen, daB

Jy—Je, <0, Q-E.D.

Wir diirfen daher jetzt den Satz aussprechen:
Fundamentalsatz II1: Die dritte notwendige Bedingung fiir ein
Mivimum (Mazimum) besteht darin, daf

Az, z)+=0 (1)

fiir alle Werte von x in dem offenen Intervall x, < x < z,.

Zusatz: Dieselbe Bedingung liBt sich auch schreiben: z, < z,
oder aber z," existiert micht, d. h. wenn der Endpunkt P, jenseits des
2w Py konjugierten Punltes P, liegt, so findet lein Maximum oder
Minimum statt.

Wir werden diese Bedingung die Jacobi'sche Bedingung nennen.

des Punktes €' ganz im Innern des Bereiches & liegt, so hat die Funktion
|f(x, v, ¥)| ein endliches Maximum M im Bereich

lz—a|le, |y—bl<e, |¥I<L.

Wiihlt man jetzt h < e, so ist das Integral J, genommen entlang irgend
einer Kurve: y =y(x) der Klasse D, welche ganz in [g], liegt und der Be-
dingung |y'(z)| << L geniigt, vom Punkt @ —h bis zum Punkt ¢ 4 h, dem ab-
goluten Wert nach kleiner als 2h M, also

IJ@(QI.CQs) HJ{;(Q1Q:)| <4h M.
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