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Erstes Kapitel.

Die erste Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben.

§ 1. Vorliufige Orientierung iiber die wichtigsten Probleme der
Variationsrechnung.

Die Variationsrechnung beschiiftigt sich mit Aufgaben des Mai-
mums und Minimums, die jedoch von wesentlich komplizierterer Natur
sind als diejenigen, welche in der aus der Differentialrechnung be-
kannten Theorie der gewdhnlichen Maxima und Minima behandelt
werden. Wihrend es sich nimlich dort darum handelt, diejenigen
Werte einer oder mehrerer Variabeln zu bestimmen, fiir welche eine
gegebene Funktion dieser Variabeln den grioBten oder kleinsten Wert
annimmt, hat es die Variationsrechnung mit Aufgaben zu tun, bei
denen eine oder mehrere unbekannte Funktionen so zu bestimmen
sind, daB ein gegebenes, von der Wahl dieser Funktionen abhingiges
bestimmtes Integral seinen griBten oder kleinsten Wert annimmt.

Dies soll zunichst durch Besprechung einiger typischer Beispiele
niher erliiutert werden.

Beispiel Is In einer Ebene sind zwei Punkte P,, P, und eine
Gerade & gegeben. Es wird verlangt, unter allen Kurven, welche in
dieser Ebene von P, nach P, gezogen werden kinnen, dicjentge zu be-
stimmen, welche durch ihre Rotation wm die Gerade L die Fliiche von
Kleinstem Inhalt erzeugt.

Wir wihlen die Gerade £ zur z-Achse eines rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems und bezeichnen die Koordinaten der beiden gegebenen
Punkte mit z,, y, und z,, y,. Ist dann

E: y=1y(x)

Bolza, Variationsrechnung. 1
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irgend eine die beiden Punkte P, und P, verbindende Kurve, so wird
der fragliche Flicheninhalt durch das bestimmte Integral?)

J=2:u:ﬁ V1+y?*dx

ausgedriickt, wenn y" die Ableitung der Funktion y(z) bedeutet. Der
Wert des Integrals J hingt von der Wahl der Kurve €, d. h. der
Funktion y(z) ab, und unsere Aufgabe lautet also analytisch?): Unter
allen Funktionen y(z), welche fiir # = #, und # = z, die vorgeschrie-
benen Werte y,, bzw. y,, annehmen, diejenige zu bestimmen, fiir welche
das Integral J seinen kleinsten Wert annimmt.

Dieses Beispiel ist ein Reprisentant der einfachsten Klasse von
Aufgaben der Variationsrechnung, bei denen es sich darum handelt,
ein Integral von der Form

. 5 ,_d ,
J"_—Jf(xs Y, ¥)dz, Y =Egg; (1

durch passende Wahl der unbekannten Funktion y zu einem Extremum?)
zu machen. Mit dieser einfachsten Klasse von Aufgaben, die zugleich
von grundlegender Bedeutung ist, werden wir uns in den drei ersten
Kapiteln beschiftigen.

Wir haben der Einfachheit halber bei der analytischen Formu-
lierung von Beispiel I die zu betrachtenden Kurven in der Form:
¥ = y(z) angenommen, unter y(z) eine eindeutige Funktion verstanden,
d. h. wir haben vorausgesetzt, daB jede der y-Achse parallele Gerade
die betreffende Kurve hochstens in einem Punkte trifft. Dies ist
jedoch eine Beschrinkung, die durchaus nicht in der Natur der Auf-
gabe liegt. Wir kénnen uns von derselben befreien, indem wir simt-
liche Kurven in Parameterdarstellung ansetzen:

v=u(t), y=y@.

) Wir werden in der Folge die positive Quadratwurzel aus einer reellen
positiven GréBe a stets mit J/a) bezeichnen, wiithrend die Bezeichnung }a an-
deuten soll, daB das Vorzeichen unbestimmt bleibt.

*) Die in diesem Paragraphen gegebene Formulierung der verschiedenen
Probleme ist nur als eine vorliinfige zu betrachten und bedarf nach verschiedenen
Richtungen hin einer schiirferen Priizisierung.

% Das Wort ,, Extremum* wird nach dem Vorgang von Du Bois-Revmoxn
(Mathematische Annalen, Bd. 15 (1879), p. 564) in gleicher Weise fiir ,,Maxi-
mum* und ,,Minimum* gebraucht in solchen Fiillen, wo es nicht nétig ist, zwischen
beiden zu unterscheiden.
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Unser bestimmtes Integral geht dann iiber in:
)
J=2xfyVad  +y™at,
b

wo jetzt 2/, y* die Ableitungen von z und y nach ¢ bedeuten.
Allgemeiner nimmt das Integral (1) bei Parameterdarstellung die
Form an:

Iy
J =_fF(93, y, @, y)dt, @
h

wobei F' in bezug auf #', ¥ homogen von der ersten Dimension ist.
Das Problem, ein Integral von der Form (2) zu einem Extremum zu
machen, bildet die einfachste Klasse von Variationsproblemen in
Parameterdarstellung. Wir werden diese Klasse von Problemen, die
fiir geometrische Anwendungen von groBter Wichtigkeit ist, und deren
Theorie am eingehendsten ausgebildet worden ist, in Kap. V—IX
behandeln.

Einen Typus von wesentlich anderer Art représentiert das folgende

Beispiel I1I'): Unter allen Kurven von vorgeschriebener Linge I,
welche zwei gegebene Punkte Py, P, verbinden, diejenige zu bestimmen,
welche zusammen mit der Sehne P, P, den griften Fldcheninhalt ein-
schliept.

Wihlen wir die Gerade durch die beiden Punkte P,(z;, y,) und
P,(z,, y,) zur z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems und
beschriinken uns der Einfachheit halber auf Kurven, die in der Form

y=y(z)

darstellbar sind, so lautet die Aufgabe in analytischer Formulierung:
Unter allen Funktionen: y = y(z), welche den Anfangsbedingungen

y(xl) =0, y(x!) =0,
und iiberdies der Bedingung

£
f V1+y®dz=1
geniigen, diejenige zu finden, welche dem Integral

1) Zuerst vorgelegt von Jacos Bervourrr 1697, siehe Sticker's Ubersetzung
in Nr. 46 von OsrtwaLp's Klassiker der exakten Wissenschaften, p. 19 und An-
merkung 19) auf p. 139; weitere Literatur bei Pascav, Die Variationsrechnung
(Leipzig, 1899), pp. 127, 128.

1*
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p
J = ‘f ydx
den groBten Wert erteilt. '

Das charakteristisch Neue besteht hier also darin, daB den zum
Vergleich herangezogenen Kurven auBer den Anfangsbedingungen noch
die weitere Beschriinkung auferlegt wird, daB sie einem gewissen be-
stimmten Integral einen vorgeschriebenen Wert erteilen sollen.

Unser Beispiel ist also ein spezieller Fall der Aufgabe, ein In-
tegral von der Form

J =ﬁ(x1 Y, y’)dﬂ: (1)

zu einem Extremum zu machen, wihrend gleichzeitig die zuldssigen
Kurven einem zweiten Integral

K= [4(, y, v)dz ®)

einen vorgeschriebenen Wert [ erteilen sollen.

Aufgaben dieser Art heiBen ,isoperimetrische Probleme; wir werden
dieselben in Kapitel X betrachten, und zwar, im Hinblick auf die vielen
geometrischen Aufgaben dieser Art, in Parameterdarstellung.

Die niichstliegende Verallgemeinerung besteht darin, daB man be-
stimmte Integrale betrachtet, in denen die Funktion unter dem Integral
nicht nur die erste, sondern auch hohere Ableitungen der unbekannten
Funktion y enthilt, also Integrale der Form

T=[1@, v, ¥, ¥y -y y®)da. @
Diese Klasse von Aufgaben hat in der Geschichte der Variations-
rechnung eine gewisse Rolle gespielt, ist jedoch gegenwirtig, wo die
rein formalen Fragen mehr in den Hintergrund getreten sind, von
geringerem Interesse, teils weil sie in einer weiter unten zu betrach-
tenden allgemeineren Klasse als Spezialfall enthalten ist, teils weil
kaum irgendwelche interessante geometrische oder mechanische Probleme
zu dieser Kategorie gehoren.')

") Wir geben am Ende von Kap. ITL einige Andeutungen iiber Aufgaben
dieser Art; im diibrigen verweisen wir auf Pascay, loe. cit., §§ 2—7, 16, 19—22,
und Zerwmero, Untersuchungen sur Variationsrechnung, Dissertation (Berlin 1894),
sowie §§ 1, 4, 6, 12, 13, 14 in Kxeser's Artikel iiber Variationsrechnung in der
Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, II A 8, und Kwesex, Lehrbuch
der Variationsrechnung (Braunschweig, 1900), 6. Abschnitt.
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Weit 'wichtiger ist eine zweite Verallgemeinerung, bei welcher
mehrere unbekannte Funktionen unter dem bestimmten Integral vor-

kommen.

Besonders interessant werden die Aufgaben dieser Art, wenn
zwischen den unbekannten Funktionen Relationen vorgeschrieben sind.
Hierher gehort das folgende

Beispiel 1II: Die kiirzeste Linie zu bestimmen, welche auf einer
n der Form .
o, y, 5) =0

gegebenen I'liche zwischen zwei auf der Fliiche gegebenen Pumlkien ge-

zogen werden kann.
Nimmt man die zuldssigen Kurven in der Form

y=y@), z=2(2)
darstellbar an, so hat man unter allen der Bedingung

ez, y@), 2) =0

geniigenden Kurven, welche durch die beiden gegebenen Punkte gehen,
diejenige zu bestimmen, fiir welche das Integral

J=[VI+y 47"

den kleinsten Wert annimmt.

Hier haben wir also zwei unbekannte Funktionen von z zu be-
stimmen, welche durch eine endliche Gleichung verbunden sind.

Die vorgeschriebenen Relationen zwischen den unbekannten
Funktionen konnen aber auch die Form von Differentialgleichungen
haben, wie das folgende, schon von EuLER') und LAGRANGE?®) be-
handelte Beispiel zeigt.

Beispiel IV: Die Brachistochrone im widerstehenden Medium.
Unter allen Raumkurven, welche zwischen zwei gegebenen Punkten P,
und P, gezogen werden kionnen, soll diejenige bestimmt werden, ent-
lang welcher ein schwerer materieller Punkt in der kiirzesten Zeit
von P, nach P, gelangt, wenn er den Punkt P, mit einer gegebenen
Anfangsgeschwindigkeit », verliBt. Die Reibung soll vernachlissigt

Y Vgl. Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gau-
dentes (Lausapne, 1744), pp. 126, 214.

%) Vgl. (Muwres, Bd. 10, p. 440; vgl. ferner Linveroer-Moteyo, Calcul des
Variations (Paris, 1861), p. 308, und Kxeser, Lehrbuch, p. 248.
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werden, dagegen soll der Widerstand des Mediums beriicksichtigt
werden. _

Die positive z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems
werde vertikal nach unten gewahlt und die Masse des materiellen
Punktes gleich 1 angenommen; v bezeichne die Geschwindigkeit, ¢ die
Konstante der Schwere. Der Widerstand sei eine gegebene Funktion
der Geschwindigkeit, R(v) sei der absolute Wert derselben. Dann
erhilt man aus dem Prinzip der lebendigen Kraft!):

d% — gds — R(v)Vda* + dy* + d#* .

Nehmen wir daher der Einfachheit halber x als unabhingige
Variable, so lautet die Aufgabe in analytischer Fassung: Unter allen
Funktionensystemen

Y =y(33), z=z(:5), ‘U=U(:E),
welche den Anfangsbedingungen
y(@) =y, 2(3,) = 2, v(@) = vy,
y(z3) = ¥, #(2y) = 2,
und der Differentialgleichung

v =g7 —RO)VI+y*+%

geniigen, dasjenige zu bestimmen, welches das Integral

. fi@“ﬁf_w'z’_"' \da
v

zu einem Minimum macht.

Wir haben hier also drei unbekannte Funktionen, welche dwrch
eine Differentialgleichung verbunden sind.

In naturgemiBer Verallgemeinerung gelangt man so schlieBlich
zu folgender, gewdhnlich als Lagrange’sches Problem bezeichneter Auf-
gabe: Unter allen Funktionensystemen y,, #,, . . ., y, einer unabhingigen
Variabeln z, welche gewissen Anfangsbedingungen und auBerdem einer
Anzahl von Nebenbedingungen von der Form

‘pk(x: Yir Y2y -5 Yns yl’r yér Yn =0 (5)
k=1,2,..., m, (m<n)

Y Vgl. z. B. Aeeerr, Traité de Mécanique rationelle, Bd. I, Nr. 220, 251
und Sturm, Cours de Mécanique (5e éd.), Bd. I, Nr. 274.
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geniigen, dasjenige zu bestimmen, fiir welches das Integral

J=ﬁ(ﬂl’:, Yoy Yzyp - o5 U5 yI’-: yé; vy y;)d.’t

seinen kleinsten oder groBten Wert annimmt.-

Dabei soll der Fall m — O mit inbegriffen sein und ebenso der
Fall, in welchem einige der Funktionen ¢,, oder alle, die Ableitungen
Y1, Y2, - .., Yi nicht enthalten.

Dieses Problem ist von ganz besonderer Wichtigkeit, einmal weil
es das allgemeinste Variationsproblem [fiir einfache bestimmte Integrale
darstellt, insofern alle andern sich auf dieses reduzieren lassen, sodann
weil die allgemeinen Variationsprinzipien der Mechanik, wie das
Hamilton'sche Prinzip und das Prinzip der kleinsten Aktion auf
Probleme dieser Art fithren. Diese Klasse von Aufgaben werden wir
im XI. und XII. Kapitel behandeln.

Endlich kann man auch mehrfache Integrale in den Kreis der
Betrachtung ziehen. Kin klassisches Beispiel dieser Art ist das Pro-
blem der Minimalflichen:

Beispiel V: Unter allen Flichen, welche von einer gegebenen ge-
schlossenen Rawmbwrve & begrenzt werden, diejenige zu bestimmen, welche
den Kleinsten Flicheninhalt besitat.

Beschriinken wir uns der Einfachheit halber auf Flichen, welche,
bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, in der Form

i (.‘.‘U ’ y)
darstellbar sind, und bezeichnen wir mit of den Bereich der z, y-Ebene,
welcher von der Projektion £ der Kurve ¥ begrenzt wird, so lautet
die Aufgabe in analytischer Formulierung: Unter allen Funktionen
von zwei unabhiingigen Variabeln

& =f(;$1 ?/),

welche entlang der Kurve ' vorgeschriebene, sich stetig aneinander-
reihende Werte annehmen, diejenige zu bestimmen, fiir welche das

Doppelintegral -
= f SV i+ () + (52) away

den kleinsten Wert annimmt.
Da beim Ubergang zu mehrfachen Integralen die Schwierigkeiten
ganz erheblich zunehmen, und da die Theorie hier noch nicht zu.einem
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ahnlichen Abschluf gekommen ist wie bei den einfachen Integralen,
so werden wir uns bei der Behandlung dieser Klasse von Aufgaben
auf die Entwicklung der einfachsten Sitze beschriinken. —

Nach dieser allgemeinen Ubersicht wenden wir uns jetzt zur
niheren Betrachtung der einfachsten Klasse von Variationsproblemen,
wobei es sich zunichst um eine genaue Formulierung der Aufgabe
handeln wird.

§ 2. Definitionen und ‘Sétze iiber ,,gewdhnliche’ Maxima und
Minima.

Bei der fundamentalen Rolle, welche die Begriffe des Maximums
und Minimums in der Variationsrechnung spielen, empfiehlt es sich,
die wichtigsten Definitionen und Sitze iiber ,gewhnliche Maxima
und Minima vorauszuschicken.

a) Maximum und Minimum einer linearen Punktmenge:

Unter einer endlichen Anzahl von Werten einer unabhingigen
Variabeln z gibt es stets mindestens ein Maximum, d. h. einen Wert,
der grofler oder wenigstens nicht kleiner ist als alle iibrigen; und
ebenso ein Minimum.

Ganz anders verhilt es sich dagegen bei Mengen von unendlich
vielen Werten (sogenannten unendlichen Wertmengen oder linearen
Punktmengen). Hier kann es zuniichst vorkommen, daB ein Maximum
deshalb nicht existiert, weil es unter den Werten der Menge solche
gibt, die jede vorgegebene Zahl iibersteigen. Dies ist z. B. der Fall
bei der aus der Gesamtheit aller positiven ganzen Zahlen gebildeten
Menge. Man sagt in diesem Fall, die Menge sei nach oben nicht
beschriinkt. Aber auch wenn die Menge nach oben beschriinkt ist
(borné supérieurement?)) d. h. wenn simtliche Werte der Menge unter-
halb einer festen GriBe (,Schranke) L liegen, so braucht es deshalb
doch keinen groBten Wert der Menge zu geben. So ist z. B. die
unendliche Menge

1
7 92

3 v—1
e RR p

-0

2
E g v
nach oben beschrinkt, da simtliche Werte der Mengen kleiner als

z. B. 2 sind; trotzdem gibt es unter den Werten dieser Menge
keinen groBten.

) Vgl. AT 2; die Abkiirzung A bedeutet stets den Anhang am Ende des
Buches,
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Dagegen gilt der Satz'), daB jede nach oben begrenzte Wert-
menge (lineare Punktmenge) eine obere Grenze besitzt, d. h. es gibt
eine (und nur eine) GroBe (7, welche folgende beiden charakteristischen
Eigenschaften hat:

1. jeder Wert p der Menge ist = G;

2. wie klein auch die positive GroBe & gewiihlt sein mag, so gibt
es stets mindestens einen Wert p” der Menge fiir welchen p' > G — &

Diese obere Grenze ¢ gehiort nun entwedgr selbst zur Menge
und heiBt alsdann das Maximum der Menge oder aber sie gehort
nicht zur Menge; in diesem Fall sagt man, die Menge besitzt kein
Maximum. Die entsprechenden Definitionen und Sitze gelten fiir die
untere Grenze und das Minimum einer Menge.

Fiir das obige Beispiel ist die obere Grenze 1, dieselbe gehdrt
selbst nicht zur Menge; dagegen gehort die untere Grenze 0 zur Menge
und ist daher zugleich das Minimum.

Der Gleichférmigkeit halber pflegt man von einer nach oben
(unten) nicht beschrinkten Menge zu sagen ihre obere (untere) Grenze
sei + oo (— o0).

Bei diesem Sprachgebrauch, welchem wir folgen werden, besitzt
also jede lineare Punktmenge eine obere Grenze und eine untere Grenze.

b) Absolutes Maximum und Minimum einer Funktion in einem
Intervall:?)

Es sei jetzt
y=1@)

eine reelle Funktion einer reellen Variabeln, definiert in einem Inter-
vall®) [ab]. Die dem Intervall [ab] von 2 entsprechenden Werte
von y bilden eine lineare Punktmenge, die wir mit Y bezeichnen.
Diese Punktmenge hat nach dem vorigen stets eine obere Grenze &
und eine untere Grenze K, welche die obere, resp. untere, Grenze
der Funktion f(z) in dem Intervall [ab] genannt werden.

Sind G und K beide endlich, so heiBt die Funktion f(z) end-
lich im Intervall [ab].

) Vgl. AT 3.

*) Hierzu die Ubungsaufgaben 1, 1,, 1, am Ende von Kap. III.

%) d. h. fiir alle z, fiir welche « < < b, (falls a<{b), @ > 2 >b, (fallsa>>b);
im allgemeinen soll mit der Bezeichnung [ab] die Annahme a < b verbunden
sein. Fiir eine Funktion, welche nicht fiir ein stetiges Intervall, sondern fiir eine
beliebige Punktmenge X im Gebiet der Variabeln & definiert ist, (vgl. Encyclopiidie,
II A, p. 11 und Joroax, Cours d’ Analyse (Paris, 1893), I, Nr. 41), ersetze man in den
folgenden Definitionen iiberall das Intervall [a b] durch die Menge X.
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Gehort die obere Grenze G zur Menge Y d. h. gibt es wenigstens
einen Wert ¢ des Intervalls [ab], so daB: f(c) = G, withrend gleich-
zeitig: f(x) £ G fiir jedes z in [ab], so heiBt') G das absolute
Mazximum der Funktion f(z) im Intervall [ab]. Gehort dagegen
G nicht zu Y, so besitzt die Funktion f(z) im Intervall [ab] kein
absolutes Maximum; letzteres ist stets der Fall, wenn G = + oo, da
jedes einzelne y als endlich vorausgesetzt wird.

Analoge Definitionen gelten fiir das absolute Minimum.

Fiir stetige Funktionen gilt der Satz?): Ist f(x) stetig im Inter-
vall [ab)], so ist sowohl die obere als die untere Grenze endlich und
beide werden wirklich erreicht, d. h. f(x) besitzt in [ab] ein absolutes
Maximum und ein absolutes Minimum,

Die oben gegebenen Definitionen lassen sich ohne weiteres auf
Funktionen mehrerer Variabeln ausdehnen.

¢) Relatives Maximum und Minimum einer Funktion:

Von dem absoluten Extremum ist das relative®) zu unterscheiden.
Man sagt eine Funktion f(x), welche in einem Intervall [ab] definiert
ist, besitzt ein relatives Minimum an einer Stelle z = x, des Inter-

valls [ab], wenn eine positive Grife d existiert, derart, daB

(@) Z f ()
fiir jedes 2 des Intervalls [ab], fiir welches | # — z, | < d; oder, wie
wir auch schreiben konnen,

(2o + k) —f(#) >0 (M
fiir jedes h, fiir welches | 2 | <d und @y +h in [ab].
Nach Storz*) unterscheidet man dabei das eigentliche von dem

uneigentlichen Minimum: Bei dem eigentlichen Minimum 1aBt
sich d so klein wiihlen, daB

f(zy + h) —f(xy) >0 (8)

fir alle angegebenen Werte von h auer A = 0; bei dem uneigent-
lichen gibt es, wie klein auch d gewiihlt sein mag, immer noch von
Null verschiedene Werte /4, fiir welche

Y Vgl. Eneyclopiidie, 11 A, p. 80.

%) Vgl A III 3.

%) Ich folge der Terminologie von Voss in Encyclopdidie, IL A, p. 81; viel-
fach wird ,relatives Extremum* fiir, Extremum mit Nebenbedingungen' gebraucht;
vgl. unten, Kap. X.

Y Grundziige der Differential- und Integralrechnung, (Leipzig, 1893),
Bd. I, p. 199.
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flas+ ) —fla) =0, | ¥ |<d.

Analoge Definitionen gelten fiir das relative Maximum.

Beispiele von uneigentlichen FExtremen :

a) Die Funktion: y = konst. hat in jedem Punkte ein uneigentliches Maximum
und zugleich ein uneigentliches Minimum.

b) Die Funktion?)

y_{(msiuzi)’ fir a@==0
0 fir x=0

hat fir x=0 ein uneigentliches relatives Minimum. Denn hier ist

f(@) > f(0), fiir jedes a;
zugleich gibt es in jeder Nithe der Stelle z=0 Werte von x, fiir welche
f(x) = f(0), nimlich die Werte # = 1/u=, wo p eine ganze Zahl.
Besitzt die Funktion f(z) im Punkt z = #, eine Ableitung f’(z,),
so gilt der Satz?):

Fiir das FEintreten eines velativen Extremums in einem innern
Punkt z, des Intervalls [ab] ist notwendig, daf

f (@) = 0. ©)
Denn nach der Definition der Ableitung hat man in diesem Fall:
(@0 + ) = f(#%,) = R [f'(2,) + (W], (10)

wo (h), wie stets in der Folge, in WeierstraB'scher Bezeichnung
eine unendlich kleine Funktion von A bezeichnet, d. h.

L (k) = 0. = e

Wire nun f'(z,) 0, so konnte man eine positive GréBe 0 angeben,
so daB | (h) | < |f (%) |, und.daher f'(=z,)+ (h) von demselbexn
Zeichen wie f'(z,) wire fiir alle | 4 | < d. Fiir solche Werte von A

Y Vgl. Encyclopddie, 1T A, p. 81.

% Vgl. Encyclopddie, II A, p. 82; Joroax, Cours d’Analyse, 1, Nr. 394;
Peawo, Differentialrechnung wnd Grundziige der Imtegralrechnung (Leipzig, 1899),
Nr. 181; unter allgemeineren Voraussetzungen bei Srtovz, Grundziige, I, pp. 203,
204, 207. Ist die Funktion f(x) reguldr im Punkt z,, d. h. nach ganzen
positiven Potenzen von z — 2, entwickelbar, so kann man die obigen Resultate
auch mittels des Satzes beweisen: Fiir hinreichend kleine Werte von || hat
die Potenzreihe

akk*+ak+1hk+l+..., a, <=0,

dasselbe Vorzeichen wie das erste Glied a, k% vgl. Srovz, Grundzige, I, p. 205;
Kneser, Lehrbuch, § 7.



12 Erstes Kapitel. Die erste Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben.'

hitte daher f(2,+ h) — f(x,) dasselbe oder das entgegengesetzte
Zeichen wie ['(r,), jenachdem / positiv oder negativ. Es konnte
also weder ein Maximum noch ein Minimum stattfinden.

Derselbe SchluB liBt sich nicht anwenden, wenn z, mit einem
der Endpunkte des Intervalls [ab] zusammenfillt. Nehmen wir an,
daB a < b, so kann £ fiir 4, = a nur positive, fiir z, = b nur nega-
tive Werte annehmen. Daher folgt aus (10): Fiir das Eintreten eines
relativen Maximums 'Minimums) im unteren Endpunkt ¢ des Inter-

valls [ab] ist notwendig daB f(a) Z0(=0), im oberen Endpunkt b:

f(b))O(Z 0), wobei ; und f die vordere und hintere Derivierte
bedeuten. ')

Wenn in einer gewissen Umgebung eines inneren Punktes z, die
n ersten Ableitungen von f(z) existieren und stetig sind, so gilt der
Satz®):  Wenn

F@)=0, f'(z)=0,..., f*9z)=0, f™(z,) + 0,

so besitst die Funktion f(z) fir x =z, kein Extremum, wenn n un-
gerade; dagegen besitzt sie ein relatives Extremum, falls n gerade ist,
und zwar ein eigentliches Minimum, wenn [ (x,) > 0, ein eigentliches
Mazimum, wenn " (x,) < 0.

Denn unter den gemachten Annahmen liBt sich der Taylor'sche
Satz anwenden, nach welchem

[(@o + ) — flag) = 2 fo0 (2 + 0K), 0<O<1,  (11)

woraus unter Zuziehung der vorausgesetzten Stetigkeit von f)(x) der
Satz unmittelbar folgt.

Fiir die Endpunkte ist der Satz wieder #hnlich wie oben zu
modifizieren.

Aus den oben gegebenen Definitionen folgt unmittelbar: Besitzt die
Funktion f(z) fiir z = z, ein absolutes Maximum (Minimum) in bezug
auf ein den Punkt z, enthaltendes Intervall [ab], so besitzt sie a fortiori
auch ein relatives Maximum (Minimum) fiir # =z, Hierdurch reduziert
sich die Bestimmung der absoluten Extrema auf die der relativen.
Hat man letztere gefunden und weill man a priori, daB die Funktion f(z)
im Intervall [ab] ein absolutes Maximum (Minimum) besitzt, so hat
man nur unter den relativen Maximalwerten (Minimalwerten) den

) Vgl. A IV 1.
¥) Vgl. p. 11, FuBnote *).
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groBten (kleinsten) auszusuchen. Neue Schwierigkeiten treten nur
dann auf, wenn die Funktion unendlich viele Maxima und Minima
besitzt. )

§ 3. Definition des Maximums und Minimums eines bestimmten
Integrals. )

Ganz analoge Begriffshildungen treten nun auch bei der Definition
des Maximums und Minimums eines bestimmten Integrals auf.

Wir werden uns dabei (sowie stets in der Folge) der folgenden
abgekiirzten Ausdrucksweise bedienen: Indem wir unter einer Funktion
stets eine eindeutige, reelle Funktion einer oder mehrerer reeller Va-
riabeln verstehen, sagen wir, eine Funktion f(z) einer Variabeln x,
welche in einem Intervall [ab] definiert ist, sei in diesem Intervall
von der Klasse C', wenn sie in®) [ab] stetig ist und eine stetige
erste Ableitung f(z) besitzt; von der Klasse C”, wenn auBerdem
die zweite Ableitung f”'(z) existiert und stetig ist in [ab], und so fort,
wobel man beachte, daB die Klasse C*+Y in der Klasse O™ ent-
halten ist.

Ebenso soll die Kurce

?/=f(x)r ﬂ?I?b:

") Hierzu Ubungsaufgabe 1;, am Ende von Kap. IIL.

®) Bis in das letzte Drittel des vorigen Jahrhunderts hat allgemein groBSe
Unklarheit iiber die Grundlagen der Variationsrechnung geherrscht. Das groBte
Verdienst um die Klirung der Grundbegriffe und um eine scharfe Formulierung
der Aufgaben haben: Du Bows-Ruvyoxso, ,,Erliuterungen zu den Anfangsgriimden
der Variationsrechnung“, Mathematische Annalen, Bd. XV. (1879), p. 283;
Scueerrer: ,Uber die Bedeutung der Begriffe Maximum und Minimum in der
Variationsrechnung®, ibid. Bd. XXVI (1886), p. 197; und vor allem WeiersTrass
in seinen an der Berliner Universitiit gehaltenen Vorlesungen diber Variations-
rechnung (1865—1890). Wertvolle Beitriige nach dieser Richtung haben auch
geliefert: Zerwero, Dissertation, p. 24; Kxeser, Lehrbuch, § 17 und Oscoop,
woufficient conditions in the Calewlus of Variations”, Annals of Mathematics
(2), Bd. II (1901), p. 105.

°) Da der Begriff der Ableitung, wie er gewthnlich definiert wird, nur eine
Bedeutung hat fiir énnere Punkte des Definitionsbereiches einer Funktion, so
ist noch eine besondere Festsetzung beziiglich der Endpunkte @ und b notwendig.
Wir wollen dieselbe dahin formulieren, daB es mdglich sein soll, die Definition
der Funktion f(z) so iiber das Intervall [ab] hinaus auszudehnen, daB die er-
weiterte Funktion fiir ' <Z@ < b’ die genannten Eigenschaften hat, wo o' < a,
b >b. Dies ist gleichbedeutend mit der Annahme, daB die betreffenden Ab-
leitungen stetig sein sollen im Innern des Intervalls [«b] und sich bestimmten
endlichen Grenzen niihern sollen bei Annilherung an die Endpunkte (vgl A IV 4).
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von der Klasse C’y resp. C”, ... heiBen, wenn f(z) in [ab] von
der Klasse €', resp. C” ... ist.

Endlich sagen wir auch von einer Funktion von m Variabeln:
f(z,, @, ..., x,), sie sei in einem Bereich!) € im Gebiet der Va-
riabeln 2z, #,, ..., x, von der Klasse C™, wenn sie selbst samt
ithren partiellen Ableitungen bis zur »'" Ordnung inklusive stetig

ist in?) CL
a) Absolutes Extremum eines bestimmten Integrals:

Es sei jetzt einerseits eine Funktion f(z, y, y') der drei unab-
hingigen Variabeln z, y, y’ gegeben, welche reell und von der
Klasse®) €™ ist in einem Bereich =, welcher aus allen. Punkten
(z, y, y') besteht, fiir welche (z, y) einem gewissen Bereich R der
«, y-Ebene angehort, wihrend y' irgend einen endlichen Wert haben kann.

Andererseits sel

¢: y=y(), 6w 5,

eine ganz im*) Bereich R gelegene Kurve der Klasse (.
Alsdann ist die Funktion

flz, y@), ¥ @)

') Unter einem , Bereich® soll stets eine Punktmenge verstanden werden,
welche ,innere Punkte enthiilt, einerlei von welcher Beschaffenheit sie sonst
sein mag. Uber die Definition eines inneren Punktes vgl. AT 1

#) Dies hat eine unmittelbare Bedeutung wieder nur, wenn der Bereich €L
nur innere Punkte enthilt (oder, wie wir sagen, ein ,stetiger Bereich® ist);
enthiilt er auch PBegrenzungspunkte (d. h. Punkte, in deren jeder Niihe es
Punkte gibt, welche nicht zu €L gehoren), so fiigen wir noch die Festsetzung
hinzu, daB sich die Definition von f(z,, x,, ..., &,) so iiber den Bereich €L
hinaus auf einen stetigen, den Bereich €L enthaltenden Bereich B fortsetzen
lassen soll, daf die erweiterte Funktion die angegebenen Eigenschaften im Be-
reich ® besitzt.

% Bei den geometrischen und mechanischen Anwendungen der Variations-
rechnung ist die Funktion f(z, y, y) meistens eine analytische Funktion
einfachster Art. Es wiire daher vollstindig geniigend, die Untersuchung fiir
analytische Funktionen f durchzufiihren, wie es Weirstrass und Kxeser getan
haben. Dagegen muB man gerade auch vom Standpunkt der Anwendungen bei
den meisten Aufgaben auch nicht-analytische Kurven zulassen, wenn man
die Aufgabe nicht ganz unnatiirlich einschriinken will. Wenn man es aber doch
einmal mit nicht-analytischen Funktionen zu tun hat, so wird die Darstellung
einheitlicher, wenn man auch die Funktion / nicht als analytisch voraussetzt,
wie dies auch schon Pascar, loc. cit. p. 21 und Oseoop, loc. cit. p. 105 getan haben.

*) Eine Kurve liegt ,in einem Bereich“ soll stets bedeuten: jeder Punkt
der Kurve ist zugleich ein Punkt des Bereiches, nicht notwendig ein innerer Punkt.
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nach den Sitzen iiber zusammengesetzte Funktionen (A IV 9) eine
im Intervall [z, z,] stetige Funktion von z, und daher hat das Integral

= [f (@, y, y @) de (12)
einen bestimmten endlichen Wert. Wir nennen dieses Integral das

Integral der Funlktion f(z, y, y') genommen entlang der Kurve € und
bezeichnen dasselbe mit

J=[fx, y, y)dz
&
oder kiirzer mit J.
Es seien jetzt im Bereich R zwei Punkte P,(z,, y,) und Py(z,, ys)
gegeben, wobei wir stets x, < x, voraussetzen; wir befrachten die
Gesamtheit I aller Kurven, welche folgende Bedmgungen erfiillen:

1. Sie gehen durch die beiden gegebenen Punkte P, und P,.
2. Sie sind in der Form

g=y(x)r 't1?x?xz

darstellbar, wo y(z) eine eindeutige Funktion von z bedeutet, d. h. geo-
metrisch, jede Kurve wird von jeder Geraden parallel der y-Achse:
z =c in einem und nur einem Punkt geschnitten, wenn z, Z ¢ Z z,.

3. Sie sind von der Klasse (', d. h. geometrisch, sie sind stetig
und besitzen in jedem Punkt eine Tangente, deren Gefiille!) sich stetig
indert, und die nie mit der y-Achse parallel ist.

4. Sie liegen ganz im Bereich . Wir nennen diese Kurven die
wauldssigen Kurven® oder auch die ,Vergleichskurven®,

Jede zulissige Kurve € liefert einen bestimmten endlichen Wert

Ji fiir das Integral J. Die Menge dieser Integralwerte {oJ| besitzt

eine untere Grenze K und eine obere Grenze (¢ (endlich oder unend-
lich). Wenn alsdann die untere (obere) Grenze endlich ist und wirk-
lich erreicht wird, d. h. wenn es eine zulissige Kurve € gibt, fiir

welche
st=K! (Jcs= G)’ (13)

so sagen wir, die Kurve € liefert ein absolutes Minimum (Maximum)
fiir das Integral J in bezug auf die Menge .

Iy Unter Gefiille (slope) einer Geraden verstehen wir die trigonometrische
Tangente des Winkels, welchen die Gerade mit der positiven x-Achse bildet



16 Erstes Kapitel. Die erste Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben.

Fiir jede andere zulissige Kurve € hat man dann
J@ > J@:: (Jﬁ < Ja)i (14)
und diese Ungleichung kann ebenfalls zur Definition des absoluten
Minimums (Maximums) benutzt werden.

Die Aufgabe der Variationsrechnung in ihrer einfachsten
Form besteht nun darin, diejenige oder diejenigen zulissigen Kurven
zn bestimmen, welche in diesem Sinn ein absolutes Minimum oder
Maximum fiir das Integral J liefern.?)

Die so formulierte Aufgabe ldBt sich auf die mannigfachste Weise modi-
fizieren, indem man den zulissigen Kurven andere Bedingungen auferlegt. Wir
erwithnen die wichtigsten dieser Modifikationen:

1. Statt die Endpunkte vorzuschreiben, kann man auch nur verlangen, daB
sie auf gegebenen Kurven liegen sollen, oder sonst in vorgeschriecbener Weise
veriinderlich sein sollen (vgl. § 7 und Kap. VI).

2. Man kann die Bedingung fallen lassen, daB y sich als eindeutige Funktion
von  darstellen lassen soll, indem man die Kurven in Parameterdarstellung an-
nimmt (vgl. Kap. V).

3. Endlich kann man auch die ,Klasse" der zuliissigen Kurven modifizieren,
indem man z B. Kurven mit ,Ecken* zuldBt (Kap. VIII), oder blof die Existenz
der rechtsseitigen Tangente verlangt (vgl. Kxeser, Lehrbuch, § 17); ja man
kann die Aufgabe sogar so erweitern, daB nicht einmal die Existenz einer ein-
seitigen Tangente vorausgesetzt wird (vgl. Kap. IX). Anderseits kann man auch
dem Gefiille gewisse Beschriinkungen auferlegen, z. B. bestiindig positiv zu sein
(vgl. Kap. VIII), oder dem absoluten Wert nach eine vorgegebene Grenze nicht
zu iiberschreiten (vgl. § 19, c).

Wie man die zulissigen Kurven am besten zu definieren hat, das hiingt in
jedem einzelnen Fall von der speziellen Natur des vorgelegten Problems ab.
Aber wie man auch die Aufgabe formulieren mag, sie muB stets den beiden
folgenden Forderungen geniigen, wenn sie iiberhaupt einen bestimmten Sinn
haben soll: 1. Die Gesamtheit der als zulissig betrachteten Kurven mufi genaw
definiert werden; 2. fiir jede zulissige Kurve mufl das Integral J, eventuell nach
geeigneter Erweiterung seiner Definttion, einen bestimmiten endlichen Wert haben.

Was den Bereich @& betrifft, so ist derselbe fiir jede einzelne Aufgabe be-
sonders festzulegen; er kann offen oder geschlossen, endlich oder unendlich sein,
er kann auch die ganze xz, y-Ebene umfassen.

") Hiuperr hat in seinen Vorlesungen (1904/1905) ein allgemeines Problem
des Maximums und Minimums formuliert, welches sowohl die Aufgaben der
Variationsrechnung, als die der Theorie der gewdhnlichen Maxima und Minima
umfabt: Gegeben ist eine unendliche Menge trgend welcher mathematischer Ob-
jekte a, b, . .. (Zahlen, Punkte, Kwrven, Flichen wusw.), und jedem Individuum
dieser Menge ist eine reelle Zahl Ja, Jo . . . zugeordnet. Es soll dasjenige Indi-
viduwm der Menge bestimmt werden, welchem die grifite oder Kleinste Zahl zu-
geordnet 1ist. 3



§ 8. Definition des Maximums und Minimums eines bestimmten Integrals. 17

So miissen z. B. bei der Aufgabe, das Integral
Vity*dzx
e
zu einem Minimum zu machen (Brachistochrone, vgl. § 26, b), die zulissigen
Kurven notwendig auf den durch die Ungleichung

y—y +E>0
definierten Bereich beschriinkt werden, weil sonst die Funktion f entweder un-

stetig oder imaginir werden wiirde
Bei der Aufgabe der Rotationsfliche von kleinster Oberfliiche, wo

J= [vVTHFy™ da,
¢

muB man die zuliissigen Kurven auf den Bereich

y>0
beschriinken, weil nur dann das bestimmte Integral J die gewiinschte geo-

metrische Bedeutung besitzt.

Neben solchen ,matiirlichen** Beschrinkungen, die sich aus dem Problem
mit Notwendigkeit ergeben, kann man aber auch den zulissigen Kurven ,kiinst-
lich** Beschriinkungen auf einen gewissen Bereich auferlegen. So sind z. B. bei
der Aufgabe, die kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten zu finden, wo

T= [Vity™da,
¢

die zul#ssigen Kurven keinerlei derartigen Beschriinkung unterworfen, so daf
der Bereich R die ganze x, y-Ebene umfaBt. Man kann aber auch die Aufgabe
dahin modifizieren, unter allen Kurven, welche in einem gewissen gegebenen
Bereich gelegen sind, die kiirzeste Verbindungslinie zweier gegebener Punkte zu
finden (vgl. Kap. VIII); hier ist dann & eben dieser vorgegebene Bereich.

b) Relatives Extremum eines bestimmten Integrals:

Ganz analog wie in der Theorie der gewihnlichen Extrema laBt
sich nun auch die im vorhergehenden formulierte Aufgabe des ab-
soluten Extremums eines bestimmten Integrals, (welche das eigentliche
Endziel der Variationsrechnung ist), auf diejenige des relativen Ex-
tremums zuriickfihren, bei welchem die gesuchte Kurve nur mit
sogenannten ,,benachbarten“ Kurven verglichen wird, und welches
folgendermaBen definiert wird: FEine sulissige Kurve €: y = y(x)
liefert ein relatives Minimum (Mazximum) fiir das Integral J, wenn
eine positive Grifle o cxistiert, derart, daf3

LS, (52 ) (14)

Bolza, Variationsrechnung. =
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fiir jede zuliissige Kurve €: y =g (x), fiir welche
1y () —y (@) | <o fir x Iz, (15)
Diese Ungleichung bedeutet geometrisch, daB die Kurve € (ab-

gesehen von den Endpunkten) im Innern des Streifens liegt, welcher
durch die beiden Kurven

y=y@)+eo, y=yl)—oeo
einerseits und durch die beiden Geraden
z =1, z =,

anderseits begrenzt wird. Diesen Streifen werden wir ,die Nachbar-
schaft') (¢) der Kwrve & nennen, wobei von der Begrenzung nur
die Punkte P, und P, als mit zur Nachbarschaft (o) gehérig be-
trachtet werden sollen.

Wir nennen dann wieder das relative Minimum (Maximum)
ein eigentliches, wenn o so gewiihlt werden kann, daB in der

Ungleichung (14) das Zeichen > (<)
5 vise fiir alle von € verschiedenen zu-
_/,///t/:;%f/”) lissigen Kurven gilt, welche in der
6 “y(m-o Nachbarschaft (o) liegen; dagegen
uneigentlich, wenn es, wie klein auch
o gewiihlt sein mag, stets mindestens
j eine von @ verschiedene zuliissige
% _ @ Kurve € gibt, welche ganz in der
i Nachbarschaft (o) liegt und fiir

welche: Jz = J.

Eine Kurve, welche ein absolutes Extremum liefert, liefert a for-
tiori auch ein relatives, und daher reduziert®) sich die urspriingliche
Aufgabe darauf, alle Kwrven zu finden, welche ein relatives Extremum
fiir das Integral J liefern, und in dieser Form werden wir die Aufgabe
in der Folge betrachten.

Wir werden dabei die Worte ,Minimum, Maximum® stets im
Sinn von ,relatives Minimum, Maximum® gebrauchen und wir werden

y

Y Vgl. Oscoon, loe. cit. p. 107. Die Nachbarschaft (o) inklusive ihrer Be-
grenzung werden wir die geschlossene Nachbarschaft [¢] von € nennen.

% Vgl. die entsprechenden Bemerkungen beim gewohnlichen Extremum,
§ 2, ). Fiir eine direkte Behandlung des absoluten Extremums vergleiche man
Hiperr's Existenzbeweis (Kap. IX), Darsouvx, Théorie des surfaces, Bd. III,
p- 89; und Zeruero, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, Bd. XI (1902) p. 184.
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uns auf den Full des Minimums beschrinken, da jede Kurve, welche
ein Minimum fiir das Integral J liefert, zugleich ein Maximum fiir
das Integral — J liefert, und vice versa.

§ 4. Verschwinden der ersten Variation.

Wir setzen jetzt voraus, wir hiitten eine Kurve
¢: y=y(@), 2],
gefunden, welche das Integral

J=[f(z, y, y)dz
&

in dem im vorigen Paragraphen erklirten Sinn zu einem Minimum
macht. Wir nehmen tiberdies an, daB die Kurve € ganz im Innern?)
des Bereiches R liegt.

Aus der letzten Annahme folgt?), daB wir ¢ so klein nehmen
kinnen, daB die Nachbarschaft (¢) von € ebenfalls ganz im Innern
von R liegt.

Wir ,variieren” nun die Kurve €, d. h. wir ersetzen sie durch
eine andere zulissige Kurve

G: .7/:?7(33)1 531?.’1}?‘%3,
welche ganz in der Nachbarschaft (¢) liegt. Hine solche Kurve pflegt
man eine der Kurve € ,benachbarte Kurve* zu nennen.
Das Inkrement
Ay= y(x) - y(&:‘),

welches wir mit @ (oder wenn nitig ®(«)) bezeichnen?), wird die
yvollstimdige Variation von y“ genannt. Da die Kurve € in der Nach-
barschaft (g) liegt, so ist

| (@) | <e in [z,2,]; (16)
iiberdies ist im Fall fester Endpunkte
o(#)=0, o) =0, (17)

da
F@)=yx)=9; §@)=y@) =y,-

3 Der Fall, wo die Kurve Punkte mit der Begrenzung von ® gemein hat,
wird in Kap. VIII behandelt werden.
%) Vgl § 21, a); die Kurve € ist eine begrenzte, abgeschlossene Menge,
nach A VII 1.
% Bezeichnung nach Laerance, (Fuvres, Bd. IX, p. 296,
2*
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Das entsprechende Inkrement des Integrals,

AT =T — T,

heiBt die ,wollstindige') Variation des Integrals J“ Da wir die End-
punkte als fest voraussetzen, so sind die Integrationsgrenzen in beiden
Integralen dieselben und wir konnen daher schreiben:

AJ=f[f(x} y+ o,y +0)—f(z,y, y)dz.

Da wir annehmen, daB die Kurve € ein Minimum liefert, so
muB nach (14)
AJZ0 (18)

sein fiir alle ,benachbarten” Kurven, vorausgesetzt, da ¢ hinreichend
klein gewiihlt worden ist.

Fiir die weitere Diskussion dieser Ungleichung betrachten wir
mit LAGRANGE?) spezielle®) Variationen von der Form

o (%) = ey(x), (19)

wo 7(x) eine beliebige Funktion der Klasse C” ist, welche in #, und z,
verschwindet, und & eine Konstante, deren absoluter Wert so klein
gewihlt ist, daB die Bedingung (16) erfiillt ist.

Alsdann geht das Integral J = J; in eine Funktion von & iiber,

die wir mit J() bezeichnen wollen. Insbesondere ist dann J(0) = J,
so daB wir die Ungleichung (14) schreiben konnen

J() S J(0)
fiir alle hinreichend kleinen Werte von |z|. Das heiBt aber: Die
Funktion (&) muf fir 6 =0 ein Minimum besitzen, und daher muf

Ti0)=0, J0)=0 (20)
sein.

1) Nach Weierstrass, Vorlesungen.

) Vgl. Laenance, (Buvres, Bd. IX, p. 208; die hier gegebene Methode be-
nutzen Lixperir-Morexo (loc. cit), Dmencer, Grundrif der Variationsrechnung
(Braunschweig, 1867), und Oscoon (loc. cit.).

%) Variationen dieser speziellen Art werden auch schon von Evrer erwiihnt,
Instit. Cale. Integr., Bd. IV, Supplem. XI, § 5. Solange es sich nur um die Her-
leitung notwendiger Bedingungen handelt, diirfen wir die Variationen nach
Belieben spezialisieren; ganz anders verhiilt es sich bei der Herleitung hin-
reichender Bedingungen, vgl. § 15.
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Aus der Definition der Ableitung folgt, daB
AJ=dJ(e) — J(0) =&J"(0) + &(¢), (21)

wenn (¢) wieder eine unendlich kleine Funktion von ¢ bezeichnet,
so daB also &J'(0) das Differential der Funktion J(¢) nach & bedeutet.
Man pflegt dasselbe nach LaGraNGr') mit dJ zu bezeichnen:

8 = &J'(0),

und die erste Variation des Integrals J zu nennen. Analog definiert
man die hoheren Variationen

02 = &J7(0),..., 6% =eJd"(0).

Unter Benutzung dieser Bezeichnungsweise kinnen wir die Bedingungen
(20) also auch so aussprechen:

Fiir ein Minimum des Integrals J ist notwendig, daff die erste
Variation verschwindet®) und die zweite Variation nicht negativ ist®),
und zwar fir alle zulissigen Funktionen n:

0J =0, 02J=0, (22)
Wir haben es hier zuniichst nur mit der ersten Variation zu tun.

Nach der Regel*) fiir die Differentiation eines bestimmten Integrals
nach einem Parameter findet man:

T'©0) = [ (fyn + f,0) dz, (28)

wenn wir, wie stets in der Folge, partielle Ableitungen einer Funktion
mehrerer Variabeln durch Suffixe hezeichnen:

") Das Symbol ¢ findet sich zum erstenmal [in einem Brief von Lacrance
an Evier vom 12. August 1755, siehe Laaraxce, (Huvres, Bd, XIV, p. 140.

*) Evier, Methodus inveniendi ete.(1744), Kap. I, § 63.

®) Hohere Variationen finden sich zuerst bei Lreexore (1786), der jedoch den
Faktor %' mit zu ¢"J hinzurechnet.

) Vgl. A V7. Die Regel ist hier anweéndbar; denfi aus unsered Annakmen
iiber die Funktionen f, v, n folgt nach A IV 9, daf die partielle Ableitung

o f@ y@ + en@), ¥ @+ e’ (@)
eine stetige Funktion von x und ¢ ist in dem Bereich

6z, |&8|<ls,

wofern die positive GriBe g, hinreichend klein gewiihlt wird
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f;,z"ary, fy.=‘3'—7, usw.,

und ebenso spiiter:

Wir erhalten also den Satz:
Fiir ein Extremum des Integrals J ist es notwendig, dofi

S+t de=0 (24)

fiir alle Funktionen v der Klasse C', welche in z; und z, verschwinden.
Dabei sind die Argumente von f,, f,.: @, y(x), y'(2).
Man kann dieses Resultat auch dadurch ableiten, daB man auf die
Differenz

f(xv y_i-ml !I'-!-GJ')—f(m; Y, ?!’)

den Taylor’'schen Satz mit Restglied") fiir » =2 anwendet und dann zwischen
den Grenzen x, und x, integriert Man erhilt so

AJ=thym ‘I‘fy-m‘)dm +’}.f(f;y“’! g 211;9"0)0), A f;,ry»&l’:)da:,

wobei die Argumente von f; g fw"? f;, y sind: z, y(@) + 00 @), ¥ (z)+ 0’ (@),
unter 6 eine Funktion von x verstanden, deren Wert bestiindig zwischen 0 und
1 liegt.

Wihlt man jetzt wieder fiir @ eine Funktion der speziellen Form (19), so
nimmt der Ausdruck fiir AJ die Form (21) an, woraus man, wie in § 2, ¢),
schlieBt, daB (24) erfiillt sein muB.

Wenn f(x, y, y') eine analytische Funktion ist, welche in dem oben mit ©
bezeichneten Bereich reguliir ist, so kann man statt der Taylor'schen Formel mit
Restglied auch die T'aylor’sche unendliche Reihe®) in Anwendung bringen. Man
erhiilt dann unter der Voraussetzung, daf gliedweise Integration erlaubt ist,
fiir AJ eine fiir hinreichend kleine Werte von || und || konvergente
Reihe:

1) Diese Methode wurde zuerst von Lacranae gebraucht, siehe Huores,
Bd.IX, p. 297. Vgl. auch Dv Bois-Reymonp, Mathematisehe Annalen, Bd. XV
(1879), p. 292, und Pascaw, loe. cit., p. 22.

%) Diese Methode benutzen Weisrstrass, Kxeser (Lehrbuch, §§ 2, 8) und
Joroan, Cours d’Analyse, 111, Nr. 350), ohne jedoch einen strengen Detailbeweis
zu geben, der hier wesentlich umstindlicher ausfallen wiirde als bei den beiden
anderen Methoden.
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AJ=J‘(fym -|-fy-m')dm+ %l]‘(f”m’ + nyy,mm' + fy,y.m' ’)d:r: + et

£at

f (oot oo
*
wobei in WeierstraB'scher Bezeichnungsweise (o, «'), eine homogene Funktion
nt** Dimension von w, o bedeutet.
Wihlt man dann wieder fiir o eine Funktion von der speziellen Form (19),
80 geht diese Reihe in eine nach Potenzen von & fortschreitende Reihe iiber,
auf die man dann das auf p. 11, FuBnote ¥ erwiihnte Lemma anzuwenden hat.
Von den drei angefiihrten Methoden liefert unzweifelhaft die erste, den
einfachsten strengen Beweis fiir die beiden Bedingungen (20). Man hat sogar
lange geglaubt, daB diese Methode das ganze Problem der Variationsrechnung
auf ein Problem der Theorie der gewdhnlichen Maxima und Minima zuriickfiihrt.
Dem ist aber nicht so; denn wie wir spiiter sehen werden, liefert die Methode
nur notwendige Bedingungen, geniigt aber nicht einmal fiir ein sogenanntes
schwaches?) Extremum zur Herleitung hinreichender Bedingungen, wiithrend
die auf die Taylor'sche Formel basierte Methode, obgleich weniger elegant,
wenigstens fiir ein schwaches Extremum hinreichende Bedingungen liefert.

§ 5. Die Euler’sche Differentialgleichung.
Wir gehen jetzt dazu iiber, aus der Bedingung dJ = 0 weitere
Folgerungen zu ziehen.
a) Die Lagrange'sche partielle Integration:

Zu diesem Zweck pflegt man nach dem Vorgang von LAGRANGE?)
das zweite Glied in dem Ausdruck fiir 0/ durch partielle Integration
umzuformen und erhilt so:

o7 =e{[nr,]" + [nlt,—aufy) a2}, (2)
wobei von der Bezeichnung *
[0@]= @) — 2() (26)

Gebrauch gemacht ist.

Da 7 fiir # =, und 2 = z, verschwindet, so ist das vom Inte-
gralzeichen freie Glied gleich Null, und die Bedingung dJ = 0 redu-
ziert sich auf

Y Vgl § 15, b).
%) Zuerst in dem bereits oben erwiihnten Brief an Evier vom 12. August
1755, ((Fuwres de Lacravee, Bd. XIV, p. 141).
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T2

j}Q;-ﬁﬁgdx=o. @27)

Diese Gleichung muB erfiillt sein fiir alle Funktionen 7, welche in z,
und z, verschwinden und in [z, #,] von der Klasse C" sind.

Aus der Willkiirlichkeit von # schlieBt') man dann, daB dies nur
moglich ist, wenn der Faktor von n unter dem Integralzeichen fiir
sich verschwindet, und erhiilt so den

Fundamentalsatz I: Soll die Funktion

y=y(x)
das Integral

I = [f(@, y, y)dx

2u einem Mazimum oder Minimum machen, so muf3 sie der Differential-
gleichung geniigen:*)

fy— 4ty =0 @

Wir werden diese Differentialgleichung nach ihrem Entdecker?) die
Euler'sche Differentialgleichung nennen.

Man beachte, dab die Argumente der Funktionen f,, f, sind:
x, y(x), y'(x), und dab die Differentiation totale Differentiation nach
« bedeutet, so daB die Differentialgleichung in entwickelter Form lautet:

fy - fg’:g o y’fy’y o y”fy'y" - 0 S (28)
Die obige Ableitung der Euler’schen Differentialgleichung weist

jedoch zwei erhebliche Liicken auf:
Erstens*) setzt die partielle Integration zum mindesten die

Existenz der Ableitung —;{E f,» voraus, und da wir von der Funktion y(x)

1) Vgl. unter b).

*) Wegen der Ausdehnung dieses Satzes aunf allgemeinere Variations-
probleme vgl. die Ubungsaufgaben Nr. 41—47 am Ende von Kap. III, sowie
Kap. XI und X

%) Buner,” Methodus inveniendi ete. (1744), Kap. II, Art. 21; in Sricer’s Uber-
getzung in Osrwarp’s Klass. Nr. 46, p. 54. Die Differentialgleichung ist neuer-
dings vielfach die ,, L a gr an g ¢'sche Differentialgleichung" genannt worden. Lacraxes
selbst schreibt sie Evier zu, vgl. (Fuwvres, Bd. X, p. 897: | Cette équation est
celle qu'EuvLer a trouvée le premier.*

*) Dieser Einwand ist zuerst von Du Bois-Revmonp in der wichtigen Ab-
handlung: ,,BErliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variationsrechnung"
Mathematische Annalen, Bd. XV (1879), p. 283 erhoben worden.



§ 5. Die Euler'sche Differentialgleichung. 95

nichts weiter als die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitung
vorausgesetzt haben, so wissen wir von der Funktion f,.(z, y(z), y'())
nur, daB sie stetig ist, nicht aber, ob sie eine Ableitung besitzt. Um
diesem Einwand zu begegnen, machen wir vorliufig die weitere Annahme?),
dafy auch die zweite Ableitung von y(z) existiert und stetig ist im Inter-
vall [, y]. Alsdann besitzt die Funktion f,(z, y(@), y'(x)) eine Ab-
leitung?), die tiberdies stetig ist in [z, 2], und es steht nunmehr der
Anwendung der partiellen Integration®) nichts mehr im Wege.

b) Das Fundamentallemma der Variationsrechnung:

Der zweite Einwand bezieht sich auf den Schlub, daB wegen
der Willkiirlichkeit von % aus der Gleichung (27) die Diiferential-
gleichung (I) folgt; derselbe ist durchaus nicht selbstverstiindlich,*)
wie noch bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts allgemein angenommen
wurde, sondern bedarf eines Beweises. Letzterer heruht auf dem
folgenden

Lemma: Ist M eine Funlktion von x, welche stetig ist in |z,2,]
und st

JuMaz=0 (29)

)

fiir alle Funltionen v, welche in z, und x, verschwinden und eine
stetige _Ableitung in [x,x,] besiizen, so ist

M=0 (30)

in [, a,).
Denn®) angenommen es sei M(z)<40, z B. >0, in
emem Punkt 2" des Intervalles |[z,z,]; dann kionnen wir

‘) Von dieser Annahme werden wir uns weiter unten, siehe ¢), befreien.
%) Nach A IV 9. % Nach A V 5.

‘) Der SchluB tritt zuerst bei Lacraxee in dem oben (p. 21, FuBnote 1),
zitierten Briefe an Evrer auf und wird dort als ganz selbstverstiindlich gegeben.

% Der hier gegebene Beweis riihrt von DU Bois-Revmoxp her (Mathe-
matische Annalen, Bd. XV (1879), pp. 297, 300). In derselben Arbeit be-
weist Du Bois-Revmoxp, daB der SchluB M - 0 giiltig bleibt, selbst wenn man
nur wei, daB die Gleichung (29) besteht:

1. fiir alle in 2, und z, verschwindenden Funktionen, welche in [z, «,] von

der Klasse C™ sind ; man verfahre wie oben, withle jedoch fiir das Intervall [£, &, |
‘n——!m—é)"ﬂ(& n+l

2. fiir alle in 2, und x, verschwindenden Funktlonen‘ welche in [z, 2,] Ab-
leitungen aller Ordnungen besitzen.
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wegen') der Stetigkeit von 3 ein den Punkt 2’ enthaltendes Teil-
intervall [ &] von [2,7,] angeben, derart daB M >0 im ganzen
Intervall [§ E,]. Jetzt wihle man 7% =0 auBerhalb [£ &] und
p=(x—%&) (x—§&) in [E&)]; die so definierte Funktion 4 besitat
eine stetige®) Ableitung in [z,7,], und verschwindet in 2, und ,.
Trotzdem ist fiir sie
) f); Mdz >0,

entgegen der Annahme. Ks ist also unmioglich, daB M(z") 40 und
somit ist der Satz bewiesen. Dieses Lemma wird hiiufig das Funda-
mentallemma der Variationsrechnung genannt.

Die von Duv Bois-Ruvaoxn gebrauchten speziellen Funktionen 7 sind alle
aus mehreren analytischen Funktionen zusammengesetzt. Es lassen sich aber
auch Funktionen konstruieren, welche im ganzen Intervall durch eine einzige
regulire analytische Funktion dargestellt werden und denselben Zweck erfiillen.
Eine solche Funktion bildet Zerumero einer Anregung von Wrmrstrass folgend,
in seiner Dissertation, p. 35: Der Punkt 2" sei ein innerer Punkt; dann
setze man

n=(@—a)@—ze "=
im ganzen Intervall [& a,], wo ¢ eine hinreichend grofie Konstante ist.

Eine andere Funktion, welche denselben Zweck erfiillt und die durch ihre
geometrische Interpretation interessant ist, hat H. A. Scmwarz in seinen Vor-
lesungen gegeben, vgl. Haxcock, Lectures on the Calculus of Variations (Cincinnati,
1904), Nr. 78.

Es folgt hieraus, dab es fiir den Schlub M = 0 geniigt zu wissen, daB die
Gleichung (29) fiir alle Funktionen erfiillt ist, welche in [a; x,] regulir sind und
in 2, und x, verschwinden.

Der iilteste Beweis des Lemmas riihrt von Sreeemaxs her (Lehrbuch der
Variationsrechnung (1854), § 24).

Er setat

n=(x—ua) (@, —a)/M;

n=(z—a) @ —) M

einfacher jedoch ist es,

zu withlen. Hier miissen jedoch stiirkere Annahmen gemacht werden, nimlich
entweder, daBl die Gleichung (29) fiir alle stetigen in 2, und x, verschwindenden
Funktionen # gilt, oder aber, daB M von der Klasse (" ist, was flir unsere An-
wendung bedeuten wiirde, daB y" existiert und stetig ist in [, 2,].

Auch der Beweis von Heme (Mathematische Annalen, Bd. II (1870),
p. 189) libt sich nicht ohne weitere beschriinkende Annahmen iiber ¥ auf unsern
Fall anwenden,

1) Nach A III 2,

®) Auch in & und §,; denn in jedem dieser Punkte ist sowohl die vordere
als auch die hintere Derivierte gleich Null; es existiert also eine Ableitung in
§ und in & und ihr Wert in diesen Punkten ist Null, und dies ist zugleich
der Grenzwert von 7’ bei Anniherung an & resp. &. Vgl AIV 1.
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Die Voraussetzungen dieses Lemmas sind fiir die Gleichung (27)
erfiillt, wenn wir annehmen, daB y” existiert und stetig ist in [z, 2,];
denn alsdann ist die Funktion

. d
M=1,=azlv

stetig in [2,2,]. Somit haben wir in der Tat die Notwendigkeit der
Differentialgleichung (I) bewiesen fiir alle Funktionen y von der
Klasse C”.

¢) Du Bois-Reymond’s Lemma:

Die unter a) gegebene Methode der partiellen Integration liefert,
wie wir gesehen haben, nur diejenigen Liosungen unserer Aufgabe,
welche eine stetige zweite Ableitung besitzen. Es fragt sich nun,
ob es aullerdem noch andere Losungen gibt und wie dieselben zu
finden sind.

Zur Beantwortung dieser Frage kehren wir zur Gleichung 0 J=0
in der urspriinglichen Form (24) zuriick und wenden, nach dem Vor-
gang von Du Bors-Revmoxp, die partielle Integration nicht auf das
zweite, sondern auf das erste Glied an. Setzt man in der allgemeinen
Formel der partiellen Integration?):

b b
dv i du
u ——dx=[uv] — >
f dax 2 'fv dzdx;
a

@

welche sicher giiltig ist, wenn % und v in [@b] von der Klasse C” sind,

«
w=n, a‘=ffydz',
1

und beachtet, dall % an den beiden Endpunkten verschwindet, so geht
die Gleichung (24) iiber in

j?U;—jhdﬂdx=o. (31)
£ Ty

Diese partielle Integration ist erlaubt, selbst wenn y” nicht existieren
sollte, da

Y =du/dz und f, = dv/dx
stetig sind.

) Vgl A V 5.
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Die weiteren Folgerungen aus der Gleichung (31) stiitzen sich
auf das folgende von Du Bois-Revmonp!) herriihrende

Lemma: Ist N eine Funktion von z, welche stetig ist in [z, 2]
und st

Ju Naz =0 (32)

fiir alle Funktionen v, welche wn x, und x, verschwinden und eine
stetige Ableitung in |x,x,] besitzen, so ist

N = konst. (33)
in [@,x,).
Den folgenden einfachen Beweis hat HiLBERT?) in seinen Vor-
lesungen (Sommer 1899) gegeben:
Man withle willkiirlich vier den Ungleichungen

g e <<,

geniigende Grofen «, 8, «', f° und konstruiere eine Funktion der
Klasse C’, welche folgende Bedingungen erfiillt:
=0 in [z «al;
n wichst bestindig von O bis zu einem positiven Wert %, wiihrend
z von « bis fi wichst;
% bleibt konstant =17 in [fc'];
% nimmt bestiindig ab von k& bis 0, wilthrend z von «" bis " wiichst;
=0 in [f'z,].
Die Existenz einer solchen Funktion — und das ist alles,
was zum Beweis erforderlich ist — ist a priori klar®), (vgl. Fig. 2).
Setzt man eine solche
Funktion % in (32) ein, so

/ 7 ™ erhilt man
| :

‘ !/{;’Ndx -{—jf}’N{Em - (1.

) Mathematische Annalen, Bd. XV (1879), p. 313. Dv Bois-Reymonn’s
Beweis findet sich bei Borza, Lectures on the Caleulus of Variations (Chicago 1904)
§ 6, reproduziert. Eine interessante Verallgemeinerung dieses Satzes ist kiirz-
lich von Zermero gegeben worden, Mathematische Annalen, Bd. 58 (1904),
p. 558, Vgl. Ubungsaufgabe Nr. 47 am Ende von Kap. ITL

%) Siehe Warrtemons, Annals of Mathematics (2), Bd. II (1901), p. 132.

% Hiuserr gibt ein einfaches Beispiel einer solchen Funktion, siehe WarrTe-
more’s Darstellung. Er bildet zunichst eine den Anforderungen geniigende
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Da =0 in [¢ff] und %" =0 in [¢'f], so kinnen wir den

ersten Mittelwertsatz') anwenden und erhalten, da
) —n@ =k 4 —n)=—k:
E[N(e+ 0@ —a)— N +0@ —a«)]=0,

wo 0<8< L, 0 e A IR

Lassen wir jetzt B und B sich resp. den Grenzen « und &
nihern, so folgt, da N(z) stetig ist, daB

N(e) = N(),

und da ¢ und « irgend zwei Werte zwischen z, und z, waren, so
bedeutet dies, daB N(z) zunéchst im Innern von [z,z,] konstant ist,

was sich dann wegen der Stetigkeit von N(z) sofort auf die End-
punkte z, und z, ausdehnt.?)

Funktion %'; die sie darstellende Kurve fiillt von 2, bis «, von § bis ¢ und von
f bis #, mit der a-Achse zusammen; zwischen « und f liegt sie oberhalb,
zwischen ¢’ und f” unterhalb der z-Achse, und man hat nun nur dafiir zu sorgen,
daB die Flichen « y f @« und «’ 9" ¢’ dem absoluten Wert nach gleich sind;

denn dann ist
o n(B) — n(e) = — [n(B) — n(e].,
und die Funktion

H
n= /ﬂ’dw
-

1
«
hat die verlangten Eigenschaften. Am T %4(\7 O = =
einfachsten ist es mit Hiperr: f'— o = A
=f—« zu nehmen; man kann Fig. 5. 3

dann z. B. fiir die #’-Kurve zwischen

« und f§ einen Halbkreis tiber dem

Segment «f und zwischen «” und @ einen solchen unter dem Segment o' 8
withlen,

) Vgl. A V6.

*) HiLserr's Beweis liBt sich leicht auf den Fall ausdehnen, wo die Funktion
N in [a, «,] endlich, aber nur ,,im allgemeinen stetig* ist, d. h. eine endliche
Anzahl von Unstetigkeiten besitzt. Auch in diesem Fall ist N integrabel in
[x,2,] (AV2). Sind nun « und « Stetigkeitspunkte von N, so kénnen wir
stets § und £ so nahe an «, beziehungsweise ¢’ wihlen, daB N in [¢f] und
[e'B] stetig ist.

Es folgt dann wie oben, daB N(x)= N(«'), d. h. auch unter den gegen-
wirtigen Voraussetzungen hat N den ndmlichen konstanten Wert in allen Stetigkeits-
punkten. Hieraus folgt dann noch weiter, daB in einem Unstetigkeitspunkt ¢
die Grenzwerte N(¢—0) und N(c 4+ 0) existieren und gleich sind, némlich gleich
dem konstanten Wert in den Stetigkeitspunkten, vgl. Warrremoze, loc. cit.
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d) Anwendung des Du Bois-Reymond’schen Lemmas:

Wir wenden jetzt das Du Bois-Reymond'sche Lemma auf die
Gleichung (31) an, was gestattet ist, da die Funktion

N=f, —f;;,dx

nach unsern Annahmen iiber die Kurve € und die Funktion f (siehe
§ 3, a) und § 4, Anfang) stetig?) ist in [2,a,].
Wir schlieen daher, daB

fy=fhdr=1
sein muB, wo A eine Konstante bedeutet; hieraus folgt
fp=2a+ [f,d. (34)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist differentiierbar®) und ihre Ab-
leitung ist f,; also muB auch die linke Seite, d. h. die Funktion

fy(@,y@),y @) =1,|]
differentiierbar sein, und {iberdies ist

Zafe ="y (35)

Hiermit erst ist der erste Fundamentalsatz vollstindig bewiesen,

nimlich, daB jede Funktion y der Klasse C', welche das Integral J zu

cinem Extremwm macht, und welche durch eine ganz im Innern von

R gelegene Kurve dargestellt wird, der Kuler'schen Differentialgleichung

gentigen muf3 — einerlei ob sie eine zweite Ableitung besitzt oder
nicht.?) —

Hirperr*) hat hieran die wichtige Bemerkung gekmiipft, dab

aus der Differentiierbarkeit von f,, die Existenz der zweiten Ableitung y”

) Nach A ITl 4 und A V 4. % Nach A V 4.

%) Hanx ist neuerdings in dieser Richtung noch einen Schritt weiter ge-
gangen und hat bewiesen, daB jede rektifizierbare Kurve, welche in jedem Punkt
eine bestimmte Tangente besitzt, der Evier’schen Differentialgleichung geniigen
mufl, wenn sie ein Minimum fiir das Integral J liefert (Mathematische
Annalen, Bd. 63 (1906), p. 254). Dabei muf allerdings zuniichst die Definition
des bestimmten Tntegrals erweitert werden, vgl. Eap—%- Uber sogenannte dis-
kontinuierliche Liésungen, siehe Kap. VIII

9 Vgl. Wamrrresors, loe. cit.
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folgt fiir alle Werte von =z, fiir welche
fyw (@ 9@, @) +0. (36)

Denn setzen wir
yE+h)—y@) =k, y@+h—-y@@=1,
so ist in der obigen Bezeichnung
Q[’C:I-_h]]z;f@ _fyeth y+k, II;E-I- h—1fy@9,¥)

Da f,, als Funktion von z, y, " von der Klasse C’ ist in der Um-
gebung der Stelle z, y(z), ¥'(z), so kann man auf den Zihler den
Satz vom vollstindigen Differential’) anwenden, und erhilt, da iiber-
dies ¥ und y' stetig sind, also % und / mit 2 unendlich klein werden:

fyleF =yyle]
h

N - < 5 P
= (fy.x Tu) + W (f;,'y'l' B) + E(fy'y' + ),
wo «, 8, y mit & unendlich klein werden. Lést man jetzt nach %

auf und geht zur Grenze % == 0 iiber, so folgt aus der Differentiierbar-
keit von f,[#] und der Gleichung (35), dall

LY any

}A':Oz,
existiert, wenn die Bedingung (36) erfillt ist, und daf alsdann

e (37)
vy
Hieraus folgt weiter, daB y” stetig ist in allen Punkten von [, 2],
in welchen (36) erfillt ist, und hieraus endlich, daB auch % in
denselben Punkten existiert und stetig ist, wie man aus der Be-
trachtung der rechten Seite von (37) unmittelbar ersieht.

§ 6. Bemerkungen zur Integration der Euler’schen Differential-
gleichung.
Wir stellen in diesem Paragraphen verschiedene fiir die Folge
wichtige Bemerkungen iiber die Integration der Euler’schen Diffe-
rentialgleichung zusammen.

a) Die Extremalen:

Die Euler’sche Differentialgleichung (I) ist im allgemeinen von
der zweiten Ordnung wie die entwickelte Form (28) zeigt. Daher

1) Vgl. A IV 6.
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enthidlt ihr allgemeines Integral zwei willkiirliche Konstanten e, ;
wir bezeichnen dasselbe mit

Y=y (x; o, ﬁ) . (38)

Die beiden Konstanten «, § sind im Fall fester Endpunkte aus der
Bedingung zu bestimmen?), daB die gesuchte Kurve durch die beiden
gegebenen Punkte P,(z,, y,) und P,(z,, y,) hindurchgehen soll. Es
muf also sein |

Y =92, o B), Yy = 9(25 & f). (39)

Jede Losung der Euler'schen Differentialgleichung (Kurve sowohl als
Funktion) wird nach KNESER eine Eztremale genannt; es gibt also
eine doppelt unendliche Schar von Extremalen in der Ebene.

In dem speziellen Fall, wo die Funktion f die Variable y nicht
enthiilt, erhiilt man sofort ein erstes Integral der Differentialgleichung (I),
nimlich

f, = konst. (40)
Aber auch, wenn [ die Variable x nicht explizite enthdlt, Gft sich ein
erstes Integral angeben®). Denn dann ist wegen f, = 0:

=t =y (t,— 7510,
und daher geniigt jede Losung von (I) auch der Gleichung
f—yf, = konst.; (41)
und umgekehrt geniigt jede Losung von (41) — mit Ausnahme
von: y = konst. — auch der Differentialgleichung (I).

Beispiel VI: f= G(y), eine Funktion von y" allein.
Hier erhiilt man nach (40)

G’ (y") = konst. ,
daraus
Yy =ua
y=ecr+f. (42)

) Es kann vorkommen, daB diese Bestimmung unmoglich ist — man be-

achte, dab « und ff reell sein miissen —; in diesem Fall existiert keine Lisung
der Aufgabe, welche von der Klasse ¢ ist und im ITonern von R liegt, vgl. z. B.
die Rotationsfliiche kleinsten Fliicheninhalts (§ 13, ¢).
‘ %) Schon von Evier bemerkt (Methodus inveniends ete., Kap. II, § 30). Die
Existenz des ersten Integrals hiingt damit zusammen, daB das Integral J hier bei der
kontinuierlichen Gruppe: & — @ +4 & invariant bleibt, vgl. Gouosera, Uber Maxima
und Mintma der Integrale, die eine kontinuierliche Gruppe gestatten, Viden-
skabsselskabets Skrifter 1902, Christiania.
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Die Exztremalen sind also die Geraden der Ebene. Die Bestimmung der Kon-

stanten ist eindeutig.
Ein spezieller Fall hiervon ist die Aufgabe der kiirzesten Kurve zwischen

zwei gegebenen Punkten, wo

=ViFy®
1 e
Beispiel VIIY): f=lf%i—.
Hier muB y auf den Bereich
R y >0 (oder y << 0)

beschriinkt werden.
Nach (41) erhiilt man ein erstes Integral

1 1
yVi+y™® B
und daraus das allgemeine Integral
B —@—)*. (43)

Die Extremalen sind also Halbkreise, die ihve Mittelpunkte auf der x-Achse haben.
Die Konstantenbestimmung ist eindeutig, wie geometrisch ersichtlich.
Beispiel I: (Siehe p. 1).

F=yViFy,  ySo.

Nach (41) erhiilt man ein erstes Integral
'—%'—

Vity®

Fiir ¢ >> 0, erhdlt man das allgemeine Integral %)

g aEE—IE, (4

o

Die Extremalen sind also Kettenlinien mit der x-Achse als Direktriz. Wegen
der Bestimmung der Konstanten verweisen wir auf § 13, c).

Fir «=0 erhillt man: y = 0; dies ist zwar eine Lisung von (41), aber
nicht von (I)?®.

Y Vgl. Oseoon, loc. eit. p. 109. Das Beispiel erscheint zuerst bei L'Hospirar
(Acta Eruditorum, 1697, p. 217) als Brachistochrone fiir ein Fallgesetz, bei
welchem die Geschwindigkeit der Héhe proportional ist.

%) Ieh bediene mich fiir die hyperbolischen Funktionen der bequemen Be-
zeichnungsweise von Lasaxr, Hssai sur les fonctions hyperboliques.

%) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr.2—12, Nr. 18, 19, und Nr. 35—40 am
Ende von Kap. III.

Bolza, Variationsrechnung. 3
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Beispiel VIII: f=Vy' V1—y®.
Hier ist zu beachten, daB unsere allgemeinen Voraussetzungen iiber die
Funktion f(z, , y') nicht erfiillt sind, da neben der Gebietsbeschrinkung

y=>0
auch eine Gefillbeschrinkung vorliegt, nimlich

—1<y <1,

Trotzdem bleiben unsere Schliisse von §§ 4 und 5 giiltig. Denn erfiillt die
Kurve € die beiden angegebenen Bedingungen, so konnen wir |¢| so klein
wihlen, daB auch die Kurve € dieselben beiden Bedingungen erfiillt; es wird
also durch die Gefillbeschrinkung keine weitere Beschriinkung der Funktion 5
eingefiihrt ?),

Aus der Ungleichung fiir y* folgt durch Integration nach x von x, bis zn
einem beliebigen griBeren Wert von x:

¥y—4%

Ziehen wir also vom Punkt P, zwei Halbstrahlen vom Gefille 4 1 und
—1, so miissen alle zuliissigen Kurven in dem Winkelraum zwischen diesen
beiden Halbstrahlen und zugleich in der oberen Halbebene enthalten sein.

' Fiir das allgemeine Inte-
gral der Euler'schen Diffe-
rentialgleichung erhiilt man
leicht

(@ — a)*

y=F—"1g, 4o

wobei stets > 0. Die Extre-
malen sind also Parabeln, deren
Brennpunkte auf der x- Achse
liegen. wnd deren Achsen der

negativen y- Achse  parallel
sind.

Durch irgend zwei Punkte
P,, P, der oberen Halbebene,
welche die Bedingung

1 Ganz anders verhilt es sich, wenn wir auch die Werte 4 1 fiir y* zu-
lassen. Denn wenn entlang einem Segment der Kurve §:y" =1 ist, so kinnen
wir dieses Segment diberhaupt nicht variteren, ohne die Ungleichung fiir " zu
verletzen. Es bleibt also die Moglichkeit, daf es auBer den Extremalen moch
Lisungen gibt, welche geradlinige Segmente vom Gefiille 4 1 enthalten. In der
Tat liefert eine gebrochene Linie, welche aus zwei solchen Segmenten besteht
(P, P, P, oder P, P, P, in Fig. 4) fiir das Integral J den Wert Null, und daher
sicher ein absolutes Minimum, wofern wir Kurven mit Ecken zulassen,
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—1 < yl yl. < i ]
erfiillen, geht eine und nur eine dieser Parabeln ).

b) Ausartungen?) der Euler'schen Differentialgleichung:

Wir betrachten weiter den speziellen Fall, wo die Ordnung der
Euler’schen’ Differentialgleichung sich erniedrigt. Dies tritt dann
und nur dann ein, wenn

[yy@:9,9)=0 | (46)

fir alle z,y,y. In diesem Fall reduziert sich die Euler’sche
Differentialgleichung entweder auf eine endliche Gleichung, oder auf
die Identitit O = 0, aber niemals auf eine Differentialgleichung erster
Ordnung?®).

Denn wenn f,, , identisch verschwindet, so folgt durch zweimalige
Integration der Glelchung (46) nach y, daB f selbst eine ganze lineare
Funktion von y" sein muB, also von der Form

f=Mz,y)+ N, 9)y.
Setzt man dies aber in (I) ein, so kommt
M,— N,—0. (47)

Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden:

Entweder die Gleichung (47) ist keine Identitit; dann stellt sie
eine endliche Gleichung zwischen z und y dar. Wir erhalten also
nur eine einzige Kurve als mogliche Losung, und es wird dann im
allgemeinen nicht miglich sein, die weitere Bedingung zu erfiillen,
daB die Kurve durch die beiden gegebenen Punkte P, und P, geht.

Beispiel:

f=2'+y'+yy.
Die Differentialgleichung (I) reduziert sich hier auf die endliche Gleichung:
y = 0. Die Aufgabe ist also nur ldsbar, wenn die beiden gegebenen Punkte
auf der z-Achse liegen.

) Dies folgt unmittelbar aus einem allgemeinen Satz von E. H. Moore
(siehe § 26, b)), liBt sich aber auch leicht direkt beweisen.

% Schon von Euvrex behandelt, Methodus inveniendi etc., Kap. II, § 32.

% Auch in dem allgemeineren Fall, wenn f hohere Ableitungen von y ent-
hilt, kann die Euler'sche Differentialgleichung sich nie auf eine Differential-
gleichung ungerader Ordnung reduzieren, vgl. Frosexius, Journal fir Mathe-
matik, Bd. LXXXV (1878), p. 206, und Hirscn, Mathematische Annalen,
Bd. XLIX (1897), p. 49.

3%
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Oder die Gleichung (47) ist eine Identitit, giiltig fiir alle Werte
von z und y:
=N (48)

Dies ist aber die bekannte Integrabilititshedingung?) fiir den Differential-
ausdruck
Mdz + Ndy,

d. h. sind die Funktionen M und N nebst den partielIen Ableitungen
M, und N, stetig und geniigen der Identitiit (48) in einem einfach
zusammenhangeuden”) Bereich of der z, y-Ebene, so existiert eine
Funktion V(z, y), welche eindeutig und von der Klasse C’ ist in o,
und fiir welche

Vo= B, V,=N; (49)
daher ist

’ ; d g
f(x? Y, y)=Vx+ Vyy=aV(1:; Y. (50)

Ist daher €:y = y(2) irgend eine Kurve der Klasse (’, welche die
beiden Punkte P,(z,, y,) und Py(x,, y,) verbindet, und welche ganz
in o liegt, so hat das Integral J den Wert

Ty

b ~
JE = fa= Viz, y)do = V(xg,ys) — V(zy, 4,); (51)

Lot

sein Wert ist also wnabhingig vom Integrationsweg und hiingt nur
von der Lage der Endpunkte ab®).

Es ist klar, daB in diesem Falle ein ,eigentliches” Extremum des
Integrals nicht stabtfinden kann

1) Vgl. Enecyclopiidie, IT A, p. 112—114; Prcaro, Traité d’ Analyse, (2™° éd.)
Bd. I, p. 93; Goumsar, Cours d’Analyse, Bd. I, p. 358. Der Beweis beruht
auf der Betrachtung des Integrals

(z,¥)
fMda: + Nay.
(.-1:'91)

%) Darunter soll das Innere einer stefigen geschlossenen Kurve ohne viel-
fache Punkte, zusammen mit dieser Kurve selbst, verstanden werden (einer so-
genannten ,Jordan’schen Kurve“); vgl. A VI 2.

%) Wegen der Stetigkeit der Funktion V(z, y) bleibt der Satz auch richtig
fiir stetige Kurven, welche sich aus einer endlichen Anzahl von Bogen der Klasse
" zosammensetzen (Kurven der Klasse D’ in der Terminologie von § 10, ¢),
wovon man sich leicht durch Zerlegung des Integrals Ji iiberzeugt.
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Beispiel:
f=38z*y*+22°yy’.

fy=6x’y+ 22y, fy=2a,

Hier ist:

also
d T2 84! =
d—a’:fy'=61 y+22%y =f.

Umgekehrt: Wenn das Integral J ; denselben Wert hat fiir alle zuldssigen
Kurven €, welche durch P, und P, gehen, und welche im Innern
eines einfach zusammenhiingenden Bereiches of liegen, (der in dem in
§ 3, a) eingefiihrten Bereich B enthalten ist), dann muf die Euler’sche
Differentialyleichung identisch erfiillt sein

. d
fy—;[—._mfy'EO'

Denn sei (x,, y,) irgend ein innerer Punkt von of, dessen Abszisse z,
zwischen z; und z, liegt und seien y; und y; zwei willkiirlich vor-
geschriebene endliche Werte. Dann k&nnen wir stets im Innern von
o’ eine zuliissige Kurve € : y = y(z) von der Klasse C” konstruieren,
welche durch die Punkte (i, ,), (25, y5) und (z,, y,) hindurchgeht und
fiir welche y'(z,) = y,, y"(2,) =y, ist. Variieren wir diese Kurve G,
so mufl nach unserer Annahme AJ = 0 sein fiir jede zulidssige Vari-
ation, inshesondere also fiir Variationen der speziellen Form (19), also
unter Benutzung der Bezeichnung von § 4, ¢)

J(&) = J(0)

fiir alle hinreichend kleinen |¢|.

Also muB sein: J'(¢) = 0, insbesondere J'(0) = 0, woraus nach
§§ 4 und 5 folgt, daB y(z) der Euler'schen Differentialgleichung ge-
niigen mufl. Die linke Seite derselben muf} also fiir das willkiirliche
Wertsystem = =z, y =14,, ¥ =4, ¥ — ¥, also identisch ver-
schwinden?).

¢) Das inverse Problem der Variationsrechnung:*)

Wir betrachten schlieBlich noch kurz das folgende inverse Problem:
Es sei gegeben eine doppelt unendliche Schar von Kurven (Funktionen)

y=yg(z, «, f).
) Wegen der Verallgemeinerung des Satzes vgl. Ubungsaufgabe Nr. 48

am Ende von Kap. IIT.
%) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 15—16 am Ende von Kap. IIL
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Es soll eine Funktion f(z, y, y') bestimmé werden, derart, daf das
- gegebene System von Kuwrven das System der Extremalen fiir das Integral

J=‘ﬁ(wr vY)dx
bildet. "

DarBoux?') hat gezeigt, daB dies Problem stets unendlich viele
Losungen besitzt, welche durch Quadraturen erhalten werden konnen.

Denn wenn
Y = G(xry:y) = (52)
die durch Elimination®) von «, f zwischen den drei Gleichungen

y=g(w, “:ﬁ); ?]’=9',(-T,OC, ﬁ); y”=9xx('7"7 «, ﬁ)
zu erhaltende Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, deren all-
gemeine Losung die gegebene Funktion: y = g(z, «, f) ist (mit «,
als Integrationskonstanten), so handelt es sich darum, die Funktion
f(,y,y) so zu bestimmen, daB (52) mit der aus f abgeleiteten
Euler’schen Differentialgleichung identisch wird, also nach (37) so, daB

B L=V = (53)
fiir alle z, y, . v v v

Differentiiert man jetzt (53) nach ', so erhilt man fiir die
Funktion M = f,, . eine lineare partielle Differentialgleichung erster
Ordnung, nimlich

oM 0 M oM
T oy + G'E}y" + G, M=0. (54)

Bezeichnen
&= ‘P(mr?f’ y’)) ﬁ=1f)(.}£‘, Y, ?/’)
die Losung der beiden Gleichungen

y__".G(m: o, ﬁ): y’=gz(a:,a,ﬁ)
nach « und 8, und setzt man ferner

8(z, «, f) — efGy'(x.y(x.a.:i}, 9z (@, @, .“i))d-t"
so findet man nach der allgemeinen Theorie®) der linearen partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir das allgemeine Integral von
(54) den Ausdruck
Y Théorie des surfuces, Bd. III, Nr. 604, 605.
% Vgl. z. B. Jorvan, Cours d’Analyse, I, Nr. 166.
®) Vgl. z. B. Joupax, Cours d’ Analyse, 1II, Nr, 242.
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_ D(p@, Yy, y), v, 3/1_3{')) S
Oz, o, y,y), v@, y,y)
wo @ eine willkiirliche Funktion von ¢ und ¢ bedeutet.

Nachdem M gefunden ist, erhilt man f durch zwei sukzessive

Quadraturen aus der (leichung

%{; = M(ﬂ‘:, Y, yf):
wobei zwei, noch von # und y abhiingige Integrationskonstanten 4, u
eingefiihrt werden. SchlieBlich miissen die letzteren noch so bestimmt
werden, daB f der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung (53)
geniigt, aus welcher (54) durch Differentiation abgeleitet war.

Wir konnen das erhaltene Resultat auch dahin aussprechen, daf
Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung (auf unendlich viele Arten)
als Buler'sche Differentialgleichung eines Problems der Variationsrechnung
von dem einfachsten hier betrachteten Typus aufgefaft werden kann.t)

Beispiel®): Alle Funktionen f zu bestimmen, fiir welche die Extremalen
gerade Linien sind:

y=ocx+f
Die Differentialgleichung (52) wird in diesem Fall

e 0,
Wir erbalten daher
G=0, o=y, v=y—ay

M=oy, y—ay)

und daraus

und weiterhin
y.
f= =04 y—otdt+yi@, 9+ 9.
0

Die Bedingung fiir 4 und p wird in diesem Fall

9 _E
gx oy’
der allgemeinste Ausdruck fiir 4 und g ist daher
v dv
1=’Ey'1 Aty vl

wo v eine willkiirliche Funktion von z und ¥ ist.%)

) Dies findet nicht mehr statt bei der entsprechenden Aufgabe fiir den
allgemeineren Typus, wo f hohere Ableitungen enthiilt; vgl. dariiber Hirscs,
Mathematische Annalen, Bd. XLIX (1897), p. 49 und Kasner, Bulletin of
the Am. Math. Soc., Bd. XIII (1907), p. 289,

* Vgl. Darsoux, loc. cit. Nr. 606.

% Die analoge Aufgabe fiir den Fall, wo die Extremalen Kreise sind, deren
Mittelpunkte auf der x- Achse liegen, hat Stromquist gelost (Transactions of
the American Mathematical Society, Bd. 7 (1906), p. 175).
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§ 7. Der Fall beweglicher Endpunkte.

Wir haben bei unseren bisherigen Entwicklungen stets die beiden
Endpunkte der zuldssigen Kurven als fest angenommen. Wir wollen
in diesem Paragraphen nun auch den Fall betrachten, in welchem
einer der beiden Endpunkte auf einer gegebenen Kurve beweglich?) ist,

a) Der Endpunkt P, ist auf der Geraden z —z, beweglich:

Wir betrachten zunichst den speziellen Fall, wo der Punkt P,
auf der gegebenen Geraden
T = (95)

beweglich ist, wihrend der Punkt P, fest ist. Die (fesamtheit der
zuldssigen Kurven besteht jetzt also aus allen Kurven, welche von
der gegebenen Geraden (55) nach dem gegebenen Punkt P, gezogen
werden konnen, und welche im iibrigen den in § 3, a) unter 2) bis
4) aufgeziihlten Bedingungen geniigen.

Wir nehmen wieder an, wir hiitten eine Kurve € gefunden, welche
in bezug auf diese Gesamtheit von zulissigen Kurven ein Minimum
fiir das Integral J liefert; ihre Gleichung sei:

c: y=y@, #TzTa.
Dann muB
AJ=0

sein fiir alle zulissigen Kurven, welche in einer gewissen Nachbar-
schaft der Kurve € liegen, also inshesondere auch fiir alle diejenigen
darunter, welche mit der Kurve & den Anfangspunkt P, gemeinsam
haben. Das heifit aber: die Kurve € muB auch noch ein Minimum
liefern, wenn der Endpunkt P, als fest betrachtet wird, und daraus
folgt nach der fritheren Theorie, daB die Funktion y(z) der Euler’schen

Differentialgleichung
= d
fy—azly="0

geniigen muB, daf somit auch im Falle variabler Endpunkte die
Kurve € eine FExtremale sein muB. Wir setzen in der weiteren Dis-
kussion voraus, dall diese Bedingung erfiillt ist.

Y Das ilteste Beispiel dieser Art riithrt von Jacos Bervovrnr her (1697);
es ist die Aufgabe der Brachistochrone, wenn der zweite Endpunkt auf einer
vertikalen Geraden beweglich ist. Allgemein sind Aufgaben mit variabeln End-
punkten zuerst von Lacraxce behandelt worden (1760), vgl. (Euvres, Bd. I,
p. 388, 845



§ 7. Der Fall beweglicher Endpunkte. 41

Um nun weitere Bedingungen zu erhalten, betrachten wir jetzt
in zweiter Linie eine Variation der Form

¢: y = y(@) + en(2) = §(2),
bei welcher der Endpunkt P, variiert wird. Die Funktion % ist dabei
eine willkiirliche Funktion der Klasse ', fiir welche

n(@) +0,  y(ay) =0.

Fiir diese Variation gelten die Schliisse von § 4, wonach

0J = ¢f (fyn + f,n)dz =0 | G

sein mul. Wendet man jetzt die % | ¢ '
partielle Integration') von § 5, a)
‘an, so verschwindet in der
Gleichung (25) das Integral, weil

die Kurve § eine Extremale ist, l
und es bleibt nur |

0 = ""f;;'(xn Y1y y;)’?(:xl) = 0; - L -

Fig. 5.
daraus folgt aber, da y(z,) == 0:
Im Punkt P, muf3 dic DBedingung

; fy (@5 1, y) =0 (56) [
erfillt sein.

Diese Bedingung, zusammen mit der Bedingung, daB der Punkt P,
auf der Geraden z = z; liegen soll, und dafl die Kurve € durch den
Punkt P, gehen soll, bestimmt im allgemeinen die beiden Integrations-
konstanten in dem allgemeinen Integral der Euler’schen Differential-
gleichung und die unbekannte Ordinate y, des Punktes P,.

Beispiel I (siehe pp. 1, 33):

f=yV1ty=\.

- Da stets y >0, so folgt

Hier ist: f_;,,,_- =
' y

'HI"-‘;.

V
=0,
d. h. die Kettenlinie muB im Punkt P, senkrecht auf der Geraden # = x, stehen.

) Dieselbe ist statthaft, da wir annahmen, daB € eine Extremale und zwar

von-der Klasse € ist. Darin ist enthalten, daB dich!" existiert und stetig ist.
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b) Der Endpunkt P, ist auf einer beliebigen Kurve beweglich:

Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Fall, wo der Punkt P,
auf einer beliebigen im Bereich R gelegenen Kurve:

G: y=i()

der Klasse ("’ beweglich ist, wihrend der Punkt P, fest ist.

Dazu miissen wir unsere friihere, in § 3, b) gegebene Definition
des (relativen) Minimums etwas verallgemeinern. In den bisher be-
handelten Fillen lagen ndmlich alle zuldssigen Kurven in dem Streifen
der Ebene zwischen den beiden festen Geraden z =z, z = z,. Dies
ist jetzt, wo die untere Grenze unseres Integrals nicht gegeben ist,
nicht mehr der Fall. Wir werden daher jetzt sagen, eine Kurve €
liefere ein (relatives) Minimum fiir das Integral .J, wenn

ATS O

fiir jede zuliissige Kurve G, welche in einer gewissen Umgebung U der
Kurve € gelegen ist. Dabei soll unter einer ,,Umgebung QL der
Kurve @¢ jeder Bereich ver-
standen werden, welcher die
Kurve € in seinem Innern ent-
hiilt, so daB also jeder Punkt
von € ein ,innerer Punkt* von
Al ist.?)

Dann schlieBen wir zuniichst
wieder, ganz wie unter a), daB
die gesuchte Kurve

C: y=y@), nJrZ,

eme Faxtremale sein mub.
Alsdann konstruieren wir

folgendermalen eine zulissige

Variation, welche den Endpunkt P, variiert. Ks sei P, derjenige
Punkt der Kurve &, dessen Abszisse

1) Vgl. A1 7. Mit Hilfe des in § 21, a) bewiesenen Lemmas liBt sich leicht
zeigen, daB fiir die Probleme mit festen Grenzen z,, x,, die jetzige Definition mit
der fritheren fiquivalent ist, sowie daB wir bei der vorliegenden Aufgabe ohne Ein-
schriinkung der Allgemeinheit fiir 31, z. B. den Bereich withlen konnen, der da-
durch entsteht, daB man der Nachbarschaft (¢) der Kurve € noch einen Halb-
kreis mit dem Mittelpunkt P, und dem Radius ¢ hinzufiigt (siehe Fig. 6).
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Ty=m +¢

ist. Dann wiihlen wir willkiirlich eine Funktion %(z) von der Klasse (',
welche den Bedingungen

() +0, (%) =0
geniigt, und betrachten die Schar von Kurven
y=y(2) + kn(a),

welche simtlich durch den Punkt P, gehen. Eine Kurve dieser
Schar wird dann durch den Punkt P, gehen, nimlich diejenige, fiir
welche der Parameter & aus der Gleichung

Y@+ &) + bz + &) = y(2, + o)

bestimmt wird, woraus sich

1 T ) e ) Y R

n(@; + )
ergibt. Dann stellt die Kurve
€: y =y(z) + k() n(2), 7 IeZ o

fir jeden hinreichend kleinen Wert von |&| eine zulissige Variation
von @ dar. Da
() = y(z),

so ist %(0) = 0; die Kurve € reduziert sich also fir ¢ =0 auf die
Kurve €. Ferner merken wir noch an, daB

(5 2 8

=0
wenn wir zur Abkiirzung schreiben
=y (@), ¥=¥@), n=n).

Wir bilden jetzt das Integral J;. Dasselbe ist eine eindeutige
Funktion von &, die wir mit J(g) bezeichnen, so daB

J (&) =ff(x, y+k@y, v+ key)dz,

wobei wir besonders hervorheben, daB jetzt die untere Grenze des
Integrals von ¢ abhingt.
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Die Funktion J(e), die sich fir ¢ = 0 auf J; reduziert, muB nun
wieder fiir ¢ =0 ein Minimum besitzen; also muB

J{0)="0

sein. Nach den Regeln fiir die Differentiation eines bestimmten In-
tegrals nach einem Parameter erhilt man aber?):

% oA~

J'(t}) =—{(ay, 3;_ i)fi (iz—f )":f f(gfy-u + fyn)da.

Wendet man nun auf das zweite Glied unter dem Integral die
Lagrange’sche partielle Integration an, und beachtet, daB die Kurve
eine Extremale ist, so erhidlt man unter Benutzung von (57)

J(0) = — [f(2y, 41, 9,) + @ — yl)fy'(wu Y Y11, (58)
und somit das Resultat:
Im Punkt Py mufi zwischen den Gefillen der beiden Kurven €
und & die Relation stattfnden

(@ 45, 9,) + ) — 9;)?‘;'(531; Y1, ¥;) = 0. (59)
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so sagt man, dic Kurve €
schneide die Extremale € im Punlte P, transversal.?)
Die Gleichung (59), zusammen mit den beiden Gleichungen:

9(@s, «, B) =y, g(zy, «, ) = y(xy),
bestimmt im allgemeinen die Abszisse 2, des Punktes P, und die beiden
Integrationskonstanten «, § der allgemeinen Lisung der Euler'schen
Differentialgleichung.
Beispiel I (siehe pp. 1, 33, 41):

F=yVTFV.
Hier lautet die Transversalitiitsbedingung

Yty

Vity™
welche besagt, daB die Kettenlinie

E

) Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt, daf die Funktion f(z, v, y)
nicht von x,, v, abhiingt; vgl. p. 50 und § 34, c).

#) Im Gebrauch des Wortes ,transversal* folge ich Oscoop, Sufficient con-
ditions etc., p. 112. Kxeser, von dem der Ausdruck herriihrt, sagt umgekehrt,
€ werde von € transversal geschnitten.
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z—§
y=€(ch—7'

die gegebene Kurve @ im Punkt P, orthogonal schneiden muB; wir erhalten
also dieselbe Bedingung wie im speziellen Fall a).?) Dasselbe Resultat gilt
allgemein *) fiir

=G yVity™.

Wir bemerken noch fiir spiiteren Gebrauch, daB sich aus (58)
der folgende Ausdruck fiir die totale Variation ergibt:

AT = — &[f(z, 1, 4:) + (0 — V) (205 9, 90)] + (). (60)
Wenn statt des Punktes P, der Punkt P, auf einer gegebenen

Kurve € beweglich, dagegen P, fest ist, so fiihrt eine ganz analoge
Betrachtung zu der entsprechenden Bedingung.

{3, Y35 ¥2) + W — 9o ) (%2, 425 %) =0, (59a)
und dem Ausdruck

AJ = e[f(x,, Yas y;) + (?}'s = y;)fy'\xm Yz, y'g)] s E('E)' (60&)

Sind beide Endpunkte beweglich, P, auf einer Kurve G,, P, auf
einer Kurve §,, so muB die gesuchte Kurve eine Extremale sein, und

es miissen gleichzeitig die beiden Transversalititsbedingungen (59)
und (H9a) erfiillt sein.

§ 8. Der allgemeine J-ProzeB.*)

Wir kniipfen an die Entwicklungen des letzten Paragraphen eine
Besprechung des allgemeinen d-Prozesses, der eine so hervorragende
Rolle in der ilteren Variationsrechnung gespielt hat.*) In § 4 haben
wir eine vorliufige Definition desselben gegeben fiir spezielle Varia-
tionen der Form

Ay=ey

) Die Bedingung (56) kann als Grenzfall von (59) aufgefaBt werden, fir
i)y = 00; vgl. tibrigens die Behandlung des Problems in Parameterdarstellung,
85 34, 35.

%) Vgl dazu Ubungsaufgabe Nr. 17 am Ende von Kap, IIIL

% Wir empfehlen dem Leser, diesen Paragraphen vorliiufig zu iiberschlagen
und erst bei Bedarf darauf zuriickzugreifen,

%) Bei Laerance und bei allen élteren Autoren ist ,calcul des variations*
geradezu identisch mit der Theorie des d-Prozesses, und die Theorie der Ex-
trema bestimmter Integrale wird als Anwendung dieses Variationskalkiils aufgefaBt.
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und fiir den Fall fester Endpunkte. Wie jedoch schon die in § 7
gegebenen Entwickelungen zeigen, kommt man nicht immer mit
Variationen dieser einfachsten Art aus, und es wird hiiufig nétig,
Variationen von dem allgemeinen Typus

Ay=w(ze)

heranzuziehen. Es soll jetzt gezeigt werden, wie dabei der d-ProzeB
zu modifizieren ist.

a) Die erste Variation:

Es sei o
C: ?]=y(-‘r), Ty LW Ty,

ein Kurvenbogen, von dem wir voraussetzen, daB die Funktion y(x)
von der Klasse (" ist in einem Intervall [X, X,], das nach beiden
Seiten iiber [z, x,] hinausreicht, so daf X, <, X, > ;.

Die Endpunkte des Bogens € seien P, und P,. Wir betrachten
jetzt eine Schar!) von Bogen mit einem Parameter &, welcher den
Bogen @ als Individuum enthélt und zwar fiir ¢ = 0. Eine solche
Schar konnen wir auf unendlich viele Weisen konstruieren, indem
wir einfach setzen

y=y@) +o(@=y@e, FZ(E)IrIhE), (61)

wobei die Funktionen w(z,¢), #,(¢), #,(¢) den Anfangsbedingungen
geniigen: ’

@(z, 0) =0 (62)
5O) =g, £(0) =g (63)

Uber die Funtion w (7, &) machen wir noch die weitere Annahme,
daB sie selbst, sowie ihre partiellen Ableitungen @,, w,, ©,, existieren
und stetig sind in dem Bereich

— ‘13"333(2 J‘El<k;

) Der Gedanke, die zu variierende Kurve als Individuum einer einpara-
metrigen Kurvenschar anfzufassen, rithrt von Evier her, (Methodus nova et facilis
caleulum variationum tractandi, Novi Commentarii Acad.Imp. Sc. Petropoli-
tanae, Bd. 16 (1772), auch Instit. Cale. Integr., Bd. 4, Suppl. XI). Derselbe ist von der
groBten Wichtigkeit fiir die Variationsrechnung gewesen, da er den Lagrange’schen
,, Variationskalkiil* auf einen Differentiationsproze8 reduzierte und dadurch iiber-
haupt erst auf eine feste Grundlage stellte. Zugleich ist er aber auch von nach-
teiligem EinfluB gewesen, insofern er zu dem naheliegenden Irrtum fithrte, daB
man glaubte, auf diese Weise den allgemeinsten Ausdruck einer Variation
zu erhalten (vgl. § 15, a).
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wofern die positiven Grofen &, z, — X,, X, — x, hinreichend klein
gewihlt werden. Daraus folgt dann, daB auch @,, in demselben Be-
reich existiert und gleich w,, ist.!)

Von den beiden Funktionen Z,(e), 7,(¢) setzen wir auBer der
Gleichung (63) noch voraus, daB sie in dem Bereich | ¢ | 2% von
der Klasse C’ sein sollen.

Wir variieren nun den Bogen €, indem wir ihn durch einen

Bogen @ der Schar (61) ersetzen. Eine solche Variation, welche
alle soeben angefiihrten Be-
dingungen erfiillt, wollen wir eine L
wNormal- Vartation' nennen. *)
Jetat sei ¢ (z,y,y’) irgend
eine Funktion von =z, y, ¥
welche von der Klasse C’ ist
in einer gewissen Umgebung QL 7
der Kurve

o=

\
L
S S

P,

€: y=y@), ¥=vy@), ’ Fig. 7.
5HI2Z X

im Raum der Variabeln x, y, . Wir substituieren darin y + @,
¥ + o fiir y, ¥’ und bezeichnen®)

$=9@y+o,y+o).

Alsdann definieren®) wir

dp=c¢ (%-?)e_(; (64)

1) Nach A IV 7.

%) Abweichend von Kxeser, Lehrbuch, p. 91.

%) Akzente sollen Differentiation nach x auch dann bezeichnen, wenn neben
x andere Variable vorkommen, also hier: o' = o, o, =0,, usw.

. ) Definition und Bezeichnung sind schwankend. Die hier gegebene De-
finition jvon dq schlieBt sich an die von Jorvax, Cours d’Analyse, III, Nr. 348
fiir Variationen der speziellen Form &7 gegebene Definition an. Eurer und
nach thm Stecemaxx (Lehrbuch) und Erpmans(Schlémileh’s Zeitschrift, Bd. XXVI

(1881) p. 76) definieren: d¢p — (aa—f) ds. Dagegen definieren Onm, Stravenm und
o

Morexo: d’(p=(2_—‘:) wofiir Streeemaxy den Ausdruck ,,Variationsquotient*‘ und
0

das Zeichen &' gebraucht.
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Falls ¢ Entwicklung nach Potenzen von & zuliiBt:
E'
g=gpt P+ 3P+

so ist dg identisch mit dem Glied erster Ordnung e, in dieser
Entwicklung.

Wenden wir dies inshesondere auf die Funktionen ¢ =y und
@ =% an so kommt

0y = tw,(2,0), 0y = cw,,(z,0) (65)
woraus wegen o,, = @,, folgt:
d dy
=0y =12 (39 (66)

Die Operationen der Variation und Differentiation sind also ver-
tauschbar. Unter Benutzung von (65) wird jetat

dp =g, 0y + ¢, 0y (67)
Wir betrachten weiter das Integral

J=ff(w, ¥, y) dx
unter der Voraussetzung, daB die Funktion f(z, y, ") in einer ge-
wissen Umgebung der Kurve € von der Klasse C” ist. Dieses Inte-
gral, genommen entlang einer Kurve € der Schar (61) ist eine
Funktion von &, die wir wieder mit J(&) bezeichnen:

Za (£)
J (&) =!ff(x, Y@ + o@,e), ¥y @ + o' @,¢) do.
z,(e)
Dann definieren wir analog:
dJ (&)

0T — & (—d-s---)go- (68)
Nach den iiber die Funktionen y, w, #,, # und f gemachten An-
nahmen diirfen wir bei der Differentiation von J(&) die gewdhnlichen
Regeln') iiber die Differentiation eines bestimmten Integrals nach
einem Parameter anwenden, wobei insbesondere zu beachten ist, daB
jetzt auch die Grenzen von & abhiingen. Definieren wir noch

0z, =& (‘ff)=o 0z, = & (‘f)=o (69)

so ergibt die Ausfiihrung der Rechnung:

H Vgl AV 7.
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Z ) P
07 = [ (f,09 + 1,8y dz +[foa] ,

oder, wenn man das bestimmte Integral in der iiblichen Weise durch
partielle Integration umformt (die Zulissigkeit der letzteren voraus-
gesetzt)

ﬂJ—ﬁy dm + [ (%) Yo, y5) 05 + f (@5 Yo ¥5) (O9)e
= f(xu Ys Y1) 0% — [ (2, %, ¥3) (09)y5 (70)
dabei bedeutet (0y), den Wert von dy fiir z = z,, also
(0y), = e (z,, 0), (0y), = ew,(x,, 0). (1)
Dagegen bezeichnen wir
d 1 d 2
0wy =o(F2), ) —e(Gr) - (72)
L]
Da
dii d_ _l'| P d:—'_ —_— —
dji' = _y_é;’; ) =Y (JC'-, €) E‘% +7.(%, ¢),
so ist

d(y,) = y; 92, + (9y),, 0(ye) = ys 02, + (8Y),. (73)

Die Variationen 0(y,) pflegt man ,gemischte’) Variationen® zu
nennen, im Gegensatz zu den sogenannten ,reinen Variationen® (dy),.
Fithrt man mittels der Relationen (73) in der Formel (70) die
gemischten Variationen statt der reinen ein, so erhilt man schlieBlich:

O‘J—jﬁy )dx+[f(xs,Js,J2)—J2 v (@) Ya, ¥2)] 02y +

= fy'(%: Yo, ¥z) 0 (y) — [F(2y; 4y, 97) — Fy (@45 Yy yy)] 0z, —
ﬁfy’(xlﬂ Yoy Y1) 0 ()

1) Uber reine und gemischte Variationen vgl. Kneser, Encyclopddie, IL A p. 576,
und Stecemany, Lehrbuch, § 56 und wegen der verschiedenen dafiir gebrauchten Be-
zeichnungen die Vorrede zu letzterem, p. VII. Noch anders bezeichnet Eromaxw,
Schlomileh’s Zeitschrift, Bd. XXII (1878), p.363. Er schreibt [dy;], 8 y; fiir 8(y;),
(dy); resp. In Fig. 7 ist annihernd: (dy), = P, L; d(y,) = M P,.

Auf die ,, Variation der wunabhingigen Variabeln®, die bei den ilteren
Autoren iiber Variationsrechnung eine grofie Rolle gespielt hat, gehen wir hier
nicht ein. Sie hat viel Unklarheit in die Variationsrechnung gebracht, und man

Bolza, Variationsrechnung. 4

(7

4)



H(0 Erstes Kapitel. Die erste Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben.

Bei manchen Aufgaben') hingt die Funktion f auBer von z, y, y
auch noch von den Koordinaten der beiden Endpunkte ab. Es ist dann

2
I = [ 1@, 5,75 %, U5 B, T) do.

Daher muB man dem Ausdruck (70) oder (74) fiir 0o jetzt noch das
Zusatzglied

f(”f oz, +ﬁfa(y1)+ ar da, + a‘f’ia(gg}) da
hinzufiigen, das sich unter Benutzung von (73) auch schreiben liBt?)

Ty

oz f(aa: + U, 68;) dx + d‘ng( ~ 4+ g aaf) dx +

+ (c?y)lf ! az + (ﬁy)zfaf dr.

Die bisherigen Definitionen und Resultate lassen sich unmlttelbar
auf den allgemeineren Fall von Variationen iibertragen, welche von
mehreren Parametern &, &, ..., ¢, abhiingen, wobei man iiber die
Funktionen o (2, &, &, ..., 8,), (61, &, -5 6a)r Bz(81) 845.-+, &) die
den obigen analogen Annahmen zu machen hat.

Fiir diesen ¥all soll definiert werden:

O y— Y
dJ:El(g ) T & (gsg)o"_"""em(ﬂ'ﬁ)uy
o= (8l 5D,

kann vollsténdig ohne sie auskommen, um so mehr als der ihr zugrunde liegende
Gedanke in der Parameterdarstellung seinen Ausdruck findet. Eine rationelle
Begriindung der Variation der unabhiingigen Variabeln findet man bei Jorpay,
Cours d’Analyse, III, Nr. 351.

) Dies tritt bei der Aufgabe der Brachistochrome ein, bei welcher das
Integral

> X | o
S~ S el

Vity® de
Vy— Y1 + k'

zu einem Minimum zu machen 1st Vgl § 34-er— ?é) Z}
) Vgl. Livpenir-Moiaso, loc. cit. Nr. 63.

, k eine Konstante,
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Mit dieser allgemeineren Bedeutung des Symbols 0 bleibt dann
auch die Formel (74) giiltig.

Die im vorangehenden entwickelten Begriffshildungen lassen sich
ohne weiteres auf Variationsprobleme iibertragen, in welchen mehrere
unbekannte Funktionen von x vorkommen. Fiir das Integral

J=ff("‘u» YirYay - Yoy Yy Yoy + - oy Yo) AT
erhiilt man so im Fall fester Grenzen ,, 2,, wenn man die Kurve
C: ¥ = ¥(%), @ T Ty, i=1,2,...,n,
im Raum der Variabeln z, ¥, ...,y, durch die Kurve

C: y:‘:yi(x)_'"mi(xrf)r 55125'72"33; t=1,2,..,n,
ersetzt:

87 = S 5, T of _ a af
— byédy‘]ﬁ +f2; Y (ay da ay;) da, (75)
wobei
da(z, e |*~ =0

Ay miw =55

(16)

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Funktionen y,(x) im Intervall
[#,2,] von der Klasse C” sind, und daB die Funktionen w,;(z, &) die-
selben Eigenschaften besitzen, wie oben die Funktion (z, ¢).

Wenn insbesondere die Kurve € eine ,Extremale“ ist, d. h. wenn
die Funktionen y;(z) dem System von Differentialgleichungen

of a4 of _ i
9y, s dy; 0, 1=1,2,...,n,

geniigen, so reduziert sich der Ausdruck fiir die erste Variation auf

. = af %2 ~
'”_Z[ay," AR (78)
und daraus erhdlt man') pach der Definition der Ableitung die

folgende Fundamentalformel fiir die Variation eines Extremalenbogens
bei festen Grenzen z;, z,:

aJ =2"7 [aa—; 6_1;,]?4" &(e). (79)
i=1 A

Y Vgl. dazu Gleichung (21).

(17)

4*
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b) Die hoheren Variationen:

Wir schlieBen hieran eine kurze Besprechung der hgheren
Variationen. Da es sich dabei wesentlich um formale Entwicklungen
handelt, wollen wir der Einfachheit halber annehmen, daB alle auf-
tretenden Funktionen und Ableitungen in den in Betracht kommenden
Bereichen existieren und stetig sind, daf alle vorkommenden Reihen-
entwicklungen konvergieren, und daB iiberhaupt die gewdhnlichen
Regeln der formalen Differential- und Integralrechnung anwendbar sind.

Wir betrachten — etwas allgemeiner als bisher — eine Funktion
o (@, y,y, ..., y?) von z, y und einigen Ableitungen von y. Wir
ersetzen darin y durch j7(z, ¢) und dementsprechend y® durch 7* (z, &).
Die so entstehende Funktion von 2 und &

¥ = (P(x’ v, g': cey g(P)),

entwickeln wir nach Potenzen von &; es sei
] &2
P9+ 5Pt 5 Pk

Alsdann heiBt?) die Griobe &g, die n* Variation von @ und wird mit
0" bezeichnet; also

P p—— (‘f{) - (80)

=0

Inshesondere ist demnach

0%y = &" (E—H—m(x'e}) ’
J ge" =0

O E
nt i \ L son \
d‘ny(l) — (?_’__;_Jb%ﬂ) — d_z (ﬁ m(f;ﬁsa) ,
: ox" Oe e=0 dx 2" Je=o
also
dz’ da Y

Fiir die Variationen niedrigster Ordnung?®) von ¢ erhilt man
nach den Regeln fiir die Differentiation zusammengesetzter Funktionen

0p = 9,0y + 9,0y + - + ¢, 0y, (82)
wofiir wir auch in der iiblichen Symbolik?®) schreiben

"1 Vgl. Fubnote %) auf p. 47.
*) Eine déndependente Darstellung fiir 6" ¢ findet sich fiir p— 2 bei Erpmany,
Schlémileh's Zeitschrift, Bd. XXVI (1881) p. 76.
%) Vgl. z. B. Joroax, Cours d’ Analyse, I, Nr. 129 und 253.
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9 . @ b
op = (63'/55 + oy o + oo Oy® '3?’?3) P
ferner
a » a a 2 1
= (d\y'@ + dy ay’ Feccinsic gl 3:-!}””) o+ |
. ®, 62?; 4 qayﬁ’y'+ S ,py(maay{p}

In ganz analoger Weise wird 0"J definiert; wir entwickeln das
Integral :

(83)

I = [1(e, 7, 7)da
nach Potenzen von &: "

J@=dy+ 5t

dann heiBt &"J, die n* Variation des Infegrals J und wird mit 9"J
bezeichnet. Hs ist also wieder

ry=a(T20) (89

d&"

daraus ergibt sich der explizite Ausdruck von ¢”J nach den gewdohn-
lichen Regeln fiir die Differentiation eines Integrals nach einem Para-
meter; z. B. findet man’), wenn man noch definiert

on T, =& (%’i"ﬁ!) , anxs = g" (d’!-f::) , (85)
& 1g ds" /y

8 = faﬂfda; +[di£am? +2f, 8z dy+ 2f, dz oy + fé*x]g, (86)
¥i 1

wobei nach (83)
o*f={f,, 0y*+ 2f, . 0ydy +f,, 0y* +f,0% + 1, 0% .

1) Zuerst von Erpmaxs gegeben, Schlomileh's Zeitschrift, Bd. XXIII
(1878) p. 368.
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