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Bewegung
um ein festes oder bewegtes Centrum. — DBeispiele. —
Anwendung auf das Weltsystem.

1. Wir wollen zuerst einen materiellen Punkt betrachten,
welcher durch eine Kraft angegriffen wird, deren Richtung
stets durch einen festen Punkt geht und deren Grisse allein
vom Abstand von diesem abhingt. Es ist bekannt, dass die
Bewegung in der durch die Richtung der Anfangsgeschwindig-
keit und den festen Punkt gelegten Ebene stattfindet. Zum
Ursprung rechtwinkliger Coordinaten #, y in dieser Ebene
werde der feste Punkt genommen; » bezeichne den Leitstrahl
aus dem Ursprung nach einem beliebigen Punkt, # seinen
Winkel mit der Axe der positiven # und @ die Intensitit der
beschleunigenden Kraft. Die Cosinus der von ihrer Richtung

mit den Axen gebildeten Winkel sind beziiglich — =, — ¥,

T r

withrend die Kraft anzieht; sowie ot %, wihrend sie abstosst.
i z -

Im ersten Fall werden die Componenten — ¢ S Piim

. z .
zweiten ¢ —, 4. Unsere Formeln sollen sich auf den ersten
<p b ¢ T

Fall beziehen; man braucht daher nur @ negativ zu nehmen,
wenn man auf den zweiten iibergehen will.

Die allgemeinen Gleichungen der Bewegung des Punktes
sind :

s I N ' S,
=" % =%

Duhamel, Mechanik. II 1



2 Zweiter Theil

Das Princip der Flichen liefert
(1) r2df — edt,
wo ¢ eine Constante bezeichnet, welche sich leicht durch_ den

Anfangszustand bestimmen lisst.
In der That, die Componenten der Geschwindigkeit nach

dem Radius vector und der darauf Senkrechten sind % ur_ul

7%’. Wenn nun v, die Grosse der Anfangggeschwindigkeit
bedeutet, a aber den Winkel, welchen ihre Richtung mit der
aus dem anfiinglichen Ort des Punktes gegen den Pol gefiihr-

rdl)

ten bildet, so ist v, sine Anfangswerth der Componente — .

dt
Dieser gibt, wenn man ihn zugleich mit », fiir » in #2 E%:c

setzt:
C =T SN K.

Das Princip der lebendigen Kriifte fiihrt zu der Gleichung

ds?

s N — ]

T = 2 [@dr =,
wo das unbestimmte Integral eine neue Constante einschliesst,
die aus den Anfangswerthen von » und r zu bestimmen ist;

so dass

i
(2) 2 = 12 — 2flpdw'
To

wird.
Indem man dr? 4- 2d0? statt ds? schreibt, geht die vor-

letzte Gleichung iiber in
dr? 4 r2dge
—g 2ftpdr.

Mit Hiilfe von (1) schaffen wir d7 hierans weg und erhalten
dadurch folgende Differentialgleichung zwischen » und #, welche
der Trajectorie angehort:

dr? d 1. 2
(3)f"””——2(75+ <)=—3l=t\@m/ |



Dynamik. 3

2. Wird die Kraft ¢ als Function von r gegeben, so be-
stimmt sich dureh (8) die Bahnlinie.

Ist letztere dagegen bekannt, so hat man (3) nach » zu
differenziiren, wenn man ¢ erhalten will. Die allgemein aus-
gefiithrte Differentiation gibt:

@ 2(1 ‘”"1*)
c o
=5 \y T am /)’

wo das zweite Glied sich aus der Gleichung der Trajectorie
bilden lisst. Doch wird es zuweilen bequemer sein, die For-
mel (3) anzuwenden und die Differentiation erst am Ende zu
verrichten.

Auf alle Fille liefert die Gleichung der Trajectorie, wenn
dieselbe bekannt ist, eine Coordinate als Function der an-
deren; und man erhilt dann ¢ aus (1) als Function von = oder
von (/, sowie umgekehrt. Damit ist aber die Aufgabe voll-
stindig gelost, weil die Coordinaten des Beweglichen durch
die Zeit ausgedriickt sind.

Die Gleichung (2) nimmt eine bemerkenswerthe Form an,
wenn wir die Senkrechte p vom Ursprung auf die Tangente
der Bahncurve einfithren. Die #hnlichen Dreiecke ergeben:

ds 7 r2df
m — 5 Ddel‘ ds = 3
woraus mit Riicksicht auf (1)
ds o =2

dt P
folgt; welche Gleichung lehrt, dass bei jeder Bewegung
durch eine nach einem festen Punkt gerichtete
Kraft die Geschwindigkeit an einer beliebigen
Stelle der Bahn sich umgekehrt verhilt wie der
Abstand des festen Punktes von der Tangente.

~ Setzt man fiir » den Werth 5, so geht (2) iiber in:

a2
©) = Vg2 — 2fq)dr.

Diese Gleichung driickt den fiir die Trajectorie zwischen » und
p stattfindenden Zusammenhang aus.
\ 1*



4 Zweiter Theil.

3. Denken wir uns jetzt den Mittelpunkt der Wirkung
bewegt. Im ersten Theile ist gezeigt worden, dass alle Eigen-,
schaften der absoluten Bewegung auch fiir die relative gelten,
sofern man die relativen Grissen den absoluten substituirt.
Demnach bleiben die vorhergehenden Formeln anwendbar,
wenn wir # und y als Coordinaten des materiellen Punktes
in Bezug auf Axen betrachten, welche parallel zu sich selbst
bewegt werden und dabei bestiindig durch das bewegte Cen-
trum gehen; r als Liinge der Geraden, die in jedem Augen-
blick dieses Centrum mit dem materiellen Punkt verbindet; #
als ihren Winkel mit der Axe der #; endlich ¢ als die relative
beschleunigende Kraft an dem materiellen Punkt, d. h. als dié
Resultante aus der auf ihn wirkenden absoluten Kraft und aus
einer solchen, welche gleich, parallel und entgegengesetat ist
mit derjenigen, die das bewegte Centrum angreift.

Wir wollen nun einige Beispiele zu den aufgefundenen
Formeln geben.

4. FKErstes Beispiel. — Ein Punkt beschreibt
eine Ellipse durch die Wirkung einer Kraft, deren
Richtung durch das Centrum dieser Curve geht.
Der Ausdruck der Kraft soll gefunden werden.

Man kann zundchst die Vertriiglichkeit der Bedingungen
der Aufgabe leicht einsehen. Denn man kann immer- einen
materiellen Punkt zwingen sich auf einer belichigen Curve auf
solche Weise zu bewegen, dass diejenigen Flichenriume der
Zeit proportional sind, welche durch den Leitstrahl beschrieben
werden, der aus irgend einem festen Punkt nach dem bewegten
gefiihrt wird. Dem Beweis in Nro. 197 des ersten Theils zu-
folge diirfen wir daher annehmen, dass ein beweglicher Punkt
eine beliebige ebene Curve durch die Wirkung einer Kraft
beschreiben kinne, welche bestiindig nach irgend einem festen
Punkt in der Curvenebene gerichtet ist.

Die grosse Axe der Ellipse soll 2a betragen; ihre kleine
2b. Nehmen wir das Centrum zum Pol und zihlen die Winkel
von der grossen Axe an. Die Gleichung der Curve wird da-
durch _

1 a? sin(? 4 b2 cosl)? 1 a2 — b?
(a) m = a—:;ﬂ = - T s 02,

woraus man durch Ableiten erhilt:
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1
b 1l d'T __at—0b2
) BT — o
Wenn wir das zweite Glied vermége () in » ausdrticken, so

L

kann d_(; aus (b) als Function von » gefunden werden; und

indem wir den dafiir erhaltenen Werth in die allgemeine For-
"mel (3) einsetzen, bekommen wir [@dr, folglich auch ¢ als
Function von .
Nun liefert (a):
2 —p2 r2 _ [)2
sin0? :E’ i bt 02;)2 und cos 62 —‘(1—2(_—0—;’12,
(b) aber giebt, wenn man diese Werthe substituirt:

1\t
(d?-) _ (a2=92) (r2—02)
ae / a2b2p? '
Durch Einsetzen des letzten Ausdrucks in (3) findet sich:
a? + b2 P2
Jodr = — ? Tatbr T (W)’
und hieraus durch Ableiten nach r»:
ciy
Qp = Eg—b;.
Die vom Centrum ausgeiibte Kraft wirkt demnach bei der
vorliegenden Bewegung der Entfernung proportional und zwar
anzichend, da der fiir @ gefundene Werth positiv ist:

Dem Princip der Flichen gemiss braucht der Punkt stets
die gleiche Zeit, um die ganze Ellipse zu durchlaufen, von
welcher Stelle er auch ausgeht. DBezeichnen wir diese Zeit
mit 7% Da die Constante ¢ das Doppelte des Flichenraumes
ausmacht, welcher withrend der Zeiteinheit vom Radius vector
durchstrichen wird, so betriigt der Inhalt der Ellipse

l¢T = mab; daher T = 21:(”)

Durch Einfithrung der Umlaufszeit erhiilt dle Kraft den Aus-
druck

sin 0 cos 0.

472
r=mn



6 Zweiter Theil.

Die Betrachtung einer Hyperbel wiirde eine nach dem
nimlichen Gesetz abstossend wirkende Kraft ergeben haben.

5. Umkehrung. — Wenn ein Punkt gegen ein festes
Centrum durch eine der Entfernung proportionale Kraft hin-
gezogen wird, so beschreibt er eine Ellipse, deren Mittelpunkt
das feste Centrum ist. '

In der That, denken wir uns eine Ellipse, welche dieses
Centrum zum Mittelpunkt hat, durch den anfiinglichen Ort des
Beweglichen geht und von der Anfangsgeschwindigkeit tangirt
wird. Wir fiigen, um dieselbe vollstiindig zu bestimmen, noch
die Bedingung bei, dass in der anfinglichen Lage des Punktes
die Normalcomponente der vorgelegten Anziehungskraft oder
die Centripetalkraft gleich dem Quadrat der gegebenen An-
fangsgeschwindigkeit, getheilt durch den Kriimmungsradius,
sein soll. Dieser Radius ist dadurch gegeben, und wir haben
somit ausreichende Bestimmurgsstiicke fiir die Ellipse.

Wenn man nun den Punkt auf irgend eine Weise néthigt,
sich auf dieser Ellipse dergestalt zu bewegen, dass die Fliichen,
welche durch den vom Mittelpunkt ausgehenden Radins vector
beschrieben werden, mit der Zeit in Proportion stehen, so
zeigt die in Nro. 4 durchgefiihrte Untersuchung, dass eine ge-
gen das Centrum gerichtete und der Entfernung von diesem pro-'
portionale Kraft auf den Punkt wirken miisse. Wenn wir noch
dazu dem Punkt eine mit der gegebenen gleiche und gleich-
gerichtete Anfangsgeschwindigkeit ertheilen, so kann jene Kraft
oﬁ'enbar keine andere als die vorgelegte sein. Denn sie ist
nach dem nimlichen Centrum gerichtet, sie befolgt dasselbe
Gesetz und hat den gleichen Anfangswerth, da der Kriim-
mungshalbmesser in der angegebenen Weise festgesetzt wurde*).
Die von uns bestimmte Ellipse wird demnach vermige der
vorgelegten Kraft beschrieben. Und folglich hat eine Kraft,
welche das Bewegliche gegen ein festes Centrum dem Abstand
proportional anzieht, jedesmal die Wirkung, dass das Beweg-
liche eine Ellipse beschreibt, von der das feste Centrum der
Mittelpunkt ist.

*) Man denke nur daran, dass ein Dreieck durch eine Seite und zwei
Winkel bestimmt wird. )
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Diese Bewegung bietet eine bemerkenswerthe Eigenthiim-
lichkeit dar.

dm2r

Wir haben in Nro. 4 fiir die Kraft @ den Ausdruck —— T

erhalten. Wenn nun g ihren Werth in der Einheit der Ent-
fernung bedeutet, so hat man

2 3
p= %, daher 7' = in:; =

w
welches zeigt, dass die Umlaufszeit nicht von den Anfangs-
umstiinden abhiingt, wodurch die besondere Ellipse bestimmt
wird. Dieselbe dndert sich vielmehr nur mit der Constante g,
welche die Intensitit der Anziehungakraft in der Einheit der
Entfernung ausdriickt.

6. Die umgekehrte Aufgabe a.na.l}tlsch behan-
delt. — Wir wollen jetzt auf dem Wege der Rechnung die
Curve finden, welche cin Punkt beschreibt, der durch ein festes
Centrum der Entfernung proportional angezogen oder abge-
stossen wird.

Wir setzen ¢ — pr; dabei ist g positiv im Fall der An-
ziehung, negativ im Fall der Abstossung. Die Gleichung (3)
liefert, wenn ¢’ eine aus dem Anfangszustand zu bestimmende
Constante vorstellt:

1
d'T wr? 1
Tgg=V — @ a2

Setzt man hier (i) = 2, so folgt:

-~

i2("}: —_— .
—%—29—{"20':; Vc‘z—%—(c’—z)‘l

woraus man durch Integriren erhilt:
i/
o — 2

I e
c'? — ﬂ
c2

withrend ¢ eine durch die Anfangswerthe von r und f sich er-
gebende Constante bezeichnet. Zihlt man der KEinfachheit
wegen die Winkel von der Richtung an, welche den Winkel &
mit der urspriinglichen Axe macht, so ist 0 statt § — a zu

+ 2(6) — &) = are cos
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schreiben. Dadurch geht vorstehende Glelchung, mdem wir
auf beiden Seiten die Cosmus nehmen, iiber in:

= cos - 20,

_‘/, & nf?) = +
o2 — p (coslz — sinf?) = =

Multiplicirt man mit »2, so kommt:

¢ (2 4 y”)—‘/ e % (= —y) =1,
oder:
(c’ —{—\/-c’2 — %)yﬁ —|—-(c‘ — \/ ¢'? —-(—5-’;«) 2= L

Die Coefficienten von #2 und y? besitzen gleiche Zeichen,
wenn p positiv ist, und die Frajectorie wird dann eine Ellipse,
welche den festen Punkt zum Centrum hat, was wir in Nro. 5
ohne Rechnung gezeigt haben. Wenn dagegen g negativ ist
d. h. wenn die Kraft abstosst, so erhalten die Coefficienten
verschiedene Zeichen, und die Curve wird eine Hyper-
bel, ebenfalls mit dem festen Punkt als Centrum.

Im letzten Fall ist die Bewegung keine wiederkehrende,
sondern das Bewegliche bleibt offenbar auf demselben Ast der
Hyperbel.

7. Die Aufgabe, welche wir so eben behandelt haben,
bietet einen Umstand dar, den man benutzen kann, um die
Coordinatenwerthe # und y unmittelbar als Functionen von ¢
zu erhalten; was die vollstindigste Auflssung liefert, weil man
dadurch den Ort des Beweglichen in jedem Augenblick kennt,
und weil alle anderen Elemente der Bewegung sofort daraus
hervorgehen. Die allgemeinen Gleichungen der Bewegung
eines Punktes werden fiir ¢ = pr:

A2z d2
Ta = — B Ta=—py

El

woraus:

Da die Variablen 2, y von einander getrennt sind, so kénnen
wir jede dieser Gleichungen fiir sich integriren und auf diese
Weise #.und y in ¢ ausdriicken. Man findet, wenn w zuerst
positiv vorausgesetzt wird:
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w:Asin-tW—}—B cos-tVF,
y=A’ain-tV(.T+B’cos'thT.

Nehmen wir jetzt zur Axe der z die Gerade, welche den
Ursprung mit der Anfangslage des Beweglichen verbindet und
deren Liinge 7, sein mag. Bezeichne v, die Anfangsgeschwin-
digkeit sowie « den Winkel, den ihre Richtung mit der aus
dem anfiinglichen Ort des Punktes nach dem Ursprung ge-
fiihrten bildet. Die Axe der positiven y soll auf derselben
Seite der #-Axe wie die Richtung der Anfangsgeschwindig-
keit liegen. Fiir # = O erhalten wir dann die Bedingungen:

dy . da
y=0,2=nr, E:vosma, — = — Yy COSU.

dt

Dadurch bestimmen sich die vier Coefficienten 4, B, 4/, B/,
so dass

= — 0 98% sin 1V 5&—{—7‘6608'”’ @
Ve

vy Sne .
= sun - tv_
Y W— [
wird. Diese Gleichungen enthalten die vollstindige Auflosung
des Problems. Sie ergeben fiir 2 und y periodische Werthe,

und die Dauer der Periode betriigt fiir beide 2—”, was  wir
' Vo

schon gefunden haben.
Durch Eliminiren von ¢ kommt:

0 2
(¢ sinee + y cosa)? + 4_"”_702_ Y2 = 7% sinal
0

Wenn nun @ positiv ist, d. h. wenn die Kraft anzieht, so be-
schreibt der Punkt eine Ellipse, welche das feste Centrum zum
Mittelpunkt hat. Die Ellipse geht in einen Kreis iiber, und
die Bewegung wird gleichformig, sobald

T
«=3 und v,? = @72

Ist aber g negativ, d. h. stosst die Kraft ab, so treten
Exponentialgrissen an die Stelle der Sinus und Cosinus. Man
kann sich indessen der vorhergehenden Rechnung bedienen
und die Transformation in den Resultaten verrichten. Die Tra-
jectorie wird durch den Zeichenwechsel von w eine Hyperbel



10 Zweiter Theil.

mit demselben Mittelpunkt, und die Werthe {iir @ und y neh-
men folgende Gestalt an:

__ (1o o cose\ iV u ro , vocosw\ — itV
m_(z ng)e - 2—|—-——2V_P_ e s
- sin ¢ (etVT . Vﬂ’

2V u
worin g den Absolutwerth hat. Diese Ausdriicke kénnen nur
mit ¢ zugleich unendlich werden; der Punkt bedarf mithin einer
unendlichen Zeit, um den Hyperbelast zu durchlaufen, auf wel-
chem er sich beim Anfang der Bewegung befand.

8. Zweiles Beispiel. — Ein materieller Punkt
beschreibt einen Kegelschnitt durch die Wirkung
eciner Kraft, deren Richtung bestindig durcheinen
Brennpunkt desselben geht. Der Ausdruck dieser
Kraft soll gefunden werden.

Von welcher Art der Kegelschnitt auch sein mag, seine
Polargleichung léisst sich bekanntlich auf die Form

T =

= B

14-ecosll

bringen, wo p den halben Parameter, ¢ die Excentricitit be-

zeichnet. Dabei wird ein Brennpunkt zum Pol genommen und

die Winkel ¢/ werden gebildet mit der Richtung der Axe aus

dem Brennpunkt nach dem niichsten Scheitel hin. Die Curve

ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem
e<<l,e=1,e> 1.

Vorstehende Gleichung giebt:

1 1 e cosl)
"_p+ p’
daher
: -1
d'—r_____esinﬂ
e p

Wenn man -nun wie im ersten Beispiel von der Formel
(3) Gebrauch machen will, so hat man zuvor fiir sinfl seinen
Werth in » aus der Gleichung der Curve zu entnehmen und

T

ro.
20 einzusetzen, wodurch man findet :

dann
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e e3(l — o)
fodr = — 2 4 225,
folglich:

Daraus sicht man, dass die Kraft das Bewegliche gegen den
Brennpunkt anzieht, da der Werth fiir ¢ positiv ist; und dass
ihre Intensitéit sich im umgekehrten Verhiiltniss des Quadrats
der Entfernung #ndert.

Im vorliegenden Fall wiire jedoch die Anwendung der
Formel (4) einfacher gewesen. In der That, die Gleichung

der Curve giebt sofort:

1
@ 7 ___ ecostl
dgz — p
und das Einsetzen in (4) liefert:
; e
T

Wir wollen diesen Gegenstand hier nicht weiter verfolgen, da
wir bei der Bewegung der Planeten darauf zuriickkommen
werden.

9. Umkehrung. — Suchen wir jetzt alle diejenigen
Curven auf, welche ein Punkt beschreiben kamnn, der gegen
ein festes Centrum dem Quadrat der Entfernung umgekehrt
proportional angezogen wird.

Fiir den Augenblick beschrinken-wir uns auf eine syn-
thetische Lisung der Aufgabe.

Man denke sich einen Kegelschnitt, von dem das feste
Centrum einen Bremnpunkt bildet, der ferner durch den an-
finglichen Ort des Beweglichen geht und die Richtung der
Anfangsgeschwindigkeit auf derselben Seite tangirt, auf wel-
cher das feste Centrum liegt. Zu seiner vollstindigen Bestim-
mung fiigen -wir noch die Bedingung bei, dass das Quadrat
der Anfangsgeschwindigkeit, wenn man es durch den Kriim-
mungsradius im Ausgangspunkt der Bewegung theilt, der
Normalcomponente der Kraft gleich sein soll, welche an die-
ser Stelle wirkt.
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Die letzte Bedingung setzt den Kriimmungsradius fest, so
dass der Kegelschnitt nun vollstéindig bestimmt und nur einer
ist. Wir werden gleich nachher sehen, wie man mit diesen
Bestimmungsstiicken ihn construiren und seine Art erkennen
kann. )

Denken wir uns einen Punkt gendthigt, sich auf dieser
bestimmten Curve dergestalt zu bewegen, dass der aus dem
festen Centrum nach ihm gefiihrte Leitstrahl der Zeit propor-
tionale Flichen beschreibt. In Gemissheit von Nro. 8 muss
dann die auf den neuen Punkt wirkende Kraft nach dem fe-
sten Centrum gerichtet, ihre Intensitiit aber dem Quadrat der
Entfernung umgekehrt proportional sein. Lassen wir nun den
neuen Punkt von derselben Stelle wie den vorgelegten und
mit gleicher Anfangsgeschwmdlgkelt in Grisse und Richtung
ausgehen, so wird im Ausgangspunkt der Bewegung die nach
der gemeinschaftlichen Normale geschiitzte Kraft fiir beide
Punkte denselben Werth haben, weil sie dem Quadrat der ge-
meinsamen Anfangsgeschwindigkeit durch den némlichen Kriim-
mungsradius getheilt gleich ist. Folglich wird auch der An-
fangswerth der ganzen nach dem festen Centrum gerichteten
Kraft in beiden Fillen der gleiche sein. Die Kraft, welche
die Bewegung auf dem Kegelschnitt bewirkt, muss demnach
mit der vorgelegten zusammenfallen. Da aber der vorgelegte,
den gegebenen Anfangsbedingungen unterworfene Punkt durch
die auf ihn wirkende Kraft eine ganz bestimmte Bewegung
erhiilt, .so kann diese Bewegung sich von derjenigen nicht un-
terscheiden, welche auf dem Kegelschnitt stattfindet.

Ein Punkt, der gegen ein festes Centrum dem
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional
angezogen wird, bewegt sich also nothwendig auf
einem Kegelschnitt, von dem das feste Centrum
ein Brennpunkt ist.

Es bleibt uns noch die Bestimmung des Kegelschmttes
aus den gegebenen Bedingungen iibrig, welche ein Brennpunkt
(im Falle der Hyperbel der des betreffenden Zweiges), ein
Punkt der Curve und die in demselben gezogene Tangente,
sowie der Kriimmungsradius zu diesem Punkte sind; welcher
Radius mit dem Brennpunkt auf derselben Seite der Tangente
liegt.
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Den Brennpunkt stelle 7 (Fig. 1) vor; M den Punkt der
Curve, PQ die Tangente, O den Kriimmungsmittelpunkt. Fallt
Fic. 1. man von () eine Senk-
s y rechte OH auf MF und
von I/ eine solche auf
die Normale, so ist be-
kannt, dass der Fusspunkt
K des letzten Perpendi-
kels der durch den Brenn-
ptnkt gehenden Haupt-
axe angehort. Wir er-
halten daher die Richtung
dieser Axe, indem wir
I K ziehen; und der
zweite Brennpunkt wird durch ihren Durchschnitt mit der Ge-
raden MN gegeben, welche durch M unter dem mit FMQ
gleichen Winkel P M N gezogen ist. Wenn der Durchschnitt
auf derjenigen Seite von P () stattfindet, wo F' liegt, so wird
die Curve eine Ellipse. Sie wird eine- Parabel, wenn MN mit
F K parallel lduft, pnd eine Hyperbel, sobald der Durchschnitt
auf der anderen Seite stattfindet.

Aus den gegebenen Bestimmungsstiicken lisst sich leicht
beurtheilen, welcher von diesen drei Fillen vorliegt. Wir
zichen durch 7 eine Parallele mit M N, welche die Normale
in I schneidet. Ist nun MK << M1, so treffen K und MN
in einem Punkt /7 zusammen, der auf der nidmlichen Seite
von QP wie [ liegt; die Curve wird folglich eine Ellipse.
Hat man MK = M1, so lduft /'K parallel mit M N, und die
Curve wird eine Parabel. Hat man endlich MK > M1, so
schneidet /" K die Verlingerung M N’, daher die Curve dann
eine Hyperbel wird.

Wir miissen deshalb MK und M I durch die Bestim-
mungsstiicke ausdriicken. Das Dreieck M F I ist gleichschenk-
lig, denn M I hilftet den Winkel /"M F''; man erhilt folglich,
indem man den bekannten Winkel "M O durch & und die be-
kannte Entfernung /M durch », bezeichnet:

MI—= 2ryco8 &
Da der Punkt K auf die oben beazeichnete Weise erhalten

wurde, so ist:
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MK = MO cos &2
Der Werth von MO aber ergiebt sich aus der Gleichung:
192
Mo’
wenn v, die Anfangsgeschwindigkeit und ¢ die in M wirkende

@ cos & =

Kraft bedeutet, welche den Werth 7% hat; so dass
0

und folglich MK —

9% ¥o?
08 &
Vergleicht man jetzt die filr MK und M I gefundenen
Ausdriicke und lésst den ihnen gemeinschaftlichen Factor
rocos & weg, so sieht man, dass die ‘Trajectorie eine Ellipse,

Parabel oder Hyperbel wird, je nachdem w,2 — % negativ,
0

ro2vy2cos &

MO = wird.

Null oder positiv ist. Bemerkenswerth ist dabei, dass die Art
der Curve nur von dem anfinglichen Abstand des Bewegli-
chen vom Centrum und von der Grisse der Anfangsgeschwin-
digkeit abhiingt, wihrend die Richtung der letzten dafiir
gleichgiiltig ist.

Wollte man diese Aufgabe durch Rechnung behandeln, so
kiénnte man von der Gleichung (3) Gebrauch machen und
hiitte eine Differentialgleichung der ersten Ordnung zwischen
» und # zu integriren. Man wiirde leicht erkennen, dass die
dadurch erhaltene Gleichung alle drei Kegelschnitte vorstellen
kann, und wiirde sich zu den niimlichen Unterscheidungsmerk-
malen wie die eben gefundenen gefiihrt sehen. Wir werden
aber Gelegenheit haben darauf zuriickzukommen und dort die
Rechnungen ausfiihren, deren wir hier blos erwiithnen.

10. Dwritles Beispiel. — Die Curve zu finden,
welche ein Punkt beschreibt, der gegen ein festes
Fig. 2. Centrum dem Wiirfel der Entfer-

nung umgekehrt proportional an-
gezogen wird.

A (Fig. 2) bezeichne das feste Cen-
trum; B die Anfangslage des Punktes;
vy die Entfernung 1 5; ¢ den Winkel,
welchen die Richtung B € der Anfangsgeschwindigkeit, deren
Grosse v, sei, mit B A macht.
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Die Formel (4) liefert fiir ¢ — &

7‘3:
dz_}_ iy
oA PR LI 1)_1.
diz — \rg2v,2sina? r
©

Wir unterscheiden nun, ob — 1 negativ, Null

79202 sin a?
oder positiv ist. In allen drei Fillen ergiebt sich die Ge-
schwindigkeit aus der Gleichung:

v2 = T—L: + ¢’;

withrend ¢/ durch die anfinglichen Werthe von » und r be-
stimmt wird.

1) Es sei zuerst#— 1 — 0, welches der ein-
7920y 8N 02
fachste Fall ist. Man hat jetzt:
2l i
7 ey N
m = O, tOlgllCh 1—‘ — Al —|— B.

Um die Constanten A4 und 13 zu bestimmel-l, bemerken wir,
dass man im Punkte 7, durch welchen der Einfachheit wegen
die Polaraxe gehen mag, hat:

7
T = T T —
(7)

— tang a.

Die Gleichung ]l = A0 + B ergiebt fiir 0 = 0:
dr
l = B, — @ —
7 72
Daraus geht hervor:
B = l, A — oog o 3
7o To
und die Gleichung der Trajectorie wird:
o To
ST 1+ Heotga

Diese Curve ist folglich eine hyperbnlische.Spim]e mit dem
Punkt 4 als Pol.
Wenn « ein spitzer Winkel, folglich cofy e positiv ist, so
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riickt das Bewegliche mit wachsendem # ohne Ende dem Pol
niher.

Ist « ein rechter Winkel, so hat man cotge = 0 und

r = ry; die Curve wird ein Kreis, und die Bewegung wird
gleichf Grmig.

Wir wollen hier ein- fiir allemal folgende Bemerkung an-
kniipfen. Wenn das Bewegliche (wig hier stattfindet) mit einer
gegen den Radiuz vector senkrechten Geschwindigkeit ausgeht,
von welcher das Quadrat, durch den Leitstrahl getheilt, der
beschleunigenden Kraft gleich ist, die in dem Augenblick
wirkt, so muss das Bewegliche bei jedem Anziehungsgesetz
nothwendig mit gleichformiger Bewegung den Kreis durch-
laufen, dessen Mittelpunkt im Pol liegt. Denn dieser Kreis
wiirde die Trajectorie vorstellen, wenn man sich die Kraft be-
stindig dem bezeichneten Anfangswerth gleich dichte. Man
kann denselben aber auch als durch die Wirkung der vorge-
legten Kraft beschricben betrachten, weil diese nur von der
Entfernung abhiingt und daher in allen Punkten des Kreises
gleiche Intensitiit behdlt. Da nun die vorgelegte Kraft unter
den gegebenen Anfangsumstinden nur eine einzige Bewegung
hervorzubringen vermag, so hat dieselbe das Durchlaufen des
Kreises zur nothwendigen Folge.

Ist & endlich stumpf, so entfernt  sich der Punkt immer
weiter vom Pol; und der Leitstrahl wird unendlich fiir 6 —
— tang o, wodurch die Richtung der Asymptote bestimmt wird.

Suchen wir jetzt den Ausdruck der Coordinaten des Be-
weglichen durch die Zeit.

Die Gleichung r2dfi — cdi giebt, wenn man fiir » seinen
Werth setzt:

dt = e ;
— ¢(1 4 fcotge)?’
daher:
o ?‘02 ‘ 1
r= ceolga 1 -+ Beotga T e
Indem man die Constante ¢; vermige der Bedingung ¢ = 0,

fi = 0 bestimmt und zugleich r,v, sina statt ¢ schreibt, erhilt
man:

__ T (1 _ 1 )_ 1. .
T vy coset 1 + bGeotga/ ~ wocosa ("o —17);
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woraus folgt:-
P’ = 1y — VolcCos«

i = : fl 'If — 1\,
cotg o 1 Vo -
r

0

sowie :

Der Werth von » nimmt, sofern a spitz ist, mit wachsen-
"o
vy COS O
reicht mithin den Pol am Ende dieses Zeitintervalls, vom Be-
ginn der Bewegung gerechnet. Der zugehdrige Werth von
f) ist unendlich gross; folglich hat der Punkt unterdessen eine

unendliche Anzahl von Umlédufen um den Pol gemacht.

dem # ab und wird Null fiir + =

; das Bewegliche er-

Um die Lagen zu finden, welche der Punkt vor dem Au-
genblick inne hatte, der als Anfang der Bewegung genommen
wurde, muss man ¢ von Null an bis zum Unendlichen negativ
nehmen; » wichst dabei von », bis ins Unendliche, 6 aber
geht von Null bis — fang ¢, welcher Werth die Richtung der
Asymptote bestimmt.

Wenn der Winkel « stumpf ist, so haben wir gesehen,
dass r unendlich wird fiir # = — tange; dieses triftt mit ¢
== » zusammen. Dagegen wird » Null fiir den Zeitpunkt,

Ty

welcher um den Absolutwerth von dem als Zeitanfang

Vg CO8 0
betrachteten Augenblick- voran liegt; ¢ ist dann unendlich ne-

gativ.
2) Es sel jetzt —P—— — 1 — — »?, wihrend n eine
792002 stn 02 \
reelle Grosse bedeutet.
Die Differentialgleichung der Trajectorie hat zum In-

tegral

1 .
— = Asinnll -+ B cosnl.
=
Die Constanten 4 und /2 bestimmen sich, indem man aus-

driickt, dass » = », sowie —— = — tange fiir #=0. Wir

dr
o

Duhamel, Mechanik, II., 2
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erhalten dadurch:
?O = cos nll + —— "'Otg 8 dani __sin(ntl 4 &) .g)

S &

cotg o
wenn
n

= colg & gesetzt wird.
Will man den Ort des Beweglichen haben, welcher dem
. 1 . .
Pol am niichsten liegt, so muss man — zu ecinem Maximum

machen. Man muss also sin(nfl 4+ &) — 1 setzen, welches
liefert:

; %
r=1, siné& und nb) 4 ¢ = )
oder:
7
0 =— — &
"=
woraus :
cotq o
tang nfl = cotge = _-a-zg_’
1
d- .
wie man es wiirde gefunden haben, wenn man 0= 0 ge-

setzt hitte.

Lisst man von diesem besonderen Werth an # um gleiche
Grossen zu- und abnehmen, so erbilt sin(nfl + &) in beiden
Fiillen gleiche Werthe, weshalb die Curve gegen die Richtung
des kiirzesten Leitstrahls symmetrisch ist.

Der Werth von » wird unendlich, wenn

sin(nl -+ &) = 0 oder nfl 4+ &¢ = m=,
wo m jede ganze Zahl bezeichnet. Man hat alsdann:
tang ntl —= — tang ¢ — — n tang e.
Der kleinste Werth von 6, welcher dieser Gleichung Geniige
leistet, bestimmt die Richtung, gegen die der Leitstrahl hin-
strebt, wihrend derselbe unendlich wichst. Er erreicht diese
Richtung jedoch erst nach einer unendlichen Zeit, wie man
leicht sehen kann, indem man ¢ mit Hiilfe der Gleichung
r2dfl = edt
in 6 ausdriickt.

[

————— — 1 = n? sein.
70202 8in oe?

3) Zuletzt moge
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~ Die Integration der Differentialgleichung der Bahncurve
liefert :
—:- = Ae"¥ | Be— 16,
und die Bestimmung von A und B aus dem Anfangszustand

ergiebt:
2 (14 29E) o | (1 _ L&Y —no,
g n n

Daraus sehen wir, dass » mit wachsendem 6 sich der Null
nithert.

Wenn man zu grisserer Einfachheit ¢ — 5 setzt, 8o wird

27,
aF nw=rT
Diese Spirale ist symmetrisch gegen die Polaraxe. Ihre bei-
den Zweige nithern sich dem Pol, und es ldsst sich leicht
einsechen, dass das Bewegliche nach einer endlichen Zeit den
Pol erreichen wird. In der That, aus

r2dl = edt
folgt: _
cdt — 47‘02 dﬂ — 470292”Bd0 ;
(ent +e—n0)2 (eanﬂ 4 1)2
daher:

net 1
27,2 = eznﬁ_!_ 1 + G

Bestimmen wir die Constante durch die Bedingung ¢ = 0,
0 = 0, so findet sich:

Cl - %!
und folglich:
206 — 2 —
‘ 1 net
= e

Man sieht hieraus, dass 6 unendlich wiichst, wihrend ¢ dem
p 2 . .

Werth 326— niher riickt. Demnach erreicht das Bewegliche
n

den Pol am Ende dieser Zeit.

Will man die Bewegung untersuchen, welche dem Augen-

blick vorausgeht, der als Anfang der Zeit betrachtet wurde,
2* ‘
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so muss / negativ genommen werden. Vorstehende Gleichung

ergiebt dann auch ¢ negativ, und wir erhalten # = — « fiir
ro2 T

t — — —, was man vorher wissen konnte.
ne

Ein besonderer Fall verdient noch bemerkt zu werden;
derjenige ndmlich, wo nur eine Exponentialgrisse in der Glei-
chung der Trajectorie vorkommt und diese daher eine loga-
rithmische Spirale wird. Dieser Fall tritt ein, wenn

cotg @ = + n.
Die Trajectorie erhdlt z. B. fiir cotge — — = die G]eichuug’:
r = 1oenl.

Man kann diese Wahrheit auch unmittelbar aus der all-
gemeinen Formel (3) erkennen. welche fiir den gegenwiirtigen
Fall folgende Gestalt erhilt:

dr\? w
2 (L) — (u — 22 3 T .. =
e (da'} (w — c¢®)r2 4 (lo 'rﬂ!)g ;
Nehmen wir an, dass die gegebenen Constanten der Be-
dingung #,? = fg— geniigen, so ist klar, dass dann die Glei-

chung einen unveriinderlichen Werth fiir den Quotienten
_cvi;‘_ liefert, welcher die Tangente der Neigung des Leit-
di

strahls gegen die Curve vorstellt. Darin besteht aber die cha-
rakteristische Eigenschaft der logarithmischen Spirale. Der
{

Werth von n?, welcher ————
19202 stn o2

1
sin o
welches die oben gefundene Bedingung ist.

— 1 war, wird jetzt

— 1 oder cotg a2,

Anwendung auf das Weltsystem. Bewegung der
Planeten.

11.  Die aufmerksame Beobachtung der Bewegungen der
Himmelskirper withrend vieler Jahrhunderte hat mehrere all-
gemeine Gesetze ergeben, welche der Anwendung mathemati-
scher Theorien als Grundlage dienen konnten. Damit die bis-
her aufgestellten Formeln bei der Bewegung der Planeten so-
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wie aller anderen Himmelskérper anwendbar bleiben, muss
man annehmen, dass ihre Materie den Gesetzen unterworfen
sei, welche wir ohne Ausnahme an den Kérpern wahrnehmen,
die uns umgeben und unserer Erfahrung unterworfen werden
konnen. Wenn auch a priori Zweifel daran miglich wiiren,
dass die Himmelskorper aus einer mit solchen Eigenschaften
begabten Materie bestehen, so giebt doch die Uebereinstim-
mung selbst der kleinsten Folgerungen aus dieser Hypothese
‘mit der Beobachtung den Beweis dafiir a posteriori.

Die Bewegungen der Planeten, in Bezug auf die Erde be-
trachtet, erscheinen #usserst verwickelt; sie gewinnen dagegen
grosse Einfachheit, wenn man dieselben auf die Sonne bezieht.
Sie befolgen drei grosse, nach Kepler benannte Gesetze,
welche wir aussprechen, indem wir die Planeten als einfache
materielle Punkte betrachten:

1. Die Planeten durchlaufen bei ihrer Bewe-
gung um die Sonne ebene Curven, und die von der
Sonne ausgehenden Leitstrahlen beschreiben da-
bei Flichen, welche mit den Zeiten proportional sind. .

2. Die relativen Bahnen der Planeten sind El-
lipsen, von denen das Centrum der Sonne einen
Brennpunkt bildet.

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten der Plane-
ten um die Sonne verhalten sich wie die Wiirfel
der grossen Axen ihrer Bahnen.

Wir wollen sehen, welche strengen Folgerungen sich aus
diesen Gesetzen ziehen lassen.

Da wir nicht wissen, ob der Mittelpunkt der Sonne un-
bewegt ist, so miissen wir schliessen, wie wenn er bewegt
wire. Gemiss der Theorie der relativen Bewegung folgert
man aus dem ersten Kepler'schen Gesetz, dass die relative
Kraft an jedem Planeten nach dem Centrum der Sonne ge-
richtet ist, welche Beschaffenheit auch dieselbe ausserdem ha-
ben mag. Das will sagen: wenn man in irgend einem Augen-
blick an dem Planeten eine Kraft anbriichte, die gleich, paral-
lel und entgegengesetzt wiire mit derjenigen, wodurch die Be-
wegung der Sonne im Raum hervorgebracht wird, so wiirde
die Resultante dieser Kraft und der den Planeten wirklich an-
greifenden nach dem Sonnencentrum gerichtet sein.



22 Zweiter Theil.

Das zweite Gesetz bestimmt, indem es die relative Bahn
des Planeten kennen lehrt, den Ausdruck fiir die relative
Kraft, der zufolge die Bahn beschrieben wird. Bezeichne 2«
die grosse Axe der Ellipse, e ihre Excentricitiit, » den Radius
vector vom Mittelpunkt der Sonne nach einer beliebigen Stel-
lung des Planeten, @ den Winkel der grossen Axe mit derje-
nigen festen, durch das Sonnencentrum gehenden Geraden,
von welcher an die Winkel des Leitstrahls gezihlt werden.
Dann wird die Gleichung der Bahn: )

a(l —e?) 1 1+ ecos (| — @)
i tenl—w " a9
Als allgemeinen Ausdruck der beschleunigenden Kraft ¢ bei
der Centralbewegung haben wir gefunden:

el
_2 _1_+__"_
T r2 \p ane/’

Die Gleichung der gegenwiirtig betrachteten Trajectorie giebt:

r =

L
le ___ e(cosl—m)
agz — a(l—e?) ~

Daraus folgt:

1
&= i

i r
Tt o= a(l—e7)’

und somit:
2 1
p= a(l—e?) r2’

welcher Werth positiv ist. Die relative Bewegung eines be-
liebigen Planeten um die Sonne wird daher durch eine nach
dem Sonnencentrum gerichtete Kraft hervorgebracht, deren
Grosse im umgekehrten Verhiltniss des Quadrats der Entfer-
nung steht.

Eine @hnliche Rechnung wiirde zu demselben Gesetz fiih-
ren, wenn die Bahn eine Parabel oder Hyperbel wire. iy

12.  Wir wollen nun die beschleunigenden Kriifte mit
einander vergleichen, welche auf verschiedene Planeten bei ih-
rer Bewegung um die Sonne wirken.

Wie in Nro. 11 bezeichne ¢ das Doppelte des wahrend
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der Zeitemheit vom Radims vector durchstrichenen Flichen-
raumes; 7' moge die ganze Umlaufszeit bedeuten. Dann wird:

leT=ma2V1—e,

und hiernach: -
dx2ad 1

Q= — —.
1‘2 72
Dem dritten Kepler’schen Gesetz zufolge bleibt der Quo-
3
tient —j,% fiir alle Planeten derselbe. Die Kraft, welche die

Masseneinheit eines jeden Planeten gegen den Mittelpunkt der
Sonne hinzieht, ist deshalb von der Entfernung allein abhéngig.

Die relativen Bewegungen der Planeten um die Sonne
werden folglich durch Kriifte hervorgebracht, welche nach dem
Sonnencentrum gerichtet sind und im directen Verhiltniss der
Massen stehen, worauf sie wirken, sowle im umgekehrten des
Quadrats der Entfernung.

13. Man muss jedoch diesen Folgerungen den rechten
Sinn unterlegen.

Die Kepler’schen Gesetze zeigen, dass bei der relativen
Bewegung, so wie dieselbe fiir einen beliebigen Planeten statt-
findet, die auf ihn wirkende Kraft das Gesetz befolgt, welches
wir so eben bestimmt haben. Folgt aber daraus, dass dieses
Gesetz auch noch das némliche sein wiirde bei einer anderen
Bewegung des Planeten? Zum Beispiel, wenn man denselben
ohne Geschwindigkeit in verschiedene Abstinde vom Mittel-
punkt der Sonne briichte, wiirde er dann auch noch dem Qua-
drat der Entfernung umgekehrt proportional dagegen angezo-
gen werden? Das geht aus dem fiir ¢ gefundenen Werthe
keineswegs hervor, denn derselbe hiitte ebenso gut als Func-
tion von  oder selbst von ¢ ausgedriickt werden kénnen; und
mit gleichem Recht wiirde man daraus andere Gesetze fiir
die beschleunigende Kraft hergeleitet haben. Diese Gesetze
wiren wohl fiir die betrachtete Bewegung jedoch fiir keine
andere erwiesen. Offenbar ist vielmehr, dass zwei solche Ge-
setze nicht zugleich allgemeine sein kinnen, da jedes das an-
dere ausschliesst. :

Gleichwohl kann die Gesammtheit der Resultate beziig-
lich der verschiedenen Planeten zur Kenntniss des allgemei-
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nen Gesetzes fiithren, wonach sich die Kraft richtet, welche
ihre Bewegungen bewirkt. Man sieht zundchst, dass dieselbe
nicht von der Zeit abhéngen darf; denn sie wiirde fiir jeden
Planeten durch eine periodische Function ausgedriickt werden,
deren Periode mit seinem Umlauf gleiche Dauer hiitte; was
darum nicht angeht, weil diese Dauer bei anderen Planeten
verschieden ist. Eben so wenig lisst sich die Abhiingigkeit
der Kraft von der Richtung annehmen; denn die Rechnungen
fiir die einzelnen Planeten wiirden der Function nicht einerlei
Form ertheilen. Dagegen fiihren die Bewegungen aller Pla-
neten auf denselben Ausdruck der beschleunigenden Kraft
durch die Entfernung. Sofern man die Kepler’schen Ge-
setze als genau und unwandelbar betrachtet, kann man daher
nicht zweifeln, dass dieser Ausdruck das wahre Gesetz aus-
spricht, nach welchem die Materie der Planeten gegen den
Mittelpunkt der Sonne angezogen wird.

Nur in der Materie der Sonne scheint die Ursache dieser
bestindig nach ihrem Mittelpunkt hinzielenden Wirkung ge-
sucht werden zu konnen. Uebertriigt man das Princip von
der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung auf die ge-
trennt auf einander wirkenden Himmelskérper, so muss man
annehmen, dass die Sonne auch gegen jeden Planeten seiner
Masse proportional hingezogen werde. Da die Sonne die Ma-
terie von jeder Art anzieht, woraus die in so verschiedenen
Entfernungen von ihr befindlichen Planeten bestehen, so ist es
unmoglich, sich der ferneren Annahme zu entziehen, dass die-
selbe in gleicher Weise auf die Satelliten wirke; und unige-
kehrt. Weil nun die Radien vom Centrum der Sonne nach
den verschiedenen Punkten eines Planeten und seiner Satelli-
ten nahezu gleich und parallel sind, so darf man ein solches
System als durch parallele, den Massen proportionale Kriifte
angegriffen betrachten. Daraus geht hervor, wie die Wirkung
der Sonne die relativen Bewegungen der Satelliten gegen ih-
ren Planeten nicht merklich dndert.

Auf diese letzten Bewegungen finden die Kepler’schen
Gesetze Anwendung. Hieraus folgt vermige der bereits fiir
die Planeten in Bezug auf die Sonne gemachten Schliisse, dass
die zu einem Planeten gehorigen Satelliten gegen dessen Mit-
telpunkt durch Kriifte hingezogen werden, welche in directer
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Proportion mit ihren Massen und in umgekehrter mit dem
Quadrat der Entfernungen von diesem Centrum stehen. Dem
Princip von der Gleichheit der Gegenwirkung gemiiss zie-
hen dann die Satelliten wieder den gemeinsamen Planeten im
Verhiltniss ihrer Massen und der némlichen Function der Ent-
fernung an.

Wenn ein Planet die Sonne seiner Masse proportional an-
zieht, so erscheint die Annahme naheliegend, dass alle Theile,
aus welchen er besteht, im Verhiltniss ithrer Massen zu dieser
Wirkung beitragen, d. h. dass jedes Molekiil die Sonne also
auch ihre Theile im Verhiltniss seiner Masse zu jener des
Planeten anzieht. Ebenso natiirlich ist es, Gleiches vorauszu-
setzen von der Anziehung, welche der Planet auf seine Satel-
liten #ussert, so dass jedes Molekiil einen Satelliten und des-
sen Theile im Verhitltniss der ihm eigenen Masse zu der des
Planeten anzieht. Da die zu demselben Planeten gehirigen
Satelliten von diesem proportional mit ihren Massen angezo-
gen werden, so schliesst man, dass ihre gleiche und entgegen-
gesetzte Gegenwirkung ebenfalls den Massen proportional sei,
und dass deshalb alle Theile eines Satelliten proportional mit
den ihnen zukommenden Massen den Planeten und seine Theile
anzichen. Gleiches gilt fiir den Satelliten in Bezug auf die
Sonne. Der Analogie nach iibertragen wir dieselbe Eigen-
. gchaft auch auf die Materie der Sonne und nehmen an, dass
alle sie zusammensetzenden Theile im directen Verhéltniss ih-
rer Massen und im umgekehrten des Quadrats der Entfernung
sowohl die Planeten als die Satelliten und die Theile von bei-
den anziechen. Indem wir jetzt diese Annahme ganz allgemein
machen, betrachten wir es als eine der Materie, woraus unser
Planetensystem besteht, gemeinsame Eigenschaft, dass je zwei
Molekiile einander ihren Massen proportional und im umge-
kehrten Verhiéltniss des Quadrats ihrer Entfernung anziehen.

14. Wenn die Himmelskorper vollkommen kugelfirmig
wiiren und aus homogenen concentrischen Schichten bestéinden,
g0 miissten dieselben bei dem angenommenen Attractionsgesetz,
wie wir im ersten Theil gezeigt haben, in solcher Weise auf
einander wirken, als ob ihre Massen in den Mittelpunkten ver-
einigt wiiren. In der That aber weicht ihre Gestalt von der
Kugelform etwas ab; jedoch entspringen hieraus nur solche
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Unterschiede, um welche man sich bei einer ersten Annihe-
rung an die Wahrheit nicht zu bekiimmern braucht. Wir wer-
den deshalb Sonne, Planeten und Satelliten wie  materielle
Punkte von ungleichen Massen betrachten, welche einander
anziehen ihren Massen direct und dem Quadrat der Entfer-
nung umgekehrt proportional.

Die Attraction, welche ein Planet durch die iibrigen Kor-
per des Systems erfiihrt, hat Storungen seiner Bewegung um
die Sonne zur Folge, welche den hauptsiichlichen Gegenstand
der Mechanik des Himmels bilden. Wir beschiftigen uns damit
in diesem Buche nicht, sondern betrachten die Bewegung eines
jeden Planeten unter der Voraussetzung, dass dieselbe allein
durch die Wirkung zwischen ihm und der Sonne erzeugt werde.

Bezeichnen wir mit f die gegenseitige Anziehung zweier
als einfache Punkte gedachten Masseneinheiten in der Einheit
der Entfernung von einander. M und m mogen die Massen
der Sonne und eines Planeten vorstellen; ihre gegenseitige
SMm

=
driickt. Die beschleunigende Kraft an dem Plancten betrigt

J—:—; an der Sonne J%E Dieselbe ist an jedem von beiden

02

Wirkung in der Entfernung » wird dann durch

ausge-

Punkten gegen den anderen gerichtet. Will man daher die
relative Bewegung des Planeten um die Sonne erfahren, so
muss man sich die Sonne als relativ ruhend und den Plane-
ten durch eine der Summe
M m - M+ m

'];2— —-}—j;—; oder']i(—1$—)
gleiche Kraft angegriffen denken, welche gegen die Sonne hin-
wirkt. Denn zufolge der allgemeinen Theorie der relativen
Bewegung hat man an demjenigen Punkt, dessen DBewegung
untersucht werden soll, eine beschleunigende Kraft anzubrin-
gen, welche gleich, parallel und entgegengesetzt ist mit der
auf den anderen Punkt wirkenden. Man darf dann diesen
letzten als ruhend und die Bewegung des ersten wie eine ab-
solute betrachten. Die Anfangsgeschwindigkeit, welche man
dem beweglichen Punkt beilegen muss, ist die Resultante sei-
ner absoluten Anfangsgeschwindigkeit und einer gleichen, pa-
rallelen und entgegengesetzten mit jener des anderen.
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Wir haben in Nro. 12 fiir die relative Bewegung eines

4n2a
2

7

Planeten um die Sonne als Ausdruck der relativen be-

schleunigenden Kraft in der Einheit der Entfernung gefunden.
Nach dem so eben Gesagten ist daher:
4m?ad

Man sieht demnach, dass % von m abhdngt, folglich von

einem Planeten zum anderen sich #indert, wofern die Planeten
nicht gleiche Massen haben, was ausser aller Wahrscheinlich-
keit liegt. Da jedoch Kepler durch die Beobachtung darauf
gefiihrt wurde, diesen Quotienten fiir alle Planeten als gleich
zu betrachten, so ist man zu dem Schlusse genithigt, dass das
Glied fm nur einen sehr kleinen Theil von f(M - m) aus-
~ mache, und dass folglich die Masse eines beliebigen Planeten,
gegen die der Sonne gehalten, sehr klein sei. Wir werden
bald eine Anwendung dieser wichtigen Bemerkung kennen
lernen.

15. Wir sind mit Hiilfe der allgemeinen Formeln fiir
die Centralkrifte auf das Attractionsgesetz gekommen. Ein-
facher kann man zu demselben durch die blosse Betrachtung
der Centripetalkraft gelangen. Bevor wir diese neue Verfah-
rungsart auseinandersetzen, wollen wir an einige auf die El-
lipse beziigliche Formeln erinnern, welche hiufig Anwendung
finden.

Fie. 3. Die Halbaxen der El-
- lipse mogen durch @ und b
bezeichnet werden; der Ab-
stand ihrer Brennpunkte vom
Centrum durch ¢. Verbin-
den wir irgend einen Punkt
M (Fig. 3) dieser Curve
mit den Brennpunkten 77, I7;
fallen wir aus £, /7 und
dem Centrum O die Per-
pendikel /P, P, 0Q
auf die Tangente in M und ziehen die Normale MW N. Wir
setzen:
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FM=34, F'M=1¢, FP=p, F’P":p‘, Oszj, MN=n, NUF=w.
Man erhilt dann leicht die nachstehenden Formeln:

S_— T F} o' b .
/‘N:T,I ]\I:T,sz‘\/g,})’zb‘\/-é—, n:z- Vol

e g b _ptp _ ab b2

c0s 60 = sin I M’P_m, q__-_..2_ — VW =
Aus ihnen folgt pp’ = b2, gn = 02; somit auch pp’ = gn
oder p:n = ¢q: p'.

Der Kriimmungsradius R ist bei allen Kegelschnitten
“ gleich dem Wiirfel der Normalen, getheilt durch das Quadrat
des halben Parameters. Demnach hat man hier:
a?n? (0 6’)3
ot T ab
Man erkennt ferner sofort die Gleichheit des halben Pa-

R =

b2 ., wlae 3 3 8
rameters — mit der Projection ncos@ der Normalen auf jeden
[

von beiden Leitstrahlen.
Ebenso sicht man, dass die Projection 2 ¢osw des Kriim-

A . L 000 L
mungshalbmessers auf einen Leitstralil mit — gleich ist; wel-
B a

che vierte Proportionale man auf solche Weise construiren
kann, dass M einen Endpunkt derselben bildet, wiihrend der
andere in dem Leitstrahl liegt. Die im zweiten Endpunkt auf
diesen errichtete Senkrechte begegnet der Normalen im Kriim-
mungsmittelpunkt.

Noch einfacher ist die von Newton gezeigte Construc-
tion, welche aus der Gleichung

Reosoo —
cos @

hervorgeht. Irrichtet man némlich im Fusspunkt der Norma-
len e¢in Perpendikel bis zu einem der zwei Leitstrahlen und
im Durchschnittspunkt wieder ein solches auf den Leitstrahl,
so trifft das letztere die Normale im Kriimmungsmittelpunkt.
16. Nehmen wir jetzt unsere Aufgabe vor. Da die Fli-
chen der Zeit proportional sind, so geht die Richtung derjeni-
gen Kraft, welche die relative Bewegung um die Sonne be-
wirkt, bestindig durch den Mittelpunkt dieser letzten. Und es
handelt sich darum, ihr Gesetz aufzufinden, wihrend wir wis-
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sen, dass die Bahn eine Ellipse ist, von welcher die Sonne
den einen Brennpunkt bildet.

Bezeichnen wir die nach MF' gerichtete beschleunigende
Kraft an dem materiellen Punkt M mit ¢. Ihre Componente
2

gcosw in der Richtung der Normalen wird durch Vi

ausge-

driickt, wo v die Geschwindigkeit -g—;i vorstelll. Wenn € den

doppelten in der Zeiteinheit vom Radius vector beschriebenen
" Flichenraum bedeutet, so macht Cdt¢ das Doppelte der wiih-
rend der Zeit d¢ beschriebenen Fliche aus. Diese Fliche ist
aber ein Dreieck, welches zur Basis den in der Zeit d¢ durch-
laufenen Bogen ds hat und zur Hohe den Abstand p des
Brennpunktes von der Tangente. Man erhilt daher:

pds = Cdt, woraus v = —;

folglich: .
v? C2 C?
R~ pR’ = prRcosw”
Setzen wir nun fiir p, R, cosw ihre in Nr. 15 durch & und &
gegebenen Werthe, so ergiebt sich:
Cta 1
=T "o
Dieser Ausdruck zeigt, dass die Kraft im umgekehrten Ver-
hiltniss des Quadrats der Entfernung vom Mittelpunkt der
Sonne steht.
Wir kinnen die Constante C mit IHiilfe der Umlaufszeit
des Planeten ausdriicken; denn, da der doppelte Flicheninhalt
der Ellipse 2mwab betrigt, so ist:

QPCos@ —

T = 2mat, € =222,
" Dadurch wird:
dm2a® 1
e
daher die beschleunigende Kraft in der Einheit der Entfer-
245
nung den Werth %-%21 hat.

Somit sind die schon erhaltenen Resultate auf’s Neue ge-
funden.
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17. Bevor Newton den Beweis des Attractionsgesetzes
fand, hatte er dasselbe durch Betrachtungen vorausgesehen,
welche, ohne den gleichen Grad der Strenge zu besitzen, doch
sehr gewichtige Anzeigen dafiir abgaben. Wir theilen diese
Betrachtungen mit.

Die Planeten beschreiben Bahnen von verschiedener Ex-
centricitit. Man darf daher annehmen, dass die Kepler’-
schen Gesetze auch noch fiir Kreishahnen gelten wiirden; zu-
mal, da die wirklich durchlaufenen Ellipsen eine sehr geringe
Excentricitit haben und man deshalb mit hinreichender An-
nitherung dieselben als kreisformig betrachten kann. Dem-
nach wird man, wo nicht genaue, doch sehr geniherte Resul-
tate erhalten, indem man die Kepler’schen Gesetze auf
Kreise anwendet.

Dieses vorausgeschickt, lehrt das erste Gesetz, die an je-
dem Planeten wirkende Kraft sei bestindig gegen den Mittel-
punkt der Sonne gerichtet. Das zweite Gesetz, woraus in dem
allgemeinen Fall folgte, dass die beschleunigende Kraft im
umgekehrten Verhiltniss des Quadrats der Entfernung stehe,
zeigt hier die Constanz der Geschwindigkeit. Denn die Kreis-
bogen sind den Sectoren proportionirt und somit den Zeiten;
oder auch die Kraft steht senkrecht auf der Trajectorie, und
folglich bleibt die Geschwindigkeit unveréindert. Die an der
Masseneinheit wirkende Centripetalkraft hat den Werth %2,
wenn v die Geschwindigkeit und R den Kreishalbmesser vor-
stellt; auch sie ist mithin constant. In dem vorliegenden Falle
sagt also das zweite Gesetz, wie vorauszusehen war, nichts
tiber die Abhiingigkeit der Kraft von der Entfernung; wohl
aber giebt es ihren Ausdruck durch die Umlaufszeit 7' des
Planeten und den Halbmesser seiner Bahn. In der That, man
hat 22 R —= v 7T, und die Substitution des damit gegebenen
Werthes fiir » in den Ausdruck der Centripetalkraft, welche
wir mit @ bezeichnen, liefert:

_4mR
=5

; : . . dx2ad 1
Dieser Werth trifft mit dem allgemeinen —75— * 73 Zusammen,

wenn man r — a — [ setzt.
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Gehen wir nun zu dem dritten Gesetz iiber, welches bei
dem allgemeinen Fall das Attractionsgesetz fiir die Stellungen
jedes Planeten in seiner Bahn ausdehnte auf die Stellungen in
verschiedenen Bahnen. Im gegenwirtigen Falle kann das zu
findende Resultat keine Ausdehnung sondern nur das erste
Hervortreten des letzteren Gesetzes sein. Bezeichnen ¢, ¢’
die beschleunigenden Kriifte an zwei beliebigen Planeten; 7,
R’ ihre Abstinde von der Sonne, 7, 77 ihre Umlaufszeiten.
Aus dem vorstehenden Werthe fiir ¢ folgt:

R R
Q9 = T2 T
Wenn man im zweiten Verhiiltniss dieser Proportion statt 772,
T2 die proportionirten Grossen [i3, I3 nimmt, so verwandelt
sich dieselbe in:
. / 1 . 1 .
P9 =F R
welches beweist, dass die an der Masseneinheit wirkende Kraft
umgekehrt sich verhiilt wie das Quadrat der Entfernung vom
Sonnencentrum.

Da die Satelliten, welche zu demselben Planeten gehiren,
in Bezug auf diesen die namlichen Gesetze beobachten, so
schloss man, dass auch ihre Anziehung umgekehrt proportio-
nal sei dem Quadrat der Entfernung vom Mittelpunkt des ge-
meinsamen Planeten. Die Erde, weil sie nur einen Satelliten
hat, vermochte das Attractionsgesetz in dieser Weise nicht zu
bestiitigen; aber sie gewihrte eine andere Bestiitigung, welche
Newton sich nicht entgehen liess. Wenn man aus der Ge-
sammtheit der mitgetheilten Erscheinungen den Schluss zeht,
wie wir in Nro. 13 gethan haben, dass je zwei Molekiile einan-
der proportional mit ihren Massen anziehen und umgekehrt
proportional dem Quadrat ihrer Entfernung; so folgt, dass die
Wirkung der Erde auf Punkte ihrey Oberfliche und auf &ussere
Punkte dieselbe ist, als wenn ihre ganze Masse im Mittel-
punkt vereinigt wire. Man darf ndmlich die Erde aus homo-
genen concentrischen Schichten zusammengesetzt betrachten.
Nun macht die mittlere Entfernung der Mittelpunkte von Erde
und Mond 60 Erdhalbmesser aus. Die Schwere einer be-
stimmten Masse an der Erdoberfliiche miisste demnach 3600mal
so gross sein als digjenige Anziehung, welche die Erde auf
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eine gleiche Masse im Mond iussert; und dasselbe Verhiltniss
miisste bestehen zwischen dem Fallraum an der Erdoberfliche
und dem Wege, den der Mond wiihrend gleicher Zeit in der
Richtung der Attraction gegen die Erde hin zuriicklegt. Der
leicht anzustellende Versuch dieser Bestiitigung gelang voll-
kommen.

Wenn wir der Einfachheit wegen die sehr wenig excen-
trische Ellipse, welche der Mond beschreibt, als Kreis betrach-
ten, dessen Radius /2 den Halbmesser » der kugelformig ge-
dachten Erde GOmal enthilt, so ist die Wirkung ¢' der Krde
auf den Mond dessen Centripetalkraft gleich. Diese letzte be-

xR
T2
die Erde bedeutet, welche in Secunden durch die Zahl
39343 X 60 ausgedriickt wird. Man erhiilt folglich:
, . 4mr
- 7 = 50(39343)2°
und da 27r = 40000000, so kommt:
, _ 40000007
I = 339343y ’

triigt aber , wenn 7" die Umlaufszeit des Mondes um

welcher Werth wenig verschieden ist von 3—5/% Und man

wiirde keinen bemerkbaren Unterschied finden, wenn man auf

mehrere Umstiinde Riicksicht nihme, welche wir vernachliis-+

sigt haben.

Das Resultat dieser Rechnung lieferte demmach eine neue
Bestiitigung dafiir, dass alle Molekiile dem fraglichen Gesetze
gemiiss cinander anziehen, und dass sowohl die Schwere an
der Erdoberfliche ein Product dieser Anzichung ist als dieje-
nige, welcher der Mond gegen denselben Mittelpunkt hin un-
terliegt.

18. Massen der Planeten. — Das Verhiiltniss der
Masse eines Planeten zu jener der Sonne lisst sich leicht be-
stimmen, wenn den Planeten ein Satellit von relativ sehr ge-
ringer Masse begleitet. Bezeichnen m, m’ die Massen des
Planeten und seines Satelliten, 2, 2a‘ die grossen Axen ih-
rer Bahnen, 7', 7% ihre Umlaufszeiten; so haben wir nach
dem Vorhergehenden :

6 ik
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dk
= 1 4 m), 222 ),

und daher.
a3l M4 m

a’d e m+ml'

Da nun das zweite Glied nahezu i—j gleich ist, weil m sehr

klein gegen M und m' gegen m, so darf man schreiben:

m a3l

M~ &T7%
Aus der Beobachtung sind 7" und 7% bekannt; es geniigt des-
halb, dass man einen geniéiherten Werth fiir % kenne, um das

Verhiiltniss der Masse des Planeten zur Sonne mit entspre-
chender Anniherung zu erhalten. Newton hat auf diese
Weise fiir den Jupiter ;; der Sonnenmasse gefunden. Ge-
nauere Verfahrungsarten haben den davon wenig verschiede-
nen Werth ;1; ergeben.

19.. Die Masse der Erde lésst sich auf diesem Wege
nicht genau genug bestimmen, weil der Mond ihr gegeniiber
nicht vernachliissigt werden darf. Doch kann man die vor-
letzte Gleichung als ein Priifungsmittel benutzen, wenn ‘man
das Verhiiltniss der Erd- und Mondmasse kennt. Wir ver-
mogen aber die Masse der Erde durch ein Verfahren zu fin-
den, welches bei keinem anderen Planeten anwendbar ist und
durch die Kenntniss bedingt wird, welche wir von der An-
zichung an ihrer Oberfliiche haben. Diese Anziehung ist gleich
der Schwere, vermehrt um die verticale Componente der Cen-
trifugalkraft. Dabei muss man auf die Abplattung der Erde
Riicksicht nehmen, und es findet sich, dass auf demjenigen
Parallelkreis, fiir welchen das Quadrat des Sinus der Breite
1 betriigt, und dessen Abstand » vom Erdmittelpunkt 6364 551
Meter ausmacht, die Anziechung G' der Erde fast genau so
gross ist, als wenn die Erde eine Kugel mit demselben Halb-
messer r wire. Wenn man nun die wirklich stattfindende At-
traction auf diesem Parallelkreis nach dem Gesetz fiir die
Aenderung der Schwere an der Erdoberfliche (Mécanique cé-
leste von Laplace) und mit Einbegriff der Vertiealcompo-

Duhamel, Mechanik, II 8
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nente der Centrifugalkraft berechnet, so erhilt man G —
9,81645, welches etwas mehr ist als ¢ = 9,80896.

Der Werth G muss dem eben Gesagten zufolge gleich
fm

= sein, wo m die Masse der Erde bedeutet, / die gegensei-

tige Anziehung zweier Masseneinheiten in der Einheit der Ent-
fernung und » den angegebenen Abstand des Paralelkreises

2
vom Mittelpunkt. Entnimmt man daraus f = % und substi-

tuirt diesen Ausdruck in die fiir die Bewegung der Erde um
die Sonne geltende Formel:
415%1

= f(M + m),
so folgt:
dn?ad _ Gr¥(M 4 m)
T m ’
daher:
M Amad g
m ~ Grz1? ’

Man hat aber:
= 86400 - (365,256374),

and die Grosse der Sonnenparallaxe, welche stattfindet unter
der vorbemerkten Breite bei der mittleren Entfernung der
Erde von der Sonne, die der halben grossen Axe der Erd-
bahn gleich ist, ergiebt:

a = 23984 . r.
Indem man jetzt die Rechnungen ausfiihrt, findet man:
M m 1

E ——] 354592 Oder "ﬂ :m.

Hieraus konnen wir das Verhiltniss der Erd- und Son-
nendichte bestimmen. Der Durchmesser der Sonne enthilt
den der Erde 110mal, und die Dichten zweier Korper verhal-
ten sich wie die durch ihre Volumina getheilten Massen. Auf
diese Weise findet man leicht, dass die Dichte der Erde etwa
das Vierfache der Sonnendichte betrégt.

Berechnet man hiernach die Schwere an der Oberfliiche
der Sonne, so ergiebt sich dieselbe 29lmal so gross als an
der Erdoberfliche. Der Fallraum in der ersten Secunde be-
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trigt mithin dort 145 Meter, auf der Erde dagegen nur 4;1—

20. Die Massen derjenigen Planeten, welche keine Satel-
liten haben, konnen durch das in Nro. 18 angegebene Ver-
fahren nicht bestimmt werden. Man muss daher zu den Sti-
rungen seine Zuflucht nehmen, welche die Bewegung dersel-
ben um die Sonne durch ihre gegenseitigen Wirkungen erlei-
det. Da die Wirkung eines Planeten seiner Masse proportio-
nal ist, so begreift man « priori, wie die Stérung, welche er
in einer durch die Sonne verursachten Bewegung hervorbringt,
zur Bestimmung des Verhiltnisses zwischen seiner Masse und
der Sonnenmasse dienen konne. Diese wichtige Aufgabe fiillt
jedoch der Mechanik des Himmels anheim, und wir begniigen
uns hier mit ihrer Andeutung. Natiirlich ldsst sich dasselbe
Verfahren auch bei den Planeten anwenden, welche Satelliten
haben, und auf diese Weise hat man ; fiir die Masse des
Jupiters gefunden.

Die Massen der Satelliten eines und desselben Planeten
werden mit der Masse dieses letzten ebenfalls mittelst der
Stérungen verglichen, welche ihre gegenseitigen Wirkungen
in ihrer Bewegung um den Planeten veranlassen. Und daraus
kann man die Verhiiltnisse dieser Massen zur Sonnenmasse
finden, weil man die Masse des Planeten kennt. Auch hier
macht die Erde, die nur einen Satelliten besitzt, eine Aus-
nahme. Aber man hat wieder den Vortheil, dessen wir uns
schon bei Ausmittelung ihrer Masse bedienten; nédmlich die
Kenntniss der Verhiltnisse an ihrer Oberfliche. Der Mond
bringt vermdge der Ungleichheit seiner Kntfernungen von den
verschiedenen Punkten der Erde Storungen auf ihrer Ober-
fliche hervor, welche die Ebbe und Fluth des Meeres sind.
Die Sonne hat #hnliche Wirkungen auf das Meer zur Folge;
man begreift daher, dass die Vergleichung beider Effecte das
Verhiiltniss der Mond- und Sonnenmasse ergeben kinne. Diese
Vergleichung ist leicht durch die Beobachtung der Mond- und
Sonnenfluthen, die nach verschiedenen Gesetzen erfolgen. Wir
beschriinken uns hier auf die Angabe, dass im Hafen von
Brest das Verhiltniss der ersten zur zweiten 2,3533 betriigt
(Mécanique céleste). Durch eine Rechnung, welehe wir iiber-
gehen, findet man hieraus das Verhiiltniss der Masse des Mon-

3*
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des zur Sonne und folglich zur Erde; und zwar hat man
der Erdmasse gleich der Masse des Mondes gefunden.

Wenn m, m; die Massen der Erde und eines beliebigen
Plancten bezeichnen, 7, 77 ihre Umlaufszeiten, sowie «, ¢
die halben grossen Axen ihrer Bahnen, so hesteht folgende
Gleichung :

worin M die Sonnenmasse bedeutet. Kennt man nun m; und

Ty, so bestimmt sich hieraus das Verhiiltniss % und somit a,
weil a bekannt ist. Jedoch ist diese Gleichung nicht geeignet
zur Bestimmung von m;, denn man vermag «; nicht mit dem
Grade der Anniherung zu finden, den wir in Nro. 18 fiir o/
voraussetzen durften, wo es sich um die Bahn eines Satelliten
handelte.

21. Bisher haben wir nur die Verhiltnisse der Planeten-
massen zur Sonne bestimmt. Man kann aber einen angeni-
herten Werth der Erdmasse erhalten, aus welchem sich alle
anderen ergeben. Man braucht zu diesem Behufe nur das
Verhiltniss zu kennen, welches zwischen der Anziehung, die
eine bekannte Masse auf irgend einen Korper in gegebener
Entfernung ausiibt, und zwischen dem Gewicht dieses Korpers
besteht. Dazu kann sowohl die Betrachtung des Gleichge-
wichts als die von Schwingungen fithren. Wir begniigen uns
damit, eine Vorstellung von dem ersten Mittel beizubringen.

Man denke sich eine kleine Kugel an einem Faden von
der Liénge [ hingend der Einwirkung einer grisseren aus-
gesetzt, welche den Radius R und die Dichte 1) haben mag,
und deren Centrum in der durch den Endpunkt des Pendels
gehenden Horizontalebene liegt und von diesem Punkt um die
Strecke ¢ absteht. Die mittlere Dichte der Erde sei d, ihr
Halbmesser r, und ¢ der Winkel der Verticalen mit der Rich-
tung des im Gleichgewicht befindlichen Pendels.

Die Masse der kleinen Kugel werde durch m bezeichnet;
dann ist die von der grossen Kugel auf sie ausgeiibte Attrac-

3
tion & & E%, und ihr Hebelarm lcosa. Die Anziehung

der kleinen Kugel durch die Erde betriigt # zrdfm, der He-
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belarm aber lsine. Im Gleichgewicht miissen die Momente
beider Kriifte einander gleich sein; man erhiilt daher nach
Weglassung der gemeinschaftlichen Factoren: .

i cos ¢ = rdsine, folglich ¢ =

= = , folglich tange = —-=.

Kann man den nothwendig sehr kleinen Winkel « beobachten,
so ist in dieser Gleichung nur d unbekannt, welches dadurch
bestimmt wird.

Eine Beobachtung dieser Art, die Maskelyne in Schott-
land in der Nihe eines Berges machte, dessen Masse und
mittlere Entfernung er ndherungsweise ausgewerthet hatte, er-
gab ihm die mittlere Dichte der Erde vier- bis fiinfial so
gross als die des Wassers.

Einem durch Cavendish angestellten Versuch zufolge,
bei welchem die Attraction einer bekannten Kugel Schwingun-
gen hervorbrachte, deren Dauer man bestimmen konnte, ist
die Dichte der Erde 5lmal so gross als jene des Wassers.

Nachdem die mittlere Dichte der Erde mit hinlénglicher
Genauigkeit bekannt ist, findet man daraus ihre Masse, sowie
die Massen aller anderen Planeten und der Sonne.

Berechnung der Bewegung eines Punktes um einen
anderen, durch welchen er im umgekehrten Verhilt-
niss des Quadrats der Entfernung ange-
zogen wird.

22. Wir haben erkannt, dass die Bewegungen der Pla-
neten um die Sonne durch eine anziehende Kraft hervorge-
bracht werden, welche im umgekehrten Verhiltniss des Qua-
drats der Entfernung wirkt, und dass diese Kraft noch das-
selbe Gesetz befolgen wiirde, wenn die Bahnen Parabeln oder
Hyperbeln wiren. Wir wollen jetzt umgekehrt verfahren, also
eine anziehende Kraft annehmen, deren Grisse dem Quadrat
der Entfernung umgekehrt proportionirt ist, und uns die Auf-
gabe stellen, die Trajectorien, welche der angegriffene Punkt
in Folge dieser Kraft beschreiben kann, sowie den Ort, den
er in jedem Augenblick einnimmt, auf die a]]gexﬁemste Art zu
bestimmen.

Wir setzen dabei voraus, dass auf den anziehenden und
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den angezogenen Punkt ausser der Anziehung nur noch gleiche
und parallele beschleunigende Kriifte wirken. Diese haben
keinen Einfluss auf die relative Bewegung zwischen beiden
Punkten und kénnen deshalb ganz ausser Acht bleiben. Aber
auch von ihnen abgesehen, muss man unterscheiden, ob das
Centrum der Anziehung fest oder bewegt ist. Der zweité Fall,
welcher vorliegt, sobald die Punkte gegenseitig einander an-
ziehen, lisst sich jedoch leicht auf den ersten zuriickfiithren.
Denn es bezeichne P die gegenseitige Anziehung zweier
Punkte mit den Massen m und M; dann sind ihre beschleu-

nigenden Krifte respective g und % Um nun die relative

Bewegung von m um M zu erfahren, denke man sich den
letzten Punkt unbewegt und betrachte den ersten als durch
die beschleunigende Kraft
P P 1 1
c+a=r(G+%)
gegen ihn hingetrieben. Die dem Punkt m gleichzeitig beizu-
legende Anfangsgeschwindigkeit resultirt aus seiner absoluten
Anfangsgeschwindigkeit und aus der entgegengesetzten mit
jener von M. .
Die relative Bewegung zweier Punkte, welche sich im
umgekehrten Verhiltniss des Quadrats ihrer Entfernung anzie-
hen, ist somit auf die absolute Bewegung eines Punktes zu-
riickgefiihrt, der gegen ein festes Centrum durch eine nach
demselben Gesetz wirkende Kraft hingetrieben wird, die sich
von der anderen nur um einen constanten Coéfficienten unter-
scheidet.
23. Wir betrachten demnach das Centrum der Anziehung

als fest und bezeichnen mit % die beschleunigende Kraft,

welche es auf den beweglichen Punkt ausiibt. Die Gleichun-
gen der Bewegung werden dann:

dx _ px &y py
dez2 — 7 T3’ dep T T st

Das Princip der Flichen und das der lebendigen Kiriifte lie-
fern die beiden ersten Integrale:
) rdf = cdt,
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drt | r2d6? _ 2y —
(2) gt g =, tb="v

worin b, ¢ willkiirliche Constanten vorstellen.
Durch Eliminiren von d¢ erhilt man aus diesen beiden
Gleichungen:

e2dr? | ¢? 2p
g T = 0

dasselbe ergiebt die Gleichung (3) in Nro. 1, wenn man ¢

— £ setzt. Fiir:
14!‘2

1
—_—2z
r
geht vorstehende Gleichung iiber in:
c2dz?
(3) d—m-=—6222+2pz+b.

Wir wollen nun die Constanten 4 und ¢ bestimmen durch
den anfiinglichen Ort des Punktes sowie durch die Richtung
und Grosse seiner Anfangsgeschwindigkeit. Bezeichnen r, und
v, die anfiinglichen Werthe von » und », so giebt die Glei-
chung (2):

— 2p
b=17?— .
Fiir die Constante ¢ haben wir in Nro. 1 allgemein gefunden:

¢ = roUpSine,
wo o den Winkel bedeutet, den die Richtung der Geschwin-
digkeit zu Anfang der Bewegung mit dem Leitstrahl bildet.
Damit sind b und ¢ bestimmt.
" 24. Unm die endliche Gleichung der Trajectorie zu er-
halten, muss man die Gleichung (3) integriren. Diese lisst
sich auf die Form bringen:

di = T de

2 b’
V-rtieesl

und es handelt sich zun#ichst darum, dass man wisse, welches
von beiden Zeichen zu nehmen sei.

Wir nehmen dfl stets positiv; dz ist' deshalb positiv, so
lange der Leitstrahl bei wachsendem 6 abnimmt, negativ aber
wihrend seines Zunehmens. Der zweite Theil der Differen-
tialgleichung erhiilt im ersten Falle das Zeichen 4 und im
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zweiten das Zeichen —; dabel muss man sich die. Wurzel im-
mer positiv denken. :

Es ist daher zu untersuchen, an welchen Stellen die Zei-
chenwechsel von dz oder die grossten und kleinsten Werthe
von z stattfinden. Man erhilt dieselben, indem man

E:Oodercﬁz9—2pz—b;0

b
u b
z—c—gi\/; o

setzt; woraus:
So oft z einen dieser beiden Werthe annimmt, muss man das
Zeichen von dz dndern und es nachher so lange beibehalten,
bis z den anderen Werth erreicht; dann wird wieder eine
Zeicheniinderung nithig, und so fort.

Setzen wir den Fall, dass von derjenigen Lage ab, welche
dem Werthe r, fiir » entspricht, die Radien anfiinglich wach-
sen; dz ist jetzt negativ und folglich:

— —d

@) df — d; = £ .

[ I &
V_z2+c—ez+c—e F cn—(z—cz
Hieraus geht hervor, indem man von den der Anfangslage ent-
sprechenden Werthen ), und 2, an integrirt:

2z — u 2y — W
) — are cos Vm are ¢os m )

c?2 — p

oder, wenn man f, statt f, — arecos —————_ schreibt:
. |[ y,? _I._ bc?

2z — u
V4 be
Bei solchen Integrationen, in welchen Kreisbogen vor-
kommen, hat man wohl darauf zu achten, innerhalb welcher
Grenzen die Differentiale dasselbe Zeichen behalten. So ist
— du

(5) ) — () = arccos

. das Differential von arccosu, wihrend der Sinus die-
e u?

2
*) In keinem Fall kann ——=—¥  qusgerhalb des Intervalls zwischen
Vurtbet
1 und — 1 liegen, wovon man sich leicht durch die Werthe fiir  und ¢
iiberzeugt. Auch sieht man dabei, dass u® - bc? immer positiv ist.
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ses Bogens positiv bleibt; es wird dagegen V__{—_d_ug bei ne-
—
gativem Sinus. ‘

Damit hiernach die Gleichung (5) richtig sei, so muss
die Voraussetzung gemacht werden, dass man fiir , — 6, —

e2zg — @ .
den Werth zwischen O und 7 nehme. Und
are cos m n 1y ZW1
sie darf nicht linger in Anwendung kommen, als der Bogen
f — 6, innerhalb dieser Grenzen bleibt, also nur bis zu demje-
clz—p

— 1,

Vartbe

nigen Werthe von z, fiir welchen man hat
d. h. bis zu:
_ ut b
) =aVata
Wollte man dieselbe Gleichung (5) dariiber hinaus anwen-
clz — u
Vit 4 be?

den, und zwar zuniichst bis zu § — 0, —= 2=z, wo

— 1 und folglich:

®) =Lyl

so wiirde dies voraussetzen, dass in diesem Intervall dfl —

2
2
o

denn, wie wir oben gesehen haben, wird mit dem Werthe (A)
fiir # eine Aenderung des Zeichens von dz nothwendig, damit
d durch dz und durch die absolute Wurzel ausgedriickt
bleibe, und .man muss das gednderte Zeichen von da an bei-
behalten, bis 2 den Werth (B) erreicht. Somit sehen wir, dass
die Gleichung (5) bis zu 2z hin besteht.

Ueberschreitet der Bogen 6 — 0, diesen Werth, so ist

wie im ersten Intervall df — —ds , bis z wie-

| VAR T

der den Werth (A) annimmt, welches bei 6§ — 91 = 3n ge-
schieht. Der Sinus bleibt unterdessen positiv; man erhilt folg-
lich durch Integriren genau wieder die Gleichung (5), und so

wire. Und in der That ist es so;
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fort. Dieselbe besteht daher in der ganzen Ausdehnung der
Bewegung ohne jede Aenderung.

Wiirden die Radien anfinglich abnehmen, so wire eine
ganz ihnliche Discussion zu fithren. Der Bogen wiirde sich
dann mit dem entgegengesetzten Zeichen in der Gleichung (5)
finden, und diese Form miisste withrend der ganzen Bewegung
beibehalten werden; oder man kionnte auch, ohne das Zeichen
zu indern, die Bogen # — 6, beginnen lassen mit jenem Werthe

2z —
jedem Fall ergiebt sich fiir #, ein von dem vorhergehen-
den verschiedener Werth. Bis auf diese Verschiedenheit von
fh bleibt jedoch hier dasjenige Resultat geltend, welches wir
jetzt aus (5) ableiten wollen.

Die Gleichung (5) lasst sich schreiben:

iz — p

Vi + be?

; 1 .
daraus folgt, indem man v statt z nimmt:

von arc cos , welcher zwischen 7 und 2z liegt. In

— o3 (0 — 0h);

c?
(6) P = o = .
1 +V1+ ‘l:— cos (0 ~ B)
Diese Gleichung gehort einem Kegelschnitt an, dessen einen
Brennpunkt der Pol bildet. Sie stellt eine Ellipse vor, wenn
b << 0, eine Parabel fiir & = 0, und eine Hyperbel, wenn
b> 0.

In der That, eine Ellipse, von welcher man einen Brenn-
punkt zum Pol nimmt und zur Polaraxe die Richtung der Ge-
raden aus diesem Pol nach dem nichsten Scheitel, hat als
Gleichung :

__a(l —e?)

T 14 ecosm’

worin a die halbe grosse Axe sowie ¢ die Excentricitit vor-
stellt. Die Gleichung (6) wird mit ihr identisch, indem man
setzt:

7

be? 2
) 00—, = o, e2:—1+7‘;, a(l_ee)=%.
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Da bei der Ellipse e<<1, so ist die zweite von diesen Glei-
chungen nur fiir ein negatives b méglich; und sie ertheilt dem
¢ bloss reelle Werthe, weil u? 4 be? immer positiv ist.  Die
dritte Gleichung bestimmt «; wihrend die erste sagt, dass 6,
den Winkel vorstellt, welchen die 2-Axe mit der vom Pol
nach dem nichsten Scheitel gerichteten Axe der Ellipse bildet.
Die Gleichung einer Parabel mit dem Parameter 2p ist:

T = ___P

1+ cose’
wenn die aus dem Brennpunkt durch den Scheitel gehende
Richtung zur Polaraxe genommen wird. Die Gleichung (6)

fillt mit ihr zusammen fiir:

00— =w, b=0, p:-:-;
Demnach ist die Bahn in dem Falle von b = 0 eine Parabel,

welche zur Axe diejenige Gerade hat, die durch den Ursprung
geht und mit der #-Axe den Winkel 6, bildet. Der Scheitel
dieser Parabel liegt auf der diesem Winkel entsprechenden

. - . 22
Seite, und ihr Parameter betriigt Tc

Hat man endlich 6>>0, so lisst sich (6) mit folgender
Gleichung identisch machen: °
a(e? — 1)
14+ ecose’
in welcher ¢ > 1 vorausgesetzt wird, und die denjenigen Zweig
einer Hyperbel vorstellt, in dessen Innerem der zum Pol ge-
nommene Brennpunkt liegt; Polaraxe ist dabei die Richtung
der Geraden vom Pol durch den Scheitel. Um die Identitit
beider Gleichungen herzustellen, setzt man:

r =

2 2
0 — b0, = o, e2=l+%, a(e?—-—l)=i—.
Hieraus bestimmen sich ¢ und @, daher fiir 6 > 0 die Bahn

ein Hyperbelzweig wird, dessen Brennpunkt der Pol einnimmt
und dessen Axe den Winkel #; mit der z-Axe einschliesst,
withrend der Scheitel auf jener Seite liegt, welche diesem
Winkel entspricht.

25. Man kann leicht die Gleichung der Trajectorie in
rechtwinkligen Coordinaten erhalten und dann die Resultate
wiederfinden, welche wir aus der Polargleichung abgeleitet
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haben. Nehmen wir zur Axe der # diejenige Richtung, welche
durch den Ursprung geht und mit der bisherigen z-Axe den
Winkel #; macht; dadurch wird

&=1rcos(0—0), y=rsin(l—0b), a2 4+ y2 = r
Die Elimination von cos (0 — ;) zwischen der ersten dieser
Gleichungen und zwischen (6) giebt:

Hieraus folgt:
ury? — be2a? 2c?mVyﬂ + be? = et

Diese Gleichung stellt eine Ellipse vor, wenn 4 << 0, eine
Parabel fiir & = 0, eine Hyperbel, wenn & > 0. Da r als
rationale Function von # erscheint, so ist in allen drei Fillen
die Gerade, auf welcher die z geziihlt werden, eine Axe der
Curve, und zugleich bildet der Ursprung einen Brennpunkt.

Man mag bemerken, dass die Richtung der Anfangsge-

schwindigkeit vollig gleichgiiltig ist fiir den Werth »,2 — %
0

von b, welcher die Art der Curve bedingt. Dieses Resultat
kommt iiberein mit dem in Nro. 9 auf einem anderen Wege
gefundenen.

Nachdem wir die Gleichung der Trajectorie kennen, bleibt
uns nur noch iibrig, die Coordinaten als Functionen von # zu
bestimmen, welches Problem gewidhnlich das Kepler’sche
genannt wird.

Wir werden die Rechnung fiir den Fall einer Ellipse un-
ternchmen, der bei allen Planeten stattfindet. DBeziehen wir
dieselbe auf Polarcoordinaten », # und zihlen dabei die { von
derjenigen Richtung an, welche aus dem Brennpunkt nach dem
niichsten Scheitel geht. Dies kommt darauf hinaus, dass man
fy — 0 also @ = ) setzt. Wir haben dann:

p— & (1—e2)
T 14 e cosll’
a und e sind in Nro. 24 durch die Anfangswerthe bestimmt
. worden.

Aus (1) und (2) erhilt man durch Eliminiren von d0 oder
von di¢ eine Differentialgleichung zwischen ¢ und der nicht
eliminirten Coordinate. Die Integration derselben giebt diese
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.Coordinate als Function von #; und hernach lisst sich auch
dic andere mit Hiilfe der Bahngleichung in 7 ausdriicken.
Das Wegschaffen von dfl liefert:
dr? 2 2p .
J diz = T g2 7 R
daher: :

dt =+ L
Vior: + 2pr — ¥

Wiibhlt man zum Zeltanfang den” Augenblick, wo 6 = 0,
so befindet sich der Planet in demjenigen Scheitel, welcher
‘dem Brennpunkt am néchsten liegt und fiir den » = « (1—e¢)
ist. Man nennt denselben das Perihelium (Sonnenniihe).
Der entgegengesetzte Scheitel der Ellipse heisst Aphelium
(Sonnenferne); in ihm hat der Leitstrahl seinen grossten Werth,
nimlich » = « (1 4 ¢). Hiernach ist dr positiv vom Peri-
helium bis zum Aphelium und negativ von dem letzten an bis
zur Riickkehr nach dem ersten. In der ersten Hilfte der
Bahn muss man also nehmen:

rdr
Vb?2 + 2ur — o2’

in der folgenden Hilfte dagegen hat man das Zeichen der
zweiten Seite zu #ndern. Man kénnte diesen Ausdruck leicht
mittelst Kreisbogen integriren; dabei wiirde sein Zeichen eine
ihnliche Discussion veranlassen wie die in Nro. 24 gefiihrte.
Die Einfithrung einer neuen Verénderlichen ist jedoch vorzu-
zichen.

Da r bestindig zwischen « (1 —¢) und a (1 4 ¢) liegt,

so darf man setzen:

r=a (1 — e cosu).

Der Winkel « geht zu gleicher Zeit mit ¢ durch die Werthe
0, w, 2x. Man hat ihm den Namen excentrische Ano-
malie gegeben, wihrend 0 die wahre Anomalie des Pla-
neten genannt wird.

Macht man die Substitution fiir » in dem Werthe von
dt, und schreibt zugleich statt b, ¢ die aus (7) entnommenen
Werthe:

b:—aﬂ,c‘ﬁ:‘ua(l—ei’),
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80 kommt:

dt = a : - (1 —e cosu) du.
Beim Integriren dieser Gleichung ist zu beachten, dass ¢ und
u gleichzeitig Null werden. Es ergiebt sich daher, indem wir

. a 1
der Kiirze wegen a V— — — setzen:
w n

nt = u — ¢ sinu.
Hierdurch wird » als Function von ¢ bestimmt, und dann auch
T vermoge
r=a (1 — e cosu).
Schliesslich liefert die Bahngleichung @ als Function von r,
folglich von ¢.
Man kann 0 auch direct als Function von » und somit
von ¢ erhalten. Es ist nédmlich:
= cd f _ cdr — du m
TVbrﬂ—f—?y,r—c? 1 — e cosu
Um diese Gleichung zu integriren, setzt man:
' tang L u ==z,

welches
du
——-—*-1-—2 == 2dz
(cos § w)
giebt. Da nun
cos u = (¢cos 1 w)? — (sin § u)?,

so findet sich:
clﬂ:lji:_ (llli;zz d&her 10 = wre tang 2 V1+b -+ ¢.
Die Constante ¢, ist Null, weil 0 und z gleichzeitig Null wer-
den. Wir erhalten demnach:
1 +
1—2

tang 3 0 _V—-tczng o

Damit ist # durch =, also mittelbar durch ¢ gegeben.

26. Aus der Gleichung n¢ — u — ¢ sinu ldsst sich die
Umlaufszeit 7" des Planeten bestimmen, indem man # — 2=
setzt. Man findet:

= fang } 0

oder:
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T:H == 2:!:&\/E.
n w

Derselbe Werth wird erhalten, wenn man den Fldchen-
inhalt der Ellipse theilt durch die vom Radius in der Zeitein-
heit beschriebene Fliche. Die Halbaxen der Ellipse sind «

und @ V' 1 — e2, ihr Flicheninhalt betriigt folglich = a2 V1— ey
und _theilt man diesen durch } ¢ =1} Vga(l—¢?), so findet

sich in der That 27 Vﬁ-

" Die Geschwindigkeit in jedem Punkt wird mittelst der
Gleichung gegeben:
(2 1
v =pu — =),

T a

welche aus (2) hervorgeht, wenn man — % statt O schreibt.

27. Die in Nro. 25 gefundenen Formeln, welche ¢, », I
durch die Hiilfsvariable # ausdriicken, konnen leicht geome-
trisch erwiesen werden, wobei man zugleich die Bedeutung
dieser Grosse erfihrt.

Fig. 4. Es sei O (Fig. 4) der Mittel-
punkt der Ellipse, F/ der zu be-
trachtende Brenppunkt und M
irgend ein Punkt der Curve. Die
Ordinate M P treffe in N den
Kreis, welcher iiber der grossen
Axe A.A¢ als Durchmesser be-
schrieben ist. Man hat dann:

ﬂfFA':G,MF:T,()F:ue,]ﬂé—;:%:VI—EQ.

Dieses festgesetzt behaupten wir, dass der Winkel NO A4
nichts Anderes sei als die mit dem Namen der excentrischen
Anomalie bezeichnete Grosse . Und in der That, dem be-
kannten Ausdruck fiir den Leitstrahl der Ellipse zufolge ist:

r=a—e¢-0P=a(l —ecos NOA),
also, wenn NO A durch » bezeichnet wird:
r=ua (1 — e cosu).

Suchen wir jetzt ¢ in » auszudriicken, und betrachten des-
wegen den wihrend der Zeit ¢ beschriebenen elliptischen Sector |
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MFA. Da die doppelte in der Zeiteinheit durchstrichene
Fliche ¢ = Vwa (1 — ¢?) betriigt, so folgt:

.sectMFA:%tm___aL_“ 1121--eﬂt’

wenn man wie oben Vv: — n setzt. Derselbe Sector ldsst
- a

sich noch auf eine andere Weise durch » darstellen. Weil di
zu gleicher Abscisse gehdrigen Ordinaten der Ellipse,und d
Kreises bestindig in dem Verhiiltniss b : « stehen, hat IW »
namlich:

seot MFA =2 st NFA = VI—a(NOA—NOP).
Nun ist:

NOA = ‘g u, NOF=
mithin :

NO-OF sinu __ a%e sinu
2 - 2 2

a1 ¢

sect MF A= —g (u— e sinu).

Die Vergleichung beider Werthe des Sectors liefert:
nt=—u — e sinu.
Um zwischen ) und # eine Relation zu erhalten, braucht
man nur die Ausdriicke von » durch Jede dieser beiden Grossen
gleichzusetzen, Das giebt:

1 — e? cosu — e
————— = 1 —¢ cosu, woraus coslf)l — ——.
1 -} ecosl) 1 —ecosu

Man muss nun suchen, diese Gleichung auf eine solche Form
zu bringen, welche sich besser eignet zur Berechnung von 6
fiir gegebene Werthe von » Hierzu hat man:

1 — cosf — A+e(— cosu)’ 1—9)(1+coau)

1 — ecosu 1—e cosu

Wenn wir beide Gleichungen durch einander dividiren und zu-
gleich die Quadratwurzeln ausziehen, so findet sich:

tang % 0 =V¥__L§ tang 1 u,

worin der absolute Werth der Wurzel gemeint ist.
. 28. Bevor wir zur Aufsuchung von solchen Formeln iiber-
gehen, welche fiir die Ortsbestinmmung des Planeten bequemer
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sind, wollen wir zeigen, wie die bisher gefundenen sich ver-
einfachen, wenn man blos die erste Potenz von e beriicksichtigt.

Aus u = nt -+ e sinu folgt:
u=mnt-4esin(nt 4 e sinu),
und hieraus durch Vernachlissigen von e2:
u=mnt -} ¢ sinnt.
Ma.n kat ferner:

Y 4o Bl r=a(1-——-ecosu).

r=—a (1— ecosm)
‘nur noch § zu bestimmen. Man konnte diese
Coordinate aus der Bahngleichung entnehmen, wohinein der
eben fiir » gefundene Werth zu substituiren wire. Man thut
aber besser, 0 direct aus
12dl = c¢dt —= dt vm—_ei’)
zu berechnen. Da mit Weglassung von e? die Gleichung der

Ellipse

r=a (1 —ecosl), r? = a2 (1 — 2e cosl)
liefert, so wird:

Vu
di (1 — 2e¢cosf) = dt = ndt.
( s0) Ve

Integriren wir und beachten dabei, dass ¢ und 6 gleichzeitig
Null werden, so ergiebt sich:
' nt—0— 2¢ sinb;
und hieraus, indem man wieder ¢? weglisst:
0 —=mnt -+ 2e sin nt.

29. Die Winkelbewegung .des Planeten wiirde gleichfor-
mig sein, wenn man das Glied 2e sinnt¢ vernachléissigen diirfte.
Aber man kann sich immer einen Planeten fingiren, dessen
gleichf6rmige Winkelbewegung durch die Gleichung 6 = nt
bestimmt wird, und welcher vom Perihelium gleichzeitig mit
dem wirklichen Planeten ausgeht. Beide treffen nach der Zeit

% im Aphelium ein und erreichen das Perihelium wieder, wenn

t:-:2?—:t. In der ersten Hilfte der Bahn ist der wirkliche Pla-

net dem fingirten um eine Winkelgrisse voraus, welche den
angenitherten Werth 2esinnt hat und Gleichung des Mit-
Dubhamel, Mechanik. II. 4
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telpunkts genannt wird. In der zweiten Hiilfte bleibt da-
gegen der wirkliche Planet hinter dem fingirten zuriick, weil
nun sinnit negativ ist. Im Perihelium sowohl als im Aphe-
lium treffen sie stets zusammen.

Der Winkel nt¢ fiithrt den Namen der mittleren Ano-
malie; auch heisst derselbe die mittlere Bewegung des
Planeten. o

Bei der Krde ist die Annahme eines solchen ﬁ?ﬁﬁ:ten
Gestirns zar Bestimmung der mittleren Zeit von Nutzen. Aﬁ
diese Weise werden diejenigen Unterschiede der wahren
nentage ausgeglichen, welche durch die Unglelchformlgkelt
der scheinbaren Bewegung der Sonne. in der Ekliptik ent-
stehen. Ausserdem bedarf es noch der Correction jener Un-
terschiede, welche die Neigung der Ekliptik gegen den Aequa-
tor verursacht. Hierzu gelangt man durch Annahme eines
zweiten Gestirns, dessen Bewegung in der Ebene des Aequa-
tors gleichférmig und wéhrend derselben Zeit vor sich geht,
in welcher die Somnne die Ekliptik durchzieht. Das letztere
Gestirn bestimmt die sogenannte mittlere Zeit; dieselbe
fillt viermal im Jahre mit der durch die wirkliche Sonne an-
gezeigten wahren Zeit zusammen.

Wir wollen jetzt die beiden Coordinaten », 6 als ent-
wickeite Functionen von t herstellen. Dabei machen wir von
der Formel des Liagrange Gebrauch, deren Beweis luer
Platz finden mag.

Formel des Lagrange zur Entwicklung gewisser
unentwickelten Functionen.

30. Betrachten wir diejenige Function = der Veriinder-
lichen 2, welche durch die Gleichung

1) z=e+tef(2)

bestimmt ist, wo f irgend eine gegebene Function, & aber eine
sehr kleine Grosse bezeichnet; und stellen wir uns die Auf-
gabe, z nach Potenzen von « zu entwickeln. Die Coéfficienten
dieser Potenzen werden Functionen von 2 sein; und zwar sind
sie dem Maclaurin’schen Lehrsatz zufolge 2 und alle par-
tiellen Ableitungen von 2z nach @, worin man durchaus fiir «
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die Null zu setzen hat. Demnach handelt es sich um das Ge-
setz dieser Ableitungen.

Das Problem, mit welchem wir beginnen, ist nur ein be-
sonderer Fall von demjenigen, welches wir im Auge haben,
niimlich von der Entwicklung einer beliebigen Function von z
nach Potenzen von «.

Statt der Reihe, die wir suchen, konnte man sich succes-
siver Substitutionen bedienen, um mehr und mehr angeniherte
Werthe fiir 2z zu finden. Indem man im zweiten Theile der
Gleichung (1) statt = den ersten Niherungswerth @ setzt, wird

z=a -+ af (z).

Die Substitution dieses neuen, dem wahren z schon niher kom-
menden Werthes liefert:

s = o+ affotaf@)];
und so kinnte man fortfahren. Dadurch wiirden aber sehr
verwickelte Formeln erhalten, welche keine genaue Schiitzung
des Grades der Anniiherung erlauben; und dies ist der Grund,
weshalb man eine nach Potenzen von « fortschreitende Ent- .
wicklung gesucht hat, welche um so rascher convergirt, je
kleiner e ist. ‘

Der Lehrsatz des Maclaurin giebt:

o dz\ - d%) o? d”*.z) am
# == <t cla)na+ da?/y 2 +eeet dom /o m! o
Wir miissen daher die Werthe bestimmen, welche z und seine
Ableitungen fiir @« =0 annehmen. Die Gleichung (1) zeigt,
dass

g =— &,

folglich bleibt allgemein (ﬁ—:—;) zu finden.
0

Um dies zu erreichen, differenziiren wir zuniichst (1) par-
tiell nach jeder von den beiden Grissen 2 und «, diese als
unabhiingige Variablen betrachtet. Dann findet sich:

1 d 1z l
=1t g =0+ 6 7
und hieraus durch Wegschaffen von f#(2):
d d
@) P (OF '

Diese Formel fiihrt die Differentiationen von 2 nach & zuriick
4*
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auf solche nach 2, deren Anwendung sehr vortheilhaft ist, wie
wir sehen werden.

Man erhiilt aus (2) sogleich (%) ; fiir ¢=0 wird ném-
0

lich 2 = 2 und de = 1, also:

da
dz
), =@
Um sl zu erhalten, differenziiren wir (2) nach a« und
de?
bekommen :
d2z dz dz

d2z dz\? d?z
Tl 1 i H O gega =P O (F) WO Zoi
Die Differentiation von (2) in Bezug auf x giebt'

2 =0 (B) O

und wenn man diesen Werth in die vorletzte Gleichung ein-
setzt, 80 folgt

T2 — 2@ @ () +rer 7=

Das zweite Glied ist die Ableitung von (fz)? é%nachm;da.her

. oo dl(fz)ﬂc%].
@) Tat — P

fiir ¢« = 0 wird

) _ d(foy
de?/y — da

Die Werthe aller folgenden Ableitungen von z in Bezug
auf o fiir @ = O lassen sich finden durch wiederholte Diffe-
rentiation der verschiedenen Potenzen von f(#) nach », was
jetzt gezeigt werden soll.

Wollte man e 23 erhalten, so miisste man den zweiten Theil
von (3) nach e differenziiren. Die Reihenfolge der D]ﬂ'eren-
tiationen ist gleichgiiltig; man kann deshalb zuerst (j'z)2 —_
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nach e« und darauf das Resultat nach 2 differenziiren. Um
jedoch die Wiederholung der nimlichen Reductionen zu ver-

meiden, wollen wir allgemein von ¢ () % die Ableitung nach

@ nehmen und dieselbe auf Ableitungen nach z zuriickbringen.
Man erhiilt zuniichst:

dz
d [‘P(z) dm] — o dz El_i 2 5
B A TR T AR TT T
. Dieser Ausdruck geht durch Einsetzen der oben gefundenen
Werthe fiir %::, %z—u in den folgenden iiber:

v/ (F) +o@re (£) +9@ro 0

welcher die Ableitung von ¢ (2)/(2) Ei_ in Bezug auf z vor-
stellt. Somit haben wir die allgemeine Formel:
d dz
ile@F] drere ]
4) - .
( de dax

Mit Hiilfe derselben konnte man (3) aus (2) ableiten, in-
dem man @ (2) = f(2) setzte.
Setzt man @ () = (f2)?, so wird

dlorg] dfuri]
da do

daraus folgt mit Riicksicht auf (3), wenn man nach z dif-
ferenziirt:
dz
. Elerf]

o da? ’

&

4
Von hier geht man durch ¢ (2) = (f2)? zu ;l—a; iiber.

Das in diesen ersten Formeln ausgesprochene Gesetz hat
allgemeine Geltung. Denn nehmen wir an, dass
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qn—1 [ n ]

d'z (/2) da
de® dan—1

so kommt, indem wir beide Glieder mit Benutzung von (4), worin

5

@ (2) = (f2)" zu setzen ist, nach e differenziiren:

dn-}-lz [(f )n+li:]

du"+1 dam™ '
Weil nun das fiir die Ordnung n angenommene Gesetz auch
fiir die ntichste n -+ 1 besteht und es sich bei den ersten De-
rivirten bewiihrt hat, so ist seine Allgemeinheit bewiesen;
mithin:

dz
m—1 m2= ~
(5) e 10
de™ dam—1 '
dz

Fiir ¢ — 0 hat man 2z = a, T = = 1; folglich:

(&), -l

da™ J, dam—1
Die Entwicklung von z ist daher:
oﬂd(jx)? Coasdz(fa)?
) ‘ %+“f(a’)+ da +5‘ da? +e
a™ d'm —1 Cf.’l’:)m

31. Nehmen wir jetzt die Entwicklung einer beliebigen
Function /() nach Potenzen von « vor; dabei soll z noch
immer durch die Gleichung (1) bestimmt bleiben.

Der Lehrsatz des Maclaurin liefert:

dr d2 I 2
ro=Fon+ (40) e (D), 4 4

dm‘lﬂ afn
+ (dam) m] +

Das erste Glied kann nur /7(z) sein; denn z wird 2 fiir @=0.

. . im g :
Demnach bleibt allgemein (; m) zu bestimmen.
0

o
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Zuniichst ist:

dr .
Yo E=reemE.
Um i—i-j—; zu erhalten, muss man die zweite Seite nach « dif-

ferenziiren. Mittelst der Gleichung (4) lédsst sich diese Diffe-
rentiation in eine solche mnach 2 verwandeln; man findet da-
durch:

d
Yy J[F' () (f2)? ﬁ]
do? — da ’
Vermoge (4) fithrt diese Gleichung zu:
. d?[ Fi(2) (f2)? %]
de? da? :
Auf gleiche Weise geht es fort, indem sich jedesmal der Ex-

ponent von (fz) sowie der Ableitungszeiger des Products um
eine Einheit erhoht. Wir haben folglich allgemein:

il d
amp " 1[1,, A d_%]

de™ dam—1
Setzt man hier &« = 0, also 2 = @ und % — 1, dann wird:
am zm-—l [1.‘: ‘,v) (f?: m]
d o™ dam— 1

Somit sind s'zimmt]iche Codfficienten der Entwicklung von
F(2) durch Differentiation bekannter Funetionen von a2 nach
dieser Veriinderlichen ausgedriickt. Die gesuchte Entwick-
lung ist:

F=F @)+ b @) f @45 OGN
(M g am gm—1 [F’ (2) (f:c)"‘]

m! d,v'm—'l

Auflosung des Kepler’schen Problems.

32. Dieses Problem bezweckt die Entwicklung der Po-
larcoordinaten 7, 6 eines Planeten als Functionen der unabhin-
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gigen Variablen & Wir werden dasselbe fiir die elliptische
Bewegung losen unter der Voraussetzung, dass ¢ ein sehr klei-
ner Bruch sei, was bei den meisten Planeten stattfindet. Fiir
die Exdbahn z. B. ist: | -
e — 0,01685318.
Zwischen r, 0, + und der Hiilfsgrsse » haben wir nach-
stehende Gleichungen gefunden:

®) v = nt 4 esiﬁ u,
9 r = a (1 — ecos u),
(10) tang 1 0 = i i: tang } w.

Aus ihnen ergeben sich ¢, »,  auf bequeme Weise durch .
Dagegen wexden miithsame Interpolirungen nothwendig zur
Bestimmung von r und # fiir einen gegebenen Werth von 7.
Um dieser Unbequemlichkeit zu entgehen, hat man gesucht, die
Grossen », 6 durch ¢ direct auszudriicken.

Die Gleichung (8) trifft mit (1) zusammen, wenn man
z2=wu, & =ni, &« =¢, f(2)= sinu nimmt; dadurch wird
f(#) = sinz = sinnt. Macht man diese Substitutionen in (6),
so erhilt man unmittelbar folgende Entwicklung des » nach
Potenzen von e:

02 d-sina? e dn—1, oy gm

w=a-}esinz +§l—++

da m! dam—1

we

dabei wurde der Kiirze wegen « statt n¢ beibehalten.

Folgende Gleichungen driicken die Potenzen von sina
durch Sinus und Cosinus der Vielfachen von x aus:
2 sina? = —cos2x 4 1,
22 gin &3 — sin3 @ -+ 3sina,
23 gin 2t cosdx — 4ecos2a | 3,
24sina® = sinba — Ssin3 2 - 10sin 2,
25sina® = — cosbx -} 6cosdx — 15cos 22 + 10.
Man erhiilt hieraus mittelst Differenziiren nach vorhergegange-
ner Division durch die links stehenden Potenzen von 2:
d . sin 22
da
dz2.sin a8 32smndax — 3sina
da? 22 ?

Il

= sin2a,
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[3_ i a4
S o By — 4 sin 2 @,
da? A
dt.sinad  Btsindax — 5.31sindx -+ 10sine
dat 91 ’
ds. sin a6 . . )
-——;g:w = 3%sinba — 6.25sind & + 3-Hsin 2.

Machen wir diese Substitutionen und ersetzen zugleich
« durch nt, so folgt:

u——nt—!—esmnt—l—~— sin 2 nt
—}—%(332'?%3113 — &in nt)
(11) —I—%(Q sindnt — sin 2nt)
—f—2—f%(53sin5nt — 8tsindnt 4 2 sinnt)

—!—-24 35 = (34sin6nt —26simd nt - Hsin2nt) ..

Man vermag jetzt » aus jedem Werthe von ¢ bequem zu
finden und konnte dann mit Hiilfe von (9) und (10) auch r
und 6 berechnen., Noch besser ist es jedoch, die Zwischen-
grisse u zu vermeiden und deshalb » sowie § unmittelbar durch
¢ darzustellen.

33. Ausdruck des Radius vector durch die Zeit.

— Zufolge der Gleichung (9) ist :7 eine bekannte Function

von u, welche sich durch die Formel (7) bestimmen lisst.
Man muss darin nehmen:

F(a)=1—c¢cosz, F'(z) = esinx
und wie vorher:

¢ =¢ f(x) = sinx, = nt.
Dies ergiebt:
e d. mn a3 et d?.sinat
E-—l—-ecosw—i—e?sma,—{—z —|—2 e

e d".sm x5

+2.3.4 daz? +eee

Man hat nun:
—cos2a + 1
2 :J

sin a2 —
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d.sina®  — 3cos3x -+ 3eosa
de 22 :

d2. sin 2
—— = — 2cosdax + 2¢cos 2,

da?
dBosined  —5%cosda 4 5.8%¢cosBa — 5.2¢cos
des 24 ’
di.sinwd  —3tcosbax -+ 6.24cosda — 3.5cos2x
dat 2 ’

Durch Einsetzen dieser Werthe in den Ausdruck fiir —, wobei
a

wir zugleich nt statt @ schreiben, erhalten wir:

e

. 2 3
Z—1—ccosni— 3 (cos2nt—1) — ;—3(3 ¢os 3 nt—3 cos nt)

€«

] 5
12) (— fg (cosdnt—cos2 nt)—z—i—g(f)-? ¢os dnt—5.33 cos 3nt-+5.2cos nt)
6
—ﬁ(i}"cosﬁ91(—25cos4nf—|—-5cos?nt) —..

34. Die wahre Anomalie ausgedriickt durch die
Zeit. — Es eriibrigt noch der Ausdruck von # durch 7. Zuerst
liefert die Gleichung (10) mit Hiilfe eleganter Transformatio-
nen, welche man Lagrange verdankt, ) als Function von
w, sinu, sin2wu, ete. Krsetzt man diese Grossen durch ihre
Entwicklungen nach Potenzen von ¢, so hat man die Lisung

der Aufgabe.

Indem wir statt der Tangenten die Quotienten der Sinus
durch die Cosinus nchmen und letztere durch imagintire Ex-
ponentialgréssen ausdriicken, geht die Gleichung (10), wenn
hier & die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet,
iitber in:

i1 o m gui__ 1

T =V T—e goigy
dabei hat ¢ die Bedeutung von V1. Man findet daraus:

e — s”"(VT—}—e—}—Vl_g)+ V1i—e—V14e
T ei(V1—e—Vide)+VIi—etVite

2
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Setzen wir:
Vide—V1—e e
ﬂ. — = s
VidtetVi—e 1L-LV1—at

dann folgt:

ui —ui
Eﬂiz - il i | :E“i 1-——15 .
1 gut 1—Agui

Nehmen wir von beiden Gliedern die natiirlichen Logarithmen
und theilen darauf durch ¢; das liefert:
l 1. —Ag—ui) ] 1 —Agut
0= u-+ 09( Ae )@' og ( )
Man darf die Logarithmen entwickeln, weil 2<Z1; schreibt
man zugleich statt der imaginiiren Exponentialgrissen die ent-
sprechenden Sinus und Cosinus, so ergiebt sich:

A2 A3 At
0=u-2 (lsinta+§8i11215+§-sivz31c+zsi-n 4?5—]—...).
Fiir w, sinu, sin2wu, .... miissen die nach e fortschreiten-
den Entwicklungen substituirt werden, welche die Formel des
Lagrange liefert. Der Werth von « ist bereits durch (11)
gegeben; und aus (8) erhiilt man:

u— nt : e o2 A .
:mnu‘—!—imn2ni+-2—3(3st:¢3nt—sm nt)y—+4....

stnu=—

Nach der Formel des Liagrange findet man:
stn2u=sin2nt -+ e(sin3nt — sinnt) 4 e (sind nt — sin2 nt)

+ g (2B sinbnt — 2 sinButdsinnt) ..,

sin3u:sin3nt—}—-%-(3 sindnt—3sin2nt)
2
+%ammmwﬁmmwm+dmmo

45 @sinbnt—12sindnt--3sin 2nt) 4. .

Nun bleiben noch die Potenzen von 4 nach ¢ zu ent-
wickeln. Wir setzen zu dem Ende:

l—!—V]—e?:E,

wodurch

. E:Q—%
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wird. Die Formel (7) liefert die Entwickluﬁg von FE—P nach
Potenzen von e2; dabei ist zu nehmen:

=k =2 a—=# F(@) =2 P=F—
Es ergiebt sich:
4243 4_{_10(19—1-4)(1%5) e s

+2r+2 9.2p+14 2.3.2p+6
Da nun:
F.:eE_'l,
s0 hat man:
P 3) (p+4) (p+5)
p—L P e P(@FB) pra, PP +oy
g “2P+2p+28 +2.2H46 T 2.3.9pF6 i &

Wir substituiren jetzt die aus dieser Formel hervorgehen-
den Werthe der verschiedenen Potenzen von 4 zugleich mit
den Werthen von u, sinu, sin2wu, etc. in den Ausdruck fiir 6
und erhalten dadurch bei Weglassung hiherer Potenzen von
¢ als die sechste:

H:nt—{-(2e—%e3—f—%e5)m‘unf
+(%e2——1ie4+-lg—72-eﬁ)sin2nt
13) ¢ —|—( ——65)3in3nt
103 451 .
4 56_84_4_80'86 sin4 nt
1097

\ 960 e535n5nt+1926203 eSsinbnt,
oder, wenn man nach Potenzen von ¢ ordnet:
(0 —=nt+2esinnt -5 e2sin2nt
3 y
+ 555 (13sin3nt— 3 sin nt)
4
144 +25“’—3 (103 sind nt — 44 sin2 n?)

+2ﬁ 5(1097.32115 nt— 645 sin 3 nt 4 50 sin nt)

- 25 3. 5(12233271 6 nt — 902 sin 4 nt -} 85 sin2nt).
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Mit Vernachlissigung aller héheren Potenzen von ¢ als
die erste geben (12) und (14) die bereits in Nro. 28 gefunde-
nen Formeln:

r = a(l—ecos nt),

0 = nt + 2esinnt.
Ebenso giebt die Gleichung (11):

w = nt 4 esinnt.
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Bewegung irgend eines Systems materieller Punkte.

.

35. Nur der Fall ist gemeint, wo Verbindungen beste-
hen zwischen den Punkten des Systems; denn ausserdem wiire
die Dewegung eines jeden fiir sich nach dem bisher Vorge-
tragenen zu bestimmen.

Nehmen wir an, dass die Verbindungen durch Gleichun-
gen ausgedriickt werden, und zwar seien es & Gleichungen:

__L:..O, M=0, N=0....,

denen die Zeit und die Coordinaten der Punkte in jedem Au-
genblick zu geniigen haben. Kennt man Grosse und Rich-
tung der Kriifte, welche auf jeden Punkt wirken und von sei-
ner Lage abhiingen konnen sowie von der Zeit; kennt man
ferner die Anfangslagen aller Punkte sowie Grisse und Rich-
tung ihrer Anfangsgeschwindigkeiten; dann ist offenbar die
Bewegung vollkommen bestimmt, und die Coordinaten jedes
Punktes hiingen von der Zeit auf eine ganz bestimmte Weise
ab.  Bezeichnet n die Anzahl der materiellen Punkte, so hat
man zwischen ihren 3» Coordinaten und der Zeit noch 3n—*%k
Gleichungen zu finden, da bereits % Gleichungen bekannt sind.
Nachdem man dies erreicht hat, ist die Aufgabe vollstindig
geldst, denn man vermag nun fiir jeden Augenblick die Lagen .
simmtlicher Punkte folglich auch alle Umstinde der Bewe-
gung anzugeben. Die fehlenden 3n — % Gleichungen wer-
den mit Hiilfe des nachstehenden Princips erhalten, das man
d’Alembert verdankt.

Princip des d'Alembert.

36. Dieses Princip fiihrt die Bestimmung der Bewegung
irgend eines Systems auf die Betrachtung seines Gleichge-
wichts zuriick.
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Kriifte, welche auf Punkte wirken, die gewissen Verbin-
dungen unterworfen sind, bringen im Allgemeinen nicht die-
selben Bewegungen hervor, wie wenn die Punkte getrennt und
frei wiren. Konnte man die von den Verbindungen ausgeiib-
ten Kriifte berechnen, so diirfte man siimmtliche Punkte als
vollkommen frei betrachten, wenn man diese Kriifte an jedem
Punkt zu denen hinzunihme, die ihn von aussen angreifen.
Bezeichne m die Masse eines beliebigen Punktes des Systems
und 2, y, z seine Coordinaten; die Componenten der ihn an-
greifenden Gesammtkraft ¢ (mit Einbegriff der von den Ver-
bindungen herriihrenden) sind dann beziehlich:

dez’ dr2’ de2 ”

Nun sei P die gegebene iussere Kraft, welche auf den
Punkt m wirkt. Bringen wir an diesem die Kraft @ an so
wie die mit ihr gleiche und entgegengesetzte (), und verfah-
ren wir ebenso fiir alle anderen Punkte. Die Krifte @, @
vernichten sich an jedem Punkt und erzeugen deshalb keine
Wirkung zwischen verschiedenen Punkten. Durch ihre Ein-
fithrung wird folglich nichts geiindert weder an der Bewe-
gung noch an den Wirkungen, welche auf die verschiedenen
Theile des Systems ausgeiibt werden.

Wie bemerkt, darf man den Punkt m als frei betrach-
ten, wenn man die Krifte einfiihrt, welche die Verbin-
dungen des Systems auf ihn #dussern. Diese Krifte miissen
demnach P und @; das Gleichgewicht halten. Denn @ wiirde
dem Punkt, wenn er frei Jviire, genau die Bewegung ertheilen,
welche er wirklich befolgt. Wenn daher P und ¢, nicht auf-
gehoben wiirden durch die Krifte der Verbindungen, so wiir-
den sie sich mit ihnen zusammensetzen und eine Resultante
geben, welche verbunden mit @ den freien Punkt in dieselbe
Bewegung versetzen miisste wie (Q allein; was unmiglich ist.
Es ist somit bewiesen, dass die Verbindungen des Systems in
jedem Augenblick solche Kriifte entwickeln, welche den mit
P und €); bezeichneten simmtlicher Punkte das Gleichgewicht
halten. Man kann daher das nachstehende Princip des d’Alem-
bert aussprechen:

Bei der Bewegung irgend eines Systems von
Punkten, die in ganz beliebigen Verbindungen
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stehen kénnen und durch irgend welche Kriifte
angegriffen werden, findet mit Hiilfe der Verbin-
dungen jeden Augenblick Gleichgewicht statt zwi-
schen diesen Kriften und zwischen solchen, wel-
che gleich und entgegengesetzt sind mit jenen, die
jedem einzelnen materiellen Punkt, wenn er frei
wire, diejenige Bewegung ertheilen wiirden, wel-
che er wirklich befolgt.

Was die auf das System ausgeiibten Wirkungen betrifft,
so #ndern sich dieselben im Allgemeinen jeden Augenblick
und werden hervorgebracht durch die veriinderlichen Kriifte,
welche sich fortwiihrend an dem System das Gleichgewicht
halten.

37. Wir wollen nun sehen, wie man durch das d’Alem-
bert’sche Princip so viele Gleichungen erhalten kann, als
unabhiingige Coordinaten vorhanden sind. X, Y, Z migen
die bekannten Componenten der Husseren Kraft an dem Punkt
von der Masse m bedeuten; X’, Y’, Z’ diejenigen an m/, und
so fort. Diese Kriifte kénnen bei einer beliebigen Anzahl
Punkte auch Null sein. Nach dem zuvor Gesagten muss in
jedem Augenblick ams System Gleichgewicht stattfinden zwi-
schen ihmen und den Kbyiften, welche beziehlich an den
einzelnen Punkten die Componenten haben:

d2a d?y d?z
T G T Mg T Mg
L &a By de

arz’ " qe T ™ dee

. . .y

withrend @, y, 2, 2/, . .. . die Coordinaten der Punkte vor-
stellen. Mit anderen Worten, es miissen sich an dem System

folgende Krifte, die auf m, m/, . . . . parallel mit den Coor-
dinatenaxen wirken, das Gleichgewicht halten:
d2a dra!
X—m'&—t-?-, X —m! T
dry 4 ‘ cfﬂi
Y—mdt2’ Y —m T
z d?z VA4 m’ éﬁ_z’

——mw, —— T8’
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Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten liefert die
Gleichgewichtsbedingungen durch nachstehende Gleichung,
worin rechtwinklige Axen vorausgesetzt sind:

oS (X dt?)&x 'S ( %) 8y
£t (z = 3z

Hier bezeichnen dz, dy, 6z die Componenten irgend einer un-
endlich kleinen Verriickung, welche man dem Punkt (z, y, 2)
in einem beliebigen Augenblick der Bewegung ertheilen kann,
ohne dadurch die Bedingungen zu verletzen, denen das System
gerade in dem betrachteten Augenblick unterliegt. Die Zeit
kommt bei diesen virtuellen Verriickungen oder Geschwindig-
keiten 82, dy, 0z nicht in Betracht. Die Summe X erstreckt
sich iiber alle materiellen Punkte des Systems, und fiir X, Y,
Z werden Nullen gesetzt bei jenen Punkten, auf welche keine
dussere Kraft wirkt.

Die Gleichung (1) enthélt 3n Variationen, wenn =n die
Zahl der Punkte ist. Und zwar miissen diese Variationen,
weil die virtuelle Verriickung des Systems mit dessen Verbin-
dungen vertriiglich sein soll, den Differentialgleichungen der &
Bedingungsgleichungen L =0, M =0, N =20, ... genii-
gen; welches giebt:

-@ax+%£'a +Z—Laz+%aw+-..=
2
) dma +d oy+4- 62—]——6&:‘—|— i it

Wenn die Bed.mgungsglelchungen auch die Zeit exphclt ent-
halten sollten, so darf man letztere doch nicht variiren.
Mit Hiilfe von (2) lassen sich &k Variationen aus (1) weg-
schaffen, so dass nur noch 3n — £ vollkommen unbestimmte
iibrig- bleiben. Indem wir den Coéfficienten einer jeden von
diesen der Null gleich setzen, erhalten wir 3n — k& Gleichun-
gen, welche in Verbindung mit den & gegebenen die Coordi-
naten aller Punkte durch die Zeit bestimmen. Damit ist die
Aufgabe auf Integration von Differentialgleichungen hinausge-
bracht.
Duhamel, Mechanik, II 5
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38. Multiplicirt man die Gleichungen (2) durch unbe-
stimmte Factoren 4, w, v, ..., addirt sie darauf zu (1) hinzu
und setzt dann die Coéfficienten aller Variationen der Null
gleich, so erhiilt man:

Az
Ko gy b dw+ E*‘ d +"'_=0’
) dM . dN
¥ dt‘2+ dy + dy T dy g o=
Z—mZE a8l AM ANy o
— " e & dz dz B
d2a! aM

X—_WW+ da:'+ dw'+ da,f—i_"':()’

.

Eliminirt man nun die ¥ unbestimmten Multiplicatoren 4,
@, v, . - ., so ergeben sich 3n — & Differentialgleichungen der
zweiten Ordnung zwischen z, y, 2, 2/, ... und der Zeit ¢
Diese Gleichungen sind dieselben wie diejenigen, welche man
findet, wenn man, wie in Nro. 37 angegeben wurde, £ Varia-
tionen eliminirt. Die neue Verfahrungsart hat aber den Vor-
theil, welehen wir schon bei dem Princip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten erkannten; sie bestimmt nimlich diejenigen
Kyiifte, welche an die Stelle der Bedingungsgleichungen tre-
ten konnten, indem die Werthe der verinderlichen Gréssen 4,
g, v, . .. die Wirkungen erkennen lassen, welche in jedem
Augenblick von den Verbindungen zu tragen sind, wodurch
die Punkte des Systems gezwungen werden den Bedingungs-
gleichungen zu geniigen. ;

Iliingt das System von anderen Variablen ab als von den
Coordinaten seiner Punkte, so hat man doch immer den nim-
lichen Gang zu befolgen. Das Princip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten liefert stets so viele Gleichungen, als es unab-
hiingige Variablen giebt. Nimmt man dieselben zu den Be-
dingungsgleichungen hinzu, so ist man im Stande alle Veriin-
derlichen durch die Zeit zu bestimmen; und darin besteht ge-
rade das Ziel, welches man erreichen will.
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Was versteht man unter Momentankréiften? — Ihr
Maass. — Bestimmung der Bewegung, welche sie
erzeugen. — Zusammensetzung ihrer
Wirkungen.

39. Wir haben in Nro. 174 des ersten Theils gezeigt,
wie eine constante Kraft durch das von ihr hervorgebrachte
Bewegungsmoment gemessen werden konne, wenn man das-
selbe durch die Zeit theilt, deren die Kraft zu seiner Erzeu-
gung bedarf. Daraus geht hervor, dass die zum Hervorbrin-
gen eines bestimmten Bewegungsmoments erforderliche Wir-
kungsdauer um so geringer ausfallen miisse, je grosser die
aufgewendete Kraft ist. Es kann aber keine Kraft gcben, die
nicht dazu einer gewissen Zeit bediirfte. Nichtsdestoweniger
darf man fast immer von dieser Zeit absehen, wenn die Wir-
kung wihrend eines so kurzen Intervalls erfolgt, dass unter-
dessen in der Lage der Punkte keine bemerkbare Veriinde-
rung vorgeht. Dies wollen wir andeuten, indem wir der Kraft
den Namen Momentankraft beilegen, ohne dadurch dem in
Nro. 163 des ersten Theils Gesagten zu widersprechen.

Um den constanten Werth einer solchen Kraft zu messen
oder, wenn sie veriinderlich ist, ihren Mittelwerth, so kinnte
man dieselbe auf die gewohnliche Krafteinheit beziehen, und
hiitte dann als Maass das von ihr hervorgebrachte Bewegungs-
moment, getheilt durch die Wirkungsdaner. Weil aber die
letzte nicht angebbar ist, wenigstens nicht in den Iillen, wo
die Betrachtung dieser besonderen Art Kvifte Vortlicil bietet,
so thut man besser, nicht die Zeit in das Maass aufzunehmen,
gondern auf das Bewegungsmoment sich zu beschriinken. Man
mag dann der Wirkung eine belichige, wenn nur ausserordent-
lich kleine Dauer beilegen; fiir den Effect ist dies gleichgiiltig,
wie wir bei Berechnung desselben sehen werden. Wir messen
demnach eine Momentankraft durch das Bewegungsmoment,
welches sie hervorbringt, wenn sie auf einen freien in Ruhe
befindlichen Punkt wirkt. Und da die Zerlegung von Kriften
auf gleiche Weise geschieht wie jene von Geschwindigkeiten,
so folgt, dass die Componenten einer Momentankraft, wenn
dieselben parallel mit gegebenen Richtungen nach den Regeln

fiir continuirliche Kriifte genommen werden, nichts Anderes
5‘
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vorstellen als solche Momentankrifte, welche den Componen-
ten der totalen Geschwindigkeit nach den ndmlichen Richtun-
gen entsprechen.

Weil endlich die mit drei festen Axen parallelen Compo-
nenten der Geschwindigkeit eines Punktes durch Wirkung ir-
gend welcher Kiriifte auf dieselbe Weise vermehrt werden, als
wenn die Anfangsgeschwindigkeit Null wiire; so ergiebt sich,
dass die Componenten von Momentankriften, welche auf einen
bewegten Punkt wirken, gemessen werden durch die Bewe-
gungsgrossen, die den Zunahmen seiner Geschwindigkeitscom-
ponenten entsprechen.

40. Um den Effect von Momentankriiften an einem in
Bewegung begriffenen System zu bestimmen, wenden wir die
Gleichung (1) an, lassen jedoch dabei alle anderen Kriifte
ausser Acht, welche keinen merklichen Einfluss ausiiben wih-
rend der ganzen Dauer ¢ der Wirkungen der ersten, von de-
nen die einen vor den anderen aufhéren konnen. Innerhalb
dieses Zeitintervalls darf man die Werthe von 2, y, 2, a/, ....
als unveriinderlich betrachten und, wie sich leicht sehen lisst,
auch die von dz, dy, dz, . ... In der That, diese Variatio-
nen geniigen den Differentialgleichungen, welche aus . = 0,
M =0, ... hervorgehen, wenn ¢ als eine Constante betrach-
tet wird. Da nun diese Constante sich wihrend des betrach-
teten Intervalls nur unendlich wenig i#ndert, so konnen da,
0y, . .. sich nur um gegen sie selbst unendlich kleine Gréssen
indern und miissen daher als unverinderlich betrachtet wer-
den. Integrirt man jetzt die Gleichung (1) nach ¢ und nimmt
zu Grenzen Anfang und Ende von ), so erhilt man, wenn m X,
m Y, mZ die Componenten der wihrend der Zeit  auf die
Masse m wirksamen Kraft lgezeichnen:

5[/ ¥ b9 Naa ([ va— I+ 2o _
—|—(f£dt d"“)az

Darin stellen ?t“ . %‘?t&’ % die Componenten der Geschwin-

digkeit vor, welche der Punkt m beim Beginn der Wirkung
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de dy de
dt’ dt’ dt
ponenten seiner Geschwindigkeit am Ende von 0.

der Momentankriifte besass; und — sind die Com-

Die auf m wirksame Kraft hat m X, m Y, m Z zu Compo-
nenten; folglich sind m f Xdt, m f Ydt, m f Zdt die Componen-
ten der Bewegungsgrisse, welche sie in der Zeit § an dem
freien Punkt hervorbringen wiirde. Diese Integrale sind also
die Componenten der die Masse m angreifenden Momentan-
kraft nach dem DBegriff, den wir mit dieser Benennung ver-
binden. Und wenn man dieselben durch X, Y;, Z; bezeich-
net, so erhdlt die vorhergehende Gleichung folgende Gestalt:

m%+md$°)6 +(B—mZtm )6y
—|—-(71 m-&?+nzdz°)

Wire die Masse m frei, so wiirden:
dz  da, dy dy, dz dz,
”f (dt dt ) (dt dt )’ m(dt dt)
die Componenten derjenigen Momentankraft sein, welche dje
Geschwindigkeitscomponenten von m genau so #ndern wiirde,
wie es wirklich wihrend der Zeit @ geschieht. Die Glei-
chung (3) lehrt uns daher, dass an dem System Gleichge-
wicht besteht zwischen den Momentankriften, welche gewirkt
haben, und zwischen solchen, aber im entgegengesetzten Sinn
genommen, welche dieselbe Aenderung der Bewegung eines
jeden Punktes wie die wirklich stattfindende zur Folge hitten,
wenn er vollkommen frei wiire. Das Princip des d’Alem-
bert findet demnach Anwendung wie auf die stetigen so auf
die plotzlichen Aenderungen in der Bewegung irgend eines
Systems. Dabei verstehen wir die Momentankriifte immer so,
dass dieselben gemessen werden durch die Bewegungsgrisse,
welche sie einem freien Punkt beibringen.

S (%~

41. Hat man aus der Gleichung (3) alle abhéingigen Va-
riationen eliminirt und die Coéfficienten der iibrig bleibenden
gleich Null gesetzt, dann enthalten die Endgleichungen in li-
nearer Form die Componenten der Momentankriifte und die
Zuwachse der Componenten der Bewegungsgrissen; zugleich
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ist kein Glied von diesen Grissen unabhiingig. Durch Diffe-
rentiation verschafft man sich aus den Bedingungsgleichungen
solche Gleichungen, welche in allen Gliedern die Zuwachse der
Geschwindigkeitscomponenten linear enthalten, und darauf kann

man die Unbekannten (TI: —_ %, .. . simmtlich bestimmen.
Nach der Theorie der Gleichungen ersten Grades sind die

Nenner der Werthe, welche sich fiir % (fi':o’ ... ergeben,
unabhiingig -von X;, Y}, Z;, X, ...; ihre Zihler dagegen
enthalten diese Grossen linear und ohne unabhiingige Glie-
der. Wenn nun alle Momentankrifte in einem und dem-
selben Verhiiltniss variiren, so #ndern sich auch die Zunah-
men der Geschwindigkeitscomponenten in diesem Verhiiltniss.
Und allgemeiner: Bei beliebig vielen Systemen von
Momentankriiften sind dieZuwachse der Geschwin-
digkeitscomponenten fiir jeden Punkt gleich der
Summe derjenigen Zuwachse, welche_]edes System
fiir sich hervorbringen wiirde.

Zu derselben Folgerung kionnte man gelangen, ohne sich
auf die Auflosung der Gleichungen ersten Grades zu stiitzen,
lediglich durch die Bemerkung, welche wir iiber die Form der
Gleichungen der Aufgabe gemacht haben.

Demnach geschehen die Wirkungen, welche jede Kraft
allein hervorbringen wiirde, gleichzeitig ohne einander zu st-
ren; sie setzen sich zusammen, und aus der Summirung al-
ler nach gleicher Richtung erlangten Geschwindigkeiten ent-
springt die nach dieser Richtung erlangte totale Geschwin-
digkeit.

Wie man auf #hnliche Weise erkennt, so erstreckt sich
. dieselbe Eigenschaft auf die unendlich kleinen Zuwachse der
Componenten der Bewegungsgrissen oder Geschwindigkeiten,
die in jedem Augenblick durch die stetigen Krifte hervorge-
bracht und zu jenen hinzugefiigt werden, welche ohne die
hervorbringenden Kriifte stattfinden wiirden. Auch sind diese
Zuwachse stets dieselben, als wenn die Kriifte auf das System
in der Ruhelage wirkten.
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Anwendung des d’Alembert’schen Princips auf
einige Beispiele.

42. Wir betrachten zwel materielle Punkte, durch einen
undehnbaren Faden verbunden, auf zwel schiefen Ebenen mit
horizontalem Durchschnitt. Es soll blos die Schwere wirken
und kein Grund vorhanden sein, der das System veranlasst
aus einer auf die Schnittlinie senkrechten Ebene herauszu-
treten.

Es seien m, m’ die Massen beider Punkte; 6, 6/ die Win-
kel ihrer Ebenen mit der Verti-
calen; x, ' ihre Abstinde AR5,
AC (Fig. 5) von dem bheiden
Ebenen gemeinsamen Punkt A;
endlich ! die Fadenlinge.

Diejenigen Kriifte, welche den
freien Punkten die wirklich statt-
findende Bewegung ertheilen wiirden, sind nach den Richtun-

% . o
gen AH, AK wirkend beziiglich m e A%

a7 ™ o Die in der
That wirkenden Kriifte aber sind mg, m‘g und im Sinne der
Schwere gerichtet. Es muss folglich Gleichgewicht bestehen
am System zwischen den ersten Kxiiften, in entgegengesetztem
Sinn genommen, und den letzten im Sinn der Schwere.

Um die Gleichung dafiir zu erhalten, denken wir uns ir-
gend eine mogliche virtuelle Verriickung aber blos in der auf
die Schnittlinie senkrechten Ebene A A K. Denn man darf an-
nehmen, die Punkte seien gezwungen darin zu bleiben, weil
die wirkliche Bewegung nothwendig darin vorgeht, durch diese
Annahme also nichts an derselben gedndert wird.

Bezeichnen 82, d 2/ die Variationen von 2, 2/. Die Summe
der virtuellen Momente, der Null gleich gesetzt, giebt:

Fig. 5.

s m——dgmaa:—m" d__i’.a:' dz'+mgcoslldz—m' g cos ) 02’ =0.
dt? di?
Man hat:

1
woraus folgt:
0z -+ da' = 0.
Wird diese Gleichung mit 4 multiplicirt und zu der vorletzten
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addirt, werden darauf die Coéfficienten von da, da' der Null
gleich gesetzt, so ergeben sich:

d?
m a—g—kmg cos4+i1=0, — dt2 —I—m’gcosﬂ‘—l-a.__

Daraus:

= m(—gcosﬂ + f—t'f),

m%-{—m T + mgcostl — m’gcos! = 0.
Weil nun ?;’ i}ﬂ; » 80 wird
(m + m‘) dt2 = g(mcosl — m’costl);
daher:

d*z m cos ) — m’ cos 6
Tz =9 n - ! .
Man erhiilt hieraus durch Integriren, wenn v die Geschwindig-
keit von m vorstellt:
meost — m' cos )
%:v:gt- P 6+c,
12 (mcosl) — m'cos ()
m:% e 6—[—-ct—}—cr).
Die Constanten ¢, ¢/ miissen aus dem Anfangszustand des Sy-
stems bestimmt werden. '

Sind @, v, die- Werthe, welche # und v fiir { = 0 an-
nehmen, dann erhilt man:

o=y, ¢! =,
Ist sowohl », gegeben als z,, so sieht sich die Aufgabe voll-
stindig gelost, denn man kennt nun z und somit 2. Dabei
misst der Werth von 4 die Spannung des Fadens, welche hier
durchaus constant bleibt.

Sind aber blos #, und die Momentankrifte gegeben, wel-
che beim Anfang der Bewegung auf beide materiellen Punkte
wirken, so muss man erst die Anfangsgeschwindigkeiten dar-
aus bestimmen, dass an dem System Gleichgewicht stattfin-
det zwischen den gegebenen Momentankriiften und jenen, in
entgegengesetztem Sinn genommen, welche durch die her-
vorgebrachten Bewegungsgriossen gemessen werden. Es seien
@, o' diejenigen Geschwindigkeiten, welche die Momentan-
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kriifte den beiden Punkten ertheilen wiirden, wenn letztere frei
wiren. Diese Kriifte werden dann durch me, m‘@’ gemes-
sen, und man findet bei demselben Gange wie vorher:

da da da
l:m(—m—l—rﬁ), — mgt——{—-m’z- —+me — m o’ =0.

Weil aber c_l(% = — %—'g-, 8o wird:
(m-—l—m')— =me — m'e';
daher:

dz _ mo —m'e’
dt = m 4+ m
Der Werth von 4 driickt die durch den Stoss hervorge-

= Vo

brachte anfingliche Spannung aus. Setzt man statt % den

gefundenen Werth, dann folgt:
— mm! ;
b= @+ @)

Wenn man sich § = 0, §#/ —= 0 denkt, so ist das betrach-
tete System nichts Anderes als eine Atwood’sche Maschine,
bei welcher jedoch die Masse der Rolle nicht beriicksichtigt
wird.

43. Betrachten wir jetzt den Fall, wo die beiden Kor-
per durch ein Wellrad auf einander wirken, und wo jeder sich
in einer besonderen senkrechten Ebene auf den horizontalen
Durchschnitt der schiefen Ebenen bewegt. Das d’Alembert’-
sche Princip liefert folgende Gleichung, wenn », »* die Halb-
messer des Rades und der Welle bezeichnen:

m%ﬁw m‘Mam’—{—mgcosGﬁm—{—m‘gcosﬂ’ﬁfs"—0
Man hat ferner dem Absolutwerth nach 82 : 82/ — r i/, also:

Mdax f rda’ =
da 0z und d2' entgegengesetzte Vorzeichen haben. Dadurch
findet sich:

dﬂ = mgcos + Ar' =0,

—m! W ~+ m‘geos@ 4 Ar = 0.
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dq ol { J2
Die Elimination von A unter Riicksicht auf —— a z_r_g__.a_:
ez r di? -
ergiebt:
2z (mrcosf — m'r cos)r

aer =9 mr? - mfr'?
Man konnte die Discussion wie vorher zu Inde fiihren.

44. DBetrachten wir eine homogene Kette, welche auf zwei
schiefen Ebenen ohne Reibung gleitet und dabei immer in
einer senkrechten Ebene auf dem horizontalen Durchschnitt
jener beiden bleibt. Ihre Lénge sei [ und & die Masse der
Liéngeneinheit. Man hat daher:

z-+ 2=l

dz + da' = 0. -

Beide Theile der Kette haben beziiglich die Gewichte
gex, gea’; dagegen sind die Kriifte, welche die stattﬁndende

d2
Beschleunigung erzeugen kénnten, &z dtf’ £z ‘—&t—e Mit Aus-
lassung des gemeinsamen Factors & giebt das Princip von
d’Alembert:

folglich:

__md?m S flj_ﬁm‘—}— zcosl 0z —t-ga’cost da’ =0;
di2 di? g 4 -
demnach
2z
G —0, — & T2 gatcosor =0,

Durch W egbchaﬂ’en von 4 und 2/ findet man:

(f;'f = [.z cos€+(m——=l)cos€’]

leos6!
— -'_ d T epsfl - sos it
=7 (cos 6 cos &) (m cos&—}—cosﬂ’)'

Setat man nun:

g N — gt g— — L0080

7 (cos6+-cost') = a2 x cos&-{—cose"_y’
s0 wird: P
daher:

leos 6!
— at —at — at —at

y=ae¥ 4 e, also z—=ae® 1 fe +—_0080+0030"
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Die Constanten @, 8 sind aus dem Anfangszustand zu bestim-
men. Fiir # = 0 erhiilt man:
m=a B o v = a(e— B

woraus @, f sich entnehmen lassen, wenn 2, und », bekannt
sind. Kennt man nur diejenigen Momentankriifte, welche die
Anfangsgeschwindigkeit v, erzeugen, zugleich mit der anfing-
lichen Lage, so ist zu verfahren wie in den vorhergehenden
Fillen.

D dzz .

er Werth von T wird Null, sobald:
leost! . leos(l

T 050 —+ cos 6’ Bt SRR costh - cosb'”
Wenn daher 2, 2’ den Liingen der schiefen Ebenen proportio-
nal sind und die Kette in dieser Lage keine Anfangsgeschwin-
digkeit hat, so beharrt sie bestiindig in derselben.

45. Bewegung eines biegsamen Fadens. — Es
sei ¢ die Masse der Liingeneinheit eines Fadens, von dem
simmtliche Punkte durch Kréfte angegriffen werden, deren
Componenten, auf die Lingeneinheit bezogen, wir mit X, Y,
Z bezeichnen. An den Endpunkten mogen die Krifte Xj, Y3,
Zy, Xy, Yy, Z, angreifen.

Auf ein Element ds wirken Xds, Yds, Zds; folglich muss
man haben dem Princip des d’Alembert gemiiss:

/ds[(X-—edﬂ)a +(Y—s dt,,)ay

e
+ (z—e57) 02
X, Dy s Ogu - Zs 82y -+ Xy Oy |- Yadyo+-Z 02,

Das Integral erstreckt sich von einem Endpunkt des Fadens
bis zum anderen.

0.

Man hat ferner, weil der Faden nicht ansdehnbar sein
soll, fiir alle Punkte desselben dds — 0 oder:

92 400 + W a0y + %2 182 = 0.

Multiplicirt man diese Glelchung durch einen unbestimmten
Multiplicator 4, der von der Zeit abhingig und fiir jeden
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Punkt ein anderer sein wird; addirt man darauf alle von ihr
vorgestellten Gleichungen zu der ersten, so kommt:

fds[( dt?)a +(Y_Edz2)ay+(z dﬂ)az]

+fa 22 a8a+ W asy + & as2)
+Xl 61?1 —I— Yl 6y1 +Zl 631+Xg 3.172 + I‘r 6y2+Z2 622
Die theilweise Integration der Glieder des zweiten Integrals,
welches gleiche Grenzen mit dem ersten hat, liefert:

(0w 43t oy +370:)
—-f(é‘.zdl———}—&dl +92d05).

Fassen wir nun alle Glieder unter dem Integralzeichen
zusammen, so miissen die Coéfficienten von 0z, dy, 02 der
Null gleich gesetzt werden. Die Ausdriicke aber, welche kei-
ner Integration unterworfen sind und sich blos auf die beiden
Grenzen beziehen, miissen sich unter einander aufheben.

Man erhilt daher fiir irgend einen Punkt des Fadens die
.drei Gleichungen:

(X—-— eﬂ)ds—d-liﬁzo,

=0.

dt?

(1) (Y-—-e )ds—dl =il
d‘ﬂ'z

(A—s-—(m) s—d-lE:O.

Und wenn die beiden Endpunkte unabhiingig sind von einan-

der, so hat man noch:
Xl 65&71 + Y, ayl + Z]_ azl

Y (d"!a 1+‘“"a +dz‘ 82 z_o
9
( ) Xgamg + 1 ayg + Zga‘Zg

+ 1y (G om G ay + 52 0 )

Die Gleichungen (1) Wurden unge’a‘.ndert bleiben, wenn auf
irgend ein Fadenelement ds statt seiner Verbindung mit den
anderen eine Kraft wirkte, welche zu Componenten hitte:

dz d dz

eF - o S i
—dld d'lds’ di{d
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Oder es konnten auch an seinen Endpunkten solche Tangential-
kriifte angreifen, deren Componenten wiren am ersten Endpunkt:
da d dz
+4g, HAg AT
und am zweiten:

._(1%+d.1§ ) (Ady—i—d i ) (ad’“’—|— }.dz)
Der Erfolg der Verbindung der Fadenelemente ist daher in
jedem Punkt die Erzeugung einer durch — 1 ausgedriickten
Spannung.

Die Elimination von A aus (1) ergiebt zwei Gleichungen
zwischen @, y, 2, , welche den Ort simmtlicher Punkte des
Fadens durch die Zeit bestimmen. Was die Gleichungen (2)
betrifft, so hat man damit anzufangen, dass man die Anzahl
der darin enthaltenen Variationen auf die kleinstmégliche zuriick-
fithrt. Die Coéfficienten der iibrig bleibenden setzt man darauf
gleich Null und erhilt dadurch Gleichungen, welche in Ver-
bindung mit den fiir den Anfangszustand und die Fadenlinge
geltenden Bedingungen jeden Augenblick den Ort der End-
punkte bestimmen sowie die bei der Integration eingehenden
willkiirlichen Grossen.

Sind die Krifte an den Endpunkten Null und diese zu-
gleich beweglich, so kann- den Gleichungen (2) nur dadurch
geniigt werden, dass man A; = 0, 4, = O setzt, welches zeigt,
dass dann die Endspannungen bestindig Null sind. Doch muss
man hier den sehr besonderen Fall ausnehmen, wenn ein End-
punkt eine Curve oder Oberfliche nicht verlassen kann und
zugleich der Faden auf dieser fortwihrend senkrecht steht.
Fiir diesen Endpunkt wiire:

day 0oy + dy, 0yy + dzy 62y = 0
es brauchte deshalb nicht mehr 4; = 0 zu sein. Dasselbe gilt
von dem anderen Ende.

Wenn die Endpunkte fest sind, so werden die Gleichun-
gen (2) von selbst erfiillt. Man kennt dann @y, y1, 21, @, Yo, 22
und hat auszudriicken, dass diese Coordinaten fiir jedes ¢ den
Gleichungen der Curve geniigen; welcher Umstand zur Be-
stimmung der willkiirlichen Gréssen beitriigt.

46. Man vermag die vorhergehenden Gleichungen auf fol-
gende Weise unmittelbar zu erhalten. Bezeichnet 7' die Span-
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nung an einem beliebigen Punkt, so wirken an dem Element
ds Kriifte, welche die mit den Axen parallelen Componenten
haben:

Xds - 4. 72

. i@i . dz
75’ 1ds—|-d'.TdS, Ads—{—d.Ta.
Das Princip des d’Alembert, auf dieses Element angewen-
det, giebt sofort:

(A—ed—m)d +d. zd——o,

(Y_-.s—l ds + d. T =0,

(Z-—sﬁd—{—dj' =1

Diese Gleichungen unterscheiden sich von (1) nur dadurch
dass 7" statt — 4 steht.

An jedem Ende des Fadens muss Gleichgewicht bestehen
zwischen allen auf dasselbe wirkenden Kriiften mit Einbegriff
der Spannung. Denn ein geometrischer Punkt wiirde durch
irgend eine Kraft in endlicher Zeit eine unendliche Geschwin-
digkeit erlangen. Daraus gehen Gleichungen hervor, welche
mit (2) iibereinstimmen.

47. Wir wollen jetzt insbesondere den nachstehenden Fall
betrachten. Die stetigen Kriifte X, Y, Z seien Null. Der Fa-
den sei gerade ausgespannt, und seine in allen Punkten gleiche
Spannung werde durch ein Gewicht 7' gemessen. 4, B (Kig. 6)
seien die Endpunkte des Fadens
in diesem Zustand. Die Gerade
AB, welche I zur Linge haben
mag, bildet seine Gleichgewichts-
lage.

Wiihrend der Faden sich be-
wegt, wird vorausgesetzt, dass
seine Endpunkte A, B fest bleiben und dass alle anderen
Punkte desselben sich in Ebenen bewegen, welche in den re-
spectiven Ruhelagen senkrecht stehen auf AB. Aus dieser
Geraden soll sich der Faden so wenig entfernen, dass man
von seiner Verlingerung absehen und ihn als unausgedehnt
betrachten darf. Auch sollen die Tangenten zu simmtlichen
Punkten der verschiedenen Curve;z, welche er nach einander
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wihrend seiner Bewegung bildet, sich sehr wenig aus A5 ent-
fernen.

Unter diesen Voraussetzungen allein wird die Bewegung
betrachtet. Nehmen wir den Punkt A zum Ursprung und die
Gleichgewichtslage AB zur z-Axe. Die Abscisse « bleibt
fiir jeden Punkt des Fadens wihrend der ganzen Bewegung
constant; und ferner ist nach unserer Annahme der veriinder-
liche Bogen s so wenig von  verschieden, dass man s = @

setzen kann. .Damit ist zugleich g—; = 1 gegeben im Sinne

der fiir die Tangenten gemachten Voraussetzung.

Bringen wir nun den Faden entsprechend wenig aus seiner
Gleichgewichtslage und iiberlassen ihn sich selbst, nachdem wir
allen Punkten desselben gewisse Anfangsgeschwindigkeiten in
den senkrechten Ebenen auf jene Lage beigebracht haben, so
lisst sich die Bewegung wie folgt bestimmen.

Weil die Abscisse = eines Jeden Punktes constant ist, so

. 22
hat man —Cfi—ﬂ — 0; daher geht aus der ersten Gleichung (1)

hervor d.)u — — 0. Da aber do =1, so wird dd =0 oder
ds ds
A = ¢; welches zeigt, dass die Spannung sich nicht #ndert,
sondern bestiindig dem Gewicht 7' gleich bleibt.
Fiir s = 2 und — 4 = 7" ergeben die beiden anderen
Gleichungen (1):
dy T dy d=z T dz
dir T g da?’ der T & da¥
Nehmen wir um der Einfachheit willen an, dass die an-
fiingliche Lage des Iadens in einer und derselben Ebene ent-
halten sei. Die Anfangsgeschwindigkeiten sollen in dieser Ebene
senkrecht auf die Gleichgewichtslage ertheilt werden; nothwen-
dig wird dann die ganze Bewegung darin vorgehen. Wenn
wir die Axe der y in derselben Ebene nehmen, so bleibt allein
die Gleichung zu betrachten:
' dy T dy
di*~ & da?’
deren vollstindiges Integral ist:

) y=r(e+ )/ D) 4 fo—e)/ D)
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Hier bezeichnen /" und f willkiirliche Functionen, welche man
aus den Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten simmt-
licher Punkte zu bestimmen hat.

Die Gleichung y = @ (z) moge die anfingliche Gestalt
des Fadens zwischen A und B ausdriicken; die Anfangsge-
schwindigkeit des Punktes von der Abscisse # habe den Aus-
druck ¥ (#). Dann muss die Gleichung (3) fiir ¢ = 0 ergeben

y = @ (z) und %y? = ¢ (2). Dies fiihrt zu:

F@) + /@) = 9@, |/ ~[F@—f @] = v@.
Daraus wiirde man leicht F'(z) und f(z) finden.

Wir werden spiiter Gelegenheit haben, Untersuehungen
dieser Art umstiindlicher durchzufiihren. Fiir jetzt beschrin-
ken wir uns auf Betrachtung des Falles, wo die Anfangsge-
schwindigkeit 7 (#) durchaus Null ist.

Man hat nun:

Ft(x) — f* () = 0; also F(2) = f(2) + C,
wenn C eine willkiirliche Constante bezeichnet. Aus dieser
Gleichung und aus F'(2) + f(z) = @ («) ergiebt sich:

c
F@) =19@ + 5 /@) =19 @ — 5.
Die Gleichung (3) wird daher:

® """‘ZV-%)‘IT (p(a:——-tv—%)
y= 3 ¢

Die Function ¢ ist nur fiir solche Werthe der Verdnder-
lichen gegeben, welche zwischen O und ! liegen; und gerade
diese Unbestimmtheit macht es moglich, der Bedingung zu ge-
niigen, dass die Punkte A und B fest bleiben, oder. dass man
"y =0 habe bei # = 0 wie bei # =1 fiir jedes ¢ Es miissen

daher, indem man u statt t\/; schreibt, fiir jedes u die bei-

den Gleichungen stattfinden:
(5) )+ ¢(—») =0, p(+v) + ¢(l—») =0.

Sie lehren uns, dass die Curve, welche durch y = @ () vor-
gestellt wird, sowohl 4 als B zu Mittelpunkten hat. Dadurch

bestimmt sich ihre Gestalt in der ganzen Ausdehnung der Ab-

4)
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scissenaxe, sobald dieselbe zwischen A und B bekannt ist. Sie
kehrt periodisch wieder, dergestalt, dass zwei Punkte, deren
Abscissen um 2! verschieden sind, dieselbe Ordinate haben.
Man beweist dies aus den Gleichungen (5) dadurch, dass
man ! - u statt u schreibt, wodurch die zweite iibergeht in

9@2l+u)+ 9o(—w) = 0. Da nun ¢(—u) = — @(u), so

hat man:

¢ 2l+w) = ¢ (v)
Die Function ¢ #ndert sich also nicht, wenn die Variable um
21 zu- oder abnimmt.

Jetzt, wo wir die Function ¢ fiir alle positiven und nega-
tiven Werthe der Veriinderlichen bestimmt haben, ldsst die
Gleichung (4) in der Vergangenheit wie in der Zukunft die
Bewegung eines jeden Punktes des Fadens erkennen.

Aus dem iiber die Form der Function ¢ Gesagten erhellt,

“rp

dass, wenn ¢ e sich um 21 #ndert, der frithere Zustand al-

ler Punkte des Fadens wiederkehrt. Die Bewegung ist mit-
hin periodisch; und die Dauer ¢ der Periode ergiebt sich aus

0V§' — 91, mmhelis

&
0=21VT'

Denkt man sich den Faden cylindrisch, bezeichnet D den
Durchmesser des senkrechten Querschnitts sowie o die Dichte
der Substanz, so findet man die ganze Schwingungsdauer gleich:

Y]
”)V*f—r‘-

Der durch Schwingungen einer Saite hervorgebrachte Ton ist
um so hoher, je kiirzer die Schwingungsdauer; man sieht da-
her, dass die Tonhohe einer schwingenden Saite von den vier
Grossen I, D, 4, T in der Weise abhiingt, wie der vorstehende
Ausdruck es zeigt.

Duhamel, Mechanik, II. 6



Allgemeine Gesetze der Bewegung freier Systeme.

48. Welche Verbindungen auch in einem bewegtén System
vorhanden sein mégen, so findet doch nach dem Vorhergehen-
den mit Hiilfe derselben Gleichgewicht statt zwischen den
Kriiften, welche an jedem Punkt die Componenten haben:

d*x y d2 @y, d?z

X—mag Y—m g ™ de

Dieses Gleichgewicht wiirde nicht gestort werden, wenn man
zu den vorhandenen Verbindungen solche neue hinzufiigte, dass
dieselben das System zu einem starren machten. Daher finden
die Gleichungen, welche dann das Gleichgewicht ausdriicken,
wirklich statt, withrend man die Verbindungen so lisst, wie sie
gegeben sind.

Wir wollen diese Betrachtung anwenden auf den Fall eines
vollkommen freien Systems. Bedingungsgleichungen fiir das
Gleichgewicht eines freien starren Systems giebt es sechs.
Drei davon driicken aus, dass die Summen der Componenten
aller Kxiifte parallel mit den Axen einzeln Null sind. Die drei
anderen lehren, dass auch die Momentensummen aller Kriifte
Null sein miissen in Bezug auf jede von denselben rechtwink-
ligen Axen. Wir werden nach einander die Folgerungen unter-
suchen, welche sich an beide Arten von Bedingungen kniipfen.

49. Bewegung des Schwerpunkts. — Die drei ersten
Gleichungen, von denen se eben gesprochen wurde, sind:

> (2& dt2)_0 > (Y——m ) 0,
2(Z——m W):O
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Sie ergeben:
(1) z:mfl—m__zx Zm d—y—EY ):m-@—z’—z*/
Die ersten Glieder dieser Gleichungen lassen smh dadurch
transformiren, dass man die veréinderlichen Coordinaten 1, y;, 2
des Schwerpunkts des vorgelegten Systems einfiihrt, worun-
ter man denjenigen Punkt versteht, welcher in irgend einem
Zeitpunkt der Bewegung zum Schwerpunkt des Systems wer-
den wiirde, wenn man augenblicklich dlle Punkte fest verbiinde.

In der That, die Coordinaten dieses Punktes miissen be-
stindig den Gleichungen geniigen:
2) Zma—= Mz, Emy—= My,, Zmz— Mz,
withrend M die Gesammtmasse des Systems bedeutet. Man
kann dieselben, weil sie in jedem Zeitpunkt stattfinden, nach ¢
differenziiren und erhilt dabei:

dfr;__ _dﬁ JJ di c&__ dz
@ 2w T Em gy =M En = Mom.

Dlﬁ'erenzurt man neuerdings, so kommt:

Emd2 _Md2m1 Zm Aﬂi“—ﬂfﬂﬂ

dez diz’ dez — diz’
) = dz Md2z1 '
Bn TR

Daher mit Riicksicht auf (1):
d2 d2y, . d?z
® M a5 =X, M- =k =Y, M dﬂ

Die letzten Gleichungen lehren uns, dass die Beschleuni-
gungscomponenten der Bewegung des Schwerpunkts jenen
gleich sind, welche man fiir einen Punkt mit der Masse M
finden wiirde, auf den alle gegebenen Kriifte, parallel versetzt,
wirkten. Dichte man sich diesen Punkt von demselben Ort,
mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit und in der nimlichen Rich-
tung ausgehend wie den Schwerpunkt, so wiirden die Coordi-
naten beider durch dieselben Gleichungen bestimmt; folglich
miissten die zwei Punkte nothwendig Jeden Augenbhck Zu-
sammenfallen.

Was die Anfangsbewegung des Systems betrifft, so wollen
wir annchmen, sie werde durch Momentankrifte hervorgebracht,
welche die Componenten A, B, C an dem Punkt m haben
mogen, A’ B‘, C’ an m/, etc. Diese Kriifte kinnen an einer

6*

=% Z.
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beliehigen Zahl von Punkten Null sein. Setzen wir in dem
Vorhergehenden an die Stelle der stetigen Kriifte die momen-
tanen, so erhalten wir statt der Gleichungen (1) folgende:

(6) Em—_ZA szlg — ZB, z:m‘fl—‘:=za

Die G]emhungeu (3) haben vom Beginn der Bewegung an Gel-
" tung; wir konnen sie daher zu Hiilfe nehmen und erhalten:

dml dyl le
@ MTr=x4, ML —xB, M =2

welche den Gleichungen (5) entsprechen.

Man sieht demnach, dass die Componenten der Anfangs-
geschwindigkeit des Schwerpunkts denen eines freien Punktes
-gleich sind, welcher die Masse M hat und auf den alle jene
Momentankriifte parallel versetzt wirken, welche dem ruhenden
System .seine Anfangsgeschwindigkeiten ertheilen. Fassen wir
nun die beiden Wahrheiten zusammen, so haben wir nach-
stehenden Lehrsatz:

Die Bewegung des Schwerpunkts irgend eines
freien Systems geschieht gerade so, als wenn man
alle Massen der verschiedenen Punkte in ihm ver-
einigte und sowohl jene Momentankrifte als jene
stetigen Krifte parallel mit sich an ihn versetzte,
welche den Anfangszustand und die folgenden Zu-
stinde des Systems hervorbringen.

Bemerkung. — Wir wollen hier eine oft anwendbare
Bemerkung machen beziiglich der Momentankriifte, d. h. sol--
cher Kriifte, welche so gross sind, dass sie wihrend einer un-
angebbar kleinen Zeit merkliche Wirkungen hervorbringen.
Wenn man die aus den Gleichungen (5) gezogene Folgerung
auf diese Art von Kriiften anwendet wihrend der sehr kurzen
Zeit, welcher sie zur Erzeugung der Anfangsgeschwindigkeiten
bediirfen, so zeigt sich aufs Neue, dass die Componenten der
dem Schwerpunkt zukommenden Anfangsgeschwindigkeit genau
- dieselben sind, als wenn alle Massen in ihm vereinigt wiiren
und simmtliche Kriifte mit Beibehaltung ihrer Wirkungsweise
an ihn versetzt wiirden. KEs ergiebt sich dies fiir jede Com-
ponente durch eine Integration. Und in der That gehen auf
diesem Wege die Gleichungen (7) aus den allgemeinen (5) her-
vor, wenn man letztere auf sehr grosse Krifte anwendet, welche
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eine sehr kurze Zeit wirken. Die Gleichung, welche uns
iiberall dient, wo Momentankrifte vorkommen, niémlich die
Anwendung des d’Alembert’schen Princips auf dieselben, ist
durch eine #hnliche Integration der Gleichung stetiger Kriifte
erhalten worden. Hat man aber diesen Punkt einmal wohl
verstanden, dann ist es vorzuziehen, dass man nicht immer
darauf zuriickkommt, sondern die Momentankrifte direct ein-
fiihrt, wie wir es zu thun gelehrt haben. Aus diesem Grunde
haben wir die Gleichungen (6) und (7) hingeschrieben, wiih-
rend wir uns derselben nach dem Gesagten hiitten iiberheben
kénnen. Jedoch konnten wir sie auch zuerst aufstellen vor
Betrachtung der folgenden Zustinde des Systems.

Enthiilt das System feste Punkte, Linien oder Flichen, so .
darf man es als frei betrachten, indem man die Krifte ein-
fithrt, welche diese Bedingungen zu ersetzen vermochten. Der
vorhergehende Lehrsatz wiirde dann zwar noch bestehen; man
miisste aber auf Kriifte Riicksicht nehmen, welche nicht ge-
geben sind und nur bekannt werden kinnen, wenn die Bewe-
gung bestimmt ist.

50. Aus unserem Lehrsatz folgt fiir den Fall, wo keine
dussere Kraft am System wirkt, dass der Schwerpunkt eine
gleichf brmige und geradlinige Bewegung hat. Die Richtung
derselben ist jene der Anfangsgeschwindigkeit, folglich der
Resultante aller Momentankriifte, welche das System in Be-
wegung versetzt haben, oder auch derjenigen Momentankriifte,
welche ihm in irgend einem Augenblick die Bewegung beibrin-
gen wiirden, welche es wirklich besitzt.

Aber selbst, wenn die Punkte des Systems auf einander
gleiche und entgegengesetzte Wirkungen ausiiben, diese mégen
stetig oder plotzlich sein, so wird die Bewegung des Schwer-
punkts dadurch nicht geiindert. Denn diese Kxiifte zerstoren
sich zu zwei, wenn man sie an denselben versetzt. Stisse
zwischen den Korpern des Systems, plétzlich hergestellte Ver-
bindungen zwischen ihnen, innere Explosionen haben nothwen-
dig gleiche und entgegengesetzte Gegenwirkungen zur Folge
und konnen deshalb die Bewegung des Schwerpunkts in Nichts
indern. Hierin besteht das Princip der Erhaltung der
Bewegung des Schwerpunkts.
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Wesentlich ist die Bemerkung, dass alle vorhergehenden
Siitze unabhiingig sind von der Natur der Kriifte und den Ge-
setzen ihrer Wirkung.

51. Princip der Flichen. — Betrachten wir nunmehr
die drei letzten Gleichgewichtshedingungen, welche ausdriicken,
d 2 dzy

v Y™ g

, ete. in Bezug auf die rechtwinkligen Axen Null

dass die Momentensummen der Kriifte X —
2
Z—m i,f
sind. Sie lauten:
E[y(Z—m%)——z(Y m%)]:O,
x [z(X— m%) —-.z(Z —m f;;)] =0,
[y 28) s 2]

und kénnen auf die Form gebracht werden :

Em(ydt? —z—}’i =X (yZ —=zY),

di?
A2z d?z 5 =
(1) Zm (z-a?—wm)-:z(z}i—?:l),
d? A2z
Zm (w-de —Yy EE) =X (a:Y—- yX)

Diese Gleichungen, welche fiir jeden Zeitpunkt der Bewegung
gelten, sagen aus, dass die Momentensummen der gegebenen
Kriifte in Bezug auf die rechtwinkligen Axen gleich sind den
Momentensummen jener Krifte, welche den freien Punkten die
wirklich stattfindende Bewegung ertheilen wiirden.

Wir wollen uns insbesondere mit dem Fall beschiiftigen,
wo die zweiten Glieder der Gleichungen (1) Null sind. Er
liegt zunéchst vor, wenn man fiir simmtliche Kriifte X, Y, Z,..
Null hat, wenn also das bewegte System sich selbst iiberlassen
bleibt ohne Hussere Einfliisse.

Derselbe Fall findet ferner statt, wenn die Punkte solchen
Kriiften unterworfen sind, dass diese sich das Gleichgewicht
halten wiirden, wenn das System starr wiire. Denn die zwei-
ten Glieder stellen die Momentensummen der Kriifte in Bezug
- auf die Axen vor und sind folglich Null, da die Krifte an
dem starren System im Gleichgewicht stehen. Dabei ist der
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Fall von gegenseitigen gleichen und entgegengesetzten Wir-
kungen, z. B. von beliebigen Stossen zwischen den verschie-
denen Theilen des Systems einbegriffen.

Endlich werden die zweiten Glieder Null, wenn alle Kriifte,
welche an den verschiedenen Punkten des Systems wirken,
durch einen und denselben Punkt gehen, sofern dieser zum
Ursprung genommen wird. In der That, unter dieser Voraus-
setzung sind die Componenten X, Y, Z irgend einer Kraft
unter sich den Coordinaten ihres Angriffspunktes proportional;
man hat also, wie behauptet:

yZ —z¥Y =0, 2 X—2Z=0, 2Y —yX=0.

Der Fall, welcher uns beschiiftigt, hat demnach noch eine
betriichtliche Allgemeinheit. Die Gleichungen (1) werden
fiir ihn:

d?z ay ( d2z d?z) .
Z'm(yﬁ— dl‘z _0 Zm dﬂ {UW _0,
2 & d2z\
Zm (2 = 0.
"\*3r — Y4e '

Integrirt man nach ¢ und bezeichnet mit ¢, ¢/, ¢/ drei will-
kiirliche Constanten, so folgt:

Zm y%‘j—‘— Zg =c, Em( da; )_c,

— H
Em( dt Jdt) ¢

Die ersten Glieder dieser Gleichungen stellen in Bezug
auf die Axen die Momentensummen der Kriifte vor, welche

4y, 42 haben,

. m m ——
’ dt dt

dt
d. h. die Momentensummen jener Momentankriifte, welche den
freien Punkt aus der Ruhe in diejenige Bewegung versetzen
wiirden, welche ithm wirklich zukommt.

Dem gemiss driicken die Gleichungen (3) aus, dass in
Bezug auf jede von drei rechtwinkligen Axen die
Momentensummen aller einzelnen Bewegungs-
grissen, welche das System besitzt, constant sind;
was natiirlich nun auch fiir jede beliebige Rich-
tung stattfindet. Oder mit anderen Worten: Wenn man
in irgend einem Augenblick die Momentankriifte betrachtet,

@)

an jedem Punkt die Componenten m
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welche simmtliche Punkte des Systems, frei gedacht, aus der
Ruhe in die wirklich ihnen zukommenden Bewegungen ver-
setzen wiirden; wenn man darauf jede solche Kraft in drei
andere nach den Coordinatenaxen gerichtete und drei Kriifte-
paare zerlegt, welche diese Richtungen zu Axen haben; so ist
die Momentensumme aller Paare, nach jeder von den drei Rich-
tungen genommen, constant.

Jedes System von Momentankriiften, welches die wirklich
stattfindende Bewegung erzeugt, steht nach dem d’Alembert’-
schen Princip im Gleichgewicht mit dem betrachteten in ent-
gegengesetztem Sinn. Es ergiebt sich daher unmittelbar, dass
allen solchen Systemen die gleichen Momentensummen ¢, ¢/, ¢
zukommen.

52. Bei dem Folgenden habe man das in der Statik iiber
die Reduction eines beliebigen Kriiftesystems Gesagte vor
Augen. Wir machen die Voraussetzung, dass auf das bewegte
System keine anderen als solche Kriifte wirken, welche an
dem starren System sich das Gleichgewicht halten wiirden.

Wenn man nun in irgend einem Zeitpunkt die Grossen
der Bewegung, welche den verschiedenen Punkten des Systems
entsprechen, als Kxiifte betrachtet und so zusammensetzt, als
ob sie an einem starren System wirkten, so findet man fiir
denselben Versammlungspunkt *) aller Kriifte stets die nim-
liche Resultante und das némliche mittlere Paar. Hieraus und
aus dem von der Bewegung des Schwerpunkts Bemerkten
fliessen die nachstehenden Sitze:

Wenn man die Bewegungsgrossen der verschiedenen Punkte
des Systems nach gleicher Richtung zerlegt, so ist ihre Summe
constant.

Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich parallel mit
der Resultante aller an einen Punkt versetzten Bewegungs-
grossen.

Thre Momentensumme in Bezug auf eine und dieselbe Ge-
rade ist constant.

Versammelt man alle Bewegungsgrissen an einem Punkt

*) Dieser war in Nro. 51 der Coordinatenursprung.
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und nimmt ihre Momente in Bezug auf simmtliche durch ihn
gehende Geraden, so hat die Summe derselben fiir eine be-
stimmte Gerade den grissten Werth. Diese ist die Axe des
mittleren Paares der Bewegungsgrissen fiir den gewiihlten
Versammlungspunkt und deshalb unveriinderlich wihrend der
ganzen Bewegung. Zicht man durch diesen Punkt die Rich-
tung der Resultante, so kann man ihren Angriffspunkt darin
nehmen, wo man will, und doch bleiben Richtung und Grisse
der Axe des zugehorigen grissten Moments ungeéindert.

Wenn alle Bewegungsgrissen sich aof eine einzige redu-
ciren lassen und man durch deren Richtung irgend eine Ebene
legt, so erhiilt die Axe des griossten Moments fiir simmtliche
Punkte dieser Ebene einerlei Richtung. Ihre Grésse aber ist
nur fiir jene Punkte gleich, welche auf derselben Parallelen
zur Resultante liegen. Ausser den angefiihrten zwei Fillen
findet keine Uebereinstimmung der Richtung statt.

Es giebt eine einzige zur Resultante parallele Centralaxe,
mit welcher stets die Richtung der Axe des grossten Moments
zusammenfiillt, welchen ihrer Punkte man auch zum Angriffs-
punkt der Resultante nehmen mag. Fiir alle ihre Punkte hat
das grosste Moment gleichen Werth, und dabei ist es kleiner
als fiir jeden ausser ihr gelegenen Punkt. Sie lisst sich leicht
bestimmen, sobald man die Resultante und das zu irgend einem
Versammlungspunkt gehérige mittlere Paar kennt. In dem
Falle, wo die von den Bewegungsgrossen vorgestellten Kriifte
sich auf eine einzige Kraft reduciren, ist deren Richtung die
Centralaxe.

53. Die Gerade, welche der Schwerpunkt beschreibt, ist
parallel zur Resultante. In ihr kann man daher den Ver-
sammlungspunkt nehmen, wo man will, und erhilt doch immer
in Richtung und Grésse dieselbe Axe des grissten Moments
oder mittleren Paares.

Ein beliebiger Punkt 2y, y;, 2 auf dieser Geraden, den
der Schwerpunkt in- irgend einem Augenblick einnimmt, sei
Versammlungspunkt. Legen wir durch ihn parallele Coordi-
natenaxen mit den Axen der @, y, 2, so haben wir, wenn man
durch ¢, ¢/, ¢’ die Componenten des zu ihm gehorigen mitt-
leren Paares bezeichnet:
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Zm [(y — 1) Tj — (2 —z) d—‘i{] =6,
@) Zm | — ) e (w—a) E] e,

Em [(m —a) Wy — ‘i’;] s g,

Fiir jeden anderen Punkt auf derselben Geraden wiirden die
nimlichen Werthe ¢, ¢/, ¢// gelten.

Betrachten wir jetzt die Coordinaten z,, y;, 2, des Schwer-
punkts als veriinderlich. Es bestehen die Gleichungen:

G) Zm@—2)=0, Im@y—y)=0, Zn(z —2z)=0,
weil die Summe der Momente Null ist in Bezug auf jede durch
den Schwerpunkt gehende Ebene. Daraus erkennt man sofort
die Richtigkeit der nachstehenden:

Bm [(y s 1) d(_zd_%_zl) — (2 — &) W]:c,

(6) ¢ Zm [(:: — ) ﬂ%;i) — (— ) d(z — 21)] ‘|

Zm [(r — ) ﬂdt—@ — ( — ) —gw-ﬁ-)-]:c“.
Bewegt man drei rechtwinklige Axen parallel zu sich
selbst, so dass der Schwerpunkt fortwiihrend ihren Ursprung
bildet, und hat man nur die relative Bewegung gegen diesel-
ben im Auge; dann haben die Bewegungsgrissen, welche den
relativen Geschwindigkeiten entsprechen,
d(x — o) dly — d(z — 2
' ((lt 3 o ydty), " (dt )
zu Componenten an dem Punkt von der Masse m und den
Coordinaten z, y, 2. Die Gleichungen (6) driicken daher aus,
dass die Momentensummen der relativen Bewegungsgrissen in
Bezug auf die bewegten Axen constant sind, und dass folglich
Richtung und Grisse der Axe des grossten Moments unver-
tindert bleiben. Dieses grosste relative Moment ist gleich dem
absoluten bei festen durch irgend einen Ort des Schwerpunkts
gehenden Axen, weil die Constanten in (4) und (6) iiberein-
stimmen.
54. Man kann einen allgemeineren Satz fiir einen bewegten
Ursprung erhalten. Ziehen wir durch den willkiirlichen festen
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Coordinatenanfang eine Parallele zu der vom Schwerpunkt be-
schriebenen Geraden, so bleibt fiir alle ihre Punkte die Axe
des mittleren Paares der absoluten Bewegungsgrissen in Grisse
und Richtung dieselbe, wenn man’ sich jeden solchen Punkt
als festen Versammlungspunkt denkt. Tassen wir aber drei
Coordinatenaxen sich parallel mit den festen und so bewegen,
dass ihr Durchschnittspunkt immer auf der durch den Anfang
gezogenen Geraden bleibt, dann werden die Bewegungsgrissen,
welche den relativen  Geschwindigkeiten entsprechen, im All-
gemeinen nicht das nidmliche mittlere Paar geben wie die ab-
soluten. Man kann nun untersuchen, unter welchen Bedingun-
. gen dies stattfindet.

Bezeichnen «, f8, y die Coordinaten des bewegten Ur-
sprungs, #, Y1, 2 jene des Schwerpunkts; so hat man:
(7 a:f:y=da:df:dy=da : dy, : dzy,
wie iibrigens auch die Bewegung des neuen Ursprungs beschaf-
fen sein mag. Die Momentensummen der Bewegungsgrissen
in Bezug auf die festen Axen seien mit ¢, ¢/, ¢/’ bezeichnet;
ihre Werthe: sind durch (3) gegeben. Die Summe der Mo-
mente, welche den relativen Geschwindigkeiten entsprechen, in
Bezug auf die mit der xz-Axe parallel sich bewegende Axe
wird ausgedriickt durch: P

znfo—p D — - p O]

und ist folglich, wie man lelcht aus () erkennt, gleich:

e—|—M(z1d—-—- )—|— {( Jq]—ﬁ%)
dy d’ﬁ)
S5 (ﬁ it — Y a
wobei M statt Zm steht. Aus (7) folgt nun:

dy]_ dzl : ”Cl_»}) dﬁ
—65 =08 u’t =0

Das betrachtete Moment wiirde daher ¢ werden, wenn man
hiitte :
df :dy =y, : 2.

Fiir jede der beiden anderen Axen ergiebt sich eine analoge
Bedingung; weshalb das mittlere Paar, welches der relativen
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Bewegung entspricht, eine in Grisse und Richtung constante
Axe erhilt unter der Bedingung, dass:
da:df:dy=a: 51 : 2
oder mit Riicksicht auf (7):
e:fiy ==z :y : 2,
d. h. wenn die Gerade, worauf sich der Ursprung bewegt, die
vom Schwerpunkt beschriebene ist.

Der neue Satz ist viel allgemeiner als der vorige, denn
er verlangt nicht, dass der bewegte Ursprung bestindig im
Schwerpunkt genommen werde, ja er fordert nicht einmal eine
gleichférmige Bewegung fiir ihn.

55. Das gefundene Resultat bezieht sich auf die Bedin-
gung, dass die relativen Momente nicht allein constant sondern
auch gleich den absoluten seien, welche zu dem festen Ur-
sprung gehdren. Wir wollen nun blos die erste Bedingung
stellen; dann geniigt es, dass man habe:

2 —_—

Zmlg—HZEZD _ ¢y

gowie zweil dhnliche Gleichungen beziiglich der mit den y und 2

parallelen Axen.
Weil die Krifte an dem starren System im Gleichgewicht

stehen sollen, so ist:
d2z dzy 2
Es bleiben demnach von der vorstehenden Gleichung nur die
Glieder iibrig:
a2
— LV Sm g — B+ S8 2w e — ),
und diese sind gleich mit:

M[d? (&r — p) — cf;—; n — ﬁ)]-

Sie werden deshalb Null sowohl fiir:

@ep 5 Py _
dtﬂ_o’ dtﬁ_o

dz (yd;; 1‘3)] =

als auch, wenn:

'd_ﬁ:d_y':yl"—'ﬁizl‘—?.
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Fiir die beiden anderen Axen gelten analoge Bedingungen.
Man sieht daher, dass die relativen Momente in zwei Fillen
constant sind: einmal, wenn

& B

w=" =% @w="
d. h. wenn die Bewegung des Ursprungs geradlinig und gleich-
formig geschieht; und ausserdem, sobald: -

da  d@f &
T = h—pia—v

d2y

oder wenn der Ursprung sich wie ein Punkt bewegt, auf den
eine bestiindig nach dem Schwerpunkt gerichtete Kraft wirkt.
Der zweite Fall liegt z. B. vor, wenn der Ursprung irgendwie
die vom Schwerpunkt beschriecbene Gerade durchliduft; und
wir haben in Nr. 54 gesehen, dass dann die relativen Momente
dieselben sind, als wenn der Ursprung fest wire.

Alle bisherigen Siitze hiingen von dem Gesetz der gegen-
seitigen Wirkungen nicht ab; sie setzen nur voraus, dass die-
selben zu zwei gleich und entgegengesetzt sind.

56. Die Gleichungen (3) lassen sich aus einem anderen
Gesichtspunkt auffassen und ergeben dann eine merkwiirdige
geometrische Eigenschaft jeder Bewegung, fiir welche sie gelten.
Der Radius vector vom Ursprung nach dem Punkt z, y, z
beschreibt bei der Bewegung des letzten eine Kegelfliche. Die
Projectionen derselben auf die Coordinatenebenen sind jene
Flichenriiume, welche von den Projectionen des Leitstrahls
durchstrichen werden. Wir wollen sie berechnen.

Die Projection r des Leitstrahls auf die Ebene YZ bildet
mit der Axe der positiven y einen veriinderlichen Winkel. Er
sei (), von der Axe der positiven y gegen die der positiven 2z
hin gezihlt. Diese Drehrichtung ist direct in Bezug auf die

positive z-Axe. Man hat tang 0 = %; dabei sind die Vor-
zeichen nach gewohnter Weise zu nehmen.
Aus dieser Gleichung folgt:
d  ydez — zdy,
cos 02 y? ’
und da y = 7 cos 0, so ergiebt sich:
r2dl = ydz — zdy.
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Der Ausdruck ydz — zdy stellt somit das doppelte Differen-
tial des vom Radius r durchstrichenen Flichenraums dar. Er
stimmt mit d/ im Zeichen iiberein; daher dieses positiv ist bei
directer und negativ bei riickliufiger Bewegung.

Die Projection des Leitstrahls auf dic Ebene YZ hat
eine directe Bewegung, wenn die Axe der im Raum beschrie-
benen unendlich kleinen ebenen Fliche einen spitzen Winkel
macht mit der positiven 2-Axe. Riickldufig ist dagegen ihre
Bewegung, wenn dieser Winkel stumpf WIrd Folglich ist
ydz — zdy in Grisse und Zeichen gleich- der doppelten im
Raum beschriebenen unendlich kleinen Fliche, multiplicirt mit
dem Cosinus des Winkels, den ihre Axe mit jener der positi-
ven @ bildet.

Wenn man jetzt mit 4, 4, 4/ die Summe derjenigen Fli-
chenriume bezeichnet, welche von den Projectionen der ver-
schiedenen Leitsirahlen auf die Coordinatenebenen beschrieben
werden und wobei jeder Flichenraum mit der Masse des ent-
sprechenden Punktes multiplicirt ist, so kann man offenbar statt
der Gleichungen (3) folgende schreiben:

di da' _ , da "
% = C, qE 'y —d.? =
Daraus geht hervor:
A=cl, A =o't, A= o'
wenn man die Flichen von ¢ = 0 anfangen lésst.

Diese Gleichungen gelten, wenn die Punkte des freien
Systems nur ihren gegenseitigen Wirkungen (Stiésse unter ein-
ander cinbegriffen) ausgesetzt sind; und allgemeiner, wenn sie
unter dem Einfluss solcher Kriifte stehen, welche sich im Gleich-
gewicht halten wiirden, wenn das System starr wire, sowie
unter dem von beliebigen durch den Ursprung gerichteten
Kriften. Bei diesen Voraussetzungen sind die drei Summen
der Projectionen jener Flichen, welche von den Leitstrahlen
nach simmtlichen Punkten beschriecben werden, jede Fliche
multiplicirt mit der Masse des betreffenden Punktes, der Zeit
proportional, sofern man die mit directer Bewegung durchstri-
chenen Riume als positiv betrachtet und die mit riickldufiger
Bewegung durchstrichenen als megativ. Darin besteht das
Princip der Erhaltung der Flicheninhalte.

57.  Wenn zwei Mittelpunkte der Wirkung vorhanden
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wiren, so wiirden die zweiten Glieder der Gleichungen (1)
selbst dann nicht mehr Null sein, wenn man einen von ihnen
zum Ursprung nehmen wollte. Jedoch verschwindet ein Glied,
sofern man die Gerade, welche durch die beiden festen Cen- -
tren geht, zu einer der Axen z. B. zur z- Axe nimmt; denn
man hat nun:
X:Y==2:y oder 2Y — yX =0.

Demnach kommt dem Princip der Flichen in diesem Fall Gel-
tung zu nur fiir die Projectionen auf eine senkrechte Ebene zu
der Geraden durch die beiden. Centren. Und die nach den
Axen zerlegten Paare, welche von den Bewegungsgrissen des
Systems herriihren, liefern ein unverfinderliches Paar blos nach
der Axe, welche jene zwei Punkte verbindet. '

58. Unverinderliche Ebene. — Sucht man digje-
nige Ebene, auf welcher die von den Massen multiplicirten Fli-
chen die grisste Projectionensumme geben, so findet man nach
dem in den Vorbemerkungen Bewiesenen, dass die Win-
kel p, q, r der Richtung ihrer Axe mit den Coordinatenaxen
folgende Cosinus haben:

A Al
cosp — Vlz T + ,{Nz’ cosq = Vil? + 7 + 1”2,
/
cosr = A
Vi 4+ A2 4 Ane
oder:
oom == g cosq = g
= Ver 4 o2 4 o2 q_V62+c‘2+c"?’
1"
cosT = :

Ve ¢ + ez’

Die Richtung dieser Ebene ist demnach von der Zeit unabhiin-
gig. Laplace, welcher dies zuerst erkannte, hat ihr deshalb
den Namen unveréinderliche Ebene gegeben. Die Glei-
chungen (3) zeigen, dass man sie zu bestimmen vermag, wenn
man die Massen der verschiedenen Punkte des Systems und
fiir irgend einen Zeitpunkt die Lagen derselben sowie ihre
Seitengeschwindigkeiten kennt. Die gegenseitigen Wirkungen
der Punkte, ihre etwaigen StUsse unter einander #ndern die
Richtung jener Ebene nicht, weil die zweiten Glieder der Glei-
chungen (1) darum nicht aufhéren Null zu sein.
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Das Gesagte hat noch Geltung, wenn ein fester Mittel-
punkt der Wirkung oder ein fester Punkt im System vorhan-
den ist und man ihn zum Ursprung nimmt.

Man sieht, dass diese Ebene keine andere ist als diejenige,
worin das mittlere Paar der Bewegungsgrissen liegt, weshalb
alle fiir die zweite geltenden Sitze bei ihr Anwendung finden.

59. Anwendung auf das Weltsystem. — Wenn
die Sonne, die Planeten und ihre Satelliten nur durch ihre ge-
genseitigen Wirkungen angegriffen werden, so muss sich, der
Schwerpunkt des Systems in gerader Linie gleichf6rmig bewegen
mit einer Geschwindigkeit, die abhingt von den Geschwindigkei-
ten, welche alle diese Korper damals hatten, als sie sich selbst
iiberlassen wurden. Einen festen Punkt kennen wir nicht. Wollen
-wir nun doch einen solchen Ursprung fiir die Flichen haben, wel-
cher derjenigen Ebene eine unveréinderliche Richtung giebt, wor-
auf die Projectionensumme den grissten Werth hat; so miissen
wir einen Punkt wiihlen, der sich parallel bewegt mit der vom
Schwerpunkt beschriebenen Geraden. Da aber diese Gerade
nicht bekannt ist, so bleibt nur der Schwerpunkt selbst iibrig.
Die Ebene des mittleren Paares der relativen Bewegungsgris-
sen oder der grissten Projectionensumme der relativen Fléichen
kann zu irgend einer Epoche bestimmt werden. Und weil sie
immer dieselbe bleibt, so kann sie, wenn man alle Punkte des
Systems darauf bezicht, zur Vergleichung der astronomischen
Beobachtungen aller Zeiten dienen.

Wir bemerken, dass diese Ebene, da sie unabhiingig ist
von der Grisse der gegenseitigen Wirkungen, unveriindert blei-
ben wiirde, selbst wenn das Attractionsgesetz ein anderes wer-
den sollte. Ebenso wenig hiingt sie ab von den Veriinderun-
gen, welche in der Gestalt der Korper des Systems eintreten
konnen, weil diese immer von gleichen und entgegengesetzten
Kriiften herrithren. Die fliissigen und gasférmigen Theile eines
Planeten konnen sich mit seiner festen Masse fest verbinden;
die Planeten konnen auf beliebige Weise unter einander . in
Verbindung treten oder sich stossen; sie konnen durch Explo-
sionen zertriimmert werden, ohne dass jene Ebene dadurch ge-
andert wird.

Sie wiirde noch dieselbe bleiben, wenn auf alle Kérper
des Systems parallele, den Massen proportionale Kriifte wirk-



Dynamik. 97

ten. Denn die Bewegungen in Bezug auf drei durch den
Schwerpunkt nach constanten Richtungen gefiihrte Axen kinn-
ten durch diese Kriifte nicht geéindert werden, und folglich
wiirden die Projectionensummen der relativen Flichen auf die
Coordinatenebenen dieselben bleiben.

60. Gleichung der lebendigen Kriifte. — Sie wird
durch Betrachtung einer besonderen virtuellen Versetzung er-
halten, derjenigen niimlich, welche iibereintrifft mit der Ver-
riickung, die wihrend einer unendlich kleinen Zeit bei der
wirklichen Bewegung des Systems stattfindet.

Diese virtuelle Versetzung ist aber keineswegs in allen
Fillen mit den Verbindungen vertriiglich, welche gerade in
dem betrachteten Augenblick bestehen. Um deshalb zu erken-
nen, wann sie erlaubt ist, so sei I. — 0 eine der gegebenen
Bedingungsgleichungen.  Die virtuellen Versetzungen miissen
der Gleichung geniigen:

dL dL drl d L
it @ttt de o =0

denn selbst wenn 7. die Variable ¢ explicit enthilt, so darf
man sie doch nicht variiren, weil die virtuellen Versetzungen
sich auf denselben Augenblick beziehen.

Bezeichnen wir jetzt durch dz, dy, dz, ete. die unéndlich
kleinen Coordinatenzuwachse, welche innerhalb der Zeit d¢ bei
der wirklichen Bewegung des Systems erlangt werden, so miis-
sen wir, weil die Gleichung I — 0 bestiindig erfiillt sein will,
als Zuwachs ihres ersten Gliedes am Ende von dt¢ Null haben.
Dies giebt, wenn man der Allgemeinheit wegen die Variable
¢ explicit darin voraussetzt:

dL L dL 2 dL
d—{:duﬁé—idm+d—ydy+fl—irdz+d—id.w+---=o.

Wollte man nun

bo=de, 8y=udy, 8z=dz, ete
nehmen, so wiirden beide Gleichungen einander widersprechen.

Diese Annahme ist daher nur erlaubt, wenn man %’ — 0 hat

fiir jedes . Daraus siecht man, dass allein in dem Falle, wo

keine Bedingungsgleichung die Zeit explicit enthiilt, die unend-

lich kleine Verriickung, welche die Punkte des Systems bei
Duhamel, Mechanik, IL 7
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ihrer wirklichen Bewegung gleichzeitig erfahren, zur virtuellen
Versetzung genommen werden darf.
Machen wir deshalb ansdriicklich diese Voraussetzung und
nehmen darauf:
0z =dz, 0y =dy, 0z =dz
in der allgemeinen Gleichung

7 d?x " dz2 .
21(2&—711-@-)6w+(l—m?~y—)6y—j—(/ mdﬁ az] 03

dann kommt:
d2z ) )
NG dat- dﬂ,d +7“—2dz) — ¥ (Xde + Ydy -+ Zdz).
Das erste Glied ist das halbe Differential von
o /da?
_}_ (dig + dﬂ —I— dt‘l oder von Xmu?,

wenn v die Geschwindigkeit des Punktes mit der Masse m be-
zeichnet. Vorstehende Gleichung kann daher auch so geschrie-
ben werden: ’
(1) 1dEmv? = 2 (Xde + Ydy + Zd2).

Wenn nun X (Xde - Ydy - Zdz) das vollstindige Dif-
ferential einer Function ¢ von @, y, 2, &', y’, 2',.... vorstellt,
withrend man diese Grissen simmtlich als unabhiingige Varia-
blen betrachtet; so lisst sich die Gleichung (1) zwischen zwei
beliebigen Zeitpunkten integriren, wobel man erhilt:

(2) L&mv? —1Zmu2 =0 (2, ¥ 2, &' ..) — @ (Zos Yo» Z0s To's+ )

In diesem Falle also vermag man den Zuwachs an leben-
diger Kraft zu bestimmen, sobald man nur die Lagen aller
Punkte fiir die betrachteten zwei Epochen kennt. Und so oft
das bewegte System in die nidmliche Lage zuriickkehrt, wird
die Summe der lebendigen Kriifte wieder dieselbe.

Sind die Kriifte X, Y, Z Null, dann ist das zweite Glied
der Gleichung (2) auch Null und die Summe der lebendigen
Kriifte constant. Darin besteht das Princip der Erhaltu ng
der lebendigen Krifte.

61. Wenn alle Punkte des Systems nur der Schwere un-
terworfen sind, so hat man:

X:O, Y:O, Z:—gdm;
dabei ist die Axe der positiven z der Schwere entgegengesetzt.
Die Gleichung der lebendigen Kriifte wird daher, wenn 2z, und
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z; die Werthe von z fiir den Schwerpunkt des Systems be-
zeichnen sowie M dessen Gesammtmasse:
(€)) 1Zmv? — [ Zmu? = — gM(5 — 2o)-

Die Summe der lebendigen Kriifte hingt demnach allein
von der Hohe des Schwerpunktes ab und wird wieder dieselbe,
so oft dieser Punkt auf die ndmliche Horizontalebene zuriickkehrt.

62. Wenn das bewegte System durch eine solche Lage
geht, worin es sich im Gleichgewicht befinden wiirde, wenn
die Punkte keine Geschwindigkeit bestissen, so hat man:

Zm (Xoz + Yoy + Zdz) =0
fiir alle virtuellen Versetzungen aus dieser Lage. Und da wir

0 =da, 0y=dy, 0z=dz
nehmen diirfen, so folgt:

2 (Xde + Ydy + Zdz) = 0.
Das Differential des zweiten Gliedes der Gleichung (2) ist so-
mit Null, folglich das Glied selbst im Allgemeinen ein Maxi-
mum oder Minimum unter den Werthen, welche es nach ein-
ander bei der Bewegung annimmt. Demnach hat die Summe
der lebendigen Kriifte des Systems ihre gréssten und kleinsten
Werthe, wihrend das System durch diejenigen Lagen geht,
worin es im Gleichgewicht sein wiirde, wenn seine Punkte
ohne Geschwindigkeit wiiren. '

63. Wir wollen jetzt zeigen, dass der Ausdruck

3(Xdo + Ydy + Zdz)
allemal dann ein vollstindiges Differential ist, wenn man darin_
keine anderen Kriifte beriicksichtigt als jene, welche die gegen-
seitigen Wirkungen zwischen den Punkten des Systems verur-
sachen, dabei den Massen proportional sind und allein von den
Entfernungen abhiingen.

Bezeichmen wir durch 2, y, 2, a‘, y, 2/ die Coordinaten
zweier Punkte mit den Massen m, m‘; ihre Entfernung sei f.
Ihre gegenseitige Wirkung betriigt mm’ I, wo I eine Function
von f allein bedeutet. Die Componenten der Wirkung des Punk-
tes m‘ auf m sind daher, wenn man sich dieselbe anziehend denkt:

mm! I - R = m’ mm! F . Y=g ; , mm'F . z ; )
Von ihnen gehen in den Ausdruck
Z(Xda + Ydy + Zdz)
folgende Glieder ein:

7‘
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2 — 2yde + (y —y)dy + (&) — 2)dz

mm!' F (

Diejenigen Glieder, welche von den Componenten der anziehen-
den Wirkung des Punktes m auf m' herrithren, sind

e — ahdat 4 (g — y)dy' + (¢ — 2Hde'

mam

Durch Zusammenfassen beider erhiilt man:

o & @) (dr— &)+ (y—y" (dy — dy)-(z—2)(de—d')

oder — mm'F-df, wie man aus der Gleichung

(g— P+ @ —y)+ @ — 2P =,
erkennt. Bei abstossender Wirkung wiirde man - mm! 1" . df
gefunden haben.

Somit ist bewiesen, dass alle Ausdriicke Xdz Ydy-Zd-z,
welche von den gegenseitigen Wirkungen der Punkte auf ein-
ander herrithren, vollstindige Differentiale sind, sobald diese
Wirkungen nur von der Entfernung abhiingen und mit den
Massen in Proportion stehen.

In Nro. 203 des ersten Theils haben wir gezeigt, dass
Gleiches fiir alle durch feste Centren gerichteten Kriifte statt-
findet, welche nach irgend einer Function der Entfernung al-
lein wirken.

Ist aber der Widerstand eines Mittels oder Reibung vor-
handen, dann hingen die darauf beziiglichen Kviifte von der
Geschwindigkeit ab oder vom Druck gegen die reibenden Fli-
chen und Linien, so dass:

2 (Xdae 4 Ydy 4 Zdz)
kein vollstindiges Differential mehr sein kann.

Man bemerkt, wie das Differential —mm! I - df, welches
sich auf gegenseitige Anziehungen bezieht, negativ ist fiir ein
positives df und positiv fiir ein negatives df. Die gegenseiti-
gen Anzichungen haben daher Zuwachs an lebendiger Kraft
zur Folge, wenn die Punkte sich nihern; Abnahme, wenn sie
gich entfernen. Bei abstossenden Wirkungen wiichst die Summe
der lebendigen Krifte wihrend der Entfernung der Punkte;
sie nimmt dagegen ab wihrend ihrer Anniiherung.

64. Wenn die Punkte des Systems einander stossen bei
vollkommener Elasticitiit der sich stossenden Korper,
so gehen dieselben withrend der zweiten Hiilfte des Stosses ge-
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nau durch dieselben Zustéinde hindurch wie wiihrend der er-
sten bis zum Augenblick des grissten Zusammenpressens, und
die abstossende Kraft, welche sie auf einander ausiiben, ist die -
nimliche fiir die gleichen Zustiinde. Man hat dann gegensei-
tige Wirkungen, welche blos von der Entfernung der Punkte
abhiingen, zwischen denen sie stattfinden. Und die Summe der
lebendigen Kriifte erleidet durch den Stoss keine Aenderung;
denn sie erfihrt wihrend des ersten Theils einen Verlust, wel-
cher dem durch den zweiten Theil des Stosses erlangten Zu-
wachs genau gleich ist.

Anders verhilt es sich, wenn die sich stossenden Kérper
nicht mehr vollkommen elastisch sind.

65. Verlust an lebendiger Kraft in Folge des
Stosses. — Nehmen wir an, dass die sich stossenden Korper
gar keine Elasticitit besitzen, und bezeichnen wir durch a, b,
¢ die Seitengeschwindigkeiten irgend eines Punktes m vor
dem Stoss sowie durch A, B, € ihre Werthe nach beendigtem
Stoss, welcher zwischen, beliebigen Theilen des Systems statt-
finden mag.

Zufolge des Princips von d’Alembert, dessen Anwend-
barkeit auf Momentankriifte in Nro. 40 nachgewiesen wurde,
besteht Gleichgewicht zwischen den zu zwei gleichen und ge-
rade entgegengesetzten Stosskriiften und jenen Momentankriif-
ten, welche an jedem Punkt die Componenten haben :

da, da dy, dy dz, dz
" (dt —da) "\ —E)’ m(az o di)

oder vermige der vorstehenden Bezeichnungen:
m(a — A), m{b — B), m( — O).

Indem wir das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten
anwenden und diejenige virtnelle Versetzung betrachten, welche
nach beendigtem Stoss bei der Bewegung wirklich stattfindet,
erhalten wir eine von den unbekannten Stosskriiften unabhiin-
gige Gleichung. In der That, der Stoss ist beendigt, sobald
die Korper in der Richtung der gemeinschaftlichen Normale
gleiche Geschwindigkeiten erlangt haben. Die virtuellen Mo-
mente der zwei gleichen und entgegengesetzten Kriifte sind
daher jetzt gleich und mit verschiedenen Zeichen behaftet,
so dass man sie nicht in die Gesammtsumme aufzunehmen
braucht und deshalb die Gleichung erhiilt:
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EZm[(a — A)ydz + (b — B)dy + (¢ — C)dz] = 0.

Man hat aber:

dz = Adt, dy = Bdt, dz = Cdt;
folglich:

Em(aA+ bB + ¢C— A2 — B? — (%) = 0.
Setzen wir nun:
as-br4o2=?, A-B2-C=V?, (a— A) 24 (b—B)2+-(e—C)2=w?,
s0 dass:
aA 4 bB-}-cC:M;_“_“’Q

wird, dann geht die vorstehende Gleichung iiber in:

Em@? — V2 — w?) =0 oder Zmv? — Zm 1? = Zmuw?;
welches beweist, dass der Verlust an lebendiger Kraft gleich
ist der Summe jener lebendigen Kriifte, welche den verlorenen
Geschwindigkeiten entsprechen. Diese Wahrheit wird das
Theorem des Carnot genannt.

Carnot hat seinen Satz auf den Stoss von Korpern aus-
gedehnt, denen ein beliebiger Grad der Elasticitit zukommt.
Die Schwierigkeit einer genauen Kenntniss dieses Grades macht
jedoch die Anwendung davon fast unmoglich bei dem gegen-
wiirtigen Zustand der Wissenschaft. Wollte man mit einiger
Sicherheit von der Erweiterung Gebrauch machen, so wiren
zavor vielfache Erfahrungen néthig, mit welchen man sich noch
nicht beschéftigt hat.

Wiihrend der Dauer des Stosses tritt keine merkliche
Aenderung in den Lagen der Punkte ein. Wenn daher z, y,
2, @'y... die Coordinaten der Punkte beim Beginn des Stosses
bezeichnen, so erhalten wir statt der Gleichung (2) in Nro. 60
mit Riicksicht auf den augenblicklich bewirkten Verlust an
lebendiger Kraft die nachstehende:

1Zmv? — 1Zmr? = @ (@, 3, 2 @5...)
(2) - ‘P(%a Yos Zos -’-"70", ...)
— 1 Zmwn.

66. Wir wollen die relativen Geschwindigkeiten der Punkte
in Bezug auf den Schwerpunkt des Systems einfiihren in die
Gleichung (2) der Nr. 60.

Die Coordinaten irgend eines Punktes seien @, y, z gegen
feste Axen und £, u, £ auf den Schwerpunkt bezogen. Dieser
letzte habe die Coordinaten z;, v;, 2;: dann ist:
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e=m+ELy=n+ne=a+¢
und folglich:

2 —

d-rI dylﬂ d212 d:f;' dﬂ? de
= tTwtawtmtstas

day d d§ dy, d’n dz, df
+2<dt T @t @ E?)'

(3)

Wir wissen, dass

EmiE —0, Zndl—0, i _
Bezeichnet man nun mit v die Geschwindigkeit des Schwer-
punkts und mit V' die relativen Geschwindigkeiten in Bezug
auf diesen, so hat man unmittelbar:
4) Zme? = Zm V24 Mv?,
withrend M die Gesammtmasse des Systems bedeutet. Wir
erhalten jetzt unsere Gleichung in folgender Form:

1ZmV2 —1EZm V2 = 22-{ (V2 — v?) L

oz, Y, 2, &...) — @ (2o, Yos 20> Toye.)s

67. DBeztiglich des Schwerpunkts ist noch eine oft niitz-
Iiche Bemerkung zu machen. Seine Bewegung geschieht ge-
rade g0, als ob alle Massen in ihm vereinigt wiiren und alle
Kriifte parallel zu sich selbst an ihn versetzt wiirden. Man
findet deshalb Eigenschaften fiir die Bewegung des Schwer-
. punkts eines Systems mit Hiilfe der Bewegungsgesetze eines
einfachen materiellen Punktes, auf welchen gegebene Kriifte
wirken. '

Nehmen wir insbesondere die Gleichung der lebendigen
Kraft eines Punktes, so erhalten wir, wenn v wieder die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunkts und #;, y,, 2, dessen Coordi-
naten bedeuten:

() 1d. Mv? = dey, EX + dp ZY + dy 2 Z;

welche Gleichung in vielen Fiallen augenblicklich v liefert. Wir
bedienen uns derselben hier, um eine merkwiirdige Eigenschaft
des Schwerpunkts zu zeigen.

Die Gleichung (1) der Nr. 60 giebt, wenn wir statt Zmv?
seinen Werth aus (4) schreiben:

1dZm Ve + id. Mv2 = 2 (Xde 4 Ydy + Zdz).
Bezeichnen jetzt £ %, { Coordinaten in Bezug auf solche Axen,
welche sich parallel mit den Axen der z,y, 2 bewegen und
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dabei immer durch den Schwerpunkt gehen, so hat man:
{U:.Z‘l-[—g, y=11+n’z:zl+g
und folglich: :
dz = day + d&, dy = dy, + dn, dz = dz -+ dE.
Unter Riicksicht auf (5) wird daher die vorstehende Gleichung:
1d. Z2m V2t = Z(XdE 4 Ydy 4 Zdp).
Demnach hat die Gleichung der lebendigen Kuriifte in Be-

zug auf den bewegten Schwerpunkt gerade so Geltung wie
in Bezug auf einen festen Punkt.

Anwendung auf den unmittelbaren Stoss
kugelférmiger Korper

68. Denken wir uns zwei aus homogenen Schichten be-
stehende Kugeln, deren Mittelpunkte gleichférmige Bewegun-
gen auf derselben Geraden besitzen. Stossen die beiden Ku-
geln zusammen, so #ndern sich ihre Geschwindigkeiten, aber
die Mittelpunkte fahren fort sich auf der Geraden nach der
einen oder anderen Richtung zu bewegen. Wir stellen uns
die Aufgabe, die Formeln zu finden, welche die Geschwindig-
keiten nach dem Stoss durch jene vor demselben ausdriicken.

Wir betrachten nur die zwei Fille, wo die Kugeln ent-
weder ganz weich oder vollkommen elastisch sind. Und um
alle Schwierigkeiten zu entfernen, welche ihre Gestalt nach
dem Stosse sowie innere Bewegungen verursachen kénnten, so
betrachten wir sie als zwei materielle Punkte. Wir nehmen
an, dass wenn sie sich in sehr kleiner Entfernung von einan-
der befinden, eine abstossende Kraft zwischen ihnen rege wird,
welche fiir den Fall vollkommen elastischer Kérper nur von
der Entfernung ahhiingt, dagegen fiir den Fall weicher Kor-
per bei einem gewissen Grade der Anniiherung Null wird.

Beziehen wir den Ort beider Punkte auf einen festen Ur-
sprung in der Geraden, worauf die Bewegung vorgeht. Die
Abscissen der Punkte seien @, a‘; m, m’ ihre Massen; v, o’
ihre Geschwindigkeiten vor dem Stoss und 1V, V¥ nach dem
Stoss. Die Geschwindigkeiten werden als positiv betrachtet,
wenn die Bewegung nach der Richtung der positiven 2z ge-
schieht; als negativ bei der entgegengesetzten Richtung. Sie
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'
werden daher immer in Grisse und Zeichen durch %, i;;_
dargestellt.

Bezeichnet @, die Abscisse des Schwerpunkts beider Punkte,
s0 hat man bestindig:

ma + mla! = (m 4 m')z
und:
4 .
mdg‘? —{—m"(i,—t = (m#—m’)c—z;—;.

Gemiiss dem Gesetz der Erhaltung der Bewegung des
Schwerpunkts bleibt % constant und vor wie nach dem Stosse
von demselben Werth. Darum muss auch die erste Seite der
Gleichung vor und nach dem Stoss gleichen Werth haben,
was uns folgende Relation giebt:

(1) T omv 4wy =m Vo VA
Die Grissen v, v, V', V¥ haben dabei beliebige Vorzeichen,
und die Kérper konnen weich sein oder elastisch.

Unterscheiden wir jetzt diese zwei Fiille.

1. Besitzen die Korper keine Elasticitit, dann hort ihre
gegenseitige Wirkung auf, sobald ihre Geschwindigkeiten in
Grisse und Richtung gleich geworden sind. Man hat alsdann
V = V*; die Gleichung (1) giebt daher:

__mv - m
T omwf

Daraus sehen wir, dass die Korper nach dem Stoss in
Ruhe bleiben werden, wenn mv - m/v' = 0, d. h. wenn ihre
Bewegungsgrossen gleich und dem Zeichen nach entgegenge-
setzt waren.

Auch iiberzeugt man sich leicht, dass in jedem Falle die
Summe der lebendigen Kriifte nach dem Stoss kleiner ist als
zuvor, und dass der Verlust jene Summe betriigt, welche den
verlorenen Geschwindigkeiten entspricht, wie es der Lehrsatz
von Carnot verlangt.

2. Wenn die Kiérper vollkommen elastisch sind, so erlei-
det die Summe an lebendiger Kraft durch den Stoss keine
Aenderung; man hat folglich: '

(2) mv? - mlv'2 = m V2 | mf V72,
Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen V und 17 durch », o'
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Wir schreiben dieselben :
m((V—v) =m'(v' — V),
m (V2 —v?) = m!(v'2— V'2)
und erhalten durch Division:

V+ v = I —|— !
oder:

(3) V—V = — (v — o).
Demnach ist die relative Geschwindigkeit vor und nach dem
Stoss gleich, aber dem Zeichen nach entgegengesetzt.
Aus (1) und (3) findet man:

(m — m v —|—2m‘v" V‘—'( L — m) —f—?mv

m - m’ o m —+ m!
Diese Formeln geben fiir glelche Massen:
V=1v', V =,

so dass die Korper in diesem Falle stets ihre Geschwindigkei-
ten austauschen.

Befand sich ein Kérper in Ruhe, z. B. der von der Masse
m’, dann wird:

V:(m—m’)v, Vi 2muv '
m - m! m —- m!

Der bewegte Korper wird daher zuriickgeworfen, wenn seine
Masse kleiner ist als die des ruhenden. Bei grisserer Masse
setzt er seine Bewegung in demselben Sinn fort. Die relative
Geschwindigkeit betriigt in beiden Fiillen — v, wie die Glei-
chung (3) lehrt.

Wiire ausserdem noch m — m/, so wiirde man finden:

V= 0, [ =1

Der ruhende Kérper, nachdem er die Geschwindigkeit des be-
wegten erlangt hat, wiirde wie dieser zur Ruhe gebracht wer-
den, wenn er auf einen anderen elastischen Koérper von glei-
cher Masse und ohne Geschwindigkeit trife, und so fort; ein
Resultat, welches die Erfahrung bestitigt.

V=

Anwendung der Gleichung der lebendigen Kriafte
auf die Stabilitit des Gleichgewichts eines
Systems.

69. Wenn ein System unter dem Einfluss gewisser Kriifte
im Gleichgewicht steht, und man es noch so wenig aus der
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Gleichgewichtslage verriickt, nachher aber denselben Kriiften
iiberliisst, dann ereignet sich von zwei Fiillen einer: entweder
bleiben die Verriickungen eines jeden Punktes in Bezug auf
dessen Gleichgewichtslage bestiindig sehr klein, oder der Punkt
entfernt sich mehr und mehr aus derselben und seine Entfer-
nung erreicht einen endlichen Werth nach einer gewissen Zeit.
Im ersten Falle nennen wir das Gleichgewicht stabil, im zwei-
ten labil,

Betrachten wir ein System von Punkten, dessen Verbin-
dungen von der Zeit nicht abhiingen und welches durch solche
Kriifte angegriffen wird, dass X (Xda + Ydy + Zdz) das
vollstéindige Differential einer Function ¢(z, y, z, 2/,...) dar-
stellt, wihrend man simmtliche Grissen z, y, z, #/,... als von
einander unabhiingig ansieht.

Wie bekannt, ist in der Gleichgewichtslage diese Function
im Allgemeinen ein Maximum oder Minimum in Bezug auf
alle wirklich unabhiingigen Variablen. Wir wollen beweisen,
dass dem Maximum das stabile Gleichgewicht entspricht.

Nehmen wir daher an, unser System befinde sich im
Gleichgewicht. Dann ist zufolge des Princips der virtuellen
Geschwindigkeiten das Differential von ¢ Null fiir alle unend-
lich kleinen, den Verbindungen geniigenden Versetzungen. Es
moge der Fall des Maximums vorliegen in Bezug auf alle
Werthe, welche @ bei diesen Versetzungen annimmt. Die
Werthe von 2, y, z, 2,... in der Gleichgewichtslage seien
durch @, b, ¢, a’y... bezeichnet. Versetzen wir siimmtliche
Punkte um sehr kleine Grissen und theilen ihnen sehr kleine
Geschwindigkeiten mit; zu zeigen ist, dass die Verriickung des
Systems bestéindig sehr klein bleibt, dass also das Gleichge-
wicht stabil war.

Wir schreiben zu dem Ende:
e—=a-+h y=>b-+4+%k, z2=c+ 1, 2 =« -+ I, ete. und
bezeichnen durch uy, vy ... die sehr kleinen Geschwindigkei-
ten, welche den einzelnen Punkten mitgetheilt wurden. Die
Gleichung der lebendigen Kriifte liefert:

o 1Zme? — 1 Zmyt =@ (a+h, b+ k, ¢+ Z, o

— @ (a—+hy, b4k, ¢+ b,.-);s
darin stellen %y, ky, ly,... die anfiinglichen sehr kleinen Ver-
setzungen, nach den Axen zerlegt, vor,
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Die Function ¢(z,y, 2, 2',...) soll ein Maximum sein,
wenn @, ¥y, 2, ... die Werthe «, b, ¢,... haben. Daher fallen
ans der Entwicklung von ¢ (¢ +h, b -+ k, ¢ 1,...) alle
Glieder weg, welche in Bezug auf h, £, I,... vom ersten Grade
sind. Und die Glieder des zweiten Grades konnen, wenn man
ihnen die entgegengesetzten Zeichen giebt, als eine Summe
von Quadraten solcher Gréssen dargestellt werden, welche li-
neare Functionen von h, £, I,... ohne unabhiingige Glieder
sind. Die Anzahl dieser Quadrate ist gleich jener der-unab-
héingigen Variablen. Bezeichnen s, s/, s, ... die verschiedenen
Grissen, deren Quadrate man nehmen soll, und 2 den Rest
der Reihe; dann hat man: '
o (ath btk c+1..)=g(a, b, ¢,...)— (s2Fs2}-s"2 . ) R
und ebenso:

@ (a—-1oyb +kose4-losee) = @(a, by..)—(802 028" 2 ) - R,.
Die Gleichung (1) wird demnach:
1Emw? — | Zmvy 2= — (5282 ) (8025 25"y 2 ) R— Ly 5
tolglich erhalten wir:
(2 12me? = ¢ — (s? + 82+ 2+ ...) + R,
wenn ¢ die sehr kleine Grisse bedeutet:

‘},Z-m.“coﬂ =88 ~- 82 - ¥ - coo— Ry,

Die Grossen L. i, I, I’,... sind in der That nicht alle von
einander unabhiingig; man konnte vielmehr cine gewisse Zahl
derselben vermige der Verbindungsgleichungen des Systems
eliminiren. Die iibrig bleibenden wiirden in der ersten Potenz
in die verschiedenen Gl:eder der Grossen s, ¢/, s, ... eingehen,
deren Anzahl gerade so gross ist als die der unabhiingigen
Variablen. Dxl.l’"Ll.la folgt, dass wenn diese letzten sehr kléine
Werthe haben, dasselbe auch fiir s, s/, s/, ... stattfindet; sowie
umgekehrt.  Wenn wir daher nachweisen, dass s, s/,... be-
stiindig sehr klein bleiben, so haben wir zugleich dargethan,
dass dieses auch mit den Verriickungen simmtlicher Punkte
des Systems der Ifall ist.

Das erste Glied der Gleichung (2) hat einen wesentlich
positiven Werth, deshalb auch das zweite. Hieraus lisst sich
leicht einsehen, dass jede der Grissen s2, s’%... bestiindig klei-
ner bleibt als ¢. In der That, der Werth von ¢ zeigt, dass dies
zu Anfang der Fall ist; darauf dndern sie sich stetic. Nehmen
wir nun an, eine von ihnen z. B. s? wiirde gleich ¢, wihrend noch
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keine andere iiber ¢ liegen soll; dann wiirde diese Grisse sowie
alle anderen noch immer sehr klein sein. Folglich wiiren £, £, [,...
sehr klein und 2 unvergleichbar kleiner als jede von den Gros-
gen s2, 52,.... Die Annahme s? = ¢ zige daher die unmégliche
Folge nach sich, dass das zweite Glied von (2) negativ wiirde.
Demnach bleiben s, s/, s',... siimmtlich unter } ¢ und somit
sehr klein. Die Verriickungen £, &, ,... bleiben deshalb auch
sehr klein, oder das Gleichgewicht war stabil.

Ist die Function ¢ (2, y, z, #/,...) ein Minimum, so ver-
mag man nicht durch analoge Schliisse die Labilitit des Gleich-
gewichts darzuthun. Man muss vielmehr jeden besonderen
Fall fiir sich betrachten.

Anwendung der Gleichung der lebendigen Krifte
beim Berechnen der Leistung von Maschinen.

70. Die Maschinen werden im Allgemeinen nur durch
ihre Bewegung niitzlich und haben dann den Zweck, gewisse
Widerstiinde zu iiberwinden und ihre Angriffspunkte so zu be-
wegen, dass deren Verriickungen, zerlegt nach der Richtung
jener Widerstinde oder Widerstandskrifte, dieser entge-
gengesetzt seien. Unter bewegenden Kriften versteht man
die zur Erzeugung der Bewegung angewandten.

In der Regel kann eine Maschine nur zwei verschiedene,

einander gerade entgegengesetzte Bewegungen annehmen, in
welchen die Lage eines Punktes die aller anderen bestimmt.
Zur Bestimmung der Bewegung geniigt daher eine Gleichung,
wenn man noch den Sinn kennt. Am bequemsten eignet sich
dazu die der lebendigen Kriifte: '
%)) 1Zme? — I Zmu,? :fE(de + Ydy + Zdz).
Die Summen des ersten Gliedes erstrecken sich iiber simmt-
liche Punkte des Systems. Die Summe des zweiten Gliedes
bezieht sich auf alle bewegenden und widerstehenden Kriifte,
welche daran angebracht sind. Das Integral wird zwischen
zwei beliebigen Grenzen genommen, denen die Geschwindigkei-
ten », und v des Punktes von der Masse m entsprechen.

Wir wollen die Unterscheidung der Kriifte in bewegende
und widerstehende in (1) bemerklich machen. Es sei deshalb
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P irgend eine bewegende Kraft und dp die unendlich kleine
Verriickung ihres Angriffspunktes, geschiitzt auf ihrer Richtung.
Danmn ist X Pdp derjenige Theil von Z(Xdz + Ydy -+ Zdz),
welcher von den bewegenden Kriiften herriihrt. Ferner bezeichne
Q eine beliecbige widerstehende Kraft, dq die Verriickung
ihres Angriffspunktes, projicirt auf ihre Richtung und absolut
genommen. Der den widerstehenden Kriiften entsprechende
Theil ist somit — X Qdg; und die Gleichung (1) darf ge-
schrieben werden:

(2) 1Zmov? — 1 muy,? =fEPdp -—f ZQdq.

71. Man kann jede Kraft durch ein Gewicht ersetzen,
welches an einem Faden hingt, der an ihrem Angriffspunkt
befestigt ist und dessen Richtung von da ab mit der Kraft-
richtung vermige einer Handrolle zusammenf#llt. Nehmen
wir auf diese Weise statt der Kraft P ein ihr gleiches Gewicht,
so wird dasselbe bei einer unendlich kleinen Bewegung®der
Maschine um diejenige Grosse dp sinken, welche die Projection
der Verriickung des Fadenendes auf die Fadenrichtung ist.
Verfahren wir ebenso fiir irgend eine Kraft @, dann driickt
dq die Grosse aus, um welche das mit () gleiche Gewicht ge-
hoben wird, wihrend P um dp sinkt.

Wenn wir uns daher alle Kriifte constant denken, so sagt
die Gleichung (2), dass der Zuwachs der halben Summe an
lebendiger Kraft zwischen zwei beliebigen Epochen gleich ist
der Summe der Producte der Gewichte P in ihre respectiven
Fallhohen, weniger die Summe der Producte der Gewichte Q
in die Ighen, um welche sie gehoben wurden.

Wir verstehen mit Coriolis unter Arbeitsgrisse das
Product eines Gewichts in die Héhe, um welche es sich geho-
ben oder gesenkt hat, und allgemein das Product irgend einer
Kraft in die Projection der Verriickung ihres Angriffspunktes
auf ihre Richtung. Ist die Intensitiit der Kraft veriinderlich,
g0 betrachtet man die unendlich kleinen Theile der Bewegung.
Die elementaren Arbeitsgrossen, welche denselben entsprechen,
héingen von dem Gesetz der Kraftinderung ab; und das Inte-
gral, welches ihre Summe darstellt, ist die Arbeitsgrisse der
Kraft, welche der ganzen Verriickung ihres Angriffspunktes
entspricht.
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Nennt man bewegende Arbeit diejenige, welche den
bewegenden Kniiften angehirt, und widerstehende Arbeit
die den Widerstandskriiften zukommende; dann spricht die
Gleichung (2) aus, dass der Zuwachs der halben Summe an
lebendiger Kraft gleich ist dem Ueberschuss der bewegenden
Avrbeit iiber die widerstehende.

72. Wird die Bewegung der Maschine von dem Augen-
blick ihrer Ruhe an betrachtet, so hat man v, == 0 und daher
statt der Gleichng (2):

1 X mov? =fEPdp —fZ'qu.
Folglich ist das zweite Glied immer positiv, oder die bewe-
gende Arbeit iiberwiegt die widerstehende. Beide werden
gleich, wenn die Maschine wieder zur Ruhe kommt.

Wenn die Bewegung gleichformig wird, was in der Regel
den meisten Vortheil gewiihrt, und man sie nach hergestellter
Gleichf 6rmigkeit betrachtet, dann ist das erste Glied der Glei-
chung (2) bestéindig Null, folglich auch das zweite. Die bewe-
gende Arbeit ist demnach withrend eines beliebigen Zeitintervalls
der widerstehenden gleich. Weil aber die letzte nicht allein aus
der Arbeit besteht, welche man durch die Maschine ausiiben
wollte und die Nutzeffect genannt wird, sondern noch aus
derjenigen, welche der Reibung, dem Widerstand der Mittel,
der Fortpflanzung der Bewegung auf die umgebenden Korper,
etc. entspricht, so ergiebt sich, dass bei jeder Maschine mehr
Arbeit verbraucht wird, als man mit ihr ausiibt. Die beste
ist diejenige, bei welcher der geringste Verlust stattfindet; und
der Nutzen der Maschinen besteht nur in Verwandlung aber
nicht in Vermehrung der Arbeit.

Wenn die Geschwindigkeiten constant geworden sind, dann
miissen alle Krifte sich das Gleichgewicht halten, und in der
That kommt man von

fZPdp —fEqu: 0
auf die Gleichung:
ZPdp — 2Qdg =0,
welche bei jedem im Gleichgewicht befindlichen Kriiftesystem
erfiillt wird und hier die hinreichende Bedingung dafiir ist.

73. Um die Arbeit der Reibung eines bewegten Korpers

auszuwerthen, wenn der Beriihrungspunkt immer ein anderer
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wird, muss man als ihren Angriffspunkt fiir ein unendlich klei-
nes Zeitintervall nicht den fortwithrend wechselnden Beriih-
rungspunkt befrachten, sondern es ist die Entfernung der zwei
durch dieses Intervall getrennten Beriihrungspunkte als der
vom Angriffspunkt beschriebene Weg zu nchmen. Die An-
wendung des Princips der lebendigen Kriifte verlangt, dass
die Kxyiifte wiihrend der den Verriickungen dz, dy, dz ent-
sprechenden unendlich kleinen Zeit die nimlichen materiellen
Punkte angreifen. Die tangirende Reibung darf so lange als den-
selben Punkt angreifend betrachtet werden, weil man dabei nur
um eine unendlich kleine Grosse zweiter Ordnung fehlt. Man
nimmt daher zu ihrer elementaren Arbeit das Product dieser
Kraft in die Projection der wirklichen Verriickung desjenigen
Korperpunktes auf die Tangente, welcher in dem betrachteten
Augenblick Beriihrungspunkt, war.

74. IKreignen sich Stiosse zwischen solchen Theilen der
Maschine, welche man als unelastisch betrachten darf, so fin-
det augenblicklich ein Verlust an lebendiger Kraft statt gleich
der Summe der lebendigen Kviifte, welche den von allen Punk-
ten des Systems verlorenen Geschwindigkeiten entsprechen.
Bezeichnet » die von irgend einer Masse m verlorene Geschwin-
digkeit und v die Geschwindigkeit derselben nach dem Stoss,
so haben wir, da wilhrend seiner Dauer die Integrale in (2)
sich unmerklich #ndern:

1Zme? — 1 Zmo? 4 § Emur = [ ZPdp — [ ZQdg.
Man muss folglich, um die Geschwindigkeiten v auf bestimmten
Hohen zu erhalten, eine Arbeitsgrisse ! Zmu® mehr aufwenden,
weshalb es gut ist, Stosse soviel als moglich zu vermeiden.

75. Die Bewegung einer Maschine ist entweder gleichfor-
mig oder periodisch; und wenn die Integrale der Gleichung
(2) sich iiber eine ganze Zahl Perioden erstrecken, so hat
man v = v,, folglich ist die bewegende Arbeit der wider-
stehenden gleich, wie wenn die Bewegung gleichformig wiire.
Es geniigt aber nicht, dass man dieselbe Arbeitsgrosse ausiibt,
sondern fast immer kommt es darauf an, dass dies gleichfor-
mig geschehe. Vollkommene Gleichf6rmigkeit zu erzielen ist
beinahe unméglich; doch kann man die Acnderungen der Ge-
schwindigkeit withrend einer Periode nahezu unmerklich machen.
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Das gewdhnlich angewandte Mittel besteht darin, dass man
mit der Maschine eine hinreichend betriichtliche drehbare Masse
in_Verbindung setzt. Man nimmt dieselbe, damit sie die Stiit-
zen weniger belaste, so klein als fiir den Zweck moglich und
giebt ihr deshalb die Form eines Rades (das sogenannte
Schwungrad), dessen Masse sich fast ganz an der Periphe-
rie befindet. Bezeichnet ® seine Winkelgeschwindigkeit und
u das Product seiner Masse in das Quadrat des Radius, dann
betriigt die Summe seiner lebendigen Kiifte nahezu pw?.-
Man konnte ihren Werth leicht genau ermitteln, wie auch die
Masse vertheilt wire. Die Summe der lebendigen Kriifte al-
ler anderen Maschinentheile sei Zmv?; durch @, v, mdgen die
Werthe von @, v zu einer und derselben Epoche bezeichnet
werden. Dann konnen wir die Gleichung (2) schreiben :

1 Xm(v? — np2) + J;- (@2 — @) = [(ZPdp — 2Qdq).

Nehmen wir zu Grenzen zwei solche Epochen, dass die Diffe-
renz zwischen [ ZPdp und [ X Qdq so gross wird als még-
lich. Man sieht leicht, dass dies zwei niichste von den Epo-
chen sein miissen, bei welchen die Krifte an der Maschine
im Gleichgewicht stehen; denn dariber hinaus éndern die Ele-
mente des Integrals der Gleichung ihr Zeichen. Die erste
Seite ist also dann am grossten, und die Geschwindigkeiten
haben die grosste Verschiedenheit. welcher sie filhig sind. Je
grosser nun u, desto enger ist offenbar der Spielraum, welcher
den Geschwindigkeiten gestattet bleibt, und man vermag in je-
dem Falle die angebrachte Masse so zu bestimmen, dass die
Aenderungen innerhalb hinléinglich kleiner Grenzen liegen.

Princip der kleinsten Wirkung.

76. Dieses Princip hat nur fiir solche Systeme Geltung,
auf welche die Gleichung der lebendigen Kriifte anwendbar
ist. Es besteht in Folgendem: Wenn man die Bewegungs-
grosse eines jeden Punkts durch das Element der von ihm
beschriebenen Curve multiplicirt und das Product zwischen
zwei beliebigen, fiir das ganze System gleichen Epochen in-
tegrirt, dann ist die Summe aller Integrale ein Minimum; ném-

Duhamel, Mechanik. II. 8
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lich kleiner, als wenn man durch neue Verbindungen die
Punkte zwiinge, unter dem Einfluss derselben Krifte andere
Curven zwischen den nédmlichen Endpunkten zu durchlaufen.

Um den Beweis zu fiihren, muss man zeigen, dass die
Variation Null betriigt, wenn man alle Punkte der Curven mit
Festhaltung der Endpunkte unendlich wenig variirt. Es liegt
in der -Natur dieser Summe, dass dieselbe im Allgemeinen
kein Grosstes werden kann und daher, sehr besondere Fille
ausgenommen, ein Kleinstes sein wird.

Man hat:

0 [ Emuds = [Zmd (vds) = [ Zm(dv-ds 4 vdds).

Zur Berechnung des ersten Theils setzen wir vdt statt ds;
dabei bezieht sich d¢ auf die wirklich stattfindende Bewegung.
Dadurch wird:

dv-ds = vdv-dt = 1dt0 -2
folglich:
Zmdv-ds = 1dtZmd -v%
Wir haben, wenn C eine Constante bezeichnet:
1 Zmel=9¢(@2,y,2,2,...)+ C;

und zwar muss die Form des zweiten Gliedes bei allen Bewe-
gungen, welche man betrachten mag, dieselbe bleiben, weil die

ndmlichen Kriifte wirken. Wir nehmen die Variation dieser
Gleichung und erhalten :

1Zmo-v? = {é—z&m—f—%’—)ﬁy + ete. = X (Xdz + Ydy 4 Z4z).

Zufolge der allgemeinen Gleichung der Bewegung [Gl. (1) in
Nro. 37] ist der letzte Ausdruck gleich

Zm(‘Gadn+ Ghoy + Groz)
Demnach :
d2z
Zmdv-ds = Em(dﬁ oz -|— dt2 dy -+ Waz)dt
Um den zweiten Theil zu berechnen, bemerken wir, dass
aus

ds? = da? + dy? + dz?
folgt:

bds = S28aa+ Waay 4 Lpa..
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Daher:
v&ds——dﬁdﬁ + d6 + 2218
dt dt ’
also:
Smvdds — da dy
mvdds = Zm(7dde + SLasy —f—dtdaz)

Vereinigen wir jetzt die zwei Thex]e der Variation von
Zmuvds, so kommt:

szvds_zmd(dtﬁx—}- =25 +—3z)
Die Integration giebt:

(?fﬂmvdszﬂm —6w+ —{——52‘)-—'—-0’.

Die Variationen 8z, dy, 02 sind an den Integralgrenzen Null,
weil die Endpunkte fest bleiben. Das zweite Glied ist des-
halb Null, und man hat:

G‘fﬂmvds =0,

was zu beweisen war.
Daraus sieht man, dass das Integral

fEmt:ds oder f}.’]mv?di

bei der Bewegung des Systems ein Minimum ist.

77. Wenn keine Krifte wirken, so hat man:

‘ Zmv? =k,
wo k constant ist. Deshalb:
fZ-'mvﬂdt =kt —1);

t und # bezeichnen die Zeitgrenzen. Das Integral ist ein Mi-
" nimum, folglich auch # — #. Das System riickt daher aus
einer Lage in die andere wihrend kiirzerer Zeit, als wenn man
neue Verbindungen herstellte.

Ein Punkt, der sich auf einer festen Oberfliche bewegen muss,
hat constante Geschwindigkeit, wenn keine Kraft auf ihn wirkt.
Da nun die Zeit, welche er zum Uebergang nach einer ande-
ren Stelle bedarf, ein Minimum ist, so muss auch die Linge
der durchlaufenen Linie ein Minimum sein. Dasselbe haben
wir im ersten Theil (Nr. 211) auf andere Art bewiesen.

8*



Von den Triigheitsmomenten.

78. Die Bestimmung der Bewegung eines festen Korpers
macht die Betrachtung gewisser bestimmten Integrale nothwen-
- dig, welche sich iiber den ganzen Korper erstrecken. Deshalb
wollen wir uns zungichst mit ihnen beschiftigen.

Die Korper bestehen aus Molekiilen, welche durch sehr
kleine Intervalle getrennt sind; die Materie bietet also nicht
Stetigkeit dar.. Aber wenn es sich nur um iHussere Kriifte han-
delt, so darf man den Korper in solcher Weise als ein Con-
tinuum betrachten, dass man sich jedes sehr kleine Raumtheilchen,
welehes noch eine grosse Zahl Molekiile enthalten kann, von der
Materie stetig erfiillt vorstellt, die ihm nach Maassgabe der
Dichte zukommt; alle diese Raumtheilchen schliessen sich stetig
an einander. Die dusseren Kriifte zeigen im Umfang eines
solchen Theilchens keine merkliche Verschiedenheit; wir wer-
den daher bei unserer Annahme, welche die Rechnung sehr
erleichtert, die Wirkungen auf die Theile des Korpers von
den wirklich ausgeiibten nicht verschieden finden. ‘

7. Trigheitsmoment eines Kérpers in Bezug auf
eine Gerade nennt man die Summe der Producte der Massen
aller Elemente in das Quadrat ihres Abstands von der Ge-
raden. Nimmt man sie zur z-Axe, so wird das Triigheits-
moment:

Z (22 4+ y2?) dm;
dm bedeutet die Masse des Elements mit den Coordinaten
#, y, 2, und das Integral erstreckt sich iiber die ganze Masse.
Die Triigheitsmomente in Bezug auf die Axen der y und =
sind : :
(a2 4 2 dm, X (y?-+ 2?2) dm.
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80. Ist das Triigheitsmoment in Bezug auf eine Gerade
bekannt, so kann man es leicht in Bezug auf jede Parallele
finden. 3

Nehmen wir die erste zur z-Axe; durch die zweite gehe
die Ebene der z, .

Die Entfernung beider Geraden sei « und M die Masse
des Korpers; MkE? bezeichne sein Trigheitsmoment in Bezug
auf die z-Axe. Das Moment in Bezug auf die Parallele wird
ausgedriickt durch:

Z[(z—a)y+y?]dn=2 (2?4 y?) dm — 2a Zzdm -+ Ma?,

also durch

M (k2 -+ a2) — 20 May,
wenn 2; die Abscisse des Schwerpunkts bedeutet.

81. Befiinde sich der Schwerpunkt aut der z-Axe, dann

wire #; — 0, und der vorstehende Ausdruck wiirde:
M (k2 + a?).

Man sieht, dass derselbe nur von dem Abstand a abhiingt;
weshalb das Trigheitsmoment das niimliche ist in Bezug auf
alle Erzeugungslinien eines geraden Cylinders mit kreisférmi-
ger Basis, dessen Axe durch den Schwerpunkt des Korpers
geht.

Ferner ergiebt sich, wenn man in Bezug auf irgend zwei
parallele Geraden die Triigheitsmomente nimmt, dass ihre Dif-
ferenz gleich ist der Masse des Korpers multiplicirt mit dem
Unterschied der Quadrate der Abstinde der Geraden vom
Schwerpunkt.

Endlich bemerkt man, dass von allen Parallelen zu einer
Richtung das kleinste Trigheitsmoment zu der durch den
Schwerpunkt des Kérpers gehenden gehirt.

82. Suchen wir jetzt das Trigheitsmoment in Bezug auf
irgend eine Gerade A4S, welche durch den Ursprung gefiihrt
ist unter den Winkeln e, 8, y mit den Coordinatenaxen. Hat
man dasselbe, so bestimmt sich das Triagheitsmoment leicht in
Bezug auf irgend eine Parallele, d. i. irgend eine Gerade im
Raum.
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Es seien 2, y, » die Coordinaten eines Punktes M (Fig. 7)
Fig. 7. des Korpers und dm die Masse
des Klements, welches diesen
Punkt enthilt. Fillt man M P
senkrecht auf A4S, dann wird:

MP' = aM’ —4ApP?
=+ y? -} 22

— (x cose - y cos B - 2 cosy)?

oder:

MP® — a2 sina? -+ y2sinf? + 22 siny? — 2yz cosf cosy
— 222z cose cosy — 2y cose cosf.
Bezeichnen wir das Triigheitsmoment des Korpers in Bezug

auf A8, d. i. ZMP’ dm durch @, so erhalten wir:
p == a sina? 4 b sinf2 - ¢ siny?
— 2d cosB cosy — 2e cosa cosy — 2f cose cosf3,
withrend :
Zartdm =a, XZydm =10, Zz2dm =c,
Zyzdm = d, Zzzdm —e, Zaydm =f

Die Constanten «, b, ¢, d, ¢, f werden bestimmt durch die
Natur des Korpers und seine Stellung zu den Axen.

Denken wir uns die Trigheitsmomente w in Bezug auf
alle durch A moglichen Geraden A4S berechnet, und tragen wir

1
auf jeder Geraden die ihr entsprechende Linge AN — V_Pv—_

auf, dann wird der Ort aller Punkte N eine vollkommen ge-
schlossene Oberfliiche bilden, weil AN stets reelle endliche
Werthe hat, welche stetig neben einander liegen. Um ihre
Gleichung zu finden, bezeichnet man die Coordinaten von N
mit #, y, z und erhilt:

cose = a Vu, cosﬁ:_yv_, cosy =2z Vupu,

1
—_— = a2 2 z?,
=4y +

Wenn man vermége dieser Gleichungen aus jener, welche oben
den Werth von g gab, &, 8, y, g eliminirt, so folgt:

(1) 04-c)ar+(a+-c)y2+(a4-b)e?—2dyzs — 2ex s —2fzy—=1.
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Der Ort ist daher eine Fliche zweiten Grades, deren Mittel-
punkt im Ursprung liegt, und zwar ein Ellipsoid, da kein Ra-
dius unendlich werden kann. Poinsot nennt es das Central-
ellipsoid.

Gestalt und Lage dieses Ellipsoids héingen fiir denselben
Ursprung von der Annahme der Coordinatenaxen nicht ab.
Aber die Gleichung wird einfacher, wenn man seine recht-
winkligen Axen dazu nimmt.

Nehmen wir daher an, wir hiitten dieses Axensystem ge-
withlt. Die Constanten a, b, ¢, d, e, f erhalten dadurch be-
stimmte Werthe und zwar solche, dass die Producte der Coor-
dinaten aus der Gleichung des Centralellipsoids wegfallen.
Man hat folglich:

d = O, e = 0', f: 0
oder :
Zyzdm =0, Zzzdm =0, Zaydm =0.

Demnach giebt es fiir jeden Ursprung ein solches Axen-
system, dass diese drei Integrale Null werden, welche Gestalt
auch der Korper haben mag, und selbst dann, wenn man irgend
eine Zahl von getrennten Korpern hitte. Dieses System: ist
das der Axen des Centralellipsoids und deshalb nur ein ein-
ziges, wenn dieselben ungleich sind. Sind zwei von ihnen
gleich, so bleibt die dritte Axe zwar unverinderlich, aber statt
der beiden ersten konnen wir irgend zwei rechtwinklige Ge-
raden in derselben Ebene nehmen. Sind alle drei Axen gleich,
so hat jedes durch denselben Ursprung gelegte rechtwinklige
Axensystem die bemerkte Eigenschaft.

Diese besonderen Richtungen (die Axen des Centralellip-
soids) fiihren den Namen Hauptaxen der Trigheit.

Bezeichnen A, B, C die Triigheitsmomente des Kérpers
in Bezug auf seine Hauptaxen oder die Haupttrigheits-
momente, so haben wir:

b+c¢c=4, at+e=DB, a4+ b=C;
die Gleichung (1) des Centralellipsoids wird folglich:
Az? 4+ By? + Cz2 = 1.

. 83. Das Triigheitsmoment w in Bezug auf irgend eine
durch den Ursprung gehende Axe, welche die Winkel «, g, ¢
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mit den Hauptaxen macht, wird erhalten, indem man beachtet,

L
dass der entsprechende Radius des Ellipsoids _ﬁ betriigt, dass.

also sein Endpunkt zu Coordinaten hat:
cos o cos B
W y Y= v__
Durch Einsetzen in die Gleichung des Centra.le]hpsmds findet
sich:

—

ﬁlﬂ

w = A cosa? + B cos 2 -+ C cos p2

Offenbar ist das zweite Glied grosser als die kleinste von
den Grissen A, B, € und kleiner als die grésste. Daraus sieht
man, dass das kleinste und grosste Hauptmoment zugleich das
kleinste und grosste ist unter den Momenten, welche sich
auf alle durch denselben Punkt gehende Geraden beziehen.
Dasselbe zeigt die blosse Ansicht des Centralellipsoids.

Wenn A4 = B, so wird:

p = A (cos a? -} cos 32) + C cos p?

p=A4 4 (C— 4) cosy2

Folglich sind dann die Triigheitsmomente die némlichen in
Bezug auf alle Geraden, welche durch den Ursprung gehen
und mit der ungleichen Axe gleiche Winkel machen. Dasselbe
zeigt wieder das Centralellipsoid, welches jetzt cine Umdrehungs-
fliche um die z- Axe ist.

84. THat man blos:

Zazdm =0, Zyzdm =0,

so enthiilt die Gleichung des Centralellipsoids das Product zy,
jedoch nicht die zwei anderen. Die Axe der = ist folglich eine
Hauptaxe desselben, also eine Hauptaxe der Triigheit in Bezug
anf den Coordinatenursprung.

oder:

85.  Wir wollen jetzt untersuchen, ob es Punkte giebt, fiir
welche die drei Haupttriigheitsmomente und folglich alle anderen
gleich werden. Das Centralellipsoid zu einem solchen Punkt ist
eine Kugel, und alle durch den Punkt gehende Geraden sind Haupt-,
axen. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass die zum Schwer-
punkt des Korpers gehorenden Hauptaxen Coordinatenaxen seien.

L]
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Mit a’, y’, 2/ bezeichnen wir die Coordinaten des gesuchten
Punkts. Fiihren wir durch ihn Parallelen mit den Axen der
@, y, 23 diese Parallelen sollen Hauptaxen sein zu dem Punkt
wie alle anderen durch ihn gehende Geraden. Man muss folg-
lich haben:

E2y—y)(z—2)dn=0, Z(z—=z2)(z—2")dm =0,
Z@—a)(y —y)dm=0
Der Voraussetzung nach hat man:
Zyzdm =0, ZTzzdm =0, Zzydm =0,
Zzdm =0, Zydn=0, Zzdm=0.

Die vorhergehenden Gleichungen werden daher, wenn M dle
Masse des Korpers bedeutet:

My =0, Ma'zt=0," Ma'y' = 0.

Zwei von den Grissen a2/, y’, 2/ miissen deshalb Null sein.
Setzen wir #/ = 0, y’ = 0; die Momente in Bezug auf die
neuen Axen werden dann:
A+ Mz2, B4+ M2, C.
Diese drei Werthe sollen gleich sein, welches fordert:
A=DB, A + Mz'2 = C.
Folglich miissen zwei Hauptmomente, welche sich auf den
Schwerpunkt beziehen, gleich sein; und die gesuchten Punkte
kionnen nur auf der dem dritten Moment entsprechenden Axe
liegen. Damit 2/ reell werde, muss man haben € > A4; das
dritte Moment muss daher zugleich das grisste sein. Wenn
diese beiden Bedingungen erfiillt sind, so giebt es zwei der

Aufgabe geniigende Punkte. Sie liegen in der Axe des griss-
ten Moments auf beiden Seiten des Schwerpunkts in der Ent-

fernung VC ;_/t: = von diesem.

86. Die Hauptaxen der Trigheit eines Korpers, welche
durch dessen Schwerpunkt gehen, haben die bemerkenswerthe
Eigenschaft, dass sie zu jedem ihrer Punkte Hauptaxen bleiben
und dann als zugeordnete Hauptaxen parallele mit den beiden
anderen besitzen.
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In der That, nehmen wir eine von ihnen, z. B. die der z,
und versetzen wir den Ursprung an irgend einen Punkt der-
selben; dann wird:

e=g' 4 A

Der Voraussetzung nach ist:
Zyzdm =0, Zxzdm =0, Zaydm=0.
Ferner:
Zyzdm = Zyz'dm + hZydm = Zyz'dm;
folglich:
Zyzdm = 0.
Ebenso ergiebt sich:
Zazdm =0

Legt man daher durch irgend einen Punkt einer der Haupt-
axen, welche sich auf den Schwerpunkt beziehen, Parallelen
mit denselben, so hat man Hauptaxen zu dem Punkt.

87. Trigheitsmoment eines rechtwinkligen Pa-
rallelepipeds. — Fiihren wir durch den Mittelpunkt des
homogenen Parallelepipeds drei Parallelen mit den Kanten, so
haben wir die Hauptaxen zu dem Schwerpunkt. Bezeichnen
@, b, ¢ die Kantenlingen, M die.Masse; dann werden die Trig-
heitsmomente in Bezug auf jene Axen: )

b?_’_c?) a2+cﬁ) aﬂ_!_bﬁ
M( iz ) M i) M 12 )’

wie man leicht durch Integriren findet. Das Triigheitsmoment
in Bezug auf eine Gerade, welche die Winkel «, 8, y mit den
Kanten macht und vom Mittelpunkt um die Strecke d absteht,
ist folglich:

112{ [(b2 4 ¢?) cosa? 4 (a2 - ¢?) cos B2 - (a2 - b2) cosp?] -+ Md2.

Die Trigheitsmomente in Bezug auf die Kanten sind:

M(m+cﬂ), M(f—‘a"—“f) M(u?—?i—b?).

3

88. Trigheitsmoment eines Ellipsoids. — Es
geniigt, dass man die Momente in Bezug auf die durch den
Schwerpunkt gehenden Hauptaxen der Triigheit kenne. Diese
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sind die Axen des Ellipsoids, wenn dieses homogen ist, was
wir annehmen. Die Gleichung sei:

y2 22
E—’-—E: L

Suchen wir das Trigheitsmoment in Bezug auf die z-Axe.
Der Faden iiber und unter dem Rechteck dxdy betrigt:

a2 2
2¢dxdy 1—5-—%;,
Das Moment wird daher, wenn I) die Dichte bezeichnet:
2
20fo(@2+y2) 1 ————Z—édmdy.

Dieser Ausdruck lisst sich zerlegen in

2¢D) ‘/.z-‘-’\/ — L dedy
t2en [ [/ 1-5 L deay

Den ersten Theil integriren wir nach y zwischen den

Grenzen
x? x?
l—a—,‘, und -I—b\/ l_a—ﬂ'
Das Integral
s i |} s 9y
/dy \/ b2 (1 pr Yy

zwischen diesen Grenzen ist die Fliche eines Halbkreises vom

Radius b \/ 1— z——z; es hat folglich den Werth

ilf(l_x_?

2 a2/’

Wir miissen daher nach # den Ausdruck integriren

mbel a? (1 - a:_z) dz,
a

und zwar von # — — @ bis @ = -} a; dies giebt:

Ma?

—— 3 ——

5 wbead D oder 5

wenn M die Masse des Ellipsoids bedeutet.



124 Zweiter Theil.

Die Integration des zweiten Theils liefert auf gleiche Weise

-ﬁﬁ)—. Das Triigheitsmoment in Bezug auf die z-Axe betriigt

5
daher: 4
a? 2
M(% )

Fiir die beiden anderen Axen wiirde man finden:
Sk )
u(EE), m(=55).

In dem Falle, wo @« = b = ¢, hat man
2 Ma2 el 8mDad
5 15
als Trigheitsmoment einer Kugel in Bezug auf irgend einen
Durchmesser. -

89. Lisst man den Radius « dieser Kugel um das un-
endlich kleine Stiick da wachsen, so wichst ihr Triigheits-
moment um

SxDatda.
Dieser Ausdruck stellt das Trigheitsmoment einer Kugelschale
vor vom Radius «, der Dicke da und Dichte D.

Integrirt man denselben, withrend D) eine gegebene Func-
tion von a ist, zwischen zwei Werthen R, R‘, so erhilt man
das Triigheitsmoment einer nicht homogenen Hohlkugel, deren
Dichte allein abhéingt von der Entfernung vom Centrum.

90. Triigheitsmoment eines Umdrehungskérpers.
— Betrachten wir noch den homogenen Kéorper, welcher er-
zeugt wird durch Umdrehung einer ebenen Fliche um eine in
ihrer Ebene liegende Gerade, die wir zur Axe der y nehmen,
und suchen wir sein Triigheitsmoment in Bezug auf diese Axe.
Es seien /7 (y), q)(y) die Ausdriicke der Abscissen der beiden
Curven, welche die Fliche begrenzen, und I die Dichte der
Substanz. Das Triigheitsmoment einer Scheibe, welche enthal-
ten ist zwischen zwei senkrechten Ebenen auf die Axe, die den
Ordinaten y und y -+ dy entsprechen, betrigt 2x Ddyfa3da.
Dieses Integral zwischen den Grenzen ¢ (y), /7(y) ist gleich:

ZDY (R — 9 G)0s
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welchen Ausdruck man nach y integriren muss zwischen den
Grenzen der Erzeugungsfliiche.

Ist zum Beispiel
e =0, F@)?=a*—y,
dann wird der Korper eine Kugel; und das Trigheitsmoment
erhilt den schon bekannten Ausdruck:
a
% (a2 — y2)2dy oder

—a

8x D ab
15




Bewegung eines Korpers um eine feste Axe.

91. Betrachten wir einen Kérper von bekannter Gestalt
und Dichte, welcher unverfinderlich verbunden ist mit einer
festen Axe, um die er sich frei drehen kann. Alle seine Punkte
oder nur eine endliche Zahl derselben werden durch gegebene
Kriifte angegriffen. Man soll die Bewegung bestimmen, wenn
entweder die Anfangsgeschwindigkeiten bekannt sind oder die
Momentankriifte, welche sie hervorgebracht haben.

Liegen die Kraftrichtungen nicht in senkrechten Ebenen
auf die Drehaxe, so lisst sich jede Kraft in zwei zerlegen, da-
von eine parallel zur Axe und die andere in einer senkrechten
Ebene. Die erste wird durch den Widerstand der Axe ver-
nichtet; man darf deshalb bei Untersuchung der Bewegung
von ihr absehen, und wir nehmen an, dass alle Kriifte in senk-
rechten Ebenen auf die Drehaxe wirken.

Dem Princip von d’Alembert zufolge findet Gleich-
gewicht statt zwischen den gegebenen und solchen Kriiften,
welche gleich und gerade entgegengesetzt sind denjenigen, die
den frei gedachten Punkten die Bewegung beibringen wiirden,
welche sie wirklich befolgen. Diese letzten Kriifte sind:

d2z d? d2z

S dm, Fz% dm, =%
fiir das Element von der Masse dm und den Coordinaten 2, y, 2.
Doch betrachten wir besser ihre Tangential- und Normalecom-
ponente. Die erste bewirkt den Zuwachs an Geschwindigkeit;
die zweite oder die Centripetalkraft wird durch den Wider-
stand der Drehaxe aufgehoben, weil jeder Punkt einen Kreis-
bogen beschreibt, dessen Centrum auf dieser liegt. Wir brau-
chen daher nur die Tangentialcomponente zu beriicksichtigen,

dm
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welche durch % dm vorgestellt wird, wenn v die Geschwin-

digkeit und dm die Masse des Punktes bezeichnet. Bedeutet r
dessen Abstand von der Drehaxe und f# den Winkel zweier
durch diese gelegten Ebenen, deren eine fest ist, wihrend die
andere sich mit dem Korper bewegt, so hat man:

v=r (26’ folglich %v? =7 %

Die Geschwindigkeit wird dabei als positiv betrachtet,
wenn der Winkel 6 wichst, und die Kraft, wenn sie dies zu
bewirken strebt. Das Gleichgewicht eines Kérpers um eine
feste Axe verlangt, dass die algebraische Summe der Kxiifte-
momente in Bezug auf diese Axe Null sei, wihrend man als
positiv z. B. die Momente der Paare betrachtet, welche den

Vinkel @ zu vergréssern streben, und als negativ diejenigen,
welche ihn verkleinern wollen.

Bezeichnet P irgend eine der gegebenen Kriifte und p ihre
Entfernung von der Drehaxe, so liefert das Gleichgewicht zwi-

schen den Kriiften P und — r —— 0 - folgende Gleichung:

EPp—Erz%dm::O oder X Pp — %}gﬂrﬁdm—o

wo die Summen sich iiber alle Punkte des Korpers erstrecken.

-Wir wollen mit M/2? das Triigheitsmoment des Korpers be-
zeichnen in Bezug auf eine zur Drehaxe Parallele, welche durch
seinen Schwerpunkt gefiihrt ist; M soll die Masse vorstellen.
Die Entfernung des Schwerpunkts von der Drehaxe sei I; dann
haben wir:

Zr2dm = M (k? + 12),
und die vorletzte Gleichung wird:
1) d2( __ZPp
dir T M@+ By

Die Momente der gegebenen Kriifte findern sich im All-
gemeinen mit der Lage des Korpers. Wenn diese Kriifte nicht
von der Zeit abhingen, so werden ihre Momente bekannte
Functionen von @ sein, und mittelst Integriren der Gleichung
(1) erhiéilt man 6 ausgedriickt durch ¢ und zwei Constanten.
Diese Constanten und mit ihnen die Bewegung aller Punkte
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des Korpers werden bestimmt, wenn man kennt die Werthe
von  und %% fir t = 0, also Lage und Winkelgeschwindig-

keit des Korpers beim Anfang der Bewegung.

Um die Gleichung (1) zu integriren, schreiben wir dieselbe

a0
dt2 - q) (0)'

Durch Multipliciren mit 2d6@ und Integriren von dem Anfangs-
werth 0, an kommt:

@) )_2f«p(e)de+mz

@ ist Anfangswerth der W'mkelgeschwmdlgkelt Daraus geht

hervor:
do

- .
[/26/'(p(a)da+ ?

Die Quadratur liefert ¢ als Function von (. Die dabei
eingehende Constante wird bestimmt, indem man ausdriickt,
dass gleichzeitig

dt —

= 0, 0 = 60- .

Wenn die gegebenen Kriifte solche sind, dass die Glei-
chung der lebendigen Kriifte anwendbar ist, so erhilt man aus
ihr die Formel (2) unmittelbar. Da niimlich die Geschwindig-

keit eines Punktes in der Entfernung » von der Axe r %
betriigt, so wird die Summe Xmv? gleich
S 482 diz a d? et
mr? —o oder —o Zmr

Driickt man nun auch, was hier immer méglich ist, das zweite
Glied der Gleichung der lebendigen Kriifte durch die einzige

. /A% .
Variable 6l aus, so hat man (E? als Function von 6 und
damit die Formel (2).

92. Wir wollen insbesondere den Fall eines schweren

Kérpers betrachten, der sich um eine horizontale Axe bewegt,
die wir zur Axe der y nehmen, withrend die 2 - Axe der Schwere
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entgegengesetzt sei. Der Winkel #/ werde gebildet von der
Verticalebene Y Z mit der durch die Drehaxe und den Schwer-
punkt des Korpers gefiihrten Ebene; er wachse von der posi-
tiven z- Axe gegen die positive y-Axe hin, d. h. im Sinne der
directen Bewegung in Bezug auf die Axe der positiven y. Das
Moment der Schwere an dem Element dm betrigt gzdm; denn
sie strebt den Winkel 6 zu vergrissern bei positivem  und
ihn zu verkleinern bei negativem 2. Die Gleichung (1) wird
daher:

a2 gZxdm

de T Mk D)

oder, wenn », die Abscisse des Schwerpunkts bezeichnet:

d2_0 . _9n
ez B
Man hat @, = [ sin 0; folglich:
d26 gl ;

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie jene, welche die
Bewegung eines mit dem Ursprung festen materiellen Punktes
in der Ebene X7 bestimmt. Ist ndmlich sein Abstand vom
Ursprung oder die Liinge dieses einfachen Pendels 22, so er-
hilt man als Gleichung seiner Bewegung:

@i _ g
di2 — R
Sie wiirde aus (3) hervorgehen, wenn man sich die ganze
Masse vereinigt dichte in einem Punkt in der Entfernung R
von der Axe. Beide Gleichungen werden identisch, indem man
setzt :

sin 0.

R:kz"g‘”:u-";.

Lisst man zugleich die Anfangswerthe von / und % fiir den

Korper und das einfache Pendel iibereinstimmen, so wird die
Bewegung beider bestindig dieselbe sein. Die Bewegung eines
schweren Korpers um eine feste Axe ist somit auf die Pendel-
bewegung zuriickgefiihrt, auf welche wir hinweisen.

Duhamel, Mechanik, II 9
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93. Wenden wir auf diesen Fall die Gleichung der leben-
digen Kxiifte an. Die Componenten der irgend ein Massen-
element dm angreifenden Kraft sind X—0, Y=0, Z—=— gdm;
die Gleichung der lebendigen Kriifte giebt daher:

%(:—)2 Zmr? = — 2X[gdmdz = — 2gZzdm + C.

Bezeichnet z; das z fiir den Schwerpunkt des Korpers, so

hat man:
Xedm = Mz — MI cos.

Setzen wir wie vorher

Zmrt = M(k? 4 1?)
und bestimmen die Constante €' durch die Bedingung, dass 6,
und © die Anfangswerthe von ¢ und % seien; dann erhal-

ten wir

(% e 162—2_5{_1—1_) (costh — costly) + w?
als erstes Integral der Gleichung (3). Die Rechnung wird wie
in der Pendeltheorie zu Ende gefiihrt.

Wenn die feste Axe nicht horizontal ist, so braucht man
blos die Schwere zu zerlegen und hat dann wieder eine auf
den Richtungen der Krifte senkrechte Drehaxe.

94. Ein fester Korper, der um eine horizontale Axe
schwingt, heisst ein zusammengesetztes Pendel. Unter
seiner Linge versteht man die Linge desjenigen einfachen
Pendels, welches gleiche Bewegung mit ihm hat. Die Liinge
des betrachteten zusammengesetzten Pendels betriigt daher

k2 . . . .
I+ T Sie #ndert sich nicht, wenn man den Kérper um die

durch den Schwerpunkt gefithrte Parallele zur Axe dreht;
denn [ und % bleiben ungeéindert.

Man nennt Schwingungspunkt eines zusammengesetz-
ten Pendels jeden Punkt desselben oder jeden fest damit ver-
bundenen Punkt, dessen Bewegung gerade so geschieht, als ob
er allein wire und sich um die Drehaxe bewegte durch die
Wirkung der Schwere. Hiernach sind alle jene Punkte Schwin-

gungspunkte, welche sich auf der in der Entfernung l—i—%z
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Zur Axe Parallelen befinden, die enthalten ist in der durch die
Axe und den Schwerpunkt des Kiorpers gefiithrten Ebene; sie

liegen um das Stiick -’;—2 unterhalb des Schwerpunkts. Einige

Schriftsteller nennen insbesondere denjenigen von ihnen den
Schwingungspunkt, welcher auf der Verticalen durch den
Schwerpunkt liegt.

Die Abstiinde des Schwerpunkts von der Drehaxe und von
der Linie der Schwingungspunkte geben das Product %2; also
wird, wenn man den Korper umkehrt, d. h., seinen Schwer-

02
punkt um das Stiick AT unterhalb der Drehaxe nimmt, die-

jenige Gerade zur Linie der Schwingungspunkte werden, welche
um ! unter dem Schwerpunkt liegt. Die Pendellinge ist dann
noch dieselbe, folglich auch die Bewegung.

Pendellinge und Bewegung bleiben ferner ungeiindert,
wenn man statt der Drehaxe irgend eine Parallele in gleicher
Entfernung vom Schwerpunkt nimmt, denn ! und 42 &ndern
sich dadurch nicht.

Allgemein ist die Bewegung dieselbe um alle Axen, welche
fiir das Pendel gleiche Liinge geben. Bezeichnet man durch !
den Abstand irgend einer Drehaxe vom Schwerpunkt, durch
a, #, y die Winkel ihrer Richtung mit den zu diesem Punkt
gehirigen Hauptaxen der Triigheit, durch 4, B, C die Haupt-
triigheitsmomente; so hat man als Tridgheitsmoment des Kor-
pers in Bezug auf die durch den Schwerpunkt gelegte Parallele
zu dieser Drehaxe:

MFk? = Acosa? -+ Beosf2 4+ Ceosy?s
die Pendelldnge Z—{——kTﬂ betriigt folglich:

Acosa? + Beosp2 - Ceosy?
1+ i .

Diese Linge kann fiir unendlich viele Geraden dieselbe blei-
ben, da e, #, ¥, ! nicht bestimmt sind.

95. Will man wissen, um welche Axe die Schwingung
in der kiirzesten Zeit geschieht, so hat man diejenigen Werthe
zu suchen, welche die Unbestimmten «, 8, ¢, I annehmen miis-

sen, damit die Pendellinge ein Minimum werde.
9‘
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Unter einem System paralleler Axen, fiir welche %2 con-
stant ist, entspricht dem Werthe [ — % diejenige, welche die

2
Pendelléinge Z—]—% zu einem Minimum macht; diese Linge

betriigt dann 2k. Sie wird am kleinsten, wenn % den kleinsten
Werth hat. Hiernach fillt die Schwingungszeit am kiirzesten
aus, wenn die Drehaxe parallel lduft mit der Axe des zum
Schwerpunkt gehérigen kleinsten Triigheitsmoments, und wenn
ihre Entfernung % von dieser Axe gleich ist der Quadratwur-
zel aus dem Quotienten dieses Moments durch die Masse des
Korpers.

Bewegung eines Kérpers um eine Axe durch eine
Momentankraft.

96. Wir haben die Drehung eines Kérpers um eine feste
Axe bestimmt, indem wir seine anfiingliche Lage und Winkel-
geschwindigkeit als bekannt voraussetzten. Wir wollen. jetzt
bestimmen, welche Winkelgeschwindigkeit der Korper annimmt,
wenn er wihrend einer sehr kleinen Zeit der Wirkung einer
Kraft unterliegt, die unterdessen einem freien materiellen Punkt
eine bekannte Bewegungsgrosse ertheilen wiirde.

Wir zerlegen sie in zwei Kxiifte, davon eine parallel zur
Axe und die andere in einer senkrechten Ebene; die letzte ist
es allein, welche die Bewegung hervorbringt. Ihren Werth
bezeichne P und p ihre Entfernung von der Drehaxe. Das
Princip von d’Alembert liefert:

o XZr2dm = Pp,
wenn @ die Winkelgeschwindigkeit bedeutet. Hieraus folgt
mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen:
N ¥
T Mk 12y
Nachdem die durch die Momentankraft erzeugte Geschwindig-
keit bekannt ist, bestimmt sich die Bewegung nach dem Vor-
hergehenden. Die Gleichung (1) giebt, wenn weiter keine

@

2
Kraft den Korper angreift, %ii:o, oder die Winkelgeschwin-
digkeit bleibt dann constant.
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97. Nehmen wir an, die Anfangsgeschwindigkeit werde
hervorgebracht durch den Stoss eines Punktes von der Masse w
und Geschwindigkeit v, die gerichtet sei in einer auf die feste
Drehaxe senkrechten Ebene nach einer Geraden, welche von
der Axe um das Stiick / absteht. Die Masse w mdge sich
mit dem Ké&rper verbinden in dem Punkt, wo sie ihn trifft;
I sei dessen Abstand von der Drehaxe.

Man zerlege die Geschwindigkeit v nach dem Radius und
der Tangente des Kreises, den der gestossene Punkt um die
Axe beschreibt; die erste Componente wird zerstort, und die
of
_]1_1
digkeit des Systems nach dem Stoss, dann hat die Masse g
f

durch Reaction des Kérpers an Geschwindigkeit verloren E}-
(]

zweite hat den Werth Bezeichnet @ die Winkelgeschwin-

—ho;

die entsprechende Bewegungsgrosse betriigt ?j,—{‘ - hm). Eine

so grosse Momentankraft hat folglich der Masse u entgegen-
gewirkt; und da Wirkung und Gegenwirkung gleich sind, so
ist dieser Ausdruck auch das Maass der Momentankraft, welche
auf den Kérper gewirkt hat. Somit sicht man sich in dem
vorher betrachteten Fall und erhilt:
wh (%f == hm) — wXr2dm, daher @ — Mﬂ——%vm

Der Nenner ist das Triigheitsmoment des Korpers und der mit
ihm verbundenen Masse. Bezieht man die Summe auf beide,
s0 darf man schreiben:

",

T Zridm’
Wenn statt eines Korpers beliebig viele mit den Massen
w, w, w’, ete. und den Geschwindigkeiten v, v/, v, ete. in
demselben Augenblick stossen, wihrend die Abstinde der Ge-
schwindigkeitsrichtungen von der Drehaxe f, f*, f/, etc. be-
tragen, und wenn alle Kérper sich mit dem gestossenen ver-
binden, so erhilt man:
= _wof 4 o' 4 ete.
i Zrzdm !
wo das Trigheitsmoment sich iiber alle verbundenen Kérper
erstreckt.
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98. Stoss gegen die Drehaxe. — Die Momentan-
kraft, welche den Korper in Bewegung versetzt, bringt eine
Erschiitterung der festen Axe hervor, die man kennen muss
und welche von den Kriiften herrithrt, die sich mit Hiilfe des
Widerstands der Axe das Gleichgewicht halten. Nehmen wir die
Drehaxe zur Axe der z und zur Ebene der z, y diejenige
darauf senkrechte Ebene, welche durch den Angriffspunkt der
Kraft geht. Wir zerlegen diese in zwei Kriifte; davon soll
eine, Z, parallel zur Drehaxe sein und die andere, P, welche
X, Y zu Componenten hat, in der Ebene XY liegen.

Gleichgewicht findet statt zwischen X, Y, Z und dem Sy-
stem der auf alle Elemente des Korpers sich beziehenden

Kyiifte — dm fz—'f, —dm =+ dabei ist zu beach-

d
d J
ten, dass Cé—i: 0, weil die Bewegung um die z-Axe ge-
schieht.

Das Element dm habe die Coordinaten , y, z und den
Abstand » von der Drehaxe; 6 seli der Winkel, den die z-Axe

bildet mit der Projection von r auf die Ebene XY, und o die
erzeugte Winkelgeschwindigkeit. Man hat:

o = rcostl, y = rsinf, ‘ZG
und erhilt durch Differenziiren:
de . .dO dy o da. dy
= smUdt 3 =" os(idt oder —— T =0 ;=0
Daher
B P iy~ P s d
— dm = = oydm, — dm —+ = — ozdm.

Wenn man statt aller im Gleichgewicht stehenden Kriifte
drei nach den Coordinatenaxen gerichtete und drei Kriifte-
paare setzt, deren Axen in denselben Richtungen liegen, so
sind die Krifte: y

' X+ oMy, Y—oMz, Z;
2y, iy gehdren dem Schwerpunkt an. Die Momente der Paare
werden ausgedriickt durch:
bZ+wZzzdm, —aZ+ wZyzdm, a¥ —bX — o0 Zr2dm;
«, b stellen die Coordinaten des Angriffspunktes der Kraft vor.

Das letzte Moment ist Null wegen des Gleichgewichts
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um die feste Drehaxe. Die Wirkungen, welche sie auszuhal-
ten bat, rithren darum nur her von den zwei anderen Paaren
und den drei Kriften.

99. Mittelpunkt des Stosses. — Suchen wir jetzt
die Bedingungen, unter welchen die feste Axe keinen Stoss
erleidet. Dazu ist erforderlich, dass unabhiingig von dersel-
ben das Gleichgewicht des d’Alembert’schen Princips statt-
finde, dass also die nach den Axen gerichteten Kriifte und die
in den Coordinatenebenen liegenden Paare Null seien. Wenn
man der Einfachheit wegen die Ebene der z, z durch den
Schwerpunkt des Korpers fithrt und ausserdem das Coordina-
tensystem der Nr. 98 beibehiilt, so muss man demnach ha-
ben, weil jetzt y; Null ist:

B 0 Xl Teio i,
Zgzdm = 0, Zyzdm =0, a Y = o Zr2dm.

Die vierte und fiinfte Gleichung zeigen, dass die Dreh-
axe eine von den zu dem Coordinatenursprung gehérenden
Hauptaxen der Trégheit sein muss. Die erste und zweite sa-
gen, die Kraftrichtung miisse senkrecht stehen auf der durch
die Drehaxe und den Schwerpunkt des Kérpers bestimmten
Ebene.

Um den Abstand a zu finden, welchen die Richtung der
Momentankraft von der Drehaxe haben muss, entnimmt man
. aus der dritten Gleichung den Werth fiir @ und setzt diesen
in die sechste; dadurch erhélt man:

Zr2dm
a = .
' Mz
‘Bezeichnet Mk? das Trigheitsmoment des Kérpers in Bezug
auf eine zur Drehaxe Parallele durch den Schwerpunkt, so
geht diese Gleichung iiber in:

k2
a = & + .1‘,'_1‘
Demnach muss a gleich sein dem Abstand der Drehaxe vom
Schwingungspunkt *) des Kiorpers um dieselbe.

*) Diese Bezeichnung wird hier ausgedehnt auf den Fall einer nicht
horizontalen Axe.
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Damit die Drehaxe keinen Stoss erleide, so ist hiernach
nothwendig und hinreichend:

1) Dass die Kraftrichtung senkrecht stehe auf der die
Drehaxe mit dem Schwerpunkt des Korpers verbindenden
Ebene.

2) Dass die Drehaxe eine Haupttriigheitsaxe des Kor-
pers sei in Bezug auf ihren -Durchschnittspunkt mit der auf
ihr senkrechten Ebene, welche die Kraftrichtung enthilt.

3) Dass die Entfernung der Kraft von der Drehaxe eben-
so gross sei als der Abstand des Schwingungspunktes des
Korpers um diese Axe.

Die letzte Bedingung zeigt die Unmiglichkeit, wenn der
Schwerpunkt auf der Drehaxe liegt; denn die Kraft miisste
dann in unendliche Entfernung riicken.

Der Durchschnittspunkt der Kraftrichtung mit der durch
die Drehaxe und den Schwerpunkt gehenden Ebene wird Mit-
telpunkt des Stosses genannt; er liegt auf der Linie der
Schwingungspunkte.

Man konnte umgekehrt den im Drehen um die Axe be-
griffenen Korper plotzlich einhalten vermége einer den Mittel-
punkt des Stosses angreifenden Kraft, ohne dass dadurch ir-
gend eine Wirkung auf die Drehaxe ausgeiibt wiirde, wenn
die angegebenen Umstiinde stattfinden.

100. Hitte man nur:

Zeedm =0, Zyzdm =0, Z = 0;

dann wire der von der Axe auszuhaltende Stoss, wie aus
Nro. 98 hervorgeht, eine durch den Ursprung gehende Kraft.
In diesem Falle erzeugt daher die Momentankraft, wenn blos
der Ursprung fest ist, eine Anfangsdrehung um die z-Axe,
als ob diese fest wire. Ebenso verhilt es sich, wenn man ir-
gend eine Zahl Momentankriéfte in derselben Ebene hat; denn
mit Hiilfe des festen Punktes lassen sie sich immer auf eine
einzige reduciren.

101. Druck auf die Drehaxe withrend der Be-
wegung. — In jedem Augenblick verursacht das Gleichge-
wicht des d’Alembert’schen Princips Drucke auf die Dreh-
axe, welche wir berechnen wie in dem Falle einer Momentan-
kraft den Stoss.

Es scien Xdm, Ydm, Zdm die Componenten der das
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Element dm angreifenden stetigen Kraft. Gleichgewicht be-
steht zwischen allen Kriften :
Xdm, Ydm, Zdm

und allen:

d2x d? d?z

— o dm, — Zhdm, — X dm.

Die letzte Kraft ist Null, weil die Drehung um die z-Axe
geschieht.

Der Abstand irgend eines Punktes des Korpers von der
Drehaxe sei r; der Winkel der 2-Axe mit der Projection von
r auf die Ebene der z, y sei # und @ die Winkelgeschwindig-
keit. Man hat:

& =rcosll, y = rsinf, .. o;
dt ’
daher:
d2z d?
w:—mﬂm—y%, ﬁ:—m@#»w%?

Setzt man wieder statt aller sich das Gleichgewicht hal-
tenden Kriifte drei nach den Axen gerichtete und drei Paare
in den Coordinatenebenen, so werden die Kriifte:

EXdm 4 @ Mz, + My, %‘;’—,

ZYdm + oMy, — Ma, %’,

X Zdm.
Die Momente der Paare, deren Axen beziiglich nach den
Axen der z, y, z gerichtet sind, betragen:

EWyZ —zY)dm — e Zyzdm +

do

di
22X — aZ)ydm + o?Zazdm + %ﬁ?’ Zyzdm,

X xzdm,

Z(zY — yX)dm _(fj_c: Zrrdm.

Das letzte Moment ist Null wegen des Gleichgewichts; daher
deo
dt
Axe wird daher in jedem Augenblick hervorgebracht durch
die beiden anderen Paare und die an den Ursprung versetz-
ten Krifte.

= 0, wenn keine stetige Kraft wirkt. Der Druck auf die
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102. Permanente Drehaxen. — Nehmen wir an, die
z-Axe sei eine zum Coordinatenursprung gehirende Haupt-
triigheitsaxe des Korpers; dann ist

Zzzdm = 0, Zyzdm = 0.
Ferner wirke keine #ussere Kraft. Der Druck auf die z- Axe
ist jetzt bestiindig durch den festen Ursprung gerichtet. Des--
halb braucht diese Axe nicht fest zu sein, sondern die Dre-
hung, wenn sie um dieselbe begonnen hat, fahrt nothwendig
so fort, als ob sie fest wire.

Somit kommt jedem mit einem Korper fest verbundenen
Punkt, den man fest macht, die Eigenschaft zu, dass wenn
der Kérper sich anfinglich dreht um eine zu dem Punkt ge-
horende Haupttriigheitsaxe und keine Kraft wirkt, die Dre-
hung um diese Axe gleichférmig fortfihrt, als wenn sie fest
wire. Dies findet fiir keine andere Axe statt. Die drei
Hauptaxen der Trigheit zu dem festen Punkt heissen deshalb
permanente Drehaxen.

Ist der Schwerpunkt des Korpers Ursprung, so hat man
2y = 0, y; — 0, wodurch die an ihn versetzten Krifte Null
werden, weshalb dieser Punkt nicht fest zu sein braucht. Man
folgert daraus:

Wenn ein ganz freier Kérper sich um eine zu
seinem Schwerpunkt gehdrende Haupttrigheits-
axe dreht und keine Kraft auf ihn wirkt, so setzt
er seine Drehung um diese Axe gleichférmig fort.

Die drei permanenten Drehaxen in Bezug auf den Schwer-
punkt werden natiirliche Drehaxen genannt.

Anfangsbewegung eines Kérpers, welcher einen
festen Punkt hat, und auf den Momentankrifte
wirken.

103. Die den Korper gleichzeitig angreifenden Momen-
tankriifte mogen sein, welche sie wollen, man kann sie immer
zusammensetzen in eine durch den festen Punkt gehende Kraft
und ein Paar. Die Kraft wird zerstort und die Bewegung
durch das Paar allein hervorgebracht. Zerlegen wir dasselbe
in drei andere, deren Axen gerichtet seien nach den zu dem
festen Punkt gehtrenden Haupttriigheitsaxen des Korpers.



Dynamik. 139

Nehmen wir diese zu Axen der #, y, # und bezeichnen durch
L, M, N die Momente der drei Seitenpaare.

Wir wissen aus Nro. 41, dass die durch jeden Punkt des
Korpers erlangte Geschwindigkeit erhalten werden kann durch
Zusammensetzen der Geschwindigkeiten, welche jedes Seiten-
paar fiir sich hervorbringen wiirde.

Das Paar L liegt in einer senkrechten Ebene gegen die
Gerade, die in Bezug auf ihren festen Durchschnittspunkt mit
der Ebene Haupttriigheitsaxe ist. Es erzeugt daher nach
Nro. 100 eine Drehung um diese Axe. lhre Winkelgeschwin-

digkeit betriigt -ﬁ- nach Nro. 96, wenn A das Trigheitsmoment

des Korpers in Bezug auf die - Axe vorstellt.

Bedeuten B, C seine Triigheitsmomente in Bezug auf die
Axen der y und 2, so bewirken die zwei anderen Paare Dre-
hungen um diese Axen, deren Winkelgeschwindigkeiten durch

M N . .
— ausgedriickt werden. Wir haben daher, wenn o, ®’, @’

B C
die Winkelgeschwindigkeiten bezeichnen:
i 2 M oA

Diese drei Bewegungen miissen zusammengesetzt werden
nach den Regeln fiir geometrische Bewegungen. Daraus resultirt
eine Anfangsdrehung mit der Geschwindigkeit V @2 + 0’2 -} 0/2
um diejenige Axe, deren Richtung mit den Coordinatenaxen Win-
kel a, B, y macht, deren Cosinus mit @, o, @/ proportional sind.

Die Gleichung des Centralellipsoids ist:

Az? + By? + C2? = 1.
Der conjugirte Durchmesser in demselben zu der Ebene

Lz + My+ Nz=0
bildet mit den Axen Winkel, deren Cosinus proportional sind
L MN
ABC
der dieser Ebene zugeordnete Durchmesser.

Eine Senkrechte auf dieselbe Ebene macht mit den Axen
Winkel, deren Cosinus sich verhalten wie L, M, N. Sie ist
deshalb die Axe des stossenden Kriiftepaares, und dieses liegt
in der Ebene. Somit hat man folgenden Lehrsatz:

den Grossen Die anfingliche Drehaxe ist daher
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Die anfiingliche Axe der Drehung eines Kgr-
pers mit einem festen Punkt, welche durch ein Mo-
mentankridftepaar hervorgebracht wird, ist der
der Ebene dieses Paares zugeordnete Durchmes-
ser in dem Centralellipsoid, welches zu dem fes-
ten Punkt gehort.

Zweifache Bewegung eines freien Kérpers.

104. Wenn ein Korper sich frei bewegt in Folge an-
fanglicher Stisse und beliebiger stetigen Kriifte, so kann man
seine Bewegung withrend eines jeden unendlich kleinen Zeit-
intervalls betrachten als zusammengesetzt aus Verschiebung
und Drehung.

Zu dem Ende nehme man irgend einen Punkt des Kor-
pers und ertheile dem System eine solche Bewegung, dass je-
der Punkt desselben eine unendlich kleine Gerade beschreibt,
welche gleich und parallel ist der von dem betrachteten Punkt
wirklich beschriebenen. Dann halte man - diesen Punkt fest
und drehe den Korper so lange, bis jeder Punkt die Lage
eingenommen hat, welche er am Ende des unendlich kleinen
Intervalls einnehmen soll.

Man kann den Punkt, dessen Bewegung jeden Augenblick
die Verschiebung des K&rpers bestimmen soll, nach Belieben
withlen, nur muss er fest mit dem Korper verbunden sein;
aber es gewihrt grossen Vortheil, wenn man den Schwerpunkt
nimmt.

Denn wir haben gezeigt, dass derselbe sich so bewegt,
als wenn die ganze Masse des Korpers darin vereinigt wiire
und alle Kriifte an ihn versetzt wiirden. Man kennt daher
sogleich Richtung und Grésse der ihm zukommenden Anfangs-
geschwindigkeit.

Um die Anfangsbewegung des Korpers vollstindig zu
kennen, denken wir uns alle gegebenen Kriifte reducirt auf
eine den Schwerpunkt angreifende Kraft und ein Paar. Be-
stimmt man die beiden Bewegungen, welche Kraft und Paar
getrennt hervorbringen wiirden, und setzt dieselben fiir jeden
Punkt zusammen, so erhilt man nach Nro. 41 die durch gleich-
zeitige Wirkung aller Kriifte erzeugte Anfangsbewegung.
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Die den Schwerpunkt angreifende Mittelkraft kann zer-
legt werden in Krifte, welche parallel und an allen gleichen
Massenelementen des Kérpers gleich sind; sie ertheilt folglich
allen Punkten gleiche und parallele Geschwindigkeiten oder
bewirkt gemeinsame Verschiebung.

Das mittlere Paar kann den Schwerpunkt nicht verriicken,
denn die beiden Krifte, an ihn versetzt, zerstéren sich. Die
Bewegung, welche das Paar erzeugt, bleibt daher dieselbe,
wenn man den Schwerpunkt fest macht. Dann aber darf man
die Resultantkraft einfiihren, da sie durch den festen Punkt
zerstort wird, und auf diese Weise hat man das System aller
gegebenen Krifte. Man kann daher die Anfangsdrehung so
auffassen, als ob sie hervorgebracht wiirde durch die in ihren
respectiven Angriffspunkten auf den Kérper wirkenden Stoss-
kriifte, withrend dessen Schwerpunkt befestigt wiire.

Somit haben wir folgenden ersten Lehrsatz:

Man kann die Geschwindigkeiten, welche alle
Punkte eines freien Korpers augenblicklich an-
nehmen, betrachten als Resultanten der Geschwin-
digkeiten, welche zwei von einander unabhéngigen
Bewegungen angehdren: nimlich einer Verschie-
bung, bewirkt durch die an den Schwerpunkt ver-
setzten Stosskrifte, und einer Drehung, bewirkt
durch das System der gegebenen, den Korper an-
greifenden Krifte, wenn der Schwerpunkt befes-
tigtist.

Durch diesen Satz sind wir im Stande, die Anfangshewe-
gung eines Kéorpers vollstindig zu bestimmen, denn wir haben
ihre Bestimmung um einen festen Punkt gelernt.

Was die fernere Bewegung betrifft, so bewegt sich der
Schwerpunkt stets so, als ob alle Masse in ihm vereinigt wiire
und alle stetigen Kriifte ohne Aenderung ihrer Grisse und
Richtung daran versetzt wiirden. Diese Krifte hingen aber
im Allgemeinen von der Lage der Punkte und dadurch von
der Drehung ab; weshalb man die Bewegung des Schwer-
punkts nicht getrennt berechnen kann, den Fall ausgenommen,
wo die Kriifte constante Griossen und Richtungen haben wie
z. B. die Schywere. :

Uebrigens bleibt der Lehrsatz auch fiir die stetigen Kriifte
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wahr. In der That, betrachten wir den Korper in irgend einem
Augenblick. Man kann sich denken, dass er aus der Ruhe
hervorginge, indem solche Momentankrifte auf ithn wirkten, wel-
che jedem Punkt die Geschwindigkeit ertheilen wiirden, die er
hat, und ausserdem noch die stetigen Kriifte. Die letzten bringen
withrend eines unendlich kleinen Zeitintervalls nur unendlich
kleine Geschwindigkeiten hervor und kénnen betrachtet werden
als Momentankriifte, welche am Anfang eines jeden unendlich
kleinen Intervalls wirken. Nach dem in Nro. 41 enthaltenen
Princip hat man die Geschwindigkeiten, welche beide Kriifte-
systeme getrennt hervorbringen, zu bestimmen und sie nachher
zusammenzusetzen. Das erste System bewirkt die Bewegung,
welche in dem betrachteten Augenblick wirklich stattfand. Das
zweite erzeugt eine unendlich kleine Verschiebungsgeschwindig-
keit, die man dadurch erhilt, dass man alle stetigen Kriifte
an den Schwerpunkt versetzt, und ferner eine Drehung um
den fest gedachten Schwerpunkt, indem alle Kriifte wirken, wie
sie gegeben sind.

Denkt man sich daher durch den Schwerpunkt
des Korpers drei rechtwinklige, parallel zu sich
bleibende Axen, so bewegt sich ihr Durchschnitts-
punkt so, als ob die ganze Kérpermasse in demsel-
ben vereinigt wire und alle momentanen sowie ste-
tigen Krifte daran angriffen. Die Bewegung des
Kérpers in Bezug auf diese Axen ist dieselbe, als
wenn ihr Durchschnittspunkt fest wire und alle
Kréfte an denselben Angriffspunkten und gerade
sowirkten wie bei der wirklichen Bewegung.

105. Anwendung auf das schwere Ellipsoid. —
Nehmen wir an, ein homogenes Ellipsoid empfange einen Stoss,
dessen Richtung enthalten sei in der Ebene zweier seiner
Haupttriigheitsaxen in Bezug auf den Schwerpunkt, welche
seine rechtwinkligen Axen sind. Darauf werde das Ellipsoid
der Wirkung der Schwere iiderlassen. Bezeichne wv die Be-
wegungsgrsse, welche die Momentankraft misst, und £ den Ab-
stand der Kraftrichtung vom Mittelpunkt; &, ¢ seien die beiden
Halbaxen, in deren Ebene die Kraftrichtung liegt, « die dritte
Halbaxe; M bedeute dic Masse des Ellipsoids und V die An-
fangsgeschwindigkeit seines Schwerpunkts.
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Der Schwerpunkt, d. i. hier das Centrum des Ellipsoids
bewegt sich so, als wenn die Masse M in demselben vereinigt
wiire und anfiinglich die Kraft w» auf ihn wirkte sowie nachher
die Schwere. Er erhilt daher zuerst die Geschwindigkeit:

__ b
'=w
nach paralleler Richtung mit der des Stosses, und folglich be-
schreibt er eine diese Richtung tangirende Parabel, deren
Gleichung sich berechnet wie fiir einen freien Punkt.

Um die Bewegung des Ellipsoids in Bezug auf drei durch
seinen Schwerpunkt mit festen Richtungen parallele Axen zu
erhalten, denke man sich den Schwerpunkt fest und lasse
Stosskraft und Schwere wirken. Die Schwere kann ausser
Acht bleiben, weil der Schwerpunkt fest ist, und man hat blos
die durch den Stoss bewirkte Drehung zu bestimmen. Die
Stosskraft liegt in einer senkrechten Ebene auf eine Gerade,
welche Haupttriigheitsaxe ist in Bezug auf ihren festen Durch-
schnittspunkt mit der Ebene. Daher findet die Drehung ohne
Ende gleichférmig um diese Axe statt. lhre Winkelgeschwin-
digkeit @ wird dadurch erhalten, dass man das Moment v/
der Kraft theilt durch das Triigheitsmoment des Korpers in
Bezug auf die Drehaxe. Daher:

o — Suvf
M6+ e2)
oder durch Einfithren der Anfangsgeschwindigkeit V' des
Schwerpunkts:
_ 5vf

Die Drehaxe riickt parallel fort, und der Korper dreht
sich gleichfrmig um dieselbe. Ihre Lage ist bekannt, weil
man die Bewegung des Schwerpunkts kennt. Es bestimmt
sich daher leicht die Lage aller Punkte des Ellipsoids fiir ir-
gend einen Augenblick.

Hat man eine volle oder hohle Kugel, die entweder homo-
gen ist oder aus homogenen concentrischen Schichten besteht, dann
ist jeder Durchmesser eine Hauptaxe der Triigheit. Die Drehung
geschieht um denjenigen, welcher senkrecht steht auf der durch
das Centrum und die Richtung der Stosskraft gefiihrten Ebene,
und die Richtung dieser Drehaxe bleibt parallel zu sich selbst.
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Die Drehung einer solchen Kugel wird nicht geéindert,
wenn alle ihre Punkte gegen andere durch Krifte hingezogen
werden, welche den Massen und einer Function der Entfer-
nung proportional sind, weil die Resultante der durch irgend
einen Punkt auf die ganze Kugelmasse ausgeiibten Wirkungen
durch ihren Schwerpunkt geht. Dies wiirde aber nicht mehr der
Fall sein, wenn der Korper noch so wenig von der Kugel-
form verschieden wire, was z. B. bel der Erde stattfindet.



Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt.

106. In den Vorbemerkungen ist der Bewels dafiir
enthalten, dass jede Verriickung eines starren Systems, wel-
ches einen festen Punkt hat, erzielt werden kann vermége
Drehung um eine gewisse durch diesen Punkt gchende Axe;
was nicht hindert, dass dasselbe auf unzihlig viele andere Ar-
ten moglich ist. Daraus folgte, jede stetige Verriickung lasse
sich hervorbringen durch eine Folge unendlich kleiner Dre-
hungen um stetig variirende Axen. Dort wurden nur bequeme
Verfahrungsarten beabsichtigt, um gegebene Versetzungen zu
erreichen ohne Riicksicht auf ihre Ursachen; bei verschiede-
nen Gelegenheiten haben wir mit Nutzen davon Gebrauch ge-
macht. Wir wollen uns jetzt mit Bestimmung der wirklichen’
Bewegung eines Korpers beschiftigen, der einen festen Punkt
hat und auf den gegebene Krifte wirken.

Hierzu withlen wir drei rechtwinklige Geraden, welche
durch den festen Punkt gehen und unveréinderlich mit dem
Kérper verbunden sind. Die Aufgabe kommt auf Bestimmung
der Bewegung dieser Geraden hinaus. Ihre Lage bestimmt
sich, wie man in den Vorbemerkungen gesehen hat, entweder
durch die Winkel, welche jede von ihnen mit drei festen recht-
winkligen Axen macht, oder vortheilhafter durch drei andere
Winkel.

Zuniichst betrachten wir Hiilfsgrissen zur Bestimmung der
Verriickung, welche die drei mit dem Korper fest verbundenen
Axen wihrend unendlich kleiner Zeit erleiden. Wiiren diese
Grossen allgemein bekannt, so konnte man durch Integration
von einer Lage auf irgend eine andere iibergehen.

Bezeichnen X;, Y;, Z; die Axen in irgend einer Lage
und X’, Y/, Z ihre unendlich nahe Lage nach der Zeit dt.
Die neue Lage ist bestimmt, wenn man die Winkel kennt,

Duhamel, Mechanik. IL 10
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welche jede der Axen X/, V', Z mit X;, Y], 7; macht, oder
nur die Cosinus derselben; und diese wollen wir einfithren.
Die drei Winkel X; X*, ¥; ¥, Z; Z’ sind unendlich klein von
der ersten Ordnung; ihre Cosinus sind daher gleich der Ein-
heit mit Vernachlissigung der unendlich Kleinen zweiter Ord-
nung. Demnach bleiben sechs unendlich kleine Cosinus der
ersten Ordnung zu bestimmen, da ihre Winkel sich vom rech-
ten um unendlich Kleine dieser Ordnung unterscheiden. Man
erkennt leicht, dass dieselben zu zwei gleich und entgegenge-
setzt sind. In der That, die Ebene Z*X’ z. B. ist unendlich
wenig geneigt gegen Z, X, ; die Projection von Z' X’/ auf Z; X;
ist daher ein rechter Winkel, wenn man die unendlich Kleinen
zweiter Ordnung wegliisst. Ebenso hat man die Winkel Z/X;,
X'Z, als ihren Projectionen gleich zu betrachten. Sie ergiin-
zen sich folglich zu zwei Rechten und haben deshalb gleiche
und entgegengesetzte Cosinus. Gleiches gilt von den vier an-
deren Winkeln; daher:

cos Y Z, — — cos Z' Y,
(H cos 2t Xy = — cos X' 7y,
cos X' Y, — — cos Y' X;.

Zur Bestimmung der Lage des Kérpers nach der Zeit d¢ rei-
chen demnach drei unendlich kleine Grossen hin, welche wir
so schreiben:

cos Y Z, = pdt, cos Z' Xy = qdt, cos X' Y, = rdt.

Sie werden leicht ausgedriickt vermioge der Winkel, wel-
che die Axen Xj, Y;, Z; mit den festen X, Y, Z einschliessen.
Indem wir die Bezeichnung der Vorbemerkungen beibehalten,
haben die durch Z; und }* mit den festen Axen gebildeten
Winkel beziiglich folgende Cosinus:

¢ ¢y ¢/ und b db, b -+ db’, b + db.
Da nun:
b+ oo’ + b = 0,

so hat man:

cos Y' Zy = edb -+ ¢/ db' 4 e dl.
Ebenso die beiden anderen; daher:

S pdt = c¢db + ¢'db! + ¢*db*,
2) qdt = ade + a’de' + a’' de",
' > rdt = bda + b'da’ + b da.
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Die zweiten Glieder dieser Gleichungen kénnen unter an-

derer Form dargestellt werden. Aus
eh et 4 eb" =0

folgt durch Differenziiren:

edb 4 ¢'db! + ¢’db = — bde — bde! — b'dc".
Statt der beiden anderen Glieder erhilt man:

— ¢da — ¢'da’ — ¢da’ und — adb — a'dl’ — a"db".

Um die Lage der beweglichen Axen durch drei Winkel
@, ¥, 0 zu bestimmen, driickt man p, g, » durch diese Winkel
aus. Dies geschieht vermége folgender in den Vorbemerkun-
gen gegebenen Formeln:

pdt = cos pdbl 4 sin@sinfldip,
(3) qdt = — sing@dll - cos @ sinldi,

rdt = do - coslid.
Es geniigt daher, dass die Bedingungen der Bewegung drei
andere Gleichungen zwischen g 1 0, @, ¥ liefern, damit
das Problem auf Integration eines Systems imulta.ner Diffe-
rentialgleichungen zuriickgebracht sei.

107. Augenblickliche Drehaxe. — Untersuchen wir,
ob es Punkte giebt, die withrend unendlich kleiner Zeit d# ih-
ren Ort im Raum nicht &ndern, sei es nun, dass diese Punkte
dem System bereits angehoren, oder dass man sie erst unver-
inderlich damit verbinden miisste. Wenn ein Punkt ohne Ge-
schwindigkeit vorhanden wire, so wiirden alle Punkte auf der
durch ihn und den festen Ursprung gehenden Geraden in dem-
selben Falle sein, und die Bewegung wihrend der Zeit d¢
wiirde bestehen in einer Drehung um diese Gerade. Um ihre
Richtung zu finden, wenn es eine solche giebt, braucht man
offenbar blos die feste durch den Ursprung gehende Gerade
zu suchen, welche innerhalb des Intervalls d¢ ithre Winkel mit
den sich bewegenden Axen nicht #ndert.

Zu Anfang des Intervalls seien diese Axen in der Lage
X, Yy, Z;; nach der Zeit dt sei X', Y, Z' ihre Lage. Die
gesuchte Gerade bilde mit den ersten die Winkel «, 8, y
Die Cosinus ihrer Winkel mit X/, Y, Z' werden durch die
gewdhnliche Formel erhalten; und zwar findet man mit Ver-

nachliissigung der unendlich Kleinen zweiter Ordnung:
10*
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cos @ - cos B cos X' Yy | cosycos X' Z,,
cos B -+ cosacos Y' Xy - cosycos Y 7y,
cosy —+ cosecos Z! Xy ~+ cosfcos Z Yy

Diese Werthe sollen von cose, cosff, eosy nicht verschieden
gsein. Dazu wird es erfordert und reicht hin, dass die zweil
letzten Summanden eines jeden sich aufheben. Dies giebt mit
Riicksicht auf (1):
cose _ cosp  cosy
cos Y'Z,  cos/' Xy, T cosX'Y;
oder, indem man p, g, r einfiihrt: _
cosee __ cosfB _ cosy
P q 2N

Diese Gerade, wenn man sie mit dem System unveriinderlich
verbindet, hat zu den als fest betrachteten Richtungen X;, ¥,
Z, eine Lage, welche von d# nicht abhingt. Daher haben
alle ihre Punkte dieselbe Lage im Raume zu allen von der
betrachteten unendlich wenig entfernten Epochen. Die Bewe-
gung dieser mit dem Korper verbundenen Linie im Raum ist
nicht absolut Null, weil die unendlich Kleinen zweiter Ord-
nung vernachlissigt wurden, aber sie ist von derselben Ord-
nung. Die Geschwindigkeit ihrer Punkte betriigt Null in dem
betrachteten Augenblick. Und man darf die wirkliche Bewe-
gung des Korpers mit Vernachlissigung der unendlich Klei-
nen zweiter Ordnung withrend unendlich kleiner Zeit ansehen
als Drehung um eine feste Axe, welche im Allgemeinen von
einer Epoche zur anderen wechselt und deshalb augenblick-
liche Drehaxe genannt wird.

Die Cosinus der Winkel, welche dieselbe jeden Augen-
blick mit den beweglichen Axen bildet, sind p, ¢, r proportio-
nal und haben daher folgende Werthe:

cos X; — + L ,
Vprtgqr 4

;o q
wh =t e
cos Zy =j;-——~——r—.
Vpid-gr 4o

Dabei muss man alle oberen oder alle unteren Zeichen nehmen.

Wenn p, ¢, » constant sind oder nur constante Verhilt-
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nisse haben, so behilt die augenblickliche Drehaxe in Bezug
auf den Kérper bestindig dieselbe Lage. Dann sind also im-
mer die ndmlichen Punkte des Systems ohne Geschwindigkeit,
oder die Drehaxe #ndert auch ihre Lage im Raum nicht. Das
System kann folglich nur eine Umdrehung&.beweguno‘ um diese
Axe haben, welche nicht mehr augenblicklich ist sondern per-
manent. Die Umkehrung liegt auf der Hand. Wir werden
diese Wahrheiten bald durch andere Betrachtungen wieder-
finden.

Fiir die Winkel der augenblicklichen Drehaxe mit den
festen Axen X, Y, Z hat man:

i s o S E R G O
£y T el
‘ ‘p
cos Y — + 4 optbgHer
Vet g+
7 i i
cosZ:iaI prbrgte % W,
Vpr 4 ¢ + 2 S
Die Grossen p, q, r sind im Allgemeinen veréinderlich.
Man kann daher die Bewegung betrachten als stetlge Folge
von unendlich kleinen Drehungen um Axen, welche durch den

festen Punkt gehen und ihre Lage sowohl im Korper als i im
absoluten Raum auf stetige Weise indern.

108. Geschwindigkeit irgend eines Punktes. —
Die Geschwindigkeit irgend eines Punktes im Korper kann
zerlegt werden parallel mit den drvei festen Axen oder, wenn
man es vorzieht, parallel mit den beweglichen Axen in der
Lage, welche sie in dem Augenblick einnehmen, den man be-
trachtet. Die Werthe der ersten Componenten sind:

de dy dz

dt’ di’ dt’
Die zweiten Componenten beziehen sich auf Axen von verin-
derlicher Richtung und konnen daher nicht dargestellt werden
durch die Ableitungen der Coordinaten in Bezug auf diese
Axen. Wir wollen sie mit », v, w bezeichnen.

Die Gleichungen, welche beide Coordinatensysteme ver-
kniipfen, sind:
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= az + by, + ¢z,

y =a'ay + by + ¢z,

2 =a"@ by + e,
Man erhiilt hieraus, indem man beachtet, dass @, y;, 2, fiir
denselben Punkt des Korpers constant bleiben, folgende Werthe
der ersten Componenten:

da da db de
T=a g th g tagm
d da’ db! de!
® F=a+4 T +ag
dz da' db' de'

r il aen E bl S e
Um die Componente nach der Axe Xj zu erhalten, muss

man die Summe der Projectionen darauf bilden. Das giebt:
a‘%—f—a’%—{—a”%,
welcher Ausdruck sich reducirt auf gz, — ry,. Fiir die bei-
den anderen verfihrt man ebenso und erhilt:
u = qz — Y1,
(9) v =7r® — P,
w = py; — q.
Diese Formeln liefern sogleich die Punkte, deren Ge-
schwindigkeit Null ist. Man setzt zu dem Ende:
' u—0, v=0 w=0
und findet:
h_ 0 _ 5
q .

Sie liegen demnach siimmtlich auf einer durch den festen
Punkt gehenden Geraden, welche mit den beweglichen Axen
Winkel macht, deren Cosinus mit p, ¢, » proportional sind.
Die wirkliche Bewegung des Korpers besteht also withrend
unendlich kleiner Zeit in einer Drehung um diese Gerade.
Somit haben wir das schon gefundene Resultat wieder; doch
hatten wir bei Bildung der Werthe fiir », v, w einen wichti-
geren Zweck im Auge als diese Verification.

109. Grosse und Richtung der augenblickli-
chenDrehgeschwindigkeit. — Um die Drehgeschwindig-
keit zu erhalten, braucht man nur die absolute Geschwindig-
keit irgend eines Punktes zu suchen und sie durch seinen Ab-
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stand von der augenblicklichen Drehaxe zu theilen. Nehmen
wir den Punkt, welcher auf Z;, in der Entfernung 1 vom Ur-
sprung liegt. Seine Coordinaten sind:

=0 9p=0 =1
Die Gleichungen (5) geben fiir ihn:

u=gq, v=—p w=_0;
seine absolute Geschwindigkeit betriigt daher Vp? —+ ¢2 Der
Abstand desselben von der augenblicklichen Drehaxe ist der

Demnach

Sinus ihres Winkels mit #; oder

hat die Winkelgeschwindigkeit, welche wir durch @ bezeich-
nen, den Werth:
(6) o="Vp 4 g2

Es ist nun leicht, ihre Componenten um die beweglichen
Axen zu finden. Ein starres System lisst sich bekanntlich in
die Lage, in welche es durch unendlich kleine Drehung um
eine Axe kommt, auch bringen durch drei in belichiger Ord-
nung sich folgende Drehungen um rechtwinklige Axen. Diese
Drehungen heissen die componirenden der ersten. Die Win-
kel, welche ihnen entsprechen, sind beziehlich gleich den Pro-
ducten des wirklichen Drehungswinkels in die Cosinus der
‘Winkel der augenblicklichen Drehaxe mit den drei rechtwinkli-
gen Axen. Wir wissen ferner: wenn man unter Richtung
einer Drehaxe immer diejenige versteht, in Bezug auf welche
die Bewegung von links nach rechts vorgehend erscheint, dann
geben die Producte der absoluten Drehung in die Cosinus der
Winkel ihrer Axenrichtung mit den drei positiven Axen durch
Grosse und Zeichen Werth und Richtung der componirenden
Drehungen.

In dem vorliegenden Falle hat die Drehung wihrend der
unendlich kleinen Zeit d7 den Werth @dt. Indem man aus
diesem und aus den Werthen der Componenten den gemeinsa-
men Factor dt¢ wegliisst, bezieht man sie alle auf die Zeitein-
heit und hat dann die Componenten der augenblicklichen Dreh-
geschwindigkeit. Ihre Werthe sind beziiglich:

+p +9¢ +r oder —p, —gq, —,
je nachdem man die oberen oder unteren Zeichen der Aus-
driicke fiir eos X, cos Y;, eosZ; nehmen muss. Es ist uner-
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liisslich dies zu bestimmen, damit man die Drehrichtung kenne.
Dazu geniigt es, zu wissen, ob die z. B. zur Axe der positi-
ven z; gehdrende Drehcomponente --r ist oder —r.

Zu dem Ende legen wir durch den Ursprung eine Ebene
senkrecht auf die augenblickliche Drehaxe. Wir nehmen in
dieser Ebene einen Punkt mit den Coordinaten =, y;, 2, ver-
binden denselben mit dem Ursprung und betrachten die Bewe-
gung der Projection seines Leitstrahls auf die Ebene X, Y.
Wir wissen: die Axe dieser Bewegung hat die Richtung der
positiven z -Axe, wenn die augenblickliche Drehaxe einen
spitzen Winkel mit dieser macht; sie hat dagegen die Rich-
tung der negativen z; - Axe, wenn derselbe Winkel stumpf ist.
Das Zeichen des Cosinus des Winkels der augenblicklichen
Drehaxe mit der Axe der positiven 2z, stimmt daher iiberein
mit dem Zeichen der Drehung der Projection unseres Leit-
strahls, sofern man diese als positiv betrachtet, wenn sie statt-
findet von der Axe der positiven @; gegen die der positiven
¥ hin.

Die Geschwindigkeitscomponenten des in der senkrechten
Ebene gewiihlten Punktes parallel mit Xy, Y;, Z, seien u, v, w.
Seine Projection auf die Ebene X;Y; hat die Coordinaten
21, y und die Geschwindigkeitscomponenten #, ». Die Bewe-
gung ihres Leitstrahls ist den Vorbemerkungen, Seite 11
zufolge gerichtet von der Axe der positiven 2, gegen die der
positiven v, wenn v2; — uy, positiv, und umgekehrt, wenn
dieser Ausdruck negativ ist. Sein Zeichen stimmt daher iiber-
ein mit dem Zeichen des Cosinus des Winkels, den die Rich-
tung der augenblicklichen Drehaxe mit der Axe der positiven
z; macht.

Wir wollen deshalb ## — wy, bilden fiir einen besonde-
ren Punkt der senkrechten Ebene, z. B. fiir einen Punkt ihrer
Spur auf X, Y;. Fiir einen solchen Punkt hat man 2 = 0,
also:

v=ray, v = —ry; und va; — uy, = (2,2 + y;?).

Das Zeichen ist das von ». Die Componente der Dreh-
geschwindigkeit in der Ebene X; Y; wird folglich der Grisse
und dem Zeichen nach durch r ausgedriickt; ebenso die bei-
den anderen durch ¢ und p. Und die Cosinus der Winkel,
welche die Richtung OI der augenblicklichen Drehaxe mit
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den positiven X, V), Z; macht, stimmen im Zeichen iiberein
respective mit p, g, ». lhre Werthe sind daher:

cos 10X, = _p__’
. 'lf Pﬂ + qﬂ _I._ 72
) PO 1) - R SR, S,
Vpr + ¢+
5
cos IO Z] = W.
Die Wurzel ist absolut gemeint. Die Cosinus der Winkel mit
den festen Axen haben folgende Werthe:
ap + bqg 4 cr
cos 10X —
N el
/ bl '
cos I0Y = ¥ L

8 )
® Vot ¢ +
" i Y
cos [0Z = = il ,
Vet ¢ 4
110. Componenten der beschleunigenden Kraft
irgend eines Punktes. — Diese Componenten parallel mit

drei beliebigen festen Richtungen sind die zweiten Ableitun-
gen der Coordinaten nach der Zeit. Wir wollen aber diejenigen
Richtungen wihlen, welche die beweglichen Axen in irgend
einem Augenblick haben. Die Componenten der Geschwindig-
keit nach diesen Axen sind:
%, v, W,

Nach der Zeit d¢ werden sie:

u—+du, v+ dv, w- dw
parallel mit den Richtungen X, Y%, 7', welche dann die beweg-
lichen Axen haben. TUm die Componenten nach den Axen
X, Y1, Z; zu erhalten, muss man diese Werthe auf jede der-
selben projiciren. Zieht man nachher respective u, v, w ab und
theilt durch d¢, so hat man die Componenten der beschleuni-
genden Kraft parallel mit X, Yi, Z;. Wir bezeichnen diesel-
ben durch #/, v/, w’. Die Gleichungen (5) geben: '
du = zydq — ydr, dv = &y dr — zdp, dw=y,dp — x,dq.
Die Cosinus, deren man bedarf um die Projectionen zu bilden,
sind die Einheit und die in den Gleichungen (1) stehenden,
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welche durch pdi, gdt¢, rdt bezeichnet wurden. Man findet
mit Vernachlidssigung der unendlich Kleinen:

d
U :zl“g”;l % dt‘l"?(Pyl —le)*""(ml—le):
O ¢'=m d‘ -2z dt Ptr(ge — i) — p(pypn — qm),

w' =1y dt — dt 4 peray — pa) — ¢(ga — r)-

111. Gleichungen der Bewegung. — Bezeichnet man
durch X, Y, 4, die mit den beweglichen Axen parallelen
Componenten der #usseren bewegenden Kraft an irgend einem
Punkt, so liefert das Princip von d’Alembert folgende Glei-
chungen:

' — znv)dm =2 (p 4 — 5 1),

(v —uw)dn = Z (56X, — oy 4),

Z(2v —pu)dm = Z(n Y, — p X))
Die Summen der ersten Glieder erstrecken sich iiber die ganze
Masse. Die Summen der zweiten Glieder beziehen sich auf
alle #usseren Kriifte, sowohl diejenigen, welche alle Punkte
des Kéorpers angreifen, als jene, welche an einer endlichen
Zahl von besonderen Punkten angebracht sind. Die dusseren
Kriifte konnen jeden Augenblick ausgedriickt werden mittelst
der Elemente, welche die Lage des Korpers bestimmen. Die
zweiten Glieder sind daher bekannte Functionen der Winkel
@, ¥, 0 und der Zeit, wenn die Kriifte von dieser abhingen.

Die ersten Glieder nehmen eine sehr einfache Gestalt an,
wenn man die Haupttriigheitsaxen des Kérpers zu Axen X,
Yy, 7Z; wiihlt. Die Summen Xy, z;dm, Xz 2, dm, Zayy,dm -
werden dadurch Null. Bedeuten A4, B, C die respectiven
Haupttriigheitsmomente des Korpers und L, M, N die bekann-
ten Functionen, welche die zweiten Glieder vorstellen; so er-
hilt man folgende drei Gleichungen:

= =B—=-0q¢q+ L,
49 _
dat

¢4 — (4 —B)ypg+ N

(10) B C —A)rp+ M,
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Diese in Verbindung mit (3) bilden ein System von sechs Dif-
ferentialgleichungen der ersten Ordnung, welches die sechs
Functionen p, g, 7, ¢, %,  von ¢ bestimmt. Anfangslage und
Anfangsgeschwindigkeit bestimmen die sechs Constanten.

Verschiedene Eigenschaften dieser Bewegung fiir
den Fall, dass keine #usseren Krifte wirken.

112. Anwendung des Princips der Flichen —
Die Geschwindigkeiten, welche zu irgend einer Epoche simmt-
lichen Punkten des um den festen Punkt beweglichen Korpers
zukommen, kdnnen augenblicklich hervorgebracht werden durch
Momentankriifte, die auf den Korper wirken, wihrend derselbe
in der gerade stattfindenden Lage ruht. Alle diese Kriifte las-
sen sich vermége des festen Punktes auf ein Paar reduciren.
Dieses Paar ist identisch mit demjenigen, welches aus den Be-
wegungsgrissen aller Punkte des Korpers resultirt. Zerlegt
man jedes der beiden Paare in drei andere, deren Axen nach
festen rechtwinkligen Geraden gerichtet sind, so stimmen auch
die Seitenpaare iiberein.

Das Princip der Flichen lehrt, dass wenn keine #usseren
Kriifte wirken, die Momentensummen der Bewegungsgrissen
in Bezug auf drei feste Axen constant sind und daher ein con-
stantes mittleres Moment mit constanter Axenvichtung geben.
Die Momentankriifte, welche jeden Augenblick dem Korper,
wenn derselbe in der gerade stattfindenden Lage ruhte, die
Geschwindigkeiten ertheilen wiirden, welche er wirklich besitzt,
lassen sich folglich auf ein Paar mit constanter Axe und con-
stantem Moment reduciren. Wir wollen Axe und Moment be-
stimmen.

Zerlegen wir deshalb die Bewegungsgrissen in irgend ei-
nem Zeitpunkt nach den mit dem Kérper festen Haupttrig-
heitsaxen, auf welchen wir im Folgenden immer die @, y;, 2
zihlen wollen. Die Momente der resultirenden Seitenpaare
werden ausgedriickt durch:

Z(w — av)ydm, E(nu — ayw)ydm, Z(zv — yu)dm.
Indem man fiir u, v, w die Werthe der Gleichungen (5) setat,
findet man:
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Z(pw — zv)ydm = Ap,
(11) 2 (s v — myw)dm = By,
(2 v — yu)ydm = Cry
A, B, C bezeichnen die Haupttrigheitsmomente.
Diese Grossen sind nicht constant, denn die Axen der
&1, Y1, 4 sind nicht fest; dagegen ist die Summe ihrer Qua-
drate constant, weil das resultirende Moment constant ist. Be-
zeichnen wir seinen Werth durch %, so haben wir:
(12) Azp? 4 B2 4 C2r2 = k2.
Kennt man den Anfangszustand des Korpers, d. h. Anfangs-
lage und Anfangsgeschwindigkeiten desselben oder statt der
letzten die hervorbringenden Momentankriifte, so kennt man
auch die Anfangswerthe von Ap, B¢, Cr und folglich von p, ¢, r.
Die Axe des mittleren Paares der Bewegungsgréssen habe
die Richtung O K. Folgende Gleichungen bestimmen diese
Richtung in Bezug auf die beweglichen Axen:
(13) s KOX; = 2L, s KOYy = 5L, c0s K02, =
In Bezug auf die festen Axen hat man:

cos KOX = dap e Bl ok o

Cr
=,

k ’

(1) s KO === A2 B¥ g ot
k 3
s KOZ = 2P BUig+ Gty

k

Die Zihler dieser drei Quotienten sind constant, weil O K
fest ist.

Die Formeln (11) zeigen, was schon bewiesen wurde, dass
die Cosinus der Winkel, welche die augenblickliche Drehaxe
macht mit X, Y, %, dieselben Zeichen haben wie p, ¢,

Denn die Componenten der augenblicklichen Drehung um
die Richtungen X;, Y;, Z; sind jene Drehungen, welche die
Seitenpaare Ap, Bq, Cr erzeugen wiirden. Sie haben folglich
gleiche Zeichen mit diesen Paaren, also mit p, ¢,

113. Anwendung des Princips der lebendigen
‘Krifte. — Das Princip der lebendigen Kriifte bleibt geltend,
wenn feste Punkte im System vorhanden sind, und man braucht
auf die von ihnen getusserten Kriifte keine Riicksicht zu neh-
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men. Im vorliegenden Fall, wo keine dusseren Krifte wirken,

ist die Summe der lebendigen Krifte constant. Bezeichne &

ihren Werth; derselbe ist bekannt, wenn man den Anfangszu-

stand des Korpers kennt. Das Quadrat der Geschwindigkeit

des Punktes a;, y;, 21 betrigt:

ut 4 02 w2 = p(y? + 2% + ¢¥a @)+ 2w+ n?).
— 2qrpzn — 2rpna — 2pqay. ’

Durch Multipliciren mit dm und Integriren iiber die ganze

Ausdehnung der Masse erhilt man die constante Summe % der

lebendigen Krifte. Man findet: s

(15) Ap? + B2 + Cr2 = h.

Nimmt man zu (12) und (15) die Bedingung hinzu, dass
die Winkelgeschwindigkeit V p? 4 ¢2 4 2 constant sein soll,
8o hat man drei Gleichungen zwischen p, ¢, », wodurch diese
Grissen bestimmt werden, wenn A, B, C ungleich sind. Die
Drehaxe ist dann fest. Den Gleichungen (10) zufolge miissen
zwei von den Gréssen p, ¢, r Null sein, weil dp, dg, dr, L, M, N
simmtlich Null sind. Die Bewegung geschieht daher um eine
der Haupttriigheitsaxen, wie man leicht vorhersehen konnte.

114. Winkel der augenblicklichen Drehaxe und
der Axe des mittleren Paares. — Bezeichnet & den
‘Winkel beider Axen, so ergeben die Cosinus ihrer Winkel mit

Zyy, Yy Zy:
Ap + Bgp 4 O

COS & — kvp'l—f*qz—'-if'?
oder:
CO8 & =i.
ko
Daher:
Wcosé =—k-;

was die merkwiirdige Eigenschaft zeigt, dass die augenblick-
liche Winkelgeschwindigkeit eine constante Com-
ponente hat um die Axe des resultirenden Paares,
dessen Ebene die der grossten Flicheninhalte oder
die unverdnderliche Ebene ist.

115. Lage der augenblicklichen Drehaxe im
Centralellipsoid. — Das Centralellipsoid hat die Gleichung:
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.A-T12+.By1‘z+ 0212 —]

Die Normale zu irgend einem Punkt 2, y;, 2, desselben macht
mit den beweglichen Axen Winkel, deren Cosinus den Grissen
Az, By, Cz proportional sind.

Die Cosinus der Winkel, welche die Axe des mittleren
Paares mit denselben Axen bildet, sind proportional mit 4p,

Bq, Cr. Beide Geraden fallen daher zusammen, wenn = —

n_ s e hs wenn der nach dem Punkt =z, v, 2 gefuhrte

Radms des Ell:psmds zusammenfillt mit der augenblicklichen
Drehaxe. Somit hat man folgenden von Poinsot gegebenen
Satz: :

Legt man an das Centralellipsoid eine tangi-
rende Ebene parallel mit der Ebene des resultiren-
den Paares, so ist der Leitstrahl nach dem Beriih-
rungspunkt derselben die augenblickliche Drehaxe.

116. Die Winkelgeschwindigkeit als Function
des Radius des Centralellipsoids. — Den Punkt, in
welchem die augenblickliche Drehaxe durch das Centralellip-
soid geht, nennen wir den Pol der Drehung. Seine Coordina-
ten sind p, ¢,r proportional. Bezeichnen wir den Abstand des-
selben vom Mittelpunkt durch 2 und durch P das Perpendi-
kel vom Mittelpunkt auf die tangirende Ebene im Pol; so be-
stehen folgende Gleichungen:

. n__5
P q v
Va:l 2y, 2422 V Az 2By, *+-Cz Q_V—A %y B2y, 2022, 2
Vit gt VAptBetOn VApt Bigt G
Die drei letzten Glieder ergeben:

E::—l— daher @ = R V' I, P %

© Vi PE’
Hieraus folgen mehrere wichtige Wahrheiten, welche man
Poinsot verdankt.

Die Gleichung @ = R VT lehrt:

Die Winkelgeschwindigkeit ist proportional
der Linge desjenigen Radius des Ellipsoids, um
welchen augenblicklich die Drehung stattfindet.
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Die Gleichung P — @ zeigt, dass das Perpendikel aus

dem festen Punkt auf die tangirende Ebene im Pol constant
ist. Diese Ebene bleibt parallel za der festen Ebene des mitt-
leren Paares; sie bleibt daher selbst fest. Man hat somit den
anderen Satz:

Das Centralellipsoid tangirt bestindig die
Ebene, welche parallel ist zur Ebene des mittleren
Paares und von dem festen Punkt absteht um die
Strecke V—]f Sein Beriithrungspunkt mit dersel-
ben ist der Pol der Drehung und hat folglich
keine gleitende Bewegung auf der festen Ebene.

Diese Eigenschaft gewihrt eine erste sehr klare geome-
trische Vorstellung der Bewegung des Korpers.

117. Poloide. — Bewegt man eine Ebene so, dass sie im-
mer das fest gedachte Centralellipsoid und eine concentrische Ku-
gel vom Halbmesser [’:i tangirt, dann bildet nach dem letzten
Satze der Ort ihrer Beriihrungspunkte mit dem Ellipsoid die
Curve der Pole auf diesem. Sie liegt symmetrisch gegen zwei
der Hauptebenen und wird in Bezug auf die Haupttrigheits-
axen des Korpers durch nachstehende Gleichunigen bestimmt:

Az? + By 4 Cx2 =1,

A2 2 By 2 4 (222 = ];—:;
aus welchen folgt
(16) A k2 — Ak)z2+ B(k2— Bh)y,2+ C(k2— Ch) 2,2=0:
eine Kegelfliche zweiten Grades, deren Hauptaxen die des
Ellipsoids sind. Diese bildet in Bezug auf den Korper den
Ort aller augenblicklichen Drehaxcen.

Um die Richtung ihrer beiden Flicheniiste zu bestimmen,
sei A das grosste Trigheitsmoment und C das kleinste. Man
findet leicht:

k2 — Ah=B(B — A)q> 4 C(C — A)r?,
&%) k? — Bh= C(C — B)r* + A(A— B)p?,
k* — Ch=A(A — C)p? + B(B— C) ¢~

Dabher:
k2 — Ah < 0, k2 — Ch > 0.
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Diese zwei Ungleichheiten ergeben sich auch unmittelbar,

weil% das Quadrat der Entfernung des Mittelpunkts ist von

der Tangentialebene des Ellipsoids durch den Punkt 2y, yi, 23
. h 1 & 1
woraus folgt e T E<T

Demnach sind die elliptischen Schnitte des Kegels senk-
recht auf die Axe der 2;, wenn man hat:

k2 — Bh> 0,
und senkrecht auf die Axe der z;, wenn:
k2 — Bh < 0.

Zur ersten dieser beiden Axen gehdrt das grosste, zur zweiten
das kleinste Triigheitsmoment.

Fir B = ( hat man einen Umdrehungskegel um die
Axe der a;; fiir B — A einen solchen um die Axe der z;.

Wemn 4 —= B — C, dann sind p, ¢, r den Gleichungen
(10) zufolge constant, und die Bewegung geschieht um eine
feste Axe.

Ist k2 gleich einer von den Grissen AL, Bh, Ch, so wird
der Kegel eine Ebene. Sobald aber nicht 4, B, € alle drei
gleich sind, hat man nothwendig :

k* — Ah << 0, k2 — Ch> 0.

Daher kann nur 42 — Bk Null sein, wenn 4, B, C alle drei
ungleich sind. Der Ort der augenblicklichen Drehaxen erhilt
in diesem Falle die Gleichung:

zn?  C(k2—Ch) C(B—C),

7 AAR—Fk) A4 —B)’
der letzte Ausdruck geht aus der zweiten Formel (17) hervor.
Die Gleichung stellt zwei Ebenen dar, welche durch die Axe
der y;, d. i. die Axe des mittleren Haupttriigheitsmoments ge-
hen und mit Y; Z, gleiche Winkel machen. Sie schneiden das
Ellipsoid nach zwei Ellipsen, welche den Ort der Pole bilden.
Daher ist der Abstand des Mittelpunkts von den durch alle
- Punkte dieser Ellipsen gelegten Tangentialebenen des Ellipsoids
constant und offenbar gleich dessen mittlerer Halbaxe.

Wenn k2 — Bl positiv, so legt sich die Kegelfliche um
die Axe der #; herum, und die Gleichung (16) giebt:

z?! _ C(kt—Ch) _ C(B— C).
z7? ~ A(Ah—#?)~ A(d — B)’
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das Letzte erkennt man wieder aus der zweiten Formel (17),
Alle auf Seite der positiven z, liegenden Erzeugungslinien be-
finden sich folglich unterhalb jener beiden Ellipsen.

Wenn dagegen k? — Bl negativ, so legt sich die Kegel-
fliche um die Axe der z; herum, und die Erzeugungslinien
befinden sich oberhalb der Ellipsen. - 2

Diese theilen demnach das Ellipsoid in vier solche Réume,
dass die augenblickliche Drehaxe, wenn sie zu irgend einer
Epoche sich in einem von ihnen befindet, dann immer in dem-
selben bleibt und sich um die in seiner Mitte enthaltene Haupt-
axe herum bewegt. Liegt die augenblickliche Drehaxe in einer
der vier Grenzebenen dieser Riume, so tritt sie auch aus ihr
nicht heraus.

Aus (7) und (17) mit Benutzung von (12) oder (15) geht
hervor: Wenn unter den drei Hauptaxen des Centralellipsoids
nicht zwei nahezu gleiche sind, und die augenblickliche Drehaxe
sich anfinglich sehr nahe an der kleinsten oder grissten von
ihnen befand, dann entfernt sie sich wihrend der ganzen Be-
wegung nur sehr wenig von derselben. — Sind aber zwei
Hauptaxen nahe einander gleich, dann ist diese Eigenschaft
nur erwiesen fiir die Bewegung der augenblicklichen Drehaxe
um die dritte Hauptaxe; dagegen braucht die Stabilitit nicht
stattzufinden bei ihrer Bewegung um die wenig von der mitt-
leren verschiedene Hauptaxe. Zwar wird derjenige von den
vier Lappen der Oberfliche des Ellipsoids, in dessen Mitte
der Endpunkt dieser Hauptaxe liegt, sehr schmal, allein der
Pol kann um seinen Mittelpunkt eine lange Poloide beschreiben.

Befand sich die augenblikliche Drehaxe in der Nihe der mitt-
leren Hauptaxe, dann entfernt sich die Poloide in allen Fiillen be-
triichtlich von dem Endpunkt derselben. Soll die Stabilitiit dennoch
stattfinden, so darf der Pol die Curve nicht ganz durchlaufen.

Ist die Poloide verzeichnet und die anfingliche Drehge-
schwindigkeit bekannt sowie die Axe, um welche sie statt-
findet, so kann man sich die Bewegung leicht vorstellen ohne
Ende fort. Man weiss, um welchen Winkel sich der Kérper
nach unendlich kleiner Zeit gedreht hat; man vermag also den
Punkt der Poloide zu bestimmen, der Berihrungspunkt mit
der festen Ebene geworden ist; man keunt daher den Radius
des Ellipsoids, um welchen die neue Drehung stattfindet, und

Dubhamel, Mechanik. 11 11
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folglich den Werth ihrer Winkelgeschwindigkeit. Ebenso be-

stimmt man Drehaxe und Geschwindigkeit nach einem zweiten
Zeitdifferential, und so fort.

Die Punkte, welche nach einander Pole werden, bilden
auch auf der festen Tangentialebene eine Curve: die Serpo-
loide. Man sieht'leicht den Weg, auf dem man dieselbe be-
stimmen konnte. .

118. Zweite geometrische Darstellung der Be-
wegung des Kérpers. — Der Ort aller aungenblicklichen
Drehaxen im absoluten Raum ist eine Kegelfliche, welche
ihre Spitze in dem festen Punkt und zur Basis die Serpoloide
hat. Es lisst sich leicht zeigen, dass sie bestindig die im Kor-
per feste Kegelfliche tangirt, welche den Ort aller augenblick-
lichen Drehaxen in Bezug auf diesen bildet. Da die augen-
blickliche Drehaxe sich jeden Augenblick auf beiden Fléichen
zugleich befindet, so haben diese immer eine gemeinschaftliche
Kante. Nach unendlich kleiner Zeit fiillt eine unendlich nahe
Kante des beweglichen Kegels zusammen mit einer solchen
des festen. Weil sie aber bei dieser Bewegung sich nur um
unendlich Kleine zweiter Ordnung verriickt, so folgt, dass wenn
man auf beiden Kegeln zwei Kanten nimmt, welche von der
gemeinschaftlichen um unendlich Kleine erster Ordnung ent-
fernt sind, dieselben von einander nur um Grissen zweiter
Ordnung abstehen. Demnach tangiren die beiden Kegel ein-
ander. Der bewegliche gleitet iibrigens nicht auf dem festen,
denn ihre Beriihrungskante ist die augenblickliche Drehaxe.
Die Bewegung des Kérpers kann somit hervorge-
bracht werden vermége eines Kegels zweiten Gra-
des, der im Korper fest ist und auf einem anderen
Kegel rollt, dessen Oberfliche unendlich viele
Windungen hat und sich um die Axe des mittleren
Paares herum legt.

119. Ort der Lagen, welche die feste Axe des
mittleren Paares nach einander im Kérper hat. —
Bezeichnet man durch y, y,, z; die Coordinaten irgend eines
Punktes dieser Axe in Bezug auf die beweglichen Axen, so
hat man die aus (13) folgenden Gleichungen:

T .

s Cr’ 7y Cr
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Die Formeln (12) und (15) ergeben:
A (k2 — Ak) p? + B (k* — BR) ¢ + C (k2 — Ch) r2 = 0

Durch Elimination von 5’—_, g— zwischen diesen drei Gleichungen

erhilt man die Gleichung der gesuchten Fliche:

(%2—]& : | (— —h) n? + C h) 7= 0.

Sie ist ein Kegel zweiten Grades, dessen Schnitte senkrecht
auf die Axe des griossten oder kleinsten Trigheitsmoments
Ellipsen sind.

Fiir B = C wird derselbe ein Umdrehuncskegel um die
Axe der x;, fiir B — A um die Axe der z.

Wemn 4 — B = (C, so hat man k? = Ak Die aus (12)
und (15) gefolgerte Gleichung sagt uns jetzt nichts. Dagegen
erhiilt man

“m_p o4
:l_r

welches beweist, dass die Axe des mittleren Paares und die |
augenblickliche Drehaxe in einander fallen. Dasselbe lisst sich
darthun aus der Formel fiir den Winkel dieser beiden Rich-
tungen. Die Bewegung findet jetzt um eine feste Axe statt.

120. Verschiedene Formeln. — Man findet brauch-
bare Formeln, wenn man die zweiten Glieder der Gleichungen
(4) gleichsetzt den Projectionensummen auf die festen Axen
der z, y, z, welche die Grissen u, v, w der Gleichungen (5)
geben. Man erhiilt durch Vergleichung der Coéfficienten von
#15 41, 27 neun Gleichungen:

da o da da’

= br — cq, = b'r — ¢q, = btr — e,

(18) (fi[: ep — ar, % =cp— a'r, d;fu = ¢'p — a''r,
/ "

%c? =aq — bp, % e ”Ig - blp, %_ — !l“(] e 1)"}).

Aus ihnen folgen:

pda ~+ qdb + rde =0,
pda’ -+ qdb' + rde' = 0,
pda’ 4 qdb* 4 rde* = 0.
11*
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Rechnung fiir den besonderen Fall. dass keine
dussere Kraft wirkt.

121. Wirkt keine #ussere Kraft, so hat man
 L=0, M=0, N=0,
und die Gleichungen (10) werden

dp .
A W__(J')’+~(1') qr

d .
(19) BR=C—arm
dr )
¢ T = A4 —B)pqg.

Indem man respective mit p. ¢, » multiplicirt nnd addirt,
erhilt man:

Apcﬂ——w{—b’q(ﬁ—‘— Cr -—-—-U

Daraus durch Integriren:
(20) Apr 4 Bq? 4 Crt = h
Die Constante A ist nach dem Vorhergehenden die Summe der
lebendigen Krifte des Systems.
Man erhiilt ein anderes Integral, wenn man die Gleichun-

gen (19) mit Ap, Bq, Cr multiplicirt und addirt. Dadurch
wird :

d ., d . @ .
ap U 4 prg 8y o, B,

folglich :

(21) Azpt - Brg? 4 C2r2 = k2

Die neue Constante 4 ist das Moment des mittleren Paares
der Bewegungsgrissen des Systems.

Die Constanten &, k sowie die Anfangswerthe von p,q,r
lassen sich leicht aus den Anfangsdaten bestimmen. Die Axen-
richtung des mittleren Paares und sein Moment 4 sind be-
kannt. mag man die Anfangsgeschwindigkeiten selbst oder die
erzeugenden Momentankriifte kennen. Die anfiingliche Lage
der Coordinatenaxen X, Y;, Z; ist gegel en: man kennt da-
her die Seitenpaare von £, deren Axen nach X, Y, %, ge-
richtet sind. lhre Momente sind beziehlich Ap, Bq, Cr; folg-
lich kennt man zu Anfang der Bewegung Grisse und Zeichen
von p, ¢, ». Vermoge (20) ist nun auch h bekannt.
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Aus (20) und (21) ergeben sich fiir p und ¢ Werthe in
r. Setzt man diese in die dritte Gleichung (19), so erhilt man
eine Gleichung, deren Q,ua.dratur ¢ als Function von r liefert.
Zunichst ﬁndet sich:
@2) pr— BZ+ CB—Or p B Al CA—O)
A4—-B) B(B— A)

Was die Zeichen von p, q. r betrifft, so werden dieselben,
wie bemerkt, im Anfangszustand bekannt aus der Lage der
Axe des mittleren Paares gegen die Haupttriigheitsaxen, deren
Lage man fiir diesen Augenblick kennt. Die Cosinus der
Winkel, welche die Axe dieses Paares mit den Hauptaxen

macht, sind i;;ﬂ. %9-, %-; woraus sich Grisse und Zeichen

von p, q, r fiir den Anfang ergeben. Man sieht aus (19),
dass wiihrend diese drei Grossen ihre Zeichen behalten, auch
die Derivirten es thun. Mithin #ndert sich jede der Gréssen
ps q, r stets in demselben Sinne. so lange als keine von ihnen
Null wird. Wird aber eine Null, dann giebt die entsprechende
Gleichung (19) den Werth ihrer Derivirten fiir diesen Augen-
blick und damit das Zeichen, welches die Grisse unmittelbar
nachher hat; und nun findet das Gesagte wieder statt. Man
ist daher niemals im Zweifel wegen der Zeichen von p, g, r.

Durch Einsetzen der Werthe von p, ¢ aus (22) in die
dritte Gleichung (19) findet sich:

(54 V—E dr
Vie—Bh--C(B—C)r? VAh—k+ C(C— A)r.
Wir nehmen d¢ immer positiv und die Wurzeln absolut; dr
ist positiv, wenn p und ¢ gleiche Zeichen haben, negativ, wenn
ihre Zeichen verschieden sind, Im letzten Kall muss man der
zweiten Seite das Zeichen — geben. Das Integral hiingt von
den elliptischen Functionen ab. Man kann die Integration aus-
fithren, wenn zwei von den Grissen A, B, C einander gleich
werden, oder wenn k2 gleich einer von Ah, Bh, Ch wird;
wir haben jedoch gesehen, dass %2 nur gleich B/ werden kann.

Die Integration von (23) liefert # als Function von r, und
die dabei eingehende Constante wird durch den Anfangswerth
von r bestimmt. Man findet nun umgekehrt r als Function
von ¢ und vermdge (22) auch p und ¢.
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Zur vollstindigen Losung der Aufgabe bleibt uns noch
iibrig, die Winkel ¢, #, ¥ durch p, ¢, » zu bestimmen. Dazu
dienen folgende drei Gleic}'ungen der Vorbemerkungen:

p=  cos rp + sin @ sin f) C(l;b
(24) g = — sin @ — —|— cos @ sin 0 e
d dt’
r = cos 6 — —|—

Man kann sich dabei der Formeln (13) bedienen, deren
jede in den zwei anderen enthalten ist. Der Einfachheit wegen
nehmen wir die Axe des mittleren Paares zu einer der festen
Coordinatenaxen, z. B. zur z-Axe. Die ersten Glieder der
Formeln (13) werden dann a*, &%, ¢’/, und man erhilt nach
den in den Vorbemerkungen gegebenen Werthen:

(25) —E = sin O sin @, is;bi = sin O cos @, -%— = cos 0.
Diese Glelchungen bestimmen cosfl und tang ¢ durch p, q, r,
folglich durch # Da diese trigonometrischen Linien jeden
Augenblick ohne Zweideutigkeit des Zeichens bekannt sind und
ihre Winkel sich stetig #ndern, so sind letztere vollstindig
bestimmt. )

Es handelt sich also noch um Bestimmung von ¢, wozu

man die Gleichungen (24) benutzt. Indem man % zwischen

den beiden ersten eliminirt, findet sich:

p sing -+ q cosp = sinf) (—;%
oder:
Ap*4 Ber . _dy
Femg Y g
Daher:

e T aaa _@_ C?r:! di\b x
Ap2+Bq~_kmrtG?dt_k(1— 5 ) T == Cr2;

woraus folgt:

(26) dy =

k(b — Cr?)
e O

Setzt man fir d¢ den Werth aus (23), so hat man dy¢ als
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Function von » und dr. Folglich ergiebt sich ¥ als Function
von r und somit von ¢ durch eine Integration, welche auf die
elliptischen Functionen hinauskommt und in denselben Fillen
genau ausgefithrt werden kann, wie die von d¢ Die Con-
stante wird durch die Anfangswerthe von % und » bestimmt.

Der Fall, wo 4 = B.

122. Die Gleichungen (19) werden fiir ihn
dr
dt

wo n eine durch den Anfangszustand bestimmte Constante,
und

= 0, daher r—n,

d A— C
() g:— = —— "
d C— A4
®) dg 04,
Daraus folgt:
d d
P ?ZI;_ -+ q ?i% = 0,
also:
p? 4+ ¢ = m2

Die Constante m? wird durch den Anfangszustand bestimmt.
Die Winkelgeschwindigkeit ist constant, obgleich p und ¢
es nicht sind. Sie hat den Werth:
@ = V m? 4 n2
Dasselbe wiirden die Gleichungen (20), (21) ergeben.
Um p als Function von ¢ zu erhalten, eliminirt man g
zwischen den Gleichungen («), (), indem man die erste dif-

ferenziirt und fiir (fi—(ti den Werth aus der zweiten setzt. Man

findet :

(f;—g + pinip? =0,

wo
A—C
—a ="
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Daher:
p = M sin (unt 4 ¢);

* M und & bezeichnen zwei Constanten.
Nun ergiebt sich:

L dp = M cos (unt < &).

~ un di
Und da p? 4+ ¢* = m?, so wird
M=+ m

Wir haben daher fiir p, ¢ nachstehende Werthe, wobei
wir uns m beider Zeichen féhig denken:
() p = m sin (unt 4 &), q = m cos (unt 1 &).

Zur Bestimmung von m, & seien p,, ¢, die Anfangswerthe
von p, ¢: dann folgt:

_ m==+V Po? —+ Qo2 Po = m sinE, Gy = M COSE.
Der Winkel & ist bestimmt, sobald man ein Zeichen fiir m
gewithlt hat. Nihme man das andere Zeichen, so wiirde ¢
sich um 180 Grade #ndern. HEs steht daher frei, welches man
nehmen will. Wir setzen z. B.:
m=+Vp}+ ¢
Bestimmen wir jetzt ¢, ¥, 0.
Die Gleichungen (25) geben:

k
Die Bogen @ und gnt -~ & haben dieselbe Tangente; sie kén-
nen sich daher nur um ein Vielfaches von = unterscheiden,
das man beliebig wihlen kann. Wir nehmen sie gleich und
erhalten:

cos fl = -(-117—1‘ tang @ — % = tang (unt + &).

P = @y + pnt,
wo @, der Anfangswerth von .
Die Gleichung (26) wird:
k (h— Cn2)
dy —= T Cint dt.
Folglich:
k (h— Cn?) )
V= ¢ T
¥, ist Anfangswerth von .
Der constante Werth fiir cos@ lehrt, dass die ungleiche
Axe des Centralellipsoids eine gerade Kegelfliche um die feste
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Axe des mittleren Paares beschreibt, und dass folglich der
Aequator des Ellipsoids eine bestindige Neigung gegen die
Ebene des Paares beibehiilt. :

Der Werth von ¢ zeigt, dass die Spur des Aequators des
Centralellipsoids auf der festen Ebene des mittleren Paares
sich gleichformig bewegt, und dass folglich auch die ungleiche
Axe ihre Kegelfliiche gleichformig beschreibt.

Der Werth von ¢ beweist, dass ein beliebiger Radius der
Aequatorebene sich gleichfrmig bewegt in Bezug auf die ver-
inderliche Spur des Aequators auf der Ebene des mittleren
Paares. Man darf aber die Winkelgeschwindigkeit pn dieser
Bewegung nicht verwechseln mit der Winkelgeschwindigkeit
Vm? = n2 des Korpers.

Die augenblickliche Drehaxe macht mit 7Z; einen constan-

ten Winkel, dessen Cosinus ist. Sie beschreibt da-
Vm? -+ n?
her auf dem Centralellipsoid einen Kreis. _
Die augenblickliche Drehaxe, die ungleiche
Axe des hll:psmds und dieAxedes mittlerenPaares
liegen bestindig in derselben beweglichen Ebene.
Um dies nachzuweisen, wollen wir zeigen, dass die Cosinus
der Winkel, welche die augenblickliche Drehaxe und die Axe
des mittleren Paares mit Xl, Y; bilden, proportional sind.
Denn dann liegen die beiden Axen in einer durch Z; (die un-
gleiche Axe des Ellipsoids) gehenden Ebene.

Das Verhiltniss der zwei ersten Cosinus ist % das der

zwei anderen folglich 2o nach (25) und also auch %

“lf
b By

Der Fall, wo k2= Bh.

123. Wir haben gesehen, dass in diesem Falle der Ort
der augenblicklichen Drehaxen nur eine halbe von den zwei
Ellipsen sein kann, deren Ebenen durch die Gleichung

n2 __ C(B—=0)
» = A(A—B)

dargestellt werden.
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Aus den Gleichungen (20), (21) mit Riicksicht auf k2— B

findet man:
_C—B =By | (B—A) (=B
= BA(C—& ' T T BC@EGC—D
Daraus folgt, dass stets

2
kt— B2q? > 0 oder @2 < B
Die zweite Gleichung (19) ergiebt nun:
iq _11/C—B B—a&
dt — B AC

(k2 — B2q2).
Daher:

B VAC dq
~ V(C—B) B—4) ¥—Bi¢¥
Die Wurzeln nehmen wir absolut und geben der zweiten Seite
das Zeichen —, wenn dg negativ.

Es sei dq positiv. Setzt man

di=

k 2k V(C— B) (B— 4)
B—"™ B VAC Gl
wo u positiv, so ergiebt sich durch Integriren:
wi=1ly g (ﬂiqq)
& bezeichnet cine Constante. Folglich:
g=m wd't — L
g

Bezeichnet ¢, den Anfangswerth von ¢, dann ist:

_m(a—1) m - m+ o
o « -|—- y v S=EgET 7
Somit:

(m -+ qo) eyt—|—q0 —m
(m —+ q0) gf“!_+_ m — ¢
Vermoge dieses Werthes von ¢ hat man auch p und » als Funetio-
nen von .

Die Gleichungen (25) ergeben darauf 6 und ¢ durch #
Die Gleichung (26) giebt, indem man fiir » seinen Werth in
q setzt:

q=m
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(C—B)ym*+ (B—4) ¢
dy = Bm T(C—Bm L CB—_A)f di.
Die Integration hat keine Schwierigkeit, wenn man fiir ¢ den
Werth in ¢ substituirt.
Lisst man ¢-ohne Ende wachsen, so nihert sich ¢ der

Grenze m oder LE; folglich néihern sich p und » der Null. Die

Richtung der augenblicklichen Drehaxe (welche durch die
Gleichungen (7) gegen + X, 4+ Y;, 4+ Z; bestimmt wird)
strebt jetzt gegen die mittlere Halbaxe - V; des Centralellip-
soids hin.

Es ist hier folgende wichtige Bemerkung zu machen. Der

‘ ke
Grenzwerth von ¢ ist -+ 7 Dur unter der Voraussetzung, dass

d g bestindig positiv. Dies erheischt, dass p und r zu An-
fang gleiche Zeichen haben, sofern ¢ > A. Die Grossen p, »
behalten ihre anfiinglichen Zeichen, denn sie kinnen erst
dann Null werden, wenn ¢? — m?, und dies findet statt bei
t = . Hitten p und » zu Anfang verschiedene Zeichen, so
wiirden sie auch diese beibehalten, und dq wire bestindig
negativ. Man miisste nun — g statt g schreiben. Dadurch
wiirde man — m oder — % als Grenze von ¢ finden.

Demnach strebt die Richtung der augenblicklichen Dreh-
axe gegen - Y; oder — 1}; hin, je nachdem p und r in der
Anfangslage gleiche oder verschiedene Zeichen haben. Das
erste findet statt, wenn die Winkel, welche die Drehaxe zu
Anfang mit -+ X; und + Z; macht, zugleich spitz oder stumpf
sind; das letzte, wenn ein Winkel spitz ist und der andere
stumpf.

Die augenblickliche Drehaxe hat Stabilitdt im ersten Falle,
sofern sich ihre (durch (7) bestimmte) Richtung anfinglich in
der Nihe von - Y; befand; im zweiten musste sie sich in der
Nihe von — Y; befinden.




Hydrostatik

124. Man versteht unter Fliissigkeit eine Anhéiufung
materieller Punkte, die sich in so kleinen Entfernungen von
einander befinden, dass man die Materie, welche sie zusam-
mensetzen, als stetig betrachten darf, den Fall ausgenommen,
wo es sich um Wirkungen handelt, die von einer Molekel zur
anderen sich merkbar #ndern; man nimmt an, dass diese
Punkte durch die geringste Kraft verschoben und beliebig von
einander entfernt werden kinnen. Diese Annahme einer voll-
kommenen Beweglichkeit ist jedoch nicht ohne Beschriinkung
richtig, sondern wiirde in Bezug auf die Bewegung zu man-
chen Resultaten fiihren, welche mit der Erfahrung wenig iiber-
einstimmen. Fiir das Gleichgewicht aber kann man sie als
genau betrachten, ohne merkbare Fehler zu begehen.

Die Fliissigkeiten theilen sich in tropfbare und luft-
formige oder Gase. Die ersten werden auch unzusam-
mendriickbare genannt, weil man lange geglaubt hat, dass
es unmoglich sei, ihr Volumen durch Druck zu verringern.
Es hat sich aber spiter gezeigt, dass sie doch, freilich nur
sehr wenig zusammendriickbar sind.

Der Theil der Statik, welcher vom Gleichgewicht aller
Fliissigkeiten handelt, heisst Hydrostatik.

125. Wenn eine Fliissigkeit in einem offenen oder iiberall
verschlossenen Gefiiss unter dem Einfluss irgend welcher Kriifte
im Gleichgewicht steht, so iibt sie einen Druck auf die Winde
des Gefiisses. Dieser Druck kann von einem Punkt zum an-
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deren verschieden séin. Um ihn mit Bestimmtheit zu definiren,
denkt man sich die Kraft, welche auf ein unendlich kleines
Element der Wand ausgeiibt wird, mit gleicher Stiirke und in
derselben Richtung auf jedes Element einer ebenen Flichen-.
einheit wirkend. Die Resultante aller dieser gleichen und
parallelen Krifte ist es, welche man den Druck der Fliissig-
keit an der betrachteten Stelle der Wand nennt. Dieser Druck
ist somit nichts Anderes als der Grenzwerth des Quotienten
der auf das unendlich kleine Element wirkenden Kraft durch
die Fliche des Elements.

Man kann es als ein Resultat der Erfahrung betrachten,
dass die Druckrichtung immer senkrecht steht auf dem ge-
driickten Element der Wand. Und da Wirkung und Gegen-
wirkung stets gleich sind, so leistet die Wand einen gleichen
senkrechten Gegendruck in der Ausdehnung desselben Ele-
ments. Uebrigens ist das Senkrechtstehen der Druckrichtung
ein specieller Fall der allgemeineren Thatsache, dass Korper,
welche sich beriihren, nur normal auf einander wirken kénnen,
wenn ihre Oberflichen sich weder anziehen noch reiben. Denn
wiire auch eine ausserordentlich diinne Schicht der Fliissigkeit
an der Wand haftend, so kénnte man doch diese Schicht als
Theil der Wand ansehen, iiber welchen die andere Fliissigkeit
frei hin gleiten kénnte. _

Wir nehmen als Resultat der Erfahrung folgende andere
Grundeigenschaft der Fliissigkeiten an. Wenn eme Fliissigkeit
ein iiberall verschlossenes Gefiiss vollstiindig erf 11t und darin
unter dem Einfluss irgend welcher Kriftz m Gleichgewicht
steht, und wenn man vermége eines Stempels auf einen Theil
ihrer Oberfliche einen Druck ausiibt, so pflanzt sich derselbe
mit gleicher Stiirke auf jeden gleich grossen Theil der Winde
des Gefiisses fort; dabei werden diese Theile eben gedacht.
Zwei ungleiche ebene Flichen der Winde werden daher im
Verhiltniss ihrer Inhalte gedriickt. Sind die Flichen krumm,
dann gilt dies nur von unendlich kleinen Theilen.

Diese Siitze bleiben fiir die inneren Drucke ebenso wahr
als fiir die auf die Winde ausgeiibten. Denn das Gleichge-
wicht wiirde nicht gestért, und die Wirkungen wiirden nicht ge-
dndert, wenn man alle Punkte irgend eines Theils der Fliissigkeit
zu einem starren Korper verbéinde. Man darf demnach in irgend
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einem Punkt der Fliissigkeit nach beliebiger Richtung eine
feste Wand annehmen. Der Druck ist gegen ein ebenes Ele-
ment dieser Wand normal, wovon er auch herrithren mag.
Und wird derselbe verursacht durch einen Druck auf die Ober-
fliche der Fliissigkeit, wihrend diese ein Gefiiss vollstindig er-
fiillt, so ist er ihm gleich fiir eine gleiche ebene Flichenaus-
dehnung. Die Annahmen iiber die Drucke der Fliissigkeiten
auf die Gefidsswiinde gelten somit fiir die Drucke im Inneren
auf jeden Flichentheil, den man daselbst betrachten mag.

Wenn eine Fliissigkeit sich im Gleichgewicht befindet,
dann ist der Druck in irgend einem, aber demselben ihrer
Punkte auf alle ebenen Flichenelemente, welche man durch
diesen Punkt nach verschiedenen Richtungen legen mag, auf
die ebene Flicheneinheit bezogen immer der gleiche. Denn
betrachtet man irgend ein unendlich kleines Polyeder, welches
den Punkt enthilt, so iibt die umgebende Fliissigkeit gewisse
Drucke auf seine Grenzflichen. Diese Drucke sind wie die
Polyederfliichen selbst unendlich Kleine zweiter Ordnung. Fer-
ner wirken auf die Punkie der das Polyeder erfiillenden Fliis-
sigkeit ihren Massen proportionale Kriifte. Wir kionnen diese
als parallel betrachten und erhalten eine Resultante derselben,
welche der Masse des Polyeders, also cinem unendlich Kleinen
dritter Ordnung proportional ist. Sie kimnen daher gegen die.
Drucke ausser Acht bleiben. Die das Polyeder erfiillende
Fliissigkeit steht im Gleichgewicht. Sie libertriigt den Druck,
welcher von der umgebenden Fliissigkeit auf irgend eine
Polyederfliche geiibt wird, wenn man denselben auf die Flé-
cheneinheit bezieht, mit gleicher Stiirke auf alle anderen
Polyederflichen. Die von innen nach aussen gerichteten Ge-
gendrucke stehen folglich im Verhiltniss dieser Flichen. Das-
selbe gilt von den ihnen respective gleichen iusseren Drucken.
Da nun die Polyederfliichen sich ohne Ende dem betrachteten
Punkt néhern, so ist unser Satz gerechtfertigt.

- 126. Ist eine unzusammendriickbare Fliissigkeit in einem
unbeweglichen Gefiiss enthalten, und werden auf ihre Ober-
fliche durch belicbig viele Stempel Drucke geiibt, so hat fiir
den Fall des Gleichgewichts dieser Drucke das Princip der
virtuellen Geschwindigkeiten Geltung, wenn die virtuelle Ver-
schichung folgenden Bedingungen geniigt: die Fliissigkeit muss
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dabei stetig, ihr Volumen constant bleiben, und sie muss im-
mer die Grundflichen der Stempel beriihren. Die Inhalte die-
ser Grundflichen seien a, a/, a'/, etc. Die Drucke, welche
durch die Stempel hervorgebraeht werden, auf die Flichen-
einheit bezogen, miissen gleich sein. Bezeichnet man ihren
Werth mit p, dann driicken auf die Oberfliche der Fliissigkeit
respective die Kriifte ap, a/p, a’/p, ete. Die virtuellen Ge-
schwindigkeiten der Angriffspunkte dieser Krifte, nach den
Richtungen derselben geschitzt, seien dp, dp/, dp*, ete. Die
Bedingungen der virtuellen Verschiebung ergeben:

adp + a’'dp’ 4 a”dp" 4 - - - = 0;

apdp + a'pdp’ + apdp” ... =0,
welches zeigt, dass die Summe der virtuellen Momente der
Krifte gleich Null ist. ‘

folglich :

Allgemeine Gleichungen fiir das Gleichgewicht der
Fliissigkeiten.

127. Es seien X, Y, Z die Componenten der beschleu-
nigenden Kraft an dem Punkt 2,7y, z; die Dichte bezeichne
o und p den in irgend einem Punkt stattfindenden Druck, auf
die Fldcheneinheit bezogen; p und ¢ sind im Gleichgewicht
Functionen von z, y, 2.

Durch den Punkt 2, y, z denkt man sich ecin Parallele-
piped, dessen Kanten den Axen parallel und respective du,
dy, dz sind. Seine Masse dm betrigt 9dzdydz, und es wir-
ken auf sie die Kriifte:

o Xdaedydz, ¢ Ydaedydz, o Zdxdyde.
Auf die sechs Grenzflichen wirken parallele Kriifte mit den
Axen in das Parallelepiped hinein. Betrachten wir zuerst die
zwei Flichen, welche der Ebene der @, y parallel sind. Die
eine von ihnen geht durch den Punkt 2, y, z, die andere durch
@, Yy, 2 + dz. Der Druck auf die erste betriigt pdady; auf
die zweite:

— dedy (p al %g dz),
wo C—c?;—die partielle Ableitung von pnachz. Wir sehen den Druck in
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der ganzen Ausdehnung der entsprechenden Fliche als con-
stant an, woraus kein Fehler entspringt, indem wir die Glei-
chungen an der Grenze nehmen. Aus den Drucken auf die
zwei Flichen resultiren daler zwei gerade entgegengesetzte
Kriifte, welche sich in die mit der Axe der = parallele Kraft

_ dp
dedydz 7

vereinigen. Aus den Drucken parallel mit den Axen der y
und 2 entspringen die Krifte:
— dadydz %, —dadydz %E
Diese drei Kriifte knnen wir im Mittelpunkt des Parallelepi-
peds angreifen lassen; ebenso die Resultante der auf alle Punkte
seiner Masse wirkenden Kriifte, denn diese letzten diirfen in
der ganzen Ausdehnung des Parallelepipeds in Grisse und
Richtung als constant betrachtet werden, und die Dichte kann
man in allen Punkten desselben als gleich annehmen. Fiir
das Gleichgewicht ist es daher nothwendig und hinreichend,
dass die mit den Axen parallelen Krifte im Gleichgewicht
stehen, was folgende drei Gleichungen liefert:
(D ggng, %:91’. 3; =iz
Multiplicirt man dieselben respective mit dz, dy, dz und ad-
dirt, so kommt:
(2) dp = ¢ (Xda + Ydy } Zdz).
Dies zeigt, dass, wenn die Fliissigkeit im Gleichgewicht steht,
der Ausdruck
o (Xda | Ydy 4 Zdez)

das vollstindige Differential einer Function von z,y, z dar-
stellt, und dass diese Function nothwendig den Druck liefert
bis auf eine zu bestimmende Constante.

Bezeichnen wir diese Function mit F (z, y, z), so giebt die
Gleichung (2):
@) p="F(y ) +C
Die Constante C liisst sich bestimmen, wenn man den Druck
‘in einem gegebenen Punkt der Fliissigkeit kennt. Wenn die
Fliissigkeit nicht in einem iiberall verschlossenen und voll-
stindig erfiillten Gefidss enthalten ist, dann muss in jedem
Punkt des freien Theils ihrer Oberfliiche ein von aussen gegen
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das Innere der Fliissigkeit gerichteter Druck wirken, dessen
Grisse die Gleichung (3) bestimmt.

128. Niveauflichen. — Wenn eine Fliissigkeit im
Gleichgewicht ist, so nennt man Niveaufliche eine jede Fliche
von solcher Beschaffenheit, dass in jedem ihrer Punkte die
Resultante der Knriifte, welche auf diesen Punkt wirken, senk-
recht auf ihr steht.

Bezeichnet man die Incremente der Coordinaten von einem
Punkt @, y, z einer Niveaufliche bis zu einem unendlich na-
hen Punkt derselben Fléiche durch dx., dy, dz, so hat man
die Bedingung
4) Xda + Ydy + Zdz =0
als Differentialgleichung aller Niveauflichen.

Daraus folgt mit Riicksicht auf (2), dass fiir alle Punkte
einer und derselben Niveaufliche

dp =0,
dass also der Druck auf ihr constant ist. Man konnte diese
merkwiirdige Eigenschaft auch zur Definition der Niveaufliichen
benutzen. Die durch (4) ausgesprochene Eigenschaft wiirde
eine unmittelbare Folge davon sein.

Die endliche Gleichung der Niveaufliichen ist, wenn ¢ eine
willkiirliche Constante bezeichnet:

F(z,y 2)=c¢,
wo F (z,y, 2) die Function bedeutet, welche das Differential
hat:
o (Xda + Ydy + Zdz).
Liasst man die Constante ¢ nach einander alle méglichen Werthe
annehmen, so erhilt man alle Niveauflichen.

Diese Flichen konnen keinen Punkt gemein haben, wenn
endliche Werthe von x, y, 2 der Function F (2, y, ¢) immer
endliche und bestimmte Werthe ertheilen. Denn dann konnte
man nicht fiir dieselben Werthe von a, y, z haben:

F(2,y,2)=cund F (z,y, 2) = ¢,
wihrend ¢ und ¢’ verschieden wiren.

Wenn dies aber nicht der Fall ist, dann wird der Druck
in den Punkten, wo zwei Niveauflichen einander begegnen,
unbestimmt, und man kann nicht mehr sagen, dass derselbe in

der ganzen Ausdehnung einer Niveaufliche constant sei. Wir
Duhamel, Mechanik. II. 12
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betrachten die Ausnahmefille nicht, wo diese Umstiinde ein-
treten.

Ist der Druck auf die freie Oberfliche in allen ithren Punk-
ten gleich, so bildet diese selbst eine Niveaufliche.

129. Stellt Xda -+ Ydy 4 Zdz das vollstindige Dif-
ferential einer Kunction @ von #, y, z dar, welches z. B. statt-
findet, wenn die Richtungen der gegebenen Kriifte durch feste
Centren gehen und ihre Intensititen nur von der Entfernung
von diesen abhiingen, so kann die Gleichung (2) in folgen-
der Form geschrieben werden:

() dp = odg.

Das erste Glied ist das Differential einer Function der unab-
hiingigen Variablen 2, y, z, ebenso dg. Es muss daher, da-
mit das erste Glied dem zweiten identisch werde, o irgend
eine Function von ¢ sein.

Die Dichte ist folglich dann mit ¢ zugleich constant, also
fiir alle Punkte einer und derselben Niveaufliche. Und diese
Flichen theilen die Fliissigkeit in Schichten, innerhalb welcher
Druck und Dichte nicht variiren.

130. Bei zusammendriickbaren Fliissigkeiten hingt die
Dichte vom Druck ab. Es sei fiir diesen Fall ¢ = £(p): die
Gleichung (5) wird:

do — 42 _ [dp
o=y Moo= 1 )

Die Constante ist aus dem gegebenen Werthe zu bestimmen,
welchen der Druck in einem bekannten Punkte hat. Die In-
tegration bestimmt p als Function von ¢; dadurch ist auch ¢
als Function von ¢ bestimmt, und man kennt somit Dichte
und Druck auf einer beliebigen Niveaufliche.

Nehmen wir als Beispiel ein Gas. Nach dem Mariotte-
schen Gesetz ist:

Pr= A:Q,
wo k von der Temperatur abhéingt, die wir zuniichst als iiber-
all gleich voraussetzen. Die Gleichung (5) liefert:
dp __de _9

(6) —f—-T, Zogg—_z-.
Die Constante C muss aus dem gegebenen Werthe von p be-
stinmt werden, welcher einem bekannten ¢ entspricht. Man
kann die letzte Gleichung auch so schreiben:
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2
p = Cek,
woraus folgt:
2
b O
L

Ist die Temperatur nicht constant, so ist auch £ veriin-
derlich. Die Gleichung (6) zeigt aber, dass nach hergestell-
tem Gleichgewicht £ nur Function von ¢ sein kann, weshalb
dann in allen Punkten einer und derselben Niveaufliiche gleiche
Temperatur stattfindet. Druck und Dichte werden in diesem
Falle bestimmt durch die Formeln:

do dyg
p==Ce ",Q:%e‘/‘k.

Betrachtet man die Erde als Kugel und sieht ab von der
Umdrehung um ihre Axe, so ist die auf die Luftmolekel wir-
kende Kraft nach dem Erdmittelpunkt gerichtet, und folglich
bilden die Niveauflichen mit der Erde concentrische Kugeln.
Zum Gleichgewicht der Atmosphiire wiirde dann erfordert,
dass die Temperatur in gleicher Entfernung von der Erdober-
fliche iiberall dieselbe wire. Wegen der Anwesenheit der
Sonne kénnte jedoch dieses und daher auch das Gleichgewicht
selbst nicht stattfinden.

131. Bisher wurde eine im Gleichgewicht befindliche
Fliissigkeit betrachtet, die entweder ruht oder mit einer allen
ihren Punkten gemeinsamen Geschwindigkeit begabt ist. Wir
nehmen jetzt an, sie drehe sich gleichférmig um eine feste
Axe, und wir suchen die Bedingungen, unter welchen alle
Punkte der Fliissigkeit ihre gegenseitige Lage bei dieser Dre-
hung behalten. Dazu geniigt es nach dem Princip von d’Alem-
bert, dass in jedem Punkt Gleichgewicht stattfindet zwischen
den gegebenen und solchen Kriften, welche gleich und entge-
gengesetzt sind denjenigen, die jedem freien Punkt die hier
vorgeschriebene Bewegung ertheilen wiirden. Diese letzten
sind die Centripetalkriifte.

Das Gleichgewicht muss mithin stattfinden zmschen den
gegebenen und den Centrifugalkriften, wenn man diese als an
den Molekeln selbst wirkend betrachtet. Wird die constante

Winkelgeschwindigkeit durch @ bezeichnet, -so sind die mit den
12*
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Axen der z und y parallelen Componenten der Centrifugal-
kraft @22 und ®?y, und die dritte Componente ist Null, wenn
man die Drehaxe zur Axe der z nimmt. Zur Bestimmung des
Druckes hat man folglich:

(T dp = o(Xda + Ydy + Zdz + eo?adz + w?ydy).

Die rechte Seite muss daher ein vollstindiges Differential
bilden. '

Die Niveaufliichen haben als gemeinsame Gleichungen:
Xde + Ydy + Zdz + e?2(zde + ydy) = 0 und ¢ = ¢,
wo ¢ eine willkiirliche Constante und ¢ diejenige Function von
z, y, z vorstellt, deren Differential die rechte Seite von (7) ist.

Wenn die freie Oberfliche der homogenen oder heteroge-
nen Fliissigkeit einem constanten Druck unterliegt, so ist sie
selbst eine Niveaufliiche, deren Gleichung in der allgemeinen
¢ = ¢ steckt. Kennt man jetzt das Volumen der Fliissigkeit
und die Gestalt des sie einschliessenden Gefdsses, so vermag
man den Werth der Constante ¢ fiir die Oberfliche zu be-
stimmen, wie wir an einigen Beispielen zeigen wollen.

132. Wir denken uns eine schwere homogene Fliissig-
keit, auf deren freie Oberfliche der constante Druck P wirkt,
eingeschlossen in einen verticalen Cylinder, dessen Basis den
Radius « hat, und welchen sie im Ruhezustand bis zur Hohe
h anfiillt. Die Axe des Cylinders in entgegengesetzter Rich-
tung mit der Schwere sei Axe der z, und der Cylinder rotire
um dieselbe gleichférmig.

Man hat:
X=0,Y=0,2=—y
und die Gleichung (7) wird:
dp = — gedz + gw?(zdz + ydy).

Die allgemeine Gleichung der Niveauflichen ist:

— gdz + 0?(zdz + ydy) = 0,
also:

2
.wﬂ+y?:5g(z—c).

wihrend ¢ eine willkiirliche Constante.

Diese Gleichung stellt Umdrehungsparaboloide um die
Axe der ¢ dar, deren Scheitelhéhe iiber der Grundebene ¢
betriigt.

Die freie Oberfliche, weil sie einem constanten Druck un-
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terliegt, ist selbst eine Niveaufliche. Ihre Gleichung wird aus
der vorstehenden erhalten, indem man fiir ¢ den erforderli-
chen besonderen Werth setzt. Wir finden diesen Werth da-
durch, dass wir das von der zu suchenden Oberfliche begrenzte
Fliissigkeitsvolumen berechnen und es gleichsetzen mit ma?h.
Man erhilt fiir das Volumen:

(1
ma?z — Eg(zl == )%

wo 2z, dem Punkte angehort, in welchem die erzeugende Pa-
rabel der Oberfliche den Cylinder trifft, so dass:

a? @?

29

Zur Bestimmung von ¢ dient daher die Gleichung:

: 7 at@?
nah = mwa?c 4 :
4g

Z =20

und daraus ergiebt sich:

a’w?

49
Demnach ist die Gleichung der freien Oberfliche der rotiren-
den Fliissigkeit:

_Y(, o)
.E?J,—y?.__mz ‘z—'{— o h ).
Es bleibt nun noch der Druck in einem beliebigen Punkte
zu ermitteln. Durch Integration von dp findet man:

2
P=-—goz+992—(w"+y2)+0‘-

Die Constante ¢/ bestimmt sich daraus, dasa_a an der Oberfliche
p = P. Man erhilt:
a?w?Q

P = 1 -‘—'()'Q]L—‘—G".

¢c—h —

folglich:

und damit ist die Aufgabe vollstindig gelost.

Man mag bemerken, dass bis die Flissigkeit von dem
Ruhezustand an in der Rotationsbewegung zu ihrer Gleichge-
wichtslage gelangt, der auf der Axe liegende Punkt ihrer
freien Oberfliche sich um eben so viel gesenkt hat, als die in
Beriihrung mit dem Cylinder stehenden Punkte gestiegen sind.
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Die Scheitelhthe ¢ des die Fliissigkeit begrenzenden Parabo-

a?w@?

loides betrigt h —

, und die Hohe derjenigen Punkte des-

49
selben, welche auf der Cylinderﬂ'tiche liegen, ist:
a?@?
+ 49 3

8o dass in der That beide gich von der anfiinglichen Héhe %
um dieselbe Grisse %‘;’-2 unterscheiden.

133. Untersuchen wir jetzt den Fall, wo auf die Molekel
der in einem Gef#ss enthaltenen Fliissigkeit eine Kraft wirkt,
welche nach einem festen Punkt hinstrebt und der Entfernung
von diesem proportional ist.

Bezeichnet w den Werth dieser Kraft in der Einheit der
Entfernung, und nimmt man zum Ursprung den festen Punkt,
gegen welchen sie hinstrebt, so sind ihre Componenten:

— B&, — kY, — p2
Die Componenten der Centrifugalkraft sind, wenn @ die con-
stante Winkelgeschwindigkeit vorstellt:
iz, wy.
Die Differentialgleichung der Niveauflichen ist:

(02 — p) (zda + ydy) — pede = 0,
und ihre endliche Gleichung:
zﬂ!
Byt =
wihrend ¢ eine willkiirliche Constante.

Die Niveaufliichen sind Umdrehungsflichen zweiten Gra-
des um die feste Axe, nimlich Ellipsoide, wenn @2<Cyu; senk-
rechte Ebenen auf die feste Axe, wenn @?— u; Hyperboloide,
wenn ®2?>>u, und zwar mit zwei Flichendsten oder mit einem,
je nachdem ¢ negativ oder positiv ist.

Den der freien Oberfliche angehdrenden Werth der Con-
stante bestimmt man in allen Fillen, indem man das zwischen
dieser Niveaufliche und den Gefisswiinden enthaltene Volu-
men berechnet und es dem Inhalt der gegebenen Fliissigkeits-
masse gleichsetzt.

Wenn ®?>pu, so bestimmt die Grisse dieses Inhalts nicht
allein den Absolutwerth, sondern auch das Zeichen der Con-
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stante und ldsst dadurch erkennen, ob das Hyperboloid einen
oder zwei Fldchenéste hat.

Um dies allgemein einzuselien, wollen wir uns irgend einen
Werth fiir > u denken und dem ¢ einen negativen Werth
beilegen. Das Hyperboloid hat dann zwei Flicheniste, und
die freie Oberfliche der Fliissigkeit ist concav, da sonst der
Druck auf dieselbe nicht gegen das Innere gerichtet sein
wiirde. Lassen wir nun den Werth von ¢ bis zu Null wach-
sen, so bleibt der Asymptotenkegel immer derselbe, und wih-
rend das Hyperboloid sich ihm unaufhérlich nihert, nimmt
das durch es begrenzte Volumen ab und reducirt sich schliess-
lich auf das vom Kegel begrenzte Volumen. — Wenn wir da-
gegen von einem positiven Werthe des ¢ ausgehen, so hat das
Hyperboloid nur einen Flichenast, und die freie Oberfliiche
ist convex. Mit abnehmendem ¢ wiichst das Volumen der in
dem Gefdsse enthaltenen Fliissigkeit, indem die begrenzende
Oberfliche sich dem vorigen Kegel nihert, ausserhalb des-
sen sie liegt. Bei ¢=0 erreicht dieses Volumen seinen gross-
ten Werth, welcher mit dem kleinsten fiir die Hyperboloide
mit zwei Flicheniisten zusammenfillt. Daraus folgt, dass es
unter allen Hyperboloiden beider Arten nur ein einziges ge-
ben kann, welches einer gegebenen Fliissigkeitsmasse und einer
Winkelgeschwindigkeit entspricht, die grisser ist als V. Und
es giebt allemal ein solches, wenn das Gefiss unbegrenzt ist.

Permanenter Zustand einer fliissigen Masse, de-
ren Molekel sich gegenseitig anziechen und einer
gleichformigen Rotationshewegung
unterworfen sind.

134. In den vorhergehenden Aufgaben war die auf jede
Molekel wirkende Kraft bekannt und unabhiéingig von der
Lage der anderen Molekel. Jetzt verhiilt sich die Sache an-
ders, .denn da jede Molekel durch alle anderen angezogen
wird, so hingt die Resultante dieser Wirkungen nothwendig
ab von der Gestalt der Fliissigkeit. Weil aber diese Gestalt
unbekannt ist, so sind auch die Krifte X, Y, Z unbekannt,
und die Aufgabe wird viel schwieriger.

Bei einer homogenen Fliissigkeit, wenn die- Anziehung
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dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional ist, kann
man die bisherige Aufgabe nur fiir eine sehr kleine Winkelge-
schwindigkeit losen, welche der Fliissigkeit eine von der Kugel
wenig verschiedene Form giebt. Es ldsst sich aber stets zei-
gen, dass die Gestalt eines Rotationsellipsoids dem Gleichgewicht
geniigt, sofern die Winkelgeschwindigkeit eine gewisse Grenze
nicht iiberschreitet. Jacobi ist weiter gegangen und hat nach-
gewiesen, dass die Fliissigkeit auch die Gestalt eines Ellip-
soids mit drei ungleichen Axen annehmen kann. Wir konnen
jedoch auf diese Untersuchung nicht eingehen und beschrin-
ken uns auf den Nachweis von dem Geniigen des Rotations-
ellipsoids.
Es sei
zz x? + y? —1
2d L

die Gleichung eines Umdrehungselhpsmds um die Axe der z,
welches an den Polen abgeplattet ist. Die Componenten X,
Y, Z der Anziehung, welche die Masse desselben auf einen
Punkt z, y, z seiner Oberfliiche ausiibt, sind:

Ko 2"9f‘” [A — (1 - A%) are tangi],

Y = Q”ny [A — (1 4 42) arctang 4],

yr— —ﬂl—gﬁ (1 + A% (arc tang 4 — 1),

wenn ¢ die Dichte bezeichnet.

Die Resultante dieser drei Kriifte und der Centrifugal-
kraft, deren Componenten @?2, @?y sind, muss in dem Punkt
z, y, 2 senkrecht auf der Oberfliche des Ellipsoids stehen.
Diese Bedingung liefert folgende Gleichung zwischen den
Coordinaten der Oberfliche und ihren Differentialen. in wel-

cher & statt —— 4 f steht:
[A — A+ A arctang A + 2e43] (2da + ydy)
+ 2 (arctang A — 4) (1 + 4?) zdz = 0.
Aus der Gleichung des Ellipsoids folgt aber zwischen densel-
ben Coordinaten die Relation: '
zde L ydy - (1 4 22) 2dz = 0.
Wenn man nun fiir 2, y. do, dy irgend welche, aber in bei-
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den Gleichungen dieselben Werthe nimmt, so miissen auch die
Werthe von zdz iibereinstimmen. Daraus ergiebt sich fol-
gende Bedingung, welche 4 bestimmt:

A — (14 22) arctang & + 2€A% = 2 (arctang A — R).
Diese Gleichung hat die Null zur dreimaligen Wurzel, welche
uns jedoch nicht angeht. Sie kann geschrieben werden:

34 4 2640

Eine jede ihrer reellen positiven Wurzeln bestimmt das
Verhiltniss der zwei Axen einer dem Gleichgewicht geniigen-
den erzeugenden Ellipse, und ihre Grosse findet sich aus dem
bekannten Volumen der Fliissigkeit. Somit kommt Alles hinaus
auf die Auffindung der Anzahl und des Werthes der positiven
Wurzeln von (1). Sie sind die Abscissen der Durchschnitts-
punkte der positiven z-Axe mit der Curve, deren Gleichung
ist:

— are tang A = 0.

__Ba—+ 2&ad
@ y="Fm
Durch Differenziiren derselben findet man:

dy _ 2a2?2[eaxt 4+ 2(5es — 1)a? 4 9¢] .
= AF®BFar

Dieser Ausdruck ist Null fiir # =— 0, und fiir sehr kleine
Werthe von « wird er positiv; so dass die Curve die Axe der.
# im Ursprung tangirt und von da anfiinglich iiber die posi-
tive Seite dieser Axe emporsteigt.
_ Suchen wir die Punkte, in welchen die Tangente an diese
 Curve parallel liuft mit der Axe der 2. Ihre Abscissen wer-
den durch die Gleichung gegeben:
(3) gt 4 2(5s — 1) a? + 98 — 0.
Hiitte diese Gleichung keine reellen Wurzeln, so wiirde die
Curve sich fortwahrend von der Axe der z entfernen, und dann
konnte auch die Gleichung (1) keine reellen Wurzeln haben.
Nun kann offenbar ein positiver Werth fiir 22 nur dann der
Gleichung (3) geniigen, wenn 5& — 1 < 0 oder ¢ <Z}. Un-
tersucht man aber die Bedingung, unter welcher sich fiir 2
zwei reelle Werthe aus (3) ergeben, so zeigt sich, dass & <7 |
sein muss. Die Gleichung (3) hat hochstens zwei positive
Wurzeln und diese immer, wenn & <7 L.

Dies reicht jedoch nicht dazu hin, dass die Gleichung (1)

— arc tang .
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reelle Wurzeln habe, vielmehr wird erfordert, dass der grosste
positive Wurzelwerth von (3), wenn man ihn in (2) setzt, dem
y einen negativen Werth ertheile. Denn in diesem Falle schnei-
det die Curve die Axe der z einmal, bevor sie diesen Punkt
erreicht, und nachher noch einmal, weil die Ordinate schliess-
lich positiv bleibt und bis ins Unendliche wichst. Mehr als
zwei positive Wurzeln hat die Gleichung (1) in keinem Falle.
Diese werden einander gleich, wenn der Minimalwerth von y
Null ist; und ist derselbe positiv, so existien sie gar nicht.
Daraus sieht man, dass die vorliegende Aufgabe nur dann
moglich ist, wenn der fiir & <! sich ergebende grisste Wur-
zelwerth der Gleichung (3), in (2) gesetzt, y = 0 macht. Dies
ergiebt, indem man fiir & den Werth aus (3) substituirt, die
Bedingung: st PRI
e e =
@FD@F9 >
Die erste Seite dieser Ungleichheit ist Null fur & =10. Thre
Derivirte ist dann auch Null und wird darauf mit wachsendem
« negativ; einzig fiir @ = V'3 wird sie wieder Null und bleibt
von da an bestindig positiv. Diec erste Seite der Ungleichung
ist also anfinglich negativ, wird Null einzig fiir einen gewis-
sen Werth von z, der grésser als V'3, und darauf bleibt sie
bestiindig positiv. Der Ungleichung wird daher durch jeden
Werth von a geniigt, der grisser ist als die positive Wurzel

der Gleichung: _
T4 9a o
@F D@9
Als gentiherter Werth dieser Wurzel findet sich:
= 2,5293.
Der entsprechende Werth von &, den die Gleichung (3) dazu
liefert, ist:

arctang © —

are tang ¥ —

e =— 0,1123.

Fiir diesen Werth von & ist der vorstehende von x eine
Waurzel der Gleichung (3) und zwar die grosste, wie man sich
leicht iiberzeugt, oder auch wie sich wegen des Laufs der durch
(2) vorgestellten Curve von selbst versteht. Da dieser Werth
y =0 macht fiir dieses bestimmte & so ist er auch eine Wur-
zel der Gleichung (1), oder man erhilt fiir ¢ — 0,1123 die
Auflosung 4 = 2,5298.
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Nimmt man fiir z irgend einen Werth, der grisser ist als
2,5293, so gehoren zu ihm zwei positive Werthe von 4, welche
die Gleichung (1) erfiillen, und zwischen denen der Werth von
x liegt. Man sieht, dass der griosste Werth fiir 2? aus (3)
sich in entgegengesetztem Sinne mit & éindert. Die Aufgabe
hat daher zwei Auflosungen, wenn

& > 2,5293 und & < 0,1123;
sie hat nur eine einzige, wenn & — 0,1123, niimlich 2 = 2,5293.
Bei unendlich wachsendem x nithert sich & der Null. Indem
wir fiir & seinen griossten Werth setzen, lisst die Gleichung
w? -

e 0,1123
die grosste Winkelgeschwindigkeit erkennen, welche noch mit
der Gestalt eines Umdrehungsellipsoids vereinbar ist. Bei die-
sem Grenzwerthe des ® ist nur eine Figur méglich. Lisst
man @ von da an bis zu Null abnehmen, so wichst der eine
Werth von 4 bis ins Unendliche, und der andere nihert sich
der Null. Das dem ersten entsprechende Ellipsoid néhert sich
also einer Ebene und das andere einer Kugel, so dass man fiir
@ = 0 nur die Kugel als Auflésung erhiilt.

Gleichgewicht der schweren Fliissigkeiten.

135. Wenn die Schwere die einzige Kraft ist, welche auf
die Molekel einer homogenen Fliissigkeit wirkt, so hat man:
dp = — @gdz, p=— egz + ¢;
dabei ist die z-Axe der Schwere entgegengesetzt. Bezeichnet
P den Druck, welcher z = & entspricht, so wird:

p=eylh—2)+ P
Die Niveauflichen sind horizontale Ebenen, und der Druck
hiingt nur von der Hihe ab.
Ist die Dichte ¢ auf stetige oder unstetige Weise variabel,
so kann sie nur eine Function von z sein, und man erhilt:

p=—9g f edz.

136. Als wir die Zunahme des Drucks beim Uebergang
von einem Punkt der Fliissigkeit nach einem anderen berech-
neten, dachten wir uns diese Fliissigkeit zerlegt in stetig zu-
sammenhingende Parallelepipede und untersuchten, um wie
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viel der Druck zunahm beim Uebergang von einer Grenzfliche
zur parallelen. Aber es ist klar, dass diese Schlussweise und ihre
Folgerungen nicht mehr gelten, wenn in der Fliissigkeit Schei-
dewiinde vorhanden sind, welche die Communication der Theile
aufheben. Und wenn diese Winde die Communication nicht
ganz aufheben, sondern nur modificiven, so ist zu untersuchen,
in wiefern die vorhergehende Theorie dadurch abgeindert wird.

Wenn allein die Schwere auf die Fliissigkeit wirkt, so er-
leidet der Druck keinen Zuwachs beim Uebergang von einer
verticalen Parallelepipedfliche zur parallelen, vorausgesetzt, dass
das Parallelepiped auns der Fliissigkeit ohne Unterbrechung be-
steht. Man kann also nur dann behaupten, dass in zwei auf
derselben Horizontalebene liegenden Punkten gleicher Druck
stattfinde, wenn man von dem einen Punkt zum anderen durch
die nicht unterbrochene Fliissigkeit iibergehen kann,indem man
auf derselben Horizontalebene bleibt.

137.  Betrachten wir jetzt das Gleichgewicht von verschie-
denen schweren Fliissigkeiten, die sich in zwei durch einen ho-
rizontalen Canal verbundenen Gefissen befinden. Durch die
tiefsten Punkte des Canals legen wir eine horizontale Ebene;
die Fliissigkeiten unterhalb dieser Ebene kénnen in beiden Ge-
fiassen sehr verschiedenen Drucken auf derselben Horizontal-
ebene unterliegen. Fiihren wir ebenso eine Horizontalebene
durch die hiichsten Punkte des Canals, so wird der Druck in
allen Punkten irgend einer mittleren Horizontalebene gleich
sein; fiir hiher liegende Ebenen kann er sich wieder in beiden
Gefissen unterscheiden. Aber in jedem von beiden Gefissen
sind die itber dem Canal liegenden TFliissigkeitstheile an die
Gesetze der Nr. 135 gebunden: in Bezug auf einander brau-
chen sie dagegen nur der Bedingung zu geniigen, dass der
Druck, welchen sie auf die durch die hichsten Punkte des Ca-
nals gehende Horizontalebene hervorbringen, gleich sei. Eben-
so wirkt auf die unterhalb des Canals liegenden Fliissigkeits-
theile an ihrer Oberfliche ein gleicher Druck, und dieselben
befolgen in jedem Gefésse fiir sich die Gleichgewichtsgesetze
der Nr. 135.

Diese Betrachtungen finden Anwendung auf die Theorie
der Heber, Barometer, Wasserwagen, der hydraulischen
Presse. etc.
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188. Druck auf die Wiande. — Wirbetrachten zuerst
eine ebene Wand und zerlegen dieselbe in unendlich kleine
Elemente dA. Der Abstand eines solchen Elements von der
dusseren Oberfliche der Fliissigkeit sei z, und die Fliissigkeit
sei homogen. Der Druck, welchen die Fliissigkeit auf das
Element dA ausiibt unabhingig von dem an ihrer Oberfliche
stattfindenden iHusseren Druck, betriigt gozdi, wie auch das
Element gerichtet sein mag. Die Summe aller dieser Drucke ist:

goZzdd oder go Az,
wenn .4 den Flacheninhalt der Wand bezeichnet und 2z, die
Entfernung ihres Schwerpunkts von der Oberfliche der Fliis-
sigkeit. Daraus folgt, dass der Druck sich nicht #indert, wel-
che Lage die Wand auch annehmen mag, wenn nur ihr
Schwerpunkt fest bleibt.

Dieser Druck ist vollkommen unabhingig von der Form
des Gefidsses, und man kann auf den Boden desselben einen
sehr betriichtlichen Druck ausiiben mittelst eines sehr geringen
Gewichts Flissigkeit, indem man den Abstand des Bodens von
der Oberfliche sehr gross macht.

Der Angriffspunkt der Resultate aller auf eine ebene
Wand wirkenden Druckkrifte heisst Mittelpunkt des
Drucks und wird nach der gewdhnlichen Theorie paralleler
Kriifte bestimmt. Wenn die Wand nicht horizontal ist, so be-
findet er: sich tiefer als der Schwerpunkt ihrer Fliche.

Um dies cinzusehen, wollen wir durch den Schwerpunkt
in der Ebene der Wand eine horizontale Linie fithren. Diese
theilt die Wandfliiche in zwei Theile, welche in Bezug auf sie
gleiche Momente haben. Dagegen geben die auf den unteren
Theil wirkenden Druckkriifte in Bezug auf die Horizontale
ein grosseres mittleres Moment als die auf den oberen Theil
wirkenden. Denn denken wir uns die ganze Wandfliche in glei-
che Elemente zertheilt, so ist der Druck auf irgend ein Element
des unteren Theils grosser als die grissten unter den Drucken
auf die Elemente des oberen Theils. Nihme man nun diese
letzten alle gleich dem grossten unter ihnen, der in den Punk-
ten stattfindet, welche auf der Horizontalen durch den Schwer-
punkt liegen, und néhme man alle Drucke des unteren Theils
gleich dem kleinsten von ihnen, der in den Punkten derselben
Horizontalen stattfindet, so wiirden die Momentensummen fiir
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beide Theile gleich sein. Daher ist wirklich die Momenten-
.summe des unteren Theils griosser als die des oberen; und dar-
um liegt der Mittelpunkt der auf die Wand wirkenden Druck-
kriifte unterhalb der durch ihren Schwerpunkt gehenden Hori-
zontalen, was zu zeigen war.

Um die Coordinaten des Druckmittelpunkts zu bestimmen,
muss man die Momentensummen aller auf die Elemente der
Wand wirkenden Druckkriifte in Bezug auf die drei Coordina-
tenebenen berechnen und sie theilen durch die Summe der
Druckkriifte.

Betrachten wir zuerst die Momente in Bezug auf die Ebene
der 2,y. Es sei di ein unendlich kleines Element der Wand; der
Druck auf dasselbe betriigt gozdA und sein Moment ¢g2?da.
Bezeichnet man die Coordinaten des Druckmittelpunkts durch
2!y y'y 2!, durch @y, y;, 2; diejenigen des Schwerpunkts, durch 4
den Flicheninhalt der Wand, so hat man:

222d) = 27X zdh = Az z,
wo die beiden Integrale iiber alle Elemente der Wand zu er-
strecken sind.

Fiir die Momente in Bezug auf die zwei anderen Coordi-
natenebenen ergeben sich auf dieselbe Weise:

Zyzdd = Ay.zy, Zzzdd = Aa'z,.
Fiir die Coordinaten des Druckmittelpunkts hat man daher:
Zazdh Zyzdi _ Zz2di
Az 'YV T T4y T T Az
139. Als Beispiel betrachten wir den Fall eines Trapezes
mit horizontalen Basen. Man sieht sofort, dass der Druckmit-
telpunkt auf derjenigen Geraden liegt, welche die Mitten bei-
der Basen verbindet. Man braucht daher nur eine seiner drei
Coordinaten zu kennen, z. B. 2. Theilen wir zu dem Ende
das Trapez in unendlich kleine Streifen durch Parallelen mat
den Basen; die Summe X22d4 kann dadurch erhalten werden,
dass man die Fliche eines jeden Streifens mit dem entspre-
chenden 2? multiplicirt und alle diese Producte summirt. Es
sei a die obere Basis des Trapezes, b die untere, & seine Héhe,
die Entfernung eines beliebigen Streifens von der oberen Basis,
¢ die Entfernung dieser Basis von dem Niveau der Fliissigkeit, .
y der Winkel, welchen die Ebene des Trapezes mit der Hori-

/

7 p—
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zontalebene einschliesst. Die Fliche eines beliebigen Streifens
betréigt:

a -+ b au) du,
h
und man hat:

z=c¢ -+ u sin y.
Zu berechnen ist daher:

f(c - usin y)? (:: 4. _b_]':‘ﬂ u) du.
und das Resultat ist zu theilen durch Az, oder durch:
M) (¢ + uy sin 9):

dann erhilt man
2" oder ¢ 4 w' sin .

Der Werth von u’ bestimmt die Lage des Druckmittel-
punkts bequemer als 2. Die Ausfithrung der angezeigten
Rechnung ergiebt:

7 k(a4 3b)siny 4 2he(a 4 20)
T 2h(a+ 2b)siny + 6c(a -+ b) T

Ist ¢ = 0, d. h. befindet sich die obere Basis im Niveau

der Fliissigkeit, so wird:

o, h(a—+30)

T2 F 2b)°
In diesem Falle hiingt die Lage des Druckmittelpunkts nicht
ab von der Neigung der Wand.

Hat man noch entweder a — 0 oder & — 0, so wird im

3h

: : ] -
ersten Falle o' = i und im zweiten ' = 2i Das Trapez
ist jetzt ein Dreieck; im ersten Falle liegt dessen Spitze in der
Oberfliche des Wassers und im zweiten seine Grundlinie.

Das Trapez wird ein Parallelogramm, wenn « — b, und

fiir ¢ = O findet man:

i

__2h
=5
~ 140. Die Druckkrifte, welche auf eine krumme Wand
ausgeiibt werden, sind nicht parallel und lassen sich daher
nicht immer auf eine einzige Kraft reduciren. Da sie aber
ein starres System angreifen, so kann man sie allemal auf

u
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. zwei Krifte zuriickfithren. Kennt man die Gréssen aller Ele-
mentardrucke und die Coordinaten ihrer Angriffspunkte, so
kann man dieselben vereinigen in drei nach den Coordinaten-
axen gerichtete Krifte und drei Paare, deren Axen in diesen
Richtungen liegen. Dabei sieht man, ob es ecine Resultante
giebt, und in diesem Falle bestimmt man sie leicht. Ausser-
dem erhilt man eine Kraft und ein Paar, statt welcher man
zwei Kriifte setzen kann.

141. Wir wollen insbesondere den Druck betrachten,
welcher auf die Oberfliche eines Korpers ausgeiibt wird, der
ganz oder theilweise in eine schwere im Gleichgewicht stehende
Fliissigkeit eingetaucht ist. Es ldsst sich leicht zeigen, dass
die horizontalen Componenten der Druckkriifte einander auf-
heben, und dass nur die verticalen Componenten iibrig bleiben,
welche immer eine Resmltante haben.

In der That, fassen wir den Theil der eingetauchten Ober-
fliche ins Auge, welcher enthalten ist zwischen zwei unend-
lich nahen Horizontalebenen, und beschiiftigen wir uns zuniéichst
mit den Druckcomponenten, welche auf ihn parallel mit der
Axe der z wirken. Zerlegen wir diesen Theil der Oberfliche
in Elemente durch unendlich nahe Ebenen, welche parallel
sind mit der Ebene der z,z; je zwei dieser Elemente proji-
ciren sich in demselben Rechteck dy dz auf die Ebene der
yy2. Ist nun p der Druck, welcher dem Abstand der be-
trachteten eingetauchten Scheibe von der Oberfliche der Fliis-
sigkeit entspricht, und sind @, §, y die Winkel, welche die
Normale in irgend einem Punkt der Oberfliche dieser Scheibe
mit den Axen macht, so werden die Componenten des Drucks
pw, welcher auf ein Oberflichenelement @ der Scheibe wirkt,
ausgedriickt durch:

pocosa, pacosf, pocosy
oder durch:
pdydz, pdadz, pdady.

Auf das zweite Oberflichenelement der Scheibe, dessen Pro-
jection das ndmliche Rechteck dydz bildet, wirkt parallel mit
der Axe der « die gleiche, aber entgegengesetzte Druckcom-
ponente pdydz. Diese beiden Componenten zerstoren sich;
und da dasselbe gilt fiir je zwei andere Oberflichenelemente
der Scheibe, welche einerlei Projection auf die Ebene der y,z
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haben, so siecht man, dass die mit der Axe der 2 parallelen
Druckcomponenten auf die Oberfliche der Scheibe und folglich
auf die ganze eingetauchte Oberfliche sich aufheben.

Ebenso heben sich die zur Axe der y parallelen Druck-
componenten auf; was man einsicht, indem man die eingetauchte
Oberfliche in Elemente zerlegt, von denen je zwei das nimli-
che Rechteck dzdz zur Projection haben. Es bleiben also
nur die verticalen Druckcomponenten iibrig, und diese sind in
der ganzen Ausdehnung der eingetauchten Oberfliche zusam-
menzusetzen.

Zerlegen wir jetzt diese Oberfliche in Elemente durch
unendlich nahe Ebenen, von welchen die einen parallel sind
mit der Ebene der a,z und die anderen mit der Ebene der
1,2, so werden je zwei Klemente sich in dem niimlichen Recht-
eck dady auf die Ebene der a,y projiciren. Die verticalen
Druckcomponenten auf zwei solche, durch denselben Faden
ausgeschiedene Elemente haben entgegengesetzte Richtung und
setzen sich zusammen in eine von unten nach oben gerichtete
Kraft, die gleich ist dem Gewicht der Fliissigkeit, welche das
Volumen jenes eingetauchten Theils vom Korper einnehmen
wiirde, der enthalten ist in dem iiber dem Rechteck dazdy senk-
rechten Faden, und welche Fliissigkeit man sich, wenn die den
eingetauchten Korper umgebende heterogen ist, in gleicher
Héhe von gleicher Dichte mit dieser zu denken hat.

Es folgt hieraus, dass der Korper in entgegengesetzter
Richtung mit der Schwere mit gleicher Kraft getrieben wird,
wie die Fliissigkeit, deren Stelle er einnimmt, in der Richtung der
Schwere getriecben wiirde. Die Druckkriifte, welche der Kor-
per erfiihrt, haben daher eine Résultante gleich dem Gewicht
seines eingetauchten Volumens, wenn man sich dieses derge-
stalt von der umgebenden Fliissigkeit erfiillt denkt, dass in-
nerhalb desselben in gleicher Hihe dieselbe Dichte wie aussen
stattfindet; Angriffspunkt dieser Resultante ist der Schwerpunkt
des so erfiillt gedachten eingetauchten Volumens. Auf den
Kérper wirkt ausserdem noch sein Gewicht in seinem eige-
nen Schwerpunkt; er kann daher nur im Gleichgewicht sein,
wenn beide Gewichte gleich sind und beide Schwerpunkte auf
derselben Verticalen liegen.

Dieses schon von Archimedes entdeckte Gesetz der

Duhamel, Mcchanik. 1I. 13 ‘
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Hydrostatik, welches gleichmiissig fiir tropfbare und gasfor-
mige Fliissigkeiten gilt, wird gewohnlich so ausgesprochen:
Ein Kérper, welcher in eine im Gleichgewicht be-
findliche Flissigkeit eingetaucht ist, verliert an
seinem Gewicht dasjenige der verdringten Fliis-
sigkeit.

142. In dem fiir dieses Gesetz gegebenen Beweise haben
wir die Elementardrucke auf die eingetauchte Oberfliche be-
trachtet. Dies ist jedoch mnicht nithig, - denn man kann un-
mittelbar ihre Gesammtwirkung bestimmen. Der Kérper erlei-
det offenbar dieselben Druckkrifte wie diejenige Fliissigkeit,
welche sich an der Stelle seines eingetauchten Theils befinden
konnte, und die man als starr betrachten darf ohne das Gleich-
gewicht zu storen. Da nun diese starr gedachte Fliissigkeit in
Ruhe bleibt, so muss der Druck, den sie erfihrt, genau ihre
Schwere aufheben, und folglich miissen alle auf sie wirkenden
Druckkrifte sich in eine verticale Resultante vereinigen, die
ihrem Gewicht gleich ist und durch ihren Schwerpunkt geht.
Jeder in eine Fliissigkeit eingetauchte K@rper befindet sich
folglich unter dem Einfluss zweier entgegengesetzten Vertical-
kriifte. Diese sind das den Schwerpunkt des Kérpers angrei-
fende Gewicht desselben und das Gewicht der verdriingten
Fliissigkeit, welches deren Schwerpunkt angreift.

Um das Gewicht eines Kérpers zu kennen, muss man den-
selben im leeren Raum wigen. Zu seinem Gewicht in der
Luft oder in irgend einer anderen Fliissigkeit ist das Gewicht
eines gleichen Volumens dieser Fliissigkeit zu addiren.

Auf das Vorstehende griindet sich die Theorie der Ariio-
meter und der hydrostatischeh Wage.

Gleichgewicht schwimmender Kérper.

143. Damit ein fester Kérper, welcher zum Theil in
eine Fliissigkeit eingetaucht ist, sich im Gleichgewicht befinde,
so muss, wie wir gesehen haben, sein Gewicht gleich sein
dem Gewicht der verdriingten Fliissigkeit, und sein Schwer-
punkt muss auf einer Verticalen mit dem Schwerpunkt die-
ser Fliissigkeit liegen. Ist sowohl die Fliissigkeit homo-
gen als der an ihrer Oberfliche schwimmende Korper, so
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fallt der Schwerpunkt der verdringten Fliissigkeit mit dem
des eingetauchten Theils vom festen Korper zusammen. Um
daher die Lagen zu bestimmen, in welchen ein homogener
Kérper an der Oberfliche einer homogenen Fliissigkeit im
Gleichgewicht bleiben kann, muss man ihn durch eine Ebene
so schneiden, dass der Rauminhalt eines seiner beiden Theile
gich zum Rauminhalt des ganzen Korpers verhilt wie dessen
Dichte zur Dichte der Fliissigkeit, und dass zugleich die
Schwerpunkte dieses Theils und des ganzen Korpers auf der-
selben zur Schnittebene senkrechten Geraden liegen. Wenn
dann dieser Theil eingetaucht wird, so dass die Schnittebene
mit der Oberfliche der Fliissigkeit zusammenfillt, so findet
Gleichgewicht statt.

Als Beispiel nehmen wir ein gerades dreiseitiges Prisma.
dessen Kanten horizontal liegen sollen. In der Gleichgewichts-
lage hat es entweder zwei dieser Kanten oder nur eine unter
dem Niveau der Fliissigkeit. Den letzten Fall untersuchen
wir zuerst. Die Linge des Prismas ist offenbar gleichgiiltig
fiir die gesuchte Lage, und jede zu den Kanten parallele Ebene
theilt seinen Inhalt in gleichem Verhiiltniss mit der Grund-
fliche. Wir kénnen uns deshalb auf Betrachtung dieser Grund-
fliche beschriinken.

Das Dreieck ABC stelle sie vor; a, b, ¢ seien respec-
tive seine drei Seiten, C die eingetauchte Spitze, DE der

Fig. 8. Durchschnitt mit der Oberfliche der Fliis-
g sickeit, /7 und I die Mittelpunkte von
AB und DE, r das Verhiltniss der
Dichte des Korpers zur Dichte der Fliis-
sigkeit. Setzen wir:
und bezeichnen die Winkel 4 CF, BCF
durch «, f3.

Die Aufgabe besteht darin, die Ge-
rade DFE so zu ziehen, dass das Verhilt-
niss der Dreiecke CDE, CAB gleich »
wird, und dass die Gerade "I, welche
parallel liuft mit der Verbindungslinie der Schwerpunkte beider
Dreiecke, senkrecht steht auf D) E. Diese letzte Bedingung kommt
auf die Gleichheit von D F', IFE hinaus.

13*
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Die zwei Gleichungen zur Bestimmung von a,y sind daher

(1 ay = rab, z? — 2 frcosa =y — 2fycosf.

Aus ihnen folgt durch Eliminiren von y:

2) at—2fa3cosa + 2rabfecosf — rta2b? = 0.

Diese Gleichung hat nothwendig zwei reelle Wurzeln, eine po-
sitive und eine negative, welche letztere jedoch keine Aufls-
sung unserer Aufgabe bieten kann. Wenn noch die beiden
anderen Wurzeln reell sind, so miissen sie der Zeichenregel
von Descartes zufolge positiv sein. Es sind daher hiochstens
drei Gleichgewichtslagen bei eingetauchter Spitze € miglich;
und zwar tritt dieser Fall ein, wenn die drei reellen Wurzel-
werthe des 2 kleiner sind als « und fiir y kleinere Werthe
ergeben als 0.

Werden die zwei Spitzen 4 und B eingetaucht, so muss
das Verhiltniss der Fliichen BDEA und ABC gleich r sein,
dasjenige der Dreiecke CIDE, ABC also gleich 1 — . Da
sich iibrigens die Schiwerpunkte dieser Dreiecke mit dem Schwer-
punkt von B7) KA in gerader Linie befinden, so braucht man
nur 1 — » statt » in den Gleichungen (1) zu schreiben, und
die Gleichung zur Bestimmung der z fiir den neuen Kall wird:
2t — 2fadcosa - 2(1 — r) abfawcosp — (1 — r)2a?b? = 0.

144. Ist das Dreieck A BC gleichschenklig, so hat man:

2
b=u, cosﬁ:cosa:—(‘é, Sfr=a? — e
und die Gleichungen (1) werden:
zy = ra?, ¥? — y? — %{—2— (2 —y)=0.

Als erste Auflosung ergiebt sich:

e—y—aVT

Lassen wir jetzt den Factor # — y in der zweiten Glei-
chung weg, so bleiben die Auflésungen der beiden folgenden
zu finden:

ay =ra?, x-+4+y= ?.
Demnach hat sowohl x als y die beiden Wurzelwerthe nach-
stehender Gleichung zweiten Grades, aber wiihrend z einen
hat y den anderen:
3) =2 — ? &-+ra?=0 oder 2? — ot

T x +ra? =0,
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Ihre zwei Wurzeln sind imaginir, wenn

” >'ﬁ oder r><l R P
at 4da2/"

Sie werden einander gleich und positiv, wenn

) f4 c?
P= ;: 1— Ta2 2,
Man hat dann w:'{f, und da /4 — atr, so folgt /2 — a2 Vr,

alsoz=y—a |/ r; welche Auflssung, wie es sein muss, mit der
ersten zusammenfillt.
Die zwei Wurzeln der Gleichung (3) sind ungleich und

positiv, wenn
r <J—(‘—4 oder » << (1 = o )2.
at 4 a?
Sie ergeben dann Gleichgewichtslagen, wenn sie beide kleiner
sind als «.
Werden zwei Spitzen A, B3 eingetaucht, so hat man 1 —r
statt » zu setzen. Als erste Auflosung erhdlt man:

2=y=all—nr
Die Gleichung, welche die weiteren Auflosungen liefert, ist:
(4) e = ""2: C x4+ (1 — r)az = 0;
fiir sie wiire eine der vorigen iihnliche Discussion zu fiihren.
Ist das Dreieck gleichseitig, also noch ¢ = @, so erhiilt
man wieder als erste Auflosung:
=y =d}r
oder:
z=y :u,v-l—r,
je nachdem eine Spitze € oder zwei Spitzen 4 und 5 einge-
taucht sind.
Die Gleichungen (3) und (4), welche respective die wei-
teren Auflosungen fiir diese beiden Fille liefern, werden jetzt:
2?2 — 3—; z~+ra2 =0,

z? — %(fx+(l —r)at=0,

Die erste von ihnen hat als Wurzeln:

2 = %ﬁij‘:‘ V9 - 16
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Beide sind reell, wenn r << %, und dazu kleiner als a, wenn

V9 — 167 << 1 oder r > }. Man hat also bei eingetauchter
Spitze € drei Gleichgewichtslagen, sofern » zwischen } und
1+ & liegt.

Die andere Gleichung hat zu Wurzeln:
3a @& ———
&= iz\/lﬁr—-ﬂ-

Diese sind reell, wenn » > %, und dabei kleiner als a, wenn

V16r — 7 << 1 oder » <C 1. Demnach. erhiilt man fiir den
Fall zweier eingetauchten Spitzen A, B drei Gleichgewichts-
lagen, sofern » zwischen } — L und } liegt. Diese Bedingung
und die vorige schliessen jedoch einander aus.

145. Homogene und solche Prismen oder Cylinder, wel-
che aus homogenen, auf den Kanten senkrechten Schichten von
verschiedener Dichte bestehen, konnen auch bei verticaler Stel-
lung ihrer Kanten im Gleichgewicht sein. Die Schwerpunkte
der verdriingten Fliissigkeit und des festen Korpers liegen in
diesem Falle von selbst auf einer Verticalen; es geniigt daher
fiir das Gleichgewicht, dass die Gewichte beider gleich seien.

Soll ein heterogener fester Korper, den man in eine schwere,
aus homogenen horizontalen Schichten bestehende Fliissigkeit
eintaucht, sich im Gleichgewicht befinden, so muss sein Schwer-
punkt auf derselben Verticalen mit dem Schwerpunkt der ver-
driingten Fliissigkeit liegen, und die Bedingung der Gleichheit
der Gewichte beider ergiebt, dass sich das Volumen des ein-
getauchten Theils zum Volumen des ganzen Korpers so ver-
halten muss wie die mittlere Dichte des letzten zur mittleren
Dichte der verdriingten Fliissigkeit.

Bei einem Umdrehungskorper mit vertical stehender Axe,
welcher von homogenen, auf diese Axe senkrechten Schich-
ten gebildet wird, liegt der Schwerpunkt nothwendig in der
Axe, sowie der Schwerpunkt der verdringten Fliissigkeit. Man
braucht daher nur eine Ebene senkrecht auf diese Axe so zu
fithren, dass das Volumen des einzutauchenden Theils sich zum
Volumen des ganzen Korpers verhilt wie die mittlere Dichte
des letzten zu jener der verdringten Fliissigkeit.
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Stabilitit des Gleichgewichts schwimmender
Korper.

146. Das Gleichgewicht eines schwimmenden Kérpers ist
stabil oder labil, je nachdem er in seine Gleichgewichtslage
zuriickzukehren oder sich von ihr weiter zu entfernen strebt,
wenn man ihn noch so wenig aus derselben verriickt hat. Ist
der Korper ein Prisma mit horizontalen Kanten, so sieht man
leicht, dass im Allgemeinen die stabilen und labilen Gleichge-
wichtslagen abwechselnd auf einander folgen. Entfernt man
némlich das Prisma auf stetige Weise aus einer stabilen Gleich-
gewichtslage um es in eine andere solche zu bringen, so wird
es bis zu einem gewissen Punkt in die erste zuriickkehren wol-
len; dariiber hinaus wird es suchen sich von ihr noch mehr
zu entfernen und der zweiten Lage zu ndhern. Es giebt dem-
nach eine solche Zwischenlage, dass wenn man das Prisma
nach der einen oder anderen Seite noch so wenig aus dersel-
ben verriickt, es das Bestreben hat sich immer mehr von ihr
zu entfernen; und diese ist eine Lage des labilen Gleichge-
wichts. Zwischen zwei stabile Gleichgewichtslagen fiillt daher
eine labile, und umgekehrt.

147.  Durchschneidet man einen Korper mittelst einer
Ebene und legt durch den Schwerpunkt der ebenen Durch-
schnittsfliche irgend eine andere Ebene, welche einen unend-
lich kleinen Winkel mit der ersten macht, so sind die auf der-
selben Seite beider Ebenen liegenden Volumina des Korpers
gleich, nidmlich ihre Differenz ist unendlich klein gegen das
zwischen diesen Ebenen enthaltene Volumen.

Mit Vernachlidssigung von Grissen, welche gegen dieses
Volumen unendlich klein sind, kann man die Oberfliche des
Kérpers in der Nahe beider Schnitte als eine Cylinderfiiche
betrachten. Wir wollen nun von den zu vergleichenden Kor-
perinhalten zwei unendlich flache Cylinder mit einer gemein-
schaftlichen Basis absondern, deren Mantel die Oberfliche des
Kérpers bildet, und deren nicht gemeinschaftliche Basen die
zwei, den unendlich kleinen Winkel einschliessenden Ebenen
sind. Diese zwei Basen haben denselben Schwerpunkt, und
folglich haben die beiden Cylinder gleichen Inhalt, denn die-
ser ist das Product der gemeinsamen Basis in den Abstand
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jenes Schwerpunktes von derselben. Daher sind auch die bei-
den Korpervolumina gleich, sowie die zwischen den beiden
Durchschnittsebenen enthaltenen zwei Volumina.

Dieser Satz gilt auch umgekehrt.

148. Ein Korper, der zum Theil in eine homogene Fliis-
sigkeit eingetaucht ist, befinde sich im Gleichgewicht. Sein
Schwerpunkt liegt aut’ derselben Verticalen mit dem Schwer-
punkt der verdringten Fliissigkeit, und die Gewichte beider
sind gleich. Bringen wir diesen Kérper auf irgend eine Weise
sehr wenig aus seiner Gleichgewichtslage, und ertheilen wir
allen seinen Punkten sehr kleine Geschwindigkeiten. Wenn
dann die Entfernung von der Gleichgewichtslage immer sehr
klein bleibt, so war das Gleichgewicht stabil, im anderen Falle
labil. Aufgabe ist es, diese heiden Fille von einander zu un-

Fig. 9. terscheiden; dies soll mit Hiilfe
des  Princips der lebendigen
Kviifte geschehen.

Nachdem der Kérper aus sei-
ner Gleichgewichtslage gebracht .
ist, stelle I.Q M den Durchschnitt
seiner Oberfliiche mit der die
Fliissigkeit begrenzenden Hori-
zontalebene oder die Wasserli-
nie vor;

ANBT sei die augenblickliche Lage der auf das Gleich-
gewicht sich beziehenden Wasserlinie; der Inhalt der ebenen
Fliche A NB I betrage b, und € sei ihr Schwerpunkt;

durch € werde eine horizontale Ebene gefiihrt, deren
Durchschnitt mit dem Koérper L/ N M‘ T vorstellen moge;

G sei der Schwerpunkt des Kirpers;

O sei der Schwerpunkt des Volumens A DB, das man
sich mit Fliissigkeit angefiillt denkt; es betrage V, sein Ge-
wicht ist gleich dem Gewicht des Kaorpers;

0 sei der Winkel, den /O mit der Verticalen macht; die
Gerade GO ist senkrecht auf A NBI, ihre Liinge sei a;

§ sei die Entfernung des Punktes C vom Niveau der
Fliissigkeit, und dieses werde zur Ebene der z, y genommen;

@ bezeichne die Dichte der Fliissigkeit, M die Masse des
Korpers.
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Auf den Korper wirken seine eigene Schwere und die
Druckkriifte, welche die Fliissigkeit auf den eingetauchten
Theil seiner Oberfliche ausiibt. Diese Druckkriifte wirken ge-
rade so, als ob jedes Element des eingetauchten Theils vom
Korper durch eine verticale Kraft angegriffen wiirde, welche
von unten nach oben gerichtet und dem Gewicht dieses Ele-
ments gleich ist, wenn man sich dasselbe von der Fliissig-
keit erfiillt denkt.

Die Componenten X, Y sind demnach an allen Punkten
Null; und nimmt man die z-Axe im Sinne der Schwere, so
hat man Z — g an allen Elementen des Korpers und noch
ausserdem Z — — g an den Elementen seines eingetauchten
Theils, die man dabei als von der Fliissigkeit gebildet ansieht.
Wenn man Z in dieser Weise versteht, so giebt das Princip
der lebendigen Kriifte folgende Gleichung:

(1) Evgdm:-ZE(lmdez—]—C.

Die Geschwindigkeiten wurden sehr klein vorausgesetzt;
daher ist die erste Seite eine sehr kleine Grésse zweiter Ord-
nung, und man darf bei der Berechnung der anderen Seite nur
solche Ausdriicke vernachlissigen, von welchen in das Resul-
tat blos Glieder hoherer Ordnung eingehen wiirden.

Berechnen wir zuerst jenen Theil der zweiten Seite, wel-
cher von den Gewichten aller Elemente des Korpers herriihrt.
Man hat fir ihn: :

de'z =gz, folglich 2 Edmf Zdz = 2gZzdm = 2 gMz,
wo z; das z fiir den Schwerpunkt des Korpers.

Den eingetauchten Theil betrachten wir als zusammenge-
setzt aus dem Volumen zwischen den horizontalen Schnitten
LQM, I/NM und dem Volumen unterhalb des letzten Schnit-
tes. Dieses zweite Volumen ist gleich A DB oder V, vermehrt
um INBM und vermindert um IN AL/

Da der Werth von z jetzt — g betriigt, so hat man:

dez = — gz
Bezeichnet dw das Raumelement, so wird:
dm = ¢do und 2Zdm [ Zd: = — 2g9Xzdo.

Es kommt daher darauf an, das Integral /' zdw fiir die vier
angegebenen Volumina zu berechnen.
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Die Verriickung wurde sehr klein angenommen; wir kon-
nen daher b als den Inhalt eines jeden der drei im Korper
gefiihrten ebenen Schnitte betrachten. Das zwischen den
parallelen Schnitten enthaltene Volumen betrachten wir als Cy-
linder; fiir dasselbe ergiebt sich:

fzdm =1bg2
Fiir das Volumen ADB erhilt man:
fzd.’m = V(2 — acosf)

. . 62 2
oder, indem man 1 — 7 statt cos@ schreibt:

Vag?
]

Dabei muss aber der Punkt O iiber G' liegen; im entgegenge-
setzten Falle miisste man das Zeichen von « #ndern.

Die beiden Volumina INB M und IN AL lassen sich
in prismatische Elemente zerlegen, deren Kanten vertical ste-
hen, und deren Basen die Elemente der Fliche A N B I bilden.

Es sei d ein solches, durch den Punkt R gehendes Fli-
chenelement; die Verticale R 7 stelle die Kantenlinge des ent-
sprechenden Prismas vor. Man fille S = u senkrecht auf TN
und ziehe S7'; der Winkel RST ist der Neigungswinkel bei-
der Ebenen, also (. Der Inhalt des Prismas betrigt daher
RTdA cos ), wofiir man #0dA schreiben darf. Um den diesem
Prisma entsprechenden Werth von f2de zu erhalten, muss
man w0 dA multipliciren mit dem Werthe des 2 fiir die Mitte
von R7T, welcher { + lusinf oder einfach § -+ ! u0 betrigt.
Man erhilt dadurch:

_/'zdm — Vg — Va +

uldd (§ + Jubl);
und diesen Ausdruck muss man iiber die Fliche I NB inte-
griren.

Bei einem prismatischen Element des Volumens INAL’
wird das. z fiir die Mitte gleich { — }u0; aber der Theil des
Integrals f zdw, welcher diesem Volumen angehort, ist abzu-
ziehen. Man hat also

— uldi (¢ — Lub)
iiber die Fliche IN A zu integriren; und fassen wir dieses
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Integral mit dem vorigen zusammen, so brauchen wir blos den
Ausdruck

ufdd (& + Lu0)
iiber die ganze Fliche ANBI zu integriren. Dabei muss
man jedoch z in dem Theile INB als positiv und in dem an-
deren 1IN A als negativ betrachten.

Nun betriigt fudi Null, weil IN durch den Schwerpunkt
von ANBI geht; es bleibt daher %E J u2di. Das Integral

f u?d A wollen wir durch bh? vorstellen und Triighéitamoment
der Fliche A NBI in Bezug auf I N nennen. Dadurch wird
der Theil von [zdw, welcher sich auf die beiden letzten Vo-
bh262
T2

Das Zusammenfassen der verschiedenen Theile von f zdw

lumina bezieht,

giebt: _
Va2

fzdm = 16§ 4 [bh26? 4 Vz — Va + 5
Die Gleichung (1) wird, wenn man den Ausdruck 2g¢ Va in
die Constante einbegreift und beriicksichtigt, dass M — Vp ist:
(2) Zvldm = — gobf2 — go (bh2 4+ a V)02 4 c.
Lige der Punkt O tiefer als G, so miisste man, wie bemerkt
wurde, — « statt « schreiben.

Die Constante ¢ ist, da wir die Anfangswerthe von v, 6
sehr klein vorausgesetzt haben, selbst sehr klein und positiv.

Die erste Seite der Gleichung (2) ist wesentlich positiv,
also auch die zweite. Ihre negativen Glieder miissen daher
stets eine Summe geben, welche kleiner als ¢, also sehr klein
ist; daraus folgt, dass f/ und ¢ bestindig sehr klein bleiben.
Man sieht somit, dass die Verriickung immer sehr klein
bleibt, oder dass das Gleichgewicht stabil war,
wenn der Schwerpunkt des Kérpers tiefer liegt als
der Schwerpunkt der im Zustande des Gleichge-
wichts verdringten Fliissigkeit.

Liegt aber umgekehrt der Schwerpunkt des Korpers ho-
her als der Schwerpunkt dieser Fliissigkeit, so geht die Glei-
chung (2) in folgende iiber: :
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Zv2dm = — gob§? — go(bh2 — a V)62 -} c.
Obgleich nun ¢ sehr klein ist, so kinnten doch # und ¢ auf-
hiren es zu sein, wenn der Coéfficient von 2 positiv wiirde.
Mit der Richtung von I N #ndert sich 622, Wenn daher fiir den
kleinsten Werth, den 6A? dadurch annimmt, dass man IN in
der Fliche A NB1 um ihren Schwerpunkt ¢ herumdreht, die
Ungleichheit .

bh?
bh? — a V>0 oder a<?

stattfindet, so ldsst sich mit Sicherheit behaupten, dass 6 und
¢ stets schr klein bleiben. Das Gleichgewicht kann al-
so noch stabil sein, wenn der Schwerpunkt des
Kérpers iiber jenem der verdringten Fliissigkeit
liegt; dazu geniigt es, dass der Abstand beider
Punkte kleiner sei als der Quotient aus dem klein-
sten der Trigheitsmomente, welche die Schnitt-
flaiche des Korpers mit der Wasseroberfliche in
Bezug auf alle durch ihren Schwerpunkt in ihr ge-
zogenen Geraden giebt, durch das eingetauchte
Volumen.

Oscillationen eines schwimmenden Kérpers.

149. Ein Korper, der zum Theil in eine homogene Fliis-
sigkeit eingetaucht ist, befinde sich im Gleichgewicht; der-
selbe sei in Gestalt und Dichte symmetrisch gegen eine
Verticalebene. Man entferne ihn sehr wenig aus der Gleich-
gewichtslage, und zwar so, dass seine Durchschnittsfigur der
Symmetrie in jener Verticalebene und sein Schwerpunkt auf
der anfiinglichen Verticalen bleibt; die Anfangsgeschwindig-
keiten seien Null.

Die Durchschnittsfigur der Symmetrie wird sich offenbar
immer in der anfiinglichen Verticalebene bewegen; und man
vermag die Lage des Kérpers jeden Augenblick zu bestim-
men, wenn man die Lage seines Schwerpunkts und die Rich-
tung der Geraden kennt, auf welcher sich im Gleichgewicht
die Schwerpunkte des Korpers und der verdriingten Fliissig-
keit befanden.
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Wir behalten die Bezeichnungen der vorigen Aufgabe
bei. Errichtet man in C eine Senkrechte auf die verticale
Ebene der Symmetrie, so bil-
det diese withrend der gan-
zen Bewegung den Durch-
schnitt der KEbenen A5,
L/ M und trifft den Um-
fang von AR stets in den
nimlichen Punkten, bleibt
also in dieser Fliche fest.

Wir nehmen an, wenn &
iber O liegt, dass:

bh2 — a V> 0,
worin bk? das Trigheitsmoment der Fliche 4B in Bezug
auf jene in ihr feste Gerade bezeichnet.

Wegen des vorausgesetzten Gleichgewichts und dieser Be-
dingung bleiben 8, § bestiindig sehr klein. Diese Grissen wollen
wir nun zu bestimmen suchen. Mit ihnen wird zugleich die Lage
des Schwerpunkts bekannt. Denn, da alle Krifte vertical sind
und der Schwerpunkt sich so bewegt, als ob er die ganze
Masse M besiisse und alle Kriifte ihn angriffen, so bleibt er
nothwendig auf der Verticalen, welche durch seine Anfangs-
lage geht; und folglich kann man ihn construiren, sobald man
0, ¢ kennt. Auch ldsst sich seine Ordinate F'G' — z; leicht
durch 6, § ausdriicken. Ks sei GH =1, CH = p, so hat
man :

2 = leosth — psinl - §
oder mit Vernachldssigung der sehr Kleinen von héherer Ord-
nung als die erste:
7 =1l-+8&— pl
Damit ist die Aufgabe auf Bestimmung von #,{ zuriickge-
bracht.

Die Bewegung des Schwerpunkts & ergiebt eine erste
Gleichung zwischen § und §. Wir miissen uns in G zwel ver-
ticale Krifte denken, die eine gleich Mg nach der Richtung
der Schwere und die andere gleich dem Gewicht der ver-
dringten Flissigkeit nach entgegengesetzter Richtung. Man
darf die Volumina BCM’', ACIL/ als gleich und das Stiick
LMM L' als cylindrisch betrachten; das Volumen 7 DM wird
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dadurch V + b§, sein Gewicht betriigt mithin go V4 gob¢.
Da nun M = ¢V, so ist die Resultante aller Krifte — gob¢.
Wir erhalten demmach:

dzzl . gb .
MW_——ggbg oder dt2 L 4 § =10,
also:
dzg d”@
e & —ramtpe=0

Eine zweite Grleichung liefert dle Betrachtung der Bewe-
gung um den als fest gedachten Schwerpunkt des Korpers,
d. h. um die in ihm errichtete Senkrechte auf die verticale
Ebene der Symmetrie.

Der feste Schwerpunkt hebt das Gewicht des Kéorpers
auf; man hat folglich nur die Summe der Momente jener
Kriifte zu betrachten, welche vom Druck der Fliissigkeit her-
riihren, und die man sich an allen Punkten des eingetauch-
ten Korpertheils angreifend denkt.

Wir wollen die Momente als positiv betrachten, wenn sie
den Winkel ) zu vermindern streben. Das resultirende Mo-
ment der Krifte, welche an dem Stiick L M L‘M’ wirken, ist:

gobt (lsinfl 4+ peosf) oder einfach gobpé.

Man muss hinzunehmen die Momente, welche den Theilen
ADB, M'CB angehiren, und davon abziehen das Moment des
Theils A CL‘.

Das resultirende Moment fiir A DB betracrt da die Re-
sultante () angreift:

g0 VasinG oder goa Vi;
a ist negativ zu nehmen, wenn G iiber O liegt.

Das Volumen M'CB zerlegen wir auf dieselbe Weise wie
in der vorigen Aufgabe. Das Moment eines Prismas mit der
Basis di ist, wenn # den Abstand dieser Basis von der in
auf die verticale Ebene der Symmetrie Senkrechten bezeichnet :

golludd (Isintl ++ peosth 4+ ucost))
oder einfach: golu (p + u)di;
diesen Ausdruck muss man iiber die Fliche 5 C integriren.

Statt das auf ACL’ beziigliche Moment abzuziehen, wol-
len wir uns in allen Punkten von ACZL/ die Kriifte im Sinne
der Schwere gerichtet denken. Wir erhalten dann fiir ein
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Prisma, dessen Basis das Element dA der Fliche AC bildet,
das zu addirende Moment:

— golu(p — w)da;
und folglich konnen wir auch den Ausdruck

geltu(p + w)da

iiber die ganze Fliche & integriren, indem wir auf der rech-
ten Seite des in C errichteten Perpendikels » positiv und auf-
der linken Seite « negativ nehmen. Dies giebt uns:

gq@pfudl — gg@fzﬂdﬂ.,
wovon das erste Glied Null ist, weil € der Schwerpunkt der
Fliche b. Setzt man:
f w2dd — bh2,
so erhiilt man als Moment der zwei letzten Theile:
gbolh2
Die Vereinigung aller Momente giebt:
gebpt + ge (b2 + a V).
Lige der Punkt O unterhalb 7, so wire — a statt a zu
schreiben.
Nach der Theorie der Bewegung um eine feste Axe muss
diese Momentensumme gleich sein mit:
d20
— M2 TR
wenn Mk? das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die
Gerade vorstellt, welche in seinem Schwerpunkt senkrecht steht
auf der verticalen Ebene der Symmetrie. Man erhilt daher,
indem man M durch o V ersetzt:

2
@ Z—g-{-%ﬁ—:g-}-g—m(l)iﬂ—}—ul’)():O.

Die Gleichungen (1) und (2) enthalten die vollstindige Auf-
losung des Problems fiir den Fall, dass der Schwerpunkt des
Korpers in der Gleichgewichtslage unter dem Schwerpunkte
der verdriangten Fliissigkeit liegt. Im entgegengesetzten Fall
brauchte man blos a negativ zu nehmen.

150. Wir wollen diese Gleichungen zuniichst unter der
Voraussetzung integriren, dass der Korper auch gegen die
Ebene symmetrisch ist, welche durch G'O senkrecht auf der
ersten steht; ein Fall, der niherungsweise bei Seefahrzeugen
vorkommt.
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Man hat jetzt p — 0, und die Gleichungen werden:

@t | gb .
(lz‘2+ E=14

20 ,
=+ Vfc‘z(“‘ﬁ +ab)e=0.

Sie sind getrennt zu integriren, und man findet:

é:acos(f\/_—fwa‘) ) =B cos [ Vq(!’ l?+“p)+ﬁ]

Setzt man der Kinfachheit wegen die Anfangsgeschwin-

digkeiten gleich Null voraus, so miissen zugleich mit

dg do
dt’ dt
t Null werden, woraus o/ = 0, B/ = 0 folgt. Die Werthe
fiir £ und ¢ sind dann: ¥

3) §—"txcost\/v,3_ VM

Die Constanten «, f stellen die sehr kleinen Anfangswerthe
von ¢, ) vor; man sieht also in der That, dass 6, { bestindig
sehr klein bleiben.

Der Werth von z ist I -+ §; die Bewegung des Schwer-
punkts (' stimmt daher mit der verticalen von C iiberein.
Diese geradlinigen Bewegungen und die Winkelbewegung der
GO um G erfolgen in gleicher Weise wie die Bewegungen
einfacher Pendel.

Liegt der Punkt G iiber O, so wird:

0 = Boos.— \/ ﬂ;_“i)

und da nach der Voraussetzung:
bh? — a V>0,

so geht 0 nie iiber # hinaus und bleibt folglich sehr klein.

Hiitte man aber bh? — a V<70, dann wiirde der Aus-
druck fiir # in Exponentialgréssen iibergehen und bei wach-
sendem ¢ nicht mehr sehr klein bleiben: die vorige Rechnung
wiirde nicht mehr gelten.

151. Um die allgemeinen Gleichungen (1) und (2) zu in-
tegriren, eliminirt man zunichst 'E:I_t(:’{ aus der ersten; sie wird

dadurch:
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ag | bg(p? 4 K9 gp bk +a V)
amt e ¢t v =0

Wir setzen abkiirzend :

bg(p?—l-k?)__a g (bhr - a V) =8 gbp 8
Vik? s Vk? L. VR

dadurch werden die zu integrirenden Gleichungen:
=
T8+t +pB0 =0,

&6
Sa ot +po=o.

Multiplicirt man die zweite mit e¢inem unbestimmten Factor 4
und addirt sie zur ersten; setzt man darauf:

tt A0 ==, ﬁ(ij'_;)__l woraus 0424 (¢ —f)A—fp=0
folgt, so ergiebt sich:

d2
.at—f+(a+m)x=o.

Daher:
z=ccos.tV a- A0,
wenn man die Anfangsgeschwindigkeiten gleich Null nimmt.
Wir bezeichnen durch 4,, 4, die beiden Werthe fiir A,
welche wir reell und zwar so voraussetzen, dass ¢ - 19 po-
gitiv. ausfillt, weil ausserdem a nicht immer sehr klein blei-
ben wiirde; wir erhalten dadurch:

@) §+}.10:ccos.tl/a—{—113,

£+ 230 = c'cos.tV a + A;8.
Die Constanten ¢, ¢’ bestimmen sich aus den Anfangswerthen
von f und £, und man findet dann leicht § und & als Functio-
nen von f.

52. Triagt man von C aus auf der Geraden A B zwei Lin-
gen gleich 4;, 4, ab und zwar nach der einen oder anderen
Seite je nach den Zeichen dieser Grissen, so erhilt man zwei
Punkte, deren.Abstinde vom Niveau der Fliissigkeit

£+ 40 und § 4 4,6
betragen. Die Gleichungen (4) zeigen. dass die verticale Be-
wegung eines jeden dieser Punkte wie die Bewegung eines ein-
fachen Pendels erfolgt.
153. Die Gleichung 042 4 («—f)4 — Bp = 0 hat zwei

Duhamel, Mechanik. IL 14
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reelle Wurzeln mit verschiedenen Zeichen, wenn der Punkt @
unter O liegt, weil dann § positiv ist. Um das Zeichen von
o -+ Ad zu erhalten, setzt man:

e+ iAd=y;
die Bestimmungsgleichung fiir 4 geht dadurch iiber in:

yi'—-(a—!—ﬁ)y-i-é%g——-&

Thre beiden Wurzeln sind positiv; der Werth von « besitzt da-
her in der That die oben angenommene Form, und die Wer-
the von @, £ bleiben sehr klein.

Wenn G iiber O liegt, so wurde bh? — a ¥V > 0 vor-
ausgesetzt; also ist # noch positiv, und beide Werthe von
sind reell und haben verschiedene Zeichen. Man findet wieder
e« + 40 > 0, und die Werthe von #, { bleiben sehr klein.

Wenn aber G iiber O lige und man bh2—a V<< 0 hiitte,
so wiirde # und damit einer der Werthe von a 4 14 negativ
werden. Die Ausdriicke fiir 6 und § wiirden dann Exponen-
tialgrossen enthalten und nicht mehr sehr klein bleiben; die
vorigen Rechnungen konnten keine Anwendung finden.

154. Die Gleichungen (3), welche fiir den Fall gelten,
wo der Korper gegen zwei Ebenen symmetrisch ist, zeigen,
dass @ — 0 und dass deshalb { bestindig Null bleibt, wenn
der Anfangswerth von ¢ Null war. Unter dieser Voraussetzung
bleibt der Schwerpunkt des Korpers unbeweglich, und es fin-
det nur eine Drehung um die durch ihn gehende Senkrechte
auf die verticale Ilbene der Symmetrie statt; ferner bleibt das
eingetauchte Volumen constant, weil der Punkt C immer im
Niveau liegt.

Die Gleichungen (4) dagegen, welche fiir eine Ebene der
Symmetrie gelten, zeigen, dass wenn auch der Anfangswerth
von ¢ Null wire, man doch nicht immer { — 0 haben wiirde,
und folglich das eingetauchte Volumen nicht bestéindig gleich
V bliebe.

155. In den ilteren Untersuchungen iiber das Gleichge-
wicht schwimmender Korper betrachtete man einen besonderen
Punkt, welchen man das Metacentrum nannte, und dessen
man sich noch heute bedient.

Wenn ein Korper aus seiner Gleichgewichtslage, in welcher
er gegen eine verticale Ebene symmetrisch ist, sehr wenig ver-
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riickt wird, so wirken auf ihn sein Gewicht und der Druck
der Fliissigkeit, welcher sich auf eine verticale, durch den
Schwerpunkt der verdriingten Fliissigkeit gehende Kraft redu-
cirt. Liegt nun der Durchschnitt der Richtung dieser Kraft
mit G H iber G, so strebt der Korper gegen seine friihere
Lage hin; fallt er dagegen unter &, so wird der Korper sich
noch mehr von der Gleichgewichtslage zu entfernen suchen.
Daraus schloss man, das Gleichgewicht sei im ersten Falle
stabil, im zweiten labil gewesen. Den Durchschnittspunkt be-
stimmte man, indem mwan annahm, das nach der Verriickung
eingetauchte Volumen wire dem im Gleichgewicht eingetauch-
ten gleich, oder man konnte doch seinen sehr kleinen Zuwachs
vernachldssigen, ohne dass dadurch die Bestimmung des Schnitt-
punktes beider Geraden fehlerhaft wiirde; dieser so bestimmte
Punkt wurde das Metacentrum genannt. Die Annahme, welche
man bei seiner Bestimmung machte, ist falsch; denn obgleich der
vernachlissigte sehr kleine Zuwachs den Schwerpunkt der ver-
driingten Fliissigkeit nur sehr wenig verriickt, so veriindert er
doch die Lage des Durchschnittspunktes jener beiden Geraden
betriichtlich, da diese einen sehr kleinen Winkel zusammen ma-
chen*). Man miisste deshalb die verschiedenen Lagen dieses
Punktes wihrend der Bewegung des Korpers verfolgen, was
erst nach Auflésung des Problems geschehen kann, wo man schon
weiss, ob die Verriickungen sehr klein bleiben oder nicht.

Es ist aber zu bemerken, dass selbst wenn das Gleichge-
wicht stabil war, der wahre Durchschnittspunkt bald iiber und
bald unter den Schwerpunkt des Korpers zu liegen kommt, den
Fall ausgenommen, wo die Gerade GO durch den Schwerpunkt
des Wasserschnittes geht. Hiitte man dies gewusst, so wiirde
 man jenes vermeinte Kennzeichen aufgegeben haben.

Durch eine der unsrigen dhnliche Untersuchung lésst sich
jedoch darthun, dass die Wirkungen der Verriickung des wahren
Durchschnittspunktes auf der Geraden G'H nach beiden Seiten
von G den Korper nur dann umwerfen kénnen, wenn das Me-
tacentrum unterhalb G liegt.

156. Anwendung auf das Ellipsoid. — Suchen wir
zundchst nach Nr. 148 die Bedingung fiir die Stabilitit des

*) Man sehe das 24. Heft des Journal de I'Ecole Polytechnique.
14%
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Gleichgewichts eines homogenen Ellipsoids, das m emer Fliis-
sigkeit schwimmt. A4, B, C, seien die drei Halbaxen desselben,

Fig. 11. D seine Dichte, G sein Mittel-
punkt, O der Schwerpunkt des ein-
getauchten Volumens LM A, wel-
cher nothwendig unter G'liegt. Die
verticale Axe 4 A’ betrage 2 A, und
man habe B > C. Behalten wir
iibrigens die fritheren Bezeich-
nungen bei.

Es geniigt fiir die Stabili-
tit des Gleichgewichts, dass bh?
> a V, wenn bh? das Trigheits-
moment der Schnittfliiche LM in
Bezug auf diejenige durch ihren Mittelpunkt in ihr gezogene
Gerade vorstellt, fiir welche das Moment am kleinsten wird.
Diese Gerade ist die griosste von den zwei Hauptaxen der El-
lipse LM, also die mit der Axe 2 B parallele.

Bezeichnet man A B durch @, so bestimmt sich der Werth
des 2 aus folgender Gleichung:

(1) iDQTAa‘: BA— a)a

Sie driickt aus, dass das Gewicht des Ellipsoids gleich ist dem
Gewicht der verdridngten Fliissigkeit, deren Volumen
_=aBC

V= 3 A2

(34— z)a?
betragt.

Bestimmt man das Moment des eingetauchten Volumens

in Bezug auf die durch G gehende Horizontalebene, so er-
giebt sich:

xBC
4 A2

Die Halbaxen der Ellipse LM sind:
B pe—
i V2Az — 22 und EC V2Az — a2;

davon ist die erste und grossere parallel mit der Axe 2 B,
die zweite und kleinere parallel mit der Axe 2C.

A 24z — a2,
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Das Triigheitsmoment einer Ellipse mit den Halbaxen a,
in Bezug auf die Richtung von f# betrégt:
7 f ol
T
Daraus findet man das gesuchte kleinste Trigheitsmoment der

Fliche L M gleich:
xBC?

FVTE
Dieser Ausdruck soll grésser sein als « V; das giebt mit
Auslassung der gemeinsamen Factoren:

€2 > A? oder C > A.
Da schon B > C war, so geniigt es fiir die Stabilitit des
Gleichgewichts, wenn die verticale Axe des Ellipsoids die
kleinste ist.

24z — 22)2

157. Bestimmen wir jetzt die Oscillationen des Ellipsoids
unter der Voraussetzung, dass die Ebene der Axen 24, 2C
vertical bleibt, und dass die verticale 4 < C.

Zuniichst muss man die Gleichung (1) auflésen. Sie hat nur
eine positive Wurzel zwischen 0 und 2.4, welche sich ge-
rade auf unsere Aufgabe bezieht. Kennt man diese Wurzel,
go ist auch a bekannt, sowie die Fliche b des Schnittes LM
und ihr Triigheitsmoment 542, welches ausgedriickt wird durch:

nBC?
i A (2A4Ar — 22
Als Gleichungen fiir die Bewegung des Ellipsoids ergeben

sich :

ﬂ 3gp 2Ax — 2%) .
di? 3 443D b=1,

@20 | 1599 (C? — AY) (2 4z — 29)?
az 16D (¢ | 49

Wemn ¢ = 2D, so wird # — 4, und die vorstehenden Glei-
chungen gehen iiber in-

dtg+ C—O

a9 | 159(Cr— 4y,
e T B4 (0T &)
Wenn man in diesem Fall noch € = 3 A hiitte, so wiirden

0= 0.
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beide Bewegungen, die fortschreitende und rotirende einerlei
Periode haben.

Gleichgewicht eines Gemenges schwerer Gase.

158. In einem verticalen, unendlich hohen Cylinder, der an
seiner auf der Erdoberfliche stehenden Basis geschlossen ist,
seien mehrere schwere Gase enthalten. Die Temperatur sei in
der ganzen Ausdehnung des Cylinders constant und die Schwere
umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung vom Erd-
mittelpunkt.

Die Erfahrung hat gelehrt, dass wenn mehrere Gase, welche
keine chemische Wirkung auf einander ausiiben, in demselben
Rawn enthalten sind, sie sich nicht wie tropfbare Fliissigkeiten
nach der Reihenfolge ihrer Dichten iiber einander lagern, son-
dern dass jedes von ihnen sich ganz so verbreitet, als ob es
allein in dem Raum wire. Druck und Dichte an jeder Stelle
des Gemenges sind die Summen der Drucke und der Dich-
ten, welche im Gleichgewicht eines jeden einzelnen Gases an
dieser Stelle stattfinden wiirden.

Es bezeichne p’ den Druck und g’ die Dichte eines jener
Gase fiir einen belichigen Werth von z; p/y, ¢’ seien die
Werthe beider fiir z = 0; g sei die Schwere an der Erdober-
fliche, » der Erdhalbmesser. Man hat p/ — &’ ¢’; dabei ist '
constant, weil in allen Punkten gleiche Temperatur stattfindet.
Ferner hat man:

= el Pt T
' X=0, ¥Y=0, Z= Tk
folglich:
dz
W= e
U
Daraus ergiebt sich, indem man % statt o/ schreibt:
dp' _  gr? dz
P F

Durch Integration von z =0 an und gehorige Reduction er-
hilt man:

_.L _ . gr =
Zog(PIO = kl'r z’
also :-
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paBL b 8.

pl = Plo e k! r+'
und :
LI
o' = 0'e E - r4z )
Fiir ein anderes Gas wiirde sich auf dieselbe Weise ergeben:
_gr _®_
Js *
P = phye k r+z’ .
R/
0" = @"ye K "+3’
u. 8. w.

Daher hat man fiir den Druck p und die Dichte g, welche
in dem Gemenge der verschiedenen Gase der Hohe z ent-
sprechen:

L 2 _ar 2 "
N Pz
p:'p’oe r+z+p”0€ 7 —.—..-,
gy z _ar d
e=ge ¥ "TEpgne ¥ OTEEL L
Im Allgemeinen sind die Coéfficienten £, &', . . . ungleich,
und deshalb verhalten sich die Grissen ¢/, o/, ... nicht zu
einander wie @%, 0%, - - -; folglich werden die Gase in ver-

schiedenen HGhen nicht genau in denselben Verhiltnissen ge-
mengt sein. Weil aber diese Coéfficienten in der Regel sehr
grosse Zahlen sind, so wird die Aenderung der Mischungsver-
hiltnisse erst in betréichtlichen Hohen merklich.

Hohenmessung durch das Barometer.

159. Denken wir uns die Atmosphdre im Gleichgewicht
und betrachten wir einen verticalen Luftcylinder, der sich von
der Oberfliche der Erde bis zur Luftgrenze erhebt. Konnen
wir den Luftdruck in diesem Cylinder als Function der Hahe
berechnen, so fiihrt seine Kenntniss in einem beliebigen Punkte
zur Kenntniss der Hohe dieses Punktes. Der Luftdruck abex
kann durch das Barometer bestimmt werden, wenn man eini-
gen begleitenden Umstéinden Rechnung trégt.

Wir nehmen die Schwere als im umgekehrten Verhiltniss
des Quadrats der Entfernung vom Erdmittelpunkt variirend
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an und lassen die von der Centrifugalkraft herrithrende Aende-
rung dieses Gesetzes ausser Acht, da diese in den zu bestim-
menden verticalen Strecken unmerklich ist. Es sei g die In-
tensitiit der Schwere am Fusspunkte des Cylinders, r dessen
Abstand vom Erdmittelpunkt, ¢/ die Intensitit der Schwere in
der Entfernung » < 2, mithin:

PN i

O

Bezeichnet ) die Temperatur eines Gases, & den Ausdeh-

nungscoéfficienten der Gase fiir die Temperaturerh6hung von
einem Centesimalgrad und % einen fiir dasselbe Gas constan-
ten Coéfficienten, so besteht zwischen Druck und Dichte die
Gleichung :

p==rke(d -+ ab).

Sie ist auch anwendbar auf ein Gemenge von Gasen und
Diinsten nach unveriinderlichen Verhiltnissen, wenn % einen ge-
wissen Mittelwerth erhilt zwischen denjenigen Werthen, welche
sich auf die einzelnen Gase und Diinste beziehen. Einen solchen
werden wir fiir die Luft annehmen, da die Erfahrung gelehrt hat,
dass das Verhiiltniss der in ihr gemengten Gase iiberall das gleiche
ist. Was den beigemengten Wasserdunst betrifft, dessen Quan-
titiit in einigermaassen betriichtlichen Héhen sehr gering wird,
so muss man auch ihn als in einem constanten Verhiiltniss vor-
handen annehmen, welches ein mittleres ist zwischen denjenigen,
die man an den beiden Punkten beobachtet, deren Hohenunter-
schied gemessen werden soll.

Der Coéfficient @ hat nahezu fiir alle Gase und Diinste
den Werth 0,00366. Weil aber die Menge des in der Luft
enthaltenen Wasserdunstes mit der Temperatur wichst, und
weil der Wasserdunst unter demselben Druck eine geringere
Dichte hat als die Luft, so wird bei steigender Temperatur die
Dichte der Luft etwas rascher abnehmen, als es die vorste-
hende Formel anzeigt. Um diesem Umstand Rechnung zu tra-
gen, vergrossert man den Coéfficienten « und giebt ihm ge-
wohnlich den Werth 0,004.

Die allgemeine Gleichung des Gleichgewichts der Fliissig-
keiten liefert, wenn man

X=0, ¥Y=0, Z:—g‘
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setzt:
ogridz
dp = — ~——=
P (r + 2)2
oder durch Einfiihren des Werthes fiir ¢ als Function von p:
dp gr? - dz

p - kA+ed) ¢+
Die Temperatur #ndert sich nach einem unbekannten Ge-
setz mit der Hohe; man entfernt sich jedoch wenig von der
Genauigkeit, wenn man ihr einen constanten Werth beilegt,
welcher gleich ist dem Mittel aus den Temperaturen in den
beiden #ussersten Punkten, die man betrachtet. Die Integra-
tion der Gleichung liefert jetzt:
! — gr ;
I°9P—k(1jgaa) o+ 2 + G
die Constante C bestimmt man aus den der ersten Station ent-
sprechenden Werthen von p und z.
Diese seien pg, 2, so erhilt man:
2
lo — gr =
IP=FTF el Fe

und durch Abziehen beider Gleichungen von einander:

i'og&: gr? .z-—z(,_
P FIFed) ¢ FerTe

Bezeichnet Z die verticalen Hohen iiber der ersten Station,

setzt man also z — z, = Z, und macht man zugleich » + 2,

= R, sc wird die vorstehende Gleichung:

Po gr? VA
& o S =IRA F e EFZ
Fiir § Lat s den Weeth ;'_ ! za nehmen; doch wollen wir

der- Einfachheit wegen fortfahren, ihn durch 6 zu bezeichnen.
Der Quotient P Jisst sich ausdriicken mittelst der den

Drucken p,, p entsprechenden Barometerstinde, indem man
diese auf eine und dieselbe Temperatur reducirt und ausser-
dem auf die Aenderung der Schwere von einer Station zur
anderen Riicksicht nimmt.

Es bezeichne D die Dichte des Quecksilbers bei 0°; die
auf 0° zuriickgefiihrten Barometerstinde an beiden Stationen
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_seien hy, h und die Werthe der Schwere an diesen Stationen
gos §'s 80 hat man:

: Y] (R a Z\?

Daraus folgt:

Po_h ( Z\?
=y
Die Substitution in (1) liefert, wenn man zugleich die natiir-

lichen Logarithmen durch gemeine ersetzt, welche man durch

den Modul M — 0,4342945 theilt:
Z Z
2 (+%):

@) Z :k(l —+ al) R?
160. Um den Werth von ﬁ— aus den wirklichen Angaben

h
Mg [log 7:- —+ 21log (1 —
h

des Barometers zu bestimmen, seien F,, H die beobachteten
Barometerstinde und 7, 1" die Temperaturen an beiden Sta-
tionen, welche das Quecksilberthermometer anzeigt.

Das Quecksilber dehnt sich fiir jeden Centesimalgrad um

—-—55150 seines Volumens bei 0° aus; daher verhalten sich seine
Dichten bei den Temperaturen Null und 7; wie 1 —-551;’ 5 wur

Einheit. Der Luftdruck wird durch das Gewicht einer Queck-
silbersiule gemessen, welche die Flidcheneinheit zur Basis und
zur Héhe den Barometerstand hat; bei demselben Luftdruck
ist folglich diese Hohe der Dichte des Quecksilbers umgekehrt
proportional. Zwischen H, und hy besteht daher die Gleichung:

T;
%=“O+%%‘
Ebenso hat man:
1‘
B = (1 +5555);
folglich:

/4
b H, ‘T 5550
L T
1550
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Ty — T

und mit Vernachliissigung der hoheren Potenzen von “BE50

als die erste:

by Ho
B

- H(l + 55;0 1)

Der Einfachheit wegen behalten wir %, und k in der Gleichung
(2) bei.

An der Formel (2) ist eine Aenderung vorzunehmen, welche
sich auf die Breite des Beobachtungsortes bezieht. Durch g
haben wir die Schwere zu Paris bezeichnet, welche den Werth

g = 9,80896

hat. Die Formel (2) wiirde daher nur fiir Beobachtungen zu
Paris brauchbar sein. Um sie iiberall anwendbar zu machen,
muss man fiir ¢ den Ausdruck setzen:
1 —0,002588 cos 27
7°170,002588 cos 29,
worin ¥ die Breite des Beobachtungsortes und ¢, die Breite
von Paris bezeichnet.

Substituirt man diesen Werth in der Gleichung (2), so hat
ihr zweites Glied einen rein numerischen Coéfficienten, den
man entweder direct berechnen oder aus der Gleichung selbst
finden kann, wenn man in ihr fiir Z einen aus trigonometri-
schen Messungen hervorgehenden Werth setzt. Beide Wege
fithren sehr nahe zu demselben Resultat.

Nimmt man die untere Station dem Niveau des Meeres
sehr nahe liegend an, so dass:

20 =0, R=1r, Z=—ug¢,
dann wird die Formel (2):

_18336™ (14 ef) [ hy z z
@) #=1_"0,002588c05 2% L9 % T 2% (1 "‘?)] (1 "f'?)'
worin die Logarithmen gemeine sind.

161. Um z zu berechnen, substituirt man zundchst § und
¥ die beobachteten Werthe; setzt man darauf zur Abkiir-
zung :

18336= (1 + af)
1 — 0,002588 cos 2

= A,

so erhdlt man:
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#— A [log LNy (1 +§)] (14 %),
Ein erster Néherungswerth z, fiir z ergiebt sich, indem

man ,i gegen 1 vernachlissigt; er ist:

z1=Alog%.

Die Substitution von z; statt z in dem zweiten Gliede der
vorletzten Gleichung liefert einen zweiten, dem wahren z schon
.ndher kommenden Werth:

- A[Log 42 log (14 )J(I +2
Auf dieselbe Weise konnte man fortfahren, aber in der Regel
darf man bei z, stehen bleiben.

Ist é— sehr klein, so kann man es in der Formel (3) ganz

‘vernachlissigen, nur muss man dann den Coéfficienten 18336
etwas vergrossern. Aus einer grossen Anzahl von Beobach-
tungen im siidlichen Frankreich hat Ramond gefunden, dass
er die Zahl 18393 dafiir nehmen musste. Da cos 2¢ dort
beinahe gleich Null, so gebrauchte er die einfache Formel:

s — 18393 (1 + «6) log 2.
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162. Die Hydrodynamik betrachtet die Bewegung der
Flissigkeiten.

Ibr Problem, in der allgemeinsten Weise aufgefasst, be-
steht in Folgendem. Fiir einen bestimmten Augenblick, den
man zum Zeitanfang nchmen kann, sind die -Lagen simmtli-
cher Molekel der Fliissigkeit und ihre Geschwindigkeiten be-
kannt; ferner werden gegeben die #usseren Kriifte, welche auf
alle Punkte der Fliissigkeit wirken, sowie die Drucke und
sonstigen Bedingungen, welche sich auf ihre Grenzen nach al-
len Seiten hin beziehen. Unter diesen Voraussetzungen soll
man die Bewegung einer jeden Molekel bestimmen, also den
Ausdruck ihrer drei Coordinaten durch die Zeit finden, und
ausserdem soll man Druck und Dichte in einem beliebigen
Punkt der Fliissigkeit zu irgend einer Epoche berechnen.

Die Coordinaten @, y, z einer bestimmten Molekel sind
Functionen der einzigen Variablen ¢. Aber von einer Molekel
zur anderen indern sich diese Functionen, und in sofern hin-
gen sie ab von den Coordinaten a, b, ¢ desjenigen Punktes, in
welchem die betrachtete Molekel sich am Anfang der Bewe-
gung befand. Man hat demmach z, y, z als Functionen der
vier unabhiingigen Variablen a, b, ¢, ¢ anzusehen; und wenn
der allgemeine Ausdruck dieser drei Functionen gefunden ist,
g0 kennt man genau die Bewegung einer beheblgen Molekel
von ihrer Anfangslage an.
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163. Wire die Aufgabe gelost, hdtte man also die drei
Functionen von «, b, ¢, t gefunden, so konnte man daraus a,
b, ¢ als Functionen von z, y, 2, ¢ ableiten. Folglich darf jede
Function der unabhéngigen Variablen a, b, ¢, ¢ als Function
der vier Unabhiingigen @, y, 2, t betrachtet werden.

So hiingen z B. die Componenten der Geschwindigkeit
daz dy

einer Molekel, v — i i e ab von a, b, ¢, t

z
dt dt
und kénnen daher als abhiéngig von z, y, 2, t betrachtet wer-
den. Dies sieht man iibrigens a priori ein. Denn fasst man
irgend einen Punkt mit constanten Coordinaten =, y, z ins
Auge, so haben die Molekel, welche nach einander durch die-
sen Punkt gehen, verschiedene Geschwindigkeiten in demsel-
ben, und folglich sind die Gréssen w, v, w, welche sich auf
diesen Punkt beziehen, Functionen von ¢. Lisst man darauf
¥ 2, t constant und variirt #, d. h. betrachtet man in demsel-
~ben Augenblick alle Punkte einer Parallelen zur Axe der z,
so #ndern sich mit # auch w, v, w; mithin sind diese Grossen
Functionen der unabhiingigen Variablen 2. Ebenso werden
sie als Functionen von y und z erkannt; so dass man einsieht,
wie u, v, w Functionen der vier unabhéingigen Variablen z, y,
z, t sind.

Dasselbe gilt fiir jede Function von «, b, ¢, t.

164. Die Aufgabe, welche uns beschiiftigt, ist geltst, wenn
man u, v, w als Functionen von z,y, 2, ¢ bestimmt hat. Denn,
will man dann die Bewegung einer bestimmten Molekel ken-
nen, so braucht man nur 2, y, z als Functionen von ¢ allein
zu betrachten und zu setzen:

dz d dz

Et— = U, E% = v, T{t_ == "D
Dadurch erhdlt man drei Differentialgleichungen zwischen z,
Yy 2, t, nachdem man u, v, w ihre Werthe substituirt hat.
Die Integration derselben ergiebt z, y, z als Functionen von
t, und man bestimmt die dabei eingehenden drei Constanten
daraus, dass @, y, z fiir ¢ =— O die anfiinglichen Coordinaten-
werthe der betrachteten Molekel annehmen.

165. Gleichungen fiir die Bewegung der Fliis-
sigkeiten. — Es seien Xdm, Ydm, Zdm die Componenten
der Kraft, welche auf die Molekel von der Masse dm wirkt;
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u, v, w seign die Componenten ihrer Geschwindigkeit. Durch
u!, v/, w' mogen die nach allem ¢ genommenen Ableitungen
von u, v, w bezeichnet werden, wihrend man letztere Grossen
als auf die Bewegung einer bestimmten Molekel sich bezie-
hend und darum als Functionen der einzigen unabhingi-
gen Variablen ¢ betrachtet. Indem man sich ndmlich u, v, w
als Functionen von z, y, z, ¢ denkt, sind «, y, z Functio-
nen von f, und zwar von ¢ allein. Nun sollen %/, v/, w’ die
Ableitungen von u, v, w nach allem ¢ bedeuten. Dieselben
diirfen nicht durch %, %-3—, 9;1:
sie sonst mit den partiell nach ¢ genommenen Ableitungen von
u, v, w verwechseln konnte. Den Druck bezeichne p und ¢
die Dichte; beide konnen sich mit z, y, 2, ¢ #ndern.

Dem Princip von d’Alembert zufolge wiirde die Fliis-
sigkeit im Gleichgewicht sein, wenn an jeder Molekel die
Kraftcomponenten wirkten:

(X — w)dm, (Y — v)dm, (Z — w') dm.
Daraus gehen folgende drei Gleichungen hervor:

d d d
F=e@—u) F=0(¥—v) L =0@—w)
dy dz

vorgestellt werden, da man

Is =

Fiir v/, v/, w' erhdlt man folgende Ausdriicke:
W= tugr ot
v’z%—l—u%—}—v%—!—w%'
ey O de dy

Die vorletzten drei Gleichungen werden dadurch:

1dp du du du du
E&E_X_Emuﬁ_vd_y-_wﬂ’
Ldp _y_dv e de dv
@) —Q-dy-u]—dt—uda:_vdy—wdz’
1dp dw dw dw dw

0 dz= J—m—ua'—z——v‘a;]——wa-

Diese drei Gleichungen reichen nicht hin zur Bestimmung der
fiinf Functionen p, @, u, v, w. Es werden dazu noch zwei
erfordert; wenn aber ¢ constant ist, nur eine. Wir wollen
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sehen, wie man sich diese Gleichungen aus der Bedingung.
dass die Fliissigkeit stetig bleibt, verschaffen kann.

166. Denken wir uns den von der Fliissigkeit eingenom-
menen Raum in unendlich kleine Parallelepipede dz dy dz ge-
theilt. Nach der Zeit d¢ miissen dieselben noch mit Fliissig-
keit erfiillt sein, etwa mit Ausnahme derjenigen, weiche sich
an der freien Oberfliche befanden; und die Zunahme der Dichte
in einem solchen Parallelepiped ist gleich dem Zuwachs der
darin enthaltenen Masse, getheilt durch das Volumen. Um
daher die Zunahme der Dichte zu erhalten, muss man den
Ueberschuss der Masse, welche wihrend der Zeit df in das
Parallelepiped eingetreten ist, iiber die unterdessen aus dem-
selben hinausgetretene Masse suchen.

Es seien #, y, 2z die Coordinaten der Ecke M dieses Pa-
rallelepipeds und 2 -+ da, y + dy, z 4 dz diejenigen der ge-
geniiberstehenden Ecke; w, v,
w mogen die Componenten
der Geschwindigkeit desjeni-
gen Punktes bezeichnen, wel-
cher sich am Ende der Zeit ¢
in M befindet; o sei zu der-
selben Zeit die Dichte in M.

Wihrend Fliissigkeit durch
eine Grenzfliche eintritt, geht
andere durch die entgegenge-
setzte hinaus. Berechnet man-
7 den Ueberschuss der ersten
Quantitit iiber die zweite fiir jedes der drei Paare paralleler
Grenzflichen, so giebt die Summe den Zuwachs an Masse,
welchen das Parallelepiped empfangen hat.

Betrachten wir zuniichst die Fliche MP QR und die zu
ihr parallele. Wiren ¢ und « in der ganzen Ausdehnung
einer jeden constant, so wiirde durch die erste eingétreten sein
die Masse:

"

Fig. 12.

oudydz dt,

und ausgetreten wire durch die zweite Fliche die Masse:

: ]
o+ ((%) d.r] dy dz dt.
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Der Ueberschuss wiire mithin:
d(ou)
—_—— dz dt.
iz dz dy dz dt

Dieses Resultat darf man als richtig annehmen. Denn nimmt
man in beiden Flichen auf einer Parallelen zur Axe der z
zwei Punkte 7, V, so unterscheidet sich die Differenz der
in ihnen stattfindenden Werthe des gu von der Differenz der
fWerthe des gu in M und N nur um eine gegen die zweite
~unendlich kleine Grisse, da man statt der Coordinaten von
"M blos jene von 7' zu setzen braucht, um die erste Differenz
aus der zweiten zu erhalten. -
Der Ueberschuss an Masse, welcher durch die Fldchen
dz dz, de dy eingetreten ist, iiber die durch die parallelen
Flichen ausgetretene Masse betriigt respective:

d(ov d(ow
W—(-dy—)dwdydzdt,—-{%)dxdydzdt.

Die Summe der drei Ueberschiisse, getheilt durch das
Volumen d« dy dz, giebt den Zuwachs der Dichte der in dem
Parallelepiped enthaltenen Fliissigkeit oder der Dichte in dem
Punkt @, y, 2. Diese Summe ist demnach das partiell in Be-
ziehung auf die Zeit genommene Differential der Dichte, und
man erhilt :

@) _!__ +d9v+dow__0‘

Wir wol]en jetzt untersuchen, wie diese Gleichung in den
verschiedenen Fillen gedeutet werden muss, welche bei Fliis-
sigkeiten vorkommen ké&nnen. :

167. Hat man es mit einer unzusammendriickbaren Fliis-
sigkeit zu thun, deren Dichte in allen Punkten gleich und un-
abhiingig von der Zeit ist, so reducirt sich die Gleichung
(2) auf

du dv  dw
3 T BT
In diesem Falle giebt es nur vier unbekannte Functionen p, «,
v, w, und die Gleichungen (1) und (3) gerfiigen zu ihrer Be-
stimmung. '

168. Bei einer heterogenen tropfbaren Fliissigkeit ist g
eine Function von , y, 2, ¢, welche jedoch fiir dieselbe Mole-
kel constant bleibt. Um diese Bedingung auszudriicken, muss

Duhamel, Mechanik. IL 15

dgu
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man ihr Differential nach allem ¢ nehmen, indem man z, y, 2
als von 7 allein abhiingig betrachtet, und es gleich Null
setzen. Dadurch erhélt man:

de de do de __
4 m—{—udm—{—v-@—!—wE;O,
so dass die Gleichung (2) sich reducirt auf:
du dv dw
®) Tm -4  rl -+ = 0.

In diesem Falle sind fiinf Functionen zu bestimmen, und m
besitzt eine gleiche Zahl von Gleichungen, niimlich (1), (4), (5).
169. Bei einer zusammendriickbaren Fliissigkeit von con-
stanter Temperatur besteht zwischen p und ¢ die Beziehung:
’ p=rke,
welche in Verbindung mit (1) und (2) die fiinf unbekannten
Functionen bestimmt.

170. Bedingungen, welche sich auf die Ober-
fliche beziehen. — Die bisher erhaltenen Gleichungen gel-
ten fiir alle Punkte im Innern der Fliissigkeit; und wenn
diese unendlich ist, so hat man mit ihnen nur noch die Be-
dingungen des Anfangszustandes zu verbinden. Ist aber die
Fliissigkeit begrenzt, so finden besondere Gleichungen statt
fiir die Punkte ihrer Oberfiiche. Man nimmt gewdhnlich an,
dass die Molekel, welche anfangs mit einer festen oder beweg-
lichen Wand in Beriithrung waren, bestdndig darin bleiben,
und dass die Molekel, welche anfiinglich der freien Oberfliche
angehdrten, ihr immer angehéren. Durch diese Annahmen
wird die Aufgabe sehr eingeschriinkt, und gleichwohl giebt es
noch sehr wenige Fiille, in welchen man die Rechnungen voll-
stindig ausfithren kann.

Es sel F' (2, y, 2 t) = 0 die Gleichung einer Fliche, auf
welcher eine Molekel stets bleiben muss. Nehmen wir an,
dass bei einem gewissen Werthe von ¢ ihre Coordinaten die-
ser Gleichung geniigen, und lassen wir ¢ um d¢ wachsen.
Die Coordinaten wachsen dadurch um

udt, vdt, wdi;
und diese Incremente miissen der Differentialgleichung jener
Fliche geniigen, wenn man sie statt da, dy, dz setzt. Daraus
ergiebt sich folgende Bedingung:
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NW 171. Auf die freie Oberfliche wirkt ein bekannter Druck,
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dF . dF dF
preatt e """’dz

Ist die Wand fest, so verschwindet der Ausdruck Eldir

Dieser Gleichung sind wihrend der ganzen Bewegung
die Molekel unterworfen, welche sich anfinglich in Beriih-
rung mit der in Rede stehenden Wand befanden. Aehnliche
Glexchungen gelten fiir alle nicht freien Theile der Ober-

dche.
welcher gewohnlich in allen ihren Punkten derselbe ist, aber
mit der Zeit variiren kann. DBezeichnet man ihn mit P, so ist
die Gleichung dieser Oberfliiche:
Pi— P = 0',
woraus man fiir die auf ihr befindlichen Molekel nachstehende
Bedingung a.bleitet
dp d p dP

+ +l’ @'4— df

Diese verscluedenen Glenchungen, welche sich auf die
Grenzen der Fliissigkeit bezichen, bestimmen in Verbindung
mit dem Anfangszustand die willkiirlichen Functionen, welche
durch die Integration der partiellen Differentialgleichungen
eingehen. :

172. Wenn «, v, w die nach =z, y, z genommenen par-
tiellen Ableitungen einer Function ¢ (z, y, 2z, ) sind, so lassen
sich die Gleichungen (1) auf eine einzige zuriickfiihren, und
die Auflssung des Problems kommt auf Bestimmung von ¢
hinaus, weil man dann durch Differenziiren w,», w findet. Wir
nehmen dabei die #usseren Kriifte von solcher Beschaffenheit
an, dass X, Y, Z die partiellen Derivirten einer Function
nach @, y, z bilden. Unter diesen Voraussetzungen kann' man
die Gleichungen (1) so schreiben:

1 dp av d2g do d2g do d2¢ de d2¢p
o de ~ da dadt dx daﬂ dy dady dz dedz
ldp dV  d¢ do dg do d2g de d?¢
eIy — O &Sl dedy &y dp — & Iyt
ldp ¢V @9 dpdp dpdp dpdg
o dz dz ~ dzdt dzdad: dy dydz dz da*
15
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Indem man respective mit da, dy, dz multiplicirt und addirt,
erhdlt man:

© L=ar—al®La(%)+ (22)+(22)]

In dieser Gleichung sind dle Differentiale nach 2, y, z genom-
men, wihrend man ¢ als constant betrachtet.

Beide Seiten kionnen immer in Beziehung auf =z, y, z in-
tegrirt werden, wenn ¢ eine bekannte Function von p odex.
eine Constante ist. N

173. Der letzte Fall findet statt bei einer homogene
tropfbaren Blussngkelt fiir ihn erhilt man:

%:’ T 2[(35) ( ) (gf]

Dem zweiten Gliede wire noch eine willkiirliche Function von
t beizufiigen; doch kann man dieselbe in ¢ einrechnen und
braucht sie daher nicht zu schreiben.

Die Gleichung der Continuitiit ist in diesem Falle:

du dv dw
&ty T ="

oder:
e  dg
d z? + dy? +?d—:z? =1

Sie lasst @ finden, und nachdem man die willkiirlichen Func-
tionen bestimmt hat, erhilt man u, », w durch Differenziiren
von .

174. Bei einer gasformigen Fliissigkeit von constanter
Temperatur ist p = kg, und das erste Glied der Gleichung

(6) wird £ -‘iﬂ Die Integration liefert :

= 7 222 (B2 (3],
woraus man p als F unction von ¢ entnehmen kann.
Die Gleichung (2) darf geschrieben werden:

d d d
) )

dx dy dz
und wenn man hier den Werth fiir p aus der vorigen ein-

==
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setzt, so hat man eine Gleichung, welche @ und folglich auch
u, v, w bestimmt.

Sind die Bewegungen der Fliissigkeitstheile so rasch, dass
die Temperatur in jedem Punkt abwechselnd steigt und fillt,
so ist p nicht mehr o einfach proportional, sondern hiingt von
der Zunahme der Temperatur ab, und diese kann als dem
Zuwachse der Dichte proportional angesehen werden; mithin
hiingt p noch von ¢ ab, und umgekehrt. Man kann daher
das erste Glied der Gleichung (6) integriren. Zur Bestim-
mung von ¢ dient die Gleichung (2).

175. Die #usseren Kriifte seien so beschaffen, dass X,
Y, Z die partiellen Ableitungen einer Function V nach =, y, 2
bilden. Wenn dann #, v, w fiir irgend einen Werth von ¢
die nach @, y, # genommenen partiellen Derivirten einer Func-
tion sind, so hat Lagrange gezeigt, dass sie es fiir jedes
¢ sein werden.

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes theilen wir die Zeit
in unendlich kleine Intervalle und berechnen, um wieviel der
Ausdruck udz -+ vdy + wdz wihrend eines dieser Intervalle
in demselben Punkt zunimmt. Es ist klar: wenn udz + vdy
-+ wdz in jedem Augenblick das Differential einer Function von
@, y, z darstellt, so muss auch sein Increment stets ein sol-
ches Differential sein; und umgekehrt, wenn jener Ausdruck
zu irgend einer Epoche ein vollstindiges Differential ist und
alle auf einander folgenden Incremente desselben solche Diffe-
rentiale sind, so wird auch ihre Summe, also der Ausdruck
udx + vdy + wdz zu jeder Epoche ein vollstindiges Diffe-
rential bilden.

Nehmen wir nun an, fiir { = ¢, wo w = 1w, v =1,
w = w,, habe man:

wde 4+ vndy + wydz = de,,
wihrend @, eine Function der drei unabhiingigen Variablen
@, y, ¢ bezeichne. Die Werthe, welche %, v, w in demselben
Punkt fiir ¢ = # -+ ¢ annehmen, lassen sich nach Potenzen
von & entwickeln, und wenn & unendlich klein ist, so bleibt
man bei den zwei ersten Gliedern stehen, wodurch
u=—wu F+u'e,v=1v +ve, w=w } we "

wird; u/, v/, w' stellen hier die nach ¢ genommenen partiel-
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len Derivirten von u, », w fiir ¢ — # vor, welche Functionen
von 2, ¥, z sind.
Aus den vorstehenden Werthen von u, », w ergiebt sich

udx + vdy -+ wdz—wu,de v dy-+w dz—} & (w'de—-v'dy -+ w' d2).
Daraus sieht man, dass wdz + vdy + wdz fiir t =4 ¢
ein vollstindiges Differential bildet, sobald w/'da - v'dy -+
w/dz ein solches ist.

Um dies zu untersuchen, bedienen wir uns der Gleichun-
gen (1). Fiir ¢ = ¢, werden dieselben:

o dz T de da? dy daedy  dz dadz’
l_‘_f_f_ - Y--v‘-—-—@ ds‘pl d¢1 d"% dQ‘Jl d?(p]

g A0 B9 dpy & do, d’*svl
_ de daedz _d__ dydz dz de?

=8 =X—u a9 T dgy &g do; d2g

D|=
Y
e

Wir multipliciren sie respective mit d, dy, dz und addiren.
~ Das dadurch erhaltene erste Glied ist ein vollstindiges Diffe-
rential in den Fillen der Nummern 173, 174. Man darf dann

d P statt -%2 schreiben, indem man durch P eine gewisse

Function von @, y, z bezeichnet. Und da wir annehmen, dass
X, Y, Z die nach #, y, z genommenen partiellen Ableitungen
einer gewissen Function V" bilden, so folgt:

dP =dV — (wda + v'dy + w'dz)

bl + () + (o))
“2d[d,x s +
wdae + vdy + w'dz

-~ or-r—3{t2) + (2 + (2]

wodurch in der That w/dz + v'dy -} w'dz als das Differen-
tial einer Function der drei unabhéingigen Variablen z, y, 2
dargestellt wird.

Wenn also der Ausdruck »dz 4 vdy 4 wdz zu irgend
einer Epoche ein vollstindiges Differential ist, so wird er es
noch sein, nachdem die Bewegung der Fliissigkeit sich unter

demnach:
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allen Einwirkungen und Umstiinden wihrend einer unendlich
kleinen Zeit fortgesetzt hat. Indem man von diesem neuen
Zeitpunkte ausgeht, beweist man wie vorher, dass uda | vdy
—~+ wdz auch nach einem zweiten unendlich kleinen Intervall
ein vollstindiges Differential bildet, und so ohne Ende fort.

War daher diese Bedingung einmal erfiillt, so ist dies
wihrend der ganzen Bewegung der Fall; war sie dagegen
einmal nicht erfiillt, so kann dies auch zu keiner Zeit statt-
finden. Ob iibrigens die Bedingung im Anfang erfiillt ist, da-
von iiberzeugt man sich unmittelbar, da die Anfangswerthe
von u, v, w als Functionen von @, y, z gegeben werden.

Sind die Anfangsgeschwindigkeiten iiberall Null, so hat
man anfinglich:

wde + vdy + wdz = 0,

was ein vollstindiges Differential ist; die fragliche Bedingung
ist also dann immer erfiillt.

176. Bei der sehr einfachen Bewegung einer Fliissig-
keit, welche gleichférmig um eine feste Axe rotirt, ohne dass
die Molekel ihre gegenseitige Lage #ndern, bildet udz —+ vdy
+ wdz kein vollstindiges Differential. Denn bezeichnet ®
die constante Winkelgeschwindigkeit, und nimmt man die Dreh-
axe zur Axe der 2, so wird:

’ — oy, v=0z, w=2>0

U=
und folglich:
uda 4 vdy + wdz = o (z2dy — yda).
In diesem Falle kann daher das obige besondere Verfahren
keine Anwendung finden, sondern man muss sich der allge-
meinen Gleichungen bedienen.

Man hat:
du dv dw
E:O. —d—t':O, -dT:O, w::O.

und die Gleichungen (1) werden:

1d 1dp 1d
3‘_1% X+ o, l——l‘}‘ Qy’

woraus folgt:

‘ZP — Xdo 4 Yay + Zdz + @ (@do +
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welche Gleichung mit der in der Hydrostatik, Nr. 131 ge-
fundenen iibereinstimmt.

Bewegung einer tropfbaren Fliissigkeit unter
einer besonderen Voraussetzung.

177. Eine homogene tropfbare Fliissigkeit sei in einem
Gefisse mit horizontaler Basis enthalten und fliesse durch eine
Oeffnung aus, welche in dieser Basis angebracht und im
Vergleich zu den horizontalen Schnitten des Gefisses klein
ist; diese Schnitte seien wenig verschieden und von kleinen
Dimensionen gegen die Hohe der Fliissigkeit. Dann lehrt
die Erfahrung, dass die Molekel, welche sich in irgend einem
Augenblick in derselben horizontalen Schicht befanden, im-
mer in ihr bleiben, so lange sie der Oeffnung nicht sehr
nahe kommen, und dass man die horizontalen Geschwin-
digkeiten vernachldssigen darf. Unter dieser Voraussetzung
des Parallelismus der Schichten sind also nur zwei
Unbekannte zu bestimmen, verticale Geschwindigkeit und
Druck. :

Wir nehmen die Axe der z in der Richtung der Schwere,
folglich :

Y=, Z=0, X =
Die zwei letzten Gleichungen (1) liefern:
ap _o. 9P _ .
F 0, .= 0;
welches zeigt, dass in allen Punkten desselben horizontalen
Schnittes gleicher Druck stattfindet. Die erste Gleichung (1)
wird :

d d d
(a) ﬁ:g(g-—d—?—ud—:).

Die Gleichung der Continuitdt (3) lidsst sich im vorlie-
genden Falle nicht anwenden, weil sie die Derivirten von u,
v, w enthilt; denn obgleich » und w gegen » sehr klein sind,
.80 kann man doch nicht sagen, dass ihre Derivirten gegen die
~von u vernachlissigt werden diirfen. Die Continuitéit wird hier
. einfach dadurch ausgedriickt, dass man die Menge Fliissigkeit,
" “welche durch irgend einen Querschnitt withrend unendlich klei-
ner Zeit geht, derjenigen gleichsetzt, welche unterdessen durch
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die Oeffnung ausfliesst. Bezeichnet man mit @ den Flédchen-
inhalt eines in der Entfernung # yom Ursprung durch das Ge-
fiiss gefithrten Horizontalschnitts, mit & den Flicheninhalt
der Oeffnung und mit U die Ausflussgeschwindigkeit, so sind
wudt und & Udt die gleichzusetzenden Volumina: man erhilt
folglich die Bedingung @u — Q U oder:

QU
(b) WSSy :
wo die Werthe von », U sich auf denselben Zeitpunkt bezie-
hen. * IV ist Function von 7 allein; @ ist eine durch die Ge-
stalt des Gefidsses gegebene Function von z, u eine Function
von 2 und ¢. L#sst man ¢ allein in » sich #ndern, so erhilt
man die Geschwindigkeiten verschiedener Schichten bei ihrem
Durchgang durch denselben Schnitt; #ndert man « allein, so
erhilt man die Geschwindigkeiten verschiedener Schichten zu
derselben Zeit; Aenderung von z und / zugleich ohne Ab-
hiingigkeit zwischen beiden giebt die Geschwindigkeit, welche
zu einer anderen Zeit in einem anderen Schnitte stattfindet.
Will man die Geschwindigkeit erfahren, welche nach der Zeit
dt der Schicht zukommt, die fiir einen gegebenen Werth von
t und von 2 die Geschwindigkeit » hat, so muss man # um d¢
und # um da = udt¢ @ndern.

Vermége (b) kann man » aus (a) eliminiren; man erhdlt
dp LdU |, QU2 d m)
=i —s o +—n)
Durch Multipliciren mit dz und Integriren nach z von der
oberen Fliche an findet man:

dU fdx Q202
pges—eR G [0 — G0+ 6

Die Integrationsconstante C enthilt kein 2, kann aber von ¢
abhéingen. Das Integral f %} lisst sich in jedem besonde-

ren Falle berechnen, da @ eine bekannte Function von

Es sind nun zwei verschiedene Fille zu betrachten:
weder wird das Niveau der Flissigkeit auf derselbejgg-
erhalten, oder es sinkt durch den Ausfluss der F]ﬁssigﬁt
nicht ersetzt wird, herab. :
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178. Zuerst betrachten wir den Fall, wo die Fliissigkeit
bestindig dieselbe Hohe behélt. Der Abstand ihrer Oberfliche
vom Anfangspunkte der z sei &, von der Oeffnung I. Den
constanten Druck auf die Oberfliche bezeichne P, den Druck
auf die Oeffnung . Wenn sich der ganze Apparat in dem-
selben gasformigen Mittel befindet, so ist P/ = P.

Die Constante der vorigen Gleichung bestimmen wir so,
dass p — P wird fiir # = h; daraus findet man:

. 2 2
C=P —99’1-1—9%(5,

wenn () den Inhalt der Oberfliche bezeichnet. Demnach ist:

e dU fdx  o@:U2(1 1
© p=Ptoge—h—o® di[ ()

w2

Fir 2 =h + 1 hat man p = P/, o = &; diesen drei
Werthen muss die Gleichung (c) geniigen. Indem wir setzen:
Al

%E:m, P——P‘:gg&,

erhalten wir daher:
(d) g(l—{—ﬂ)-—m& —l—(l )
Diese Gleichung giebt:

2m&Qd U
dt = k2 — q2 U2’
wenn man setzt:
2 -
1—m:u2, 29(1+6):k2;

« ist von der Kinheit wenig verschieden. Die Integration

liefert :
(] L7
"‘"_l”g c( tZU)

die Constante €' muss man aus dem Anfangswerthe von U
bestimmen. Sind die Geschwindigkeiten Null fiir ¢ = 0, so

' vé‘l"iel:»t sich C =1, und die Gleichung, nach U aufgeldst,



Hydrodynamik. 235

_knt
p_k1—e "%
=g B TT
]+e mS2

Da U bestimmt ist, so findet man = aus der Gleichung
u—= ?L und p aus der Gleichung (c).

Die Exponentialgréssen néhern sich mit wachsendem ¢ um
so rascher der Null, je kleiner & ist; U nidhert sich dadurch

dem Grenzwerthe I/ M—_:a_ﬂa)’ sowie » und p gegen ent-
) [ o

02

sprechende Grenzen convergiren. Mit Vernachldssigung von

%&?—2 wird der Grenzwerth der Ausflussgeschwindigkeit V 2¢ (1-4-9).
Wenn zugleich 8 = 0 ist, d. h. an der oberen Fliche

und an der Oeffnung derselbe Druck stattfindet, so wird die

Ausflussgeschwindigkeit ¥/ 2gl. Dieselbe Geschwindig-
keit wiirde ein Kérper erlangen, wenn er im leeren
Raum fallend den Weg I zuriicklegte.

Nachdem die Geschwindigkeit U constant geworden, hat

- man gL 0, und die Gleichung (¢) vereinfacht sich zu:

dt
: Q0271 1
P:P“i—&’g(-”—h)—QT E—_O—?)'
Im Gleichgewicht wiirde der Druck
P+eg—0h

betragen. Der Druck der Bewegung ist daher kleiner als der
Druck des Gleichgewichts fiir alle Schnitte, bei welchen @ <0,
und griosser fiir alle Schnitte, bei welchen @ > O.

Um das Volumen V' der bis zu Ende der Zeit ¢ ausge-
flossenen Fliissigkeit zu finden, muss man & Ud¢ zwischen 0
und ¢ integriren. Man findet leicht:

Lat _ kat
. 2m S + " 2m 2

2

2m
V= i I log
2: " 02

Nach Verlauf einer gewissen Zeit darf man die zweite Expo-
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nentialgrosse vernachldssigen und erhilt dadurch, indem man
fiir ¢ und % ihre Werthe setzt:

qu(z+a ,_ 2mlog2

e i

V.Q,z 02 Q2 0r
Der erste Summand ist das Volumen, welches ausgeflossen wire,
wenn die Geschwindigkeit vom Anfang an ihren Grenzwerth

V.%g(l-{—ﬁ

iz

179. er gehen jetzt auf den Fall iiber, wo die Fliissig-
keit nicht ersetzt wird, ihr Niveau also herabsinkt und % folg-
lich eine unbekannte Function von ¢ ist.

Die Gleichungen (a), (b), (¢), (d) gelten auch hier; nur
sind m und O jetzt bekannte Functionen von %, und [ hiangt
von h ab durch die Gleichung:

h —'-— l = a,
wo « den constanten Abstand der Oeffnung vom Anfangspunkte
der # bezeichnet. Den vier Gleichungen muss man noch eine
hinzufiigen, welche ausdriickt, dass die wihrend irgend eines
Intervalls dt ausfliessende Fliissigkeit das Volumen hat, welches
zwischen den zwei Oberflichen enthalten ist, die dem Anfang und
dem Ende dieses Intervalls entsprechen. Diese Gleichung ist:
© @_2bl

dt 0
Die Gleichung (d) wird, indem man a — h statt { schreibt:

alu | Q20271 1
(6 gat+ds—hH=mais +T(§2_ﬁ)'
Man hat also das System der zwei simultanen Gleichungen (e)
und (f) zu integriren.

Durch Eliminiren von d¢ erhilt man:

m.saz dU , Q:U2/1 1
s s e iy e TR Uﬁ+_~_h—?—5)

oder, wenn man [? — 2 gz setzt:

2 071
+E(?a'2— uz)"’"’“ sae(h’"“*a)_o

eine lineare Gleichung erster Ordnung in Bezug auf z, die
man in jedem Falle integriren kann, da O und m bekannte
Functionen von £ sind.

gehabt hitte.
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Wenn z und somit U als Function von & bekannt ist, so
liefert die Gleichung (e) auch ¢ als Function von %; und um-
gekehrt werden h und U als Functionen von ¢ erhalten. Der
Werth von » wird durch die Gleichung (b) gegeben, und der-
jenige von p durch (c). Die ausgeflossene Fliissigkeitsmenge
bestimmt sich dadurch, dass man das Volumen berechnet, wel-
ches zwischen dem anfiinglichen und dem variablen Niveau
enthalten ist. Der Werth von ¢ liefert fiir h — o die ganze
Dauer des Ausflusses.

180. Ist K ausserordentlich klein im Vergleich zu den
horizontalen Schnitten des Gefasses, so wird die Gleichung (d)
sehr einfach. Man darf dann sowohl bei veriinderlichem als

constantem Niveau — und m L2 vernachlissigen, m &2 jedoch

0

/

aUu . . .
nur, sofern —— nicht sehr gross ist, was aber im Anfang der

dt
Bewegung stattfindet. Man erhiilt dadurch:
U =29 (1 + 8,

so dass U den Grenzwerth hat, den wir bei constantem Niveau
fiir ¢ = o gefunden haben.

Diese Gleichung bleibt geltend, sofern nur die Oeffnung
sehr klein ist, wie auch ihre Ebene gerichtet sein mag.

Die Erfahrung giebt aber die wirkliche Geschwindigkeit,
wenn man sie aus dem Flécheninhalte der Oeffnung und dem
ausgeflossenen Volumen bestimmt, nur gleich 0,62 U.

Permanente Bewegung einer tropfbaren Fliis-
sigkeit.

181. [Erhilt man das Niveau einer Fliissigkeit bestiindig
auf gleicher Hohe, so tritt nach Verlauf einer gewissen Zeit
ein permanenter Zustand ein, bei welchem alle Umstinde in
demselben Punkt dieselben bleiben und nur von einem Punkte
zum anderen variiren. Zwei Molekel, welche zu verschiedener
Zeit den pamlichen Punkt einnehmen, werden dann dieselbe
Curve in identischer Weise beschreiben.

Wir nehmen die Axe der z in der Richtung der Schwere.
Das Princip von d’Alembert liefert folgende Gleichungen:

d d d
ﬁzgw—“f)’ 3'5:_9”‘9 E{':_Qw"
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worin «', v/, w* die Ableitungen der Geschwindigkeitscompo-
nenten irgend einer Molekel in einem gewissen Punkt nach
der Zeit bezeichnen. Als Incremente der Coordinaten dieser
Molekel migen dz, dy, dz dem Zeitincrement d¢ entsprechen.
Indem wir die vorstehenden Gleichungen durch dz, dy, dz
multipliciren und addiren, erhalten wir:
dp=go de — o(wdz -+ v'dy + w'dz)

folglich, wenn V die Geschwindigkeit der Molekel in irgend
einem Punkte ihrer Bahn bezeichnet:

dp:g@dm-—-g—d.V?.

Integrirt man zwischen zwei Punkten dieser Trajectorie, wel-
chen die Abscissen zy, # angehdren, so ergiebt sich:

(a) p—p=g0&—x)— 5 (V21— Vi9);

Pos Vo sind die Werthe von p, V' im ersten der beiden Punkte.

Nehmen wir nun an, die freie Oberfliche der Fliissigkeit
bilde genau eine Horizontalebene und sei in allen Punkten
einem gleichen und constanten Drucke P unterworfen; zihlen
wir iiberdies die 2 von dieser Ebene an. Setzt man in der
Gleichung (a)

Xy — 0, Po — P,

so liegt der erste von beiden Punkten der Trajectorie in der
freien Oberfliche, und man erhilt:

p—P=gox — %(Vﬂ— Ved).

In der Tiefe & unter dem oberen Niveau habe das Gefiss
eine sehr kleine Oeffnung; man darf dann die Geschwindigkeit
in der ganzen Ausdehnung dieser Oeffnung als gleich betrach-
ten, so dass V' fiir # — h nur einen Werth hat. Bezeichnet
go0 den Unterschied der #usseren Drucke an der Oberfliche
und an der Oeffnung, so giebt die vorstehende Gleichung, in-
dem man @ — h setzt:

—ged =goh ——‘;— (¥ — 78
oder:
o V:— V2 =2¢ (b + 9).
Das Verhiltniss der Fliche der Oeffnung zum Inhalt der Ober-
fliche sei k; dann hat man V, — &V, folglich:
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Ve (1 — k2) = 2¢ (h + ),
mithin:
V= 29 (h + 6)_
1 — k2
Bei sehr kleinem % darf man %2 vernachléssigen und erhilt:

V="V2g (h + 9.
Diese Resultate haben wir vorher unter specielleren Voraus-
setzungen gefunden.

Ausfluss einer elastischen Fliissigkeit.

182. Auch hier machen wir die Voraussetzung des Pa-
rallelismus der Schichten, wodurch die jetzige Aufgabe der
vorletzten sehr dhnlich wird; nur ist es erlaubt, die Schwere
ausser Acht zu lassen, da diese keinen merklichen Einfluss auf
den Druck hat.

Die Gleichung (a) vereinfacht sich daher zu:

d du du
EE +o5 + eu T =0.

Um die Gleichung der Continuitit zu erhalten, betrachtet
man zwei den Werthen # und # + da entsprechende horizon-
tale Schnitte; man sucht die Gasmenge, welche withrend der
Zeit dt durch den oberen Schnitt eintritt, und diejenige, welche
unterdessen durch den unteren austritt. Der Ueberschuss der
ersten Masse iiber die zweite, wenn man ihn durch das Vo-
lumen wda theilt, giebt das partielle Differential der Dichte
nach der Zeit. Man findet auf diese Weise:

_'_ d. 9 Q% _ o
Bei constanter Tempera,tur ist:
p = k [

wo k eine gegebene Constante.

Vorstehende drei Glelchungen bestimmen p, ¢, « als Func-
tionen von ¢ und .

Durch Eliminiren von ¢ erhilt man:

k dp du du
s EtE =0 o F+1E"

d. pcou '
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Diese partiellen Differentialgleichungen sind nicht unter end-
licher Form integrirbar.

Von besonderer Wichtigkeit ist es, die Ausflussgeschwin-
digkeit zu kennen, nachdem Druck und Dichte in jedem Punkt
constant geworden sind: ein Zustand, welcher bald eintritt,
wenn das Gefiiss mit einem Behilter in Verbindung steht, der
das Gas ersetzt und an der oberen Fliche einen constanten
Druck unterhiilt.

Ist dieser Zustand eingetreten, so hat man d— =0, g.}z =
und die vorigen Gleichungen werden:

kdp , du d.pou
-pda:-rud.z_o’ da
Die Integrale beider Gleichungen sind:

=

u?
pou=c, klogp -+ 5 = ¢
wihrend ¢, ¢/ willkiiriche Constanten bezeichnen.

Es sei O der Inhalt der oberen Fliiche des Gases im Ge-
fisse, P der Druck an derselben, U die Geschwindigkeit; die
entsprechenden Werthe an der Oeffnung seien P/, U7, O,
Dann hat man:

PUO=¢, 2klogP+ U2=2¢,

PUQ =¢, 2klog P+ U2 = 2¢;
welche vier Gleichungen die Constanten ¢, ¢/ sowie die Ein-
und Ausflussgeschwindigkeit bestimmeén.

Dag Eliminiren von ¢, ¢/ ergiebt:

; Vi
U= U, U= U242k log 5
und daraus findet sich:
o
) 2k Zog —PI ) 2]clog—f—,7
l = W, D = "—W.
Pags '= mor

Die Oeftnung O’ ist kleiner als O, und der Druck 7 muss
kleiner sein als P, weil sonst kein Ausfluss stattfindet; folglich
sind die Zihler und Nenner unter den Wurzelzeichen positiv
und somit U, U” reell.
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Es sind nun auch ¢, ¢/ bekannt, und man kennt daher
P, u als Functionen von @ und folglich von .

Bei sehr kleinem %’ ist U sehr klein und U/ = ‘/ 21 log —II;

Bemerkungen iiber den Widerstand der‘Fliissig-
keiten.

183. Wenn ein fester Korper sich in einer Fliissigkeit
bewegt, so exféhrt er einen Widerstand, welcher abhéngt von
seiner Gestalt und Geschwindigkeit und von der Natur der
Fliissigkeit. Der Druck auf die Punkte seiner Oberfliche ist
dann sehr verschieden von demjenigen, welcher im Zustande
des Gleichgewichts stattfinden wiirde, und die Rechnung konnte
noch nicht mit Erfolg darauf angewendet werden. Selbst die
Versuche haben noch keine empirischen Gesetze von solcher
Allgemeinheit ergeben, dass diese der Anwendung auf Kérper
von beliebiger Gestalt fihig wiiren. Doch hat man einige hin-
linglich allgemeine Resultate gefunden in Bezug auf den Wi-
derstand bewegter Fliissigkeiten gegen Ebenen, die sich parallel
zu sich selbst bewegen. Diese Resultate und die Versuche,
aus welchen man dieselben hergeleitet hat, gehtren aber in die
Maschinenlehre. Wir beschriinken uns auf einen Fall, welcher
sich durch Rechnung behandeln lisst, niimlich auf Bestimmung
des Drucks, der von einem Wasserstrahle gegen eine Ebene
ausgeiibt wird.

184. Druck eines Strahls auf eine Ebene. —
Eine Fliissigkeit von der Dichte ¢ fliesse aus durch eine Oeff-
nung von der Fliche @. Die Geschwindigkeiten aller Molekel,
wihrend sie durch die Oeffnung gehen, seien gleich, parallel
und von der Zeit unabhingig. Von der Schwere wollen wir
absehen, um nur die Wirkung zu betrachten, welche die Fliis-
sigkeit vermﬁge ihrer Ausflussgeschwindigkeit ausiibt. Der
Strahl treffe eine Ebene, die entweder fest ist oder sich parallel
zu sich selbst gleichférmig bewegt, und die Flusmgﬁ# fliesse
lings derselben ab. Diese Ebene sei hinreichend ausgedehnt.
damit alle Molekel sie nur mit Geschwindigkeiten verlassen,
welche zu ihr parallel sind. Man soll den Druck bestimmen,
welchen sie auszuhalten hat.

Zuerst betrachten wir den Fall, wo die Ebene in Ruhe
Duhamel, Mechanik. II. 16
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bleibt und senkrecht auf der Richtung des Wasserstrahls steht.
Die constante Geschwindigkeit desselben sei ». Wir nehmen
die Axe der positiven 2 in der Richtung des Strahls. X be-
zeichne die Kraft, welche das Flichenelement dA der Ebene
idussert, und welche dem Druck der Fliissigkeit auf dasselbe
gleich und entgegengesetzt ist. Man hat:

; d2x d2 . d?
Z.Xdl__}]mdz, Em?t%:o, Zm-dTi:O.
Statt X XdA schreiben wir R, dann ist:
d2z
R=2X2m — Tk

Unter Voraussetzung, dass der Zustand unveréinderlich gewor-
den ist, integriren wir diese Gleichung in Bezug auf die Zeit
zwischen zwei um die Zeiteinheit entfernten Epochen; dies

giebt:
dx daz
R=2Xm — 2 Em(_dt)o'

Beide Summen erstrecken sich iiber dieselben Molekel. Sobald
eine Molekel die widerstehende Ebene verlisst, ist fiir sie
d—d-'; = (. Die Molekel auf der Ebene bilden in Jedem Augen-
blick ein identisches System. Daher ist offenbar R—v (Z'm—2Zm),
wenn Xm die Menge Fliissigkeit vorstellt, welche sich zu An-
fang des betrachteten Zeitintervalls in dem Strahl befand, und
Z‘m den Theil dieser Fliissigkeit, der sich am Ende noch in
demselben befindet. Der Unterschied beider Mengen ist die
withrend der Zeiteinheit ausfliessende Fliissigkeit p@w; folglich
hat man:
R = —gpaov.

185. Die Ebene werde nun parallel zu sich selbst bewegt
und Hussere in jedem Punkt nur normale Kriifte. Diejenige
Componente ihrer Geschwindigkeit, welche in die Ebene selbst
fillt, kommt nicht in Betracht, sondern blos die normale Ge-
schwindigkeit «, welche wir als positiv: betrachten, wenn sie
mit v gleiche, und als negativ, wenn sie entgegengesetzte Rich-
tung hat. Man iindert nichts an den Druckkriiften, wenn man
allen Punkten des Systems eine gemeinsame Bewegung ertheilt:
der gegenwiirtige Fall lidsst sich daher auf den vorigen zuriick-
fithren. Dies geschieht, indem man — « zu der Geschwindig-
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keit eines jeden Punktes addirt, wodurch die Ebene zur Ruhe
kommt und die Stromgeschwindigkeit » — » wird. Der Aus-
druck fiir den Widerstand gegen die Ebene ist folglich ga(v—u)2

186. Die Ebene mache endlich mit der Richtung des
Strahls irgend einen Winkel # und bewege sich parallel zu
sich selbst. Wir zerlegen ihre Geschwindigkeit in zwei Com-
ponenten, von welchen eine stets in die Ebene hineinfillt und
ausser Acht bleibt, withrend die zu beriicksichtigende « parallel
zur Richtung des Strahls ist. Ertheilen wir dem ganzen Sy-
stem eine mit » gleiche und entgegengesetzte Geschwindigkeit:
die Ebene wird dadurch fest und die Stromgeschwindigkeit v —u.

Nimmt man jetzt die Axe der » senkrecht zu der festen
Ebene, so gilt noch immer die Gleichung :

da dz
EXdl:ZmE;-“ Zm 7 o;
und nachdem der Zustand der Fliissigkeit permanent geworden
ist, stellt das zweite Glied die withrend der Zeiteinheit ausge-
flossene Masse 9@ (v — u) dar, multiplicirt mit der zur Ebene
senkrechten Componente (v —u) sinf) der Geschwindigkeit v—u.
Der Druck auf die bewegte Ebene betrdgt daher:
oo (v — u)? sinl.

Bezeichnet o die Geschwindigkeit der Ebene in der Richtung

. a .
der Normalen, so ist # = —y und der Druck wird durch

diese Substitution:
= (v sin 0 — a)?
2 sin ’
Bleibt die Ebene in Ruhe, so ist der Druck:
owv? sinfl.

Man findet diese Formeln durch andere Betrachtungen be-
wiesen in dem Mémoire von Coriolis sur le principe des forces
vives dans les mouvemenis relatifs des machines. Dasselbe
steht im 21. Heft des Journal de I'licole Polytechnique.

LA

Gl <y

16*
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Von den kleinen Bewegungen der elastischen
Fliissigkeiten.

187. Wenn alle Molekel eines Gases nur sehr kleine Be-
. wegungen haben, so vereinfachen sich die allgemeinen Glei-
chungen bedeutend und fiihren zu einigen einfachen Gesetzen,
welche wir entwickeln wollen.

Wir setzen voraus, dass der Ausdruck udz -+ vdy 4 wdz
- in jedem Augenblick das Differential einer Function ¢ von z,
Yy 2, &, nach den Variablen 2, y, z allein genommen, bilde.
Bekanntlich wird dazu erfordert und geniigt es, dass die An-
fangswerthe von w, », w die partiell nach z, y, » genommenen
Ableitungen einer und derselben Function dieser drei als un-
abhiingig betrachteten Variablen darstellen; was z.- B. dann
stattfindet, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten Null sind.

Wir werden daher bei den folgenden Untersuchungen die
Gleichung (6) der Nr. 172 anwenden. Zuniichst aber wollen
wir die Vereinfachungen derselben vornehmen, welche sich aus
der Annahme ergeben, dass die Bewegungen sehr klein bleiben.

Im Gleichgewichtszustande des Gases sei v dessen iiberall
gleiche Temperatur, D) seine iiberall gleiche Dichie, die des
Quecksilbers zur Einheit genommen, p, seine elastische Kraft
und % die Hohe des Quecksilbers, welche sie misst; g be-
zeichne die Schwere. Man hat:

po=gh

Die variable Dichte des Gases heisse ¢, seine positive
oder megative Condensation y und p seine elastische Kraft
Dann ist:

e=DQA+7yp)
und bei gleicher Temperatur mit der des (xlelchgewnchtszu-

standes
p=gh1+ ).
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Aber die Verdichtung (Verdiinnung) y entwickelt (bindet)
_eine gewisse Warmemenge, welche ihr so lange proportional
bleibt, als ¢ sehr klein ist, was wir annehmen. Wenn die Ver-
dichtungen und Verdiinnungen abwechselnd rasch genug auf
einander folgen, wie dies bei den nachstehenden Untersuchun-
gen der Fall sein wird, so hat weder die bei der Verdichtung
frei werdende Wirme Zeit sich zu verbreiten, noch kann die
Umgebung die bei der Verdiinnung gebundene Werme er-
setzen. Der Erfolg wird also darin bestehen, dass in den
Punkten, in welchen durch Condensation Wérme frei oder ge-
bunden wird, die Temperatur sich um eine Grésse erhdht,
welche das Zeichen der Condensation hat und ihrer Grisse
proportional ist. Sollte dagegen die erforderliche Zeit zur
Verbreitung oder zum Ersatz dieser Warme sich finden, so
wire letztere ausser Acht zu lassen.

Es bezeichne 6 die positive oder negative Zahl von Cen-
tesimalgraden, um -welche bei einer Condensation y die Tem-
peratur v des Gases steigt; seine specifische Wirme bei con-
stantem Druck heisse ¢, bei constantem Volumen ¢/; sein Aus-
dehnungscoéfficient sei @. In der Physik wird gezeigt, dass
zwischen diesen Grossen die Beziechung besteht:

afl =y (— — 1)

Man hat ferner die Proportion:

pipo =D+ p)[1+ a@ + 6)]: D + av).
Aus ihr folgt, wenn man gh statt p, setzt und das Product
der sehr kleinen Grossen ¢, 6 sowie hiohere Potenzen von «
als die erste vernachlissigt :

p=gh(l +y + eb);

folglich, indem man fiir «f vorstchenden Werth nimmt:

P :gh(l —}-y%),

und daher: ;

dp _ ghe _dy
o D¢ 1Fy
Die Gleichung (6) der Nr. 172, liefert jetzt, da wir X,
Y, Z gleich Null voraussetzen:

g+ =228 (4 (491
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Wir nehmen an, dass die Verdichtungen und Geschwindigkei-
ten zu Anfang und zu jeder Zeit sehr klein sind. Man darf
Teshalb die Quadrate ‘Wil S8, 42 8P Lok inasigen und
deshalb die Quadrate von —-=, G vernachlissigen un

y statt log (1 4+ ) nehmen. Dadurch reducirt sich die letzte

Gleichung auf:

th ___dg

Dot dis v 86

oder, wenn man -}% == u? setzt, auf:
1 d(p
) Y i a2 dt’

Die Gleichung der Continuitit wird zunichst:

ks dg dy
&y fl-(1+?)a+d-(l+?) dy +¢I-(]-PY)E;

at dz dy T =l
und vereinfacht sich ddher Zu:
d*e
&) + da,? + dy'*’ + dz2 0.

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen y und ¢.

Durch Eliminiren von y awisch('n ihnen erhilt man:

d2e

) a = (dm2 e d :+ dz?)
Somit ist das Problem mruckgebracht auf' die Integration
einer linearen Partialgleichung zweiter Ordnung mit constan-
ten Coéfficienten. Die willkiirlichen Functionen bestimmt man
aus den Anfangswerthen von ¢ und i—‘f ohne weitere Bedin-
gungen, wenn die Fliissigkeit nach allen Seiten hin unendlich
ist. Im anderen Falle gelten, wie wir wissen, besondere Glei-
chungen fiir die Grenzen, welche die Schwierigkeiten der
Rechnung bedeutend vergrissern.

Der Anfangswerth von %,%J wird bekannt durch jenen von
> welcher nothwendig gegeben sein muss. Der Anfangswerth

von @ ergiebt sich bis auf eine Constante aus den Anfangs-

ok iy dg dg
werthen der Geschwindigkeitscomponenten da' dv’ 12’ wel-

che ebenfalls gegeben sein miissen, Diese Constante hat je-
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doch keinen Einfluss auf die gesuchten Grissen, welche alle
durch Differenziiren der Function ¢ erhalten werden; man
darf sie deshalb ausser Acht lassen.

188. Die Wirkungen legen sich iiber einander.
— Denkt man sich in einer nach allen Seiten hin unendlichen
elastischen Fliissigkeit verschiedene Anfangszustiinde und die
aus ihnen hervorgehenden partiellen Bewegungen, welche, jede
tiir sich, der Gleichung (3) geniigen; denkt man sich darauf
einen neuen Anfangszustand, welcher aus der Zusammen-
setzung der ersten resultirt, so kann die auf ihn folgende Be-
wegung zu irgend einer Epoche erhalten werden durch Zu-
sammensetzen der partiellen Bewegungen, welche zu -dieser
Epoche stattfinden wiirden. Diese Zusammensetzung ist in
dem gewdshnlichen Sinne gemeint fiir die Geschwindigkeiten
und besteht in einer algebraischen Addition fiir die Verdich-
tungen.

Es seien @, @, @3, . . . die Werthe von ¢, welche den
partiellen Bewegungen entsprechen und einzeln der Gleichung
(3) geniigen. Setzen wir:

P=¢1+ @+ @+ ...,
80 aenugt die Function ¢ selbst der Gleichung (3) und stellt
folglich eine besondere Bewegung der Fliissigkeit dar. Ihre
Ableitung nach ¢ ist die Summe der Ableitungen von ¢, @s,....
Nimmt man alle diese Ableitungen fiir ¢ = 0, so sieht man
zunichst, dass die anfingliche Verdichtung der Fliissigkeit in
der durch ¢ dargestellten Bewegung die Summe jener an-
tinglichen Verdichtungen ist, welche den verschiedenen par-
tiellen Bewegungen angehiren. Ebenso sind die Ableitungen
von @ nach #, y, z die Summen der Ableitungen von @,, @,
@3 - - .3 und setzt man hier ¢ = 0, so zeigt sich, dass in der
durch ¢ dargestellten Bewegung die Anfangsgeschwindigkeit
einer jeden Molekel aus der Zusammensetzung derjenigen Ge-
schwindigkeiten resultirt, welche in den einzelnen Anfangszustin-
den dieser Molekel zukommen wiirden. Mithin ist der Anfangszu-
stand der Fliissigkeit in der durch ¢ dargestellten Bewegung,
sowohl was die Condensationen als was die Geschwindigkeiten
betrifft, identisch mit demjenigen, welchen wir im Auge hat-
ten; daher stimmen auch die auf diese beiden Anfangszustinde
folgenden Bewegungen jederzeit iiberein. Legt man jetzt der
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Variablen ¢ in den Functionen 21'-2, -dl), ii-q—’, 9 e beliebi-
vdt’ da’ dy’ dz

gen Werth bei, so bleiben diese immer die Summen der ent-
sprechenden Ableitungen von ¢;, @5, @5 - ... Damit ist be-
wiesen, dass in der auf den resultirenden Anfangszustand fol-
genden Bewegung die Verdichtungen und Geschwindigkeits-
componenten in jedem Augenblick die algebraischen Summen
von denjenigen sind, welche zu derselben Zeit und in densel-
ben Punkten den durch die einzelnen Anfangszustéinde be-
stimmten Bewegungen entsprechen wiirden.

Bewegung eines Gases in einem unendlichen
‘ Cylinder.

189. Der senkrechte Schnitt dieses unendlichen, mit
einem homogenen Gase angefiillten Cylinders bilde irgend
eine Curve. In einer beliecbigen Ausdehnung werden die
Gasmolekel auf solche - Weise verschoben, dass diejenigen,
welche einer auf den Kanten senkrechten unendlich diinnen
Schicht angehdrten, ihr noch angehéren und sich parallel mit
den Kanten fortbewegt haben; darauf werden allen verscho-
benen Molekeln Geschwindigkeiten mitgetheilt, welche parallel
zu den Kanten und fiir die in demselben Schnitt befindlichen
Molekel gleich gross sind: und nun wird das Fluidum sich
selbst iiberlassen, ohne dass irgend eine #ussere Kraft wirkt.
Man soll alle Umstiinde der Bewegung bestimmen, welche aus
diesem Anfangszustand hervorgeht.

Offenbar wird jede Molekel sich nur parallel mit den
Kanten des Cylinders bewegen, und alle in demselben Schnitt
befindlichen Molekel werden gleiche Bewegung haben. Wir
nehmen die Richtung der Kanten zur Axe der «; die Conden-
sation » und die Geschwindigkeit u oder Z‘L.: hiingen somit von
« und ¢ allein ab.

Die Gleichungen der Aufgabe sind:

1 do
at dt’

) =
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Die Function ¥ (z) moge die Anfangsgeschwindigkeiten
ausdriicken und % (z) die anfiinglichen Verdichtungen, dann
muss man haben:

@ 22—y md 2 = — () fir =0,
Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist:
@) - ¢ = F (2 + at) + f (¢ — ab),

wo Fy, f; willkiirliche Functionen bezeichnen, deren Ableitun-
gen F, f heissen mogen. Zur Bestimmung dieser Derivirten
geben die Gleichungen (2):

f@ + F(2) = ¢(a),

F(@) — F(2) = ag(a);
daraus folgt:

Differenziirt man jetzt die Gleichung (3) nach # und nach

t, so findet sich vermdge der fiir die Functionen f, F be-
stimmten Werthe:

w(a:—!—a:t) — ax(m+at) s P (2— at) + az(m—at)

(z—az)+az<z—at> ¢($+at>_ax(m+a¢)_
2

Der Einfachheit wegen behalten wir jedoch die Bezeichnun-
gen F, f bei und schreiben also: \

4 u = F(z 4+ al) 4 f(# — at),

(5) ay = — F(z 4 at) 4 f(z — al).

Die Functionen ¥, y sind gegeben fiir alle Werthe der Va-
riablen zwischen — « und - «; man kennt daher « und y
fiir beliebige Werthe von # und t

Um die Bewegung einer Schicht zu erfahren, welcher im
Anfangszustand die Abscisse ¢ zukam, muss man -‘% statt u
in (4) setzen und die so erhaltene Gleichung integriren. Man
findet dadurch die Abscisse dieser Schicht als Function der
Zeit. Die bei der Integration eingehende Constante bestimmt
sich aus der Bedingung, dass z = « fiir ¢ = 0.
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190.  Wir wollen den besonderen Fall untersuchen, wo die
anfiangliche Erschiitte-
rung begrenzt ist und
sich von 2 = 0 bis
x =1 oder vom Ur-
sprung A bis B er-
streckt.

Die gegebenen Functionen v, y sind jetzt Null fiir jeden
Werth der Variablen, der kleiner als Null oder grisser als [;
und folglich ist dasselbe der Fall mit den Functionen F, f.
Wir theilen diese Untersuchung in drei Theile, welche den
Abschnitten entsprechen, in welche die anfiingliche Erschiitte-
rung die Axe der z theilt.

1. Betrachten wir zuerst irgend einen Punkt M ausser-
halb A B auf Seite der positiven 2, fiir welchen also z >,
und setzen wir ¢ > 0.

Fig. 13.

Dann ist:

&4 at > 1
und folglich:
F@+ at) =0, f(z + at) = 0.

Die Formeln (4), (5) vereinfachen sich zu:

| u=f(z — at),
lay =f(z — at),
so dass man zwischen der Condensation und Geschwindigkeit
die einfache Beziehung erhilt:
U= ay.

Damit aber » und p nicht Null seien, muss man haben:
e 1
>0

(6)

& — at

oder:
x—1

>
¢
< a
Mithin besteht Ruhe in dem Punkt M bis zu der Epoche:
;B M
a
und von da an findet Bewegung durch ihn statt bis zu:

@
&
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Darauf tritt wieder Ruhe ein und dauert nun ohne Ende fort.

Demnach dauvert die Bewegung in jedem Punkt ein Zeit~

intervall (l—c hindurch, und sie pflanzt sich nach der Richtung

B X mit constanter Geschwindigkeit « fort. Folglich hat der
erschiitterte Theil oder die Welle in jedem Augenblick die
Lénge [. In einer solchen Welle kommen gleichzeitig alle
Werthe von » und y vor, denn die Variable hat in ihren ver-
schiedenen Schnitten der Reihe nach alle Werthe von 0 bis [
Irgend zwei zu verschiedenen Epochen' stattfindende Wellen
gind also identisch. Indem jeden Augenblick eine neue, mit
der vorigen identische Welle entsteht, sieht es so aus, als ob
die alte Welle sich mit der Geschwindigkeit « in der Rich-
tung B X fortbewegte; was jedoch nichts weiter sagen will, als
dass nach der Zeit # der Zustand in dem Schnitte » -
a(? — t) genau derselbe ist wie nach. der Zeit ¢ in dem
Schnitte . :

2. Fiir einen Punkt M’ bei welchem # << 0 und um so
mehr # — «at < 0, hat man:

F(a — at) = 0, f(l — at) = 0;
die Formeln (4), (5) werden:
7 ( u=F(z 4 a1,
® | ap = — F(z + at),
daher:
U = — (,Ly.
Damit » und ¥ Werthe erhalten, welche von Null ver-
. schieden sind, muss man haben:

>0
a,+ut<l,

folglich:
£
t -
b
s
In dem Punkt M’ ist daher Bewegung nur wihrend des Zeit-
intervalls
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v 7]
von t=AM bis t:%.

a
Die Bewegung pflanzt sich in dem Theile 4 X’ wie in
BX mit der Geschwindigkeit a fort; sie dauert in jedem

Punkt eine Zeit 7[1- hindurch. Der erschiitterte Theil oder die

Welle hat jeden Augenblick die Linge I, und alle auf einan-
der folgenden Wellen sind identisch. Man kann daher wieder
sagen, die Welle schreite in der Richtung der negativen z
gleichférmig weiter mit der Geschwindigkeit a; der Sinn da-
von ist, dass nach der Zeit ¢ in dem Schnitte # — a(# — ?)
genau derselbe Zustand stattfindet wie nach der Zeit ¢ in dem
Schnitte z.

3. Betrachten wir zuletzt einen Punkt M zwischen A
und B, so ist:

= =
§ P
daher liegen wihrend einer gewissen Zeit & — at und & -+ at
beide zwischen O und [, und so lange bestehen alle Glieder in
den Formeln (4), (5). KEs wird aber # 4~ at > | nach dem
Zeitpunkt, fiir welchen
at = BMY,

und von da an sind die Functionen von # 4 «¢ Null. Ferner
wird « — «? negativ nach der Epoche, fiir welche

. at =AM,
und dann verschwinden die Functionen von # — at.

Betrachtet man die beiden Theile der Formeln (4), (5)
so, als ob sie die Geschwindigkeiten und Condensationen in
zwei verschiedenen Wellen ausdriickten, von denen jede mit
der Geschwindigkeit «, die eine im Sinne der negativen z und
die andere im Sinne der positiven #, fortschreitet, wiithrend sie
immer dieselbe Beschaffenheit behalten: so kann man fiir
einen beliebigen Zeitpunkt den Zustand des Gases dadurch er-
halten, dass man diese beiden Wellen in die Lage bringt, in
welche ihre Bewegung sie zu dieser Epoche gefiihrt hat, und
nun die Verdichtungen und Geschwindigkeiten an den Stellen
addirt, wo die Wellen sich durchdringen, wenn sie noch nicht
ginzlich getrennt sind.

Diejenigen Zustinde, welche dem Zeitanfang vorangehen,
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wiirde man erhalten, wenn man dieselben Wellen in entgegen-
gesetzter Richtung mit der Geschwindigkeit ¢ wihrend des
Zeitraums fortschreiten liesse, um welchen die fragliche Epoche
vom Zeitanfang entfernt liegt.

191. Wir haben gesehen, dass eine anfingliche Erschiit-
terung von endlicher Linge zwei Wellen von derselben Liinge
erzeugt, welche sich mit gleichen Geschwindigkeiten in entge-
gengesetzter Richtung bewegen. Iis ist aber mdaglich, dass
eine dieser Wellen nicht existirt. Die den Formeln (6) ent-
sprechende Welle verschwindet, wenn man fiir alle Werthe
von z zwischen 0 und [ hat:

¥(2) + ag(e) = 0.
Es bleibt dann nur die den Formeln (7) entsprechende Welle
iibrig. Diese letzte wiirde verschwinden und blos die erste
iibrig bleiben, wenn

V() — ag() =0 |
wiire. Damit nur eine Welle vorhanden sei, so ist hiernach
1!’(? — =+ a; d.h. es muss
im Anfangszustand das Verhiltniss der Geschwindigkeit zur
Condensation in jedem Punkt des erschiitterten Theils -+ «
oder — a betragen.

nothwendig und hinreichend, dass

Bewegung eines Gases in einem Cylinder, welcher
nach einer Richtung begrenzt ist.

192. Nachdem wir die Bewegung in einem nach beiden
Richtungen unendlichen Cylinder betrachtet haben, wollen wir
jetzt die Aenderung untersuchen, welche sie fiir den Fall er-
leidet, wo der Cylinder nach einer Richtung begrenzt ist, also
entweder durch eive feste Ebene geschlossen wird oder sich
in einen unendlichen Gasvorrath offnet, der einen constanten
Druck auf die Endfliche ausiibt.

1. Das Rohr sei durch eine feste Ebene ge-
schlossen. — Zihlen wir die posiiiven # von dieser Ebene
an in der Richtung des Rohres.

Es wurde frither allgemein angenommen, dass die Mole-
kel, welche zu Anfang in Beriihrung mit einer Wand stehen,
immer darin bleiben. Demnach ist im vorliegenden Falle die
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Geschwindigkeit in dem Schnitte, fiir welchen 2 — 0, bestiin-
dig Null, oder man hat:

@ fé% = 0 fiir 2 = 0 bei jedem 1.

Diese neue Bedingung muss mit jenen verbunden werden,
welche aus dem Anfangszustande des Gases hervorgehen, der
in der ganzen Ausdehnung des Rohrs, also. fiir alle positiven
Werthe von » gegeben ist. Wir bezeichnen die anfiingliche
Geschwindigkeit und Verdichtung wieder durch ¥ (z) und g(a).
Diese Functionen sind nur fiir die positiven Werthe der Va-
riablen gegeben; fiir negative Werthe derselben sind sie da-
gegen ganz willkiirlich. Gerade diese Unbestimmtheit ist es,
welche die Erfiillung der auf das Ende des Rohrs beziigli-
chen Bedingung gestattet; denn wir haben gesehen, dass, wenn
diese Functionen fiir alle Werthe der Variablen gegeben sind,
der Werth von ¢ vollkommen bestimmt ist, und man ihn kei-
ner neuen Bedingung mehr unterwerfen kann.

Der allgemeine Werth von ¢, welecher der Differential-
gleichung geniigt, ist immer:

@) 9 = Fi (v + at) + fi (@ — ad).
Die Bedingung (1) fiihrt zu folgender Gleichung:
F(at)y + f(— at) = 0.
Diese muss fiir einen in Grosse und Zeichen beliehigen Werth
von ¢ gelten; man hat daher fiir jedes 2:
3) F(2) + f(—2) = 0.

Diese Gleichung bestimmt die Functionen /7, 7, welche
durch 7, y nur fiir die positiven Werthe der Variablen gege-
ben sind, auch fiir ihre negativen Werthe; man erhilt niimlich:

A= =—F@E), F(—2)=—f().

Beide Bedingungen kionnen geometrisch sehr einfach
dargestellt werden. Denkt man sich die Curven, deren Glei-
chungen

y = F(a)y y=f()
sind, in der ganzen Ausdehnung der Axe der z verzeichnet,
so hat der geometrische Ort, welcher aus dem Theile einer’
Curve iiber der positiven Hilfte und aus dem Theile der an-
deren Curve iiber der negativen Hilfte besteht, den Ursprung
zum Mittelpunkt. :

Die Bedingung (1), welche die Unbeweglichkeit der einen
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Jasschicht ausdriickt, hat also zur vollstindigen Kenntniss der
Functionen F, f gefiihrt und damit zur Lisung der Aufgabe.

Die Geschwindigkeit » = g—: und die Verdichtung y —

— %%"; bestimmen sich aus (2) so:
) w=F(z + at) + f( — at),
(5 ay = — F(z + at) + f(z — ai).

Wenn man hier — 2 statt 2 schreibt und den neuen
Werth von » durch », sowie den von y durch y; bezeichnet,
so erhilt man:
= (—a -+ at)4f(—2—at)=—f(& —at) — F(z+at) =—u,
apr =— F (—a--at)+f(— 5 — at)=f (a—at)— F (@ at)=ay.
Es ergeben sich somit in zwei von der festen Ebene gleich
weit entfernten Schnitten, welche auf beiden Seiten dieser
Ebene liegen, gleiche und entgegengesetzte Geschwindigkeiten
und gleiche Verdichtungen. Dies gilt im Anfangszustand und
fiir jedes 7.

Wir wollén hier eine wichtige Bemerkung machen iiber
das Verfahren, wodurch man in der Rechnung die Bedingun-
gen ausdriickt, welche sich auf die Grenzen beziehen. Die
partielle Differentialgleichung wiirde fiir -die Bewegung des
homogenen (Gases noch gelten, wenn man unter Wegnahme
der festen Wand das Rohr riickwiirts unendlich verlingert und
mit demselben Gase angefiillt hitte. Ueber den Anfangszu-
stand in dem ganzen Raume, um welchen man das System
erweitert hat, kann man willkiirlich verfiigen; es kommt daher
darauf an, ihn so zu wihlen, dass wenn man nachher das
ganze System sich selbst iiberldsst, die physikalischen Bedin-
gungen, welche sich auf die Grenzen bezogen, von selbst je-
den Augenblick erfiillt werden, und man folglich auf diesel-
ben nicht besonders Riicksicht zu nehmen braucht. Kann man
dahin gelangen, so geht die Aufgabe fiir das begrenzte Sy-
stem in die immer leichtere fiir das unendliche System mit
bekanntem Anfangszustand iiber.

Hier ist leicht zu sehen, dass man zu dem Ende den An-
fangszustand in der Verlingerung des Rohres so wihlen muss,
wie die Rechnung dies ergab. Denn offenbar bleiben dann
die Molekel, welche die Stelle der Wand einnehmen, bestiin-
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dig in Ruhe, weil sie jeden Augenblick durch gleiche und ent-
gegengesetzte Kriifte angegriffen werden.

193. Untersuchen wir insbesondere den Fall, wo die an-
fingliche Erschiitterung nur zwischen den Abscissen d und
d - 1 stattfindet. Die Functionen F, £ sind jetzt Null fiir alle

' Fig. 14. positiven Werthe der
Variablen, welche nicht
zwischen d und d 1
liegen; der Gleichung
(3) zufolge sind sie
aber auch Null fiir alle
negativen Werthe, wel-
che nicht zwischen —d
und — d—Iliegen. Dies

stellt die Figur dar, in welcher:
AB = AB' .— d, B(C = BEss=§

Der Theil BC der Erschiitterung erzeugt zwei Wellen,
von ‘denen die eine mit der Geschwindigkeit + @ und die an-
dere mit der Geschwindigkeit — a fortschreitet. Der Theil
B/ C" erzeugt zwei Wellen, welche in Bezug auf die Ebene A
immer symmetrisch mit den beiden ersten sind.

Sind die zwei Wellen, welche gegen A fortschreiten, an
dieser Ebene angekommen, so setzen sie ihren Weg fort und
durchdringen sich, indem ihre Wirkungen sich in den gemein-
schaftlichen Punkten nach dem Gesetz der Nr. 188 iiber ein-
ander legen. Hieraus ersieht man, auf welche Weise in dem
geschlossenen Rohre 4 X die Reflexion der von B C gegen 4
fortschreitenden Welle erfolgt, sobald ihr vorderes Ende A4
erreicht hat. Um wihrend des Vorgangs dieser Reflexion fiir
einen beliebigen Augenblick den Zustand in irgend einem

Schnitte, dessen Abscisse 2 :;(;, zu erhalten, denke man sich

die Wand A nicht vorhanden, also die von BC gegen A
riickende Welle ihren Weg ungehindert fortsetzend; man braucht
dann nur die Geschwindigkeit, welche in Folge dieser Welle
in dem Schnitte # stattfindet, zu addiren mit jener Geschwin-
digkeit, welche gleich und entgegengesetzt ist der gleichzeitig
in Folge derselben Welle in dem Schnitte — 2 stattfindenden;
die Condensationen beider Schnitte muss man unveréndert ad-
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diren. Die Reflexion von der Wand 4 ist beendigt in dem
Augenblick, wo das zweite Ende der von BC ausgegangenen
Welle in A ankommen wiirde; die Geschwindigkeit, welche
dann in einem Schnitte z? stattfindet, ist gleich und ent-
gegengesetzt derjenigen, welche bei Ankunft des vorderen Wel-
lenendes in dem Schnitte ! — z stattgefunden hat; die Con-
densation aber ist dieselbe. Darauf schreitet die so reflectirte
Welle im Sinne der positiven # ohne Ende riickwiirts.

Diese Wirkung erfolgt, welche Liénge auch der erschiit-
terte Theil haben mag; derselbe kann sich von der Wand 4
bis # — « ausdehnen, er kann auch eine unendlich kleine
Liénge haben. Findet man es vortheilhaft, die Lrschiitterung
in unendlich kleine Theile zu zerlegen, so hat man nur die
Wirkungen zusammenzusetzen, welche den einzelnen Elemen-
ten nach einer beliebigen Zeit entsprechen, und man erhilt da-
durch die Wirkung, welche der gegebenen Erschiitterung
nach derselben Zeit entspricht.

2. Das Rohr sei offen. — Es o6ffne sich mit dem
senkrechten Schnitte A in einen nach allen Seiten hin unend-
lichen Gasvorrath, welcher einen constanten Druck auf die
Endfliiche ausiibt. Diesen Druck wiirde man im Gleichge-
wicht iiberall im Gase des Rohrs beobachten; y bezeichnet die
Zunahme der diesem Gleichgewicht entsprechenden Dichte.
Wir ziihlen die positiven # wieder von A4 an in der Richtung
des Rohrs.

Fiir alle Punkte des Gases im Rohre ist:

d?p 2
€] -&t—, =0t =
und man ha.t die Bedingung:
(2) %’i = 0 fiir # = 0 bei jedem ¢

Die Anfangsgeschwindigkeit sei 1 (2), die anféngliche Ver-
dichtung 7 (z). Diese Functionen werden nur zwischen 2z — 0
und 2 = x gegeben; sie sind dagegen ganz willkiirlich zwi-
schen £ — 0 und 2 = — o. Diese Unbestimmtheit verstat-
tet wieder,-dass man der auf das Ende des Rohrs beziiglichen
Bedingung geniigt.

Das allgemeine Integral der Gleichung (l) ist wie frither:

Duhamel, Mechanik. IIL 17
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9 = Iy (& + at) + fi (@ — at).
Die Bedingung (2) ergiebt, wenn z der Grosse und dem Zei-
chen nach beliebig ist und F, 7 die Ableitungen von Fj, f;
bezeichnen :
3) F(2) = f(— 2).
Diese Gleichung bestimmt die Functionen F, f, welche durch
¥, g nur fiir alle positiven Werthe der Variablen gegeben wa-
ren, auch fiir alle negativen Werthe derselben. Construirt man
die Curven, deren Gleichungen
y=F(), y=j(2)
sind, so ist der geometrische Ort, welcher aus dem Theile
einer Curve iiber der positiven Axe der 2 und aus dem Theile
der anderen iiber der negativen Axe besteht, symmetrisch in
Bezug auf die Axe der y. Ferner ist hier wie schon in dem
vorigen Falle zu bemerken, dass die Aufgabe dieselbe ist, als
wenn man das Rohr nach der Seite der negativen z unendlich
. verlingerte und dem Gase in dieser Verlingerung denjenigen
Anfangszustand ertheilte, welcher sich aus den Werthen von
F, f ergiebt, die wir fiir die negativen Werthe der Varia-
blen bestimmt haben. .
Folgende Formeln driicken » und y aus:

) v = F(z 4 at) 4+ f(& — ai),
) ay = — F(z 4 at) + f(z — a?).
" Schreibt man — « statt # und bezeichnet die neuen Werthe
von z, ¢ durch u, ;, so erhilt man unter Riicksicht auf (3):

wy=F(—z+at)+f(— e —al)=f(a — at)} F(z -+ at) =u,

apy=—F(—at-at)(— v aty=—f (e —at)+-F(a-}-at) =—ap.
Somit sind in zwei senkrechten Schnitten, welche auf beiden
Seiten des Ursprungs liegen und gleich weit von diesem ab-
stehen, die Geschwindigkeiten gleich und gleich gerichtet, die
Verdichtungen aber gleich und entgegengesetzt. Dies gilt im
Anfangszustande und fiir jeden Zeitpunkt.

Bei einem offenen Rohre besteht demnach das Mittel, um
die Aufgabe auf den Fall eines nach beiden Seiten unendli-
chen Rohres zuriickzufiihren, darin, dass man sich die Verlin-
gerung mit demselben Gase erfiillt denkt und diesem einen
solchen Anfangszustand beilegt, dass in irgend einem senkrech-
ten Schnitte ganz dieselbe Geschwindigkeit stattfindet wie in
dem Schnitte, welcher in der anderen Hiilfte des Rohres gleich
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weit vom Ursprung entfernt liegt, und dass die Verdichtungen
in beiden Schnitten gleich, aber entgegengesetzt sind.

194. Wir wollen den besonderen Fall betrachten, wo die
anfiingliche Erschiitterung eine endliche Ausdehnung B C zwi-
schen den Abscissen
d und d + 1 hat. Die
Functionen F, 7 ver-
schwinden jetzt fiir alle
positiven Werthe der
Variablen, welche nicht
zwischen d und d -1
liegen, und zufolge (3)
auch fiir alle negati-
ven Werthe ausserhalb des Intervalls von — d bis — d — L
Sie werden durch die Curven der Figur dargestellt. Jede der
Erschiitterungen BC, B’'C’ erzeugt zwei Wellen, welche mit
constanter Geschwindigkeit a fortschreiten. Die beiden Wel-
len, welche sich von A entfernen, geben zu keiner besonderen
Bemerkung Veranlassung. Die beiden anderen kommen zu-
gleich in dem Schnitte 4 an und setzen dann ihren Gang fort,
wobei ihre Wirkungen sich in den gemeinschaftlichen Punk-
ten nach dem Gesetz der Nr. 188 iiber einander legen. Wenn
das zweite Ende einer jeden in 4 angekommen ist, so sind
beide Wellen véllig getrennt, und die von B’ C' ausgegangene
setzt nun ihren Weg in der Richtung der positiven = bis ins
Unendliche fort. Die Reflexion, welche in dem offenen Rohre
an der Oeffnung A eintritt, erzeugt also genan diese letzte
Welle. Der Vorgang der Reflexion ist analog dem oben be-
schriebenen. ;

Trifft die reflectirte Welle auf eine’ neue Oeffnung, welche
in den unendlichen Gasvorrath hineingeht, so erleidet sie neuer-
dings eine Reflexion in derselben Weise und wird wieder
identisch mit der ersten einfallenden Welle. Diese Erschei-
nung wiederholt sich unendlich oft.

Fig. 15.

Bewegung eines Gases in einem nach beiden Rich-
tungen begrenzten Rohre.

195. Wenn das Rohr nach beiden Richtungen begrenzt
ist, so gehen an seinen Enden, mogen diese offen oder ge-
17%
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schlossen sein, dhnliche Wirkungen vor wie diejenigen, welche
wir betrachtet haben. Jedes Element der Erschiitterung er-
zeugt zwei Wellen, welche in entgegengesetztem Sinne fort-
schreiten und an den Enden nach den Gesetzen reflectirt wer-
den, die wir kennen gelernt haben. Hieraus ergiebt sich die
Periodicitiit der Bewegung und die Dauer der Periode.
Betrachten wir zuuachst ein an beiden Enden geschlosse-
nes Rohr. Ein unendlich kleines Element der anfanghchen
Erschiitterung erzeugt zwei elementare Wellen. Verfolgen wir
den Gang einer von ihnen. Ist sie am Ende angekommen, so
wird sie so reflectirt, dass nach der Reflexion die Verdichtung
wieder die vorige ist und die Geschwindigkeit nur ihr Zeichen
geiindert hat; am zweiten Ende angekommen, crleidet sie eine
neue Reflexion, nach welcher die Verdichtung wieder dieselbe
ist und die Geschwindigkeit abermals nur das Zeichen geéin-
dert hat: sie befindet sich dann wieder in demselben Zustand
wie bei ihrem Ausgang. Diese eclementare Welle kehrt in
ihre anfiingliche Lage zuriick, nachdem sie mit der Geschwin-
digkeit @ die doppelte Liinge des Rohres zuriickgelegt hat.
Gleichzeitig mit ihr nehmen alle Elementarwellen ihre respecti-
ven Anfangslagen wieder ein; folglich ist in diesem Augenblick
der Zustand des (ases in dem ganzen Rohre identisch mit
dem Anfangszastand. Die folgenden Zustéinde sind daher Wie-
derholungen der bis dahin stattgehabten; und wenn I die Liinge

des Rohrs, so ist die Dauer der Periode 2;1

Eine analoge Betrachtung zeigt, dass auch in einem an
beiden Enden offenen Rohre der Zustand des Gases wieder
derselbe wird, wenn die elementare Welle den Weg 21 durch-
laufen hat.

Ist aber das Rohr an einem Ende geschlossen und am.
anderen offen, so sind die Umstiinde nicht ganz dieselben. Da-
mit der Zustand des Gases wieder derselbe werde, muss die
elementare Welle zweimal die gleiche Art der Reflexion erlei-
den; da nun an beiden Enden verschiedene Reflexionen statt-
finden, so muss diese Welle die Linge des Rohrs viermal

durchlaufen, und folglich betriigt die Dauer der Periode 4
a

Unter Schwingung versteht man eine periodisch wieder-
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kehrende Bewegung. Man weiss aus der Physik, dass der
Ton um so hoher wird, je grosser die Anzahl der Schwingun-
gen in derselben Zeit ist. Die obigen Resultate zeigen, dass

‘der Ton einer an einem Ende offenen und am anderen ge-

schlossenen Réhre die untere Octave von demjenigen bildet,
welchen ein gleich langes Rohr giebt, das an beiden Enden
offen oder geschlossen ist.

Uebrigens muss man bemerken, dass die Dauer, welche
wir fiir die Periode gefunden haben, eine obere Grenze ist.
Wir haben eingesehen, dass nach diesem Zeitintervall der-
selbe Zustand des Gases wiederkehrt; und im Allgemeinen
wird diese Wiederkehr nicht frither eintreten. Der Anfangs-
zustand konnte aber so beschaffen sein, dass er sich vor
Ablauf jener Periode identisch wieder erzeugte; offenbar
miisste dann die kleinere Periode ein Theiler der oben gefun-
denen sein.

Wir werden jetzt die drei Fille der Rechnung unter-
ziehen.

1. Das Rohr sei an beiden Enden geschlossen. —
Seine Linge sei I; wir behalten die friiheren Bezeichnungen
bei und haben daher nachstehenden Gleichungen zu geniigen:

d*g , 2o
@ dir = © dar’

@) g—Q=Ofﬁrw:Oundmzlbeijedem ‘

d %
@) 3% = ¥ (2), dt = — a2y () fiir t = 0.

Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist:
@ = Fi(x 4 at) 4 fi (@ — at).
Die Bedingung (2) fiir # = O fiihrt zu folgender Gleichung,
worin z ganz beliebig:

(4, F (@) + f(— 2) = 0.
Dieselbe Bedingung fiir # — [ liefert: ‘
®) FQ+2) + U — 2) = 0;

auch hier ist z ganz beliebig. Die Bedingungen (3) ergeben:
F(@) + F@) = v(@), f@) — F(2) = ag(2);
hierdurch sind die Functionen F, f fiir alle Werthe der Va-
riablen zwischen O und ! bestimmt. Die Glelchuncren 4), (5)
bestimmen sie nun vollstindig; und man ersicht daraus, wie
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in einem nach beiden Seiten unendlichen Rohre der Anfangs-
zustand des Gases beschaffen sein miisste, um zwischen 0 und
! immer diejenigen Wirkungen zu geben, welche in dem ge-
schlossenen Rohre sich erzeugen.

Die Gleichung (4) lehrt, dass wenn man von 2 — —
bis # = -+ o die Curven

y=F(z), y =f(2)

construirt, der Ort aus dem auf einer Seite von A liegenden
Theile einer Curve und dem auf der anderen Seite liegenden
Theile der anderen Curve den Ursprung A zum Mittelpunkt
hat. Die Gleichung (5) ldsst dasselbe in Bezug auf den Punkt
B sehen. — Da dieser geometrische Ort zwei Mittelpunkte
A, B hat, so besitzt er noch eine Unzahl andere, welche um
die- Strecke ! von einander abstehen und zu beiden Seiten von
A liegen, wie es die Figur zeigt. Es geht daraus hervor,

Fig. 16.

dass die Functionen F, f periodisch sind und sich nicht #n-
dern, wenn die Variable um 27 zu- oder abnimmt.

Diese wichtige Eigenschaft lisst sich auch in folgender
Weise herleiten. Die Gleichung (5) wird, wenn man z -} |
statt z schreibt:

FQ2l+ 2) + f(— 2) = 0;
folglich vermdge (4):
F(2) = F2l+ 2).
Verwandelt man das z der Gleichung (5) in # — I, so erhilt
man:

F)+ 72l —2) =0,
F@U— ) = f(— 2)

Die Grossen u, y findet man durch Differenziiren von ¢,
némlich:

und wegen (4):

u= I"(z + at) } f(z — ai),
ay = — F(@ 4 at) 4 f(z — at).
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Aus der Periodicitit der Functionen F, f folgt, dass in dem-
selben Punkte die Geschwindigkeit und Condensation respec-
tive gleiche Werthe annehmen zu allen Epochen, welche um
ein Intervall 7" aus einander liegen, das durch die Gleichun,
al =21 !
bestimmt wird. Der Zustand des Gases ist mithin ein periodi-

scher und 2-a—l die Dauer seiner Periode.

.. 2. Das Rohr sei an beiden Enden offen. — In
diesem Falle muss die Verdichtung an beiden Enden bestén-
dig Null sein und man daher bei jedem ¢ haben:

dq’ 0 fiir a —=0 und @ = L

at— —
Diese Bedingung ergiebt fiir ein beliebiges 2:
ey F(z) =f(—2),
(2) Fl4 ) =7l — 2).

Indem man das z der Gleichung (2) in 2z verwandelt,
erhdlt man:

FR2lL4 2) =fF(—2),

FQ@l4 2) = F(2).
Setzt man 2z — [ statt z in (2), so folgt:
F(2) =f@21— 2),
und mit Riicksicht auf (1):
f2l—2) = f(—2).

Der Zustand im Rohre ist also wieder periodisch und seine

und wegen (1):

Periode von derselben Dauer %l :

3. Das Rohr sei offen an einem Ende, geschlos-
sen am anderen. — Der Ursprung werde an dem geschlos-
senen Ende genommen, dann hat man bei jedem ¢ die Be-

dingungen :

(1) —lg =i flir w= D
do 4

[y L — f—

(2) dt_.Ofurw_L

Diese fiihren zu den folgenden:
®) F@E) + f(— 2 =0,
@) PO+ 9 =fa— 2
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Setzt man z - [ statt z in (4), so folgt:
F@U+ 2) = f(— 2),
demnach wegen (3):
" FQRl+ 2) =— F(2),
und daher:
F(z) = F4l + 2).
Dieselbe Eigenschaft findet man fiir die Function £, wenn
man das z der Gleichung (4) in ¢ — [ verwandelt. Der Zu-
stand des Gases ist also wieder periodisch, aber die Dauer

. — : 4
der Periode betriigt im Allgemeinen ;Z .

Auflésung der vorigen Aufgaben mittelst trigo-
nometrischer Reihen.

196. Wir wollen jetzt die Aufgabe iiber die Bewegung
eines homogenen Gases in einem endlichen Rohre mittelst
einer sehr fruchtbaren und in den meisten Fiillen viel beque-
meren Methode behandeln. Sie besteht darin, nicht das all-
gemeine Integral der partiellen Differentialgleichung, sondern
unendlich viele besondere Integrale aufzusuchen, welche man
go bestimmt, dass jedes einzelne den Grenzbedingungen des
Systems geniigt. Hat man die Gleichungen so eingerichtet,
dass sie keine von der Function oder deren Derivirten unab-
hingigen Glieder enthalten, so bildet eine Summe von beson-
deren Integralen, deren jedes mit einer willkiirlichen Constan-
ten multiplicirt ist, gleichfalls ein Integral der Differentialglei-
chung, welches den Grenzbedingungen geniigt, wenn alle be-
sonderen Integrale ihnen geniigen. Es handelt sich also dann
nur noch darum, die unendlich vielen Constanten, welche die-
ses Integral einschliesst, so zu bestimmen, dass man fiir t =0
den gegebenen Anfangszustand erhiilt. Diesen Weg einschla-
gend, werden wir die letzten Aufgaben noch einmal auflgsen.

1. Bewegung eines Gases in einem an beiden
Enden geschlossenen Cylinder. — Mit Beibehaltung
der bisherigen Bezeichnungen hat man folgenden Gleichungen
zu geniigen:

@ 28—l




Hydrodynamik. 265

(2 %:i — 0 fiir 2= 0 und z = [ bei jedem ¢,
: dg _ s

6)) e P (2) fir i =0,

(4) 22 — _ a1y (a) fiir t = 0.

Man sieht sofort, dass der Gleichung (1) nachstehender
Werth geniigt:

@ — (Mcosma + Nsinma) (Asinamt -~ Beosamt),

wiahrend M, N, A, B, m willkiirliche Constanten bezeichnen.
Damit die Bedingung (2) erfiillt sei, muss die Ableitung des
Factors )
Mcosma + Nsinmaz,
welche
— m(Msinma — Necosma)

ist, Null werden fiir #=0 und 2 = I; hieraus ergiebt sich:
N =0, sinml =0, also m — nl—n;

wo n jede ganze positive oder negative Zahl sein kann. Man

darf sich jedoch auf die positiven Zahlen beschriinken, weil die

Werthe von ¢, welche den negativen Zahlen entsprechen, sichy

bei der Unbestimmtheit der Coéfficienten nicht von den ande- °

ren unterscheiden wiirden.

Bezeichnen wir durch X eine Summe, welche sich auf alle
ganzen und positiven Werthe von n bezieht; lassen wir A und
B sich willkiirlich mit » #dndern und werfen den unniitzen
Factor M weg, so haben wir folgendes allgemeinere Integral
der Gleichung (1), welches den Bedingungen an den Enden
des Rohrs geniigt:

@ — Zcos na;:w (A sin anlazt -+ Becos anlazt).
Wir differenziiren diesen Ausdruck nach 2 und ¢, schreiben

dabei A, B statt A 11-;—:, B PZE und erhalten:

5) u=— Xsin mlr:m (Asin a:nl:mt -+ Bcos anl:n:t)’

6) ay=—Zcos m;x‘(Acos anlm:t — Bsin anzazt).
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Wenn man hier ¢t = 0 setzt, so geben die Gleichungen
(3), (4) zur Bestimmung von A und B:

Q) ¥ Bsin "% = — ¥ (a),

(8) Z Acos n:lm = — ay(z).

Diese Formeln driicken ¢, 3 in der ganzen Ausdehnung der
Axe der 2 aus, wenn man setzt:

Y(— o) = — ¥ (@), y(— 2) = y(2),
V@l + ) = v@r 121+ O = 1(0)
Um die Coéfficienten B zu bestimmen, entwickeln wir die
nur von # = 0 bis # =1 gegebene Function ¥ (z) in eine

nach den Sinus der Vielfachen von 2 fortschreitende Reihe.
Dazu dient die Formel:

{
2 ® ., ma .,
@ (z) = 53 ;1‘ sinn —l—of(p(a)smn 2 da;
man geniigt daher der Bedingung (7), indem man

B=—-?—f¢(a)sz'nn ?da
0

nimmt.

Um die Coéfficienten 4 zu bestimmen, entwickelt man die
ebenfalls nur von 2 — 0 bis =1 gegebene Function — ay(z)
in eine nach den Cosinus der Vielfachen von & fortschreitende
Reihe, wozu dle Formel dient:

q)(a;)z-—f(p(a)dcc + > cosn = fzp(a)cosn i
In dem gegenwirtigen Falle wird

/] '{
llftp(o\c)da:-—lﬁfx(a)dazo,
0 0

da die mittlere Condensation des Gases im Rohre Null ist.
Man muss daher, um der Bedingung (8) zu geniigen,
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{
A= — ?fx(a)cosn%g de
0

nehmen, wo » jeden ganzen positiven Werth ausser Null hat.
Die Formeln (5) und (6) werden jetzt:

{
asin anlmfx(a)cos m;u de
0

b 2

@ u=- ; me—l- ! s
+cosan:n:t o s na;u da\
1
s anlmfx(a)cos nﬂl:a da
10) y=l£z."co.m£1'E ’ I
_—1'%. (mm‘ ¥ (@) m 05 rm
0

Diese Functionen fndern sich nicht, wenn bei demselben ¢ der
Werth von 2 um 2! zunimmt; sie #ndern sich auch nicht,

i 20 ..
wenn ¢ fiir dasselbe 2 um - wichst.

Die Formeln (9) und (10) gelten .zugleich fiir ein unend-
liches Rohr mit dem Anfangszustande, den sie fiir ¢ = 0 er-
geben. In Folge dieses offenbar periodischen Anfangszustan-
des wiirden die Grenzbedingungen des endlichen Rohres jeder-
zeit erfiillt sein.

197. Wenn man von einem besonderen Anfangszustande
des Gases ausgeht, fiir welchen die Reihe sich auf ein einzi-
ges, einem beliebigen Werthe von n entsprechendes Glied re-
ducirt, so erhilt man eine sogenannte einfache Bewegung.
Sie wird durch Gleichungen von folgender Form dargestellt:

u= (P anmt o ool anwt)

oy an:n:t)

Die Dauer der Periode ist in diesem Falle —l statt —2—]"

ay = cos n’;w (Pcos
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Die Werthe von » sind bestindig Null fiir alle Werthe
von x, welche der Gleichung
nw e
l

geniigen, also fiir alle in der Formel
kl

—_— —

=0

n
enthaltenen Werthe, wo & Null und jede ganze Zahl bedeutet.
Die Punkte, in welchen das Gas unbewegt bleibt, heissen
Knoten; sie theilen die Lénge ! des Rohres in n gleiche
Stiicke.
Die Punkte, in denen die Condensation bestindig Null ist,
und welche man Biuche nennt, werden durch die Gleichung

bestimmt :
i — 0, woraus x_(2k+ L8 ;
l 2n

gie liegen also in den Mitten zwischen den Knoten.
198. 2. Das Rohr sei an beiden Enden offen. —
Die Grenzbedingungen sind jetzt:
dg
dt
Die iibrigen Gleichungen bleiben dieselben wie in der vorigen
Aufgabe. Man erhilt einen Werth fiir ¢, welcher Allem
ausser dem Anfangszustande geniigt, wenn man .
& (Asiﬂ anlﬂ‘zt e Biias an;”)
nimmt, wo die Summe X sich auf alle ganzen positiven Werthe
von n bezieht und A, B willkiirliche, mit n variirende Con-
stanten vorstel]en Durch Differenziiven von ¢ ergiebt sich,

cos

=0 fiir #=0 und =1 bei jedem .

p = Xsin m;

BT
indem man A 2% i T durch A4, B ersetzt:

Z
u — X cos E;ﬁ (Asin ZnEy -+ Beos ar;:rzt)
ay = — Zsin = Ia: (Acos az;nt — DBsin avz:n:t).

Damit diese Werthe dem Anfangszustand geniigen, miis-
sen zwischen den Grenzen @ = 0 und 2 — [ folgende zwei
Gleichungen erfiillt sein:

n:vt.:c
2 Beos

=9 (.Z'),
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nwa

X Asin 7 = — ay(x).

Dadurch werden #, y in der ganzen Ausdehnung der Axe der
z ausgedriickt, wenn man nimmt:
v(— 2) = 9 (a), y1(— 2) = — ()
Y2l + 2) = ¥ (@), 121 4 2) = g (a)

Man findet fiir irgend einen Werth von n:

{
4 =— 2Tafx(a)sin m'lc_a da,
0

14
B:-?_f:p(a)cos"’;“ da.
0

Der Werth von B, welcher sich fiir n = 0 ergiebt, wiirde in
u das constante Glied liefern: '

l
T [v@de,
0

welches den mittleren Werth von ¢ (z) oder die Anfangsge-
schwindigkeit des Schwerpunkts des im Rohre enthaltenen Ga-
ses darstellt. Wenn nun das Gas und die endliche Réhre,
welche es enthilt, keine fortschreitende Bewegung haben, so
ist dieses Glied Null und man braucht n nur von 1 bis w
gehen zu lassen. Die Auflosung des Problems wird dann
durch nachstehende Formeln. gegeben:

0
u = TEcos n;m: ! R
-+ cos anl:n:t P (o) cos 7 de
0
{ ‘ \
—+ m;ntfx(a)sm ¢ da
2 . nNTE 0
—|—1 anla::t w(a)cos——l— do

0 ) /
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Diese Ausdriicke #indern sich nicht, wenn bei demselben ¢ das
2 um 2! wichst; sie #ndern sich auch nicht, wenn bei dem-

21 :
selben # der Werth von ¢ um = zunimmt.

199. Eine der moglichen einfachen Bewegung wird durch
folgende Gleichungen dargestellt:

e G m;w (P ; an:r £ G unm:)

nzm (P.n'n anlnt — Geor f!‘];ﬂft)’

wo n irgend eine ganze Zahl und P,  Constanten bezeich-

ay = sin

. o S 21
nen. Die Dauer der Periode ist jetzt oo

Die Biuche bestimmen sich durch die Gleichung:

nNTE kl
§ = 0, woraus » — -

sin
withrend & Null und jede ganze Zahl vorstellt. Sie theilen das
Rohr in n gleiche Theile.

Die Knoten ergeben sich aus:

nmwke

l
sie liegen also in den Mitten zwischen den Béuchen.

cos

= 0, woher z — (2k + 1) %;

200. 3. Die RShre sei offen an einem Ende, ge-

schlossen am anderen. — Verlegen wir den Ursprung
an das offene Ende, dann muss man bei jedem ¢ haben:

do .

E = 0 fiir z = 0,

do o

ot 0 fire=1

Man geniigt allen Bedingungen mit Ausnahme des Anfangs-
zustandes, wenn man

N ¢ e VL . 2an+1Dmat
o =Zsin 37 Asin 37

—+ Beos

nimmt, wo A und B willkiirliche, mit n variirende Constanten
bezeichnen und die Summe X sich auf Null und alle ganzen

2n+1)mat
21
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positiven Werthe von n bezieht. Hieraus erhilt man fiir », ¢

@n+ D= (2n_;;; Dz

folgende Werthe, indem man 37 i

durch A, B ersetzt:

u=—2cos

’

(2n-42~11)m Asz'n@"_z?md—l—Bcos%—%ﬂg

ap=——Zsin Qfﬂ;Tl)ﬂ}Acos—(?"';11)”‘”__.133@1 Lo 2EH,

21

" Damit diese Ausdriicke dem Anfangszustand geniigen,

muss man zwischen # = 0 und 2 — [ die Bedingungen er-
fiillen ::

X Beos @_n%_l)ﬂ = ¥ (),

Z Asin (g—n#{: — ay(@).

Dies geschieht durch nachstehende Werthe von 4 und B:

‘ -
= %fﬂ:(a)cosg—n# de, -

0
4
A=~_%ﬁfz(a)m§_2%‘da.
0

Durch die zwei vorigen Gleichungen bleiben die nur von 0
bis | gegebenen Functionen ¢ () und % (z) in der ganzen Aus-
dehnung der Axe der z ausgedriickt, wenn man nimmt:

Y(—2) =¢(@), 1(— ) = — (),
vlt+a=—v(l—2), 104 o) =10 — 2,
Y4l + o) = ¢(), (4l + 2) = g ()

Bei diesem Anfangszustand des unendlichen Rohres wiirden

die Grenzbedingungen des endlichen Rohres fortwiihrend er-
fiillt sein.

Die Auflosung des Problems ist enthalten in den For-
meln :
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[
(2n—|— 1)mat 7 () m( —}—l)fm

21
—Z-Z'co (2n—'2—ll):rm 0 :
3 o (2n-{—;)amt w( - (2n—)—1):w ¢
: 2

S (2n—;§)natf (it )sm(Zn—|—l)mx

?__Z_E (2n—|2—l1) nx 0 t
+_ (2n+1 Ymat

zp(a)cm(?—n%l—)ﬂt do

0

wo die Summen sich iiber Null und alle ganzen positiven
Werthe von n erstrecken. Die Ausdriicke fiir » und ¢ sind
periodisch, und zwar in Bezug auf # in dem Intervall 4/, in

Bezug auf ¢ in dem Intervall ial-.

201. Die einfache Bewegung, welche einem 'einzelnen
41
2n ~}— Da
Die Knoten bestimmen sich durch die Gleichung:
2n 4+ Dza (Qk—-i— l)l
o 21 Fn L1’
wihrend & Null und jede ganze Zahl bezeichnet. Ihre Ab-
stinde vom Ursprung sind also der Reihe nach:
1 31 51
2n+1" 2n+ 1" 20+ 1’

mithin stehen die Knoten von einander ab um

Werthe von n entspricht, hat die Periode —————

= 0, woraus 2 —

e b

21 d
qn 10 "
folglich kann man das Rohr vom ersten Knoten ab als eine
Reihenfclge von geschlossenen Rohren betrachten, deren jede

Se 2 21
die Lange tzm hat
Die Biuche ergeben sich aus der Gleichung:

. @n+ Drx 2k
§in g = 0, woraus z — on 1 - i



Hydrodynamik. 273
Ihre Abstinde vom Ursprung sind also:
21 41 2nl
2n+1 22 +1"""7 22+ 17

.sie liegen demnach in den Mitten zwischen den Knoten. Der

0,

Abstand der Biuche von einander betriigt und das

21
2n - 1°
zwischen zwel nichsten B#uchen enthaltene Gas ist in dem-
selben Falle, als wenn es in einem an beiden Enden offenen

Rohre von der Linge ol enthalten wiire.

2n 4+ 1

Bewegung in einem nach allen Seiten hin unend-
lichen Gase.

202. Betrachten wir jetzt die kleinen Bewegungen eines
nach jeder Richtung unendlichen Gases. Wir haben darauf
die frither gefundene Gleichung anzuwenden:

d2e (dﬂtp g d2_¢R)
@) an =% \Ga T3 T32)
Grenzbedingungen giebt es bei unserer Aufgabe nicht; aber
man muss immer dem Anfangszustande geniigen, und dazu

: dgp de dg de .. . .

wird erfordert, dass Ta’ dy’ de und ¥ fir ¢ =10 in ge-
gebene Functionen von z, y, 2 iibergehen. Aus den fiir =0
gegebenen Werthen von g—g, Z: df bestimmt sich der An-
-fangswerth von ¢ bis auf eine hier ausser Acht zu lassende
Constante. Die Bedingungen des Anfangszustandes werden
daher, wenn #, F willkiirliche Functionen von @, y, z vorstel-
len, ausgedriickt durch:

. d .
(2) ¢ = f(=, y, 2), d—? = F(a, y, 2) fiir t = 0;

und die Aufgabe kommt darauf hinaus den Gleichungen (1)
und (2) zu geniigen. Dies geschieht mittelst der von Pois-
son gegebenen Formel:

Duhamel, Mechanik. Il 18
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T 2n

@:a%ffmiﬂﬂdﬂdwl"(x_l"atcogﬂ’ y—!—nf.w'no‘)cosw,)

& L at sin 6l sin ¢

C)

T
1 @ - at cosfl, y-}—atsmﬁ'cosw
l 4frdtff“m0d0dwr 2 ~at sin  sin

worin die lntegratlonen nach f zwischen 0 und =x, nach ¥
zwischen O und 27 auszufiihren sind. Diesen Ausdruck fiir ¢
kann man auch in folgender Weise schreiben:

. o= }—StdwF(.r-{-atcosa, y—+atcosf, - atcosy)
4)
+4 dea'dmf(a:—]—-atcovtx, y—+ateosB, z-atcosy).

Hier bezeichnet dw das unendlich kleine Element der aus dem
Ursprung mit dem Radius 1 beschriebenen Kugelfliche; «, 8,
y sind die Winkel, welche der aus dem Ursprung nach diesem
Element. gezogene Radius vector mit den Axen bildet; die Sum-

men ,8 erstrecken sich iiber die ganze Kugelffiiche.

Diese wichtige Formel lisst sich sehr bequem anwenden,
wenn die Functionen F, f wie im vorliegenden Falle fiir alle
reellen Werthe von #, y, 2 gegeben sind. Wenn dagegen die
Fliissigkeit begrenzt wiire, so wiirden die hieraus hervorge-
henden besonderen Bedingungen schwierig auszudriicken und
man genothigt sein, andere Formen fiir das Integral der Glei-
chung (1) aufzusuchen; wir beschiiftigen uns jedoch damit
nicht.

Die Formel enthilt die vollstéindige Lisung der Aufgabe,
denn sie liefert die Function ¢ und somit die Condensation
und die Componenten der Geschwindigkeit in jedem Punkt.
und zu jeder Epoche. Wir beschrinken uns darauf, aus ihr
die Geschwindigkeit zu finden, mit welcher irgend eine Er-
schiitterung sich in dem Gase fortpflanzt; und damit die Re-
sultate einer leichteren und klareren Deutung fihig werden,
8o wollen wir annehmen, dass die Erschiitterung nur in einem
nach allen Richtungen unendlich kleinen Theile stattfinde, in
dessen Inneres wir den Anfang der Coordinaten verlegen.

In diesem Falle verschwinden die Functionen f(a, y, 2),
F(a, y, 2) fiir alle Werthe von , y, z, welche nicht einem



Hydrodynamik. 275

Punkte des anfinglich erschiitterten Theils als (unendlich
kleine) Coordinaten angehéren. Setzen wir daher

(5) a+-atcosea=ua', y-+atcosfp =y, z-+aicosy—=2',

so kann der Werth von ¢ in einem Punkt 3/, dessen Coordi-
naten &, y, z sind, nur dann von Null verschieden sein, wenn
¢ einen solchen Werth hat, dass es Werthe von «, 8, y giebt,
bei welchen a7, y/, ¢’ die (unendlich kleinen) Coordinaten von
Punkten darstellen, welche in dem anfiinglich erschiitterten
Theile liegen. Diese Werthe von @, f8, p sind jetzt in den
bestimmten Integralen, welche ¢ ausdriicken, allein zu beriick-
sichtigen.

Man kann sich leicht geometrisch die Richtungen vorstellen,
welche denjenigen Werthen von «, 8, ¥ oder 6, ¢ entsprechen,
die keine verschwindenden Elemente der Integrale liefern. In
der That, man erhilt den Punkt, dessen Coordinaten die
Werthe 2/, y’, = der Gleichungen (5) haben, indem man auf
der durch den Punkt M unter den Winkeln e, 8, ¥ gezogenen
Richtung von A an ein Stiick «f abtrigt. Wenn man also
mit dem Radius «? aus dem Mittelpunkt M eine Kugel be-
schreibt, so werden diejenigen Punkte ihrer Oberfliche, welche
in die anféngliche Erschiitterung hineinfallen, die einzigen
sein, fiir welche die Functionen f; /' nicht verschwinden; und
die Richtungen der Radien, welche von M nach diesen ver-
schiedenen Punkten gehen, sind die einzigen, auf welche man
Riicksicht zu nehmen braucht. Daraus ersiecht man, dass die
Funetion @ in dem Punkte M den Werth Null hat bis zu der
Epoche, wo die aus M mit gleichférmig wachsendem Radius
at beschriebene Kugelfiiche in die anfiingliche Erschiitterung
einzudringen beginnt, und dass ¢ in M wieder Null ist, so-
bald die Oberfliche der wachsenden Kugel die anfiingliche
Erschiitterung nicht mehr trifft: in jedem zwischenliegenden
Zeitpunkte bestimmt den Werth von ¢ allein derjenige Theil
der anfinglichen Erschiitterung, welcher auf der Kugelfliche
mit dem Radius af liegt.

Die unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist, dass
eine nach jeder Richtung unendlich kleine Erschiitterung sich
in allen Richtungen mit der'Geschwindigkeit a fortpflanzt, weil
am Ende der Zeit ¢ die Bewegung in den um a7 vom Ur-

sprung entfernten Punkten beginnt. N
18
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Die Dauer der Bewegung in irgend einem Punkt M wird
durch die beiden Kugelfiichen bestimmt, welche aus diesem
Punkt als Mittelpunkt so beschrieben werden, dass der an-
anfinglich erschiitterte Theil ganz ausserhalb der ersten und
ganz innerhalb der zweiten legt, withrend er mit jeder einen
Punkt gemein hat.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in einem homogenen,
nach allen Seiten unendlichen Gase ist also dieselbe wie in
einer cylindrischen Réhre. -
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Von dem Gleichgewichte und den kleinen
Bewegungen eines elastischen Fadens.

203. Die Aehnlichkeit dieser Aufgabe mit den vorigen
hat uns bestimmt, sie hier folgen zu lassen.

Bisher haben wir von der Ausdehnbarkeit der Fiden ganz
abgesehen; jetzt dagegen wollen wir Riicksicht daranf nehmen,
dass sie fihig sind, sich unter dem Einflusse von Kriiften,
welche in ihnen eine beliebige Spannung hervorbringen, zu
verlingern. Wir werden unsere Betrachtung nur innerhalb sol-
cher Grenzem anstellen, dass der Faden nicht zerreisst und
seine vorige Linge wieder annimmt, wenn die Kraft zu wirken
aufhért. Die Erfahrung lehrt, dass innerhalb dieser Grenzen
die Verlingerung der Spannung proportional ist.

Den natiirlichen Zustand des Fadens nennen wir den-
jenigen, in welchem er von keiner Kraft angegriffen wird. Er-
zeugt man in einem homogenen Kaden, der sich in diesem
Zustande befindet, eine der Krafteinheit gleiche Spannung, so
verldngert sich die Lingeneinheit um ein Stiick d, welches in
allen Fiillen gegeben sein muss. Lige die der Einheit gleiche
Spannung ausserhalb der oben bezeichneten Grenzen, so wiirde
man sie zwar nicht wirklich in dem Faden hervorbringen; aber
wegen der Gleichfrmigkeit der Bezeichnung wollen wir auch
in'diesem Falle voraussetzen, dass man uns die Grésse d giebt,
um welche die Lingeneinheit sich ausdehnen wiirde, wenn der
Faden dabei innerhalb der Elasticitiitsgrenzen bliebe. Nur ist
bei jeder besonderen Anwendung zu untersuchen, ob diese
Grenzen nicht iiberschritten werden, in welchem Falle die Er-
fahrung mit den Ergebnissen unserer Rechnung nicht iiberein-
stimmen konnte. ‘
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204. s stelle 4B einen homogenen elastischen Faden
r, dessen Endpunkte A, B fest sind, und welcher eine Span-
nung z erleidet, wihrend keine
Fig. 17. dussere Kraft auf ihn wirkt
und folglich alle seine Punkte
@ in der Geraden A B liegen;
fl die Masse seiner Léngenein-
heit sei & Nehmen wir den
Punkt 4 zum Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems
und die Richtung A8 zur Axe der z. Lassen wir nur bewe-
gende Kriifte an allen Punkten des Fadens wirken, deren Com-
ponenten, auf die Masseneinheit bezogen, an irgend einem Punkt
X, Y, 7 heissen mogen. Die Aufgabe besteht darin, fiir ir-
gend einen Punkt des Fadens die drei Coordinatenwerthe zu
bestimmen, welche constant sind im Falle des Gleichgewichts
und bei der Bewegung von der Zeit ¢ abhiéingen.

Die Kriifte X, ¥, Z bewirken eine allgemeine Verriickung,
Es sei M die Lage, welche in einem gewissen Augenblick der
urspriinglich in P gelegene materielle Punkt einnimmt. Su-
chen wir zuniichst den allgemeinen Ausdruck fiir &e Spannung
in diesem Punkt. Zu dem Ende betrachten wir einen zweiten
Punkt des Fadens, welcher in dem urspriinglichen Zustande um
das unendlich kleine Stiick PQ =— « von P entfernt war und
sich in N befindet in dem Augenblick, wo P in M ist. Die
Differenz MN — P Q, getheilt durch PQ, giebt die auf die
Liéngeneinheit bezogene Ausdehnung, welche das Element P (Q
in der Lage MN erfahren hat; und aus dieser findet sich un-
mittelbar die Zunahme der Spannung.

Die urspriingliche Abscisse 4 P des materiellen Punktes P
heisse #; die Coordinaten von M seien # -+ u, y, 2. Die drei
sehr kleinen Grissen u, y, 2z sind die Unbekannten der Auf-
gabe; im Falle des Gleichgewichts sind sie Functionen von a,
bei der Bewegung Functionen von # und ¢ Betrachtet man
die Bewegung eines und desselben materiellen Punktes, so
bleibt & constant;’ es éindert sich dagegen, wenn man auf eine
andere Molekel iibergeht.

Der Unterschied MN — P @ ist sehr klein im Vergleich
zu P@Q; man darf also bei seiner Berechnung nur solche Gros-
sen vernachlissigen, welche gegen P @) sehr klein von zweiter




Dynamik. ' 279

Ordnung sind. Wir beschrinken uns auf die Fille, wo die
Winkel aller Fadenelemente mit der Axe der 2 sehr klein
bleiben, und diirfen deshalb statt M N seine Projection aut
diese Axe nehmen. Man hat folglich, wenn »/ den Werth des
» fiir den Punkt (4 bezeichnet:
MN — PQ = v — .
Nun geht aber » aus w hervor, indem man x - o statt
setzt, also 1ist:
u — = g—u o.
de -~
Theilt man diese Verlingerung durch «, so erhilt man, aut

die Liéngeneinheit bezogen, % als die positive oder negative

Dehnung des urspriinglich in P Q gelegenen Elements oder als
die Dehnung des Fadens in dem Punkt mit der urspriinglichen
Abscisse #. Die Verlingerung ist dem Zuwachse der Spannung

proportional, mithin betriigt dieser %%’ und folglich wird die

Spannung des Fadens in dem Punkt mit der urspriinglichen
Abscisse x zu jeder Zeit ausgedriickt durch:

o 1 du

Al=13 + _6— H_\Z',
j—: bezeichnet die partielle Ableitung von « nach .

Nachdem man den allgemeinen Ausdruck der Spannung

kennt, befolgt man denselben Gang wie bei unelastischen K-
den. Die Kuiifte, welche auf ein unendlich kleines Element
MN wirken, sind die in M und N angreifenden, nach aussen
gerichteten Spannungen und die Kiriifte

aeX, acY, e
Die Richtung MS der Tangente bilde mit den Axen die Win-
kel 4, ¢, v, dann sind

— Teosd, — Tceosuy, — Tcosv
die Componenten der das Element MN in M angreifenden
Spannung und
Teosh = d. Tcosh, 1eosp ~+ d.Teosp, Teosv +4d . Teosv
die Componenten der in N angreifenden Spannung.
Mag man nun das Element M N als starr oder als veréin-

derlich ansehen, die Bewegung seines Schwerpunkts geschieht
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immer so, als ob er die Masse des Elements besiisse und alle
darauf wirkenden Kriifte ihn angriffen. Fiir die Bewegung
des Punktes M kann man die des Schwerpunktes von MN
setzen und erhilt dadurch folgende Gleichungen der Bewe-
gung fiir M:

d?u

de’

dz

d.Tcosp+asY = as?l?;i,

dzz

de’

Wenn man dieselben durch « theilt und auf die Grenze iiber-

geht, so werden ihre ersten Summanden die partiell nach
genommenen Ableitungen von

d.Tcosh + e X — as——

d.Tcosv + aeZ = ae——

Tcosh, Tcosp, Tcosv;

und diese wollen wir zundichst ausdriicken.

Fiir cosA kann man bei Vernachldssigung der sehr Klei-
nen zweiter Ordnung 1 setzen; dies giebt mit Riicksicht auf
den gefundenen Werth von 7%

d.Tcosl__l_Ef_i’_u

da T 0 da?
Die Werthe von cosp, cosv sind sehr klein erster Ordnung,

ebenso % , man darf daher Tcosp, 7 cosv gleich tcosp, Tcosv

nehmen. Bezeichnet man die Unterschiede der Coordinaten

Yy, z der zwei unendlich nahen Punkte M, N durch dy, dz,
so hat man:

corp = i, cory = A2,
- Da nun beide Cosinus sehr klein sind und M N sich von PQ

oder dz nur um eine gegen dz sehr kleine Gr&sse unterschei-
det, so darf man setzen:

dy dz
COSf == —*, €OV = ——

da
und erhilt dadurch:

d. Teosp _y d . Tcosv d?z
da  "da¥ da rro



Dynathik. 281

Demnach werden die Gleichungen der Bewegung des Fa-
dens:

d2u 1 d?u

rrAmddu e

1y y T d%
) dez — Y+ e da?’
d2z r d?z

dee T O dar
Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen, welche gelten,
wenn der Faden unter dem Einflusse der Kriifte X, Y, Z im
Gleichgewicht steht:

1 d?u
Xt Fedm =

a2
@) v+ 2L =0,
T d2z

Z+t==0

Wenn die Kriifte X, Y, Z Null sind oder von ¢ und «
allein abhingen, so lassen sich die Functionen u, y, z unab-
hiingig von einander aus (1) berechnen. Die durch = be-
stimmte Ldngenbewegung ist dann unabhiingig von der durch
y und z bestimmten Querbewegung.

Fir X = Y = Z = 0 vereinfachen sich die Gleichungen
(1) zu:

du 1 d%
dir T de da?’
dzy T d?y
iz~ & da?
d?z T d%z
der T & da?

Diese sind von derselben Form wie die Gleichungen der Be-
wegung eines Gases in einem cylindrischen Rohre und erge-
ben analoge Resultate. Man wiirde finden, dass die Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit in longitud:inaler Richtung ‘/ é betrigt

und Vztin darauf senkrechter Richtung; die Dauer der Lin-
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genschwingungen des Fadens von der Linge [ ist 21V 3z, also
unabhiingig von seiner Spannung; die Dauer der Querschwin-
gungen 21 L,
T
Lingenschwingungen der Stibe.

205. Um die zur Bestimmung von » dienende Gleichung
zu erhalten, bedarf es der Voraussetzung eines biegsamen und
diinnen Fadens nicht; sie bleibt deshalb geltend fiir einen
elastischen Stab, in welchem man nur Lingenbewegungen be-
trachtet, die fiir alle Punkte eines und desselben Querschnitts
dieselben sind. Die Verlingerung 0, welche die Lingenein-
heit durch die Krafteinheit erfihrt, steht im umgekehrten Ver-
héltniss mit dem Flicheninhalte des Querschnitts; da aber die
Masse & der Lingeneinheit diesem Flicheninhalte direct pro-
portional ist, so bleibt das Product d& unabhidngig von der
Dicke des Stabes. '

Sind beide Enden des Stabes fest, so ist die Dauer seiner
Liéingenschwingungen 2 1V 8¢ wie bei einem elastischen Faden.

Es kénnen aber auch beide Enden frei, oder das eine Ende
kann frei und das andere fest sein. Diese zwei neuen Aufga-
ben sind nicht schwieriger als die erste. Die Spannung an
dem freien Ende ist unveréinderlich, und folglich muss man

hier bestindig 3:: = 0 haben. Man findet, wenn beide En-

den frei sind, die Dauer der Lingenschwingungen gerade so
gross, als wenn sie fest wiren; die Schwingungsdauer wird
aber doppelt so gross, wenn ein Ende fest und das andere
frei ist. Ks findet somit vollstindige Analogie zwischen den
Lingenschwingungen der Stibe und denen von Gasen in cy-
lindrischen Rohren statt; ein festes Ende des Stabes eptspricht
einem geschlossenen des Rohres und ein freies Ende einem of-
fenen. i

Von den kleinen Bewegungen eines beliebigen
Systems Punkte.

206. Ein beliebiges System Punkte, welche in gewissen
Verbindungen mit einander stehen, die durch Gleichungen zwi-
schen ihren Coordinaten ausgedriickt werden, befinde sich un-
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ter dem Einflusse von Kriiften, welché auf irgend eine Art
von den Coordinaten abhingen, in stabilem Gleichgewicht.
‘Die Zeit soll in den Verbindungsgleichungen und in den
Ausdriicken fiir die Kriifte nicht explicit vorkommen. Ent-
fernt man die Punkte sehr wenig aus ihrer Gleichgewichts-
lage, theilt ihnen sehr kleine Geschwindigkeiten mit und iiber-
lisst sie darauf der Wirkung jener gegebenen Kriifte, so wer-
den die Aenderungen ihrer Coordinaten immer sehr klein blei-
ben, weil das Gleichgewicht stabil war. Wir wollen diese Aen-
derungen als Functionen der Zeit bestimmen und einige allge-
meine Eigenschaften derselben kennen lernen.

Es seien @z, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punk-
tes des Systems in irgend einem Augenblick, a, b, ¢ ihre
Werthe in der Gleichgewichtslage. u die Masse dieses Punktes.
Setzen wir

r=—ata, y=b+4 B, z=c+y,

so sind a, B, ¢ sehr kleine, mit der Zeit variable Grissen,
von welchen die Lage des Punktes g in jedem Augenblick ab-
hdngt. Fiir einen zweiten Punkt p/ hat man:

m‘:a’—l—a’, y’:b’—!—ﬁ", za=cr+?t’
u. s. w. Die Componenten der den Punkt g angreifenden
Kraft mogen X, Y, Z heissen; ihre Werthe fiir den Punkt
p' seien X’ Y', Z!, etc. Die gegebenen Bedingungsgleichun-
gen zwischen den Coordinaten z, y, 2, a/, y/, 2/,... seien:
1) Lie=0s; M=10;, N= 0D
Man verlangt die Gleichungen, welche «, 8, y,... durch ¢
bestimmen.

Setzt man a + &, b + B, ¢ 4 y,... statt #,y, 2,... in (1),
so darf man die Entwickelungen mit der ersten Dimension von
o, 8, ¥,... abbrechen. Hierdurch erhilt man, weil «, b, ¢, ...
den Gleichungen (1) selbst geniigen:

[

ir dL dL dL -

Lt wmbrtortawyt =0

dM | dM,  dM | dM .s
@ (@t @t r e+ =0

dN dN dN dN
o't @bt rta et =0

H
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dL dL - dL dL
P AR die Werthe vor, welche %’HE""

dadurch annehmen, dass man durchaus # — a, y = b,... setzt.

Die Functionen X, Y, Z, X%, ... mbgen in der Gleich-
gewichtslage des Systems die Werthe 4, B, C, 4/, ... ha-
ben. In einer belichigen Nachbarlage ist dann:

; dX dX dX dX
T=dt et btartamet+
dY dy dy
V= Bleh s wep ol s el iy
az dZ ;
Qs =0+ e T B+

X‘:A’—’—%ﬂ—*—"'!

dabei stellen

]

dX dX . dX dX
Tatan die Werthe von E_m’gg}_

y = b, ... bezeichnen.
Weil

wenn y o+« filx 2—ua,

.

dre  da Ayt d2p

a2 — de? dep - dep’ 't

so ist die allgemeine Gleichung, welche die Bewegung des
Systems bestimmt:

. d? o v d2p ’ d2y \
OP3 (2““”35)6"’"’(3_ Ty (2w ) <=0,
wo die Grossen da, 0y, 0z, d2’, ... den Bedingungen zu
geniigen haben:

dL dL dL
3 M kgt =0,
dM dM dM

ayle f98 T ay g WA=
dN dN dN
Py 6.2:—{———dy 6y+_—dz dz 4+ .. - =0,

Die\Coéfﬁcienten der Gleichungen (5) unterscheiden sich
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von denen der Gleichungen (2) um Gréssen, welche in Bezug
~auf a, B, p, ... linear sind. So hat man z. B.:-

dL _ dL &L
el +¢ da? e b e b b
etc.

Die Gleichungen (5) bestimmen eine gewisse Anzahl der
Grissen & als lineare Functionen der iibrigen, welche ganz
willkiirlich bleiben. In diesen linearen Functionen sind die
willkiirlichen & mit Coéfficienten behaftet, welche man in zwei
Theile zerlegen kann: in einen endlichen Theil, der dadurch
erhalten wird, dass man ¢ = 0, § — 0, etc. macht, und in
einen anderen, welcher die sehr kleinen Grissen a«, 8, 7, ...
mit Vernachldssigung ihrer zweiten und héheren Dimensionen
iiberall linear enthiilt. Wollte man den Ausdruck derjenigen
0 haben, welche sich auf die Gleichgewichtslage des Systems
beziehen, so miisste man sich auf den ersten Theil beschrinken.

Substituirt man nun in der Gleichung (4) denjenigen d,
welche aus (5) als lineare Functionen der iibrigen gefunden
gind, ihre Werthe, so hat man die Coéfficienten der willkiir-
lich bleibenden & gleich Null zu setzen. Jeder dieser Coéf-
ficienten ldsst sich in zwei Summanden zerlegen: in dem er-
sten, endlichen haben die Kriifte X, Y, Z,... und die Functio-

nen %, jene Werthe, welche sich auf die Gleichgewichts-

lage beziehen; der andere Summand enthilt «, g, y,...,
Za o
de’ di2’’
heren Dimensionen (auch die Producte von @, 8, ... in eine
der zweiten Ableitungen) vernachlissigt. Den ersten Summan-
den wiirde man durch die Betrachtung des Gleichgewichts al-
lein erhalten; er ist deshalb Null, und es bleibt nur der zweite,
welchen man gleich Null zu setzen hat.

.. in allen Gliedern linear, indem man die hé-

Die so erhaltenen Gleichungen muss man mit den Glei-
chungen (2) verbinden, welche eine gewisse Anzahl von Un-
bekannten &, B, ¥, o, ... als lineare Functionen der iibrigen
bestimmen. Eliminirt man mittelst (2) diejenigen «, f, 7, .
deren Zeiger am hochsten sind, und lost die dadurch entste-
henden Gleichungen in Bezug auf die zweiten Derivirten auf,
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so gelangt man schliesslich zu einem Systeme von Gleichun-
gen nachstehender Form mit constanten Coéfficienten und ohne
unabhiingige Glieder:

d2e
W:mu—f—mlﬁ-f-mzy—{—mga’-{-u-,

d2p -
W:nu—f—n;ﬁ—}—ng'y—\}-naa ...,
d2y S

(6) = =pt+mB+py+me -,
d? !

—a =me+ mp + miyy+mya’ 4. - -,

Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der nach
der Elimination iibrigen «, 8, , ...

207. Es kann zuweilen niitzlich sein, die Grissen «, 8,
y, o, ... mittelst anderer unabhiéngiger Variablen u, v, w, . . .,
welche ebenfalls sehr klein sind, auszudriicken. Man erkennt
leicht, dass die Form der Gleichungen (6) fiir die Gleichun-
gen zwischen u, v, w, ... bestehen bleibt. Denn die Aus-
driicke fiir «, #,... durch u, v, w, ... werden nur solche
Glieder enthalten, welche in Bezug auf die letzteren Grissen
von der ersten Dimension sind. Setzt man nun diese Aus-
driicke und ihre zweiten Derivirten nach ¢ in die Gleichungen
(6), so erhilt man neue lineare Gleichungen, aus welchen
sich fiir %:— 5 %i—i; .+« Ausdriicke ergeben, die in allen Glie-

dern %, v, w, - . . linear enthalten.

208. Zusammensetzung der Bewegungen — Die
Form der Gleichungen (6) fiihrt zu einer sehr wichtigen Fol-
gerung.

Wenn mehrere Systeme «, 8, y, ... einzeln genommen
jenen Gleichungen geniigen, so liefert die Addition aller e,
aller B, etc. ein neues System, welches denselben Gleichun-
gen geniigt. Der Anfangszustand der Punkte in der durch
das letzte System dargestellten Bewegung resultirt ans den
Anfangszustinden, welche den partiellen Systemen entspre-
chen, offenbar dadurch, dass man die mit den Axen paralle-
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len Componenten der Verriickungen und Geschwindigkeiten
algebraisch addirt. :

Folglich erzeugt ein aus dieser Zusammensetzung mehre-
rer Anfangszustiinde resultirender Anfangszustand eine solche
Bewegung, dass man in jedem Augenblick den Weg und die
Geschwindigkeit irgend eines Punktes erhiilt, indem man nach
den Regeln fiir Kriifte die Wege und Geschwindigkeiten zu-
sammensetzt, welche in demselben Augenblick den aus den
einzelnen Anfangszustinden hervorgehenden Bewegungen ent-
sprechen wiirden.

209. Anwendung auf das Kegelpendel. — Um
die Niitzlichkeit dieses Gesetzes zu zeigen, wollen wir es auf
das schon friither behandelte Beispiel anwenden.

Betrachten wir einen schweren materiellen Punkt, der ge-
zwungen ist in constanter Entfernung von einem festen Punkt
zu bleiben, und den man sehr wenig aus der duxch diesen
Punkt gehenden Verticalen entfernt hat, unter Ertheilung einer
sehr kleinen horizontalen Geschwindigkeit. Diese Aufgabe ist
bereits in den Nrn. 236, 237 des ersten Theils gelost worden; die
dortigen Bezeichnungen wenden wir auch bei der neuen Aufls-
sung an.

Zum Ursprung nehmen wir
den festen Punkt A4, zur Axe der z
die Richtung der Schwere und fiih-
ren die Ebene der z, z durch die
Anfangslage AZB des Pendels. Es
sei M die Lage des materiellen Punk-
tes zu irgend einer Epoche, P die
Projection von M auf die KEbene
XY, C die Projection von B. Wir

setzen:
BAZ —=a, MAZ =0, PAX=vy, AM=1, AP =

und bezeichnen die parallel mit AY gerichtete Anfangsgeschwin-
digkeit durch k.

Wir fithren die Aufgabe auf zwei andere und einfachere
zuriick, indem wir den Anfangszustand in folgende zwei zerle-
gen. Im ersten dieser beiden Anfangszustinde denken wir uns
den materiellen Punkt in der Lage B ohne Geschwindigkeit;

Fig. 18.
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im zweiten denken wir uns ihn senkrecht unter A aber mit der
Anfangsgeschwindigkeit begabt.

Bezeichnen wir in der auf den ersten Anfangszustand fol-
genden Bewegung durch ¢ den variablen Winkel des Pen-
dels mit A Z, so ist bei ‘dem hier geniigenden Grade der An-
niherung nach Nr. 226 des ersten Theils: '

(a) @:ucOs.tV%.

Bei der zweiten Bewegung sei @ der Winkel, welchen
das Pendel mit AZ bildet. Nach derselben Nr. 226 findet

man:
(b) @ :v-kg_n—[“n.tv_ig_—zﬂsin.tv-‘g-,
2

indem man —'s—l = f3? setzt.

Die Gleichungen (a) und (b), welche jeden Augenblick
die Lage des Punktes angeben, bestimmen alle Umstiinde sei-
ner Bewegung.

210. Will man die rechtwinkligen Coordinaten des Punk-
tes M kennen, so muss man sein 2 aus der Gleichung (a) be-
rechnen und sein y aus (b). Die dritte Coordinate unterschei-
det sich von ! nur um eine sehr kleine Grésse zweiter Ord-
nung; man konnte sie mittelst der beiden ersten aus der Glei-
chung der Kugel finden, aber es ist nicht von Interesse dies
zu thun.

Man hat:

2 = lsz'n'(p, y = lsinw
oder mit Vernachlissigung der sehr Kleinen dritter Ordnung:
z=lp, y=lo,

wenn man die positiven @ und @ auf Seite der positiven z
und y zdhlt. Demnach wird:

(c) m:lacos.tv-%, y:lﬁsin.f\/-'q—,

und da tang ¥ — *‘Z—, so folgt:
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tangy = -g tang.tw.

" Der variable Werth » von AP ergiebt sich, wegen r2=a2-}y?,
aus den Gleichungen (¢), némlich:

(o VB o VB

Daraus findet man den Werth des Winkels 6, dessen Sinus

62 = a2 (cos . V-gj)z—l— B2 (s"in 2 Vg:)z :

Will man endlich die Projection der Trajectorie auf die Ebene
XY kennen, so muss man ¢ zwischen den Gleichungen (c) eli-
miniren; dies giebt:

a?y? + ﬁ?w? — lﬂa? 32’
die Gleichung einer Ellipse mit den Halbaxen le, If.

Diese Resultate stimmen simmtlich iiberein mit den im
ersten Theile erhaltenen.

Es ist leicht, die Aufgabe in mehreren Beziehungen zu
verallgemeinern.

Zuniichst konnte die Anfangsgeschwindigkeit eine belie-
bige, die Kugel tangirende Richtung haben. Man wiirde sie
dann in zwei Componenten zerlegen, eine auf der Anfangslage
des Pendels senkrechte und horizontale und eine in der durch
die Anfangslage gehenden Verticalebene senkrecht auf das
Pendel gerichtete. Die beiden einfachen Bewegungen wiirden
sich nur insofern von den vorigen unterscheiden, als der An-
fangszustand der einen aus Verriickung und Geschwindigkeit
zugleich bestiinde.

Liegt der schwere Punkt in dem tiefsten Punkte der ver-
ticalen Hauptaxe eines Ellipsoids, so zerlegt man die anfing-
liche Verriickung in zwei andere, mit den horizontalen Haupt-
axen parallele und die Anfangsgeschwindigkeit in zwei mit
den verticalen Hauptebenen parallele Seitengeschwindigkeiten.
Darauf bestimmt man die Bewegung, welche aus der Ver-

Duhamel, Mechanik. II. 19

Gl
— 1st:

l
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riickung und Geschwindigkeit in einer dieser Ebenen hervor-
geht und auf eine Bewegung in dem Kriimmungskreise der
entsprechenden Hauptellipse hinauskommt. Ebenso bestimmt
man die Bewegung auf dem Kriimmungskreise der anderen
verticalen Hauptellipse aus der anfiinglichen Verriickung und
Geschwindigkeit in ihrer Ebene; und die Zusammensetzung
dieser beiden einfachen Bewegungen giebt die wirkliche Be-
wegung.

Wenn endlich der schwere Punkt auf irgend einer Ober-
fliiche liegt und sehr wenig von dem Punkte entfernt wird, in
welchem die Tangentialebene horizontal ist, so ersetzt man
diese Oberfliche durch ein Ellipsoid, welches durch diesen tief-
sten Punkt geht und dessen Hauptschnitte hier dieselbe Kriim-
mung und Richtung wie diejenigen der Oberfliche haben; und
dann ist die Aufgabe wieder die vorige.

211. Einfiihrung neuer Krifte. — Die Gleichun-
gen (6) wurden unter der' Voraussetzung erhalten, dass man
blos die Punkte des Systems aus der Gleichgewichtslage ver-
riickt und ihnen gewisse Anfangsgeschwindigkeiten mittheilt.
Durch Einfiihrung neuer Kriifte, welche nur sehr kleine Ver-
riickungen hervorbringen konnen und selbst sehr klein sind,
wiirde man die Aufgabe verallgemeinern. Dies wollen wir jetzt
thun, indem wir jedoch voraussetzen, dass die neuen Kriifte
sowohl von der Zeit als von den Gréssen e, 8, 9, . . . unab-
hingig sind. Man gelangt in diesem Falle zu bemerkenswer-
then allgemeinen Resultaten. R

Zuniichst sieht man leicht, dass die Differentialgleichun-
gen der neuen Bewegung sich von den Gleichungen (6) nur
durch Hinzufiigung constanter Glieder unterscheiden. Denn
man muss in der Gleichung (4) die Kriifte X, Y, Z um die
respectiven Componenten der neuen Kriifte vermehren, und
wenn man nun denselben Gang wie in Nr. 206 befolgt, so
zeigt sich, dass die zweiten Seiten der Gleichungen (6) nur
um solche Glieder vermehrt werden, von denen jedes eine
der neuen Componenten in der ersten Dimension enthilt und
constant ist.

Die Differentialgleichungen der neuen Bewegung sind
demnach:
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[ d2
|Zp = H+ me+ mp+ my + myas ..

d
dg—K+na+nlﬁ 4.

7 \d?
& dﬂ—L+pa+plﬂ+

cj;t: _H?+m‘a+mlﬁ+

" Sie ergeben «, 8, 9, ... als Functionen von ¢ und die willkiirli-
chen Constanten sind aus dem Anfangszustand zu bestimmen.

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kann man auch den neuen
Gleichgewichtszustand des Systems nach Einfithrung der neuen
Krifte finden. Man braucht sich nur @, #, , . . . constant
zu denken: die zweiten Seiten werden dadurch gleich Null ge-
setzt und ergeben die gesuchten Werthe fiir die WVerriickun-
gen aller Punkte, welche dem neuen Glelchgemchte ent-
sprechen.

212. Die Gleichungen (7) lassen sich auf dieselbe Form
bringen wie die Gleichungen (6), wenn man
®) e=er+&B=p+ny=n+t o=a+§,..
setzt und ‘die Constanten &, B, 71, . . . durch folgende Glei-
chungen bestimmt:

H 4 mey + myfy + mepy 4 . .
&) K+ noy 4 mpy 4 nyy +.

iI il

0,
0,

Die Gleichungen (7) gehen dann durch Substitution der durch
(8) gegebenen Werthe fiir &, 8, ... in nachstehende iiber:

B o mE - mun - mat ol .

w0 Ph —nk + mn + mt +.
%=P§+Pi"? + p: 4.

........ e e e e e s ey

welche sich von (6) nur dadurch unterscheiden, dass die Va
riablen & %, §, . . . sind statt «, 8, ¥, . . . .
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Man bemerkt, dass die durch (9) bestimmten Werthe von
1, B1s 15 - - - gerade diejenigen sind, welche sich auf das neue
Gleichgewicht des Systems nach Einfithrung der neuen Krifte
beziehen, und dass folglich & 7, §, . . . die Verriickungen der
Punkte in Bezug auf diese Gleichgewichtslage darstellen.

Die Gleichungen (8) lassen sehen, dass die Anfangswerthe
n %, %?—, %,. . . denen von %‘-, (Z—f—, (2—1;, ... gleich
sind, wahrend die Anfangswerthe von & %, , . . . selbst de-
nen von «, 3, ¥, . . ., vermindert respective um a;, f1, P15« - «»
gleich sind.

Weil die Gleichungen (10) fiir £ #, & . . . genau diesel-
ben Werthe liefern wie die Gleichungen (6) fiir die dortigen
@ B, p, ..., wenn nur die Anfangswerthe dieser beiden Rei-
hen von Variablen und ihrer ersten Derivirten respective iiber-
einstimmen, so hat man folgendes merkwiirdige und einfache
Theorem : _

Wenn irgend ein System von Punkten sehr we-
nig aus einer stabilen Gleichgewichtslage ver-
riickt wird und man es ausserdem durch neue, con-
stante und sehr kleine Krifte angreift, so ist die
Bewegung eines jeden Punktes in Bezug auf seine
neue Gleichgewichtslage unter dem Einflusse der
ersten und zweiten Kriafte zusammen dieselbe wie
diejenige, welche unter dem Einflusse nur der er-
sten Kriifte in Bezug auf die alte Gleichgewichts-
lage stattfinden wiirde, wenn man das System in
einen Anfangszustand versetzen wollte, welcher in
Bezug auf diese Liage so wire, wie der gegebene
Anfangszustand in Bezug auf die neue Gleichge-
wichtslage ist.

Dieser Lehrsatz ist unabhiingig von der Zahl und den
gegenseitigen Entfernungen der Punkte; er besteht mithin noch,
wenn man ihr System als stetig ansehen darf. Er hat folg-
lich Geltung fiir alle kleinen Bewegungen der Fliissigkeiten
und elastischen festen Korper.

213. Man kann a priori diesen Satz einsehen, zu dem
eine sehr einfache Rechnung uns gefiihrt hat. Die neue Gleich-
gewichtslage des Systems nach Einfithrung der neuen Kriifte

VO

-
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liegt sehr nahe bei der alten. Deshalb’ werden sich die Glei-
chungen, welche die Bewegung bestimmen, die aus einer Ver-
riickung des Systems aus seinem neuen Gleichgewichtszustande
entspringt, nicht von den Gleichungen (6) unterscheiden; denn
die Coéfficienten kénnten in beiden Systemen von Gleichun-
gen nur um Grossen von demselben Range wie @, B, ... ver-
schieden sein, und wir vernachlissigen die aus diesen Unter-
schieden hervorgehenden Glieder. Demnach wiirden gleiche
Verriickungen der Punkte aus jedem der beiden Gleichgewichts-
zustiinde Bewegungen erzeugen, welche respective fiir jeden
Punkt iibereinstimmen; und damit ist das vorige Theorem be-
wiesen.

214. Uebereinanderlagerung der Wirkungen.
— Die Form der Gleichungen (10) zeigt, dass & 7, . . gleich
sind respective mit £1 | £2, y1 -} 52 .., wenn man sich die

dgy, dnh
L ET: E_’ .
chen Anfangsverriickungen und Geschwindigkeiten des Systems
denkt, und die anderen Anfangswerthe £2,, 5%,.. gleich —a,
. dE% dn? : :
— By, . . sowie T rat R gleich Null nimmt. Nun stel-
len & + &2, By + %% .. diejenigen mit den Axen parallelen
Entfernungen der Punkte von ihrer alten Gleichgewichtslage
dar, welche unter dem Einflusse der neuen Kriifte ohne an-
fangliche Verriickung und Geschwindigkeit stattfinden. Ferner
sind die Grossen £ 51, .. gleich den Werthen, welche die
Gleichungen (6) fiir die dortigen «, f, . . ergeben wiirden; sie
stellen folglich diejenigen Entfernungen der Punkte von ihrer
alten Gleichgewichtslage dar, welche aus dem wirklichen An-
fangszustand resultiren, wenn blos die alten Krifte wirken.
Da nun die wahren a, 8, .. gleich sind respective mit o - &,
B + m, . ., so sieht man, dass
diegesuchte Bewegung durch Uebereinanderlage-

rung zweier anderen Bewegungen entsteht: von die-
sen wird die eine durch den gegebenen Anfangszu-
stand ohne Einfiihrung der neuen Kriéfte erzeugt, die
andere dagegen durch Einfiithrung dieser Kréfte ohne
anfingliche Verriickung und Geschwindigkeit.

Die erste dieser beiden Bewegungen kann nach Nr. 208

Anfangswerthe £1,, 51, . . gleich den wirkli-
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anf unendlich viele Arten zerlegt werden; man iiberzeugt sich
leicht, dass dies auch bei der zweiten der Fall ist.

Die Form der Gleichungen (9) zeigt nidmlich Folgendes:
Wenn man eine jede der Grossen H, K, L, . . . in dieselbe
Anzahl beliebiger Theile, welche auch Null sein konnen, zer-
legt; wenn man zuniichst nur die ersten Theile nimmt, dar-
auf nur die zweiten und so fort, so bilden die Summen der
verschiedenen e, der verschiedenen f3;, . . ., welche den par-
tiellen Systemen geniigen, die Auflisung der Gleichungen (9).
Zerlegt man nun die neu eingefiihrten Kriifte in eine beliebige
- Anzahl Gruppen, so geben die vollstindig bekannten Glieder,
welche diese Gruppen in den einzelnen Systemen von Glei-
chungen der entsprechenden neuen Gleichgewichtslagen liefern,
durch ihre Addition respective die Gréssen H, K, L,... Mithin
geben die Werthe von a;, By, . . ., welche einer jeden dieser
Gruppen. entsprechen, wenn man sie respective addirt, die
durch die Gesammtheit der neu eingefiihrten Kriifte hervorge-
brachten Verriickungen. Da sich nun die Wirkungen der Ver-
riickungen addiren, so addiren sich die von den ver-
schiedenen Kriftegruppen erzeugten Wirkungen.

215. Integration der Gleichungen. — Integriren
wir jetzt die Gleichungen (), auf welche alle Fille zuriick-
kommen, und deren Anzahl n jener der unabhingigen Coor-
dinaten gleich ist.

Eine Auflésung derselben erhiilt man durch die Annahme:

a = sin(rt + s), -
f = Bysin(rt 4 s).
y = Ry sin(rt + s),
o' = Rysin(rt + s),

Durch Substitution dieser Ausdriicke in den Gleichungen
(6) gehen R, Ry, ... nur in der ersten Dimension ein; und
man erkennt leicht, dass die Elimination ven R;, R,, ... eine
Endgleichung ergiebt, welche in Bezug auf die Unbekannte r2
vom Grade n ist. Die n Werthe, welche diese Endgleichung
fiir 2 liefert, miissen alle positiv und ungleich ausfallen; denn
ausserdem wiirden die Ausdriicke fiir die Unbekannten e, §,
7 « - . Exponentialgrissen oder ganze Functionen von ¢ in sich
aufnehmen, welche beide mit der Zeit wachsen, was der Vor-
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aussetzung eines stabilen Gleichgewichts zuwider wire. Davon
muss man jedoch die besonderen Fille ausnehmen, in welchen
die Coéfficienten der wachsenden Glieder vermoge des An-
fangszustandes Null sind.

Von den 2 n Werthen, welche sich fiir » ergeben, beriick-
sichtigen wir blos_die positiven, weil die durch die negativen
Werthe gegebenen Auflésungen in den anderen enthalten sind.

Jeder Werth von » bestimmt ein einziges System Werthe
fiir Ry, Ry, ..., es sei denn, dass es unendlich viele dersel-
ben giebt.

Multiplicirt man die vorstehenden Werthe von @, , 7,. ..
mit einer willkiirlichen Constante 7, so hat man wieder eine
Auflssung der Gleichungen (6), und es stecken dann in jeder
Unbekannten a, 8, . . . die zwei willkiirlichen Constanten R, s.
Indem man die so erhaltenen Auflosungen fiir jeden der =
Werthe von r addirt, gelangt man zur allgemeinen Auflosung
der Gleichungen (6), welche 2n willkiirliche Constanten R,
Ry ...,s ¢, ...enthilt. Sie wird durch folgende Formeln
gegeben:

o= Rsin(rt + 8) + R'sin(r't + s) +---,
an = RR,sin(rt 4 s) + R'B4ysin(r't + )+,
y — RRysin(rt 4 s) + R'Rlgsin (vt + s+ .-+,

Die 2 n Constanten sind aus den Anfangswerthen von «, 8, 9,
L. de dp
u’...’dt’ PR
216. Zerlegung der Bewegung in einfache

Schwingungen. — Die besonderen Bewegungen des Systems,
welche einem jeden der n Werthe 7, 7/, . . . entsprechen, be-
sitzen einige merkwiirdige Eigenschaften. Betrachten wir z. B.
die erste Bewegung, nehmen also:

¢ — Rasin(rt + s),

B = RR, sin(rt + s),

y = RRysin(rt + s),

o = RR3sin(rt 4 s),

- - - - -

zu bestimmen.

Da die Verriickungen «, f#, y in constanten Verhiltnissen ste-
hen, wie auch ¢ sein mag, so folgt, dass die Bewegung des
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Punktes, dem sie angehren, geradlinig ist; dasselbe gilt fiir
alle iibrigen Punkte. Man sieht ferner, dass die Bewegung

periodisch ist, und dass die Dauer der Periode %"—"'—t betriigt.

Demnach machen alle Punkte geradlinige Schwingungen von
gleicher Dauer, welche sie zu gleicher Zeit beginnen und be-
endigen, und ihre Wege stehen in constanten Verhiltnissen.

Der blosse Anblick der Gleichungen (11) lehrt nun fol-
genden Satz:

Jede Bewegung eines Systems Punkte von end-
licher Anzahl, die sehr wenig aus einer stabilen
Gleichgewichtslage verriickt wurden, kann be-
trachtet werden als hervorgehend aus der Zusam-
mensetzung der verschiedenen einfachen Schwin-
gungen, deren das System fihig ist.

Die Anzahl dieser Schwingungen ist gleich jener der unab-
hiingigen Coordinaten, wenn nicht unendlich viele dadurch méog-
lich werden, dass Unbestimmtheit von £, R,, ... eintritt.
Die Schwingungen einer und derselben einfachen Schwingungs-
art geschehen in derselben Periode; ihre verschiedenen Rich-
tungen und die Dauer der Periode hiingen einzig und allein
von der Natur des Systems ab, wihrend ihre Amplituden und
die Coéfficienten, mit welchen sie in der allgemeinen Auflosung
auftreten, von dem Anfangszustande abhingen.

217. Betrachten wir als Beispiel den schr einfachen Fall
eines Punktes, welcher nur der Wirkung der Schwere unter-
"worfen ist und auf einer beliebigen Oberfliiche bleiben muss.
Entfernt man denselben aus seiner Gleichgewichtslage an der
tiefsten Stelle der Oberfliche und ertheilt ihm eine sehr kleine
Geschwindigkeit, so kann er je nach seinem Anfangszustand
unendlich viele verschiedene Curven beschreiben. Da aber nur-
zwei Coordinaten unabhéngig sind, so kann der bewegliche
Punkt auch nur zwei Arten einfacher Schwingungen ausfiih-
ren, und zwar finden dieselben statt in den beiden Kriim-
mungslinien fiir den tiefsten Punkt der Oberfliche. Jede
andere Bewegung geht aus der Verbindung dieser beiden
in den passenden Verhiltnissen hervor. Wenn alle Kriim-
mungshalbmesser in diesem Punkte gleich wiiren, so konnte
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jeder senkrechte Schnitt der Ort einfacher Schwingungen sein,
und es wiirde somit unendlich viele Arten derselben geben.

218. Wenn die verschiedenen Wurzeln », #/,... der Bestim-
mungsgleichung fiir » unter einander commensurabel sind, so
durchliuft das System periodisch dieselben Zustinde.

Denn es bezeichne u das grisste gemeinschaftliche Ge-
miéss aller », so werden sich wenigstens zwei » angeben las-
sen, die wir durch Ay, A/g bezeichnen wollen, so dass h, A/ zu
einander relative Primzahlen sind. Damit nun die Werthe von
«, B, ... periodisch nach Verlauf eines Zeitintervalls 6 wie-
derkehren, so miissen die Producte rfl siimmtlich Vielfache von
2m sein. Man muss also insbesondere fiir die durch hg, h'p
bezeichneten Werthe von r haben:

hul = 2=k, Wpl =2=nk,
withrend %, &/ ganze Zahlen vorstellen. Diese miissen sich aber
zu einander verhalten wie A, %/, und weil A, h/ relative Prim-
zahlen, so sind diese selbst die kleinsten brauchbaren Werthe
fiir £, k/. Man erhilt bei dieser Annahme:
2x

0 ==—;
ein kleinerer Werth von § wiirde den beiden Werthen hy, hiu
fiir » nicht geniigen. Es liegt aber auf der Hand, dass dieser
Werth von 6, mit irgend einem der n Werthe von » multipli-
cirt, ein Vielfaches von 2z giebt: er ist also die Dauer der
Periode.

Sie wiirde unendlich werden fiir p — 0, d. h. wenn kein
gemeinschaftliches Gemiss fiir alle r existirte. In diesem Falle
ist daher die Bewegung nicht periodisch, und das System kann
sich niemals in zwei identischen Zustéinden beziiglich der La-
gen und Geschwindigkeiten befinden; denn geschiihe dies ein-
mal, so wiirden alle auf den ersten der beiden identischen Zu-
stinde gefolgten wiederkehren, und die Bewegung wére mit-
hin periodisch.

Duhamel, Mechanik. IL 19



Ver

besserungen.

Zum ersten Theile.

Seite 6, Zeile 4 von oben: verabredeten statt passenden.

bH 211 ” 5 ”

» 86} 2 4 2
” 875 ” 15 ”

unten: in gleichen Zeiten -statt in einer,
und derselben Zeit.

unten: y statt z, x statt y.

unten: p statt P.

» 87, , 9 u 8 von unten: so sind diese Kriifte pro-

» 101, ,, 10 von
» 147, . 1
” 148’ ”» 5 »

» 1483 ” 17 »

Zusatz zu Seite
Ellipsoiden die Rede
liegen sollen.

portional statt so miissen die Kriifte
proportional sein.
unten: 2, statt a;.
unten: 44 statt 42.
oben hinter Richtung schalte man ein:
die parallel ist zu einer Ebene, welche
Parallelen enthiilt zu der Axe des
mittleren Paars und zu der ersten
Seitenaxe.
unten: Axe statt Axen.
177. — Wo nachstehend von_ghnlichen
ist, denke man hinzu, dass sie dhnlich

Ein Korper sei begrenzt durch zwei - ihnliche Ellipsoide
mit den Halbaxen a, b, ¢ und «/, ¥, ¢’. Ein anderer Kérper

werde begrenzt durch

zwei ebenfalls unter sich dhnliche Ellip-

soide, welche mit den beiden ersten homofocal sind, das
dussere mit dem Husseren und das innere mit dem inneren;

ihre Halbaxen seien 4, B, C und 4, B, ¢'. Man hat dann

@ra’ = A: A4 und

folglich verhalten sich die Inhalte der
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beiden Korper wie abc zu ABC oder, was dasselbe ist, wie
a'b'e’ zu A'B'C.

Wenn ich in dem einen Korper irgend einen Punkt-an-
nehme, so kann ich durch diesen ein Ellipsoid fiihren, #hnlich
zu den beiden Grenzflichen, und ich will unter dem corre-
spondirenden Punkte des anderen Korpers denjenigen ge-
wohnlich so genannten Punkt verstehen, welcher auf einem
Ellipsoide liegt, das mit jenem Ellipsoide homofocal und zu
den Grenzfliichen dieses Kérpers éhnlich ist. Der correspondi-

rende Punkt zu dem Punkte a,y,z ist demnach é-w, ?y, '-f—z.

Betrachte ich nun in dem einen Kérper ein unendlich
kleines Parallelopiped mit parallelen Kanten zu den Axen,
und bestimme ich zu seinen Ecken die correspondirenden Punkte
des anderen Korpers, so erhalte ich ein zweites unendlich klei-
nes Parallelopiped, ebenfalls mit parallelen Kanten zu den
Axen, und diese beiden Parallelopipeda verhalten sich wie
abe zu ABC. Das gleiche Verhiiltniss besteht zwischen einer
beliebigen Summe solcher Parallelopipeda des einen Korpers
und der correspondirenden Summe des anderen. Deshalb ver-
halten sich irgend zwei Stiicke beider Korper, sobald sie durch
Fliichen begrenzt werden, von welchen alle Punkte paarweise
correspondiren, wie die ganzen Korper.

Seite 186, Zeile 3 von oben: f statt b.

. 197, ,, 5 , ' unten: Z statt Z'.

s 200, , 6 , unten: relativen statt beziiglichen.

Seite 293, Zeile 14 von unten setze man hinzu: Eine
solche Curve ist die Projection der gegebenen auf die Vertical-
ebene, welche die im tiefsten Punkt der gegebenen Curve an
diese gezogene Tangente enthilt.

Zum zweiten Theile.

Seite 44, Zeile 2 von unten: dr statt dt.
» 104, , 10 , oben: geraden statt unmittelbaren.
In Nr. 69 setze man, von Seite 108, Zeile 19 von oben
angefangen, iiberall C, wo ¢ steht.
Seite 121, Zeile 4 von unten: zu seinem Schwerpunkt ge-
hioren statt durch dessen Schwerpunkt gehen.
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Seite 189, Zeile 20 von oben: Resultante statt Resultate.

Seite 203 setze man statt der Zeilen 11, 10, 9 von unten:
und vermdge ihrer Herleitung bleibt diese Gleichung geltend,
so lange als 6, { sehr klein sind. Deshalb kénnen die nega-
tiven Glieder um sehr wenig ¢ nicht iibertreffen. Weil aber
ein solches Uebertreffen jedem weiteren Wachsthum vorher-
gehen miisste, so bleiben die negativen Glieder bestindig un-
ter ¢, also 6 und ¢ sehr klein.

Seite 270, Zeile 4 von oben: Bewegungen statt Bewegung.
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Gleichgewicht von Systemen mit veriinderlicher
Gestalt, welche aus starren Systemen zu-
sammengesetzt sind. '

1. Wenn nicht alle Punkte eines Systems fest verbun-
den sind, so kann man nicht alle Kxrifte in eine Kraft und
ein Paar vereinigen. Zum Gleichgewicht wird jetzt erfordert
und geniigt es, dass an jedem einzelnen der starren Systeme
die Kriifte sich im Gleichgewicht halten, welche auf dasselbe
wirken und aus den gegebenen sowie jenen Kiiiften bestehen,
welche aus seiner Verbindung mit den anderen Systemen ent-
springen. Wir nehmen an, dass die Verbindungen aus bieg- .
samen Fiden oder starren Béndern bestehen, deren Endpunkte
an verschiedenen Systemen befestigt sind; ferner mégen einige
Korper sich mit ihren Oberflichen gegen einander driicken.

Im Gleichgewicht des Ganzen ist jeder biegsame Faden
im Gleichgewicht und wird folglich durch zwei gleiche und
entgegengesetzte Krifte gespannt, so dass jeder von den zwei
durch den Faden verbundenen Korpern an dem anderen zieht.

Hat man statt der Fiden vollkommen starre, weder dehn-
bare noch zusammendriickbare Béinder oder Stibe, so erheischt
ihr Gleichgewicht, dass die Kiriifte an den beiden Enden
gleich und gerade entgegengerichtet sind; aber sie brauchen
nicht im Sinne der Verlingerung zu wirken, sondern jeder
Korper kann den anderen driicken.

Wenn zwei Korper sich mit ihren Oberflichen beriihren,
und diese Oberflichen durch ihren Widerstand nur normale
Kriifte aufheben konnen, so werden im Gleichgewicht beide

Duhamel, Mechanik. Anhang. 1
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Korper in der Richtung der gemeinschaftlichen Normale mit
gleicher Kraft gegen einander gedriickt.

Wenn also die Verbindung durch biegsame Fiden, starre
Biinder oder durch Contact von Oberflichen geschieht, so
iiben je zwei verbundene Korper auf einander unbekannte
Wirkungen aus, welche gleich und entgegengesetzt sind. Ebenso
miissen in allen anderen Fillen die durch die Verbindungen
vermittelten Wirkungen paarweise gleich und entgegenge-
setzt sein.

Sind die starren Systeme einfache Maschinen wie
der Hebel, das Weéllrad ete., so stellt ihr Ganzes eine zu-
sammengesetzte Maschine dar.

2. Um die Bedingungen des Gleichgewichts zu finden,
bildet man fiir jedes starre System die Gleichungen, deren
Zahl zwischen 1 und 6 variiren kann. Indem man die von
den Verbindungen ausgeiibten Kriifte eliminirt, erhilt man
diejenigen Gleichungen, denen die gegebenen Kriifte geniigen
miissen, wenn das zusammengesetzte System im Gleichgewicht
stehen soll; und die zur Elimination benutzten Gleichungen
bestimmen Grdsse und Richtung aller durch die Verbindun-
gen ausgeiibten Kriifte.

In dem besonderen Falle, wo das Gleichgewicht eines je-
.den starren Systems nur eine Gleichung erfordert, und wo
aus der Verbindung von je zwei Systemen nur zwei gleiche
und entgegengesetzte Kriifte hervorgehen, iiberzeugt man sich
leicht, dass das Gleichgewicht der gegebenen Kriifte nur eine
Bedingungsgleichung hat.

In der That, ist m die Zahl der Systeme, so erhiilt man
m Gleichungen, und es entspringen aus der Verbindung des
ersten Systems mit dem zweiten, des zweiten mit dem drit-
ten, etc. m— 1 unbekannte Kriifte X, X,,..., X,_;. Von
diesen enthiilt die erste Gleichung X, die zweite X; und X,
die dritte X; und Xj;, etc., endlich die letzte X, _,. Findet
man nun X; aus der ersten und substituirt in der zweiten;
findet man aus dieser X, und substituirt in der dritten; ete.,
so erhélt man eine Endgleichung, in welcher nur die gegebe-
nen Kriifte vorkommen. Sie ist die einzige Bedingung des
Gleichgewichts, wiihrend die vorhergehenden Gleichungen X;,
X5, ..., X;y—1 bestimmen.
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3. Erstes Beispiel. — Auf zwei Hebel, d. i. auf zwei
starre Korper, welche um feste Punkte O, O/ frei beweglich
sind, . wirken beliebige
Kriifte. Ein biegsamer
Faden ist an beiden Kor-
pern in den Punkten
M’ befestigt, und das
System befindet sich in
einer solchen Lage, dass
der Faden gerade aus-
gespannt ist: man ver-
langt die Bedingungen des Gleichgewichts.

X bezeichne die unbekannte Spannung. Den Hebel M0
greifen gegebene Kiiifte an und die von M gegen M’ gerich-
tete Kraft X. Man hat fiir sein Gleichgewicht die bekannten
drei Gleichungen, deren jede X in der ersten Potenz enthilt.
Ebenso steht der Hebel M0/ im Gleichgewicht, wiihrend auf
ihn gegebene Kriifte wirken und die von M’ gegen M gerich-
tete Kraft X. Fiir ihn gelten drei neue Gleichungen, deren
jede X in der ersten Potenz enthilt.

Findet man X aus einer von diesen sechs Gleichungen,
so kennt man die Spannung des Fadens, und das Einsetzen
in die fiinf anderen liefert die Bedingungen, denen die gege-
benen Kriifte geniigen miissen, wenn das System im Gleich-
gewicht stehen soll.

4. Zweites Beispiel. — Ein Korper ist frei beweg-
lich um den festen Punkt O,
ein anderer um die feste Axe
AZ; beide Korper beriihren
sich in M, und es wirken be-
liebige Kriifte. Man verlangt
die Bedingungen des Gleich-
gewichts und die Grosse X
des gegenscitigen Drucks in M.

Auf den Korper MO wir-
ken gegebene Kriifte und die
lings M N gerichtete Kraft X.
Sein Gleichgewicht wird durch drei Gleichungen ausgedriickt,

welche X enthalten. Auf den zweiten Korper wirken gege-
1%

Fig. 2.
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bene Krifte und die I'ai.ngs MN' gerichtete Kraft X. Sein
Gleichgewicht fiihrt zu einer Glelchuncr welche X enthiilt.

Von diesen vier Gleichungen’ beqtlmmt eine X, und durch
Einsetzen geben die drei anderen die Bedingungen, welchen
die gegebenen Krifte geniigen miissen.

5. Drittes Beispiel. — Betrachten wir ein Polygon,
das durch starre Geraden gebildet wird, deren Winkel man
ohne Widerstand veriindern kann, und deren Endpunkte auf
gegebenen festen Curven bleiben miissen.

Es stelle AB C1)E dieses Polygon vor; P, Q, R, S, T
seien die Resultanten
der gegebenen Kriifte
an A, B, C, I, E.

Damit ein beliebiger
Eckpunkt im Gleich-
gewicht sei, so muss
die Resultante aller ihn
angreifenden Kriifte
auf der entsprechenden
Curve normal stehen.

Da auch jede Poly-
gonseite im Gleichge-
wicht sein muss, so wirken an ihren Endpunkten zwei gleiche
und gerade entgegengesetzte Kriifte, welche sie aufhebt, in-
dem sie ihnen zwei gleiche Kriifte entgegensetzt. Bezeichnen
wir diese von den e1n7eh1en Polygonseiten hervorgebrachten
Kuriifte durch X, Y, Z, U.

Es seien «, b, ¢, d, ¢ die Winkel, welche die Richtungen
der Kriifte P, @, R, S, T mit den entsprechenden Tangenten
machen; e, o’ seien die Winkel der in der Geraden AB ge-
richteten Kriifte X mit den Tangenten in A und B3, B, g die
Winkel der Krifte Y mit den Tangenten in B und C, ete.

Das Gleichgewicht des Punktes A ergiebt:
Peosa 4+ Xeos e = 0;
das Gleichgewicht von B liefert:
Xeosa! 4 Qeosh + Ycosf = 03

fiir die anderen Punkte erhiilt man:
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Yeos ! + Reose 4 Zeosy = 0,

Zcosy' + Scosd + Uecosd = 0,

Ucosd’ + Teose = 0.
Eliminirt man X, Y, Z, U, so bleibt eine Gleichung zwischen
den gegebenen Kriften als Bedingung des Gleichgewichts. Die
anderen Gleichungen bestimmen die Grosse von X, Y, Z, U.
‘Der Sinn, in welchem diese Kriifte wirken, wird durch die
Zeichen der Cosinus von «, o, f8, B’ etc. bestimmt.

6. Bemerkenswerth ist der besondere Fall, wo eine der
Geraden auf einer Curve normal steht. Es sei z. B. B C nor-
mal auf der Curve in B, dann ist cosf — 0, und die zwei
ersten Gleichungen ergeben durch Elimination von X eine Be-
dingung zwischen P und (), bei welcher die Gerade A B fiir
sich im Gleichgewicht sein wiirde. Und in der That hat die
Kraft Y keinen Einfluss auf A4 B, da sie durch den Wider-
stand der Curve in B aufgehoben wird.

Die drei anderen Gleichungen geben, durch Elimination
von Z und U, die Bedingung fiir das Gleichgewicht des Sy-
stems CD) E. In dieser Bedingung kommt eine willkiirliche
Kraft Y vor, welche in € lings BC im einen oder anderen
Sinne wirken und keine Verriickung erzeugen kann, weil sie
durch den Widerstand in B aufgehoben wird.



Von der Bewegung ohne Riicksicht auf ihre
Ursachen.

7. Bevor man die Bewegungen untersucht, welche durch
bestimmte Kriifte erzeugt werden, ist es gut die Bewegung
an sich zu betrachten unabhingig von jeder Ursache. Hat
man sich erst vertraut gemacht mit ihren moglichen Modifica-
tionen und mit den Gesichtspunkten, unter welchen sie aufzu-
fassen sind, so wird die Einsicht in die Wirkungsweise der
Kriifte leichter. . Man hat dann die Schwierigkeiten getrennt,
statt sie vereinigt zu lassen.

Zuweilen bedient man sich in der Geometrie der Bewe-

-gung zur Erzengung der Grossen. Aber die Zeit bleibt dabei
unberiicksichtigt; es kommt nur darauf an, dass die bewegli-
chen Linien oder Fliichen gleichzeitig ihre entsprechenden La-
gen einnehmen, welche Zeit auch von einer Lage bis zur an-
deren verfliessen mag. Diese Gleichzeitigkeit ist allein wich-
tig, und die Bewegung bleibt iibrigens unbestimmt.

Wir werden uns dagegen nur mit villig bestimmten Be-
wegungen beschiftigen, bei denen die Zeit ein wesentliches
Element ist, und wo es sich um die Lagen der verschiedenen
Punkte des Systems in jedem Augenblick handelt. Unsere
Aufgabe ist also kein Gegenstand der reinen Geometrie. Man
konnte aus ihr eine besondere Wissenschaft machen; aber es
scheint uns angemessen sie als einen Zweig der Mechanik, der
allgemeinen Wissenschaft von der Bewegung, zu betrachten.
Bevor man untersucht, welche Bewegung durch Kriifte her-
vorgebracht wird, muss man wissen was die Bewegung an
sich ist; und es soll dies vorliufige Studium als Eingang in
die Dynamik dienen. Wir beschriinken uns darin auf die ele-
mentarsten und allgemeinsten Betrachtungen.



Bewegung eines Punktes.

8. Der Begriff der Zeit ist einer von denen, welche sich
auf keinen andern zuriickfithren und folglich auch nicht de-
finiren lassen. Man muss aber die Gleichheit zwischen den
Zeitgrossen definiren, damit dieselben messbar und der Rech-
nung unterwerfbar werden.

Wir nennen zwei Zeitintervalle gleich, wenn zwei identi-
sche Kérper, welche sich zu Anfang dieser Intervalle in den-
selben Umstéinden befanden und durchaus gleichen Wirkungen
und Einfliissen unterworfen wurden, am Ende identische Wege
durchlaufen haben. Der Begriff der Gleichheit fiihrt zu dem
eines beliebigen Verhiltnisses.

Die Bewegung eines Punktes heisst gleichférmig, wenn"

er in gleichen Zeiten gleiche Wege durchlduft, wie klein auch
diese Zeiten sein mogen.

Eine Bewegung, welche weder gleichférmig noch aus
gleichformigen Bewegungen von endlicher Dauer zusammen-
gesetzt ist, wird verdnderlich genannt.

9. Geschwindigkeit. — Die gleichférmigen Bewe-
gungen konnen sich unterscheiden durch die wihrend gleicher
Zeit durchlaufenen Wege. Hieraus entspringt die zuerst et-
was vage Idee von Geschwindigkeit. Um dies unerliissliche

e

Element in die Rechnung einzufiihren ist eine genaue Defini- |

tion nothwendig, und wir werden unter der Geschwin-
digkeit eines gleichformig bewegten Punktes den Weg
verstehen, welchen er in der Zeiteinheit durchliuft, oder das
Verhiiltniss des durchlaufenen Wegs zu der dabei verflosse-
nen Zeit. Der Punkt, dessen Geschwindigkeit durch die
Zahl 1 ausgedriickt wird, durchléduft also die Liingeneinheit
wihrend der Zeiteinheit.

Nach dieser Definition fillt bei derselben Bewegung die
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Grosse, welche wir Geschwindigkeit nennen, um so grisser
aus, je grosser die Zeiteinheit ist, was sich mit der gewohnten
Vorstellung von Geschwindigkeit nicht vertriigt; aber der Quo-
tient aus den Geschwindigkeiten zweier gleichformigen Bewe-
gungen hiingt nicht von der Zeiteinheit ab, denn er ist der

Quotient aus den wiihrend gleicher Zeit zuriickgelegten Wegen.

Die Zahl, welche die Geschwindigkeit ausdriickt, hingt
auch von der Lingeneinheit ab und wird um so grosser, je
kleiner diese Einheit ist. Diese Bemerkungen iiber den Ein-
fluss der verschiedenen Einheiten sind nothwendig zur Beur-
theilung der Homogenitit in den Formeln der Bewegung.

Bemerkung. — Wollte man a priori den Begriff der
Geschwindigkeit zulassen und keine Definition davon geben,
so miisste man, wie bei der Zeit, die (leichheit zwischen
Grossen dieser Art definiren. Man wiirde dann die Geschwin-
digkeiten” zweier gleichférmigen Bewegungen gleich nennen,
wenn die wihrend derselben Zeit durchlaufenen Wege gleich
sind.- Die Addition von Geschwindigkeiten wiirde man defini-
ren durch die Addition der in derselben Zeit durchlaufenen
Wege. Daraus wiirde folgen, dass das Verhiiltniss zweier Ge-
‘schwindigkeiten das der Wege ist, und somit wiirde die Ge-
schwindigkeit eines Punktes gemessen durch den Weg, den er
in der Zeiteinheit durchliuft, wenn man die Geschwindigkeit
jenes Punktes zur Einheit nihme, der in der Zeiteinheit die
Liingeneinheit zuriicklegt.

10. Bei der veriinderlichen Bewegung kann man unter
Geschwindigkeit in irgend einem Augenblick nicht mehr den,
von diesem Augenblick ab, withrend der Zeiteinheit durchlau-
fenen Weg verstehen, weil dann die Geschwindigkeit des Be-
weglichen von den Aenderungen abhingen wiirde, welche die
Bewegung nach dem Augenblicke erleidet, um den es sich
handelt.

In der Theorie der Curven kann man wohl als Maass der
Kreiskriimmung in einem beliebigen Punkte die Kriimmung
eines der Einheit gleichen Bogens nehmen; aber bei einer Li-
nie, deren Kriimmung nicht der Bogenlinge proportional ist,
kann man nicht die in irgend einem Punkt stattfindende Kriim-
mung durch jene eines der Einheit gleichen Bogens messen,
der mit diesem Punkt anfiingt.
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Aehnliches lisst sich sagen iiber das specn‘:sche Gewicht
in einem Punkte einer heterogenen Substanz, iiber die Tem-
peratur in einem Punkte eines ungleich erwiirmten Korpers, etc.
Auch verfihrt man in diesen verschiedenen Fillen auf analoge
Weise.

Es sei M in einem gewissen Augenblick der Ort eines
Punktes, der mit veriinderlicher Bewegung irgend eine Curve
beschreibt. Nach einer Zeit § wird er sich in einem anderen

" Punkt N befinden, und der Quotient -ﬂ% drﬁckt die mittlere

Geschwindigkeit aus, mit welcher der Bogen M N durchlaufen
wurde. ILi#sst man nun 6 unendlich abnehmen, so nihert sich

die mittlere Geschwindigkeit ﬂzﬁ

die Geschwindigkeit des Bewegliche'n im Punkte M nennen.
In der Sprache der Infinitesimalrechnung heisst also die
Geschwindigkeit des Beweglichen in einem gegebenen Augen-
blick die mittlere Geschwindigkeit, mit welcher dasselbe, von
diesem Augenblicke ab, einen unendlich kleinen Bogen be-
schreibt.
Bezeichnet ¢ die Zeit, s die Bogenlingen der beschriebe-

einem festen Werthe, den wir

nen Linie, von irgend einem Punkt an gezihlt, so ist g die

Mithin wird die Geschwindigkeit an einer

Grenze von - 9

beliebigen Stelle der Bahn ausgedriickt durch die erste Ablei-
tung des Wegs nach der Zeit.

11. Es ist zu bemerken, dass der in unendlich kleiner
Zeit beschriebene Bogen sich betrachten lisst als das Product
dieser Zeit in die Geschwindigkeit zu Anfang derselben. Denn
er wiirde genau das Product der Zeit in die mittlere Ge-
schwindigkeit darstellen, welche sich von der oben definirten
Geschwindigkeit zu Anfang des Intervalls nur um eine unend-
lich kleine Grisse unterscheidet. Man kann auch die Ge-
schwindigkeit in irgend einem Augenblicke des Intervalls neh-
men. Das Resultat ist von dem gesuchten immer nur um
eine unendlich kleine Grésse zweiter Ordnung verschieden und
darf folglich allemal dafiir gesetzt werden, wenn es sich nur
um die Grenze von Quotienten oder Summen handelt.
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So ist der in endlicher Zeit durchlaufene Weg die Grenze der
Summe aus den Producten der unendlich kleinen Zeitelemente
in die Geschwindigkeiten zu Anfang oder wihrend dieser Ele-
mente. Die Geschwindigkeit, so wie wir sie definirt haben,
spielt also dieselbe Rolle bei der veriinderlichen Bewegung,
wenn man unendlich kleine Wege betrachtet, wie bei der gleich-
férmigen Bewegung; und dies ist der Grund, welcher die Bei-
behaltung des Namens rechtfertigt.

12. Endliche Gleichung der gleichférmigen
Bewegung. — Die gleichférmige Bewegung eines Punktes
auf einer geraden oder krummen Linie kann dargestellt wer-
den durch eine Gleichung ersten Grades zwischen der Zeit
" und Entfernung.

Man bezeichne mit ¢ die Zeit von einem bestimmten Au-
genblick an, mit # die Entfernung des beweglichen Punk-
tes M von einem festen Anfangspunkt O, die Entfernung und
den Anfangspunkt auf der unendlichen Linie XX, welche der
Punkt durchliuft, genommen; « sei die Entfernung O A des
Ursprungs O von dem Punkte, wo sich das Bewegliche fiir
t = 0 befand; endlich sei v die Geschwindigkeit oder der con-
stante Weg, welcher in der Zeiteinheit durchlaufen wird. Ge-
sucht wird eine Gleichung zwischen z und ¢

Der Weg withrend der Zeiteinheit ist v, also v¢ wiihrend
der Zeit ¢, Hat daher die Bewegung die Richtung O X der
positiven @, so ist:

2= a -+ vt;
hier sind # und « positiv oder negativ nach Lage der Punkte
A und M gegen den Ursprung, v ist eine absolute Zahl und
¢t eine positive Zahl, welche den Zeitpunkten nach dem Zeit-
anfang entspricht.

Man bemerkt aber, dass man die vorstehende Gleichung
auch fiir die Epochen vor dem Zeitanfang beibehalten kann
und deshalb nur ¢ negativ zu nehmen braucht.

Ferner kann man dieselbe Gleichung anwenden, wenn die
Richtung der Bewegung jener der positiven @ entgegengesetzt

ist; man muss dann v negativ nehmen. — Auf diese Weise
kann die allgemeine Gleichung
D x=a-4 vt

alle gleichformigen Bewegungen darstellen.
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13. Differentialgleichung der gleichférmigen
Bewegung. — Bei einer jeden Bewegung wird die Ge-

schwindigkeit durch -‘j—i ausgedriickt, in dem vorliegenden

da
Falle also durch -

Nimmt man ¢ zur unabhiingigen Variablen, also dt¢ posi-
tiv, so ist % positiv, wenn die Bewegung im Sinne der po-
sitiven x stattfindet, und negativ im entgegengesetzten Fall.
Schreiben wir daher v — (fl—f, so verstehen wir unter » eine
positive oder negative Zahl, je nachdem die Bewegung die
Richtung der positiven oder negativen # hat. Da iibrigens die
Wahl des Abscissen- und Zeitanfangs gleichgiiltig ist, und
die gleichformige Bewegung eine beliebige Beschaffenheit ha-
ben kann, so sind alle gleichformigen Bewegungen in der
Gleichung

da
(2) 7 ="

enthalten, wo v eine positive oder negative Constante darstellt.

Sie folgt aus (1) durch Differentiation und umgekehrt
diese aus ihr durch Integration, wobei eine willkiirliche Con-
stante « eingeht.

14. Gleichférmig veréinderte Bewegung. — Nach
der gleichformigen Bewegung folgt als einfachste diejenige,
bei welcher die Geschwindigkeit sich gleichférmig, d. h. der
Zeit proportional #indert. Sie dient zur Vergleichung der ver-
wickeltsten Bewegungen.

Die Bedingung, dass die Geschwindigkeit » proportional

: e . . . d
mit der Zeit wachse, ergiebt, dass die Ableitung Ezti constant
sein muss, sowie umgekehrt. Bezeichnet also « irgend eine
positive oder negative Constante, so ist die allgemeine Glei-

chung aller gleichférmig veréinderten Bewegungen:

dv 2z g v dz

dt T O VE =g
hieraus folgt durch Integration: i

— a oder
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dx
(D) u-—:ut—{—b:d—;,
wie man schon vorher wissen konnte. Integrirt man neuer-
dings, so kommt:
a

Dbt e,

wo b und ¢ willkiirliche anstanten.

(2) X =

Diec Zunahmen der Geschwindigkeit sind positiv oder ne-
gativ zugleich mit der Constante a, welche den durch die Zeit
getheilten Zuwachs der Geschwindigkeit misst, oder den Zu-
wachs der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit.

Man nennt die Constante @ die Acceleration, welche
positiv oder negativ sein kann. Die Zeichen von «, b, ¢ in
den Gleichungen (1) und (2) sind beliebig.

Von der verinderlichen geradlinigen Bewegung
,im Allgemeinen.

15. Bisher konute der Punkt sich auf irgend einer Linie
bewegen. Jetzt aber nehmen wir an, um die Schwierigkei-
ten zu trennen, dass die Bewegung in gerader Linie statt-
findet.

Der Begriff der Acceleration, den wir bei der gleich-
formig veriinderten Bewegung gaben, lisst sich in #hnlicher
Weise ausdehnen wie der Begriff von Geschwindigkeit.

Es bezeichne 4v den Zuwachs der Geschwindigkeit, wenn
die Zeit von einem gewissen Augenblicke an um /¢ wichst.
Denken wir uns eine gleichférmig veriinderte Bewegung, de-
ren Geschwindigkeit zu Anfang und Ende des Intervalls 4t
itbereinstimmt mit der Geschwindigkeit der wirklichen Bewe-
Adv
At
mittlere Acceleration der wirklichen Bewegung wéhrend des
Intervalls 4¢ dar, und sie nihert sich einer festen Grenze,
wenn At gegen die Null abnimmt.

Diese Grenze nennen wir die Acceleration der wirklichen
Bewegung in dem betrachteten Augenblick. Ihr Ausdruck ist:

gung. Die Acceleration der Hiilfsbewegung stellt die
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de ode e
ar °°" e
Man sieht leicht, dass sie bei der verfinderlichen Bewegung

iiberhaupt fiir unendlich kleine Intervalle dieselbe Rolle spielt
wie bei der gleichférmig veriinderten Bewegung. Denn ist 4¢
unendlich klein, so erhélt man:

Av dv »
e
wo ¢ auch unendlich klein, und folglich:

dv
Aﬂ:&;dt"{*— sAdt.

Das wirkliche Increment 4v der Geschwindigkeit unter-
dv
dt
Grisse zweiter Ordnung, welche allemal vernachlissigt wer-
den kann, wenn es sich nur um die Grenze von Summen oder
Quotienten handelt. Mithin kann man in allen solchen Fillen
das unendlich kleine Increment der Geschwindigkeit so berech-
nen, als ob die Bewegung sich gleichf6rmig #inderte, und die
oben definirte Acceleration der wirklichen Bewegung zu ihrer
Acceleration hiitte.

Bemerkung. — Wir haben die veriinderliche Bewe-
gung iiberhaupt auf zwei verschiedene Weisen als Grenze suc-
cessiver Bewegungen von unendlich kleiner Dauer betrachtet.
Das eine Mal waren diese elementaren Bewegungen gleichfor-
mig, das andere Mal gleichférmig veréndert.

scheidet sich also von At nur um eine unendlich kleine

Die ersten Bewegungen besitzen zu Anfang der unendlich
kleinen Zeitintervalle einerlei %—?— oder gleiche Geschwindigkeit
mit der wirklichen Bewegung; die zweiten besitzen gleiches
d . d?: . e ‘
E‘f— und gleiches 'y z:, d. h. dieselbe Geschwindigkeit und Ac-
celeration mit ihr. Die ersten Bewegungen haben, wenn man
so sagen darf, eine Beriihrung erster Ordnung mit der vorge-
legten Bewegung, und die anderen eine Berithrung zweiter
Ordnung. Auch kann man, selbst fiir unendlich kleine Zeit,
die Bewegungen erster Art statt der wirklichen Bewegung

nur zur Berechnung der Wegzuwachse setzen; wiihrend man
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zur Berechnung der Zunahmen der Geschwindigkeit die ande-
ren Bewegungen nehmen kann.

Krummlinige Bewegung eines Punktes.

16. Richtung der Geschwindigkeit. — Die De-
finition, welche wir von der Grosse der Geschwindigkeit ga-
ben, ist unabhiingig von der Linie (Bahn oder Trajectorie),
welche das Bewegliche beschreibt. Wenn aber die Bewegung
krummlinig ist, so muss man noch den Begriff der Richtung
einfiilhren. Bei der geradlinigen Bewegung hat die Gerade,
welche zwei unendlich nahe Lagen des Punktes verbindet, im-
mer eine und dieselbe Richtung, némlich die Richtung der
beschriebenen Geraden, und man nennt diese die Richtung der
Bewegung. Bei der krummlinigen Bewegung iindert die Ge-
rade, welche eine bestimmte Lage des Punktes mit einer nach
unendlich kleiner Zeit eingenommenen verbindet, ihre Rich-
tung, wenn das Intervall sich verkiirzt, und sie strebt gegen
eine bestimmte Grenze hin, welche man bisweilen die Rich-
tung der Bewegung in dem betrachteten Augenblick nennt,
und welche wir die Richtung der Geschwindigkeit in
diesem Augenblick nennen werden. Sie ist offenbar die im
Sinne der Bewegung genommene Tangente an die Trajectorie.

Die Cosinus der Winkel, welche sie mit drei rechtwinkli-
gen Coordinatenaxen macht, sind der Grosse und dem Zei-
chen nach

do dy de

ds’ ds’ ds’
wenn man ds als den Absolutwerth des Bogenelements be-
trachtet, und d, dy, dz als die. positiven oder negativen In-
cremente der Coordinaten 2, y, 2 nach der unendlich kleinen
Zeit dt.

17. Zusammensetzung und Zerlegung der Ge-
schwindigkeiten. — Wenn mehrere Krifte auf einen
Punkt wirken, so hat die Statik uns gelehrt, sie in eine zu-
sammenzusetzen durch eine einfache geometrische Construction,
wobei man die Kriifte in Grésse und Richtung durch Geraden
darstellt, welche durch den angegriffenen Punkt gehen. Wenn
diese Constructionen vorkommen, ohne dass es sich um Krifte
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handelt, so ist es bequem, analoge Bezeichnungen anzuwenden,
welche kurz dasjenige andeuten, was ausserdem langer Umschrei-
bungen bediirfte. In diesem Sinne werden wir zuweilen die
Ausdriicke anwenden: Resultante von Geraden, welche,
der Grisse und Richtung nach gegeben, von einem Punkt aus-
gehen; Componenten einer in Grisse und Richtung gege-
benen Geraden. .

In demselben Sinne verstehen wir die Zusammensetzung
und Zerlegung von Geschwindigkeiten. Um also die Compo-
nenten einer gegebenen Geschwindigkeit parallel mit drei gege-
benen Geraden zu erhalten, construiren wir auf der Geraden,
welche in Grosse und Richtung die zu zerlegende Geschwin-
digkeit vorstellt, ein Parallelepiped, von dem sie die Diagonale
ist und dessen drei Seiten die vorgeschriebenen Richtungen
der Componenten haben. Umgekehrt verfihrt man bei der
Zusammensetzung von drei Geschwindigkeiten; und wie gross
auch die Anzahl der gegebenen oder gesuchten Componenten
sei, s0 hat man doch immer nur dieselben Constructionen zu
machen wie fiir Kriifte an einem Punkt. Wenn eine Compo-
nente parallel ist mit einer gegebenen Richtung, alle iibrigen
aber senkrecht darauf sind, so heisst sie die nach dieser Rich-
tung zerlegte oder geschitzte Geschwindigkeit. Sie ist
die Projection der Geschwindigkeit auf die gegebene Richtung.
In der Folge werden wir den Nutzen dieser Transformationen
einschen. Aber vorliufig ist mit den Benennungen Compo-
nenten und Resultanten von Geschwindigkeiten kein anderer als
der oben festgestellte Sinn zu verbinden.

18. Componenten der Geschwindigkeit paral-
lel mit den Axen. — Nimmt man die Axen rechtwinklig,
so werden die Componenten die Projectionen der Geschwin-
digkeit. Indem wir den Absolutwerth der Geschwindigkeit
nehmen und ihre Richtung so, wie wir iibereingekommen sind,
ndmlich im Sinne der Bewegung, miissen wir die Producte

von g—: respective in (;—':-, %, %— bilden; dies giebt fiir die
Componenten :

de dy d

de’ de’ dt’

welche Ausdriicke positiv oder negativ sind, je nachdem die
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Richtung der Geschwindigkeit mit den positiven Axen spitze
oder stumpfe Winkel bildet.

Man sieht leicht, dass die Componenten dieselben Aus-
driicke auch bei schiefen Axen behalten.

Denn es sei M irgend eine Lage des Punktes und M
seine Lage nach einer sehr kleinen Zeit; Az, Ay, Az seien
die Incremente der Coordinaten von M. Das Parallelepiped
mit den Kanten 42, 4y, 4z und der Diagonale M M’ strebt
gegen ein Parallelepiped hin, dessen Kanten auch mit den
Axen parallel sind und dessen Diagonale die Richtung der
Tangente hat. Dieses Grenzparallelepiped ist aber demjeni-
gen #hnlich, dessen Diagonale und Kanten die Geschwindig-
keit und ihre Componenten darstellen; folglich sind die Quo-
tienten dieser Componenten durch die Geschwindigkeit die
Grenzen der Quotienten:

' Az | Ay Az
MM? MM MM?
die Quotienten der Componenten durch die Geschwindigkeit
sind also:

da fzi dz

ds’ ds’ ds’
Multiplicirt man sie mit der Geschwindigkeit %, so erhiilt man

fiir die Componenten die vorigen Ausdriicke:
ds dy de
dt’ dt’ dt’

Man mag bemerken, dd¥s %‘;—c die Geschwindigkeit eines

Punktes ist, welcher sich auf der Axe der 2 bewegt und im-
mer dieselbe Abscisse wie der Punkt im Raum hat. Dasselbe
gilt von den zwei anderen Componenten. Daraus sieht man,
dass die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes die
Geschwindigkeiten seiner rechtwinkligen oder schiefen Projec-
tionen auf den drei Coordinatenaxen sind.

Fig. 4. 19. Abweichung. —
Betrachten wir einen Punkt,
der sich irgendwie veriin-
derlich bewegt, und ziehen
wir in einem beliebigen Au-
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genblick in dem Punkt M, wo er sich auf der Trajectorie be-
findet, die Tangente. Nehmen wir nun an, in diesem Augen-
blicke heginne ein zweiter beweglicher Punkt sich von M an
auf der Tangente mit der Geschwindigkeit zu bewegen, die
wir die Geschwindigkeit des ersten in M nennen, und es seien
M', N die gleichzeitigen Lagen beider Punkte nach irgend
einer Zeit. Die Gerade NM' zeigt an, um wieviel der erste
Punkt von der Lage entfernt ist, die er wiirde eingenommen
haben, wenn seine Geschwindigkeit in Grisse und Richtung
constant wie in M geblieben wiire. Die Betrachtung dieser
Geraden ist #usserst wichtig fiir die Untersuchung der Bewe-
gung, vorzugsweise dann, wenn das Zeitintervall zwischen den
beiden Lagen M, M’ unendlich klein ist. Wir geben ihr den
Namen Abweichung. Sie kann sowohl aus dem Gesichts-
punkte der Grosse als dem der Richtung betrachtet werden;
die Richtung nehmen wir immer von N gegen M’ hin. Sie
ist demnach vollstindig bestimmt, wenn man ihre drei Com-
ponenten parallel mit den Axen in Grosse und Zeichen kennt.
Diese wollen wir ausmitteln, indem wir die Bewegung als ge-
geben, d. h. die Coordinaten =, y, # des beweglichen Punk-
tes als bekannte Functionen der Zeit ¢ betrachten.

20. Componenten der Abweichung parallel mit
den Axen — Es sei § ein unendlich kleines Zeitintervall;
die Coordinaten von N auf der Tangente sind am Ende des-
selben :

. d
a4 20, y4 Uy, L0
Fiir die Coordinaten des Punktes M’ auf der Trajectorie -er-
hilt man nach der Taylor’schen Formel, wenn man unter
& &, &' unendlich kleine Gr(')'ssen \ersteht:

,@+ 204 dﬂ E)Q,
y-i”‘d— (dzz+ )
z+jt +(dtz+ Lt _'

Zieht man von diesen Coordinaten die ersten ab, so erhilt
man in Grosse und Zeichen die Componenten der Abweichung
N M, ihre Werthe sind:

Duhamel, Mechanik. Anhang. 2
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d?z 0 (dy )“’ (_d’_z n>ﬁ
(EF"‘E)Q’ (dt2+ 2 \ae T¢) %

Da ( unendlich klein ist, so kann man die zweiten Summan-
den weglassen, wodurch sich die Componenten reduciren auf:
a2 By 0 2 0
dee 2° die 27 de 2
Die Abweichung selbst wird, unter Voraussetzung rechtwinkli-

ger Axen:
H? d?m 2 d? 2 d? 2\2
o () + @) + =)

21. Richtung der Abweichung. — Unter Richtung
der Abweichung in einem beliebigen Punkt M versteht man
die Grenze, gegen welche die Richtung N M’ hinstrebt, wenn-
M’ sich M nihert. Die Cosinus der Winkel, welche N M’ mit
den rechtwinkligen Axen bildet, sind immer den Componenten
von N M’ proportional und haben dieselben Zeichen wie diese;
daraus folgt, dass die Richtung der Abweichung mit den Axen
‘Winkel macht, deren Cosinus den drei Grossen

dre d?y d?z

der’ der’ de
proportional sind und die Zeichen dieser Grissen haben. Die
Werthe der Cosinus werden also erhalten, wenn man die vor-
stehenden drei Gréssen theilt durch den Absolutwerth von:

V(dt? (dt?) + ZZ:)E

Wiire die Bewegung geradlinig, so wiirde offenbar die
Abweichung nach der Geraden selbst gerichtet sein; und

2 2
in der That sind in diesem Falle die Grossen %f—, %;g,

d2z ., da d
_dF mit ET:’ Eg—,

22. Acceleration in der Abweichung.— Mit Ver-
nachlissigung der Grossen, welche in Bezug auf § von héhe-
rer als der zweiten Ordnung und folglich gegen die Abwei-

chung N M’ unendlich klein sind, ist der Werth der Abwei-

chung:
S0t (2,
+ (da:2 o dez ] ”

V ,__ﬁ d?_mi
A = 2 V(dt?)

E:_ proportional.
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Dieser Ausdruck wichst wie der Weg eines Punktes, der, von
der Ruhe ausgehend, sich gleichformig beschleunigt bewegt,
und dessen Acceleration

d%)

di?

d2z\?

V( an) T dt?
betriigt. Denkt man sich demnach die Abweichung als durch
die Bewegung eines Punktes beschrieben, und bleibt man in
der Anniherung bei den Unendlich-Kleinen zweiter Ordnung
stehen, welche fiir die Berechnung der unendlich kleinen In-
cremente der Geschwindigkeit hinreichen, so kann man sagen,
dass die abweichende Bewegung gleichformig beschleunigt ist,
und dass ihre Acceleration den Werth hat:

d? z\? d2z
V(dﬂ dt“) + (di°)‘

Multiplicirt man depselben durch die oben berechneten Cosi-
nus der Winkel, welche die Richtung der Abweichung mit
den Axen macht, so erhilt man

d?e  d?y d?z

dan’ de’ div
in Grosse und Zeichen als die Componenten dieser Accele-
ration.

Es ist aber wohl zu beachten, dass diese Acceleration
derjenigen Bewegung angehort, durch welche man sich die
Abweichung beschrieben denkt, und nicht der wirklichen
Bewegung auf der Trajectorie. Es wiirde natiirlich sein,

: ; dv
unter der Acceleration dieser Bewegung =, 2 verstehen.

23. Die Abweichung zerlegt nach der Tan-
gente und Normale. — Die Componenten der Abweichung
parallel mit den Axen werden, mit Vernachlissigung der gegen
sie selbst Unendlich-Kleinen, ausgedriickt durch:

2 der’ 2 dee’ 2 de’

Fig. 5. Es sei nun N M’ die Ab-
weichung und M'P die Senk-
rechte aus M auf die zu M
gehorende Tangente. Unse-
rer Definition gemiiss sind N/

2*
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und PM' die Componenten von N M’ nach der Fangente und
der Richtung P M.

Die Tangentialcomponente NP wird man in Grésse und
Zeichen erhalten, wenn man die drei mit den Axen parallelen
Componenten von N M’ auf die Tangente projicirt. Unter fort-
dauernder Voraussetzung rechtwinkliger Axen sind

de dy  dz
ds’ ds’ ds
die Cosinus der Winkel, welche die Richtung der Tangente,
im Sinne der Bewegung ‘genommen, mit den Axen macht.
Mithin erhiilt die Tangentialcomponente der Abweichung den
Werth:
62 dad?zx + dy d*y + dz dﬂz
2 ds di
Aus der Gleichung

dx? 4+ dy? + dz? = ds?
folgt aber:

doe &z 4+ dy d2y + dz d?z = ds d?s,
deshalb wird der vorstehende Ausdruck:
s, 0o
2 de 2 dit’
Er ist der Werth der Tangentialcomponente.

Um die zweite Componente F M zu berechnen, hat man
mit Vernachlissigung der gegen sie unendlich kleinen Grossen,
wenn £ den Kriimmungsradius der Trajectorie fiir den Punkt
M bezeichnet :

P = X1
2.

Da nun MM der in der Zeit 6 durchlaufene Weg ist, so
kann man M M durch »0 ersetzen, und erhilt mit dem ver-
langten Grade der Anndherung

PM:—

62 v2
2R
als den Ausdruck der Normalcomponente, deren Richtung man
in dem Kriimmungsradius fiir den Punkt M nehmen kann.
Man kann die beiden Componenten auch tangentiale
und centripetale Abweichung nennen.
Aus ihren Ausdriicken sieht man, dass wenn die Bewe-
gung gleichférmig ist, die Abweichung auf der Trajectorie
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normal steht. Ist die Bewegung geradlinig, so wird B unend-
lich, und die Abweichung ist im Sinne der Tangente, also der
Bewegung gerichtet. '

24. Tangentiale und normale Componente der
Acceleration in der abweichenden Bewegung. —
Aus den Ausdriicken fiir die Wege NP und PP M’ erhalten

2 -
wir durch Division mit % die gesuchten Componenten dieser

; v gy 38 dv - v?
Acceleration, niimlich BT oder T als tangentiale und 7 als

normale Componente.
Man nennt sie auch zuweilen: tangentiale und centri-
petale Acceleration.



Geometrische Bewegung eines starren Korpers.

25. Betrachtet man zwei Lagen eines ‘starren Kérpers
ohne Riicksicht auf die bewegenden Krifte und die zwischen
beiden Lagen verflossene Zeit, so giebt es unzihlig viele Ar-
ten der Ueberfithrung des Korpers aus der ersten Lage in
die zweite, und man kann sich vernehmen, die einfachsten Ar-
ten zu bestimmen. .

Es sei die wirklich stattfindende Verriickung des Korpers
wie sie wolle, so kann man ihn doch immer auf folgende Art
in seine neue Lage bringen. Man betrachte die Gerade, wel-
che die zwei Lagen eines Punktes des Korpers oder eines fest
damit verbundenen Punktes verbindet, und bewege diesen
Punkt in ihr nach seiner neuen®Lage; zugleich lasse man alle
anderen Punkte des Korpers bis an die Endpunkte von Ge-
raden fortschreiten, welche parallel und gleich sind mit der
ersten; darauf halte man jenen Punkt in seiner neuen Lage
fest und drehe den Kérper um ihn herum so lange, bis zwei
andere Punkte, die mit demselben nicht in gerader Linie lie-
gen, ihre vorgeschriebenen neuen Lagen eingenommen haben:
dann ist das Ziel erreicht.

Betrachten wir nun eine jede dieser beiden Bewegungen,
Fortschreitung und Drehung, fiir sich.

Es ist klar, dass der zuerst betrachtete Punkt von der
einen Lage in die andere kommen wiirde, wenn er irgend ein
Polygon beschriebe, das in jener anfinge und in dieser auf-
horte. Also kann man auch statt der ersten Bewegung eine
Folge von anderen Fortschreitungen setzen, welche in Grisse
und Richtung durch die Seiten des Polygons dargestellt werden.

Was die Bewegung um den fest gehaltenen Punkt be-
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trifft, so ldsst sich zuniichst leicht zeigen, dass sie auf unend-
lich viele Arten in zwei Drehungen um feste Axen zerlegt
werden kann. Denn betrachte ich ausser dem festen noch einen
beliebigen Punkt in der Lage, in welche ihn die Fortschrei-
tung gefiihrt hat; verbinde ich diese Lage mit derjenigen, in
welche der Punkt kommen soll, durch eine gerade Linie; lege
ich durch den festen Punkt eine Ebene senkrecht auf diese
Linie, und ziehe ich in dieser Ebene durch den festen Punkt
irgend eine Gerade: so kann ich offenbar den betrachteten
Punkt in seine vorgeschriebene Lage bringen, indem ich den
Korper um diese Gerade drehe, denn es sind ja beide Lagen
des betrachteten Punktes von dem Mittelpunkt seiner Drehung
nothwendig gleich entfernt. Habe ich aber dies erreicht, so
befinden sich zwei Punkte des Korpers in den Lagen, welche
sie einnehmen sollen, und nun kann der Kérper durch Dre-
hung um die Verbindungslinie dieser beiden Punkte in seine
vorgeschriebene Lage gebracht werden. Somit ist die Bewe-
gung um den festen Punkt zuriickgefiihrt auf Drehungen um
Axen, welche durch diesen Punkt gehen.

Die Sitze, welche wir iiber Zusammensetzung und Zerle-
gung solcher Drehungen vortragen werden, sind gezogen aus
der Théorie nouvelle de la rotation des corps von Poinsot: vor-
her wollen wir aber noch eine sehr einfache und niitzliche Be-
merkung machen. Wenn ein Korper sich um eine feste Axe
um einen unendlich kleinen Winkel dreht, so hiingen die un-
endlich kleinen Aenderungen der Coordinaten eines Punktes
von seinen Coordinaten ab und von den Bestimmungsstiicken
der Aufgabe. Also werden fiir einen unendlich nahen Punkt
diese Aenderungen von den ersten nur um Unendlich-Kleine
gegen sie selbst verschieden sein, und man wird die einen
Aenderungen fiir die anderen setzen konnen, wenn es sich nur
um die Grenze von Summen oder Quotienten handelt. Man
darf deshalb, wenn man die unendlich kleine Verriickung eines
Korpers bestimmen will, welche durch entsprechende Drehung
um eine Axe bewirkt wird, annehmen, der Korper ginge, an-
statt von der gegebenen Anfangslage, von einer ihr unendlich
nahen Lage aus; die Aenderungen der Coordinaten irgend
eines Punktes vom Korper, unter dieser Voraussetzung berech-
net, konnen fiir die gesuchten genommen werden. Hat man
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daher einem Korper successive irgend eine endliche Zahl von
unendlich kleinen Drehungen zu ertheilen, so kann man sich
jede von ihnen als von dem Korper aus seiner Anfangslage
vollfiihrt denken, und kann die Summe aller so entstehenden
Variationen der Coordinaten irgend eines Punktes betrachten
als die Variation, welche die nach einander und in beliebiger
Reihenfolge ausgefiihrten Drehungen bewirken.

Ferner sieht man leicht, dass wenn der K&rper sich um
denselben unendlich kleinen Winkel um eine der gegebenen
mnendlich nahe Axe dreht, die Variationen der Coordinaten
irgend eines von der Axe endlich entfernten Punktes dadurch
nur um Unendlich-Kleine gegen sie selbst alterirt werden.
Denn mit Beschrinkung auf die Unendlich - Kleinen erster
Ordnung sind die Variationen der Coordinaten Producte des
unendlich kleinen Winkels in endliche Functionen der Grossen,
welche die Axe bestimmen. Und wenn diese Grissen unend-
lich wenig variiren, so entspringen daraus fiir die Variationen
der Coordinaten unendlich kleine Aenderungen von hdherer
als der ersten Ordnung.

Wenn also ein starrer Korper successive um beliebig viele
Axen unendlich kleine Drehungen macht, so begeht man in
dem Ausdruck fiir die Variationen der Coordinaten irgend
eines Punktes keinen Fehler in Bezug auf die Unendlich-Klei-
nen erster Ordnung, wenn man statt dieses Punktes einen un-
endlich nahen Punkt und statt der Axen andere unendlich
nahe Axen nimmt, und man darf die Reihenfolge der einzel-
nen Drehungen beliebig abéndern. Dieser Vortheile halber
zerlegt man immer die Bewegungen wihrend endlicher Zeit
in solche, welche wiihrend der unendlich kleinen Elemente die-
ser Zeit ausgefithrt werden. Auch wird beinahe Alles, was
wir iiber Zusammensetzung und Zerlegung der Bewegungen
sagen werden, sich allein auf den Fall beziehen, wo diese Be-
wegungen unendlich klein sind.

26. Winkelgeschwindigkeit. — Betrachten wir die
stetige Drehung eines starren Korpers, und fithren wir durch -
die Axe eine Ebene, welche wir mit dem Korper fest verbin-
den. lhre Lage bestimmt die Lagen aller Punkte des Kor-
pers, und kann in jedem Augenblick gegeben sein durch den
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Winkel 9, den sie mit einer festen, durch die Axe gehenden
Ebene macht. )

Ist die Zunahme dieses Winkels der Zunahme der Zeit
proportional, so ist die Winkelbewegung des Korpers gleich-
formig. Aber auch die Bewegung irgend eines Punktes ist
gleichformig, und die Geschwindigkeiten der Punkte sind ih-
ren Abstinden von der Axe proportional. Unter Winkel-
geschwindigkeit des Korpers versteht man in diesem Falle
den Winkel, welchen die bewegliche Ebene in der Zeiteinheit
beschreibt; sie ist die Geschwindigkeit aller Punkte, welche
um die Lingeneinheit von der Axe abstehen.

Ist die Winkelbewegung veriinderlich, und der. Winkel o
eine gewisse Function der Zeit, so nennt man Winkelgeschwin-
digkeit in irgend einem Augenblick die Grenze der mittleren
Winkelgeschwindigkeit, mit welcher ein unendlich kleiner Win-
kel von diesem Augenblicke an beschrieben wird. Ihr Werth-

ist die Ableitung %‘;ﬂ des Winkels nach der Zeit; und der in

unendlich kleiner Zeit beschriebene Winkel kann, mit Ver-
nachlissigung der Unendlich - Kleinen héherer Ordnung, be-
trachtet werden als das Product der Winkelgeschwindigkeit in
diese Zeit.

27. Offenbar kann ein Punkt in demselben Augenblicke
nur eine Bewegung haben. Wenn man daher sagt, dass ein
Korper gleichzeitig mehr als eine Bewegung habe, so meint
man damit, dass der Korper in Bezug auf ein starres System
bewegt sei, welches in Bezug auf ein anderes bewegt ist, das
selbst wieder bewegt sein kann, etc., bis man endlich auf ein
ruhendes System kommt. Daraus resultirt fiir den Korper
eine gewisse Bewegung im Raum, welche stetig ist, wenn die
componirenden Bewegungen es sind.

Betrachten wir diese gleichzeitigen Bewegungen wihrend
einer gewissen Zeit. Nehmen wir an, der Kérper bewege sich
zuerst allein und vollende seine Bewegung in Bezug auf das
erste System; dann verbinde man den Korper und das erste
System fest, und lasse beide ihre Bewegung in Bezug auf das
zweite System ausfilthren; darauf verbinde man das erste und
zweite System, und bewege sie in Bezug auf das dritte; etc.
Man sieht ein, dass der Korper zuletzt sich in der Lage be-
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finden wird, in die er kommen soll. Die gleichzeitigen Be-
wegungen bringen ihn also in dieselbe Lage, als wenn er sie
nach einander ausfiihrt.

28. Zwei Drehaxen treffen in demselben Punkte
zusammen. — Hs sei 04 die Richtung einer Axe, um wel-

Fig. 6. che ein starrer Korper irgend

einen Winkel 2 « beschreibt. Wir
nehmen die Richtung der Dreh-
axe immer so, dass einem Men-
schen, von dessen Fiissen diese
Richtung zum Kopfe geht, die
Drehung von links nach rechts
erscheint.
O B sei eine zweite Axe, um welche der Korper den Win-
* kel 28 beschreibt, nachdem die erste Drehung vollendet ist.
Wir wollen zeigen, dass der Korper auch durch eine einzige
Drehung um eine gewisse, durch den Punkt O gehende Axe
in seine neue Lage kommen kann.

Legen wir durch O A eine Ebene, welche mit der Ebene
AOB den Winkel ¢ gegen OB hin macht, und durch OB
eine andere Ebene, die gegen OA hin den Winkel 8 mit
AQDB bildet. Die Durchschnittslinie O D dieser beiden Ebe-
nen wird nach der ersten Drehung sich in der gegen die Ebene
AO B symmetrischen Lage befinden, und durch die zweite
Drehung wird sie ihre vorige Lage wieder annechmen. Mithin
muss der Korper in seine neue Lage kommen, wenn man ihn
um die Axe 0D dreht.

Dies findet statt bei jeder Grosse der Winkel 2ea, 28;
wir wollen aber insbesondere den Fall untersuchen, wo sie
unendlich klein sind. In dem korperlichen Dreieck, das die
Kanten O A, OB, OD bilden, ist das Verhiltniss der Sinus
von BOD, AOD gleich sine:sinf oder gleich a:f, weil «
und $ unendlich klein sind. Statt der wahren Axe der den
beiden successiven Drehungen zu substituirenden Drehung,
welche unendlich wenig iiber die Ebene A0 B emporragt, kann
ich die ihr unendlich nahe Gerade nehmen, welche in der
Ebene AOB selbst liegt und mit OB, O A Winkel bildet, de-
ren Sinus sich verhalten wie «: 3. Diese Gerade ist aber die
Diagonale cines Parallelogramms, welches Léngen zu Seiten
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hat, die von O an auf O A4 und OB proportional mit ¢ und g
abgetragen sind.

Es fragt sich nun, in welchem Sinne man den Karper
um diese Gerade drehen will, und wie gross der Winkel der
Drehung sein muss. Die Richtungen O 4, OB waren die bei-
den Axen, um welche von links nach rechts successive die
Winkel 2 e, 28 beschrieben werden sollten. Wir werden die
Richtung O der Diagonale zur Axe der zu substituirenden
Drehung nehmen, diese also von links nach rechts um 0D
stattfinden lassen.

Um die Grosse des Drehungswinkels zu bestimmen, wihle
ich einen Punkt J auf der Axe OA der ersten Drehung. Die-
Fig. 7. ser Punkt #ndert sei-
nen Ort erst bei der
zweiten Drehung, und
beschreibt dann eine
unendlich kleine Ge-
rade J I. senkrecht auf
der Ebene A0 B. Fil-
len wir die Perpendi-
kel JK, JH auf OB,
OD. Die unendlich
kleinen Drehungswin-
kel JKI, JHL ver-
halten sich wie J H zu J K oder sin HOJ zu sin KOJ. oder
ON zu OP. Die Grésse der Drehung, welche ich statt der
beiden successiven Drehungen setzen kann, wird also durch
die Diagonale des aus den Seiten «, # und dem Winkel A0 B
construirten Parallelogramms bestimmt. Um die Richtung
OD dieser Diagonale findet diese Drehung von links nach
rechts statt.

Denkt man sich die drei unendlich kleinen Drehungen
um OA, OB und OD wihrend gleicher unendlich kleiner
Zeiten gleichférmig ausgefiihrt, so ist das Verhiiltniss ihrer
Grossen auch das Verhiiltniss ihrer Winkelgeschwindigkei-
ten. Somit ergiebt sich der Satz: Wenn ein Kiorper
nach einander wihrend gleicher Zeiten um zwei
Axen unendlich kleine Drehungen mit bestimm-



28 Anhang.

ten Winkelgeschwindigkeiten machen soll, und
ich auf den Richtungen beider Axen, von jhrem
Durchschnittspunkte an, Lidngen abtrage, wel-
che den Winkelgeschwindigkeiten dieser Drehun-
gen gleich sind, so stellt die Diagonale des er-
ginzten Parallelogramms, in der Richtung vom
Durchschnittspunkte ab, die Axe der resultiren-
den Drehung und die Grésse ihrer Winkelgeschwin-
digkeit dar.

Die Zusammensetzung und Zerlegung einer
beliebigen Zahl von Drehungen um Axen, welche
durch denselben Punkt gehen, geschieht also auf
gleiche Weise wie bei Kriften.

29. Parallele Drehaxen. — Betrachten wir zwei pa-
rallele Axen mit Richtungen von gleichem Sinn, z. B. seien
dieselben senkrecht iiber eine gewisse Ebene empor gerichtet.
Ihre Projectionen auf diese Ebene seien die Punkte 4 und B,

Fig. 8. und der Korper moge um die Axe
A den Winkel 2« und nachher um
die Axe B den Winkel 28 beschrei-
ben. Es sei AC die Spur einer
Ebene, welche durch die Axe 4
geht und mit der Geraden A B den
Winkel €A B = & gegen B hin
macht; ebenso sei BC die Spur
einer anderen Ebene, die durch die
Axe B geht und den Winkel CB A
= gegen A hin mit BA bildet.
Fithren wir durch den Punkt C eine Parallele zu den bei-
den Axen, so wird diese Parallele in ihre anfiingliche Lage
zuriickgekehrt sein, wenn die beiden Drehungen vollzogen
sind. Der Korper kann folglich auch in seine neue Lage ge-
bracht werden durch eine Drehung um diese Gerade, und
wir wollen diese Drehung von gleichem Sinn nehmen mit den
beiden ersten.

Werden die Winkel «, # unendlich klein, so f&llt der
Punkt ¢ in die Gerade 4 B, etwa nach €, und theilt diese im
umgekehrten Verhiltniss der Winkel &, f oder, wenn die Dre-
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hungen withrend gleicher Zeiten geschehen, der Winkel-
geschwindigkeiten.

Um die Grosse der resultirenden Drehung und ihre
Winkelgeschwindigkeit zu finden, so sei A7) die unendlich
kleine Linie, welche der Punkt A um 5 beschreibt. Die
unendlich kleinen Winkel AZBD und AC’D verhalten sich
wie AC' zu AB. Werden daher die Winkelgeschwindig-
keiten um A und B respective durch BC’ und AC’ repri-
sentirt, so wird es die resultirende Winkelgeschwindigkeit
durch 4 B. '

Das Gesetz fiir die Componirung zweier Drehungen von
gleichem Sinn um parallele Axen ist also ganz so wie bei pa-
rallelen und gleich gerichteten Knriiften. Dieselbe Ueberein-
stimmung findet auch noch statt bei entgegengesetzten Dre-
hungen; dies erkennt man durch Ableitung aus dem betrach-
teten Fall oder durch directe Untersuchung.

30. Gegenpaar von Drehungen. — Sind die bei-
den Drehungen um parallele Axen gleich und von entgegen-
gesetztem Sinn, so hat man nach Poinsot ein Gegen-
paar von Drehungen. Wir verstchen unter Hebel-
arm und Axe eines solchen Gegenpaars den Hebelarm und
die Axe eines Gegenpaars von Kriiften, welche die Richtun-
gen der beiden Drehaxen haben.

Es sei M irgend ein Punkt des Korpers. Dieser Punkt

Fig. 9. bewegt sich in einer senkrechten Ebene auf
den beiden Axen; und da er durch die
beiden successiven Drehungen die unend-
lich kleinen Geraden M C, CN beschreibt,
welche senkrecht auf MA, MB und mit
den Liingen dieser letzten proportional sind,
so gelangt er an den Endpunkt N der
Diagonale MN des aus MC, MD con-
struirten Parallelogramms. Nun sind die
Dreiecke MCN, AMB i#hnlich wegen ei-
nes gleichen Winkels zwischen proportio-
nirten Seiten, also ist M N senkrecht auf AB. Aus einem
Gegenpaar von Drehungen resultirt demnach eine Fortschrei-
tung im Sinne der Axe dieses Paars, und diese Fortschrei-
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tung bleibt ungetindert, wie man auch immer das Gegen-
paar in seiner Ebene ‘oder in einer parallelen Ebene stellen
mag. Die Grosse der Fortschreitung ist fiir alle Punkte
gleich, und man sieht, dass sie z. B. fiir den Punkt A die
Entfernung A B, multiplicirt mit dem Drechungswinkel, be-
triigt.

Da hiernach jede Fortschreitung sich in zwei Drehungen
zerlegen liésst, so konnte man sich auf Betrachtung von Dre-
hungen beschrinken.

Fortschreitungen componiren sich wie Kriifte an einem
Punkt; also gilt dasselbe fiir Gegenpaare von Drehumgen.
Trigt man daher auf der Axe eines jeden Gegenpaars eine
Linge ab, welche gleich ist dem unendlich kleinen Drehungs-
winkel multiplicirt mit dem Hebelarm, so geben diese Lin-
gen, wenn man sie wie Krifte von demselben Punkt an zu-
sammensetzt, in Grosse und Richtung die resultirende Fort-
schreitung.

Statt einer Drehung um eine Axe A kann man immer
eine in Grosse und Richtung identische Drehung um eine an-
dere, mit der ersten parallele Axe B setzen und noch ein Ge-
genpaar von Drehungen mit dem Hebelarm AB. Denn man
kann ja zwei mit der ersten Drehung gleiche und einander
entgegengesetzte Drehungen um -die Axe B einfithren: die
Verriickung des Korpers wird dadurch nicht veréndert.

31. Allgemeine Reduction einer jeden Bewe-
gung. — Wenn ein Korper irgend welche unendlich kleine
Drehungen und Fortschreitungen ausfithren soll, so lassen
gich dieselben immer reduciren auf eine Drehung um eine ge-
wisse Axe, die durch einen ganz beliebigen Punkt geht, und
auf eine Fortschreitung, welche von der Wahl dieses Punk-
tes abhiingt.

Denn ich setze statt irgend einer Drehung um ihre Axe
eine identische Drehung um eine parallele Axe, die durch je-
nen willkiirlich angenommenen Punkt geht, und noch eine
Fortschreitung oder ein Gegenpaar von Drehungen, welches
abhéingt von der Lage der neuen Axe. Die Zusammensetzung
aller Drehungen liefert immer eine und dieselbe resultirende
Drehung um eine Axe von constanter Richtung, wo auch der
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Punkt liegen mag, an den man alle Axen versetzt hat. Aber
die anfiinglich gegebenen Fortschreitungen oder Drehungs-
paare geben durch ihre Zusammensetzung mit den durch die
Versetzung der Drehaxen eingefiihrten ein resultirendes Paar
oder eine Fortschreitung, veréinderlich an Grésse und Richtung.

32. Der besondere Fall, wo die Bewegung pa-
rallel ist zu einer Ebene. — Wenn alle Punkte eines
Korpers Linien beschreiben, welche zu einer Ebene parallel
sind, so kann man durch den Kérper einen Schnitt fiihren
mittelst einer festen zu der ersten parallelen Ebene: die Durch-
schnittsfigur wird sich in dieser festen Ebene bewegen; und
da ihre Lage die Lage des K&rpers bestimmt, so reicht die
Betrachtung ihrer Bewegung hin.

Nun lisst sich leicht darthun, dass, welche unendlich kleine
Verriicking auch die Figur erleiden mag, diese doch durch
Drehung um einen gewissen Punkt erreicht werden kann.
Denn man wird diese Verriickung immer erzielen kénnen durch
eine Fortschreitung, welche irgend einen Punkt 4 in die Lage

Fig. 10.

A’ fiihrt, die er einnehmen soll, und durch eine entsprechende
Drehung 2« um A‘. Ziehen wir durch A’ eine Senkrechte
LM auf AA’ und zwei Geraden, die mit LM den Winkel «
machen; ziehen wir noch zwischen diesen die mit A .4’ glei-
chen und parallelen Linien BB, CC".

Die beiden Punkte B, C, wenn man sie sich mit der be-
weglichen Figur fest verbunden denkt, werden durch die Fort-
schreitung nach B, €’ gebracht; die darauf folgende Drehung
fiihrt entweder' den Punkt B’ nach B oder ¢* nach C zuriick,
je nachdem sie den einen oder anderen Sinn hat. Nehmen
wir an, es komme B’ nach B: dann kann man die Figur in
ihre neue Lage bringen, ohne dass B seinen Ort veriindert,
also durch einfache Drehung um den Punkt 5, dessen Lage
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wir vollstindig bestimmt haben. Der Korper wird dabei eine
unendlich kleine Drehung.um eine Axe ausfiihren, die durch
B geht und senkrecht ist auf der Ebene der Figur.

Euler hat zuerst die Bewegung einer Figur auf einer
Kugel untersucht, in welcher Aufgabe die von uns behandelte
enthalten ist.

33. Allgemeine Reduction auf eine schrauben-
formlge Bewegung — Wir haben bereits eine jede Be-
wegung auf zwei andere zuriickgefiihrt: auf eine Fortschrei-
tung, welche von dem Punkte abhingt, den man zum Ver-
sammlungspunkte aller Drehaxen gewiihlt hat, und auf eine
Drehung, welche in Richtung und Grésse constant ist. Zer-
legen wir die Fortschreitung parallel mit der Axe dieser Dre-
hung und senkrecht darauf. Da die Reihenfolge der unend-
lich kleinen Bewegungen gleichgiiltig ist, so diirfen wir an-
fangen mit der zur Axe parallelen Fortschreitung; es bleiben
dann noch die senkrechte Fortschreitung und die Drehung
auszufiihren, welche sich, wie wir in der vorigen Nr. sahen,
zusammensetzen in eine Drehung um eine mit der ersten pa-
rallele Axe.

Demnach lésst sich jede unendlich kleine Bewegung zu- .
riickfithren auf Drehung um eine Axe und F' ortachreitung pa-
rallel mit dieser Axe, eine Bewegung, welche einer Schraube
in ihrer Mutter zukommt.

Um diese zur Axe parallele Fortschreitung zu erhalten,
braucht man nur die ganze Fortschreitung, welche zu irgend
einem Versammlungspunkte aller Drehaxen gehiort, auf die re-
sultirende Drehaxe zu projiciren. Sie wird immer dieselbe
und ist gleich der gemeinschaftlichen Linge, um welche_alle
Punkte des Korpers, beim Uebergang in ihre neue Lage, sich
von einer und derselben, gegen die Richtung der Axe senk-
rechten Ebene entfernen; sie ist zugleich die kleinstmégliche
Fortschreitung.

Man kann dasselbe Resultat durch Bezugnahme auf Kriifte
und Kriiftepaare erhalten. In der Statik wurde bewiesen, dass
jedes System von Kriften und Kiiiftepaaren sich auf eine
Kraft und ein Paar reduciren lisst, dessen Axe mit der Rich-
tung dieser Kraft parallel ist. Daraus folgt, dass auch jedes
System von unendlich kleinen Drehungen und Fortschreitun-
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gen reducirt werden kann auf eine Drehung und eine Fort-
schreitung parallel mit der Axe dieser Drehung.

34. Stetige Bewegung parallel mit einer festen
Ebene. — Wir brauchen in diesem Falle nur die Bewegung
einer ebenen Figur in ihrer Ebene zu betrachten. Zerlegen
wir die Zeit in unendlich kleine Elemente. Die Bewegung
wihrend eines solchen Elements kann, wie gezeigt wurde, be-
trachtet werden als Drehung um einen bestimmten Punkt, den
man den augenblicklichen Mittelpunkt der Drehung
nennt; und alle diese Mittelpunkte liegen auf einem ganz be-
stimmten, in der Ebene festen geometrischen Ort. Diejenigen
Punkte der beweglichen Figur, welche nach einander Mittel-
punkte der Drehung werden, indem sie zusammenfallen mit
den entsprechenden Punkten des auf der Ebene festen Orts,
bilden einen in der Figur festen Ort, der sich mit dieser auf
der Ebene bewegt. Kennt man seine Bewegung, so wird auch
die Bewegung der Figur bekannt.

Es seien A4, B, C, 1), E, I' ete. die successiven Mittel-
punkte der Drehung; die Punkte der Figur, welche mit ihnen

in dem Augenblick zusammenfal-
Fig. 11. len, wo sie Mittelpunkte werden,
seien durch A/, B, ', D' ete.
bezeichnet. Wenn z. B. B/ in B
liegt, dann dreht sich die Figur
so lange um /5, bis ¢’ nach C
kommt; darauf rotirt sie um C,
_ bis I’ mit /) zusammenfallt, und
so fort. Folglich haben beide Polygone gleiche unendlich
kleine Seiten, und rollen auf einander ohne zu gleiten; dabei
nimmt die Figur nach einander alle Lagen ein, welche sie
einnehmen soll.

Da wir uns die Zeitintervalle unendlich klein denken, so
stellen die beiden Polygone zwei bestimmte Curven dar, von
denen eine fest und die andere mit der Figur beweglich ist.
Diese beiden Curven tangiren einander bestindig, indem die -
bewegliche ihre Bogen auf gleichen Bogen der festen abrollt,
so dass kein Gleiten stattfindet.

Wenn man also mit der Figur die Curve fest verbindet,
welche den Ort aller augenblicklichen Mittelpunkte in Bezug

Duhamel, Mechianik. Anhang. 3
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auf die Figur darstellt, so darf man nur diese Curve ohne
Gleiten rollen lassen auf der in der Ebene festen Curve der-
selben Mittelpunkte: die Figur erhilt dadurch ihre wirkliche
Bewegung.

Handelt es sich um die Bewegung des ganzen Korpers,
80 braucht man nur die beiden Cylinderfliichen ohne Gleiten
auf einander rollen zu lassen, welche sich in jenen Curven auf
die feste Ebene projiciren.

35. Stetige Bewegung um einen festen Punkt.
— Wir zerlegen sie in unendlich kleine Bewegungen, welche
wihrend unendlich kleiner Zeitintervalle ausgefiihrt werden,
und welche man betrachten kann als Drehungen um successive
unendlich nahe Axen. Alle diese Axen bilden eine im Raum
feste Kegelfliche. Man erhilt eine zweite, bewegliche Kegel-
fliche, wenn man sich jede Axe in der Lage mit dem Kérper
verbunden denkt, welche sie gegen ihn in dem Augenblicke
hat, wo sie zur Drehaxe wird. "Beide Kegelflichen tangiren
sich bestindig mit einer Kante. Sie gleiten aber nicht auf
einander, denn die Beriihrungskante hat als augenblickliche
Drehaxe die Geschwindigkeit Null und verriickt sich folglich
in einem unendlich kleinen Zeitintervall von erster Ordnung
nur um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung, so dass kein
Gleiten stattfinden kann. Betrachtet man iibrigens die beiden
Kegelflichen als Vielkante mit unendlich kleinen Seitenflichen,
so fallen immer gleiche Seitenflichen auf einander, mithin
rollt die bewegliche Kegelfliche stets ihre Stiicke auf gleichen
Stiicken der festen ab, und folglich ist kein Gleiten moglich.

Man kann demnach die Bewegung eines Korpers um einen
festen Punkt durch zwei Kegel bestimmen, welche den festen
Punkt zur Spitze haben, indem man den mit dem Korper ver-
bundenen Kegel auf dem im" Raume festen, ohne zu gleiten,
-rollen ldsst. :

Den vorigen Fall wiirde man erhalten, wenn man sich
den festen Punkt im Unendlichen dichte.

36. Stetige Bewegung im Allgemeinen. — Die
unendlich kleinen Bewegungen, in welche man sie zerlegt, las-
sen sich auf unendlich viele Arten in Fortschreitung und Dre-
hung verwandeln; wir wollen aber diejenige Art voraussetzen,
bei welcher die Fortschreitung zur Axe der Drehung parallel
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ist. Alle augenblicklichen Axen der Drehung und Gleitung
bilden eine im Raum feste Regelfliiche und eine andere, welche
in dem beweglichen Korper fest ist. Alle Erzeugungslinien
der zweiten Regelfliche werden sich nach einander auf die
der ersten legen: und zwar wird, wenn man sich die Fort-
schreitung zuerst ausgefiihrt denkt, eine Erzeugungslinie der
zweiten Fliche durch Drehung mit der entsprechenden Er-
zeugungslinie der ersten zusammenfallen und auf ihr mit dem
Korper fortgleiten; darauf wird sich die bewegliche Regel-
fliche um sie herum drehen, bis zum Zusammenfallen ‘von
zwei nichsten Erzeugungslinien; und so fort.

In dem Augenblicke, wo die Drehung um eine gemein-
schaftliche Erzeugungslinie eine zweite Erzeugungslinie mit der
entsprechenden der festen Fldche zusammenfiihrt, haben beide
Flichen zwei Erzeugungslinien gemeinschaftlich und tangiren
sich folglich in der ganzen Ausdehnung derselben. Die Be-
wegung des Korpers kann demnach hervorgebracht werden
durch eine mit dem Korper verbundene Regelfliiche, welche
sich auf einer anderen, im Raume festen Regelfliche bewegt,
dergestalt dass beide Flichen sich bestindig mit einer Erzeu-
gungslinie tangiren, und dass die bewegliche Fliche auf der
festen rollt und zugleich lings der gemeinschaftlichen Erzeu-
gungslinie gleitet.

Das Verhiltniss, in welchem Gleiten und Drehung stehen,
hiingt von der Natur der Bewegung ab und kann selbst Null
sein. Ist eine FKliche abwickelbar, so ist es nothwendig
auch die andere, weil die Elemente beider der ganzen Liinge
nach zusammenfallen.

Wenn der Korper einen festen Punkt hat, so werden die
Flichen Kegelfliichen, und das Gleiten wird Null.

Analytische Herleitung der vorhergehenden
Sitze.

37. Es wird nicht iiberfliissig sein zu zeigen, wie man
die wichtigsten unter den vorstehenden Sitzen iiber die Bewe-
gung eines festen Korpers durch den.Calcul herleiten kann.
Wir bestimmen die Lage des Korpers in jedem Augenblick

durch die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes () dessel-
sG
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ben und durch die Winkel, welche die festen Axen AX, AY,
AZ mit drei rechtwinkligen Axen 0X, 0 Y', O Z' bilden, die
mit dem Korper fest verbunden sind und durch jenen Punkt
O gehen.

Die Axen der ', ', 2 migen mit denen der z,y, 2 Win-
kel machen, deren Cosinus respective a, b, ¢, o/, V', ¢!, a”, b”,
¢’ sind; die Coordinaten des beliebigen Punktes vom Kérper,
durch welchen man die Axén der «/, y/, 2’ fiihrt, seien & %, §,
und die Richtung dieser Axen im Kérper sei unabhingig ge-
wihlt von ihrem Anfangspunkte . Man hat zwischen den
Coordinaten irgend eines Punktes in beiden Systemen die be-
kannten Gleichungen:

2 =&+ az’ + by + ez,
¢ zy =1+ oz 4 by + oz,
2 — g + a’l p! + buyl_'_ ot o,
Wenn wir einen bestimmten Punkt 3 des Korpers be-
trachten, so sind 2/, y’, 2/ constant. Wir wollen nun anneh-
men, es wachse die Zeit ¢ um eine endliche Grosse 4¢, und
wollen durch das Zeichen 4 auch die entsprechenden endli-
chen Incremente der iibrigen Variablen andeuten. Dann ge-
ben die Gleichungen (1):
(de —= AE 4+ a'da 4 ydb + z'Ade,
(2) %Ay:dn + 2da’ + y'Ab + A,
dz = A + z'da* 4 y' Ab"" + 2 4.

Die ersten Seiten dieser neuen Gleichungen sind die Com-
ponenten der Verriickung des Punktes parallel mit den festen
Axen; die ersten Summanden auf der zweiten Seite sind die
Componenten der Verriickung von O; und auch die drei letz-
ten Summanden in einer jeden der Gleichungen werden sich
leicht interpretiren lassen. Denken wir uns niimlich den Punkt
O fest und die Richtung der Axen X', ¥, Z‘ so verindert,
dass in der Zeit ¢ die Cosinus a, b, ¢, o', etc. die vorigen
Incremente Aa, A4b, ete. erhalten, so bleiben § %, { in den
Gleichungen (1) constant, und die zweiten Seiten der Glei-
chungen (2) reduciren sich auf die drei letzten Summanden.
Mithin stellen diese zweiten Theile auf der rechten Seite die
Componenten der Verriickung dar, welche der Punkt M dann
erfithrt, wenn man dem Korper um den festen Punkt O eine
Bewegung ertheilt, die in der Zeit A#¢ die Neigungen der Axen
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X', Y, Z' gerade so veriindert, wie es bei der wirklichen Be-
wegung geschicht. Es geniigt, folglich, um jeden Punkt in
seine vorgeschriebene Lage zu bringen, dass man den Kérper
die zwei Bewegungen nach einander ausfiihren lisst, welche
einem jeden Punkt die betrachteten zwei Componenten der
Verriickung ertheilen. Somit hat man folgenden Satz:

Jede endliche Verriickung eines starren Sy-
stems ldasst sich dadurch erreichen, dass man die-
sem System zunichst eine gemeinsame Fortschrei-
tung ertheilt, bei welcher irgend ein Punkt des-
selben in seine vorgeschriebene Lage kommt, und
dann eine Drehung um diesen Punkt; upd ZWar
bleibt die Drehung unverindert, welchen Punkt
man auch fiir die Fortschreitung widhlt, und sie
hingt nur von den Aenderungen in der Richtung
der Linien des Systems ab.

Es versteht sich von selbst, dass man eben so gut vor der
Fortschreitung die Drehung um den Punkt ¢ in seiner alten
Lage ausfithren kann; die Werthe fiir 42, 4y, 4z werden
dadurch dieselben, und folglich kommt das System in die vor-
geschriebene neue Lage. Uebrigens lidsst sich dies unmittel-
bar durch geometrische Betrachtungen einsehen.

38. Vereinfachung der Bewegung um einen
Punkt. — Wir werden zeigen, dass jede Veriinderung der
Lage eines Korpers, der einen festen Punkt hat, durch Dre-
hung um eine durch diesen Punkt gehende Axe erreicht wer-
den kann.

Denkt man sich den Punkt O fest, so ergeben die Glei-
chungen (2) fiir 42, 4y, Az Werthe, welche Null sind fiir
alle Punkte des Korpers, die den Gleichungen geniigen:

#da 4 y'db 4 2d¢ =0,
(3) adat -y A + 2'de =0,
ada 4 y b 4 ' de = 0.

Demnach haben alle diese Punkte zu Anfang und zu Ende
der Bewegung einerlei Lage. Eliminirt man #’ und y‘ zwi-
schen den Gleichungen (3), so fillt 2/ von selbst weg; und
wenn die daraus resultirende Bedingungsgleichung erfiillt ist,
so werden alle Punkte einer gewissen, durch O gehenden Ge-
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raden den Gleichungen (3) geniigen. Dass nun dies wirklich
stattfindet, wird das Folgende darthun.

Die variablen Gréssen a, b, ¢, o/, etc. miissen bestindig
den Gleichungen geniigen:
a’-+~a“2 +a::2 =1, bs_l,_b:z +bll2 =1, c“-{—c‘? +cng =1’
ab+albl+aﬂbh’=0’ ac+alcl+allch‘=0’ bc—-’—b'c’—'—b”c”—_—o.
Lésst man a, b, ¢, etc. um die Incremente Aa, 45, etc. wach-
sen und zieht die vorstehenden Gleichungen ab, so ergiebt sich:’

(a4-34a) da—+(a'+} Aa’y Aa' + (a4} A ') A a? =0,
4). ;(b—}-%d'b)db-{—(b‘ 346N A (b 4L by 4 b =0,
NeFide) de4-(c'+3dc) d et 4 (¢ -1 de') d e =0;
adb+t-bda+ta'db' b da’ 4 a' Ab" 4-b" Ao’
\ +dadb+da’ Ab - dar 46" =0,
ade+cdat-a'de’ G’ da’ +at* Ao’ ¢ Aat
+dade+ darde' +dat*dc’ =0,
bde+cdb 4-b'de' e Ab 4 b de" + ¢ Ab"
S dbde+db'de’ +Ab' A¢ =0,

®) ¢

Multipliciren wir jetzt die Gleichungen (3) respective durch
a-+lda, o' + L da’y o + L da", und addiren sie; zufolge
der ersten Gleichung (4) erhalten wir:

' [(a4-} da) b (@ -} Aaf) AY - (@} Ay 257)
+2 (a4 da)de (a4} da’) d¢' 4 (a* + 3 A a’) A ] = 0.
Zwei andere Gleichungen ergeben sich, wenn man die Glei-
chungen (3) mit:
b4 14b, b 3 A, b 4L b
und mit:
c+3de, ¢! 4-14de, o 4 Jde
multiplicirt. Man kann also die Gleichungen (3) durch nach-
stehende ersetzen:
Y (adb—+-a' Ab'+-a" Ab" -} dadb+-§ Ao’ Ab' 4} Aa’' Ab")
2! (ade+a de!4-at' Aot 4y dade -} Aa’ Ae! 4} Aat! Aey=—0,
o (bAe b Ae!-b* Aot -1 Ab Ao -1 Al Aot 11 Ab* o)
2! (bda+-b'Ada'4-b" da'' 43 AbAa--L A Ada’ -1 AbY da')=0),
3 3 3
& (cdat-o' da' 4o dat' +-3 doda-|-} Ae! Aa'+-L Ach Aat?)
+y’ (cdb~-c' db!4-c" Ab" -} AcAb -} Ac' Ab' 4L de'' Ab')=0.
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Wir schreiben abkiirzend :
cdb ¢t Ab! 4o Ab -} Aodb -} Ac! Ab -3 Act At —p,
(Made+-a'de' o de'' Y dade—+-} da’ Ae' -1 Aot Ae''—q,
bdat-bi da' b o'} AbAa-} Ab' Aa? -1 A Aabi—r;
daraus folgt wegen (5):
bdo+bide! +- b de't -3 Ab Ao~} Ab' Ao -} AbY At— —p,
(8)eda~-c'da’ ¢ Ao’ -} deda—+-} Ac' Ao’ -} Ae'' o' =—q,
adb+-a' Ab' +-at Ab -} dadb~+} Ao’ Ab' -1 At b= —r.
Die Gleichungen (6); welche mit den Gleichungen (3) gleich-
bedeutend. sind, lassen sich demnach so schreiben: )
qz' — ry = 0,
ra! — p2'=10,

py — ga'=0.

®

Man sieht nun leicht, dass diese Gleichungen sich auf
zwei reduciren; denn multiplicire ich die erste mit p, die zweite
mit ¢, die dritte mit r, und addire, so erhalte ich eine Glei-
chung, die ich statt einer der drei setzen kann; und weil diese
Gleichung identisch ist;. so reduciren sich die drei Gleichungen
auf zwei. Es sind demnach unendlich viele Auflésungen mog-
lich, und der Ort der Punkte, welche sie darstellen, ist eine
durch O gehende Gerade.

Die Gleichungen (9) bestimmen demnach in Bezug auf die
Axen X', V', Z' die Gerade, um welche man den Kérper dre-
hen muss, um ihn in diejenige Lage zu bringen, welche er
annimmt, wenn der Punkt () fest bleibt und die Cosinus a, b,
¢ a'y etec. um Aa, 45, etc. wachsen.

Somit ist bewiesen, dass jede Verriickung eines star-
ren Korpers erzielt werden kann durch eine Fort-
schreitung, welche irgend einen seiner Punkte in
die vorgeschriebene Lage bringt, und durch eine
Drehung um eine gewisse, durch diesen Punkt ge-
hende Axe; und es hingt weder die Richtung die-
ser Axe noch die Griosse des Drehungswinkels von
dem gewédhlten Punkte ab.

Die Cosinus der Winkel, welche die Drehungsaxe mit X,
Y, Z’ macht, sind proportional mit p, ¢, », sie betragen
folglich: :
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P q r
Vp5+q?+1.2’ Vpi+q2+f2’ VP2+q2+rﬁ
Demnach sind di¢ Cosinus derselben Axe mit den Axen der

2, 2
ap 4+ bg +er w'p 4 bg4cr a'p 4 biqg ey
Vetg+ Vertate Vo tyte
39. Grisse der Drehung. — Wir wollen den Win-
kel kennen, den die Senkrechte beschreibt, welche aus irgend
einem Punkte auf die Drehaxe gefillt ist. Wir wihlen dazu
einen Punkt, welcher auf einer der Axen X’ Y, 7/ in der
Entfernung 1 vom Ursprung O liegt, z. B. auf 7. ~ Sein Ab-
stand von der Drehaxe ist der Sinus ihres Winkels mit 0Z,
V p2 2
also —mbt-L . Die Strecke zwischen beiden Lagen
‘/ ,Pﬂ + q? _1._ r2
dieses Punktes betrdgt V dz2 L Ayt~ Adz2, wo dx, Ay, dz
die Werthe haben, welche die Gleichungen (2) fiir ¢, 419,
A4, a', y' gleich Null und 2/ — 1 ergeben: die Strecke be-
tridgt folglich:

Vder 4 des + Aol

The:lt man diese Liange durch den Abstand des Punktes von
der Drehaxe, so ergiebt sich der doppelte Sinus des halben
Drehungswinkels ; also, wenn @ den ganzen Winkel bezeichnet :
V de? et o Vpr+ g2 r

Vpr+ ¢
Ebenso findet man. wenn man den Punkt auf den Axen der
y’ und 2 annimmt:
Vabr 4+ abr - a2 Vpr + g2+ r2

Vp2 + r2

2sin } @ =

und:

Vdar + da'r + dar2 Vp’ + ¢ + 72

Va4 r2
Daraus folgt:

Ada? -+ da'? -+ dm”” Afﬂ—}-db"*’—}- Ab'2 Ac? + e de'2
q"—}-—vﬂ P2+12 p2+q2
Au?~}—du’2~|-dr:”24—db2—}—db‘2+Ab"2+dc?+dc‘9+dc”2
2(p*+ ¢+ 1)
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‘Demnach bestimmt folgende Formel den Winkel @ :
(10) sinle =

2 V_ V da2 - da'r - dar - Ab2 - A2 Ab 2 Ao de'? - dot2.

40. Die Verriickungen aller Punkte geben
gleiche Projectionen auf die Drehaxe. — Denn denkt
man sich eine feste Ebene senkrecht auf diese Axe, so wer-
den alle Punkte des Systems durch die gemeinschaftliche Ver-
schiebung um gleiche Stiicke ihr niher kommen oder sich von
ihr entfernen. Die Drehung aber éndert die Entfernung von
dieser zur Axe senkrechten Ebene nicht. Mithin gehen die
Verriickungen aller Punkte eine gleiche Projection auf die
Axe.

Es folgt hieraus, dass wenn man aus einem und demsel-
ben Punkte des Raums Geraden zieht, die parallel und gleich
sind mit den Verriickungen aller Punkte des Systems, dass
dann die Endpunkte aller dieser Geraden in einer zur Axe
senkrechten Ebene liegen. Um also die Richtung der Dreh-
axe zu erhalten, braucht man nur aus einem Punkte drei Ge-
raden zu ziehen, welche gleich und parallel sind mit drei nicht
zu einer und derselben Ebene parallelen Verriickungen; dann
eine Ebene durch ihre Endpunkte zu legen, und auf diese
Ebene eine Senkrechte zu errichten.

Wenn man damit anfingt, das System parallel mit der
Axe um ein, der Projection der wirklichen Verriickungen, auf
die Axe gleiches Stiick fortschreiten zu lassen, so ist nur noch
eine Bewegung parallel mit einer zur Axe senkrechten Ebene
nothwendig. Somit hat man den Satz:

Jede Verriickung eines festen Kérpers ist er-
reichbar durch zwei successive Bewegungen: die
erste senkrecht gegen eine Ebene, und die zweite
parallel mit dieser Ebene.

41. Bewegung eines Kérpers parallel mit einer
Ebene. — Wir haben durch eine einfache Construction be-
wiesen, dass wenn diese Bewegung nicht in einer blossen Fort-
schreitung besteht, man eine Drehung an ihre Stelle setzen
kann. Auch die Rechnung wird dies leicht zelgen

Nehmen wir die Axen der =z, y, 2/, y' in der gegebenen
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Ebene, 8o kann man die Gleichungen (1) unter der bekannten
Form darstellen:
z=§&-+} x'cose — y'sina,
Yy =mn-+ 2'sina -+ y'cose,
wenn « den Winkel der Axe der 2/ mit der #-Axe bezeich-
net. Man sieht nun leicht, dass es einen Punkt giebt, der vor
und nach der Verriickung dieselbe Lage hat; denn man braucht
nur a/,y’ zu bestimmen aus den Bedingungen 4z =0, 4y=0,
welche geben:
A+ x' decose — y' Asinee = 0,
Adn 4 a' dsine + y' dcose = 0.

Diese Gleichungen liefern nur ein System Werthe fiir
', y', also nur einen Punkt, der vor und nach der Verriickung
dieselbe Lage hat. Seine Coordinaten konnen niemals unend-
lich werden, weil ihr gemeinsamer Nenner'

(d cos &)? -+ (d sin &)?
ist, und dieser nur dann Null sein kann, wenn
deosa =0, dsinee = 0,
in welchem Falle der Winkel « sich nicht @ndern und die Be-
wegung also in einer blossen Fortschreitung bestehen wiirde.
Daraus folgt der Satz:

Jede Verriickung eines starren Kérpers, des-
sen Punkte sich nur parallel mit einer festen
Ebene bewegen, kann, wenn sie nicht in einer ein-
fachen Fortschreitung besteht, hervorgebracht
werden durch Drehung um eine auf dieser Ebene
senkrechte Axe.

42. Jede Verriickung ist durch eine Schrauben-
bewegung erreichbar. — Denn jede Verriickung eines
Kérpers kann erzielt werden durch eine Fortschreitung und
eine darauf folgende Drehung um eine Axe von fester Rich-
tung. Statt der einen Fortschreitung kann man zwei sich fol-
gende Fortschreitungen setzen: die eine parallel zu der Axe
und von constanter Grosse; die andere senkrecht zur Axe und
abhiingend, gleich der absoluten Lage dieser Axe, von dem zur
Bestimmung der Fortschreitung gewihlten Punkte. Diese letzte
Fortschreitung und die Drehung zusammen kann man durch
eine Drehung um eine parallele Axe ersetzen. Also:

Jede Verriickung eines Kérpers kann erreicht
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werden, wenn man den K&rper mit einer gewis-
sen festen Geraden verbindet, ihn lings dersel-
ben gleiten und darauf sich um sie drehen ldsst;
und offenbar kann man diese beiden successiven
Bewegungen durch eine Schraubenbewegung er-
setzen.

Dieser Satz ist hier fiir irgend eine endliche Verriickung
bewiesen. Vorher war er nur betrachtet worden in dem am
allgemeinsten niitzlichen Fall einer unendlich kleinen Ver-
riickung.

43. Die Grissen p, ¢, r haben Beziehungen zu einander,
welche bisweilen zur Vereinfachung der Formeln dienen, und

welche wir deshalb mitthei-
Fig. 12. len wollen. Es sei O der
Ursprung der beweglichen
Axen X/, Y, Z/; wir den-
ken uns ihn fest, und legen
durch ihn drei Axen 0 X,
0Y, OZ parallel zu den
festen Axen. OJ sei die
Axe, um welche man das
System drehen kann, um es
in die durch die Incremente
A a, 4b ete. bestimmte Lage
zu bringen; die Cosinus der Winkel, welche OJ mit den Axen
X', Y, Z' bildet, sind proportional mit p, g, . Betrachten
wir nun dreli Axen, die zuerst mit X, Y, Z zusammenfallen,
aber mit X', Y/, Z’ fest verbunden sind und sich folglich mit
ihnen bewegen. Nach der vollbrachten Drehung seien X, Yj,
Z, die Lagen dieser neuen Axen. Nehmen wir auf 0 X, 0 X,
die der Einheit gleichen Lingen O A4, 0A4;; da der Punkt,
welcher vor der Drehung in A war, durch die Drehung nach
4, kommt, so ist A4, senkrecht gegen OJ.

Die Axen X', Y, Z‘ bilden in ihrer neuen Lage diesel-
ben Winkel mit O X; wie in der alten Lage mit O X, denn
OX, ist ja mit ithen fest verbunden und coincidirte anfing-
lich mit 0 X; die Cosinus dieser Winkel sind demnach a, b, e.
Mit O X machen X/, Y/, Z/ in der neuen Lage Winkel, de-
ren Cosinus a + da, b + 4b, ¢ + dc sind. Diese letzten
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Cosinus sind die Projectionen von 0A auf X, Y/, 7/, und die
ersten sind die Projectionen von A4, auf dieselben Axen;
folglich stellen da, 4b, 4¢ die Projectionen der Geraden
Ay 4 dar auf XY, V', Z’ in der neuen Lage, und also sind die
Cosinus der Winkel, welche die Richtung 4,4 mit X', ¥, Z
bildet, proportional mit-da, 4b, 4¢ und respective von den-
selben Zeichen. Daraus folgt, weil die Richtungen OJ und
A; A senkrecht gegen einander stehen, dass:

pda~+ qdb 4+ rde = 0.
Betrachtet man statt O X die Axen O Y und OZ, so er-
hélt man zwei analoge Gleichungen; also hat man die drei
Gleichungen :

(11) pda' 4 qAb + rde =0,

pda + qdb +rdec =0,
lpdu“-*— qab! 4yrde’=0. - i
Wenn ich nun auch auf jéder der Axen X', Y, Z‘ einen
Punkt in der Entfernung 1 vom Ursprung nehme, und aus-
driicke, dass die Gerade, welche seine erste und zweite Lage
verbindet, auf () senkrecht steht, so erhalte ich folgemda drei
neue Gleichungen: ‘
\ (ap +bg+4cerda+ (a'p + b'g+ !r)da’
+ (CE“P + bflq + clfr)ﬂall — 0,
(12) « (ap + bg 4 er)db 4 (@'p + b'q 4 'r) AV
+ (a"p + b g+ )4 =0,
) (ap+ bg+cer)de+ (a'p + Vg + ! rYde
+ (@p + g+ 'r)de’ = 0.

44. Richtungen, auf welchen die Verriickun-
gen aller Punkte gleiche Projectionen geben. —
Wir wissen bereits, dass die Projectionen aller Verriickungen
auf die Axe gleich sind; es wird aber nicht nutzlos sein zu
zeigen, wie man direct zu dieser Einsicht gelangen kann.

Es habe eine gewisse Richtung diese Eigenschaft; die
Winkel, welche sie mit den Axen X/, Y/, Z . bildet, seien
A, p, v. Die Verriickung irgend .eines Punktes hat parallel

mit denselben Axen die Componenten: ®
: ade + a' dy 4 o'’ de,
(13) bda + b dy 4 b dz,

cda + ¢! dy + ¢ dz; 2 iy
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die Projection dieser Verriickung auf die Richtung, um welche
es sich handelt, ist demnach:
(adx~+a' dy—+ a'' dz)cosh 4 (bdz b Ay b 4z) cos
+ (cdz + o 4y + ¢ 42)cosw,
und es sind nun cosd, cosg, cosv so zu bestimmen, dass diese
Grosse constant bleibt, welche Werthe man auch den Grossen
2’y y', 2 beilegt. Dazun ist es aber nothwendig und hinrei-
chend, dass wenn man in dem vorstehenden Ausdruck fiir
Adx, Ay, Az die in (2) gegebenen Werthe setzt, dann die
Coéfficienten der drei unabhingigen Variablen =, y', 2/ Null
werden. Dies ergiebt die drei Bedingungen:
(ada—+a' da'~-a'’ Aa'’) cos A+ (bda—+-b' da'+-b" da'’) cos
4 (cda—-¢' da' ¢ 4a'’) cosv=0,
(1)) (-0t b/ -t 000 cos A - (b4 - b AV b4 A5) cos
: ) +(edb4-¢' Ab' 4" Ab') cosv =0,

(ade—~-a'de! 4-a'' Ae') cos A (bde —{—b‘A‘c"-{—b”Ac”) cos it
F(cde+c'de' 4" de'') cosv=0.

Diese Gleichungen bestimmen die Verhiltnisse der drei
Grossen cosd, cosp, cosv. Man sieht aber leicht, dass diese
Verhiltnisse genau die von p, ¢, » sind; denn schreibe ich
diese letzten Grossen an die Stelle der ersten in den Glei-
chungen (14), so werden sie zufolge (12) Identititen. Also
fillt die durch (14) bestimmte einzige Richtung mit der
Drehungsaxe zusammen; welches zu verificiren war.

Da alle Verriickungen gleiche Projectionen auf der Axe
haben, so folgt, dass alle Verriickungen, welche mit der Axe
emen gleichen, vom rechten verschiedenen Winkel machen,
also auch alle parallelen Verriickungen einander gleich sind,
und umgekehrt.

45. Gleichungen fiir die Axe der Drehung und
Gleitung. — Die Punkte dieser Axe zeichnen sich vor al-
len anderen dadurch aus, dass ihre Verriickungen nur in der
Richtung der Axe selbst geschehen. Die Cosinus der Winkel,
welche die Richtung der Verriickung eines beliebigen Punktes
mit den Axen X, Y, Z macht, sind proportional mit 4z, Ay,
Az; und die Cosinus der Winkel, welche die Drehaxe mit
denselben Axen macht, sind proportional mit:

ap 4+ bq +cr, a'p + big 4 ¢'r, a''p 4 b g 4 ¢'r. -
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Demnach werden die auf der gesuchten Axe liegenden
Punkte bestimmt durch die Gleichungen:

Az Ay . Az .
) ap+bg+tecr a‘p+b‘q—|—c’r_a”p+b”q+c"f’
und ersetzt man hier 42, Ay, 4z durch ihre in (2) gegebe-
nen Werthe, so hat man zwei Gleichungen ersten Grades zwi-
schen 2/, y, 2 und den Daten der Aufgabe, welche die ge-
suchte Gerade in Bezug auf die Axen X', Y, Z’ darstellen.
Wir wollen aber diese beiden Gleichungen auf die einfachste
Form zuriickfiihren; deshalb schreiben wir zunichst die vor-
stehenden so:

(a4f-lda)dz (o' f-1da)dy
@F1da) GapFbgF o) — @ F1da) @p+ FgFom
— (all + lda“)AZ
(all‘ + 1 Aafl) (aflp _+_ bllq + clfr)

Dm‘ch Addition der Zahler und Nenner ergiebt sich wie-
der ein gleicher Bruch. Die Summe der Nenner, wegen der
ersten Gleichung (12) und

ab 4 a'bt! 4+ ab' =0, ac + a'¢’ + a'¢’! =0,
reducirt sich auf p. Die Gleichungen (2) ergeben die Summe
der Zghler gleich & 4 g2/ — ry’, wenn man setzt:

(a 43d0) A& + (@ + } daydn + (@ + }dat) df = b

Demnach sind die Quotienten (15) gleich h_‘_#;f_ty—‘-

Verfihrt man in Bezug auf die Buchstaben & und ¢ ebenso,
wie wir in Bezug auf a gethan haben, so zeigt sich, dass die
Quotienten (15) auch den neuen Ausdriicken gleich sind:

it ra —p2 kA py — g2
q T

withrend die Grossen h, 4, k durch folgende Gleichungen be-
stimmt werden:

h=(a+1da)dE+ (o' 41 da) Ay + (@ +-3 da) A,

i = (b4} Ab) A&+ (b -} V) A+ (b -y ab) 48,

k= (ct+1d)dE 4 (' +1d0) dn S (¢ +dd ey 4.
Die Gleichungen der gesuchten Axe sind also:

h4qz - vy i4ral —p2 k4 py — qa’
q ¢

Wir wollen Zahler und Nenner des ersten Bruchs mit p,

des zweiten mit ¢, des dritten mit r multipliciren und dann
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die neuen Zihler und Nenner addiren; dies liefert den glei-

chen Bruch:
ph+ gi 4 rk
R
Die Werthe von h, ¢, k ergeben, mit Riicksicht auf (11):
Ph+ gqitrk = (ap+bgtcr)dE+ (a'p+bg+c'r)dy
. _+_(aﬂp _+_ bliq + c”f)dg.
Theilt man aber die zweite Seite dieser Gleichung durch
V p? + ¢* 4 72, so erhilt man die Projection der Verriickung
des Ursprungs auf die Drehaxe. Wird diese Projection durch
v bezeichnet, so hat man:
ph+qitrk=v Vpr 4 g2 4
Demnach haben die Projectionen der Axe auf den von
den Axen X', Y, Z' gebildeten Ebenen nachstehende Glei-
chungen:
h4-gz'—ry’  i4-ra'—p2'  ktpy'—qx' v
P q T Vpridgitne

oder:

R . 4 -
\qz SR ==
— Pl g —i
(16) ra! p =wv g 1y
Py —qa'=wv . — k.
Ve tetr

46. Man kann sich in allen bisherigen Rechnungen die
Verriickungen unendlich klein und wiihrend gleicher unend-
lich kleiner Zeiten ausgefiihrt denken; alle Incremente werden
dann Differentiale, und die bisher erhaltenen Gleichungen er-
geben Relationen zwischen den Grenzen der Differenzquotien-
ten der Variablen oder zwischen ihren Differentialen. Man
erhilt diese Relationen, indem man die unendlich Kleinen
zweiter Ordnung vernachliissigt, und das Zeichen 4 mit d ver-
tauscht. Damit aber die Homogenitit sichtbar hervortrete, so
werden wir p, ¢, r in den vorigen Formeln, wenn sie unend-
lich klein sind, durch pd¢, gdt, rdt darstellen. Uebrigens
lassen sich die zu findenden Relationen direct aus den Glei-
chungen (1) herleiten durch Differentiation und &hnliche
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Rechnungen wie die fiir endliche Verriickungen gemachten.
Theilt man die Verriickungen und ihre Componenten 4z, Ay,
Az durch At, so geben diese Quotienten an der Grenze die
Geschwindigkeiten und deren Componenten %,- ‘é—‘?{-, -3—“:
da die Geschwindigkeiten und Verriickungen sich nach den-
selben Regeln zusammensetzen, so sieht man ohne Miihe, dass
alle fiir die Verriickungen gefundenen Sitze, wenn man auf
die Grenze iibergeht, analoge Sitze fiir die Geschwindigkei-
ten der Punkte des Korpers liefern. Wir werden diese Siitze
rasch hinter einander vornehmen.

; und

Unendlich kleine Bewegung eines starren
Systems. 3

' 47. Differenziirt man die Gleichungen (1) der Nr. 37
nach ¢, und betrachtet 2/, y/, 2/ als constant, so ergiebt sich:

de _dE L da b de
T a T TV HY g
dy _dn , da v de
@ E”‘dt‘*—"’d dt+y dt+z dt °
dz dg , da’’! db' e de'

prianlr il sl b Pl o e rale sl v

Diese Ausdriicke sind die mit X, Y, Z parallelen Com-
ponenten der Geschwindigkeit irgend eines Punktes des Sy-
stems, der in Bezug auf die Axen X’, Y/, Z’ die constanten
Coordinaten a‘, y‘, z* hat.

Sie gehen aus den Gleichungen (2) derselben Nummer her-
vor, indem man durch 4¢ dividirt und auf die Grenze der
Quotienten iibergeht, wenn 4¢ sich der Null néhert.

48. Componenten der Geschwindigkeit in der
Richtung der beweglichen Axen. — Die Componente
parallel mit X’ erhélt man durch Multipliciren der Gleichun-
gen (1) mit a, @/, «’’ und Addiren; die Componenten parallel
mit Y und Z‘ ergeben sich auf dieselbe Weise, nur dass man
mit b, b‘, b/ -und ¢, ¢/, ¢/ multiplicirt. Wir werden diese
Componenten respective durch w, v, w bezeichnen. Die Com-
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ponenten der Geschwindigkeit des beweglichen Ursprungs seien
h, 1, k, setzen wir also:

d d d
a g+ PG =h
d d d P
@ b=

‘_ié t‘_fﬂ n_‘,i_;__
Lo g T e g=—h

dann finden wir:
v=h+4 qz' — ry’,
(3) v =14 ra’ — p2,
w=k-+ py' — g2,
wihrend p, ¢, r durch die Gleichungen gegeben werden:
pdt = cdb -+ ¢'db’ J o' db",
qdt = adc + a'de’ + a''dc,
rdt = bda -+ b'da’ 4 b dat,

Die ersten Summanden auf der rechten Seite in den
Gleichungen (3) sind die Geschwindigkeitscomponenten der ge-
meinsamen Fortschreitung; und folglich sind die Geschwindig-
keitscomponenten, welche von der Drehung um den fest ge-
dachten Ursprung herriihren:

gz — ry's ra’ — p2’y, py' — qa’.

49. Augenblickliche Drehaxe. — Die Punkte, de-
ren Geschwindigkeit in der Bewegung um den fest gedachten
Ursprung Null ist, ergeben sich aus den drei nachstehenden
Gleichungen, von denen aber nur zwei von einander unab-
héingig sind:

@4 g2 —ry =0, ra’ —pz' =0, py — qa' =0.

Sie liegen demnach auf einer Geraden, welche durch den Ur-
sprung geht und mit den Axen X', Y/, Z‘ Winkel macht,
deren Cosinus sind:

®) - ’ tqg . = ,

Verd e+ Vg4 Vperd g+
wobei man entweder alle oberen oder . alle unteren Zeichen
zusammen nehmen muss.

Man nennt diese Gerade die augenblickliche Dreh-

axe, weil man annehmen darf, dass die Bewegung wihrend
Duhamel, Mechanik. Anhang. 4
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einer unendlich kleinen Zeit um sie stattfindet, da die Fehler,
welche aus dieser Annahme hervorgehen, fiir Punkte in end-
licher Entfernung von der Axe unendlich klein von der zwei-
ten Ordnung sind.

.~ Man kann also jede unendlich kleine Bewe-
gung um einen festen Punkt betrachten als Dre-
hung um eine durch diesen Punkt gehende Axe.

Und folglich kann man jede unendlich kleine Be-
wegung eines starren Korpers betrachten als re-
sultirend aus einer Fortschreitung und einer Dre-
hung um eine feste Axe.

50. Grosse der Winkelgeschwindigkeit. — Bei
der Bewegung um eine feste Axe ist die Winkelgeschwindig-
keit gleich der Geschwindigkeit irgend eines Punktes, getheilt
durch dessen Abstand von der Axe. Nimmt man den Punkt
auf der Axe Z/ in der Eutfemung 1 vom Ursprung, dessen
Coordinaten also sind:

:O, y'=0, z"=1,

so ergeben die Formeln (3) seine Geschwindigkeitscomponen-
ten parallel mit den Axen XY, Y, Z’ gleich ¢, — p, 0; seine
Geschwindigkeit ist demnach V p? 4+ ¢% Sein Abstand von
der Drehaxe ist der Sinus des Winkels dieser Axe und der

Axe Z' oder l il e

Winkelgeschwindigkeit :
(6) o=Vp + ¢+

51. Drehrichtung. — Es bleibt noch die Drehrich-
tung des Systems zu bestimmen, oder, was dasselbe ist, die
Richtung der Drehung, welche in irgend einer auf der Axe
senkrechten Ebene stattfindet. Dazu hat man nur néthig zu
untersuchen, ob die oberen oder unteren Zeichen der Aus-
driicke (5) der Richtung der Axe dieser Drehung entspre-
chen. Wir betrachten deshalb die Ebene, welche durch den
Ursprung senkrecht auf die Drehaxe gefiihrt ist, und wir wol-
len suchen die Richtung der Axe fiir die Drehung zu be-
stimmen, welche der Leitstrahl vom Ursprung nach irgend
einem Punkt 2/, y/, 2/ dieser Ebene in derselben Ebene aus-

Folglich ist der Werth der
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fiihrt. Dieser Punkt bewegt sich, von irgend einer seiner
Lagen an, in der Richtung seiner Geschwindigkeit, welche mit
den Axen X', Y/, Z/ Winkel macht, deren Cosinus proportio-
nal sind mit %, v, w und mit diesen Grossen gleiche Zeichen
haben. Um also die Axe der von dem Leitstrahl ausgefiihr-
ten Drehung zu erhalten, braucht man nur in den Formeln
(2) auf Seite 12 des ersten Theils statt der Richtung (afy)
die des Leitstrahls und statt der Richtung (a’g‘y’) die der
Geschwindigkeit zu setzen. Daraus folgt, dass die Cosinus
der Winkel, welche die Richtung der Drehaxe mit X', Y/, Z¢
macht, dieselben Zeichen haben wie die Ausdriicke
yw — z'v, Zu — 2w, 2'v — ylu; i

und es fragt sich nur noch, ob die Zeichen dieser letzten iiber-
einstimmen mit denen von p, g, » oder ihnen entgegengesetzt
sind.

Um dies zu entscheiden, nehmen wir der Kinfachheit we-
gen 2z’ = 0, dann ist: '

u = —ry, v=ra,
und der dritte von den vorstehenden Ausdriicken wird:
r(a'? 4 y'?),

also von demselben Zeichen wie ». Man muss folglich in den
Ausdriicken (5) die oberen Zeichen nehmen.

Demnach sind die Cosinus der Winkel, welche die Rich-
tung der Drehaxe mit den Axen X', Y, Z‘ bildet, in Grisse
und Zeichen:

@ P ’ q , r '
Vet oo Vpr b V-
Multiplicirt man diese drei Cosinus mit der Winkel-
geschwindigkeit, so erhilt man ihre Componenten um die
Axen X/, Y/, Z/. Sie sind in Griosse und Zeichen: |

®) P g

. 52. Augenblickliche Axe der Drehung und
Gleitung. — Der Satz der Nr. 42 gilt fiir jede Bewegung
eines Korpers, also auch wenn diese Bewegung unendlich klein
ist; man hat folglich den schon friiher geometrisch erwiesenen
Satz:

Jede unendlich kleine Bewegung eines Kir-
4‘
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pers lisst sich hervorbringen durch Drehung um
eine Axe und Gleiten lings dieser Axe.

Diese augenblickliche Axe der Gleitung und
Drehung lisst sich noch aus einem anderen Gesichtspunkte
betrachten. Substituirt man némlich den unendlich kleinen
Wegen, die man sich in gleichen Zeiten durchlaufen denkt, die
Geschwindigkeiten, so erhiilt man den vorigen Satz folgender-
maassen ausgedriickt :

Man kann die Geschwindigkeiten aller Punkte
eines Kérpers in einem beliebigen Augenblick
betrachten als resultirend aus der Zusammen-
setzung von Geschwindigkeiten, welche gleich und
parallel sind mit einer gewissen Geraden, und
von den Geschwindigkeiten, welche diese Punkte
bei einer gewissen Drehung um eine, mit jener
Geraden parallele Axe haben wiirden.

Die zur Axe parallele Componente ist die Projection der
Geschwindigkeit des beweglichen Ursprungs auf die Axe. Die
Winkelgeschwindigkeit der Drehung betrigt V p? 4 ¢2 + 2,
und die Richtung der Axe macht mit X, Y/, Z/ Winkel, de-
ren Cosinus proportional sind mit p, g, » und die Zeichen die-
ser Grossen haben.

53. Gleichungen fiir die augenblickliche Axe der
Drehung und Gleitung. — In Nr. 45 haben wir die
Gleichungen dieser Axe fiir eine beliebige endliche Bewegung
gegeben; aus ihnen gehen die gesuchten hervor, indem man
durch ¢ dividirt und auf die Grenzen iibergeht. Die dorti-.
gen Grissen p, ¢, » gehen dann in diejenigen iiber, welche
wir jetzt durch dieselben Buchstaben bezeichnen; &, ¢, k& wer-
den die Componenten der Geschwindigkeit des Ursprungs im
Sinne der Axen X', Y/, Z‘, und wir wollen diese auch durch
h, i, k bezeichnen; endlich v, welches die Verriickung des Ux-
sprungs, geschiitzt im Sinne der Axe, darstellte, wird die Ge-
schwindigkeit des Ursprungs, geschdtzt nach derselben Rich-
tung, oder die gleitende Geschwindigkeit. Wir werden sie
‘durch denselben Buchstaben darstellen, und ihre Componenten
parallel mit X’ Y, Z* durch v/, v, v*. Die Gleichungen
der augenblicklichen Axe der Drehung und Gleitung werden
nun in Bezug auf die Beweglichen Axen:
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gz! — ry' = v’ — h,
() re! — pz! = v — i,
py — qo' = v — k.

In Bezug auf die festen Axen erhdlt man ihre Gleichun-
gen, indem man fiir 2/, y’, 2/ ihre Werthe in z, y, z setzt.
Somit ist die Lage dieser Axe sowohl im Kérper als gegen ein
festes Coordinatensystem in jedem Augenblick bestimmt, wenn
die Grossen §, %, § a, b, ¢, o', etc. gegebene Functionen der
Zeit sind. '

Die Gleichung der Oberfliche, welche den Ort dieser
Axen im Kérper darstellt, wiirde man erhalten, wenn man die
Zeit aus den Gleichungen der Axe zwischen z/, y4, 2' elimi-
nirte; und die Gleichung der anderen Fliche, welche den Ort
dieser Axen im Raume darstellt, wiirde sich ergeben durch
Eliminiren der Zeit aus den Gleichungen der Axe zwischen
2, Y, 2
. 54. Virtuelle Verriickung eines starren Kor-
pers. Gleichungen des Gleichgewichts. — Die For-
meln (3) der Nr. 48, welche die Geschwindigkeitscomponenten
fiir irgend einen Punkt eines bewegten Korpers ausdriicken,
liefern unmittelbar die Componenten der virtuellen Geschwin-
digkeiten aller Punkte dieses Korpers; und die Anwendung
des allgemeinen Princips der Statik wird die Gleichungen er-
geben, welche fiir das Gleichgewicht von Kriften an einem
freien starren Korper nothwendig und hinreichend sind. In
der That, wenn ein starrer Korper aus einer Lage in eine
unendlich nahe Lage iibergeht, so kann man annehmen, dass
alle seine Punkte unendlich kleine Strecken gleichférmig durch-
laufen, mit Geschwindigkeiten, welche den Lingen dieser
Strecken proportional sind. Die Componenten dieser virtuel-
len Wege sind die Producte der bei ihrem Durchlaufen ver-
flossenen Zeit () in die durch die Formeln (3) gegebenen Ge-
schwindigkeitscomponenten. Demnach ist die Summe der vir-
tuellen Momente aller Kriifte, deren Componenten X, Y, Z,

, Y, Z', etc. sind:

62[X(h—|—qz’—ry )+ YE4 rm‘—pz‘) + Z(k —|—py —qa')].

Damit Gleichgewicht stattfinde, so muss nach dem Prin-
cip der virtuellen Geschwindigkeiten diese Summe Null sein
fiir jede Verriickung, wenn man durch (/ dividirt; sie muss
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also Null sein fiir alle Werthe der sechs Grossen h, i, k, p,
¢ r, da man sich den Korper ganz frei denkt. Dazu ist aber
nothwendig und hinreichend, dass die Coéfficienten einer jeden
von diesen sechs Grossen Null seien, woraus die Gleichungen
folgen:

X =0, 2Y=0, ZZ=0;
EyZ—2Y)=0, Z@@X—a'Z)=0, Z(@'Y—y' X)=0.

Die Axen der 2/, y‘, 2/ konnte man beliebig im Raume
annehmen. Man kann sie also mit den Axen der 2, y, z zu-
sammenfallen lassen. Dadurch werden die drei letzten Glei-
chungen:

EWi—2Y)=0, BeX—22)=0, Z@Y—yX)=—0.

Zum Schlusse empfehlen wir dem Leser die Abhandlung
von Rodrigues ,,Des lois géométriques qui régissent les déplace-
ments dun systeme solide dans lespace, et de lo wvariation des
coordonnées provenant de ces déplacements considérés indépendam-
ment des causes qui peuvent les produire Dieselbe steht im
fiinften Theile des Journals von Liouville.



Geschwindigkeit und Abweichung in der zusammen-
gesetzten Bewegung eines Punktes.

55. Hat ein Punkt eine gewisse stetige Bewegung in Be-
zug auf ein starres System, und hat dieses System selbst eine
stetige Bewegung im Raume, so sagt man, der Punkt besitze eine
absolute stetige Bewegung, die aus den beiden anderen zusammen-
gesetzt sei. Man wiirde, von einem beliebigen Zeitpunkte an-
gefangen, die Lage des Punktes nach irgend einer Zeit erhal-
ten, indem man ihn fest mit dem System verbiinde und die-
ses sich wihrend einer gleichen Zeit bewegen liesse; dann
miisste man den Punkt in dem unbeweglichen System sich be-
wegen lassen, bis er die vorgeschriebene relative Lage ein-
nihme. Natiirlich konnte man auch in umgekehrter Ordnung
verfahren.

Am bequemsten bestimmt man die beiden componirenden
Bewegungen, indem man sich dreier, mit dem System fest
verbundener Axen bedient. Die relative Lage des Punktes
wird dann durch seine Coordinaten in Bezug auf diese Axen
gegeben, und die Bewegung des Systems durch die successi-
ven Lagen derselben Axen. Kennt man die beiden componi-
renden Bewegungen, so sind die Coordinaten des Punktes in
Bezug auf die beweglichen Axen bekannte Functionen der
Zeit, sowie auch die Coordinaten des beweglichen Ursprungs
und die Neigungen dieser Axen gegen feste Axen.

Wir wollen nun sehen, wie man fiir die resultirende oder
zusammengesetzte Bewegung des Punktes die beiden wichtigen
Elemente, Geschwindigkeit und Abweichung, bestimmen kann.

56. Geschwindigkeit in der zusammengesetz-
ten Bewegung. — Es sei M die Lage des Punktes in einem
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gewissen Augenblick; MU die Trajectorie desjenigen Punktes
des Systems, welcher in demselben Augenblick mit M zu-
sammenfillt, und M, seine Lage
nach einer unendlich kleinen
Zeit 0; M; V die Lage, welche
nach dieser Zeit die mit dem
starren System verbundene Li-
nie einnimmt, auf welcher sich
unser Punkt bewegt, oder mit
anderen Worten die Lage der
relativen Trajectorie; M, M
der Bogen, welchen .der Punkt
auf dieser Curve withrend der
Zeit 6 zuriickgelegt hat. Die Lage des Punktes nach der
Zeit 6 ist dann M‘, und seine absolute Trajectorie wird eine
Linie MM'T sein, die durch M und M’ geht.

Verbinde ich die Punkte M, M‘, M; durch Geraden und
lasse die Zeit 6 gegen Null abnehmen, so haben diese Gera-
den zu Grenzen ihrer Richtungen die Tangenten an den drei
Curven MU, MT und M, V, die letzte Curve in ihrer Grenz-
lage gedacht, bei welcher M; in M liegt. Fiir die Verhalt-
nisse der Seiten des Dreiecks MM' M, gelten dieselben Gren-
zen wie fiir die Verhiltnisse der Bogen MM,, M, M', MM,
welche wihrend der Zeit # durchlaufen werden, der erste durch
den Punkt des Systems, der sich in M befand, der zweite
durch unseren beweglichen Punkt in seiner relativen Bewegung,
und der dritte durch denselben Punkt in seiner zusammengesetz-
ten Bewegung. Dividire ich aber diese drei Bogen durch 6, so
sind die Grenzen der drei Quotienten die Geeschwindigkeiten in
den drei Bewegungen, zu der Zeit wo das Bewegliche in M
ist. Die Verhiltnisse dieser Geschwindigkeiten sind also die
Grenzen fiir die Verhiltnisse der Seiten in dem Dreieck M M; M.

Um die hierin enthaltene Lésung unserer ersten Auf-
gabe einfach auszusprechen, bilden wir das Parallelogramm
MM, M'K. Die Grenzrichtung der mit M; M* parallelen Seite
MK ist die in M an die relative Trajectorie gezogene Tan-
gente, und das Parallelogramm hat zur Grenze ein Parallelo-
gramm, dessen Seiten in M Tangenten an die relative Tra-
jectorie des Beweglichen und an die Trajectorie des mit die-

Fig. 13.
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sem in M coincidirenden Punktes des Systems sind, und pro-
portionale Lingen haben mit den Geschwindigkeiten beider
Punkte auf beiden Curven.

Man kann also den folgenden Satz aussprechen:

Die Geschwindigkeit des Beweglichen in sei-
ner zusammengesetzten Bewegung wird in Grisse
und Richtung durch die Diagonale eines Parallelo-
gramms dargestellt, dessen beide Seiten in Grosse
und Richtung die relative Geschwindigkeit des
Beweglichen und die absolute Geschwindigkeit des
coincidirenden Punktes des Systems darstellen.

Oder kurz ausgedriickt nach der in Nr. 17 gegebenen
Definition des Zusammensetzens von Geschwindigkeiten :

Die Geschwindigkeit in der zusammengesetz-
ten Bewegung ist die Resultante aus den Geschwin-
digkeiten in der relativen Bewegung und in der
Bewegung des coincidirenden Punktes des Systems.

57. Relative Geschwindigkeit. — Die Seiten MV,
MU des Parallelogramms M UT V sollen in M respective die

relative Trajectorie und
Fig. 14. die Trajectoriedes coin-
cidirenden Punktes des
Systems tangiren, und
ihre Lingen sollen die
Geschwindigkeiten in
beiden Bewegungen
darstellen. Wir haben
gesehen, dass dann die Diagonale M7 in Grisse und Rich-
tung die Geschwindigkeit der absoluten Bewegung des Punk-
tes im Raume darstellt.

Verlingere ich aber MU um MU' = MU, so wird MV
die Diagonale des Parallelogramms auf MU’ und MT. Ich
kann also sagen:

Die relative Geschwindigkeit eines Punktes
in Bezug auf ein bewegtes starres System ist die
Resultante aus seiner absoluten und einer anderen
Geschwindigkeit, welche gleich und entgegenge-
setzt ist der Geschwindigkeit des coincidirenden
Punktes des Systems:
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58. Abweichung in der zusammengesetzten Be-
wegung. — Es sei M die Lage des beweglichen Punktes in
einem gewissen Augenblick; MV die Linie, auf welcher er
sich in dem Systeme bewegt, oder seine relative Trajectorie;
MU die Linie, welche der dem System angehirende Punkt
M beschreibt. Nach einer unendlich kleinen Zeit 6 befinde
sich das Bewegliche auf seiner relativen Trajectorie in m, und

Fig. 15.

ry

der Punkt M des Systems in M,. M7, M7, seien diejenigen
Stiicke von den Tangenten an diesen beiden Curven, welche
in der Zeit 6 mit den in M stattfindenden Geschwindigkeiten
wiirden gleichférmig beschrieben werden.

Die Abweichung in der relativen Bewegung des Punktes,
nach der Zeit 6, ist 7'm; in der Bewegung des Punktes M des
Systems -ist sie 73 M.

Die Diagonale M 1" des Parallelogramms 7'M T 1" giebt
die Richtung der Tangente- an die absolute Trajectorie des
Beweglichen; und die Lénge von M 7" stellt zugleich die Ge-
schwindigkeit auf dieser Curve -dar, so dass M7* der Weg
ist, welchen withrend der Zeit # ein Punkt durchliuft, der sich
auf dieser Tangente mit der Geschwindigkeit bewegt, die das
Bewegliche in M auf seiner absoluten Trajectorie hat.
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Will man daher die Abweichung des Beweglichen in. sei-
ner zusammengesetzten oder absoluten Bewegung haben, so
braucht man nur den Punkt 7” zu verbinden mit der Lage,
welche das Bewegliche nach der Zeit 0 auf seiner absoluten
Trajectorie einnimmt, oder, mit anderen Worten, mit seiner
wirklichen Lage im Raume. Diese wirkliche Lage nun zu be-
stimmen wird uns leicht fallen nach dem., was wir iiber die
Bewegung der Systeme gesagt haben.

Betrachten wir deshalb zunichst das System wihrend der
Zeit ¢ als unbeweglich; der Punkt M gelangt dann in die Lage
m, und hier denken wir uns ihn mit dem System fest verbun-
den. Nun bewegen wir das System so, wie es sich in der
That wihrend der Zeit 6 bewegt, und diese Bewegung zerle-:
gen_ wir in eine gemeinsame Fortschreitung, welche M nach M,
fithrt, und in eine Drehung um eine gewisse Axe M;J, deren
Richtung, sowie die Grosse des Drehungswinkels, nur von der
Richtungsinderung der Linien des Systems abhingt. Da 0
unendlich klein ist, so darf diese Axe mit der angenblickli-
chen Drehaxe vertauscht werden, und kann man den um M,J
zu beschreibenden Winkel betrachten als das Product der Zeit
# in die der Lage M entsprechende Winkelgeschwindigkeit
des Systems. = Wir haben nun den mit dem Systeme verbun-
denen Punkt m zu verfolgen.

Die Fortschreitung M M, bewirken wir durch die beiden
anderen MT,, T\ M,. Die Fortschreitung M T} fiihrt die Ge-
rade M7 in die Lage 7)7*; die andere Fortschreitung 7} M,
bringt sie in die Lage M;u, wenn 7"u gleich und parallel mit
Ty M;. Ziehe ich dann noch py’ gleich und parallel mit 7'm,
so ist w’ die Lage von m nach vollbrachter Fortschreitung.
Vollfiihre ich nun die nothwendige Drehung um M;J, so be-
schreibt der Punkt w’ einen gewissen Kreisbogen w/ M’ senk-
recht auf der Ebene J M, w/, dessen Radius die Senkrechte aus
p' auf die Axe M;J ist. Nachdem diese Drehung vollbracht
ist, so befinden sich alle Punkte in den Lagen, welche sie bei
der wirklichen Bewegung nach der Zeit () einnehmen; M’ ist
die absolute Lage des Beweglichen, und folglich ist 7" M‘ die
gesuchte Abweichung.

Das geschlossene Polygon T'uu'M' zeigt, dass 7' M' die
Resultante ist von den Linien 7'y, pp!, p'M’, diese in den
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Richtungen genommen, nach welchen sie von 7' aus durch-
laufen werden. 7'p ist die parallel zu sich selbst versetzte
Abweichung 7 M,; pu’ ist die ebenso versetzte Abweichung
Tm. Was die dritte Linie w!M’ betrifft, so hat ihre Richtung
zur Grenze die Senkrechte auf diejenige Ebene, welche geht
durch die Grenzrichtung von M, .J, also durch die augenblick-
liche Drehaxe, und durch die Grenzrichtung von M, g/, welche
zugleich die Grenzrichtung von M, g, und zwar darum ist, weil
g’ unendlich klein von der zweiten und M) ' von der ersten
Ordnung. Folglich darf man die Linie p' M betrachten als
senkrecht auf der Ebene, welche Parallelen enthdlt zu der
augenblicklichen Drehaxe und zu der Richtung M 7' der rela-
tiven Geschwindigkeit des Beweglichen.

Es ist wichtig, dass man bemerkt, dass der Sinn dieser
Richtung der Sinn der augenblicklichen Drehung des Systems
ist. Wollte man sie also betrachten als die Axe einer direc-
ten Drehung in der Ebene, auf welcher sie senkrecht steht,
so wiirde diese Drehung von der augenblicklichen Axe gegen
die Richtung der relativen Geschwindigkeit hin stattfinden.

Es bleibt uns nur noch iibrig, das Maass der Grosse
u'M' zu finden. Bezeichnet m die Winkelgeschwindigkeit des
Systems, v, die relative Geschwindigkeit, und 8 den Winkel
ihrer Richtung mit der augenblicklichen Drehaxe, so ist der
Radius des durch w’ beschriebenen Kreisbogens M, p’. sind,
wofiir man M, u.sind oder fv, sind setzen darf; der  Mittel-
punktswinkel ist 6 @, und folglich:

w' M = 2@ v, sind.

Die Aufgabe ist jetzt vollstindig gelést, und das Resultat
ldsst sich so aussprechen:

Die Abweichung in der zusammengesetzten Be-
wegung ist die Resultante von drei Linien. Davon
sind die beiden ersten die Abweichungen in der
relativen Bewegung des Punktes gegen das Sy-
stem, und in der Bewegung desjenigen Punktes
vom System, welcher mit dem Beweglichen in dem
betrachteten Augenblick coincidirt. Die dritte
Linie steht senkrecht auf einer Ebene, die paral-
lel ist mit der augenblicklichen Axe des Systems
und mit der relativen Geschwindigkeit des Punk-
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tes, und sie hat den Sinn der augenblicklichen
Drehung des Systems. Oder mit anderen Worten,
sie hat die Richtung der Axe einer Bewegung, wel-
che auf dem kiirzesten Wege die Richtung der
augenblicklichen Axe in die Richtung der relati-
ven Geschwindigkeit des Punktes fithrt. Die Grisse
dieser dritten Linie ist das Product des Quadrats
der unendlich kleinen Zeit in die Winkelgeschwin-
digkeit des Systems und in die Projection der re-
lativen Geschwindigkeit auf eine zur augenblick-
lichen Axe senkrechte Ebene.

59. Wir haben gesehen, dass die Geschwindigkeit der
zusammengesetzten Bewegung nur abhiéingt von der relativen
Geschwindigkeit gegen das System und von der Geschwindig-
keit des coincidirenden Punktes des Systems. Aber die Ab-
weichung in der zusammengesetzten Bewegung ist durch die
Abweichungen in den beiden componirenden Bewegungen noch
nicht bestimmt. Sie wiirde es nur in dem Falle sein, wenn
die Bewegung des Systems in einer blossen Fortschreitung
bestinde. Sobald aber auch eine Drehung stattfindet, so hat
diese einen Kinfluss, welcher unendlich klein von der zweiten
Ordnung ist und darum nicht vernachlissigt werden darf.

60. Besondere KFille. — 1) Reducirt sich die Be-
wegung des Systems auf eine Fortschreitung nach irgend einem
Gesetz, so wird die Winkelgeschwindigkeit Null, und die dritte
Componente fillt weg. In diesem Falle resultirt die Abwei-
chung aus der Zusammensetzung der beiden Abweichungen,
welche der relativen Bewegung und dem coincidirenden Punkte
des Systems angehoren.

2) Geschieht die Fortschreitung in constanter Richtung
und mit constanter Geschwindigkeit, so wird die Abweichung
des coincidirenden Punktes des Systems Null, und dann ist
die Abweichung in der absoluten Bewegung identisch mit der
Abweichung in der relativen Bewegung.

3) Reducirt sich die Bewegung des Systems auf eine
Drehung um eine Axe, so beschreibt der coincidirende Punkt
des Systems einen Kreishogen um diese Axe. Und geschieht
diese Drehung gleichférmig, so ist die Abweichung dieses
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Punktes nach dem Mittelpunkt seines Kreises gerichtet, und
ist keine andere als die centripetale Abweichung.

61. Abweichung in der relativen Bewegung. —
Aus dem Satze der Nr. 58 ziehen, wir eine sehr ivichﬁge Fol-
gerung. Da man in jedem geschlossenen Polygone irgend
eine Seite als die Resultante aller iibrigen betrachten kann,
so folgt, dass in dem Polygone 7*up/M' die Linie py' die
Resultante der drei vom Punkte g aus durchlaufenen Linien
wl, "M, M'w ist. Bei dieser Bewegung wird die Abwei-
chung 7" M’ in ihrem wirklichen Sinne durchlaufen; aber die
Abweichung 71 M; oder 7T'w wird in dem entgegengesetzten
Sinne genommen, und die Gerade M'w’ hat den entgegen-
gesetzten Sinn von demjenigen, mit welchem sie in dem vori-
gen Falle zu nehmen war. Mit Riicksicht darauf hat man
den folgenden wichtigen Lehrsatz:

Hat ein Punkt eine absolute Bewegung im
Raume, und betrachtet man seine relative Bewe-
gung gegen ein starres System, das selbst eine ab-
solute Bewegung hat; d. h. betrachtet man die ste-
tige Folge der Lagen, welche dieser Punkt in dem
Systeme einnimmt, und welche ein Beobachter,
der das System unbewegt glaubt, fiir absolute La-
gen hilt: so ist die Abweichung in der Bewegung
auf dieser scheinbaren oder relativen Trajectorie
die Resultante folgender drei Linien: 1) der Ab-
weichung in der absoluten Bewegung; 2) der Ab-
weichung in der Bewegung des coincidirenden
Punktes des Systems, diese Abweichung aber im
entgegengesetzten Sinn genommen; 3) einer Linie,
die gleich ist dem Product des Quadrats der un-
endlich kleinen Zeit in die Winkelgeschwindigkeit
und in die Projection der relativen Geschwindig-
keit auf eine zur augenblicklichen Axe senkrechte
Ebene. Diese dritte Linie steht senkrecht auf der
durch diese Axe und die relative Geschwindigkeit
gehenden Ebene, und ihre Richtung ist dem Sinne
der augenblicklichen Drehung des Systems ent-
gegengesetzt. Mit anderen Worten, sie ist die
Axe einer Drehung, welche auf dem kiirzesten
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Wege die Richtung der relativen Geschwindigkeit
in die Richtung der augenblicklichen Axe fiihrt.

Analytische Herleitung der vorstehenden Sitze.

62. Es wird nicht ohne Nutzen sein zu sehen, wie der
Calcul zu den vorstehenden Sitzen fiihrt.

Nehmen wir drei rechtwinklige Axen O XY, 0 Y, 0Z, die
wir mit dem bewegten starren System fest verbinden; & %, §
seien die Coordinaten ihres Ursprungs 0. Zwischen den Coor-
dinaten 2, y/, z* des beweglichen Punktes in Bezug auf diese
Axen und seinen Coordinaten z, y, z in Bezug auf feste Axen
bestehen die bekannten Gleichungen:

2=§-4 ax' + by + c2,
(1) y:q—{—a‘x‘ _‘__blyl +Glzf’ ‘
. 2z — g _l_ a' p! _I__ bllyl _+_ ol 21,
Durch Differenziiren derselben erhilt man:

de dE , da db de
=t a tVa g

da' dy’ dz'
+GE+’} df +cd—t-’

dy _ dq o det L db L de

- it = mTe T YT
. dz' ui&l , a2
togm+¥ g+

dz dg da’ db" , de!

@ T aT a TV te T

W22 .9y dz’
SRl e aldt ke Sk o

Die ersten Seiten dieser Gleichungen sind die Componenten
der absoluten Geschwindigkeit des Beweglichen, parallel mit
den festen Axen.

Die vier ersten Summanden auf der zweiten Seite dieser
Z—f, %, j—jannehmen
wiirden, wenn &', y‘, 2* constant wiren; sie sind also die mit
X, Y, Z parallelen Componenten der Geschwindigkeit desjeni-
gen Punktes vom System, welcher in dem betrachteten Augen-

Gleichungen sind die Werthe, welche



64 Anhang.

blick mit dem Beweglichen zusammenféllt. Die mit X', Y. Z¢
parallelen Componenten der relativen oder scheinbaren Ge-

« e a i : . odat dy de :
schwindigkeit des Beweglichen sind TR TP TR folglich stel-
len die drei letzten Summanden auf der zweiten Seite die
Componenten dieser relativen Geschwindigkeit dar, parallel
mit den festen Axen X, Y, Z. Somit hat man den schon
geometrisch erkannten Satz:

Die Geschwindigkeit in der zusammengesetz-
ten Bewegung eines Punktes ist die Resultante
aus der Geschwindigkeit, welche dieser Punkt in
Bezug auf das System hat, und aus der Geschwin-
digkeit des coincidirenden Punktes vom Systeme.

Und daraus folgt:

Die relative Geschwindigkeit des Punktes ist
die Resultante seiner absoluten Geschwindigkeit
und der entgegengesetzt genommenen Geschwin-
digkeit des coincidirenden Punktes vom System.

63. Zusatz zu Seite 12 des ersten Theils. —
Trage ich vom Ursprung an auf der Richtung «/, B, p’ eine
Liénge q ab, und bezeichne ich die Coordinaten ihres End-
punktes durch 27, y/, 2, so ist:

&' = qeosaty, y' = qeosf’, 2 = qeosy’,
und die Formeln (1) (auf derselben Seite) werden:

yz'—zy' =pqcosd, za' —zxz'=pqcosy, xy —yz'=pqcosv.

Da nun p die Lénge der Senkrechten bedeutet, welche vom
Ursprung geféllt ist auf diejenige Parallele zu der Richtung
o, B, p', welche durch den in der Richtung «, 8, y genom-
menen Punkt @, y, z geht, so stellt pg den Inhalt des Paral-
lelogramms dar, dessen Seiten die Geraden vom Ursprung
nach den Punkten x, y, 2 und 2/, y*, 2/ sind. Bezeichne ich
diese Fliche durch P, so habe ich also die drei Gleichungen:
(A) PcosA=yz'—zy', Peosp—zz'—zz', Pcosv=ny —ya’,
in welchen 4, w, v der Axe einer Fliche angehiren, die durch
einen vom Ursprung ausgehenden Radius beschrieben wird,
der sich auf dem kiirzesten Wege von dem Punkte z, y, 2
gegen a‘, y', 2’ hin bewegt. Und nehme ich noch auf der
Richtung dieser Axe die Linge P, so stellen die vorstehen-
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den Ausdriicke in Grosse und Zeichen die Projectionen dieser
Linge auf den Coordinatenaxen dar.

64. Durch nochmaliges Differenziiren der Gleichungen
(2) erhilt man:

2z dzg dazb d2¢
T = (dt? +o o dzz + ‘et dﬂ)
d2a’ dz'
+ (o Gr +oTE +o w
da' da dy' db ! de
t: T ata dt+dt dt)
&y (g da |, &b dzet
dt? dtz + = dez dt? + # daee
(3) + al + b ﬂ + ol d”_z
di? dit? di?
de' da' | dy' db' | dz' de!
+2(dt dt+dt dr+7ﬁd—t)
1 d2z d2g , a2e"!
ar = \ae +* dt2+ v dt2+ dtﬂ)

_+_ aud2_wt+ n _’__dl )
di? dﬂ dt2

da' da* i’L db* dz' de'!
i 3 2(df dt aalvrivre +E'&'E_)

Multlphmre ich diese Gleichungen mit %—, so werden ihre er-

sten Seiten die mit den Axen X, Y, Z parallelen Componen-
ten der Abweichung, welche in der absoluten Bewegung des
Punktes der unendlich kleinen Zeit  entspricht.

Untersuchen wir jetzt die drei Theile, in welche wir die
zweiten Seiten zerfillt haben. Der erste Theil driickt die

: . dix d2y dz
Werthe aus, welche respective T dn’ dn annehmen, wenn

2

» e T . 0
man ', y', z* constant lisst. Nach der Multiplication mit 7

sind also die ersten Theile die Componenten der Abweichung
desjenigen Punktes vom System, welcher mit dem Beweglichen
coincidirte. Die zweiten Theile sind die mit den Axen X, Y, Z
parallelen Componenten der Abweichung in der relativen Be-
Duhamel, Mechanik. Anhang. 5
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wegung. Es handelt sich also nur noch darum, die dritten
Theile zu interpretiren und zu sehen, von welcher Linie sie
die Componenten parallel mit X, Y, Z sind.

Bilden wir deshalb die Componenten dieser gesuchten
Linie parallel mit XY Y%, Z‘/; was dadurch geschieht, dass
man die Projectionen der alten Componenten auf diese neuen
Axen addirt. Dies liefert bis auf den Factor 62 folgende drei
Ausdriicke :

dz! dy' da' dz'"  dy daz’
@ aG—Tar & —Par Pdr—1a
und es ist die Linie zu bestimmen, von welcher sie die Pro-
jectionen auf X’, Y!, Z‘ sind.

Nun lehren uns aber die Formeln (A) der Nr. 63, dass
wenn man durch den Punkt O zwei Geraden O.J, OV zieht,
deren Componenten fiir die erste p, ¢ und fiir die zweite
d—il dy g arallel mit X*, Y, Z' sind, dass dann die
de’ dt’ dr P 7 * :
Ausdriicke (4) die Projectionen des aus diesen beiden Linien
construirten Parallelogramms auf den Ebenen der Axen X,
Y’, Z* darstellen: sie sind deshalb proportional mit den Cosi-
nus der Winkel, welche die Axe dieser Fliche mit X*, Y*, Z*
macht, und ihre Zeichen beziehen sich auf die Richtung der
Axe der Drehung, welche O.J auf dem kiirzesten Wege nach
O V fiihrt.

Der Inhalt dieses Parallelogramms ist gleich dem Product
seiner zwei Seiten in den Sinus ihres Winkels: so dass die
Linie, deren Projectionen die Ausdriicke (4) darstellen, und
welche die Richtung der Axe der eben. definirten Drehung
hat, gleich wuv, sind ist, wenn @ die Winkelgeschwindigkeit des
Systems, v, die relative Geschwindigkeit des Beweglichen und
0 den Winkel ihrer Richtung 'mit der augenblicklichen Axe
bezeichnet. Multiplicirt man diesen Werth mit 62, so erhilt
man fiir die dritte Componente der Abweichung in der abso-
luten Bewegung des Punktes den schon gefundenen Werth:

2@ v, sin 0.

Somit hat man den Satz der Nr. 58 und folgeweise auch
den Satz der Nr. 61.
Bemerkung. —— Ist die Bewegung des starren Systems
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bekannt, d. h. sind & %, § a, b, ¢, af, V4, ¢, a’’, b, ¢ gege-
bene Functionen der Zeit, so kennt man mit der absoluten Be-
wegung des Punktes auch seine relative Bewegung, und um-
gekehrt. Denn in der That, sind #, y, = bekannte Functionen
von %, so geben die Gleichungen (1) die Gréssen 7, y/, 2/;
und umgekehrt geben sie z, y, 2, wenn man 2/, y/, 2/ als
Functionen von ¢ kennt.

Kennt man blos eine der beiden Trajectorien, die ab-
solute oder die relative, so findet man aus ihr leicht die an-
dere. Sind z. B. die beiden Gleichungen zwischen 2, y, z ge-
geben, welche die absolute Trajectorie des Beweglichen be-
stimmen, so braucht man nur z, y, z, ¢ zwischen diesen und
den . Gleichungen (1) zu eliminiren, und man erhilt dadurch
zwei Gleichungen zwischen 2/, y/, 2/, welche die der relativen
Trajectorie sind. Ebenso verfihrt man, um die Gleichungen
der absoluten Trajectorie zu finden, wenn die Gleichungen
der relativen Trajectorie gegeben sind. .

Es ist leicht, diese Betrachtungen dadurch zu verallge-
meinern, dass man statt des Punktes ein starres System nimmt,
dessen Bewegung durch drei seiner Punkte bestimmbar ist.
Die relative Bewegung liésst sich stets aus der absoluten fin-
den, und umgekehrt. Wir konnen aber hier nicht niiher dar-
auf eingehen.

Andere Betrachtung der relativen Bewegung.

65. Im Vorhergehenden haben wir die relative Bewe-
gung als eine der Bewegungscomponenten eines Kérpers oder
materiellen Punktes betrachtet. Wir haben untersucht, wie die
Bestimmungsstiicke dieser Bewegung dazu dienen kénnen, die
Geschwindigkeit und Abweichung in der zusammengesetzten Be-
wegung zu bestimmen; und daraus haben wir umgekehrt den
Ausdruck dieser Grossen in der relativen Bewegung abgeleitet.

Man kann aber auch die relative Bewegung direct be-
trachten, und. dabei auf mehre Weisen verfahren. Der Weg,
den wir einschlagen werden, ist derjenige, dessen allgemeiner
Gedanke sich bei den verschiedensten Aufgaben wiederholt,
und er fithrt am natiirlichsten auf die Betrachtung der ubso-

luten Bewegung zuriick.
56



68 Anhang.

Wir denken uns néimlich die beiden absoluten Bewegun-
gen ausgefiihrt, verbinden darauf den Punkt oder Korper
mit dem System, gegen welches seine relative Bewegung un-
tersucht wird, und ertheilen ihrem Ganzen eine Bewegung,
welche das System in seine alte Lage zuriickbringt.

Indem wir diese neue Bewegung hinzufiigen und“die re-
sultirende absolute Bewegung suchen, so ist diese letzte genaun
die fragliche relative Bewegung gegen das System. Dies ist
die schon lange befolgte Methode, welche wir auf die beiden
Hauptaufgaben bei der Bewegung eines Punktes anwenden
werden.

66. Geschwindigkeit in der relativen Bewe-
gung. — Es sei M eine Lage des Beweglichen, M die Lage
nach einer unendlich klei-
nen Zeit, M, die Lage,
welche nach dieser Zeit
der Punkt des Systems
einnimmt, der mit dem
Beweglichen in M coin-
cidirte.  Verbinden wir
diese Punkte durch Gera-
den und ergiinzen das Pa-
rallelogramm MM, M' K.
Betrachten wir jetzt den
Punkt M’ als mit dem
Systeme verbunden, und fiihren wir dieses in seine alte Lage
zuriick. Dazu brauchen wir nur dem Ganzen eine Fort-
schreitung zu ertheilen, welche M, nach M und M’ nach K
fiihrt, und dann eine Drehung um M, welche die neue Lage
des Punktes M* nur um eine unendlich kleine Grésse zweiter
Ordnung alterirt, da MK von der ersten Ordnung ist. Wir
kionnen also diese Grosse vernachldssigen und annehmen, dass
M in K bleibt. Nun haben die Richtungen der drei Geraden
MK, MM, MM, zu Grenzen die Tangenten an der relativen
und der absoluten Trajectorie des Beweglichen und an der
Trajectorie des coincidirenden Punktes des Systems, und die
Grenzen der Verhiltnisse dieser drei Geraden sind die Ver-
hiiltnisse der Geschwindigkeiten auf diesen Trajectorien. Dar-
aus folgt, wie vorher:

Fig. 16.
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Die relative Geschwindigkeit ist die Resul-
tante der absoluten Geschwindigkeit und der ent-
gegengesetzt genommenen Geschwindigkeit des
coincidirenden Punktes des Systems.

67. Abweichung in der relativen Bewegung. —
Die zu berechnende Grisse ist von der zweiten Ordnung; wir

Fig. 17.

kénnen also nicht mehr die Drehung vernachliissigen, da diese
eine Grosse zweiter Ordnung einfiihrt.

Es sei M die Lage des Beweglichen in einem gewissen
Augenblick, M’ seine Lage nach einer unendlich kleinen Zeit
6, und 7" die Lage, welche dann auf der Tangente ein Punkt
einnehmen wiirde, der von M zugleich mit dem Beweglichen
ausginge und sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit be-
wegte, welche dieses in M hat; 7" M’ ist die Abweichung in
der absoluten Bewegung. 17 M, sei die Abweichung nach der
Zeit @ in der Bewegung desjenigen Punktes des Systems, wel-
cher mit dem Beweglichen in M coincidirte. Die Liingen
MT, MT, sind den Geschwindigkeiten in M auf den beiden
Trajectorien proportional.

Um nun die Abweichung in der relativen Bewegung zu
erhalten, kénnte man in M die Tangente an die relative Tra-
jectorie fiihren, auf ihr einen Punkt sich gleichférmig mit der
relativen Geschwindigkeit wiihrend der Zeit  bewegen lassen,
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withrend sie mit dem Systeme sich bewegt, mit welchem sia
fest verbunden ist, und dann miisste man diesen Punkt in der
Lage, in welche er auf diese Weise gekommen ist, mit M’
verbinden: die gerade Verbindungslinie wiire in Grisse und
Richtung die Abweichung in der relativen Bewegung.

Dieses vorausgeschickt, betrachten wir den Punkt M’ als
mit dem System verbunden, und fiihren dieses in seine an-
fingliche Lage zuriick; die relative Abweichung wird dadurch
in eine leicht zu bestimmende Lage gebracht.

Ertheilen wir zuerst dem System die beiden Fortschrei-
tungen M, 77 und T); M, welche den Punkt M, in seine alte
Lage M zuriickbringen. Ziehe ich M’m‘ gleich und parallel
mit 77 M, m‘p gleich und parallel mit M, 7}, so erhalte ich
w als die Lage von M’ nach den beiden Fortschreitungen.

Darauf muss man das System um die durch M gehende
augenblickliche Axe mit der Winkelgeschwindigkeit @ wih-
rend der Zeit 6 zuriickdrehen, wobei der Punkt g einen un-
endlich kleinen Bogen wu’ beschreibt, den wir sogleich be-
stimmen werden; p/ ist also die Liage des Beweglichen, wenn
das System in seine alte Lage zuriickgekehrt ist.

In dieser alten Lage befindet sich die Tangente an der
relativen Trajectorie in der Richtung M#, und zugleich ist die
Linge Mt der gleichférmig mit der relativen Geschwindig-
keit wihrend der Zeit 6 durchlaufene Weg, wihrend welcher
Zeit auch die Lingen M 7¥ und M T gleich 77# auf den Tan-
genten der beiden anderen Trajectorien durchlaufen werden;
woraus folgt, dass die relative Abweichung # p’ ist.

Aber #p’ ist die Resultante der drei Linien #m’ oder
T M, m'y oder M; 7} und pwu’. Die erste von ihnen ist die
Abweichung in der absoluten Bewegung; die zweite die ent-
gegengesetzt genommene Abweichung in der Bewegung des
coincidirenden Punktes des Systems.

Was die dritte Linie pyu’ betrifft, die durch den Punkt p
beim Drehen um die augenblickliche Axe MJ beschrieben
wird, so kann man dieselbe ersetzen durch jene, welche der
Punkt # beschreibt, der von g nur um eine unendlich kleine
Grosse zweiter Ordnung entfernt ist. Ihre Richtung ist also
senkrecht auf der Ebene J M¢, welche durch die augenblick-
liche Axe und die relative Geschwindigkeit geht, und sie muss
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im Sinne der oben angegebenen Drehung genommen werden.
Ihre Linge ist das Product des Drehungswinkels @f in den
Abstand des Punktes # von M.J, welcher gleich ist dem Pro-
duct aus M# und sinJ Mt'; und da Mt = Ov,, wenn v, die
relative Geschwindigkeit bezeichnet, so hat der Bogen up’
zum Ausdruck (?@v, sin J Mt' mit Vernachldssigung der Un-
endlich - Kleinen von héherer Ordnung. Somit haben wir den
Satz der Nr. 61 wieder gefunden.




68. Richtung und Grisse der Kraft nach der
hervorgebrachten Bewegung. — Betrachten wir irgend
eine Lage M eines Punktes von der Masse m, dessen Coordi-

Fig. 18.

naten &, y, z bestimmte Functionen der Zeit ¢ sind. Wenn die
Kraft, welche auf ihn wirkt, von diesem Augenblicke an zu
wirken aufhérte, so wiirde er sich auf der Tangente M T be-
wegen mit der Geschwindigkeit v, die er in M hat. Nehmen
wir daher drei Axen X, Y/, Z/ an, welche stets mit den fe-
sten parallel bleiben, und deren Ursprung auf M 7" mit der
constanten Geschwindigkeit v fortschreitet, so wird die Bewe-
gung des Punktes m in Bezug auf diese Axen identisch sein
mit derjenigen Bewegung, welche dieser Punkt gegen feste
Axen haben wiirde, wenn er sich ohne Geschwindigkeit in ih-
rem Ursprung beféinde, und dieselbe Kraft auf ihn wirkte.
Die relative Bewegung des Punktes ist seine abweichende Be-
wegung, und die gerade Linie M‘m’, welche er dabei be-
schreibt, ist seine Abweichung. Wenn also der Punkt in M
keine Geschwindigkeit hitte, aber dieselbe Kraft wie bei der
wirklichen Bewegung auf ihn wirkte, so wiirde er in unend-
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lich kleiner Zeit eine mit der Abweichung gleiche und paral-
lele Linie gleichformig accelerirt beschrelben Daraus erge-
ben sich die beiden nachstehenden Sitze:

1) Die Richtung der Kraft, welche in irgend
einem Augenblicke auf das freie Bewegliche wirkt,
ist die Richtung der Abweichung in diesem Punkt.

2) Die Intensitit dieser Kraft, auf die Einheit
der Masse bezogen, wird gemessen durch die Ac-
celeration in der abweichenden Bewegung.

Aus dem ersten folgt ein anderer wichtiger Satz:

Die Richtung der Kraft in jedem Punkte der
Trajectorie ist enthalten in der Kriimmungsebene
dieser Curve fiir diesen Punkt, denn die Abwei-
chung, da sie stets einen Punkt der Curve und einen
Punkt der Tangente verbindet, hat zur Grenzrich-
tung eine Gerade, welche in dieser Ebene liegt.

Die Richtung der Abweichung macht mit den Axen Win-
d2e  d?y d%z
sind; und die Acceleration in der abweichenden Bewegung hat

d”.m d?z\? ;
den Werth V dt2 dt?) -} (—d?) Wenn wir da-

her durch ¢ die beschleumgende Kraft bezeichnen, welche auf
das Bewegliche wirkt, so haben wir:

d2a\? d2y’\? dzz
V(dﬁ (Eﬂ_) + (@,
und die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtung mit den
Axen bildet, sind :
1dz 1dy 1 a2
p d2’ @ di2’ @ diz”
Daher sind die Componenten der beschleunigenden Kraft in
Grosse und Zeichen:
Ba b
di2’ der’ der’
Durch Multipliciren mit s erhilt man die bewegende Kraft
und ihre Componenten.
69. Tangentiale und normale Componente der
Kraft. — Die tangentiale Componente der Acceleration in

kel, deren Cosinus den Gréssen proportional
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2
der abweichenden Bewegung ist (Zil?f’ und die normale Com-

ponente % Die beschleunigende Kraft und die Acceleration

haben einerlei Richtung und einerlei Maass. Also ist auch

2
g—t'—; die tangentiale Componente der beschleunigenden Kraft

und % ihre nach dem Mittelpunkt der Kriimmung gerichtete

normale Componente oder die Centripetalkraft. Die entspre-
chenden Componenten der bewegenden Kraft fiir die Masse
d?s 2
a " ®

70. Bewegung durch eine die Trajectorie be-
stindig tangirende Kraft. — In irgend einer Lage des
Beweglichen sind die Cosinus der Winkel, welche die Kraft-
der’ de’ de’
und nach der Voraussetzung sollen diese Winkel denjenigen
Winkeln gleich sein, welche die in diesem Punkt an die Tra-
jectorie gezogene Tangente mit den Axen bildet, und deren
Cosinus proportional sind mit f‘l—”’-”- 4y d_z_ Man hat also

dt’ dt’ dt
die Gleichungen:
@) (@) _(@)
dt? di? di?
@ @
dt) dt (dt)

Diese geben durch Integriren, wenn man mit ¢, ¢, ¢/ drei
willkiirliche Constanten bezeichnet:

m sind m —

richtung mit den Axen bildet, proportional mit

log cd—u—logo’—l = log ¢ gﬁ
folglich:
do_ dy _ , dz
@ ‘T ="u =" &

Integrirt man neuerdings und bezeichnet durch «, o/, a drei
neue willkiirliche Constanten, so kommt:
(2) ce +a=cy+ o' =c"2 4 a

Da also die Coordinaten des Beweglichen zweien Gleichungen
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ersten Grades geniigen, so folgt, dass die Trajectorie eine
Gerade ist.

Die Anfangslage des Beweglichen ist ein Punkt dieser
Geraden. Die Componenten der Anfangsgeschwindigkeit be-
stimmen vermdige (1) die Verhiltnisse der Coéfficienten ¢, ¢/, ¢’/
Die Gerade ist folglich bestimmt, da man ihre Richtung und
einen ihrer Punkte kennt.

71. Bewegung durch eine zur Trajectorie be-
stindig normale Kraft. — Die bekannte Bedingung fiir
das Senkrechtstehen zweier Geraden auf einander giebt un-
mittelbar:

de d?x dz d?z
dt det + 5 dt dt” a t+ dt de
Die erste Seite, verdoppelt, ist die Ableitung von:

a0) + @) + (&)

oder von 2, wenn v dle Geschwindigkeit, wie immer, bezeich-
net. Bedeutet daher v, ihren Anfangswerth, so hat man:

) + @)+ (@) =

Um die Bewegung zu bestimmen, wiren noch zwei Glei-
chungen nothwendig; uns kam es aber blos darauf an, den
nachstehenden allgemeinen Satz zu beweisen:

Wenn die Richtung der Kraft, welche einen
materiellen Punkt angreift, immer auf seiner Tra-
jectorie normal steht, so ist die Bewegung dieses
Punktes gleichformig.

Anmerkung. — Die Resultate der zwei letzten Nummern
kann man auch aus den Formeln fiir die tangentiale und nor-
male Componente der Kraft ableiten.

In der That, tangirt diese Kraft bestindig die Trajectorie,

0.

2
so ist ihre Normalcomponente Null, also in jedem Punkte %’

— 0 oder R = w. Die Linie ist daher gerade, weil ihr
Kriimmungsradius in jedem Punkte unendlich.
Und steht die Kraft immer normal, so ist ihre Tangential-

componente immer Null, folglich %, oder die- Geschwin-

2
a2
digkeit, constant.
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72. Bewegung durch eine gegen den Radius
vector senkrechte Kraft. — Betrachten wir noch den
Fall, wo die Kraft senkrecht steht auf einer, durch einen fe-
sten Punkt gehenden Linie. Dies findet z. B. statt fiir einen
Punkt, der auf einer Geraden bleiben muss, die sich nach ir-
gend einem Gesetz um einen ihrer Punkte dreht, und deren
normaler Druck die einzige auf den Punkt wirkende Kraft ist.

Die gegebene Bedingung wird, dann ausgedriickt durch
die Gleichung:

d*a dry
*qm TV e dﬂ -
Setzen wir:

2?2 4+ y? 4 22 = 1

dr
df+y +zd't:rﬂ'
Durch nochmaliges Dlﬂ'erenzuren kommt:
d2a

; d2z dz\?
md." (h‘) Ty dﬂ (dz) T2 Jt? (F)
d?'r
ram + (W) ’

und diese Gleichung reducirt sich vermoge der ersten auf:

o d2r dr\? _ [/ds\?

g+ (@) = @)

Nennt man @ den vom Radius vector im Raume beschrie-
benen Winkel, so hat man:
ds? = dr? 4 r?dw?.

Und setzt man diesen Werth von ds? in die vorige Gleichung,
so wird diese zu:

daraus folgt:

de = "\@

Wenn das Gesetz der Winkelbewegung durch eine Glei-
chung zwischen @ und ¢ gegeben wird, so kann man aus die-
ser Gleichung @ und aus der vorstehenden » als Function von
¢ bestimmen. Die Grosse von » hiingt nur von der Beziehung
zwischen @ und ¢ ab, und nicht von der Leitlinie des Kegels,
welchen die Gerade durch ihre Drehung beschreibt. Wiirde
man z. B. die Kegelfliche durch Abwickeln zu eciner Ebene
machen, so wiirde der bewegliche Punkt, bei demselben Ge-

d2r dw)2
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setze zwischen @ und #, in dieser Ebene die abgewnckelte
Curve durchlaufen.

Arbeit einer Kraft. — Lebendige Kraft.

73. Um zu begreifen, wie man zu der Bezeichnung Ar-
beit gekommen ist, denken wir uns, man lasse durch Men-
schen in gerader Linie und mit gleichférmiger Bewegung Erz
aus der Tiefe eines Schachts auf die Oberfliche emporheben.
Jeder von diesen Menschen wird bestindig eine dem Gewicht
des Korpers, den er hebt, gleiche Anstrengung machen; die
Zeit, withrend welcher man ihn anwenden muss, wird propor-
tional sein dem Totalgewichte, das er heben, und der Héhe,
auf welche er es heben soll.. Also wird das, was man ge-
wohnlich die Arbeit eines dieser Menschen nennt, und folglich
auch die Ausgabe, eine Grésse sein, welche proportional ist
diesem Gewichte und der Héhe, d. h. proportional der verti-
calen Kraft, welche wirkt, und der Strecke, um welche ihr
Angriffspunkt sich hebt.

Betrachtungen dieser Art sind es, welche veranlasst ha-
ben, dass man den Namen Arbeit einer Kraft dem Pro-
ducte dieser Kraft in den Weg giebt, welcher ihr Angriffs-
punkt durchlduft, wenn er in der Richtung der Kraft ver-
riickt wird.

In dem weniger einfachen Falle, wo der Angriffspunkt
der Kraft sich nicht in der Richtung dieser Kraft bewegt, hat
man erkannt, dass der hervorgebrachte Nutzen und die ver-
ursachte Ausgabe proportional sind dem Producte der Kraft
in den Weg, welchen ihr Angriffspunkt im Sinne der Kraft
durchliuft, oder proportional dem Producte der Kraft in die
Projection des Wegs auf die Kraftrichtung. Man giebt die-
sem Product allgemein den Namen Arbeit der Kraft.

Nach dieser Definition wird die Arbeit durch die Zahl 1
gemessen, wenn die Kraft der Einheit gleich ist, und ihr An-
griffspunkt die Léngeneinheit im Sinne der Kraft zuriicklegt.
Die Einheit der Arbeit ist also diejenige Arbeit, welche dem
Gewichte 1 Kilogramm entspricht, das um 1 Meter vertical
gehoben wird.

Die Arbeit einer Kraft ist positiv, wenn die Projection
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des Wegs die Richtung der Kraft hat, oder wenn der Weg
einen spitzen Winkel mit dieser Richtung macht. Im entge-
gengesetzten Falle, also wenn dieser Winkel stumpf wird, ist
die Arbeit negativ. Sie ist Null, wenn der Winkel recht ist,
d. h. wenn der Punkt sich weder im Sinne der Kraft noch im
entgegengesetzten Sinne bewegt.

Wenn die Kraft nicht constant ist, so muss man, um die
hervorgebrachte Arbeit nach der vorigen Definition zu berech-
nen, die Bewegung in unendlich kleine Theile zerlegen, denn
innerhalb eines solchen Intervalls darf man die Kraft als con-
stant betrachten. Die totale Arbeit ist die Summe der ele-
mentaren Arbeitsgrossen, also das zwischen den bei-
den Grenzen genommene Integral [ Fdscosp, worin P die
variable Kraft, ds das Element der beschriebenen Curve und
¢ den Winkel der Richtung der Bewegung mit der Richtung
der Kraft P bezeichnet.

Auf diese Weise verstehen wir immer in Richtung und
Grosse die elementare oder endliche Arbeit irgend einer Kraft.

74. Neuer Ausdruck des Princips der virtuel-
len Geschwindigkeiten. — Wie man sieht, ist das vir-
tuelle Moment einer Kraft von derjenigen elementaren Arbeits-
grosse dieser Kraft nicht verschieden, welche der virtuellen
Verriickung ihres Angriffspunktes entspricht. Man kann da-
her das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten in nach-
stehende Fassung bringen:

Wenn irgend einSystem von Punkten im Gleich-
gewicht ist, so wird die algebraische Summe der
Arbeitsgrossen aller Krifte Null bei jeder unend-
lich kleinen, mit den Verbindungen des Systems
vertraglichen Verriickung.

Und wenn umgekehrt diese Summe Null wird bei allen
maiglichen Verriickungen, so ist das System im Gleichgewicht.

75. Arbeit der Resultante von beliebigen Kraf-
ten. — Kriifte, welche ein starres System angreifen und eine
Resultante haben, werden in das Gleichgewicht gebracht, wenn
man eine mit dieser Resultante gleiche und entgegengesetzte
Kraft einfiihrt. Die Summe der virtuellen Arbeitsgréssen
wird dann Null, folglich ist die virtuelle Arbeit der Hiilfs-
kraft, mit Ausnahme des Zeichens, gleich der Summe der Ar- *
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beiten der gegebenen Kriifte. Da nun die Hiilfskraft und die
Resultante gleich und entgegengesetzt sind, also gleiche und
entgegengesetzte Arbeitsgrossen geben, so kommt man zu nach-
stehender Folgerung:

Die Arbeit der Resultante von Kriften, welche
ein starres System angreifen, ist in Grosse und
Zeichen gleich der Summe der Arbeiten der Com-
ponenten bei jeder unendlich kleinen Verriickung
dieses Systems.

Die Kriifte werden dabei als positiv betrachtet. Oft ist
es aber niitzlich die Componenten der Kriifte parallel mit den
Coordinatenaxen einzufiihren, und dann erhilt man mit posi-
tiven und negativen Kxiiften zu thun. Auf Seite 124 des er-
sten Theils ist gezeigt, dass Xdao -+ Ydy + Zdz die, positive
oder negative, elementare Arbeitsgrosse einer Kraft mit den,
positiven oder negativen, Componenten X, Y, 7 ist, wenn de,
dy, dz die, positiven oder negativen, Componenten der Ver-
riickung des Angriffspunktes sind. -

76. Lebendige Kraft. — Betrachten wir zuerst die
geradlinige Bewegung eines Punktes von der Masse m, auf
welchen eine bewegende Kraft /' wirkt. Man hat die Glei-
chung:

n

di?

Die elementare Arbeit dieser Kraft, welche dem Wege dz
entspricht, ist #'da; und die vorstehende Gleichung giebt:

— W

v dgw
(1) I‘dm:mmﬂ— dz =} d.mv?,

wenn v die Geschwindigkeit oder g—f bezeichnet. Man sicht

also, dass der unendlich kleine Zuwachs der Arbeit der Kraft
gleich ist dem halben Zuwachse der Grisse mv?. Man nennt
diese Grosse mv? die lebendige Kraft des Beweglichen.

Die Gleichung (1) lisst sich jetzt in folgender Weise aus-
sprechen :

In der geradlinigen Bewegung eines freien
Punktes ist die elementare Arbeitsgrisse der wir-
kenden Kraft gleich dem halben zugehdrigen In-
cremente der lebendigen Kraft dieses Punktes.
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Variirt die Kraft /7 auf irgend eine Weise mit der Lage
des Punktes und auch mit der Zeit, so bleibt der vorstehende
Satz immer wahr fiir die unendlich kleinen Intervalle, in
welche man die Bewegung zerspalten kann. Bezeichnen v,
und v die Werthe der Geschwindigkeit zu Anfang und Ende
eines endlichen Intervalls, so erhilt man durch Summiren der
Gleichungen (1), welche ‘sich auf alle Elemente dieses Inter-
valls beziehen:

) Yymv?— Yy muy? = [Fda.

Man kann die Summe f ausfithren, wenn / nur von z ' ab-
hiingt; und bezeichnet man in diesem Falle durch ¢ (z) die-
jenige Function, von welcher /' die Ableitung ist, und durch
z, und z die extremen Werthe der Abscisse, so wird die vor-
stehende Gleichung

' Yymv? — amvy? = @ (2) — @ (a)-

In allen miglichen Fiillen ist aber [Fdz die Summe der
in allen unendlich " kleinen Intervallen hervorgebrachten, posi-
tiven oder negativen, Arbeitsgrossen und folglich die in dem
endlichen Intervall hervorgebrachte totale Arbeit, also kann
man die Gleichung (2) so aussprechen:

In der geradlinigen Bewegung eines freien ma-
teriellen Punktes ist die Arbeit der Kraft in ir-
gend einem Intervall gleich dem halben entspre-
chenden Zuwachse der lebendigen Kraft des Be-
weglichen.

77. Beziehung zwischen der lebendigen Kraft
und Arbeit in der allgemeinen Bewegung eines Punk-
tes. — 1. Denken wir uns zuerst den Punkt frei und eine
bewegende Kraft /" auf ihn wirkend, deren Componenten pa-
rallel mit den Axen X, Y, Z seien. Die Gleichungen seiner Be-
wegung sind, wenn m seine Masse bezeichnet:

d2a dy? d2z
&) mdﬂ:X,mTi%:Y,mﬁ_Z.

Nun ist Xdz + Ydy-+ Zdz nach Nro. 75 die Arbeit der Kraft
F fiir eine Verriickung, welche die Componenten dz, dy, dz

hat. Durch Multipliciren der Gleichungen (1) respect:ve mit dz,
dy, dz und Addiren erhilt man: .
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Xdo + Ydy + Zdz = m (92 do 4+ 2% 4y + dﬂd,.)
oder:

©)) Xde+ Ydy—+ Zdz=1},d . mv2

Das erste Glied ist die Arbeit der Kraft F oder die algebrai-
sche Summe der Arbeitsgrissen der Kriifte, von denen £ die
Resultante ist. Die Gleichung (2) driickt also den nachstehen-
den Satz aus:

In der Bewegung eines freien Punktes ist die
Summe der elementaren Arbeitsgrossen aller Krifte,
welche ihn angreifen, gleich dem halben zugehérigen
Incremente der lebendigen Kraft des Beweglichen.

Da diese Gleichheit fiir jedes unendliche kleine Intervall
stattfindet, so besteht sie fiir irgend eine Summe solcher In-
tervalle, also fiir ein endliches Intervall; woraus der Satz folgt:

Die Summe der Arbeitsgréssen aller Kriifte,
welche einen freien materiellen Punkt angreifen, wih-
rend irgend einer endlichen Zeit, ist gleich dem hal-
ben Zuwachse der lebendigen Kraft dieses Punktes
wihrend desselben Intervalls.

Wenn die totalen Componenten X,Y,Z die particllen Ab-
leitungen einer und derselben Function ¢ (2,y,2) sind, so wird
der Ausdruck Xda+ Ydy-+Zdz gleich d.¢ (2,y,2), und die
Gleichung (2) wird integrabel.

Bezeichnen @, ¥y, 2, vo die Werthe von @, y, 2, v zu An-
fang des beliebigen Intervalls, das man betrachtet, so giebt
die Gleichung (2), wenn man sie bis zu irgend einer, den Coor-
dinaten @, y, = entsprechenden Grenze integrirt:

(3) 1y mv?2—1/ymey? = @ (2, Y, £) — @ (Lo, Yos Z0)-

2. Denken wir uns jetzt, der Punkt sei genithigt auf
einer festen Curve oder Fliche zu bleiben, an welcher er sich
nicht reibt, und die folglich nur eine za seiner Trajectorie
normale Kraft ausiibt. X, Y, Z sollen wieder die totalen Com-
ponenten aller #usseren Krifte bezeichnen, welche auf den
Punkt wirken.

Fiihrt man zu diesen Kriiften diejenige ein, welche die
Curve oder Fliche ausiibt, so darf man den Punkt als frei
betrachten, und folglich die Gleichung (2) anwenden, mdem

Duhamel, Mechanik. Anhang. G
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man diese normale Kraft unter allen denjenigen einbegreift,
welche in das crste Glied eingehen. Nun ist aber die clemen-
tare Arbeit einer zur Trajectoric normalen Iraft Null, weil
die Projection des unendlich kleinen Bogens auf die Normale
Null ist. Es bleibt daher in dem ersten Gliede nur die Arbeit
der #usseren Iriifte, und man hat also auch in diesem Falle:
(4) Xda + Ydy + Zdz = 1,d.imv?
und wenn:
Xde+ Ydy+ Zdz=d.p (z,y,2),

so folgt:
®) 1y mt— Yymvg? = @ (2,,2) — P (o1 Jor20)
Pemnach ist dic Beziehung zwischen der Arbeit der
dusseren Kriifte und der lebendigen Kraft eines mate-
riellen Punktes diesclbe, ob der Punkt frei ist oder
gich auf einer festen Curve oder Fliche ohne Rei-
bung bewegt.

Wenn die Schwere die einzige iussere Kraft ist, so wird:

X=0, Y=0, Z=—my,
und die Gleichung () liefert:
Ygmv? — 1fymuy® =mg (zg — 2)-

Von den Kriiften, welche die relative Bewegung
eines Punktes hervorbringen kénnen.

78. Die Aufgabe, welche wir uns stellen, ist diese: -

Gegeben sind die Kriifte und alle Bedingungen,
durch welche die absolute Bewegung eines materiel-
len Punktes bestimmt ist; gegeben ist ferner die abso-
lute Bewegung eines starren Systems: man soll finden
die Krifte und alle Bedingungen, welche eine abso-
lute Bewegung dieses Punktes bestimmen wiirden, die
identisch wiire mit seiner rclativen Bewegung gegen
das System.

Wir wollen also die Betrachtung der relativen Bewegung
zuriickfithren auof die einfachere Betrachtung der absoluten
Bewegung; und wir suchen, wie man ‘die Bestimmungsstiicke der
absoluten Bewegung des Punktes modificiren muss, damit die
daraus hervorgehendgabsolute Bewegung identisch sei mit derjeni-
gen Bewegung, welche dieser Punkt in Bezug auf das System hat.



Dynamik. 83

Wenn AX, AY, AZ drei feste Coordinatenaxen und
A'X', A'Y, A Z drei mit dem System fest verbundene Axen
sind, so wird, indem wir dic Lagen des Punktes auf beide
Axen beziehen, seine absolute Bewegung lestimmt durch die
successiven Werthe von ,y, ¢, und scine relative Bewegung
durch die successiven Werthe von ar, v, 2.

Der gegebene Anfangszustand des Punktes und des Sy-
stems bestimmt den relativen Anfangszustand, d. h. die An-

o ¢ ~
fangswerthe von a', ¥, 2/, —((%, %, %

Somit kennt man schon den Anfangszustand des Punktes
in der absoluten Bewegung, die identisch sein wiirde mit sei-
ner relativen Bewegung. Is Dbleibt also nur die beschleuni-
gende Kraft zu bestimmen, welche man in jedem Augenblick
an dem Punkt in dieser absoluten Bewegung anbringen muss.

Wir wissen, wie in jeder absoluten Bewegung die be-
schleunigende Kraft in Richtung und Grisse durch die Ab-
weichung bestimmt wird. Wenden wir diese Regel auf die
relative Abweichung des Punktes an, welche die Abweichung
in der gesuchten absoluten Bewegung ist, so lernen wir die-
jenige Kraft kennen, welche auf den in cinem identischen An-
fangszustand mit scinem relativen Anfangszustand befindlichen
Punkt 'wirken miisste, damit dieser eine absolute Bewegung
erhiclte, die identisch wiire mit sciner relativen Bewegung.
Diese Kraft werden wir mit dem Namen relative Kraft be-
zeichnen. Um sonach die Lisung unserer Aufgabe zu erhal-
ten, brauchen wir uns nur die in Nr. 61 angegebene Zerlegung
der relativen Abweichung zuriickzurufen.

Da diese Zerlegung nach demseiben Gesetze gemacht ist
wie die Zerlegung von Kriiften, so wiirden, wenn wir die Kraft
durch die Abweichung darstellten, auch die Componenten der
Kraft durch die Componenten der Abweichung dargestellt sein.
Aber nicht durch die Abweichung sclbst messen wir die be-
schleunigende Ilraft, sondern durch die Accecleration derjeni-
gen Bewegung, vermdge welcher wir uns die Abweichung
beschrieben denken, also durch den Quotienten dieser Abwei-
chung durch %, wenn ( das der Abweichung entsprechende
unendlich kleine Zeitintervall bezeichnet. Folglich erhilt man

Gﬁ
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die Componenten der relativen beschleunigenden Kraft, indem
\ :

man mit %— die Componenten der relativen Abweichung divi-

dirt. Man hat daher den nachstehenden Satz:

Die relative beschleunigende Kraft ist die Resul-
tante von drei anderen beschleunigenden Kriiften.

Die erste ist die gegebene Kraft selbst.

Die zweite ist die Triagheitskraft, welche durch
den Punkt des Systems entwickelt wird, der mit dem
Beweglichen in dem Augenblick, den man betrachtet,
coincidirt.

Die dritte hat den Werth 20w, sind, wennv, die rela-
tive Geschwindigkeit des Beweglichen, @ die Winkel-
geschwindigkeit des Systems um seine augenblickliche
Drehaxe und § den Winkei der Richtung der rclativen
Geschwindigkeit mit der augenblicklichen Drehaxe
" bezeichnet. Die Richtung dieser dritten Kraft steht
senkrecht auf der durch die augenblickliche Axe und
die relative Geschwindigkeit gehenden Ebene, und hat
den der augenblicklichen Drehung entgegengesetzten
Sinn: mit anderen Worten, sie ist die Axe einer Dre-
hung, welche auf dem kiirzesten Wege die Richtung
der relativen Geschwindigkeit in die Richtung der au-
genblicklichen Axe des Systems bringen wiirde.

Diese Zerlegung der relativen Kraft verdankt man Corio-
lis, welcher die zweite Componente, im entgegengesetzten
Sinne genommen, Zugkraft, und die dritte Componente zu-
sammengesetzte Centrifugalkraft genannt hat. Die re-
lative Bewegung war zuerst von Newton bei den Planeten
betrachtet worden, indem er fiir die beweglichen Axen eine
blos fortschreitende Bewegung annahm. Clairaut hatte spi-
ter die relative Bewegung in einer Ebene untersucht fiir irgend
eine Bewegung der Axen in dieser Ebene; aber er hatte einen
Fehler begangen, welcher vor Kurzem von Bertrand berich-
tigt wurde. Coriolis ist der Erste, welcher den allgemei-
nen Ausdruck der fingirten Kriifte gegeben hat, deren Ein-
tilhrung die relative Bewegung auf eine absolute zuriick-

fiihrt.
79. Man muss aber wohl bemerken, dass diese fingirten
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Kriifte, da sie nicht gegeben sind und von der relativen Be-
wegung selbst durch die Grissen v, und & abhiingen, das Pro-
blem dusserst verwickelt machen. Diese Zerlegung der rela-
tiven Kraft, die in verschiedenen Aufgaben sehr niitzlich sein
kann, ist nichts Anderes als eine Interpretation der Differen-
tialgleichungen, welche man unmittelbar aufstellen wiirde, um zu
der Untersuchung der Gleichungen der relativen Bewegung iiber-
zugehen; und auf diesem Wege ist Coriolis zu dem Ausdruck
der Componenten der relativen Iraft gelangt. In dem Falle,
wo durch die Natur der Daten die absolute Bewegung des.
Punktes vollstindig bestimmt werden kann, muss man nicht die
relative Kraft anwenden, sondern die absolute Bewegung be-
stimmen; man ist dann auf eine Combination bekannter Bewe-
gungen zuriickgefiihrt, also auf eine Aufgabe der Phoronomie.
In den verwickeltsten Féllen setzt sich das System der zu be-
handelnden Gleichungen zusammen aus den drei Gleichungen
der absoluten Bewegung des Punktes und einer oder zwei Be-
dingungsgleichungen, worin vorkommen kénnen die absoluten
Coordinaten #,y, z, die relativen Coordinaten a*, y, 2 und an-
dere von der Bewegung des Systems abhingende Grissen;
ausserdem hat man die Gleichungen, welche die Coordinaten
in den beiden Systemen verkniipfen, und deren Coéfficienten
gegebene Functionen der Zeit sind.

Wenn der Punkt frei ist, oder die Bedingungsgleichungen
nur von z, y, z abhiingen, so kann die absolute Bewegung fiir
sich bestimmt werden; nicht aber dann, wenn diese Gleichun-
gen von der Bewegung des Systems abhiingen, wie es beinahe
immer der Fall ist.

80. Der besondere Fall, wo das System nur eine
fortschreitende Bewegung hat. — Hat das System der
beweglichen Axen nur eine fortschreitende Bewegung, in Folge
welcher alle Punkte gleiche und parallele, nach irgend einem
Gesetz variirende Geschwindigkeiten haben und irgend welche
identizche Curven beschreiben, so wird die Winkelgeschwindig-
keit @ Null, und die dritte Componente der relativen Kraft
verschwindet. Der allgemeine Satz reducirt sich dann auf
folgenden:

Wenn die beweglichen Axen bestindig zu sich pa-
rallel bleiben, so ist die relative beschleunigende
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Kraft die Resultante der gegebenen beschleunigenden
Kraft und ciner gleichen und entgegengesetzten mit
derjenigen Kraft, welche die Bewegung irgend eines
Punktes des Systems bestimmen wiirde.

Auf diesen besonderen Fall beschriinkt man sich gewghn-
lich in den Elementarbiichern, er geniigt fiir die Berechnung
der relativen Bewegung der Planeten. Den vorstchenden Satz
kann man unmittelbar erhalten, auf dieselbe Weise wie wir
den allgemeinen Satz erhalten haben.

Ist die fortschreitende Bewegung des Systems geradlinig
und gleichférmig, so verschwindet auch die zweite Compo-
nente, und die relative Kraft ist keine andere als die gegebene
Kraft selbst.

* 81. Der Fall, wo das System cine gleichférmige
Rotationsbewegung hat. Anwendung auf die Erde. —
In diesem Falle ist die Triigheitskraft eines PPunktes des starren
Systems oder die zweite Componente der relativen Kraft genan
die Centrifugalkraft in diesem Punkte; die dritte Componente
ist immer 2wv,smd. Schen wir zu, was diese Ausdriicke in
dem Falle werden, wo das starre System die Erde ist.

Dic Bewegung um die Sonne wird hervorgebrackt durch
eine an allen Molekeln wirkende ICraft, welche fiir gleiche
Massen, wie diese auch in der Erde liegen migen, als die-
selbe betrachtet werden kann: sie iindert deshalb die rclativen
Bewegungen nicht in schiitzbarem Grade, und wir kénnen da-
von absehen.- Wir denken uns also, dass die Erde eine gleich-
férmige Rotation um ihre unbewegliche Axe habe; sie vollen-
det die ganze Rotation in einem Sterntag, d. h. in einer durch
die Zahl 86164 ausgedriickten Zeit, woraus folgt

2 .
@ = g = 0,000073,
was eine sehr kleine Groisse ist. Der Winkel 8 ist derjenige,
den die relative Geschwindigkeit mit der Erdaxe macht, oder
das Complement des Winkels, den sie mit dem Acquator
macht, 3> dass v,sind die Projection der relativen Geschwin-
digkeit auf den Aequator darstellt.

Nimmt man die relative Geschwindigkeit wenig betriicht-
lich an, so ist dic dritte Componente sehr klein im Vergleich
zu den beiden anderen; und wenn man sie in einer ersten
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Annéherung vernachliissigt, so kommt man zu folgendem
Satz:

Die scheinbare Bewegung eines Punktes auf der
Erdoberfliche kann berechnet werden, indem man die
Erde als unbeweglich annimmt und zu den Kriften,
welche in der That auf diesen Punkt wirken, die Cen-
trifugalkraft hinzufiigt. '

Wenn die Anzichung der Erde die einzige auf den Punkt
wirkende I{raft ist, so erhiilt man das Resultat, welches wir schon
in Nr. 214 des ersten Theils bei Berechnung der Kraft ge-
funden haben, welche die Kérper im Zustande der Ruhe solli-
citirt, wenn man die Rotation der Erde beriicksichtigt.

Die Componente, welche wir in dem obigen Satze ver-
nachliissigt haben, verursacht Stérungen, von welchen wir hier
nicht néher sprechen. Sie ist die Ursache des seit langer Zeit be-
merkten Phinomens der Abweichung der Korper gegen Osten,
wenn man sie ohne Anfangsgeschwindigkeit fallen lisst. Sie
bringt ferner die Bewegung der Schwingungsebene des Pendels
hervor, von welcher Poisson glaubte, dass sie wegen der
Kleinheit dieser Kraft unmerklich sein miisse, welche aber
Foucault’s schone Versuche uns kennen gelehrt haben.

82. Allgemeine Bemerkung. — Da die relative Bewe-
gung iibereinstimmt mit einer absoluten Bewegung, in welcher
der Anfangszustand derselbe wiire wie der relative Anfangszu-
stand, und in welcher die Kraft die Resultante der gegebenen
Kraft und der beiden fingirten Kriifte, d. h. die relative Iraft
seinwiirde, so folgt, dass alle fiir die absolute Bewegung eines
freien Punktes bewiesenen Siitze auch noch Geltung haben in der
relativen Bewegung, wenn man den Punkt als unter dem Ein-
flusse der relativen Ilraft stehend betrachtet. Wir werden
einige Beispiele davon geben.

&3, Gesetz der Flichen in der relativen Bewe-
gung. — Wenn die relative Kraft eines Beweglichen
bestindig durch einen und denselben Punkt des be-
wegten Systems geht, so ist die relative Trajectorie
des Beweglichen eben, und der von dem constanten
Punkte zu dem Beweglichen gehende Strahl beschreibt
relative Flichen, welche den entsprechenden Zeiten
proportional sind. ‘
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Umgclkehrt

Wenn der aus einem const'mten Punkte des Sy-
stems zu dem Beweglichen gehende Strahl Fliachen
beschreibt, deren Projectionen auf drei rechtwinklige
mit dem System verbundene Ebenen proportional den
Zeiten wachsen; oder mit anderen Worten, wenn die
relative Trajectorie eines Beweglichen eben ist, und
die Flichen, welche der von einem constanten Punkt
dieser Ebene zu dem Beweglichen gehende Strahl be-
schreibt, proportional der Zeit wachsen, so geht die
relative auf das Bewegliche wirkende Kraft immer
durch diesen constanten Punkt.

84. Gleichung der lebendigen Kraft in der re-
lativen Bewegung eines freien Punktes. — Betrachtet
man die mit der relativen Bewegung identische absolute Be-
wegung, so ist withrend einer unendlich kleinen Zeit das halbe
Increment der lebendigen Kraft gleich der Arbeit wihrend die-
ser Zeit. Mit Einfiihrung der Benennungen der relativen Bewe-
gung ist also die elementare Arbeit der relativen Kraft gleich
dem derselben Zeit entsprechenden halben Incremente der re-
lativen lebendigen Kraft. Die Arbeit einer Kraft ist gleich
der Summe der Arbeiten ihrer Componenten, und die relative
Arbeit der dritten Componente der relativen Kraft ist Nall,
weil diese Componente auf der relativen Geschwindigkeit und
somit auf ‘der relativen Trajectorie senkrecht steht. Man kann
demnach folgenden Satz aussprechen:

In der relativen Bewegung eines freien Punk-
tes ist das halbe Increment der lebendigen Kraft
wihrend eines unendlich kleinen Intervalls gleich
der entsprechenden Arbeit der wirklichen Kraft
plus der Arbeit derjenigen Trigheitskraft, welche
der Punkt entwickeln wiirde, wenn er in dem Au-
genblick, den man betrachtet, mit dem System ver-
bunden wiire.

85. Relative Bewegung eines unfreien Punk-
tes. — DBetrachten wir jetzt den Fall, wo der Punkt, dessen
relative Bewegung man sucht, nicht vollkommen frei ist. Er
kann einer oder zwei Bedingungsgleichungen unterworfen sein,
" und dicse konnen auf irgend eine Weise die Zeit sowie die
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absoluten und relativen Coordinaten des Punktes enthalten.
Da die Gleichungen fiir die Transformation der Coordinaten
es moglich machen, die einen durch die anderen auszudriicken,
so konnen wir annehmen, dass diese Bedingungsgleichungen
nur die Zeit und z.B. die relativen Coordinaten cnthalten. Der
Punkt wird dann durch jede Gleichung genithigt, auf einer
mit der Zeit.variablen Fliche zu bleiben, die in jedem Augen-
blick der Gestalt und Lage nach in Bezug auf das System
der beweglichen Axen gegeben ist.

Diese Oberfliche iibt in jedem Augenblick eine normale
Kraft aus; und nimmt man diese zu den auf den Punkt wirken-
den IKriiften hinzu, so kann man die Fliiche wegnehmen und
den Punkt als vollkommen frei betrachten, wennnur diese einzige
Bedingung vorhanden war. Daraus folgt nachstehender Satz:

Ist das Bewegliche gezwungen, auf einer gege-
benen, in Gestalt und Lage variablen Fliche zu
bleiben, so bestimmt sich die relative Kraft wie in
dem Falle eines freien Punktes, sofern man zu der
gegebenen Kraft eine unbestimmte Kraft hinzu-
nimmt, die normal ist zu dieser Fliche in dem Punkte,
wo sich das Bewegliche in dem betrachteten Augen-
blick befindet.

Hat man statt der einen Oberfliche zweil, so
verfihrt man ebenso fiir die zweite und erhiilt eine
zweite unbestimmte, zu der zweiten Fliche nor-
male Kraft. Diese zwei Kridfte setzen sich in eine
der Grosse nach unbestimmte Kraft zusammen,
welche liegen muss in der Normalebene der Durch-
schnittscurve der beiden Flidchen.

Man sieht, dass in dem Falle, wo der Punkt nur einer
Bedingungsgleichung unterworfen ist, dadurch eine neue un-
bekannte Grosse eingefiihrt wird, zugleich aber eine bekannte
Gleichung zwischen seinen Coordinaten und der Zeit. Ist der
Punkt zwei Gleichungen unterworfen, so treten zwei Unbe-
kannte auf. Man hat also immer eine gleiche Zahl von Un-
bekannten und Gleichungen.

Nach der allgemeinen Bemerkung, welche wir gemacht
haben beziiglich der Ausdehnung der in der absoluten Bewe-
gung bewiesenen Sitze auf die relative Bewegung, ist es fast
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unnéthig zu sagen, dass die Gleichung der relativen lebendi-
gen Kraft Geltung hat, wenn der Punkt auf einer Fliche oder
Curve von constanter Form bleiben muss, die mit dem System
der beweglichen Axen unveriinderlich verbunden ist. Und in
der That, da die von ihr aumsgeiibte Kraft auf der relativen
Trajectoric des Beweglichen normal steht, so giebt sie eine
elementare Arbeit gleich Null.

\

Relative Bewegung eines Systems.

86. Wenn alle materiellen Punkte, welche das System
zusammensetzen, volikommen frei und unabhiingig von einan-
der wiiren, so wiirde die Theorie der relativen Bewegung eines
freien Punktes anwendbar sein, und man brauchte nur in je-
dem Punkte die beiden fingirten Iriifte der Nr. 78 einzufiih-
ren, um die relative Bewegung des Systems auf eine absolute
zuriickzubringen.

87. Nchmen wir jetzt an, es seien gewisse Punkte des
Systems genothigt, auf gegebenen Oberflichen oder Curven
zu bleiben, die fest oder beweglich, von constanter oder varia-
bler Form sein konnen. Daraus resultiven fiir diese Punkte
unbekannte, gegen diese Flachen cder Curven normale Kiriifte.
Wenn man die Werthe derselben kennte, so kinnte man sie
zu den gegebenen IKriiften hinzunchmen und die Punkte als
frei betrachten, und dann wiirde man sich in dem vorigen
Falle befinden. Man brauchte nachher nur in jedem Punkte
die beiden von der Bewegung der Axen abhingenden fingirten
Krifte einzufithren, um auf ecine absolute Bewegung zuriick-
zukommen. Aber, obgleich jene normalen I{rifte unbekannt
sind, so kann man sie doch so einfiihren, wie wenn sie be-
kannt wiiren. Die Zahl der zu bestimmenden Gréssen wird
dadurch vermehrt; aber die Zahl der Gleichungen wird es
um ebensoviel. Denn die Coordinaten eines Punktes, der auf
einer Oberfliche bleiben muss, miissen bestiindig der Glei-
chung dieser Fliche gentigen. Muss der Punkt auf zwei Fli-
chen, also auf einer gegebenen Curve bleiben, so treten da-
durch zwei unbekannte, gegen diese Flichen normale Kriifte
auf; zugleich aber hat man zwei Gleichungen zwischen seinen
Coordinaten: so dass die Zahl der Gleichungen und die Zahl
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der Unbekannten immer um gleichviel zunehmen, und das
Problem vollstindig bestimmt ist. Die Gleichungen dieser Fli-
chen oder Curven kionnen als Functionen der Zeit und der
absoluten oder relativen Coordinaten gegeben sein, und man
kann sie mit Hiilfe der Formeln fiir die Transformation der
Coordinaten ausdriicken in demjenigen dieser beiden Systeme,
in welchem man will.

88. Sind zwei Punkte des Systems gendthigt in constan-
ter Entfernung von einander zu bleiben, so entspringen hicraus
zwei gleiche und entgegengesetzte Krifte, welche lings der
Geraden gerichtet sind, die beide Punkte verbindet, und welche
respective an jedem von beiden Punkten angreifen. Fiihrt man

" diese Kriifte ein, so kann man dic Punkte als frei betrachten;
aber man muss ausdriicken, dass ihre Entfernung constant ist:
was eine neue Gleichung liefert zugleich mit der neuen Un-
bekannten, welche die Grisse der Kraft ist. Diese Bedingun-
gen kinnen sich beliebig vervielfiiltigen. Derselbe Punkt kann
mit belicbig vielen anderen Punkten verbunden und genithigt
sein, auf einer oder zwei Flichen zu bleiben. Jede dieser Be-
dingungen fiihrt immer eine Unbekannte und eine Gleichung
ein, und somit ist die Aufgabe bestimmt. Aus dem Vorste-
henden folgt nun der Satz: -

Wenn verschiedene Punkte eines bewegten Sy-
stems gendthigt sind in constanten Entfernungen von
einander zu bleiben und sich auf Oberflichen oder
Linien von constanter oder variabler Lage und Ge-
stalt zu befinden, so ist die Bewegung dieses Systems
in Bezug auf drei bewegliche Axen identisch mit einer
absoluten Bewegung, welche man in folgender Weise
gegen feste Axen bestimmt: Man lidsst das System
ausgehen von einem mit dem relativen identischen An-
fangszustand; man bringt zuniichst in jedem Punkt
Krifte an, deren Componenten durch dieselben
Functionen der Zeit und der neuen absoluten Coor-
dinaten ausgedriickt werden, wie die gegebenen
Kriifte es durch die Zeit und die relativen Coor-
dinaten sind; man fiigt zu diesen Kriften solche
fingirte Kréafte hinzu, wie sie in dem Falle eines
freien Punktes bestimmt worden sind; endlich un-
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terwirft man die Punkte den Bedingungen, dass sie
die gegebenen Entfernungen von cinander behal-
ten und sich auf Flichen oder Curven bewegen
miissen, welche zu Gleichungen in Bezug auf die
festen Axen die gegebenen, in den relativen Coor-
dinaten ausgedriickten Gleichungen haben.

8). Der allgemeine Fall. — Die Bedingungen, un-
ter welchen wir die relative Bewegung eines Systems unter-
sucht haben, kommen am hiufigsten vor. Nur aus diesem
Grunde haben wir sie vorausgeschickt, denn wir hiitten mit
dem ganz allgemeinen Falle anfangen kinnen, womit wir uns
jetzt beschiiftigen wollen.

Nehmen wir an, die Verbindungen des Systems seien durch
Gleichungen ausgedriickt, welche die Zeit und die absoluten
Coordinaten =z, y, z, a, y', 2/, a, y", 2", ... irgend einer
Zahl von Punkten A, 3, M+, ... enthalten. Wir haben be-
wicsen, dass die absolute Bewegung dieselbe bleibt, wenn man
die Verbindungen unterdriickt und in jedem Punkt Kriifte
einfiihrt, welche durch die Gleichungen bestimmt werden, die
diese Verbindungen ausdriicken. Diese Kriifte fiir irgend einen
Punkt M, der in irgend einem System von Axen die Coor-
dinaten z, y, z hat, sind normal gegen die verschiedenen Fli-
chen, welche man fiir den Augenblick, den man betrachtet, er-
hiilt, indem man a, y, z in allen Gleichungen, worin sie vor-
kommen, als die einzigen Variablen ansieht; und’ die Werthe
der Componenten dieser Kriifte parallel mit den 2, y, z sind
die Producte aus den partiellen Derivirten dieser Gleichungen
nach #, y, z und einem gemeinschaftlichen Factor, welcher
nicht gegeben und derselbe ist fiir alle Derivirten, die von
derselben Gleichung herriihren: so dass es dieser Unbekann-
ten eben so viel als Gleichungen giebt und folglich miglich
ist, nicht nur die Coordinaten aller Punkte fiir jeden Augen-
blick zu bestimmen, sondern auch die Gréssen und Richtun-
gen der Krifte, welche statt der Verbindungen gesetzt wer-
den konnen und dann erlauben, dass man alle Punkte als voll-
" kommen frei betrachtet. !

Fiithren wir also diese, die Verbindungen ersetzenden
Kriifte ein, so kommen wir auf den ersten Fall zuriick, und
die gesuchte relative Bewegung stimmt mit einer absoluten
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Bewegung iiberein, in welcher diese Kriifte hinzugefiigt sind
zu den gegebenen und zu den fingirten Kriiften, welche sich
auf die relative Bewegung eines freien Punktes beziehen. Weil
aber die von den Verbindungen herrithrenden Kriifte neue
Unbekannten von der Zahl der gegebenen Gleichungen ein-
schliessen, so muss man diese Gleichungen zu ihrer Bestim-
mung anwenden, um in Allem eben so viel Gleichungen zu
haben als Unbekannten.

Wenn wir nun in allen diesen Gleichungen, welche nur
absolute Coordinaten enthalten sollten, diese durch die relati-
ven Coordinaten ersetzen vermittelst der Gleichungen fiir die
Transformation der Coordinaten, so wird an den Verbindun-
gen nichts gciindert. In irgend einem Augenblick kann man
zu Coordinatenaxen drei Geraden nehmen, die zusammenfallen
mit  den beweglichen Axen in der Lage, welche -diese in die-
sem Augenblick einnehmen. Die Verbindungsgleichungen wer-
den dann die gegebenen Gleichungen sein, ausgedriickt in den
relativen Coordinaten. Die Componenten der einzufiihrenden
Kriifte parallel mit diesen Axen werden dargestellt durch die
partiellen Derivirten der Gleichungen nach den relativen Coor-
dinaten, welche Derivirten multiplicirt sind durch gemeinschaft-
liche Factoren von der Anzahl der Gleichungen, wie wir oben
wiederholend ausecinandergesetzt haben. Daraus folgt nach-
stehender Satz:

Die relativeBewegung einesSystems von Punk-
ten, die verbunden sind durch irgend welche Glei-
chungen zwischen der Zeit und den relativenCoor-
dinaten dieser Punkte, ist identisch mit einer ab-
soluten Bewegung desselben Systems unter fol-
genden Voraussetzungen: 1) Das System muss aus-
gehen von einem mit dem relativen identischen An-
fangszustande; 2) es miissen die Kriifte wirken, de-
ren Componenten durch dieselben Functionen der Zeit
und der Coordinaten der Punkte ausgedriiekt wer-
den, wie es die Componenten der gegebenen Kriifte
durch die Zeit und die relativen Coordinaten sind;
3) man muss hinzunehmen die fingirten Kriifte;
4) man muss das System Verbindungen unterwer-
fen, die ausgedriickt werden durch Gleichungen,
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welche die gegenwiirtigen Coordinaten in dersel-
ben Weise enthalten wie die gegebenen Gleichun-
gen die relativen Coordinaten.

Schiefer Stoss.

90. Die Mittelpunkte zweier Kugeln von den Massen
m, m' bewegen sich nicht in derselben Geraden. Die Lagen
dieser Mittelpunkte in dem Augenblicke der Beriihrung seien
0, 0. Wir wollen Grisse und Richtung ihrer Geschwindig-
keiten nach dem Stosse finden. Denken wir uns deshalb in
dem Augenblicke, wo die Beriihrung beider Kugeln eintritt,
eine jede ihrer Geschwindigkeiten in zwei andere zerlegt, von
denen die eine nach der gemeinsamen Normale OO gerichtet
ist, und die andere in der gemeinsamen Tangentialebene liegt.
N, T seien diese Componenten fiir die Masse m, und N, 7,
fiir die Masse m/.

Nach dem, was von der Wirkung momentaner Kriifte be-
wicsen wurde, kionnen wir zuerst die Geschwindigkeiten be-
rechnen, welche aus ihrer Wirkung auf das System resultiren
wiirden, wenn dieses nur die lings O 0’ gerichteten Geschwin-
digkeiten besiisse; die so berechneten Geschwindigkeiten miis-
sen wir dann zusammensetzen mit den in der Tangentialebene
liegenden Componenten.

Wir betrachten also zundichst die beiden Kugeln m, m/
als in derselben Geraden OO’ bewegt und mit den Geschwin-
digkeiten N, N' zusammenstossend. Wir beschriinken uns auch
hier auf die zwei Fiille, wo beide Korper ganz unelastisch
oder vollkommen elastisch sind.

1) Sind die Kiirper unelastisch, so geben ihnen die bei-
den normalen Krifte eine gemeinsame, ]dnﬂ's ()O' gerichtete
Geschwindigkeit v, welche den Werth hat:

mN 4 m' N
m -+ m'
wenn man die Grossen N, N, v als positiv betrachtet in
der einen Richtung auf der Normale und als negativ in der
anderen. Ausser dieser gemeinsamen Geschwindigkeit haben
die beiden IKugeln noch respective die auf O (' senkrechten
Geschwindigkeiten 7, 77
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2) Nehmen wir jetzt an, die beiden K&orper seien voll-
kommen elastisch und nur mit ihren lings O (' gerichteten
Geschwindigkeiten begabt. Sie bewegen Elch dann auf dieser
Geraden it den Geaclm indigkeiten NV, N und besitzen nach
dem Stosse Geachwmdlgkelten v, v', deren Ausdriicke wir den
Formeln auf Seite 106 des zweiten Theils entnehmen:
(m — m)N 4 2w/ N‘
m - m!
@ (m' —m)N ++2mN
n - !
Wenn wir diese mit den in der Tangentialcbene gerichteten
Componenten 7}, 77 verbinden, so erlmlten wir Grosse und Rich-
tung der Geschwindigkeiten nach dem Stosse.
91. Fiir m = ' findet man:
v =N, v*=N,
die Kugeln haben also ihre primitiven normalen Geschwindig-
keiten ausgetauscht, wie wir es schon bei dem geraden Stosse
gesehen haben.
92. War die Masse m' vor dem Stosse in Ruhe, so ist
Ni = 0 und folglich:
_m—n W ol 2m N
m — m - !
Wiichst daher m' unendlich, so wird v Null und v wird — N.
Indem man diese Geschwindigkeit — N zusammensetzt mit der
in der Tangentialebene liegenden Componente 7, erhilt man
eine Geschwindigkeit, welche der des Punktes m vor dem
Stosse gleich ist, in der Ebene der Normale und der einfallen-
den Geschwindigkeit liegt, und deren Richtung mit der Nor-
male denselben Winkel macht wie die Richtung der primiti-
ven Geschwindigkeit. Man driickt dies so aus: Wenn eine
vollkommen elastische Kugel auf ein unbewegliches
und elastisches Hinderniss stdsst, so wird sie in
der Weise reflectirt, dass ihre Geschwindigkeit
dieselbe bleibt, und dass die Richtungen der Be-
wegung ihres Mittelpunktes vor und nach dem
Stosse in derselben, durch die Normale in dem Ein-
fallspunkte gehenden Ebene liegen und mit die-
ser Normale gleiche Winkel machen.
93. Dieses Reflexionsgesetz elastischer Korper lisst sich

P =

.
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direct beweisen. Wenn die Kugel m die feste Oberfliiche trifft,
80 wirkt auf sle eine variable normale Kraft /, welche eine
Function der Entfernung f des Mittelpunktes von der festen
Oberfliiche ist. Das Integral f I'df in der ganzen Ausdeh-
nung des Stosses genommen ist also Null, und die lebendige
Kraft bleibt ungeiindert. Die Geschwindigkeit ist also die-
selbe vor und nach dem Stosse. Weil nun die zu der festen
Oberfliche normale Kraft durch ihre Wirkung auf die Kugel
die Geschwindigkeit derselben parallel mit der Tangentialebene
nicht #indert, so folgt, dass nach dem Stosse’die ganze Ge-
schwindigkeit der Kugel und ihre eine Componente dieselben
gind wie vorher: also muss auch die andere Componente die-
gelbe und darum der Reflexionswinkel gleich dem Einfalls-
winkel sein.

94. Nehwmen wir endlich an, die reflectirende F l'tlche, statt
fest zu sein, habe eine Bewegung, welche durch die einfallende

Kugel nicht alterirt werden kann. Man braucht dann nur in .

den Formeln (a) zu setzen m' = «@, und man findet:
v=—N+2N=— (N—2N), vv= N

. Also hat jetzt die normale Componente der Geschwindigkeit
nach der Reflexion nicht mechr denselben Werth wie vorher,
sondern einen um das Doppelte der normalen Geschwindigkeit
der reflectirenden Fliche davon verschiedenen. Die Kugel
wiirde sich daher nach dem Stosse in der zu dem Einfalls-
punkte gehorigen Tangentialebene dieser Oberfliiche bewegen,
wenn N — 2 NV' wiire.



Tndem ich dem Publikum den Schluss meiner Bearbeitung
von Duhamel’s Mechanik iibergebe, darf ich fiir diese spiite
Vollendung um Nachsicht bitten. Es entschuldigen mich Un-
terbrechungen bei der Arbeit, welche zu beseitigen nicht in
meiner Macht stand, sowie gewissenhafte Sorgfalt bei ihrer
Ausfithrung. Nur grosse Sorgfalt und Correctheit kénnen
einer solchen Arbeit Werth verleihen, und dem Publikum
wird es deshalb sicher lieber sein, einige Monate spiiter in
den Besitz des vollstindigen Werkes zu gelang‘en, als wenn
ich mich bestrebt hiitte so rasch, aber auch so uncorrect zu
arbeiten, wie es bei einer anderen concurrirenden Ueber-
setzung des Duhamel’schen Werkes geschehen ist. Um
diesen Ausspruch zu rechtfertigen, halte ich mich fiir ver-
pflichtet, mindestens einen Theil der Mingel, welche mir
bei der Durchsicht jener Uebersetzung auffielen, am Schlusse
dieser Worte vorzufiihren *).

Ein zweiter Gewinn, welchen ich den Besitzern meiner
Bearbeitung darbiete, rithrt daher, dass von dem Originale,
dessen Werth ein allgemein anerkannter ist, inzwischen eine
neue Auflage erschien, welche interessante Zusiitze und einen
neuen Abschnitt, ,,Phoronomie, enthilt. Der Anhang,
welchen ich meiner Bearbeitung am Schlusse beigegeben,
bringt diese Phoronomie so wie alle wichtigen Zusitze der
neuen Auflage des Originals.

Berlin, im Juli 1854.

Wagner.

*) Sn Nr. 63 fithrt dag Original den fehr einfaden Beweid, daf der Sechwer:
punkt eines homogenen Cylinders bdiejenige Gerade hilftet, welde die Scwers
puntte feiner (parallelen) Grundfiddien verbindet. Offenbar lieat diefer Schwer-
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puntt auf einer Gbene, die pavallel it mit den GrundAdchen und gleich weit
von ibnen abfteht. Um zu zeigen, da er aud) auf der fraglichen Geraden liegt,
serfchneidet man den Cplinder durch irgend ein Spftem unter fich und mit den
Kanten pavalleler Chenen in unendlidh ditnne Scheiben. Fn Begug auf eine
Beliebige diefer Ghenen verhalten iy die Momente yweier folden Scheiben wie
die Momente ifrer unendlih fdymalen Grundfdden, welde Elemente von den
Grundfldcen des Cplinders find. Daraus folgt das Moment des gangen Cyp-
linders gleidh Null in Bejug auf diejenige unter den parallelen Ebenen, Beyiig-
lich weldjer das Moment feiner Grunddden Mull wird; diefe Ehene geht aber
burdy die Schwerpuntte beiver Grundfdgen hindurd). Und weil fiir ein ande-
red Spftem Gleiches gilt, o lieat in ver That der gefuchte Schwerpuntt auf
jener ®eraden. — $Hren wir nun die Ueberfepung: ,,Bildet man ferner ein
System von unendlich nahen Ebenen, die einander und den Kanten paral-
lel sind, so zerfdllt der Cylinder in eine Reihe Parallelopipeda, deren
obere und untere Begrenzungsflichen die Elemente der Cylinderbasis und
deren Momente proportional den Momenten ihrer Grundflichen sind
in Beziehung auf jede ihren Kanten parallele Ebene. Eben deshalb
muss die Summe der Momente sowohl der Seitenflichen als der Pa-
rallelopipeda in Bezug auf dieselbe Ebene Null sein.** — ir bemerfen zur
@rfldrung diefes Unfinng, daf ein Drudfehler ded Originals, faces ftatt bases,
venfelben veranlaBt. Die cinfdlagenve Stelle lautet ndmlich: ,,le cylindre se
trouvera décomposé en parallélépipédes dont les bases seront les éléments des
bases du cylindre, et dont les moments seront proportionnels & ceux de leurs
bases par rapport i tout plan paralldle & leurs faces finies. Donc les som-
mes des moments, soit des faces, soit des parallélépipédes, seront nulles pour
le méme plan.*

Jn Nr. 99 wird aus der Differentialgleihung der Tractorie BMS (bie

Goolvende der Rettenltme), ydz = — dyV m*—y*, gefolgert :
fydx——jdy Vim—y2,

wo die Grengen z, y Cnorbmattn emeé und veffelben Punftes diefer Curve bes
seichnen, fo daf 3 B. = AP, y=MP.
Die Gleidhung driictt daber in dem Falle
ver Figur aus, daf die Flide BMP A
aleidy ift jenem Segment des mit dem
Ravdius AB = m befdhriebenen Kreidqua:
pranten, welhes abgefdhnitten wird von
einer Parallelen zu AX, die durdy M
aeht. — Die Ueberfepung hat ven Fehler
in der Figur ded Originals nicht verbef:
fert; fie fagt, e8 feien BIN und BMPA
gleich.

St Mr. 133 fehlt der Ueberfebung ein
Bufat, deflen das Original bedarf, ndm:
lich daf die Kugel nur dann einen duBeren Punkt bei jeder Entfernung fo an-
aieht, als ob ihre gange Maffe im Schwerpuntt veveinigt wdre, wenn fie aus
homogenen concentrifden ©dyidyten befteht.

Sn Nr. 226 hat das Original die Formel:
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(% = % + g?q (cosf — cosa),
worauf e8 fortfihrt: ,,On tirera de la que dé est de signe contraire & dt
tant que le mouvement reste dans le méme sens

Spes — ld6 i

Ve 4+ 29l (cost — cose)

@3 ift Flar, daf dburdy ein Dructverfehen hinter (o die Worte en observant fehs
len. — Die Ueberfesung fdyreibt, darum unbeffimmert: ,,Man schliesst hier-
aus® (aud der Formel), ., dass d9 von entgegengesetztem Zeichen mit dt
ist, so lange die Bewegung in demselben Sinne verharrt, also ...% —
Ridtia wdre: »Man erhdlt burauﬁ weil d6 dem Beiden nady dt entgegenge:
fest ift, fo lange die Bewegung in demfelben Sinne beharrt: . . .«

Tt Mr. 4 dved pweiten Bandes finden wir folgende Behauptung: ,,Man darf
also immer voraussetzen, dass ein bewegter Punkt irgend eine gegebene
Curve durch die Wirkung einer Kraft beschreibe, deren Richtung durch
irgend einen festen Punkt geht.“ — &ie bedarf erftlih der Befdhranfung,
baf die Curve eben fei, und dann muf nody der fefte Punft in ihrer Ebhene
liegen.

Das Drincip von O’ Ulembert fagt, auf Momentanfrdfte angewendet, baﬂ
ant einem materiellen Syftem vermdge feiner BVerbindungen Gleidhgewicht {tatt-
findet zwifden den Krdften, welde gewirft haben, und den anderem, welde -
durdy die hervorgebracditen Grifien der Bewequng qemeflen werden, lestere ent- .
aeaengefest mit ihren Ridtungen genommen. — Dem entgegen Hat die Mr. 42
folgende Stelle: il y a équilibre entre les forces mesurées par les quantités
de mouvement acquises et les forces instantanées prises en sens contraires de
leurs directions.*  Diefer theovetifhe Fehler und der analoge bei ftetigen Krdfe
ten fommen fpdter nody hiufig vor; audy beridhtiat ibn dag Erratum mehrfady.
— $ier, wo dies nicht gefdehen ift, foricht die Ueberfesung ihn trew nad:
,, Gleichgewicht . . . zwischen den durch die Quantititen der Bewegung
gemessenen Kriften und den in entgegengesetztem Sinne mit ihren Rich-
tungen genommenen momentanen Kriften.* — Jfre Treue in diefem Punft
geht fo weit, daf in Mr. 98, wo bdas Original durcdy denfelben Fehler
Gleidhgemidt 5mifd}tn ben ﬁr&ftrn — X, — ¥, — Z und dem Spftem bder
anderen m d—x. m d;l’ m Bebauptet bie Ueberfepung, wie dag Errafum bdes
Originals, eine $Hdlfte des ‘z}eblcré verbeffert, die anbdere aBer nidt; fie behaup:
tet ndmlich Gleidhgewidyt ywifchen + X, + ¥, + Z und m*, m %}ys dj

Jn Nr. 69 foll bie Stabilitit ded Gleichaewidyts unterfucht werden. i!!nr:
ausgefest wird dabei ein Spitem, deffen Verbindungen voun der Seit unabhins
aig find, und auf weldhesd Krifte wirfen von folder BefdyafFenbeit, daf der Wus-
brud = (Xdz + Ydy + Zdz) das vollftindige Differential einer Function
o (z, ¥y, 2, 'y . . .) bdarftellt. — Dag Original fagt: ,,un systéme de points
assujettis & des liaisons quelconques indépendantes du temps, et telles que Z
soit la différentielle exacte dune fonction o Die Uuslaffung soumis &
laction de forces hinter et [iegt auf der Hand; sum Ueberfluf findet man fie
auf der folgenden Seite hingugefest. — Die Ueberfesung bringt den voranftes
penden falfhen Sap und GGt den nachfolgenden ridytigen weg: , betrachten
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wir das Gleichgewicht eines Systems von Punkten, deren Verbindun-
gen von der Zeit unabhiingig und der Art sein mogen, dass X das
exacte Differential einer Function ¢ ausmacht.”* — Ferner erfifrt man bier,
wie dad Gleihgewidht ftabil ,,bleibt, wihrend dag Spftem feine Eleinen Be:
wegungen madf.

Gin gefchicter Befferungdverfucy findet fih in Nr. 75. — Das Original
enthdlt hier den Sat: ,, Pour que le volume* (Drucfehler, {oll volant heifen)
» charge moins les supports, il est ulile de lui donner la moindre masse pos-
sible, el pour cela on lui donne la forme d'une roue dont la masse est pres-
que tout enfitre & la circonférence.* — Die Ueberfesung fagt: ,,Damit die-
ser Korper die Unterlagen weniger belaste, und das kleinstmogliche Vo -
lumen erhalte, giebt man ihm die Form eines Rades; dessen Masse fast
ganz in der Peripherie liegt.* — Riditig iberfest fann diefe Stelle fo lau-
fen: »Man nimmt diefelbe« (die Maffe, den volant), »damit fie die Stiien
weniger Belafte, fo Elein al8 fiir den Swed mbglich, und deshald giebt man 1br
die Form eines Rades (dad fog. Sdhwungrad) . . «

Gine gany unjdhlbare Menge von anderen oﬁmﬁaren Drudfehlern des
Originald giebt die Ueberfebung forgfiltig wieder. Wir werden nur einige ders
ferben hervorheben.

Rann ein Puntt eine Oberflide nicht verlaflen, fo geniigt ed filr fein
Oleidhgewicht auf ihr, wenn die Refultante der ihn angreifenden Krdfte fent
redit auf der Oberflddie fteht. — Daraus folgert die Ueberfesung in MNr. 18 des
erften Bandeg, daf ,,die Cosinus ‘der Winkel, welche die Richtung der
Resultante mit den Axen bildet, denen proportional sind, welche sich
.auf die Normale beziehen.*

Die Nr. 100 foll zeigen, dag die Eckpunfte eined Seilpolpgonsd, weldes
durdy lfauter gleiche, in gleichen Sorizontalabftinden aufgehingte Gewidhte ge-
fpannt vwird, auf einter und derfelben Parabel liegen. Llnter den Beftimmungs:
ftiicken diefer Parabel wird ausédriclidh die conftante Horizontalfpannung mit
m Bezeidinet; dagegen wurde unter a der fhalbe $Horizontalabftand der Geiden
Aufhdngepuntte verftanden. — Ein Druckverfehen ded Originald bewirft nun,
vaf in den Formeln der Nr. 100 an der Stelle von m iiberall a fleht. — Die
Ueberfesung madht diefe Ungereimtheit pinktlich nadh.

Sn Mr. 196 fteht folgender Sat: ,.Les valeurs de x', y', 2 seront donc
les mémes que seraient les coordonndes absolues dun point qui serait sollicité
par une force absolue ayant pour composantes les expressions (4), et* (fehlt
qui aurait) ,,pour vilesse el position initiales, la vitesse relative et la position
relative initiales.'* — Die Ueberfesung: , Die Werthe von 2/, 3, 2’ sind
also dieselben, wic die absoluten Coordinaten eines Punktes, auf den eine
absolute Kraft wirkte, welche die Ausdriicke (4) zu Componenten und zur
anfinglichen Geschwindigkeit und Lage die relative Anfangsgeschwindig-
keit und Lage hitte.*

Original und Ueberfesung bringen in MNr. 203 die Formel:
r »
m@*—k = F [Rar F [Rlar T etc,
To o

welder auf der reciten Seite der Factor 2 fehlt.

2



Sn Nr. 226 (leht man die Gleidhung
d* & .
ir = — -%-smﬂ
fo integritt:

( )—-y-cos‘++0

baraus wird gefolgert:
% — -ﬂ- cos e + C,
und nun erft taudgt beim Ginfesen veé C, wie im Original, der verlorene Fac:
tor 2 auf. — Dody ein Berdienft hat hier die Ueberietung, fie fest ein grofes
L ftatt des Eleinen.

Die Nr. 237 ftempelt, wie der Druckfehler ded Origintals, ae, bp ju Halb:
aren der Gllipfe

aiy! + pix! e a!a!'gi.

Bon ver Sorgfalt, mit welder dbie Revifion mitunter fiir genaue Ueberein-
timmung des Textes und der Ueberfebung wadite, legt ein Seugnifi ab bdie For-
mel, (4) der Nr. 30 jweiten Banbdes:

d
i[r0z] [rorroE]
de - dx .
wenngleid der redytéftehende Ausdruckt jenem ved Originald

[v s %]
dx

nidht gang congruent ift, da ihm cin StiiE Strich feplt.
Sn Nr. 144 ., findet man z = %, und da f* = a'r, so folgt f*= atVor

undz=a Vr.« — Die Schuld liegt beim Original, warum fdyreibt diefes
d ftatt f?

Aus Nr. 148 exfahren wir, daf die Kathete RT
eined Bei T rechtwinkligen Dreiects gleich u tang O oder
R Stang RS T ift. — Dasd Original fdyreibt ja fo.

Jn Nr. 150 behauptet ein Druckfehler ded Origi-
nals, au-dessous ftatt aw- dessus, wenn der Schwer:
punft des cingetauchten Korpers tiefer liege alé der
Schywerpunkt der verdrdngten Fliffigkeit (die allemal
ftabite Gleichgewidhtslage), fo fei der Wbftand a beider negativ zu nehmen. —
Die Ueberfesung behauptet ed natiivlichy mit.

us Nr. 200 fann man lernen,-daf (2n + )7 ein Bielfaches der gan:
gen Periphevie ift, da rvedt ausdriicklich, mit dem Druckfefler ded Oviginald, be:
hauptet wird, ed fei:

sin 2n 4 Vnz
cos 2!

in Beyug auf = um den Inder 2¢ periodifch.
Diefe Beifpicle ftatt aller von dpnlidher Art. Nun jur Claffe ded eige:
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nen Unfinns. Bielleidt erwartet man diefen von der Ueberfesung, an m?hﬁn
die Rrdfte Cggerd und SHIImird wirften, am wenigften.

Auf Seite 8 ded evften Theild ded Originald foll MA die Tangente im
Punfte M einer Curve von doppelter Krimmung Bezeichnen, und MB eine
Parallele u der in einem unendlih naben Punfte an diefe Curve gezogenen
Tangente fein, fo daf MA und MB bden Contingengwinfel bilden. — Die
Ueberfesung fagt auf Seite 7: ,Sei MA eine Verlingerung der Tangente
im Punkte M einer Curve doppelter Kriimmung, MB eine in einem un-
endlich nahen Punkte zur Tangente parallele Linie . . . .*

Nr. 192. ,, Nous allons chercher les formules au moyen desquelles on
peut déterminer la direction et la grandeur soit de la vitesse, soit de la
Sorce, daprés les fonctions de t quwexpriment z, y et 2. — Ueberfebung:
, Wir wollen nun die Formeln suchen, mit deren Hiilfe man die Rich-
tung und Grosse sei es der Geschwindigkeit, sei es der Kraft, als
Functionen der Zeit ¢ bestimmen kann, welche durch z, ¥ und z ausge-
driickt ist.'* — Ridtig {iberfest wilrde diefe Stelle lauten: »>Wir wollen die
Formeln auffucdien, vermdge weldher man Ridbtung und Grife, fowohl der Ge-
fdywindigeit ald der Kraft, aud denjenigen Functionen von ¢ beftimmen Fann,
welde z, y, z ausbdriicen.«

Sn Nr. 237 verdeutfht die Ueberfebung ,,suivant laxe des y*, wo sui-
vant »parallel mit« Bedeutet, durd) ,, gegen die Axe der y.*

Das Princip der Eleinfen Wirfung fest voraus, daf die Gleihung der le-
Benbigen Kraft ftattfindet. Diefe Lorausdfebung madt die MNr. 238 in der
Unnahme

Xdx + Ydy + Zdz = dp (=, y, 2),
aus weldher folgt:
v = 2m(z y, 2) + C. :

Sie betracifet nun die wirflie Frajectorie ded Punttes swifden zwei Beliebi-
gent ihrer Punfte A, B und wiederholt jundchft eine friihere Bemerfung, ndm:
lidy daf der materielle Punft, welde andere Gurve man ibhn audy von 4
nachy B zu durdilaufen ywingen mag, dod immer unter dem Cinflug derfel:
Ben Krdfte mit derfelben Gefdwindigfeit in B anfommt, wenn er nur in A4
allemal eine gleich grofie Gefhwindigbeit hatte. — Die Ueberfesung faft bdiefe
Bemerfung fo: . Fixirt man die beliebige Curve zwischen 4 und B, und
zwingt den materiellen Punkt dadurch auf ihr zu bleiben, dass man ihn
der Einwirkung iusserer Krifte unterwirft, so wird iibrigens seine Ge-
schwindigkeit immer durch dieselbe Formel ausgedriickt." — Die einfdhlagende
Stelle des Originalé lautet: ,,si lon fizait la courbe quelconque que lon con-
sidére entre A et B, et quon asswetlit le point matériel o y rester, en le soumet-
tant & laction des mémes forces exlérieures, sa vitesse serait loujours donnée
par la méme formule® — Man iberfept alfo ridtig: » Bemerfen wir, daf
wenn man eine beliebiae Curve wifhen 4 und B feft macht, den materiellen
Puntt i auf ihr ju bewegen ywingt und ihn denfelben duferen Krdften unter:
wirft, daf dann feine Gefhmwindigheit nody immer durch die ndmlide Formel
gegeben wird.«

Die MNr. 25 ded zweiten Theild hat den Sap: ,,5t Lon prend pour ori-
gine des temps linstant ot Pon @ 6 = 0, la plandte est au sommet le plus
voisin du foyer, qui correspond & r = a(l — &), et qu'on nomme le péri-
hélie.** — Ueberfesung: ,, Wahlt man zum Anfangspunkte der Zeiten den
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Augenblmk, wo § = MO befindet sich der Planet in dem Scheitel,

weldher dem_;emgen unkte am nichsten liegt, fiir den r =a(1—é¢)

und den man das Perihel nennt.* — Ridytig wiirde man fberfepen:
n'ﬁ'l ftﬁnbet fich der Planet in bdemjenigen Seheitel, welcher dem Brennpuntt
m uddbften liegt, und fiir den r = a (1 — o) ift.«

B Rdy — ZQdg = 0, equatwn qui sera satisfaite si
le g.néme, quel qud 80it, est en équilibre; et qui en est la condition suffi-
mnts, s'il est a liaison comptéte“ — Ueberfepung: ,und diese Gleichung

wird erfiillt, wenn das System im Gleichgewicht ist, vorausgesetzt, dass
eine vollkommene Verbindung vorhanden ist.*

Sn Jtr. 110 Bemerkt das Original von den Componenten der Bbefchleuni-
genden Kraft irgend eined Punktes: ,,Ces composantes sont, comme on le sait,
les dérivées secondes, par rapport au temps, des coordonnées du point, esti-
mées parallélement & trois directions invariables quelconques.® — Die Ueber:
febung bringt hier Cinfhranfungen an und fagt: ,,Die genannten Compo-
nenten sind bekanntlich die partiell in Bezichung auf die Zeit genomme-
nen zweiten Differentialquotienten der Coordinaten, vorausgesetzt, dass das
Coordinatensystem unveriinderlich und rechtwinklig ist* — Sie follte
aber fagett: »Diefe Componenten pavallel mit brei Beliebigen feften Ridhtungen
find die jweiten Ubleitungen der Coordinaten nacy der Seit.«

Sn dem Ubfhnitte, welcher von der Drehung um einen feften Punkt in
Folge der LTrdgheit handelt, bemerft die Nr. 113, daf wenn wman mit bden

Gleicyungen: /
(12) 4'p* + Bi¢* + C*r* = B3,
(15) Ap® 4+ Bg® 4 Cr® = h,

nody die Bebingung p* + ¢* + r* = Const. verfniipft, dann die Componen-
_ ten p, g, r ber Winkelgefhwindigkeit (fofern A4, B, C ungleidh find) conftante
Werthe erhalten; woraus fofort folgt, daf die Drehung jest immer um eine
und diefelbe Wre gefdhieht. — Die Ueberfepung lehrt: ,, Verbindet man mit
den Gleichungen die Bedingung, dass die Winkelgeschwindigkeit constant
sei, so erhiilt man zwischen p, g, r drei Gleichungen, welche sie bestim-
men, wenn 4, Bund C'ungleich sind und die Drehungsaxe fest ist.* — Das
Original: ,,on aurait entre p, q, v trois équations, qui les détermineraient si
A, B et C sont inégaux, et Paxe de rotation serait fize*

Die Nr. 118 pat gum Gegenftand die geometrifhe Darftellung der Dre:
hung um einen feften Punft mit Hilfe zweier Kegel, eined feften und eined be-
weglichen, welder auf dem erften vollt. Der im abfoluten Raum fefte Ort al-
ler augenbliclicgen Dreharen - bildet eine trandcendente Kegelflddhe; diefelbe Hat
jur Bafis auf der feften Tangentialebene des Centralellipfoids die Serpoloide,
madt daher im Ullgemeinen unendlich viele wellenfirmige Windungen und legt
fich um Ddiejenige Senkrechte herum, weldhe aus dem feften Punkt auf diefe Tan:
aentialebene gefdlit ift. Der im Korper fefte Ort aller augenblicklichen Dreh
aren bilvet ecine Kegelfldche zweiten Grades. Diefe beiden Kegelfldchen tangi:
ren einander in jedem Uugenblick; die bewegliche rollt auf der feften ofme ju
gleiten, da ihre Beriihrungstante die augenblikliche Drehare iff. — So will ed
vag Original; bied hAalt aber die Ueberfebung nicht ab, su fagen: ,,Es kann
also die Bewegung des Korpers mit Hiilfe eines Kegels vom zweiten
Grade construirt werden, der fest mit dem Korper verbunden ist und auf
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einem andern Korper rollt, dessen Oberfliche sich unaufhorlich dreht,
indem sie um die Axe des resultirenden Paares schwingt.*

Wenn ywei mit verfchicdenen Flitffigleiten gefiilite Gefife durdy einen bn—
rijontalen Canal communiciven, und man jwei $Horizontalebenen duvdy deflen
hidhfte und tieffte Kante leat, fo muf wdihrend ded Gleichaewidhts in allen
Puntten einer und derfelben mittleren $Horizontalebene ein gleidher Druck ftatt:
finden; und dies qilt nod) fiir die beiden Givenjebenen. Deswegen Hemerft
die Nr. 137: ,les parties situées en dessous du canal seront soumises a
laction d'une pression égale  leur partie supérieure. — Die Ueberfepung
meint: ,,Ebenso sind die unterhalb des Canals liegenden Theile der Wir-
kung eines Druckes unterworfen, welcher gleich ist ihrem oberen Theile.*
Der Ueberfeer Fann fi) merfen, daR & bier »an« heifit.

Sn Nr. 139 entdectt man die Ulternative: ,,In beiden Fillen ist das
Trapez zu einem Dreieck geworden, dessen Spitze entweder in der Ober-
fliche des Wassers oder in der Grundlinie liegt.* — Das Original: ,, Le
trapize est alors réduit ¢ un triangle: dans le premier cas, son sommet est i
fleur deau, et, dans le second, c'est sa base qui 'y trouve.®

Nr. 140. ,,Die auf eine krumme Wand ausgeiibten Druckkrifte las-
sen sich nicht immer auf eine Einzelkraft zuriickfiihren, weil ihre Richtun-
gen nicht parallel laufen; wirken sie aber auf ein starres System, so kon-
nen sie auf hichstens zwei Kriifte reducirt werden. Ferner: ,,Im entge-
gengesetzten Falle kann man das Kriftesystem auf eine Einzelkraft und
auf ein Paar reduciren, auch letzteres, wenn man will, auf zwei Kriifte
zuriickfiihren. — Die betrefenden Stellen des Originald lauten: ,,mais, comme
elles sont appliquées & un systéme rigide, elles sont toujours réductibles &
deux forces au plus* und ,,le systéme des forces se trouvera réduit & une
Jorce et un couple, et Lon pourra, si Pon veut, le véduire & deuz forces
seulement .

Denten wir ung cinen Krper gang oder sum Theil eingetaudht in eine
Fliifiigkeit, und diefe im Gleichgewidt. RNehpmen wir das Niveau der Fliiffig:
feit jur Gbene der x, y und die Ridtung der Schwere jur Wre der z; ed fei
o die nur mit z variirende Z’)id}te ver Fliffigfeit.  TMennt man den Drud am
RNiveau P, fo it P 4 ¢ / odz der Druck in der Elcfe z; der Unterfdhied der
beiden Dructe in den '&men 2, und z betrdgt daher an dz. Betradtet man

51
nun von dem eingetaudyten Theil einen Faden, der fid in dem Redhtect du dy
auf die Ebene der x, y projicict und von z, bis = erfirecen mag: fein Ge-
widyt, wenn man ihn mit Fliffigeeit, in gleicher Hibe von der Didhte der dufe:
z
ren, exfillit ficg dentt, ift gdw dy fodz. Die allein ju betrachtenden vertica:
%
fen Dructcomponenten auf dag obere und untere Ende ded Fadens find, abfo-
zy z
fut genommen, Pda dy + g dz dyfg dz und Pdzdy 4 gdxdyf-;) dz;
0

0
die erfte ift von der jweifen abyuzichen. &3 bleibt alfo die verticale, nady oben
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-eerubtete Kraft gdedy f 0 dz iibrig, welde jenem Gewicht aleich ift. — Die

Utﬁttftsunq fagt bagcgm m Jir. 141: ,Componenten in entgegengesetztem
Sinne, welche sich auf eine Kraft reduciven, die von unten nach oben ge-
richtet und gleich dem Gewichte der Fliissigkeit ist, welche denjenigen
Theil des Korpers ausfiillt, der die nimliche Projection dz dy besitzt, wo-
bei dieser Theil Fliissigkeit bis zu der Hohe* (alfo vielleicht hiher al8 der
cingefaudyte Krper) ,fortgesetzt angenommen wird, welche die den Korper
umgebende Fliissigkeit hat, und der Korper homogen oder heterogen
sein kann. Es folgt daraus, dass der Korper in entgegengesetzter Rich-
tung mit der Schwer(‘ getrieben wird, weil® (follte buﬁen »ie«) ,, der
Theil der Fliissigkeit, dessen Stelle er einnimmt, es in der Richtung der
Schwere werden wiirde.* — Die verunftaltete Stelle des Originald lautet:
5y cette portion de liquide étant supposée continuée & hauteur égale comine** (in
aleidher $8he o forfoefest angenommen wird wie) ,,/le liquide qui entoure le
corps, et qui peut Etre homogéne ou hétérogine. Il suit de I que le corps
est poussé en sens contraire de la pesanieur, comme ‘e serait, dans le sens
de cette force, la partie du liquide dont il tient la place. *

Cin Ellipfoid fdwimmt befanntlih dann in ftabilem Gleihgewidt, wenn
feine verticale Hauptare die Fleinfte ift, wie aucd) vad Original lehrt. — Biel:
leicht war ed in Nr. 156 die Revifion, die fitr Uebereinftimmung des Zertes
und der Figur forgte, denn wir lefen: ,,dass die verticale Axe des Ellip-
soids die grosste sein miisse."

Sn Mr. 181 fefen wir: ,,die von dem d’Alembert’schen Princip ge-
lieferten Gleichungen :

—5‘2 = ¢ (g — u'), —% = — o?', %ii = — ow',

wo u!, v/, w', welche Grissen Differentialquotienten nach ¢ sind, die Com-
ponenten der Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte bedenten * —
Das Original fagt: ,,uf, v, w' étant les dérivées, par rapport au temps, des
composantes de la vitesse en un point quelconque‘’. — Man diberfest alfo rich:
tig: »worin u!, ¥, w' die Ableitungen der Gefchwindigkeitscomponenten ivgend
einer Molefel in einem gewiffen Punkt« (ed handelt {idh um eine permanente
Bewegung) »nach dver Seit begeichnen.«

Sn Mr. 187, fiir die Fleinen Bewegungen einer elaftifdhen Flifjigkeit, wer-

ven die Gleidungen gefunden:
M y == (:_1 ; ;

d? d*o d® o d®op
@ ar ) rrl _ll'l?- + dz”)

=

&

wo y die Condenfation und @ bdiejenige Function von z, y, 2z, £ bezeichnet, de:
ven partielle AUbleitungen nady =, », = in jedem WugenblicE die Componenten
ver Gefdwindigteit darftellen. Sur Beftimmung der willtirlichen Functionen,
weldhe durd die Integration eingehen, muf man die Unfangswerthe von » und

d : 2
Ti—'f— fennen.  Der Unfangdwerth von d—f wird durdy den nofhwendig befann:
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B
tert fiir ¥ geaeben. Bon den Anfangswerthen der Eomponenten der Gefl
bigFeit wivd voraudgefest, dafi fie bdie partiell nad 3 Y 2 genomumenen
tungen einer Junction von x, y, z bilden, und man erhdlt ans ihnen
Function mit einer wiltklirlichen Conftante. Auf hicfc @onftante Fommt Bei
ber vorliegenden Uufgabe nichts an, weil alle gefuchten Grifien Hlof durdy Dif:
fercnziiven von @ gefunden werdent; fie darf veshalb gang aufer AdE Bleibe
und man fann fomit die 3unctmn o, fiir t = 0, al3 burd) die beFanni
123 Syl ”
fangswerthe von Zx %, —d—z— Beftimmt Betrachten. — Hiren wir nun be
Ueberfebung in dem Paffus: ,jund da letztere® (die Conftante) , keinen
Einfluss auf die gesuchten Grossen haben kann, weil sie alle durch Diffe-
rentiation der Function ¢ erhalten werden, so braucht man derselben
keine Rechnung zu tragen, und kann die allgemeine Function ¢ als bekannt
betrachten, wenn man sie fiir t = 0 kennt®* Die Gleidjung (3) ju
infegriren, ift man hiernach iiberhoben, man Fennt ja o {fiberhaupt, da man ¢
fiit ¢ = 0 fennt. — Das Original fagt: ,,et lon peut considérer la fonction
générale w comme connue lorsqulon y fait t — 0.
Sn MNe. 192 fieht man branche d'une courbe durd ,, Werth e1ner Curve*
i'tﬁerfetjt
Sn Nr. 196 will dad Original die BVewegqung eined Gafed in einer endlie
then Mohre betrachten: die Ueberfesung madyt fie ,,unendlich®. — Einen Un-
fangssufand in unendlicher Wusdehnung madyt e ju einem ,,unbestimmten'

L ARE
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Sn Nr. 198 fagt dag Original von einem Werthe fiir ¢, er geniige allen
Bedingungen mit alleiniger Ausnahme bded Anfangdzuftandes. — Die Uebers
febung fagt von ifm, daf ,er jedem ausser dem anfiinglichen Zustande
geniigt.*

Résoudre par rapport & Btlﬁt in Mr. 206 ,,reduciren auf*.
Pr. 210. ,, On chércherait ensuite le mouvement sur le cercle osculateur

_de la seconde section, daprés le déplacement et lu composante de la vitesse

parallélement au sccond plant* — UeBerfefung: ,,nachher ist die Bewegung

auf dem Kriimmungskreise des zweiten Schnittes, welcher durch die Ver-
riickung und die Componente der Geschwindigkeit nach der zweiten Ebene
bestimmt ist, zu ermitteln.*

Man wird an diefen Vroben genuq haben; fie mbaen ald Beweid bdienen,
daf die Gagers’iche Ueberfepung ein Werk ift, weldes ,,hinsichtlich der rich-
tigen Verdeutschung des Originals und dessen Erginzung und Berich-
tigung nach dem ncuesten Standpunkt der Wissenschalt® feinen TBunfd
ﬁfmg [igt. — DWer ficdh bie Mithe geben will, vem verfyricgt dad Budy neod
eine reiche Wusdbeute an Ahnlichen Curiofitdten.
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