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Yorbemerkungen *).

Projection eines geschlossenen Polygons auf eine
Gerade.

Die Projection einer Geraden auf eine andere ist die Ent-
fernung der Fusspunkte der von den Endpunkten der ersten
auf die zweite gefiillten Senkrechten, oder, mit anderen Wor-
ten, der Abstand der beiden durch die Endpunkte der ersten
auf die zweite senkrecht gefiihrten Ebenen. Ihr Werth ist
gleich dem Product der gegebenen Geraden in den Cosinus
des Winkels, welchen sie mit einer Parallelen zur anderen
bildet, und welchen man Winkel der gegebenen Geraden nennt.

Fig. 1. Dieses festgesetzt, betrach-
ten wir (Fig. 1) ein geschlos-
senes Polygon, eben oder nicht,
ABCDEFGHI, und eine
Richtung X’ X; A sei der, Eck-
punkt, welcher so ist, dass die
Ebene 4 O, senkrecht auf X*X,
alle anderen Eckpunkte auf
einer Seite und im Sinn der

gegebenen Richtung XX lésst.

*) Diese Vorbemerkungen haben zum Zweck, an einige hiufig ange-
wandte Formeln zu erinnern und den Sinn festzustellen, in welchem sie in
diesem Buche genommen werden.

Duhamel, Mechanik. 1



2 ' Erster Theil.

Wir nehmen einen Punkt, der von A ausgeht und das
Polygon durchléuft, ohne jemals auf eine von ihm schon be-
schriebene Seite zuriickzukommen.

Jede Seite, deren Richtung, in dem Sinne genommen, worin
sie beschrieben wird, einen spitzen Winkel mit der Richtung
X7 X macht, entfernt den beschreibenden Punkt von der Ebene
AO; jede Seite, fiir welche dieser Winkel stumpf ist, nihert
ihn derselbén, und die Strecke, um welche er entfernt oder
genithert wird, ist die Projection der beschriebenen Seite auf
X*X. Darum, nach irgend einer Anzahl von durchlaufenen
Seiten, wird die Entfernung des Punktes von der Ebene A0
diec Summe der Projectionen der Seiten sein, deren Richtungen
mit X’ X spitze Winkel machen, weniger die Summe der Pro-
jectionen der anderen, welche stumpfe Winkel machen. Sie
wird also die algebraische Summe der Producte der absoluten
Seitenlingen sein mit den positiven oder negativen Cosinus
der Winkel, welche die beziiglichen Richtungen dieser Seiten
in dem Sinn, in dem sie beschrieben werden, mit der festen
Richtung X’ X machen. Wenn nun das ganze Polygon durch-
laufen und der Punkt also in A wieder angekommen ist, so
ist seine Entfernung von der Ebene A0 Null; woraus der
Satz erhellt:

Die Summe der Producte der Absolutwerthe
der Seiten eines geschlossenen Polygons in dieCo-
sinus der Winkel, welche die Richtungen seiner
Seiten mit einer festen Richtung machen, ist gleich
der Null : :

Man darf aber nicht vergessen, dass diese Richtungen in
dem Sinn gemeint sind, in welchem die Seiten von einem
Punkt durchlaufen werden, der sich im einen oder anderen
Sinn " auf diesem Polygon bewegt, der aber niemals auf die
schon beschriebenen Seiten zuriickkommt.

Winkel zweier Richtungen.

Wenn man drei rechtwinklige Axen hat, und durch den
Ursprung zwei Richtungen fiihrt, welche mit den positiven
Axen die Winkel (e, 8, ), (@', f% »’) machen, so kann man
den Winkel 17 dieser beiden Richtungen mit einander bestim-
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men und ihn von seinem Nebenwinkel unterscheiden. In der
That, nehmen wir auf der Richtung (e, 8, y) einen Punkt in
irgend einer Entfernung » vom Ursprung; wenn man r positiv
nimmt, so hat man die allgemeinen Formeln:

&z = rcosa, y — rcosfl, 2 = rcosy.

Projiciren wir jetzt auf die Richtung (a’, #% 9*) das durch
&, vy, z, r gebildete Polygon, das wir uns in dem von diesen
Buchstaben angezeigten Sinn durchlaufen denken. Der Satz,
den wir anwenden wollen, verlangt, dass die Seiten des Poly-
gons absolut genommen werden. Wenn also z, y, z alle drei
positiv sind, so wird man haben:

wcose’ - ycosP’ |} zcosy! — reosV = 0.

Wiire eine der Coordinaten, z. B. y, negativ, so wiirde
der Absolutwerth dieser Polygonseite —y sein;- da aber die
Richtung, in welcher sie durchlaufen wiirde, die der negativen
y wire, so wiirde der Cosinus — cosf’ und der Ausdruck wiirde
immer y cos B’ sein; dergestalt ist die vorige Gleichung ganz
allgemein, wenn man, wie es gewdhnlich geschieht, die Zeichen
. der Coordinaten beachtet. Ersetzt man 2, y, z durch ihre
Werthe, so fillt » hinaus und man erhilt:

cosV = coswa cosa’ ~+ cosf cosp’ -+ cosy cosy’.
Die Bedingung dafiir, dass die beiden Richtungen senk-
recht auf einander stehen, ist:
cose cosa’ - cosfi cos ' - cosy cosy’ = 0.

Linge der Senkrechten aus einem Punkt auf
eine Ebene.

Nehmen wir an eine Ebene, die gegeben sei durch die
Winkel @, B, y, welche die Richtung 4B der vom Anfangs-
* punkt auf die Ebene gefiillten Senkrechten mit den Axen
macht, und durch die Linge p dieses Stiickes; die Lage die-
ser Ebene ist vollkommen bestimmt. Man giebt ferner die
Coordinaten z, y, z eines beliebigen Punktes M im Raume,
und verlangt den Ausdruck der Senkrechten MC, welche von
M auf die Ebene gefillt ist, und die wir durch P bezeichnen
wollen. ¥

1'



4 Erster Theil.

Zu dem Ende betrachten wir das geschlossene Polygon
ARQMCBA (Fig. 2), dessen
drei ersten Seiten die Coordinaten
#,y,2 sind, und projiciren es auf
die Richtung 4 B.

Wenn der Punkt M und der
Punkt A sich auf verschiedenen
Seiten der Ebene befinden, so
haben wir die Gleichung:

& Cos U + Y (:u.s'ﬂ + zcosy

— P t— P e 0.
deren Allgemeinheit erkannt wird, wie in dem vorhergehenden
Fall. Wenn, im Gegentheil, M und A auf derselben Seite der
Ebene sind, so wird man haben:

@ cose + ycosp 4 zeosy + P — p = 0.
Man hat also im ersten Fall:
(1) P = zcose + yeosp - z cosy — p-
Im zweiten Fall miisste man das Zeichen des zweiten Gliedes
der Gleichung iindern; also die Formel (1) giebt der Senk-
rechten einen positiven Werth, wenn der Punkt, aus dem man
sie {allt, und der Ursprung auf verschiedenen Seiten der Ebene,
und sie giebt ihr einen negativen Werth, wenn beide Punkte
auf derselben Seite liegen. Diese Formel wird also gleiche
Zeichen geben den Senkrechten, die auf einer und derselben
Seite der Ebene liegen, und verschiedene Zeichen denjenigen.
die auf verschiedenen Seiten liegen. Die Gleichung (1) fiihrt
augenblicklich auf die Gleichung der Ebene in rechtwinkligen
Coordinaten. In der That, fiir alle Punkte der gegebenen
Fbene, und fiir sie allein, hat man P — 0; die Gleichung
dieser Ebene wird also sein, wenn man die Coordinaten im
einen Sinn als positiv und im anderen als negativ betrachtet:

_ x cose —- y cosfp + zeosy = p.
Wenn y = ’—;. so wird die Gleichung der Ebene zur Glei-

chung einer Geraden, und reducirt sich auf:

x cosee + ycosff = p.
Der Ausdruck fiir die Senkrechte auf diese Gerade, aus dem
Punkt, dessen Coordinaten 2, y sind, wird:

P = zcose + yeosp — p.
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Linge der Senkrechten aus einem Punkt au
eine Gerade.

Wir setzen voraus eine Gerade, bestimmt durch die Coor-
dmaten x, y, z eines ihrer ‘Punkte, und durch die Winkel
a, B, y, welche ihre Richtung mit den positiven Coordina-
tenaxen macht, und suchen den Ausdruck der Senkrechten p,
die auf diese Gerade aus dem Punkt mit den Coordinaten «,
b, ¢ gefillt ist.

Bezeichnen wir durch d die Liinge der Geraden, welche
die beiden Punkte (ab¢), (zyz) verbindet, und durch & den
Winkel, den ihre Richtung mit der gegebenen Geraden macht;
so haben wir p — d sin 8, und, wenn man vom Zeichen ab-
sieht:

a

cosd = w; cos @ —}—'%-b cos f -+

z—¢
7 o8P

woraus

dsind = V d?— [(2—a)cos e+ (y—0b)cos B4 (2—¢€)cos y]> = p;

setzt man fiir d? seinen Werth (2—a)? 4 (y—b)? + (2 —o)2,

so erhélt man:

p=V(y—b) cosy — (z=—¢) cosf > +-[(z—c)cose — (z—a) cosy >+
[(z—a) cosp — (y —0b) cose]

Riickt der Punkt «, b, ¢, aus dem man die Senkrechte
tallt, in den Ursprung, so hat man:

p = Vycosy — zcosB]? + [z cosw — x cosy]? +

[@ cos p — y cos a2

Sitze iiber die Projectionen der Fliachen.

Die Projection einer ebenen Fliche auf eine Ebene ist
gleich der Fliche, multiplicit mit dem Cosinus des Win-
kels beider Ebenen, oder des Winkels der Normale auf die
erste Fliache, welche Axe derselben heisst, mit der Senkrech-
ten auf die Projectionsebene.

So lange man nur die Absolutwerthe beriicksichtigt, so
kann man diese Senkrechten nehmen, in welchem Sinn man
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will; aber oft hat man eine Unterscheidung zu machen, z. B.
wenn man Rotationsbewegungen in jenen Ebenen betrachtet.
In diesem Fall wihlt man zur Richtung der Axe diejenige, in
Bezug auf welche die Bewegung in einem passenden Sinn
vorgeht, den wir immer von links nach rechts voraussetzen
fiir einen Beobachter, der in der Axe steht und die Fiisse
auf die Ebene gestiitzt hat.

Vorausgesetzt, dass man so fiir jede Fliche die Richtung
threr Axe bestimmt habe, seien a, o/, @’ . ... ebene Fli-
chen, die auf eine beliebige Weise im Raum liegen; a, 8, », o/,
B, y*, ete. seien die Winkel ihrer beziiglichen Axen mit den
positiven Coordinatenaxen. Wenn man diese Flichen auf die
Coordinatenebenen projicirt, sie zuvor aber beziehungsweise
durch beliebige Gréssen m, m‘, m*, etc. multiplicirt, und wenn
man die Projectionen als positiv oder als negativ betrachtet,
je nachdem die Axen der Flichen spitze oder stumpfe Winkel
mit den positiven Coordinatenaxen machen, so werden die al-
gebraischen Summen dieser Projectionen auf die Ebenen Y Z,
Z X, XY beziglich sein:

Zmacoset, Ema cosfB, Xmacosy.

Projicirt man nun diese drei Summen auf eine Ebene, de-
ren Axe mit den Coordinatenaxen die Winkel 4, u, v bildet,
so erhiilt man:

cos A Zma cos e+ cosp Zmacos f~+cosv Zmacosy
= X ma (cosa cos A-cos f cosp—+cosy cosv) = X macosV,
indem man unter ¥ den Winkel der Axe der neuen Ebene
mit der Axe einer beliebigen von den Fliichen versteht. Man
erhilt also die algebraische Summe der Projectionen auf eine
Ebene, deren Axe gegeben ist, sobald man die drei Summen
kennt:

Zmacose, ZEmacosf, Zmacosy,

welche wir durch A, B, C bezeichnen wollen; und ihr Aus-
druck ist

Acosh 4 Beosp + Ceosw,
© oder

\/119—+—15‘?-|»C2 (cosp cosh 4 cosq cosp ~ cosr cosv)
VA4 B24-C2 cos U,
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wenn man macht:

—~—i4—— = cosp, ——-B——— = c0sq,
VAL B¢ VA2 B C2
¢ = co8 T,

Vary Bt
und mit " den Winkel der Richtungen bezeichnet, die mit
den Coordinatenaxen die Winkel 4, g, v und Ps ¢, © machen.

Die durch VA2 = B?  C* cos U ausgedriickte Summe

ist ein Maximum fiir U = 0, und ist Null fiir U = g; wor-

aus sogleich sich der folgende Lehrsatz ergiebt:

1. Die von den Winkeln p, ¢, r bestimmte Rich-
tung ist die der Axe derjenigen Ebene, fiir welche
die Summe der Projectionen der von beliebigen
Grossen multiplicirten Flichen auf sie am grgss-
ten ist.

2. Diese Summe ist Null fiir alle senkrechten
Ebenen auf diejenige, die dem Maximum entspricht.

3. Sie ist dieselbe fiir alle Ebenen, deren Axen
gleiche Winkel mit der Axe der Maximumebene

machen.

Richtung der Normale, welche durch den Kriim-
mungsmittelpunkt geht.

MA (Fig. 3) sei eine Verlingerung der Tangente im
Punkt M an eine Curve von doppelter Kriimmung, M5 sei
Fig. 5. parallel zu der Tangente durch einen
unendlich nahen Punkt, und liege auf
derselben Seite von M wie die Ver-
lingerung M A; wir nehmen MB —
MA = 1, und beschreiben aus dem
Mittelpunkt M den Zirkelbogen A B,
welcher den Beriihrungswinkel A M B misst, den wir mit @
bezeichnen wollen. Die Cosinus der Winkel, welche die Rich-
tung M A mit den.Coordinatenaxen bildet, seien @, b, ¢; und
a—+da, b-}db, ¢-+de diejenigen, welche sich auf die unend-
lich nahe Tangente beziehen.
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Man weiss, dass die Ebene A M B zur Grenze die Beriih-
rungsebene hat; und es ist augenscheinlich, dass die Richtung
der Sehne AB mit M A eingn rechten Winkel zu machen und
in die Berithrungsebene hinein zu kommen trachtet; daher sie
als Grenze die Richtung der aus dem Punkt M nach dem
Kriimmungsmittelpunkt gezogenen Normale hat. Indem man
das Polygon MAB auf die drei Axen projicirt, und fiir die
Sehne A B den Bogen @ setzt, so erhdlt man die drei folgen-
den Gleichungen, in denen 4, g, » die Winkel bezeichnen,
welche die Richtung 4B, oder die von M nach dem Kriim-
mungsmittelpunkt gezogene Gerade mit den Axen macht:

da = wcosd, db = @ cosp, de = o cosw,
WOraus

0 = V-daﬁ—{-db?-{—dc?, cosh = d;(i, cosp = %,cow:%‘

Man vergesse aber nicht, dass die Cosinus a, b, ¢ sich
beziehen auf die Verlingerung der Tangente nach der Seite
hin, nach welcher auf der Curve die Verriickung des Beriih-
rungspunktes vorgenommen wird, woraus sich dann die Zu-
wachse da, db, dc ergeben. Wiirde man sie auf entgegen-
gesetzte Weise betrachten, so wiirden auch die Winkel 4, p,

v auf die entgegengesetzte Verlingerung der Normale Bezug
haben.

Winkel einer Senkrechten auf zwei Geraden mit
den Axen.

Es seien (e, B, 9), (o, B, 9’) die von den Richtungen
der gegebenen Geraden mit den positiven Axen der &, y, 2
gebildeten Winkel; und 4, g, v die Winkel, welche die Rich-
tung der Senkrechten mit denselben Axen macht; man hat
also die beiden Bedingungen:

cosa cosA -+ cosf cosp 4+ cosy cosv = 0,
cosa! cosh -+ cosf’cosp + cosy’cosv = 0.
Diese zwei Gleichungen bestimmen die Verhiltnisse der drei
unbekannten Cosinus, und geben:
cosd i cosp : cosv = cosf cosy — cosy’ cosf
: cosycose — cose’cosy : cosalcosff — cosfcosa;



Vorbemerkungen. 9
und da die Summe der Quadrate der drei Cosinus der Einheit
gleich ist, so findet man, wenn man vorher setzt

[cosB cosy — cosy’ cosﬁ_l’ -|— [eos y* cos e — cosa cosy]?

—+ [cosa cos B = eosf cos ]2 = D2,
cos ¢ cos p—cos p’ cosﬁ 08 P! cos 60— cos o' cosy

¥D cosp = — D
cosa! cosfp — cosfP’ cosa
+D ’

wo der Nenner mit einerlei Zeichen fiir alle drei Cosinus ge-
nommen werden muss, da diese in demselben Verhiiltniss wie

ihre Zihler stehen sollen. Den Werth von )? kann man un-
ter der Form darstellen:

cos? a—cos? -+ cos?y) (cos? ! - cos? B! - cos?y!
¥ Y

: — (cosa cos & -+ cos P cosPp’ - cosy cosy’)?;
er ist also gleich:

cosh —

cCosvV —

1 — cos?V = sin?V,
wenn V7 den Winkel der beiden Geraden bedeutet; man hat
daher :
cosh = & sin—1V (cosf’cosy — cosy’cos f3)
cosp = £ sin—1V (cosy’ cosee — cosa’ cos y)
cosv = & sin=1V (coset’ cos} — cosf’ cos ).
Man erhilt auf diese Weise zwei entgegengesetzte Richtungen;

und, in der That, bisher bestimmt nichts, in welchem Sinn man
die Senkrechte' nehmen will.

Unterscheidung des Sinnes der Senkrechten auf
zweil Richtungen.

Durch den Ursprung seien zwei Parallelen gelegt zu den
von den Winkeln (afy), (e B’ p') bestinmten Richtungen:
wir nehmen auf der ersten einen beliebigen Punkt: seine Coor-
dinaten @, y, z werden proportionirt sein den Cosinus der Win-
kel e, B, y, und beziehlich von denselben Zeichen: durch die-
sen Punkt filhren wir eine Parallele zu der Richtung (¢ g«
9*), und denken uns einen Punkt auf dieser Parallelen in Be-
wegung. Der Leitstrahl vom Ursprung nach diesem Punkt
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geht aus von der Richtung («fy), und nihert sich der Rieh-
tung (a’/ B p’), die auch durch den Ursprung geht.

Denken wir uns jetzt einen Beobachter, der in der Senk-
rechten auf die Ebene der beiden Geraden steht und die Fiisse
auf diese Ebene gestiitzt hat; die Bewegung des Leitstrahls
wird ihm vorzugehen scheinen von links nach rechts oder um-
gekehrt, je pachdem er auf der einen oder anderen Seite der
Ebene sich befindet. Wir unterscheiden diese zwei Sinne, in-
dem wir direct nennen denjenigen, in welchem die Bewegung
von der Linken zur Rechten, und riickgéngig den ande-
ren, in dem sie von der Rechten zur Linken geschieht; und
wir verstehen unter Richtung der Axe der Ebene der
beiden Geraden, in welcher die Bewegung vorgeht, die Rich-
tung der Senkrechten, in dem Sinn, fiir welchen diese Bewe-
gung direct ist.

Die Werthe der Cosinus der Winkel 4, g, », welche die
Senkrechte mit den Coordinatenaxen macht, sind, nach den
vorhergehenden Formeln, in denen man , y, 2 an die Stelle
von cose, cosf, cosy setzt: d

cosy’'— zcos 3’ zcosa! — & cosy!
cosh — Li, cosp = —-—-—-—y—,
tp ‘ Hp
zcos ' —y cos o
cos V= —F"r—-,
Ip

wihrend p den Ausdruck bedeutet

Vycosy’ — zcos p2+ [z cos ! —z cos ]2+ [ cos B — y cos a’]%;
so dass p nichts Anderes ist, als die vom Ursprung gefillte
Senkrechte auf die durch den Punkt @, y, z gehende Parallele
zu der Richtung (e’ f’y’). Es handelt sich nur noch darum, zu
wissen, welches Zeichen man p geben miisse, damit die Winkel
A, u, v der Richtung der Axe der Ebene angehoren, so wie
wir dieselbe definirt haben. Bemerken wir zunichst, wenn in
einer belichigen Ebene, die wir um der Einfachheit willen
durch den Ursprung gehen lassen, ein Leitstrahl sich um die-
sen Punkt in einem gewissen Sinn bewegt; wenn ferner man
diesen Leitstrahl auf eine andere Ebene projicirt, so ist die
Axe der Bewegung des Leitstrahls in der neuen Ebene von
den beiden Richtungen der Senkrechten auf diese neue Ebene
diejenige, welche mit der Richtung der Axe der ersten Bewe-
gung einen spitzen Winkel macht.
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Dieses vorausgesetzt, betrachten wir zuerst die Projection
des Leitstrahls auf die Ebene X Y, und bezeichnen durch 6
den Winkel, welchen seine Richtung mit der Richtung der po-
sitiven @ bildet, dergestalt, dass die positive Axe der y einem
Ed
2
auf die Axe der positiven z, wenn 6 mit ihr zunimmt; und
im entgegengesetzten Fall wird sie direct sein in Bezug auf
die Axe der negativen z. Und man weiss ausserdem, dass
ein Winkel wichst oder abnimmt immer zugleich mit dem al-
gebraischen Werth seiner Tangente.

Die Projection des Leitstrahls nach dem Punkt (z, y, 2)
auf die Ebene X Y macht mit der Axe der z einen Winkel,

dessen Tangente zum allgemeinen Ausdruck hat % Wenn der

6 — — entspricht. Die Bewegung wird direct sein, in Bezug

Punkt @, y, z in der Richtung (e’f’yp/) um irgend eine Grosse

. : i meosf ., ‘
m vorriickt, so wird diese.Tangente ﬁ___ﬁ_; ithr Zuwachs
z—-mcos o ‘

m[@cos ' —ycosa’], yng da man m Klein genug neh-
a2 ~-mxcos !

men kann, damit der Nenner positiv sei, so wird das Zeichen
dieses Zuwachses dasselbe sein wie das des Zahlers, oder
wie das Zeichen von zcosf’—ycosa’.

Also, die Projection des Leitstrahls auf XY wird eine
Bewegung haben, deren Axe die der positiven z ist, wenn
man hat:

ist also

& cos ' —ycose! >>0;
und folglich werden die Axe der Bewegung im Raum und die
Axe der positiven z einen spitzen Winkel machen. Ebenso
werden die Projectionen aut YZ und X7 eine directe Bewe-
gung haben in Bezug auf die Axen der positiven 2 und y,
wenn man hat:
yeosy' — zcos B! >0, zcosa! —acosy' >0.

Im Fall eine dieser Ungleichheiten entgegengesetzt sein sollte,
so wiirde die Bewegung direct sein in Bezug auf die negative
Axe; und die Axe der Bewegung im Raum wiirde einen stum-
pfen Winkel mit der entsprechenden positiven Axe machen.

Man sieht daher, dass die Cosinus der Winkel, welche
die Axe der Bewegung, die wir betrachten, mit den positiven
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Axen der z, y, z macht, einerlei Zeichen haben beziiglich mit
den Zihlern der vorher gefundenen Werthe; dass man also
p positiv nehmen muss, was die folgenden Formeln giebt:

I __»p ’ ’ . i
‘cm = Yeur —srall e, _ Surd — sy
@ . P
cosvV = : .
p

Wenn man jetzt @, y, z durch die proportionirten Grissen
cose, cosf, cosp, welche mit den ersten eingrlei Zeichen haben,
ersetzt, so erhdlt man:

cosh = sin=1V (cosfB cosy’ — cosy cosf’),
(2) 3 cosp = sin" 1V (cosy cos ! — cosa cosy’),

cosv = sin" 1V (cose cosf’ — cos f§ cosar),
wo V noch immer den Winkel der beiden Richtungen be-
zeichnet.

Diese Formeln beziehen sich auf die Axe der in der
Ebene der beiden Richtungen (e, f, 7), (¢, %, 7') von einem
Leitstrahl vollzogenen Bewegung, welcher um ihren gemeinsa-
men Punkt liuft, indem er von der ersten ausgeht und der
zweiten sich ndhert. Wenn man unter gleichem Verfahren
jede Richtung mit der anderen vertauschte, so wiirde man eine
Bewegung im entgegengesetzten Sinn haben, und in der That
wiirden die vorhergehenden Ausdriicke fiir die Cosinus augen-
scheinlich ihr Zeichen wechseln, ohne ihren absoluten Werth
zu @ndern.

Wenn der Winkel der beiden gegebenen Rlchtungen ein
rechter wire, so wiirde man erhalten:

¢ cosk = cosf cosy’ — cosy cosf,
(3) COS b = COSY €08 0! — €0s et COsY’,
cos v = ¢osa cos B! — cosf cosa’.

Formeln fiir die Transformation der Coordinaten.

Nehmen wir uns vor, von einem System rechtwinkliger
Coordinaten z, y, z iiberzugehen auf ein beliebiges System
schiefer Coordinaten a’, y/, 2/, das denselben Ursprung hat,
und setzen wir voraus, wie wir immer thun werden, die An-
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ordnung der Axen sei eine solche, dass, wenn ein Leitstrahl
sich um den Ursprung in den drei Winkeln der positiven
Axen bewegt, von der Axe der 2 ausgehend gegen die Axe
der y, dann gegen die Axe der z hin, und von da weiter nach
der Axe der # zuriick, dann die Richtungen der positiven Axen
beziehungsweise die Axen dieser drei Bewegungen seien.
Seien «, a’, o' die Cosinus der Winkel, welche die Richtung
der positiven 2/ mt den beziiglichen Richtungen der positiven
@, y, z macht; b, &', b’ die Cosinus, welche sich auf die Rich-
tung der positiven 3/, und ¢, ¢/, ¢/ diejenigen, welche sich auf
die Richtung der positiven 2/ beziehen.

Betrachten wir irgend einen Punkt M (Fig. 4), dessen
Fig. 4. drei Coordinaten ', y’, 2/ vorge-
: stellt seien durch AP, P, QM;
fillen wir MR — &z senkrecht
auf Y Z, und ziechen RA. Die-
ses geschlossene Polygon, proji-
cirt auf A X, giebt, nach einem
vorhergehenden Satz:
az' + by + e — 2 =0,
wenn nur die vier Coordinaten 2/,
y’y2’,a positiv sind. Wenn irgend
eine von ihnen, z B. y’, negativ wiire, so wiirde die Polygon-
seite, da ihr Absolutwerth genommen werden muss, — y sein;
aber, da sie jetzt im Sinne der negativen y’ durchlaufen wiirde,
so wiirde der Cosinusfactor sein Zeichen wechseln und — ¢
werden; der zu schreibende Ausdruck ist also immer by,
und die Gleichung ist allgemein, sobald man als negativ die
Coordinaten betrachtet, welche im entgegengesetzten Sinn der
durch die gegebenen Cosinus bestimmten Axen gerichtet sind.

Man wiirde zwei andere analoge Gleichungen finden fiir
die Coordinaten y und z. Die allgemeinen Transformations-
gleichungen sind also:

= ax' + by + cz,
1) y=a'w' + by 4 ¢, .
7 — “uw1+ bllyl+ ez,

und man hat die nothwendig zu erfiillenden Bedingungen:
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a 4 o2 + o =1,

; b2 4 b2 L b2 =1,
¢ 4 ¢ 4 ¢ = 1;

wenn die neuen Axen rechtwinklig wiren, so wiirde man fer-

ner haben:
) ab + a'b' 4 ab” = 0,

@)

3) ac 4+ a'e¢! + a’c¢ = 0,

be + beet - et =0,

50 dass man nur drei von den neun Grissen a, b, ¢, af, b,
¢!, a', b, ¢ willkiirlich annehmen kann.

Wenn beide Systeme rechtwinklig sind, so kann man vom
zweiten zum ersten durch &hnliche Formeln zuriickgehen; da-
her die Gleichungen (1), (2), (3) dann nach sich ziehen die
folgenden:

(4) y = bz + by + bz
2 —=cx 4 o'y} ¢z

xaﬂ + b2 + 2 =1,

% o = ax 4 a'y + da'z,

(5) a? 4 b 4 ot = 1,

al?4 bl 2= 1;

aa’ + bb' + ed =0,
3 aa 4 bb 4 cot = 0,

al all + blbf‘+ cf C“ — O.
Umgekehrt, ziehen diese Gleichungen die ersten nach sich,
und die beiden Systeme (1), (2), (3) und (4), (5), (6) sind
folglich identisch.

Die Gréssen abe, a’b'c’, a'b" ¢! stehen noch in ande-
ren wichtigen Beziehungen, welche aus den vorhergegangenen
abgeleitet werden kinnten, wobei aber anfangs eine Ziweideu-
tigkeit bleiben wiirde, die man nicht ohne einige Miihe ver-
schwinden macht. Wir wollen zeigen, wie man sie erhalten
kann auf eine viel einfachere Weise, und ohne jede Ungewiss-
heit wegen der Zeichen.

Wir bemerken zuerst, dass man zwei Unterstellungen zu ma-
chen hat in Bezug auf die Ordnung der positiven Axen der beiden
Coordinatensysteme. Wenn sie in derselben Ordnung sind, so kann

(6)
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man die Richtungen der 2/, y/, 2/ zusammenfallen machen be-
ziechungsweise mit denen der positiven z,y, 2. Wenn sie in um-
gekehrter Ordnung sich befinden, und wenn man dann die
Richtungen der 2/ und y* mit den Richtungen der positiven
2« und y hat zusammenfallen gemacht, so werden die Rich-
tungen der 2/ und der positiven z gerade entgegengesetzt sein.

Da die Axe der a2’ senkrecht ist auf die Ebene der Axen
der y* und 2/, so kann man die Winkel, welche sie mit den
drei Axen der 2, y, # macht, bestimmen nach der Formel (3)
des vorigen Abschnittes, wo man sin V' — 1 voraussetzt; man
muss ausserdem bemerken, ob die Axen der a/, y/, 2’ in der-
selben Ordnung sind wie die ersten. Unter dieser Voraus-
setzung ist die Axe der positiven #/ die Axe der Bewegung
eines Leitstrahls von 4 Y gegen AZ’ hin; die Winkel o,
B, y der Formeln (3) beziehen sich also auf AYY, und o/, p/
p* auf AZ’; und umgekehrt wiirde es sein, wenn die Ordnung
der drei Axen umgekehrt wire.

Wenn man also, in den Formeln (3), a, o/, o fiir cos 4,
cos @, cos v setzt, so hat man, unter der Voraussetzung einer
gleichen Anordnung der Axen in beiden Systemen:

a =— bi¢'! — clbll’ a’ — ebt — bcu’ a'’ — be! — cb’,
und im Fall der umgekehrten Anordnung:
a — ¢! b — b:cu’ a! — be — cbn, a? — eb! — bal,

Gleichungen, welche sich von den ersten nur durch die Zei-
chen der zweiten Glieder unterscheiden.

Verfihrt man ebenso fiir die Axen der y* und der 2/, so
erhiilt man #hnliche Gleichungen, so dass die neun Grissen
abe, a'b'e’y, ab" ¢ durch die folgenden Relationen verbunden
sind, im Falle die Anordnung der Axen in beiden Systemen
dieselbe ist: )

a= b —c'b, o' = cb"—be, o' = be'—cl,

(7 b= c¢a’—a'c", b = ac' —ca', b" = ca'—ac,
c =a"b”—b‘a“, i ba”—ab”, ¢! — ad!—ba'.

Im Fall die Anordnung der Axen umgekehrt wire, so
miisste man die Zeichen der zweiten Glieder dieser neun Glei-
chungen #ndern.

Die neuen Axen ', y/, 2’, anstatt durch neun Gréssen,
zwischen denen sechs Beziehungen stattfinden, kionnen durch
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drei allein bestimmt werden, und wir wollen die Formeln ken-
nen lehren, welche hieriiber von Euler sind gegeben worden.

Wir nehmen an, die neuen Axen haben dieselbe Anord-
nung wie die alten, und wir bestimmen sie, indem wir geben
den Winkel v, den die Spur AR (Fig.5) der Ebene Y’X' auf

o X Y mit der Axe der po-
sitiven # macht ; den Win-
kel #, welchen die Ebe-
ne X’ Y/ mit X Y hildet,
und der auch der Win-
kel der Axen AZ, AZ'
1st; und endlich den Win-
kel @, den A X' mit AR
macht; es ist aber we-
sentlich, mit Bestimmtheit
der Sinn anzugeben, in welchem jeder von diesen Winkeln ge-
nommen werden soll.

Wir zihlen den Winkel ¥ im Sinn der directen Bewe-
gung von A X gegen 4 Y, und er kann gehen von 0 bis 2
aber auf welche von den beiden entgegengesetzten Richtungen
AR, AR’ soll er sich beziechen? Um sie zu bestimmen, den-
ken wir uns eine directe Bewegung um 4 Z, welche 4 X nach
AR und A4 Y nach AY, fiihrt; dann eine directe Bewegung
um AR, die A7 zusammenfallen macht mit 427/, welches
stattfinden wird, entweder nachdem man das System um den
Winkel 6 gedreht hat, den man immer kleiner als # voraus-
setzt, oder nachdem es um 2z — 6 gedreht worden ist; nun
giebt es aber nur eine von den beiden Richtungen AR, AR/,
fiir welche der Drehungswinkel 6 ist, und diese ist es, welche
wir zur Bestimmung des Winkels ¢ wiihlen.

Man sieht hiernach, dass man von den alten Axen iiber-
geht auf die neuen, indem man, im directen Sinn, das System
der ersten sich drehen macht um einen Winkel ¢ um 47; in-
dem man dann sie sich drehen ldsst um einen Winkel 6 um
AR, und endlich um einen Winkel @ um AZ/ Nach der
ersten Drehung werden die Axen in der Lage AR, AY,, AZ
sein, und wir bezeichnen durch 2, y;, 2 die nach diesen Rich-
tungen gezihlten Coordinaten. Nach der zweiten Drehung ha-
ben sie die Lage AR, AY,, AZ', und wir bezeichnen durch
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#y, 15, 2' die entsprechenden Coordinaten. Endlich, nach der
dritten Drehung, fallen sie zusammen mit den Axen 4X*, A1)
A Z, fiir welche die Coordinaten 2/, y‘, 2/ sind.

Wir konnen also iibergehen von den alten Axen auf die
neuen mit Hiilfe von drei Transformationen, bei welchen man,
da eine Axe unbewegt bleibt, nur Anwendung zu machen hat
von der Transformation der Coordinaten in einer Ebene.

Man weiss nun, um von einem System rechtwinkliger Co-
ordinaten u, v iiberzugehen auf ein ebenfalls rechtwinkliges
System ', v, welches gleich, d.h. so geordnet ist, dass, sobald
die Richtung der positiven u‘ zusammenfillt mit der Richtung
der positiven », dann auch die Richtungen der positiven » und
v’ zusammenfallen, hat man die zwei Formeln:

u = u'cose — v'sina,

v = w'sine 4 v'cose, )
wo « den Winkel bezeichnet, um den man die Axe der » im
Sinne von u gegen v drehen muss, damit sie in dje Axe der
positiven u/ falle. Diese Formeln wiirden sich in den Zeichen
indern, wenn die Anordnung der Axen umgekehrt wire. Hier-
nach hat man die folgenden Gleichungen:

& = @ costp—y sint, 1y = Yycosf— 2’ sinb,
y = @y sinFycosp, z = ypsinf-t-2'cosh,
o = a'cosp — y' sin @,
Y = &' sing | y' cos .
Durch Eliminiren der Zwischengriossen 2, 1y, o erhiilt man
die gesuchten Formeln:

& = a'(cospcosP — sin@sinicosh)
+ y’ (— sin @ cosp — siny cos @ cosb) - 2’ sin ¢ sin b,
(8) y = a'(cos @ siny - sin @ cos P cost)
+ y' (— sin @ siny --cosp cos @ cos ) — 2' cos Y sinb,
2 = a' sinfl sinq -+ y’ cos @ sind - 2/ cos6.
Die Vergleichung der Formeln (1) und (8) fiithrt zu fol-
genden Gleichungen, welche dieselbe Allgemeinheit haben, wie
diejenigen, aus denen man sie ableitet:

Duhamel, Mechanik. 2
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@ = — sing siny cosf + cos cos P,
b = — sin cosq cosf — sing cosy,
¢ = sinf siny;

a' = sin@ coscos  cosg siny,
9 \ b= cos cost cos® — singp siny,
¢ = —snbcosqp;

a'’= sin 6 sin @,

b = sin'fl cos @,

¢! = cos .

Man konnte diese Formeln auch direct durch die sphiri-
sche Trigonometrie erhalten; dann wiirde aber noch eine miih-
same Discussion nothig sein, um ihre Allgemeinheit strenge zu
erweisen.

Aus ihnen ergeben sich die folgenden, welche man gut

thut zu ber.nerken:
i
e

(10) tang @ = -;:.,—.,, tangp = — —

5
ol

differenziirt man die Gleichungen (9) in Bezug auf irgend eine
Veriinderliche ¢, so erhilt man sehr niitzliche Formeln.

Wenn man setzt: ’
edb +c'db! +c"db = pdt, adeta'dd+a"de’ = qdt,
bda+btda' +-bda" = rdt;
woraus folgt, vermége der Gleichungen (3):
bde-tb'de'+-b"de!' = — pdt, cdat-c'da’ "' da' —=—qdt,
adb+a'db! +-a"db" = —rdt;
so findet man:

f coe(pg' + sing sint gtp

(11) g = —sing j—ta ~+ cos sinf %,
‘ "=C'l—(p -+ cos b ¥,
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Ueber die geometrische Bewegung eines Systems
von unverinderlicher Form.

Wenn man zwei auf einander folgende Stellungen be-
trachtet, die ein System von unveriinderlicher Form einnimmt,
ohne Riicksicht auf die Kriifte, welche es bewegt haben, und
auf die Zeit, die es gebraucht hat, um von der einen in die
andere zu kommen, so sieht man sogleich, dass es eine Un-
zahl von Wegen giebt, um es von der ersten in die zweite zu
bringen; und man kann sich die Aufgabe stellen, die einfach-
sten und vortheilhaftesten Bewegungen zu bestimmen, mit Hiilfe
welcher man in jedem Fall diesen Uebergang bewerkstelli-
gen kann.

Welche Verriickung auch immer ein System mag erlitten
haben, so kann man es in seine neue Stellung iiberfithren, in-
dem man zuerst alle Punkte bewegt nach Linien, die parallel
und gleich sind mit einer, welche die beiden Lagen eines und
desselben Punktes des Systems, oder irgend eines Punktes,
den man unverinderlich damit verbunden hat, verkniipft; dann,
indem man diesen Punkt festhilt und das System um ihn dreht,
so lange bis zwei andere Punkte, die nicht mit dem Mittel-
punkt in gerader Linie sind, ihre Lagen eingenommen haben.

Betrachten wir jetzt jede von diesen beiden Bewegungen,
Verschiebung und Drehung, etwas niiher.

Es ist klar, dass der Punkt, den man betrachtet, von
einer Liage in die andere kommen wiirde, indem er ein belie-
biges Polygon beschriebe, das in der einen anfinge und in der
anderen endigte. Woraus folgt, dass die erste Bewegung er-
setzt werden kann durch eine Reihe von anderen Verschiebungen,
die der Grosse und Richtung nach durch die verschiedenen
Seiten des Polygons vorgestellt werden, und dass daher die
Bewegungen dieser Art gerade so zusammengesetzt und zer-
legt werden kénnen, wie Kriifte, welche an einem Punkt an-
gebracht sind.

Was die Drehung um den festen Punkt angeht, so ist
leicht einzusehen, dass sie auf eine Unzahl von Arten in zwel
Bewegungen um feste Axen zerlegt werden kann; denn man
kann irgend einen Punkt aus einer Lage in seine andere bringen,

2.
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indem man das System dreht um eine beliebige durch den fes-
ten Punkt gezogene Gerade, die in der Ebene liegt, welche
man durch den festen Punkt senkrecht auf die Gerade gefiihrt
hat, welche die zwei Lagen des betrachteten Punktes verbindet,
die nothwendig beide gleich weit vom Mittelpunkt abstehen.
Nachdem das System jetzt zwei Punkte in der Lage hat, die
sie einnehmen sollen, so ist gewiss, dass alle anderen in ihre
Lage gebracht werden durch eine Umdrehungsbewegung um
die Gerade, welche die beiden ersten verbindet. Die Frage ist
also zuriickgefithrt auf die Betrachtung der Umdrehungsbewe-
gungen um Axen, welche durch den festen Punkt hindurch-
gehen. Die Sitze, die wir darlegen werden, sind gezogen
aus der Théorie nouvelle de la Rotation des corps von Poinsot;
aber. bevor wir uns in diese Auseinandersetzung einlassen,
wollen wir eine sehr einfache und sehr niitzliche Bemerkung
machen. Wenn ein Korper um eine feste Axe sich dreht, um
eine unendlich kleine Winkelgrisse, so werden die unendlich
kleinen Coordinateniinderungen irgend eines Punktes abhingen
von den Coordinaten dieses Punktes, und von den anderen
Daten der Aufgabe. Fiir einen unendlich nahen Punkt unter-
scheiden sich also diese Aenderungen von den ersten nur um
gegen sie selbst wieder unendlich kleine Grissen, und man
kann die einen Aenderungen fiir die anderen setzen. Man kann
daher auch, bei der Bestimmung der unendlich kleinen Ver-
riickung eines Korpers, der um eine Axe sich dreht, annehmen,
dass der Korper, anstatt auszugehen von der gegebenen, aus-
ginge von einer unendlich benachbarten Stellung; die Coordi-
nateniinderungen eines jeden seiner Punkte so berechnet, kon-
nen fiir die gesuchten genommen werden. Wenn man also
einen Korper nach einander einer Anzahl von auf einander
folgenden unendlich kleinen Umdrehungen zu unterziehen hat,
s0 kann man jede von ihnen betrachten als vollbracht von der
urspriinglichen Stellung des Korpers aus, und die Gesammt-
summe der Coordinatenverinderungen eines jeden Punktes kann
angeschen werden als die Veriinderung, welche hervorgeht aus
den auf einander folgend und in beliehiger Ordnung vorge-
nommenen Drehnungen.
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Zusammensetzung von Drehungen.

0 A (Fig.6) sei die Richtung einer Axe, um welche ein festes

Fig. 6. System sich dreht um irgend eine
Winkelgrésse 2, withrend derSinn
der Drehung in der vorher bezeich-
neten Weise bestimmt ist.

Dann sei OB eine zweite Axe,
um welche das System um ecine
Winkelgrésse 2 sich dreht, nach-
dem die’ erste Drehung vollen-
det ist. Wir wollen zeigen, dass das System in dieselbe Lage
kommen wiirde durch eine einzige Drehung um eine Axe, die
durch denselben Punkt O geht.

In der That, filhren wir durch O A eine Ebene, welche
mit der Ebene A OB den Winkel & macht nach der Seite von
(B hmn, und durch OB eine andere Ebene, die mit AOB den
Winkel 8 macht nach der Seite von 04 hin. Augenscheinlich
wird nach der ersten von beiden Drehungen die Durchschnitts-
linie 0D der beiden Ebenen ihre symmetrische Lage in Be-
zug auf die Ebene A OB eingenommen haben, und nach der
zweiten Drehung wird sie wieder in ihre urspriingliche Lage
zuriickgekehrt sein. Das System wiirde also auch in seine
zweite Lage kommen, wenn man es drehen wiirde um die
Axe OD.

Diese Folgerung findet statt, wie gross auch immer die
Winkel 2e, 28 seien; wir wollen aber inshesondere den Fall
untersuchen, wo sie unendlich klein sind. In dem von den
Kanten OA, OB, OD gebildeten korperlichen Dreieck ver-
halten sich die Sinus der Winkel BOD, A0 wie sina: sinf3;

o . s
also der Grenzwerth von E, welcher Quotient das Verhiltniss

der Winkelgeschwindigkeiten ist, wenn man sich diese Winkel
in einer und derselben Zeit beschrieben denkt, ist gleich dem
Sinusverhiltniss der Winkel, die mit OB, 0.4 gebildet wer-
den durch die Grenze der Axenrichtung O 1), welche in die
Ebene O AB hineinfillt. Die beiden unendlich kleinen Dre-
hungen, von denen der Quotient der Winkelgeschwindigkeiten
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bekannt ist, setzen sich demnach in eine einzige zusammen
um die Diagonale O P des Parallelogrammes als Axe, das man
construirt hat mit den Geraden O M, ON (Fig. 7), die diesen

Fig. 7. Winkelgeschwindigkeiten proportio-
nal, vom Punkt O angefangen, auf
den entsprechenden Axen abgetra-
gen sind.

Es bleibt nur noch iibrig, den
Sinn  der resultirenden Bewegung
und die Grosse ihrer Winkelge-
schwindigkeit zu finden. Zu diesem
Zwecke wihlt man einen beliebigen Punkt 7 auf der Axe O A,
um welche die erste Drehung geschah; er wird seinen Ort
indern erst bei der zweiten Drehung, und wird eine unendlich
kleine Gerade IL beschreiben senkrecht auf die Ebene 4085
(Fig. 7). Fillen wir die Senkrechten I K, I H auf OB, O D.
Die unendlich kleinen Winkel, um welche der Punkt I sich
dreht, um OB oder O), um in seine Lage L zu gelangen,
werden durch Bewegungen von einerlei Sinn hervorgebracht,
und verhalten sich umgekehrt wie 7K und 71, oder sin KO I
und sin HO I, oder umgekehrt wie O P und ON. Die resul-
tirende Winkelgeschwindigkeit wird daher vorgestellt sein durch
die Diagonale O P, weil die Winkelgeschwindigkeit um OB es
durch ON ist. Ferner, nach dem was wir gesagt haben, ist
der Sinn der Drehung um OD von der Linken zur Rechten,
wie um OB. Daher endlich, wenn man auf den Rich-
tungen zweier Axen, von ihrem Durchschnitts-
punkte angefangen, Gréssen nimmt, welche die
Winkelgeschwindigkeiten von Drehungen nach
einander um diese beiden Axen vorstellen, so
stellt die Diagonale des aus beiden Stiicken con-
struirten Parallelogrammes die Richtung der Axe
der resultirenden Drehung vor und die Grésse ih-
rer Winkelgeschwindigkeit.

Man folgert daraus, dass die Zusammensetzung und
Zerlegung von Drehungen um Axen, die durch den-
selben Punkt gehen, auf gleiche Weise geschieht
wie jene von Kraften, die nach diesen Axen gerich-



Vorbemerkungen. 23

tet und der Grosse nach durch die entsprechenden
Winkelgeschwindigkeiten vorgestellt sind.

A und B seien die Projectionen zweier parallelen Axen,
deren Richtungen in demselben Sinne, z. B. iiber der senk-
" rechten Ebene, auf welche sie projicirt sind, genommen wer-

den. Dann seien noch 2e, 2f die Winkel, um welche das
System nach einander sich dreht um 4 und B. AC (Fig. 8)

Fig. 8. sei die Spur einer Ebene, die dugch die Axe
A geht und mit AB den Winkel CAB = «
gegen BB hin macht; ebenso sei BC und ma-
che den Winkel B4 — f gegen A hin. Die
Parallele zu den Axen, durch den Punkt C,,
wird nach beiden in der angegebenen Ord-
nung vollzogenen Drehungen in ihre anfiing-
liche Lage zuriickkehren. Die fragliche Ver-
riickung wiirde also hervorgebracht durch eine
Drehung um diese Gerade.

Wenn die Winkel &, g unendlich klein sind, so liegt der
Punkt C auf der Geraden A5 in einem Punkt €/, welcher
sie theilt im umgekehrten Verhiltnisse der Winkel «, 8, oder
der Winkelgeschwindigkeiten.

Weiter, wenn die Drehung um A vollzogen ist und dann
die Drehung um B geschieht, da der Punkt A auf derselben
Seite von €/ und von B liegt, und da die Drehung um €’
ihn in denselben Punkt fithren soll, so folgt daraus, dass sie
in demselben Sinne geschehen muss wie die beiden anderen.
Es bleibt nur noch, die Geschwindigkeit der resultirenden Dre-
hung zu kennen. AJD) sei die unendlich kleine Linie, die der
Punkt 4 um B beschreibt, dieselbe Linie beschreibt er um €Y,
und die Winkelgeschwindigkeiten verhalten sich umgekehrt
wie AB und AC". Also, wenn die Winkelgeschwindigkeiten
um A und B dargestellt sind beziehungsweise durch B¢’ und
AC, so ist die resultivende Winkelgeschwindigkeit dargestellt

durch A4 B.
: Das Gesetz der Zusammensetzung zweier Drehungen von
gleichem Sinne um parallele Axen ist also einerlei mit dem
Gesetze der Zusammensetzung paralleler Kriifte von gleichem
Sinne. Man wiirde dieselbe Einerleiheit finden auch im Fall
von Drehungen entgegengesetzten Sinnes, durch Ableiten aus
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dem vorhergehenden Fall wie in der Zusammensetzung der
Kriifte, oder durch unmittelbare Behandlung.

Wiiren die beiden Drehungen gleich und von entgegenge-
setztem Sinne, so hiitte man das, was Poinsot Drehungs-
paar nennt. Der Erfolg dieser beiden Drehungen ist Ver-
schiecbung des Systems parallel mit der Axe des Drehungs-
paares. Demn es sei M (Fig. 9) ein belichiger Punkt des
Systems, so bewegt er sich in einer Ebene senkrecht auf die

Fig. 9. Axen; und wenn er fiir die einzelnen Drehun-
gen die unendlich kleinen Linien MC, M D be-
schreibt, die beziehungsweise senkrecht auf die
Geraden MA, MB und ihren Léngen propor-
tional sind, so kommt er an am Endpunkt
N der Diagonale des auf MC, M) verzeich-
neten Parallelogrammes. Nun sind die Drei-
ecke MCN, AMRB ihnlich, weil sie einen
gleichen Winkel zwischen proportionirten Sei-
ten haben, woraus folgt, dass M N senkrecht
ist auf A4B8. Die Wirkung eines Drehungs-
paares ist also eine Verschiebungsbewegung im Sinn der Axe
dieses Paares. Um den durchlaufenen Raum zu kennen, ge-
niigt es, irgend einen Punkt zu betrachten, A z. B., und es
ist leicht zu sehen, dass er sich verschiebt um eine Grisse, die
gleich ist der Entfernung A5, multiplicirt mit dem Drebhungs-
winkel.

Und da wir gesehen haben, dass die Verschiebungsbe-
wegungen sich zusammensetzen wie Krifte, die an einem und
demselben Punkt angebracht sind, so folgt, dass Drehungs-
paare auf gleiche Weise zusammengesetzt werden; und wenn
man auf die Axe eines jeden derselben eine Liinge auftriigt
.gleich dem Drehungswinkel, multiplicirt mit dem Hebelarme
des betreffenden Paares, d. h. mit dem Abstand der beiden
Drehungsaxen, so geben diese Lingen, zusammengesetzt wie
Kriifte von demselben Punkt an, der Grésse und Richtung
nach die resultirende Verschiebungsbewegung.

Man bemerkt, dass eine Drebung um eine. Axe A immer
ersetzt werden kann durch eine identische Drehung um eine
parallele Axe B und ein Drehungspaar, dessen Hebelarm A B
ist; denn es geniigt dazu, zwei Drehungen einzufiihren um die
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Axe B, die der ersten gleich und unter einander von entge-
gengesetztem Sinn sind, wodurch an der Verriickung nichts
geiindert wird.

Welche auch immer die unendlich kleinen Drehungen und
Verschiebungen sein migen, denen ein System unterliegt, so
lassen sie sich zuriickfithren auf eine Drehung um eine Axe
durch einen willkiirlichen Punkt und eine von diesem Punkt
abhtingende Verschiebung.

In der That, jede Drehung um eine Axe kann umgesetzt
werden in eine identische Drehung um irgend eine parallele
Axe, und eine Verschiebung, oder ein Paar von Drehungen,
abhingend von der Lage der neuen Axe. Alle Drehungen
zusammengesetzt, geben eine und dieselbe resultirende Dre-
hung um eine Axe von constanter Richtung, wo auch der Punkt
sein mag, nach dem man alle Axen verlegt hat. Aber die ge-
gebenen Verschiebungshewegungen oder Drehungspaare, zu-
sammengesetzt mit denjenigen, welche man eingefiihrt hat, ge-
ben ein resultirendes Paar oder eine Verschiebung, veréinder-
lich an Grésse und Richtung.

Man konnte zeigen, wie Poinsot fiir Kriiftepaare es
gethan hat, dass der Punkt, um den es sich handelt, so ge-
withlt werden kann, dass die Axe dieses Paares parallel ist
zur Axe der resultirenden Drehung. Daraus folgt, dass jede
unendlich kleine Verriickung des Systems hervorgebracht wer-
den kann durch eine Bewegung, ihnlich der einer Schraube
in ihrer Mutter, eine Bewegung, -die in gewissen Fillen sich
vereinfacht zu einer Drehung oder zu einer Verschiebung allein.
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