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Allgemeines iiber Messungen.

1. Beobachtungsfehler. Mittlerer und wahrscheinlicher
Fehler,

Kine Griofie messen heiit sie durch eine Zahl darstellen,
welche angibt, wie oft die zugrunde gelegte Einheit in der ge-
messenen Grifle enthalten ist.

Die durch Beobachtung gewonnene Zahl wird mit einem
Fehler behaftet sein. Uber die wahrscheinliche Fehlergrenze
kann ein Urteil erstens aus der ﬁbereinstimmung mehrerer
Resultate und zweitens durch die Betrachtung der Me-
thode abgeleitet werden.

Wenn eine Grofe wiederholt gemessen worden ist und wenn,
wie hier angenommen werden soll, die einzelnen Bestimmungen
an sich denselben Grad von Zuverlissigkeit besitzen, so stellt
bekanntlich das arithmetische Mittel den wahrscheinlichsten
Wert dar.

Aus einer Reihe von Beobachtungen einzelne blof deswegen aus-
zuschliefen, weil sie mit der Mehrzahl nicht iibereinstimmen, ist im
allgemeinen ungerechtfertigt. Der Wahrscheinlichkeit eines bei den ab-
weichenden Zahlen begangenen grifieren Fehlers wird durch das arith-

metische Mittel selbst Rechnung getragen; denn als einzelne unter einer
grisberen Anzahl haben sie einen geringen Hinflub.

Die einzelnen Zahlen zeigen gegen ihr Mittel grobere oder
kleinere Difterenzen, die ,Fehler”, aus deren Betrage die wahr-
scheinliche Genauigkeit der einzelnen Beobachtung oder des Re-
sultates nach folgenden Regeln geschiitzt wird. Man bildet die
Summe der Fehlerquadrate (Tab. 51). Diese Summe gibt, durch
die um 1 verminderte Anzahl der einzelnen Beobachtungen divi-
diert, das mittlere Fehlerquadrat; die Quadratwurzel hieraus
ist der mittlere Fehler der einzelnen Beobachtung. Divi
diert man diesen durch die Quadratwurzel aus der Anzahl der Be-
obachtungen, so erhiilt man den sogenannten mittleren Fehler

des Resultates.
Kohlraunsch, prakt. Physik. 11. Aufl. 1
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1. Beobachtungsfehler.

Die Multiplikation des mittleren Fehlers mit 0,674 (nahe )
gibt den wahrscheinlichen Fehler, d.i. die Zahl, von der
mit gleicher Wahrscheinlichkeit hehauptet werden kann, der
wirklich begangene Fehler sei kleiner, wie er sei griifler als sie.

Bei einer sehr grofen Anzahl von Bestimmungen ordne man die
Fehler ohne Riicksicht auf ihr Vorzeichen nach der Gréfe. Dann gibt
der in der Mitte liegende Wert nahe den wahrscheinlichen Fehler der
Einzelbestimmung.

Den Umstand, daB ein durch Beobachtung gefundener Wert
ebensowohl zu grofl wie zu klein ausgefallen sein kann, deutet
man durch ein dem Fehler vorgesetztes -~ Zeichen an.

Bezeichnet man durch

n die Anzahl der einzelnen Bestimmungen,

4y, 4y ... d, ihre Abweichungen vom Mittel,

S die Summe der Fehlerquadrate, d. h.
S:‘dla‘l'dﬂ?““"“‘l“dnga

so ist also der mittlere Fehler

der einzelnen Messung des Mittelwertes
S S €
. = E — —
¢ 'JCVM~1 + nn—1) yn
Die wahrscheinlichen Fehler betragen § hiervon.

Die mutmabliche Genauigkeit eines Mittelwertes wiichst also

mit der Wurzel aus der Anzahl der Beobachtungen.
{Tber die Fehlerrechnung in allgemeineren Fillen vgl. 2 und 3 1)
Beispiel. Die Dichtigkeit eines Kérpers wurde zehnmal bestimmt:

Gefunden i 4%
9,662 — 0,0019 0,000004
9,678 4+ 091 083
9,664 £ 001 000
9,659 — 049 024
9,677 -+ 151 172
9,662 — 019 004
9,663 — 009 001
9,680 + 161 259
9,645 — 189 3567
9,604 — 0,0099 0,000098
Mittel 9,6639 S = 0,001002
Also mittlerer Fehler einer Messung: & — Voi%i’w%? = 40,011,
mittlerer Fehler des Mittelwertes: E = - 0,011/y10 = -+ 0,0033.

Die wahrscheinlichen Fehler betragen folglich - 0,007 bez. -+ 0,0022.

1) Fette Zitfern im Text sind Hinweise auf Paragraphen des Buches,



Mittlerer nnd wahrscheinlicher Fehler, 3

Die Zahl 0,007 bedeutet, daB der Fehler einer einzelnen Dichtigkeits-
bestimmung dieses Korpers, mit denselben Instrumenten mit gleicher mitt-
lerer Sorgfalt und Erfahrung ausgefiihrt wie die obigen, ebenso wahr-
scheinlich kleiner wie grober ist als 0,007; in den obigen Zahlen trifft
dies zufillig genau zu.

Selbstverstindlich wird durch diese Rechnung nur der Teil
des Fehlers ausgedriickt, welcher durch die eigentliche Unsicher-
heit der Beobachtung entsteht, das heiBt durch solche Beobach-
tungsfehler, die ebenso hiiufig einen zu groflen wie einen zu
kleinen Wert ergeben. AuBerdem kinnen einseitige Fehler
vorhanden sein, die aus den Angaben der Instrumente oder auch
daraus entstehen, daf der Beobachter sich vorwiegend nach einer
bestimmten Richtung irrt. Solche Fehler miissen besonders er-
mittelt oder durch eine geeignete Kombination von Beobach-
tungen oder Abwechselung der Methoden eliminiert werden.

Die obigen Bestimmungen sind von verschiedenen Beobachtern mit
verschiedenen Gewichtssiitzen und Thermometern angestellt worden. Fehler
der Wage von einseitiger Richtung sind nicht anzunehmen. Eine Quelle
eines einseitigen Fehlers konnte aber z. B. durch nicht beachtete Luft-
bliischen am Korper entstanden sein, welche die Dichtigkeit immer zu
klein erscheinen lassen.

,O0ewicht* einer Messung. Die Einzelresultate, aus
denen ein Schlubresultat berechnet wird, sind nicht immer
gleich zuverliissig. Diesen Umstand sucht man dadurch zu be-
riicksichtigen, daB man den Einzelwerten ein verschiedenes ,Ge-
wicht® beilegt, d. h. dall man sie bei der Mittelnahme einfach,
doppelt oder dreifach usw. (Gewicht eins, zwei, drei usw.) in
Rechnung setzt. Das arithmetische Mittel aus mehreren Resul-
taten »,, r, ete., deren Gewichte = p,, p, ete. sind, ist also

" =p1?’1+p2?‘2+-- e
PAp -
Dag Gewicht von Einzelresultaten, die schon aus mehreren gleich-
wertigen Beobachtungen abgeleitet worden waren, ist je gleich
der Anzahl der benutzten Beobachtungen zn setzen, was ja auf
das nimliche hinausfiihrt, wie wenn man alle einzelnen Beobach-
tungen zum Mittel vereinigt.

Es kGnnen mannigfaltige Ursachen vorliegen, die den ein-
zelnen Resultaten eine verschieden groBe Zuverlissigkeit erteilen
und die zur Beilegung verschiedener Gewichte veranlassen; die

1*



4 2. Beurteilung des Fehlers aus der Methode;

Beurteilung dieser Frage bleibt der Umsicht und der Gewissen-
haftigkeit des Beobachters iiberlassen.

Aus dem mittleren Fehler ¢ eines Resultates folgt das Ge-
wicht p des letzteren proportional 1/e%

Eingehenderes iiber Fehlerrechnung s, z B. Gauls, Abhandl. tiber
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ges. Werke Bd. IV, und deutsech von Borsch
u. Simon, 1887; Weinstein, physik. MaBbestimmungen Bd.I, 1886; Czuber,
Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1903. Besonders Helmert, die Ausglei-
chungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, 2. Aufl. 1907.

2. Beurteilung des Fehlers aus der Methode; EinfluB3
der Beobachtungsfehler auf das Resultat.

Im allgemeinen wird ein Resultat nicht direkt durch die
Beobachtung gegeben, sondern es muli aus ihr oder auch aus
mehreren Beobachtungen durch Rechnung ermittelt werden: bei-
spielsweise ein Gewicht aus Ablesungen am Zeiger der Wage,
eine Gasdichte aus einer Ausstromungszeit, eine elektrische Strom-
stiirke aus einem Ausschlagswinkel, ein spezifisches Gewicht aus
mehreren Wiigungen, ein Elastizitiitsmodul aus Liingenmessungen.
Hierbei entsteht die Aufgabe, den Fehler des Resultates zu
kennen, welcher aus einem Fehler der beobachteten GriBen ent-
springt.

Den Zweek dieser Fehlerrechnung kann, aufler einer
Schiitzung der Genauigkeit des Resultates selbst, das Urteil
iiber etwa gestattete Abkiirzungen der Rechnung bilden, oder
iiher die Frage, anf welchen Teil der Messung die grofite Sorg-
falt zu verwenden ist. Auch liegt es hiufig in unserer Gewalt,
die Verhiltnisse eines Versuches in verschiedener Weise aun-
zuordnen: die Fehlerrechnung lift beurteilen, welche Anordnung
den geringsten Hinflul der Beobachtungsfehler auf das Resultat
bewirkt.

Aus solchen Betrachtungen folgt z. B. die Regel fiir die Bestimmung
der erdmagnetischen Intensitit, daf man die beiden Abstiinde des ab-
lenkenden Magnets am giinstigsten etwa im Verhiiltnis 1,4 nimmt (73 II);
daf die Messung einer elektrischen Stromstiirke mit der Tangentenbussole
den relativ genauesten Wert nicht bei einem moglichst groBen Ausschlage,
sondern bei etwa 45° liefert (vgl. 81 u. 8. 6); dal die beiden Stromstiirken,
aus denen der Widerstand oder die Spannung einer galvanischen Siule
bestimmt wird, etwa im Verhiltnis 1:2 gewihlt werden (97 1 u. 10011 2);
daB das log. Dekrement eines Schwingungszustandes bei einem Verhiltnis



Einfluf der Beobachtungsfehler auf das Resultat. 5}

der beiden Schwingungsweiten ungefihr — 3 relativ am genauesten be-
obachtet wird (27). Dagegen wird fiir die genaue Bestimmung eines Licht-
brechungsverhiiltnisses der Prismenwinkel tunlichst grof gewiihlt usw.

I. Ein aus einer einzigen heobachteten GrioBe ab-
geleitetes Resultat. Das gesuchte Resultat (z B. die Strom-
stirke) heiBe 2, die beobachtete GriBe (der Ausschlagswinkel)
heife x. Es 1st dann # als Funktion von #, d. h. durch irgend-
einen mathematischen Ausdruck gegeben, in welchem 2 vor-
kommt. Nennen wir nun £ den in 2 begangenen Fehler, so
wird der hierdurch hervorgebrachte Fehler von 2z, welcher §
heiBe, dadurch gefunden, dal man in den Ausdruck, aus welchem
z berechnet wird, x + & anstatt z einsetzt. Dabei muB selbst-
verstindlich der Fehler £ in derselben Einheit aus-
gedriickt werden wie die GriBe x selbst. Jetzt wird man
ein von dem richtigen Werte z etwas verschiedenes Resultat
finden: die GrioBe dieses Unterschiedes ist der Fehler &

Vorausgesetzt, dall die Beobachtungsfehler relativ kleine
GroBen sind, lassen sich diese Rechnungen sehr vereinfachen.
So beachte man folgende Regeln:

1. Es ist zur Bestimmung des Fehlers im Resultate erlaubt,
fiir die beobachtete Grifle, die oben x genaunt wurde, einen ge-
nitherten Wert zu setzen, was deswegen von Bedeutung ist, weil
man den fehlerfreien Wert ja nicht kennt.

2. Korrektionsglieder (4), welche in der Formel fiir das Re-
sultat vorkommen, diirfen, insofern man nicht etwa ihren Ein-
fluf selbst untersucht, bei der Fehlerrechnung vernachlissigt
werden.

3. Der Fehler im Resultat, welcher aus einem Beobachtungs-
fehler entsteht, wiichst im allgemeinen der Grifie des letzteren
proportional. Mit anderen Worten: der Fehler des Resultates,
die oben durch ¢ bezeichnete Differenz, 1Bt sich als ein Produkt
darstellen, in dem der Fehler £ der beobachteten Gréfe der eine
Faktor ist.

4. Hieraus folgt auch, daf die Fehler des Resultates, welche
aus gleich groBen, aber im entgegengesetzten Sinne begangenen -
Fehlern einer Beobachtung hervorgehen wiirden, an GroBe gleich
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Es kann vorkommen, daf der Resultatfehler nicht dem Beobachtungs-
fehler proportional ist, sondern z. B. dessen Quadrate oder auch dem Pro-



6 2. Beurteilung des Fehlers aus der Methode;

dukte mehrerer Fehler. Dann werden die Siitze unter 3 und 4, bez. auch
unter 2 hinfillig.

Die Rechnung wird gekiirzt mittels der fiir das Rechnen
mit kleinen Griofen geltenden Regeln. Diese lassen sich mit
Hilfe der Differentialrechnung zusammenfassen. Ist némlich £
der in dem heobachteten Werte # begangene Fehler, so wird
der Fehler ¢ des Resultates # erhalten, indem man den Differential-
quotienten der Funktion z nach z mit & multipliziert. Also

0z
(=E- - £

Meistens liefern die auf 5.9 u. 10 gegebenen Niherungsformeln
das gewiinschte ohne Differenzieren. Einige Beispiele sollen dies
zeigen.

1. Beispiel: Hine Gasdichte z werde (20B) aus der Ausstromungs-
zeit & einer Gasmenge abgeleitet mittels der Formel z = C'z% wo (' eine
fiir den Apparat bekannte Konstante bedeutet. Es fragt sich, um welche
GroBe ¢ das Resultat falsch wird, wenn 2 um den relativ kleinen Wert &
falseh beobachtet wird. Man hat also den Ansatz z + §{= C(x+ £ Fiir
den Ausdruck rechts schreiben wir nach S 9, 2

Ce + )= Ca* (1+ i’);’"(l"'?i)ﬂ "-|-'22-i-.
€ _LE

Der Fehler ¢ ist also {—= 2z§~, oder es ist ©= =2
T z x

Der in z auftretende relative Fehler ist also das Doppelte des in «
bhegangenen relativen Fehlers.

Differentiation von z-=— Ca® gibt Gz/0x—=2Cx, also den Fehler

=§-2Cz, oder wie oben {/z = 2§/x.

Am einfachsten erhiilt man relative Fehler oft durch ,logarithmisches
Differenzieren*. Schreibt man statt 2= Ca® Igz=IgC4 21lgx und
differenziert diese Formel, so kommt dz/z = 2daz/x ohne weiteres.

Jene Verdoppelung tritt immer auf, wenn das Resultat quadratisch
von der beobachteten Griofie abhiingt, also z. B. bei dem aus einer Schall-
geschwindigkeit abgeleiteten Elastizititsmodul oder einer mit dem ge-
wohnlichen Photometer bestimmten Lichtstiirke. Umgekehrt wirkt der
relative Fehler der Beobachtung auf das Resultat halbiert ein, -wenn
dieses die Quadratwurzel der Beobachtung enthiilt, so daB eine solche
Methode cet. par. viermal giinstiger ist als die erstere.

2. Beispiel. Eine elektrische Stromstirke z werde aus dem Ab-
lenkungswinkel z einer Tangentenbussole (81) nach der Formel z = C-tga
bestimmt, wo (' einen konstanten Faktor bedeutet. Wird ein Ablese-
fehler £ begangen, so folgt der Fehler ¢ in 2z aus

£
z+§=0-tg(m+§)=0(tgm+ : )

cos*



Finfluf der Beobachtungsfehler auf das Resultat. 1

nach der dritten Formel 10 (8. 10). Also ist
c. 5 . & _, %
cos*x sinz cosx sin 2

Ditferentiation gibt #z/02 = Cleos®x, also { = &- Cleos?x ete. q. e. d.

Es ist also 2E/sin 22 der in Bruchteilen von z ausgedriickte Fehler,
welcher dem Ablesungsfehler £ entspricht. Hieraus folgt, daB Winkel von
ungefihr 46° am giinstigsten sind, weil fiir x = 45° der Nenner sin2z
seinen grobten Wert Eins erhilt.

II. Ein aus mehreren Beobachtungsdaten zusam-
mengesetztes Resultat. Ein solches stellt sich in einem
mathematischen Ausdruck dar, welcher die verschiedenen beob-
achteten Groflen enthiilt. Von diesen konnen mehrere einen
Fehler enthalten; den Einflub des in einer GriBle begangenen
Fehlers findet man, seltene Ausnahmen vorbehalten, ohne Riick-
sicht auf die iibrigen Fehler.

Allgemein findet man den Kehler &é in einem Resultate u,
dessen Abhiingigkeit von den beobachteten GriBen z, y ... dar-
gestellt werde durch w = f(,y...), wieder mittels der Niherungs-
formeln S. 91. oder allgemein durch partielles Differenzieren. Sind
niimlich g n .. . die bei der Beobachtung von 2, y . .. begangenen
Einzelfehler, so wird der Fehler des Resultates

=gaf(x}y )+ (’f(“bry )+ 9.

=

&

Von vornherein ist nicht zu sagen, in welchem Sinne der
Einzelfehler begangen wird; er kann mit gleicher Wahrschein-
lichkeit das Resultat « zu klein oder zu groB machen. Der
Gesamtfehler wird je nach dem zufiilligen Zusammentreffen
der Vorzeichen groBer oder kleiner ausfallen. Sein griBter
Betrag wird erhalten, wenn man die méglichen Partialfehler
von u simtlich mit gleichem Vorzeichen nimmt. Den durch
das Zusammenwirken im Mittel zu erwartenden Fehler findet
man, indem man aus der Summe der Quadrate der Partialfehler
die Wurzel zieht.

Bedeuten also + [&], bez. 4[], + [5] ... die mittleren
Fehler des Resultates u, bez. der beobachteten GriBen z,y .. .,

so gilt
Gfiﬂh 1/ of(@,y - :
(el = [£F( N (&I s
Y
3. Beispiel. chhtlgkeltsbeshml.uuug eines festen Korpers
nach 15B3. Es sei m das Gewicht des Korpers in der Luft, m” sein Ge-
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wicht im Wasser, so ist die Dichtigkeit s—-ﬁi—,- Hier entspricht

s der oben u genannten Gréfe, m und m’ dem x und y.

Die Fehler in m und in m diirfen, da beide Beobachtungen von-
einander unabhiingig sind, einzeln betrachtet werden. Ist bei der
Wigung in Luft m 4 p anstatt des richtigen Gewichts m gefunden, so
wird die Dichtigkeit erhalten o , oder mit Anwendung der

m-p—m
Formel 8, S. 9,
m 1 m I ni’
m—m'1 ~!—p—/f—(?s/—m)=s(1 +:Ln_m—m'):s_y(m-—m')"

Der Fehler des Resultates ist also 6 = — p.m'/(m — m)%

Zweitens sei bei der Wigung im Wasser m'+4 p' anstatt m’ ge-
funden. Das fehlerhafte Resultat wird, dhnlich wie oben,
m m 1 w
m— @) m—wl—gfm—m) ° (1 +a —mj) ]

Das Resultat wiirde also um ¢'=p'- m/(m — m")? zu groB ausfallen.

Der Gesamtfehler, welcher aus den beiden Beobachtungsfehlern p
'y 4 my’
(m — w2’
wenn entweder m zu groB und ' zu klein gefunden ist, oder beide um-
gekehrt. Der zu erwartende mittlere Gesamtfehler ist (Gl 3, 8. 7)

2
oy 7 3 VOTOE

Zahlenbeispiel. Der Korper (8. 2) wog rund in Luft m = 244 und im
Wasser m'=218 gr. Der grofte Fehler der Wage war auf p = 0,005,
bei der weniger genauen Wigung unter Wasser anf u'= 0,008 gr zu
schiitzen. Hiermit ergeben die Formeln

von u stammend den Fehler ¢ = 0,005 -218/26%*= 0,0016,

von ', w  a  6=0,008 - 244 /26 = 0,0029.
Im ungunstlgen Falle betrigt danach der Gesamtfehler, wenn z. B. m zu
klein und m' zu grof bestimmt wurde, 0,0045, im wahrscheinlichen
Falle y/(6%+ 6'%)=4-0,0088. Wenn einzelne der Bestimmungen (8. 2)
erheblich grifiere Abweichungen zeigen, so miissen andere Fehlerquellen
als die Unsicherheit der Wigung bestanden haben. (Luftblischen, unge-
naue Temperaturbestimmung, fehlerhaftes Abziihlen der Gewichtstiicke.)

4. Beispiel. Die Schwerbeschleunigung g (35) wird aus Liinge 7 und
Schwingungsdauer ¢ eines Pendels nach dem Ausdruck g==®-1/t® ge-
funden. sei um 1 und ¢ um r falsch bestimmt. Die beiden Fehler sollen
gleich miteinander betrachtet werden. Es ist nach GL 2 u. 8, 8. 9,

1414 1 14-1/1 14+2/1 A T
gty=e = ;2(14_:;: . 1+ et Y (1"":'_2 i’)
=g+g(% —‘2%) Also wird ;= ;‘ —2 ;‘;' d. h. es kommt der rela-
tive Fehler in / einfach, derjenige in ¢ doppelt zur Wirkung.

’

und " zusammengesetzt ist, hat offenbar den groften Wert -



Einfluf der Fehler auf das Resultat. Rechnen mit kleinen Griéfen. 0

Dasselbe erhiilt man leicht aus Formel 1, indem man die partiellen

s : g _ 1 1 I
Differentialquotienten T R und T i -ﬂt“ bildet.

Am tibersichtlichsten ist bei einer GGleichung von der obigen Form das
logarithmische Differenzieren*; aus der Gleichung lgg —=lg=®* | gl —2lgt
ergibt sich sofort dg/g = di/l—2di/t.

Man beachte aber noch folgendes. Um den grifiten Fehler in g zu
finden, darf man nicht, wie es nach dem Ausdruck erscheint, den einen
Teil vom anderen abziehen. f kann ebensowohl zu klein wie zu groB
beobachtet worden sein; im ersteren Falle wiirde das Minuszeichen sich
umkehren. Der gréBtmiogliche Resultatfehler ist stets durch Ad-
dieren der Partialfehler zu berechnen.

” 2
Im Mittel ist zu erwarten (Gl 3, 8. 7) ; = il/(ll") + 4 (:) .

Naherungsregeln fiir das Rechnen mit kleinen Grofen.
Ein mathematischer Ausdruck, in welchem einzelne Grifien gegen
andere sehr klein sind, liBt sich fiir die Reechnung oft vereinfachen.
Kann man dem Ausdruck eine Form geben, welche die Korrektionsgrifie
nur in einem zu 1 addierten Gliede enthiilt, so wird man hiiufig von einer

der folgenden Formeln Gebrauch zur Vereinfachung machen konnen.

Die mit &, &, £ ... bezeichneten GrioBen sollen gegen 1 so klein sein,
daB ihre hioheren Potenzen 82, 2. .. sowie ihre Produkte &5, 8- .. ., die
ja wieder gegen d, & ... selbst sehr klein sind, gegen 1 vernachlissigt

werden diirfen. Ist z B. & = 0,001, so ist 6*= 0,000001. Wenn etwa
ferner & = 0,005, so wird d-&s = 0,000005. Es kommt oft vor, dafl einige
Tausendtel noch wichtig, einige Milliontel dagegen gleichgiiltig sind.

Unter diesen Gesichtspunkten gelten die folgenden Formeln, in denen
die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Ausdriicke fiir die Rechnung
oft bequemer sind. Die Formeln 2 bis 6 sind spezielle Fille von 1.

Eine Grofe mit 4 oder 7 soll iiberall in der Formel entweder mit
dem oberen oder mit dem unteren Zeichen genommen werden.

1. (148" =14 mod. (1—"=1—mo.

g (148 =124 (1—0)=1—24.

3. V14 =144 Y1i—3d =1—44.
1 1

4. 1+5=1—a. (_g=1t¢

. 1 1 .

. {_I—|—d‘}’=l_26' (1_6)2=1+Jd.
1 1

5. —=1—40. =14 44

' Yi46 L Y1—34 T

7 LN L L. . =1 £0Lst0...

8 o e nt ST . SV

Atadtn...

Weiter kann man statt des geometrischen Mittels zweier wenig ver-
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schiedener Groben p, und p, das arithmetische setzen (Beweis 4 Beisp. 3):

9 Vo, 9= 4, 4 py).
10, sin (x + d) = sinz 4 d cos z, sind =4,
cos (x -+ d‘)gcoqxwrisinm, cosd =1,
tg (x )= 1 =4.
g (x4 9) gf+cosw tgd =4

Als Einheit fiir ¢ gilt der Winkel (567,°3), fiir welchen der Bogen dem
Radius gleich ist. In zweiter Anniiherung ist (vgl. auch Tab. 50%)
11 slnd—d‘(l—ld‘) COSﬂ'-*l—‘d’ tgd=0(1+4 49d%.

12. logna.t(b—{-d\)——lognatfc—k i" lognat(1 + d)=d — }d%

13. lognat +— +§

3. Rechnen mit kleinsten Quadraten ((auls).

Ausfiihrliches siehe besonders in Helmert, die Ausgleichungsrechnung
nach der Methode der kleinsten Quadrate, 2. Aufl. 1907.

Die Fehlerausgleichung nach kleinsten Quadraten beruht theoretisch
darauf, dafh die Wahrscheinlichkeit der Fehlerverteilung nach ihver Gréfe
einem, von Gauls aufgestellten Gesetze entspricht, wobei insbesondere
positive und mnegative Fehler gleich wahrscheinlich sein miissen. Wenn
diese Bedingungen nicht erfiillt sind, so hat die Methode doch noch die
Bedeutung eines rechnerisch stets durchfiithrbaren Verfahrens, die zu be-
stimmenden Grifen den Beobachtungen mdiglichst anzuschlieBen; vgl.
Helmert 1. e. 8.115. Dariiber, ob die iibrig bleibenden Fehler dem Wahr-
scheinlichkeitsgesetze entsprechen, vgl. ib. 8. 328,

I Um Beobachtungsfehler auszugleichen, geniigt das arith-
metische Mittel nicht immer, weil hiufig die gesuchte Grife,
neben einer oder mehreren beobachteten, nur in einer Gleichung
vorkommt, die man nicht auf jene Griofe auflost. Sie spielt
dann die Rolle einer Konstanten, deren Zahlenwert so ermittelt
werden soll, daB den Beobachtungen geniigt wird.

Ein einfaches Beispiel, an welchem die Aufgabe erliutert werden
soll, ist die Bestimmung eines Wirmeausdehnungs - Koeffizienten, der in
einer Gleichung auftritt, welche auBerdem die beobachteten GriBen, hier
Lingen und Temperaturen, enthiilt.

Als sonstige Beispiele mogen genannt werden die Bestimmungen
eines Elastizitiitsmoduls aus Ausdehnungen, einer spezifischen Wiirme aus
Abkiihlungszeiten, einer Galvanometerkonstante aus Skalenausschligen,
einer elektromotorischen Kratt aus kompensierenden Widerstiinden, eines
Winkels durch ein Repetitionsverfahren.

Nicht selten treten in der Gleichung mehrere unbekannte
Konstanten auf, z. B. die Faktoren linearer, quadratischer usw
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Glieder, oder auch neben der Hauptkonstante, deren Ermittelung
den Zweck der Beobachtungen bildet, noch unbekannte Faktoren
von Korrektionsgliedern, von Temperatureinfliissen usw.; diese
Groflen miissen dann mit einander bestimmt werden.

Zu diesem Zwecke werden also mindestens so viele Beob-
achtungen verlangt, wie unbekannte Gréflen vorkommen; wenn
gerade nur diese Anzahl vorliegt, so werden durch das Ein-
setzen der beobachteten Werte in den mathematischen Ausdruck
so viele Gleichungen wie Unbekannte gewonnen und die letzteren
sind hierdurch bestimmt. Vgl auch III, S. 16. Liegt jedoch
eine griflere Anzahl von Beobachtungen vor, so lassen sich die
Konstanten im allgemeinen nicht so bestimmen, daf allen Be-
obachtungen geniigt wird, sondern es bleiben Abweichungen gegen
die Rechnung iibrig, die ,,Fehler” der Einzelbeobachtungen. Diese
Fehler ,auszugleichen®, d. h. solche Resultate abzuleiten, dafi die
iibrig bleibenden Abweichungen méglichst klein ausfallen, bildet
eine der wichtigsten Aufgaben, die, wenn sie auch hiufig da-
durch erleichtert werden kann, daf die Beobachtungen zum
voraus dem Zwecke gemiB verteilt worden sind, doch oft zu
Schwierigkeiten und leicht zu Willkiir fiihrt.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung bietet nun in der Methode
der kleinsten Quadrate fiir solche Aufgaben ein systematisches

Verfahren.

Beispiel. Die Liinge eines Stabes fiir 0° und seine Ver-
lingerung auf 1° Temperaturerhéhung ist aus einer Anzahl von
Lingenmessungen bei verschiedenen Temperaturen abzuleiten. Nennen
wir 4 die Liinge bei 0°, B die Verlingerung fiir 1° so ist fiir die Tem-
peratur ¢ die Linge u TR Y

A und B sind die unbekannten, zu bestimmenden Konsta.\ntell, w und ¢
sind die beobachteten Gréfen. Zwei Beobachtungen wiirden geniigen.
Sind nur fiir die Temperaturen ¢, und ¢, die resp. Lingen u, und u, be-
obachtet, so folgt aus u, — A ++ Bt, und u,—= 4 4 Bt,

by Uy — oty Uy — Uy
o t—ty B“_”t,—-tg'

Es mogen auBer ¢,u, und f,,u, noch die zusammengehdrenden
Wertepaare t,,u, t,,u, usw. vorliegen. Wiren die Beobachtungen
fehlerfrei, so wiirden die gesuchten GriBen A und B, aus irgendwelchen
zwei Paaren berechnet, stets dieselben Zahlenwerte annehmen. In Wirk-
lichkeit aber findet man der Fehler wegen keine Zahlen fiir A4 und B,
die den sémtlichen Beobachtungen vollig geniigen.



12 3. Kleinste Quadrate.

Der Grundsatz der Methode der kleinsten Quadrate sagt:
die Konstanten sollen so bestimmt werden, daB die
Summe der Fehlerquadrate ein Minimum wird. Das
heift: je mnach verschiedenen Zahlenwerten der Konstanten
werden die mit letzteren aus dem Gesetze berechneten Werte u
von den beobachteten um verschiedene Grifien (die Fehler) ab-
weichen. Die wahrscheinlichsten Werte der Konstanten sind
diejenigen, bei denen die Summe der zweiten Potenzen aller
Abweichungen maglichst klein wird.

Wir bezeichnen den mathematischen Ausdruck von bekannter
Form, welcher die Abhingigkeit der beobachteten Grifie # von
einer anderen f (ev. auch von mehreren anderen) darstellt, all-
gemein als Funktion von ¢ durch das Symbol f(f). Die ge-
suchten Griflen kommen in f(#) als Konstanten vor, die wir
durch A4, B... bezeichnen. Die Gleichung ist also

u=f(t). |8

Beobachtet seien mehrere Grollen w,, wy ... u,,
den bekannten Grifen ¢, 4,...¢, gehoren. Nach obigem Satze
sollen die Zahlenwerte von 4, B ... so bestimmt werden, daf,
wenn man sie in f(f) einsetzt, die Summe der Quadrate der
Differenzen zwischen den berechneten und beobachteten Gréfien
u mbglichst klein wird?). Also es soll sein

[ty — (6 + [ty — £+ ... + [, — £(2,)]! — Minimum
oder durch das Summenzeichen X hezeichnet
Zlu—1(t)]*= Min. 2,
Eg ist im Auge zu behalten, daB simtliche % und ¢ bekannte, be-

obachtete Grofien sind. Wie man nitigenfalls die Gleichungen zuvor ,auf
gleiche (Genauigkeit gebracht hat, siehe unter IV.

Nach einem Satze der Differentialrechnung ist zu diesem
Zwecke der Ausdruck X[u—f{({)]> nach 4, B... zu
differenzieren, indem man letztere GriBen als Ver-
inderliche behandelt, und jeder partielle Differential-

welche zu

1) Man schiebt hier die Fehler auf eine einzige der beobachteten
Griifenarten (), was nicht selten merklich gestattet ist; in unserem Bei-
spiel des Ausdehnungskoeffizienten eines Stabes werden die Fehler der
Litngenbestimmung in der Tat diejenigen der Temperaturmessung meist
weit {iberwiegen. Nicht immer aber ist jene Annahme gerechtfertigt;
vgl. hieriiber V.,



Kleinste Quadrate. 13

quotient gleich Null zu setzen. Man erhilt also gerade
so viele ,Normalgleichungen®, wie Grifen 4, B ... zu bestimmen
sind, ndmlich
¢ Z[u—1f(H)F 8 X [u—1I(f)*
el 0B

Auf diesem Wege konuen beliebig viele Beobachtungen
gleichmiBig benutzt werden.

Die gewihnliche Ableitung eines Resultates aus verschiedenen Be-
obachtungen eines und desselben Objekts als arithmetisches
Mittel ist die einfachste Anwendung dieses Satzes. Denn wenn
U, %y ...u, die einzelnen beobachteten Grifen und 4 das aus ihnen
abzuleitende Resultat bezeichnen, so soll 4 so hestimmt werden, dalb

=0 usw. B

0,

— 2
X[u — A)*= Min., also BZ'[z; A—A] d h 2Z(u— A)=0 oder (u, — )

+ (g — A)+ -+ 4 (u,,— A) =0 wird. Dies gibt A=_)11 (4w + - +u,)

Freilich kommt es nicht selten vor, dafi die durch Diffe-
rentiation nach A, B ... entstehenden Gleichungen nicht direkt
aufloshar sind. Dann mufl die Losung durch Probieren und An-
niherung gesucht werden. In dem hiufigen Falle, wo f(f) die
Form hat f(t) = A4 4 Bt+ ('*. . ., ist die direkte Losung immer
moglich. Vgl III und IV.

Fortsetzung des Beispiels. Es sind bei den Temperaturen
iy ty ... t, die Lingen u,, u,...u, beobachtet. Im vorliegenden Falle ist
w=1() =4 4 Bt. Es sollen 4 und B so bestimmt werden, daf

ity = A B L TP w0 e g e B Fome M

oder kurz Z(u— A — Bt)*= Min,
Die Differentiation ergibt
nach 4 2(u— A—Bt)=0, nach B X{(u—A— Bt)=0,
oder, weil hier ¥4 = 4.n ist,
Zu—An — Bt =0, Ztu— AXt — BXt*= 0.
Aus diesen (leichungen findet sich
A:Eti‘tu——ﬁu_?tz, B;St)_’u—oa}_,‘tu

(ZH)E—n 2 (Z:—nXtt

Als kurzes Beispiel einer Zahlenrechnung werde ein Meterstab
angenommen, der auch fiir hthere Temperaturen dienen soll. Durch Ver-
gleichung mit einem Normalmafstabe sei gefunden
hei der Temp. ¢, = 20° t, = 40° t, = 50° ty=60°
die Linge u, = 1000,22 1w, = 1000,65 2%, =1000,90 u,= 1001,056 mm.
Nach diesen Beobachtungen soll die Linge « bei der Temperatur ¢ als
w =4 4 Bt dargestellt werden.

Zur Vereinfachung der Zahlenrechnung ziehen wir von allen Lilngen
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u den Betrag 1000 mm ab und nennen den Rest u, dann erhalten wir
fiir A auch nur den [TberschuB der Linge bei 0° iiber 1m. Die Rech-
nung stellt sich in folgendem Schema dar:

Nr. t u i* tu
1. 20 —+ 0,22 400 4,4
2, 40 0,65 1600 26,0
3. 50 0,90 2500 45,0
4. 60 1,06 3600 63,0

Jt=170 Zu=282 X{'=8100 Ztu=—1384
170.138,4 — 2,82.8100

i = = — 0,196
Also ist A 70— 48100 ,196 mm,
170-2,82 — 41884 .
und B'= 170°—4.8100 = 40,0212,
Die Linge des Stabes bei 0° ist in der angenommenen Formel also
= 1000 — 0,196 = 999,804 mm zu setzen und bei der Temperatur ¢

u = 999,804 - 0,0212¢.
Hiernach berechnen sich die Liingen fiir 20, 40, 50, 60°

Nr. t u ber. % beob. A 42
mim mim mm
1. 20° 1000,228  1000,22 - 0,008 0,000064
2. 40  1000,662  1000,65 - 0,002 0004
8. 50 1000,864 1000,90 — 0,036 1296
4. 60  1001,076 1001,05 -+ 0,026 0676

24— 0,002040

Man kann sich davon iiberzeugen, daf jede Anderung von A oder
B die Summe der Fehlerquadrate vergriBert.

Ebenso wiirde aus mehreren Beobachtungen der gegenseitige Gang
zweier Uhren, der Elastizitiitsmodul eines Stabes, die Empfindlichkeit
einer Wage oder eines Galvanometers berechnet werden kdnnen usw.

Der lineare Zusammenhang zwischen zwei veréinderlichen GriBen
stellt hiiufig bloB eine Anniiherung dar, die nur bei kleinen Anderungen
als merklich genau geltend angesehen werden darf. Als weitere An-
nitherung wird dann sehr oft, besonders bei Abhiingigkeiten von der
Temperatur, eine algebraische Form héheren Grades gebraucht, =z B.
w=A -4 Bt+4 Ct*. Die Wirmeausdehnung der Fliissigkeiten verlangt
im allgemeinen noch weitere Glieder. Die Bestimmung der A, B, C. .. aus
beliebig vielen Beobachtungen kann grundsitzlich ebenso geschehen wie
oben, ist aber verwickelter und miihsamer.

Fiir solehe Fille und, falls man oft mit kleinsten Quadraten zu
rechnen hat, auch bei einfachen Aufgaben, ist das Gaulssche Rechen-
verfahren (IV) bequemer und sicherer.

Die numerischen Rechnungen diirfen bei der Bil-
dung der Quadrate und Produkte nicht mehr gekiirzt
werden. Man kann aber groBe Zahlen durch Kunstgriffe ver-

meiden, wie z. B. oben durch Verkleinerung aller « um 1000 mm.
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Wie man diesen und andere Vorteile durch vorgingige Be-
rechnung von Niherungswerten erreicht, sicht man aus III.

Die Zahlenrechnung betreffend beachte man noch folgende
praktische Regel. Die Konstanten 4, B ... sowie andrerseits
die beobachteten Werte sind unter sich oft von verschiedener
Grofienordnung.  So zihlen in dem Beispiel die Temperatur-
inderungen ¢ mnach Zehnern, wihrend die Verlingerungen u
hiochstens 1 mm erreichen. Ks ist iibersichtlicher, wenn die
Groflen homogen* sind, was man durch Multiplikation oder
Division durch Potenzen von 10 bewirkt. Anstatt B¢ kann
man schreiben (10B)-(¢:10). Hitten wir dies getan, so wiirde
2.4 ... statt 20, 40 ... in die Rechnung gekommen sein, was
angenchmer ist. Das Rechnungsresultat 105 schlieBlich durch
10 geteilt filhrt zu genau dem fritheren Werte von B.

Unzuliissig sind dagegen Vereinfachungen, die mit den variabelen
GroBen selbst ausgefithrt werden z B. in folgender Weise. Gegeben sei
die Gleichung w= Bt -+ Ct% Die Anwendung der kleinsten Quadrate
hierauf wiirde sehr vereinfacht werden, wenn statt dessen gesetzt wiirde
w/t =B -+ Ct. Dies wiirde aber zu anderen Resultaten fithren als die
urspriingliche Gleichung.

Den sogenannten mittleren Beobachtungsfehler erhilt
man- bei diesen Aufgaben aus der Summe der Quadrate der
Differenzen 4 zwischen Beobachtung und Rechnung, falls » die
Anzahl der Beobachtungen, m die Anzahl der zu bestimmenden
Konstanten A, B... d. h. die Anzahl der Normalgleichungen
bedeutet, als

+ V’A,-—{—Ag-—l-...—}-dﬂ“. i

n—m

Im obigen Beispiele - }/0,00204/(4 —2) = -+ 0,032 mm.

II. Rechnung bei gleich grofien Intervallen.

Liegen die beobachteten Grifen in gleichen Abstinden
voneinander, so wird die Rechnung einfacher. Dergleichen Ver-
hiltnisse kommen nicht selten vor; ein periodisches Ereignis
sel z B. wiederholt beobachtet worden, und es werde die
Zwischenzeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen
gesucht [Schwingungsdauer (28), Umlaufszeit]. Oder man will
den Abstand zweier benachbarter Punkte bestimmen, wenn nicht
nur zwei, sondern eine griéflere Anzahl solcher Punkte neben-
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einander liegen, deren Orter beobachtet wurden [Abstand der
Knotenpunkte eines Wellenzuges (56)].

Allgemein #@ndere sich eine GroBe proportional einer zweiten;
von letzterer sei eine Anzahl gleichweit voneinander abstehender
bekannter Punkte genommen, zu denen man die zugehdrigen
Werte der anderen Grifle beobachtet hat.

So kénnten in dem vorigen Beispiel die Stabliingen in lauter gleichen
Temperaturabstinden gemessen sein.

Die beobachtete GroBe » mige der Reihe nach mit den
Werten w,, uy...u,_;, u, gefunden sein. Ohne Fehler sollten
die Intervalle uy—u,, u3—wy ... u,—u, , alle gleich grofl sein.
In Wirklichkeit sind sie ungleich und man sucht ihren wahr-
scheinlichsten Wert. Das arithmetische Mittel aus allen Inter-
vallen wiirde auf dasselbe hinauslaufen, wie wenn man nur den
ersten und den letzten Wert beriicksichtigte. Die gleichférmige
Benutzung aller Beobachtungen mit kleinsten Quadraten verlangt,
dal man das Intervall berechnet als

5 (1= 1), =)+ (1= 8) (4, — ) £+

n(n*—1)

Das ,,Gewicht® dieses Resultates ist P=mn(n*—1)/12; vgl.
S. 3. Der mittlere Fehler des Resultates betrigt dann, wenn ¢
der mittlere Fehler der einzelnen Bestimmung ist, E=z/}/ P.

Ableitung. Wenn ¢ die Nummer der Beobachtung bedeutet und
w= A - Bt gesetzt wird, so ist B das gesuchte Intervall. Also

=1, t=2..., t,_y=n—1, ¢t,=n
Die Ausdricke Xt =1 42 4 .- .4 n =inn41),
Ittt =142 ... atf=tun+ 12n+ 1),
Zu =wu +uy -+,
Ztu=wu, 4 2%+ - - - 4 nu,
in B (8. 138) eingesetzt geben den obigen Ausdruck.

(Die in der Mitte liegenden Beobachtungen erhalten bei dieser
Rechnung nur einen kleinen Einfluff auf das Resultat. Man wird hitufig
ohne kl. Qu. rechnen, niimlich eine gerade Anzahl n von Beobachtungs-
punkten bestimmen und, indem man }n=m setzt, das Mittel aus
(t,,, 1y — Wy )M, (ty, 3 — Uy)fm usw. nehmen. Vgl. 28))

III. Auflosung von Gleichungen mittels eingefiihrter
Néherungswerte fiir die Unbekannten.

Die Aufgabe wird an diesem Orte eingeschoben, weil sie die Grund-
lage des Gauls'schen Rechenverfahrens fiir kl. Qu. (IV) bildet; sie hat aber
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eine umfassendere Bedeutung, denn sie ist unentbehrlich, wenn Gleichungen
sich nicht direkt auf die gesuchten GroBen auflisen lassen.

Wir wollen die Aufgabe zuniichst ohne Riicksicht auf kl. Qu. behandeln,
aber gleich in der Form, die ja physikalisch auch am hitufigsten auftritt, daf
Konstanten 4, B ... einer Gleichung, die ein Gesetz darstellt, aus Beobach-
tungen abgeleitet werden sollen. Die 4, B... sind also die Unbekannten.

Kine beobachtete GriBe u hiinge von anderen beobachteten
GroBen r, s, ¢. .. nach einem Gesetze von bekannter Form ab,
welches die durch Beobachtung zu bestimmenden Konstanten
A, B, C enthiilt. (Eine grofere Anzahl als drei wird bei physi-
kalischen Aufgaben selten vorkommen und kénnte iiberdies ebenso
behandelt werden wie unser Fall) Es miissen natiirlich min-
destens so viele Beobachtungen vorliegen, wie zu bestimmende
Konstanten.  Die beobachteten GroBen bezeichnen wir mit
w St Uy S,y ete.

Die Abhiingigkeit der Grifen von einander werde durch
das Symbol dargestellt

w=1(d, B, C.% 8.1, .. ) : :").)
Dies ist die praktisch hiiufigste Form. IKine andere, z. B.
F(4,B,Crst,u..)=0,
wird man leicht dhnlich behandeln kénnen.

Die r,s,... werden im allgemeinen Ablesungen an Instrumenten ent-
halten, wie Uhr, Wage, MaBstab, Teilkreis, Thermometer, Manometer,
Rheostat, Galvanometer, Briickendraht usw. Als Beispiele fiir die w bei
physikalischen Aufgaben moigen Liingen, Volumina, Dichtigkeiten, elek-
trische Stromstiirken, Widerstiinde oder Spannungen, magnetische Momente,
Lichtbrechungsverhiiltnisse genannt sein.

Die zu bestimmenden Konstanten A4, B, €, welche hier die
Unbekannten vorstellen, lassen sich hinfig nicht direkt aus den
Gleichungen entwickeln. Hat man sich aber Naherungswerte
fiir A, B, C' verschafft, so fithrt man die Aufgabe in folgender
Weise auf die stets mogliche Auflisung linearer Gleichungen
zuriick.

Die Niherungswerte seien mit { 4}, { B}, [ (] bezeichnet; die
richtigen méogen sein

A={4) 4+ « B= B+ p C={C}+ 7. 6.
Diese Korrektionen «, g8, y sind also jetzt die Unbekannten,
welche man bestimmen soll.  Zu diesem Zwecke bilde man die
partiellen Differentialquotienten der Funktion # oder t (s. GL )

nach 4, B, €, indem man letztere GroBen zunichst als Verdnder-
Kohlrausch, prakt. Physik. 11. Aufl. 2
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liche behandelt, nach der Differentiation aber die Zahlen {4,
(B}, |C} dafiir einsetzt. Wir bezeichnen die so definierten Werte
der Differentialquotienten, welche also die GréBen », s, ¢... und
auBerdem nur Zahlenwerte enthalten,
[Eu)l_a |6ul_b (ou )
lod] — laBl laC|
In diese drei Ausdriicke sollen nun tiir die Werte »,5,¢... die
beobachteten Zahlen eingesetzt werden, z B. »,s,¢ ... dann

-
(

Ty Sgy ty . . . ebe.; die so entstehenden GrioBen sollen bez. ay, by, ¢
g, by, ¢, ete. heiflen.

Endlich nenmen wir {u} den Wert, der fiir die Funktion
entsteht, wenn man {4}, (B}, |} in die Funktion f einsetzt,
withrend « den wirklich beobachteten Wert bedeute. % und {u}
werden sich durch einen Rest v von einander unterscheiden

T=u — {u. 8.

Nach dem Taylorschen Satze ist dann, wenn t, e, 8,  hin-

reichend klein sind, um die spiteren Glieder zu vernachlissigen,
ou ) [ou ou

r=u{m]+ﬂl@}+y{ac}=m+ﬁh+m 9.

Indem man in diese Gleichung die siimtlichen Beobachtungen
einsetzt, erhiilt man so viele Gleichungen wie Beobachtungen,
in denen anfler ¢, 3, ¢ alles zahlenmifig gegeben ist:

r,=qaa,+ fb,+ ye,
t=aay+ b+ ye, 10.

Beispiel: Die Temperatur eines sich in konstanter Umgebung ab-
kiihlenden Korpers (oder die Lage einer aperiodisch gedimpften Magnet-
nadel, oder der Ort eines in einem ziithen Mittel sich bewegenden Korpers,
oder der Verlauf einer langsam vor sich gehenden chemischen Reak-
tion usw.) werde fiir die Zeit ¢ durch den Ausdruck dargestellt

w=A4-10"8 4 C.
A, B und C seien aus drei Beobachtungen zu bestimmen, welche zu den
Zeiten ¢, t, t, fiir w die Werte w, u, u, ergeben haben. Setzt man zusammen-
gehorige Paare in den Ausdruck ein, so erhilt man allerdings drei Glei-
chungen, durch welche A, B, (' bestimmt sind:; die Elimination, z. B. von
. . . . 10-35—q0785 g glii
(' und A, fiihrt jedoch auf die Beziehung —r = —1—_-‘ . eine
10 1—— 10 3 Uy Uy
nicht nach B auflésbare Gleichung. Wohl aber kann man z. B. rechnerisch
durch Probieren eine Zahl fiir B finden, welche der Gleichung geniihert
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geniigt. Oder man zeichnet w, u, u, als Ordinaten zu ¢ ¢, {, in Koordi-
natenpapier, zieht eine Kurve durch und legt zwei Tangenten an dieselbe,
welche das Gefiille ¢ und ¢ fiir zwei, der Rechnung bequem gewithlte
Abszissen £ und ¢ ergeben. Dann ist B=(Igq —lgq")/(t'— ), der Wert
wird aber nicht genau sein. Oder endlich, es ist fiir die dritte Beobach-
tung ¢, etwa so grofi, daB w, nahe den Endwert C vorstellt, — Sobald
man A oder B oder (! hat, so lassen die beiden iibrigen GriBen sich ge-
schlossen ausdriicken, werden aber auch nur Niherungswerte sein, wenn
die erste ein solcher ist.

So habe man sich die Niherungen (4}, |B) und {C} verschafft. Es
ist dann nach Gl 8 u. 7

r—u—{4)-10" B0} 8a.
0w e o, (Ou)_ (Apt107B gay
ﬁ_{iﬁﬁ}_m b_!a_}—)’}___ log e C—{aﬁj—l' 4.

Durch Einsetzen der drei Beobachtungspaare von « und ¢ in Gl 7a und
8a und der hieraus erhaltenen Zahlen fiir v, @, b, ¢ in Gl. 9 erhiilt man
drei (ileichungen 10. Aus diesen bestimmt man «, §, y und dann aus
1. 6 4, B, 0, welche meistens den Beobachtungen schon geniigen werden.
Andernfalls benutzt man sie als bessere Nitherungswerte und wird bei
Wiederholung der einfachen Rechnung sicher zum Ziele kommen.

Liegen nur so viele Beobachtungen vor wie Unbekannte,
so lost man die Gleichungen in gewdhnlicher Weise auf. Im
anderen Falle dient die Methode der kleinsten Quadrate. Vgl
hieriiber I und IV.

Es ist kaum ndtig zu bemerken, daB, wemn # schon in
der Form u== Ar 4 Bs—+ Ct gegeben sein sollte'), die eben
auseinandergesetzte Reduktion nicht notwendig ist. Trotzdem
wird man sie oft mit Vorteil gebrauchen, d. h. sich Niherungs-
werte fiir A, B, C' verschaffen und mit den Resten rechnen, um
niimlich kleinere Zahlen einzufiihren, welche im Kopfe oder mit
Multiplikationstafeln zu rechnen gestatten. Man hitte dann

du b_‘o‘u " P_'o'u_t
oA ~#B T eC 7
Dies sieht man hier auch ohne Differentialrechnung, denn wenn
(o} + v = ({4} + o) + (B} + B)s + (C} + 0t
50 ist eben r=uwar+ fs+4 yt.
An dem - Beispiel von 8.13 mit zwei zu bestimmenden Konstanten
Aund B sieht man den Vorteil leicht. Wir schreiben w — 4 + Bs. Einen
1) 7. B. ist die hiufige Gleichung uw= A 4 Bs+ Cs* (wo s etwa
eine Temperatur vorstellt) ein vereinfachter Fall; hier ist r — 1, ¢ — s* zu
setzen.

2*



2) 3. Kleinste (uadrate;

Niherungswert fiir B liefern offenbar die beiden Beobachtungen
§, =20 wu,=1000,22 und s,=60 u,=1001,05,

T 1001,056 — 1000,22 0,83
niimlich [B) = }-60 =57 = :H)
Aus der Beobachtung 1 findet man dann fiir 4 die Niherung

{4} = 1000,22 — 200,021 = 9998,
Also lu) = 999,8 - 0,0215.
"Da nun a=guid—=1 und b= pudB =s, so wird die Gleichung
u—{ul=tr=ea-a-4 fb=a1-4f-s.

Hierin sind « und § mit kleinsten Quadraten zu hestimmen. 11,..,
y ty .. und b b, ... berechnen sich:

= 0,021.

Nr. u s {u} = 999,8 4 0,021 -5 T a b
mm mm mm

1. 1000,22 20° 1000,22 -+ 0,00 1 20

2. 1000,65 40 1000,64 Fo01 1 40

3. 1000,90 50 1000,85 -+ 0,05 1 50

4. 1001,05 60 1001,06 — 0,01 1 60

wo man nun alles nach dem Schema 8. 14, aber im Kopfe rechnen kann;
am einfachsten, wenn man noch r in Hunderteln mm und & in Zehnern
von Graden ale Einheiten ausdriickt. Die so berechneten ¢ bez. p wiiren
natiirlich zum Schlufi durch 100 bez. 1000 zu dividieren.

IV. Das Gauls’sche Rechenverfahren bei der Aufldsung
linearer Gleichungen mit kleinsten Quadraten.

Diese Art zu rechnen ist, wenn man sich an sie gewdhnt hat, be-
quemer und durch die neben der Rechnung hergehende Kontrole sicherer
als eine andere; besonders wenn eine grofie Anzahl von Beobachtungen
vorliegt.

Es seien n» Beobachtungen gemacht und nétigenfalls mit
Niiherungswerten nach III in linearen Zusammenhang gebracht.
Die in Bezug auf ¢, g, p als Unbekannte aufzulisenden Glei-

chungen heiflen (Gl 10, 8. 18)
L, =aa + b +y¢
ty=ady+ b, 4 ye,

Iﬂ= aa’n+ {jbn+ ?(:n'

Es wird im allgemeinen geniigen, die Zahlen fiir a,...0,...¢,...
soweit auszurechnen, daB ihre Ziffernzahl derjenigen der bleibenden
Reste r ungefithr gleichkommt. Es ist dabei von groBem Vorteil, wenn
die Niitherungswerte so nahe richtig sind, daf die Reste zwei, hochstens
drei Ziffern umfassen. Dann kann man die Quadrate und Produkte mit
Rechentafeln, z. B. von Crelle oder Zimmermann, oder mit drei- oder vier-
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stelligen Logarithmen bilden. Bei diesen Rechnungen darf, wie schon
N. 14 bemerkt wurde, nicht weiter gekiivzt werden!

Allen Gleichungen soll dasselbe wahrscheinliche MaB der
(renauigkeit zukommen. Liegen Griinde vor, den einzelnen Be-
obachtungen eine ungleiche Genanigkeit zuzuschreiben, so seien
die (Gleichungen bereits durch Multiplikation mit der Quadrat-
wurzel des einer jeden zukommenden Gewichtes (S.3) auf gleiche
(renaunigkeit gebracht. (Dabei ist zu beachten, daf auch Fak-
toren 1 m demselben Verhiiltnis gefindert werden miissen.)

Um die Gleichungen nach kleinsten Quadraten aufzulisen,
kann das S. 11t erOrterte Verfahren dienen unter Beachtung,
daB den dortigen v t... A4,B...
hier die Griflen entsprechen v  a,bc «,f, 7.

Hiir eine gréBere Anzahl von Unbekannten, z B. schon fiir unsere
drei, ist aber die folgende Auflisung nach Guauls bequemer.

Man findet links die Reihenfolge der Hauptrechnung: da-
neben vechts fiir deren Richtigkeit eine Kontrole, welche man
neben der Hauptrechnung fiihrt. Es handelt sich zuniichst aum
die Berechnung von Summen der Quadrate oder der Produkte
rusammengehdriger Grofien, die wir in leichtverstiindlicher Weise
abgekiirzt so bezeichnen:
al+ai+- - +al=laa] a b+ tpby + -+ -+ a,b, =|ab)

a v+ a,v,+ -+ a,r,=[ar| usw.
Rechnung. Kontrole.
Man bilde [aa] [ab] |ac] [ar] BEs sei at+bfe=35
[bb] [b C'] [[; ‘1:] Ferner, wie oben bezeichnet,
[(;c'l [(; r] a, S+ a, S, + - +a, S, =[aS] usw,
[rx] Dann muf sein

[vv] ist nur fir die letzte Kon- [aa] + [ba] + [ca| = [aS]

trole notwendig. [ab] 4 [bb] 4 [cb]=[bS]
[ac]+[be] +[ce]=[c 8]
[ar] 4 [br] 4 [et] =[r S|

Die  Normalgleichungen® zur Bestimmung von «, 5, y sind

[aa) e+ [ab) - § +[ac] -y = [ar]
[ab]-« + [bB]- B+ [be]-p — [br]
lac]-a[be]-B+[ec] -y —[et].

dann
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Die Auflisung geschieht folgendermaBen:

Man hilde und bezeichne Man berechne
b
[bb] — {32{ [ab] = [bb], bS] — %;a} [a8] =[S}
|.'(1b] o lac] S1=Tlc8
l_b C’_I r—— Ia,a,] [ae] = lbf']]- [(”SJ [aa] [,u J [C jT
el —oqlarl=(brl | SIS =[Sk
tafl ~dann muB sein
lee] — [64] lac]=]ce]; (60 + [belr = [bS];
e (] [belr+[eeh=eS]
[ev]— [aa] lar]=[ex];. [brlr+ [erh=[r St
Endlieh Man berechne
[e6l— [bel; Tl leS) — }Z';}I [68] = [¢ Sy
6D, j
[bel, [e8)c— [y 2 05 =[S

foxly— g1 vk = o7l

| dann muf sein
[[eehy =[eShn und [erhy =[S}
Hieraus erhiilt man die Unbekannten «, f und y:
oy 5 Dl JDBde | _lev] let], [ec],
[ee]n [bb),  ° [bb) [aal ™ [aa])” " [aa] "

Kontrole der ganzen Rechnung. Die Einsetzung der gefun-
denen «, g, y in die urspriinglichen Gleichungen lasse die Fehler iibrig

i =ea + b+ 76— fs=aa,+ fb, + ye, — 1, ete.

Dann muf sein

PR PRI P R LAY BN LA /A M (L1 P

[aa] [b0]c leeln
Die Gewichte der so bestimmten «, f, y werden erhalten
e s [bb][ l"CJII _ [“a] [bb]r [Cc]n
y=leche  Ps=""10 " P (ool [bb]— [be] [bel

Die Quadrate der mittleren Fehler von «, 8, 7 erhilt man,
indem man den Ausdruck (f2 424 -+ §2)/(n — 3) durch
Pas Py Py, dividiert; 3 ist hier die An/ahl der bestimmten Kon-
stanten.

Es kann vorkommen, daf die hbei der ersten Berechnung
erhaltenen Korrektionen e, 8, 7 nicht geniigen. Dann hat man
die jetzt entstandenen Werte |A]|+ «, [B]+ 8, [C]+ y wieder
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als Niherungswerte von A, B, (' zu betrachten und die Rech-
nung zu wiederholen. :

Rechenschema. Es empfiehlt sich, bei solchen Rechnungen die
Zahlen immer in derselben Ordnung zu schreiben, z. B. (die Klammern
der Produktsummen sind weggelassen):

lg aa aa ab ac s wr
lgab lgbb; bb be bS by
lgac lgber lgee b b
gac lgbep lgeey (t,b“b ”Da.c ad o @b .
lga,k" lg bS[ arna aa o ara
lgar lgbyy lgey, DMf.=bb bey b Sy by
cce esS cr S Ty
ab b(,‘[ CIiry =
log —= ac ae ., ac ay ,  av .
g aa gbbr hﬂ"i'n‘ aaac uaab St ﬁab ”“ul
1g‘t‘; lg:? | Diff. = eer eSt ey Sy
. [
b(.‘[ b(.’[ = bCI "JII . b'[]
- “bSp - b bhS br
o 0T T L T vl ST Ll L
aa — : :
| Diff. = eeyy eSyy eryy vSyy
‘I,
L'C][('rn-
Diff. = Xf*

V. Fehlerverteilung auf alle beobachteten Grdfien.

Das bisher behandelte gebriiuchliche Verfahren, die Fehler auf eine
der beobachteten Groben w zu schieben, ist gerechtfertigt, wenn die Be-
obachtungsfehler einer Grofle, die dann fir » zu wihlen ist, die
Iehler der iibrigen bedeutend iiberwiegen. Dieser Fall liegt, so wie in
unserem Zahlenbeispiel 8. 13, nicht selten vor. Beobachtet man eine Gribe,
z. B. eine Korpereigenschaft (Liinge, Volumen, Dichte, Elastizitit, Kapil-
laritit, Leitvermigen von Metallen, Magnetismus) als Funktion der Tem-
peratur oder einer Belastung, etwa des Druckes, oder bestimmt man einen
riiumlich verteilten Zustand (Schwere, magnetisches oder elektrisches Feld,
Temperatur, Luftdruck) als Funktion der Koordinaten, so sind hiiufig die
jedesmal zuzweit genannten Gréfen nur mit geringen Beobachtungsfehlern
behaftet, welche das Resultat kaum Dleeinflussen, und die Fehler liegen
ganz iiberwiegend auf der ersteren Seite.

Derartiges trifft aber nicht immer zu; die Fehler verschiedener Be-
obachtungsgrifien konnen vielmehr in ihrem Einflub auf das Resultat von
derselben Ordnung sein. (Beispiele: Volumen, Druck und Temperatur bei
(Gasen; Liingen- usw. Messungen unter Verhiiltnissen, wo die Temperatur-
bestimmung erschwert ist, z. B. in der Hitze; Leitvermdgen von Klektro-
lyten, bei denen die Temperaturfehler im allgemeinen von relativ groBem
Einfluf sind; bei Dichtebestimmungen von Losungen als Funktion der
Konzentration treten die I'ehler der chemischen Analyse mit denen der
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Wiigungen in Konkurrenz.) Das gebrituchliche Verfahren entspricht daun
nicht den wirklichen Verhiltnissen.

Nach Helmert kann man dann folgendermaBen vorgehen.

Die Gleichung, die den naturgesetzlichen Zusammenhang
zwischen u, 7, 5. .. darstellt, sei auf die Form gehracht

(4, B,C...u,75...)=0, 1.
und es mogen wieder mehr Beobachtungssiitze w7, s,, tuyrys, . . .
vorliegen, als Konstanten 4, B, C'... zu bestimmen sind. Die
(ileichung kann also nicht mit allen Beobachtungssiitzen zugleich
in (Tbereinstimmung gebracht werden.

Machen wir nun die Annahme, dafl, wenn man die be-
obachteten Werte w7 s, yr,8,... um die kleinen GréBen
1y 8, Uy 1,8, . . . (die Fehler) verbessert, alsdann alle Gleichungen

t(4,B,C...u+u, 41, s,+8..)=0 |

f(4, B, C...ugt 1y, rg+1,5, 5+ 3...) =0 2.

ete. l

streng erfiillt seien, so verlangt die Theorie der kleinsten Quadrate,
dafl die Konstanten 4, B, C'... so bestimmt werden, daB, iber
alle Beobachtungen erstreckt, die Summe der auf gleiches Gewicht
gebrachten Quadrate der Beobachtungsfehler miglichst klein wird,
; 2 2 a2
ulso 2 (% o ;ig 2 ;—2 + .. ) = Minimum, 3.
wobei IL,M, & ... die als bekannt vorausgesetzten mittleren
Beobachtungsfehler von u,r, s... bedeuten,

Statt dieser Minimumgleichung wird man der Kinfachheit
halber die Gl. 4 substituieren, in welcher die Einzelfehler in eine
einzige FehlergriBe zusammengezogen auftreten. {4}, (B}, {C}. ..
seien bekannte Niherungswerte der Konstanten, so daf (vgl
hieriiber 3 I1I)

A—{d)4+« B—(B|+§ C=(Cl+yp ete,
wo «, 3, y also die schlieBlich zu bestimmenden Grofien sind.
Dann liBt sich jede der Gleichungen 2, insofern e, 8, ... sowie
i, 1, ... hinreichend klein sind, unter Weglassung der Indices
umformen in: o

¢

. , of f of

tl{A},{B},{C}...u,r,.s...)+uéA—|-[)‘aB+},gC_|_...
ef
du

2a.

N
g =0
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die Koeffizienten von e, f, ... und von u, v, & ... werden mit
den Niherungs- bez. den beobachteten Werten in Zahlen aus-
vedriickt.
f({4},{B},{C})...u,r,s...) ist eine fiir jeden Beobachtungs-
satz zahlenmiillig auszurechnende Grife, die mit {f} bezeichnet
werde.  Der in Gleichung 2a ferner vorkommende Ausdruck
ot
1 e
Beobachtungssatz angewandt, den Fehler des Resultates {f}, der
durch das Zusammenwirken der Ein/elfehlel 1, r,é . entsteht

2 3 - .
+1t,. 4+ 88— - bedeutet nun offenbar, auf einen einzelnen
or o5

Bezeichnen wir diesen Fehler mit {, also u —|— +

so liBt sich Gl 2a jetzt in der Form sc]nelben
IRy 1L AT BT, 2h,

Hierdurch ist der zusammengefaBite Gesamtfehler | der Beobach-
tongen in einem Aunsdruck dargestellt, der aufer den zu he-
stimmenden Konstanten «, f, . .. in jedem Beobachtungssatz nur
Griflen enthilt, die sich in Zahlen ausdriicken lassen.

Nach dem Grundsatz der kleinsten Quadrate sind nun die
Konstanten «, f, ... so zu ermitteln, daB der Bedingung ge-

niigt wird :
i c
- = Min. 4.
pop

Die Summe ist iiber alle Beobachtungssitze zu erstrecken. f he-
deutet, wie eben gesagt wurde, fiir jeden Satz die durch Gl 2b
gegebene Grofe.

¥ endlich bedeutet das mittlere Fehlerquadrat von f; das-
selbe wird gefunden (vgl. S. 7, Gl 3)

pow(Yew (@

und ist, indem man die Niiherungswerte {4}, {B}... und die be-
obachteten u, r, s, ... ete. in f einsetzt, fiir jeden Beobachtungs-
satz numerisch berechenbar. Hiermit ist die Konstantenbestimmung
auf das frithere Schema, also etwa auf das (Gauls'sche Verfahren
(IV) zuriickgefiihrt.

Die nach der Bestimmung von e, 3, p fiir jeden Beob-
achtungssatz aus Gl 2b zu ermittelnde FehlergroBe | kann
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schlieBlich auch auf die Einzelbeobachtungen gemill der

Bedingung 3 verteilt werden, nimlich dadurch, dal man setzt
u  fef v foef & f of

T Fo' T Forl & Fos

Denn multipliziert man die GIL 6 mit u, bez. v, bez. §... und addiert

sie dann, so folgt, da f=udf/du + vof/or + 30f/0s definiert wurde (3. 25),

n, x* | 8 of ot of i
Dltmtet-)=Sglgate, +e5+ )= 25

Der Ausdruck rechts ist aber die Grife, welche laut Bedingung 4
bei der Bestimmung der Konstanten zum Minimum gemacht wurde.

Im vorigen wird angenommen, dafl jeder Beobachtungssatz
fiir sich in den Gleichungen auftritt. Uber allgemeinere Fille
vgl. Helmert, Ausgleichsrechnung.

6.

4. Korrektionen und Korrektionsrechnungen.

Die gesuchten Resultate gehen selten glatt aus den Beobach-
tungen hervor; die ﬁbung im Anbringen der Korrektionen ist eine
der wesentlichsten Bedingungen des genauen und trotzdem he-
quemen physikalischen Arbeitens. Mit steigendem Anspruch auf
Genanigkeit wiichst sowohl die Anzahl der zu beriicksichtigenden
Nebeneinfliisse, wie die Schwierigkeit, sie zu eliminieren, so dafl
hierin oft der grifere Teil der Arbeit besteht.

Zu den Ursachen der Korrektionen gehdren erstens Instrumentalfehler,
wie die Ungleicharmigkeit der Wage, Abweichungen von genauner I’ro-
portionalitiit zwischen Ursachen und Wirkungen, z. B. bei Ausschlags-
winkeln, die Abweichungen von geniihert geltenden Gesetzen, wie bei
magnetischen Fernwirkungen u. dgl. Ferner die Nebeneinfliisse, besonders
die von der Atmosphiire herriihrenden, wie der Auftrieb der Korper in
der Luft, die Wirkungen der Luftfeuchtigkeit, die Barometerschwankungen,
vor allem aber die Einfliisse der Temperatur, welche sich auf fast siimt-
liche Eigenschaften der Korper erstrecken.

Beriicksichtigt man diese Umstiinde nicht, so wird das entstehende
Rohprodukt der Arbeit meistens viel fehlerhatter ausfallen, als der Beob-
achter denkt. Kine Hinschrinkung ist andrerseits auch unvermeidlich,
denn sonst kann eine einzige Messung, z. B. von einer Pendelliinge, einem
clektrischen Leitvermdgen, ja von einer Masse zu einer umfangreichen
Arbeit werden.

Es ist nitig, sich von vornherein iiber den Betrag der
Korrektionen zu orientieren, und sodann, sie auf miglichst ein-
fache Weise in die Rechnung aufzunehmen. Wie weit man die

Korrektionen beriicksichtigen kann, hiingt von #uBeren Um-
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stinden und von der Grenze ab, welche auch hier durch die
Fehler der Beobachtung sowie durch die unvollkommene Kenntnis
der Naturgesetze und der in diesen vorkommenden Zahlenwerte
gesteckt ist. Andrerseits aber ist es oft iiberfliissig, die Ge-
naunigkeit der Korrektion bis zu dieser Grenze zu fithren; es
geniigt vielmehr offenbar, so weit zu gehen, daB der vernach-
lissigte Teil der Korrektionen erheblich kleiner wird als der
mégliche Einfluf der Beobachtungsfehler. Hieraus ergeben sich
ihnliche Kiirzungsregeln, wie frither fiir die Fehlerrechnung.

Eine der einfachsten physikalischen Messungen ist z. B. die Massen-
bestimmung durch Wigung. Hier bestehen zundichst die eigentlichen
Beobachtungsfehler, welche aus der Unvollkommenheit unserer Gesichts-
wahrnehmung und des Urteils iiber dieselbe, sowie aus einigen micht zu
berechnenden Miingeln der Wage, wie Reibung, Veriinderlichkeit der
Hebelarme usw., zusammengesetzt sind. Auch die fehlerfreie Herstellung
oder Priifung eines Gewichtsatzes ist unmiglich. Indessen werden keines-
wegs besonders ausgezeichnete Instrumente oder feine Beobachtungen
vorausgesetzt, damit andere ebenfalls unvermeidliche, aber ihrer GriBe
nach bestimmbare und daher zu eliminierende Fehler merklich werden,
welche, wo (lenanigkeit beansprucht wird, beriicksichtigt werden miissen.
Hierher gehort erstens die Ungleicharmigkeit der Wage, welche bei griBeren
Gewichten in der Regel einen merklichen Einfluff hat. Sie wird nach 13
eliminiert.

Zweitens erleiden die Korper einen Gewichtsverlust durch die ver-
driingte Luft, welcher schon bei einer Kriimerwage, die bei 1 kg Belastung
noch 1 gr anzeigh, grifier werden kann als der Wigungsfehler. Um die
Wiigung auf den leeren Raum zu reduzieren, muf man die Dichtigkeit
der Luft kennen, eine innerhalb gewisser Grenzen verfinderliche Gribe.
Aber obwohl es nur bei einer sehr rohen Wiigung gestattet ist, die Korrektion
zu unterlassen, so liBt sich leieht iiberschlagen, daf fiir gewihnliche An-
spriiche auch bei wissenschaftlichen Untersuchungen die Verinderungen
der Dichtigkeit der Luft nicht beriicksichtigt zu werden brauchen; man
darf mit einem Mittelwert rechnen. Indem man sich entsprechend auch
auf eine genitherte Ausrechnung der Korrektion beschriinkt oder eine Tabelle
benutzt, wird die erhebliche Verbesserung des Resultates sehr einfach,

Miihsamer wird die Arbeit, wenn die mittlere Luftdichtigkeit nicht
geniigt; dann muf noch die Temperatur und der Druck der Luft beob-
achtet werden. Dieser wird aber nicht aus der blofen Ablesung am
Barometer erhalten, sondern da (uecksilber und MaBstab sich mit ihrer
Temperatur ausdehnen, so ist auch diese zu beriicksichtigen. Auch die
Verinderlichkeit der Schwere an der Erdoberfliche hat einen EinfluB.
Endlich hiingt die Dichtigkeit der Luft von ihrer Feuchtigkeit ab, die
also bei feinen Wiigungen auch bestimmt und in Rechnung gesetzt
werden mub.
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In #hnlicher Weise treten Korrektionen in die meisten Aufgaben ein,
vorziiglich auch durch die wechselnde Temperatur.

Die genaue Durchfithrung solcher Nebenheobachtungen und Rech-
nungen ist hiiufig eine grofie Arbeit. Durch das Verhiltnis der Grifie der
Korrektionen #zu dem verlangten oder erreichbaren Mafl der (ienaunigkeit
wird der Umfang des Notwendigen vorgezeichmet.

Zur Rechnung wird man oft die Niherungsformeln auf S. 9
u. 10 gebrauchen.

Beispiele. 1. Eine der gebriiuchlichsten Kiirzungen ist das Dar-
stellen des kubischen Ausdehnungskoeffizienten durch denlinearen f§
als 3f. Streng entspricht einer Anderung der Lineardimensionen im Ver-
hitltnis 1 -+ f¢ das Volumenverhiltnis (1 - p#)*=1 4 3f¢ 4 3% p5¢t°
Aber fiir fast alle festen Kiorper ist §<70,00003, so daf fiir ¢ = 100° der
vernachliissigte Teil 3p%t* nur <0,000027 oder Y., des Ganzen ist.
Nur wenn so kleine GroBen in Betracht kommen, diirfte man die gekiirzte
Rechnung nicht anwenden. In einem solchen Falle aber kommt zugleich
in Betracht, daf der Ausdehnungskoeffizient selbst sich mit der Temperatur
indert. Ganz ohne merklichen Einfluf wird %%

2. In 37 wird bei der Reduktion des Barometers auf 0° die Aus-
dehnung des Quecksilbers als Korrektionsgrofe behandelt, indem
(1 4 0,00018¢) =1 — 0,00018 It (Formel 4, S.9) gesetzt wird. Dabei ver-
nachliissigt man héhere Potenzen von 0,00018 ¢, Man sieht aber, daB selbst
tiir t=30" schon die niichste Potenz nur 0,00008 betrigt, also mit
! = 760 mm multipliziert nur etwa '/, mm, eine hier fast immer zu ver-
nachlissigende GriBe liefert. — Unerlaubt dagegen ist es meistens, die
20mal groBere Ausdehnung der (vase ebenso zu behandeln.

3. Wird das Gewicht eines Kiorpers durch Doppelwigung (13)
bestimmt, und hat man auf der einen Seite das Gewicht p,, auf der
anderen p, gefunden, so ist streng genommen p = y(p, p,) das wirkliche
(Gewicht. Anstatt dieses geometrischen Mittels darf aber das arithme-
tische |} (p, + p,) gesetzt werden (Formel 9, S.10). Denn setzt man
p=p+9d, pp=p—9, wo eben p=14(p, + p,) ist, so wird (Formel 3)

= 2 2
Veup=Vp'— *=p l/i —;g =p (1 - %;g) :
Nun miifite eine Wage sehr schlecht justiert sein, wenn d/p den Wert
1/1000 erreichte. In diesem Falle wiire §0%p*= | Milliontel, eine GrisBe,
welche im Verhiltnis zu 1 jedenfalls nicht in Betracht kommt, wenn man
mit einer solchen Wage wiigt.

{Ther graphische Methoden bei Korrektionen s. z. B. Mehmke, Wied.

Ann, 41, 892, 1890; Maurer, Archiv d. Deut. Seewarte 1894 Nr. 6.

5. Interpolation.
Oft soll eine GriBe y, die von einer anderen z abhiingt,
fiir einen ganz bestimmten Wert von 2 ermittelt werden, wih-
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rend zusammengehorige Werte nur in der Nachbarschaft bekannt
sind. — Ahnlich besteht die Aufgabe einer Beobachtung hiiufig
darin, die Bedingungen festzustellen, durch welche eine bestimmte
Kinstelluing des Beobachtungsobjektes entsteht. Es ist jedoch
oft mithsam oder sogar unméglich, die Verhiiltnisse ganz genau
bis zur Erfiillung dieser Forderung einzurichten.

So ist es meistens mit Schwierigkeiten verkniipft, die Temperatur
eines Korpers aut einem vorbestimmten Grade, bei welchem etwa sein
Volumen, seine Klastizitit, sein elektrisches Leitungsvermdgen bekannt
sein sollen, genau zu erhalten; bei einer Wigung die Gewichtstiicke gerade
s0 abzupassen, daf der Zeiger auf Null steht, kostet, wenn es iiberhaupt
moglich ist, Zeit. Ahnliches gilt, wenn galvanische Leitungen so ab-
geglichen werden sollen, daB eine Galvanometernadel einen bestimmten
Teilstrich anzeigt.

In solchen sehr hiufigen Fillen kann man oft aus Beobach-
tungen in der Nachbarschaft die genauen gesuchten Verhiilt-
nisse interpolieren und dadurch Vorteile in der Einfachheit der
Hilfsmittel, im Zeitaufwand und dazu noch in der Genauigkeit
erzielen.

Es sei x, der Punkt, fiir den die GroBe y, gesucht wird,
und man kenne die Nachbarwerte y, fiir ; und g, fir a,, wobei
#, und 2, womdglich auf verschiedenen Seiten von x, genommen
werden. — Liegen die Einstellungen so nahe bei einander und
bei a,, daB innerhalb dieser Grenzen die Anderung von y der
Anderung von z proportional ist, so gilt

(Ho— Y1) (@ — 1) = (Yo — Y1) : (% — @),
) Yo — W .
Vg, —m,

Beispiele siche unter anderem in 10 und 90.

Ist die ohige Voraussetzung nicht erfiillt, so werden zur
Interpolation, wenn das Gesetz des Wachstums nicht bekannt
ist, mindestens drei benachbarte Beobachtungen verlangt. Fiir
die Rechnung sind Formeln z B. von Lagrange und Gauls gegeben.

Vgl. Weinstein, Physik. Mafbest. § 291.

Meist wird im letzteren Falle die graphische Inter-
polation (6) angewandt.

woraus Yo=1 + (2, — 2

6. Graphische Darstellung von Beobachtungen.
Kine Grifle ¥ sei zu mehreren Werten einer anderen Grille z,
vou der sie abhiingt, beobachtet worden, etwa die Kmptindlich-
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keit einer Wage zu verschiedenen Belastungen, die Skalenteile
eines Spektralapparats zu bekannten Lichtwellenlingen, das spezi-
fische Gewicht oder eine andere Kigenschaft einer Lisung zu
mehreren Konzentrationen derselben, oder Volumina, elektro-
motorische Kriifte, Loslichkeiten, Leitvermigen u. dgl. zu ver-
schiedenen Temperaturen. In jedem Falle erlangt man dann am
raschesten eine ['bersicht iiber den gegenseitigen Zusammenhang
der Grofen, auch iiber ihren regelmiiigen Verlauf, wenn man
sie geometrisch darstellt, indem man i Koordinatenpapier x als
Abszisse und y als Ordinate eintrigt. Wenn, wie es hiiufig vor-
kommt, ein einfaches mathematisches Gesetz fiir die Abhiingig-
keit der einen GriBe von der anderen nicht bekannt ist, so ge-
wiihrt diese graphische Darstellung, indem die eingetragenen
Punkte durch eine Kurve verbunden werden, die einzige ['ber-
sicht {iber ihren Zusammenhang.

Graphische Ausgleichung von Fehlern Diese geo-
metrische Darstellung gemessener Werte kann, wie leicht zu
sehen, zur Kontrole bez. zur Verbesserung von Beobachtungen
dienen. Denn Beobachtungsfehler machen sich in UnregelmifBig-
keiten der Zeichnung geltend, man kann aber hiiufig den richtigen
Verlauf trotz den Unregelmiifligkeiten erkennen und eine aus-
gleichende Kurve durchziehen. Vorsichtig aber muBl dies Ver-
fahren gehandhabt werden; es verleitet leicht zu Irrtiimern, be-
~sonders an den Enden der Kurven.

7. Uber die Genauigkeit von Messungen. Zahlenrechnen.

Die vornehmste Regel bei einer Messung ist, daB die Genaunigkeit
des Resultates den Grundlagen und dem Zweck nach richtig beurteilt
wird. Eine Uberschitzung liegt einerseits vor, wenn man sich oder andere
durch eine iibertriebene Anzahl von Ziffern iiber die Genaunigkeit tiuscht.
Derselbe Fehler liegt aber 6fter noch in der Form vor, daB man sich
durch eine von vornherein begangene Uberschitzung des Endergebnisses
dazu verfiihren lift, einzelne Teile der Arbeit mit zweckloser Sorgfalt
auszuftihren oder Korrektionen mit unnitiger Genauigkeit zu behandeln,
Fine Dichtigkeitsbestimmung mit direkter Volumausmessung von Y, cm®
Unsicherheit oder die Herstellung einer Lésung von einem Salze, dessen
Masse wegen Hygroskopie auf 19, unbekannt bleibt, liBt sich nicht
wesentlich dadurch verbessern, daf man auf 1 mg genau wigt. Wird das
Leitvermiigen eines Klektrolytes gemessen, dessen Temperatur auf - 4°
bekannt ist, so folgt aus letzterem Umstande allein etwa 19, Unsicherheit,
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die sich auch nicht dadurch vermindern 1iBt, daf man das Leitvermdgen
selbst besonders genau bestimmt.

{Iherhaupt wird bei Messungen nicht selten eine unnétige Genauig-
keit angestrebt und Miihe dadurch verschwendet. Dies ist u. a. bei solchen
Objekten zu beachten, die an sich nicht scharf definiert sind. Dazu ge-
hiren z. B. die Eigenschaften vieler fester Substanzen, ganz besonders orga-
nischer. Von diesen lassen sich ihre Dichte, Elastizitiit, Festigkeit, elek-
trische und thermische Kigenschaften, z. B. die verschiedenen Leitvermdgen,
als Eigenschaften der Substanz durchaus nicht genau bestimmen, weil sie
eben nicht in bestimmter GriBe vorhanden sind, sondern von nicht genau
definierbaren FEigenschaften, etwa vom hygroskopischen Zustande, ab-
hiingen, und weil sie meistens sogar innerbalb des untersuchten Stiickes
schwanken. Das spezifische Gewicht einer Holzart auf Y, anzugeben
hat {iberhaupt keinen Sinn.

Zu den gewdhnlichsten Formen der Unterschiitzung einer Genauig-
keit des Resultates andrerseits gehort das ['bersehen oder ungeniigende
Behandeln von Nebenumstiinden withrend der Messung. Vor allem gilt
dies von der Temperatur; diese, man darf beinahe sagen unter allen Um-
stiinden, zu beachten, ist eine Vorsicht, die der Beobachter sich nicht frith
genug angewdhnen kann und die besonders dann am Platze ist, wenn
man den Temperatureinfluf auf einen Vorgang noch nicht kennt.

Kritik nach beiden Seiten bildet die Vorbedingung zweckentsprechen-
den Arbeitens.

Zahlenrechnen.

Das niémliche gilt von einer kritischen Behandlung der Zahl. Die
numerische Berechnung der Resultate 1{i8t sich nur mit einer beschriinkten
Anzahl von Ziffern ausfiihren, was bei den meisten Rechenoperationen die
vollstiindige Genauigkeit ausschlieBt. Meistens wiirde die letztere auch
swecklos sein.

Im allgemeinen halte man die Regel fest, das Resultat in so vielen
Ziffern mitzuteilen, daB die letzte wegen der Beobachtungsfehler keinen
Anspruch auf Genauigkeit macht, daB die vorletzte aber fiir ziemlich
richtig gelten kann. Im Zweifelfalle eher eine Stelle zu viel als zu wenig!

Der Rechnung nach sollen alle mitgeteilten Ziffern richtig sein! Hier-
nach muB wenigstens eine liingere, beispielsweise logarithmische Rechnung,
welche, durch das Vernachlissigen der spiiteren Ziffern, die letzte Stelle nach
und nach um einige Einheiten fillschen kann, mit einer Stelle mehr gefiihrt
werden, als man mitteilen will; angehiingte oder einen Dezimalbruch be-
ginmende Nullen bleiben hier auBier Betracht. Bei dem AbstoBen der
letzten Ziffer wird, wenn sie mehr als 5 betriigt, die vorletzte bekanntlich
um 1 erhdht.

Ein iibertrieben genaues Rechnen gehért zu den gewdhnlichsten
Fehlern. Ks wird z. B. das Volumen v eines rechteckigen Korpers durch
Ausmessen der drei Dimensionen bestimmt. Die letzteren seien etwa
gleich 10,5 15,7 30,9 mm gefunden. Das genaue rechnerische Resultat
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» = 5093,860 mm?® mitzuteilen wiirde kritiklos sein. Denn ein Fehler bei
dem Ausmessen um je ',, mm kann das Resultat bis zu 50 mm® zu groB
oder zu klein gemacht haben. Es gentigt also » = 5090 oder iiuBersten-
talls 5094 zu berechnen, also abgekiirzt zu multiplizieren oder mit 4stelligen
Logarithmen zu rechnen. Auf etwa 1 Promille genau kann auch ein ge-
wohnlicher Rechenschieber arbeiten. Umgekehrt findet man oft Divi-
sionen auf zu wenige Stellen ausgefiihrt, vielleicht ein spezifisches Gewicht
mittels Wiigungen auf Zehntel mg mit einer feinen Wage bestimmt und
schlieBlich = 2,5 berechnet, wiihrend vielleicht die 4te Dezimale noch
richtig sein kionnte.

Fiir genauere nicht logarithmische Rechnungen sind aufier der Rechen-
maschine u. a. die Crelle’'schen Rechentafeln geeignet.

8. Technisches.

1. Reines Quecksilber. Das in eisernen Flaschen aus Idria bezogene
Quecksilber geniigt nach Filtrieren fiir die meisten Zwecke. Zum Gebrauch
in kleinen Mengen ist ein Flischchen mit Auslaufspitze bequem.

Getrocknet wird Quecksilber oberflichlich mit FlieBpapier, voll-

2.

kommener durch Erwiirmen in einer reinen eisernen oder Porzellan-Schale
auf etwa 150° unter Umriihren. Staub entfernt man mittels Filtrierens,
nommenes Filter mit einem oder einigen feinen Léchern an der Spitze.
Fett wird durch Ausschiitteln mit etwas Kali- oder Natronlauge oder Benzol
1
und Oxyd zieht man durch Schiitteln mit ver-
N/ ‘g = diinnter Salpetersiiure oder Losungen von Eisen-
4 222 TN
k L natiirlich unter wiederholtem griindlichen Nach-
i schiitteln mit Wasser. Oder man liBt das
| =
; = Offnungen versehenen, z. B. durch ein Stiick-
| r  chen Bambusrohr geschlossenen Trichter durch
|
keiten und schlieBlich durch Wasser laufen.
Ein aufgebogener unterer Fortsatz des Rohres
durch seinen Druck die Flissigkeitssiiule hiilt
und im UberschuB abfliebt.
durch Abdestillieren des Quecksilbers, am
besten im Vakuum, d.h. in barometerfithnlichen
wird das Quecksilber aus dem Vorrat in ¢ mit der Luftpumpe gehoben;
die Offuung von r liBt man dabei in Quecksilber tauchen. Ist das Kiihl-

am einfachsten durch ein gewdhnliches, bei groBerem Druck mehrfach ge-
und Alkohol beseitigt, fremde unedle Metalle

chlorid oder doppeltehromsaurem Kali aus;

)

Quecksilber aus einem mit mehreren ganz feinen

1 bis 1} m hohe Siulen der genannten Fliissig-

(Fig. 1) fingt das Quecksilber auf, welches

Schwer flichtige Metalle entfernt man

Vorrichtungen (Fig.2). Durch den fettfreien (s. Nr. 25) Hahn & hindurch
rohr » hinreichend eng, so gelingt es, durch Heben des GefiiBes y Gase,
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welche iiber dem Quecksilber geblieben oder wiihrend der Destillation
ausgeschieden sind, mit dem iiberfliebenden Quecksilber auszutreiben, falls
sie nicht von selbst mit dem Quecksilber in » abwiirts wandern. Die
Wiirme des kleinen Rundbrenners b wird durch den Mantel m zusammen-
gehalten. 8. z. B. Weinhold, Carl's Rep. 23, 791. 1887; Leonh. Weber ib.
15, 1. 1879; Dunstan u. Dymond, bei denen die Luftpumpe wegfiillt, Phil.
Mag. 29, 367. 1890; Pollak, Ann. d. Ph. 15, 1049. 1904.

Gegen fliichtigere Metalle dient elektrolytische Destillation: das
Quecksilber kommt auf den Boden eines breiten GefiiBes als Anode in
eine etwas angesiiuerte Losung von Merkuronitrat; in derselben Losung
steht ein kleineres Gefiif mit Platinkathode. Durch einen Strom (etwa
0,01 Afem? wird das Quecksilber geldst und unter Zuriicklassung der
oxydierbaren Metalle niedergeschlagen, Jaeger, ZS f. Instr. 1892, 364.

2. Reines Wasser. Zu Kiihlrohren beim Destillieren pflegt man
Silber, Zinn oder Glas zu verwenden. Glas gibt anfangs Bestandteile ab,
was aber bei guten Sorten (vgl. 4) mit der Zeit aufhort. Hartniickig kénnen
eingetrocknete feste Verunreinigungen iibergespritzten Wassers stéren. —
Das StoBen in GlasgefiBen wird durch Metallstiickchen (Platin) ver-
mindert. — Das zuerst iibergegangene Wasser ist hilufig wegen mit-
gerissener fliichtiger Verunreinigungen schlechter als der Vorrat.

Unvermeidlich ist die Verunreinigung des Destillates durch atmosphii-
rische Kohlensiiure, besonders wenn diese durch Flammen oder Atmung
vermehrt ist. Im letzteren Falle kann das Destillat durch
Schiitteln oder besser durch einen Luftstrom verbessert werden,
der mittels der Wasserluftpumpe in einer Waschflasche aus
einer engen Rohriffnung in kleinen Blasen durchgesaugt wird.
Griindlicher reinigt ein Luftstrom, der iiber Atzkali oder
Natronkalk oder durch eine Waschflasche mit verdiinnter
Alkalilésung geleitet worden ist. Langsamer wirkt das An-
streichen des #ufleren Flaschenhalses mit gutem geléschten
Kalk und UTberstiilpen eines Glases, welches die Kommunikation der Luft
iiber dem Wasser mit dem Kalk gestattet; Fig.

Verunreinigungen lassen sich auch durch Ausfrieren beseitigen,
indem man den nicht gefrorenen Teil weggieBt. Oberflichlich abgespiiltes
Natureis kann schon ein gutes Wasser liefern.

Bei der Aufbewahrung in Glas 1ost das Wasser, je nach der Glas-
sorte rascher oder langsamer, mehr oder weniger Bestandteile, besonders
Alkali, aus den Winden. Vorziiglich ist Jenaer
(zlas 59. Vgl. Nr. 4.

Nach dem Einblasen in Spritzflaschen sauge
man die kohlensiiurehaltige Luft sofort zuriick.
— Vielfach bequem ist fiir feinere Zwecke eine
Flaschemit Heberrohr, beidesaus gutem Glase; Fig.
Nach dem AusflieBen bringt man durch Zuriick-
neigen das fubBere Niveau in den Siphon zuriick.

Kohlrausch, prakt. Physik. 11. Aufl, 3
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Val. iiber Wasser und Luft 7S f. phys. Ch. 42, 198. 1902.

Das feinste Priifungsmittel auf unorganische geldste Stoffe ist das
elektrische Leitvermdgen (96). Gutes Wasser hat etwa 10-6; durch Ent-
ziehen der Kohlensiiure (vgl. oben) kann man auf etwa 0,5.10-¢ kommen.

3. Bereitung von Gasen. Man erbilt: Wasserstoff aus reinem Zink
mit verdiinnter Schwefelsiure oder Salzsiiure. — Sauerstoff durch Er-
hitzen von 700 gr chlorsaurem Kali mit 100 gr Braunstein, wobei man bei-
gemischtes Chlor durch Atzkali absorbieren liBt. Rein wird der Sauer-
stoff aus Kaliumpermanganat oder in kleineren Mengen aus Quecksilberoxyd
dargestellt. Beide Gase konnen auch elektrolytisch bereitet werden. —
Reinen Stickstoff: das Erhitzen einer Losung von 185 gr NaNO,, 185
NH,Cl, 95 K,Cr, O, in 900 cem Wasser gibt 80 Liter. Stickstoff mit den
atmosphiirischen Beimengungen wird erhalten, wenn Luft durch eine
Waschflasche mit konzentrierter Ammoniaklosung, dann {iber glithende
Kupferspiine geschickt und getrocknet wird. — Helium durch Erhitzen
von Monazitsand (Cleveit; Samarskit) in einer Wasserstoffatmosphiire. —
Argon aus Luft durch Uberleiten iiber gliihendes Magnesium oder besser
Calcium, welche O, N und CO, absorbieren; Ramsay u. Travers, ZS f. phys.
Ch. 28, 241. 1899. (Uber die Abscheidung von Krypton und Xenon s. ibid.
38,641, 1901.) Noch ergiebiger (in 2 Tagen 11 Lit.): Absorption der aktiven
Gase durch ein Gemisch von 90%, Calciumkarbid mit 109, CaCl, im Eisen-
gefiB bei 800°; F.Fischer u. Ringe, Ber. D. ch. Ges. 1908, 2017. — Kohlen-
giiure aus reinem Marmor mit Salzsiiure. — Kohlenoxyd durch Erhitzen
einer Mischung von 1 T. Natriumformiat, ¢ T. Schwefelsiure und 3 T.
Wasser. — Ammoniak aus konzentrierter wiisseriger Losung, die, bei
etwa 30° siedend, fast nur Ammoniak abgibt. — Schweflige Siure
durch Erhitzen konzentrierter Schwefelsiiure mit Kupferspiinen oder durch
Auftropfen von verdiinnter Schwefelsiiure auf Natriumbisulfitlauge. —
Chlor aus Braunstein und Salzsiure.

Reinigen der Gase. Meistens durch vorgelegte Absorptionsmittel,
entweder in Waschflaschen, wobei das Gas in kleinen Blasen nicht zu
raseh durchtreten soll, oder auch in fester Gestalt. ({Tber eine rotievende
Schlauchpumpe zum Wiederholen der Zirkulation s. Prytz, ZS f. Instr.
1905, 193; auch Bose, Gott. Nachr. 1906, 280.) Als Vorlagen dienen:
Wasser gegen mitgerissene Salze, Sturen oder Alkalien; gegen Siuren
sicherer alkalische Lisungen (doppeltkohlensaures Natron, wenn Kohlen-
siiure gewaschen wird); gegen fliichtiges Alkali Schwefelsiiure- oder Phos-
phorsiiurelisung ; gegenSauerstoff alkalische Pyrogallollisung (Rezept von
Hempel: 5 gr Pyr. in 15 gr Wasser, kurz vor dem Gebrauch gemischt mit
120 gr Atzkali in 80 gr Wasser geldst) oder gliihende Kupferspiine; gegen
Wasserstoff glih. Kupferoxyd; gegen Organisches (z. B. Kohlenwasser-
stoffe) tibermangansaures Kali oder,,Bleichchromat*. — Auch Uberleiten durch
Glasrihren z. B. mit zerkleinertem Atzkali, oder Bimsstein mit Schwefel-
gilure. — Wasgserstoff kann man, nach dem Waschen mit einer alkalisch
gemachten Losung von KMnO,, welche Siuren, auch Arsen zuriickhiilt
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und Kohlenwasserstoffe zerstért, getrocknet von ausgegliihtem Palladium-
schwamm absorbieren lassen und durch Erhitzen unter Luftabschluf spiter

wieder frei machen. — [Tber Reinigung durch Kondensieren und fraktio-
niertes Destillieren s. z B. Ramsay w. Travers l. ¢.; Moissan, Ann. chim. ph.
(8) 8, 74. 1906; Kam. Onnes, ZS f. Instr. 1907, 223. — Reinigen von

Edelgasen (Argon, Helinm usw.) in geschlossenen Behiiltern: die chemisch
aktiven Gase werden durch Caleium absorbiert (Maquenne, Soddy), welches,
z. B. elektriseh, etwa durch induzierten Wechselstrom, zu schwacher Rot-
glut erhitzt ist. Soddy, Proc R. 8. A 78, 429. 1907. — Wertvolle Anlei-
tungen bei Travers, Exp. Untersuchungen von Gasen, deutsch von Estreicher,
Brschw. 1905.

Trockenmittel. Man fiihrt das Gas iiber Stiicke von geschmolzenem
Chlorcaleium, oder Bimsstein mit konzentrierter Schwefelsiiure, oder durch
eine Waschflasche mit letzterer, am sichersten iiber wasserfreie Phosphor-
siiure in einem langen Rohr. — Mit Auswahl ist auch langsames Durch-
leiten durch ein in fester Kohlensiiure oder fliissiger Luft gekiihltes Rohr
brauchbar.

K#uflich in Bomben sind: H, O (in 95 und 99 °, Reinheit), N,
Cl, CO,, 80,, NH;, N,0. — Luft, Sauerstoff, Stickstoff, fliissig in Dewar-
schen Flaschen liefert die Gesellsch. f. Markt- u. Kiihlhallen, Berlin. —
Vgl. Teichmann, Kompr. u. verfliiss. Gase, Halle 1908.

4. Glassorten. Die Lislichkeit der Glassorten im Wasser und ihre
damit zusammenhiingenden hygroskopischen Eigenschaften sind von sehr
ungleicher GréBe. 1 qdm gibt bei den besten Glisern in gewdhnlicher
Temperatur tiglich etwa 0,002, bei schlechten bis zu 0,2 mg Substanz in
Losung. Temperatursteigerung beschleunigt den Angriff ungeheuner stark.
Haltbar ist gutes Jenaer Geriteglas und besonders Nr. 59. Kine Schiitzung
der Giite eines Gefiifes ergibt sich am einfachsten aus der Haltbarkeit der
Wasserfiillung selbst mittels des elektrischen Leitvermigens (96). Rascher
gewinnt man ein Urteil, wenn man das Glas im Stahlmorser und der
Achat-Reibschale unter Vermeidung von Verunreinigung fein pulverisiert
und einen Wagseraufgufl auf sein Leitvermdgen oder durch Eindampfen
auf blankem Platin auf seinen Gehalt an fester Substanz priitt. Auch
die hygroskopische Wasseranziehung liefert, bei Pulvern aus der Gewichts-
zunahme, bei griBeren Fliichen nach der elektrischen Isolierung in feuchter
Luft beurteilt, eine Priifung der Giite. — Oder man bringt die Glasfliche in
mit Wasser gesiittigten Ather, der mit etwa Yoo °% Eosin gefiirbt ist. Je
loslicher das (ilas, desto intensiver fiirbt es sich im allgemeinen; s. Mylius,
78 f. anorg. Ch. 55, 238. 1907. — In einer Salzsiiure-Atmosphiire bekommen
schlechte Gliiser eine stiirkere Triibung als gute (R. Weber).

Gute und mittlere Gliiser werden mit der Zeit durch den Gebrauch,
insbesondere auch durch Behandeln mit warmem Wasser, besser.

S. u. a die Abhandlungen von Warburg u. Thmori, Mylius u. Forster,
R Weber, . Pfeiffer, Schott, F. Kohlrausch in Wied. Ann., Ber. d. Deutsch.
Chem. Ges., S f. Instr., ZS f. analyt. Chem., ZS d. Vereins z. Beftrd. d.

3$
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Gewerbefleibes. (Ther die #iltere Literatur vgl. z B. Kohlrausch, Wied. Ann.
44, 577. 1891. — S. auch Hovestadt, Jenaer Glas ete., Jena 1900.

5. Physikalische Eigenschaften verschiedener Gliser. Von einheit-
licher Beschaffenheit moderner Glassorten kann bei deren sehr verschiedener
Zusammensetzung nicht mehr die Rede sein, selbst wenn man von den
spezifisch optischen Glisern absieht. Die folgenden Zahlen bedeuten die
Grenzen der Higenschaften von Glisern fiir gewdhnliche Zwecke; in
Klammern sind extreme Werte angegeben.

Dichtigkeit §= 2.4 (2,3) bis 2,6 (5,9)

Kub. Temp.-Ausd.-Koeff. «=0,0000 18 (11) , 31 (34)

Spez. Wiirme c= 0, 18 (08) ,, 21 (23)

Wiirmeleitvermigen k= 0,00 18 (11) , 20 (22)

Flast.-Modul F=100> 59 (47) , 175 (79) kg/mm*

Lichtbrechungsverhiiltnis n = 1,61 (1,50) ,, 1,53 (1,75)

Jenaer Thermometerglas XVI s=258 «=10,0,284 ¢=0,19 »n=1,527
i & 59  s=237 «=0,0,174 ¢=0,19 n=1497

Aus der bekannten Zusammensetzung eines Glases kann man die
Kigenschaften genithert nach dem Ausdruck ) m, 4 C,m, 4 Cym, ... be-

rechnen, wenn 1 Gew.-Teil Glas m,, m, ... Teile der einzelnen Stoffe ent-
hiilt und wenn jeder die Konstante C der folgenden Tabelle bekommt:

Si0, B,0, K,0 Na,0 Ca0 BaO Zn0O PbO ALO,

fir « 0,000 008 001 085 100 050 030 018 030 050

fiir ¢ 0, 1b1 237 186 267 190 067 126 0561 207

fiir # 100 >< 65 20 71 100 100 100 15 47 160

fiir1/s 0, 480 526 357 385 303 143 169 104 244,

Winkelmann u. Schott, Wied. Ann. 49, 401. 1893; 51, 697, 730, 1894;
Winkelmann, 61, 105. 1897; s. auch Hovestadt, Jenaer Glas ete., Jena 1900.

Ein gutes Thiiringer Glas wird durchschnittlich etwa 0,70 SiO,,
0,06 K, 0, 0,12 Na; 0, 0,10 Ca0, 0,02 AL, O, haben.

6. @Glas versilbern. Dies geschieht durch Mischen zweier Liésungen
A und B. Nach Bottger: A) Man lost 5 gr Silbernitrat in destilliertem
Wasser, versetzt mit Ammoniak, bis der Niederschlag beim Umriihren
fast vollstiindig verschwindet, filtriert und verdiinnt auf 500 cem. B) 1 gr
Silbernitrat, in etwas Wasser geldst, wird in !, 1 siedendes Wasser ein-
gegossen. Dazu setzt man 0,83 gr Seignettesalz, lilit kurze Zeit sieden
bis der entstandene Niederschlag grau aussieht, und filtriert hei. Die
Losungen halten sich im Dunkeln einige Monate. — Statt dessen wird
als schneller wirkende Losung B mehr empfohlen (Lumidre) eine 1 pro-
zentige Losung von Formaldehyd; 40 9, Losung ist kiiuflich.

Andere Rezepte, mit Anwendung von Zucker- und (kohlensiiurefreier!)
Alkalildsung z. B.: Martin, Pogg. Ann. 120, 335. 1863; Lohse, Jahrbuch fiir
Photographie, 1887; Jzarn, C. R. 1385, 240. 1902.

Die gut (mit Salpetersiiure, Atzkali, Alkohol) gereinigte Glastliiche
wird einige mm hoch mit einer soeben hergestellten Mischung aus gleichen
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Raumteilen der Lisungen A und B (von der Formaldehydlésung nur die
Hiilfte) bedeckt oder besser nach unten gerichtet in dieses Gemisch ein-
gesenkt. Nach etwa einer Stunde (5 bis 10 min bei der Formaldehydlésung)
ist die Reduktion beendigt; die Platte wird abgespiilt, die Operation er-
neuert usf., bis die Schicht geniigend diek ist. Falls sie als AuBenspiegel
dienen soll, poliert man nach dem Trocknen vorsichtig, etwa mit dem
Handballen. Fiir Innenspiegel darf man die Reaktion dadurch beschleu-
nigen, daB man die Bottger'sche Losung B vor der Mischung auf etwa
70° erwitrmt. Zum Schutz kann schlieBlich das Silber mit einem Lack
iiberzogen werden; diinne Spiegel verziehen sich allerdings hierdurch
leicht, auch weil die meisten Lacke, selbst Schellack, ein wenig hygro-
skopisch sind. — Zur Erzielung diinner, gleichmiig durchscheinender
Schichten soll man die Losung withrend der Reaktion in Bewegung halten.

6a. Spiegel durech Kathodenzerstiubung. Der dazu nitige hoch-
gespannte Gleichstrom kann einem Induktorium mit Hilfe eines Gleich-
richters (80 II) entnommen werden. Das hohe Vakuum (0,01 bis 0,02 mm)
wird, um Quecksilberdampf auszuschlicBen, mittels gekiihlter Holzkohle
(s. Nr. 24) bewirkt. Anordnungen z. B. bei Leithiiuser, ZS f. Instr. 1908, 113,

7. Glas platinieren. Nach Kundt: 3 gr Platinchlorid, in 10 cem abs.
Alkohol geldst, werden mit 30 cem konzentrierter alkoholischer Losung
von Borsiure versetzt. Hierzu kommt die doppelte Menge einer Mischung
von venezianischem Terpentin und Lavendeldl, je nach der beabsichtigten
Dickfliissigkeit in verschiedenem Verhiiltnis. Fiir optisch brauchbare Spiegel
wird ein Tropfen von miiBig dinnflissiger Lisung aufgebracht und eine
zweite Glasplatte aufgelegt, so dab sich zwischen beiden eine diinne Fliissig-
keitsschicht bildet. Man zieht die Platten voneinander ab und erwiirmt
langsam in einem vorn offenen Muffelofen zu ganz schwacher Rotglut.

Um Glas zu léten, bestreicht man es mit dickfliissiger Lisung und
erwiirmt iiber der Flamme langsam zur Rotglut. Das eingebrannte Platin
wird galvanisch verkupfert und kann dann mit Zinn gelitet werden (Kundf).
Auch versilbertes Glas lilit sich nach Einbremnen des Silbers und
Verkupfern l6ten; der Zusammenhalt ist nicht so fest (Rintgen).

8. Glas blasen. Eingehende Anweisung z. B. in Ebert, Anleitung zum
(+lagblasen, Leipzig 1904; auch in Ostwald-Luther, Phys.-ch. Messungen,
2. Aufl. 8. 102. Im allgemeinen ist folgendes zu beachten. Das Aufblasen
oder Ausziehen wird in der Regel nach dem Entfernen aus der Flamme
ausgefiihrt. — Das Anwirmen ist auf eine betriichtliche Strecke auszudehnen;
die Gefahr des Zerspringens pflegt voriiber zu sein, sobald das Glas die

Flamme ftarbt. — Diinnere Rihren biegt man in der ruBenden Flamme
(Fischschwanzbrenner); dickere miissen withrend des Biegens durch Blasen
geformt werden. — Zusammenzuschmelzende verschiedene Glasstiicke sind

einige Zeit in der Flamme gut zu ,verblasen“, so dafl keine scharfe Be-
rithrungsfliiche bleibt, und nachher in der leuchtenden Flamme zu kiihlen,
bis sie schwarz werden. — Diinne Stiicke werden oft bequemer im Bunsen-
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brenner oder sogar iiber einem Argandbrenner bearbeitet, als in der Ge-
blaselampe. — Platin wird durch Vermittlung von , Einschmelzglas* (Blei-
glas) eingeschmolzen; Jenaer Thermometerglas XVI vertriigt direktes Ein-
schmelzen. Das Kiihlen von Stiicken mit eingeschmolzenem Platin, fiir
welches die rufende Flamme zu vermeiden ist, kann iiber dem Cylinder
eines Argandbrenners geschehen. — Feine Locher lassen sich in diinn-
wandiges Glas mit einer zugespitzten gliithend gemachten Lichtkohle driicken.

9. Glas und Metall zeichnen. Voriibergehend zeichnet man mit Glas-
tinte, die vor dem Gebrauch aufgeschiittelt wird, oder mit den blauen
Fettstiften von Joh. Faber; dauvernd mit .Diamanttinte oder mit dem
Schreibdiamant, wobei aber bei Glas ein Schneiden, welches leicht mit
der Zeit oder bei Erschiitterungen zu Spriingen fiihrt, vermieden werden
muB. — {Tber Glas teilen s. 21, 6.

10. Glas sehneiden. Der Schneiddiamant ist auf seine richtige Stellung
auszuprobieren und mit geringem Druck gut parallel zu fithren. Weite
Glagrohren schneiden sich am besten mit dem Rohrendiamant von innen.
Enge Rohren ritzt man mit dem Glasmesser und bricht sie nachher. Mit
dem Brechen soll bei Platten wie bei Rohren tunlichst eine auseinander-
ziehende Kraft verbunden werden. — Sprengkohle soll nicht viel Asche
geben. Sie wird etwas vor den Sprung gehalten, den man fortfithren will.

11, Metalle amalgamieren. Zink wird in Salzsiiure, Kupfer und
Messing in verdiinnter Salpetersiure mit einer metallischen Oberfliiche
versehen und dann in Quecksilber getaucht oder mit solchem eingerieben.
Nachher wiischt man mit Wasser und entfernt ev. iiberschiissiges Queck-
silber. Statt in Quecksilber kann man in eine etwas saure Ldsung von
Quecksilber-Chlorid bez. Nitrat eintauchen.

Um FEisen zu amalgamieren, verzinnt man es zuvor in der Hitze.

Platin, ganz frisch gereinigt, amalgamiert sich hiiufig schon beim
Eintauchen in Quecksilber, sonst bringt man es als Kathode in eine
Liosung von Quecksilbernitrat oder wendet Natriumamalgam an.

12. Liten. Bei dem gewdhnlichen Liten ist besonders die vorgiingige
Entfernung des Oxyds durch Benetzen mit Létwasser ete. und Erhitzen,
sowie das Ruhighalten wihrend des Erstarrens zu beachten. Diinne Korper
verzinnt man durch Eintauchen in einen Fingerhut mit geschmolzenem
Zinn.  Das Litwasser nachher abspiilen! Salmiakpulver, Stearin oder
Kolophonium kinnen einigermafen das Litwasser ersetzen. Die Schneide
eines Lotkolbens wird heif auf einem Stiick Salmiak gerieben. — Als
siurefreies, leichtflieBendes Lot wird | Tinol*, auch , Fludor empfohlen,

Mit Gold loten. Ein Stickchen Goldblatt oder Golddraht wird
mit etwas Boraxpulver zwischen den zu verlitenden Fliichen in der Stich-
flamme zum Schmelzen gebracht.

12a. Leicht schmelzbare Legierungen. 1 Blei, 1 Zinn, 2 Wismut;
94" (Rose). 2 Blei, 1 Zinn, 1 Cadmium, 4 Wismut: 60° (Wood).

15. Platin schweilen. Die zu verbindenden Stiickchen werden in
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Bertihrung miteinander (zwei Drahtenden etwa einmal umeinander ge-
wickelt, oder ein Draht durch ein oder zwei Licher in einem Blech durch-
gesteckt) in der Spitze der Gebliseflamme weiBgliihend gemacht und auf
einer dicht darunterstehenden blanken Eisenfliche durch einen oder zwei
kurze Schliige mit einem kleinen Hammer vereinigt.
Zusammenschmelzen kann man Platinstiickchen in der Stich-
flamme des Saunerstoffgeblises. Mit Kupfer oder Silber lifit sich Platin
in der gewdhnlichen Gebliseflamme leicht halthar zusammenschmelzen.

14. Stahl hiirten. Der zur Kirschrotglut gleichmiifig und rasch er-
wirmte Stahl wird in Wasser oder ()1 abgelischt; Finreiben mit Seife
vermindert das Oxydieren. Gestreckte Stiicke sind, damit sie sich nicht
verwerfen, longitudinal einzusenken. Um glasharten Stahl anzulassen,
kann je nach dem gewiinschten Grade siedendes Wasser, heiBes (1 oder
langsam die Flamme gebraucht werden, in welcher die AnlaBfarbe (gelb
bis blau) den Grad des Anlassens gibt. (Vgl. Holborn, ZS f, Instr. 1891, 114.)

15. Metalle ausgliihen. Diinne Duyiihte soll man ohne Spannung in
oder iiber eine kleine Flamme halten, ev. auf eine Rohre gewickelt er-
hitzen. Ein gutes Mittel, auch fiir diinne Bleche, ist der elektrische Strom.
Oxydierbare Metalle gliht man im bedeckten Gefiif unter einem Strom
von Kohlenséiure oder Wasserstoff. Platin darf nicht in eine ruBende
Ilamme und im Bunsen-Brenner nicht dauernd in den inneren Kegel
kommen, der unverbrannten Kohlenstoff enthiilt!

16. Magnetisieren. Entmagnetisieren. Kurze Stiibe hilt man zum
Magnetisieren zwischen die Pole eines Hufeisenmagnets und hebt sie
parallel den Kraftlinien heraus. Liingere magnetisiert man durch Streichen
oder mittels Einlegens in oder Durchziehens durch eine Stromspule. Plitz-
liches Unterbrechen des Stromes, withrend der Stab in der Spule liegt,
ist zu vermeiden. — Entmagnetisieren kann man kleine Stiicke durch
Rotation zwischen den Polen eines Magnets oder ruhend zwischen den
Polen eines rotierenden Magnets (Zentrifugalmaschine), indem man sie
withrend der Bewegung langsam entfernt. Oder man behandelt die in
einer Spule liegenden Stiicke mit kriftigen Wechselstrimen, die man
durch einen Fliissigkeitsrheostaten allmiihlich bis auf Null abschwicht.

17. Schleifen und Polieren kleiner Kirper. Das Schneiden geschieht
mit einem Schmirgeldraht oder mit der Laubsiige, das Abschleifen aunf
einem Stein oder einer Glasplatte, bei harten Kérpern mit Schmirgel, bei
weicheren mit Bimsstein, oder blol auf mattem Glase. Poliert wird mit
Englisch Rot, Tripel oder Zinnasche, oder bei ganz weichen Kirpern ohne
Poliermittel, auf einer mit Leinwand oder Papier stramm bezogenen Glas-
platte tunlichst mit gerader ihrung des Kiorpers, deren Richtung man
oft wechselt. Als Schleif- oder Polierfliissigkeit dient, wenn Wasser den
Kérper angreift, Alkohol. Den Finger mag man im letzteren Falle mit
Kautschuk bedecken. FKEnglisch Rot oder Tripel wird trocken angewandt. —
Kristallen fiir optische Untersuchung gibt man zuerst eine oberfliich-
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liche Politur, um unter dem Polarisationsapparat (70) zu erkennen, ob die
Platte richtig orientiert ist. Man korrigiert, bis die gewiinschte Richtung
erzielt ist, und poliert nach vollstiindigem Eben- und Feinschleifen fertig.

Glasschliffe, z B. Glasstopsel lassen sich oft mittels feinen
Schmivgelpulvers, welches mit etwas Wasser zwischen die Flichen ge-
bracht wird, durch gleichmiiBiges Drehen unter miifigem Druck verbessern.

18. Rezepte fiir Galvanoplastik, auf 1 Liter Wasser berechnet. Die
Stromstiirken gelten als Stromdichten auf 1 qdm.

Vergolden. | bis } &; 10 gr Goldchlorid und 20 gr Cyankaliom;
oder 1,6 gr Goldehlorid, 1 gr Cyankalium, 15 gr krist. Natriumsulfit, 50 gr
krist. Natriumphosphat.

Versilbern. 03 bis 0,6 A; 46 gr Kaliumsilbereyanid, 12 gr Cyan-
kalium.

Verkupfern. 04 bhis 0,5 A3 20 gr krist. Kupferacetat, 20 gr Cyan-
kalium, 17 gr Soda, 25 gr krist. Natriumsulfit.

Vernickeln. | bis 1 A; 70 gr krist. Ammoniumnickelsulfat, 25 gr
Ammoniumsulfat, 5 gr Zitronensiiure.

Verplatinieren (blank). 510 gr Soda, 250 gr Zitronensiiure in 1 Liter
Wasser geltst. In die heille Losung wird Platinsalmiak eingetragen, der
aus 37 gr Platinchlorid gefillt ist. Man elektrolysiert bei etwa 80°.

Weiteres z. B. Stockmeier, Handb. d. Galvanostegie usw., Halle 1899,

Uberziehen von Metallen mit Platinschwarz. Man bringt
das Metall (Platin oder Silber) als Kathode in eine verdiinnte, mit etwas
Salzsiiure versetzte Losung von Platinchlorid gegeniiber einer Platinanode.
Kinfacher, aber mit zufiilligerem Erfolge, beriihrt man das Blech unter
der Fliissigkeitsoberfliche mit Zink. — 1 Teil Platinchlorid in 30 Teilen
Wasser (sp. Gew. = 1,024) unter Zusatz von 0,008 Teilen Bleiacetat gibt
guten schwarzen (berzug (Lummer und Kurlbaum). Die Stromdichte soll
etwa 0,03 A/em* betragen; auch ohne Strommessung erkennt man die
richtige Stromstiirke an einer Gasentwicklung von miBiger Stirke; 5 bis
10 min Strom wird ausreichen. Zum Reinigen der Fliche mag man den
Strom vorher entgegengesetzt durchleiten. Die Anode wird nicht an-
gegriffen, also verbraucht sich die Losung. — Vgl. z. B. K. u. Holborn,
Elektrolyte S. 9.

19. Holz usw. paraffinieren. Das Holz wird, in Paraffin untergetaucht,
mit dem letzteren erheblich iiber den Siedepunkt des Wassers (etwa auf
140" so lange erhitzt, bis das Entweichen von (Gasblasen aufhirt. Alsdann
laBt man so langsam erkalten, daf der Luftdruck Zeit hat, die Holzporen
mit Paraffin zu fiillen. So behandeltes Holz isoliert auch statische Elek-
trizitiit. Papier zieht man langsam durch das heiBe Paraffin (iiber 100!
so daB zugleich das Wasser verdampft) und liift wiithrend des Erkaltens
den fTberschuB abtropfen. — Uber Hygroskopie des Holzes s. auch 21.

20. Kokon abspulen. Nach Auflisen des Klebstotfs binnen etwa
10 min in heiBem Wasser entfernt man, den Kokon in der Hand drehend,
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die oberflichliche lose Seide, an welche der eigentliche Faden sich an-
gchlieBt. Man spult den auf erneuertem heiBen Wasser schwimmenden
Kokon auf ein Réllehen ab, welches auf einen konischen Stab (Stahlfeder-
halter) gesteckt ist. Der Faden soll hierbei auf eine so grofe Strecke
durch die Lutt gehen, dab er trocken aufliiuft, weil sonst die Fiden zu-
sammenkleben. — Das anfiingliche oder wiihrend des Abspulens etwa ver-
loren gegangene freie Ende des Fadens sucht man durch leichtes Schlagen
mit einem Stibchen zu finden. — Der Faden wird nach innen feiner; um
iiber verschiedene Stirken zu verfiigen. spult man die Teile auf mehrere
Rollen. — Uber das Aufhiingen am Kokon s. 72b.

21. (uarz schmelzen, Ein Kristall wird durch Erhitzen und Ab-
loschen rissig gemacht; die Teile lassen sich im Knallgasgebliise zusammen-
schmelzen und formen. Aus Stibchen konnen auch Réhren zusammen-
gesetzt werden. Die verschwindende Wirmeausdehnung so behandelten

Quarzes gestattet dabei auch schroffes Kiihlen. — Quarzgeriite verfertigen
Heraeus in Hanau und Siebert & Kiihn in Kassel. — Technisches Ver-
fahren: Day u. Shepherd, Science 23, 670. 1906. — Nicht durchsichtige

Geriite aus Quarz liefert die Deut. Quarzgesellsch. in Beuel a/Rh.
Quarzfiden. Boys, Phil. Mag. (5) 45, 489. 1887. Man befestigt ein
Quarzstitbchen mittels Kitt oder einer Klammer an einem Pfeil aus Holz
oder aus einem Strohhalm mit einer Nadelspitze. Darauf wird die Mitte
des Stibechens im Knallgasbrenner geschmolzen und, nachdem der Quarz
weich geworden ist, der Pfeil von einer am Blastisch im Schraubstock
befestigten Armbrust aus griéferer Entfernung in ein Brett abgeschossen.
Die hintere Hilfte des Stitbchens hiilt man fest. Auch kann man mit der
Stichflamme Fiiden direkt weg- und an ein hintergestelltes Stiick Sammet
anblasen (Nichols). Quarzfiiden sind nicht hygroskopisch und besitzen
bei grofer Festigkeit eine sehr geringe elastische Nachwirkung. Als
leitende Aufhingung fiir Elektrometernadeln kann man versilberte (Nr. 6)
oder hygroskopisch gemachte Fiiden benutzen (Himstedt, Dolezalek).

21a. Kitte. Genannt seien 1) warm: Schellack oder guter Siegellack,
Wachskolophonium, Guttapercha, Marineleim (Kautschuk und Schellack
mit Teer), Picein (s. Walter, Ann. d. Ph. 18, 860. 1905), Klebwachs, auch
wohl Paraffin; 2) kalt: Gips mit Gummi arabicum, 20 gr Bleiglitte mit
5 cem Glyzerin, Hausenblase, Wasserglas, Kaseinkitt (Kasein in gesiitt.
Boraxlosung oder in Wasserglas), Bleigliitte oder Mennige mit Leindlfirnis
angeriihrt, gebrannte Magnesia mit gesiitt. MgCl,-Losung. — Vgl. auch
Ostwald-Luther S. 113.

22.  Luftpumpen- und Hahn-Fett. Talg mit Schmalz oder Olivendl,
oder Wachs mit Knochendl, zu passender Konsistenz gemischt. Ohne Fett-
démpfe: Wachs und Vaselin (Riéntgen); noch vorzuziehen weiBes Paraffin
mit Vaselingl (Hagen); 2 Kauntschukschnitzel, 1 Vaselin, | Paraffin (Travers).

23. Wasserluftpumpe. Strahlpumpe (in Fig. 2 f S.); fiir groBen
Wasserdruck. Dieser darf nicht durch eng gebohrte Hiihne verringert werden.



42 8. Technisches.

Erreichbares Vakuum vielleicht bis 10 mm Quecksilberdruck. Ablage-
rungen aus kalkhaltigem Wasser an der Spitze konnen die Wirkung be-
eintriichtigen; man entfernt dieselben mit Salzsiiure. — Bunsensche
Tropfenpumpe (Fig. 1); fiir geringen
Druck, wenn Gefiille zur Verfligung steht.
Fiir ein langsam gleichformiges Saugen,
z. B. beim Austrocknen von Riéhren, ist
die Tropfenpumpe tiberhaupt sicherer und
tkonomischer. Jede Strahlpumpe 148t sich
durch ein Abfallrohr, welches durch einen
Schlauch mit der Austrittséffnung des
Wassers verbunden wird, in eine Tropfen-
pumpe verwandeln.

Damit nicht bei dem Abstellen des
Zuflofhahnes Wasser in das Vakuum
dringt, soll am Luftrohr ein Hahn sitzen,
den man vorher schliefit.

Zur Beurteilung des Vakuums kann ein Metallmanometer oder ein
selbstzuferticendes (Quecksilbermanometer (Fig. 1) angeschlossen sein.

Geblise. Das Wasser einer Strahlpumpe samt der mitgerissenen
Luft wird in eine Flasche (Trommel) mit regulierbarem unterem und
oberem Austritt geleitet (Fig. 2). '

24, Quecksilberluftpumpe (Geilsler 1863). Hahnlose Pumpe
(Toepler) (Fig.). Wiihrend des Hebens tritt das Quecksilber aus A, den
Kanal nach dem Rezipienten I bei « absperrend, aber durch das Schwimm-
ventil » am Eindringen in R verhindert, dureh £ und b, die Luft in das
Barometer ¢ schiebend. Man liBt in ¢ iiber-
flieflen, bis die Luft entwichen ist, und senkt,
wodureh sich schlieBlich das in B entstandene
Vakuum mit dem Rezipienten verbindet. Der
Austrockner 7' enthiilt konzentrierte Schwefel-
siure oder besser Phosphorsiiureanhydrid.

Zu Anfang und auch nachdem ein hohes
Vakuum entstanden ist, soll behutsam ge-
hoben werden; im letzteren Fall wird besonders
die Biegung bei ¢ durch ‘den StoB des Queck-
silbers gefithrdet. Zum Schluf geniigt es, die
Luftbliischen nur nach b zu treiben und von
dort selten weiter zu befordern.

Solange noch viel Luft aus dem Rezipienten
zuriicktritt, muB auch vorsichtig gesenkt
werden, um erstens heftige Stéfe des tiber @ nach
B geschleuderten Quecksilbers und zweitens das
Aufstiuben der trockenen Phosphorsiiure in die
Pumpe hinein zu vermeiden.

2@
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Unentbehrlich ist die innere Trockenvorrichtung. Fehlt diese, so
liegt cine schlechte Wirksamkeit meistens an Feuchtigkeit, die man
hitutig eben nur daran erkennt, dal sie durch Auspumpen nicht zu he-
seitigen ist. Man mul dann wiederholt mit trockener Luft fiillen oder
auch die Pumpe entleeren und mit einem Luftstrom trocknen und das
Quecksilber auf etwa 140° erwiirmen. Die in die Pumpe eintretende Luft
soll stets getrocknet sein.

Phosphorsiiure trocknet, selbst wenn sie bereits feucht erscheint, oft
noch merklich vollkommen. Das Trocknen geschieht aber durch Diffusion,
also langsam. Selbst nachdem stark evakuiert ist, bleibt iiber dem Trocken-
mittel Luft von der Spannkraft des anderswo vorhandenen Wasserdampfs,
der hindurch diffundieren muB. Man hat also, alles verbunden, diesem
Vorgange Zeit zu lassen.

Anordnung fir Messungen an seltenen Gasen s. Strutt, Proc.
R. Soc. A 80, 579, 1908.

Sprengel'sche Tropfenpumpe, fiir kleine Volumina bequem; aus
einem Glastrichter mit Hahn und einem 1!/, m langen Rohr von 3 mm
lichter Weite mit Seitenansatz leicht zu improvi-
sieren (Fig.).

Sehr hohes Vakuum. Angeschlossen ist eine
wit geglithter Holzkohle (am besten Kokosnuf-
kohle) gefiillte Rihre, die, nach vorgiingigem Aus-
pumpen mit Quecksilber- oder Wasserstrahlpumpe
unter gleichzeitigem Erhitzen, mit flissiger Luft
gekiihlt wird. Gegen Feuchtigkeit ist die Kohle ’
zu schiitzen. Dewar, Ann. chim. phys. 8, 5; Sillim. J. 4
18, 295, 1904. — 8. auch glithendes Calcium unter
Nr. 3.

Biegsame Verbindungen bilden die Kundt-
schen Federn aus diinnen Glasrdhren mit nach zwei
Seiten ausgebogenen Teilen von etwa '/, m Liinge
(Fig.). — Man achte auf etwaige Undichtheit durch feine Luftrohren in
Rohrwandungen. — Zum Ansetzen dient Siegellackkittung nicht zu kurzer
Beriibrungsfliichen, z. B. zweier ineinander geschobener Rohren; oder der
gefettete Glasschliff, dessen Dichtheit verbiirgt ist, wenn er klar durch-
sichtig erscheint.

Gilasrihren, die evakuiert abgeschmolzen werden sollen, sind, um
nicht eingedriickt zu werden, vorher auf 2 bis 3 mm Lumen zu verjiingen.

{Tber Ortsiinderung im Vakuum mittels eines in ein Bleirohr ver-
liteten Drahtes s. Braun, Ann. d. Ph. 16, 416, 1906. — Uber Einfithren
einer Mikrometerschraube unter Quecksilberdichtung vgl. Hering, Ann. d.
Ph. 21, 320. 1906.

Selbsttiitig wirkende Pumpen u. a. von Raps, Neesen, Kahlbaum,
Zehnder. — Rotierende Pumpen: Mit Glasréhrenspirale nach dem Prinzip
des Archimedischen Wasserrades, Kaufmann, ZS f. Instr. 1905, 129; nach
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dem umgekehrten Prinzip der Gasuhr, Gaede, Verh. D. Ph. Ges. 1907, 639.
8. auch ZS f. Instr, 1908, 271.

25. Quecksilberdichtungen. Um einen Glassehliff ohne Fett zu
dichten, wird hinter den Spitzkonus ein kleines Gefii angeschmolzen,
welches man nach dem Aufsetzen und Andriicken
des Hohlkonus bis mindestens etwa 6 mm iiber
den Rand des Hohlkonus mit Quecksilber fiillt
(Fig. 1). Passen die Fliichen einigermaBen auf

einander, so leistet der Kapillardruck des Queck-
silbers dem Atmosphiirendruck Widerstand (Leh-
mann). — Ahnlich kann ein verbindender Hahn
hergestellt werden (Fig.2, Kahlbaum, ZS f. Instr.

1894, 21). Abgesperrt braucht dieser zum Dicht-

halten ein Schmiermittel; P, 0, ist brauchbar.
Einen Hahn, der dessen nicht bedarf, kiuflich bei R. Goetze in Leipzig,
beschreibt R. Schmidt, Deut. Mech.-Zeitung 1908, 10. — Glatte Bewegung
wird dadurch beférdert, dafi die ineinandergeschliffenen Teile aus ver-
schiedenen Gliisern bestehen (Kahlbaum).

Eine Rohrverbindung, die durch Quecksilber abgesperrt werden kann,
gibt z B. ein gebogenes Rohr mit Ansatzsteigrohr, welches unten in ein

GefiB mit Quecksilber taucht oder durch einen biegsamen

Schlauch mit einem Quecksilberbehiilter verbunden ist (Fig.).

1 Durch Heben oder Senken des Quecksilbers kann man ab-

,i sperren oder verbinden. An evakuierten Rilumen muf eine

Steighthe von Barometerlinge verfiighar sein; ,Barometerver-

k schlub*. Schlauchverbindungen sollen, num Einsickern der Luft

N zu vermeiden, unter innerem {Tberdruck stehen. — Uber Gas-

leitung durch porise Korper unter Quecksilber s. Prytz, Ann. d. Ph. 18, 617,
1906; Stock, Verh. D. Ph. Ges. 1908, 19.

26. Motoren. Wassermotoren. Die Zuleitung und Hahnbohrung
mufl geniigend weit sein, um keinen Druckverlust zu bewirken. Man hat
Motoren mit Kolbendruck und mit StoBkraft. Die letzteren, hiufiger ge-
brauchten, arbeiten unikonomisch, wenn man das Wasser aus weiter Spitze
ausstromen LiBt und den ZufluB mit dem Hahn der Wasserleitung ab-
schwiicht. Enge Spitze und weiter Hahn nutzen den Druck aus. Bei
schwachem Wasserdruck kann fiir geringe Kriifte ein kleines oberschliich-
tiges Miihlrad in einer Kapsel brauchbar sein.

Elektromotoren. Bei der Bestellung ist die kleinste Spannung
anzugeben, mit der der Motor laufen soll. Fiir die gebriiuchlichen Licht-
leitungsspannungen von 65, 110 und 220 ¥ sind Wicklungen meist vor-
riitig. Zu kleine Normalsparnung des Motors liift sich durch Vorschalten
von Widerstand (80 IV) korrigieren, bedingt aber Energievergeudung.
{Tber Funken an den Biirsten vgl. 119.

Langsames Laufen eines kleinen, schwach belasteten Motors erzielt
man auf die Dauer nur mit leichten Schleiffedern.

[
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HeiBluftmotoren. In Ermangelung elektrischen oder Wasserdruck-
Antriebes wird vielfach der Heinrici’sche Heifluftmotor gebraucht.

Siehe auch, z. B. iiber Uhrwerke, Ostwald-Luther 8. 100.

Regulatoren. Die Umlaufskonstanz einer Vorrichtung, die selbst
wenig Arbeit verbraucht, kann sehr befordert werden durch eine kon-
stante Belastung, etwa durch Koppelung mit einer Dynamomaschine,
deren Stromkreis durch einen angemessenen Widerstand geschlossen ist;
vgl. z. B. Dolezalek, ZS f. Instr. 1903, 245. — Auch ein mitumlaufender
Zentrifugalregulator mit Federkraft, welcher, sobald die Geschwindig-
keit unter die gewiinschte Grenze sinkt, einen die Rotation beschleu-
nigenden el. Strom schlieBt, liBt den Zweck erreichen; vgl. Miiller-
Pfaundler 9. Aufl. 1890, 653, nach Helmholtz.

Uber Umlaufzihler vgl. 119 am SchluB.

27. Konstante Temperaturbider (Thermostaten). Hohere Tempe-
raturen liefert dauernd eine
siedende Flissigkeit (Tab.12), 1 Afve 2,
oder besser ihr Dampf, ent- B
weder in dem Siedegefif oder R
in einem anderen, vom Dampf
durchspiilten oder umspiilten
Raum R. Ein Rickflub- i
ktihler mit hinreichend wei-
tem Rohr fithrt ev. den iiber-
schiissigen Dampf Zuriick.
Schemata siehe neben. Fiir )
hochsiedende Fliissigkeiten
geniigt oft ein RiickfluBkiihler in Luft.
Ein Thermostat mit Dampfschlange bei Richards u. Lamb, Proc. Am.
Ac. 40, 664, 1905.

Mittlere Temperaturen zwischen derjenigen
des Zimmers und dem Siedepunkt der Badfliissigkeit
hilt man durch Regulierung des Heizgasverbrauchs durch
einen Thermostaten konstant. Derselbe drosselt selbst-
tiitig den (GaszufluB, sobald eine bestimmte Temperatur er-
reicht ist, durch eine sich ausdehnende und dadurch den
Weg sperrende Fliissigkeit, deren Vorratsgefil sich in
dem zu regulierenden Raume befindet. Eine kleine seitliche
Offnung hindert das vollstindige Verlsschen der Flamme.

Schema eines Quecksilber-Thermostaten s. Fig.; der
Quecksilberstand muB fiir verschiedene Temperaturen
regulierbar sein. Die hierzu dienende Vorrichtung stellt
der Seitenansatz mit verstellbarer Schraube vor. — Aus-
fiihrliche Behandlung der Thermostaten bei Ostwald-
Luther, 8. 78.

o
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Thermostaten mit elektrischer Heizung, durch Drahtwider-
stiinde oder Glithlampen, werden mittels eines Kontaktes an einem Queck-
silber- oder Spiralthermometer reguliert, der den Strom unterbricht, so-
bald die verlangte Temperatur iiberschritten wird; vgl. Nr. 29.

Temperaturen etwas iiber oder unter Zimmertemperatur lassen sich
oft durch Nachwiirmen mit der Hand oder Abkiihlen mit einem an die
GefiBwand geklebten feuchten FlieBpapier konstant halten,

Fliissigkeiten fiir Biider: meist Wasser, gegen das, die Tempe-
ratur herabsetzende Verdunsten durch Deckel oder unter Umstiinden durch
eine Schicht von Paraffingl geschiitzt; Petroleum, Vaselingl, Paraffinil, konz.
Losungen von Chlorcaleium oder Chlorzink (bis etwa 140° brauchbar), ge-
schmolzenes Palmin (bis 230° oder Paraffin (bis 300%, geschmolzenes
Kalium- oder Natrinmnitrat oder ein GGemisch von beiden. Ein Gemisch
aus gleichen Teilen schmilzt etwa bei 225° und ist bis 600° brauchbar.

Kiltebiider: 0° Gemisch von Eis und Wasser; — 21° GGemisch von
Kochsalz mit etwa 4 Teilen zerstoBenem Eis oder besser Schnee; weitere
Rezepte s. z. B. Ostwald-Luther S, 80. — Feste Kohlensiiure im UTberschub
mit Ather: — 78°; mit Aceton: — 86°; mit Aldehyd: — 87° Die Ge-
mische miissen, besonders wenn der feste Teil knapp ist, geriihrt werden.
— Uber CO,-Schnee, bez. (0, mit Alkohol und Ather bei verschiedenen
Drucken (—77 bis —120°) vgl z B. du Bois u. Wills, Verh. D. Ph. Ges. 1899,
168; Zeleny, Ph. Z8 7, 716. 1906. — Frisch verfliissigte Luft im Dewarschen
Gefi —193° Durch das Abdestillieren des leichter fliichtigen Stickstoffs
steigt der Siedepunkt bis etwa — 186°. Konstant: Stickstoff — 196, Sauerstoff
—183° (T'ah. 12a); Bezugsquelle s. Nr.3. — Uber fliissigen Wasserstoff (— 253°)
(Dewar) s. z. B. Kam. Onnes, Commun. Nr. 94, 1906; ZS f Instr. 1907, 24.

Vgl auch 30b Wiirmeschutz!

28, Riihrer, Der einfachste Riihrer und viel ofter geniigend, als man
zu glauben pilegt, ist eine Keder usw. Einen Ringriihrer (Fig. vor. 8.
u. 49) biegt man aus einem dicken Draht
oder einem Glasstab, indem man den ge-
- bogenen Ring flach klopft oder bei dem
(ilase erweicht und flach kneift Oder man
setzt den geraden Stiel aus Draht, Holz,
Hartkautschuk an einen flachen Ring aus
Blech, Glimmer, Federn usw. Der Stiel
erhiilt nétigenfalls eine Fithrung.

Der Schraubenriihrer (1) ist am
Platze, wenn zerbrechliche Gegenstiinde im
Gefil sind oder wenn ein Motor zum An-
trieb gebraucht werden soll. Ein Rohr
(Gilas, Blech, im letzteren Falle vielleicht
an eine Wand des GefiBes angelitet) hat
je eine untertauchende (ffnung unten und oben; eine Drehungsaxe triigt
einen Schraubenfliigel. Die Schraube saugt und stoBt die umgebende Fliissig-
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keit durch das Rohr. — Oder man setzt in dus Gefil selbst schriige
Schaufeln ein, die, wenn ihre Drehungsaxe gut vertikal steht, sich mit ge-
ringer Reibung drehen, so daB die Triebkraft eines Fliigelrades (Fig. 2) mit
untergestelltem Flimmchen gentigt (Ostwald-Luther 8.91). Um in einem
hermetisch verschlossenen Gefil zu riihren, kann ein Stiickchen Eisen am
Riihrer dienen, welches durch ein von aufien erzeugtes magnetisches Dreh-
feld, z. B. durch cinen auBen rotierenden Hufeisenmagnet gedreht wird.

29. Elektrische Heizung. Man fiihrt den Stromleiter durch oder um
den zu heizenden Raum. Die Drahtstiirke usw. ist so zu withlen, daB die
verfiighare Spannung nicht ganz ausgenutzt wird, um durch Widerstands-
ballast regulieren zu konnen. Nach den Enden einer Heizspule hin werden,
wenn gleichmiifige Heizung verlangt wird, die Windungen dichter gelegt
werden miissen. Bis 600° ist Konstantandraht geeignet, der auf Thonrohre,
z. B. auf Cylinder fiir galvanische Elemente gewickelt ist. Bis 1100 oder
1200° geniigt Nickeldraht auf Porzellan oder Chamotte; hdher hinauf
Platin, bis 2000° Iridium, dessen Verwendung freilich wegen der starken
Zerstiubung kostspielig wird. Platin wird dkonomisch als diinnes Blech
angewendet, fiir hthere Spannung als schraubenfiérmig aufgewickeltes Band,
fiir niedere als geschlossener Cylinder; letztere Form wird weniger leicht
durchgeschmolzen. Gegen {Tberhitzen dient enges Andriicken an den
Triger. — Drithte muf man, am besten durch Chamottepulver oder Por-
zellanmasse, nab zwischen die Windungen geprefBt, gegen Zusammengleiten
schiitzen. Ashestpappe ist bis 1100° haltbar; sie entwickelt aber meist
aus organischen Bestandteilen Gase, welche Thermoelementen schaden. —
Kohle dient als Heizleiter in Form von kleinen Stiicken (,Kryptol*) oder
von Rohren; vgl. Pirani, Der Mechaniker 1908, 97. Uber gleichmiiBig ge-
heizte Riinme s. z. B. Holborn u. Day, Wied. Ann. 68, 836, 1899.

30. Zur Linde’schen Luftverflissigungsmaschine. Der Kompressor
ist gleich nach jedem Gebrauch auseinanderzunehmen und zu reinigen;
der Gegenstromapparat, besonders die Kiihlschlange, vor und nach dem
Gebrauch kriftig bis zur Trocknung auszublasen. Namentlich beim Be-
ginn mub, um Verstopfung zu vermeiden, das Nadelventil gut arbeiten.

In einer lose bedeckt¢n doppelwandigen Flasche mit evakuiertem
Zwischenraum zwischen den versilberten Wiinden (Weinhold-Dewar'sches
GefiB), mit Wolle verpackt, hilt fliissige Luft sich lingere Zeit. Die Ge-
fiiBe sind vor Verletzungen zu behiiten, da der auf ihnen lastende Luft-
druck ohnehin heftige Zertriimmerung bewirken kann. Womdiglich soll
man auch nicht {iber den Rand ausgiefien, sondern, ihnlich wie bei der
Spritzflasche, mittels eines Siphons ausfiillen, dessen Kautschukstopfen
man langsam einsetzt. — Die Markt- u. Kiihlhallen-Ges. zu Berlin ver-
kauft und versendet fl. Lutt, Sauerstoff und Stickstoft.

30 a. Fliissiger Wasserstoff (Dewar). Der ,Joule-Thomson-Effekt
(innere Arbeit bei der Ausdehnung) iuBert sich im Wasserstoff bei ge-
wihnlicher Temperatur, umgekehrt wie bei den meisten Gasen, in Er-
wiirmung bei freier (nicht von #uBerer Arbeit begleiteter) Expansion.
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Erst bei etwa — 80" (Olszewski) kehrt die Erscheinung sich um. Zum
Zweck der Verfliissigung wird deswegen das aus dem Kompressor mit
200 Atm. Druck ausgetretene (reine) Gas mittels Kohlensiture und fliissiger
Luft anf — 200° abgekiihlt und dann erst, so, wie in der Linde'schen
Maschine, durch eigene Entspannung auf die zum Verfliissigen nitige Tem-
peratur gekiihlt. Anordnungen s. bei Travers, Phil. Mag. (6) 1, 411. 1901:
Z8 f. phys. Ch. 37, 100. 1901; Kam. Onnes, Comm. Leiden, Nr. 94, 1906.

30b. Wirmeschutz, Hiillen aus Filz, Seide, Wolle, Watte, in hiherer
Temperatur Asbest; doppelte Wandung, gefiillt mit Korkmehl, Sigemehl,
Torfmull, Kieselgur usw. (vgl. z. B. NuBeld, Z8 f. Instr. 1908, 190). Eine
Luftschicht schiitzt unten hauptsiichlich gegen Abkiihlen, oben gegen Er-
wiirmen. Durch ein sehr hohes Vakuum geht die Wiirme merklich nur
als Strahlung, die zwischen glinzenden Oberflichen, von denen und zu
denen gestrahlt wird, klein ist; s. oben Dewar'sches GefiilB. Gliinzendes
Metall (am besten Aluminiumfolie oder auch wohl Nickelpapier) 148t sich
oft verwenden. — Bei Flissigkeiten ist das Verdampfen zu verhindern.

31. Kautschuk. Die Haltbarkeit leidet besonders durch Ozon. Licht
und harziges Holz sind nachteilig. Man bewahrt unter Wasser auf, oder
im Keller, oder im verschlossenen Metall- oder Tongefiif zusammen mit
einer offenen Wasserfliiche. Die Ausschwitzungen an neuem Hartkautschuk
lassen sich durch Wasser oder Salzsiiure beseitigen.

32. Didmpfer. Schwingungen um eine vertikale Axe dimpft man
durch einen Fligel, bestehend aus diinnem Blech oder aus einem Rihmchen
mit Seidenpapier bespannt oder dgl., in einem Gefdf mit
Fliissigkeit oder Luft. Die Wirksamkeit wird vermehrt,
wenn man (Fig.) das Gefi, fir Luftdimpfung mit Deckel
versehen, durch feste Fliigel, die von den Wiinden bis in die
Nithe der Axe gehen, in Kammern abteilt (Toepler). Ge-
niigen kleine Ausschliige, so nithert man einer mit der Axe
verbundenen vertikalen Scheibe eine feste Fliche (W. Thomson).

Elektromagnetische Dimpfung liefert ein Stiick Kupfer an der Axe,
dem man einen Magnet unterlegt oder noch besser die Pole eines Huf-
eisenmagnets von zwei Seiten niihert.

Vertikale Schwingungen werden z. B. durch einen mit dem Korper
verbundenen Kolben gediimpft, der sich in einem unten geschlossenen, nur
wenig weiteren, mit Luft oder einer Fliissigkeit (Wasser, Glyzerin) ge-
fiilllten Cylinder bewegt.  *

33. Aufstellung in unruhigen Gebdiuden (Julius). Ein Trigerstativ
hiingt an drei gleichen Stahldrithten oder Federn. In die Mitte zwischen
den Aufhiingepunkten soll vermoge einer verstellbaren Bodenplatte die
besonders zu schiitzende Stelle und mittels Lanfgewichte der Schwerpunkt
des Ganzen gebracht werden. Schwingungen werden durch Fliissigkeits-
diimpfer oder lose Watte beruhigt. [Uber Modifikationen, Einzelheiten und
(Gesichtspunkte, welche die Zentrierungen betreffen, vgl. Julius, Wied. Ann.
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56, 151. 1895; ZS f. Instr. 1896, 267; Ann. d. Ph. 18, 206. 1905; White, ib.
22, 195. 1907.

Herstellung von Teilungen s. 21, 6. — Hohlmafie 28, —
‘Umlaufzihler 119 am SchluB. — Hohe Drucke s. 36, Cailletet'sche
Pumpe. — Thermometer in 39. — Tonquellen 57, — Lichtquellen

59. — Magnetische und elektrische Hilfsmittel besonders in 72h,
80 u.126. — Photographische Registrierung 29a; 74.

Uber Destillation im Vakuum s. Anschiitz, Bonn 1895. — Viele Hilfs-
mittel zu physikalisch-chemischen Arbeiten bei Ostwald-Luther. — Uber
Werkzeuge, Konstruktionsteile, Verbindungen, GieBen, Kitten, Metallbearbei-
tung usw. s. Lehmann, Physikalische Technik. — Stative usw.: Physi-
kalischer Baukasten (Volkmann); s. auch Kaufmann, Ph. ZS 8, 748, 1907, —
Photographische Anleitungen: z B. die Biicher von Pizzighelli, Eng-
lisch, Neuhaus. — Zahlenkonstanten in Landolt-Bornstein-Meyerhoffers
Tabellen, 3. Aufl. 1905.

9. Herstellung von Losungen bekannter Konzentration.

I. Nach Gewichtsverhiltnis.

1. Man wiigt die Menge A des Korpers ab und lost sie zum Gesamt-
gewicht L, dann ist K/L der Gehalt, 100 K/I der Prozentgehalt.

Meist soll der Gehalt nach wasserfreier Substanz gerechnet werden.
Bedeuten M und M’ das Molekulargewicht des wasserfreien Kérpers und
des Kristallwassers, so entspricht einer abgewogenen Menge K’ die wasser-
freie Menge K = K ' M/(M + M").

Aus einer Losung vom Gehalte p erhiilt man eine verdiinntere vom
Gehalte p’, indem man das Gewicht A” der Lisung zum Gesamtgewicht
L'= K’ p/p’ verdiinnt, oder wenn man zu K’ das Gewicht K'(p —p")p
Losungsmittel zusetzt (Schiitteln nicht vergessen!).

Von Korrektionen kommt nur diejenige der Wigungen auf den leeren
Raum herein, die man aus den spez. Gewichten nach Tab. 1 ermittelt.

Zu beachten ist, dali zur Wigung der griferen Menge der Lisung
meistens eine weniger feine Wage gentigt, als fiir den Korper. Ungleich-
armigkeiten sind dann aber ev. durch Doppelwiigung (13 I) zu eliminieren,

2. Das zu I gr des Korpers zuzusetzende Losungsmittel kann, wenn
sein spezif. Gewicht ¢ bekannt ist, nach Volumen (» cem) abgemessen
werden. Dann ist p = K/(K + v Q). Uber ¢ bei Wasser . Tab. 4.

3. Im Prinzip identisch mit 1. ist die Ermittelung der in einem Ge-
wicht L einer Lisung enthaltenen Menge K durch Eindampfen oder
chemische Analyse.

4. Das bekannte spezifische Gewicht einer wiissrigen Lisung
liefert den Gehalt aus Tabellen. Die Angaben der sp. (Gewichte beziehen
sich auf Wasser teilweize von gleicher Temperatur (840) teilweise von
4% (s,,). Man reduziert nach der Beziehung s,, — @3y ¢ ist die Dichtig-
keit des Wassers (Tab. 4).

Kohlrausch, prakt. Physik. 11. Aufl. . 4
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Um das sp. Gewicht einer Losung von einer Temperatur ¢ auf ¢, zu
reduzieren, hat man s, = s,[14 a(t — ¢,)]; vgl. 44 u. Tab. 12.

(Eine durch das Gewichtsverhiiltnis definierte Konzentration hiingt
natiirlich nicht von der Temperatur ab.)

Gelegentlich wird anstatt des Gehaltes p in 1 (bez. 100) Teilen der
Lisang der Gehalt [p] in 1 (bez. 100) Teilen des Losungsmittels an-
gegeben. Es ist

[p]=p/1—p), bez. [p]=100p/(100— p). .

U'ber spezifische Gewichte s. Tab. 3 u. 3h. Ausfiihrlicher s. besonders

Gerlach, Salzlosungen, Freiberg 1859; ZS f. analyt. Chemie 8, 279. 1869;
Landolt-Bornstein-Meyerhotfer, Tabellen; Kohlrausch u. Holborn, Leitver-
migen der Elektrolyte Tab. 1a his 1¢. — Ferner die Chemikerkalender. —
Den mittleren Ausdehnungskoeffizienten o zwischen ¢ u. ¢, s. z. B. bei Ger-
lach, Salzlésungen (L. c.); Kremers, Pogg. Ann. 105, 367. 1858 Forch, Wied.
Ann. 55, 100. 1895; Landolt usw., Tabellen; auch Tab. 3b.
Mol-Zahl des einen Stoffs
X Mol-Zahlen beider Stoffe
der konzentrierten Lisungen wichtig. Dolezalek hat neulich in der physik.
Ges. wieder einen interessanten Vortrag dariiber gehalten.

{Ther Loslichkeit s. Tab. 17; ausfiihrl. Landolt usw. Tab. 176 ff.

Die Konzentration = ist fiir die Theorie

II. Nach Gehalt in der Volumeinheit.

Der ,,Volumgehalt* wird als Gewicht ¢ des geldsten Kérpers, oder
aber als Anzahl m der gelosten Molekiile (bez. Aquivalente) in der Volum-
einheit angegeben. 1/m heiBt molekulare (bez. Aquivalent-)Verdiinnung
der Losung. Zu der Konzentration p nach Gewichtsverhiiltnissen besteht
die Beziehung (s = spezif. Gewicht der Lisung, A= Molekular- bez.
Aquivalentgewicht des Korpers)

q=ps m=gqj4d =ps/A.
Wird p nach Prozenten, g nach Gramm in 100 ccm gerechnet, m aber wie
gewshnlich nach gr-Molek./Liter, so kommt natiirlich m =10ps/4 =10¢g/4.

5. Der Korper K wird zum Volumen V' gelost, dann ist g = K/V.
Wegen der Volumiinderung beim Lisen wartet man vor dem Ablesen oder
dem endgiiltigen Abgleichen des Volumens, bis alles geldst ist, schiittelt
auch vorher (iiberhaupt Schiitteln nicht vergessen!).

Eine ,Normalldsung* von 1 gr-}lquiv./Liter wird durch Auflisen
von 4 gr zu 1 Liter erhalten. Einen bekannten Kristallwassergehalt des
Korpers rechnet man bei wisseriger Losung gleich mit in 4. Beim Ab-
wiigen wird von A der Auftrieb in der Luft, d. h. 4 mal die betr. Zahl
aus Tab. 1 abgezogen. Uber die Dichte von Normallosungen s. Tab. 3b.

Von einer konzentrierten Losung geht man zu einer verdiinnteren
hier am bequemsten durch Volummessung mit Pipetten (23) u. dgl. iiber.
Das Volumen v einer Losung von der Konzentration g zum Volumen V ver-
diinnt, gibt die neue Konzentration ¢'=gq-¢/V.
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Verdiinnt man in der Weise, daB zu einem Volumen » der Lésung
das Volumen v, des Lisungsmittels zugesetzt wird, so ist natiixlich
q'=q-v/(v,+v). Es sind also, um von ¢ aut ¢" zu verdiinnen, die Volu-
mina Losungsmittel: Losung = (¢ — ¢*): ¢’ zu nehmen,

Diese Verdiinnung durch ein abgemessenes Volumen Lisungsmittel
bringt aber eine Korrektion mit sich, wenn Kontraktion bei der Ver-
diinnung eintritt. Fs sei s die Dichtigkeit der Originallésung ¢; ¢ sei
die ohne Kontraktion berechnete neue Konzentration. Dann wiirde
§'=1- (s —1)¢/g die neue Dichtigkeit ohne Kontraktion sein. Ist die
Dichtigkeit wirklich =&, so hat man die richtige Konzentration = ¢-s7/s"".

Bei genauen Angaben hat man auch darauf zu achten, daB der auf
die Volumeinheit bezogene Gehalt durch die Ausdehnung mit der Tem-
peratur sich etwas veriindert; auch bei dem Aufliésen oder Verdiinnen ist
die Temperatur zu beachten.

Eingehendere Bemerkungen auch iiber sehr verdiinnte Losungen z. B,
. bei Kohlrausch u. Holborn, Elektrolyte § 16 u. 17; K. u. Malthy, Wiss. Abh.
d. . 'T. Reichsanst. TII, 182 . 1900.
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