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Sechster Abschnitt.

Anwendung der Theorie auf verschiedene Probleme
der Analysis und Geometrie.

In den folgenden Kapiteln XVII-—XXI behandeln wir zuniichst die
Randwertanfgabe fiir ein simultanes System von linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung von elliptisechem Typus, sodann wird die
Methode der ,Parametrix® zur Zuriickfiilhrung von Differentialglei-
chungen auf Integralgleichungen auseinander gesetzt und zur Integration
der allgemeinsten elliptischen linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung auf der Kugel verwandt, wobei die Theorie der Eigenwerte und
der Eigenfunktionen auf der Kugel sowie das zugehirige Variations-
problem vollstiindig erledigt wird. Die dann folgenden letzten drei Ab-
schnitte beschiiftigen sich mit besonderen, ganz verschiedenartigen Pro-
blemen aus der Geometrie und Analysis, niimlich mit Minkowskis Theorie
von Volumen und Oberfliiche, mit einem Problem ans der Theorie
der automorphen Funktionen und endlich mit einer gewissen zweipara-
metrigen Randwertaufgabe, die mit Kleins Oszillationstheorem in engster
Beziehung steht: ich wollte durch die Auswahl dieser Beispicle die
mannigfache Verwendbarkeit meiner Theorie der orthogonalen
und polaren Integralgleichungen offenbar machen.

Siebzehntes Kapitel

Die Randwertaufgabe fiir ein System simultaner partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung
von elliptischem Typus.

In Kapitel VIII habe ich eine Methode angegeben, wie die Rand-
wertaufgaben fiir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
von elliptischem Typus mittels der Theorie der Integralgleichungen gelést
werden konnen. Diese Methode ist auch anwendbar, wenn ein System
von simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorliegt:
nur bedarf es dann einer entsprechenden Greenschen Formel, und an Stelle
der fritheren Greenschen Funktion mit logarithmischer Unendlichkeits-
stelle # = &, y =y tritt ein System von Greenschen Funktionen, die an
jener Stelle gewisse Singularitiiten erster Ordnung aufweisen. Wir wollen
hier die damit angedeuteten Modifikationen der Methode an dem folgen-
den speziellen Probleme erlintern.



214 Kap. XVII. Simultane partielle Differentialgleichungen erster Ordnung.

In der zy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die Gleichungen

z=a(s), ¥="b)
gegeben, wo a(s), b(s) zweimal stetig differenzierbare Funktionen der
Bogenliinge s sind; das von (' umschlossene Gebiet der zy-Ebene werde
mit J bezeichnet. Es seien die zwei simultanen partiellen Differential-
gleichungen

Pu-__ ‘v
dx E}y
(1) i ;

7y + = ku + lv

= pu + qv,

vorgelegt, wo p, q, k, 1 gegebene innerhalb ./ einschlieilich ¢ zweimal
stetig differenzierbare KFunktionen der unabhiingigen Variabeln z, y be-
deuten; es wird nun nach zwei solchen Funktionen u(zy), v(zy) ge-
fragt, die innerhalb .J den partiellen Differentialgleichungen (1) geniigen,
withrend #(2y) auf der Randkurve (' gegebene viermal stetig differen-
zierbare Werte

u(s) = f(s)
annimmt.?)
Fiir die linker Hand in (1) stehenden Differentialausdriicke erster
Ordnung fithren wir zur Abkiirzung die Bezeichnungen

L(u,v) =

~

o gv

3 EJ

™ ﬁw

Min, o) =22 4. 8%

M(u, v) EJ 2 % |
ein. Alsdann stellen wir die folgende, der bekannten Greenschen Formel
entsprechende, fiir zwei willkiirliche Funktionenpaare u(zy), v(ay), u*(zy),
v*(xy) giiltige Identitdt auf:

f{ w* L(u, v) — v* M (u, v) + uL(u¥, v¥*) — o M(u*, v%) | dJ

P L d d x
:f{u (r;";,—:: ' ry) —i—b( (?':— {h)}ds,

wo das Doppelintegral linker Hand iiber J oder irgendein innerhalb J
gelegenes Gebiet und das einfache Integral rechter Hand iiber die Rand-
kurven dieses Gebietes zu erstrecken ist.

Es mégen nun G'(zy, &), G"(zy, &y) fiir die Differentialgleichung

.det_?“—l-fzh.f:[)

gz* ' oyt

1) Die hier dargelegte Methode ist in der Inauguraldissertation von W. A. Hurwitz
(Gottingen 1910) auch auf Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ordnung
von nicht elliptischem Typus sowie anf kompliziertere Randbedingungen ausgedehnt
worden.
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die Greenschen Funktionen erster Art bzw. zweiter Art im erweiterten
Sinne') sein; dies sind solche Funktionen der Variabelnpaare z, y; & ,
deren jede die Form besitzt

— Y log {(z — 8)*+ (y — %)*) + v(ay, &n)
— unter y eine fiir jeden mnerhalb .J liegenden Punkt & % und fiir jeden
innerhalb J oder anf € liegenden Punkt z, y zweimal stetig differenzier-
bare Funktion verstanden —, die ferner identisch in £, % den Differential-

gleichungen G 30
L/
ozt ays o Or
9*Gu. PGU 2x
ox? oy?

sowie den Randbedingungen bzw. der Integralbedingung
[Gl(xy, ‘E’?)]Imlw - 0:

y=0b(s)

1T : .
®) R, =0 [ 65 maT=0
y="(s) @)
geniigen, wo J den Flicheninhalt des Gebietes JJ bedeutet und uuter »
die Richtung der inneren Normalen auf der Kurve (7 zu verstehen ist.
Wir nehmen jetzt erstens
06T . BGI

= — V=
¢ e Y dy ’?

sodal
L(u*, v¥) =0,

M(u*, v¥) =0
wird, und fithren diese Werte in die Formel (2) ein, indem wir zuvor
die Unendlichkeitsstelle £ v durch einen kleinen Kreis ausschliefen. Der
Grenziibergang bel Zusammenziehung dieses Kreises auf den Mittelpunkt &, »
liefert dann die Gleichung

]{5 L(w, 1,)-}— 2y IPI(u v) }u’J u() - (?5—2::2{(&1;),
G

w0 dab Doppelmtegral linker Hand iiber das Gebiet J und das einfache
Integral reehts iiher dessen Randkurve € zu erstrecken ist, wihrend »
die Richtung der inneren Normale auf € bezeichnet.

Nehmen wir zweitens

. oGU L. oG
=%y VT e
wobel
Lu* v*) =0,
27:

M(u*, v* r

1) Vgl. Kapitel IX, 8. 70—75.
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wird, so fithrt das eutsprechende Verfahren zu der Formel

) J{af;‘L(u,a-)_‘;ij‘mu,m_?—;'-p-}d,ri[ () "% ds — 200 (&)

@ (©)

Hilfssatz. Wenn zwei Funktionen A(zy), B(xy) innerhalb .J ein-
schlieBlich des Randes € zweimal stetig differenzierbar und iiberdies von
der Beschaffenheit sind, daB fiir sie identisch in & » die zwei Integral-
gleichungen

] (2% Awy) + °2' Blay))aT=o,
(6) ) )
.] {‘.";i:lfl{ry) — (I(i;“ I)'(.'x;gf)}(sz 0
()
erfiillt sind, so sind 4 und B selbst identisch Null.

Zum Beweise dieses Hilfssatzes bestimmen wir durch Berechnung
des ebenen Fliichenpotentials auf die in der Potentialtheorie iibliche Weise
eine Funktion w(zy), die innerhalb .J einschlieBlich ' der Differential-
gleichung

g A ¢ b
cx oy
geniigt. Alsdann finden wir durch Integration sofort eine zugehirige
Funktion #, so daf§
L(u,v) = A,
@ e
M(u,v) =B
wird. Fiithren wir nun die so gefundenen Funktionen w(xy), v(zy) in
(4) und () ein, so erhalten wir mit Riicksicht auf (7) und (6) die
Gleichungen

L o o O
u(gEn) =g‘/u{s) on ds,

()
eI 1 ’ N (;IL s oy 1 : . g
v(kEy) = 73 u(s) a5 4+ 7, v(zy)d..
() )

Die erstere Gleichung zeigt, daB u(xy) nichts anderes als dasjenige ebene
Potential ist, das in J der Gleichung Au = 0 geniigt und auf C die
Werte u(s) aufweist. Bringen wir andererseits die letzte Gleichung auf
die Form
1 dit(8) G
e‘(?__"q):—-—/ “O Guas + ! [ o@y)ad,

2w
{t'} (h

so erkennen wir, daBl v dasjenige ebene Potential ist, dessen normale
u(s)

Ableitungen :Bz auf C gleich den Werten 2(“— sind, d. h. es ist » genan
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ein zu u konjugiertes ebenes Potential, so daB iiberall innerhalb J die
Differentialgleichungen

L(u,v) =0,

Mu,v)=10
gelten. Wegen (7) folgt hieraus, daf A und B identisch Null sind, und
damit ist unser Ililfssatz bewiesen. —

Um nunmehr die anfangs gestellte Randwertaufgabe fiir die Differential-

gleichungen (1) zu lésen, betrachten wir das folgende System von Integral-
gleichungen

() —j { '((; (]errje‘a-r (?.,uJ—Zﬂ]dJ j)‘(.-,l : ds—2zu(gy),

W)

(9) f{?;j?ur(]?u{f[{{-)é r:': (ﬁc¢+fz)— - (?J [;‘\s) ‘ds—2nv(Ey),
s} E
das sich auch in die Gestalt
cG

Iea(._,:lr +] K, (&g, ay)u(zy) + Ky (&, ay)v(zy)) d]—. /ﬁ){”

" ('.';
(10) e . . = : a‘fr.
o) + [ (Ko(Enzn)u(en) + K, ay)o(en) ) ad = — & [0 guas,
) )

bringen lifit, wo zur Abkiirzung
y o ofrl ¢ Gl
2K, (¢, y) = — 7 play) — . k(zy),

" g(ey) — 5?‘ I(xy),

rx

2x K, (Ey, zy) = —

: ; Gu
2Ky (b, oy) = 5 p(ry) — f(TJ),

: . \ e \ 1
2x K, (§v, 2y) = (,a, q(ry) — l(-’ﬂ.ﬁ.l —d

gesetzt ist. Nehmen wir in (10) rechter Hand Null. so entstehen die
zu (10) zugehorigen homogenen Integralgleichungen.

Wir machen nun zuniichst die Annahme, daff diese homogenen Integral-
gleichungen keine Lésung besitzen. Nach dem bekannten von Fredholm
aufgestellten Satze haben dann die inhomogenen Integralgleichungen (10)
gewil eine Losung, d. h. es gibt stetige Funktionen u (£y), v(&7), die den
Gleichungen (10) geniigen. Da wegen du' dreimal stetigen Difterenzierbar-
df(s)
ds

keit der Funktionen f(s), auch die rechten Seiten in (10) dreimal

stetig differenzierbare Funktionen von & » innerhalb ./ und auf €' sind,
so folgt in der iiblichen Weise durch dreimalige lteration der Formeln (10),
wonach sich w(Ey), v(Ey) schlieBlich als achtfache Integrale darstellen,
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daB diese Funktionen w(£y), v(£y) ebenfalls dreimal stetig differenzierbar
innerhalb . und auf ' sind.

Wegen der Symmetrie der Greenschen Funktion ' in den Variabeln-
paaren z, ¥ und & 7 folgt nach (3), dal sie identisch in &, y verschwindet,
sobald der Punkt & % in einen Punkt ¢ der Randkurve ' riickt, und mit-
hin miissen dann auch K (6, 2y) und K,(6, 2y) identisch in z, y ver-
sghwinden; die erstere der beiden Gleichungen (10) liefert mithin fiir die
Funktion % die vorgeschriebenen Randwerte

(11) u(e) = f(o).

Nunmehr fithren wir die eben als Losung der Integralgleichungen (10)
erhaltenen Funktionen w«, » sowohl in die Formeln (4), (5) wie in die
Formeln (), (9) ein. Subtrahieren wir dann (8) von (4) und anderer-
seits (9) von (D), so entstehen unter Benutzung von (11) Gleichungen
von der Gestalt

oG o 8GT ,. :

f 5 Aly) + aaﬁ B(ay)}dJ =0,

) )
s

. pen
J oy A(xy) — {.«'-:r B(@U)}dJ:O}
)

wo zur Abkiirzung

A(zy) = ?T - g; — (pu + qv),
Blay) — ;;’ + 22— (k4 10),

gesetzt ist. Da hier offenbar A, B zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen der Variabeln #, y innerhalb J und auf ' werden, so sind die-
selben mit Riicksicht auf den oben bewiesenen Hilfssatz identisch Null,
d. h. die Funktionen w, v geniigen den anfangs vorgelegten partiellen
Differentialgleichungen (1) erster Ordnung.

Nunmehr migen entgegen der oben gemachten Annahme die zu (10)
gehorigen homogenen Integralgleichungen eine Losung wu(&y), v(E%) be-
sitzen, so dab nicht zugleich u = O, v+ = 0 ist. Dann zeigen die eben dar-
gelegten Uberlegungen, daB diese Funktionen Losungen der Differential-
gleichungen (1) sind, von denen die erstere, wu(xy), die Randwerte Null
besitzt. Ferner sind in diesem Falle — wie die Theorie der Integral-
gleichungen lehrt —, die inhomogenen Integralgleichungen (10) gewill
16shar, sobald ihre rechten Seiten gewisse lineare Integralbedingungen
erfiillen, d. h. bei der gegenwiirtigen Annahme gibt es gewifl dann eine
Losung der partiellen Differentialgleichungen (1), wobei u die Rand-
werte [(s) hat, wenn jf(s) gewissen linearen Integralbedingungeu ge-
niigt. Doch sei hemerkt, dall unter besonderen Umstiinden diese Integral-
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bedingungen identisch von allen Funktionen f(s) erfiillt sein konnen; so
besitzt offenbar das fiir
' p=0, g=0, k=0, 1=0

aus (1) hervorgehende Gleichungssystem stets Lisungen, wobei u beliebig
vorgeschriebene Randwerte f(s) aufweist, obwohl dieses Gleichungssystem
die von # =0, v =0 verschiedenen Losungen u =0, # =1 mit den
Randwerten f(s) = 0 zulaft.

Durch Zusammenfassung der erhaltenen Resultate gewinnen wir
den Satz:

Satz 43. Wenn die particllen Differentialgleichungen (1) aufler w = 0,
v = O kein Losungssystem w, v besitzen, derart dafy w auf der Randhwrve €
verschicindet, so besitzen sie stets noltwendig ein Lisungssystem u, v derart,
daf3 w auf der BRandlwrve C irgend vorgeschricbene Werte f(s) anninmmt.
Im  entgegengesetzten Falle, d. h. wenn es cin  Lisungssystem u, v der
partiellen Differentialgleichungen (1) derart gqibt, daf w awf C verschwindet
und die Funktionen w, v nicht beide diberall in JJ Null sind, so existiert
ein Lisungssystem w, v, wobei w auf C dic vorgeschriebenen Randwerte f(s)
anvimmt, sicher tmmer dann, wenn f(s) gewissen linearen Integralbedingungen

in endlicher Anzahl geniigt.

Achtzehntes Kapitel

Eine neue Methode der Zuriickfiilhrung von Differential-
gleichungen auf Integralgleichungen.
Begriff der Parametrix.

Zum SchluB von Kapitel XVI habe ich auf eine neue Methode')
hingewiesen, durch welche sich die Lisung linearer Differentialglei-
chungen mit Hilfe von Integralgleichungen hewerkstelligen lift. Diese
Methode unterscheidet sich von dem in Kapitel VII—VIII entwickelten Ver-
fahren wesentlich dadurch, daB an Stelle der dort benutzten Greenschen
Funktion die ,Parametrix* tritt, d. h. eine Funktion, die ebenso, wie
die Greensche l'unktion auBer von den Variabeln noch von Parametern
abhiingt, und auch die Unstetigkeits- und Randbedingungen wie die
Greensche Iunktion erfiillen mul}, aber keineswegs wie diese einer Ditfe-

1) Vgl. auch die inzwischen erschienene scharfsinnige Abhandlung von E. E. Levi:
I problemi dei valori al contorno per le equazioni lineari totalmente ellittiche alle
derivate parziali, Row 1909.
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rentialgleichung zu  geniigen braucht. Die hierdurch gekennzeichnete
Modifikation bringt den Vorteil mit sich, daB man bei der Integration der
Differentialgleichung nicht nétig hat, zuvor die Lisbarkeit einer anderen
Ditferentialgleichung vorauszusetzen, und dall es daher auch gelingt, solche
partielle Differentialgleichungen auf Integralgleichungen zuriickzufiihren,
die nicht in derjenigen Normalform vorliegen, wie wir sie im zweiten
Abschnitt stets angenommen haben.

Ich entwickle in diesem Kapitel die neue Methode an dem Beispiel
der allgemeinsten linearen partiellen Differentialgleichung vom elliptischen
Typus, withrend das Integrationsgebict die Vollkugel ist.

Es seien s, ¢ die unabhiingigen Variabeln und z, w irgendwelche
Funktionen derselben; als untere Indizes an einer Funktion mdgen s, &
bedeuten, dall die partiellen Ableifungen der Funktion nach s, £ zu nehmen
sind. Wir gehen aus von dem allgemeinsten linearen partiellen Differential-
ausdruck zweiter Ordnung

L) =az,+ 2be, + ez, + 12, + me,+ ne,,

wo a, b, ¢, [, m, n gegebene Funktionen von s, f sind. Der zu £(2)
adjungierte Differentialausdruck ist

M (2) = (a2),,+ 2(b2),. + (c2),— (I2),— (m2),+ nz;
ferner migen

P =alws,— zw,) + blwz,— zw) + (1 —a,— bwe,

Q=0b(wz,— 2w,) + e(wz,— zgw,) + (m — b,— ¢)wz
die zu L(z) gehirigen Bilinearausdriicke heifen: es gilt dann bekannt-
lich die Identitiit ‘
(12) w(z) — zM(w) =P, + L.,

Wenn wir in %(z) statt s, £ irgendwelche neue Variable s/, ¢ ein-
fithren und den Differentialansdruck dann mit der Funktionaldeterminante
der urspriinglichen Variabeln nach den neunen d. h. mit

tysy— tr8y
multiplizieren, so heifle der so entstehende Differentialausdruck
W()y=a'z, 0+ 2V 0+ app+ Uz, + Mz, + 02

der transformierte Ausdr.ck von ¥(2); desgleichen heifle der aus
M (z) darch Einfithrung der neuen Variabeln s, ¢ und Multiplikation mit
jener Funktionaldeterminante entstehende Ausdruck M'(z) der trans-
formierte Ausdruck von M (z). Endlich miogen die Ausdriicke

R — Rt — Ne.

s 5
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wenn man rechter Hand in 8, & die neuen Variabeln s, # an Stelle
von &, t einfithrt, die transformierten Ausdriicke von P, & heiflen.
Indem wir in der ldentitit statt s, ¢ die neuen Variabeln ¢, ¢ einfiihren,
gelangen wir zu der Identitiit

w(2) — 2 M (w) =P, + O
und von dieser fiihren leichte Uberlegungen unter Beriicksichtigung der
Bauart der Ausdriicke P, 2, T, Q' zum Beweise des folgenden Satzes:

Der transformierte Ausdruck IM'(z) ist genau der zu 2'(2)
adjungierte Ausdruck, und die transformierten Ausdriicke P’, Q'
sind genau die zu £'(2) gehiirigen Bilinearausdriicke.

Im folgenden wollen wir der Kiirze halber die Koeffizienten a, b, ¢, 1, m, n
des Differentialausdruckes ¥, desgleichen alle anderen vorkommenden Funk-
tionen stets als beliebig oft difterenzierbar voraussetzen — soweit nicht
ausdriicklich Ausnahmen festgesetzt werden.

Es seien nun aunf der Kugel mit dem Radius 1 irgend zwei einfach
zusammenhiingende Gebiete K| und K, gegeben, die in dem Gebiete K,
iibereinandergreifen; s,, #, seien irgendwelche krummlinige Koordinaten
fiir das Gebiet K, und s,, f, irgendwelche krummlinige Koordinaten fiir
K5 ferner sei ¥,(z) ein Differentialansdruck in den Variabeln s, f, und
2,(2) ein Differentialausdruck in den Variabeln s,, ¢, Bezeichnen wir
das Linienelement auf der Kugel in iiblicher Weise mit

e ds®+ 2f ds dt, + g, di?,
bzw. e,ds,* + 2f,ds,dt, + g,di,7,
so ist das Flichenelement der Kugel
dk = Ve, g, — f;’ds,dt,,
bzw. = Veyg, — L2 ds,dty;
ferner wird innerhalb des Gebietes K,
és, oty — 08 Cty = Vesge - 1®
cs, it dty 08 — !
und wegen o Kb

; S8 Bt o8, ot
210) = 842 (55 5¢ — o1, 95)
folgt mithin £ 2,0

V“"i 0 — -fl:‘ h -I'JJ'-J: J: — ’:“
Wenn nun der besondere Umstand zutritit, daB der auf die Variabeln
Sy, 1, transformierte Differentialansdruck &', mit &, identisch ist, so stellt
die Formel ‘ &
L(¢) = —-—— in K,
' Veg,—h?
L
—— — in K,
Vez g — f-_'.
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in dem gemeinsamen Gebiete K, den niimlichen Differentialausdruck dar;
zugleich erweist sich der Wert dieses Differentialausdruckes L(z), wenn #
eine Funktion einer innerhalb K, oder K, gelegenen Stelle auf der Kugel
bedeutet, als unabhiingig von der Wahl der krummlinigen Koordinaten s, f.
Ist die Vollkugel mit einer endlichen Anzahl von {ibereinandergreifenden

Gebieten K, K,, ... bedeckt und in diesen je ein reguliirer Differential-
ausdruck bzw. ¢, &,, ... gegeber von der Art, dal immer in dem ge-

meinsamen Teile von je zwei {ibereinandergreifenden Gebieten der trans-
formierte Differentialausdruck des einen Gebietes mit dem Differential-
ausdineke des anderen iibereinstimmt, so definieren die Formeln

£,(9)

L(2) = — in K
) ) l’f"i yi_fls v
2,(2) . .
= R in A,
Ves s — f!..l -

eindeutig und widerspruchslos iiberall anf der Kugel einen Differential-
ausdruck, dessen Wert, wenn z eine Funktion der Stelle auf der Kugel
bedeutet, ebenfalls unabhiingig von der Wahl der krummlinigen Koordi-
naten s, ¢ ausfiillt: der Differentialansdruck L(z) heille em auf der Voll-
kugel regulirer Differentialausdruck. Wie man leicht erkennt, bestimmen

die zu ¥, %, ... bzw. in K, K,, ... adjungierten Differentialausdriicke
M, M,, ... vermbge der Formeln
. M, (2 : -
M(z) = a2l — in I,
o —h7
%® K,

 Van—5h

ebenfalls einen auf der Vollkugel reguliren Differentialausdruck M(2);
dieser heifle der zu L(2) adjungierte Differentialausdruck.

Wenn wir die Formel (12) in einem von beliebigen geschlossenen
Kurven berandeten Gebiete ¢ der Kugel mit den krummlinigen Koordi-
naten s, ¢ integrieren, so erhalten wir die Integralformel
(14) S [lw&(e) — eM(w) ) dsdt — [(Pdt — Qds),

@#)
wo das Doppelintegral linker Hand iiber das Innere von G und das
Linienintegral rechter Hand iber simtliche Randkurven It und zwar jedes-
mal in der Richtung hin zu erstrecken ist, daBl das Gebiet (+ zur linken
Hand bleibt. ’

Wenn wir in dem Linienintegral rechter Hand an Stelle der Variabeln
s, t beliebig neue Variable s, ¢ einfithren, so sind nach dem oben be-
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wiesenen Satze die transformierten Ausdriicke P, T genau die zu £(2)
gehorigen Bilinearausdriicke; mittels der Formeln (13) folgt hicraus die
wichtige Tatsache, daB der Integrand des Linienintegrals rechter Hand in.
(14) derselbe bleibt, wenn wir bei der Bildung derselben an Stelle von £
den beliebig transformierten Ausdruck &' zugrunde legen.

Teilen wir jetzt die Vollkugel etwa durch den Aquator in die zwei
Hilften A, K, und wenden auf jede derselben die Formel (14) an, so
entsteht — wegen der eben bewiesenen Invarianz der Integranden in den
Linienintegralen und da in dem Linienintegral der zweiten Formel der
Aquator in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen ist, wie bei der
ersten Formel — durch Addition die Formel

jf{ w&(2) — 2M(w)}dsdt = 0,

wo das Doppelintegral iiber beide Kugelhilften zu erstrecken ist. Fihren
wir hierin die auf der Kugel reguliren Differentialausdriicke L(z), M(z)
und das Flichenelement dk der Kugel ein, so erhalten wir

(15) J{wL(s) — s M(w)}dk = 0,

wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist.

Der Differentialausdruck L heille von elliptischem Typus, wenn iiberall
in jedem der Ausdriicke € fiir alle Werte der Variabeln s, ¢ die Ungleichung
(16) ac—b*>0
erfiillt ist; wir nehmen zugleich @ und ¢ positiv an.

Unser Hauptproblem besteht zunichst in der Integration
der Differentialgleichung von elliptischem Typus

L(SJ =
wo [ eine iiberall auf der Kugel definierte Funktion bedeutet.

Um dieses Problem auf ein Problem der Theorie der Integralglei-
chungen zuriickzufiihren, bedarf es des Begriffes der Parametrix. Fiir den
vorliegenden Fall verstehen wir unter einer Paramefriz eine Funktion
p(st, ar) des Argumentpunktes s, # und des Parameterpunktes ¢, r auf
der Kugel von folgenden Eigenschaften:

1. Die Parametrix p(st, 67) ist iiberall in den Koordinaten des
Argumentpunktes s, £ und des Parameterpunktes o, v stetic und beliebig
oft differenzierbar, aufler wenn der erstere mit dem letzteren zusammen-
fallt, d. h. wenn gleichzeitig s = 6, t=1 wird: alsdann wird p(st, 67)
logarithmisch unendlich, wie folgt:

_log{elot) (s —a6)* —2b(67) (s — 6) (t — 1) + a(67) (t —
4::Vu-"m:)e(sr‘,-—(b(u‘r}j“"

p(stor)= s +S(st, 67),.
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wo S(sf, 6r) eine Funktion vom Argumentpunkt s, # und vom Parameter-
punkt ¢, ¢ auf der Kugel bedeutet, die fiir s =6, f =7 zwar stetig sein
muf, deren zweite Ableitungen aber fiir s = 6, { = r von erster Ordnung
unendlich werden diirfen — wiihrend sonst iiberall mindestens dreimal
stetige Differenzierbarkeit statt haben soll.

2. Die Parametrix ist symmetrisch in bezug auf Argumentpunkt und
Parameterpunkt, d. h. es ist

p(st,ot) = p(ar, st).

Um eine Parametrix zu konstruieren, betrachten wir die riiumlichen
Koordinaten #, ¥, z eines Punktes der Kugel als Funktionen der krumm-
linigen Koordinaten s, { — indem wir immer in jedem Teilgebiet auf
der Kugel die demselben eigenen Koordinaten s, ¢ derart wiihlen, daB
iiberall auf der Kugel

(17) v.2,—ey,+0, egr,—z2+0, zy—yx+0

ausfiillt. Dann bestimmen wir ans den drei Gleichungen
Ax?4+ By 4+ Cz2 = e(st)Veg — 13,

(18) Az .z, + Byy,+ Cz2,= — b(st)Veg — f*
Az} + By?2+ Czp = a(st)Yeg—f*

die GriBen A, B, (' als Funktionen des Argumentpunktes s, ¢; dieselben
sind gegeniiber einer Transformation der Koordinaten s, £ invariant und
stellen daher Funktionen auf der Kugel dar: ans (17) folgt leicht, daB
die Determinante dieser Gleichungen

L A

T YUY, E 2
oy 8
stets von Null verschieden ist.

Nunmehr verstehen wir unter £ 7, ¢ die riiumlichen Koordinaten des
Parameterpunktes o, = auf der Kugel, so daB & », { bzw. ebenso von g, 7
abhiingen, wie x, y, z von s, {, und bilden dann den Ausdruck

v(st,01) = A(x — E)°+ By — 5)*+ C(z — &)
Setzen wir hierin
r—E=z(s—0)+zt—1)+" -
y—m=y(s—06)+y{t—v)+---,
i—§f=z(—060)+2z,(t—1)+ -

ein, so ergibt sich mit Benutzung von (18) die Entwicklung

Y(st,67) =Veg — [*{c(st)(s —0)* —2b(st)(s—0) (t — 7) +- a(st) ({—1)*} + (s — 6, £ — 7]
=Veg — f*{ c(ot)(s— 6) — 2b(67)(s—6) (t — 1) + a(or)(t — 7)) + (s—6,t —7)



Kap. XVIIT. Methode der Parametrix. 225

wo beidemal (s — o, { — 1), Ausdriicke mit Gliedern von dritter und
hioherer Ordnung in s -— 6, { — t bezeichnen. Mit Riicksicht hierauf ist
wegen (16) gewill
{19) Y (st ar) >0,
sobald die Differenzen s — o, t — r ahsolut geniigend klein gewiihlt, aber
nicht beide Null sind: es sel ¢ eine so kleine Konstante, dal die Un-
gleichung (19) statt hat, sobald

0<@—8+@y—n'+(—§'<é
ist. Endlich sei p der absolut gribite Wert, den v(sf, 67) annimmt, wenn
der Argumentpunkt s, { und der Parameterpunkt (6, r) beliebig auf der
Kugel variieren: alsdann stellt der Ausdrueck

W(st, 61) = v(st,60) + 1 (6 — B+ (y —n) + (2 —

tfee
)

)

12
I

eine Funktion dar, die stets positiv ausfillt und nur fiir s =0, t =1
verschwindet. Da andererseits

qf(.ﬁ’f,ﬁt‘)‘:]/l?’:q—f?[(‘(ﬁr) (s—0)*—2b(er)(s—0) (t—7)+al(or)(t—1)) {1 +(5—06,t—1),}
wird, wo (s — ¢, t — 1), einen fiir s = 0, { = v mindestens von der ersten
Ordnung in s — 6, { — v verschwindenden Ausdruck bedeutet und, wie
man sofort sieht, #(sr, sf) sich in die gleiche Gestalt bringen Libt, so
besitzt der Ausdruck
p 1 log Wist, 6r) log W(or, st)
p(st, o7) = s R L Y
8% | Valer)elor) — blar)®  Valstielst) — (blst)?]

die fiir die Parametrix geforderten Eigenschaften; die Existenz einer
Parametrix ist damit bewiesen.

Aus der oben aufgestellten Definition der Parametrix folgern wir
eine Reihe von Tatsachen — analog wie dies in der bekannten Theorie
des logarithmischen Potentials geschieht.

Erstens: der Ausdruck

Mip(st,61))
stellt eine Funktion dar, die fiir s = 6, { = v hichstens von der ersten
Ordnung unendlich wird. Wenn man niimlich alle diejenigen Glieder, die
allein von der zweiten Ordnung unendlich werden, ausrechnet, so erkennt
man, dal} sie sich gegenseitig zerstiren.

Zweitens: Wenn z(st) irgendeine iiberall zweimal stetig ditferen-
zierbare Funktion auf der Kugel bedeutet, so ist stets

(20) J'{;)L(z') — 2 M(p)}dk = — z(67),

wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist.
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 15
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Zum Beweise dieser Formel beschreiben wir um den Punkt ¢, v au
der Kugel einen Kreis &, mit dem kleinen Radius » und zerlegen dadurch
die Oberfliche der Vollkugel in das kreisformig begrenzte Gebiet £, und
das auBerhalb %  gelegene Gebiet K ; dann wenden wir die Integral-
formel (14), indem wir w(st) = p(st, 6r) nehmen, anf das Gebiet A an
und fithren den Grenziibergang zu 7 = O aus.

Drittens: wenn wir unter z(sf), wie soeben, eine Funktion aunf der
Kugel verstchen und ferner mit M denjenigen Differentialausdruck be-
zeichnen, der aus I hervorgeht, wenn wir darin die Variabeln s, £ durch
die Parameter ¢, v ersetzen, so gilt die Formel

(21) M{'[}pdk}=J}Mr\p)dk — 2(a7),
wo die Integrale wiederum iiber die Vollkugel zu erstrecken sind.

Zum Beweise haben wir die in dem Ausdruck M linker Hand ge-
forderten Differentiationen erster und zweiter Ordnung auszufithren. Da
die Parametrix p(s{, 6r) fiir s =0, { =1 nur logarithmisch unendlich
wird, so sind die einmaligen Differentiationen nach ¢, r linker Hand
ohne weiteres durch Differentiationen unter dem Integralzeichen ausfithr-
bar. Aus der ersten Eigenschaft der Parametrix entnehmen wir nun die
Griiltigkeit von Gleichungen der Gestalt
(22) Py=—2,+ 85,

o=~ —p— T,

wo S, T solche Funktionen von s, t; 6, v sind, deren erste Ableitungen
fiir s = ¢, ¢{ = v hochstens von erster Ordnung unendlich werden. Zerlegen
wir jetzt wiederum die Oberfliche der Vollkugel in die zwei Teile K
und %, und setzen dann in dem iiber k. zu erstreckenden Integral die
letzteren Ausdriicke fiir p,, p, aus (22) ein, so entstehen bei geeigneter
Anwendung der Produktintegration (partiellen Integration) Integralaus-
driicke, bei denen eine nochmalige Differentiation nach ¢, v ummittelbar
durch Differentiation unter dem Integralzeichen mdoglich ist. Der Grenz-
ibergang zu » = O fiihrt schlieflich zu der angegebenen Formel. —

Nunmehr sind wir imstande, das oben bezeichnete Integrations-
problem zu lisen, indem wir den folgenden Satz aufstellen und beweisen.

Satz 44.  Wenn die homogene Differentialgleichuny
(23) L(z)=0
Leine won Null verschiedene, auf der ganzen Kuyel sletige Lisung besitzet,
so hat die Differentialgleiching
(24) L&) =,
wo [ irgendeine gegebene Funlktion auf der Kugel bedeutel, stets eine stetige
Lisung; die adjungicrte Difierentialgleichung
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(25) M(z)=0
laft in diesem Falle gewifs keine Lisung zu.

Desitzt dagegen die homogene Differentialgleichung (23) Lisungen, so
lassen sich aus diesen slets eine gewisse endliche Anzahl, n, linear von ein-
ander unabhingiger Lisungen auswdihlen, so dafi jede Lisung von (23) eine
lincare Kombination derselben wird; die adjungierte Differentialgleichung (25)
besitzt in diesem Falle auel genaw wn linear unabhiimgige Lisungen, und die
Differentialgleichung (24) ist dann und nur dann losbar, wenn dic gegebene
Funktion [ die n Integralbedingungen
(26) S, dk =0 (h=1,2,3...n)
erfiillt, wo vy, ..., ¢, jene linear voneinander unabliingigen Lisungen von
(25) ledeuten.

Zum Beweise setzen wir zunichst voraus, daB die Differential.
gleichung (23) keine Lisung besitzt. Eine Losung z der Differential-
gleichung (24) muBl wegen (20) die Integralgleichung

‘f{pfﬁ eM(p))dk =— z(67)
oder
27) JzM(p)dk — z(a7) — [pfidi
befriedigen; der Kern M(p) dieser Integralgleichung ist der ersten Be-
merkung auf 5. 225 zufolge eine solche Funktion von s, 4, o, 7, die fiir
§=0, t =7 von der ersten Ordnung unendlich wird. Die Gesetze iiber
die Auflésung von Integralgleichungen sind, wie bereits Fredholm gezeigt
hat, in diesem Falle in gleicher Weise giiltig, wie wenn der Kern eine
durchweg stetige Funktion wiire. Andrerseits lifit sich auch, ihnlich wie
dies auf S. 217—218 geschehen ist, zeigen, daB eine Lisung der Integral-
gleichung (27) beliebig oft stetig differenzierbar ist, falls diese Annahme
fiir / zutrifft.

Nach der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen hiingt die
Lisbarkeit der Integralgleichung (27) von der Beschaffenheit der ent-
sprechenden homogenen Integralgleichung
(28) JeM(p)dk — z(s7) = 0
ab. Die Anzahl der linear unabhiingigen Losungen dieser homogenen
Integralgleichung sei N, und die Losungen seien @, ..., @y, Wegen (20)
haben wir dann

[pL(®,)dk =0 (h=1, ..., N),
oder wenn )
(29) X, = L(®,) (=1, ..., N)

gesetzt wird,
15*
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(30) [pX,dl: =0 (o= Ly 5 DY,
d. h. die N Funktionen X, ..., Xy geniigen, fiir z eingesetzt, der Gleichung
(31) [pzdk =0,

und wegen (21) sind sie demnach auch Losungen der homogenen Integral-
gleichung
(32) JzM(p)dk — z(a7) = 0.

Diese homogene Integralgleichung ist aber diejenige, die aus der
homogenen Integralgleichung (28) entsteht, wenn man in deren Kern die
Argumente s, { mit den Parametern ¢, r vertauscht. Nun sind die
N Fuanktionen X, voneinander linear unabhingig, da ja sonst wegen (29)
eine von Null verschiedene Liosung der Differentialgleichung (23) existieren
miiite. Nach den allgemeinen Sitzen iiber Integralgleichungen besitzt
die Integralgleichung mit dem transponierten Kern M(p) genau ebenso
viele linear unabhiingige Losungen wie die urspriingliche; es ist mithin
jede Funktion z, die der Gleichung (31) geniigt, da sie dann auch (32)
erfiillt, notwendig in der Gestalt

=0 X+ -+ CyXy
darstellbar, wo €, ..., ('y geeignete Konstante bedeuten.

Da hiernach die N Funktionen X, die simtlichen Ldsungen der
homogenen Integralgleichung (32) ausmachen, so sind nach der all-
gemeinen Theorie der Integralgleichungen die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fiir die Lisbarkeit der inhomogenen Integralgleichung (27)
die folgenden S : ;
J JXi(er)pf(stydkdz =0, (h=1,..., N)
wo die Vollkugel sowohl bei der Integration nach dem Argumentpunkt s, ¢,
als auch bei der Integration nach dem Parameterpuunkt 6, v als Integrations-
gebiet zu nehmen ist. Da aber wegen (30) diese Bedingungen stets er-
filllt sind, so besitzt (27) stets eine Lisung; es sei g* diese Lisung, so daB

(33) Jo* M(p)dk — g*(o7) = [pfdk

wird. Setzen wir dann andererseits in (20) z= ¢* ein und addieren
die so entstehende Gleichung zu (33), so ergibt sich

Jp(L(g®) —f)dk = 0.
Wegen der vorhin gefundenen Tatsache folgt hieraus
L(g*) —f=C X, + - - - + Oy Xy,
wo (', ..., Cy geeignete Konstanten sind. Wegen (29) ist demnach
@ =gF— C® —: - — CyPy
eine Liosung der Differentialgleichung (24).
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Wir erkennen nunmehr auch leicht, daB (25) keine von Null ver-
schiedene Losung besitzt. Wire niimlich v eine solche Losung und be-
stimmen wir dann — was nach dem eben Bewiesenen stets moglich ist —
eine Funktion ¢ derart, daB

L(p) =v

ist, so wird aus (15) fiir w = ¢, 2 = ¢ die Gleichung
[vidk =0,

die nicht statthaben kann, da ja @ nicht identisch verschwinden sollte.
Damit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen.

Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes bezeichnen wirmit ¢, ..., ¢,
ein vollstindiges System von » linear unabhiingigen Losungen der Diffe-
rentialgleichung (23). Sodann hetrachten wir wiederum die inhomogene
Integralgleichung (27) und die zu ihr zugehirige homogene Integral-
gleichung (28). Die letztere lifit, wie aus (20) sofort folgt, die Losungen
@iy - @, 7. Auber diesen » Liosungen und deren linearen Kom-
binationen kann die Integralgleichung (28) noch weitere Liésungen be-
sitzen; unter diesen wiihlen wir ein System untereinander und von den
Funktionen ¢,, ..., ¢, linear unabhiingiger Losungen @, ..., @y derart
aus, dafl alle Losungen von (28) durch @, ..., ¢,, @,, ..., @y linear
darstellbar sind. Wir bilden nun, wie vorhin beim Beweise des ersten
Teils unseres Satzes, die N Funktionen

(34) X, = L(®,) (Bo=1, c005s Nz
dieselben geniigen, wie aus (20) folgt, den Gleichungen
(35) JpX,dk =0 (h=1,...,N)

und sind demmnach, fiir 2 eingesetzt, wegen (21) auch Losungen der
homogenen Integralgleichung (32). Die N Funktionen X, ..., Xy sind
voneinander linear unabhiingig, da sonst entgegen unserer Annahme
aus (34) sofort das Bestehen einer linearen Relation zwischen ¢, ..., ¢,
D, ..., Oy folgen wiirde.

Da die homogene Integralgleichung (28) genau » + N linear un-
abhiingige Losungen besitzt, so muB nach der allgemeinen Theorie die
Integralgleichung (32) mit dem transponierten Kern ebenfalls genau
n -+ N linear unabhiingige Lisungen besitzen, d. h. auBer den Funktionen
Xyy -+, Xy gibt es noch genau n Funktionen y,, ..., z,, die ecbenfalls
der Integralgleichung (32) geniigen und mit X, ..., Xy zusammen ein
volles System von n 4 N Losungen der Integralgleichung (32) bilden.

Die » Funktionen 7, ..., z, denken wir uns nun durch geeignete
lineare Kombinationen ihrer selbst derart ersetzt, daB gerade fiir die
v Funktionen z,, ..., 7, (0 < v = n) die Gleichungen
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(36) ﬁ%dz.- =0 (h=1,...,v)
statthaben und iiberdies, falls wir aus den iibrigen » — v Funktionen
. 1, die n — v Funktionen

Uy ':"fpx;.({k (h=v+1,..,n)

bilden, diese # — v Funktionen ¥, , - .., ¥, noch linear voneinander
unabhiingig ausfallen. Wegen (21) sind #,.,, ..., ¥, LOsungen der
Differentialgleichung (25).

Nunmehr nehmen wir an, daf der zn beweisende Satz fiir alle Fille,
in denen die Anzahl der linear unabhingigen Lisungen der vorgelegten
Differentialgleichung kleiner als » ausfilllt, bereits als richtig erkannt sei;
dann folgt, daB die Differentialgleichung (25) mindestens » linear unab-
hiingige Lésungen besitzen muB; denn wiire ihre Anzahl kleiner als n,
so wiirde unser Satz, auf (25) angewandt, aussagen, daB die zu (25) ad-
jungierte Differentialgleichung (23) nur ebensoviel, gewill also nicht »
linear unabhiingige Losungen besitzen kdnnte, wie wir doch gegenwiirtig
vorausgesetzt haben. Is ist hiernach gewill moglich zu den #» — » Funk-
tionen @, ,, ..., ¥, noch » weitere Funktionen ¢, ..., ¢, hinzuzufiigen,
derart, daB die Funktionen ¢, ..., ¢, ein System von % linear unab-
hiingigen Losungen der Differentialgleichung (25) bilden.

Aus (15) folgt sofort, daB, wenn die Differentialgleichung (24) losbar
sein soll, notwendig die Integralbedingungen (26) erfiillt sein miissen.
Andererseits besitzt die inhomogene Integralgleichung (27) der allgemeinen
Theorie zufolge gewill eine Lisung, wenn die » + N Bedingungen

Z:'+1} B3

(37) S [ X (o0t (stydkdz = 0 (h=1,..., N),
(38) S [ralom)pf(stydkdz = 0 (h=1,...,v),
(39) ffx_,,(a‘r)pf'(st_)dku’x =0 (h=v+1,...,n)

bestehen. Nun sind aber wegen (35), (36) die Gleichungen (37), (38)
fiir jede Funktion f erfiillt und die Gleichungen (39) erhalten die Gestalt
(40) Jftndk =0 (h=v+1,...,0n).

Bedeutet also f eine diesen # — v Bedingungen (40) geniigende Funktion,
so gibt es gewiB eine Funktion z = ¢¥ die der Integralgleichung (27)
geniigt. Addieren wir diese Gleichung zu derjenigen, die aus (20) fiir
2z = @ entsteht, so erhalten wir

(41) Jp{L(g*) — fldk =0,

und hieraus entnehmen wir wie vorhin

Lp*) —f=epu+--+ Gt O X+ -+ + Ox Xy,
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., Uy, ..., Cy geeignete Konstante bedeuten. Setzen wir
aber diesen Ausdruck fir L(¢*) — f in (41) ein, so folgt sofort mit Riick-
sicht auf (35), (36) wegen der linearen Unabhingigkeit der » — v Funk-
tionen ¥, daf

WO Byie vy B

6p1=0,...,¢,=0

sein muB.  Wegen (34) befriedigt mithin

9= 9*— O @ — - — Cyy
die Differentialgleichung
(42) Lig)=f+ant -+

Wir wollen nun zeigen, daB die weiteren der Funktion f aufzuer-
legenden » Bedingungen

(43) Jfwdk =0 h=1,...,v)
notwendig
(44) 6="1, . iu; &,=0

zur Folge haben. Zu dem Zwecke setzen wir in (10) w =v, (h=1,...,7)
und z = ¢; dann erhalten wir wegen (42)

Jufdk + e [updk+- - +e, [u0,dk=0 (h=1,..,v)

oder
(45) i +---+a,c,=4 (h=1,...,%),
wenn zur Abkiirzung
J}‘L.-,!fr?!;———-—A,, (h=1,...,9),
fq,",,xidk = @, (hl=1, ..., v)

gesetzt. ist. Da wir nun offenbar durch geeignete Wahl der Funktion f

unter Wahrung der Bedingungen (40) den Grifen 4, beliebige Werte

erteilen kénnen und nach dem eben Bewiesenen die Gleichungen (45) fiir

alle solehen A, Losungen ¢, ..., ¢, haben, so muf die Determinante der

GriBen «,, notwendig von Null verschieden sein. Legen wir daher der

Funktion f' noch die weiteren » Bedingungen (43) auf, d. h. nehmen wir
Ay 0y vy A, =10,

so folgt aus (45) notwendig (44), d. h. wegen (42) ist ¢ eine Liosung
der Ditferentialgleichung (24).

Um den Beweis unseres Satzes zu vollenden, bleibt nur noch iibrig
zu bemerken, daB die Gleichung (25) auch nicht mehr als » linear un-
abhiingige Losungen haben kann. In der Tat, giibe es noch eine von
Py, ..., ¥, linear unabhiingige Lisung von (25), etwa v, ., so wiirde,

wie aus (15) sofort folgt, die Gleichung
it 1@l =0
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noch eine weitere notwendige Bedingung fiir die Lisbarkeit von (?4)
darstellen, was dem eben Bewiesenen widerspricht

Fiir die weitere Entwicklung unserer Theorie ist eine Bemerkung
- iiber die Beschaffenheit der Funktion f* wichtic. Wenn niimlich £ in (24)
eine nicht durchweg stetige Funktion ist, so bleiben bei geeigneten Voraus-
setzungen dennoch alle bisher angestellten Uberlegungen giiltig: es sei etwa
/ eine solche Funktion des Argumentpunktes s, ¢ anf der Kugel, die iiberall
stetig ist mit Ausnahme der Stelle s =6, =17, wo sie von der ersten
Ordnung unendlich wird. Um bei dieser Annahme den Charakter der Losung 2
der Integralgleichung (24) an der Stelle g, v festzustellen, bedenken wir, —
wie dies aus der Fredholmschen Methode der inhomogenen Integralgleichung
ersichtlich ist — daB fiir die Beurteillung des Verhaltens jener Liosung 2
von (24) das Verhalten der rechten Seite der Integralgleichung (27) den
Ausschlag geben mufl. Nun ist diese rechte Seite, wie man durch eine
leichte Untersuchung feststellen kann, bei der iiber / gemachten Annahme
eine solche Funktion des Argumentpunktes s, 7, die an der Stelle o, 7
stetig ist und deren zweite Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung
unendlich werden; den gleichen Charakter an der Stelle ¢, ¢ zeigt also
in diesem Falle die Losung der Differentialgleichung (24).

Wir wollen dieses Ergebnis zur Konstruktion der Greenschen
Funktion des Differentialausdruckes £(z) anwenden; dabei sei der Kiirze
halber L(z) als ein sich selbst adjungierter Differentialausdruck voraus-
gesetzt.

Es sind wie im obigen Satze 44 (S. 226—227) zwei Fille zu unter-
scheiden, je nachdem die Differentialgleichung (23) stetige Lisungen besitzt
oder nicht. In letzterem Falle ist jederzeit eine geeignet gewihlte Losung
der Integralgleichung (27), wenn wir darin f = L(p) nehmen, zugleich
die Losung der Differentialgleichung

L(z) = L(p).
Bezeichnen wir diese Lisung mit ¢, so befriedigt offenbar die Funktion
G(st,or)=p—19p

die Differentialgleichung (23); G heille die Greensche Funktion des
Differentialausdruckes L(z). Aus den obigen Darlegungen iiber das Ver-
halten der Lésung ¢ an der Stelle 6, erkennen wir, daB die Greensche
Funktion (+ an der Stelle g,z gerade die logarithmische Unstetigkeit be-
sitzt, wie sie fiir die Parametrix verlangt worden ist; sie ist durch diese
Eigenschaft, sowie durch die Forderung, der Differentialgleichung (23) zu
geniigen, villig eindeutig bestimmt.
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Die Symmetrieeigenschaft der Greenschen Funktion
G (st, 67) = G (o7, si)
folgt in der iiblichen Weise!) mit Benutzung des Umstandes, daB der
Differentialausdruck M(z) nach Voraussetzung mit L(z) identisch ausfillt.
Nunmehr nehmen wir im Gegenteil an, die Differentialgleichung (23)
besitze genau » voneinander linear unabhiingige Losungen ¢, ..., ¢,;
wir denken uns dieselben derart normiert, daB die Orthogonalititsrelationen

fq',,r;-fdf."=0 (hl=15nmh+D),
Joldk=1 (h=1,...,n)
gelten. Nehmen wir dann
f(st) = L(p) — ¢, (67) gy (st) — - - - — g, (a7)g,(st),
so erfiillt f, wie aus (20) sofort zu ersehen ist, die » Bedingungen
ffrphdff:() (h=1,...,n),

und nach dem Friiheren besitzt mithin die Differentialgleichung (24) eine
Losung 2 = ¢, die an der Stelle ¢, v stetig ausfillt und deren zweite
Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung unendlich werden. Wir

setzen nunmehr

G(stor)=p—g—[(p— Qg dk-g,— - — [(p— @)p,dk-q,;
damn erfiillt & die » Integralbedingungen
(46) [G(st, 67) g, (st)dl = 0 (h=1,...,n)
und geniigt iiberdies der Differentialgleichung
(47) L(G) =g, (6t)g,(st) +- - + @, (67) g, (s1).

G leifie die Greensche Funktion (im erweiterten Sinne) des Differential-
ausdruckes L(z). Die Greensche Funktion G besitzt an der Stelle g, 7
gerade die logarithmische Unstetigkeitsstelle, wie sie fiir die Parametrix
verlangt worden ist; sie ist durch diese Eigenschaft, sowie durch die
Forderung, der Differentialgleichung (47) und den Integralbedingungen (46)
zu geniigen, vollig eindeutig bestimmt. Auch gilt fiir sie das Symmetrie-

gesetz G(st,61) = Glar, st).

Endlich zeigt man in iiblicher Weise, daB stets vermittels der
Greenschen Funktion die Losung der Differentialgleichung (24) durch

die Formel
(48) :—=— [Gf(or)dx

1) Vgl. den Beweis dieses Symmetriegesetzes im Falle einer Variabeln, wie er
in Kapitel VII 8. 45 angedeuntet worden ist.
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geliefert wird, und zwar in dem zuletzt ertrterten Falle diejenige Losung,
die die n Orthogonalititsrelationen

(49) Jzg,dk =0 (h=1,...,n)
erfiillt.

Nachdem im Vorstehenden die Theorie der Integration der linearen
partiellen Differentialgleichung vom elliptischen Typus auf der Kugel er-
ledigt worden ist, soll nunmehr die in Kapitel I—VI und XIV dar-
gelegte Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern und
zwar die der orthogonalen Integralgleichungen auf die lineare Differential-
gleichung

L)+ 22=0

angewandt werden, wo L(z) einen sich selbst adjungierten elliptischen
Differentialausdruck auf der Kugel bedeutet. Die Greensche Funktion
G (st, 67) dieses Differentialausdrucks I(z) wird nach dem Obigen sym-
metrisch in bezug auf den Argumentpunkt s, £ und den Parameterpunkt o, ¢
der Kugel. Unsere Theorie liefert nun, wenn wir (+(sf, 67) als Kern einer
orthogonalen Integralgleichung auf der Kugel nehmen, folgende Sitze:

Es gibt gewill einen oder beliebig viele Werte 200, 2®), . und zu-
gehorige Funktionen ¢, ¢, ... auf der Kugel, so daf
(50) e (s8) = A [G(st, o7)v (o7)dx

wird, die sogenannten Figenwerte und FEigenfunktionen des Kerns G die
letzteren besitzen die Orthogonalitiitseigenschaft.

Jede Funktion, die sich bei geeigneter Wahl der Funktion g(67) in
der Gestalt
(51) f(st) = [G(st, et)g(o7)d>
darstellen liBt, ist in eine auf Fouriersche Weise gebildete Reihe nach
den Eigenfunktionen ¢, 9@ ... entwickelbar:
(52) f= 51 P 4 Cs v+ .. £y
WO ¢, €, ... die Fourier-Koeffizienten von f in bezug auf das Orthogonal-
system ¢ 9@ ... hedeuten.

Wir stellen nunmehr die Bedeutung der Bedingung (51) fest. Hs
seien ¢, @,, ..., @, die n zueinander orthogonalen Integrale der Gleichung
L(z) =0,
dann muf wegen (46) jede in der Gestalt (51) darstellbare Funktion f

die » Bedingungen

(53) S (s0f(st)dk = 0, (h=1,...,m)

erfiillen. Umgekehrt ist jede diesen n Bedingungen geniigende mindestens
zweimal stetig differenzierbare Funktion / in der Gestalt (51) darstellbar,
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Setzen wir niimlich g = — L(f), so gentigt, wie aus (15) folgt, die Funktion ¢
den n Bedingungen

?

Itp,jgdk=0 (h=1,...,n)
und daher wird nach (48)
i =J.G(st, ar)g(et)dn
eine den Bedingungen (49) geniigende Lisung der Differentialgleichung
L(2) = g(st).
Da aber diese Gleichung nur eine diesen n Bedingungen geniigende
Losung besitzen kann, so ist genau f* = f und mithin f in der Gestalt (51)
darstellbar.  Aus (50) und (46) schliefen wir leicht, daf
Jou0dk =0
ausfiillt; mithin bilden die Funktionen
(54) Pry - Py ¥, ¥, L
ein System von Orthogonalfunktionen auf der Kugel.
Wir setzen
h=0,...,4,=0, 2'»4-122'(1)) A el
Fii1= v, @, e =91, ...
und bezeichnen die Konstanten ., i, ... als die Iligenwerte und die

n+2

Funktionen @y, ¢y, ... als dic zugehirigen Ligenfunltionen der Differential-
gleichung
(35) L(z)+ 4z=0,

da sie das volle System stetiger Losungen dieser Differentialgleichung
bilden. Nach dem Obigen ergibt sich sofort:

Satz 45, Jede mindestens zweimal sietig differenzierbare Funktion auf
der Kugel lift sich in der Fourierschen Weise in eine nach den Figen-
funktionen @y, @s, ... fortschreitende Deihe entwickeln; dic Anzahl der
Eigenwerte und der Figenfunktionen der Differentialgleichung (55) ist mithin
unendlich.

Wir gehen nun dazu iiber, das zur Differentialgleichung (55) ge-
horige Dirichletsche Variationsproblem aufzustellen und zu unter-
suchen.') Da der Differentialausdruck

L(2) =ae,,+ 2bz,+ cz,+ lz,+ mz,+ nz
als sich selbst adjungiert angenommen worden ist, so haben wir
a+b=1
b+ e,=m,

1) Vgl. die den Fall einer Variabeln betreffenden analogen Entwicklungen
in Kapitel VII, 8. 57f.
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und es gilt die Identitit
(56) #2() + () = B+ D,
WO
WA(e) =asz+ 2bz,e,+ c22— nd’

der zu ¥(z) gehorige quadratische Differentialausdruck und

B=z(as,+ bz,),

Q=z(bz,+ ¢z)
die zu ¥(z) gehorigen Nebenausdriicke heien moégen. Fiihren wir in
A(z) an Stelle von s, ¢ neue Variable s, # ein, so heille der durch
Multiplikation mit der Funktionaldeterminante

Sty — 8¢ty

entstehende Ausdruck A'(z) der transformierte Ausdruck von A(z); ferner
mogen die Ausdriicke

¥'= Pty — Qs

D’ == ﬂstsr —|— Q.’\';,
wenn man rechter Hand in P, & die neuen Variabeln s, ¢ an Stelle von
s, t einfiihrt, die transformierten Ausdriicke von B, £ heiflen. s besteht
dann die Tatsache:

Der transformierte Ausdruck (z) ist genau der zu ¥'(2)
gehorige quadratische Differentialausdruck, und die trans-
formierten Ausdriicke L', &’ sind genau die zu £'(2) gehorigen
Nebenausdriicke.

Aus der Differentialformel (56) ergibt sich durch Integration iiber
ein Gebiet G mit der Randkurve It die Integralformel

‘II.’I{ZS_IHE'\] + A(2) | dsdt =‘[l($(ft — D.ds),
() ()
und indem wir diese — entsprechend wie wir oben auf S. 222—223 beim
Beweise der Formel (15) verfahren — auf die zwei Hiilften der Vollkugel
anwenden, gelangen wir auf Grund der eben gewonnenen Tatsache zu
der Formel
J J128() + U(e) | dsdt = 0,

wo das Doppelintegral iiber beide Kugelhilften zu erstrecken ist. Setzen
wir nun — entsprechend wie ohen S. 222 bei der Definition des
Ausdruckes L(z) —

. A(z) A2
A(z) = — i —
3 Veg—F* Vg —r*
so ist, — ebenso wie oben der Ausdruck L(z) —, der quadratische

Differentialausdruck A(z) eindeutig und widerspruchslos iiberall auf der
Kugel definiert, und, wenn 2 eine Funktion des Ortes auf der Kugel be-
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deutet, so stellt 4(z) einen von der Wahl der krummlinigen Koordinaten s, ¢
unabhiingigen Wert dar. Durch Einfilhrung von L(z) und A(z) nimmt
die obige Integralformel die Gestalt an

JlaL(z) + A(2)}dk = 0,
wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist. Das Integral
(57) D(2) = [A(z)dk = — [z L(z)dk
heife das zu I(z) gehirige Dirichletsche Integral. Durch Variation von
(57) erhalten wir leicht mit Riicksicht auf (15)
0D () = — 2 [L(z)dzdk.
Wegen (16) ist, wenn wir noch @ > 0 annehmen, gewiB stets
ast+ 2bzz,+ c22 = 0.
Bestimmen wir sodann eine solche Konstante (7, die iiberall auf der Kugel
die Werte der Funktion

n W
Veg—f* Veg—r-
iibertrifft, so ist gewill fiir alle Funktionen
A()+ C£ =0
und folglich auch

J14() + C22)dk = [{— 2L(2) + C2*}dl: = 0.
Insbesondere ergibt sich hieraus fiir 2z — ¢, mit Riicksicht auf die

Gleichungen
L ‘pi,) T 3-;‘%,

Sk =1

L+ C=0 oder 4,=—C,

die Ungleichung

d. h. es gibt zur Differentialyleichung (55) nur eine endliche Anzahl
negativer Ligenawerte.

Wir denken uns die Eigenwerte von (55) der GriBe nach geordnet,
so daB 2, der kleinste wird und allgemein
. S g s = ..
1st. .

Das zur Differentialgleichung (55) gehirige Variationsproblem lautet
nun: man soll eine Funktion 2 auf der Kugel derart bestimmen, daB D(z)
zum Minimum wird, wihrend die Nebenbedingung

(58) J#dk =1
erfiilllt ist. Zur Liosung dieses Problems setzen wir an

2=0C P+ Pyt
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Wegen

D(z)=— [zL(2)dk
wird

D(z) = Ael+ e+

withrend die Nebenbedingung (58) die Gestalt

clg+322+... __1
erhiilt. Daraus entnehmen wir sofort den

Satz 46.  Das Minimuwm des Dirichletschen Integrals D(z) bei der

Nebenbedingung (58) ist gleich dem Kleinsten Eigenwert 2, der Differential-
gleichung (55) wnd wird fiir z = ¢, angenommen, wo @, dic zu 2, gehorige
FEigenfunktion von (55) bedeutet. Werden zu der Nebenbedingung (55) noch
die weiteren h — 1 Nebenbedingungen

[g,2dk =0, ..., [¢,_2dk=0
lanzugefiigt, so ist 4, der Minimalwert von D(z); derselbe wird fiir z = @,
ARGENOMMEN.
Als einfachstes Beispiel fiir die vorstehende Theorie kinnen die be-
reits in Kapitel VIII behandelten Kugelfunktionen dienen.

Zum Schluf dieses Abschnittes beweisen wir noch folgenden Satz,
welcher besonders fiir die Anwendungen dieser Theorie von Wichtigkeit ist.
Satz 47, Wenn die Koeffizienten des linearen Differentialausdruckes
L(z) fiir alle ivnerhall wund auf dic Grenzen des Intervalles
<<

fallenden. Werle von w regulir analytische Funktionen eines Paramelers w
sind, und wenn fiir eben diese Werte w auch stets die Ungleichung (16) gilt,
so ist allemal der h-te Figenwwert &, eine stetige Funktion von w.

Da nach den oben bewiesenen Sitzen fiir jeden besonderen Wert
u = u, stets 1, eine endliche und eindeutig bestimmte GriBe darstellt, so
kommt es nur darauf an, zu zeigen, dafl i, als Funktion von wu an der
Stelle u = u, anch stetig ausfillt. Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit
Ly(z) den Differentialausdruck L(z) fiir g = g, und nehmen zuniichst
der Kiirze halber an, dall die Eigenwerte der Differentialgleichung

(59) Lyz2) + iz=0
simtlich positiv ausfallen, so daB die Differentialgleichung
Ly(2) =0

gewill keine stetige Lisung besitzt; es sei Gy die zu L,(2) gehorige
Greensche Iunktion, ferner p die nach der Vorschrift auf S. 224—225
konstruierte von u abhiingige Parametrix fiir L(z), und endlich bedeute
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P den aus p fiir g = u, entstehenden Ausdruck, so daB p, zugleich die
nach jener Vorschrift gebildete Parametrix fiir L, ist.

Um nun die Greensche Funktion fiir L(z) zu bilden, wenden wir
das oben 8. 232f. eingeschlagene Verfahren an, indem wir in (27) an
Stelle der dort mit p bezeichneten Parametrix den Ausdruck

pP=p+ Go— py
nehmen, der ebenfalls die Eigenschaften einer Parametrix tir L(z) besitzt.
Die so aus (27) entstehende Integralgleichung
(60) JEL(p¥)dl — z(ow) = [p*fdk
besitzt den Kern
K(st, 6t) = L(p*) = L(p) + L(G,— o)
= L(p) + Lo(Gy— m) + (& — 1) L(Go — py),
wo L einen gewissen noch vom Parameter g abhiingigen Differential-
ausdruck zweiter Ordnung bedeutet. Da (j — p, eine Funktion von
s, t; 6, t ist, deren zweite Ableitungen fiir s = 6, ¢ = 7 hichstens von der
ersten Ordnung unendlich werden, so stellt L(G,— p,) eine Funktion
dar, deren Produkt mit J/(s—7)*+ (f—r)® gewiB absolut genommen
fiir alle s, f: 6,  unterhalb einer von w unabhiingigen Schranke bleibt.
Andererseits ist, wenn wir
L(p) + Ly(Go— po) = L(p) — Lo(p) = (& — 1) L
setzen, L, ebenfalls eine Funktion, deren Produkt mit V(s — 6)+ (f — 7)*
absolut genommen gewif fiir alle s,7#; 6, 7 unterhalb einer von w unab-
hiingigen Schranke bleibt — da ja L(p) fiir s =6, f =7 nur hichstens
von der ersten Ordnung unendlich wird und Z,(p,) den Wert von L(p)
fiir w = u, bedeutet. Wegen (61) ist demnach auch
K(st, 01) = (u — uo) K (st, o1),
wo K eine Funktion ist, deren Produkt mit ¥(s — 6)*+ (f — 7)* absolut
genommen fiir alle s, ¢; 6, v unterhalb einer von @ unabhiingigen Schranke
bleibt. Infolge der letzteren Iigenschaft erkennt man, daB der aus A
gebildete dreifach zusammengesetzte Kern A K K eine stetige Funktion
von s, t; 6, 7 wird, deren absolute Werte fiir alle s, #; 6, r unterhalb einer
von w abhiingigen Schranke bleiben. Hieraus wiederum folgt, daB der
aus K gebildete dreifach zusammengesetste Kern K A K ebenfalls stetig
ist und iiberdies fiir ihn eine positive Zahl ¢ gefunden werden kann derart,
daf} die absoluten Werte von KKK fiir alle s, #; 6, v kleiner als 1 bleiben,
sobald nur u innerhalb des durch die Ungleichung
(62) =y | <

(61)

bestimmten Intervalles bleibt. Die so gefundene Tatsache bedingt, daB
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unter “dieser einschriinkenden Bedingung (62) fiir u die inhomogene
Integralgleichung
[zKdk — z(67) = F(o7)

stets nach der Neumannschen Methode losbar ist, und dafi die Lisung #
gleichmiiig fiir alle s, #; 6,z in w stetig wird, wihrend die entsprechende
homogene Integralgleichung

JzKdk — z(67) = 0

keine Lisung besitzt. Wenden wir dieses Resultat auf die Integralgleichung(60)
fiir f = L(p¥) an, so erkennen wir, dal dieselbe, falls u der Bedingung (62)
geniigt, gewill eine und nur eine Lisung ¢ besitzt, und dafi diese Losung
fiir w = u, gleichmiiBig fiir alle s, ¢; 6,7 gegen Null konvergiert — da
ja p* fiir w — wy in G, und demnach L(p*) fiir s,¢ =+ 6,7 in Null iber-
geht. Nach dem von uns befolgten Verfahren ist
G =p*— @
die Greensche Funktion von L(z), falls u der Bedingung (62) geniigt.
Hieraus folgt wegen der eben erkannten Beschaffenheit von ¢, dafB der
aus (r zweifach zusammengesetzte Kern G G gleichmiibig fiir alle s, ¢; o, T
in u stetig ausfiillt, Bilden wir daher nach Fredholm den Nenner der
Iosenden Funktion fiir die Integralgleichung
i[2GGdk - z(o7) = F(o1),
so erkennen wir, daB diese bestindig konvergente Potenzreihe in 1 iiber-
dies gleichmiibig fiir alle der Bedingung (62) geniigenden Werte von w
konvergiert. Da andererseits die Nullstellen dieser Potenzreihe siimtlich
reell, und zwar die Eigenwerte des Kerns G G sind, diese aber nichts
anderes als die Quadrate der Eigenwerte i,, 1,, ... sind, so folgt, daf
allgemein der /te Eigenwert 2,7 sich stetig in g iindert; das gleiche gilt
mithin auch von 7, solange u auf das Intervall (62) beschrinkt bleibt.
Trittt die zu Anfang dieser Beweisfiihrung gemachte Annahme, wonach
die Eigenwerte der Differentialgleichung (59) siimtlich positiv ausfallen,
nicht zu, so bezeichnen wir' mit 19 den kleinsten Eigenwert von L,(2);
sodann setzen wir
L#(z2) = L(g) +(1°—1)g,
Li*(2) = Lo(#) + (10— 1)z,
Die Eigenwerte der Difterentialgleichung

L¥z) 4+ iz =0
sind offenbar
A — 41 (h=1,2,...),
und diejenigen von
LF#(#)+ 1z =0
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sind daher simtlich > 1; folglich lifit sich unsere bisherige Betrachtung

auf den Differentialausdruck IL*(z) anwenden und lehrt, daB allgemein
Jy— 2,°4 1 und mithin auch 4, sich in der Umgebung von u, stetig
mit g #ndert.

Da gy, willkiirlich gewiihlt werden kann, so ist damit der Beweis des
aufoestellten Satzes vollstiindig erbracht.

Endlich sei noch bemerkt, daB die eben entwickelte Theorie sich
unmittelbar auf die Differentialgleichung

(63) L(2) + igz =0
itbertragen liBt, wenn ¢ eine beliebige iiberall positive (oder negative)
Funktion auf der Kugel bedeutet. s ist nimlich leicht ersichtlich, daB
der Differentialausdruck
; 1 " &
Lbe: )= —= L =
{ ) Ve (,Vq)
wiederum sich selbst adjungiert ist, und durch Einfiithrung dieses Differential-
ausdruckes erhilt die Differentialgleichung (63) die vorhin der Unter-
suchung zugrunde liegende Gestalt
L¥(z) + 42 =0.
Wir fiihren die wesentlichen Sitze iiber die Differentialgleichung (63)
hier kurz, wie folgt, an.

Satz 48.  Die Differentialgleichung (63) besitzt unendlichviele Iigen-
werte Ayy dyy - .., von denen jedoch wur cine endliche Anzahl negativ ausfillt.
Die zu diesen Eigewwerten gehivigen Figenfunktionen besitzen die Ortho-
gonalititseigenschaft

J?‘Pn‘ﬂ"”& =0 (h =+ 1),
‘fq:p,""d?.' = 1.

Jede zweimal stetiy  differenzierbare Funiction f auf der Kugel lift sich
nach den zu jenen Figenwerten gehivigen Eigenfunktionen @, @z, .. auf
Fouriersche Weise wie folgt
[=ep + capg+ - - - (¢, = [afp,dk)
entwickeln. -
Das  Mivimum des Dirichletschen Integrals D(z) bei den Neben-
bedingungen
(q2dl =1,
J'Q(plzdl‘ =0 .. ‘f‘qtp,,_lzdk =0

ast 4,3 dasselbe wird fiir 2 = @, angenommen.

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 16
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Hingen die Koeffizienten in L(z) von einem Parameter w analytisch
ab und denken wir uns fiir jeden Wert von w die Eigenwerte 1., 4,
der Grifie nach geordnet, so ist allgemein der Ite Eigenwert i, eine stetige
Funktion von u.

Neunzehntes Kapitel.
Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche.

Der folgende Abschnitt enthiilt eine Neubegriindung der Minkowski-
schen Theorie von Volumen und Oberfliche. Der Gedanke, die Kugel
der gewohnlichen Raumgeometrie als Ort der Punkte gleicher Entfernungen
von einem festen Punkte durch eine beliebige konvexe Fliche, die so-
genannte , Eichfliiche,“ zu ersetzen, bildet die Grundlage der arithmetischen
Untersuchungen Minkowkis.') Die mehr geometrische Verfolgung dieses.
Gedankens hat ihn zu dem fundamentalen Begriffe des gemischten Volumens
Viss von drei Korpern gefiihrt®), und den Kernpunkt seiner Theorie von
Volumen und Oberfliiche bildet dann die Entdeckung der Ungleichung

Vie® 2 Vin Viass

einer Ungleichung, welche lediglich quadratischen Charakter besitzt,
withrend der Beweis derselben von Minkowski aut Grund einer kubischen
Ungleichung gefiihrt wird. Die nachfolgende neue Begriindung der
Minkowskischen Theorie geschieht mittels der im vorigen Abschnitt ent-
wickelten Siitze iiher die lineare sich selbst adjungierte partielle Differential-
gleichung auf der Kugel, und inshesondere der Nachweis jener quadra-
tischen Ungleichung gelingt hierbei direkt auf Grund der Minimaleigen-
schaft des Dirichletschen Integrals. Insofern gerade allein die quadratische
Ungleichung es ist, die sich eines direkten Beweises mittels der Theorie
der linearen Differentialgleichungen filhig erweist — die kubische Un-
gleichung erscheint als leichte Folge der quadratischen —, scheint mir
die Bedeutung der Minkowskischen Entdeckung durch den hier folgenden
Beweis noch in helleres Licht gesetzt, und zugleich liefert diese Begriin-
dung der Minkowskischen Theorie von Volumen und Oberfiiiche ein gliinzen-
des Beispiel fiir die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen Integral-
gleichungen.

Im folgenden wollen wir allgemein unter einer homogenen Funktion
vten Grades der Variabeln 2, y, # eine solche® Funktion W(z, y, 2) ver-
stehen, die fiir alle positiven Werte von p der Gleichung

W(nz, uy, wz) = w Wz, y, 2)

- 1) Vgl. meinen Vortrag auf dem internationalen Mathematiker-Kongref zun
Paris 1900, Nr. 4. Gdtt. Nachr, 1900,

2) Vgl. meine Gediichtnisrede auf Minkowski, Gott. Nachr. 1909, 8. 16—17.
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geniigt. Ist inshesondere IV eine homogene Funktion ersten Grades und
werden wieder partielle Ableitungen durch Indizes bezeichnet, so gelten

die Identitiiten

(64) W, 4y W, +2W,= W,
[ & W:'cx-[_ Yy ”.’_!f.l'+ zIIr:.t: 0’
(6:-)) | & ”r.\'y + .‘y ]lVg:‘r_J + g IV.',y = ”}

& .H;.z: + ?} -’/V‘,_,_- + 2 ”(':.' - U.
Aus den Identitiiten (65) folgt leicht
War Wy — Wyt Wy Wee — Wy.?

22 ax* 4

und hieraus entnehmen wir, wenn ¥ irgendeine andere homogene Funktion
ersten Grades in 1z, ¥, z bedeutet, die weitere Identitit
Wes Vyy —2 u’_'.-ry_l"'ff_;_‘l‘ “v_u:r Vi _”"ryg! V::_""_? .”"_u: I_'u;'_:‘{‘_“r:: I"yy

G£E

Wir setzen zur Abkiirzung

. Wy Vee — 2W . Ve + W_ Wy,
(66) (W, V) =—* 1 = ibidhoiisd
Il'.‘_' I'.}'t N 2 il';.r I’C»: + II'-:J‘J‘. }’}:
’ ¥*
WV = 2 Wy Ve Won Ve,

Es sei nunmehr im X Y Z-Raum ein konvexer Kérper gegeben, der
den Nullpunkt im Inneren enthdlt; wir bezeichnen die Entfernung des
Nullpunktes von derjenigen Tangentialebene dieses Kérpers, deren Normale
die Richtungskosinus «, f3, y besitzt, mit H(e, §, ) und denken uns die
so bestimmte Funktion H auf der Kugel mit dem Radius 1 ausgebreitet.
Wir nehmen an, daB H eine mindestens zweimal stetig differenzierbare
Funktion des Parameters auf der Kugeloberfliche sei. Die Gleichung
jener Tangentialebene ist

«X+pY+ypZ=H

oder, wenn wir

o——— B=- N y = L A

Vaityit s V't y e Vaity' et
H(z,y,2) = Vit +y + 2 H C __Y . b )
#,9,8) = Ve +y* 1 5 (1/zg+yg+__,: o i i U e

setzen, )

e X +yY + 24 = H(z, y, 2),
wo H eine homogene Funktion ersten Grades in , ¥, 2 ist. Aus dieser
Gleichung erhalten wir durch Differentiation nach z, ¥, 2z sofort die Koor-
dinaten des Beriihrungspunktes der Tangentialebene als homogene Funk-

tionen nullten Grades von z, y, 2, wie folgt:
16*
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X=1H,
¥ H,,,
Z=H;

diese Gleichungen liefern zugleich eine Parameterdarstellung der Ober-
fliche des Korpers.

Bezeichnen wir mit S ein ganz auf der oberen Hilfte 2 >0 der
Einheitskugel verlaufendes Gebiet und lassen wir in den Gleichungen

= l“’HzJ
Y=uH,
Z=uH

den Faktor p die Werte O bis 1 und @, y, 2z alle Punkte von S dureh-
laufen, so durchliuft der Punkt X, Y, 7 denjenigen Raumteil @, der durch
einen gewissen Kegel mit der Spitze im Nullpunkte aus unserem konvexen
Kérper ausgeschnitten wird. Um das Volumen von ¢ zu berechnen,
fithren wir statt der Koordinaten X, 7, Y die Variabeln

t="Y

w, §=-
ein und erhalten demn

Vo= [[[dXdYaz = ff Adudsdt,

()

(& -(.l o 1)
wo die Funktionaldeterminante den Wert
If:? H;! H: Hz} IJ‘;}? H
4= uwH,, uH,eH, =u2d| H, H,H,

)-.r’ yx?

wH,,, uH,, oH, By By Hy

besitzt. Multiplizieren wir nun in der letzten Determinante dle Elemente

r . . . s . . . 1 . .
der ersten Vertikalreihe mit * , die der zweiten mit f und addieren sie

dann zur dritten, so erhalten wir mit Riicksicht anf (64), (6D), genommen
fir W=H,

4 =u*+H(H, H, — H?),
und demnach wird bei Ausfithrung der Integration nach w

r}—- —1 ]j}f{ f! H—y” ][xyﬂ)zdsdt.

Wie eine leichte Reuhnung Aelgt-, ist fiir die Kugel bei Verwendung der
Parameter s, ¢

(67) Veg — =2,
und demnach driickt sich das Oberflichenelement dk der Einheitskugel
durch die Koordinaten s, £ wie folgt aus

dk = 2dsdi;
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wir erhalten flaher schlieflich
T’rq = l{ [H Has I[yf; ’Hm! dk

68) =
e — i [H(H, H)dk.

()
Da nun (H, H), wie aus der Definition (66) hervorgeht, iiberall auf der
Kugel wohl definiert ist, so liBt sich in (68) jetzt das Integral iiber die
ganze Oberfliche der FEinheitskugel ausdehnen, und wir erhalten das
Gesamtvolumen unseres konvexen Korpers in der Gestalt

V=1 [H(H, H)dk.
Ist & eine willkiirliche Funktion auf der Einheitskugel, so stellt
Wz, y,2) = Y&+ y* + 222(% y, 2)
eine willkiirliche homogene Funktion ersten Grades von z, y, 2 dar.
Nach (66) ist
(W, H)= (W, H.,—2W,H, + W, H),

ry.
1 . o 7 ,
- yﬁ (” ::Hxx"— 2 ” :I‘II:A’ + .H/:r.‘r}I::)J'
] r <) rd r
= (W, H, —2W, H, + W, H,),

zy

und da hier der erste Ausdruck rechter Hand iiberall auf der Kugel fiir
x =+ 0, der zweite fiir y <+ 0, der dritte fiir z < 0 definlert ist, so erkennen

wir, dafl L(R) = (W, H) ’

im Sinne der Festsetzung zu Beginn des vorigen Kapitels XVIII ein
auf der Kugel reguliirer linearer Differentialausdruck ist; derselbe ist durch
die Funktion H eindeutig bestimmt. Es gilt ferner

Satz 49, Der lineare Differentialausdruck L(Q) auf der Kugel ist
sich selbst adjungiert und von elliptischem Typus.

Um die erstere Behauptung zu beweisen, denken wir uns wie vorhin
auf einem Teilgebiet S der Kugel als krammlinige Koordinaten die Variabeln
z . Y

=

8§ =

eingefiihrt und wollen dann den zu L(£) gehirigen Differentialausdruck € ()
in den Variabeln s, ¢ aufstellen. Zu dem Zwecke bedenken wir, daf in
unserem Ausdrucke (1, H) die Differentintionen nach z, 9, # so zu ver-
stehen sind, dall dabei #, y, # drei unabhiingige Variabele sind. Nun
gewinnen wir W, H aus den £, H, indem wir diese als Funktionen der
krummlinigen Koordinaten s, { auf dem Teilgebiet S der Kugel auffassen,
durch die Formeln
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W(z, 4,2 =V + y* + £
VL4 82+ £8(s, 1),

H(z,y,2) =V2*+ y¥* + 22H
=2V1 + s+ £H(s, b),

und da hiernach

o= (VT + 84805, 1),
1

W,, == (V1 + s+ £Q(s, 8),,

”"rw — ;: (z Vl + g +_?é5‘1(": "())u:
H,= (V14 s+ EHGs 1),
1 5 -~
Hvy= 2 (.3 Vl + s+ £H(s, {))s::

H, = ‘1 (z V1 + s*+ £2H(s, t)),,
wird, so gelangen wir schlieBlich mit Riicksicht auf (67) zu dem Ergebnis
(69)  £(R) =Vey — FL(Q) = #(W, H)
—V1i+ s+ {1+ 2+ £9),, (V1 + s+ £H),,
—2(V1+ s+ 89), (V1 +s+ £H),,
+(V1+ 8+ £92), (V1 + 8+ £H),|.

Nehmen wir in dem allgemeinsten lincaren Differentialausdruck €(z)

(S. 220) — unter « irgendeine Funktion von s, £ verstanden —
a=0, b=—ea, c=q,
=0, m=0, n=70,

so sind die Bedingungen dafiir, daB €(z) sich selbst adjungiert ist, niim-

lich die Gleichungen l=a,+b,

m =0+ ¢,
erfiillt; demnach ist der Ausdruck
0,2, —2a,2,,+ @, 2,
und folglich mit Riicksicht auf eine S. 241 gemachte Bemerkung auch der
Ausdruck (69) sich selbst adjungiert; das gleiche gilt mithin nach unserer
Festsetzung auch fiir den linearen Differentialausdruck L(£) auf der Kugel.

Um ferner den elliptischen Charakter des Differentialausdruckes
L(L) zu erkennen, haben wir offenbar den Nachweis der Ungleichung

(70) B H.—H.>
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nitig. Nach den Uberlegungen, wie wir sie zu Anfang dieses Kapitels NIX
(S. 243) angestellt haben, wurden die Tangentialebenen unseres konvexen
Korpers durch die Gleichung

s X+ yY+24=H(zy,z2)
dargestellt. Dividieren wir diese Gleichung durch z und fithren dann

F [
§ = - t:J

z? z

ein, so erhilt jene Gleichung die Gestalt
sX+4+tY+ Z=H(st1),
and folglich wird
X = H:n
Y=H,
Z=H—sH —tl,

Wie wir hieraus ersehen, ist der Ubergang von der Darstellung der
Oberfliche unseres Korpers durch Punktkoordinaten, wobei Z als Funktion
der unabhiingigen Variabeln X, Y betrachtet wird, zu der Darstellung
durch Ebenenkoordinaten, wobei H als Funktion der unabhiingigen Varia-
beln s, ¢ betrachtet wird, nichts anderes als die in der Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen iibliche Legendresche Transformation. Die
Theorie der Legendreschen Transformation lehrt bekanntlich, daB zwischen
den Ableitungen zweiter Ordnung die Gleichung

O S
Hr” }{”— 'H;: B ZxxZyyr—Zxy"
gilt, und da wegen der Konvexitiit unserer Fliche der Nenner des Bruches
rechter Hand positiv ausfillt, so folgt das gleiche fiir die linke Seite,
und mithin gilt auch die Ungleichung (70).

Wir sind nunmehr in der Lage, die allgemeine Theorie des vorigen
Kapitels XVIII auf den linearen Differentialausdruck L(£) anzuwenden.
Was zuniichst das Integrationsproblem betrifft (vgl. den allgemeinen
S. 226—227 aufgestellten Satz 44), so bedarf es zu dessen Erledigung
vor allem der Kenntnis der folgenden wichtigen Tatsache:

Satz 50.  Jede stetige Lisung der homogenen Differentialgleichung auf
der Kugel
(1) L(L)=0
st eine lineare Kombination der drer Lisungen

=z L=y, L=¢.

Zum Beweise nehmen wir an, es sei ® eine stetige Funktion auf
der Kugel, die der Differentialgleichung (71) geniigt. Setzen wir sodann
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T ¥ &
Vat+yt+: Vatty 427 V.n*+yﬂ+z’)’
so wird v eine hemogene Funktion ersten Grades von z, y, 2z, die der
Gleichung

w(z, y, 2) = Va® + '+ P (

(w, H) =0
und daher wegen (66) auch als Funktion der drei unabhiingigen Variabeln
#, y, z den Gleichungen
I u'wH____ — 2w, H, +w,, Hw= 0,
w,, H,,— 2w, H _+ w,  H_ =0,
[ w,,H,,— 2w, H +w, H =0

geniigt. Es sel jetzt z,, ¥,, 2z, eine Stelle auf der Einheitskugel, an der
die Funktion w«, den kleinsten Wert auf der Kugel annimmt. Da w,
homogen vom nullten Grade ist, so wird dieser kleinste Wert £ zugleich
auch das Minimum der Funktion #«_ im Raume fiir die drei unabhiingigen
Variabeln z, y, 2. Wir setzen

(12)

‘-E:x_xn
iy =
§=2— 2

und entwickeln w, in eine nach Potenzen von &, w, { fortschreitende
Reihe wie folgt
(13) w,=k+ N5 8 + -3
hier bezeichne .\ die in der Entwicklung vorkommenden Glieder niedrigster
Dimension, und » sei der Girad dieses homogenen Ausdruckes N in §, 9, &:
dabei ist die Annahme gemacht, daB e, nicht konstant sei. Da w, an
der Stelle £ =0, =0, { =0 ein Minimaum haben soll, so ist N not-
wendig eine definite Form: es gilt fiir alle & », £ die Ungleichung
Ng 7 0 20.
Andererseits entwickeln wir aueh ¢ in eine nach Potenzen von & %, £
fortschreitende Reihe, wie folgt
(74) w=c+1En+ MERH+
dabei bezeichne ¢ eine Konstante, ! die homogenen linearen Glieder und
endlich M die niichst den linearen in der Entwicklung vorkommenden
Glieder niedrigster Dimension; m sei der Grad dieses homogenen Aus-
druckes M in & %, &
_ Wir bezeichnen nun die Werte der Ausdriicke
]:I:z:u H_u'y? }I::? ][y:? ]_I:,m ][.t'_u

fily § =0, =0, £ =0 d. h: 3 =2, y=21;, 2=2; bzw. mit

w, B, ¥, A &, v
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dann ergibt sich, indem wir (74) in die beiden letzten Gleichungen (72)
einfiihren, durch Beriicksichticung der Glieder niedrigster Dimension
- Mew —2M-eu+ M.y =0,
L9) M f—2M, 0+ M, a=0.

Es werde erstens angenommen, dal 3/ ein Glied mit der Variabeln &
enthiilt: alsdann lehrt der Vergleich von (73) mit (74), daB

N=M,

wird, und daraus wiederum ersehen wir, indem wir (75) nach & differen-
zieren, dal auch N denselben Gleichungen

(76) ‘\'::rc _ 23‘7:&.:& L A-\’YE_Ey =0,

(77) Neep— 2N, v+ N, =0

geniigt. Wir setzen nun

(78) N=Nt+ 2 0Lk n),

wo N, eine nicht identisch verschwindende Funktion vom »n — /-ten Grade
in & % und Z eine Funktion von g v, ¢ ist, die den Faktor ¢+' enthilt.
Indem wir diesen Ausdruck fiir N in (77) einfithren, erkennen wir, dal
auch N, der Gleichung (77) geniigen muB.
Wegen der Konvexitit der durch f1 dargestellten Fliche gelten fiir
die Konstanten «, g, 3, u, v die Ungleichungen
ay — u* >0,
aff —v* > 0;
die letztere zeigt, daB jede nicht konstante Lisung der partiellen Differential-
gleichung (77) notwendig eine indefinite Funktion d. h. eine solche Funktion
von £, 5 ist, die sowohl positive wie negative Werte annimmt. Wenn
aber N, indefinit wiire, so wire wegen (78) auch N gewiB bei geniigend
kleinen Werten von ¢ sowohl positiver, wie negativer Werte fiihig, was
dem oben festgestellten definiten Charakter von N widerspricht. Demnach
miiBte N, notwendig eine nicht verschwindende Konstante und zugleich
b=n, N=WN©

sein: Die Einsetzung dieses Wertes fiir N in (76) lehrt aber, da « + 0
ist, die Unmiglichkeit hiervon.

Es bleibt also noch die zweite Annahme zu untersuchen iibrig, daf
M nur von g n abhingt. Die Einfiihrung von M. = 0 in (75) lehrt

M.=0, M =0

d. h. : .
(79) M= Crt,
wo C eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Nun geniigt w
als homogene Funktion ersten Grades in z, ¥, z der Identitiit
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2w, 4+ Yyw, + 2w, = 1w
d. h.
(3'.1 + ‘E) H"_? _:“ Uh + 'rl'),w?; + Lzl + ;)10: — 2

oder unter Beriicksichtigung von (73), (74), (79)
(80) (@ +&Ek+N+--)+ @+l + 06+ )+ (5 +HE+Cy+-)
=e¢+14+COnf+-
Sammeln wir auf beiden Seiten dieser Identitiit die Glieder erster Ordnung
m gy, § so ergibt sich
& +y,C8+ ’Il;'- + 20y +8l.=1,

und wegen

et k=1, &L+l +E.=1

d. h. piEate

und folglich netesed
2=+ 1.

Durch Einfiihrung dieser Werte verwandelt sich (80) in
(F14+EE;+N+-)+ 5@, + Cf+--) + 80+ O+ ) =c+1+ Cy§+---
und wenn wir hierin die Glieder zweiten Grades auf beiden Seiten
sammeln, so wird, je nachdem der Grad # von N gleich 2 oder griBer
als 2 ausfiillt, die Gleichung
+ N+ Cpt+ Oyt = Oyt

oder die Gleichung

(-‘,Tjg + Oy = Cy§
erfiillt sein miissen. Die letztere Gleichung ist unmiglich: die erstere
ergibt

N = F Oyt
was dem definiten Charakter von N widerspricht,

Damit ist unsere urspriingliche Annahme widerlegt: in der Entwick-
lung (73) darf ein Glied N nicht auftreten, d. h. w, ist eine Konstante.
Da in gleicher Weise auch w, und . Konstanten seir miissen, so folgt,
daB 2 nichts anderes als eine lineare Kombination der drei Funktionen

z, y, # ist.
Aus dem eben Bewiesenen folgt auf Grund des in Kapitel XVIII

(8. 226—227) aufgestellten Satzes 44:
Satz H1.  Die inhomogene Differentialgleichung auf der Kugel
L(R)={,
ast dann und nwr dann losbar, wenn die gegebene Funktion [ auf der Kugel
die drei Integralbedingungen
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[fzdk =0,
Jfyak =0,
Jfzdk =0

erfiilt.
Nehmen wir in L(L) insbesondere
H=R=V2'+ y*+ &,
so wird
L(Q) = (W, R) = 5{(1 =) W, + 20y W,,+ (1 — ) W,,} (240

da, wie eine einfache Rechnung lehrt, der Ausdruck rechts hier nichts
anderes als die Summe der beiden Hauptkriimmnungsradien der durch W
gegebenen Fliche darstellt, so geht in diesem Falle unser allgemeiner Satz
in einen bekannten von A. Hurwitz!) aufgestellten und mittelst der Theorie
der Kugelfunktionen bewiesenen Satz iiber.

Dem obigen Ausdruck V (S. 245) fiir das Volumen eines konvesen
Korpers stellt Minkowski einen allgemeineren fiir das gemischte Volumen
von drei konvexen Korpern zur Seite: sind H,, H,, H, die diese Korper
bestimmenden homogenen Funktionen ersten Grades, so definiert Minkowski
das gemischte Volumen dreier Kérper durch das iiber die ganze Ein-
heitskugel zu erstreckende Integral

V(H,, Hy, Hy) = Vysy — 4 [H, (I, H))dk.

Setzen wir in Formel (15)

w=H, 2=.H,
und beriicksichtigen, daB unser Differentialausdruck
' L(Q) = (W, H,)

sich selbst adjungiert ist, so zeigt dieselbe unmittelbar die Richtigkeit,
der (Gleichung
JH(H,, Hy)dk = [Hy(H,, Hy)dk

d. h. es ist

Viss = Vas;
und da offenbar aach ) -

Viss = Vs
wird, so findet sich damit der Minkowskische Satz bestitigt, daf das
gemischte Volumen dreier Kirper bei den Permutationen derselben  seinen

Wert beibehdilt.

1) Vgl. Ann. Ec. Norm. Sup. 19 (1902), S. 404,
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Da iiberall auf der Kugel

H>0, (H,H)>0

n . H. HY . e 5 i
ausfillt, so ist auch ' ’HH eine durchweg positive Funktion, und daher

1iBt sich unsere Theorie der partiellen Differentialgleichung auf der Kugel,
wie sie in dem zum Schlusse des Kapitels XVIII S. 241—242 ausgesproche-
nen Satze 48 gipfelt, auf die Differentialgleichung

; : (H, H) :
(81) L@ +1+%5 e=0

anwenden. Aus jenem allgemeinen Satze entnehmen wir unmittelbar,
daB diese Gleichung nur endlichviele negative, dagegen unendlichviele
positive Eigenwerte hat. Nach dem vorhin Bewiesenen wissen wir ferner,
daf 2 = 0 ein dreifacher Eigenwert ist. AuBerdem sehen wir, dab

= — 1 jedenfalls ein Eigenwert jener Differentialgleichung und Q = H
eine zugehirige Eigenfunktion ist. Wir wollen nunmehr zeigen, daB

= — 1 nur ein einfacher Higenwert ist und aufler ihm keine weiteren
negativen Eigenwerte vorhanden sind. Zu dem Zwecke fiihren wir in (81)

H=R=yz+ y*+ &
(R, R)=2
erhalten wir so die speziellere Differentialgleichung
(82) Ly(R)+212=0,
WO
(83) L,(2)=(W,R)= :2 (A=) W+ 2ay W, + (1 —2Y)W,,} (¢40)
ist.

ein; wegen

Diese Differentialgleichung ist mit der Differentialgleichung der Kugel-
funktionen identisch. Bezeichnet néimlich V' eine homogene Funktion
li-ten Grades, die der Potentialgleichung
(84) Vet Foget Vig=1
geniigt, und setzen wir

V=R,

so wird

Vo= R'*"IW,, 4+ 2(h — 1)aR" W,

+{(h— 1) R34 (h — 1)(h — B)a*R*~%) W.

Addieren wir hierzu die entsprechenden Ausdriicke fiir 7, ,, V,. und be-
riicksichtigen dann die Identitiiten (G4), (65) — entsprechend dem Um-
stande, daB 1 eine homogene Funktion ersten Grades ist —, so erhalten
wir auf der Kugel wegen I = 1 die Gleichung

Vet Vot V= W= W, + Wt (h=1)(h + 2) W.
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Nun ist wegen (65) fiir R =1
. 1 - - 9 r
szz+ ﬁ?’yy + IP:: == {(l o !’2) ].Vrr_i— 2.’1:y " J:'_P}+ Ll - CIT') I"yy}f

und mithin geht wegen (83) die Potentialgleichung (84) iiber in die
Differentialgleichung

(W, R)+ (h—1)(h +2) W =0,
W=15e

oder wenn

gesetzt wird, in
L&)+ (h—1D(h+2)2 =0
Die Theorie der Kugelfunktionen lehrt, daf diese Gleichung keine anderen
auf der Kugel stetigen Lisungen zulidBt als eben jene aus den homogenen
Potentialen von den Graden
h=10,1,2...

entspringenden Funktionen £, und da die Potentialgleichung (84) genau
2h + 1 solche Lisungen /-ten Grades besitzt, so folgt, daB die Differential-
gleichung (82) allgemein fiir 4 =0, 1, 2, ... die GriBe
Ai=1(h—1)(h + 2)

als 2h + 1 fachen Eigenwert besitzt. Fiir h = 0 erhalten wir 1 = —1,
fiir h =1 ergibt sich 7 =0 als dreifacher Eigenwert, womit sich das
vorhin fiir die allgemeine Differentialgleichung (81) gefundene Resaltat
bestiitigt. Dariiber hinaus aber erkennen wir die wichtige Tatsache, daB
die spezielle Differentialgleichung (82) den Eigenwert 4 — —1 als ein-
fachen Eigenwert besitzt, und dall, von diesem Werte und 2 =0 ab-
gesehen, alle iibrigen Eigenwerte positiv ausfallen, daB inshesondere der
kleinste positive Kigenwert 4 = 2 (fiir /1 = 2) wird.

Bs ist nun leicht vermige des Satzes 47 iiber die stetige Anderung
der Bigenwerte bei stetiger Anderung eines Parameters in der Differential-
gleichung (5. 238) die eben gefundene Tatsache auf die allgemeine Diffe-
rentialgleichung (31) zu {ibertragen.

Wegen (70) hat die in ¢ quadratische Gleichung

H, ¢+2H,t+ H, =0

keine reelle Wurzel, und da das gleiche von der quadratischen Gleichung
R, B+2R {+R,—0

gilt, so besitzt auch die Gleichung

(eH,,+ (1 — R )¢+ 2(uH,, + 1 —wR, )t + uH, + (1—w)R,, =0,
wo u einen reellen auf das Intervall
(85) 0<u<l

beschriinkten Parameter bedeutet, keine reelle Wurzel 7, und demnach ist
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(eH,.+ 1 —wR,)(eH, +1—whR)— (eH,, +1d—-wR, ) >0
d. h. die simtlichen durch die Funktionenschar
H,—uH+(1— R

dargestellten Flichen sind konvex; mithin gelten die vorhin fiir L(Q)
entwickelten Tatsachen auch fiir den Differentialausdruck
‘L;t ('Q‘) - (1V! Ijtlu-)

und fiir die Differentialgleichung
I{_.u N HH)

(86) L&)+ a5t g 0.
Die Differentialgleichung (86) geht fiir x = 0 in (82), fir g =1 in (81)
iiber. Die Differentialgleichung (82) besitzt, wie wir sahen, vom kleinsten
an der GriBe nach geordnet, die folgenden Eigenwerte

Aipm—1, =10; =0, A4,=0, =2

Die Heranziehung des vorhin genannten Satzes iiber die stetige Ande-
rung der Eigenwerte (S. 258) und die Beriicksichtigung des Umstandes,
daB 1 =0 fiir alle Werte des Parameters g genau ein dreifacher Eigen-
wert sein mub, zeigt, dafl, wihrend p das Intervall (80) durchliuft, der
fiinfte Eigenwert stets positiv bleiben muB, insbesondere aunch fiir w = 1.
Wir fassen die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen:
Satz 2. Die partielle Differentialgleichung (81) auf der Kugel besitzt
= — 1 als einfachen FEigenwert: die zugehorige Figenfunktion ist £ = H;
ferner ist fir sie L= 0 ein dreifacher Eigenwert: die zugehirigen Eigen-
funktionen auf der Kugel sind z, y, z: die iibrigen Figenwerte sind positiv.
Das System der Eigenfunktionen von (S1)
2=H, Ry=u1u 2=y 2=z L; 2,

bildet cin System von Funktionen, welches fiir H=1 in das System der
Kugelfunktionen iibergeht und als die Verallyemeinerung des letzteren an-
zuschen ist, wenn man im Sinne der Minkowskischen Geometrie die Kugel
durch eine belichige Lonvexe Fliche ersetzt.  Denlit man L2, £,, 24, ..,
wie wblich, orthogonal normiert, so ist jede willkiirliche zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion | anf der Kugel nach jenen Eigenfunltionen auf Fourier-
sche Weise entwickelbar wie folgt:

JF =¢ _(al + G 522 + ‘.3523 + - Yy O = ](H;_;H) f.Q.hd;n

Nunmehr sind wir imstande, diejenige fundamentale quadratische
Ungleichung zwischen den gemischten Volumina zweier Kérper abzuleiten,
die bereits in der Einleitung zu diesem Abschnitte erwihnt worden ist;
dieselbe wird uns als AusfluB der Tatsache erscheinen, daB der fiinfte
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Eigenwert 4, der Differentialgleichung (81) positiv ausfillt. In der
Tat, zufolge des am Schlusse des Abschnittes XVIII aufgestellten all-
gemeinen Satzes ist i; das Minimum des Dirichletschen Integrales

D(R) = — [H(W, W)dk

bei den Nebenbedingungen

(87) fH'HH 'k =1,
(88) J.(H, H)Qdl: =0,
L /"@;-ﬁ?' 2Qdk — 0,
(89) f B yQar =0,
JKH'HH) cQdk = 0.

Es sei nun G eine beliebige homogene Funktion ersten Grades, die auf
der Kugel, fiir £ eingesetzt, der Bedingung (88) geniigt. Die durch &
bestimmte Funktion auf der Kugel bezeichnen wir mit I Wir wihlen
dann die drei Konstanten a, b, ¢ derart, daB die Funktion

(90) Q=TI++ar+ by +ecz

auf der Kugel die drei Bedingungen (89) erfiillt. Dies ist gewill mdg-
lich, da im entgegengesetzten Falle solche Konstante a, b, ¢, die nicht
samtlich Null sind, existieren miiten, daB die lineare Verbindung
ax + by + cz fir Q eingesetzt die drei Bedingungen (89) erfiillt; dann
aber wiire als Folge davon, wie man sofort sieht, auch

j(H‘HH) (az + by + e2)*dk =0,

und dies ist nicht der Fall, da der Integrand positiv ausfillt.
Wegen
J(H, H) (az + by + cz)dk = [H(H, az + by + cz)dk =0

erfiillt die in (90) dargestellte Funktion © auch die Bedingung (88). Ist
nun die Funktion £ nicht identisch fiir alle Punkte der Kugel Null, —
was nur miglich ist, wenn G einer linearen Kombination von z, y, 2
gleich wird — so konnen wir sie mit einer Konstanten derart multi-
pliziert denken, dall auch die Bedingung (87) erfiillt wird,. Wegen 4; > 0
folgt alsdann D(L) > 0. Da aber

D(R) = —_]'HI:G +azr+by+cz, G+ az + by + cz)dk
= — [H(G, G)dk
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wird, so gelangen wir zu dem Ergebnis: es gilt stets die Ungleichung

(91) JH(G, G)ak <0,

wenn (v eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, fiir die
fG(H, H)ydk =0

ausfillt, und dabei gilt in jener Ungleichung (91) das Gleichheitszeichen

nur, wenn ( eine lineare Verbindung der drei Funktionen z, y, z ist.
Aus dieser Tatsache entnehmen wir, indem wir G — H — F' setzen,

unmittelbar das weitere Ergebnis: es gilt stets die Ungleichung

(92) J H(H, H)dk > [ H(F, F)dk,
wenn I’ eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, fiir die
[H(H, H)dk = [F(H, H)dk

ausfiillt, und dabei gilt in jener Ungleichung (92) das Gleichheitszeichen
nur, wenn drei Konstanten a, b, ¢ existieren, derart daf

(93) F=H-+ az + by + cz

wird.

Die Formeln fiir die Punktkoordinaten X, Y, Z der Fliche, wie sie
zu Anfang dieses Abschnittes S. 244 aufgestellt worden sind, lehren, daB,
wenn zwel zu konvexen Korpern gehorige Funktionen F, H durch eine
Relation der Gestalt (93) mit einander verbunden sind, der eine Korper
durch eine bloBe Parallelverschiebung aus dem anderen Korper hervor-
gegangen ist. Verstehen wir daher unter /7 eine zu einem konvexen
Korper gehorige homogene Funktion ersten Grades, wie es H ist, so
spricht sich das vorhin gefundene Resultat auch wie folgt aus: Wenn
fiir zwei konvexe Korper, die durch A, F' bestimmt sind,

(94) V(H, H, H) =V (H, H, F)
ist, so gilt stets die Ungleichung
(95) V(H, H, H)> V(H, F, ),

und hier hat das Gleichheitszeichen nur statt, wenn der eine Korper durch
eine bloBe Parallelverschiebung aus dem anderen Kirper hervorgegangen ist.
Nunmehr seien irgend zwei konvexe Kirper vorgelegt; die zu ihnen
gehorigen Funktionen seien FI, G. Wegen G >0 ist die Konstante
V(Hd, H, G) = -ka(H, H)dk
positiv und folglich anch die Funktion
F{H; H, H)
F=vyan et
Der durch I definierte Korper geht aus dem durch G definierten Korper,
wie man sieht, durch eine Ahnlichkeitstransformation hervor. Da auBer-
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dem I” offenbar die Bedingung (94) erfiillt, so folgt aus dem Vorigen
die Giltigkeit der Ungleichung (95), d. h. es ist

: (v -
Vi, B> (i a) VG 6)
oder
(96) V(H, H G > V(H, B, H)V(H, G, G).

Es gilt mithin der folgende Satz, der den Kernpunkt der Minkowskischen
Theorie von Volumen und Oberfliche ausmacht.

Fiir zwei konvexe Korper besteht stets die quadratische Ungleichung (96),
wobei das Gleichheitszeichen nur dann stalt hat, wenn der eine Korper aus
dem anderen  durch Parallelverschicbung und —Ahnlichkeitstransformation
hervorgeht.

Durch Vertauschung der beiden Koérper folgt aus (96) die Ungleichung
97) V(H, G,G? = V(G, G, ) V(H, H, G).

Durch Quadrieren von (96) und Multiplikation mit (97) folgt nach Fort-
hebung des positiven Faktors V(H, G, G)*V(H, H, G) die Ungleichung
(9%) V(H, H,G)*> V(H, H, HFV(G, G, G);

d. h. es gilt der Satz:

Fliir zwei Lonvexe Korper besteht stets die kubische Ungleichung (98),
wobet das Gleichheitszeichen nur dann statt hat, wenn der eine Kirper aus
dem anderen durch Parallelverschicbung wnd — Almlichkeitstransformation
hervorgeldt.

Ist wie frither

R=VFTPTH,
so stellt H/ + ¢ R eine Parallelfliche zu dem durch H definierten Korper
im Abstande & dar. Da nun offenbar die Oberfliche O des durch H
definierten Korpers
0=, V(IH+e¢R H+4-¢R H+ ¢ R)— V(H H, H)
=0 £
wird, so erhalten wir
O=3V(H H R)=} [(H, H)dk.
Andererseits ist
V(H, R, R) =} [Hdk
=1 [ (R, H)dk

= f{ +Og (I;m

=s-.—j(‘ +,.)do,

wenn g, 0, die Hauptkriimmungsradien der durch H definierten Fliche
and do deren Oberflichenelement bedeutet; wir setzen
Math. Monogr, 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 17
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M= LJ(; +)do

und bezeichnen dieses Integral als das Integral der mittleren Kriimmung
und des konvexen Korpers.

Nehmen wir in den Ungleichungen (96), (97), (98) G = R und
nennen J das Volumen des Korpers, so erhalten wir

[ 0*=3VD,
99 .

(99) | 2> 4z0,
(100) 0° > 36z 1,

und in diesen Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn der
konvexe Korper aus der Einheitskugel durch Parallelverschiebung und
Ahnlichkeitstransformation hervorgegangen ist, d. h. wenn er selbst eine
Kugel ist. Hiernach driicken die Ungleichungen (99), (100) gewisse leicht
zu formulierende charakteristische Minimaleigenschaften der Kugel aus.
Die Minkowskischen Ungleichungen (96), (98) sind hiernach Verall-
gemeinerungen solcher Eigenschaften, wie sie in einer Minkowskischen
Geometrie gelten, wo statt der Kugel eine beliebige konvexe Fliche als
Eichfliche genommen ist.

Zwanzigstes Kapitel.

Anwendung auf ein Problem der Theorie der automorphen
Funktionen,

In diesem Abschnitte will ich kurz an einem speziellen Beispiele
zeigen, wie die orthogonalen Integralgleichungen auch in der Theorie der
automorphen Funktionen erfolgreiche Anwendung finden kénnen.

Die niichstliegende Verallgemeinerung der elliptischen Modulfunktion
ist die einfachste automorphe Funktion mit reellen Substitutionen, die
vier gegebene reelle Werte oo, a, b, ¢ ausliBt. Die Aufgabe, diese zu
konstruieren, fiilhrt zu der allgemeineren, in der linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit den vier singuliren Stellen oo, a, b, ¢

¢ e (10— G0N (0 BY {2 e )
W) &) +erny=0, [PmEEobE—)
den Parameter 4 so zu bestimmen, dall der Quotient zweier partilulirer
Losungen bei den Umliufen der komplexen Variabeln x um die singuliiren
Punkte stets Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfiihrt.

Wir konstruieren nun diejenigen Potenzreihen, die bzw. nach Potenzen
von 2 — a, & — b, © — ¢ fortschreiten, fiir x = a, = b, 2 = ¢ den Wert 1
annehmen und in der Umgebung dieser Stellen reguliire analytische



Kap. XX. Zur Theorie der automorphen Funktionen. 259

Losungen der Differentialgleichung (101) darstellen. Diese Potenzreihen
sind, wie die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung lehrt, durch jene Forderungen eindeutig bestimmt; sie mgen bzw.
mit ¥,, ¥,, ¥, bezeichnet werden. Die anderen Losungen der Differential-
gleichungen sind dann in der Umgebung jener Stellen # =a, 2 =0, 2 = ¢
bzw. in der Gestalt

Ay, log (z —a) + P, (z — a),

By, log (x —b) + B, (z — b),

Cy.log (¢ —¢) + ¥.(z —¢)
darstellbar, wo A, B, C Konstante sind und ¥,, %,, B, Potenzreihen
mit reellen Koeffizienten bedeuten. Hieraus folgt, daB insbesondere die
Losung y,, wenn wir # von ¢ bis b zunehmen lassen, in der Nihe von
b fiir << b die Darstellung
(102) Ya= By, log (b — &) + Rz —})
gestattet, wo f eine bestimmte Konstante, Q. eine Potenzreihe mit reellen
Koeffizienten bedeutet und der Logarithmus reell zu nehmen ist. Nun-
mehr setzen wir die Lésung y, reell iitber den Punkt b hinaus in der
Weise fort, dab wir fiir x > D unter y, diejenige Ldsung verstehen, die
in der Nithe des Punktes b durch die Formel

Y= By, log (z — b) + Q(x —-b)

gegeben ist. Sodann stellen wir die Frage, ob der Parameter 2 in der
Differentialgleichung (101) sich so bestimmen LiBt, dab fiir denselben die
in Rede stehende Losung y,, wenn 2 von b aus in den Punkt ¢ hinein-
wandert, dort endlich bleibt d. h. bis auf einen konstanten Faktor mit y,
iibereinstimmt.

Ehe wir diese Frage untersuchen, wollen wir ihre Bedeutung fiir das
vorhin gestellte, die recllen Substitutionen betreffende Problem feststellen.
Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei 4 = 4, ein Parameterwert, fiir den
die Losung y, die obengenannte KEigenschaft besitzt; diese Losung y,
die wir nunmehr kurz mit y bezeichnen wollen, hat dann die folgenden
Eigenschaften: sie ist eine reelle stetige Funktion innerhalb des Intervalles

alz<ec
einschlieBlich der Grenzen, mit Ausnahme des Punktes # = b, in dessen
Niihe sie sich in der Gestalt
(103) y =By log 2—b + Dy(r — )
darstellen liBt. Hierbei ist die Konstante 3 gewifl nicht Null. Denn in
diesem Ialle wire y als Funktion der komplexen Variabeln # in den
Punkten a, b, ¢ regulir analytisch und kénnte daher auch nicht im Un-

endlichfernen logarithmisch singuliir sein; mit Riicksicht hierauf ergibt
17*
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sich aber aus der Differentialgleichung, daf fiir y im Unendlichfernen die
Entwicklung c T r
y=2+%(;) (C'+ 0)
gilt, d. h. y hitte den unendlichfernen Punkt zur Nullstelle und wiire
demnach iiberall gleich der Konstanten Null, was nicht angeht.

Neben dieser Lisung y betrachten wir nun die bei # =15 regulire
Losung y,, die nach dem eben Bewiesenen gewil von Cy, wo O eine
Konstante ist, verschieden ausfillt; lassen wir # von b nach @ wandern,
so wird in der Umgebung von # =a

(104) y,= ey log (z — a) + 2, (z — a) (> a),
wenn andererseits # auf den Punkt ¢ zu geht, haben wir
Yp=7*y.log (¢ — 2) + X, (x —¢) (z <),

oder da y, bis auf eine Konstante mit y {ibereinstimmen muB,
Y= 7y log (¢ — 2) + 1 (z — ¢).
Nunmehr untersuchen wir den Quotienten
oy ¥
72(“‘:) o i,
an einer zwischen @ und b gelegenen Stelle  als Funktion der komplexen

-

Variabeln #: es zeigt sich dann, dafll die analytische Funktion »(z) beim
Umlauf der Variabeln z um eine jede der Stellen a, b, ¢ stets eine lineare
Substitution mit reellen Koeffizienten erfihrt. In der Tat, bezeichnen
wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt a, so wird

Say = y;
iiberdies ist wegen (104)

Sty = Yp+ 2izay
und folglich

%
1—2xany
Bezeichnet ferner S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt b, so wird
wegen (102)

S,y =

Sy =y + 2izfy,;
iiberdies ist

Sy¥s= Yy
S, =n+ 2=xap.

Nun lassen wir y von d aus einen Halbumlauf in positivem Sinne um b
machen bis zu einem zwischen b und ¢ gelegenen Punkte e, dann einen

und folglich
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vollen Umlauf in positivem Sinne um ¢ und alsdann einen Halbumlauf
in negativem Sinne um b zum Punkte ¢ zuriick: dabei verwandelt sich
der Reihe nach y in

Yy + inpy,,

y+ixp(y,+ 2izyy) = (1 —22°Bp)y + iz By,

(1 —22°8y) (y — i7By,) + ix By,

= (1 —2a%Bp)y + 212°Bypy,.

Bei derselben Wanderung der Variabeln z wird aus y, der Reihe nach

Yos
Yo 1 2iz Y,
Yot 2iay(y — izfy,) = 2ixyy + (1 + 22°By)y,
und folglich wird, wenn wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um ¢

bezeichnen: .
(1 —2a*fy)y 4 2x'p%y

— 2myn+ (1 27%fy)

Wie wir sehen, haben die siimtlichen drei Substitutionen S, S,, S, reelle
Koeffizienten, und wir kiinnen auch leicht schliefien, dafl umgekehrt dieser
Umstand, wonach der Quotient zweier Partikularlosungen der Differential-
gleichung (101) beim Umlauf der Variabeln um die singuliren Stellen
Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfilirt, nur dann eintritt, wenn
eine Liosung von den Eigenschaften wie y — Endlichkeit in @, ¢ und
logarithmisches Verhalten gemif (103) in & — vorhanden ist.

Um nun die Frage nach der Existenz der Funktion y in Angriff
zu nehmen, beweisen wir zuniichst, daB es gewisse Werte von 1 gibt, fiir
die die Losung y, der Differentialgleichung (101) nach ihrer reellen Fort-
setzung gemidfy (103) iiber b hinaus im Punkte ¢ endlich bleibt, Wir
beweisen erstens, dall dieses Verhalten gewill nicht fiir jeden Wert
von % stattfindet. In der Tat, nehmen wir dies an und bestimmen wir
alsdann einen Wert von A, fiir den y, im Punkte b endlich bleibt —
nach den Darlegungen des zweiten Abschnittes S. 55 am Beispiel der
Kugelfunktion gibt es solcher Werte 4 notwendig unendlich viele — so
wiirde fiir einen Wert von 1 die Losung y, in allen Punkten «, , ¢ endlich
sein, was nach dem vorhin Bewiesenen nicht zutreffen kann.

Es sei 2 =2 (> —¢) ein Wert von der Art, dafl y,, iiber & hinaus
gemiB (103) fortgesetzt, in ¢ nicht endlich bleibt: dann bleibt auch y,,
iiber b hinaus gemif (103) fortgesetzt, nicht endlich. Aus dem Umstande,
daB y,, y, Losungen der Differentialgleichung

. 1 1)
L=, b3 +@+0y=0

sind, folgt leicht die Konstanz des Ausdruckes

S =
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v dy- dy,
N=p (y“ dx — Y d{b)

im ganzen Intervall ¢ bis ¢. Da aber als Folge unserer Annahme iiber x

der Quotient g_;d- nicht konstant ist, so fillt die Konstante N von Null

/

verschieden aus. Setzen wir nun

G(z, §) = N Yl 2)y.(8) (z£8),
1
=« ¥.(8)y:(%) (@ > §),
so wird
rd G F 67 _ =1
(£J{)|—{"'r‘ix=.;'+:-_“s£;0 —{Ix‘/x-_-.ffs— }J(E}’

und folglich ist G{x &) die Greensche Funktion des Differentialaus-
druckes L(y), wenn man als Randbedingungen das Endlichbleiben in a
und ¢ und reelle Fortsetzung iiber & hinweg gemil (103) verlangt.

Nehmen wir (7(z, ) als Kern einer Integralgleichung zweiter Art,
so fithrt die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen Integral-
gleichungen zu dem Satze:

Satz b3. Ls gibt unendlich viele Werte . (die Eigenwerte des Problems),
so dafs die Differentialgleichung (101) eine Lisung (die zugehirige Eigen-
funktion) besitzt, die bei reeller Fortsetzung iiber den Punkt b hinweyg in den
Punkten a wnd ¢ endlich beibt; fir eben diese Werte 1 ist der Quotient
ziwveier  Lisungen der  Differentialgleichung eine analytische Funktion, die
beim Umlanf der Variabeln = wm die singuliren Stellen der Differential-
gleichung Substitutioncn mit veellen Koeffizienten erfilit.

Die Kennzeichnung der unendlichvielen Eigenfunktionen durch
Oszillationseigenschaften, sowie den Zusammenhang mit dem Problem der
konformen Abbildung der nullwinkligen Kreishogenvierecke mit Orthogonal-
kreis hat F. Klein') untersucht.

Einundzwanzigstes Kapitel.

Eine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillations-
theorem).

Bei allen bisherigen Anwendungen der Theorie der orthogonalen
und polaren Integralgleichungen handelte es sich um Randwertaufgaben
tiir gewihnliche oder partielle Differentialgleichungen, wobei jedesmal ein
Parameter 1, sei es in der Differentialgleichung selbst, sei es in der Rand-
bedingung als zu bestimmende Grofe anftrat. Im folgenden mochte ich

1) Math. Ann. Bd. 64 (1907), 8. 175,
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an einem Beispiel zeigen, wie auch im Falle zweiler zu bestimmender
Parameter 4, w die Theorie sich als anwendbar erweist.
Es seien fiir y als Funktion von 2 und fiir 5 als Funktion von &

zwei gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorgelegt von
der Gestalt

dy
(105 (2 32) Aa 4+ ub)y =0 &4 G
' ) e + (ha + ub)y = (2, S 2 £ &),
d (:r :,!; ) _
'(1”6) T dE == —(da + up)y =20 B <E<E),

worin p, a, b Funktionen der unabhiingigen Variabeln # und =z, «, g
Funktionen der unabhiingigen Variabeln & bedeuten; diese Funktionen
mogen simtlich der Kiirze halber als reguliir analytisch angenommen
werden, und die Funktionen p, ¢; x, « mogen iiberdies die Bedingungen
erfiillen:
(107) P(@)>0, a@)>0 (0, < v <),
(108) 2(®) >0, «)>0 & <E<E).
Alsdann multiplizieren wir die Differentialgleichung (105) mit e% und
{106) mit ay; durch Addition erhalten wir fiir die Funktion

#(z, &) = y(«)n (&)
die partielle Differentialgleichung
(109) w(ps,),+ a(xzy); + u(eb — af)s = 0;
dieselbe ist wegen (107), (108) von elliptischem Typus und iiberdies, wie
man leicht erkennt, sich selbst adjungiert. Da das zu dem Differential-
ausdruck
(110) «(pz,), + a(wzy);

gehirige Dirichletsche Integral

J.J'(apz_f + amz)drdE

nur positiver Werte fihig ist, so besitzt auch die Greensche Funktion
zu (110) definiten Charakter. Endlich ist

eh—af =0
nur fiir eine endliche Anzahl analytischer Kurven erfiillt — es sei denn, daB
(111) b(z) = Ca(x), B(&) = Cu(k)

ausfillt, wo C eine geeignete Konstante bedeutet; dieser Fall (111) ist
aber auszuschlieBen, da ja alsdann die beiden urspriinglichen Differential-
gleichungen (105), (10G) nur die eine Verbindung 4 4+ Cu der beiden
Parameter enthielten.
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Wie diese Uberlegungen zeigen, erfiillt die partielle Differential-
gleichung (109), in der der lineare Parameter w auftritt, alle Voraus-
setzungen fiir die Giiltigkeit des Satzes, den ich in Kap. XXI, 8. 206
ausgesprochen habe. Diesem Satze zufolge besitzt die partielle Diffe-
rentialgleichung (109) fiir unendlich viele Werte des Parameters u, die

Eigenwerte, u,, w,, ... LOsungen, die zugehdrigen Eigenfunktionen z,
Zy, ..., deren jede innerhalb des durch die Ungleichungen

- n<rLx

112) 1 s=S¥¥u=—m g

o L<EZE

bestimmten Rechteckes stetig ist und auf den Seiten dieses Rechteckes
verschwindet; nach diesen Eigenfunktionen ist die Entwicklung einer will-
kiirlichen (gewissen Voraunssetzungen unterworfenen) Funktion in diesem
Rechteck auf die Fouriersche Weise miglich.

Ich betrachte nun die gewdhnliche Differentialgleichung

dy
d (p _ d;)
dx
die aus (105) entsteht, wenn darin fir w der besondere Eigenwert u,
von (109) eingesetzt wird. Da hierin p(x) und a(x) nach der Voraus-
setzung (107) positive Funktionen sind, so folgt auf Grund meiner Theorie
der orthogonalen Integralgleichungen, dal (113) unendlich viele positive
Eigenwerte und zugehorige Eigenfunktionen

A =Lk At

y(@) =y."=), %"@) ...

besitzt, wenn wir als Randbedingung das Verschwinden fiir # = 2, und
& = x, nehmen. Entwickeln wir insbesondere die zu g, gehorige Eigen-
funktion z, der partiellen Differentialgleichung (109), indem wir sie als
Funktion von z betrachten, anf Fouriersche Weise nach den Funktionenm
" ™, ..., so ergibt sich

(113) + w,by + lay =0,

(114)

(115) 2,2, &) = m (@) 5, "(2) + 1,0 )"(2) + -,
wo allgemein

{.l 16) ‘ra‘m(ﬁ)(‘g) =J‘atx)£h (JL", g) ym{k) (‘T} dw

ist. -

_ Wir setzen nun zur Abkiirzung

lfy
d(p )
I0(y) = (d;‘“' — by,

€
/IUJ)(?‘}) = dg = !lﬁﬂir
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dann ist die linke Seite der partiellen Differentialgleichung (109), ge-
nommen fiir ¢ = yu,, identisch mit dem Ausdrucke
al(2) + aA4®(2);
da z, eine Losung von (109) ist, so haben wir
«L®(2,) + a 4% (z,) =0

und, wemn wir mit »," multiplizieren und zwischen den Grenzen z,
und @, nach  integrieren

iy 2y
JuL"’)(z,,)ymf"’c?x <L /a AN (2)y,Mdx = 0.
Ty xry

Wenden wir hier auf das erste Integral die Greensche Formel an und
fithren wir sodann mittelst (116) die Funktion 7, der Variabeln £ ein,
so erhalten wir

Ty Tg
« [LO(y, @e,dz + _/1(”)( J az, ymf”‘d;z) =
2,7 xy .
oder, indem wir berficksichtigen, daf
(IITJ L(}‘)(yﬂlh) + )'H'l(ET H'I{}‘} = 0
wird, und alsdann vermittelst (116) die Funktion #, " der Variabeln &
einfithren,
(118) AN (™) 4+ «d 5, = 0.
Da wegen (116) #,%(E) eine fiir £=E und §=§ verschwindende
Funktion ist, so wird das Produkt

1, (E) 4, ()
eine auf den Kanten unseres Rechteckes (112) in der z — &-Ebene ver-
schwindende Funktion; dieselbe geniigt, wie aus (117), (118) unmittelbar
folgt, der partiellen Differentialgleichung (109) fiir u = u,. Andererseits
besitzt diese Differentialgleichung gewill nur eine endliche Anzahl linear
unabhiingiger Losungen, niimlich die zu w, gehdrigen Eigenfunktionen;
mithin diirfen unter den Funktionen zweier Variabeln «, &

A AL AL

gewi nur eine endliche Anzahl linear voneinander unabhingiger Funk-
tionen vorkommen. Da aber unter den Funktionen der Variabeln x

A AR
gewill keine lineare Abhiingigkeit statt hat, so folgt, daB nur eine end-
liche Anzahl von Funktionen der Variabeln £ in der Reihe

7i1‘“; ’is{#}s ces

von Null verschieden ist, und die Gleichung (115) zeigt mithin, daf eine
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jede zu 1, gehorige Eigenfunktion z, der partiellen Ditferentialgleichung (109)
sich durch eine endliche Summe von Produkten der Gestalt

" (E)y" (x)

darstellen liflt, wo jedes einzelne Produkt ebenfalls eine zu u, gehirige
Eigenfunktion jener partiellen Differentialgleichung (113) ist. Wir denken
uns nun in solcher Weise alle zu u, gehdrigen Eigenfunktionen von (109)
durch Produkte dargestellt und alsdann aus den siimtlichen auftretenden
Produkten solche ausgewiihlt, die voneinander linear unabhingig sind
und durch die die iibrigen Produkte sich linear ausdriicken lassen; die
so ausgewihlten Produkte bilden nach dem eben Bewiesenen offenbar ein
volles System von Eigenfunktionen der partiellen Differentialgleichung (109)
fir den Eigenwert u,.

Die wesentlichsten der bisher gefundenen Resultate fassen wir wie
folgt zusammen:

Satz D4 Ist ein System von ziwei gewihnlichen Difjeventialgleichungen
von der Gestall (10D), (106) vorgelegt, fiir dic dic Bedingungen (107), (108)
erfiillt sind, und treten in denselben die zwei Parameler 2, w nicht blof3 in der
Verbinduny 2+ Cu auf — unler ' eine Konstante verstanden, — so
existieren unendlichviele Paare von Werten i, w, fiir welche die Differential-
gleichungen  solche simultane Lisungen vy, (x). n,(8) halen, daff y,(z) an
den Enden wnd nicht iiberall im Inneren des Ditervalles xyx, und cbenso
(&) an den Enden und wicht iiberall im Invern des Intervalles & &, ver-
sehucindet.  Lotme wedllidivliche (gewissen Voraussetzungen wnterworfene) Funktion
der Variabeln x, & ist in Fowrierscher Weise in eine nach den Produlten
y,(2), () fortselveitende Reihe entwickelbar.

Ist noch die Bedingung erfiillt, daf die Funktion ¢l — a3 innerhalb
und auf dem Rande des Rechteckes nirgends verschwindet, so bedarf es
zur Behandlung der partiellen Differentialgleichung (109) nur der Theorie
der orthogonalen Integralgleichungen, und es ergibt sich dann, daB
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion der Variabeln #, & in Fourier-
scher Weise nach den Produkten der Losungen der simultanen Differential-
gleichungen (105), (106) entwickelbar ist.

Wir betrachten zum SchluB als Beispiel die Lamésche Differential-
gleichung

ey 0 1. 1 \dy At4+ R B
ae T2 (t_»l il was gy - i ey sy L

Wie die Anwendung unseres Theorems zeigt, lassen sich hierin die Para-
meter A, B auf unendlichviele Weisen so bestimmen, daB die Differential-
gleichung eine Lisung y besitzt, die an den Endpunkten eines gegebenen
Intervalles #,¢, verschwindet und zugleich eine solche, die an den End-
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punkten eines anderen Intervalles r, 7, verschwindet — ein Resultat,
welches, wie wir sehen, im engsten Zusammenhange mit der Aussage des
Kleinschen Oszillationstheorems steht. — Dabel sind die Intervalle ¢, 4,
und 7,7, nur der Binschrinkung unterworfen, dab sie einander ausschliefen
und keinen der Punkte e, ¢,, e, enthalten; dagegen ist es fiir die Giiltig-
keit meines Theorems nicht nitig anzunehmen, daB die Intervalle durch
einen der Punkte ¢, ¢,, ¢; getrennt sind. Um dies einzusehen, nehmen
wir etwa
<<l <h<ny<

an, wihlen dann einen zwischen #, und r, gelegenen Punkt a und setzen
einmal

t=a—x (B,=a—1t;, z,—=a—t)
und andererseits

t=a+& (=71—a E=r1,—a).
Nehmen wir endlich

A=4, w=ad+ B,

so entstehen aus der Laméschen Gleichung die folgenden:

du
{f (p“rl'?;) Az —u

e 0, (7 L2 <)
In
dp
1 A i
= ) (B <ESE)

Wwo

p=VYa—z—¢)la—z—e)(a—2—e,),

z=V(@+E—e)a+E—e)(a+E—g)
gesetzt ist. Da 2 und & in ihren Intervallen z 2, bzw. £, stets positiv
bleiben, so sind die Bedingungen unseres Theorems erfiillt und damit die
Existenz unendlich vieler Parameterpaare A, B von der verlangten Be-
schaffenheit erwiesen.

Zweiundzwanzigstes Kapitel
Begriindung der kinetischen Gastheorie.

In alten bisher erorterten Anwendungen der Theorie der Integral-

gleichungen — sei es auf analytische oder geometrische Probleme oder
im (ebiete der theoretischen Physik — war es stets eine gewdhnliche

oder partielle Differentialgleichung oder ein System von solchen Differential-
gleichungen, das uns bei der Aufstellung der Integralgleichung zur Ver-
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mittelung diente. Im folgenden mache ich eine neue direkte Anwen-
dung der Theorie der linearen Integralgleichungen, indem ich zeige, daB
es eine gewisse lineare Integralgleichung zweiter Art mit sym-
metrischem Kern ist, die die mathematische Grundlage der
kinetischen Gastheorie hildet und ohne deren Erforschung nach
den modernen Methoden der Integralgleichungstheorie eine
systematische Begriindung der Gastheorie unmoglich ist.

Wir fithren zuniichst folgende Bezeichnungen und Annahmen ein. Es
seien z, y, z die rechtwinkligen Raumkoordinaten und ¢ die Zeit; & #, £
seien die Geschwindigkeitskomponenten der Molekiile; die Molekiile seien
Kugeln vom Durchmesser 6. Zur Abkiirzung werde ferner das Volumen-
element im 2yz-Raume mit

do=dzxdydz

und das Volumenelement in £y¢-Raume mit
do = dgdyd

bezeichnet. Den gesamten Zustand des Gases sehen wir als gegeben an
durch die Funktion I’ der sieben Argumente & #, & #, y, 2, f, wobei die
Bedeutung dieser Funktion die ist, daB

Fdodo
die Anzabl der Molekiile angibt, deren Mittelpunktskoordinaten zur Zeit ¢ bzw.

zwischen z und = + dx
» ¥y » Y+ dy
. z , #Z4+dz

und deren Geschwindigkeitskomponenten zugleich bzw.

zwischen & und & 4 d&
»o Mo Wty

£ 5, §4dE
liegen oder kurz, die zur Zeit £ in do und deren Geschwindigkeitspunkte
& %, £ In do fallen. Wir nennen diese Funktion I die Maxwellsche
Fundamentalfunktion.

»”

Es seien ferner 1, 1, 3 die Koordinaten eines Punktes der Einheitskugel

EE+1J2+52=1 (1}

und d8 das Oberflichenelement dieser Einheitskugel. Bringen wir nun

zwei Molekiile mit den Geschwindigkeiten & 9, ¢ und &, %, § zum Zu-

sammensto derart, dal im Moment ihrer Beriihrung die Richtungskosinusse

ihrer Zentrilinie r, 1, 3 sind, so werden die Geschwindigkeiten der beiden
Molekiile nach dem Zusammenstof durch die Formeln gegeben:
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E=E+ W,
=n+y W, (2)
§’= g o SIVJ

und
51’ = g] — I I'Vr
m=n—YyW, (3)
§1!= ‘;1 = § TV.-

wobei zur Abkiirzung
_ W=y —&+90m—mn+3E—0)

gesetzt ist. Diese Formeln (2), (3) stellen eine lineare homogene Trans-
formation der sechs Variabeln & %, & &, %,  dar, die folgende Eigen-
schaft besitzt:

Satz 1. Die Transformation ist mit ihrer inversen identisch; ihre
Determinante ist gleich 1.

Satz 2. Vertauscht man in einem Ausdrucke, welcher &, o/, €, &', 4., &
enthiilt, die GroBen & », & bzw. mit &, »,, { und umgekehrt, so ver-
tauschen sich in jenem Ausdrucke gegenseitig &, o, ¢ baw. mit &, ", §.

Satz 3. Unsere Transformation besitzt die vier Invarianten

E+E,

Ui ak¥

; + gl?

B+ 4+ 2+ 0+ 85
withrend W bei ihrer Anwendung das Vorzeichen iindert.

Auch setzen wir noch fest, daB, wenn (£4§) irgend einen Ausdruck
in & 7, ¢ bedeutet, stets die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen gelten
sollen:

(Enf), = Em &),

(Eng) = E"'E),

(E90), = E'n'&)
und endlich definieren wir die Klammersymbole:

[F,Gl=1i¢* W|(F G '+ F/ ¢—FG —F,QG)

[F, F| = 0| W (F'F/— FF,)

Fl-X%0+ Y5

an

+ 28 e e o+ O
in letzterer Formel bedeuten rechts die GroBen X, Y, Z die Komponenten
der duBeren auf das Gas wirkenden Kraft, bezogen auf die Masseneinheit;
sie sind gegebene Funktionen von z, 7, z, &

Nunmehr lege ich meiner Untersuchung die Maxwell-Boltzmannsche
Fundamentalformel

[J1F, Fldo,ds = [F] (4)
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zugrunde; darin ist links die Integration dw, iiber den gesamten Ge-
schwindigkeitsraum
&, ny, § =— o0 bis 4+ c©

und die Integration d% iiber die gesamte Oberfliiche der Einheitskugel (1)
zu erstrecken. Diese Gleichung (4) muf identisch fiir alle & », §, 2,9, 2, ¢
erfiillt sein: -sie stellt eine notwendige Bedingung dafiir dar, dafl die
Funktion 7' der sieben Argumente £, 1, §, @, 9, 2, { die Maxwellsche Funda-
mentalfunktion unseres einatomigen Gases ist.

Hierzu fiigen wir fiir /' noch folgende Bedingungen hinzu:

1. F' darf keinenfalls negative Werte annehmen.

2. I" muB verschwinden, sobald eines der Argumente & v, § positiv
oder negativ unendlich wird.

3. F soll fiir alle Zeiten ¢ endlich und stetig bleiben.

Die Bedingungen 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus der Be-
deutung von I; die Bedingung 3. ist der Ausdruck fiir die Stabilitit des
Bewegungszustandes unseres (rases.

Um F auf die allgemeinste Weise als Losung der Gleichung (4) zu
bestimmen, kénnte der Ansatz dienen:

F=Fy+F,(t—t) +Ft—25)>+--- (5)
Da 631:1 in (4) nur rechter Hand auftritt, so folgen, wenn F; eine willkiir-
lich gewihlte Funktion von & %, § #, 9, # ist, aus (4) offenbar in ein-
deutiger Weise die weiteren Koeffizienten I, I, . .. als Funktionen eben-
dieser sechs Argumente. Durch Abschiitzung dieser Koeffizienten werden
wir jedoch eine Konvergenz der Potenzreihe (5) nur dann erwarten diirfen,
wenn { — ¢, absolut geniigend klein ausfillt, und solche Lisungen wiirden
der obigen Stabilititsbedingung 3. widersprechen. Daher verwerfen wir
die Entwicklung (5) und erzielen vielmehr die Auflosung dadurch, dall
wir einen positiven Parameter . mittels des Ansatzes

68
F==
in die Gleichung (4) einfilhren und die so entstehende Gleichung

JJ(G, @) de, ds = i[G] (6)

vermdge der nach Potenzen von 1 fortschreitenden Reihe

G=@+ Pi+ XA+ .- M
l6sen — was darauf hinauslduft, in der urspriinglichen Gleichung (4)
o
F=aq T+ X1+ (8)
einzusetzen; dabei bedeuten @, ¥, X, ... zu bestimmende Funktionen der

sieben Argumente & 7, § @, ¥, %, f, von denen jedenfalls die erste @ moch
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den obigen Bedingungen 1, 2, 3. zu geniigen hat. In dem Potenzreihen-
ansatze (8) erblicke ich die strenge Formulierung des Maxwellschen Ge-
dankens einer sukzessiven Approximation zur Berechnung seiner Funda-
mentalfunktion F: in der Tat sollen spiiterhin beim systematischen Aufhau
der Gastheorie sukzessive die Abschnitte

@

42

&
it iaqr
T+ @, ©

@ .
L+ W+ XA,

in erster, zweiter, dritter Anniiherung usw. als Ersatz an Stelle der
Fundamentalfunktion 7' genommen werden. Die Potenzreihe (8), die
die Fundamentalgleichung (4) befriedigt, ist der allgemeinste
Ausdrueck fiir die Maxwellsche Fundamentalfunktion eines in
stabilem Bewegungszustand befindlichen Gases.

Unsere wichtigste allgemeine Aufgabe besteht darin, die Mannigfaltig-
keit aller derjenigen Lisungen der Fundamentalgleichung (4) zu ermitteln,
die durch die Potenzreihenentwicklung (8) dargestellt werden.

Zu dem Zwecke tragen wir (7) in (6) ein; dann finden wir durch
Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von 1 auf beiden Seiten

J[1®, ®)do,ds = 0, (10)
(@, #] do,ds = 4[], (11)
JS(@ X1+ L[, ®)) do,ds = L[], (12)

Die Gleichung (10) ist bereits von Boltzmann vollstindig gelost worden,
wie folgt. Wegen Satz 1. und Satz 2. auf S. 269 haben wir, wenn H
ebenso wie /” und & Funktionen der Argumente & 3, { bedeuten:

J[JH[F, Gl dodo,d8 = [[[H,[F, (¢]dodo,ds
=—[[JH'|F, Gldodo ds = — [[[H/[F, G] dedo, 3,
und daher wird
J[[HF,Gldodo,ds= [[[(H+ H,— H'— H,)[F,¢ldo do,d3. (13)
Aus dieser Formel folgt fiir

H —log @,
F=o,
G=0,

mit Riicksicht aunf (10)
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L[/ (log @ + log @, — log @ — log @,)[®, ®] dw do, d8 =0

oder

S W tog gt (00, — 0,)dodo,ds — 0

d. h., da der Integrand hier nirgends positiv ausfallen kann,
DD, — dD, — 0.
Die allgemeinste dieser Gleichung geniigende Funktion von & 7, §,
z, 2, y, t mit den Eigenschaften 1. und 2. auf S. 270 ist, wie aus dem Satze 3.
auf S. 269 leicht erkannt wird:
® = qet G-t =R+ G-wt) (14)

wenn u, ¢, w beliebige Funktionen von z, 9, 2, £ und @, b solche Funk-
tionen derselben Variabeln z, , z, ¢ bedeuten, die nirgends negativ ausfallen.

Nunmehr haben wir den soeben aus (10) gefundenen Ausdruck (14)
fir @ in (11) einzutragen und aus der so entstehenden Gleichung die
Funktion ¥ zu ermitteln. Sefzen wir zu dem Zwecke

T=4d,
wo ¢ eine neune zu hestimmende Funktion ist, und beriicksichtigen die
obige Relation "

DD, =P D/,
so nimmt (11) die Gestalt an
L [[1W @D, (v + v — ¥, — ¥) do, d$ = £ [D]. (15)
Fithren wir hier in dem Ausdrucke linker Hand an Stelle von

E wm & & omn §
bzw. die Argumente

£ m 2 '5 £ T é'l
w4 = w ., ==, v+ L w -
+Vb’ +Vb +]/b’ +Vb' +]/5’ +]/b
ein, so geht derselbe iiber in
3 e o
=" G- 52 ]-

wo zur Abkiirzung
T=[[IW|e-@rmessbivnseid (p + g, — ¢'— g,) dayds  (16)
gesetzt worden ist; darin hat ¢ die Bedeutung

¢(5"?§)=¢(“+I§Ej; w—: ff+l—/'5)

Es ist nun fiir die Begriindung der kinetischen Gastheorie
von entscheidender Bedeutung, daB der Ausdruck (16) in die
Gestalt

I = ko + [K(Eng; &) 9, do, (17)
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gebracht werden kann und dall sich daher die zur Bestimmung
von 3 dienende Gleichung (15) als eine lineare (orthogonale)
Integralgleichung zweiter Art herausstellt.
Um dies zu zeigen, hemerken wir zunichst, daf
JW a5 =22V(E = + (o — 0)°+ (6 — &
wird, und setzen
k(Eng) = e~ @+rtd [ W -Gl tnt+i) doy, d8

=2z~ ®+2 D [YE —EP + (n— 0 + (5, — O e €r+w+iddo,,

so dafl % eine gewisse nur von £ + 3* -+ §* abhiingige stets positive Funk-
tion bedeutet:

(18)

Ferner fiihre ich in dem Integralausdrucke
= f] W e G+t +i) o'deo, d3
statt des Integrales iiber die Oberfliche der Hinheitskugel ein solches iiber
das Innere derselben ein, indem ich in

1
JE= EEIJ*T"’J?‘
0

statt » und der Richtungskosinusse die drei unabhiingigen rechtwinkligen
Koordinaten nehme x, v, 3. Wegen

rdrd8 =dydydy

wird dann
Ji—s ([ & —&+90m —n) 36 —9 oG tno+ 30 do, dpdyds,
. IZ 1-= F
(‘Jé£1+n'*+3"-§1] Yi+9* 43
wo nunmehr i
’ W i y W 3
v =@ =9 (+ prig 1+ prnEr ST Erres

zu nehmen ist. Fithren wir jetzt im Integral J# statt &, #;, § die neuen
Integrationsvariablen

PRSI s T
B SR
T —7
W = 1_2:1_ nz"+ 5”
§|_";
=37 vt | 2
1 E"T“"‘E‘a'

ein, so erhalten wir

—3ff]ff] YA+ yu 43y, B2+ 0 + 3

0sg2+n+2s1)
o {(Il(ﬂ+l]?+51)+g]l+(n @+ ) 0+ ) @ d A, d dv, dydyds,

-4_,

wo
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen, 18
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¢ =@+ +yu, +3v), 1+ YE4L + yu, + ),
£+ 3k +1m+sv,>)
zu nehmen ist. Sodann withlen wir statt I, v, 3 die neuen Integrations-

variablen
1 =x(td, + v +§70),

u =1l + Y9y, + ),
A= 3(2‘11 + yuy + 3vy)s

A+ g+ vvy = (04 + 9y + 32,
Btut+oi=(E+ 9 +3) (A3 + up + o)

und da die Funktionaldeterminante

wegen

2xd + Yy, + vy, Iy y LV
v 4 y Th + 290 + vy, Yy, = 2(A4 + pu, + vv,)
34, y Al y L +UF1+25"’1 |

wird, erhalten wir mit Riicksicht darauf, dal zu jedem Wertsystem 7, u, v
zwei Wertsysteme g, V), 3 gehdren:

‘Uff/]j el e ke B

A, +uu, —I—v:ﬁ)

0= +n=+v"=-tl.+ﬂ.u;+nl (19)
= FEENTEE B 2?2 / yEENTLE ) x ) P T A2

e_{ﬁ_l-il+lu,u,+”’1 +!) ¥ ('miﬁ.l +_,|.‘a|+|'r;+r') * (r].ﬁ.;.]+lll‘il1+yl’1+,) }

pEFLy+u,+v)didadvdidu dv,.

Um hierin die Integration nach ,, u,, », auszufithren, bedenken wir,

daB das Integral

fj (A1, + pay + v2)%

0SITH VS AL+ w4 vn) (20)
e~ { (‘1 u::-tfi,i‘:” * E)2*' (-"=z;:‘++ﬁ++':.\, + "‘)‘. -3 (" );P::it‘:.l :)ﬂ} di, du, dv,
eine Orthogonalinvariante der beiden Variabelnreihen

A w, v und & %, §

ist und folglich nur eine Funktion der drei Ausdriicke

B+prt+ot E+unt+v, EB+44+8
werden kann. Um diese Funktion zu ermitteln, nehmen wir w =0,
v=0. Fiir 1 > 0 geht jenes Integral (20) dann iiber in:

+ 00 4 x4 20

Hy A A
Jff(}. (hh) +( +.) (’-l-h) }‘uld#ld%
A "'r.)’
%.
e A %m oo
= ”gu-i-,}’j.i'_._alﬁg (431
A A2

i

W

F
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und mithin wird das Integral (20) notwendigerweise gleich
2x {20+ +ulusn+rir+D)?
3_(13_[_ps ;|__L.x}1 € A2 g 40 ’
da ja dieser Ausdruck fiir ¢ =0, v =0 den eben berechneten Wert bekommt.
Infolgedessen wird, wenn wir endlich in J% anstatt 1, u, » die Argumente
von ¢, namlich

E}_ e E ‘I‘ l:
=Nt
§1 =&+
als Integrationsvariable einfithren,
JE =_fK*(§W§5 En k) 9y do, (21)
wo
2x (GGi=3+min-—n+5G=0)2
K* T Gt G-

Vet m 0+ G-
gesetzt 1st.
Nunmehr behandeln wir das Integral
JEE =ff W e-&+n+al @ do, d8
dhnlich, wie soeben das Integral J*. Zuniichst finden wir genan wie vorhin
T =3 [fT1] xa 4 g+ av (P + 90+ 392

0=+ 447 =1
e~ (@ + 00+ 37 + 8P + (2 + 02+ ) + ) + O (2 + 0+ %) + 5P o di dp, dv, dy dyds,

wo jetzt
@ =@ (L@ + 9 +3) —r@d + 9y + 3v) + E,
m @+ 9+ 50 — 9G4, + Y+ ) + 1,
v @&+ 9+ ) — (A + Yy + §2) + )

zu nehmen ist. Sodann wiihlen wir statt r, v, 3 die neuen Integrations-
variablen

= ll(f—f- RS 52) —t(xd + 9oy + 311),

w=u, (2 + 9"+ 3°) — (&4 + 9u, + 3y),

v = (" + v+ §°) — 34 + Yu, + 39y);

Z':)" +pu + FVi= 0:
Bt 2=+ 0+ §) A+ oy + vy,
und da die Funktionaldeterminante, abgesehen vom Vorzeichen,

Yuy+ 3vy, oy — 294, Ty, — 234,
YA —2ru,, th 43y, Yv,— 23u, =200A4+uu+vv) (LA +Yu+3v,)
§h— 2Ly, juy — 29y, T+ Yy,

wegen

18*
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wird, erhalten wir durch Vergleich mit (19) das einfache Resultat
I T (22)
Mit Riicksicht auf (18), (21), (22) erhiilt der Integralausdruck (16)
die Gestalt (17), wie oben behauptet worden ist, wo der Kern K die
Bedeutung hat:
K(Eng; Emy &) =2me- @+ 2+ DV — B+ (g — o) + (G — [P e i+ nt+ i)
2 _taE-9rmtn-n+iG-D)ty) (28)
— ———— ¢ L= (p—nPr+(G—0 .
VE— 0+ —n G —gr O Ges ]
Unter Benutzung der Identitit

{ g] (& — &+ n,(n __7?:’ + :1 _(.':1 — g‘J }

£2 .2 2
s o] i e 5 1
= F o —n+&—0F S+

(& — PP+ SE+8,—2P) (S48 —PP—
R S e e
wo
‘S_'- + 5* +b:

=&+ i+ &5
-P = ggl + q + gg]
bedeutet, ersehen wir, daB K ein symmetrischer Kern der beiden Variabeln-
reihen £, %, { und §. %, & ist AuBerdem zeigt der eben gefundene
Ausdruck (23), dall der Kern K fiir
E=&, n=m, £=§
nur von der ersten Ordnung unendlich wird und daher die gesamte Theorie
der Integralgleichungen auf ihn anwendbar ist.
Insbesondere entnehmen wir hieraus, dafl die Frage der Auflisung
der Integralgleichung
J=1(En), (24)
wenn [ eine gegebene Funktion von & #, § ist, notwendig durch die Kennt-
nis der Lisungen der homogenen Integralgleichung
J=0 (25)
bedingt ist. Um diese Lisungen zu ermitteln, multipliziere man den Aus-
druck (16) fiir J mit @ und integriere nach & 4, { iiber den unendlichen
Geschwindigkeitsraum; nach Formel (13) wird dann, wenn wir in derselben
H—gp, Fee-@+i+8) G=e-@+r+hg
nehmen:
‘ﬁp.fdm e %J.U Wle-@+p+ 248202+ 3 (g + g, — ¢’ — @, do do, ds.
Soll nun ¢ eine Lisung von (23) sein, so muf fiir ein solches ¢ auch
das Integral rechts hier verschwinden, und dies ist nur miglich, wenn
der Integrand Null ist, d. h. wenn

@ity — =0
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wird. Dem Fritheren zufolge gibt es lediglich die fiinf linear voneinander
unabhiingigen Funktionen

u‘,ll'\ _-— 1’
,J,\’E'J — ‘g’
oo =1, (26)
IJI'M) = ;.'

e i

die jene Gleichung erfiillen, und damit ist bewiesen, daB die lineare
homogene Integralgleichung (25) keine anderen Lisungen be-
sitzt als diejenigen, die aus jenen fiinf Lisungen durch lineare
Kombination mit konstanten Koeffizienten entstehen.!)

Hiermit ist die Untersuchung der linearen Integralgleichung (24),
auf welche wir durch die Gleichung (11) gefiihrt wurden, beendet, und
ich fasse die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen:

Die zur Bestimmung der Funltion @ dienende Gleichung (24) st eine
lineare (orthogonale) Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern.
Die zugelidrige homogene Integralgleichung (25) hat genaw die fiinf linear
voneinander unabhangigen Lisungen (26), wnd mithin besitzt (24) dann und
wur dann eine Lisung @, wenn [ die finf Integralbedingungen ( Orthogonalitits-
bedingun ge;z )

JvOfdo =0, (i=1,23,4,3)
erfiillt.

Auf Grund dieses Satzes ergibt sich als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Moglichkeit, ¢ aus (15) d. h. % aus (11) zu bestimmen,
dus Bestehen der fiinf (Gleichungen:

[vO[®)do =0, (i=1,2, 3,4, b). (27)

Dies sind, wie die Ausrechnung zeigt und schon von Maxwell erkannt
worden ist, nichts anderes als die hydrodynamischen Gleichungen ein-
schlieflich der Kontinuititsgleichung und der thermodynamischen Grund-
gleichung fiir ein ideales Gas in erster Anniherung: die hydrodynami-
schen Gleichungen erscheinen somit als die Orthogonalitiits-
bedingungen fiir die L&sbarkeit unserer linearen Integral-
gleichung; es sind fiinf partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf
Grofen a, b, u, v, w (bez. Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit) als

1) Den schénen Beweis dieses Satzes hat zuerst Herr Dr. E. Hecke gefunden,
dessen Hilfe — er war in der von mir im Wintersemester 1911/12 iiber (:astheorie
gehaltenen Vorlesung mein Assistent — mir auch sonst bei der Ausarbeitung der hier
entwickelten Theorie von groBem Werte war,
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Funktionen von z, y, 2z, £ Da die Determinante ihrer linken Seiten in
bezug auf die zeitlichen Ableitungen
da ¢b ouw cdv Gw -
gt’ gt’ ot’ gt’ ot (28)
— sie ist im wesentlichen die aus den Elementen
[voy@dda, (i,j=1,2, 3,4, 5)

gebildete Determinante — nicht Null ist, so sind die Losungen der fiinf
partiellen Differentialgleichungen (27) eindeutig bestimmt, wenn man die

Werte von @, b, u, v, w oder auch — was offenbar auf das nimliche
hinauslduft — die Werte von
Judde, (i=1,2 3, 4,5) (29)

fiir £ =¢, als Funktionen von z, y, # willkiirlich — etwa gleich f® —
vorschreibt; wir wollen die so erhaltenen allgemeinsten Lisungen von (27)
mit a¥ ¥ u¥ o*, «* bezeichnen und iiberdies

D — gFe—t* LE =P+ — o2+ (E— w?)
setzen.

Nachdem wir so das erste Glied in der Entwicklung (8) von I auf
die allgemeinste Weise bestimmt haben, fithren wir die nimliche Aufgabe
fiir das zweite Glied durch.

Es sei jetzt 4% diejenige villig bestimmte Losung der aus (15) hervor-
gehenden linearen Integralgleichung

Y GEJ:f W o*d* (" + ¢ — ¢, — v)do, ds = L[ D#],
fiir welche
[viyp*d*do =0, (i=1,2, 3, 4,5)
wird; dann ist
o — wD ks
diejenige véllig bestimmte Liésung der aus (11) hervorgehenden Integral-
gleichung
[[[@% ®ldo,lds = }[@¥], (30)
fiir welche
fzp(‘) e =0, (i=1,2 3 4,5) (31)
wird, und die allgemeinste Losung von (30) ist
[£)]

P =Py &F Dy, (j=1,2, 3, 4,5) (32)
wobel die fiinf Grofen ¢ willkiirliche Funktionen von z, ¥, 2, ¢ bedeuten.
Nunmehr schreiben wir die zur Bestimmung von X dienende Gleichung (12)
wie folgt
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[fi@, X]do,ds = 1 [¥] — L [[|¥, ¥]do, ds, (33)
und tragen darin @* an Stelle von @ und den Ausdruck (32) an Stelle
von ¥ ein. Da diese Gleichung dieselbe Gestalt wie (11) oder (30) auf-
weist und daher ebenfalls auf die lineare Integralgleichung (24) zuriick-
fithrbar ist, so erhalten wir als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Moglichkeit, X zu bestimmen, die Gleichungen

JeO[®ldo — [[[v9[®, P)dodo,ds =0, (i=1,2, 3, 4,5)
oder, da wegen (13) das zweite Integral verschwindet,
SO [#]do =0, (i=1,23,4,5) (34)

d. h. wenn (32) an Stelle von ¥ eingetragen wird:

1)
fw‘"[@'"-ﬁ- o* e pi|do =0. (i=1,2, 3,4, 5)

Dies sind fiinf lineare partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf Funk-
tionen ¢, Da die Funktionaldeterminante ihrer linken Seiten nach den
zeitlichen Ableitungen (28) genau mit der oben betrachteten Determinante
tibereinstimmt und daher von Null verschieden ausfiillt, so sind die Lésungen
dieser Differentialgleichungen eindeutig bestimmt, sobald man die Werte

von ¢) oder auch, — was offenbar auf das nimliche hinausliuft — die
Werte von

fw‘i-‘ Tdo, (i=1,2 3 4,5) (85)
fiir ¢ = ¢, willkiirlich als Funktionen von z, y, # — etwa gleich ¢ —

vorschreibt; wir wollen die so erhaltene allgemeinste Losung von (34) mit
P# bhezeichnen.
So fortfahrend verstehen wir unter X° diejenige villig bestimmte
Losung der Integralgleichung (33), fiir welche
J.d"{i)Xodm - OJ (; =123 4 '?).J (36)

wird; die allgemeinste Losung von (33) ist dann
()
X=X4 % Sy, (j=1,2, 3, 4,5)

wobei die GrioBen ¢ willkiirliche Funktionen von z, y, 2, £ bedeuten. Da
jedoeh wiederum die Orthogonalitiitsbedingungen

f‘({)ml—‘] (Z(O = “, (:‘ s 1:' 2\ 3: 4? 5} (37)

erfiillt sein miissen, so bleiben nur die Werte von ¢ fir ¢ = ¢, willkiir-
lich: wir schreiben statt ihrer die Werte von

]'(Ir'_y'-’J X ({m, (z = 1’ 2’ 3, 4, 5) (3?")

fir ¢t = ¢, willkiirlich als Funktionen von z, y, # — etwa gleich A — vor
und bezeichnen die so erhaltene allgemeinste Lisung von (37) mit X*
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Bei diesem Prozesse der Herstellung der allgemeinsten Lisung
Fr= W x4 (39)

der Fundamentalgleichung (4) treten in jedes einzelne Glied jedesmal fiinf
neue willkiirliche Funktionen von :x, y, z, niimlich die Funktionen (29),
(35), (88), ... ein; diese willkiirlichen Funktionen erscheinen
aber in dem Gesamtausdruck fiir /' in der Weise kombiniert,
daB derselbe in Wahrheit nur fiinf willkiirliche Funktionen der
Variabeln z, y, # enthilt.

Um diese wichtige Tatsache einzusehen, bedenken wir, dafl (39) eine
der Fundamentalgleichung (4) geniigende Potenzreihe von 1 ist derart, daB
die Ausdriicke

JvoF*da =-"":"'i‘ 40 4 [y0wtdo 4 2 [$0 X*do +--- (i—1,2,3,4,5)
fiir £ = {, bzw. in die Potenzreihen:
40 =T L oL A0+, (i=1,2,8,4,5)

itbergehen, und dall es nur eine solche Potenzreihe gibt. Wir bestimmen
jetzt andererseits nach dem eben dargelegten Verfahren eine der Funda-
mentalgleichung (4) geniigende Potenzreihe F' von A derart, daB wir fiir
die finf Ausdriicke (29) fiir ¢ ={, nicht wie frither /¥ sondern die
Werte 2.4% und sodann filr (35), (38), ... an Stelle g, A", ... jedesmal
Null vorschreiben. Dieser Konstruktion zufolge wird I eine solehe Potenz-
reihe von A, daB die fiinf Ausdriicke J'v.-“'f I'dw ebenfalls fiir = {; iden-
tisch fiir alle 2 in A4 iibergehen. Folglich ist '
I'=I e
wir erkennen also, dall auch F' die allgemeinste Potenzreithenlosung der
Fundamentalgleichung (4) darstellt, und damit ist unsere Bebauptung be-
wiesen. Die gefundenen Resultate fassen wir in folgendem Theorem zu-
sammen:

In der Mannigfaltigheit aller nach Potengen von 1 fortschreifenden
Lisungen der Fundamentalgleichung (4) ist eine Lisung I eindeutig bestimmt,
sobald man fiir sie die Werte der fiinf Integrale

Sy Fde, (i=1,2,3,4,5) (40)
fiir t =t, als Funktionen von x, ¥y, & vorschreibt — etwa gleich A%

Man erhilt diesc Liosung duwrch folgendes Verfalren: zunichst nehme
man fir @ den Ausdruck (14) und bestimme davin a, b, u, v, w als Funk-
tionen von z, vy, z, t aus den fimf partiellen Differentialgleichungen (27),
wobet man fiir t =1, die finf Integralwerte (29) gleich 2. AY vorschreibt;



Kap. XXII. Begriindung der kinetischen Gastheorie. 281

sodann bestimme man diejenige Losung P der linearen Integralgleichung
(11), fiir welche die fimf DBedingungen (31) erfiillt sind, setze

()
V=P & Sy (j=1,2 38, 4, 5)
und bestimme die finf Funltionen ¢V von z, y, 2, t aus den finf linearen
partiellen Differentialgleichungen (34), wober man fiir t = t, die finf Integral-
werte (35) gleich Null vorschreibe; endlich bestimme man diejenige Lisung X°
der linearen Integralgleichung (12), welche die fiinf Bedingungen (36) er-
fiillt, setze
X=X+ cbg’.cm PV

und bestimme hierin die fiinf Funktionen ¢) von x, y, 2, t aus den linearen
partiellen Differentialgleichungen (37), wobei man wiederum fiir t = t, die
Integralwerte (38) gleich Null vorschreibe usw. Die Ausdriicke (9) stellen dann
die Fundamentalfunltion F' in erster, zweiter, dritter Anniherung usw. dar.

Nach den Ausfithrungen auf S. 270 ist die Potenzreihenentwicklung
(8) nach A der mathematische Ausdruck fiir die Stabilitiit des Bewegungs-
zustandes des Gases, und da /' den Zustand des Gases fiir alle Zeit be-
stimmt und die Kenntnis der Integralwerte (40) uns gerade die Dichte,
Temperatur und Geschwindigkeit des Gases liefert, so entnehmen wir aus
dem obigen Theorem das folgende fiir die Gastheorie grundlegende Resultat.

Der Zustand eines stabilen Gases ist fiir alle Zeit cindeutig bestimmdt,
wenn man fiir dasselbe zur Zeit t = 1, Dichte, Temperatur und Gescluvindig-
keit als Funktionen des Ortes kennt.

Wir haben frither anf 8. 270 gesehen, daB bei der Entwicklung nach
Potenzen von ¢ — {1, die Mannigfaltigkeit der Losungen 7' der Fundamental-
gleichung (4) eine weit hohere ist, als sie sich jetzt bei der Entwicklung
nach Potenzen von 1 unserem Theorem zufolge herausstellt: damals durfte
F fiir t =t, willkiivlich als Funktion von & v, & x, , # vorgeschrieben
werden, jetzt dagegen nur die fiinf Integralwerte (40) als Funktionen von
z, ¥y, 2. Bs ist also lediglich die Forderung der Stabilitiit in
der von mir aufgestellten Formulierung auf 8. 270, die die
Mannigfaltigkeit der Liésungen der Fundamentalgleichung (4)
so wesentlich einschrinkt, daB dadurch eine Gastheorie mdog-
lich wird. — Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen, wie sie zur Begriindung
der Fundamentalformel selber herangezogen werden, spielen hierbei keine
Rolle. Zur weiteren Begriindung der Gastheorie haben wir vielmehr nur
nitig, die Vorschriften unseres oben aufgestellten Theorems auszufithren;
‘dieses Verfahren bietet keinerlei Schwierigkeit und liBt nirgends einen
Zweifel entstehen, welche Glieder bei Berechnung einer bestimmten An-

nitherung zu beriicksichtigen sind. So liefert ohne Zuhilfenahme einer
Math, Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1%
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neuen Annahme beispielsweise die Berechnung der zweiten Annfiherung
nicht nur den Beweis des zweiten Wirmesatzes und den Boltzmannschen
Ausdruck fiir die Entropie des Gases, sondern auch die Bewegungs-
gleichungen mit Beriicksichtigung der inneren Reibung und der Wirme-
leitung'); dabei erscheinen die Reibungs- und Wiirmeleitungskonstanten
als Zahlen, die durch Auflosung gewisser Integralgleichungen numerisch zu
berechnen sind.

Zum Schlusse sei noch eines Ergebnisses Erwihnung getan, das ich
eben gefunden habe und die elementare Theorie der Strahlung, insbe-
sondere den bekannten Kirchhoffschen Satz iiber das Verhiltnis zwischen
Emission und Absorption betrifft. Ich erkannte, dall es wiederum eine
gewisse Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern ist, die
den Mittelpunkt dieser Theorie bildet, und wiihrend bei niherer Priifung
alle bisherigen Beweise des Kirchhoffschen Satzes sich als ungeniigend
herausstellten, gelingt mittelst jener Integralgleichung dieser Beweis auf
Grund der elementaren Definitionen und Begriffe der Strahlungstheorie
auf die einfachste und vollstiindigste Weise — ein neues bedeuntsames
Zeugnis fiir die weitreichende Kraft, die der Theorie der linearen Integral-
gleichungen innewohnt.

1) H. A. Lorenfz hat in seinen anregenden und tiefsinnigen Untersuchungen iiber
Gastheorie das nimliche Ziel verfolgt; er gelangt dort zu einer Gleichung, die die
Rolle der Gleichung (11) in meiner Theorie vertritt, und sucht die Eindeutigkeit
der Losung derselben durch Berufung auf einen Satz von Boltzmann zu beweisen (vgl
H. A. Lorentz, Gesammelte Abhandlungen Bd. I 8. 88); diese Schlufweise von H. A.
Lorentz ist aber nicht stichhaltig, und auch seine weiteren Entwicklungen daselbst
sind, selbst fiir den einfachsten Fall des einatomigen (iases, mathematisch unbegriindet,
nicht nur weil sie wesentlich die Tatsache der eindeutigen Bestimmtheit der Losung
benutzen, sondern vor allem auch weil die Existenz einer Losung fiir die Lorentzsche
Gleichung nicht erwiesen wird — und ohne Heranziehung der Theorie der linearen
Integralgleichungen auch nicht erwiesen werden kann.
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