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Vierter Abschnitt .

Theorie der quadratischen Formen mit unendlich
vielen Yariabeln .

In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir eine neue Methode
zur Behandlung der Integralgleichungen entwickeln , die auf einer Theorie
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabein beruht .

Die systematische Behandlung der quadratischen Formen mit unend¬
lich vielen Variabein ist auch an sich von großer Wichtigkeit und bildet
eine wesentliche Ergänzung der bekannten Theorie der quadratischen
Formen mit endlicher Variabeinzahl . Die Anwendungen der Theorie
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabein sind nicht
auf die Integralgleichungen beschränkt : es bietet sich nicht minder eine
Berührung dieser Theorie mit der schönen Theorie der Kettenbrüche
von Stieltjes 1) dar , wie andererseits mit der Frage nach der Auf¬
lösung von Systemen unendlich vieler linearer Gleichungen , deren Unter¬
suchung Hill , Poincare , H . v. Koch und andere erfolgreich in Angriff
genommen haben . Auch zu den Untersuchungen Minkowskis über
Volumen und Oberfläche findet in methodischer Hinsicht nahe Beziehung
statt . Vor allem aber eröffnet die Theorie der quadratischen Formen
mit unendlich vielen Variabein einen neuen Zugang zu den allgemeinsten
Entwicklungen willkürlicher Funktionen in unendliche Reihen nach Fourier¬
scher Art , wie am Schlüsse von Kapitel XI angedeutet werden wird .2)

Elftes Kapitel .

Theorie der orthogonalen Transformation einer quadratischen
Form mit unendlichvielen Variahein.

Es seien
\ q = \ p >

wo jeder der beiden Indizes p , q die Reihe aller ganzen Zahlen 1, 2, . . .
durchläuft , beliebig gegebene reelle Konstanten , dann stellt

(p, ä = 1, 2, . . .)

eine quadratische Form mit den unendlich vielen Variabein xx, xv . . .
dar ; die Konstanten hpq heißen die Koeffizienten dieser quadratischen
Form . Ein Ausdruck

1) Recherches sur les fractions continues , Arm . de Toulouse Bd . 8 (1894).
2) Man vergleiche zu der hier entwickelten Theorie die Habilitationsschrift von

Hellinger „Neue Begründung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich
vielen Veränderlichen“ . Journal für Math . Bd . 136.
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A (x, y) = JEa pqxpyq

mit irgendwelchen Koeffizienten apq heißt ein bilinearer Ausdruck oder
eine bilineare Form der unendlich vielen Variabein xu x2, . . yv yv . . . .
Der Ausdruck

K (x, y) = ^ k x y
(ft 9 = 1, 2, . f 5 *

heißt die zu Kix ) gehörige Bilinearform der unendlich vielen Variabein
Xj, x2, . . yv y2, . . . .

Lassen wir die Indizes p , q nur die Werte 1, . . ., n durchlaufen , wo
n eine endliche Zahl bedeutet , so entspringen die Formen mit der end¬
lichen Variabeinzahl n, wie folgt :

K „(x) = 2£k Jjqxpxq,
(P, 9 = 1 n)

K n (.x > y ) = 2 > kp ,l x p y ,s(p, 9= 1, . . . , n)

Die Formen Kn(x), Kn(x, y) mögen die Abschnitte der Form 2T(x)
bzw. K (x, y) heißen und auch , mitunter , ohne den Index n ausdrücklich
hinzuzusetzen , mit [TT] bezeichnet werden .

Wenn irgendein bilinearer Ausdruck mit endlicher Variabeinzahl

An(x>y) = 2^ apqxpyq
(ft 9 = 1, . . . , n )

vorgelegt ist , so heiße die Summe aller Koeffizienten der Glieder xpyp
die Faltung des Ausdruckes An(x, y) und werde mit AM(. , .) bezeichnet ;
es ist also

und insbesondere

Ist

A n G 1 ') ®pp
(p = 1, . . n)

K n ( - > -) = fcll d F K

B n{x, y) = —! b x y
(P , 9 = 1, 2, « )

eine zweite Bilinearform , so bilden wir in diesem Sinne die Faltung des
als Bilinearform der zp und z ' betrachteten Produktes An(x, z) •Bn(z', y) :

A n ,y ) = 2 % 9 \ r Xp Vr
(p, 9, »• = 1, ■. n)

und bezeichnen diese Bilinearfoi -m der xp, yp kurz als Faltung von An
und Bn.

Außer den allgemeinen quadratischen Formen K, K n ziehen wir noch
die besonderen quadratischen Formen

(x, x) = x,2+ x22d ,
(x, x)„= Xi2+ • • • + x„2
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und die besonderen Bilinearformen

0 , y) = xlyl + ■■■
{%, y )n = ^ll / l + ' ' ' + XnVn

in Betracht .
Die Diskriminante der Form

(x, x)n- - i-RJe )
d. h. die Determinante

1 — llc^ , A/ijo, . . .> X\ n

(1) Dn(l ) = — Aä:21, 1 A/%2, ■• •, XX‘in

— ' ■', 1 — lk m

ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion n ten Grades in A mit lauter
reellen Nullstellen ; diese mögen mit

V '°, *2(B), • • v ^

bezeichnet werden und die Eigenwerte der Form K n heißen ; die Ge¬
samtheit dieser n Eigenwerte heiße das Spektrum der Form K n. Wenn
ein reeller Wert A so beschaffen ist , daß in ihm oder in beliebiger Nähe
desselben noch für unendlich viele n Eigenwerte von Kn liegen , so heiße
dieser Wert A ein Yerdichtungswert von W. Wenn die Beträge der
absolut größten Eigenwerte von K mit wachsendem n über alle Grenzen“ “ n
wachsen , so soll der Wert A= oo ebenfalls als Verdichtungswert der
Form K gerechnet werden .

Wir bilden nun aus (1) durch Bänderung die Determinante
A/i',,, . . •) X\ n> x i

kk nl, . . ; 1 - XKn , Xn

2/i , • • • y„, 0

= D >,(1; x, y)
1EW '

*-<II ; x, x)

x, y) =

und nennen den Quotienten

Kn(A
bzw.

die Resolvente der quadratischen Form K n; die Koeffizienten von
xl , . . ., xn in x, y) geben , wenn A kein Eigenwert ist , die Lösung
der linearen Gleichungen

Xp - X ( ]cpl ^ 1 + • • • + Kn X n ) = Vp , (p = 1 , • • • , w ) ;

wir drücken dies durch die Identität aus :

x, y) - xKn(x, • , y) = {x, y) -.
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Es ist offenbar

(2) Kn(1 ; x, y) = (x, y)n + lK n(x, y) + k*K uK u(x, v) + ^ K nK nK n(x, «/) + ■••,

wo K K , K K K . . . . die aus K „ durch fortaresetzte Faltungen ent -n n' n n n/ wo o
stehenden Formen

K nK J X, y) = K J ,X’ ■) K n(- . y) = 2 \ rK qXpy,l ,{p,q, r - l, . . ., n)

K nK nKJx , y) = K n(x, .) K nK n(. , y) ^ kpr kj ^ xpyq,(P, 1, r,s= l, . . ., n)

bedeuten . Für die Resolvente K„ gilt die Partialbruchdarstellung

(3) KÄ(A; r , y ) = + . . . +
jT<S ^ j. (»)

wo . . . . LJ -11'1 gewisse lineare Formen der Variabein x1, . . ., xn mit
reellen Koeffizienten , die „Eigenformen“ von K n bedeuten . Insbesondere
gelten mithin die Formeln :

0 , yX= xxyx-4 f xnyn= L£"\ x)L^ \ y) + ---- f L}n\ x)L}n\ y),
(A\ K (v , L ^ (x)Ln^ (y )JLn\a'>V) 1 (n) "T ' ** i“ 3 (w>

Ai '''w

(«, «)„= xx2-\ f- xj = (LW(x)f d + (LW(x)y,
K (r \ = I ,
J*-uW l (n) “I I ^ («) ^

( 5 ) X K ( x ) = (y ' >' '‘, (a:))S + • • • +T- -I- ^ ny ,

K K K (x ) = + • • • +
JVn 1^ n 1^ n \r ' J (Zj <w)) S (^Ä(/*)) S ?

Aus (4) folgen die Orthogonalitätseigenschaften der Linearformen
W n), ■■■, LW :

Lp Q L .y \ :) = o, +
LMQLM (, ) = 1 ,

wo Lp (.) i s(.) die Faltung der Bilinearform LW (x ) L }̂ (y) bedeutet ,
und alsdann wiederum ergibt sich durch Faltung
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Unsere erste wichtige Aufgabe besteht darin , den Begriff
der Resolvente der Form K n auf die Form K zu übertragen und
zu der Partialbruehdarstellung (3) das Analogon für die Form K
mit unendlich vielen Variabein aufzusuchen .

Zu dem Zwecke bedienen wir uns eines allgemeinen Hilfssatzes aus
dem Gebiete der stetigen (gleichmäßigen ) Konvergenz .1)

Hilfssatz 1. Es sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Intervall für
die Variable s, ferner
(7) ■• •
eine unendliche Reihe von Funktionen der Variabein s , die in J stetig
sind , deren Werte absolut genommen unterhalb einer endlichen Grenze
bleiben und deren Dilferenzenquotienten sämtlich unterhalb einer endlichen
Grenze bleiben , so daß für alle s, t in -7 und für alle h

f iG) f i.(t) , ^ JjJ
s — t 1 =

gilt , wo H eine endliche von h und von der Wahl der Argumente s, t
unabhängige Größe bedeutet :

Alsdann lassen sich aus ebendieser Reihe von Funktionen (7) un¬
endlich viele Funktionen

f * {s) , . . .
auswählen derart , daß die Reihe dieser Funktionen für jeden beliebigen
Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert , und zwar stetig (mithin
auch gleichmäßig ) konvergiert , woraus ersichtlich ist , daß der Limes

Lf * (s)
p = oo

eine in J stetige Funktion von s darsteüt .
Zum Beweise bestimmen wir auf die Art , wie es in § 5 der oben

zitierten Abhandlung über das Dirichletsche Prinzip geschehen ist , aus
der Reihe (7) eine Reihe von Funktionen /’1*(s), f2*(s), . . . derart , daß die
Reihe dieser Funktionen für jeden Punkt einer in J überall dichten ab¬
zahlbaren Punktmenge P * gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert ;
die so ausgewählten Funktionen sind , wie wir nun zeigen wollen , von
der im Hilfssatze verlangten Art .

In der Tat bezeichnen wir mit s,, s2, . . . irgendeine unendliche Reihe
von Punkten aus J , die gegen einen bestimmten Punkt s konvergiert .
Bedeutet dann s irgendeine beliebig kleine positive Größe, so bestimmen
wir zunächst einen Punkt s* der Punktmenge P * derart , daß

(8) \S* - S\ < %E

1) Vgl . die Abhandlung des Verf . „Über das Dirichletsche Prinzip“ , Math . Ann .
Bd . 59 (1904).

Math . Monogr . 3 : Hilbert , lin . Integralgleichungen . 8
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wird ; wegen der Konvergenz der Wertreihe
. . .

läßt sich alsdann gewiß eine Zahl N finden , so daß für alle N über¬
schreitenden Indizes p , q

(9) | fp*(s*) — | < y

wird ; wegen der Konvergenz der Punktreihe sv s2, . . . kann diese ganze
Zahl N zugleich auch so groß gewählt werden , daß für alle N über¬
schreitenden Indizes p, q

\ s ~ sp \ < SE > IS — ^ ! < slE

ausfällt . Mit Hilfe von (8) folgt hieraus für alle N überschreitenden
Indizes p , q

( 10 ) l S* - V < 4E > < 4^ -

Andrerseits ist nun wegen der Voraussetzung unseres Hilfssatzes

f P* (s*) - f p* (s p) I E <
S* — Sp I I S* — Sq ’

und folglich mit Hilfe von (10)

Ifp*(.s*) - fp*(sp) I< { ; If *(̂ ) - I< V"
Addieren wir diese Gleichungen zu (9), so folgt für alle N überschreiten¬
den Indizes p, q

I I + | f * {S*) I - fp* (sp) I + | - fq*(s^ \ < £,
und um so mehr

- / ) * ( s s) l < *•

Da s eine beliebig kleine Größe war , so folgt hieraus , daß die Wertreihe
■ ■ ■

gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert , d. h . die Funktionenreihe
fAs ) , • • •

konvergiert stetig an jeder Stelle s des Intervalles J , womit der Hilfssatz
vollständio - erwiesen ist .

Wir kehren zur Theorie der quadratischen Formen zurück , und zwar
nehmen wir im folgenden zunächst an , es sei A= oo nicht Ver¬
dichtungswert von K , d. h. es sei K eine solche Form , daß die
sämtlichen Eigenwerte von K „ für alle n in dem endlicheno n

Intervalle J liegen . Wir definieren sodann gewisse zu Kn gehörige
Funktionen der Variabein X, wie folgt : es werde allgemein
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*/ 0(A) = O für ^ V n) ( ! n
- V B)) für ^ > v n) i ’ " "und

xw (l ) = + • • • +

gesetzt ; dann sind 3«W und folglich auch stetige Funktionen von 1,
die nirgends negativ ausfallen und bei wachsendem Argument 1 und fest¬
gehaltenem n niemals abnehmen ; die Differenzenquotienten dieser Funk¬
tionen , d. h. die Ausdrücke

Xp(n)fi) —*pm (p)
1—fi >

X— a

sind, wie wir ebenfalls sofort sehen, nirgends negativ und nehmen , wenn
eines der Argumente /., u fest bleibt und das andere wächst , niemals ab,
und zwar gelten die Gleichungen

^ = *P(Lp(n)wy
und folglich

- '- f = ^ (A W W ) 2 + • • ■+ n n (LW (x )y ,

wo jtj , . . ., 71̂ zwischen 0 und 1 liegende , von X, u abhängige Größen
bedeuten . Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar die Ungleichung

| ' £ (L^ Hx)y + ■■■+ (L ^ \ x)y ,
oder wegen (5)

1 0 \ XM (l ) — X(re, ( («) I ^ 2 ! i 2
(12) - I^ î2+ • ’ • + £„2.

Endlich bemerken wir noch , daß auf jeder Strecke , die keinen der
Eigenwerte / von Kn enthält , die Funktionen %W(/l) und folglich auch
die >tw (A) lineare Funktionen von X sind. Für alle außerhalb auf der
negativen Seite von J gelegenen X ist x^ (X) identisch Null ; daher ist
mit Rücksicht auf (12) stets :

*M(l ) ^ (aV + . . . + */ ) / ,

wo J die Länge des Intervalles J bezeichnet . Auf der positiven Seite
außerhalb von J ist

XW(A) = + xj ) + Gn{x) ,

wo Cn(x) eine von X unabhängige Form bedeutet . In bezug auf die
Variahein x1} . . ., xn ist ySn'> eine quadratische Form .

Es seien nunmehr unendlich viele Variable aq, x ,̂ . . . vorgelegt ; wir
ziehen dann diejenigen speziellen Wertsysteme in Betracht , die entstehen ,
wenn wir irgendeine dieser Variabein gleich 1 und alle übrigen gleich 0,



116 Kap . XI. Theorie der orthogonalen Transformation .

oder wenn wir irgend zwei dieser Variabein gleich ^ und alle übrigen
gleich 0 setzen . Wir denken uns alle diese speziellen Wertsysteme der
unendlich vielen Variabein x2, . . . in bestimmter Weise in eine Reihe
geordnet und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge als erstes , zweites,
drittes usf . spezielles Wertsystem der unendlich vielen Variabein xx, . . .
Für alle diese speziellen Wertsysteme gilt wegen (12) die Ungleichung

(13)

Wir betrachten nun die Formenreihe

(14) 3c(ü(4), X<2>(/1), jc(3)(A), . . .
und wenden , indem wir für die Variabein xly x2, . . . das erste spezielle
Wertsystem eingesetzt denken , unsern Hilfssatz 1 an : wir sehen , daß
dann im Intervalle J für ). die Werte der Formenreihe (14) sämtlich
unterhalb einer endlichen Grenze liegen müssen und wegen (13) auch
die weitere Voraussetzung unseres Hilfssatzes erfüllt ist . Diesem Hilfssatz
zufolge läßt sich daher aus (14) gewiß eine unendliche Reihe von Formen
(15) *(s*>(A), *‘3*>(X), . . .
auswählen , die , wenn wir darin für die Variabein xiy x2, ■■■ das erste
spezielle Wertsystem einsetzen , gegen eine gewisse stetige Funktion von A
in dem Intervalle J gleichmäßig konvergiert .

Sodann wenden wir unsern Hilfssatz auf die Formenreihe (15) an .
Diesem Hilfssatz zufolge läßt sich aus jener Formenreihe gewiß eine
unendliche Reihe
(16) ^(1" )(A), *<2M>(A), ^ (A) , . . .
auswählen , die , wenn wir darin für die Variabein xiy x2, . . . das zweite
spezielle Wertsystem einsetzen , gegen eine gewisse stetige Funktion von A
gleichmäßig konvergiert . Indem wir ferner unsern Hilfssatz auf die
Funktionenreihe (16) anwenden , gelangen wir durch Auswahl zu einer
Funktionenreihe '

^ ‘^ (A), x(2***>(A), ^ 3***)(A), . . .,
die nach Einsetzung des dritten speziellen Wertsystems gegen eine ge¬
wisse stetige Funktion von A gleichmäßig konvergiert .

Endlich betrachten wir , indem wir uns das Verfahren unbegrenzt
fortgesetzt denken , die Formenreihe
(17) *ü*>(A), x(2**)(A), *<3***)(A), . . .;
dieselbe konvergiert in A gleichmäßig , sowohl wenn wir darin für die
Variabein x1, x2, . . . das erste , als auch wenn wir das zweite , als auch
wenn wir das dritte spezieUe Wertsystem usf . einsetzen . Da sich aber
allgemein der Koeffizient von xp xq einer quadratischen Form linear aus
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den drei Werten zusammensetzen läßt , die die quadratische Form für

ocp, x([ = 1,0 bzw. 0,1, bzw. —= annimmt, während man alle übrigen

Variabein gleich 0 setzt , so folgt , daß auch allgemein der Koeffizient von
xpx1 in der Formenreihe (17) gegen eine gewisse in k stetige Funktion
xpq(.ty konvergiert. Wir setzen

so daß z (l ) eine quadratische Form der unendlich vielen Variabein xu x2, . .
bedeutet , deren Koeffizienten stetige Funktionen von l sind . Diese
Funktionen von l sind zunächst nur innerhalb J definiert ; da wir aber
statt J ein beliebig großes , J enthaltendes Intervall wählen dürfen , so ist
damit die Definition jener Funktionen für alle endlichen Werte von 1
gegeben .

Die Werte irgendeines Abschnittes einer quadratischen Form mit
unendlich vielen Variabein sind als lineare Kombinationen derjenigen Werte
darstellbar , die die quadratische Form für unsere speziellen Wertsysteme
annimmt . Daraus folgt , daß, wenn wir in den Formen der Formenreihe (17)
aq, . . ., xn beliebig lassen , die übrigen Variabein a;n+1, #,i+2> • • • sämt¬
lich = 0 setzen , d. h. von jeder Form in (17) denselben Abschnitt nehmen ,
diese aus den Abschnitten gebildete Reihe gewiß ebenfalls gleichmäßig
konvergiert , und zwar gegen denjenigen Wert , den der betreffende Ab¬
schnitt von x (A) annimmt . Wenn wir noch

1* = ml , 2** = m2, 3*** = mi , . . .
setzen, so gilt also die Gleichung :

L [^ „>(1)] = [* (1)].
h = oo

Der Kürze und Übersicht halber wollen wir im folgenden bei
einer Gleichung oder einer Ungleichung die eckigen Klammern
fortlassen , d. h. nach dieser Festsetzung ist eine Gleichung oder Un-/ O O

gleichung zwischen Formen mit unendlich vielen Variabein stets so zu ver¬
stehen , daß sie identisch für alle Variabein gilt , wenn man in der Formel
auf beiden Seiten die gleichen Abschnitte der Formen nimmt ; so lautet
die letzte Gleichung
(18) L = *(;.).

h = co

Zugleich bemerken wir , daß die obengenannten Eigenschaften der
Funktionen 5dn)(A) als Funktion von A sich sofort auf einen beliebigen
Abschnitt [x(A)] der Form z (A) übertragen , wenn wir diesen als Funktion
von l betrachten . Wir erkennen so, daß die Funktion [z (A)] ebenfalls
nirgends negativ ausfällt und bei wachsendem Argument A niemals ab-
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nimmt , ferner , daß der Differenzenquotient dieser Funktion d. h. der Aus¬
druck

[«ffl] — l> ((r)]
X— ft

wiederum nirgends negativ wird , und , wenn eines der Argumente 1, fi
fest bleibt , während das andere wächst , niemals abnimmt . Wegen (12)
folgt für jenen Differenzenquotienten die Ungleichung

( 19) (, , , ).

Innerhalb eines Intervalles , das keinen Verdichtungswert der Form K
enthält , wird [^ (1)] eine lineare Funktion von A Außerhalb J ist auf
der negativen Seite [^ (ü)] identisch Null , auf der positiven Seite gleich

x)] + C(x).
Wir denken uns nun in der Form xü „) das erste spezielle Wert¬

system eingesetzt und bezeichnen die so entstehende Funktion von /l mit
^ (1), . Nach den obigen Ausführungen wird , wenn wir 2 festhalten und
fi einen 2 übersteigenden Wert beilegen , der Differenzen quotient von x (2)1,
sobald fi gegen 2 hin abnimmt , gewiß nicht wachsen und mithin , wenn
fi nach 2 fällt , einem Grenzwert zustreben , d. h. jc(2)1 besitzt gewiß für
jedes 2 einen vorderen Differentialquotienten ; wir bezeichnen denselben
mit fiD(2)1. ln derselben Weise wird gezeigt , daß 3c(2)1 für jedes 2 einen
hinteren Differentialquotienten besitzt ; wir bezeichnen denselben mit F~)(2)1.

Aus den obengenannten Tatsachen über die Differenzenquotienten
von z (2)1 folgt zugleich , daß sowohl f(+)(2)1, wie f(_)(2)1 Funktionen von 2
sind , die nirgends negativ ausfallen , mit wachsendem Argument 2 nicht
abnehmen und überdies stets den Ungleichungeno ©

,20x fH 0 )l ^ f(+)0 )l fÜr ^ ^ V,
f(+)(2)1^ f(_)(fi)1 für 2 < .n

genügen .
Da ferner wegen (13) die Differentialquotienten fi+)(2)1, F_)(2)1 den

Wert 1 nicht überschreiten können , so gilt dasselbe um so mehr für die
Differenz vom vorderen und hinteren Differentialquotienten an der näm¬
lichen Stelle 2, und wir ersehen hieraus , daß , wenn m irgendeine ganze
Zahl bedeutet , höchstens m Stellen 2 vorhanden sind , für welche

f(+)(2)1_ f(- )(2)1 ^ >

gilt . Wegen dieser Tatsache ist die Menge derjenigen Werte 2, für welche
vorderer und hinterer Differentialquotient voneinander verschieden aus¬
fallen , notwendig abzählbar .

Nunmehr denken wir uns in %(2) das zweite spezielle Wertsystem
eingesetzt , verfahren mit der so entstehenden Funktion 5f(2)2, wie vorhin
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mit geschehen ist , und suchen diejenige Menge von Stellen l , für
welche der vordere und hintere Differentialquotient voneinander ver¬
schieden ausfallen . Die Menge dieser Stellen l ist gewiß wiederum ab¬

entsprechend eine abzahlbare Menge von Stellen X usf . Die Gesamtheit
aller solchen Stellen ist wiederum abzählbar ; sie mögen die Eigenwerte
der Form K heißen und mit A2, . . . bezeichnet werden . Die Stellen
2j , 12, . . . und ihre Verdichtungsstellen sind gewiß Verdichtungswerte
der Form K , da ja /. (l ), , %(A)2, . . . außerhalb der Verdichtungswerte
lineare Funktionen von X sind und folglich die vorderen und hinteren
Differentialquotienten daselbst einander gleich ausfallen . Die Gesamtheit
der Stellen X1) l 2, . . . werde das Punktspektruni oder das diskon¬
tinuierliche Spektrum der Form K genannt .

Da die Koeffizienten einer quadratischen Form sich linear aus den
Werten zusammensetzen lassen , die die quadratische Form für die Reihe
der speziellen Wertsysteme der Variabein annimmt , so schließen wir, daß
die sämtlichen Koeffizienten v.vq der Form jc(A) ebenfalls sowohl vordere
wie hintere Differentialquotienten besitzen , und daß dieselben für jede
Stelle mit Ausnahme der Stellen /.L, . . . einander gleich sind ; die
vorderen und hinteren Differentialquotienten von xp7 mögen mit fjj bzw.
fpg bezeichnet werden . Für jede von X2, . . . verschiedene Stelle X
stimmen diese beiden Differentialquotienten miteinander überein ; wir
setzen daselbst

die quadratischen Formen mit den Koeffizienten f ĵ’ mögen mit f +)(Xj
bzw. f(- )(X) bezeichnet werden . Für jede von l 1} X2, . . . verschiedene
Stelle setzen wir

Wir bilden nun allgemein für die Stelle Xh die Differenz f,^' — fjij,’
und nehmen diese Differenz als Koeffizient von XpX̂ die so entstehende
quadratische Form mit unendlich vielen Variabein , deren Koeffizienten
jedenfalls nicht sämtlich verschwinden , werde die zum Eigenwert l h
gehörige quadratische Eigenform von K genannt und mit E h be¬
zeichnet . Offenbar ist für jeden Eigenwert Xp

zählbar . Mit Benutzung des dritten speziellen Wertsystems erhalten wir

(21)
und da auch zu (20) analog

(22)
f(- )(X) < : f(+)(p) für
f(+)(X) ^ f(- )(ja) für X< u
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aus . Andererseits folgt aus (19), wenn wir für u einen 2 übersteigenden
Wert wählen und diesen gegen 2 konvergieren lassen,

(24) f(+)(2) ^ (rr, x) .

Wir betrachten nunmehr irgend m nach zunehmender Größe ge¬
ordnete Eigenwerte der Form K , etwa

l Pl ’ ■ • • ’ l Pm ’

und die diesen zugehörigen Eigenformen

~®pi’ ' ' ^ rn-
Wegen (21) haben wir

(25) f(+)(2n ) - !<- >(2n ) = EH (h = 1, 2 . . m)
und wegen (22)

(26) .........

Die Addition von (25) und (26) ergibt

(27) t(+\ XPm) - t(- \ l pi) ^ E pi + . . . + E Pm,

und diese Ungleichung lehrt , da [f(- )(2)] nirgends negativ ist , wegen (24)
die weitere Ungleichung

(28 ) E pi + ■■■+ E Pm^ (x, x ).

Aus (23) und (28) erkennen wir , daß die über alle Indizes p er¬
streckte Summe E [Ep\ konvergiert , und zwar gegen eine quadratische Form
der n Variabein x1, . . xn, die <1aq2+ • • • + ausfällt , d. h . es ist

2 :'ü p< (x, x) .
ü>)

Wir definieren jetzt folgende Formen der unendlich vielen Variabein
aq, x.2, . .

e(A) = ^ p,

q (2) = 2E p{k - 2p) ,

wo die Summen rechter Hand über alle diejenigen Indizes p zu erstrecken
sind , für die 2p< 2 ausfällt . Die Koeffizienten von r/ (2) sind stetige
Funktionen von 2. Die Abschnitte [e(2)] , [q (2)] dieser Formen sind
Funktionen von 2, die , wie sich ohne Schwierigkeit mit Benutzung von
(23) und der Konvergenz von .S ) E l ergibt , folgende Eigenschaften(r)
besitzen :



Kap . XI . Theorie der orthogonalen Transformation . 121

[e (X)] ist nirgends negativ und nimmt mit wachsendem /. niemals
ab ; außerhalb J ist [e(A)] auf der negativen Seite Null , auf der positiven

gleich > '[ /y .
(V)

[e(l )] ist an allen Stellen stetig , die nicht Eigenwerte sind ; für den
Eigenwert l p besitzt [eil )] einen endlichen Sprung , und zwar ist bei
positivem gegen Null abnehmendem t :

L f(1̂, v) = e(lp) ,
T = 0

T) = £(^ ) +
r = 0

[?; (Ä)] hat sowohl einen vorderen , wie einen hinteren Differential¬
quotienten ; diese stimmen an allen Stellen , die nicht Eigenwerte sind ,
miteinander überein und haben den Wert [e(/,) ]; für den Eigenwert Xp
ist der hintere Differentialquotient [e(l p)j , der vordere [e(l p)] + [-Eh] , so
daß der Uberschuß des vorderen Differentialquotienten über den hinteren
[Ey beträgt .

Aus (27 ) folgt , wenn X', keine Eigenwerte sind :

xP < A)
nun ist

2E = e (X”) - e ( A')

und folglich auch

(29 ) f (r ) - f (A') ^ e(r ) - e(A') .

Ist eine der Größen X', X" ein Eigenwert , bzw . sind beide Eigen¬
werte von K , so folgt ebenso statt (29 ) eine entsprechende Ungleichung .
Setzen wir nun

p (A) = x (X) — rj(X) ,

so besitzt mit Rücksicht auf (21 ) die Funktion [p (A)] vordere und hintere
Differentialquotienten , die für jede Stelle X miteinander übereinstimmen ,
und dieser Differentialquotient ist überdies , wie aus (29 ) bzw . aus der
entsprechenden Ungleichung folgt , eine mit wachsendem Argument nicht
abnehmende Funktion von A; daher stellt dieser Differentialquotient eine
Funktion dar , die in A stetig ist . Setzen wir also

(30 ) ö (A) = ^ = f (A) - e (A) ,

so ist jeder Abschnitt der Form ö (A) eine stetige , nicht negative , mit
wachsendem A nicht abnehmende Funktion von A. Die Form ß (A) der
unendlich vielen Variabein , deren Koeffizienten (Spq stetige Funktionen von A
sind , heiße die Speklralform von K .
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Wegen (24) gilt die Ungleichung
(31) 6 (2) -f e(l ) 5^ (a;, £) .

Die Formen 1(2), e(2) , 6(2) werden für alle außerhalb auf der nega¬
tiven Seite von fliegenden Werte 2 identisch gleich Null ; auf der positiven
Seite gehen sie in von 2 unabhängige Formen über , die wir bzw. mit
1(+ oo), e(4- oo), 6 (-(—oo) bezeichnen wollen . Wegen (30) haben wir
(32) o (+ oo) = 1(4- oo) — e(+ oo).

Da [x (2)] rechts von J in l \\ x, #)] -F- C(x) übergeht , so haben wir
(33) 1(4- oo) = (a;, x)
und, wie früher bemerkt ist ,

e(4- oo) = ^ E .

Wir wählen jetzt solche reelle Werte 2 aus , in deren beliebiger
Nähe noch Punkte 2' existieren , für die nicht identisch in allen Variabein
x1, x2, . . .

6 (2) = 6 (2/)

ausfällt . Die Menge s aller solchen Punkte 2 ist perfekt (abgeschlossen
und in sich dicht ) ; sie heiße das Streckenspektrum oder das kontinuier¬
liche Spektrum der Form K . Außerhalb der Verdichtungswerte von K
sind die Koeffizienten von ^ (2) sämtlich linear in 2, diejenigen von e(2)
konstant , und folglich werden auch die Koeffizienten von 6(2) konstant ,
d. h . das Streckenspektrum liegt gewiß innerhalb der Verdichtungswerte
der Form K . Das Punktspektrum nebst den Häufungsstellen der Eigen¬
werte und das Streckenspektrum zusammengenommen heiße das Spektrum
der Form K .

Setzen wir nun
+ *>

6(4- oo) = f dö (X) = j d 6(2) ,
- °° («)

so erhalten wir aus (32), (33)

(x, x) = e(+ oo) -)- Jdö (k)
(»)

oder

(34) (x, x) = 2 ^ p+ sdcs (l) ,w (?)
wo die Summe über alle p zu erstrecken ist .

Wir kehren nunmehr zu der quadratischen Form K n mit endlicher
Variabeinzahl n zurück . Bedeutet 2 eine komplexe oder eine von sämt¬
lichen Eigenwerten 2 ^ der Form Kn verschiedene reelle Größe , so er¬
halten wir aus der Definition (11) der Funktion x M sofort die Gleichung
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f* - V " 1 (i ff = 1 (W n)wy
(fl — ĵ3 ‘ 2 V ») — ^

die Integration ist Mer reell von .« = — oo bis fr = -f oo , im Falle eines
reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes A in der komplexen
/( -Ebene auszuführen , wobei man beachte , daß y.p,n'>(ß ) in der Umgebung
des Punktes A als lineare Funktion auch für komplexe u definiert ist .
Durch Summation über p = 1 , . . . , n finden wir

wobei die Integration wie vorhin auszuführen ist . Andererseits ist , wie
aus (3) und (5) folgt ,

ro fiN K«(1, x) — (a:, x)n (L 1''‘>(a:)), (L™ (x)y-
^ > X ~~ X™ — X _l ^

Wenn wir in (35 ), (36 ) für n die besonderen Zahlen Wj , wi2, . . .
einsetzen und auf beiden Seiten einen bestimmten Abschnitt nehmen , ferner
unter A irgendeine komplexe Größe oder eine solche reelle Größe ver¬
stehen , die nicht zum Spektrum der Form K gehört , so erhalten wir
wegen (18) durch Grenzübergang die Formel

die Integration ist hier wiederum reell von fi = — oo bis ft = -f- oo , im
Falle eines reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes A in der
komplexen u -Ebene auszuführen , wobei man beachte , daß 3«(ft) in der
Umgebung des Punktes A als lineare Funktion auch für komplexe ft de¬
finiert ist . Infolgedessen stellt das Integral rechter Hand eine Funktion
von A dar , die für alle komplexen und für die nicht zum Spektrum von
K gehörigen reellen A regulär analytischen Charakter in bezug auf A
besitzt .

Wir setzen

und nennen diesen Ausdruck die Hesolvente der Form K ; jeder Ko¬
effizient oder Abschnitt derselben ist ebenfalls für alle komplexen und
für die nicht zum Spektrum von K gehörigen endlichen reellen Werte
von A regulär analytisch , und man sieht auch , daß derselbe für A = oo
regulär analytisch ist .

(37 )

(38 )
— oo
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Die oben gefundene Gleichung (37 ) geht über in

L K„a(4, x) = K(2, x).
h = oo

Aus der Definition der Form r; (l ) entnehmen wir die Gleichung
4- 00 + 00

<39 ) ,/ Ä - 2E t sI z ^ - 4

wobei unter k irgendeine komplexe Größe oder eine solche reelle Größe
zu verstehen ist , die nicht zum Spektrum der Form K gehört , und die
Integration nach p im Falle eines reellen l mit kurzer Umgehung des
Punktes l in der komplexen u - Ebene ausgeführt werden soll .

Wegen
p(A) = x(X) - r)(X) ,

dQ(t)
= dl

erhalten wir durch wiederholte Produktintegration und Einführung einer
naturgemäßen Erweiterung des Integralbegriffes

00 + 00 + 00 + 00

^ s m s T̂ -̂ \ d(i = l s — ^ da = -t s d(ii - iy 1 J (u — iy J {(j — iy ^ 2 J (p — xy ^ 2jn
— 00 — 00 — 00 (5)

Aus (38 ), (39 ) ergibt sich

(40 ) K(2, *) = (*, . ;) + 2 ^ s '
(p ) p x ^\S)

und hieraus mit Rücksicht auf (34 )

K(X, x) = 2 Jip Y +
(p ) / i _ ±A» IS ^

W
Diese Formel ist das gesuchte Analogon zu der Partial¬

bruchdarstellung (3) der Resolvente KÄ(2, x ) der Form K n mit
der endlichen Variabeinzahl n .

Wir fassen die gefundenen Resultate in folgender Weise zusammen :
Satz 31 : Pie Resolvente einer quadratischen Form K , für tvelche

2 = 00 nicht Verdichtung sw er t ist , ist eine quadratische Form mit unendlich
vielen Variabein

K (2, x ) - 2 . Kp ( X)qxp x q ,
p , ?

deren Koeffizienten für alle außerhalb des Spektrums der Form K gelegenen
Argumente 2 regulär analytische Funktionen dieses Argumentes sind .

Ist m1, m3, . . . eine gewisse Reihe ins Unendliche zunehmender ganzer
Zahlen , so gilt für jeden Abschnitt der Resolvente die Gleichung
(41 ) ^ i K„iA(2, a:) = K(2, + ),

h = 00

tvo K,„a die Resolvente der Form K ,„h bedeutet.
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Die Besolvente K gestattet folgende Darstellung (für jeden Abschnitt)

(42) K(4, z) = + f ^ 4 ;

dabei ist die Summe über das gesamte PunJctspeMrum von K , d. h. über
alle Eigenwerte von K zu erstrecken; E p bezeichnet allgemein die zu lp
gehörige quadratische Eigenform ; sie ist eine Form , deren Abschnitte für
keinen Wert der Variabein x1, x3, . . . negativ sind . Das Integral ist über
das Streckenspektrum von K zu erstrecken. Die Spektralform tf(2) ist eine
Form , deren Koeffizienten stetige Funktionen in 1, und deren Abschnitte
bei wachsendem Argument l innerhalb des Streckenspektrums s — von be¬
sonderen Werten der xlr x3 . . . abgesehen — n achsende Funktionen von 1,
in jedem außerhalb s gelegenen Intervalle aber sämtlich konstant sind .

Endlich gilt die Gleichung (für jeden Abschnitt)

(43) [x, x) = J^ E + fda (k) .
ir) &

Wenn die sämtlichen Abschnitte einer quadratischen oder einer bi-
linearen Form mit unendlich vielen Variabein x1, x2, . . . . y1, y2, . . . absolut
genommen unterhalb einer von der Wahl des Abschnittes unabhängigen
endlichen Grenze liegen , sobald man die Variabein den Bedingungen
(44 ) (x, x) < l ,

unterwirft , so heiße die quadratische bzw. bilineare Form eine beschränkte
Form .

Die zu einer beschränkten quadratischen Form gehörige bilineare
Form ist ebenfalls eine beschränkte Form .

Beispielsweise sind wegen (23) und (28) die Eigenformen E) stets
beschränkte Formen , und da nach (31) die Ungleichung

6 (1) + e(A) ^ {x, x)

gilt , so sind auch die Spektralformen ö (A), ebenso wie 3ie Formen f(A)
und e(A) beschränkte Formen . Endlich ist , wenn A einen außerhalb des
Spektrums von K (xj liegenden Wert bedeutet , die Besolvente K(A, x),
und zwar sowohl der Summen - wie der Integralbestandteil von K(A, x)
für sich, eine beschränkte Form .

Ein wichtiges spezielles Beipiel einer beschränkten quadratischen

Form ist V Xp*'> -1)

1) Die von mir gegebene und zuerst von H. Weyl (Inauguraldissertation , Göttingen
1908 , S. 83) publizierte Beweisidee hierfür ist kurz folgende : Es gibt identisch in
x, , . . .; y, , yi , . . .
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Die Begriffe „Abschnitt“ und „beschränkt“ können offenbar in gleichem
Sinne auch für lineare Formen mit unendlich vielen Variabein angewandt
werden . Eine lineare Form

L (x) = + • • •

ist dann und nur dann eine beschränkte Form , wenn die Summe der
Quadrate ihrer Koeffizienten

l * + ?/ + •■•endlich bleibt .
Die Richtigkeit hiervon erkennt man leicht mit Hilfe der beiden

folgenden Tatsachen :
I. Wenn m, , w2, . . . und f2, . . . irgendwelche Größen sind , so

gilt stets die Ungleichung
(w, vY (u, u) (v, v).

II . Wenn u1, m2, . . . irgendwelche Größen sind, ferner M eine end¬
liche positive Zahl bedeutet und überdies für alle der Bedingung (44)
genügenden Werte x1, x2, . . . die Ungleichung

(ii, x) <LM
stattfindet , so ist stets

(u, u) £ M \

Fortan ziehen wir durchweg nur solche Wertsysteme der
unendlich vielen Variabein x^, x^, . . . yly y«, ■■. u. s. f. in Betracht ,
die der Bedingung (44) genügen . Ist ax, a2, . . . ein solches Wert¬
system , so existiert , wenn L (x) eine beschränkte lineare Form ist , gewiß
der Limes des wten Abschnittes [L («)]„ derselben für n = oo - wir setzen

L (a) = L \L {a)\ -

somit haben wir erkannt , daß eine beschränkte Linearform der unendlich
vielen Variabein xly x2, . . . für alle in Betracht kommenden Wertsysteme

'\ 1a!.,«,. I— ^ 21==e/ t—XlS*n^ ^ coŝ ŝn —y*cos ‘‘
} = 1, 2, . . . 7!)

wobei für » = o anstatt — ^— linker Hand 0 zu nehmen ist . Die rechte Seite dieser
f — 2

Identität ergibt sich , indem wir unter dem Integral t vor der Klammer durch , er¬
setzen , durch kurze Rechnung kleiner aXs x , 2 Vi2F Uz* ----
d . h . kleiner als 2 w. Setzen wir x v = yI,y so erhalten wir daher unmittelbary <2*.

I + 2
(p, s = i , . . «)

Andere Beweise sowie Erweiterungen dieses Satzes sind gegeben worden von F . Wiener
(Math . Ann . Bd . 68 , S. 361) , J . Schur (Journ . f. Math . Bd . 140 , S. 16) , 0 . Toeplitz
(Gött . Nachr . 1910 , S. 489).
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dieser Yariabeln einen bestimmten endlichen Wert annimmt und demnach

eine Funktion der unendlich vielen Yariabeln x1, x2) . . . darstellt .
Es heiße allgemein eine Funktion F (x1}x2, . . .) der unendlich vielen

Yariabeln x̂ , x2, . . . an der Stelle «j , a2, . . . stetig , wenn der Wert von
F {a i + f, , a2 + . . .) gegen den Wert von Fia ^, a .2, . . .) konvergiert ,
sobald die Summe der Quadrate der Größen £17s2, . . . nach Null abnimmt ,
d. h . wenn

L F (a1 + fj , a2 + £2, . . .) = F (a u «2, . . .)
(f X2 ^ f22 + • • ' = 0)

wird .

Wir sehen sofort , daß die beschränkte Linearform L (x) eine stetige
Funktion der unendlich vielen Yariabeln darstellt .

Die entsprechenden Sätze gelten auch für eine beschränkte Bilinear -
form . Um dies zu erkennen , bezeichnen wir mit A (x, y) eine beschränkte
Bilinearform und mit % , «2, . • . und b, , b2) . . . besondere Wertsysteme
der unendlich vielen Yariabeln , sodann setzen wir

a i ) ■■■) Xn ~ an> Xn+1 ~ Xn+2 — G, . . .

o — 0 r ' — “ K+1- r ' — “ K+2 t — — r ' — 0 r ' = 0U, . . . , X n — V, a. B+ 1 — , X n+2 „ > ■ • ■} ^ m „ y ^ m+1 m+2 v , . .«m 7?m

K - - ; yn == K , yn+i = Q, yn^ = o , . . .

o , • • •, y n = 0 , 2/'n+1 = ?̂ +1 , y'n+2 = hf - y’m = 6"t , 2/'m+1 = 0 , 2/'m+2= 0 , . .r 72771 r 72 r 7277V

= ]/ «3n+1 + st2n+2 + • • • + st2m> ßnm = V ^ n+l + ^ «+2 + ’ ‘

worin w und m > 22 irgendwelche ganze Zahlen bedeuten . Nun ist , wenn
wir mit [A ]m, [A]n die betreffenden Abschnitte von A bezeichnen ,

y ]m = Ä (X + anmX , V + ßumV' ) ,
= Ä (X, y) + «nrn̂ A , V) + ßnmA (X, V ) + «nmßnmA tx ', V ) ,

= h)l t + anmÄ (X , V) + ßnmA (A , V' ) + “n J ,nnA (X> V' ) -

Da A (x', y) , A (x, y' ) , A (x ', y' ) absolut unterhalb einer von n, m unab¬
hängigen Grenze bleiben und überdies anm, ßnm mit wachsenden n , m
verschwinden , so folgt , daß [A (a, &)]„ mit wachsendem n gegen einen
Grenzwert konvergieren muß ; derselbe werde kurz mit A (a, b) bezeichnet .
In analoger Weise folgt , daß die durch A (x, y) dargestellte Funktion der
unendlich vielen Yariabeln x1} x,2, . . . und yx, yi } ■■■ stetig ist .

Insbesondere schließen wir , daß auch eine beschränkte , quadratische
Form unendlich vieler Yeränderlieben x1} x2, . . . stets eine stetige Funktion
derselben darstellt .

Wir entnehmen aus den eben bewiesenen Sätzen noch folgende Tat¬
sache : Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche Anzahl
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quadratischer oder hilinearer beschränkter Formen von unendlich vielen
Variabein steht und die durch die Formel dargestellte Gleichung oder
Ungleichung für alle Abschnitte beider Seiten gültig ist , so ist sie über¬
haupt für alle Wertsysteme der unendlich vielen Variabein gültig — wobei
stets nur solche Wertsysteme dieser Variabein gemeint sind, die den Be¬
dingungen (44) genügen .

Wenn wir in der beschränkten Bilinearform A (x, y) die Variabein
«q , y, , . . . sämtlich Null setzen mit alleiniger Ausnahme der einen Varia¬
bein yp) der wir den Wert 1 erteilen , so entsteht eine beschränkte Linear¬
form der Variabein x, , aq, . . .: dieselbe werde mit bezeichnet .

21 ’ 8y P
Da A (x, y) beschränkt ist , so folgt auch , daß für n (> m

.. c \A(x, yj]n g[A(a:, y)L
Vl dlh dym

absolut unter einer endlichen , von n und m unabhängigen Grenze liegt ,
und mit Rücksicht auf die oben angeführte Tatsache II liegt mithin auch

/d [A (x, y)]n\ 2 I , (d[A (x, y)]„\ 2
l dVr I ry m )

unterhalb einer von n und m unabhängigen Grenze. Nehmen wir nunÖ o

zuerst n — oo und dann m = oc , so erkennen wir, daß die Quadratsumme
(dA (x , y)\ 2 /dA (x, y)\ ^
V ' dyt I ^ V dy , ) l - ' "

gegen eine endliche Größe konvergiert . Ist nun JMx, y) ebenfalls eine
beschränkte Bilinearform , so bleibt auch die Quadratsumme

/dB {x, y)A ^ / dB (x, y)\ 2 ^\ 8x^ / V i x% 1

unterhalb einer endlichen Grenze, und folglich muß mit Rücksicht auf die
oben angeführte Tatsache I auch die unendliche Reihe

dA (x, y) dB (x, y) c A (x, y) cB (x, y) , __
c »/, ga;, dy . dx t

absolut konvergieren ; dieselbe stellt dann notwendig wiederum eine Bi¬
linearform der Variabein aq, x ,̂ , yu y2, ■■■ dar , die wir analog wie
oben bei endlichen Formen mit

A (x, .) B (. , y)

bezeichnen und die Faltung der Bilinearformen A, B nennen .
Die Faltung ist gewiß eine beschränkte Bilinearform , und zwar er¬

kennen wir mit Rücksicht auf die oben angeführten Tatsachen I und II
aus der vorangehenden Betrachtung die Richtigkeit des folgenden Satzes :

Hilfssatz 2. Wenn M, N zwei positive Konstanten bedeuten , so daß
für alle xl , x.,, . . . und yx, y2, . ■■



Kap . XI . Theorie der orthogonalen Transformation . 129

\A (x, y) \ <LM , 1B (x, y) ^ N

ausfällt , so genügt die Faltung notwendig der Ungleichung

Zugleich stellen wir folgende Hilfssätze auf , deren Richtigkeit un¬
mittelbar einleuchtet .

Hilfssatz 3. Für jeden Abschnitt der Faltung zweier beschränkter
Bilinearformen A, B gilt

[H (x, .)R (. , y/)]m= L {An(x, .)Bn(. , y)l n,
n = oo

wo rechts unter dem Limes der mte Abschnitt der Faltung der wten Ab¬
schnitte von A, B steht . Der Wert der Faltung ist demnach :

A {x, ) Bf , y) = L L [An(x, .)BJ , , ij)]m.
nt = oon = co

Es folgt daraus insbesondere :
= A (x, y) ,

d. h . jede Bilinearform reproduziert sich durch Faltung mit (x, y) \ wir
können daher auch den Wert der Bilinearform darstellen als :

, , s dA 8A 8A 8A .
A {x, y) = yx dy^ + th dy^ + • • • = x, ^ ^ . .

Hilfssatz 4. Wenn A, B , C, . . . beschränkte Bilinearformen sind und
mit denselben wiederholt der Prozeß der Faltung ausgeführt wird , so ist
das Resultat von der Reihenfolge der einzelnen Faltungen unabhängig ;
es ist beispielsweise

(A (x, .)B (. , .)') C(. , y) = A (x, .) (Bi . , .)Cf , y ).

Wir entwickeln nunmehr die einfachsten Begriffe und Tatsachen über
orthogonale Transformationen unendlich vieler Variabler .

Bedeuten
oM (ib2 = U 2 , . . .)

irgendwelche unendlich viele, den Relationen

(9 = 1, 2, . . .)

2 0 0 = 0 ( p + q)
(,• = 1, 2, . . .) V

und
^ o2 = 1— o pn ^ ,

(* = 1, 2, . . .)

^ °rVOrq = 0 0 + 2)
(,' = 1, 2, . . .)

genügende Konstanten , so definieren die Formeln
Math . Monogr . B: Hilbert , lin . Integralgleichungen . 9
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und
X 1 = 0 11 Xj - j- ^ 21 ^ 2

X 2 == Uj2 Xj -|- Ô Xq, "p .

je eine orthogonale Transformation ; die letztere Transformation ist die
Umkehrung der ersteren . Die Ausdrücke rechter Hand sind beschränkte
Linearformen der unendlich vielen Variabein xt', x%, . . . bzw. x^, x2, . . . .

Die Bilinearform
0 (x, x ) = > opixpx ’

heiße die zur orthogonalen Transformation (45) zugehörige Bilinearform ;
dieselbe ist , wie man leicht aus der oben angeführten Tatsache I erkennt ,
gewiß eine beschränkte Form . Es gelten nach Hilfssatz 3 die Formeln
(46) 0 (. , x) 0 (. , y) = (x, y) , , x) 0 (. , y) = (x, y) -,
insbesondere wird :

JE (o lx\ + o 2U2 H )2= (x , x ) ,ü>)
OipH + o2px3 H )2 == (x, x) .

(p)

Wenn wir auf irgendeine beschränkte Linearform L (x ) die ortho¬
gonale Transformation (45) anwenden , so entsteht die Linearform

/ / (* ) = L (.) 0 (-, z ' ) ;
mithin entsteht , wenn wir beide Variabeinreihen irgendeiner beschränkten
Bilinearform A (x, y) jener Transformation unterwerfen , die Bilinearform

^ ' 0 '>y') = A (- , ') 0 {.. , x') 0 (. , y ) .
Sind A (x, y), B (x, y) irgend zwei beschränkte Bilinearformen , setzen

Wlr ferner C(x, y) = A (x, .)B (, , y)
und berechnen die orthogonal transformierten Formen

A' (x', y ) = A(. , .) 0 (., x ) 0 {. , y') ,
1? (x', y") = B(0,*) 0 (o,x ) 0 (* ,y ) ,
c ' OV v ) = c (- . •) ° (->x ') ° (- ; y ) >

so finden wir als Faltung der transformierten Formen
Aix , 0)B’(0, y) = A(. , .) 0 (. , *) 0 (. , 0)J>\ (, ^ 0 (*, „) 0 (t , y)

und mit Benutzung des Hilfssatzes 3 und 4 und der Formel (46)
A\ x, 0)B\ 0, y) = A(. , 0)B(0, *) 0 (. , x) 0 (z ,y) = C(.>H:) 0 (. , x) 0 ^ , y)

und mithin
(47) A' (x, ) B \ . , y) = C' (x, y)
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d. h . die Faltung zweier Bilinearformen ist eine Kovariante gegenüber
einer orthogonalen Transformation .

Wenn die Summe der Koeffizienten von a: « einer Bilinearformpap
A (x, y) konvergiert , so bezeichnen wir diese Summe allgemein wie bei end¬
lichen Formen mit 4̂.(. , .).

Wir erwähnen hier noch folgende ebenfalls leicht zu beweisende
Tatsache :

Hilfssatz 5. Wenn
K {x) = 2 k xpxi

(*>, 5 = 1, 2, . . .) ^

eine quadratische Form von solcher Art ist , daß

gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert , so stellt derselbe eine In¬
variante gegenüber einer orthogonalen Transformation von K (x) dar ;
d. h . jener Grenzwert stimmt mit

(, , .) = 2 Vpq
Cp, 9 = i , 2, . .)

überein , wobei
K \ x ) = 2 K x x’

(l>, 9 = 1, 2, . . .)

die durch orthogonale Transformation aus K (x) hervorgehende quadratische
Form bedeutet .

Wir kehren nunmehr zu der oben entwickelten Theorie der quadra¬
tischen Form Kix ) zurück und nehmen an, daß diese quadratische
Form K {x) eine beschränkte Form sei .

Bedeutet wiederum „ , rT̂ .
Kn{x) = [K (x)]„

den wten Abschnitt von K (x) , so ist der größte Wert , den Kn(x) absolut

genommen annimmt , gleich ,. .K| . , wenn AjM den absolut kleinsten der
! I

n Eigenwerte von K n(x) bezeichnet . Da K (x) eine beschränkte Form
sein soll, so gibt es eine positive Konstante M, so daß für alle Werte n
und jedes Yariabelnsystem , . . , , r

J J \KJx ) \ ^ M
ausfällt , und mithin gilt auch

!* (»)
oder 11

d. h . die absoluten Beträge der Eigenwerte von K n(x) bleiben sämtlich
oberhalb einer von Null verschiedenen positiven Größe, und es gehört

9 *
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somit /l = 0 gewiß nicht zum Spektrum von K (x). Nehmen wir um¬
gekehrt von einer quadratischen Form K (x ) an, daß 1 = 0 nicht zu ihrem
Spektrum gehöre , so müssen sämtliche Eigenwerte l h<n> ihrer Abschnitte
Kn(x) von einem gewissen n an absolut genommen oberhalb einer von
Null verschiedenen positiven Grenze m bleiben , und hieraus wiederum

folgt , daß die Maxima - ^ der absolut genommenen Abschnitte Kn(x)I i
unterhalb der Grenze — bleiben müssen , d. h. die Form K (x) ist not -vi ’ v '

wendig eine beschränkte .
Die soeben gemachte und im folgenden stets beibehaltene Annahme ,

daß K (x) eine beschränkte Form sei, ist also damit völlig äquivalent ,
daß 2 = 0 nicht zum Spektrum von K (x) gehöre , während die absoluten
Beträge der Eigenwerte von K (x) sehr wohl über alle Grenzen wachsen
dürfen .

Wir bestimmen nun eine Größe a so klein , daß auch l = u nicht
dem Spektrum von K (x) angehört . Da dann die Nullstellen der Diskrimi -
nanten der Abschnitte von

(x, x) —lK (x)
sich an der Stelle 2 = o: nicht häufen , so werden diejenigen der Ab-
schnitte con

absolut genommen nicht über alle Grenzen wachsen , d. h. die quadratische

^ 0lm K *(x) = (x, x) — aK (x)
hat 2 = oo nicht zum Yerdichtungswert ; diese ist zugleich auch be¬
schränkt . Bezeichnen wir mit Ku(2; x, ?/) die Resolvente von Kn{x) und
mit K*k(2; x, £/) diejenige von K *n(x) , so finden wir unmittelbar aus der
Definition der Resolvente die Gleichung :

(48) K*(^ z, y) = - 1 . K * (. ;'_k : x, y) ,

Wenden wir nun unseren Satz I auf die Form K.*(x) an und be¬
zeichnen die Eigenwerte , Eigenformen , ferner das Streckenspektrum und
die Spektralform von K *(x) bzw. mit

2 * 2 * 17 * TP * q* rt*

so ergibt sich für alle außerhalb des Spektrums von K * liegenden Werte*
von 2* die für jeden Abschnitt bestehende Gleichung

7 k * ( }* a-l — y - _i_
(49) ’ x’ 1$ ! _ >■*

V J ft*
(»*)

und ebenso
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0 , x) = + scl6 *(X*) .(p) (**)
Setzen wir in (49)

r = v 1- , J * = , ;'p , /i* =k — a 1 P l n — a 7 ‘ Li -

ein, wobei
■

. - i
_ i * i

ip* ~ ip

T — —1 a
~ ~X* = l

* 1 —fi fi
wird , und bezeichnen mit s die Menge der Punkte n , die der Menge s*
der Punkte ii* entspricht , so ergibt sich mit Rücksicht auf (48 ) die für
jeden Abschnitt bestehende Gleichung :

/ da(u)' - V
„ = =0 m"v ’ ' oT̂ )l _ *

xp (»)
dabei sind dann 4̂ als die Eigenwerte , Jip = £ ),* als die zugehörigen
Eigenformen , s als das Streckenspektrum , 6 (ft) = als die Spektral¬
form von K (x) zu bezeichnen , und“es ist Ä= oo als Eigenwert , als
zugehörige Eigenfunktion von AT(x) mitzurechnen , falls l * = 1 Eigenwert
von K*(x) war . Aus der obigen Formel für (x, %) wird

(50) OGx) = -̂ p ^ J' (r . '«) (.,)
Die beiden letzten Formeln stimmen mit (42 ), (43) überein , wenn

K {x) nicht 2 = oo zum Verdichtungswert hat ; in der Tat folgt dann
aus der Definition von K *(x) , daß 2* = 1 nicht Verdichtungswert und
daher auch nicht Eigenwert von K * ist ; demnach ist 2 = oo gewiß nicht
Eigenwert von K (x).

Bleibt K (x, y) für aUe Variabein X absolut unterhalb der endlichen
Grenze M, so entnehmen wir aus (2) und Hilfssatz 2, daß auch für alle m

Kmfd1; x i y ) = y ) ,„ + y ) + ^ K mKjx , y ) -\—

+ Vl7s„,/ sm . . . KJx , y) + - j (̂ ¥+1
gilt , wo

n < m, 2 | < -̂ , - 1 < < -f 1

ist . Mit Rücksicht auf Hilfssatz 3 erhalten wir dann , wenn wir für x, y
solche feste Werte nehmen , die von einem endlichen Index an sämtlich
verschwinden , für m = mh in der Grenze h = oo die Formel
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L KmA(4; x, y) = (x, y) + lK (x, y) + XiKK {x, y) + ■■■

( 61 ) ^und hieraus für w — oo

L KMA(/l ; x, y) = (« ?/) + lK {x, y) + l 2KK (x, y) -̂--- -
// = oo

Die so gewonnene Formel sowie die Tatsache , daß jeder Abschnitt der
Resolvente außerhalb des Spektrums regulär analytisch in 4 ist , zeigt ,
daß die Resolvente

K(x; x>y) = L k«a(;.; x, y)
Ä = OO

der Form K (x, y) eindeutig durch K (x) bestimmt ist , und hieraus
wiederum folgt , indem wir auf den Beweis für die Existenz des Grenz¬
wertes

L Kmh(M x, y)
h = oo

zurückgreifen , daß auch allgemein der Grenzwert0 7 O

L Km(l ; tf, y)
m = oo

existiert und dem obigen Grenzwert gleich sein muß . Die letzten Formeln
gelten stets für jeden Abschnitt der in Betracht kommenden Formen .

Aus (51 ) schließen wir , daß die Differenz
(52) K(X-x, y) — {(x, y) + lK (x, y) + X2KK (x, y) + •••+ l nKK . . . K (x, y) }
eine Form ist , bei welcher der absolute Betrag jedes Abschnittes für
| ^ I < unterhalb der Größe

| XM K+1
A —j IM ;

bleibt . Durch Faltung jenes Ausdruckes (52) mit K (x, y) ergibt sich
dann nach Hilfssatz 2, daß der Ausdruck

(53) K (X’ '')K('/l ; - ^ _ K̂ (x>y) + ^KK {x, y)
+ X2KKK (x, y) 4 -|- l“KKK . . . K (x, y) }

absolut genommen im gleichen Sinne die Größe
1 ŝ IÄ+1M ___

1 — | /l Hs

nicht überschreitet . Setzen wir in (52) die Zahl n + 1 an Stelle von n
und subtrahieren dann davon das 2-fache des Ausdruckes (53), so ent¬
steht der Ausdruck

K(A; x, y) - XK(x, .) K(2; . , y) - {x, y) ,
ieser Ausd]

Größe
und dieser Ausdruck bleibt demnach absolut genommen unterhalb der

2 | XM n+i
T-H4. M
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Da nun diese Größe für n = oo gegen Null konvergiert , so ist damit die
Gültigkeit der Gleichung
(54) K(A; x, y) - lK (x, .) K(4; . , y) = (x, y)

für i^ I ^ un (i für jeden Abschnitt , und einer oben gemachten Be¬
merkung (S. 127) zufolge daher auch für beliebige Werte der unendlich
vielen Variabein bewiesen .

Wir sind vorhin zu der Gleichung
(55) K(X; x, y) = (x, y) + kK (x, y) + 42/sÄ' (a;, y) -f----

gelangt und haben die Gültigkeit derselben für jeden Abschnitt und für

( /l [ < ^ erkannt . Aus diesem Umstande wiederum schließen wir , daß

für beliebige Werte der Variabein und ^ I < jeder Abschnitt von

(56) K(A; x, y) — {(x, y) + ).K (x, y) -\ h XnKK . . . K (x, y) )
absolut kleiner als

I1M W+1
(57) l —jiw .

ausfällt , und daher muß einer oben (S. 127) gemachten Bemerkung zufolge
auch jener Ausdruck (56) selbst für beliebige Werte der unendlich vielen
Variabein absolut kleiner oder gleich der Größe (57) bleiben . Hieraus
folgt , indem wir n ins Unendliche zunehmen lassen, daß die Gleichung (55)
für beliebige Werte der unendlich vielen Variabein x±, x2) . . . und y^, yi , . . .

und für | ü I < gültig ist -

Die Gleichung

(53) K(l , x) = 2 - Ept + s dB{̂ -
(ftoo) ! -L / i — -

iv j ftw

ist — ebenso wie (50) — vorhin nur in dem Sinne als gültig erkannt
worden , daß man darin auf beiden Seiten die nämlichen Abschnitte ge¬
nommen denkt ; wir wollen nun zeigen, daß diese Gleichung für beliebige
Werte der unendlich vielen Variabein gilt — vorausgesetzt , daß 2 einen
außerhalb des Spektrums von K gelegenen Wert bedeutet .

Es sei «, , a2, . . . ein bestimmtes Wertsystem der unendlich vielen
Variabein x^, xi , . . dann bezeichne

EP(a), [Ep{a)]n, [Ep(aj ]m
den Wert , den E bzw. der wte und wte Abschnitt von Ep für jenes be¬
stimmte Wertsystem annimmt . Wegen (50) liegt

[Ep{a)]n
(p = i p)
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unterhalb der von n und P unabhängigen endlichen Grenze (a, a) ; wir
setzen

2 [Ep(a)\n = ein , P ),(p= /' +1, P+2,. ..)

wo s(n, P ) eine Größe ist , die bei festem n für P = oo nach Null kon¬
vergiert . Da bei festem , außerhalb des Spektrums gelegenen l die Größen

1 !

i 1 ~ !

sämtlich eine endliche obere Grenze G haben , so ist , wenn

£[£ ' (“iL - .K»,
(p = p + i , p + 2, . . .) 1 ~ J ~A11

gesetzt wird, die Größe rj(n, P ) ebenfalls eine solche, die bei festem n
P = oo nach Ni
Da andererseits

für P = oo nach Null konvergiert .

E p(x)

(p = i , . . . , p ) 1 1A>p

eine beschränkte Form ist , und zwar derart , daß die absoluten Beträge
ihrer Werte sämtlich unterhalb der von P unabhängigen Grenze G bleiben ,
so folgt aus unseren früheren Betrachtungen (S. 127), daß

^ 'WM - - (cw . ’ - , +
(p = i , . . ., ? ) 1 — r - (p = i , . . ., p ) 1 — ,

Ap An(m)> n)

wird , worin (Cr) eine zwischen endlichen von n, m, P unabhängigen
Grenzen gelegene Größe bedeutet .ö O

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

2 + (G)Za‘n, x+ < +2+ ■: . •+ -a^ + n(n,P ),
(p= l,...,P) 1 — (p=l,2...) 1— ,

Ap Ap

und wenn wir hierin zuerst m = oo und zuletzt n = oo werden lassen ,
so erhalten wir

^ 71—OC 7 ^
(P = l , 2, . . .) 1 — , 07= 1, 2, . . .) 1 Y ~Ap Ap

Andererseits wenden wir die oben (S. 127) zum Beweise der Konver¬
genz von Aia , b) dargelegte Schlußweise auf die Bilinearform e (l ; x, y)
an . Da mit Rücksicht auf (31)

[0 (a ; x, yj \ < 1
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folgt und mithin für alle Werte von [i bei beliebigen x2, . . . und
Vi , Vi , ■ ■ ■

ö(fi;x, y) < l
sein muß , so folgt durch jene Schlußweise zugleich in bezug auf alle a
die Gleichmäßigkeit der Konvergenz von [ö (/i ; t/)] s gegen
mithin stellt die Bilinearform 6 ([i -, cc, y) für jedes Wertsystem der un¬
endlich vielen Yariabeln Xj, cc2, . . . und y^, y^, . ■■ eine stetige Funktion
von fi dar , und hieraus wiederum folgt

/ '‘dein) _r /̂do(u)~iiLT“ .K
fl Lt / flJn

w w

Mit den beiden letzteren Limesgleichungen ist unsere Behauptung er¬
wiesen , d. h . die Gültigkeit der Partialbruchdarstellung von K(2 ; 2) auf
beliebige Werte der unendlich vielen Yariabeln erweitert .

Die soeben als allgemeingültig erwiesene Partialbruchdarstellung von
K (2; #) läßt zugleich erkennen , daß der Wert der Resolvente K(/l, #) für
jedes beliebige System der unendlich vielen Yariabeln x1}x2, . . . eine in
1 außerhalb des Spektrums regulär analytische Funktion ist .

Setzen wir in K(l ; x, y) allgemein an Stelle von xp den Ausdruck

dK (x: y) entsteht die Faltung :SyP ’ 0
K (x , .) K(A; ., y) ,

und daher stellt auch diese für jedes Wertsystem der unendlich vielen
Yariabeln x l , x2, . . . und y1, y2, . . . eine in 2 außerhalb des Spektrums
regulär analytische Funktion dar .

Aus diesen Tatsachen folgern wir die Gültigkeit der Gleichung (54 )
nicht nur für beliebige Wertsysteme der unendlich vielen Yariabeln a'j , x2, . . .
und yx, yit ■■■, sondern auch für alle außerhalb des Spektrums liegenden
Werte von 1.

Wir fassen die wichtigsten der gewonnenen Resultate , wie folgt ,
zusammen :

Satz 32 . Es sei K (x ) eine beschränkte quadratische Form der un¬
endlich vielen Variabein x ly x2, . . . . Die Resolvente K(2 ; af) vom K [x) ist
eine eindeutig bestimmte quadratische Form eben dieser Variabein x^, x2, . . .

K(k, x) ^ ^ K (V)x x
(i’-'i)

deren Koeffizienten für alle außerhalb des Spektrums von K gelegenen
Werte l regulär analytische Funktionen von l sind .

Eie Resolvente K(2 ; af) ist , trenn 2 einen außerhalb des Spektrums von
K gelegenen Wert bedeutet , eine beschränkte Form ; sie stellt für jedes be-
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liebige Wertsystem der unendlich vielen Varidbeln xx, . . . eine analytische
Funktion von l dar .

Die Besolvente KfA, x ) gestattet für beliebige Werte der unendlich vielen
Varidbeln x x, x ,̂ . . . und für genügend kleine Werte von A die Fotenz -

reihenentw icklung

(59 ) K(A, x) = (x, x ) + XK {oc) + X2KK (x) + •••• ,

und ferner gilt ebenfalls für beliebige Werte der unendlich vielen Variabein
und überhaupt für alle außerhalb des Spektrums von K gelegenen Werte A
die Partialbruchdarstellung

(60 ) K(A, x ) = 2 ~ Ep T + f -- a~ T(p,») 1 i J i i
Jip W ft

Dabei ist die Summe über das gesamte Punktspektrum von K , d. h. über
alle Eigenwerte eventuell mit Einschluß des Eigenwertes oo zu erstrecken ;
E p bezeichnet allgemein die zu l p gehörige quadratische Eigenform ; sie ist
eine beschränkte Form , die für kein Wertsystem der Variabein x2, . . .
negativ ausfällt . Die Spektralform e (A) ist eine beschränkte Form der
unendlich vielen Variabein xlt x ,̂ . . . , und zwar stellt sie für jedes Wert¬
system derselben in bezug auf A eine Funktion dar , die stetig ist und bei
wachsendem A innerhalb des Streckenspektrums s — von besonderen Werten
der x 1, x2, . . . abgesehen — wächst , in jedem außerhalb s gelegenen Intervalle
aber konstant bleibt .

Insbesondere gelten die Gleichungen

(61) {x, x) = y ]EpP fdö (X),
(p , “ ) M

(62) K<*) - 2 Fx; + , f - t )
(ri «

Die Besolvente K(A, x) ist mit K (x ) durch die Belation

(63 ) K(A; x , y) - XK (x, .) K(A; . , «/) = (x , y)

verknüpft , die für alle außerhalb des Spektrums von K liegenden Werte
von A gültig ist .

Setzen wir
K(A; x, y) = a l x1 u2x2 + ■•

wo «j , «2; • • ■ gewisse lineare Funktionen von yl }y2, . . . mit konvergenter
Quadratsumme sind , so folgt aus (63 ) durch . Gleichsetzung der Koeffizienten
von xp:

“p~ l2k pqaq= yp 0 = 1, 2, . . .) ,
(?)
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d. h. «j , . . . lösen diese inhomogenen , aus der quadratischen Form
(x, x) — lK (x) (wo 1 außerhalb des Spektrums liegt ) entspringenden un¬
endlich vielen Gleichungen , wenn yi , . . . irgendwelche Größen mit
konvergenter Quadratsumme sind ; sie sind die einzige Lösung mit kon¬
vergenter Quadratsumme . —

Wir wollen nunmehr das Verhalten der Resolvente KQ., x) für einen
innerhalb des Spektrums von K liegenden Wert von 2 untersuchen .

Zu dem Zwecke setzen wir

für v' = 0 einem Grenzwerte zustrebt .
Es sei zunächst v eine Verdichtungsstelle der Eigenwerte von K (x),

aber nicht gleich einem Eigenwerte von K (x) ; dann setzen wir

und bezeichnen mit vm denjenigen unter den Eigenwerten 2^ . . ., 2m, der
dem Werte v am nächsten liegt . Nehmen wir nunmehr m so groß , daß
gerade noch

(*>)

Da nun für v = 0 notwendig m über alle Grenzen wächst und daher R m
gegen Null konvergiert , so folgt

Die letztere Grenzgleichung gilt gewiß auch, wenn v weder Verdichtungs¬
stelle der Eigenwerte von K (x) noch selbst gleich einem Eigenwert ist .

Aus diesen Tatsachen entnehmen wir andererseits , daß, wenn v dem
Eigenwerte l p gleich ist , stets notwendig

2 = v + in ',
wo v, v reelle Zahlen bedeuten , und fragen , ob das Produkt

(? )

für p <i m

und daher auch

(64)

(65)

ausfällt .
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Es sei jetzt v ein Punkt des Streckenspektrums s und p,' eine reelle
Zahl > v. Nehmen wir alsdann

v = (v — ,u')2,
so erhalten wir durch eine ähnliche Abschätzung des bis (i erstreckten
Integrales

(66)
<; (>■)

Ebenso folnt auch

(67)
ff (- oo)

Wegen

K(4, x) = (x, x) + l { y x +/ ^ 1 )
(p , oo) (»•)

folgt aus (64), (65), (66), (67), daß
L (v ~ X) K(2, *) = 0

(bo ) »■'= o
bzw. = l pEp

ist , je nachdem v keiner der Eigenwerte von K {x) ist bzw. dem Eigen¬
wert l p gleich wird .

Als Ergänzung hierzu tritt , wenn
.1 = 7N

gesetzt wird , die Grenzgleichung

,siü, L K(1, x) == 0
(̂ 69 ) v' = <x

bzw. = AU,
je nachdem 4 = oo kein Eigenwert ist oder als solcher gerechnet werden
muß . Um dies einzusehen , dienen die analogen Überlegungen wie vorhin :
man nehme bei der Untersuchung der Summe m so groß , daß gerade noch
j/ > vm2, wenn vm den absolut größten der Eigenwerte ?.1, . . . Xm bedeutet ,
und nehme bei der Untersuchung des Integrals v = /t'2.

Bedeutet /; irgendeinen außerhalb das Spektrums von K liegenden
Wert , so folgt aus (63) durch Faltung mit x, y)

ÜAT(. , .) K(H-., x) K(fi- .y) = K(A; . , x) K(g ; . , y) — K(y , x, y) .

Aus dieser Formel und derjenigen , welche aus ihr durch gleichzeitige Ver¬
tauschung von l ] x1: ,r 2, . . . mit u ; yi , y2, . . . entsteht , finden wir die Formel
(70) (4 — lu) K(/l ; x, -) K(g ; y, .) = 4K(4; x, y) — gK (g ; x, y) .

Bedenken wir nun, daß die Faltung
K(4; x, .) K(u ; . , «/)
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denjenigen Ausdruck bedeutet , der entsteht , wenn wir in K(/l ; ;*:, ?/) an
Stelle der Variabein ^ , ?/2, . . . bzw. die Werte

2/) dK((i ; x, y)
dxx ’ dx± ’ ' ’ '

eintragen , so erkennen wir aus (68) , daß bei festgehaltenem a und für
X= l p -\- iv ' die Limesgleichung
(71) Ltt p— 1) K(1; x, .) K(,a ; . , y) = p̂Ep(x, . , y)

v ’ = 0

gelten muß . Da andererseits ebenfalls mit Rücksicht auf (68) in gleichem
Sinne

(72) Lß p- ^) p .K(^ ; x, y) - x, y) }= kp E (x, y)
r ' = 0

wird , so folgt aus (71) , (72) wegen (70) , wenn wir noch X statt y
schreiben ;

(73) Ep(x, •) K(/l ; y , ■) = ~ E p{x, y) .

Setzen wir in dieser Gleichung wiederum L = ip -{- iv ' , so folgt aus
ihr durch Multiplikation mit Xp— A und Anwendung von (68) die Formel
(74) Ep(a-, ) Ep{. , y) = Ep(x, y) .

Nehmen wir jedoch zuvor in (73) an Stelle von p den von p ver¬
schiedenen Index q und verfahren dann in gleicher Weise , so folgt

(75) Ep(x, ) E q(., y) = 0 , (p + q) .
Mit Benutzung von (69) erkennen wir in gleicher Weise , daß die

Formeln (74), (75) auch gültig sind , wenn statt Ep die ev. zu A= ce
gehörige Eigenform E K gesetzt wird .

Setzt man den Wert von K(A; x, y) aus (60) in (73) ein , so folgt
aus (74), (75), daß identisch in A die Gleichung

(76) Ep{x, .) r dB̂ -f - = 0./ y
W

erfüllt ist ; dieselbe Gleichung gilt auch ev. für die Eigenform E x.

In der nachfolgenden Betrachtung verstehen wir allgemein unter
einer Einzelform eine solche beschränkte quadratische Form E , deren
Punktspektrum im Endlichen nur aus dem einen Punkte 1 besteht und
die kein Streckenspektrum besitzt . Wenden wir unsere Darstellung (621
auf die Einzelform E an , so folgt , daß E selbst die zum Eigenwert 1
gehörige Eigenform ist und mithin wegen (74) der Relation
(77) E (x, .) E (. , y) = E (x, y)
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genügen muß . Umgekehrt , wenn eine beschränkte quadratische Form E
der Relation (77) genügt , so erhalten wir für ihre Resolvente bei An¬
wendung der Formel (59) den Ausdruck

{x, x) -\ - kE + l -E -]- ■■■= (x, x) — E -\- ,

und hieraus erkennen wir mit Rücksicht auf (68) , (69) , daß E nur den
einen endlichen Eigenwert 1 besitzt , und sodann folgt auch das Nicht¬
vorhandensein eines Streckenspektrums ; d. h. E ist eine Einzelform .

VV enn
L^ x) = lu x^+ l^ X}+ • • •,
■̂ 20 0̂ = 2̂1^ 1 d- 2̂2^ 2 ~b ' ' *?

irgendwelche Linearformen in endlicher oder unendlicher Zahl bedeuten ,
deren Koeffizienten den Relationen

LP(-) Lp(.) M

Lp(.) LtQ = 2l prlir = 0 (p + 2)
(-•)

genügen , so heiße jenes Formensystem ein System orthogonaler Linear¬
formen oder kurz ein orthogonales System .

Der enge Zusammenhang des so definierten Begriffes mit dem Be-ö o o

griff der Einzelform wird erkennbar durch den folgenden Satz :
Jede Einzelform ist als Summe von Quadraten der Linearformen eines

orthogonalen Systems darstellbar , und umgekehrt stellt die Summe der Quadrate
der Linearformen eines orthogonalen Systems stets eine Einzelform dar .

Zum Beweise der ersten Aussage bedenken wir, daß, wenn

E (j ) = 2e pixpxq
P, <1

gesetzt wird, wegen (77)
en = en 2+ ei22+ eia2+ • • •

sein muß ; wenn daher die Variabele x1 in E überhaupt vorkommt , so ist
gewiß der Koeffizient von aq2 in E positiv . Setzen wir

y «u oi/i
so erhalten wir wegen (77)

Li ^ EQc, .) = Lx{x) ,

L1(.)L1(.) = 1.
Bilden wir daher

(78) ^ E , {x) ^ E {x) - L. ixy ,
so ergibt sich
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d. h . E l ist ebenfalls eine Einzelform ; da E v als solche eine definite
Form ist und wegen (78) der Koeffizient von in E x den Wert Null hat ,
so kommt die Variable in E x überhaupt nicht vor .

Wenden wir das nämliche Verfahren statt auf E nunmehr auf E x
an, so gelangen wir zu einer Linearform L2 und der Einzelform

als eine definite beschränkte Form , die keine der Variabein x1} x2, . . .
enthält und daher identisch Null ist , d. h. es ist

Um die umgekehrte Aussage des Satzes zu beweisen , bilden wir zu¬
nächst aus den ersten m Linearformen LJ}. . Lm des vorgelegten ortho¬
gonalen Systems den in xx, x2, . . . linearen Ausdruck

wird , so folgt , daß hier auch die rechte Seite positiv ausfällt ; mithin
stellt auch die endliche bzw. unendlich fortgesetzte Formenreihe

eine beschränkte quadratische Form dar, und wegen der Orthogonalitäts¬
eigenschaften der Linearformen Lx, L., , . . . folgt sodann , daß diese Form
die Relation (77) erfüllt .

Die Einzelform (x, x) und nur diese besitzt auch A= oo nicht als
Eigenwert .

Wir wenden nun die vorstehenden Ergebnisse auf die Eigenformen
der quadratischen Form K {x) an . Indem wir die sämtlichen Eigen¬
formen Ep bzw. Ep, Eoo von K (x) , die wegen (74) Einzelformen sind,
als Summen von Quadraten linearer orthogonaler Formen xx, x2, . . .
dargestellt denken , gelangen wir in folgender Weise zu einer orthogonalen
Substitution der Variabein xx, x2, . . ..

Wir bilden zunächst die Form

E 2(x) = Ex(x) —L2(xf = E {x) —Li (#)2—L2(xf ,
die die Variablen xx, x2 nicht enthält ; zugleich folgt aus (79)

40 )40 = o.
Schließlich ergibt sich der Ausdruck

E {x) — Lx(xf — L2(xf ----

E (x) = 4 (0 2 + 4 (0 2+ • ••

M (x) = (x, y) —L^ L^ y) ----- Lm(x)Lm(y) .
Da die Quadratsumme der Koeffizienten von M (x)

MQM () = (y, ij) —Lx{yf ----- LJyf

(x, x) —Xy*—x^ ;
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dieselbe genügt der Relation (77) und ist daher eine Einzelform der
Yariabeln x2, . . .; setzen wir dieselbe in die Gestalt £12+ §22+ - - -,
wo £j, . . . ebenfalls ein orthogonales System linearer Formen bedeuten ,
die auch zu x{, %£ . . . orthogonal sind , so haben wir

und mithin definieren die linearen Formen | 17| 2, . . . zusammen¬
genommen eine orthogonale Substitution der Yariabeln x^, x2, . . .

Da die Gleichung (76) gewiß für alle in genügend kleiner Umgebung
von 1 = 0 liegenden Werte von X gelten soll, so schließen wir , da man
jede stetige Funktion iv(ja) in dem 0 nicht enthaltenden Intervall s durch

lineare Aggregate von Funktionen 1 — gleichmäßig approximieren kann ,

daß auch für jede stetige Funktion w(fi)

sein muß . Denken wir nun hierin an Stelle der Yariabeln Xj) x2, ■■• die
Yariabeln x^, x2, . . ., | j , §2, . . . eingeführt , so lehrt (80) mit Rücksicht
auf die Kovarianz der Faltung bei orthogonaler Transformation , daß die
so transformierte Spektralform von den Yariabeln x^, x2, . . . frei ist ; wir

wo ä\ , /r2, . . . die betreffenden reziproken Eigenwerte bedeuten , nachdem
sie in eine einfach unendliche Reihe gebracht worden sind, wobei derselbe
Wert mehrfach vorkommen kann .

Um die charakteristischen Eigenschaften der Spektralform I) zu
finden , tragen wir in (70) den eben gefundenen Ausdruck (81) für die
Resolvente ein ; wir erhalten

{x, x) —x{1+ ;r22-{- • • • + l;.,2+ £22“b ' ' '>

«
und folglich auch für alle ft
(80)

bezeichnen sie mit Uu ; | ). Die Formel (60) nimmt alsdann die Gestalt an

W

und mit Rücksicht auf die Identität



Kap . XI . Theorie der orthogonalen Transformation . 145

folgt

X ft
X u

Izy . ‘ ii _ ?_

x — ii 1 __ x_ x ü
e e

‘dgiQ ; j , .) r -di (Q\ . , ri) ^ n i _
i - ; / i - ■" / i - ii

- d£ (p ; £>y)-
q e

(*) (s) (s)

Da diese Gleichung für alle Werte von A, g. gültig sein soll, so schließen
wir wie oben, daß auch für beliebige stetige Funktionen tt (p), v(q)

Ju (o) dt,(Q\ ! , .)Jv (Q) dt (Q-, . , v) = su (Q) v (Q) d£ (Q-, i , i;)(s) (s) (»)

gilt ; für = »(9), 1 = 1? nimmt die gefundene Relation die Form an

s (u (Q)yd£ (Q-, £) = fu ( Q) dt (Q-, . , i ) .w w «

Wreiterhin folgt aus (81) für A= 0

(i , i ) = fd ^ i ) .
w

Da umgekehrt aus der vorletzten Relation die vorhergehenden und
mithin schließlich auch (70) und daraus mit Hilfe der letzten Gleichung
auch (63) gefolgert werden kann , so erkennen wir, daß die beiden zuletzt
gefundenen Bedingungen zur Charakterisierung der Spektralform £ auch
hinreichend sind . Aus (68), (69), (74) folgt die eindeutige Bestimmtheit
von V Ep, und andererseits schließen wir , daß auch die Spektralform
durch die obigen für sie charakteristischen Relationen und durch die
Forderung , es solle K die Darstellung (62) gestatten , eindeutig bestimmt
ist ; denn die eben angedeutete von den Eigenschaften der Spektralform
ausgehende Betrachtungsweise ergibt , daß die Resolvente durch (60) dar¬
gestellt ist , und daß also wegen deren eindeutiger Bestimmtheit auch/ da(fi)£„r ûnd daher auch die Spektralform selbst eindeutig
W
bestimmt ist .

Wir fassen die gewonnenen Resultate wie folgt zusammen :o &
S'atz 33. Jede beschränkte quadratische Form K unendlich vieler

Variablen läßt sich stets und nur auf eine Weise durch eine orthogonale
Substitution in die Gestalt bringen

l)

Math . Monogr . 3 : Hilbert , lin . Integralgleichungen . 10
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wo 7c2, . . . (jewisse absolut unterhalb einer endlichen Grenze liegende
Größen (die reziproken Eigenwerte ) bedeuten und die Spelctralform §)
die zu ihrer Charakterisierung hinreichenden Relationen

(82) ßu (p )Yd <j (ß ] 5) = su (p) d6 (p -, £, .) su (g) da (g -,W W «

(I, I) = sd6 (pi I)«
identisch für alle stetigen Funktionen u (g) erfüllt .

Setzen wir in (63) X= i.p -j- iv , so folgt nach Multiplikation mit
— X für v = 0 wegen (68) :

Fjfx , y) - XpK (x, ) E p(. , y) = 0.

Wenn wir Ep als Quadratsumme eines orthogonalen Systemes darstellen :

F p= y (Lph(x)y ,
(*)

so ergibt sieh durch Faltung mit Lpji(y) \

Lph(x) XpK (x, .)Lph(.) — 0 ,
d. h . die Gleichung

XL(.)K (x, .) = L (x)

kann durch eine beschränkte Linearform L gewiß dann identisch in
x1, x2, . . . befriedigt werden , wenn X einer der Eigenwerte von K ist .
Ebenso folgt aus (69), daß

L (.) K (x, .) = 0

gewiß dann befriedigt werden kann , wenn X— 00 ein Eigenwert ist .
Wir können uns jetzt auch umgekehrt davon überzeugen , daß die obige

Gleichung- nur in diesem Falle durch eine beschränkte Linearform lösbar
ist . Mit Rücksicht auf Satz 33 bedarf es dazu nur des Nachweises , daß,
wenn L eine beschränkte Linearform der Yariabeln | 2, • • • d'e
Relation

- Ht )
M

für keinen Wert von X statthaben kann . Bezeichnen wir die Koeffizienten
von L mit l, so nimmt die letztere Relation die Gestalt an

Hiervon subtrahieren wir die Relation

sda (y , I , l) = (l l)
(<)

und erhalten so die Relation
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da ^ l , l) = 0 ,
w

die ebenfalls identisch in S2, . . . erfüllt wäre . Nehmen wir nun in (82)
X

u ((i ) = 1 -- , so folgt hieraus

f ( l - ± ) 2da (^ l) = 0 ,
und dies ist , da

sds (ß ] l) = (l, I)
W

ist und da 0 nie abnimmt , nur möglich für (Z, ü) = 0 ; wir gewinnen so
folgende Tatsache :

Satz 34 . Wenn K irgendeine beschränkte quadratische Form ist , so
ist die Relation

lL () K (x, .) = L (x)
durch eine beschränkte Linearform L dann und nur dann lösbar , wenn l
ein Eigenwert von K ist .

Insbesondere ist die Gleichung
Z (.) Jf (.V ) = 0

dann und nur dann lösbar , wenn A= oo ein Eigenwert von K ist . Ist
A= oo kein Eigenwert , diese Gleichung also nicht lösbar , so heiße die
quadratische Form abgeschlossen .

Wir wollen uns fortan in diesem Kapitel XI mit gewissen
zwei Spezialfällen des Satzes 33 ausführlicher beschäftigen .

Wir nennen eine Funktion F (x, , . . i) der unendlich vielen Yariabeln
x, , x2, . . . für ein bestimmtes Wertsystem derselben vollstetig , wenn die
Werte von + ex, x2+ «2, . . .) gegen den Wert F (x1, x2, . . .) kon¬
vergieren , wie man auch immer 61? £2; . . . für sich zu Null werden läßt
d. h . wenn

LF ( x x -{- , # 2 d - ^2> • • •) == F & i , ^ 2? ' ■ *)
f ! = 0, f2 = 0, . . .

wird , sobald man £1, £s, . . . irgend solche Wertsysteme . . . durch¬
laufen läßt , daß einzeln

XG W= 0 , i£ 2(A>= 0 , . . .
h = oo h = oo

ist . Wenn eine Funktion für jedes Wertsystem der Yariabeln mit kon¬
vergenter Quadratsumme vollstetig ist , so heiße sie schlechthin vollstetig .
An den Begriff der Yollstetigkeit knüpfen sich unmittelbar folgende Schlüsse .

10 *
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Hat eine vollstetige Funktion F die Eigenschaft , absolut genommen
für alle Werte der Variabein unterhalb einer endlichen Größe zu bleiben ,
so besitzt sie — wie leicht durch das bekannte für endliche Variabeln -
zahl angewandte Verfahren bewiesen werden kann — ein Maximum . Be¬
deuten ferner (x), . . ., Lm(x) noch m weitere vollstetige Funktionen
der Variabein x1, . . . und werden nur diejenigen Wertsysteme dieser
Variabein zugelassen , die den Bedingungen

400 = o, . . 4 ,0 ) = 0
genügen , so besitzt F ein relatives Maximum ; dabei sind die Variabein
stets an die UngleichungO Ö

(x, 4 41
gebunden .

Eine beschränkte Linearform der Variabein x2, . . . ist , wie man
sofort sieht , auch vollstetig in diesen Variabein . Wir schließen daraus
leicht , daß eine vollstetige Funktion der Variabein xx, a"2, . . . durch
orthogonale Transformation derselben wiederum eine vollstetige Funktion
der neuen Variabein wird .

Ist eine beschränkte quadratische Form K. vollstetig , so ist offenbar,
daß ihre Eigenwerte sich im Endlichen nicht häufen ; zugleich läßt sich
zeigen , daß ein Streckenspektrum überhaupt nicht vorhanden sein kann .
Aus Satz 33 gewinnen wir mithin folgendes Resultat :

Satz 35. Wenn eine beschränkte Form K vollstetig ist , so läßt sie
sich stets durch eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen

(83) K (x) = /qaq 3-f + • • •;

dabei sind die Größen /q , k2) . . . die reziproken Eigenwerte von K und
besitzen, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, Null als einzige Ver¬
dichtungsstelle.

Wegen der mannigfaltigen und wichtigen Anwendungen dieses Satzes
geben wir hier für ihn einen sehr einfachen und von der obigen Theorie
unabhängigen Beweis .o o

Wir nehmen zunächst an , daß K eine positiv definite Form sei ;
alsdann seien

x1--- 4 , -Lj” 4 ? *' '

solche Werte der Variabein , für welche E (x) das Maximum k, erlangt .
Offenbar fällt die Quadratsumme dieser Werte gleich 1 aus , da wir ja
sonst den Wert der Form ohne Verletzung der Bedingung (x, x) 1
vergrößern könnten .

Wir setzen
44 ) = T“‘"
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und bestimmen , indem wir nunmehr den Variabein die Bedingung

L ^ x ) = 0

auferlegen , das relative Maximum /c2 von K (x) : dasselbe werde für die
Werte

~ 2̂2! ■■•

erlangt , deren Quadratsumme wiederum gleich 1 ausfallen muß . Ferner
setzen wir

( .rj = ?2i 34 "t " ^22 ^ 2 "F * * *

und bestimmen , indem wir den Variabein die Bedingungen

Ll (x ) = 0 , L 2(x ) = 0

auferlegen , das relative Maximum £3 von K (x) \ dasselbe werde für

Xy — ^31 , ^ 2 = ^S2 > • ' '

erlangt . Wir setzen dann

= ^31 *̂ 1 "F ^32 ^ 2 + • - ’

und erhalten durch Fortsetzung dieses Verfahrens ein System von linearen
Formen Ly , L 2, L a, . . . mit den Orthogonalitätseigenschaften

Z p(.) Z p(.) = l ,

Lp(-) L 3Q = 0 (p + q).

Auf Grund der früheren Betrachtungen (S . 143 ) bestimmen wir zu
diesen Linearformen ein solches System von Linearformen

J\Iy (x) , Af2(x ) , . . .,
daß

Xy = Ly (x ) ,

x2' = L 2(x) ,

yy = My {x) ,
y.2 = M 2(x) ,

eine orthogonale Substitution der Variabein Xy, x2, . . . bilden . Die ver¬
möge dieser orthogonalen Substitution transformierte Form K (x ) be¬
zeichnen wir mit K (x , y) . Der Koeffizient von Xy2 in K (x , y) muß offen¬
bar gleich ky ausfallen . Andererseits dürfen weitere Xy enthaltende Glieder
in K (x ', y) nicht vorkommen , da ja die Differenz

K (xr, y) - ky(Xy2+ x2' 2-1---- + 2/12+ 2/s24---- ) = K (x) - ky(x , x)

für alle Werte der Variabein Xy, x2 , . . . , y-, , y2, . ■■ negativ oder Null
ausfallen soll . Da die nämlichen Überlegungen für x2, x3' , . . . gelten , so
haben wir

K (x , y) = kyXy2+ k2xp + ■■■+ R (y) ,
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wo li (y) eine quadratische Form bedeutet , die allein die Variabein yl , y2, . . -
enthält .

Da K vollstetig ist , so gilt , dies auch von der Form
K (x , 0) = \ aq' 2+ 1c2x2'2-\---- ,

und mithin müssen die Größen lc1>lc2, . . ., falls sie in unendlicher Anzahl
vorkommen , gegen Null konvergieren ; denn sonst würde es eine Eeihe
von Werten von K (x' 0) gehen , die gegen einen von Null verschiedenen
Wert konvergiert , während jedes der Argumente aq', x2'>■■■für sich gegen
Null konvergiert .

Gäbe es nun ein Wertsystem yl = m1) y2 = mi , . . ., für welches
It {ni) > 0 ausfiele, so könnte man q so bestimmen , daß auch jR(m) >
wird . Alsdann würde für

V = 0, x2' = 0, . . ., yl = m1} y.2= w2, . . .
auch K > lcq aussahen ; die Gleichungen

Lx{x) = 0, L2(x) = 0, ---- M l (x) = m1, M2(x) = m2, . . .
würden mithin ein Wertsystem der Variabein x1} x2, . . . bestimmen , für
welches insbesondere die Bedingungen

L1(x) = 0 , . . ., IV1 (^) = 0
erfüllt sind und zugleich K > ausfällt ; dies widerspricht der Be¬
stimmungsweise von kq, und mithin ist Jl (y) nicht positiver Werte fähig .

Wegen * \
K (S>, y) = -̂ (2/)

ist II (y) gewiß auch negativer Werte nicht fähig , und folglich ist R (y )
identisch gleich Null ; d. h . es ist

K (x) = \ L? (x) + \ L2\ x) + • • •■
Wird AT(a;) nicht als eine definite Form angenommen , so führt die

nämliche Überlegung auf die Darstellung
Kipc) = hxL *(x) + k2LJ (x) + ■■• + R (y) ,

wo R (y) positiver Werte nicht fähig ist . Da sodann •— R (y) als positiv
definite Form eine Darstellung derselben Art zuläßt , so erhalten wir schließ¬
lich auch für K eine Darstellung durch die Quadrate orthogonaler Linear¬
formen , und damit ist der Beweis für den Satz 35 vollständig erbracht . —

Ein hinreichendes Kriterium für die Vollstetigkeit einer Form ge¬
winnen wir durch folgenden Satz .

Satz 36. Wenn für eine quadratische Form K eine der Summen
c 'S 1/ - 7- _ 'S 1/, 2
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endlich bleibt oder wenn für eine definite quadratische Form K eine der
Summen

si
(P )

S3 — ^ Kohr ^ rp )
(P. S. rr *

endlich bleibt, so ist K eine beschränkte vollstetige Form .
In der Tat , ist K eine quadratische Form , deren Koeffizienten eine

endliche Quadratsumme besitzen , so folgt wegen

jx dK (x, y) ^ dK {x, y) , ___j2̂ /gKija:, y)\ 2 sdK{x, y)y .1 g î 2 gy2 ! = \ gyi / \ gy2 /
sdK(x, y)\ 2<' i. 2 I 7. 2 I
{ dy P ) = ^ + kr * + ■■■

notwendig

, , P9(p, i)
Durch Anwendung dieser Tatsache auf die quadratische Form

K (x) - KJx ) = 2 ^ kpqxpxq,
(p. t )

wo rechts p , q alle ganzzahligen Wertepaare , abgesehen von solchen, für
die zugleich p <f. n und q ff n ist , durchläuft , finden wir

' K {x) - Kn(x) \^ y2r (v. o
y ^ k 2p'i

(P. 9)

und hieraus entnehmen wir, da doch

L l / J ^ 7 = o
M= oor (p, q)

wird , die verlangte Vollstetigkeit von K (x).
Ist K eine definite Form , so muß

7. 2 ^ 7- 7.
. . , . . . . Pi = pp a

sein, und es ist mithin
'57/- *< ( 'Sk l2-

P9 = VT pp' ’(p, i ) (p)

wenn also bei einer definiten Form Jjk endlich bleibt , so haben ihre

Koeffizienten gewiß auch eine endliche Quadratsumme , und die Form ist
nach der vorigen Betrachtung wiederum eine vollstetige Funktion der
Variabein .

Nunmehr erkennen wir leicht der Reihe nach folgende Tatsachen :
1. Wenn eine beschränkte quadratische Form K nicht vollstetig ist ,

so ist sie auch für das besondere Wertsystem 0, 0, . . .. nicht vollstetig .
Diese Behauptung folgt durch Anwendung der Formel

K (x + a) = K (x) + 2K (x, a) + K (a) ,
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wenn darin für a , , a2, . . . ein Wertsystem genommen wird , für welches K
nicht vollstetig ist — mit Berücksichtigung des Umstandes , daß K (x, a)
als eine beschränkte Linearform gewiß vollstetig ist .

2. Wenn K eine vollstetige quadratische Form ist , so ist es auch
die Form KK -, dies ergibt unmittelbar der Satz 35.

3. Wenn K eine vollstetige , K * irgendeine quadratische Form ist
und für alle Wertsysteme xv . . . die Ungleichung

K *(x) ]^ | -KX̂ ) |
gilt , so ist auch K.* vollstejtig ; denn aus dieser Ungleichung folgt die
Yollstetigkeit für das Wertsystem 0, 0, . . ..

4. Wenn K eine vollstetige , K * eine beschränkte Form ist , so ist
die Faltung beider Formen vollstetig ; wegen

| K (x, .) K *(x, .) ;^ y (KK (x)) (K *K *W )

ist nämlich diese E'altung für das Wertsystem 0, 0, . . . gewiß vollstetig ,
da nach 2 die Form KK vollstetig ist .

5. Wenn die Faltung KK einer quadratischen Form K mit sich selbst
vollstetig ist , so ist es auch die Form K selbst ; dies ergibt sich ebensoO / 7 0

vermöge 1 aus der Ungleichung
IK (x) \£ VKK (xj .

6. Ist eine der Formen , die durch wiederholte Faltung aus der be¬
schränkten Form K entstanden sind :

K ^ = KKK , KW = KKKK , 7U5>= KKKKK , . . .

vollstetig , so ist auch K vollstetig . Denn ist etwa ff7 ) vollstetig , so
sind wegen 4 auch die Formen

Kif +y fU/ +2>, . . .

vollstetig ; wählen wir unter diesen eine Form aus, für die die Faltungs¬
zahl eine Potenz von 2 ist, etwa K ^ 9\ so schließen wir durch (/ -malige
Anwendung von 5 auf die Yollstetigkeit von K .

7. Wenn K eine beschränkte definite Form ist , so sind auch die
Faltungen AD8*, iU 5), . . . definit ; denn es entsteht beispielsweise KW aus K,

t ■ dKw{x y)indem wir in K (x ) an Stelle der Variabein x„ die Ausdrücke „ —
w p dy P

einsetzen .

Da nun allgemein Sj, nichts anderes als die Invariante K ^ (. , .) d. h.
die Summe der Koeffizienten von xp2 in KW ist , so folgt aus 6 und 7,
da der Fall / ' = 1 bereits zuvor erledigt worden ist , die Richtigkeit des
Satzes 36 allgemein .

Aus Satz 35 und 36 entnehmen wir die folgende Tatsache :
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Satz 37. Eine quadratische Form K , die eine der Voraussetzungen
des Satzes 36 erfüllt, gestattet gewiß die orthogonale Transformation (83) auf
eine Quadratsumme .

Ein Gegenstück zu dem in den Sätzen 35—37 behandelten
Fall bildet die Annahme , daß die Form K kein Punktspektrum ,
sondern nur ein Streckenspektrum besitzt . Um hier nur den ein¬
fachsten Fall — der überdies typisch ist — ins Auge zu fassen , fügen
wir dieser Annahme noch die weiteren hinzu , daß das Streckenspektrum s
aus einer endlichen Anzahl von Intervallen bestehen möge, daß ferner die
Koeffizienten der Spektralform o(g, | ) stetig differenzierbare Funktionen
von fi seien und endlich , daß, wenn

‘ (P, 9 = 1, 2, ■ 7 )

gesetzt wird , tl>n (fi) innerhalb s nirgends verschwindet und , wenn der
Kürze halber

. . .
V'f’ntü) V'f’nM

ist , diese unendlich vielen Funktionen ip1(fi), ipzifi), ■■■linear voneinander
unabhängig ausfallen , in dem Sinne , daß bei willkürlicher Wahl von u (fi)
zwischen den Integralen

(84) fu (fi) il>1(fi)du , Ju {g) ihi {fT) dfi , . . .
M ‘ (■>)

keine lineare Relation bestehen soll , deren Koeffizienten Konstanten mit
endlicher Quadratsumme sind .

Führen wir in die Relation (82) diese Annahmen ein und setzen
t . 1, §2= 0 , §3= 0 ,

und an Stelle von u (fi) die Funktion '
« (ft)

so ergibt sich

(85) J (u {fi)fdfi = J ? { / ‘M(fr) ^ (fi) rfft }2)
M (f) = i , 2, . . .) 00

und hieraus entnehmen wir die allgemeinere Formel

(86 ) Ju {fi) v {fi) dfi ~ su (fi) il>p(fi) diisv (fi) ipp(fi) dfi .
00 (p = 1, 2, . . .) (s) (, )

Für
vfa ) = ^ (f4)

folgt mithin

1) Diese Gleichungen und die daraus entspringenden gelten nur für jeden
Abschnitt , da opfft, §) nicht beschränkt ist .
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(87) J 'u (fi) il>q(n) dfi = ^ sip p(ji ) t q(n)dfisxpp(ß ) u (ß ) dii .
W (p = i , 2, . . .) (S) W

Aus unserer Annahme über die lineare Unabhängigkeit der Integrale (84)
erkennen wir , duB die Relation (87) identisch für alle Funktionen u ([i)
nicht anders erfüllt sein kann , als wenn

(88) = 1,
M

s % ( ,« ) % (ß ) ^ = 0 (> + ? )w
ist .

Wegen des positiv definiten Charakters der Form ^ (/r, | ) ist

OnCw)§i + H )2^ 5)^ii
oder
(89) (fi (ft)li + + ' ' O2^ ^ (f̂ ; £)•

Andererseits haben wir wegen (88)

/ ( ’̂i + V’2%2+ ' ' -)2̂ ,u = Ob
W

und, da auch
/ ^(,u, = Obi)

w
ist , so wird

l ) — (^ i ( ft) li + ) 2}rf.(i' = ° -

Da aber der hier unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck nach (89)
für keinen Wert von fi negativ ausfällt , so ist er stets gleich Null , d. h .
es ist

«Kfb£) = (i 'iWZi + tzW .h H---- )2-
Wir ersehen hieraus , daß unter den gemachten Annahmen die

charakteristische Eigenschaft der Spektralform o(fi, | ) darin
besteht , daß ihre Ableitung nach [i das Quadrat einer Linear¬
form wird , deren Koeffizienten die Orthogonalitätseigen¬
schaften (85) und (88) besitzen . Da umgekehrt eine solche Form
alle charakteristischen Eigenschaften einer Spektralform erfüllt , so ist es
hiernach leicht , eine quadratische Form K zu konstruieren , deren Spektrum
aus einer Zahl gegebener Intervalle besteht : man bestimme für die Inter -o Ö

valle s ein vollständiges System von orthogonalen Funktionen kq, . . .
d. h . ein System solcher Funktionen , die den Relationen (85) und (88)
genügen , — was leicht geschehen kann (vgl . Kap . XIII ) — und setze dann
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Als einfachstes Beispiel diene die quadratische Form

( 90 ) K (x ) = x l x %-f x 2x 3 + x 3x i + • • •;

diese besitzt kein Punktspektrum , und ihr Streckenspektrum besteht aus
den Intervallen

l = — oo bis — 1 und 1 bis + oo .
Wir finden

"j/ sin t

wo t den zwischen 0 und n selegenen Wert von arc cos — bedeutet .00 ft
In der Tat bestätigt sich dann durch Rechnung

s (t 1(n)x1+ i’2([i )x2H ydp = (x, x) ,

K (x) = j + da .
(Tr :::; : )

In Bestätigung von Satz 34 haben ferner , wie man erkennt , die unendlich
vielen Gleichungen

xt x2 0 ,

"2 2
l
*2

2

(«1+ Z3) = o ,

für keinen Wert von l Lösungen xlf x2, . . deren Quadratsumme end¬
lich bleibt .

Ein anderes Beispiel liefert die quadratische Form

( 91 ) , 2 . x , x« + . x . x ,, + G-_: XoX, + • • •:
v J | / 2 8— 1 1 2 p4 2— 1 2 8 l / ü 2— 1 3 4

das Spektrum ist das nämliche wie im ersten Beispiel . Wir finden

G ) >

wo die P die Legendreschen Polynome sind . Setzen wir noch

*, « - -■ « » - ' (} ) ,

wo die Q die zugehörigen Kugelfunktionen zweiter Art bedeuten , so er¬
hält die Resolvente von K folgende Gestalt :

K(A, x) = 2(p. s ä p)
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Die beiden quadratischen Formen (90 ) und (91 ) lassen sich durch
eine orthogonale Substitution der Variabein in einander überführen , wie
aus ihrer Darstellung durch die Spektralform hervorgeht .

Läßt man die oben gemachte Annahme der linearen Unabhängigkeit
der Funktionen li'rC«), k'2(ß ); ■■■fallen , so wird die Ableitung der Spektral -
form nicht ein Quadrat , sondern eine Summe von Quadraten linearer
Formen von entsprechender Art .

Zwölftes Kapitel .

Simultanes System quadratischer Formen , die Hermitesche
Form , die schiefsymmetrische Form nnd die Bilinearform

mit unendlich vielen Variahein .

Die in Kapitel XI entwickelten Methoden und Resultate lassen sich
ohne prinzipielle Schwierigkeit auf allgemeinere Formen mit unendlich
vielen Variabein ausdehnen . Wir betrachten zunächst den Fall eines
simultanen Systems zweier quadratischer Formen , von denen die eine
definiten Charakter hat , die andere als Aggregat von positiven und
negativen Quadraten der Variabein vorgelegt ist . Mit Hilfe unserer
Methode des Grenzüberganges , ausgehend von Formen mit endlicher
Variabeinzahl , können wir leicht die entsprechende Theorie entwickeln ;
wir heben nur folgendes Resultat hervor :

Satz 38 . Es sei eine positiv definite , vollstetige , abgeschlossene quadra¬
tische Form Kix ) und außerdem eine quadratische Form von der Gestalt

V(x) = v1xß + v2x22+ • • •

vorgelegt , ivo v, , v2, . . . bestimmte Werte + 1 oder — 1 sind : alsdann gibt
es stets eine unendliche Reihe von Null verschiedener Größen xlt
deren Vorzeichen bzw. vy, v2, . . . sind und die gegen Null konvergieren —
ihre reziproken Werte mögen Eigenwerte von K in bezug auf V heißen —
und von zugehörigen beschränkten Linearformen L , (x), L 2(x ), . . . — sie
mögen die zugehörigen Eigenformen heißen — von solcher Art , daß die
„Polaritätsrelationen“

L/,(.) U(. , .)L/ .) = V
^ QF (. , .)Ls(.) = 0, (jpWq )

erfüllt sind und daß ferner die vorgelegte quadratische Form die Darstellung

K (x ) = \ »q (L , (z )) 2 + 13c2 1( i 2(z )) 2 d----
gestattet .
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Man kann diesen Satz 38 auch ohne den Grenzübergang von end¬
licher zu unendlicher Variabeinzahl lediglich auf Grund des Satzes 35 mit
Ausschluß neuer Konvergenzbetrachtungen beweisen .

Zu dem Zwecke bringen wir die Form K (x) nach Satz 35 durch eine
orthogonale Transformation der Variabein xx, x2, . . . in die Gestalt einer
Quadratsumme ; wir .bezeichnen die neuen Variabein mit x\ , x\ , . . . und
finden

K (x) = + Ä'2£'22+ • • •,

wo dann 7%, . . . lauter positive Größen sind , die gegeu Null konver¬
gieren . Ferner bezeichnen wir mit V' (x ) die durch jene orthogonale
Transformation aus V(x) hervorgehende quadratische Form der Variabein
ir'j , x\ , . . . und endlich mit F ' (j/ 7;| ) diejenige quadratische Form der
Variabein | 1; | 2, . . ., die aus V\ x ') hervorgeht , wenn wir in derselben
an Stelle von x\ , x’s, . . . die Ausdrücke ]/ /c11, , ■■■ einsetzen .

Wir können nun leicht zeigen , daß V' (yJ : %) eine vollstetige Form
der Variabein t 2, . . . ist . In der Tat ist , wie man sieht , Vr(x') als
Differenz zweier Einzelformen i ?, (x' ) und E 2(x' ) darstellbar : diese ge¬
nügen als solche den Ungleichungen

Ei (x' ) ^ (x', x ) , E2(x') ^ (x', x ).
Setzen wir an Stelle von x\ , x\ , . . . wieder y /fqlq, yV, , . . . ein , so
gehen diese Ungleichungen über in

e2{VH) ^ W + ^ + ---
Wären nun diese Einzelformen nicht vollstetig in den Variabein | t , | ä, . . . ,
so müßten sich auch Wertsysteme cqW, . . . finden lassen , für die

i «1W= 0, i «2W= 0, . . .
n = oo n = oo

wird , während die Einzelformen , die ja positiv definit sind, für
t _ // (” ) fc _ r / (n)
fei — K 1 ; fe2 — J ■ ■ ■

Werte erhalten müßten , die oberhalb einer positiven von n unabhängigen
Größe bleiben ; dies aber widerspräche den obigen Ungleichungen , da K (x)
vollstetig ist . Da demnach Ej .ykt ,), E ^ lii ) vollstetig in | 2, . . . sind,
so ist dies auch F ' (y/7;i ). Die Tatsache der Vollstetigkeit von ^ (jZ/c )̂ ,
E.2tyn ) in den Variabein , | 2, . . . folgt auch unmittelbar aus 4. auf
S.“ 152.

Nunmehr transformieren wir nach Satz 35 die Variabein §2, . . .
orthogonal in die neuen Variabein I/ , S2', . . . derart , daß die Form
V'(y )i£) die Gestalt

viyii ) = xj / 2+ x2?2'2+ • • •
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erhält , worin x1, . . . gewisse reelle Größen sind, die gegen Null kon¬
vergieren . Bezeichnen wir nun diejenigen Linearformen von
die aus den Formen '£p' (§) hervorgehen , wenn wir darin für S1; •
bzw. die Ausdrücke Yklx1', "̂/ fc2a;2,, . . . einsetzen , mit i, ' (y /kx ) , so ist , da
jene Formen eine orthogonale Transformation definieren ,

k (x) = (y \ xYr + iyhxf + • • •

= (ii' cv̂ o)8+ fexy ^ ))2
ferner wird :
t 'f \ Tr'fn/iTfcn/7. i aip'd) ar (i//7i,i^ 7)) , dy (i) dr {Ykz,Yln) ,

Gl ' K«' •l — I- g| 2

und folglich wird
i; (yL ) F (y ^ , .) = 5cpi; © -

Aus dieser Formel schließen wir in gleicher Weise

y (j/ L ) F (. , .) v (yF ) = zp£; (.) i; (.) .
Wenn wir nun wieder zu den Variabeln a;', , r 2, . . . zurückkehren und all¬
gemein mit xip{x) diejenige Linearform von xx, x^, . . . bezeichnen , die
dabei aus § ' (j / fca/ ) wird, so erhalten wir

und das ist wegen der Orthogonalität der Formen 1/ (1) gleich xv (p = q)
oder gleich Null (ji =H qj ] andererseits wird

K (x) = ^ (x) + J 22(x) + ■■• ■
Wäre xp = 0 , so müßte für alle x1; x2, . . .

M -) V(. , .) K (. , x) = 0

sein, was der Abgeschlossenheit von K und von V widerspräche ; folglich
sind xl , xi , . . . lauter von Null verschiedene Größen.

Wir können nunmehr die Summanden I ,'2, x2!-2'2, . . . in der obigen
Darstellung von V' (Vk£) derart angeordnet denken , daß allgemein xp das
Vorzeichen von vp besitzt . In der Tat : eine solche Anordnung jener
Summanden wäre nur dann nicht ausführbar , wenn entweder die Anzahl
der negativen (bzw. positiven ) Einheiten in der Reihe v1) v2, . . . endlich
und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven ) Größen, die in der
Reihe x1, x2, . . . vorkommen , größer als die erstere Anzahl ausfiele, oder
wenn die Anzahl der negativen (bzw. positiven ) Größen in der Reihe
x1, x2, . . . endlich und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven )
Einheiten in der Reihe vlf v2>. . ■ größer als die erstere Anzahl ausfiele.

Wenn wir nun mit x1(j/ fc| ), a;2(| / Ä£), . . . diejenigen *Linearformen in
| 2, . . . bezeichnen , die aus x1(x'), xa(x'), . . . entstehen , wenn wir für
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xi >x2>■■• die Ausdrücke yTĉ , ]/ /c2| 2, . . . einsetzen , so ist identisch in
■■■

vi{xx(y^)y+^(̂ (V̂ ))2+■••=xidi'©)2+x2(?2'(g))sh— ,
da beide Seiten dieser Gleichung F ' (| / Äi) darstellen .

Wir nehmen — entsprechend dem ersten Falle — an , es seien
. . , »e negativ (bzw. positiv ) , ve+1, ve+2, . . . sämtlich positiv (bzw. ne¬

gativ ), ferner )c1, , xe+l negativ (bzw. positiv ). Da die Formen | 1,(§),
| 2' (| ) , . . . eine orthogonale Substitution bestimmen , d. h. ein vollständi¬
ges orthogonales System von Linearformen — wie wir sagen wollen —
bilden , so ist jede beschränkte Linearform von §2, . . . als lineare Kom¬
bination der Formen %/ (£) , • • • darstellbar ; wir setzen insbesondere

xl (Vk£) = «uli ' © + al 2^ ' W H ;

^ (]/ Äi) = at4| 1' © + a£2̂ © + - - •,
wo alx, £r12, - • ■, ael>oe2) . . . gewisse Koeffizienten bedeuten . Sodann be¬
stimmen wir solche nicht sämtlich verschwindende Größen «j , . . . , cce+1,
die den e Gleichungen

st ll ^ 1 ~k ' ' ‘ “k ^ Ic + l ^ e+ l =

®ei a i + ' ' ' + a ee+ l a e+ l = ^

genügen , und bilden die Gleichungen

c+ l ( § ) Ke+ 1>

re+2(i) = o,
re+3© = o,

Die durch Auflösung dieser Gleichungen entstehenden Werte von Ij , | 2, . . .
würden einen Widerspruch ergehen , da sie in die vorhin aufgestellte
Identität

v̂ iVH))2+ i’2(z2(i/£s))2+ •. .= ^ (i,'©)2-f '/2d2'©)2+ ■••
eingesetzt der linken Seite einen nicht negativen ('bzw. nicht positiven )
Wert , der rechten Seite dagegen gewiß einen negativen (bzw. positiven )
Wert erteilen würden .

Um den zweiten der oben genannten Fälle zu behandeln , gehen wir
von der in xf , . . . identischen Gleichung

<hOi © )) 2 + ^ Os © )) 2 + ••• = * ! x 2 ( s 2, ( ^ ) ) "+ • • •
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t ’ ' ' ^ êjen’§el1 Linearformen Ton x2', ■■. be¬

deuten , die aus 1/ (1) , i;2' (§) , . . . entstehen , wenn wir an Stelle von

| 2>• • • die Ausdrücke 'Jl= , setzen . Da jedoch die Linearformen

1/ 1 * - ] , Li * : ) , . . . nicht notwendig beschränkte Linearformen in
1 V * / V * /

«2', . . . werden , so hat obige Identität nur als Abschnittsgleichung einen
Sinn , und das im ersten Falle eingeschlagene Verfahren bedarf der fol¬
genden Modifikation .

Wir nehmen an , es seien z , negativ (bzw. positiv ), J«c+1,
y.e+2, ■■■sämtlich positiv (bzw. negativ), ferner v1) . . ve+1 negativ (bzw.
positiv ). Alsdann setzen wir

■=i ' ail Xl "b «12̂ 2 +

Ze ( yl ) a el Xl + cce2X2 + ' ' -

Ferner denken wir uns die Gleichungen

Xl ( X ) = « I , • • • , Xe+l ( X') = a e+l > Xe+2 (.X ) = 0 » Xe+ ?X X') = 0 , • • •

nach Xj', x2', . . . aufgelöst und stellen die Lösungen als Funktionen von
al ) ; ae+1, wie folgt, dar:

xi = 0ii ai + • • • + ou +1ae+1,
X 2 = °12 a l + ' ' ' + °2e + l a e+ l >

Endlich bestimmen wir für jedes n solche e + 1 Größen a/ ”), . . . , «we+1,
daß nach Eintragung dieser Werte von a;/ , x2, . . . die e + 1 Gleichungen

aii xi b ■• • b Ki nx„ —G,

d----- b “en Xn = ° >

Vb - - - b < +1 = i
für

« ! = < n), ■■■, a e+l = « ("Vl
erfüllt sind.

Wählen wir nun solche n = nh aus, daß die Grenzwerte von a^nh\ . . . ,
«(”A,e+1 für h — ex existieren , und setzen die durch diese Werte a/ W, . .
oSn̂ e+l vermittelten Größen x/ , . . . , x nt in den wAten Abschnitt der obigen
Identität

i\ (x (̂x )f + f2{x2{x'Sf -\---- Jĉ L' ^ Vb 3<2iU ( d----
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ein , so erkennen wir, daß die linke Seite dieser Identität , da sie eine be¬
schränkte Form der Variabein x^, x%, . ■ darstellt und als solche nach
S . 127 stetig in diesen Variabein ist , in der Grenze für h — oo den Wert
— 1 erhält , während die rechte Seite beständig > 0 ausfüllt .

Hiernach sind beide Fälle als unmöglich erkannt , und wir dürfen
also von vorneherein allgemein %p vom selben Vorzeichen wie vp an¬
nehmen .

Setzen wir daher jetzt
h-w - .

V * p

so sind die Linearformen L^ x) , L2(x) , ■■■ von der im Satze 38 ver¬
langten Beschaffenheit .

Das nämliche Schlußverfahren ermöglicht die Behandlung einer nicht
abgeschlossenen Form K .

Um dies einzusehen , bringen wir wiederum die Form K nach Satz 35
durch eine orthogonale Transformation der Variabein xx, X2, . . . in die
Gestalt einer Quadratsumme . Wir setzen

K (x) = + £2£2/2+ • • •.

wo l\ , k2, . . . teils positive , teils verschwindende Größen sind .
Wir bezeichnen wiederum mit V' (x') die durch jene orthogonale

Transformation aus V(x) hervorgehende quadratische Form der Variabein
x2, . . . und endlich mit F ' (]/ Ä'£;) diejenige quadratische Form der Vari¬

abein , | 2, . . . , die aus V' (x ) hervorgeht , wenn wir in derselben an Stelle
von Xy, x2 . . . die Ausdrücke ]/ /,'2| 2, . . . einsetzen . Da F ' (j/ Ä§)
eine vollstetige Form in 'i l ) . . . ist , so können wir nach Satz 35 die
Variahein | 2, . . . orthogonal in die neuen Variahein I/ , ■■■trans¬
formieren derart , daß

rXYH ) = xJY +- + • • •

sind , worin y.1; y,s, . . . gewisse teils positive oder negative teils verschwin¬
dende Größen sind, die , wenn in unendlicher Anzahl vorhanden , gegen
Null konvergieren . Bilden wir endlich entsprechend wie vorhin die Aus¬
drücke | (/ (]/ /cV) und bezeichnen allgemein mit Ap(x) diejenige Linearform ,
die aus wird , wenn wir darin statt der Variabein x^, x2, . . .
wieder die ursprünglichen Variabein xx, x.2, . . . einführen , so wird wie
vorhin

K (x) = + A^ {x) + • • •,
ylp(.) F (. , .) Aq{.) = 0 d=q), bzw. = y.,, 0 = q).

Wir sprechen dieses den Satz 38 ergänzende Resultat wie folgt aus :
Math . Monogr . 3 : Hilbert , liu . Integralgleichungen . 11
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Satz 38 *. Es sei eine positiv definite vollstetige quadratische Form
K (x ) und außerdem eine quadratische Form von der Gestalt

V {x) = i\ x ^ + VvX.? H— •
vorgelegt, wo iq, v2, . . . bestimmte Werte + 1 oder — 1 sind : alsdann gibt
es stets eine Feihe von teils positiven oder negativen , teils verschwindenden
Größen die, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden , gegen Null
konvergieren , und von zugehörigen beschränkten Linearformen A1(x ) , A2(x), . . .
derart , daß die Polaritätsrelationen

Ap() A (. , .) A q(.) = 0 , (p + ä)

erfüllt sind , und daß ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar¬
stellung

K (x ) = A^ ix ) + A22(x) + • • •
gestattet .

Unter einer Hermiteschen Form der unendlich vielen Variabein x lr
■■■>y\ >Vn ■■■ verstehen wir eine Bilinearform dieser Variahein von

der Gestalt

H (x, y) = JV h^ Xpŷ ,Cp-'i)
deren Koeffizienten hpq komplexe der Bedingung

Ki = hi + is n = he = he — is iP

genügende Größen sind . Stellt sowohl Real - wie Imaginärteil von Ufx , y )
eine vollstetige Funktion der reellen Variabein x1, x2, . . . , y1, y2, . . . dar ,
so lassen sich reelle , im Endlichen nirgends sich verdichtende Werte
/n , Ä2, . . . — die Eigenwerte von II — und zugehörige Linearformen mit
komplexen Koeffizienten L , (x) , L 2(x ) , . . . — die Eigenformen von H —
finden , so daß

0 , y) = L i (X) L 1(y) + L i (x) L 2{y) d ,

H (x, y) = L' (X] L' (y) + + . . .
A1 2

wird , und daß die Orthogonalitätseigenschaften

Lp(.)Lp(.) = 1 , LpQLJ .) = 0 (p + o)
erfüllt sind ; die horizontalen Striche deuten die Vertauschung von i mit
— i an . — Der Beweis dieser Tatsache kann analog wie unten der Be¬
weis des spezielleren Satzes 39 geführt werden .

Nehmen wir die Koeffizienten der Hermiteschen Form rein imaginär
an und unterdrücken alsdann den Faktor i , so entspringt die schief -
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symmetrische Form ; unter einer schief symmetrischen Form verstehen
wir mithin eine Bilinearform der Variabein x ,̂ , y1) y2, ■■■von der
Gestalt

S (x, y) = J£s x y ,
(r , ?)

deren Koeffizienten reelle der Bedingung

s pt = s vp > s pp ~ ^

genügende Größen sind. Die vorhin für eine Hermitesche Form aus¬
gesprochene Tatsache drückt sich für den besonderen Fall der schief¬
symmetrischen Form , wie folgt , aus :

Satz 39 : Wenn die schiefsymmetrische Form S (x, y) voUstetig ist, so
gilt es eine orthogonale Transformation der Variabein

/y rp sy rr.
*̂ 3 ^ ^-4 ? • • •

in die neuen Variabein
t t ' t t ’

so daß , uenn die Variabein y, , y2, y^, y4, ■■■mittelst derselben orthogonalen
Transformation simultan in die Variabein r]1, rjf , %, rjf , ■• • übergehen, die
Form S die Gestalt

y) = ÄidiV — ifgf ) + Ä2(l 2%' - + • • •
erhält ; dabei sind Ir, , k ,, . . . Größen , die , falls sie in unendlicher Zahl
vorkommen, Null als einzige Verdichtungsstelle besitzen.

Zum Beweise betrachten wir 2S (x, y) als quadratische Form der
unendlich vielen Variahein xx, y1, x2, y2, ■■■ und erkennen sodann aus
Satz 35 das Vorhandensein von Größen /q , k2, . . ■und zugehörigen Linear¬
formen L4{x, y) , IjJx , y), . . . jener Variabein , so daß

2S (x, y) = l\ (Lj (x, y))2+ k2(L2(x, y))2 -|----
und

(x, x) + 0 , y) = (L4Ix, t/))2+ (i 2ix, y))2 + ■■■
wird . Mit Rücksicht auf die Eigenschaften der schiefsymmetrischen Form

S(x, y) = ~ S (y, x) ,
S (x, y) = — S(— x, y)

folgt leicht , daß in der obigen Darstellung für 2S (x, y) zu jedem kv, Lv
stets noch die Eigenwerte und zugehörigen Linearformen

= - K , Lf,{x, y) = Lr,{y , x) ,
kp„ — kp, L^ .lx, y) = Lp( x, y) ,
1‘pni kp. — kp Lp„,(x, y) Up,( x, yj Lp(y, - x)

vorhanden sein müssen , deren Vereinigung in der Darstellung von 2S (x, y)
die Glieder

kp {(Lp(x, y))2— (Lp(y, x)f — {Lp{— x, y))2 + {Lp{y, - x))2}
11 *
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und in der Darstellung von (x, %) + {y, y) die Glieder
(Lp{x, ij))* + (Lp(y, x))2 + (Lp{— x, y))2 + {Lp(y, — x))-

liefert .
Setzen wir nun für jedes solche Quadrupel

A >0 >V) = ,/h (0 ,,{x) + 0„' (y)) ,
V ^

wo Op(x) eine lineare Form von xi , x2, . . . und Op' (y) eine lineare Form
von y^ y2, . . . ist , so gehen die obigen Darstellungen über in

S(x, y) = 2£kp (Op(x) Op' (y) — Op’(x)Op(y)) ,

(x, x) + (y, y) = y^ O^ x))2 + {Op {x)Y + (Op(y))2+ ( 0/ («/))2,
und da L1(x, y ) , L.2(x, y), . . . zueinander orthogonal sind , folgt leicht
auch die Orthogonalität der Formen 0 , , 02, . . ., 0 / , 02', . . mithin be¬
stimmen . ^ / s <■, s~/ / \

| r, = Op(x) , t P = Op (x)
eine orthogonale Transformation von der verlangten Beschaffenheit .

Aus dieser Darstellung folgt durch eine einfache Überlegung , wie sie
-später ähnlich angestellt werden wird (S. 171), daß die aus (x, y) — lS (x, y)
entspringenden inhomogenen Gleichungen eindeutig lösbar sind , außer

wenn A= * , * , . . . ist ; für diese rein imaginären Eigenwerte der
1

Form ti (x, y) haben die homogenen Gleichungen eine nicht identisch ver¬
schwindende Lösung , und zwar ist die Anzahl der voneinander unab¬
hängigen Lösungen stets endlich .

Was schließlich die Theorie der Bilinearform betrifft , so sehen wir
zunächst ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen ein :

Wenn die Bilinearform A (x, y) eine vollstetige Funktion der unend¬
lich vielen Variabein xx, x2, , yl , y.2, . . . darstellt , so ist , wenn An den
wten Abschnitt der Bilinearform A bezeichnet , für jedes Wertsystem der
unendlich vielen Variabein

L An(. , x)An(. }x) = A (. , x) A (. rx) ,
71= 00

und zwar im Sinne gleichmäßiger Konvergenz , d. h. es ist
(92) \A (. , x) A (. , x) - An(-, x) AH(. , x) < sn,
wo e gewisse von den Variabein x. , x<, , . . . unabhängige , mit unendlichWO 1 / 27 007

wachsendem n gegen Null abnehmende Größen sind . Daraus folgt , daß
die quadratische Form 4̂ (. , V) 4̂ (. , V) stets vollstetig ist , wenn die Bilinear¬
form A (x, y) vollstetig ist .

Eine Bilinearform A (x, y) ist stets vollstetig , wenn die quadratische
Form A (. , x)A (. , x) vollstetig ist , also beispielsweise gewiß, wenn die
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Summe der Quadrate der Koeffizienten von A endlich bleibt . In der Tat ,
fassen wir von A (x, y) als quadratische Form der Variabein x1; X2, . . . ,
?/ i >l/äj • ■• au ;f; 80 folgt aus der Ungleichung

\ A (x, y) £V A (-, x) A (- , x ) ,
durch die in 4 . und 5 . (S . 152 ) angewandte Schluß weise , daß A (x, y) voll¬
stetig ist .

Diesen Abschnitt wollen wir mit der Entwickelung eines Satzes be¬
schließen , der -— wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird — auf
die einfachste Weise zur Auflösung der Integralgleichungen zweiter Art
mit unsymmetrischem Kern verwandt werden kann ; derselbe lautet :

Satz 40 . Wenn

A (x, y) = x y
(P, 9)

eine vollstetige Bilinearform der unendlich vielen Variahein x ly x2, . .
■■■ ist , so haben gewiß entiveder die unendlichvielen Gleichungen

fl “h ^ 11 ) U "h ^ i2 ^ 2 d - ’ * ' = ^ i ?

(93 ) a 21 Xj -F ( 1 + « 2ä) x ä + ••• == « 2 ,

für alle möglichen Größen a1, a$, . . . mit konvergenter Quadratsumme eine
eindeutig bestimmte Lösung xly x2, . . . mit konvergenter Quadratsumme
— oder die entsprechenden homogenen Gleichungen

( 1 -)- a 11)x 1 -f a i .2xji + • ■• = 0 ,

(94 ) ( 1 a 2f)x2 A ' ' ' = 0 ,

lassen eine Lösung xly x iy . . . mit der Quadratsumme 1 zu.
Zum Beweise betrachten wir zunächst irgendein System von n line¬

aren Gleichungen und n Unbekannten mit nicht verschwindender Deter¬
minante von der Gestalt

1 + • • • + = >

+ ' • ' + i>nnXn ~ ^ ,i ■

Bezeichnen . . . , ßn die Lösungen dieser Gleichungen , so ist

(.Klßl H--- + + • • • + ( ^ rtl ßl + • • • + b n nßn ) 2

= b1(b11ß 1 + ■• ■+ bln ß n) + • • • + bjßnlßl + • • • + ßnnßrßj

und folglich wird

Q>iißi + • ' ' + blnßn)2 + • • • + (b„1ßl + • ■• + bnnßnf

f^ Vißi 2 + • ■• + ß/ ) { (pußi + • • • + KiKY d d- {bln ßi d- • •• d- bnnbny ) .

Nunmehr sei m das Minimum der quadratischen Form
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(^11X1 + • • • + + ' • ' + + • • ' 4- Kn XJ 2
bei der Nebenbedingung
(95) Xl2 + • • • + a:/ = 1
und M das Maximum der quadratischen Form

( b 11 X1 + • • • + hi x nf + • • • + Q>ln Xl 4 4 Kn X«y

bei derselben Nebenbedingung : dann folgt aus der vorigen Ungleichung
die Ungleichung

(96) /V4 - - - - + /3„3^ (V + - - - 4- V ) }$ -
Wir wenden dieses Resultat auf die Gleichungen

(1 4- a11) x1 4 b aln a:n = «! ,
(97) ............

«„i 'U H b (1 + ann) xn = an
an und bezeichnen zu dem Zwecke mit mn das Minimum der quadra¬
tischen Form

((1 4- 4- • • • + «i r %n)2 4- • ■• 4- («2„^i 4- • • • 4- (1 4-
bei der Nebenbedingung (95) und mit Mn das Maximum der quadratischen
Form

((1 4- «u )«] 4- ■■• 4- + • • • 4- («i„a:i 4- • • ■4- (1 4-
bei derselben Nebenbedino -ung.O O

Wegen der vorausgesetzten Yollstetigkeit der Bilinearform A.(x, y)
ist die quadratische Form der unendlich vielen Variabein aq , ,x2, . . .

((1 -f- (ixd xi “b ^2xx2 + ■■')2 4“ (a i2 xi 4" (1 4" ^22)^2 4- • • O2 4- • • •
gewiß eine beschränkte Form , und daraus ersehen wir , daß auch die
Maxima Mn unterhalb einer endlichen , von n unabhängigen Größe M
bleiben .

Was die Minima mn betrifft , so sind zwei Fälle zu unterscheiden :
Erstens gebe es unendlich viele n , für die die Minima mn sämtlich

größer als eine feste positive Größe m sind : dann sind für solche n die
Gleichungen (97) lösbar , und es folgt aus (96) , daß die Quadratsumme
ihrer Lösungen unterhalb der endlichen von n unabhängigen Größe

(98) K «) J
liegt .

Bezeichnen wir nun für solche n mit
ec* cc

die Lösungen von (97) , so können wir aus jenen n nach dem von uns
oft angewandten Verfahren solche ganzen Zahlen nl , n.2, . . . herausgreifen ,
daß die Grenzwerte

Kx= L a^nh>, a.2 = L . . .h—co h—00
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existieren ; die Größen a2, . . . haben eine ebenfalls unterhalb der Grenze
( 98) liegende Quadratsumme und müssen wegen der Vollstetigkeit der
Linearformen

d - -{- •• '

gewiß jede der Gleichungen des vorgelegten Systems (93) befriedigen .
Zweitens mögen die Minima . . . gegen Null konvergieren ;

die Werte der Variabein mit der Quadratsumme 1, für welche diese
Minima eintreten , seien

a (") iL M
Nun ist

((1 + «!1)xl + •• • + aln%ny + • ■• + + • • • + (1 + «'nn)^„)2
= Än(-, X)Än(- ’X) + X) + (X, X)n

und folglich
(99) Än(. , ^ ) An(. , ^ ")) + 2M ij(gi,1( ln(̂ ) + 1 = »*„ •
Nun denken wir uns wieder eine solche Reihe ganzer Zahlen nt , n2) . . .
herausgegriffen , daß die Grenzwerte

gi = L , g2 == L g2(,i'',)»• •
h = oo h = co

existieren ; die Größen gj , g2, . . . genügen dann der Bedingung
( 100) (g, g) ^ 1.

Mit Rücksicht auf (92) und wegen der Vollstetigkeit der quadratischen
Form A (x, x) folgt aus (99) , wenn wir darin nh an Stelle von n ein-;
setzen und zur Grenze h = oo übergehen ,
( 101) R (. , g)M(. , g) + 2R (g, g) + 1 = 0 .
Wir betrachten nun die quadratische Form
, . ((1 + + «12^2 + • • ')2 + (.a2l Xl + ( 1 + ^22) % + ••• )"

= A(. , x)A (. , x) + 2A (x, x) + (x, x) ;

da dieselbe positiv definit ist , so folgt insbesondere
( 103) A {. , g)M(. , g) + 2R (g, g ) + (g, g) ^ 0 ;
hieraus entnehmen wir wegen (101)

(g, g) ^ 1 ;
mithin ist wegen (100):

(g, g) = 1 .

Nunmehr erkennen wir wegen (101), daß auch
R (. , g)R (. , g) + 2 A(g, g) + (g, g) = 0

ist , d. h . im Hinblick auf (102) , die Größen gx, g2, . . . befriedigen die
homogenen Gleichungen (94). Damit ist gezeigt , daß stets mindestens
einer der in Satz 40 unterschiedenen Fälle stattfindet .



168 Kap. XII. Simultanes System quadratischer Formen .

Wenn die homogenen Gleichungen (94) eine Lösung mit der Quadrat¬
summe 1 besitzen , so können die durch Transposition entstehenden in¬
homogenen Gleichungen

( 1 + dji ) # ! + « '21 X2 -f • • • = « t ,

(104) ctj2“G-f" (I 4~ "h ■*■" fC).

gewiß nicht für alle , «2, . . . mit endlicher Quadratsumme eine Lösung
von endlicher Quadratsumme besitzen , da ja zwischen ihren linken Seiten
eine lineare Identität besteht : es müssen daher dem eben Bewiesenen zu¬
folge alsdann die transponierten homogenen Gleichungen

(1 stn ) ^ i -|- 4" ' ‘ ' = 0 j
(105) 2 + (1 -f «22) ^2 4- • • • = 0 ,

eine Lösung mit der Quadratsumme 1 zulassen . Also können die in
homogenen Gleichungen (93) gewiß nicht für alle n, , a2. . . . eine Lösung
mit endlicher Quadratsumme besitzen ; daher schließen sich die beiden
Fälle des Satzes 40 wirklich aus, und die Lösung im ersten Falle ist ein¬
deutig . Damit ist der Beweis für unsern Satz völlig erbracht .

Um die Mannigfaltigkeit der Lösungen der homogenen Gleichungen
(94) festzustellen , haben wir nur nötig , die in Kapitel XI entwickelte
Theorie der orthogonalen Transformation der quadratischen Formen auf
die Form (102) anzuwenden . Da A (. , x) A(. , x) und A(x, x) vollstetige
quadratische Formen sind, so ist dies auch die Form

A(. , x) A(. , x) 4- 2A (x, £•) ;
dieselbe besitzt daher den Wert — 1 höchstens als Eigenwert von end¬
licher Vielfachheit ; mithin besitzt die quadratische Form (102) den Wert
00 nur als Eigenwert von endlicher Vielfachheit , d . h . es gibt eine ortho¬

gonale Transformation der Veränderlichen x1) x2, . . . in aq), x^, . . . , so
daß jene quadratische Form (102) die Gestalt

l‘c + l X ' 2e + l + K + 2 X ' 2e + 2 + ’ ' ’

erhält , wo fce+1, /q +2, . . • lauter positive , von Null verschiedene , gegen 1
konvergierende Größen und e eine endliche ganze Zahl bedeuten . Die
Lösungen der homogenen Gleichungen (94) erhält man aus

Xl ~ , ■• ■> X e ~ > X e+ l ~ ^ > X e+ 2 ~ ^ ‘ ?

wo iq , . . . , ue willkürliche Konstanten sind, und wir ersehen daraus , daß
es nur eine endliche Anzahl , und zwar genau e linear unabhängige
Lösungen von (94) gibt .

Wir erkennen ferner , daß, wenn e die genaue Anzahl der linear un¬
abhängigen Lösungssysteme der homogenen Gleichungen
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(106) Lp(x) = x,, + apl xx + al>2x2 H 0 , (p = 1, 2, . . .}

sind , zwischen den Linearformen L^ x) , L2(x) , . . . genau e voneinander
unabhängige lineare Identitäten von der Gestalt

(107) (x) + ß^ L2(x) + • • • = 0 , (h = 1, . . e)

bestehen müssen , wobei die Koeffizienten ß^ , ß2̂ . . . in diesen Identi¬
täten eine endliche Quadratsumme besitzen , und ferner , daß die inhomo¬
genen Gleichungen (18)

xP + Xtttpi + x2ap2 H = a p, (p = 1, 2, . . .)
nur dann und stets dann lösbar sind , wenn die Größen a2, . . . die
e Bedingungen
(108) + • • • = o , (h = l , . . . , e}
erfüllen .

In der Tat , es sei wie oben e die genaue Zahl der linear unab¬
hängigen Lösungen der homogenen Gleichungen (106) und f die Zahl der
voneinander unabhängigen Identitäten von der Gestalt (107) : dann lassen
sich aus den Variabein x, , x2, . . . gewiß e solche auswählen , daß die
Gleichungen (106) keine Lösung mehr besitzen , bei der die e ausgewähl¬
ten Variabein sämtlich Null sind ; wir bezeichnen die übrigbleibenden
Variabein mit x±, x2, . . . . Wäre nun f > e, so müßten sich aus den.
Linearformen L^ x) , L2(x) , . . . e solche aussuchen lassen, die lineare Kom¬
binationen der übrigen sind, während die übrigbleibenden unendlich vielen
Linearformen , die mit L^ (x) , L2 (x) , . . . bezeichnet werden mögen, gewiß '
noch einer linearen Identität von der Gestalt

(109) ßj ^ (x) + ß2u : {x) + • • • = 0

genügen , wo die Koeffizienten ß1, ß2, . . . eine endliche Quadratsumme
haben und nicht sämtlich Null sind. Wir setzen nun in den Linear¬
formen (x) , L2' (x) , . . . die vorhin ausgewählten e Variabein Null und
bezeichnen die so entstehenden Linearformen der Variabein x^, x2, . . .
mit (x ), L2 (x ) , . . . . Endlich bestimmen wir irgendwelche Größen.
a1} a3, . . . mit endlicher Quadratsumme , für welche

(110) ßi ai + /V ('2 -i + 0
ausfällt .

Wir betrachten nun das Gleichungssystem
L^ x ) = a, ,

(111) L2' (x ) = a2,

mit den Unbekannten x^, x2, . . . ; dasselbe nimmt bei geeigneter Anord¬
nung der Gleichungen wieder die Gestalt des Gleichungssystems (93)-
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an . Wir sehen dies am leichtesten ein , indem wir zum Gleichungs¬
system (106) den zugehörigen Bilinearausdruck
(112) ViL^ x) + y.2L.2(x) 1---- (x, y) + Ä (x, y)

bilden ; darin ist A (x , y) eine stetige Bilinearform der Variabein X1
x2} , yt , y2, . . . . Der entsprechende Bilinearausdruck für das Gleichungs¬
system (111)

yi L i (x ') + y2 ^ \ x) H—

entsteht dem Obigen zufolge, indem wir in (112) gewisse e von den Va¬
riabein x2, . . . und gewisse e von den Variabein yx, y2, ■■■Null setzen
und die übrigbleibenden Variabein mit x^, x2, . . . bzw. y^, y2, . . . be¬
zeichnen . Hierbei verwandelt sich nun (x; y) , wenn wir noch nötigenfalls
gewisse Produkte x^ y,' in endlicher Anzahl addieren , in

{x , y ) = x^ y; + x2 y.l + • •

und da sich zugleich A (x, y) in eine vollstetige Bilinearform der Variabein
x^, x2' . . . , 2/j', y.2', . . . verwandelt , so haben wir

Vi L 2 {x') + y.2 L.2 (x ’) -i {x , y ) + A' (x ', y ) ,

wo Ä {x , y ) gewiß ebenfalls eine vollstetige Bilinearform von x2, x2' . . . ,
y2, y.2' ■. . wird ; daraus folgt die behauptete Gestalt des Gleichungssystems
(111). Aus (109), (110) erkennen wir, daß das Gleichungssystem (111)
keine Lösung besitzt ; da aber das aus ihm durch Nullsetzen der linken
Seiten entstehende homogene Gleichungssystem ebenfalls keine Lösung
zuläßt , so zeigt dieser Widerspruch mit dem Satze 40 (S. 165) , daß
die Annahme /"> e unzutreffend war . Da die Anwendung des eben Be¬
wiesenen auf das transponierte Gleichungssystem zeigt , daß auch e > f
unzutreffend sein muß, so ist notwendig e = f. Zugleich erkennen wir
auch die Richtigkeit der letzten oben gemachten Aussage .

Bei der Voraussetzung daß A{x, y ) eine vollstetige Bilinear¬
form ist , kommen also dem Gleichungssysteme (93) alle wesent¬
lichen Eigenschaften eines Systemes von endlich vielen Glei¬
chungen mit endlich vielen Unbekannten zu . —

Zum Schluß möge noch gezeigt werden, mit welch überraschender
Eleganz und Einfachheit der Satz 40 ohne irgendeine neue Kon -o ö

vergenzbetrachtung bewiesen werden kann , indem man sich der Sätze
35 und 39 bedient .

In der Tat , aus Satz 39 leiten wir sofort folgende Tatsache ab :
Hilfssatz 6. Wenn x2) . . . eine unendliche Reihe positiver Größen

ist , die gegen 1 konvergieren und

S (Xjy) ^^ SpqXpy2
{p , i )
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eine vollstetige schiefsymmetrische Form der unendlich vielen Variabein
ajj, . . . , y^, y2, • ■■bedeutet , so gibt es stets eine vollstetige Bilinear -
form T (x, y ) der nämlichen Variabein , so daß

(113) {k(x, .) + S (x, ■) } {(. , 2/) + T (. , y) ) = {x, y)

wird, wo k{x) die quadratische Form
x{x) = + y..2x22H----

bedeutet . Die Relation (113) ist damit gleichbedeutend , daß das Gleichungs¬
system

5u 'G d“ s12̂ 2 "h ^13̂ 3 F ■• — Vu
( 114 ) ^31^ 1 F ^ 2^ 2 F ^23^ 3 F * * * == y 2 ?

3̂1*̂1 F 3̂2‘l'SF 3̂̂ 3F ■' ■= 2/3>

die Auflösungen
. c T (x , y )F = 2/i F - — ,1 cx l '
, c T(x, y)

x .-, - 2/, d---- i — — ,‘72 ex * ’

besitzt .
Zum Beweise setzen wir in S (x, y)

1 , 1 ,/y> /•>'' /v> —.. /Y*a-i i , x 2 , ,]/ Xi yx2

2/1 = ' Vi > y-i = l /= 2/2,> • • •,i xi y x2
ein und erhalten dann eine schiefsymmetrische vollstetige Form S ' {x', y ) ,
während x {x) in (x , x ) übergeht . Aus (114) wird ein Gleichungssystem
von folgender Gestalt

Xy - {- S j 2 F « 13X3 F • • • = 2/ 1 ?

®21*̂1F 2̂ F «23̂ 3 F •• •==2/2*»
3̂1 F «32̂ 2 F 3̂ F ■••= 2/3'J

Führen wir nunmehr in S ' nach Satz 39 die orthogonale Transformation
aus, so geht das zu S ' gehörige Gleichungssystem (115) in ein Gleichungs¬
system von folgender Gestalt über :

^ % ,
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Dieses Gleichiingssystem besitzt , wie man sieht , die Auflösungen

gesetzt wird . Da die Größen l\ , lx2) . . . gegen Null konvergieren , so ist
T eine vollstetige Form .

Die Rückkehr zu den Variabein x\ ', x '̂, . . . , t// , y2\ . . . und von
diesen zu den ursprünglichen Variabein xx, x2, . . . , y1, y2, . . . , wobei aus
T die Form T entsteht , lehrt die Richtigkeit des Hilfssatzes .

Um nunmehr Satz 40 zu beweisen , bedenken wir, daß das Gleichungs¬
system (93) in Satz 40 seine Gestalt behält , wenn wir auf die Variabein

X2, . . ■ irgendeine orthogonale Transformation ausführen und zugleich
entsprechend die linken Seiten jener Gleichungen orthogonal kombinieren ,
da dies ja auf eine simultane orthogonale Transformation beider Variabein¬
reihen in A(x, y) hinausläuft . Der Einfachheit halber nehmen wir an,
es sei bereits eine solche orthogonale Transformation der Bilinearform
A (x, y) ausgeführt , daß die aus A(x, y) durch Gleichsetzung der beiden
Variabeinreihen entspringende quadratische , vollstetige Form A(x, x) nur
die Quadrate der Variabein enthält und demnach in der Gestalt

erscheint . Da hierin «1, «2, . . . gegen Null konvergierende Größen sind,
so gibt es gewiß nur eine endliche Anzahl unter ihnen , die <[ — 1 ausfallen ;
es sei etwa e eine ganze Zahl, so daß

Alsdann sondern wir von den Gleichungen (93) in Satz 40 zunächst

wenn

( 116)
oder A (x, x) = a. â 2 + u2x2 + • • •

A (x, ij) + A (y, x) = ‘■2(alxl yl + «2a-2)/2 + • • •)

(117) (p = 1, 2, . . .)
ausfällt .

die ersten e Gleichungen ab und schreiben die übrigen in der Gestalt :
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( ste+ l , e+ l + l ) X e+l + a e+ l , e+ 2 X e+ 2 + ' • • = t/ e+ 1 ,

( US) ac+2,e+l Xe+l + (.ae+2,e+2+ )̂Xc+2+ ’ ' ' = t/e+2,

wobei zur Abkürzung

Ve + l = « e+ l a c'+ l , i a ' l ■ ■ ' a e+ l , « a 'e

( ll ' O ?/ e+ 2 = a e+2 a e+2, l X l ' ' ‘ a e+2, e Xe

gesetzt ist ; diese Gleichungen (118) sind dann, da wegen (116)
apq + a^p = 0 (p + q)
®pp ==

wird , mit Rücksicht auf (117) von der Gestalt (114) und gestatten dem¬
nach die Anwendung des vorhin bewiesenen Hilfssatzes .

Diesem zufolge gibt es eine vollstetige Bilinearform T (x, y) der
Variabein ^c+1, • • •, t/8+i , ye+2, ■■■ derart , daß die Gleichungen (118)
die Auflösungen

, dT

Xe+1 Ve+l 4- gXe+i ’

(V20̂ XcJr2= Vc+2+ dldxte+ 2

besitzen . Tragen wir diese Auflösungen unter Berücksichtigung der
Werte (119) von yc+1, yê , . . . in die e ersten vorhin abgesonderten Glei¬
chungen des vorgelegten Systems (93) ein, so entsteht ein System von
e Gleichungen mit den e Unbekannten xx, . . xe, wie folgt :

-Tq -+- •■• + E lexe = 1?! ,
( 121) ..........

Eel Xl + ' • ' + E eeXe =
wo E L, , E e homogene Linearformen von alt ait . . . sind , während
E ll , . . . , E ee in bekannter Weise durch die Koeffizienten von A(x, y) sich
ausdrücken . Haben nun diese Gleichungen Lösungen xl , . . . , xe, so be¬
rechnen sich daraus vermöge (119) und (120) die Werte a:e+1, ^c+2j • • •>
und wir gelangen so zu den Lösungen des ursprünglich vorgelegten
Gleichungssystems (93) ; im anderen Falle lassen sich gewiß die homo¬
genen Gleichungen

-Kii E lexe = 0 ,

En X l - I---- + E ee X c = 0

durch solche Werte . . . , xe befriedigen , die nicht alle Null sind ; neh¬
men wir alsdann an Stelle von a1, a.,, . . . überall die Werte Null , wodurch
in der Tat _ , _ ,
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wird , so gelangen wir vermöge (119) und (120) zu solchen Werten
xeJrij xe+z>• ■■j che zusammen mit den gefundenen x1, . . xe ein Lösungs¬
system der homogenen Gleichungen (94) in Satz X ausmachen .

Damit ist Satz 40 vollständig bewiesen .
Da oben auch der Satz 39 über die schiefsymmetrischen Formen

lediglich mit Hilfe des Satzes 35 über die orthogonale Transformation
vollstetiger quadratischer Formen ohne irgendeine neue Konvergenz¬
betrachtung bewiesen worden ist, so ergibt sich, daß auch die Theorie
der Gleichungen von der Gestalt (93) und damit überhaupt die Theorie
der vollstetigen Bilinearform lediglich auf die Theorie der orthogonalen
Transformation vollstetiger quadratischer Formen ohne neue Konvergenz¬
betrachtungen begründet werden kann — eine bemerkenswerte Tat¬
sache , die der Theorie der vollstetigen Formen von unendlich
vielen Variabein eine wunderbare Durchsichtigkeit und Ein¬
heitlichkeit verleibt .

Fünfter Abschnitt .

(Neue Begründung der allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen .

In den folgenden Kapiteln XIII —AVI wollen wir die in den Kapiteln
XI—XII entwickelte Theorie der linearen , der quadratischen und bilinearen
Formen mit unendlich vielen Variabein auf die Theorie der linearen
Integralgleichungen anwenden . Es werden durch dieses neue einfachere
und durchsichtigere Verfahren nicht nur alle bekannten Resultate über
Integralgleichungen wieder gewonnen werden , sondern es gelingt auch
die Theorie der Integralgleichungen wesentlich auszudehnen und zu ver¬
vollkommnen . — Weiterhin entsteht dann die Aufgabe , die Methode der
unendlich vielen Variabein direkt ohne Vermittlung der Integralgleichungen
in die Theorie der Differentialgleichungen einzuführen .

Dreizehntes Kapitel .

Die Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern .
In Kapitel XI 1) haben wir den Begriff „vollstetig“ für eine Funk¬

tion der unendlich vielen Variabein xly x2, . . . definiert 2) : wir nennen

1) Die in Kapitel XI und diesem Kapitel XIII angeregten Fragen aus der Theorie
der Funktionen von unendlich vielen Yariabeln habe ich in meiner Abhandlung :
Wesen und Ziele einer Analysis der unendlich vielen Yariabeln , Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo t . XXYII (1909), weiter ausgeführt .

2) In dem ursprünglichen Abdruck meiner „fünften Mitteilung“ hatte ich an
Stelle des jetzt durchweg gebrauchten Wortes „vollstetig“ das Wort „stetig“ eingeführt .
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