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Vierter Abschnitt.

Theorie der quadratischen Formen mit unendlich
vielen Variabeln.

In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir eine neue Methode
zur Behandlung der Integralgleichungen entwickeln, die auf einer Theorie
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabeln beruht.

Die systematische Behandlung der quadratischen Formen mit unend-
lich vielen Variabeln ist auch an sich von grofier Wichtigkeit und bildet
eine wesentliche FKrgiinzung der bekannten Theorie der quadratischen
Formen mit endlicher Variabelnzahl. Die Anwendungen der Theorie
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabeln sind nicht
auf die Integralgleichungen beschriinkt: es bietet sich nicht minder eine
Berithrung dieser Theorie mit der schinen Theorie der Kettenbriiche
von Stieltjes!) dar, wie andererseits mit der Irage nach der Anf-
losung von Systemen unendlich vieler linearer Gleichungen, deren Unter-
suchung Hill, Poincaré, H. v. Koch und andere erfolgreich in Angriff
genommen haben. Auch zu den Untersuchungen Minkowskis iiber
Volumen und Oberfliiche findet in methodischer Hinsicht nahe Beziehung
statt. Vor allem aber eriffnet die Theorie der quadratischen Formen
mit unendlich vielen Variabeln einen nenen Zugang zn den allgemeinsten
Entwicklungen willkiirlicher Funktionen in unendliche Reihen nach Fourier-
scher Art, wie am Schlusse von Kapitel XI angedeutet werden wird.?)

Elftes Kapitel.

Theorie der orthogonalen Transformation einer guadratischen
Form mit unendlichvielen Variabeln.
Es seien

k,=k
P yp?
wo jeder der beiden Indizes p, ¢ die Reihe aller ganzen Zahlen 1,2, ...

durchliuft, beliebig gegebene reelle l'{onstanten, dann stellt
K(z) = _‘_, mxpari
@ a=
eine quadratische Form mit den unendllch vielen Variabeln z,, 2, . ..
dar; die Konstanten %, heifen die Koeffizienten dieser quadratischen
Form. Ein Ausdruck

1) Recherches sur les fractions continues, Ann. de Toulouse Bd. 8 (1894).

2) Man vergleiche zu der hier entwickelten Theorie die Habilitationsschrift von
Hellinger ,,Neue Begriindung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich
vielen Veriinderlichen*. Journal fiir Math. Bd. 136.
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=
Az, y) _,am 7,9,
(p,9=1,2

mit irgendwelchen Koeffizienten a, heiit ein bilinearer Ausdruck oder
eine bilineare Form der unendlich vielen Variabeln @, @y, ..., 9, #s - . ..
Der Ausdruck
K(x, y) =2k, 2,9,
(pyg=1,2,..2
heiBt die zu K(z) gehirige Bilivearform der unendlich vielen Variabeln
Ly By ooy Y1y Uy -+ -
Lassen wir die Indizes p, ¢ nur die Werte 1,..., % durchlaufen, wo
n eine endliche Zahl bedeutet, so entspringen die Formen mit der end-
lichen Variabelnzahl n, wie folgt:
K, (@) =3k,,2,2,
Bri=1,. 050
K, (z,y) = )
(P = 1
Die Formen K, (z), K, (x,y) mogen dle Absehnitte der Form K(x)
bzw. K(z, ) heiBen und auch, mitunter, ohne den Index n ausdriicklich
hinzuzusetzen, mit [A| bezeichnet werden.
Wenn irgendein bilinearer Ausdruck mit endlicher Variabelnzahl

P;‘ ?’y’f

A(z,y) =a vy z,Y,
(pogy=1,...,n)

vorgelegt ist, so heife die Summe aller Koeffizienten der Glieder z,y,
die Faltung des Ausdruckes A, (z, y) und werde mit A4,(.,.) bezeichnet;
es ist also

A.(,) =2,
. (p=1,..., n)
und insbhesondere )
I{n(\'i "} = ll-ll + gt + ksm
Ist

B, (z,y) = m pyy

(pa= 1) Sy
eine zweite Bilinearform, so bilden wir in diesem Sinne die Faltung des
als Bilinearform der #z, und 2z, betrachteten Produktes 4,(z, 2)- B, (7, y):
A (%, B, (. 1; >a, b P, Y,
(pygyr=1,..

und bezeichnen diese Bilinearform der xz,, y, kurz als Faltung von A,
und B,

Aufer den allgemeinen quadratischen Formen K, K ziehen wir noch
die besonderen quadratischen Formen

(z, :C) =zt g4,
(.r-, x)n= ;’r12+ coefox®
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und die besonderen Bilinearformen
(x; f"!) =T Yy + Tolfp
(E, y)n= mlyl—l- e -{_‘q;ﬂ?n
in Betracht.
Die Diskriminante der Form
(z, x)u — A K,,(.’E)
d. h. die Determinante
1— Ak, —Akgyoosy — iy, |
— kg, 1 — Ay, ..., — Ak,

— ik, —Akg,..., 1—1k, |

ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion nten Grades in 2 mit lauter
reellen Nullstellen; diese mogen mit

‘li{u)} AE(”;? R | j'n(")

bezeichnet werden und die [ligenwerte der Form K heiflen; die Ge-
samtheit dieser n Eigenwerte heille das Spektrum der Form K. Wenn
ein reeller Wert 4 so beschaffen ist, dali in ithm oder in beliebiger Niihe
desselben noch fiir unendlich viele » Eigenwerte von K liegen, so heifle
dieser Wert 1 ein Verdichtungswert von KA. Wenn die Betriige der
absolut grifiten Eigenwerte von K, mit wachsendem » iiber alle Grenzen
wachsen, so soll der Wert 2 = oo ebenfalls als Verdichtungswert der
Form K gerechnet werden.

Wir bilden nun aus (1) durch Riinderung die Determinante

~k ]{l n? &y

= i"'lnl! vy X = Afk.ml’
yl’ e ”u} “

X

n

und nennen den Quotienten
D,d;x,m

Kol 2, y) = D, (%)

bzw.
K, (4 &) = K,(4; z, z)
die Resolvente der quadratischen Form K, ; die Koeffizienten von
&y ooy 2, in K (152, 9) geben, wenn 1 kein Eigenwert ist, die Losung
der linearen Gleichungen
Zy— Al + -+ E,2,) = Y,y p=1,...,n)

wir driicken dies durch die Identitit aus:

Ku(;"; &, y) - j.Iir"(.’,L‘, ')Kn(‘]": iy -”)': (.T, y)
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Es ist offenbar
(2) K (l. .T, U) = (Z', y) + l‘h.u(x’ ?") + j'EKuKn(m! ?f) + lsKnKn Kn(xl y.) + e
wo K, K,K K K,... die aus K, durch fortgesetzte Faltungen ent-

n?

stehenden Forme
K Iln (“‘") y) u(‘Tl ) I(n( J) lprquxpy;:

(p r_:,.v-—L....

KnKuKu(x} y) - ‘K:(‘r} 'I) I{n‘ﬁ’n g} JJ v] ]‘r:]s;xp.!p

(B, s 1y 8= 1'-- o

Fiir die Resolvente K, gilt die Pm'tialbruchdm-stellung

bedeuten.
L.t (x\ I, fn,"(y Lufm )y 1, () o)
@) Kb y) = OB L WO,
1— :'l ‘n) 1— l"fm

wo LW, ..., L gewisse lineare Formen der Variabeln z,, ..., z, mit
reellen Koeffizienten, die ,Eigenformen“ von K, bedeuten. Insbesondere
gelten mithin die Formeln:
(@ Y= 210 + -+ - + 2,9, = L@ LY(Y) + - - - + L,"(2) L"),
LIIJ:J(;,;)_I_,!'.';.‘(”) L”(H}(mL on(y)

{4) I{n(‘TJ y) = j‘l'm + i g I j_ (n)
(.T, m:)ﬂ = $12+ ¥ig = xr.'ﬂ == (Ll("}":‘r))g T o (L,a(za}($)) ’
= (L, () L, (z))?
K, () = _;'lm; ) pal e o ( 1”05 ?
i) (L, (x))* (L, (x))*
() K ‘An(‘l) - J_ (w2 : SR *, mkr-x 2

() (g J

L, L
KEX, @ =58 . Ol
Aus (4) folgen die Orthogonalitii-tseigwnschaften der Linearformen

Lo, ... L
LY LM() =0, (p+q),

L) 90 = 1,
wo L,()L,() die Faltung der Bilinearform L ™ (x)
und alsdann wiederum ergibt sich durch Faltung

L,"(y) bedeutet,

1 1
Byt }m—l.s..l‘?ﬂ) A S TR
+ 1 1
(b) Jk ]in( ) karf'rp e (1ICMJ)2 + T + (1'1()&])'5‘1
: | 1

I(IJ]{RI{ ( “2’ g%’pr ‘1‘; xp (4, w3 o Sl (}‘n(“})_“

- -
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Unsere erste wichtige Aufgabe besteht darin, den Begriff
der Resolvente der Form K, auf die Form K zu iibertragen und
zu der Partialbruchdarstellung (3) das Analogon fiir die Form K
mit unendlich vielen Variabeln aufzusuchen.

Zu dem Zwecke bedienen wir uns eines allgemeinen Hilfssatzes aus
dem Gebiete der stetigen (gleichmiBigen) Konvergenz.')

Hilfssatz 1. Es sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Intervall fiir
die Variable s, ferner
™ 11(8), 1:(5), fi(s), - - -
eine unendliche Reihe von Funktionen der Variabeln s, die in .J stetig
sind, deren Werte absolut genommen unterhalb einer endlichen Grenze
bleiben und deren Differenzenquotienten siimtlich unterhalb einer endlichen
Grenze bleiben, so daB fiir alle s, ¢ in J und fiir alle /.

2=t <=

gilt, wo ¥ eine endliche von 7 und von der Wahl der Argumente s,¢
unabhiingige Gribe bedeutet:

Alsdann lassen sich aus ebendieser Reihe von Funktionen (7) un-
endlich viele Funktionen :

1%(8), £5*(8), £5¥(3), - - -

auswithlen derart, daB die Reihe dieser Funktionen fiir jeden beliebigen
Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert, und zwar stetig (mithin
auch gleichmiBig) konvergiert, woraus ersichtlich ist, daB der Limes

70

eine in ./ stetige Funktion von s darstellt.

Zum Beweise bestimmen wir auf die Art, wie es in § 5 der oben
zitierten Abhandlung {iber das Dirichletsche Prinzip geschehen ist, aus
der Reihe (7) eine Reihe von Funktionen fi*(s), £;%(s), ... derart, daB die
Reihe dieser Funktionen fiir jeden Punkt einer in oJJ iiberall dichten ab-
zihlbaren Punktmenge P* gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert;
die so ausgewihlten Funktionen sind, wie wir nun zeigen wollen, von
der im Hilfssatze verlangten Art.

In der Tat bezeichnen wir mit s, s,, ... irgendeine unendliche Reihe
von Punkten aus oJJ, die gegen einen bestimmten Punkt s konvergiert.
Bedeutet dann ¢ irgendeine beliehig kleine positive Grifie, so bestimmen
wir zuniichst einen Punkt s¥ der Punktmenge P¥ derart, daB

(8) st —s| <gp

1) Vgl. die Abhandlung des Verf ,Uber das Dirichletsche Prinzip*, Math, Ann.
Bd. 59 (1904).
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 8



114 Kap. XI. Theorie der orthogonalen Transformation.

wird; wegen der Konvergenz der Wertreihe

17%(s%), % (%), - ...
liBt sich alsdann gewill eine Zahl N finden, so daB fiir alle N iiber-
schreitenden Indizes p, ¢
(9) L@ -1l <5
wird; wegen der Konvergenz der Punktreihe s, s,,... kann diese ganze
Zahl N zugleich auch so grof gewihlt werden, daB fiir alle N iiber-
schreitenden Indizes p, g

s——sp!<;b., \s—s,} <&

ausfillt. Mit Hilfe von (8) folgt hieraus fiir alle N iiberschreitenden
Indizes p, q

E

% £ 5 "
(10) |s*— 8| <ip [8*— 4| <1m
Andrerseits ist nun wegen der Voraussetzung unseres Hilfssatzes
fp*(s*) — £p*(38) 10 6Y) — 12" (89) 7
§*—sp <% & — 8 <E,

und folglich mit Hilfe von (10)
£ — F2,) | < 5, 1F5(5%) — £2(8) | < -

Addieren wir diese Gleichungen zu (9), so folgt fiir alle NV iiberschreiten-
den Indizes p, g
|75(%) — 5 | + 1 65(%) | = £F ) |+ [7FF) — £*6) | <,
und um so mehr
|75%(s,) — £3(s) | <e.
Da ¢ eine beliebig kleine Grofie war, so folgt hieraus, dall die Wertreihe
11¥(83), 1:%(82), - - -
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, d. h. die Funktionenreihe
1*(8), H¥s), -
konvergiert stetig an jeder Stelle s des Intervalles ./, womit der Hilfssatz
vollstandig erwiesen ist.

Wir kehren zur Theorie der (uadratischen Formen zuriick, und zwar
nehmen wir im folgenden zuniichst an, es sei 1= co nicht Ver-
dichtungswert von K, d. h. es sei K eine solche Form, daB die
simtlichen Eigenwerte von K, fir alle » in dem endlichen
Intervalle J liegen. Wir definieren sodann gewisse zu K, gehdrige
Funktionen der Variabeln 1, wie folgt: es werde allgemein
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M) =0 fir l< 4.
(11) %p () . 1.1.1 =7 Ip=1...,n
: #,®(3) = (L, @) (& — 2,/) fir 1> 4,®
und

x(”)(l) = xl{”)()__) + .. -+ xu(’i)(l}
gesetzt; dann sind %™ und folglich auch % stetige Funktionen von 1,
die nirgends negativ ausfallen und bei wachsendem Argument 4 und fest-
gehaltenem » niemals abnehmen; die Differenzenquotienten dieser Funk-
tionen, d. h. die Ausdriicke
xp™ () — %™ ()

I—u ’
2 (R — xi’_"(p_)
L—u

sind, wie wir ebenfalls sofort sehen, nirgends negativ und nehmen, wenn
eines der Argumente 1, u fest bleibt und das andere wiichst, niemals ab,
und zwar gelten die Gleichungen
xp" '_(_"3_:_;’;{_’_’1(“‘? — a,(L,™@)
und folglich
w3 — = (1)

= 1 (L@ + -+ 47, (LY@,

l—u
W0 @y, ..., ¥, zwischen 0 und 1 liegende, von 1, u abhiingige GroBen
bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar die Ungleichung

(A () — petn) ) o
— —-.: B < @@y + - + ZO@),
oder wegen ()
w1y — ginlf & &
(12) W ettt

Endlich bemerken wir noch, dafl auf jeder Strecke, die keinen der
Eigenwerte 2, von K, enthiilt, die Funktionen » (1) und folglich auch
die % (1) lineare Funktionen von 1 sind. Fiir alle auBerhalb auf der
negativen Seite von ./ gelegenen i ist x((A) identisch Null; daher ist
mit Riicksicht aunf (12) stets:

A0 < @+ 2,0)d,
wo J die Linge des Intervalles J bezeichnet. Auf der positiven Seite
auBerhalb von .J ist
#0(8) = Aa2+ - 4 2,9 + C,(2),
wo () (z) eine von A unabhiingige Form bedeutet. In bezug auf die
Variabeln 2, ..., 2, ist 2z eine quadratische Form.

Es seien nunmehr unendlich viele Variable &, a,, ... vorgelegt; wir

ziehen dann diejenigen speziellen Wertsysteme in Betracht, die entstehen,

wenn wir irgendeine dieser Variabeln gleich 1 und alle iibrigen gleich 0,
S*

<&



116 Kap. XI. Theorie der orthogonalen Transformation.

" g s - c o o~
oder wenn wir irgend zwei dieser Variabeln gleich 7 und alle iibrigen

-

gleich O setzen. Wir denken uns alle diese speziellen Wertsysteme der
unendlich vielen Variabeln 2, #,, ... In bestimmter Weise in eine Reihe
geordnet und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge als erstes, zweites,
drittes usf. spezielles Wertsystem der unendlich vielen Variabeln a,, 2, ..
Fiir alle diese speziellen Wertsysteme gilt wegen (12) die Ungleichung
(13) v.”"(i.; ::'"f’(_uJ: g 1.

Wir betrachten nun die Formenreihe
(14) #(4), x3(4), x9(), .. .
und wenden, indem wir fiir die Variabeln a, a,, ... das erste spezielle
Wertsystem eingesetzt denken, unsern Hilfssatz 1 an: wir sehen, dafl
dann im Intervalle J fiir 4 die Werte der Formenreihe (14) simtlich
unterhalb einer endlichen Grenze liegen miissen und wegen (13) auch
die weitere Voraussetzung unseres Hilfssatzes erfiillt ist. Diesem Hilfssatz
zufolge lift sich daher aus (14) gewiB eine unendliche Reihe von Formen
(15) x@(L), x3(4), xBP(D), ...
auswiihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln z,, z,, ... das erste
spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige Funktion von 2
in dem Intervalle J gleichmiiBig konvergiert.

Sodann wenden wir unsern Hilfssatz auf die Formenreihe (15) an.
Diesem Hilfssatz zufolge liBt sich aus jener Formenreihe gewill eine
unendliche Reihe
(16) #1(4), #E(2), »**9Q), ...
auswihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln z;, z,, ... das zweite
spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige Funktion von 2
gleichmiiBig konvergiert. Indem wir ferner unsern Hilfssatz auf die
Funktionenreihe (16) anwenden, gelangen wir durch Auswahl zu einer
Funktionenreihe S

2R, @ HR), (D)
die nach Einsetzung des dritten speziellen Wertsystems gegen eine ge-
wisse stetige Funktion von 1 gleichmiilig konvergiert.

Endlich betrachten wir, indem wir uns das Verfahren unbegrenzt
fortgesetzt denken, die Formenreihe

.2

(17) AR, 2@, #D), .
dieselbe konvergiert in 1 gleichmiBig, sowohl wenn wir darin fiir die
Variabeln ,, z,, ... das erste, als auch wenn wir das zweite, als auch

wenn wir das dritte spezielle Wertsystem usf. einsetzen. Da sich aber

allgemein der Koeffizient von x, 2, einer quadratischen Form linear aus
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den drei Werten zusammensetzen liBt, die die quadratische Form fiir

1 1 . 4 wy
z,, ,= 1,0 bzw. 0,1, bzw. —, — annimmt, wihrend man alle iibrigen
v yz2

Variabeln gleich O setzt, so folgt, daB auch allgemein der Koeffizient von
z,z, in der Formenreihe (17) gegen eine gewisse in 4 stetige Funktion
#,,(4) konvergiert. Wir setzen
z(d) = S«,, (D x,,
p,9=1,2...

so dall %(1) eine quadratische Form der unendlich vielen Variabeln z,, a,, . .
bedeutet, deren Koeffizienten stetige Funktionen von 1 sind. Diese
Funktionen von A sind zuniichst nur innerhalb .J definiert; da wir aber
statt J ein beliebig groBes, J enthaltendes Intervall wiihlen diirfen, so ist
damit die Definition jenmer Funktionen fiir alle endlichen Werte von 1
gegeben.

Die Werte irgendeines Abschnittes einer quadratischen Form mit
unendlich vielen Variabeln sind als lineare Kombinationen derjenigen Werte
darstellbar, die die quadratische Form fitr unsere speziellen Wertsysteme
annimmt. Daraus folgt, daB, wenn wir in den Formen der Formenreihe (17)
&y, ..., @, beliehig lassen, die iibrigen Variabeln z,_ ,, z,,,, ... simt-
lich = O setzen, d. h. von jeder Form in (17) denselben Abschnitt nehmen,
diese aus den Abschnitten gebildete Reihe gewil ebenfalls gleichmiilig
konvergiert, und zwar gegen denjenigen Wert, den der betreffende Ab-
schnitt von %(1) annimmt. Wenn wir noch

1% =gy, P¥R—p, BP9y ..
setzen, so gilt also die Gleichung:
I @) = [x(3)])

Der Kiirze und Ubersicht halber wollen wir im folgenden bei
einer Gleichung oder einer Ungleichung die eckigen Klammern
fortlassen, d. h. nach dieser Festsetzung ist eine Gleichung oder Un-
gleichung zwischen Formen mit unendlich vielen Variabeln stets so zu ver-
stehen, dafl sie identisch fiir alle Variabeln gilt, wenn man in der Formel
auf beiden Seiten die gleichen Abschnitte der Formen nimmt; so lautet
die letzte Gleichung

(18) L #m)(2) = #(3).

Zugleich bemerken wir, daB die obengenannten Eigenschaften der
Funktionen «((4) als Funktion von i sich sofort auf einen beliebigen
Abschnitt [2(4)] der Form #%(A) iibertragen, wenn wir diesen als Funktion
von 4 betrachten. Wir erkennen so, dall die Funktion [x(4)] ebenfalls
nirgends negativ ausfiillt und bei wachsendem Argument 4 niemals ab-
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nimmt, ferner, da der Differenzenquotient dieser Funktion d. h. der Aus-
druck

[=(2)] — [(w)]

A—u

wiederum nirgends negativ wird, und, wenn eines der Argumente 1, u
fest bleibt, wiihrend das andere wichst, niemals abnimmt. Wegen (12)
folgt fiir jenen Differenzenquotienten die Ungleichung
(19) <@ a)
Innerhalb eines Intervalles, das keinen Verdichtungswert der Form A
enthiilt, wird [%(4)] eine lineare Funktion von A. AuBerhalb J ist aof
der negativen Seite [%(1)] identisch Null, auf der positiven Seite gleich
1@, 2)] + C(@).

Wir denken uns nun in der Form x(1) das erste spezielle Wert-
system eingesetzt und bezeichnen die so entstehende Funktion von 4 mit
#(4),. Nach den obigen Ausfilhrungen wird, wenn wir A festhalten und
u einen 7 {ibersteigenden Wert beilegen, der Differenzenquotient von #(1),,
sobald w gegen A hin abnimmt, gewi nicht wachsen und mithin, wenn
w nach 4 fiillt, einem Grenzwert zustreben, d. b. %(1), besitzt gewif fiir
jedes 4 einen vorderen Differentialquotienten; wir bezeichnen denselben
mit f+)(1),. In derselben Weise wird gezeigt, dab x(2), fiir jedes 4 einen
hinteren Differentialquotienten besitzt; wir bezeichnen denselben mit ¥-)(2),.

Aus den obengenannten Tatsachen iiber die Differenzenquotienten
von x(), folgt zugleich, daB sowohl {+)(1),, wie f~)(1), Funktionen von
sind, die nirgends negativ ausfallen, mit wachsendem Argument 1 nicht
abnehmen und iiberdies stets den Ungleichungen

f2), KB (), fir A< u

2{ = = 2
(20) (), S 1O (w), fiir A< p

geniigen.

Da ferner wegen (13) die Differentialquotienten £*+)(1),, f(4); den
Wert 1 nicht iiberschreiten kdnnen, so gilt dasselbe um so mehr fiir die
Differenz vom vorderen und hinteren Differentialquotienten an der nam-
lichen Stelle 4, und wir ersehen hieraus, daB, wenn m irgendeine ganze
Zahl bedeutet, hochstens m Stellen 2 vorhanden sind, fiir welche

FO (L), — F(2), =

gilt. Wegen dieser Tatsache ist die Menge derjenigen Werte A, fiir welche
vorderer und hinterer Differentialquotient voneinander verschieden aus-
fallen, notwendig abzihlbar.

Nunmehr denken wir uns in %(4) das zweite spezielle Wertsystem
eingesetzt, verfahren mit der so entstehenden Funktion x(1),, wie vorhin
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mit #(1); geschehen ist, und suchen diejenige Menge von Stellen 1, fiir
welche der vordere und hintere Differentialquotient voneinander ver-
schieden ausfallen. Die Menge dieser Stellen 1 ist gewil wiederum ab-
zihlbar. Mit Benutzung des dritten speziellen Wertsystems erhalten wir
entsprechend eine abzilhlbare Menge von Stellen 2 usf. Die Gesamtheit
aller solchen Stellen ist wiederum abzihlbar; sie mégen die Eigenwerte
der Form K heiBen und mit ,, 4,, ... bezeichnet werden. Die Stellen
Ay, Ay, ... und ihre Verdichtungsstellen sind gewiff Verdichtungswerte
der Form K, da ja »(1),, #(4),, ... auBerhalb der Verdichtungswerte
lineare Funktionen von 1 sind und folglich die vorderen und hinteren
Differentialquotienten daselbst einander gleich ausfallen. Die Gesamtheit
der Stellen i,, 1y, ... werde das Punltspektrum oder das diskon-
tinuierliche Speltrum der Form K genannt.

Da die Koeffizienten einer quadratischen Form sich linear aus den
Werten zusammensetzen lassen, die die quadratische Form fiir die Reihe
der speziellen Wertsysteme der Variabeln annimmt, so schlieflen wir, dall
die simtlichen Koeffizienten », der Form x(Z) ebeufalls sowohl vordere
wie hintere Differentialquotienten besitzen, und daB dieselben fiir jede
Stelle mit Ausnahme der Stellen 1,, 1,, ... einander gleich sind; die
vorderen und hinteren Differentialquotienten von », mogen mit £ bzw.
f,, bezeichnet werden. Fiir jede von 4, 1,, ... verschiedene Stelle 2
stimmen diese beiden Differentialquotienten miteinander iiberein; wir
setzen daselbst _

=5 =t
die quadratischen Formen mit den Koeffizienten ), f,, mogen mit §+)(4)
bzw. ¥-)(1) bezeichnet werden. Fiir jede von 1;, 4,, ... verschiedene
Stelle setzen wir
£(A) = EH(1) = ¥ (2).

Wir bilden nun allgemein fiir die Stelle i, die Differenz ) — £,/
und nehmen diese Differenz als Koeffizient von x,4; die so entstehende
quadratische Form mit unendlich vielen Variabeln, deren Koeffizienten
jedenfalls nicht simtlich verschwinden, werde die zum FEigenwert 2,
gehirige quadratische Kigenform von K genannt und mit 15, be-
zeichnet. Offenbar ist fiir jeden Eigenwert 1,

(21) W) — 1) = E,
und da auch zu (20) analog

) (A) L 10 () fiir A L,
D) L ) (w) fiir A < u
gelten muB, so fiillt gewill

(23) E,>0

(22)
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aus. Andererseits folgt aus (19), wenn wir fiir u einen 1 iibersteigenden
Wert wihlen und diesen gegen 4 konvergieren lassen,
(24) (1) < ( 2).

Wir betrachten nunmehr irgend m nach zunehmender GriBe ge-
ordnete Eigenwerte der Form K, etwa

2 or ol

R P’
und die diesen zugehorigen Eigenformen
v,
Eyy oo By

Wegen (21) haben wir

(25) @) —-10@)=E, (h=12..., m)

und wegen (22)
f(“j(i“p;_;) o f(‘H(lpL) ; 0?

) = 90, ) 20

Die Addition von (25) und (26) ergibt

(27 M@, -84, )=E, 4+ E,,

und diese Ungleichung lehrt, da [£)(4)] nirgends negativ ist, wegen (24)
die weitere Ungleichung

(28) B, +---+E, <(%%)

Aus (23) und (28) erkennen wir, dal die iiber alle Indizes p er-
streckte Summe X[ I | konvergiert, und zwar gegen eine quadratische Form
der » Variabeln z,, ..., z,, die <z *+ .-+ z,® ausfillt, d. h. es ist

%1‘4}, = (@, x).

Wir definieren jetzt folgende Formen der unendlich vielen Variabeln

Byy Bgyoos -8
e(l) - EW_E;;:
@p<

n(A) = E,(d— 1),

(p<h

wo die Summen rechter Hand iiber alle diejenigen Indizes p zu erstrecken

sind, fir die 1,<<21 ausfiilll. Die Koeffizienten von %(1) sind stetige

Funktionen von A. Die Abschnitte [e(2)], |4(2)] dieser Formen sind

Funktionen von 4, die, wie sich ohne Schwierigkeit mit Benutzung von

(23) und der Konvergenz von (_\).T[EP'] ergibt, folgende Eigenschaften
)

besitzen:
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[e(2)] ist nirgends negativ und nimmt mit wachsendem A niemals
ab; auBerhalb oJ ist [e(4)] auf der negativen Seite Null, auf der positiven
cleich >[ )

[e(ll] ist an allen Stellen stetig, die nicht Eigenwerte sind; fiir den
Eigenwert 1, besitzt [¢(4)] einen endlichen Sprung, und zwar ist bei
positivem gegen Null abnehmendem 7:

’{,u?(lp— 7) =e(4,),
j__’,ue(.lp +17)=¢(4,) + E,.

[#(4)] hat sowohl einen vorderen, wie einen hinteren Differential-
quotienten; diese stimmen an allen Stellen, die nicht Eigenwerte sind,
miteinander i{iberein und haben den Wert [¢(2)]; fiir den Eigenwert 2,
ist der hintere Differentialquotient [e(4,)], der vordere [e(4,)] + [E,], so
daB der UberschuB des vorderen Differentialquotienten uher den hinteren
[£,] betriigt.

Aus (27) folgt, wenn 1/, A"> A" keine Kigenwerte sind:

(W) —tA) > DE 2
(4 -(/_u<r
nun ist
Sk =e(d) —e(d)
(A< ip < af; ‘
und folglich auch

(29) H(A") — HA) = e(X") — e(X).

Ist eine der Grofen A, 17 ein Eigenwert, bzw. sind beide Eigen-
werte von K, so folgt ebenso statt (29) eine entsprechende Ungleichung.
Setzen wir nun

o(A) = =(i) — n(2),
so besitzt mit Riicksicht auf (21) die Funktion [o(4)] vordere und hintere
Differentialuotienten, die fiir jede Stelle A miteinander iibereinstimmen,
und dieser Differentialquotient ist iiberdies, wie aus (29) bzw. aus der
entsprechenden Ungleichung folgt, eine mit wachsendem Argument nicht
abnehmende Funktion von 1; daher stellt dieser Differentialquotient eine
Funktion dar, die in i stetig ist. Setzen wir also
(30) o) = 2o, z,3,~ d':,ll' = f(1) —e(d),
so ist jeder Abschnitt der Form @(1) eine stetige, nicht negative, mit
‘wachsendem 1 nicht abnehmende Funktion von 1. Die Form ¢(i) der
unendlich vielen Variabeln, deren Koeffizienten s stetige Funktionen von 4
sind, heife die Spekiralform von K.
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Wegen (24) gilt die Ungleichung
(31) 0(2) + e(1) < (%, 2).

Die Formen (1), ¢(4), ¢(1) werden fiir alle auBerhalb auf der nega-
tiven Seite von .J liegenden Werte 4 identisch gleich Null; auf der positiven

Seite gehen sie in von i unabhingige Formen iiber, die wir bzw. mit
f(4+ o0), e(+ o), 6(+ oo) bezeichnen wollen. Wegen (30) haben wir

(32) o(+ 00) = H(+ 00) — e(+ o).
Da [#(4)] rechts von J in i[|z, #)] + C(z) iibergeht, so haben wir
(33) tH(+ o©) = (z, 2)

und, wie friither bemerkt ist,
e(+ o0) = 2'E,.
p)

Wir wiihlen jetzt solche reelle Werte 1 aus, in deren beliebiger
Niihe noch Punkte 4" existieren, fiir die nicht identisch in allen Variabeln
Tyy Tgy -

a(l)=o0a(i)

ausfillt. Die Menge s aller solchen Punkte 4 ist perfekt (abgeschlossen
und in sich dicht); sie heile das Streckenspektrum oder das kontinuier-
liche Spektrum der Form K. AuBerhalb der Verdichtungswerte von K
sind die Koeffizienten von x(4) simtlich linear in 4, diejenigen von ¢(1)
konstant, und folglich werden auch die Koeffizienten von (1) konstant,
d. h. das Streckenspektrum liegt gewifl innerhalb der Verdichtungswerte
der Form K. Das Punktspektrum nebst den Hiufungsstellen der Eigen-
werte und das Streckenspektrum zusammengenommen heile das Spekérum
der Form K.

Betzen wir nun
+ =
6(+ 00) = [da(d) = [da(2),
—™ (%)
so erhalten wir aus (32), (33)
(2, 2) = e(+ 00) + fda(1)
(s)

oder

(34) (x,2) = J'E, +fdo'(?.),

§)] (%)
wo die Summe iiber alle p zu erstrecken ist.

Wir kehren nunmehr zu der guadratischen Form K, mit endlicher
Variabelnzahl » zuriick. Bedeutet 1 eine komplexe oder eine von simt-
lichen Eigenwerten 4" der Form K, verschiedene reelle Grofe, so er-
halten wir aus der Definition (11) der Funktion »," sofort die Gleichung
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+ =
s ’“‘fi ) () “—’P D V)
(o — d“ (L .?J) (— 1)® Iu ] hptn — B ]
-0 n)
die Integration ist hier reell von g = — o0 bis u = + oo, im Falle eines

reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes 4 in der komplexen
t-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB »,(u) in der Umgebung
des Punktes 4 als lineare Funktion auch fiir komplexe u definiert ist.
Durch Snmmation iiber p =1,..., n finden wir

p W) o 1 (L () (L™ (@) |
(30) f(u L)a ZP' 2 {.;.li""—-—l + LA + ‘1”0“ — 1 I .

wobel die Integration wie vorhin auszufithren ist. Andererseits ist, wie
aus (3) und (5) folgt,

. Kk o) — (z,2),  (L,™(@)* ™ (@)
(3b) i i 11'.": —3 i il + }'”m — 2

Wenn wir in (35), (36) fir » die besonderen Zahlen m,, i, . ..

einsetzen und auf beiden Seiten einen bestimmten Abschnitt nehmen, ferner
unter i irgendeine komplexe GriBe oder eine solche reelle Grofe ver-
stehen, die nicht zum Spektrum der Form K gehort, so erhalten wir
wegen (18) durch Grenziibergang die Formel

=g 7 [K," (4, .Tﬂ — [IJL‘ .’Bm.,] fxmﬁ
(37) L 2f —

h=oo

die Integration ist hier wiedernm reell von p= — oo his u = + 0o, im
Falle eines reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes i in der
komplexen p-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB #(u) in der
Umgebung des Punktes A als lineare Funktion auch fiir komplexe u de-
finiert ist. Infolgedessen stellt das Integral rechter Hand eine Funktion
von A dar, die fiir alle komplexen und fiir die nicht zum Spektrum von
K gehorigen reellen A regulir analytischen Charakter in bezug auf 2
besitzt.
Wir setzen

(38) K(3, 2) = (z, &) + 24 f w"“”l)*

und nennen diesen Ausdruck die Resolvente der Form K: jeder Ko-
effizient oder Abschnitt derselben ist ebenfalls fiir alle komplexen und
fiir die nicht zum Spektrum von K gehorigen endlichen reellen Werte
von A regulir analytisch, und man sieht auch, daB derselbe fiir 1 = co
regulir analytisch ist.



124 Kap. XI. Theorie der orthogonalen Transformation.

Die oben gefundene Gleichung (37) geht iiber in
LK., (% x) = K(4, ).

=0
Aus der Definition der Form (1) entnehmen wir die Gleichung
+x -I—m
' C o 1N By
(39) S = FJ,J (o choo

n
wobel unter A irgendeine komplexe Grife oder eine solche reelle Grifie
zu verstehen ist, die nicht zum Spektrum der Form K gehort, und die
Integration nach g im Falle eines reellen 1 mit kurzer Umgehung des
Punktes 4 in der komplexen w-Ebene ausgefiihrt werden soll.

Wegen
o(A) = =(2) — n(4),

. ((gu.)
() = 1

erhalten wir durch wiederholte Produktintegration und Einfiihrung einer

naturgemiien Erweiterung des Integralbegriffes
+ {- o0 + @ + oo

() Lol " elw 1 o (k) 1 (Tdsw
f(n—z)“""”i/ w—ayp = Jw—a) o =3 fp_b dg =--2—f—l;_-,;
- ® - — o - (s)
Aus (38), (39) ergibt sich
: < d 3
(40) K (1, z) = (z, a:)+,1f,_1p_k+ f U(u

und hieraus mit Riicksicht auf (34)

tl x)% N hf’i _}_’/'.f?ﬁ(y'; i
® 1 =]
Ly &
(%)

Diese Formel ist das gesuchte Analogon zu der Partial-
bruchdarstellung (3) der Resolvente K, (4, 2) der Form K, mit
der endlichen Variabelnzahl n.

Wir fassen die gefundenen Resultate in folgender Weise zusammen:

Satz 31: Die Resolvente einer gquadratischen Form K, fiir welche
4 = oo nicht Verdichtungswert ist, ist eine quadratische Form mit unendlich
vielen Variabeln K(1, &)= 3K (),

P

v??’

deren Koeffizienten fiir alle auflerhalb des Spektrums der Form K gelegenen
Argumente L regulitr analytische Funktionen dieses Argumentes sind.

Ist my, m,, ... eine gewisse Reithe ins Unendliche zunelmender gamzer
Zahlen, so gilt fiir jeden Absclnitlt der Resolvente die Gleichung
(4!1) , .._L Kmh(i, :L‘,I' == K(l, .:C)’

wo K, die Resolvente der Form K., bedeutet.
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Die Resolvente K gestattet fufqendr’ Darstellung (fiir jeden Abschnitt)

(42) K@, @) = S—To 4 j dols) ,
(;J 1__

(%)

dabei ist die Swinme iiber das gc.samfe Pamﬂ{spem wum von K, d. h. iiber
alle Eigenwerte von K zu erstrecken; F, bezeichnet allgemein die zu 1,
gehorige quadratische Iligenform. sic ist eine Form, deren Abschwitie fir
ketnen Wert der Variabeln wm, xg, ... negativ sind. Das Integral ist iiber
das Streckenspektriom von K zu erstrecken.  Die Spektralform (1) ist eine
Form, deren Koeffizienten stetige Iunktionen in L, und deren Abschnitte
bei wachsendem Avgument 1 innerhall des Streckenspeltrums s — von be-
sonderen Werten der x,, x, ... abgesehen — wachsende Funktionen von 1,
in jedem auferhalb s gelegenen Intervalle aber sdmtlich Lonstant sind.
Endlich gilt die Gleichung (fiir jeden Abschnitt)
(43) (z, x) = T?LJ + [do(3).
P ()

Wenn die siimtlichen Abschnitte einer quadratischen oder einer bi-
linearen Form mit unendlich vielen Variabeln x, @y, ..., ¥, %, .. . absolut
genommen unterhalb einer von der Wahl des Abschnittes unabhiingigen
endlichen Grenze liegen, sobald man die Variabeln den Bedingungen
(44) (zx) <1, (my)<1

unterwirft, so heifle die quadratische bzw. bilineare Form eine beschrinkte
Form.

Die zu einer beschriinkten quadratischen Form gehirige bilineare
Form ist ebenfalls eine beschrinkte IForm.

Beispielsweise sind wegen (23) und (28) die Kigenformen £ stets
beschriinkte Formen, und da nach (31) die Ungleichung

(i) + e(d) < (z, )

gilt, so sind aunch die Spektralformen @(1), ebenso wie die Formen F(4)
und e(4) beschriinkte Formen. Endlich ist, wenn 2 einen aullerhalb des
Spektrums von KA(x) liegenden Wert bedeutet, die Resolvente K(4, 2),
und zwar sowohl der Summen- wie der Integralbestandteil von K(Z, )
fiir sich, eine beschrinkte Form.

Ein wichtiges spezielles Beipiel einer beschriinkten quadratischen

Form ist 2;’?::{

1) Die von mir gegebene und zuerst von H. Weyl (Inauguraldissertation, Gottingen
1908, S, 83) publizierte Beweisidee hierfir ist kurz folgende: Es gibt identisch in

Lyy Loy oo o3 Yy Yooy -
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Die Begriffe ,,Abschnitt“ und ,beschriinkt” konnen offenbar in gleichem
Sinne auch fiir lineare Formen mit unendlich vielen Variabeln angewandt
werden. Eine lineare Form

L(z) =la, + Ly + -
ist dann und nur dann eine beschriinkte Form, wenn die Summe der
Quadrate ihrer Koeffizienten

2 % 0w s
endlich bleibt. SO A

Die Richtigkeit hiervon erkennt man leicht mit Hilfe der beiden
folgenden Tatsachen:

I Wenn w,, #,,... und v, v,,... irgendwelche Grolen sind, so
gilt stets die Ungleichung

(u, v)* < (u, w)(v, v).

I. Wenn u,, u,,... irgendwelche Groflen sind, ferner M eine end-

liche positive Zahl bedeutet und {iberdies fiir alle der Bedingung (44)

geniigenden Werte a,, a,,... die Ungleichung
,z) <M

stattfindet, so ist stets ,
(uy w) < M2

Fortan ziehen wir durchweg nur solche Wertsysteme der
unendlich vielen Variabeln z,, 2,,... %, %,... u.s. f. in Betracht,
die der Bedingung (44) geniigen. Ist a,, ay,... ein solches Wert-
system, so existiert, wenn L(x) eine beschrinkte lincare Form ist, gewiB
der Limes des nten Abschnittes [L(«)], derselben fiir n = co; wir setzen

IA_ H) = {x |L(a>!fl;

somit haben wir erkannt, dall eine beschriinkte Linearform der unendlich
vielen Variabeln a,, x,, ... fiir alle in Betracht kommenden Wertsysteme

+ @

*
z’ L, b }= -’-[—- in ¢ 08 § in 2f — 2—----]’
Ty o o e = x, 8in ¢ 4y, cos ¢t 4, .Bitl Yy COS 2¢ dt,
-7

(ne=1,2,...n)

wobei fiir p = ¢ anstatt = - = linker Hand 0 zu nehmen ist. [ie rechte Seite dieser
—4

Identitiit ergibt sich, indem wir unter dem Integral ¢ vor der Klammer durch = er-
setzen, durch kurze Rechnung kleiner als z(r * 4 a,° 4 -« 42 F y 24w, -+ 9,9,
d. h. kleiner als 2z Setzen wir @y = yp, so erhalten wir daher unmittelbar

AR
i r+u
Po=1,..%)
Andere Beweise sowie Erweiterungen dieses Satzes sind gegeben worden von F. Wiener
(Math. Ann. Bd. 68, 8. 361), J. Schur (Journ. f. Math. Bd. 140, 8. 16), O. Toeplitz

(Gott. Nachr. 19106, 8. 489).
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dieser Variabeln einen hestimmten endlichen Wert annimmt und demnach
eine Funlition der unendlich vielen Variabeln z,, ,, ... darstellt.

Es heiBe allgemein eine Funktion I7(z,, &, ...) der unendlich vielen
Variabeln #, #,,... an der Stelle a,, a,, ... stetig, wenn der Wert von
Fla, + &, a, + &, ...) gegen den Wert von Ff(a,, a,,...) konvergiert,
sobald die Summe der Quadrate der Grofen &, ¢, ... nach Null abnimmt,
d. h. wenn

L Fla, + &) ay + &,.. ) = F(ay, ay,. . )
) (et =0)
wird.

Wir sehen sofort, daB die beschriinkte Linearform L(x) eine stetige
Funktion der unendlich vielen Variabeln darstellt.

Die entsprechenden Sitze gelten auch fiir eine beschrdnkte Bilinear-
form. Um dies zu erkennen, bezeichnen wir mit A(z, y) eine beschriinkte
Bilinearform und mit a,, a,,... und b,, b,,... besondere Wertsysteme
der unendlich vielen Variabeln, sodann setzen wir

Ty = Qyy . ooy Xy = Oy, xn+1=0! ‘Tu+2=0r"'
4 _— @1 Mpye e am
3‘31 =0} 0 xuq—l . H ‘ru«}—" T o 3w ey mm_“ m-H. 0 ‘I’m+2
nin nm J'ITH
Yy = JU cey YWy = bﬂ? Yy = 03 Yy = 01 L

!ﬁ’

r ¥ r @ o r — r
=0:'--: y,,=0, y”"'l:[i ) ?],Ha:ﬁ' e ym_ﬁ )3’m+1_01?fm+2
nim wm nm

b w2

I"s.r‘v‘l Iin

(i -

—0,...

anm - Va2ﬂ+1 + a2n+2 + e -i_ ar_’rn? ﬁ-.-zm - Vb:zn;_l —i: b2ﬂ+2_+ T —I_ bgﬂ;

worin » und m > n irgendwelche ganze Zahlen bedeuten. Nun ist, wenn
wir mit [4],, [4], die betreffenden Abschnitte von A bezeichnen,

['A (ﬂ'? b)]m == “1('2: + aﬂinm’, Y + ﬁﬂm?j’))
- """(‘E) y) —I_ “'xnmri('x’? y) + ﬁum‘fi<r} y') + ‘x»nmdnm‘A(‘r’r y’),’
= [4’1 ((I’ b)]n + “u m Il (‘rr’ y) + ﬂr! e ‘4 ('T'} y’) + “umﬁn m “1 (x” y’)'

Da A(«,y), A(x,y"), A(2',y’) absolut unterhalb einer von », m unab-
hiingigen Grenze bleiben und iiberdies «,,, f,, mit wachsenden n, m
verschwinden, so folgt, daf [A(a,?)], mit wachsendem » gegen einen
Grenzwert konvergieren muf; derselbe werde kurz mit A(a, b) bezeichnet.
In analoger Weise folgt, daf die durch A(z,y) dargestellte Funktion der
unendlich vielen Variabeln a,, @,,... und y,, y,, ... stetig ist.

Inshesondere schlieffen wir, daB auch eine beschriinkte, quadratische
Form unendlich vieler Veriinderlichen ,, a,,... stets eine stetige Funktion
derselben darstellt.

Wir entnehmen aus den eben bewiesenen Sitzen noch folgende Tat-
sache: Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche Anzahl
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quadratischer oder bilinearer beschriinkter Formen von unendlich vielen
Variabeln steht und die durch die Formel dargestellte Gleichung oder
Ungleichung fiir alle Abschnitte beider Seiten giiltig ist, so ist sie tiber-
haupt fiir alle Wertsysteme der unendlich vielen Variabeln giiltig — wobei
stets nur solche Wertsysteme dieser Variabeln gemeint sind, die den Be-
dingungen (44) geniigen.

Wenn wir in der beschriinkten Bilinearform A(z,y) die Variabeln

Yy Vs, ... simtlich Null setzen mit alleiniger Ausnahme der einen Varia-
beln y,, der wir den Wert 1 erteilen, so entsteht eine beschriinkte Linear-
form der Variabeln #,, a,,...; dieselbe werde mit Mz.(j’ Y) bezeichnet.
Yp
Da A(z,y) beschriinkt ist, so folgt auch, daf fiir n = m
old@nl, |, . d[A(z ),
oy, T TR gy,

absolut unter einer endlichen, von »n und m unabhingigen Grenze liegt,
und mit Riicksicht auf die oben angefiihrte Tatsache II liegt mithin auch

';_I-A (1_"_:2)]" s . clAx, y)l, #
( oY, )+ +( Y )
unterhalb einer von » und m unabhiingigen Grenze. Nehmen wir nun
zuerst 7 = oo und dann m = oo, so erkennen wir, dafi die Quadratsumme

0 A, 2 o Alx, y)\2

( i ) +( Y, )+
gegen eine endliche GriBe konvergiert. Ist nun B(z,y) ebenfalls eine
beschriinkte Bilinearform, so bleibt aunch die Quadratsumme

(¢ Bz, y)\*2 ¢ Bz, y)\2

( r‘.xl) +( dx, ) L
unterhalb einer endlichen Girenze, und folglich muB mit Riicksicht auf die
oben angefithrte Tatsache I anch die unendliche Reihe

dAx,y) dBxy) | A y) éB(zy) +

e __-;-‘Tl B Y. - _-F"'z R o

absolut konvergieren; dieselbe stellt dann notwendig wiederum eine Bi-
linearform der Variabeln z,, #,,..., %, ¥, ... dar, die wir analog wie
oben bei endlichen Formen mit

A(z, ) B(., y)

bezeichnen und die Faltung der Bilinearformen A, I3 nennen.

Die Faltung ist gewill eine beschrinkte Bilinearform, und zwar er-
kennen wir mit Riicksicht auf die oben angefiihrten Tatsachen I und II
aus der vorangehenden Betrachtung die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Hilfssatz 2. Wenn M, N zwei positive Konstanten bedeaten, so dall
fuir ‘alle @), By oo 00E Yy Mpyies -
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:A(SL’, y) } < ‘FII: ;B(x: ?f) g N

ausfillt, so gentigt die Faltung notwendig der Ungleichung
| A(z, )B(.,y) | < MN.
Zugleich stellen wir folgende Hilfssitze auf, deren Richtigkeit un-
mittelbar einleuchtet.
Hilfssatz 3. Fiir jeden Abschnitt der Faltung zweier beschriinkter
Bilinearformen A, B gilt
[4(z, ) B(, ). = L[4,z )B,(.,9)],,

wo rechts unter dem Limes der mte Abschnitt der Faltung der nten Ab-
schnitte von 4, B steht. Der Wert der Faltung ist demnach:

A(@, )B(,y) = L L [4,@.)B,(, )l

Es folgt daraus inshesondere:
A(‘T; )( :f"]) =4 (T) ?f):
d. h. jede Bilinearform reproduziert sich durch Faltung mit (z,y); wir
konnen daher auch den Wert der Bilinearform darstellen als:

g4 4 ) A o4 o g

3 0.
‘(1(:?.' y) o .?,1 ﬁyl -}" y? '(:y.3 + o 'T] E"-"l + xﬂ t;.'.._]:.i
Hilfssatz 4. Wenn A, B, C, ... beschriinkte Bilinearformen sind und
mit denselben wiederholt der Prozell der I"altung ausgefiihrt wird, so ist
das Resultat von der Reihenfolge der einzelnen Faltungen unabhiingig;
es ist beispielsweise

(A@, )B(,))C(,y) = A, (B, )06, y).

Wir entwickeln nunmehr die einfachsten Begriffe und Tatsachen iiber
orthogonale Transformationen unendlich vieler Variabler.
Bedeuten
0, (p,0=1,2,..)
irgendwelche unendlich viele, den Relationen

‘?__' 0,0, =0 (r=+9q)
und

). OrpOra = 0 (p+19)

geniigende Konstanten, so definieren die Formeln
Math, Monogr. 5: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 9



130 Kap. XI. Theorie der orthogonalen Transformation,

r ‘J'
Ty = 0Ty + 05 + -+ -,

’ ¥
Ty == 0Ty + Oy + -+,

(45)

und
@'y =0y &y + 0y + -,

@'y = 03y + 0925 + . . .,

je eine orthogonale Transformation; die letztere Transformation ist die
Umkehrung der ersteren. Die Ausdriicke rechter Hand sind beschrinkte
Linearformen der unendlich vielen Variabeln z,, z,,... bzw. 2y, a,,....

Die Bilinearform , ,
O(z,z') = Zomxpxy
heiBle die zur orthogonalen Transformation (45) zugehirige Bilinearform;
dieselbe ist, wie man leicht aus der oben angefiihrten Tatsache I erkennt,
gewill eine beschrinkte Form. Iis gelten nach Hilfssatz 3 die Formeln
(46) 0(,2)0(.,y) = (z,y), 0(,2)0(,y)=(9);
insbesondere wird:
%'(Oplxll e s Opﬂ'r’:: e ')E - (,‘I",J m'),
‘S-Jf'(alp"rl o 0353 s - ')2 = (‘F: "’)
w
Wenn wir auf irgendeine beschriinkte Linearform L(z) die ortho-
gonale Transformation (45) anwenden, so entsteht die Linearform
L&) = L()O(,«);
mithin entsteht, wenn wir beide Variabelnreihen irgendeiner beschrinkten
Bilinearform A (z, %) jener Transformation unterwerfen, die Bilinearform
L@, 9) = A(,)0(,7) 0, ).
Sind A(x, y), B(x,y) irgend zwei besehriinkte Bilinearformen, setzen
e b Ca, y) — A(% ) BC.,v)
und berechnen die orthogonal transformierten Formen
L () = A(,2) O(, @) 0, ),
I)y('r'a y') = B(, v O(O ’ 'T’,) 0(# ’ y') ’
C'(@,y) = C(.,.) 00, 2) 0(.,9),
so finden wir als Faltung der transformierten IFormen
b i (;I', O)B’(_n: .U) = ‘1( ) ') U( 3 ‘T) UL' H D)J;e‘(! 256) U(*’ 0) O(*? y)
und mit Benutzung des Hilfssatzes 3 und 4 und der Formel (46)
A’(.’I‘, 0)1}’(0; y) = A-{: ’ D)B(U ’ *) O( ’ I:) U(‘s ’ y) = U( ’ *) O( ’ 3‘) 0(*,_1/)
und mithin
(47) Az, )B'(.,y) = C'(2, 9)

.
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d. h. die Faltung zweier Bilinearformen ist eine Kovariante gegeniiber
einer orthogonalen Transformation.

Wenn die Summe der Koeffizienten von z,y, einer Bilinearform
A(z, y) konvergiert, so bezeichnen wir diese Summe allgemein wie bei end-
lichen Formen mit A(.,.).

Wir erwithnen hier noch folgende ebenfalls leicht zu heweisende
Tatsache:

Hilfssatz 5. Wenn
K@) = 2 by Tp,
(Pya=1,2..3)
eine quadratische Form von solcher Art ist, dall
(i) Blgg=- 2 P
‘ (re=12..1)
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, so stellt derselbe eine In-

variante gegeniiber einer orthogonalen Transformation von K(z) dar;
d. h. jener Grenzwert stimmt mit

K‘(.';JK}(':-) = 2 kgm
. @e=12..)
iiberein, wobel
K@= 2> K, 42
=) @a=18,..) T4 P
die durch orthogonale Transformation aus K (z) hervorgehende quadratische
Form bedeutet.

Wir kebren nunmehr zu der oben entwickelten Theorie der quadra-
tischen Form K (#) zuriick und nehmen an, daB diese quadratische
Form K(z) eine beschrinkte Form sei.

Bedeutet wiederum ’ S

K,(z) = [K(z)],
den nten Abschnitt von K (z), so ist der grobte Wert, den K, (z) absolut

: : 1 ;
genommen annimmt, gleich -z, wenn 4,*) den absolut kleinsten der
"1

n Bigenwerte von K (x) bezeichnet. Da K(z) eine beschriinkte Form
sein soll, so gibt es eine positive Konstante M, so daB fiir alle Werte n
und jedes Variabelnsystem K. (2)| < M

ausfillt, und mithin gilt auch

1 |
| =

oder
. 1 1
|4, ] = M

d. h. die absoluten Betrige der Eigenwerte von K (z) bleiben simtlich
oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GroBe, und es gehort
9‘
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somit A =0 gewil nicht zum Spektrum von K(z). Nehmen wir um-
gekehrt von einer quadratischen Form K(z) an, da 1 = O nicht zu ihrem
Spektrum gehire, so miissen siimtliche Eigenwerte 1, ihrer Abschnitte
K,(z) von einem gewissen # an absolut genommen oberhalb einer von
Null verschiedenen positiven Grenze m bleiben, und hieraus wiederum

folgt, daB die Maxima der absolut genommenen Abschnitte K ()

1
3]
unterhalb der Grenze —i—b bleiben miissen, d. h. die Form K(a) ist not-

wendig eine beschriinkte.

Die soeben gemachte und im folgenden stets hbeibehaltene Annahme,
daB K(z) eine beschrinkte Form sei, ist also damit villig iiquivalent,
daB 2 = 0 nicht zum Spektrum von K(z) gehire, wihrend die absoluten
Betriige der Higenwerte von A'(z) sehr wohl iiber alle Grenzen wachsen
diirfen.

Wir bestimmen nun eine Grifle ¢ so klein, daff anch 1 = « nicht
dem Spektrum von A(z) angehdrt. Da dann die Nullstellen der Diskrimi-
nanten der Abschnitte von

(z, &) — A K(x)
sich an der Stelle 2 = ¢ nicht hiiufen, so werden diejenigen der Ab-

schnitte von (z, 2) — A {(2, &) — «K(2))

absolut gemommen nicht iiber alle Grenzen wachsen, d. h. die quadratische

Form — -
! K#¥(x) = (2, x) — a« K(x)

hat 2 = oo nicht zum Verdichtungswert; diese ist zugleich auch be-
schriinkt. Bezeichnen wir mit K (i;a,7) die Resolvente von X (z) und
mit K* (%; 2, y) diejenige von A* (z), so finden wir unmittelbar ans der
Definition der Resolvente die Gleichung:
(48) K.(%; 2 y) = ) _1 53 K,* (;. = PRl 3’) ‘
[£4
Wenden wir nun unseren Satz I auf die Form K%(z) an und be-
zeichnen die Eigenwerte, Eigenformen, ferner das Streckenspektrum und
die Spektralform von K*(z) bzw. mit
A AT sy BE B ey 865,
so ergibt sich fiir alle auBerhalb des Spektrums von K* liegenden Werte
von A% die fiir jeden Abschnitt bestehende Gleichung

o B do* (u*
Ed Ed - V P ! :
(49) " -:I;x: K my (;" b x) m’ 7 1 e i i*
o 1p* e u*
(¢%)

und ebenso
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(z,2) = SE* + [do*(2¥).
(¥)

(%)
Setzen wir in (49)

oo ‘ i hp N
4 T i—e! ]'P Ay — e? H w—
ein, wobel
A
o=
1 «
1% == R
1— 1—
2 ip
A
q
1 %
g
Foomit R
u ®

wird, und bezeichnen mit s die Menge der Punkte w, die der Menge s*
der Punkte u* entspricht, so ergibt sich mit Riicksicht auf (48) die fiir
jeden Abschnitt bestehende Gleichung:

- = _'_., * d
L K, a)= 3 —Fo_y (000
h=m ] |p,ac)1_ A 1 %

Ap . B
®
dabei sind dann 4, als die Bigenwerte, [, = [ * als die zugehorigen
Eigenformen, s als das Streckenspektrum, ¢(u) = ¢*(u*) als die Spektral-
form von K(z) zu bezeichnen, und®es ist 4 = oo als Eigenwert, F, als
zugehirige Eigenfunktion von KA (2) mitzurechnen, falls 1* — 1 igenwert
von K*(z) war. Aus der obigen Formel fiir (z,2) wird

(50) (, a-):{;_r‘i I:;,—Q—J).tf(i(i.).

Die beiden letzten Formeln stimmen mit (42), (43) iiberein, wenn
K(z) nicht 2 = oc zum Verdichtungswert hat; in der Tat folgt dann
aus der Definition von K*#(z), daf i* =1 nicht Verdichtungswert und
daher auch nicht Eigenwert von K ist; demmach ist 1 = oc gewil} nicht
Eigenwert von K(z).

Bleibt A(x, y) fiir alle Variabeln x absolut unterhalb der endlichen
Grenze MM, so entnehmen wir aus (2) und Hilfssatz 2, daB aueh fiir alle m
K,(d;2,9) = (z,9), + iK, (2,y) + A*K K, (2,9)+---

2, M)+

+ KK, ... K, (2,9 + 150

gilt, wo ‘
n<m, A <3 - 1<t <+1
ist. Mit Riicksicht auf Hilfssatz 3 erhalten wir dann, wenn wir fiir z,y

soleche feste Werte nehmen, die von einem endlichen Index an simtlich
verschwinden, fiir m = m, in der Grenze I = oo die Formel
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L Ku,(2; 2, y) = (z, )+ IK(z,y) + A2 KK (z,y) + - - -

(51) h=co Y ) an(lﬂi)"+1
+ A*KK...K(z,y) + — M

und hieraus fiir »n = oo

h=m

Die so gewonnene Formel sowie die Tatsache, duB jeder Abschnitt der
Resolvente auBlerhalb des Spektrums regulir analytisch in 4 ist, zeigt,

daf die Resolvente
Klj"l z, ?I) = L K”‘h(’j’; z, ?f)
h=m

der Form K(z,y) eindeutig durch A(x) bestimmt ist, und hieraus
wiederum folgt, indem wir auf den Beweis fiir die Existenz des Grenz-
wertes

L Kua(2; 2, )

zuriickgreifen, dall auch allgemein der Grenzwert
L K, (4 2,9)

existiert und dem obigen Grenzwert gleich sein mufl, Die letzten Formeln
gelten stets fiir jeden Abschnitt der in Betracht kommenden Formen.
Aus (51) schlieBen wir, daB die Differenz
(52) K(133,9)— ((0,9) + 1K(5,9)+ PEK(@,9) +-+ P KE... K(z,y))
eine Form ist, bei welcher der absolute Betrag jedes Abschnittes fiir
[id| == x:I unterhalb der GrofBe
AL ™
i—| 40|
bleibt. Durch Faltung jenes Ausdruckes (52) mit K(z, y) ergibt sich
dann nach Hilfssatz 2, daB der Ausdruck
K (x, )K(4;.,y) — (K(z,y) + AKK(z,y)
+ ZKKK(z,y)+---+ A"KKK... . K(z,vy)}
absolut genommen im gleichen Sinne die Grifle
l“’[ n+1
M 1— i M
nicht iiberschreitet. Setzen wir in (52) die Zahl % + 1 an Stelle von =
und subtrahieren dann davon das A-fache des Ausdruckes (53), so ent-
steht der Ausdruck
K(4; 2, y) — AK(2, JK(4; -, 9) — (2, 9),
und dieser Ausdruck bleibt demmach absolut genommen unterhalb der

GriBe

(53)

2| AN |mEe
1—[idf|
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Da nun diese GriBe fiir n = oo gegen Null konvergiert, so ist damit die
Giiltigkeit der Gleichung

(54) K(i; 2,9) — AK (2, )K(%; ., 9) = (%, y)

fiir 1| <I?I und fiir jeden Abschnitt, und einer oben gemachten Be-
merkung (8. 127) zufolge daher auch fiir beliebige Werte der unendlich

vielen Variabeln bewiesen.
Wir sind vorhin zu der Gleichung

(55) K(l! Z, y)=(x, y)_}_'lK(Tr ﬂ)‘i'j-g}{ﬂ'{x; y)+"
gelangt und haben die Giiltigkeit derselben fiir jeden Abschnitt und fiir

|4 | < ;I erkannt. Aus diesem Umstande wiederum schlieBen wir, daB
fiir beliebige Werte der Variabeln und 1 < ;{jeder Abschnitt von

(56)  K@;29) —{(%y) +1K(%y) + -+ VKK ... K(z,y)]

absolut kleiner als

r VAL

o) e

ausfillt, und daher muB einer oben (5. 127) gemachten Bemerkung zufolge
auch jener Ausdruck (56) selbst fiir beliebige Werte der unendlich vielen
Variabeln absolut kleiner oder gleich der Grife (57) bleiben. Hieraus
folgt, indem wir % ins Unendliche zunehmen lassen, daB die Gleichung (55)
fiir beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln z,, @,, ... und y,, v, . .

und fiir [1]< 5, giiltig ist.
Die Gleichung

= : E, *daw)
(OR) K(R'J 3’) . .2' B Pl Jl_!/ o
(p)y 1——

bp

12
.

(s)

ist — ebenso wie (50) — vorhin nur in dem Sinne als giiltig erkannt
worden, daB man darin auf beiden Seiten die néimlichen Abschnitte ge-
nommen denkt; wir wollen nun zeigen, daBl diese Gleichung fiir beliebige
Werte der unendlich vielen Variabeln gilt — vorausgesetzt, da 1 einen
auflerhalb des Spektrums von K gelegenen Wert bedeutet.

Es sei a,, a,,... ein bestimmtes Wertsystem der unendlich vielen
Variabeln z,, z,,...; dann bezeichne

Ep(a)! [Ep(a'),]n} [Ep(a]]
den Wert, den I, bzw. der nte und mte Abschnitt von I, fiir jenes be-
stimmte Wertsystem annimmt. Wegen (50) liegt

2 [E(a)],

(p=1..0y P)

-3

m
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unterhalb der von » und P unabhingigen endlichen Grenze (a, a); wir
sefzen

= [E,(a)], = &(n, P),

(p=P+1,P+8,..)

wo &(n, P) eine Grofle ist, die bei festem 5 fiir I” = oo nach Null kon-

vergiert. Da bei festem, aulerhalb des Spektrums gelegenen A die Griflen

simtlich eine endliche obere Grenze (7 haben, so ist, wenn

E,( ,
[ ¥ r‘}lu= ﬁln, ]J‘)

(p=P+1,P+2,..) 1 —7—
§ ) i
gesetzt wird, die GriBe o(n, ) ebenfalls eine solche, die bei festem n»
fiir P = oo nach Null konvergiert.

= -Ev"r )
>

R 1=
(p =100, P)

Da andererseits

ip
eine beschriinkte Form ist, und zwar derart, daB die absoluten Betrige
ihrer Werte siimtlich unterhalb der von P unabhiingigen Grenze (¢ bleiben,
so folgt aus unseren fritheren Betrachtungen (5. 127), daB
[j"‘ k‘“" m [El'(ﬂ]]n : a 9 === "
= j_] o 2 : ! i =S (G.)V“"u+1 + a.ra+‘-" + L + a'emi

(p=1y...,0)1 — 3 (r=1,.0, F)

by
(e =>mn)
wird, worin () eine zwischen endlichen von n, m, P unabhingigen
Grenzen gelegene Grie bedeutet.

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

— [, (@) N )
ILI a.)l]m:l 2., [ 13”2"_'_ {.(I)Vu"n+1+a‘n+2+“'+a=m+ ?ﬂ\n!P)!

" it o f—
tp=1,1.0 ) 7, @=LE.) 7,

und wenn wir hierin zuerst m = oo und zuletzt » = oo werden lassen,
so erhalten wir

Ey(a) — 7 [Hp(a)],, ;
. ‘ I a—e 1 ¥_i
(=1 8500) .1-_,, (r=1;%;..) 7.p

Andererseits wenden wir die oben (S. 127) zum Beweise der Konver-
genz von A(a,b) dargelegte SchluBweise auf die Bilinearform 6(1; z, y)
an. Da mit Riicksicht auf (31)

[Gi\’.u; &€, y)l =1
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folgt und mithin fiir alle Werte von g bei beliehigen z,, z,, ... und
Y1s Yap oo , )
G(uy;z,y) <1
sein mufl, so folgt durch jene SchluBweise zugleich in bezug auf alle w
die GleichmiBigkeit der Konvergenz von [o(u;z,y)|, gegen o(u;z,y);
mithin stellt die Bilinearform o(u;x, y) fiir jedes Wertsystem der un-
endlich vielen Variabeln 2, z,,... und #,,#,,... eine stetige Funktion
von p dar, und hieraus wiederum folgt

'(i’ﬁ(y,; - e dﬂ.y;—i )
1— = n=of 1— |
. 1 i I _in
() (2
Mit den beiden letzteren Limesgleichungen ist unsere Behauptung er-
wiesen, d. h. die Giiltigkeit der Partialbruchdarstellung von K(i;z) auf
beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln erweitert.

Die soeben als allgemeingiiltig erwiesene Partialbruchdarstellung von
K(Z; z) liBt zugleich erkennen, daB der Wert der Resolvente K(Z,z) fiir
jedes beliebige System der unendlich vielen Variabeln z,x,,... eine in
i auBlerhalb des Spektrums reguliir analytische Funktion ist.

Setzen wir in K(Z;z,y) allgemein an Stelle von z, den Ausdruck
¢ Kz, y)

, so entsteht die FFaltung:
Yp )

K (@) KA . 41);
und daher stellt auch diese fiir jedes Wertsystem der unendlich vielen
Variabeln a, ay,... und 9, 9, ... eine in A aullerhalb des Spektrums
reguliiv analytische Funktion dar.

Aus diesen Tatsachen folgern wir die Giiltigkeit der Gleichung (54)
nicht nur fiir beliebige Wertsysteme der unendlich vielen Variabeln 2, a,, ...
und y, #, ..., sondern auch fiir alle aullerhalb des Spektrums liegenden
Werte von 1.

Wir fassen die wichtigsten der gewonnenen Resultate, wie folgt,
Zusammen:

Satz 32, Es sei KN(2) eine beschrinkte quadratische Form der wn-
endlich vielen Variabeln «,, a,, . ... Die Resolvente K(1:x) vom K(z) ist
eine eindeutig bestimmie quadratische Form eben dieser Variabeln x,, 2y, . . .

K(4, z) :[IT}T,JKPV(IJI},Q:W
deren Koeffizienten K, (1) fiir alle auflerhall des Spektrums von K gelegenen
Werte 4 regulir analytische Funlktionen von 1 sind.

Die Resolvente K(i; x) ist, wenn A einen aufierhalb des Speltrums von

I gelegenen Wert bedeutet, eine besclriinkte Form; sie slellt fiir jedes be-
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licbige Wertsystem der unendlich vielen Variabeln x,, x,, .. . eine analytische
Funktion von L dar.
Die Resolvente K(2, x) gestaitet fiir beliebige Werte der unendlich vielen

Variabeln wx,, z,, ... wnd fiir geniigend Fkletne Werte von 4 die Potenz-
rethenentwickling
(59) K(, 2) = (z,2) + AK(x) + 2*KK(z) + - - -,

und ferner gilt ebenfalls fiir beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln
und diberhaupt fiir alle auferhalb des Spektrums von K gelegenen Werte A
die Partialbruchdarstellung

(60) K(4, z) =E B Ep?‘ 1 t?d(y,?? -
peo)] — 2 k

iy @ n

Dabei ist die Summe iiber das gesamte Punkispeltrum von K, d. h. iiber
alle Eigenwerte ecventuell it Einschiufd des Figenmwertes oo zu erstrecken;
E, bezeichnet allgemein die zu 1, gehorige quadratische Eigenform; sie ist
eine beschriimkte Form, die fir kein Wertsystem der Variabeln z,, x,, . . .
negativ ausfdllt.  Die Spektralform 6(1) ist eine beschrankte Form der
unendlich vielen Variabeln xy, @, ..., und zwar stellt sie fir jedes Wert-
system derselben in bezug auf A eine Funktion dar, die stetig ist und bei
wachsendem A innerhally des Streckenspelitrums s — von besonderen Werten
der @, x,, . .. abgeselien — wdchst, in jedem auferhalb s gelegenen Intervalle
aber Tonstant bleibt.

Insbesondere gelten die Gleichungen

(61) (#,2) = DB, + | do(8),
)

(p, ) (
c - E ‘EIG(‘(I)
9 _— ¥ e
(62) K(e) = D52+ [ 290
(p) ()
Die Resolvente K(J, z) ist mit K(z) durch die Relation
(63) K(h3 2, 9) — 4K (2, K (-, 9) = (3,9)

verkniipft, die fiir alle auferhalb des Spekirums von K liegenden Werte
von A giiltig ist.
Setzen wir
K(A; 2, y) = oy 2, + a2y + -+
WO @y, @, ... gewisse lineare Funktionen von #, %,, . . . mit konvergenter
Quadratsumme sind, so folgt aus (63) durch Gleichsetzung der Koeffizienten

yvon x?:
o, — lgi’-‘“a{!=y,, (=1, 2:"'):
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d. h. @, e, ... losen diese inhomogenen, aus der quadratischen Form
(z, ) — AK(z) (wo A auBerhalb des Spektrums liegt) entspringenden un-
endlich vielen Gleichungen, wenn %,, 1, ... irgendwelche GréBen mit
konvergenter Quadratsumme sind; sie sind die einzige Losung mit kon-
vergenter Quadratsumme. —

Wir wollen nunmehr das Verhalten der Resolvente K(4, ) fiir einen
innerhalb des Spektrums von K liegenden Wert von 1 untersuchen.

Zu dem Zwecke setzen wir

A=wv+ 0,

wo »,7 reelle Zahlen bedeuten, und fragen, ob das Produkt

do(u)
Vﬁl){le—/. ,u—i.}
(») (s)
fiir ' = 0 einem Grenzwerte zustrebt.
Es sei zuniichst » eine Verdichtungsstelle der FKigenwerte von K(z),
aber nicht gleich einem Eigenwerte von K(x); dann setzen wir
{‘)"E E+.-+E,+R,
P
und bezeichnen mit », denjenigen unter den Figenwerten 1,,...,1

m m? der
dem Werte » am niichsten liegt. Nehmen wir nunmebr m so groB, daB

gerade noch
1)’ é (v - 1’!”)2
ist, so wird

und daher auch
L, R . o
-0 2 SVF B+ -+ E)+ R, SVV + B,
()

Da nun fiir » = 0 notwendig m iiber alle Grenzen wichst und daher R
gegen Null kouvergiert so folgt

(64) ACEEP) )=

(#)
Die letztere Grenzgleichung gilt gewifl auch, wenn » weder Verdichtungs-
stelle der Eigenwerte von K(z) noch selbst gleich einem Eigenwert ist.
Aus diesen Tatsachen entnehmen wir andererseits, daB, wenn v dem
Higenwerte 4, gleich ist, stets notwendig

(65) L (0~ 5 X5

(p)
ausfillt.
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Es sei jetzt » ein Punkt des Streckenspektrums s und u’ eine reelle
Zahl > ». Nehmen wir alsdann
v = (v—u)

so erhalten wir durch eine dhnliche Abschiitzung des bis u” erstreckten

Integrales
o (+ )
2 e [ s f Aol
(‘lb) l'=‘0'l(v— }.]' l" —J—.«] == 0.
a(¥)
Ebenso folgt auch
:ig.l')
6T 7 [/ de (W) __ o
(67) ,.i‘o{k”_“,qu.ﬁ""

a(— o)
Wegen
K4, 2)= (2, 2) + 2 [ S B _,_-ffr_(uj}.}

% s
(115 ) (s)
folgt aus (64), (65), (66), (67), dab
Liv—0DK(,z)=0
. PAEI

bzw. = 1 _F
hzw, ’p]y

ist, je nachdem » keiner der Eigenwerte von K(w) ist bzw. dem Eigen-
wert 1, gleich wird.
Als Ergiinzung hierzu tritt, wenn

A =12
gesetzt wird, die Grenzgleichung
LK) =0
(‘;91 #'=gs0 ( ) .
bzw. = L,

je machdem 1 = oo kein Eigenwert ist oder als solcher gerechnet werden
mufl. Um dies einzusehen, dienen die analogen Uberlegungen wie vorhin:
man nehme bei der Untersuchung der Summe m so groly, dal gerade noch
¥ > w7 wenn v, den absolut grofiten der Eigenwerte 1., ... 1, bedeutet,
und nehme bei der Untersuchung des Integrals +" = p'*

Bedeutet u irgendeinen aullerhalb das Spektrums von K liegenden
Wert, so folgt aus (63) durch Faltung mit K(u; 2, )

AK(,.) K23, 2) K(us.y) = K(4;.,2) K(ui., ) — K(u;2,).

Aus dieser Formel und derjenigen, welche aus ihr durch gleichzeitige Ver-
tauschung von i; z,, a4y, ... mit w; ,, #., ... entsteht, finden wir die Formel
(70) (A— K@ 2, )K(u; 9, = AK(4; 2, ) — wK(w; 2, ).

Bedenken wir nun, daf die Faltung

K(d;z,.) K(u;.,y)
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denjenigen Ausdruck bedeutet, der entsteht, wenn wir in K(i;z,y) an
Stelle der Variabeln ¥, #,, ... bzw. die Werte
dK(wsw y)  dK(usa, )
gz, ' pmy
eintragen, so erkennen wir aus (68), dall bei festgehaltenem w und fiir
A= 4,4+ iv" die Limesgleichung
(1) ’L”: L,— )K(A; z, )K(u; ., y) = 4, E,(x, JK(u; -, 9)

gelten muB. Da andererseits ebenfalls mit Riicksicht auf (68) in gleichem
Sinne
(72) :iTJ,gli"_ P)(AK(2; 2, ) — uK(u; 2, 9) | = 4,7 E, (2, y)

wird, so folgt aus (71), (72) wegen (70), wenn wir noch A statt u
schreiben;

= o ! T
(13) E, (x,)K(d;y,.) = i LB ()

Setzen wir in dieser Gleichung wiederum . = 2, + v, so folgb aus
ihr durch Multiplikation mit i, — 2 und Anwendung von (68) die Formel
(14) E,(2,.)E,(.,y) = E,(x, y).

Nehmen wir jedoch zuvor in (73) an Stelle von p den von p ver-
schiedenen Index ¢ und verfahren dann in gleicher Weise, so folgt
(1) Bya)E(,0) =0,  (p0).

Mit Benutzung von (69) erkennen wir in gleicher Weise, dafl die
Formeln (74), (75) auch giiltig sind, wenn statt I, die ev. zu 1 = oo
gehirige Eigenform I, gesetzt wird.

Setzt man den Wert von K(Z1:z, ) aus (60) in (73) ein, so folgt
aus (74), (7d), dab identisch in 4 die Gleichung

(76) p(x )/‘dr L)

erfiillt ist; dieselbe Gleichung gllt auch ev. fiir die Eigenform F..

In der nachfolgenden Betrachtung verstehen wir allgemein unter
einer Finzelform eine solche beschriinkte quadratische Form [, deren
Punktspektraom im Endlichen nur aus dem einen Punkte 1 besteht und
die kein Streckenspektrum besitzt. Wenden wir unsere Darstellung (62
auf die Einzelform [ an, so folgt, dall IV selbst die zum Eigenwert 1
gehirige Eigenform ist und mithin wegen (74) der Relation
a7 B, B(.,9) = E(s, )
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geniigen muB. Umgekehrt, wenn eine beschrinkte quadratische Form E
der Relation (77) geniigt, so erhalten wir fiir ihre Resolvente bei An-
wendung der Formel (59) den Ausdruck

@)+ AE+ 2E+ - = (5,2) — B+ 2

und hieraus erkennen wir mit Riicksicht anf (68), (69), daB E nur den
einen endlichen Eigenwert 1 besitzt, und sodann folgt auch das Nicht-
vorhandensein eines Streckenspektrums; d. h. F ist eine Einzelform.
Wenn
Li(z) = ly@ + L2y + -
Ly(%) = by, + lyg@g+ -+ -,

irgendwelche Linearformen in endlicher oder unendlicher Zahl bedeuten,
deren Koeffizienten den Relationen

L,()L,() = 2@,,,2 =1,
L,()L,() 25,,J,r 0 (»+9)

geniigen, so heile jenes Formensystem ein System orthogonaler Lanea’r—
formen oder kurz ein orthogonales System.

Der enge Zusammenhang des so definierten Begriffes mit dem Be-
griff der Einzelform wird erkennbar durch den folgenden Satz:

Jede Einzelform ist als Swmme von Quadraten der Linearformen eines
orthogonalen Systems darstellbar, wnd wingekehrt stellt die Swmme der Quadrate
der Linearformen eines orthogonalen Systems stets eine Iinzelform dar.

Zum Beweise der ersten Aussage bedenken wir, dal, wenn

E(z) =2 M;Upa,;

gesetzt wird, wegen (77)
e =en’+ ey’ + 5"+
sein muf; wenn daher die Variabele #; in F iiberhaupt vorkommt, so ist

gewiB der Koeffizient von z,* in F positiv. Setzen wir

_ 1 9By
=" !

11
so erhalten wir wegen (77)

Li()E(z,) = L(x),

L ()L () =
Bilden wir daher
(78) E(z) = E(z) — L (),

so ergibt sich
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L()E\(z,.)=0,
E (z,)E(.,y) = E,(z,9),
d. h. F, ist ebenfalls eine Einzelform; da I, als solche eine definite
Form ist und wegen (78) der Koeffizient von #* in FE, den Wert Null hat,
so kommt die Variable x; in 79, iiberhaupt nicht vor.
Wenden wir das nimliche Verfahren statt auf £ nunmehr auf E|
an, so gelangen wir zu einer Linearform I, und der Einzelform

(79)

Ey(x) = E,(2) — Ly(x)* = E(z) — L, (x)* — L,(2),
die die Variablen x,, x, nicht enthiilt; zugleich folgt aus (79)
L ()L(.)=0.

SchlieBlich ergibt sich der Ausdruck

E(z)— L(z)* — Ly(x)* — - .-
als eine definite beschriinkte Form, die keine der Variabeln «, z,, ...
enthiilt und daher identisch Null ist, d. h. es ist

E(z)= L, (xp® + Ly(z)* + - - -

Um die umgekehrte Aussage des Satzes zu beweisen, bilden wir zu-

niichst aus den ersten m Linearformen L,, ..., I des vorgelegten ortho-
gonalen Systems den in x,, ,,... linearen Ausdruck
M(z) = (x,y) — L(2)L,(y) — - - - — L, (x) L, (y).

Da die Quadratsumme der Koeffizienten von M(x)
MOM()=(y,y) — L (y®*—--+ — L,(y)*
wird, so folgt, daB hier auch die rechte Seite positiv ausfiillt; mithin
stellt auch die endliche bzw. unendlich fortgesetzte Formenreihe
Li(y)?+ Ly(y)* + - -

eine beschriinkte quadratische Form dar, und wegen der Orthogonalitiits-
eigenschaften der Linearformen L, L,, ... folgt sodann, daB diese Form
die Relation (77) erfiillt.

Die Einzelform (z, #) und nur diese besitzt auch 1 = oo nicht als
Higenwert.

Wir wenden nun die vorstehenden Ergebnisse auf die Eigenformen
der quadratischen Form K(x) an. Indem wir die siimtlichen Eigen-
formen FE, bzw. E,, E. von K(z), die wegen t’i‘-i) Einzelformen sind,
als Summen von Quadraten linearer orthogonaler Formen z/, &, ...
dargestellt denken, gelangen wir in folgender Weise zu einer orthogonalen
Substitution der Variabeln x,, z,, .. ..

Wir bilden zuniichst die Form

9

(@ 2) —2,  — 2 — - . 5
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dieselbe geniigt der Relation (77) und ist daher eine Einzelform der
Variabeln »,, x,, ...; setzen wir dieselbe in die Gestalt £*+4 £2+ ...,

wo &, &, ... ebenfalls ein orthogonales System linearer Formen bedeuten,
die auch zu =, x,” . .. orthogonal sind, so haben wir

: o 2 2 2

t.'I":-T.]:-‘q +'1-> s il &12"+' ‘Eg T 5y
und mithin definieren die linearen Formen x, z,, .. ., &, &, ... zusammen-

genommen eine orthogonale Substitution der Variabeln z,, z,, ...

Da die Gleichung (76) gewil fiir alle in geniigend kleiner Umgebung
von 4 =0 liegenden Werte von 1 gelten soll, so schliefen wir, da man
jede stetige Funktion «(x) in dem O nicht enthaltenden Intervall s durch

lineare Aggregate von Funktionen 1 — 3 gleichmiifiig approximieren lkann,

daB aunch fiir jede stetige Funktion w(u)

]*,‘P(.r, ."}.f'-m_n yda(u:.,y) =0
(%)
und folglich anch fiir alle g«
(80) E, (z,.)6(u;.,y) =0

sein muB. Denken wir nun hierin an Stelle der Variabeln x,, @y, ... die
Variabeln z”, 2, ..., &, &, ... eingefilhrt, so lehrt (80) mit Riicksicht
auf die Kovarianz der Faltung bei orthogonaler Transformation, dal die
so transformierte Spektralform von den Variabeln ., ., ... frei ist; wir
bezeichnen sie mit ¢(u; £). Die Formel (60) nimmt alsdann die Gestalt an

. 1,1, 'd;(P: g)
(81) K(4, t) E I——I 1 1
: o u
() e
wo ky, ky, ... die betreffenden reziproken Eigenwerte bedeuten, nachdem

sie in eine einfach unendliche Reile gebracht worden sind, wobei derselbe
Wert mehrfach vorkommen kann,

Um die charakteristischen Eigenschaften der Spektralform &(u; &) zu
finden, tragen wir in (70) den eben gefundenen Ausdruck (81) fiir die
Resolvente ein; wir erhalten

(1 — ) d&ie; E ) ,w, 21
§
()

M

= /] *dilo; “E; ) = *dflesé, 1) .
e faylt
. . @ . e

(%) (s)
und mit Riicksicht auf die Identitit
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% w
] u
i = S
e o 1 l__
A fremd § =t
Q [+

folgt

dflo; &) diles. ) >4 1
f— _-A—/ = “‘ == / 1 . w dg(g“g?n)'
i i s e
e ¢ . 0 [/

(s) () ()
Da diese Gleichung fiir alle Werte von 4, u giiltig sein soll, so schliefen
wir wie oben, daB auch fiir beliebige stetige Funktionen u(o), »(o)
Jule)dt(os &) fo(a)d&(0s-,m) = fulo)v(0)dt(os & %)
(s) () (s)
gilt; fiir u(9) =v(g), £ =% nimmt die gefundene Relation die Form an
Jw(@)dt(e; &) = [u(o)dt(os &) fulo)dt(es ., E).
() (%) (%)
Weiterhin folgt aus (81) fir A =10

(& &) = ff?’é(#; &)
)

Da umgekehrt aus der vorletzten Relation die vorhergehenden und
mithin schlieflich auch (70) und daraus mit Hilfe der letzten Gleichung
auch (63) gefolgert werden kann, so erkennen wir, daBl die beiden zuletzt
gefundenen Bedingungen zur Charakterisierung der Spektralform { auch
hinreichend sind. Aus (68), (69), (74) folgt die eindeutige Bestimmtheit
von 2,, F,, und andererseits schliefen wir, daB auch die Spektralform
durch die obigen fiir sie charakteristischen Relationen und durch die
Forderung, es solle K die Darstellung (62) gestatten, eindeutig bestimmt
ist; denn die eben angedeutete von den HEigenschaften der Spektralform
ausgehende Betrachtungsweise ergibt, daB die Resolvente durch (60) dar-
gestellt ist, und daB also wegen deren eindeutiger Bestimmtheit auch

da( )

1—
1

y-i fiir alle 4 und daher auch die Spektralform selbst eindeutig

)
bestimmt ist.

Wir fassen die gewonnenen Resultate wie folgt zusammen:

Satz 33. Jede beschrinkte quadratische Form™ K unendlich vieler
Variablen ifit sich stets und nwr auf eine Weise durch eine orthogonale
Substitution in dic Gestalt bringen

K= 7»'1«’1'12+ l‘g-'l'gﬂ'f‘ R & dﬁ(f::ﬁj

L
(O]
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 10

!
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wo ky, ky, ... gewisse absolul wnterhalb einer endlichen Grenze liegende
Grifien (die reziproken Figenwerte) bedeuten und die Spektralform o(u; E)
die zu ihrer Charakterisierung hinreichenden Relationen

(82) Jww)de(u; §) = fu(w)do(u; &) fu(wdo(w;.,E),
(%) (%) (3)
& &) = fdo(u; &)
)

identisch fiir alle stetigen Funltionen u(w) erfillt.
Setzen wir in (63) 1= 4,4 i7/, so folgt nach Multiplikation mit
Ay— 4 fiir ¥ =0 wegen (68):
E,(z,y) — 1,K(z, ) E (-, 4) = 0.
Wenn wir E, als Quadratsumme eines orthogonalen Systemes darstellen:
E, =%'(Lp,i @)%,
so ergibt sich durch Faltung mit L,,(y):
Lpb(‘r) == JPK(I: Iopy() =0,
d. h. die Gleichung
AL()K(z,.) = L(z)
kann durch eine beschrinkte Linearform I, gewiB dann identisch in
¥y, &y, ... befriedigt werden, wenn 4 einer der Eigenwerte von K ist.
Ebenso folgt aus (69), dab
L()K(z,)=0

gewil dann befriedigt werden kann, wenn 1 = oo ein Eigenwert ist.

Wir konnen uns jetzt auch umgekehrt davon iiberzeugen, daB die obige
Gleichung nur in diesem Falle durch eine beschriinkte Linearform losbar
ist. Mit Riicksicht auf Satz 33 bedarf es dazu nur des Nachweises, daB,
wenn [ eine beschrinkte Linearform der Variabeln &, &,... ist, die
Relation

N ELITR ,
1L() [ 2RI 1)
(s)

fiir keinen Wert von 2 statthaben kann. Bezeichnen wir die Koeffizienten
von L mit /, so nimmt die letztere Relation die Gestalt an

lo(u: &)
£ t; == (‘5: Z)' A

A
(2)
Hiervon subtrahieren wir die Relation
Jado(u; &) = (& 1)
(s)
und erhalten so die Relation
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P “
Uf(l— Y dolu; &) =0,
die ebenfalls identisch in &, &, ... erfiillt wire. Nehmen wir nun in (82)

u(p) =1— i , 80 folgt hieraus

J(I -—-%)2(36(‘!&; =0,

(s
und dies ist, da

‘fdﬁ(ﬂi H=(@1
(®

ist und da ¢ nie abnimmt, nur moglich fir (,{)=0; wir gewinnen so
folgende Tatsache:

Satz 34. Wenn K irgendeine beschrinkte quadratische Form ist, so
ist die Relation

AL()K(=z,.) = L(z)

durch eine beschrinkte Linearform L dann und nuwr dann losbar, wenn
ein Ihigenwert von K ist.

Inshesondere ist die Gleichung

L(O)K(z,.)=0

dann und nur dann losbar, wenn A = o0 ein Eigenwert von K ist. Ist
A = occ kein Eigenwert, diese Gleichung also nicht losbar, so heifle die
quadratische Form abgeschlossen. .

Wir wollen uns fortan in diesem Kapitel XI mit gewissen
zwei Spezialfillen des Satzes 33 ausfiihrlicher beschiftigen.
Wir nennen eine Funktion F'(z,, z,, ...) der unendlich vielen Variabeln

&y, @y, ... fiir ein bestimmtes Wertsystem derselben vollstetig, wenn die
Werte von F(z, + &, @, + &,...) gegen den Wert F(z, z,,...) kon-
vergieren, wie man auch immer &, ¢, ... fiir sich zu Null werden ldfit
d. h. wenn

LFE(z, + &,%+ &,...) =F(zx, 2, ...)

6§=0 £=0...

wird, sobald man ¢, &, ... irgend solche Wertsysteme & ®, &®, ... durch-
laufen LiBt, daB einzeln

L&W=0; Lé&M=0, ...
h=e h=c

ist. Wenn eine Funktion fiir jedes Wertsystem der Variabeln mit kon-

vergenter Quadratsumme vollstetig ist, so heifle sie schlechthin vollstetiy.

An den Begriff der Vollstetigkeit kniipfen sich unmittelbar folgende Schliisse.
10°*
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Hat eine vollstetige Funktion ' die Eigenschaft, absolut genommen
fiir alle Werte der Variabeln unterhalb einer endlichen GribBe zu bleiben,
so besitzt sie — wie leicht durch das bekannte fiir endliche Variabeln-
zahl angewandte Verfahren bewiesen werden kann — ein Maximum. Be-
deuten ferner L (w), ..., L,(z) noch m weitere vollstetige Funktionen
der Variabeln x;, «,, ... und werden nur dicjenigen Wertsysteme dieser
Variabeln zugelassen, die den Bedingungen

Ll(x) == OJ R | Lm(‘r) = 0

geniigen, so besitzt F' ein relatives Maximum; dabei sind die Variabeln

stets an die Ungleichung
(z, 2) <1
gebunden.

Eine beschrinkte Linearform der Variabeln z,, ay, ... ist, wie man
sofort sieht, anch vollstetig in diesen Variabeln. Wir schliefen darans
leicht, dafi eine vollstetige Funktion der Variabeln z,, a,, ... durch
orthogonale Transformation derselben wiederum eine vollstetige Iunktion
der neuen Variabeln wird.

Ist eine beschriinkte quadratische Form K vollstetig, so ist offenbar,
daf ihre Kigenwerte sich im Endlichen nicht hiiufen; zugleich liBt sich
zeigen, dafl ein Streckenspektrum iiberhaupt nicht vorhanden sein kann.
Aus Satz 33 gewinnen wir mithin folgendes Resultat:

Satz 35, Wenn eine beschrinkte Form K wvollstetiy ist, so lafit sie
sich stets durel eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen

(88) K(z) = ko + kyzy® + - -

dabei sind die Grofen Ly, ks, ... diec rveziproken Figenwerte von K wund
besitzen, falls sic in wnendlicher Anzahl vorkommen, Null s einzige Ver-
dichtungsstelle.

Wegen der mannigfultigen und wichtigen Anwendungen dieses Satzes
geben wir hier fiir ihn einen sehr einfachen und von der obigen Theorie
unabhéingigen Beweis,

Wir nehmen zuniichst an, daB K eine positiv definite Form sei;
alsdann selen

Ty=1ly, @y=1ly, ...
solche Werte der Variabeln, fiir welche A(z) das Maximum £, erlangt.
Offenbar fillt die Quadratsumme dieser Werte gleich 1 aus, da wir ja
sonst den Wert der Form ohne Verletzung der Bedingung (z, 2) <1
vergriflern konnten.

Wir setzen

Li(z) = by @ + lgvs + -
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und bestimmen, indem wir nunmehr den Variabeln die Bedingung
Li(x)=0

auferlegen, das relative Maximum %, von K(z): dasselbe werde fiir die

Werte

Zy=1ly, Ty=1ly, ...
erlangt, deren Quadratsumme wiederum gleich 1 ausfallen muB. Ferner
setzen wir

Ly(2) = loy 2y + lyg s+ - - -
und bestimmen, indem wir den Variabeln die Bedingungen
Li(z)=0, Lyx)=0
auferlegen, das relative Maximum /%; von K(z); dasselbe werde fiir
Ty =lgy, Ty=ly,
erlangt. Wir setzen dann
Ly(2) = 13,2, + lyy 23 + -

und erhalten durch Fortsetzung dieses Verfahrens ein System von linearen

Formen L, L,, L, ... mit den Orthogonalitiitseigenschaften
L,()L,(.) =1,
L,()L()=0 (p = q).

Auf Grund der fritheren Betrachtungen (S. 143) bestimmen wir zu
diesen Linearformen ein solches System von Linearformen

MUy (@), My(a), -

dafl
T ,) .
2‘2, = L (33),
i p (x),
Yy = My (),
eine orthogonale Substitution der Variabeln @, z,, ... bilden. Die ver-

moge dieser orthogonalen Substitution fransformierte Form K(z) be-
zeichnen wir mit K (2, y). Der Koeffizient von #,"* in K(2/, y) muB offen-
bar gleich %, ausfallen. Andererseits diirfen weitere z,” enthaltende Glieder
in K(«', y) nicht vorkommen, da ja die Differenz

K@, y) — k(2 + a2+ - + 9+ 37+ - ) = K(2) — ki (2, 2)
fiir alle Werte der Variabeln 2, @/, ..., ¥, ¥, .- - uegativ oder Null

ausfallen soll. Da die niimlichen Uberlegungen fiir @y, @y, ... gelten, so
haben wir

K&, y) = " + ke, - -+ B(y),
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wo R(y) eine quadratische Form bedeutet, die allein die Variabeln #, ¥, . .-
enthiilt.

Da K vollstetig ist, so gilt dies auch von der Form
K(a,0) = ky2* + key™ + - - -,
und mithin miissen die GriBen %, %, ..., falls sie in unendlicher Anzahl
vorkommen, gegen Null konvergieren; denn sonst wiirde es eine Reihe
von Werten von K(2'0) geben, die gegen einen von Null verschiedenen
Wert konvergiert, wiihrend jedes der Argumente ", 2, ... fiir sich gegen
Null konvergiert.

Gibe es nun ein Wertsystem y, = m,, y, = my, ..., fiir welches
R(m) > 0 ausfiele, so kénnte man ¢ so bestimmen, daB auch R(m) > I,
wird. Alsdann wiirde fiir

2 =0, $2'=0, sy =My, Yp=Mg, e
auch K > I, ausfallen; die Gleichungen
L(2) =0, L(z)=0, .... M (x)=my, My(x)=m,, .
wiirden mithin ein Wertsystem der Variabeln z,, z,, ... bestimmen, fiir
welches inshesondere die Bedingungen
Ll(‘r) = 0’ vueiiny Lq—l(‘f) =0

erfiillt sind und zugleich K >k, ausfiillt; dies widerspricht der Be-
stimmungsweise von &, und mithin ist R(y) nicht positiver Werte fihig.

i K(0, ) = RW)
ist R(y) gewil auch negativer Werte nicht fihig, und folglich ist R(y)
identisch gleich Null; d. h. es ist

K(z) =k L3*(z) + kL (x) + -

Wird K(x) nicht als eine definite Form angenommen, so fiihrt die

nimliche Uberlegung auf die Darstellung
K(z) =k L*@) + k. L*(2) + - - - + R(y),

wo Ii(y) positiver Werte nicht fihig ist. Da sodann — E(y) als positiv
definite Form eine Darstellung derselben Art zulift, so erhalten wir schlief-
lich auch fiir K eine Darstellung durch die Quadrate orthogonaler Linear-
formen, und damit ist der Beweis fiir den Satz 35 vollstindig erbracht. —

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Vollstetigkeit einer Form ge-
winnen wir durch folgenden Satz

Satz 36. Wenn fur eine r;mrdaatwrhe Form K cine der Swinmmen

ko K =R S
(P, Py QP {m; )P?’
=k, b, T K

pegrratsp)
P 1y arJ
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endlich bleibt oder wenn [fiir eine definite quadratische Form K eine der

Summen
— 2 _pp!

®

Y
3 —Lp??l;r rp?

(B0, 7)

endlich bleibt, so ist K eine bpschmnlte w?l?fehge Form.
In der Tat, ist K eine quadratische Form, deren Koeffizienten eine

endliche Quadratsumme besitzen, so folgt wegen

o @Y |, K@y g(amx,y))Jr( (:n,y)) -

oYy 2 oy, =\ oy aits
o K(x,y) ;
(R <hrt b+

notwendig
K@) | <V k2
(py9)
Durch Anwendung dieser Tatsache auf die quadratische Form

K(z) — K,(z) = ‘;( W, 2.,

PP

wo rechts p, ¢ alle ganzzahligen Weltepn.are, abgesehen von solchen, fiir
die zugleich p < und ¢ < » ist, durchliuft, finden wir
K@) — K@) < )/ S0k,
(& 9)

und hieraus entnehmen wir, da doch

j § S‘(ﬂm =0

a=xl (g 7)
wird, die verlangte Vollstetigkeit von K(x)

Ist K eine definite Form, so muf
[ W

= Pr 9

Sk 2 (S M,)“’;
o) 0}

wenn also bei einer definiten Form AL endlich bleibt, so haben ihre

sein, und es ist mithin

Koeffizienten gewil auch eine eudllchs, Quadratsumme, und die Form ist
nach der vorigen Betrachtung wiederum eine vollstetige Funktion der
Variabeln.
Nunmehr erkennen wir leicht der Reihe nach folgende Tatsachen:
1. Wenn eine beschriinkte quadratische Form K nicht vollstetig ist,
so ist sie auch fiir das besondere Wertsystem O, O, ... nicht vollstetig.
Diese Behauptung folgt durch Anwendung der Formel

K(x + a) = K(z) + 2K(z, a) + K(a),
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wenn darin fiir @, a,, ... ein Wertsystem genommen wird, fiir welches K
nicht vollstetig ist — mit Beriicksichtigung des Umstandes, daB K(z, a)
als eine beschriinkte Linearform gewiB vollstetig ist.

2. Wenn K eine vollstetige quadratische Form ist, so ist es auch
die Form K A; dies ergibt unmittelbar der Satz 3b.

3. Wenn K eine vollstetige, K* irgendeine quadratische Form ist

und fiir alle Wertsysteme z;, oy, ... die Ungleichung
K¥(z) < | K(=)|

gilt, so ist auch K* vollstetig; denn aus dieser Ungleichung folgt die
Vollstetigkeit fiir das Wertsystem 0, O, .. ..

4. Wenn K eine vollstetige, A eine beschrinkte Form ist, so ist
die Faltung beider Formen vollstetig; wegen

| K(z,)K*(z,.) < V(KK@)(K*K*z))

ist nimlich diese Faltung fiir das Wertsystem 0, 0, ... gewiB vollstetig,
da nach 2 die Form KK vollstetig ist.

5. Wenn die Faltung KK einer quadratischen Form K mit sich selbst

vollstetig ist, so ist es auch die Form A selbst; dies ergibt sich ebenso
vermdge 1 aus der Ungleichung

K(2)| VKK (2).

6. Ist eine der Formen, die durch wiederholte Faltung aus der be-
schrinkten Form K entstanden sind:

K®= KKK, KW=KKKEK, K®=KKKKK,

vollstetig, so ist auch K vollstetig. Denn ist etwa K vollstetig, so
sind wegen 4 auch die Formen

b R R

vollstetig; wihlen wir unter diesen eine Form aus, fiir die die Faltungs-
zahl eine Potenz von 2 ist, etwa K% so schlieBen wir durch g-malige
Anwendung von 5 auf die Vollstetigkeit von K.

7. Wenn K eine beschriinkte definite Form ist, so sind auch die
Faltungen K K, ... definit; denn es entsteht beispielsweise K aus K,
indem wir in K(z) an Stelle der Variabeln z, die Ausdriicke BKS;;:’.V_).
einsetzen.

Da nun allgemein s, nichts anderes als die Invariante K(.,.) d. h.
die Summe der Koeffizienten von z,* in K\ ist, so folgt aus 6 und 7,
da der Fall f= 1 bereits zuvor erledigt worden ist, die Richtigkeit des
Satzes 30 allgemein.

Aus Satz 35 und 36 entnehmen wir die folgende Tatsache:
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Satz 37. Fine quadratische Form K, die eine der Voraussetzungen
des Sutzes 36 erfiillt, gestattet gewif3 die orthogonale Transformation (83) auf
eine Quadralsumme.

Ein Gegenstiick z 37 behandelten
Fall bildet die Annahme, dall die Form K kein Punktspektrum,
sondern nur ein Streckenspektrum besitzt. Um hier nur den ein-
fachsten Fall — der iiberdies typisch ist — ins Auge zu fassen, fiigen
wir dieser Annahme noch die weiteren hinzu, dall das Streckenspektrum s
aus einer endlichen Anzahl von Intervallen bestehen mige, daB ferner die
Koeffizienten der Spektralform o(u, &) stetig differenzierbare Funktionen
von g seien und endlich, dafl, wenn

de(u, §) - y ¢ g
‘_d.u = = 'f'(l“; %)r i% zj"pj,-(iu’);p;y 1)
gesetzt wird, ¢,,(x) innerhalb s nirgends verschwindet und, wenn der
Kiirze halber
Bolu) = Bl g
. V"‘r’“(»u)’ : VU"H(.“)’
ist, diese unendlich vielen Funktionen #,(w), ¥ (%), ... linear voneinander
unabhiingig ausfallen, in dem Sinne, daB bei willkiirlicher Wahl von u(u)
zwischen den Integralen
(84) S @dw,  [ulw)vy(w)du,
O] ()
keine lineare Relation bestehen soll, deren Koeffizienten Konstanten mit
endlicher Quadratsumme sind.
Fiithren wir in die Relation (82) diese Annahmen ein und setzen

‘51211 £=0, =0, ..,

und an Stelle von u(p) die Funktion'
i)
Vb (."‘)3
so ergibt sich
(8D) f(uﬁu.)) rfp, = { [‘M(#)d (u)(lu.} ,
=1,%..) 1

und hieraus entnehmen wir dle allgemeinere Formel

(86) fu(u)v(u)d.u = 2 fzd ‘u)wp(u)c?u fa, (W)e, (w)du.

p=12..)(@
Fiir

o v(p) = ¥, (1)
folgt mithin
1) Diese Gleichungen und die daraus entspringenden gelten nur fiir jeden
Abschnitt, da (g, § nicht beschriinkt ist.
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(87) fu Wy (u)dp= pr(,u,) wq(,w)d‘mpr(p)u(p)dp.
(s} (p=1,2..9 () ()

Aus unserer Annahme iiber die lineare Unabhiingigkeit der Integrale (84)

erkennen wir, daB die Relation (87) identisch fiir alle Funktionen w(u)

nicht anders erfiillt sein kann, als wenn

(8%) S@,w)ydu =1,

()

S, e, (wdu =0 (»+49)
ist. v

Wegen des positiv definiten Charakters der Form ¢(u, &) ist

(¢'11(.‘")§1 + Yy C‘”)E'z e )2§ w(.“: g)'f’u
oder

(89) (W + v i+ -+ PP L v (y, §).

Andererseits haben wir wegen (85)

S@E+ gaks+ - )2de = (8,
0 .
und, da auch

Ju(w Haw= (&)
0]
ist, so wird

S0, & — @ (W& + vy (g + - - )} da = 0.

Da aber der hier unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck nach (89)
fiir keinen Wert von w negativ ausfillt, so ist er stets gleich Null, d. h.
es ist

¥, &) = (¥, W& + v + - )%

Wir ersehen hieraus, daB unter den gemachten Annahmen die
charakteristische Higenschaft der Spektralform a(g, §) darin
besteht, daf ihre Ableitung nach wu das Quadrat einer Linear-
form wird, deren Koeffizienten die Orthogonalititseigen-
schaften (85) und (88) besitzen. Da umgekehrt eine solche Form
alle charakteristischen Eigenschaften einer Spektralform erfiillt, so ist es
hiernach leicht, eine quadratische 'orm A zu konstruieren, deren Spektrum
aus einer Zahl gegebener Intervalle besteht: man bestimme fiir die Inter-
valle s ein vollstindiges System von orthogonalen Funktionen wy, 9y, ..
d. h. ein System solcher Funktionen, die den Relationen (85) und (88)
geniigen, — was leicht geschehen kann (vgl. Kap. XIII) — und setze dann

K(E) :f('—'H &+ w:&s_‘j“_"‘_)! dlu

. !1
()
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Als einfachstes Beispiel diene die quadratische Form
(90) K(z) = 2,2, + 2y + 232, + -
diese besitzt kein Punktspektrum, und ihr Streckenspektrum besteht aus
den Intervallen

A=—o00 bis —1 und 4+ 1 bis + oco.
Wir finden

=
v (u.) V:-z Ven sin pf,

wo ¢ den zwischen 0 und =z gelegenen Wert von are cos% bedeutet.
In der Tat bestiitigt sich dann durch Rechnung

f(w Wz, + Yewzy + - - )2dp = (z, z),

(G55
K@) f(wl CLELACLLII0
(G350

In Bestitigung von Satz 34 haben ferner, wie man erkennt, die unendlich
vielen Gleichungen

fir keinen Wert von . Losungen z,, xz,, ..., deren Quadratsumme end-
lich bleibt.
Ein anderes Beispiel liefert die quatlratische Form

(91) Z Xy + = 3:2&3 %%4‘ !

2
o i oo
das Spektrum ist das nimliche wie im ersten Belspiel. Wir finden

1'D‘"(:;L)=]/2,n2—'1 !11 Pplo—1) (i),

wo die P die Legendreschen Polynome sind. Setzen wir noch

x,,(.u):]/”’_l L ge- s o),

wo die @ die zugehdrigen Kugelfunktionen zweiter Art bedeuten, so er-
hilt die Resolvente von K folgende Gestalt:

K(4, z) = - f-uw (2)x, (%),

i
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Die beiden quadratischen Formen (90) und (91) lassen sich durch
eine orthogonale Substitution der Variabeln in einander iiberfithren, wie
aus ihrer Darstellung durch die Spektralform hervorgeht.

LiBt man die oben gemachte Annahme der linearen Unabhiingigkeit
der Funktionen v, (u), ¢ (u), ... fallen, so wird die Ableitung der Spektral-
form mnicht ein Quadrat, sondern eine Summe von Quadraten linearer
Formen von entsprechender Art.

Ziwolftes Kapitel

Simultanes System quadratischer Formen, die Hermitesche
Form, die schiefsymmetrische Form und die Bilinearform
mit unendlich vielen Variabeln.

Die in Kapitel XI entwickelten Methoden und Resultate lassen sich
ohne prinzipielle Schwierigkeit auf allgemeinere Formen mit unendlich
vielen Variabeln ausdehnen, Wir betrachten zuniichst den Fall eines
simultanen Systems zweier quadratischer Formen, von denen die eine
definiten Charakter hat, die andere als Aggregat von positiven und
negativen Quadraten der Variabeln vorgelegt ist. Mit Hilfe unserer
Methode des Grenziiberganges, ausgehend von Formen mit endlicher
\-".ariabelnzah], konnen wir leicht die entsprechende Theorie entwickeln;
wir heben nur folgendes Resultat hervor:

Satz 38, Ls sei eine positiv definite, vollstetige, abgeschlossene qiadra-
tische Form K (x) und aufierdem eine quadratische IForm von der Gestalt

Viz) = vz + v, + - - -

vorgelegt, wo vy, v,, ... bestimmte Werte + 1 oder — 1 sind: alsdann gibt
es stets eine unendliche Reile von Null verschiedencr Grifien =, %, . . .,
deren Vorzeichen bz, vy, vy, ... sind und die gegen Null konvergieren —
ire reziproken Werte migen FEigewwerte von IC in bezug auf V heifien —
und von zugehirigen beschrinkten Linearformen L,(x), Ly(z), ... — sie
mogen die zugehirigen Ligenformen heiflen — wvon solcher Art, daf3 die
wlolarititsrelationen’

LOVC, L) =1,

L(OV(, L) =0, »=+q)

erfiillt sind und daf} ferner die vorgelegte quadratische Form die Darstellung

K(x) =% (Ly@)*+ |2 | (Ly@)*+ - -
gestattet.



Kap. XII. Simultanes System quadratischer Formen, 157

Man kann diesen Satz 38 auch ohne den Grenzibergang von end-
licher zu unendlicher Variabelnzahl lediglich auf Grund des Satzes 35 mit
AusschluB neuer Konvergenzhetrachtungen beweisen.

Zu dem Zwecke bringen wir die Form K(z) nach Satz 35 durch eine
orthogonale Transformation der Variabeln z,, @y, ... in die Gestalt einer
Quadratsumme; wir .bezeichnen die neuen Variabeln mit 2’ 2’, ... und
finden

K(z) = Ea' 4 kya'yl? + - -,
wo dann [y, ks, ... lauter positive Griflen sind, die gegen Null konver-
gieren. Ferner bezeichnen wir mit V’(2") die durch jene orthogonale
Transformation aus V(z) hervorgehende ¢uadratische Form der Variabeln
%'y, @'y, ... und endlich mit V'l:]/f'.‘g;} diejenige quadratische Form der
Variabeln &, &, ..., die ans V'(2) hervorgeht, wenn wir in derselben
an Stelle von 2,, 2°,, ... die Ausdriicke V&, &, Vk.&, ... einsetzen.

Wir kinnen nun leicht zeigen, daB J'()/4E) eine vollstetize Form
der Variabeln §, &, ... ist. In der Tat ist, wie man sieht, V" (2") als
Differenz zweier Einzelformen F (2") und FE,(«") darstellbar: diese ge-
niigen als solche den Ungleichungen

E (&)< (2,%), Ba) < (,a):

Setzen wir an Stelle von 2y, 2%y, ... wieder V5§, V&, ... ein, so
gehen diese Ungleichungen iiber in

{’11(]"/}_'.5} < kE+ Iigi.:zz 5 dalsy
E,(V/hE) < E24 kb2t oo

Wiiren nun diese Einzelformen nicht vollstetig in den Variabeln &, &,, .. .,

so miiiten sich auch Wertsysteme ¢, ¢, ... finden lassen, fir die
Lrtlt"]ﬁ 0, chz\"}: L3 SE—
n=o0 "=

wird, withrend die Einzelformen, die ja positiv definit sind, fiir

EL - alm: ‘52 i “‘.'I‘“);
Werte erhalten miiiten, die oberhalb einer positiven von 7 unabhingigen
GroBe bleiben; dies aber widerspriiche den obigen Ungleichungen, da K (x)
vollstetig ist. Da demnach F,(Vkg), E,(y1E) vollstetig in &, &, .. . sind,
so ist dies auch V7(}hE). Die Tatsache der Vollstetigkeit von I&'l(]/kﬁ),

E,(VEE) in den Variabeln £, £, ... folet auch unmittelbar aus 4. auf
2 1 22 D
S. 152,
Nunmehr transformieren wir nach Satz 35 die Variabeln &, &, ...
orthogonal in die neuen Variabeln &7, &, ... derart, dal die Form
=] =1 =2 ?

V' (VkE) die Gestalt |
T”(Vf-‘:‘_;'_} =y I.E'I.J2 + #, 3912 e s
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erhiilt, worin %, %,, ... gewisse reelle Grofen sind, die gegen Null kon-
vergieren. Bezeichnen wir nun diejenigen Linearformen von z,,%y,.. .,
die aus den Formen £(§) hervorgehen, wenn wir darin fiir Eyy gy 0o

bzw. die Ausdriicke Vk,x,, V. .. einsetzen, mit §/(Vka'), so ist, da
jene Formen eine orthogonale Transformation definieren,
K(z) = (V?"xxx’)? + (Vkyay ) +
_ = (&' (Vka)® + (& (VEa)) +
ferner wird:

OV (VRE, Vi) = smvu_u.;,]fn) 28y ® 8 V' (V&E, wn)

o, f‘§= o1,
=g (VUV(VA U
und folglich wird B -
£ (VE) V' (VEE,.) = %8, ().

Aus dieser Formel schliefen wir in gleicher Weise
EVE) V(08 (VE) = 5,8/ (8O-

Wenn wir nun wieder zu den Variabeln x,, #,, ... zuriickkehren und all-

gemein mit A, (x) diejenige Linearform von a,,a;,... bezeichnen, die
dabei aus EP’(VI:J:’) wird, so erhalten wir

AV, ) 4,0) = 5,8 (8 ()
und das ist wegen der Orthogonalitit der Formen £,(£) gleich x, (p = ¢)
oder gleich Null (p < ¢); andererseits wird

K(z) = A*(z) + 4°(2) + - -

Wiire %, = 0, so miifite fiir alle 2, x,, ...

A Ve ) E(ey2) = 0
sein, was der Abgeschlossenheit von K und von V widerspriiche; folglich
sind %, #,, ... lauter von Null verschiedene GriBen.

Wir kénnen nunmehr die Summanden &% #,£, ... in der obigen
Darstellung von V7 (]/..,) derart angeordnet denken, dafl allgemein x, das
Vorzeichen von v, besitzt. In der Tat: eine solche Anordnung jener
Summanden wire nur dann nicht ausfithrbar, wenn entweder die Anzahl
der negativen (bzw. positiven) Einheiten in der Reihe ¢, v,, ... endlich
und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven) Griflen, die in der
Reihe 2, %, ... vorkommen, grifier als die erstere Anzahl ausfiele, oder
wenn die Anzahl der negativen (bzw. positiven) Grilen in der Reihe
Ay, %y, . .. endlich und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven)
Einheiten in der Reihe v, v,,... grofler als die erstere Anzahl ausfiele.

Wenn wir nun mit z,(VkE), ,(VEE), ... diejenigen Linearformen in
£, &, ... bezeichnen, die aus z,(2"), 2,(a’), ... entstehen, wenn wir fiir
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z/,xy, ... die Ausdriicke V&, Vk&,, ... einsetzen, so ist identisch in
SPETRE

(@ (VEOP + va(2(VEE)! + - - = 1, (&' ®) + 1 (&' ®) + -,
da beide Seiten dieser Gleichung ¥’ (}%&) darstellen.

Wir nehmen — entsprechend dem ersten Falle — an, es seien
vy, ...,0, negativ (bzw. positiv), v, v,.,,... simtlich positiv (bzw. ne-
gativ), ferner x,,...,%,,, negativ (bzw. positiv) Da die Formen E (&),
£,/(E), . .. eine orthogonale Substitution bestimmen, d. h. ein vollstindi-
ges orthogonales System von Linearformen — wie wir sagen wollen —
bilden, so ist jede beschriinkte Linearform von £, &, ... als lineare Kom-
bination der Formen §,"(§), £(£), . .. darstellbar; wir setzen inshesondere

x:(]/‘f’g) =a,, ' (§) + a8 (8) + -+,
-Tc(VIg) =a,&'(§) + 2k (E) + -,
WO Gy, Gygy .y @y, Uy, .. gewisse Koeffizienten bedeuten. Sodann be-

stimmen wir solche nicht simtlich verschwindende GréBen «,..., @,
die den e Gleichungen

ag, e + -+ A1y = O;
ST R ol P Uop1 = 0
geniigen, und bilden die Gleichungen

gl’ﬂg) = Uy,
Eoi(®) = a1,
g’z-ﬁ-ﬁ ( g) - 0;
g

‘c+3 (‘9 =0 2

Die durch Auflosung dieser Gleichungen entstehenden Werte von &, &,, ...
wiirden einen Widerspruch ergeben, da sie in die vorhin aufgestellte
Tdentitiit

o, (2, (VEE)® + vy(as(VEE)® + - - - = (8 ®) + % (&7 @) + - - -
eingesetzt der linken Seite einen mnicht negativen (bzw. nicht positiven)
Wert, der rechten Seite dagegen gewill einen negativen (bzw. positiven)
Wert erteilen wiirden.

Um den zweiten der oben genannten Fille zu behandeln, gehen wir
von der in x’, z,, ... identischen Gleichung

]

vy (2, @) + 0y(2, @) 4+ - =, (511(5’;&))24- #g (gol(;})) |



160 Kap. XIL. Simultanes System quadratischer Formen.

#
aus, wo El’( _,),

deuten, die aus £(£), &'(§),... entstehen, wenn wir an Stelle von £,

. . A
£,... die Ausdriicke ! =

Ve Vi
51'(]'/}) ; (111), ... nicht notwendig beschriinkte Linearformen in ',
&, ... werden, so hat obige Identitit nur als Abschnittsgleichung einen
Sinn, und das im ersten Falle eingeschlagene Verfahren bedarf der fol-
genden Modifikation.

Wir nehmen an, es seien x,...,% negativ (bzw. positiv), z,,,
%42y - - - samtlich positiv (bzw. negativ), ferner v,,..., v, negativ (bzw.
positiv)., Alsdann setzen wir

crf & _— ’ ’
=1 (1f) =0, & + ¥ -,

ofee

N (Vﬂ) .. diejenigen Linearformen von z,’, 2, ... be-

’

setzen. Da jedoch die Linearformen

fee
o

-,

rf T . ’
ge (VE) = T + oy s s
Ferner denken wir uns die Gleichungen
xl(x) =y .-y ‘I'c+1('x) = i1y c;—E[’I) =0, 'T'e+3(.37) =0,

nach «, x,/, ... aufgelost und stellen die Lisungen als Funktionen von
ay,...,a,,, wie folgt, dar:

Xy =013 + vt 0y g1y,

Ly = 019y + =+ 0,01 @epy
Endlich bestimmen wir fiir jedes # solche e + 1 Grofen o, ..., a",
daB nach Eintragung dieser Werte von z,/, #,,... die ¢ 4+ 1 Gleichungen

o &y A+ oo,z =0,

rCul'Tl' + 2 + (Cz.n‘TJ} o= O!
a9 a

i al+...+ac+i=1

fiir

a =a,®™, ..., «a

= g™
1 15 ’ et

s . e+l
erfiillt sind.

Wiihlen wir nun solche # = n, aus, daB die Grenzwerte von a,™), .. .,
a) ., fir h = oo existieren, und setzen die durch diese Werte a,™, . . .,

af’WL_H vermittelten GroBen /,...,2", in den n,ten Abschnitt der obigen
Identitit

B@EE + @)+ = u(8 (7)) e () +
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ein, so erkennen wir, daB die linke Seite dieser Identitit, da sie eine be-
schrinkte Form der Variabeln 2, x,,,.. darstellt und als solehe nach
8. 127 stetig in diesen Variabeln ist, in der Grenze fiir h — oo den Wert
— 1 erhilt, withrend die rechte Seite bestiindig > 0 ausfiillt.

Hiernach sind beide Iiille als unmdéglich erkannt, und wir diirfen
also von vorneherein allgemein %, vom selben Vorzeichen wie v, an-

nehmen.
Setzen wir daher jetzt

\ Ap(x)
Lw(ﬂ:) = F 3

i

*p
so sind die Linearformen L,(z), Ly(z),... von der im Satze 3% ver-
langten Beschaffenheit. '

Das niimliche SchluBverfahren ermédglicht die Behandlung einer nicht
abgeschlossenen Form K.

Um dies einzusehen, bringen wir wiederum die Form K nach Satz 35
durch eine orthogonale Transformation der Variabeln z,,z,,... in die
Gestalt einer Quadratsumme. Wir setzen

K(z) = ko + ka,* + - - -,
wo ky, ky, ... teils positive, teils verschwindende Grifien sind.

Wir bezeichnen wiederum mit V’(2") die durch jene orthogonale
Transformation aus J7(z) hervorgehende quadratische Form der Variabeln
@,y @y, ... und endlich mit V’()/kg) diejenige quadratische Form der Vari-
abeln & &,,..., die aus J7(2") hervorgeht, wenn wir in derselben an Stelle
von z, %, ... die Ausdriicke V&, Vh&,, ... einsetzen. Da V'(VikE)
eine vollstetige Form 1in &, &, ... ist, so kdnnen wir nach Satz 35 die
Variabeln &, &, ... orthogonal in die neuen Variabeln &, &/, ... trans-
formieren derart, daB

V/(VEE) = mb,* + gk 4 - -
sind, worin %, #,, ... gewisse teils positive oder negative teils verschwin-
dende Grifen sind, die, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen
Null konvergieren. Bilden wir endlich entsprechend wie vorhin die Aus-
driicke 5,,'{:1/7;'.1-"] und bezeichnen allgemein mit 4, (z) diejenige Linearform,
die aus &,/ (Vka') wird, wenn wir darin statt der Variabeln =, a,,...
wieder die urspriinglichen Variabeln x,, #,,... einfiilhren, so wird wie
worhin
K(z) = 43(z) + A2 (x) +---,
Ay()V(,0)4()=0 (p=+gq), bzw. =%, (p=q)
Wir sprechen dieses den Satz 38 ergfinzende Resultat wie folgt ans:
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1L
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Satz 38%  FKs sei eime positiv definite vollstetige quadratische Forme

K(xz) und auflerdem eine quadratische Fovm von der Gestalt
V(z) = v,2® + 02, + - - -

vorgelegt, wo vy, vy, ... bestimmte Werte + 1 oder — 1 sind: alsdann  gibt
es stets eine Reihe von leils positiven oder negativen, teils verschwindenden
Grifien uy, #y, ..., die, wenn in wnendlicher Anzahl vorhanden, gegen Null
Fonvergicren, und von zugehivigen beschrinkten Linearformen A,(x), Ay(x),. ..
derart, daf} die Polaritilsrelationen

AJ'C') V':‘ ye) Ap(s) = %,

4,()A(, ) 4,() =0, r+a9
erfiilllt sind, wnd daf3 ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar-
stelluny

K() = 4}(a) + 43@) + - -
gestattet.
Unter einer Hermiteschen Form der unendlich vielen Variabeln z,,
Lgy ...y UYyy Yo, . .. verstehen wir eine Bilinearform dieser Variabeln von
der Gestalt
H(:I?, y)= 2 L‘pqxl‘yv;7
@9

deren Koeffizienten h,, komplexe der Bedingung

Ty km + 88, = hy = k‘f.ﬂ — 15,
geniigende Groben sind. Stellt sowohl Real- wie Imaginiirteil von H(z, y)
eine vollstetige Funktion der reellen Variabeln @y, a,...., ¥, 4, ... dar,

so lassen sich reelle, im Endlichen nirgends sich verdichtende Werte

Ay ko, ... — die Eigenwerte von H — und zugehorige Linearformen mit
komplexen Koeffizienten 1, (x), Ly(z), ... — die Eigenformen von H —
finden, g0 dab B -
(2, y) = Ly (@) Ly (y) + Lo () Ly(y) + - - -,
\_ D@L |, L)L) |
B, ) DB LY L LOTY) 5.,

wird, und daB die Orthogonalitéitseigenschaften

L,()L,()=1, L,()L()=0 (p=q
erfiillt sind; die horizontalen Striche deuten die Vertauschung von i mit
— ¢ an. — Der Beweis dieser Tatsache kann apalog wie unten der Be-

weis des spezielleren Satzes 39 gefiihrt werden.

Nehmen wir die Koeffizienten der Hermiteschen Form rein imaginir
an und unterdriicken alsdann den Faktor /, so entspringt die schief-
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symmetrische Form; unter einer schiefsymmietrischen Form verstehen
wir mithin eine Bilinearform der Variabeln z,, @,,..., y,, %, ... von der
Geestalt

H(_x’ y) = {‘pzjspv'mpyy H
» 4.

deren Koeffizienten reelle der Bedingung

Spa = 7 Sy
geniigende GriBen sind. Die vorhin fiir eine Hermitesche Form aus-
gesprochene Tatsache driickt sich fiir den besonderen Fall der schief-
symmetrischen Form, wie folgt, aus:

Satz 39: Wenn die schiefsymmetrische Form S(xz, y) vollstetig ist, so
gibt es eine orthogonale Transformation der Variabeln

SM=O

S ) iy Foy Ty Tgy -
in die neuen Variabeln
r 4

£ Bl E
5 g1y, =

o1 T1 ©22

Fre

so daf3, wenn die Variabeln iy, yo, 4y, Yy, - .. mittelst derselben orthogonalen
Transformation simultan in die Variabeln v, %', v, 4, . . . iibergehen, die
Form S die Gestalt

Bz, y) =k (Eym — E'my) + he(Bamy” — &'me) + - -
erhdlt; dabei sind ky, koy... Groflen, die. falls sic i unendlicher Zahl
vorkommen, Null als einzige Verdichtungsstelle besitzen.

Zum Beweise betrachten wir 2S(x, y) als quadratische Form der
unendlich vielen Variabeln x,, ¥,, &y, #,... und erkennen sodann aus
Satz 35 das Vorbandensein von GréBen k, k,, ... und zugehorigen Linear-
formen L, (z,y), Ly(x,y),... jener Variabeln, so daB

25(z, y) = by (Ly (2, ))* + Ky (Lg (@, 9))* + - -«
und
@2) + Wy = (L@ )+ (Lol )+
wird. Mit Riicksicht auf die Eigenschaften der schiefsymmetrischen Form
Sy y) = — Sy, ),
S y) = — S(— 2, y)
folgt leicht, daB in der obigen Darstellung fiir 25(x, y) zu jedem £k,, L,
stets noch die Figenwerte und zugehorigen Linearformen

jll!-" - A‘f" L}J'(E, y\} - L;‘l‘.’."j} I:} s
7-'},., = — k_,,, LP,,(I, y) = LP(__ x, y')’
i".u"' - ?"P' - ]"# me("!.! -"\} - Lr-(_ &Ly ;ff) = Ll'(ff:_ .’l‘)

vorbanden sein miissen
die Glieder
f"f* {(sz(:"': y))g o [‘_L',, f."f* :'"\')2 o (Lr’_ &, ff))g e (La-(y; - “T))EII
11*

T 3 : Rl > 1
, deren Vercinigung in der Darstellung von 2S(z, y)
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und in der Darstellung von (z, z) + (y,y) die Glieder
(L.J/ (@, y))? =+ (L:'(yr '7")}2 ¥ CL.'(_ ] y:])g =+ (Lr'(y: = x))g
liefert.
Setzen wir nun fiir jedes solche Quadrupel

Ly(z,y) = 115 (Op(@) + 0,/ W),

wo 0,(z) eine lineare Form von 2, &, ... und 0,'(y) eine lineare Form
vOn iy, Yo, - .. ist, so gehen die obigen Darstellungen iiber in

S[‘-": .) = y]lp(o "x'op’(y' o Oﬂ"fr‘: OI"'}y;’)’
(2, @) + (, ) = Z(0,@)* + (0, @) + (0,@)* + (0, )3,

und da L (z,y), Lg(a, y‘}, ... zueinander orthogonal sind, folgt leicht

’

auch die Orthogonalitit der Formen O,, O,,..., 0/, 0, ...; mithin be-

stimmen £, = 0,(z), & = 0,()
eine orthogonale Transformation von der verlangten Beschaffenheit.

Aus dieser Darstellung folgt durch eine einfache Uberlegung, wie sie
-spiiter iihnlich angestellt werden wird (5. 171), dall die aus (2, y) — A5(x, y)
entspringenden inhomogenen Gleichungen eindeutig losbar sind, auBer
i
B2k ?
Form S(z, i) haben die homogenen Gleichungen eine nicht identisch ver-
schwindende Lisung, und zwar ist die Anzahl der voneinander unab-
hiingigen Losungen stets endlich.

wenn A= ist; fiir diese rein imaginiren FEigenwerte der

Was schlieBlich die Theorie der Bilinearform betrifft, so sehen wir
zuniichst ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen ein:

Wenn die Bilinearform A(z, y) eine vollstetige Funktion der unend-
lich vielen Variabeln z,,z,, ..., u,, %, ... darstellt, so ist, wenn A, den
anten Abschnitt der Bilinearform A bezeichnet, fiir jedes Wertsystem der
unendlich vielen Variabeln

LA, 2)A,(,2)=A(,z2)A(.,2),

n=o
und zwar im Sinne gleichmilliger Konvergenz, d. h. es ist

(92) | A, 2)A(.,2) — A (., 2)A4.(,2) <¢,,

wo ¢, gewisse von den Variabeln 2, x,,... unabhingige, mit unendlich
wachsendem 7 gegen Null abm'hmen(le Groflen sind.  Daraus folgt, daB
die quadratische Form A(., ., x) stets vollstetig ist, wenn die Bilinear-

form A(z, y) vollstetig 1st.
Eine Bilinearform A(z, y) ist stets vollstetig, wenn die quadratische

Form A(.,z)A(.,x) vollstetig ist, also beispielsweise gewill, wenn die
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Summe der Quadrate der Koeffizienten von A endlich bleibt, In der Tat,
fassen wir von A(z,y) als quadratische Form der Variabeln z,,z,, ..
Wy Yy, - - - aunf, so folgt aus der Ungleichung

| A(z,y) <VA(,2)A(,x),
durch die in 4. und 5. (8. 152) angewandte Schluliweise, dafi A(x, y) voll-
stetig ist.

Diesen Abschnitt wollen wir mit der Entwickelung eines Satzes be-
schliefen, der — wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird — auf
die einfachste Weise zur Auflosung der Integralgleichungen zweiter Art
mit unsymmetrischem Kern verwandt werden kann; derselbe lautet:

Satz 40.  Wenn

'y

Y VI, .
‘l'{'J} .',j) = A;‘ﬂ'pqxpyq
(2 9}

eine wvollstetige  Bilinearform  der wnendlich viden Variabeln z,, a,. ..

Yis Usy o .o 18, S0 haben gewify entweder die unendlichvielen Gleichungen
(L + ay)e, + @25 + - = ay,

(93) Ao %y + (1 + @35)@; + - -+ = ay,

tiir alle miglichen Grifien a,, a,, ... mit konvergenter Quadratsunume eine

eindentig  bestimmte  Lisung a, x,, ... mit konvergenter Quadratsumme
— oder die entsprechenden homogenen Gleichungen

(1 +ay)a, + a2, +--- =0,
(94) A, &y + (1 + agy)2y +-- - =0,

lassen eine Liosung @y, &y, ... mit der Quadratsumme 1 zuw.

Zum Beweise betrachten wir zuniichst irgendein System von n line-
aren (leichungen und » Unbekannten mit nicht verschwindender Deter-
minante von der Gestalt

by + -+ bya, =1y,

bul ‘rl + e + b-nn"!'lix - bu .
Bezeichmen g, ..., g, die Liosungen dieser Gleichungen, so ist
(bllﬁi i sk blmﬁn)ﬂ e o {bulﬁl —fan s bnuﬁn):

o bl(bllﬁl + e + blnﬂn) + Y + bn“"nlﬁl + e + bnnﬂﬂ)l
und folglich wird

BBy v 3 BB Ao o b By Bl A - BB

J’:lb_ﬂ)z}'

Nunmehr sei m das Minimum der quadratischen Form
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bz + -+ b2 ) + o+ Gz + -+ 0,,2,)
bei der Nebenbedingung
(95) 2i4 -t at=1
und M das Maximum der quadratischen Form
(bllxl o g = bﬂlwu)g + Al + (blnxl + i bnn‘(‘cﬂ>2
bei derselben Nebenbedingung: dann folgt aus der vorigen Ungleichung
die Ungleichung

(96) Bl BB+ D)

Wir wenden dieses Resultat auf die Gleichungen
(]‘ + ”':I.l)xl + e _1_ aluxu =0y,

M

m?

(97)
a2 +---+1A+a,)z,=a,

an und bezeichnen zu dem Zwecke mit m, das Minimum der quadra-
tischen Form

(1 + @2, - 0, 5+ -+ (@0 + -+ (1 + 0,0,
bei der Nebenbedingung (95) und mit M, das Maximum der quadratischen
Form

((1 o ﬂ'll:l‘:'r'.l s ¢ +an1xu)2 e s (alﬁ‘l‘l panan <l aﬂn).ﬁ'")?
ber derselben Nebenbedingung.

Wegen der vorausgesetzten Vollstetigkeit der Bilinearform A(z, y)
ist die quadratische Form der unendlich vielen Variabeln z,, a,, ...

(A +a )z +a5,23+ -+ P+ (35 + (1 + aggdzg + -+ -
gewill eine beschriinkte Form, und daraus ersehen wir, dall auch die
Maxima M, unterhalb einer endlichen, von 7 unabhiingigen Grébe M
bleiben.

Was die Minima m, betrifft, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

Erstens gebe es unendlich viele », fiir die die Minima m, siimtlich
grifler als eine feste positive Grobe m sind: dann sind fiir solche » die
Gleichnngen (97) losbar, und es folgt aus (96), daB die Quadratsumme
ihrer Losungen unterhalb der endlichen von »n unabhiingigen GriBe

(98) (@, a)
lLiegt.
Bezeichnen wir nun fiir solche » mit
al(m, ce mﬂ("l
die Losungen von (97), so konnen wir aus jenen » mach dem von uns
oft angewandten Verfahren solche ganzen Zahlen n , %,, ... herausgreifen,

dall die Grenzwerte
o, = L al(";ﬁ, ws = I, oW, oo

h=m h=c0
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existieren; die GriBen ¢, «,, ... haben eine ebenfalls unterhalb der Grenze
(98) liegende Quadratsumme und miissen wegen der Vollstetigkeit der
Linearformen
Cpy i+ BpgZe + -+

gewiB jede der Gleichungen des vorgelegten Systems (93) befriedigen.

Zweitens mogen die Minima m, m,, ... gegen Null konvergieren;
die Werte der Variabeln mit der Quadratsumme 1, fiir welche diese
Minima eintreten, seien

FI(“).' EE pﬂ("’;'

Nun ist

A+a ey + - +a,2)}+ -+ (a2 +---+1A +a,)2,)

= 4,0, 8)4,(,2) + 24,(z, 7) + (3, 2),

und folglich
(99) 4,0 W) A, 0) + 24,6, u®) + 1= m,.

Nun denken wir uns wieder eine solche Reihe ganzer Zahlen 1, u,,. ..
herausgegriffen, daB die Grenzwerte

e [
u = L w,"%, gy =L ™, ..

h === h=o
existieren; die GroBen u,, u,,... geniigen dann der Bedingung
(100) (v, ) 1.

Mit Riicksicht auf (92) und wegen der Vollstetigkeit der quadratischen
Form A(z, x) folgt aus (99), wenn wir darin n, an Stelle von » ein-;
setzen und zur Grenze h = oo iibergehen,

(101) A( ) A(,u) +24(u, u) +1=0.
Wir betrachten nun die quadratische Form
(A + a1)x, + aye2s + <+ ) + (ayy 2y + (1 + 09) % + -+ °)°
= A(,20)A(.,2) + 2 Az, ) + (2, );
da dieselbe positiv definit ist, so folgt inshesondere
(103) A(,u)A(,u) + 24w, u) + (g, u) 2 0;
hieraus entnehmen wir wegen (101)
(1, ) = 15

(102)

mithin ist wegen (100):
(_lu’) .H’) =1.
Nunmehr erkennen wir wegen (101), daf auch
A(,u)A(,u) +24(g, 1) + (4, 0) =0
ist, d. h. im Hinblick auf (102), die GroBen u,, uy, ... befriedigen die
homogenen Gleichungen (94). Damit ist gezeigt, daB stets mindestens
einer der in Satz 40 unterschiedenen Fille stattfindet.
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Wenn die homogenen Gleichungen (94) eine Lésung mit der Quadrat-
summe 1 besitzen, so konnen die durch Transposition entstehenden in-
homogenen Gleichungen

4+ )z + a2+ =a,
(104) oy + (1 4 agp) a0y + -+ - = ay,

gewil nicht fiir alle «,, @,,... mit endlicher Quadratsumme eine Losung
von endlicher Quadratsumme besitzen, da ja zwischen ihren linken Seiten
eine lineare Identitiit besteht: es miissen daher dem eben Bewiesenen zu-
folge alsdann die transponierten homogenen (ileichungen

(L+ a)2 + ag 2+ - =0,
(105) oy + (1 + agg)azy + - =0,
eine Lisung mit der Quadratsumme 1 zulassen. Also konnen die in
homogenen Gleichungen (93) gewiB nicht fiir alle «,, a,.... eine Lisung
mit endlicher Quadratsumme besitzen: daher schlieben sich die beiden
Fiille des Satzes 40 wirklich aus, und die Lésung im ersten Falle ist ein-
deutig. Damit ist der Beweis fiir unsern Satz véllig erbracht.

Um die Mannigfaltigkeit der Losungen der homogenen Gleichungen
{94) festzustellen, haben wir nur notig, die in Kapitel XI entwickelte
Theorie der orthogonalen Transformation der quadratischen Formen auf
die Form (102) anzuwenden. Da A(.,x)A(.,2) und A(z, x) vollstetige
quadratische Formen sind, so ist dies auch die Form

A (.};L')A(:. ,J_'} + 2A(z, .‘1‘);
dieselbe besitzt daher den Wert — 1 hichstens als FEigenwert von end-
licher Vielfachheit; mithin besitzt die guadratische Form (102) den Wert
~ nur als ]i.lwenwelt von endlicher Vielfachheit, d. h. es gzbt eine ortho-
gonale Transformation der Verinderlichen z, #,,... in o/, 2,/,..., so

dafl jene (uadratische Form (102) die Gestalt
S LML, B L R
erhilt, wo &, ,, &, ., ... lauter positive, von Null verschiedene, gegen 1

]\onvergletende Grifen und e eine endliche ganze Zahl bedeuten. Die
Losungen der homogenen Gleichungen (94) erhilt man aus

=ty iy B,=, %, =0; @, .,5=0,
willkiirliche Konstanten sind, und wir ersehen daraus, dal
es nur eine endliche Anzahl, und zwar genau e linear unabhiingige
Losungen von (94) gibt.

Wir erkennen ferner, daB, wenn ¢ die genaue Anzahl der linear un-
abhiingigen Lisungssysteme der homogenen Gleichungen

e}
WO Ui et

»
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(106) L@)=x,+ ap 2, + a2, +---=0, (p=1,2,..))
sind, zwischen den Linearformen [, (x), L,(x),... genau e voneinander
unabhiingige lineare Identititen von der Gestalt

(107) B Ly (%) + P Ly(2) + -+ - =0, (h=1,...,€)

bestehen miissen, wobei die Koeffizienten §,% 8, ... in diesen Identi-
titen eine endliche Quadratsumme besitzen, und ferner, daB die inhomo-
genen Gleichungen (13)

Ty + By @py + B35 + - = @y, r=12..)
nur dann und stets dann losbar sind, wenn die Grofen a,, a,.... die
¢ Bedingungen
(108) B, Pa, + p,Pay + -+ =0, (he=1,...,¢)
erfiillen,

In der Tat, es sei wie oben ¢ die genaue Zahl der linear unab-
hiingigen Losungen der homogenen Gleichungen (106) und f die Zahl der
voneinander unabhiingigen Identitiiten von der Gestalt (107): dann lassen
sich aus den Variabeln z,,2,,... gewill ¢ solche auswiihlen, dall die
Gleichungen (106) keine Lésung mehr besitzen, bei der die ¢ ausgewiihl-
ten Variabeln simtlich Null sind; wir bezeichnen die iibrighleibenden
Variabeln mit », z/,.... Wire nun > ¢, so miiiten sich aus den
Linearformen I (), L,(x), ... e solche aussuchen lassen, die lineare Kom-
binationen der iibrigen sind, wiithrend die iibrighleibenden unendlich vielen
Linearformen, die mit L,"(x), L, (%), ... bezeichnet werden mogen, gewif.
noch einer linearen Identitit von der Gestalt
(109) B L) + By (@) + -+ =0
geniigen, wo die Koeffizienten g,, ,,... eine endliche Quadratsumme
haben und nicht simtlich Null sind. Wir setzen nun in den Linear-
formen L,"(z), L, (), ... die vorhin ausgewiihlten ¢ Variabeln Null und
bezeichnen die so entstehenden Linearformen der Variabeln ., z,, ...
mit L,"(z"), Ly'(«'),.... Lndlich bestimmen wir irgendwelche Griflen
a,, s, ... mit endlicher Quadratsumme, fiir welche
(110) Bray + By 4 -0
ausfilllt.

Wir betrachten nun das Gleichungssystem

L‘l’(a",) =l
(111) L (x) = as,

mit den Unbekannten ay’, z,,...; dasselbe nimmt bei geeigneter Anord-
nung der Gleichungen wieder die Gestalt des Gleichungssystems (93).
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an. Wir sehen dies am leichtesten ein, indem wir zum Gleichungs-
system (106) den zugehdrigen Bilinearausdruck

(112) YLy (@) 4y Ly (@) + - - = (1, y) + A(2, y)
bilden; darin ist A(z, y) eine stetige Bilincarform der Variabeln z,
Zyy..uy YyyUsy---. Der entsprechende Bilinearausdruck fiir das Gleichungs-

system (111)

- Y 4y (&) + v Ly () + - - -
entsteht dem Obigen zufolge, indem wir in (112) gewisse ¢ von den Va-
riabeln &, z,... und gewisse ¢ von den Variabeln y,, u,, ... Null setzen
und die iibrighleibenden Variabeln wit z,2,,... baw. »/, %/, ... be-
zeichnen. Hierbei verwandelt sich nun (z, y), wenn wir noch nétigenfalls
gewisse Produkte @,'y,” in endlicher Anzahl addieren, in

(35", .'/,) = $1ry1' - ;r;_.»;g’ + e,

und da sich zugleich A4(z, y) in eine vollstetige Bilinearform der Variabeln
2 % .., ¥y %'y .. verwandelt, so haben wir
YAy (@) + 9 L (@) + - = (2, y) + A, ),

wo A'(«', y) gewiBl ebenfalls eine vollstetige Bilinearform von 2%, 2,". ..,
o, ¥y ... wird; daraus folgt die behauptete Gestalt des Gleichungssystems
(111).  Aus (109), (110) erkennen wir, daB das Gleichungssystem (111)
keine Losung besitzt; da aber das ans 1thm durch Nullsetzen der linken
Seiten entstehende homogene Gleichungssystem ehenfalls keine Lisung
zuliibit, so zeigt dieser Widerspruch mit dem Satze 40 (5. 165), daB
die Annahme f> ¢ unzutreffend war. Da die Anwendung des eben Be-
wiesenen auf das transponierte Gleichungssystem zeigt, dall auch ¢ > f
unzutreffend sein mub, so ist notwendig ¢ =f Zugleich erkennen wir
auch die Richtigkeit der letzten oben gemachten Aussage.

Bei der Voraussetzung daB A(z,y) eine vollstetige Bilinear-
form ist, kommen also dem Gleichungssysteme (93) alle wesent-
lichen Eigenschaften eines Systemes von endlich vielen Glei-
chungen mit endlich vielen Unbekannten zu. —

Zum Schlufl mige noch gezeigt werden, mit welch iiberraschender
Eleganz und Einfachheit der Satz 40 ohne irgendeine neue Kon-
vergenzhetrachtung bewiesen werden kann, indem man sich der Siitze
35 und 39 bedient.

In der Tat, ans Satz 39 leiten wir sofort folgende Tatsache ab:

Hilfssatz 6. Wenn #,, #,,... eine unendliche Reihe positiver Grilen
ist, die gegen 1 konvergieren und

S(:L‘, ?j) - Jé\dqux.a'y':
(@ 9)
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eine vollstetige schiefsymmetrische Form der unendlich vielen Variabeln
Xy gy vy Uiy Yo, ... bedeutet, so gibt es stets eine vollstetige Bilinear-
form T(z,y) der niimlichen Variabeln, so dal
(113) {2(z,) + S ) G+ T, =@y
wird, wo x%(z) die quadratische Form

#(2) = 0, 2,* + % 2g® + - - -
bedeutet. Die Relation (113) ist damit gleichbedeutend, dall das Gleichungs-
system

T+ 8%y F Syg%s =Y,
(114) S Wy + 3Ty + Soyy + =1,
S50 ®y + Sya®y + gy 40 =Yy,
die Auflosungen
¢ Tz, ¥
& =y + ca,

) ¢ T'(x, v
5"":52'."\."{' pr"’

besitzt.
Zum Beweise setzen wir in S(z, y)
B r -, . | S
il:V’h 2y s :x.i,:}/xiw,,,...,
1 ’ 1 ’
Y= =%y Y= Yorp oy

V= Vay
ein und erhalten dann eine schiefsymmetrische vollstetige Form S"(«, %),
wiihrend %(z) in (2, ") iibergeht. Aus (114) wird ein Gleichungssystem
von folgender Gestalt

2 + 810 T+ Sigly o=y,
Lt p El g o g
(115) Sg ¥y + %y T S93% T+ =¥
512 + &ge %y + " + - - - = ¥,

Fithren wir nunmehr in S" nach Satz 39 die orthogonale Transformation
aus, so geht das zu S” gehdrige Gleichungssystem (115) in ein Gleichungs-
system von folgender Gestalt iiber:

g+ hE =,
— k& +E =0,
Ey + lgBy' =9,

) . o’
“I‘2§2+Ee =Nz,
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Dieses (Gleichungssystem besitzt, wie man sieht, die Auflésungen

) OT(EE, n)
EE=m + ‘

r;_\gl 2
r g CTEE )
‘El = + 0k ’
¢ OT(EE, )
Lo =1y + o, ’
: GT(EE, nn)
E_, . ,r2r+ fglulr].,
e |
wenn
e ” k! ol P
T{QE,’W,}:_I_;_‘A.:(51’31+E1 n)— +; "(W’n’u Eng)—
l'.‘. r
o ; (o — &) — 1 +ﬂ-“2(\‘-§'2n2 — &) —
gesetzt wird. Da die Grifen &y, %y, ... gegen Null konvergieren, so ist

T eine vollstetige Form.

Die Riickkehr zu den Variabeln x, &y, ..., »/, %, ... und von
diesen zu den wrspriinglichen Variabeln @, @,, ..., 4, 9, ..., wobei aus
T die Form 7" entsteht, lehrt die Richtigkeit des Hilfssatzes.

Um nunmehr Satz 40 zu beweisen, bedenken wir, dall das Gleichungs-
system (93) In Satz 40 seine Gestalt behilt, wenn wir anf die Variabeln
&, @, ... irgendeine orthogonale Transformation ausfithren und zugleich
entsprechend die linken Seiten jener Gleichungen orthogonal kombinieren,
da dies ja auf eine simultane orthogonale Transformation beider Variabeln-
reihen in A(z, y) hinausliuft. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
es sel bereits eine solche orthogonale Transformation der Bilinearform
A(x, y) ausgefithrt, da die aus A(z, y) durch Gleichsetzung der beiden
Variabelnreihen entspringende quadratische, vollstetige Form A(z, z) nur
die Quadrate der Variabeln enthilt und demnach in der Gestalt

Az, ) = a,2,® + wyw® + - - -
oder

(116) Az, y) + Ay, ) = 2(ey 2,4y + Y5 + -+ -)
erscheint. Da hierin «,, «, ... gegen Null konvergierende Grifien sind,

so gibt es gewi nur eine endliche Anzahl unter ihnen, die < — 1 ausfallen;
es sei etwa e eine ganze Zahl, so daff

117y . R s (p=1,2...)
ausfillt.

Alsdann sondern wir von den Gleichungen (93) in Satz 40 zuniichst
die ersten ¢ Gleichungen ab und schreiben die iibrigen in der Gestalt:
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(“e+1,e+1 - 1)'1?-.-41. i 5 @yii,oq2 Toga e de A e Yerrs
(118) o o1 Loy T (“}-+2,c+2 + D)Z 0t = Yeyes

>3

-

wobei zur Abkiirzung
Yesr = Cppt — Cpgr 0% — = 7 — Q0%
(119) Yoro = Uppg — Qo &y — 77" — g, T,

gesetzt ist; diese Gleichungen (118) sind dann, da wegen (116)
Ay + 8yp =10 (p+19)
App = Cp

wird, mit Riicksicht auf (117) von der Gestalt (114) und gestatten dem-

nach die Anwendung des vorhin bewiesenen Hilfssatzes.
Diesem zufolge gibt es eine vollstetige Bilinearform 7'(x,y) der

Variabeln z,,,, @,.5,- -+, Y,uy, Yous,- - - derart, daB die Gleichungen (118)
die Auflésungen
oT
Zegr = Yopn + g, !

20 a1
(l )) .'Ji'uJr2 - ?fHLg +' EL;"U‘!'"L’

’

besitzen. Tragen wir diese Auflosungen unter Beriicksichtigung der
Werte (119) von ¥,.y, ¥,.s,- .. in die ¢ ersten vorhin abgesonderten Glei-
chungen des vorgelegten Systems (93) ein, so entsteht ein System von
e Gleichungen mit den ¢ Unbekannten x, ..., z,, wie folgt:

Ego +--+ E 2, =E,

(121) .
Y = i g et nl
}:"cl‘q’l s nat J‘cua’e T I‘c?
wo E ..., F, homogene Linearformen von a,, a,,... sind, wihrend
E,, ..., E, in bekannter Weise durch die Koeffizienten von A(z, y) sich

ausdriicken. Haben nun diese Gleichungen Lésungen a,,..., x,, so be-
rechnen sich daraus vermdge (119) und (120) die Werte z_,, 2,.5,...,
und wir gelangen so zu den Lésungen des urspriinglich vorgelegten
Gleichungssystems (93); im anderen Falle lassen sich gewil die homo-
genen Gleichungen

E, 2+ -+ E,2,=0,

B toved-B 2,

&

= ()
durch solche Werte z, ..., @, befriedigen, die nicht alle Null sind; neh-

men wir alsdann an Stelle von a,, a,, . .. iiberall die Werte Null, wodurch

in der Tat E =0, ..., E=0
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wird, so gelangen wir vermige (119) und (120) zu solchen Werten
Zypyy &y, .- ., die zusammen mit den gefundenen z,, ..., z, ein Losungs-
system der homogenen Gleichungen (94) in Satz X ausmachen.

Damit ist Satz 40 vollstindig bewiesen.

Da oben auch der Satz 39 iiber die schiefsymmetrischen Formen
lediglich mit Hilfe des Satzes 35 iiber die orthogonale Transformation
vollstetiger quadratischer Formen ohne irgendeine nene Konvergenz-
betrachtung bewiesen worden ist, so ergibt sich, daf auch die Theorie
der Gleichungen von der Gestalt (93) und damit iiberhaupt die Theorie
der vollstetigen Bilinearform lediglich auf die Theorie der orthogonalen
Transformation vollstetiger quadratischer Formen ohne neue Konvergenz-
betrachtungen begriindet werden kann — cine bemerkenswerte Tat-
sache, die der Theorie der vollstetigen Formen von unendlich
vielen Variabeln eine wunderbare Durchsichtigkeit und Ein-
heitlichkeit verleiht.

Fiinfter Abschnitt.
Neue Begriindung der allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen.

In den folgenden Kapiteln XIII—XVI wollen wir die in den Kapiteln
XI—XII entwickelte Theorie der linearen, der quadratischen und bilinearen
Formen mit unendlich vielen Variabeln auf die Theorie der linearen
Integralgleichungen anwenden. Ks werden durch dieses neue einfachere
und durchsichtigere Verfahren nicht nur alle bekannten Resultate iiber
Integralgleichungen wieder gewonnen werden, sondern es gelingt auch
die Theorie der Integralgleichungen wesentlich auszudehnen und zu ver-
vollkommnen. — Weiterhin entsteht dann die Aufgabe, die Methode der
unendlich vielen Variabeln direkt ohne Vermittlung der Integralgleichungen
in die Theorie der Differentialgleichungen einzufiihren.

Dreizehntes Kapitel
Die Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern.

In Kapitel XI') haben wir den Begriff ,vollstetig” fiir eine Funk-
tion der unendlich vielen Variabeln z, x,, ... definiert?): wir nennen

1) Die in Kapitel XI und diesem Kapitel XIII angeregten Fragen aus der Theorie
der Funktionen von unendlich vielen Variabeln habe ich in meiner Abhandlung:
Wesen und Ziele einer Analysis der unendlich vielen Variabeln, Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo t. XXVII (1909), weiter ausgefiihrt.

2) In dem urspriinglichen Abdruck meiner ,fiinften Mitteilung® hatte ich an
Stelle des jetzt durchweg gebrauchten Wortes | vollstetig® das Wort | stetig* eingefiihrt.
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